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Prólogo

Cuando un libro de texto alcanza su sexta edición, sus lectores han llegado a ciertas expectativas
que un autor no puede ignorar. El objetivo de este texto sigue siendo presentar el cálculo de una
forma clara, coherente y legible, y sobre todo de manera que sus lectores lo encuentren intere-
sante. La creación de un libro completo ha sido también un objetivo; es mejor cubrir muchos
contenidos en el entendimiento de que los profesores y los estudiantes deberán saltarse algunos,
que no considerar suficientes contenidos para cubrir las necesidades de usuarios con intereses y
formación previa muy diversos. Dos temas periféricos que estaban presentes en la cuarta edición
y se omitieron en la quinta, concretamente, introducciones muy breves a las series de Fourier
(Sección 9.9) y a las funciones de variable compleja (Apéndice II) se han recuperado a petición
de algunos usuarios que lamentaron mucho su desaparición.

Esta edición tiene pocos cambios en el orden de presentación de los contenidos. Se ha añadi-
do algún material (véase la lista posterior), y no se ha eliminado nada significativo. No obstante,
los procesos habituales de reescritura y ajuste fino de la presentación y un pequeño cambio en el
tamaño de las páginas han tenido como resultado un número de páginas significativamente infe-
rior. Los principales cambios en el texto son pocos, y se enumeran a continuación:

Se ha incluido un capítulo completo (Capítulo 17) sobre Ecuaciones Diferenciales, que ha
reabsorbido parte del material de EDs diseminado previamente por todo el texto, por ejem-
plo, las soluciones de EDs basadas en series del Capítulo 9. Sin embargo, algunos aspectos
elementales de EDs como la solución de ecuaciones separables de primer orden y ecuacio-
nes lineales, que son buenas aplicaciones de la integración, y la solución de ecuaciones li-
neales de segundo orden de coeficientes constantes, cuyas soluciones se basan en recetas y
utilizan las funciones exponenciales y trigonométricas, quedan en las Secciones 7.9 y 3.7,
respectivamente. En los lugares adecuados del Capítulo 17, se hace referencia a estas sec-
ciones.
Se han añadido varias páginas nuevas sobre probabilidad discreta al comienzo de la Sec-
ción 7.8 (Probabilidad). Aunque el propósito de esta sección es ilustrar el uso de la integra-
ción al estudiar la probabilidad, los conceptos básicos de probabilidad se presentan mejor
comenzando con el caso discreto.
La utilización de Maple para manejar vectores, matrices y funciones con valores vectoria-
les hace uso ahora de los nuevos paquetes «LinearAlgebra» y «VectorCalculus». Esto sim-
plifica grandemente las cosas. Afecta a los capítulos desde el 10 en adelante y ha tenido
como consecuencia la reescritura completa de la Sección 10.7.
Se ha añadido al Capítulo P (Preliminares) una nueva sección sobre polinomios y funcio-
nes racionales.
Las Secciones 4.7 (Aproximaciones Lineales) y especialmente la 4.8 (Polinomios de
Taylor) han sufrido cambios considerables en la notación y la presentación. Además, la



Sección 9.6 (Series de Taylor y de Maclaurin) han tenido muchos cambios y han absorbido
lo que antes era una sección separada revisando la Fórmula de Taylor. Ahora el enfoque
completo del Teorema de Taylor está más unificado, aunque todavía está dividido entre los
Capítulos 4 y 9.

Además de todo lo anterior, se han realizado numerosos pequeños cambios locales aquí y
allá para mejorar el texto. Se han eliminado algunos ejemplos confusos o se han sustituido por
otros más apropiados. Se han eliminado algunos ejercicios y se han añadido otros. Se han añadi-
do algunas figuras nuevas y se han mejorado algunas otras. Se han cambiado algunas notaciones.
Los intervalos abiertos se escriben ahora (a, b) del nuevo; aunque lógico, no parece adecuado. El
proceso de hacer que el libro sea más agradable a los lectores sigue en curso y se basa en buena
parte en los comentarios de los propios lectores.
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Al estudiante

Cuando recibí mi primer curso de cálculo, no había un libro de texto prescrito, sino un libro de-
nominado Calculus Made Easy que se recomendaba a todos aquellos que necesitábamos algo
más que los apuntes tomados durante las clases. Compré el libro, esperando que sería como indi-
caba su título y que me facilitaría el aprendizaje del cálculo. No fue así.

¿Es el cálculo una materia muy difícil? No, realmente no, pero algunas veces se lo parece a
los estudiantes, especialmente al principio, debido a las nuevas ideas y técnicas que se utilizan, y
porque el éxito del aprendizaje del cálculo depende de tener una base muy sólida en las matemá-
ticas previas (álgebra, geometría y trigonometría), sobre la que se pueda construir. Es convenien-
te revisar el material previo del Capítulo P (Preliminares) incluso si el profesor no lo menciona
en clase. Al aprender cálculo dispondremos de herramientas muy útiles para analizar problemas
en numerosos campos de interés, especialmente los que se consideran «científicos». Merece la
pena adquirir estas herramientas, pero, como toda tarea que merece la pena, ésta requiere mucho
esfuerzo de nuestra parte. No existe libro ni profesor que puedan evitar este requisito.

Al escribir este libro he intentado organizar el material de forma que resulte tan fácil como
sea posible, pero no a expensas de «barrer las dificultades reales bajo la alfombra». Encontrare-
mos que algunos conceptos son difíciles de entender cuando se presentan por primera vez. Cuan-
do sea así, debemos releer el material despacio, si es necesario varias veces; pensar sobre él;
formular preguntas para realizar a los estudiantes más experimentados, a nuestro tutor o a nues-
tro profesor. No hay que retrasarlo. Es importante resolver los problemas tan pronto como sea
posible. Si no se entiende una cosa hoy, tampoco entenderemos cómo se aplica mañana. Las ma-
temáticas son una «disciplina lineal»; construyen una idea basándose en la anterior.

Resolver ejercicios es la mejor forma de profundizar en nuestra comprensión del cálculo, y
de convencernos de que lo hemos entendido. Este libro contiene numerosos ejercicios; demasia-
dos para intentar resolverlos todos. Algunos de ellos son ejercicios directos, que nos ayudarán a
desarrollar nuestras propias destrezas en cálculo. Sin embargo, son más importantes los proble-
mas que ayudan a desarrollar las habilidades de razonamiento y la forma de aplicar las técnicas
aprendidas a situaciones concretas. En algunos casos habrá que planificar la forma de resolver un
problema que requiera varios «pasos» diferentes antes de llegar a la respuesta. Otros ejercicios
están diseñados para ampliar la teoría desarrollada en el texto y mejorar, por tanto, nuestra com-
prensión de los conceptos del cálculo.

Los ejercicios varían grandemente en dificultad. En general, los más difíciles aparecen hacia
el final de la serie de ejercicios, pero la serie completa no está graduada estrictamente de esta
forma porque los ejercicios sobre un tema específico tienden a agruparse. Algunos ejercicios de
las series regulares se marcan con un asterisco *. Este símbolo indica que el ejercicio es o bien
algo más teórico o algo más difícil que la mayoría. Los que son más teóricos no tienen por qué
ser difíciles; algunas veces son bastante fáciles. La mayoría de los problemas en la sección de



Problemas Avanzados, que forma parte del Repaso del Capítulo al final de la mayoría de los ca-
pítulos, tienen mayor dificultad, aunque en general no estén marcados con un *.

No hay que desanimarse si no podemos hacer todos los ejercicios. Algunos son de hecho
muy difíciles, y sólo unos pocos estudiantes dotados serán capaces de resolverlos. Sin embargo,
debemos ser capaces de realizar una amplia mayoría de ellos. Algunos requerirán mucho más
esfuerzo que otros. Cuando encontramos dificultades con los problemas, es conveniente proceder
como sigue:

1. Lea y vuelva a leer el problema hasta entender exactamente la información que se da y
qué hay que calcular o qué hay que hacer.

2. Si es apropiado, dibuje un diagrama ilustrando las relaciones entre las magnitudes invo-
lucradas en el problema.

3. Si es necesario, introduzca símbolos para representar las magnitudes del problema. Utili-
ce letras apropiadas (por ejemplo, V para volúmenes, t para el tiempo). No creamos ne-
cesario utilizar x e y para todo.

4. Desarrolle un plan de ataque. Esto es en general la parte más difícil. Busque relaciones
conocidas; intente reconocer modelos; vuelva sobre los ejemplos desarrollados en la sec-
ción actual o en algunas secciones previas relevantes; intente descubrir posibles conexio-
nes entre el problema bajo estudio y otros que se han visto anteriormente. ¿Se puede
simplificar el problema realizando suposiciones adicionales? Si se puede resolver una
versión simplificada, ello puede ayudarnos a decidir qué hacer con el problema dado: ¿se
puede dividir el problema en varios casos, siendo cada uno de ellos un problema más
simple? Al leer los ejemplos del texto, esté atento para descubrir métodos que puedan
resultar útiles más adelante en otros contextos.

5. Intente seguir los pasos de su plan. Si tenemos problemas con alguno o varios de ellos,
puede ser necesario modificar el plan.

6. Al llegar al resultado de un problema, pregúntese siempre si es razonable. Si no lo es,
busque para determinar los lugares donde se puede haber cometido un error.

Las respuestas de la mayoría de los ejercicios con numeración impar se proporcionan al final
del libro. Las excepciones son los ejercicios que no tienen respuestas cortas, por ejemplo «De-
muestre que.» o «Pruebe que.», que son problemas donde la respuesta es la solución completa.
Hay disponible un Manual de Soluciones para el Estudiante que contiene soluciones detalladas a
los ejercicios con numeración par.

Además de los asteriscos utilizados para marcar los problemas más difíciles o teóricos, los
símbolos siguientes se utilizan para marcar ejercicios de equipos especiales:

Ejercicios pertenecientes a ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial (no se uti-
liza en secciones que están completamente dedicadas a EDs).

Problemas que requieren el uso de una calculadora. A menudo se necesitará una calculado-
ra científica. Algunos de sus problemas pueden requerir una calculadora programable.

Problemas que requieren un software de gráficos por ordenador en un ordenador per-
sonal.

Problemas que requieren el uso de un ordenador. En general requerirán software de mate-
máticas por ordenador (por ejemplo, Maple o Mathematica) o bien un programa de hoja de
cálculo (por ejemplo, Lotus 123, Excel de Microsoft o Quattro Pro).
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Al profesor

Como sugiere su título, este libro pretende cubrir todo el material en programas de cálculo
de tres o cuatro semestres, con funciones reales de una sola variable real (cálculo diferencial en
los Capítulos 1-4 y cálculo integral en los Capítulos 5-8), así como funciones vectoriales de una
sola variable real (en el Capítulo 11), funciones reales de varias variables reales (en los Capítu-
los 12-14), y funciones vectoriales de varias variables reales (en los Capítulos 15-16). El Capí-
tulo 9 está dedicado a las secuencias y las series y su posición es más bien arbitraria. El Capítu-
lo 10 contiene material básico necesario sobre vectores y geometría en el espacio tridimensional,
y es de utilidad, aunque no absolutamente esencial, para la comprensión del material multivaria-
ble subsiguiente. La materia que se incluye es muy amplia para incluirla en cualquier curso. Se
debe seleccionar qué material incluir y cuál omitir, teniendo en cuenta la formación previa y las
necesidades de los estudiantes.

En la Universidad de British Columbia, donde el autor lleva enseñando 34 años, el cálculo se
divide en cuatro trimestres; los dos primeros se ocupan del cálculo de una sola variable (Capí-
tulos 1-9); el tercero trata las funciones de varias variables (parte del Capítulo 10, y los Capítu-
los 12-14), y es seguido por menos estudiantes, y el cuarto se ocupa del cálculo vectorial (parte
del Capítulo 10, y los Capítulos 11, 15-16) y es seguido por un número relativamente reducido
de estudiantes, principalmente de ciencias matemáticas, físicas e ingeniería. En ninguno de estos
cursos hay suficiente tiempo como para tratar todo el material; siempre se omiten algunas sec-
ciones. Sin embargo, la amplia selección de temas y aplicaciones proporciona a los estudiantes
una experiencia de aprendizaje rica y variada a los estudiantes.

El texto está diseñado para cursos de cálculo general, especialmente para los estudiantes de
ciencias e ingeniería. La mayor parte del material requiere sólo un conocimiento previo razona-
ble en álgebra y geometría analítica (véase el Capítulo P, Preliminares, donde se revisa este ma-
terial). Sin embargo, alguna materia opcional es más sutil y/o teórica, y está dirigida principal-
mente a los estudiantes más duros.
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¿Qué es el cálculo?

Al principio del siglo XVII el matemático alemán Johannes Kepler analizó un amplio número de
observaciones astronómicas realizadas por el astrónomo danés Tycho Brahe y concluyó que los
planetas se movían alrededor del sol en órbitas elípticas. Él no sabía por qué. Cincuenta años
más tarde, el matemático y físico inglés Isaac Newton lo resolvió.

¿Por qué los planetas se mueven en órbitas elípticas alrededor del sol? ¿Por qué los vientos
de los huracanes giran en espiral en sentido contrario a las agujas del reloj en el hemisferio Nor-
te? ¿Cómo se pueden predecir los efectos de los cambios de los tipos de interés en la economía y
en los mercados de valores? ¿Cuándo desaparecerá suficiente material radiactivo para permitir
un manejo seguro? ¿Cómo afectan las corrientes oceánicas calientes del Pacífico ecuatorial al
clima del este de Norteamérica? ¿Cuánto tiempo permanece la concentración de un medicamen-
to en sangre en niveles efectivos? ¿Cómo se propagan las ondas de radio por el espacio? ¿Por
qué una epidemia se extiende cada vez más rápido y después se ralentiza? ¿Cómo puedo asegu-
rar que el puente que acabo de diseñar no será destruido por una tormenta?

Estas y muchas otras cuestiones de interés e importancia en nuestro mundo se relacionan di-
rectamente con nuestra capacidad de analizar el movimiento y la forma en que las magnitudes
cambian con respecto al tiempo o a otra magnitud. El álgebra y la geometría son herramientas
útiles para describir relaciones entre magnitudes estáticas, pero en ellas no intervienen conceptos
apropiados para describir cómo cambia una magnitud. Para hacer esto necesitamos nuevas ope-
raciones matemáticas que van más allá de las operaciones algebraicas de suma, resta, multiplica-
ción y división y del cálculo de potencias y raíces. Necesitamos operaciones que midan la forma
en que varían magnitudes relacionadas.

El cálculo proporciona las herramientas para describir el movimiento cuantitativamente. Pre-
senta dos nuevas operaciones denominadas diferenciación e integración que, como la suma y la
resta, son opuestas entre sí; lo que hace la diferenciación, lo deshace la integración.

Por ejemplo, consideremos el movimiento de una roca que cae. La altura (en metros) de la
roca t segundos después de que se lanza desde una altura h0 es una función h(t) dada por

h(t) % h0 . 4.9t2

La gráfica de y % h(t) se muestra en la figura siguiente:



El proceso de diferenciación hace posible obtener una nueva función, que denotaremos hñ(t), y
denominaremos derivada de h con respecto a t, que representa la velocidad de cambio de la altu-
ra de la roca, es decir, su velocidad en metros/segundo:

hñ(t) %.9.8t

Al contrario, si conocemos la velocidad de la roca que cae en función del tiempo, la integración
permite obtener la función altura h(t).

El cálculo fue inventado de manera independiente y de forma algo diferente por dos matemá-
ticos del siglo XVII: Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibnitz. La motivación de Newton era
un deseo de analizar el movimiento de objetos móviles. Utilizando su cálculo pudo formular sus
leyes del movimiento y de la gravitación y concluir a partir de ellas que los planetas debían
moverse alrededor del sol en órbitas elípticas.

Muchas de las más fundamentales e importantes «leyes de la naturaleza» se expresan conve-
nientemente en forma de ecuaciones en las que intervienen velocidades de cambio de magnitu-
des. Estas ecuaciones se denominan ecuaciones diferenciales, y las técnicas para su estudio y re-
solución están en el corazón del cálculo. En el ejemplo de la roca que cae la ley apropiada es la
Segunda Ley de Newton del Movimiento:

fuerza % masa # aceleración

La aceleración (.9.8m/s2) es la velocidad de cambio (la derivada) de la velocidad, que es a su
vez la velocidad de cambio (la derivada) de la función altura.

Una buena parte de las matemáticas se relacionan indirectamente con el estudio del movi-
miento. Vemos las rectas o las curvas como objetos geométricos, pero los antiguos griegos las
veían como trayectorias trazadas por puntos en movimiento. No obstante, el estudio de las cur-
vas requiere conceptos geométricos como tangencia o área. El problema de la diferenciación está
estrechamente relacionado con el problema geométrico de obtener rectas tangentes; de forma si-
milar, la integración está relacionada con el problema geométrico de calcular áreas de regiones
con fronteras curvas.

Tanto la diferenciación como la integración se definen en función de una nueva operación
matemática denominada límite. El concepto de límite de una función se desarrollará en el Capí-
tulo 1. Ése será el comienzo real del estudio del cálculo. En el capítulo denominado Preliminares
revisaremos algunos conocimientos previos de álgebra y geometría necesarios para el desarrollo
del cálculo.

xxx ¿QUÉ ES EL CÁLCULO?



CAPÍTULO P

Preliminares

«Nos enseñaban a beber y a escupir, naturalmente —re-
plicó la Falsa Tortuga—, y luego las diversas ramas de la
Aritmética: a fumar, a reptar, a mutilar y sobre todo a di-
mitir».

Lewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898)
de Alicia en el País de las Maravillas

Introducción En este capítulo preliminar se revisan las cosas más importantes
que hay que saber para introducirse en el cálculo. Se consideran los números reales,
los sistemas de coordenadas cartesianas en el plano, las ecuaciones que representan
líneas rectas, círculos y parábolas, las funciones y sus representaciones gráficas, y
en particular, las funciones polinómicas y trigonométricas.

En función de los conocimientos preliminares de cálculo que se posean, se pue-
de estar familiarizado con estos temas o no. Si es así, bastará con leer por encima
este capítulo para refrescar nuestros conocimientos anteriores. Si no es así, este ca-
pítulo deberá estudiarse con detalle.



P.1 Los números reales y la recta real

El Cálculo se basa en las propiedades del sistema de los números reales. Los números reales se
expresan mediante decimales. Por ejemplo,

5 % 5.00000 ...

.
3
4 %.0.750000 ...
1
3 % 0.3333 ...

∂2 % 1.4142 ...

n % 3.14159 ...

En todos los casos anteriores los puntos suspensivos ... indican que la secuencia de dígitos deci-
males no finaliza nunca. En el caso de los tres primeros números anteriores, el patrón que siguen
los dígitos es obvio. Por tanto, podemos saber cuáles serán los dígitos siguientes. En el caso
de ∂2 y n no hay un patrón obvio. Los números reales se pueden representar geométricamente
como puntos en una recta que se denomina recta real, como se muestra en la Figura P.1. Para
indicar tanto la recta real como el sistema de los números reales se utiliza el símbolo �.

Figura P.1 La recta real.

Las propiedades del sistema de los números reales se pueden clasificar en tres categorías:
propiedades algebraicas, propiedades de orden y completitud. Ya estamos familiarizados con las
propiedades algebraicas. Más o menos significan que los números reales se pueden sumar, res-
tar, multiplicar y dividir (excepto por cero), dando como resultado más números reales, y que las
reglas de la aritmética son válidas.

Las propiedades de orden de los números reales se refieren al orden en que dichos números
aparecen en la recta real. Si x está a la izquierda de y significa que «x es menor que y» o que «y
es mayor que x». Lo anterior se puede expresar simbólicamente como x a y o y b x, respectiva-
mente. La desigualdad x m y significa que bien x a y o bien x % y. Las propiedades de orden de
los números reales se resumen en las siguientes reglas de las desigualdades:

El símbolo ú significa «implica»

Reglas de las desigualdades

Si a, b y c son números reales, entonces:

1. a a b ú a ! c a b ! c

2. a a b ú a . c a b . c

3. a a b y c b 0 ú ac a bc

4. a a b y c a 0 ú ac b bc; en particular, .a b .b

5. a b b ú
1

a
b 0

6. 0 a a a b ú
1

b
a

1

a

Las Reglas 1-4 y la 6 (si a b 0) siguen siendo válidas cambiando a y b por m y n.
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Nótense especialmente las reglas para multiplicar (o dividir) una desigualdad por un número.
Si el número es positivo, la desigualdad se mantiene. Si es negativo, la desigualdad se invierte.

La propiedad de completitud del sistema de los números reales es más sutil y difícil de com-
prender. Una forma de enunciarla es la siguiente: Si A es un conjunto cualquiera de números rea-
les que contiene al menos un número, y existe un número real y con la propiedad de que x m y
para todo x perteneciente al conjunto A, entonces existe un número y mínimo que cumple esa
propiedad. Más o menos, esto significa que la recta real no contiene agujeros ni saltos. A todo
punto de dicha recta le corresponde un número real. En nuestro estudio del cálculo no hará falta
considerar mucho la completitud. Se utiliza generalmente para demostrar ciertos resultados im-
portantes, en concreto, los Teoremas 8 y 9 del Capítulo 1 (estas demostraciones se incluyen en el
Apéndice III, pero en general no son necesarias en cursos elementales de cálculo, sino más bien
en cursos avanzados de análisis matemático). Sólo necesitaremos utilizar la propiedad de com-
pletitud en el Capítulo 9, en el estudio de las series infinitas.

El conjunto de los números reales tiene algunos subconjuntos especialmente importantes:

(i) Los números naturales, o enteros positivos, es decir, los números 1, 2, 3, 4, ...
(ii) Los números enteros, es decir, los números 0, u1, u2, u3, ...
(iii) Los números racionales, es decir, números que se pueden expresar en forma de una frac-

ción m/n, siendo m y n dos enteros, y n Ç 0.

Precisamente, los números racionales son números reales cuyo desarrollo decimal puede:

(a) Finalizar, es decir, que termina con una secuencia de infinitos ceros, por ejemplo,
3/4 % 0.750000.

(b) Repetirse, es decir, que finaliza con una cadena de dígitos que se repite indefinidamente.
Por ejemplo, 23/11 % 2.090909... % 2.09 (la barra indica el patrón de dígitos que se repiten).

Los números reales que no son racionales se denominan números irracionales.

Ejemplo 1 Demuestre que los números (a) 1.323232... % 1.32 y (b) 0.3405405405... % 0.3405 son nú-
meros racionales, expresándolos como cociente de dos enteros.

Solución

(a) Sea x % 1.323232... Entonces, x . 1 % 0.323232... y

100x % 132.323232... % 132 ! 0.323232... % 132 ! x . 1

Por tanto, 99x % 131 y x % 131/99.

(b) Sea y % 0.3405405405... Entonces 10y % 3.405405405... y 10y . 3 % 0.405405405... Además,

10 000y % 3405.405405405... % 3405 ! 10y . 3

Por tanto, 9990y % 3402 e y % 3402/9990 % 63/185.

El conjunto de los números racionales posee las mismas propiedades algebraicas y de orden
que el de los números reales, pero no tiene la propiedad de completitud. Por ejemplo, no existe
ningún número racional cuyo cuadrado sea 2. Por tanto existiría un hueco en la recta de los nú-
meros racionales en el lugar que debería ocupar ∂2 1. Como la recta real no tiene «huecos», es
el lugar ideal para el estudio de los límites y, por tanto, del cálculo.

1 ¿Cómo sabemos que ∂2 es un número irracional? Supongamos lo contrario, es decir, que ∂2 es racional. Enton-
ces ∂2 % m/n, siendo m y n dos enteros y n Ç 0. Supongamos adicionalmente que la fracción m/n ha sido ya reducida,
es decir, que ya se han cancelado los factores comunes en el numerador y en el denominador. Debería cumplirse que
m2/n2

% 2, y por tanto m2
% 2n2, que es un entero par. Por tanto, m debe ser par (el cuadrado de un entero par es siempre

par). Como m es par, se puede expresar en la forma m % 2k, siendo k un entero. Tenemos entonces que 4k2
% 2n2 y

n2
% 2k2, que es par. Por tanto, n debe ser también par. Esto contradice el hecho de que ∂2 se puede expresar como una

fracción irreducible m/n, ya que si es así, m y n no podrían ser ambos pares. Por tanto, no existe ningún número racional
cuyo cuadrado sea 2.
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Intervalos
Un subconjunto de la recta real se denomina intervalo si contiene al menos dos números y con-
tiene también todos los números reales que existen entre dos cualesquiera de sus elementos. Por
ejemplo, el conjunto de los números reales x tales que x b 6 es un intervalo, pero el conjunto de
los números reales y tales que y Ç 0 no es un intervalo (¿por qué?). Consta de dos intervalos.

Si a y b son números reales tales que a a b, entonces:

(i) El intervalo abierto desde a hasta b, representado por (a, b), está formado por todos los
números reales x que cumplen que a a x a b.

(ii) El intervalo cerrado desde a hasta b, representado por [a, b], está formado por todos los
números reales x que cumplen que a m x m b.

(iii) El intervalo semiabierto [a, b) está formado por todos los números reales x que cumplen
que a m x a b.

(iv) El intervalo semiabierto (a, b] está formado por todos los números reales x que cumplen
que a a x m b.

Estos intervalos se muestran en la Figura P.2. Nótese el uso de puntos vacíos para indicar los
extremos de los intervalos que no están incluidos en éstos, y el uso de puntos rellenos cuando los
extremos están incluidos en los intervalos. Los límites de los intervalos se denominan extremos.

Los intervalos de la Figura P.2 son intervalos finitos, y todos tienen como longitud b . a.
Los intervalos pueden tener también longitud infinita, y en ese caso se habla de intervalos infi-
nitos. La Figura P.3 muestra algunos ejemplos de intervalos infinitos. Nótese que la recta real �
es en sí un intervalo, que se indica como (.ä, ä). El símbolo ä («infinito») no representa
ningún número real, por lo que no está permitido que pueda ser un extremo del intervalo.

Figura P.2 Intervalos finitos. Figura P.3 Intervalos infinitos.

Ejemplo 2 Resuelva las siguientes desigualdades. Exprese los conjuntos solución en forma de interva-
los y dibújelos.

(a) 2x . 1 b x ! 3 (b) .

x

3
n 2x . 1 (c)

2

x . 1
n 5

Solución

(a) 2x . 1 b x ! 3 Se suma 1 en ambos miembros.
2x b x ! 4 Se resta x en ambos miembros.
x b 4 La solución es el conjunto (4, ä).

(b) .

x

3
n 2x . 1 Se multiplican ambos miembros por .3.

x m .6x ! 3 Se suma 6x en ambos miembros.

7x m 3 Se dividen los dos miembros por 7.

x m

3

7
La solución es el intervalo (.ä, 3/7].
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(c) Se pasa el 5 del segundo miembro al primero y se simplifica, expresando la desigualdad de una forma
equivalente:

2

x . 1
. 5 n 0 õú

2 . 5(x . 1)

x . 1
n 0 õú

7 . 5x

x . 1
n 0

La fracción
7 . 5x

x . 1
no está definida en x % 1, y vale 0 en x % 7/5. Entre esos números, toma valores

positivos si el numerador y el denominador tienen el mismo signo, y valores negativos si tienen distinto
signo. Es sencillo organizar la información de los signos en la tabla siguiente:

Por tanto, el conjunto solución de la desigualdad es en este caso el intervalo (1, 7/5].

Figura P.4 Intervalos del Ejemplo 2.

El símbolo õú significa «si y sólo si» o «es equivalente a». Si A y B son dos sentencias, enton-
ces A õú B significa que, si una de ellas es verdadera, la otra necesariamente también lo es,
por lo que ambas deben ser verdaderas, o ambas falsas.

Algunas veces es necesario resolver sistemas de dos o más desigualdades que se deben satis-
facer simultáneamente. De momento, resolveremos cada desigualdad por separado y buscaremos
qué números pertenecen a la intersección de los conjuntos solución.

Ejemplo 3 Resuelva los sistemas de desigualdades:

(a) 3 m 2x ! 1 m 5 (b) 3x . 1 a 5x ! 3 m 2x ! 15

Solución

(a) Utilizando la técnica del Ejemplo 2, se puede resolver la desigualdad 3 m 2x ! 1, obteniéndose 2 m 2x
y x n 1. De forma similar, la desigualdad 2x ! 1 m 5 produce 2x m 4 y x m 2. Por tanto, la solución
del sistema (a) es el intervalo cerrado [1, 2].

(b) Se resuelven las dos desigualdades como sigue:

3x . 1 a

.1 . 3 a

.4 a

.2 a

5x ! 3

5x . 3x

2x

x F y E
5x ! 3 m

5x . 2x m

3x m

x m

2x ! 15

15 . 3

12

4

Por tanto, el conjunto solución es el intervalo (.2, 4].
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La resolución de inecuaciones de segundo grado se basa en la resolución de las correspon-
dientes ecuaciones de segundo grado.

Ejemplo 4 Inecuaciones de segundo grado

Resuelva:

(a) x2
. 5x ! 6 a 0 (b) 2x2

! 1 b 4x

Solución

(a) El trinomio x2
. 5x ! 6 se puede factorizar en el producto (x . 2)(x . 3), que será negativo sólo cuan-

do uno (y sólo uno) de los factores sea negativo. Como x . 3 a x . 2, eso ocurre cuando x . 3 a 0
y x . 2 b 0. Por tanto, debe cumplirse que x a 3 y x b 2, y la solución es entonces el intervalo abier-
to (2, 3).

(b) La inecuación 2x2
! 1 b 4x es equivalente a 2x2

. 4x ! 1 b 0. La ecuación de segundo grado corres-
pondiente, 2x2

. 4x ! 1 % 0, es de la forma Ax2
! Bx ! C % 0, y se resuelve aplicando la fórmula de

la ecuación de segundo grado (véase la Sección P.6):

x %
.B u ∂B2

. 4AC

2A
%

4 u ∂16 . 8

4
% 1 u

∂2

2

Por lo que la inecuación dada se puede expresar en la forma:

Ax . 1 !
1

2
∂2BAx . 1 .

1

2
∂2Bb 0

Esto se cumple si los factores del miembro izquierdo son ambos positivos o ambos negativos simultá-

neamente. Por tanto, debe cumplirse que x a 1 .

1

2
∂2 o que x b 1 !

1

2
∂2. El conjunto solución es

la unión de los intervalos A.ä, 1 .

1

2
∂2BéA1 !

1

2
∂2, äB.

Nótese el uso del símbolo é para indicar la unión de intervalos. Un número real pertenece a
una unión de intervalos si pertenece al menos a uno de los intervalos. Necesitaremos también
considerar la intersección de intervalos. Un número real pertenece a una intersección de interva-
los si pertenece a todos los intervalos. Para indicar la intersección se utilizará el símbolo ç. Por
ejemplo,

[1, 3) ç [2, 4] % [2, 3) donde [1, 3) é [2, 4] % [1, 4]

Ejemplo 5 Resuelva la desigualdad
3

x . 1
a .

2

x
y represente el conjunto solución.

Solución Podríamos pensar en multiplicar por x(x . 1) para eliminar las fracciones de la inecuación, pe-
ro esto requeriría considerar tres casos por separado (¿cuáles son?). En lugar de esto, combinaremos las dos
fracciones en una sola:

3

x . 1
a.

2

x
õú

3

x . 1
!

2

x
a 0 õú

5x . 2

x(x . 1)
a 0

Examinaremos los signos de los tres factores de la fracción izquierda para determinar dónde es negativa
dicha fracción:
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El conjunto solución de la inecuación dada es la unión de esos dos intervalos, es decir, (.ä, 0) é

é (2/5, 1). Véase la Figura P.5.

Figura P.5 El conjunto solución del Ejemplo 5.

El valor absoluto

El valor absoluto o módulo de un número x, que se escribe �x� (y se lee «valor absoluto de x»),
se define mediante la fórmula

�x� % E
x,

.x,

si x n 0

si x a 0

Las líneas verticales del símbolo �x� se denominan barras de valor absoluto.

Ejemplo 6 �3� % 3, �0� % 0, �.5� % 5

Nótese que �x� n 0 para todo número real x, y que �x� % 0 si y sólo si x % 0. Algunas perso-
nas encuentran confuso decir que �x�%.x cuando x es negativo, pero es correcto, ya que en este
caso .x es positivo. El símbolo ∂a siempre indica la raíz cuadrada no negativa de a, por lo
que una definición alternativa de �x� sería �x� % ∂x2.

Es importante recordar que ∂a2
% �a�. No debe escribirse ∂a2

% a, a menos que se sepa que
a n 0.

Geométricamente, �x� representa la distancia (no negativa) desde x hasta 0 en la recta real. De
forma más general �x . y� representa la distancia (no negativa) entre los puntos x e y de la recta
real, ya que esta distancia es la misma que la del punto x . y al 0 (véase la Figura P.6):

�x . y� % E
x . y,

y . x,

si x n y

si x a y

Figura P.6

�x . y� % distancia de x a y.
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La función valor absoluto posee las siguientes propiedades:

Propiedades del valor absoluto

1. �.a� % �a�. El valor absoluto de un número y de su negativo es el mismo.

2. �ab � % �a � �b � y G
a

b G%
�a �
�b �

. El valor absoluto del producto (o cociente) de dos números es

el producto (o cociente) de sus valores absolutos.

3. �a u b � m �a � ! �b � (desigualdad del triángulo). El valor absoluto de una suma o dife-
rencia de dos números es menor o igual que la suma de sus valores absolutos.

Las dos primeras propiedades se pueden comprobar considerando separadamente los casos
que resultan de que tanto a como b pueden ser positivos o negativos. La tercera propiedad se
deduce de las dos anteriores ya que u2ab m �2ab � % 2 �a � �b �. Por tanto, tenemos que

�a u b �2 % (a u b)2
% a2

u 2ab ! b2

m �a �2 ! 2 �a � �b � ! �b �2 % (�a � ! �b �)2

Y tomando la raíz cuadrada (positiva) de ambos miembros se obtiene que �a u b � m �a � ! �b �.
Este resultado se denomina «desigualdad del triángulo», ya que se sigue del hecho geométrico
de que la longitud de cualquier lado de un triángulo no puede ser mayor que la suma de las lon-
gitudes de los otros dos lados. Por ejemplo, si suponemos que los números 0, a y b de la recta
real son los vértices de un «triángulo» degenerado, entonces las longitudes de los lados de dicho
triángulo son �a �, � b� y �a . b �. El triángulo es degenerado porque todos sus vértices están en la
misma línea recta.

Ecuaciones e inecuaciones con valores absolutos
La ecuación �x � % D (siendo D b 0) tiene dos soluciones, x % D y x%.D, es decir, los dos
puntos de la recta real que están a una distancia D del origen. Las ecuaciones e inecuaciones con
valores absolutos se pueden resolver algebraicamente dividiéndolas en casos de acuerdo con la
definición de valor absoluto, pero a menudo se pueden resolver también geométricamente inter-
pretando los valores absolutos como distancias. Por ejemplo, la inecuación �x . a � a D expresa
que la distancia desde x hasta a es menor que D, y por tanto x debe estar entre a . D y a ! D
(o, lo que es lo mismo, a debe estar entre x . D y x ! D). Si D es un número positivo, entonces,

�x � % D õú o x %.D o x % D

�x � a D õú .D a x a D

�x � m D õú .D m x m D

�x � b D õú o x a.D o x b D

De forma más general,

�x . a � % D õú o x % a . D o x % a ! D

�x . a � a D õú a . D a x a a ! D

�x . a � m D õú a . D m x m a ! D

�x . a � b D õú o x a a . D o x b a ! D
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Ejemplo 7 Resuelva: (a) �2x ! 5 � % 3 (b) �3x . 2 � m 1

Solución

(a) �2x ! 5 � % 3 õú 2x ! 5 %u3. Por tanto, o bien 2x %.3 . 5 %.8 o bien 2x % 3 . 5 %.2.
Las soluciones son x %.4 o x %.1.

(b) �3x . 2 � m 1 õú .1 m 3x . 2 m 1. Resolvemos la pareja de inecuaciones:

E
.1 m

.1 ! 2 m

1/3 m

3x . 2

3x

x F y E
3x . 2 m

3x m

x m

1

1 ! 2

1 F
Por tanto, la solución es el intervalo [1/3, 1].

Observación Veamos cómo se podría haber resuelto geométricamente el apartado (b) del
Ejemplo 7, interpretando las inecuaciones como distancias:

�3x . 2 � % G3Ax .

2

3BG% 3 Gx .

2

3 G
Por tanto, la inecuación expresa que

3 Gx .

2

3 Gm 1 o Gx .

2

3 Gm
1

3

Esto indica que la distancia de x a 2/3 no debe ser mayor que 1/3. Las soluciones de x deben
estar entonces entre 1/3 y 1, ambos extremos incluidos (véase la Figura P.7).

Figura P.7 El conjunto solución del Ejemplo 7(b).

Ejemplo 8 Resuelva la ecuación �x ! 1 � % �x . 3 �.

Solución La ecuación dice que x está equidistante de .1 y 3. Por tanto, x es el punto intermedio entre
.1 y 3. Es decir, x % (.1 ! 3)/2% 1. De otra manera, la ecuación dada dice que o bien x ! 1 % x . 3 o
bien x ! 1 %.(x . 3). La primera de las dos ecuaciones no tiene solución, y la segunda tiene como solu-
ción x % 1.

Ejemplo 9 ¿Qué valores satisfacen la inecuación G5 .

2

x Ga 3?

Solución Tenemos que

G5 .

2

x Ga 3 õú .3 a 5 .

2

x
a 3 Se resta 5 en cada miembro.

.8 a.

2

x
a.2 Se divide cada miembro por .2.

4 b

1

x
b 1 Se toman inversos.

1

4
a x a 1
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En los cálculos anteriores hemos manejado un sistema de dos inecuaciones simultáneamente, en lugar de
separarlas en dos inecuaciones como hemos hecho en ejemplos anteriores. Nótense las diversas reglas de
manejo de inecuaciones que se han empleado aquí. Al multiplicar una inecuación por un número negativo
cambia el sentido de la desigualdad. También se cambia el sentido al tomar inversos en los dos miembros
de una inecuación si son positivos. Por tanto, la inecuación dada se cumple para todo x perteneciente al
intervalo abierto (1/4, 1).

Ejercicios P.1

En los Ejercicios 1 y 2, exprese el número racional
mediante la repetición de los dígitos decimales. Utilice una
barra sobre el conjunto de dígitos que se repiten.

1.
2

9
2.

1

11

En los Ejercicios 3 y 4, exprese los números en forma de
fracción irreducible de enteros.

3. 0.12 4. 3.27

5. Exprese los números racionales 1/7, 2/7, 3/7
y 4/7 mediante repetición de dígitos decimales
(utilice una calculadora para obtener tantos dígitos
decimales como sea posible). ¿Se puede observar algún
tipo de pauta? Intente predecir cómo serán las
expresiones de las fracciones 5/7 y 6/7, y compruebe
sus predicciones.

6. ¿Pueden dos decimales diferentes representar el mismo
número? ¿Qué número representa 0.999... % 0.9?

En los Ejercicios 7-12, obtenga el conjunto de todos los
números reales x que satisfacen la condición dada,
expresándolos como un intervalo o unión de intervalos.

7. x n 0 y x m 5 8. x a 2 y x n.3

9. x b.5 o x a .6 10. x m.1

11. x b.2 12. x a 4 o x n 2

En los Ejercicios 13-26, resuelva las inecuaciones dadas,
expresando la solución como un intervalo o unión de
intervalos.

13. .2x b 4 14. 3x ! 5 m 8

15. 5x . 3 m 7 . 3x 16.
6 . x

4
n

3x . 4

2

17. 3(2 . x) a 2(3 ! x) 18. x2
a 9

19.
1

2 . x
a 3 20.

x ! 1

x
n 2

21. x2
. 2x m 0 22. 6x2

. 5x m.1

23. x3
b 4x 24. x2

. x m 2

25.
x

2
n 1 !

4

x
26.

3

x . 1
a

2

x ! 1

Resuelva las ecuaciones de los Ejercicios 27-32.

27. �x � % 3 28. �x . 3 � % 7

29. �2t ! 5 � % 4 30. �1 . t � % 1

31. �8 . 3s � % 9 32. G
s

2
. 1 G% 1

En los Ejercicios 33-40, escriba los intervalos definidos por
las inecuaciones dadas.

33. �x � a 2 34. �x � m 2

35. �s . 1 � m 2 36. �t ! 2 � a 1

37. �3x . 7 � a 2 38. �2x ! 5 �a 1

39. G
x

2
. 1 Gm 1 40. G2 .

x

2 Ga
1

2

En los Ejercicios 41 y 42, resuelva las inecuaciones dadas
interpretándolas como aseveraciones sobre distancias en la
recta real.

41. �x ! 1 � b �x . 3 � 42. �x . 3 � a 2 �x �

43. No caiga en la trampa de aceptar que �.a � % a. ¿Para
qué números reales es cierta la anterior ecuación?
¿Para qué números es falsa?

44. Resuelva la ecuación �x . 1 � % 1 . x.

45. Demuestre que la inecuación

�a . b � n ��a � . �b ��
se cumple para todos los números reales a y b.
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P.2 Coordenadas cartesianas del plano

La posición de cualquier punto del plano se puede medir con respecto a dos rectas reales perpen-
diculares entre sí que se cruzan en el origen. Estas líneas se denominan ejes coordenados del
plano. Generalmente (pero no siempre), denominaremos eje x a una de esas rectas y la dibujare-
mos horizontalmente, con los números x creciendo hacia la derecha. La otra recta se denominará
eje y, y la dibujaremos verticalmente, con los números y creciendo hacia arriba. El punto de
intersección de los ejes coordenados (es decir, el punto donde x e y valen ambas cero) se deno-
mina origen, y se representa frecuentemente mediante la letra O.

Sea P un punto cualquiera del plano. Dibujemos una recta perpendicular al eje x que pasa
por el punto P. Si a es el valor de x donde la recta corta al eje x, se dice que a es la coordenada
x del punto P. Análogamente, la coordenada y de P es el valor de y donde la línea perpendicu-
lar al eje y que pasa por P corta a dicho eje y. El par ordenado (a, b) se denomina pareja de
coordenadas, o coordenadas cartesianas, del punto P. Utilizaremos la notación P(a, b) para in-
dicar simultáneamente el punto P y sus coordenadas (a, b) (véase la Figura P.8). Nótese que la
coordenada x es la que se pone en primer lugar en la pareja de coordenadas. Existe una corres-
pondencia uno a uno entre las parejas de coordenadas y los puntos del plano. Todo punto posee
una pareja de coordenadas única y cada pareja de coordenadas determina un único punto. El
conjunto formado por los ejes de coordenadas y las parejas de coordenadas se denomina sistema
de coordenadas cartesianas del plano, debido al filósofo del siglo XVII René Descartes, que
creó la geometría analítica (de coordenadas). Cuando se incorpora este sistema de coordenadas,
el plano pasa a denominarse plano cartesiano. Nótese que se utiliza la misma notación (a, b)
para indicar las coordenadas cartesianas de un punto en el plano y para indicar un intervalo
abierto en la recta real. Esto, sin embargo, no debe ser fuente de confusiones dado que el signifi-
cado exacto estará claro por el contexto.

La Figura P.9 muestra las coordenadas de algunos puntos del plano. Nótese que todos los
puntos del eje x tienen 0 como coordenada y. Para indicar esos puntos, generalmente escribire-
mos sólo su coordenada x. De forma similar, los puntos del eje y tienen x % 0, y los podemos
etiquetar utilizando únicamente su coordenada y.

Los ejes de coordenadas dividen el plano en cuatro regiones denominadas cuadrantes. Los
cuadrantes se numeran del I al IV, como se muestra en la Figura P.10. El primer cuadrante es
el superior derecho. Las dos coordenadas de los puntos pertenecientes al primer cuadrante son
números positivos. Los números pertenecientes al cuadrante III tienen ambas coordenadas nega-
tivas. En el cuadrante II sólo la coordenada y es positiva, y en el cuadrante IV sólo la coordena-
da x es positiva.

Figura P.8 Los ejes coordenados
y un punto P con coordenadas (a, b).

Figura P.9 Algunos puntos con
sus coordenadas.

Figura P.10 Los cuatro cuadrantes.
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Escalas de los ejes

Al dibujar datos en el plano coordenado o al pintar fórmulas cuyas variables tienen diferentes
unidades de medida, no es necesario utilizar la misma escala en los dos ejes de coordenadas. Si,
por ejemplo, se dibuja la altura en función del tiempo de una piedra que cae, no hay ninguna
razón que obligue a poner la marca que indica 1 en el eje de las alturas a la misma distancia del
origen que la marca que indica 1 en el eje de tiempos.

Cuando se dibujan funciones cuyos valores no representan medidas físicas, y cuando se dibu-
jan figuras en el plano coordenado para estudiar su geometría o sus propiedades trigonométricas,
es habitual hacer iguales las escalas de los dos ejes coordenados. La unidad de distancia mide
entonces lo mismo en el eje horizontal y en el eje vertical. Como en el caso de un mapa topográ-
fico o de un dibujo a escala, los segmentos de rectas de la misma longitud aparentarán tenerla en
el dibujo, y los ángulos que parezcan iguales lo serán en realidad. Algunos resultados geométri-
cos que obtendremos posteriormente, como la relación entre las pendientes de dos líneas perpen-
diculares, sólo son válidas si se utilizan escalas iguales en los dos ejes.

Los ordenadores y las calculadoras gráficas son otra cosa. Las escalas horizontales y vertica-
les en las gráficas generadas por esos dispositivos son en general diferentes, por lo que las dis-
tancias, las pendientes y los ángulos resultan distorsionados. Las circunferencias pueden parecer
elipses, y los cuadrados pueden parecer rectángulos o incluso paralelogramos. Los ángulos rectos
pueden parecer agudos u obtusos. Estas circunstancias requieren un cuidado especial al interpre-
tar lo que vemos. El software de ordenador de alta calidad para dibujo de gráficos cartesianos
permite generalmente al usuario compensar estos problemas de escala ajustando la relación de
aspecto (relación entre la escala vertical y la horizontal). Algunas pantallas de ordenador tam-
bién admiten un ajuste limitado. Al utilizar software de gráficos, es conveniente ajustar nuestra
configuración particular de hardware/software de forma que los diámetros vertical y horizontal
de un círculo dibujado parezcan iguales.

Incrementos y distancias

Cuando una partícula se mueve de un punto a otro, los cambios netos en sus coordenadas se de-
nominan incrementos. Se calculan restando las coordenadas del punto inicial de las coordenadas
del punto final. Un incremento en una variable es el cambio neto en los valores de dicha varia-
ble. Si x cambia de x1 a x2, entonces el incremento de x es Bx % x2 . x1.

Ejemplo 1 Calcule los incrementos de las coordenadas de una partícula que se desplaza desde

A(3, .3) hasta B(.1, 2).

Solución Los incrementos (véase la Figura P.11) son:

Bx %.1 . 3 %.4 y By % 2 . (.3) % 5

Figura P.11 Incrementos en x e y.
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Si P(x1, y1) y Q(x2, y2) son dos puntos del plano, el segmento de recta PQ es la hipotenusa de un
triángulo rectángulo PCQ, como muestra la Figura P.12. Los lados PC y CQ de dicho triángulo
tienen longitudes

�Bx � % �x2 . x1 � y �By � % �y2 . y1 �

que son respectivamente la distancia horizontal y la distancia vertical entre P y Q. Por el Teore-
ma de Pitágoras, la longitud de PQ es la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las dos
longitudes anteriores.

Figura P.12 La distancia de P a Q es

D % ∂(x2 . x1)
2
! (y2 . y1)

2.

Fórmula de la distancia entre dos puntos del plano

La distancia D entre P(x1, y1) y Q(x2, y2) es

D % ∂(Bx)2
! (By)2

% ∂(x2 . x1)
2
! (y2 . y1)

2

Ejemplo 2 La distancia desde A(3, .3) hasta B(.1, 2) en la Figura P.11 es

∂(.1 . 3)2
! (2 . (.3))2

% ∂(.4)2
! 52

% ∂41 unidades

Ejemplo 3 La distancia desde el origen O(0, 0) hasta un punto P(x, y) es

∂(x . 0)2
! (y . 0)2

% ∂x2
! y2

Gráficas
La gráfica de una ecuación (o inecuación) que relaciona las variables x e y es el conjunto de
todos los puntos P(x, y) cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (o inecuación).

Ejemplo 4 La ecuación x2
! y2

% 4 representa todos los puntos P(x, y) cuya distancia al origen es

∂x2
! y2

% ∂4 % 2. Esos puntos están sobre una circunferencia de radio 2 centrada en el origen. Esta
circunferencia es la gráfica de la ecuación x2

! y2
% 4 (véase la Figura P.13(a)).

Ejemplo 5 Los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la inecuación x2
! y2

m 4 están todos a una
distancia m2 del origen. La gráfica de esta inecuación es, por tanto, el disco de radio 2 centrado en el ori-
gen (véase la Figura P.13(b)).
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Figura P.13

(a) La circunferencia x2
! y2

% 4.
(b) El disco x2

! y2
m 4.

Ejemplo 6 Considere la ecuación y % x2. Algunos puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuación
son (0, 0), (1, 1), (.1, 1), (2, 4) y (.2, 4). Estos puntos (y todos los demás que cumplen la ecuación) se
encuentran sobre una curva que se denomina parábola (véase la Figura P.14).

Figura P.14 La parábola y % x2.

Líneas rectas

Dados dos puntos del plano, P1(x1, y1) y P2(x2, y2), denominaremos a los incrementos
Bx % x2 . x1 y By % y2 . y1 desplazamiento y elevación, respectivamente, entre P1 y P2. Dos
puntos como éstos determinan siempre una única línea recta (a menudo denominada simple-
mente recta) que pasa por ambos. La denominaremos recta P1P2.

Cualquier recta no vertical en el plano tiene siempre la propiedad de que la relación

m %
elevación

desplazamiento
%

By

Bx
%

y2 . y1

x2 . x1

toma el mismo valor para dos puntos cualesquiera P1(x1, y1) y P2(x2, y2) de la recta (véase la
Figura P.15). La constante m % By/Bx, en una recta no vertical, se denomina pendiente.

Ejemplo 7 La pendiente de la recta que pasa por los puntos A(3, .3) y B(.1, 2) es

m %
By

Bx
%

2 . (.3)

.1 . 3
%

5

.4
%.

5

4

La pendiente de una recta nos indica su dirección y su tasa (o velocidad) de crecimiento
(o decrecimiento). Una recta de pendiente positiva va creciendo hacia la derecha, mientras que
una recta con pendiente negativa va decreciendo hacia la derecha. Cuanto mayor sea el valor ab-

14 CÁLCULO



Figura P.15 By/Bx% By ñ/Bxñ porque

los triángulos P1QP2 y P ñ1Q ñP ñ2 son semejantes.

soluto de la pendiente, más acusado es el crecimiento o el decrecimiento. Dado que Bx vale cero
en una recta vertical, no podemos formar el cociente n, la pendiente de la recta vertical está in-
definida.

La dirección de una recta se puede medir también mediante un ángulo. La inclinación de
una recta se define como el mínimo ángulo, medido en sentido contrario al de las agujas del re-
loj, formado entre la dirección positiva del eje x y la recta. El la Figura P.16, el ángulo h (la
letra griega «phi») es la inclinación de la recta L. La inclinación h de cualquier recta cumple que
0o

m h m 180o. La inclinación de una recta horizontal es de 0o y la de una recta vertical, de 90o.
Suponiendo que se usa la misma escala en los dos ejes coordenados, la relación entre la pen-

diente m de una recta no vertical y su inclinación se muestra en la Figura P.16:

m %
By

Bx
% tan h

(La función trigonométrica tan se define en la Sección P.7).

Figura P.16 La recta L tiene una inclinación de h.

Las rectas paralelas tienen la misma inclinación. Si no son verticales deberán tener, por tan-
to, la misma pendiente. Lo contrario también es cierto: dos rectas con la misma pendiente tienen
la misma inclinación y, por tanto, son paralelas.

Si dos rectas no verticales L1 y L2 son perpendiculares, sus pendientes m1 y m2 cumplen la
relación m1m2 %.1, por lo que la pendiente de una de ellas es el inverso cambiado de signo de
la pendiente de la otra:

m1 %.

1

m2
y m2 %.

1

m1

(Este resultado asume también que los dos ejes coordenados tienen la misma escala). Para verlo,
observemos en la Figura P.17 que

m1 %
AD

BD
y m2 %.

AD

DC
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Figura P.17 &ABD es similar a &CAD.

Como &ABD es similar a &CAD, tenemos que
AD

BD
%

DC

AD
y, por tanto,

m1m2 %A
DC

ADB A.

AD

DCB%.1

Ecuaciones de la recta

Las líneas rectas son figuras particularmente simples, y sus ecuaciones correspondientes son
también simples. Todos los puntos de una recta vertical que pasan por el punto a en el eje x
tienen sus coordenadas x iguales a a. Por tanto, la ecuación de esa recta es x % a. Análogamente,
y % b es la ecuación de una recta horizontal que corta al eje y en b.

Ejemplo 8 Las ecuaciones de las rectas horizontal y vertical que pasan por el punto (3, 1) (véase la
Figura P.18) son, respectivamente, y % 1 y x % 3.

Figura P.18 Las rectas y % 1 y x % 3.

Para escribir la ecuación de una recta no vertical L, es suficiente conocer su pendiente m y
las coordenadas de un punto de dicha recta, P1(x1, y1). Si P(x, y) es otro punto cualquiera de la
recta, entonces

y . y1

x . x1
% m

por lo que

y . y1 % m(x . x1) o y % m(x . x1) ! y1

La ecuación
y % m(x . x1) ! y1

Se denomina ecuación punto-pendiente de la recta que pasa por el punto (x1, y1), y tiene
pendiente m.
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Ejemplo 9 Obtenga la ecuación de la recta de pendiente .2 que pasa por el punto (1, 4).

Solución Sustituimos x1 % 1, y1 % 4 y m %.2 en la forma punto-pendiente de la ecuación de la recta,
con lo que se obtiene

y %.2(x . 1) ! 4 o y %.2x ! 6

Ejemplo 10 Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos (1, .1) y (3, 5).

Solución La pendiente de la recta es m %
5 . (.1)

3 . 1
% 3. Podemos utilizar ahora esta pendiente junto

con uno cualquiera de los dos puntos dados para obtener la ecuación de la recta. Si se usa el punto (1, .1),
se obtiene

y % 3(x . 1) . 1, que se simplifica en y % 3x . 4

Si se usa el punto (3, 5) se obtiene

y % 3(x . 3) ! 5, que se simplifica también en y % 3x . 4

En cualquier caso, la ecuación de la recta es y % 3x . 4.

La coordenada y del punto donde una recta no vertical corta al eje y se denomina ordenada
en el origen (véase la Figura P.19). Análogamente, la abscisa en el origen de una recta no hori-
zontal es la coordenada x del punto donde la recta corta al eje x. Una recta de pendiente m y
ordenada en el origen b pasa por el punto (0, b), por lo que su ecuación es

y % m(x . 0) ! b o, más simple, y % mx ! b

Una recta con pendiente m y abscisa en el origen a pasa por el punto (a, 0), por lo que su ecua-
ción es

y % m(x . a)

Figura P.19 La recta L tiene ordenada en origen b y abscisa en el origen a.

La ecuación y % mx ! b se denomina ecuación explícita de la recta de pendiente m y
ordenada en el origen b.

La ecuación y % m(x . a) es la ecuación de la recta de pendiente m y abscisa en el
origen a.

Ejemplo 11 Calcule la pendiente, la ordenada en el origen y la abscisa en el origen de la recta cuya
ecuación es 8x ! 5y % 20.

Solución Despejando y de la ecuación obtenemos

y %
20 . 8x

5
%.

8

5
x ! 4
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Comparando la expresión anterior con la forma explícita general y % mx ! b, puede verse
que la pendiente de la recta es m %.8/5 y la ordenada en el origen es b % 4.

Para calcular la abscisa en el origen se hace y % 0 en la ecuación de la recta y se despeja x,
con lo que se obtiene 8x % 20, o x % 5/2. Por tanto, la abscisa en el origen es a % 5/2.

La ecuación Ax ! By % C (donde A y B no son simultáneamente cero) se denomina ecua-
ción lineal general en x e y porque su gráfica es siempre una línea recta, y la ecuación de cual-
quier recta se puede expresar de esa forma.

Muchas magnitudes de interés se relacionan mediante ecuaciones lineales. Una vez que co-
nocemos que la relación entre dos variables es lineal, dicha relación se puede obtener a partir de
cualquier pareja de valores que se correspondan, de la misma forma que hemos obtenido la ecua-
ción de una recta conocidos dos puntos cualesquiera de ella.

Ejemplo 12 La relación entre la temperatura en grados Fahrenheit (F) y grados Celsius (C) es una
ecuación de la forma F % mC ! b. El agua se congela a F % 32o o C % 0o, y hierve a F % 212o o
C % 100o. Por tanto,

32 % 0m ! b y 212 % 100m ! b

por lo que b % 32 y m % (212 . 32)/100% 9/5. Entonces, la relación se expresa mediante la ecuación
lineal

F %
9

5
C ! 32 o C %

5

9
(F . 32)

Ejercicios P.2

En los Ejercicios 1-4, una partícula se mueve desde A hasta
B. Calcule los incrementos netos Bx e By de las
coordenadas de las partículas. Calcule también la distancia
desde A hasta B.

1. A(0, 3), B(4, 0) 2. A(.1, 2), B(4, .10)

3. A(3, 2), B(.1, .2) 4. A(0.5, 3), B(2, 3)

5. Una partícula inicia su movimiento en el punto
A(.2, 3) y el cambio en sus coordenadas es Bx % 4 y
By % .7. Calcule su nueva posición.

6. Una partícula llega al punto (.2, 2) después de que
sus coordenadas tengan un cambio de Bx % .5 y
By % 1. ¿Cuál fue su posición original?

Describa los gráficos de las ecuaciones e inecuaciones de
los Ejercicios 7-12.

7. x2
! y2

% 1 8. x2
! y2

% 2

9. x2
! y2

m 1 10. x2
! y2

% 0

11. y n x2 12. y a x2

En los Ejercicios 13-14, calcule la ecuación de (a) la recta
vertical y (b) la recta horizontal que pasa por los puntos
dados.

13. (.2, 5/3) 14. (∂2, .1.3)

En los Ejercicios 15-18, escriba la ecuación de la recta que
pasa por el punto P y tiene pendiente m.

15. P(.1, 1), m % 1 16. P(.2, 2), m % 1/2

17. P(0, b), m % 2 18. P(a, 0), m % .2

En los Ejercicios 19 y 20, indique si el punto P está por
encima, por debajo o sobre la recta dada.

19. P(2, 1), 2x!3y%6 20. P(3, .1), x.4y%7

En los Ejercicios 21-24, escriba la ecuación de la recta que
pasa por los dos puntos dados.

21. (0, 0), (2, 3) 22. (.2, 1), (2, .2)

23. (4, 1), (.2, 3) 24. (.2, 0), (0, 2)

En los Ejercicios 25-26, escriba la ecuación de la recta con
pendiente m y ordenada en el origen b.

25. m % .2, b % ∂2 26. m % .1/2, b % .3

En los Ejercicios 27-30, calcule la ordenada en el origen, la
abscisa en el origen y la pendiente de las rectas dadas, y
dibuje sus gráficas.

27. 3x ! 4y % 12 28. x ! 2y % .4

29. ∂2x . ∂3y % 2 30. 1.5x . 2y % .3
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En los Ejercicios 31 y 32, obtenga las ecuaciones de las
rectas que pasan por el punto P y (a) son paralelas a o
(b) son perpendiculares a las rectas dadas.

31. P(2, 1), y % x ! 2 32. P(.2, 2), 2x!y%4

33. Calcule el punto de intersección de las rectas

3x . 4y %.6 y 2x . 3y % 13

34. Calcule el punto de intersección de las rectas

2x ! y % 8 y 5x . 7y % 1

35. Dada una recta que no sea horizontal ni vertical, ni
pase por el origen, demuestre que su ecuación se puede

escribir en la forma
x

a
!

y

b
% 1, siendo a su abscisa en

el origen y b su ordenada en el origen.

36. Determine la abscisa y la ordenada en el origen y

dibuje la gráfica de la recta
x

2
.

y

3
% 1.

37. Calcule la ordenada en el origen de la recta que pasa
por los puntos (2, 1) y (3, .1).

38. Una recta pasa por los puntos (.2, 5) y (k, 1), y su
abscisa en el origen vale 3. Calcule k.

39. El coste de imprimir x copias de un folleto es de C e,
siendo C%Ax!B para ciertos valores de las constantes
A y B. Si imprimir 10 000 copias vale 5000 e e
imprimir 15 000 copias vale 6000 e, ¿cuánto costará
imprimir 100 000 copias?

40. (Fahrenheit vs. Celsius) En el plano FC, dibuje la

gráfica de la ecuación C %
5

9
(F . 32) que relaciona

las temperaturas en grados Celsius y Fahrenheit que
vimos en el Ejemplo 12. Dibuje en la misma gráfica la
recta cuya ecuación es F % C. ¿Existe alguna
temperatura para la cual un termómetro graduado en

grados Celsius marque lo mismo que un termómetro
graduado en grados Fahrenheit? Si es así, calcule dicha
temperatura.

Geometría
41. Demuestre, calculando las longitudes de sus tres lados,

que el triángulo que tiene como vértices los puntos
A(2, 1), B(6, 4) y C(5, .3) es isósceles.

42. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son los
puntos A(0, 0), B(1, ∂3) y C(2, 0) es equilátero.

43. Demuestre que los puntos A(2, .1), B(1, 3) y C(.3, 2)
son tres vértices de un cuadrado y calcule el cuarto
vértice.

44. Calcule las coordenadas del punto medio del segmento
P1P2, entre los puntos P1(x1, y1) y P2(x2, y2).

45. Calcule las coordenadas del punto que en un segmento
entre los puntos P1(x1, y1) y P2(x2, y2) está a dos tercios
del recorrido desde P1 a P2.

46. El punto P está en el eje x y el punto Q está en la recta
y % .2x. El punto (2, 1) es el punto medio del
segmento PQ. Calcule las coordenadas del punto P.

En los Ejercicios 47 y 48, interprete la ecuación como una
aseveración sobre distancias y determine así la gráfica de la
ecuación.

47. ∂(x . 2)2
! y2

% 4

48. ∂(x . 2)2
! y2

% ∂x2
! (y . 2)2

49. ¿Para qué valor de k es la recta 2x ! ky % 3
perpendicular a la recta 4x ! y % 1? ¿Para qué valor
de k son ambas rectas paralelas?

50. Obtenga la ecuación de la recta que pasa por el punto
(1, 2) y por el punto de intersección de las rectas
x ! 2y % 3 y 2x . 3y %.1.

P.3 Gráficas de ecuaciones cuadráticas

En esta sección se revisan los círculos, parábolas, elipses e hipérbolas, cuyas gráficas representan
ecuaciones cuadráticas de dos variables.

Circunferencias y discos

La circunferencia de centro C y radio a está forma por el conjunto de todos los puntos del
plano que están a una distancia a del punto C.

La distancia del punto P(x, y) al punto C(h, k) es ∂(x . h)2
! (y . k)2, por lo que la ecua-

ción de la circunferencia de radio a b 0 y centro C(h, k) es

∂(x . h)2
! (y . k)2

% a
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La ecuación anterior se puede expresar de una forma más simple elevando al cuadrado am-
bos miembros.

Ecuación estándar de una circunferencia

La ecuación de la circunferencia de radio a b 0 y centro (h, k) es

(x . h)2
! (y . k)2

% a2

En particular, la ecuación de la circunferencia de radio a centrada en el origen (0, 0) es

x2
! y2

% a2

Ejemplo 1 La circunferencia de radio 2 y centro el punto (1, 3) (véase la Figura P.20) tiene la ecua-

ción (x . 1)2
! (y . 3)2

% 4.

Ejemplo 2 La circunferencia cuya ecuación es (x ! 2)2
! (y . 1)2

% 7 está centrada en el punto
(.2, 1) y su radio es ∂7 (véase la Figura P.21).

Figura P.20 La circunferencia de ecuación
(x . 1)2

! (y . 3)2
% 4.

Figura P.21 La circunferencia de ecuación
(x ! 2)2

! (y . 1)2
% 7.

Si se desarrollan los cuadrados de la ecuación estándar (x . h)2
! (y . k)2

% a2 y se agrupan
todas las constantes en el miembro derecho de la ecuación, resulta

x2
. 2hx ! y2

. 2ky % a2
. h2

. k2

Una ecuación cuadrática de la forma

x2
! y2

! 2ax ! 2by % c

puede representar una circunferencia, un único punto, o ningún punto en absoluto. Para saber en
qué caso estamos, se completan los cuadrados del miembro izquierdo. Como x2

! 2ax son los
dos primeros términos del desarrollo del cuadrado (x ! a)2

% x2
! 2ax ! a2, para completar el

cuadrado del término en x se suma a2 a los dos miembros de la ecuación (nótese que a2 es el
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cuadrado de la mitad del coeficiente de x). Análogamente, se suma b2 en los dos miembros para
completar el cuadrado en y. Entonces, la ecuación queda

(x ! a)2
! (y ! b)2

% c ! a2
! b2

Si c ! a2
! b2

b 0, el gráfico corresponde a una circunferencia de centro (.a, .b) y radio
∂c!a2

!b2. Si c!a2
!b2

%0, la gráfica sólo consta del punto (.a, .b). Si c!a2
!b2

a0,
la gráfica no contiene ningún punto.

Ejemplo 3 Calcule el centro de la circunferencia x2
! y2

. 4x ! 6y % 3.

Solución Obsérvese que x2
. 4x son los dos primeros términos del desarrollo del binomio

(x . 2)2
% x2

. 4x . 4, y que y2
! 6y son los dos primeros términos del cuadrado (y ! 3)2

% y2
! 6y ! 9.

Por tanto, hay que sumar 4 ! 9 en ambos miembros, con lo que se obtiene

x2
. 4x ! 4 ! y2

! 6y ! 9 % 3 ! 4 ! 9 o (x . 2)2
! (y ! 3)2

% 16

Por tanto, la ecuación representa una circunferencia de centro (2, .3) y radio 4.

El conjunto de todos los puntos dentro de una circunferencia se denomina interior de la cir-
cunferencia, o disco abierto. El conjunto de todos los puntos que están fuera de una circunferen-
cia se denomina exterior de la circunferencia (véase la Figura P.22). El interior de una circunfe-
rencia junto con la propia circunferencia se denomina disco cerrado, o simplemente disco. La
inecuación

(x . h)2
! (y . k)2

m a2

representa el disco de radio �a� centrado en (h, k).

Figura P.22 Interior de la circunferencia (sombreado) y exterior de la circunferencia

(sin sombrear).

Ejemplo 4 Identifique las gráficas de

(a) x2
! 2x ! y2

m 8 (b) x2
! 2x ! y2

a 8 (c) x2
! 2x ! y2

b 8

Solución Completando el cuadrado en la ecuación x2
! y2

! 2x % 8:

x2
! 2x ! 1 ! y2

% 8 ! 1

(x ! 1)2
! y2

% 9

puede verse que la ecuación representa una circunferencia de radio 3 centrada en (.1, 0). La inecuación
(a) representa el disco (cerrado) con el mismo centro y radio (véase la Figura P.23). La inecuación (b) re-
presenta el interior de la circunferencia (o disco abierto). La inecuación (c) representa el exterior de la cir-
cunferencia.
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Figura P.23 El disco x2
! y2

! 2x m 8.

Ecuaciones de parábolas

Una parábola es una curva del plano cuyos puntos están a la misma distancia de un punto
fijo F y de una recta L que no pasa por F. El punto F se denomina foco de la parábola, y
la recta L directriz de la parábola. La recta perpendicular a L que pasa por F se denomi-
na eje de la parábola, y el punto V donde se encuentran la parábola y su eje se denomina
vértice.

Obsérvese que el vértice V de una parábola está equidistante del foco F y del punto de la direc-
triz L más cercano a F. Si la directriz es horizontal o vertical, y el vértice está en el origen, la
ecuación de la parábola será particularmente simple.

Ejemplo 5 Calcule la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto F(0, p) y cuya directriz es la
recta L de ecuación y %.p.

Solución Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parábola. Entonces (véase la Figura P.24) las distancias
de P a F y al punto más cercano Q de la recta L se expresan

PF % ∂(x . 0)2
! (y . p)2

% ∂x2
! y2

. 2py ! p2

PQ % ∂(x . x)2
! (y . (.p))2

% ∂y2
! 2py ! p2

Figura P.24 La parábola 4py % x2, con foco F(0, p) y directriz y %.p.

Como P está en la parábola, PF % PQ, y por tanto los cuadrados de las distancias deben ser también
iguales:

x2
! y2

. 2py ! p2
% y2

! 2py ! p2
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Simplificando,

x2
% 4py o y %

x2

4p
(denominada forma estándar)

La Figura P.24 ilustra la situación para p b 0. La parábola se abre hacia arriba y es simétrica respecto a
su eje, el eje y. Si p a 0, el foco (0, p) estará por debajo del origen y la directriz y %.p estará por encima
del origen. En este caso la parábola se abrirá hacia abajo en vez de hacia arriba.

La Figura P.25 muestra varias parábolas con ecuaciones de la forma y % ax2, para valores de
a positivos y negativos.

Figura P.25 Algunas parábolas de la forma y % ax2.

Ejemplo 6 La ecuación de la parábola con foco (0, 1) y directriz y %.1 es y % x2/4 o x2
% 4y

(se toma p % 1 en la ecuación estándar).

Ejemplo 7 Calcule el foco y la directriz de la parábola y %.x2.

Solución La ecuación dada se ajusta a la forma estándar y % x2/(4p) para 4p %.1. Por tanto, p %.1/4.
El foco está en el punto (0, .1/4), y la directriz es la recta y % 1/4.

Intercambiando los papeles de x e y en el proceso anterior de obtención de la ecuación están-
dar se puede demostrar que la ecuación

y2
% 4px o x %

y2

4p
(ecuación estándar)

representa una parábola con foco en el punto (p, 0) y directriz la recta vertical x %.p. El eje es
el eje x.

Propiedades de reflexión de las parábolas
Una de las principales aplicaciones de las parábolas es su uso como reflectores de luz y de ondas
radioeléctricas. Los rayos que parten del foco de la parábola se reflejan formando un rayo para-
lelo a su eje, como muestra la Figura P.26. De la misma forma, todos los rayos que lleguen a
una parábola paralelos a su eje se reflejarán concentrándose en el foco. Esta propiedad es la ra-
zón por la que los telescopios y reflectores utilizan espejos parabólicos y por la que los radiote-
lescopios y las antenas de microondas tienen forma parabólica. En la Sección 8.1 examinaremos
más detenidamente esta propiedad de las parábolas.
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Figura P.26 Reflexión en una parábola.

Escalado de una gráfica

La gráfica de una ecuación se puede comprimir o expandir horizontalmente sustituyendo x por
un múltiplo de x. Si a es un entero positivo, al sustituir en una ecuación x por ax se multiplican
por un factor 1/a las distancias horizontales en la gráfica de la ecuación (véase la Figura P.27).
Al sustituir y por ay se multiplican las distancias verticales de la misma forma.

Figura P.27 Escalado horizontal:

(a) Gráfica de y % 1 . x2.
(b) Gráfica de (a) comprimida

horizontalmente.
(c) Gráfica de (a) expandida

horizontalmente.

Puede parecernos sorprendente que, como las circunferencias, las parábolas sean figuras geo-
métricas similares. Pueden tener tamaños diferentes, pero todas tienen la misma forma. Se puede
cambiar el tamaño de una gráfica que representa a una ecuación en x e y, conservando su for-
ma, aplicando el mismo factor de escala a ambas coordenadas. Si se aplica un factor de escala
a la ecuación 4py % x2, sustituyendo x e y por 4px y 4py, respectivamente, se obtiene
4p(4py) % (4px)2, o y % x2. Por tanto, la parábola general 4py % x2 tiene la misma forma que la
parábola concreta y % x2, como se ilustra en la Figura P.28.

Figura P.28 Las dos parábolas son similares. Compárense las partes dentro

de los rectángulos.
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Desplazamiento de una gráfica

La gráfica de una ecuación (o inecuación) se puede desplazar horizontalmente c unidades susti-
tuyendo x por x . c, o verticalmente sustituyendo y por y . c.

Desplazamientos

Para desplazar una gráfica c unidades a la derecha se sustituye en la ecuación o inecuación
x por x . c (si c a 0, el desplazamiento será a la izquierda).

Para desplazar una gráfica c unidades hacia arriba se sustituye en la ecuación o inecuación
y por y . c (si c a 0, el desplazamiento será hacia abajo).

Ejemplo 8 La gráfica de y % (x . 3)2 es la de la parábola y % x2 desplazada 3 unidades a la derecha.
La gráfica de y % (x ! 1)2 es la de la parábola y % x2 desplazada 1 unidad a la izquierda (véase la Figura
P.29(a)).

Ejemplo 9 La gráfica de y % x2
! 1 (o y . 1 % x2) es la de la parábola y % x2 desplazada 1 unidad

hacia arriba. La gráfica de y % x2
. 3 (o y . (.3) % x2) es la de la parábola y % x2 desplazada 3 unidades

hacia abajo (véase la Figura P.29(b)).

Figura P.29 (a) Desplazamientos horizontales de y % x2.
(b) Desplazamientos verticales de y % x2.

Ejemplo 10 La circunferencia de ecuación (x . h)2
! (y . k)2

% a2, con centro en (h, k) y radio a, se
puede obtener desplazando la circunferencia x2

! y2
% a2 de radio a centrada en el origen h unidades hacia

la derecha y k unidades hacia arriba. Estos desplazamientos corresponden a sustituir x por x . h e y por y . k.

La gráfica de y % ax2
! bx ! c es una parábola cuyo eje es paralelo al eje y. La parábola se

abre hacia arriba si a b 0 y hacia abajo si a a 0. Para obtener el vértice (h, k) basta con comple-
tar el cuadrado y escribir la ecuación en la forma y % a(x . h)2

! k.
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Ejemplo 11 Describa la gráfica de y % x2
. 4x ! 3.

Solución La ecuación y % x2
. 4x ! 3 representa una parábola que se abre hacia arriba. Para calcular su

vértice y su eje completamos el cuadrado:

y % x2
. 4x ! 4 . 1 % (x . 2)2

. 1, por tanto, y . (.1) % (x . 2)2

Es decir, la curva es la parábola y % x2 desplazada 2 unidades a la derecha y 1 unidad hacia abajo. Por
tanto, su vértice es el punto (2, .1) y su eje es la recta x % 2. Como el foco de y % x2 es el punto (0, 1/4),
el foco de la parábola del ejemplo es el punto (0 ! 2, 1/4 . 1) o (2, .3/4) (véase la Figura P.30).

Figura P.30 La parábola y % x2
. 4x ! 3.

Elipses e hipérbolas

Si a y b son dos números positivos, la ecuación

x2

a2 !
y2

b2 % 1

representa un curva denominada elipse, inscrita en el rectángulo .a m x m a, .b m y m b
(¿por qué?). Si a % b, la elipse se convierte en una circunferencia de radio a centrada en el ori-
gen. Si a Ç b, la elipse es una circunferencia que ha sido deformada aplicando un factor de esca-
la diferente en las dos direcciones coordenadas.

La elipse está centrada en el origen, y pasa por los cuatro puntos (a, 0), (0, b), (.a, 0) y
(0, .b) (véase la Figura P.31). Los segmentos entre (.a, 0) y (a, 0), y entre (0, .b) y (0, b) se
denominan ejes principales de la elipse. El más largo de los dos se denomina eje mayor y el
más corto, eje menor.

Figura P.31 La elipse
x2

a2 !
y2

b2 % 1.
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Ejemplo 12 La ecuación
x2

9
!

y2

4
% 1 representa una elipse cuyo eje mayor va desde (.3, 0) hasta

(3, 0), y cuyo eje menor va desde (0, .2) hasta (0, 2).

La ecuación

x2

a2 .

y2

b2 % 1

representa una curva denominada hipérbola, con centro en el origen y que pasa por los puntos
(.a, 0) y (a, 0) (véase la Figura P.32). La curva tiene dos partes (que se denominan ramas).
Cada rama se aproxima a dos rectas (denominadas asíntotas), a medida que se aleja del origen.
Las ecuaciones de las asíntotas son

x

a
.

y

b
% 0 y

x

a
!

y

b
% 0

Figura P.32 La hipérbola
x2

a2 .

y2

b2 % 1 y sus asíntotas.

La ecuación xy % 1 representa una hipérbola que pasa por los puntos (.1, 1) y (1, 1) y
cuyas asíntotas son los ejes coordenados. Es, de hecho, la hipérbola x2

. y2
% 2, rotada 45o alre-

dedor del origen en sentido contrario al de las agujas del reloj (véase la Figura P.33). Este tipo
de hipérbolas se denominan hipérbolas rectangulares, ya que la intersección de sus asíntotas
forma ángulos rectos.

Figura P.33 Dos hipérbolas rectangulares.

En el Capítulo 8 estudiaremos con más detalle las elipses e hipérbolas.
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Ejercicios P.3

En los Ejercicios 1-4, escriba la ecuación de la
circunferencia de centro C y radio r.

1. C(0, 0), r % 4 2. C(0, 2), r % 2

3. C(.2, 0), r % 3 4. C(3, .4), r % 5

En los Ejercicios 5-8, calcule el centro y el radio de las
circunferencias cuyas ecuaciones se proporcionan.

5. x2
! y2

. 2x % 3 6. x2
! y2

! 4y % 0

7. x2
! y2

. 2x ! 4y % 4 8. x2
! y2

. 2x . y ! 1%0

Describa las regiones definidas por las inecuaciones o
parejas de inecuaciones de los Ejercicios 9-16.

9. x2
! y2

b 1 10. x2
! y2

a 4

11. (x ! 1)2
! y2

m 4 12. x2
! (y . 2)2

m 4

13. x2
! y2

b 1, x2
! y2

a 4

14. x2
! y2

m 4, (x ! 2)2
! y2

m 4

15. x2
! y2

a 2x, x2
! y2

a 2y

16. x2
! y2

. 4x ! 2y b 4, x ! y b 1

17. Escriba una inecuación que represente el interior de la
circunferencia de centro (.1, 2) y radio ∂6.

18. Escriba una inecuación que represente el exterior de la
circunferencia de centro (2, .3) y radio 4.

19. Escriba una pareja de inecuaciones que representen la
parte del interior de la circunferencia de centro (0, 0) y
radio ∂2 que está a la derecha de la recta vertical que
pasa por el punto (1, 0).

20. Escriba una pareja de inecuaciones que representen el
exterior de la circunferencia de centro (0, 0) y radio 2
que está en el interior de la circunferencia de centro
(1, 3) que pasa por el origen.

En los Ejercicios 21-24, escriba la ecuación de la parábola
cuyos ejes y directrices se proporcionan.

21. Foco: (0, 4) Directriz: y % .4

22. Foco: (0, .1/2) Directriz: y % 1/2

23. Foco: (2, 0) Directriz: x % .2

24. Foco: (.1, 0) Directriz: x % 1

En los Ejercicios 25-28, calcule los focos y directrices de
las parábolas definidas por las ecuaciones, y dibuje una
gráfica con las parábolas, sus focos y sus directrices.

25. y % x2/2 26. y % .x2

27. x %.y2/4 28. x % y2/16

29. La Figura P.34 muestra la gráfica de la ecuación y % x2

y cuatro versiones desplazadas de la misma. Obtenga
las ecuaciones de las versiones desplazadas.

Figura P.34

30. Indique qué ecuaciones resultan de desplazar la recta
y % mx

(a) Horizontalmente para hacerla pasar por el punto
(a, b).

(b) Verticalmente para hacerla pasar por el punto
(a, b).

En los Ejercicios 31-34 se modifica la escala de la gráfica
y % ∂x ! 1 en la forma indicada. Obtenga la ecuación de
la gráfica resultante.

31. Las distancias horizontales se multiplican por 3.

32. Las distancias verticales se dividen por 4.

33. Las distancias horizontales se multiplican por 2/3.

34. Las distancias horizontales se dividen por 4 y las
verticales se multiplican por 2.

En los Ejercicios 35-38, obtenga la ecuación de la gráfica
que resulta de desplazar la gráfica correspondiente a la
ecuación dada en la forma que se indica.

35. y % 1 . x2 abajo 1, izquierda 1

36. x2
! y2

% 5 arriba 2, izquierda 4

37. y % (x . 1)2
. 1 abajo 1, derecha 1

38. y % ∂x abajo 2, izquierda 4
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Calcule los puntos de intersección de las parejas de curvas
de los Ejercicios 35-42.

39. y % x2
! 3, y % 3x ! 1

40. y % x2
. 6, y % 4x . x2

41. x2
! y2

% 25, 3x ! 4y % 0

42. 2x2
! 2y2

% 5, xy % 1

En los Ejercicios 43-50, identifique y dibuje las curvas
representadas por las ecuaciones dadas.

43.
x2

4
! y2

% 1 44. 9x2
! 16y2

% 144

45.
(x . 3)2

9
!

(y ! 2)2

4
% 1 46. (x . 1)2

!
(y ! 1)2

4
% 4

47.
x2

4
. y2

% 1 48. x2
. y2

%.1

49. xy %.4 50. (x . 1)(y ! 2) % 1

51. Indique cuál es el efecto sobre la gráfica de una
ecuación en x e y de

(a) Sustituir x por .x.
(b) Sustituir y por .y.

52. Indique cuál es el efecto sobre la gráfica de una
ecuación en x e y de sustituir simultáneamente x por
.x e y por .y.

53. Dibuje la gráfica de �x� ! �y� % 1.

P.4 Funciones y sus gráficas

El área de un círculo depende de su radio. La temperatura de ebullición del agua depende de la
altitud respecto al nivel del mar. El interés de una inversión depende del tiempo que se manten-
ga aquélla.

Siempre que una cantidad dependa de otra, se dice que la primera es función de la segunda.
Por ejemplo, el área A de un círculo depende de su radio r de acuerdo con la fórmula

A % nr2

por lo que podemos decir que el área es una función del radio. La fórmula es una regla que indi-
ca cómo calcular un único valor de salida del área A en función de los valores que tome el radio r.

El conjunto de todos los posibles valores del radio se denomina dominio de la función.
El conjunto de todos los posibles valores del área es el rango de la función. Como los círculos
no pueden tener radios ni áreas negativos, el dominio y el rango de la función correspondiente
al área del círculo es el intervalo [0, ä), es decir, el conjunto de los números reales no nega-
tivos.

El rango y el dominio de una función pueden ser cualquier tipo de objeto. No tienen que ser
números necesariamente. No obstante, en la mayor parte de este libro, el dominio y el rango de
una función serán conjuntos de números reales.

En cálculo es frecuente referirse a una función genérica sin tener en mente una fórmula con-
creta. Para indicar que y es una función de x se escribe

y % f (x)

que se lee como «y es igual a f de x». En esta notación, debida al matemático del siglo XIX

Leonhard Euler, la función se representa mediante el símbolo f . La variable x, denominada va-
riable independiente, representa un valor de entrada del dominio de f . La variable y, denomi-
nada variable dependiente, representa el correspondiente valor de salida f (x) en el intervalo de f .

DEFINICIÓN 1

Una función f de un conjunto D en un conjunto S es una regla que asigna un único ele-
mento f (x) de S a cada uno de los elementos x de D.
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En esta definición D % D( f ) (que se lee «D de f») es el dominio de la función f. El rango de
f, R ( f ), es el subconjunto de S formado por todos los valores f (x) de la función. Una función
puede verse como una especie de máquina (véase la Figura P.35) que produce un valor de salida
f (x) en su rango siempre que se introduce un valor x de su dominio.

Figura P.35 La función como una máquina.

Hay varias formas de representar simbólicamente una función. Por ejemplo, la función cua-
drado de un número, que transforma un número real x en su cuadrado x2, se puede indicar:

(a) Mediante una fórmula como y % x2, que utiliza una variable dependiente y para indicar el
valor de la función.

(b) Mediante una fórmula como f (x) % x2, que define un símbolo de función f para indicar la
función.

(c) Mediante una regla de transformación como x r x2 (léase «x se transforma en x2»).

En este libro utilizaremos generalmente las opciones (a) o (b) a la hora de definir funciones. En
rigor, para denotar una función deberíamos utilizar f en vez de f (x), ya que esto último indica el
valor de la función en el punto x. Sin embargo, como se trata de un uso común, a menudo indi-
caremos la función como f (x) para nombrar explícitamente la variable de la que depende f. A
veces resulta conveniente utilizar la misma letra para indicar la variable dependiente y el símbo-
lo de la función. Por ejemplo, la función del área del círculo se puede escribir como
A % f (r) % nr2 o como A % A(r) % nr2. En el último caso A se utiliza para indicar la variable
dependiente y el nombre de la función.

Ejemplo 1 El volumen de una esfera de radio r se calcula mediante la función

V(r) %
4

3
nr3

para r n 0. Por tanto, el volumen de una esfera de radio 3 metros es

V(3) %
4

3
n(3)3

% 36n m3

Nótese que la variable r se sustituye por el valor concreto 3 en la fórmula que define la función, para obte-
ner el valor de dicha función en r % 3.

Ejemplo 2 Una función F está definida para todos los números reales t como

F(t) % 2t ! 3

Calcule los valores de salida de F que corresponden a los valores de entrada de 0, 2, x ! 2 y F(2).
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Solución En cada caso se sustituye t en la definición de F por el valor de entrada:

F(0) % 2(0) ! 3 % 0 ! 3 % 3

F(2) % 2(2) ! 3 % 4 ! 3 % 7

F(x ! 2) % 2(x ! 2) ! 3 % 2x ! 7

F(F(2)) % F(7) % 2(7) ! 3 % 17

Convenio para el dominio
Una función no queda apropiadamente definida hasta que se especifica su dominio. Por ejemplo,
la función f (x) % x2 definida para todos los números reales x n 0 es diferente de la función
g(x) % x2 definida para todos x reales porque sus dominios son diferentes, incluso aunque tomen
los mismos valores en todos los puntos donde están definidas. En los Capítulos 1-9 vamos a tra-
tar con funciones reales (funciones cuyos valores de entrada y de salida son números reales).
Cuando el dominio de una función no se indique explícitamente, asumiremos que el dominio es
el mayor conjunto de números reales a los que la función asigne valores reales. Por tanto, si se
habla de la función x2 sin especificar un dominio, asumiremos que se trata de la función g(x)
anterior.

Convenio para el dominio

Cuando una función f se defina sin especificar su dominio, se supondrá que su dominio
está formado por todos los números reales x para los que el valor de la función f (x) es un
número real.

En la práctica, generalmente es sencillo determinar el dominio de una función f (x) dada por
una fórmula explícita. Sólo hay que excluir aquellos valores de x que producirían una división
por 0 o tomar una raíz par de un número negativo.

Ejemplo 3 La función raíz cuadrada. El dominio de f (x) % ∂x es el intervalo [0, ä), ya que
los números negativos no tienen raíz cuadrada. Tenemos, por ejemplo, que f (0) % 0, f (4) % 2 y
f (10) ] 3.16228. Nótese que, aunque existen dos números cuyo cuadrado es 4, concretamente .2 y 2, só-
lo uno de esos números, 2, es la raíz cuadrada de 4 (recuérdese que una función asigna un único valor a
cada elemento de su dominio; no se puede asignar dos valores diferentes a una misma entrada). La función
raíz cuadrada ∂x siempre indica la raíz cuadrada no negativa de x. Las dos soluciones de la ecuación
x2

% 4 son x%∂4 % 2 y x %.∂4 %.2.

Ejemplo 4 El dominio de la función h(x) %
x

x2
. 4

está formado por todos los números reales, excep-

to x %.2 y x % 2. Expresado en términos de intervalos:

D( f ) % (.ä, .2) é (.2, 2) é (2, ä)

La mayoría de las funciones que encontraremos tendrán dominios que son intervalos o uniones de intervalos.

Ejemplo 5 El dominio de la función S(t) % ∂1 . t2 está formado por todos los números reales t tales

que 1.t2n0. Por tanto debe cumplirse que t2m1 o que .1mtm1. El dominio es el intervalo cerrado [.1, 1].
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Gráficas de funciones
Dice un viejo refrán que «una imagen vale más que mil palabras». Esto es aún más cierto en el
campo de las matemáticas: lo mejor para describir el comportamiento de una función es dibujar
una gráfica de ésta.

La gráfica de una función f es simplemente la gráfica de la ecuación y % f (x). Está forma-
da por todos los puntos del plano cartesiano cuyas coordenadas (x, y) son parejas entrada-salida
de la función f. Por tanto, un punto (x, y) pertenece a la gráfica de la función f si x pertenece al
dominio de f y se cumple que y % f (x).

Para dibujar la gráfica de una función, algunas veces es necesario confeccionar una tabla de
pares de coordenadas (x, f (x)) para varios valores de x en el dominio de f, dibujar esos puntos y
después unirlos con una «curva suave».

Ejemplo 6 Dibuje la función f (x) % x2.

Solución Primero se realiza una tabla de valores (x, y) que cumplen la ecuación y % x2 (véase la Ta-
bla 1). Seguidamente se dibujan los puntos y se unen mediante una curva suave (véase la Figura P.36(a)).

Tabla 1.

x y % f (x)

.2 4

.1 1
0 0
1 1
2 4

¿Cómo sabemos que la gráfica debe ser suave y que no hace cosas extrañas entre los puntos
que hemos calculado, como se muestra, por ejemplo, en la Figura P.36(b)? Por supuesto, siempre
podríamos dibujar más puntos, más cercanos entre sí, pero ¿cómo sabemos que la gráfica se
comporta de nuevo entre esos puntos como hemos dibujado? En el Capítulo 4, el cálculo nos
proporcionará útiles herramientas para responder a esas preguntas.

Figura P.36 (a) Gráfica correcta de f (x) % x2.
(b) Gráfica incorrecta de f (x) % x2.

Algunas funciones aparecen a menudo en las aplicaciones, por lo que es conveniente familia-
rizarse con sus gráficas. Algunas de ellas se muestran en las Figuras P.37-P.46. Es conveniente
estudiarlas durante un rato, y merece la pena acordarse de ellas. Nótese, en particular, la gráfica
de la función valor absoluto, f (x) % �x�, que se muestra en la Figura P.46. Está formada por dos
semirrectas: y % .x para x a 0 e y % x para x n 0.
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Figura P.37 Gráfica de la función
constante f (x) % c.

Figura P.38 Gráfica de la función
f (x) % x.

Figura P.39 Gráfica de la función
f (x) % x2.

Figura P.40 Gráfica de la función

f (x) % ∂x.

Figura P.41 Gráfica de la función
f (x) % x3.

Figura P.42 Gráfica de la función
f (x) % x1/3.

Figura P.43 Gráfica de la función
f (x) % 1/x.

Figura P.44 Gráfica de la función
f (x) % 1/x2.

Figura P.45 Gráfica de la función

f (x) % ∂1 . x2.

Si se recuerdan los efectos de los desplazamientos horizontales y verticales en las ecuaciones
que representan gráficas (véase la Sección P.3), se pueden dibujar fácilmente gráficas que sean
versiones desplazadas de las que se muestran en las Figuras P.37-P.46.

Ejemplo 7 Dibuje la gráfica de y % 1 ! ∂x . 4.

Solución Se trata de la gráfica de la función y % ∂x de la Figura P.40, desplazada 4 unidades a la dere-
cha (debido a que x se sustituye por x . 4) y una unidad hacia arriba. Véase la Figura P.47.
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Figura P.46 Gráfica de la función

f (x) % �x�.
Figura P.47 Gráfica de la función

f (x) % ∂x desplazada 4 unidades a la
derecha y una unidad hacia arriba.

Figura P.48 Gráfica de la función

f (x) %
2 . x

x . 1
.

Ejemplo 8 Dibuje la gráfica de f (x) %
2 . x

x . 1
.

Solución No es inmediato observar que la gráfica es una versión desplazada de una gráfica conocida.
Para ver que esto es así, se puede realizar la división de x . 1 por 2 . x, obteniéndose un cociente de .1
y un resto de 1:

2 . x

x . 1
%

.x ! 1 ! 1

x . 1
%

.(x . 1) ! 1

x . 1
% .1 !

1

x . 1

Por tanto, la gráfica es la de la función 1/x de la Figura P.43 desplazada una unidad a la derecha y una
unidad hacia abajo. Véase la Figura P.48.

No toda curva que podamos dibujar corresponde a la gráfica de una función. Una función f
sólo puede tomar un único valor f (x) para cada valor de x de su dominio, por lo que ninguna
recta vertical puede cortar a la gráfica de una función en más de un punto. Si a pertenece al
dominio de la función f, entonces la recta vertical x % a cortará a la gráfica de la función en un
único punto (a, f (a)). La circunferencia x2

! y2
% 1 de la Figura P.49 no puede ser la gráfica de

una función ya que existen rectas verticales que la cortan dos veces. Sin embargo, es la unión de
las gráficas de dos funciones. Concretamente:

y % ∂1 . x2 e y %.∂1 . x2

que son, respectivamente, las mitades superior e inferior (semicircunferencias) de la circunferen-
cia dada.

Figura P.49 La circunferencia x2
! y2

% 1 no es la gráfica de ninguna función.
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Funciones pares e impares. Simetría y reflexiones

Sucede a menudo que la gráfica de una función presenta ciertas clases de simetría. Los tipos de
simetría más simples relacionan los valores de una función en x y en .x.

DEFINICIÓN 2 Funciones pares e impares

Supongamos que .x pertenece al dominio de una función cuando x pertenece a dicho do-
minio. Se dice que f es una función par si

f (.x) % f (x) para todo x en el dominio de f

Se dice que f es una función impar si

f (.x) %.f (x) para todo x en el dominio de f

Los nombres de par e impar proceden del hecho de que las potencias pares como x0
% 1, x2,

x4, ..., x.2, x.4, ... son funciones pares, y las potencias impares como x1
% x, x3, ..., x.1, x.3, ...

son funciones impares. Obsérvese, por ejemplo, que (.x)4
% x4, y que (.x).3

% .x.3.
Como (.x2) % x2, cualquier función que dependa sólo de x2 es par. Por ejemplo, la función

valor absoluto y % �x� % ∂x2 es una función par.
La gráfica de una función par es simétrica respecto del eje y. Una recta horizontal dibujada

desde un punto de la gráfica hasta el eje y, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado,
llegará a otro punto de la gráfica (véase la Figura P.50(a)).

La gráfica de una función impar es simétrica respecto del origen. Una línea recta dibujada
desde un punto de la gráfica hasta el origen, si se prolonga la misma distancia hacia el otro lado
del origen llegará a otro punto de la gráfica. Si una función impar f está definida en x % 0, en-
tonces su valor en ese punto debe ser cero: f (0) % 0 (véase la Figura (P.50(b)).

Figura P.50 (a) La gráfica de una función par es simétrica respecto al eje x.
(b) La gráfica de una función impar es simétrica respecto al origen.

Si f (x) es par (o impar) también lo es cualquier múltiplo constante de f (x), como 2 f (x) o
.5 f (x). Las sumas (o diferencias) de funciones pares son funciones pares, y las sumas (o dife-
rencias) de funciones impares son impares. Por ejemplo, f (x) % 3x4

. 5x2
. 1 es par, ya que es

la suma de tres funciones pares: 3x4, .5x2 y .1 %.x0. Análogamente, 4x3
. (2/x) es una fun-

ción impar. La función g(x) % x2
. 2x es la suma de una función par y una función impar, y por

tanto no es ni par ni impar.
También son posibles otras clases de simetría. Por ejemplo, la función g(x) % x2

. 2x se
puede expresar de la forma g(x) % (x . 1)2

. 1. Esto demuestra que los valores de g(1 u u) son
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iguales, y por tanto la gráfica (véase la Figura P.51(a)) es simétrica respecto a la recta vertical
x % 1. Se trata de la parábola y % x2 desplazada 1 unidad a la derecha y 1 unidad hacia abajo.
Análogamente, la gráfica de h(x) % x3

! 1 es simétrica respecto al punto (0, 1) (véase la Figu-
ra P.51(b)).

Figura P.51 (a) La gráfica de g(x) % x2
. 2x es simétrica respecto a x % 1.

(b) La gráfica de y % h(x) % x3
! 1 es simétrica respecto al punto (0, 1).

Reflexiones en rectas

La imagen de un objeto reflejado en un espejo plano parece estar a la misma distancia del plano
del espejo que el objeto que está frente al mismo. Por tanto, un espejo corta en ángulo recto, y
divide en dos partes iguales el segmento de recta que va desde cada punto del objeto al corres-
pondiente punto en la imagen. Dada una recta L y un punto P que no pertenezca a la recta L, se
denomina al punto Q reflexión o imagen especular de P en la recta L si dicha recta L corta al
segmento PQ formando un ángulo recto y lo divide en dos partes iguales. La reflexión en L de
cualquier gráfica G es la gráfica formada por las reflexiones en L de todos los puntos de la gráfi-
ca G.

Algunas reflexiones de gráficas se pueden expresar fácilmente respecto a las ecuaciones de
dichas gráficas:

Reflexiones en rectas especiales

1. Al cambiar x por .x en una ecuación en x e y se refleja la gráfica de la ecuación en el
eje y.

2. Al cambiar y por .y en una ecuación en x e y se refleja la gráfica de la ecuación en el
eje x.

3. Al cambiar x por a . x en una ecuación en x e y se refleja la gráfica de la ecuación en
la recta de ecuación x % a/2.

4. Al cambiar y por b . y en una ecuación en x e y se refleja la gráfica de la ecuación en
la recta de ecuación y % b/2.

5. Al intercambiar x e y en una ecuación en x e y se refleja la gráfica de la ecuación en la
recta de ecuación y % x.

Ejemplo 9 Describa y dibuje la gráfica de y % ∂2 . x . 3.

Solución La gráfica de y % ∂2 . x es la reflexión de la gráfica de y % ∂x (Figura P.40) en la recta
vertical x % 1. Por tanto, la gráfica de y % ∂2 . x . 3 es el resultado de desplazar hacia abajo 3 unidades
dicha reflexión (véase la Figura P.52(a)).
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Figura P.52 (a) Construcción de la gráfica de y % ∂2 . x . 3.
(b) Transformación de y % �x� para producir la gráfica en gris.

Ejemplo 10 Exprese la ecuación de la gráfica en gris de la Figura P.52(b) en función de la función
valor absoluto �x�.

Solución La gráfica en gris se puede obtener reflejando en primer lugar la gráfica de �x� (Figura P.46) en
el eje x y desplazando después la reflexión 3 unidades a la izquierda y 2 unidades hacia arriba. La reflexión
de y % �x� en el eje x tiene como ecuación .y % �x�, o y %.�x�. Al realizar el desplazamiento de 3 unida-
des a la izquierda se obtiene y %.�x ! 3�. Finalmente, al desplazar 2 unidades hacia arriba se obtiene
y % 2 . �x ! 3�, que es la ecuación deseada.

Definición y dibujo de funciones con Maple
Muchos cálculos y gráficas que aparecen al estudiar cálculo se pueden realizar utilizando un sis-
tema de álgebra por ordenador, como Maple o Mathematica. De vez en cuando en el libro se
incluirán ejemplos que ilustran cómo emplear Maple para realizar esas tareas. Los ejemplos es-
tán escritos en Maple 6, pero la mayoría de ellos funcionarán bien con versiones anteriores de
Maple.

Empezaremos con un ejemplo que muestra cómo definir una función en Maple y, segui-
damente, cómo dibujar su gráfica. Se muestran en courier las entradas que escribimos en el
Maple y en tipo normal las respuestas de Maple. Definamos a continuación la función
f (x)%x3

.2x2
.12x!1.

b f := x -> x^3-2*x^2-12*x+1; <enter>

f :% x r x3
. 2x2

. 12x ! 1

Nótese el uso de := para indicar que se está definiendo el símbolo que hay a la izquierda y el
uso de -> para indicar la regla de construcción de f (x) a partir de x. Nótese también que Maple
utiliza el asterisco * para indicar la multiplicación y el acento circunflejo ^ para indicar la expo-
nenciación. Una instrucción de Maple debe terminar con punto y coma (;) antes de pulsar la te-
cla Enter. De ahora en adelante no mostraremos <enter> en las entradas.

Ahora podemos utilizar f como una función ordinaria:

b f (t)+f(1);

t3 . 2t2 . 12t . 11

Dibujemos a continuación la gráfica de f en el intervalo [.4, 5].

b plot (f(x) , x=–4..5);
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También podríamos haber especificado la expresión x^3–2*x^2–12*x+1 en la orden plot, en
vez de definir primero la función f (x). Nótese el uso de los dos puntos .. para separar los extre-
mos izquierdo y derecho del intervalo de representación. La orden plot admite otras opciones,
todas ellas separadas por comas. Se puede especificar también el intervalo de valores de y, ade-
más del de x (que es obligatorio), y se puede usar la opción scaling=CONSTRAINED si se desea
igualar las distancias en los dos ejes. Aplicar esto no sería una buena idea en el caso de nuestra
función (¿por qué?). El comando modificado quedaría así (se omite la gráfica resultado).

b plot (f(x), x=–4..5, y=–40..30, scaling=CONSTRAINED);

Ejercicios P.4

En los Ejercicios 1-6, obtenga el dominio y el rango de
cada una de las funciones.

1. f (x) % 1 ! x2 2. f (x) % 1 . ∂x

3. G(x) % ∂8 . 2x 4. F(x) % 1/(x. 1)

5. h(t) %
t

∂2.t
6. g(x) %

1

1 . ∂x . 2

7. ¿Cuáles de las gráficas de la Figura P.53 corresponden
a gráficas de funciones y % f (x)? ¿Por qué?

Figura P.53

8. La Figura P.54 muestra las gráficas de las funciones:
(i) x . x4, (ii) x3

. x4, (iii) x(1 . x)2, (iv) x2
. x3.

¿Cuál es la gráfica correspondiente a cada función?

Figura P.54

En los Ejercicios 9 y 10, dibuje la gráfica de la función f
construyendo primero la tabla de valores de f (x) en x % 0,
x % u1/2, x % u1, x % u3/2 y x % u2.

9. f (x) % x4 10. f (x) % x2/3
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En los Ejercicios 11-22, indique qué simetría (si es que
existe alguna) tiene la gráfica de f (x). En particular ¿es f
par o impar?

11. f (x) % x2
! 1 12. f (x) % x3

! x

13. f (x) %
x

x2
. 1

14. f (x) %
1

x2
. 1

15. f (x) %
1

x . 2
16. f (x) %

1

x ! 4

17. f (x) % x2
. 6x 18. f (x) % x3

. 2

19. f (x) % �x3� 20. f (x) % �x ! 1�

21. f (x) % ∂2x 22. f (x) % ∂(x . 1)2

Dibuje las gráficas de las funciones de los Ejercicios 23-38.

23. f (x) %.x2 24. f (x) % 1 . x2

25. f (x) % (x . 1)2 26. f (x) % (x . 1)2
! 1

27. f (x) % 1 . x3 28. f (x) % (x ! 2)3

29. f (x) % ∂x ! 1 30. f (x) % ∂x ! 1

31. f (x) %. �x� 32. f (x) % �x� . 1

33. f (x) % �x . 2� 34. f (x) % 1 ! �x . 2�

35. f (x) %
2

x ! 2
36. f (x) %

1

2 . x

37. f (x) %
x

x ! 1
38. f (x) %

x

1 . x

En los Ejercicios 39-46, f indica una función con dominio
[0, 2] y rango [0, 1] cuya gráfica se muestra en la Figura
P.55. Dibuje la gráfica de las funciones indicadas y
especifique sus dominios y sus rangos.

39. f (x) ! 2 40. f (x) . 1

41. f (x ! 2) 42. f (x . 1)

43. .f (x) 44. f (.x)

45. f (4 . x) 46. 1 . f (1 . x)

Figura P.55

En muchas ocasiones es muy difícil determinar de forma
exacta el rango de una función. En los ejercicios 47-48,
utilice una calculadora o un ordenador para dibujar la
función f y, ampliando la gráfica, determine el rango de f
con una exactitud de dos cifras decimales.

47. f (x) %
x ! 2

x2
! 2x ! 3

48. f (x) %
x . 1

x2
! x

En los Ejercicios 49-52, dibuje mediante un ordenador o
calculadora las gráficas de las funciones dadas. Examine las
gráficas (ampliándolas o reduciéndolas si es necesario) y
busque las simetrías. ¿Respecto a qué rectas y/o puntos son
simétricas las gráficas? Intente verificar sus conclusiones
algebraicamente.

49. f (x) % x4
. 6x3

! 9x2
. 1

50. f (x) %
3 . 2x ! x2

2 . 2x ! x2

51. f (x) %
x . 1

x . 2
52. f (x) %

2x2
! 3x

x2
! 4x ! 5

53. ¿Qué función f (x), definida en la recta real �, es a la
vez par e impar?

P.5 Combinación de funciones para crear otras nuevas

Las funciones se pueden combinar de diversas formas para crear otras nuevas. En esta sección
examinaremos las combinaciones que se obtienen

(a) Mediante operaciones algebraicas: sumando, restando, multiplicando y dividiendo funciones.

(b) Mediante composición: es decir, construyendo funciones de funciones.

(c) Agrupando funciones definidas en dominios diferentes.

Sumas, diferencias, productos, cocientes y múltiplos

Como los números, las funciones se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir (excepto donde el
denominador valga cero), para producir nuevas funciones.
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DEFINICIÓN 3

Sean f y g dos funciones. Para todo punto x perteneciente a los dominios de f y g, las
funciones f ! g, f . g, fg y f /g se definen mediante las fórmulas

( f ! g)(x) % f (x) ! g(x)

( f . g)(x) % f (x) . g(x)

( fg)(x) % f (x)g(x)

A
f

gB (x) %
f (x)

g(x)
, donde g(x) Ç 0

Un caso especial en la regla para multiplicar funciones es el de la multiplicación de funcio-
nes por constantes. Si c es un número real, entonces la función cf se define así, para todos los
puntos x en el dominio de f :

(cf )(x) % cf (x)

Ejemplo 1 La Figura P.56(a) muestra la gráfica de f (x) % x2, g(x) % x . 1 y de su suma
( f ! g)(x) % x2

! x . 1. Obsérvese que la altura de la gráfica de f ! g en cualquier punto es la suma de
las alturas de las gráficas de f y g en dicho punto.

Figura P.56 (a) ( f ! g)(x) % f (x) ! g(x).
(b) g(x) % (0.5) f (x).

Ejemplo 2 La Figura P.56(b) muestra la gráfica de f (x) % 2 . x2 y de su múltiplo g(x) % (0.5) f (x).
Nótese que la altura de la gráfica de g en cada punto es la mitad de la altura de la gráfica de f.

Ejemplo 3 Las funciones f y g se definen por las fórmulas

f (x) % ∂x y g(x) % ∂1 . x

Obtenga las fórmulas para calcular los valores de 3 f, f ! g, f . g, fg, f /g y g/ f en x, y especifique los
dominios de cada una de esas funciones.

Solución La información se presenta en la Tabla 2.
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Tabla 2. Combinaciones de f y g y sus dominios

Función Fórmula Dominio

f f (x) % ∂x [0, ä)

g g(x) % ∂1 . x (.ä, 1]

3 f (3 f )(x) % 3∂x [0, ä)

f ! g ( f ! g)(x) % f (x) ! g(x) % ∂x ! ∂1 . x [0, 1]

f . g ( f . g)(x) % f (x) . g(x) % ∂x . ∂1 . x [0, 1]

fg ( fg)(x) % f (x)g(x) % ∂x(1 . x) [0, 1]

f /g f

g
(x) %

f (x)

g(x)
%J

x

1 . x
[0, 1)

g/ f g

f
(x) %

g(x)

f (x)
%J

1 . x

x
(0, 1]

Nótese que la mayoría de las combinaciones de f y g tienen como dominio

[0, ä) ç (.ä, 1] % [0, 1]

es decir, la intersección de los dominios de f y g. Sin embargo, los dominios de los cocientes f /g y g/f
deben restringirse eliminando los puntos donde los denominadores valgan cero.

Composición de funciones

Existe otro método, denominado composición, con el que se pueden combinar dos funciones pa-
ra formar una nueva función.

DEFINICIÓN 4 Composición de funciones

Sean f y g dos funciones. La función compuesta f o g se define

f o g(x) % f (g(x))

El dominio de f o g está formado por los números x del dominio de g para los que los valo-
res g(x) pertenecen al dominio de f. En particular, si el rango de g está incluido en el do-
minio de f, entonces el dominio de f o g coincide con el dominio de g.

Como se muestra en la Figura P.57, formar f o g es equivalente a encadenar las «máquinas de
función» f y g en una «cadena de montaje» de forma que la salida de g sea la entrada de f.

Para calcular f o g(x) % f (g(x)) primero se calcula g(x) y después se aplica la función f al
resultado. La función g se denomina función interna y la función f, función externa de la com-
posición. Por supuesto, se puede calcular también la composición g o f (x) % g( f (x)), donde f es
entonces la función interna, que se calcula primero, y g la función externa, que se calcula des-
pués. Las funciones f o g y g o f son en general bastante diferentes, como muestra el siguiente
ejemplo.
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Figura P.57 f o g(x) % f (g(x)).

Ejemplo 4 Dadas f (x) % ∂x y g(x) % x ! 1, calcule las cuatro funciones compuestas f o g(x), g o f (x),
f o f (x) y g o g(x), y especifique los dominios de cada una de ellas.

Solución De nuevo, los resultados se recogen en una tabla.

Tabla 3. Composiciones de f y g y sus dominios

Función Fórmula Dominio

f f (x) % ∂x [0, ä)

g g(x) % x ! 1 �

f o g f o g(x) % f (g(x)) % f (x ! 1) % ∂x ! 1 [.1, ä)

g o f g o f (x) % g( f (x)) % g(∂x) % ∂x ! 1 [0, ä)

f o f f o f (x) % f ( f (x)) % f (∂x) % ∂∂x % x1/4 [0, ä)

g o g g o g(x) % g(g(x)) % g(x ! 1) % (x ! 1) ! 1 % x ! 2 �

Para ver, por ejemplo, por qué el dominio de f o g es [.1, ä), obsérvese que g(x) % x ! 1 está definida
para todos los números reales x, pero pertenece al dominio de f sólo si x ! 1 n 0, es decir, si x n .1.

Ejemplo 5 Dada G(x) %
1 . x

1 ! x
, calcule G o G(x) y especifique su dominio.

Solución Calculamos

G o G(x) % G(G(x)) % GA
1 . x

1 ! xB%

1 .

1 . x

1 ! x

1 !
1 . x

1 ! x

%
1 ! x . 1 ! x

1 ! x ! 1 . x
% x
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Dado que la función resultante, x, está definida para todos los reales x, podemos estar tentados de pen-
sar que el dominio de G o G está formado por todos los reales. ¡Esto es incorrecto! Para pertenecer al domi-
nio de G o G, x debe satisfacer dos condiciones:

(i) x debe pertenecer al dominio de G.

(ii) G(x) debe pertenecer al dominio de G.

El domino de G está formado por todos los números reales excepto x %.1. Si se excluye el punto
x %.1 del dominio de G o G, se cumplirá la condición (i). Obsérvese ahora que la ecuación G(x) %.1 no
tiene solución x, ya que es equivalente a 1 . x %.(1 ! x), o 1 %.1. Por lo tanto, todos los números G(x)
pertenecen al dominio de G, y la condición (ii) se satisface sin ninguna restricción sobre la x. El dominio
de G o G es (.ä, .1) é (.1, ä), es decir, todos los números reales excepto .1.

Funciones definidas por tramos

Algunas veces es necesario definir una función utilizando diferentes fórmulas en diferentes par-
tes de su dominio. Un ejemplo es la función valor absoluto

�x� % E
x si x n 0

.x si x a 0

Presentaremos otros ejemplos a continuación. Nótese el uso de puntos rellenos o vacíos en las
gráficas para indicar, respectivamente, si los extremos pertenecen o no pertenecen a la parte co-
rrespondiente de la gráfica.

Ejemplo 6 La función de Heaviside. La función de Heaviside (o función escalón unidad, véase la
Figura P.58) se define como

H(x) %E
1 si x n 0

0 si x a 0

La función H(t) se puede utilizar, por ejemplo, para modelar el voltaje aplicado a un circuito eléctrico por
una batería de un voltio si el interruptor del circuito se cierra en el instante t % 0.

Figura P.58 La función de Heaviside.

Ejemplo 7 La función signo. La función signo (véase la Figura P.59) se define como

sgn (x) %
x

�x�
%E

1 si x b 0

.1 si x a 0

indefinida si x % 0
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El valor de sgn (x) indica si x es positivo o negativo. Como 0 no es positivo ni negativo, sgn (0) no está
definido. La función signo es una función impar.

Figura P.59 La función signo.

Ejemplo 8 La función

f (x) %E
(x ! 1)2 si x a .1

.x si .1 m x a 1

∂x . 1 si x n 1

está definida en toda la recta real, pero sus valores están definidos por fórmulas diferentes en función de la
posición de x. Su gráfica se muestra en la Figura P.60(a).

Figura P.60 Funciones definidas por tramos.

Ejemplo 9 Obtenga la fórmula de la función que se muestra en la Figura P.60(b).

Solución La gráfica está formada por tres rectas. Para x a .1, la recta tiene pendiente .1 y ordenada
en el origen .2. Por tanto, su ecuación es y % .(x ! 2). La sección intermedia es la recta y % x, para
.1 m x m 2. La sección de la derecha es la recta y % 2 para x b 2. Combinando estas fórmulas, podemos
escribir

g(x) %E
.(x ! 2) si x a .1

x si .1 m x m 2

2 si x b 2

A diferencia del ejemplo anterior, aquí no importa cuál de las posibles fórmulas se utiliza para definir
g(.1), ya que ambas dan el mismo valor. Lo mismo es aplicable a g(2).
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Las dos funciones siguientes se pueden definir utilizando fórmulas diferentes en cada inter-
valo entre enteros consecutivos, pero las definiremos de una forma más sencilla.

Ejemplo 10 La función máximo entero menor. La función cuyo valor en cualquier número x es el
máximo entero menor o igual que x se denomina función máximo entero menor o función suelo entero.
Se representa por medio de bxc, o también, en algunos libros, [x] o [[x]]. La gráfica de y % bxc se muestra
en la Figura P.61(a). Obsérvese que

b2.4c% 2, b1.9c% 1, b0c% 0, b.1.2c% .2,

b2c% 2, b0.2c% 0, b.0.3c% .1, b.2c% .2

Figura P.61 (a) La función máximo entero menor bxc.
(b) La función mínimo entero mayor dxe.

Ejemplo 11 La función mínimo entero mayor. La función cuyo valor en cualquier número x es el
mínimo entero mayor o igual que x se denomina función mínimo entero mayor o función techo entero.
Se denota como dxe. La gráfica de y % dxe se muestra en la Figura P.61(b). Para valores positivos de x esta
función podría representar, por ejemplo, el coste de aparcar x horas en un aparcamiento que cobrara 1 e

por cada hora o fracción de hora.

Ejercicios P.5

En los Ejercicios 1 y 2, calcule los dominios de las
funciones f ! g, f . g, fg y f /g y g/ f, y exprese las
fórmulas de sus valores.

1. f (x) % x, g(x) % ∂x . 1

2. f (x) % ∂1 . x, g(x) % ∂1 ! x

Dibuje las gráficas de las funciones de los Ejercicios 3-6
combinando las gráficas de las funciones más simples que
las constituyen.

3. x . x2 4. x3
. x

5. x ! �x� 6. �x� ! �x . 2�

7. Si f (x) % x ! 5 y g(x) % x2
. 3, calcule lo siguiente:

(a) f o g(0) (b) g( f (0))

(c) f (g(x)) (d) g o f (x)

(e) f o f (.5) (f) g(g(2))

(g) f ( f (x)) (h) g o g(x)

En los Ejercicios 8-10, construya las funciones compuestas

(a) f o f (x) (b) f o g(x)

(c) g o f (x) (d) g o g(x)
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8. f (x) % 2/x, g(x) % x/(1. x)

9. f (x) % 1/(1. x), g(x) % ∂x . 1

10. f (x) % (x ! 1)/(x. 1), g(x) % sgn (x)

Calcule las casillas que faltan en la Tabla 4 (Ejercicios 11-16).
Tabla 4.

f (x) g(x) f o g(x)

11. x2 x ! 1
12. x ! 4 x
13. ∂x �x�
14. x1/3 2x ! 3
15. (x ! 1)/x x
16. x . 1 1/x2

17. Utilice una herramienta gráfica para examinar en
orden las gráficas de las funciones

y % ∂x, y % 2 ! ∂x,

y % 2 ! ∂3 ! x, y % 1/(2! ∂3 ! x)

Describa los efectos que producen en la gráfica los
cambios realizados en la función en cada etapa.

18. Repita el ejercicio anterior con las funciones

y % 2x, y % 2x . 1, y % 1 . 2x,

y % ∂1.2x, y %
1

∂1 . 2x
, y%

1

∂1.2x
.1

Los Ejercicios 19-24 se refieren a la función con dominio
[0, 2] y rango [0, 1] cuya gráfica se muestra en la Figura
P.62. Dibuje las gráficas de las funciones que se indican, y
especifique sus dominios y rangos.

Figura P.62

19. 2 f (x) 20. .(1/2) f (x)

21. f (2x) 22. f (x/3)

23. 1 ! f (.x/2) 24. 2 f ((x . 1)/2)

En los Ejercicios 25-26, dibuje las gráficas de las funciones
dadas.

25. f (x) %E
x si 0 m x m 1

2 . x si 1 a x m 2

26. g(x) %E
∂x si 0 m x m 1

2 . x si 1 a x m 2

27. Calcule todos los valores de las constantes reales A y B
para los que la función F(x) % Ax ! B cumple

(a) F o F(x) % F(x) para todo x.

(b) F o F(x) % x para todo x.

Funciones máximo entero menor
y mínimo entero mayor
28. ¿Para qué valores de x es bxc% 0? ¿Y dxe% 0?

29. ¿Qué números reales cumplen la ecuación bxc% dxe?
30. Verdadero o falso: ¿d.xe% . bxc para todo número

real x?

31. Dibuje la gráfica de y % x . bxc.
32. Dibuje la gráfica de la función

f (x) %E
bxc si x n 0

dxe si x a 0

¿Por qué se llama esta función parte entera de x?

Funciones pares e impares
33. Suponga que f es una función par, g es una función

impar y que tanto f como g están definidas en toda la
recta real. Las siguientes funciones ¿son pares, impares
o ninguna de las dos cosas?

f ! g, fg, f /g, g/ f, f 2
% f f, g2

% gg

f o g, g o f, f o f, g o g

34. Demuestre que si f es una función par e impar,
entonces debe cumplirse que f (x) % 0 en todo punto
de su dominio.

35. Sea f una función con dominio simétrico respecto al
origen, es decir, si x pertenece a su dominio, .x
también pertenece.

(a) Demuestre que f se puede expresar como la suma
de una función par y una función impar:

f (x) % E(x) ! O(x)

siendo E una función par y O una función impar.
Sugerencia: Forme E(x) % ( f (x) ! f (.x))/2.
Demuestre que E(x) % E(.x), por lo que E será
par. Demuestre después que O(x) % f (x) . E(x) es
una función impar.

(b) Demuestre que sólo existe una forma de escribir f
como la suma de una función par y una función
impar. Sugerencia: Una forma está dada en el
apartado (a). Si pudiera expresarse también
f (x) % E1(x) ! O1(x), siendo E1 una función par y
O1 una función impar, entonces E . E1 % O1 . O,
y utilice después el Ejercicio 34 para demostrar
que E % E1 y O % O1.
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P.6 Polinomios y funciones racionales

Los polinomios se encuentran entre las funciones más sencillas de tratar en cálculo. Son sumas
de términos consistentes en una constante multiplicada por una potencia no negativa de la varia-
ble de la función.

DEFINICIÓN 5

Un polinomio es una función P cuyo valor en x se expresa como

P(x) % anxn
! an.1x

n.1
! ñ ! a2x2

! a1x ! a0

donde las constantes an, an.1, ..., a2, a1 y a0 se denominan coeficientes del polinomio y, si
n b 0, entonces an Ç 0. El número n, grado de la potencia más alta de x, se denomina gra-
do del polinomio (el grado del polinomio cero no está definido).

Por ejemplo,

3 es un polinomio de grado 0
2 . x es un polinomio de grado 1

2x3
. 17x ! 1 es un polinomio de grado 3

Supondremos en general que los polinomios con los que vamos a tratar son polinomios rea-
les, es decir, sus coeficientes son números reales en vez del caso más general en el que son nú-
meros complejos. Frecuentemente, los coeficientes serán números enteros o racionales. Los poli-
nomios juegan un papel en el estudio de las funciones análogo al de los enteros en el estudio de
los números. Por ejemplo, de la misma forma que al sumar, restar o multiplicar dos enteros se
obtiene un entero, al sumar, restar o multiplicar polinomios se obtiene siempre un polinomio. Al
sumar o restar polinomios, el resultado es un polinomio cuyo grado no es nunca superior al má-
ximo grado de los dos polinomios que se combinan. Al multiplicar dos polinomios de grados m
y n, el resultado es un polinomio de grado m ! n. Por ejemplo, en el caso del producto

(x2
! 1)(x3

. x . 2) % x5
. 2x2

. x . 2

los dos factores tienen grados 2 y 3 y el resultado tiene grado 5.
De la misma forma que el cociente de dos enteros no es frecuentemente un entero, el cocien-

te de dos polinomios frecuentemente no es un polinomio, y se denomina función racional.

2x3
. 3x2

! 3x ! 4

x2
! 1

es una función racional

Cuando se divide un entero positivo a por un entero positivo más pequeño b se obtiene un
cociente entero q y un resto también entero r que cumple 0 m r a b. Por tanto, la fracción a/b se
puede escribir (de forma única) como la suma de un entero q y una fracción cuyo numerador (el
resto r) es menor que el denominador b. Por ejemplo,

7

3
% 2 !

1

3
; el cociente es 2, el resto es 1

Análogamente, si Am y Bn son dos polinomios de grados m y n, respectivamente, con m b n,
la función Am/Bn se puede expresar (de forma única) como la suma de un polinomio cociente
Qm.n, de grado m . n y otra función racional Rk /Bn, en la que el grado del polinomio numera-
dor, Rk (el resto de la división), es o 0 o k a n:

Am(x)

Bn(x)
% Qm.n(x) !

Rk(x)

Bn(x)
(El Algoritmo de División)
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Ejemplo 1 Escriba el algoritmo de división de
2x3

. 3x2
! 3x ! 4

x2
! 1

.

Solución MÉTODO I. Uso de división de polinomios:

x2
! 1 2x . 3

x2
! 1 2x3

. 3x2
! 3x ! 4

2x3
! 2x

.3x2
! x ! 4

.3x2
. 3

x ! 7

Entonces

2x3
. 3x2

! 3x ! 4

x2
! 1

% 2x . 3 !
x ! 7

x2
! 1

El cociente es 2x . 3 y el resto es x ! 7.

MÉTODO II. Se añaden términos apropiados de menor grado al numerador con grados no menores que el
grado del denominador para permitir la factorización del denominador, y después se restan de nuevo esos
términos.

2x3
. 3x2

! 3x ! 4

% 2x3
! 2x . 3x2

. 3 ! 3x ! 4 . 2x ! 3

% 2x(x2
! 1) . 3(x2

! 1) ! x ! 7

De donde se deduce inmediatamente que

2x3
. 3x2

! 3x ! 4

x2
! 1

% 2x . 3 !
x ! 7

x2
! 1

Raíces y factores

Se dice que un número r es una raíz de un polinomio P si P(r) % 0. Por ejemplo P(x) % x3
. 4x

tiene tres raíces: 0, 2 y .2. Al sustituir x por cualquiera de esos tres números se cumple que
P(x) % 0. El Teorema Fundamental del Álgebra (véase el Apéndice II) indica que todo poli-
nomio de grado como mínimo 1 tiene una raíz (aunque dicha raíz puede ser un número com-
plejo). Por ejemplo, el polinomio lineal (de grado 1) ax ! b tiene la raíz .b/a, ya que
a(.b/a)! b % 0. Un polinomio constante (de grado cero) no puede tener raíces, a no ser que
sea el polinomio cero, en cuyo caso cualquier número sería una raíz.

Los polinomios reales no tienen por qué tener raíces reales. Por ejemplo, el polinomio x2
! 4

no vale cero para ningún número real x, pero sí vale cero para los números complejos 2i y .2i,
donde i representa la unidad imaginaria, que cumple que i2 %.1 (en el Apéndice I se conside-
ran los números complejos). Los números 2i y .2i son complejos conjugados entre sí. Los nú-
meros complejos que son raíces de polinomios reales deben aparecer en pares conjugados.

En aplicaciones de cálculo resulta de utilidad factorizar polinomios en forma de productos de
polinomios de grado inferior, especialmente de polinomios de grado 1 o 2 (lineales o cuadráti-
cos). El teorema siguiente muestra la conexión entre los factores lineales y las raíces.

TEOREMA 1 Teorema de factorización

Un número r es una raíz de un polinomio P de grado no inferior a 1 si y sólo si x . r es un
factor de P(x).
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DEMOSTRACIÓN Por el algoritmo de división, se cumple que existe un polinomio co-
ciente Q de grado una unidad menos que el de P y un resto de grado 0 (es decir, una cons-
tante c), tal que

P(x)

x . r
% Q(x) !

c

x . r

Por tanto, P(x) % (x . r)Q(x) ! c, y P(r) % 0 si y sólo si c % 0, y en ese caso
P(x) % (x . r)Q(x) y, por tanto, x . r es un factor de P(x).

#

A partir del Teorema 1 y del Teorema Fundamental del Álgebra se deduce que todo polino-
mio de grado n n 1 tiene n raíces (si P es de grado n n 2, entonces tiene una raíz r, y
P(x) % (x . r)Q(x), siendo Q un polinomio de grado n . 1 n 1, que a su vez tiene una raíz,
etc.). Por supuesto, no es necesario que las raíces de un polinomio sean todas diferentes. El poli-
nomio P(x) % x4

. 3x3
! 3x2

. x % x(x . 1)3 tiene cuatro raíces; una de ellas es 0 y las otras
tres valen 1. Se dice que la raíz 1 tiene multiplicidad 3, ya que se puede dividir P(x) por
(x . 1)3 y se obtiene de resto 0.

Si P es un polinomio real que tiene una raíz compleja r1 % u ! iv, siendo u y v números rea-
les y v Ç 0, entonces, según se ha comentado anteriormente, el complejo conjugado de r1, es
decir r2 % u . iv, debe ser también una raíz de P (y además, r1 y r2 tendrán la misma multiplici-
dad). Por tanto, x . u . iv y x . u ! iv son factores de P(x) y su producto

(x . u . iv)(x . u ! iv) % (x . u)2
! v2

% x2
. 2ux ! u2

! v2

es un polinomio cuadrático sin raíces reales. Se deduce, por tanto, que todo polinomio real se
puede descomponer en un producto de factores lineales reales (que pueden estar repetidos) y un
producto de factores cuadráticos sin raíces reales (que pueden estar repetidos).

Ejemplo 2 ¿Cuál es el grado de P(x) % x3(x2
! 2x ! 5)2? ¿Cuáles son las raíces de P, y cuál es la

multiplicidad de cada raíz?

Solución Si se desarrolla la expresión de P, el máximo grado de x presente en la expresión desarrollada
es x3(x2)2

% x7, por lo que el grado de P es 7. El factor x3
% (x . 0)3 indica que 0 es una raíz de P con

multiplicidad 3. Las cuatro raíces restantes serán las raíces del polinomio x2
! 2x ! 5, cada una de ellas

con multiplicidad 2. Entonces,

[x2
! 2x ! 5]2

% [(x ! 1)2
! 4]2

% [(x ! 1 ! 2i)(x ! 1 . 2i)]2

Por tanto, las siete raíces de P son:

E
0, 0, 0

.1 . 2i, .1 . 2i

.1 ! 2i, .1 ! 2i

0 tiene multiplicidad 3

.1 . 2i tiene multiplicidad 2

.1 ! 2i tiene multiplicidad 2

Raíces y factores de polinomios cuadráticos
Existe una expresión bien conocida para calcular las raíces de un polinomio cuadrático.

Ecuación de segundo grado

Las dos soluciones de la ecuación cuadrática

Ax2
! Bx ! C % 0
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siendo A, B y C constantes y A Ç 0, se obtienen como

x %
.B u ∂B2

. 4AC

2A

Para ver que efectivamente es así, se divide la ecuación de segundo grado por A y se comple-
tan los cuadrados en x:

x2
!

B

A
x !

C

A
% 0

x2
!

2B

2A
x !

B2

4A2 %
B2

4A2 .

C

A

Ax !
B

2AB
2

%
B2

. 4AC

4A2

x !
B

2A
% u

∂B2
. 4AC

2A

La cantidad D % B2
. 4AC que aparece dentro de la raíz cuadrada en la fórmula se denomi-

na discriminante de la ecuación o polinomio de segundo grado. La naturaleza de las raíces de la
ecuación de segundo grado depende del signo del discriminante.

(a) Si D b 0, entonces D % k2 para algún valor de k y la ecuación de segundo grado posee dos
raíces distintas, (.B ! k)/(2A) y (.B . k)/(2A).

(b) Si D % 0, entonces la ecuación de segundo grado tiene sólo una raíz, .B/(2A), la cual tiene
multiplicidad 2 (se denomina raíz doble).

(c) Si D a 0, entonces D % .k2 para algún valor de k y la ecuación de segundo grado posee
dos raíces complejas conjugadas, (.B ! ki)/(2A) y (.B . ki)/(2A).

Ejemplo 3 Calcule las raíces de los siguientes polinomios de segundo grado y exprese dichos polino-
mios como producto de sus factores lineales.

(a) x2
! x . 1 (b) 9x2

. 6x ! 1 (c) 2x2
! x ! 1

Solución Se utiliza la fórmula de la ecuación de segundo grado para obtener las raíces de los polino-
mios.

(a) A % 1, B % 1, C %.1

x %
.1 u ∂1 ! 4

2
%.

1

2
u

∂5

2

x2
! x . 1 %Ax !

1

2
.

∂5

2 BAx !
1

2
!

∂5

2 B
(b) A % 9, B % .6, C % 1

x %
6 u ∂36 . 36

18
%

1

3
(raíz doble)

9x2
. 6x ! 1 % 9Ax .

1

3B
2

% (3x . 1)2
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(c) A % 2, B % 1, C % 1

x %
.1 u ∂1 . 8

4
%.

1

4
u

∂7

4
i

2x2
! x ! 1 % 2Ax !

1

4
.

∂7

4
iBAx !

1

4
!

∂7

4
iB

Observación Existen fórmulas para calcular las raíces exactas de polinomios de grado 3 y de
grado 4, pero, a diferencia de la fórmula de la ecuación de segundo grado, son muy complicadas
y raramente se utilizan. El cálculo nos proporciona herramientas muy poderosas y fáciles de de
utilizar para obtener aproximaciones a las raíces de polinomios (y soluciones a ecuaciones más
generales), con cualquier grado de exactitud que se desee.

Factorizaciones diversas

Algunos polinomios de grado 2 y superior se pueden factorizar (al menos parcialmente) por sim-
ple inspección. Algunos ejemplos son:

(a) Factor común: ax2
! bx % x(ax ! b).

(b) Diferencia de cuadrados: x2
. a2

% (x . a)(x ! a).

(c) Diferencia de cubos: x3
. a3

% (x . a)(x2
! ax ! a2).

(d) De forma más general, la diferencia de n-ésimas potencias para cualquier entero positivo n:

xn
. an

% (x . a)(xn.1
! axn.2

! a2xn.3
! ñ ! an.2x ! an.1)

Nótese que x . a es un factor de xn
. an para todo entero positivo n.

(e) Siempre es cierto que si n es un entero positivo impar, entonces x ! a es un factor de
xn

! an. Por ejemplo,

x3
! a3

% (x ! a)(x2
. ax ! a2)

x5
! a5

% (x ! a)(x4
. ax3

! a2x2
. a3x ! a4)

Finalmente, mencionaremos un método de prueba y error para factorización de polinomios de
segundo grado, denominado factorización trinomial. Como

(x ! p)(x ! q) % x2
! (p ! q)x ! pq

(x . p)(x . q) % x2
. (p ! q)x ! pq y

(x ! p)(x . q) % x2
! (p . q)x . pq

es posible a veces obtener los factores de x2
! Bx ! C buscando los factores de �C� para los que

la suma o la diferencia es B. De forma más general, a veces es posible factorizar

Ax2
! Bx ! C % (ax ! b)(cx ! d)

Buscando los factores a y c de A y los factores b y d de C para los que ad ! bc % B. Por su-
puesto, si esto falla siempre se puede aplicar la fórmula de la ecuación de segundo grado para
obtener las raíces, y por tanto los factores, de un polinomio cuadrático.
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Ejemplo 4

x2
. 5x ! 6 % (x . 3)(x . 2) p % 3, q % 2, pq % 6, p ! q % 5

x2
! 7x ! 6 % (x ! 6)(x ! 1) p % 6, q % 1, pq % 6, p ! q % 7

x2
! x . 6 % (x ! 3)(x . 2) p % 3, q % .2, pq % .6, p ! q % 1

2x2
! x . 10 % (2x ! 5)(x . 2) a % 2, b % 5, c % 1, d %.2

ac % 2, bd %.10, ad ! bc % 1

Ejemplo 5 Calcule las raíces de los siguientes polinomios:

(a) x3
. x2

. 4x ! 4 (b) x4
! 3x2

. 4 (c) x5
. x4

. x2
! x

Solución (a) Existe un factor común obvio:

x3
. x2

. 4x ! 4 % (x . 1)(x2
. 4) % (x . 1)(x . 2)(x ! 2)

Las raíces son 1, 2 y .2.

(b) Se trata de un trinomio en x2 para el que existe una factorización sencilla:

x4
! 3x2

. 4 % (x2
! 4)(x2

. 1) % (x ! 2i)(x . 2i)(x ! 1)(x . 1)

Las raíces son 1, .1, 2i y .2i.

(c) Empezamos con unas factorizaciones obvias:

x5
. x4

. x2
! x % x(x4

. x3
. x ! 1) % x(x . 1)(x3

. 1)

% x(x . 1)2(x2
! x ! 1)

Por tanto, 0 es una raíz y 1 es una raíz doble. Las dos raíces restantes son las del factor cuadrático
x2

! x ! 1, que no se puede factorizar de forma sencilla por simple inspección, por lo que usamos la
fórmula:

x %
.1 u ∂1 . 4

2
%.

1

2
u

∂3

2
i

Ejercicios P.6

En los Ejercicios 1-12, calcule las raíces de los polinomios.
Si hay raíces repetidas, indique su multiplicidad. Escriba
además cada polinomio en forma de producto de sus
factores lineales.

1. x2
! 7x ! 10 2. x2

. 3x . 10

2. x2
! 2x ! 2 4. x2

. 6x ! 13

5. 16x4
. 8x2

! 1 6. x4
! 6x3

! 9x2

7. x3
! 1 8. x4

. 1

9. x6
. 3x4

! 3x2
. 1 10. x5

. x4
. 16x ! 16

11. x5
! x3

! 8x2
! 8 12. x9

. 4x7
. x6

! 4x4

En los Ejercicios 13-16, exprese las funciones racionales
dadas como la suma de un polinomio con otra función
racional cuyo numerador sea o bien cero, o bien de menor
grado que el denominador.

13.
x3

. 1

x2
. 2

14.
x2

x2
! 5x ! 3

15.
x3

x2
! 2x ! 3

16.
x4

! x2

x3
! x2

! 1

17. Demuestre que x . 1 es un factor de un polinomio P
de grado positivo si y sólo si la suma de los
coeficientes de P es cero.

18. ¿Qué condición deberían cumplir los coeficientes de un
polinomio para asegurar que x ! 1 es un factor de
dicho polinomio?

*19. El conjugado de un número complejo z % u ! iv
(siendo u y v números reales) es el número complejo
z6 % u . iv. En el Apéndice I se demuestra que el
conjugado de una suma (o producto) de dos números
complejos es la suma (o producto) de los conjugados.

52 CÁLCULO



Utilice este hecho para verificar que si z % u ! iv es
una raíz compleja de un polinomio P con coeficientes
reales, entonces su conjugado z6 es también una raíz
de P.

*20. Continuando con el ejercicio anterior, demuestre que
si z % u ! iv (siendo u y v números reales) es una raíz
compleja de un polinomio P con coeficientes reales,

entonces P debe tener el factor cuadrático
x2

. 2ux ! u2
! v2.

*21. Utilice el resultado del ejercicio 20 para demostrar
que si z % u ! iv (siendo u y v números reales) es una
raíz compleja de un polinomio P con coeficientes
reales, entonces z y z6 son raíces de P con la misma
multiplicidad.

P.7 Las funciones trigonométricas

Casi toda la gente se encuentra por primera vez con las cantidades cos t y sen t y a partir de la
razón de la longitud de los lados de un triángulo rectángulo en el que t es el valor de uno de sus
ángulos agudos. Si en un triángulo rectángulo se denominan «hip» a la hipotenusa, «ady» al ca-
teto adyacente al ángulo t y «opu» al cateto opuesto al ángulo t (véase la Figura P.63), entonces

cos t %
ady

hip
y sen t %

opu

hip
(*)

Figura P.63 cos t % ady/hip.
sen t % opu/hip.

Estas razones dependen sólo del ángulo t, y no de un triángulo en particular, ya que todos los
triángulos rectángulos con un ángulo agudo t son similares.

En el ámbito del cálculo son necesarias definiciones más generales de cos t y sen t, como
funciones definidas para todos los números reales t, no sólo para los ángulos agudos. Estas defi-
niciones se establecen en función de una circunferencia, en vez de un triángulo.

Sea C una circunferencia de centro el origen O y de radio 1. Su ecuación es x2
! y2

% 1.
Sea A el punto (1, 0) sobre C. Para todo número real t, sea Pt el punto sobre C situado a una
distancia � t � de A, medido sobre C en sentido contrario al de las agujas del reloj, si t b 0, y en el
sentido de las agujas del reloj si t a 0. Por ejemplo, como la circunferencia mide 2n radianes, el
punto Pn/2 representa un cuarto de vuelta de distancia desde A en la circunferencia C. Se trata
del punto (0, 1).

Utilizaremos esta longitud t como medida del ángulo AOPt, como muestra la Figura P.64.

DEFINICIÓN 6

La medida en radianes del ángulo AOPt es de t radianes:

AOPt % t radianes

Estamos más acostumbrados a medir los ángulos en grados. Como Pn es el punto (.1, 0), la
mitad del camino (n radios de distancia) alrededor de la circunferencia C desde el punto A, tene-
mos que

n radianes % 180o

Para convertir grados en radianes se multiplican los grados por n/180, y para convertir radianes
en grados se multiplican los radianes por 180/n.
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Figura P.64 Si la longitud del arco APt es de t radios
de C, entonces el ángulo AOPt % t radianes.

Convenio para ángulos

En cálculo se supone que todos los ángulos se miden en radianes a menos que se indique
explícitamente que se miden en grados o en otras unidades. Por ejemplo, al decir un ángu-
lo de n/3, significa n/3 radianes (que equivalen a 60o), y no n/3 grados.

Ejemplo 1 Longitud de arco y área de sector circular. Un arco de una circunferencia de radio r

abarca un ángulo t desde el centro de dicha circunferencia. Calcule la longitud s de dicho arco y el área A
del sector circular comprendido entre el arco y el centro de la circunferencia.

Solución La longitud del arco s es la misma fracción de la longitud de la circunferencia 2nr que la frac-
ción que representa t de la longitud total de la circunferencia en radianes, que es 2n (o 360o). Por tanto,

s %
t

2n
(2nr) % rt unidades

De forma similar, el área A del sector circular (véase la Figura P.65) es la misma fracción del área total
del círculo nr2:

A %
t

2n
(nr2) %

r2t

2
unidades2

(En la Sección 1.1 demostraremos que el área de un círculo de radio r es nr2).

Figura P.65 Longitud del arco x % rt. Área del sector circular A % r2t/2.

Utilizando el procedimiento descrito anteriormente, se puede calcular el punto Pt correspon-
diente a cualquier número real t, positivo o negativo. Los valores cos t y sen t se definen como
las coordenadas del punto Pt (véase la Figura P.66).

54 CÁLCULO



Figura P.66 Las coordenadas de Pt son (cos t, sen t).

DEFINICIÓN 7 Coseno y seno

Dado un número real t, el coseno de t (abreviadamente, cos t) y el seno de t (abreviada-
mente, sen t) son las coordenadas x e y del punto Pt.

cos t % coordenada x del punto Pt

sen t % coordenada y del punto Pt

Dada la forma en que se definen, el coseno y el seno se denominan funciones circulares. Nótese
que estas definiciones concuerdan con las dadas anteriormente en función del ángulo agudo de
un triángulo rectángulo (véanse las fórmulas (*) al principio de esta sección). En este caso el
triángulo es el PtOQt, que se muestra en la Figura P.66.

Ejemplo 2 Examinando las coordenadas de P0 % A, Pn/2, Pn y P
.n/2 % P3n/2 de la Figura P.67, se ob-

tienen los siguientes valores:

cos 0 % 1 cos
n
2

% 0 cos n %.1 cosA.

n
2B% cos

3n
2

% 0

sen 0 % 0 sen
n
2

% 1 sen n % 0 senA.

n
2B% sen

3n
2

%. 1

Figura P.67 Algunos ángulos especiales.
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Identidades de utilidad

Muchas propiedades importantes de cos t y sen t se desprenden del hecho de que son las coorde-
nadas del punto Pt sobre la circunferencia C de ecuación x2

! y2
% 1.

Rango del coseno y del seno. Para todo número real t,

.1 m cos t m 1 y .1 m sen t m 1

Identidad de Pitágoras. Las coordenadas x % cos t e y % sen t, del punto Pt deben cumplir
la ecuación de la circunferencia. Por tanto, para todo número real t,

cos2 t ! sen2 t % 1

(Nótese que cos2 t significa (cos t)2, y no cos (cos t). Se trata de una notación desafortunada, pero
se utiliza en prácticamente toda la literatura técnica, así que tendremos que acostumbrarnos a
utilizarla).

Periodicidad. Como C es una circunferencia que mide 2n radianes, sumar 2n a un valor de t
hace que el punto Pt describa una vuelta completa alrededor de la circunferencia C y termine en
el mismo sitio: Pt!2n % Pt. Por tanto, para todo t,

cos (t ! 2n) % cos t y sen (t ! 2n) % sen t

Esto quiere decir que el coseno y el seno son funciones periódicas de periodo 2n.
El coseno es una función par. El seno es una función impar. Como la circunferencia

x2
! y2

% 1 es simétrica respecto al eje x, los puntos Pt y P
.t tienen la misma coordenada x, y

coordenadas y opuestas (véase la Figura P.68).

cos (.t) % cos t y sen (.t) % .sen t

Identidades de ángulos complementarios. Dos ángulos son complementarios si suman n/2
(o 90o). Los puntos P(n/2).t y Pt son reflexiones (uno del otro) respecto a la recta y % x (Figu-
ra P.69), por lo que la coordenada x de uno de ellos es la coordenada y del otro, y viceversa. Así,

cosA
n
2

. tB% sen t y senA
n
2

. tB% cos t

Figura P.68 cos (.t) % cos t.
sen (.t) %.sen t.

Figura P.69 cos ((n/2) . t) % sen t.
sen ((n/2) . t) % cos t.
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Identidades de ángulos suplementarios. Dos ángulos son suplementarios si suman n (o
180o). Como la circunferencia es simétrica respecto al eje y, Pn.t y Pt tienen la misma coordena-
da y, y coordenadas x opuestas (véase la Figura P.70). Entonces,

cos (n . t) %.cos t y sen (n . t) % sen t

Figura P.70 cos (n . t) % .cos t.
sen (n . t) % sen t.

Algunos ángulos especiales

Ejemplo 3 Calcule el seno y el coseno de n/4 (es decir, 45o).

Solución El punto Pn/4 está en el primer cuadrante sobre la recta x % y. Para calcular sus coordenadas,
se sustituye x % y en la ecuación de la circunferencia x2

! y2
% 1, con lo que se obtiene 2x2

% 1. Por tanto,
x % y % 1/∂2 (véase la Figura P.71), y

cos (45o) % cos
n
4

%
1

∂2
sen (45o) % sen

n
4

%
1

∂2

Figura P.71 sen
n
4

% cos
n
4

%
1

∂2
.

Ejemplo 4 Calcule los valores del seno y el coseno de los ángulos n/3 (o 60o) y n/6 (o 30o).

Solución El punto Pn/3 y los puntos O(0, 0) y A(1, 0) son los vértices de un triángulo equilátero cuyo
lado tiene longitud 1 (véase la Figura P.72). Por tanto, la coordenada x del punto Pn/3 vale 1/2, y la coorde-
nada y vale ∂1 . (1/2)2

% ∂3/2, con lo que

cos (60o) % cos
n
3

%
1

2
sen (60o) % sen

n
3

%
∂3

2
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Como
n
6

%
n
2

.

n
3

, las identidades de ángulos complementarios nos permiten obtener que

cos (30o) % cos
n
6

% sen
n
3

%
∂3

2
sen (30o) % sen

n
6

% cos
n
3

%
1

2

Figura P.72 cos n/3 % 1/2.
sen n/3 % ∂3/2.

La Tabla 5 resume los valores del coseno y el seno en los ángulos múltiplos de 30o y 45o

entre 0o y 180o. Los valores de 120o, 135o y 150o se han obtenido utilizando las identidades de
ángulos suplementarios. Por ejemplo,

cos (120o) % cosA
2n
3 B% cosAn .

n
3B% .cosA

n
3B%.cos (60o) %.

1

2

Tabla 5. Cosenos y senos de algunos ángulos especiales

Grados 0o 30o 45o 60o 90o 120o 135o 150o 180o

Radianes 0
n
6

n
4

n
3

n
2

2n
3

3n
4

5n
6

n

Coseno 1
∂3

2

1

∂2

1

2
0 .

1

2
.

1

∂2
.

∂3

2
.1

Seno 0
1

2

1

∂2

∂3

2
1

∂3

2

1

∂2

1

2
0

Ejemplo 5 Calcule: (a) sen
3n
4

y (b) cos
4n
3

Solución Se pueden dibujar los triángulos adecuados en los cuadrantes donde están los ángulos, para de-
terminar los valores requeridos. Véase la Figura P.73.

(a) sen (3n/4) % sen (n . (n/4)) % 1/∂2.

(b) cos (4n/3) % cos (n ! (n/3)) % .

1

2
.
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Figura P.73 Uso de triángulos situados adecuadamente para calcular funciones

trigonométricas de ángulos especiales.

Aunque se pueden obtener aproximaciones decimales a los valores del seno y el coseno utili-
zando una calculadora científica o tablas matemáticas, es útil recordar los valores de la tabla pa-
ra los ángulos 0, n/6, n/4, n/3 y n/2, ya que aparecen frecuentemente en las aplicaciones.

Al tratar el seno y el coseno como funciones, las variables se pueden nombrar en la forma
que deseemos (por ejemplo, x, como se hace con las otras funciones). Las Figuras P.74 y P.75
muestran las gráficas de cos x y sen x. En ambas gráficas el comportamiento entre x % 0 y
x % 2n se repite una y otra vez a medida que nos movemos de izquierda a derecha por el eje x.
Obsérvese que la gráfica de sen x es igual a la gráfica de cos x desplazando esta última a la dere-
cha una distancia de n/2.

Figura P.74 Gráfica de cos x.

Figura P.75 Gráfica de sen x.

¡Atención!

Cuando se utiliza una calculadora científica para calcular funciones trigonométricas, hay
que asegurarse de seleccionar el modo angular apropiado: grados o radianes.
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Fórmulas de sumas

Las fórmulas que siguen sirven para determinar el coseno y el seno de una suma o diferencia de
dos ángulos en función de los cosenos y senos de dichos ángulos.

TEOREMA 2 Fórmulas de suma para el coseno y el seno

cos (s ! t) % cos s cos t . sen s sen t

sen (s ! t) % sen s cos t ! cos s sen t

cos (s . t) % cos s cos t ! sen s sen t

sen (s . t) % sen s cos t . cos s sen t

DEMOSTRACIÓN Demostraremos la tercera fórmula como sigue: sean s y t números
reales, y considérense los puntos

Pt % (cos t, sen t) Ps.t % (cos (s . t), sen (s . t))

Ps % (cos s, sen s) A % (1, 0)

como se muestra en la Figura P.76.

Figura P.76 PsPt % Ps.t A.

El ángulo PtOPs % s . t radianes % ángulo AOPs.t, y la distancia PsPt es igual a la
distancia Ps.tA. Por tanto, (PsPt)

2
% (Ps.tA)2. Si expresamos las distancias al cuadrado en

función de las coordenadas, y se desarrollan los binomios correspondientes:

(cos s . cos t)2
! (sen s . sen t)2

% (cos (s . t) . 1)2
! sen2 (s . t)

cos2 s . 2 cos s cos t ! cos2 t ! sen2 s . 2 sen s sen t ! sen2 t

% cos2 (s . t) . 2 cos (s . t) ! 1 ! sen2 (s . t)

Como cos2 x ! sen2 x % 1 para todo x, esto se reduce a

cos (s . t) % cos s cos t ! sen s sen t

Sustituyendo t por .t en la fórmula anterior, y recordando que cos (.t) % cos t y
sen (.t) % .sen t, tenemos que

cos (s ! t) % cos s cos t . sen s sen t
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Para obtener las fórmulas de suma para el seno se pueden emplear las fórmulas de ángulos
complementarios:

sen (s ! t) % cosA
n
2

. (s ! t)B
% cosAA

n
2

. sB. tB
% cosA

n
2

. sB cos t ! senA
n
2

. sB sen t

% sen s cos t ! cos s sen t

y la otra fórmula se sigue de nuevo si sustituimos t por .t.

#

Ejemplo 6 Calcule el valor de cos (n/12) % cos 15o.

Solución

cos
n
12

% cosA
n
3

.

n
4B% cos

n
3

cos
n
4

! sen
n
3

sen
n
4

%A
1

2BA
1

∂2B!A
∂3

2 BA
1

∂2B%
1 ! ∂3

2∂2

A partir de las fórmulas de suma, se pueden obtener como casos especiales ciertas fórmulas
útiles denominadas fórmulas del ángulo doble. Si en las fórmulas de suma de sen (s ! t) y
cos (s ! t) se hace s % t, se obtiene

sen 2t % 2 sen t cos t y

cos 2t % cos2 t . sen2 t

% 2 cos2 t . 1 (usando sen2 t ! cos2 t % 1)

% 1 . 2 sen2 t

Despejando en las dos últimas fórmulas cos2 t y sen2 t se obtiene

cos2 t %
1 ! cos 2t

2
y sen2 t %

1 . cos 2t

2

que se denominan fórmulas del ángulo mitad, ya que se utilizan para expresar relaciones trigo-
nométricas de la mitad del ángulo 2t. Posteriormente encontraremos estas fórmulas de utilidad
cuando integremos potencias de cos x y sen x.

Otras funciones trigonométricas
Existen otras cuatro funciones trigonométricas: tangente (tan) cotangente (cot), secante (sec) y
cosecante (csc), todas ellas definidas en función del coseno y el seno. Sus gráficas se muestran
en las Figuras P.77-P.80.
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Figura P.77 Gráfica de tan x. Figura P.78 Gráfica de cot x.

Figura P.79 Gráfica de sec x. Figura P.80 Gráfica de csc x.

DEFINICIÓN 8 Tangente, cotangente, secante y cosecante

tan t %
sen t

cos t
sec t %

1

cos t

cot t %
cos t

sen t
%

1

tan t
csc t %

1

sen t

Obsérvese que todas las funciones anteriores están indefinidas (y su gráfica presenta una
asíntota vertical) en los puntos donde la función del denominador de su definición vale cero. Ob-
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sérvese también que la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones impares y que la
secante es una función par. Como �sen x� m 1 y �cos x� m 1 para todo x, �csc x� n 1 y �sec x� n 1 en
todos los puntos donde están definidas.

Las funciones seno, coseno y tangente se denominan funciones trigonométricas primarias,
y sus inversas cosecante, secante y cotangente se denominan funciones trigonométricas secun-
darias. Las calculadoras científicas en general sólo llevan incorporadas las funciones primarias;
para obtener las funciones secundarias basta con utilizar la tecla de inverso. La Figura P.81
muestra un diagrama de utilidad, denominada «regla CPST» de ayuda para recordar dónde son
positivas las funciones primarias. Las tres son positivas en el primer cuadrante, marcado con P.
De las tres, sólo el seno es positivo en el segundo cuadrante S, sólo la tangente en el tercer cua-
drante T y sólo el coseno en el cuarto cuadrante C.

Figura P.81 La regla CPST.

Ejemplo 7 Calcule el seno y la tangente del ángulo h en el intervalo Cn,
3n
2 D cuyo coseno vale

cos h %.

1

3
.

Solución Utilizando la igualdad de Pitágoras cos2 h ! sen2 h % 1 se obtiene

sen2 h % 1 .

1

9
%

8

9
y sen h % uJ

8

9
% u

2∂2

3

La condición de que h debe estar en el intervalo Cn,
3n
2 D lo sitúa en el tercer cuadrante. Por tanto, su seno

será negativo. Así,

sen h % .

2∂2

3
y tan h %

sen h
cos h

%
.2∂2/3

.1/3
% 2∂2

Como sus inversos coseno y seno, las funciones secante y cosecante son periódicas de perio-
do 2n. Sin embargo, la tangente y la cotangente tienen periodo n ya que

tan (x ! n) %
sen (x ! n)

cos (x ! n)
%

sen x cos n ! cos x sen n
cos x cos n . sen x sen n

%
.sen x

.cos x
% tan x

Dividiendo la identidad de Pitágoras cos2 x ! sen2 x % 1 por cos2 x y sen2 x, respectivamente,
se obtienen dos versiones alternativas de dicha identidad que resultan de utilidad:

1 ! tan2 x % sec2 x y 1 ! cot2 x % csc2 x

A partir de las fórmulas de suma del seno y del coseno se pueden obtener las de la tangente
y la cotangente. Por ejemplo,

tan (s ! t) %
sen (s ! t)

cos (s ! t)
%

sen s cos t ! cos s sen t

cos s cos t . sen s sen t
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Si ahora dividimos el numerador y el denominador de la fracción de la derecha por
cos s cos t, se obtiene

tan (s ! t) %
tan s ! tan t

1 . tan s tan t

Sustituyendo t por .t se llega a

tan (s . t) %
tan s . tan t

1 ! tan s tan t

Cálculos con Maple

Maple conoce las seis funciones trigonométricas y puede calcular sus valores y manejarlas de
diversas formas. Maple asume que los argumentos de las funciones trigonométricas se expresan
en radianes.

b evalf(sin(30); evalf(sin(Pi/6));

..9880316241

.5000000000

Nótese que Maple conoce la constante Pi (con la P mayúscula). La función evalf() trans-
forma su argumento en un número en formato decimal en coma flotante con 10 dígitos significa-
tivos (la precisión se puede cambiar asignando un nuevo valor a la variable Digits). Si no se
hace de esta forma, el seno de 30 radianes no se habría desarrollado, ya que no es un entero.

b Digits := 20; evalf(100*Pi); sin(30);

Digits :% 20

314.15926535897932385

sen (30)

A menudo es útil expresar las funciones trigonométricas de ángulos múltiplo como potencias
del seno y coseno, y viceversa.

b expand(sin(5*x));

16 sen (x) cos (x)4
. 12 sen (x) cos (x)2

! sen (x)

b combine((cos(x))^5, trig);

1

16
cos (5x) !

5

16
cos (3x) !

5

8
cos (x)

Otras funciones trigonométricas se pueden transformar en expresiones en función del seno y
el coseno.

b convert(tan(4*x)*(sec(4*x))^2, sincos); combine(%, trig);

sen (4x)

cos (4x)3

4
sen (4x)

cos (12x) ! 3 cos (4x)

El % en el último comando se refiere al resultado del cálculo anterior.
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Repaso de trigonometría
Las funciones trigonométricas se denominan de esta forma porque frecuentemente se usan para
expresar las relaciones entre los lados y los ángulos de un triángulo. Como vimos al principio de
esta sección, si h es uno de los ángulos agudos de un triángulo rectángulo, podemos denominar
los tres lados de dicho triángulo como ady (el cateto adyacente a h), opu (el cateto opuesto a h) e
hip (la hipotenusa). Las funciones trigonométricas de h se pueden expresar como relaciones de
las longitudes de esos tres lados. Concretamente:

sen h %
opu

hip
cos h %

ady

hip
tan h %

opu

ady

Figura P.82

Ejemplo 8 Calcule los lados desconocidos x e y del triángulo de la Figura P.83.

Solución En este caso, s es el lado opuesto e y es el lado adyacente al ángulo de 30o. La hipotenusa
tiene una longitud de 5 unidades. Por tanto,

x

5
% sen 30o

%
1

2
y

y

5
% cos 30o

%
∂3

2

por lo que x %
5

2
e y %

5∂3

2
unidades.

Figura P.83

Ejemplo 9 En el triángulo de la Figura P.84, exprese los lados x e y en función del cateto a y el án-
gulo h.

Figura P.84

Solución El cateto x es el opuesto al ángulo h, e y es la hipotenusa. El cateto adyacente a h es
a. Por tanto,

x

a
% tan h y

a

y
% cos h

Por tanto, x % a tan h e y %
a

cos h
% a sec h.
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Cuando se consideran triángulos generales (no necesariamente rectángulos), resulta conve-
niente etiquetar sus vértices con letras mayúsculas, que indicarán también los ángulos correspon-
dientes a dichos vértices. Los lados opuestos a los vértices se indican con la letra correspondien-
te al vértice opuesto pero en minúsculas. Véase la Figura P.85. Las relaciones entre los lados a,
b y c y los ángulos opuestos A, B y C en un triángulo cualquiera se expresan mediante las si-
guientes fórmulas, denominadas Teorema del Seno y Teorema del Coseno.

Figura P.85 Los lados de este triángulo se etiquetan de forma correspondiente con sus

ángulos opuestos.

TEOREMA 3
Teorema del Seno:

sen A

a
%

sen B

b
%

sen C

c

Teorema del Coseno: a2
% b2

! c2
. 2bc cos A

b2
% a2

! c2
. 2ac cos B

c2
% a2

! b2
. 2ab cos C

DEMOSTRACIÓN Véase la Figura P.86. Sea h la longitud de la perpendicular que va desde
A hasta el lado BC. Utilizando las fórmulas de los triángulos rectángulos (y la igualdad
sen (n . t) % sen t si fuera necesario), se puede obtener que c sen B % h % b sen C. Entonces
(sen B)/b% (sen C)/c. Por simetría, o bien trazando una nueva perpendicular a otro de los lados,
ambas fracciones deben ser iguales a (sen A)/a. Esto demuestra el Teorema del Seno. Para el
Teorema del Coseno, obsérvese que

c2
%E

h2
! (a . b cos C)2 si C m

n
2

h2
! (a ! b cos (n . C))2 si C b

n
2

% h2
! (a . b cos C)2 (ya que cos (n . C) % .cos C)

% b2 sen C ! a2
. 2ab cos C ! b2 cos2 C

% a2
! b2

. 2ab cos C

Figura P.86

Las otras versiones del Teorema del Coseno se demuestran de forma similar.

#
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Ejemplo 10 Dos lados de un triángulo valen a % 2 y b % 3 y el ángulo C % 40o. Calcule el lado c y
el seno del ángulo B.

Solución A partir de la tercera versión del Teorema del Coseno:

c2
% a2

! b2
. 2ab cos C % 4 ! 9 . 12 cos 40o

] 13 . 12 # 0.766 % 3.808

El lado c es de ∂3.808 % 1.951 unidades de longitud. Utilizando ahora el Teorema del Seno se obtiene

sen B % b
sen C

c
] 3 #

sen 40o

1.951
]

3 # 0.6428

1.951
] 0.988

Un triángulo queda completamente determinado por uno cualquiera de los siguientes conjun-
tos de datos (que se corresponden con los casos conocidos de congruencia de triángulos en geo-
metría clásica):

1. Dos lados y el ángulo entre ellos (véase el Ejemplo 10).
2. Tres lados, de forma que ninguno de ellos exceda en longitud a la suma de los otros dos.
3. Dos ángulos y un lado.
4. La hipotenusa y un cateto en el caso de un triángulo rectángulo.

En todos los casos anteriores siempre es posible obtener los lados y ángulos desconocidos
utilizando el Teorema de Pitágoras o los Teoremas del Seno y del Coseno, y el hecho adicional
de que la suma de los tres ángulos de un triángulo es siempre de 180o (o n radianes).

Un triángulo no queda completamente determinado conociendo sólo dos lados y un ángulo
no contenido entre esos lados. Puede no existir ningún triángulo, un triángulo rectángulo, o dos
triángulos no rectángulos que cumplan con esos datos.

Ejemplo 11 En un triángulo ABC, B % 30o, b % 2 y c % 3. Calcule a.

Solución Se trata de un caso ambiguo. Utilizando el Teorema del Coseno,

b2
% a2

! c2
. 2ac cos B

4 % a2
! 9 . 6a(∂3/2)

Por tanto, a debe cumplir la ecuación a2
. 3∂3a ! 5 % 0. Utilizando la fórmula de la ecuación de segun-

do grado se obtiene

a %
3∂3 u ∂27 . 20

2

] 1.275 o 3.921

Es decir, existen dos triángulos coherentes con los datos dados, como se muestra en la Figura P.87.

Figura P.87 Dos triángulos con b % 2, c % 3 y B % 30o.
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Ejercicios P.7

En los Ejercicios 1-6, calcule los diferentes valores
utilizando las fórmulas presentadas en esta sección. No
utilice tablas ni calculadora.

1. cos
3n
4

2. tan .

3n
4

3. sen
2n
3

4. sen
7n
12

5. cos
5n
12

6. sen
11n
12

En los Ejercicios 7-12, exprese las cantidades dadas en
función de sen x y cos x.

7. cos (n ! x) 8. sen (2n . x) 9. senA
3n
2

. xB
10. cosA

3n
2

! xB 11. tan x ! cot x 12.
tan x . cot x

tan x ! cot x

En los Ejercicios 13-16, demuestre las igualdades.

13. cos4 x . sen4 x % cos (2x)

14.
1 . cos x

sen x
%

sen x

1 ! cos x
% tan

x

2

15.
1 . cos x

1 ! cos x
% tan2 x

2

16.
cos x . sen x

cos x ! sen x
% sec 2x . tan 2x

17. Exprese sen 3x en función de sen x y cos x.

18. Exprese cos 3x en función de sen x y cos x.

En los Ejercicios 19-22, dibuje las gráficas de las funciones
dadas. ¿Cuál es el periodo de cada función?

19. f (x) % cos 2x 20. f (x) % sen
x

2

21. f (x) % sen nx 22. f (x) % cos
nx

2

23. Dibuje la gráfica de y % 2 cosAx .

n
3B .

24. Dibuje la gráfica de y % 1 ! senAx !
n
4B .

En los Ejercicios 25-30, se da sen h, cos h o tan h. Calcule
los otros dos valores sabiendo que h pertenece al intervalo
especificado.

25. sen h %
3

5
, h en C

n
2

, nD
26. tan h % 2, h en C0,

n
2D

27. cos h %
1

3
, h en C.

n
2

, 0D
28. cos h % .

5

13
, h en C

n
2

, nD
29. sen h %

.1

2
, h en Cn,

3n
2 D

30. tan h %
1

2
, h en Cn,

3n
2 D

Repaso de trigonometría

En los Ejercicios 31-42, ABC es un triángulo cuyo ángulo
C es recto. Los lados opuestos a los ángulos A, B y C son,
respectivamente, a, b y c (véase la Figura P.88).

Figura P.88

31. Calcule a y b si c % 2, B %
n
3
.

32. Calcule a y c si b % 2, B %
n
3
.

33. Calcule b y c si a % 5, B %
n
6
.

34. Exprese a en función de A y c.

35. Exprese a en función de A y b.

36. Exprese a en función de B y c.

37. Exprese a en función de B y b.

38. Exprese c en función de A y a.

39. Exprese c en función de A y b.

40. Exprese sen A en función de a y c.

41. Exprese sen A en función de b y c.

42. Exprese sen A en función de a y b.

En los Ejercicios 43-50, ABC es un triángulo arbitrario. Los
lados opuestos a los ángulos A, B y C son, respectivamente,
a, b y c (véase la Figura P.89). Calcule las cantidades que
se piden. Utilice tablas o una calculadora científica si es
necesario.
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Figura P.89

43. Calcule sen B si a % 4, b % 3, A %
n
4
.

44. Calcule cos A si a % 2, b % 2, c % 3.

45. Calcule sen B si a % 2, b % 3, c % 4.

46. Calcule c si a % 2, b % 3, C %
n
4
.

47. Calcule a si c % 3, A %
n
4
, B %

n
3
.

48. Calcule c si a % 2, b % 3, C % 35o.

49. Calcule b si a % 4, B % 40o, C % 70o.

50. Calcule c si a % 1, b % ∂2, A % 30o (hay dos
soluciones posibles).

51. Dos personas estiran dos cuerdas desde la punta de un
poste vertical, que denominaremos T, hasta dos puntos
B y C en el suelo. C está 10 m más cerca de la base del
poste que B. Si la cuerda BT forma un ángulo de 35o

con la horizontal, y la cuerda CT forma un ángulo de
50o con la horizontal, ¿cuál es la altura del poste?

52. Dos observadores situados en dos puntos A y B
distantes entre sí 2 km miden simultáneamente el
ángulo de elevación de un globo meteorológico, y
obtienen respectivamente medidas de 40o y 70o. Si el
globo está exactamente sobre un punto de la recta que
une A y B, calcule la altura del globo.

53. Demuestre que el área de un triángulo ABC se puede
calcular mediante la expresión

(1/2)ab sen C % (1/2)bc sen A % (1/2)ca sen B

*54. Demuestre que el área de un triángulo ABC se puede
expresar como ∂s(s . a)(s . b)(s . c), siendo
s % (a ! b ! c)/2 el semiperímetro del triángulo.

* Este símbolo se utiliza en el libro para indicar los ejercicios que son algo
más difíciles y/o teóricos que el resto.
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CAPÍTULO 1

Límites y
continuidad

Todo cuerpo continúa en su estado de reposo o de movi-
miento rectilíneo y uniforme, a no ser que se lo obligue
a salir de ese estado mediante la aplicación de fuerzas
sobre él.

Isaac Newton (1642-1727)
de Principia Mathematica, 1687

Hasta que Leibniz y Newton, mediante el descubrimiento
del cálculo diferencial, dispersaron las antiguas tinieblas
que envolvían el concepto de infinito, estableciendo cla-
ramente los conceptos de continuo y de cambio continuo,
no se pudieron realizar aplicaciones provechosas de los
nuevos conceptos de mecánica obtenidos por el progreso.

Hermann von Helmholtz (1821-1894)

Introducción El cálculo se creó para describir cómo cambian las cantidades.
Tiene dos procedimientos básicos opuestos entre sí:

Diferenciación, para obtener la tasa o velocidad de cambio de una función dada.

Integración, para obtener una función con una determinada tasa o velocidad de
cambio.

Ambos procedimientos se basan en el concepto fundamental de límite de una fun-
ción. La idea de límite es lo que distingue el cálculo del álgebra, la geometría y la
trigonometría, creadas para describir situaciones estáticas.

En este capítulo presentaremos el concepto de límite y desarrollaremos algunas
de sus propiedades. Comenzaremos considerando cómo surge el concepto de límite
en algunos problemas básicos.



1.1 Ejemplos de velocidad, tasa de crecimiento y área

En esta sección consideraremos algunos ejemplos de fenómenos donde surgen de forma natural
los límites.

Velocidad media y velocidad instantánea

La posición de un objeto móvil es función del tiempo. La velocidad media de un objeto en un
intervalo de tiempo se obtiene dividiendo el cambio en la posición del objeto por la longitud del
intervalo de tiempo.

Ejemplo 1 (Velocidad media de una piedra que cae) Los experimentos físicos muestran que si se
deja caer una piedra desde cerca de la superficie terrestre, partiendo del reposo, en los primeros t segundos
habrá recorrido una distancia

y % 4.9t2 m

(a) ¿Cuál será la velocidad media de una piedra que cae en esas condiciones durante los primeros 2 s?

(b) ¿Cuál será la velocidad media desde t % 1 hasta t % 2?

Solución La velocidad media de una piedra que cae en cualquier intervalo temporal [t1, t2] es el cambio
By en la distancia de caída recorrida dividido por la longitud del intervalo temporal Bt:

Velocidad media en [t1, t2] %
By

Bt
%

4.9t2
2 . 4.9t2

1

t2 . t1

(a) En los primeros 2 s (intervalo temporal [0, 2]), la velocidad media es

By

Bt
%

4.9(22) . 4.9(02)

2 . 0
% 9.8 m/s

(b) En el intervalo temporal [1, 2], la velocidad media es

By

Bt
%

4.9(22) . 4.9(12)

2 . 1
% 14.7 m/s

Ejemplo 2 ¿Con qué velocidad cae la roca del ejemplo 1: (a) en el instante t % 1, (b) en el instan-
te t % 2?

Solución Es posible calcular la velocidad media en cualquier intervalo de tiempo, pero ahora la pregunta
es sobre la velocidad instantánea en un instante determinado. Si la piedra tuviera un velocímetro, ¿qué in-
dicaría en el instante t % 1? Para responder a esta pregunta, escribiremos primero la velocidad media en el
intervalo [1, 1 ! h], que empieza en t % 1 y tiene longitud h:

Velocidad media en [1, 1 ! h] %
By

Bt
%

4.9(1 ! h)2
. 4.9(12)

h

No se puede calcular la velocidad instantánea haciendo h % 0 en la expresión anterior, porque no se puede
dividir por cero. Sin embargo, es posible calcular velocidades medias en intervalos temporales cada vez
más pequeños, y ver si los resultados se acercan a algún valor particular. La Tabla 1 muestra los valores de
By/Bt a medida que los valores de h se van acercando a cero. Parece que las velocidades medias se acercan
más y más al valor de 9.8 m/s a medida que el intervalo temporal se va acercando más y más a cero. Esto
sugiere que la piedra cae con una velocidad de 9.8 m/s, un segundo después de iniciar su caída.

De forma similar, la Tabla 2 muestra las velocidades medias sobre intervalos cada vez más cortos
[2, 2 ! h], empezando en t % 2. Los valores sugieren que la piedra cae con una velocidad de 19.6 m/s, dos
segundos después de iniciar su caída.
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Tabla 1. Velocidad media en el intervalo
[1, 1 ! h]

h By/Bt

1 14.7000
0.1 10.2900
0.01 9.8490
0.001 9.8049
0.0001 9.8005

Tabla 2. Velocidad media en el intervalo
[2, 2 ! h]

h By/Bt

1 24.5000
0.1 20.0900
0.01 19.6490
0.001 19.6049
0.0001 19.6005

En el Ejemplo 2 la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo temporal [t, t ! h] es

By

Bt
%

4.9(t ! h)2
. 4.9t2

h

Para obtener la velocidad instantánea (denominada a menudo simplemente velocidad) en los
instantes t % 1 y t % 2, se examinan los valores de dicha velocidad promedio en intervalos tem-
porales cuya longitud h va disminuyendo más y más. De hecho, lo que estamos obteniendo es el
límite de la velocidad media cuando h se aproxima a cero. Esto se expresa simbólicamente de la
siguiente forma:

Velocidad en el instante t % lim
hr0

4.9(t ! h)2
. 4.9t2

h

El símbolo lim
hr0

se lee «límite cuando h tiende a cero de...». No se puede obtener el límite de la

fracción simplemente sustituyendo h % 0, ya que eso implicaría dividir por cero. Sin embargo, el
límite se puede calcular realizando algunas simplificaciones algebraicas en la expresión de la ve-
locidad media.

Ejemplo 3 Simplifique la expresión de la velocidad media de la piedra que cae en el intervalo
[t, t ! h], desarrollando primero (t ! h)2. Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcule la velocidad de
la piedra que cae directamente como una función de t, sin hacer uso de la tabla de valores.

Solución La velocidad media en el intervalo [t, t ! h] es

4.9(t ! h)2
. 4.9t2

h
%

4.9(t2
! 2th ! h2

. t2)

h

%
4.9(2th ! h2)

h

% 9.8t ! 4.9h

La forma final de la expresión ya no contiene ninguna división por h. El valor al que tiende dicha expresión
cuando h tiende a cero es 9.8t ! 4.9(0) % 9.8t. Por tanto, t segundos después de soltar la piedra, su veloci-
dad será de 9.8t m/s. En particular, en t % 1 y t % 2 las velocidades son de 9.8 m/s y 19.6 m/s, respecti-
vamente.

Crecimiento de un cultivo de algas
En un experimento de laboratorio, se mide la biomasa de un cultivo de algas durante un periodo
de 74 días midiendo el área en milímetros cuadrados ocupada por el cultivo sobre un cristal de
microscopio. Se dibuja la gráfica de las medidas m en función del tiempo (en días), y los puntos
se unen mediante una curva suave m % f (t), como se muestra en la Figura 1.1.
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Figura 1.1 Biomasa m de un cultivo
de algas transcurridos t días.

Obsérvese que la biomasa era de aproximadamente 0.1 mm2 el día 10 y había crecido hasta
aproximadamente 1.7 mm2 en el día 40, un incremento de 1.7 . 0.1 % 1.6 mm2 en un intervalo
de 40 . 10 % 30 días. La tasa media de crecimiento en el intervalo desde el día 10 hasta el día
40 fue, por tanto, de

1.7 . 0.1

40 . 10
%

1.6

30
] 0.053 mm2/d

Este promedio es exactamente la pendiente de la recta que une los puntos de la gráfica de
m % f (t) correspondientes a t % 10 y t % 40. De forma similar, la tasa media de crecimiento
de la biomasa de algas en cualquier intervalo de tiempo se puede determinar midiendo la pen-
diente de la recta que une los puntos de la curva correspondientes a dicho intervalo de tiempo.
Este tipo de rectas se denominan secantes de la curva.

Ejemplo 4 ¿Con qué velocidad crece la biomasa en el día 60?

Solución Para responder a esta pregunta, se pueden medir las tasas medias de crecimiento en intervalos
de tiempo cada vez más cortos a partir del día 60. Las correspondientes secantes se van haciendo cada vez
más cortas, pero sus pendientes se van aproximando a un límite, concretamente, la pendiente de la recta
tangente a la gráfica m % f (t) en el punto t % 60. La Figura 1.1 muestra la recta tangente, que pasa por los
puntos (2, 0) y (69, 5), por lo que su pendiente es

5 . 0

69 . 2
] 0.0746 mm2/d

Éste es el valor de la tasa de crecimiento de la biomasa en el día 60.

Área de un círculo

Todos los círculos son figuras geométricas similares. Todos tienen la misma forma y se diferen-
cian únicamente en su tamaño. El cociente de la longitud de la circunferencia C y el diámetro 2r
vale lo mismo en todos los círculos. Esta razón común es el número n:

C

2r
% n o C % 2nr
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En el colegio nos enseñaron que el área del círculo vale n multiplicado por el cuadrado del radio:

A % nr2

¿Cómo se puede deducir la fórmula del área a partir de la fórmula de la longitud de la circunfe-
rencia, que es la definición de n?

La respuesta a esta pregunta es considerar al círculo como «límite» de una serie de polígonos
regulares, que a su vez están constituidos por triángulos, figura cuya geometría ya conocemos en
profundidad.

Sea un polígono regular de n lados inscrito en una circunferencia de radio r (véase la Figu-
ra 1.2). El perímetro Pn y el área An son, respectivamente, menores que la longitud de la circun-
ferencia C y el área del círculo A. No obstante, si n es grande, Pn tiene un valor cercano a C y
An tiene un valor cercano a A. De hecho, la circunferencia que se muestra en la Figura 1.2 es en
realidad un polígono regular de 180 lados, de forma que cada lado abarca un ángulo de 2o desde
el centro de la circunferencia. Es muy difícil distinguir este polígono de 180 lados de una circun-
ferencia real. Por tanto, es razonable esperar que Pn se aproxime al límite C y que An se aproxi-
me al límite A, a medida que n se hace más y más grande y se aproxima a infinito.

Figura 1.2 Un polígono regular de n lados inscrito
en una circunferencia.

Un polígono regular de n lados se puede considerar como la unión no solapada de n triángu-
los isósceles, todos ellos con un vértice común en O, el centro del polígono. En la Figura 1.2 se
muestra uno de esos triángulos &OAB. Como el ángulo total alrededor del punto O suma 2n
radianes (asumimos una circunferencia de radio 1 y longitud 2n), el ángulo AOB vale 2n/n radia-
nes. Sea M el punto medio entre A y B; entonces, la recta OM divide al ángulo AOB en dos par-
tes iguales. Utilizando trigonometría elemental, se puede expresar la longitud de AB y el área del
triángulo OAB en función del radio r del círculo:

�AB� % 2�AM� % 2r sen
n
n

área OAB %
1

2
�AB� �OM� %

1

2 A2r sen
n
nBAr cos

n
nB

% r2 sen
n
n

cos
n
n
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El perímetro Pn y el área An se obtienen multiplicando por n las expresiones anteriores:

Pn % 2rn sen
n
n

An % r2n sen
n
n

cos
n
n

Despejando en la primera ecuación rn sen (n/n)% Pn /2 y sustituyendo en la segunda ecuación, se
obtiene

An % A
Pn

2 B r cos
n
n

El ángulo AOM se aproxima a 0 a medida que n crece. Por tanto, su coseno, cos (n/n)%�OM �/�OA�,
se aproxima a 1. Como Pn se aproxima a 2nr cuando n crece, la expresión de An se aproxima a
(2nr/2)r(1) % nr2, que por tanto debe ser al área del círculo.

Ejercicios 1.1

Los Ejercicios 1-4 se refieren a un objeto que se mueve a
lo largo del eje x, de forma que en el instante t su posición
es de x % t2m a la derecha del origen.

1. Calcule la velocidad media del objeto en el intervalo
temporal [t, t ! h].

2. Construya una tabla que muestre las velocidades
medias del objeto en los intervalos temporales
[2, 2 ! h] para h % 1, 0.1, 0.01, 0.001 y 0.0001 s.

3. Utilice los resultados del Ejercicio 2 para plantear cuál
podría ser la velocidad instantánea del objeto en t%2 s.

4. Confirme su planteamiento del Ejercicio 3 calculando
el límite de la velocidad media en el intervalo
[2, 2 ! h] cuando h tiende a cero, utilizando el método
del Ejemplo 3.

Los Ejercicios 5-8 se refieren a una partícula que se mueve
por el eje x de forma que su posición en el instante t se
expresa como x % 3t2 . 12t ! 1 m.

5. Calcule la velocidad media de la partícula en los
intervalos de tiempo [1, 2], [2, 3] y [1, 3].

6. Utilice el método del Ejemplo 3 para calcular la
velocidad de la partícula en t % 1, t % 2 y t % 3.

7. ¿En qué dirección se mueve la partícula en t % 1?
¿Y en t % 2? ¿Y en t % 3?

8. Demuestre que para todo número positivo k, la
velocidad media de la partícula en el intervalo
temporal [t . k, t ! k] es igual a su velocidad en el
instante t.

En los Ejercicios 9-11, un peso que está suspendido de un
muelle oscila arriba y abajo, de forma que su altura sobre el
suelo en el instante t es de y pies, con

y % 2 !
1

n
sen (nt)

9. Dibuje la gráfica de y como función de t. ¿A qué altura
está el peso en t % 1 s? ¿En qué dirección se está
moviendo en ese instante?

10. ¿Cuál es la velocidad media del peso en los
intervalos temporales [1, 2], [1, 1.1], [1, 1.01]
y [1, 1.001]?

11. Utilizando los resultados del Ejercicio 10, estime la
velocidad del peso en el instante t % 1. ¿Cuál es el
significado del signo del resultado?

Los Ejercicios 12 y 13 se refieren a la evolución de la
biomasa de algas que se muestra en la Figura 1.1.
12. ¿Con qué velocidad aproximada está creciendo la

biomasa en el día 20?
13. ¿Qué día, aproximadamente, crece más rápido la

biomasa?
14. Los beneficios de una pequeña empresa durante cinco

años de operaciones se muestran en la Tabla 3.

Tabla 3.

Año Beneficio (1000 s e)

2000 6
2001 27
2002 62
2003 111
2004 174

(a) Dibuje los puntos que representan el beneficio en
función del año en papel milimetrado, y únalos con
una curva suave.

(b) ¿Cuál es la tasa media de incremento en el
beneficio entre 2002 y 2004?

(c) Utilice la gráfica para estimar la tasa de
crecimiento de los beneficios en 2002.
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1.2 Límites de funciones

Para poder hablar con sentido sobre tasas de cambio, rectas tangentes y áreas encerradas por cur-
vas, es necesario investigar previamente el procedimiento de obtención de límites. De hecho, el
concepto de límite es la piedra angular sobre la que descansa el desarrollo del cálculo. Antes de
intentar dar una definición de límite, veremos algunos ejemplos.

Ejemplo 1 Describa el comportamiento de la función f (x) %
x2

. 1

x . 1
cerca de x % 1.

Solución Nótese que f (x) está definida para todos los números reales excepto para x % 1 (no se puede
dividir por cero). Para todo x Ç 1 se puede simplificar la expresión de f (x) factorizando el numerador y
cancelando los factores comunes:

f (x) %
(x . 1)(x ! 1)

x . 1
% x ! 1 para x Ç 1

La gráfica de f es la recta x ! 1, en la que se ha eliminado un punto, concretamente el punto (1, 2). Este
punto se muestra como un «hueco» en la Figura 1.3. Claramente, aunque f (1) no está definido, podemos
hacer que el valor de f (x) se aproxime lo que queramos a 2 sin más que escoger el valor de x lo suficiente-
mente cercano a 1. Se dice entonces que f (x) se aproxima a 2 cuando x se aproxima a 1, o de otra forma,
que f (x) se aproxima al límite 2 cuando x se aproxima a 1. Lo escribiremos así:

lim
xr1

f (x) % 2 o lim
xr1

x2
. 1

x . 1
% 2

Figura 1.3 Gráfica de f (x) %
x2

. 1

x . 1
.

Ejemplo 2 ¿Qué sucede con la función g(x) % (1 ! x2)1/x2
cuando x tiende a cero?

Solución La función g(x) no está definida en x % 0. De hecho, por el momento no parece estar definida
para ningún x cuyo cuadrado no sea un número racional (recuérdese que si r % m/n, siendo m y n enteros y
n b 0, entonces xr significa raíz n-ésima de xm). Ignoremos por el momento el problema de decidir qué
significa g(x) si x2 es irracional, y consideremos sólo valores racionales de x. No hay una forma sencilla de
simplificar la expresión de g(x), como hicimos en el Ejemplo 1. Pero se puede usar una calculadora científi-
ca para obtener valores aproximados de g(x) para algunos valores racionales de x cada vez más próximos
a 0. Los valores de la Tabla 4 se han obtenido de esta forma.

Tabla 4.

x g(x)

u1.0 2.0000 00000
u0.1 2.7048 13829
u0.01 2.7181 45927
u0.001 2.7182 80469
u0.0001 2.7182 81815
u0.00001 1.0000 00000
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Excepto el último valor de la tabla, los valores de g(x) parecen aproximarse a un cierto número:
2.71828..., a medida que x se va acercando más y más a 0. En la Sección 3.4 demostraremos que

lim
xr0

g(x) % lim
xr0

(1 ! x2)1/x2
% e % 2.7 1828 1828 45 90 45 ...

El número e es un número muy importante en matemáticas.
Obsérvese que la última fila de la tabla parece ser errónea. Esto es porque la calculadora es incapaz de

distinguir el número de 1 ! (0.00001)2
% 1.0000000001 de 1, y por lo tanto el cálculo que realiza es

110 000 000 000
% 1. Al utilizar una calculadora o un ordenador para evaluar expresiones, hay que tener siem-

pre cuidado con los errores de redondeo. En casos como éste los efectos pueden ser catastróficos.

Los anteriores ejemplos, junto con los de la Sección 1.1 sugieren la siguiente definición in-
formal de límite.

DEFINICIÓN 1 Definición informal de límite

Si f (x) está definida para todo x cerca de a, con la posible excepción del propio a, y se
puede asegurar que f (x) se acerca todo lo que queramos a L a medida que x va estando lo
suficientemente cerca de a, pero sin hacerse igual a a, se dice que la función f se aproxi-
ma al límite L cuando x tiende a a, y se escribe

lim
xra

f (x) % L

Esta definición es informal porque utiliza frases imprecisas como se acerca todo lo que que-
ramos o suficientemente cerca, cuyo significado depende del contexto. Para un mecánico que es-
tá fabricando un pistón, suficientemente cerca puede ser del orden de las centésimas de centíme-
tro. Sin embargo, para un astrónomo que estudia las galaxias lejanas, suficientemente cerca
puede ser del orden de miles de años luz. La definición, sin embargo, es suficientemente clara
para permitirnos reconocer y calcular límites de funciones específicas. Una definición «formal»
más precisa, que se presentará en la Sección 1.5, será necesaria para demostrar teoremas sobre
límites, como los Teoremas 2-4, que veremos posteriormente en esta sección.

Ejemplo 3 Calcule (a) lim
xra

x y (b) lim
xra

c (siendo c una constante).

Solución Expresado con palabras, el apartado (a) pregunta: «¿a qué se aproxima x cuando x se aproxima
a a?». La respuesta clara es a.

lim
xra

x % a

De forma similar, el apartado (b) pregunta: «¿a qué se aproxima c cuando x se aproxima a a?». La respues-
ta en este caso es que c se aproxima a c. No se puede estar más cerca de c que siendo c.

lim
xra

c % c

El Ejemplo 3 muestra que algunas veces se puede calcular limxra f (x) calculando f (x). Éste
será el caso si f (x) está definida en un intervalo abierto que contiene a x % a, y la gráfica de
f (x) pasa por el punto (a, f (a)) sin interrumpirse. El ejemplo siguiente ilustra varias operaciones
algebraicas que se pueden emplear para calcular limxra f (x) en situaciones en las que f (x) no
está definida. Esto ocurre en general cuando f (x) está definida en forma de fracción cuyo deno-
minador se anula en x % a.

Ejemplo 4 Calcule:

(a) lim
xr.2

x2
! x . 2

x2
! 5x ! 6

, (b) lim
xra

1

x
.

1

a

x . a
y (c) lim

xr4

∂x . 2

x2
. 16
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Solución En todos los límites anteriores interviene una fracción cuyo numerador y denominador se anu-
lan en los puntos donde se toma el límite.

(a) lim
xr.2

x2
! x . 2

x2
! 5x ! 6

Fracción indefinida en x %.2

Factorizar numerador y denominador (véase la Sección P.6)

% lim
xr.2

(x ! 2)(x . 1)

(x ! 2)(x ! 3)
Cancelar factores comunes.

% lim
xr.2

x . 1

x ! 3
Calcular el límite sustituyendo x %.2

%
.2 . 1

.2 ! 3
% .3

(b) lim
xra

1

x
.

1

a

x . a
Fracción indefinida en x % a
Simplificar el numerador

% lim
xra

a . x

ax

x . a

% lim
xra

.(x . a)

ax(x . a)
Cancelar el factor común.

% lim
xra

.1

ax
%.

1

a2

(c) lim
xr4

∂x . 2

x2
. 16

Fracción indefinida en x % 4

Multiplicar numerador y denominador por el conjugado
de la expresión del numerador.

% lim
xr4

(∂x . 2)(∂x ! 2)

(x2
. 16)(∂x ! 2)

% lim
xr4

x . 4

(x . 4)(x ! 4)(∂x ! 2)

% lim
xr4

1

(x ! 4)(∂x ! 2)
%

1

(4 ! 4)(2 ! 2)
%

1

32

Una función f puede estar definida a ambos lados de x % a y carecer de límite en x % a. Por
ejemplo, la función f (x) % 1/x no tiene límite cuando x tiende a 0. Como puede verse en la Fi-
gura 1.4(a), los valores de 1/x crecen en valor absoluto sin límite a medida que x se aproxima
a 0. No se aproximan a ningún número L.

El siguiente ejemplo muestra que aun cuando f (x) esté definida en x % a, el límite de f (x)
cuando x tiende a a puede no ser igual a f (a).

¡CUIDADO! Hay que tener siempre en cuenta que la existencia de limxra f (x) no requiere la existencia de
f (a), y que limxra f (x) no depende de f (a), incluso cuando éste existe. Depende sólo de los valores de f (x)
cuando x se acerca (sin ser igual) a a.

Ejemplo 5 Sea g(x) %E
x si x Ç 2

1 si x % 2
(Véase la Figura 1.4(b)). Entonces,

lim
xr2

g(x) % lim
xr2

x % 2, aunque g(2) % 1
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Figura 1.4 (a) No existe lim
xr0

1

x
.

(b) lim
xr2

g(x) % 2, pero g(2) % 1.

Límites unilaterales

Los límites son únicos. Si limxra f (x) % L y limxra f (x) % M, entonces L % M (véase el Ejerci-
cio 31 de la Sección 1.5). Aunque una función f sólo puede tener un límite en un punto en parti-
cular, resulta de utilidad poder describir el comportamiento de funciones que se aproximan a nú-
meros diferentes cuando x se aproxima al valor a por un lado o por el otro (véase la Figura 1.5).

DEFINICIÓN 2 Definición informal de límites por la izquierda y por la derecha

Si f (x) está definida en algún intervalo (b, a) a la izquierda de x % a, y si se puede asegu-
rar que f (x) se acerca cuanto deseemos a L cuando x se acerca cada vez más a a por la
izquierda, se dice que el límite por la izquierda de f (x) cuando x tiende a a es L, y se
escribe

lim
xra.

f (x) % L

Si f (x) está definida en algún intervalo (a, b) a la derecha de x % a, y si se puede asegurar
que f (x) se acerca cuanto deseemos a L cuando x se acerca cada vez más a a por la dere-
cha, se dice que el límite por la derecha de f (x) cuando x tiende a a es L, y se escribe

lim
xra!

f (x) % L

Nótese el uso del sufijo ! para indicar la aproximación por la derecha (el lado positivo) y el
sufijo . para indicar aproximación por la izquierda (el lado negativo).

Ejemplo 6 El límite por la izquierda de la función signum sgn (x) % x/�x� (véase la Figura 1.6) en
x % 0 vale .1, y el límite por la derecha en x % 0 vale 1:

lim
xr0.

sgn (x) %.1 y lim
xr0!

sgn (x) % 1

ya que los valores de sgn (x) se aproximan a .1 (de hecho son .1) si x es negativo y tiende a 0, y se
aproximan a 1 si x es positivo y se aproxima a 0. Como los límites por la izquierda y por la derecha no
coinciden, no existe limxr0 sgn (x).

Como se sugiere en el Ejemplo 6, la relación entre los límites ordinarios (bilaterales) y los
límites unilaterales se puede establecer como sigue:
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Figura 1.5 Aproximaciones laterales. Figura 1.6 No existe limxr0 sgn (x), ya que
limxr0.

sgn (x) %.1 y limxr0! sgn (x) % 1.

TEOREMA 1 Relación entre límites bilaterales y unilaterales

Una función f (x) tiene límite L en x % a si y sólo si existen los límites por la izquierda y
por la derecha en ese punto y ambos son iguales a L:

lim
xra

f (x) % L õú lim
xra.

f (x) % lim
xra!

f (x) % L

#

Ejemplo 7 Si f (x) %
�x . 2�

x2
! x . 6

, calcule: lim
xr2!

f (x), lim
xr2.

f (x), y lim
xr2

f (x).

Solución Observe que �x . 2� % x . 2 si x b 2 y �x . 2� %.(x . 2) si x a 2. Por tanto,

lim
xr2!

f (x) % lim
xr2!

x . 2

x2
! x . 6

lim
xr2.

f (x) % lim
xr2.

.(x . 2)

x2
! x . 6

% lim
xr2!

x . 2

(x . 2)(x ! 3)
% lim

xr2.

.(x . 2)

(x . 2)(x ! 3)

% lim
xr2!

1

x ! 3
%

1

5
, % lim

xr2.

.1

x ! 3
%.

1

5

Como limxr2.
f (x) Ç limxr2!

f (x), no existe limxr2 f (x).

Ejemplo 8 ¿Cuáles son los límites laterales g(x) % ∂1 . x2 en x %.1 y en x % 1?

Solución El dominio de g es [.1, 1], de modo que g(x) sólo está definida a la derecha de x %.1 y a la
izquierda de x % 1. Como puede verse en la Figura 1.7,

lim
xr.1!

g(x) % 0 y lim
xr1.

g(x) % 0

g(x) no tiene límite por la izquierda, ni límite en x %.1, y tampoco tiene límite por la derecha ni límite
en x % 1.

Figura 1.7 ∂1 . x2 tiene límite por la derecha 0 en x %.1, y límite
por la izquierda 0 en x % 1.
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Reglas para el cálculo de límites
Los siguientes teoremas facilitan la tarea del cálculo de límites, y de límites unilaterales para
muchos tipos de funciones, sin más que conocer previamente algunos límites elementales. No
demostraremos aquí los teoremas (véase la Sección 1.5).

TEOREMA 2 Reglas para límites

Si limxra f (x) % L, limxra g(x) % M, y k es una constante, entonces

1. Límite de una suma: lim
xra

[ f (x) ! g(x)] % L ! M

2. Límite de una diferencia: lim
xra

[ f (x) . g(x)] % L . M

3. Límite de un producto: lim
xra

f (x) g(x) % LM

4. Límite de la multiplicación
por una constante:

lim
xra

kf (x) % kL

5. Límite de un cociente: lim
xra

f (x)

g(x)
%

L

M
, si M Ç 0

Si m es un entero y n es un entero positivo, entonces

6. Límite de una potencia: lim
xra

[ f (x)]m/n
% Lm/n siempre que

L b 0 cuando n sea par, y L Ç 0 si m a 0

Si f (x) m g(x) en un intervalo que contiene a a en su interior, entonces

7. Conservación del orden: L m M

Las reglas 1-6 son también válidas para límites laterales por la izquierda y por la derecha.
También la regla 7, siempre que el supuesto de f (x) m g(x) se cumpla en un intervalo
abierto que se extiende en la dirección apropiada desde a.

#

Expresado con palabras, la regla 1 dice que el límite de una suma de funciones es la suma de
sus límites. Análogamente, la regla 5 dice que el límite del cociente de dos funciones es el co-
ciente de sus límites, siempre que el límite del denominador no sea cero. Intente el lector expre-
sar las otras reglas con palabras.

Se pueden utilizar los límites (a) limxrac % c (siendo c una constante) y (b) limxra x % a,
vistos en el Ejemplo 3, junto con partes del Teorema 2, para calcular límites de muchas combi-
naciones de funciones.

Ejemplo 9 Calcule: (a) lim
xra

x2
! x ! 4

x3
. 2x2

! 7
y (b) lim

xr2
∂2x ! 1.

Solución

(a) La expresión
x2

! x ! 4

x3
. 2x2

! 7
está formada por combinaciones de la función básica x y la constante c utili-

zando sumas, restas, multiplicaciones y divisiones. El Teorema 2 asegura que el límite de una combina-
ción de este tipo es la misma combinación de los límites a y c de las funciones básicas, siempre que el
límite del denominador no sea 0. Entonces,

lim
xra

x2
! x ! 4

x3
. 2x2

! 7
%

a2
! a ! 4

a3
. 2a2

! 7
siempre que a3

. 2a2
! 7 Ç 0
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(b) Aplicando el mismo argumento que en el caso (a) se puede demostrar que limxr2 (2x!1)%2(2)!1%5.
Entonces, la regla de la potencia (regla 6 del Teorema 2) asegura que

lim
xr2

∂2x ! 1 % ∂5

El resultado siguiente es un corolario inmediato del Teorema 2 (véase la Sección P.6, donde
se presentan los polinomios y las funciones racionales).

TEOREMA 3 Límites de polinomios y funciones racionales

1. Si P(x) es un polinomio y a es un número real cualquiera, entonces

lim
xra

P(x) % P(a)

2. Si P(x) y Q(x) son polinomios y Q(a) Ç 0, entonces

lim
xra

P(x)

Q(x)
%

P(a)

Q(a)

#

El teorema del sándwich
El siguiente teorema posibilitará el cálculo de algunos límites muy importantes en los capítulos
siguientes. Se denomina así porque se refiere a una función g cuyos valores están comprendidos
entre los valores de otras dos funciones, f y h, ambas con límite L en el punto a. Como la fun-
ción g está «atrapada» entre las otras dos funciones, sus valores deben aproximarse también a L
(véase la Figura 1.8).

TEOREMA 4 Teorema del sándwich

Supongamos que la condición f (x) m g(x) m h(x) se cumple para todo x perteneciente a un
intervalo abierto que contiene al punto a, con la posible excepción del propio x % a. Su-
pongamos también que

lim
xra

f (x) % lim
xra

h(x) % L

Entonces, también limxra g(x) % L. Lo mismo se aplica para el caso de límites laterales por
la izquierda y por la derecha.

#

Figura 1.8 La gráfica de g está atrapada entre las
de f y h.
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Ejemplo 10 Dado que 3 . x2
m u(x) m 3 ! x2 para todo x Ç 0, calcule limxr0 u(x).

Solución Como limxr0 (3 . x2) % 3 y limxr0 (3 ! x2) % 3, el Teorema del Sándwich implica que
limxr0 u(x) % 3.

Ejemplo 11 Demuestre que si limxra � f (x)� % 0, entonces limxra f (x) % 0.

Solución Como .� f (x)� m f (x) m � f (x)�, y tanto .� f (x)� como � f (x)� tienen como límite 0 cuando x
tiende a a, por el Teorema del Sándwich el límite de f (x) cuando x tiende a a debe ser también 0.

Ejercicios 1.2

1. Calcule (a) limxr.1 f (x), (b) limxr0 f (x)
y (c) limxr1 f (x), siendo f la función cuya gráfica se
muestra en la Figura 1.9.

Figura 1.9

2. Dada la función y % g(x) que se muestra en la Figu-
ra 1.10, calcule los siguientes límites, o explique por
qué no existen.

(a) limxr1 g(x), (b) limxr2 g(x), (c) limxr3 g(x)

Figura 1.10

En los Ejercicios 3-6, calcule los límites laterales indicados
de la función g cuya gráfica se muestra en la Figura 1.10.

3. lim
xr1.

g(x) 4. lim
xr1!

g(x)

5. lim
xr3!

g(x) 6. lim
xr3.

g(x)

En los Ejercicios 7-36, calcule los límites o explique por
qué no existen.

7. lim
xr4

(x2
. 4x ! 1) 8. lim

xr2
3(1 . x) (2 . x)

9. lim
xr3

x ! 3

x ! 6
10. lim

tr.4

t2

4 . t

11. lim
xr1

x2
. 1

x ! 1
12. lim

xr.1

x2
. 1

x ! 1

13. lim
xr3

x2
. 6x ! 9

x2
. 9

14. lim
xr.2

x2
! 2x

x2
. 4

15. lim
hr2

1

4 . h2 16. lim
hr0

3h ! 4h2

h2
. h3

17. lim
xr9

∂x . 3

x . 9
18. lim

hr0

∂4 ! h . 2

h

19. lim
xrn

(x . n)2

nx
20. lim

xr.2
�x . 2�

21. lim
xr0

�x . 2�
x . 2

22. lim
xr2

�x . 2�
x . 2

23. lim
tr1

t2
. 1

t2
. 2t ! 1 24. lim

xr2

∂4 . 4x ! x2

x . 2

25. lim
tr0

t

∂4 ! t . ∂4 . t
26. lim

xr1

x2
. 1

∂x ! 3 . 2

27. lim
tr0

t2
! 3t

(t ! 2)2
. (t . 2)2 28. lim

sr0

(s ! 1)2
. (s . 1)2

s

29. lim
yr1

y . 4 ∂y ! 3

y2
. 1

30. lim
xr.1

x3
! 1

x ! 1

31. lim
xr2

x4
. 16

x3
. 8

32. lim
xr8

x2/3
. 4

x1/3
. 2

33. lim
xr2 A

1

x . 2
.

4

x2
. 4B 34. lim

xr2 A
1

x . 2
.

1

x2
. 4B

35. lim
xr0

∂2!x2
.∂2.x2

x2 36. lim
xr0

�3x.1�. �3x!1�
x

El límite lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h
aparece frecuentemente en el

estudio del cálculo (¿puede adivinar por qué?). Calcule
dicho límite para las funciones f de los Ejercicios 37-42.

37. f (x) % x2 38. f (x) % x3
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39. f (x) %
1

x
40. f (x) %

1

x2

41. f (x) % ∂x 42. f (x) % 1/∂x

Examine las gráficas de sen x y cos x de la Sección P.7 para
determinar los límites de los Ejercicios 43-46.

43. lim
xrn/2

sen x 44. lim
xrn/4

cos x

45. lim
xrn/3

cos x 46. lim
xr2n/3

sen x

47. Realice una tabla con los valores de
f (x) % (sen x)/x para una secuencia de valores
que se aproxime a 0, por ejemplo, u1.0, u0.1,
u0.01, u0.001, u0.0001 y u0.00001. Asegúrese
de que su calculadora está en modo radianes y no en
modo grados. Estime el valor de lim

xr0
f (x).

48. Repita el Ejercicio 47 para f (x) %
1 . cos x

x2 .

En los Ejercicios 49-60, obtenga los límites unilaterales
indicados, o explique por qué no existen.

49. lim
xr2.

∂2 . x 50. lim
xr2!

∂2 . x

51. lim
xr.2.

∂2 . x 52. lim
xr.2!

∂2 . x

53. lim
xr0

∂x3
. x 54. lim

xr0.

∂x3
. x

55. lim
xr0.

∂x3
. x 56. lim

xr0!

∂x2
. x4

57. lim
xra.

�x . a�
x2

. a2 58. lim
xra!

�x . a�
x2

. a2

59. lim
xr2.

x2
. 4

�x ! 2�
60. lim

xr2!

x2
. 4

�x ! 2�

Los Ejercicios 61-64 se refieren a la función

f (x) %E
x . 1

x2
! 1

(x ! n)2

si x m.1

si .1 a x m 0

si x b 0

Calcule los límites que se indican.

61. lim
xr.1.

f (x) 62. lim
xr.1!

f (x)

63. lim
xr0!

f (x) 64. lim
xr0!

f (x)

65. Suponga que lim
xr4

f (x) % 2 y lim
xr4

g(x) %.3. Calcule:

(a) lim
xr4

(g(x) ! 3) (b) lim
xr4

x f (x)

(c) lim
xr4

(g(x))2 (d) lim
xr4

g(x)

f (x) . 1

66. Suponga que lim
xra

f (x) % 4 y lim
xra

g(x) %.2. Calcule:

(a) lim
xra

( f (x) ! g(x)) (b) lim
xra

f (x) . g(x)

(c) lim
xra

4g(x) (d) lim
xra

f (x)/g(x)

67. Si lim
xr2

f (x) . 5

x . 2
% 3, calcule lim

xr2
f (x).

68. Si lim
xr0

f (x)

x2 %.2, calcule lim
xr0

f (x) y lim
xr0

f (x)

x
.

Uso de herramientas gráficas para
el cálculo de límites
Se pueden utilizar calculadoras gráficas o programas de
computador para calcular límites, al menos
aproximadamente. Simplemente se amplía la ventana de
gráficos de forma que muestre partes cada vez más
pequeñas de la gráfica de la función cerca del punto donde
se desea encontrar el límite. Calcule los límites siguientes
utilizando técnicas gráficas. Obtenga la respuesta exacta
donde piense que está justificado. En los demás casos,
obtenga la respuesta exacta hasta 4 dígitos decimales. No
olvide asegurarse de que la calculadora o el software que
utilice están en modo radianes al utilizar funciones
trigonométricas.

69. lim
xr0

sen x

x
70. lim

xr0

sen (2nx)

sen (3nx)

71. lim
xr1.

sen ∂1 . x

∂1 . x2
72. lim

xr0!

x . ∂x

∂sen x

73. Dibuje en la misma gráfica las funciones
y%x sen (1/x), y%x e y%.x para .0.2mxm0.2,
.0.2 m y m 0.2. Describa el comportamiento
f (x) % x sen (1/x) de cerca de x % 0 ¿Existe limxr0

f (x), y si es así, cuál es su valor? ¿Podría haberse
predicho este resultado observando la gráfica? ¿Por
qué?

Uso del Teorema del Sándwich

74. Si ∂5 . 2x2
m f (x) m ∂5 . x2 para .1 m x m 1,

calcule lim
xr0

f (x)

75. Si 2.x2
m g(x) m 2 cos x para todo x, calcule lim

xr0
g(x).

76. (a) Dibuje las curvas y%x2 e y%x4 en la misma
gráfica. ¿Dónde se cortan?

(b) La función f (x) cumple:

E
x2

m f (x) m x4

x4
m f (x) m x2

si x a.1 o x b 1

si .1 m x m 1

Calcule (i) lim
xr.1

f (x), (ii) lim
xr0

f (x), (iii) lim
xr1

f (x).
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77. ¿En qué intervalos es x1/3
a x3? ¿En qué intervalos es

x1/3
b x3? Si la gráfica de h(x) está siempre

comprendida entre las gráficas de y % x1/3 e y % x3,
¿para qué valores de a se puede determinar el valor de
limxra h(x)? Calcule el límite para esos valores de a.

*78. ¿Cuál es el dominio de x sen
1

x
? Calcule lim

xr0
x sen

1

x
.

*79. Suponga que � f (x)� m g(x) para todo x. ¿Qué se puede
concluir de limxra f (x) si limxra g(x) % 0? ¿Y si
limxra g(x) % 3?

1.3 Límites en el infinito y límites infinitos

En esta sección vamos a extender el concepto de límite para contemplar dos situaciones no con-
sideradas por las definiciones de límite y de límites laterales dadas en la sección anterior.

(i) Límites en el infinito, cuando x se hace arbitrariamente grande, positiva o negativa.
(ii) Límites infinitos, que no son realmente límites, pero que proporcionan un simbolismo útil

para describir el comportamiento de funciones cuyos valores se hacen arbitrariamente gran-
des, positivos o negativos.

Límites en el infinito

Considere la función

f (x) %
x

∂x2
! 1

cuya gráfica se muestra en la Figura 1.11, y cuyos valores (redondeados hasta 7 decimales) se
muestran en la Tabla 5. Los valores de f (x) parecen acercarse a 1 a medida que x va tomando
valores positivos más y más grandes, y parecen acercarse a .1 a medida que x toma valores
negativos cada vez más y más grandes en valor absoluto (para confirmarlo, véase el Ejemplo 2
más adelante). Expresaremos este comportamiento escribiendo

lim
xrä

f (x) % 1 «f (x) tiende a 1 cuando x tiende a infinito».

lim
xr.ä

f (x) %.1 «f (x) tiende a .1 cuando x tiende a menos infinito».

Figura 1.11 Gráfica de x/∂x2
! 1.

Tabla 5.

x f (x)%x/∂x2
!1

.1000 .0.9999995
.100 .0.9999500
.10 .0.9950372
.1 .0.7071068

0 0.0000000
1 .0.7071068

10 0.9950372
100 0.9999500

1000 0.9999995

La gráfica de f presenta este comportamiento límite ya que se aproxima a la recta horizontal
y % 1 cuando x se mueve hacia la derecha, y a la recta y % .1 cuando x se mueve a la izquier-
da. Esas rectas se denominan asíntotas horizontales de la gráfica. En general, si una curva se
aproxima a una línea recta cuando nos alejamos mucho del origen, esa recta se denomina asínto-
ta de la curva.
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DEFINICIÓN 3 Límites en infinito y en menos infinito (definición informal)

Si la función f está definida en un intervalo (a, ä) y se puede asegurar que f (x) se acerca
tanto como se desee al número L cuando x se hace lo suficientemente grande, se dice que
f (x) tiende al límite L cuando x tiende a infinito, y se escribe

lim
xrä

f (x) % L

Si la función f está definida en un intervalo (.ä, b) y se puede asegurar que f (x) se
acerca tanto como se desee al número M cuando x se hace negativo y lo suficientemente
grande en valor absoluto, se dice que f (x) tiende al límite M cuando x tiende a menos
infinito, y se escribe

lim
xr.ä

f (x) % M

No debe olvidarse que el símbolo ä, denominado infinito, no representa ningún número
real. El ä no se puede utilizar de forma normal en aritmética, pero se puede utilizar la frase
«tiende a ä» para indicar que «se hace positivo y arbitrariamente grande», y la frase «tiende a
.ä» para indicar «se hace negativo y lo suficientemente grande en valor absoluto».

Ejemplo 1 En la Figura 1.12 se puede ver que limxrä
1/x% limxr.ä

1/x% 0. Así, el eje x es una
asíntota horizontal de y % 1/x.

Figura 1.12 lim
xruä

1

x
% 0.

Los teoremas de la Sección 1.2 tienen su equivalente para los límites en infinito o en menos
infinito. En particular, del ejemplo anterior y de la regla del producto para límites se deduce que
limxruä

1/xn
% 0 para todo entero positivo n. Utilizaremos este resultado en ejemplos posterio-

res. El Ejemplo 2 muestra cómo obtener los límites en uä de la función x/∂x2
! 1 utilizando

procedimientos algebraicos, sin necesidad de recurrir a construir una tabla de valores o una grá-
fica, como hicimos anteriormente.

Ejemplo 2 Calcule lim
xrä

f (x) y lim
xr.ä

f (x) para f (x) %
x

∂x2
! 1

.

Solución La ecuación de f (x) se puede expresar como sigue:
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f (x) %
x

Jx2A1 !
1

x2B
%

x

∂x2 J!
1

x2

Recuerde que ∂x2
% �x�

%
x

�x�J1 !
1

x2

%
sgn x

J1 !
1

x2

siendo sgn x %
x

�x�
%E

1

.1

si x b 0

si x a 0

El factor ∂1 ! (1/x2) tiende a 1 cuando x tiende a ä o a .ä, por lo que los límites de f (x) cuando
x ruä coinciden con los de la función sgn (x). Por tanto (véase la Figura 1.11),

lim
xrä

f (x) % 1 y lim
xr.ä

f (x) %.1

Límites en el infinito de funciones racionales

Los únicos polinomios que tienen límites en uä son las constantes, P(x) % c. La situación es
más interesante en el caso de funciones racionales. Recuérdese que una función racional es el
cociente de dos polinomios. Los ejemplos que siguen ilustran cómo disponer una función de este
tipo de forma que sus límites en infinito y menos infinito (si existen) se vean claramente. Para
ello se divide el numerador y el denominador por la potencia más alta de x que aparezca en el
denominador. Los límites de una función racional en infinito y en menos infinito, o bien no exis-
ten, o bien existen y son iguales.

Ejemplo 3 (Numerador y denominador del mismo grado) Evalúe limxruä

2x2
. x ! 3

3x2
! 5

.

Solución Se divide el numerador y el denominador por x2, que es la potencia más alta de x en el deno-
minador:

lim
xruä

2x2
. x ! 3

3x2
! 5

% lim
xruä

2 . (1/x)! (3/x2)

3 ! (5/x2)
%

2 . 0 ! 0

3 ! 0
%

2

3

Ejemplo 4 (Grado del numerador menor que grado del denominador) Evalúe limxruä

5x ! 2

2x3
. 1

.

Solución Se divide el numerador y el denominador por la potencia más alta de x en el denominador,
concretamente x3:

lim
xruä

5x ! 2

2x3
. 1

% lim
xruä

(5/x2) ! (2/x3)

2 . (1/x3)
%

0 ! 0

2 . 0
% 0

El comportamiento límite de funciones racionales en infinito y menos infinito se resume a
continuación.

La técnica utilizada en los ejemplos anteriores se puede aplicar también a clases más genera-
les de funciones. La función del ejemplo que sigue no es racional, y el límite parece tomar el
valor sin sentido de ä . ä, hasta que se resuelve el problema racionalizando el numerador.
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Resumen de los límites en uä de funciones racionales
Sean Pm(x) % amxm

! ñ ! a0 y Qn(x) % bnx
n
! ñ ! b0 dos polinomios de grados m y n, res-

pectivamente, con am Ç 0 y bn Ç 0. Entonces,

lim
xruä

Pm(x)

Qn(x)
(a) Es igual a cero si m a n.

(b) Es igual a
am

bn

si m % n.

(c) No existe si m b n.

Ejemplo 5 Calcule limxrä
(∂x2

! x . x).

Solución Se trata del límite de la diferencia de dos funciones, y las dos crecen arbitrariamente cuando x
tiende a infinito. Se racionaliza la expresión multiplicando el numerador y el denominador (que es 1)
por ∂x2

! x ! x:

lim
xrä

(∂x2
! x . x) % lim

xrä

(∂x2
! x . x) (∂x2

! x ! x)

∂x2
! x ! x

% lim
xrä

x2
! x . x2

Jx2A1 !
1

xB! x

% lim
xrä

x

xJ1 !
1

x
! x

% lim
xrä

1

J1 !
1

x
! 1

%
1

2

(En este caso ∂x2
% x porque x b 0 cuando x r ä).

Observación El cálculo de limxr.ä
(∂x2

! x . x) es más simple. Como .x b 0 cuando
x r.ä, tenemos que ∂x2

! x . x b ∂x2
! x, que crece arbitrariamente cuando x r.ä.

Por tanto, en este caso el límite no existe.

Límites infinitos
A veces se dice que una función cuyos valores crecen arbitrariamente tiene límite infinito. Como
infinito no es ningún número, los límites infinitos no son realmente límites en absoluto, pero
proporcionan una forma conveniente de describir el comportamiento de funciones que crecen
arbitrariamente en valores positivos o negativos. Unos ejemplos permitirán aclarar esta termi-
nología.

Ejemplo 6 (Límite infinito por ambos lados) Describa el comportamiento de la función f (x) % 1/x2

en las proximidades de x % 0.

Solución A medida que x se acerca a 0 por cualquier lado, los valores de f (x) son positivos y se hacen
cada vez mayores (véase la Figura 1.13), por lo que el límite de f (x) cuando x tiende a 0 no existe. No
obstante, es conveniente describir el comportamiento de f cerca de 0 diciendo que f (x) tiende a ä cuando
x tiende a 0. Se escribe

lim
xr0

f (x) % lim
xr0

1

x2 % ä
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Nótese que escribir esto no equivale a decir que exista el limxr0 1/x2. Lo que realmente se está diciendo es
que el límite no existe porque 1/x2 se hace arbitrariamente grande a medida que x tiende a 0. Obsérvese
que la gráfica de f se aproxima al eje y a medida que x se aproxima a 0. El eje y es una asíntota vertical
de la gráfica.

Figura 1.13 Gráfica de y % 1/x2 (no está a escala). Figura 1.14 limxr0.
1/x%.ä, limxr0! 1/x% ä.

Ejemplo 7 (Límites infinitos laterales) Describa el comportamiento de la función f (x) % 1/x en las
proximidades de x % 0 (véase la Figura 1.14).

Solución A medida que x se acerca a 0 por la derecha, los valores de x son positivos y se hacen cada
vez mayores, por lo que el límite por la derecha de f (x) cuando x tiende a 0 es infinito:

lim
xr0!

f (x) % ä

Análogamente, los valores de f (x) se van haciendo más y más negativos cuando x tiende a 0 por la izquier-
da, por lo que el límite por la izquierda de f (x) cuando x tiende a 0 es .ä:

lim
xr0.

f (x) %.ä

Las afirmaciones anteriores no dicen que existan los límites laterales. De hecho no existen porque ä

y .ä no son números. Como los límites laterales no coinciden, lo único que podemos decir sobre
limxr0 f (x) es que no existe.

Ejemplo 8 (Comportamiento polinómico en el infinito)

(a) limxrä
(3x3

. x2
! 2) % ä (b) limxr.ä

(3x3
. x2

! 2) %.ä

(c) limxrä
(x4

. 5x3
. x) % ä (d) limxr.ä

(x4
. 5x3

. x) % ä

Solución El término de mayor grado de un polinomio domina sobre los otros términos a medida que �x�
crece, de forma que los límites de dicho término en ä y .ä determinan los límites de todo el polinomio.
Para los polinomios de los apartados (a) y (b) tenemos que

3x3
. x2

! 2 % 3x3A1 .

1

3x
!

2

3x3B
El factor del paréntesis grande tiende a 1 cuando x tiende a uä, por lo que el comportamiento del polino-
mio es como el de su término de mayor grado 3x3.

Ahora podemos decir algo más sobre los límites en infinito y menos infinito de una función
racional con el grado del numerador mayor que el grado del denominador. Dijimos anterior-
mente en esta sección que dichos límites no existen. Esto es cierto, pero se puede asignar a esos
límites el valor de ä o de .ä, como muestra el siguiente ejemplo.

90 CÁLCULO



Ejemplo 9 (Función racional con numerador de mayor grado que denominador) Calcule

lim
xrä

x3
! 1

x2
! 1

.

Solución Se divide el numerador y el denominador por x2, que es la mayor potencia de x del denomi-
nador:

lim
xrä

x3
! 1

x2
! 1

% lim
xrä

x !
1

x2

1 !
1

x2

%

lim
xräAx !

1

x2B
1

% ä

Un polinomio Q(x) de grado n puede tener como máximo n ceros; es decir, hay como máxi-
mo n números reales r tales que Q(r) % 0. Si Q(x) es el denominador de una función racional
R(x) % P(x)/Q(x), esta función estará definida para todo x excepto en el número finito de ceros
de Q. En cada uno de esos ceros, R(x) puede tener límites, límites infinitos o límites laterales
infinitos. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 10

(a) lim
xr2

(x . 2)2

x2
. 4

% lim
xr2

(x . 2)2

(x . 2)(x ! 2)
% lim

xr2

x . 2

x ! 2
% 0

(b) lim
xr2

x . 2

x2
. 4

% lim
xr2

x . 2

(x . 2)(x ! 2)
% lim

xr2

1

x ! 2
%

1

4

(c) lim
xr2!

x . 3

x2
. 4

% lim
xr2!

x . 3

(x . 2)(x ! 2)
%.ä. (Los valores son negativos para x b 2, x cerca de 2).

(d) lim
xr2.

x . 3

x2
. 4

% lim
xr2.

x . 3

(x . 2)(x ! 2)
%ä. (Los valores son positivos para x a 2, x cerca de 2).

(e) lim
xr2

x . 3

x2
. 4

% lim
xr2

x . 3

(x . 2)(x ! 2)
no existe.

(f) lim
xr2

2 . x

(x . 2)3 % lim
xr2

.(x . 2)

(x . 2)3 % lim
xr2

.1

(x . 2)2 %.ä

En los apartados (a) y (b) el efecto del cero del denominador en x % 2 se cancela porque el numerador tam-
bién tiene un cero en ese mismo punto. Por tanto existe límite finito. No ocurre así en el apartado (f), por-
que el numerador sólo se anula una vez en ese punto, mientras que el denominador se anula tres veces.

Uso de Maple para calcular límites
El procedimiento limit de Maple se puede utilizar fácilmente para calcular límites, límites late-
rales, límites en el infinito y límites infinitos. Ésta es la sintaxis para calcular

lim
xr2

x2
. 4

x2
. 5x ! 6

, lim
xr0

x sen x

1 . cos x
, lim

xr.ä

x

∂x2
! 1

, lim
xrä

x

∂x2
! 1

lim
xr0

1

x
, lim

xr0.

1

x
, lim

xra.

x2
. a2

�x . a�
y lim

xra!

x2
. a2

�x . a�
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b limit ((x^2-4)/(x^2-5*x+6) ,x=2);

.4

a limit (x*sin(x)/(1–cos(x)) ,x=0) ;

2

b limit (x/sqrt(x^2+1) ,x=–infinity) ;

.1

b limit (x/sqrt(x^2+1) ,x=infinity) ;

1

b limit (1/x,x=0) ; limit(1/x,x=0,left) ;

undefined

.ä

b limit ((x^2-a^2)/(abs(x–a)) ,x=a,left) ;

.2a

b limit ((x^2–a^2)/(abs (x–a)) ,x=a,right) ;

2a

Ejercicios 1.3

Calcule los límites en los Ejercicios 1-10.

1. lim
xrä

x

2x . 3
2. lim

xrä

x

x2
. 4

3. lim
xrä

3x3
. 5x2

! 7

8 ! 2x . 5x3 4. lim
xr.ä

x2
. 2

x . x2

5. lim
xr.ä

x2
! 3

x3
! 2

6. lim
xrä

x2
! sen x

x2
! cos x

7. lim
xrä

3x ! 2∂x

1 . x
8. lim

xrä

2x . 1

∂3x2
! x ! 1

9. lim
xr.ä

2x . 1

∂3x2
! x ! 1

10. lim
xr.ä

2x . 5

�3x ! 2�

En los Ejercicios 11-34, calcule el límite que se indica.
Si no existe, ¿es ä, .ä o ninguna de las dos cosas?

11. lim
xr3

1

3 . x
12. lim

xr3

1

(3 . x)2

13. lim
xr3.

1

3 . x
14. lim

xr3!

1

3 . x

15. lim
xr.5/2

2x ! 5

5x ! 2
16. lim

xr.2/5

2x ! 5

5x ! 2

17. lim
xr.(2/5).

2x ! 5

5x ! 2
18. lim

xr.(2/5)!

2x ! 5

5x ! 2

19. lim
xr2!

x

(2 . x)3 20. lim
xr1.

x

∂1 . x2

21. lim
xr1!

1

�x . 1�
22. lim

xr1.

1

�x . 1�

23. lim
xr2

x . 3

x2
. 4x ! 4 24. lim

xr1!

∂x2
. x

x . x2

25. lim
xrä

x ! x3
! x5

1 ! x2
! x3 26. lim

xrä

x3
! 3

x2
! 2

*27. lim
xrä

x ∂x ! 1 (1 . ∂2x ! 3)

7 . 6x ! 4x2

28. lim
xrä A

x2

x ! 1
.

x2

x . 1B
*29. lim

xr.ä

(∂x2
! 2x . ∂x2

. 2x)

*30. lim
xrä

(∂x2
! 2x . ∂x2

. 2x)

31. lim
xrä

1

∂x2
. 2x . x

32. lim
xr.ä

1

∂x2
! 2x . x
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33. ¿Cuáles son las asíntotas horizontales de

y %
1

∂x2
. 2x . x

? ¿Cuáles son sus asíntotas

verticales?

34. ¿Cuáles son las asíntotas horizontales y verticales de

y %
2x . 5

�3x ! 2�
?

La función f cuya gráfica se muestra en la Figura 1.15
tiene dominio [0, ä). Calcule los límites de f que se
indican en los Ejercicios 35-45.

35. lim
xr0!

f (x) 36. lim
xr1

f (x)

37. lim
xr2!

f (x) 38. lim
xr2.

f (x)

39. lim
xr3.

f (x) 40. lim
xr3!

f (x)

41. lim
xr4!

f (x) 42. lim
xr4.

f (x)

43. lim
xr5!

f (x) 44. lim
xr5.

f (x)

45. lim
xrä

f (x)

46. ¿Qué asíntotas tiene la gráfica de la Figura 1.15?

Figura 1.15

1.4 Continuidad

Cuando un coche recorre una autopista, su distancia a partir de un punto inicial varía con el
tiempo de forma continua, mediante pequeños cambios en intervalos temporales pequeños. Pero
no todas las magnitudes varían de esta forma. Cuando el coche está aparcado en un parking cuya
tarifa es de «2 e por hora o fracción de hora» la tarifa permanece en 2 e durante la primera
hora y cambia bruscamente a 4 e al comienzo de la segunda hora. La función que relaciona la
tarifa del parking con el tiempo de aparcamiento es discontinua en cada hora. En esta sección
vamos a definir la continuidad y aprenderemos a ver cuándo una función es continua. También
examinaremos algunas propiedades importantes de las funciones continuas.

Los Ejercicios 47-52 se refieren a la función máximo ente-
ro menor bxc que se muestra en la Figura 1.16. Calcule los
límites indicados o explique por qué no existen.

47. lim
xr3!

bxc 48. lim
xr3.

bxc

49. lim
xr3

bxc 50. lim
xr2.5

bxc

51. lim
xr0!

b2 . xc 52. lim
xr.3.

bxc

Figura 1.16

53. Aparcar en cierto parking cuesta 1.50 e por cara hora
o fracción de hora. Dibuje la gráfica de la función C(t),
que representa el coste de aparcar t horas. ¿En qué va-
lores de t tiene límite C(t)? Calcule limtrt0.

C
y limtrt0!

C para un número arbitrario t0 b 0.

54. Si limxr0! f (x) % L, calcule limxr0.
f (x) si (a) f es

par, (b) f es impar.

55. Si limxr0! f (x) % A y limxr0.
f (x) % B, calcule

(a) lim
xr0!

f (x3
. x) (b) lim

xr0.

f (x3
. x)

(c) lim
xr0.

f (x2
. x4) (d) lim

xr0!

f (x2
. x4)
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Continuidad en un punto

La mayor parte de las funciones que encontramos tienen un dominio formado por intervalos, o
uniones de diferentes intervalos. Un punto P perteneciente al dominio de una función se denomi-
na punto interior del dominio si pertenece a algún intervalo abierto contenido en el dominio. Si
P no es un punto interior, se denomina extremo del dominio. Por ejemplo, el dominio de la fun-
ción f (x) % ∂4 . x2 es el intervalo cerrado [.2, 2], formado por los puntos interiores del inter-
valo (.2, 2), el extremo izquierdo .2, y el extremo derecho 2. El dominio de la función
g(x) % 1/x es la unión de los intervalos abiertos (.ä, 0) é (0, ä), y está formado sólo por pun-
tos interiores. Nótese que, aunque 0 es un extremo de ambos intervalos, no pertenece al dominio
de g y, por tanto, no es un extremo de dicho dominio.

DEFINICIÓN 4 Continuidad en un punto interior

Se dice que una función f es continua en un punto interior c de su dominio si

lim
xrc

f (x) % f (c)

Si no existe limxrc f (x), o bien dicho límite no es igual a f (c), se dice que f es disconti-
nua en c.

En términos gráficos, f es continua en un punto interior c de su dominio si su gráfica no se
interrumpe en el punto (c, f (c)); en otras palabras, si es posible seguir la gráfica de la función en
ese punto sin levantar el lápiz del papel. Considérese la Figura 1.17. En (a), f es continua en c.
En (b), f es discontinua en c porque limxrc f (x) Ç f (c). En (c), f es discontinua en c porque no
existe limxrc f (x). En los casos (b) y (c) la gráfica de la función se interrumpe en x % c.

Aunque una función puede no tener límite en un extremo de su dominio, puede existir límite
lateral en ese punto. Extenderemos la definición de continuidad para considerar esta situación.

Figura 1.17 (a) f es continua en c.

(b) limxrc f (x) Ç f (c).

(c) El limxrc f (x)
no existe.

DEFINICIÓN 5 Continuidad por la izquierda y por la derecha

Se dice que una función f es continua por la derecha en c si lim
xrc!

f (x) % f (c).

Se dice que una función f es continua por la izquierda en c si lim
xrc.

f (x) % f (c).

Ejemplo 1 La función de Heaviside H(x), cuya gráfica se muestra en la Figura 1.18, es continua para
todo x excepto x % 0. Es continua por la derecha en 0, pero no es continua por la izquierda ni continua en
ese punto.
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Figura 1.18 La función de Heaviside.

El siguiente teorema relaciona los conceptos de continuidad y continuidad lateral.

TEOREMA 5 La función f es continua en c si y sólo si es continua por la izquierda y por la derecha
en c.

#

DEFINICIÓN 6 Continuidad en un extremo

Se dice que una función f es continua en un extremo izquierdo c de su dominio si es con-
tinua por la derecha en c.

Se dice que una función f es continua en un extremo derecho c de su dominio si es
continua por la izquierda en c.

Ejemplo 2 La función f (x) % ∂4 . x2 tiene dominio [.2, 2]. Es continua en el extremo derecho 2
porque es continua por la izquierda en ese punto, es decir, limxr2.

f (x) % 0 % f (2). Es continua en el
extremo izquierdo .2 porque es continua por la derecha en ese punto: limxr.2! f (x) % 0 % f (.2).
Por supuesto, f es también continua en cualquier punto interior de su dominio. Si .2 a c a 2, entonces
limxrc f (x) % ∂4 . c2

% f (c) (véase la Figura 1.19).

Figura 1.19 f (x) % ∂4 . x2 es continua en todos los puntos de su dominio.

Continuidad en un intervalo

Hemos definido el concepto de continuidad en un punto. Es de mayor importancia el concepto
de continuidad en un intervalo.

DEFINICIÓN 7 Continuidad en un intervalo

Se dice que una función f es continua en intervalo I si es continua en todos los puntos de
I. En particular, se dice que una función f es una función continua si lo es en todos los
puntos de su dominio.

Ejemplo 3 La función f (x) % ∂x es una función continua. Su dominio es [0, ä). Es continua en el
extremo izquierdo 0 porque es continua por la derecha en ese punto. Asimismo, es continua en todo punto
c b 0 ya que limxrc ∂x % ∂c.
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Ejemplo 4 La función g(x) % 1/x es también una función continua. Esto puede parecer extraño a pri-
mera vista, puesto que su gráfica se interrumpe en x % 0 (véase la Figura 1.20). Sin embargo, el 0 no perte-
nece al dominio de g, por lo que es preferible decir que g no está definida en ese punto a decir que es
discontinua en dicho punto (algunos autores dirían que g es discontinua en x % 0). Si asignáramos algún
valor a g(0), por ejemplo 0, podría decirse que g(x) es discontinua en 0. No hay ninguna forma de definir
g(0) de manera que g(x) sea continua en 0.

Figura 1.20 1/x es continua en su dominio.

Ejemplo 5 La función máximo entero menor bxc (véase la Figura 1.16) es continua en todo intervalo
[n, n ! 1), siendo n un entero. Es continua por la derecha para todo entero n, pero no es continua por la
izquierda en esos puntos n, de forma que en los enteros es discontinua.

lim
xrn!

bxc % n % bnc , lim
xrn.

bxc % n . 1 Ç n % bnc

Existen muchas funciones continuas
Las siguientes funciones son continuas allí donde estén definidas:

(a) Todos los polinomios.
(b) Todas las funciones racionales.

(c) Todas las potencias racionales xm/n
%

n
∂xm.

(d) Las funciones seno, coseno, tangente, secante, cosecante y cotangente, definidas en la Sec-
ción P.7.

(e) La función valor absoluto �x�.
El Teorema 3 de la Sección 1.2 asegura que todo polinomio es una función continua en cual-

quier punto de la recta real, que toda función racional es continua en todos los puntos de su do-
minio (formado por todos los números reales excepto el número finito de puntos para los que el
denominador de la función racional se anula). Si m y n son enteros y n Ç 0, la función potencia
racional xm/n está definida para todos los números positivos y también para todos los números
negativos si n es impar. Su dominio incluye al 0 si y sólo si m/nn 0.

Los siguientes teoremas muestran que si se combinan funciones continuas de diversas for-
mas, el resultado será a su vez una función continua.

TEOREMA 6 Combinación de funciones continuas

Si las funciones f y g están definidas en un intervalo que contiene a c, y son ambas conti-
nuas en c, entonces las siguientes funciones serán también continuas en c:

1. La suma f ! g y la diferencia f . g.
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2. El producto fg.

3. La multiplicación por una constante k f, siendo k un número cualquiera.

4. El cociente f/g (siempre que g(c) Ç 0).

5. La raíz n-ésima ( f (x))1/n, siempre que f (c) b 0 si n es par.

Para las demostraciones se utilizan las reglas de los límites dadas en el Teorema 2 de la
Sección 1.2. Por ejemplo,

lim
xrc

( f (x) ! g(x)) % lim
xrc

f (x) ! lim
xrc

g(x) % f (c) ! g(c)

por lo que f ! g es continua en c.
#

TEOREMA 7 La composición de funciones continuas es también continua

Si f (g(x)) está definida en un intervalo que contiene a c, f es continua en L y limxrc

g(x) % L, entonces
lim
xrc

f (g(x)) % f (L) % f (lim
xrc

g(x))

En particular, si g es continua en c (y por tanto L % g(c)), entonces la composición f o g es
continua en c:

lim
xrc

f (g(x)) % f (g(c))

(véase el Ejercicio 37 de la Sección 1.5).
#

Ejemplo 6 Las siguientes funciones son continuas en todos sus dominios:

(a) 3x2
. 2x (b)

x . 2

x2
. 4

(c) �x2
. 1�

(d) ∂x (e) ∂x2
. 2x . 5 (f)

�x�

∂�x ! 2�

Extensiones continuas y discontinuidades evitables

Como hemos visto en la Sección 1.2, una función racional puede tener límite incluso en un pun-
to donde su denominador sea 0. Si f (c) no está definida, pero existe limxrc f (x) % L, se puede
definir una nueva función F(x) de la siguiente forma:

F(x) %E
f (x)

L

si x está en el dominio de f

si x % c

F(x) es continua en x % c y se denomina extensión continua de f (x) en x % c. Para el caso de
funciones racionales f , sus extensiones continuas se obtienen cancelando los factores comunes.

Ejemplo 7 Demuestre que f (x) %
x2

. x

x2
. 1

tiene una extensión continua en x % 1, y obtenga dicha ex-

tensión.
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Solución Aunque f (1) no está definida, si x Ç 1 tenemos que

f (x) %
x2

. x

x2
. 1

%
x(x . 1)

(x ! 1)(x . 1)
%

x

x ! 1
La función

F(x) %
x

x ! 1

es igual a f (x) para x Ç 1, pero es también continua en x % 1, donde toma el valor de 1/2. La Figura 1.21
muestra la gráfica de f . La extensión continua de f (x) en x % 1 es F(x). Su gráfica es idéntica a la de f (x)
pero sin el hueco en el punto (1, 1/2).

Si una función f está indefinida o es discontinua en un punto a, pero puede ser redefinida en
ese único punto de forma que sea continua en él, se dice que f tiene una discontinuidad evita-
ble en a. La función f del ejemplo anterior tiene una discontinuidad evitable en x % 1. Para evi-
tarla, se define f (1) % 1/2.

Ejemplo 8 La función g(x) %E
x si x Ç 2

1 si x % 2
tiene una discontinuidad evitable en x % 2. Para evitarla,

se redefine g(2) % 2 (véase la Figura 1.22).

Figura 1.21 Esta función tiene una extensión
continua en x % 1.

Figura 1.22 g tiene una discontinuidad
evitable en 2.

Funciones continuas en intervalos cerrados y finitos

Las funciones continuas definidas en intervalos cerrados y finitos tienen propiedades especiales
que las hacen particularmente útiles en matemáticas y sus aplicaciones. Presentaremos aquí dos
de esas propiedades. Aunque pueden parecer obvias, se trata de propiedades mucho más sutiles
que los resultados sobre límites establecidos anteriormente en este capítulo. Sus demostraciones
(véase el Apéndice III) requieren un estudio cuidadoso de las implicaciones de la propiedad de
completitud de los números reales.

La primera de las propiedades establece que una función f (x) que es continua en un intervalo
cerrado y finito [a, b] debe tener un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto. Esto
significa que los valores de f (x) en todos los puntos del intervalo están entre los valores de f (x)
en dos puntos del intervalo. La gráfica de f tiene un valor máximo y un valor mínimo.

TEOREMA 8 Teorema Max-Min

Sea f (x) una función continua en el intervalo cerrado y finito [a, b]. Entonces existen dos
números p y q en [a, b] tales que para todo x perteneciente al intervalo [a, b],

f (p) m f (x) m f (q)

98 CÁLCULO



Por tanto, f (x) tiene el valor mínimo absoluto m % f (p), que se alcanza en el punto p, y el
valor máximo absoluto M % f (q), que se alcanza en el punto q.

#

Muchos problemas importantes en matemáticas y sus aplicaciones se formulan como la bús-
queda de valores máximos y mínimos de funciones. El cálculo proporciona algunas herramientas
muy valiosas para resolver estos problemas. Obsérvese, sin embargo, que el teorema anterior
simplemente establece que los valores máximo y mínimo absolutos existen, pero no dice cómo
obtenerlos. En el Capítulo 4 desarrollaremos técnicas para calcular los valores máximos y míni-
mos de funciones. Por ahora, lo que podemos hacer es resolver algunos problemas sencillos de
máximos y mínimos en los que intervienen funciones cuadráticas simplemente completando el
cuadrado, sin realizar cálculos adicionales.

Ejemplo 9 ¿Cuál es la máxima área posible del campo rectangular que se puede acotar con 200 m
de valla?

Solución Si denominamos x e y a los lados del campo en metros (véase la Figura 1.23), entonces su
perímetro mide 2x ! 2y m, y su área es A % xy m2. El dato es que P % 200, de forma que x ! y % 100, e
y % 100 . x. Ningún lado puede ser negativo, y x debe pertenecer al intervalo cerrado [0, 100]. El área del
campo se puede expresar como una función de x sustituyendo y por 100 . x:

A % x (100 . x) % 100x . x2

Figura 1.23 Campo rectangular: perímetro %2x ! 2y, área % xy.

El objetivo es, por tanto, obtener el valor máximo de la función cuadrática A(x) % 100x . x2 en el intervalo
[0, 100]. El Teorema 8 garantiza la existencia de ese máximo.

Para obtener el máximo, completamos el cuadrado de la función A(x). Obsérvese que x2
. 100x son los

dos primeros términos del cuadrado (x . 50)2
% x2

. 100x ! 2500. Por tanto,

A(x) % 2500 . (x . 50)2

Obsérvese ahora que A(50) % 2500, y que A(x) a 2500 si x Ç 50, ya que se está restando a 2500 un núme-
ro siempre positivo (x . 50)2. Por tanto, el valor máximo de A(x) es 2500. El valor del área máxima del
campo es de 2500 m2 y se trata de un cuadrado de dimensiones x % y % 50 m.

El Teorema 8 implica que una función continua en un intervalo cerrado y finito está acotada.
Esto significa que no puede tomar valores positivos o negativos arbitrariamente grandes. Debe
existir un número K tal que

� f (x)� m K, es decir, .K m f (x) m K

De hecho, el valor de K puede ser el mayor de los números � f (p)� y � f (q)� en el teorema.
Las conclusiones del Teorema 8 pueden no cumplirse si f no es continua o si el intervalo no

es cerrado. Las Figuras 1.24-1.27 muestran ejemplos de la forma en que puede no cumplirse el
teorema.
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Figura 1.24 f (x) % 1/x es
continua en el intervalo
abierto (0, 1). No está acotada
y no tiene valor máximo
ni mínimo.

Figura 1.25 f (x) % x es
continua en el intervalo
abierto (0, 1). Está acotada
pero no tiene valor máximo
ni mínimo.

Figura 1.26 Esta función
está definida en el intervalo
cerrado [0, 1] pero es
discontinua en el extremo
x % 1. Tiene valor mínimo
pero no tiene valor máximo.

Figura 1.27 Esta función
es discontinua en un punto
interior de su dominio, el
intervalo cerrado [0, 1]. Está
acotada pero no tiene
valores máximo ni mínimo.

Obtención de máximos y mínimos por métodos gráficos

Observación Se pueden utilizar herramientas gráficas para obtener los valores máximos y
mínimos de funciones en intervalos donde sean continuas. Concretamente, la función «zoom»
y la utilidad «trace» de las calculadoras gráficas pueden servir de ayuda. La Figura 1.28(a)
muestra la gráfica de la función

y % f (x) %
x ! 1

x2
! 1

en la ventana .5 m x m 5, .2 m y m 2. Obsérvese que f parece tener un máximo cerca de
x % 0.5 y un mínimo cerca de x %.2.5. La Figura 1.28(b) muestra el resultado de ampliar la
parte de la gráfica de (a) encerrada en un pequeño rectángulo (zoom) para que ocupe toda la
pantalla. Siguiendo la curva hasta su valor máximo se puede obtener una estimación más precisa
de dicho valor, obteniéndose que f (x) alcanza un valor máximo de 1.2071 en el punto
x % 0.4149, con cuatro decimales significativos. Si ampliáramos más la figura se podría obtener
más exactitud.

Figura 1.28 La utilización de la función
«zoom» permite ampliar
parte de la curva (a) cerca
de su valor máximo de
forma que ocupe toda la
pantalla (b), manteniendo
la forma de la curva.

La segunda propiedad de una función continua definida en un intervalo cerrado y finito es
que la función toma todos los valores intermedios entre dos cualesquiera de sus valores. Esta
propiedad se conoce con el nombre de Teorema del Valor Medio.

100 CÁLCULO



TEOREMA 9 Teorema del Valor Medio

Sea f (x) una función continua en el intervalo cerrado y finito [a, b], y sea s un número
comprendido entre f (a) y f (b). Existe un número c perteneciente al intervalo [a, b] tal que
f (c) % s.

#

En particular, una función continua definida en un intervalo cerrado toma todos los valo-
res entre su valor mínimo m y su valor máximo M, por lo que su rango es el intervalo cerra-
do [m, M].

La Figura 1.29 muestra una situación típica. Los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)) están en lados
contrarios de la recta horizontal y % s. A no ser que se interrumpa, la gráfica de y % f (x) debe
cortar esta recta para ir de un punto al otro. En la figura, la recta se cruza sólo una vez, en
x % c. Si la recta y % s estuviera más arriba, podría haber hasta tres cruces en tres valores po-
sibles de c.

El Teorema 9 es la razón por la que la gráfica de una función continua en un intervalo I no
puede tener interrupciones. Debe ser conexa, es decir, una curva sin interrupciones ni saltos.

Figura 1.29 La función continua f toma el valor s en algún punto c entre a y b.

Ejemplo 10 Determine los intervalos en los que f (x) % x3
. 4x es positiva y negativa.

Solución Como f (x) % x(x2
. 4) % x(x . 2)(x ! 2), f (x) % 0 sólo en x % 0, 2 y .2. Como f (x) es

continua en toda la recta real, su signo debe ser constante en cada uno de los intervalos (.ä, .2), (.2,
0), (0, 2) y (2, ä) (si existieran en esos intervalos, por ejemplo en el (0, 2), puntos a y b tales que f (a) a 0
y f (b) b 0, entonces, por el Teorema del Valor Medio debería existir un punto c entre a y b, y por tanto
entre 0 y 2, tal que f (c) % 0. Pero sabemos que no hay ninguna raíz entre 0 y 2).

Para saber si f (x) es positiva o negativa en cada intervalo, basta con escoger un punto de intervalo y
evaluar f en dicho punto.

Como f (.3) %.15 a 0, f (x) es negativa en (.ä, .2).

Como f (.1) % 3 b 0, f (x) es positiva en (.2, 0).

Como f (1) %.3 a 0, f (x) es negativa en (0, 2).

Como f (3) % 15 b 0, f (x) es positiva en (2, ä).

Cálculo de raíces de ecuaciones

Entre las muchas herramientas útiles que proporciona el cálculo existen unas que permiten calcu-
lar las soluciones de una ecuación de la forma f (x) % 0 con el grado de exactitud que se desee.
Estas soluciones se denominan raíces de la ecuación, o ceros de la función f . El uso de estas
herramientas requiere conocer previamente que la ecuación tiene una solución en un determina-
do intervalo. El teorema del valor medio puede proporcionar esta información.
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Ejemplo 11 Demuestre que la ecuación x3
. x . 1 % 0 tiene una solución en el intervalo [1, 2].

Solución La función f (x) % x3
. x . 1 es un polinomio y, por tanto, es continua en todo punto. Tene-

mos que f (1) %.1 y f (2) % 5. Como 0 es un valor entre .1 y 5, el teorema del valor medio nos asegura
que debe existir un número c en el intervalo [1, 2] tal que f (c) % 0.

Un método para calcular un cero de una función continua que cambia de signo en los extre-
mos de un intervalo se basa en dividir sucesivas veces el intervalo por la mitad (método de la
bisección), determinando en qué mitad de la división está la raíz, que será aquella mitad en la
que la función en sus extremos presente signos opuestos. Este método es lento. Por ejemplo, si el
intervalo original tuviera de longitud 1, llevaría 11 divisiones conseguir un intervalo cuya longi-
tud fuese menor que 0.0005 (porque 211

b 2000 % 1/(0.0005)), asegurándonos por tanto que he-
mos encontrado la raíz con una precisión de tres dígitos decimales. Sin embargo, este método no
requiere hardware gráfico y se puede realizar de forma sencilla con una calculadora, preferible-
mente una en la que la expresión de la función se pueda programar.

Tabla 6. Método de la bisección para f (x) % x3
. x . 1 % 0

Número de Intervalo Punto
x f (x)bisección de la raíz medio

1 .1
2 5 [1, 2] 1.5

1 1.5 0.8750 [1, 1.5] 1.25
2 1.25 .0.2969 [1.25, 1.5] 1.375
3 1.375 0.2246 [1.25, 1.375] 1.3125
4 1.3125 .0.0515 [1.3125, 1.375] 1.3438
5 1.3438 0.0826 [1.3125, 1.3438] 1.3282
6 1.3282 0.0147 [1.3125, 1.3282] 1.3204
7 1.3204 .0.0186 [1.3204, 1.3282] 1.3243
8 1.3243 .0.0018 [1.3243, 1.3282] 1.3263
9 1.3263 0.0065 [1.3243, 1.3263] 1.3253

10 1.3253 0.0025 [1.3243, 1.3253] 1.3248
11 1.3248 0.0003 [1.3243, 1.3248] 1.3246
12 1.3246 .0.0007 [1.3246, 1.3248]

Ejemplo 12 (Método de la bisección) Resuelva la ecuación x3
. x . 1 % 0 del Ejemplo 11 con una

precisión de tres dígitos decimales.

Solución Comenzamos por recordar que existe una raíz en el intervalo [1, 2]. La Tabla 6 muestra los
resultados de las bisecciones.

La raíz es 1.325, redondeada a 3 dígitos decimales. En la Sección 4.6 veremos que el cálculo proporcio-
na métodos mucho más rápidos para resolver ecuaciones como ésta.

La ecuación f (x) % 0 se puede resolver también con herramientas gráficas. Basta con dibujar
la función f (x) en un intervalo lo suficientemente grande para ver más o menos dónde están los
ceros. Se seleccionan los ceros de uno en uno y se va ampliando la parte de la ventana cerca del
cero para que ocupe toda la ventana gráfica (véase la Figura 1.30). Este procedimiento se repite
hasta que se pueda estimar el cero con la precisión deseada (o hasta que la calculadora u ordena-
dor lo permitan).

Muchas calculadoras programables y paquetes software de álgebra por computador incorpo-
ran rutinas de resolución de ecuaciones. Por ejemplo, la rutina fsolve de Maple se puede utili-
zar para calcular la solución real de x3

. x . 1 % 0 en el intervalo [1, 2] (véase el Ejemplo 11).

b fsolve (x^3–x–1=0, x=1..2);

1.324717957
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Figura 1.30 La función que se muestra en
la ventana superior tiene una
raíz entre 11 y 12. El
rectángulo pequeño se amplía
hasta llenar toda la pantalla
en la ventana inferior, lo que
permite estimar que la raíz está
alrededor de 11.4. Sucesivas
ampliaciones permitirían
aumentar la precisión.

Observación El teorema Max-Min y el Teorema del Valor Medio son ejemplos de lo que los
matemáticos denominan teoremas de existencia. Este tipo de teoremas aseveran que algo existe,
pero no nos dicen cómo calcularlo. Muchas veces los estudiantes creen que los matemáticos se
preocupan mucho por demostrar que un problema tiene solución y no lo bastante para encontrar
dicha solución. El argumento es el siguiente: «Si puedo encontrar la solución de un problema, no
necesito preocuparme de si esa solución existe». Esta lógica, sin embargo, es falsa. Supongamos
el problema «Calcule el máximo entero positivo». Por supuesto, se trata de un problema sin so-
lución. No existe un entero positivo máximo porque siempre se puede sumar a un entero positivo
otro entero positivo, con lo que se obtiene un entero positivo mayor. Supongamos, aun así, que
olvidamos esto e intentamos calcular una solución. Podríamos proceder así:

Sea N el máximo entero positivo.
Como 1 es un entero positivo, debe cumplirse que N n 1.
Como N2 es un entero positivo, no puede ser mayor que el máximo entero positivo.
Por tanto, N2

m N y N2
. N m 0.

Entonces, N(N . 1) m 0 y debe ser N . 1 m 0.
Por tanto, N m 1.
Sabemos ya que N n 1. Por tanto, N % 1.
Por consiguiente, 1 es el máximo entero positivo.

El único error de este razonamiento es el supuesto, en la primera línea, de que el problema tiene
solución. En parte, es para evitar estas trampas lógicas por lo que los matemáticos demuestran
los teoremas de existencia.

Ejercicios 1.4

Los Ejercicios 1-3 se refieren a la función g definida en el
intervalo [.2, 2] que se muestra en la Figura 1.31.

1. Indique si g es (a) continua, (b) continua por la
izquierda, (c) continua por la derecha y (d) discontinua
en cada uno de los puntos .2, .1, 0, 1 y 2.

Figura 1.31

2. ¿En qué puntos de su dominio posee g una
discontinuidad evitable, y cómo se podría redefinir
para que fuera continua en dichos puntos?

3. ¿Tiene g un máximo absoluto en [.2, 2]? ¿Y un
mínimo absoluto?

4. ¿En qué puntos es la función f , cuya gráfica se
muestra en la Figura 1.32, discontinua? ¿En cuáles de
esos puntos es continua por la izquierda? ¿Y continua
por la derecha?

5. ¿Podría redefinirse la función f de la Figura 1.32 en el
punto x % 1 de forma que fuera continua en dicho
punto?

6. La función sgn (x) % x/ �x� no es continua ni discontinua
en x % 0. ¿Cómo es esto posible?
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Figura 1.32

En los Ejercicios 7-12, indique en qué puntos de sus
dominios las funciones dadas son continuas, continuas por
la izquierda o por la derecha y discontinuas.

7. f (x) %E
x

x2

si x a 0

si x n 0
8. f (x) %E

x

x2

si x a.1

si x n.1

9. f (x) %E
1/x2

0

si x Ç 0

si x % 0
10. f (x) %E

x2

0.987

si x m1

si x b 1

11. La función mínimo entero mayor dxe del Ejemplo 11
de la Sección P.5.

12. La función de coste C(t) del Ejercicio 53 de la Sec-
ción 1.3.

En los Ejercicios 13-16, ¿cómo debería definirse la función
en el punto dado para que fuera continua en dicho punto?
Obtenga una fórmula para la extensión continua en dicho
punto.

13.
x2

. 4

x . 2
para x % 2 14.

1 ! t3

1 . t2
para t %.1

15.
t2 . 5t ! 6

t2 . t . 6
para 3 16.

x2
. 2

x4
. 4

para ∂2

17. Obtenga k para que f (x) %E
x2

k . x2

si x m 2

si x b 2
sea una

función continua.

18. Obtenga m para que g(x) %E
x . m

1 . mx

si x a 3

si x n 3
sea

una función continua para todo x.

19. ¿Tiene la función x2 un valor máximo en el intervalo
abierto .1 a x a 1? ¿Y un valor mínimo? Explique el
motivo.

20. La función de Heaviside del Ejemplo 1 tiene un
máximo y un mínimo absolutos en el intervalo [.1,
1], pero no es continua en dicho intervalo. ¿Representa
esto una violación del teorema Max-Min? ¿Por qué?

En los Ejercicios 21-24 se piden los valores máximo y
mínimo de varias funciones. Se pueden resolver utilizando
el método del Ejemplo 9.

21. La suma de dos números no negativos vale 8. ¿Cuál es
el máximo valor posible de su producto?

22. La suma de dos números no negativos vale 8. ¿Cuál es
(a) el valor mínimo y (b) el valor máximo de la suma
de sus cuadrados?

23. Una compañía de software estima que si asigna x
programadores para trabajar en un proyecto, puede
desarrollar un nuevo producto en T días, siendo

T % 100 . 30x ! 3x2

¿Cuántos programadores debe asignar la compañía
para terminar el producto lo más rápidamente posible?

24. El coste de un fabricante de pupitres para enviar x
pupitres a su almacén es de 245x . 30x2

! x3.
¿Cuántos pupitres debería incluir en cada envío para
minimizar el coste medio por pupitre?

Calcule los intervalos en los que las funciones f (x) de los
Ejercicios 25-28 son positivas y negativas.

25. f (x) %
x2

. 1

x
26. f (x) % x2

! 4x ! 3

27. f (x) %
x2

. 1

x2
. 4

28. f (x) %
x2

! x . 2

x3

29. Demuestre que f (x) % x3
! x . 1 tiene un cero entre

x % 0 y x % 1.

30. Demuestre que la ecuación x3
. 15x ! 1 % 0 tiene tres

soluciones en el intervalo [.4, 4].

31. Demuestre que la función F(x) % (x . a)2(x . b)2
! x

toma el valor (a ! b)/2 en algún punto x.

32. (Un teorema del punto fijo) Suponga que f es una
función continua en el intervalo [0, 1] y que
0 m f (x) m 1 para todo x perteneciente a [0, 1].
Demuestre que debe existir un número c en [0, 1] tal
que f (c)%c (c se denomina punto fijo de la función f ).
Sugerencia: si f (0) % 0 o f (1) % 1, el resultado queda
demostrado. Si no es así, aplíquese el teorema del valor
medio a la función g(x) % f (x) . x.

33. Si una función par f es continua por la derecha en
x % 0, demuestre que es continua en x % 0.

34. Si una función impar f es continua por la derecha en
x % 0, demuestre que es continua en x % 0, y que
cumple f (0) % 0.

Utilice una herramienta gráfica para obtener los valores de
los máximos y los mínimos de las funciones de los
Ejercicios 35-38, y los puntos x donde se producen.
Obtenga todas las respuestas con una precisión de 3 dígitos
decimales.
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35. f (x) %
x2

. 2x

x4
! 1

en [.5, 5]

36. f (x) %
sen x

6 ! x
en [.n, n]

37. f (x) % x2
!

4

x
en [1, 3]

38. f (x) % sen (nx) ! x (cos (nx) ! 1) en [0, 1]

Utilice una herramienta gráfica o una calculadora
programable y el método de la bisección para resolver las
ecuaciones de los Ejercicios 39 y 40 con una precisión de
tres dígitos decimales. Como primer paso, intente obtener
un intervalo en el que pueda asegurar que hay una raíz.

39. x3
! x . 1 % 0

40. cos x . x % 0

Utilice la función fsolve de Maple para resolver las
Ecuaciones 41 y 42.

41. sen x ! 1 . x2
% 0 (dos raíces)

42. x4
. x . 1 % 0 (dos raíces)

43. Investigue la diferencia entre las rutinas de Maple
fsolve (f,x),solve(f,x), y
evalf (solve(f,x)), donde
f := x^3–x–1=0.
Nótese que no se especifica un intervalo de x.

1.5 Definición formal de límite

El material de esta sección es opcional.

La definición informal de límite dada en la Sección 1.2 no es lo suficientemente precisa para
permitirnos demostrar resultados sobre límites como los Teoremas 2-4 de la Sección 1.2. La de-
finición formal más precisa se basa en la idea de controlar la entrada x de una función f de for-
ma que la salida f (x) esté en un intervalo determinado.

Ejemplo 1 El área de un disco circular de radio r es A % nr2 cm2. Un mecánico debe fabricar un dis-
co circular de metal con un área de 400n cm2, con una tolerancia de u5 cm2. ¿Con qué tolerancia sobre 20
cm debe controlar el mecánico el radio del disco para lograr ese objetivo?

Solución El mecánico quiere obtener �nr2
. 400n� a 5, es decir,

400n . 5 a nr2
a 400n ! 5

o bien

∂400 . (5/n) a r a ∂400 ! (5/n)

19.96017 a r a 20.03975

Es decir, el mecánico necesita �r . 20� a 0.03975; por lo que debe asegurar que el radio del disco dista
menos de 0.04 cm del valor de 20 cm, para que el área del disco esté dentro del nivel de tolerancia.

Cuando se dice que f (x) tiene como límite L cuando x tiende a a, lo que realmente se dice es
que es posible asegurar que el error � f (x) . L� será menor que cualquier tolerancia admisible,
no importa lo pequeña que sea, si x está lo suficientemente cerca de a (pero no es igual a a). Es
tradicional utilizar e (la letra griega «épsilon») para expresar el tamaño del error admisible y d
(la letra griega «delta») para expresar la diferencia x . a que indica lo cerca que debe estar x de
a para cumplir con la tolerancia. Éstas son las letras que Cauchy y Weierstrass utilizaron en su
trabajo pionero del siglo XIX sobre límites y continuidad.

Si e es un número positivo, todo lo pequeño que se quiera, debemos ser capaces de asegurar
que � f (x) . L� a e haciendo que x esté lo suficientemente cerca de a (pero no sea igual a a).
¿Cuánto es lo suficientemente cerca? Es suficiente que la distancia �x . a� entre x y a sea menor
que un número positivo d que depende de e (véase la Figura 1.33). Si se puede encontrar el valor
de d para todo e positivo, se puede concluir que limxra f (x) % L.
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Figura 1.33 Si x Ç a y �x . a� a d, entonces � f (x) . L� a e.

DEFINICIÓN 8 Definición formal de límite

Se dice que una función f tiende al límite L cuando x tiende a a, y se escribe

lim
xra

f (x) % L

si se cumple la siguiente condición:
para todo número e b 0 existe un número d b 0, que posiblemente depende de e, tal que si
0 a �x . a� a d, entonces x pertenece al dominio de f y

� f (x) . L� a e

La definición formal de límite no indica cómo calcular el límite de una función, pero permite
verificar si la sospecha de un determinado límite es correcta. Los ejemplos que siguen muestran
cómo se puede utilizar para verificar afirmaciones sobre límites de diversas funciones. El prime-
ro de ellos presenta una verificación formal de los dos límites calculados en el Ejemplo 3 de la
Sección 1.2.

Ejemplo 2 (Dos límites importantes) Verifique: (a) limxra x % a y (b) limxra k % k (siendo k una
constante).

Solución

(a) Sea e b 0. Hay que encontrar d b 0 tal que

0 a �x . a� a d implica que �x . a�a e

Claramente se puede tomar d%e y la implicación anterior se cumplirá. Esto demuestra que
limxra x%a.

(b) Sea e b 0. Hay que encontrar d b 0 tal que

0 a �x . a� a d implica que �k . k� a e

Como k . k % 0, d puede tomar cualquier valor positivo y la implicación anterior será cierta. Esto de-
muestra que limxra k % k.

Ejemplo 3 Verifique: limxr2 x2
% 4.

Solución Aquí a % 2 y L % 4. Sea e un número positivo. Hay que encontrar d b 0 tal que si
0 a �x . 2�a d, entonces � f (x) . 4� a e. Tenemos que

� f (x) . 4� % �x2
. 4� % �(x ! 2)(x . 2)� % �x ! 2� �x . 2�
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Queremos que la expresión anterior sea menor que e. El factor �x . 2� se puede hacer tan pequeño como
deseemos escogiendo el valor de d adecuadamente, pero es necesario controlar el factor �x ! 2� para que no
se haga demasiado grande. Si asumimos que d m 1 y requerimos que �x . 2� a d, tenemos que

�x . 2� a 1 ú 1 a x a 3 ú 3 a x ! 2 a 5

ú �x ! 2� a 5

Por tanto,

� f (x) . 4�a 5�x . 2� si �x . 2� a d m 1

Pero 5�x . 2� a e si �x . 2� a e/5. Por tanto, si tomamos d % min {1, e/5}, el mínimo (el más pequeño) de
los números 1 y e/5, entonces,

� f (x) . 4�a 5�x . 2� a 5 #
e
5

% e si �x . 2� a d

Esto demuestra que limxr2 f (x) % 4.

Uso de la definición de límite para demostrar teoremas
Generalmente no hemos utilizado la definición formal de límite para verificar límites específicos
como en los dos ejemplos anteriores. Lo que hemos hecho es utilizar teoremas generales sobre
límites, en particular los Teoremas 2-4 de la Sección 1.2. La definición se usa para demostrar
estos teoremas. Como ejemplo, demostraremos la primera parte del Teorema 2, la regla de la
suma.

Ejemplo 4 (Demostración de la regla del límite de una suma) Si limxra f (x)%L y limxra g(x)%M,

demuestre que limxra ( f (x) ! g(x)) % L ! M.

Solución Sea e b 0. Hay que encontrar un número d tal que

0 a �x . a� a d ú �( f (x) ! g(x)) . (L ! M)� a e
Obsérvese que

�( f (x) ! g(x)) . (L ! M)� Reagrupar términos

% �( f (x) . L) ! (g(x) . M)� (Uso de la desigualdad del triángulo �a ! b� m �a� ! �b�)
m � f (x) . L� ! �g(x) . M �

Como limxra f (x) % L y e/2 es un número positivo, existe un número d1 b 0 tal que

0 a �x . a� a d1 ú � f (x) . L� a e/2

Análogamente, como limxra g(x) % M, existe un número d2 b 0 tal que

0 a �x . a� a d2 ú �g(x) . M � a e/2

Sea d % min{d1, d2}, el valor mínimo de d1 y d2. Si 0 a �x . a� a d, entonces �x . a� a d1, por lo que
� f (x) . L� a e/2 y �x . a� a d2, por lo que �g(x) . M � a e/2. Entonces,

�( f (x) ! g(x)) . (L ! M)� a
e
2

!
e
2

% e

Esto demuestra que limxra( f (x) ! g(x)) % L ! M.

Otras clases de límites
La definición formal de límite se puede modificar para dar definiciones precisas de límites late-
rales, límites en el infinito y límites infinitos. Daremos aquí algunas definiciones y dejaremos al
lector las restantes.
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DEFINICIÓN 9 Límite por la derecha

Se dice que una función f tiene límite por la derecha L en a, y se escribe

lim
xra!

f (x) % L

si se cumple la siguiente condición:
para todo número e b 0 existe un número d b 0, que posiblemente depende de e, tal que si
a a x a a ! d, entonces x pertenece al dominio de f y

� f (x) . L � a e

Nótese cómo la condición 0 a �x . a� a d en la definición de límite se transforma en
a a x a a ! d en el caso del límite por la derecha (Figura 1.34). La definición de límite por la
izquierda es similar a la anterior.

Figura 1.34 Si a a x a a ! d, entonces � f (x) . L� a e.

Ejemplo 5 Demuestre que lim
xr0!

∂x % 0.

Solución Sea e b 0. Si x b 0, entonces �∂x . 0� % ∂x. Se puede asegurar que ∂x a e haciendo que
x a e2. Tomando por tanto d % e2 se cumplirá la condición de la definición:

0 a x a d % e2 implica que �∂x . 0� a e

Por tanto, limxr0! ∂x % 0.

Para demostrar que una función f tiene límite L en el infinito tenemos que ser capaces de
asegurar que el error � f (x) . L� es menor que cualquier número positivo e con la restricción de
que x sea lo suficientemente grande, es decir, requiriendo que x b R para algún número positivo
R que dependerá de e.

DEFINICIÓN 10 Límite en el infinito

Se dice que una función f tiende al límite L cuando x tiende a infinito, y se escribe
lim
xrä

f (x) % L

si se cumple la siguiente condición:
para todo número e b 0 existe un número R, que posiblemente depende de e, tal que si
x b R, entonces x pertenece al dominio de f y

� f (x) . L� a e

Sugerimos al lector que formule una versión equivalente a la definición anterior para el lími-
te en menos infinito.
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Ejemplo 6 Demuestre que lim
xrä

1

x
% 0.

Solución Sea e un número positivo. Para x b 0 tenemos que

G
1

x
. 0G%

1

�x�
%

1

x
a e siempre que x b

1

e

Por lo tanto, la condición de la definición se cumple si R % 1/e, con lo que hemos demostrado que
limxrä

1/x% 0.

Para demostrar que f (x) tiene límite infinito en a, hay que asegurar que f (x) es mayor que cual-
quier número positivo dado (llamémoslo B) restringiendo x a un pequeño intervalo centrado en
a, con x Ç a.

DEFINICIÓN 11 Límite infinito

Se dice que una función f (x) tiende a infinito cuando x tiende a a, y se escribe

lim
xra

f (x) % ä

si para todo número positivo B se puede encontrar un número positivo d, que posiblemente
depende de B, tal que si 0 a �x . a� a d, entonces x pertenece al dominio de f y f (x) b B.

Intente el lector formular la correspondiente definición para el concepto de limxra f (x)%.ä.
Intente después modificar las definiciones para contemplar los casos de límites laterales infinitos
y límites infinitos en el infinito.

Ejemplo 7 Verifique que lim
xr0

1

x2 % ä.

Solución Sea B un número positivo. Tenemos que

1

x2 b B siempre que x2
a

1

B

Si d % 1/∂B, entonces

0 a �x� a d ú x2
a d2

%
1

B
ú

1

x2 b B

Y, por tanto, limxr0 1/x2
% ä.

Ejercicios 1.5

1. La longitud L de una barra de metal depende de la
temperatura T (oC) en la forma L % 39.6 ! 0.025T cm.
¿Entre qué valores de temperatura se debe mantener la
barra para que su longitud valga 40 cm u1 mm?

2. ¿Cuál es el máximo error admisible en la longitud de
20 cm del lado de una caja de cartón si el volumen de la
caja debe ser de 8000 cm3 con una tolerancia de u1.2%?

En los Ejercicios 3-6, ¿en qué intervalo debe estar
confinada x si f (x) debe estar a una distancia menor que e
del número L?

3. f (x) % 2x . 1, L % 3, e % 0.02

4. f (x) % x2, L % 4, e % 0.1

5. f (x) % ∂x, L % 1, e % 0.1

6. f (x) % 1/x, L %.2, e % 0.01

En los Ejercicios 7-10, encuentre un número d b 0 tal que
si �x . a� a d, entonces � f (x) . L� es menor que un número
dado e.

7. f (x) % 3x ! 1, a % 2, L % 7, e % 0.03
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8 . f (x) % ∂2x ! 3, a % 3, L % 3, e % 0.01

9. f (x) % x3, a % 2, L % 8, e % 0.2

10. f (x) % 1/(x! 1), a % 0, L % 1, e % 0.05

En los Ejercicios 11-20, utilice la definición formal de
límite para verificar los límites indicados.

11. lim
xr1

(3x ! 1) % 4 12. lim
xr2

(5 . 2x) % 1

13. lim
xr0

x2
% 0 14. lim

xr2

x . 2

1 ! x2 % 0

15. lim
xr1/2

1 . 4x2

1 . 2x
% 2 16. lim

xr.2

x2
! 2x

x ! 2
%.2

17. lim
xr1

1

x ! 1
%

1

2
18. lim

xr.1

x ! 1

x2
. 1

%.

1

2

19. lim
xr1

∂x % 1 20. lim
xr2

x3
% 8

En los Ejercicios 21-26, proporcione las definiciones
formales de los límites que se presentan.

21. lim
xra.

f (x) % L 22. lim
xr.ä

f (x) % L

23. lim
xra

f (x) %.ä 24. lim
xrä

f (x) % ä

25. lim
xra!

f (x) %.ä 26. lim
xra.

f (x) % ä

Utilice las definiciones formales de las diversas clases de
límites para demostrar las afirmaciones de los Ejercicios
27-30.

27. lim
xr1!

1

x . 1
% ä 28. lim

xr1.

1

x . 1
%.ä

29. lim
xrä

1

∂x2
! 1

% 0 30. lim
xrä

∂x % ä

Demostración de teoremas con la definición
de límite

*31. Demuestre que los límites son únicos. Es decir, si
limxra f (x) % L y limxra f (x) % M, entonces L % M.
Sugerencia: Suponga que LÇM y haga e% �L.M �/3.

*32. Si limxra g(x) % M, demuestre que existe un número
d b 0 tal que

0 a �x . a� a d ú �g(x)� a 1 ! �M �

(Sugerencia: Haga e % 1 en la definición de límite).
Esto quiere decir que los valores de g(x) están
acotados en las proximidades de un límite.

*33. Si limxra f (x) % L y limxra g(x) % M, demuestre que
limxra f (x) g(x) % LM (regla del producto del
Teorema 2). Sugerencia: Vuelva a leer el Ejemplo 4.
Haga e b 0 escriba

� f (x) g(x) . LM � % � f (x) g(x) . Lg(x) ! Lg(x) . LM �

% �( f (x) . L)g(x) ! L(g(x) . M) �

m �( f (x) . L)g(x) � ! �L(g(x) . M) �

% �g(x) � � f (x) . L � ! �L � �g(x) . M �

Ahora intente hacer cada término de la última línea menor
que e/2 tomando un valor de x cercano a a. Necesitará el
resultado del Ejercicio 32.

*34. Si limxra g (x) % M, siendo M Ç 0, demuestre que
existe un número d b 0 tal que

0 a �x . a� a d ú �g(x) � b �M �/2

*35. Si limxra g(x) % M, siendo M Ç 0, demuestre que

lim
xra

1

g(x)
%

1

M

Sugerencia: Necesitará el resultado del Ejercicio 34.

36. Utilice los hechos demostrados en los Ejercicios 33 y
35 para demostrar la regla del cociente (apartado 5 del
Teorema 2): si limxra f (x) % L y limxra g(x) % M,
siendo M Ç 0, entonces

lim
xra

f (x)

g(x)
%

L

M

*37. Utilice dos veces la definición de límite para
demostrar el Teorema 7 de la Sección 1.4: si f es
continua en L y lim

xrc
g(x) % L, entonces

lim
xrc

f (g(x)) % f (L) % f (lim
xrc

g(x))

*38. Demuestre el Teorema del Sándwich (Teorema 4 de
la Sección 1.2). Sugerencia: Si f (x) m g(x) m h(x),
entonces

�g(x) . L � % �g(x) . f (x) ! f (x) . L �

m �g(x) . f (x) � ! � f (x) . L �

m �h(x) . f (x) � ! � f (x) . L �

% �h(x) . L . ( f (x) . L) � ! � f (x) . L�

m �h(x) . L � ! � f (x) . L � ! � f (x) . L �

Ahora puede hacer cada término de la expresión
anterior menor que e/3 para completar la
demostración.
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Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes frases?
0 Tasa o velocidad media de cambio de f (x) en [a, b].

0 Tasa o velocidad instantánea de cambio de f (x) en
x % a.

0 limxra f (x) % L

0 limxra! f (x) % L, limxra.
f (x) % L

0 limxrä
f (x) % L, limxr.ä

f (x) % L

0 limxra f (x) % ä, limxra! f (x) %.ä

0 f es continua en c.

0 f es continua por la izquierda (o por la derecha) en c.

0 f tiene una extensión continua en c.

0 f es una función continua.

0 f toma sus valores máximo y mínimo en el intervalo I.

0 f está acotada en el intervalo I.

0 f tiene la propiedad del valor medio en el intervalo I.

Formule tantas «leyes de límites» como sepa.

¿Qué propiedades debe tener una función si es
continua y su dominio es un intervalo cerrado
y finito?

¿Cómo se pueden calcular ceros (raíces)
de funciones continuas?

Ejercicios de repaso
1. Calcule la velocidad media de cambio de x3 en el

intervalo [1, 3].

2. Calcule la velocidad media de cambio de 1/x en el
intervalo [.2, .1].

3. Calcule la velocidad de cambio de x3 en x % 2.

4. Calcule la velocidad de cambio de 1/x en x % .3/2.

En los Ejercicios 5-30, calcule los límites o explique por
qué no existen.

5. lim
xr1

(x2
. 4x ! 7) 6. lim

xr2

x2

1 . x2

7. lim
xr1

x2

1 . x2 8. lim
xr2

x2
. 4

x2
. 5x ! 6

9. lim
xr2

x2
. 4

x2
. 4x ! 4

10. lim
xr2.

x2
. 4

x2
. 4x ! 4

11. lim
xr.2!

x2
. 4

x2
! 4x ! 4 12. lim

xr4

2 . ∂x

x . 4

13. lim
xr3

x2
. 9

∂x . ∂3
14. lim

hr0

h

∂x ! 3h . ∂x

15. lim
xr0!

∂x . x2 16. lim
xr0

∂x . x2

17. lim
xr1

∂x . x2 18. lim
xr1.

∂x . x2

19. lim
xrä

1 . x2

3x2
. x . 1

20. lim
xr.ä

2x ! 100

x2
! 3

21. lim
xr.ä

x3
. 1

x2
! 4

22. lim
xrä

x4

x2
. 4

23. lim
xr0!

1

∂x . x2
24. lim

xr1/2

1

∂x . x2

25. lim
xrä

sen x 26. lim
xrä

cos x

x

27. lim
xr0

x sen
1

x
28. lim

xr0
sen

1

x2

29. lim
xr.ä

[x ! ∂x2
. 4x ! 1]

30. lim
xrä

[x ! ∂x2
. 4x ! 1]

¿En qué puntos (si hay alguno) de su dominio son
discontinuas las funciones de los Ejercicios 31-38? ¿Es f
continua por la izquierda o por la derecha en esos puntos?
En los Ejercicios 35 y 36, H indica la función de
Heaviside: H(x) % 1 si x n 0 y H(x) % 0 si x a 0.

31. f (x) % x3
. 4x2

! 1 32. f (x) %
x

x ! 1

33. f (x) %E
x2

x

si x b 2

si x m 2
34. f (x) %E

x2

x

si x b 1

si x m 1

35. f (x) % H(x . 1) 36. f (x) % H(9 . x2)

37. f (x) % �x� ! �x ! 1�

38. f (x) %E
�x�/�x ! 1�
1

si x Ç.1

si x %.1

Problemas avanzados
1. Demuestre que la velocidad media de cambio de la

función x3 en el intervalo [a, b], siendo 0 a a a b, es
igual a la velocidad instantánea de cambio de x3 en
x % ∂(a2

! ab ! b2)/3. ¿Está este punto a la
izquierda o a la derecha del punto medio del intervalo
[a, b], (a ! b)/2?
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2. Calcule lim
xr0

x

�x . 1� . �x ! 1�

3. Calcule lim
xr3

�5 . 2x� . �x . 2�
�x . 5� . �3x . 7�

4. Calcule lim
xr64

x1/3
. 4

x1/2
. 8

5. Calcule lim
xr1

∂3 ! x . 2
3
∂7 ! x . 2

6. La ecuación ax2
! 2x . 1 % 0, siendo a una constante,

tiene dos raíces si a b.1 y a Ç 0:

r!(a) %
.1 ! ∂1 ! a

a
y r.(a) %

.1 . ∂1 ! a

a

(a) ¿Qué sucede con la raíz r.(a) cuando a r 0?

(b) Investigue numéricamente qué ocurre con la raíz
r!(a) cuando a r 0, probando con los valores
a % 1, u0.1, u0.01, ... Para valores como
a % 10.8, la precisión limitada de las calculadoras
puede producir resultados interesantes. ¿Qué
sucede, y por qué?

(c) Calcule matemáticamente limar0 r!(a) utilizando
la igualdad

∂A . ∂B %
A . B

∂A ! ∂B

7. ¿VERDADERO o FALSO? Si es VERDADERO,
explique la razón. Si es FALSO, proporcione un
contraejemplo.

(a) Si existe limxra f (x) pero no existe limxra g(x),
entonces no existe limxra ( f (x) ! g(x)).

(b) Si no existe limxra f (x) ni limxra g(x), entonces
no existe limxra ( f (x) ! g(x)).

(c) Si f es continua en a, entonces también lo es � f �.
(d) Si � f � es continua en a, entonces también lo es f .

(e) Si f (x) a g(x) para todo x en un intervalo
alrededor de a, y si existen limxra f (x) y limxra

g(x), entonces limxra f (x) a limxra g(x).

8. (a) Si f es una función continua definida en un
intervalo cerrado [a, b], demuestre que R( f ) es un
intervalo cerrado.

(b) ¿Qué posibilidades hay para R( f ) si D( f ) es un
intervalo abierto (a, b)?

9. Considere la función f (x) %
x2

. 1

�x2
. 1�

. Calcule todos los

puntos donde f no sea continua. ¿Tiene f límites
laterales en alguno de esos puntos y, si es así, cuales
son?

10. Calcule el valor mínimo de f (x) % 1/(x. x2) en el
intervalo (0, 1). Explique cómo sabe que debe existir
ese valor mínimo.

*11. (a) Suponga que f es una función continua en el
intervalo [0, 1] y que f (0) % f (1). Demuestre que

f (a) % f Aa !
1

2B para algún a à C0,
1

2D .

Sugerencia: Haga g(x) % f Ax !
1

2B. f (x) y

utilice el teorema del valor medio.

(b) Sea n un entero mayor que 2. Demuestre que

f (a) % f Aa !
1

nB para algún a à C0, 1 .

1

nD .
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CAPÍTULO 2

Diferenciación

—De acuerdo— —dijo Mente Profunda—. La respuesta a
la Gran Pregunta...
—¡Sí...!
—... de la Vida, el Universo y el Todo —añadió Mente
Profunda
—¡Sí...!
—Es... —continuó Mente Profunda, e hizo una pausa.
—¡¿Sí...?!
—Cuarenta y dos —afirmó Mente Profunda, con infinita
calma y majestad.
—¡Cuarenta y dos! —se lamentó Loonquawl—. ¿Eso es
todo lo que tienes que decir tras un trabajo de siete millo-
nes y medio de años?
—Lo he comprobado a fondo —dijo el computador—, y
esa es la respuesta definitiva. Pienso que el problema, pa-
ra ser franco contigo, es que nunca supiste realmente cuál
era la pregunta.

Douglas Adams (1952-2001)
de The Hitchhiker’s Guide to the Galaxy

Introducción El cálculo considera dos problemas fundamentales. El problema
de las pendientes consiste en calcular la pendiente de (o recta tangente a) una curva
dada en un determinado punto de dicha curva. El problema de las áreas consiste
en calcular el área de una región plana limitada por curvas y rectas. El cálculo dife-
rencial se ocupa de la solución al problema de las pendientes. Como veremos, este
problema tiene muchas aplicaciones en matemáticas y en otras disciplinas. De pro-
blema de las áreas se ocupa el cálculo integral, que consideraremos a partir del Ca-
pítulo 5.



2.1 Rectas tangentes y sus pendientes

En esta sección consideraremos el problema de obtener una recta L tangente a una curva C en un
punto P. Como ocurre a menudo en matemáticas, el paso más importante en la solución de un
problema fundamental es la definición adecuada del mismo.

Por simplicidad, y por evitar ahora ciertos problemas que consideraremos posteriormente, no
consideraremos la clase general de curvas, sino sólo aquellas que son gráficas de funciones con-
tinuas. Sea C la gráfica de y % f (x) y sea P el punto (x0, y0) sobre la curva C, de forma que
y0 % f (x0). Supondremos que P no es un extremo de C. Por tanto, C se extiende una cierta dis-
tancia a ambos lados de P (véase la Figura 2.1).

¿Qué significa que la recta L es tangente a C en P? Nuestra experiencia en rectas tangentes a
circunferencias no nos ayuda para definir tangentes a curvas más generales. Una recta tangente a
una circunferencia tiene las siguientes propiedades (véase la Figura 2.2):

(i) Corta a la circunferencia en un único punto.
(ii) Toda la circunferencia queda a un único lado de la recta.
(iii) La tangente es perpendicular a la recta que une el centro de la circunferencia con el punto

de contacto.

Figura 2.1 L es tangente a C en P. Figura 2.2 L es tangente a C en P.

La mayoría de las curvas no tienen centros obvios, de forma que la condición (iii) no es de utili-
dad para caracterizar sus tangentes. En las curvas que se muestran en la Figura 2.3 las condicio-
nes (i) y (ii) tampoco se pueden usar para definir tangentes. En particular, la Figura 2.3(d) mues-
tra una curva que no es «suave» en P, de forma que la curva no puede tener tangente en ese
punto. La recta tangente debe tener la misma «dirección» que la curva en el punto de tangencia.

La definición razonable de tangente debe establecerse en términos de límites. Si Q es un
punto de C diferente de P, la recta que pasa por P y Q se denomina secante. Esta recta gira
sobre P a medida que Q se mueve por la curva. Si L es la recta que pasa por P cuya pendiente es
el límite de las pendientes de las secantes PQ a medida que Q se aproxima a P por la curva C
(Figura 2.4), se dice que dicha recta L es la tangente a la curva C en el punto P.

Como C es la gráfica de la función y % f (x), entonces las rectas verticales sólo pueden cruzar
a C una vez. Como P % (x0, f (x0)), un punto diferente Q de la gráfica debe tener una coordena-
da x diferente, por ejemplo x0 ! h, siendo h Ç 0. Por tanto, Q % (x0 ! h, f (x0 ! h)), y la pen-
diente de la recta PQ es

f (x0 ! h) . f (x0)

h

Esta expresión se denomina cociente de Newton o cociente de diferencias de f en x0. Nótese
que h puede ser positivo o negativo, dependiendo de si Q está a la derecha o a la izquierda de P.
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Figura 2.3

(a) L corta a C sólo en P, pero no es
tangente a C.

(b) L corta a C en varios puntos, pero
sólo es tangente a C en el punto P.

(c) L es tangente a C en P, pero corta
también a la curva en P.

(d) Muchas rectas cortan a C sólo en
P, pero ninguna de ellas es
tangente a C en P.

Figura 2.4 Las rectas secantes PQ se aproximan
a la recta tangente L a medida que Q se aproxima
a P por la curva C.

DEFINICIÓN 1 Tangentes no verticales

Supongamos una función f continua en x % x0 y que existe

lim
hr0

f (x0 ! h) . f (x0)

h
% m

Entonces la recta de pendiente m que pasa por el punto P % (x0, f (x0)) se denomina recta
tangente (o simplemente tangente) a la gráfica de y % f (x) en el punto P. Una posible
ecuación de la tangente es

y % m(x . x0) ! y0

CAPÍTULO 2. Diferenciación 115



Ejemplo 1 Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva y % x2 en el punto (1, 1).

Solución En este ejemplo f (x) % x2, x0 % 1, e y0 % f (1) % 1. La pendiente de la tangente pedida es:

m % lim
hr0

f (1 ! h) . f (1)

h
% lim

hr0

(1 ! h)2
. 1

h

% lim
hr0

1 ! 2h ! h2
. 1

h

% lim
hr0

2h ! h2

h
% lim

hr0
(2 ! h) % 2

De acuerdo con lo anterior, la ecuación de la recta tangente en (1, 1) es y % 2(x . 1) ! 1, o y % 2x . 1.
Véase la Figura 2.5.

Figura 2.5 Tangente a la curva y % x2 en el punto (1, 1).

La Definición 1 considera sólo tangentes que tienen pendientes finitas y, por tanto, que no
son verticales. Es también posible que la gráfica de una función tenga una tangente vertical.

Ejemplo 2 Considere la gráfica de la función f (x) %
3

∂x % x1/3, que se muestra en la Figura 2.6. La
gráfica es una curva suave, y parece evidente que el eje y es tangente a esta curva en el origen. Calculemos
el límite del cociente de Newton para f en x % 0.

lim
hr0

f (0 ! h) . f (0)

h
% lim

hr0

h1/3

h
% lim

hr0

1

h2/3 % ä

Aunque el límite no existe, la pendiente de la recta secante que pasa por el origen y por cualquier otro
punto Q de la curva tiende a infinito cuando Q se aproxima al origen por cualquier lado de la curva.

Figura 2.6 El eje y es tangente a y % x1/3 en el origen.

Ejemplo 3 Por otra parte, la función f (x) % x2/3, cuya gráfica se muestra en la Figura 2.7, no tiene
tangente en el origen porque no es «suave» en ese punto. En este caso el cociente de Newton es

f (0 ! h) . f (0)

h
%

h2/3

h
%

1

h1/3
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que no tiene límite cuando h tiende a cero (el límite por la derecha es ä y por la izquierda es .ä). Se
dice que la curva tiene un vértice en el origen. Un vértice es un punto infinitamente agudo. Si viajáramos
por la curva, al llegar al origen tendríamos que parar y girar 180o.

Figura 2.7 Esta gráfica no tiene tangente en el origen.

A la luz de los dos ejemplos anteriores, podemos extender la definición de recta tangente para
contemplar el caso de tangentes verticales:

DEFINICIÓN 2 Tangentes verticales

Supongamos una función f continua en P % (x0, y0), siendo y0 % f (x0); si

lim
hr0

f (x0 ! h) . f (x0)

h
% ä o lim

hr0

f (x0 ! h) . f (x0)

h
% .ä

entonces la recta vertical x % x0 es tangente a la gráfica de y % f (x) en P. Si el límite del
cociente de Newton no existe y la causa es otra diferente a la de valer ä o .ä, la gráfica
de y % f (x) no tiene tangente en el punto P.

Ejemplo 4 ¿Tiene la gráfica de y % �x � tangente en x % 0?

Solución En este caso el cociente de Newton es:

�0 ! h � . �0 �
h

%
�h �
h

% sgn h %E
1, si h b 0

.1, si h a 0

Como sgn h tiene límites diferentes por la izquierda y por la derecha en x % 0 (concretamente, 1 y .1), el
cociente de Newton no tiene límite cuando h r 0, por lo que y % �x � no tiene recta tangente en (0, 0) (véase
la Figura 2.8). La gráfica presenta un quiebro en el origen, cambia súbitamente de dirección y no es suave
en ese punto. Las curvas sólo tienen tangentes en los puntos donde son suaves. Las gráficas de y % x2/3 e
y % �x � tienen tangentes en todos sus puntos excepto en el origen, que es el punto donde no se comportan
suavemente.

Figura 2.8 y % �x � no tiene tangente en el origen.
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DEFINICIÓN 3 Pendiente de una curva

La pendiente de una curva C en un punto P es la pendiente de la recta tangente a C en P
si existe dicha recta tangente. Concretamente, la pendiente de la gráfica de y % f (x) en el
punto x0 es

lim
hr0

f (x0 ! h) . f (x0)

h

Ejemplo 5 Calcule la pendiente de la curva y % x/(3x! 2) en el punto x % .2.

Solución Si x % .2, entonces y % 1/2, y la pendiente pedida es

m % lim
hr0

.2 ! h

3(.2 ! h) ! 2
.

1

2

h

% lim
hr0

.4 ! 2h . (.6 ! 3h ! 2)

2(.6 ! 3h ! 2)h

% lim
hr0

.h

2h(.4 ! 3h)
% lim

hr0

.1

2(.4 ! 3h)
%

1

8

Normales

Si una curva C tiene una recta tangente L en un punto P, la recta perpendicular a L que pasa por
P se denomina normal a C en P. Si L es horizontal, entonces N es vertical, y si L es vertical,
entonces N es horizontal. Si L no es ni vertical ni horizontal, entonces, como se indica en la Sec-
ción P.2, la pendiente de N es el inverso cambiado de signo de la pendiente de L, es decir,

pendiente de la normal %
.1

pendiente de la tangente

Ejemplo 6 Calcule la ecuación de la normal a y % x2 en el punto (1, 1).

Solución Como vimos en el Ejemplo 1, la tangente a y % x2 en (1, 1) tiene pendiente 2. Por tanto, la
pendiente de la normal es .1/2, y su ecuación es

y % .

1

2
(x . 1) ! 1 o y % .

x

2
!

3

2

Ejemplo 7 Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva y%∂x en el punto (4, 2).

Solución La pendiente de la tangente en (4, 2) es (Figura 2.9)

m % lim
hr0

∂4 ! h . 2

h
% lim

hr0

(∂4 ! h . 2)(∂4 ! h ! 2)

h(∂4 ! h ! 2)

% lim
hr0

4 ! h . 4

h(∂4 ! h ! 2)

% lim
hr0

1

∂4 ! h ! 2
%

1

4
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Figura 2.9 Tangente y normal a y % ∂x en el punto (4, 2).

La ecuación de la recta tangente es

y %
1

4
(x . 4) ! 2 o x . 4y ! 4 % 0

y la normal tiene pendiente .4 y, por tanto, su ecuación es

y % .4(x . 4) ! 2 o y % .4x ! 18

Ejercicios 2.1

En los Ejercicios 1-12, calcule la ecuación de la recta
tangente a la curva dada en el punto indicado.

1. y % 3x . 1 en (1, 2) 2. y % x/2 en (a, a/2)

3. y % 2x2
. 5 en (2, 3) 4. y % 6.x.x2 en x%.2

5. y % x3
! 8 en x%.2 6. y %

1

x2
! 1

en (0, 1)

7. y % ∂x ! 1 en x % 3 8. y %
1

∂x
en x % 9

9. y %
2x

x ! 2
en x % 2 10. y % ∂5 . x2 en x % 1

11. y % x2 en x % x0 12. y %
1

x
en Aa,

1

aB
¿Tienen las gráficas de las funciones f de los Ejercicios
13-17 tangentes en los puntos dados? Si es así, ¿cuál es la
recta tangente?

13. f (x) % ∂�x � en x % 0 14. f (x)%(x.1)4/3 en x%1

15. f (x) % (x ! 2)3/5 en x % .2

16. f (x) % �x2
. 1 � en x % 1

17. f (x) %E
∂x si x n 0

.∂.x si x a 0
en x % 0

18. Calcule la pendiente de la curva y % x2
. 1 en el punto

x % x0. ¿Cuál es la ecuación de la tangente a
y % x2

. 1 cuya pendiente es .3?

19. (a) Calcule la pendiente de y % x3 en el punto x % a.
(b) Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a

y % x3 cuya pendiente es 3.

20. Calcule todos los puntos de la curva y % x3
. 3x cuya

tangente es paralela al eje x.

21. Calcule todos los puntos de la curva y % x3
. x ! 1

cuya tangente es paralela a la recta y % 2x ! 5.

22. Calcule todos los puntos de la curva y % 1/x cuya
tangente es perpendicular a la recta y % 4x . 3.

23. ¿Para qué valor de la constante k es la recta x ! y % k
normal a la curva y % x2?

24. ¿Para qué valor de la constante k las curvas y % kx2 e
y % k(x . 2)2 se cortan formando ángulos rectos?
Sugerencia: ¿Dónde se cortan las curvas? ¿Qué valen
sus pendientes allí?

Utilice una herramienta gráfica para dibujar las siguientes
curvas. ¿Dónde tienen las curvas tangente horizontal? ¿Hay
algún punto donde las curvas no tengan tangente?

25. y % x3(5 . x)2 26. y%2x3
.3x2

.12x!1

27. y %�x2
.1 �.x 28. y%�x!1 �.�x.1 �

29. y %(x2
.1)1/3 30. y%((x2

. 1)2)1/3

*31. Si la recta L es tangente a la curva C en el punto P,
entonces el mínimo ángulo entre L y la secante PQ
entre P y otro punto Q de C tiende a 0 cuando Q se
acerca a P por la recta C. ¿Es cierto lo contrario: si el
ángulo entre PQ y la recta L (que pasa por P) tiende a
0, debe ser L tangente a C?

*32. Sea P(x) un polinomio. Si a es un número real,
entonces P(x) se puede expresar de la forma

P(x) % a0 ! a1(x . a)!a2(x . a)2
! ñ ! an(x . a)n

para algún n n 0. Si �(x) % m(x . a) ! b, demuestre
que la recta y % �(x) es tangente a la gráfica de
y%P(x) en x%a siempre que P(x).�(x)%(x.a)2Q(x),
siendo Q(x) un polinomio.
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2.2 La derivada

Una línea recta tiene la propiedad de que su pendiente es la misma en todos sus puntos. Sin em-
bargo, en cualquier otra curva la pendiente puede variar de un punto a otro. Por tanto, la pen-
diente de la gráfica y % f (x) en el punto x es a su vez una función de x. Si en un punto x de una
gráfica, la pendiente es finita, se dice que f es diferenciable, y se denomina a la pendiente deri-
vada de f. La derivada es, por tanto, el límite del cociente de Newton.

DEFINICIÓN 4

La derivada de una función f es otra función f ñ definida como

f ñ(x) % lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h

en todos los puntos x donde el límite exista (sea un número finito). Si existe f ñ(x), se dice
que f es diferenciable en x.

El dominio de la derivada f ñ (léase «f prima») es el conjunto de números x del dominio de f
donde la gráfica de f tiene una tangente no vertical, y el valor f ñ(x0) de f ñ en un punto x0 es la
pendiente de la tangente a y % f (x) en dicho punto. Por tanto, la ecuación de la recta tangente a
y % f (x) en el punto (x0, f (x0)) es

y % f (x0) ! f ñ(x0)(x . x0)

El dominio D( f ñ) de f ñ puede ser menor que el dominio D( f ) de f dado que aquél contiene sólo
los puntos de D( f ) donde f es diferenciable. Los valores de x en D( f ) donde f no es diferencia-
ble y que no son extremos de D( f ) se denominan puntos singulares de f.

Observación El valor de la derivada de f en un punto particular x0 se puede expresar como
un límite de dos formas:

f ñ(x0) % lim
hr0

f (x0 ! h) . f (x0)

h
% lim

hrx0

f (x) . f (x0)

x . x0

En el segundo límite x0 ! h se sustituye por x, de modo que h % x . x0, y la condición h r 0 es
equivalente a x r x0.

El proceso de calcular la derivada f ñ de una función dada se denomina diferenciación. Mu-
chas veces se puede dibujar la gráfica de f ñ directamente a partir de la de f visualizando las
pendientes, procedimiento que se denomina diferenciación gráfica. En la Figura 2.10 las gráfi-
cas de f ñ y gñ se obtienen midiendo las pendientes de los correspondientes puntos de las gráficas
de f y g que hay encima de ellas. El valor de la gráfica y % f ñ(x) en x es la pendiente de la
gráfica de y % f (x) en x. Nótese que .1 y 1 son puntos singulares de f. Aunque f (.1) y f (1)
están definidos, f ñ(.1) y f ñ(1) no están definidos. La gráfica de f no tiene recta tangente en
.1 ni en 1.

Una función f es diferenciable en un conjunto S si es diferenciable en todo punto x de S. En
general, las funciones que encontramos están definidas en intervalos o en uniones de intervalos.
Si f está definida en un intervalo cerrado [a, b], la Definición 4 no contempla la existencia de
derivada en los extremos x % a o x % b (¿por qué?). Como hicimos para la continuidad en la
Sección 1.4, vamos a extender la definición considerando la derivada por la derecha en x % a
y la derivada por la izquierda en x % b:

f ñ!(a) % lim
hr0!

f (a ! h) . f (a)

h
, f ñ

.
(b) % lim

hr0.

f (b ! h) . f (b)

h
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Figura 2.10 Diferenciación gráfica.

Diremos ahora que f es diferenciable en [a, b] si existe f ñ(x) para todo x en (a, b) y existen
también f ñ!(a) y f ñ

.
(b).

Algunas derivadas importantes

Presentaremos a continuación algunos ejemplos de cálculo algebraico de derivadas a partir de su
definición. Algunos de los ejemplos serán los bloques básicos a partir de los cuales construire-
mos derivadas más complicadas. Se recogen en la Tabla 1, que se presentará posteriormente en
esta sección, y es conveniente memorizarlas.

Ejemplo 1 (Derivada de una función lineal) Demuestre que si f (x) % ax ! b, entonces f ñ(x) % a.

Solución El resultado es evidente observando la gráfica de f (Figura 2.11), pero realizaremos el cálculo
utilizando la definición:

f ñ(x) % lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h

% lim
hr0

a(x ! h) ! b . (ax ! b)

h

% lim
hr0

ah

h
% a

Figura 2.11 La derivada de la función lineal f (x) % ax ! b es la función constante
f ñ(x) % a.
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Un caso especial importante del Ejemplo 1 es que la derivada de una función constante es la
función cero:

Si g(x) % c (constante), entonces gñ(x) % 0

Ejemplo 2 Utilizando la definición, calcule las derivadas de

(a) f (x) % x2, (b) g(x) %
1

x
, y (c) k(x) % ∂x

Solución Las Figuras 2.12-2.14 muestran las gráficas de las funciones y de sus derivadas.

Figura 2.12 La derivada de f (x)%x2

es f ñ(x) % 2x.
Figura 2.13 La derivada de g(x)%1/x

es gñ(x) % .1/x2.
Figura 2.14 La derivada de k(x)%∂x

es kñ(x) % 1/(2∂x).

(a) f ñ(x) % lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h

% lim
hr0

(x ! h)2
. x2

h

% lim
hr0

2hx ! h2

h
% lim

hr0
(2x ! h) % 2x

(b) gñ(x) % lim
hr0

g(x ! h) . g(x)

h

% lim
hr0

1

x ! h
.

1

x

h

% lim
hr0

x . (x ! h)

h(x ! h)x
% lim

hr0
.

1

(x ! h)x
% .

1

x2
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(c) kñ(x) % lim
hr0

k(x ! h) . k(x)

h

% lim
hr0

∂x ! h . ∂x

h

% lim
hr0

∂x ! h . ∂x

h
#

∂x ! h ! ∂x

∂x ! h ! ∂x

% lim
hr0

x ! h . x

h(∂x ! h ! ∂x)
% lim

hr0

1

∂x ! h ! ∂x
%

1

2∂x

Nótese que k no es diferenciable en el punto x % 0.

Las tres derivadas calculadas en el Ejemplo 2 son casos particulares de la regla general de la
potencia:

Si f (x) % xr, entonces f ñ(x) % rxr.1

Esta fórmula, que verificaremos en la Sección 3.3, es válida para todos los valores de r y x para
los que xr.1 tenga sentido como número real.

Ejemplo 3 (Diferenciación de potencias)

Si f (x) % x5/3, entonces f ñ(x) %
5

3
x(5/3).1

%
5

3
x2/3 para todo x real.

Si g(t) %
1

∂t
% t.1/2, entonces gñ(t) % .

1

2
t.(1/2).1

% .

1

2
t.3/2 para t b 0.

Posteriormente demostraremos todos los casos de la regla general de la potencia. Por ahora ofre-
cemos una demostración del caso r % n, un entero positivo, basada en la factorización de una
diferencia de potencias n-ésimas:

an
. bn

% (a . b)(an.1
! an.2b ! an.3b2

! ñ ! abn.2
! bn.1)

(Compruebe que la fórmula es correcta multiplicando los dos factores del miembro derecho). Si
f (x) % xn, a % x ! h y b % x, entonces a . b % h y

f ñ(x) % lim
hr0

(x ! h)n
. xn

h
n términos

Y∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫Z∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫[

% lim
hr0

h[(x ! h)n.1
! (x ! h)n.2x ! (x ! h)n.3x2

! ñ ! xn.1]

h

% nxn.1

En la Sección 2.3 se presentará una prueba alternativa basada en la regla del producto e induc-
ción matemática. El método de factorización utilizado anteriormente se puede utilizar también
para demostrar la regla general de la potencia para enteros negativos, r % .n, e inversos de en-
teros, r % 1/n (véanse los Ejercicios 50 y 52 al final de esta sección).
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Ejemplo 4 (Diferenciación de la función valor absoluto) Verifique que:

Si f (x) % �x �, entonces f ñ(x) %
x

�x �
% sgn x

Solución Tenemos que

f (x) %E
x, si x n 0

.x, si x a 0

Por tanto, teniendo en cuenta el Ejemplo 1 anterior, f ñ(x) % 1 si x b 0 y f ñ(x) % .1 si x a 0. Además, el
Ejemplo 4 de la Sección 2.1 demuestra que f no es diferenciable en x % 0, que es un punto singular de f.
Entonces (véase la Figura 2.15),

f ñ(x) %E
1, si x b 0

.1, si x a 0
%

x

�x �
% sgn x

Figura 2.15 La derivada de �x � es sgn x % x/�x �.

La Tabla 1 muestra las derivadas elementales calculadas hasta ahora. A partir de la Sección 2.3
desarrollaremos reglas generales para calcular derivadas de funciones que se obtienen combinan-
do funciones más simples. De esa forma, raramente tendremos que recurrir a la definición de de-
rivada ni al cálculo de límites para obtener derivadas. Es importante, sin embargo, recordar las
derivadas de algunas funciones elementales. Conviene memorizar las de la Tabla 1.

Tabla 1. Algunas funciones elementales y sus derivadas

f (x) f ñ(x)

c (constante) 0
x 1
x2 2x
1

x
.

1

x2 (x Ç 0)

∂x
1

2∂x
(x b 0)

xr r xr.1 (xr.1 real)

�x �
x

�x �
% sgn x

Notación de Leibniz
Como las funciones se pueden escribir de diferentes formas, resulta de utilidad tener más de una
notación para representar las derivadas. Si y % f (x), se puede usar la variable dependiente y para
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representar la función, e indicar la derivada de dicha función con respecto a x de alguna de las
siguientes formas:

Dxy % yñ %
dy

dx
%

d

dx
f (x) % f ñ(x) % Dx f (x) % D f (x)

En las formas que usan «Dx» se puede omitir el subíndice x si la variable de diferenciación es
obvia. Frecuentemente, la forma más conveniente de referirse a la derivada de una función dada

explícitamente como una expresión en la variable x es escribir
d

dx
delante de la expresión. El

símbolo
d

dx
es el operador diferencial y debe leerse «derivada con respecto a x de ...». Por ejem-

plo,
d

dx
x2

% 2x (la derivada con respecto a x de x2 es 2x)

d

dx
∂x %

1

2∂x

d

dt
t100

% 100t99

si y % u3, entonces
dy

du
% 3u2

El valor de la derivada de una función en un punto particular x0 de su dominio se puede ex-
presar también de diversas formas:

Dxy Gx%x0

% yñ Gx%x0

%
dy

dx Gx%x0

%
d

dx
f (x) Gx%x0

% f ñ(x0) % Dx f (x0)

El símbolo Gx%x0

se denomina símbolo de evaluación. Significa que la expresión que lo precede

debe ser evaluada en x % x0. Por ejemplo,

d

dx
x4 Gx%.1

% 4x3 Gx%.1

% 4(.1)3
% .4

No hay que confundir las expresiones

d

dx
f (x) y

d

dx
f (x) Gx%x0

La primera expresión representa a la función, f ñ(x). La segunda representa un número, f ñ(x0).

Presentamos a continuación otro ejemplo en el que la derivada se calcula a partir de la defini-
ción, esta vez para una función algo más complicada.

Ejemplo 5 Utilice la definición de derivada para calcular
d

dx A
x

x2
! 1BGx%2

.
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Solución Podríamos calcular
d

dx A
x

x2
! 1B y sustituir después x % 2, pero es más sencillo poner x % 2 en

la expresión del cociente de Newton antes de tomar al límite:

d

dx A
x

x2
! 1BGx%2

% lim
hr0

2 ! h

(2 ! h)2
! 1

.

2

22
! 1

h

% lim
hr0

2 ! h

5 ! 4h ! h2 .

2

5

h

% lim
hr0

5(2 ! h) . 2(5 ! 4h ! h2)

5(5 ! 4h ! h2)h

% lim
hr0

.3h . 2h2

5(5 ! 4h ! h2)h

% lim
hr0

.3 . 2h

5(5 ! 4h ! h2)
% .

3

25

Las notaciones dy/dx y
d

dx
f (x) se denominan notaciones de Leibniz de la derivada, tras el tra-

bajo de Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), uno de los creadores del cálculo, que utilizó
esas notaciones. Las ideas principales del cálculo fueron desarrolladas independientemente por
Leibniz e Isaac Newton (1643-1727). Newton utilizó notaciones similares a las primas (yñ) que
hemos usado aquí.

La notación de Leibniz viene sugerida por la definición de derivada. El cociente de Newton
[ f (x ! h) . f (x)]/h, cuyo límite se toma para calcular la derivada dy/dx, se puede escribir en la
forma By/Bx, donde By % f (x ! h) . f (x) es el incremento de y, y Bx % (x ! h) . x % h es el
correspondiente incremento de x cuando se pasa del punto (x, f (x)) al punto (x ! h, f (x ! h)) en
la gráfica de x (véase la Figura 2.16). B es la letra griega delta mayúscula. Utilizando símbolos:

dy

dx
% lim

Bxr0

By

Bx

Figura 2.16
dy

dx
% lim

Bxr0

By

Bx
.
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Diferenciales
El cociente de Newton By/Bx es realmente un cociente de dos cantidades, By y Bx. Sin embargo,
no está claro del todo que la derivada dy/dx, el límite de By/Bx cuando Bx tiende a cero, se pue-
da considerar como un cociente. Si y es una función continua de x, entonces By tiende a cero
cuando Bx tiende a cero, por lo que dy/dx parece ser la cantidad sin sentido 0/0. No obstante, a
veces resulta de utilidad referirse a las cantidades dy y dx, de forma que su cociente es la deriva-
da dy/dx. Esto se puede justificar considerando dx como una nueva variable independiente (deno-
minada diferencial de x) y definiendo una nueva variable dependiente dy (denominada diferen-
cial de y), como una función de x y de dx de la siguiente forma:

dy %
dy

dx
dx % f ñ(x) dx

Por ejemplo, si y % x2, se puede escribir dy % 2x dx, significando lo mismo que dy/dx% 2x. La
notación diferencial se utilizará en la interpretación y operación con integrales al comienzo del
Capítulo 5.

Nótese que, tal como han sido definidos, los diferenciales son simplemente variables que
pueden ser pequeños en valor absoluto o no serlo. Los diferenciales dy y dx se utilizaron inicial-
mente por Leibniz (y sus sucesores) para representar cantidades «infinitesimales» (cantidades in-
finitamente pequeñas, pero no cero), cuyo cociente dy/dx produce la pendiente de la tangente
(una recta secante que pasa por dos puntos infinitamente próximos de la gráfica y % f (x)). Se
puede demostrar que esas cantidades «infinitesimales» no pueden existir (como números reales).
Es posible ampliar el sistema de numeración para que pueda admitir infinitesimales, y utilizarlos
para desarrollar el cálculo, pero no seguiremos esta línea.

Las derivadas tienen la propiedad del valor medio
¿Es una función f definida en un intervalo I necesariamente la derivada de otra función definida
en I? La respuesta es negativa. Algunas funciones son derivadas y otras no. Aunque una deriva-
da no tiene que ser una función continua (véase el Ejercicio 18 de la Sección 2.6), debe tener la
propiedad del valor medio, como una función continua: en un intervalo [a, b], la derivada f ñ(x)
debe tomar todos los valores entre f ñ(a) y f ñ(b) (véase el Ejercicio 19 de la Sección 2.6 para una
demostración). Una función escalón definida en toda la recta real, como la función de Heaviside
H(x) considerada en el Ejemplo 1 de la Sección 1.4 no tiene esta propiedad, por ejemplo, en el
intervalo [.1, 1], por lo que no puede ser la derivada de una función en dicho intervalo. Este argu-
mento no es aplicable a la función signo, que es la derivada de la función valor absoluto en cualquier
intervalo (véase el Ejemplo 4), incluso aunque no tenga la propiedad del valor medio en un intervalo
que contenga al origen. Nótese, sin embargo, que la función signo no está definida en el origen.

Si g(x) es una función continua en un intervalo I, entonces g(x) % f ñ(x) para alguna función f
que sea diferenciable en I. Volveremos sobre este hecho en el Capítulo 5 y lo demostraremos en
el Apéndice IV.

Figura 2.17 Esta función no es una derivada en [.1, 1]. No tiene la propiedad
del valor medio.
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Ejercicios 2.2

Dibuje aproximadamente las gráficas de las derivadas de
las funciones de los Ejercicios 1-4.

1. La función f dibujada en la Figura 2.18(a).

2. La función g dibujada en la Figura 2.18(b).

3. La función h dibujada en la Figura 2.18(c).

4. La función k dibujada en la Figura 2.18(d).

5. ¿Dónde es diferenciable la función f de la Figura
2.18(a)?

6. ¿Dónde es diferenciable la función g de la Figura
2.18(b)?

Figura 2.18

Utilice una herramienta gráfica que permita la
diferenciación para dibujar las gráficas de las funciones
siguientes y de sus derivadas. Observe las relaciones entre
las gráficas de y y de yñ en cada caso. ¿Qué características de
la gráfica de y se pueden deducir a partir de la gráfica de yñ?

7. y % 3x . x2
. 1 8. y % x3

.3x2
!2x!1

9. y % �x3
. x � 10. y % �x2

.1 �.�x2
.4 �

En los Ejercicios 11-22, calcule la derivada de las
funciones dadas aplicando directamente la definición de
derivada.

11. y % x2
. 3x 12. f (x) % 1 ! 4x . 5x2

13. f (x) % x3 14. s %
1

3 ! 4t

15. F(t) % ∂2t ! 1 16. f (x) %
3

4
∂2 . x

17. y % x !
1

x
18. z %

s

1 ! s

19. F(x) %
1

∂1 ! x2
20. y %

1

x2

21. y %
1

∂1 ! x
22. f (t) %

t2 . 3

t2 ! 3

23. ¿Cómo debería definirse la función f (x) % x sgn x en
x % 0 para que sea continua en ese punto? ¿Sería
entonces diferenciable en dicho punto?

24. ¿Cómo debería definirse la función g(x) % x2 sgn x en
x % 0 para que sea continua en ese punto? ¿Sería
entonces diferenciable en dicho punto?

25. ¿Dónde no es diferenciable la función
h(x) % �x2

! 3x ! 2 �?

26. Utilizando una calculadora, calcule la pendiente
de la recta secante a y % x3

. 2x que pasa por los
puntos correspondientes a x % 1 y 1 ! Bx, para varios
valores de Bx de tamaño decreciente, por ejemplo
Bx % u0,1, u0,01, u0,001 y u0,0001 (haga una

tabla). Calcule también
d

dx
(x3

. 2x) Gx%1

utilizando la

definición de derivada.

27. Repita el Ejercicio 26 para la función f (x) %
1

x
y los puntos x % 2 y 2 ! Bx.

Utilizando la definición de derivada, calcule las ecuaciones
de las rectas tangentes a las curvas de los Ejercicios 28-31
en los puntos que se indican.

28. y % 5 ! 4x . x2 en el punto donde x % 2

29. y % ∂x ! 6 en el punto (3, 3)

30. y %
t

t2 . 2
en el punto donde t % .2

31. y %
2

t2 ! t
en el punto donde t % a

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
32-37 utilizando la regla general de la potencia. ¿Dónde es
válida cada derivada?

32. f (x) % x.17 33. g(t) % t22

34. y % x1/3 35. y % x.1/3

36. t.2,25 37. s119/4
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En los Ejercicios 38-48 se pueden utilizar las fórmulas de
derivadas obtenidas en esta sección.

38. Calcule
d

ds
∂s Gs%9

39. Calcule Fñ(1
4) si F(x)%

1

x

40. Calcule f ñ(8) si f (x) % x.2/3

41. Calcule dy/dt Gt%4

si y % t1/4

42. Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva
y % ∂x en x % x0.

43. Calcule la ecuación de la recta normal a la curva
y % 1/x en el punto x % a.

44. Demuestre que la curva y % x2 y la recta x ! 4y % 18
se cortan formando un ángulo recto en uno de sus dos
puntos de intersección. Sugerencia: Calcule el producto
de sus pendientes en uno de sus dos puntos de
intersección.

45. Hay dos rectas distintas que pasan por el punto (1, .3)
y son tangentes a la curva y % x2. Calcule sus
ecuaciones. Sugerencia: Dibuje una gráfica. No se dan
los puntos de tangencia. Denomínelos (a, a2).

46. Calcule las ecuaciones de dos rectas que tengan
pendiente .2 y sean tangentes a la gráfica de y % 1/x.

47. Calcule la pendiente de una recta que pase por el punto
(.2, 0) y sea tangente a la curva y % ∂x.

*48. Demuestre que existen dos tangentes distintas a la
curva y % x2 que pasan por el punto (a, b) suponiendo
que b a a2. ¿Cuántas tangentes pasan por el punto
(a, b) si b % a2? ¿Y si b b a2?

*49. Demuestre que la derivada de una función impar
diferenciable es par y que la derivada de una función
par diferenciable es impar.

*50. Demuestre el caso r % .n (siendo n un entero
positivo) de la regla general de la potencia. Es decir,
demuestre que

d

dx
x.n

% .nx.n.1

Utilice la fórmula de factorización de una diferencia
de potencias n-ésimas dada en esta sección.

*51. Utilice la fórmula de factorización de una diferencia
de cubos:

a3
. b3

% (a . b)(a2
! ab ! b2)

como ayuda para calcular la derivada de f (x) % x1/3

utilizando directamente la definición de derivada.

*52. Demuestre la Regla General de la Potencia para
d

dx
xr,

siendo r % 1/n y n un entero positivo. Sugerencia:

d

dx
x1/n

% lim
hr0

(x ! h)1/n
. x1/n

h

% lim
hr0

(x ! h)1/n
. x1/n

((x ! h)1/n)n
. (x1/n)n

Aplique la fórmula de factorización de una diferencia
de potencias n-ésimas al último cociente.

53. Obtenga una demostración de la regla de la potencia

d

dx
xn

% nxn.1

para enteros positivos n utilizando la fórmula del
binomio de Newton:

(x ! h)n
% xn

!
n

1
xn.1h !

n(n . 1)

1 # 2
xn.2h2

!
n(n . 1)(n . 2)

1 # 2 # 3
xn.3h3

! ñ ! hn

*54. Utilice las derivadas por la izquierda y por la derecha,
f ñ!(a) y f ñ

.
(a) para definir el concepto de una

semirrecta con origen en (a, f (a)) que es tangente por
la izquierda o por la derecha a la gráfica de f en
x % a. Demuestre que la gráfica tiene tangente en
x % a si y sólo si tiene tangentes por la izquierda y
por la derecha que son dos partes de una misma recta.
¿Cuáles son las tangentes por la izquierda y por la
derecha a las gráficas de y % x1/3, y % x2/3 y �x � en
x % 0?

2.3 Reglas de diferenciación

Si hubiera que calcular todas las derivadas utilizando la definición, como en los ejemplos de la
Sección 2.2, el cálculo sería sin duda una materia penosa. Afortunadamente, hay una forma más
fácil. Desarrollaremos varias reglas de diferenciación generales que nos permitirán calcular las
derivadas de combinaciones complicadas de funciones de forma más sencilla, sin más que cono-
cer previamente las derivadas de algunas funciones elementales que vimos en la sección anterior.

Por ejemplo, vamos a ser capaces de calcular la derivada de
x2

∂x2
! 1

sin más que conocer las
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derivadas de x2 y de ∂x. Las reglas que desarrollaremos en esta sección nos permitirán diferen-
ciar sumas, productos por una constante, productos y cocientes de funciones cuyas derivadas ya
conozcamos. En la Sección 2.4 aprenderemos a diferenciar composiciones de funciones.

Antes de desarrollar las reglas de diferenciación es necesario establecer un teorema obvio pe-
ro muy importante que dice, más o menos, que la gráfica de una función no puede romperse en
un punto donde dicha función es suave.

TEOREMA 1 Ser diferenciable implica ser continua

Si f es diferenciable en x, entonces es continua en x.

DEMOSTRACIÓN Como f es diferenciable en x, sabemos que existe

lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h
% f ñ(x)

Utilizando las reglas de los límites (Teorema 2 de la Sección 1.2), tenemos que

lim
hr0

( f (x ! h) . f (x)) % lim
hr0 A

f (x ! h) . f (x)

h B (h) % ( f ñ(x))(0) % 0

Esto es equivalente a lim
hr0

f (x ! h) % f (x), lo que indica que f es continua en x.

#

Sumas y productos por constantes

La derivada de una suma (o diferencia) de funciones es la suma (o diferencia) de las derivadas
de las funciones. La derivada del producto de una función por una constante es la misma cons-
tante multiplicada por la derivada de la función.

TEOREMA 2 Reglas de diferenciación de sumas, diferencias y productos por constantes

Si las funciones f y g son diferenciables en x, y C es una constante, entonces las funciones
f ! g, f . g y Cf son diferenciables en x y

( f ! g)ñ(x) % f ñ(x) ! gñ(x)

( f . g)ñ(x) % f ñ(x) . gñ(x)

(Cf )ñ(x) % Cf ñ(x)

DEMOSTRACIÓN Las tres demostraciones son directas, utilizando las reglas de límites
correspondientes del Teorema 2 de la Sección 1.2. Para la suma, tenemos que

( f ! g)ñ(x) % lim
hr0

( f ! g)(x ! h) . ( f ! g)(x)

h

% lim
hr0

( f (x ! h) ! g(x ! h)) . ( f (x) ! g(x))

h

% lim
hr0 A

f (x ! h) . f (x)

h
!

g(x ! h) . g(x)

h B
% f ñ(x) ! gñ(x)
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dado que el límite de la suma es la suma de los límites. La demostración para la diferencia
es similar. Para el caso de la multiplicación por una constante, tenemos que

(C f )ñ(x) % lim
hr0

Cf (x ! h) . Cf (x)

h

% lim
hr0

f (x ! h) . f (x)

h
% Cf ñ(x)

#

La regla de diferenciación de sumas se puede ampliar a cualquier suma de un número finito de
términos:

( f1 ! f2 ! ñ ! fn)ñ % f ñ1 ! f ñ2 ! ñ ! f ñn (*)

Para ver esto se puede utilizar una técnica denominada inducción matemática (véase la nota
que sigue). El Teorema 2 demuestra que el caso de n % 2 es cierto. Éste es el PASO 1. Para el
PASO 2 debemos demostrar que si la fórmula (*) se cumple para algún entero n % k n 2, enton-
ces debe cumplirse también para n % k ! 1. Por tanto, supongamos que

( f1 ! f2 ! ñ ! fk)ñ % f ñ1 ! f ñ2 ! ñ ! f ñk

Inducción matemática
La inducción matemática es una técnica para demostrar que una afirmación sobre un entero n es
cierta para todo entero n mayor o igual que algún entero inicial n0. La demostración se realiza en
dos pasos:

PASO 1. Se demuestra que la afirmación es cierta para n % n0.
PASO 2. Se demuestra que si la afirmación es cierta para algún entero n % k, siendo k n n0,

entonces es también cierta para el siguiente entero superior, n % k ! 1.

El paso 2 evita que haya un entero mínimo mayor que n0 para el que la afirmación sea falsa. Si
es cierta para n0, debe ser cierta también para todos los enteros mayores.

Tenemos entonces que

( f1 ! f2 ! ñ ! fk ! fk!1)ñ

% (( f1 ! f2 ! ñ ! fk) ! fk!1)ñ
V∫∫∫∫∫W∫∫∫∫∫X

Sea f esta función

% ( f ! fk!1)ñ (Ahora se usa el caso conocido n % 2)

% f ñ ! f ñk!1

% f ñ1 ! f ñ2 ! ñ ! f ñk ! f ñk!1

Una vez verificados ambos pasos, podemos decir que (*) se cumple para n n 2 por inducción.
Por tanto, se cumple en particular que la derivada de un polinomio es la suma de las derivadas
de sus términos.

Ejemplo 1 Calcule las derivadas de las funciones

(a) 2x3
. 5x2

! 4x ! 7, (b) f (x) % 5∂x !
3

x
. 18, (c) y %

1

7
t4

. 3t7/3

Solución Todas las funciones son sumas de funciones multiplicadas por constante, que ya sabemos có-
mo diferenciar:
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(a)
d

dx
(2x3

. 5x2
! 4x ! 7) % 2(3x2) . 5(2x) ! 4(1) ! 0 % 6x2

. 10x ! 4

(b) f ñ(x) % 5A
1

2∂xB! 3A.

1

x2B. 0 %
5

2∂x
.

3

x2

(c)
dy

dt
%

1

7
(4t3) . 3A

7

3
t4/3B%

4

7
t3

. 7t4/3

Ejemplo 2 Calcule la ecuación de la tangente a la curva y %
3x3

. 4

x
en el punto de la curva donde

x % .2.

Solución Si x % .2, entonces y % 14. La pendiente de la curva en (.2, 14) es

dy

dx Gx%.2

%
d

dx A3x2
.

4

xB Gx%.2

%A6x !
4

x2B Gx%.2

% .11

La ecuación de la tangente es entonces y % 14 . 11(x ! 2), o y % .11x . 8.

Regla del Producto

La regla para diferenciar un producto de funciones es un poco más complicada que la de las su-
mas. No es verdad que la derivada de un producto sea el producto de las derivadas.

TEOREMA 3 Regla del Producto

Si las funciones f y g son diferenciables en x, entonces el producto fg es también diferen-
ciable en x y

( fg)ñ(x) % f ñ(x)g(x) ! f (x)gñ(x)

DEMOSTRACIÓN Escribiremos el cociente de Newton de fg y sumaremos 0 al nume-
rador de forma que nos permitirá considerar separadamente los cocientes de Newton de f
y g:

( fg)ñ(x) % lim
hr0

f (x ! h)g(x ! h) . f (x)g(x)

h

% lim
hr0

f (x ! h)g(x ! h) . f (x)g(x ! h) ! f (x)g(x ! h) . f (x)g(x)

h

% lim
hr0 A

f (x ! h) . f (x)

h
g(x ! h) ! f (x)

g(x ! h) . g(x)

h B
% f ñ(x)g(x) ! f (x)gñ(x)

Para obtener el resultado final hemos utilizado el hecho de que f y g son diferenciables y
de que, por tanto, g es continua (Teorema 1), así como las reglas de límites del Teorema 2
de la Sección 1.2. La Figura 2.19 es una demostración gráfica de la regla del producto.

#
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Demostración gráfica de la regla del producto

Tenemos que u % f (x) y v % g(x), de forma que el área rectangular uv representa a f (x)g(x). Si x
cambia una cantidad Bx, los incrementos correspondientes de u y v son Bu y Bv. El cambio en el
área del rectángulo es

B(uv) % (u ! Bu)(v ! Bv) . uv

% (Bu)v ! u(Bv) ! (Bu)(Bv)

que es la suma de las tres áreas sombreadas. Dividiendo por Bx y tomando el límite cuando
Bx r 0 obtenemos

d

dx
(uv) %A

du

dxB v ! uA
dv

dxB
ya que

lim
Bxr0

Bu

Bx
Bv %

du

dx
# 0 % 0

Figura 2.19

Ejemplo 3 Calcule la derivada de (x2
! 1)(x3

! 4), utilizando y sin utilizar la regla del producto.

Solución Usando la regla del producto, f (x) % x2
! 1 y g(x) % x3

! 4, con lo que se calcula

d

dx
((x2

! 1)(x3
! 4)) % 2x(x3

! 4) ! (x2
! 1)(3x2) % 5x4

! 3x2
! 8x

Por otra parte, se puede calcular también la derivada multiplicando los dos binomios y diferenciando el po-
linomio resultante:

d

dx
((x2

! 1)(x3
! 4)) %

d

dx
(x5

! x3
! 4x2

! 4) % 5x4
! 3x2

! 8x

Ejemplo 4 Calcule
dy

dx
si y %A2∂x !

3

xBA3∂x .

2

xB .

Solución Usando la regla del producto, siendo f y g las funciones encerradas entre paréntesis, se ob-
tiene

dy

dx
%A

1

∂x
.

3

x2BA3∂x .

2

xB!A2∂x !
3

xBA
3

2∂x
!

2

x2B
% 6 .

5

2x3/2 !
12

x3
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Ejemplo 5 Sea y % uv el producto de dos funciones u y v. Calcule yñ(2) si u(2) % 2, uñ(2) % .5,
v(2) % 1 y vñ(2) % 3.

Solución Usando la regla del producto, tenemos que

yñ % (uv)ñ % uñv ! uvñ

Por tanto,

yñ(2) % uñ(2)v(2) ! u(2)vñ(2) % (.5)(1) ! (2)(3) % .5 ! 6 % 1

Ejemplo 6 Utilice inducción matemática para verificar la fórmula
d

dx
xn

% nxn.1 para todos los ente-

ros positivos n.

Solución Para n % 1, la fórmula dice que
d

dx
x1

% 1 % 1x0, por lo que en este caso la fórmula es verda-

dera. Debemos demostrar ahora que si la fórmula es verdadera para n % k n 1, es también verdadera para
n % k ! 1. Por tanto, supongamos que

d

dx
xk

% kxk.1

Utilizando la regla del producto, se calcula

d

dx
xk!1

%
d

dx
(xkx) % (kxk.1)(x) ! (xk)(1) % (k ! 1)xk

% (k ! 1)x(k!1).1

Entonces, la fórmula es verdadera también para n % k ! 1. La fórmula es verdadera para todos los enteros
n n 1 por inducción.

La regla del producto se puede extender a productos de cualquier número de factores. Por
ejemplo:

( fgh)ñ(x) % f ñ(x)(gh)(x) ! f (x)(gh)ñ(x)

% f ñ(x)g(x)h(x) ! f (x)gñ(x)h(x) ! f (x)g(x)hñ(x)

En general, la derivada de un producto de n funciones tendrá n términos. Cada término será
el mismo producto, pero con uno de sus factores sustituido por su derivada:

( f1 f2 f3 ñ fn)ñ % f ñ1 f2 f3 ñ fn ! f1 f ñ2 f3 ñ fn ! ñ ! f1 f2 f3 ñ f ñn

Esto se puede demostrar mediante inducción matemática. Véase el Ejercicio 54 al final de esta
sección.

Regla de la Inversa

TEOREMA 4 Regla de la Inversa

Si f es diferenciable en x y f (x) Ç 0, entonces 1/f es diferenciable en x y

A
1

f B
ñ

(x) %
.f ñ(x)

( f (x))2
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DEMOSTRACIÓN Utilizando la definición de derivada, se calcula

d

dx

1

f (x)
% lim

hr0

1

f (x ! h)
.

1

f (x)

h

% lim
hr0

f (x) . f (x ! h)

h f (x ! h) f (x)

% lim
hr0 A

.1

f (x ! h) f (x)B
f (x ! h) . f (x)

h

%
.1

( f (x))2 f ñ(x)

Para obtener el resultado hemos utilizado la continuidad de f (Teorema 1), así como las
reglas de límites de la Sección 1.2.

#

Ejemplo 7 Diferencie las funciones

(a)
1

x2
! 1

y (b) f (t) %
1

t !
1

t

Solución Utilizando la Regla de la Inversa:

(a)
d

dx A
1

x2
! 1B%

.2x

(x2
! 1)2

(b) f ñ(t) %
.1

At !
1

tB
2 A1 .

1

t2B%
.t2

(t2
! 1)2

t2
. 1

t2 %
1 . t2

(t2
! 1)2

La Regla de la Inversa se puede utilizar para confirmar la regla general de la potencia para
enteros negativos:

d

dx
x.n

% .nx.n.1

que ya hemos demostrado para enteros positivos. Tenemos que

d

dx
x.n

%
d

dx

1

xn %
.nxn.1

(xn)2 % .nx.n.1

Ejemplo 8 (Diferenciación de sumas de inversos)

d

dx A
x2

! x ! 1

x3 B%
d

dx A
1

x
!

1

x2 !
1

x3B
%

d

dx
(x.1

! x.2
! x.3)

% .x.2
. 2x.3

. 3x.4
% .

1

x2 .

2

x3 .

3

x4
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Regla del Cociente

La Regla del Producto y la Regla de la Inversa se pueden combinar para obtener una regla de
diferenciación del cociente de dos funciones. Obsérvese que

d

dx A
f (x)

g(x)B%
d

dx A f (x)
1

g(x)B% f ñ(x)
1

g(x)
! f (x) A.

gñ(x)

(g(x))2B
%

g(x) f ñ(x) . f (x)gñ(x)

(g(x))2

Por tanto, hemos demostrado la siguiente regla del cociente.

TEOREMA 5 Regla del Cociente

Si f y g son diferenciables en x y g(x) Ç 0, entonces el cociente f /g es diferenciable en x y

A
f

gB
ñ

(x) %
g(x) f ñ(x) . f (x)gñ(x)

(g(x))2

#

Algunas veces los estudiantes tienen problemas para recordar esta regla. Si los términos del nu-
merador invierten su orden el signo final cambiará. Es importante recordar (y utilizar) la regla
del cociente de la siguiente forma:

(cociente)ñ %
(denominador) # (numerador)ñ . (numerador) # (denominador)ñ

(denominador)2

Ejemplo 9 Calcule las derivadas de

(a) y %
1 . x2

1 ! x2, (b)
∂t

3 . 5t
, y (c) f (h) %

a ! bh
m ! nh

Solución En todos los casos se emplea la Regla del Cociente.

(a)
dy

dx
%

(1 ! x2)(.2x) . (1 . x2)(2x)

(1 ! x2)2 % .

4x

(1 ! x2)2

(b)
d

dt A
∂t

3 . 5tB%

(3 . 5t)
1

2∂t
. ∂t (.5)

(3 . 5t)2 %
3 ! 5t

2∂t (3 . 5t)2

(c) f ñ(h) %
(m ! nh)(b) . (a ! bh)(n)

(m ! nh)2 %
mb . na

(m ! nh)2

En los tres casos del Ejemplo 9 la Regla del Cociente produce fracciones con numeradores que
son complicados, pero que se pueden simplificar algebraicamente. Es recomendable intentar rea-
lizar este tipo de simplificaciones al calcular derivadas, ya que la utilidad de las derivadas en
aplicaciones de cálculo depende muchas veces de esas simplificaciones.
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Ejemplo 10 Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (.1, 0) y son tangentes a la
curva y % (x . 1)/(x! 1).

Solución El punto (.1, 0) no está en la curva, por lo que no es el punto de tangencia. Supongamos que
una recta es tangente a la curva en x % a; entonces el punto de tangencia es (a, (a . 1)/(a! 1)). Nótese
que a no puede ser .1. La pendiente de la recta debe ser

dy

dx Gx%a

%
(x ! 1)(1) . (x . 1)(1)

(x ! 1)2 Gx%a

%
2

(a ! 1)2

Si la recta pasa además por (.1, 0), su pendiente debe ser

a . 1

a ! 1
. 0

a . (.1)
%

a . 1

(a ! 1)2

Igualando las dos expresiones de la pendiente, se obtiene una ecuación de la que se puede despejar a:

a . 1

(a ! 1)2 %
2

(a ! 1)2 ú a . 1 % 2

Por tanto a % 3, y la pendiente de la recta es 2/42
% 1/8. Sólo hay una recta que pasa por el punto (.1, 0)

y es tangente a la curva, y su ecuación es

y % 0 !
1

8
(x ! 1) o x . 8y ! 1 % 0

Observación Las derivadas de cocientes de funciones en las que el denominador es un
monomio, como el caso del Ejemplo 8, se pueden resolver en general más fácilmente separando
el cociente en varias fracciones (como hicimos en ese ejemplo), en vez de utilizar la Regla del
Cociente.

Ejercicios 2.3

En los Ejercicios 1-32, calcule las derivadas de las
funciones dadas. Simplifique sus respuestas siempre que
sea posible.

1. y % 3x2
. 5x . 7 2. y % 4x1/2

.

5

x

3. f (x) % Ax2
! Bx ! C

4. f (x) %
6

x3 !
2

x2 . 2

5. z %
s5

. s3

15
6. y % x45

. x.45

7. g(t) % t1/3 ! 2t1/4 ! 3t1/5

8. y % 3 3
∂t2 .

2

∂t3
9. u %

3

5
x5/3

.

5

3
x.3/5

10. F(x) % (3x . 2)(1 . 5x)

11. y % ∂x A5 . x .

x2

3B 12. g(t) %
1

2t . 3

13. y %
1

x2
! 5x

14. y %
4

3 . x

15. f (t) %
n

2 . nt
16. g(y) %

2

1 . y2

17. f (x) %
1 . 4x2

x3 18. g(u) %
u∂u . 3

u2

19. y %
2 ! t ! t2

∂t
20. z %

x . 1

x2/3

21. f (x) %
3 . 4x

3 ! 4x
22. z %

t2 ! 2t

t2 . 1

23. s %
1 ! ∂t

1 . ∂t
24. f (x) %

x3
. 4

x ! 1

25. f (x) %
ax ! b

cx ! d
26. F(t) %

t2 ! 7t . 8

t2 . t ! 1

27. f (x) % (1 ! x)(1 ! 2x)(1 ! 3x)(1 ! 4x)
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28. f (r) % (r.2
! r.3

. 4)(r2
! r3

! 1)

29. y % (x2
! 4)(∂x ! 1)(5x2/3

. 2)

30. y %
(x2

! 1)(x3
! 2)

(x2
! 2)(x3

! 1)

*31. y %
x

2x !
1

3x ! 1

*32. f (x) %
(∂x . 1)(2 . x)(1 . x2)

∂x(3 ! 2x)

Calcule las derivadas en los Ejercicios 33-36, sabiendo que
f (2) % 2 y f ñ(2) % 3.

33.
d

dx A
x2

f (x)B Gx%2

34.
d

dx A
f (x)

x2 B Gx%2

35.
d

dx
(x2 f (x)) Gx%2

36.
d

dx A
f (x)

x2
! f (x)B Gx%2

37. Calcule
d

dxA
x2

.4

x2
!4BGx%.2

38. Calcule
d

dtA
t(1!∂t)

5.t BGt%4

39. Si f (x) %
∂x

x ! 1
, calcule f ñ(2).

40. Calcule
d

dt A(1 ! t)(1 ! 2t)(1 ! 3t)(1 ! 4t)B Gt%0

41. Calcule la ecuación de la recta tangente a

y %
2

3 . 4∂x
en el punto (1, .2).

42. Calcule la ecuación de la tangente y la normal a

y %
x ! 1

x . 1
en x % 2.

43. Calcule los puntos de la curva y % x ! 1/x donde la
recta tangente es horizontal.

44. Calcule las ecuaciones de todas las rectas horizontales
que son tangentes a la curva y % x2(4 . x2).

45. Calcule las coordenadas de los puntos donde la curva

y %
1

x2
! x ! 1

tiene una tangente horizontal.

46. Calcule las coordenadas de los puntos de la curva

y %
x ! 1

x ! 2
donde la tangente es paralela a la recta

y % 4x.

47. Calcule la ecuación de la recta que pasa por el punto
(0, b) y es tangente a la curva y % 1/x. Suponga que
b Ç 0.

*48. Demuestre que la curva y % x2 corta a la curva
y % 1/∂x formando ángulos rectos.

49. Obtenga dos rectas que sean tangentes a y % x3 y pasen
por el punto (2, 8).

50. Obtenga dos rectas que sean tangentes a y % x2/(x. 1)
y pasen por el punto (2, 0).

51. (Regla de la Raíz Cuadrada) Demuestre que si f es
diferenciable en x y f (x) b 0, entonces

d

dx
∂ f (x) %

f ñ(x)

2∂ f (x)

Utilice la Regla de la Raíz Cuadrada para calcular la
derivada de ∂x2

! 1.

52. Demuestre que f (x) % �x3 � es diferenciable en todo
número real x, y calcule su derivada.

Inducción matemática

53. Utilice inducción matemática para demostrar que
d

dx
xn/2

%
n

2
x(n/2).1 para todo entero positivo n. Utilice

a continuación la Regla de la Inversa para obtener el
mismo resultado para enteros n negativos.

54. Utilice inducción matemática para demostrar la
fórmula de la derivada de un producto de n funciones,
que se presentó anteriormente en esta sección.

2.4 Regla de la Cadena

Aunque ya sabemos diferenciar ∂x y x2
! 1, todavía no sabemos diferenciar ∂x2

! 1. Para ello
es necesaria una regla que nos diga cómo diferenciar composiciones de funciones cuya derivada
ya conozcamos. Esta regla se conoce con el nombre de Regla de la Cadena y es la regla de dife-
renciación que se utiliza más a menudo.

Ejemplo 1 La función
1

x2
.4

es la composición f (g(x)) de f (u)%
1

u
y g(x)%x2

.4, cuyas derivadas son

f ñ(u) %
.1

u2 y gñ(x) % 2x
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De acuerdo con la Regla de la Inversa (que es un caso especial de la Regla de la Cadena),

d

dx
f (g(x)) %

d

dx A
1

x2
. 4B%

.2x

(x2
. 4)2 %

.1

(x2
. 4)2 (2x)

% f ñ(g(x))gñ(x)

Este ejemplo sugiere que la derivada de una función compuesta f (g(x)) es la derivada de f
evaluada en g(x) multiplicada por la derivada de g evaluada en x. Esto es la Regla de la Cadena:

d

dx
f (g(x)) % f ñ(g(x))gñ(x)

TEOREMA 6 Regla de la Cadena

Si f (u) es diferenciable en u % g(x) y g(x) es diferenciable en x, entonces la función com-
puesta f o g(x) % f (g(x)) es diferenciable en x y

( f o g)ñ(x) % f ñ(g(x))gñ(x)

#

En forma de la notación de Leibniz, si y % f (u), siendo u % g(x), entonces y % f (g(x)) y:

en u, y cambia con tasa
dy

du
veces el cambio de u.

en x, u cambia con tasa
du

dx
veces el cambio de x.

Por tanto, en x, y % f (u) % f (g(x)) cambia con tasa
dy

du
#

du

dx
veces el cambio en x. Es decir:

dy

dx
%

dy

du

du

dx
, donde

dy

du
se evalúa en u % g(x)

Aunque parece que el símbolo du se cancelaría en el numerador y el denominador, esto no tiene
sentido, ya que dy/du no se define como el cociente de dos cantidades, sino como una única can-
tidad: la derivada de y con respecto a u.

Podríamos intentar demostrar el Teorema 6 escribiendo

By

Bx
%

By

Bu

Bu

Bx

y tomando límites cuando Bx r 0. Esa demostración sería válida para la mayoría de las funcio-
nes compuestas, pero no para todas (véase el Ejercicio 46 al final de esta sección). Más adelante
en esta sección se proporcionará una demostración correcta, pero es mejor presentar previamente
unos ejemplos para tener una idea más clara de cómo funciona la Regla de la Cadena.

Ejemplo 2 Calcule la derivada de y % ∂x2
! 1.

Solución Tenemos que y % f (g(x)), siendo f (u) % ∂u y g(x) % x2
! 1. Como las derivadas de f y g

son

f ñ(u) %
1

2∂u
y gñ(x) % 2x
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La Regla de la Cadena indica que

dy

dx
%

d

dx
f (g(x)) % f ñ(g(x)) . gñ(x)

%
1

2∂g(x)
. gñ(x) %

1

2∂x2
! 1

. (2x) %
x

∂x2
! 1

Generalmente, al aplicar la Regla de la Cadena, no se introducen símbolos para representar
las funciones que se componen, sino que se procede a calcular la derivada de la función «exter-
na» y a multiplicarla por la derivada de la función «interna». Podemos decir entonces: «la deri-
vada de f de algo es f ñ de ese algo, multiplicada por la derivada de ese algo».

Funciones internas y externas

En la función compuesta f (g(x)), la función f es «externa» y la función g es «interna». La Regla
de la Cadena dice que la derivada de la función compuesta es la derivada f ñ de la función exter-
na evaluada en la función interna g(x) multiplicada por la derivada gñ(x) de la función interna:

d

dx
f (g(x)) % f ñ(g(x)) # gñ(x)

Ejemplo 3 Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

(a) (7x . 3)10, (b) f (t) % �t2 . 1 �, y (c) A3x !
1

(2x ! 1)3B
1/4

Solución

(a) Aquí, la función externa es la décima potencia. Debe diferenciarse primero y el resultado multiplicarse
por la derivada de la expresión 7x . 3:

d

dx
(7x . 3)10

% 10(7x . 3)9(7) % 70(7x . 3)9

(b) En este caso estamos diferenciando el valor absoluto de algo. La derivada es la función signo de ese
algo, multiplicada por la derivada de ese algo:

f ñ(t) % (sgn (t2 . 1))(2t) %
2t(t2 . 1)

�t2 . 1 �
%E

2t si t a .1 o t b 1

.2t si .1 a t a 1

indefinida si t % u1

(c) Aquí es necesario usar dos veces la Regla de la Cadena. Se comienza por diferenciar la potencia 1/4 de
algo, pero ese algo contiene la potencia .3 de 2x ! 1, y para derivar eso será necesaria de nuevo la
Regla de la Cadena:

d

dx A3x !
1

(2x ! 1)3B
1/4

%
1

4 A3x !
1

(2x ! 1)3B
.3/4 d

dx A3x !
1

(2x ! 1)3B
%

1

4 A3x !
1

(2x ! 1)3B
.3/4

A3 .

3

(2x ! 1)4

d

dx
(2x ! 1)B

%
3

4 A1 .

2

(2x ! 1)4BA3x !
1

(2x ! 1)3B
.3/4
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Cuando ya estemos familiarizados con la Regla de la Cadena, podremos ahorrar pasos realizando toda
la operación en un solo paso:

d

dx A3x !
1

(2x ! 1)3B
1/4

%
1

4 A3x !
1

(2x ! 1)3B
.3/4

A3 .

3

(2x ! 1)4 (2)B
%

3

4 A1 .

2

(2x ! 1)4BA3x !
1

(2x ! 1)3B
.3/4

El uso de la Regla de la Cadena produce productos de factores que no aparecen en el orden en el
que se escriben de forma natural, por lo que muchas veces se modificará el resultado para escri-
bir los factores en un orden diferente. Esto es obvio en los apartados (a) y (c) del ejemplo ante-
rior. En monomios (expresiones que son producto de factores), es habitual escribir los factores
en orden de complejidad creciente de izquierda a derecha, colocando primero los factores numé-
ricos. Hay ocasiones en las que no merece la pena gastar tiempo realizando estas operaciones.
Una de ellas es cuando deseamos particularizar la derivada en un valor concreto. En ese caso, se
sustituye el valor tan pronto como se pueda tras calcular la derivada, antes de realizar modifica-
ciones de orden o simplificaciones:

d

dx
(x2

. 3)10Gx%2

% 10(x2
. 3)9(2x)Gx%2

% (10)(19)(4) % 40

Ejemplo 4 Suponga que f es una función diferenciable en la recta real. Exprese en función de f ñ, o
f , las derivadas de:

(a) f (3x), (b) f (x2), (c) f (n f (x)), y (d) [ f (3 . 2 f (x))]4.

Solución

(a)
d

dx
f (3x) % ( f ñ(3x))(3) % 3 f ñ(3x)

(b)
d

dx
f (x2) % ( f ñ(x2))(2x) % 2x f ñ(x2)

(c)
d

dx
f (n f (x)) % ( f ñ(n f (x)))(n f ñ(x)) % n f ñ(x) f ñ(n f (x))

(d)
d

dx
[ f (3 . 2 f (x))]4

% 4[ f (3 . 2 f (x))]3 f ñ(3 . 2 f (x))(.2 f ñ(x))

% .8 f ñ(x) f ñ(3 . 2 f (x))[ f (3 . 2 f (x))]3

Cálculo de derivadas con Maple

Los sistemas de álgebra por ordenador conocen las derivadas de funciones elementales y pueden
calcular simbólicamente las derivadas de combinaciones de esas funciones, utilizando las reglas
de diferenciación. El operador D de Maple se utiliza para calcular la derivada D(f) de una fun-
ción f de una variable. Alternativamente, se puede utilizar diff para diferenciar una expresión
con respecto a una variable y emplear después la rutina de sustitución subs para particularizar el
resultado en un número concreto.

b f :% x.b sqrt(1!2*x 4 2);

f :% x r ∂1 ! 2x2
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b fprime :% D (f);

fprime :% x r 2
x

∂1 ! 2x2

b fprime(2);

4

3

b diff(t 4 2*sin(3*t),t);

2t sen (3t) ! 3t2 cos (3t)

b simplify(subs(t%Pi/12, %));

1

12
n∂2 !

1

96
n2

∂2

Uso de la Regla de la Cadena en las fórmulas de diferenciación

Sea u una función diferenciable en x e y % un. La aplicación de la Regla de la Cadena produce

d

dx
un

%
dy

dx
%

dy

du

du

dx
% nun.1 du

dx

La fórmula
d

dx
un

% nun.1 du

dx

es simplemente la fórmula
d

dx
xn

% nxn.1 donde se ha incluido la aplicación de la Regla de la

Cadena para que se puede emplear con funciones de x, en vez de sólo con x. Algunas otras re-
glas de diferenciación donde se puede aplicar la Regla de la Cadena son:

d

dx A
1

uB%
.1

u2

du

dx
(Regla de la Inversa)

d

dx
∂u %

1

2∂u

du

dx
(Regla de la Raíz Cuadrada)

d

dx
ur

% rur.1 du

dx
(Regla General de la Potencia)

d

dx
�u � % sgn u

du

dx
%

u

�u �
du

dx
(Regla del Valor Absoluto)

Demostración de la Regla de la Cadena (Teorema 6)

Sea f una función diferenciable en el punto u % g(x), con g una función diferenciable en x. Sea
la función E(k) definida así:

E(0) % 0

E(k) %
f (u ! k) . f (u)

k
. f ñ(u), si k Ç 0
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Por definición de derivada, limkr0 E(k) % f ñ(u) . f ñ(u) % 0 % E(0), por lo que E(k) es continua
en k % 0. Además, sea k % 0 o no, tenemos que

f (u ! k) . f (u) % ( f ñ(u) ! E(k))k

Sea ahora u % g(x) y k % g(x ! h) . g(x), de forma que u ! k % g(x ! h), con lo que se obtiene

f (g(x ! h)) . f (g(x)) % ( f ñ(g(x)) ! E(k))(g(x ! h) . g(x))

Como g es diferenciable en x, limhr0 [g(x ! h) . g(x)]/h% gñ(x). Además, g es continua en x
por el Teorema 1, por lo que limhr0 k % limhr0 (g(x ! h).g(x))%0. Como E es continua en 0,
limhr0 E(k) % limkr0 E(k) % E(0) % 0. Por tanto,

d

dx
f (g(x)) % lim

hr0

f (g(x ! h)) . f (g(x))

h

% lim
hr0

( f ñ(g(x)) ! E(k))
g(x ! h) . g(x)

h

% ( f ñ(g(x)) ! 0)gñ(x) % f ñ(g(x))gñ(x)

como se quería demostrar.

#

Ejercicios 2.4

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios 1-16.

1. y % (2x ! 3)6 2. y %A1 .

x

3B
99

3. f (x) % (4 . x2)10
4. y % ∂1 . 3x2

5. F(t) %A2 !
3

tB
.10

6. (1 ! x2/3)3/2

7.
3

5 . 4x
8. (1 . 2t2).3/2

9. y % �1 . x2 � 10. f (t) % �2 ! t3 �

11. y % 4x ! �4x . 1 � 12. y % (2 ! �x �3)1/3

13. y %
1

2 ! ∂3x ! 4
14. f (x) %A1 !J

x . 2

3 B
4

15. z %Au !
1

u . 1B
.5/3

16. y %
x5

∂3 ! x6

(4 ! x2)3

17. Dibuje la gráfica de la función del Ejercicio 10.

18. Dibuje la gráfica de la función del Ejercicio 11.

Verifique que se cumple la Regla General de la Potencia en
los Ejercicios 19-21.

19. x1/4
% ∂∂x 20. x3/4

% ∂x∂x

21. x3/2
% ∂(x3)

En los Ejercicios 22-29, exprese las derivadas de las
funciones dadas en función de la derivada f ñ de la función
diferenciable f.

22. f (2t ! 3) 23. f (5x . x2)

24. C fA
2

xBD
3

25. ∂3 ! 2 f (x)

26. f (∂3 ! 2t) 27. f (3 ! 2∂x)

28. f (2 f (3 f (x))) 29. f (2 . 3 f (4 . 5t))

30. Calcule
d

dx A
∂x2

. 1

x2
! 1 B Gx%.2

31. Calcule
d

dx
∂3t . 7 Gt%3

32. Si f (x) %
1

∂2x ! 1
, calcule f ñ(4).

33. Si y % (x3
! 9)17/2, calcule yñ Gx%.2

34. Calcule Fñ(0) si F(x) % (1 ! x)(2 ! x)2(3!x)3(4!x)4.

*35. Calcule yñ si y % (x ! ((3x)5
. 2).1/2).6. Intente

hacer todo en un paso.
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En los Ejercicios 36-39, calcule la ecuación de la recta
tangente a cada curva en el punto dado.

36. y % ∂1 ! 2x2 en x % 2

37. y % (1 ! x2/3)3/2 en x % .1

38. y % (ax ! b)8 en x % b/a

39. y % 1/(x2
. x ! 3)3/2 a x % .2

40. Demuestre que la derivada de f (x) % (x . a)m(x . b)n

se anula en algún punto entre a y b si m y n son
enteros positivos.

Utilice Maple u otro sistema de álgebra por computador
para calcular y simplificar las derivadas de las funciones de
los Ejercicios 41-44.

41. y % ∂x2
! 1 !

1

(x2
! 1)3/2

42. y %
(x2

. 1)(x2
. 4)(x2

. 9)

x6

43.
dy

dx Gt%2

si y%(t!1)(t2!2)(t3!3)(t4!4)(t5!5)

44. f ñ(1) si f (x) %
(x2

! 3)1/2(x3
! 7)1/3

(x4
! 15)1/4

45. ¿Permite la Regla de la Cadena calcular las derivadas
de �x �2 y �x2 � en x % 0? ¿Tienen derivada esas
funciones en x % 0? ¿Por qué?

*46. ¿Qué es incorrecto en la siguiente «demostración» de
la Regla de la Cadena? Sea k % g(x ! h) . g(x).
Entonces limhr0 k % 0. Por tanto,

lim
hr0

%
f (g(x ! h)) . f (g(x))

h

% lim
hr0

f (g(x ! h)) . f (g(x))

g(x ! h) . g(x)

g(x ! h) . g(x)

h

% lim
hr0

f (g(x) ! k) . f (g(x))

k

g(x ! h) . g(x)

h

% f ñ(g(x))gñ(x)

2.5 Derivadas de funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas, especialmente el seno y el coseno, juegan un papel muy impor-
tante en el modelado matemático de fenómenos reales. Concretamente, aparecen siempre que las
cantidades que se manejan varían de forma periódica. Los movimientos elásticos, las vibraciones
y las ondas de todo tipo involucran de forma natural funciones trigonométricas, y muchas leyes
de fenómenos físicos y mecánicos se pueden formular como ecuaciones diferenciales en cuyas
soluciones participan estas funciones.

En esta sección vamos a calcular las derivadas de las seis funciones trigonométricas. En rea-
lidad, sólo tendremos que trabajar en detalle una de ellas, la del seno, ya que las otras se pueden
deducir a partir de ésa utilizando igualdades conocidas y las reglas de diferenciación de la Sec-
ción 2.32.

Algunos límites especiales
En primer lugar, es necesario obtener algunos límites trigonométricos necesarios para calcular la
derivada del seno. Se supone que los argumentos de las funciones trigonométricas se expresan en
radianes.

TEOREMA 7 Las funciones sen h y cos h son continuas para todo valor de h. En particular, si h % 0 tene-
mos que

lim
hr0

sen h % sen 0 % 0 y lim
hr0

cos h % cos 0 % 1

#

Este resultado es inmediato observando las gráficas del seno y del coseno, por lo que no lo de-
mostraremos aquí. Una demostración se basa en el Teorema del Sándwich (Teorema 4 de la Sec-
ción 1.2), y se sugiere en el Ejercicio 62 de la presente sección.

La gráfica de la función y % (sen h)/h se muestra en la Figura 2.20. Aunque no está definida
en h % 0, la función parece tener límite 1 cuando h tiende a 0.
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Figura 2.20 Parece que lim
hr0

(sen h)/h % 1.

TEOREMA 8 Un importante límite trigonométrico

lim
hr0

sen h
h

% 1 (con h en radianes)

DEMOSTRACIÓN Sea 0 a h a n/2, y representemos h como se muestra en la Figura
2.21. Los puntos A(1, 0) y P(cos h, sen h) están sobre la circunferencia unidad x2

! y2
% 1.

El área del sector circular OAP está comprendida entre las áreas de los triángulos OAP y
OAT:

Área B OAP a Área sector OAP a Área B OAT

Figura 2.21 Área B OAP a Área sector OAP a Área B OAT.

Como se demuestra en la Sección P.7, el área de un sector circular de ángulo h (radianes) y
radio 1 es h/2. El área de un triángulo es (1/2) # base # altura, por lo que

Área B OAP %
1

2
(1) (sen h) %

sen h
2

Área B OAT %
1

2
(1) (tan h) %

sen h
2 cos h

Entonces,

sen h
2

a

h
2

a

sen h
2 cos h

o, tras multiplicar por el número positivo 2/sen h,

1 a

h
sen h

a

1

cos h

Si ahora tomamos inversos, cambiando por tanto el orden de las inecuaciones:

1 b

sen h
h

b cos h

Como lim
hr0!

cos h % 1 por el Teorema 7, la aplicación del Teorema del Sándwich produce

lim
hr0!

sen h
h

% 1
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Finalmente, nótese que sen h y h son funciones impares. Por tanto, f (h) % (sen h)/h es una
función par: f (.h) % f(h), como se muestra en la Figura 2.20. Esta simetría implica que el
límite por la izquierda en 0 debe ser igual al límite por la derecha:

lim
hr0.

sen h
h

% 1 % lim
hr0!

sen h
h

por lo que lim
hr0

(sen h)/h % 1, por el Teorema 1 de la Sección 1.2.

#

El Teorema 8 se puede combinar con las reglas de los límites y con igualdades trigonométricas
conocidas para obtener otros límites trigonométricos.

Ejemplo 1 Demuestre que lim
hr0

cos h . 1

h
% 0.

Solución Utilizando la fórmula del ángulo mitad cos h % 1 . 2 sen2 (h/2), se calcula:

lim
hr0

cos h . 1

h
% lim

hr0
.

2 sen2 (h/2)

h
Sea h % h/2

% .lim
hr0

sen h
h

sen h % .(1)(0) % 0

Derivadas del seno y el coseno

Para calcular la derivada de sen x hay que usar la fórmula del seno de una suma (véase la Sec-
ción P.7):

sen (x ! h) % sen x cos h ! cos x sen h

TEOREMA 9 La derivada de la función seno es la función coseno.

d

dx
sen x % cos x

DEMOSTRACIÓN Se utilizan la definición de derivada, la fórmula del seno de una su-
ma, las reglas de combinación de límites, el Teorema 8 y el resultado del Ejemplo 1:

d

dx
sen x % lim

hr0

sen (x ! h) . sen x

h

% lim
hr0

sen x cos h ! cos x sen h . sen x

h

% lim
hr0

sen x (cos h . 1) ! cos x sen h

h

% lim
hr0

sen x . lim
hr0

cos h . 1

h
! lim

hr0
cos x . lim

hr0

sen h

h

% (sen x) . (0) ! (cos x) . (1) % cos x

#
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TEOREMA 10 La derivada de la función coseno es el negativo de la función seno.

d

dx
cos x % .sen x

DEMOSTRACIÓN Podríamos repetir la demostración anterior del seno, utilizando la
fórmula del seno de la suma cos (x ! h)%cos x cosh.sen x senh. Una forma más sencilla es
utilizar las fórmulas para ángulos complementarios, sen ((n/2).x)%cos x y cos ((n/2).x)%
%sen x, y la Regla de la Cadena de la Sección 2.4:

d

dx
cos x %

d

dx
sen A

n
2

. xB% (.1) cosA
n
2

. xB% .sen x

#

Nótese el signo menos en la derivada del coseno. La derivada del seno es el coseno, pero la deri-
vada del coseno es menos el seno. Esto se muestra gráficamente en la Figura 2.22.

Figura 2.22 Gráfica conjunta del
seno y el coseno. La pendiente de la
curva del seno en x es cos x, y la
pendiente de la curva del coseno
en x es .sen x.

Ejemplo 2 Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

(a) sen (nx) ! cos (3x), (b) x2 sen ∂x, y (c)
cos x

1 . sen x

Solución

(a) Aplicando la Regla de la Suma y la Regla de la Cadena:

d

dx
(sen (nx) ! cos (3x)) % cos (nx)(n) . sen (3x)(3) % n cos (nx) . 3 sen (3x)

(b) Aplicando las Reglas del Producto y de la Cadena:

d

dx
(x2 sen ∂x) % 2x sen ∂x ! x2(cos ∂x)

1

2∂x
% 2x sen ∂x !

1

2
x3/2 cos ∂x

(c) Aplicando la Regla del Cociente:

d

dx A
cos x

1 . sen xB%
(1 . sen x)(.sen x) . (cos x)(0 . cos x)

(1 . sen x)2

%
.sen x ! sen2 x ! cos2 x

(1 . sen x)2

%
1 . sen x

(1 . sen x)2 %
1

1 . sen x

donde se ha utilizado la igualdad cos2 x ! sen2 x % 1 para simplificar la expresión de la línea central.
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Utilizando fórmulas trigonométricas se puede modificar a veces la forma de calcular la derivada.
Diferenciando de diferentes formas se pueden obtener respuestas que parecen distintas, pero que
deben ser iguales si no se han cometido errores.

Ejemplo 3 Utilice dos métodos diferentes para calcular la derivada de la función f (t) % sen t cos t.

Solución Por la Regla del Producto,

f ñ(t) % (cos t)(cos t) ! (sen t)(.sen t) % cos2 t . sen2 t

Por otra parte, como sen (2t) % 2 sen t cos t, tenemos que

f ñ(t) %
d

dt A
1

2
sen (2t)B%A

1

2B (2) cos (2t) % cos (2t)

Las dos respuestas son realmente la misma, ya que cos (2t) % cos2 t . sen2 t.

Es muy importante recordar que las fórmulas de las derivadas de sen x y cos x se han obtenido
bajo el supuesto de que x se mide en radianes. Como 180o

% n radianes, xo
% nx/180 radianes.

Por la Regla de la Cadena,

d

dx
sen (xo) %

d

dx
senA

nx

180B%
n

180
cosA

nx

180B%
n

180
cos (xo)

Análogamente, la derivada de cos (xo) es (.n/180) sen (xo).

Figura 2.23 sen (xo) oscila
mucho más lentamente que
sen x. Su máxima pendiente
es n/180.

Derivadas de otras funciones trigonométricas

Como sen x y cos x son diferenciables en todos sus valores, las funciones

tan x %
sen x

cos x
sec x %

1

cos x

cot x %
cos x

sen x
csc x %

1

sen x

son diferenciables en todos los valores de x en donde están definidas (es decir, donde sus deno-
minadores son distintos de cero). Sus derivadas se pueden calcular aplicando las Reglas del Co-
ciente y de la Inversa, como se indica a continuación:

d

dx
tan x % sec2 x

d

dx
sec x % sec x tan x

d

dx
cot x % .csc2 x

d

dx
csc x % .csc x cot x
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Continuidad

Las seis funciones trigonométricas son diferenciables y, por tanto, continuas (por el Teorema 1)
en todos sus dominios. Esto significa que se pueden calcular los límites de la mayoría de las fun-
ciones trigonométricas cuando x r a simplemente evaluando dichas funciones en x % a.

Las tres funciones «co-» (coseno, cotangente y cosecante) tienen signos menos en sus derivadas.

Ejemplo 4 Verifique las fórmulas de las derivadas de tan x y sec x.

Solución Para la tangente se utiliza la Regla del Cociente y para la secante, la Regla de la Inversa:

d

dx
tan x %

d

dx A
sen x

cos xB%

cos x
d

dx
(sen x) . sen x

d

dx
(cos x)

cos2 x

%
cos x cos x . sen x(.sen x)

cos2 x
%

cos2 x ! sen2 x

cos2 x

%
1

cos2 x
% sec2 x

d

dx
sec x %

d

dx A
1

cos xB%
.1

cos2 x

d

dx
(cos x)

%
.1

cos2 x
(.sen x) %

1

cos x
. sen x

cos x

% sec x tan x

Ejemplo 5

(a)
d

dx C3x ! cot A
x

2BD% 3 !C.csc2A
x

2BD
1

2
% 3 .

1

2
csc2 A

x

2B
(b)

d

dx A
3

sen (2x)B%
d

dx
(3 csc (2x))

% 3(.csc (2x) cot (2x))(2) % .6 csc (2x) cot (2x)

Ejemplo 6 Calcule las rectas tangente y normal a la curva y % tan (nx/4) en el punto (1, 1).

Solución La pendiente de la tangente a la curva y % tan (nx/4) en el punto (1, 1) es:

dy

dx Gx%1

%
n
4

sec2 (nx/4) Gx%1

%
n
4

sec2A
n
4B%

n
4 A∂2B

2

%
n
2

La tangente es la recta

y % 1 !
n
2

(x . 1) o y %
nx

2
.

n
2

! 1

La pendiente de la normal es m = .2/n, por lo que su ecuación punto-pendiente es

y % 1 .

2

n
(x . 1) o y % .

2x

n
!

2

n
! 1
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Ejercicios 2.5

1. Verifique la fórmula de la derivada de
csc x % 1/(sen x).

2. Verifique la fórmula de la derivada de
cot x % (cos x)/(sen x).

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
3-36. Simplifique sus respuestas siempre que sea posible.
Considere también la posibilidad de simplificar la
expresión antes de diferenciarla.

3. y % cos 3x 4. y % sen
x

5

5. y % tan nx 6. y % sec ax

7. y % cot (4 . 3x) 8. y % sen ((n . x)/3)

9. f (x) % cos (s . rx) 10. y % sen (Ax ! B)

11. sen (nx2) 12. cos (∂x)

13. y % ∂1 ! cos x 14. sen (2 cos x)

15. f (x) % cos (x ! sen x) 16. g(h) % tan (h sen h)

17. u % sen3 (nx/2) 18. y % sec (1/x)

19. F(t) % sen at cos at 20. G(h) %
sen ah
cos bh

21. sen (2x) . cos (2x) 22. cos2 x . sen2 x

23. tan x ! cot x 24. sec x . csc x

25. tan x . x 26. tan (3x) cot (3x)

27. t cos t . sen t 28. t sen t ! cos t

29.
sen x

1 ! cos x
30.

cos x

1 ! sen x

31. x2 cos (3x) 32. g(t) % ∂(sen t)/t

33. v % sec (x2) tan (x2) 34. z %
sen ∂x

1 ! cos ∂x

35. sen (cos (tan t))

36. f (s) % cos (s ! cos (s ! cos s))

37. Sabiendo que sen 2x % 2 sen x cos x, deduzca que
cos 2x % cos2 x . sen2 x.

38. Sabiendo que cos 2x % cos2 x . sen2 x, deduzca que
sen 2x % 2 sen x cos x.

En los Ejercicios 39-42, calcule las ecuaciones de las rectas
tangente y normal a las curvas y % f (x) en los puntos
dados.

39. y % sen x, (n, 0) 40. y % tan (2x), (0, 0)

41. y % ∂2 cos (x/4), (n, 1) 42. y % cos2 x, A
n
3

,
1

4B
43. Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva

y % sen (xo) en el punto x % 45.

44. Calcule la ecuación de la recta normal a la curva
y % sec (xo) en el punto x % 60.

45. Calcule los puntos de la curva y % tan x,
.n/2a x a n/2, donde su tangente es paralela a la
recta y % 2x.

46. Calcule los puntos de la curva y % tan (2x),
.n/4a x a n/4, donde su tangente es paralela a la
recta y % .x/8.

47. Demuestre que las gráficas de y % sen x, y % cos x,
y % sec x e y % csc x tienen tangentes horizontales.

48. Demuestre que las gráficas de y % tan x e y % cot x
nunca tienen tangentes horizontales.

¿Tienen las gráficas de las funciones de los Ejercicios
49-52 tangentes horizontales en el intervalo 0 m x m 2n? Si
es así, ¿dónde? Si no, ¿por qué no?

49. y % x ! sen x 50. y % 2x ! sen x

51. y % x ! 2 sen x 52. y % x ! 2 cos x

Calcule los límites de los Ejercicios 53-56.

53. lim
xr0

tan (2x)

x
54. lim

xrn
sec (1 ! cos x)

55. lim
xr0

(x2 csc x cot x)
56. lim

xr0
cosA

n . n cos2 x

x2 B
57. Utilice el método del Ejemplo 1 para calcular

lim
hr0

1 . cos h

h2

58. Calcule los valores de a y b que hacen que

f (x) %E
ax ! b, x a 0

2 sen x ! 3 cos x, x n 0

sea diferenciable en x % 0.

59. ¿Cuántas rectas existen que pasan por el origen y
son tangentes a y % cos x? Calcule (con una
precisión de 6 decimales) las pendientes de las dos
rectas que tienen las mayores pendientes positivas.

Utilice Maple o algún otro sistema de matemáticas por
computador para calcular y simplificar las derivadas de las
funciones de los Ejercicios 60-61.

60.
d

dx

x cos (x sen x)

x ! cos (x cos x) Gx%0

150 CÁLCULO



61.
d

dx A∂2x2
!3 sen (x2).

(2x2
!3)3/2cos (x2)

x B G
x%∂n

*62. (Continuidad del seno y el coseno)

(a) Demuestre que

lim
hr0

sen h % 0 y lim
hr0

cos h % 1

de la siguiente forma: utilice el hecho de que la
longitud de la cuerda AP es menor que la longitud
del arco AP en la Figura 2.24 para demostrar que

sen2 h ! (1 . cos h)2
a h2

Deduzca a continuación que 0 m �sen h � a �h � y
que 0 m �1 . cos h � a �h �. Utilice ahora el
Teorema del Sándwich de la Sección 1.2.

Figura 2.24

(b) El apartado (a) indica que sen h y cos h son
continuas en h % 0. Utilice ahora las fórmulas de
suma para deducir que son por tanto continuas
para todo h.

2.6 El Teorema del Valor Medio

Si salimos en un coche a las 13:00 horas y llegamos a una cuidad a 150 km de distancia del
punto de partida a las 15:00 horas, habremos viajado a una velocidad media de 150/2%75 km/h.
Aunque no hayamos viajado a esa velocidad constante, debemos haber viajado a 75 km/h al me-
nos un instante en nuestro trayecto, porque si nuestra velocidad hubiera sido siempre inferior a
75 km/h hubiéramos recorrido menos de 150 km en dos horas, y si nuestra velocidad hubiera
sido siempre superior a 75 km/h, habríamos recorrido más de 150 km en dos horas. Para pasar
de un valor inferior a 75 km/h a un valor superior a 75 km/h nuestra velocidad, que es una fun-
ción continua con el tiempo, debe pasar por el valor de 75 km/h en algún instante intermedio.

La conclusión de que la velocidad media en un intervalo de tiempo debe ser igual a la velo-
cidad instantánea en algún instante de ese intervalo es un ejemplo de principio matemático im-
portante. En términos geométricos indica que si A y B son dos puntos de una curva suave, enton-
ces hay al menos un punto C en la curva entre A y B donde la recta tangente es paralela a la
cuerda AB. Véase la Figura 2.25.

Figura 2.25 Existe un punto C en la curva donde
la tangente es paralela a AB.

El siguiente teorema postula de forma más precisa el principio anterior.
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TEOREMA 11 Teorema del Valor Medio

Sea una función F continua en el intervalo cerrado finito [a, b], y diferenciable en el inter-
valo abierto (a, b). Existe un punto c en el intervalo abierto (a, b) tal que

f (b) . f (a)

b . a
% f ñ(c)

Esto indica que la pendiente de la cuerda que une los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)) es igual
a la pendiente de la recta tangente a la curva y % f (x) en el punto (c, f (c)), por lo que las
dos rectas son paralelas.

#

Más adelante en esta sección demostraremos el Teorema del Valor Medio. Por el momento, rea-
lizaremos algunas observaciones.

1. Todas las hipótesis del Teorema del Valor Medio son necesarias para que se cumpla su con-
clusión: si f no es continua en todo punto del intervalo [a, b] o no es diferenciable en un
solo punto de (a, b), entonces puede no haber ningún punto en el que la tangente sea parale-
la a la secante AB (véase la Figura 2.26).

Figura 2.26 Funciones que no
satisfacen las hipótesis del
Teorema del Valor Medio,
y por tanto, su conclusión es falsa:
(a) f es discontinua en el extremo b.
(b) f es discontinua en p.
(c) f no es diferenciable en p.

2. El Teorema del Valor Medio no ofrece ninguna indicación de cuántos puntos C existen en la
curva entre A y B donde la tangente es paralela a AB. Si la curva es en realidad una línea
recta, entonces todos sus puntos tendrán la propiedad requerida. En general, puede haber
más de un punto (véase la Figura 2.27), pero el Teorema del Valor Medio sólo asegura que
debe existir al menos uno.

Figura 2.27 En esta curva hay tres puntos C
donde la tangente es paralela a la cuerda AB.

3. El Teorema del Valor Medio no da ninguna información sobre cómo encontrar el punto c.
Sólo indica que este punto debe existir. En algunas funciones simples es posible encontrar c
(véase el ejemplo que sigue), pero hacerlo así no suele tener valor práctico. Como veremos
posteriormente, la importancia del Teorema del Valor Medio reside en su uso como herra-

152 CÁLCULO



mienta teórica. Pertenece a la clase de teoremas denominados teoremas de existencia, como
el Teorema Max-Min o el Teorema del Valor Intermedio (Teoremas 8 y 9 de la Sección 1.4).

Ejemplo 1 Verifique la conclusión del Teorema del Valor Medio para f (x) % ∂x en el intervalo
[a, b], siendo 0 m a a b.

Solución El teorema dice que debe existir un número c en el intervalo (a, b) tal que

f ñ(c) %
f (b) . f (a)

b . a

1

2∂c
%

∂b . ∂a

b . a
%

∂b . ∂a

(∂b . ∂a)(∂b ! ∂a)
%

1

∂b ! ∂a

Por tanto, 2∂c % ∂a ! ∂b y c %A
∂b ! ∂a

2 B
2

. Como a a b, tenemos que

a %A
∂a ! ∂a

2 B
2

a c aA
∂b ! ∂b

2 B
2

% b

por lo que c está en el intervalo (a, b).

Los dos ejemplos siguientes son más representativos de cómo se usa realmente el Teorema del
Valor Medio.

Ejemplo 2 Demuestre que sen x a x para todo x b 0.

Solución Si x b 2n, entonces sen x m 1 a 2n a x. Si 0 a x m 2n entonces, por el Teorema del Valor
Medio, existe un c en el intervalo abierto (0, 2n) tal que

sen x

x
%

sen x . sen 0

x . 0
%

d

dx
sen x Gx%c

% cos c a 1

Por tanto, sen x a x también en este caso.

Ejemplo 3 Demuestre que ∂1 ! x a 1 !
x

2
para x b 0 y para .1 m x a 0.

Solución Si x b 0, se aplica el Teorema del Valor Medio a f (x) % ∂1 ! x en el intervalo [0, x]. Existe
entonces un valor c en (0, x) tal que

∂1 ! x . 1

x
%

f (x) . f (0)

x . 0
% f ñ(c) %

1

2∂1 ! c
a

1

2

La última inecuación se cumple porque c b 0. Multiplicando por el número positivo x y pasando el .1 al

otro lado se obtiene ∂1 ! x a 1 !
x

2
.

Si .1 m x a 0, se aplica el Teorema del Valor Medio a f (x) % ∂1 ! x en el intervalo [x, 0]. Existe
entonces un valor c en (x, 0) tal que

∂1 ! x . 1

x
%

1 . ∂1 ! x

.x
%

f (0) . f (x)

0 . x
% f ñ(c) %

1

2∂1 ! c
b

1

2

ya que 0 a 1 ! c a 1. Ahora hay que multiplicar por el número negativo x, con lo que se invierte la in-

ecuación, ∂1 ! x . 1 a

x

2
, y el resultado se obtiene pasando el .1 al otro lado.
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Funciones crecientes y decrecientes

Los intervalos en los que la gráfica de una función f tiene pendiente positiva o negativa propor-
cionan información de utilidad sobre el comportamiento de f. El Teorema del Valor Medio per-
mite determinar esos intervalos considerando el signo de la derivada de f.

DEFINICIÓN 5 Funciones crecientes y decrecientes

Sea una función f definida en un intervalo abierto I, y sean x1 y x2 dos puntos pertenecien-
tes a I.

(a) Si f (x2) b f (x1) siempre que x2 b x1, se dice que f es creciente en I.

(b) Si f (x2) a f (x1) siempre que x2 b x1, se dice que f es decreciente en I.

(c) Si f (x2) n f (x1) siempre que x2 b x1, se dice que f es no decreciente en I.

(d) Si f (x2) m f (x1) siempre que x2 b x1, se dice que f es no creciente en I.

La Figura 2.28 ilustra estos términos. Nótese la distinción entre creciente y no decreciente. Si
una función es creciente (o decreciente) en un intervalo, debe tomar valores diferentes en puntos
diferentes (una función así se denomina uno a uno). Una función no decreciente (o no creciente)
puede ser constante en un subintervalo de su dominio, y por tanto no puede ser uno a uno. Una
función creciente es no decreciente, pero no toda función no decreciente es creciente.

Figura 2.28 (a) La función f es
creciente.
(b) La función g es decreciente.
(c) La función h es no decreciente.
(d) La función k es no creciente.

TEOREMA 12 Sea J un intervalo abierto, y sea I un intervalo que contiene a todos los puntos de J, y
posiblemente uno de sus extremos, o ambos. Sea f una función continua en I y diferencia-
ble en J.

(a) Si f ñ(x) b 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es creciente en I.

(b) Si f ñ(x) a 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es decreciente en I.

(c) Si f ñ(x) n 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es no decreciente en I.

(d) Si f ñ(x) m 0 para todo x perteneciente a J, entonces f es no creciente en I.
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DEMOSTRACIÓN Sean x1 y x2 dos puntos pertenecientes a I, con x2 b x1. Por el Teo-
rema del Valor Medio, existe un punto c en (x1, x2) (y por tanto en J) tal que

f (x2) . f (x1)

x2 . x1
% f ñ(c)

y por tanto, f (x2) . f (x1) % (x2 . x1) f ñ(c). Como x2 . x1 b 0, la diferencia f (x2) . f (x1)
debe ser del mismo signo que f ñ(c), y debe ser cero si f ñ(c) es cero. Por tanto, se deducen
todas las conclusiones de las partes correspondientes de la Definición 5.

#

Observación A pesar de lo que dice el Teorema 12, f ñ(x0) b 0 en un solo punto x0 no impli-
ca que la función sea creciente en cualquier intervalo que contenga a x0. Véase el Ejercicio 20 al
final de esta sección, donde se presenta un contraejemplo.

Ejemplo 4 ¿En qué intervalos es creciente la función f (x) % x3
. 12x ! 1? ¿En qué intervalos es de-

creciente?

Solución Tenemos que f ñ(x) % 3x2
. 12 % 3(x . 2)(x ! 2). Obsérvese que f ñ(x) b 0 si x a .2 o

x b 2, y f ñ(x) a 0 para .2 a x a 2. Por tanto, f es creciente en los intervalos (.ä, .2) y (2, ä), y es
decreciente en el intervalo (.2, 2). Véase la Figura 2.29.

Figura 2.29

Una función f cuya derivada cumple que f ñ(x) n 0 en un intervalo puede ser todavía creciente
en ese intervalo, en vez de ser sólo no decreciente como asegura el Teorema 12(c). Esto ocurre
cuando f ñ(x) % 0 en una serie de puntos aislados, con tal que f sea creciente en los intervalos
situados a la izquierda y a la derecha de esos puntos.

Ejemplo 5 Demuestre que f (x) % x3 es creciente en cualquier intervalo.

Solución Sean x1 y x2 dos números reales, con x2 b x1. Como f ñ(x) % 3x2
b 0, excepto en x % 0, el

Teorema 12(a) nos dice que f (x2) b f (x1) si x1 a x2 m 0 o si 0 m x1 a x2. Si x1 a 0 a x2, entonces
f (x1) a 0 a f (x2). Por tanto, f es creciente en cualquier intervalo.

Si una función es constante en un intervalo, entonces su derivada será cero en dicho interva-
lo. El Teorema del Valor Medio nos permite demostrar la afirmación recíproca.

TEOREMA 13 Sea f una función continua en un intervalo I, y sea f ñ(x) % 0 en todo punto del interior de
I (es decir, en todo punto de I excepto en sus extremos). Entonces f (x) % C, una constan-
te, en I.
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DEMOSTRACIÓN Sea un punto x0 de I y sea C % f (x0). Si x es otro punto de I, enton-
ces el Teorema del Valor Medio dice que debe existir un punto c entre x0 y x tal que

f (x) . f (x0)

x . x0
% f ñ(c)

El punto c debe pertenecer a I porque el intervalo contiene a todos los puntos entre los
dos citados, y c no puede ser un extremo de I ya que c Ç x0 y c Ç x. Como f ñ(c) % 0 para
todos esos puntos c, tenemos que f (x) . f (x0) % 0 para todo x en I, y f (x) % f (x0) % C,
como queríamos demostrar.

#

Veremos cómo se puede utilizar el Teorema 13 para obtener identidades sobre nuevas fun-
ciones que se verán en capítulos posteriores. También lo utilizaremos al definir las primitivas en
la Sección 2.10.

Demostración del Teorema del Valor Medio

El Teorema del Valor Medio es uno de los profundos resultados que se basan en la completitud
del sistema de los números reales, mediante el hecho de que una función continua en un interva-
lo cerrado y finito toma un valor máximo y mínimo en dicho intervalo (Teorema 8 de la Sec-
ción 1.4). Antes de dar la demostración, estableceremos dos resultados preliminares.

TEOREMA 14 Si f es una función definida en un intervalo abierto (a, b), y que alcanza un valor máximo
(o mínimo) en un punto c de (a, b), y existe f ñ(c), entonces f ñ(c) % 0. Los valores de x
donde f ñ(x) % 0 se denominan puntos críticos de la función f.

DEMOSTRACIÓN Supongamos que f tiene un máximo en c. Entonces f (x). f (c)m0
para todo x en (a, b). Si c a x a b, entonces

f (x) . f (c)

x . c
m 0, por tanto, f ñ(c) % lim

xrc!

f (x) . f (c)

x . c
m 0

Análogamente, si a a x a c, entonces

f (x) . f (c)

x . c
n 0, por tanto, f ñ(c) % lim

xrc.

f (x) . f (c)

x . c
n 0

Por tanto, f ñ(c) % 0. La demostración para un valor mínimo en c es similar.

#

TEOREMA 15 Teorema de Rolle

Suponga una función g continua en un intervalo cerrado y finito [a, b], y diferenciable en
el intervalo abierto (a, b). Si g(a) % g(b), entonces existe un punto c en el intervalo abier-
to (a, b) en el que gñ(c) % 0.

DEMOSTRACIÓN Si g(x) % g(a) para todo punto x de [a, b], entonces g es una fun-
ción constante, por lo que gñ(c) % 0 para todo c perteneciente a (a, b). Por tanto, suponga-
mos que existe un x en (a, b) tal que g(x) Ç g(a). Supongamos que g(x) b g(a) (si
g(x) a g(a), la demostración es similar). Por el Teorema Max-Min (Teorema 8 de la Sec-
ción 1.4), como es continua en [a, b], g debe tener un valor máximo en algún punto c en
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[a, b]. Como g(c) n g(x) b g(a) % g(b), c no puede ser a ni b. Por tanto, c pertenece al
intervalo abierto (a, b), por lo que g es diferenciable en c. Por el Teorema 14, c debe ser
un punto crítico de g: gñ(c) % 0.

#

Observación El Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema del Valor Medio en el
que la cuerda tiene pendiente 0, por lo que la correspondiente recta tangente paralela debe tener
también pendiente 0. Se puede deducir el Teorema del Valor Medio de este caso especial.

Demostración del Teorema del Valor Medio Suponga que f cumple las condiciones del
Teorema del Valor Medio. Sea

g(x) % f (x) . A f (a) !
f (b) . f (a)

b . a
(x . a)B

(Para a m x m b, g(x) es un desplazamiento vertical entre la curva y % f (x) y la cuerda

y % f (a) !
f (b) . f (a)

b . a
(x . a)

que une (a, f (a)) y (b, f (b)). Véase la Figura 2.30).

Figura 2.30 g(x) es la distancia
vertical entre la gráfica de f
y la cuerda.

La función g es también continua en [a, b] y diferenciable en (a, b), ya que f posee esas propie-
dades. Además, g(a) % g(b) % 0. Según el Teorema de Rolle, existe un punto c en (a, b) tal que
gñ(c) % 0. Como

gñ(x) % f ñ(x) .

f (b) . f (a)

b . a

se deduce que

f ñ(c) %
f (b) . f (a)

b . a

#

Muchas de las aplicaciones que haremos en capítulos posteriores del Teorema del Valor Me-
dio usarán la siguiente versión generalizada del mismo.
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TEOREMA 16 Teorema del Valor Medio Generalizado

Sean f y g funciones continuas en [a, b], y diferenciables en (a, b), y sea g(x) Ç 0 para
todo x de (a, b). Existe un número c en (a, b) tal que

f (b) . f (a)

g(b) . g(a)
%

f ñ(c)

gñ(c)

DEMOSTRACIÓN Nótese que g(b) Ç g(a) porque si no, habría un punto de (a, b) y el
que gñ % 0. Por tanto, ningún denominador de la expresión anterior puede ser cero. Apli-
cando el Teorema del Valor Medio a

h(x) % ( f (b) . f (a))(g(x) . g(a))(g(b) . g(a))( f (x) . f (a))

como h(a) % h(b) % 0, existe un c en (a, b) tal que hñ(c) % 0. Entonces,

( f (b) . f (a))gñ(c) . (g(b) . g(a)) f ñ(c) % 0

y se llega al resultado deseado sin más que dividir por los fatores en g.

#

Ejercicios 2.6

En los Ejercicios 1-3, ilustre el Teorema del Valor Medio
obteniendo los puntos del intervalo abierto (a, b) donde la
recta tangente a y % f (x) es paralela a la cuerda que une
(a, f (a)) y (b, f (b)).

1. f (x) % x2 en [a, b] 2. f (x) %
1

x
en [1, 2]

3. f (x) % x3
. 3x ! 1 en [.2, 2]

4. Aplicando el Teorema del Valor Medio a

f (x) % cos x !
x2

2
en el intervalo [0, x], y utilizando el

resultado del Ejemplo 2, demuestre que

cos x b 1 .

x2

2

para x b 0. Esta inecuación es también cierta para
x a 0. ¿Por qué?

5. Demuestre que tan x b x para 0 a x a n/2.

6. Sea r b 1. Si x b 0 o .1 m x a 0, demuestre que
(1 ! x)r

b 1 ! rx.

7. Sea 0 a r a 1. Si x b 0 o .1 m x a 0, demuestre que
(1 ! x)r

a 1 ! rx.

Calcule los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
las funciones de los Ejercicios 8-15.

8. f (x) % x2
! 2x ! 2 9. f (x) % x3

. 4x ! 1

10. f (x) % x3
! 4x ! 1 11. f (x) % (x2

. 4)2

12. f (x) %
1

x2
! 1

13. f (x) % x3(5 . x)2

14. f (x) % x . 2 sen x 15. f (x) % x ! sen x

*16. Si f (x) es diferenciable en un intervalo I y se anula en
n n 2 puntos diferentes de I, demuestre que f ñ(x)
debe anularse al menos en n . 1 puntos de I.

17. ¿Qué es erróneo en la siguiente «demostración» del
Teorema del Valor Medio Generalizado? Por el
Teorema del Valor Medio, f (b) . f (a) % (b . a) f ñ(c)
para algún valor c entre a y b y, de forma similar,
g(b) . g(a) % (b . a)gñ(c) para algún c, Por tanto,
( f (b) . f (a))/(g(b). g(a)) % f ñ(c)/gñ(c), como
queríamos demostrar.

*18. Sea f (x) % x2 sen (1/x) si x Ç 0 y f (0) % 0.
Demuestre que f ñ(x) existe para todo x, pero que f ñ
no es continua en x % 0. Esto demuestra la
aseveración (realizada al final de la Sección 2.2) de
que una derivada definida en un intervalo no
necesita ser continua en dicho intervalo.

*19. Demuestre la afirmación (hecha al final de la Sección
2.2) de que una derivada definida en un intervalo
debe tener la propiedad del valor medio. (Sugerencia:
Suponga que f ñ existe en [a, b] y que f ñ(a) Ç f ñ(b). Si
k está entre f ñ(a) y f ñ(b), demuestre que la función g
definida como g(x) % f (x) . kx debe tener o bien un
máximo o bien un mínimo en [a, b], en un punto
interior c de (a, b). Deduzca entonces que f ñ(c) % k).

*20. Sea f (x) %E
x ! 2x2 sen (1/x) si x Ç 0

0 si x % 0

(a) Demuestre que f ñ(0) % 1. (Sugerencia: Utilice la
definición de derivada).

(b) Demuestre que todo intervalo que contiene a x % 0
contiene también puntos en los que f ñ(x) a 0, por
lo que f no puede ser creciente en ese intervalo.
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2.7 Aplicación de las derivadas

En esta sección presentaremos algunos ejemplos de la forma en que utilizan las derivadas para
interpretar cambios y tasas de cambio en el mundo que nos rodea. Es natural pensar en el cam-
bio como algo que es función del tiempo, como la velocidad de un objeto en movimiento, pero
no hay necesidad de ser restrictivos respecto a esto. El cambio con respecto a variables distintas
del tiempo se trata de la misma forma. Por ejemplo, un médico puede desear saber cómo afectan
pequeños cambios en la dosis en la respuesta del cuerpo a un medicamento. Un economista pue-
de estar interesado en estudiar cómo cambia la inversión extranjera con respecto a los cambios
en los tipos de interés en el país. Todas esas cuestiones se pueden formular en términos de tasa
de cambio de una función con respecto a una variable.

Aproximación de pequeños cambios
Si una cantidad y es función de otra cantidad x, es decir,

y % f (x)

en ocasiones se desea conocer cómo afecta un cambio en x, Bx, al valor de y. El cambio exacto
en y, By, se expresa como

By % f (x ! Bx) . f (x)

pero si el cambio en x es pequeño, se puede aproximar By utilizando el hecho de que By/Bx es
aproximadamente la derivada dy/dx. Entonces,

By %
By

Bx
Bx ]

dy

dx
Bx % f ñ(x) Bx

Algunas veces los cambios en una cantidad se miden con respecto al valor de dicha cantidad. El
cambio relativo en x es el cociente Bx/x. El cambio porcentual es el cambio relativo expresado
como un porcentaje:

cambio relativo en x %
Bx

x

cambio porcentual en x % 100
Bx

x

Ejemplo 1 ¿En qué porcentaje aumenta aproximadamente el área del círculo si su radio se incrementa
en un 2%?

Solución El área A de un círculo se expresa en función de su radio como A % nr2. Entonces,

BA ]

dA

dr
Br % 2nrBr

Dividiendo esta aproximación por A % nr2 se obtiene una aproximación que relaciona los cambios relativos
en A y r:

BA

A
]

2nrBr

nr2 % 2
Br

r

Si r se incrementa un 2%, entonces Br %
2

100
r, por lo que

BA

A
] 2 #

2

100
%

4

100

Por tanto, A se incrementa aproximadamente un 4%.
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Velocidad de cambio media e instantánea

Recuérdese el concepto de velocidad o tasa media de cambio de una función en un intervalo,
presentada en la Sección 1.1. La derivada de la función es el límite de esta tasa media cuando la
longitud del intervalo tiende a cero, y por tanto representa la velocidad o tasa de cambio de la
función en un valor dado de su variable.

DEFINICIÓN 6

La velocidad media de cambio de una función f (x) con respecto a x en el intervalo desde
a hasta a ! h es

f (a ! h) . f (a)

h

La velocidad de cambio (instantánea) de f con respecto a x en x % a es la derivada

f ñ(a) % lim
hr0

f (a ! h) . f (a)

h

suponiendo que exista dicho límite.

Es habitual utilizar la palabra instantánea cuando la variable x no representa tiempo, aunque fre-
cuentemente se omite dicha palabra. Cuando se dice velocidad de cambio, significa velocidad
instantánea de cambio.

Ejemplo 2 ¿Con qué rapidez crece al área A de un círculo con respecto a su radio cuando el radio
mide 5 m?

Solución La velocidad de cambio del área con respecto al radio es

dA

dr
%

d

dr
(nr2) % 2nr

Cuando r % 5 m, el área cambia con una velocidad de 2n # 5 % 10n m2/m. Esto significa que un pequeño
cambio Br m en el radio cuando el radio vale 5 m producirá un cambio de aproximadamente 10nBr m2 en
el área del círculo.

El ejemplo anterior sugiere que las unidades apropiadas para medir la velocidad de cambio de
una cantidad y con respecto a otra cantidad x son unidades de y por unidades de x.

Si f ñ(x0) % 0, se dice que f es estacionaria en x0 y que x0 es un punto crítico de f. El punto
correspondiente (x0, f (x0)) de la gráfica de f se denomina punto crítico de la gráfica. La gráfica
tiene tangente horizontal en sus puntos críticos, y f puede tener o no un máximo o mínimo en
dichos puntos (véase la Figura 2.31). Es posible que f sea creciente o decreciente en un punto
crítico (véase el punto a en la Figura 2.31).

Ejemplo 3 Suponga que la temperatura en un determinado lugar t horas después del mediodía es de
T oC (T grados Celsius), siendo

T %
1

3
t3 . 3t2 ! 8t ! 10 (para 0 m t m 5)

¿Con qué velocidad está subiendo o bajando la temperatura a la una de la tarde? ¿Y a las tres de la tarde?
¿En qué instantes la temperatura es estacionaria?
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Solución La velocidad de cambio de la temperatura se expresa como

dT

dt
% t2 . 6t ! 8 % (t . 2)(t . 4)

Si t%1, entonces
dT

dt
%3, por lo que a la una de la tarde la temperatura está subiendo a razón de 3 oC/h.

Si t%3, entonces
dT

dt
%.1, por lo que a las tres de la tarde la temperatura está bajando a razón de 1 oC/h.

La temperatura es estacionaria cuando
dT

dt
% 0, es decir, a las dos de la tarde y a las cuatro de la tarde.

Figura 2.31 Puntos críticos de f.

Sensibilidad a los cambios

Cuando un pequeño cambio en x produce un gran cambio en una función f (x), se dice que esa
función es muy sensible a los cambios en x. La derivada f ñ(x) es una medida de la sensibilidad
que tiene la dependencia de f con x.

Ejemplo 4 (Dosis de una medicina) Un estudio farmacológico de un medicamento en desarrollo para
bajar la tensión arterial determina experimentalmente que la disminución R de la tensión que produce una
dosis diaria de x mg del medicamento es

R % 24.2A1 !
x . 13

∂x2
. 26x ! 529B mm Hg

(Las unidades son milímetros de mercurio (Hg)). Determine la sensibilidad de R a la dosis x cuando el nivel
de la dosis es de 5 mg, 15 mg y 35 mg. ¿En cuál de esos niveles de dosis produce un mayor efecto un
incremento de la dosis?

Solución La sensibilidad de R con x es dR/dx. Tenemos que

dR

dx
% 24.2A

∂x2
. 26x ! 529(1) . (x . 13)

x . 13

∂x2
. 26x ! 529

x2
. 26x ! 529 B

% 24.2A
x2

. 26x ! 529 . (x2
. 26x ! 169)

(x2
. 26x ! 529)3/2 B

%
8712

(x2
. 26x ! 529)3/2
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Cuando la dosis es x % 5 mg, 15 mg y 35 mg las sensibilidades son

dR

dx Gx%5
% 0.998 mm Hg/mg

dR

dx Gx%15

% 1.254 mm Hg/mg

dR

dx Gx%35

% 0.355 mm Hg/mg

De los niveles de dosificación, el que tiene mayor sensibilidad es el de 15 mg. Incrementar la dosis de 15 a
16 mg al día se espera reduciría la tensión media aproximadamente 1.25 mm Hg.

Derivadas en economía

Del mismo modo que los físicos utilizan los términos velocidad y aceleración para referirse a las
derivadas de ciertas cantidades, los economistas también tienen su vocabulario especializado pa-
ra denominar a las derivadas. Las denominan marginales. En economía el término marginal se
refiere a la velocidad o tasa de cambio de una cantidad con respecto a la variable de la que de-
pende. Por ejemplo, el coste de producción C(x) en una operación de fabricación es función de
x, el número de unidades de producto producidas. El coste marginal de producción es la velo-
cidad de cambio de C con respecto de x, y por tanto es dC/dx. Algunas veces el coste marginal
de producción corresponde aproximadamente al coste extra de producir una unidad más, es
decir,

BC % C(x ! 1) . C(x)

Para ver por qué esto es aproximadamente correcto, observemos en la Figura 2.32 que si la pen-
diente de C % C(x) no varía muy rápidamente cerca de x, entonces el cociente de incrementos
BC/Bx tomará un valor próximo a su límite, la derivada dC/dx, incluso cuando Bx % 1.

Figura 2.32 El coste marginal dC/dx es aproximadamente el coste extra BC
de producir Bx % 1 unidad más.

Ejemplo 5 (Tasas marginales de impuestos) Si la tasa marginal de impuestos sobre ingresos es del
35% y los ingresos crecen en 1000 e, habrá que pagar unos 350 e extras en impuestos sobre ingresos. Esto
no significa que se pague el 35% de todos los ingresos en impuestos. Significa que en el nivel de ingresos
actual, l, la tasa de incremento de los impuestos T con respecto a los ingresos es dT/dl% 0,35. Es decir, se
pagan 0.35 e de impuestos por cada euro extra que se ingresa. Por supuesto, si el nivel de ingresos aumen-
ta mucho, puede pasarse a otro segmento impositivo y aumentar las tasas marginales.
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Ejemplo 6 (Coste marginal de producción) El coste de producir x toneladas de carbón por día en
una mina es C(x) e, siendo

C(x) % 4200 ! 5.40x . 0.001x2
! 0.000002x3

(a) ¿Cuál es el coste medio de producir cada tonelada si el nivel diario de producción es de 1000 tonela-
das? ¿Y si es de 2000 toneladas?

(b) Calcule el coste marginal de producción si la producción diaria es de 1000 toneladas y de 2000 tonela-
das.

(c) Si el nivel de producción crece ligeramente de las 1000 toneladas o de las 2000 toneladas, ¿qué sucede-
rá con el coste medio por tonelada?

Solución

(a) El coste medio por tonelada de carbón es

C(x)

x
%

4200

x
! 5.40 . 0.001x ! 0.000002x2

Si x % 1000, el coste medio por tonelada es de C(1000)/1000 % 10.6/ton. Si x % 2000, el coste medio
por tonelada es de C(2000)/2000 % 13.5 e/ton.

(b) El coste marginal de producción es

Cñ(x) % 5.40 . 0.002x ! 0.000006x2

Si x % 1000, el coste marginal es de C(1000) % 9.4/ton. Si x % 2000, el coste marginal es de
C(2000) % 25.4 e/ton.

(c) Si el nivel de producción se incrementa ligeramente por encima de x % 1000, entonces disminuirá el
coste medio por tonelada, ya que el coste crece con una tasa menor que el coste medio. En x % 2000
ocurre lo contrario. Un incremento en la producción aumentará el coste medio por tonelada.

Los economistas prefieren a veces utilizar tasas de cambio relativo, que no depende de las unida-
des en que se miden las cantidades involucradas. Utilizan el término elasticidad para denominar
a esos cambios relativos.

Ejemplo 7 (Elasticidad de la demanda) La demanda y de un cierto producto (es decir, la cantidad
que se puede vender) normalmente depende del precio p aplicado a dicho producto: y % f (p). La demanda
marginal dy/dp% f ñ(p) (que típicamente es negativa) depende de las unidades que se utilicen para medir y
y p. La elasticidad de la demanda es la cantidad

.

p

y

dy

dp
(el signo «.» asegura que la elasticidad es positiva)

que es independiente de las unidades y proporciona una buena medida de la sensibilidad de la demanda a
los cambios de precio. Para ver esto, supongamos que se utilizan unidades nuevas para la demanda y el
precio, que son múltiplos de las unidades antiguas. En las nuevas unidades, la demanda y el precio se ex-
presan como Y y P, siendo

Y % k1y y P % k2p

Es decir, Y % k1 f (P/k2) y dY/dP% (k1/k2) f ñ(P/k2) % (k1/k2) f ñ(p), aplicando la Regla de la Cadena. Por tan-
to, se deduce que el valor de la elasticidad no cambia:

.

P

Y

dY

dP
% .

k2p

k1y

k1

k2
f ñ(p) % .

p

y

dy

dp
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Ejercicios 2.7

En los Ejercicios 1-6, calcule los cambios porcentuales
aproximados en las funciones y % f (x) dadas que producen
un cambio del 2% en el valor de x.

1. y % x2 2. y % 1/x

3. y % 1/x2 4. y % x3

5. y % ∂x 6. y % x.2/3

7. ¿En qué porcentaje, aproximadamente, crecerá el
volumen de una esfera de radio r, (V %

4
3 nr3), si el

radio se incrementa en un 2%?

8. ¿En qué porcentaje disminuirá la longitud de la arista
de un cubo de hielo si el cubo pierde el 6% de su
volumen al fundirse?

9. Calcule la velocidad de cambio del área de un
cuadrado con respecto a la longitud de su lado cuando
dicho lado mide 4 m.

10. Calcule la velocidad de cambio del lado de un cuadrado
con respecto a su área cuando dicha área es de 16 m2.

11. Calcule la velocidad de cambio del diámetro de un
círculo con respecto a su área.

12. Calcule la velocidad de cambio del área de un círculo
con respecto a su diámetro.

13. Calcule la velocidad de cambio del volumen de una
esfera (dado por V %

4
3 nr3) con respecto a su radio r

cuando el radio mide 2 m.

14. ¿Cuál es la velocidad de cambio del área A de un
cuadrado con respecto a la longitud L de su diagonal?

15. ¿Cuál es la velocidad de cambio de la longitud de una
circunferencia C con respecto a su área A?

16. Calcule la velocidad de cambio del lado s de un cubo
con respecto al volumen V de dicho cubo.

¿Cuáles son los puntos críticos de las funciones de los
Ejercicios 17-20? ¿En qué intervalo es cada función
creciente o decreciente?

17. f (x) % x2
. 4 18. f (x) % x3

. 12x ! 1

19. y % x3
! 6x2 20. y % 1 . x . x5

21. Demuestre que f (x) % x3 es creciente en toda la recta
real aunque f ñ(x) no sea positiva en todos sus puntos.

22. ¿En qué intervalos es creciente f (x) % x ! 2 sen x?

Utilice un programa de gráficos o de matemáticas por
computador para calcular los puntos críticos de las
funciones de los Ejercicios 23-26, con una precisión de 6
decimales.

23. f (x) %
x2

. x

x2
. 4

24. f (x) %
2x ! 1

x2
! x ! 1

25. f (x) % x . senA
x

x2
! x ! 1B

26. f (x) %
∂1 . x2

cos (x ! 0.1)

27. El volumen de agua en un tanque t minutos después de
empezar a vaciarse se puede expresar como

V(t) % 350(20 . t)2 L

(a) ¿Con qué velocidad se vacía el tanque tras 5
minutos? ¿Y tras 15 minutos?

(b) ¿Cuál es la velocidad media de vaciado del tanque
en el intervalo comprendido entre 5 minutos y 15
minutos?

28. (Ley de Poiseuille) La velocidad del flujo F (medido
en litros por minuto) de líquido por una tubería es
proporcional a la cuarta potencia del radio de la
tubería:

F % kr4

¿Qué porcentaje aproximado de incremento es
necesario en el radio de la tubería para que la
velocidad del flujo aumente un 10%?

29. (Fuerza gravitatoria) La fuerza gravitatoria F con la
que la Tierra atrae a un objeto en el espacio es
F % k/r2, siendo k una constante y r la distancia del
objeto al centro de la Tierra. Si F disminuye con
respecto a r con una velocidad de 1 newton/km cuando
r % 7000 km, ¿con qué rapidez cambia F con respecto
a r cuando r % 10 000 km?

30. (Sensibilidad de los ingresos con el precio) Los
ingresos por ventas R de un determinado producto
software dependen del precio p aplicado al distribuidor
de acuerdo con la fórmula

R % 4000p . 10p2

(a) ¿Qué sensibilidad tiene R con p cuando p % 100 e?
¿Y cuando p % 200 e? ¿Y cuando p % 300 e?

(b) ¿Cuál de los tres es el precio más razonable para
aplicar al distribuidor? ¿Por qué?

31. (Coste marginal) El coste de fabricar x refrigeradores
es de C(x), siendo

C(x) % 8000 ! 400x . 0.5x2

(a) Calcule el coste marginal si se fabrican 100
refrigeradores.

(b) Demuestre que el coste marginal es
aproximadamente la diferencia de fabricar 101
refrigeradores en vez de 100.

32. (Beneficio marginal) Si una fábrica de contrachapado
produce x planchas al día, su beneficio por día será de
P(x) e, siendo

P(x) % 8x . 0.005x2
. 1000

(a) Calcule el beneficio marginal. ¿Para qué valores de
x es positivo el beneficio marginal? ¿Y negativo?
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(b) ¿Cuántas hojas habría que producir cada día para
generar un beneficio máximo?

33. El coste C (en euros) de producir n objetos al mes en
una fábrica es de

C %
80 000

n
! 4n !

n2

100

Calcule el coste marginal de producción si el número
de objetos fabricados cada mes es de (a) 100 y (b) 300.

*34. En una operación minera el coste C (en euros) de
extraer cada tonelada de mineral es de

C % 10 !
20

x
!

x

1000
siendo x el número de toneladas extraídas al día. Para
x pequeño, C se reduce al aumentar x debido a las
economías de escala, pero para x grande, C crece con

x debido a la sobrecarga de los equipos y de trabajo.
Si cada tonelada de mineral se puede vender a 13 e,
¿cuántas toneladas habría que extraer al día para
maximizar el beneficio por día de la mina?

*35. (Coste medio y coste marginal) Si a un fabricante le
cuesta C(x) euros producir x productos, entonces su
coste medio de producción es de C(x)/x euros por
producto. En general, el coste medio es una función
decreciente con x para x pequeño, y es creciente con x
para x grande (¿por qué?). Demuestre que el valor de
x que minimiza el coste medio hace que el coste
medio sea igual al coste marginal.

36. (Elasticidad constante) Demuestre que si la demanda
y se relaciona con el precio p mediante la ecuación
y % Cp.r, siendo C y p constantes positivas, entonces
la elasticidad de la demanda (véase el Ejemplo 7) es la
constante r.

2.8 Derivadas de orden superior
Si la derivada yñ % f ñ(x) de una función y % f (x) es también diferenciable en x, se puede calcular
su derivada, que se denomina segunda derivada de f, y se expresa como yññ % f ññ(x). Como en el
caso de las primeras derivadas, las derivadas segundas se pueden expresar de diversas formas en
función del contexto. Algunas de las formas más comunes son

yññ % f ññ(x) %
d2y

dx2 %
d

dx

d

dx
f (x) %

d2

dx2 f (x) % D2
xy % D2

x f (x)

De forma similar se pueden considerar la tercera, cuarta, y en general derivadas de orden n. La
notación que utiliza primas es inadecuada para derivadas de orden alto, por lo que el orden se
denotará mediante un superíndice encerrado entre paréntesis (para distinguirlo de los exponen-
tes). La n-ésima derivada de y % f (x) es

y(n)
% f (n)(x) %

dny

dxn %
dn

dxn f (x) % Dn
xy % Dn

x f (x)

y se define como la derivada de la (n . 1)-ésima derivada. Para n % 1, 2 y 3 se utiliza todavía la
notación de las primas: f (2)(x) % f ññ(x), f (3)(x) % f ñññ(x). Algunas veces es conveniente denotar co-
mo f (0)(x) % f (x), es decir, indicar que una función es su propia derivada de orden cero.

Ejemplo 1 La velocidad de un objeto en movimiento es la tasa (instantánea) de cambio de la posición
del objeto con respecto al tiempo. Si el objeto se mueve a lo largo del eje x y está en la posición x % f (t) en
el instante t, entonces su velocidad en ese instante es

v %
dx

dt
% f ñ(t)

De forma similar, la aceleración de un objeto es la tasa de cambio en la velocidad. Por tanto, la acelera-
ción es la segunda derivada de la posición:

a %
dv

dt
%

d2x

dt2
% f ññ(t)

Más adelante, en la Sección 2.11, investigaremos más a fondo las relaciones entre posición, velocidad y
aceleración.
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Ejemplo 2 Si y % x3, entonces yñ % 3x2, yññ % 6x, yñññ % 6, y(4)
% 0 y todas las derivadas sucesivas va-

len cero.

En general, si f (x) % xn (siendo n un entero positivo), entonces

f (k)(x) % n(n . 1)(n . 2) ñ (n . (k . 1))xn.k

%E
n!

(n . k)!
xn.k si 0 m k m n

0 si k b n

donde n! (denominado n factorial) se define como

0! % 1

1! % 0! # 1 % 1 # 1 % 1

2! % 1! # 2 % 1 # 2 % 2

3! % 2! # 3 % 1 # 2 # 3 % 6

4! % 3! # 4 % 1 # 2 # 3 # 4 %24

ó
n! % (n . 1)! # n % 1 # 2 # 3 # ñ # (n . 1) # n

De lo anterior se deduce que si P es un polinomio de grado n,

P(x) % anx
n
! an.1x

n.1
! ñ ! a1x ! a0

donde an, an.1, ..., a1, a0 son constantes, entonces P(k)(x) % 0 para k b n. Para k m n, P(k) es un
polinomio de grado n . k. En particular, P(n)(x) % n!an, es decir, una constante.

Ejemplo 3 Demuestre que si A, B y k son constantes, entonces la función

y % A cos (kt) ! B sen (kt)

es la solución de la ecuación diferencial del movimiento armónico simple de segundo orden (véase la
Sección 3.7):

d2y

dt2
! k2y % 0

Solución Para ser una solución, la función y(t) debe cumplir la ecuación diferencial, es decir,

d2

dt2
y(t) ! k2y(t) % 0

debe cumplirse para todo número real t. Esto se puede verificar calculando las dos primeras derivadas de la
función y(t) % A cos (kt) ! B sen (kt), y observando que la segunda derivada mas k2y(t) vale siempre cero:

dy

dt
% .Ak sen (kt) ! Bk cos (kt)

d2y

dt2
% .Ak2 cos (kt) . Bk2 sen (kt) % .k2y(t)

d2y

dt2
! k2y(t) % 0
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Ejemplo 4 Calcule la n-ésima derivada, y(n), de y %
1

1 ! x
% (1 ! x).1.

Solución Comenzamos por calcular unas pocas derivadas:

yñ % .(1 ! x).2

yññ % .(.2)(1 ! x).3
% 2(1 ! x).3

yñññ % 2(.3)(1 ! x).4
% .3!(1 ! x).4

y(4)
% .3!(.4)(1 ! x).5

% 4!(1 ! x).5

Aparece un patrón obvio. Parece que

y(n)
% (.1)nn!(1 ! x).n.1

En realidad no hemos demostrado que la fórmula anterior es correcta para todo n, aunque lo es para n % 1,
2, 3 y 4. Para completar la demostración se utiliza inducción matemática (Sección 2.3). Supongamos que la
fórmula es válida para n % k, siendo k un entero positivo. Considérese y(k!1):

y(k!1)
%

d

dx
y(k)

%
d

dx
((.1)kk!(1 ! x).k.1)

% (.1)kk!(.k . 1)(1 ! x).k.2
% (.1)k!1(k ! 1)!(1 ! x).(k!1).1

Esto es lo que la fórmula predice para la derivada de orden (k ! 1). Por tanto, si la fórmula para y(n) es
correcta para n % k, es también correcta para n % k ! 1. Como se sabe que la fórmula es verdadera para
n % 1, debe ser cierta para todo n n 1 por inducción.

Nótese el uso de (.1)n para indicar un signo negativo si n es impar y positivo si n es par.

Ejemplo 5 Calcule una fórmula para f (n)(x), siendo f (x) % sen (ax ! b).

Solución Comenzamos por calcular unas pocas derivadas:

f ñ(x) % a cos (ax ! b)

f ññ(x) % .a2 sen (ax ! b) % .a2 f (x)

f ñññ(x) % .a3 cos (ax ! b) % .a2 f ñ(x)

f (4)(x) % a4 sen (ax ! b) % a4 f (x)

f (5)(x) % a5 cos (ax ! b) % a4 f ñ(x)

ó

Aquí también el patrón es bastante obvio. Cada derivada es .a2 veces la segunda derivada anterior. Una
fórmula que permite calcular todas las derivadas es

f (n)(x) %E
(.1)kan sen (ax ! b) si n % 2k

(.1)kan cos (ax ! b) si n % 2k ! 1
(k % 0, 1, 2, ...)

que se puede verificar también por inducción en k.

Nuestro ejemplo final ilustra que no siempre es fácil obtener la derivada n-ésima de una función.

Ejemplo 6 Calcule f ñ, f ññ y f ñññ de f (x) % ∂x2
! 1. ¿Existe algún patrón que permita predecir cómo

será f (4)?

CAPÍTULO 2. Diferenciación 167



Solución Como f (x) % (x2
! 1)1/2, tenemos que

f ñ(x) %
1
2 (x2

! 1).1/2(2x) % x(x2
! 1).1/2

f ññ(x) % (x2
! 1).1/2

! x(.1
2)(x

2
! 1).3/2(2x)

% (x2
! 1).3/2(x2

! 1 . x2) % (x2
! 1).3/2

f ñññ(x) % .
3
2 (x2

! 1).5/2 (2x) % .3x(x2
! 1).5/2

Aunque la expresión que se obtiene en cada derivada se puede simplificar algo, el patrón subyacente no es
(todavía) lo bastante obvio como para permitirnos predecir la fórmula de f (4)(x) sin tener que calcularla. De
hecho,

f (4)(x) % 3(4x2
. 1)(x2

! 1).7/2

por lo que el patrón (si es que hay alguno) no aparece claramente en esta etapa.

Observación Las derivadas de orden superior se pueden indicar en Maple repitiendo la varia-
ble de diferenciación o indicando el orden utilizando el operador $:

b diff(x 4 5, x, x) ! diff(sin(2*x),x$3) ;

20x3
. 8 cos (2x)

El operador D se puede utilizar también para obtener las derivadas de orden superior de una fun-
ción (no como una expresión) componiéndolas explícitamente o utilizando el operador @@:

b f :%x .b x 4 5; fpp :% D (D(f)) ; (D@@3)(f) (a) ;

f :% x r x5

fpp :% x r 20x3

60a2

Ejercicios 2.8

Calcule yñ, yññ e yñññ para las funciones de los Ejercicios
1-12.

1. y % (3 . 2x)7 2. y % x2
.

1

x

3. y %
6

(x . 1)2 4. y % ∂ax ! b

5. y % x1/3
. x.1/3 6. y % x10

! 2x8

7. y % (x2
! 3)∂x 8. y %

x . 1

x ! 1

9. y % tan x 10. y % sec x

11. y % cos (x2) 12. y %
sen x

x

En los Ejercicios 13-23, calcule las suficientes derivadas de
las funciones propuestas como para obtener una expresión
general de la fórmula de f (n)(x). Verifique después la
fórmula obtenida mediante inducción matemática.

13. f (x) %
1

x
14. f (x) %

1

x2

15. f (x) %
1

2 . x
16. f (x) % ∂x

17. f (x) %
1

a ! bx
18. f (x) % x2/3

19. f (x) % cos (ax) 20. f (x) % x cos x

21. f (x) % x sen (ax)

*22. f (x) %
1

�x �
*23. f (x) % ∂1 . 3x

24. Si y % tan kx, demuestre que yññ % 2k2y(1 ! y2).

25. Si y % sec kx, demuestre que yññ % k2y(2y2
. 1).

26. Utilice inducción matemática para demostrar que la
n-ésima derivada de y % sen (ax ! b) sigue la fórmula
establecida al final del Ejemplo 5.

27. Utilice inducción matemática para demostrar que la
n-ésima derivada de y % tan x es de la forma
Pn!1(tan x), siendo Pn!1 un polinomio de grado n ! 1.

28. Si f y g son funciones diferenciables dos veces,
demuestre que ( f g)ññ % f ññg ! 2 f ñg ñ ! f gññ.
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*29. Formule y demuestre un resultado análogo al del
Ejercicio 28 pero para ( f g)(3) y ( f g)(4). ¿Podría
obtener la fórmula de ( f g)(n)?

*30. Si f ññ(x) existe en un intervalo I y f se anula en al
menos tres puntos diferentes de I, demuestre que f ññ
debe anularse al menos en un punto de I.

*31. Generalice el Ejercicio 30 a una función para la que
f (n) existe en I, y para la que f se anula en n ! 1
puntos diferentes de I.

*32. Suponga que f es dos veces diferenciable en un
intervalo I (es decir, f ññ existe en I). Suponga además
que los puntos 0 y 2 pertenecen a I y que
f (0) % f (1) % 0 y f (2) % 1. Demuestre que:

(a) f ñ(a) %
1

2
para algún punto a en I.

(b) f ññ(b) b

1

2
para algún punto b en I.

(c) f ñ(c) %
1

7
para algún punto c en I.

2.9 Diferenciación implícita

Ya sabemos calcular la pendiente de una curva que corresponde a la representación gráfica de la
función y % f (x) calculando la derivada de f. Pero no todas las curvas corresponden a gráficas
de estas funciones. Para ser la gráfica de una función f (x), la curva no debe cruzar cualquier
recta vertical en más de un punto.

Las curvas son generalmente ecuaciones en dos variables. Estas ecuaciones se pueden expre-
sar de la forma

F(x, y) % 0

donde F(x, y) indica una expresión que involucra a las dos variables x e y. Por ejemplo, la ecua-
ción de una circunferencia con centro en el origen y radio 5 es

x2
! y2

. 25 % 0

por lo que F(x, y) % x2
! y2

. 25 para esa circunferencia.
A veces es posible despejar y en la ecuación F(x, y) % 0 y, por tanto, obtener fórmulas explí-

citas de una o más funciones y % f (x) definidas por dicha ecuación. Sin embargo, a menudo no
es posible resolver la ecuación. No obstante, aún podemos ver la ecuación como una forma de
definir implícitamente y como una o más funciones de x, aunque no podemos obtener explícita-
mente esas funciones. Es más, podemos obtener las derivadas dy/dx de las funciones implícitas
mediante una técnica denominada diferenciación implícita. Se trata de diferenciar la ecuación
dada con respecto a x, considerando que y es una función de x con derivada dy/dx, o yñ.

Ejemplo 1 Calcule dy/dx si y2
% x.

Solución La ecuación y2
% x define dos funciones diferenciables de x, que en este caso podemos cono-

cer explícitamente. Son y1 % ∂x e y2 % .∂x (Figura 2.33), cuyas derivadas están definidas para x b 0:

dy1

dx
%

1

2∂x
y

dy2

dx
% .

1

2∂x

Figura 2.33 La ecuación y2
% x define dos funciones diferenciables de x

en el intervalo x n 0.
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Sin embargo, es posible obtener la pendiente de la curva y2
% x en cualquier punto (x, y) que cumpla la

ecuación sin despejar previamente y. Para calcular dy/dx simplemente se diferencian con respecto a x los
dos miembros de la ecuación y2

% x, tratando y como una función diferenciable de x y utilizando la Regla
de la Cadena para diferenciar y2:

d

dx
(y2) %

d

dx
(x) ALa Regla de la Cadena da

d

dx
y2

% 2y
dy

dxB
2y

dy

dx
% 1

dy

dx
%

1

2y

Obsérvese que esto coincide con las derivadas calculadas anteriormente para ambas soluciones explícitas
y1 % ∂x e y2 % .∂x :

dy1

dx
%

1

2y1
%

1

2∂x
y

dy2

dx
%

1

2y2
%

1

2(.∂x)
% .

1

2∂x

Ejemplo 2 Calcule la pendiente de la circunferencia x2
! y2

% 25 en el punto (3, .4).

Solución La circunferencia no corresponde a la gráfica de una única función de x. De nuevo se combi-
nan las gráficas de dos funciones: y1 % ∂25 . x2 e y2 % . ∂25 . x2 (Figura 2.34). El punto (3, .4) per-
tenece a la gráfica de y2, por lo que la pendiente se puede obtener calculando explícitamente:

dy2

dx Gx%3

% .

.2x

2∂25 . x2 Gx%3

% .

.6

2∂25 . 9
%

3

4

Figura 2.34 La circunferencia combina la gráfica de dos funciones. La gráfica
de y2 es el semicírculo inferior y pasa por el punto (3, .4).

Pero el problema se puede resolver más fácilmente diferenciando implícitamente la ecuación dada de la cir-
cunferencia y con respecto a x:

d

dx
(x2) !

d

dx
(y2) %

d

dx
(25)

2x ! 2y
dy

dx
% 0

dy

dx
% .

x

y

La pendiente en (3, .4) es .

x

y G(3, .4)

% .

3

.4
%

3

4
.
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Ejemplo 3 Calcule
dy

dx
si y sen x % x3

! cos y.

Solución Esta vez no se puede despejar la y como una función explícita de x, por lo que debemos utili-
zar diferenciación implícita:

d

dx
(y sen x) %

d

dx
(x3) !

d

dx
(cos y) A

Uso de la Regla del Producto

en el miembro izquierdo. B
(sen x)

dy

dx
! y cos x % 3x2

. (sen y)
dy

dx

(sen x ! sen y)
dy

dx
% 3x2

. y cos x

dy

dx
%

3x2
. y cos x

sen x ! sen y

Para calcular dy/dx mediante diferenciación implícita:

1. Se diferencian los dos miembros de la ecuación con respecto a x, teniendo en cuenta que y es
función de x y empleando la Regla de la Cadena para diferenciar las funciones de y.

2. Se agrupan los términos dy/dx en un miembro de la ecuación y se despeja dy/dx dividiendo
por su coeficiente.

En los ejemplos anteriores, las derivadas dy/dx calculadas por diferenciación implícita dependían
de y o de x e y, en vez de depender sólo de x. Esto es normal, ya que una ecuación en x e y
puede definir más de una función de x, y la derivada calculada implícitamente debe aplicar a
todas ellas. Por ejemplo, en el Ejemplo 2, la derivada dy/dx% .x/y proporciona también la pen-
diente .3/4 en el punto (3, 4) de la circunferencia. Cuando se usa diferenciación implícita para
calcular la pendiente de una curva en un punto, en general habrá que conocer las coordenadas de
ese punto.

Existen peligros sutiles al calcular derivadas implícitas. Cuando se utiliza la Regla de la Ca-
dena para diferenciar una ecuación en la que y depende de x, se asume automáticamente que la
ecuación define y como una función diferenciable de x. Éste no tiene por qué ser el caso. Para
ver lo que puede pasar, consideremos el problema de calcular yñ % dy/dx de la ecuación

x2
! y2

% K (*)

siendo K una constante. Como en el Ejemplo 2 (donde K % 25), la diferenciación implícita pro-
duce como resultado

2x ! 2yyñ % 0 o yñ % .

x

y

Esta fórmula proporciona la pendiente de la curva (*) en cualquier punto de dicha curva donde
y Ç 0. Para K b 0, (*) representa una circunferencia centrada en el origen con radio ∂K. Esta
circunferencia tiene pendiente finita, excepto en los dos puntos donde cruza al eje x (donde
y % 0). Si K % 0, la ecuación representa un solo punto, el origen, por lo que el concepto de pen-
diente carece de sentido. Para K a 0, no existen puntos reales cuyas coordenadas cumplan la
ecuación (*), por lo que yñ carece aquí también de sentido. La consecuencia es que poder calcu-
lar yñ en una ecuación dada aplicando diferenciación implícita no garantiza que yñ represente
realmente la pendiente de algo.
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Si (x0, y0) es un punto en la gráfica de la ecuación F(x, y) % 0, existe un teorema que puede
justificar el uso de la diferenciación implícita para calcular la pendiente de la gráfica en dicho
punto. No podemos ofrecer una demostración rigurosa del teorema de la función implícita
(véase la Sección 12.8), pero en términos generales, dice que parte de la gráfica de F(x, y) % 0
cerca de (x0, y0) es la gráfica de una función de x que es diferenciable en x0, suponiendo que
F(x, y) sea una función «suave» y que la derivada

d

dy
F(x0, y) Gy%y0

Ç 0

En el caso de la circunferencia x2
! y2

. K % 0 (siendo K b 0) esta condición dice que 2y0 Ç 0,
que es la condición de que la derivada yñ % .x/y debe existir en (x0, y0).

Una estrategia útil

Cuando se usa diferenciación implícita para calcular el valor de la derivada en un punto concre-
to, es mejor sustituir las coordenadas del punto inmediatamente después de realizar la diferencia-
ción y antes de despejar la derivada dy/dx. Es más sencillo resolver una ecuación con números
que con expresiones algebraicas.

Ejemplo 4 Calcule la ecuación de la tangente a x2
! xy ! 2y3

% 4 en (.2, 1).

Solución Nótese que (.2, 1) está en la curva dada. Para calcular la pendiente en la tangente se diferencia
implícitamente la ecuación con respecto a x. Se utiliza la Regla del Producto para diferenciar el término xy:

2x ! y ! xyñ ! 6y2yñ % 0

Sustituyendo las coordenadas x % .2 e y % 1 y despejando yñ:

.4 ! 1 . 2yñ ! 6yñ % 0 ú yñ %
3

4

La pendiente de la tangente en (.2, 1) es 3/4 y su ecuación es

y %
3

4
(x ! 2) ! 1 o 3x . 4y % .10

Ejemplo 5 Demuestre que para todo valor de las constantes a y b, las curvas x2
. y2

% a y xy % b se
cortan formando ángulos rectos, es decir, en cualquier punto donde se corten, sus tangentes son perpendicu-
lares.

Solución La pendiente en cualquier punto de x2
. y2

% a se expresa como 2x . 2yyñ % 0, o yñ % x/y. La
pendiente en cualquier punto xy % b se expresa como y ! xyñ % 0, o yñ % .y/x. Si las dos curvas (que son
hipérbolas si a Ç 0 y b Ç 0) se cortan en (x0, y0), las pendientes en ese punto son respectivamente x0/y0 y
.y0/x0. Se ve claramente que una pendiente es el inverso cambiado de signo de la otra, por lo que la tan-
gente a una curva es perpendicular a la tangente a la otra en el punto considerado. Por tanto, las curvas se
cortan formando ángulos rectos (véase la Figura 2.35).

Derivadas de orden superior

Ejemplo 6 Calcule yññ %
d2y

dx2 si xy ! y2
% 2x.
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Figura 2.35 Algunas hipérbolas de la familia x2
. y2

% a (en discontinua)
que se cortan con algunas curvas de la familia xy % b (en continua)
formando ángulos rectos.

Solución Diferenciando dos veces los dos miembros de la ecuación dada con respecto a x:

y ! xyñ ! 2yyñ % 2

yñ ! yñ ! xyññ ! 2(yñ)2
! 2yyññ % 0

Ahora se despejan yñ e yññ en las ecuaciones.

yñ %
2 . y

x ! 2y

yññ % .

2yñ ! 2(yñ)2

x ! 2y
% .2

2 . y

x ! 2y

1 !
2 . y

x ! 2y

x ! 2y

% .2
(2 . y)(x ! y ! 2)

(x ! 2y)3

% .2
2x . xy ! 2y . y2

! 4 . 2y

(x ! 2y)3 % .

8

(x ! 2y)3

Hemos utilizado la ecuación dada para simplificar el numerador de la línea superior.

Observación Maple se puede utilizar para calcular derivadas implícitas siempre que se indi-
que explícitamente la dependencia de las variables. Por ejemplo, se puede calcular el valor de yññ

en la curva xy ! y3
% 3 en el punto (2, 1) de la siguiente forma. Primero se diferencia la ecua-

ción con respecto a x, y se escribe y(x) para indicar a Maple que y depende de x

b deq :% diff(x*y(x) ! (y(x)) 4 3%3, x) ;

deq :% y(x) ! xA
L
Lx

y(x)B! 3y(x)2A
L
Lx

y(x)B% 0

Nótese que Maple utiliza el símbolo L en vez de d al expresar la derivada en la notación de
Leibniz. Esto es porque la expresión que está diferenciando puede depender de más de una va-
riable: (L/Lx)y indica la derivada de y con respecto a la variable concreta x y no con respecto a
las otras variables de las que y puede depender. Se denomina derivada parcial. En el Capítulo
12 hablaremos de las derivadas parciales. Por el momento consideremos L como si fuera d.
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A continuación se despeja yñ en la ecuación resultante:

b yp :% solve(deq, diff(y(x), x)) ;

yp :% .

y(x)

x ! 3y(x)2

Ahora se puede diferenciar yp con respecto a x para obtener yññ.

b ypp :% diff(yp, x) ;

ypp :% .

L
Lx

y(x)

x ! 3y(x)2 !

y(x) A1 ! 6y(x)A
L
Lx

y(x)BB
(x ! 3y(x)2)2

Para obtener una expresión que dependa sólo de x e y hay que sustituir la expresión de la prime-
ra derivada en el resultado. Como en el resultado de la sustitución aparecerán fracciones com-
puestas, simplificaremos dicho resultado.

b ypp :% simplify(subs(diff(y(x), x)%yp, ypp) ;

ypp :% 2
xy(x)

(x ! 3y(x)2)3

Esto es yññ expresada en función de x e y. Ahora hay que sustituir las coordenadas x % 2,
y(x) % 1 para obtener el valor de yññ en (2, 1). Hay que tener en cuenta que el orden de las susti-
tuciones es importante. Primero hay que sustituir y(x) por 1 y después sustituir x por 2 (si susti-
tuyéramos primero x, habríamos sustituido y(2) en vez de y(x) por 1). El comando subs de Ma-
ple realiza las sustituciones en el orden en que se escriben.

b subs(y(x) % 1, x % 2, ypp) ;

4

125

Regla General de la Potencia

Hasta ahora sólo hemos demostrado la Regla General de la Potencia

d

dx
xr

% rxr.1

para exponentes enteros r y algunos exponentes racionales como r % 1/2. Utilizando diferencia-
ción implícita se puede dar una demostración para cualquier exponente racional r % m/n, siendo
m y n enteros y n Ç 0.

Si y % xm/n, entonces yn
% xm. Diferenciando implícitamente con respecto a x se obtiene

nyn.1 dy

dx
% mxm.1, por tanto,

dy

dx
%

m

n
xm.1y1.n

%
m

n
xm.1x(m/n)(1.n)

%
m

n
xm.1!(m/n).m

%
m

n
x(m/n).1
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Ejercicios 2.9

En los Ejercicios 1-8, calcule dy/dx en función de x e y.

1. xy . x ! 2y % 1 2. x3
! y3

% 1

3. x2
! xy % y3 4. x3y ! xy5

% 2

5. x2y3
% 2x . y 6. x2

! 4(y . 1)2
% 4

7.
x . y

x ! y
%

x2

y
! 1 8. x∂x ! y % 8 . xy

En los Ejercicios 9-16, calcule la ecuación de las tangentes
a las curvas en los puntos dados.

9. 2x2
! 3y2

% 5 en (1, 1)

10. x2y3
. x3y2

% 12 en (.1, 2)

11.
x

y
!A

y

xB
3

% 2 en (.1, .1)

12. x ! 2y ! 1 %
y2

x . 1
en (2, .1)

13. 2x ! y . ∂2 sen (xy) % n/2 en A
n
4

, 1B
14. tan (xy)2

%
2xy

n
en A.n,

1

2B
15. x sen (xy . y2) % x2

. 1 en (1, 1)

16. cos A
ny

x B%
x2

y
.

17

2
en (3, 1)

En los Ejercicios 17-20, calcule yññ en función de x e y.

17. xy % x ! y 18. x2
! 4y2

% 4

*19. x3
. y2

! y3
% x *20. x3

. 3xy ! y3
% 1

21. Para x2
! y2

% a2 demuestre que yññ % .

a2

y3 .

22. Para Ax2
! By2

% C demuestre que yññ % .

AC

B2y3.

Utilice Maple u otro sistema de matemáticas por
computador para calcular los valores que se piden en los
Ejercicios 23-26.

23. Calcule la pendiente de x ! y2
! y sen x%y3

!n
en (n, 1).

24. Calcule la pendiente de
x ! ∂y

y ! ∂x
%

3y . 9x

x ! y

en el punto (1, 4).

25. Si x ! y5
! 1 % y ! x4

! xy2, calcule d2y/dx2

en (1, 1).

26. Si x3y ! xy3
% 11, calcule d3y/dx3 en (1, 2).

*27. Demuestre que la elipse x2
! 2y2

% 2 y la hipérbola
2x2

. 2y2
% 1 se cortan formando ángulos rectos.

*28. Demuestre que la elipse x2/a2
! y2/b2

% 1 y la
hipérbola x2/A2

. y2/B2
% 1 se cortan formando

ángulos rectos si A2
m a2 y a2

. b2
% A2

! B2 (esto
indica que la elipse y la hipérbola tienen los mismos
focos).

*29. Si z % tan
x

2
, demuestre que

dx

dz
%

2

1 ! z2, sen x %
2z

1 ! z2, y cos x %
1 . z2

1 ! z2

*30. Utilice diferenciación implícita para calcular yñ si
(x . y)/(x! y) % x/y! 1. Demuestre ahora que, de
hecho, la curva no tiene puntos, por lo que la
derivada calculada no tiene sentido. Este otro ejemplo
demuestra los peligros de calcular algo que no se
conoce si existe o no.

2.10 Primitivas y problemas de valor inicial

Hasta el momento en este capítulo nos hemos ocupado de calcular la derivada f ñ de una función
dada f. El problema inverso (dada la derivada f ñ calcular f ) es también de interés e importancia.
Este problema se estudia en el cálculo integral y en general es más difícil de resolver que el
cálculo de derivadas. En esta sección consideraremos este problema de forma preliminar y vol-
veremos sobre él en el Capítulo 5.

Primitivas

Comenzaremos por definir la primitiva de una función f como una función F cuya derivada es
f. Es apropiado requerir que Fñ(x) % f (x) en un intervalo.
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DEFINICIÓN 7

La primitiva de una función f en un intervalo I es otra función F que cumple

Fñ(x) % f (x) para x en I

Ejemplo 1

(a) F(x) % x es una primitiva de la función f (x) % 1 en cualquier intervalo porque Fñ(x) % 1 % f (x) en to-
das partes.

(b) G(x) %
1
2 x2 es una primitiva de la función g(x) % x en cualquier intervalo porque Gñ(x)%1

2 (2x) %

% x % g(x) en todas partes.

(c) R(x) % .
1
3 cos (3x) es una primitiva de r(x) % sen (3x) en cualquier intervalo porque Rñ(x) %

% .
1
3 (.3 sen (3x)) % sen (3x) % r(x) en todas partes.

(d) F(x) % .1/x es una primitiva de f (x) % 1/x2 en cualquier intervalo que no contenga a x % 0 porque
Fñ(x) % 1/x2

% f (x) en todas partes excepto en x % 0.

Las primitivas no son únicas. De hecho, si C es una constante, entonces F(x) % x ! C es una
primitiva de f (x) % 1 en cualquier intervalo. Siempre se puede añadir una constante a la primiti-
va F de una función f en un intervalo y obtener otra derivada de f. Lo que es más importante,
todas las primitivas de f en un intervalo se pueden obtener sumando constantes a una primitiva
concreta. Si F y G son primitivas de f en un determinado intervalo I, entonces

d

dx
(G(x) . F(x)) % f (x) . f (x) % 0

en dicho intervalo I, de forma que G(x) . F(x) % C (una constante) en I por el Teorema 13 de la
Sección 2.6. Por tanto, G(x) % F(x) ! C en I.

Nótese que ni esta conclusión ni el Teorema 13 son válidos en un conjunto que no sea un
intervalo. Por ejemplo, la derivada de

sgn x %E
.1 si x a 0

1 si x b 0

es 0 para todo x Ç 0, pero sgn x no es constante para todo x Ç 0, sino que tiene valores
constantes diferentes en los dos intervalos (.ä, 0) y (0, ä) que forman su dominio.

La integral indefinida
La primitiva general de una función f (x) en un intervalo I es F(x) ! C, siendo F(x) una primiti-
va concreta de f (x) en I y C una constante. Esta primitiva general se denomina integral indefini-
da de f (x) en I, y se indica como : f (x) dx.

DEFINICIÓN 8

La integral indefinida de f (x) en un intervalo I es

I f (x) dx % F(x) ! C en I

siempre que Fñ(x) % f (x) para todo x de I.

El símbolo : se denomina signo integral. Su forma es de una «S» alargada por razones que se
verán al estudiar la integral definida en el Capítulo 5. De la misma forma que dy/dx se considera
un solo símbolo que representa la derivada de y con respecto a x, hay que considerar : f (x) dx
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como un solo símbolo (primitiva general) de f con respecto a x. La constante C se denomina
constante de integración.

Ejemplo 2

(a) I x dx %
1

2
x2

! C en cualquier intervalo.

(b) I (x3
. 5x2

! 7) dx %
1

4
x4

.

5

3
x3

! 7x ! C en cualquier intervalo.

(c) I A
1

x2 !
2

∂xB dx % .

1

x
! 4∂x ! C en cualquier intervalo a la derecha de x % 0.

Las tres fórmulas anteriores se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos.

El cálculo de primitivas es en general más difícil que el cálculo de derivadas, ya que muchas
funciones no tienen primitivas expresables como combinación finita de funciones elementales.
Sin embargo, toda fórmula de una derivada se puede expresar como una fórmula de una primiti-
va. Por ejemplo,

d

dx
sen x % cos x; por tanto, I cos x dx % sen x ! C

En capítulos posteriores desarrollaremos varias técnicas para calcular primitivas. Hasta entonces,
nos contentaremos con escribir algunas primitivas simples basadas en el conocimiento de las de-
rivadas de funciones elementales:

(a) I dx %I 1 dx % x ! C (b) I x dx %
x2

2
! C

(c) I x2 dx %
x3

3
! C (d) I

1

x2 dx %I
dx

x2 % .

1

x
! C

(e) I
1

∂x
dx % 2∂x ! C (f) I xr dx %

xr!1

r ! 1
! C (r Ç .1)

(g) I sen x dx % .cos x ! C (h) I cos x dx % sen x ! C

(i) I sec2 x dx % tan x ! C (j) I csc2 x dx % .cot x ! C

(k) I sec x tan x dx % sec x ! C (l) I csc x cot x dx % .csc x ! C

Obsérvese que las fórmulas (a)-(e) son casos especiales de la fórmula (f). Por el momento, en
(f), r debe ser un número racional, pero esta restricción desaparecerá posteriormente.

La regla para diferenciar sumas y múltiplos constantes de funciones se convierte en una regla
similar en el caso de las primitivas, como se refleja en los apartados (b) y (c) del Ejemplo 2
anterior.

Las gráficas de las diferentes primitivas de la misma función en el mismo intervalo son ver-
siones desplazadas verticalmente de la misma curva, como se muestra en la Figura 2.36. En ge-
neral, sólo una de esas curvas pasará por un punto dado, por lo que se puede obtener una primiti-
va concreta de una función dada exigiendo que dicha primitiva tome un valor determinado en un
punto concreto x.
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Figura 2.36 Gráficas de varias primitivas de la misma función.

Ejemplo 3 Calcule la función f (x) cuya derivada es f ñ(x) % 6x2
. 1 para todo real x y tal que

f (2) % 10.

Solución Como f ñ(x) % 6x2
. 1, tenemos que

f (x) %I (6x2
. 1) dx % 2x3

. x ! C

para alguna constante C. Como f (2) % 10, entonces

10 % f (2) % 16 . 2 ! C

Por tanto, C % .4 y f (x) % 2x3
. x . 4 (se puede verificar por cálculo directo que f ñ(x) % 6x2

. 1 y
f (2) % 10).

Ejemplo 4 Calcule la función g(t) cuya derivada es
t ! 5

t3/2
y cuya gráfica pasa por el punto (4, 1).

Solución Tenemos que

g(t) %I
t ! 5

t3/2
dt

%I (t.1/2
! 5t.3/2) dt

% 2t1/2. 10t.1/2
! C

Como la gráfica de y % g(t) debe pasar por el punto (4, 1), se requiere que

1 % g(4) % 4 . 5 ! C

Por tanto, C % 2 y

g(t) % 2t1/2 . 10t.1/2
! 2 para t b 0

Ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial
Una ecuación diferencial (ED) es una ecuación en la que aparecen una o más derivadas de una
función desconocida. Cualquier función cuyas derivadas cumplan la ecuación diferencial en un
intervalo se denomina solución de la ecuación diferencial en dicho intervalo. Por ejemplo, la
función y % x3

. x es una solución de la ecuación diferencial

dy

dx
% 3x2

. 1
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en toda la recta real. Esta ecuación diferencial tiene más de una solución. De hecho,
y % x3

. x ! C es una solución para cualquier valor de la constante C.

Ejemplo 5 Demuestre que para cualquier valor de las constantes A y B, la función y % Ax3
! B/x es

una solución de la ecuación diferencial x2yññ . xyñ . 3y % 0 en cualquier intervalo que no contenga el 0.

Solución Si y % Ax3
! B/x, entonces para todo x Ç 0 tenemos que

yñ % 3Ax2
. B/x2 y yññ % 6Ax ! 2B/x3

Y, por tanto,

x2yññ . xyñ . 3y % 6Ax3
!

2B

x
. 3Ax3

!
B

x
. 3Ax3

.

3B

x
% 0

siempre que x Ç 0. Esto es lo que queríamos demostrar.

El orden de una ecuación diferencial es el de la derivada de mayor orden que aparece en dicha
ecuación. La ED del Ejemplo 5 es una ED de segundo orden ya que en ella interviene yññ, y no
hay derivadas de y de orden superior. Nótese que en la solución que se ha verificado en el Ejem-
plo 5 intervienen dos constantes arbitrarias, A y B. Esta solución se denomina solución general
de la ecuación, ya que se puede demostrar que cualquier solución es de esta forma, dando valo-
res a las constantes A y B. Se obtiene una solución particular de la ecuación asignando valores
concretos a esas constantes. En la solución general de una ecuación diferencial de orden n apare-
cen n constantes arbitrarias.

Un problema de valor inicial (PVI) está formado por:

(a) una ecuación diferencial (para resolverla encontrando una función desconocida) y
(b) valores de la solución y de un número suficiente de sus derivadas en un punto determinado

(el punto inicial) para determinar los valores de todas las constantes arbitrarias en la solución
general de la ED y obtener, así, una solución particular.

Observación Es habitual utilizar el mismo símbolo, por ejemplo y, para indicar la variable
independiente y la función solución de una ED o de un PVI. Es decir, la función solución se
denominará y % y(x), en vez de y % f (x).

Observación La solución de un PVI es válida en el máximo intervalo que contenga a los
puntos iniciales donde se define la función solución.

Ejemplo 6 Utilice el resultado del Ejemplo 5 para resolver el siguiente problema de valor inicial:

E
x2yññ . xyñ . 3y % 0 (x b 0)

y(1) % 2

yñ(1) % .6

Solución Como se demuestra en el Ejemplo 5, la ED x2yññ . xyñ . 3y % 0 tiene como solución
y % Ax3

! B/x, cuya derivada es yñ % 3Ax2
. B/x2. En x % 1 debe cumplirse que y % 2 e yñ % .6, por lo

que

A ! B % 2

3A . B % .6

Despejando A y B en estas dos ecuaciones lineales, se obtiene A % .1 y B % 3. Por tanto, y % .x3
! 3/x

para x b 0 es la solución del PVI.
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Uno de los tipos más simples de ecuación diferencial es

dy

dx
% f (x)

que se puede resolver obteniendo y en función de x. Evidentemente la solución es

y %I f (x) dx

La posibilidad de obtener la función desconocida y(x) depende de la posibilidad de obtener una
primitiva de f.

Ejemplo 7 Resuelva el problema de valor inicial

E
yñ %

3 ! 2x2

x2

y(.2) % 1

¿Dónde es válida la solución?

Solución

y %I A
3

x2 ! 2B dx % .

3

x
! 2x ! C

1 % y(.2) %
3

2
. 4 ! C

Por tanto, C %
7
2 y

y % .

3

x
! 2x !

7

2

Aunque la función solución parece estar definida para todo valor de x excepto el 0, el PVI sólo tiene solu-
ción para x a 0. Esto se debe a que (.ä, 0) es el mayor intervalo que contiene al punto inicial .2 pero
no x % 0, donde la y está indefinida.

Ejemplo 8 Resuelva el PVI de segundo orden

E
yññ % sen x

y(n) % 2

yñ(n) % .1

Solución Como (yñ)ñ % yññ % sen x, tenemos que

yñ(x) %I sen x dx % .cos x ! C1

La condición inicial para yñ permite obtener

.1 % yñ(n) % .cos n ! C1 % 1 ! C1

de forma que C1 % .2 y yñ(x) % .(cos x ! 2). Por tanto,

y(x) % .I (cos x ! 2) dx

% .sen x . 2x ! C2

Aplicando la condición inicial sobre y:

2 % y(n) % .sen n . 2n ! C2 % .2n ! C2
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con lo que C2 % 2 ! 2n. La solución del PVI es

y % 2 ! 2n . sen x . 2x

y es válida para todo x.

Las ecuaciones diferenciales y los problemas de valor inicial son de gran importancia en las apli-
caciones del cálculo, especialmente para expresar de forma matemática ciertas leyes de la natu-
raleza en las que intervienen tasas de cambio de cantidades. Una gran parte del desarrollo mate-
mático de los doscientos últimos años se ha dedicado a este estudio. En general, esto se estudia
en cursos separados dedicados a las ecuaciones diferenciales, pero en este texto los presentare-
mos de vez en cuando, cuando resulte apropiado. A lo largo del libro, excepto en las secciones
dedicadas explícitamente a las ecuaciones diferenciales, emplearemos el símbolo para marcar
los ejercicios sobre ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial.

Ejercicios 2.10

En los Ejercicios 1-14, calcule las integrales indefinidas
dadas.

1. I 5 dx 2. I x2 dx

3. I ∂x dx 4. I x12 dx

5. I x3 dx 6. I (x ! cos x) dx

7. I tan x cos x dx 8. I
1 ! cos3 x

cos2 x
dx

9. I (a2
. x2) dx 10. I (A ! Bx ! Cx2) dx

11. I (2x1/2
! 3x1/3) dx 12. I

6(x . 1)

x4/3 dx

13. I A
x3

3
.

x2

2
! x . 1B dx

14. 105 I (1 ! t2 ! t4 ! t6) dt

En los Ejercicios 15-22, calcule las integrales indefinidas
dadas. Esto puede requerir intuir la forma de la primitiva y
comprobarlo después por diferenciación. Por ejemplo,
podemos sospechar que
: cos (5x . 2) dx % k sen (5x . 2) ! C para algún valor de
k. Al diferenciar, se obtiene que k % 1/5.

15. I cos (2x) dx 16. I senA
x

2B dx

*17. I
dx

(1 ! x)2 *18. I sec (1 . x) tan (1 . x) dx

*19. I ∂2x ! 3 dx *20. I
4

∂x!1
dx

21. I 2x sen (x2) dx *22. I
2x

∂x2
! 1

dx

Utilice igualdades trigonométricas como
sec2 x % 1 ! tan2 x, sen (2x) % 2 sen x cos x y
cos (2x) % 2 cos2 x . 1 % 1 . 2 sen2 x como ayuda para
calcular las integrales indefinidas de los Ejercicios 23-26.

*23. I tan2 x dx *24. I sen x cos x dx

*25. I cos2 x dx *26. I sen2 x dx

Ecuaciones diferenciales

En los Ejercicios 27-42, calcule la solución y % y(x) de los
problemas de valor inicial dados. ¿En qué intervalo es
válida la solución? (Nótese que los ejercicios referidos a
ecuaciones diferenciales están precedidos por el símbolo ).

27. E
yñ % x . 2

y(0) % 3
28. E

yñ % x.2
. x.3

y(.1) % 0

29. E
yñ % 3∂x

y(4) % 1
30. E

yñ % x1/3

y(0) % 5

31. E
yñ % Ax2

! Bx ! C

y(1) % 1
32. E

yñ % x.9/7

y(1) % .4

33. E
yñ % cos x

y(n/6)% 2
34. E

yñ % sen (2x)

y(n/2)% 1

35. E
yñ % sec2 x

y(0) % 1
36. E

yñ % sec2 x

y(n) % 1
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37. E
yññ % 2

yñ(0) % 5

y(0) % .3

38. E
yññ % x.4

yñ(1) % 2

y(1) % 1

39. E
yññ % x3

. 1

yñ(0) % 5

y(0) % 8

40. E
yññ % 5x2

. 3x.1/2

yñ(1) % 2

y(1) % 0

41. E
yññ % cos x

y(0) % 0

yñ(0) % 1

42. E
yññ % x ! sen x

y(0) % 2

yñ(0) % 0

43. Demuestre que para cualquier valor de las constantes A
y B la función y % y(x) % Ax ! B/x cumple la ecuación
diferencial de segundo orden x2yññ ! xyñ . y % 0 para
x Ç 0. Calcule una función y que sea solución del
problema de valor inicial:

E
x2yññ ! xyñ . y % 0 (x b 0)

y(1) % 2

yñ(1) % 4

44. Demuestre que para cualquier valor de las constantes A
y B la función y % Axr1 ! Bxr2 es una solución, para
x b 0, de la ecuación diferencial
ax2yññ ! bxyñ ! cy % 0, siendo r1 y r2 dos raíces
racionales distintas de la ecuación cuadrática
ar(r . 1) ! br ! c % 0.

Utilice el resultado del Ejercicio 44 para resolver los
problemas de valor inicial de los Ejercicios 45-46 en el
intervalo x b 0.

45. E
4x2yññ ! 4xyñ . y % 0

y(4) % 2

yñ(4) % .2

46. E
x2yññ . 6y % 0

y(1) % 1

yñ(1) % 1

2.11 Velocidad y aceleración

Velocidad
Supongamos un objeto que se mueve por una línea recta (el eje x) de forma que su posición x es
una función del tiempo t, x % x(t) (estamos utilizando x para indicar tanto la variable dependien-
te como la función). Supongamos que x se mide en metros y t en segundos. La velocidad media
del objeto en el intervalo temporal [t, t ! h] es el cambio en la posición dividido por el cambio
en el tiempo, es decir, el cociente de Newton

vmedia %
Bx

Bt
%

x(t ! h) . x(t)

h
m/s

La velocidad v(t) del objeto en el instante t es el límite de su velocidad media cuando h r 0. Por
tanto, es la tasa de cambio (la derivada) de la posición con respecto al tiempo.

Velocidad: v(t) %
dx

dt
% xñ(t)

Además de decirnos lo rápido que se mueve un objeto, la velocidad también nos indica en qué
dirección se mueve. Si v(t) b 0, entonces x aumenta, por lo que el objeto se mueve hacia la de-
recha. Si v(t) a 0, x disminuye, por lo que el objeto se mueve hacia la izquierda. En los puntos
críticos de x, es decir, los instantes t en los que v(t) % 0, el objeto está en reposo instantáneo: en
ese instante no se mueve en ninguna dirección.

Hay que distinguir entre el vector velocidad (que incluye información de la dirección de mo-
vimiento) y el módulo de la velocidad, que sólo da cuenta de la tasa y no de la dirección. La
velocidad es el módulo del vector velocidad:

Velocidad: s(t) % �v(t) � % G
dx

dt G
Un velocímetro nos proporciona la velocidad a la que se mueve un vehículo, pero no su direc-
ción. El velocímetro no muestra valores negativos si el vehículo se da la vuelta y comienza a
moverse en dirección contraria.
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Ejemplo 1

(a) Determine la velocidad v(t) en el instante t de un objeto que se mueve por el eje x de forma que su
posición en t se expresa como

x % v0t !
1

2
at2

siendo v0 y a constantes.
(b) Dibuje la gráfica de la función v(t) y demuestre que el área encerrada bajo dicha gráfica y por encima

del eje t, en el intervalo [t1, t2], es igual a la distancia recorrida por el objeto en dicho intervalo.

Solución La velocidad se expresa como

v(t) %
dx

dt
% v0 ! at

Esta gráfica es una recta con pendiente a y ordenada en el origen v0. El área encerrada bajo la gráfica (zona
sombreada en la Figura 2.37) es la suma de las áreas de un rectángulo y un triángulo. Ambos tienen como
base t2 . t1. El rectángulo tiene altura v(t1) % v0 ! at1, y el triángulo tiene altura a(t2 . t1) (¿por qué?). Por
tanto, el área sombreada es igual a

Área % (t2 . t1)(v0 ! at1) !
1

2
(t2 . t1)[a(t2 . t1)]

% (t2 . t1)Cv0 ! at1 !
a

2
(t2 . t1)D

% (t2 . t1)Cv0 !
a

2
(t2 ! t1)D

% v0(t2 . t1) !
a

2
(t22 . t21)

% x(t2) . x(t1)

que corresponde a la distancia recorrida por el objeto entre los instantes t1 y t2.

Figura 2.37 El área sombreada es igual a la distancia recorrida entre t1 y t2.

Observación En el Ejemplo 1 hemos diferenciado la posición x para obtener la velocidad v y
después hemos utilizado el área encerrada bajo la gráfica de la velocidad para obtener informa-
ción de la posición. Parece que existe una conexión entre calcular áreas y obtener las funciones
que tienen derivadas determinadas (es decir, obtener primitivas). Esta conexión, que examinare-
mos en el Capítulo 5, es quizá la idea más importante del cálculo.

Aceleración
La derivada de la velocidad tiene también una útil interpretación. La tasa de cambio de la veloci-
dad con respecto al tiempo es la aceleración del objeto móvil. Se mide en unidades de distancia/
tiempo2. El valor de la aceleración en el instante t es

Aceleración: a(t) % vñ(t) %
dv

dt
%

d2x

dt2
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La aceleración es la segunda derivada de la posición. Si a(t) b 0, la velocidad aumenta. Esto no
quiere decir necesariamente que el módulo de la velocidad esté aumentando. Si el objeto se
mueve hacia la izquierda, entonces v(t) a 0, y al acelerar hacia la derecha (a(t) b 0), realmente
se está moviendo más lentamente. El módulo de la velocidad de un objeto crece sólo cuando la
velocidad y la aceleración tienen el mismo signo.

Tabla 2. Velocidad, aceleración y módulo de la velocidad

Si la velocidad es y la aceleración es el objeto está y el módulo de su velocidad está

positiva positiva moviéndose a la derecha aumentando
positiva negativa moviéndose a la derecha disminuyendo
negativa positiva moviéndose a la izquierda disminuyendo
negativa negativa moviéndose a la izquierda aumentando

Si a(t0) % 0, entonces la velocidad y su módulo son estacionarias en t0. Si a(t) % 0 durante un
intervalo de tiempo, entonces la velocidad no varía y, por tanto, es constante en ese intervalo.

Ejemplo 2 Un punto P se mueve por el eje x de forma que su posición en el instante t se expresa
como

x % 2t3 . 15t2 ! 24t m

(a) Calcule la velocidad y la aceleración de P en el instante t.
(b) ¿En qué dirección y con qué velocidad se mueve P en t % 2 s? En ese instante, ¿su velocidad está

aumentando o disminuyendo?
(c) ¿Cuándo está P en reposo instantáneo? ¿Cuándo no cambia instantáneamente el módulo de su velo-

cidad?
(d) ¿Cuándo se mueve P a la izquierda? ¿Y a la derecha?
(e) ¿Cuándo está P acelerando? ¿Y desacelerando?

Solución

(a) La velocidad y la aceleración de P en el instante t son

v %
dx

dt
% 6t2 . 30t ! 24 % 6(t . 1)(t . 4) m/s y

a %
dv

dt
% 12t . 30 % 6(2t . 5) m/s2

(b) En t % 2, tenemos v % .12 y a % .6. Por tanto, P se mueve hacia la izquierda con una velocidad de
12 m/s, y como la velocidad y la aceleración son negativas, el módulo de su velocidad aumenta.

(c) P está en reposo cuando v % 0, es decir, cuando t % 1 s o t % 4 s. Su velocidad no cambia cuando
a % 0, es decir, en t % 5/2 s.

(d) La velocidad es continua para todo t, por lo que, de acuerdo con el Teorema del Valor Medio, su signo
es constante en los intervalos entre los puntos en los que vale 0. Examinando los valores de v(t) en
t % 0, 2 y 5 (o analizando los signos de los factores (t . 1) y (t . 4) en la expresión de v(t)), se con-
cluye que v(t) a 0 (y P se mueve a la izquierda) en el intervalo (1, 4), y v(t) b 0 (y P se mueve a la
derecha) en los intervalos (.ä, 1) y (4, ä).

(e) La aceleración a es negativa para t a 5/2 y positiva para t b 5/2. La Tabla 3 combina este información
con la información de v para mostrar cuándo P está acelerando y decelerando.
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Tabla 3. Datos del Ejemplo 2

Intervalo v(t) es a(t) es P está

(.ä, 1) positiva negativa decelerando
(1, 5/2 negativa negativa acelerando
(5/2, 4) negativa positiva decelerando
(4, ä) positiva positiva acelerando

La Figura 2.38 muestra el movimiento de P.

Figura 2.38 Movimiento de P
en el Ejemplo 2.

Ejemplo 3 Un objeto se arroja hacia arriba desde el tejado de un edificio de 10 m. Se eleva y poste-
riormente cae. La expresión de su altura desde el suelo t segundos después de ser arrojado es

y % .4.9t2 ! 8t ! 10 m

hasta que cae al suelo. ¿Qué altura máxima sobre el suelo alcanza el objeto? ¿Con qué velocidad golpea el
suelo el objeto?

Solución Véase la Figura 2.39. La velocidad vertical en el instante t durante el vuelo es

v(t) % .2(4.9)t ! 8 % .9.8t ! 8 m/s

El objeto se eleva cuando v b 0, es decir, cuando 0 a t a 8/9.8, y cae cuando t b 8/9.8. Por tanto, el obje-
to alcanza su máxima altura en el instante t % 8/9.8 ] 0.8163 s, y su altura máxima es

ymáx % .4.9 A
8

9.8B
2

! 8 A
8

9.8B! 10 ] 13.27 m

El instante t en el que el objeto golpea el suelo es la raíz positiva de la ecuación de segundo grado que se
obtiene al hacer y % 0.

.4.9t2 ! 8t ! 10 % 0
es decir,

t %
.8 . ∂64 ! 196

.9.8
] 2.462 s

La velocidad en ese instante es v % .(9.8)(2.462) ! 8 ] .16.12. Por tanto, el objeto golpea el suelo con
una velocidad aproximada de 16.12 m/s.

Figura 2.39
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Caída libre
De acuerdo con la Segunda Ley del Movimiento de Newton, una roca de masa m sobre la que
actúa una fuerza F experimentará una aceleración a proporcional a F y en su misma dirección.
Utilizando las unidades apropiadas de fuerza, F % ma. Si la roca está en el suelo, sobre ella ac-
túan dos fuerzas: la fuerza de la gravedad hacia abajo, y la reacción del suelo hacia arriba. Las
dos fuerzas se equilibran, por lo que la aceleración resultante es nula. Por otra parte, si la roca
está en el aire y no se apoya en ningún sitio, la fuerza gravitacional no resulta equilibrada, y la
roca experimentará una aceleración hacia abajo. Es decir, caerá.

De acuerdo con la Ley de la Gravitación Universal de Newton, la fuerza con que la Tierra
atrae a la roca es proporcional a la masa m de la roca e inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia r al centro de la Tierra: F % km/r2. Si el cambio relativo Br/r es pequeño, como
sucede cuando la roca está cerca de la superficie de la Tierra, entonces F % mg, siendo g % k/r2

aproximadamente constante. Se deduce entonces que ma % F % mg y la roca experimenta una
aceleración constante g hacia abajo. Como g no depende de m, todos los objetos experimentan la
misma aceleración cuando caen cerca de la superficie de la Tierra, suponiendo que se ignora la
resistencia del aire y otras fuerzas que pudieran estar actuando. Las leyes de Newton implican,
por tanto, que si la altura a la que está un objeto en el instante t es y(t), entonces

d2y

dt2 % .g

El signo negativo es necesario porque la aceleración gravitacional es hacia abajo, en dirección
opuesta a la que crece la y. Los experimentos físicos permiten medir los siguientes valores apro-
ximados de g en la superficie de la Tierra:

g % 32 pies/s2 o g % 9.8 m/s2

Ejemplo 4 Una roca en caída libre cerca de la superficie de la Tierra está sujeta a una aceleración
constante hacia abajo de valor g, si se desprecia el efecto de la resistencia del aire. Si la altura y la veloci-
dad de la roca son y0 y v0 en el instante t % 0, calcule la altura y(t) de la roca en cualquier instante posterior
hasta que llegue el suelo.

Solución En este ejemplo se pide la solución y(t) al problema de valor inicial de segundo orden:

E
yññ(t) % .g

y(0) % y0

yñ(0) % v0

Tenemos que

yñ(t) % .I g dt % .gt ! C1

v0 % yñ(0) % 0 ! C1

Por tanto, C1 % v0.
yñ(t) % .gt ! v0

y(t) %I (.gt ! v0) dt % .

1

2
gt2

! v0t ! C2

y0 % y(0) % 0 ! 0 ! C2

Con lo que C2 % y0. Finalmente, por tanto,

y(t) % .

1

2
gt2

! v0t ! y0
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Ejemplo 5 Una pelota se arroja con una velocidad inicial de 20 pies/s desde la cima de un acantilado,
y golpea el suelo en el fondo tras 5 s. ¿Qué altura tiene el acantilado?

Solución Aplicaremos el resultado del Ejemplo 4. En este caso g % 32 pies/s2, v0 % .20 pies/s e y0 es
la altura desconocida del acantilado. La altura de la pelota t segundos tras arrojarla es

y(t) % .16t2
. 20t ! y0 pies

En t % 5, la pelota llega al suelo, por lo que y(5) % 0:

0 % .16(25) . 20(5) ! y0 ú y0 % 500

Por lo que la altura del acantilado es de 500 pies.

Ejemplo 6 (Distancia de frenado) Un coche viaja a 72 km/h. En un cierto instante, se aplican los
frenos y se produce una deceleración constante de 0.8 m/s2. ¿Qué distancia recorrerá el coche hasta dete-
nerse?

Solución Sea s(t) la distancia que recorre el coche t segundos después de aplicar los frenos. Entonces
sññ(t) % .0.8 (m/s2), por lo que la velocidad en el instante t es

sñ(t) %I .0.8 dt % .0.8t ! C1 m/s

Como sñ(0) % 72 km/h % 72 # 1000/3600 % 20 m/s, tenemos que C1 % 20. Por tanto,

sñ(t) % 20 . 0.8t
y

s(t) %I (20 . 0.8t) dt % 20t . 0.4t2
! C2

Como s(0) % 0, tenemos que C2 % 0 y s(t) % 20t . 0.4t2. Cuando el coche se detenga, su velocidad será 0.
Por tanto, el instante de parada es la solución t a la ecuación

0 % sñ(t) % 20 . 0.8t

Es decir, t % 25 s. La distancia recorrida durante la deceleración es s(25) % 250 m.

Ejercicios 2.11

En los Ejercicios 1-4, un punto se mueve por el eje x de
forma que su posición en el instante t está especificada por
las funciones dadas. En cada caso, determine lo siguiente:
(a) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve

a la derecha.
(b) Los intervalos de tiempo en los que el punto se mueve

a la izquierda.
(c) Los intervalos de tiempo en los que el punto está

acelerando hacia la derecha.
(d) Los intervalos de tiempo en los que el punto está

acelerando hacia la izquierda.
(e) Los intervalos de tiempo en los que el punto está

acelerando.
(f) Los intervalos de tiempo en los que el punto está

decelerando.
(g) La aceleración en los instantes en los que la velocidad

es cero.

(h) La velocidad media en el intervalo temporal [0, 4].

1. x % t2
. 4t ! 3 2. x % 4 ! 5t . t2

3. x % t3
. 4t ! 1 4. x %

t

t2
! 1

5. Una pelota se arroja hacia arriba desde el suelo con
una velocidad inicial de 9.8 m/s, de forma que su
altura en metros tras t segundos se expresa como
y % 9.8t . 4.9t2. ¿Cuál es la aceleración de la pelota
en cualquier instante t? ¿A qué altura llega la pelota?
¿Con qué velocidad se mueve cuando llega al suelo?

6. Una pelota se tira desde lo alto de una torre de 100 m
con una velocidad inicial de 2 m/s. Su altura sobre el
suelo t segundos después es y % 100 . 2t . 4.9t2.
¿Cuánto tarda en llegar al suelo? ¿Cuál es la velocidad
media durante la caída? ¿En qué instante su velocidad
es igual a su velocidad media?
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7. (Distancia de despegue) La distancia que recorre una
aeronave antes de despegar se expresa como D % t2,
donde D se mide en metros desde el punto inicial, y t
se mide en segundos desde que se sueltan los frenos. Si
el avión despega cuando su velocidad llega a 200 km/h
¿Cuánto tardará en despegar, y qué distancia habrá
recorrido en el momento del despegue?

8. (Proyectiles en Marte) Un proyectil que se dispara
hacia arriba en la superficie de la Tierra llega al suelo
al cabo de 10 s. ¿Cuánto tardará en caer al suelo si se
dispara en Marte con la misma velocidad inicial?
gMarte % 3.72 m/s2.

9. Una pelota se arroja hacia arriba con velocidad inicial
de v0 m/s y alcanza una altura máxima de h m. ¿Qué
altura alcanzará si su velocidad inicial es de 2v0? ¿Con
qué velocidad debe lanzarse hacia arriba para que
alcance una altura máxima de 2h m?

10. ¿Con qué velocidad debería lanzarse hacia arriba la
pelota del Ejercicio 9 en Marte para que alcanzara una
altura máxima de 3h m?

11. Una roca cae desde la cima de un acantilado y llega al
suelo en su base con una velocidad de 160 pies/s. ¿Qué
altura tiene el acantilado?

12. Una piedra se tira hacia abajo desde la cima de un
acantilado con una velocidad inicial de 32 pies/s y
llega al suelo en la base del acantilado con una
velocidad de 160 pies/s. ¿Qué altura tiene el
acantilado?

13. (Distancia recorrida en frenada) Cuando se aplican
los frenos al máximo, un tren de mercancías puede
decelerar de forma constante 1,6 m/s2. ¿Cuánto viajará
el tren frenando hasta detenerse completamente si su
velocidad inicial era de 60 km/h?

*14. Demuestre que si la posición x de un punto en
movimiento se expresa mediante la función
cuadrática de t, x % At2

! Bt ! C, entonces la
velocidad media en cualquier intervalo de tiempo [t1,
t2] es igual a la velocidad instantánea en el punto
medio de dicho intervalo.

*15. (Movimiento por tramos) La posición de un objeto que
se mueve por el eje x en el instante t se expresa como

s %E
t2 si 0 m t m 2

4t . 4 si 2 a t a 8

.68 ! 20t . t2 si 8 m t m 10

Determine la velocidad y la aceleración en cualquier
instante t. ¿Es continua la velocidad? ¿Es continua la
aceleración? ¿Cuál es la velocidad máxima y cuándo
se alcanza?

(Cohete con combustible limitado) La Figura 2.40
muestra la velocidad v en pies por segundo de un pequeño
cohete que se lanza desde lo alto de una torre en el instante
t % 0 (t en segundos), acelera con aceleración ascendente
constante hasta que se acaba el combustible y después cae a
tierra a los pies de la torre. El vuelo completo dura 14 s.
Los Ejercicios 16-19 se refieren a este cohete.

Figura 2.40

16. ¿Cuál era la aceleración del cohete hasta que se gastó
el combustible?

17. ¿Cuánto tiempo ha estado ascendiendo el cohete?

*18. ¿Cuál es la máxima altura sobre el suelo alcanzada
por el cohete?

*19. ¿Qué altura tenía la torre desde la que se lanzó el
cohete?

20. Realice de nuevo el Ejemplo 6 con una deceleración
constante sññ(t) % .t m/s2.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes frases?

0 La recta L es tangente a la curva C en el punto P.

0 El cociente de Newton de f (x) en x % a.

0 La derivada f ñ(x) de la función f (x).

0 f es diferenciable en x % a.

0 La pendiente de la gráfica y % f (x) en x % a.

0 f es creciente (o decreciente) en el intervalo I.
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0 f es no creciente (o no decreciente) en el intervalo I.

0 La velocidad (tasa) media de cambio de f (x) en el
intervalo [a, b].

0 La velocidad (tasa) de cambio de f (x) en x % a.

0 c es un punto crítico de f (x).

0 La segunda derivada de f (x) en x % a.

0 Una primitiva de f en un intervalo I.

0 La integral indefinida de f en el intervalo I.

0 Ecuación diferencial.

0 Problema de valor inicial.

0 Velocidad.

0 Módulo de la velocidad.

0 Aceleración.

Enuncie las siguientes reglas de diferenciación:
0 Regla de diferenciación de la suma de funciones.

0 Regla de diferenciación del producto de una función
por una constante.

0 Regla del Producto.

0 Regla de la Inversa.

0 Regla del Cociente.

0 Regla de la Cadena.

Enuncie el Teorema del Valor Medio.

Enuncie el Teorema del Valor Medio
Generalizado.

Enuncie las derivadas de las siguientes
funciones:

0 x 0 x2
0 1/x 0 ∂x

0 xn
0 �x � 0 sen x 0 cos x

0 tan x 0 cot x 0 sec x 0 csc x

¿Qué es una demostración por inducción
matemática?

Ejercicios de repaso
Utilice la definición de derivada para calcular las derivadas
de los Ejercicios 1-4.

1.
dy

dx
si y % (3x ! 1)2 2.

d

dx
∂1 . x2

3. f ñ(2) si f (x) %
4

x2 4. gñ(9) si g(t) %
t . 5

1 ! ∂t

5. Calcule la tangente a y % cos (nx) en x % 1/6.

6. Calcule la tangente a y % tan (x/4) en x % n.

Calcule las derivadas de las funciones de los Ejercicios
7-12.

7.
1

x . sen x
8.

1 ! x ! x2
! x3

x4

9. (4 . x2/5).5/2
10. ∂2 ! cos2 x

11. tan h . h sec2 h 12.
∂1 ! t2

. 1

∂1 ! t2
! 1

Calcule los límites de los Ejercicios 13-16 interpretándolos
como derivadas.

13. lim
hr0

(x ! h)20
. x20

h 14. lim
xr2

∂4x ! 1 . 3

x . 2

15. lim
xrn/6

cos (2x) . (1/2)

x . n/6
16. lim

xr.a

(1/x2) . (1/a2)

x ! a

En los Ejercicios 17-24, exprese las derivadas de las
funciones dadas en función de las derivadas f ñ y gñ de las
funciones diferenciables f y g.

17. f (3 . x2) 18. [ f (∂x)]2

19. f (2x) ∂g(x/2) 20.
f (x) . g(x)

f (x) ! g(x)

21. f (x ! (g(x))2) 22. f A
g(x2)

x B
23. f (sen x) g(cos x) 24. J

cos f (x)

sen g(x)

25. Calcule la tangente a la curva x3y ! 2xy3
% 12 en el

punto (2, 1).

26. Calcule la pendiente de la curva
3∂2x sen (ny) ! 8y cos (nx) % 2 en el punto (1

3, 1
4).

Calcule las integrales indefinidas en los Ejercicios 27-30.

27. I
1 ! x4

x2 dx 28. I
1 ! x

∂x
dx

29. I
2 ! 3 sen x

cos2 x
dx 30. I (2x ! 1)4 dx

31. Calcule f (x) siendo f ñ(x) % 12x2
! 12x3 y f (1) % 0.

32. Calcule g(x) si gñ(x) % sen (x/3)! cos (x/6) y la gráfica
de g pasa por el punto (n, 2).

33. Diferencie x sen x ! cos x y x cos x . sen x. Utilice los
resultados para calcular las integrales indefinidas

I1 %I x cos x dx y I2 %I x sen x dx

34. Suponga que f ñ(x) % f (x) para todo x, y sea
g(x) % x f (x). Calcule algunas derivadas sucesivas de g
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y plantee una fórmula para la derivada n-ésima g(n)(x).
Verifique su fórmula por inducción.

35. Calcule la ecuación de la recta que pasa por el origen y
es tangente a la curva y % x3

! 2.

36. Calcule las ecuaciones de las rectas que pasan por el
punto (0, 1) y son tangentes a la curva y % ∂2 ! x2.

37. Demuestre que
d

dx

(senn x sen (nx))%n senn.1 x sen ((n!1)x). ¿En qué
puntos x de [0, n] tiene tangente horizontal la gráfica
de y % senn x sen (nx). Suponga que n n 2.

38. Obtenga fórmulas de diferenciación de
y % senn x cos (nx), y % cosn x sen (nx) y
y % cosn x cos (nx), análogas a la dada en el Ejercicio
37 para y % senn x sen (nx).

39. Sea Q el punto (0, 1). Calcule todos los puntos P de la
curva y % x2 en los que la recta PQ es normal a y % x2

en P. ¿Cuál es la mínima distancia de Q a la curva
y % x2?

40. (Beneficio medio y marginal) La Figura 2.41 muestra
la gráfica del beneficio P(x) obtenido por un
exportador de grano por la venta de x toneladas de
trigo. Por tanto, el beneficio medio por tonelada es de
P(x)/x. Demuestre que el beneficio medio máximo se
produce cuando el beneficio medio se hace igual al
beneficio marginal. ¿Cuál es el significado geométrico
de este hecho en la figura?

Figura 2.41

41. (Atracción gravitatoria) La atracción gravitatoria que
ejerce la Tierra sobre una masa m a una distancia r de
su centro es una función continua F(r), definida para
r n 0 como

F(r) %E
mg R2

r2 si r n R

mkr si 0 m r a R

siendo R el radio de la Tierra y g la aceleración debida
a la gravedad en la superficie de la Tierra.
(a) Calcule la constante k en función de g y R.

(b) F disminuye a medida que m se aleja de la
superficie de la Tierra. Demuestre que F
disminuye a medida que r incrementa respecto a R
con el doble de velocidad con la que F decrece a
medida que r decrece con respecto a R.

42. (Compresibilidad de un gas) La compresibilidad
isotérmica de un gas es la velocidad relativa de cambio
en el volumen V con respecto a la presión P a una
temperatura constante T. Es decir, (1/V)dV/dP. Dada
una muestra de un gas ideal, su temperatura, presión y
volumen cumplen la ecuación PV % kT, siendo k una
constante relacionada con el número de moléculas de
gas presentes en la muestra. Demuestre que la
compresibilidad isotérmica de un gas es el inverso
cambiado de signo de la presión.

1

V

dV

dP
% .

1

P

43. Una pelota se lanza hacia arriba con una velocidad
inicial de 10 m/s desde la azotea de un edificio. Una
segunda pelota se lanza hacia arriba con una velocidad
nicial de 20 m/s desde el suelo. Ambas pelotas
alcanzan la misma altura máxima desde el suelo. ¿Qué
altura tiene el edificio?

44. Una pelota se deja caer desde la cima de una torre alta
en el mismo momento que una segunda pelota se lanza
hacia arriba desde la base de la torre. Las pelotas
chocan a una altura de 30 metros desde el suelo. ¿Con
qué velocidad inicial se lanzó la segunda pelota?
¿Con qué velocidad se mueve cada pelota en el
momento en que chocan?

45. (Distancia de frenada) Los frenos de un coche pueden
disminuir su velocidad en 20 pies/s2. ¿A qué velocidad
puede viajar el coche si debe poder frenar en una
distancia de 160 pies?

46. (Medida de variaciones en g) El periodo P de un
péndulo de longitud L se expresa como P % 2n ∂L/g,
siendo g la aceleración de la gravedad.

(a) Suponiendo que L es fijo, demuestre que un 1% de
incremento en g produce una disminución de
aproximadamente el 12% del periodo P (las
variaciones en el periodo de un péndulo se pueden
utilizar para detectar pequeñas variaciones de g a
lo largo de la superficie de la Tierra).

(b) Para g fija, ¿qué porcentaje de cambio en L
producirá un 1% de incremento en P?

Problemas avanzados
1. René Descartes, el inventor de la geometría analítica,

calculó la tangente a una parábola (o a una
circunferencia o a otra curva cuadrática) en un punto
dado (x0, y0) de la curva buscando la recta que pasa por
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(x0, y0) que sólo tiene una intersección con la curva.
Ilustre el método escribiendo la ecuación de una recta
que pasa por el punto (a, a2) con pendiente arbitraria
m, y calculando después el valor de m para el que la
recta sólo tiene un punto de intersección con la
parábola y % x2. ¿Por qué no funciona este método con
curvas más generales?

2. Sabiendo que f ñ(x) % 1/x y f (2) % 9, calcule:

(a) lim
xr2

f (x2
! 5) . f (9)

x . 2
(b) lim

xr2

∂ f (x) . 3

x . 2

3. Suponga que f ñ(4) % 3, gñ(4) % 7, g(4) % 4 y g(x) Ç 4
para x Ç 4. Calcule:

(a) lim
xr4

( f (x) . f (4)) (b) lim
xr4

f (x) . f (4)

x2
. 16

(c) lim
xr4

f (x) . f (4)

∂x . 2
(d) lim

xr4

f (x) . f (4)

(1/x). (1/4)

(e) lim
xr4

f (x) . f (4)

g(x) . 4
(f) lim

xr4

f (g(x)) . f (4)

x . 4

4. Sea f (x) %E
x si x % 1, 1/2, 1/3, 1/4, ...

x2 en otro caso

(a) Calcule todos los puntos para los que f es
continua. En particular, ¿es continua en x % 0?

(b) ¿Es verdadera o falsa la siguiente afirmación?
Justifique su respuesta. Para toda pareja de
números reales a y b existe un valor x entre a y b
tal que f (x) % ( f (a) ! f (b))/2.

(c) Calcule todos los puntos en los que f es
diferenciable. En particular, ¿es diferenciable en
x % 0?

5. Suponga que f (0) % 0 y � f (x) � b ∂�x � para todo x.
Demuestre que no existe f ñ(0).

6. Suponga que f es una función que cumple las
siguientes condiciones: f ñ(0) % k, f (0) Ç 0 y
f (x ! y) % f (x) f (y) para todo x e y. Demuestre que
f (0) % 1 y que f ñ(x) % k f (x) para todo x (en el
Capítulo 3 estudiaremos funciones con estas
propiedades).

7. Suponga que la función g cumple las condiciones
gñ(0) % k y g(x ! y) % g(x) ! g(y) para todo x e y.
Demuestre que:
(a) g(0) % 0, (b) gñ(x) % k para todo x, y
(c) g(x) % kx para todo x. Sugerencia: Haga

h(x) % g(x) . gñ(0)x.

8. (a) Si f es diferenciable en x, demuestre que

(i) lim
hr0

f (x) . f (x . h)

h
% f ñ(x)

(ii) lim
hr0

f (x ! h) . f (x . h)

2h
% f ñ(x)

(b) Demuestre que la existencia del límite en (i)
garantiza que f es diferenciable en x.

(c) Demuestre que la existencia del límite en (ii) no
garantiza que f sea diferenciable en x. Sugerencia:
Considere la función f (x) % �x � en x % 0.

9. Demuestre que existe una recta que pasa por (a, 0) y
que es tangente a la curva y % x3 en x % 3a/2. Si aÇ0,
¿existe otra recta que pase por (a, 0) que sea tangente a
la curva? Si (x0, y0) es un punto arbitrario, ¿cuál es el
máximo número de rectas que pasan por (x0, y0) y son
tangentes a y % x3? ¿Y el número mínimo?

10. Realice un gráfico que demuestre que existen dos
rectas, cada una de ellas tangente a las parábolas
y % x2

! 4x ! 1 y y % .x2
! 4x . 1. Calcule las

ecuaciones de las dos rectas.

11. Demuestre que si b b 1/2, existen tres rectas que pasan
por (0, b), que son normales a la curva y % x2.
¿Cuántas rectas hay si b % 1/2? ¿Y si b a 1/2?

12. (Distancia de un punto a una curva) Calcule el punto
de la curva y % x2 más cercano al punto (3, 0).
Sugerencia: La recta desde el punto (3, 0) al punto más
cercano Q en la parábola es normal a la parábola en Q.

*13. (Envolvente de una familia de rectas) Demuestre
que para cada valor del parámetro m, la recta
y % mx . (m2/4) es tangente a la parábola y % x2 (la
parábola se denomina envolvente de la familia de
rectas y % mx . (m2/4). Calcule f (m) de forma que la
familia de rectas y % mx ! f (m) tenga como
envolvente la parábola y % Ax2

! Bx ! C.

*14. (Tangentes comunes) Considere las dos parábolas de
ecuaciones y % x2 y y % Ax2

! Bx ! C. Se supone
que A Ç 0 y que si A % 1 entonces B Ç 0 y C Ç 0, de
forma que las dos ecuaciones representan parábolas
diferentes. Demuestre que:

(a) Las dos parábolas son tangentes entre sí si
B2

% 4C(A . 1).

(b) Las dos parábolas tienen rectas tangentes comunes
si y sólo si A Ç 1 y A(B2

. 4C(A . 1)) b 0.

(c) Las parábolas tienen exactamente una tangente
común si se cumple que A % 1 y B Ç 0, o A Ç 1 y
B2

%4C(A . 1).

(d) Las parábolas no tienen tangentes comunes si
A % 1 y B % 0, o A Ç 1 y A(B2

. 4C(A . 1)) a 0.

Realice algunas ilustraciones de las posibilidades
anteriores.

15. Sea C la gráfica de y % x3.

(a) Demuestre que si a Ç 0 entonces la tangente a C
en x % a corta también a C en un segundo punto
x % b.

(b) Demuestre que la pendiente de C en x % b es
cuatro veces la pendiente en x % a.

CAPÍTULO 2. Diferenciación 191



(c) ¿Puede ser una recta tangente a C en más de un
punto?

(d) ¿Puede ser una recta tangente a la gráfica de
y % Ax3

! Bx2
! Cx ! D en más de un punto?

*16. Sea C la gráfica de y % x4
. 2x2.

(a) Calcule todas las rectas horizontales que son
tangentes a C.

(b) Una de las rectas obtenidas en (a) es tangente a C
en dos puntos diferentes. Demuestre que no existen
más rectas con esta propiedad.

(c) Calcule la ecuación de la recta tangente a la gráfica
de y % x4

. 2x2
! x en dos puntos diferentes.

¿Existen más rectas con esa propiedad? ¿Por qué?

17. (Tangentes dobles) Una recta tangente a la
cuártica (polinomio de cuarto grado)
y % ax4

! bx3
! cx2

! dx ! e en x % p debe cortar a
C en cero, uno o dos puntos. Si corta a C únicamente
en sólo algún otro punto x % q, debe ser tangente a C
en ese punto y, por tanto, es una «doble tangente».
(a) Calcule la condición que deben satisfacer los

coeficientes del polinomio de cuarto grado para
asegurar que existe esa doble tangente, y
demuestre que no puede haber más dobles
tangentes. Ilustre su resultado aplicándolo a
y % x4

. 2x2
! x . 1.

(b) Si la recta PQ es tangente a C en dos puntos
diferentes x % p y x % q, demuestre que PQ es
paralela a la recta tangente a C en x % (p ! q)/2.

(c) Si la recta PQ es tangente a C en dos puntos
diferentes x % p y x % q, demuestre que C tiene
dos puntos de inflexión diferentes R y S y que RS
es paralela a PQ.

18. Verifique las siguientes fórmulas para cualquier entero
positivo n:

(a)
dn

dxn cos (ax) % an cosAax !
nn
2 B

(b)
dn

dxn sen (ax) % an senAax !
nn
2 B

(c)
dn

dxn (cos4 x ! sen4 x) % 4n.1 cosA4x !
nn
2 B

19. (Cohete con paracaídas) Se dispara un cohete desde
lo alto de una torre en el instante t % 0. Experimenta
una aceleración constante ascendente hasta que se
consume el combustible. A partir de ese momento su
aceleración es la aceleración descendente de la
gravedad hasta que, durante su caída, despliega un
paracaídas que produce una aceleración ascendente
para ralentizar la caída. El cohete toca tierra cerca de la
base de la torre. La Figura 2.42 muestra la velocidad
ascendente (en metros por segundo) en función del
tiempo. Utilizando la información de la figura, conteste
a las siguientes preguntas:
(a) ¿Cuánto duró el combustible?
(b) ¿Cuál fue la altura máxima del cohete?
(c) ¿Cuándo se desplegó el paracaídas?
(d) ¿Cuál era la aceleración ascendente del cohete

cuando funcionaba el motor?
(e) ¿Qué altura máxima alcanzó el cohete?
(f) ¿Qué altura tenía la torre desde la que se lanzó el

cohete?

Figura 2.42
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CAPÍTULO 3

Funciones
trascendentes

Es bien sabido que el problema central de toda la mate-
mática moderna es el estudio de las funciones trascenden-
tes definidas por ecuaciones diferenciales.

Felix Klein (1849-1925)

Lectures on Mathematics (1911)

Introducción Con excepción de las funciones trigonométricas, todas las funcio-
nes que hemos encontrado hasta ahora han sido de tres tipos principales: polino-
mios, funciones racionales (cocientes de polinomios) y funciones algebraicas (po-
tencias fraccionarias de funciones racionales). En un intervalo de su dominio todas
las funciones anteriores se pueden construir a partir de números reales y una sola
variable real x, utilizando un número finito de operaciones aritméticas (suma, resta,
multiplicación y división) y tomando raíces finitas (potencias fraccionarias). Las
funciones que no se pueden construir de esta forma se denominan funciones tras-
cendentes. Los únicos ejemplos de funciones de ese tipo que hemos visto hasta
ahora son las funciones trigonométricas.

Una buena parte de la importancia del cálculo y de sus aplicaciones más útiles
surge de la posibilidad de explicar el comportamiento de las funciones trascendentes
que aparecen de forma natural al intentar modelar problemas concretos en términos
matemáticos. Este capítulo está dedicado a desarrollar otras funciones trascendentes,
entre las que se encuentran las funciones exponencial y logarítmica y las funciones
trigonométricas inversas.

Algunas de estas funciones «deshacen» lo que otras «hacen» y viceversa. Cuan-
do una pareja de funciones se comporta de esta forma, se denominan inversas entre
sí. Comenzaremos el capítulo estudiando las funciones inversas en general.



3.1 Funciones inversas

Considere la función
f (x) % x3

cuya gráfica se muestra en la Figura 3.1. Como cualquier función, f (x) toma sólo un valor para
cada x de su dominio (la recta real completa �). En términos geométricos, cualquier recta verti-
cal cruza la gráfica de f en un único punto. Sin embargo, para esta función f , cualquier recta
horizontal cruza también la gráfica en un único punto. Esto significa que diferentes valores de x
siempre producen diferentes valores de f (x). Esta función se denomina uno a uno.

DEFINICIÓN 1

Se dice que una función f es uno a uno si f (x1) Ç f (x2) siempre que x1 y x2 pertenezcan
al dominio de f y x1 Ç x2 o, de forma equivalente, si

f (x1) % f (x2) ú x1 % x2

Si una función definida en un único intervalo es creciente (o decreciente), entonces es uno a uno
(véase la Sección 2.6 para más detalles).

Sea la función f (x) % x3 (Figura 3.1). Como la ecuación

y % x3

Figura 3.1 La gráfica de f (x) % x3.

tiene una solución única x para todo valor dado y perteneciente al rango de f, f es uno a uno.
Concretamente, esta solución se expresa como

x % y1/3

y define x como función de y. Denominaremos a esta nueva función inversa de f y la indicare-
mos como f.1. Es decir,

f.1(y) % y1/3

En general, si una función f es uno a uno, entonces para cualquier número y de su rango
existirá siempre un único número x de su dominio tal que y % f (x). Como x está determinado de
forma única por y, es a su vez una función de y. Escribiremos x % f.1(y) y denominaremos f.1 a
la inversa de f . La función f cuya gráfica se muestra en la Figura 3.2(a) es uno a uno y tiene
inversa. La función g cuya gráfica se muestra la Figura 3.2(b) no es uno a uno y no tiene inversa.

No hay que confundir el .1 de f.1 con un exponente. La función inversa f.1 no es el inverso
1/f. Si deseamos indicar el inverso 1/f (x) con un exponente se puede escribir como ( f (x)).1.
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Figura 3.2 (a) f es uno a uno
y tiene inversa. y % f (x) significa
lo mismo que x % f .1(y).
(b) g no es uno a uno.

En general es preferible escribir las funciones denominando x en vez de y a la variable del do-
minio. Por tanto, invertiremos los papeles de x e y, y replantearemos la definición anterior como
sigue.

DEFINICIÓN 2

Si f es uno a uno, entonces tiene función inversa f .1. El valor de f .1(x) es el único nú-
mero y del dominio de f para el que f (y) % x. Por tanto,

y % f .1(x) á x % f (y)

Como se ha visto antes, y % x3 es equivalente a x % y1/3 o, invirtiendo los papeles de x e y,

y % x1/3 á x % y3

Ejemplo 1 Demuestre que f (x) % 2x . 1 es uno a uno y calcule su inversa f .1(x).

Solución Como f ñ(x) % 2 b 0 en �, f es creciente y, por tanto, uno a uno. Sea y % f .1(x). Entonces,

x % f (y) % 2y . 1

Despejando y en esta ecuación se obtiene y %
x ! 1

2
. Por tanto, f .1(x) %

x ! 1

2
.

Hay varias cosas que hay que recordar sobre la relación entre una función f y su inversa f .1.
La más importante es que las dos ecuaciones

y % f .1(x) y x % f (y)

son lo mismo. Son equivalentes de la misma forma que, por ejemplo, y % x ! 1 y x % y . 1.
Cualquiera de las ecuaciones se puede sustituir por la otra. Esto implica que el dominio de f .1

es el rango de f y viceversa.
La inversa de una función uno a uno es a su vez uno a uno y por tanto tiene también inversa.

Por supuesto, la inversa de f .1 es f :

y % ( f.1).1(x) á x % f .1(y) á y % f (x)

Se puede sustituir cualquiera de las ecuaciones y % f .1(x) o x % f (y) en la otra y se obtienen las
identidades de cancelación:

f ( f.1(x)) % x, f .1( f (y)) % y
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La primera de estas identidades es válida para todo x perteneciente al dominio de f .1 y la se-
gunda para todo y perteneciente al dominio de f . Si S representa cualquier conjunto de números
reales e IS es la función identidad sobre S, definida como

IS(x) % x para todo x en S

entonces las identidades de cancelación indican que si �( f ) es el dominio de f , entonces

f o f .1
% I�( f .1) y f .1 o f% I�( f )

siendo f o g(x) la composición f (g(x)).
Si las coordenadas de un punto P % (a, b) se cambian de orden para formar las de un nuevo

punto Q % (b, a), entonces cada punto corresponde a la reflexión del otro respecto a la recta
x % y (para ver esto, nótese que la recta PQ tiene pendiente .1, y por tanto es perpendicular a

y % x. Además, el punto medio de PQ es A
a!b

2
,

b!a

2 B, que está en y % x). Se deduce, por tanto,

que las gráficas de las ecuaciones x % f (y) y y % f (x) son reflexiones especulares con respecto a
la recta x % y. Como la ecuación x % f (y) es equivalente a y % f .1(x), las gráficas de las fun-
ciones f .1 y f son reflexiones especulares una de otra (véase la Figura 3.3).

Figura 3.3 La gráfica de y % f .1(x) es la reflexión
de la gráfica de y % f (x) con respecto
a la recta y % x.

Presentamos a continuación un resumen de las propiedades de las funciones inversas:

Propiedades de las funciones inversas

1. y % f .1(x) á x % f (y).
2. El dominio de f .1 es el rango de f .
3. El rango de f .1 es el dominio de f .
4. f .1( f (x)) % x para todo x perteneciente al dominio de f .
5. f ( f .1(x)) % x para todo x perteneciente al dominio de f .1.
6. ( f .1).1(x) % f (x) para todo x perteneciente al dominio de f .
7. La gráfica de f .1 es la reflexión de la gráfica de f con respecto a la recta x % y.
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Ejemplo 2 Demuestre que g(x) % ∂2x ! 1 es invertible, y calcule su inversa.

Solución Si g(x1) % g(x2), entonces ∂2x1 ! 1 % ∂2x2 ! 1. Elevando al cuadrado los dos miembros se
obtiene 2x1 ! 1 % 2x2 ! 1, que implica que x1 % x2. Por tanto, g es uno a uno e invertible. Sea y % g.1(x);
entonces

x % g(y) % ∂2y ! 1

de donde se deduce que x n 0 y x2
% 2y ! 1. Por tanto, y %

x2
. 1

2
y

g.1(x) %
x2

. 1

2
para x n 0

(La restricción x n 0 se aplica, ya que el rango de g es [0, ä)). Véase la Figura 3.4(a) que muestra las
gráficas de g y de g.1.

Figura 3.4 (a) Gráfica

de g(x) % ∂2x ! 1 y de su
inversa.
(b) Gráfica de la función
f (x) % 1/x, que es autoinversa.

DEFINICIÓN 3

Una función f es autoinversa si f .1
% f, es decir, si f ( f (x)) % x para todo x pertenecien-

te al dominio de f .

Ejemplo 3 La función f (x) % 1/x es autoinversa. Si y % f .1(x), entonces x % f (y) % 1/y. Por tanto,

y % 1/x, y f .1(x) %
1

x
% f (x) (véase la Figura 3.4(b)). La gráfica de cualquier función autoinversa debe ser

su propio reflejo respecto a la recta x % y y, por tanto, debe ser simétrica respecto a dicha recta.

Inversión de funciones que no son uno a uno
Muchas funciones importantes, como las funciones trigonométricas, no son uno a uno en todo su
dominio. Es todavía posible definir la inversa para tales funciones, pero hay que restringir el do-
minio artificialmente de forma que la función con el dominio restringido sea uno a uno.

Consideremos como ejemplo la función f (x) % x2. Sin restricciones, su dominio es toda la
recta real y, por tanto, no es uno a uno ya que f (.a) % f (a) para todo a. Definamos una nueva
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función F(x) igual a f (x) pero con un dominio menor, de forma que sea uno a uno. Podemos
utilizar como dominio de F el intervalo [0, ä):

F(x) % x2 para 0 m x a ä

La Figura 3.5 muestra la gráfica de F. Es la mitad derecha de la parábola y % x2, que es la gráfi-
ca de f . Evidentemente, F es uno a uno, por lo que tiene función inversa F.1 que se calcula
como sigue:

Sea y % F.1(x), entonces x % F(y) % y2 e y n 0. Por tanto, y % ∂x. De aquí F.1(x) % ∂x.
Esta forma de restringir el dominio de una función que no es uno a uno para hacerla inverti-

ble se utilizará cuando invirtamos funciones trigonométricas en la Sección 3.5.

Figura 3.5 Restricción de F de x2 a [0, ä) y su inversa F.1.

Derivadas de funciones inversas

Supongamos que la función f es diferenciable en un intervalo (a, b) y que, o bien f ñ(x) b 0 para
a a x a b, de forma que f es creciente en (a, b), o bien f ñ(x) a 0 para a a x a b, de forma que
f es decreciente en (a, b). En ambos casos f es uno a uno en (a, b) y tiene inversa f .1, definida
como

y % f .1(x) á x % f (y), (a a y a b)

Como estamos suponiendo que la gráfica y % f (x) tiene una tangente no horizontal en algún
punto x en (a, b), su reflexión, que es la gráfica y % f .1(x), tiene una tangente no vertical en
algún punto x del intervalo comprendido entre f (a) y f (b). Por tanto, f .1 es diferenciable en
esos valores de x (Figura 3.6).

Sea y % f .1(x). Se desea obtener dy/dx. Se resuelve la ecuación y % f .1(x) en la forma
x % f (y) y se diferencia implícitamente con respecto a x, de modo que se obtiene

1 % f ñ(y)
dy

dx
, por tanto,

dy

dx
%

1

f ñ(y)
%

1

f ñ( f .1(x))

Por tanto, la pendiente de la gráfica de f .1 en (x, y) es la inversa de la pendiente de la gráfica
de f en (y, x) (Figura 3.6) y

d

dx
f .1(x) %

1

f ñ( f .1(x))

Con la notación de Leibniz se expresa como
dy

dx Gx%
1

dx

dy Gy% f .1(x)

.
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Figura 3.6 Tangentes de las gráficas de f y de f .1.

Ejemplo 4 Demuestre que f (x) % x3
! x es uno a uno en toda la recta real, y, teniendo en cuenta que

f (2) % 10, calcule ( f .1)ñ(10).

Solución Como f ñ(x) % 3x2
! 1 b 0 para todos los números reales x, f es creciente y, por tanto, uno a

uno e invertible. Si y % f .1(x) entonces

x % f (y) % y3
! y ú 1 % (3y2

! 1)yñ

ú yñ %
1

3y2
! 1

Como x % f (2) % 10, esto implica que y % f .1(10) % 2. Por tanto,

( f .1)ñ(10) %
1

3y2
! 1 Gy%2

%
1

13

Ejercicios 3.1

Demuestre que las funciones f de los Ejercicios 1-12 son
uno a uno, y calcule las funciones inversas f .1.
Especifique los dominios y los rangos de f y de f .1.

1. f (x) % x . 1 2. f (x) % 2x . 1

3. f (x) % ∂x . 1 4. f (x) %.∂x . 1

5. f (x) % x3
6. f (x) % 1 !

3
∂x

7. f (x) % x2, x m 0 8. f (x) % (1 . 2x)3

9. f (x) %
1

x ! 1
10. f (x) %

x

1 ! x

11. f (x) %
1 . 2x

1 ! x
12. f (x) %

x

∂x2
! 1

En los Ejercicios 13-20, f es una función uno a uno cuya
inversa es f .1. Calcule las inversas de las funciones dadas
en función de f .1.

13. g(x) % f (x) . 2 14. h(x) % f (2x)

15. k(x) % .3 f (x) 16. m(x) % f (x . 2)

17. p(x) %
1

1 ! f (x)
18. q(x) %

f (x) . 3

2

19. r(x) % 1 . 2 f (3 . 4x) 20. s(x) %
1 ! f (x)

1 . f (x)
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En los Ejercicios 21-23, demuestre en las funciones dadas
son uno a uno y calcule sus inversas.

21. f (x) %E
x2

! 1

x ! 1

si x n 0

si x a 0

22. g(x) %E
x3

x1/3

si x n 0

si x a 0

23. h(x) % x �x � ! 1

24. Calcule f .1(2) si f (x) % x3
! x.

25. Calcule g.1(1) si g(x) % x3
! x . 9.

26. Calcule h.1(.3) si h(x) % x �x � ! 1.

27. Suponga que la función f (x) cumple f ñ(x) %
1

x
y que f

es uno a uno. Si y % f .1(x), demuestre que dy/dx% y.

28. Calcule ( f .1)ñ(x) si f (x) % 1 ! 2x3.

29. Demuestre que f (x) %
4x3

x2
! 1

tiene inversa y calcule

( f .1)ñ(2).

*30. Calcule ( f .1)ñ(.2) si f (x) % x∂3 ! x2.

3.2 Las funciones exponencial y logarítmica
Comenzaremos considerando las funciones exponencial y logarítmica, que seguramente ya ha-
bremos encontrado en nuestros estudios anteriores de matemáticas. En las secciones que siguen
presentaremos estas funciones desde diferentes puntos de vista y aprenderemos a calcular sus de-
rivadas.

Exponenciales
Una función exponencial es una función de la forma f (x) % ax, donde la base a es una constan-
te positiva y el exponente x es la variable. No hay que confundir estas funciones con las funcio-
nes potenciales como f (x) % xa, en las que la base es variable y el exponente es constante. La
función exponencial ax se puede definir para exponentes x enteros y racionales, de la siguiente
forma:

DEFINICIÓN 4 Funciones exponenciales

Si a b 0, entonces

a0
% 1

an
% a . a . a ñ a si n % 1, 2, 3, ...
V\W\X

n factores

a.n
%

1

an si n % 1, 2, 3, ...

am/n
%

n
∂am si n % 1, 2, 3, ... y m %u1, u2, u3, ...

En esta definición, n
∂a es el número b b 0 que cumple que bn

% a.

31. Si f (x) % x2/(1! ∂x), calcule, f .1(2) con una
exactitud de cinco cifras decimales.

32. Si g(x) % 2x ! sen x, demuestre que g es
invertible, y calcule g.1(2) y (g.1)ñ(2) con una
exactitud de cinco cifras decimales.

33. Demuestre que f (x) % x sec x es uno a uno en el
intervalo (.n/2, n/2). ¿Cuál es el dominio de f .1(x)?
Calcule ( f .1)ñ(0).

34. Si f y g tienen respectivamente como inversas f .1 y
g.1, demuestre que la inversa de la función compuesta
f o g es ( f o g).1

% g.1 o f .1.

*35. ¿Para qué valores de las constantes a, b y c es
autoinversa la función f (x) % (x . a)/(bx. c)?

*36. ¿Puede ser autoinversa una función par? ¿Y una
función impar?

*37. En esta sección se ha dicho que una función creciente
(o decreciente) definida en un único intervalo es
necesariamente uno a uno. ¿Es necesariamente cierta
la afirmación inversa? Explique por qué.

*38. Repita el Ejercicio 37 con la suposición añadida de
que f es continua en el intervalo donde está definida.
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¿Cómo se puede definir ax cuando x no es racional? Por ejemplo, ¿qué significa 2n? Para calcu-
lar la derivada de ax es necesario que la función esté definida para todos los números reales x, no
sólo para los números racionales.

En la Figura 3.7 se muestran puntos con coordenadas (x, 2x) para muchos valores racionales
de x muy cerca unos de otros. Parecen estar en una curva suave. La definición de ax se puede
extender a valores x no racionales de forma que ax sea una función diferenciable de x en toda la
recta real. Lo haremos en la sección siguiente. Por el momento, si x es irracional podemos
pensar en ax como el límite de los valores ar para un conjunto de números racionales r que se
aproximan a x:

ax
% lim

rrx
r racional

ar

Figura 3.7 y % 2x para x racional.

Ejemplo 1 Como el número irracional n % 3.141 592 653 59... es el límite de la secuencia de números
racionales

r1 % 3, r2 % 3.1, r3 % 3.14, r4 % 3.141, r5 % 3.1415, ...,

se puede calcular 2n como el límite de la correspondiente secuencia

23
% 8, 23.1

% 8.574 1877..., 23.14
% 8.815 249 9...

Se obtiene 2n
% lim

nrä

2rn % 8.824 977 827...

Las funciones exponenciales cumplen varias identidades denominadas leyes de los exponentes:

Leyes de los exponentes

Sean a b 0 y b b 0, y x e y dos números reales cualesquiera; entonces,

(i) a0
% 1 (ii) ax!y

% axay

(iii) a.x
%

1

ax (iv) ax.y
%

ax

ay

(v) (ax)y
% axy (vi) (ab)x

% axbx

Estas identidades se pueden demostrar para el caso de exponentes racionales utilizando las defi-
niciones anteriores. Son también verdaderas para exponentes irracionales, pero no podremos de-
mostrarlo hasta la sección siguiente.

Si a % 1, entonces ax
% 1x

% 1 para todo x. Si a b 1, entonces ax es una función creciente de
x. Si 0 a a a 1, entonces ax es decreciente. La Figura 3.8(a) muestra las gráficas de algunas
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Figura 3.8 (a) Gráficas de
algunas funciones exponenciales.
(c) Gráficas de algunas funciones
logarítmicas.

funciones exponenciales típicas. Todas ellas pasan por el punto (0, 1) ya que a0
% 1 para todo

a b 0. Obsérvese que ax
b 0 para todo a b 0 y para todo real x, y que

Si a b 1, entonces lim
xr.ä

ax
% 0 y lim

xrä

ax
% ä.

Si 0 a a a 1, entonces lim
xr.ä

ax
% ä y lim

xrä

ax
% 0.

La gráfica de y % ax presenta una asíntota horizontal en el eje x si a Ç 1. Es asintótica por la
izquierda (cuando x r .ä) si a b 1 y por la derecha (cuando x r ä) si 0 a a a 1.

Logaritmos
La función f (x) % ax es una función uno a uno siempre que a b 0 y a Ç 1. Por tanto, f tiene
inversa que denominaremos función logarítmica.

DEFINICIÓN 5

Si a b 0 y a Ç 1, la función loga x, denominada logaritmo en base a de x, es la inversa de
la función uno a uno ax:

y % loga x á x % ay, (a b 0, a Ç 1)

Como el dominio de ax es (.ä, ä), el rango de loga x es (.ä, ä). Como el rango de ax es
(0, ä), el dominio de loga x es (0, ä). Como ax y loga x son funciones inversas, se cumplen las
siguientes identidades de cancelación:

loga (ax) % x para todo x real y aloga x
% x para todo x b 0

La Figura 3.8(b) muestra las gráficas de algunas funciones logarítmicas típicas. Todas pasan por
el punto (1, 0). Cada una de ellas es la reflexión con respecto a la recta y % x de la correspon-
diente gráfica exponencial de la Figura 3.8(a).

A partir de las leyes de los exponentes se pueden obtener las siguientes leyes de los loga-
ritmos:
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Leyes de los logaritmos

Si x b 0, y b 0, a b 0, b b 0, a Ç 1 y b Ç 1, entonces

(i) loga 1 % 0 (ii) loga (xy) % loga x ! loga y

(iii) logaA
1

xB%.loga x (iv) logaA
x

yB% loga x . loga y

(v) loga (xy) % y loga x (vi) loga x %
logb x

logb a

Ejemplo 2 Si a b 0, x b 0 e y b 0, verifique que loga (xy) % loga x ! loga y, utilizando las leyes de
los exponentes.

Solución Sean u % loga x y v % loga y. Por la propiedad de definición de funciones inversas, x % au y
y % av. Por tanto, xy % auav

% au!v. Invirtiendo de nuevo, se obtiene loga (xy) % u ! v % loga x ! loga y.

La ley (vi) de los logaritmos, presentada anteriormente, demuestra que si se conocen los logarit-
mos en una base particular b se pueden calcular los logaritmos en cualquier otra base a. Las cal-
culadoras científicas disponen en general de programas para calcular logaritmos en base 10 y en
base e, un número especial que presentaremos en la Sección 3.3. Los logaritmos en cualquier
otra base se pueden calcular utilizando cualquiera de esas funciones. Por ejemplo, los especialis-
tas en computadores necesitan a veces utilizar logaritmos en base 2. Utilizando una calculadora
científica, se puede calcular rápidamente

log2 13 %
log10 13

log10 2
%

1.113 943 352 31...

0.301 029 995 664...
% 3.700 439 718 14...

Las leyes de los logaritmos se pueden utilizar en algunas ocasiones para simplificar expresiones
complicadas.

Ejemplo 3 Simplifique

(a) log2 10 ! log2 12 . log2 15, (b) loga2 a3 y (c) 3log9 4.

Solución

(a) log2 10 ! log2 12 . log2 15 % log2

10 # 12

15
(leyes (ii) y (iv))

% log2 8

% log2 23
% 3 (identidad de cancelación)

(b) loga2 a3
% 3 loga2 a (ley (v))

%
3

2
loga2 a2 (ley (v) de nuevo)

%
3

2
. (identidad de cancelación)

(c) 3log9 4
% 3(log3 4)/(log3 9) (ley (vi))

% (3log3 4)1/log3 9

% 41/log3 32
% 41/2

% 2 (identidad de cancelación)

CAPÍTULO 3. Funciones trascendentes 203



Ejemplo 4 Resuelva la ecuación 3x.1
% 2x.

Solución Tomando logaritmos en ambos miembros de la ecuación en cualquier base a se obtiene

(x . 1) loga 3 % x loga 2

(loga 3 . loga 2)x % loga 3

x %
loga 3

loga 3 . loga 2
%

loga 3

loga (3/2)

El valor numérico de x se puede obtener utilizando la función «log» en una calculadora científica (esta fun-
ción es log10). El valor es x % 2.7095...

De la misma forma que las funciones exponenciales, las funciones logarítmicas tienen también
un comportamiento asintótico. Todas sus gráficas son asintóticas con el eje y a medida que x r 0
por la derecha:

Si a b 1, entonces lim
xr0!

loga x %.ä y lim
xrä

loga x % ä.

Si 0 a a a 1, entonces lim
xr0!

loga x % ä y lim
xrä

loga x % .ä.

Ejercicios 3.2

Simplifique las expresiones de los Ejercicios 1-18.

1.
33

∂35
2. 21/281/2

3. (x.3).2 4. A
1

2B
x

4x/2

5. log5 125 6. log4A
1

8B
7. log1/3 32x 8. 2log4 8

9. 10.log10 (1/x) 10. x1/(loga x)

11. (loga b) (logb a) 12. logx (x(logy y2))

13. (log4 16)(log4 2) 14. log15 75 ! log15 3

15. log6 9 ! log6 4 16. 2 log3 12 . 4 log3 6

17. loga (x4
! 3x2

! 2) ! loga (x4
! 5x2

! 6)

.4 loga ∂x2
! 2

18. logn (1 . cos x) ! logn (1 ! cos x) . 2 logn sen x

Utilice las funciones logaritmo y exponencial con base 10,
10x y log x (%log10 x), de una calculadora científica para
evaluar las expresiones o resolver las ecuaciones de los
Ejercicios 19-24.

19. 3∂2 20. log3 5

21. 22x
% 5x!1 22. x

∂2
% 3

23. logx 3 % 5 24. log3 x % 5

Utilice las leyes de los exponentes para demostrar las leyes
de los logaritmos en los Ejercicios 25-28.

25. logaA
1

xB%.loga x 26. logaA
x

yB% loga x . loga y

27. loga (xy) % y loga x

28. loga x % (logb x)/(logb a)

29. Despeje x en log4 (x ! 4) . 2 log4(x ! 1) %
1

2
.

30. Despeje x en 2 log3 x ! log9 x % 10.

Evalúe los límites de los Ejercicios 31-34.

31. lim
xrä

logx 2 32. lim
xr0!

logx (1/2)

33. lim
xr1!

logx 2 34. lim
xr1.

logx 2

*35. Suponga que f (x) % ax es diferenciable en x % 0 y
que f ñ(0) % k, siendo k Ç 0. Demuestre que f es
diferenciable en cualquier número real x y que

f ñ(x) % kax
% k f (x)

*36. Continuando con el Ejercicio 35, demuestre que
f .1(x) % loga x es diferenciable en cualquier x b 0 y
que

( f .1)ñ(x) %
1

kx
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3.3 La exponencial y el logaritmo natural

En esta sección vamos a definir la función ln x, denominada logaritmo natural de x, de una
forma que en principio parece no tener nada que ver con los logaritmos considerados en la Sec-
ción 3.2. Sin embargo, demostraremos que tiene las mismas propiedades que esos logaritmos, y
al final veremos que ln x % loge x, el logaritmo de x en una cierta base específica e. Demostra-
remos que ln x es una función uno a uno, definida para todos los números reales positivos.
Por lo tanto, debe tener una función inversa, ex, que denominaremos función exponencial. Nues-
tro objetivo final es llegar a una definición de la función exponencial ax (para cualquier a b 0)
que sea válida para todo número real x, en vez de sólo para números racionales, y que sea
continua e incluso diferenciable sin tener que suponer esas propiedades como hicimos en la
Sección 3.2.

El logaritmo natural

La Tabla 1 muestra las derivadas de las potencias enteras de x. Esas derivadas son múltiplos
de potencias enteras de x, pero hay una potencia entera, x.1, que está ausente de esta lista de
derivadas. Todavía no conocemos ninguna función cuya derivada sea x.1

% 1/x. Vamos a reme-
diar esta situación definiendo una función ln x tal que su derivada sea 1/x.

Tabla 1. Derivadas de potencias enteras

f (x) f ñ(x)

ó ó

x4 4x3

x3 3x2

x2 2x

x1 1x0
% 1

x0 0

x.1
.x.2

x.2
.2x.3

x.3
.3x.4

ó ó

Para tener una idea de cómo se puede hacer esto, revisemos el Ejemplo 1 de la Sección 2.11.
En ese ejemplo demostramos que el área bajo la gráfica de la velocidad de un objeto móvil en
un intervalo de tiempo es igual a la distancia recorrida por el objeto en dicho intervalo. Como la
derivada de la distancia es la velocidad, la medida del área nos proporcionó una forma de ob-
tener una función (la distancia) que tenía una derivada dada (la velocidad). Esta relación entre
área y derivadas es una de las ideas más importantes en cálculo. Se denomina Teorema Fun-
damental del Cálculo. Lo consideraremos en detalle en el Capítulo 5, pero haremos uso de esta
idea ahora para definir ln x, cuya derivada queremos que sea 1/x.
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DEFINICIÓN 6 El logaritmo natural

Para x b 0, sea Ax el área de la región plana encerrada por la curva y % 1/t, el eje t y las
rectas verticales t % 1 y t % x. La función ln x se define como

ln x %E
Ax

.Ax

si x n 1,

si 0 a x a 1

y se muestra en la Figura 3.9.

Figura 3.9

(a) ln x %.área Ax si 0 a x a 1
(b) ln x % área Ax si x n 1

La definición implica que ln 1 % 0, que ln x b 0 si x b 1, que ln x a 0 si 0 a x a 1 y que es una
función uno a uno. Ahora demostraremos que si y % ln x, entonces yñ % 1/x. La demostración de
este resultado es similar a la demostración del Teorema Fundamental del Cálculo que proporcio-
naremos en la Sección 5.5.

TEOREMA 1 Si x b 0, entonces
d

dx
ln x %

1

x

DEMOSTRACIÓN Para x b 0 y h b 0, ln (x ! h) . ln x es el área de la región plana li-
mitada por y % 1/t, y % 0, y las rectas verticales t % x y t % x ! h. Corresponde al área
sombreada en la Figura 3.10. Comparando esta área con la de los dos rectángulos se puede
ver que

h

x ! h
a área sombreada % ln (x ! h) . ln x a

h

x

Por tanto, el cociente de Newton de ln x cumple

1

x ! h
a

ln (x ! h) . ln x

h
a

1

x

Haciendo que h tienda a cero por la derecha, se obtiene (por el Teorema del Sándwich apli-
cado a límites unilaterales)

lim
hr0!

ln (x ! h) . ln x

h
%

1

x
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Figura 3.10

Un argumento similar permite demostrar que si 0 a x ! h a x, entonces

1

x
a

ln (x ! h) . ln x

h
a

1

x ! h
por lo que

lim
hr0.

ln (x ! h) . ln x

h
%

1

x

Combinando estos dos límites laterales se obtiene el resultado deseado:

d

dx
ln x % lim

hr0

ln (x ! h) . ln x

h
%

1

x
#

Las dos propiedades (d/dx) ln x % 1/x y ln 1 % 0 son suficientes para determinar completamente
la función ln x (esto se deduce del Teorema 13 de la Sección 2.6). A partir de estas dos propieda-
des se puede deducir que ln x cumple las leyes apropiadas de los logaritmos.

TEOREMA 2 Propiedades del logaritmo natural

(i) ln (xy) % ln x ! ln y (ii) ln A
1

xB%.ln x

(iii) ln A
x

yB% ln x . ln y (iv) ln (xr) % r ln x

Como no deseamos suponer que las exponenciales son continuas (como hicimos en la Sec-
ción 3.2), diremos por el momento que (iv) sólo es válido para exponentes r que sean nú-
meros racionales.

DEMOSTRACIÓN Sólo demostraremos el apartado (i), ya que los otros apartados se
demuestran por el mismo método. Si y b 0 es una constante, entonces por la Regla de la
Cadena,

d

dx
(ln (xy) . ln x) %

y

xy
.

1

x
% 0 para todo x b 0

El Teorema 13 de la Sección 2.6 indica que ln (xy) . ln x % C (una constante) para x b 0.
Haciendo x % 1 se tiene C % ln y y se deduce la identidad (i).

#
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Figura 3.11 Gráfica de ln x.

El apartado (iv) del Teorema 2 demuestra que ln (2n) % n ln 2 r ä cuando n r ä. Por tanto, te-
nemos también que ln (1/2)n

%.n ln 2 r .ä cuando n r ä. Como (d/dx) ln x % 1/xb 0 para
x b 0, se deduce que ln x es creciente, por lo que debemos tener (véase la Figura 3.11)

lim
xrä

ln x % ä, lim
xr0!

ln x % .ä

Ejemplo 1 Demuestre que
d

dx
ln �x � %

1

x
para todo x Ç 0. Teniendo en cuenta lo anterior calcule I

1

x
dx.

Solución Si x b 0, entonces
d

dx
ln �x � %

d

dx
ln x %

1

x

por el Teorema 1. Si x a 0, entonces, utilizando la Regla de la Cadena,

d

dx
ln �x � %

d

dx
ln (.x) %

1

.x
(.1) %

1

x

Por tanto,
d

dx
ln �x � %

1

x
, y en cualquier intervalo que no contenga a x % 0,

I
1

x
dx % ln �x � ! C

Ejemplo 2 Calcule las derivadas de (a) ln �cos x � y (b) ln (x ! ∂x2
! 1). Simplifique sus respuestas

tanto como sea posible.

Solución

(a) Utilizando el resultado del Ejemplo 1 y la Regla de la Cadena, tenemos que

d

dx
ln �cos x � %

1

cos x
(.sen x) %.tan x

(b)
d

dx
ln(x ! ∂x2

! 1) %
1

x ! ∂2 ! 1 A1 !
2x

2∂x2
! 1B

%
1

x ! ∂x2
! 1

∂x2
! 1 ! x

∂x2
! 1

%
1

∂x2
! 1
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La función exponencial
La función ln x es uno a uno en su dominio, el intervalo (0, ä), por lo que tiene inversa en di-
cho intervalo. Por el momento, denominaremos a su inversa exp x. Entonces,

y % exp x á x % ln y (y b 0)

Como ln 1 % 0, tenemos que exp 0 % 1. El dominio de exp es (.ä, ä), el rango de ln. El ran-
go de exp es (0, ä), el dominio de ln. Tenemos las siguientes identidades de cancelación:

ln (exp x) % x para todo x real y exp (ln x) % x para x b 0

Se pueden deducir varias propiedades de exp a partir de las propiedades correspondientes de ln.
No es sorprendente que sean propiedades que podría esperarse tuviera la función exponencial.

TEOREMA 2 Propiedades de la función exponencial

(i) (exp x)r
% exp (rx) (ii) exp (x ! y) % (exp x)(exp y)

(iii) exp (.x) %
1

exp (x)
(iv) exp (x . y) %

exp x

exp y

Por el momento, la identidad (i) sólo es válida para números r racionales.

DEMOSTRACIÓN Sólo demostraremos la identidad (i). Las restantes son similares. Si
u%(exp x)r, entonces, por el Teorema 2(iv), ln u%r ln (exp x)%rx. Por tanto, u % exp (rx).

#

Presentamos a continuación una definición muy importante:

Sea e % exp (1)

El número e cumple ln e % 1, por lo que el área limitada por la curva y % 1/t, el eje t y las rectas
verticales t % 1 y t % e debe ser igual a una unidad cuadrada. Véase la Figura 3.12. El número e
es uno de los más importantes en matemáticas. Como el número n, es irracional y no es raíz de
ningún polinomio con coeficientes racionales (estos números se denominan trascendentes). Su
valor está entre 2 y 3 y sus cifras iniciales son

e % 2.7 1828 1828 45 90 45...

Mas adelante veremos que

e % 1 !
1

1!
!

1

2!
!

1

3!
!

1

4!
! ñ

fórmula mediante la que se puede calcular el valor de e con cualquier precisión deseada.

Figura 3.12 Definición de e.
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El Teorema 3(i) indica que exp r % exp (1r) % (exp 1)r
% er se cumple para todo número ra-

cional r. Realizaremos ahora una observación crucial. Sólo conocemos el significado de er si r es
un número racional (si r % m/n, entonces er

%
n
∂em). Pero exp x está definida para todo

x real, sea racional o no. Como er
% exp r cuando r es racional, se puede usar exp x como defini-

ción de lo que significa ex para cualquier número real x, y no habrá contradicción en el caso de
que x sea racional.

ex
% exp x para todo x real

El Teorema 3 se puede reformular en términos de ex:

(i) (ex)y
% exy (ii) ex!y

% exey

(iii) e.x
%

1

ex (iv) ex.y
%

ex

ey

La gráfica de ex es la reflexión de la gráfica de su inversa, ln x, respecto a la recta y % x. La
Figura 3.13 permite comparar ambas gráficas. Obsérvese que el eje x es una asíntota horizontal
de la gráfica de y % ex cuando x r.ä. Tenemos que

lim
xr.ä

ex
% 0, lim

xrä

ex
% ä

Figura 3.13 Gráficas de ex y ln x.

Como exp x % e es realmente una función exponencial, su inversa es realmente un logaritmo:

ln x % loge x

La derivada de y % ex se calcula por diferenciación implícita:

y % ex ú x % ln y

ú 1 %
1

y

dy

dx

ú
dy

dx
% y % ex

Por tanto, la función exponencial tiene la destacable propiedad de que es su propia derivada y,
por tanto, también su propia primitiva:

d

dx
ex

% ex, I ex dx % ex
! C
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Ejemplo 3 Calcule las derivadas de

(a) ex2
.3x, (b) ∂1 ! e2x y (c)

ex
. e.x

ex
! e.x

Solución

(a)
d

dx
ex2

.3x
% ex2

.3x(2x . 3) % (2x . 3)ex2
.3x

(b)
d

dx
∂1 ! e2x

%
1

2∂1 ! e2x
(e2x(2)) %

e2x

∂1 ! e2x

(c)
d

dx

ex
. e.x

ex
! e.x %

(ex
! e.x)(ex

. (.e.x)) . (ex
. e.x)(ex

! (.e.x)

(ex
! e.x)2

%
(ex)2

! 2exe.x
! (e.x)2

. [(ex)2
. 2exe.x

! (e.x)2]

(ex
! e.x)2

%
4ex.x

(ex
! e.x)2 %

4

(ex
! e.x)2

Ejemplo 4 Sea f (t) % eat. Calcule (a) f (n)(t) y (b) : f (t) dt.

Solución (a) Tenemos que f ñ(t) % aeat

f ññ(t) % a2eat

f ñññ(t) % a3eat

ó
f (n)(t) % aneat.

(b) Además, I f (t) dt %I eat dt %
1

a
eat

! C, ya que
d

dt

1

a
eat

% eat.

Exponenciales y logaritmos generales

Podemos utilizar el hecho de que ex está ahora definido para todo número real x, para definir la
exponencial arbitraria ax (siendo a b 0) para todo número real x. Si r es racional, entonces
ln (ar) % r ln a, y, por tanto, ar

% er ln a. Sin embargo, ex ln a está definido para todo número real x,
por lo que podemos utilizarlo como definición de ax, sin posibilidad de que surja contradicción si
x es racional.

DEFINICIÓN 7 La exponencial general ax

ax
% ex ln a, (a b 0, x real)

Ejemplo 5 Evalúe 2n, utilizando las teclas del logaritmo natural (ln) y de la exponencial (exp o ex) de
una calculadora científica, pero no utilizando las teclas yx o p.

Solución 2n
% en ln 2

% 8.824 977 8... Si la calculadora tiene una tecla p o teclas xy o yx, es posible que
las funciones estén implementadas utilizando a su vez las funciones exp y ln.
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Las leyes de los exponentes para ax, tal como se presentaron en la Sección 3.2, se pueden obte-
ner ahora a partir de las de ex, y también como la derivada:

d

dx
ax

%
d

dx
ex ln a

% ex ln a ln a % ax ln a

También podemos verificar la Regla General de la Potencia para xa, siendo a un número real,
siempre que x b 0.

d

dx
xa

%
d

dx
ea ln x

% ea ln x a

x
%

axa

x
% axa.1

No se debe confundir xn, que es una función potencial de x, con nx, que es una función exponen-
cial de x.

Ejemplo 6 Demuestre que la gráfica de f (x) % xn
. nx tiene pendiente negativa en x % n.

Solución f ñ(x) % nxn.1
. nx ln n

f ñ(n) % nnn.1
. nn ln n % nn(1 . ln n).

Como n b 3 b e, tenemos que ln n b ln e % 1, por lo que 1 . ln n a 0. Como nn
%en ln n

b 0, tenemos que
f ñ(n) a 0. Por tanto, la gráfica de y % f (x) tiene pendiente negativa en x % n.

Ejemplo 7 Calcule el punto crítico de y % xx.

Solución No se puede diferenciar xx tratándolo como una potencia (como xa), ya que el exponente varía.
Tampoco se puede tratar como una función exponencial (como ax) porque la base varía. Pero podemos di-
ferenciarlo si lo escribimos primero en términos de la función exponencial xx

% ex ln x y utilizamos después
la Regla de la Cadena y la Regla del Producto:

dy

dx
%

d

dx
ex ln x

% ex ln xAln x ! xA
1

xBB% xx(1 ! ln x)

xx está definida sólo para x b 0, y nunca vale 0 (¿por qué?). Por tanto, el punto crítico se produce cuando
1 ! ln x % 0, es decir, ln x %.1 o x % 1/e.

Finalmente, obsérvese que (d/dx)ax
% ax ln a es negativo para todo x si 0 a a a 1 y es positivo

para todo x si a b 1. Por tanto, ax es uno a uno y tiene función inversa, loga x, siempre que a b 0
y a Ç 1. Sus propiedades se deducen de la misma forma que en la Sección 3.2. Si y % loga x,
entonces x % ay y, utilizando diferenciación implícita con respecto a x, se obtiene

1 % ay ln a
dy

dx
% x ln a

dy

dx

Por tanto, la derivada de loga x se expresa como

d

dx
loga x %

1

x ln a

Como loga x se puede expresar en función de logaritmos en cualquier otra base, por ejemplo e,

loga x %
ln x

ln a
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Normalmente sólo utilizaremos logaritmos naturales. No obstante, hay excepciones en química,
acústica y otras ciencias donde se usan «escalas logarítmicas» para medir cantidades en las que
un incremento de una unidad en la medida corresponde a multiplicar por 10 la cantidad. Para
definir esas escalas se usan logaritmos en base 10. En ciencias de computación, donde las poten-
cias de 2 tienen un papel central, los logaritmos en base 2 aparecen muy a menudo.

Diferenciación logarítmica
Supongamos que deseamos diferenciar una función de la forma

y % ( f (x))g(x) (para f (x) b 0)

Como la variable aparece tanto en la base como en el exponente, ni la regla general de la poten-
cia, (d/dx)xa

% axa.1, ni la regla exponencial, (d/dx)ax
% ax ln a, se pueden aplicar directamente.

Un método para calcular la derivada de una función como ésa es expresarla en la forma

y % eg(x) ln f (x)

y diferenciar después utilizando la Regla del Producto para el exponente. Éste es el método utili-
zado en el Ejemplo 7.

La derivada del Ejemplo 7 se puede obtener también tomando logaritmos naturales en los
dos miembros de la ecuación y % xx y diferenciando implícitamente:

ln y % x ln x

1

y

dy

dx
% ln x !

x

x
% 1 ! ln x

dy

dx
% y(1 ! ln x) % xx(1 ! ln x)

Esta última técnica se denomina diferenciación logarítmica.

Ejemplo 8 Calcule dy/dt si y % (sen t)ln t, con 0 a t a n.

Solución Tenemos que ln y % ln t sen t. Entonces,

1

y

dy

dt
%

1

t
ln sen t ! ln t

cos t

sen t

dy

dt
% y A

ln sen t

t
! ln t cot tB

% (sen t)ln tA
ln sen t

t
! ln t cot tB

La diferenciación logarítmica es también útil para calcular derivadas de funciones expresadas co-
mo productos y cocientes de muchos factores. Al tomar logaritmos se transforman los productos
y cocientes en sumas y diferencias. Esto en general facilita el cálculo con respecto a la utiliza-
ción de las Reglas del Producto y del Cociente, especialmente si la derivada debe calcularse en
un punto concreto.

Ejemplo 9 Diferencie y % [(x ! 1)(x ! 2)(x ! 3)]/(x! 4).

Solución
ln �y � % ln �x ! 1� ! ln �x ! 2� ! ln �x ! 3� . ln �x ! 4�

Entonces,

CAPÍTULO 3. Funciones trascendentes 213



1

y
yñ %

1

x ! 1
!

1

x ! 2
!

1

x ! 3
.

1

x ! 4

yñ %
(x ! 1)(x ! 2)(x ! 3)

x ! 4 A
1

x ! 1
!

1

x ! 2
!

1

x ! 3
.

1

x ! 4B
%

(x ! 2)(x ! 3)

x ! 4
!

(x ! 1)(x ! 3)

x ! 4
!

(x ! 1)(x ! 2)

x ! 4

.

(x ! 1)(x ! 2)(x ! 3)

(x ! 4)2

Ejemplo 10 Calcule
du

dx Gx%1

si u % ∂(x ! 1)(x2
! 1)(x3

! 1).

Solución

ln u %
1

2
(ln(x ! 1) ! ln (x2

! 1) ! ln (x3
! 1))

1

u

du

dx
%

1

2 A
1

x ! 1
!

2x

x2
! 1

!
3x2

x3
! 1B

En x % 1 tenemos que u % ∂8 % 2∂2. Por tanto,

du

dx Gx%1

% ∂2A
1

2
! 1 !

3

2B% 3∂2

Ejercicios 3.3

Simplifique las expresiones de los Ejercicios 1-10.

1. e3/∂e5 2. ln (e1/2e2/3)

3. e5 ln x 4. e(3 ln 9)/2

5. ln
1

e3x 6. e2 ln cos x
!Aln esen xB

2

7. 3 ln 4 . 4 ln 3 8. 4 ln ∂x ! 6 ln (x1/3)

9. 2 ln x ! 5 ln (x . 2) 10. ln (x2
! 6x ! 9)

Despeje x en las ecuaciones de los Ejercicios 11-14.

11. 2x!1
% 3x 12. 3x

! 91.x

13.
1

2x %
5

8x!3 14. 2x2
.3

% 4x

Obtenga los dominios de las funciones de los Ejercicios
15-16.

15. ln
x

2 . x
16. ln (x2

. x . 2)

Resuelva las inecuaciones de los Ejercicios 17-18.

17. ln (2x . 5) b ln (7 . 2x) 18. ln (x2
. 2) m ln x

En los Ejercicios 19-48, diferencie las funciones dadas. Si
es posible, simplifique sus respuestas.

19. y % e5x 20. y % xex
. x

21. y %
x

e2x 22. y % x2ex/2

23. y % ln (3x . 2) 24. y % ln �3x . 2�

25. y % ln (1 ! ex) 26. f (x) % e(x2)

27. y %
ex

! e.x

2
28. x % e3t ln t

29. y % e(ex) 30. y %
ex

1 ! ex

31. y % ex sen x 32. y % e.x cos x

33. y % ln ln x 34. y % x ln x . x

35. y % x2 ln x .

x2

2
36. y % ln �sen x�

37. y % 52x!1 38. y % 2(x2
.3x!8)

39. g(x) % txxt 40. h(t) % tx . xt
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41. f (s) % loga (bs ! c) 42. g(x) % logx (2x ! 3)

43. y % x∂x 44. y % (1/x) ln x

45. y % ln �sec x ! tan x� 46. y % ln �x ! ∂x2
. a2 �

47. y % ln (∂x2
! a2

. x) 48. y % (cos x)x
. xcos x

49. Calcule la n-ésima derivada de f (x) % xeax.

50. Demuestre que la n-ésima derivada de (ax2
! bx ! c)ex

es una función de la misma forma pero con diferentes
constantes.

51. Calcule las cuatro primeras derivadas de ex2
.

52. Calcule la n-ésima derivada de ln (2x ! 1).

53. Diferencie (a) f (x) % (xx)x y (b) g(x) % x(xx). ¿Qué
función crece más rápidamente cuando x crece?

*54. Resuelva la ecuación xxx . .
.

% a, siendo a b 0. La torre
de exponentes crece indefinidamente.

Utilice diferenciación logarítmica para calcular las
derivadas que se piden en los Ejercicios 55-57.

55. f (x) % (x . 1)(x . 2)(x . 3)(x . 4). Obtenga f ñ(x).

56. F(x) %
∂1 ! x(1 . x)1/3

(1 ! 5x)4/5 . Obtenga F ñ(0).

57. f (x) %
(x2

. 1)(x2
. 2)(x2

. 3)

(x2
! 1)(x2

! 2)(x2
! 3)

Obtenga f ñ(2).

Obtenga también f ñ(1).

58. ¿En qué puntos tiene tangente horizontal la gráfica de
y % x2e.x2

?

59. Sea f (x) % xe.x. Determine dónde es f creciente y
dónde es decreciente. Dibuje aproximadamente la
gráfica de f .

60. Obtenga la ecuación de una recta de pendiente 4 que
sea tangente a la gráfica de y % ln x.

61. Obtenga la ecuación de una recta que sea tangente a la
curva y % ex y pase por el origen.

62. Obtenga la ecuación de una recta que sea tangente a la
curva y % ln x y pase por el origen.

63. Obtenga la ecuación de una recta que sea tangente a
y % 2x y pase por el punto (1, 0).

64. ¿Para qué valores de a b 0 corta la curva y % ax a la
recta y % x?

65. Calcule la pendiente de la curva exy ln
x

y
% x !

1

y
en (e, 1/e).

66. Calcule la ecuación de la recta tangente a la curva
xey

! y . 2x % ln 2 en el punto (1, ln 2).

67. Calcule la derivada de f (x) % Ax cos ln x ! Bx sen ln x.
Utilice el resultado como ayuda para calcular las
integrales indefinidas

I cos ln x dx y I sen ln x dx

*68. Sea FA, B(x) % Aex cos x ! Bex sen x. Demuestre que
(d/dx)FA, B(x) % FA!B, B.A(x).

*69. Utilizando los resultados del Ejercicio 68, calcule

(a) (d2/dx2)FA, B(x) y (b) (d3/dx3)ex cos x.

*70. Calcule
d

dx
(Aeax cos bx ! Beax sen x) y utilice el

resultado como ayuda para evaluar

(a) I eax cos bx dx y (b) I eax sen bx dx.

71. Demuestre la identidad (ii) del Teorema 2 examinando
la derivada del miembro izquierdo menos el miembro
derecho como se hizo en la demostración de la
identidad (i).

72. Deduzca la identidad (iii) del Teorema 2 a partir de las
identidades (i) y (ii).

73. Demuestre la identidad (iv) del Teorema 2 para
exponentes racionales r mediante el mismo método
utilizado en el Ejercicio 71.

*74. Sea x b 0 y sea F(x) el área encerrada por la curva
y % t2, el eje t y las rectas verticales t % 0 y t % x.
Utilizando el método de la demostración del Teorema
1, demuestre que F ñ(x) % x2. A continuación, obtenga
una fórmula explícita de F(x). ¿Cuál es el área de la
región encerrada por y % t2, y % 0, t % 0 y t % 2?

*75. Realice los siguientes pasos para demostrar que
2 a e a 3. Sea f (t) % 1/t para t b 0.

(a) Demuestre que el área por debajo y % f (t), por
encima de y % 0 y entre t % 1 y t % 2 es menor
que una unidad cuadrada. Deduzca que e b 2.

(b) Demuestre que todas las tangentes a la gráfica de
f están por debajo de dicha gráfica. Sugerencia:
f ññ(t) % 2/t3 b 0.

(c) Obtenga las rectas T2 y T3 que son tangentes a
y % f (t) en t % 2 y t % 3, respectivamente.

(d) Calcule el área A2 por debajo de T2 y por encima
de y % 0, entre t % 1 y t % 2. Calcule también el
área A3 por debajo de T3 y por encima de y % 0,
entre t % 2 y t % 3.

(e) Demuestre que A2 ! A3 b 1 unidad cuadrada.
Deduzca que e a 3.
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3.4 Crecimiento y decrecimiento

En esta sección estudiaremos el uso de funciones exponenciales para modelar las tasas de creci-
miento de cantidades para las que dicha tasa de crecimiento está directamente relacionada con su
tamaño. El crecimiento de estas cantidades está generalmente gobernado por ecuaciones diferen-
ciales en cuya solución aparecen funciones exponenciales. Antes de entrar en materia, preparare-
mos el camino examinando la forma de crecimiento de las funciones exponencial y logarítmica.

Crecimiento de exponenciales y logaritmos
En la Sección 3.3 demostramos que tanto ex como ln x crecen (hacia infinito) cuando x crece. Sin
embargo ex aumenta muy rápidamente cuando x crece, y ln x crece muy lentamente. De hecho, ex

crece, para x grande, más deprisa que cualquier potencia positiva de x (no importa lo grande que
sea la potencia), mientras que ln x crece más lentamente que cualquier potencia positiva de x (no
importa lo pequeña que sea la potencia). Para verificar este comportamiento comenzaremos por
una inecuación que cumple ln x. La recta y % x . 1 es tangente a la curva y % ln x en el
punto (1, 0). El teorema que sigue afirma que la curva está por debajo de esa recta (véase la
Figura 3.14).

Figura 3.14 ln x m x . 1 para x b 0.

TEOREMA 4 Si x b 0, entonces ln x m x . 1.

DEMOSTRACIÓN Sea g(x) % ln x . (x . 1) para x b 0. Entonces g(1) % 0 y

gñ(x) %
1

x
. 1 E

b0 si 0 a x a 1

a 0 si x b 1

Como se observó en la Sección 2.6, estas inecuaciones implican que g crece en (0, 1) y
decrece en (1, ä). Por tanto, g(x) m g(1) % 0 para todo x b 0 y ln x m x . 1 para esos va-
lores de x.

#

TEOREMA 5 Propiedades de crecimiento de exp y ln

Si a b 0, entonces

(a) lim
xrä

xa

ex % 0 (b) lim
xrä

ln x

xa % 0

(c) lim
xr.ä

�x�aex
% 0 (d) lim

xr0!

xa ln x % 0
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Cada uno de estos límites hace una afirmación sobre quién «gana» en una competición en-
tre una exponencial o un logaritmo y una potencia. Por ejemplo, en el apartado (a), el de-
nominador ex crece cuando x r ä, por lo que hace que la fracción xa/ex tienda a 0. Por
otra parte, si a es un número positivo grande, el numerador xa también crece y hace que la
fracción tienda a infinito. Lo que afirma el apartado (a) es que en esta competición entre la
exponencial y la potencia, la exponencial es más fuerte y gana; por tanto, la fracción tiende
a 0. La competición del Teorema 5 se puede expresar como sigue:

En una lucha entre una potencia y una exponencial, gana la exponencial.
En una lucha entre una potencia y un logaritmo, gana la potencia.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos primero el apartado (b). Sea x b 1, a b 0 y sea
s % a/2. Como ln (xs) % s ln x, tenemos que, utilizando el Teorema 4,

0 a s ln x % ln (xs) m xs
. 1 a xs

Por tanto, 0 a ln x a

1

s
xs y, dividiendo por xa

% x2s,

0 a

ln x

xa a

1

s

xs

x2s %
1

sxs

Pero 1/(sxs) r 0 cuando x r ä (ya que s b 0). Por tanto, por el Teorema del Sándwich,

lim
xrä

ln x

xa % 0

Seguidamente deduciremos el apartado (d) a partir del apartado (b) sustituyendo x % 1/t.
Como x r 0! tenemos que t r ä, y

lim
xr0!

xa ln x % lim
trä

ln (1/t)

ta
% lim

trä

.ln t

ta
%.0 % 0

Ahora deduciremos el apartado (a) a partir del apartado (b). Si x % ln t, entonces t r ä

cuando x r ä, por lo que

lim
xrä

xa

ex % lim
trä

(ln t)a

t
% lim

trä A
ln t

t1/aB
a

% 0a
% 0

Finalmente, (c) se deduce de (a) mediante la sustitución x %.t:

lim
xr.ä

�x�aex
% lim

trä

�.t�ae.t
% lim

trä

ta

et % 0

#

Modelos de crecimiento y decrecimiento exponencial
En muchos procesos naturales intervienen cantidades que crecen o decrecen con una velocidad
proporcional a su tamaño. Por ejemplo, la masa de un cultivo de bacterias que crece en un medio
que proporciona los nutrientes adecuados crecerá con una velocidad proporcional a dicha masa.
El valor de una inversión con interés compuesto crece con una velocidad proporcional a dicho
valor. La masa de material radiactivo no descompuesto en una muestra de crece con una veloci-
dad proporcional a dicha masa.
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Todos estos fenómenos, y otros que muestran un comportamiento similar, se pueden modelar
matemáticamente de la misma forma. Si y % y(t) indica el valor de una cantidad y en el instante
t, y si y cambia con una velocidad proporcional a su tamaño, entonces

dy

dt
% ky

siendo k la constante de proporcionalidad. La ecuación anterior se denomina ecuación diferen-
cial de crecimiento o decrecimiento exponencial ya que, para cualquier valor de la constante
C, la función y % Cekt cumple la ecuación. De hecho, si y(t) representa cualquier solución de la
ecuación diferencial yñ % ky, entonces

d

dt A
y(t)

ekt B%
ektyñ(t) . kekty(t)

e2kt %
yñ(t) . ky(t)

ekt % 0 para todo t

Entonces y(t)/ekt
% C, una constante, e y(t) % Cekt. Como y(0) % Ce0

% C,

El problema de valor inicial E
dy

dt
% ky

y(0) % y0

tiene como solución única y % y0e
kt

Si y0 b 0, entonces y(t) es una función creciente con t si k b 0 y es una función decreciente con
t si k a 0. Se dice que la cantidad y presenta un crecimiento exponencial si k b 0 y un decreci-
miento exponencial si k a 0. Véase la Figura 3.15.

Figura 3.15 Soluciones del problema de valor inicial dy/dt% ky, y(0) % y0,
para k b 0, k % 0 y k a 0.

Ejemplo 1 (Crecimiento de un cultivo de células) Cierto cultivo de células crece con una velo-
cidad proporcional al número de células presentes. Si el cultivo contiene inicialmente 500 células y 800 tras
24 horas, ¿cuántas células habrá después de otras 12 horas?

Solución Sea y(t) el número de células presentes t horas después del instante en el que había 500 célu-
las. Por tanto, y(0) % 500 y y(24) % 800. Como dy/dt% ky, tenemos que

y(t) % y(0)ekt
% 500ekt

Por tanto, 800%y(24)%500e24k, con lo que 24k % ln 800
500 % ln (1.6). Se deduce que k % (1/24) ln (1.6) y

y(t) % 500e(t/24) ln (1.6)
% 500(1.6)t/24

Deseamos conocer el valor de y cuando t % 36: y(36) % 500e(36/24) ln (1.6)
% 500(1.6)3/2

] 1012. El número
de células creció hasta 1012 doce horas después de que hubiera 800 células.
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El crecimiento exponencial se caracteriza por un tiempo de doblaje fijo. Si T es el instante en el
que y dobla el tamaño que tenía en t % 0, entonces 2y(0) % y(T ) % y(0)ekT. Por tanto, ekT

% 2.
Como y(t) % y(0)ekt, tenemos que

y(t ! T ) % y(0)ek(t!T )
% ekTy(0)ekt

% 2y(t)

es decir, siempre se requieren T unidades de tiempo para que y doble su valor. De forma similar,
el decrecimiento exponencial requiere siempre un tiempo fijo para reducir el valor a la mitad
(denominado generalmente semivida). Si y(T ) %

1
2 y(0), entonces ekT

%
1
2 y

y(t ! T ) % y(0)ek(t!T )
%

1

2
y(t)

Ejemplo 2 (Decaimiento radiactivo) Un material radiactivo tiene una semivida de 1200 años. ¿Qué
porcentaje de la radiactividad original de la muestra queda después de 10 años? ¿Cuántos años son necesa-
rios para reducir la radiactividad en un 10%?

Solución Sea p(t) el porcentaje de la radiactividad inicial después de t años. Entonces, p(0) % 100 y
p(1200) % 50. Como la radiactividad decrece con una velocidad proporcional a sí misma, dp/dt% kp y

p(t) % 100ekt

Pero 50 % p(1200) % 100e1200k, por lo que

k %
1

1200
ln

50

100
%.

ln 2

1200

El porcentaje que queda después de 10 años es

p(10) % 100e10k
% 100e.10 (ln 2)/1200

] 99.424

Si después de t queda el 90% de la radiactividad, entonces

90 % 100ekt

kt % ln
90

100

t %
1

k
ln (0.9) %.

1200

ln 2
ln (0.9) ] 182.4

por lo que se requerirá un poco más de 182 años para reducir la radiactividad el 10%.

Algunas veces en el crecimiento o decrecimiento exponencial interviene una cantidad que cam-
bia con una velocidad proporcional a la diferencia entre sí misma y un valor fijo:

dy

dt
% k(y . a)

En este caso se debería utilizar el cambio de la variable dependiente u(t) % y(t) . a para conver-
tir la ecuación diferencial a una forma estándar. Obsérvese que u(t) cambia con la misma veloci-
dad que y(t) (es decir, du/dt% dy/dt), por lo que cumple

du

dt
% ku

Ejemplo 3 (Ley del enfriamiento de Newton) Un objeto caliente que se introduce en un entorno
más frío se enfriará con una velocidad proporcional al exceso de su temperatura con respecto a la del entor-
no. Si una taza de café situada en una habitación que se mantiene a una temperatura de 20 oC se enfría de
80 oC a 50 oC en cinco minutos, ¿cuánto tiempo tardará en enfriarse hasta 40 oC?
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Solución Sea y(t) la temperatura del café t minutos después del instante en el que estaba a 80 oC. En-
tonces y(0) % 80 y y(5) % 50. La ley de Newton indica que dy/dt% k(y . 20) en este caso, por tanto
u(t) % y(t) . 20. Entonces, u(0) % 60 y u(5) % 30. Tenemos que

du

dt
%

dy

dt
. k(y . 20) % ku

Entonces,
u(t) % 60ekt

30 % u(5) % 60e5k

5k % ln 1
2 %.ln 2

Deseamos calcular el instante t en el que y(t) % 40, es decir, u(t) % 20:

20 % u(t) % 60e.(t/5) ln 2

.

t

5
ln 2 % ln

20

60
%.ln 3

t % 5
ln 3

ln 2
] 7.92

El café tardará aproximadamente 7.92 . 5 % 2.92 minutos en enfriarse de 50 oC a 40 oC.

Interés de inversiones
Supongamos que se invierten 10 000 e con una tasa anual de interés del 8%. El valor de la

inversión transcurrido un año será de 10 000 (1.08) % 10 800 e. Si esta cantidad se invierte un
segundo año con la misma tasa de interés crecerá hasta valer 10 000 (1.08)2

% 11 664. En gene-
ral, n años después de la realización de la inversión original, el valor será 10 000 (1.08)n.

Supongamos ahora que el 8% de interés se computa semianualmente, de forma que el interés
que realmente se paga es una tasa del 4% en un periodo de seis meses. Tras un año (dos perio-
dos de interés) los 10 000 e habrán crecido hasta valer 10 000 (1.04)2

% 10 816 e. Esto repre-
senta 16 e más que lo que se obtuvo cuando el 8% se calculó para todo un año. Los 16 e extra
son el interés que se paga en el segundo periodo de seis meses por los 400 e ganados en el pri-
mer periodo de seis meses. Continuando de esta manera, si el 8% de interés se computa men-
sualmente (12 periodos al año y cada periodo con un interés de 8

12 %) o diariamente (365 perio-
dos al año y cada periodo con un interés de 8

365, entonces los 10.000 e originales crecerían en un

año 10 000 A1 !
8

1200B
12

% 10 830 e o 10 000 A1 !
8

36 500B
365

% 10 832.78 e, respectivamente.

Para cualquier tasa de interés nominal, la inversión crece más si el periodo de cómputo es
más corto. En general una inversión original de A e invertida al r% anual y computada n veces
al año crecerá en un año hasta

AA1 !
r

100nB
n

e

Parece natural preguntarnos qué ocurrirá con nuestra inversión si hacemos que el número de
periodos al año tienda a infinito, es decir, calculamos el interés de forma continua. La respuesta
es que en un año A e crecerán hasta valer

A lim
nrä A1 !

r

100nB
n

% Aer/100
e

Por ejemplo, con un interés del 8% anual computado de forma continua, nuestros 10 000 e cre-
cerán en un año hasta valer 10 000 e0.008

] 10 832.87 e (nótese que sólo son unos pocos cénti-
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mos más que cuando lo computamos diariamente). Para justificar este resultado necesitamos el
siguiente teorema.

TEOREMA 6 Para todo número real x,

ex
% lim

nrä A1 !
x

nB
n

DEMOSTRACIÓN Si x % 0, no hay nada que demostrar. Ambos miembros de la igual-
dad valen uno. Si x Ç 0, sea h % x/n. Cuando n tiende a infinito, h tiende a 0. Entonces,

lim
nrä

ln A1 !
x

nB
n

% lim
nrä

n ln A1 !
x

nB

% lim
nrä

x

lnA1 !
x

nB
x

n

% x lim
hr0

ln (1 ! h)

h
(siendo h % x/n)

% x lim
hr0

ln (1 ! h) . ln 1

h
(ya que ln 1 % 0)

% x A
d

dt
ln tBG t%1

(por la definición de derivada)

% x
1

t G t%1

% x

Como ln es diferenciable, es continuo. Por tanto, por el Teorema 7 de la Sección 1.4,

lnA lim
nräA1 !

x

nB
n

B% lim
nrä

ln A1 !
x

nB
n

% x

Tomando exponenciales en los dos miembros se obtiene la fórmula requerida.
#

En el caso de x % 1 la fórmula dada en el Teorema 6 toma la siguiente forma:

e % lim
nrä A1 !

1

nB
n

Podemos utilizar esta fórmula para calcular aproximaciones a e, como se muestra en la Tabla 2.
Al obtener los números de esta tabla hemos hecho trampa en cierto sentido. Se obtuvieron utili-
zando la función yx en una calculadora científica. Sin embargo, esta función se calcula realmente
como ex ln y. En todo caso, la fórmula de esta tabla no es una forma muy eficiente de calcular e
con una gran precisión. Para n % 100 000 sólo son correctas cuatro cifras decimales. Una forma
mucho mejor es utilizar la serie

e % 1 !
1

1!
!

1

2!
!

1

3!
!

1

4!
! ñ % 1 ! 1 !

1

2
!

1

6
!

1

24
! ñ

como veremos en la Sección 4.8.
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Tabla 2.

n A1 !
1

nB
n

1 2
10 2.593 74...

100 2.704 81...
1000 2.716 92...

10 000 2 718 15...
100 000 2.718 27...

Un comentario final sobre las tasas de interés. Las instituciones financieras algunas veces uti-
lizan tasas de interés efectivas en vez de tasas de interés nominales. La tasa efectiva indica cuál
será el efecto real de la tasa de interés transcurrido un año. Es decir, 10 000 e invertidos con
una tasa efectiva del 8% crecerán hasta valer 10 800 e en un año, independientemente del perio-
do de cómputo. Una tasa nominal del 8% anual computada diariamente es equivalente a una tasa
efectiva de aproximadamente 8.3278%.

Crecimiento logístico

Pocas cantidades en la naturaleza pueden sostener un crecimiento exponencial durante periodos
extensos de tiempo. El crecimiento generalmente estará limitado por restricciones externas. Por
ejemplo, supongamos que un pequeño número de conejos (de ambos sexos) se introduce en una
pequeña isla donde no había conejos previamente, y donde no existen depredadores que puedan
comerse a los conejos. En virtud de su fertilidad natural, el número de conejos podría crecer ex-
ponencialmente, pero este crecimiento al final estará limitado por la cantidad de alimento dispo-
nible para los conejos. Supongamos que la isla puede proporcionar suficiente alimento para sos-
tener indefinidamente una población de L conejos. Si hay y(t) conejos en la población en el
instante t, podemos esperar que y(t) crezca con una velocidad proporcional a y(t) siempre que
y(t) sea lo suficientemente pequeño (mucho menor que L). Un posible modelo para este compor-
tamiento es la ecuación diferencial

dy

dt
% ky A1 .

y

LB
que se denomina ecuación logística ya que modela un crecimiento limitado por el suministro de
recursos necesarios. Obsérvese que dy/dtb 0 si 0 a y a L y que esta velocidad es pequeña si y
es pequeña (hay pocos conejos para reproducirse) o si y tiene un valor cercano a L (hay casi
tantos conejos como los recursos disponibles pueden alimentar). Obsérvese también que dy/
dt a 0 si y b L. Si hay más animales de los que los recursos pueden alimentar, los conejos mue-
ren con mayor velocidad que nacen. Por supuesto, las poblaciones en estado estacionario y % 0 y
y % L son soluciones de la ecuación logística; en ambos casos dy/dt% 0. En la Sección 7.9 exa-
minaremos técnicas para resolver ecuaciones diferenciales como la ecuación logística. Por ahora,
invitaremos al lector a verificar por diferenciación que la solución que cumple y(0) % y0 es

y %
Ly0

y0 ! (L . y0)e
.kt
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Obsérvese que, como se esperaba, si 0 a y0 a L, entonces

lim
trä

y(t) % L, lim
tr.ä

y(t) % 0

La solución dada anteriormente también sirve para y0 b L. Sin embargo, esta solución no se
aproxima a 0 cuando t tiende a .ä en este caso. Tiene una asíntota vertical en cierto valor
negativo de t (véase el Ejercicio 30 posterior). La Figura 3.16 muestra varias gráficas de solucio-
nes de la ecuación logística para varios valores positivos de y0.

Figura 3.16 Algunas curvas logísticas.

Ejercicios 3.4

Calcule los límites de los Ejercicios 1-8.

1. lim
xrä

x3e.x 2. lim
xrä

x.3ex

3. lim
xrä

2ex
. 3

ex
! 5

4. lim
xrä

x . 2e.x

x ! 3e.x

5. lim
xr0!

x ln x
6. lim

xr0!

ln x

x

7. lim
xr0

x (ln �x�)2 8. lim
xrä

(ln x)3

∂x

9. (Crecimiento bacteriano) Las bacterias de un cierto
cultivo crecen con velocidad proporcional a la cantidad
de bacterias presentes. Si inicialmente hay 100
bacterias presentes y la cantidad se dobla en una hora,
¿cuántas bacterias habrá después de hora y media?

10. (Disolución de azúcar) El azúcar se disuelve en el
agua con velocidad proporcional a la cantidad que
queda sin disolver. Si inicialmente hay 50 kilos de
azúcar, y tras cinco horas sólo quedan 20 kilos, ¿cuánto
tiempo deberá transcurrir hasta que se disuelva el 90%
del azúcar?

11. (Decaimiento radiactivo) Una sustancia radiactiva se
desintegra con una velocidad proporcional a la cantidad
presente. Si el 30% de las sustancias se desintegra en
15 años, ¿cuál es la semivida de la sustancia?

12. (Semivida del radio) Si la semivida del radio es de
1690 años, ¿qué porcentaje de la cantidad presente
quedará después de (a) 100 años, (b) 1000 años?

13. Calcule la semivida de una sustancia radiactiva si
después de un año queda todavía el 99.57% de la
cantidad inicial.

14. (Crecimiento bacteriano) En un cierto cultivo donde
la velocidad del crecimiento de bacterias es proporcional
al número presente, el número se triplica en tres días.
Si al final del séptimo día hay 10 millones de bacterias
presentes en el cultivo, ¿cuántas había inicialmente?

15. (Peso de un recién nacido) En las primeras semanas
después de nacer, un bebé gana peso con velocidad
proporcional a su peso. Un bebé que pesa cuatro kilos
en el momento de nacer pesa 4.4 kilos después de dos
semanas. ¿Cuánto pesaba el bebé cinco días después de
nacer?
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16. (Corriente eléctrica) Cuando se elimina la fuerza
electromotriz en un circuito eléctrico simple que
contiene inductancia y resistencia pero no capacitancia
la velocidad de decrecimiento de la corriente es
proporcional a dicha corriente. Si la corriente es I(t)
amperios t segundos después del corte, y si I % 40
cuando t % 0 y I % 15 cuando t % 0.01, obtenga una
fórmula para I(t).

17. (Interés compuesto) ¿Cuánto dinero hay que invertir
hoy con una tasa de interés compuesto nominal del 4%
para que crezca hasta un valor de 10.000 e en 7 años?

18. (Interés compuesto) El dinero invertido con interés
compuesto (con cómputo instantáneo) se acumula con
una velocidad proporcional a la cantidad presente.
Si una inversión inicial de 1000 e crece hasta valer
1500 e exactamente en cinco años, calcule (a) el
tiempo de doblaje de la inversión y (b) la tasa anual
efectiva del interés que se paga.

19. (Poder adquisitivo) Si el poder adquisitivo del dólar
decrece con una velocidad efectiva del 9% anual,
¿cuánto tiempo se requerirá para que el poder
adquisitivo se reduzca a 25 centavos?

*20. (Tasa de interés efectiva) Un banco afirma que paga
interés en una cuenta de inversión con una tasa
efectiva del 9.5%. Si el interés se computa realmente
de forma mensual, ¿cuál es la tasa nominal de interés
que se paga en la cuenta?

*21. Suponga que se introducen 1000 conejos en una isla
donde no hay depredadores naturales. Durante los
cinco años siguientes la población de conejos crece
exponencialmente. Tras los dos primeros años la
población creció hasta 3500 conejos. Después de los
cinco primeros años un virus se propagó en la isla,
con lo que la población de conejos decreció
exponencialmente. Dos años después de que se
introdujera el virus (por tanto, siete años después de
que se introdujeran los conejos en la isla), la
población de conejos descendió a 3000 individuos.
¿Cuántos conejos habrá en la isla 10 años después de
su introducción?

22. En un determinado experimento en una isla aislada se
utilizan ratas de laboratorio. Inicialmente se llevan a la
isla R ratas y se liberan allí. Teniendo a su disposición
suficiente alimento y sin depredadores naturales en la
isla, la población de ratas crece exponencialmente y
dobla su tamaño en tres meses. Al final del quinto mes,
y cada cinco meses desde entonces, se capturan y se
matan 1000 ratas. ¿Cuál es el mínimo valor de R que
garantiza a los científicos que nunca se quedarán sin
ratas?

Ecuaciones diferenciales de la forma yñ % a ! by

23. Suponga que f (x) cumple la ecuación diferencial

f ñ(x) % a ! bf (x)

siendo a y b constantes.

(a) Resuelva la ecuación diferencial sustituyendo
u(x) % a ! bf (x) y resolviendo la ecuación
diferencial más sencilla que resulta en u(x).

(b) Resuelva el problema de valor inicial:

E
dy

dx
% a ! by

y(0) % y0

24. (Concentración de medicamentos en la sangre) Se
introduce por vía intravenosa un medicamento con
velocidad constante. Tras finalizar su introducción es
eliminado por el cuerpo con una velocidad
proporcional a su concentración en la sangre. La
concentración x(t) del medicamento en la sangre
cumple la ecuación diferencial

dx

dt
% a . bx

siendo a y b constantes positivas.

(a) ¿Cuál es la concentración límite limträ
x(t) del

medicamento en la sangre?
(b) Calcule la concentración del medicamento en la

sangre en el instante t, sabiendo que la
concentración era cero en t % 0.

(c) ¿Cuánto tiempo habrá de transcurrir desde t % 0
para que la concentración alcance la mitad de su
valor límite?

25. (Enfriamiento) Utilice la ley de enfriamiento de
Newton para determinar la lectura de un termómetro
cinco minutos después de tomarla en un horno que
estaba a 72 oC con respeto una habitación que estaba a
20 oC, si la lectura desciende a 48 oC tras un minuto.

26. (Enfriamiento) Un objeto se sitúa en un congelador
que se mantiene una temperatura de .5 oC. Si el
objeto se enfría de 45 oC a 20 oC en 40 minutos
¿cuántos minutos deberán transcurrir para que se enfríe
a 0 oC?

27. (Calentamiento) Si un objeto en una habitación se
calienta de 5 oC a 10 oC en cuatro minutos, y si la
habitación se mantiene a 20 oC, ¿cuánto tiempo transcurrirá
para que aquel objeto se caliente hasta 15 oC? Suponga que
el objeto se calienta con una velocidad proporcional a la
diferencia entre su temperatura y la temperatura de la
habitación.
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La ecuación logística

*28. Suponga que la cantidad y(t) muestra un crecimiento
logístico. Si los valores de y(t) en los instantes t % 0,
t % 1 y t % 2 son y0, y1 y y2, respectivamente, calcule
la ecuación que cumple el valor límite L de y(t), y
despeje L. Si y0 % 3, y1 % 5 y y2 % 6, calcule L.

*29. Demuestre que una solución y(t) de la ecuación
logística con 0 a y(0) a L crece más rápidamente
cuando su valor es L/2 (Sugerencia: No es necesario
utilizar la fórmula de la ecuación para ver esto).

*30. Si y0 b L, calcule el intervalo en el que la solución
dada de la ecuación logística es válida. ¿Qué sucede
con la solución cuando t se acerca al extremo
izquierdo de este intervalo?

*31. Si y0 a 0, calcule el intervalo en el que la solución
dada de la ecuación logística es válida. ¿Qué sucede

3.5 Funciones trigonométricas inversas
Las seis funciones trigonométricas son periódicas y, por tanto, no son uno a uno. Sin embargo,
tal como hicimos con la función x2 en la Sección 3.1, podemos restringir sus dominios de forma
que las funciones restringidas sean uno a uno e invertibles.

Función inversa del seno (o arcoseno)
Definamos una función Sen x (nótese la letra mayúscula) como sen x, restringida de forma que su
dominio sea el intervalo .

n
2 m x m

n
2 :

DEFINICIÓN 8 La función restringida Sen x

Sen x % sen x si .

n
2

m x m

n
2

Como su derivada cos x es positiva en el intervalo (. n
2 , n

2), la función Sen x es creciente en su
dominio, por lo que es una función uno a uno. Su dominio es [. n

2 , n
2 ] y su rango [.1, 1] (véase

la Figura 3.17).

Figura 3.17 La gráfica de Sen x
forma parte de la
gráfica de sen x.

Como es uno a uno, Sen tiene función inversa que se indica como sen.1 (o en algunos libros y
programas de ordenador como arcsen, Arcsen o asen) y que se denomina función inversa del
seno o arcoseno.

con la solución cuando t se aproxima al extremo derecho de
este intervalo?

32. (Modelado de epidemias) El número y de personas in-
fectadas por un virus altamente contagioso se modela
mediante la curva logística

y %
L

1 ! Me.kt

donde t se mide en meses a partir del instante inicial
del brote. En ese instante había 200 personas infecta-
das, y el número creció hasta 1000 tras un mes. Final-
mente, el número creció hasta 10 000. Calcule los valo-
res de los parámetros L, M y k del modelo.

33. Continuando con el Ejercicio 32, ¿cuántas personas es-
taban infectadas tres meses después del descubrimiento
del brote, y con qué rapidez crecía su número con el
tiempo?
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DEFINICIÓN 9 La función inversa sen.1 x o arcsen x

y % sen.1 x á x % Sen y

á x % sen y y .

n
2

m y m

n
2

La gráfica de sen.1 se muestra en la Figura 3.18. Es la reflexión de la gráfica de Sen con res-
pecto a la recta y % x. El dominio de sen.1 es [.1, 1] (el rango de Sen), y el rango de sen.1 es
[. n

2 , n
2] (el dominio de Sen). Las identidades de cancelación para Sen y sen.1 son

sen.1 (Sen x) % arcsen (Sen x) % x para .

n
2

m x m

n
2

Sen (sen.1 x) % Sen (arcsen x) % x para .1 m x m 1

Figura 3.18 La función arcoseno.

Observación Como en el caso de la función inversa general f .1, sen.1 no representa 1/sen x
(que ya conocemos como csc x). Hay que ver sen.1 x como «el ángulo entre .

n
2 y n

2 cuyo seno
es x».

Ejemplo 1

(a) sen.1 (1
2) %

n
6 (ya que sen n

6 %
1
2 y .

n
2 a

n
6 a

n
2).

(b) sen.1

A.

1

∂2B%.
n
4 (ya que sen (. n

4) %.
1

∂2
y .

n
2 a.

n
4 a

n
2).

(c) sen.1(.1) %.
n
2 (ya que sen (. n

2) %.1).

(d) sen.1 2 no está definida (2 no está en el rango del seno).

Ejemplo 2 Calcule (a) sen (sen.1 0.7), (b) sen.1 (sen 0.3), (c) sen.1 (sen 4n
5 ) y (d) cos (sen.1 0.6).

Solución

(a) sen (sen.1 0.7) % 0.7 (identidad de cancelación).

(b) sen.1 (sen 0.3) % 0.3 (identidad de cancelación).

(c) El número 4n
5 no está en el intervalo [. n

2 , n
2], por lo que no se puede aplicar la identidad de cancela-

ción directamente. Sin embargo, sen 4n
5 % sen (n .

n
5) % sen n

5 por la identidad del ángulo suplementario.
Por tanto, sen.1 (sen 4n

5 ) % sen.1 (sen n
5 ) %

n
5 (por cancelación).
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(d) Sea h % sen.1 0.6, como se muestra en el triángulo rectángulo de la Figura 3.19, cuya hipotenusa
es 1 y su cateto opuesto h es igual a 0.6. Por el Teorema de Pitágoras, el cateto adyacente h es
∂1 . (0.6)2

% 0.8. Por tanto, cos (sen.1 0.6) % cos h % 0.8.

Figura 3.19

Ejemplo 3 Simplifique la expresión tan (sen.1 x).

Solución Se desea calcular la tangente de un ángulo cuyo seno es x. Supongamos primero que
0 m x a 1. Como en el Ejemplo 2, se dibuja un triángulo rectángulo (Figura 3.20) con un ángulo h, y se
designan los lados de forma que h % sen.1 x. El cateto opuesto a h es x y la hipotenusa vale 1. El cateto
restante es ∂1 . x2 y tenemos que

tan (sen.1 x) % tan h %
x

∂1 . x2

Como los dos miembros de la ecuación anterior son funciones impares de x, se obtiene el mismo resultado
para .1 a x a 0..

Figura 3.20

A continuación utilizaremos la diferenciación implícita para calcular la derivada de la función
inversa del seno. Si y % sen.1 x, entonces x % sen y, y .

n
2 m y m

n
2 . Diferenciando con respecto

a x, se obtiene

1 % (cos y)
dy

dx

Como .
n
2 m y m

n
2, sabemos que cos y n 0. Por tanto,

cos y % ∂1 . sen2 y % ∂1 . x2

y dy/dx% 1/cosy % 1/∂1 . x2;

d

dx
sen.1 x %

d

dx
arcsen x %

1

∂1 . x2

Nótese que la función inversa del seno es diferenciable solamente en el intervalo abierto
(.1, 1). La pendiente de su gráfica tiende a infinito cuando x r.1! o cuando x r 1. (véase
la Figura 3.18).
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Ejemplo 4 Calcule la derivada de sen.1A
x

aB y después evalúe I
dx

∂a2
. x2

, siendo a b 0.

Solución Utilizando la Regla de la Cadena,

d

dx
sen.1 x

a
%

1

J1 .

x2

a2

1

a
%

1

J
a2

. x2

a2

1

a
%

1

∂a2
. x2

si a b 0

Por tanto,

I
1

∂a2
. x2

dx % sen.1 x

a
! C (a b 0)

Ejemplo 5 Calcule la solución y del siguiente problema de valor inicial:

E
y ñ %

4

∂2 . x2
(.∂2 a x a ∂2)

y(1) % 2n

Solución Utilizando la integral del ejemplo anterior, tenemos que

y %I
4

∂2 . x2
dx % 4 sen.1A

x

∂2B! C

para alguna constante C. Además, 2n % y(1) % 4 sen.1(1/∂2) ! C % 4 (n
4 ) ! C % n ! C. Por lo tanto,

C % n y y % 4 sen.1 (x/∂2) ! n.

Ejemplo 6 (Curva en diente de sierra) Sea f (x) % sen.1 (sen x) para todo número real x.

(a) Calcule y simplifique f ñ(x).

(b) ¿Dónde es f diferenciable? ¿Dónde es f continua?

(c) Utilice los resultados de (a) y (b) para dibujar aproximadamente la gráfica de f.

Solución (a) Utilizando la Regla de la Cadena y la igualdad pitagórica se calcula

f ñ(x) %
1

∂1 . (sen x)2
(cos x)

%
cos x

∂cos2 x
%

cos x

�cos x �
%E

1

.1

si cos x b 0

si cos x a 0

(b) f es diferenciable en todos los puntos donde cos x Ç 0, es decir, en todas partes excepto en los múlti-
plos impares de n/2, concretamente u

n
2 , u

3n
2 , u

5n
2 , ...

Como el seno es continuo en todas partes y toma valores en el intervalo [.1, 1], y ya que sen.1 es
continua en el intervalo [.1, 1], se deduce que f es continua en toda la recta real.

(c) Como f es continua, su gráfica no tiene interrupciones. La gráfica está formada por segmentos de rec-
tas cuyas pendientes van alternando entre 1 y .1 en los intervalos entre los múltiplos impares conse-
cutivos de n/2. Como f ñ(x) % 1 en el intervalo [. n

2 , n
2] (siendo cos x n 0), la gráfica debe ser como

se muestra en la Figura 3.21.
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Figura 3.21 Gráfica en diente de
sierra.

Función inversa de la tangente (o arcotangente)

La función inversa de la tangente se define de forma similar a la inversa del seno. Comenzare-
mos por restringir la tangente a un intervalo en el que sea uno a uno. En este caso utilizaremos
el intervalo abierto (. n

2 , n
2). Véase la Figura 3.22(a).

Figura 3.22 (a) Gráfica de
tan x.
(b) Gráfica de
tan.1x.

DEFINICIÓN 10 La función restringida Tan x

Tan x % tan x si .

n
2

a x a

n
2

La inversa de la función Tan se denomina función inversa de la tangente y se indica como
tan.1 (o arctan, Arctan o atan). El dominio de tan.1 es toda recta real (el rango de Tan). Su
rango es el intervalo abierto (.n

2 , n
2).

DEFINICIÓN 11 La función inversa de la tangente tan.1 x o arctan x

y % tan.1 x á x % Tan y

á x % tan y y .

n
2

a y a

n
2

La gráfica de tan.1 se muestra en la Figura 3.22(b); corresponde a la reflexión de la gráfica de
Tan respecto a la recta y % x.
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Las identidades de cancelación para Tan y tan.1 son

tan.1 (Tan x) % arctan (Tan x) % x para .

n
2

a x a

n
2

Tan (tan.1 x) % Tan (arctan x) % x para .ä a x a ä

Ejemplo 7 Evalúe: (a) tan (tan.1 3), (b) tan.1Atan
3n
4 B y (c) cos (tan.1 2).

Solución

(a) tan (tan.1 3) % 3 por cancelación.

(b) tan.1 (tan3n
4 ) % tan.1 (.1) % .

n
4 .

(c) cos (tan.1 2) % cos h %
1

∂5
por las relaciones del triángulo de la Figura 3.23. De forma alternativa,

tenemos que tan (tan.1 2) % 2, por lo que sec2 (tan.1 2) % 1 ! 22
% 5. Entonces cos2 (tan.1 2) %

1
5.

Como el coseno es positivo en el rango de tan.1, tenemos que cos (tan.1 2) %
1

∂5
.

Figura 3.23

La derivada de la función tangente inversa se puede obtener también por diferenciación implíci-
ta: si y % tan.1 x, entonces x % tan y y

1 % (sec2 y)
dy

dx
% (1 ! tan2 y)

dy

dx
% (1 ! x2)

dy

dx
Entonces,

d

dx
tan.1 x %

1

1 ! x2

Ejemplo 8 Calcule
d

dx
tan.1A

x

aB , y a partir del resultado anterior evalúe I
1

x2
! a2 dx.

Solución Tenemos que
d

dx
tan.1A

x

aB%
1

1 !
x2

a2

1

a
%

a

a2
! x2

Por tanto,

I
dx

a2
! x2 %

1

a
tan.1A

x

aB! C
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Ejemplo 9 Demuestre que tan.1A
x . 1

x ! 1B% tan.1 x .

n
4

para x b.1.

Solución Sea f (x) % tan.1A
x . 1

x ! 1B. tan.1 x. En el intervalo (.1, ä) tenemos, por la Regla de la Ca-

dena y la Regla del Cociente,

f ñ(x) %
1

1 !A
x . 1

x ! 1B
2

(x ! 1) . (x . 1)

(x ! 1)2 .

1

1 ! x2

%
(x ! 1)2

(x2
! 2x ! 1) ! (x2

. 2x ! 1)

2

(x ! 1)2 .

1

1 ! x2

%
2

2 ! 2x2 .

1

1 ! x2 % 0

Por tanto, f (x) % C (constante) en ese intervalo. Para obtener C se calcula f (0):

C % f (0) % tan.1 (.1) . tan.1 0 %.

n
4

Así, la identidad dada se cumple en (.1, ä).

Observación Algunos programas de computador, especialmente las hojas de cálculo, imple-
mentan dos versiones de la función arcotangente, denominados generalmente «atan» y «atan2».
La función atan es simplemente la función tan.1 que ya hemos definido; atan (y/x) devuelve el
ángulo en radianes entre la recta que va del origen al punto (x, y) y el eje x positivo, suponiendo
que (x, y) está en los cuadrantes I o IV del plano. La función atan2 es una función de dos varia-
bles: atan2 (x, y) devuelve ese ángulo para cualquier punto (x, y) que no esté en el eje y. Véase la
Figura 3.24. Algunos programas, por ejemplo Matlab, invierten el orden de las variables x e y en
su función atan2. Maple utiliza arctan (x) y arctan (y, x) para sus versiones de arcotangen-
te de una y dos variables.

Figura 3.24 h1 % tan.1(y1/x1)

% atan (y1/x1)

% atan2 (x1, y1)

% arctan (y1/x1) (Maple)

% arctan (y1, x1) (Maple)

h2 % atan2 (x2, y2)

% arctan (y2, x2) (Maple)

Otras funciones trigonométricas inversas

La función cos x es uno a uno en el intervalo [0, n], lo que podríamos definir la función inversa
del coseno, cos.1 x (o arccos x, Arccos x o acos x), de forma que

y % cos.1 x á x % cos y y 0 m y m n
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Sin embargo cos y % sen (n
2 . y) (identidad del ángulo complementario), y n

2 . y está en el inter-
valo [. n

2 , n
2 ] cuando 0 m y m n. Así, la definición anterior nos lleva a

y % cos.1 x á x % senA
n
2

. yB á sen.1 x %
n
2

. y %
n
2

. cos.1 x

Es más fácil utilizar este resultado para definir directamente cos.1 x:

DEFINICIÓN 12 La función inversa del coseno cos.1 x o arccos x

cos.1 x %
n
2

. sen.1 x para .1 m x m 1

Las identidades de cancelación para cos.1 x son

cos.1 (cos x) % arccos (cos x) % x para 0 m x m n

cos (cos.1 x) % cos (arccos x) % x para .1 m x m 1

La derivada de cos.1 x es el negativo de la de sen.1 x (¿por qué?):

d

dx
cos.1 x %

1

∂1 . x2

La gráfica de cos.1 se muestra en la Figura 3.25(a).

Figura 3.25 Gráficas de
cos.1 y sec.1.

Las calculadoras científicas en general implementan sólo las funciones trigonométricas pri-
marias: seno, coseno y tangente, y sus inversas. Las funciones secundarias: secante, cosecante y
cotangente, se calculan utilizando la tecla 1/x de la calculadora. Para calcular sec x se calcula
cos x y se toma el inverso de la respuesta. Las funciones inversas de las funciones trigonométri-
cas secundarias se expresan también fácilmente por medio de las de sus funciones recíprocas.
Por ejemplo, se define:
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DEFINICIÓN 13 La función inversa de la secante sec.1 x (o arcsec x)

sec.1 x % cos.1A
1

xB para �x� n 1

El dominio de sec.1 es la unión de los intervalos (.ä, .1]é[1, ä), y su rango es [0, n
2)é(n

2 , n).
La gráfica de y % sec.1 x se muestra en la Figura 3.25(b). Es la reflexión respecto a la recta
y % x de la parte de la gráfica de sec x para x entre 0 y n. Obsérvese que

sec (sec.1 x) % secAcos.1A
1

xBB
%

1

cosAcos.1A
1

xBB
%

1

1

x

% x para �x� n 1

sec.1 (sec x) % cos.1A
1

sec xB
% cos.1 (cos x) % x para x en [0, n], x Ç

n
2

Algunos autores prefieren definir sec.1 como la inversa de la restricción de sec x a los intervalos
separados [0, n/2) y [n, 3n/2), porque esto evita la aparición del valor absoluto en la fórmula de
la derivada. Sin embargo, es mucho más difícil calcular valores con esa definición. Nuestra defi-
nición facilita la obtención de valores como sec.1(.3) con una calculadora. Las calculadoras
científicas en general sólo incorporan las funciones inversas del seno, el coseno y la tangente.

Se puede calcular la derivada de sec.1 a partir de la de cos.1:

d

dx
sec.1 x %

d

dx
cos.1 A

1

xB%
.1

J1 .

1

x2

A.

1

x2B

%
1

x2 J
x2

x2
. 1

%
1

x2

�x�
∂x2

. 1
%

1

�x�∂x2
. 1

Nótese que hemos tenido que utilizar ∂x2
% �x� en la última línea. Hay valores negativos de x en

el dominio de sec.1. Obsérvese en la Figura 3.25(b) que la pendiente de y % sec.1 (x) es siem-
pre positiva.

d

dx
sec.1 x %

1

�x�∂x2
. 1

La fórmula de integración correspondiente toma formas diferentes en los intervalos donde x n 1
o x m.1:

I
1

x∂x2
. 1

dx %E
sec.1 x ! C

.sec.1 x ! C

en intervalos donde x n 1

en intervalos donde x m .1

Finalmente, nótese que csc.1 y cot.1 se definen de forma similar a sec.1. Se utilizan raramente.
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DEFINICIÓN 14 Las funciones inversas de la cosecante y la cotangente

csc.1 x % sen.1 A
1

xB , (�x� n 1); cot.1 x % tan.1A
1

xB , (x Ç 0)

Ejercicios 3.5

En los Ejercicios 1-12, calcule las expresiones dadas.

1. sen.1 ∂3

2
2. cos.1 A

.1

2 B
3. tan.1 (.1) 4. sec.1

∂2

5. sen (sen.1 0.7) 6. cos (sen.1 0.7)

7. tan.1Atan
2n
3 B 8. sen.1 (cos 40o)

9. cos.1 (sen (.0.2)) 10. senAcos.1 A
.1

3 BB
11. cosAtan.1 1

2B 12. tan (tan.1 200)

En los Ejercicios 13-18, simplifique las expresiones dadas.

13. sen (cos.1 x) 14. cos (sen.1 x)

15. cos (tan.1 x) 16. sen (tan.1 x)

17. tan (cos.1 x) 18. tan (sec.1 x)

En los Ejercicios 19-32, diferencie las funciones dadas y
simplifique su resultado hasta donde sea posible.

19. y % sen.1A
2x . 1

3 B 20. y % tan.1 (ax ! b)

21. y % cos.1A
x . b

a B 22. f (x) % x sen.1 x

23. f (t) % t tan.1 t 24. u % z2 sec.1 (1 ! z2)

25. F(x) % (1 ! x2) tan.1 x 26. y % sen.1 a

x

27. G(x) %
sen.1 x

sen.1 2x
28. H(t) %

sen.1 t

sen t

29. f (x) % (sen.1 x2)1/2 30. y % cos.1 a

∂a2
! x2

31. y % ∂a2
. x2

! a sen.1 x

a
(a b 0)

32. y % a cos.1A1 .

x

aB. ∂2ax . x2 (a b 0)

33. Calcule la pendiente de la curva tan.1A
2x

y B%
nx

y2 en el
punto (1, 2).

34. Obtenga las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la
gráfica de y % sen.1 x que tienen pendiente 2.

35. Demuestre que, en sus respectivos dominios, sen.1 y
tan.1 son funciones crecientes y cos.1 es una función
decreciente.

36. La derivada de sec.1 x es positiva para todo x de su
dominio sec.1. ¿Implica esto que sec.1 es creciente en
su dominio? ¿Por qué?

37. Dibuje aproximadamente la gráfica de csc.1 x y
calcule su derivada.

38. Dibuje aproximadamente la gráfica de cot.1 x y
calcule su derivada.

39. Demuestre que tan.1 x ! cot.1 x %
n
2 para x b 0.

¿Cuánto vale la suma si x a 0?

40. Calcule la derivada de g(x) % tan (tan.1 x) y dibuje
aproximadamente la gráfica de g.

En los Ejercicios 41-44, dibuje las gráficas de las funciones
dadas calculando y simplificando en primer lugar la
derivada de la función. ¿Dónde es continua cada función?
¿Dónde es diferenciable?

*41. cos.1 (cos x) *42. sen.1 (cos x)

*43. tan.1 (tan x) *44. tan.1 (cot x)

45. Demuestre que sen.1 x % tan.1A
x

∂1 . x2B si �x� a 1.

46. Demuestre que

sec.1 x %E
tan.1

∂x2
. 1

n . tan.1
∂x2

. 1

si x n 1

si x m .1

47. Demuestre que tan.1 x%sen.1A
x

∂1!x2B para todo x.

48. Demuestre que

sec.1 x %E
sen.1 ∂x2

. 1

x

n . sen.1 ∂x2
. 1

x

si x n 1

si x m .1
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*49. Demuestre que la función f (x) del Ejemplo 9 es
también constante en el intervalo (.ä, .1).
Calcule el valor de la constante. Sugerencia: Calcule
limxr.ä

f (x).

*50. Calcule la derivada de f (x) % x . tan.1 (tan x). ¿Qué
implica su respuesta sobre f (x)? Calcule f (0) y f (n).
¿Hay aquí una contradicción?

*51. Calcule la derivada de f (x) % x . sen.1 (sen x)
para .n m x m n y dibuje la gráfica de f en ese
intervalo.

3.6 Funciones hiperbólicas

Cualquier función definida en la recta real se puede expresar (de forma única) como la suma de
una función par y una función impar (véase el Ejercicio 35 de la Sección P.5). Las funciones
hiperbólicas cosh x y senh x son, respectivamente, las funciones par e impar cuya suma es la
función exponencial ex.

DEFINICIÓN 15 Las funciones coseno hiperbólico y seno hiperbólico

Para cualquier número real x el coseno hiperbólico, cosh x, y seno hiperbólico, senh x, se
definen como

cosh x %
ex

! e.x

2
, senh x %

ex
. e.x

2

Recuérdese que el coseno y el seno se denominan funciones circulares debido a que, para todo t,
el punto (cos t, sen t) está en la circunferencia cuya ecuación es x2

! y2
% 1. De forma similar,

cosh y senh se denominan funciones hiperbólicas porque el punto (cosh t, senh t) está en la
hipérbola rectangular cuya ecuación es x2

. y2
% 1,

cosh2 t . senh2 t % 1 para todo t real

Para ver esto, obsérvese que

cosh2 t . senh2 t %A
et

! e.t

2 B
2

.A
et

. e.t

2 B
2

%
1

4
(e2t

! 2 ! e.2t
. (e2t

. 2 ! e.2t))

%
1

4
(2 ! 2) % 1

En este caso t no se puede interpretar como longitud de un arco ni como un ángulo, como hacía-
mos en el caso circular; sin embargo, el área del sector hiperbólico que está limitado por y % 0,
la hipérbola x2

. y2
% 1 y la recta que va del origen a (cosh t, senh t) es de t/2 unidades cuadra-

das (véase el Ejercicio 21 de la Sección 8.4), lo mismo que el área del sector circular limitado
por y % 0, la circunferencia x2

! y2
% 1 y la recta que va del origen a (cos t, sen t) (véase la Fi-

gura 3.26).

En los Ejercicios 52-55, resuelva los problemas de valor
inicial.

52. Eyñ %
1

1 ! x2

y(0) % 1
53. Eyñ %

1

9 ! x2

y(3) % 2

54. Eyñ %
1

∂1 . x2

y(1/2)% 1
55. Eyñ %

4

∂25 . x2

y(0) % 0
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Figura 3.26 Las dos áreas
sombreadas miden t/2 unidades
cuadradas.

Obsérvese que, de forma similar a los correspondientes valores de cos x y sen x, tenemos que

cosh 0 % 1 y senh 0 % 0

y que cosh x, como cos x, es una función par y senh x, como sen x, es una función impar:

cosh (.x) % cosh x, senh (.x) %.senh x

Las gráficas de cosh y senh se muestran en la Figura 3.27. La gráfica de y % cosh x se denomina
catenaria. Una cadena que cuelga por sus extremos tomará la forma de una catenaria.

Muchas otras propiedades de las funciones hiperbólicas se parecen a las de sus correspon-
dientes funciones circulares, algunas veces con los signos cambiados.

Figura 3.27 Gráficas de cosh y senh y algunas funciones
exponenciales con respecto a las que son asintóticas.
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Ejemplo 1 Demuestre que

d

dx
cosh x % senh x y

d

dx
senh x % cosh x

Solución Tenemos que

d

dx
cosh x %

d

dx

ex
! e.x

2
%

ex
! e.x(.1)

2
% senh x

d

dx
senh x %

d

dx

ex
. e.x

2
%

ex
. e.x(.1)

2
% cosh x

Las siguientes fórmulas de adición y del ángulo doble se pueden comprobar algebraicamente uti-
lizando la definición de cosh y senh, junto con las leyes de los exponentes:

cosh (x ! y) % cosh x cosh y ! senh x senh y

senh (x ! y) % senh x cosh y ! cosh x senh y

cosh (2x) % cosh2 x ! senh2 x % 1 ! 2 senh2 x % 2 cosh2 x . 1

senh (2x) % 2 senh x cosh x.

Por analogía con las funciones trigonométricas, se pueden definir otras cuatro funciones
hiperbólicas en función de cosh y senh.

DEFINICIÓN 16 Otras funciones hiperbólicas

tanh x %
senh x

cosh x
%

ex
. e.x

ex
! e.x sech x %

1

cosh x
%

2

ex
! e.x

coth x %
cosh x

senh x
%

ex
! e.x

ex
. e.x csch x%

1

senh x
%

2

ex
. e.x

Multiplicando el numerador y un denominador de la fracción que define tanh x por e.x y ex, res-
pectivamente, se obtiene

lim
xrä

tanh x % lim
xrä

1 . e.2x

1 ! e.2x % 1 y lim
xr.ä

tanh x % lim
xr.ä

e2x
. 1

e2x
! 1

%.1

de forma que la gráfica de y % tanh x tiene dos asíntotas horizontales. La gráfica de tanh x (Figu-
ra 3.28) recuerda en su forma a las de x/∂1 ! x2 y (2/n) tan.1 x, pero, por supuesto, no son
idénticas.

Figura 3.28 Gráfica de tanh x.
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Las derivadas de las restantes funciones hiperbólicas

d

dx
tanh x % sech2 x

d

dx
sech x %.sech x tanh x

d

dx
coth x %.csch2 x

d

dx
csch x %.csch x coth x

se calculan rápidamente a partir de las de cosh x y senh x utilizando las Reglas de la Inversa y
del Cociente. Por ejemplo,

d

dx
tanh x %

d

dx

senh x

cosh x
%

(cosh x)(cosh x) . (senh x)(senh x)

cosh2 x

%
1

cosh2 x
% sech2 x

Observación La distinción entre funciones trigonométricas e hiperbólicas desaparece en bue-
na parte si se utilizan como variables números complejos en vez de números reales. Si i es la
unidad imaginaria (de forma que i2

%.1), entonces

eix
% cos x ! i sen x y e.ix

% cos x . i sen x

(Véase el Apéndice I). Por tanto,

cosh (ix) %
eix

! e.ix

2
% cos x, cos (ix) % cosh (.x) % cosh x,

senh (ix) %
eix

. e.ix

2
% i sen x, sen (ix) %

1

i
senh (.x) % i senh x

Funciones hiperbólicas inversas

Las funciones senh y tanh son crecientes y, por tanto, uno a uno e invertibles en toda la recta
real. Sus inversas se denominan senh.1 y tanh.1, respectivamente:

y % senh.1 x á x % senh y

y % tanh.1 x á x % tanh y

Como las funciones hiperbólicas se definen mediante exponenciales, cabe esperar que sus inver-
sas se puedan expresar mediante logaritmos.

Ejemplo 2 Exprese senh.1 x y tanh.1 x mediante logaritmos.

Solución Sea y % senh.1. Entonces,

x % senh y %
ey

. e.y

2
%

(ey)2
. 1

2ey
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Para obtener la segunda fracción, hemos multiplicado el numerador y el denominador de la primera frac-
ción por ey. Por tanto,

(ey)2
. 2xey

. 1 % 0

Ésta es una ecuación de segundo grado en ey, que se puede resolver mediante la correspondiente fórmula:

ey
%

2x u ∂4x2
! 4

2
% x u ∂x2

! 1

Nótese que ∂x2
! 1 b x. Como ey no puede ser negativa, hay que emplear el signo positivo:

ey
% x ! ∂x2

! 1

Por tanto, y % ln (x ! ∂x2
! 1), y tenemos que

senh.1 x % ln (x ! ∂x2
! 1)

Hagamos ahora y % tanh.1 x. Entonces,

x % tanh y %
ey

. e.y

ey
! e.y %

e2y . 1

e2y
! 1

(.1 a x a 1)

xe2y
! x % e2y

. 1

e2y
%

1 ! x

1 . x
, y %

1

2
lnA

1 ! x

1 . xB
Así,

tanh.1 x %
1

2
lnA

1 ! x

1 . xB, (.1 a x a 1)

Como cosh no es uno a uno, hay que restringir su dominio antes de definir su función inversa.
Definamos el valor principal de cosh como

Cosh x % cosh x (x n 0)

La función inversa, cosh.1, se define entonces así:

y % cosh.1 x á x % Cosh y

á x % cosh y (y n 0)

Tal como hicimos con senh.1, se puede obtener la fórmula

cosh.1 x % ln (x ! ∂x2
. 1), (x n 1)
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Ejercicios 3.6

1. Verifique las fórmulas de las derivadas de sech x,
csch x y coth x dadas en esta sección.

2. Verifique las fórmulas de suma

cosh (x ! y) % cosh x cosh y ! senh x senh y

senh (x ! y) % senh x cosh y ! cosh x senh y

Para ello exprese los miembros derechos de cada
igualdad en función de exponenciales. Obtenga
fórmulas similares para cosh (x . y) y senh (x . y).

3. Obtenga fórmulas de suma para tanh (x ! y) y
tanh (x . y) a partir de las de senh y cosh.

4. Dibuje las gráficas de y % coth x, y % sech x y
y % csch x, indicando sus asíntotas.

5. Calcule las derivadas de senh.1 x, cosh.1 x y tanh.1 x.
Seguidamente exprese las siguientes integrales
indefinidas:

I
dx

∂x2
! 1

, I
dx

∂x2
. 1

, I
dx

1 . x2

mediante funciones hiperbólicas inversas.

6. Calcule las derivadas de las funciones senh.1(x/a),
cosh.1 (x/a) y tanh.1 (x/a) (con a b 0), y utilice los
resultados para obtener fórmulas de ciertas integrales
indefinidas.

3.7 Ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden
con coeficientes constantes

Una ecuación diferencial de la forma

ayññ % byñ ! cy % 0 (*)

siendo a, b y c constantes y a Ç 0 se denomina ecuación diferencial homogénea, lineal, de se-
gundo orden con coeficientes constantes. La denominación segundo orden se refiere a la pre-
sencia de una segunda derivada. Los términos lineal y homogénea se refieren al hecho de que si
y1(t) y y2(t) son dos soluciones de la ecuación, entonces también lo es y(t) % Ay1(t) ! By2(t) para
cualquier valor de las constantes A y B:

Si ayññ1(t) ! byñ1(t) ! cy1(t) % 0 y ayññ2(t) ! byñ2(t) % cy2(t) % 0

y si y(t) % Ay1(t) ! By2(t), entonces ayññ(t) ! byñ(t) ! cy(t) % 0

La Sección 17.1 contiene más detalles sobre esta terminología. En esta sección supondremos que
la variable independiente en nuestras funciones es t en vez de x, por lo que la prima ( ñ) indica la
derivada d/dt. Esto es porque en la mayoría de las aplicaciones de estas ecuaciones la variable
independiente es el tiempo.

7. Simplifique las siguientes expresiones: (a) senh ln x,

(b) cosh ln x, (c) tanh ln x, (d)
cosh ln x ! senh ln x

cosh ln x . senh ln x

8. Sea csch.1 x % senh.1(1/x). Calcule el dominio, rango
y derivada de csch.1 x y dibuje aproximadamente su
gráfica. Exprese csch.1 x mediante logaritmos.

9. Repita el Ejercicio 8 para coth.1 x.

*10. Defina Sech x como una versión de sech x restringida
adecuadamente y repita el Ejercicio 8 para la función
Sech.1 x.

11. Demuestre que las funciones fA, B(x) % Aekx
! Be.kx

y gC, D(x) % C cosh kx ! D senh kx son ambas
soluciones de la ecuación diferencial y ññ . k2y % 0
(ambas son soluciones generales). Exprese fA, B en
función de gC, D y exprese gC, D en función de fA, B.

12. Demuestre que
hL, M(x) % L cosh k(x . a) ! M senh k(x . a) es
también una solución de la ecuación diferencial del
ejercicio anterior. Exprese hL, M por medio de la
función anterior fA, B.

13. Resuelva el problema de valor inicial yññ . k2y % 0,
y(a) % y0, yñ(a) % v0. Exprese la solución mediante la
función hL, M del Ejercicio 12.
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Las ecuaciones del tipo (*) aparecen en muchas aplicaciones de las matemáticas. En particu-
lar se pueden usar para modelar vibraciones mecánicas tales como el movimiento de una masa
suspendida de un muelle elástico o la corriente en ciertos circuitos eléctricos. En la mayor parte
de sus aplicaciones las tres constantes a, b y c son positivas, aunque algunas veces puede ser
b % 0.

Procedimiento para resolver ay ññññ !!! by ññ !!! cy %%% 0
En la Sección 3.4 observamos que la ecuación diferencial de primer orden con coeficientes cons-
tantes yñ % ky tenía como solución y % Cekt. Intentemos encontrar una solución de la ecuación
(*) de la forma y % ert. Sustituyendo esta expresión en la ecuación (*), se obtiene

ar2ert
! brert

! cert
% 0

Como ert nunca es cero, y % ert será una solución de la ecuación diferencial (*) si y sólo si r
satisface la ecuación auxiliar de segundo grado

ar2
! br ! c % 0 (**)

cuyas raíces se obtienen mediante la fórmula cuadrática:

r %
.b u ∂b2

. 4ac

2a
%.

b

2a
u

∂D

2a

donde D % b2
. 4ac se denomina discriminante de la ecuación auxiliar (**).

Hay que considerar tres casos, en función de que el discriminante D sea positivo, cero o ne-
gativo.

CASO I Supongamos que D % b2
. 4ac b 0. Entonces la ecuación auxiliar tiene dos raíces

reales diferentes, r1 y r2, dadas por

r1 %
.b . ∂D

2a
, r2 %

.b ! ∂D

2a

Algunas veces estas raíces se pueden obtener fácilmente factorizando el miembro izquierdo de la
ecuación auxiliar. En este caso tanto y % y1(t) % er1t como y % y2(t) % er2t son soluciones de
la ecuación diferencial (*), y ninguna es múltiplo de la otra. Como indicamos anteriormente, la
función

y % Aer1t
! Ber2t

es también una solución para cualquier valor de las constantes A y B. Como la ecuación diferen-
cial es de segundo orden y esta solución contiene dos constantes arbitrarias, podemos sospechar
que es la solución general, es decir, que toda solución de la ecuación diferencial se puede escri-
bir de esta forma. El Ejercicio 18 al final de esta sección indica una forma de demostrar esto.

CASO II Supongamos que D % b2
. 4ac % 0. Entonces la ecuación auxiliar tiene dos raíces

iguales r1 % r2 %.b/(2a)% r. Ciertamente y % ert es una solución de (*). Se puede obtener la
solución general haciendo y % ertu(t) y calculando:

yñ % ert(uñ(t) ! ru(t))

yññ % ert(uññ(t) ! 2ruñ(t) ! r2u(t))

Incluyendo estas expresiones en (*), se obtiene

ert(auññ(t) ! (2ar ! b)uñ(t) ! (ar2
! br ! c)u(t)) % 0
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Como ert
Ç 0, 2ar ! b % 0 y r cumple (**), esta ecuación se reduce a uññ(t) % 0, cuya solución

general es u(t) % A ! Bt para constantes arbitrarias A y B. Por tanto, la solución general de (*)
en este caso es

y % Aert
! Btert

CASO III Supongamos que D % b2
. 4ac a 0. Entonces la ecuación auxiliar (**) tiene raíces

complejas conjugadas que se expresan como

r %
.b u ∂b2

. 4ac

2a
% k u iu

siendo k %.b/(2a), u % ∂4ac . b2/(2a) e i la unidad imaginaria (i2
%.1, véase el Apéndi-

ce I). Como en el Caso I, las funciones y*1 (t) % e(k!iu)t y y*2 (t) % e(k.iu)t son dos soluciones inde-
pendientes de (*), pero no toman valores reales. Sin embargo, como

eix
% cos x ! i sen x y e.ix

% cos x . i sen x

como se indica en la sección anterior y en el Apéndice II, se pueden encontrar dos funciones con
valores reales que son soluciones de (*) combinando adecuadamente y*1 y y*2 :

y1(t) %
1

2
y*1 (t) !

1

2
y*2 (t) % ekt cos (ut)

y2(t) %
1

2i
y*1 (t) .

1

2i
y*2 (t) % ekt sen (ut)

Por tanto, la solución general de (*) en este caso es

y % Aekt cos (ut) ! Bekt sen (ut)

Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento para resolver (*) en cada uno de los tres casos.

Ejemplo 1 Obtenga la solución general de yññ ! yñ . 2y % 0.

Solución La ecuación auxiliar es r2
! r . 2 % 0 o (r ! 2)(r . 1) % 0. Las raíces auxiliares son

r1 %.2 y r2 % 1, que son reales y distintas. De acuerdo con el Caso I, la solución general de la ecuación
diferencial es

y % Ae.2t
! Bet

Ejemplo 2 Obtenga la solución general de yññ ! 6yñ ! 9y % 0.

Solución La ecuación auxiliar es r2
! 6r ! 9 % 0 o (r ! 3)2

% 0, que tiene dos raíces iguales r %.3.
De acuerdo con el Caso II, la solución general de la ecuación diferencial es

y % Ae.3t
! Bte.3t

Ejemplo 3 Obtenga la solución general de yññ ! 4yñ ! 13y % 0.

Solución La ecuación auxiliar es r2
! 4r ! 13 % 0, cuyas soluciones son

r %
.4 u ∂16 . 52

2
%

.4 u ∂.36

2
%.2 u 3i
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Por tanto, k %.2 y u % 3. De acuerdo con el Caso III, la solución general de la ecuación diferencial
dada es

y % Ae.2t cos (3t) ! Be.2t sen (3t)

Los problemas de valor inicial relacionados con ayññ ! byñ ! cy % 0 especifican valores de y e yñ

en un punto inicial. Estos valores se pueden usar para determinar los valores de las constantes A
y B de la solución general, para que el problema de valor inicial tenga una solución única.

Ejemplo 4 Resuelva el problema de valor inicial

E
yññ ! 2yñ ! 2y % 0

y(0) % 2

yñ(0) %.3

Solución La ecuación auxiliar es r2
! 2r ! 2 % 0, cuyas raíces son

r %
.2 u ∂4 . 8

2
%.1 u i

Por tanto, se aplica el Caso III, k %.1 y u % 1. La ecuación diferencial tiene como solución general

y % Ae.t cos t ! Be.t sen t

Además,

yñ % e.t(.A cos t . B sen t . A sen t ! B cos t)

% (B . A)e.t cos t . (A ! B)e.t sen t

Aplicando las condiciones iniciales y(0) % 2 y yñ(0) %.3, se obtiene A % 2 y B . A %.3. Por tanto,
B %.1 y el problema de valor inicial tiene como solución

y % 2e.t cos t . e.t sen t

Movimiento armónico simple
Muchos fenómenos naturales muestran un comportamiento periódico. El movimiento de un reloj
de péndulo, la vibración de una cuerda de guitarra o de la membrana de un tambor, la altura de
una persona que monta en una noria, el movimiento de un objeto encima de las olas, y la tensión
producida por un generador de corriente alterna son sólo unos pocos ejemplos en los que las
magnitudes dependen del tiempo de una forma periódica. Como son periódicas, las funciones
circulares como el seno y el coseno proporcionan un modelo útil de estos comportamientos.

Ocurre a menudo que una cantidad que se desplaza desde un valor de equilibrio experimenta
una fuerza de recuperación que tiende a moverla en la dirección de dicho equilibrio. Además del
ejemplo obvio del movimiento elástico en física, podemos imaginar que ese modelo se puede
aplicar, por ejemplo, a una población biológica en equilibrio con su suministro de alimentos o al
precio de un artículo en una economía elástica en que un incremento del precio causa una dismi-
nución de la demanda y, por tanto, un descenso del precio. En los modelos más simples, la fuer-
za de recuperación es proporcional a la cantidad de desplazamiento desde el equilibrio. Esta
fuerza hace que la magnitud oscile de forma sinusoidal. Decimos entonces que la magnitud eje-
cuta un movimiento armónico simple.

Como ejemplo concreto, supongamos una masa m suspendida en equilibrio de un muelle, de
forma que la tensión hacia arriba del muelle está compensada por la fuerza gravitatoria que actúa
sobre la masa. Si la masa se desplaza verticalmente una distancia y desde su posición de equili-
brio, la tensión del muelle cambia y la fuerza extra que realiza el muelle se dirige a llevar la
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masa a su posición de equilibrio (véase la Figura 3.29). Esta fuerza es proporcional al des-
plazamiento (Ley de Hooke). Su valor es .ky, siendo k una constante positiva denominada
constante de elasticidad. Despreciando el peso del muelle, esta fuerza aplica a la masa m una
aceleración d2y/dt2 que cumple m(d2y/dt2) %.ky, debido a la Segunda Ley de Newton (ma-
sa # aceleración % fuerza). Dividiendo esta ecuación por m se obtiene

d2y

dt2 ! u2y % 0, siendo u2
%

k

m

Figura 3.29

La ecuación diferencial de segundo orden

d2y

dt2 ! u2y % 0

se denomina ecuación del movimiento armónico simple. Su ecuación auxiliar, r2
! u2

% 0,
tiene raíces complejas r %uiu, por lo que su solución general es

y % A cos ut ! B sen ut

siendo A y B constantes arbitrarias.
Para algunos valores de las constantes R y t0, la función

y % R cos (u(t . t0))

es también una solución general de la ecuación diferencial del movimiento armónico simple. Si
se desarrolla esta fórmula utilizando la fórmula de suma del coseno, se obtiene

y % R cos ut0 cos ut ! R sen ut0 sen ut

% A cos ut ! B sen ut

siendo

A % R cos (ut0), B % R sen (ut0)

R2
% A2

! B2, tan (ut0) % B/A

Las constantes A y B se relacionan con la posición y0 y la velocidad v0 de la masa m en el ins-
tante t % 0:

y0 % y(0) % A cos 0 ! B sen 0 % A

v0 % yñ(0) %.Au sen 0 ! Bu cos 0 % Bu

La constante R % ∂A2
! B2 se denomina amplitud del movimiento. Como cos x oscila entre

.1 y 1, el desplazamiento y varía entre .R y R. Nótese en la Figura 3.30 que la gráfica del
desplazamiento en función del tiempo es la curva y % R cos ut desplazada t0 unidades a la dere-
cha. El número t0 se denomina desplazamiento temporal. La cantidad relacionada ut0 se deno-
mina desplazamiento de fase. El periodo de esta curva es T % 2n/u; es el intervalo entre dos
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Figura 3.30 Movimiento armónico
simple.

instantes consecutivos donde la masa está a la misma altura y moviéndose en la misma direc-
ción. El inverso del periodo 1/T se denomina frecuencia del movimiento. Generalmente se mide
en hercios (Hz), es decir, ciclos por segundo. La cantidad u % 2n/T se denomina frecuencia cir-
cular. Se mide en radianes por segundo ya que 1 ciclo % 1 revolución % 2n radianes.

Ejemplo 5 Resuelva el problema de valor inicial

E
yññ ! 16y % 0

y(0) %.6

yñ(0) % 32

Calcule la amplitud, frecuencia y periodo de la solución.

Solución En este caso u2
% 16, por lo que u % 4. La solución es de la forma

y % A cos (4t) ! B sen (4t)

Como y(0) %.6, tenemos que A %.6. Además, yñ(t) %.4A sen (4t) ! 4B cos (4t). Como yñ(0) % 32, te-
nemos que 4B % 32 o B % 8. Así, la solución es

y %.6 cos (4t) ! 8 sen (4t)

La amplitud es ∂(.6)2
! 82

% 10, la frecuencia es u/(2n) ] 0.637 Hz y el periodo es 2n/u] 1.57 s.

Ejemplo 6 (Problema de la masa y el muelle) Suponga que una masa de 100 g está suspendida de
un muelle y que se requiere una fuerza de 3 # 104 dinas (3 # 104 g-cm/s2) para producir un desplazamien-
to de 1/3 cm desde el equilibrio. En el instante t % 0 la masa se desplaza 2 cm por debajo de la posición
de equilibrio y comienza a desplazarse hacia arriba con una velocidad de 60 cm/s. Obtenga la función que
modela su desplazamiento posterior en cualquier instante t b 0. Calcule la frecuencia, el periodo, la ampli-
tud y el desplazamiento temporal del movimiento. Exprese la posición de la masa en el instante t en fun-
ción de la amplitud y el desplazamiento temporal.

Solución La constante de elasticidad k se obtiene aplicando la Ley de Hooke, F %.ky. En este caso,
F %.3 # 104 g-cm/s2 es la fuerza del muelle sobre la masa desplazada 1/3 cm:

.3 # 104
%.

1

3
k

por tanto, k % 9 # 104 g/s2. Entonces, la frecuencia circular es u % ∂k/m% 30 rad/s, la frecuencia es
u/2n % 15/n ] 4.77 Hz y el periodo es 2n/u ] 0.209 s.
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Como el desplazamiento en el instante t % 0 es y0 %.2 y la velocidad en ese instante es v0 % 60, la
ecuación del desplazamiento posterior es y % A cos (30t) ! B sen (30t), con A % y0 %.2 y B % v0/u%

%60/30 % 2. Así,

y %.2 cos (30t) ! 2 sen (30t), (y en cm, t en segundos)

La amplitud del movimiento es R % ∂(.2)2
! 22

% 2∂2 ] 2.83 cm. El desplazamiento temporal debe
cumplir

.2 % A % R cos (ut0) % 2∂2 cos (30t0)

2 % B % R sen (ut0) % 2∂2 sen (30t0)

por lo que sen (30t0) % 1/∂2%.cos (30t0). Entonces el desplazamiento de fase es 30t0 % 3n/4 radianes, y
el desplazamiento temporal es t0 % n/40] 0.0785 s. La posición de la masa para t b 0 se puede expresar
también como

y % 2∂2 cosC30At .

n
40BD

Movimiento armónico amortiguado
Si a y c son positivas y b % 0, entonces la ecuación

ayññ ! byñ ! cy % 0

Figura 3.31 Oscilador no
amortiguado (b % 0).
Oscilador amortiguado
(b b 0, b2

a 4ac).
Caso de amortiguamiento crítico
(b b 0, b2

% 4ac).
Caso sobreamortiguado
(b b 0, b2

b 4ac).
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corresponde a la ecuación diferencial del movimiento armónico simple y tiene soluciones oscila-
torias de amplitud fija, como se ha visto anteriormente. Si a b 0, b b 0 y c b 0, entonces las
raíces de la ecuación auxiliar son o bien números negativos, o bien, si b2

a 4ac, números com-
plejos k u iu con partes reales negativas k %.b/(2a) (Caso III). En este último caso las solu-
ciones todavía son oscilatorias, pero la amplitud disminuye exponencialmente cuando t r ä de-
bido al factor ekt

% e.(b/2a)t (véase el Ejercicio 17 posterior). Un sistema cuyo comportamiento
se puede modelar mediante una ecuación de este tipo se dice que presenta un movimiento ar-
mónico amortiguado. Si b2

% 4ac (Caso II), se dice que el sistema tiene amortiguación crítica,
y si b2

b 4ac (Caso I), se dice que está sobreamortiguado. En estos casos el comportamiento ya
no es oscilatorio (véase la Figura 3.31, imaginando que la masa suspendida del muelle está den-
tro de un bidón de aceite).

Ejercicios 3.7

En los Ejercicios 1-12, calcule las soluciones generales de
las ecuaciones dadas.

1. y ññ ! 7y ñ ! 10y % 0 2. y ññ . 2y ñ . 3y % 0

3. y ññ ! 2y ñ % 0 4. 4y ññ . 4y ñ . 3y % 0

5. y ññ ! 8y ñ ! 16y % 0 6. y ññ . 2y ñ ! y % 0

7. y ññ . 6y ñ ! 10y % 0 8. 9y ññ ! 6y ñ ! y % 0

9. y ññ ! 2y ñ ! 5y % 0 10. y ññ . 4y ñ ! 5y % 0

11. y ññ ! 2y ñ ! 3y % 0 12. y ññ ! y ñ ! y % 0

En los Ejercicios 13-15, resuelva los problemas de valor
inicial dados.

13. E
2y ññ ! 5y ñ . 5y % 0

y(0) % 1

y ñ(0) % 0

14. E
y ññ ! 10y ñ ! 25y % 0

y(1) % 0

y ñ(1) % 2

15. E
y ññ ! 4y ñ ! 5y % 0

y(0) % 2

y ñ(0) % 2

*16. Demuestre que si e Ç 0, la función ye(t) %
e(1!e)t

. et

e
cumple la ecuación y ññ . (2 ! e)y ñ ! (1 ! e)y % 0.
Calcule y(t) % limer0 ye(t) y verifique que, tal como
se esperaba, es una solución de y ññ . 2y ñ ! y % 0.

*17. Si a b 0, b b 0 y c b 0, demuestre que todas las
soluciones de la ecuación diferencial
ay ññ ! by ñ ! cy % 0 cumplen limträ

y(t) % 0.

*18. Demuestre que la solución dada en la presentación del
Caso I, concretamente y % Aer1t

! Ber2t, es la
solución general para este caso. Proceda como sigue:
primero, haga y % er1tu; demuestre que u cumple la
ecuación

uññ . (r2 . r1)uñ % 0

Haga después v % uñ, con lo que v debe cumplir
vñ % (r2 . r1)v. La solución general de esta ecuación
es v % Ce(r2.r1)t, como se demuestra en la
presentación de la ecuación y ñ % ky en la Sección 3.4.
Calcule u e y.

Movimiento armónico simple

Los Ejercicios 19-22 se refieren todos a la ecuación
diferencial del movimiento armónico simple:

d2y

dt2 ! u2y % 0, (u Ç 0) (>)

En conjunto permiten demostrar que
y % A cos ut ! B sen ut es una solución general de esta
ecuación, es decir, toda solución tiene esta forma para
algunos valores de las constantes A y B.

*19. Demuestre que y % A cos ut ! B sen ut es una
solución de (>).

*20. Si f (t) es una solución de (>), demuestre que
u2( f (t))2

! ( f ñ(t))2 es constante.

*21. Si g(t) es una solución de (>) que cumple
g(0) % gñ(0) % 0, demuestre que g(t) % 0 para todo t.

*22. Suponga que f (t) es una solución de la ecuación
diferencial (>). Demuestre que
f (t) % A cos ut ! B sen ut, siendo A % f (0) y
Bu % f ñ(0).
(Sugerencia: Sea g(t) % f (t) . A cos ut . B sen ut).

*23. Si b2
. 4ac a 0, demuestre que el cambio y % ektu(t),

con k %.b/(2a), transforma ay ññ ! by ññ ! cy % 0 en
la ecuación u ññ ! u2u % 0, siendo
u2

% (4ac . b2)/(4a2).
Junto con el resultado del Ejercicio 22, esto confirma
el procedimiento para el Caso III, en el caso de que
no nos gustara del todo el argumento basado en
números complejos que se ha dado en el texto.
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En los Ejercicios 24-25, resuelva los problemas de valor
inicial dados. Determine en cada problema la frecuencia
circular, la frecuencia, el periodo y la amplitud de la
solución.

24. E
y ññ ! 4y % 0

y(0) % 2

y ñ(0) %.5

25. E
y ññ ! 100y % 0

y(0) % 0

y ñ(0) % 3

*26. Demuestre que y % a cos (u(t . c)) ! b sen (u(t . c))
es una solución de la ecuación diferencial
y ññ ! u2y % 0 y que cumple y(c) % a y y ñ(c) % bu.
Exprese la solución en la forma
y % A cos (ut) ! B sen (ut) para ciertos valores de las
constantes A y B que dependen de a, b, c y u.

27. Resuelva E
y ññ ! y % 0

y(2) % 3

y ñ(2) %.4

28. Resuelva E
y ññ ! u2y % 0

y(a) % A

y ñ(a) % B

29. ¿Qué masa habría de suspenderse del muelle del
Ejemplo 6 para obtener un sistema cuya frecuencia
natural de oscilación sea de 10 Hz? Calcule el
desplazamiento de esa masa desde su posición de
equilibrio t segundos después de desplazarla 1 cm
hacia abajo desde su posición de equilibrio y soltarla
hacia arriba con velocidad inicial de 2 cm/s. ¿Cuál es
la amplitud de este movimiento?

30. Una masa de 400 g suspendida de un muelle oscila con
una frecuencia de 24 Hz. ¿Cuál será la frecuencia si la
masa de 400 g se sustituye con una masa de 900 g? ¿Y
con una masa de 100 g?

*31. Demuestre que si t0, A y B son constantes,
k %.b/(2a) y u % ∂4ac . b2/(2a), entonces

y % ekt[A cos (u(t . t0)) ! B sen (u(t . t0))]

es una alternativa a la solución general de
ay ññ ! by ñ ! cy % 0 para el Caso III (b2

. 4ac a 0).
Esta forma de la solución general es útil para
resolver problemas de valor inicial donde se
especifican y(t0) y y ñ(t0).

*32. Demuestre que si t0, A y B son constantes,
k %.b/(2a) y u % ∂b2

. 4ac/(2a), entonces

y % ekt[A cosh (u(t . t0)) ! B senh (u(t . t0))]

es una alternativa a la solución general para
ay ññ ! by ñ ! cy % 0 para el Caso I (b2

. 4ac b 0).
Esta forma de la solución general es útil para

resolver problemas de valor inicial donde se
especifican y(t0) y y ñ(t0).

Utilice las formas de solución proporcionadas en los dos
ejercicios anteriores para resolver los problemas de valor
inicial de los Ejercicios 33-34.

33. E
y ññ ! 2y ñ ! 5y % 0

y(3) % 2

y ñ(3) %0

34. E
y ññ ! 4y ñ ! 3y % 0

y(3) % 1

y ñ(3) % 0

35. Utilizando el cambio de la variable dependiente
u(x) % c . k2y(x), resuelva el problema de valor inicial

E
y ññ(x) % c . k2y(x)

y(0) % a

y ñ(0) % b

*36. Una masa está unida a un muelle horizontal de forma
que se puede deslizar por encima de una mesa.
Mediante una selección adecuada de las unidades, la
posición x(t) de la masa en el instante t está
gobernada por la ecuación diferencial

xññ %.x ! F

donde el término .x es debido a la elasticidad del
muelle y F es debido al rozamiento de la masa con la
mesa. Cuando la masa se mueve, la fuerza de
rozamiento debe ser de módulo constante y dirigida
en dirección opuesta a la velocidad de la masa.
Cuando la masa se para, la fuerza de rozamiento debe
ser constante y de dirección opuesta a la fuerza del
muelle a menos que la fuerza del muelle sea de menor
magnitud, en cuyo caso la fuerza de rozamiento sólo
cancela la fuerza del muelle y la masa permanecería
en reposo. En este problema, suponga que el módulo
de la fuerza de rozamiento es 1/5. De acuerdo con lo
anterior,

F %E
.

1

5
si xñ b 0 o si xñ % 0 y x a.

1

5

1

5
si xñ a 0 o si xñ % 0 y x b

1

5

x si xñ % 0 y �x� m
1

5

Calcule la posición x(t) de la masa en todos los
instantes t b 0 si x(0) % 1 y xñ(0) % 0.
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Repaso del capítulo

Ideas clave

Enuncie las leyes de los exponentes.

Enuncie las leyes de los logaritmos.

¿Cuál es el significado del número e?

¿Qué significan las siguientes afirmaciones y frases?

0 f es uno a uno. 0 f es invertible.

0 La función f .1 es la inversa de la función f .

0 ab
% c 0 loga b % c

0 Logaritmo natural de x.

0 Diferenciación logarítmica.

0 Semivida de una cantidad que varía.

0 La magnitud y presenta crecimiento exponencial.

0 La magnitud y presenta crecimiento logístico.

0 y % sen.1 x. 0 y % tan.1 x.

0 La magnitud y presenta movimiento armónico simple.

0 La magnitud y presenta movimiento armónico
amortiguado.

Defina las funciones senh x, cosh x y tanh x.

¿Qué clase de funciones satisfacen la ecuación
diferencial de segundo orden con coeficientes
constantes?

Ejercicios de repaso
1. Si f (x) % 3x ! x3, demuestre que f tiene inversa y

calcule la pendiente de y % f .1(x) en x % 0.

2. Sea f (x) % sec2 x tan x. Demuestre que f es creciente
en el intervalo (.n/2, n/2) y, a partir de eso, que es
uno a uno e invertible en dicho intervalo. ¿Cuál es el
dominio de f .1? Calcule ( f .1)ñ(2). Sugerencia:
f (n/4)% 2.

Los Ejercicios 3-5 se refieren a la función f (x) % xe.x2
.

3. Calcule limxrä
f (x) y limxr.ä

f(x).

4. ¿En qué intervalos es f creciente? ¿Y decreciente?

5. ¿Cuáles son los valores máximo y mínimo de f (x)?

6. Calcule los puntos de la gráfica de y % e.x sen x,
(0 m x m 2n), donde dicha gráfica tiene tangente
horizontal.

7. Suponga que una función f (x) cumple f ñ(x) % x f (x)
para todo número real x, y f (2) % 3. Calcule la
derivada de f (x)/ex2/2 y utilice el resultado como ayuda
para obtener explícitamente f (x).

8. Se enrolla un trozo de arcilla de modelar en forma de
cilindro circular. Si la longitud del cilindro crece con
una velocidad proporcional a sí misma, demuestre que
el radio decrece con una velocidad proporcional a sí
mismo.

9. (a) ¿Qué tasa de interés nominal, computada de forma
continua, hará que una inversión se doble en
cinco años?

(b) ¿En cuántos días se incrementará el tiempo de
doblaje del apartado (a) si la tasa de interés
nominal disminuye un 0.5%?

10. (Un cálculo pobre del logaritmo natural)
(a) Demuestre que si a b 0, entonces

lim
hr0

ah
. 1

h
% ln a

A partir de aquí demuestre que

lim
nrä

n(a1/n
. 1) % ln a

(b) La mayoría de las calculadoras, incluso las no
científicas, tienen una tecla para calcular la raíz
cuadrada. Si n es una potencia de dos, es decir
n % 2k, entonces a1/n se puede calcular
introduciendo a y pulsando k veces la tecla de la
raíz cuadrada:

a1/2k
% ∂ ∂ ñ ∂a (k raíces cuadradas)

Después se puede restar 1 y multiplicar por n para
obtener una aproximación de ln a. Utilice
n % 210

% 1024 y n % 211
% 2048 para obtener

aproximaciones del ln 2. Basándose en la exactitud
de las dos aproximaciones, obtenga un valor para
ln 2 con tantos decimales como le parezca
adecuado.

11. Una función no constante f cumple

d

dx
( f (x))2

% ( f ñ(x))2

para todo x. Si f (0) % 1, calcule f (x).

12. Si f (x) % (ln x)/x, demuestre que f ñ(x) b 0 para
0 a x a e y f ñ(x) a 0 para x b e, de forma que f (x)
tenga un valor máximo en x % e. Utilice esto para
demostrar que en

b ne.

13. Calcule la ecuación de la recta que pasa por el origen y
es tangente a la curva y % xx.
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14. (a) Obtenga x Ç 2 tal que
ln x

x
%

ln 2

2
.

(b) Obtenga b b 1 de forma que no exista x Ç b tal

que
ln x

x
%

ln b

b
.

15. La cuenta de inversión A tiene interés simple
con una cierta tasa. La cuenta de inversión B
tiene la misma tasa nominal, pero se computa de forma
instantánea. Si se invierten 1000 e en cada cuenta,
B produce tras un año 10 e más de interés que A.
Calcule la tasa de interés nominal que tienen ambas
cuentas.

16. Exprese las funciones cos.1 x, cot.1 x y csc.1 x en
función de tan.1.

17. Exprese las funciones cos.1 x, cot.1 x y csc.1 x en
función de sen.1.

18. (Un problema de calentamiento) Una botella de
leche a 5 oC se saca de una nevera y se lleva una
habitación que se mantiene a 20 oC. Después de 12
minutos la temperatura de la leche es de 12 oC.
¿Cuánto tiempo debe transcurrir para que la leche se
caliente hasta 18 oC?

19. (Un problema de enfriamiento) Una olla con agua
caliente a 96 oC se lleva a una sala con aire
acondicionado. El agua se enfría hasta 60 oC tras diez
minutos y hasta 40 oC en los diez minutos siguientes.
¿Cuál es la temperatura de la habitación?

20. Demuestre que ex
b 1 ! x si x Ç 0.

21. Utilice inducción matemática para demostrar que

ex
b 1 ! x !

x2

2!
! ñ !

xn

n!

con x b 0 y n cualquier entero positivo.

Problemas avanzados

*1. (a) Demuestre que la función f (x) % xx es
estrictamente creciente en el intervalo [e.1, ä).

(b) Si g es la función inversa de la función f del
apartado (a), demuestre que

lim
yrä

g(y) ln (ln y)

ln y
% 1

Sugerencia: Empiece con la ecuación y % xx y
tome dos veces logaritmos en los dos miembros.

Dos modelos para incorporar la resistencia del aire
en el análisis del movimiento de un cuerpo que cae

2. (Resistencia del aire proporcional a la velocidad)
Un objeto cae por la acción de la gravedad cerca de la
superficie de la tierra, y el aire opone a su movimiento
una resistencia proporcional a su velocidad. Por tanto, su
velocidad v responde a la ecuación

dv

dt
%.g . kv (*)

siendo k una constante positiva que depende de factores
como la forma y densidad del objeto y la densidad del
aire.

(a) Calcule la velocidad del objeto en función del
tiempo t, suponiendo que su velocidad en v0 era
t % 0.

(b) Calcule la velocidad límite limträ
v(t). Observe

que esto se puede hacer bien directamente a partir
de (*) o a partir de la solución obtenida en el
apartado (a).

(c) Si el objeto estaba a una altura y0 en el instante
t % 0, calcule su altura y(t) en cualquier instante
durante su caída.

*3. (Resistencia del aire proporcional al cuadrado de la
velocidad) En ciertas condiciones, un modelo mejor
del efecto de la resistencia del aire sobre un objeto
móvil es aquel en el que la resistencia es proporcional
al cuadrado de la velocidad. Dado un objeto que cae
bajo aceleración gravitatoria constante g, la ecuación
del movimiento es

dv

dt
%.g . kv �v �

con k b 0. Nótese que se utiliza v �v � en vez de v2 para
asegurarse de que la resistencia actúa siempre en
dirección opuesta a la velocidad. Dado un objeto que
cae desde el reposo en el instante t % 0, tenemos que
v(0) % 0 y v(t) a 0 para t b 0, de forma que la
ecuación del movimiento es

dv

dt
%.g ! kv2

No estamos (todavía) en condiciones de resolver esta
ecuación. Sin embargo, podemos verificar su solución.

(a) Verifique que la velocidad para t n 0 está dada por

v(t) %J
g

k

1 . e2t∂gk

1 ! e2t∂gk
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(b) ¿Cuál es la velocidad límite limträ
v(t)?

(c) Verifique también que si el objeto que cae estaba a
una altura de y0 en el instante t % 0, entonces su
altura en instantes posteriores durante su caída se
puede expresar como

y(t) % y0 !J
g

k
t .

1

k
lnA

1 ! e2t∂gk

2 B
4. (Modelo de difusión de una nueva tecnología) Cuando

se introduce una nueva tecnología superior, el porcentaje
p de clientes potenciales que la adoptan se puede
modelar mediante un incremento logístico con el
tiempo. Sin embargo, se están introduciendo
constantemente tecnologías más nuevas, por lo que la
adopción de una en

particular decaerá exponencialmente con el tiempo. El
modelo que sigue muestra ese comportamiento:

dp

dt
% kp A1 .

p

e.bt MB
Esta ecuación diferencial sugiere que el crecimiento en
p es logístico pero que el comportamiento asintótico no
es una constante, sino e.bt M, que decrece
exponencialmente con el tiempo.

(a) Demuestre que el cambio de variable p % e.bty(t)
transforma la ecuación anterior en una ecuación
logística estándar, y obtenga una fórmula explícita
de p(t) suponiendo que p(0) % p0. Será necesario
suponer que M a 100k/(b! k) para asegurar que
p(t) a 100.

(b) Si k % 10, b % 1, M % 90 y p0 % 1, ¿cuánto puede
aumentar p(t) antes de que empiece a decrecer?
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CAPÍTULO 4

Aplicaciones
de las derivadas

En otoño de 1972 el Presidente Nixon anunció que la ve-
locidad de incremento de la inflación estaba disminuyen-
do. Era la primera vez que un presidente en el cargo utili-
zaba la tercera derivada como ayuda en la causa de su
reelección.

Hugo Rossi
Mathematics is an Edifice, not a Toolbox

Notices of the AMS, v. 43, Oct. 1996

Introducción El cálculo diferencial se puede utilizar para analizar muchos tipos
de problemas y situaciones que surgen en disciplinas aplicadas. El cálculo ha hecho
y continuará haciendo contribuciones significativas en todos los campos del esfuer-
zo humano, utilizando medidas cuantitativas para alcanzar sus objetivos. Desde la
economía hasta la física y desde la biología a la sociología, se pueden encontrar pro-
blemas cuyas soluciones se pueden plantear utilizando los procedimientos del cálculo.

En este capítulo vamos a examinar varias clases de problemas en los que se pue-
den aplicar las técnicas que hemos aprendido. Estos problemas surgen dentro y fue-
ra de las matemáticas. Consideraremos los siguientes tipos de problemas:

1. Problemas de tasas relacionadas, donde se analizan las velocidades de cambio
de magnitudes relacionadas.

2. Problemas de gráficos, donde se utilizan las derivadas para ilustrar el comporta-
miento de funciones.

3. Problemas de optimización, donde una determinada cantidad se maximiza o se
minimiza.

4. Métodos de obtención de raíces, para obtener soluciones numéricas de ecuaciones.
5. Problemas de aproximación, donde se utilizan polinomios para aproximar fun-

ciones complicadas.
6. Cálculo de límites.

No hay que asumir que la mayoría de los problemas que se presentan aquí son pro-
blemas del «mundo real». Esos problemas son en general demasiado complejos para
ser tratados en un curso de cálculo general. Sin embargo, los problemas que consi-
deraremos, aunque en algún caso son artificiales, demuestran cómo se puede aplicar
el cálculo en situaciones concretas.



4.1 Tasas relacionadas

Cuando dos o más magnitudes que cambian con el tiempo están relacionadas por una función,
esta función se puede diferenciar con respecto al tiempo para producir una ecuación que relacio-
na las velocidades de cambio de dichas magnitudes. Una de esas velocidades se puede entonces
determinar cuando las otras, y los valores de las magnitudes, son conocidos. Consideraremos a
continuación un par de ejemplos antes de formular una lista de procedimientos para tratar estos
problemas.

Ejemplo 1 Una aeronave vuela horizontalmente con una velocidad de 600 km/h. ¿Con qué velocidad
aumenta la distancia entre la aeronave y una baliza de radio un minuto después de que la aeronave pasa
5 km directamente por encima de la estación?

Solución Resulta de utilidad hacer un diagrama: véase la Figura 4.1. Sea C el punto de la trayectoria de
la aeronave que está directamente por encima de la baliza B. Sea A la posición de la aeronave t min des-
pués de pasar por C, y sean x y s las distancias CA y BA, respectivamente. Observando el triángulo rectán-
gulo BCA tenemos que

s2
% x2

! 52

Figura 4.1

Diferenciando implícitamente esta función con respecto a t se obtiene

2s
ds

dt
% 2x

dx

dt

Sabemos que dx/dt% 600 km/h % 10 km/min. Por tanto, x % 10 km en el instante t % 1 min. En ese instan-
te s % ∂102

! 52
% 5∂5 km y crece con una velocidad

ds

dt
%

x

s

dx

dt
%

10

5∂5
(600) %

1200

∂5
] 536.7 km/h

Un minuto después de que la aeronave pase por encima de la baliza, su distancia a dicha baliza crece con
una velocidad aproximada de 537 km/h.

Ejemplo 2 ¿Con qué velocidad cambia el área de un rectángulo si uno de sus lados tiene una longitud
de 10 cm y dicha longitud crece con una velocidad de 2 cm/s, y el otro lado mide 8 cm y su longitud de-
crece con una velocidad de 3 cm/s?

Solución Sean x cm e y cm las longitudes de los lados del rectángulo en el instante t, respectivamente.
Por tanto, el área en el instante t es A % xy cm2 (véase la Figura 4.2). Deseamos conocer el valor de dA/dt
cuando x % 10 y y % 8, dado que dx/dt% 2 y dy/dt% .3 (nótese el signo negativo para indicar que y es
decreciente). Como todas las cantidades de la ecuación A % xy son funciones del tiempo, se puede diferen-
ciar implícitamente dicha ecuación con respecto al tiempo y obtener

dA

dt Gx%10
y%8

%A
dx

dt
y ! x

dy

dtBGx%10
y%8

% 2(8) ! 10(.3) % .14
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Figura 4.2 Rectángulo cuyos lados cambian.

En el instante en cuestión, el área del rectángulo decrece con una velocidad de 14 cm2/s.

Procedimiento para problemas de tasas relacionadas

A la vista de los ejemplos anteriores podemos formular algunos procedimientos generales para
resolver problemas de tasas relacionadas.

Cómo resolver problemas de tasas relacionadas

1. Lea el problema cuidadosamente. Intente comprender las relaciones entre las variables
¿Qué se da? ¿Qué hay que obtener?

2. Si es necesario, haga un dibujo.
3. Defina los símbolos que desee utilizar que no estén definidos en el planteamiento del

problema. Exprese las magnitudes dadas, las requeridas y sus velocidades de cambio
por medio de dichos símbolos.

4. A partir de una lectura cuidadosa del problema o de la observación del dibujo, identifi-
que una o más ecuaciones que relacionen las variables que representan las magnitudes
(serán necesarias tantas ecuaciones como magnitudes o velocidades de cambio haya
que obtener en el problema).

5. Diferencie implícitamente las ecuaciones con respecto al tiempo, considerando todas
las variables de las magnitudes como funciones del tiempo. Antes de realizar la dife-
renciación se podrán realizar cambios algebraicos en las ecuaciones (por ejemplo, se
pueden despejar las magnitudes cuyas velocidades de cambio hay que obtener), pero,
en general, es más fácil diferenciar las ecuaciones en su forma original y despejar pos-
teriormente.

6. Sustituya los valores dados de las magnitudes y de sus velocidades de cambio, y des-
pués despeje las magnitudes desconocidas y sus velocidades de cambio en las ecuacio-
nes resultantes.

7. Obtenga las conclusiones en respuesta a las preguntas planteadas. ¿Es la respuesta ra-
zonable? Si no, vuelva atrás y compruebe su solución para ver qué es lo que no es
correcto.

Ejemplo 3 Un faro L está situado en una pequeña isla a 2 km del punto más cercano A de una costa
recta. Si la lámpara del faro gira con una velocidad de 3 revoluciones por minuto, ¿con qué rapidez se mue-
ve el punto de luz P sobre la orilla cuando está a 4 km de A?

Solución Obsérvese la Figura 4.3. Sea x la distancia AP, y sea h el ángulo PLA. Entonces x % 2 tan h y

dx

dt
% 2 sec2 h

dh
dt
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Figura 4.3

Ahora
dh
dt

% 3 rev/min # 2n radianes/rev % 6n radianes/min

Cuando x % 4, tenemos que tan h % 2 y sec2 h % 1 ! tan2 h % 5. Por tanto,

dx

dt
% 2 # 5 # 6n % 60n ] 188.5

El punto de luz se mueve por la línea de costa con una velocidad de aproximadamente 189 km/min cuando
está a 4 km de A.

Nótese que ha sido esencial convertir la velocidad de cambio de h de revoluciones por minuto a radia-
nes por minuto. Si h no se midiera en radianes no podríamos decir que (d/dh) tan h % sec2 h.

Ejemplo 4 Un tanque de agua agujereado tiene la forma de un cono circular recto invertido con una
profundidad de 5 m y un radio en la parte superior de 2 m. Cuando la profundidad del agua del tanque es
de 4 m, el agua está saliendo con una velocidad de 1/12 m3/min. ¿Con qué velocidad está disminuyendo el
nivel de agua del tanque en ese instante?

Solución Sean r y h el radio en la superficie y la profundidad del agua en el tanque en el instante t
(ambos se miden en metros). Por tanto, el volumen V (en m3) de agua en el tanque en el instante t es

V %
1

3
nr2h

Utilizando semejanza de triángulos (véase la Figura 4.4), se puede obtener una relación entre r y h:

r

h
%

2

5
, por tanto, r %

2h

5
y V %

1

3
nA

2h

5 B
2

h %
4n
75

h3

Diferenciando esta ecuación con respecto a t se obtiene

dV

dt
%

4n
25

h2 dh

dt

Como dV/dt% .1/12 cuando h % 4, tenemos que

.1

12
%

4n
25

(42)
dh

dt
, por tanto,

dh

dt
% .

25

768n

Cuando la profundidad del agua en el tanque es de 4 m, su nivel desciende con una velocidad de
25/(768n) m/min, o aproximadamente 1.036 cm/min.

Ejemplo 5 En un cierto instante una aeronave que vuela hacia el este a 400 km/h pasa directamente
por encima de un coche que viaja hacia el sudoeste a 100 km/h en una carretera recta y sin pendientes. Si
la aeronave vuela a una altura de 1 km, ¿con qué velocidad aumenta la distancia entre la aeronave y el
coche 36 segundos después de que la aeronave pase directamente por encima del coche?

Solución En este ejemplo es esencial un buen diagrama. Véase la Figura 4.5. Sea t el tiempo medido en
horas desde el instante en que la aeronave estaba en la posición A directamente encima del coche en la
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posición C. Sean X e Y las posiciones de la aeronave y el coche, respectivamente, en el instante t. Sea x la
distancia AX, y la distancia CY y s la distancia XY, todas ellas medidas en kilómetros. Sea Z el punto 1 km
por encima de Y. Como el ángulo XAZ % 45o, el Teorema de Pitágoras y el Teorema del Coseno permiten
obtener

s2
% 1 ! (ZX)2

% 1 ! x2
! y2

. 2xy cos 45o

% 1 ! x2
! y2

. ∂2xy

Por tanto,

2s
ds

dt
% 2s

dx

dt
! 2y

dy

dt
. ∂2

dx

dt
y . ∂2x

dy

dt

% 400(2x . ∂2y) ! 100(2y . ∂2x)

ya que dx/dt% 400 y dy/dt% 100. Cuando t % 1/100 (es decir, 36 segundos después de t % 0), tenemos que
x % 4 y y % 1. Entonces,

s2
% 1 ! 16 ! 1 . 4∂2 % 18 . 4∂2

s ] 3.5133

ds

dt
%

1

2s
(400(8 . ∂2) ! 100(2 . 4∂2)) ] 322.86

La aeronave y el coche se están separando con una velocidad de aproximadamente 323 km/h después de
36 segundos.

Nótese que ha sido necesario convertir los 36 segundos a horas. En general todas las medidas deben
estar en unidades compatibles.

Figura 4.4 El tanque cónico del Ejemplo 4. Figura 4.5 Trayectorias de la aeronave y del coche en el Ejemplo 5.

Ejercicios 4.1

1. Calcule la velocidad de cambio del área de un
cuadrado cuyo lado mide 8 cm, si la longitud del lado
se incrementa con una velocidad de 2 cm/min.

2. El área de un cuadrado decrece con una velocidad de
2 pies2/s. ¿Con qué velocidad cambia la longitud del
lado cuando dicho lado mide 8 pies?

3. Un guijarro que se lanza a un estanque forma una onda
circular que se expande hacia fuera desde el punto del
impacto. ¿Con qué velocidad crece el área encerrada
por la onda cuando su radio es de 20 cm y crece con
una velocidad de 4 cm/s?

4. El área de un círculo disminuye con una velocidad de
2 cm2/min. ¿Con qué velocidad cambia el radio del
círculo cuando su área es de 100 cm2?

5. El área de un círculo crece con una velocidad de
1/3 km2/h. Exprese la velocidad de cambio del radio
del círculo en función de (a) el radio r y (b) el área A
del círculo.

6. En un cierto instante la longitud de un rectángulo es de
16 m y su anchura es de 12 m. La anchura crece con
una velocidad de 3 m/s. ¿Con qué velocidad cambia la
longitud si el área del rectángulo no cambia?
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7. Se introduce aire en un globo esférico. El volumen del
globo crece con una velocidad de 20 cm3/s cuando el
radio mide 30 cm. ¿Con qué velocidad crece el radio
en ese instante? (El volumen de un globo esférico de
radio r unidades es V %

4
3 nr3 unidades cúbicas).

8. Cuando el diámetro de una bola de hielo es de 6 cm,
disminuye con una velocidad de 0.5 cm/h debido a la
fusión del hielo. ¿Con qué velocidad disminuye el
volumen de la bola de hielo en ese instante?

9. ¿Con qué velocidad cambia el área de la superficie de
un cubo cuando su volumen es de 64 cm3 y crece con
una velocidad de 2 cm3/s?

10. El volumen de un cilindro circular recto es de 60 cm3 y
crece con una velocidad de 2 cm3/min en el instante en
el que el radio es de 5 cm y crece con una velocidad de
1 cm/min. ¿Con qué velocidad cambia con el tiempo a
la altura del cilindro?

11. ¿Con qué velocidad cambia el volumen de una caja
rectangular cuando su longitud es de 6 cm, su anchura
de 5 cm y su profundidad de 4 cm, si la longitud y la
profundidad crecen con una velocidad de 1 cm/s y la
anchura decrece con una velocidad de 2 cm/s?

12. El área de un rectángulo crece con una velocidad de
5 m2/s cuando su longitud crece con una velocidad de
10 m/s. Si la longitud es de 20 m y la anchura de 16 m,
¿con qué velocidad cambia la anchura?

13. Un punto se mueve por la curva y % x2. ¿Con qué
velocidad cambia y cuando x % .2 y x decrece con
una velocidad de 3?

14. Un punto se mueve a la derecha por la parte del primer
cuadrante de la curva x2y3

% 72. Cuando las
coordenadas del punto son (3, 2), su velocidad
horizontal es de 2 unidades/s. ¿Cuál es su velocidad
vertical?

15. El punto P se mueve de forma que en el instante t está
en la intersección de las curvas xy % t y y % tx2. ¿Con
qué velocidad cambia la distancia de P al origen en el
instante t % 2?

16. (Radares de velocidad) Un policía está cerca de una
autopista utilizando una pistola radar para multar a los
coches que circulan con exceso de velocidad (véase la
Figura 4.6). Apunta la pistola hacia un coche que pasa

Figura 4.6

por su posición y, cuando la pistola está apuntando con
un ángulo de 45o a la dirección de la autopista, mide
que la distancia entre el coche y la pistola crece con
una velocidad de 100 km/h. ¿Con qué velocidad se
mueve el coche?

17. Si la pistola radar del Ejercicio 16 apunta a un coche
que viaja a 90 km/h por una carretera recta, ¿cuál será
la lectura en el instante en que apunta en una dirección
que forma un ángulo de 30o con la carretera?

18. La parte superior de una escalera de 5 m de largo se
apoya contra una pared vertical. Si la base de la
escalera se aleja de la base de la pared con una
velocidad de 1/3 m/s, ¿con qué velocidad se desliza
hacia abajo la parte superior de la escalera cuando está
a 3 m de altura por encima de la base de la pared?

19. Un hombre de 2 m de altura camina hacia un farol a
una velocidad de 0.5 m/s. Si la lámpara del farol está a
5 m de altura, ¿con qué velocidad decrece la longitud
de la sombra del hombre cuando está a 3 m del farol?
¿Con qué velocidad se está moviendo en ese instante la
sombra de su cabeza?

20. Una mujer de 6 pies de alto camina con una velocidad
de 2 pies/s por un camino recto sobre la tierra. Hay un
farol de 5 pies de alto a un lado del camino. Una luz a
15 pies de altura proyecta la sombra de la mujer sobre
el suelo. ¿Con qué velocidad cambia la longitud de la
sombra de la mujer cuando ésta está a 12 pies del
punto del camino más cercano al farol?

21. (Coste de producción) Al propietario de una mina de
carbón le cuesta C e al día mantener una producción
de x toneladas, siendo C % 10 000 ! 3x ! x2/8000. ¿A
qué velocidad crece la producción cuando ésta vale
12 000 t y el coste diario crece a razón de 600 e al día?

22. (Distancia entre barcos) A la una de la tarde el barco
A está a 25 km al norte del barco B. Si el barco A
navega al oeste con una velocidad de 16 km/h y el
barco B navega al sur con una velocidad de 20 km/h,
¿a qué velocidad cambia la distancia entre los dos
barcos a la una y media de la tarde?

23. ¿Cuál es la primera hora después de las tres de la tarde
a la que las manecillas del reloj están juntas?

24. (Seguimiento de un globo) Un globo que se lanza en
el punto A sube verticalmente con una velocidad
constante de 5 m/s. El punto B está al mismo nivel que
el punto A y dista 100 m de éste. ¿Con qué velocidad
cambia el ángulo de elevación del globo en B cuando
dicho globo está a 200 m por encima de A?

25. Se vierte serrín en una pila con una velocidad de 1/2
m3/min. Si la pila mantiene la forma de un cono
circular recto cuya altura es igual a la mitad del
diámetro de su base, ¿con qué velocidad crece la altura
de la pila cuando dicha pila tiene 3 m de altura?
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26. (Tanque cónico) Un tanque de agua tiene la forma de
un cono circular recto invertido con un radio de 10 m
en su parte superior y una profundidad de 8 m. Se
vierte agua en el interior del cono con una velocidad de
1/10 m3/min. ¿Con qué velocidad crece la profundidad
del agua en el tanque cuando dicha profundidad es de
4 m?

27. (Tanque con fugas) Repita el Ejercicio 26 con el
supuesto añadido de que el agua sale por el fondo del
tanque con una velocidad de h3/1000 m3/min cuando
la profundidad de agua en el tanque es de h m.
¿Cuánto se puede llenar el tanque en este caso?

28. (Otro tanque con fugas) Se introduce agua en otro
tanque con fugas con una velocidad de 10 m3/min. El
tanque tiene la forma de un cono invertido, de 9 m de
profundidad y de 6 m de diámetro en su parte superior.
La superficie de agua en el tanque sube con una
velocidad de 20 cm por hora cuando la profundidad es
de 6 m. ¿Con qué velocidad está saliendo agua del
tanque en ese instante?

29. (Vuelo de una cometa) ¿Con qué velocidad hay que
soltar cuerda si la cometa que estamos haciendo volar
está a 30 m de altura, a 40 m de distancia horizontal
desde nuestra posición, y alejándose horizontalmente
con una velocidad de 10 m por minuto?

30. (Noria) Suponga que está en una noria de 20 m de
diámetro. La noria da vueltas a 1 revolución por
minuto. ¿Con qué velocidad está subiendo o bajando
cuando está a una distancia horizontal de 6 m de la
línea vertical que pasa por el centro de la noria?

31. (Distancia entre aeronaves) Una aeronave está
144 km al este de un aeropuerto y viaja hacia el oeste a
200 km/h. Al mismo tiempo, una segunda aeronave a
la misma altitud dista 60 km al norte del aeropuerto y
viaja hacia el norte a 150 km/h. ¿Con qué velocidad
cambia la distancia entre las dos aeronaves?

32. (Tasa de producción) Si una factoría de camiones
emplea a x trabajadores y tiene unos gastos de
operación diarios de y e, puede producir
P % (1/3)x0.6y0.4 camiones al año. ¿Con qué velocidad
disminuyen los gastos diarios cuando su valor es de
10 000 e y el número de trabajadores es de 40, si el
número de trabajadores crece a razón de uno por día y
la producción permanece constante?

33. Una lámpara está situada en el punto (3, 0) del plano
xy. Una hormiga camina por el primer cuadrante del
plano y la lámpara arroja su sombra en el eje y. ¿Con
qué velocidad se mueve la sombra de la hormiga por el
eje y cuando dicha hormiga está en la posición (1, 2) y
se mueve de forma que su coordenada x crece con una
velocidad de 1/3 unidades/s y su coordenada y
disminuye con una velocidad de 1/4 unidades/s?

34. Una autopista recta y un canal recto se cruzan
formando ángulos rectos. La autopista cruza sobre el
canal por un puente de 20 m de altura sobre el agua.
Un barco que viaja con una velocidad de 20 km/h pasa
bajo el puente en el mismo instante en que un coche
que viaja a 80 km/h pasa sobre el puente. ¿Con qué
velocidad se están separando el barco y el coche tras
un minuto?

35. (Llenado de un abrevadero) La sección cruzada de un
abrevadero es un triángulo equilátero con su lado
superior horizontal. Si el abrevadero tiene 10 m de
longitud y 30 cm de profundidad, y se está llenando de
agua con una velocidad de 1/4 m3/min, ¿con qué
velocidad se eleva el nivel del agua cuando dicho nivel
es de 20 cm por encima del vértice inferior?

36. (Vaciado de una piscina) Una piscina rectangular
tiene 8 m de anchura y 20 m de longitud (véase la
Figura 4.7). Su fondo es un plano con pendiente, y la
profundidad crece desde 1 m en el lado menos hondo
hasta 3 m en el lado más profundo. Se vacía el agua de
la piscina con una velocidad de 1 m3/min. ¿Con qué
velocidad desciende la superficie del agua cuando la
profundidad del agua en el extremo más profundo es
de (a) 2.5 m, (b) 1 m?

Figura 4.7

*37. Un extremo de una escalera de 10 m de largo se
apoya en el suelo y dicha escalera descansa también
sobre la parte superior de una valla de 3 m de altura
(véase la Figura 4.8). Si el pie de la escalera está a
4 m de distancia de la base de la valla y se aleja de
dicha base a una velocidad de 1/5 m/s, ¿con qué
velocidad se mueve el extremo superior de la escalera
(a) verticalmente y (b) horizontalmente?

Figura 4.8
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*38. Dos cajones, A y B se encuentran en el suelo de un
almacén. Están unidos por una cuerda de 15 m de
longitud, y cada cajón está enganchado a la cuerda a
nivel del suelo. La cuerda se mantiene tensa y se pasa
por una polea P sujeta a una viga a 4 m de altura con
respecto a un punto Q en el suelo directamente entre
las dos cajas (véase la Figura 4.9). Si la caja A está a
3 m de Q y se aleja de dicho punto Q a una velocidad
de 1/2 m/s, ¿a qué velocidad se mueve la caja B hacia
el punto Q?

Figura 4.9

39. (Seguimiento de un cohete) Poco después de su
lanzamiento, un cohete está a 100 km de altura y a
50 km de distancia desde el punto de lanzamiento. Si
viaja a una velocidad de 4 km por segundo formando
un ángulo de 30o respecto a la horizontal, ¿con qué
velocidad cambia su ángulo de elevación medido
desde el punto de lanzamiento?

40. (Sombra de una bola que cae) Una lámpara está
situada a 20 m de altura sobre un poste. En el instante
t % 0 se arroja una bola desde un punto situado a nivel
de la lámpara y a 10 metros de distancia de la misma.
La bola cae por efecto de la gravedad (aceleración de
9.8 m/s2) hasta que llega al suelo. ¿Con qué velocidad
se mueve la sombra de la bola por el suelo (a) 1 s
después de ser lanzada y (b) en el instante en que llega
al suelo?

41. (Seguimiento de un cohete) Se lanza un cohete en el
instante t % 0 que se eleva verticalmente con una
aceleración de 10 m/s2. Se monitoriza el progreso del
cohete en una estación de seguimiento localizada a una
distancia horizontal de 2 km del punto de lanzamiento.
¿Con qué velocidad vertical gira la antena de la
estación de seguimiento 10 s después del lanzamiento?

4.2 Problemas de valores extremos

La primera derivada de una función es una fuente de información de mucha utilidad sobre el
comportamiento de dicha función. Como ya hemos visto, el signo de f ñ indica si f es creciente o
decreciente. En esta sección utilizaremos esta información para obtener los valores máximos y
mínimos de funciones. En la Sección 4.5 emplearemos las técnicas desarrolladas aquí para resol-
ver problemas que requieren la obtención de valores máximos y mínimos.

Valores máximo y mínimo

Recuérdese (véase la Sección 1.4) que una función tiene un valor máximo en x0 si f (x) m f (x0)
para todo x perteneciente al dominio de f. El valor máximo es f (x0). Para ser más precisos, ese
tipo de máximo debería denominarse máximo absoluto o global debido a que es el máximo va-
lor que toma la función f en todo su dominio.

DEFINICIÓN 1 Valores extremos absolutos

Una función f tiene un valor máximo absoluto f (x0) en el punto x0 de su dominio si
f (x) m f (x0) se cumple para todo x perteneciente al dominio de f.

Una función f tiene un valor mínimo absoluto f (x1) en el punto x1 de su dominio si
f (x) n f (x1) se cumple para todo x perteneciente al dominio de f.

Una función puede tener como mucho un valor máximo o mínimo absolutos, aunque ese valor se
puede alcanzar en muchos puntos. Por ejemplo, f (x) % sen x tiene un valor máximo de 1 en todo
punto que cumpla x % (n/2)! 2nn, siendo n un entero. Por supuesto, no es necesario que una
función tenga valores extremos absolutos. La función f (x) % 1/x se hace arbitrariamente grande
cuando x se aproxima a 0 por la derecha, por lo que no tiene un máximo absoluto finito
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(recuérdese que ä no es un número, por lo que no puede ser un valor de f ). Incluso una función
acotada puede no tener valores máximo y mínimo absolutos. La función g(x) % x, con dominio
especificado como el intervalo abierto (0, 1), no tiene máximo ni mínimo absoluto. El rango de
g es también el intervalo (0, 1), y no existe ningún valor máximo o mínimo en este intervalo.
Por supuesto, si el dominio de g se extendiera al intervalo cerrado [0, 1], entonces g tendría un
valor máximo, 1, y un valor mínimo, 0.

Los valores máximo y mínimo de una función se denominan colectivamente valores extre-
mos. El teorema que sigue es un replanteamiento (y una ligera generalización) del Teorema 8 de
la Sección 1.4. Se mostrará de gran utilidad en algunas circunstancias en las que se desea calcu-
lar valores extremos.

TEOREMA 1 Existencia de valores extremos

Si el dominio de la función f es un intervalo cerrado y finito, o se puede expresar como
una unión finita de intervalos de ese tipo, y si f es continua en dicho dominio, entonces f
debe tener un valor máximo absoluto y un valor mínimo absoluto.

#

Considérese la gráfica y % f (x) que se muestra en la Figura 4.10. Evidentemente, el valor mí-
nimo absoluto de f es f (x2), y el valor mínimo absoluto es f (x3). Además de esos valores extre-
mos, f tiene otros valores máximos y mínimos «locales» correspondientes a puntos de la gráfica
con valores mayores o menores que sus puntos vecinos. Obsérvese que f tiene valores máximos
locales en a, x2, x4 y x6, y valores mínimos locales en x1, x3, x5 y b. El máximo absoluto es el
mayor de los máximos locales; el mínimo absoluto es el menor de los mínimos locales.

Figura 4.10 Valores extremos
locales.

DEFINICIÓN 2 Valores extremos locales

Una función f tiene un valor máximo local f (x0) en el punto x0 de su dominio si existe
un número h b 0 tal que f (x) m f (x0) siempre que x esté en el dominio de f y �x . x0 � a h.

Una función f tiene un valor mínimo local f (x1) en el punto x1 de su dominio si exis-
te un número h b 0 tal que f (x) n f (x1) siempre que x esté en el dominio de f y
�x . x1 � a h.

Por tanto, f tiene un valor máximo (o mínimo) en x si tiene un valor máximo (o mínimo) abso-
luto en x cuando su dominio se restringe a puntos suficientemente cercanos a x. Geométrica-
mente, la gráfica de f es al menos tan alta (o tan baja) en x como en sus puntos vecinos.
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Puntos críticos, puntos singulares y extremos
La Figura 4.10 sugiere que una función f (x) puede tener valores extremos locales sólo en puntos
x de tres tipos especiales:

(i) Puntos críticos de f (puntos x en D( f ) donde f ñ(x) % 0).
(ii) Puntos singulares de f (puntos x en D( f ) donde f ñ(x) no está definida).

(iii) Extremos del dominio de f (puntos en D( f ) que no pertenecen a ningún intervalo abierto
contenido en D( f )).

En la Figura 4.10, x1, x3, x4 y x6 son puntos críticos, x2 y x5 son puntos singulares, y a y b son
extremos.

TEOREMA 2 Localización de valores extremos

Si la función f está definida en un intervalo I y tiene un valor máximo local (o mínimo
local) en el punto x % x0 de I, entonces x0 debe ser un punto crítico de f , un punto singular
de f o un extremo de I.

DEMOSTRACIÓN Supongamos que f tiene un máximo local en x0 y que x0 no es ni un
extremo del dominio de f ni un punto singular de f . Entonces para algún h b 0, f (x) está
definido en el intervalo abierto (x0 . h, x0 ! h) y tiene un máximo absoluto (para ese inter-
valo) en x0. Además existe f ñ(x0). Por el Teorema 14 de la Sección 2.6, f ñ(x0) % 0. La de-
mostración para el caso en el que f tiene un mínimo local en x0 es similar.

#

Aunque una función no puede tener valores extremos excepto en sus puntos críticos, puntos sin-
gulares y extremos, no es obligatorio que tenga valores extremos en esos puntos. La Figura 4.11
muestra la gráfica de una función con un punto crítico x0 y un punto singular x1 y ninguno de
ellos es un valor extremo. Es más difícil dibujar la gráfica de una función cuyo dominio tenga
un extremo en el cual dicha función no tenga un valor extremo. Véase el Ejercicio 49 al final de
esta sección donde se presenta un ejemplo de una función de ese tipo.

Figura 4.11 No es obligatorio que una función tenga valores extremos en un punto
crítico ni en un punto singular.

Cálculo de valores extremos absolutos
Si una función f está definida en un intervalo cerrado o en una unión finita de intervalos cerra-
dos, el Teorema 1 asegura que f debe tener un valor máximo absoluto y un valor mínimo abso-
luto. El Teorema 2 nos indica cómo obtenerlos. Sólo es necesario comprobar los valores de f en
los puntos críticos, puntos singulares y extremos.

Ejemplo 1 Calcule los valores máximo y mínimo de la función

g(x) % x3
. 3x2

. 9x ! 2

en el intervalo .2 m x m 2.
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Solución Como g es un polinomio, puede no tener puntos singulares. Para obtener los puntos críticos, se
calcula

gñ(x) % 3x2
. 6x . 9 % 3(x2

. 2x . 3)

% 3(x ! 1)(x . 3)

% 0 si x % .1 o x % 3

Sin embargo, x % 3 no pertenece al dominio de g, por lo que puede ignorarse. Sólo es necesario considerar
los valores de g en los puntos críticos x % .1 y en los extremos x % .2 y x % 2.

g(.2) % 0, g(.1) % 7, g(2) % .20

El valor máximo de g(x) en .2 m x m 2 es 7, en el punto crítico x % .1, y el valor mínimo es .20, en el
extremo x % 2. Véase la Figura 4.12.

Figura 4.12 g tiene valores máximo y mínimo en 7 y .20, respectivamente.

Ejemplo 2 Calcule los valores máximo y mínimo de h(x) % 3x2/3
. 2x en el intervalo [.1, 1].

Solución La derivada de h es

hñ(x) % 3A
2

3B x.1/3
. 2 % 2(x.1/3

. 1)

Nótese que x.1/3 no está definida en el punto x % 0 en D(h), por lo que x % 0 es un punto singular de h.
Además, h tiene un punto crítico en x.1/3

% 1, es decir, en x % 1, que además es también un extremo del
dominio de h. Por tanto, hay que examinar los valores de h en los puntos x % 0 y x % 1, así como en el otro
extremo x % .1. Tenemos que

h(.1) % 5, h(0) % 0, h(1) % 1

La función h tiene un valor máximo de 5 en el extremo .1 y un valor mínimo de 0 en el punto singular
x % 0. Véase la Figura 4.13.

Figura 4.13 h tiene un valor mínimo absoluto de 0 en un punto singular.

El test de la primera derivada
La mayoría de las funciones que aparecen en cálculo elemental tienen derivadas distintas de cero
en todo su dominio excepto posiblemente en un número finito de puntos críticos, puntos singula-
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res y extremos de dicho dominio. En los intervalos entre esos puntos la derivada existe y no es
cero, por lo que la función es o bien creciente o bien decreciente allí. Si f es continua y crecien-
te a la izquierda de x0 y decreciente a la derecha, entonces debe tener un valor máximo local en
x0. El siguiente teorema agrupa varios resultados de este tipo.

TEOREMA 3 El test de la primera derivada

PARTE I. Comprobación de puntos críticos interiores y de puntos singulares.
Supongamos que f es continua en x0, y x0 no es un extremo del dominio de f .

(a) Si existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0 tal que f ñ(x) b 0 en (a, x0) y
f ñ(x) a 0 en (x0, b), entonces f tiene un valor máximo local en x0.

(b) Si existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a x0 tal que f ñ(x) a 0 en (a, x0) y
f ñ(x) b 0 en (x0, b), entonces f tiene un valor mínimo local en x0.

PARTE II. Comprobación de los extremos del dominio.
Supongamos que a es un extremo izquierdo del dominio de f y que f es continua por la
derecha en a.

(c) Si f ñ(x) b 0 en algún intervalo (a, b), entonces f tiene un valor mínimo local en a.
(d) Si f ñ(x) a 0 en algún intervalo (a, b), entonces f tiene un valor máximo local en a.

Supongamos que b es un extremo derecho del dominio de f y que f es continua por la
izquierda en b.

(e) Si f ñ(x) b 0 en algún intervalo (a, b), entonces f tiene un valor máximo local en b.
(f) Si f ñ(x) a 0 en algún intervalo (a, b), entonces f tiene un valor mínimo local en b.

#

Observación Si f ñ es positivo (o negativo) en ambos lados de un punto crítico singular, en-
tonces f no tiene un valor máximo ni mínimo en ese punto.

Ejemplo 3 Calcule los valores extremos locales y absolutos de f (x) % x4
. 2x2

. 3 en el intervalo
[.2, 2]. Dibuje aproximadamente la gráfica de f .

Solución Empezaremos por calcular y factorizar la derivada f ñ(x):

f ñ(x) % 4x3
. 4x % 4x(x2

. 1) % 4x(x . 1)(x ! 1)

Los puntos críticos son 0, .1 y 1. Los valores correspondientes son f (0) % .3, f (.1) % f (1) % .4. No
existen puntos singulares. Los valores de f en los extremos .2 y 2 son f (.2) % f (2) % 5. La forma fac-
torizada de f ñ(x) es también adecuada para determinar el signo de f ñ(x) en los intervalos entre esos extre-
mos y puntos críticos. Donde un número impar de factores de f ñ(x) sean negativos, f (x) será a su vez nega-
tiva. Donde un número par de factores sean negativos, f ñ(x) será positiva. Resumimos en forma de tabla las
propiedades de los signos de f ñ(x) y el comportamiento creciente o decreciente de f (x) que se desprende de
dichos signos:

PE PC PC PC PE
x .2 .1 0 1 2

r

f ñ . 0 ! 0 . 0 !

f máx & mín % máx & mín % máx

Nótese cómo las flechas indican de forma visual la clasificación de los extremos (EP) y puntos críticos
(CP) tal como quedan determinados por el test de la primera derivada. En secciones posteriores haremos
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un uso extenso de este tipo de tablas. La gráfica de f se muestra en la Figura 4.14. Como el dominio es un
intervalo cerrado y finito, f debe tener valores máximo y mínimo absolutos. Son 5 (en u2) y .4 (en u1).

Figura 4.14 Gráfica de y % x4
. 2x2

. 3.

Ejemplo 4 Calcule y clasifique los valores extremos absolutos y locales de la función f (x) % x . x2/3

con dominio [.1, 2]. Dibuje aproximadamente la gráfica de f .

Solución f ñ(x) % 1 .
2
3 x.1/3

% (x1/3
.

2
3)/x

1/3. Existe un punto singular, x % 0 y un punto crítico, x %

% 8/27. Los extremos son x % .1 y x % 2. Los valores de f en esos puntos son f (.1) % .2, f (0) % 0,
f (8/27)% .4/27 y f (2) % 2 . 22/3

] 0.4126 (véase la Figura 4.15). Otro punto interesante de la gráfica es
el corte con el eje x en x % 1. La tabla que sigue resume la información sobre f ñ:

PE PS PC PE
x .1 0 8/27 2

r

f ñ ! indef . 0 !

f mín % máx & mín % máx

Existen dos mínimos locales y dos máximos locales. El máximo absoluto de f es 2 . 22/3 en x % 2. El
mínimo absoluto es .2 en x % .1.

Figura 4.15 Gráfica del Ejemplo 4.

Funciones no definidas en intervalos cerrados y finitos

Si la función f no está definida en un intervalo cerrado y finito, entonces el Teorema 1 no se
puede utilizar para garantizar la existencia de valores máximos y mínimos de f . Por supuesto, f
puede tener tales valores extremos. En muchas situaciones prácticas desearemos calcular los va-
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lores extremos de funciones definidas en intervalos abiertos y/o infinitos. El siguiente teorema
adapta el Teorema 1 para contemplar algunas de esas situaciones.

TEOREMA 4 Existencia de valores extremos en intervalos abiertos

Si f es una función continua en el intervalo abierto (a, b), y si

lim
xra!

f (x) % L y lim
xrb.

f (x) % M

entonces se cumplen las siguientes conclusiones:

(i) Si f (u) b L y f (u) b M para algún u en (a, b), entonces f tiene un valor máximo ab-
soluto en (a, b).

(ii) Si f (v) a L y f (v) a M para algún v en (a, b), entonces f tiene un valor mínimo abso-
luto en (a, b).

En este teorema a puede ser .ä, en cuyo caso limxra! debería sustituirse por limxr.ä
,

y b puede ser ä, en cuyo caso limxrb.
debe sustituirse por limxrä

. Además, tanto L co-
mo M o ambos pueden ser ä o .ä.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos el apartado (i), ya que la demostración del apartado
(ii) es similar. Tenemos que existe un número u en (a, b) tal que f (u) b L y f (u) b M.
Aquí, L y M son números finitos o .ä. Como limxra! f (x) % L debe existir un número x1

en (a, u) tal que

f (x) a f (u) siempre que a a x a x1

De forma similar, debe existir un número x2 en (u, b) tal que

f (x) a f (u) siempre que x2 a x a b

Véase la Figura 4.16. Por tanto, f (x) a f (u) en todos los puntos de (a, b) que no estén en el
subintervalo cerrado finito [x1, x2]. Por el Teorema 1, la función f , continua en [x1, x2], de-
be tener un valor máximo absoluto en ese intervalo, que podemos denominar w. Como u
pertenece al intervalo [x1, x2], debemos tener que f (w) n f (u), por lo que f (w) es el valor
máximo de f (x) en todo (a, b).

Figura 4.16

#
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El Teorema 2 puede utilizarse para buscar valores extremos. En un intervalo abierto no hay ex-
tremos que considerar, pero todavía es posible mirar los valores de una función en los puntos
críticos o singulares del intervalo.

Ejemplo 5 Demuestre que f (x) % x ! (4/x) tiene un valor mínimo absoluto en el intervalo (0, ä) y
calcule ese valor mínimo.

Solución Tenemos que

lim
xr0!

f (x) % ä y lim
xrä

f (x) % ä

Como f (1) % 5 a ä, el Teorema 4 garantiza que f debe tener un valor mínimo absoluto en algún punto
de (0, ä). Para calcular el valor mínimo hay que comprobar los valores de f en los puntos críticos o singu-
lares del intervalo. Tenemos que

f ñ(x) % 1 .

4

x2 %
x2

. 4

x2 %
(x . 2)(x ! 2)

x2

que sólo vale 0 en x % 2 y x % .2. Como el dominio de f es (0, ä), no existen puntos singulares y sólo
hay un punto crítico, concretamente x % 2, donde f tiene el valor f (2) % 4. Éste debe ser el valor mínimo
de f en (0, ä) (véase la Figura 4.17).

Figura 4.17 f tiene un valor mínimo de 4 en x % 2.

Ejemplo 6 Sea f (x) % xe.x2
. Calcule y clasifique los puntos críticos de f , evalúe limxruä

f (x) y uti-
lice estos resultados como ayuda para dibujar aproximadamente la gráfica de f .

Solución f ñ(x) % e.x2
(1 . 2x2) % 0 sólo si 1 . 2x2

% 0 ya que la exponencial es siempre positiva. Por
tanto, los puntos críticos son u

1

∂2
. Tenemos que f (u 1

∂2
) % u

1

∂2e
. f ñ es positiva (o negativa) cuando

1 . 2x2 es positiva (o negativa). La siguiente tabla resume los intervalos en los que f es creciente o decre-
ciente:

PC PC
x .1/∂2 1/∂2

r

f ñ . 0 ! 0 .

f & mín % máx &

Nótese que f (0) % 0 y que f es una función impar ( f (.x) % .f (x)), de forma que la gráfica es simétrica
respecto al origen. Además,

lim
xruä

xe.x2
%A lim

xruä

1

xBA lim
xruä

x2

ex2B% 0 # 0 % 0

ya que limxruä
x2e.x2

% limurä
ue.u

% 0 por el Teorema 5 de la Sección 3.4. Como f (x) es positiva en
x%1/∂2 y es negativa en x%.1/∂2, f debe tener valores máximo y mínimo absolutos por el Teorema 4.
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Estos valores sólo pueden ser los valores u1/∂2e en los dos puntos críticos. La gráfica se muestra en la
Figura 4.18. El eje x es una asíntota en x r uä.

Figura 4.18 Gráfica del Ejemplo 6.

Ejercicios 4.2

En los Ejercicios 1-17, determine si las funciones dadas
tienen valores extremos locales o absolutos, y obtenga sus
valores si es posible.

1. f (x)%x!2 en [.1, 1] 2. f (x)%x!2 en (.ä, 0]

3. f (x)%x!2 en [.1, 1) 4. f (x) % x2
. 1

5. f (x)%x2
.1 en [.2, 3] 6. f (x) % x2

. 1 en (2, 3)

7. f (x)%x3
!x.4 en [a, b]

8. f (x)%x3
!x.4 en (a, b)

9. f (x)%x5
!x3

!2x en (a, b]

10. f (x) %
1

x . 1
11. f (x) %

1

x . 1
en (0, 1)

12. f (x) %
1

x . 1
en [2, 3] 13. �x . 1 � en [.2, 2]

14. �x2
.x.2 � en [.3, 3] 15. f (x) %

1

x2
! 1

16. f (x) % (x ! 2)2/3 17. f (x) % (x . 2)1/3

En los Ejercicios 18-40, localice y clasifique todos los
valores extremos de las funciones dadas. Determine si
algunos de esos valores extremos son absolutos. Dibuje
aproximadamente las gráficas de las funciones.

18. f (x) % x2
! 2x 19. f (x) % x3

. 3x . 2

20. f (x) % (x2
. 4)2 21. f (x) % x3(x . 1)2

22. f (x) % x2(x . 1)2 23. f (x) % x(x2
. 1)2

24. f (x) %
x

x2
! 1

25. f (x) %
x2

x2
! 1

26. f (x) %
x

∂x4
! 1

27. f (x) % x∂2 . x2

28. f (x) % x ! sen x 29. f (x) % x . 2 sen x

30. f (x) % x . 2 tan.1 x 31. f (x) % 2x . sen.1 x

32. f (x) % e.x2/2 33. f (x) % x2.x

34. f (x) % x2e.x2
35. f (x) %

ln x

x

36. f (x) % �x ! 1 � 37. f (x) % �x2
. 1 �

38. f (x) % sen �x � 39. f (x) % �sen x �

*40. f (x) % (x . 1)2/3
. (x ! 1)2/3

En los Ejercicios 41-46, determine si las funciones dadas
tienen valores absolutos máximos o mínimos. Justifique sus
respuestas. Calcule los valores extremos si es posible.

41.
x

∂x2
! 1

42.
x

∂x4
! 1

43. x∂4 . x2 44.
x2

∂4 . x2

*45.
1

x sen x
en (0, n) *46.

sen x

x

47. Si una función tiene un valor máximo absoluto, ¿debe
tener valores máximos locales? Si una función tiene un
valor máximo local, ¿debe tener un valor máximo
absoluto? Justifique sus respuestas.

48. Si la función f tiene un valor máximo absoluto y
g(x) % � f (x) �, ¿debe tener g un valor máximo absoluto?
Justifique su respuesta.

*49. (Una función sin máximo ni mínimo en un
extremo) Sea

f (x) %E
x sen

1

x
si x b 0

0 si x % 0

Demuestre que f es continua en [0, ä) y
diferenciable en (0, ä), pero que en el extremo
x % 0 no tiene ni un máximo local ni un mínimo
local.

268 CÁLCULO



4.3 Concavidad y puntos de inflexión

Como la primera derivada, la segunda derivada de una función proporciona también información
de utilidad sobre el comportamiento de dicha función y la forma de su gráfica. Determina si la
gráfica se curva hacia arriba (es decir, su pendiente es creciente) o se curva hacia abajo (es
decir, su pendiente es decreciente) a medida que nos movemos por la gráfica hacia la derecha.

DEFINICIÓN 3

Se dice que la función f es convexa en un intervalo abierto I si es diferenciable en dicho
intervalo y su derivada f ñ es una función creciente en I. De forma similar, la función f es
cóncava en I si existe f ñ y es decreciente en I.

Los términos «convexa» y «cóncava» se utilizan para describir tanto la gráfica de la función co-
mo la función en sí misma.

Nótese que la concavidad sólo se define para funciones diferenciables, e incluso para éstas,
sólo en los intervalos en los que sus derivadas no son constantes. De acuerdo con la definición
anterior, en los intervalos donde la gráfica de una función sea una línea recta, la función no es
cóncava ni convexa. Se dice que la función no tiene concavidad en dicho intervalo. También se
dice que una función tiene concavidad opuesta en dos intervalos si es cóncava en un intervalo y
convexa en el otro.

La función f cuya gráfica se muestra en la Figura 4.19 es convexa en el intervalo (a, b) y
cóncava en el intervalo (b, c).

Figura 4.19 f es convexa en (a, b)
y cóncava en (b, c).

Es conveniente tener en cuenta algunas consideraciones geométricas sobre la concavidad:

(i) Si f es convexa en un intervalo, entonces, en dicho intervalo, su gráfica está por encima de
sus tangentes, y las cuerdas que unen puntos de su gráfica están por encima de dicha gráfica.

(ii) Si f es cóncava en un intervalo entonces, en dicho intervalo, su gráfica está por debajo de
sus tangentes, y las cuerdas que unen puntos de su gráfica están por debajo de dicha gráfica.

(iii) Si la gráfica de f tiene una tangente en un punto, y si la concavidad de f es contraria en
lados opuestos de dicho punto, entonces la gráfica de la función corta a su tangente en ese
punto (esto ocurre en el punto (b, f (b)) de la Figura 4.19). Los puntos en los que ocurre eso
se denominan puntos de inflexión de la gráfica de f .
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DEFINICIÓN 4 Puntos de inflexión

Se dice que el punto (x0, f (x0)) es un punto de inflexión de la curva y % f (x) (o que la
función f (x) tiene un punto de inflexión en x % x0) si se cumplen las dos condiciones si-
guientes:

(a) La gráfica y % f (x) tiene una tangente en x0.
(b) La concavidad de f toma valores opuestos en lados opuestos de x0.

Nótese que la condición (a) implica que o bien f es diferenciable en x0 o bien su gráfica tiene
una tangente vertical en ese punto, y (b) implica que la gráfica cruza a su tangente en x0. Un
punto de inflexión de una función f es un punto de la gráfica de la función diferente de lo que
se entiende como punto crítico o punto singular. Una función puede tener o no tener un punto de
inflexión en un punto crítico o un punto singular. En general, un punto P es un punto de infle-
xión (o simplemente una inflexión) de una curva C (que no tiene que ser necesariamente la gráfi-
ca de una función) si C tiene una tangente en P y los arcos de C que se extienden en direcciones
opuestas desde P están en lados opuestos de dicha tangente.

Las Figuras 4.20-4.22 ilustran algunas situaciones en las que aparecen puntos críticos, puntos
singulares y puntos de inflexión.

Figura 4.20 x % 0 es un punto crítico
de f (x) % x3 y f tiene un punto de
inflexión en dicho punto.

Figura 4.21 La concavidad de g es
contraria en lados opuestos de a, pero su
gráfica no tiene tangente en ese punto y,
por tanto, no hay punto de inflexión allí.

Figura 4.22 La gráfica de h tiene
un punto de inflexión en el origen
incluso aunque x % 0 es un punto
singular de h.

Si una función f tiene derivada segunda f ññ, el signo de dicha derivada segunda nos indica si
la primera derivada f ñ es creciente o decreciente y, por tanto, determina la concavidad de f .

TEOREMA 5 Concavidad y segunda derivada

(a) Si f ññ(x) b 0 en un intervalo I, entonces f es convexa en I.
(b) Si f ññ(x) a 0 en un intervalo I, entonces f es cóncava en I.
(c) Si f tiene un punto de inflexión en x0 y existe f ññ(x0), entonces f ññ(x0) % 0.

DEMOSTRACIÓN Los apartados (a) y (b) se deducen al aplicar el Teorema 12 de la
Sección 2.6 a la derivada f ñ de f . Si f tiene un punto de inflexión en x0 y existe f ññ(x0),
entonces f debe ser diferenciable en un intervalo abierto que contiene a x0. Como f ñ es
creciente a un lado de x0 y decreciente al otro lado, debe tener valor máximo o mínimo
local en x0. Por el Teorema 2, f ññ(x0) % 0.

#
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El Teorema 5 nos indica que para obtener (las coordenadas x de) puntos de inflexión de una fun-
ción f dos veces diferenciable, sólo se necesita buscar en los puntos donde f ññ(x) % 0. Sin em-
bargo, no todos esos puntos tienen que ser puntos de inflexión. Por ejemplo, f (x) % x4, cuya grá-
fica se muestra en la Figura 4.23, no tiene un punto de inflexión en x % 0, incluso aunque
f ññ(0) % 12x2 �x%0 % 0. De hecho, x4 es convexa para todo intervalo.

Figura 4.23 f ññ(0) % 0, pero f no tiene un punto de inflexión en 0.

Ejemplo 1 Determine los intervalos de concavidad de f (x) % x6
. 10x4 y los puntos de inflexión de

su gráfica.

Solución Tenemos que
f ñ(x) % 6x5

. 40x3

f ññ(x) % 30x4
. 120x2

% 30x2(x . 2)(x ! 2)

Habiendo factorizado f ññ(x) de esta forma, podemos ver que sólo se anula en x % .2, x % 0 y x % 2. En
los intervalos (.ä, .2) y (2, ä), f ññ(x) b 0, por lo que f es convexa. En (.2, 0) y (0, 2), f ññ(x) a 0, por
lo que f es cóncava. f ññ(x) cambia de signo cuando pasamos por .2 y 2. Como f (u2) % .96, la gráfica
de f tiene puntos de inflexión en (u2, 96). Sin embargo, f ññ(x) no cambia de signo en x % 0, ya que x2

b 0
para valores de x positivos y negativos. Por tanto, no hay punto de inflexión en 0. Como en el caso de la
primera derivada, la información del signo de f ññ(x) y sus consecuencias sobre la concavidad de f se pue-
den expresar convenientemente en una tabla:

x .2 0 2
r

f ññ ! 0 . 0 . 0 !

f é infl ç ç infl é

La gráfica de f se dibuja en la Figura 4.24.

Figura 4.24 Gráfica de f (x) % x6
. 10x4.
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Ejemplo 2 Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los valores de los extremos loca-
les y la concavidad de f (x) % x4

. 2x3
! 1. Utilice la información para dibujar aproximadamente la gráfica

de f .

Solución

f ñ(x) % 4x3
. 6x2

% 2x2(2x . 3) % 0 en x % 0 y x % 3/2

f ññ(x) % 12x2
. 12x % 12x(x . 1) % 0 en x % 0 y x % 1

El comportamiento de f se resume en la siguiente tabla:

PC PC
x 0 1 3/2

r

f ñ . 0 . . 0 !

f ññ ! 0 . 0 ! !

f & & & mín %
é infl ç infl é é

Nótese que f tiene un punto de inflexión en el punto crítico x % 0. Calculamos los valores de f en los
«valores de interés de x» en la tabla:

f (0) % 1, f (1) % 0, f (3
2) % .

11
16

La Figura 4.25 muestra la gráfica de f .

Figura 4.25 La función del Ejemplo 2.

El test de la segunda derivada

Una función f tendrá un valor máximo (o mínimo) local en un punto crítico si su gráfica es cón-
cava o convexa en un intervalo que contenga dicho punto. De hecho, a menudo se utiliza el va-
lor de la segunda derivada en el punto crítico para determinar si la función tiene un valor máxi-
mo o mínimo local allí.

TEOREMA 6 Test de la segunda derivada

(a) Si f ñ(x0) % 0 y f ññ(x0) a 0, entonces f tiene un valor máximo local en x0.
(b) Si f ñ(x0) % 0 y f ññ(x0) b 0, entonces f tiene un valor mínimo local en x0.
(c) Si f ñ(x0) % 0 y f ññ(x0) % 0, entonces no se puede extraer ninguna conclusión; f puede

tener un máximo local en x0, o un mínimo local, o, en vez de eso, un punto de infle-
xión.
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DEMOSTRACIÓN Supongamos que f ñ(x0) % 0 y f ññ(x0) a 0. Como

lim
hr0

f ñ(x0 ! h)

h
% lim

hr0

f ñ(x0 ! h) . f ñ(x0)

h
% f ññ(x0) a 0

se deduce que f ñ(x0 ! h) a 0 para todo h positivo suficientemente pequeño, y
f ñ(x0 ! h) b 0 para todo h negativo suficientemente pequeño. Por el test de la primera de-
rivada (Teorema 3), f debe tener un valor máximo local en x0. La demostración para el
caso de mínimo local es similar.

Las funciones f (x) % x4 (Figura 4.23), f(x) % .x4 y f (x) % x3 (Figura 4.20) satisfacen
f ñ(0) % 0 y f ññ(0) % 0. Pero x4 tiene un valor mínimo en x % 0, .x4 tiene un valor máximo
en x % 0 y x3 no tiene ni máximo ni mínimo en x % 0, sino que presenta un punto de infle-
xión. Por tanto, no se pueden extraer conclusiones sobre la naturaleza de un punto crítico
basándose solamente en el conocimiento de que f ññ(x) % 0 en dicho punto.

#

Ejemplo 3 Calcule y clasifique los puntos críticos de f (x) % x2e.x.

Solución
f ñ(x) % (2x . x2)e.x

% x(2 . x)e.x
% 0 en x % 0 y x % 2

f ññ(x) % (2 . 4x ! x2)e.x

f ññ(0) % 2 b 0, f ññ(2) % .2e.2
a 0

Por tanto, f tiene un valor mínimo local en x % 0 y un valor máximo local en x % 2. Véase la Figura 4.26.

Figura 4.26 Puntos críticos de f (x) % x2e.x.

En muchas funciones, la segunda derivada es más complicada de calcular que la primera deriva-
da, por lo que el test de la primera derivada es más fácil de utilizar para clasificar puntos críticos
que el test de la segunda derivada. Nótese también que el test de la primera derivada sólo puede
clasificar valores extremos que aparezcan en puntos críticos, puntos singulares y extremos.

Es posible generalizar el test de la segunda derivada para obtener tests sobre derivadas supe-
riores que puedan considerar algunas situaciones en que la segunda derivada es cero en un punto
crítico (véase el Ejercicio 40 al final de esta sección).

Ejercicios 4.3

En los Ejercicios 1-22, determine los intervalos de
concavidad constante de las funciones dadas, y localice sus
puntos de inflexión.

1. f (x) % ∂x 2. f (x) % 2x . x2

3. f (x) % x2
! 2x ! 3 4. f (x) % x . x3

5. f (x) % 10x3
. 3x5 6. f (x) % 10x3

! 3x5

7. f (x) % (3 . x2)2 8. f (x) % (2 ! 2x . x2)2

9. f (x) % (x2
. 4)3 10. f (x) %

x

x2
! 3

11. f (x) % sen x 12. f (x) % cos 3x

13. f (x) % x ! sen 2x 14. f (x) % x . 2 sen x

15. f (x) % tan.1 x 16. f (x) % xex

17. f (x) % e.x2
18. f (x) %

ln (x2)

x
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19. f (x) % ln (1 ! x2) 20. f (x) % (ln x)2

21. f (x) %
x3

3
. 4x2

! 12x .

25

3

22. f (x) % (x . 1)1/3
! (x ! 1)1/3

23. Discuta la concavidad de la función lineal
f (x) % ax ! b. ¿Tiene puntos de inflexión?

Clasifique los puntos críticos de las funciones de los
Ejercicios 24-35 utilizando el test de la segunda derivada
siempre que sea posible.

24. f (x) % 3x3
. 36x . 3 25. f (x) % x(x . 2)2

! 1

26. f (x) % x !
4

x
27. f (x) % x3

!
1

x

28. f (x) %
x

2x 29. f (x) %
x

1 ! x2

30. f (x) % xex 31. f (x) % x ln x

32. f (x) % (x2
. 4)2 33. f (x) % (x2

. 4)3

34. f (x) % (x2
. 3)ex 35. f (x) % x2e.2x2

36. Sea f (x) % x2 si x n 0 y f (x) % .x2 si x a 0. ¿Es 0
un punto crítico de f ? ¿Tiene f un punto de inflexión
allí? ¿Es f ññ(x) % 0? Si una función tiene una tangente
no vertical en un punto de inflexión, ¿se tiene que
hacer cero necesariamente la segunda derivada de la
función en ese punto?

*37. Verifique que si f es convexa en un intervalo,
entonces su gráfica está por encima de sus tangentes
en dicho intervalo. Sugerencia: Suponga que f es
convexa en un intervalo abierto que contiene a x0. Sea
h(x) % f (x) . f (x0) . f ñ(x0)(x . x0). Demuestre que h
tiene un valor mínimo local en x0 y, por tanto, que
h(x)n0 en el intervalo. Demuestre que h(x)b0 si xÇx0.

*38. Verifique que la gráfica y % f (x) cruza a su tangente
en un punto de inflexión. Sugerencia: Considere
separadamente los casos en los que la tangente es
vertical y no vertical.

39. Sea fn(x) % xn y gn(x) % .xn, (n % 2, 3, 4, ...).
Determine si estas funciones tienen un máximo local,
un mínimo local o un punto de inflexión en x % 0.

40. (Test de derivadas superiores) Utilice las
conclusiones del Ejercicio 39 para plantear una
generalización del test de la segunda derivada que se
pueda aplicar cuando

f ñ(x0) % f ññ(x0) % ñ % f (k.1)(x0) % 0, f (k)(x0) Ç 0

para algún k n 2.

*41. Este problema demuestra que ningún test que se base
solamente en los signos de las derivadas en x0 puede
determinar para toda función con un punto crítico en
x0 si en ese punto tiene un máximo o un mínimo local
o un punto de inflexión. Sea

f (x) %E
e.1/x2

si x Ç 0

0 si x % 0

Demuestre lo siguiente:

(a) limxr0 x.n f (x) % 0 para n % 0, 1, 2, 3, ...

(b) limxr0 P(1/x) f (x) % 0 para todo polinomio P.

(c) Para x Ç 0, f (k)(x) % Pk(1/x) f (x)(k % 1, 2, 3, ...),
siendo Pk un polinomio.

(d) f (k) (0) existe y es igual a 0 para k % 1, 2, 3, ...

(e) f tiene un mínimo local en x % 0; .f tiene un
máximo local en x % 0.

(f) Si g(x) % x f (x), entonces g(k)(0) % 0 para todo
entero positivo k y g tiene un punto de inflexión
en x % 0.

*42. Una función puede tener un punto crítico y no tener
en dicho punto un máximo local ni un mínimo local
ni un punto de inflexión. Demuestre que esto es así
considerando la siguiente función:

f (x) %Ex2 sen
1

x
si x Ç 0

0 si x % 0

Demuestre que f ñ(0) % f (0) % 0, por lo que el eje x es
tangente a la gráfica de f en x % 0; pero f ñ(x) no es
continua en x % 0, por lo que no existe f ññ(0).
Demuestre que la concavidad de f no es constante en
ningún intervalo con extremo 0.

4.4 Dibujo de la gráfica de una función

Al dibujar la gráfica y % f (x) de una función f , hay tres fuentes de información de utilidad:

(i) La propia función f , mediante la que se pueden determinar las coordenadas de algunos
puntos de la gráfica, su simetría, y si existen asíntotas.

(ii) Su primera derivada f ñ, de donde se pueden determinar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento y la localización de los valores extremos locales.

(iii) Su segunda derivada f ññ, de donde se puede determinar la concavidad y los puntos de in-
flexión, y algunas veces los valores extremos.
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Los puntos (ii) y (iii) se han considerado en las dos secciones anteriores. En esta sección vamos
a ver lo que se puede aprender de la propia función sobre la forma de su gráfica, y después ilus-
traremos el procedimiento completo de dibujo con varios ejemplos utilizando las tres fuentes de
información.

Se podría dibujar la gráfica pintando las coordenadas de muchos puntos y uniéndolos me-
diante una curva suave adecuada. Esto es lo que hacen el software de computador y las calcula-
doras gráficas. Cuando esto se hace a mano (sin computador ni calculadora), este método simple
es muy tedioso y además puede ocultar los aspectos más interesantes de la gráfica (puntos singu-
lares, valores extremos, etc.). También se podría dibujar la pendiente en cada uno de los puntos
y, dibujando rectas cortas que pasaran por esos puntos con las pendientes adecuadas, asegurarnos
de que la gráfica pasa por todos los puntos que se han dibujado, con la pendiente correcta. Un
procedimiento más eficiente es obtener las coordenadas de unos pocos puntos y utilizar informa-
ción cualitativa sobre la función y su primera y segunda derivadas para determinar la forma de la
gráfica entre esos puntos.

Además de los puntos críticos, singulares y de inflexión, una gráfica puede tener otros puntos
«interesantes». La abscisa y ordenada en el origen (los puntos en los que la gráfica corta a los
ejes coordenados) se encuentran entre dichos puntos. Cuando se dibuja cualquier gráfica es
interesante intentar obtener estos puntos, es decir, todos los puntos de coordenadas (x, 0) y (0, y)
que estén en la gráfica. Por supuesto, no todas las gráficas tienen que tener esos puntos, e inclu-
so aunque existan, puede no ser posible calcularlos exactamente. Siempre que una gráfica esté
compuesta de varios trozos no conectados (denominados componentes) se deben obtener las
coordenadas de al menos un punto de cada componente. A veces es también útil determinar las
pendientes en estos puntos. Las asíntotas verticales (que se comentarán posteriormente) separan
generalmente la gráfica de una función en componentes.

Advertir que una función dada posee alguna simetría puede ayudar mucho a obtener un buen
dibujo de su gráfica. En la Sección P.4 presentamos las funciones pares e impares y observamos
que las funciones impares tienen gráficas que son simétricas respecto al origen, y que las funcio-
nes pares tienen gráficas que son simétricas respecto al eje y, como se muestra en la Figura 4.27.
Éstas son las simetrías más fáciles de advertir, pero las funciones pueden tener otras simetrías.
Por ejemplo, la gráfica de 2 ! (x . 1)2 es simétrica respecto a la recta x % 1 y la gráfica de
2 ! (x . 3)3 es simétrica respecto al punto (3, 2).

Figura 4.27

(a) La gráfica de una función par
es simétrica respecto al eje y.

(b) La gráfica de una función
impar es simétrica respecto
al origen.

Asíntotas

Algunas de las curvas que hemos dibujado en las secciones anteriores tenían asíntotas, es decir,
rectas a las que la curva se acerca arbitrariamente cuando se aleja a una distancia infinita del
origen. Las asíntotas pueden ser de tres tipos: verticales, horizontales y oblicuas.
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DEFINICIÓN 5

La gráfica de y % f (x) tiene una asíntota vertical en x % a si

o bien lim
xra.

f (x) % uä o bien lim
xra!

f (x) % uä, o ambas

Esta situación tiende a aparecer cuando f (x) es un cociente de dos expresiones y el denominador
es cero en x % a.

Ejemplo 1 Calcule las asíntotas verticales de f (x) %
1

x2
. x

. ¿Cómo se aproxima la gráfica a esas

asíntotas?

Solución El denominador x2
. x % x(x . 1) se aproxima a 0 cuando x se aproxima a 0 o 1, por lo que f

tiene asíntotas verticales en x % 0 y x % 1 (véase la Figura 4.28). Como x(x . 1) es positivo en (.ä, 0) y
en (1, ä) y es negativo en (0, 1), tenemos que

lim
xr0.

1

x2
. x

% ä lim
xr1.

1

x2
. x

% .ä

lim
xr0!

1

x2
. x

% .ä lim
xr1!

1

x2
. x

% ä

Figura 4.28

DEFINICIÓN 6

La gráfica de y % f (x) tiene una asíntota horizontal en y % L si

o bien lim
xrä

f (x) % L o bien lim
xr.ä

f (x) % L, o ambas

Ejemplo 2 Calcule las asíntotas horizontales de

(a) f (x) %
1

x2
. x

y (b) g(x) %
x4

! x2

x4
! 1

.

Solución

(a) La función f tiene la asíntota horizontal y % 0 (véase la Figura 4.28) ya que

lim
xruä

1

x2
. x

% lim
xruä

1/x2

1 . (1/x)
%

0

1
% 0

(b) La función g(x) tiene la asíntota horizontal y % 1 (véase el Figura 4.29) ya que

lim
xruä

x4
! x2

x4
! 1

% lim
xruä

1 ! (1/x2)

1 ! (1/x4)
%

1

1
% 1
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Obsérvese que la gráfica de g cruza a su asíntota dos veces (un error común entre los estudiantes es que
las curvas no pueden cruzar a sus asíntotas; el Ejercicio 41 al final de la sección presenta un ejemplo
de una curva que cruza a su asíntota infinitas veces).

Figura 4.29

Las asíntotas horizontales de las funciones f y g del Ejemplo 2 son bilaterales, lo que significa
que la gráfica se acerca a la asíntota cuando x se aproxima a infinito y a menos infinito. La fun-
ción tan.1 x tiene dos asíntotas unilaterales, y % n/2 (cuando x r ä) y y % .(n/2) (cuando
x r .ä). Véase la Figura 4.30.

Puede suceder que la gráfica de una función f (x) se aproxima a una recta no horizontal cuando
x tiende a ä o a .ä (o en ambos casos). Dicha recta se denomina asíntota oblícua de la gráfica.

Figura 4.30 Asíntotas horizontales unilaterales.

DEFINICIÓN 7

La recta y % ax ! b (siendo a Ç 0) es una asíntota oblicua de la gráfica de y % f (x) si

o bien lim
xr.ä

( f (x) . (ax ! b)) % 0 o bien lim
xrä

( f (x) . (ax ! b)) % 0 o ambas

Ejemplo 3 Considere la función

f (x) %
x2

! 1

x
% x !

1

x

cuya gráfica se muestra en la Figura 4.31(a). La recta y % x es una asíntota oblicua bilateral de la gráfica
de f porque

lim
xruä

( f (x) . x) % lim
xruä

1

x
% 0

Ejemplo 4 La gráfica de y %
xex

1 ! ex , que se muestra en la Figura 4.31(b), tiene una asíntota horizon-

tal y % 0 por la izquierda y una la asíntota oblicua y % x por la derecha:

lim
xr.ä

xex

1 ! ex %
0

1
% 0 y

lim
xrä A

xex

1 ! ex . xB% lim
xrä

x(ex
. 1 . ex)

1 ! ex % lim
xrä

.x

1 ! ex % 0
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Figura 4.31

(a) y % f (x) tiene una asíntota
oblicua bilateral y % x.

(b) Esta gráfica tiene una asíntota
horizontal por la izquierda
y una asíntota oblicua por la
derecha.

Recuérdese que una función racional es una función de la forma f (x) % P(x)/Q(x), siendo P y
Q polinomios. De acuerdo con las observaciones realizadas en las Secciones P.6, 1.2 y 1.3, las
asíntotas de una función racional son muy específicas.

Asíntotas de una función racional

Supongamos que f (x) %
Pm(x)

Qn(x)
, siendo Pm y Qn polinomios de grados m y n, respectiva-

mente. Supongamos también que Pm y Qn no tienen factores lineales comunes. Entonces:

(a) La gráfica de f tiene una asíntota vertical en todos los puntos x en los que se cumpla
que Qn(x) % 0.

(b) La gráfica de f tiene una asíntota horizontal bilateral y % 0 si m a n.
(c) La gráfica de f tiene una asíntota horizontal bilateral y % L (L Ç 0) si m % n. L es el

cociente de los coeficientes de los términos de mayor grado de Pm y Qn.
(d) La gráfica de f tiene una asíntota oblicua bilateral si m % n ! 1. Esta asíntota se pue-

de obtener dividiendo Qn por Pm para obtener un cociente lineal ax ! b y un resto, R,
que es un polinomio de grado como mucho n . 1. Es decir,

f (x) % ax ! b !
R(x)

Qn(x)

La asíntota oblicua es y % ax ! b.
(e) La gráfica de f no tiene asíntotas horizontales ni oblicuas si m b n ! 1.

Ejemplo 5 Calcule la asíntota oblicua de y %
x3

x2
! x ! 1

.

Solución El cociente se puede obtener dividiendo directamente los polinomios:

x3

x2
! x ! 1

% x . 1 !
1

x2
! x ! 1

x2
! x ! 1 x . 1

x2
! x ! 1 x3

x3
! x2

! x

. x2
. x

. x2
. x . 1

1
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o bien podemos hacer:

x3

x2
! x ! 1

%
x3

! x2
! x . x2

. x . 1 ! 1

x2
! x ! 1

% x . 1 !
1

x2
! x ! 1

En cualquier caso, podemos ver que la ecuación de la asíntota oblicua es y % x . 1.

Ejemplos de dibujo formal de curvas
Presentamos a continuación una lista de cosas a considerar cuando se nos pide hacer un dibujo
de la gráfica de y % f (x). Por supuesto no siempre será posible obtener todos los puntos mencio-
nados en la lista.

Lista para dibujo de curvas

1. Calcule f ñ(x) y f ññ(x), y exprese los resultados en forma factorizada.
2. Examine f (x) para determinar su dominio y los siguientes elementos:

(a) Asíntotas verticales (buscar ceros de denominadores).
(b) Asíntotas horizontales u oblicuas (considerar limxruä

f (x)).
(c) Simetrías obvias (¿es f par o impar?).
(d) Ordenada y abscisa en el origen (puntos con coordenadas (x, 0) o (0, y)), extremos

u otros puntos «obvios». Esta lista se puede ampliar si se conocen puntos críticos,
puntos singulares y punto de inflexión. Finalmente, hay que asegurarse de que se
conocen las coordenadas de al menos un punto en cada componente de la gráfica.

3. Examine f ñ(x) para buscar:
(a) Puntos críticos.
(b) Puntos en los que f ñ no esté definida (que incluirán los puntos singulares, los ex-

tremos del dominio de f y las asíntotas verticales).
(c) Los intervalos en los que f ñ es positiva o negativa. Es una buena idea reunir esta

información en forma de tabla como las que se han usado en los ejemplos anterio-
res. En la tabla se pueden indicar también las conclusiones sobre el crecimiento y
decrecimiento de f y la clasificación de algunos puntos críticos y singulares como
máximos y mínimos locales.

4. Examine f ññ(x) para buscar:
(a) Puntos en los que f ññ(x) % 0.
(b) Puntos en los que f ññ(x) no esté definida (entre los que se encontrarán los puntos

singulares, los extremos, las asíntotas verticales, y posiblemente también otros
puntos donde f ñ esté definida pero f ññ no).

(c) Intervalos donde f ññ sea positiva o negativa y donde f será, por tanto, convexa o
cóncava. Utilice una tabla.

(d) Los puntos de inflexión.

Una vez que se haya obtenido tanta información como sea posible, debe realizarse un cuidadoso
dibujo que refleje todo lo que se ha aprendido sobre la función. Considere el mejor sitio para
situar los ejes y qué escala utilizar en cada uno de modo que las «características interesantes» de
la gráfica se muestren de la forma más clara posible. Hay que tener cuidado con las aparentes
inconsistencias en la información, es decir, con las sospechas de que hemos cometido un error en
alguna parte. Por ejemplo, si hemos determinado que f (x) r ä cuando x se acerca a la asíntota
vertical x % a por la derecha y también que f es decreciente y cóncava en el intervalo (a, b),
entonces probablemente habremos cometido un error (intente dibujar esa situación y ver por qué).
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Ejemplo 6 Dibuje la gráfica de y %
x2

! 2x ! 4

2x
.

Solución Resulta de utilidad expresar la función y de la forma

y %
x

2
! 1 !

2

x

ya que así no sólo se muestra claramente que y % (x/2)! 1 es una asíntota oblicua, sino que se hace más
fácil calcular las derivadas

yñ %
1

2
.

2

x2 %
x2

. 4

2x2 , yññ %
4

x3

De y: Dominio: todo x excepto 0. Asíntota vertical: x % 0.

Asíntota oblicua: y %
x

2
! 1, y .A

x

2
! 1B%

2

x
r 0 cuando x r uä.

Simetría: ninguna obvia (y no es par ni impar).
Abscisas y ordenadas en el origen: ninguna. x2

! 2x ! 4 % (x ! 1)2
! 3 n 3 para todo x, e y no

está definida en x % 0.
De yñ: Puntos críticos: x % u2; puntos (.2, .1) y (2, 3).

yñ no está definida en x % 0 (asíntota vertical).
De yññ: yññ % 0 en ningún punto; yññ no está definida en x % 0.

PC ASY PC
x .2 0 2

r

yñ ! 0 . indef . 0 !

yññ . . indef ! !

y % máx & indef & mín %
ç ç é é

La gráfica se muestra en la Figura 4.32.

Ejemplo 7 Dibuje la gráfica de f (x) %
x2

. 1

x2
. 4

.

Solución Tenemos que

f ñ(x) %
.6x

(x2
. 4)2, f ññ(x) %

6(3x2
! 4)

(x2
. 4)3

De f : Dominio: todo x excepto u2. Asíntotas verticales: x % .2 y x % 2.
Asíntota horizontal: y % 1 (cuando x r uä).
Simetría: respecto al eje y (y es par).
Abscisas y ordenadas en el origen: (0, 1/4), (.1, 0) y (1, 0).
Otros puntos: (.3, 8/5), (3, 8/5) (las dos asíntotas verticales dividen la gráfica en tres componen-
tes; necesitamos puntos en cada uno de ellas. Las componentes externas requieren puntos con
�x � b 2).

De f ñ: Punto crítico: x % 0: f ñ no está definida en x % 2 o x % .2.
De f ññ: f ññ(x) % 0 en ningún punto; f ññ no está definida en x % 2 o x % .2.
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ASY PC ASY
x .2 0 2

r

f ñ ! indef ! 0 . indef .

f ññ ! indef . . indef !

f % indef % máx & indef &
é ç ç é

La gráfica se muestra en la Figura 4.33.

Figura 4.32 Figura 4.33

Ejemplo 8 Dibuje la gráfica de y % xe.x2/2.

Solución Tenemos que yñ % (1 . x2)e.x2/2, yññ % x(x2
. 3)e.x2/2.

De y: Dominio: todo x.
Asíntota horizontal: y % 0. Nótese que, si t % x2/2, entonces �xe.x2/2� % ∂2t e.t

r 0 cuando t r ä

(cuando x r uä).
Simetría: respecto al origen (y es impar). Abscisas y ordenadas en el origen: (0, 0).

De yñ: Puntos críticos: x % u1; puntos (u1, u1/∂e) ] (u1, u0.61).
De yññ: yññ % 0 en x % 0 y x % u∂3; puntos (0, 0), (u∂3, u∂3e.3/2) ] (u1.73 u 0.39).

PC PC
x .∂3 .1 0 1 ∂3

r

yñ . . 0 ! ! 0 . .

yññ . 0 ! ! 0 . . 0 !

y & & mín % % máx & &
ç infl é é infl ç ç infl é

La gráfica se muestra en la Figura 4.34.
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Ejemplo 9 Dibuje la gráfica de f (x) % (x2
. 1)2/3. Véase la Figura 4.35.

Solución f ñ(x) %
4

3

x

(x2
. 1)1/3, f ññ(x) %

4

9

x2
. 3

(x2
. 1)4/3.

De f : Dominio: todo x.
Asíntotas: ninguna ( f (x) crece como x4/3 cuando x r uä).
Simetría: respecto al eje f ( f es una función par).
Abscisas y ordenadas en el origen: (u1, 0), (0, 1).

De f ñ: Puntos críticos: x % 0; puntos singulares x % u1.
De f ññ: f ññ(x) % 0 en x % u∂3; puntos (u∂3, 22/3) ] (u1.73, 1.59); f ññ(x) no está definida en x % u1.

PS PC PS
x .∂3 .1 0 1 ∂3

r

f ñ . . indef ! 0 . indef ! !

f ññ ! 0 . indef . . indef . 0 !

f & & mín % máx & mín % %
é infl ç ç ç ç infl é

Figura 4.34 Figura 4.35

Observación Uso de una herramienta de gráficos Las técnicas para el dibujo de curvas que
se han comentado anteriormente sólo son útiles para dibujar gráficas de funciones lo suficiente-
mente simples como para permitir calcular y analizar sus derivadas. En la práctica, muchas ve-
ces será necesario utilizar una calculadora gráfica o un computador para dibujar la gráfica de
forma rápida y sencilla. Para utilizar estas herramientas gráficas de forma más efectiva, hay que
decidir en qué ventanas de visualización y qué escalas horizontal y vertical utilizar. Una selec-
ción inadecuada de la ventana de visualización puede hacer que se pierdan características signifi-
cativas de la gráfica. A continuación se presenta un comando de Maple que sirve para visualizar
la gráfica de la función del Ejemplo 6, junto con su asíntota oblicua. Pedimos a Maple que dibu-
je (x2

! 2x ! 4)/(2x) y 1 ! (x/2).

b plot({x 4 2!2*x!4)/(2*x), 1!(x/2)}, x%.6..6, .7..7) ;

Conseguir que Maple dibuje la gráfica del Ejemplo 9 no es tan sencillo. Como Maple no trabaja
con potencias fraccionarias de números negativos, incluso aunque tomen valores positivos reales,
hay que dibujar �x2

. 1 �2/3 o si no la parte de la gráfica entre .1 y 1 se perderá.

b plot((abs(x 4 2.1)) 4 (2/3), x%.4..4, .1..5) ;
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Ejercicios 4.4

1. La Figura 4.36 muestra las gráficas de una función f ,
sus dos derivadas a f ñ y f ññ, y otra función g. ¿Qué
gráfica corresponde a cada función?

Figura 4.36

2. Indique, para cada una de las funciones que se dibujan
en la Figura 4.36, qué información se puede determinar
(aproximadamente) por simple inspección de la gráfica
(simetría, asíntotas, abscisa y ordenada en el origen,
intervalos de crecimiento y decrecimiento, puntos
críticos y singulares, máximos y mínimos locales,
intervalos de concavidad constante, y puntos de
inflexión).

3. La Figura 4.37 muestra las gráficas de cuatro
funciones:

Figura 4.37

f (x) %
x

1 . x2 g(x) %
x3

1 . x4

h(x) %
x3

. x

∂x6
! 1

k(x) %
x3

∂�x4
. 1 �

¿Qué gráfica corresponde a cada función?

4. Repita el Ejercicio 2 para las gráficas de la Figura
4.37.

En los Ejercicios 5-6, dibuje la gráfica de una función que
tenga las propiedades dadas. Identifique los puntos críticos,
puntos singulares, máximos y mínimos locales y puntos de
inflexión. Suponga que f es continua y que sus derivadas
existen en todas partes excepto que se pueda inferir lo
contrario de forma implícita o explícita.

5. f (0) % 1, f (u1) % 0, f (2) % 1, limxrä
f (x) % 2,

limxr.ä
f (x) % .1, f ñ(x) b 0 en (.ä, 0) y en

(1, ä), f ñ(x) a 0 en (0, 1), f ññ(x) b 0 en (.ä, 0) y en
(0, 2), y f ññ(x) a 0 en (2, ä).

6. f (.1) % 0, f (0) % 2, f (1) % 1, f (2) % 0, f (3) % 1,
limxruä

( f (x) ! 1 . x)%0, f ñ(x) b 0 en (.ä, .1),
(.1, 0) y (2, ä), f ñ(x) a 0 en (0, 2),
limxr.1 f (x) % ä, f ññ(x) b 0 en (.ä, .1) y en
(1, 3), y f ññ(x) a 0 en (.1, 1) y en (3, ä).

En los Ejercicios 7-39, dibuje las gráficas de las funciones
dadas, utilizando cualquier información que se pueda
obtener de la función, y de su primera y segunda derivadas.

7. y % (x2
. 1)3 8. y % x(x2

. 1)2

9. y %
2 . x

x
10. y %

x . 1

x ! 1

11. y %
x3

1 ! x
12. y %

1

4 ! x2

13. y %
1

2 . x2 14. y %
x

x2
. 1

15. y %
x2

x2
. 1

16. y %
x3

x2
. 1

17. y %
x3

x2
! 1

18. y %
x2

x2
! 1

19. y %
x2

. 4

x ! 1
20. y %

x2
. 2

x2
. 1

21. y %
x3

. 4x

x2
. 1

22. y %
x2

. 1

x2

23. y %
x5

(x2
. 1)2 24. y %

(2 . x)2

x3
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25. y %
1

x3
. 4x

26. y %
x

x2
! x . 2

27. y %
x3

. 3x2
! 1

x3 28. y % x ! sen x

29. y % x ! 2 sen x 30. y % e.x2

31. y % xex 32. y % e.x sen x, (x n 0)

33. y % x2e.x2
34. y % x2ex

35. y %
ln x

x
, (x b 0) 36. y %

ln x

x2 , (x b 0)

4.5 Problemas de valores extremos

En esta sección vamos a resolver varios problemas del mundo real que, al ser trasladados a tér-
minos matemáticos, requieren el cálculo del valor máximo o mínimo de una función de una va-
riable. Estos problemas pueden variar desde muy simples a muy complejos y difíciles. Se pueden
formular en terminologías apropiadas de otras disciplinas, o ya pueden estar parcialmente tradu-
cidos a un contexto más matemático. Ya hemos encontrado algunos de esos problemas en capí-
tulos anteriores.

Consideremos primero un par de ejemplos antes de proceder a formular principios generales
para tratar estos problemas.

Ejemplo 1 Se desea construir una jaula de animales rectangular, uno de cuyos lados aprovecha una
pared existente y los otros tres se cierran con una valla. Si se dispone de 100 m de valla, ¿cuál es la máxi-
ma área posible para la jaula?

Solución Este problema, como muchos otros, es esencialmente geométrico. Es conveniente realizar un
dibujo, como se ha hecho en la Figura 4.38. Sean x e y la longitud y la anchura ante la jaula, respectiva-
mente, y sea el área A m2. Por tanto, A % xy. Como la longitud total de la valla es de 100 m, tenemos que
x ! 2y % 100. A es función de dos variables, x e y, pero estas variables no son independientes, sino que
están relacionadas por la restricción x ! 2y % 100. A partir de la ecuación de la restricción se puede despe-
jar una variable en función de la otra, y por tanto A se puede expresar en función de una sola variable:

x % 100 . 2y

A % A(y) % (100 . 2y)y % 100y . 2y2

Figura 4.38

Evidentemente, se requiere que y n 0 y y m 50 (es decir, x n 0), para que el área tenga sentido (de otro
modo sería negativa). Por lo tanto, debemos maximizar la función A(y) en el intervalo [0, 50]. Como A es
continua en este intervalo cerrado y finito, debe tener un valor máximo, por el Teorema 1. Claramente,
A(0) % A(50) % 0 y A(y) b 0 para 0 a y a 50. Por tanto, el máximo no puede estar en un extremo. Como
A no tiene puntos singulares, el máximo debe estar en un punto crítico. Para obtener los puntos críticos,
hacemos

0 % Añ(y) % 100 . 4y

Por tanto, y % 25. Como A debe tener un valor máximo y sólo hay uno posible, el máximo debe estar en
y % 25. La máxima área posible de la jaula es, por tanto, A(25) % 1250 m2.

37. y %
1

∂4 . x2
38. y %

x

∂x2
! 1

39. y % (x2
. 1)1/3

40. ¿Qué es limxr0! x ln x? ¿Y limxr0 x ln �x �? Si f (x) %

% x ln �x � para x Ç 0, ¿es posible definir f (0) de forma
que f sea continua en toda la recta real? Dibuje la grá-
fica de f .

41. ¿Qué recta es una asíntota de la curva y %
sen x

1 ! x2? ¿En

qué puntos cruza la curva a esta asíntota?
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Ejemplo 2 Un faro L se sitúa en una pequeña isla 5 km al norte de un punto A sobre la costa este-
oeste. Se tiende un cable desde L hasta un punto B en la costa, 10 km al este de A. El cable se despliega
por el agua formando una línea recta desde L hasta un punto C en la costa entre A y B, y desde allí hasta B
siguiendo la línea de la costa (véase la Figura 4.39). La parte del cable que se despliega en el agua cuesta
5000 e por kilómetro, y la parte que se despliega por la costa cuesta 3000 e por kilómetro.

(a) ¿Dónde habría que situar el punto C para minimizar el coste total del cable?
(b) ¿Donde habría que situar el punto C si B está sólo a 3 km de A?

Solución

(a) Sea C un punto situado a x km de A hacia B. Por tanto, 0 m x m 10. La longitud de LC es ∂25 ! x2, y
la longitud de CB es de 10 . x km, como se muestra en la Figura 4.39. Por tanto, el coste total del
cable es T e, siendo

T % T(x) % 5000∂25 ! x2
! 3000(10 . x), (0 m x m 10)

Figura 4.39

T es continua en el intervalo cerrado y finito [0, 10], por lo que tiene un valor mínimo que puede estar
en uno de los extremos x % 0 o x % 10, o en un punto crítico en el intervalo (0, 10) (T no tiene puntos
singulares). Para calcular los puntos críticos, hacemos

0 %
dT

dx
%

5000x

∂25 ! x2
. 3000

Así, 5000x % 3000∂25 ! x2

25x2
% 9(25 ! x2)

16x2
% 225

x2
%

225

16
%

152

42

Los puntos críticos son x % u15/4. Sólo un punto crítico, x % 15/4% 3.75, está en el intervalo (0, 10).
Como T(0) % 55 000, T(15/4)% 50 000, y T(10) ] 55 902, el punto crítico es evidentemente el valor
mínimo de T(x). Para obtener un coste mínimo, C debería estar a 3.75 km de A.

(b) Si B esta a 3 km de A, la función de coste total en este caso es

T(x) % 5000∂25 ! x2
! 3000(3 . x), (0 m x m 3)

que se diferencia de la función de coste total T(x) del apartado (a) sólo en la constante añadida (9000
en vez de 30 000). Por tanto, tiene los mismos puntos críticos, x % u15/4, ninguno de los cuales está
en el intervalo (0, 3). Como T(0) % 34 000 y T(3) ] 29 155, en este caso hay que escoger x % 3. Para
minimizar el coste total, el cable debería ir directamente desde L hasta B.

Procedimiento para resolver problemas de valores extremos

Basándose en los ejemplos que se han mostrado anteriormente, se puede formular un procedi-
miento de pasos a comprobar para resolver problemas de optimización.
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Solución de problemas de valores extremos
1. Lea el problema cuidadosamente, quizá más de una vez. Es necesario entender clara-

mente qué información se da y qué es lo que se pide.
2. Haga un gráfico si es necesario. Muchos problemas tienen una componente geométri-

ca, y un buen diagrama puede ser a menudo una parte esencial del procedimiento de
solución.

3. Defina los símbolos que desee utilizar y que no estén ya especificados en el plantea-
miento del problema.

4. Exprese la cantidad Q a ser maximizada o minimizada en función de una o más va-
riables.

5. Si Q depende de n variables, siendo n b 1, obtenga n . 1 ecuaciones (restricciones)
que relacionen estas variables (si esto no se puede hacer, el problema no se puede re-
solver utilizando técnicas de una variable).

6. Utilice las restricciones para eliminar variables y exprese Q en función de una sola va-
riable. Determine el intervalo o intervalos a los que debe pertenecer esta variable para
que el problema tenga sentido. Alternativamente, considere las restricciones como una
forma de definir implícitamente n . 1 variables, y por tanto de definir Q en función
de la variable restante (en general, en los problemas de valores extremos, es mejor evi-
tar si se puede este método implícito).

7. Calcule el valor extremo requerido de la función Q utilizando las técnicas de la Sec-
ción 4.2. No olvide considerar los puntos críticos, puntos singulares y extremos. Ase-
gúrese de dar un argumento convincente para justificar que el valor extremo es el bus-
cado. Por ejemplo, si se está buscando un máximo, el valor obtenido no debería ser un
mínimo.

8. Exprese una conclusión que responda a la cuestión planteada. ¿Es razonable la res-
puesta a la cuestión? Si no es así, vuelva a revisar la solución para ver qué es erróneo.

Ejemplo 3 Calcule la longitud de la escalera más corta que se pueda desplegar desde una pared verti-
cal, sobre una valla de 2 m de altura situada a 1 m de distancia de la pared, hasta un punto en el suelo fuera
de la valla.

Solución Sea h el ángulo de inclinación de la escalera, como se muestra en la Figura 4.40. Utilizando
los dos triángulos rectángulos de la figura, se puede obtener la longitud L de la escalera en función de h:

L % L(h) %
1

cos h
!

2

sen h
donde 0 a h a n/2. Como

lim
hr(n/2).

L(h) % ä y lim
hr0!

L(h) % ä

Figura 4.40

L(h) debe tener un valor mínimo en (0, n/2), que estará en un punto crítico (L no tiene puntos singulares en
(0, n/2)). Para calcular los puntos críticos, hacemos

0 % Lñ(h) %
sen h
cos2 h

.

2 cos h
sen2 h

%
sen3 h . 2 cos3 h

cos2 h sen2 h

286 CÁLCULO



Los puntos críticos deben cumplir sen3 h % 2 cos3 h, o, en otros términos, tan3 h % 2. No es necesario resol-
ver esta ecuación para obtener h % tan.1 (21/3), ya que lo que realmente necesitamos es el correspondiente
valor de L(h). Obsérvese que

sec2 h % 1 ! tan2 h % 1 ! 22/3

Se deduce que

cos h %
1

(1 ! 22/3)1/2 y sen h % tan h cos h %
21/3

(1 ! 22/3)1/2

Por tanto, el valor mínimo de L(h) es

1

cos h
!

2

sen h
% (1 ! 22/3)1/2

! 2
(1 ! 22/3)1/2

21/3 % (1 ! 22/3)3/2
] 4.16

La escalera más corta que se puede desplegar desde la madera sobre la valla hasta el suelo por fuera tiene
aproximadamente 4.16 m de longitud.

Ejemplo 4 Calcule la forma más económica de una lata cilíndrica.

Solución Este problema está planteado de forma más bien imprecisa. Debemos considerar qué significa
«más económica» e incluso «forma». Sin información adicional, podemos adoptar uno de estos dos puntos
de vista:

(i) El volumen de la lata es fijo, y debemos calcular las dimensiones que minimizan el área total de la
superficie.

(ii) La superficie total es fija (es decir, la cantidad de metal que se utiliza es fija), y debemos calcular las
dimensiones que maximizan el volumen.

Posteriormente plantearemos otras posibles interpretaciones. Como un cilindro está determinado por su ra-
dio y su altura (véase la Figura 4.41), su forma está determinada por la relación radio/altura. Sean r, h, S y
V, respectivamente, el radio, altura, área total de superficie y volumen de la lata. El volumen de un cilindro
es el área de la base multiplicada por la altura:

V % nr2h

Figura 4.41

La superficie de la lata está formada por la pared cilíndrica y los discos circulares de las tapas. Cada uno de
los discos tiene área nr2, y la pared cilíndrica es realmente un rectángulo enrollado de base 2nr (la circun-
ferencia de la lata) y altura h. Por tanto, el área total de la superficie de la lata es

S % 2nrh ! 2nr2

Utilicemos la interpretación (i): V es constante y hay que minimizar S. Podemos utilizar la ecuación de V
para eliminar una de las dos variables r y h de las que depende S. Supongamos que despejamos h % V/(nr2)
y sustituimos en la ecuación de S, para obtener S como una función únicamente de r:

S % S(r) % 2nr
V

nr2 ! 2nr2
%

2V

r
! 2nr2 (0 a r a ä)

Evidentemente, limrr0! S(r) % ä y limrrä
S(r) % ä. Como es diferenciable y por tanto continua en

(0, ä), S(r) debe tener un valor mínimo y debe estar en un punto crítico. Para calcular los puntos críticos,

0 % Sñ(r) % .

2V

r2 ! 4nr

r3
%

2V

4n
%

1

2n
nr2h %

1

2
r2h
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Por tanto, h % 2r en el punto crítico de S. Bajo la interpretación (i), la lata más económica tiene una forma
tal que su altura es igual al diámetro de su base. Animamos al lector a comprobar que la interpretación (ii)
conduce a la misma conclusión.

Observación Hay otra forma de resolver el Ejemplo 4 que muestra directamente que las
interpretaciones (i) y (ii) conducen a la misma solución. Comenzamos de nuevo con las dos
ecuaciones

V % nr2h y S % 2nrh ! 2nr2

Considerando h como función de r y diferenciando implícitamente, se obtiene

dV

dr
% 2nrh ! nr2 dh

dr

dS

dr
% 2nh ! 2nr

dh

dr
! 4nr

Bajo la interpretación (i), V es constante y deseamos obtener un punto crítico de S. Bajo la inter-
pretación (ii), S es constante y deseamos obtener un punto crítico de V. En cualquier caso
dV/dr% 0 y dS/dr% 0. Por tanto, ambas interpretaciones producen

2nrh ! nr2 dh

dr
% 0 y 2nh ! 4nr ! 2nr

dh

dr
% 0

Si se divide la primera ecuación por nr2 la segunda ecuación por 2nr y se restan para eliminar
dh/dr se tiene de nuevo h % 2r.

Observación Modificación del Ejemplo 4 Dada la información imprecisa proporcionada en
el planteamiento del problema del Ejemplo 4, las interpretaciones (i) y (ii) son lo mejor que po-
demos hacer. El problema podría tener un mayor significado económico (desde el punto de vista,
por ejemplo, de un fabricante de latas) si se añaden más elementos. Por ejemplo:

(a) La mayoría de las latas utilizan un material más grueso para la pared cilíndrica que para los
discos de las tapas. Si el material de la pared cilíndrica cuesta A e por unidad de área y el
material de las tapas cuesta B e por unidad de área, una opción sería minimizar el coste total
de materiales dado un volumen concreto de la lata. ¿Cuál es la forma óptima si A % 2B?

(b) Generalmente, las latas se fabrican en números grandes y el material para su fabricación se
corta de láminas de metal. Las paredes cilíndricas se realizan cortando rectángulos, y los rec-
tángulos se pueden cortar de la lámina de metal sin dejar material sobrante o dejando el mí-
nimo posible. Sin embargo, siempre habrá una proporción de material sobrante cuando se
cortan los discos de las tapas. La proporción exacta dependerá de la forma en que se dispo-
nen los discos. La Figura 4.42 muestra dos posibles disposiciones. ¿Cuál es la forma óptima
de la lata si se utiliza un empaquetamiento cuadrado de los discos? ¿Y si se utiliza un empa-
quetamiento hexagonal? Estas modificaciones del problema original alterarán la forma ópti-
ma hasta cierto punto. En problemas «reales» hay que tener en cuenta muchos factores para
obtener la «mejor» estrategia.

(c) El problema no considera ningún otro coste de fabricación de la lata excepto el coste de la
lámina de metal. Pueden existir también costes asociados a unir los extremos opuestos del
rectángulo para construir el cilindro y para unir los discos de las tapas al cilindro. Estos cos-
tes pueden ser proporcionales a las longitudes de los segmentos a unir.

En la mayoría de los ejemplos anteriores el valor máximo o mínimo aparece en un punto crítico.
No será éste el caso en nuestro ejemplo final.
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Figura 4.42 Empaquetamientos cuadrado y hexagonal de discos en un plano.

Ejemplo 5 Un hombre puede correr al doble de velocidad a la que puede nadar. Se encuentra de pie
en el borde de una piscina circular de 40 m de diámetro y desea llegar al punto diametralmente opuesto B
en el menor tiempo posible. ¿Dónde se debería situar el punto C para minimizar el tiempo total que lleva ir
de A hasta B?

Solución Es conveniente expresar la posición de C en función del ángulo AOC, siendo O el centro de la
piscina (véase la Figura 4.43). Sea h este ángulo. Claramente 0 m h m n (si h % 0 el hombre nadaría todo el
camino; si h % n correría todo el camino). El radio de la piscina es de 20 m, por lo que el arco AC % 20h.
Como el ángulo BOC%n.h, tenemos que el ángulo BOL%(n.h)/2 y la cuerda BC%2BL%40 sen ((n.h)/2).

Figura 4.43 Desplazamiento desde A hasta B corriendo y nadando.

Supongamos que el hombre nada a una velocidad de k m/s y, por tanto, corre a una velocidad de 2k m/s. Si
t es el tiempo total que necesita para ir desde A hasta B, entonces

t % t(h) % tiempo corriendo ! tiempo nadando

%
20h
2k

!
40

k
sen

n . h
2

Se supone que no se emplea tiempo en saltar al agua en el punto C. El dominio de t es [0, n] y t no tiene
puntos singulares. Como t es continua en un intervalo cerrado y finito, debe tener un valor mínimo y ese
valor debe estar en un punto crítico o en un extremo. Para el caso de los puntos críticos,

0 % t ñ(h) %
10

k
.

20

k
cos

n . h
2
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Por tanto,

cos
n . h

2
%

1

2
,

n . h
2

%
n
3

, h %
n
3

Éste es el único valor crítico de h que está en el intervalo [0, n]. Tenemos que

tA
n
3B%

10n
3k

!
40

k
sen

n
3

%
10

k A
n
3

!
4∂3

2 B]

45.11

k

Debemos buscar también en los extremos h % 0 y h % n:

t(0) %
40

k
, t(n) %

10n
k

]

31.4

k

Evidentemente t(n) es el mínimo de esos tres tiempos. Para ir desde A hasta B tan rápidamente como sea
posible, el hombre deberá correr todo el tiempo.

Observación Este problema muestra la importancia de comprobar si los puntos candidatos
corresponden a máximos o mínimos. En este caso, el punto crítico h % n/3 proporciona la peor
estrategia posible: correr un tercio del camino y nadar después el resto requiere el máximo tiem-
po, no el mínimo.

Ejercicios 4.5

1. Dos números positivos suman 7. ¿Cuál es el máximo
valor posible de su producto?

2. El producto de dos números positivos es 8. ¿Cuál es el
mínimo valor posible de su suma?

3. Dos números no negativos suman 60. ¿De qué números
se trata si el producto de uno de ellos por el cuadrado
del otro es máximo?

4. Dos números suman 16. ¿De qué números se trata si el
producto del cubo de uno y la quinta potencia del otro
es tan grande como sea posible?

5. La suma de dos números no negativos vale 10. ¿Cuál
es el mínimo valor de la suma del cubo de un número
y el cuadrado del otro?

6. Dos números no negativos suman n. ¿Cuál es el
mínimo valor posible de la suma de sus cuadrados?

7. Entre todos los rectángulos de un área dada, demuestre
que el cuadrado tiene el perímetro mínimo.

8. Entre todos los rectángulos de un perímetro dado,
demuestre que el cuadrado tiene el área máxima.

9. Entre todos los triángulos isósceles de un perímetro
dado, demuestre que el triángulo equilátero es el de
área máxima.

10. Calcule la máxima área posible de un triángulo
isósceles si la longitud de cada uno de sus dos lados
iguales es de 10 m.

11. Calcule el área del máximo rectángulo que se puede
inscribir en un semicírculo de radio R si un lado del
rectángulo está sobre el diámetro del semicírculo.

12. Calcule el máximo perímetro posible de un rectángulo
inscrito en un semicírculo de radio R si un lado del
rectángulo está sobre el diámetro del semicírculo

(es interesante notar que el rectángulo del máximo
perímetro tiene una forma diferente que el de máxima
área, obtenido en el Ejercicio 11).

13. Un rectángulo con lados paralelos a los ejes
coordenados se inscribe en la elipse

x2

a2 !
y2

b2 % 1

Calcule la máxima área posible de este rectángulo.

14. Sea ABC un triángulo rectángulo con ángulo recto en C
y área S. Calcule la máxima área de un rectángulo
inscrito en el triángulo si (a) una esquina del
rectángulo está en C o (b) un lado del rectángulo está
en la hipotenusa AB.

15. Calcule la máxima área de un triángulo isósceles cuyos
lados iguales tienen 10 cm de longitud. Utilice la mitad
de la longitud del tercer lado del triángulo como
variables para expresar el área de dicho triángulo.

16. Repita el Ejercicio 15, pero utilice como variable para
expresar el área del triángulo el ángulo entre los dos
lados iguales. ¿Qué solución es más fácil?

17. (Diseño de una cartelera) Se desea construir una
cartelera con 100 m2 de área y con márgenes de 2 m
en la parte superior e inferior y de 4 m en cada lado.
Calcule las dimensiones exteriores de la cartelera si su
área total debe ser mínima.

18. (Diseño de una caja) Se desea construir una caja
partiendo de una lámina de cartón de 70 cm # 150 cm,
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y
después doblando las cuatro solapas resultantes para
hacer los lados de la caja (la caja no tiene tapa). ¿Cuál
es el máximo volumen posible de la caja?
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19. (Uso de descuentos para maximizar el beneficio) Un
fabricante de automóviles vende 2000 coches al mes,
con un beneficio medio de 1000 e por coche. Las
prospectivas de mercado indican que por cada 50 e de
descuento que el fabricante ofrezca a los compradores
podría vender 200 coches más al mes. ¿Cuánto descuento
debería ofrecer para maximizar el beneficio mensual?

20. (Maximización del beneficio de renta) Las 80
habitaciones de un motel se podrían alquilar todas las
noches si el director cobrara 40 e o menos por
habitación. Si se cobra (40 ! x) e por habitación,
entonces 2x habitaciones permanecerán vacantes. Si
cada habitación alquilada le cuesta al director 10 e al
día y cada habitación no alquilada 2 e al día, ¿qué
precio debería cobrar el director por habitación para
maximizar su beneficio diario?

21. (Minimización del tiempo de viaje) Nos encontramos
en un todoterreno en el desierto, 12 km al sur del punto
A más cercano de una carretera recta este-oeste. Se
desea alcanzar un punto B en la carretera 10 km al este
de A. Si nuestro todoterreno puede correr en promedio
a 15 km/h sobre la arena y a 39 km/h por la carretera
¿hacia qué punto de la carretera habría que dirigirse
para minimizar el tiempo de viaje hasta B?

22. Repita el Ejercicio 21, suponiendo que B se encuentra
sólo a 4 km de A.

23. Un alambre de 1 m de longitud se corta en dos trozos.
Un trozo se dobla en forma de circunferencia y el otro
en forma de cuadrado. Calcule la longitud de la parte
utilizada para el cuadrado si la suma de las áreas del
círculo y el cuadrado es (a) máxima y (b) mínima.

24. Calcule el área del máximo rectángulo que se puede
dibujar de forma que cada uno de sus lados pase por un
vértice diferente de un rectángulo cuyos lados son a y b.

25. ¿Cuál es la longitud del mínimo segmento que tiene
uno de sus extremos en el eje x, el otro en el eje y y
pasa por el punto (9, ∂3)?

26. (Doblando una esquina) Calcule la longitud máxima
que puede tener una viga para que pueda doblar
horizontalmente la esquina que comunica un vestíbulo
de anchura a m con otro vestíbulo de anchura b m
(véase la Figura 4.44; suponga que la viga no tiene
anchura).

Figura 4.44

27. Si la altura de ambos vestíbulos del Ejercicio 26 es de
c m, y no es necesario que la viga sea transportada
horizontalmente, ¿qué longitud máxima podría tener la
viga para seguir doblando la esquina? Sugerencia: Este
ejercicio se puede resolver fácilmente teniendo en
cuenta el resultado del ejercicio anterior.

28. La valla del Ejemplo 3 se destruye y se construye una
nueva valla a 2 m de separación del muro. ¿Cuál puede
ser la máxima altura de la valla si se debe poder
extender una escalera de 6 m desde el muro, sobre la
valla y hasta el suelo en el exterior de la valla?

29. Calcule la mínima distancia desde el origen a la curva
x2y4

% 1.

30. Calcule la mínima distancia desde el punto (8, 1) a la
curva y % 1 ! x3/2.

31. Calcule las dimensiones del máximo cilindro circular
recto que se puede inscribir en una esfera de radio R.

32. Calcule las dimensiones del cilindro circular de
máximo volumen que se puede inscribir en un cono
cuyo radio en la base vale R y su altura es H, si la base
del cilindro coincide con la base del cono.

33. Una caja de base cuadrada sin tapa tiene un volumen
de 4 m3. Calcule las dimensiones de la caja más
económica.

34. (Construcción de una pirámide) Se construye una
pirámide de base cuadrada con cuatro caras, cada una
de las cuales tienen la forma de un triángulo isósceles,
cortando cuatro triángulos de una pieza cuadrada de
cartulina de 2 pies (como se muestra en la Figura 4.45)
y doblando los triángulos resultantes para formar las
paredes de la pirámide. ¿Cuál es el máximo volumen
que puede tener la pirámide? Sugerencia: El volumen
de una pirámide con área de la base A y altura h
medida perpendicular a la base es V %

1
3 Ah.

Figura 4.45

35. (Obtención de la máxima luminosidad) Una ventana
tiene un perímetro de 10 m y su forma es rectangular
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con el lado superior reemplazado por un semicírculo.
Calcule las dimensiones del rectángulo si la ventana
admite la máxima cantidad de luz.

36. (Diseño de un tanque de combustible) Un tanque de
combustible tiene la forma de un cilindro cerrado por
semiesferas en cada uno de los extremos. Si el coste de
las semiesferas por unidad de área es el doble que el de
la pared del cilindro, y si el volumen del tanque es V,
calcule el radio y la altura de la parte cilíndrica que
minimizan el coste total. El área de la superficie de una
esfera de radio r es 4nr2, y su volumen es 4

3 nr3.

37. (Reflexión de la luz) La luz viaja de forma que emplea
el mínimo tiempo posible en ir de un punto a otro. Un
rayo de luz procedente del punto C se refleja en un
espejo plano AB en X y después pasa por el punto D
(véase la Figura 4.46). Demuestre que los rayos CX y
XD forman ángulos iguales con la normal a AB en X
(Observación: Puede darse una demostración basada en
geometría elemental sin utilizar el cálculo o se puede
minimizar el tiempo empleado en el recorrido CXD).

Figura 4.46

*38. (Ley de Snell) Si la luz viaja con velocidad v1 en un
medio y con velocidad v2 en un segundo medio, y si
los dos medios están separados por una interfaz plana,
demuestre que un rayo de luz que va del punto A en
un medio al punto B en el otro se desvía en la interfaz
de forma que

sen i

sen r
%

v1

v2

siendo i y r los ángulos de incidencia y de refracción,
como se muestra en la Figura 4.47. Esto se conoce
como Ley de Snell. Deduzca esta ley a partir del
principio de mínimo tiempo presentado en el
Ejercicio 37.

Figura 4.47

39. (Corte de la viga más rígida) La rigidez de una viga
de madera de sección cruzada rectangular es
proporcional a la anchura y al cubo de la profundidad
de la sección cruzada. Calcule la anchura y la
profundidad de la viga de máxima rigidez que se puede
cortar utilizando un tronco de radio R.

40. Calcule la ecuación de la recta de máxima pendiente
que es tangente a la curva y % 1 ! 2x . x3.

41. Una cantidad Q crece de acuerdo con la ecuación
diferencial

dQ

dt
% kQ3(L . Q)5

siendo k y L constantes positivas. ¿Qué valor tiene Q
cuando está creciendo con la máxima velocidad?

*42. Calcule el mínimo volumen posible de un cono
circular recto que puede contener a una esfera de
radio R (el volumen de un cono de radio en la base r
y altura h es 1

3 nr2h).

*43. (Carga de un ferry) Un ferry realiza el recorrido
entre tierra y la isla de Dedlos. La capacidad máxima
del ferry es de 1000 coches, pero cargarlo cerca de su
máxima capacidad consume mucho tiempo. Se sabe
que el número de coches que se pueden cargar en t
horas es

f (t) % 1000
t

e.t
! t

Nótese que limträ
f (t) % 1000, como podría

esperarse. Además, se sabe que se requieren x/1000
horas descargar x coches. El tiempo de navegación a
la isla o desde la isla es de una hora. Suponga que
siempre hay en cada viaje más coches esperando que
los que se pueden cargar. ¿Cuántos coches deberían
cargarse en el ferry en cada viaje para maximizar el
movimiento medio de los coches hacia y desde la
isla? (Puede ser necesaria una calculadora gráfica o
un software de computador como la rutina fsolve de
Maple para calcular el punto crítico apropiado).

*44. (La mejor vista de un mural) ¿A qué distancia hay
que mirar de un mural para conseguir la mejor vista si
el mural tiene 10 pies de altura y su parte inferior está
2 pies por encima del nivel de nuestros ojos? Véase la
Figura 4.48.

Figura 4.48
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*45. (Mejora de la jaula del Ejemplo 1) Se construye
una jaula, uno de cuyos límites coincide con un muro
recto. La otra parte de la jaula se cierra mediante una
valla con la forma de un arco de circunferencia. Si
hay disponibles 100 m de valla, ¿cuál es el área de la
jaula más grande posible? ¿En qué fracción de un
círculo se curva la valla?

*46. (Diseño de una copa Dixie) Se corta un sector de un
disco circular de radio R, y la parte restante del disco
se dobla de forma que se unen los dos segmentos
rectos y se forma un cono (Figura 4.49). ¿Cuál es el
máximo volumen posible del cono?

*47. (Minimización del pliegue) Una esquina de una tira
de papel de anchura a cm se dobla de forma que
llegue justo al lado opuesto (Figura 4.50). Calcule la
mínima longitud posible de la línea de pliegue.

Figura 4.49

Figura 4.50

4.6 Cálculo de raíces de ecuaciones

El cálculo de soluciones (raíces) de ecuaciones es un problema matemático importante, al cual el
cálculo ha hecho contribuciones significativas. Sólo hay unas pocas clases de ecuaciones de la
forma f (x)%0 que se pueden resolver de forma exacta. Entre ellas están las ecuaciones lineales:

ax ! b % 0 ú x % .

b

a

y las ecuaciones cuadráticas:

ax2
! bx ! c % 0 ú x %

.b u ∂b2
. 4ac

2a

Las ecuaciones cúbicas (polinomios de tercer grado) y de cuarto grado también se pueden resol-
ver, pero las fórmulas son muy complicadas. En general, estas ecuaciones y un buen número de
otras se resolverán aproximadamente utilizando métodos numéricos, a menudo con ayuda de la
calculadora o el computador.

En la Sección 1.4 se presentó el método de la bisección para aproximar la raíz de una ecua-
ción de la forma f (x) % 0. Este método utiliza el Teorema del Valor Medio y depende sólo de la
continuidad de f y de nuestra habilidad para obtener un intervalo [x1, x2] donde se pueda encon-
trar la raíz, porque f (x1) y f (x2) tengan signos opuestos. Este método es lento. Requiere entre
tres y cuatro iteraciones para obtener la raíz que está siendo aproximada con una precisión sufi-
ciente.

Si sabemos más cosas sobre f , además de que es continua, podemos desarrollar métodos me-
jores (es decir, más rápidos) para calcular las raíces de f (x) % 0. En esta sección estudiaremos
dos métodos de este tipo:

(a) El método de Newton, que requiere que f sea diferenciable y que en general es muy efi-
ciente.

(b) La iteración del punto fijo, que se aplica a ecuaciones de forma diferente: f (x) % x.
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Como el método de la bisección, ambos métodos requieren tener una cierta idea inicial de dónde
se encuentra la raíz, y generan secuencias de aproximaciones para aproximarse más y más a la
misma.

Método de Newton

Se desea calcular una raíz de la ecuación f (x) % 0, es decir, un número r tal que f (r) % 0. Ese
número se denomina también cero de la función f . Si f es diferenciable cerca de la raíz, enton-
ces se pueden utilizar rectas tangentes para producir la secuencia de aproximaciones a la raíz que
se acerque rápidamente a dicha raíz. La idea es como sigue (véase la Figura 4.51). Se parte de
una aproximación inicial a la raíz, por ejemplo x % x0. Se dibuja la recta tangente a y % f (x) en
(x0, f (x0)) y se calcula x1, el punto donde esta recta tangente corta al eje x. Bajo ciertas condicio-
nes, x1 estará más cerca de la raíz que x0. Este proceso se puede repetir sucesivamente para obte-
ner una secuencia de números x2, x3, ..., y se van acercando a la raíz r. El número xn!1 es el
corte con el eje x de la tangente y % f (x) en (xn, f (xn)).

Figura 4.51

La ecuación de la recta tangente y % f (x) en x % x0 es

y % f (x0) ! f ñ(x0)(x . x0)

Como el punto (x1, 0) está en esta recta, tenemos que 0 % f (x0) ! f ñ(x0)(x1 . x0). Por tanto,

x1 % x0 .

f (x0)

f ñ(x0)

Fórmulas similares producen x2 a partir de x1, después x3 a partir de x2, y así sucesivamente. La
fórmula para obtener xn!1 a partir xn es

xn!1 % xn .

f (xn)

f ñ(xn)
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y se conoce con el nombre de fórmula del Método de Newton. Generalmente, se utilizará una
calculadora o un ordenador para obtener las aproximaciones sucesivas x1, x2, x3, ..., y observar si
los números parecen converger a un límite. Si limnrä

xn % r existe, y si f / f ñ es continua cerca
de r, entonces r debe ser una raíz de f ya que

r % lim
nrä

xn!1 % lim
nrä

xn . lim
nrä

f (xn)

f ñ(xn)
% r .

f (r)

f ñ(r)

de donde se deduce que f (r) % 0. Este método se conoce con el nombre de Método de Newton
o Método de Newton-Raphson.

Ejemplo 1 Utilice el Método de Newton para calcular la raíz real única de la ecuación
x3

. x . 1 % 0 con una precisión de 10 cifras decimales.

Solución Tenemos que f (x) % x3
. x . 1 y f ñ(x) % 3x2

. 1. Como f es continua y como f (1) % .1 y
f (2) % 5, la ecuación tiene una raíz en el intervalo [1, 2]. Empecemos con el valor inicial x0 % 1.5. La fór-
mula del Método de Newton en este caso es

xn!1 % xn .

x3
n . xn . 1

3x2
n . 1

%
2x3

n ! 1

3x2
n . 1

de forma que, por ejemplo, la aproximación x1 es

x1 %
2(1.5)3

! 1

3(1.5)2
. 1

] 1.347 826...

Utilizando una calculadora científica se obtienen los valores de la Tabla 1:

Tabla 1.

n xn f (xn)

0 1.5 0.875 000 000 000ñ
1 1.347 826 086 96ñ 0.100 682 173 091ñ
2 1.325 200 398 95ñ 0.002 058 361 917ñ
3 1.324 718 174 00ñ 0.000 000 924 378ñ
4 1.324 717 957 24ñ 0.000 000 000 000ñ
5 1.324 717 957 24ñ

Evidentemente, r % 1.324 717 957 2 con una precisión redondeada a 10 cifras decimales.

Obsérvese el comportamiento del número xn. En la tercera iteración, x3, aparentemente hemos
conseguido una precisión de 6 cifras decimales, y con x4, unos 10 dígitos decimales. Una carac-
terística del Método de Newton es que, cuando se empieza cerca de la raíz, la convergencia pue-
de ser muy rápida. Es ilustrativo comparar estos resultados con los obtenidos para la misma
ecuación por el método de la bisección en el Ejemplo 12 de la Sección 1.4. Allí se conseguían
tres cifras decimales de precisión tras 11 iteraciones.

Ejemplo 2 Resuelva la ecuación x3
% cos x con una precisión de 11 cifras decimales.

Solución Deseamos obtener la coordenada x, r, de la intersección de las curvas y % x3 y y % cos x. Ob-
servando la Figura 4.52 parece que las curvas se cortan ligeramente a la derecha de x % 1. Empezaremos
con el valor inicial x0 % 0.8. Si f (x) % x3

. cos x, entonces f ñ(x) % 3x2
! sen x. La fórmula del Método de

Newton es

xn!1 % xn .

x3
n . cos xn

3x2
n ! sen xn

%
2x3

n ! xn sen xn ! cos xn

3x2
n ! sen xn
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Figura 4.52 Resolución de x3
% cos x.

Las aproximaciones x1, x2, ..., se muestran en la Tabla 2:

Tabla 2.

n xn f (xn)

0 0.8 .0.184 706 709 347ñ
1 0.870 034 801 135ñ 0.013 782 078 762ñ
2 0.865 494 102 425ñ 0.000 006 038 051ñ
3 0.865 474 033 493ñ 0.000 000 001 176ñ
4 0.865 474 033 102ñ 0.000 000 000 000ñ
5 0.865 474 033 102ñ

Las dos curvas se cortan en x % 0.865 474 033 10, con una precisión de 11 cifras decimales.

Observación El Ejemplo 2 muestra la utilidad de dibujar una gráfica para determinar un po-
sible valor inicial x0. Incluso un dibujo muy aproximado de la gráfica de y % f (x) puede mostrar
cuántas raíces tiene aproximadamente la ecuación f (x) % 0 y por dónde están. En general, cuan-
to más precisa sea la aproximación inicial a la raíz verdadera, menor número de iteraciones se-
rán necesarias para conseguir la precisión deseada. De forma similar, para una ecuación de la
forma g(x) % h(x), hacer un dibujo de las gráficas de g y h (sobre los mismos ejes) puede sugerir
aproximaciones para el comienzo de la iteración para encontrar los puntos de intersección. A
partir de los valores iniciales, se puede aplicar después el Método de Newton para mejorar las
aproximaciones.

Observación Cuando se utiliza el Método de Newton para resolver una ecuación de la forma
g(x) % h(x) (como la del Ejemplo 2), hay que transformar la ecuación a la forma f (x) % 0 y
aplicar el Método de Newton a f . En general, basta utilizar f (x) % g(x) . h(x), aunque
f (x) % (g(x)/h(x)). 1 es también una posibilidad.

Figura 4.53 En este caso las iteraciones del Método de Newton no convergen
a la raíz.

Observación Si disponemos de una calculadora programable, podemos aprender a programar
la fórmula del Método de Newton para una ecuación dada, de forma que para generar nuevas
iteraciones baste con pulsar unos pocos botones. Si nuestra calculadora dispone además de capa-
cidades gráficas, se pueden utilizar para localizar un buen valor inicial.
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El Método de Newton no siempre funciona tan bien como lo hace en los ejemplos anteriores.
Si la primera derivada f ñ es muy pequeña cerca de la raíz, o si la segunda derivada f ññ es muy
grande cerca de la raíz, una sola iteración de la fórmula nos puede llevar desde un punto muy
cercano a la raíz a un punto muy lejano. La Figura 4.53 ilustra esta posibilidad (véanse también
los Ejercicios 15 y 16 al final de esta sección).

El siguiente teorema proporciona condiciones suficientes para que las aproximaciones del
Método de Newton converjan a una raíz r de la ecuación f (x) % 0 si el valor inicial x0 está lo
suficientemente cerca de dicha raíz.

TEOREMA 7 Límites de error del Método de Newton

Supongamos que f , f ñ y f ññ son continuas en un intervalo I que contiene a xn, xn!1 y a una
raíz x % r de f (x) % 0. Supongamos también que existen constantes K y L b 0 tales que
para todo x perteneciente a I se cumple

(i) � f ññ(x) � m K y

(ii) � f ñ(x) � n L

Entonces,

(a) �xn!1 . r � m
K

2L
�xn!1 . xn �2 y

(b) �xn!1 . r � m
K

2L
�xn . r �2

#

Las condiciones (i) y (ii) aseguran que cerca de r la pendiente de y % f (x) no es demasiado pe-
queña y que no cambia con demasiada rapidez. Si K/(2L)a 1, el teorema demuestra que xn con-
verge rápidamente a r cuando n se hace lo suficientemente grande para que �xn . r � a 1.

La demostración del Teorema 7 depende del Teorema del Valor Medio. No la daremos aquí
ya que este teorema es de uso práctico limitado. En la práctica, se calcularán aproximaciones
sucesivas utilizando la fórmula de Newton y se observará si parecen converger a un límite. Si lo
hacen, y si los valores de f en esas aproximaciones tienden a 0, podemos confiar en que hemos
localizado una raíz.

Iteración del punto fijo
Un número r que cumple la ecuación f (r) % r se denomina punto fijo de la función f porque al
aplicar la función f el número no cambia. Para ciertas clases de funciones, se pueden encontrar
sus puntos fijos comenzando con un valor inicial x0 y calculando sucesivas aproximaciones
x1 % f (x0), x2 % f (x1), ... En general,

xn!1 % f (xn), para n % 0, 1, 2, ...

Empecemos investigando un ejemplo simple:

Ejemplo 3 Calcule una raíz de la ecuación cos x % 5x.

Solución Esta ecuación es de la forma f (x) % x, con f (x) %
1
5 cos x. Como cos x tiende a 1 cuando x

tiende a 0, vemos que 1
5 cos x tenderá a 1

5 cuando x %
1
5. Esto sugiere que un valor inicial razonable del punto

fijo es x0 %
1
5 % 0.2. Los valores de las aproximaciones posteriores

x1 %
1

5
cos (x0), x2 %

1

5
cos (x1), x3 %

1

5
cos (x2), ...
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se presentan en la Tabla 3. La raíz es 0.196 164 28 con una precisión de ocho cifras decimales.

Tabla 3.

n xn

0 0.2
1 0.196 013 32
2 0.196 170 16
3 0.196 164 05
4 0.196 164 29
5 0.196 164 28
6 0.196 164 28

¿Por qué funciona el método utilizado en el Ejemplo 3? ¿Funcionará con cualquier función f ?
Para responder a estas preguntas, examinemos la línea poligonal de la Figura 4.54. Empezando
en x0, se dirige verticalmente a la curva y % f (x) hasta una coordenada x de valor x1. Después se
dirige horizontalmente a la recta y % x, cruzándola en un punto cuya coordenada x sigue valien-
do x1. Después el proceso se repite; la recta va verticalmente hasta la curva y % f (x) y horizon-
talmente hasta y % x llegando al punto x % x2. La línea continúa de esta forma siguiendo un mo-
vimiento en espiral cada vez más cercana a la intersección de y % f (x) y y % x. Cada valor de xn

está más cerca del punto fijo r que el valor anterior.

Figura 4.54 Iteraciones de xn!1 % f (xn) que
se dirigen en espiral hacia
el punto fijo.

Consideremos ahora función f cuya gráfica se muestra en la Figura 4.55(a). Si intentamos
seguir el mismo método en este caso, empezando con x0, la línea poligonal se dirige en espiral
hacia afuera, lejos de la raíz, y los valores resultantes xn no convergen a la raíz como lo hacían
en el Ejemplo 3. Para ver por qué el método funciona con la función de la Figura 4.54, pero no
lo hace con la función de la Figura 4.55(a), obsérvense las pendientes de las dos gráficas
y % f (x), cerca del punto fijo r. Ambas pendientes son negativas, pero en la Figura 4.54 el valor
absoluto de la pendiente es menor que 1, mientras que el valor absoluto de la pendiente de f en
la Figura 4.55(a) es mayor que 1. Observando cuidadosamente las gráficas, debemos ver clara-
mente que éste es el hecho que hace que los puntos xn se acerquen a r en la Figura 4.54 y se
alejen de r en la Figura 4.55(a).
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Figura 4.55

(a) Una función f para la que las
iteraciones xn!1 % f (xn)
no convergen.

(b) Convergencia «en escalera»
al punto fijo.

Un tercer ejemplo, que se puede ver en la Figura 4.55(b), muestra que el método puede fun-
cionar también para funciones cuyas gráficas tengan pendientes positivas cerca del punto fijo r,
suponiendo que la pendiente sea menor que 1. En este caso, la línea poligonal forma una «esca-
lera» en vez de una «espiral», y las aproximaciones sucesivas xn crecen hacia la raíz si x0 a r y
decrecen hacia la raíz si x0 b r.

El siguiente teorema garantiza que la iteración del método del punto fijo funcionará para una
clase particular de funciones.

TEOREMA 8 Un teorema del punto fijo

Supongamos que f está definida en un intervalo I % [a, b] y cumple las dos siguientes con-
diciones:

(i) f (x) pertenece a I siempre que x pertenezca a I.
(ii) Existe una constante K, con 0 a K a 1, tal que para todos u y v pertenecientes a I,

� f (u) . f (v) � m K�u . v �
Entonces f tiene un punto fijo f en I, que es f (r) % r, y empezando con cualquier número
x0, la iteración

x1 % f (x0), x2 % f (x1), ...

converge a r.

#

Invitamos al lector a demostrar este teorema mediante el método que se sugiere en los Ejercicios
24 y 25 al final de esta sección.

Rutinas «Solve»
Muchos de los modelos más avanzados de calculadoras científicas y la mayoría de los programas
matemáticos para computador disponen de rutinas para resolver numéricamente ecuaciones ge-
nerales o, en algunos casos, incluso simbólicamente. Estas rutinas «Solve» suponen continuidad
a los lados izquierdo y derecho de las ecuaciones dadas y a menudo requieren que el usuario
especifique un intervalo en el cual buscar la raíz o una aproximación inicial al valor de dicha
raíz, o ambas cosas. Generalmente, la calculadora o el software de computador tendrán también
capacidades gráficas, y las podremos utilizar para obtener una idea de cuántas raíces tiene la
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ecuación y ver aproximadamente su localización, antes de utilizar las rutinas de resolución.
También es posible especificar una tolerancia sobre la diferencia de los dos miembros de la
ecuación. Por ejemplo, si deseamos obtener una solución de la ecuación f (x) % 0, puede ser más
importante para nosotros asegurarnos de que una solución aproximada x4 satisface � f (x4 ) �a 0.0001
que asegurarnos de que x4 está dentro de una distancia particular de la raíz real.

Los métodos utilizados por las rutinas de resolución varían de una calculadora o aplicación
software a otra, y suelen ser muy sofisticados, pues utilizan diferenciación numérica y otras téc-
nicas para obtener la raíz muy rápidamente, incluso aunque el intervalo de búsqueda sea grande.

Si disponemos de una calculadora científica avanzada o un software de computador con posi-
bilidades similares, merece la pena leer los manuales que describen cómo hacer un uso efectivo
de las ecuaciones de resolución. Las aplicaciones de matemáticas para resolver problemas «del
mundo real» generalmente requieren obtener soluciones aproximadas de ecuaciones que son in-
solubles por métodos exactos.

Ejercicios 4.6

En los Ejercicios 1-10, utilice el Método de Newton para
resolver las ecuaciones dadas con la precisión permitida por
su calculadora.

1. Calcule ∂2 resolviendo x2
. 2 % 0.

2. Calcule ∂3 resolviendo x2
. 3 % 0.

3. Calcule la raíz de x3
! 2x . 1 % 0 entre 0 y 1.

4. Calcule la raíz de x3
! 2x2

. 2 % 0 entre 0 y 1.

5. Calcule las dos raíces de x4
.8x2

.x!16%0
en [1, 3].

6. Calcule las tres raíces de x3
! 3x2

. 1 % 0
en [.3, 1].

7. Resuelva sen x % 1 . x. Realice un dibujo como
ayuda para obtener un valor inicial x0.

8. Resuelva cos x % x2. ¿Cuántas raíces existen?

9. ¿Cuántas raíces tiene la ecuación tan x % x?
Calcule la que está entre n/2 y 3n/2.

10. Resuelva
1

1 ! x2 % ∂x expresándola en la forma

(1 ! x2)∂x . 1 % 0

11. Si su calculadora dispone de una rutina «Solve»,
o si dispone de un software de computador con
una rutina de ese tipo, utilícelas para resolver las
ecuaciones de los 10 ejercicios anteriores.

En los Ejercicios 12-13 calcule los valores máximo y
mínimo de las funciones.

12.
sen x

1 ! x2 13.
cos x

1 ! x2

14. Sea f (x) % x2. La ecuación f (x) % 0 tiene claramente
como solución x % 0. Obtenga las iteraciones del
Método de Newton x1, x2 y x3 empezando con x0 % 1.

(a) ¿Qué es xn?
(b) ¿Cuántas iteraciones se necesitan para calcular la raíz

con un error menor que 0.0001 en valor absoluto?
(c) ¿Cuántas iteraciones se necesitan para obtener una

aproximación xn para la que � f (xn) � a 0.0001?
(d) ¿Por qué las iteraciones del Método de Newton

convergen en este caso más lentamente que en los
ejemplos presentados en esta sección?

15. (Oscilación) Aplique el Método de Newton a

f (x) %E
∂x, x n 0

∂.x x a 0

empezando con el valor inicial x0 % a b 0. Calcule x1

y x2. ¿Qué sucede? (realice un dibujo). Si observara
este comportamiento cuando estuviera utilizando el
Método de Newton para calcular la raíz de una
ecuación, ¿qué haría a continuación?

16. (Oscilaciones divergentes) Aplique el Método de
Newton a f (x) % x1/3 con x0 % 1. Calcule x1, x2, x3 y
x4. ¿Qué sucede? Obtenga una fórmula para xn.

17. (Oscilaciones convergentes) Aplique el Método de
Newton a f (x) % x2/3 con x0 % 1. Calcule x1, x2, x3, y
x4. ¿Qué sucede? Obtenga una fórmula para xn.

Utilice la iteración del punto fijo para resolver las
ecuaciones de los Ejercicios 18-22. Obtenga una precisión
de cinco cifras decimales.

18. 1 !
1
4 sen x % x 19. cos

x

3
% x

20. (x ! 9)1/3
% x 21.

1

2 ! x2 % x
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22. Resuelva x3
! 10x . 10 % 0 expresándola en la

forma 1 .
1
10 x3

% x.

23. Sea f (x) una función diferenciable cuya derivada f ñ(x)
nunca vale cero. Sea

N(x) % x .

f (x)

f ñ(x)

Demuestre que r es una raíz de f (x) % 0 si y sólo si r
es un punto fijo de N(x). ¿Qué son en este caso las
aproximaciones sucesivas xn!1 % N(xn), empezando
en x0?

Los Ejercicios 24-25 constituyen una demostración del
Teorema 8.

*24. La condición (ii) del Teorema 8 implica que f es
continua en I % [a, b]. Utilice la condición (i) para
demostrar que f tiene un punto fijo r en I.
Sugerencia: Aplique el Teorema del Valor Medio a
g(x) % f (x) . x en [a, b].

*25. Utilice la condición (ii) del Teorema 8 e inducción
matemática para demostrar que

�xn . r � m Kn �x0 . r �

Como 0 a K a 1, sabemos que Kn
r 0 cuando

n r ä. Esto demuestra que limnrä
xn % r.

4.7 Aproximaciones lineales
Muchos problemas de matemática aplicada son difíciles de resolver exactamente, y todo lo que
podemos esperar es obtener soluciones aproximadas que sean correctas dentro de unos límites
pequeños de tolerancia aceptables. En esta sección examinaremos cómo el conocimiento de los
valores de una función y de su primera derivada en un punto nos puede servir para obtener valo-
res aproximados de la función en puntos cercanos.

La tangente a la gráfica y % f (x) en x % a describe el comportamiento de dicha gráfica cerca
del punto P % (a, f (a)), mejor que cualquier otra línea recta que pase por P, porque pasa por
dicho punto en la misma dirección que la curva y % f (x) (véase la Figura 4.56). Explotaremos
este hecho utilizando la altura hasta la tangente para calcular valores aproximados de f (x) para
valores de x cercanos a a. La ecuación de la recta tangente es y % f (a) ! f ñ(a)(x . a).

Figura 4.56 Linealización de la función f alrededor de a.

Denominaremos al miembro derecho de esta ecuación linealización de f alrededor de a (o linea-
lización de f (x) en x % a).

DEFINICIÓN 8

La linealización de la función f alrededor de a es la función L definida como

L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a)

Se dice que f (x) ] L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a) proporciona una aproximación lineal de los
valores de f cerca de a.

Ejemplo 1 Calcule linealizaciones de (a) f (x) % ∂1 ! x en x % 0 y (b) g(t) % 1/t en t % 1/2.

Solución

(a) Tenemos que f (0) % 1 y, como f ñ(x) % 1/(2∂1 ! x), f ñ(0)%1/2. La linealización de f cerca del 0 es

L(x) % 1 !
1

2
(x . 0) % 1 !

x

2
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(b) Tenemos que g(1/2)% 2 y, como gñ(t) % .1/t2, gñ(1/2)% .4. La linealización de g(t) en t % 1/2 es

L(t) % 2 . 4At .

1

2B% 4 . 4t

Aproximación de valores de funciones

Ya hemos utilizado la linealización en la Sección 2.7, donde se disfrazó como la fórmula

By ]

dy

dx
Bx

y se empleó para aproximar un pequeño cambio By % f (a ! Bx) . f (a) en los valores de la fun-
ción f correspondiente a un pequeño cambio en el argumento de la función del valor a al valor
a ! Bx. Esto es exactamente la aproximación lineal

f (a ! Bx) ] f (a) ! f ñ(a)Bx

Ejemplo 2 Una bola de hielo se funde de forma que su radio disminuye de 5 cm a 4.92 cm. ¿Cuánto
disminuye aproximadamente el volumen de la bola?

Solución El volumen V de una bola de radio r se expresa como V %
4

3
nr3, por lo que

BV ]

4

3
n(3r2)Br % 4nr2

Br

Para r % 5 y Br % .0.08 tenemos que

BV ] 4n(52)(.0.08) % .8n ] .25.13

El volumen de la bola disminuye aproximadamente 25 cm3.

El siguiente ejemplo ilustra el uso de la linealización para obtener un valor aproximado de una
función cerca de un punto cuando se conocen los valores de la función y de su derivada.

Ejemplo 3 Utilice la linealización de ∂x en x % 25 para obtener un valor aproximado de ∂26.

Solución Si f (x) % ∂x, entonces f ñ(x) % 1/(2∂x). Como sabemos que f (25) % 5 y f ñ(25) % 1/10, la li-
nealización de f (x) en x % 25 es

L(x) % 5 !
1

10
(x . 25)

Haciendo x % 26 se obtiene

∂26 % f (26) ] L(26) % 5 !
1

10
(26 . 25) % 5.1

Si se utiliza la función raíz cuadrada de una calculadora se puede obtener el «verdadero valor» de
∂26 (realmente, sólo otra aproximación, aunque presumiblemente mejor): ∂26 % 5.099 019 5...,
pero si tenemos una calculadora no se necesita la primera aproximación. Las aproximaciones son
útiles cuando no es fácil obtener el valor verdadero. Sin embargo, si no conocemos el valor ver-
dadero, al menos nos gustaría disponer de alguna forma de determinar la calidad de la aproxima-
ción, es decir, desearíamos conocer una estimación del error. Después de todo, cualquier núme-
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ro es un aproximación de ∂26, pero el error puede ser inaceptablemente grande. Por ejemplo, el
tamaño del error en la aproximación ∂26 ] 1 000 000 es mayor que 999 994.

Análisis del error

En cualquier aproximación, se define el error como

error % valor verdadero . valor aproximado

Si la linealización de f alrededor de a se usa para aproximar f (x) en x % a, es decir,

f (x) ] L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a)

entonces el error E(x) de esta aproximación es

E(x) % f (x) . L(x) % f (x) . f (a) . f ñ(a)(x . a)

Es la distancia vertical en x entre la gráfica de f y la tangente a esa gráfica en x % a, como se
muestra en la Figura 4.57. Obsérvese que si x está «cerca de» a, entonces E(x) será pequeño
comparado con la distancia horizontal entre x y a.

Figura 4.57 f (x) y su linealización
L(x) en x % a. E(x) es el error de la
aproximación f (x) ] L(x).

El siguiente teorema y sus corolarios nos dan una forma de estimar este error si se conocen lími-
tes para la segunda derivada de f .

TEOREMA 9 Una fórmula para el error de la linealización

Si existe f ññ(t) para todo t en un intervalo que contenga a a y a x, entonces existe algún
punto s entre a y x tal que el error E(x) % f (x) . L(x) en la aproximación lineal
f (x) ] L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a) cumple

E(x) %
f ññ(s)

2
(x . a)2
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DEMOSTRACIÓN Supongamos que xba (la demostración para xaa es similar). Como

E(t) % f (t) . f (a) . f ñ(a)(t . a)

Tenemos que Eñ(t) % f ñ(t) . f ñ(a). Aplicamos el Teorema del Valor Medio Generalizado
(Teorema 16 de la Sección 2.6) a las dos funciones E(t) y (t . a)2 en [a, x]. Teniendo en
cuenta que E(a) % 0, se obtiene un número u en (a, x) tal que

E(x)

(x . a)2 %
E(x) . E(a)

(x . a)2
. (a . a)2 %

Eñ(u)

2(u . a)
%

f ñ(u) . f ñ(a)

2(u . a)
%

1

2
f ññ(s)

para algún s en (a, u); la última expresión es una consecuencia de aplicar de nuevo el Teo-
rema del Valor Medio, esta vez a f ñ en [a, u]. Entonces,

E(x) %
f ññ(s)

2
(x . a)2

como se quería demostrar.
#

Los tres corolarios siguientes son consecuencias inmediatas del Teorema 9.

Corolario A. Si f ññ(t) tiene signo constante (es decir, es siempre positivo o siempre negativo)
entre a y x, entonces el error E(x) en la aproximación lineal f (x) ] L(x) en el Teorema tiene ese
mismo signo; si f ññ(t) b 0 entre a y x, entonces f (x) b L(x); si f ññ(t) a 0 entre a y x, entonces
f (x) a L(x).

Corolario B. Si � f ññ(t) �a K para todo t entre a y x, entonces �E(x) � a (K/2)(x. a)2.

Corolario C. Si f ññ(t) cumple M a f ññ(t) a N para todo t entre a y x (siendo M y N constantes),
entonces

L(x) !
M

2
(x . a)2

a f (x) a L(x) !
N

2
(x . a)2

Si M y N tienen el mismo signo, una aproximación mejor a f (x) es el punto medio de este inter-
valo que contiene a f (x):

f (x) ] L(x) !
M ! N

4
(x . a)2

Para esta aproximación el error es menor que la mitad de la longitud del intervalo:

�Error � a
N . M

4
(x . a)2

Ejemplo 4 Determine el signo y estime el tamaño del error en la aproximación ∂26 ] 5.1 obtenida
en el Ejemplo 3. Obtenga a continuación un intervalo en el que pueda asegurar que está ∂26.

Solución Para f (t) % t1/2, tenemos que

f ñ(t) %
1

2
t.1/2 y f ññ(t) % .

1

4
t.3/2

Para 25 a t a 26, tenemos que f ññ(t) a 0, por lo que ∂26 % f (26) a L(26) % 5.1. Además,
t3/2b 253/2

% 125, por lo que � f ññ(t) � a (1/4)(1/125)% 1/500) y

�E(26) � a
1

2
#

1

500
# (26 . 25)2

%
1

1000
% 0.001

Por tanto, f (26) b L(26) . 0.001 % 5.099 y ∂26 está en el intervalo (5.099, 5.1).
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Observación Se puede utilizar el Corolario C del Teorema 9 y el hecho de que ∂26 a 5.1
para calcular un intervalo mejor (es decir, más pequeño) que contenga a ∂26 de la siguiente
forma. Si 25 a t a 26, entonces 125 % 253/2

a t3/2 a 263/2
a 5.13. Por tanto,

M % .

1

4 # 125
a f ññ(t) a .

1

4 # 5.13 % N

∂26 ] L(26) !
M ! N

4
% 5.1 .

1

4 A
1

4 # 125
!

1

4 # 5.13B] 5.099 028 8

�Error �a
N . M

4
%

1

16A.

1

5.13 !
1

125B] 0.000 028 8

Entonces ∂26 está en el intervalo (5.099 00, 5.099 06).

Ejemplo 5 Utilice una linealización adecuada para obtener un valor aproximado de cos (36o)%cos (n/
5). ¿Es el verdadero valor mayor o menor que la aproximación? Estime el tamaño del error y proporcione
un intervalo en el que pueda asegurar que está cos (36o).

Solución Sea f (t) % cos t, de forma que f ñ(t) % .sen t y f ññ(t) % .cos t. El valor de a más próximo a
36o para el que conocemos cos a es a % 30o

% n/6, por lo que utilizamos la linealización alrededor de ese
punto:

L(x) % cos
n
6

. sen
n
6 Ax .

n
6B%

∂3

2
.

1

2Ax .

n
6B

Como (n/5) . (n/6) % n/30, nuestra aproximación es

cos (36o) % cos
n
5

] LA
n
5B%

∂3

2
.

1

2 A
n
30B] 0.813 67

Si (n/6) a t a (n/5), entonces f ññ(t) a 0 y � f ññ(t) � a cos (n/6) % ∂3/2. Por tanto, cos (36o) a 0.813 67 y

�E(36o) � a
∂3

4 A
n
30B

2

a 0.004 75

Por tanto, 0.813 67 . 0.004 75 a cos (36o) a 0.813 67, por lo que cos (36o) está en el intervalo (0.808 92,
0.813 67).

Observación El error en la linealización de f (x) en x % a se puede interpretar en términos de
diferenciales (véase la Sección 2.2) de la siguiente forma. Si Bx % dx % x . a, entonces el cam-
bio en f (x) cuando pasamos de x % a a x % a ! Bx es f (a ! Bx) . f (a) % By, y el correspon-
diente cambio en la linealización L(x) es f ñ(a)(x . a) % f ñ(a) dx, que es justamente el valor de
x % a del diferencial dy % f ñ(x) dx. Por tanto,

E(x) % By . dy

El error E(x) es pequeño comparado con Bx cuando Bx tiende a 0, como se puede ver en la Fi-
gura 4.57. De hecho,

lim
Bxr0

By . dy

Bx
% lim

Bxr0 A
By

Bx
.

dy

dxB%
dy

dx
.

dy

dx
% 0

Si � f ññ(t) � m K (constante) cerca de t % a, se puede realizar una aseveración más fuerte:

G
By . dy

(Bx)2 G% G
E(x)

(Bx)2Gm
K

2
, por tanto, �By . dy � m

K

2
(Bx)2
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Ejercicios 4.7

En los Ejercicios 1-10, calcule la linealización de las
funciones dadas alrededor de los puntos dados.

1. x2 alrededor de x % 3

2. x.3 alrededor de x % 2

3. ∂4.x alrededor de x % 0

4. ∂3 ! x2 alrededor de x % 1

5. 1/(1! x2) alrededor de x % 2

6. 1/∂x alrededor de x % 4

7. sen x alrededor de x % n

8. cos (2x) alrededor de x % n/3

9. sen2 x alrededor de x % n/6

10. tan x alrededor de x % n/4

11. ¿Cuánto crece aproximadamente el área de un cuadrado
si la longitud de su lado pasa de 10 cm a 10.4 cm?

12. ¿Cuánto hay que reducir aproximadamente la longitud
del lado de un cubo que mide 20 cm para reducir el
volumen de dicho cubo en 12 cm3?

13. Una nave espacial orbita la tierra a una distancia de
4100 millas desde su centro. ¿Cuánto disminuirá la
circunferencia de su órbita si su radio disminuye en 10
millas?

14. (Aceleración de la gravedad) La aceleración a de la
gravedad a una altitud de h millas sobre la superficie
de la tierra se puede expresar como

a % gA
R

R ! hB
2

siendo g ] 32 pies/s2 la aceleración en la superficie de
la tierra y R ] 3960 millas el radio de la tierra. ¿En
qué porcentaje disminuirá a si h crece desde 0 hasta 10
millas?

En los Ejercicios 15-22, utilice una linealización adecuada
para aproximar el valor indicado. Determine el signo del
error y estime su tamaño. Utilice esta información para

especificar un intervalo en el que se pueda asegurar que
esté el valor.

15. ∂50 16. ∂47

17. 4
∂85 18.

1

2.003

19. cos 46o 20. sen
n
5

21. sen (3.14) 22. sen 33o

Utilice el Corolario C del Teorema 9 de la manera que
sugiere la observación que sigue al Ejemplo 4 para obtener
mejores intervalos y mejores aproximaciones a los valores
de los Ejercicios 23-26.

23. ∂50 a partir de la primera aproximación del Ejercicio 15.

24. ∂47 a partir de la primera aproximación del Ejercicio 16.

25. cos 36o a partir de la primera aproximación del
Ejemplo 5.

26. sen 33o a partir de la primera aproximación del
Ejercicio 22.

27. Si f (2) % 4, f ñ(2) % .1 y 0 m f ññ(x) m 1/x para x b 0,
calcule el mínimo intervalo en el que se pueda asegurar
que está f (3).

28. Si f (2) % 4, f ñ(2) % .1 y
1

2x
m f ññ(x) m

1

x
para

2 m x m 3, calcule la mejor aproximación posible para
f (3).

29. Si g(2) % 1, gñ(2) % 2 y �gññ(x) � a 1 ! (x . 2)2 para
todo x b 0, calcule la mejor aproximación posible para
g(1.8). ¿Cómo puede ser de grande el error?

30. Demuestre que la linealización de sen h en h % 0 es
L(h) % h. ¿Cómo puede ser de grande el error
porcentual en la aproximación sen h ] h si �h � es
menor que 17o?

31. Un globo esférico se infla de forma que su radio crece
desde 20 cm a 20.20 cm en un minuto. ¿Cuánto ha
crecido aproximadamente su volumen en ese minuto?

4.8 Polinomios de Taylor

La linealización de la función f (x) en x % a, es decir, la función lineal

P1(x) % L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a)

describe el comportamiento de f cerca de a mejor que cualquier otro polinomio de grado 1 por-
que tanto P1 como f tienen el mismo valor y la misma derivada en a:

P1(a) % f (a) y Pñ1(a) % f ñ(a)

306 CÁLCULO



Se utiliza el símbolo P1 en vez de L para subrayar el hecho de que la linealización es un polino-
mio de grado máximo 1.

Se pueden obtener mejores aproximaciones a f (x) utilizando polinomios de segundo grado o
de grado superior y ajustando más derivadas en x % a. Por ejemplo, si f es dos veces diferencia-
ble cerca de a, entonces el polinomio

P2(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a) !
f ññ(a)

2
(x . a)2

cumple P2(a) % f (a), Pñ2(a) % f ñ(a) y Pññ2(a) % f ññ(a) y describe el comportamiento de f alrededor
de a mejor que cualquier otro polinomio de grado máximo 2.

En general, si f (n)(x) existe en un intervalo abierto que contiene a x % a, entonces el poli-
nomio

Pn(x) % f (a) !
f ñ(a)

1!
(x . a) !

f ññ(a)

2!
(x . a)2

!
f ñññ(a)

3!
(x . a)3

! ñ !
f (n)(a)

n!
(x . a)n

se ajusta a f y a sus n primeras derivadas en x % a,

Pn(a) % f (a), Pñn(a) % f ñ(a), ..., P(n)
n (a) % f (n)(a)

y, por tanto, describe el comportamiento de f (x) cerca de x % a mejor que cualquier otro polino-
mio de grado máximo n. Pn se denomina polinomio de Taylor de orden n para f alrededor
de a (los polinomios de Taylor alrededor de 0 se denominan generalmente polinomios de Ma-
claurin). El polinomio de Taylor de orden 0 para f alrededor de a es la función constante a
P0(x) % f (a). El polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a se denomina a veces poli-
nomio de Taylor de grado n, pero su grado será en realidad menor que n si f (n)(a) % 0.

Ejemplo 1 Calcule los siguientes polinomios de Taylor:

(a) P2(x) para f (x) % ∂x cerca de x % 25.

(b) P3(x) para g(x) % ln x cerca de x % e.

Solución (a) f ñ(x) % (1/2)x.1/2, f ññ(x) % .(1/4)x.3/2. Por tanto,

P2(x) % f (25) ! f ñ(25)(x . 25) !
f ññ(25)

2!
(x . 25)2

% 5 !
1

10
(x . 25) .

1

1000
(x . 25)2

(b) gñ(x) %
1

x
, gññ(x) % .

1

x2, gñññ(x) %
2

x3. Por tanto,

P3(x) % g(e) ! gñ(e)(x . e) !
gññ(e)

2!
(x . e)2

!
gñññ(e)

3!
(x . e)3

% 1 !
1

e
(x . e) .

1

2e2 (x . e)2
!

1

3e3 (x . e)3

Ejemplo 2 Calcule el polinomio de Maclaurin de orden n Pn(x) para ex. Utilice P0(1), P1(1), P2(1), ...
para calcular valores aproximados de e % e1. Deténgase cuando piense que tiene tres cifras decimales co-
rrectas.
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Solución Como todas las derivadas de ex valen ex, y por tanto valen uno en x % 0, el polinomio de
Maclaurin de orden n para ex (es decir, el polinomio de Taylor en x % 0) es

Pn(x) % 1 !
x

1!
!

x2

2!
!

x3

3!
! ñ !

xn

n!

Por tanto, tenemos para x % 1, añadiendo un término más en cada paso:

P0(1) % 1

P1(1) % 1 !
1

1!
% 2

P2(1) % P1(1) !
1

2!
% P1(1) !

1

2
% 2.5

P3(1) % P2(1) !
1

3!
% P2(1) !

1

6
% 2.6666

P4(1) % P3(1) !
1

4!
% P3(1) !

1

24
% 2.7083

P5(1) % P4(1) !
1

5!
% P4(1) !

1

120
% 2.7166

P6(1) % P5(1) !
1

6!
% P5(1) !

1

720
% 2.7180

P7(1) % P6(1) !
1

7!
% P6(1) !

1

5040
% 2.7182

Parece que e ] 2.718 con una precisión de tres cifras decimales. En el Ejemplo 5 posterior verificaremos
que de hecho P7(1) produce mucha mayor precisión. Las gráficas de ex y de sus cuatro primeros polinomios
de Maclaurin se muestran en la Figura 4.58.

Figura 4.58 Algunos polinomios
de Maclaurin para ex.

Ejemplo 3 Calcule los polinomios de Maclaurin P1(x), P2(x), P3(x) y P4(x) para f (x) % sen x. Escriba
después los polinomios generales de Maclaurin P2n.1(x) y P2n(x) para esa función.
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Solución Tenemos que f ñ(x) % cos x, f ññ(x) % .sen x, f ñññ(x) % .cos x y f (4)(x) % sen x % f (x), por lo
que el patrón se repite para derivadas superiores. Como

f (0) % 0, f ññ(0) % 0, f (4)(0) % 0, f (6)
% 0

f ñ(0) % 1 f ñññ(0) % .1 f (4)(0) % 1, f (7)
% .1

tenemos que

P1(x) % 0 ! x % x

P2(x) % 0 ! x !
0

2!
x2

% x % P1(x)

P3(x) % 0 ! x ! 0 .

1

3!
x3

% x .

x3

3!

P4(x) % 0 ! x ! 0 .

1

3!
x3

!
0

4!
x4

% x .

x3

3!
% P3(x)

En general, f (2n.1)(0) % (.1)n.1 y f (2n)(0) % 0, por lo que

P2n.1(x) % P2n(x) % x .

x3

3!
!

x5

5!
. ñ ! (.1)n.1 x2n.1

(2n . 1)!

Fórmula de Taylor

El siguiente teorema proporciona una fórmula para el error en una aproximación de Taylor
f (x) ] Pn(x), similar a la proporcionada para la aproximación lineal en el Teorema 9.

TEOREMA 10 Teorema de Taylor

Si la derivada de orden (n ! 1), f (n!1)(t), existe para todo t en un intervalo que contiene a
a y a x, y si Pn(x) es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, es decir,

Pn(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a) !
f ññ(a)

2!
(x . a)2

! ñ !
f (n)(a)

n!
(x . a)n

entonces el error En(x) % f (x) . Pn(x) en la aproximación f (x) ] Pn(x) se expresa como

En(x) %
f (n!1)(s)

(n ! 1)!
(x . a)n!1

siendo s un número entre a y x. La fórmula resultante

f (x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a) !
f ññ(a)

2!
(x . a)2

! ñ !
f (n)(a)

n!
(x . a)n

!
f (n!1)(s)

(n ! 1)!
(x . a)n!1, para algún s entre a y x

se denomina fórmula de Taylor con resto de Lagrange. El término del resto de Lagran-
ge es la fórmula explícita dada anteriormente para En(x).
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Nótese que el término de error (resto de Lagrange) en la fórmula de Taylor se parece al
siguiente término del polinomio de Taylor si continuáramos dicho polinomio para incluir
un término más (de grado n ! 1) EXCEPTO porque la derivada f (n!1) no se evalúa en a,
sino en algún punto c (en general desconocido) entre a y x. Esto facilita recordar la fór-
mula de Taylor.

DEMOSTRACIÓN Obsérvese que el caso n % 0 de la fórmula de Taylor, concreta-
mente,

f (x) % P0(x) ! E0(x) % f (a) !
f ñ(s)

1!
(x . a)

es justamente el Teorema del Valor Medio

f (x) . f (a)

x . a
% f ñ(s) para algún s entre a y x

Nótese también que el caso n % 1 es justamente la fórmula del error para la linealización
dada en el Teorema 9.

Completaremos la demostración para valores de n mayores utilizando inducción mate-
mática (véase la demostración del Teorema 2 en la Sección 2.3). Supongamos entonces
que ya hemos demostrado el caso n % k . 1, donde k n 2 es un entero. Esto es, estamos
suponiendo que si f es una función cualquiera cuya k-ésima derivada existe en un interva-
lo que contiene a a y a x, entonces

Ek.1(x) %
f (k)(x)

k!
(x . a)k

siendo s algún número entre a y x. Consideremos el caso siguiente n % k. Como en la de-
mostración del Teorema 9, suponemos que x b a (el caso x a a es similar) y aplicamos el
Teorema del Valor Medio Generalizado a las funciones Ek(t) y (t . a)k!1 en [a, x]. Como
Ek(a) % 0, obtenemos un número u en el intervalo (a, x) tal que

Ek(x)

(x . a)k!1 %
Ek(k) . Ek(a)

(x . a)k!1
. (a . a)k!1 %

Eñk(u)

(k ! 1)(u . a)k

Ahora

Eñk(u) %
d

dtA f (t) . f (a) . f ñ(a)(t . a) .

f ññ(a)

2!
(t . a)2

. ñ .

f (k)(a)

k!
(t . a)kB Gt%u

% f ñ(u) . f ñ(a) . f ññ(a)(u . a) . ñ .

f (k)(a)

(k . 1)!
(u . a)k.1

Esta última expresión es justamente Ek.1(u) para la función f ñ en vez de f . Por el supues-
to de inducción es igual a

( f ñ)(k)(s)

k!
(u . a)k

%
f (k!1)(s)

k!
(u . a)k

para algún valor s entre a y u. Por tanto,

Ek(x) %
f (k!1)(s)

(k ! 1)!
(x . a)k!1
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Hemos demostrado que el caso n % k del Teorema de Taylor es verdadero si el caso
n % k . 1 es verdadero, lo que completa la demostración por inducción.

#

Observación Para cualquier valor de x para el que limnrä
En(x) % 0 podemos asegurar que

la aproximación de Taylor f (x) ] Pn(x) estará tan cerca como deseemos escogiendo n suficiente-
mente grande.

Ejemplo 4 Utilice el polinomio de Taylor de segundo orden para ∂x alrededor de x % 25 obtenido en
el Ejemplo 1(a) para aproximar ∂26. Estime el tamaño del error y especifique un intervalo en el que pueda
asegurar que se encuentra ∂26.

Solución En el Ejemplo 1(a) calculamos f ññ(x) % .(1/4)x.3/2 y obtuvimos el polinomio de Taylor

P2(x) % 5 !
1

10
(x . 25) .

1

1000
(x . 25)2

La aproximación requerida es

∂26 % f (26) ] P2(26) % 5 !
1

10
(26 . 25) .

1

1000
(26 . 25)2

% 5.099

Ahora f ñññ(x) % (3/8)x.5/2. Para 25 a s a 26 tenemos que

� f ñññ(s) � m
3

8

1

255/2 %
3

8 # 3125
%

3

25 000

Por tanto, el error de la aproximación cumple

�E2(26) � m
3

25 000 # 6
(26 . 25)3

%
1

50 000
% 0.00002

Entonces, ∂26 está en el intervalo (5.09898, 5.09902).

Ejemplo 5 Utilice el Teorema de Taylor para confirmar que el polinomio de Maclaurin P7(x) para ex

es suficiente para calcular el número e con una precisión de tres cifras decimales, como se indica en el
Ejemplo 2.

Solución El error en la aproximación ex
] Pn(x) cumple

En(x) %
es

(n ! 1)!
xn!1, para algún s entre 0 y x

Si x % 1, entonces 0 a s a 1, por lo que es
a e a 3 y 0 a En(1) a 3/(n! 1)!. Para obtener una aproxima-

ción de e % e1 con una exactitud de tres cifras decimales, es necesario que En(1) a 0.0005. Como
3/(8!) % 3/40 320 ] 0.000 074, pero 3/(7!) % 3/5040 ] 0.000 59 podemos estar seguros de que n % 7 cum-
plirá, pero no podemos asegurar que lo cumplirá n % 6:

e ] 1 ! 1 !
1

2!
!

1

3!
!

1

4!
!

1

5!
!

1

6!
!

1

7!
] 2.7183 ] 2.718

con una exactitud de tres cifras decimales.
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Notación O

DEFINICIÓN 9

Se escribe f (x) % O(u(x)) cuando x r a si

� f (x) � m K�u(x) �

se cumple para alguna constante K en algún intervalo abierto que contiene a x % a.
De forma similar, f (x) % g(x) ! O(u(x)) cuando x r a si f (x) . g(x) % O(u(x)) cuando

x r a, es decir, si

� f (x) . g(x) �m K�u(x) � cerca de a

Por ejemplo, sen x % O(x) cuando x r 0 porque �sen x � m �x � cerca de 0.
A partir de la definición se pueden deducir las siguientes propiedades de la notación O:

(i) Si f (x) % O(u(x)) cuando x r a, entonces C f (x) % O(u(x)) cuando x r a para cualquier
constante C.

(ii) Si f (x) % O(u(x)) cuando x r a y g(x) % O(u(x)) cuando x r a, entonces
f (x) u g(x) % O(u(x)) cuando x r a.

(iii) Si f (x) % O((x . a)ku(x)) cuando x r a, entonces f (x)/(x. a)k
% O(u(x)) cuando x r a

para cualquier constante k.

El Teorema de Taylor dice que si f (n!1)(t) existe en un intervalo que contiene a a y a x, y si
Pn es el polinomio de Taylor de orden n para f alrededor de a, entonces, cuando x r a,

f (x) % Pn(x) ! O((x . a)n!1)

Esto es una afirmación sobre la rapidez con que la gráfica del polinomio de Taylor Pn(x) se acer-
ca a la de f (x) cuando x r a. La distancia vertical entre las gráficas disminuye tan rápidamente
como �x . a �n!1. El siguiente teorema demuestra que el polinomio de Taylor Pn(x) es el único
polinomio de grado máximo n cuya gráfica se aproxima a la gráfica de f (x) con esa rapidez.

TEOREMA 11 Si f (x) % Qn(x) ! O((x . a)n!1) cuando x r a, siendo Qn un polinomio de grado máximo
n, entonces Qn(x) % Pn(x), es decir, Qn es el polinomio de Taylor para f (x) en x % a.

DEMOSTRACIÓN Sea Pn el polinomio de Taylor. Entonces las propiedades (i) y (ii)
de la notación O implican que Rn(x) % Qn(x) . Pn(x) % O((x . a)n!1) cuando x r a.
Queremos demostrar que Rn(x) es idénticamente cero de forma que Qn(x) % Pn(x) para to-
do x. Sustituyendo x por a ! (x . a) y desarrollando las potencias, podemos escribir Rn(x)
en la forma

Rn(x) % c0 ! c1(x . a) ! c2(x . a)2
! ñ ! cn(x . a)n

Si Rn(x) no es idénticamente nulo, entonces existe un mínimo coeficiente ck(k m n) tal que
ck Ç 0, pero cj % 0 para 0 m j m k . 1. Por tanto,

Rn(x) % (x . a)k(ck ! ck!1(x . a) ! ñ ! cn(x . a)n.k)

Por lo tanto, limxra Rn(x)/(x. a)k
% ck Ç 0. Sin embargo, por la propiedad (iii) anterior

tenemos que Rn(x)/(x . a)k
%O((x . a)n!1.k). Como n ! 1 . k b 0, esto indica que

Rn(x)/(x. a)k
r 0 cuando x r a. Esta contradicción demuestra que Rn(x) debe ser idénti-

camente nulo. Por tanto, Qn(x) % Pn(x) para todo x.

#
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La Tabla 4 contiene las fórmulas de Taylor alrededor del 0 (fórmulas de Maclaurin) para algunas
funciones elementales, con términos de error expresados utilizando la notación O.

Tabla 4. Algunas fórmulas de Maclaurin con términos de error expresados
mediante la notación O

Cuando x r 0:

(a) ex
% 1 ! x !

x2

2!
!

x3

3!
! ñ !

xn

n!
! O(xn!1)

(b) cos x % 1 .

x2

2!
!

x4

4!
. ñ ! (.1)n x2n

(2n)!
! O(x2n!2)

(c) sen x % x .

x3

3!
!

x5

5!
. ñ ! (.1)n x2n!1

(2n ! 1)!
! O(x2n!3)

(d)
1

1 . x
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ ! xn

! O(xn!1)

(e) ln (1 ! x) % x .

x2

2
!

x3

3
. ñ ! (.1)n.1 xn

n
! O(xn!1)

(f) tan.1 x % x .

x3

3
!

x5

5
. ñ ! (.1)n x2n!1

2n ! 1
! O(x2n!3)

Es conveniente recordar las expresiones anteriores. Las tres primeras se pueden obtener fácil-
mente utilizando la fórmula de Taylor con el resto de Lagrange. Las otras tres requieren un es-
fuerzo mayor para verificarlas para un valor de n general. En la Sección 9.6 volveremos a los
polinomios de Taylor y Maclaurin en el contexto de las series de Taylor y Maclaurin. En ese
momento dispondremos de mejores medios para establecer esos resultados. La necesidad de cal-
cular derivadas de orden superior puede hacer difícil el uso de la fórmula de Taylor, excepto pa-
ra las funciones más simples.

La importancia real del Teorema 11 es que nos permite obtener polinomios de Taylor para
nuevas funciones combinando otros ya conocidos. Mientras el término de error sea de mayor
grado que el orden del polinomio obtenido, éste debe ser un polinomio de Taylor. Ilustraremos
esto con algunos ejemplos.

Ejemplo 6 Calcule el polinomio de Maclaurin de orden 2n para cosh x.

Solución Escribimos la fórmula de Taylor para ex en x % 0 (véase en la Tabla 4) sustituyendo n por
2n ! 1, y luego la volvemos a escribir sustituyendo x por .x. Obtenemos

ex
% 1 ! x !

x2

2!
!

x3

3!
! ñ !

x2n

(2n)!
!

x2n!1

(2n ! 1)!
! O(x2n!2)

e.x
% 1 . x !

x2

2!
.

x3

3!
! ñ !

x2n

(2n)!
.

x2n!1

(2n ! 1)!
! O(x2n!2)

cuando x r 0. Promediando los dos resultados anteriores se obtiene

cosh x %
ex

! e.x

2
% 1 !

x2

2!
!

x4

4!
! ñ !

x2n

(2n)!
! O(x2n!2)

cuando x r 0. Por el Teorema 11 el polinomio de Maclaurin P2n(x) para cosh x es

P2n(x) % 1 !
x2

2!
!

x4

4!
! ñ !

x2n

(2n)!
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Ejemplo 7 Obtenga el polinomio de Taylor de orden tres para e2x en x % 1 a partir del correspondien-
te polinomio de Maclaurin para ex (de la Tabla 4).

Solución Escribiendo x % 1 ! (x . 1), tenemos que

e2x
% e2!2(x.1)

% e2e2(x.1)

% e2C1 ! 2(x . 1) !
22(x . 1)2

2!
!

23(x . 1)3

3!
! O((x . 1)4)D

cuando x r 1. Por el Teorema 11, el polinomio de Taylor P3(x) para e2x en x % 1 debe ser

P3(x) % e2
! 2e2(x . 1) ! 2e2(x . 1)2

!
4e2

3
(x . 1)3

Ejemplo 8 Utilice la fórmula de Taylor para ln (1 ! x) (de la Tabla 4) para calcular el polinomio de
Taylor P3(x) para ln x en x % e (esto proporciona una alternativa a utilizar la definición de polinomios de
Taylor tal como se hizo para resolver el mismo problema en el Ejemplo 1(b)).

Solución Tenemos que x % e ! (x . e) % e(1 ! t) siendo t % (x . e)/e. Como x r e tenemos que t r 0,
por lo que

ln x % ln e ! ln (1 ! t) % ln e !
t

2
.

t2

2
!

t3

3
! O(t4)

% 1 !
x . e

e
.

1

2 A
x . e

e B
2

!
1

3A
x . e

e B
3

! O((x . e)4)

Por tanto, por el Teorema 11,

P3(x) % 1 !
x . e

e
.

1

2 A
x . e

e B
2

!
1

3 A
x . e

e B
3

Ejercicios 4.8

Calcule los polinomios de Taylor que se indican para las
funciones de los Ejercicios 1-8 utilizando la definición de
polinomio de Taylor.

1. Para e.x alrededor de x % 0, orden 4.

2. Para cos x alrededor de x % n/4, orden 3.

3. Para ln x alrededor de x % 2, orden 4.

4. Para sec x alrededor de x % 0, orden 3.

5. Para ∂x alrededor de x % 4, orden 3.

6. Para 1/(1 . x) alrededor de x % 0, orden n.

7. Para 1/(2! x) alrededor de x % 1, orden n.

8. Para sen (2x) alrededor x % n/2, orden 2n . 1.

En los Ejercicios 9-14, utilice el polinomio de orden 2,
P2(x), para las funciones dadas alrededor del punto
especificado, para aproximar los valores indicados. Estime
el error, y escriba el mínimo intervalo que se pueda
asegurar que contiene el valor.

9. f (x) % x1/3 alrededor de 8; aproxime 91/3.

10. f (x) % ∂x alrededor de 64; aproxime ∂61.

11. f (x) %
1

x
alrededor de 1; aproxime

1

1.02
.

12. f (x) % tan.1 x alrededor de 1; aproxime tan.1 (0.97).

13. f (x) % ex alrededor de 0; aproxime e.0.5.

14. f (x) % sen x alrededor n/4; aproxime sen (47o).

En los Ejercicios 15-20, escriba las fórmulas de Taylor para
los casos indicados para las funciones dadas. ¿Cuál es el
resto de Lagrange en cada caso?

15. f (x) % sen x, a % 0, n % 7

16. f (x) % cos x, a % 0, n % 6

17. f (x) % sen x, a % n/4, n % 4

18. f (x) %
1

1 . x
, a % 0, n % 6
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19. f (x) % ln x, a % 1, n % 6

20. f (x) % tan x, a % 0, n % 3

Calcule los polinomios de Taylor que se piden en los
Ejercicios 21-26, utilizando polinomios de Taylor o
Maclaurin conocidos y cambiando las variables, como se
hizo en los Ejemplos 6-8.

21. P3(x) para e3x alrededor de x % .1.

22. P8(x) para e.x2
alrededor de x % 0.

23. P4(x) para sen2 x alrededor de x % 0. Sugerencia:

sen2 x %
1 . cos 2x

2
.

24. P5(x) para sen x alrededor de x % n.

25. P6(x) para 1/(1 ! 2x2) alrededor de x % 0.

26. P8(x) para cos (3x . n) alrededor de x % 0.

27. Calcule todos los polinomios de Maclaurin Pn(x) para
f (x) % x3.

28. Calcule todos los polinomios de Taylor Pn(x) para
f (x) % x3 en x % 1.

29. Calcule el polinomio de Maclaurin P2n!1(x) para
senh x combinando adecuadamente en los polinomios
para ex y e.x.

30. Combinando adecuadamente los polinomios de
Maclaurin para ln (1 ! x) y ln (1 . x), obtenga el
polinomio de Maclaurin de orden 2n ! 1 para

tanh.1 (x) %
1

2
ln A

1 ! x

1 . xB.

31. Escriba la fórmula de Taylor para f (x) % e.x con
a % 0 y utilícela para calcular 1/e con una precisión de
cinco cifras decimales (se puede utilizar una
calculadora, pero no su función ex).

32. Escriba la forma general de la fórmula de Taylor para
f (x) % sen x en x % 0 con resto de Lagrange. ¿Qué
valor necesita tener n para asegurar que la
correspondiente aproximación del polinomio de Taylor
proporcionará el seno de 1 radián con una precisión de
cinco cifras decimales?

33. ¿Cuál es la mejor aproximación de orden 2 a la función
f (x) % (x . 1)2 en x % 0? ¿Cuál es el error de esta
aproximación? Responda ahora las mismas preguntas
para g(x) % x3

! 2x2
! 3x ! 4. ¿Puede ser mejorada

(es decir, hacerse más pequeña) la constante 1/6 % 1/3!
en la fórmula del error para la aproximación de grado 2?

34. Factorizando 1 . xn!1 (o mediante división de
polinomios), demuestre que

1

1 . x
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ ! xn

!
xn!1

1 . x
(*)

A continuación demuestre que si �x �mKa1, entonces

G
xn!1

1 . xGm
1

1 . K
�xn!1 �

Esto implica que xn!1/(1. x) % O(xn!1) cuando
x r 0 y confirma la fórmula (d) de la Tabla 4. ¿Qué
dice entonces el Teorema 11 sobre el polinomio de
Maclaurin de orden n para 1/(1. x)?

*35. Diferenciando la identidad (*) del Ejercicio 34 y
sustituyendo después n por n ! 1, demuestre que

1

(1 . x)2 % 1 ! 2x ! 3x2
! ñ ! (n ! 1)xn

!
n ! 2 . (n ! 1)x

(1 . x)2 xn!1

Utilice después el Teorema 11 para determinar el
n-ésimo polinomio de Maclaurin para 1/(1. x)2.

4.9 Formas indeterminadas

En la Sección 2.5 demostramos que

lim
xr0

sen x

x
% 1

Esto no se puede ver inmediatamente sustituyendo x % 0 en la función (sen x)/x, ya que tanto
sen x como x valen cero en x % 0. (sen x)/x se denomina forma indeterminada del tipo [0/0] en
x % 0. El límite de esa forma indeterminada puede ser cualquier número. Por ejemplo, cada uno
de los cocientes kx/x, x/x3 y x3/x2 es una forma indeterminada del tipo [0/0] en x % 0, pero

lim
xr0

kx

x
% k, lim

xr0

x

x3 % ä, lim
xr0

x3

x2 % 0

Existen otros tipos de formas indeterminadas. Se muestran, junto con un ejemplo de cada tipo,
en la Tabla 5.
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Tabla 5. Tipos de formas indeterminadas

Tipo Ejemplo

[0/0] lim
xr0

sen x

x

[ä/ä] lim
xr0

ln (1/x2)

cot (x2)

[0 . ä] lim
xr0!

x ln
1

x

[ä . ä] lim
xr(n/2). Atan x .

1

n . 2xB
[00] lim

xr0!

xx

[ä0] lim
xr(n/2).

(tan x)cos x

[1ä] lim
xrä A1 !

1

xB
x

Las formas indeterminadas de tipo [0/0] son las más comunes. A menudo se pueden evaluar de
forma bastante sencilla utilizando las fórmulas de Taylor conocidas.

Ejemplo 1 Evalúe lim
xr0

2 sen x . sen (2x)

2ex
. 2 . 2x . x2.

Solución Tanto el numerador como el denominador tienden a 0 cuando x r 0. Sustituyamos las funcio-
nes exponenciales y trigonométricas con sus polinomios de Maclaurin de grado tres más los correspondien-
tes términos de error utilizando la notación O:

lim
xr0

2 sen x . sen (2x)

2ex
. 2 . 2x . x2

% lim
xr0

2Ax .

x3

3!
! O(x5)B.A2x .

23x3

3!
! O(x5)B

2A1 ! x !
x2

2!
!

x3

3!
! O(x4)B. 2 . 2x . x2

% lim
xr0

.

x3

3
!

4x3

3
! O(x5)

x3

3
! O(x4)

% lim
xr0

1 ! O(x2)

1

3
! O(x)

%
1

1

3

% 3

Observe cómo se han utilizado las propiedades de la notación O presentadas en la sección anterior. Necesi-
tamos que los polinomios de Maclaurin sean al menos de grado tres porque todos los términos de menor
grado se cancelan en el numerador y en el denominador.

Ejemplo 2 Evalúe lim
xr1

ln x

x2
. 1

.
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Solución Este límite es también de la forma [0/0]. Comenzaremos por sustituir x % 1 ! t. Nótese que
x r 1 es equivalente a t r 0. Ahora podemos utilizar el polinomio de Maclaurin conocido para ln (1 ! t).
Para este límite servirá incluso el polinomio de grado uno P1(t) % t con error O(t2).

lim
xr1

ln x

x2
. 1

% lim
tr0

ln (1 ! t)

(1 ! t)2
. 1

% lim
tr0

ln (1 ! t)

2t ! t2

% lim
tr0

t ! O(t2)

2t ! t2
% lim

tr0

1 ! O(t)

2 ! t
%

1

2

Reglas de l’Hôpital

Muchas formas indeterminadas del tipo [0/0] se pueden resolver mediante métodos algebraicos
simples, en general simplificando factores comunes. Se pueden encontrar ejemplos en las Sec-
ciones 1.2 y 1.3. En otros casos se puede utilizar el método de los polinomios de Taylor, si se
conocen o se pueden calcular fácilmente los polinomios apropiados. Desarrollaremos a continua-
ción un tercer método denominado Regla de l’Hôpital1, que se utiliza para calcular límites de
formas indeterminadas de los tipos [ä/ä]. Los otros tipos de formas indeterminadas se pueden
reducir generalmente a una de estas dos mediante métodos algebraicos y tomando logaritmos.

TEOREMA 12 Primera Regla de l’Hôpital

Supongamos que las funciones f y g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que
gñ(x) Ç 0 en dicho intervalo. Supongamos además que

(i) lim
xra!

f (x) % lim
xra!

g(x) % 0 y

(ii) lim
xra!

f ñ(x)

gñ(x)
% L (con L finito o ä o .ä).

Entonces,

lim
xra!

f (x)

g(x)
% L

Se obtienen resultados similares si cada aparición de limxra! se sustituye por limxrb.
o

incluso limxrc, siendo a a c a b. Los casos a % .ä y b % ä están también permitidos.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos el caso en el que interviene limxra! para a finito.
Se define

F(x) %E
f (x) si a a x a b

0 si x % a
y G(x) %E

g(x) si a a x a b

0 si x % a

Entonces F y G son continuas en el intervalo [a, x] y diferenciables el intervalo (a, x) para
todo x perteneciente al intervalo (a, b). Por el Teorema del Valor Medio Generalizado
(Teorema 16 de la Sección 2.6) debe existir un número c en el intervalo (a, x) tal que

f (x)

g(x)
%

F(x)

G(x)
%

F(x) . F(a)

G(x) . G(a)
%

Fñ(c)

Gñ(c)
%

f ñ(c)

gñ(c)

1 El Marqués de l’Hôpital (1661-1704), de quien toman el nombre estas reglas, publicó el primer libro de texto de
cálculo. El acento circunflejo (ˆ) no se empezó a utilizar en el idioma francés hasta después de la Revolución Francesa. El
Marqués hubiera escrito su nombre como «l’Hospital».
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Como a a c a x, si x r a!, entonces necesariamente c r a!, por lo que tenemos

lim
xra!

f (x)

g(x)
% lim

cra!

f ñ(c)

gñ(c)
% L

El caso en el que interviene limxrb.
para b finito se demuestra de forma similar, y los

casos en que a % .ä o b % ä se siguen de los casos que ya se han considerado reali-
zando el cambio de variable x % 1/t:

lim
xrä

f (x)

g(x)
% lim

tr0!

fA
1

tB
g A

1

tB
% lim

tr0!

f ñA
1

tB A
.1

t2 B
gñA

1

tBA
.1

t2 B
% lim

xrä

f ñ(x)

gñ(x)
% L

#

Ejemplo 3 Vuelva a calcular lim
xr1

ln x

x2
. 1

. (Véase el Ejemplo 2).

Solución Tenemos que lim
xr1

ln x

x2
. 1 C

0

0D
% lim

xr1

1/x

2x
% lim

xr1

1

2x2 %
1

2

Nótese que al aplicar la Regla de l’Hôpital se calcula el cociente de las derivadas, no la derivada
del cociente.

Este ejemplo ilustra cómo se realizan los cálculos basados en la Regla de l’Hôpital. Cuando se
ha identificado que el límite es de la forma indeterminada [0/0], se sustituye por el límite del
cociente de las derivadas. La existencia de este último límite justifica la igualdad. Es posible que
el límite del cociente de las derivadas sea todavía indeterminado, en cuyo caso se puede aplicar
una segunda vez la Regla de l’Hôpital. Se puede ir aplicando así repetidas veces hasta que final-
mente se pueda obtener un límite, lo que justifica todas las aplicaciones anteriores de la regla.

Observación La solución anterior parece más fácil que la del Ejemplo 2, y podríamos estar
tentados de pensar que las Reglas de l’Hôpital son más fáciles de utilizar que los polinomios de
Taylor. En este caso resultó más fácil porque sólo tuvimos que aplicar la Regla de l’Hôpital una
sola vez. Si intentamos rehacer el Ejemplo 1 utilizando la Regla de l’Hôpital, tendremos que uti-
lizar dicha regla tres veces (lo que corresponde al hecho de que en el Ejemplo 1 se necesitan
polinomios de tercer grado).

Ejemplo 4 Calcule lim
xr0

2 sen x . sen (2x)

2ex
. 2 . 2x . x2.

Solución Tenemos que (utilizando la Regla de l’Hôpital tres veces)

lim
xr0

2 sen x . sen (2x)

2ex
. 2 . 2x . x2 C

0

0D
% lim

xr0

2 cos x . 2 cos (2x)

2ex
. 2 . 2x

simplificar los 2
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% lim
xr0

cos x . cos (2x)

ex
. 1 . x

todavía C
0

0D
% lim

xr0

.sen x ! 2 sen (2x)

ex
. 1

todavía C
0

0D
% lim

xr0

.cos x ! 4 cos (2x)

ex %
.1 ! 4

1
% 3

Ejemplo 5 Calcule (a) lim
xr(n/2).

2x . n
cos2 x

y (b) lim
xr1!

x

ln x
.

Solución

(a) lim
xr(n/2).

2x . n
cos2 x C

0

0D
% lim

xr(n/2).

2

.2 sen x cos x
% .ä

(b) No se puede utilizar la Regla de l’Hôpital para calcular limxr1! x/(lnx) porque no es una forma inde-
terminada. El denominador tiende 0 cuando x r 1!, pero el numerador no tiende a 0. Como ln x b 0
para x b 1, tenemos, directamente,

lim
xr1!

x

ln x
% ä

Si hubiéramos intentado utilizar la Regla de l’Hôpital habríamos llegado a la respuesta errónea
limxr1! (1/(1/x))% 1.

Ejemplo 6 Calcule lim
xr0! A

1

x
.

1

sen xB .

Solución La forma indeterminada en este caso es del tipo [ä . ä], a la que no se puede aplicar la
Regla de l’Hôpital. Sin embargo, se puede transformar en una forma indeterminada del tipo [0/0] tras com-
binar las fracciones en una sola.

lim
xr0! A

1

x
.

1

sen xB [ä . ä]

% lim
xr0!

sen x . x

x sen x C
0

0D
% lim

xr0!

cos x . 1

sen x ! x cos x C
0

0D
lim

xr0!

.sen x

2 cos x . x sen x
%

.0

2
% 0

Se puede obtener una versión de la Regla de l’Hôpital que sirve para formas indeterminadas del
tipo [ä/ä].

TEOREMA 13 Segunda Regla de l’Hôpital

Suponga que f y g son diferenciables en el intervalo (a, b) y que en dicho intervalo
gñ(x) Ç 0. Suponga también que
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(i) lim
xra!

g(x) % uä.

(ii) lim
xra!

f ñ(x)

gñ(x)
% L (siendo L finito, o ä o .ä).

Entonces,

lim
xra!

f (x)

g(x)
% L

De nuevo, se obtienen resultados similares para limxrb.
y para limxrc, y los casos

a % .ä y b % ä están permitidos.

#

La demostración de la segunda Regla de l’Hôpital es técnicamente mucho más difícil que la de
la primera Regla, y no la presentaremos aquí. El Ejercicio 35 al final de esta sección da una idea
de la demostración.

Observación No se debe intentar utilizar las Reglas de l’Hôpital para calcular límites que no
sean formas indeterminadas del tipo [0/0] o [ä/ä]. Esos intentos casi siempre conducen a con-
clusiones falsas, como se observó en el Ejemplo 5(b) anterior (en sentido estricto, la segunda Re-
gla de l’Hôpital se puede aplicar a la forma [a/ä], pero no tiene sentido hacerlo si a no es infi-
nito, ya que en ese caso el límite es obviamente 0).

Observación No se puede extraer ninguna conclusión sobre lim f (x)/g(x) utilizando la Re-
gla de l’Hôpital si lim f ñ(x)/gñ(x) no existe. Deben utilizarse otras técnicas. Por ejemplo,
limxrä

(sen x)/x% 0 por el Teorema del Sándwich, incluso aunque no exista limxrä
(cos x)/1.

Ejemplo 7 Calcule (a) lim
xrä

x2

ex y (b) lim
xr0!

xa ln x, siendo a b 0.

Solución Ambos límites se contemplan en el Teorema 5 de la Sección 3.4. Lo resolveremos aquí me-
diante la Regla de l’Hôpital.

(a) lim
xrä

x2

ex C
ä

äD
% lim

xrä

2x

ex todavía C
ä

äD
% lim

xrä

2

ex % 0

De forma similar, se puede demostrar que limxrä
xn/ex

% 0 para todo entero positivo n, aplicando repetida-
mente la Regla de l’Hôpital.

(b) lim
xr0!

xa ln x (a b 0) [0 . (.ä)]

% lim
xr0!

ln x

x.a C
.ä

ä D
% lim

xr0!

1/x

.ax.a.1 % lim
xr0!

xa

.a
% 0
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El modo más fácil de resolver formas indeterminadas de los tipos [00], [ä0] y [1ä] es tomar
logaritmos de las expresiones que aparecen. Los dos ejemplos siguientes ilustran la técnica.

Ejemplo 8 Calcule lim
xr0!

xx.

Solución Esta forma indeterminada es del tipo [00]. Sea y % xx. Entonces,

lim
xr0!

ln y % lim
xr0!

x ln x % 0

por el Ejemplo 7(b). Entonces lim
xr0

xx
% lim

xr0!

y % e0
% 1.

Ejemplo 9 Calcule lim
xrä A1 ! sen

3

xB
x

.

Solución En este caso la forma indeterminada es del tipo 1ä. Sea y %A1 ! sen
3

xB
x

. Entonces, tomando

logaritmos en los dos miembros,

lim
xrä

ln y % lim
xrä

x lnA1 ! sen
3

xB [ä . 0]

% lim
xrä

lnA1 ! sen
3

xB
1

x

C
0

0D

% lim
xrä

1

1 ! sen
3

x

Acos
3

xBA.

3

x2B

.

1

x2

% lim
xrä

3 cos
3

x

1 ! sen
3

x

% 3

Entonces lim
xrä A1 ! sen

3

xB
x

% e3.

Ejercicios 4.9

Calcule los límites de los Ejercicios 1-32.

1. lim
xr0

3x

tan 4x
2. lim

xr2

ln (2x . 3)

x2
. 4

3. lim
xr0

sen ax

sen bx
4. lim

xr0

1 . cos ax

1 . cos bx

5. lim
xr0

sen.1 x

tan.1 x
6. lim

xr1

x1/3
. 1

x2/3
. 1

7. lim
xr0

x cot x 8. lim
xr0

1 . cos x

ln (1 ! x2)

9. lim
trn

sen2 t

t . n
10. lim

xr0

10x . ex

x

11. lim
xrn/2

cos 3x

n . 2x
12. lim

xr1

ln (ex) . 1

sen nx

13. lim
xrä

x sen
1

x
14. lim

xr0

x . sen x

x3

15. lim
xr0

x . sen x

x . tan x
16. lim

xr0

2 . x2
. 2 cos x

x4

17. lim
xr0!

sen2 x

tan x . x
18. lim

rrn/2

ln sen r

cos r

19. lim
trn/2

sen t

t
20. lim

xr1.

arccos x

x . 1

21. lim
xrä

x(2 tan.1 x . n) 22. lim
tr(n/2).

(sec t . tan t)
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23. lim
tr0 A

1

t
.

1

teatB 24. lim
xr0!

x∂x

*25. lim
xr0!

(csc x)sen2 x
*26. lim

xr1! A
x

x . 1
.

1

ln xB
*27. lim

tr0

3 sen t . sen 3t

3 tan t . tan 3t *28. lim
xr0 A

sen x

x B
1/x2

*29. lim
tr0

(cos 2t)1/t2
*30. lim

xr0!

csc x

ln x

*31. lim
xr1.

ln sen nx

csc nx *32. lim
xr0

(1 ! tan x)1/x

33. (Un cociente de Newton para la segunda derivada)

Calcule limhr0

f (x ! h) . 2 f (x) ! f (x . h)

h2 si f es

una función dos veces diferenciable.

34. Si f tiene tercera derivada continua, calcule

lim
hr0

f (x ! 3h) . 3 f (x ! h) ! 3 f (x . h) . f (x . 3h)

h3

*35. (Demostración de la segunda Regla de l’Hôpital)
Complete los detalles del siguiente esquema de
demostración de la segunda Regla de l’Hôpital

(Teorema 13) para el caso en el que a y L sean los
dos finitos. Sea a a x a t a b y demuestre que existe
un valor c en (x, t) tal que

f (x) . f (t)

g(x) . g(t)
%

f ñ(c)

gñ(c)

Trabaje ahora algebraicamente con la ecuación
anterior para llegar a la forma

f (x)

g(x)
. L %

f ñ(c)

gñ(c)
. L !

1

g(x)A f (t) . g(t)
f ñ(c)

gñ(c)B
Se deduce entonces que

G
f (x)

g(x)
. L G

m G
f ñ(c)

gñ(c)
. L G!

1

�g(x) � A� f (t) � ! �g(t) � G
f ñ(c)

gñ(c) GB
Demuestre que el miembro derecho de la inecuación
anterior se puede hacer tan pequeño como se desee
(por ejemplo, menor que cualquier número positivo �)
escogiendo primero t y después x suficientemente
cercanos a a.
No hay que olvidar que limcra!( f ñ(c)/gñ(c))% L y
limxra! �g(x) � % ä.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes palabras, frases y
afirmaciones?

0 Punto crítico de f .

0 Punto singular de f .

0 Punto de inflexión de f.

0 f tiene un valor máximo absoluto M.

0 f tiene un valor mínimo local en x % c.

0 Asíntota vertical.

0 Asíntota horizontal.

0 Asíntota oblicua.

0 Linealización de f (x) en x % a.

0 El polinomio de Taylor de grado n para f (x)
alrededor de x % a.

0 La fórmula de Taylor con resto de Lagrange.

0 f (x) % O((x . a)n) cuando x r a.

0 Una raíz de f (x) % 0.

0 Un punto fijo de f (x).

0 Una forma indeterminada.

0 Reglas de l’Hôpital.

Explique cómo estimar el error de una
aproximación lineal (recta tangente) al valor de
una función.

Explique cómo calcular una raíz de una
ecuación f (x) % 0 utilizando el Método de
Newton. ¿Cuándo funciona bien este método?

Ejercicios de repaso

1. Si el radio r de una bola crece con una velocidad del
2% por minuto, ¿con qué velocidad crece el volumen
de dicha bola?

2. (Atracción gravitatoria) La atracción gravitatoria que
ejerce la tierra sobre una masa m que está a una
distancia r del centro de la tierra es una función
continua de r para r n 0, dada por

F %E
mgR2

r2 si r n R

mkr si 0 m r a R
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siendo R el radio de la tierra, y g la aceleración debida
a la gravedad en la superficie de la tierra.

(a) Calcule la constante k en función de g y de R.

(b) F disminuye a medida que m se aleja de la
superficie de la tierra, bien hacia arriba o bien
hacia abajo. Demuestre que F disminuye cuando r
crece desde R al doble de velocidad con la que
disminuye F cuando r decrece desde R.

3. (Resistencias en paralelo) Dos resistencias variables
R1 y R2 se conectan en paralelo de forma que su
resistencia combinada R se expresa como

1

R
%

1

R1
!

1

R2

En un instante en el que R1 % 250 ohmios y R2 % 1000
ohmios, R1 crece con una velocidad de 100
ohmios/min. ¿Con qué velocidad debe cambiar R2 en
ese instante (a) para mantener R constante y (b) para
que R aumente con una velocidad de 10 ohmios/min?

4. (Ley de los gases) El volumen V (en m3), la presión P
(en kilopascales, kPa) y la temperatura T (en grados
Kelvin, K) de una muestra de un cierto gas cumplen la
ecuación pV % 5.0T.

(a) ¿Con qué rapidez se incrementa la presión si la
temperatura es de 400 oK y se incrementa a razón
de 4 oK/min cuando el gas se mantiene encerrado
en un volumen de 2 m3?

(b) ¿Con qué velocidad disminuye la presión si el
volumen es de 2 m3 y se incrementa a razón de
0.05 m3/min si la temperatura se mantiene
constante a 400 oK?

5. (Tamaño de una tirada de imprenta) A una editorial
le cuesta 10 000 e la imprenta para una tirada de un
libro, y los costes de material por cada libro impreso
son de 8 e. Además, los costes de mantenimiento de
máquinas, costes laborales y costes de almacenamiento
añaden unos costes de 6.25 e # 10.7x2 si la tirada es
de x copias. ¿Cuántas copias debe imprimir la editorial
para minimizar el coste medio por libro?

6. (Maximización del beneficio) Un mayorista de
bicicletas debe pagar al fabricante 75 e por cada
bicicleta. Las investigaciones de mercado indican al
mayorista que si cobra a sus clientes x e por bicicleta,
puede esperar vender N(x) % 4.5 # 106/x2 bicicletas.
¿Qué precio debería poner para maximizar su
beneficio, y cuántas bicicletas debería pedir al
fabricante?

7. Calcule el máximo volumen posible de un cono
circular recto que se puede inscribir en una esfera de
radio R.

8. (Minimización de costes de producción) El coste C(x)
e de producción en una factoría varía con la cantidad x

de producto que se fabrica. El coste aumenta
rápidamente con x cuando x es pequeño, y más
lentamente para valores mayores de x debido a las
economías de escala. Sin embargo, si x se hace
demasiado grande, los recursos de la factoría pueden
resultar gravados en exceso, y el coste puede empezar
a aumentar rápidamente de nuevo. La Figura 4.59
muestra una gráfica típica de la función de coste C(x).

Figura 4.59

Si se fabrican x unidades, el coste medio por unidad es
de C(x)/x e, que es la pendiente de la recta del origen
al punto (x, C(x)) en la gráfica.

(a) Si se desea escoger x para minimizar este coste
medio por unidad (tal como sería el caso si todas
las unidades producidas se pudieran vender por el
mismo precio), demuestre que x debe ser tal que
haga el coste medio igual al coste marginal:

C(x)

x
% Cñ(x)

(b) Interprete geométricamente en la figura anterior la
conclusión de (a).

(c) Si el coste medio es igual al coste marginal para
algún valor de x, ¿minimiza necesariamente ese
valor de x el coste medio?

9. (Diseño de una caja) Se cortan cuatro cuadrados de un
rectángulo de cartón cuyas medidas son 50 cm # 80
cm, como se muestra en la Figura 4.60, y la pieza
resultante se dobla en forma de una caja rectangular
cerrada con dos solapas. ¿Cuál es el máximo volumen
posible de dicha caja?

Figura 4.60

CAPÍTULO 4. Aplicaciones de las derivadas 323



10. (Producción de un huerto) Cierto huerto tiene 60
árboles y produce un promedio de 800 manzanas por
árbol y año. Si se aumenta la densidad de árboles,
disminuye la cosecha por árbol. Por cada árbol
adicional que se planta, la cosecha promedio por árbol
se reduce en 10 manzanas al año. ¿Cuántos árboles
más se deberían plantar para maximizar la cosecha
total anual de manzanas del huerto?

11. (Rotación de una antena de seguimiento) ¿Cuál es la
máxima velocidad a la que debe girar la antena del
Ejercicio 41 de la Sección 4.1 para seguir al cohete
durante toda su trayectoria ascendente vertical?

12. Una mesa ovalada tiene su borde exterior con la forma
de la curva x2

! y4
% 1/8, donde x e y se miden en

metros. ¿Cuál es la anchura del recibidor más estrecho
en el que la mesa puede girar horizontalmente 180o?

13. Una bola hueca de hierro cuya pared mide 2 cm
de espesor pesa la mitad de lo que pesaría si
estuviera construida de hierro macizo. ¿Cuál es el
radio de la bola?

14. (Alcance de un cañón disparado desde una
colina) Una bala de cañón se lanza con una
velocidad de 200 pies/s con un ángulo de 45o sobre la
horizontal desde la cima de una colina, cuya altura a
una distancia horizontal x de la cima es
y % 1000/(1! (x/500)2) pies sobre el nivel del mar.
¿Qué distancia horizontal puede cubrir la bala de cañón
antes de llegar al suelo?

15. (Aproximación lineal de un péndulo)
Como sen h ] h para valores pequeños de �h �, la
ecuación no lineal del movimiento de un péndulo
simple

d2h
dt2

% .

g

L
sen h

que determina el ángulo de desplazamiento h(t)
respecto a la vertical en el instante t para un péndulo
simple, se aproxima con frecuencia por la ecuación
lineal más sencilla

d2h
dt2

% .

g

L
h

cuando el máximo desplazamiento del péndulo no es
muy grande. ¿Cuánto vale el error porcentual del
miembro derecho de la ecuación si �h� no supera los 20o?

16. Calcule el polinomio de Taylor de grado 6 para sen2 x
en x % 0 y utilícelo como ayuda para evaluar

lim
xr0

3 sen2 x . 3x2
! x4

x6

17. Utilice un polinomio de Taylor de grado 2 para tan.1 x
en x % 1, para calcular un valor aproximado de
tan.1(1.1). Estime el tamaño del error utilizando la
fórmula de Taylor.

18. La recta 2y % 10x . 19 es tangente a y % f (x) en
x % 2. Si se hace una aproximación inicial x0 % 2 para
una raíz de f (x) % 0 y se aplica una vez el Método
de Newton, ¿cuál será la nueva aproximación que
resulta?

19. Calcule todas las soluciones de la ecuación
cos x % (x . 1)2 con una precisión de 10 cifras
decimales.

20. Calcule la mínima distancia del punto (2, 0)
a la curva y % ln x.

21. Un coche viaja de noche por una carretera curva
sin pendientes cuya ecuación es y % ex. En un
cierto instante sus faros iluminan una señal localizada
en el punto (1, 1). ¿Dónde está el coche en ese
instante?

Problemas avanzados
1. (Crecimiento de un cristal) Un único cristal cúbico de

sal crece en un vaso de precipitados con una solución
salina. El volumen del cristal V crece con una
velocidad proporcional al área de superficie y al
volumen que le resta para llegar a un volumen límite
V0:

dV

dt
% kx2(V0 . V)

siendo x la longitud del lado del cristal en el instante t.

(a) Utilizando V % x3, transforme la ecuación anterior
en otra que exprese la velocidad de cambio dx/dt
de la longitud del lado x en función de t.

(b) Demuestre que la velocidad de crecimiento de la
longitud del lado del cristal disminuye con el
tiempo, pero permanece positiva mientras
x a x0 % V1/3

0 .

(c) Calcule el volumen del cristal cuando la longitud
de su lado crece a la mitad de la velocidad inicial.

*2. (Una revisión del cálculo) Suponga que está en un
tanque (la variedad militar) moviéndose por el eje y
positivo hacia el origen. En el instante t % 0 está a
4 km del origen, y 10 minutos después está a 2 km del
origen. Su velocidad está disminuyendo; es
proporcional a su distancia al origen. Usted sabe que
un tanque enemigo está esperando en algún lugar del
eje x positivo, pero hay una pared alta que sigue la
curva xy % 1 (todas las distancias se miden en
kilómetros) que le impide ver realmente dónde está.
¿Con qué velocidad debe ser capaz de girar el cañón
de su torreta para maximizar sus posibilidades de
sobrevivir al enfrentamiento?

3. (Economía de los análisis de sangre) Suponga que se
necesita realizar un análisis de sangre a un gran
número N de personas para detectar la presencia de un
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virus. Si cada análisis cuesta C e, entonces el coste
total del programa de análisis será NC e. Si la
proporción de gente en la población que tiene el virus
no es grande, este coste se puede reducir mucho
utilizando la siguiente estrategia. Se dividen las N
muestras de sangre en N/x grupos de x muestras cada
uno. Se junta toda la sangre de un grupo para realizar
un solo análisis de ese grupo. Si el análisis es negativo,
no es necesario realizar más análisis a los individuos de
seguro. Si la muestra del grupo resulta positiva, se
analizan todos los individuos del grupo.
Suponga que la fracción de individuos de la población
infectada con el virus es p, de forma que la fracción de
personas no infectadas es q % 1 . p. La probabilidad
de que un individuo determinado no esté infectado es
q, por lo que la probabilidad de que todos los x
individuos de un grupo no estén infectados es qx.
Entonces, la probabilidad de que una muestra conjunta
esté infectada es 1 . qx. Cada grupo requiere un
análisis, y los grupos infectados requieren x análisis
extras. En consecuencia, el número medio total de
análisis a realizar es

T %
N

x
!

N

x
(1 . qx)x % NA

1

x
! 1 . qxB

Por ejemplo, si p % 0.01, de forma que q % 0.99 y
x % 20, entonces el número medio de análisis
requeridos es T % 0.23N, una reducción aproximada
del 75%. Pero es posible que los resultados puedan ser
mejores si tomamos un valor distinto de x.

(a) Para q % 0.99, calcule el número x de muestras en
un grupo que minimiza T (es decir, resuelva
dT/dx% 0). Demuestre que el valor de x que
minimiza T cumple

x %
(0.99).x/2

∂.ln (0.99)

(b) Utilice la técnica de iteración del punto fijo (véase
la Sección 4.6) para calcular x en la ecuación de
(a). Comience, por ejemplo, con x % 20.

4. (Medida de variaciones de g) El periodo P de un
péndulo de longitud L se expresa como

P % 2n∂L/g

siendo g la aceleración de la gravedad.

(a) Suponiendo que L permanece fijo, demuestre que
un incremento de un 1% en g produce una
disminución de aproximadamente un 0.5% en el
periodo P (las variaciones del periodo de un
péndulo se pueden utilizar para detectar pequeñas
variaciones de g entre lugares diferentes de la
superficie de la tierra).

(b) Para g fijo, ¿qué cambio porcentual en L producirá
un 1% de incremento en P?

5. (Ley de Torricelli) La velocidad a la que se vacía un
tanque es proporcional a la raíz cuadrada de la
profundidad de líquido en el tanque por encima del
nivel del desagüe. Si V(t) es el volumen de líquido en
el tanque en el instante t y y(t) es la altura de la
superficie del líquido por encima del desagüe, entonces
dV/dt% .k∂y, siendo k una constante que depende
del tamaño del desagüe. Para un tanque cilíndrico con
área de sección cruzada constante A y desagüe en el
fondo:

(a) Verifique que la profundidad y(t) de líquido en el
tanque en el instante t cumple la ecuación
dy/dt% .(k/A)∂y.

(b) Verifique que si la profundidad de líquido en el
tanque en t % 0 es y0, entonces la profundidad
instantes posteriores durante el proceso de vaciado

es y %A∂y0 .

kt

2AB
2

.

(c) Si el tanque se vacía completamente en un tiempo
T, exprese la profundidad y(t) en el instante t en
función de y0 y de T.

(d) En función de T, ¿cuánto tiempo tarda en vaciarse
la mitad del líquido del tanque?

6. Si un tanque cónico de radio R en su parte superior y
profundidad H se vacía de acuerdo con la Ley de
Torricelli, y tarda en vaciarse un tiempo T, demuestre
que la profundidad del líquido en el tanque en el
instante t (0 a t a T) es

y % y0A1 .

t

TB
2/5

siendo y0 la profundidad en t % 0.

7. Calcule la máxima área posible de un triángulo
rectángulo cuyo perímetro es P.

8. Calcule una tangente a la gráfica de
y % x3

! ax2
! bx ! c que no sea paralela a ninguna

otra tangente.

9. (Ángulos de bifurcación de cables eléctricos y
tuberías)

(a) La resistencia ofrecida por un cable al flujo de
corriente eléctrica que circula a través suyo es
proporcional a su longitud e inversamente
proporcional al área de su sección cruzada. Por
tanto, la resistencia R de un cable de longitud L y
radio r es R % kL/r2, siendo k una constante
positiva.
Un cable largo recto de longitud L y radio r1 se
extiende desde A hasta B. Un segundo cable recto
de radio menor r2 se conecta entre un punto P en
la recta AB y un punto C situado a una distancia h
de B de forma que CB es perpendicular a AB
(véase la Figura 4.61). Calcule el valor del ángulo
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h % BPC que minimiza la resistencia total del
camino APC, es decir, la resistencia de AP más la
resistencia de PC.

Figura 4.61

(b) La resistencia de una tubería (por ejemplo, un vaso
sanguíneo) al flujo de un líquido a través de ella,
por la Ley de Poiseuille, es proporcional a su
longitud e inversamente proporcional a la cuarta
potencia de su radio: R % kL/r4. Si la situación del
apartado (a) se representa con tuberías en vez de
cables, obtenga el valor de h que minimiza la
resistencia total del camino APC. ¿Cómo se
relaciona su respuesta con la respuesta del apartado
(a)? ¿Se podría haber predicho esta relación?

10. (Alcance de un chorro de líquido) Un tanque de agua
cilíndrico situado sobre una mesa horizontal tiene un
pequeño agujero localizado en su pared vertical a una
altura h del fondo del tanque. El agua se escapa del
tanque horizontalmente por el agujero y después se
curva hacia abajo debido a la influencia de la gravedad
hasta llegar a la mesa a una distancia R de la base del
tanque, como se muestra en la Figura 4.62 (se ignora la
resistencia del aire). La Ley de Torricelli implica que
la velocidad v a la que sale el agua del tanque por el
agujero es proporcional a la raíz cuadrada de la
profundidad del agujero respecto a la superficie del
agua. Si la profundidad del agua en el tanque en el
instante t es y(t) b h, entonces v % k∂y . h, siendo k
una constante que depende del tamaño del agujero.

(a) Calcule la distancia R en función de v y h.
(b) Para una profundidad dada y del agua en el tanque,

¿a qué altura habría que poner el agujero para
maximizar R?

Figura 4.62

(c) Supóngase que la profundidad del agua en el
tanque en el instante t % 0 es y0, que el alcance R
del chorro es R0 en ese instante y que el nivel de
agua desciende hasta la altura h del agujero en
T minutos. Calcule, en función de t, el alcance
R del agua que escapa por un agujero en el
instante t.

*11. (Diseño de un recogedor) Se cortan
cuadrados iguales de dos esquinas adyacentes de
una plancha de metal cuadrada cuyo lado tiene una
longitud de 25 cm. Las tres solapas resultantes se
doblan, como se muestra en la Figura 4.63, para
formar los lados de un recogedor. Calcule el máximo
volumen de un recogedor construido de esta forma.

Figura 4.63
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CAPÍTULO 5

Integración

Hay en este mundo personas optimistas que piensan que
cualquier símbolo que empiece con un signo de integral
debe indicar necesariamente algo que tendrá todas las
propiedades que debe tener una integral. Por supuesto es-
to resulta molesto para los matemáticos rigurosos. Pero lo
que es incluso más molesto es que al hacerlo así a menu-
do se llega a la solución correcta.

E. J. McShane
de Bulletin of the American Mathematical Society, v. 69, p. 611, 1963

Introducción El segundo problema fundamental del que se ocupa el cálculo es
el problema de las áreas, es decir, el problema de determinar el área de una región
del plano limitada por varias curvas. Como el problema de las tangentes considera-
do en el Capítulo 2, muchos problemas prácticos en diversas disciplinas requieren el
cálculo de áreas para obtener su solución, y la solución del problema de las áreas
necesariamente requiere utilizar la noción de límite. A primera vista, el problema de
las áreas parece no estar relacionado con el problema de las tangentes. Sin embargo,
veremos que los dos problemas están muy estrechamente relacionados. Uno de ellos
es el inverso del otro. Calcular un área equivale a obtener una primitiva o, si prefe-
rimos decirlo así, calcular una integral. La relación entre las áreas y las primitivas
se denomina Teorema Fundamental del Cálculo. Cuando lo hayamos demostrado,
podremos obtener las áreas que deseemos, suponiendo que podamos integrar (es
decir, obtener primitivas) las diversas funciones que aparezcan.

Sería interesante tener a nuestra disposición un conjunto de reglas de integración
similares a las reglas de diferenciación obtenidas en el Capítulo 2. Utilizando dichas
reglas de diferenciación, es posible obtener la derivada de cualquier función diferen-
ciable. Desafortunadamente, la integración es generalmente más difícil. De hecho,
algunas funciones muy simples no son derivadas de funciones simples. Por ejem-
plo, ex2

no es la derivada de ninguna combinación finita de funciones elementales.
Sin embargo, emplearemos algún tiempo en la Sección 5.6 y en las Secciones 6.1-
6.4 en desarrollar técnicas para integrar tantas funciones como sea posible. Poste-
riormente, en el Capítulo 6, examinaremos cómo aproximar áreas limitadas por grá-
ficas de funciones que no se pueden integrar.



5.1 Sumas y notación sigma

Cuando empecemos a calcular áreas en la sección siguiente, aparecerán a menudo sumas de va-
lores de funciones. Es necesario tener una notación conveniente para representar sumas de un
número (posiblemente grande) arbitrario de términos, y también desarrollar técnicas para calcu-
lar el valor de dichas sumas.

Utilizaremos el símbolo ; para representar una suma. Se trata de la letra griega mayúscula
sigma, equivalente a nuestra letra S, aumentada de tamaño.

DEFINICIÓN 1 Notación sigma

Si m y n son enteros con m m n, y si f es una función definida en los enteros m, m ! 1,
m ! 2, ..., n, el símbolo ;n

i%m f (i) representa la suma de los valores de f en dichos enteros:

n

;
i%m

f (i) % f (m) ! f (m ! 1) ! f (m ! 2) ! ñ ! f (n)

La suma explícita que aparece en el miembro derecho de la ecuación es el desarrollo de la
suma representada utilizando la notación sigma en el miembro izquierdo.

Ejemplo 1
5

;
i%1

i2 % 12
! 22

! 32
! 42

! 52
% 55.

La i que aparece en el símbolo ;n
i%m f (i) se denomina índice del sumatorio. Para calcular

;n
i%m f (i) se va sustituyendo sucesivamente el índice i por los enteros m, m ! 1, ..., n, y se su-

man los resultados. Obsérvese que el valor de la suma no depende de la forma en que denomina-
mos al índice. El índice no aparece en el miembro derecho de la definición. Si usáramos otra
letra en lugar de i en la suma del Ejemplo 1, dicha suma tendría el mismo valor:

5

;
k%1

k2
% 12

! 22
! 32

! 42
! 52

% 55

El índice del sumatorio es una variable auxiliar que se utiliza para representar un punto arbitra-
rio en el que se evalúa la función para obtener un término que se incluirá en la suma. Por otra
parte, la suma ;n

i%m f (i) depende de los dos números m y n, denominados límites del sumato-
rio; m es el límite inferior y n es el límite superior.

Ejemplo 2 (Ejemplos de sumas utilizando la notación sigma)

20

;
j%1

j % 1 ! 2 ! 3 ! ñ ! 18 ! 19 ! 20

n

;
i%0

xi
% x0

! x1
! x2

! ñ ! xn.1
! xn

n

;
m%1

1 % 1 ! 1 ! 1 ! ñ ! 1
V∫∫∫W∫∫∫X

n términos

3

;
k%.2

1

k ! 7
%

1

5
!

1

6
!

1

7
!

1

8
!

1

9
!

1

10
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Algunas veces se utiliza una variable con subíndice ai para indicar el i-ésimo término de una
suma general, en vez de utilizar la notación funcional f (i):

n

;
i%m

ai % am ! am!1 ! am!2 ! ñ ! an

En particular, una serie infinita es una suma con infinitos términos:
ä

;
n%1

an % a1 ! a2 ! a3 ! ñ

Cuando no se pone un término al final, detrás de ..., se sobreentiende que los términos continúan
hasta el infinito. En el Capítulo 9 estudiaremos las series infinitas.

Cuando se suma un número finito de términos, el orden en el que se suman carece de impor-
tancia, ya que cualquier orden producirá el mismo resultado. Si todos los números tienen un fac-
tor común, entonces dicho factor se puede extraer de cada término y multiplicarlo después de
calcular la suma: ca ! cb % c(a ! b). Estas leyes de la aritmética se convierten en la siguiente
regla de linealidad para sumas finitas. Si A y B son constantes, entonces

n

;
i%m

(A f (i) ! Bg(i)) % A
n

;
i%m

f (i) ! B
n

;
i%m

g(i)

Las dos sumas ; m!n
j%m f (j) y ;n

i%0 f (i ! m) tienen el mismo desarrollo, es decir, f (m) !

! f (m ! 1) ! ñ ! f (m ! n). Por tanto, las dos sumas valen lo mismo.

m!n

;
j%m

f (i) %

n

;
i%0

f (i ! m)

Esta igualdad se puede obtener también sustituyendo j por i ! m allí donde j aparezca en el
miembro izquierdo, teniendo en cuenta que i!m%m se convierte en i%0 y que i!m%m!n
se convierte en i % n. Muchas veces es conveniente realizar cambios de índice en un sumatorio.

Ejemplo 3 Exprese ; 17
j%3 ∂1 ! j2 de la forma ;n

i%1 f (i).

Solución Sea j % i ! 2. Entonces j % 3 corresponde a i % 1 y j % 17 corresponde a i % 15. Por tanto,
17

;
j%3

∂1 ! j2 %

15

;
i%1

∂1 ! (i ! 2)2

Cálculo de sumas
Existe una forma cerrada para expresar la suma S de los n primeros enteros positivos, concreta-
mente,

S %

n

;
i%1

i % 1 ! 2 ! 3 ! ñ ! n %
n(n ! 1)

2

Para ver esto, escribamos la suma hacia adelante y hacia atrás y sumemos las dos, con lo que se
obtiene

S % 1 ! 2 ! 3 ! ñ ! (n . 1) ! n
S % n ! (n . 1) ! (n . 2) ! ñ ! 2 ! 1

2S % (n ! 1) ! (n ! 1) ! (n ! 1) ! ñ ! (n ! 1) ! (n ! 1) % n(n ! 1)

La fórmula de S se obtiene entonces sin más que dividir por 2.
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En general, no es tan fácil obtener una forma cerrada para cualquier suma. Sólo se puede
simplificar ;n

i%m f (i) para un pequeño conjunto de funciones f . El Teorema 1 recoge las fórmu-
las que necesitaremos en las secciones siguientes.

TEOREMA 1 Fórmulas para sumas

(a)
n

;
i%1

1 % 1 ! 1 ! 1 ! ñ ! 1 % n
V∫∫∫W∫∫∫X

n términos

(b)
n

;
i%1

i % 1 ! 2 ! 3 ! ñ ! n %
n(n ! 1)

2

(c)
n

;
i%1

i2 % 12
! 22

! 32
! ñ ! n2

%
n(n ! 1)(2n ! 1)

6

(d)
n

;
i%1

ri.1
% 1 ! r ! r2

! r3
! ñ ! rn.1

%
rn

. 1

r . 1
si r Ç 1

DEMOSTRACIÓN La fórmula (a) es trivial: la suma de n unos vale n. La demostración de la
fórmula (b) se ha presentado anteriormente. Otras tres formas se sugieren en los Ejercicios 34-36.

Para demostrar (c), escribiremos n copias de la igualdad

(k ! 1)3
. k3

% 3k2
! 3k ! 1

una para cada valor de k desde 1 hasta n, y las sumaremos:

23
. 13

% 3 # 12
! 3 # 1 ! 1

33
. 23

% 3 # 22
! 3 # 2 ! 1

43
. 33

% 3 # 32
! 3 # 3 ! 1

ó ó ó ó ó
n3

. (n . 1)3
% 3(n . 1)2

! 3(n . 1) ! 1
(n ! 1)3

. n3
% 3n2

! 3n ! 1

(n ! 1)3
. 13

% 3 (Gn
i%1 i2) ! 3 (Gn

i%1 i) ! n

% 3 (Gn
i%1 i2) !

3n(n ! 1)

2
! n

En la última línea se ha utilizado la fórmula (b). En la ecuación final se puede despejar la suma
deseada para obtener la fórmula (c). Nótense las cancelaciones que se producen cuando se suman
los miembros izquierdos de las n ecuaciones. El término 23 de la primera línea se cancela con el
término .23 de la segunda línea, y así sucesivamente, dejándonos sólo con dos términos, el tér-
mino (n ! 1)3 de la n-ésima línea y el término .13 de la primera línea:

n

;
k%1

((k ! 1)3
. k3) % (n ! 1)3

. 13

Esto es un ejemplo de lo que se denomina suma telescópica. En general, una suma de la forma
;n

i%m ( f (i ! 1) . f (i)) se reduce en forma telescópica a la forma cerrada f (n ! 1) . f (m), ya
que se cancelan todos los términos excepto el primero y el último.
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Para demostrar la fórmula (d), sea s % ;n
i%1 ri.1 y restemos s de rs:

(r . 1)s % rs . s % (r ! r2
! r3

! ñ ! rn) . (1 ! r ! r2
! ñ ! rn.1)

% rn
. 1

El resultado se deduce dividiendo por r . 1.

#

Ejemplo 4 Calcule
n

;
k%m!1

(6k2
. 4k ! 3), siendo 1 m m a n.

Solución Utilizando las reglas de las sumas y algunas de las fórmulas del Teorema 1, se calcula
n

;
k%1

(6k2
. 4k ! 3) % 6

n

;
k%1

k2
. 4

n

;
k%1

k ! 3
n

;
k%1

1

% 6
n(n ! 1)(2n ! 1)

6
. 4

n(n ! 1)

2
! 3n

% 2n3
! n2

! 2n

Por tanto,
n

;
k%m!1

(6k2
. 4k ! 3) %

n

;
k%1

(6k2
. 4k ! 3) .

m

;
k%1

(6k2
. 4k ! 3)

% 2n3
! n2

! 2n . 2m3
. m2

. 2m

Observación Maple puede calcular las expresiones en forma cerrada de algunas sumas. Por
ejemplo,

b sum(i 4 4, i%1..n) ; factor (%) ;

1

5
(n ! 1)5

.

1

2
(n ! 1)4

!
1

3
(n ! 1)3

.

1

30
n .

1

30

1

30
n(2n ! 1)(n ! 1)(3n2

! 3n . 1)

Ejercicios 5.1

Desarrolle las sumas de los Ejercicios 1-6.

1.
4

;
i%1

i3 2.
100

;
j%1

j

j ! 1

3.
n

;
i%1

3i 4.
n.1

;
i%0

(.1)i

1 ! 1

5.
n

;
j%3

(.2)j

( j . 2)2 6.
n

;
j%1

j2

n3

Escriba las sumas de los Ejercicios 7-14 utilizando una
notación sigma (nótese que las respuestas no son únicas).

7. 5 ! 6 ! 7 ! 8 ! 9

8. 2 ! 2 ! 2 ! ñ ! 2 (200 términos)

9. 22
. 32

! 42
. 52

! ñ . 992

10. 1 ! 2x ! 3x2
! 4x3

! ñ ! 100x99

11. 1 ! x ! x2
! x3

! ñ ! xn

12. 1 . x ! x2
. x3

! ñ ! x2n

13. 1 .

1

4
!

1

9
.

1

16
! ñ !

(.1)n.1

n2

14.
1

2
!

2

4
!

3

8
!

4

16
! ñ !

n

2n

Exprese las sumas de los Ejercicios 15 y 16 de la forma
; n

i%1 f (i).

15.
99

;
j%0

sen ( j) 16.
m

;
k%.5

1

k2
! 1
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Calcule los valores en forma cerrada de las sumas de los
Ejercicios 17-30.

17.
n

;
i%1

i2 ! 2i 18.
1000

;
j%1

(2j ! 3)

19.
n

;
k%1

(nk
. 3) 20.

n

;
i%1

(2i
. i2)

21.
n

;
m%1

ln m 22.
n

;
i%0

ei/n

23. La suma del Ejercicio 8.

24. La suma del Ejercicio 11.

25. La suma del Ejercicio 12.

*26. La suma del Ejercicio 10. Sugerencia: Diferencie la
suma ;100

i%0 xi.

*27. La suma del Ejercicio 9. Sugerencia: La suma es

49

;
k%1

((2k)2
. (2k ! 1)2) %

49

;
k%1

(.4k . 1)

*28. La suma del Ejercicio 14. Sugerencia: Para esta suma,
aplique el método de demostración del Teorema 1(d).

29. Verifique la fórmula del valor de una suma telescópica:

n

;
i%m

( f (i ! 1) . f (i)) % f (n ! 1) . f (m)

¿Por qué se utiliza la palabra «telescópica» para
describir esta suma?

En los Ejercicios 30-32, evalúe las sumas telescópicas
dadas.

30.
10

;
n%1

(n4
. (n . 1)4) 31.

m

;
j%1

(2 j
. 2 j.1)

32.
2m

;
i%m A

1

i
.

1

i ! 1B
33. Demuestre que

1

j( j ! 1)
%

1

j
.

1

j ! 1
, y a partir de ahí,

evalúe
n

;
j%1

1

j( j ! 1)
.

34. La Figura 5.1 muestra un cuadrado de lado n
subdividido en n2 cuadrados más pequeños de lado 1.
¿Cuántos cuadrados pequeños están sombreados?
Obtenga la expresión en forma cerrada de ;n

i%1 i
considerando la suma de las áreas de los cuadrados
sombreados.

Figura 5.1

35. Escriba n copias de la igualdad
(k ! 1)2

. k2
% 2k ! 1, una para cada entero k

desde 1 hasta n, y súmelas después para obtener la
fórmula

n

;
i%1

i %
n(n ! 1)

2

de una forma similar a la demostración del Teorema
1(c).

36. Utilice inducción matemática para demostrar el
Teorema 1(b).

37. Utilice inducción matemática para demostrar el
Teorema 1(c).

38. Utilice inducción matemática para demostrar el
Teorema 1(d).

39. La Figura 5.2 muestra un cuadrado de lado
;n

i%1 i % n(n ! 1)/2, subdividido en un cuadrado
pequeño de lado 1 y n . 1 regiones con forma de L,
cuyos lados cortos son 2, 3, ..., n. Demuestre que el
área de la región con forma de L cuyo lado corto vale i
es i3, y a partir de aquí verifique que

n

;
i%1

i3 %
n2(n ! 1)2

4

Figura 5.2
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*40. Escriba n copias de la igualdad

(k ! 1)4
. k4

% 4k3
! 6k2

! 4k ! 1

una para cada entero k desde 1 hasta n, y súmelas
después para obtener la fórmula

n

;
i%1

i3 %
n2(n ! 1)2

4

de una forma similar a la demostración del Teorema
1(c).

41. Utilice inducción matemática para verificar la fórmula
de la suma de cubos dada en el Ejercicio 40.

42. Extienda el método del Ejercicio 40 para obtener
una expresión en forma cerrada de ;n

i%1 i4. Puede
utilizar Maple u otro sistema de matemáticas por
computador para facilitar los desarrollos algebraicos.

43. Utilice Maple u otro sistema de matemáticas por
computador para calcular ;n

i%1 ik para k%5, 6, 7, 8.
Observe el término con la mayor potencia de n en cada
caso. Prediga el término de mayor potencia de y
;n

i%1 i10 y verifique su predicción.

5.2 Áreas como límites de sumas

En el Capítulo 2 comenzamos el estudio de las derivadas definiendo lo que se entiende por tan-
gente a una curva en un punto dado. Es interesante empezar el estudio de las integrales definien-
do lo que se entiende por área de una región plana, pero esa definición de área es mucho más
difícil de dar que la definición de tangente. Supongamos (como hicimos, por ejemplo, en la Sec-
ción 3.3) que conocemos intuitivamente lo que es el área e indiquemos algunas de sus propieda-
des (véase la Figura 5.3).

(i) El área de una región plana es un número real no negativo que se mide en unidades al cua-
drado.

(ii) El área de un rectángulo con anchura w y altura h es A % wh.
(iii) Las áreas de regiones planas congruentes son iguales.
(iv) Si una región S está incluida en una región R, entonces el área de S será menor o igual que

el área de R.
(v) Si una región R es la unión de (un número finito de) regiones que no se solapan, entonces

el área de R es la suma de las áreas de esas regiones.

Figura 5.3 Propiedades del área.
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Utilizando estas cinco propiedades, se puede calcular el área de cualquier polígono (una región
delimitada por segmentos rectos). Primero, téngase en cuenta que las propiedades (iii) y (v) per-
miten demostrar que el área de un paralelogramo es la misma que la de un rectángulo con su
misma anchura de la base y altura. Todo triángulo se puede acoplar con una copia congruente de
sí mismo para formar un paralelogramo, por lo que el área del triángulo será la mitad del pro-
ducto de la anchura de la base por la altura. Finalmente, todo polígono se puede subdividir en un
número finito de triángulos que no solapan, por lo que su área será la suma de las áreas de di-
chos triángulos.

No podemos ir más allá de los polígonos si no tomamos límites. Si una región está limitada
por una curva, su área sólo se podrá aproximar utilizando rectángulos o triángulos; el cálculo de
su área exacta requiere la evaluación de un límite. En la Sección 1.1 vimos cómo se puede hacer
esto en el caso de un círculo.

El problema básico del área
En esta sección vamos a considerar la forma de calcular el área de una región R que está por
debajo de la gráfica de y % f (x), una función f continua con valores no negativos, por encima
del eje x y entre las rectas verticales x % a y x % b, con a a b (véase la Figura 5.4). Para ello,
procederemos como sigue. Se divide el intervalo [a, b] en n subintervalos utilizando los puntos
de división:

a % x0 a x1 a x2 a x3 a ñ a xn.1 a xn % b

Figura 5.4 El problema básico del área: calcular el área de la región R.

Denominamos Bxi a la longitud del i-ésimo subintervalo [xi.1, xi]:

Bxi % xi . xi.1, (i % 1, 2, 3, ..., n)

Construiremos un rectángulo vertical sobre cada subintervalo [xi.1, xi] cuya base será de longi-
tud Bxi y cuya altura será f (xi). El área de este rectángulo es f (xi)Bxi. Formamos la suma de
estas áreas:

Sn % f (x1)Bx1 ! f (x2)Bx2 ! f (x3)Bx3 ! ñ ! f (xn)Bxn %

n

;
i%1

f (xi)Bxi

En la Figura 5.5 se muestran estos rectángulos sombreados para una función decreciente f . En el
caso de una función creciente, las partes superiores de los rectángulos estarían por encima de la
gráfica de f en vez de por debajo. Evidentemente, Sn es una aproximación al área de la región R, y
dicha aproximación mejora cuando n crece, suponiendo que los puntos a%x0ax1añaxn%b
se escogen de forma que la anchura Bxi del rectángulo más ancho tiende a cero.

Por ejemplo, obsérvese en la Figura 5.6 que subdividir un intervalo en dos pequeños subin-
tervalos disminuye el error de aproximación, al reducirse la parte del área bajo la curva que no
está contenida en los rectángulos. Por lo tanto, es razonable calcular el área de R calculando el
límite de Sn cuando n r ä, con la restricción de que la máxima anchura de los subintervalos Bxi

debe tender a cero:
Área de R % lim

nrä

máx Bxir0

Sn
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Figura 5.5 Aproximación del área
bajo la gráfica de una función
decreciente utilizando rectángulos.

Figura 5.6 Al utilizar más rectángulos disminuye el error.

Algunas veces, pero no siempre, es útil escoger los puntos xi (0 m i m n) en [a, b] de forma
que las longitudes de los subintervalos sean todas iguales. En ese caso tenemos

Bxi % Bx %
b . a

n
, xi % a ! iBx % a !

i

n
(b . a)

Cálculo de algunas áreas
Vamos a dedicar el resto de esta sección a presentar algunos ejemplos en los que aplicaremos la
técnica que acabamos de explicar para calcular áreas por debajo de gráficas de funciones, apro-
ximándolas con rectángulos. Empezaremos con una región de área conocida, por lo que podemos
comprobar que el método proporciona el resultado correcto.

Ejemplo 1 Calcule el área A de la región que queda por debajo de la recta y % x ! 1, por encima
del eje x y entre las rectas x % 0 y x % 2.

Solución Se trata de la región sombreada en la Figura 5.7(a). Es un trapezoide (un polígono de cuatro
lados con una pareja de lados paralelos) y su área es de 4 unidades al cuadrado (se puede dividir en un
rectángulo y un triángulo, cada uno de ellos con área de 2 unidades al cuadrado). Calcularemos el área co-
mo un límite de sumas de áreas de rectángulos construidos como se ha descrito anteriormente. Dividamos
el intervalo [0, 2] en n subintervalos de la misma longitud en los puntos

x0 % 0, x1 %
2

n
, x2 %

4

n
, x3 %

6

n
, ..., xn %

2n

n
% 2
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El valor de y % x ! 1 cuando x % xi es xi ! 1 %
2i

n
! 1 y el i-ésimo subintervalo, C

2(i . 1)

n
,
2i

nD , es de lon-

gitud Bxi %
2

n
. Obsérvese que Bxi r 0 cuando n r ä. La suma de las áreas de los rectángulos de aproxi-

mación que se muestran en la Figura 5.7(a) es

Sn %

n

;
i%1 A

2i

n
! 1B

2

n

%A
2

nB C
2

n

n

;
i%1

i !

n

;
i%1

1D (Uso de las partes (a) y (b) del Teorema 1)

%A
2

nB C
2

n

n(n ! 1)

2
! nD

% 2
n ! 1

n
! 2

Por tanto, el área pedida A se expresa como

A % lim
nrä

Sn % lim
nrä A2

n ! 1

n
! 2B% 2 ! 2 % 4 unidades al cuadrado.

Ejemplo 2 Calcule el área A de la región limitada por la parábola y % x2 y las rectas y % 0, x % 0 y
x % b, siendo b b 0.

Solución El área A la región es el límite de la suma Sn de las áreas de los rectángulos que se muestran
en la Figura 5.7(b). De nuevo se han utilizado subintervalos de la misma longitud, cada uno de ellos de
longitud b/n. La altura del i-ésimo rectángulo es (ib/n)2. Por tanto,

Sn %

n

;
i%1 A

ib

nB
2 b

n
%

b3

n3

n

;
i%1

i2 %
b3

n3

n(n ! 1)(2n ! 1)

6

por la fórmula (c) del Teorema 1. Entonces, el área pedida es

A % lim
nrä

Sn % lim
nrä

b3 (n ! 1)(2n ! 1)

6n2 %
b3

3
unidades al cuadrado

Figura 5.7

(a) La región del Ejemplo 1.
(b) La región del Ejemplo 2.
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El cálculo del área bajo la gráfica de y % xk en un intervalo I se va haciendo más y más difícil a
medida que k crece, si continuamos intentando subdividir I en intervalos de la misma longitud
(véase el Ejercicio 14 al final de esta sección el caso de k % 3). Sin embargo, es posible calcular
el área para un valor arbitrario de k si se subdivide el intervalo I en subintervalos cuyas longitu-
des crecen según una progresión geométrica. El Ejemplo 3 ilustra esta idea.

Ejemplo 3 Sea b b a b 0 y sea k un número real cualquiera excepto .1. Demuestre que el área A de
la región comprendida por y % xk, y % 0, x % a y x % b es

A %
bk!1

. ak!1

k ! 1
unidades al cuadrado

Solución Sea t % (b/a)1/n y sean

x0 % a, x1 % at, x2 % at2, x3 % at3, ..., xn % atn % b

Estos puntos dividen el intervalo [a, b] en n subintervalos en los que el subintervalo i-ésimo, [xi.1, xi], tie-
ne una longitud de Bxi % ati.1(t . 1). Si f (x) % xk, entonces f (xi) % aktki. La suma de las áreas de los rec-
tángulos que se muestran en la Figura 5.8 es:

Sn %

n

;
i%1

f (xi)Bxi

%

n

;
i%1

aktkiat i.1(t . 1)

% ak!1(t . 1)tk
n

;
i%1

t (k!1)(i.1)

% ak!1(t . 1)tk
n

;
i%1

r (i.1) siendo r % t k!1

% ak!1(t . 1)tk rn
. 1

r . 1
(por el Teorema 1(d))

% ak!1(t . 1)tk t (k!1)n
. 1

tk!1
. 1

Sustituyamos ahora t por el valor (b/a)1/n y ordenemos factores para obtener

Sn % ak!1 AA
b

aB
1/n

. 1BA
b

aB
k/n A

b

aB
k!1

. 1

A
b

aB
(k!1)/n

. 1

% (bk!1
. ak!1)ck/n c1/n

. 1

c(k!1)/n
. 1

, donde c %
b

a

De los tres factores en la línea final anterior, el primero no depende de n, y el segundo, ck/n, tiende a
c0

% 1 cuando n r ä. El tercer factor es una forma indeterminada del tipo [0/0], que se puede calcular
utilizando la Regla de L’Hôpital. Hagamos primero u % 1/n. Ahora

lim
nrä

c1/n
. 1

c(k!1)/n
. 1

% lim
ur0!

cu
. 1

c(k!1)u
. 1 C

0

0D
% lim

ur0!

cu ln c

(k ! 1)c(k!1)u ln c
%

1

k ! 1
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Figura 5.8 En esta partición las longitudes
de los subintervalos crecen exponencialmente.

Por tanto, el área pedida es

A % lim
nrä

Sn % (bk!1
. ak!1) # 1 #

1

k ! 1
%

bk!1
. ak!1

k ! 1
unidades al cuadrado

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Este ejemplo es largo y más bien difícil. Omítalo o tómese su tiempo
y calcule cuidadosamente cada paso.

Como se puede ver, puede ser difícil calcular áreas limitadas por curvas utilizando el método des-
crito anteriormente. Afortunadamente, hay una forma más fácil, como veremos en la Sección 5.5.

Observación Por razones técnicas ha sido necesario suponer que a b 0 en el Ejemplo 3. El
resultado es también válido para a % 0, suponiendo que k b .1. En este caso, tenemos que
limar0! ak!1

% 0, por lo que el área bajo y % xk, por encima de y % 0, y entre x % 0 y
x % b b 0 es A % bk!1/(k! 1) unidades al cuadrado. Para k % 2, el resultado concuerda con el
del Ejemplo 2.

Ejemplo 4 Identifique el límite L % lim
nrä

n

;
i%1

n . i

n2 con un área, y calcúlela.

Solución El término i-ésimo de la suma se puede escribir de forma que dependa de i/n:

L % lim
nrä

n

;
i%1 A1 .

i

nB
1

n

Los términos se pueden interpretar ahora como áreas de rectángulos de base 1/n y alturas 1.xi, (1mimn),
siendo

x1 %
1

n
, x2 %

2

n
, x3 %

3

n
, ..., xn %

n

n

Por tanto, el límite L es el área bajo la curva y % 1 . x desde x % 0 hasta x % 1 (véase la Figura 5.9). Esta
región es un triángulo cuya área es de 1/2 unidades al cuadrado, por lo que L % 1/2.

Figura 5.9 Interpretación en forma de una suma de áreas.
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Ejercicios 5.2

Utilice las técnicas de los Ejemplos 1 y 2 (con
subintervalos de la misma longitud) para calcular las áreas
de las regiones especificadas en los Ejercicios 1-13.

1. Por debajo de y % 3x, por encima de y % 0, desde
x % 0 hasta x % 1.

2. Por debajo de y % 2x ! 1, por encima de y % 0, desde
x % 0 hasta x % 3.

3. Por debajo de y % 2x . 1, por encima de y % 0, desde
x % 1 hasta x % 3.

4. Por debajo de y % 3x ! 4, por encima de y % 0, desde
x % .1 hasta x % 2.

5. Por debajo de y % x2, por encima de y % 0, desde
x % 1 hasta x % 3.

6. Por debajo de y % x2
! 1, por encima de y % 0, desde

x % 0 hasta x % a b 0.

7. Por debajo de y % x2
! 2x ! 3, por encima de y % 0,

desde x % .1 hasta x % 2.

8. Por encima de y % x2
. 1, por debajo de y % 0.

9. Por encima de y % 1 . x, por debajo de y % 0, desde
x % 2 hasta x % 4.

10. Por encima de y % x2
. 2x, por debajo de y % 0.

11. Por debajo de y % 4x . x2
! 1, por encima de y % 1.

*12. Por debajo de y % ex, por encima de y % 0, desde
x % 0 hasta x % b b 0.

*13. Por debajo de y % 2x, por encima de y % 0, desde
x % .1 hasta x % 1.

14. Utilice la fórmula ;n
i%1 i3 % n2(n ! 1)2/4 de los

Ejercicios 39-41 de la Sección 5.1, para calcular el
área de la región comprendida bajo la curva y % x3,
por encima del eje x y entre las rectas verticales x % 0
y x % b b 0.

15. Utilice la subdivisión de [a, b] dada en el Ejemplo 3
para calcular el área comprendida bajo la curva
y % 1/x, por encima de y % 0 desde x % a b 0 hasta
x % b b a. ¿Por qué no es sorprendente su respuesta?

En los Ejercicios 16-19, interprete la suma Sn en forma de
una suma de áreas de rectángulos que aproximen el área de
una cierta región del plano y calcule limnrä

Sn .

16. Sn %

n

;
i%1

2

n A1 .

i

nB 17. Sn %

n

;
i%1

2

n A1 .

2i

nB
18. Sn %

n

;
i%1

2n ! 3i

n2 *19. Sn %

n

;
j%1

1

n
∂1 . ( j/n)2

5.3 La integral definida

En esta sección realizaremos y haremos más preciso el procedimiento utilizado para calcular
áreas que se ha desarrollado en la Sección 5.2, y lo utilizaremos para definir la integral definida
de una función f en un intervalo I. Supongamos por ahora que f (x) está definida y es continua
en el intervalo cerrado infinito [a, b]. Ya no supondremos que los valores de f son no negativos.

Particiones y sumas de Riemann

Sea P un conjunto finito de puntos de la recta real ordenados entre a y b, es decir,

P % {x0, x1, x2, x3, ..., xn.1, xn}

siendo a a % x0 a x1 a x2 a x3 a ñ a xn.1 a xn % b. Ese conjunto P se dice que es una parti-
ción de [a, b]. Divide al intervalo [a, b] en n subintervalos y la longitud del i-ésimo subintervalo
es [xi.1, xi]. Diremos que son los subintervalos de la partición P. El número n depende de cada
partición particular, por lo que escribiremos n % n(P). La longitud del i-ésimo subintervalo de
P es

Bxi % xi . xi.1, (para 1 m i m n)

y el máximo de esos números Bxi se denomina norma de la partición P, y se indica como ��P��:

��P�� % máx
1mimn

Bxi
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Como f es continua en cada subintervalo [xi.1, xi] de P, toma sus valores máximo y mínimo
en puntos de dicho subintervalo (por el Teorema 8 de la Sección 1.4). Por tanto, existen núme-
ros li y ui en [xi.1, xi] tales que

f (li) m f (x) m f (ui) siempre que xi.1 m x m xi

Si f (x) n 0 en [a, b], entonces f (li)Bxi y f (ui)Bxi representan las áreas de rectángulos en el
intervalo [xi.1, xi] cuya base está en el eje x y cuyas alturas pasan por el punto más bajo y más
alto, respectivamente, de la gráfica de f en ese intervalo (véase la Figura 5.10). Si Ai es la
parte del área comprendida bajo y % f (x) y por encima del eje x que está en la banda vertical
cuyos límites son x % xi.1 y x % xi, entonces

f (li)Bxi m Ai m f (ui)Bxi

Figura 5.10

Si f puede tomar valores negativos, entonces uno de los valores f (li)Bxi y f (ui)Bxi, o ambos,
pueden ser negativos, y representarán entonces el área negativa de un rectángulo que está por
debajo del eje x. En cualquier caso, siempre tenemos que f (li)Bxi m f (ui)Bxi.

DEFINICIÓN 2 Sumas de Riemann superior e inferior

La suma inferior (de Riemann), L( f , P), y la suma superior (de Riemann), U( f , P), de
la función f y la partición P se definen como:

L( f , P) % f (l1)Bx1 ! f (l2)Bx2 ! ñ ! f (ln)Bxn

%

n

;
i%1

f (li)Bxi

U( f , P) % f (u1)Bx1 ! f (u2)Bx2 ! ñ ! f (un)Bxn

%

n

;
i%1

f (ui)Bxi

La Figura 5.11 ilustra estas sumas de Riemann como sumas de áreas de rectángulos con signo;
toda área que esté por debajo del eje x cuenta como negativa.

Figura 5.11 (a) Una suma
inferior de Riemann y (b) una
suma superior de Riemann de la
función decreciente f . Las áreas
de los rectángulos sombreados
en oscuro cuentan como positivas;
las áreas de los sombreados
en claro cuentan como negativas.
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Ejemplo 1 Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la función f (x) % 1/x en el intervalo
[1, 2], correspondientes a la partición P de [1, 2] en cuatro subintervalos de la misma longitud.

Solución La partición P está formada por los puntos x0 % 1, x1 % 5/4, x2 % 3/2, x3 % 7/4 y x4 % 2. Co-
mo 1/x es decreciente en [1, 2], sus valores mínimo y máximo en el subintervalo i-ésimo [xi.1, xi] son 1/xi

y 1/xi.1, respectivamente. Por tanto, las sumas de Riemann inferior y superior son

L( f , P) %
1

4 A
4

5
!

2

3
!

4

7
!

1

2B%
533

840
] 0.6345

U( f , P) %
1

4 A1 !
4

5
!

2

3
!

4

7B%
319

420
] 0.7595

Ejemplo 2 Calcule las sumas de Riemann inferior y superior de la función f (x) % x2 en el intervalo
[0, a] (siendo a b 0), correspondientes a la partición Pn de [0, a] en n subintervalos de la misma longitud.

Solución Cada subintervalo de Pn tiene una longitud de Bx % a/n, y los puntos de división son xi % ia/n
para i % 0, 1, 2, ..., n. Como x2 es creciente en [0, a], sus valores mínimo y máximo en el subintervalo
i-ésimo [xi.1, xi] se producen en li % xi.1 y ui % xi, respectivamente. Por tanto, la suma de Riemann infe-
rior de f para la partición Pn es

L( f , Pn) %

n

;
i%1

(xi.1)
2
Bx %

a3

n3

n

;
i%1

(i . 1)2

%
a3

n3

n.1

;
j%0

j2 %
a3

n3

(n . 1)n(2(n . 1) ! 1)

6
%

(n . 1)(2n . 1)a3

6n2

donde hemos utilizado el Teorema 1(c) de la Sección 5.1 para calcular la suma de los cuadrados. De forma
similar, la suma de Riemann superior es

U( f , Pn) %

n

;
i%1

(xi)
2
Bx

%
a3

n3

n

;
i%1

i2 %
a3

n3

n(n ! 1)(2n ! 1)

6
%

(n ! 1)(2n ! 1)a3

6n2

La integral definida
Si se calculan L( f , P) y U( f , P) para particiones P que tienen cada vez más puntos colocados
más y más cerca, es razonable esperar que, en el límite, esas sumas de Riemann convergerán a
un valor común que será el área limitada por y % f (x), y % 0, x % a y x % b si f (x) n 0 en [a,
b]. Éste es de hecho el caso, pero todavía no lo podemos demostrar completamente.

Si P1 y P2 son dos particiones de [a, b], de forma que cada punto de P1 pertenece también a
P2, se dice que P2 es un refinamiento de P1. No es difícil demostrar que en este caso

L( f , P1) m L( f , P2) m U( f , P2) m U( f , P1)

Añadir más puntos a una partición aumenta la suma inferior y disminuye la suma superior (véase
el Ejercicio 18 al final de esta sección). Dadas dos particiones cualesquiera, P1 y P2, podemos
formar su refinamiento común P, formado por todos los puntos de P1 y P2. Así,

L( f , P1) m L( f , P) m U( f , P) m U( f , P2)

Por tanto, cada suma inferior es menor o igual que cada suma superior. Como los números reales
son completos, debe existir al menos un número real I tal que

L( f , P) m I m U( f , P), para cualquier partición P
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Si sólo hay un número que cumple lo anterior, se denomina integral definida de f en el inter-
valo [a, b].

DEFINICIÓN 3 La integral definida

Supongamos que hay un único número I tal que para toda partición P del intervalo [a, b]
se cumple que

L( f , P) m I m U( f , P)

Decimos entonces que la función f es integrable en el intervalo [a, b] y el valor I se de-
nomina integral definida de f en el intervalo [a, b]. La integral definida se expresa me-
diante el símbolo

I % I
b

a

f (x) dx

La integral definida de f (x) en el intervalo [a, b] es un número; no es una función de x. Depende
de los números a y b y de la función concreta f , pero no de la variable x (es una variable auxi-
liar como la variable i del sumatorio ;n

i%1 f (i)). Si se sustituye x por cualquier otra variable el
valor de la integral no cambia:

I
b

a

f (x) dx %I
b

a

f (t) dt

Todas las partes del símbolo I
b

a

f (x) dx tienen su propio nombre:

(i) : se denomina signo integral; recuerda a la letra S ya que representa el límite de una suma.
(ii) a y b se denominan límites de integración; a es el límite inferior y b es el límite supe-

rior.
(iii) La función f es el integrando; x es la variable de integración.
(iv) dx es el diferencial de x. Sustituye a Bx en las sumas de Riemann. Si un integrando de-

pende de más de una variable, el diferencial nos indica cuál es la variable de integración.

Ejemplo 3 Demuestre que f (x) % x2 es integrable en el intervalo [0, a], con a b 0, y calcule : a
0 x2 dx.

Solución Calcularemos los límites cuando n r ä de las sumas inferior y superior de f en el intervalo
[0, a], obtenidas en el Ejemplo 2 anterior.

lim
nrä

L( f , Pn) % lim
nrä

(n . 1)(2n . 1)a3

6n2 %
a3

3

lim
nrä

U( f , Pn) % lim
nrä

(n ! 1)(2n ! 1)a3

6n2 %
a3

3

Si L( f , Pn) m I m U( f , Pn), debemos tener que I % a3/3. Por tanto, f (x) % x2 es integrable en el intervalo
[0, a], y

I
a

0
f (x) dx %I

a

0
x2 dx %

a3

3

Para todas las particiones P del intervalo [a, b] tenemos que

L( f , P) mI
b

a

f (x) dx m U( f , P)
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Si f (x) n 0 en el intervalo [a, b], entonces el área de la región R limitada por la gráfica de
y % f (x), el eje x y las rectas x % a y x % b tiene un valor de A unidades al cuadrado, siendo
A % :b

a f (x) dx. Si f (x) m 0 en el intervalo [a, b], el área de R es .:b
a f (x) dx unidades al cua-

drado. Para una función f general, :b
a f (x) dx es el área de la parte de R que está por encima del

eje x, menos el área de la parte de R que está por debajo del eje x (véase la Figura 5.12). :b
a f (x) dx

puede verse como una «suma» de «áreas» de infinitos rectángulos con alturas f (x) y «anchuras
infinitesimalmente pequeñas» dx; es un límite de las sumas de Riemann superior e inferior.

Figura 5.12 I
b

a

f (x) dx es igual al área

R1 . área R2 ! área R3.

Sumas de Riemann generales
Sea P % {x0, x1, x2, ..., xn}, con a % x0 a x1 a x2 a ñ a xn % b, una partición del intervalo
[a, b] con norma ��P�� % máx1mimn Bxi. En cada subintervalo [xi.1, xi] de P seleccionamos un
punto ci (denominado etiqueta). Sea c % (c1, c2, ..., cn) el conjunto de esas etiquetas. La suma

R( f , P, c) %

n

;
i%1

f (ci)Bxi

% f (c1)Bx1 ! f (c2)Bx2 ! f (c3)Bx3 ! ñ ! f (cn)Bxn

se denomina suma de Riemann de f en el intervalo [a, b], correspondiente a la partición P y a
las etiquetas c.

Nótese en la Figura 5.13 que R( f , P, c) es una suma de áreas con signo de rectángulos com-
prendidos entre el eje x y la curva y % f (x). Para cualquier selección de las etiquetas c, la suma
de Riemann R( f , P, c) cumple

L( f , P) m R( f , P, c) m U( f , P)

Figura 5.13 La suma de Riemann
R( f , P, c) es la suma de las áreas
de los rectángulos sombreados en
oscuro menos la suma de las áreas de
los rectángulos sombreados en claro.
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Por tanto, si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces su integral es el límite de esas sumas
de Riemann, donde el límite se toma cuando el número n(P) de subintervalos de P tiende a infi-
nito de forma que las longitudes de todos los subintervalos tienden a cero. Es decir,

lim
n(P)rä

��P��r0

R( f , P, c) %I
b

a

f (x) dx

Como veremos en el Capítulo 7, muchas aplicaciones de integración se basan en reconocer que
un límite de sumas de Riemann es una integral definida.

TEOREMA 2 Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces f es integrable en el intervalo [a, b].

#

Como se ha indicado anteriormente, todavía no podemos demostrar este teorema de forma
completamente general. La demostración se basa en el uso de la propiedad de completitud de los
números reales y se presenta en el Apéndice IV. Sin embargo, podemos hacer la siguiente obser-
vación. Para demostrar que f es integrable en el intervalo [a, b] es suficiente que, para cualquier
número positivo �, se pueda encontrar una partición P de [a, b] para la que U( f , P) . L( f ,
P) a �. Esta condición evita que haya más de un número I que sea mayor que cualquier suma
inferior y menor que cualquier suma superior. No es difícil encontrar esa partición si la función
f es no decreciente (o no creciente) en el intervalo [a, b] (véase el Ejercicio 17 al final de esta
sección). Por tanto, las funciones continuas no decrecientes y no crecientes son integrables. Tam-
bién lo es, por tanto, cualquier función continua que sea la suma de una función no decreciente y
una función no creciente. Esta clase de funciones incluyen a casi cualquier función continua que
nos podamos encontrar en aplicaciones concretas del cálculo, pero, desafortunadamente, no in-
cluye a todas las funciones continuas.

En la Sección 5.4 ampliaremos la definición de integral definida a ciertas clases de funciones
que no son continuas.

Ejemplo 4 Exprese el límite lim
nrä

n

;
i%1

2

n A1 !
2i . 1

n B
1/3

como una integral definida.

Solución Deseamos interpretar la suma como una suma de Riemann para f (x) % (1 ! x)1/3. El factor 2/n
sugiere que el intervalo de integración es de longitud 2 y está dividido en n subintervalos iguales, cada uno
de ellos de longitud 2/n. Sea ci % (2i . 1)/n para i % 1, 2, 3, ..., n. Cuando n r ä, c1 % 1/nr 0 y
cn % (2n . 1)/nr 2. Por tanto, el intervalo es [0, 2] y los puntos de la partición son xi % 2i/n. Obsérvese
que xi.1 % (2i . 2)/na ci a 2i/n% xi para todo i, de forma que la suma es en realidad una suma de Rie-
mann para f (x) en el intervalo [0, 2]. Como f es continua en ese intervalo, es integrable en él, y

lim
nrä

n

;
i%1

2

n A1 !
2i . 1

n B
1/3

%I
2

0
(1 ! x)1/3 dx

Ejercicios 5.3

En los Ejercicios 1-6, sea Pn la partición del intervalo dado
[a, b] en n subintervalos de la misma longitud
Bxi % (b . a)/n. Calcule L( f , Pn) y U( f , Pn) para las
funciones f dadas y los valores dados de n.

1. f (x) % x en [0, 2], con n % 8.

2. f (x) % x2 en [0, 4], con n % 4.

3. f (x) % ex en [.2, 2], con n % 4.

4. f (x) % ln x en [1, 2], con n % 5.

5. f (x) % sen x en [0, n], con n % 6.

6. f (x) % cos x en [0, 2n], con n % 4.

En los Ejercicios 7-10, calcule L( f , Pn) y U( f , Pn) para las
funciones f dadas en los intervalos [a, b] dados, siendo Pn
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la partición del intervalo en n subintervalos de la misma
longitud Bx % (b . a)/n. Demuestre que

lim
nrä

L( f , Pn) % lim
nrä

U( f , Pn)

y a partir aquí, que f es integrable en el intervalo [a, b]
(¿por qué?). ¿Qué es :b

a f (x) dx?

7. f (x) % x, [a, b] % [0, 1].

8. f (x) % 1 . x, [a, b] % [0, 2].

9. f (x) % x3, [a, b] % [0, 1].

10. f (x) % ex, [a, b] % [0, 3].

En los Ejercicios 11-16, exprese los límites dados en forma
de integral definida.

11. lim
nrä

n

;
i%1

1

n J
i

n
12. lim

nrä

n

;
i%1

1

n J
i . 1

n

13. lim
nrä

n

;
i%1

n
n

senA
ni

nB 14. lim
nrä

n

;
i%1

2

n
ln A1 !

2i

nB
*15. lim

nrä

n

;
i%1

1

n
tan.1A

2i . 1

2n B
*16. lim

nrä

n

;
i%1

n

n2
! i2

*17. Si f es una función continua y no decreciente en un
intervalo [a, b], y Pn es la partición de [a, b] en n
subintervalos de la misma longitud (Bxi % (b . a)/n
para 1 m i m n), demuestre que

U( f , Pn) . L( f , Pn) %
(b . a)( f (b) . f (a))

n

Como podemos hacer el miembro izquierdo tan
pequeño como queramos escogiendo n
suficientemente grande, f debe ser integrable en el
intervalo [a, b].

*18. Sea P % {a % x0 a x1 a x2 a ñ a xn % b} una
partición del intervalo [a, b] y sea Pñ un refinamiento
de P con un punto más, xñ, que cumple, por ejemplo,
que xi.1 a xñ a xi para algún valor de i entre 1 y n.
Demuestre que

L( f , P) m L( f , Pñ) m U( f , Pñ) m U( f , P)

para alguna función continua f (Sugerencia:
Considere los valores máximo y mínimo de la
función f en los intervalos [xi.1, xi], [xi.1, xñ] y
[xñ, xi]). A partir de aquí, deduzca que

L( f , P) m L( f , Pññ) m U( f , Pññ) m U( f , P) si Pññ

es cualquier refinamiento de P.

5.4 Propiedades de la integral definida

Es conveniente ampliar la definición de integral definida :b
a f (x) dx para permitir que a % b y

a b b, así como a a b. En esta ampliación intervendrán particiones P con x0 % a y xn % b, y con
puntos intermedios ordenados entre los dos puntos de los extremos, de modo que si a % b, en-
tonces debe cumplirse que Bxi % 0 para todo i, y por tanto la integral es cero. Si a b b, tenemos
que Bxi a 0 para todo i, por lo que la integral será negativa para funciones f positivas y vice-
versa.

El siguiente teorema resume algunas de las propiedades más importantes de la integral defi-
nida.

TEOREMA 3 Sean f y g dos funciones integrables en un intervalo que contiene a los puntos a, b y c.
Entonces:

(a) Cualquier integral sobre un intervalo de longitud cero es cero.

I
a

b

f (x) dx % 0

(b) Al invertir los límites de integración, la integral cambia de signo.

I
a

b

f (x) dx % .I
b

a

f (x) dx
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(c) Una integral depende linealmente del integrando. Si A y B son constantes, entonces

I
b

a

(A f (x) ! Bg(x)) dx % A I
b

a

f (x) dx ! B I
b

a

g(x) dx

(d) Una integral depende aditivamente del intervalo de integración.

I
b

a

f (x) dx ! I
c

b

f (x) dx %I
c

a

f (x) dx

(e) Si a m b y f (x) m g(x) para a m x m b, entonces

I
b

a

f (x) dx mI
b

a

g(x) dx

(f) Desigualdad del triángulo para integrales definidas. Si a m b, entonces

GI
b

a

f (x) dx GmI
b

a

� f (x) � dx

(g) La integral de una función impar en un intervalo simétrico alrededor de cero vale cero.
Si f es una función impar ( f (.x) % . f (x)), entonces

I
a

.a

f (x) dx % 0

(h) La integral de una función par en un intervalo simétrico alrededor de cero vale dos
veces la integral en la mitad positiva del intervalo. Si f es una función par
( f (.x) % f (x)), entonces

I
a

.a

f (x) dx % 2 I
a

0
f (x) dx

#

Todas estas propiedades se pueden deducir partiendo de la definición de integral definida. La
mayoría de ellas son intuitivamente razonables si consideramos las integrales como áreas (con
signo). Por ejemplo, las propiedades (d) y (e) son, respectivamente, las propiedades (v) y (vi) de
las áreas mencionadas en el primer párrafo de la Sección 5.2 (véase la Figura 5.14).

Figura 5.14

(a) Propiedad (d) del Teorema 3.
(b) Propiedad (e) del Teorema 3.
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La propiedad (f) es una generalización de la desigualdad del triángulo para números:

�x ! y � m �x � ! �y �, o, de forma más general, G
n

;
i%1

xi Gm
n

;
i%1

�xi �

Se deduce de la propiedad (e) (suponiendo que � f � es integrable en el intervalo [a, b]), ya que
.� f (x)� m f (x) m � f (x)�. Las propiedades de simetría (g) y (h), que se ilustran en la Figura 5.15,
son particularmente útiles y conviene tenerlas siempre presentes, ya que pueden ahorrar trabajo
innecesario al calcular integrales definidas.

Figura 5.15

(a) Propiedad (g) del Teorema 3.
(b) Propiedad (h) del Teorema 3.

Todavía no disponemos de un método sencillo para calcular integrales definidas. Sin embargo,
algunas integrales se pueden simplificar utilizando las propiedades presentadas en el Teorema 3,
y otras se pueden interpretar como áreas conocidas.

Ejemplo 1 Calcule

(a) I
2

.2

(2 ! 5x) dx, (b) I
3

0
(2 ! x) dx y (c) I

3

.3

∂9 . x2 dx.

Solución Véanse las Figuras 5.16-5.18.

Figura 5.16 Figura 5.17 Figura 5.18

(a) Por la propiedad de linealidad (c), :2
.2 (2 ! 5x) dx % :2

.22 dx ! 5:2
.2 x dx. La primera integral de

la derecha representa el área de un rectángulo de anchura 4 y altura 2 (Figura 5.16), por lo que su valor
es 8. La segunda integral de la derecha es 0 porque el integrando es impar y el intervalo de integración
es simétrico alrededor del 0. Por tanto,

I
2

.2

(2 ! 5x) dx % 8 ! 0 % 8
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(b) :3
0 (2 ! x) dx representa el área del trapezoide de la Figura 5.17. Sumando las áreas del rectángulo y del

triángulo que forman dicho trapezoide, se obtiene

I
3

0
(2 ! x) dx % (3 # 2) !

1

2
(3 # 3) %

21

2

(c) :3
.3 ∂9 . x2 dx representa el área de un semicírculo de radio 3 (Figura 5.18), por lo que

I
3

.3

∂9 . x2 dx %
1

2
n(32) %

9n
2

Aunque las áreas se miden en unidades de longitud al cuadrado, las integrales definidas son nú-
meros y no tienen unidades. Incluso cuando se utiliza un área para calcular una integral, no se
asignan unidades a la integral.

Un Teorema del Valor Medio para integrales
Sea f una función continua en el intervalo [a, b]. Entonces f alcanza un valor mínimo m y un
valor máximo M en dicho intervalo, por ejemplo en los puntos x % l y x % u, respectivamente:

m % f (l) m f (x) m f (u) % M para todo x en [a, b]

Para el caso de la partición P de 2 puntos del intervalo [a, b] con x0 % a y x1 % b, tenemos que

m(b . a) % L( f , P) m I
b

a

f (x) dx m U( f , P) % M(b . a)

Por tanto,

f (l) % m m

1

b . a I
b

a

f (x) dx m M % f (u)

Por el Teorema del Valor Medio, f (x) debe tomar todos los valores entre f (l) y f (u) en algún
punto entre l y u (Figura 5.19). Por tanto, existe un número c entre l y u tal que

f (c) %
1

b . a I
b

a

f (x) dx

Es decir, :b
a f (x) dx es igual al área (b . a) f (c) de un rectángulo cuya anchura de la base es

b . a y su altura es f (c) para algún valor c entre a y b. Éste es el Teorema del Valor Medio
para integrales.

TEOREMA 4 El Teorema del Valor Medio para integrales

Si f es una función continua en el intervalo [a, b], entonces existe un punto c en [a, b] tal
que

I
b

a

f (x) dx % (b . a) f (c)

#

Obsérvese en la Figura 5.19 que el área por debajo de la curva y % f (x) y por encima de la recta
y % f (c) es igual al área por encima de y % f (x) y por debajo de y % f (c). En este sentido, f (c)
es el valor medio de la función f (x) en el intervalo [a, b].
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Figura 5.19 La mitad del área entre y % f (x)
y la línea horizontal y % f (c) está por debajo
de dicha línea, y la otra mitad está por encima
de dicha línea.

DEFINICIÓN 4 Valor medio de una función

Si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces el valor medio de f en [a, b], que se
indica como f 1, es

f 1 %
1

b . a I
b

a

f (x) dx

Ejemplo 2 Calcule el valor medio de f (x) % 2x en el intervalo [1, 5].

Solución El valor medio (véase la Figura 5.20) es

f 1%
1

5 . 1 I
5

1
2x dx %

1

4 A4 # 2 !
1

2
(4 # 8)B% 6

Figura 5.20 I
5

1

2x dx % 24.

Definición de integrales de funciones continuas por tramos
La definición de integrabilidad y de integral definida, dadas anteriormente, se puede extender a
una clase de funciones más amplia que las funciones continuas. Una extensión simple pero muy
importante es a la clase de funciones continuas por tramos.
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Considérese la gráfica y % f (x) que se muestra en la Figura 5.21(a). Aunque f no es continua
en todos los puntos del intervalo [a, b] (es discontinua en c1 y c2), es claro que la región encerra-
da debajo de la gráfica y encima del eje x entre x % a y x % b tiene un área determinada. Esa
área puede representarse como

I
c1

a

f (x) dx !I
c2

c1

f (x) dx !I
b

c2

f (x) dx

Esto es razonable ya que existen funciones continuas en [a, c1], [c1, c2] y [c2, b] iguales a f (x)
en los correspondientes intervalos abiertos (a, c1), (c1, c2) y (c2, b).

Figura 5.21 Dos funciones
continuas por tramos.

DEFINICIÓN 5 Funciones continuas por tramos

Sea c0 a c1 a c2 a ñ a cn un conjunto finito de puntos en la recta real. Una función f
definida en el intervalo [c0, cn], excepto posiblemente en alguno de los puntos ci,
(0 m i m n), se denomina continua por tramos en dicho intervalo si para todo i
(1 m i m n) existe una función Fi continua en el intervalo cerrado [ci.1, ci], tal que

f (x) % Fi(x) en el intervalo abierto (ci.1, ci)

En este caso, se define la integral definida de f desde c0 hasta cn como

I
cn

c0

f (x) dx %

n

;
i%1 I

ci

ci.1

Fi(x) dx

Ejemplo 3 Calcule I
3

0
f (x) dx, siendo f (x) %E

∂1 . x2 si 0 m x m 1

2 si 1 a x m 2

x . 2 si 2 a x m 3

Solución El valor de la integral es la suma de las áreas sombreadas en la Figura 5.21(b):

I
3

0
f (x) dx %I

1

0
∂1 . x2 dx !I

2

1
2 dx !I

3

2
(x . 2) dx

%A
1

4
# n # 12B! (2 # 1) !A

1

2
# 1 # 1B%

n ! 10

4
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Ejercicios 5.4

1. Simplifique I
b

a
f (x) dx !I

c

b
f (x) dx !I

a

c
f (x) dx.

2. Simplifique I
2

0
3 f (x) dx !I

3

1
3 f (x) dx .I

3

0
2 f (x) dx

.I
2

1
3 f (x) dx.

Calcule las integrales en los Ejercicios 3-16 utilizando las
propiedades de la integral definida e interpretando las
integrales como áreas.

3. I
2

.2
(x ! 2) dx 4. I

2

0
(3x ! 1) dx

5. I
b

a
x dx 6. I

2

.1
(1 . 2x) dx

7. I
∂2

.∂2
∂2 . t2 dt 8. I

0

.∂2
∂2 . x2 dx

9. I
n

.n
sen (x3) dx 10. I

a

.a
(a . �s �) ds

11. I
1

.1
(u5

. 3u3
! n) du 12. I

2

0
∂2x . x2 dx

13. I
4

.4
(ex

. e.x) dx 14. I
3

.3
(2 ! t) ∂9 . t2 dt

*15. I
1

0
∂4 . x2 dx *16. I

2

1
∂4 . x2 dx

Sabiendo que I
a

0
x2 dx %

a3

3
, calcule las integrales de los

Ejercicios 17-22.

17. I
2

0
6x2 dx 18. I

3

2
(x2

. 4) dx

19. I
2

.2
(4 . t2) dt 20. I

2

0
(v2

. v) dv

21. I
1

0
(x2

! ∂1 . x2) dx 22. I
6

.6
x2(2 ! sen x) dx

La definición de ln x como un área, realizada en la Sección
3.3, implica que

I
x

1

1

t
dt % ln x

para x b 0. Utilice ese resultado para calcular las integrales
de los Ejercicios 23-26.

23. I
2

1

1

x
dx 24. I

4

2

1

t
dt

25. I
1

1/3

1

t
dt 26. I

3

1/4

1

s
ds

Calcule los valores medios de las funciones de los
Ejercicios 27-32 en los intervalos dados.

27. f (x) % x ! 2 en [0, 4]

28. g(x) % x ! 2 en [a, b]

29. f (t) % 1 ! sen t en [.n, n]

30. k(x) % x2 en [0, 3]

31. f (x) % ∂4 . x2 en [0, 2]

32. g(s) % 1/s en [1/2, 2]

Funciones continuas por tramos

33. Calcule I
2

.1
sgn x dx. Recuerde que sgn x vale 1 si

x b 0 y .1 si x a 0.

34. Calcule I
2

.3
f (x) dx, siendo f (x) %E

1!x si xa0

2 si xn0

35. Calcule I
2

0
g(x) dx, siendo g(x) %E

x2 si 0 m x m 1

x si 1 a x m 2

36. Calcule I
3

0
�2 . x � dx.

*37. Calcule I
2

0
∂4 . x2 sgn (x . 1) dx.

38. Calcule I
3.5

0
bxc dx, siendo bxc el máximo entero

menor o igual que x (véase el Ejemplo 10 de la
Sección P.5).

Calcule las integrales de los Ejercicios 39-40 observando
las gráficas de los integrandos.

39. I
4

.3
(�x ! 1 � . �x . 1 � ! �x ! 2 �) dx

40. I
3

0

x2
. x

�x . 1 �
dx

41. Calcule el valor medio de la función
f (x) % �x ! 1 � sgn x en el intervalo [.2, 2].

42. Si a a b y f es una función continua en el intervalo

[a, b], demuestre que I
b

a
( f (x) . f 1) dx % 0.

43. Suponga que a a b y que f es continua en el intervalo
[a, b]. Calcule la constante k que minimiza la integral

I
b

a
( f (x) . k)2 dx.
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5.5 El Teorema Fundamental del Cálculo

En esta sección demostraremos la relación que existe entre la integral definida presentada en la
Sección 5.3 y la integral indefinida (o primitiva general) presentada en la Sección 2.10. Una con-
secuencia de esta relación es que aprenderemos a calcular integrales definidas de funciones
cuyas primitivas seamos capaces de calcular.

En la Sección 3.3 planteamos el problema de calcular una función cuya derivada fuera 1/x.
Resolvimos este problema definiendo la función deseada (ln x) en función del área encerrada ba-
jo la gráfica de y % 1/x. Esta idea motiva el siguiente teorema, y es un caso especial del mismo.

TEOREMA 4 Teorema Fundamental del Cálculo

Supongamos que la función f es continua en un intervalo I que contiene al punto a.

PARTE I. Sea la función F definida en I:

F(x) %I
x

a

f (t) dt

Entonces F es diferenciable en I, y Fñ(x) % f (x) en dicho intervalo. Por tanto, F es una pri-
mitiva de f en I:

d

dx I
x

a

f (t) dt % f (x)

PARTE II. Si G(x) es cualquier primitiva de f (x) en I, de forma que Gñ(x) % f (x) en I, en-
tonces para todo b en I se cumple

I
b

a

f (x) dx % G(b) . G(a)

DEMOSTRACIÓN Utilizando la definición de derivada, podemos calcular

Fñ(x) % lim
hr0

F(x ! h) . F(x)

h

% lim
hr0

1

h AI
x!h

a

f (t) dt .I
x

a

f (t) dtB
% lim

hr0

1

h I
x!h

x

f (t) dt por el Teorema 3(d)

% lim
hr0

1

h
h f (c) para alguna c % c(h) (que depende de h)

entre x y x ! h (Teorema 4)

% lim
crx

f (c) ya que c r x cuando h r 0

% f (x) ya que f es continua.

Además, si Gñ(x) % f (x), entonces F(x) % G(x) ! C en I para alguna constante C (por el
Teorema 13 de la Sección 2.6). Entonces,

I
x

a

f (t) dt % F(x) % G(x) ! C
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Sea x % a y obténgase 0 % G(a) ! C mediante el Teorema 3(a), de forma que C % .G(a).
Hagamos ahora x % b para obtener

I
b

a

f (t) dt % G(b) ! C % C(b) . G(a)

Por supuesto, se puede sustituir t por x (o cualquier otra variable) como variable de integra-
ción en el miembro izquierdo.

#

Observación Hay que recordar las dos conclusiones del Teorema Fundamental, ya que am-
bas son útiles. La parte I trata de la derivada de una integral; nos indica cómo diferenciar una
integral definida con respecto a su límite superior. La parte II considera la integral de una deri-
vada; nos indica cómo calcular una integral definida si se puede obtener una primitiva del inte-
grando.

DEFINICIÓN 6

Para facilitar el cálculo de integrales definidas utilizando el Teorema Fundamental del
Cálculo se define el símbolo de evaluación:

F(x) G
b

a

% F(b) . F(a)

Por tanto,

I
b

a

f (x) dx %AI f (x) dxB G
b

a

donde : f (x) dx indica la integral indefinida o primitiva general de f (véase la Sección 2.10).
Cuando se calcula una integral definida de esta forma, omitiremos la constante de integración
(!C) de la integral indefinida ya que se cancela en la resta:

(F(x) ! C) G
b

a

% F(b) ! C . (F(a) ! C) % F(b) . F(a) % F(x) G
b

a

Cualquier primitiva de f se puede utilizar para calcular la integral definida.

Ejemplo 1 Calcule (a) I
a

0
x2 dx y (b) I

2

.1
(x2

. 3x ! 2) dx.

Solución

(a) I
a

0
x2 dx %

1

3
x3 G

a

0
%

1

3
a3

.

1

3
03

%
a3

3 Aya que
d

dx

x3

3
% x2B

(b) I
2

.1
(x2

. 3x ! 2) dx %A
1

3
x3

.

3

2
x2

! 2xB G
2

.1

%
1

3
(8) .

3

2
(4) ! 4 .A

1

3
(.1) .

3

2
(1) ! (.2)B%

9

2

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Hay que prestar atención y tener en cuenta todos los signos menos al
sustituir un límite inferior negativo.
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Ejemplo 2 Calcule el área A de la región plana que está por encima del eje x y por debajo de la curva
y % 3x . x2.

Solución Necesitamos obtener los puntos donde la curva y % 3x . x2 cruza al eje x. Esos puntos son las
soluciones de la ecuación

0 % 3x . x2
% x(3 . x)

Las únicas raíces son x % 0 y x % 3 (véase la Figura 5.22). Por tanto, el área de la región es

A %I
3

0
(3x . x2) dx %A

3

2
x2

.

1

3
x3B G

3

0

%
27

2
.

27

3
. (0 . 0) %

27

6
%

9

2
unidades al cuadrado

Figura 5.22

Ejemplo 3 Calcule el área bajo la curva y % sen x, por encima de y % 0 y desde x % 0 hasta x % n.

Solución El área pedida, que se ilustra en la Figura 5.23, es

A %I
n

0
sen x dx % .cos x G

n

0
% .(.1 . (1)) % 2 unidades al cuadrado

Figura 5.23

Nótese que, aunque la integral definida es un número puro, un área es una magnitud geométrica
que implícitamente requiere unidades. Si las unidades del eje x y del eje y son, por ejemplo, me-
tros, el área debe expresarse en metros cuadrados (m2). Si no se especifican las unidades de lon-
gitud de los ejes x e y, el área se expresará en unidades al cuadrado.

Ejemplo 4 Calcule el área de la región R que está por encima de la recta y % 1 y por debajo de la
curva y % 5/(x2

! 1).

Solución La región R se muestra sombreada en la Figura 5.24. Para calcular las intersecciones de y % 1
e y % 5/(x2

! 1), debemos resolver la ecuación:

1 %
5

x2
! 1

por lo que x2
! 1 % 5, x2

% 4 y x % u2.
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El área A de la región R es el área bajo la curva y % 5/(x2
! 1) y por encima del eje x entre x % .2

y x % 2, menos el área de un rectángulo de anchura 4 y altura 1. Como tan.1 x es una primitiva de
1/(x2

! 1),

A %I
2

.2

5

x2
! 1

dx . 4 % 2 I
2

0

5

x2
! 1

dx . 4

% 10 tan.1 x G
2

0
. 4 % 10 tan.1 2 . 4 unidades al cuadrado

Obsérvese el uso de la simetría par (Teorema 3(h) de la Sección 5.4) para sustituir el límite inferior de inte-
gración por 0. Es más fácil sustituir 0 en la primitiva que .2.

Figura 5.24

Ejemplo 5 Calcule el valor medio de f (x) % e.x
! cos x en el intervalo [.n/2, 0].

Solución El valor medio es

f 1%
1

0 .A.

n
2B
I

0

.(n/2)

(e.x
! cos x) dx

%
2

n
(.e.x

! sen x) G
0

.(n/2)

%
2

n
(.1 ! 0 ! en/2

. (.1)) %
2

n
en/2

Hay que tener cuidado con las integrales de la forma :b
a f (x) dx, donde f no es continua en todos

los puntos del intervalo [a, b]. El Teorema Fundamental no se aplica en esos casos.

Ejemplo 6 Sabemos que
d

dx
ln �x � %

1

x
si x Ç 0. Sin embargo, es incorrecto decir que

I
1

.1

dx

x
% ln �x � G

1

.1
% 0 . 0 % 0

aun cuando 1/x sea una función impar. De hecho, 1/x es indefinida y no tiene límite en x % 0, y no es inte-
grable en [.1, 0] ni en [0, 1] (Figura 5.25). Obsérvese que

lim
cr0! I

1

c

1

x
dx % lim

cr0!

. ln c % ä

por lo que las dos regiones sombreadas en la Figura 5.25 tienen área infinita. Las integrales de este tipo se
denominan integrales impropias. Las consideraremos en la Sección 6.5.
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Figura 5.25

Presentaremos a continuación algunos ejemplos que ilustran la primera conclusión del Teorema
Fundamental.

Ejemplo 7 Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

(a) F(x) %I
3

x
e.t2 dt, (b) G(x) % x2 I

5x

.4

e.t2
dt, (c) H(x) %I

x3

x2

e.t2
dt

Solución Para obtener las soluciones hay que aplicar la primera conclusión del Teorema Fundamental
junto con otras reglas de diferenciación.

(a) Obsérvese que F(x) % . :x
3 e.t2

dt (por el Teorema 3(b)). Por lo tanto, por el Teorema Fundamental,
Fñ(x) % .e.x2

.
(b) Por la Regla del Producto y la Regla de la Cadena,

Gñ(x) % 2x I
5x

.4

e.t2
dt ! x2 d

dx I
5x

.4

e.t2
dt

% 2x I
5x

.4

e.t2
dt ! x2e.(5x)2

(5)

% 2x I
5x

.4

e.t2
dt ! 5x2e.25x2

(c) Se divide la integral en una diferencia de dos integrales en cada una de las cuales la variable x aparece
sólo en el límite superior.

H(x) %I
x3

0
e.t2

dt .I
x2

0
e.t2

dt

Hñ(x) % e.(x3)2
(3x2) . e.(x2)2

(2x)

% 3x2 e.x6
. 2x e.x4

Los apartados (b) y (c) del Ejemplo 7 son ejemplos de las siguientes fórmulas que incorporan la
Regla de la Cadena en la primera conclusión del Teorema Fundamental.

d

dx I
g(x)

a

f (t) dt % f (g(x))gñ(x)

d

dx I
g(x)

h(x)

f (t) dt % f (g(x))gñ(x) . f (h(x))hñ(x)
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Ejemplo 8 Resuelva la ecuación integral f (x) % 2 ! 3 I
x

4
f (t) dt.

Solución Diferenciando la ecuación integral se obtiene f ñ(x) % 3 f (x), la ecuación diferencial del creci-
miento exponencial f (x) % Ce3x. Sustituyendo ahora x % 4 en la ecuación integral se obtiene f (4) % 2. Así,
2 % Ce12, por lo que C % 2e.12. Por tanto, la solución de la ecuación integral es f (x) % 2e3x.12.

Concluiremos con un ejemplo que muestra cómo se puede utilizar el Teorema Fundamental para
calcular límites de sumas de Riemann.

Ejemplo 9 Calcule lim
nrä

1

n

n

;
j%1

cosA
jn
2nB .

Solución En la suma aparecen valores de cos x en los extremos derechos de los n subintervalos de la
partición

0,
n
2n

,
2n
2n

,
3n
2n

, ...,
nn
2n

del intervalo [0, n/2]. Como cada uno de los subintervalos de esta partición tiene longitud n/(2n), y como
cos x es continua en el intervalo [0, n/2], tenemos, expresando el límite de una suma de Riemann como una
integral (véase la Figura 5.26),

lim
nrä

n
2n

n

;
j%1

cosA
jn
2nB%I

n/2

0
cos x dx % sen x G

n/2

0
% 1 . 0 % 1

La suma obtenida difiere de la suma de Riemann sólo en que no está el factor n/2. Por tanto,

lim
nrä

1

n

n

;
j%1

cosA
jn
2nB%

2

n

Figura 5.26

Ejercicios 5.5

Calcule las integrales definidas en los Ejercicios 1-20.

1. I
2

0
x3 dx 2. I

4

0
∂x dx

3. I
1

1/2

1

x2 dx 4. I
.1

.2 A
1

x2 .

1

x3B dx

5. I
2

.1
(3x2

. 4x ! 2) dx 6. I
2

1 A
2

x3 .

x3

2B dx

7. I
2

.2
(x2

! 3)2 dx 8. I
9

4 A∂x .

1

∂xB dx

9. I
.n/6

.n/4
cos x dx 10. I

n/3

0
sec2 h dh

11. I
n/3

n/4
sen h dh 12. I

2n

0
(1 ! sen u) du

13. I
n

.n
ex dx 14. I

2

.2
(ex

. e.x) dx

15. I
e

0
ax dx (a b 0) 16. I

1

.1
2x dx

17. I
1

.1

dx

1 ! x2 18. I
1/2

0

dx

∂1 . x2
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*19. I
1

.1

dx

∂4 . x2 *20. I
0

.2

dx

4 ! x2

Calcule el área de la región R especificada en los Ejercicios
21-32. Es útil realizar un dibujo de la región.

21. Limitada por y % x4, y % 0, x % 0 y x % 1.

22. Limitada por y % 1/x, y % 0, x % e y x % e2.

23. Por encima de y % x2
. 4x y por debajo del eje x.

24. Limitada por y % 5 . 2x . 3x2, y % 0, x % .1 y
x % 1.

25. Limitada por y % x2
. 3x ! 3 y y % 1.

26. Por debajo de y % ∂x y por encima de y %
x

2
.

27. Por encima de y % x2 y a la derecha de x % y2.

28. Por encima de y % �x � y por debajo de y % 12 . x2.

29. Limitada por y % x1/3
. x1/2, y % 0, x % 0 y x % 1.

30. Por debajo de y % e.x y por encima de y % 0, desde
x % .a hasta x % 0.

31. Por debajo de y % 1 . cos x y por encima de y % 0,
entre dos intersecciones consecutivas de estas gráficas.

32. Por debajo de y % x.1/3 y por encima de y % 0, desde
x % 1 hasta x % 27.

Calcule las integrales de funciones continuas por tramos en
los Ejercicios 33 y 34.

33. I
3n/2

0
�cos x � dx 34. I

3

1

sgn (x . 2)

x2 dx

En los Ejercicios 35-38, calcule los valores medios de las
funciones dadas en los intervalos especificados.

35. f (x) % 1 ! x ! x2
! x3 en [0, 2]

36. f (x) % e3x en [.2, 2]

37. f (x) % 2x en [0, 1/ln 2]

38. g(t) %E
0 si 0 m t m 1

1 si 1 a t m 3
en [0, 3]

Calcule las derivadas indicadas en los Ejercicios 39-46.

39.
d

dx I
x

2

sen t

t
dt 40.

d

dt I
3

t

sen x

x
dx

41.
d

dx I
0

x2

sen t

t
dt 42.

d

dx
x2 I

x2

0

sen u

u
du

43.
d

dt I
t

.n

cos y

1 ! y2 dy 44.
d

dh I
cos h

sen h

1

1 . x2 dx

45.
d

dx
F(∂x), si F(t) %I

t

0
cos (x2) dx.

46. H ñ(2), si H(x) % 3x I
x2

4
e.ït dt

47. Resuelva la ecuación integral f (x)%n A1!I
x

1
f (t) dtB .

48. Resuelva la ecuación integral f (x) % 1 .I
x

0
f (t) dt.

*49. Critique el siguiente cálculo erróneo:

I
1

.1

dx

x2 % .

1

x G
1

.1

% .1 !
1

.1
% .2

¿Dónde ocurre exactamente el error? ¿Por qué no es
.2 un valor razonable de la integral?

*50. Utilice una integral definida para definir una función

F(x) cuya derivada sea
sen x

1 ! x2 para todo x y que

cumpla F(17) % 0.

*51. ¿Tiene la función F(x) %I
2x.x2

0
cosA

1

1 ! t2B dt un

valor máximo o mínimo? Justifique su respuesta.

Calcule los límites en los Ejercicios 52-54.

*52. lim
nrä

1

n AA1 !
1

nB
5

!A1 !
2

nB
5

! ñ !A1 !
n

nB
5

B .

*53. lim
nrä

n
n Asen

n
n

! sen
2n
n

! sen
3n
n

! ñ ! sen
nn
n B .

*54. lim
nrä A

n

n2
! 1

!
n

n2
! 4

!
n

n2
! 9

! ñ !
n

2n2B .

5.6 El método de sustitución

Como hemos visto, el cálculo de integrales definidas se realiza más fácilmente si se puede obte-
ner una primitiva del integrando. En esta sección y en las Secciones 6.1-6.4 presentaremos algu-
nas técnicas de integración, es decir, métodos para obtener primitivas de funciones. Aunque las
técnicas que desarrollaremos se pueden utilizar para una amplia clase de funciones, no funciona-
rán con todas las funciones que podríamos desear integrar. Si la integral definida tiene un inte-
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grando cuya primitiva es o bien imposible o bien muy difícil de obtener, se puede aproximar
dicha integral definida por medios numéricos. En las Secciones 6.6-6.8 presentaremos técnicas
para realizarlo.

Empezaremos por presentar una tabla con algunas integrales indefinidas conocidas. Estos re-
sultados se obtuvieron durante nuestro desarrollo de fórmulas de diferenciación de funciones ele-
mentales. Es conveniente memorizarlos.

Algunas integrales elementales

1. I 1 dx % x ! C 2. I x dx %
1

2
x2

! C

3. I x2 dx %
1

3
x3

! C 4. I
1

x2 dx % .

1

x
! C

5. I ∂x dx %
2

3
x3/2

! C 6. I
1

∂x
dx % 2∂x ! C

7. I xr dx %
1

r ! 1
xr!1

! C (r Ç .1) 8. I
1

x
dx % ln �x � ! C

9. I sen ax dx % .

1

a
cos ax ! C 10. I cos ax dx %

1

a
sen ax ! C

11. I sec2 ax dx %
1

a
tan ax ! C 12. I csc2 ax dx % .

1

a
cot ax ! C

13. I sec ax tan ax dx %
1

a
sec ax ! C 14. I csc ax cot ax dx % .

1

a
csc ax ! C

15. I
1

∂a2
. x2

dx % sen.1 x

a
! C (a b 0) 16. I

1

a2
! x2 dx %

1

a
tan.1 x

a
! C

17. I eax dx %
1

a
eax

! C 18. I bax dx %
1

a ln b
bax

! C

19. I cosh ax dx %
1

a
senh ax ! C 20. I senh ax dx %

1

a
cosh ax ! C

Nótese que las fórmulas 1-6 son casos especiales de la fórmula 7, que es válida en cualquier
intervalo donde xr tenga sentido. La fórmula de linealidad

I (A f (x) ! Bg(x)) dx % A I f (x) dx ! B I g(x) dx

hace posible integrar sumas y productos por constantes de funciones.

Ejemplo 1 (Combinación de integrales elementales)

(a) I (x4
. 3x3

! 8x2
. 6x . 7) dx %

x5

5
.

3x4

4
!

8x3

3
. 3x2

. 7x ! C

(b) I A5x3/5
.

3

2 ! x2B dx %
25

8
x8/5

.

3

∂2
tan.1 x

∂2
! C
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(c) I (4 cos 5x . 5 sen 3x) dx %
4

5
sen 5x !

5

3
cos 3x ! C

(d) I A
1

nx
! anxB dx %

1

n
ln �x � !

1

n ln a
anx

! C, (a b 0)

Algunas veces es necesario modificar un integrando de forma que se pueda aplicar el método.

Ejemplo 2 I
(x ! 1)3

x
dx %I

x3
! 3x2

! 3x ! 1

x
dx

%I Ax2
! 3x ! 3 !

1

xB dx

%
1

3
x3

!
3

2
x2

! 3x ! ln �x � ! C

Cuando la integral no se puede calcular por simple inspección, como en el caso de los Ejemplos
1-2, hay que utilizar una o más técnicas especiales. La más importante de estas técnicas es el
método de sustitución, que es la versión integral de la Regla de la Cadena. Si se expresa la Re-
gla de la Cadena, d

dx f (g(x)) % f ñ(g(x))gñ(x), en forma integral, se obtiene

I f ñ(g(x))gñ(x) dx % f (g(x)) ! C

Obsérvese el siguiente formalismo que permitiría obtener la fórmula anterior aun cuando no su-
piéramos que es cierta:

Sea u % g(x). Entonces du/dx% gñ(x) o, en forma diferencial, du % gñ(x) dx. Entonces,

I f ñ(g(x))gñ(x) dx %I f ñ(u) du % f (u) ! C % f (g(x)) ! C

Ejemplo 3 (Ejemplos de sustitución) Calcule las integrales indefinidas:

(a) I
x

x2
! 1

dx, (b) I
sen (3 ln x)

x
dx, y (c) I ex

∂1 ! ex dx

Solución

(a) I
x

x2
! 1

dx Sea u % x2
! 1

Entonces du % 2x dx y

x dx %
1
2 du

%
1

2 I
du

u
%

1

2
ln �u � ! C %

1

2
ln (x2

! 1) ! C % ln ∂x2
! 1 ! C

Ambas versiones de la respuesta final son igualmente aceptables.

(b) I
sen (3 ln x)

x
dx Sea u % 3 ln x

Entonces du %
3

x
dx

%
1

3 I sen u du % .

1

3
cos u ! C % .

1

3
cos (3 ln x) ! C
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(c) I ex
∂1 ! ex dx Sea v % 1 ! ex

Entonces dv % ex dx

%I v1/2 dv %
2

3
v3/2

! C %
2

3
(1 ! ex)3/2

! C

En algunas ocasiones, las sustituciones apropiadas no son tan obvias como en el Ejemplo 3, y
puede ser necesario modificar algebraicamente el integrando, transformándolo en una forma me-
jor para aplicar sustitución.

Ejemplo 4 Calcule (a) I
1

x2
! 4x ! 5

dx y (b) I
dx

∂e2x
. 1

.

Solución

(a) I
dx

x2
! 4x ! 5

%I
dx

(x ! 2)2
! 1

Sea t % x ! 2

Entonces dt % dx

%I
dt

t2 ! 1

% tan.1 t ! C % tan.1 (x ! 2) ! C

(b) I
dx

∂e2x
. 1

%I
dx

ex
∂1 . e.2x

%I
e.x dx

∂1 . (e.x)2
Sea u % e.x

Entonces du % .e.x dx

% .I
du

∂1 . u2

% .sen.1 u ! C % .sen.1 (e.x) ! C

No se puede forzar al método de sustitución para que funcione. Por ejemplo, no existe ningu-
na sustitución que mejore mucho la integral : x(2 ! x7)1/5 dx. Sin embargo, en la integral
: x6(2 ! x7)1/5 dx se puede aplicar el cambio u % 2 ! x7. El cambio u % g(x) es probable que
funcione si gñ(x) es un factor del integrando.

El siguiente teorema simplifica el uso del método de sustitución en integrales definidas.

TEOREMA 6 Sustitución en una integral definida

Supongamos que g es una función diferenciable en el intervalo [a, b], que cumple que
g(a) % A y g(b) % B. Supongamos también que f es una función continua en el rango de g.
Entonces,

I
b

a

f (g(x))gñ(x) dx %I
B

A

f (u) du

DEMOSTRACIÓN Sea F una primitiva de f : Fñ(u) % f (u). Entonces,

d

dx
F(g(x)) % Fñ(g(x))gñ(x) % f (g(x))gñ(x)
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por tanto,

I
b

a

f (g(x))gñ(x) dx % F(g(x)) G
b

a

% F(g(b)) . F(g(a))

% F(B) . F(A) % F(u) G
B

A

%I
B

A

f (u) du

#

Ejemplo 5 Calcule la integral I %I
8

0

cos ∂x ! 1

∂x ! 1
dx.

Solución MÉTODO I. Sea u % ∂x ! 1. Entonces du %
dx

2∂x ! 1
. Si x % 0, entonces u % 1; si x % 8,

entonces u % 3. Por tanto,

I % 2 I
3

1
cos u du % 2 sen u G

3

1
% 2 sen 3 . 2 sen 1

MÉTODO II. Utilizaremos el mismo cambio que en el Método I, pero no transformaremos los límites de
integración de valores en x en valores en u. Volveremos a la variable x antes de sustituir en los límites:

I % 2 I
x%8

x%0

cos u du % 2 sen u G
x%8

x%0

% 2 sen ∂x ! 1 G
8

0

% 2 sen 3 . 2 sen 1

Nótese que los límites deben escribirse como x % 0 y x % 8 en cualquier etapa donde la variable no sea x.
Sería incorrecto escribir

I % 2 I
8

0
cos u du

porque esto implicaría que u, y no x, varía entre 0 y 8. El Método I produce una solución más corta y, por
tanto, es preferible. Sin embargo, en casos en que los límites transformados (los límites en u) sean muy
complicados, es preferible utilizar el Método II.

Ejemplo 6 Calcule el área de la región limitada por y %A2 ! sen
x

2B
2

cos
x

2
, el eje x, y las rectas

x % 0 y x % n.

Solución Como y n 0 cuando 0 m x m n, el área pedida es

A %I
n

0 A2 ! sen
x

2B
2

cos
x

2
dx Sea v % 2 ! sen

x

2

Entonces dv %
1

2
cos

x

2
dx

% 2 I
3

2
v2 dv %

2

3
v3 G

3

2
%

2

3
(27 . 8) %

38

3
unidades al cuadrado

Observación La condición de que f sea continua en el rango de la función u % g(x)
(para a m x m b) es esencial en el Teorema 6. Utilizando el cambio u % x2 en la integral
:1

.1 x csc (x2) dx se llega a una conclusión errónea:

I
1

.1
x csc (x2) dx %

1

2 I
1

1
csc u du % 0
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Aunque x csc (x2) es una función impar, no es continua en 0, y la integral dada representa una
diferencia de áreas infinitas. Si se supone que f es una función continua en un intervalo que
contiene A y B, entonces es suficiente con saber que u % g(x) es uno a uno y, por tanto, diferen-
ciable. En este caso el rango de g estará entre A y B, por lo que se cumplirá la condición del
Teorema 6.

Integrales trigonométricas

El método de sustitución resulta a menudo de utilidad en el cálculo de integrales trigonométri-
cas. Comenzaremos por presentar las integrales de las cuatro funciones trigonométricas cuyas in-
tegrales no hemos presentado todavía. Aparecen en muchas aplicaciones y es conveniente me-
morizarlas.

Integrales de la tangente, cotangente, secante y cosecante

I tan x dx % ln �sec x � ! C

I cot x dx % ln �sen x � ! C % .ln �csc x � ! C

I sec x dx % ln �sec x ! tan x � ! C

I csc x dx % .ln �csc x ! cot x � ! C % ln �csc x . cot x � ! C

Por supuesto, todas ellas se pueden comprobar diferenciando los miembros derechos de las ecua-
ciones. Las dos primeras se pueden calcular directamente expresando tan x y cot x en función de
sen x y cos x, y utilizando el cambio adecuado. Por ejemplo,

I tan x dx%I
sen x

cos x
dx Sea u % cos x

Entonces du % .sen x dx

% .I
du

u
% .ln �u � ! C

% .ln �cos x � ! C % ln G
1

cos x G! C % ln �sec x � ! C

La integral de sec x se puede calcular expresándola de la forma

I sec x dx % I
sec x(sec x ! tan x)

sec x ! tan x
dx

y utilizando el cambio u % sec x ! tan x. La integral de csc x se puede calcular de forma similar
(demuestre que las dos versiones dadas de la integral son equivalentes).

Consideraremos ahora integrales de la forma

I senm x cosn x dx
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Si m o n son enteros positivos e impares, la integral se puede calcular fácilmente por sustitución.
Por ejemplo, si n % 2k ! 1, siendo k un entero, se puede utilizar la igualdad sen2 x ! cos2 x % 1
para expresar la integral de la forma

I senm x(1 . sen2 x)k cos x dx

que se puede integrar aplicando el cambio u % sen x. De forma similar, se puede usar u % cos x
si m es un entero impar.

Ejemplo 7 Calcule: (a) I sen3 x cos8 x dx y (b) I cos5 ax dx.

Solución

(a) I sen3 x cos8 x dx %I (1 . cos2 x) cos8 x sen x dx Sea u % cos x

du % .sen x dx

% .I (1 . u2)u8 du %I (u10
. u8) du

%
u11

11
.

u9

9
! C %

1

11
cos11 x .

1

9
cos9 x ! C

(b) I cos5 ax dx %I (1 . sen2 ax)2 cos ax dx Sea u % sen ax

du % a cos ax dx

%
1

a I (1 . u2)2 du %
1

a I (1 . 2u2
! u4) du

%
1

a Au .

2

3
u3

!
1

5
u5B! C

%
1

a Asen ax .

2

3
sen3 ax !

1

5
sen5 axB! C

Si las potencias de sen x y cos x son ambas pares, se pueden utilizar las fórmulas del ángulo do-
ble (véase la Sección P.7):

cos2 x %
1

2
(1 ! cos 2x) y sen2 x %

1

2
(1 . cos 2x)

Ejemplo 8 (Integración de potencias pares del seno y el coseno) Verifique las fórmulas

I cos2 x dx %
1

2
(x ! sen x cos x) ! C

I sen2 x dx %
1

2
(x . sen x cos x) ! C

Estas integrales aparecen frecuentemente y conviene recordarlas.
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Solución Las dos integrales se pueden deducir de las correspondientes fórmulas del ángulo doble. Dedu-
ciremos la primera; la segunda es similar.

I cos2 x dx %
1

2 I (1 ! cos 2x) dx

%
x

2
!

1

4
sen 2x ! C

%
1

2
(x ! sen x cos x) ! C (ya que sen 2x % 2 sen x cos x)

Ejemplo 9 Calcule I sen4 x dx.

Solución Debemos aplicar dos veces la fórmula del ángulo doble.

I sen4 x dx %
1

4 I (1 . cos 2x)2 dx

%
1

4 I (1 . 2 cos 2x ! cos2 2x) dx

%
x

4
.

1

4
sen 2x !

1

8 I (1 ! cos 4x) dx

%
x

4
.

1

4
sen 2x !

x

8
!

1

32
sen 4x ! C

%
3

8
x .

1

4
sen 2x !

1

32
sen 4x ! C

Nótese que no hace falta introducir la constante de integración C hasta que se calcula la última integral.

Utilizando las relaciones sec2 x % 1 ! tan2 x y csc2 x % 1 ! cot2 x, y uno de los cambios
u % sec x, u % tan x, u % csc x o u % cot x, se pueden calcular integrales de la forma

I secm x tann x dx o I cscm x cotn x dx

a menos que m sea impar y n sea par (si éste es el caso, las integrales se pueden calcular aplican-
do integración por partes, que presentaremos en la Sección 6.1).

Ejemplo 10 (Integrales con secantes y tangentes) Calcule las siguientes integrales:

(a) I tan2 x dx, (b) I sec4 t dt y (c) I sec3 x tan3 x dx

Solución

(a) I tan2 x dx %I (sec2 x . 1) dx % tan x . x ! C

(b) I sec4 t dt %I (1 ! tan2 t) sec2 t dt Sea u % tan t

du % sec2 t dt

%I (1 ! u2) du % u !
1

3
u3

! C % tan t !
1

3
tan3 t ! C
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(c) I sec3 x tan3 x dx

%I sec2 x (sec2 x . 1) sec x tan x dx Sea u % sec x

du % sec x tan x dx

%I (u4
. u2) du %

u5

5
.

u3

3
! C %

1

5
sec5 x .

1

3
sec3 x ! C

Ejercicios 5.6

Calcule las integrales de los ejercicios 1-44. No olvide
incluir la constante de integración en las integrales
indefinidas. Sus respuestas puede ser diferentes de las que
aparecen en la sección de Respuestas, pero, aun así, pueden
ser correctas. Por ejemplo, al calcular I % : sen x cos x dx
utilizando el cambio u % sen x, se obtiene el resultado
I %

1
2 sen2 x ! C; utilizando el cambio u % cos x se obtiene

el resultado I % .
1
2 cos2 x ! C. Escribiendo

I %
1
2 :sen (2x) dx se llega a I % .

1
4 cos (2x) ! C. Todos los

resultados son correctos, y se diferencian en los valores de
la constante de integración C:

1
2 sen2 x % .

1
2 cos2 x !

1
2 % .

1
4 cos (2x) !

1
4

Siempre se puede comprobar el resultado de una integral
indefinida diferenciándolo para obtener el integrando. Es a
menudo una forma sencilla de comprobar nuestros
resultados con los que se proporcionan en el texto, al final.
Podemos encontrar integrales que no sepamos resolver,
pero no deben cometerse errores en las que sí sepamos,
puesto que los resultados se pueden comprobar fácilmente
(es buena idea recordar esto en pruebas y exámenes).

1. I e5.2x dx 2. I cos (ax ! b) dx

3. I ∂3x ! 4 dx 4. I e2x sen (e2x) dx

5. I
x dx

(4x2
! 1)5 6. I

sen ∂x

∂x
dx

7. I xex2
dx 8. I x22x3!1 dx

9. I
cos x

4 ! sen2 x
dx 10. I

sec2 x

∂1 . tan2 x
dx

*11. I
ex

! 1

ex
. 1

dx 12. I
ln t

t
dt

13. I
ds

∂4 . 5s
14. I

x ! 1

∂x2
! 2x ! 3

dx

15. I
t dt

∂4 . t4
16. I

x2 dx

2 ! x6

*17. I
dx

ex
! 1 *18. I

dx

ex
! e.x

19. I tan x ln cos x dx 20.I
x ! 1

∂1 . x2
dx

21. I
dx

x2
! 6x ! 13

22. I
dx

∂4 ! 2x . x2

23. I sen3 x cos5 x dx 24. I sen4 t cos5 t dt

25. I sen ax cos2 ax dx 26. I sen2 x cos2 x dx

27. I sen6 x dx 28. I cos4 x dx

29. I sec5 x tan x dx 30. I sec6 x tan2 x dx

31. I ∂tan x sec4 x dx 32. I sen.2/3 x cos3 x dx

33. I cos x sen4 (sen x) dx 34. I
sen3 ln x cos3 ln x

x
dx

35. I
sen2 x

cos4 x
dx 36. I

sen3 x

cos4 x
dx

37. I csc5 x cot5 x dx 38. I
cos4 x

sen8 x
dx

39. I
4

0
x3(x2

! 1).
1
2 dx 40. I

ïe

1

sen (n ln x)

x
dx

41. I
n/2

0
sen4 x dx 42. I

n

n/4
sen5 x dx

43. I
e2

e

dt

t ln t 44. I
n2

9
n2

16

2senïx cos ∂x

∂x
dx
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*45. Utilice las relaciones
cos 2h % 2 cos2 h . 1 % 1 . 2 sen2 h y

sen h % cosA
n
2

. hB como ayuda para calcular

I
n/2

0
∂1 ! cos x dx y I

n/2

0
∂1 . sen x dx

46. Calcule el área de la región limitada por
y % x/(x2

! 16), y % 0, x % 0 y x % 2.

47. Calcule el área de la región limitada por
y % x/(x4

! 16), y % 0, x % 0 y x % 2.

48. Exprese el área limitada por la elipse
(x2/a2) ! (y2/b2) % 1 como una integral definida.
Haga un cambio que transforme la integral en otra
que represente el área de un círculo, y calcúlela.

*49. Utilice las fórmulas de suma de sen (x u y) y
cos (x u y) de la Sección P.6 para demostrar las
siguientes igualdades:

cos x cos y %
1

2
(cos (x . y) ! cos (x ! y))

sen x sen y %
1

2
(cos (x . y) . cos (x ! y))

sen x cos y %
1

2
(sen (x ! y) ! sen (x . y))

*50. Utilice las igualdades demostradas en el Ejercicio 49
para calcular las siguientes integrales:

I cosax cosbx dx, I senax sen bx dx y I senax cosbx dx

*51. Si m y n son enteros, demuestre que

(i) I
n

.n
cos mx cos nx dx % 0 si m Ç n

(ii) I
n

.n
sen mx sen nx dx % 0 si m Ç n

(iii) I
n

.n
sen mx cos nx dx % 0

*52. (Coeficientes de Fourier) Suponga que para algún
entero positivo k,

f (x) %
a0

2
!

k

;
n%1

(an cos nx ! bn sen nx)

se cumple para todo x en [.n, n]. Utilice el resultado
del Ejercicio 51 para demostrar que los coeficientes
am (0 m m m k) y bm (1 m m m k), que se denominan
coeficientes de Fourier de f en [.n, n], se expresan
como

am%
1

n I
n

.n
f (x) cos mx dx, bm%

1

n I
n

.n
f (x) sen mx dx

5.7 Áreas de regiones planas

En esta sección revisaremos y ampliaremos el uso de integrales definidas para calcular áreas de
regiones planas. Recuérdese que la integral :b

a f (x) dx mide el área comprendida entre la gráfica
de f y el eje x, desde x % a a x % b, pero trata como negativa cualquier parte del área que esté
por debajo del eje x (se supone que a a b). Para calcular el área total limitada por y % f (x),
y % 0, x % a y x % b, hay que contar todas las áreas como positivas. Por tanto, hay que integrar
el valor absoluto de f (véase la Figura 5.27):

I
b

a

f (x) dx % A1 . A2 y I
b

a

� f (x) � dx % A1 ! A2

Figura 5.27

No existen «reglas» para integrar :b
a � f (x) � dx. Hay que dividir la integral en intervalos donde

f (x) b 0 (y entonces � f (x) �% f (x)) e intervalos donde f (x) a 0 (y entonces � f (x) � % .f (x)).
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Ejemplo 1 El área limitada por y % cos x, y % 0, x % 0 y x % 3n/2 (véase la Figura 5.28) es

A %I
3n/2

0
�cos x � dx

%I
n/2

0
cos x dx !I

3n/2

n/2
(.cos x) dx

% sen x G
n/2

0
. sen x G

3n/2

n/2

% (1 . 0) . (.1 . 1) % 3 unidades al cuadrado

Figura 5.28

Área entre dos curvas

Suponga que una región plana R está limitada por las gráficas de dos funciones continuas,
y % f (x) y y % g(x), y por las rectas verticales x % a y x % b, tal como se muestra en la Figura
5.29(a). Suponga que a a b y que f (x) m g(x) en el intervalo [a, b], de forma que la gráfica de f
está por debajo de gráfica de g. Si f (x) n 0 en [a, b], entonces el área A de R es el área por
encima del eje x bajo la gráfica de g menos el área por encima del eje x bajo la gráfica de f:

A %I
b

a

g(x) dx .I
b

a

f (x) dx %I
b

a

(g(x) . f (x)) dx

Figura 5.29

(a) Región R entre las dos
gráficas.

(b) Un elemento de área
de la región R.

Es útil ver esta fórmula como la expresión de A en forma de «suma» (es decir, integral) de un
número infinito de elementos de área

dA % (g(x) . f (x)) dx

correspondientes a los valores de x entre a y b. Cada elemento de área corresponde al área de un
rectángulo vertical infinitamente estrecho, con anchura dx y altura g(x) . f (x), situado en la po-
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sición x (véase la Figura 5.29(b)). Incluso aunque f y g tomen valores negativos en el intervalo
[a, b], la interpretación y la fórmula del área resultante

A %I
b

a

(g(x) . f (x)) dx

siguen siendo válidas, siempre que f (x) m g(x) en [a, b], de forma que los elementos de área dA
tengan área positiva. El uso de integrales para representar una determinada magnitud en forma
de suma de elementos diferenciales (es decir, una suma de elementos infinitesimales) es una
perspectiva de gran utilidad, que usaremos a menudo en el Capítulo 7. Por supuesto, lo que esta-
mos haciendo realmente es interpretar la integral como el límite de la suma de Riemann adecuada.

De forma más general, si la restricción f (x) m g(x) se elimina, entonces el rectángulo vertical
de anchura dx en la posición x que se extiende entre las gráficas de f y g tiene una altura de
� f (x) . g(x) � y, por tanto, su área es

dA % � f (x) . g(x) � dx

(Véase la Figura 5.30). Entonces, el área total entre las dos gráficas y % f (x) y y % g(x) y entre
las rectas verticales x % a y x % b b a se expresa como

A %I
b

a

� f (x) . g(x) � dx

Figura 5.30 Un elemento de área de la región comprendida
entre y % f (x) y y % g(x).

Para calcular esta integral, tenemos que determinar los intervalos en los que f (x) b g(x) o
f (x) a g(x), y dividir la integral en una suma de integrales en cada uno de esos intervalos.

Ejemplo 2 Calcule el área de la región plana R limitada por las curvas y % x2
. 2x y y % 4 . x2.

Solución Primero debemos encontrar la intersección de las curvas, de forma que debemos resolver la
ecuación

x2
. 2x % y % 4 . x2

2x2
. 2x . 4 % 0

2(x . 2)(x ! 1) % 0 por lo que x % 2 o x % .1

Las curvas se muestran en la Figura 5.31, donde está sombreada la región (finita) comprendida entre ellas
(en los problemas de este tipo siempre es conveniente realizar un dibujo parecido). Como 4 . x2

n x2
. 2x

para .1 m x m 2, el área A de R se expresa como
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A %I
2

.1
((4 . x2) . (x2

. 2x)) dx

%I
2

.1
(4 . 2x2

! 2x) dx

%A4x .

2

3
x3

! x2B G
2

.1

% 4(2) .

2

3
(8) ! 4 .A.4 !

2

3
! 1B% 9 unidades al cuadrado

Nótese que al representar el área como una integral hay que restar la altura y de la curva inferior de la
altura y de la curva superior para obtener un elemento de área dA positivo. Si se resta de forma incorrecta
se puede obtener un valor negativo del área.

Figura 5.31

Ejemplo 3 Calcule el área total A entre las curvas y % sen x y y % cos x, desde x % 0 hasta x % 2n.

Solución La región se muestra sombreada en la Figura 5.32. Entre 0 y 2n, las gráficas del seno y del
coseno se cortan en x % n/4 y x % 5n/4. El área buscada es

A %I
n/4

0
(cos x . sen x) dx !I

5n/4

n/4
(sen x . cos x) dx !I

2n

5n/4
(cos x . sen x) dx

% (sen x ! cos x) G
n/4

0
. (cos x ! sen x) G

5n/4

n/4
! (sen x ! cos x) G

2n

5n/4

% (∂2 . 1) ! (∂2 ! ∂2) ! (1 ! ∂2) % 4∂2 unidades al cuadrado

Figura 5.32
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Algunas veces es más conveniente utilizar elementos de área horizontales en vez de elementos
verticales, e integrar sobre un intervalo del eje y en vez de sobre un intervalo del eje x. Esto
ocurre cuando la región cuya área deseamos calcular está limitada por curvas cuyas ecuaciones
se expresan en forma de funciones de y. En la Figura 5.33(a), los elementos de área de la región
R que está a la derecha de x % f (y) y a la izquierda de x % g(y), y entre las rectas horizontales
y % c e y % d b c, tiene como elemento de área dA % (y(y) . f (y)) dy. Su área es

A %I
d

c

(g(y) . f (y)) dy

Figura 5.33

(a) Un elemento de área
horizontal.

(b) La región finita limitada
por x % y2

. 12 y x % y.

Ejemplo 4 Calcule el área de la región plana que está a la derecha de la parábola x % y2
. 12 y a la

izquierda de la recta y % x, como se muestra en la Figura 5.33(b).

Solución Para calcular la intersección de las curvas:

y2
. 12 % x % y

y2
. y . 12 % 0

(y . 4)(y ! 3) % 0 por lo que y % 4 o y % .3

Obsérvese que y2
. 12 m y para .3 m y m 4. Por tanto, el área es

A %I
4

.3
(y . (y2

. 12)) dy %A
y2

2
.

y3

3
! 12yB G

4

.3

%
343

6
unidades al cuadrado

Por supuesto, se podría haber obtenido el mismo resultado integrando en la dirección de x, pero la integral
resultante habría sido más complicada:

A %I
.3

.12
(∂12 ! x . (.∂12 ! x)) dx !I

4

.3

(∂12 ! x . x) dx

Se requieren integrales diferentes en los intervalos donde la región está limitada en su parte inferior por la
parábola y por la recta.

Ejercicios 5.7

En los Ejercicios 1-16, dibuje y calcule el área de la región
plana limitada por las curvas dadas.

1. y % x, y % x2 2. y % ∂x, y % x2

3. y % x2
. 5, y % 3 . x2

4. y % x2
. 2x, y % 6x . x2

5. 2y % 4x . x2, 2y ! 3x % 6

6. x . y % 7, x % 2y2
. y ! 3

7. y % x3, y % x 8. y % x3, y % x2

9. y % x3, x % y2

10. x % y2, x % 2y2
. y . 2

11. y %
1

x
, 2x ! 2y % 5
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12. y % (x2
. 1)2, y % 1 . x2

13. y %
1

2
x2, y %

1

x2
! 1

14. y %
4x

3 ! x2, y % 1

15. y %
4

x2, y % 5 . x2 16. x % y2
. n2, x % sen y

Calcule las áreas de las regiones descritas en los Ejercicios
17-28. Es útil dibujar la región antes de plantear la integral
para calcular el área.

17. Limitada por y % sen x y y % cos x, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

18. Limitada por y % sen2 x y y % 1, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

19. Limitada por y%sen x y y%sen2 x, entre x%0 y x%n/2.

20. Limitada por y % sen2 x y y % cos2 x, y entre dos
intersecciones consecutivas de esas curvas.

21. Bajo y % 4x/n y por encima de y % tan x, entre x % 0 y
la primera intersección de las curvas que esté a la
derecha de x % 0.

22. Limitada por y % x1/3 y la componente de
y % tan (nx/4) que pasa por el origen.

23. Limitada por y % 2 y la componente de y % sec x que
pasa por el punto (0, 1).

24. Limitada por y % ∂2 cos (nx/4) y y % �x �.

25. Limitada por y % sen (nx/2) y y % x.

26. Limitada por y % ex y y % x ! 2.

27. Calcule el área total encerrada por la curva
y2

% x2
. x4.

28. Calcule al área de la región cerrada de la curva
y2

% x4(2 ! x) que está a la izquierda del origen.

29. Calcule el área de la región plana finita limitada por la
curva y % ex, la recta x % 0 y la tangente a y % ex en
x % 1.

*30. Calcule el área de la región plana finita limitada por
la curva y % x3 y la tangente a dicha curva en el
punto (1, 1). Sugerencia: Calcule el otro punto en el
que la tangente corta a la curva.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan los siguientes términos y frases?
0 Notación sigma

0 Partición de un intervalo

0 Suma de Riemann

0 Integral definida

0 Integral indefinida

0 Función integrable

0 Elemento de área

0 Símbolo de evaluación

0 Desigualdad del triángulo para integrales

0 Función continua por tramos

0 Valor medio de una función f en el intervalo [a, b]

0 Método de sustitución

Enuncie el Teorema del Valor Medio para
integrales.

Enuncie el Teorema Fundamental del Cálculo.

Enuncie tantas propiedades de la integral
definida como sepa.

¿Cuál es la relación entre la integral definida y
la integral indefinida de una función f en el
intervalo [a, b]?

¿Cuál es la derivada de :g(x)
f (x) h(t) dt con respecto

a x?

¿Cómo se puede calcular el área comprendida
entre las gráficas de dos funciones?

Ejercicios de repaso

1. Demuestre que
2 j ! 1

j2( j ! 1)2 %
1

j2
.

1

( j ! 1)2, y a partir

de aquí calcule
n

;
j%1

2 j ! 1

j2( j ! 1)2

2. (Pila de bolas) Las pelotas de golf de un escaparate en
una tienda de deportes se exponen formando una
pirámide con una base rectangular de 40 bolas de largo
y 30 bolas de ancho. La capa superior tiene unas
medidas de 39 bolas por 29 bolas, y así sucesivamente.
¿Cuántas bolas hay en la pirámide?

3. Sea Pn % {x0 % 1, x1, x2, ..., xn % 3} una partición de
[1, 3] en n subintervalos de la misma longitud, y sea

f (x) % x2
. 2x ! 3. Evalúe I

3

1
f (x) dx calculando

limnrä
G

n
i%1 f (xi)Bxi.

4. Interprete Rn %

n

;
i%1

1

n J1 !
i

n
como una suma de

Riemann para una cierta función f en el intervalo
[0, 1]. A partir de aquí, calcule limnrä

Rn.
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Calcule las integrales de los Ejercicios 5-8 sin utilizar el
Teorema Fundamental del Cálculo.

5. I
n

.n
(2 . sen x) dx 6. I

ï5

0
∂5 . x2 dx

7. I
3

1 A1 .

x

2B dx 8. I
n

0
cos x dx

Calcule los valores medios de las funciones de los
Ejercicios 9 y 10 en los intervalos indicados.

9. f (x) % 2 . sen x3 en [.n, n]

10. h(x) % �x . 2 � en [0, 3]

Calcule el valor medio de las funciones de los Ejercicios
11-14.

11. f (t) %I
t

13
sen (x2) dx 12. f (x) %I

sen x

.13

∂1 ! t2 dt

13. g(s) %I
1

4s
esen u du 14. g(h) %I

ecos h

esen h

ln x dx

15. Resuelva la ecuación integral 2 f (x) ! 1 % 3 I
1

x

f (t) dt.

16. Utilice el cambio x % n . u para demostrar que

I
n

0
x f (sen x) dx %

n
2 I

n

0
f (sen x) dx

para cualquier función f continua en el intervalo [0, 1].

Calcule las áreas de las regiones planas finitas limitadas por
las gráficas indicadas en los Ejercicios 17-22.

17. y % 2 ! x . x2 e y % 0

18. y % (x . 1)2, y % 0 y x % 0

19. x % y . y4 y x % 0 20. y % 4x . x2 e y % 3

21. y % sen x, y % cos 2x, x % 0 y x % n/6

22. y % 5 . x2 y y % 4/x2

Calcule las integrales de los Ejercicios 23-30.

23. I x2 cos (2x3
! 1) dx 24.I

e

1

ln x

x
dx

25. I
4

0
∂9t2 ! t4 dt 26. I sen3 (nx) dx

27. I
ln 2

0

eu

4 ! e2u du 28. I
4ïe

1

tan2 n ln x

x
dx

29. I
sen ∂2s ! 1

∂2s ! 1
ds 30. I cos2 t

5
sen2 t

5
dt

31. Calcule el valor mínimo de F(x) %I
x2.2x

0

1

1 ! t2
dt.

¿Tiene F un valor máximo? ¿Por qué?

32. Calcule el valor máximo de :b
a (4x . x2) dx en los

intervalos [a, b] como a a b. ¿Cómo se sabe que ese
valor máximo debe existir?

33. Un objeto se mueve por el eje x de forma que su
posición en el instante t está dada por la función x(t).
En la Sección 2.11 definimos la velocidad media de un
objeto en el intervalo de tiempo [t0, t1] como
vav % (x(t1) . x(t0))/(t1 . t0). Demuestre que vav es, de
hecho, el valor medio de la función velocidad
v(t) % dx/dt en el intervalo [t0, t1].

34. Si un objeto cae partiendo del reposo bajo aceleración
gravitatoria constante, demuestre que su altura media
durante un intervalo de tiempo T de su caída se expresa
como T/∂3.

35. Halle dos números x1 y x2 en el intervalo [0, 1] con
x1 a x2 tales que si f (x) es un polinomio cúbico
cualquiera (es decir, un polinomio de grado 3),
entonces

I
1

0
f (x) dx %

f (x1) ! f (x2)

2

Problemas avanzados
1. Calcule las sumas de Riemman superior e inferior,

U( f , Pn) y L( f , Pn) de f (x) % 1/x en el intervalo [1, 2]
para la partición Pn con puntos de división xi % 2i/n en
0 m i m n. Verifique que limnrä

U( f , Pn) % ln 2 %

% limnrä
L( f , Pn).

2. (a) Utilice las fórmulas de suma cos (a ! b) y
cos (a . b) para demostrar que

cos (( j!1
2) t).cos (( j.1

2)t)%.2 sen (1
2 t) sen ( jt)

y, a partir de ahí, deduzca que si t/(2n) no es un
entero, entonces

n

;
j%1

sen ( jt) %
cos t

2 . cos ((n !
1
2)t)

2 sen t
2

(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular
:n/2

0 sen x dx como límite de una suma de Riemann.

3. (a) Utilice el método del Problema 2 para demostrar
que si t/(2n) no es un entero, entonces

n

;
j%1

cos ( jt) %
sen ((n !

1
2) t) . sen t

2

2 sen t
2

(b) Utilice el resultado del apartado (a) para calcular
:n/3

0 cos x dx como límite de una suma de Riemann.

4. Sea f (x) % 1/x2 y sea 1 % x0 a x1 a x2 a ñ a xn % 2,
de forma que {x0, x1, x2, ..., xn} es una partición de
[1, 2] en n subintervalos. Demuestre que ci % ∂xi.1xi

está en el i-ésimo subintervalo [xi.1, xi] de la partición,
y calcule la suma de Riemann G

n
i%1 f (ci)Bxi. ¿Qué

implica esto sobre :2
1 (1/x2) dx?
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5. (a) Utilice inducción matemática para verificar que
para todo entero positivo k, G

n
j%1 jk %

%
nk!1

k ! 1
!

nk

2
! Pk.1 (n), siendo Pk.1, un

polinomio de grado como máximo k . 1.
Sugerencia: Comience iterando la igualdad

( j ! 1)k!1
. jk!1

% (k ! 1) jk !
(k ! 1)k

2
jk.1

! potencias inferiores de j

para j % 1, 2, 3, ..., k y más.

(b) Deduzca de (a) que I
a

0
xk dx %

ak!1

k ! 1
.

6. Sea C la curva cúbica y % ax3
! bx2

! cx ! d,
y sea P un punto de C. La tangente a C en P se
encuentra de nuevo con la curva C en el punto Q. La
tangente a C en Q se encuentra de nuevo con la curva
C en R. Demuestre que el área entre C y la tangente en
Q es 16 veces el área entre C y la tangente en P.

7. Sea C la curva cúbica y % ax3
! bx2

! cx ! d,
y sea P un punto de C. La tangente a C en P se
encuentra de nuevo con la curva C en el punto Q. Sea
R el punto de inflexión de C. Demuestre que R está
entre P y Q en C, y que QR divide el área comprendida
entre C y su tangente en P en dos áreas con una
relación 16/11.

8. (Dobles tangentes) La recta PQ es tangente a la
gráfica C del polinomio de cuarto grado

f (x) % ax4
! bx3

! cx2
! dx ! e en dos puntos

distintos: P % (p, f (p)) y Q % (q, f (q)). Sean
U % (u, f (u)) y V % (v, f (v)) los otros dos puntos
donde la recta tangente a C en T % ((p ! q)/2,
f ((p ! q)/2)) se encuentra con la curva C. Si A y B son
los dos puntos de inflexión de C, sean R y S los otros
dos puntos donde AB se encuentra con la curva C (para
más información, véase la Figura 5.34, y también el
Problema Avanzado 17 del Capítulo 2).

(a) Calcule la relación entre el área limitada por UV y
C y el área limitada por PQ y C.

(b) Demuestre que el área encerrada por RS y C es
dividida en A y B en tres partes en relación 1 : 2 : 1.

Figura 5.34
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CAPÍTULO 6

Técnicas
de integración

Soy muy bueno en cálculo diferencial e integral,
Conozco los nombres científicos de seres animaloides;
En pocas palabras, en todo lo vegetal, animal y mineral,
Soy el modelo de un moderno General.

William Schwenck Gilbert 1836-1911
de The Pirates of Penzance

Introducción Este capítulo está completamente dedicado al cálculo de integra-
les. Las cuatro primeras secciones son una continuación de nuestra búsqueda de mé-
todos, que empezamos en la Sección 5.6, para obtener primitivas, y, por tanto, inte-
grales definidas, por el Teorema Fundamental del Cálculo. La Sección 6.5 considera
el problema del cálculo de integrales definidas de funciones en intervalos infinitos,
o en intervalos donde las funciones no están acotadas. Las tres secciones restantes
presentan técnicas de integración numérica que se pueden utilizar para obtener va-
lores aproximados de integrales definidas cuando no se puede obtener una primitiva.

No es necesario conocer todo el material que se presenta en este capítulo para
examinar las aplicaciones de la integración que se presentan en el Capítulo 7, aun-
que algunos ejemplos y ejercicios de dicho capítulo dependen de técnicas presenta-
das en éste.



6.1 Integración por partes

El siguiente método general que presentaremos para la obtención de primitivas se denomina in-
tegración por partes. De la misma forma que el método de sustitución se puede ver como el
inverso de la diferenciación mediante la Regla de la Cadena, el método de integración por partes
se puede ver como el inverso de la diferenciación mediante la Regla del Producto.

Supongamos que U(x) y V(x) son dos funciones diferenciables. De acuerdo con la Regla del
Producto,

d

dx
(U(x)V(x)) % U(x)

dV

dx
! V(x)

dU

dx

Integrando los dos miembros de esta ecuación y ordenando términos, se obtiene

I U(x)
dV

dx
dx % U(x)V(x) .I V(x)

dU

dx
dx

o, de forma más simple,

I U dV % UV .I V dU

La fórmula anterior sirve como modelo para realizar la integración por partes, como veremos en
los ejemplos que siguen. En cada aplicación del método, dividimos el integrando en un producto
de dos partes, U y V ñ, donde V ñ es fácil de integrar y : VU ñ dx es en general (pero no siempre) un
integrando más simple que : UV ñ dx. La técnica se denomina integración por partes porque susti-
tuye una integral por la suma de un término integrado y otra integral que hay que calcular. Es
decir, realiza sólo parte de la integración original.

Ejemplo 1 I xex dx Sea U % x, dV % ex dx

Entonces dU % dx, V % ex

% xex
.I ex dx (es decir, UV . : V dU)

% xex
. ex

! C

Obsérvese la forma en que se lleva a cabo la integración por partes. Indicaremos en el lateral
qué valores toman U y dV y después calcularemos dU y V a partir de los anteriores. Sin em-
bargo, realmente no sustituiremos U y V en la integral, sino que utilizaremos la fórmula
: U dV % UV . : V dU como un modelo o regla nemotécnica para sustituir la integral dada por
la parte parcialmente integrada en la segunda línea.

Obsérvese también que si hubiéramos incluido una constante de integración con V, por ejem-
plo, V % ex

! K, esa constante se habría cancelado en el paso siguiente:

I xex dx % x(ex
! K) .I (ex

! K) dx

% xex
! Kx . ex

. Kx ! C % xex
. ex

! C

En general, no se incluye una constante de integración con V o en el miembro derecho hasta que
se calcula la última integral.

Es conveniente estudiar cuidadosamente todos los pasos del ejemplo siguiente, ya que mues-
tran las diversas formas en las que se utiliza integración por partes e ilustran las diversas formas
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de seleccionar U y dV en diversas situaciones. Una selección inadecuada puede producir una in-
tegral más difícil de resolver que la inicial. Es conveniente buscar un factor del integrando que
se pueda integrar fácilmente, e incluir dx en dicho factor para formar dV. Seguidamente, se de-
nomina U al factor restante del integrando. Algunas veces puede ser necesario hacer solamente
dV % dx. Al dividir un integrando cuando se utiliza integración por partes, debe escogerse U y
dV de forma que, si es posible, V dU sea «más simple» (es decir, más fácil de integrar) que U dV.

Ejemplo 2 Utilice integración por partes para calcular:

(a) I ln x dx, (b) I x2 sen x dx, (c) I x tan.1 x dx, (d) I sen.1 x dx.

Solución

(a) I ln x dx Sea U % ln x, dV % dx

Entonces dU % dx/x, V % x

% x ln x .I x
1

x
dx

% x ln x . x ! C

(b) Esta vez debemos integrar por partes dos veces:

I x2 sen x dx Sea U % x2, dV % sen x dx

Entonces dU % 2x dx, V % .cos x

% .x2 cos x ! 2 I x cos x dx Sea U % x, dV % cos x dx

Entonces dU % dx, V % sen x

% .x2 cos x ! 2Ax sen x .I sen x dxB
% .x2 cos x ! 2x sen x ! 2 cos x ! C

(c) I x tan.1 x dx Sea U % tan.1 x, dV % x dx

Entonces dU % dx/(1! x2), V %
1
2 x2

%
1

2
x2 tan.1 x .

1

2 I
x2

1 ! x2 dx

%
1

2
x2 tan.1 x .

1

2 I A1 .

1

1 ! x2B dx

%
1

2
x2 tan.1 x .

1

2
x !

1

2
tan.1 x ! C

(d) I sen.1 x dx Sea U % sen.1 x, dV % dx

Entonces dU % dx/∂1. x2, V % x

% x sen.1 x .I
x

∂1 . x2
dx Sea u % 1 . x2

du % .2x dx

% x sen.1 x !
1

2 I u.1/2 du

% x sen.1 x ! u1/2
! C % x sen.1 x ! ∂1 . x2

! C
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Presentamos a continuación dos consejos útiles para escoger U y dV:

(i) Si el integrando contiene un polinomio multiplicado por una exponencial, un seno o un co-
seno, o alguna otra función fácil de integrar, haga U igual al polinomio y dV igual al resto
del integrando.

(ii) Si el integrando contiene un logaritmo, una función trigonométrica inversa o alguna otra
función que no sea fácilmente integrable pero cuya derivada se pueda calcular fácilmente,
denomine U a esa función y haga dV igual al resto del integrando.

Por supuesto, estas «reglas» no tienen garantía. Pueden fallar y no ser útiles si «el resto» no tiene
una forma adecuada. Existen muchas funciones de las que no se puede calcular primitiva utili-
zando ninguna técnica estándar, por ejemplo, ex2

.
Los dos ejemplos que siguen ilustran un fenómeno muy útil que aparece frecuentemente.

Puede ocurrir que tras aplicar una o dos veces integración por partes, y posiblemente alguna
identidad conocida, la integral original aparezca en el miembro derecho. A menos que su coefi-
ciente sea 1, tendremos así una ecuación de donde se puede despejar la integral buscada.

Ejemplo 3 Calcule I %I sec3 x dx.

Solución Empezamos integrando por partes:

I %I sec3 x dx Sea U % sec x, dV % sec2 x dx

Entonces dU % sec x tan x dx, V % tan x

% sec x tan x .I sec x tan2 x dx

% sec x tan x .I sec x (sec2 x . 1) dx

% sec x tan x .I sec3 x dx !I sec x dx

% sec x tan x . I ! ln �sec x ! tan x �

De la anterior ecuación se puede despejar la integral deseada I. Como 2I % sec x tan x ! ln �sec x ! tan x �,
tenemos que

I sec3 x dx % I %
1

2
sec x tan x !

1

2
ln �sec x ! tan x � ! C

Este integral aparece frecuentemente en las aplicaciones, por lo que merece la pena memorizarla.

Ejemplo 4 Calcule I %I eax cos bx dx.

Solución Si a % 0 o b % 0, la integral es fácil de resolver, por lo que supondremos que a Ç 0 y b Ç 0.
Tenemos que

I %I eax cos bx dx Sea U % eax, dV % cos bx dx

Entonces dU % aeax dx, V % (1/b) sen bx

%
1

b
eax sen bx .

a

b I eax sen bx dx

Sea U % eax, dV % sen bx dx
Entonces dU % aeax dx, V % .(cos bx)/b
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%
1

b
eax sen bx .

a

b A.

1

b
eax cos bx !

a

b I eax cos bx dxB
%

1

b
eax sen bx !

a

b2 eax cos bx .

a2

b2 I

Por tanto,

A1 !
a2

b2B I %
1

b
eax sen bx !

a

b2 eax cos bx ! C1

y

I eax cos bx dx % I %
beax sen bx ! aeax cos bx

b2
! a2 ! C

Obsérvese que, tras la primera integración por partes, obtuvimos una integral que era diferente,
pero no más simple, que la integral original. En este punto podríamos haber optado por abando-
nar este método. Sin embargo, la perseverancia tiene su recompensa: una segunda integración
por partes hace aparecer la integral original I en una ecuación de donde se puede despejar. Al
escoger U como la exponencial en la primera integración por partes (podríamos haber escogido
el coseno), debemos realizar la misma selección de U en la segunda integral por partes. Si hubié-
ramos cambiado de montura en mitad del proceso y hubiéramos decidido hacer U igual a la fun-
ción trigonométrica en la segunda integración por partes, habríamos obtenido

I %
1

b
eax sen bx .

1

b
eax sen bx ! I

con lo que habríamos deshecho lo que conseguimos en el primer paso.
Si se desea calcular una integral definida por el método de integración por partes, no hay que

olvidar incluir el símbolo de evaluación apropiado en el término integrado.

Ejemplo 5 (Una integral definida)

I
e

1
x3 (ln x)2 dx Sea U % (ln x)2, dV % x3 dx

Entonces dU % 2 ln x(1/x)dx, V % x4/4

%
x4

4
(ln x)2 G

e

1
.

1

2 I
e

1
x3 ln x dx Sea U % ln x, dV % x3 dx

Entonces dU % dx/x, V % x4/4

%
e4

4
(12) . 0 .

1

2 A
x4

4
ln x G

e

1
.

1

4 I
e

1
x3 dxB

%
e4

4
.

e4

8
!

1

8

x4

4 G
e

1
%

e4

8
!

e4

32
.

1

32
%

5

32
e4

.

1

32

Fórmulas de reducción

Considere el problema de calcular : x4e.x dx. Como en el Ejemplo 1, podríamos utilizar integra-
ción por partes cuatro veces. Cada vez se reduciría la potencia de x en una unidad. Como esto es
repetitivo y tedioso, es preferible el siguiente procedimiento. Para n n 0, sea

In % I xne.x dx

CAPÍTULO 6. Técnicas de integración 379



Deseamos calcular I4. Si integramos por partes, se obtiene una fórmula de In en función de In.1:

In %I xne.x dx Sea U % xn, dV % e.x dx

Entonces dU % nxn.1 dx, V % .e.x

% .xne.x
! n I xn.1e.x dx % .xne.x

! nIn.1

La fórmula

In % .xne.x
! nIn.1

se denomina fórmula de reducción porque permite obtener el valor de la integral In en función
de In.1, una integral con un valor reducido del exponente n. Empezando con

I0 %I x0e.x dx %I e.x dx % .e.x
! C

se puede aplicar cuatro veces la fórmula de reducción, con lo que se obtiene

I1 % .xe.x
! I0 % .e.x(x ! 1) ! C1

I2 % .x2e.x
! 2I1 % .e.x(x2

! 2x ! 2) ! C2

I3 % .x3e.x
! 3I2 % .e.x(x3

! 3x2
! 6x ! 6) ! C3

I4 % .x4e.x
! 4I3 % .e.x(x4

! 4x3
! 12x2

! 24x ! 24) ! C4

Ejemplo 6 Obtenga y utilice una fórmula de reducción para calcular

In %I
n/2

0
cosn x dx (n % 0, 1, 2, 3, ...)

Solución Observe primero que

I0 %I
n/2

0
dx %

n
2

e I1 %I
n/2

0
cos x dx % sen x G

n/2

0
% 1

Hagamos ahora n n 2:

In %I
n/2

0
cosn x dx %I

n/2

0
cosn.1 x cos x dx

U % cosn.1 x, dV % cos x dx

dU % .(n . 1) cosn.2 x sen x dx, V % sen x

% sen x cosn.1 x G
n/2

0
! (n . 1) I

n/2

0
cosn.2 x sen2 x dx

% 0 . 0 ! (n . 1) I
n/2

0
cosn.2 x(1 . cos2 x) dx

% (n . 1)In.2 . (n . 1)In

Llevando al miembro izquierdo el término .(n . 1)In, se obtiene nIn % (n.1)In.2, o

In %
n . 1

n
In.2
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que es la fórmula de reducción buscada. Es válida para n n 2, condición necesaria para asegurar que
cosn.1(n/2)% 0. Si n n 2 es un entero par, tenemos que

In %
n . 1

n
In.2 %

n . 1

n
. n . 3

n . 2
In.4 % ñ

%
n . 1

n
. n . 3

n . 2
. n . 5

n . 4
ñ

5

6
. 3

4
. 1

2
. I0

%
n . 1

n
. n . 3

n . 2
. n . 5

n . 4
ñ

5

6
. 3

4
. 1

2
. n
2

Si n n 3 es un entero impar, tenemos que

In %
n . 1

n
. n . 3

n . 2
. n . 5

n . 4
ñ

6

7
. 4

5
. 2

3
. I1

%
n . 1

n
. n . 3

n . 2
. n . 5

n . 4
ñ

6

7
. 4

5
. 2

3

Véase en el Ejercicio 38 donde se presenta una consecuencia interesante de estas fórmulas.

Ejercicios 6.1

Calcule las integrales de los Ejercicios 1-28.

1. I x cos x dx 2. I (x ! 3)e2x dx

3. I x2 cos nx dx 4. I (x2
. 2x)ekx dx

5. I x3 ln x dx 6. I x(ln x)3 dx

7. I tan.1 x dx 8. I x2 tan.1 x dx

9. I x sen.1 x dx 10. I x5e.x2
dx

11. I
n/4

0
sec5 x dx 12. I tan2 x sec x dx

13. I e2x sen 3x dx 14. I xeïx dx

*15. I
1

1/2

sen.1 x

x2 dx 16. I
1

0
∂x sen (n∂x) dx

17. I x sec2 x dx 18. I x sen2 x dx

19. I cos (ln x) dx 20. I
e

1
sen (ln x) dx

21. I
ln (ln x)

x
dx 22. I

4

0
∂xeïx dx

23. I arccos x dx 24. I x sec.1 x dx

25. I
2

1
sec.1 x dx *26. I (sen.1 x)2 dx

*27. I x (tan.1 x)2 dx *28. I xex cos x dx

29. Calcule el área por debajo de y % e.x y por encima de
y % 0, desde x % 0 hasta x % n.

30. Calcule el área de la región plana finita limitada por la
curva y % ln x, la recta y % 1 y la tangente a y % ln x
en x % 1.

Fórmulas de reducción

31. Obtenga una fórmula de reducción para In % : (ln x)n dx
y utilícela para calcular I4.

32. Obtenga una fórmula de reducción para
In % :n/2

0 xn sen x dx y utilícela para calcular I6.

33. Obtenga una fórmula de reducción para In % : senn x dx
(siendo n n 2), y utilícela para calcular I6 e I7.

34. Obtenga una fórmula de reducción para In % : secn x dx
(siendo n n 3), y utilícela para calcular I6 e I7.

*35. Haciendo

In %I
dx

(x2
! a2)n

%
1

a2 I
dx

(x2
! a2)n.1 .

1

a2 I x
x

(x2
! a2)n dx
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e integrando por partes la última integral, haciendo
U % x, obtenga una fórmula de reducción para In.
Utilice esta fórmula para calcular I3.

*36. Si f es dos veces diferenciable en el intervalo [a, b] y
f (a) % f (b) % 0, demuestre que

I
b

a
(x . a)(b . x) f ññ(x) dx % .2 I

b

a
f (x) dx

Sugerencia: Aplique dos veces integración por partes
al miembro izquierdo. Esta fórmula se utilizará en la
Sección 6.6 para obtener una estimación del error con
la fórmula de aproximación de la Regla del Trapecio.

*37. Si f y g son dos funciones con segunda derivada
continua en el intervalo [a, b] y si
f (a) % g(a) % f (b) % g(b) % 0, demuestre que

I
b

a
f (x)gññ(x) dx %I

b

a
f ññ(x)g(x) dx

¿Qué otros supuestos sobre los valores de f y g en a
y b producirían el mismo resultado?

*38. (El Producto de Wallis) Sea In % :n/2
0 cosn x dx.

(a) Utilice el hecho de que 0 m cos x m 1 para
0 m x m n/2 para demostrar que
I2n!2 m I2n!1 m I2n para n % 0, 1, 2, ...

(b) Utilice la fórmula de reducción
In % ((n . 1)/n)In.2 obtenida en el Ejemplo 6,
junto con el resultado del apartado (a), para
demostrar que

lim
nrä

I2n!1

I2n

% 1

(c) Combine el resultado del apartado (b) con las
fórmulas explícitas de In (para n par e impar)
obtenidas en el Ejemplo 6 para demostrar que

lim
nrä

2

1
. 2

3
. 4

3
. 4

5
. 6

5
. 6

7
ñ

2n

2n . 1
. 2n

2n ! 1
%

n
2

Esta interesante fórmula en forma de producto
para obtener el valor de n se debe al matemático
inglés del siglo XIX John Wallis, y se conoce
como Producto de Wallis.

6.2 Sustituciones inversas

Las sustituciones consideradas en la Sección 5.6 eran sustituciones directas en el sentido de que
simplificaban un integrando sustituyendo una expresión de éste por una única variable. En esta
sección consideraremos el procedimiento inverso: sustituiremos una variable de integración con
una función de una nueva variable. Estas sustituciones, denominadas sustituciones inversas, po-
dría parecer que en principio complican la integral. Es decir, sustituyendo x % g(u) en la integral

I
b

a

f (x) dx

se obtiene como resultado la integral más «complicada»

I
x%b

x%a

f (g(u))gñ(u) du

Sin embargo, como veremos posteriormente, algunas veces estas sustituciones de hecho simplifi-
can el integrando, transformando la integral inicial en otra que se puede calcular por simple ins-
pección o a la que se pueden aplicar otras técnicas.

Las sustituciones trigonométricas inversas

Tres sustituciones inversas muy útiles son:

x % a sen h, x % a tan h y x % a sec h

que corresponden a las sustituciones directas:

h % sen.1 x

a
, h % tan.1 x

a
y h % sec.1 x

a
% cos.1 a

x
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Sustitución inversa por el seno

Las integrales en las que aparece ∂a2
. x2 (siendo a b 0) se pueden reducir frecuente-

mente a una forma más simple mediante el cambio

x % a sen h o, en otros términos, h % sen.1 x

a

Obsérvese que ∂a2
. x2 sólo tiene sentido si .amxma, lo que corresponde a .n/2mhmn/2.

Como cos h n 0 para esos valores de h, tenemos que

∂a2
. x2

% ∂a2(1 . sen2 h) % ∂a2 cos2 h % a cos h

Si cos h fuera no negativo, habríamos obtenido a �cos h �. Si fuera necesario, las otras funciones
trigonométricas de h se pueden expresar en función de x examinando un triángulo rectángulo eti-
quetado de forma correspondiente a la sustitución (véase la Figura 6.1).

cos h %
∂a2

. x2

a
y tan h %

x

∂a2
. x2

Figura 6.1

Ejemplo 1 Calcule I
1

(5 . x2)3/2 dx.

Solución Obsérvese la Figura 6.2.

I
1

(5 . x2)3/2 dx Sea x % ∂5 sen h

dx % ∂5 cos h dh

%I
∂5 cos h dh
53/2 cos3 h

%
1

5 I sec2 h dh %
1

5
tan h ! C %

1

5

x

∂5 . x2
! C

Figura 6.2

Ejemplo 2 Calcule el área del segmento circular sombreado en la Figura 6.3.

Solución El área es

A % 2 I
a

b
∂a2

. x2 dx Sea x % a sen h
dx % a cos h dh
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% 2 I
x%a

x%b

a2 cos2 h dh

% a2(h ! sen h cos h) G
x%a

x%b

(como en el Ejemplo 8 de la Sección 5.6)

% a2Asen.1 x

a
!

x∂a2
. x2

a2 B G
a

b

(Véase la Figura 6.1)

%
n
2

a2
. a2 sen.1 b

a
. b ∂a2

. b2 unidades al cuadrado

Figura 6.3

Sustitución inversa por la tangente

Las integrales en las que aparece ∂a2
! x2 o

1

x2
! a2 (siendo a b 0) a menudo se simplifi-

can mediante el cambio

x % a tan h o, en otros términos, h % tan.1 x

a

Como x puede tomar cualquier valor real, tenemos que .n/2 a h a n/2, por lo que sec h b 0 y

∂a2
! x2

% a∂1 ! tan2 h % a sec h

Otras funciones trigonométricas de h se pueden expresar en función de x tomando como referen-
cia un triángulo rectángulo con catetos a y x e hipotenusa ∂a2

! x2 (véase la Figura 6.4):

sen h %
x

∂a2
! x2

y cos h %
a

∂a2
! x2

Figura 6.4

Ejemplo 3 Calcule (a) I
1

∂4 ! x2
dx y (b) I

1

(1 ! 9x2)2 dx.
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Solución Las Figuras 6.5 y 6.6 ilustran los apartados (a) y (b), respectivamente.

(a) I
1

∂4 ! x2
dx Sea x % 2 tan h

dx % 2 sec2 h dh

%I
2 sec2 h
2 sec h

dh

%I sec h dh

% ln �sec h ! tan h �! C % ln G
∂4 ! x2

2
!

x

2 G! C

% ln (∂4 ! x2
! x) ! C1, siendo C1 % C . ln 2

Nótese que ∂4 ! x2
! x b 0 para todo x, por lo que no es necesario tomar valor absoluto.

(b) I
1

(1 ! 9x2)2 dx Sea 3x % tan h
3dx % sec2 h dh
1 ! 9x2

% sec2 h

%
1

3 I
sec2 h dh

sec4 h

%
1

3 I cos2 h dh %
1

6
(h ! sen h cos h) ! C

%
1

6
tan.1 (3x) !

1

6

3x

∂1 ! 9x2

1

∂1 ! 9x2
! C

%
1

6
tan.1 (3x) !

1

2

x

1 ! 9x2 ! C

Figura 6.5 Figura 6.6

Sustitución inversa por la secante

Las integrales en las que aparece ∂x2
. a2 (siendo a b 0) a menudo se simplifican me-

diante el cambio

x % a sec h o, en otros términos, h % sec.1 x

a

Hay que tener cuidado con este cambio. Aunque

∂x2
. a2

% a∂sec2 h . 1 % a∂tan2 h % a � tan h �
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no siempre se puede eliminar el valor absoluto de la tangente. Obsérvese que ∂x2
. a2 tiene

sentido para x n a y para x m .a:

Si x n a, entonces 0 m h % sec.1 x

a
% arccos

a

x
a

n
2

, y tan h n 0.

Si x m .a, entonces
n
2

a h % sec.1 x

a
% arccos

a

x
m n , y tan h m 0.

En el primer caso ∂x2
. a2

% a tan h; el segundo caso ∂x2
. a2

% .a tan h.

Ejemplo 4 Calcule I %I
dx

∂x2
. a2

, siendo a b 0.

Solución Supongamos por el momento que x n a. Si x % a sec h, entonces dx % a sec h tan h dh y
∂x2

. a2
% a tan h (Figura 6.7). Entonces,

I %I sec h dh % ln �sec h ! tan h � ! C

% ln G
x

a
!

∂x2
. a2

a G! C % ln �x ! ∂x2
. a2 � ! C1

siendo C1 % C . ln a. Si x m .a, sea u % .x de forma que u n a y du % .dx. Tenemos que

I % .I
du

∂u2
. a2

% . ln �u ! ∂u2
. a2 � ! C1

% ln G
1

.x ! ∂x2
. a2

x ! ∂x2
. a2

x ! ∂x2
. a2 G! C1

% ln G
x ! ∂x2

. a2

.a2 G! C1 % ln �x ! ∂x2
. a2 � ! C2

siendo C2 % C1 . 2 ln a. Entonces, en cualquier caso, tenemos que

I % ln �x ! ∂x2
. a2 � ! C

Figura 6.7

Completar el cuadrado

Las expresiones cuadráticas de la forma Ax2
! Bx ! C aparecen a menudo en integrandos. Se

pueden expresar en forma de suma o diferencia de cuadrados utilizando el procedimiento de
completar el cuadrado, como hicimos para obtener la fórmula de las raíces de ecuaciones de se-
gundo grado en la Sección P.6. En primer lugar se saca factor común A, de forma que la expre-
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sión resultante empiece con x2
! 2bx, siendo 2b % B/A. Esos son los dos primeros términos de

(x ! b)2
% x2

! 2bx ! b2. Se suma y se resta entonces el tercer término b2
% B2/4A2:

Ax2
! Bx ! C % A Ax2

!
B

A
x !

C

AB
% A Ax2

!
B

A
x !

B2

4A2 !
C

A
.

B2

4A2B
% A Ax !

B

2AB
2

!
4AC . B2

4A

Se debe realizar el cambio u % x !
B

2A
.

Ejemplo 5 Calcule (a) I
1

∂2x . x2
dx y (b) I

x

4x2
! 12x ! 13

dx.

Solución

(a) I
1

∂2x . x2
dx %I

dx

∂1 . (1 . 2x ! x2)

%I
dx

∂1 . (x . 1)2
Sea u % x . 1
du % dx

%I
du

∂1 . u2

% sen.1 u ! C % sen.1 (x . 1) ! C

(b) I
x

4x2
! 12x ! 13

dx %I
x dx

4Ax2
! 3x !

9

4
! 1B

%
1

4 I
x dx

Ax !
3

2B
2

! 1

Sea u % x ! (3/2)
du % dx
x % u . (3/2)

%
1

4 I
u du

u2
! 1

.

3

8 I
du

u2
! 1

En la primera integral

sea v % u2
! 1

du % 2u du

%
1

8 I
dv

v
.

3

8
tan.1 u

%
1

8
ln �v � .

3

8
tan.1 u ! C

%
1

8
ln (4x2

! 12x ! 13) .

3

8
tan.1Ax !

3

2B! C1

siendo C1 % C . (ln 4)/8.
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Otras sustituciones inversas

Las integrales en las que aparece ∂ax ! b se pueden simplificar algunas veces mediante el
cambio ax ! b % u2.

Ejemplo 6 I
1

1 ! ∂2x
dx Sea 2x % u2

2 dx % 2u du

%I
u

1 ! u
du

%I
1 ! u . 1

1 ! u
du

%I A1 .

1

1 ! uB du Sea v % 1 ! u

dv % du

% u .I
dv

v
% u . ln �v � ! C

% ∂2x . ln (1 ! ∂2x) ! C

Algunas veces, las integrales en las que aparece n
∂ax ! b se pueden simplificar mucho mediante

la sustitución híbrida ax ! b % un, a dx % nun.1 du.

Ejemplo 7 I
2

.1/3

x
3

∂3x ! 2
dx Sea 3x ! 2 % u3

3 dx % 3u2 du

%I
2

1

u3
. 2

3u
u2 du

%
1

3 I
2

1
(u4

. 2u) du %
1

3 A
u5

5
. u2B G

2

1
%

16

15

Nótese el cambio de límites en esta integral definida. u % 1 cuando x % .1/3 y u % 2 cuando x % 2.

Si aparece más de una potencia fraccionaria, puede ser posible eliminarlas todas a la vez.

Ejemplo 8 Calcule I
1

x1/2(1 ! x1/3)
dx.

Solución Se pueden eliminar la raíz cuadrada y la raíz cúbica utilizando la sustitución inversa x % u6. Se
elige la potencia 6 porque 6 es el mínimo común múltiplo de 2 y 3.

I
dx

x1/2(1 ! x1/3)
Sea x % u6

dx % 6u5 du

% 6 I
u5 du

u3(1 ! u2)
% 6 I

u2

1 ! u2 du % 6 I A1 !
1

1 ! u2B du

% 6(u . tan.1 u) ! C % 6(x1/6
. tan.1 x1/6) ! C
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El cambio tan (h/2)
Existe un tipo especial de cambio que puede transformar una integral cuyo integrando es una
función racional de sen h y cos h (es decir, un cociente de polinomios en sen h y cos h) en una
función racional de x. El cambio es

x % tan
h
2

o, en otros términos, h % 2 tan.1 x

Obsérvese que

cos2 h
2

%
1

sec2 h
2

%
1

1 ! tan2 h
2

%
1

1 ! x2

por tanto,

cos h % 2 cos2 h
2

. 1 %
2

1 ! x2 . 1 %
1 . x2

1 ! x2

sen h % 2 sen
h
2

cos
h
2

% 2 tan
h
2

cos2 h
2

%
2x

1 ! x2

Además, dx %
1

2
sec2 h

2
dh, por lo que

dh % 2 cos2 h
2

dx %
2 dx

1 ! x2

En resumen:

El cambio tan (h/2)

Si x % tan (h/2), entonces

cos h %
1 . x2

1 ! x2, sen h %
2x

1 ! x2 y dh %
2 dx

1 ! x2

Nótese que cos h, sen h y dh sólo involucran funciones racionales de x. En la Sección 6.3 exami-
naremos técnicas generales para integrar funciones racionales de x.

Ejemplo 9 I
1

2 ! cos h
dh Sea x % tan (h/2)

cos h %
1 . x2

1 ! x2

dh %
2 dx

1 ! x2

%I
2 dx

1 ! x2

2 !
1 . x2

1 ! x2

% 2 I
1

3 ! x2 dx

%
2

∂3
tan.1 x

∂3
! C

%
2

∂3
tan.1 A

1

∂3
tan

h
2B! C
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Ejercicios 6.2

Calcule las integrales de los Ejercicios 1-36.

1. I
dx

∂1 . 4x2
2. I

x2 dx

∂1 . 4x2

3. I
x2 dx

∂9 . x2
4. I

dx

x∂1 . 4x2

5. I
dx

x2
∂9 . x2

6. I
dx

x∂9 . x2

7. I
x ! 1

∂9 . x2
dx 8. I

dx

∂9 ! x2

9. I
x3 dx

∂9 ! x2 10. I
∂9 ! x2

x4 dx

11. I
dx

(a2
. x2)3/2 12. I

dx

(a2
! x2)3/2

13. I
x2 dx

(a2
. x2)3/2 14. I

dx

(1 ! 2x2)5/2

15. I
dx

x∂x2
. 4

(x b 2) 16. I
dx

x2
∂x2

. a2
(xbab0)

17. I
dx

x2
! 2x ! 10

18. I
dx

x2
! x ! 1

19. I
dx

(4x2
! 4x ! 5)2 20. I

x dx

x2
. 2x ! 3

21. I
x dx

∂2ax . x2
22. I

dx

(4x . x2)3/2

23. I
x dx

(3 . 2x . x2)3/2 24. I
dx

(x2
! 2x ! 2)2

25. I
dx

(1 ! x2)3 26. I
x2 dx

(1 ! x2)2

*27. I
∂1 . x2

x3 dx 28. I ∂9 ! x2 dx

29. I
dx

2 ! ∂x
30. I

dx

1 ! x1/3

*31. I
1 ! x1/2

1 ! x1/3dx *32. I
x∂2 . x2

∂x2
! 1

dx

33. I
0

.ln 2

ex
∂1 . e2x dx 34. I

n/2

0

cos x

∂1 ! sen2 x
dx

35. I
∂3.1

.1

dx

x2
! 2x ! 2

36. I
2

1

dx

x2
∂9 . x2

En los Ejercicios 37-39, calcule las integrales utilizando el
cambio especial x % tan (h/2), como en el Ejemplo 9.

*37. I
dh

2 ! sen h *38. I
n/2

0

dh
1 ! cos h ! sen h

*39. I
dh

3 ! 2 cos h

40. Calcule el área de la región limitada por
y % (2x . x2).1/2, y % 0, x % 1/2 y x % 1.

41. Calcule el área de la región por debajo de
y % 9/(x4

! 4x2
! 4) y por encima de y % 1.

42. Calcule el valor medio de la función
f (x) % (x2

. 4x ! 8).3/2 en el intervalo [0, 4].

43. Calcule el área del interior de la circunferencia
x2

! y2
% a2 que está por encima de la recta y % b,

(.a m b m a).

44. Calcule el área común al interior de las circunferencias
x2

! y2
% 1 y (x . 2)2

! y2
% 4.

45. Calcule el área del primer cuadrante que está por
encima de la hipérbola xy % 12 y en el interior de la
circunferencia x2

! y2
% 25.

46. Calcule el área a la izquierda de
x2

a2 !
y2

b2 % 1 y a la

derecha de la recta x % c, con .a m c m a.

*47. Calcule el área de la región limitada por el eje x, la
hipérbola x2

. y2
% 1, y la recta que va desde el

origen al punto (∂1 ! Y2, Y) en dicha hipérbola.
(Suponga Y b 0.) En particular, demuestre que si
Y % senh t el área es t/2 unidades al cuadrado.

*48. Calcule las integrales

I
dx

∂x2
. a2

y I
dx

x2
∂x2

. a2

para x b a b 0 utilizando el cambio x % a cosh u.
(Sugerencia: Revise las propiedades de las funciones
hiperbólicas de la Sección 3.6). Ésta sustitución es
una alternativa a x % a sec h cuando aparece

∂x2
. a2.
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6.3 Integrales de funciones racionales

En esta sección vamos a considerar integrales de la forma

I
P(x)

Q(x)
dx

siendo P y Q polinomios. Recuérdese que un polinomio es una función P de la forma

P(x) % anx
n
! an.1x

n.1
! ñ ! a2x

2
! a1x ! a0

siendo n un entero no negativo, a0, a1, a2, ..., an constantes y an Ç 0. Denominamos a n grado
del polinomio P. Un cociente P(x)/Q(x) de dos polinomios se denomina función racional (véase
la Sección P.6 donde se presentan los polinomios y las funciones racionales). En general sólo
será necesario considerar funciones racionales P(x)/Q(x) en las que el grado de P sea menor que
el grado de Q. Si el grado de P es mayor o igual que el grado de Q, entonces se dividen los
polinomios para expresar la fracción P(x)/Q(x) en forma de un polinomio sumado con otra frac-
ción R(x)/Q(x) en la que R, el resto de la división, es siempre de grado menor que Q.

Ejemplo 1 Calcule I
x3

! 3x2

x2
! 1

dx.

Solución El grado del numerador es 3 y el del denominador es 2, por lo que es necesario dividir los
polinomios:

x2
! 1 x ! 3

x2
! 1 x3

! 3x2

x3
! x

x3
! 3x2

x2
! 1

% x ! 3 .

x ! 3

x2
! 1

3x2
. x

3x2
! 3

. x . 3

Por tanto,

I
x3

! 3x2

x2
! 1

dx %I (x ! 3) dx .I
x

x2
! 1

dx . 3 I
dx

x2
! 1

%
1

2
x2

! 3x .

1

2
ln (x2

! 1) . 3 tan.1 x ! C

Ejemplo 2 Calcule I
x

2x . 1
dx.

Solución El numerador y el denominador tienen el mismo grado, 1, por lo que es necesario de nuevo
dividir. En este caso se puede realizar la división simplemente transformando el integrando:

x

2x . 1
%

1

2

2x

2x . 1
%

1

2

2x . 1 ! 1

2x . 1
%

1

2 A1 !
1

2x . 1B
Véase la Sección P.6. Tenemos entonces que

I
x

2x . 1
dx %

1

2 I A1 !
1

2x . 1B dx %
x

2
!

1

4
ln �2x . 1 � ! C

En lo que sigue, supondremos siempre que se han realizado las divisiones previas necesarias y
que el polinomio cociente ya se ha integrado. Por tanto, el problema básico que debemos consi-
derar en esta sección es el siguiente:
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El problema básico

Calcular I
P(x)

Q(x)
dx, siendo grado de P a grado de Q.

La complejidad de este problema depende del grado de Q.

Denominadores lineales y cuadráticos
Supongamos que Q(x) es de grado 1. Por tanto, Q(x) % ax ! b, con a Ç 0. Entonces P(x) debe
tener grado 0 y ser, por tanto, una constante c. Tenemos que P(x)/Q(x)% c/(ax! b). El cambio
u % ax ! b produce

I
c

ax ! b
dx %

c

a I
du

u
%

c

a
ln �u � ! C

de modo que para c % 1:

Caso de denominador lineal

I
1

ax ! b
dx %

1

a
ln �ax ! b � ! C

Supongamos ahora que Q(x) es una función cuadrática, es decir, de grado 2. A efectos de esta
presentación, podemos suponer que Q(x) es o bien de la forma x2

! a2 o bien de la forma
x2

. a2, ya que completando el cuadrado y realizando el cambio de variable apropiado se puede
reducir siempre el denominador a esta forma, como se demuestra en la Sección 6.2. Como P(x)
puede ser como máximo una función lineal, P(x) % Ax ! B, esto nos lleva a considerar las cua-
tro integrales siguientes:

I
x dx

x2
! a2, I

x dx

x2
. a2, I

dx

x2
! a2 y I

dx

x2
. a2

Si a % 0, sólo hay dos integrales, que se pueden calcular fácilmente. En las dos primeras integra-
les se aplica el cambio u % x2

u a2. La tercera es una integral conocida, y la cuarta se puede
resolver mediante el cambio x % a sen h si �x � a �a �, o el cambio x % a sec h si �x � b �a �, pero se
puede calcular también mediante otro método que veremos posteriormente. Los valores de las
cuatro integrales se presentan a continuación:

Caso de denominador cuadrático

I
x dx

x2
! a2 %

1

2
ln (x2

! a2) ! C

I
x dx

x2
. a2 %

1

2
ln �x2

. a2 � ! C

I
dx

x2
! a2 %

1

a
tan.1 x

a
! C

I
dx

x2
. a2 %

1

2a
ln G

x . a

x ! a G! C
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Para obtener la última de las fórmulas anteriores, expresaremos el integrando como una suma de
dos fracciones con denominadores lineales:

1

x2
. a2 %

1

(x . a)(x ! a)
%

A

x . a
!

B

x ! a
%

Ax ! Aa ! Bx . Ba

x2
. a2

donde en el último paso se han sumado las dos fracciones. Si esta ecuación se cumple para todo
x (excepto x % ua), entonces los numeradores de los dos miembros deben ser polinomios idén-
ticos en x. La ecuación (A ! B)x ! (Aa . Ba) % 1 % 0x ! 1 se cumplirá para todo x sólo si

A ! B % 0 (el coeficiente de x)

Aa . Ba % 1 (el término constante)

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones lineales se obtiene el valor de las incógnitas A y B,
A % 1/(2a) y B % .1/(2a). Por tanto,

I
dx

x2
. a2 %

1

2a I
dx

x . a
.

1

2a I
dx

x ! a

%
1

2a
ln �x . a � .

1

2a
ln �x ! a � ! C

%
1

2a
ln G

x . a

x ! a G! C

Descomposición en fracciones simples

La técnica que acabamos de utilizar, donde se expresa una fracción compleja como suma de
fracciones más sencillas, se denomina método de descomposición en fracciones simples. Su-
pongamos un polinomio Q(x) de grado n, de forma que su término de mayor grado es xn (con
coeficiente 1). Supongamos además que Q se puede descomponer en un producto de n factores
lineales distintos (de grado 1), por ejemplo,

Q(x) % (x . a1)(x . a2) ñ (x . an)

con ai Ç aj si i Ç j, i m i, j m n. Si P(x) es un polinomio de grado inferior a n, entonces
P(x)/Q(x) admite una descomposición en fracciones simples de la forma

P(x)

Q(x)
%

A1

x . a1
!

A2

x . a2
! ñ !

An

x . an

para ciertos valores de las constantes A1, A2, ..., An. No presentaremos aquí ninguna demostra-
ción formal de esta afirmación, ya que pertenece al ámbito de los cursos de álgebra (véase el
Teorema 1 posterior donde se plantea un resultado más general).

Sabiendo que P(x)/Q(x) admite una descomposición en fracciones simples, como se ha co-
mentado anteriormente, existen dos métodos para determinar las constantes A1, A2, ..., An. El pri-
mero de ellos, que se generaliza más fácilmente a descomposiciones más complicadas que se
presentarán posteriormente, consiste en sumar las fracciones de la descomposición y obtener una
nueva fracción S(x)/Q(x) con numerador S(x), un polinomio de grado una unidad menor que
Q(x). Esta nueva fracción será idéntica a la fracción original P(x)/Q(x) si S y P son polinomios
idénticos. Las constantes A1, A2, ..., An se determinan resolviendo el sistema de n ecuaciones
lineales que resulta de igualar los coeficientes de las mismas potencias de x en los polinomios
S y P.
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El segundo método se basa en la siguiente observación: si se multiplica la descomposición en
fracciones simples por x . aj , se obtiene

(x . aj)
P(x)

Q(x)

% A1

x . aj

x . a1
! ñ ! Aj.1

x . aj

x . aj.1

! Aj ! Aj!1

x . aj

x . aj!1

! ñ ! An

x . aj

x . an

Todos los términos del miembro derecho se anulan en x % aj, excepto el término j-ésimo, Aj. Por
tanto,

Aj % lim
xraj

(x . aj)
P(x)

Q(x)

%
P(aj)

(aj . a1) ñ (aj . aj.1)(aj . aj!1) ñ (aj . an)

para 1 m j m n. En la práctica, el método se utiliza para obtener el coeficiente Aj simplificando
el factor x . aj en el denominador de P(x)/Q(x) y particularizando la expresión resultante en
x % aj.

Ejemplo 3 Calcule I
(x ! 4)

x2
. 5x ! 6

dx.

Solución La descomposición en fracciones simples tiene la forma

x ! 4

x2
. 5x ! 6

%
x ! 4

(x . 2)(x . 3)
%

A

x . 2
!

B

x . 3

Calcularemos A y B por los dos métodos comentados anteriormente.

MÉTODO I. Se suman las fracciones simples

x ! 4

x2
. 5x ! 6

%
Ax . 3A ! Bx . 2B

(x . 2)(x . 3)

y se igualan los coeficientes de x y los términos constantes en los numeradores de ambos miembros, con lo
que se obtiene

A ! B % 1 y .3A . 2B % 4

Resolviendo esas ecuaciones se llega a A % .6 y B % 7.

MÉTODO II. Para calcular A, se elimina el término x . 2 del denominador de la expresión P(x)/Q(x) y se
particulariza el resultado en x % 2. La obtención de B es similar.

A %
x ! 4

x . 3 Gx%2

% .6 y B %
x ! 4

x . 2 Gx%3

% 7

En cualquier caso tenemos

I
(x ! 4)

x2
. 5x ! 6

dx % .6 I
1

x . 2
dx ! 7 I

1

x . 3
dx

% .6 ln �x . 2 � ! 7 ln �x . 3 � ! C
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Ejemplo 4 Calcule I %I
x3

! 2

x3
. x

dx.

Solución Como el grado del numerador no es menor que el del denominador, hay que dividir:

I %I
x3

. x ! x ! 2

x3
. x

dx %I A1 !
x ! 2

x3
. xB dx % x !I

x ! 2

x3
. x

dx

Ahora se puede utilizar el método de descomposición en fracciones simples.

x ! 2

x3
. x

%
x ! 2

x(x . 1)(x ! 1)
%

A

x
!

B

x . 1
!

C

x ! 1

%
A(x2

. 1) ! B(x2
! x) ! C(x2

. x)

x(x . 1)(x ! 1)

Tenemos que

A ! B ! C % 0 (coeficiente de x2)

B . C % 1 (coeficiente de x)

.A % 2 (término constante)

Se deduce entonces que A % .2, B % 3/2 y C % 1/2. Podemos obtener también los mismos valores utili-
zando el Método II del ejemplo anterior:

A %
x ! 2

(x . 1)(x ! 1) Gx%0

% .2, B %
x ! 2

x(x ! 1) Gx%1

%
3

2
y

C %
x ! 2

x(x . 1) Gx%.1

%
1

2

Finalmente, tenemos

I % x . 2 I
1

x
dx !

3

2 I
1

x . 1
dx !

1

2 I
1

x ! 1
dx

% x . 2 ln �x � !
3

2
ln �x . 1 � !

1

2
ln �x ! 1 � ! C

A continuación consideraremos una función racional cuyo denominador tiene un factor cuadráti-
co equivalente a una suma de cuadrados y que, por tanto, no se puede descomponer en un pro-
ducto de factores lineales reales.

Ejemplo 5 Calcule I
2 ! 3x ! x2

x(x2
! 1)

dx.

Solución Nótese que el numerador es de grado 2 y el denominador es de grado 3, por lo que no es nece-
saria la división previa. Si se descompone el integrando en una suma de dos fracciones más simples, el
denominador de una de ellas será x y el de la otra x2

! 1. La forma apropiada de la descomposición resulta
ser

2 ! 3x ! x2

x(x2
! 1)

%
A

x
!

Bx ! C

x2
! 1

%
A(x2

! 1) ! Bx2
! Cx

x(x2
! 1)

Nótese que hemos utilizado un numerador lineal (de grado 1) en el término correspondiente al denominador
cuadrático (de grado 2). Igualando los coeficientes de los dos numeradores, se obtiene

A ! B % 1 (coeficiente de x2)

C % 3 (coeficiente de x)

A % 2 (término constante)
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Por tanto, A % 2, B % .1 y C % 3. Tenemos, entonces,

I
2 ! 3x ! x2

x(x2
! 1)

dx % 2 I
1

x
dx .I

x

x2
! 1

dx ! 3 I
1

x2
! 1

dx

% 2 ln �x � .
1

2
ln (x2

! 1) ! 3 tan.1 x ! C

Hay que resaltar que la suma de fracciones es el único método razonable que utiliza valores reales para
determinar las constantes A, B y C. Podríamos haber determinado A utilizando el Método II del Ejemplo 3,
pero habríamos tenido que utilizar números complejos.

Ejemplo 6 Calcule I %I
1

x3
! 1

dx.

Solución En este caso Q(x) % x3
! 1 % (x ! 1)(x2

. x ! 1). El último factor no tiene raíces reales, por
lo que no se puede factorizar en un producto de factores reales lineales. Tenemos que

1

x3
! 1

%
1

(x ! 1)(x2
. x ! 1)

%
A

x ! 1
!

Bx ! C

x2
. x ! 1

%
A(x2

. x ! 1) ! B(x2
! x) ! C(x ! 1)

(x ! 1)(x2
. x ! 1)

A ! B % 0 (coeficiente de x2)

.A ! B ! C % 0 (coeficiente de x)

A ! C % 1 (término constante)

Por tanto, A % 1/3, B % .1/3 y C % 2/3, con lo que

I %
1

3 I
dx

x ! 1
.

1

3 I
x . 2

x2
. x ! 1

dx

%
1

3
ln �x ! 1 � .

1

3 I
x .

1

2
.

3

2

Ax !
1

2B
2

!
3

4

Sea u % x . 1/2

du % dx

%
1

3
ln �x ! 1 � .

1

3 I
u

u2
!

3

4

du !
1

2 I
1

u2
!

3

4

du

%
1

3
ln �x ! 1 � .

1

6
lnAu2

!
3

4B!
1

2

2

∂3
tan.1A

2u

∂3B! C

%
1

3
ln �x ! 1 � .

1

6
ln (x2

. x ! 1) !
1

∂3
tan.1A

2x . 1

∂3 B! C

Sólo es necesario un refinamiento final del método de descomposición en fracciones simples. Si
alguno de los factores lineales o cuadráticos de Q(x) se repite (por ejemplo, m veces), entonces
la descomposición en fracciones simples de P(x)/Q(x) requiere m fracciones distintas correspon-
dientes a ese factor. Los exponentes de los denominadores de esas fracciones van aumentando
desde 1 hasta m, y los numeradores son todos constantes cuando el factor que se repite es lineal
o lineales cuando el factor que se repite es cuadrático (véase el Teorema 1 posterior).
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Ejemplo 7 Calcule I
1

x(x . 1)2 dx.

Solución En este caso, la descomposición en fracciones simples adecuada es

1

x(x . 1)2 %
A

x
!

B

x . 1
!

C

(x . 1)2

%
A(x2

. 2x ! 1) ! B(x2
. x) ! Cx

x(x . 1)2

Igualando los coeficientes de x2, x y 1 en los denominadores de los dos miembros, se obtiene

A ! B % 0 (coeficiente de x2)

.2A . B ! C % 0 (coeficiente de x)

A % 1 (término constante)

Por tanto, A % 1, B % .1, C % 1 y

I
1

x(x . 1)2 dx %I
1

x
dx .I

1

x . 1
dx !I

1

(x . 1)2 dx

% ln �x � . ln �x . 1 � .
1

x . 1
! C

% ln G
x

x . 1 G.
1

x . 1
! C

Ejemplo 8 Calcule I %I
x2

! 2

4x5
! 4x3

! x
dx.

Solución El denominador se puede factorizar como x(2x2
! 1)2, por lo que la descomposición en frac-

ciones simples apropiada es

x2
! 2

x(2x2
! 1)2 %

A

x
!

Bx ! C

2x2
! 1

!
Dx ! E

(2x2
! 1)2

%
A(4x4

! 4x2
! 1) ! B(2x4

! x2) ! C(2x3
! x) ! Dx2

! Ex

x(2x2
! 1)2

Por tanto,
4A ! 2B % 0 (coeficiente de x4)

2C % 0 (coeficiente de x3)

4A ! B ! D % 1 (coeficiente de x2)
C ! E % 0 (coeficiente de x)

A % 2 (término constante)

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene A % 2, B % .4, C % 0, D % .3 y E % 0.

I % 2 I
dx

x
. 4 I

x dx

2x2
! 1

. 3 I
x dx

(2x2
! 1)2 Sea u % 2x2

! 1

du % 4x dx

% 2 ln �x � .I
du

u
.

3

4 I
du

u2

% 2 ln �x � . ln �u � !
3

4u
! C

% lnA
x2

2x2
! 1B!

3

4

1

2x2
! 1

! C
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El teorema que sigue resume los diversos aspectos del método de descomposición en fracciones
simples.

TEOREMA 1 Descomposición en fracciones simples de funciones racionales

Sean P y Q polinomios con coeficientes reales, y supongamos que el grado de P es menor
que el grado de Q. Entonces:

(a) Q(x) se puede descomponer en el producto de una constante K, factores lineales reales
de la forma x . ai , y factores reales cuadráticos de la forma x2

! bix ! ci que no tie-
nen raíces reales. Los factores lineales y cuadráticos se pueden repetir:

Q(x) % K(x . a1)
m1(x . a2)

m2 ñ (x . aj)
mj(x2

! b1x ! c1)
n1

ñ (x2
! bkx ! ck)

nk

El grado de Q es m1 ! m2 ! ñ ! mj ! 2n1 ! 2n2 ! ñ ! 2nk.
(b) La función racional P(x)/Q(x) se puede expresar como una suma de fracciones simples

de la siguiente forma:

(i) Por cada factor (x . a)m de Q(x), la descomposición contiene una suma de fraccio-
nes de la forma

A1

x . a
!

A2

(x . a)2 ! ñ !
Am

(x . a)m

(ii) Por cada factor (x2
! bx ! c)n de Q(x), la descomposición contiene una suma de

fracciones de la forma

B1x ! C1

x2
! bx ! x

!
B2x ! C2

(x2
! bx ! c)2 ! ñ !

Bnx ! Cn

(x2
! bx ! c)n

Las constantes A1, A2, ..., Am, B1, B2, ..., Bn, C1, C2, ..., Cn se pueden determinar sumando
las fracciones de la descomposición e igualando los coeficientes de potencias iguales de x
en el numerador de la suma con los de P(x).

#

No proporcionaremos aquí una demostración de este teorema.
Nótese que el apartado (a) no nos indica cómo obtener los factores de Q(x), sino que sólo

nos dice la forma que tienen. Es necesario conocer los factores de Q antes de utilizar la descom-
posición en fracciones simples para integrar la función racional P(x)/Q(x). La descomposición en
fracciones simples se utiliza también en otras situaciones matemáticas, en concreto para resolver
ciertos problemas en los que intervienen ecuaciones diferenciales.

Ejercicios 6.3

Calcule las integrales de los Ejercicios 1-34.

1. I
2 dx

2x . 3
2. I

dx

5 . 4x

3. I
x dx

nx ! 2
4. I

x2

x . 4
dx

5. I
1

x2
. 9

dx 6. I
dx

5 . x2

7. I
dx

a2
. x2 8. I

dx

b2
. a2x2

9. I
x2 dx

x2
! x . 2

10. I
x dx

3x2
! 8x . 3

11. I
x . 2

x2
! x

dx 12. I
dx

x3
! 9x

13. I
dx

1 . 6x ! 9x2 14. I
x dx

2 ! 6x ! 9x2

15. I
x2

! 1

6x . 9x2 dx 16. I
x3

! 1

12 ! 7x ! x2 dx

17. I
dx

x(x2
. a2)

18. I
dx

x4
. a4
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*19. I
x3 dx

x3
. a3 20. I

dx

x3
! 2x2

! 2x

21. I
dx

x3
. 4x2

! 3x
22. I

x2
! 1

x3
! 8

dx

23. I
dx

(x2
. 1)2 24. I

x2 dx

(x2
. 1)(x2

. 4)

25. I
dx

x4
. 3x3 26. I

x dx

(x2
. x ! 1)2

*27. I
t dt

(t ! 1)(t2 ! 1)2 *28. I
dt

(t . 1)(t2 . 1)2

*29. I
dx

x(3 ! x2)∂1 . x2 *30. I
dx

e2x
. 4ex

! 4

*31. I
dx

x(1 ! x2)3/2 *32. I
dx

x(1 . x2)3/2

*33. I
dx

x2(x2
. 1)3/2 *34. I

dh
cos h(1 ! sen h)

*35. Suponga que P y Q son polinomios tales que el grado
de P es menor que el grado de Q. Si

Q(x) % (x . a1)(x . a2) ñ (x . an)

siendo ai Ç aj si i Ç j (1 m i, j m n), de forma que
P(x)/Q(x) tiene la siguiente descomposición en
fracciones simples:

P(x)

Q(x)
%

A1

x . a1
!

A2

x . a2
! ñ !

An

x . an

demuestre que

Aj %
P(aj)

Qñ(aj)
(1 m j m n)

Esto proporciona otro método para calcular las
constantes de la descomposición en fracciones simples
si los factores del denominador son lineales y distintos.

6.4 Integración mediante programas de computador o tablas

Aunque toda persona que utilice el cálculo debe estar familiarizada con las técnicas básicas de
integración, de la misma forma que cualquiera que use la aritmética debe estar familiarizado con
las técnicas de multiplicación y división, la tecnología evoluciona rápidamente y, en muchos ca-
sos, evita la necesidad de calcular integrales largas y complicadas mediante dichas técnicas. De
hecho, hoy en día existen varios programas de computador que pueden manejar expresiones ma-
temáticas simbólicas (en vez de numéricas), y que pueden realizar, con poca o ninguna interven-
ción por nuestra parte, los diversos pasos y cálculos de límites que se requieren para obtener y
simplificar tanto derivadas como integrales. Se puede ahorrar mucho esfuerzo y tiempo haciendo
que el computador calcule una integral complicada como

I
1 ! x ! x2

(x4
. 1)(x4

. 16)2 dx

en vez de hacerla a mano utilizando descomposición en fracciones simples. Incluso sin la ayuda
del computador, se pueden utilizar tablas de integrales estándar como las que aparecen al final
de este libro como ayuda en el cálculo de integrales complicadas. No obstante, el uso de compu-
tadores o de tablas puede requerir que realicemos algunas simplificaciones previas a mano, y por
supuesto puede requerir que seamos capaces de interpretar las respuestas que se obtienen. Pre-
sentaremos a continuación algunos ejemplos.

Uso de Maple para integración

Los programas matemáticos de computador son capaces de calcular simbólicamente integrales
tanto indefinidas como definidas, y también proporcionar aproximaciones numéricas de aquellas
integrales definidas que tengan valores numéricos. Los ejemplos que siguen muestran cómo utili-
zar Maple para calcular integrales.

Empezaremos calculando I 2x
∂1 ! 4x dx y I

n

0
2x

∂1 ! 4x dx.
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Utilizaremos el comando de Maple «int», especificando la función y la variable de integra-
ción:

b int(2 4 x*sqrt (1!4 4 x), x) ;

e(x ln (2))
∂1 ! (e(x ln (2)))2

2 ln (2)
!

arcsenh (e(x ln (2)))

2 ln (2)

Si no nos gusta el seno hiperbólico inverso, se puede transformar en un logaritmo:

b convert(%, ln) ;

e(x ln (2))
∂1 ! (e(x ln (2)))2 2 ln (2) ! ln (e(x ln (2))

! ∂1 ! (e(x ln (2)))2)

2 ln (2)

El símbolo «%» se refiere al resultado del cálculo previo. Nótese cómo Maple prefiere utilizar ex ln 2 en vez
de 2x.

Para la integral definida, se especifica el intervalo de valores de la variable de integración utilizando
dos puntos entre los extremos, como sigue:

b int(2 4 x*sqrt(1!4 4 x), x%0..Pi) ;

.∂2 . ln (1 ! ∂2) ! 2n
∂1 ! 4n

! ln (2n
! ∂1 ! 4n)

2 ln (2)

Si se desea una aproximación decimal a esta respuesta exacta, se puede pedir a Maple que eva-
lúe el último resultado como un número en punto flotante:

b evalf(%) ;

56.955 421 55

Observación Maple proporciona por defecto una precisión de 10 dígitos significativos para
sus números en punto flotante a menos que se solicite una precisión diferente declarando otro
valor de la variable «Digits»:

b Digits :% 20; evalf(Pi) ;

3.141 592 653 589 793 238 5

Supongamos que le pedimos a Maple que calcule una integral que no podemos resolver:

b int(exp(-x 4 2) ,x) ;

1

2
∂n erf (x)

Maple expresa la respuesta en términos de la función de error definida como

erf (x) %
2

∂n I
x

0
e.t2 dt

Pero obsérvese que:

b Int(exp(.x 4 2), x%-infinity..infinity) % int(exp(-x 4 2), x%-inf

I
ä

.ä

e(.x2) dx % ∂n

Nótese el uso del comando inerte de Maple «Int» en el miembro izquierdo para presentar en
pantalla simplemente el integrando sin realizar ningún tipo de evaluación. El comando activo
«int» realiza la evaluación.
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Los programas de matemática por computador se pueden utilizar para integrar simbólica-
mente muchas funciones, pero se pueden recibir algunas sorpresas cuando se utilizan, y es posi-
ble que haya que realizar parte del trabajo para obtener una respuesta útil en el contexto del pro-
blema sobre el que se está trabajando. Estos programas, y algunas de las calculadoras científicas
más sofisticadas, son capaces de evaluar numéricamente integrales definidas con cualquier grado
de precisión deseada, aun cuando no se puedan obtener primitivas simbólicamente. En las Sec-
ciones 6.6-6.8 presentaremos técnicas de integración numérica, pero debe notarse aquí que se
puede utilizar siempre el comando de Maple evalf(Int()) para obtener valores numéricos:

b evalf(Int(sin(cos(x)) ,x%0..1)) ;

.738 642 998 0

Uso de tablas de integrales

Las tablas de integrales, como las que aparecen al final de este libro, pueden servir de ayuda en
el cálculo de algunas integrales. Además de dar los valores de las integrales elementales más co-
munes que es conveniente recordar al estudiar cálculo, proporcionan también integrales mucho
más complicadas, especialmente aquellas que representan tipos estándar que surgen a menudo en
las aplicaciones. Es conveniente familiarizarse con los tipos principales en los que se clasifican
las integrales. Utilizar las tablas muchas veces requiere modificar la integral haciendo cambios
simples hasta que se llega a la forma de una de las integrales de la tabla.

Ejemplo 1 Utilice la tabla para calcular I %I
t5

∂3 . 2t4
dt.

Solución Esta integral no se parece a ninguna de las tablas, pero hay muchas integrales en dichas tablas
en las que aparece ∂a2

. x2. Podemos empezar por expresar la integral de esta forma con el cambio
t2 % u, de forma que 2t dt % du. Entonces,

I %
1

2 I
u2

∂3 . 2u2
du

Esto no es todavía lo que queremos; hay que quitar el 2 que multiplica u2 bajo la raíz cuadrada. Una forma
de hacer esto es mediante el cambio de variable ∂2u % x, de forma que du % dx/∂2:

I %
1

4∂2 I
x2

∂3 . x2
dx

Ahora el denominador tiene la forma ∂a2
. x2 con a % ∂3. Observando la parte de la tabla (al final del

libro) donde aparecen integrales con ∂a2
. x2, encontramos la tercera, que dice que

I
x2

∂a2
. x2

dx % .

x

2
∂a2

. x2
!

a2

2
sen.1 x

a
! C

Entonces,

I %
1

4∂2 A.

x

2
∂3 . x2

!
3

2
sen.1 x

∂3B! C1

% .

t2

8
∂3 . 2t4 !

3

8∂2
sen.1 ∂2t2

∂3
! C1
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Muchas integrales de la tabla son fórmulas de reducción (la integral aparece en ambos miembros
de la ecuación). Se pueden usar en forma iterativa para simplificar integrales, como se hizo en
los ejemplos y ejercicios de la Sección 6.1.

Ejemplo 2 Calcule I %I
1

0

1

(x2
! 1)3 dx.

Solución La cuarta integral en la tabla de Miscelánea de Integrales Algebraicas dice que si n Ç 1,
entonces

I
dx

(a2
u x2)n %

1

2a2(n . 1) A
x

(a2
u x2)n.1 ! (2n . 3) I

dx

(a2
u x2)n.1B

utilizando a % 1 y los signos !, tenemos que

I
1

0

dx

(1 ! x2)n %
1

2(n . 1) A
x

(1 ! x2)n.1 G
1

0
! (2n . 3) I

1

0

dx

(1 ! x2)n.1B
%

1

2n(n . 1)
!

2n . 3

2(n . 1) I
1

0

dx

(1 ! x2)n.1

Por tanto,

I %
1

16
!

3

4 I
1

0

dx

(1 ! x2)2

%
1

16
!

3

4 A
1

4
!

1

2 I
1

0

dx

1 ! x2B
%

1

16
!

3

16
!

3

8
tan.1 x G

1

0
%

1

4
!

3n
32

Ejercicios 6.4

1. Utilice Maple u otro programa de matemáticas
por computador para comprobar algunas de las
integrales realizadas en los ejercicios de las Secciones
5.6 y 6.1-6.3, así como algunas de las integrales que no
haya podido resolver.

2. Utilice Maple u otro programa de matemáticas
por computador para calcular la integral que aparece
en el párrafo de apertura de esta sección.

3. Utilice Maple u otro programa de matemáticas
por computador para volver a calcular la integral
del Ejemplo 1.

4. Utilice Maple u otro programa de matemáticas
por computador para volver a calcular la integral
del Ejemplo 2.

Utilice las tablas de integrales como ayuda para calcular las
integrales de los Ejercicios 5-14.

5. I
x2

∂x2
. 2

dx 6. I ∂(x2
! 4)3 dx

7. I
dt

t2∂3t2 ! 5
8. I

dt

t∂3t . 5

9. I x4 (ln x)4 dx 10. I x7ex2
dx

11. I x∂2x . x2 dx 12. I
∂2x . x2

x2 dx

13. I
dx

(∂4x . x2)3
14. I

dx

(∂4x . x2)4

15. Utilice Maple u otro programa de matemáticas
por computador para calcular las integrales de los
Ejercicios 5-14.
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6.5 Integrales impropias

Hasta este momento hemos considerado integrales definidas de la forma

I %I
b

a

f (x) dx

donde el integrando f es continuo en el intervalo cerrado y finito [a, b]. Como esa función está
necesariamente acotada, la integral I es necesariamente un número finito. Si f es positiva, la in-
tegral corresponde al área de una región acotada del plano, una región contenida dentro de al-
gún disco de radio finito centrado en el origen. Este tipo de integrales se denominan integrales
propias. Ahora vamos a generalizar el concepto de integral definida para permitir dos posibilida-
des excluidas en la situación descrita anteriormente:

(i) Podemos tener a % .ä o b % ä o ambas cosas.
(ii) f puede ser no acotada cuando x tiende a a, a b o a ambos.

Las integrales que cumplen (i) se denominan integrales impropias de tipo I. Las integrales que
cumplen (ii) se denominan integrales impropias de tipo II. Ambos tipos de integrales impro-
pias corresponden (para f positiva) al área de una región del plano que «se extiende hasta el
infinito» en alguna dirección y, por tanto, es no acotada. Como veremos, estas integrales pueden
tener valores finitos o no tenerlos. Las ideas necesarias se presentan mejor con algunos ejemplos.

Integrales impropias de tipo I

Ejemplo 1 Calcule el área de la región A que está por debajo de la curva y % 1/x2, por encima del eje
x y a la derecha de la recta x % 1 (véase la Figura 6.8(a)).

Solución Calcularemos el área mediante la integral

A %I
ä

1

dx

x2

que es una integral impropia de tipo I, ya que su intervalo de integración es infinito. No es inmediatamente
obvio que el área sea finita. La región tiene una cola infinitamente larga a lo largo del eje x, pero el valor
de la función en la cola se hace infinitamente pequeño a medida que x tiende a ä. Para calcular esta inte-
gral impropia, la interpretaremos como un límite de integrales propias en intervalos [1, R] cuando R r ä

(véase la Figura 6.8(b)).

A %I
ä

1

dx

x2 % lim
Rrä I

R

1

dx

x2 % lim
Rrä A.

1

xB G
R

1

% lim
Rrä A.

1

R
! 1B% 1

Figura 6.8

(a) A % I
ä

1

1

x2 dx.

(b) A % lim
Rrä I

R

1

1

x2 dx.
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Como en el límite existe (es finito), se dice que la integral impropia converge. La región tiene un área finita
de A % 1 unidades al cuadrado.

Ejemplo 2 Calcule el área de la región por debajo de y % 1/x, por encima de y % 0 y a la derecha de
la recta x % 1 (véase la Figura 6.9).

Figura 6.9 El área sombreada en claro
es infinita.

Solución El área se expresa mediante la integral impropia

A %I
ä

1

dx

x
% lim

Rrä I
R

1

dx

x
% lim

Rrä

ln x G
R

1
% lim

Rrä

ln R % ä

Se dice que esta integral impropia diverge a infinito. Obsérvese que la región tiene una forma similar a la
región bajo y % 1/x2, considerada en el ejemplo anterior, pero está ligeramente por encima de ésta para
todos los valores de x b 1. Evidentemente, esto marca una gran diferencia, ya que en este ejemplo la región
tiene área infinita.

DEFINICIÓN 1 Integrales impropias de tipo I

Si f es una función continua en el intervalo [a, ä), se define la integral impropia de f en
el intervalo [a, ä) como el límite de las integrales propias:

I
ä

a

f (x) dx % lim
Rrä I

R

a

f (x) dx

De forma similar, si f es continua en el intervalo (.ä, b], definimos

I
b

.ä

f (x) dx % lim
Rr.ä I

b

R

f (x) dx

En cualquier caso, si el límite existe (es un número finito), se dice que la integral impropia
converge. Si el límite no existe se dice que la integral impropia diverge. Si el límite es ä

(o .ä) se dice que la integral impropia diverge a infinito (o que diverge a menos infi-
nito).

La integral :ä

.ä
f (x) dx es, para f continua en la recta real, impropia de tipo I en ambos extre-

mos. La dividimos en dos integrales:

I
ä

.ä

f (x) dx %I
0

.ä

f (x) dx !I
ä

0
f (x) dx
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La integral de la izquierda converge si y sólo si ambas integrales de la derecha convergen.

Ejemplo 3 Calcule I
ä

.ä

1

1 ! x2 dx.

Solución Por la simetría (par) del integrando (véase la Figura 6.10), tenemos que

I
ä

.ä

dx

1 ! x2 %I
0

.ä

dx

1 ! x2 !I
ä

0

dx

1 ! x2

% 2 lim
Rrä I

R

0

dx

1 ! x2

% 2 lim
Rrä

tan.1 R % 2 A
n
2B% n

el uso de la simetría en este caso requiere alguna justificación. En el momento en que la utilizamos ya sabía-
mos si cada una de las dos integrales resultantes era finita o infinita. Sin embargo, como ambas son positivas,
incluso si son infinitas, su suma seguirá siendo el doble de una de ellas. Si una hubiera sido positiva y la otra
negativa, no podríamos haber justificado que se cancelaran mutuamente sin demostrar previamente que su va-
lor es finito (ä ! ä % ä, pero ä . ä no está definido). En cualquier caso, la integral dada converge a n.

Figura 6.10

Ejemplo 4 I
ä

0
cos x dx % lim

Rrä I
R

0
cos x dx % lim

Rrä

sen R.

Este límite no existe (y no es ni ä ni .ä), de forma que lo único que podemos decir es que la integral
dada diverge (véase la Figura 6.11). Cuando R aumenta, la integral suma y resta alternativamente las áreas
de las colinas y los valles, pero no tiende a ningún límite único.

Figura 6.11 No todas las integrales impropias
divergentes divergen hacia ä o .ä.

Integrales impropias de tipo II

DEFINICIÓN 2 Integrales impropias de tipo II

Si f es continua en el intervalo (a, b], y posiblemente no acotada cerca de a, se define la
integral impropia

I
b

a

f (x) dx % lim
cra! I

b

c

f (x) dx
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De forma similar, si f es continua en el intervalo [a, b), y posiblemente no acotada cerca
de b, se define

I
b

a

f (x) dx % lim
crb. I

c

a

f (x) dx

Estas integrales impropias pueden converger, divergir, divergir a infinito o divergir a me-
nos infinito.

Ejemplo 5 Calcule el área de la región S que está por debajo de y % 1/∂x, por encima del eje x y
entre x % 0 y x % 1.

Solución El área A se expresa como

A %I
1

0

1

∂x
dx

que es una integral impropia de tipo II, ya que el integrando no está acotado a medida que nos acercamos a
x % 0. La región S tiene una «cola» que tiende a infinito a lo largo del eje y, una asíntota vertical del inte-
grando, como se muestra en la Figura 6.12. Como hicimos en el caso de integrales impropias de tipo I,
expresaremos estas integrales como límites de integrales propias:

A % lim
cr0! I

1

c
x.1/2 dx % lim

cr0!

2x1/2 G
1

c
% lim

cr0!

(2 . 2∂c) % 2

La integral converge, y S tiene un área finita de 2 unidades al cuadrado.

Figura 6.12 El área sombreada es finita.

Aunque las integrales impropias de tipo I se reconocen siempre fácilmente debido a los límites
de integración infinitos, a veces no es tan sencillo reconocer las integrales impropias de tipo II.
Hay que estar atentos por si existen singularidades de los integrandos y especialmente puntos
donde haya asíntotas verticales. Puede ser necesario descomponer una integral impropia en va-
rias integrales impropias si la integral original es impropia en los dos extremos del intervalo de
integración, o en puntos del interior del intervalo de integración. Por ejemplo,

I
1

.1

ln �x � dx

∂1 . x
%I

0

.1

ln �x � dx

∂1 . x
!I

1/2

0

ln �x � dx

∂1 . x
!I

1

1/2

ln �x � dx

∂1 . x

Todas las integrales del miembro derecho son impropias con una singularidad en uno de los ex-
tremos del intervalo de integración.
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Ejemplo 6 Calcule las siguientes integrales o demuestre que divergen:

(a) I
1

0

1

x
dx, (b) I

2

0

1

∂2x . x2
dx, y (c) I

1

0
ln x dx.

Solución

(a) I
1

0

1

x
dx % lim

cr0! I
1

c

1

x
dx % lim

cr0!

(ln 1 . ln c) % ä.

Esta integral diverge a infinito.

(b) I
2

0

1

∂2x . x
dx %I

2

0

1

∂1 . (x . 1)2
dx Sea u % x . 1

du % dx

%I
1

.1

1

∂1 . u2
du

% 2 I
1

0

1

∂1 . u2
du (por simetría)

% 2 lim
cr1. I

c

0

1

∂1 . u2
du

% 2 lim
cr1.

sen.1 u G
c

0
% 2 lim

cr1.

sen.1 c % n

Esta integral converge a n. Obsérvese cómo se puede realizar un cambio de variable incluso antes de
expresar una integral impropia como límite de integrales propias.

(c) I
1

0
ln x dx % lim

cr0! I
1

c
ln x dx (Véase el Ejemplo 2(a) de la Sección 6.1

donde se calcula la integral indefinida).

% lim
cr0!

(x ln x . x) G
1

c

% lim
cr0!

(0 . 1 . c ln c ! c)

% .1 ! 0 . lim
cr0!

ln c

1/c C
.ä

ä D
% .1 . lim

cr0!

1/c

.(1/c2)
(por la Regla de L’Hôpital)

% .1 . lim
cr0!

(.c) % .1 ! 0 % .1

La integral converge al valor .1.

El siguiente teorema resume el comportamiento de las integrales impropias de los tipos I y II
para el caso de potencias de x.
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TEOREMA 2 Integrales p

Si 0 a a a ä, entonces

(a) I
ä

a

x.p dx Econverge a
a1.p

p . 1
si p b 1

diverge a ä si p m 1

(b) I
a

0
x.p dx Econverge a

a1.p

1 . p
si p a 1

diverge a ä si p n 1

DEMOSTRACIÓN Sólo demostraremos el apartado (b). La demostración del apartado
(a) es similar y se deja como ejercicio. Además, el caso de p % 1 del apartado (b) es simi-
lar al Ejemplo 6(a) visto anteriormente, por lo que sólo es necesario considerar los casos
p a 1 y p b 1. Si p a 1, tenemos entonces que

I
a

0
x.p dx % lim

cr0! I
a

c

x.p dx

% lim
cr0!

x.p!1

.p ! 1 G
a

c

% lim
cr0!

a1.p
. c1.p

1 . p
%

a1.p

1 . p

ya que 1 . p b 0. Si p b 1, entonces

I
a

0
x.p dx % lim

cr0! I
a

c

x.p dx

% lim
cr0!

x.p!1

.p ! 1 G
a

c

% lim
cr0!

c.(p.1)
. a.(p.1)

p . 1
% ä

#

Las integrales del Teorema 2 se denominan integrales p. Es muy útil saber cuándo convergen o
divergen, cuando hay que decidir si una determinada integral impropia converge o no, y no es
posible calcular la correspondiente primitiva (véase la presentación posterior sobre convergen-
cia). Nótese que :ä

0 x.p dx no converge para ningún valor de p.

Observación Si f es continua en el intervalo [a, b], de forma que :b
a f (x) dx es una integral

propia definida, entonces al tratar la integral como impropia se obtiene el mismo valor:

lim
cra! I

b

c

f (x) dx % I
b

a

f (x) dx % lim
crb. I

c

a

f (x) dx

Esto justifica la definición de integral definida de una función continua por tramos, que se pre-
sentó en la Sección 5.4. Para integrar una función definida en forma de funciones continuas dis-
tintas en intervalos distintos, simplemente se suman las integrales de las funciones constituyentes
en sus intervalos respectivos. Cualquiera de esas integrales puede ser propia o impropia. Todas
las que sean impropias deberán converger, o en caso contrario la integral completa divergirá.
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Ejemplo 7 Calcule I
2

0
f (x) dx, siendo f (x) %E

1/∂x si 0 a x m 1

x . 1 si 1 a x m 2

Solución La Figura 6.13 muestra la gráfica de f . Tenemos que

I
2

0
f (x) dx %I

1

0

dx

∂x
!I

2

1
(x . 1) dx

% lim
cr0! I

1

c

dx

∂x
!A

x2

2
. xB G

2

1
% 2 !A2 . 2 .

1

2
! 1B%

5

2

La primera integral del miembro derecho es impropia pero convergente (véase el Ejemplo 5 anterior), y la
segunda integral es propia.

Figura 6.13

Estimación de la convergencia y la divergencia
Cuando una integral impropia no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Cálcu-
lo, debido a que no es posible obtener una primitiva, todavía es posible determinar si la integral
converge comparándola con integrales más simples. El siguiente teorema es fundamental para
ver cómo.

TEOREMA 3 Un teorema para comparación de integrales

Sea .ä m a a b m ä, y supongamos que las funciones f y g son continuas en el interva-
lo (a, b) y cumplen que 0 m f (x) m g(x). Si :b

a g(x) dx converge, entonces también converge
:b

a f (x) dx, y

I
b

a

f (x) dx m I
b

a

g(x) dx

De forma equivalente, si :b
a f (x) dx diverge a ä, también lo hace :b

a g(x) dx.

DEMOSTRACIÓN Como los dos integrandos son no negativos, sólo existen dos posibi-
lidades para cada integral: puede converger a un número no negativo o divergir a ä. Como
f (x) m g(x) en el intervalo (a, b), aplicando el Teorema 3(e) de la Sección 5.4, se deduce
que si a a r a s a b, entonces

I
s

r

f (x) dx m I
s

r

g(x) dx

El teorema se demuestra ahora fácilmente tomando límites cuando r r a! y s r b..

#
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Ejemplo 8 Demuestre que I
ä

0
e.x2

dx converge, y calcule una cota superior de su valor de conver-

gencia.

Solución No sabemos integrar e.x2
, pero sí sabemos integrar e.x. Podríamos pensar en utilizar la ine-

cuación e.x2
m e.x, pero sólo es válida para x n 1 (véase la Figura 6.14). Por tanto, dividiremos la integral

en dos partes.
En el intervalo [0, 1], tenemos que 0 a e.x2

m 1, por lo que

0 aI
1

0
e.x2

dx mI
1

0
dx % 1

En el intervalo [1, ä) tenemos que x2
n x, por lo que .x2

m .x y 0 a e.x2
m e.x. Entonces,

0 aI
ä

1
e.x2

dx mI
ä

1
e.x dx % lim

Rrä

e.x

.1 G
R

1

% lim
Rrä A

1

e
.

1

eRB%
1

e

Por tanto, I
ä

0
e.x2

dx converge a un valor no mayor que 1 ! (1/e).

Figura 6.14 Comparación de e.x2
y e.x.

No hay que olvidar que la integral anterior es, de hecho, igual a 1
2 ∂n, aunque no podemos de-

mostrarlo por ahora (véase la Sección 14.4).
Para valores grandes y pequeños de x, muchos integrandos se comportan aproximadamente

como potencias de x. En ese caso, se pueden comparar con integrales p.

Ejemplo 9 Determine si I
ä

0

dx

∂x ! x3
converge.

Solución La integral es impropia de los dos tipos, por lo que escribimos

I
ä

0

dx

∂x ! x3
%I

1

0

dx

∂x ! x3
!I

ä

1

dx

∂x ! x3
% I1 ! I2

En el intervalo (0, 1], tenemos que ∂x ! x3
b ∂x, por lo que

I1 aI
1

0

dx

∂x
% 2 (por el Teorema 2)

En el intervalo [1, ä), tenemos que ∂x ! x3
b ∂x3, por lo que

I2 aI
ä

1
x.3/2dx % 2 (por el Teorema 2)

Por consiguiente, la integral dada converge, y su valor es menor que 4.
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Ejercicios 6.5

En los Ejercicios 1-22, calcule las integrales dadas o
demuestre que divergen.

1. I
ä

2

1

(x . 1)3 dx 2. I
ä

3

1

(2x . 1)2/3 dx

3. I
ä

0
e.2x dx 4. I

.1

.ä

dx

x2
! 1

5. I
1

.1

dx

(x ! 1)2/3 6. I
a

0

dx

a2
. x2

7. I
1

0

1

(1 . x)1/3dx 8. I
1

0

1

x∂1 . x
dx

9. I
n/2

0

cos x dx

(1 . sen x)2/3 10. I
ä

0
xe.x dx

11. I
1

0

dx

∂x(1 . x)
12. I

ä

0

x

1 ! 2x2 dx

13. I
ä

0

x dx

(1 ! 2x2)3/2 14. I
n/2

0
sec x dx

15. I
n/2

0
tan x dx 16. I

ä

e

dx

x ln x

17. I
e

1

dx

x∂ln x
18. I

ä

e

dx

x(ln x)2

19. I
ä

.ä

x

1 ! x2 dx 20. I
ä

.ä

x

1 ! x4 dx

21. I
ä

.ä

xe.x2
dx 22. I

ä

.ä

e.�x� dx

23. Calcule el área por debajo de y % 0, por encima de
y % ln x y a la derecha de la recta x % 0.

24. Calcule el área por debajo de y % e.x, por encima de
y % e.2x y a la derecha de la recta x % 0.

25. Calcule el área de la región que está por encima de la
recta y % 0, a la derecha de la recta x % 1 y bajo la

curva y %
4

2x ! 1
.

2

x ! 2
.

26. Calcule el área de la región plana que está por debajo
de la gráfica de y % x.2e.1/x, por encima del eje x y a
la derecha del eje y.

27. Demuestre el Teorema 2(a) calculando directamente las
integrales que aparecen.

28. Calcule :1
.1 (x sgn x)/(x! 2) dx. Recuerde que

sgn x % x/�x �.

29. Calcule :2
0 x2 sgn (x . 1) dx.

En los Ejercicios 30-41, indique si las integrales dadas
convergen o divergen, y justifique sus respuestas.

30. I
ä

0

x2

x5
! 1

dx 31. I
ä

0

dx

1 ! ∂x

32. I
ä

2

x∂x dx

x2
. 1

33. I
ä

0
e.x3

dx

34. I
ä

0

dx

∂x ! x2
35. I

1

.1

ex

x ! 1
dx

36. I
n

0

sen x

x
dx *37. I

ä

0

�sen x �
x2 dx

*38. I
n2

0

dx

1 . cos ∂x
*39. I

n/2

.n/2
csc x dx

*40. I
ä

2

dx

∂x ln x
*41. I

ä

0

dx

xex

*42. Sabiendo que :ä

0 e.x2
dx %

1

2
∂n, calcule

(a) I
ä

0
x2e.x2

dx y (b) I
ä

0
x4e.x2

dx

*43. Si f es continua en el intervalo [a, b], demuestre que

lim
cra! I

b

c
f (x) dx %I

b

a
f (x) dx

Sugerencia: Una función continua en un intervalo
cerrado y finito está acotada; existe una constante
positiva K tal que � f (x) � m K para todo x
perteneciente al intervalo [a, b]. Utilice ese hecho,
junto con los apartados (d) y (f) del Teorema 3 de la
Sección 5.4, para demostrar que

lim
cra! AI

b

a
f (x) dx .I

b

c
f (x) dxB% 0

De forma similar, demuestre que

lim
crb. I

c

a
f (x) dx %I

b

a
f (x) dx

*44. (La función gamma) La función gamma A(x) se
define mediante la integral impropia

A(x) %I
ä

0
tx.1e.t dt

(A es la letra griega gamma mayúscula).

(a) Demuestre que la integral converge para x b 0.

(b) Utilice integración por partes para demostrar que
A(x ! 1) % xA(x) para x b 0.
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(c) Demuestre que A(n ! 1) % n! para n % 0, 1, 2, ...

(d) Sabiendo que :ä

0 e.x2
dx %

1
2 ∂n, demuestre que

A(1
2) % ∂n y A(3

2) %
1
2 ∂n.

En vista del apartado (c), A(x ! 1) se representa a
menudo por x!, vista como una extensión a valores
reales de la función factorial. Algunas

calculadoras científicas (en particular, las
calculadoras HP), para obtener n!, utilizan
realmente la función gamma, en vez del factorial
para enteros. Podemos probar si nuestra calculadora
hace esto introduciendo 0.5!. Si se obtiene un
mensaje de error, entonces es que nuestra
calculadora no utiliza la función gamma.

6.6 La Regla del Trapecio y la Regla del Punto Medio

En la mayoría de las aplicaciones de integración, dentro y fuera del campo de las matemáticas,
aparece la integral definida

I % I
b

a

f (x) dx

Gracias al Teorema Fundamental del Cálculo, se pueden calcular esas integrales definidas obte-
niendo primero una primitiva de f . Por eso hemos empleado un tiempo considerable en presentar
diversas técnicas de integración. Sin embargo, hay dos obstáculos que pueden impedir el cálculo
de una primitiva de f:

(i) El cálculo de una primitiva expresada por medio de funciones familiares puede ser imposi-
ble, o al menos muy difícil.

(ii) A veces no se dispone de una fórmula de f (x) en función de x. Por ejemplo, f (x) puede ser
una función desconocida cuyos valores en diversos puntos del intervalo [a, b] se han deter-
minado mediante medidas experimentales.
En las dos secciones que siguen vamos a considerar el problema de aproximar el valor de

una integral definida I conociendo sólo valores de f (x) en un número finito de puntos de interva-
lo [a, b]. La obtención de esta aproximación se denomina integración numérica. Se pueden uti-
lizar para ello sumas superiores e inferiores (o, de hecho, cualquier suma de Riemann), pero en
general, esto requiere realizar muchos cálculos para obtener la misma precisión que los métodos
que se van a presentar. Desarrollaremos tres métodos para la evaluación numérica de integrales:
la Regla del Trapecio, la Regla del Punto Medio y la Regla de Simpson (véase la Sección 6.7).
Los tres métodos se pueden realizar de forma muy simple utilizando un pequeño computador o
calculadora científica. La amplia disponibilidad actual de esos dispositivos hace que la integra-
ción numérica sea una herramienta importante para el estudiante de matemáticas. Algunas calcu-
ladoras avanzadas incorporan rutinas de integración numérica.

Todas las técnicas que vamos a considerar requieren calcular los valores de f (x) en un con-
junto de puntos equiespaciados del intervalo [a, b]. El «coste» computacional requerido para de-
terminar el valor aproximado de una integral I será aproximadamente proporcional al número de
valores de la función que haya que calcular. Es decir, cuantas menos veces haya que evaluar la
función para calcular la integral deseada con un cierto grado de precisión, mejor será la técnica.
El tiempo es oro, incluso en el mundo de los computadores.

La Regla del Trapecio

Supongamos que f (x) es continua en el intervalo [a, b] y subdividamos el intervalo [a, b] en n
subintervalos de la misma longitud h % (b . a)/n utilizando n ! 1 puntos.

x0 % a, x1 % a ! h, x2 % a ! 2h, ..., xn % a ! nh % b

Supongamos que el valor de f (x) en cada uno de los puntos es conocido:

y0 % f (x0), y1 % f (x1), y2 % f (x2), ..., yn % f (xn)
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La Regla del Trapecio aproxima :b
a f (x) dx utilizando segmentos de rectas entre los puntos

(xj.1, yj.1) y (xj, yj), (1 m j m n), para formar una aproximación a la gráfica de f , como se
muestra en la Figura 6.15, y suma las áreas de los n trapecios resultantes. Un trapecio es un
polígono de cuatro lados parecido a un rectángulo pero con uno de sus lados inclinado. En nues-
tra presentación, supondremos que f es positiva de forma que podamos hablar de «áreas» sin
problemas, pero las fórmulas resultantes se pueden aplicar a cualquier función continua f .

Figura 6.15 El área por debajo
de y % f (x) se aproxima mediante
la suma de las áreas de n trapecios.

Los vértices del primer trapecio son (x0, 0), (x0, y0), (x1, y1) y (x1, 0). Los dos lados paralelos
son verticales y sus longitudes son y0 y y1. La distancia perpendicular entre dichos lados es
h%x1.x0. El área de ese trapecio es h veces el promedio de las longitudes de los lados paralelos:

h
y0 ! y1

2
unidades al cuadrado

Esto se puede ver geométricamente considerando que el trapecio es una unión sin solapamiento
de un rectángulo y un triángulo; véase la Figura 6.16. Utilizaremos el trapecio para aproximar la
integral de f en el primer subintervalo [x0, x1]:

I
x1

x0

f (x) dx ] h
y0 ! y1

2

Figura 6.16 El área del trapecio es y1h !
1
2 (y0 . y1) h %

1
2 h(y0 ! y1).

La integral de f en cualquier otro subintervalo se puede aproximar de la misma forma:

I
xj

xj.1

f (x) dx ] h
yj.1 ! yj

2
, (1 m j m n)
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Se deduce entonces que la integral original I se puede aproximar mediante la suma de esas áreas
de trapecios:

I
b

a

f (x) dx ] h A
y0 ! y1

2
!

y1 ! y2

2
!

y2 ! y3

2
! ñ !

yn.1 ! yn

2 B
% h A

1

2
y0 ! y1 ! y2 ! y3 ! ñ ! yn.1 !

1

2
ynB

DEFINICIÓN 3 La Regla del Trapecio

La aproximación :b
a f (x) dx mediante la Regla del Trapecio con n subintervalos, que de-

nominaremos Tn, es

Tn % hA
1

2
y0 ! y1 ! y2 ! y3 ! ñ ! yn.1 !

1

2
ynB

Ilustraremos ahora la Regla del Trapecio utilizándola para aproximar una integral cuyo valor ya
es conocido:

I % I
2

1

1

x
dx % ln 2 % 0.693 147 18...

Este valor, y los de todas las aproximaciones que se verán en esta sección, se han calculado utili-
zando una calculadora científica. Utilizaremos la misma integral para ilustrar otros métodos de
aproximación de integrales definidas que veremos posteriormente.

Ejemplo 1 Calcule las aproximaciones mediante la Regla del Trapecio T4, T8 y T16 a la integral

I %I
2

1

1

x
dx

Solución Para n % 4 tenemos que h % (2 . 1)/4% 1/4; para n % 8 tenemos que h % 1/8 y para n % 16
tenemos que h % 1/16. Por tanto,

T4 %
1

4 C
1

2
(1) !

4

5
!

2

3
!

4

7
!

1

2 A
1

2BD% 0.697 023 81...

T8 %
1

8 C
1

2
(1) !

8

9
!

4

5
!

8

11
!

2

3
!

8

13
!

4

7
!

8

15
!

1

2 A
1

2BD
%

1

8 C4T4 !
8

9
!

8

11
!

8

13
!

8

15D% 0.694 121 85...

T16 %
1

16 C8T8 !
16

17
!

16

19
!

16

21
!

16

23
!

16

25
!

16

27
!

16

29
!

16

31D
% 0.693 391 20 ...

Nótese cómo los valores de la función utilizados para calcular T4 se reutilizan en el cálculo de T8, y de
forma similar los valores calculados en T8 se reutilizan en T16. Cuando se necesitan varias aproximaciones,
es muy útil doblar el número de subintervalos en cada nuevo cálculo, de forma que se puedan reutilizar los
valores de f calculados previamente.

Todas las aproximaciones mediante la Regla del Trapecio a I % :2
1 (1/x)dx son mayores que el

verdadero valor de I. Esto es porque la gráfica de y % 1/x es convexa en el intervalo [1, 2] y, por
tanto, las partes superiores de los trapecios de la aproximación están por encima de la curva
(véase la Figura 6.17).
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Figura 6.17 Si la curva es convexa, las áreas de los trapecios son mayores
que las áreas por debajo de la curva.

Se pueden calcular los errores exactos en las tres aproximaciones ya que sabemos que
I % ln 2 % 0.69314718... (definiremos siempre el error de aproximación como el valor verdadero
menos el valor aproximado).

I . T4 % 0.693 147 18... . 0.697 023 81... % .0.003 876 63...

I . T8 % 0.693 147 18... . 0.694 121 85... % .0.000 974 67...

I . T16 % 0.693 147 18... . 0.694 391 20... % .0.000 244 02...

Obsérvese que el tamaño del error disminuye aproximadamente a la cuarta parte de su valor an-
terior cada vez que n se dobla. Posteriormente demostraremos que esto es lo que cabe esperar
para funciones «bien comportadas» como 1/x.

El Ejemplo 1 es algo artificial, en el sentido de que conocemos el valor real de la integral,
por lo que realmente no necesitamos la aproximación. En las aplicaciones prácticas de la integra-
ción numérica no conoceremos el valor real. Una cosa que podemos hacer es calcular varias
aproximaciones para valores de n crecientes hasta que las dos aproximaciones más recientes se
diferencien menos que una tolerancia de error preestablecida. Por ejemplo, podríamos decir que
ln 2 ] 0.69... a partir de una comparación de T4 y T8, y una posterior comparación de T16 y T8

sugiere que el tercer decimal es probablemente 3: I ] 0.693... Aunque en general esta forma de
proceder no se puede justificar formalmente, se utiliza frecuentemente en la práctica.

La Regla del Punto Medio

Una aproximación algo más simple :b
a f (x) dx, basada en la partición del intervalo [a, b] en n

subintervalos iguales, forma una suma de Riemann de las áreas de rectángulos cuyas alturas se
toman en los puntos medios de los n subintervalos (véase la Figura 6.18).

DEFINICIÓN 4 La Regla del Punto Medio

Si h % (b . a)/n, sea mj % a ! ( j .
1
2) h para 1 m j m n. La aproximación a la integral

:b
a f (x) dx mediante la Regla del Punto Medio, que se expresará como Mn, es

Mn % h( f (m1) ! f (m2) ! ñ ! f (mn)) % h
n

;
j%1

f (mj)

Ejemplo 2 Mediante la Regla del Punto Medio, calcule las aproximaciones M4 y M8 a la integral

I %I
2

1

1

x
dx, y compare los errores reales con los obtenidos aplicando la Regla del Trapecio presentada an-

teriormente.
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Figura 6.18 La aproximación Mn

a la integral :b
a f (x) dx mediante

la Regla del Punto Medio es la suma
de Riemann basada en las alturas
de la gráfica de la función f
en los puntos medios de los
subintervalos de la partición.

Solución Para calcular M4, el intervalo [1, 2] se divide en cuatro subintervalos iguales:

C1,
5

4D , C
5

4
,

3

2D , C
3

2
,

7

4D y C
7

4
, 2D

Los puntos medios de estos intervalos son 9/8, 11/8, 13/8 y 15/8, respectivamente. Los puntos medios de
los intervalos para M8 se obtienen de forma similar. Las aproximaciones mediante la Regla del Punto Me-
dio son

M4 %
1

4 C
8

9
!

8

11
!

8

13
!

8

15D% 0.691 219 89...

M8 %
1

8 C
16

17
!

16

19
!

16

21
!

16

23
!

16

25
!

16

27
!

16

29
!

16

31D% 0.692 660 55...

Los errores de esas aproximaciones son

I . M4 % 0.693 147 18... . 0.691 219 89... % 0.001 927 29...

I . M8 % 0.693 147 18... . 0.692 660 55... % 0.000 486 63...

Estos errores son de signo contrario y aproximadamente de la mitad de tamaño que los errores correspon-
dientes de la Regla del Trapecio I . T4 e I . T8. La Figura 6.19 sugiere la razón de esto. El área rectangu-
lar h f (mj) es igual al área del trapecio formado por la recta tangente a y % f (x) en (mj, f (mj)). La región
sombreada por encima de la curva es la parte del error de la Regla del Trapecio debida al j-ésimo subinter-
valo. El área sombreada por debajo de la curva es el error correspondiente a la Regla del Punto Medio.

Figura 6.19 El error de la Regla del Punto Medio, correspondiente al área sombreada
en oscuro, tiene signo opuesto y aproximadamente la mitad del tamaño
del error de la Regla del Trapecio, correspondiente al área sombreada
en claro.
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Un problema de la Regla del Punto Medio es que no podemos reutilizar los valores de f calcula-
dos para Mn cuando calculamos M2n. Sin embargo, para calcular T2n se pueden utilizar los valo-
res de datos calculados para Tn y Mn. Concretamente,

T2n %
1
2 (Tn ! Mn)

Una buena estrategia para estos métodos, en la obtención del valor de una integral I con un gra-
do de precisión deseado, es calcular sucesivamente:

Tn, Mn, T2n %
Tn ! Mn

2
, M2n, T4n %

T2n ! M2n

2
, M4n, ...

hasta que dos términos consecutivos se parezcan suficientemente. Si sólo se desea una única
aproximación rápida, Mn es una opción mejor que Tn.

Estimaciones del error

El teorema que sigue proporciona una cota del error en las aproximaciones mediante las Reglas
del Trapecio y del Punto Medio en función de la segunda derivada del integrando.

TEOREMA 4 Estimaciones del error en las Reglas del Trapecio y del Punto Medio

Si f es una función con segunda derivada continua en el intervalo [a, b] y cumple que
� f ññ(x) � m K en dicho intervalo, entonces

G I
b

a

f (x) dx . Tn Gm
K(b . a)

12
h2

%
K(b . a)3

12n2

G I
b

a

f (x) dx . Mn Gm
K(b . a)

24
h2

%
K(b . a)3

24n2

siendo h % (b . a)/n. Nótese que estas cotas de error decrecen cuando n crece en función
del cuadrado de la longitud de los subintervalos.

DEMOSTRACIÓN Sólo demostraremos la estimación del error de la Regla del Trapecio
(la demostración para el caso de la Regla del Punto Medio es más sencilla, y el método se
sugiere en el Ejercicio 14 posterior). La recta que aproxima a y % f (x) en el primer subin-
tervalo [x0, x1] % [a, a ! h] pasa por los puntos (x0, y0) y (x1, y1). Su ecuación es
y % A ! B(x . x0), siendo

A % y0 y B %
y1 . y0

x1 . x0
%

y1 . y0

h

Sea la función g(x) la distancia vertical entre la gráfica de f y esta recta:

g(x) % f (x) . A . B(x . x0)

Como la integral de A ! B(x . x0) en el intervalo [x0, x1] es el área del primer trapecio,
que es h(y0 ! y1)/2 (véase la Figura 6.20), la integral de g(x) en el intervalo [x0, x1] es el
error en la aproximación de :x1

x0
f (x) dx mediante el área del trapecio:

I
x1

x0

f (x) dx . h
y0 ! y1

2
%I

x1

x0

g(x) dx
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Figura 6.20

g es dos veces diferenciable, y gññ(x) % f ññ(x). Además, g(x0) % g(x1) % 0. Dos integraciones
por partes (véase el Ejrcicio 36 de la Sección 6.1) permiten demostrar que

I
x1

x0

(x . x0)(x1 . x) f ññ(x) dx % I
x1

x0

(x . x0)(x1 . x)gññ(x) dx

% .2 I
x1

x0

g(x) dx

Aplicando la desigualdad del triángulo para integrales definidas (Teorema 3(f) de la Sec-
ción 5.4),

G I
x1

x0

f (x) dx . h
y0 ! y1

2 Gm
1

2 I
x1

x0

(x . x0)(x1 . x) � f ññ(x) � dx

m

K

2 I
x1

x0

(.x2
! (x0 ! x1)x . x0x1) dx

%
K

12
(x1 . x0)

3
%

K

12
h3

Se puede aplicar una estimación similar en cada subintervalo [xj.1, xj] (1 m j m n). Por tan-
to,

G I
b

a

f (x) dx . Tn G% G
n

;
j%1 AI

xj

xj.1

f (x) dx . h
yj.1 ! yj

2 BG
m

n

;
j%1 G I

xj

xj.1

f (x) dx . h
yj.1 ! yj

2 G
%

n

;
j%1

K

12
h3

%
K

12
nh3

%
K(b . a)

12
h2

ya que nh % b . a.

#

Ilustraremos esta estimación del error para las aproximaciones de los Ejemplos 1 y 2 anteriores.

Ejemplo 3 Obtenga cotas de los errores de T4, T8, T16, M4 y M8 para I %I
2

1

1

x
dx.

Solución Si f (x) % 1/x, entonces f ñ(x) % .1/x2 y f ññ(x) % 2/x3. En el intervalo [1, 2] tenemos que
� f ññ(x) � m 2, por lo que podemos tomar K % 2 en la estimación. Entonces,

�I . T4 � m
2(2 . 1)

12 A
1

4B
2

% 0.010 4...

�I . M4 � m
2(2 . 1)

24 A
1

4B
2

% 0.005 2...
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�I . T8 � m
2(2 . 1)

12 A
1

8B
2

% 0.002 6...

�I . M8 � m
2(2 . 1)

24 A
1

8B
2

% 0.001 3...

�I . T16 � m
2(2 . 1)

12 A
1

16B
2

% 0.000 65...

Los errores reales calculados anteriormente son considerablemente menores que estas cotas, porque � f ññ(x) �
es más pequeño de K % 2 en la mayor parte del intervalo [1, 2].

Observación Las cotas de error generalmente no son tan sencillas de obtener como en el
Ejemplo 3. En particular, si no se conoce una fórmula exacta de f (x) (como suele suceder si los
valores de f se obtienen de medidas experimentales), entonces no hay forma de calcular f ññ(x),
por lo que no se puede determinar K. El Teorema 4 es de importancia más teórica que práctica.
Demuestra que, dada una función f «bien comportada», el error de la Regla del Punto Medio es
aproximadamente la mitad que el error de la Regla del Trapecio y que tanto el error de la Regla
del Trapecio como el de la Regla del Punto Medio decrecerán como 1/n2 cuando n crece. Utili-
zando la notación O,

I % Tn ! O A
1

n2B e I % Mn ! O A
1

n2B cuando n r ä

Por supuesto, los errores reales no son iguales a las cotas del error, por lo que no disminuirán
exactamente a la cuarta parte cuando se dobla n.

Ejercicios 6.6

En los Ejercicios 1-4, calcule las aproximaciones T4, M4,
T8, M8 y T16 de las integrales dadas (utilice una calculadora
científica o una hoja de cálculo). Calcule también el valor
exacto de cada integral, y determine por tanto el error
exacto de cada aproximación. Compare estos errores
exactos con las cotas del tamaño del error que proporciona
el Teorema 4.

1. I %I
2

0
(1 ! x2) dx

2. I %I
1

0
e.x dx

3. I %I
n/2

0
sen x dx

4. I %I
1

0

dx

1 ! x2

5. La Figura 6.21 muestra la gráfica de una función f en
el intervalo [1, 9]. Utilizando los valores de la gráfica,
calcule las estimaciones T4 y T8 de la integral
:9

1 f (x) dx mediante la Regla del Trapecio.

Figura 6.21

6. Obtenga la mejor aproximación que pueda mediante la
Regla del Punto Medio a la integral :9

1 f (x) dx a partir
de los datos de la Figura 6.21.

7. El mapa de una región se dibuja en la rejilla que
muestra la Figura 6.22, donde una unidad en dirección
vertical u horizontal representa una distancia de 10 km.
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Utilice la Regla del Trapecio para obtener dos
estimaciones del área de la región.

Figura 6.22

8. Calcule una estimación mediante la Regla del Punto
Medio de la región del Ejercicio 7.

9. Calcule T4, M4, T8, M8 y T16 para :1.6
0 f (x) dx, dada la

función f cuyos valores se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1.

x f (x) x f (x)

0.0 1.4142 0.1 1.4124
0.2 1.4071 0.3 1.3983
0.4 1.3860 0.5 1.3702
0.6 1.3510 0.7 1.3285
0.8 1.3026 0.9 1.2734
1.0 1.2411 1.1 1.2057
1.2 1.1772 1.3 1.1258
1.4 1.0817 1.5 1.0348
1.6 0.9853

10. Calcule las aproximaciones M8 y T16 para
:1

0 e.x2
dx. Obtenga un valor de la integral con

tantos decimales como crea que están justificados.

11. Repita el Ejercicio 10 para :n/2
0

sen x

x
dx

(suponga que el integrando es 1 en x % 0).

12. Calcule el error real en la aproximación :1
0 x2 dx ] T1 y

utilícelo para demostrar que la constante 12 en la
estimación del Teorema 4 no se puede mejorar. Es
decir, demuestre que el valor absoluto del error real es
tan grande como el permitido por esa estimación.

13. Repita el Ejercicio 12 para M1.

*14. Demuestre la estimación del error de la Regla del
Punto Medio en el Teorema 4 de la siguiente forma:
si x1 . x0 % h y m1 es el punto medio de [x0, x1],
utilice la estimación del error mediante la
aproximación por la tangente (Teorema 4 de la
Sección 3.5) para demostrar que

� f (x) . f (m1) . f ñ(m1)(x . m1) � m
K

2
(x . m1)

2

Utilice esta inecuación para demostrar que

G I
x1

x0

f (x) dx . f (m1) h G
% G I

x1

x0

( f (x) . f (m1) . f ñ(m1)(x . m1)) dx G
m

K

24
h3

Complete la demostración de la misma forma que la
de la estimación de la Regla del Trapecio en el
Teorema 4.

6.7 La Regla de Simpson

La aproximación mediante la Regla del Trapecio a la integral :b
a f (x) dx surge de aproximar la

gráfica de la función f mediante segmentos de rectas entre parejas de puntos adyacentes de la
gráfica. Intuitivamente, podemos pensar que el resultado de la aproximación será mejor si apro-
ximamos la gráfica mediante curvas más generales. Como las rectas son las gráficas de las fun-
ciones lineales, la siguiente generalización en la que podemos pensar es utilizar la clase de las
funciones cuadráticas, es decir, aproximarnos a la gráfica mediante segmentos de parábolas. Esta
es la idea básica de la Regla de Simpson.

Supongamos que tenemos tres puntos del plano, cada uno de ellos perteneciente a una de tres
rectas equiespaciadas horizontalmente, por ejemplo, h unidades. Si escogemos la recta central
como eje y, entonces las coordenadas de los tres puntos podrían ser, por ejemplo, (.h, yL),
(0, yM) y (h, yR), como se muestra en la Figura 6.23.

Las constantes A, B y C se escogen de forma que la parábola y % A ! Bx ! Cx2 pase por
esos puntos. Sustituyendo las coordenadas de los tres puntos en la ecuación de la parábola resulta
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Figura 6.23 Ajuste de una gráfica cuadrática a tres puntos equiespaciados
horizontalmente.

yL % A . Bh ! Ch2

yM % A

yR % A ! Bh ! Chj2F ú A % yM y 2Ch2
% yL . 2yM ! yR

Tenemos ahora que

I
h

.h

(A ! Bx ! Cx2) dx %AAx !
B

2
x2

!
C

3
x3B G

h

.h

% 2Ah !
2

3
Ch3

% h A2yM !
1

3
(yL . 2yM ! yR)B

%
h

3
(yL ! 4yM ! yR)

Por tanto, el área de la región plana limitada por el arco de parábola, el intervalo de longitud 2h
en el eje x, y las rectas verticales izquierda y derecha es igual a (h/3) veces la suma de las altu-
ras de la región en sus extremos izquierdo y derecho más cuatro veces su altura en el centro (es-
to es independiente de la posición del eje y).

Supongamos ahora que tenemos los mismos datos sobre f que los que son necesarios para
aplicar la Regla del Trapecio, es decir, que conocemos los valores yj % f (xj) (0 m j m n) en n ! 1
puntos equiespaciados

x0 % a, x1 % a ! h, x2 % a ! 2h, ..., xn % a ! nh % b

siendo h % (b . a)/n. Podemos aproximar la gráfica de f utilizando parejas de subintervalos
[xj.1, xj], mediante segmentos parabólicos, y utilizar las integrales de los correspondientes seg-
mentos cuadráticos para aproximar la integral de f en esos subintervalos. Como necesitamos uti-
lizar dos intervalos a la vez, hay que suponer que n es par. Utilizando la integral del segmento
parabólico calculada anteriormente, tenemos que

I
x2

x0

f (x) dx ]

h

3
(y0 ! 4y1 ! y2)

I
x4

x2

f (x) dx ]

h

3
(y2 ! 4y3 ! y4)

ó

I
xn

xn.2

f (x) dx ]

h

3
(yn.2 ! 4yn.1 ! yn)

Sumando las n/2 aproximaciones, se obtiene la aproximación a la integral :b
a f (x) dx mediante la

Regla de Simpson.
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DEFINICIÓN 5 La Regla de Simpson

La aproximación a la integral :b
a f (x) dx mediante la Regla de Simpson basada en una

subdivisión del intervalo [a, b] en un número par n de subintervalos de la misma longitud
h % (b . a)/n se denomina Sn y es:

I
b

a

f (x) dx ] Sn

%
h

3
(y0 ! 4y1 ! 2y2 ! 4y3 ! 2y4 ! ñ ! 2yn.2 ! 4yn.1 ! yn)

%
h

3 A; y‘‘extremos’’ ! 4 ; y‘‘impares’’ ! 2 ; y‘‘pares’’B
Nótese que la aproximación Sn mediante la Regla de Simpson no requiere más datos que la apro-
ximación mediante la Regla del Trapecio Tn, pero requiere el cálculo de los valores de f (x) en
n ! 1 puntos equiespaciados. Sin embargo, la Regla de Simpson trata los datos de forma dife-
rente, ponderando los valores sucesivos con 1/3, 2/3 o 4/3. Como veremos, esto puede producir
aproximaciones mucho mejores al valor de la integral de f .

Ejemplo 1 Calcule las aproximaciones S4, S8 y S16 a la integral I %I
2

1

1

x
dx, y compárelas con el va-

lor real I%ln 2%0.693 147 18..., y con los valores de T4, T8 y T16, obtenidos en el Ejemplo 1 de la Sección 6.6.

Solución Se calcula

S4 %
1

12 C1 ! 4 A
4

5B! 2 A
2

3B! 4 A
4

7B!
1

2D% 0.693 253 97...

S8 %
1

24 C1 !
1

2
! 4 A

8

9
!

8

11
!

8

13
!

8

15B
! 2 A

4

5
!

2

3
!

4

7BD% 0.693 154 53...

S16 %
1

48 C1 !
1

2

! 4 A
16

17
!

16

19
!

16

21
!

16

23
!

16

25
!

16

27
!

16

29
!

16

31B
! 2 A

8

9
!

4

5
!

8

11
!

2

3
!

8

13
!

4

7
!

8

15BD% 0.693 147 65...

Los errores son

I . S4 % 0.693 147 18... . 0.693 253 97... % .0.000 106 79

I . S8 % 0.693 147 18... . 0.693 154 53... % .0.000 007 35

I . S16 % 0.693 147 18... . 0.693 147 65... % .0.000 000 47

Estos errores evidentemente son menores que los correspondientes errores para las Reglas del Trapecio y
del Punto Medio.
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Observación La Regla de Simpson S2n hace uso de los mismos 2n ! 1 valores de datos que
usan conjuntamente Tn y Mn. No es difícil verificar que

S2n %
Tn ! 2Mn

3
, S2n %

2T2n ! Mn

3
y S2n %

4T2n . Tn

3

La Figura 6.19 y el Teorema 4 de la Sección 6.6 sugieren por qué la primera de esas fórmulas
tendría que producir una aproximación particularmente buena a I.

La obtención de una estimación del error en la Regla de Simpson es más difícil que en la
Regla del Trapecio. El teorema que sigue plantea dicha estimación del error, pero no lo demos-
traremos. Se puede buscar una demostración en los textos de análisis numérico.

TEOREMA 5 Estimación del error en la Regla de Simpson

Si f es una función cuya cuarta derivada es continua en el intervalo [a, b], y que cumple
� f (4)(x) � m K en dicho intervalo, entonces

G I
b

a

f (x) dx . Sn Gm
K(b . a)

180
h4

%
K(b . a)5

180n4

siendo h % (b . a)/n.

#

Obsérvese que, cuando n crece, el error disminuye como la cuarta potencia de h y, por tanto,
como 1/n4. Utilizando la notación O, tenemos que

I
b

a

f (x) dx % Sn ! O A
1

n4B cuando n r ä

Esto da cuenta del hecho de que Sn es una aproximación mucho mejor que Tn, siempre que h sea
pequeño y � f (4)(x) � no sea excesivamente grande comparado con � f ññ(x) �. Nótese también que
para cualquier n (par), Sn da el valor exacto de la integral de cualquier función cúbica
f (x) % A ! Bx ! Cx2

! Dx3; f (4)(x) % 0, idénticamente para f , por lo que podemos tomar
K % 0 en la estimación del error.

Ejemplo 2 Obtenga cotas para los valores absolutos de los errores en las aproximaciones del Ejemplo 1.

Solución Si f (x) % 1/x, entonces

f ñ(x) % .

1

x2, f ññ(x) %
2

x3, f (3)(x) % .

6

x4, f (4)(x) %
24

x5

Claramente, � f (4)(x) � m 24 en el intervalo [1, 2], de forma que en la estimación del Teorema 5 podemos
hacer K % 24. Tenemos que

�I . S4 � m
24(2 . 1)

180 A
1

4B
4

] 0.000 520 83

�I . S8 � m
24(2 . 1)

180 A
1

8B
4

] 0.000 032 55

�I . S16 � m
24(2 . 1)

180 A
1

16B
4

] 0.000 002 03

Observe de nuevo que los errores reales están perfectamente dentro de esos límites.
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Ejemplo 3 Una función f satisface � f (4)(x) � m 7 en el intervalo [1, 3], y toma los valores
f (1.0) % 0.1860, f (1.5) % 0.9411, f (2.0) % 1.1550, f (2.5) % 1.4511 y f (3.0) % 1.2144. Calcule la mejor
aproximación posible basada en la Regla de Simpson a la integral I % :3

1 f (x) dx basada en esos datos. Ob-
tenga una cota del tamaño del error, y especifique el mínimo intervalo que pueda asegurar que contiene el
valor de I.

Solución Tomamos n % 4, de forma que h % (3 . 1)/4% 0.5, y obtenemos

I %I
3

1
f (x) dx

] S4 %
0.5

3
(0.1860 ! 4(0.9411 ! 1.4511) ! 2(1.1550) ! 1.2144)

% 2.2132

Como � f (4)(x) � m 7 en el intervalo [1, 3], tenemos que

�I . S4 � m
7(3 . 1)

180
(0.5)4

a 0.0049

Por tanto, I debe cumplir

2.2132 . 0.0049 a I a 2.2132 ! 0.0049 o 2.2083 a I a 2.2181

Ejercicios 6.7

En los Ejercicios 1-4, mediante la Regla de Simpson,
calcule las aproximaciones S4 y S8 a las integrales dadas.
Compare sus resultados con las correspondientes
aproximaciones basadas en la Regla del Trapecio obtenidas
en los Ejercicios 1-4 de la Sección 6.6.

1. I %I
2

0
(1 ! x2) dx

2. I %I
1

0
e.x dx

3. I %I
n/2

0
sen x dx

4. I %I
1

0

dx

1 ! x2

5. Calcule, mediante la Regla de Simpson, la
aproximación S8 a la integral del Ejercicio 5 de la
Sección 6.6.

6. Calcule la mejor aproximación que pueda mediante la
Regla de Simpson al área de la región del Ejercicio 7
de la Sección 6.6.

7. Utilice el Teorema 5 para obtener cotas de los
errores de las aproximaciones realizadas en los
Ejercicios 2 y 3 anteriores.

8. Verifique que S2n %
Tn ! 2Mn

3
%

2T2n ! Mn

3
, siendo Tn

y Mn las correspondientes aproximaciones de las
Reglas del Trapecio y del Punto Medio. Deduzca que

S2n %
4T2n . Tn

3

9. Calcule S4, S8 y S16 para la integral :1.6
0 f (x) dx

de la función f cuyos valores están tabulados
en el Ejercicio 9 de la Sección 6.6.

10. Calcule, mediante la Regla de Simpson, las
aproximaciones S8 y S16 a la integral :1

0 e.x2
dx.

Obtenga el valor de la integral con el número de
decimales que encuentre justificado tras comparar las
dos aproximaciones.

*11. Calcule el error real en la aproximación :1
0 x4 dx ] S2

y utilícelo para demostrar que la constante 180 de la
estimación del Teorema 5 no se puede mejorar.

*12. Como la Regla de Simpson se basa en una
aproximación cuadrática, no resulta raro que
proporcione un valor exacto en el caso de la integral
de A ! Bx ! Cx2. Resulta más raro que también sea
exacta para una función cúbica. Verifique por
cálculo directo que :1

0 x3 dx % S2.
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6.8 Otros aspectos de la integración aproximada

Los métodos numéricos descritos en las Secciones 6.6 y 6.7 son adecuados para calcular valores
aproximados de integrales de la forma

I % I
b

a

f (x) dx

siendo [a, b] un intervalo finito y el integrando f una función «bien comportada» en el intervalo
[a, b]. En particular, I debe ser una integral propia. Existen muchos otros métodos para tratar
este tipo de integrales, algunos de los cuales mencionaremos más adelante en esta sección. Sin
embargo, vamos a considerar en primer lugar qué se puede hacer si la función f no es «bien
comportada» en el intervalo [a, b]. Con esto queremos decir que, o bien la integral es impropia,
o bien f no tiene las suficientes derivadas continuas en el intervalo [a, b] para justificar los mé-
todos numéricos que deseamos utilizar.

Las ideas de esta sección se presentan mejor utilizando ejemplos concretos.

Ejemplo 1 ¿Cómo se puede calcular numéricamente la integral I %I
1

0
∂x ex dx?

Solución Aunque I es una integral propia, cuyo integrando f (x) % ∂x ex cumple que f (x) r 0 cuando
x r 0!, los métodos numéricos no se comportan bien en este caso porque las derivadas de f no están aco-
tadas cerca de 0. Este problema se puede remediar fácilmente; basta con hacer el cambio de variable x % t2

y escribir I en la forma

I % 2 I
1

0
t2 et2 dt

cuyo integrando g(t) % t2 et2
tiene derivadas acotadas cerca de 0. Esta última integral se puede aproximar

eficientemente mediante los métodos de las Secciones 6.6 y 6.7.

Aproximación de integrales impropias

Ejemplo 2 Indique cómo calcular numéricamente I %I
1

0

cos x

∂x
dx.

Solución La integral es impropia pero convergente, porque en el intervalo [0, 1],

0 a

cos x

∂x
m

1

∂x
y I

1

0

dx

∂x
% 2

Sin embargo, como limxr0!

cos x

∂x
% ä, no podemos aplicar directamente ninguna de las técnicas desarro-

lladas en las Secciones 6.6 y 6.7 (y0 es infinito). El cambio x % t2 elimina esta dificultad:

I %I
1

0

cos t2

t
2t dt % 2 I

1

0
cos t2 dt

La última integral no es impropia y es bien comportada. Se pueden aplicar las técnicas numéricas que co-
nocemos para calcularla.
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Ejemplo 3 Indique cómo calcular por métodos numéricos la integral I %I
ä

0

dx

∂2 ! x2
! x4

.

Solución En este caso la integral es impropia de tipo I. El intervalo de integración es infinito. Aunque
no hay singularidad en x % 0, resulta de utilidad dividir la integral en dos partes:

I %I
1

0

dx

∂2 ! x2
! 44

!I
ä

1

dx

∂2 ! x2
! x4

% I1 ! I2

I1 es propia. En I2 se hace el cambio de variable x % 1/t:

I2 %I
1

0

dt

t2J2 !
1

t2
!

1

t4

%I
1

0

dt

∂2t4 ! t2 ! 1

Este integral también es propia. Si se desea, se pueden volver a combinar I1 y I2 en una sola integral antes
de aplicar los métodos numéricos:

I %I
1

0 A
1

∂2 ! x2
! x4

!
1

∂2x4
! x2

! 1B dx

El Ejemplo 3 sugiere que cuando una integral se toma en un intervalo infinito, se puede hacer un
cambio de variable para transformar la integral a un intervalo finito.

Uso de la fórmula de Taylor
La Fórmula de Taylor (véase la Sección 4.8) puede ser algunas veces de utilidad en el cálculo de
integrales. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 4 Utilice la Fórmula de Taylor de f (x) % ex, obtenida en la Sección 4.8, para calcular la in-
tegral :1

0 ex2
dx con un error menor que 10.4.

Solución En el Ejemplo 4 de la Sección 4.8 demostramos que

f (x) % ex
% 1 ! x !

x2

2!
!

x3

3!
! ñ !

xn

n!
! En(x)

siendo

En(x) %
eX

(n ! 1)!
xn!1

para algún X entre 0 y x. Si 0 m x m 1, entonces 0 m X m 1, por lo que eX
m e m 3. Por tanto,

�En(x) � m
3

(n ! 1)!
xn!1

Sustituyamos ahora x por x2 en la fórmula de ex e integremos desde 0 hasta 1:

I
1

0
ex2

dx %I
1

0 A1 ! x2
!

x4

2!
! ñ !

x2n

n!B dx !I
1

0
En(x

2) dx

% 1 !
1

3
!

1

5 # 2!
! ñ !

1

(2n ! 1)n!
!I

1

0
En(x

2) dx

Se desea que el error sea menor de 10.4, por lo que estimaremos el término de resto:

G I
1

0
En(x

2) dx Gm
3

(n ! 1)! I
1

0
x2(n!1) dx %

3

(n ! 1)!(2n ! 3)
a 10.4
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suponiendo que (2n ! 3)(n ! 1)! b 30 000. Como 13 # 6! % 9360 y 15 # 7! % 75 600, se necesita que
n % 6. Por tanto,

I
1

0
ex2

dx ] 1 !
1

3
!

1

5 # 2!
!

1

7 # 3!
!

1

9 # 4!
!

1

11 # 5!
!

1

13 # 6!

] 1.462 64

con error menor que 10.4.

Integración de Romberg

Utilizando la Fórmula de Taylor, es posible verificar que para una función f con derivadas con-
tinuas hasta de orden 2m ! 2 en el intervalo [a, b], el error En % I . Tn en la aproximación de la
Regla del Trapecio Tn a la integral I % :b

a f (x) dx cumple

En % I . Tn %
C1

n2 !
C2

n4 !
C3

n6 ! ñ !
Cm

n2m ! O A
1

n2m!2B
donde la constante Cj depende de la derivada de orden 2 j de f . Es posible utilizar esta fórmula
para obtener aproximaciones de orden superior a la integral I, a partir de las aproximaciones de
la Regla del Trapecio. Esta técnica se conoce por el nombre de integración de Romberg o
extrapolación de Richardson.

Para empezar, supongamos que hemos calculado aproximaciones mediante la Regla del Tra-
pecio para valores de n que son potencias de 2: n % 1, 2, 4, 8, ... De acuerdo con esto, definamos

T0
k % T2k . Por tanto, T0

0 % T1, T0
1 % T2, T0

2 % T4, ...

Utilizando la fórmula para T2k % I . E2k presentada anteriormente, podemos escribir

T0
k % I .

C1

4k .

C2

42k . ñ .

Cm

4mk ! O A
1

4(m!1)kB (cuando k r ä)

De forma similar, sustituyendo k por k ! 1, se obtiene

T0
k!1 % I .

C1

4k!1 .

C2

42(k!1) . ñ .

Cm

4m(k!1) ! O A
1

4(m!1)(k!1)B
Si multiplicamos la fórmula de T0

k!1 por 4 y restamos la fórmula de T0
k, los términos donde apa-

rece C1 se anulan. El primer término de la derecha será 4I . I % 3I, y por tanto podemos dividir
por 3 y definir T1

k!1 como el resultado. Entonces, cuando k r ä, tenemos

T1
k!1 %

4T0
k!1 . T0

k

3
% I .

C1
2

42k .

C1
3

43k . ñ .

C1
m

4mk ! O A
1

4(m!1)kB
Los C1

i son nuevas constantes. A menos que estas constantes sean mucho mayores que las ante-
riores, T1

k!1 debe ser una mejor aproximación de I que T0
k!1, ya que hemos eliminado el término

de error de menor orden (y, por tanto, el mayor), C1/4
k!1. De hecho, el Ejercicio 8 de la Sección

6.7 demuestra que T1
k!1 % S2k!1, en la aproximación de la Regla de Simpson basada en 2k!1 sub-

intervalos.
Podemos continuar el proceso de eliminar términos de error que hemos comenzado. Susti-

tuyendo k ! 1 por k ! 2 en la expresión de T1
k!1, se obtiene

T1
k!2 % I .

C1
2

42(k!1) .

C1
3

43(k!1) . ñ .

C1
m

4m(k!1) ! O A
1

4(m!1)(k!1)B
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Para eliminar C1
2 se puede multiplicar la segunda fórmula por 16, restar la primera fórmula y di-

vidir por 15. Denominando el resultado T2
k!2, tenemos, cuando k r ä,

T2
k!2 %

16T1
k!2 . T1

k!1

15
% I .

C2
3

43k . ñ .

C2
m

4mk ! O A
1

4(m!1)kB
Podemos seguir procediendo de esta forma, eliminando un término de error tras otro. En general,
para j a m y k n 0:

Tj
k!j %

4 j T j.1
k!j . Tj.1

k!j.1

4 j
. 1

% I .

Cj
j!1

4( j!1)k . ñ .

Cj
m

4mk ! O A
1

4(m!1)kB
La notación O se refiere a k r ä para j fijo. Todo esto parece muy complicado, pero no es difí-
cil de realizar en la práctica, especialmente con la ayuda de una hoja de cálculo. Sea Rj % Tj

j,
denominada aproximación de Romberg a I. Se calculan los valores del esquema siguiente en
orden de izquierda a derecha y de arriba abajo en cada columna:

Esquema para calcular aproximaciones de Romberg

T0
0 % T1 % R0 ∫º T0

1 % T2 ∫º T0
2 % T4 ∫º T0

3 % T8 ∫º

n n n

T1
1 % S2 % R1 T1

2 % S4 T1
3 % S8

n n

T2
2 % R2 T2

3

n

T3
3 % R3

El proceso se detiene cuando Tj.1
j y Rj se diferencian menos que un error aceptable, y Rj se de-

nomina la aproximación de Romberg a la integral :b
a f (x) dx.

La fila superior del esquema está compuesta por las aproximaciones de la Regla del Trapecio
T1, T2, T4, T8, ... Los elementos de las filas siguientes se calculan mediante las fórmulas:

Fórmulas para calcular las aproximaciones de Romberg

T1
1 %

4T 0
1 . T 0

0

3
T1

2 %
4T 0

2 . T 0
1

3
T1

3 %
4T 0

3 . T 0
2

3
ñ

T 2
2 %

16T1
2 . T1

1

15
T2

3 %
16T1

3 . T1
2

15
ñ

T3
3 %

64T2
3 . T2

2

63
ñ

En general, si 1 m j m k, entonces Tj
k %

4 j T j.1
k . T j.1

k.1

4 j
. 1

.

Cada nuevo elemento se puede calcular a partir de los elementos que están encima y a la iz-
quierda de aquél.
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Ejemplo 5 Calcule las aproximaciones de Romberg R0, R1, R2, R3 y R4 a la integral I %I
2

1

1

x
dx.

Solución Realizaremos todos los cálculos con ocho cifras decimales. Como tenemos que calcular R4, ne-
cesitamos obtener todos los elementos de las cinco primeras columnas del esquema. En primer lugar calcu-
laremos las dos primeras aproximaciones mediante la Regla del Trapecio:

R0 % T 0
0 % T1 %

1

2
!

1

4
% 0.750 000 00

T 0
1 % T2 %

1

2 C
1

2
(1) !

2

3
!

1

2 A
1

2BD% 0.708 333 33

Las restantes aproximaciones mediante la Regla de Trapecio requeridas se calcularon en el Ejemplo 1 de la
Sección 6.6, por lo que sólo las recordaremos a continuación:

T 0
2 % T4 % 0.697 023 81

T 0
3 % T8 % 0.694 121 85

T 0
4 % T16 % 0.693 391 20

Calcularemos ahora las columnas hacia abajo y de izquierda a derecha. Para la segunda columna:

R1 % S2 % T1
1 %

4T 0
1 . T 0

0

3
% 0.694 444 44

la tercera columna:

S4 % T1
2 %

4T0
2 . T 0

1

3
% 0.693 253 97

R2 % T2
2 %

16T1
2 . T1

1

15
% 0.693 174 60

la cuarta columna:

S8 % T1
3 %

4T0
3 . T 0

2

3
% 0.693 154 53

T2
3 %

16T1
3 . T1

2

15
% 0.693 147 90

R3 % T3
3 %

64T2
3 . T2

2

63
% 0.693 147 48

y la quinta columna:

S16 % T1
4 %

4T0
4 . T 0

3

3
% 0.693 147 65

T2
4 %

16T1
4 . T1

3

15
% 0.693 147 19

T3
4 %

64T2
4 . T2

3

63
% 0.693 147 18

R4 % T4
4 %

256T3
4 . T3

3

255
% 0.693 147 18

Como T3
4 y R4 coinciden hasta el octavo decimal que estamos calculando, podemos decir que

I %I
2

1

dx

x
% ln 2 ] 0.693 147 18...
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Las diversas aproximaciones calculadas anteriormente sugieren que para cualquier valor dado de
n % 2k, la aproximación de Romberg Rn debería producir el mejor valor posible para la integral
basándose en los n ! 1 valores de datos y0, y1, ..., yn. Esto sólo es cierto si las derivadas f (n)(x)
no crecen demasiado rápido cuando n aumenta.

Otros métodos

Como hemos descrito, los métodos del Trapecio, del Punto Medio, de Simpson y de Romberg se
basan en utilizar subdivisiones iguales del intervalo [a, b]. Existen otros métodos que no requie-
ren esta restricción. En particular, las aproximaciones gaussianas seleccionan los puntos de
evaluación y sus ponderaciones de forma óptima, de manera que proporcionan los resultados
más precisos para funciones «bien comportadas». Véanse los Ejercicios 11-13 posteriores. Para
aprender más sobre este método se pueden consultar los textos de análisis numérico.

Finalmente, hay que indicar que incluso cuando se aplica uno de los métodos de las Seccio-
nes 6.6 y 6.7, puede ser de utilidad dividir la integral en dos o más integrales en intervalos más
pequeños, y utilizar diferentes longitudes h de subintervalos en cada una de las diferentes inte-
grales. Por ejemplo, se pueden evaluar más puntos del integrando en aquellos intervalos donde
su gráfica cambie de dirección erráticamente y menos puntos en aquellos intervalos donde la
gráfica tenga un comportamiento mejor.

Ejercicios 6.8

Exprese las integrales de los Ejercicios 1-6 de forma que se
puedan aplicar adecuadamente métodos numéricos para
aproximar su valor.

1. I
1

0

dx

x1/3(1 ! x)
2. I

1

0

ex

∂1 . x
dx

3. I
1

.1

ex

∂1 . x2
dx 4. I

ä

1

dx

x2
! ∂x ! 1

5. I
n/2

0

dx

∂sen x
6. I

ä

0

dx

x4
! 1

7. Calcule T2, T4, T8 y T16 para la integral :1
0 ∂x dx

y obtenga los errores reales en estas aproximaciones.
¿Disminuyen los errores como 1/n2 cuando n crece?
¿Por qué?

8. Transforme la integral I % : ä

1 e.x2
dx utilizando

el cambio x % 1/t y calcule las aproximaciones
mediante la Regla de Simpson S2, S4 y S8 para la
integral resultante (cuyo integrando tiene como límite 0
cuando t r 0!). Obtenga el valor de I con la precisión
que piense que está justificada. ¿Convergen las
aproximaciones tan rápido como podría esperarse?
¿Podría pensar en una razón para que no lo hagan?

9. Calcule I % :1
0 e.x2

dx por el método de la
Fórmula de Taylor del Ejemplo 4, con una cota
de error de 10.4.

10. Recuerde que :ä

0 e.x2
dx %

1

2
∂n. Combine este

hecho con el resultado del Ejercicio 9 para calcular

I %I
ä

1
e.x2

dx con una precisión de tres decimales.

11. (Aproximación gaussiana) Calcule las constantes A y
u, con u entre 0 y 1, tales que

I
1

.1
f (x) dx % A f (.u) ! A f (u)

se cumpla para todo polinomio cúbico
f (x) % ax3

! bx2
! cx ! d. Para una función general

f (x) definida en el intervalo [.1, 1], la aproximación

I
1

.1
f (x) dx ] A f (.u) ! A f (u)

se denomina aproximación gaussiana.

12. Utilice el método del Ejercicio 11 para aproximar
las integrales de (a) x4, (b) cos x y (c) ex, en el
intervalo [.1, 1] y calcule el error de cada
aproximación.

13. (Otra aproximación gaussiana) Calcule las constantes
A, B y u entre 0 y 1 tales que

I
1

.1
f (x) dx % A f (.u) ! B f (0) ! A f (u)

se cumpla para todo polinomio de quinto grado

f (x) % ax5
! bx4

! cx3
! dx2

! ex ! f

430 CÁLCULO



14. Utilice la aproximación gaussiana

I
1

.1
f (x) dx ] A f (.u) ! B f (0) ! A f (u)

donde A, B y u se determinan como en el Ejercicio 13,
para obtener aproximaciones a las integrales de (a) x6,
(b) cos x y (c) ex en el intervalo [.1, 1] y calcule el
error de cada aproximación.

15. Calcule las suficientes aproximaciones de
Romberg R1, R2, R3, ... de la integral

I
1

0
e.x2

dx

para confiar razonablemente en que se ha obtenido la
integral correctamente con una precisión de seis cifras
decimales.

16. Utilice los valores de f (x) dados en la tabla que
acompaña al Ejercicio 9 de la Sección 6.6 para
calcular las aproximaciones de Romberg R1, R2 y R3 a
la integral

I
1.6

0
f (x) dx

de ese ejercicio.

*17. La aproximación de Romberg R2 a la integral
:b

a f (x) dx requiere cinco valores de f , y0 % f (a),
y1 % f (a ! h), ..., y4 % f (x ! 4h) % f (b), siendo
h % (b . a)/4. Escriba la fórmula de R2 en función de
esos cinco valores.

*18. Explique por qué el cambio de variable x % 1/t no es

adecuado para transformar la integral I
ä

n

sen x

1 ! x2 dx

en una forma en la que se puedan aplicar métodos
numéricos. Intente desarrollar un método mediante el
cual esta integral se pueda aproximar con cualquier
grado deseado de exactitud.

*19. Si f (x) %
sen x

x
para x Ç 0 y f (0) % 1, demuestre que

f ññ(x) tiene el límite finito cuando x r 0. Por tanto, f ññ

está acotada en intervalos finitos [0, a] y las
aproximaciones mediante la Regla del Trapecio Tn a

la integral :a
0

sen x

x
dx convergen con la adecuada

rapidez cuando n crece. Las derivadas de orden
superior también están acotadas (la Fórmula de Taylor
es útil para demostrar esto), por lo que la Regla de
Simpson y otras aproximaciones de orden superior
también se pueden utilizar de forma efectiva.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan los siguientes términos y frases?

0 Integración por partes

0 Fórmula de reducción

0 Sustitución inversa

0 Función racional

0 Método de descomposición en fracciones simples

0 Programa de matemáticas por computador

0 Integral impropia de tipo I

0 Integral impropia de tipo II

0 Integral p

0 Regla del Trapecio

0 Regla del Punto Medio

0 Regla de Simpson

Explique las sustituciones inversas del seno y la
tangente.

¿Cuál es el significado del teorema de
comparación de integrales impropias?

¿Cuándo es necesario aplicar integración
numérica?

Resumen de las técnicas
de integración
Algunas veces los estudiantes tienen dificultades para
decidir qué método hay que utilizar para calcular una
integral dada. Muchas veces no existe un único método que
sea suficiente para obtener la solución completa, pero al
usar un determinado método se puede llegar a una integral
diferente, y posiblemente más simple, que se puede tratar a
su vez con otros métodos. Presentamos a continuación
algunos consejos:

1. Primero, y siempre, hay que estar atentos a los cambios
que pueden simplificar la integral. Aun cuando dichos
cambios no resuelvan la integral completa, pueden
llevarnos a otras integrales a las que se puede aplicar
otro método.

2. Si en la integral aparece una expresión cuadrática
Ax2

! Bx ! C con A Ç 0 y B Ç 0, debe completarse el
cuadrado. Un cambio simple reduce a continuación la
expresión cuadrática a una suma o diferencia de
cuadrados.
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3. Las integrales de productos de funciones trigonométricas
algunas veces se pueden calcular o simplificar mediante
el uso de las identidades trigonométricas adecuadas,
tales como:

sen2 x ! cos2 x % 1

sec2 x % 1 ! tan2 x

csc2 x % 1 ! cot2 x

sen x cos x %
1
2 sen 2x

sen2 x %
1
2 (1 . cos 2x)

cos2 x %
1
2 (1 ! cos 2x)

4. Las integrales en las que aparece (a2
. x2)1/2 se pueden

transformar utilizando x % a sen h. Las integrales en las
que aparecen (a2

! x2)1/2 o 1/(a2
! x2) se pueden

transformar utilizando x % a tan h. Las integrales en las
que aparece (x2

. a2)1/2 se pueden transformar
utilizando x % a sec h o x % a cosh h.

5. Utilice integración por partes para funciones con la
forma de productos de polinomios y funciones
trascendentes, y para funciones trigonométricas inversas
y logaritmos. Esté atento para descubrir formas de
utilizar la integración por partes para obtener fórmulas
que transformen integrales complicadas en función de
integrales más simples.

6. Utilice descomposición en fracciones simples para
integrar funciones racionales cuyos denominadores se
puedan descomponer en productos de factores reales
lineales y cuadráticos. Divida primero los polinomios, si
es necesario, para reducir la fracción a una cuyo
numerador sea de grado inferior al del denominador.

7. Hay una tabla de integrales al final de este libro. Si no
puede resolver una integral directamente, intente utilizar
los métodos anteriores para transformarla en una de las
integrales de la tabla.

8. Si no se puede encontrar ninguna forma de calcular una
integral definida de la que se requiere un valor
numérico, considere utilizar un computador o una
calculadora, y aplicar uno de los métodos numéricos
presentados en las Secciones 6.6-6.8.

Ejercicios de repaso sobre técnicas
de integración
He aquí una oportunidad de adquirir más práctica en el
cálculo de integrales. A diferencia de los ejercicios de las
Secciones 5.6 y 6.1-6.3, en los que se utiliza sólo la técnica
presentada en la sección, estos ejercicios están ordenados
aleatoriamente de forma que hay que averiguar que técnicas
utilizar.

1. I
x dx

2x2
! 5x ! 2

2. I
x dx

(x . 1)3

3. I sen3 x cos3 x dx 4. I
(1 ! ∂x)1/3

∂x
dx

5. I
2 dx

4x2
. 1

6. I (x2
! x . 2) sen 3x dx

7. I
∂1 . x2

x4 dx 8. I x3 cos (x2) dx

9. I
x2 dx

(5x3
. 2)2/3 10. I

dx

x2
! 2x . 15

11. I
dx

(4 ! x2)2 12. I (sen x ! cos x)2 dx

13. I 2x
∂1 ! 4x dx 14. I

cos x

1 ! sen2 x
dx

15. I
sen3 x

cos7 x
dx 16. I

x2 dx

(3 ! 5x2)3/2

17. I e.x sen (2x) dx 18. I
2x2

! 4x . 3

x2
! 5x

dx

19. I cos (3 ln x) dx 20. I
dx

4x3
! x

21. I
x ln (1 ! x2)

1 ! x2 dx 22. I sen2 x cos4 x dx

23. I
x2

∂2 . x2
dx 24. I tan4 x sec x dx

25. I
x2 dx

(4x ! 1)10 26. I x sen.1 x

2
dx

27. I sen5 (4x) dx 28. I
dx

x5
. 2x3

! x

29. I
dx

2 ! ex 30. I x33x dx

31. I
sen2 x cos x

2 . sen x
dx 32. I

x2
! 1

x2
! 2x ! 2

dx

33. I
dx

x2
∂1 . x2

34. I x3 (ln x)2 dx

35. I
x3

∂1 . 4x2
dx 36. I

e1/x dx

x2

37. I
x ! 1

∂x2
! 1

dx 38. I e(x1/3) dx

39. I
x3

. 3

x3
. 9x

dx 40. I
10ïx!2

∂x ! 2
dx

41. I sen5 x cos9 x dx 42. I
x2 dx

∂x2
. 1

43. I
x dx

x2
! 2x . 1

44. I
2x . 3

∂4 . 3x ! x2
dx
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45. I x2 sen.1 (2x) dx 46. I
∂3x2

. 1

x
dx

47. I cos4 x sen4 x dx 48. I ∂x . x2 dx

49. I
dx

(4 !x)∂x
50. I x tan.1 x

3
dx

51. I
x4

. 1

x3
! 2x2 dx 52. I

dx

x(x2
! 4)2

53. I
sen (2 ln x)

x
dx 54. I

sen (ln x)

x2 dx

55. I
e2 tan.1 x

1 ! x2 dx 56. I
x3

! x . 2

x2
. 7

dx

57. I
ln (3 ! x2)

3 ! x2 x dx 58. I cos7 x dx

59. I
sen.1 (x/2)

(4 . x2)1/2 dx 60. I tan4 (nx) dx

61. I
(x ! 1) dx

∂x2
! 6x ! 10

62. I ex(1 . e2x)5/2 dx

63. I
x3 dx

(x2
! 2)7/2 64. I

x2

2x2
. 3

dx

65. I
x1/2

1 ! x1/3dx 66. I
dx

x(x2
! x ! 1)1/2

67. I
1 ! x

1 ! ∂x
dx 68. I

x dx

4x4
! 4x2

! 5

69. I
x dx

(x2
. 4)2 70. I

dx

x3
! x2

! x

71. I x2 tan.1 x dx 72. I ex sec (ex) dx

73. I
dx

4 sen x . 3 cos x
74. I

dx

x1/3
. 1

75. I
dx

tan x ! sen x
76. I

x dx

∂3 . 4x . 4x2

77. I
∂x

1 ! x
dx 78. I ∂1 ! ex dx

79. I
x4 dx

x3
. 8

80. I xex cos x dx

Otros ejercicios de repaso
1. Calcule I % : x ex cos x dx y J % : xex sen x dx

diferenciando ex((ax ! b) cos x ! (cx ! d) sen x) y
examinando los coeficientes.

2. ¿Para qué números reales r es válida la siguiente
fórmula de reducción (obtenida utilizando integración
por partes)?

I
ä

0
xre.x dx % r I

ä

0
xr.1e.x dx

Calcule las integrales de los Ejercicios 3-6 o demuestre
que divergen.

3. I
n/2

0
csc x dx 4. I

ä

1

1

x ! x3 dx

5. I
1

0
∂x ln x dx 6. I

1

.1

dx

x∂1 . x2

7. Demuestre que la integral I % :ä

0 (1/(∂xex)) dx
converge y que su valor satisface I a (2e ! 1)/e.

8. Midiendo las áreas encerradas por los contornos
de un mapa topográfico, un geólogo determina las
áreas de sección cruzada A (m2) de una colina de 60 m
de altura en varias alturas h (m). Los resultados se
presentan en la Tabla 2.

Tabla 2.

h 0 10 20 30 40 50 60

A 10 200 9200 8000 7100 4500 2400 100

Si se utiliza la Regla del Trapecio para estimar el
volumen de la colina (que es V % :60

0 A(h) dh), ¿cuál
será el valor de la estimación con una precisión de
1000 m3?

9. ¿Cuál será la estimación del geólogo del volumen
de la colina del Ejercicio 8 si se utiliza la Regla
de Simpson en vez de la Regla del Trapecio?

10. Calcule las aproximaciones mediante la Regla
del Trapecio y la Regla del Punto Medio, T4 y M4,
a la integral I % :1

0 ∂2 ! sen (nx) dx. Calcule sus
resultados con una precisión de 5 cifras decimales.
Calcule a continuación el valor de I con tantas cifras
decimales como piense que estén justificadas por estas
aproximaciones.

11. Utilice los resultados del Ejercicio 10 para calcular
la aproximación mediante la Regla del Trapecio T8

y la aproximación mediante la Regla de Simpson S8 a
la integral I de ese ejercicio. Obtenga el valor de I con
tantas cifras decimales como piense que estén
justificadas por estas aproximaciones.

12. Desarrolle un método para calcular numéricamente
I % :ä

1/2 x2/(x5
! x3

! 1) dx, y utilícelo para
calcular I con una precisión de 3 cifras decimales.
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13. Se desea aproximar la integral I % :4
0 f (x) dx de una

función desconocida f (x) y se miden los siguientes
valores de f :

Tabla 3.

x 0 1 2 3 4

f (x) 0.730 1.001 1.332 1.729 2.198

(a) ¿Qué son las aproximaciones T4 y S4 a la integral I
que se calculan utilizando estos datos?

(b) Se decide entonces tomar más medidas para
calcular T8 y S8. Se obtiene T8 % 5.5095. ¿Qué
valor se obtendría para S8?

(c) Suponga que existen razones teóricas para pensar que
f (x) es un polinomio de grado 3. ¿Son sus cálculos
coherentes con esta teoría? ¿Por qué o por qué no?

Problemas avanzados
*1. (a) Algunas personas creen que n % 22/7. Demuestre

que esto no es así probando que

I
1

0

x4(1 . x)4

x2
! 1

dx %
22

7
. n

(b) Si I % :1
0 x4(1 . x)4 dx, demuestre que

22

7
. I a n a

22

7
.

I

2

(c) Calcule I y determine un intervalo explícito de
pequeño tamaño que contenga a n.

2. (a) Obtenga una fórmula de reducción para la integral
: (1 . x2)n dx.

(b) Demuestre que si n es un entero positivo, entonces

I
1

0
(1 . x)2n dx %

22n(n!)2

(2n ! 1)!

(c) Utilice la fórmula de reducción para calcular
: (1 . x2).3/2dx

3. (a) Demuestre que x4
! x2

! 1 se puede descomponer
en un producto de dos factores reales cuadráticos, y
calcule : (x2

! 1)/(x4
! x2

! 1) dx. Sugerencia:
x4

! x2
! 1 % (x2

! 1)2
. x2.

(b) Utilice el mismo método para calcular
: (x2

! 1)/(x4
! 1) dx.

4. Sea Im, n % :1
0 xm (ln x)n dx.

(a) Demuestre que Im, n % (.1)n :ä

0 xne.(m!1)x dx.

(b) Demuestre que Im, n %
(.1)nn!

(m ! 1)n!1.

*5. Sea In % :1
0 xne.x dx.

(a) Demuestre que 0 a In a

1

n ! 1
y a partir de aquí

que limnrä
In % 0.

(b) Demuestre que In%nIn.1.
1

e
para nn1 e I0%1.

1

e
.

(c) Verifique por inducción que In%n!A1 .

1

e

n

;
j%0

1

j!B .

(d) Deduzca a partir de los apartados (a) y (c) que

lim
nrä

n

;
j%0

1

j!
% e.

*6. Si K es muy grande, ¿cuál de las aproximaciones T100

(Regla del Trapecio), M100 (Regla del Punto Medio) y
S100 (Regla de Simpson) estará más cerca del
verdadero valor de :1

0 e.Kx dx? ¿Cuál estará más lejos?
Justifique sus respuestas. (Cuidado: No es tan fácil
como parece).

7. La Regla de Simpson produce el valor exacto de la
integral definida en el caso de una función f cúbica.
Suponga que desea obtener una regla de integración
numérica que proporcione el valor exacto para un
polinomio de grado 5. Podría aproximar la integral en el
subintervalo [m . h, m ! h] con algo de la forma

2hAa f (m . h) ! b fAm .

h

2B! f (m) ! b fAm !
h

2B!

! a f (m ! h)B
para algunas constantes a, b y c.

(a) Determine los valores de a, b y c para que esto
funcione. (Sugerencia: Tome m % 0 para
simplificar los cálculos).

(b) Utilice este método para aproximar la integral
:1

0 e.x dx utilizando en primer lugar uno y después
dos de sus intervalos (y, por tanto, evaluando el
integrando en nueve puntos).

*8. La convergencia de integrales impropias puede ser un
asunto más delicado cuando el integrando cambia de
signo. Presentamos aquí un método que se puede
utilizar para demostrar la convergencia en algunos
casos en los que el teorema de comparación falla.

(a) Suponga que f (x) es diferenciable en [1, ä), f ñ(x)
es continua en dicho intervalo, f ñ(x) a 0 y
lim

xrä

f (x) % 0. Demuestre que :ä

1 f ñ(x) cos (x) dx

converge. Sugerencia: ¿Qué es :ä

1 � f ñ(x) � dx?
(b) Partiendo de las mismas hipótesis, demuestre que

:ä

1 f (x) sen x dx converge. Sugerencia: Integre por
partes y utilice (a).

(c) Demuestre que :ä

1

sen x

x
dx converge pero

:ä

1

�sen x �
x

dx diverge. Sugerencia:

�sen x � n sen2 x %
1 . cos (2x)

2
. Nótese que (b)

funcionaría también sustituyendo sen x por cos (2x).
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CAPÍTULO 7

Aplicaciones
de la integración

«Es como esto —dijo—. Cuando vas a por miel con un
globo, lo importante es no dejar que las abejas sepan que
vas. Si vas con un globo verde, ellas pensarán que eres
parte del árbol y no se fijarán en ti, y si llevas un globo
azul pensarán que eres parte del cielo y no se fijarán en
ti, y la cuestión —dijo Winnie the Pooh— es: ¿Qué es
más probable?».

A. A. Milne (1882-1956)
de Winnie the Pooh

Introducción Existen numerosas magnitudes en matemáticas, física, economía,
biología, y en prácticamente cualquier ciencia cuantitativa que se pueden represen-
tar convenientemente mediante integrales. Además de la medida de áreas planas, el
problema que motivó la definición de integral definida, podemos utilizar las integra-
les para expresar volúmenes de sólidos, longitudes de curvas, áreas de superficies,
fuerzas, trabajo, energía, presión, probabilidades, valor monetario de una serie de
pagos, y una gran variedad de magnitudes que en un sentido u otro equivalen a
áreas encerradas por gráficas.

Además, como vimos previamente, una gran parte de los principios básicos que
gobiernan el comportamiento de nuestro mundo se pueden modelar adecuadamente
mediante ecuaciones diferenciales y problemas de valor inicial. La integración inde-
finida es una herramienta clave en la solución de estos problemas.

En este capítulo examinaremos algunas de estas aplicaciones. La mayoría de
ellas son independientes entre sí, y por esa razón alguna de las últimas secciones
de este capítulo se puede considerar material opcional. El material de las Seccio-
nes 7.1-7.3 debe ser considerado fundamental porque estas ideas surgirán de nuevo
en el estudio del cálculo multivariable.



7.1 Cálculo de volúmenes mediante rodajas: Sólidos de revolución

En esta sección demostramos cómo se pueden expresar los volúmenes de ciertas regiones tridi-
mensionales (o sólidos) en función de integrales definidas y, por tanto, cómo se pueden calcular
dichos volúmenes. No intentaremos dar una definición de volumen sino que nos basaremos en
nuestra intuición y experiencia con objetos sólidos, lo que nos permitirá especificar los volúme-
nes de ciertos sólidos simples. Por ejemplo, si la base de una caja rectangular es un rectángulo
de longitud l y anchura w (y, por tanto, de área A % lw), y si la caja tiene una altura h, entonces
su volumen es V % Ah % lwh. Si l, w y h se miden en unidades (por ejemplo, centímetros), en-
tonces el volumen se expresa en unidades al cubo (centímetros cúbicos).

Una caja rectangular es un caso especial de sólido denominado prisma o cilindro (véase la
Figura 7.1). Estos sólidos tienen una base plana que ocupa una región R del plano, y el sólido
está formado por todos los puntos pertenecientes a segmentos de rectas paralelas con un extremo
en R y el otro en una región (necesariamente congruente) en un segundo plano paralelo al plano
de la base. Cualquiera de esas regiones se denomina base del prisma o cilindro. Si la base está
limitada por rectas, el sólido se denomina prisma. Si al menos una parte del límite de la base
tiene forma de curva, el sólido se denomina cilindro. La altura del sólido es la distancia perpen-
dicular entre los planos paralelos que contienen a las dos bases. Si esta altura es de h unidades y
el área de la base es de A unidades al cuadrado, entonces el volumen del prisma o cilindro es
V % Ah unidades al cubo.

Aplicaremos el adjetivo recto a un prisma o cilindro si los segmentos de rectas paralelas que
lo constituyen son perpendiculares a los planos de la base. Si no es así, el prisma o cilindro se
denomina oblicuo. Por ejemplo, un cilindro recto cuyas bases sean discos circulares de radio r
unidades y cuya altura sea h unidades se denomina cilindro circular recto. Su volumen es
V % nr2h unidades al cubo. El carácter de oblicuo no tiene efecto en la expresión del volumen
V % Ah de un prisma o cilindro, ya que h siempre se mide en una dirección perpendicular a la
base.

Figura 7.1 El volumen de
cualquier prisma o cilindro es el
área de la base multiplicada
por la altura (medida
perpendicularmente a la base):
V % Ah.

Cálculo de volúmenes mediante rodajas

Conociendo el volumen de un cilindro se puede determinar el volumen de algunos sólidos más
generales. Para ello se pueden dividir los sólidos en «rodajas» finas mediante planos paralelos
(piénsese en las rebanadas de pan de molde). Cada rodaja es aproximadamente un cilindro de
«altura» muy pequeña; dicha altura es el espesor de la rodaja. Véase la Figura 7.2, donde la altu-
ra se mide horizontalmente en la dirección del eje x. Si se conoce el área de la sección cruzada
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de cada rodaja, se puede determinar su volumen y sumar estos volúmenes para calcular el volu-
men total del sólido.

Figura 7.2 División de un sólido en rodajas perpendiculares a un eje.

Para concretar, supongamos que el sólido S está limitado por planos perpendiculares al eje x en
las posiciones x % a y x % b, y que el área de la sección cruzada de S en el plano perpendicular
al eje x en el punto x es una función conocida A(x), para a m x m b. Supondremos que A(x) es
continua en [a, b]. Si a % x0 a x1 a x2 a ñ a xn.1 a xn % b, entonces P % {x0, x1, x2, ..., xn.1,
xn} es una partición del intervalo [a, b] en n subintervalos, y los planos perpendiculares al
eje x en x1, x2, ..., xn.1 dividen al sólido en n rodajas; el espesor de la i-ésima rodaja es
Bxi % xi . xi.1. El volumen BVi de esa rodaja está entre los valores máximo y mínimo de
A(x)Bxi, para valores de x en [xi.1, xi] (véase la Figura 7.3); por tanto,

BVi % A(ci)Bxi

para algún ci en [xi.1, xi], por el Teorema del Valor Medio. El volumen del sólido se expresa
entonces mediante la suma de Riemann

V %

n

;
i%1

BVi %

n

;
i%1

A(ci)Bxi

Figura 7.3 Volumen de una rodaja.

Haciendo tender n a infinito, de forma que el máximo Bxi tienda a 0, se obtiene la integral defi-
nida de A(x) en el intervalo [a, b] como el límite de esta suma de Riemann. Por tanto:

El volumen V de un sólido comprendido entre x % a y x % b con área de sección cruzada
A(x) en la posición x es

V %I
b

a

A(x) dx

Hay otra forma de obtener esta fórmula y otras de naturaleza similar. Consideremos una rodaja
del sólido entre los planos perpendiculares al eje x en las posiciones x y x ! Bx. Como A(x) es
continua, no cambia mucho en un intervalo corto, de forma que si Bx es pequeño, entonces el
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volumen de la rodaja BV es aproximadamente igual al volumen de un cilindro con área de la
base A(x) y altura Bx:

BV ] A(x)Bx

El error de esta aproximación es pequeño comparado con el tamaño de BV. Esto sugiere, correc-
tamente, que el elemento de volumen, es decir, el volumen de una rodaja infinitamente fina de
espesor dx es dV % A(x) dx, y que el volumen del sólido es la «suma» (es decir, la integral) de
estos elementos de volumen entre los dos extremos del sólido, x % a y x % b (véase la Figura 7.4):

V %I
x%b

x%a

dV, donde dV % A(x) dx

Figura 7.4 Elemento de volumen.

Utilizaremos este enfoque basado en elementos diferenciales para modelar otras aplicaciones en
las que aparecen integrales, en lugar de utilizar cada vez sumas de Riemann explícitas. Aunque
este argumento no constituye una demostración de la fórmula, se recomienda fuertemente pensar
en la fórmula de esta manera; el volumen es la integral de los elementos de volumen.

Sólidos de revolución

Muchos sólidos comunes tienen secciones cruzadas circulares en planos perpendiculares a algún
eje. Estos sólidos se denominan sólidos de revolución porque se pueden generar rotando una re-
gión plana alrededor de un eje de dicha región, de forma que barra todo el volumen del sólido.
Por ejemplo, una bola sólida se genera rotando un semidisco alrededor de su diámetro (Figu-
ra 7.5(a)). De forma similar, un cono circular recto se genera rotando un triángulo rectángulo
alrededor de uno de sus catetos (Figura 7.5(b)).

Figura 7.5

(a) La bola se genera rotando el
semidisco 0 m y m ∂a2

. x2 (que se
muestra en gris oscuro) alrededor
del eje x.

(b) El cono con radio de la base r y
altura h se genera rotando el triángulo
0 m x m h, 0 m y m rx/h (gris oscuro)
alrededor del eje x.

Si la región R limitada por y % f (x), y % 0, x % a y x % b se rota alrededor del eje x, enton-
ces la sección cruzada del sólido generado en el plano perpendicular al eje x en el punto x es un
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disco circular de radio � f (x) �. El área de esta sección cruzada es A(x) % n( f (x))2, por lo que el
volumen del sólido de revolución es

V % n I
b

a

( f (x))2 dx

Ejemplo 1 (Volumen de una bola) Calcule el volumen de una bola sólida de radio a.

Solución La bola se puede generar rotando el semidisco 0 m y m ∂a2
. x2, .a m x m a alrededor del

eje x. Véase el corte en la Figura 7.5(a). Por tanto, su volumen es

V % n I
a

.a

(∂a2
. x2)2 dx % 2n I

a

0
(a2

. x2) dx

% 2nAa2x .

x3

3B G
a

0
% 2nAa3

.

1

3
a3B%

4

3
na3 unidades al cubo

Ejemplo 2 (Volumen de un cono circular recto) Calcule el volumen del cono circular recto con ra-
dio en su base r y altura h que se genera rotando el triángulo de vértices (0, 0), (h, 0) y (h, r) alrededor del
eje x.

Solución La ecuación de la recta que va de punto (0, 0) al punto (h, r) es y % rx/h. Por tanto, el volu-
men del cono (véase el corte en la Figura 7.5(b)) es

V % n I
h

0 A
rx

hB
2

dx % n A
r

hB
2 x3

3 G
h

0
%

1

3
nr2h unidades al cubo

Las integrales impropias pueden representar volúmenes de sólidos no limitados. Si la integral
impropia converge, el sólido no limitado tiene un volumen finito.

Ejemplo 3 Calcule el volumen del asta infinitamente larga que se genera rotando la región limitada
por y%1/x e y%0 que queda a la derecha de x % 1 alrededor del eje x. El asta se muestra en la Figura 7.6.

Solución El volumen del asta es

V % n I
ä

1 A
1

xB
2

dx % n lim
Rrä I

R

1

1

x2 dx

% .n lim
Rrä

1

x G
R

1
% .n lim

Rrä A
1

R
. 1B% n unidades al cubo

Es interesante advertir que este volumen finito resulta de rotar una región que tiene área infinita:
:ä

1 dx/x% ä. Se produce una paradoja: se requiere una cantidad infinita de pintura para pintar la región,
pero sólo una cantidad finita para rellenar el asta que se obtiene rotando la región (¿Cómo se puede resol-
ver esta paradoja?).

Figura 7.6 Corte de un asta
infinitamente larga.
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El siguiente ejemplo muestra cómo tratar un problema en que el eje de rotación no es el eje x.
Simplemente se rota un elemento de área adecuado alrededor del eje para formar un elemento de
volumen.

Ejemplo 4 Un sólido con forma de anillo se genera rotando la región plana finita R limitada por la
curva y % x2 y la recta y % 1 alrededor de la recta y % 2. Calcule su volumen.

Solución En primer lugar, se resuelve la pareja de ecuaciones y % x2 y y % 1 para obtener los puntos de
intersección en x % .1 y x % 1. El sólido está entre estos dos valores de x. El elemento de área de R en la
posición x es una cinta vertical de anchura dx, que se extiende hacia arriba desde y % x2 hasta y % 1. Cuan-
do R se rota alrededor de la recta y % 2, este elemento de área barre un elemento de volumen con forma de
arandela de espesor dx y radio 2 . x2, con un agujero de radio 1 en su parte central (véase la Figura 7.7).
El área de la sección cruzada de este elemento es el área de un círculo de radio 2 . x2 menos el área del
agujero, un círculo de radio 1. Entonces,

dV % (n(2 . x2)2
. n(1)2) dx % n(3 . 4x2

! x4) dx

Como el sólido se extiende desde x % .1 hasta x % 1, su volumen es

V % n I
1

.1

(3 . 4x2
! x4) dx % 2n I

1

0
(3 . 4x2

! x4) dx

% 2n A3x .

4x3

3
!

x5

5B G
1

0
% 2n A3 .

4

3
!

1

5B%
56n
15

unidades al cubo

Figura 7.7

Algunas veces se desea rotar una región limitada por curvas con ecuaciones de la forma x % g(y)
alrededor del eje y. En este caso, se invierten los papeles de x e y, y se utilizan rodajas horizon-
tales en vez de rodajas verticales.

Ejemplo 5 Calcule el volumen del sólido generado rotando alrededor del eje y la región a la derecha
del eje y, y a la izquierda de la curva x % 2y . y2.

Solución Para calcular las intersecciones de x % 2y . y2 y x % 0 hacemos

2y . y2
% 0 ú y % 0 o y % 2

440 CÁLCULO



El sólido está entre los planos horizontales en y % 0 y y % 2. Un elemento de área horizontal en la altura y,
con espesor dy, rota alrededor del eje y para generar un elemento de volumen con forma de disco delgado
de radio 2y . y2 y espesor dy (véase la Figura 7.8). Su volumen es

dV % n(2y . y2)2 dy % n(4y2
. 4y3

! y4) dy

Figura 7.8

Por tanto, el volumen del sólido es

V % n I
2

0
(4y2

. 4y3
! y4) dy

% n A
4y3

3
. y4

!
y5

5B G
2

0

% n A
32

3
. 16 !

32

5 B%
16n
15

unidades al cubo

Tubos cilíndricos

Suponga que la región R limitada por y % f (x) n 0, y % 0, x % a n 0 y x % b b a se rota alrede-
dor del eje y para generar un sólido de revolución. Para calcular el volumen del sólido utilizando
rodajas (planas), necesitaríamos conocer el área de la sección cruzada A(y) de cada plano a la
altura y, y para ello tendríamos que resolver la ecuación y % f (x) para obtener una o más solu-
ciones de la forma x % g(y). En la práctica esto puede ser inconveniente o imposible.

El elemento de área estándar de R en la posición x es una cinta vertical de anchura dx, altura
f (x) y área dA % f (x) dx. Cuando R se rota alrededor del eje y, esta cinta forma un elemento de
volumen con la forma de un tubo cilíndrico circular de radio x, altura f (x) y espesor dx (véase
la Figura 7.9). Viendo este tubo como una tabla rectangular de dimensiones 2nx, f (x) y dx que
gira, su volumen evidentemente es

dV % 2nx f (x) dx

El volumen del sólido de revolución es la suma (integral) de los volúmenes de esos tubos cuyos
radios varían desde a hasta b:

El volumen del sólido obtenido rotando la región plana 0 m y m f (x), 0 m a a x a b alre-
dedor del eje y es

V % 2n I
b

a

x f (x) dx
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Figura 7.9 Cuando se rota alrededor del eje y,
el elemento de área de anchura dx por debajo
de y % f (x) en x se genera un tubo cilíndrico
de altura f (x), circunferencia 2nx y volumen
dV % 2nx f (x) dx.

Ejemplo 6 (Volumen de un toro) Un disco de radio a está centrado en el punto (b, 0), siendo
b b a b 0. El disco se rota alrededor del eje y para generar un toro (un sólido con forma de dónut), como
se ilustra en la Figura 7.10. Calcule su volumen.

Figura 7.10 Corte de un toro.

Solución La ecuación de la circunferencia con centro en (b, 0) y radio a es (x . b)2
! y2

% a2, y la
ecuación del semicírculo superior es

f (x) % ∂a2
. (x . b)2

Multiplicaremos por 2 el volumen de la mitad superior del toro, que se genera rotando el semidisco
0 m y m ∂a2

. (x . b)2, b . a m x m b ! a alrededor del eje y. El volumen del toro completo es

V % 2 # 2n I
b!a

b.a

x∂a2
. (x . b)2 dx Sea u % x . b

du % dx

% 4n I
a

.a

(u ! b)∂a2
. u2 du
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% 4n I
a

.a

u∂a2
. u2 du ! 4nb I

a

.a

∂a2
. u2 du

% 0 ! 4nb
na2

2
% 2n2a2b unidades al cubo

La primera de las dos integrales del final es 0 porque el integrando es impar y el intervalo es simétrico
alrededor del 0. La segunda integral es el área de un semicírculo de radio a. Nótese que el volumen del toro
es (na2)(2nb), es decir, el área del disco que se rota por la distancia que recorre el centro del disco que se
rota alrededor del eje y. Este resultado se generalizará con el Teorema de Pappus en la Sección 7.5.

Ejemplo 7 Calcule el volumen del cuenco que se obtiene mediante la revolución del arco de parábola
y % x2, 0 m x m 1 alrededor del eje y.

Solución El interior del cuenco corresponde a la revolución de la región dada por x2
m y m 1, 0 m x m 1

alrededor del eje y. La altura del elemento de área en la posición x es 1 . x2 y genera un tubo cilíndrico de
volumen dV % 2nx(1 . x2) dx (véase la Figura 7.11). Por tanto, el volumen del cuenco es

V % 2n I
1

0
x(1 . x2) dx

% 2n A
x2

2
.

x4

4B G
1

0
%

n
2

unidades al cubo

Figura 7.11 Un cuenco parabólico.

Hemos descrito dos métodos para determinar el volumen del sólido de revolución, mediante ro-
dajas y mediante tubos cilíndricos. El método a escoger para un sólido concreto depende en ge-
neral de la forma de las ecuaciones que definen la región que se rota y del eje de rotación. El
elemento de volumen dV siempre se puede determinar rotando un elemento de área adecuado dA
alrededor del eje de rotación. Si la región está limitada por rectas verticales y por una o más
gráficas de la forma y % f (x), el elemento de área apropiado es una cinta vertical de anchura dx.
Si la rotación es alrededor del eje x o de cualquier otra recta horizontal, esta cinta genera un
disco o arandela de espesor dx. Si la rotación es alrededor del eje y o de cualquier otra recta
vertical, la cinta genera un tubo cilíndrico de espesor dx. Por otra parte, si la región que se rota
está limitada por rectas horizontales y por una o más gráficas de la forma x % g(y), es más fácil
utilizar una cinta horizontal de anchura dy como elemento de área, y entonces se genera una ro-
daja si la rotación es alrededor de una recta vertical y un tubo cilíndrico si la rotación es alrede-
dor de una recta horizontal. En el caso de regiones muy simples, cualquier método funcionará
fácilmente.
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Tabla 1. Volúmenes de sólidos de revolución

Si la región R∫º

se rota alrededor de
n

usar discos planos usar cilindros

el eje x V % n I
b

a
((g(x))2

. ( f (x))2) dx V % 2n I
d

c
y(k(y) . h(y)) dy

usar cilindros usar discos planos

el eje y V % 2n I
b

a
x(g(x) . f (x)) dx V % n I

d

c
((k(y))2

. (h(y))2) dy

Nuestro ejemplo final presenta una rotación alrededor del eje vertical distinto del eje y.

Ejemplo 8 La región triangular delimitada por y % x, y % 0 y x % a b 0 se rota alrededor de la recta
x % b b a (véase la Figura 7.12). Calcule el volumen del sólido generado.

Solución En este ejemplo, el elemento vertical del área en x genera un tubo cilíndrico de radio b . x,
altura x y espesor dx. Su volumen es dV % 2n(b . x)x dx, y el volumen del sólido es

V % 2n I
a

0
(b . x)x dx % 2n A

bx2

2
.

x3

3B G
a

0
% n Aa2b .

2a3

3 B unidades al cubo

Figura 7.12
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Ejercicios 7.1

En los Ejercicios 1-4, calcule el volumen de cada sólido S
de dos formas, utilizando el método de las rodajas y el
método de los tubos cilíndricos.

1. S se genera rotando alrededor del eje x la región
limitada por y % x2, y % 0 y x % 1.

2. S se genera rotando la región del Ejercicio 1 alrededor
del eje y.

3. S se genera rotando alrededor del eje x la región
limitada por y % x2 e y % ∂x, entre x % 0 y x % 1.

4. S se genera rotando la región del Ejercicio 3 alrededor
del eje y.

Calcule los volúmenes de los sólidos que se obtienen si las
regiones planas R que se describen en los Ejercicios 5-10 se
rotan alrededor de (a) el eje x y (b) el eje y.

5. R está limitada por y % x(2 . x) e y % 0, entre x % 0 y
x % 2.

6. R es la región finita limitada por y % x e y % x2.

7. R es la región finita limitada por y % x y x % 4y . y2.

8. R está limitada por y % 1 ! sen x e y % 1, desde x % 0
hasta x % n.

9. R está limitada por y % 1/(1! x2), y % 2, x % 0 y
x % 1.

10. R es la región finita delimitada por y % 1/x y
3x ! 3y % 10.

11. La región triangular cuyos vértices son (0, .1), (1, 0)
y (0, 1) se rota alrededor de la recta x % 2. Calcule el
volumen del sólido que se genera.

12. Calcule el volumen del sólido que se genera rotando la
región 0 m y m 1 . x2 alrededor de la recta y % 1.

13. ¿Qué porcentaje del volumen de una bola de radio 2 se
elimina si se forma un agujero de radio 1 en el centro
de la bola?

14. Se perfora un agujero cilíndrico a través del centro de
una bola de radio R. Si la longitud del agujero es L,
demuestre que el volumen de la parte restante de la
bola depende sólo de L y no de R.

15. Se perfora un agujero cilíndrico de radio a a través de
un cono circular recto sólido de altura h y radio en la
base b b a. Si el eje del agujero coincide con el del
cono, calcule el volumen de la parte restante del cono.

16. Calcule el volumen del sólido que se obtiene rotando
un disco circular alrededor de una de sus tangentes.

17. Un plano divide una bola de radio a en dos trozos. Si
el plano pasa a b unidades de distancia del centro de la
bola (siendo b a a), calcule el volumen del trozo más
pequeño.

18. Un cuenco hemisférico de radio 30 cm está
parcialmente lleno de agua, de forma que la máxima
profundidad del agua es de 20 cm. ¿Qué volumen de
agua hay en el cuenco?

19. Calcule el volumen del elipsoide de revolución que se
obtiene rotando la elipse (x2/a2) ! (y2/b2) % 1
alrededor del eje x.

20. Vuelva a calcular el volumen del toro del Ejemplo 6
utilizando rodajas perpendiculares al eje y en vez de
tubos cilíndricos.

21. La región R limitada por y % e.x e y % 0, a la derecha
de x % 0, se rota (a) alrededor del eje x y (b) alrededor
del eje y. Calcule el volumen del sólido de revolución
generado en cada caso.

22. La región R limitada por y % x.k e y % 0, y a la
derecha de x % 1, se rota alrededor del eje x. Calcule
todos los valores reales de k para los que el sólido
generado tiene volumen finito.

23. Repita el Ejercicio 22 con rotación alrededor del eje y.

24. Ediciones anteriores de este libro definían
incorrectamente un prisma o cilindro como un sólido
en el que las secciones cruzadas paralelas a la base
eran congruentes con la base. ¿Se define así un
conjunto de sólidos más grande o más pequeño que el
correspondiente a la definición dada en esta sección?
¿Qué dice la definición anterior respecto al volumen
de un cilindro o prisma con área de la base A y
altura h?

25. Continuando con el Ejercicio 24, considere el sólido S
cuya sección cruzada en el plano perpendicular al eje x
en x es un triángulo rectángulo isósceles cuyos lados
iguales tienen una longitud de a cm, con un extremo de
la hipotenusa en el eje x y con la hipotenusa formando
un ángulo x con una dirección fija. ¿Es S un prisma de
acuerdo con la definición dada en ediciones anteriores?
¿Es un prisma de acuerdo con la definición de esta
edición? Si la altura de S es de b cm, ¿cuál es el
volumen de S?

26. La región sombreada en la Figura 7.13 se rota
alrededor del eje x. Utilice la Regla de Simpson
para calcular el volumen del sólido resultante.

27. La región sombreada en la Figura 7.13 se rota
alrededor del eje y. Utilice la Regla de Simpson
para calcular el volumen del sólido resultante.
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28. La región sombreada en la Figura 7.13 se rota
alrededor de la recta x % .1. Utilice la Regla de
Simpson para calcular el volumen del sólido resultante.

Figura 7.13

*29. Calcule el volumen del sólido que se genera rotando
alrededor de cada uno de los ejes de coordenadas la
región finita del primer cuadrante limitada por los
ejes de coordenadas y la curva x2/3

! y2/3
% 4 (ambos

volúmenes valen lo mismo; ¿por qué?).

*30. Sabiendo que el área de la superficie de una esfera de
radio r es kr2, siendo k una constante independiente
de r, exprese el volumen de una bola de radio R como
una integral de elementos de volumen
correspondientes a los volúmenes de cáscaras
esféricas de espesor dr y radios r variables. Calcule k.

Los problemas que siguen son muy difíciles. Será necesaria
una dosis de ingenio y un trabajo arduo para resolverlos
utilizando las técnicas conocidas hasta el momento.

*31. Una copa de vino con forma de cono circular recto
de altura h y semiángulo en el vértice a (véase
la Figura 7.14) se llena de vino. Se introduce
lentamente una bola en la copa, que desplaza al vino
y hace que desborde. Calcule el radio R de la bola
que hace que desborde de la copa el máximo volumen
de vino.

Figura 7.14

*32. La región plana finita limitada por la curva xy % 1 y
la recta 2x ! 2y % 5 se rota alrededor de dicha recta
para generar un sólido de revolución. Calcule el
volumen de dicho sólido.

7.2 Más volúmenes mediante rodajas

El método de las rodajas presentado en la Sección 7.1 se puede utilizar también para determinar
volúmenes de sólidos que no sean de revolución. Todo lo que necesitamos saber es el área de la
sección cruzada del sólido en cualquier plano perpendicular a algún eje fijo. Si ese eje es el eje
x, y el sólido está comprendido entre los planos en x % a y x % b b a, y si el área de la sección
cruzada en el plano situado en x se puede expresar como una función continua (o incluso conti-
nua por tramos) A(x), entonces el volumen del sólido es

V %I
b

a

A(x) dx

En esta sección consideraremos algunos ejemplos que no son sólidos de revolución.
Las pirámides y los conos son sólidos formados por todos los puntos de segmentos de rectas

que unen un punto fijo, denominado vértice, con todos los puntos de una región que está en un
plano que no contiene al vértice. Esa región se denomina base de la pirámide o cono. La Figu-
ra 7.15 muestra algunas pirámides y conos. Si la base está limitada por segmentos rectos, el sóli-
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Figura 7.15

Algunas pirámides y conos.
El volumen de todas ellas es

V %
1

3
Ah, siendo A el área de

la base y h la altura medida
en dirección perpendicular
al plano de la base.

do se denomina pirámide. Si la base tiene algún límite curvo, el sólido se denomina cono. El
volumen de todas las pirámides y conos se puede expresar como

V %
1

3
Ah

siendo A el área de la región de la base y h la altura desde el vértice al plano de la base, medida
en dirección perpendicular a dicho plano. En la Sección 16.4 presentaremos una demostración
muy simple de esta fórmula. Por el momento, la verificaremos para el caso de base rectangular.

Ejemplo 1 Verifique la fórmula del volumen de una pirámide con base rectangular de área A y altura h.

Solución Las secciones cruzadas de la pirámide en planos paralelos a la base son rectángulos similares.
Si el origen está en el vértice de la pirámide y el eje x es perpendicular a la base, entonces la sección cruza-
da en la posición x es un rectángulo cuyas dimensiones son x/h multiplicada por las correspondientes di-
mensiones de la base. Por ejemplo, en la Figura 7.16(a), la longitud LM es x/h multiplicada por la longitud
PQ, como se puede ver observando los triángulos similares OLM y OPQ. Por tanto, el área de la sección
cruzada rectangular en x es

A(x) %A
x

hB
2

A

Figura 7.16

(a) Una pirámide rectangular.
(b) Un cono genérico.
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Entonces, el volumen de la pirámide es

V %I
h

0 A
x

hB
2

A dx %
A

h2

x3

3 G
h

0
%

1

3
Ah unidades al cubo

Un argumento similar produce la misma fórmula para el volumen de un cono, es decir, una pirá-
mide cuya base puede tener una forma más general (con curvas), como la que se muestra en la
Figura 7.16(b). Aunque no es tan obvio como en el caso de la pirámide, la sección cruzada en x
tiene todavía un área que es (x/h)2 multiplicada por el área de la base.

Ejemplo 2 Una tienda de campaña tiene base circular de radio a metros y se sostiene mediante una
estructura con una barra superior que se mantiene b metros por encima del diámetro de la base mediante
dos soportes verticales en cada extremo del diámetro de la base. El material de la tienda se mantiene tenso
de forma que cada sección cruzada perpendicular a la barra superior tiene forma de un triángulo isósceles
(véase la Figura 7.17). Calcule el volumen de la tienda.

Solución Sea el eje x el diámetro de la base justo debajo de la barra superior. La longitud de la base de
la sección cruzada en la posición x es 2∂a2

. x2, por lo que su área es

A(x) %
1

2
(2∂a2

. x2)b % b∂a2
. x2

Por tanto, el volumen del sólido es

V %I
a

.a

b∂a2
. x2 dx % b I

a

.a

∂a2
. x2 dx % b

na2

2
%

n
2

a2b m3

Nótese que hemos calculado la última integral por simple inspección. Es el área de un semidisco de radio a.

Figura 7.17 La tienda de campaña del Ejemplo 2 donde
se ha eliminado la parte frontal para mostrar la forma
más claramente.

Ejemplo 3 Dos cilindros circulares, cada uno de radio a, se cruzan de modo que sus ejes forman un
ángulo recto. Calcule el volumen de la región en el interior de ambos cilindros.

Solución Representaremos los cilindros en un sistema de coordenadas cartesianas tridimensional, donde
el plano que contiene a los ejes x e y es horizontal y el eje z es vertical. La Figura 7.18 muestra la octava
parte del sólido resultante, es decir, la parte correspondiente a los puntos que tienen sus tres coordenadas
positivas. Los ejes de los dos cilindros coinciden con el eje x y el eje y, respectivamente. El cilindro cuyo
eje coincide con el eje x corta al plano formado por los ejes y y z formando un círculo de radio a.

De forma similar, el otro cilindro corta al plano formado por los ejes x y z formando un círculo de radio
a. Se deduce entonces que si la región que está en el interior de ambos cilindros (y que tiene x n 0, y n 0 y
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z n 0) se divide mediante rodajas horizontales, entonces la rodaja que está a una altura z por encima del
plano xy es un cuadrado de lado ∂a2

. z2, cuya área es A(z) % a2
. z2. El volumen V de toda la región,

que será ocho veces el de la parte que muestra la figura, es

V % 8 I
a

0
(a2

. z2) dz % 8 Aa2z .

z3

3B G
a

0
%

16

3
a3 unidades al cubo

Figura 7.18 Un octavo del
sólido está en el interior de dos
cilindros perpendiculares que se
cortan. La rodaja horizontal
que se muestra es cuadrada.

Ejercicios 7.2

1. Un sólido tiene 2 m de altura. La sección cruzada de
dicho sólido a la altura x por encima de su base tiene
un área de 3x metros cuadrados. Calcule el volumen
del sólido.

2. La sección cruzada a la altura z de un sólido de altura
total h es un rectángulo de dimensiones z y h . z.
Calcule el volumen del sólido.

3. Calcule el volumen del sólido de altura 1 cuya sección
cruzada a la altura z es una elipse de semiejes z y
∂1 . z2.

4. Un sólido se extiende desde x % 1 hasta x % 3. La
sección cruzada de dicho sólido en el plano
perpendicular al eje x en la posición x es un cuadrado
de lado x. Calcule el volumen del sólido.

5. La altura de un sólido es de 6 pies. Su sección cruzada
horizontal a la altura de z pies por encima de su base es
un rectángulo de longitud 2!z pies y anchura 8.z pies.
Calcule el volumen del sólido.

6. Un sólido se extiende por el eje x desde x % 1 hasta
x % 4. Su sección cruzada en la posición x es un
triángulo equilátero de lado ∂x. Calcule el volumen
del sólido.

7. Calcule el volumen de un sólido cuya altura es de h cm
si su sección cruzada horizontal a cualquier altura y por
encima de su base es un sector circular de radio a cm y
ángulo 2n(1 . (y/h)) radianes.

8. Los extremos opuestos de un sólido están en x % 0 y
x % 2. El área de la sección cruzada de dicho sólido en
un plano perpendicular al eje x en la posición x es kx3

unidades al cuadrado. El volumen del sólido es de 4
unidades al cubo. Calcule k.

9. Calcule el área de la sección cruzada de un sólido en
cualquier plano horizontal situado a altura z desde la
base, si el volumen de la parte del sólido que está por
debajo de dicho plano es de z3 unidades al cubo.

10. Todas las secciones cruzadas de un sólido en planos
horizontales son cuadrados. El volumen de la parte del
sólido que está por debajo de cualquier plano a la
altura z es de 4z unidades al cubo, con 0 a z a h, la
altura del sólido. Calcule la longitud del lado del
cuadrado de la sección cruzada a la altura z para
0 a z a h.

11. Un sólido tiene una base circular de radio r. Todas las
secciones del sólido perpendiculares a un diámetro
particular de la base son cuadrados. Calcule el volumen
del sólido.
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12. Repita el Ejercicio 11 pero con secciones que sean
triángulos equiláteros en vez de cuadrados.

13. La base de un sólido es un triángulo rectángulo
isósceles cuyos catetos miden 12 cm. Todas las
secciones cruzadas perpendiculares a uno de esos
catetos tienen la forma de la mitad de un disco
circular. Calcule el volumen del sólido.

14. (Principio de Cavalieri) Dos sólidos tienen secciones
cruzadas iguales a las mismas alturas medidas desde
sus bases. Si los dos sólidos tienen la misma altura,
demuestre que ambos tienen el mismo volumen.

15. La parte superior de un cilindro circular de radio r es
un plano inclinado un determinado ángulo respecto a la
horizontal (véase la Figura 7.19). Si los puntos más
bajo y más alto de dicha parte superior tienen alturas
respectivas a y b, medidas desde la base, calcule el
volumen del cilindro (nótese que existe una forma
geométrica sencilla de obtener la respuesta, pero debe
intentar hacerlo mediante rodajas. Puede utilizar
rodajas rectangulares o con forma de trapecio).

Figura 7.19

*16. (Volumen de un elipsoide) Calcule el volumen
encerrado por el elipsoide

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1

Sugerencia: No es un sólido de revolución. Como en
el Ejemplo 3, el eje z es perpendicular al plano de los
ejes x e y. Todos los planos horizontales
z % k(.c m k m c) cortan al elipsoide formando una
elipse (x/a)2 ! (y/b)2 % 1 . (k/c)2. Por tanto,
dV % dz # el área de esta elipse. El área de la elipse
(x/a)2 ! (y/b)2 % 1 es nab.

*17. (Muesca en un tronco) Se corta una muesca de 45o

hasta el centro de un tronco cilíndrico de radio 20 cm,
como se muestra en la Figura 7.20. La otra parte
plana de la muesca es perpendicular al eje del tronco.
¿Qué volumen de madera se ha eliminado del tronco
al cortar la muesca?

Figura 7.20

18. (Una muesca más pequeña) Repita el Ejercicio 17,
pero suponga que la muesca penetra sólo hasta la
cuarta parte (10 cm) del tronco.

19. ¿Qué volumen de madera se elimina de una tabla de tres
pulgadas de espesor si se realiza un agujero circular de
dos pulgadas de radio a través del tablero, y el eje del
agujero forma un ángulo de 45o con el tablero?

*20. (Más cilindros que se cortan) Los ejes de dos
cilindros circulares se cortan formando un ángulo
recto. Si los radios de los cilindros son a y b
(a b b b 0), demuestre que el volumen de la región
que está en el interior de ambos cilindros es

V % 8 I
b

0
∂b2

. z2
∂a2

. z2 dz

Sugerencia: Revise el Ejemplo 3. Intente realizar un
diagrama similar, mostrando sólo la octava parte de
la región. La integral resultante no es sencilla.

21. Se perfora un agujero circular de 2 cm de radio
en el centro de un tronco circular de radio 4 cm,
con el eje del agujero perpendicular al eje del tronco.
Calcule el volumen de madera eliminado de dicho
tronco. Sugerencia: Este ejercicio es muy similar al
Ejercicio 20. Será necesario utilizar métodos numéricos
o una calculadora con funciones de integración
numérica para obtener la respuesta.

7.3 Longitud de un arco y área de una superficie

En esta sección vamos a considerar la forma en que se pueden utilizar las integrales para calcu-
lar las longitudes de curvas y las áreas de superficies de sólidos de revolución.
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Longitud de un arco

Sean A y B dos puntos del plano, y sea �AB � la distancia entre A y B, es decir, la longitud del
segmento recto AB.

Dada una curva C que une los dos puntos A y B, deseamos definir lo que se entiende por
longitud de la curva C desde A hasta B. Supongamos que escogemos una serie de puntos A % P0,
P1, P2, ..., Pn.1 y Pn % B ordenados a lo largo de la curva, como se muestra en la Figura 7.21.
La línea poligonal P0P1P2 ñ Pn.1Pn, construida uniendo parejas adyacentes de los puntos ante-
riores con segmentos rectos, forma una aproximación poligonal a la curva C, de longitud

Ln % �P0P1 � ! �P1P2 � ! ñ! �Pn.1Pn � %
n

;
i%1

�Pi.1Pi �

Figura 7.21 Aproximación poligonal
a la curva C .

La intuición nos dice que la curva de mínima longitud que une dos puntos es un segmento recto,
por lo que la longitud Ln de cualquier aproximación poligonal a la curva C no puede ser superior
a la longitud de C . Si aumentamos n añadiendo más vértices a la línea poligonal entre los vérti-
ces adyacentes, Ln no puede reducirse, sino sólo incrementarse. Si existe un número finito K tal
que Ln m K para toda aproximación poligonal C , entonces debe existir un mínimo de dichos nú-
meros K (por la completitud de los números reales), y denominaremos a ese valor mínimo de K,
longitud de arco de C .

DEFINICIÓN 1

La longitud de arco de la curva C desde A hasta B es el mínimo número real s tal que las
longitudes Ln de todas las aproximaciones poligonales a C cumplen que Ln m s.

Las curvas cuyas longitudes de arco son finitas se denominan rectificables. Su longitud de arco
s es el límite de las longitudes Ln de las aproximaciones poligonales cuando n r ä de forma
que la longitud máxima del segmento �Pi.1Pi � r 0.

Es posible construir curvas continuas que estén acotadas (es decir que no escapen hacia el
infinito por ninguna parte), pero que no sean rectificables. Esas curvas tienen longitud infinita.
Para evitar estos ejemplos patológicos, supondremos que nuestras curvas son suaves, es decir,
que se pueden definir mediante funciones que tienen derivadas continuas.

Longitud de arco de la gráfica de una función
Sea f una función definida en un intervalo cerrado y finito [a, b], con derivada f ñ continua en
dicho intervalo. Si C es la gráfica de f , es decir, la gráfica de la ecuación y % f (x), entonces cual-
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quier partición del intervalo [a, b] permite construir una aproximación poligonal a C . Para la par-
tición

{a % x0 a x1 a x2 a ñ a xn % b}

sea Pi el punto (xi, f (xi)), (0 m i m n). La longitud de la línea poligonal P0P1P2 ñ Pn.1Pn es

Ln %

n

;
i%1

�Pi.1Pi �%
n

;
i%1

∂(xi . xi.1)
2
! (f (xi) . f (xi.1))

2

%

n

;
i%1 J1 !A

f (xi) . f (xi.1)

xi . xi.1 B
2

Bxi

siendo Bxi % xi . xi.1. Por el Teorema del Valor Medio, existe un número ci en el intervalo
�xi.1, xi � tal que

f (xi) . f (xi.1)

xi . xi.1

% f ñ(ci)

y, por tanto, tenemos que Ln %

n

;
i%1

∂1 ! ( f ñ(ci))
2

Bxi.

Así, Ln es una suma de Riemann para la integral :b
a ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx. Siendo el límite de

esas sumas de Riemann cuando n r ä tal que máx (Bxi) r 0, esa integral corresponde a la lon-
gitud de la curva C .

La longitud de arco s de la curva y % f (x) desde x % a hasta x % b se expresa como

s %I
b

a

∂1 ! ( f ñ(x))2 dx %I
b

a J1 !A
dy

dxB
2

dx

La fórmula integral anterior puede verse como una forma de expresar longitud de arco s de la
curva C como una «suma» de elementos de longitud de arco

s %I
x%b

x%a

ds, siendo ds % ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx

La Figura 7.22 nos muestra una forma adecuada para recordar esto y también sugiere cómo se
pueden obtener fórmulas similares para elementos de longitud del arco de otros tipos de curvas.
El triángulo diferencial de la figura sugiere que

(ds)2
% (dx)2

! (dy)2

Figura 7.22 Un triángulo diferencial.
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Dividiendo esta ecuación por (dx)2 y tomando raíces cuadradas, se obtiene

A
ds

dxB
2

% 1 ! A
dy

dxB
2

ds

dx
%J1 !A

dy

dxB
2

ds %J1 !A
dy

dxB
2

dx % ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx

Un argumento similar permite demostrar que dada una curva especificada por una ecuación de la
forma x % g(y), (c m y m d), el elemento de longitud de arco es

ds %J1 !A
dx

dyB
2

dy % ∂1 ! (gñ(y))2 dy

Ejemplo 1 Calcule la longitud de la curva y % x2/3 desde x % 1 hasta x % 8.

Solución Como dy/dx%
2
3 x.1/3 es continua entre x % 1 y x % 8 y además en ese intervalo x1/3

b 0, la
longitud de la curva se expresa como

s %I
8

1 J1 !
4

9
x.2/3 dx %I

8

1 J
9x2/3

! 4

9x2/3 dx

%I
8

1

∂9x2/3
! 4

3x1/3 dx Sea u % 9x2/3
! 4

du % 6x.1/3 dx

%
1

18 I
40

13

u1/2 du %
1

27
u3/2 G

40

13

%
40∂40 . 13∂13

27
unidades

Ejemplo 2 Calcule la longitud de la curva y % x4
!

1

32x2 desde x % 1 hasta x % 2.

Solución En este caso
dy

dx
% 4x3

.

1

16x3 y

1 !A
dy

dxB
2

% 1 !A4x3
.

1

16x3B
2

% 1 ! (4x3)2
.

1

2
!A

1

16x3B
2

% (4x3)2
!

1

2
!A

1

16x3B
2

%A4x3
!

1

16x3B
2

La expresión de los últimos paréntesis es positiva para 1 m x m 2, por lo que la longitud de la curva es

s %I
2

1 A4x3
!

1

16x3B dx %Ax4
.

1

32x2B G
2

1

% 16 .

1

128
.A1 .

1

32B% 15 !
3

128
unidades
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Los ejemplos anteriores son aparentemente simples; las curvas se han escogido de forma que las
integrales de la longitud de arco se pudieran calcular fácilmente. Por ejemplo, el número 32 de
la curva del Ejemplo 2 se escogió para que la expresión 1 ! (dy/dx)2 se transformara en un cua-
drado perfecto y su raíz cuadrada no causara problemas. Debido a la raíz cuadrada en la fórmula,
los problemas de longitud de arco producen, para la mayoría de las curvas, integrales que son
difíciles o imposibles de resolver sin utilizar técnicas numéricas.

Ejemplo 3 (Fabricación de paneles ondulados) Se van a transformar hojas planas rectangulares de
metal de 2 m de anchura en paneles ondulados para tejados también de 2 m de anchura doblándolos para
que tomen una forma sinusoidal, como se muestra en la Figura 7.23. El periodo del seno de la curva de la
sección cruzada es de 20 cm. Su amplitud es de 5 cm, por lo que el espesor del panel es de 10 cm. ¿De qué
longitud debe cortarse la hoja plana de metal si los paneles resultantes deben tener 5 m de longitud?

Figura 7.23 Panel ondulado para tejados.

Solución La Figura 7.24 muestra un periodo de la sección cruzada sinusoidal. Todas las distancias están
en metros; la amplitud de 5 cm se muestra como 1/20 m, y el periodo de 20 cm se muestra como 2/10 m.
La ecuación de la curva es

y %
1

20
sen (10nx)

Nótese que se requieren 25 periodos para producir un panel de 5 m de longitud. La longitud de la hoja
plana requerida será 25 veces la longitud de un periodo de la curva sinusoidal:

s % 25 I
2/10

0 J1 !A
n
2

cos (10nx)B
2

dx Sea t % 10nx

dt % 10n dx

%
5

2n I
2n

0 J1 !
n2

4
cos2 t dt %

10

n I
n/2

0 J1 !
n2

4
cos2 t dt

La integral se puede calcular numéricamente empleando las técnicas del capítulo anterior o bien utilizando
la función de integral definida de una calculadora científica avanzada. Su valor es de s ] 7.32. Por tanto, la
hoja de metal plana debe tener aproximadamente 7.32 m de longitud para producir un panel ondulado final
de 5 m de longitud.

Figura 7.24
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Si las integrales necesarias para resolver problemas estándar como los de longitudes de arco de
curvas simples no se pueden calcular de forma exacta, se utilizan algunas veces para definir nue-
vas funciones cuyos valores se tabulan o se incorporan a programas de computador. Un ejemplo
de esto es la función integral elíptica completa que aparece el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4 (Longitud de circunferencia de una elipse) Calcule la longitud de circunferencia de la
elipse

x2

a2 !
y2

b2 % 1

siendo a n b b 0. Véase la Figura 7.25.

Figura 7.25

Solución La ecuación de la mitad superior de la elipse es y % bJ1 .

x2

a2 %
b

a
∂a2

. x2. Por tanto,

dy

dx
% .

b

a

x

∂a2
. x2

con lo que

1 !A
dy

dxB
2

% 1 !
b2

a2

x2

a2
. x2

%
a4

. (a2
. b2)x2

a2(a2
. x2)

La longitud de la circunferencia de la elipse es cuatro veces la longitud del arco de la parte que está en el
primer cuadrante; por tanto,

s % 4 I
a

0

∂a4
. (a2

. b2)x2

a∂a2
. x2

dx Sea x % a sen t

dx % a cos t dt

% 4 I
n/2

0

∂a4
. (a2

. b2)a2 sen2 t

a(a cos t)
a cos t dt

% 4 I
n/2

0
∂a2

. (a2
. b2) sen2 t dt

% 4a I
n/2

0 J1 .

a2
. b2

a2 sen2 t dt

% 4a I
n/2

0
∂1 . e2 sen2 t dt unidades
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siendo e % (∂a2
. b2)/a la excentricidad de la elipse (véase la Sección 8.1, donde se presentan las elipses

en profundidad). Nótese que 0 m e a 1. La función E(e), definida como

E(e) %I
n/2

0
∂1 . e2 sen2 t dt

se denomina integral elíptica completa de segunda clase. Esta integral no se puede calcular mediante téc-
nicas elementales para un valor general de e, aunque se pueden aplicar métodos numéricos para obtener
valores aproximados para un valor de e dado. En las recopilaciones de tablas matemáticas se pueden encon-
trar tablas con los valores de E(e) para diversos valores de e. Como se demuestra anteriormente, la longitud
de circunferencia de la elipse es 4aE(e). Nótese que para a % b tenemos e % 0, y la fórmula da como resul-
tado la longitud de la circunferencia en el caso circular: s % 4a(n/2)% 2na unidades.

Áreas de superficies de revolución
Cuando una curva plana rota (en tres dimensiones) alrededor de una recta en el plano de la cur-
va, forma lo que se denomina una superficie de revolución. Por ejemplo, una esfera de radio a
se puede generar rotando una semicircunferencia de radio a alrededor de su diámetro. El área de
una superficie de revolución se puede obtener integrando un elemento de área dS construido ro-
tando el elemento de arco ds de la curva alrededor de la recta dada. Si el radio de rotación del
elemento ds es r, entonces genera, al rotar, una banda circular de anchura ds y longitud (circun-
ferencia) 2nr. El área de esta banda es, por tanto,

dS % 2nr ds

como se muestra en la Figura 7.26. Las áreas de superficies de revolución alrededor de líneas se
obtienen integrando dS eligiendo apropiadamente r. He aquí algunos casos especiales impor-
tantes.

Figura 7.26 Banda circular generada rotando el elemento de longitud de arco ds
alrededor del eje.

Área de una superficie de revolución

Si f ñ(x) es continua en el intervalo [a, b] y la curva y % f (x) se rota alrededor del eje x, el
área de la superficie de revolución que se genera es

S % 2n I
x%b

x%a

�y � ds % 2n I
a

b

� f (x) � ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx

Si la rotación es alrededor del eje y, el área de la superficie es

S % 2n I
x%b

x%a

�x � ds % 2n I
b

a

�x � ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx
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Si gñ(y) es continua en el intervalo [c, d] y la curva x % g(y) se rota alrededor del eje x, el
área de la superficie de revolución que se genera es

S % 2n I
y%d

y%c

�y � ds % 2n I
d

c

�y � ∂1 ! (gñ(y))2 dy

Si la rotación es alrededor del eje y, el área de la superficie es

S % 2n I
y%d

y%c

�x � ds % 2n I
d

c

�g(y) � ∂1 ! (gñ(y))2 dy

Observación Algunas veces los estudiantes se preguntan por qué son realmente necesarias
fórmulas tan complicadas. ¿Por qué no utilizar simplemente dS % 2n�y � dx para expresar el ele-
mento de área cuando y % f (x) se rota alrededor del eje x en vez del elemento de área más com-
plicado dS % 2n�y � ds? Después de todo, tanto dx como ds son infinitamente pequeños y, de he-
cho, hemos utilizado dx para expresar la anchura del elemento de volumen con forma de disco
bajo la curva y % f (x) alrededor del eje x para generar un sólido de revolución. La razón es algo
sutil. Para espesores pequeños Bx, el volumen de una rodaja del sólido de revolución sólo es
ny2

Bx de una forma aproximada, pero el error es pequeño comparado con el volumen de esta
rodaja. Por otra parte, si se utilizara 2n�y �Bx como una aproximación al área de una banda del-
gada de la superficie de resolución correspondiente a un intervalo situado en x de anchura Bx, el
error no sería pequeño comparado con el área de esa banda. Si, por ejemplo, la curva y % f (x)
tiene pendiente 1 en x, entonces la anchura de la banda es realmente Bs % ∂2 Bx, por lo que el
área de la banda es BS % 2n∂2 �y �Bx, no sólo 2n�y �Bx. Cuando se rota una curva para obtener
el área de una superficie de revolución, siempre hay que utilizar el elemento de longitud de arco
apropiado a lo largo de dicha curva.

Ejemplo 5 (Área de la superficie de una esfera) Calcule el área de la superficie de una esfera de
radio a.

Solución La esfera se puede generar rotando la semicircunferencia de ecuación y % ∂a2
. x2,

(.a m x m a), alrededor del eje x (véase la Figura 7.27). Como

dy

dx
% .

x

∂a2
. x2

% .

x

y

Figura 7.27 Un elemento de área en una esfera.
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el área de la esfera se expresa como

S % 2n I
a

.a

yJ1 !A
x

yB
2

dx

% 4n I
a

0
∂y2

! x2 dx

% 4n I
a

0
∂a2 dx % 4nax G

a

0
% 4na2 unidades al cuadrado

Ejemplo 6 (Área de superficie de una antena parabólica) Calcule el área de superficie de un reflec-
tor parabólico cuya forma se obtiene rotando el arco de parábola y % x2, (0 m x m 1), alrededor del eje y,
como se muestra en la Figura 7.28.

Solución El elemento de longitud de arco de la parábola y % x2 es ds % ∂1 ! 4x2 dx, por lo que el área
de la superficie pedida es

S % 2n I
1

0
x∂1 ! 4x2 dx Sea u % 1 ! 4x2

du % 8x dx

%
n
4 I

5

1
u1/2du

%
n
6

u3/2 G
5

1
%

n
6

(5∂5 . 1) unidades al cuadrado

Figura 7.28 Aquí el elemento de área es una banda horizontal.

Ejercicios 7.3

En los Ejercicios 1-14, calcule las longitudes de las curvas
dadas.

1. y % 2x . 1 desde x % 1 hasta x % 3

2. y % ax ! b desde x % A hasta x % B

3. y %
2

3
x3/2 desde x % 0 hasta x % 8

4. y2
% (x . 1)3 desde (1, 0) hasta (2, 1)

5. y3
% x3 desde (.1, 1) hasta (1, 1)

6. 2(x!1)3
%3(y.1)2 desde (.1, 1) hasta (0, 1!∂2/3)

7. y %
x3

12
!

1

x
desde x % 1 hasta x % 4

8. y %
x3

3
!

1

4x
desde x % 1 hasta x % 2

9. 4y % 2 ln x . x2 desde x % 1 hasta x % e

10. y % x2
.

ln x

8
desde x % 1 hasta x % 2

11. y %
ex

! e.x

2
(% cosh x) desde x % 0 hasta x % a

12. y % ln cos x desde x % n/6 hasta x % n/4

*13. y % x2 desde x % 0 hasta x % 2

*14. y % ln
ex

. 1

ex
! 1

desde x % 2 hasta x % 4
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15. Calcule la longitud de la circunferencia de la curva
cerrada x2/3

! y2/3
% a2/3. Sugerencia: La curva es

simétrica respecto a ambos ejes de coordenadas (¿por
qué?), de forma que una cuarta parte de ella está en el
primer cuadrante.

Utilice métodos numéricos (o una calculadora con función
de integración) para calcular las longitudes de las curvas de
los Ejercicios 16-19 con una precisión de cuatro cifras
decimales.

16. y % x4 desde x % 0 hasta x % 1

17. y % x1/3 desde x % 1 hasta x % 2

18. La circunferencia de la elipse 3x2
! y2

% 3

19. El arco más corto de la elipse x2
! 2y2

% 2
entre (0, 1) y (1, 1/∂2).

En los Ejercicios 20-27, calcule las áreas de las superficies
que se obtienen rotando las curvas dadas alrededor de las
rectas que se indican.

20. y % x2, (0 m x m 2) alrededor del eje y.

21. y % x3, (0 m x m 1) alrededor del eje x.

22. y % x3/2, (0 m x m 1) alrededor del eje x.

23. y % x3/2, (0 m x m 1) alrededor del eje y.

24. y % ex, (0 m x m 1) alrededor del eje x.

25. y % sen x, (0 m x m n) alrededor del eje x.

26. y %
x3

12
!

1

x
, (1 m x m 4) alrededor del eje x.

27. y %
x3

12
!

1

x
, (1 m x m 4) alrededor del eje y.

28. (Área de la superficie de un cono) Calcule el área de
la superficie curva de un cono circular recto con radio
en la base r y altura h que se obtiene rotando el
segmento recto que va desde (0, 0) hasta (r, h)
alrededor del eje y.

29. (¿Cuánto glaseado hay en un dónut?) Calcule el
área de la superficie del toro (dónut) que se obtiene

rotando la circunferencia (x . b)2
! y2

% a2 alrededor
del eje y.

30. (Área de un esferoide prolado) Calcule el área de la
superficie que se obtiene rotando la elipse
x2

! 4y2
% 4 alrededor del eje x.

31. (Área de un esferoide oblado) Calcule el área de la
superficie que se obtiene rotando la elipse x2

! 4y2
% 4

alrededor del eje y.

*32. La elipse del Ejemplo 4 se rota alrededor de la recta
y % c b b para generar un dónut con sección cruzada
elíptica. Exprese el área de la superficie de este dónut
en función de la integral elíptica completa E(e)
presentada en ese ejemplo.

*33. Exprese la fórmula integral obtenida para la longitud
de la hoja de metal del Ejemplo 3 en función de la
integral elíptica completa E(e) presentada en el
Ejemplo 4.

34. (Una propiedad interesante de las esferas) Si dos
planos paralelos cortan a una esfera, demuestre que el
área de la superficie de la parte de la esfera que está
entre los dos planos depende sólo del radio de la esfera
y de la distancia entre los planos, y no de su posición.

35. ¿Para qué valores reales de k la superficie generada
rotando la curva y % xk, (0 a x m 1), alrededor del eje
y tiene una superficie de área finita?

*36. La curva y % ln x, (0 a x m 1), se rota alrededor del
eje y. Calcule el área de la superficie en forma de asta
que se genera.

37. Un recipiente hueco con forma de asta infinitamente
larga se genera rotando la curva y % 1/x, (1 m x a ä),
alrededor del eje x.

(a) Calcule el volumen del recipiente.
(b) Demuestre que el área de la superficie del

recipiente es infinita.
(c) ¿Cómo se explica la «paradoja» de que el

contenedor se puede llenar con un volumen finito
de pintura pero requiere una cantidad infinita de
pintura para cubrir su superficie?

7.4 Masas, momentos y centros de masas

Muchas magnitudes de interés en física, mecánica, ecología, finanzas y otras disciplinas se pue-
den expresar en función de densidades sobre regiones del espacio, del plano o incluso de la recta
real. Para determinar el valor total de la magnitud hay que sumar (integrar) las contribuciones de
los diversos lugares donde dicha magnitud está distribuida.

Masa y densidad
Si un objeto sólido está hecho de un material homogéneo, diferentes partes del mismo que ten-
gan idéntico volumen tendrán también la misma masa. Expresaremos esta homogeneidad di-
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ciendo que el objeto tiene densidad constante, siendo esa densidad su masa dividida por su volu-
men, bien para todo el objeto o bien para cualquier parte del mismo. Así, por ejemplo, un ladri-
llo rectangular de dimensiones 20 cm, 10 cm y 8 cm tendría un volumen
V % 20 # 10 # 8 % 1600 cm3 y si estuviera hecho de un material con densidad constante d % 3
g/cm3, su masa sería m % dV % 3 # 1600 % 4800 g (utilizaremos la letra griega delta minúscula
(d) para representar la densidad).

Si la densidad del material que forma un objeto sólido no es constante sino que varía de un
punto a otro del objeto, no existe una relación tan simple entre masa y volumen. Si la densidad
d % d(P) es una función continua de la posición P, se puede subdividir el sólido en muchos pe-
queños elementos de volumen y, considerando que d es aproximadamente constante en cada uno
de sus elementos, determinar las masas de todos esos elementos y sumarlas para calcular la masa
del sólido. La masa Bm de un elemento de volumen BV que contiene al punto P debe cumplir

Bm ] d(P)BV

de forma que la masa m del sólido se puede aproximar así:

m % G Bm ] ; d(P)BV

Por «densidad en un punto P» de un objeto sólido queremos indicar el límite d(P) del cociente
masa/volumen para una parte del sólido que está en una pequeña región que contiene a P, por
ejemplo, bolas centradas en P, cuando las dimensiones de las regiones tienden a cero. Así defini-
da, la densidad d es continua en P si se puede asegurar que �d(Q) . d(P) � se hace tan pequeña
como queramos cuando Q se acerca suficientemente a P.

Estas aproximaciones se hacen exactas al pasar al límite de las masas diferenciales y los elemen-
tos de volumen, dm % d(P) dV, de forma que podemos pensar en calcular las masas utilizando
integrales, es decir, como límite de esas sumas:

m %I dm %I d(P) dV

Ejemplo 1 La densidad de un cilindro vertical sólido de altura H cm y área en la base A cm2 es
d % d0(1 ! h) g/cm3, siendo h la altura en centímetros desde la base y d0 una constante. Calcule la masa
del cilindro.

Solución Véase la Figura 7.29(a). Una rodaja del sólido a una altura h por encima de su base y con es-
pesor dh tiene la forma de un disco circular de volumen dV % A dh. Como la densidad es constante en todo
ese disco, la masa del elemento de volumen es

dm % d dV % d0(1 ! h)A dh

Por tanto, la masa del cilindro completo es

m %I
H

0
d0A(1 ! h) dh % d0A AH !

H2

2 B g

Ejemplo 2 (Uso de capas esféricas) La densidad de cierto planeta esférico de radio R m varía con la
distancia r a su centro de acuerdo con la fórmula

d %
d0

1 ! r2 kg/m3

Calcule la masa del planeta.

460 CÁLCULO



Solución Recuérdese que el área de la superficie de una esfera de radio r es 4nr2. El planeta puede con-
siderarse compuesto por capas esféricas concéntricas cuyo radio varía entre 0 y R. El volumen de una capa
de radio r y espesor dr (véase la Figura 7.29(b)) es igual al área de superficie multiplicada por su espesor, y
su masa es su volumen multiplicado por su densidad:

dV % 4n2 dr; dm % d dV % 4nd0

r2

1 ! r2 dr

Sumando las masas de las capas se obtiene la masa de todo el planeta:

m % 4nd0 I
R

0

r2

1 ! r2 dr % 4nd0 I
R

0 A1 .

1

1 ! r2B dr

% 4nd0(r . tan.1 r) G
R

0
% 4nd0(R . tan.1 R) kg

Figura 7.29

(a) Un cilindro sólido cuya densidad
varía con la altura.

(b) Corte de un planeta cuya densidad
depende de la distancia a su centro.

Se pueden aplicar técnicas similares para obtener las masas de objetos unidimensionales y bidi-
mensionales, tales como cables y discos finos, que tengan densidades variables de la forma ma-
sa/unidad de longitud (densidad lineal) y masa/unidad de área (densidad de área).

Ejemplo 3 Un cable de composición variable se estira siguiendo el eje x desde x % 0 hasta x % L cm.
Calcule la masa del cable si la densidad lineal en la posición x es d(x) % kx g/cm, siendo k una constante
positiva.

Solución La masa de un elemento de longitud dx del cable situado en la posición x se expresa como
dm % d(x) dx % kx dx. Por tanto, la masa del cable es

m %I
L

0
kx dx %A

kx2

2 B G
L

0
%

kL2

2
g

Ejemplo 4 Calcule la masa de un disco de radio a cm cuyo centro está en el origen del plano xy si la
densidad de área en la posición (x, y) es d % k(2a ! x) g/cm2, siendo k una constante.

Solución La densidad depende sólo de la coordenada horizontal x, por lo que es constante a lo largo de
líneas verticales en el disco. Esto sugiere que se deben utilizar bandas verticales finas como elementos
de área. Una banda vertical de espesor dx situada en x tiene un área de dA % 2∂a2

. x2 dx (véase la Figu-
ra 7.30). Por tanto, su masa es

dm % d dA % 2k(2a ! x)∂a2
. x2 dx
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Y la masa del disco es

m %I
x%a

x%.a

dm % 2k I
a

.a

(2a ! x)∂a2
. x2 dx

% 4ak I
a

.a

∂a2
. x2 dx ! 2k I

a

.a

x∂a2
. x2 dx

% 4ak
na2

2
! 0 % 2nka3 g

Hemos utilizado el área de un semicírculo para calcular la primera integral. La segunda integral es cero
porque el integrando es impar y la integral es simétrica respecto a x % 0.

Figura 7.30

Las distribuciones de masa a lo largo de estructuras unidimensionales (líneas o curvas) conducen
necesariamente a integrales de funciones de una variable, pero las distribuciones de masa sobre
una superficie o en el espacio pueden conducir a integrales de funciones de más de una variable.
Esas integrales se estudian en cálculo multivariable (véase, por ejemplo, la Sección 14.7). En los
ejemplos anteriores, las densidades dadas son funciones de sólo una variable, por lo que estos
problemas, aunque de naturaleza multidimensional, conducen a integrales de funciones de sólo
una variable, que se pueden resolver con los métodos conocidos hasta ahora.

Momentos y centros de masas

El momento con respecto al punto x % x0 de una masa m situada en la posición x sobre el eje x
es el producto m(x . x0) de la masa y su distancia (con signo) a x0. Si el eje x es un brazo hori-
zontal con una bisagra en x0, el momento con respecto a x0 mide la tendencia del peso de la
masa m a hacer que el brazo rote. Si varias masas m1, m2, m3, ..., mn están situadas en los puntos
x1, x2, x3, ..., xn, respectivamente, entonces el momento total del sistema de masas respecto al
punto x % x0 es la suma de los momentos individuales (véase la Figura 7.31):

Mx%x0 % (x1 . x0)m1 ! (x2 . x0)m2 ! ñ ! (xn . x0)mn %

n

;
j%1

(xj . x0)mj

Figura 7.31 Un sistema de masas
discretas sobre una recta.
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El centro de masas del sistema de masas es el punto x6 con respecto al que el momento total
del sistema es cero. Entonces,

0 %

n

;
j%1

(xj . x6 )mj %

n

;
j%1

xj mj . x6
n

;
j%1

mj

Así, el centro de masas del sistema se expresa como

x6 %

n

;
j%1

xjmj

n

;
j%1

mj

%
Mx%0

m

siendo m la masa total del sistema y Mx%0 el momento total respecto a x % 0. Si pensamos en el
eje x como un cable sin peso que da soporte a las masas, entonces x6 es el punto de donde se
podría colgar el cable quedando en perfecto equilibrio, sin inclinarse a ningún lado. Incluso si el
eje representa un soporte sin peso x % x6, como un balancín, quedará en equilibrio después de
añadir las masas, suponiendo que estaba previamente el equilibrio. A muchos efectos, un sistema
de masas se comporta como si su masa total estuviera concentrada en su centro de masas.

Supongamos ahora que una distribución unidimensional de masa con densidad lineal variable
de forma continua d(x) se sitúa en el intervalo [a, b] del eje x. Un elemento de longitud dx situa-
do en la posición x contiene una masa dm % d(x) dx, por lo que su momento es
dMx%0 % x dm % xd(x) dx con respecto a x % 0. El momento total con respecto a x % 0 es la su-
ma (integral) de esos elementos de momento:

Mx%0 %I
b

a

xd(x) dx

Como la masa total es

m % I
b

a

d(x) dx

se obtiene la siguiente fórmula para el centro de masas.

El centro de masas de una distribución de masas con densidad lineal d(x) en el intervalo
[a, b] es

x6 %
Mx%0

m
%
I

b

a

xd(x) dx

I
b

a

d(x) dx

Ejemplo 5 ¿De qué punto se puede suspender el cable del Ejemplo 3 para que esté en equilibrio?

Solución En el Ejemplo 3 calculamos que la masa del cable era kL2/2 g. Su momento respecto a x % 0
es

Mx%0 %I
L

0
xd(x) dx

%I
L

0
kx2 dx %A

kx3

3 B G
L

0
%

kL3

3
g . cm
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Nótese que las unidades apropiadas del momento son unidades de masa por unidades de distancia, en este
caso de gramos-centímetros. El centro de masas del cable es

x6 %
kL3/3

kL2/2
%

2L

3

el cable quedará en equilibrio si se cuelga de la posición x % 2L/3 cm.

Ejemplos en dos y tres dimensiones
El sistema de masas considerado en el Ejemplo 5 es unidimensional y dispuesto en línea recta.
Si la masa se distribuye en un plano o en el espacio, se aplican consideraciones similares. Dado
un sistema de masas m1 en (x1, y1), m2 en (x2, y2), ..., mn en (xn, yn), su momento respecto a
x % 0 es

Mx%0 % x1m1 ! x2m2 ! ñ ! xnmn %

n

;
j%1

xj mj

y su momento respecto a y % 0 es

My%0 % y1m1 ! y2m2 ! ñ ! ynmn %

n

;
j%1

yj mj

El centro de masas es el punto (x6, y6 ), siendo

x6 %
Mx%0

m
%

n

;
j%1

xj mj

n

;
j%1

mj

y y6 %
My%0

m
%

n

;
j%1

yj mj

n

;
j%1

mj

En el caso de distribuciones continuas de masa, las sumas se convierten en las integrales apro-
piadas.

Ejemplo 6 Calcule el centro de masas de una placa rectangular que ocupa la región 0 m x m a,
0 m y m b, si la densidad de área del material de la placa en la posición (x, y) es ky.

Solución Como la densidad es independiente de x y el rectángulo es simétrico respecto a la recta x%a/2,
la coordenada x del centro de masas debe ser x6 % a/2. La masa de una banda horizontal fina de anchura dy
situada a la altura y (véase la Figura 7.32) es dm % aky dy. El momento de esta banda respecto a y % 0 es
dMy%0 % y dm % kay2 dy. Por tanto, la masa y el momento respecto a y % 0 de la placa valen

m % ka I
b

0
y dy %

kab2

2

My%0 % ka I
b

0
y2 dy %

kab3

3

Figura 7.32

Por tanto, y6 % My%0/m% 2b/3 y el centro de masas de la placa es (a/2, 2b/3). La placa quedará en equili-
brio si se cuelga de este punto.
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Para el caso de distribuciones de masa en el espacio tridimensional se definen, análogamente, los
momentos Mx%0, My%0 y Mz%0 del sistema de masas respecto a los planos x % 0, y % 0 y z % 0,
respectivamente. El centro de masas es (x6, y6, z6 ), siendo

x6 %
Mx%0

m
, y6 %

My%0

m
, y z6 %

Mz%0

m

m es la masa total m % m1 ! m2 ! ñ ! mn. En el caso de distribuciones continuas de masa, las
sumas se convierten de nuevo en integrales.

Ejemplo 7 Calcule el centro de masas de una semiesfera sólida de radio R pies si su densidad a la
altura de z pies por encima del plano de su base es de d0z lb/pie3.

Solución El sólido es simétrico respecto al eje vertical (que denominaremos eje z), y la densidad es
constante en planos perpendiculares a dicho eje. Por tanto, el centro de masas debe estar en algún lugar de
ese eje. Una rodaja del sólido situada a una altura z por encima de su base y de espesor dz tiene la forma
de un disco de radio ∂R2

. z2 (véase la Figura 7.33). Su volumen es dV % n(R2
. z2) dz y su masa es

dm % d0z dV % d0n(R2z . z3) dz. Su momento respecto al plano de la base z % 0 es dMz%0 % z dm %

% d0n(R2z2
. z4) dz. La masa del sólido es

m % d0n I
R

0
(R2z . z3) dz % d0n A

R2z2

2
.

z4

4B G
R

0
%

n
4

d0R
4 lb

Figura 7.33 Elemento de masa de una semiesfera sólida cuya densidad depende de la altura.

El momento de las semiesfera con respecto al plano z % 0 es

Mz%0 % d0n I
R

0
(R2z2

. z4) dz % d0n A
R2z3

3
.

z5

5B G
R

0
%

2n
15

d0R
5 lb . pie

Por tanto, el centro de masas está en el eje de simetría de la semiesfera a la altura z6%Mz%0/m%8R/15 ft
por encima de su base.

Ejemplo 8 Calcule el centro de masas de una placa que ocupa la región a m x m b, 0 m y m f (x) si su
densidad en el punto (x, y) es d(x).

Solución La Figura 7.34 muestra el elemento de área adecuado. Su área es f (x) dx y su masa

dm % d(x) f (x) dx

Su momento respecto a x % 0 es

dMx%0 % xd(x) f (x) dx

Como la densidad depende sólo de x, el elemento de masa dm tiene densidad constante, por lo que la coor-
denada y de su centro de masas está en su punto medio: y6dm %

1
2 f (x). Por tanto, el momento del elemento

de masa dm respecto a y % 0 es

dMy%0 % y6dm dm %
1

2
d(x)( f (x))2 dx
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Las coordenadas del centro de masas de la placa son x6 %
Mx%0

m
e y6 %

My%0

m
, siendo

m %I
b

a
d(x) f (x) dx

Mx%0 %I
b

a
xd(x) f (x) dx

My%0 %
1

2 I
b

a
d(x)( f (x))2 dx

Figura 7.34 Elemento de masa de una placa.

Observación Se pueden obtener fórmulas similares si la densidad depende de y en vez de de-
pender de x, suponiendo que la región admite un elemento de área horizontal adecuado (por
ejemplo, si la región se especifica como c m y m d, 0 m x m g(y)). El cálculo del centro de ma-
sas de placas que ocupan regiones especificadas por funciones de x, pero en las que la densidad
depende de y, requieren en general el uso de «integrales dobles». Por tanto, esos problemas se
estudiarán en cálculo multivariable (véase la Sección 14.7).

Ejercicios 7.4

Calcule las masas y los centros de masas de los sistemas
que se presentan en los Ejercicios 1-16. Tenga en cuenta
las simetrías.

1. Un cable recto de longitud L cm, en el que la densidad
a la distancia de s cm desde uno de sus extremos es
d(s) % sen ns/L g/cm.

2. Un cable recto sobre el eje x desde x % 0 hasta x % L,
si su densidad es constante d0, pero el radio de su
sección cruzada varía de forma que su valor en x es
a ! bx.

3. Una placa con forma de un cuarto de círculo de radio
a, densidad de área constante d0 y que ocupa la región
x2

! y2
m a2, x n 0, y n 0.

4. Una placa con forma de un cuarto de círculo de radio a
que ocupa la región x2

! y2
m a2, x n 0, y n 0 y con

densidad de área d(x) % d0x.

5. Una placa que ocupa la región 0 m y m 4 . x2, si su
densidad de área en (x, y) es ky.

6. Una placa con forma de triángulo rectángulo cuyos
catetos miden 2 m y 3 m, si la densidad de área en
cualquier punto P de la placa es 5h kg/m2, siendo h la
distancia del punto P al cateto más corto.

7. Una placa cuadrada cuyo lado mide a cm, si su
densidad de área en el punto P es de kx g/cm2, siendo
x la distancia desde el punto P a un lado del cuadrado.

8. La placa del Ejercicio 7, pero ahora con densidad de
área kr g/cm2, siendo r la distancia (en centímetros)
desde el punto P a una de las diagonales del cuadrado.

9. Una placa de densidad d(x) que ocupa la región
a m x m b, f (x) m y m g(x).

10. Un ladrillo rectangular de dimensiones 20 cm, 10 cm y
5 cm, si la densidad en el punto P es de kx g/cm3,
siendo x la distancia desde P a una de sus caras de
dimensión 10 # 5.

11. Una bola sólida de radio R m, si la densidad en el
punto P es de z g/m3, siendo z la distancia desde el
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punto P a un plano que está a distancia 2R m del
centro de la bola.

12. Un cono circular recto con radio en la base de a cm y
altura de b cm, si la densidad en el punto P es de
kz g/cm3, siendo z la distancia desde el punto P a la
base del cono.

*13. El sólido formado por la cuarta parte de una bola de
radio a centrada en el origen que tiene como base la
región x2

! y2
m a2, x n 0 en el plano xy, si la

densidad a una altura z desde la base es de d0z.

*14. El cono del Ejercicio 12, pero ahora con densidad en
el punto P igual a kx g/cm3, siendo x la distancia
desde el punto P al eje de simetría del cono.
Sugerencia: Utilice una capa cilíndrica centrada en el
eje de simetría como elemento de volumen. Este
elemento tiene densidad constante, por lo que su
centro de masas es conocido y su momento se puede
determinar a partir de su masa.

*15. Una placa semicircular que ocupa la región
x2

! y2
m a2, y n 0, si la densidad a una distancia s

del origen es ks g/cm2.

*16. El cable del Ejercicio 1 si se dobla en forma de
semicircunferencia.

17. Se estima que la densidad de materia en las
proximidades de una estrella gigante se puede
expresar como d(r) % Ce.kr2

, siendo C y k constantes
positivas y r la distancia al centro de la estrella. El
radio de la estrella está indeterminado, pero se puede
suponer que es infinito ya que d(r) decrece muy
rápidamente para valores de r grandes. Calcule la masa
aproximada de la estrella en función de C y k.

18. Calcule la distancia media r6 de la materia de la
estrella del Ejercicio 17 a su centro. r6 se expresa
como :ä

0 r dm/:ä

0 dm, siendo dm el elemento de masa
situado una distancia r del centro de la estrella.

7.5 Centroides

Si la materia de un sistema está distribuida uniformemente, de forma que la densidad d es cons-
tante, entonces esa densidad se cancela del numerador y el denominador en las expresiones en
forma de suma o integral de las coordenadas del centro de masas. En esos casos, el centro de
masas depende sólo de la forma del objeto, es decir, de propiedades geométricas de la región
ocupada por el objeto, y se denomina centroide de la región.

Los centroides se calculan utilizando las mismas fórmulas que se emplean en los centros de
masas, con la salvedad de que la densidad (que es constante) toma el valor 1, por lo que la masa
es simplemente la longitud, área o volumen de la región y los momentos se denominan momen-
tos de la región, en vez de referirlos a la masa que ocupa la región. Si en las fórmulas que se
obtuvieron en el Ejemplo 8 de la Sección 7.4 hacemos d(x) % 1, se llega al siguiente resultado:

Centroide de una región plana estándar

El centroide de una región plana a m x m b, 0 m y m f (x), es (x6, y6 ), siendo x6 %
Mx%0

A
,

y6 %
My%0

A
, y

A %I
b

a

f (x) dx, Mx%0 %I
b

a

x f (x) dx, My%0 %
1

2 I
b

a

( f (x))2 dx

Así, por ejemplo, x6 es el valor medio de la función x en la región.
Los centroides de algunas regiones se pueden calcular fácilmente por simetría. El centroide

de un disco circular o de un disco elíptico está en su centro. El centroide de un rectángulo tam-
bién está su centro; el centro es el punto de intersección de las diagonales. El centroide de cual-
quier región estará en los ejes de simetría de dicha región.
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Ejemplo 1 ¿Cuál es el valor medio de y en el semidisco .a m x m a, 0 m y m ∂a2
. x2? Calcule el

centroide del semidisco.

Solución Por simetría, el centroide estará en el eje y, por lo que su coordenada x será x6 % 0 (véase la
Figura 7.35). Como el área del semidisco es A %

1
2 na2, el valor medio de y en el semidisco será

y6 %
My%0

A
%

2

na2

1

2 I
a

.a

(a2
. x2) dx %

2

na2

2a3

3
%

4a

3n

El centroide del semidisco es A0,
4a

3nB .

Figura 7.35

Ejemplo 2 Calcule el centroide de la semicircunferencia y % ∂a2
. x2.

Solución Aquí, la «región» es una curva unidimensional que tiene longitud en vez de área. De nuevo
x6 % 0 por simetría. El momento de un pequeño arco de longitud ds situado a una altura y en el semicírculo,
respecto a y % 0, es dMy%0 % y ds (véase la Figura 7.36). Como

ds %J1 !A
dy

dxB
2

dx %J1 !
x2

a2
. x2 dx %

a dx

∂a2
. x2

y como y % ∂a2
. x2 en la semicircunferencia, tenemos que

My%0 %I
a

.a

∂a2
. x2 a dx

∂a2
. x2

% a I
a

.a

dx % 2a2

Como la longitud del semicírculo es na, tenemos que y6 %
My%0

na
%

2a

n
y el centroide de la semicircunferen-

cia es A0,
2a

n B . Nótese que el centroide de una semicircunferencia de radio a no es el mismo que el de un

semidisco de radio a. Nótese también que el centroide de la semicircunferencia no está sobre la propia se-
micircunferencia.

Figura 7.36

TEOREMA 1 Centroide de un triángulo

El centroide de un triángulo es el punto en el que se cruzan sus tres medianas.

DEMOSTRACIÓN Recuérdese que la mediana del triángulo es la recta que une uno de
sus vértices con el punto medio del lado opuesto. Dada una mediana de un triángulo, de-
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mostraremos que el centroide está en dicha mediana. Por tanto, el centroide deberá estar en
las tres medianas.

Adoptemos un sistema de coordenadas donde la mediana en cuestión esté en el eje y, y
en el que el vértice del triángulo correspondiente a dicha mediana sea el origen (véase la
Figura 7.37). Sea (0, m) el punto medio del lado opuesto. Entonces, los otros dos vértices
del triángulo tendrán coordenadas de la forma (.a, m . c) y (a, m ! c), ya que (0, m) de-
be ser el punto medio entre ellos. Los dos elementos de área verticales que se muestran en
la figura están a la misma distancia, en lados opuestos del eje y, por lo que tienen las mis-
mas alturas, h(.x) % h(x) (por triángulos similares), y la misma área. La suma de los mo-
mentos respecto a x % 0 de esos elementos de área es

dMx%0 % .xh(.x) dx ! xh(x) dx % 0

por lo que el momento del triángulo completo respecto a x % 0 es

Mx%0 %I
x%a

x%.a

dMx%0 % 0

por tanto, el centroide del triángulo está en el eje y.

Figura 7.37

#

Observación Resolviendo simultáneamente las ecuaciones de dos medianas cualesquiera de
un triángulo, se puede verificar la siguiente fórmula:

Coordenadas del centroide de un triángulo

Las coordenadas del centroide un triángulo son el promedio de las correspondientes coor-
denadas de los tres vértices del triángulo. El centroide de un triángulo de vértices (x1, y1),
(x2, y2) y (x3, y3) es

(x6, y6) % A
x1 ! x2 ! x3

3
,

y1 ! y2 ! y3

3 B
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Si una región está formada por la unión sin solapamiento de subregiones, entonces el momento
de la región será la suma de los correspondientes momentos de las subregiones. Esto hace posi-
ble calcular el centroide de una región si se conocen los centroides y las áreas de todas las subre-
giones.

Ejemplo 3 Calcule el centroide del trapecio de vértices (0, 0), (1, 0) (1, 2) y (0, 1).

Solución El trapecio es la unión (sin solapamiento) de un cuadrado y un triángulo, como se muestra en
la Figura 7.38. Por simetría, el centroide del cuadrado es (x6S, y6S) % (1

2, 1
2) y su área es AS % 1. El área del

triángulo es AT %
1
2 y su centroide es (x6T, y6T), siendo

x6T %
0 ! 1 ! 1

3
%

2

3
y y6T %

1 ! 1 ! 2

3
%

4

3

Continuando con el uso de los subíndices S y T para indicar el cuadrado y el triángulo, respectivamente, se
calcula

Mx%0 % MS; x%0 ! MT; x%0 % ASx6S ! ATx6T % 1 #
1

2
!

1

2
#

2

3
%

5

6

My%0 % MS; y%0 ! MT; y%0 % ASy6S ! ATy6T % 1 #
1

2
!

1

2
#

4

3
%

7

6

Como el área del trapecio es A % AS ! AT %
3
2, su centroide es

(x6, y6) %A
5

6H
3

2
,

7

6H
3

2B%A
5

9
,

7

9B

Figura 7.38

Ejemplo 4 Calcule el centroide de la región sólida que se obtiene rotando alrededor del eje y la re-
gión del primer cuadrante que está entre el eje x y la parábola y % 4 . x2.

Solución Por simetría, el centroide del sólido parabólico estará en su eje de simetría, el eje y. El volu-
men de una rodaja fina del sólido con forma de disco, de espesor dy y situada a una altura y es (véase la
Figura 7.39)

dV % nx2 dy % n(4 . y) dy

y su momento con respecto al plano de la base

dMy%0 % y dV % n(4y . y2) dy

Por tanto, el volumen del sólido es

V % n I
4

0
(4 . y) dy % nA4y .

y2

2B G
4

0
% n (16 . 8) % 8n
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Figura 7.39

y su momento con respecto a y % 0 es

My % 0 % n I
4

0
(4y . y2) dy % n A2y2

.

y3

3B G
4

0
% nA32 .

64

3 B%
32

3
n

Por consiguiente, el centroide está situado en y6 %
32n
3

#
1

8n
%

4

3
.

Teorema de Pappus

El siguiente teorema relaciona volúmenes o áreas de superficies de revolución con el centroide
de la región o curva que se rota.

TEOREMA 2 Teorema de Pappus

(a) Si una región plana R está a un lado de una recta L perteneciente a dicha región plana,
y la región se rota alrededor de L para generar un sólido de revolución, entonces el vo-
lumen V del sólido es el producto del área de R por la distancia recorrida por el cen-
troide de R debido a la rotación, es decir,

V % 2nr6A

siendo A el área de R y r6 la distancia medida perpendicularmente desde el centroide de
R hasta L.

(b) Si una curva plana C está situada a un lado de una recta L perteneciente al mismo plano
que la curva, y dicha curva se rota alrededor de la recta para generar una superficie de
revolución, entonces el área S de dicha superficie es la longitud de la curva C multipli-
cada por la distancia recorrida por el centroide de C:

S % 2nr6s

siendo s la longitud de la curva C y r6 la distancia medida perpendicularmente desde el
centroide C a la recta L.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos el apartado (a). La demostración del apartado (b) es
similar y se deja como ejercicio.

Tomemos la recta L como eje y, y supongamos que la región R está comprendida entre
x % a y x % b, siendo 0 m a a b. Entonces r6 % x6, la coordenada x del centroide de R. Sea
dA el área de una banda fina de R situada en la posición x con anchura dx (véase la Figu-
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ra 7.40). Esta banda genera, al rotar alrededor de L, un tubo cilíndrico de volumen
dV % 2nx dA, por lo que el volumen del sólido de revolución es

V % 2n I
x%b

x%a

x dA % 2nMx%0 % 2nx6A % 2nr6A

Figura 7.40

#

Como ilustran los ejemplos siguientes, el Teorema de Pappus se puede usar de dos formas: se
puede determinar el centroide cuando se conoce el volumen o el área de la superficie, o se puede
determinar el volumen o el área de la superficie si se conoce el centroide de la región que rota.

Ejemplo 5 Utilice el Teorema de Pappus para calcular el centroide de la semicircunferencia

y % ∂a2
. x2.

Solución El centroide de la semicircunferencia está en su eje de simetría, el eje y, por lo que estará si-
tuado en un punto de coordenadas (0, y6). Como la longitud de la semicircunferencia es de na unidades y
genera, al rotar alrededor del eje x, una esfera de área 4na2 unidades al cuadrado, se obtiene, utilizando el
apartado (b) del Teorema de Pappus,

4na2
% 2n(na)y6

Por tanto, y6 % 2a/n, como demostramos previamente en el Ejemplo 2.

Ejemplo 6 Utilice el Teorema de Pappus para calcular el volumen y el área de la superficie del toro
(dónut) que se obtiene rotando el disco (x . b)2

! y2
m a2 alrededor del eje y. En este ejemplo, 0 a a a b

(véase la Figura 7.10 en la Sección 7.1).

Solución El centroide del disco está en (b, 0), a una distancia de r6 % b unidades del eje de rotación.
Como el área del disco es na2 unidades al cuadrado, el volumen del toro es

V % 2nb(na2) % 2n2a2b unidades al cubo

Para obtener el área S de la superficie del toro (en caso de que se quisiera glasear el dónut), se rota alrede-
dor del eje y la circunferencia exterior del disco, cuya longitud es 2na, con lo que se obtiene

S % 2nb(2na) % 4n2ab unidades al cuadrado

Ejercicios 7.5

Calcule los centroides de las estructuras geométricas que se
presentan en los Ejercicios 1-21. Tenga en cuenta las
simetrías y las oportunidades de utilizar el Teorema de
Pappus.

1. El cuarto de disco x2
! y2

m r2, x n 0, y n 0.

2. La región 0 m y m 9 . x2.

3. La región 0 m x m 1, 0 m y m

1

∂1 ! x2
.

4. El sector de disco circular x2
! y2

m r2, 0 m y m x.

5. El segmento de disco circular 0 m y m ∂4 . x2
. 1.

6. El disco semielíptico 0 m y m b∂1 . (x/a)2.
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7. El cuadrilátero cuyos vértices son (en el sentido de las
agujas del reloj) (0, 0), (3, 1), (4, 0) y (2, .2).

8. La región limitada por el semicírculo
y % ∂1 . (x . 1)2, el eje y y la recta y % x . 2.

9. Una superficie semisférica de radio r.

10. Media bola sólida de radio r.

11. Un cono sólido de radio en su base r y altura h.

12. Una superficie cónica de radio en su base r y altura h.

13. La región plana 0 m y m sen x, 0 m x m n.

14. La región plana 0 m y m cos x, 0 m x m n/2.

15. El arco correspondiente a un cuarto de circunferencia
x2

! y2
% r2, x n 0, y n 0.

16. El sólido que se obtiene rotando la región de la Figura
7.41(a) alrededor del eje y.

Figura 7.41

17. La región de la Figura 7.41(a).

18. La región de la Figura 7.41(b).

19. La región de la Figura 7.41(c).

20. La región de la Figura 7.41(d).

21. El sólido que se obtiene rotando la región plana
0 m y m 2x . x2 alrededor de la recta y % .2.

22. El segmento de recta que va desde (1, 0) hasta (0, 1) se
rota alrededor de la recta x % 2 para generar parte de
una superficie cónica. Calcule el área de dicha
superficie.

23. El triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1) se
rota alrededor de la recta x % 2 para generar un cierto
sólido. Calcule el volumen de dicho sólido.

24. Un triángulo equilátero cuyo lado vale x cm se rota
alrededor de uno de sus lados para generar un sólido.
Calcule el volumen y el área de la superficie de ese
sólido.

25. Calcule con 5 cifras decimales de precisión las
coordenadas del centroide de la región
0 m x m n/2, 0 m y m ∂x cos x.

26. Calcule con 5 cifras decimales de precisión las
coordenadas del centroide de la región
0 a x m n/2, ln (sen x) m y m 0.

27. Calcule el centroide de la región infinitamente larga
que está entre el eje x y la curva y % (x ! 1).3, a la
derecha del eje y.

28. Demuestre que la curva y % e.x2
(.ä a x a ä)

genera una superficie de área finita cuando se rota
alrededor del eje x. ¿Qué implica esto respecto a la
posición del centroide de esta curva infinitamente
larga?

29. Obtenga fórmulas para las coordenadas del centroide
de la región plana c m y m d, 0 a f (y) m x m g(y).

30. Demuestre el apartado (b) del Teorema de Pappus
(Teorema 2).

31. (Estabilidad de un objeto flotante) La
determinación de la orientación que tomará un
objeto flotante es un problema de importancia crítica
en el diseño de barcos. Los barcos se deben diseñar de
forma que floten establemente en posición vertical. Si
el barco se desplaza de su posición vertical, las fuerzas
que actúan sobre él deben devolverlo de nuevo a dicha
posición. Las dos fuerzas que actúan sobre un objeto
flotante que necesitamos tener en cuenta son su peso
W y el empuje ascendente B % .W. El peso W debe
tratarse a efectos mecánicos como si se aplicara en el
centro de masas (CM) del objeto. La fuerza de empuje
ascendente, sin embargo, actúa en el centro de empuje
(CB), que es el centro de masas del agua desplazada
por el objeto, y por tanto es el centroide del «agujero
en el agua» hecho por el objeto.

Por ejemplo, considere una boya de marca de canal,
formada por un casco semiesférico sobre el que se
monta una torre cónica que da soporte a una luz de
navegación. La boya tiene un eje de simetría vertical.
Si se sitúa en posición vertical, tanto CM como CB
pasarán por este eje, como se muestra en la Figura 7.42
(izquierda).

¿Es estable la flotación vertical de la boya? Lo será
si CM está por debajo del centro O del casco
semiesférico, como se muestra en la figura. Para ver
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Figura 7.42

por qué, imagine que la boya se desplaza ligeramente
de su posición vertical, como se muestra la figura de la
derecha. Obsérvese que CM todavía está en el eje de
simetría de la boya, pero CB está en la línea vertical
que pasa por O. Las fuerzas W y B ya no actúan en la
misma recta, pero su par de torsión es tal que tiende a
rotar la boya de nuevo a su posición vertical. Si CM
hubiera estado por encima de O en la figura de la
izquierda, el par de torsión habría tendido a volcar la
boya una vez que ésta se desplazara incluso muy poco
desde la posición vertical.

Una viga de madera tiene sección cruzada con forma
de cuadrado y gravedad específica 0.5, por lo que
flotará con la mitad de su volumen sumergido (véase la
Figura 7.43). Suponiendo que flota horizontalmente en

el agua, ¿cuál es la orientación estable de la sección
cruzada cuadrada con respecto a la superficie del agua?
En particular, ¿flotará la viga con la parte plana hacia
arriba o con la arista hacia arriba? Demuestre sus
afirmaciones. Puede resultar de utilidad Maple o algún
otro programa de matemáticas por computador.

Figura 7.43

7.6 Otras aplicaciones en física

En esta sección presentaremos algunos ejemplos del uso de la integración para calcular magnitu-
des que aparecen en física y mecánica.

Presión hidrostática

La presión p a una profundidad h bajo la superficie de un líquido es la fuerza por unidad de área
que se realiza sobre una superficie plana horizontal situada a esa profundidad, debido al peso del
líquido que hay por encima de ella. Por tanto, p se expresa como

p % dgh

siendo d la densidad del líquido y g la aceleración de la gravedad donde está situado el fluido
(véase la Figura 7.44). Para el caso del agua en la superficie de la tierra tenemos, aproximada-
mente, d % 1000 kg/m3 y g % 9.8 m/s2, por lo que la presión a la profundidad de h m es

p % 9800h N/m2

La unidad de fuerza que se utiliza es el newton (N); 1 N % 1 kg . m/s2, y corresponde a la fuerza
que, aplicada sobre una masa de 1 kg, produce sobre la misma una aceleración de 1 m/s2.

Las moléculas de un líquido interactúan de tal manera que la presión a cualquier profundidad
actúa de igual forma en todas las direcciones. La presión contra una superficie vertical es la mis-
ma que la presión contra una superficie horizontal. Éste es el principio de Pascal.
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Figura 7.44 El volumen de líquido que hay por encima del área A es V % Ah. El peso
de este líquido es dVg % dghA, por lo que la presión (fuerza por unidad de área)
a la profundidad h es p % dgh.

La fuerza total que realiza un líquido sobre una superficie horizontal (por ejemplo, sobre el
fondo del tanque que contiene un líquido) se calcula multiplicando el área de esa superficie por
la presión existente a la profundidad a la que se encuentra la superficie. Sin embargo, para el
caso de superficies que no sean horizontales, la presión no es constante en toda la superficie y la
fuerza total no se puede determinar de forma tan sencilla. En este caso se divide la superficie en
elementos de área dA, cada uno de los cuales estará a una profundidad concreta h, y después se
suman (es decir, se integran) los correspondientes elementos de fuerza dF % dgh dA para obtener
la fuerza total.

Ejemplo 1 Una pared vertical de un abrevadero tiene la forma de una placa semicircular de radio R m
con su parte curva hacia abajo. Si el abrevadero está lleno, de forma que el agua llega hasta la parte supe-
rior de la placa, calcule la fuerza total que realiza el agua sobre la placa.

Solución La longitud de una banda horizontal en la superficie de la placa situada a profundidad h m y
de anchura dh m (véase la Figura 7.45) es de 2∂R2

. h2 m. Por tanto, su área es dA % 2∂R2
. h2 dh m2.

La fuerza que realiza el agua sobre esta banda es

dF % dgh dA % 2dgh∂R2
. h2 dh

Por tanto, la fuerza total que se realiza sobre la placa es

F %I
h%R

h%0

dF % 2dg I
R

0
h∂R2

. h2 dh Sea u % R2
. h2

du % .2h dh

% dg I
R2

0

u1/2 du % dg
2

3
u3/2 G

R2

0

]

2

3
# 9800R3

] 6533R3 N

Figura 7.45

Ejemplo 2 (Fuerza sobre una presa) Calcule la fuerza total sobre una sección de 100 m de largo de
una presa que tiene una altura vertical de 10 m, si la superficie que contiene al agua esté inclinada un ángu-
lo de 30o con respecto a la vertical y el agua llega hasta la parte superior de la presa.

Solución El agua de una capa horizontal de espesor dh m a la profundidad de h m hace contacto con la
presa formando una banda sesgada de anchura dh sec 30o

% (2/∂3) dh m (véase la Figura 7.46). El área de
esta banda es dA % (200/∂3) dh m2, y la fuerza que realiza el agua sobre dicha banda es

dF % dgh dA %
200

∂3
# 1000 # 9.8h dh ] 1 131 600h dh N
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La fuerza total sobre la sección de la presa es, por tanto,

F ] 1 131 600 I
10

0

h dh % 1 131 600 #
102

2
] 5.658 # 107 N

Figura 7.46

Trabajo
Cuando una fuerza actúa sobre un objeto para mover dicho objeto, se dice que se ha realizado un
trabajo sobre el objeto. La cantidad de trabajo que realiza una fuerza constante se mide median-
te el producto de la fuerza por la distancia que recorre el objeto. Se supone que la fuerza actúa
en la dirección del movimiento.

Trabajo % Fuerza # Distancia

El trabajo está siempre relacionado con una fuerza particular. Si otras fuerzas actúan sobre un
objeto y hacen que se mueva en una dirección opuesta a la fuerza F, se dice que el trabajo se
realiza contra la fuerza F.

Supongamos que una fuerza en la dirección del eje x mueve un objeto desde x % a hasta
x % b en la dirección de ese eje, y que la fuerza varía de forma continua con la posición x del
objeto. Es decir, F % F(x) es una función continua. El elemento de trabajo realizado por la fuer-
za al mover el objeto una distancia muy pequeña desde x hasta x ! dx es dW % F(x) dx, por lo
que el trabajo total realizado por la fuerza es

W % I
x%b

x%a

dW % I
b

a

F(x) dx

Ejemplo 3 (Compresión o descompresión de un muelle) Por la Ley de Hooke, la fuerza F(x) que se
requiere para extender (o comprimir) un muelle elástico hasta que alcance un valor de x más largo (o más
corto) que su longitud natural es proporcional a x:

F(x) % kx

siendo k la constante de elasticidad del muelle. Si se requiere una fuerza de 2000 N para extender un mue-
lle 4 cm desde su longitud natural, ¿cuánto trabajo debe realizarse en esa extensión?

Solución Como F(x) % kx % 2000 N cuando x % 4 cm, debemos tener que k % 2000/4 % 500 N/cm. El
trabajo realizado al extender el muelle 4 cm es

W %I
4

0
kx dx % k

x2

2 G
4

0
% 500

N

cm
#

42 cm2

2
% 4000 N . cm % 40 N . m

Es decir, se realiza un trabajo de 40 newtons-metro (julios) al alargar el muelle 4 cm.
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Ejemplo 4 (Trabajo realizado para vaciar un tanque) Un tanque en forma de cono circular recto
invertido, con un radio de 3 m en su parte superior y una profundidad de 4 m, está lleno de agua. ¿Cuánto
trabajo se debe realizar (contra la gravedad) para extraer con una bomba todo el agua del tanque por enci-
ma de su borde superior?

Solución Una rodaja fina de agua situada a una altura h del vértice inferior del tanque tiene radio r (véa-
se la Figura 7.47), siendo r %

3
4 h por triángulos similares. El volumen de esta rodaja es

dV % nr2 dh %
9

16
nh2 dh

y su peso (la fuerza de la gravedad sobre la masa de agua de la rodaja) es

dF % dg dV %
9

16
dgnh2 dh

La bomba debe subir el agua de este disco (en contra de la gravedad) una distancia de (4 . h) m. El trabajo
requerido para ello es

dW %
9

16
dgn(4 . h)h2 dh

El trabajo total que hay que realizar para vaciar el tanque es la suma (integral) de todos esos elementos de
trabajo realizados para los discos que están entre las profundidades de 0 y 4 m:

W %I
4

0

9

16
dgn(4h2

. h3) dh

%
9

16
dgnA

4h3

3
.

h4

4 B G
4

0

%
9n
16

# 1000 # 9.8 #
64

3
] 3.69 # 105 N . m

Figura 7.47

Ejemplo 5 (Trabajo necesario para poner material en órbita) La fuerza gravitatoria que realiza la
tierra sobre una masa m situada a una altura de h m desde su superficie es

F(h) %
Km

(R ! h)2
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siendo R el radio de la tierra y K una constante independiente de m y h. Determine, en función de K y R, el
trabajo que se debe realizar contra la gravedad para elevar un objeto desde la superficie de la tierra hasta:

(a) una altura H sobre la superficie de la tierra
(b) una altura infinita por encima de la superficie de la tierra.

Solución El trabajo necesario para elevar una masa m desde una altura h hasta una altura h ! dh es

dW %
Km

(R ! h)2 dh

(a) El trabajo total necesario para elevarla desde la altura h % 0 hasta la altura h % H es

W %I
H

0

Km

(R ! h)2 dh %
.Km

R ! h G
H

0
% KmA

1

R
.

1

R ! HB
Si R y H se miden en metros y F se mide en newtons, entonces W se mide en newtons-metro, o julios.

(b) El trabajo total necesario para elevar la masa m a una altura infinita es

W %I
ä

0

Km

(R ! h)2 dh % lim
Hrä

KmA
1

R
.

1

R ! HB%
Km

R

Energía potencial y energía cinética

Las unidades de energía son las mismas que las unidades de trabajo (fuerza # distancia). El tra-
bajo realizado contra una fuerza se puede ver como una forma de almacenar energía para un uso
futuro o para su conversión en otras formas de energía. Esta energía almacenada se denomina
energía potencial (E.P.). Por ejemplo, al extender o comprimir un muelle elástico, estamos rea-
lizando un trabajo contra la tensión del muelle y, por tanto, estamos almacenando energía en el
muelle. Cuando se realiza trabajo contra una fuerza (variable) F(x) para mover un objeto desde
x % a hasta x % b, la energía almacenada es

E.P. % . I
b

a

F(x) dx

Como el trabajo se realiza contra la fuerza F, los signos de F(x) y b . a son contrarios, de forma
que la integral es negativa. Se incluye explícitamente el signo negativo de forma que la energía
potencial calculada sea positiva.

Una de las formas de energía en las que se puede transformar la energía potencial es la
energía cinética (E.C.), la energía del movimiento. Si un objeto de masa m se mueve con velo-
cidad v, su energía cinética es

E.C. %
1

2
mv2

Por ejemplo, si un objeto se eleva y después se deja caer, acelerará hacia abajo por efecto de la
gravedad a medida que más y más cantidad de la energía potencial que tenía almacenada cuando
se elevó se convierte en energía cinética.

Consideremos el cambio en la energía potencial almacenada en una masa m a medida que se
mueve por el eje x desde a hasta b bajo la influencia de la fuerza F(x), que depende sólo de x:

E.P.(b) . E.P.(a) % .I
b

a

F(x) dx
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El cambio en la energía potencial es negativo si m se mueve en la dirección de F. De acuerdo
con la segunda ley del movimiento de Newton, la fuerza F(x) hace que la masa m se acelere con
una aceleración dv/dt que es

F(x) % m
dv

dt
(fuerza % masa # aceleración)

Por la Regla de la Cadena se puede escribir dv/dt en la forma

dv

dt
%

dv

dx

dx

dt
% v

dv

dx

por lo que F(x) % mv
dv

dx
. Entonces,

E.P.(b) . E.P.(a) % . I
b

a

mv
dv

dx
dx

% .m I
x%b

x%a

v dv

% .

1

2
mv2 G

x%b

x%a

% E.C.(a) . E.C.(b)

Se deduce entonces que

E.P.(b) ! E.C.(b) % E.P.(a) ! E.C.(a)

Esto demuestra que la energía total (potencial ! cinética) permanece constante cuando la masa
m se mueve bajo la influencia de una fuerza F, dependiendo sólo de la posición. Una fuerza de
ese tipo se denomina conservativa y el resultado anterior se denomina ley de conservación de
la energía. En la Sección 15.2 consideraremos de nuevo las fuerzas conservativas.

Ejemplo 6 (Velocidad de escape) Utilizamos el resultado del Ejemplo 5, junto con los siguientes va-
lores conocidos:

(a) El radio R de la tierra vale aproximadamente 6400 km, o 6.4 # 106 m.
(b) La aceleración de la gravedad g en la superficie de la tierra vale aproximadamente 9.8 m/s2.

Determine la constante K en la fórmula de la fuerza gravitatoria del Ejemplo 5, y utilice esta informa-
ción para determinar la velocidad de escape de un proyectil disparado verticalmente desde la superficie de
la tierra. La velocidad de escape es la velocidad (mínima) que debe tener un proyectil en el momento de su
disparo para asegurar que se alejará siempre de la superficie de la tierra y nunca volverá a caer.

Solución De acuerdo con la fórmula del Ejemplo 5, la fuerza de la gravedad sobre una masa de m kg en
la superficie de la tierra (h % 0) es

F %
Km

(R ! 0)2 %
Km

R2

De acuerdo con la segunda ley del movimiento de Newton, esta fuerza está relacionada con la aceleración
de la gravedad (g) en la superficie de la tierra mediante la ecuación F % mg. Así,

Km

R2 % mg y K % gR2

Aplicando la ley de conservación de la energía, el proyectil debe tener en el momento de su disparo sufi-
ciente energía cinética para realizar el trabajo necesario para elevar la masa m a una altura infinita. Utili-
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zando el resultado del Ejemplo 5, la energía necesaria es Km/R. Si la velocidad inicial del proyectil es v,
debe cumplirse entonces que

1

2
mv2

n

Km

R

Por tanto, v debe satisfacer

v nJ
2K

R
% ∂2gR ] ∂2 # 9.8 # 6.4 # 106

] 1.12 # 104 m/s

Es decir, la velocidad de escape es aproximadamente 11.2 km/s, y es independiente de la masa m. En este
cálculo hemos despreciado la resistencia del aire cerca de la superficie de la tierra. Esa resistencia depende
de la velocidad más bien que de la posición, por lo que no es una fuerza conservativa. El efecto de esta
resistencia es utilizar (convertir en calor) una parte de la energía cinética inicial y, por tanto, aumentar la
velocidad de escape.

Ejercicios 7.6

1. Un tanque tiene una base cuadrada de 2 m de lado y
lados verticales de 6 m de altura. Si el tanque se llena
de agua, calcule la fuerza total realizada por el agua
(a) en el fondo del tanque y (b) sobre una de sus cuatro
paredes verticales.

2. Una piscina de 20 m de largo y 8 m de ancho tiene un
fondo en pendiente, de forma que la profundidad de la
piscina es de 1 m en un extremo y de 3 m en el otro.
Calcule la fuerza total realizada sobre el fondo si la
piscina está llena de agua.

3. Una presa de 200 m de longitud y 24 m de altura
presenta una superficie inclinada de 26 m de altura al
agua que contiene (véase la Figura 7.48). Si la
superficie del agua está al mismo nivel que la parte
superior de la presa, ¿cuál es la fuerza total del agua
sobre la presa?

Figura 7.48

4. Una pirámide con base cuadrada de 4 m de lado y
cuyas caras forman cuatro triángulos equiláteros se
sitúa en el fondo de un lago en un lugar donde éste
tiene 10 m de profundidad. Calcule la fuerza total del
agua sobre cada una de las caras triangulares.

5. El cierre de un canal tiene una compuerta en forma de
rectángulo vertical de 5 m de anchura y 20 m de altura.
Si el agua en uno de los lados de la compuerta llega
hasta la parte superior de dicha compuerta y en el otro
lado sólo hasta 6 m de altura, calcule la fuerza total
que debe realizarse para mantener la compuerta en su
lugar.

6. Si se deben realizar 100 N . cm de trabajo para
comprimir un muelle elástico 3 cm desde su longitud
natural, ¿cuánto trabajo se debe realizar para
comprimirlo 1 cm más?

7. Calcule el trabajo total que se debe realizar para
extraer toda el agua del tanque del Ejercicio 1 por la
parte superior de aquél.

8. Calcule el trabajo total que se debe realizar para
extraer toda el agua de la piscina del Ejercicio 2 por el
borde de aquélla.

9. Calcule el trabajo que se debe realizar para extraer toda
el agua de un cuenco hemisférico lleno, de radio a m.
La extracción se realiza a una altura de h m por encima
de la parte superior del cuenco.

*10. Utilizando un cabrestante, se eleva verticalmente un
cubo desde el nivel del suelo con una velocidad
constante de 2 m/min. Si el cubo pesa 1 kg y contiene
15 kg de agua cuando comienza a elevarse, pero
pierde agua por una fuga con una velocidad de
1 kg/min a partir ese momento, ¿cuánto trabajo debe
realizar el cabrestante para elevar el cubo a una altura
de 10 m?
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7.7 Aplicaciones en negocios, finanzas y ecología

Si la velocidad de cambio f ñ(x) de una función f (x) es conocida, el cambio en el valor de dicha
función en un intervalo que va desde x%a hasta x%b, se expresa como la integral de f ñ en [a, b]:

f (b) . f (a) % I
b

a

f ñ(x) dx

Por ejemplo, si la velocidad de movimiento de un coche en el instante t es de v(t) km/h, entonces
la distancia recorrida por dicho coche durante el intervalo temporal [0, T] (horas) es :T

0 v(t) dt km.
De forma natural, surgen situaciones similares en el campo de los negocios y la economía,

donde las velocidades de cambio se denominan frecuentemente marginales.

Ejemplo 1 (Cálculo del beneficio total a partir del beneficio marginal) Un fabricante de calculado-
ras obtiene un beneficio marginal de 15 . 5e.x/50

e por calculadora cuando vende x calculadoras. ¿Cuál
será su beneficio total por la venta de 100 calculadoras?

Solución El beneficio marginal es la velocidad de cambio del beneficio con respecto al número de cal-
culadoras vendidas. Por tanto, el beneficio por la venta de dx calculadoras tras haber vendido ya x es

dR % (15 . 5e.x/50) dx

euros. El beneficio total por la venta de las 100 primeras calculadoras es R e, siendo

R %I
x%100

x%0

dR %I
100

0
(15 . 5e.x/50) dx

% (15x ! 250e.x/50) G
100

0

% 1500 ! 250e.2
. 250 ] 1 283.83

es decir, aproximadamente 1284 e.

Valor actual de una serie de pagos futuros

Suponga que tiene un negocio que genera constantemente ingresos con una velocidad variable de
P(t) e al año en el instante t, y se espera que estos ingresos continúen durante los próximos T
años. ¿Cuánto vale el negocio hoy?

La respuesta depende seguramente de los tipos de interés. Un euro que se va a recibir t años
después vale menos que un euro que se recibe hoy, que se podría invertir con interés para obte-
ner más de un euro dentro de t años. Cuanto mayor sea el tipo de interés, menor será el valor
actual de un pago que no se realiza hasta un instante determinado en el futuro.

Para analizar esta situación, supongamos que el tipo de interés nominal es r % anual, pero se
computa de forma continua. Sea d % r/100. Como se demuestra en la Sección 3.4, una inversión
de 1 e en este momento crecerá hasta valer

lim
nrä A1 !

d
nB

nt

% edt

euros después de t años. Por tanto, un pago de 1 e después de t años sólo valdrá hoy e.dt
e.

Esto se denomina valor actual de un pago futuro. Cuando se ve de esta forma, la tasa de interés
d se denomina frecuentemente tasa de descuento; representa la cantidad en la que se descuentan
los pagos futuros.

Volviendo al problema de los ingresos del negocio, en el pequeño intervalo de tiempo que va
desde t hasta t ! dt, el negocio produce unos ingresos de P(t) dt e, y su valor actual es
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e.dtP(t) dt e. Por tanto, el valor actual V e de la serie de ingresos durante el intervalo de tiempo
[0, T] es la «suma» de estas contribuciones:

V %I
T

0
e.dtP(t) dt

Ejemplo 2 ¿Cuál es el valor actual de una serie de pagos continua y constante con una velocidad de
10 000 e al año, y que continúa para siempre empezando en este momento? Suponga que el tipo de interés
es del 6% anual, y se computa de forma continua.

Solución El valor actual pedido es

V %I
ä

0
e.0.06t10 000 dt % 10 000 lim

Rrä

e.0.06t

.0.06 G
R

0
] 166 667 e

Economía de recursos de explotación renovables

Como se indicó en la Sección 3.4, la velocidad de incremento de una población biológica se
puede expresar algunas veces mediante el modelo logístico1

dx

dt
% kx A1 .

x

LB
En este caso, x % x(t) es el tamaño (o biomasa) de la población en el instante t, k es la velocidad
natural a la que la población crecería si su suministro de recursos fuera ilimitado y L es el tama-
ño límite natural de la población, es decir, la capacidad que tiene el entorno para albergar a la
población. Se ha pensado en aplicar estos modelos, por ejemplo, a las ballenas azules del Antár-
tico y a varias especies de peces y de árboles. Si el recurso se cosecha o se recoge (es decir, por
ejemplo, los peces se pescan) con una velocidad de h(t) unidades al año en el instante t, entonces
la población crece con una velocidad menor:

dx

dt
% kx A1 .

x

LB. h(t) (*)

En particular, si la población se recoge o se cosecha con su velocidad actual de crecimiento,

h(t) % kx A1 .

x

LB
entonces dx/dt% 0, y la población mantendrá un tamaño constante. Supongamos que cada uni-
dad que se recoge produce un ingreso de p e a la empresa pesquera. Los ingresos totales anuales
provenientes de la recogida del recurso con su velocidad actual de crecimiento serán

T % ph(t) % pkx A1 .

x

LB
Considerado como una función de x, este ingreso total anual es una función cuadrática, y alcanza
un valor máximo cuando x % L/2, el valor que asegura dT/dx% 0. La industria puede mantener
un máximo anual de ingresos estable asegurando que el nivel de población se estabiliza en la
mitad del tamaño máximo de la población que habría si no se recogiera.

Sin embargo, el análisis anterior no tiene en cuenta el valor de descuento de la recogidas fu-
turas. Si la tasa de descuento es d y se computa de forma continua, entonces el valor actual del

1 Este ejemplo ha sido sugerido por el profesor C. W. Clark, de la Universidad de British Columbia.
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ingreso ph(t) dt e entre t y t ! dt años a partir de ahora es de e.dtph(t) dt. El valor actual total
de todos los ingresos de la industria pesquera en años futuros es

T % I
ä

0
e.dtph(t) dt

¿Qué estrategia de pesca maximizará T? Si se sustituye h(t) en la ecuación (*) que gobierna la
velocidad de crecimiento de la población, se obtiene

T %I
ä

0
pe.dtCkx A1 .

x

LB.

dx

dtD dt

%I
ä

0
kpe.dtxA1 .

x

LB dt .I
ä

0
pe.dt dx

dt
dt

Si se integra por partes la integral anterior, tomando U % pe.dt y dV %
dx

dt
dt,

T %I
ä

0
kpe.dtx A1 .

x

LB dt .Cpe.dtx G
ä

0
!I

ä

0
pde.dtx dtD

% px(0) !I
ä

0
pe.dtCkx A1 .

x

LB. dxD dt

Para hacer esta expresión tan grande como sea posible, hay que escoger el tamaño de la pobla-
ción x que maximice la expresión cuadrática

Q(x) % kx A1 .

x

LB. dx

en un t tan temprano como sea posible, y mantener el tamaño de la población constante en ese
nivel de ahí en adelante. El máximo se produce cuando Qñ(x) % k . (2kx/L). d % 0, es decir,
cuando

x %
L

2
.

dL

2k
% (k . d)

L

2k

El máximo valor presente de la industria pesquera se alcanza si el nivel de la población x se
mantiene en ese valor. Nótese que este nivel de la población es menor que el nivel óptimo, L/2,
que se obtuvo ignorando la tasa de descuento. Cuanto mayor sea la tasa de descuento d, menor
será el nivel de la población que maximiza los ingresos. Más desafortunadamente, si d n k, el
modelo predice unos ingresos máximos al pescar las especies hasta su extinción inmediata (véase
la Figura 7.49).

Figura 7.49 Cuanto mayor sea la tasa de descuento d, menor
será el tamaño de la población x que maximiza el valor actual
de los ingresos futuros de la pesca. Si d n k, el modelo predice
la pesca de las especies hasta su extinción.
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Por supuesto, este modelo no tiene en cuenta otros factores que pueden afectar a la estrategia de
pesca, como el incremento en el coste de faenar cuando el nivel de la población es pequeño y el
efecto de la competencia entre las diversas empresas pesqueras. Sin embargo, sí explica el hecho
lamentable de que, en algunas circunstancias, una industria basada en un recurso renovable pue-
de encontrar que su mejor interés es destruir el recurso. Esto es especialmente probable que su-
ceda cuando la velocidad de crecimiento natural k del recurso es baja, como en el caso de las
ballenas y la mayor parte de los árboles. Hay buenas razones para no permitir que sea sólo la
economía la que dicte la gestión del recurso.

Ejercicios 7.7

1. (Coste de producción) El coste marginal de
producción en una mina de carbón es de
6 . 2 # 10.3x ! 6 # 10.6x2

e por tonelada, tras
haber producido x toneladas cada día. Además, hay un
coste fijo de 4000 e al día por abrir la mina. Calcule
el coste total de producción por día cuando se
producen 1000 toneladas.

2. (Ventas totales) Las ventas de un nuevo chip de
computador se modelan mediante la ecuación
s(t) % te.t/10, siendo s(t) el número (en miles) de chips
vendidos a la semana, t semanas después de que el
chip se introdujera en el mercado. ¿Cuántos chips se
vendieron en el primer año?

3. (Velocidades de conexión a Internet) Un proveedor
de servicios de Internet cobra a sus clientes con una tasa
marginal continuamente decreciente de 4/(1!∂t) e

por hora, cuando el cliente ya ha empleado t horas en
un mes. ¿Cuánto se facturará a un cliente que emplea x
horas al mes? (No es necesario que x sea entero).

4. (Ingresos totales de ventas en disminución) El precio
por kilo de jarabe de arce en una tienda sube con una
velocidad constante desde 10 e a principios de año
hasta 15 e a finales de año. Mientras el precio sube, la
cantidad que se vende disminuye; la velocidad de
ventas es 400/(1! 0.1t) kg/año cuando han
transcurrido t años, (0 m t m 1). ¿Qué ingresos totales
obtiene la tienda de las ventas del jarabe durante el
año?

(Problemas de series de pagos) Calcule el valor actual de
una serie de pagos continua de 1000 e al año para los
periodos y tasas de descuento dados en los Ejercicios 5-10.
En todos los casos la tasa de descuento se computa de
forma continua.

5. Diez años con una tasa de descuento del 2%.

6. Diez años con una tasa de descuento del 5%.

7. Diez años empezando dos años después del actual con
una tasa de descuento del 8%.

8. Veinticinco años empezando 10 años después del
actual con una tasa de descuento del 5%.

9. Para todos los instantes futuros con una tasa de
descuento del 2%.

10. Empezando dentro de 10 años y continuando para
siempre con una tasa de descuento del 5%.

11. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua
sobre un periodo de 10 años, con una velocidad de
1000 e al año en este momento, y que crece de forma
continua a razón de 100 e al año. La tasa de descuento
es del 5%.

12. Calcule el valor actual de una serie de pagos continua
sobre un periodo de 10 años, comenzando con una
velocidad de 1000 e al año en este instante, y
aumentando de forma constante a razón del 10% anual.
La tasa de descuento es del 5%.

13. El dinero fluye constantemente a una cuenta con una
velocidad de 5000 e al año. Si la cuenta tiene un tipo
de interés del 5%, computado de forma continua,
¿cuánto habrá en la cuenta al cabo de 10 años?

14. El dinero fluye de forma continua en una cuenta,
comenzando con una velocidad de 5.000 e al año
e incrementándose a razón de un 10% anual. El interés
hace que la cuenta crezca con una tasa real del 6% (de
forma que 1 e crecerá hasta valer 1.06t

e en t años).
¿Cuánto tiempo deberá transcurrir para que el balance
de la cuenta alcance 1 000 000 e?

15. Si la tasa de descuento d varía con el tiempo, es decir,
d % d(t), demuestre que el valor actual de un pago de
P e pagadero a t años desde ahora es Pe.j(t)

e, siendo

j(t) %I
t

0
d(q) dq

¿Cuál es el valor de una serie de pagos recibidos a una
velocidad de P(t) e en el instante t, desde t % 0 hasta
t % T?

16. (Tasas de descuento y modelos de población)
Suponga que la velocidad de crecimiento de una
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población es función de su tamaño: dx/dt% F(x) (para
el modelo logístico, F(x) % kx(1 . (x/L))). Si la
población se recoge con una velocidad de h(t) en el
instante t, entonces x(t) satisface

dx

dt
% F(x) . h(t)

Demuestre que el valor de x que maximiza el valor
actual de todas las recogidas futuras cumple Fñ(x) % d,
siendo d la tasa de descuento (computada de forma
continua). Sugerencia: Imite el argumento utilizado
anteriormente para el caso logístico.

17. (Gestión de una piscifactoría) La capacidad de
mantener peces de un cierto lago es de L % 80 000
para ciertas especies de peces. La velocidad de
crecimiento natural de estas especies es del 12% anual
(k % 0.12). Cada pez vale 6 e. La tasa de descuento es
del 5%. ¿Qué población de peces debe mantenerse en
el lago para maximizar el valor actual de todos los
ingresos futuros de la pesca en el lago? ¿Cuáles son
los ingresos anuales resultantes de mantener este nivel
de población?

18. (Ballenas azules) Se ha calculado que la velocidad de
crecimiento natural de la ballena azul del Antártico es

aproximadamente del 2% anual (k % 0.02) y que la
capacidad de su hábitat para mantener ballenas es de
aproximadamente L % 150 000. El valor de una ballena
azul es, en promedio, de 10 000 e. Suponiendo que la
población de ballenas azules sigue un modelo logístico,
y utilizando los datos anteriores, calcule lo siguiente:

(a) La máxima pesca anual sostenible de ballenas
azules.

(b) Los ingresos anuales resultantes de seguir la
máxima pesca anual sostenible.

(c) El interés anual generado si la población de
ballenas (que se supone está en el nivel L/2 de su
máximo nivel sostenible) se exterminara y se
continuara invirtiendo al 2%.

(d) Al 5%.

(e) El valor actual total de todos los ingresos futuros si
la población se mantiene en el nivel L/2 y la tasa
de descuento es del 5%.

*19. El modelo desarrollado anteriormente no tiene en
cuenta los costes de recogida. Intente encontrar una
forma de modificar el modelo para tener esto en
cuenta. En general, el coste de pescar un pez crece a
medida que el número de peces disminuye.

7.8 Probabilidad

La teoría de la probabilidad es un campo de aplicación muy importante del cálculo. Natural-
mente, no se puede desarrollar aquí de forma extensa (una presentación adecuada requeriría uno
o más cursos completos), pero sí se puede dar una breve introducción, para sugerir algunas de
las formas en las que las sumas y las integrales se utilizan en teoría de la probabilidad.

En el contexto de teoría de la probabilidad el término experimento se utiliza para indicar un
proceso que puede producir diferentes resultados. El conjunto de todos los resultados posibles
se denomina espacio muestral del experimento. Por ejemplo, el proceso podría ser arrojar una
moneda, y tendríamos tres posibles resultados: H (la moneda cae de cara), T (la moneda cae de
cruz) y E (la moneda cae de canto). Desde luego, el resultado E es muy poco probable a menos
que la moneda sea bastante espesa, pero puede suceder. Por tanto, nuestro espacio muestral es
S % {H, T, E}. Supongamos que arrojamos la moneda un gran número de veces y observamos
que los resultados H y T aparecen cada uno el 49% de las veces y el resultado E ocurre sólo el
2% de las veces. Podemos decir que al arrojar una moneda los resultados H y T tienen una pro-
babilidad de 0.49 y el resultado E tiene una probabilidad de 0.02.

Un suceso es cualquier subconjunto del espacio muestral. La probabilidad de que ocurra un
suceso es un número real entre 0 y 1 y mide la proporción de veces que se puede esperar que el
resultado del experimento pertenezca a ese suceso si el experimento se repite muchas veces. Si
el suceso es el espacio muestral completo, ocurre de forma cierta y su probabilidad es 1; si el
suceso es el conjunto vacío, � % { }, no puede ocurrir nunca y su probabilidad es 0. En el expe-
rimento de arrojar la moneda hay ocho posibles sucesos. Sus probabilidades son como sigue:

Pr(�) % 0 Pr({T}) % 0.49 Pr({H, T}) % 0.98 Pr({T, E}) % 0.51

Pr({H}) % 0.49 Pr({E}) % 0.02 Pr({H, E}) % 0.51 Pr(S) % 1
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Dados dos sucesos A y B cualesquiera (subconjuntos del espacio muestral S), su intersección
A ç B está formada por todos los resultados que pertenecen tanto a A como a B. La intersección
se denomina a veces suceso «A y B». Dos sucesos son disjuntos si A ç B % �; ningún resultado
puede pertenecer simultáneamente a dos sucesos disjuntos. Por ejemplo, un suceso A y su suceso
complementario Ac, formado por todos los resultados de S que no pertenecen a A, son disjuntos.
La unión de dos sucesos A y B (denominada a veces suceso «A o B») está formada por todos los
resultados que pertenecen al menos a uno de los dos sucesos A o B. Nótese que A é Ac

% S.
Resumiremos estas reglas básicas que gobiernan las probabilidades como sigue: si S es un

espacio muestral, � es el subconjunto vacío de S, y A y B son dos sucesos entonces,

(a) 0 m Pr(A) m 1

(b) Pr(�) % 0 y Pr(S) % 1

(c) Pr(Ac) % 1 . Pr(A)

(d) Pr(A é B) % Pr(A) ! Pr(B) . Pr(A ç B).

Nótese que al sumar simplemente Pr(A) ! Pr(B) se contarían dos veces los resultados de A ç B.
Como ejemplo, en nuestro experimento de tirar una moneda si A % {H, T} y B % {H, E}, enton-
ces Ac

% {E}, A é B % {H, T, E} % S y A ç B % {H}. Tenemos que

Pr(Ac) % Pr({E}) % 0.02 % 1 . 0.98 % 1 . Pr({H, T}) % 1 . Pr(A)

Pr(A é B) % Pr(S) % 1 % 0.51 ! 0.51 . 0.02 % Pr(A) ! Pr(B) . Pr(A ç B)

Variables aleatorias discretas

Una variable aleatoria es una función definida sobre el espacio muestral. Denotaremos las va-
riables aleatorias utilizando letras mayúsculas como X e Y. Si el espacio muestral contiene sólo
resultados discretos (como el espacio muestral del experimento de tirar una moneda), una varia-
ble aleatoria definida sobre él tomará sólo valores discretos y se denominará variable aleatoria
discreta. Si, por otra parte, el espacio muestral contiene todas las posibles medidas de, por ejem-
plo, alturas de árboles, entonces una variable aleatoria que sea igual a la propia medida tomará
valores en un continuo de valores reales y se denominará variable aleatoria continua. En esta
sección estudiaremos ambos tipos de variables aleatorias.

La mayor parte de las variables aleatorias discretas presentan un número finito de valores,
pero algunas pueden tomar infinitos valores si, por ejemplo, el espacio muestral está formado
por todos los enteros positivos {1, 2, 3, ...}. Una variable aleatoria discreta X tiene una función
de probabilidad f definida sobre el rango de X como f (x) % Pr(X % x) para cada posible valor x
de X. Generalmente, f se representa mediante un diagrama de barras; la suma de las alturas de
todas las barras debe ser 1,

;
x

f (x) % ;
x

Pr(X % x) % 1

ya que el experimento debe producir siempre un resultado, y por tanto un valor de X.

Ejemplo 1 Se tira un dado no trucado, de forma que cuando se detenga en su parte superior mostrará
uno de los números 1 a 6. Si X indica el número que muestra en su parte superior tras ser arrojado, enton-
ces X es una variable aleatoria discreta con 6 posibles valores. Como el dado no está trucado, ningún valor
de X es más probable que otro, por lo que la probabilidad de que el número que salga sea n debe ser 1/6
para todos los posibles valores de n. Si f es la función de probabilidad de X, entonces

f (n) % Pr(X % n) %
1

6
para todo n en {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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Por tanto, se dice que la variable aleatoria discreta X se distribuye uniformemente. Todas las barras de la
gráfica de su función de probabilidad f tienen la misma altura (véase la Figura 7.50). Nótese que

6

;
n%1

Pr(X % n) % 1

que refleja el hecho de que al tirar el dado se debe producir uno de los seis posibles resultados. La probabi-
lidad de que al tirar el dado salga un valor entre 1 y 4 es

Pr(1 m X m 4) %

4

;
n%1

Pr(X % n) %
1

6
!

1

6
!

1

6
!

1

6
%

2

3

Figura 7.50 Función de probabilidad correspondiente a tirar un único dado.

Ejemplo 2 ¿Cuál es el espacio muestral de los números que salen cuando se arrojan dos dados no
trucados? ¿Cuál es la probabilidad de que salgan un 4 y un 2? Calcule la función de probabilidad de la
variable aleatoria X correspondiente a la suma de los valores que muestran los dados. ¿Cuál es la probabili-
dad de que esa suma sea menor que 10?

Solución El espacio muestral está formado por todas las parejas de enteros (m, n) que cumplen
1 m m m 6 y 1 m n m 6. Existen 36 parejas, por lo que la probabilidad de cualquiera de ellas es 1/36. Dos
de las parejas, (4, 2) y (2, 4), corresponden a mostrar un 4 y un 2, por lo que la probabilidad del suceso es
(1/36) ! (1/36) % 1/18. La variable aleatoria X definida como X(m, n) % m ! n tiene 11 posibles valores,
los enteros desde el 2 hasta el 12, ambos inclusive. La siguiente tabla muestra las parejas que producen
cada valor k de X y la probabilidad f (k) de que se produzca ese valor, es decir, el valor de la función de
probabilidad en k.

Tabla 2. Función de probabilidad de la suma de dos dados

k % m ! n Realizaciones en las que X % k f (k) % Pr(X % k)

2 (1, 1) 1/36
3 (1, 2), (2, 1) 2/36 % 1/18
4 (1, 3), (2, 2), (3, 1) 3/36 % 1/12
5 (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1) 4/36 % 1/9
6 (1, 5), (2, 4), (3, 3), (4, 2), (5, 1) 5/36
7 (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1) 6/36 % 1/6
8 (2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2) 5/36
9 (3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3) 4/36 % 1/9

10 (4, 6), (5, 5), (6, 4) 3/36 % 1/12
11 (5, 6), (6, 5) 2/36 % 1/18
12 (6, 6) 1/36

El diagrama de barras de la función de probabilidad f se muestra en la Figura 7.51. Tenemos que

Pr(X a 10) % 1 . Pr(X n 10) % 1 .A
1

12
!

1

18
!

1

36B%
5

6
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Figura 7.51 Función de probabilidad de la suma de dos dados.

Esperanza, media, varianza y desviación típica

Consideremos un juego simple en el que el jugador paga a la banca C euros por tener el privile-
gio de lanzar un dado, con el que gana X euros, siendo X el número que sale al lanzar el dado.
En cada juego, las posibles ganancias son 1, 2, 3, 4, 5 o 6 euros, cada una de ellas con probabili-
dad 1/6. Al realizar n juegos esperará ganar aproximadamente n/6! 2n/6!3n/6!4n/6!5n/6!

!6n/6%21n/6% 7n/2 euros, por lo que sus ganancias medias esperadas por juego son de 7/2
euros, es decir, 3.50 e. Si C b 3.5, el jugador debe esperar, en promedio, perder dinero. La can-
tidad 3.5 se denomina esperanza o media de la variable aleatoria discreta X. La media se repre-
senta en general por medio de k, la letra griega «mu».

DEFINICIÓN 2 Media o esperanza

Si X es una variable aleatoria discreta con rango de valores R y función de probabilidad f ,
entonces la media (representada por k), o esperanza de X (representada por E(X)), es

k % E(X) % ;
x à R

x f (x)

Además, la esperanza de cualquier función g(X) de la variable aleatoria X es

E(g(X)) % ;
x à R

g(x) f (x)

Nótese que en este uso E(X) no define una función de X, sino una constante (parámetro) asocia-
da con la variable aleatoria X. Nótese también que si f (x) fuera una densidad de masa como las
que se estudiaron en la Sección 7.4, entonces k sería el momento de la masa respecto a 0, y co-
mo la masa total sería Gx à R f (x) % 1, k sería de hecho el centro de masas.

Otro parámetro utilizado para describir la forma en que se distribuye la probabilidad de una
variable aleatoria es la desviación típica.

DEFINICIÓN 3 Varianza y desviación típica

La varianza de una variable aleatoria X con rango R y función de probabilidad f es la
esperanza del cuadrado de la distancia de X a su media k. La varianza se indica como p2 o
Var (X).

p2
% Var (X) % E((X . k)2) % ;

x à R

(x . k)2 f (x)

La desviación típica de X es la raíz cuadrada de la varianza y, por tanto, se indica como p.
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El símbolo p es la letra griega minúscula «sigma» (el símbolo G que se usa en los sumatorios es
la letra griega sigma mayúscula). La desviación típica es una medida de la dispersión que tiene
la distribución de probabilidad de X. Cuanto menor sea la desviación típica, más concentrada es-
tará la probabilidad en valores de X cercanos a su media. Las Figuras 7.52 y 7.53 muestran las
funciones de probabilidad de dos variables aleatorias cuyo espacio muestral es {1, 2, ..., 9}. Una
de ellas tiene un valor de p pequeño y la otra un valor de p grande. Nótese cómo una fracción
significativa de la probabilidad total está entre k . p y k ! p en cada caso. Nótese también que
la distribución de probabilidad de la Figura 7.52 es simétrica, por lo que k % 5, el punto medio
del espacio muestral; en cambio, la distribución de la Figura 7.53 está ligeramente desplazada a
la derecha, por lo que k b 5.

Figura 7.52 Una función de probabilidad
de media k % 5 y desviación típica p % 1.86.

Figura 7.53 Una función de probabilidad
de media k % 5.38 y desviación típica p % 3.05.

Como Gx à R f (x) % 1, la expresión de la definición de la varianza se puede escribir como
sigue:

p2
% Var (X) % ;

x à R

(x2
. 2kx ! k2) f (x)

% ;
x à R

x2 f (x) . 2k ;
x à R

x f (x) ! k2 ;
x à R

f (x)

% ;
x à R

x2 f (x) . 2k2
! k2

% E(X2) . k2

es decir,

p2
% Var (X) % E(X2) . k2

% E(X2) . (E(X))2

Por tanto, la desviación típica de X se puede expresar como

p % ∂E(X2) . k2

Ejemplo 3 Calcule la media de la variable aleatoria X del Ejemplo 2. Calcule también la esperanza de
X2 y la desviación típica de X.

Solución Tenemos que

k % E(X) % 2 #
1

36
! 3 #

2

36
! 4 #

3

36
! 5 #

4

36
! 6 #

5

36
! 7 #

6

36

! 8 #
5

36
! 9 #

4

36
! 10 #

3

36
! 11 #

2

36
! 12 #

1

36
% 7
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un hecho que es bastante obvio a partir de la simetría de la gráfica de la función de probabilidad que se
muestra en la Figura 7.51. Además,

E(X2) % 22
#

1

36
! 32

#
2

36
! 42

#
3

36
! 52

#
4

36
! 62

#
5

36

! 72
#

6

36
! 82

#
5

36
! 92

#
4

36
! 102

#
3

36

! 112
#

2

36
! 122

#
1

36
%

1974

36
] 54.8333

La varianza de X es p2
% E(X2) . k2

] 54.8333 . 49 % 5.8333, por lo que su desviación típica es
p ] 2.4152.

Variables aleatorias continuas
Consideraremos ahora un ejemplo con un rango continuo de resultados posibles.

Ejemplo 4 Suponga que se lanza una aguja de forma aleatoria sobre una tabla plana donde se ha di-
bujado una línea recta. Sea X el número de grados del ángulo (agudo) que forma la aguja con la recta cada
vez que se lanza (véase la Figura 7.54(a)). Evidentemente, X puede tomar cualquier valor real en el interva-
lo [0, 90]; por tanto, X se denomina variable aleatoria continua. La probabilidad de que X tome cualquier
valor real en particular es 0 (hay infinitos números reales en el intervalo [0, 90] y ninguno es más probable
que otro). Sin embargo, la probabilidad de que X esté en algún intervalo, por ejemplo [10, 20], es la misma
que la de que esté en cualquier otro intervalo de la misma longitud. Como la longitud del intervalo es 10 y
la del intervalo de todos los posibles valores de X es 90, dicha probabilidad es

Pr(10 m X m 20) %
10

90
%

1

9

De forma más general, si 0 m x1 m x2 m 90, entonces

Pr(x1 m X m x2) %
1

90
(x2 . x1)

Esta situación se puede representar convenientemente como sigue: sea f (x) una función definida en el
intervalo [0, 90], que toma en cada punto el valor constante 1/90:

f (x) %
1

90
, 0 m x m 90

El área encerrada por la gráfica de f es 1, y Pr(x1 m X m x2) es igual al área que hay bajo la parte de la
gráfica que está en el intervalo [x1, x2] (véase la Figura 7.54(b)). La función f (x) se denomina función de
densidad de probabilidad de la variable aleatoria X. Como f (x) es constante en su dominio, se dice que X
tiene distribución uniforme.

Figura 7.54

(a) X es el número de grados del
ángulo agudo que forma
la aguja con la línea.

(b) Función de densidad de
probabilidad f de la variable
aleatoria X.
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DEFINICIÓN 4 Funciones de densidad de probabilidad

Una función definida en un intervalo [a, b] es una función de densidad de probabilidad de
una variable aleatoria continua X distribuida en el intervalo [a, b] si, siempre que x1 y x2

cumplan que a m x1 m x2 m b, se satisface

Pr(x1 m X m x2) %I
x2

x1

f (x) dx

Para ser una función de densidad de probabilidad, f debe cumplir dos condiciones:

(a) f (x) n 0 en [a, b] (la probabilidad no puede ser negativa) y

(b) :b
a f (x) dx % 1 (Pr(a m X m b) % 1)

Estas ideas se pueden ampliar a variables aleatorias distribuidas en intervalos semiinfinitos o in-
finitos, pero en esos casos las integrales que aparecen serán impropias. En cualquier caso, el pa-
pel que tenían las sumas en el análisis de variables aleatorias discretas es asumido ahora por las
integrales en el caso de variables aleatorias continuas.

En el ejemplo en que se lanzaba la aguja, la función de densidad de probabilidad tenía una
gráfica en forma de recta horizontal, y denominamos a esa probabilidad distribución uniforme.
La función de densidad de probabilidad uniforme en el intervalo [a, b] es

f (x) %E
1

b . a
si a m x m b

0 en el resto

Muchas otras funciones aparecen normalmente como funciones de densidad de probabilidad de
variables aleatorias continuas.

Ejemplo 5 (Distribución exponencial) El intervalo de tiempo T que sobrevive un átomo cualquiera
de una muestra radiactiva antes de desintegrarse es una variable aleatoria que toma valores en el intervalo
[0, ä). Se ha observado que la proporción de átomos que sobreviven hasta el instante t decrece exponen-
cialmente cuando t crece. Así,

Pr(T n t) % Ce.kt

Sea f la función de densidad de probabilidad de la variable aleatoria T. Entonces,

I
ä

t
f (x) dx % Pr(T n t) % Ce.kt

Diferenciando esta ecuación con respecto a t (utilizando el Teorema Fundamental del Cálculo), se obtiene
.f (t) % .Cke.kt, por lo que f (t) % Cke.kt. C se determina por la condición de que :ä

0 f (t) dt % 1. Tene-
mos que

1 % Ck I
ä

0
e.kt dt % lim

Rrä

Ck I
R

0
e.kt dt % .C lim

Rrä

(e.kR
. 1) % C

Entonces C % 1 y f (t) % ke.kt. Nótese que Pr(T n (ln 2)/k) % e.k(ln 2)/k
% 1/2, lo que refleja el hecho de

que la semivida de una muestra radiactiva es (ln 2)/k.

Ejemplo 6 ¿Para qué valor de C es f (x) % C(1 . x2) una función de densidad de probabilidad en el
intervalo [.1, 1]? Si X es una variable aleatoria con esta densidad, ¿cuál es la probabilidad de que Xm1/2?
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Solución Obsérvese que f (x) n 0 en [.1, 1] si C n 0. Como

I
1

.1

f (x) dx % C I
1

.1

(1 . x2) dx % 2CAx .

x3

3B G
1

0
%

4C

3

f (x) será una función de densidad de probabilidad si C % 3/4. En este caso,

PrAX m

1

2B%
3

4 I
1/2

.1

(1 . x2) dx %
3

4Ax .

x3

3B G
1/2

.1

%
3

4 A
1

2
.

1

24
. (.1) !

.1

3 B%
27

32

Por analogía con el caso discreto, formularemos definiciones de la media (o esperanza), va-
rianza y desviación típica de una variable aleatoria continua como sigue:

DEFINICIÓN 5

Si X es una variable aleatoria continua en el intervalo [a, b] con función de densidad de
probabilidad f (x), su media k (o esperanza E(X)) es

k % E(X) % I
b

a

x f (x) dx

La esperanza de una función g de X es

E(g(X)) %I
b

a

g(x) f (x) dx

De forma similar, la varianza p2 de X es la media de las desviaciones al cuadrado de X
con respecto a su media:

p2
% Var (X) % E((X . k)2) %I

b

a

(x . k)2 f (x) dx

y la desviación típica es la raíz cuadrada de la varianza.

Como en el caso de variables aleatorias discretas, se puede demostrar fácilmente que

p2
% E(X2) . k2, p % ∂E(X2) . k2

De nuevo, la desviación típica proporciona una medida de la dispersión que tiene la distribución
de probabilidad de X. Cuanto menor sea la desviación típica, más concentrada estará el área bajo
la curva de densidad alrededor de la media, y por tanto, menor será la probabilidad de que un
valor de X esté lejos de dicha media (véase la Figura 7.55).

Ejemplo 7 Calcule la media k y la desviación típica p de una variable aleatoria X distribuida unifor-
memente en el intervalo [a, b]. Calcule Pr(k . p m X m k ! p).

Solución La función de densidad de probabilidad es f (x) % 1/(b. a) en [a, b], por lo que la media es

k % E(X) %I
b

a

x

b . a
dx %

1

b . a

x2

2 G
b

a
%

1

2

b2
. a2

b . a
%

b ! a

2

Por tanto, la media es, como podríamos haber anticipado, el punto medio del intervalo [a, b]. La esperanza
de X2 se expresa como

E(X2) %I
b

a

x2

b . a
dx %

1

b . a

x3

3 G
b

a

%
1

3

b3
. a3

b . a
%

b2
! ab ! a2

3
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Figura 7.55 Densidades con
desviaciones típicas grande y pequeña.

Entonces, la varianza es

p2
% E(X2) . k2

%
b2

! ab ! a2

3
.

b2
! 2ab ! a2

4
%

(b . a)2

12

y la desviación típica es

p %
b . a

2∂3
] 0.29(b . a)

Finalmente,

Pr(k . p m X m k ! p) %I
k!p

k.p

dx

b . a
%

1

b . a

2(b . a)

2∂3
%

1

∂3
] 0.577

Ejemplo 8 Calcule la media k y la desviación típica p de una variable aleatoria X distribuida expo-
nencialmente con función de densidad f (x)%ke.kx en el intervalo [0, ä). Calcule Pr(k . p m X m k ! p).

Solución Utilizaremos integración por partes para calcular la media:

k % E(x) % k I
ä

0
xe.kx dx

% lim
Rrä

k I
R

0
xe.kx dx Sea U % x, dV % e.kx dx

Entonces dU % dx, V % .e.kx/k

% lim
Rrä A.xe.kx G

R

0
!I

R

0
e.kx dxB

% lim
Rrä A.Re.kR

.

1

k
(e.kR

. 1)B%
1

k
, ya que k b 0

Por tanto, la media de la distribución exponencial es 1/k. Este hecho puede ser muy útil para determinar el
valor de k cuando una variable aleatoria tiene distribución exponencial. Integrando de nuevo por partes, co-
mo antes, se puede calcular

E(X2) % k I
ä

0
x2e.kx dx % 2 I

ä

0
xe.kx dx %

2

k2

por lo que la varianza de la distribución exponencial es

p2
% E(X2) . k2

%
1

k2
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y la desviación típica es igual a la media

p % k %
1

k

Tenemos ahora que

Pr(k . p m X m k ! p) % Pr(0 m X m 2/k)

% k I
2/k

0

e.kx dx

% .e.kx G
2/k

0

% 1 . e.2
] 0.86

que es independiente del valor de k. La Figura 7.56 muestra dos densidades exponenciales para valores de k
grande y pequeño.

Figura 7.56 Funciones de
densidad exponencial.

La distribución normal

Las distribuciones de probabilidad más importantes son las que se denominan distribuciones
normales o gaussianas. Estas distribuciones gobiernan el comportamiento de muchas variables
aleatorias interesantes, en particular, las asociadas con los errores aleatorios de las medidas.
Existe una familia de distribuciones normales, todas ellas relacionadas con una distribución nor-
mal concreta denominada distribución normal estándar, que tiene la siguiente función de den-
sidad de probabilidad:

DEFINICIÓN 6 Densidad de probabilidad normal estándar

f (z) %
1

∂2n
e.z2/2, .ä a z a ä

Es habitual utilizar z para indicar la variable aleatoria en la distribución normal estándar; las
otras distribuciones se pueden obtener a partir de ésta mediante un cambio de variable. La Figu-
ra 7.57 muestra la densidad normal estándar, que tiene una bonita forma de campana.
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Figura 7.57 La función de densidad normal estándar f (z) %
1

∂2n
e.z2/2.

Como ya indicamos anteriormente, la función e.z2

no tiene una primitiva elemental, por lo
que la integral impropia

I %I
ä

.ä

e.z2/2 dz

no se puede calcular utilizando el Teorema Fundamental del Cálculo, aunque es una integral im-
propia convergente. Dicha integral se puede calcular utilizando técnicas de cálculo multivariable,
que emplean integrales dobles de funciones de dos variables (lo haremos en el Ejercicio 4 de la
Sección 14.4). Su valor es I % ∂2n, lo que asegura que la densidad normal estándar definida
anteriormente f (z) es realmente una función de densidad de probabilidad:

I
ä

.ä

f (z) dz %
1

∂2n I
ä

.ä

e.z2/2 dz % 1

Como ze.z2/2 es una función impar de z y su integral en (.ä, ä) converge, la media de la
distribución normal estándar es 0:

k % E(Z) %
1

∂2n I
ä

.ä

ze.z2/2 dz % 0

Calcularemos la varianza de la distribución normal estándar utilizando de nuevo integración por
partes, como sigue:

p2
% E(Z2)

%
1

∂2n I
ä

.ä

z2e.z2/2 dz

%
1

∂2n
lim

Rrä I
R

.R

z2e.z2/2 dz Sea U % z, dV % ze.z2/2 dz

Siendo dU % dz, V % .e.z2/2

%
1

∂2n
lim

Rrä A.ze.z2/2 G
R

.R

! I
R

.R

e.z2/2 dzB
%

1

∂2n
lim

Rrä

(.2Re.R2/2) !
1

∂2n I
ä

.ä

e.z2/2 dz

% 0 ! 1 % 1

Por tanto, la desviación típica de la distribución normal estándar es 1.
A partir de la distribución normal estándar se pueden obtener otras distribuciones normales

mediante un cambio de variable.
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DEFINICIÓN 7 Distribución normal general

Se dice que una variable aleatoria X en el intervalo (.ä, ä) tiene distribución normal de
media k y desviación típica p (siendo k cualquier número real y p b 0) si su función de
densidad de probabilidad fk, p se expresa en función de la densidad normal estándar f como

fk, p(x) %
1

p
f A

x . k
p B%

1

p∂2n
e.(x.k)2/(2p2)

Véase la Figura 7.58. Utilizando el cambio de variable z % (x . k)/p, dz % dz/p, se puede verifi-
car que

I
ä

.ä

fk, p(x) dx %I
ä

.ä

f (z) dz % 1

Figura 7.58 Una densidad normal general de media k.

de forma que fk, p(x) es realmente una función de densidad de probabilidad. Utilizando el mismo
cambio de variable se puede demostrar que

E(X) % k y E((X . k)2) % p2

Entonces, la densidad fk, p tiene realmente media k y desviación típica p.
Como e.z2/2 no tiene una primitiva sencilla, no se pueden determinar probabilidades (es

decir, áreas) en una distribución normal utilizando el Teorema Fundamental del Cálculo. Se pue-
de utilizar integración numérica, o bien consultar un libro de tablas estadísticas que contenga las
áreas calculadas bajo la curva normal estándar. Concretamente, estas tablas proporcionan en ge-
neral los valores de lo que se denomina función de distribución acumulada de una variable
aleatoria con distribución normal estándar. Se trata de la función

F(z) %
1

∂2n I
z

.ä

e.x2/2 dx % Pr(Z m z)

que representa el área bajo la función de densidad normal estándar desde .ä hasta z, como se
muestra en la Figura 7.59.

Figura 7.59 La función de
distribución acumulada F(z) de la
distribución normal estándar es el
área que hay bajo la función de
densidad normal estándar desde
.ä hasta z.

496 CÁLCULO



Incluimos a continuación una versión abreviada de esa tabla para utilizarla en los ejemplos y
ejercicios posteriores.

Tabla 3. Valores de la función de distribución normal estándar F(z) (redondeados a tres cifras decimales)

z 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

.3.0 0.001 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

.2.0 0.023 0.018 0.014 0.011 0.008 0.006 0.005 0.003 0.003 0.002

.1.0 0.159 0.136 0.115 0.097 0.081 0.067 0.055 0.045 0.036 0.029

.0.0 0.500 0.460 0.421 0.382 0.345 0.309 0.274 0.242 0.212 0.184

0.0 0.500 0.540 0.579 0.618 0.655 0.691 0.726 0.758 0.788 0.816
1.0 0.841 0.864 0.885 0.903 0.919 0.933 0.945 0.955 0.964 0.971
2.0 0.977 0.982 0.986 0.989 0.992 0.994 0.995 0.997 0.997 0.998
3.0 0.999 0.999 0.999 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

Ejemplo 9 Si Z es una variable aleatoria normal estándar, calcule

(a) Pr(.1.2 m Z m 2.0) y (b) Pr(Z n 1.5).

Solución Utilizando los valores de la tabla se obtiene

Pr(.1.2 m Z m 2.0) % Pr(Z m 2.0) . Pr(Z a .1.2)

% F(2.0) . F(.1.2) ] 0.977 . 0.115

% 0.862

Pr(Z n 1.5) % 1 . Pr(Z a 1.5)

% 1 . F(1.5) ] 1 . 0.933 % 0.067

Ejemplo 10 Una variable aleatoria X se distribuye normalmente con media 2 y desviación típica 0.4.
Calcule

(a) Pr(1.8 m X m 2.4) y (b) Pr(X b 2.4).

Solución Como X se distribuye normalmente con media 2 y desviación típica 0.4, Z % (X . 2)/0.4 se
distribuye de acuerdo con una distribución normal estándar (con media 0 y desviación típica 1). Por tanto,

Pr(1.8 m X m 2.4) % Pr(.0.5 m Z m 1)

% F(1) . F(.0.5) ] 0.841 . 0.309 % 0.532

Pr(X b 2.4) % Pr(Z b 1) % 1 . Pr(Z m 1)

% 1 . F(1) ] 1 . 0.841 % 0.159

Ejercicios 7.8

1. ¿Cuánto desearía pagar para jugar a un juego en el que
se tira la moneda presentada al principio de esta
sección y se gana 1 e si sale cara, 2 e si sale cruz y
50 e si cae de canto? Suponga que el juego se va jugar
muchas veces y que su objetivo en el peor caso es
quedarse como está.

2. Un dado está cargado de forma que si X representa el
número que sale cuando se tira, entonces
Pr(X % n) % Kn para n à {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
(a) Calcule el valor de la constante K.
(b) Calcule la probabilidad de que X m 3 en cualquier

tirada del dado.
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3. Calcule la desviación típica de sus ganancias en el
juego del Ejercicio 1.

4. Calcule la media y desviación típica de la variable
aleatoria X del Ejercicio 2.

5. Un dado está cargado de forma que la probabilidad de
que salgan los números 2, 3, 4 y 5 sigue siendo todavía
1/6, pero la probabilidad de que salga 1 es 9/60 y la
probabilidad de que salga 6 es 11/60. ¿Cuánto valen la
media y la desviación típica del número X que sale al
tirar este dado? ¿Cuál es la probabilidad de que X m 3?

6. Se tiran dos dados, ambos cargados de la forma
que se indica en el Ejercicio 5. Sea X la variable
aleatoria correspondiente a la suma de los números que
salen al tirarlos.

(a) Calcule la función de probabilidad de X.
(b) Determine la media y la desviación típica de X.

Compárelas con las calculadas para el dado no
trucado del Ejemplo 3.

7. Una moneda fina pero cargada tiene una
probabilidad de 0.55 de salir cara y 0.45 de salir
cruz (esta moneda no puede caer de canto). Se tira la
moneda tres veces (determine las respuestas numéricas
de las cuestiones siguientes con una precisión de seis
cifras decimales).

(a) ¿Cuál es el espacio muestral de los posibles
resultados de tirar la moneda tres veces?

(b) ¿Cuál es la probabilidad de cada uno de esos
posibles resultados?

(c) Calcule la función de probabilidad del número de
veces X que sale cara en las tres tiradas.

(d) ¿Cuál es la probabilidad de que el número de caras
sea al menos 1?

(e) ¿Cuál es la esperanza de X?

8. Un saco contiene 20 bolas del mismo tamaño; algunas
son rojas y las restantes azules. Si se saca una bola de
forma aleatoria, la probabilidad de que sea roja es 0.6.

(a) Si se sacan dos bolas y se dejan fuera del saco,
¿cuál es la probabilidad de que ambas sean azules?

(b) Suponga ahora que saca tres bolas y los deja fuera
del saco. Describa el espacio muestral de los
posibles resultados de este experimento. ¿Cuál es
la esperanza del número de bolas rojas que hay en
las tres que se han extraído del saco?

Para cada una de las funciones f (x) en los Ejercicios 9-15,
calcule lo siguiente:

(a) El valor de C para el que f es una función de densidad
de probabilidad en el intervalo dado.

(b) La media k, la varianza p2 y la desviación típica p de
la densidad de probabilidad f , y

(c) Pr(k . p m X m k ! p), es decir, la probabilidad de
que la variable aleatoria X tenga un valor alejado de su
media menos de una desviación típica.

9. f (x) % Cx en [0, 3] 10. f (x) % Cx en [1, 2]

11. f (x) % Cx2 en [0, 1] 12. f (x) % C sen x en [0, n]

13. f (x) % C(x . x2) en [0, 1]

14. f (x) % Cxe.kx en [0, ä), (k b 0)

15. f (x) % Ce.x2
en [0, ä). Sugerencia: Utilice las

propiedades de la densidad normal estándar para
demostrar que :ä

0 e.x2
dx % ∂n/2.

16. ¿Es posible que una variable aleatoria esté
uniformemente distribuida en toda la recta real?
Explique por qué.

17. Realice los cálculos para demostrar que la densidad
normal fk, p(x) definida en el texto es una función de
densidad de probabilidad y tiene media k y desviación
típica p.

*18. Demuestre que f (x) %
2

n(1 ! x2)
es una densidad de

probabilidad en el intervalo [0, ä). Calcule la
esperanza de X para esta densidad. Si una máquina
genera valores de una variable aleatoria X con
distribución f (x), ¿cuánto le gustaría pagar, por juego,
para jugar de forma que usted maneja la máquina para
producir un valor de X y gana X euros? Justifique su
respuesta.

19. Calcule Pr(�X . k � n 2p) para:

(a) La distribución uniforme en el intervalo [a, b].
(b) La distribución exponencial con densidad

f (x) % ke.kx en el intervalo [0, ä).
(c) La distribución normal con densidad fk, p(x).

20. El intervalo de tiempo T (medido en horas) entre
averías de un computador es una variable aleatoria
distribuida exponencialmente. Si la amplitud media del
intervalo de tiempo entre averías sucesivas es de 20
horas, calcule la probabilidad de que el computador,
que acaba de ser reparado, funcione sin problemas al
menos 12 horas.

21. El número X de metros de cable producidos al día por
una empresa es una variable aleatoria distribuida
normalmente de media 5000 y desviación estándar 200.
¿En qué fracción de los días que opera la compañía el
número de metros de cable producido superará los
5500?

22. Un instrumento de medida dispone de una escala de 0
a 1. Con el paso del tiempo sufre desgaste y tiende a
quedarse fijo en el número 1/4. Suponga que eso
ocurre la cuarta parte del tiempo y que el resto
proporciona un valor uniformemente distribuido en el
intervalo [0, 1]. ¿Cuál es la media y la desviación
típica de los valores de la medida? (Nota: la variable
aleatoria correspondiente al valor de la medida tiene
una distribución que es parcialmente discreta y
parcialmente continua).
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7.9 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Esta sección final de aplicaciones de integración se concentra en la aplicación de las integrales
indefinidas en vez de las integrales definidas. Podemos utilizar las técnicas de integración desa-
rrolladas en los Capítulos 5 y 6 para resolver ciertas clases de ecuaciones diferenciales de primer
orden que aparecen al modelar diversas situaciones. En la Sección 3.4 ya hemos visto algunos
ejemplos de aplicaciones de las ecuaciones diferenciales para modelar los fenómenos de creci-
miento y decaimiento.

Ecuaciones separables

Consideremos la ecuación logística presentada en la Sección 3.4 que modela el crecimiento de
una población animal con suministro de alimentos limitado:

dy

dt
% ky A1 .

y

LB
siendo y(t) el tamaño de la población en el instante t, k una constante positiva relacionada con la
fertilidad de la población y L el tamaño de la población en estado estacionario que se puede
mantener con el suministro de alimentos disponible. Esta ecuación es un ejemplo de una clase de
ecuaciones diferenciales de primer orden denominadas ecuaciones separables porque cuando se
expresan en términos de diferenciales, se pueden separar de forma que la variable dependiente
está en un miembro de la ecuación y la variable independiente en el otro. La ecuación logística
se puede expresar de la forma

L dy

y(L . y)
% k dt

que se puede resolver integrando ambos miembros. Descomponiendo el miembro izquierdo en
fracciones simples e integrando, se obtiene

I A
1

y
!

1

L . yB dy % kt ! C

Suponiendo que 0 a y a L, se obtiene entonces

ln y . ln (L . y) % kt ! C

ln A
y

L . yB% kt ! C

Ahora se puede despejar y de la ecuación tomando exponenciales en ambos miembros:

y

L . y
% ekt!C

% C1e
kt

y % (L . y)C1e
kt

y %
C1Lekt

1 ! C1e
kt

siendo C1 % eC.
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En general, las ecuaciones separables son de la forma

dy

dx
% f (x)g(y)

Y se resuelven expresándolas de la forma

dy

g(y)
% f (x) dx

e integrando ambos miembros.

Ejemplo 1 Resuelva la ecuación
dy

dx
%

x

y
.

Solución Expresamos la ecuación de la forma y dy % x dx e integramos ambos miembros, con lo que se
obtiene

1

2
y2

%
1

2
x2

! C1

o y2
. x2

% C, siendo C % 2C1 una constante arbitraria. Las curvas de la solución son hipérbolas rectangu-
lares (véase la Figura 7.60). Sus asíntotas y % x e y % .x son también soluciones correspondientes a
C % 0.

Figura 7.60 Algunas curvas de la familia y2
. x2

% C.

Ejemplo 2 Resuelva el problema de valor inicial

E
dy

dx
% x2y3

y(1) % 3

Solución Al separar la ecuación diferencial se obtiene
dy

y3 % x2 dx. Entonces,

I
dy

y3 %I x2 dx, de forma que
.1

2y2 %
x3

3
! C

Como y % 3 cuando x % 1, tenemos que .
1
18 %

1
3 ! C y C % .

7
18. Sustituyendo este valor en la solución

anterior y despejando y se obtiene

y(x) %
3

∂7 . 6x3

Esta solución es válida para x a (7
6)1/3 (véase la Figura 7.61).
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Figura 7.61 La solución de
dy

dx
% x2y3 que cumple y(1) % 3.

Ejemplo 3 Resuelva la ecuación integral y(x) % 3 ! 2 I
x

1
ty(t) dt.

Solución Diferenciando la ecuación integral con respecto a x se obtiene

dy

dx
% 2xy(x) o

dy

y
% 2x dx

por tanto, ln �y(x) � % x2
! C y, despejando y, y(x) % C1e

x2
. Sustituyendo x % 1 en la ecuación integral se

obtiene un valor inicial: y(1) % 3 ! 0 % 3, por lo que C1 % 3/e y

y(x) % 3ex2.1

Ejemplo 4 (Una solución al problema de la concentración) Un tanque contiene inicialmente 1000 l
de salmuera con 50 kg de sal disuelta. Al tanque fluye salmuera que contiene 10 g de sal por litro con una
velocidad constante de 10 l/min. Si el contenido del tanque se mantiene perfectamente mezclado todo el
tiempo, y la solución sale del tanque con una velocidad de 10 l/min, ¿cuánta sal quedará en el tanque trans-
curridos 40 minutos?

Solución Sea x(t) el número de kilogramos de sal en solución en el tanque después de s minutos. Por
tanto x(0) % 50. Se incorpora sal al tanque con una velocidad de 10 g/l # 10 l/min % 100 g/min %

% 1/10 kg/min. El tanque contiene 1000 l de líquido en todo momento, por lo que la concentración de sal
en el tanque en el instante t es x/1000 kg/l. Como el contenido del tanque se vacía con una velocidad de
10 l/min, la sal se elimina con una velocidad de 10x/1000 % x/100 kg/min. Por tanto,

dx

dt
% velocidad de entrada . velocidad de salida %

1

10
.

x

100
%

10 . x

100

o bien

dx

10 . x
%

dt

100

Integrando los dos miembros de esta ecuación se obtiene

.ln �10 . x � %
t

100
! C

Obsérvese que x(t) Ç 10 para todo instante t finito (ya que ln 0 no está definido). Como x(0) % 50 b 10, se
deduce que x(t) b 10 para todo t b 0 (x(t) es necesariamente continua, por lo que no puede tomar valores
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menores que 10 sin haber tomado el valor 10 por el Teorema del Valor Medio). Por lo tanto, podemos qui-
tar el valor absoluto de la solución anterior y obtener

ln (x . 10) % .

t

100
. C

Como x(0) % 50, tenemos que .C % ln 40 y

x % x(t) % 10 ! 40e.t/100

Tras 40 minutos habrá 10 ! 40e.0.4
] 36.8 kg de sal en el tanque.

Ejemplo 5 (Un problema de velocidad de reacción) En una reacción química que se produce en una
solución, una molécula de cada uno de los dos reactivos A y B se combina para formar una molécula del
producto C. De acuerdo con la ley de acción de masas, la reacción procede con una velocidad proporcional
al producto de las concentraciones de A y B en la solución. Por tanto, si inicialmente hay a moléculas/cm3

del reactivo A y b moléculas/cm3 del reactivo B, entonces el número x(t) de moléculas/cm3 de C presentes
del instante t en adelante está determinado por la ecuación diferencial

dx

dt
% k(a . x)(b . x)

Resolveremos esta ecuación mediante la técnica de descomposición en fracciones simples partiendo del su-
puesto de que b Ç a:

I
dx

(a . x)(b . x)
% k I dt % kt ! C

Como

1

(a . x)(b . x)
%

1

b . a A
1

a . x
.

1

b . xB
y como necesariamente x m a y x m b, tenemos que

1

b . a
(.ln (a . x) ! ln (b . x)) % kt ! C

o bien

lnA
b . x

a . xB% (b . a)kt ! C1, siendo C1 % (b . a)C

Por hipótesis, x(0) % 0, por lo que C1 % ln (b/a) y

ln
a(b . x)

b(a . x)
% (b . a)kt

De la ecuación anterior se puede despejar x resultando x % x(t) %
ab(e(b.a)kt

. 1)

be(b.a)kt
. a

.

Ejemplo 6 Obtenga una familia de curvas de forma que cada una de ellas corte a cualquier parábola
con ecuación y % Cx2 formando ángulos rectos.

Solución La familia de parábolas y % Cx2 cumple la ecuación diferencial

d

dx A
y

x2B%
d

dx
C % 0

es decir,

x2 dy

dx
. 2xy % 0 o

dy

dx
%

2y

x
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Cualquier curva que corte a las parábolas y%Cx2 formando ángulos rectos debe tener en cualquier punto
(x, y) una pendiente igual al inverso cambio de signo de la pendiente de la parábola particular que pasa por
ese punto. Por tanto, esas curvas deberán cumplir

dy

dx
% .

x

2y

Separando las variables se llega a 2y dy % .x dx, e integrando ambos miembros resulta y2
% .

1
2 x2

! C1 o
x2

! 2y2
% C, siendo C % 2C1. Esta ecuación representa a una familia de elipses centradas en el origen.

Las elipses y las parábolas se cortan formando ángulos rectos, como se muestra en la Figura 7.62. Cuando
las curvas de una familia cortan a las curvas de una segunda familia formando ángulos rectos, se dice que
una de ellas es la familia de trayectorias ortogonales de la otra familia.

Figura 7.62 Las parábolas y % C1x
2 y las elipses

x2
! 2y2

% C2 se cortan formando ángulos rectos.

Ecuaciones lineales de primer orden
Una ecuación diferencial lineal de primer orden es de la forma

dy

dx
! p(x)y % q(x)

siendo p(x) y q(x) funciones dadas, que se suponen continuas. Estas ecuaciones se pueden resol-
ver (es decir, obtener y en función de x) mediante el procedimiento siguiente.

Sea k(x) una primitiva de p(x):

k(x) %I p(x) dx y
dk
dx

% p(x)

Si y % y(x) cumple la ecuación dada, entonces se puede calcular, utilizando la Regla del Pro-
ducto,

d

dx
(ek(x)y(x)) % ek(x) dy

dx
! ek(x) dk

dx
y(x)

% ek(x) A
dy

dx
! p(x)yB% ek(x)q(x)
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Por tanto, ek(x)y(x) %I ek(x)q(x) dx, o

y(x) % e.k(x) I ek(x)q(x) dx

En los ejemplos que siguen volveremos a utilizar este método, en vez de la fórmula final. ek(x) se
denomina factor de integración de la ecuación diferencial dada porque, si se multiplica la ecua-
ción por ek(x), el miembro izquierdo se convierte en la derivada de ek(x)y(x).

Ejemplo 7 Resuelva
dy

dx
!

y

x
% 1 para x b 0.

Solución En este caso, p(x) % 1/x, por lo que k(x) % : p(x) dx % ln x para x b 0 y ek(x)
% x. Calculamos

d

dx
(xy) % x

dy

dx
! y % x A

dy

dx
!

y

xB% x

y

xy %I x dx %
1

2
x2

! C

Finalmente,

y %
1

x A
1

2
x2

! CB%
x

2
!

C

x

que es una solución de la ecuación dada para cualquier valor de la constante C.

Ejemplo 8 Resuelva
dy

dx
! xy % x3.

Solución En este caso, p(x) % x, por lo que k(x) % x2/2 y ek(x)
% ex2/2. Calculamos

d

dx
(ex2/2y) % ex2/2 dy

dx
! ex2/2xy % ex2/2 A

dy

dx
! xyB% x3ex2/2

por tanto,

ex2/2y %I x3ex2/2dx Sea U % x2, dV % xex2/2dx

Siendo dU % 2x dx, V % ex2/2

% x2ex2/2
. 2 I xex2/2 dx

% x2ex2/2
. 2ex2/2

! C

y, finalmente, y % x2
. 2 ! Ce.x2/2.

Ejemplo 9 (Un circuito resistencia-inductancia) Un circuito eléctrico (Figura 7.63) contiene una
fuente de tensión continua de V voltios, un interruptor, una resistencia de valor R ohmios y una bobina de
valor L henrios. El circuito no tiene capacitancia. El conmutador está inicialmente abierto, de forma que no
circula corriente, y se cierra en el instante t % 0 de forma que la corriente empieza a circular en ese instan-
te. Si la inductancia L fuera cero, la corriente saltaría bruscamente desde 0 amperios cuando t a 0 hasta
I % V/R amperios cuando t b 0. Sin embargo, si L b 0, la corriente no puede cambiar instantáneamente;
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dependerá del tiempo t. Sea I(t) (amperios) la corriente t segundos después de cerrar el interruptor. Se sabe
que I(t) satisface el problema de valor inicial

E
L

dI

dt
! RI % V

I(0) % 0

Calcule I(t). ¿Cuánto vale limträ
I(t)? ¿Cuánto tiempo debe transcurrir después de que se cierra el

interruptor para que la corriente alcance el 90% de su valor límite?

Figura 7.63 Un circuito resistencia-inductancia.

Solución La ecuación diferencial se puede escribir en la forma
dI

dt
!

R

L
I %

V

L
. Es lineal y su factor de

integración es ek(t), siendo

k(t) %I
R

L
dt %

Rt

L

Por tanto,

d

dt
(eRt/LI) % eRt/LA

dI

dt
!

R

L
IB% eRt/L V

L

eRt/LI %
V

L I eRt/L dt %
V

R
eRt/L

! C

I(t) %
V

R
! Ce.Rt/L

Como I(0) % 0, tenemos que 0 % (V/R)! C, por lo que C % .V/R. Por tanto, la intensidad de corriente en
cualquier instante t b 0 es

I(t) %
V

R
(1 . e.Rt/L)

Observando esta solución resulta claro que limträ
I(t) % V/R; la corriente en estado estacionario es la co-

rriente que circularía si la inductancia fuera cero.
I(t) alcanzará el 90% de su valor límite cuando

V

R
(1 . e.Rt/L) %

90

100

V

R

Esta ecuación implica que e.Rt/L
% 1/10, o t % (L ln 10)/R. La intensidad de corriente alcanzará el 90% de

su valor límite en (L ln 10)/R segundos.

Nuestro ejemplo final revisa un problema típico de serie de pagos considerado en la Sección 7.7.
Esta vez trataremos el problema como un problema de valor inicial utilizando la ecuación dife-
rencial.

Ejemplo 10 Se abre una cuenta de ahorro con un depósito de A euros. En cualquier instante t poste-
rior, el dinero se deposita en la cuenta de forma continua con una velocidad de (C ! Dt) e al año. Si la
cuenta tiene un interés nominal de 100R % al año, computado de forma continua, calcule el estado de la
cuenta B(t) euros transcurridos t años. Ilustre la solución con los datos A % 5000, C % 1000, D % 200,
R % 0.13 y t % 5.
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Solución Como se indicó en la Sección 3.4, el cómputo continuo de interés con una tasa nominal de
100R % hace que 1 e crezca hasta valer eRt

e en t años. Si no hubiera depósitos posteriores, el estado de la
cuenta crecería de acuerdo con la ecuación diferencial del crecimiento exponencial:

dB

dt
% RB

Al permitir un crecimiento adicional debido a la aportación de depósitos, podemos observar que B debe
cumplir la siguiente ecuación diferencial:

dB

dt
% RB ! (C ! Dt)

o, en otros términos, dB/dt. RB % C ! Dt. Se trata de una ecuación lineal en B con p(t) % .R. Por tanto,
podemos tomar k(t) % .Rt y ek(t)

% e.Rt. Ahora calculamos

d

dt
(e.RtB(t)) % e.Rt dB

dt
. Re.RtB(t) % (C ! Dt)e.Rt

y

e.RtB(t) %I (C ! Dt)e.Rt dt Sea U % C ! Dt, dV % e.Rt dt
Siendo dU % D dt, V % .e.Rt/R

% .

C ! Dt

R
e.Rt

!
D

R I e.Rt dt

% .

C ! Dt

R
e.Rt

.

D

R2 e.Rt
! K, (K % constante)

Por tanto,

B(t) % .

C ! Dt

R
.

D

R2 ! KeRt

Como A % B(0) % .

C

R
.

D

R2 ! K, tenemos que K % A !
C

R
!

D

R2 y

B(t) %AA !
C

R
!

D

R2B eRt
.

C ! Dt

R
.

D

R2

Para la ilustración A % 5000, C % 1000, D % 200, R % 0.13 y t % 5 obtenemos, utilizando la calculadora,
B(5) % 19 762.82. La cuenta contendrá 19 762.82 e después de cinco años, en estas circunstancias.

Ejercicios 7.9

Resuelva las ecuaciones separables de los Ejercicios 1-10.

1.
dy

dx
%

y

2x
2.

dy

dx
%

3y . 1

x

3.
dy

dx
%

x2

y2 4.
dy

dx
% x2y2

5.
dY

dt
% tY 6.

dx

dt
% ex sen t

7.
dy

dx
% 1 . y2 8.

dy

dx
% 1 ! y2

9.
dy

dt
% 2 ! ey 10.

dy

dx
% y2(1 . y)

Resuelva las ecuaciones lineales de los Ejercicios 11-16.

11.
dy

dx
.

2y

x
% x2 12.

dy

dx
!

2y

x
%

1

x2

13.
dy

dx
! 2y % 3 14.

dy

dx
! y % ex

15.
dy

dx
! y % x 16.

dy

dx
! 2exy % ex
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Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios
17-20.

17. E
dy

dt
! 10y % 1

y(1/10)% 2/10

18. E
dy

dx
! 3x2y % x2

y(0) % 1

19. E
x2yñ ! y % x2e1/x

y(1) % 3e
20. E

yñ ! (cos x)y % 2xe.sen x

y(n) % 0

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 21-24.

21. y(x)%2!I
x

0

t

y(t)
dt 22. y(x) % 1 !I

x

0

(y(t))2

1 ! t2
dt

23. y(x)%1!I
x

1

y(t) dt

t(t!1)
24. y(x) % 3 !I

x

0
e.y(t) dt

25. Si a b b b 0 en el Ejemplo 5, calcule limträ
x(t).

26. Si b b a b 0 en el Ejemplo 5, calcule limträ
x(t).

27. ¿Por qué no es válida la solución dada en el Ejemplo 5
para a % b? Calcule la solución para el caso a % b.

28. Un objeto de masa m que cae cerca de la superficie de
la tierra es retrasado por la resistencia del aire
proporcional a su velocidad de forma que, de acuerdo
con la Segunda Ley del Movimiento de Newton,

m
dv

dt
% mg . kv

siendo v % v(t) la velocidad del objeto en el instante t,
y g la aceleración de la gravedad cerca de la superficie
de la tierra. Suponiendo que el objeto parte del reposo

en el instante t % 0, es decir, v(0) % 0, calcule la
velocidad v(t) para cualquier instante t b 0 (hasta que
el objeto llega al suelo). Demuestre que v(t) tiende a un
determinado límite cuando t r ä. ¿Es necesaria la
fórmula explícita de v(t) para determinar esta velocidad
límite?

29. Repita el Ejercicio 28, con la única diferencia de
asumir que la resistencia del aire es proporcional al
cuadrado de la velocidad, de forma que la ecuación del
movimiento es

m
dv

dt
% mg . kv2

30. Calcule el ahorro acumulado tras un año si el estado
inicial de la cuenta era de 1000 e, el interés se paga de
forma continua en la cuenta con una tasa nominal del
10% anual, computado de forma continua, y la cuenta
disminuye de forma continua (por ejemplo, debido a
los impuestos) con una velocidad de y2/1 000 000 de
euros al año, siendo y % y(t) el estado de la cuenta
transcurridos t años. ¿Cuánto puede crecer la cuenta?
¿Cuánto tiempo deberá transcurrir para que la cuenta
alcance la mitad del valor máximo?

31. Calcule la familia de curvas que cortan a las hipérbolas
xy % C formando ángulos rectos.

32. Repita la solución al problema de concentración del
Ejemplo 4, cambiando la velocidad de entrada de
salmuera en el tanque a 12 l/min y dejando todos los
otros datos con el mismo valor del ejemplo. Nótese
que el volumen de líquido en el tanque ya no es
constante con el tiempo.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes frases?

0 Sólido de revolución.

0 Elemento de volumen.

0 Longitud de arco de una curva.

0 Momento de un punto de masa m respecto a x % 0.

0 Centro de masas de una distribución de masas.

0 Centroide de una región plana.

0 Ecuación diferencial separable de primer orden.

0 Ecuación diferencial lineal de primer orden.

Sea D la región plana 0 m y m f (x), a m x m b.
Utilice integrales para representar lo siguiente:

0 El volumen generado al rotar D alrededor del eje x.

0 El volumen generado al rotar D alrededor del eje y.

0 El momento de D respecto al eje y.

0 El momento de D respecto al eje x.

0 El centroide de D.

Sea C la curva y % f (x), a m x m b. Utilice
integrales para representar lo siguiente:

0 La longitud de C.

0 El área de la superficie generada al rotar C alrededor
del eje x.

0 El área de la superficie generada al rotar C alrededor
del eje y.

Ejercicios de repaso
1. La Figura 7.64 muestra la sección cruzada a lo largo de

los ejes de dos carretes circulares. El carrete de la
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izquierda puede almacenar 1000 m de hilo si se enrolla
completo perfectamente. ¿Cuántos metros de hilo del
mismo tamaño puede almacenar el carrete de la
derecha?

Figura 7.64

2. El agua de un cuenco se evapora con una velocidad
proporcional al área de su superficie. Demuestre que la
profundidad de agua en el cuenco disminuye con una
velocidad constante, independientemente de la forma
del cuenco.

3. Un barril mide 4 pies de altura y tiene un volumen
de 16 pies cúbicos. Su base y su tapa son discos
circulares de radio 1 pie, y su pared lateral se obtiene
rotando la parte de la parábola x % a . by2 que está
entre y % .2 y y % 2 alrededor del eje y. Calcule,
aproximadamente, los valores de las constantes
positivas a y b.

4. El sólido de la Figura 7.65 se corta de un cilindro
vertical de radio 10 cm mediante dos planos que
forman ángulos de 60o con la horizontal. Calcule su
volumen.

Figura 7.65

5. Calcule con cuatro cifras decimales de precisión
el valor de la constante positiva a para la que la
curva y % (1/a) cosh ax tenga una longitud de arco de
dos unidades entre x % 0 y x % 1.

6. Calcule el área de la superficie que se obtiene rotando
la curva y % ∂x, (0 m x m 6) alrededor del eje x.

7. Calcule el centroide de la región plana x n 0, y n 0,
x2

! 4y2
m 4.

8. Una placa plana con forma de disco circular tiene un
radio de 3 pies y su densidad de área es constante. Se

corta un agujero circular de radio 1 pie, centrado a una
distancia de 1 pie desde el centro del disco. Calcule el
centro de masas de la parte restante del disco.

9. De acuerdo con la Ley de Boyle, si un gas se expande
o se comprime isotérmicamente el producto de su
presión por su volumen permanece constante. El
cilindro de la Figura 7.66 se llena con un gas que
realiza una fuerza de 1000 N sobre el pistón cuando
éste está a 20 cm por encima de la base del cilindro.
¿Cuánto trabajo realiza el pistón si comprime el gas
isotérmicamente, descendiendo hasta una altura de
5 cm por encima de la base?

Figura 7.66

10. Suponga dos funciones f y g que tienen la siguiente
propiedad: para todo a b 0, el sólido producido al rotar
la región del plano xy limitada por y % f (x), y % g(x),
x % 0 y x % a alrededor del eje x tiene el mismo
volumen que el sólido que se produce al rotar la misma
región alrededor del eje y. ¿Qué se puede decir sobre f
y g?

11. Calcule la ecuación de la curva que pasa por el punto
(2, 4) y tiene pendiente 3y/(x. 1) en cualquier punto
(x, y) de la misma.

12. Obtenga una familia de curvas que corte a las elipses
de la forma 3x2

! 4y2
% C formando ángulos rectos.

13. Los ingresos y los gastos de un negocio estacional
producen depósitos y retiradas de una cuenta de un
banco, que se pueden modelar en forma de una
velocidad de flujo en la cuenta de P(t) e al año en el
instante t (años), siendo P(t) % 10 000 sen (2nt). Si el
interés de la cuenta tiene una tasa instantánea del 4%
anual y hay 8000 e en el instante t % 0, ¿cuánto habrá
en la cuenta dos años más tarde?

Problemas avanzados
1. La curva y % e.kt sen x (x n 0) se rota alrededor del eje

x para generar una ristra de «gotas» cuyos volúmenes
disminuyen hacia la derecha si k b 0.
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(a) Demuestre que la relación entre el volumen de la
gota (n!1) y la gota n depende de k, pero no de n.

(b) ¿Para qué valor de k es igual a 1/2 la relación del
apartado (a)?

(c) Calcule el volumen total de todas las gotas en
función de k b 0.

2. (Conservación de tierra) Una paisajista desea crear a
nivel del suelo un estanque con forma de anillo, con un
radio exterior de 10 m y una profundidad máxima de
1 m rodeando una colina que se construirá utilizando la
tierra excavada para formar el estanque (véase la Figura
7.67). Decide utilizar un polinomio de cuarto grado para
determinar la forma de la sección cruzada de la colina y
del fondo del estanque: a una distancia de r metros del
centro de la composición, la altura por encima o por
debajo del nivel normal del suelo será

h(r) % a(r2
. 100)(r2

. k2) metros

para algún valor a b 0, siendo k el radio interior del
estanque. Calcule k y a de forma que se cumplan los
requisitos dados anteriormente.

¿Cuánta tierra se debe mover del estanque para
construir la colina?

Figura 7.67

3. (Diseño de un cohete) El morro de un cohete es
un sólido de revolución con radio en la base r
y altura h. El morro se debe unir suavemente con el
cuerpo cilíndrico del cohete (véase la Figura 7.68).
Tomando como origen la punta del morro del cohete y
como eje x el eje central del cohete, se pueden obtener
varias formas de morro rotando la curva cúbica:

y % f (x) % ax ! bx2
! cx3

Figura 7.68

alrededor del eje x. La curva cúbica debe tener
pendiente 0 en x % h, y su pendiente debe ser positiva

para 0 a x a h. Calcule la curva cúbica concreta que
maximiza el volumen del morro. Demuestre también
que esta elección de la curva cúbica hace la pendiente
dy/dx en el origen lo más grande posible y, por tanto,
corresponde al morro más puntiagudo.

4. (Splines cuadráticos) Sean A%(x1, y1), B%(x2, y2)
y C % (x3, y3) tres puntos que cumplen x1ax2ax3.
Una función f (x) cuya gráfica pasa por los tres puntos
se denomina spline cuadrático si f (x) es una función
cuadrática en el intervalo [x1, x2] y, posiblemente, una
función cuadrática diferente en el intervalo [x2, x3], y las
dos funciones cuadráticas tienen la misma pendiente en
x2. En este problema, tome A % (0, 1), B % (1, 2) y
C % (3, 0).

(a) Obtenga una familia f (x, m) de splines cuadráticos
de un parámetro que pasen por A, B y C, y que
tengan pendiente m en B.

(b) Calcule el valor de m para que la longitud de la
gráfica y % f (x, m) entre x % 0 y x % 3 sea mínima.
¿Cuánto vale dicha longitud mínima? Compárela
con la longitud de la línea poligonal ABC.

5. Se debe construir un muro de cemento con forma
de anillo circular, con una altura máxima de 2 m,
un radio interior de 15 m, y una anchura de 1 m a nivel
de tierra, de forma que su radio exterior sea de 16 m
(véase la Figura 7.69). La sección cruzada transversal de
la pared a una distancia de 15 ! x m del centro del
anillo tiene la forma de la función cúbica

f (x) % x(1 . x)(ax ! b) m

que no se debe anular en ningún punto del intervalo
abierto (0, 1). Calcule los valores de a y b que
minimizan el volumen total de cemento necesario para
construir el muro.

Figura 7.69

6. (Volumen de una bola n-dimensional) El espacio
euclídeo n-dimensional está formado por los puntos
(x1, x2, ..., xn) con n coordenadas reales. Por analogía
con el caso tridimensional, denominaremos al conjunto
de puntos que cumplen la desigualdad
x2

1 ! x2
2 ! ñ ! x2

n m r2, bola n-dimensional centrada en
el origen. Por ejemplo, la bola unidimensional es el
intervalo .r m x1 m r, cuyo volumen (es decir,
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longitud) es V1(r) % 2r. La bola bidimensional es el
disco x2

1 ! x2
2 m r2, cuyo volumen (es decir, área) es

V2(r) % nr2
%I

r

.r

2∂r2
. x2 dx

%I
r

.r

V1 (∂r2
. x2) dx

El volumen de la bola tridimensional x2
1 ! x2

2 ! x2
3 m r2

es

V3(r) %
4

3
nr3

%I
r

.r

n(∂r2
. x2)2 dx

%I
r

.r

V2 (∂r2
. x2) dx

Por analogía con estas fórmulas, el volumen Vn(r) de
una bola n-dimensional de radio r es la integral del
volumen de la bola (n . 1)-dimensional de radio
∂r2

. x2 desde x % .r hasta x % r:

Vn(r) %I
r

.r

Vn.1 (∂r2
. x2) dx

Utilizando un programa de matemáticas por computador,
calcule V4(r), V5(r), ..., V10(r) y plantee fórmulas para
V2n(r) (las bolas de dimensión par) y V2n!1(r) (las bolas
de dimensión impar). Si su programa de matemáticas
por ordenador es lo suficientemente potente, podrá
verificar sus planteamientos por inducción. Si no es así,
utilícelos para predecir V11(r) y V12(r); después
compruebe su previsión empezando con V10(r).

*7. (El problema de la aguja de Buffon) Una superficie
plana horizontal está marcada con líneas paralelas
separadas 10 cm, como se muestra en la Figura 7.70.
Se lanza una aguja de 5 cm de longitud de forma
aleatoria en la superficie. Calcule la probabilidad de
que la aguja corte a una de las líneas. Sugerencia:
Consideremos como punto de referencia el extremo
«inferior» de la aguja (es decir, el que apunta hacia
abajo de la página en la figura). Si los dos extremos

Figura 7.70

están a la misma altura, se utilizará el extremo
izquierdo. Sea y la distancia desde el punto de
referencia a la línea más cercana por encima de él, y
sea h el ángulo que forman la aguja y la recta que se
extiende hacia la derecha desde el punto de referencia
en la figura. ¿Cuáles son los posibles valores de y y de
h? Dibuje en un plano con coordenadas cartesianas h e
y, la región formada por todos los puntos (h, y)
correspondientes a las posibles posiciones de la aguja.
Dibuje también la región correspondiente a aquellas
posiciones en las que la aguja cruza una de las líneas
paralelas. La probabilidad pedida es el área de la
segunda región dividida por el área de la primera.

*8. (El camino de un remolque) Obtenga la ecuación
y % f (x) de una curva en el primer cuadrante del plano
xy, empezando en el punto (L, 0) y con la propiedad de
que si la tangente a la curva en P cruza al eje y en Q,
entonces la longitud de PQ es la constante L (véase la
Figura 7.71). Esta curva se denomina tractriz, del
participio latino tractus, que significa arrastrado.
Corresponde al camino del extremo trasero P de un
remolque de longitud L, originalmente dispuesto a lo
largo del eje x, cuando es remolcado (arrastrado) por
un tractor Q que se mueve por el eje y, alejándose del
origen.

Figura 7.71

*9. (Aproximación al área de superficie de un elipsoide)
Un geógrafo físico que estudia el flujo de las corrientes
que rodean piedras ovales necesita calcular las áreas de
superficie de muchas piedras que se modelan como
elipsoides:

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1
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Desea obtener una fórmula simple de dicha área de
superficie, de forma que la pueda incluir en una hoja
de cálculo que contenga las medidas a, b y c de las
piedras. Desafortunadamente, no hay una fórmula
exacta para calcular el área de un elipsoide general por
medio de funciones elementales. Sin embargo, sí
existen fórmulas para elipsoides de revolución, donde
dos de los tres semiejes son iguales. Este tipo de
elipsoides se denominan esferoides; un esferoide
oblado (como la tierra) tiene sus dos semiejes más
largos iguales; un esferoide prolado (como un balón de
rugby) tiene sus dos semiejes más cortos iguales. Una
aproximación razonable para calcular el área de un
elipsoide general se puede obtener mediante
interpolación lineal de esos dos casos.

Para concretar, supongamos que los semiejes se
disponen en orden decreciente a n b n c, y sea el área
de la superficie S(a, b, c).

(a) Calcule S(a, a, c), el área de un esferoide oblado.
(b) Calcule S(a, c, c), el área de un esferoide prolado.
(c) Construya una aproximación a S(a, b, c) que divida

el intervalo desde S(a, a, c) hasta S(a, c, c) en la
misma proporción que b divide el intervalo desde a
hasta c.

(d) Aproxime el área del elipsoide

x2

9
!

y2

4
! z2

% 1

utilizando el método anterior.
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CAPÍTULO 8

Cónicas, curvas
paramétricas
y curvas en polares

Todo el mundo sabe lo que es una curva, hasta que estu-
dia suficientes matemáticas y queda confundido por el
gran número de posibles excepciones... Una curva es la
totalidad de puntos cuyas coordenadas son funciones de
un parámetro que se puede diferenciar tantas veces como
se requiera.

Felix Klein (1849-1925)

Introducción Hasta el momento, la mayor parte de las curvas que hemos encon-
trado han sido gráficas de funciones, y nos han proporcionado información visual de
utilidad sobre el comportamiento de dichas funciones. En este capítulo vamos a
considerar las curvas planas como objetos de interés por su propio derecho. Prime-
ro, examinaremos las secciones cónicas, que son curvas con ecuaciones cuadráticas
que se obtienen como intersección de un plano con un cono circular recto. Seguida-
mente, consideraremos curvas descritas por dos ecuaciones paramétricas que pro-
porcionan las coordenadas de sus puntos como funciones de un parámetro. Si este
parámetro es el tiempo, entonces las curvas describen el movimiento de un punto en
el plano. Finalmente, consideraremos curvas descritas por ecuaciones en un nuevo
sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares, en el que cada
punto se localiza mediante su distancia y su dirección desde el origen. En el Capítu-
lo 11 ampliaremos nuestro estudio a las curvas en tres dimensiones.



8.1 Cónicas

Los círculos, las elipses, las parábolas y las hipérbolas se denominan secciones cónicas (o, más
sencillamente, cónicas) porque son curvas resultantes de la intersección de planos con conos cir-
culares rectos.

Para concretar, supongamos una recta A fija en el espacio, y sea V un punto fijo de A. El
cono circular recto de eje A, vértice V y semiángulo vertical a es la superficie formada por
todos los puntos de las rectas que pasan por V y que forman un ángulo a con la recta A (véase la
Figura 8.1). El cono tiene dos mitades en lados opuestos de vértice V. Todo plano P que no pase
por V cortará al cono (a una de sus mitades o a las dos), formando una curva C (véase la Figu-
ra 8.2). Si una recta normal (es decir, perpendicular) a P forma un ángulo h con el eje A del
cono, siendo 0 m h m n/2, entonces

C es una circunferencia si h % 0

C es una elipse si 0 a h a

n
2

. a

C es una parábola si h %
n
2

. a

C es una hipérbola si
n
2

. a a h m

n
2

Figura 8.1 Un cono de
vértice V, eje A y semiángulo
vertical a.

Figura 8.2 Planos que cortan a un cono formando una elipse, una parábola
y una hipérbola.

En las Secciones 10.4 y 10.5 se demuestra que los planos se representan mediante ecuaciones de
primer grado y los conos mediante ecuaciones de segundo grado. Por tanto, todas las cónicas se
pueden representar analíticamente (respecto a un sistema de coordenadas cartesianas x e y en el
plano de la cónica) mediante una ecuación de segundo grado cuya forma general es

Ax2
! Bxy ! Cy2

! Dx ! Ey ! F % 0

siendo A, B, ..., F constantes. Sin embargo, una ecuación como ésa puede representar también el
conjunto vacío, un solo punto, o una o dos rectas si los factores del miembro izquierdo son fac-
tores lineales:

(A1x ! B1 y ! C1)(A2x ! B2 y ! C2) % 0
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Después de las líneas rectas, las secciones cónicas son las curvas planas más simples. Poseen
muchas propiedades que las hacen útiles en aplicaciones de matemáticas, y por ello las inclui-
mos aquí. Una buena parte de este material es opcional desde el punto de vista de un curso de
cálculo, pero el tener familiaridad con las propiedades de las cónicas puede ser muy importante
en algunas aplicaciones. La mayoría de las propiedades de las cónicas fueron descubiertas por el
geómetra griego Apolonio de Perga, sobre el año 200 a. C. Resulta notable que fuera capaz de
obtener estas propiedades utilizando sólo las técnicas de la geometría euclídea clásica. Actual-
mente, estas propiedades se expresan de forma más conveniente utilizando geometría analítica y
sistemas de coordenadas específicos.

Parábolas

DEFINICIÓN 1 Parábolas

Una parábola está formada por todos los puntos del plano equidistantes de un punto dado
(denominado foco de la parábola) y de una recta (denominada directriz de la parábola). La
recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco se denomina eje principal (o sim-
plemente eje) de la parábola. El vértice de la parábola es el punto donde la parábola corta
a su eje principal. Se encuentra en dicho eje a medio camino entre el foco y la directriz.

Ejemplo 1 Calcule la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto F % (a, 0) y cuya directriz es la
recta L de ecuación x %.a.

Solución El eje de la parábola está en el eje x y su vértice es el origen (véase la Figura 8.3). Si
P % (x, y) representa a un punto de la parábola, entonces la distancia de P a F es igual a la distancia desde
P al punto más cercano de Q en L. Por tanto,

∂(x . a)2
! y2

% x ! a

o
x2

. 2ax ! a2
! y2

% x2
! 2ax ! a2

o, tras simplificar, y2
% 4ax.

Figura 8.3 PF % PQ: propiedad de definición de la parábola.

De forma similar, se pueden obtener ecuaciones estándar de parábolas con vértices en el origen y
focos en (.a, 0), (0, a) y (0, .a):
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Tabla 1. Ecuaciones estándar de parábolas

Foco Directriz Ecuación

(a, 0) x %.a y2
% 4ax

(.a, 0) x % a y2
%.4ax

(0, a) y %.a x2
% 4ay

(0, .a) y % a x2
%.4ay

Propiedad focal de la parábola
Todas las secciones cónicas tienen propiedades focales interesantes y útiles, relacionadas con la
forma en la que las superficies de revolución que las generan reflejan la luz si dichas superficies
fueran espejos. Por ejemplo, una circunferencia reflejará claramente de vuelta y por el mismo
camino cualquier rayo de luz emitida por una línea que pase por su centro. Las propiedades focales
de las parábolas, elipses e hipérbolas se pueden obtener a partir de las propiedades de reflexión de
una línea recta (es decir, un espejo plano) mediante argumentos geométricos elementales.

En medios con densidad óptica constante (es decir, medios donde la velocidad de la luz es
constante) la luz viaja en línea recta. Esto es una consecuencia del Principio del Camino Míni-
mo, que dice que al viajar entre dos puntos, la luz toma el camino que requiere el mínimo tiem-
po de viaje. Dada una línea recta L en un plano y dos puntos A y B en el mismo plano y al
mismo lado de L, el punto P de la recta L para el que la suma de las distancias AP ! PB es
mínima, cumple que AP y PB forman ángulos iguales con L o, de forma equivalente, con la nor-
mal a L en P (véase la Figura 8.4). Si B ñ es un punto tal que L corta al segmento BB ñ en dos
mitades iguales, entonces P es la intersección de L y AB ñ. Como la longitud de todo lado de un
triángulo debe ser menor que la suma de las longitudes de los otros dos lados,

AP ! PB % AP ! PB ñ % AB ñ m AQ ! QB ñ % AQ ! QB

Figura 8.4 Reflexión en una línea recta.

Reflexión en una línea recta

El punto P de la recta L en el que un rayo procedente de A se refleja pasando por B es el
punto que minimiza la suma de las distancias AP ! PB.

Consideremos ahora una parábola de foco F y directriz D. Sea P un punto de la parábola y sea T
la recta tangente a la parábola en P (véase la Figura 8.5). Sea Q un punto cualquiera de la recta
T. Entonces FQ cruza a la parábola en el punto X entre F y Q. Sean M y N dos puntos de D tales
que MX y NP son perpendiculares a D, y sea A un punto de la recta que pasa por N y P que está
al mismo lado de la parábola que F. Tenemos que

FP ! PA % NP ! PA % NA m MX ! XA % FX ! XA

m FX ! XQ ! QA % FQ ! QA
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Figura 8.5 Reflexión en una parábola.

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Considere las ecuaciones e inecuaciones de esta cadena de una en
una. ¿Por qué es cada una de ellas cierta?

Por tanto, entre todos los puntos Q de la recta T, Q % P es el único que minimiza la suma de
distancias FQ ! QA. Por la observación hecha sobre las rectas anteriores, FP y PA forman ángu-
los iguales con T y, por tanto, también con la normal a la parábola en P (la parábola y la tangen-
te tienen la misma normal en P).

Reflexión en una parábola

Cualquier rayo que salga del foco será reflejado formando una paralela con el eje de la
parábola. En otras palabras, cualquier rayo incidente paralelo al eje de la parábola se refle-
jará pasando por su foco.

Elipses

DEFINICIÓN 2 Elipses

Una elipse está formada por todos los puntos del plano tales que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos (los focos) es constante.

Ejemplo 2 Obtenga la elipse cuyos focos están en los puntos (.c, 0) y (c, 0) si la suma de las distan-
cias a los dos focos de cualquier punto P de la elipse es 2a.

Solución La elipse pasa por los cuatro puntos (a, 0), (.a, 0), (0, b) y (0, .b), siendo b2
% a2

. c2

(véase la Figura 8.6). Además, si P % (x, y) es un punto de la elipse, entonces

∂(x . c)2
! y2

! ∂(x ! c)2
! y2

% 2a

Pasando un término del miembro izquierdo al derecho y elevando al cuadrado se obtiene

(x . c)2
! y2

% 4a2
. 4a∂(x ! c)2

! y2
! (x ! c)2

! y2
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Figura 8.6 Una elipse.

Desarrollando ahora los cuadrados, simplificando términos, ordenando y elevando al cuadrado de
nuevo:

a∂(x ! c)2
! y2

% a2
! cx

a2(x2
! 2cx ! c2

! y2) % a4
! 2a2cx ! c2x2

(a2
. c2)x2

! a2y2
% a2(a2

. c2)

Finalmente, se sustituye a2
. c2 por b2 y se divide por a2b2 para obtener la ecuación estándar de

la elipse:

x2

a2 !
y2

b2 % 1

Las siguientes cantidades describen a la elipse:

a es el semieje mayor

b es el semieje menor

c % ∂a2
. b2 es la semidistancia focal

El punto que está en la mitad de los focos se denomina centro de la elipse. En el ejemplo ante-
rior es el origen. Nótese que a b b en este ejemplo. Si a a b, entonces la elipse tiene sus focos
en (0, c) y (0, .c), siendo c % ∂b2

. a2. La recta que pasa por los focos (el eje mayor) y la
recta que pasa por el centro perpendicular a la anterior (el eje menor) se denominan ejes princi-
pales de la elipse.

La excentricidad de una elipse es la razón entre la semidistancia focal y el semieje mayor.

Expresaremos la excentricidad como e. En el caso de la elipse
x2

a2 !
y2

b2 % 1 con a b b:

e %
c

a
%

∂a2
. b2

a

Nótese que e a 1 para cualquier elipse; cuanto mayor es el valor de e, más elongada (menos cir-
cular) es la elipse. Si e % 0, de forma que a % b y c % 0, los dos focos coinciden y la elipse se
convierte en una circunferencia.
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La propiedad focal de la elipse

Sea P un punto de una elipse cuyos focos son F1 y F2. La normal a la elipse en P es la bisectriz
del ángulo que forman las rectas F1P y F2P.

Reflexión en una elipse

Cualquier rayo procedente de un foco de la elipse se reflejará hacia el otro foco.

Para ver que esto es así, obsérvese que si Q es un punto cualquiera de la recta T tangente a la
elipse en el punto P, entonces F1Q cruza a la elipse en un punto X entre F1 y Q (véase la Figu-
ra 8.7), de forma que

F1P ! PF2 % F1X ! XF2 m F1X ! XQ ! QF2 % F1Q ! QF2

Entre todos los puntos de T, P es el que minimiza la suma de las distancias a F1 y F2. Esto im-
plica que la normal a la elipse en P es la bisectriz del ángulo F1PF2.

Figura 8.7 Un rayo procedente de un foco de la elipse
se refleja hacia el otro foco.

Directrices de una elipse

Si a b b b 0, las dos rectas x % a/e y x %.a/e se denominan directrices de la elipse
x2

a2 !
y2

b2 % 1. Si P es un punto de la elipse, entonces la razón de la distancia desde P a un foco de

la elipse y la correspondiente directriz es igual a la excentricidad e. Si P % (x, y), F es el foco
(c, 0), Q es la correspondiente directriz x % a/e y PQ es perpendicular a la directriz, entonces
(véase la Figura 8.8)

PF2
% (x . c)2

! y2

% x2
. 2cx ! c2

! b2A1 .

x2

a2B
% x2A

a2
. b2

a2 B. 2cx ! a2
. b2

! b2

% e2x2
. 2eax ! a2 (ya que c % ea)

% (a . ex)2

Así, PF % a . ex. Además, QP % (a/e). x % (a . ex)/e. Por tanto, se cumple PF/QP% e.
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Figura 8.8 Un foco y la correspondiente directriz de una elipse.

Una parábola puede considerarse como el caso límite de una elipse cuya excentricidad crece
hasta 1. La distancia entre los focos es infinita, por lo que el centro, un foco y su correspondien-
te directriz se han desplazado hasta el infinito dejando únicamente en el plano finito un foco y su
directriz.

Hipérbolas

DEFINICIÓN 3 Hipérbolas

Una hipérbola está formada por todos los puntos del plano tales que la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos (los focos) es constante.

Ejemplo 3 Si los focos de una hipérbola son F1 % (c, 0) y F2 % (.c, 0), y la diferencia de las distan-
cias de un punto P % (x, y) de la hipérbola a dichos focos es 2a (siendo a a c), entonces

PF2 . PF1 % ∂(x ! c)2
! y2

. ∂(x . c)2
! y2

%E
2a (rama derecha)

.2a (rama izquierda)

Véase la Figura 8.9. Simplificando esta ecuación elevando al cuadrado y ordenando términos, tal como se
hizo en el caso de la elipse en el Ejemplo 2, se obtiene la ecuación estándar de la hipérbola:

x2

a2 .

y2

b2 % 1

siendo b2
% c2

. a2.

Figura 8.9
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Los puntos (a, 0) y (.a, 0) (denominados vértices) pertenecen a la hipérbola, cada uno a una
rama. Las dos ramas corresponden a las intersecciones del plano de la hipérbola con las dos par-
tes del cono. Algunos parámetros que se utilizan para describir la hipérbola son

a es el semieje transversal

b es el semieje conjugado

c % ∂a2
! b2 es la semidistancia focal

El punto medio del segmento F1F2 (en este caso el origen) se denomina centro de la hipérbola.
La línea que pasa por el centro, los vértices y los focos se denomina eje transversal. La línea
que pasa por el centro y es perpendicular al eje transversal se denomina eje conjugado. El eje
conjugado no corta a la hipérbola. Si se dibuja un rectángulo de lados 2a y 2b, centrado en el
centro de la hipérbola y con dos de sus lados tangentes a dicha hipérbola en sus vértices, en-
tonces las dos diagonales del rectángulo son asíntotas de la hipérbola. Sus ecuaciones son
(x/a)u (y/b)% 0; es decir, son soluciones de la ecuación degenerada

x2

a2 .

y2

b2 % 0

La hipérbola se aproxima tanto como deseemos a esas rectas a medida que nos alejamos del ori-
gen (véase la Figura 8.10). Una hipérbola rectangular es aquella cuyas asíntotas son rectas per-
pendiculares (esto se cumple si b % a).

Figura 8.10 Términos asociados a una hipérbola.

La excentricidad de la hipérbola es

e %
c

a
%

∂a2
! b2

a

Nótese que e b 1. Las rectas x %u(a/e) reciben el nombre de directrices de la hipérbola
(x2/a2) . (y2/b2) % 1 (véase la Figura 8.11). De forma similar al caso de la elipse, se puede de-
mostrar que si P es un punto de la hipérbola, entonces

distancia de P a un foco

distancia de P a la correspondiente directriz
% e

La excentricidad de una hipérbola rectangular es ∂2.
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Figura 8.11 Directrices de una hipérbola.

Una hipérbola con las mismas asíntotas que x2/a2
. y2/b2

% 1, pero cuyo eje transversal es el
eje y, sus vértices son (0, b) y (0, .b), y sus focos son (0, c) y (0, .c), se representa mediante
la ecuación

x2

a2 .

y2

b2 %.1, en otros términos,
y2

b2 .

x2

a2 % 1

Se dice que las dos hipérbolas son conjugadas entre sí (véase la Figura 8.12). El eje conjugado
de una hipérbola es el eje transversal de su hipérbola conjugada. El eje transversal y el eje con-
jugado de una hipérbola se denominan en conjunto ejes principales.

Figura 8.12 Dos hipérbolas conjugadas
y sus asíntotas comunes.

Propiedad focal de una hipérbola

Sea un punto P cualquiera de una hipérbola cuyos focos son F1 y F2. Entonces la tangente a la
hipérbola en el punto P es la bisectriz del ángulo que forman las rectas F1P y F2P.

Reflexión en una hipérbola

Un rayo procedente de uno de los focos de una hipérbola se refleja en dicha hipérbola de
modo que parece provenir del otro foco.

Para ver que esto es así, sea P un punto de la rama derecha, sea T la recta tangente a la hipérbola
en el punto P, y sea C una circunferencia de radio grande centrada en F2 (véase la Figura 8.13).
Sea D el punto donde la recta F2P corta esta circunferencia. Sea Q un punto cualquiera de T.
Entonces QF1 corta a la hipérbola en un punto X situado entre Q y F1, y F2X corta a C en E.
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Figura 8.13 Un rayo procedente de un foco se refleja
como si proviniera del otro foco.

Como X está en la recta radial F2E, está más cerca de E que de cualquier otro punto de C. Es
decir, XE m XD. Por tanto,

F1P ! PD % F1P ! F2D . F2P

% F2D . (F2P . F1P)

% F2E . (F2X . F1X)

% F1X ! F2E . F2X

% F1X ! XE

m F1X ! XD

m F1X ! XQ ! QD % F1Q ! QD

P es el punto de T que minimiza la suma de las distancias F1 y D. Por lo tanto, la normal a la
hipérbola en P es la bisectriz del ángulo F1PD. Por consiguiente, T es la bisectriz del ángulo
F1PF2.

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Compruebe las ecuaciones e inecuaciones de la cadena anterior de
una en una, asegurándose de que entiende por qué son verdaderas.

Clasificación de cónicas generales
Una ecuación de segundo grado en dos variables,

Ax2
! Bxy ! Cy2

! Dx ! Ey ! F % 0, (A2
! B2

! C2
b 0)

representa en general una curva cónica, pero en ciertos casos degenerados puede representar dos
líneas rectas (x2

. y2
% 0 representa las rectas x % y y x %.y), una línea recta (x2

% 0 represen-
ta la recta x % 0), un único punto (x2

! y2
% 0 representa el origen), o ningún punto en absoluto

(x2
! y2

%.1 no se cumple para ningún punto del plano).
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La naturaleza del conjunto de puntos representados por una ecuación de segundo grado se pue-
de determinar escribiendo la ecuación de forma que se pueda reconocer como uno de los tipos es-
tándar. Si B % 0, esto se puede hacer completando los cuadrados en los términos en x y en y.

Ejemplo 4 Describa la curva cuya ecuación es x2
! 2y2

! 6x . 4y ! 7 % 0.

Solución Se completan los cuadrados en los términos en x y en y, escribiendo la ecuación en la forma

x2
! 6x ! 9 ! 2(y2

. 2y ! 1) % 9 ! 2 . 7 % 4

(x ! 3)2

4
!

(y . 1)2

2
% 1

Por tanto, representa una elipse conc centro en (.3, 1), semieje mayor a % 2 y semieje menor b % ∂2.
Como c % ∂a2

. b2
% ∂2, los focos son (.3 u ∂2, 1). Véase la Figura 8.14.

Figura 8.14

Si B Ç 0, la ecuación tiene un término xy, y no puede representar una circunferencia. Para ver lo
que representa, se pueden rotar los ejes coordenados para producir una ecuación sin término xy.
Sea un nuevo sistema de coordenadas (con ejes u y v), con el mismo origen pero rotado un ángu-
lo h con respecto a los ejes x e y anteriores (véase la Figura 8.15). Si las coordenadas de un
punto P en los ejes antiguos son (x, y) y con respecto a los ejes nuevos son (u, v), entonces un
análisis de triángulos en la figura permite demostrar que

x % OA . XA % OU cos h . OV sen h % u cos h . v sen h

y % XB ! BP % OU sen h ! OV cos h % u sen h ! v cos h

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación

Ax2
! Bxy ! Cy2

! Dx ! Ey ! F % 0, (A2
! B2

! C2
b 0)

Figura 8.15 Rotación de ejes.
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¡¡ A T E N C I Ó N !!
Aquí es necesario un cálculo largo y tedioso. Los detalles se han omi-
tido.

se llega a la nueva ecuación,

Añu2
! Bñuv ! C ñv2

! Dñu ! E ñv ! F % 0
siendo

Añ %
1

2
(A(1 ! cos 2h) ! B sen 2h ! C(1 . cos 2h))

Bñ % (C . A) sen 2h ! B cos 2h

Cñ %
1

2
(A(1 . cos 2h) . B sen 2h ! C(1 ! cos 2h))

Dñ % D cos h ! E sen h

E ñ %.D sen h ! E cos h

Nótese que F no cambia. Si se escoge h de forma que

tan 2h %
B

A . C
o h %

n
4

si A % C, B Ç 0

entonces Bñ % 0, y la nueva ecuación se puede analizar como se ha descrito anteriormente.

Ejemplo 5 Identifique la curva cuya ecuación es xy % 1.

Solución Es bastante probable que el lector ya sepa que la ecuación dada representa una hipérbola rec-
tangular cuyas asíntotas son los ejes coordenados. Como la ecuación dada tiene A % C % D % E % 0 y
B % 1, es apropiado rotar los ejes un ángulo de n/4, de forma que

x %
1

∂2
(u . v), y %

1

∂2
(u ! v)

La ecuación transformada es u2
. v2

% 2, que es, como sospechábamos, una hipérbola rectangular con vér-
tices en u %u∂2, v % 0, focos en u %u2, v % 0 y asíntotas u %uv. Por consiguiente, xy % 1 representa
una hipérbola rectangular cuyas asíntotas son los ejes coordenados, sus vértices están en (1, 1) y (.1, .1)
y sus focos están en (∂2, ∂2) y (.∂2, .∂2).

Ejemplo 6 Demuestre que la curva 2x2
! xy ! y2

% 2 es una elipse y calcule las longitudes de sus
semiejes mayor y menor.

Solución En este ejemplo, A % 2, B % C % 1, D % E % 0 y F %.2. Rotamos los ejes un ángulo h,
siendo tan 2h % B/(A. C) % 1. Por tanto, Bñ % 0, 2h % n/4 y sen 2h % cos 2h % 1/∂2. Tenemos que

Añ %
1

2 C2A1 !
1

∂2B!
1

∂2
!A1 .

1

∂2BD%
3 ! ∂2

2

Cñ %
1

2 C2A1 .

1

∂2B.

1

∂2
!A1 !

1

∂2BD%
3 . ∂2

2

La ecuación transformada es (3 ! ∂2)u2
! (3 . ∂2)v2

% 4, que representa una elipse cuyo semieje

mayor tiene una longitud de 2/∂3 . ∂2 y cuyo semieje menor tiene una longitud de 2/∂3 ! ∂2 (en la
Sección 13.3 descubriremos otra forma de preguntar esto).

CAPÍTULO 8. Cónicas, curvas paramétricas y curvas en polares 525



Ejercicios 8.1

Calcule las ecuaciones de las cónicas que se especifican en
los Ejercicios 1-6.

1. Elipse con focos en (0, u2) y semieje mayor de
longitud 3.

2. Elipse con focos en (0, 1) y (4, 1) y excentricidad 1/2.

3. Parábola con foco en (2, 3) y vértice en (2, 4).

4. Parábola que pasa por el origen, su foco está en
(0, .1) y su eje está en la recta y %.1.

5. Hipérbola con focos en (0, u2) y semieje transversal
de longitud 1.

6. Hipérbola con focos en (u5, 1) y asíntotas
x %u(y . 1).

En los Ejercicios 7-15, identifique y dibuje el conjunto de
puntos del plano que satisfacen las ecuaciones dadas.
Especifique las asíntotas de las posibles hipérbolas.

7. x2
! y2

! 2x % 1 8. x2
! 4y2

. 4y % 0

9. 4x2
! y2

. 4y % 0 10. 4x2
. y2

. 4y % 0

11. x2
! 2x . y % 3 12. x ! 2y ! 2y2

% 1

13. x2
. 2y2

! 3x ! 4y % 2

14. 9x2
! 4y2

. 18x ! 8y %.13

15. 9x2
! 4y2

. 18x ! 8y % 23

16. Identifique y dibuje la curva que es la gráfica de la
ecuación (x . y)2

. (x ! y)2
% 1.

*17. Los rayos de luz en el plano xy procedentes del punto
(3, 4) se reflejan en una parábola de manera que
forman un rayo paralelo al eje x. La parábola pasa por
el origen. Obtenga su ecuación (existen dos respuestas
posibles).

18. Los rayos de luz en el plano xy procedentes del origen
se reflejan en una elipse de forma que convergen en el
punto (3, 0). Calcule todas las posibles ecuaciones de
dicha elipse.

En los Ejercicios 19-22, identifique la cónica y calcule su
centro, ejes principales, focos y excentricidad. Especifique
las asíntotas de las posibles hipérbolas.

19. xy ! x . y % 2

*20. x2
! 2xy ! y2

% 4x . 4y ! 4

*21. 8x2
! 12xy ! 17y2

% 20

*22. x2
. 4xy ! 4y2

! 2x ! y % 0

23. La definición foco-directriz de una cónica define ésta
como un conjunto de puntos P del plano que satisface
la condición

distancia de P a F

distancia de P a D
% e

siendo F un punto fijo, D una recta fija y e un número
positivo fijo. La cónica es una elipse, una parábola o
una hipérbola dependiendo de si e a 1, e % 1 o e b 1.
Calcule la ecuación de la cónica si F es el origen y D
es la recta x % .p.

Otro parámetro asociado con las cónicas es el semi-latus
rectum, que se denota generalmente como �. En el caso de
una circunferencia es igual a su radio. Para otras cónicas, es
la mitad de la longitud de la cuerda que pasa por un foco y
es perpendicular al eje (para una parábola), al eje mayor
(para una elipse) o al eje transversal (para una hipérbola).
Dicha cuerda se denomina latus rectum de la cónica.

24. Demuestre que el semi-latus rectum de la parábola es
el doble de la distancia de su vértice a su foco.

25. Demuestre que el semi-latus rectum de una elipse con
semieje mayor a y semieje menor b es � % b2/a.

26. Demuestre que la fórmula del ejercicio anterior
coincide con la del semi-latus rectum de una hipérbola
con semieje transversal a y semieje conjugado b.

*27. Suponga que un plano corta a un cono circular recto
formando una elipse, y que dos esferas (una en cada
lado del plano), se inscriben entre el cono y el plano
de forma que cada una de ellas es tangente al cono en
una circunferencia y es también tangente al plano en
un punto. Demuestre que los puntos donde esas dos
esferas tocan al plano son los focos de la elipse.
Sugerencia: Todas las rectas tangentes a una esfera
desde un punto dado en el exterior de dicha esfera
tienen la misma longitud. La distancia entre las dos
circunferencias en las que las esferas cortan al cono,
medidas sobre generatrices del cono (es decir, rectas
en el cono), es la misma para todas las generatrices.

*28. Formule y demuestre un resultado análogo al del
Ejercicio 27 pero con una hipérbola.

*29. Suponga que un plano corta a un cono circular recto
formando una parábola con vértice en V. Suponga que
se inscribe una esfera entre el cono y el plano, como
en los ejercicios anteriores, que es tangente al plano
de la parábola en el punto F. Demuestre que la cuerda
a la parábola que pasa por F y que es perpendicular a
la recta FV tiene una longitud igual a la del latus
rectum de la parábola. Por tanto, F es el foco de la
parábola.
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8.2 Curvas paramétricas

Supongamos que un objeto se mueve por el plano xy de forma que las coordenadas de su posi-
ción en cualquier instante t son funciones continuas de la variable t:

x % f (t), y % g(t)

El camino seguido por el objeto es una curva C en el plano, especificada por las dos ecuaciones
anteriores, que denominaremos ecuaciones paramétricas de C. Una curva especificada por una
pareja concreta de ecuaciones paramétricas se denomina curva paramétrica.

DEFINICIÓN 4 Curvas paramétricas

Una curva paramétrica C en el plano está formada por un par ordenado ( f , g) de funcio-
nes continuas, ambas definidas en el mismo intervalo I. Las ecuaciones

x % f (t), y % g(t), para t en I

se denominan ecuaciones paramétricas de la curva C. La variable independiente t se deno-
mina parámetro.

Nótese que la curva paramétrica C no se define como un conjunto de puntos del plano, sino como
un par ordenado de funciones cuyo rango es ese conjunto de puntos. Diferentes pares de funcio-
nes pueden producir el mismo conjunto de puntos del plano, pero puede ser conveniente conside-
rarlas como curvas paramétricas diferentes. No obstante, denominaremos a menudo curva C al
conjunto de puntos seguido por (x, y) cuando t se mueve por I. El eje (recta real) del parámetro t
es diferente de los ejes coordenados del plano de la curva (véase la Figura 8.16). Generalmente,
denominaremos t al parámetro. En muchas aplicaciones el parámetro representa tiempo, pero no
es necesario que sea así. Como f y g se suponen funciones continuas, la curva x % f (t), y % g(t)
no presenta saltos. Una curva paramétrica tiene una dirección (indicada, por ejemplo, mediante
flechas), que es la dirección correspondiente a los valores crecientes del parámetro t, como se
muestra en la Figura 8.16.

Figura 8.16 Una curva paramétrica.

Ejemplo 1 Dibuje e identifique la curva paramétrica

x % t2 . 1, y % t ! 1 (.ä a t a ä)

Solución Podríamos construir una tabla con valores de x e y en función de valores de t, con lo que se
obtendrían las coordenadas de algunos puntos de la curva. Sin embargo, en este ejemplo es más fácil elimi-
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nar el parámetro de la pareja de ecuaciones paramétricas y obtener así una única ecuación en x e y cuya
gráfica es la curva deseada:

t % y . 1, x % t2 . 1 % (y . 1)2
. 1 % y2

. 2y

Todos los puntos de la curva están en la parábola x % y2
. 2y. Como y ruä cuando t ruä, la curva

paramétrica es la parábola completa (véase la Figura 8.17).

Figura 8.17 La parábola definida paramétricamente como x % t2 . 1,
y % t ! 1, (.ä a t a ä).

Aunque la curva del Ejemplo 1 se identifica más fácilmente cuando se elimina el parámetro, al
pasar a la forma no paramétrica se produce una pérdida de información. Concretamente, se pier-
de el sentido de la curva como el camino que sigue un punto que se mueve y, por tanto, también
la dirección de la curva. Si la variable t en la forma paramétrica indica el tiempo en el que un
objeto está en el punto (x, y), la ecuación no paramétrica x % y2

. 2y ya no indica en qué punto
está el objeto en el instante concreto t.

Ejemplo 2 (Ecuaciones paramétricas de una recta) Las ecuaciones paramétricas de la recta que
pasa por los puntos P0 % (x0, y0) y P1 % (x1, y1) (véase la Figura 8.18) son:

E
x % x0 ! t(x1 . x0)

y % y0 ! t(y1 . y0)
(.ä a t a ä)

Para ver que estas ecuaciones representan una línea recta, nótese que

y . y0

x . x0
%

y1 . y0

x1 . x0
% constante (suponiendo x1 Ç x0)

El punto P % (x, y) está en la posición P0 cuando t % 0, y en la posición P1 cuando t % 1. Si t % 1/2, enton-
ces P está en el punto medio entre P0 y P1. Nótese que el segmento que va de P0 a P1 corresponde a valo-
res de t entre 0 y 1.

Figura 8.18

Ejemplo 3 (Arco de una circunferencia) Dibuje e identifique la curva x % 3 cos t, y % 3 sen t,
(0 m t m 3n/2).

Solución Como x2
! y2

% 9 cos2 t ! 9 sen2 t % 9, todos los puntos de la curva están en la circunferencia
x2

! y2
% 9. Cuando t aumenta desde 0, pasando por n/2 y n hasta 3n/2, el punto (x, y) se mueve desde (3,

0), pasando por (0, 3) y (.3, 0), hasta (0, .3). La curva paramétrica corresponde a las tres cuartas partes
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de una circunferencia (véase la Figura 8.19). El parámetro t tiene en este ejemplo un significado geométrico.
Si Pt es el punto de la curva que corresponde a un valor del parámetro t, entonces t es el ángulo medido desde
el centro de la circunferencia correspondiente al arco recorrido desde el punto inicial hasta Pt.

Figura 8.19

Ejemplo 4 (Ecuaciones paramétricas de una elipse) Dibuje e identifique la curva x % a cos t,
y % b sen t, (0 m t m 2n), siendo a b b b 0.

Solución Obsérvese que
x2

a2 !
y2

b2 % cos2 t ! sen2 t % 1

Por tanto, la curva es una elipse parcial o completa, cuyo eje mayor va desde (.a, 0) hasta (a, 0), y cuyo
eje menor va desde (0, .b) hasta (0, b). Cuando t aumenta desde 0 hasta 2n, el punto (x, y) se mueve por
la elipse en sentido contrario al de las agujas del reloj, empezando en (a, 0) y volviendo al mismo punto.
Por tanto, la curva es la elipse completa.

La Figura 8.20(a) muestra cómo se puede interpretar el parámetro t como un ángulo, y cómo se pueden
obtener los puntos de la elipse utilizando circunferencias de radios a y b. Como la curva empieza y termina
en el mismo punto, se denomina curva cerrada.

Figura 8.20 Elipse
parametrizada en función de un
ángulo y construida con la ayuda
de dos circunferencias.
(b) Una curva paramétrica que se
cruza consigo misma.

Ejemplo 5 Dibuje la curva paramétrica

x % t3 . 3t, y % t2, (.2 m t m 2)
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Solución Eliminando el parámetro se obtiene

x2
% t2(t2 . 3)2

% y(y . 3)2

pero esto no resulta de mucha ayuda ya que no podemos reconocer esta curva a partir de su ecuación en
coordenados cartesianas. Lo que haremos será calcular las coordenadas de algunos puntos:

Tabla 2. Coordenadas de algunos puntos de la curva del Ejemplo 5

t .2 .

3

2
.1 .

1

2
0

1

2
1

3

2
2

x .2
9

8
2

11

8
0 .

11

8
.2 .

9

8
2

y 4
9

4
1

1

4
0

1

4
1

9

4
4

Nótese que la curva es simétrica respecto al eje y ya que x es una función impar de t e y es una
función par de t (en t y .t, x tiene valores de signo contrario, e y tiene el mismo valor).

La curva se cruza consigo misma en el eje y (véase la Figura 8.20(b)). Para encontrar el pun-
to de intersección, se hace x % 0:

0 % x % t3 . 3t % t(t . ∂3)(t ! ∂3)

Para t % 0, la curva está en (0, 0), pero para t %u∂3, la curva está en (0, 3). El punto de inter-
sección consigo misma se produce porque la curva pasa por el mismo punto para dos valores
diferentes del parámetro.

Observación He aquí cómo conseguir que Maple dibuje la curva paramétrica del ejemplo an-
terior. Nótense los corchetes que rodean a las dos funciones t3 . 3t y t2, y el intervalo de valor
del parámetro, seguido por los rangos de x e y en la gráfica.

> plot([t 4 3-3*t, t 4 2, t=–2..2], x=–3..3, y=–1..5);

Curvas planas generales y parametrizaciones

De acuerdo con la Definición 4, una curva paramétrica siempre está definida mediante un con-
junto particular de ecuaciones paramétricas; no es sólo un conjunto de puntos del plano. Cuando
estamos interesados en considerar una curva únicamente como un conjunto de puntos (un objeto
geométrico), no es necesario preocuparse por la pareja de ecuaciones en concreto que representa
a la curva. En este caso la curva es simplemente una curva plana.

DEFINICIÓN 5 Curvas planas

Una curva plana es un conjunto de puntos (x, y) del plano tales que x % f (t) e y % g(t)
para algún valor de t en el intervalo I, siendo f y g funciones continuas definidas en I. A
dicho intervalo I y al par de funciones ( f, g) que generan los puntos de C se los denomina
parametrización de C.

Como una curva plana no está ligada a una parametrización específica, tampoco tiene una direc-
ción específica.
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Ejemplo 6 La circunferencia x2
! y2

% 1 es una curva plana. A continuación se presentan algunas
posibles parametrizaciones de dicha circunferencia:

(i) x % cos t, y % sen t, (0 m t m 2n)

(ii) x % sen s2, y % cos s2, (0 m s m ∂2n)

(iii) x % cos (nu ! 1), y % sen (nu ! 1), (.1 m u m 1)

(iv) x % 1 . t2, y % t∂2 . t2, (.∂2 m t m ∂2)

Para verificar que cualquiera de ellas representa a la circunferencia se pueden sustituir las funciones de x e
y en la expresión x2

! y2 y demostrar que el resultado se simplifica al valor de 1. Esto demuestra que la
curva paramétrica es una circunferencia. Después se pueden examinar los rangos de x e y a medida que el
parámetro varía en su dominio. Por ejemplo, en el caso (iv) tenemos

x2
! y2

% (1 . t2)2
! (t∂2 . t2)2

% 1 . 2t2 ! t4 ! 2t2 . t4 % 1

y (x, y) va desde (.1, 0) pasando por (0, .1) hasta (1, 0) cuando t se incrementa desde .∂2, pasando
por .1, hasta 0, y después continúa por (0, 1) y vuelve a (.1, 0) cuando t va desde 0, pasando por 1,
hasta ∂2.

Existen, por supuesto, otras infinitas posibles parametrizaciones de esta curva.

Ejemplo 7 Si f es una función continua en un intervalo I, entonces la gráfica de f es una curva pla-
na. Una posible parametrización obvia de esta curva es

x % t, y % f (t), (t en I )

Algunas curvas planas de interés

Completaremos esta sección parametrizando dos curvas que aparecen en el mundo físico.

Ejemplo 8 (Cicloide) Si una circunferencia rueda sin deslizamiento por una línea recta, calcule el
camino que sigue un punto fijo del círculo. Ese camino se denomina cicloide.

Solución Supongamos que la recta sobre la que rueda la circunferencia es el eje x, que la circunferencia
tiene radio a y está sobre dicha recta y que el punto cuyo movimiento vamos a seguir está inicialmente en
el origen O (véase la Figura 8.21). Después de que el círculo haya rodado un ángulo t, es tangente a la recta
en T, y el punto cuya trayectoria estamos siguiendo se habrá movido hasta la posición P, como muestra la
citada figura. Como no hay deslizamiento,

segmento OT % arco PT % at

Figura 8.21 El punto P
traza los arcos de
la cicloide a medida que la
rueda realiza una revolución
completa.

CAPÍTULO 8. Cónicas, curvas paramétricas y curvas en polares 531



Sea PQ perpendicular a TC, como se muestra la figura. Si las coordenadas de P son (x, y), en-
tonces

x % OT . PQ % at . a sen (n . t) % at . a sen t

y % TC ! CQ % a ! a cos (n . t) % a . a cos t

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son

x % a(t . sen t), y % a(1 . cos t)

Obsérvese que la cicloide presenta un vértice en los puntos donde vuelve al eje x, es decir, en los
puntos correspondientes a t % 2nn, siendo n un entero. Aunque las funciones x e y son funciones
diferenciables en t, la curva no es suave en todas partes. En la sección siguiente consideraremos
estos aspectos.

Los problemas de la braquistócrona y de la tautócrona

Suponga que se dobla un alambre desde un punto A hasta un punto más bajo B y que una peque-
ña cuenta puede deslizarse sin rozamiento por dicho alambre. Si la cuenta se suelta en el punto
A, se deslizará hasta el punto B. ¿Qué curva se debería utilizar para minimizar el tiempo que
tarda en ir desde A hasta B? Este problema, denominado de la braquistócrona (del griego «tiem-
po mínimo»). Tiene como solución parte de un arco de cicloide puesto boca abajo. Es más, la
cuenta emplea la misma cantidad de tiempo en deslizarse desde cualquier punto de la curva al
punto más bajo B, por lo que la cicloide es también la solución del problema de la tautócrona
(«mismo tiempo»). Examinaremos estos aspectos posteriormente, en los Problemas Avanzados
del final del Capítulo 11.

Ejemplo 9 (Involución de una circunferencia) Se enrolla una cuerda alrededor de una circunferen-
cia fija. Uno de sus extremos se desenrrolla de forma que la parte de la cuerda que no está en la circunfe-
rencia se extiende en forma de línea recta. La curva que sigue este extremo libre de la curva se denomina
involución de la circunferencia (la involución de cualquier curva es el camino que sigue un extremo de
dicha curva cuando se desenrolla empezando por ese extremo).

Suponga que la ecuación de la circunferencia es x2
! y2

% a2, y que el extremo de la cuerda que se
desenrolla empieza en el punto A % (a, 0). En algún instante posterior mientras se desenrolla, denominare-
mos P a la posición del extremo de la cuerda, y T al punto donde la cuerda deja a la circunferencia. La
recta PT debe ser tangente a la circunferencia en T.

Parametrizaremos a continuación el camino que sigue P en función del ángulo AOT, que denominare-
mos t. Sean los puntos R en OA y S en TR, como se muestra en la Figura 8.22. TR es perpendicular a OA y
a PS. Nótese que

OR % OT cos t % a cos t, RT % OT sen t % a sen t

Como el ángulo OTP es de 90o, el ángulo STP % t. Como PT % arc AT % at (ya que la cuerda no se enrolla
ni se desliza en la circunferencia), tenemos que

SP % TP sen t % at sen t, ST % TP cos t % at cos t

Si P tiene coordenadas a (x, y), entonces x % OR ! SP e y % RT . ST:

x % a cos t ! at sen t, y % a sen t . at cos t, (t n 0)

que son las ecuaciones paramétricas de la involución.
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Figura 8.22 Involución de una circunferencia.

Ejercicios 8.2

En los Ejercicios 1-10, dibuje las curvas paramétricas
dadas, mostrando su dirección con una flecha. Elimine el
parámetro para obtener una ecuación cartesiana en x e y
cuya gráfica sea la curva paramétrica.

1. x % 1 ! 2t, y % t2, (.ä a t a ä)

2. x % 2 . t, y % t ! 1, (0 m t a ä)

3. x %
1

t
, y % t . 1, (0 a t a 4)

4. x %
1

1 ! t2
, y %

t

1 ! t2
, (.ä a t a ä)

5. x % 3 sen 2t, y % 3 cos 2t, A0 m t m

n
3B

6. x % a sec t, y % b tan t, A.

n
2

a t a

n
2B

7. x % 3 sen nt, y % 4 cos nt, (.1 m t m 1)

8. x % cos sen s, y % sen sen s, (.ä a s a ä)

9. x % cos3 t, y % sen3 t, (0 m t m 2n)

10. x % 1 . ∂4 . t2, y % 2 ! t, (.2 m t m 2)

11. Describa la curva paramétrica x % cosh t, y calcule su
ecuación en cartesianas.

12. Describa la curva paramétrica x % 2 . 3 cosh t,
y %.1 ! 2 senh t.

13. Describa la curva x % t cos t, y % t sen t, (0 m t m 4n).

14. Demuestre que cada uno de los siguientes conjuntos de
ecuaciones paramétricas representa un arco diferente de
la parábola cuya ecuación es 2(x ! y) % 1 ! (x . y)2.

(a) x % cos4 t, y % sen4 t

(b) x % sec4 t, y % tan4 t

(c) x % tan4 t, y % sec4 t

15. Calcule una parametrización de la parábola y % x2,
utilizando como parámetro la pendiente de la recta
tangente en un punto cualquiera.

16. Calcule una parametrización de la circunferencia
x2

! y2
% R2, utilizando como parámetro la pendiente

m de la recta que une un punto cualquiera con el punto
(R, 0). ¿Falla la parametrización en la obtención de
algún punto de la circunferencia?

17. Una circunferencia de radio a está centrada en el
origen O. T es un punto de la circunferencia tal que OT
forma un ángulo t con el eje x positivo. La tangente a
la circunferencia en T cruza al eje x en el punto X. El
punto P %(x, y) es la intersección de la recta vertical
que pasa por X y de la recta horizontal que pasa por T.
Calcule, en función del parámetro t, ecuaciones
paramétricas de la curva C que describe el punto P a
medida que el punto T se mueve por la circunferencia.
Elimine t y calcule una ecuación de C en función de x e
y. Dibuje C.

18. Repita el Ejercicio 17 con la siguiente modificación:
OT cruza una segunda circunferencia de radio b
centrada en O en el punto Y. P % (x, y) es la
intersección de la recta vertical que pasa por X y la
recta horizontal que pasa por Y.
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*19. (El folium de Descartes) Elimine el parámetro de las
ecuaciones paramétricas

x %
3t

1 ! t3
, y %

3t2

1 ! t3
(t Ç.1)

y obtenga una ecuación ordinaria en x e y de esta
curva. El parámetro t se puede interpretar como la
pendiente de la recta que une el punto general (x, y)
con el origen. Dibuje la curva y demuestre que la
recta x ! y %.1 es una asíntota.

*20. (Una cicloide prolada) Una rueda de ferrocarril tiene
una pestaña que se extiende por debajo del nivel de la
vía sobre la que se mueve la rueda. Si el radio de la
rueda es a y el de la pestaña es b b a, calcule las
ecuaciones paramétricas del camino que sigue un
punto P en la circunferencia de la pestaña a medida
que la rueda se mueve por la vía (nótese que, durante
una parte de cada revolución de la rueda, P se mueve
hacia atrás). Intente dibujar la gráfica de esta cicloide
prolada.

*21. (Hipocicloides) Si una circunferencia de radio b
rueda, sin deslizarse, por el interior de una
circunferencia fija de radio a b b, un punto de la
circunferencia que rueda traza una curva denominada
hipocicloide. Si la circunferencia fija está centrada en
el origen y el punto que traza la curva empieza en
(a, 0), demuestre que las ecuaciones paramétricas de
la hipocicloide son

x % (a . b) cos t ! b cosA
a . b

b
tB

y % (a . b) sen t . b senA
a . b

b
tB

siendo t el ángulo entre el eje x positivo y la línea
que va del origen al punto en el cual la circunferencia
que rueda toca a la circunferencia fija.

Si a % 2 y b % 1, demuestre que la hipocicloide se
convierte en un segmento de recta.

Si a % 4 y b % 1, demuestre que las ecuaciones
paramétricas de la hipocicloide se simplifican en la
forma a x % 4 cos3 t, y % 4 sen3 t. Esta curva se
denomina hipocicloide de cuatro vértices o astroide
(véase la Figura 8.23). Su ecuación en cartesianas es
x2/3

! y2/3
% 42/3.

Las hipocicloides recuerdan a las curvas producidas
por unos juguetes de niños muy populares
denominados espirógrafos, pero las curvas de los
espirógrafos resultan de seguir un punto en el interior
del círculo que gira en lugar de en la circunferencia,
y por tanto no tienen vértices agudos.

Figura 8.23 El astroide x2/3
! y2/3

% 42/3.

*22. (La bruja de Agnesi)

(a) Demuestre que la curva que traza un punto P
obtenido a partir de una circunferencia, como se
muestra en la Figura 8.24, tiene como ecuaciones
paramétricas x % tan t, y % cos2 t en función del
ángulo t que se muestra en dicha figura
(Sugerencia: Será necesario hacer un uso
intensivo de la similitud de triángulos).

(b) Utilice una igualdad trigonométrica para eliminar
t de las ecuaciones paramétricas y obtenga una
ecuación ordinaria en cartesianas de dicha curva.

Esta curva toma su nombre de la matemática italiana
Maria Agnesi (1718-1799), una de las mujeres más
brillantes de su siglo y autora de un importante libro
de cálculo. El término bruja se debe a una traducción
errónea de la palabra italiana versiera («curva que
gira»), utilizada para describir la curva. Dicha palabra
es similar a avversiera («esposa del diablo» o
«bruja»).

Figura 8.24 La bruja de Agnesi.

En los Ejercicios 23-26, obtenga las gráficas de las curvas
x % sen (mt), y % sen (nt) para los valores dados de m y n.
Estas curvas se denominan figuras de Lissajous. Aparecen
cuando se analizan señales eléctricas utilizando un
osciloscopio. Una señal de frecuencia fija, pero desconocida,
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se aplica a la entrada vertical, y una señal de control se
aplica a la entrada horizontal. La frecuencia horizontal se
modifica hasta que se observa una figura de Lissajous
estable. La frecuencia (conocida) de la señal de control y la
forma de la figura permiten determinar la frecuencia
desconocida.

23. m % 1, n % 2 24. m % 1, n % 3

25. m % 2, n % 3 26. m % 2, n % 5

27. (Epicicloides) Utilizando una calculadora
gráfica o un programa de gráficos por ordenador,
investigue el comportamiento de las curvas cuyas
ecuaciones son de la forma

x %A1 !
1

nB cos t .

1

n
cos (nt)

y %A1 !
1

nB sen t .

1

n
sen (nt)

8.3 Curvas paramétricas suaves y sus pendientes

Se dice que una curva plana es suave si existe tangente en todo punto P de dicha curva, y dicha
tangente evoluciona de una forma continua a medida que P recorre la curva (es decir, el ángulo
que forman la tangente en P y otra recta fija, por ejemplo el eje x, es una función continua de la
posición de P).

Si la curva C es la gráfica de una función f, entonces C será suave en cualquier intervalo don-
de exista la derivada f ñ(x) y ésta sea una función continua de x. Puede ser también suave en
intervalos que contengan puntos singulares aislados; por ejemplo, la curva y % x1/3 es suave en
todas partes, aunque dy/dx no exista en x % 0.

En el caso de curvas paramétricas x % f (t), y % g(t), la situación es más complicada. Aunque
f y g tengan derivadas continuas en todas partes, esas curvas pueden no ser suaves en ciertos
puntos, concretamente los puntos donde f ñ(t) % gñ(t) % 0.

Ejemplo 1 Considere la curva paramétrica x % f (t) % t2, y % g(t) % t3. Eliminando t se llega a la cur-
va en cartesianas y2

% x3 o x % y2/3, que no es suave en el origen, incluso aunque f ñ(t) % 2t y gñ(t) % 3t2

sean continuas para todo t (véase la Figura 8.25). Obsérvese que tanto f ñ como gñ se anulan en t % 0:
f ñ(0) % gñ(0) % 0. Si vemos las ecuaciones paramétricas como una forma de especificar la posición de un

Figura 8.25 Esta curva no es suave en el origen y presenta allí un vértice.

para varios valores enteros y fraccionarios de n n 3.
¿Se pueden formular principios que gobiernan el com-
portamiento de estas curvas?

28. (Más hipocicloides) Utilice una calculadora
gráfica o un programa de gráficos por ordenador
para investigar el comportamiento de las curvas cuyas
ecuaciones son de la forma

x %A1 !
1
nB cos t !

1
n

cos ((n . 1)t)

y %A1 !
1
nB sen t .

1
n

sen ((n . 1)t)

para varios valores enteros y fraccionarios de n n 3.
¿Se pueden formular principios que gobiernan el com-
portamiento de estas curvas?
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punto móvil P en el instante t, entonces la velocidad horizontal es f ñ(t) y la velocidad vertical es
g ñ(t). Ambas velocidades son 0 en t % 0, por lo que P se detiene en ese instante. Cuando empie-
za a moverse de nuevo, no necesita hacerlo en la misma dirección en la que iba cuando se detu-
vo. La cicloide del Ejemplo 8 de la Sección 8.2 es otro ejemplo en el que una curva paramétrica
no es suave en puntos donde dx/dt y dy/dt se anulan.

Pendiente de una curva paramétrica

El teorema que sigue confirma que una curva paramétrica es suave en los puntos donde las deri-
vadas de las funciones de sus coordenadas son continuas y no se anulan simultáneamente.

TEOREMA 1 Sea C la curva paramétrica x % f (t), y % g(t), donde f ñ(t) y gñ(t) son continuas en un inter-
valo I. Si f ñ(t) Ç 0 en I, entonces C es suave y tiene en cada valor de t una tangente cuya
pendiente es

dy

dx
%

g ñ(t)

f ñ(t)

Si gñ(t) Ç 0 en I, entonces C es suave y tiene en cada valor de t una normal cuya pendiente
es

.

dx

dy
%.

f (t)

g ñ(t)

Por tanto, C es suave excepto, posiblemente, en aquellos puntos donde f ñ(t) y g ñ(t) sean si-
multáneamente 0.

DEMOSTRACIÓN Si f ñ(t) Ç 0 en I, entonces f es o bien creciente o bien decreciente
en I, y por tanto es uno a uno e invertible. La parte de C correspondiente a los valores de t
en I tiene como ecuación ordinaria y % g( f.1(x)), y por tanto su pendiente es

dy

dx
% g ñ( f.1(x))

d

dx
f.1(x) %

g ñ( f.1(x))

f ñ( f.1(x))
%

g ñ(t)

f ñ(t)

Donde hemos utilizado la fórmula

d

dx
f.1(x) %

1

f ñ( f.1(x))

para expresar la derivada de una función inversa, que se obtuvo en la Sección 3.1. Esta
pendiente es una función continua de t, por lo que la tangente a C evoluciona de forma con-
tinua con t en I. La demostración para g ñ(t) Ç 0 es similar. En este caso, la pendiente de la
normal es una función continua de t, por lo que la normal evoluciona de forma continua, y
así lo hace también la tangente.

#

Si f ñ y g ñ son continuas, y ambas se anulan en algún punto t0, entonces la curva x % f (t),
y % g(t), puede ser o no ser continua alrededor de t0. En el Ejemplo 1 se ha presentado un ejem-
plo de una curva que no es suave en un punto de ese tipo.

Ejemplo 2 La curva cuya parametrización es x % t3, y % t6 corresponde a la parábola y % x2, por lo
que es suave en todas partes, aunque dx/dt% 3t2 y dy/dt% 6t5 se anulen simultáneamente en t % 0.
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Tangentes y normales a curvas paramétricas

Si f ñ y gñ son continuas y no se anulan simultáneamente en t0, entonces las ecuaciones pa-
ramétricas

E
x % f (t0) ! f ñ(t0)(t . t0)

y % g(t0) ! g ñ(t0)(t . t0)
(.ä a t a ä)

representan la tangente a la curva paramétrica x % f (t), y % g(t) en el punto ( f (t0), g(t0)).
Las ecuaciones paramétricas a la normal en ese punto son

E
x % f (t0) ! g ñ(t0)(t . t0)

y % g(t0) . f ñ(t0)(t . t0)
(.ä a t a ä)

Ambas rectas pasan por ( f (t0), g(t0)) cuando t % t0.

Ejemplo 3 Calcule las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva paramétrica x % t2 . t,
y % t2 ! t en el punto donde t % 2.

Solución En t % 2 tenemos que x % 2, y % 6 y

dx

dt
% 2t . 1 % 3,

dy

dt
% 2t ! 1 % 5

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de las rectas tangente y normal son

Tangente: E
x % 2 ! 3(t . 2) % 3t . 4

y % 6 ! 5(t . 2) % 5t . 4

Normal: E
x % 2 ! 5(t . 2) % 5t . 8

y % 6 .3(t . 2) %.3t ! 12

La concavidad de una curva paramétrica se puede determinar utilizando las segundas derivadas
de las ecuaciones paramétricas. El procedimiento consiste en calcular d2y/dx2 utilizando la Regla
de la Cadena:

d2y

dx2 %
d

dx

dy

dx
%

d

dx

g ñ(t)

f ñ(t)
%

d

dt A
g ñ(t)

f ñ(t)B
dt

dx

%
f ñ(t)gññ(t) . g ñ(t) f ññ(t)

( f ñ(t))2

1

f ñ(t)

Concavidad de una curva paramétrica

En un intervalo donde f ñ(t) Ç 0, la concavidad de la curva paramétrica x % f (t), y % g(t)
está determinada por

d2y

dx2 %
f ñ(t)g ññ(t) . g ñ(t) f ññ(t)

( f ñ(t))3

Dibujo de curvas paramétricas
Como en el caso del dibujo de gráficas de funciones, las derivadas proporcionan información de
utilidad sobre la forma de una curva paramétrica. En los puntos donde dy/dt% 0 pero dx/dtÇ 0,
la tangente es horizontal; en los puntos donde dx/dt% 0 pero dy/dtÇ 0, la tangente es vertical.
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En los puntos donde dx/dt% dy/dt% 0 puede ocurrir cualquier cosa; es conveniente calcular los
límites por la derecha y por la izquierda de la pendiente dy/dx cuando el parámetro t se aproxima
a uno de esos puntos. La concavidad se puede determinar utilizando la fórmula obtenida ante-
riormente. Ilustraremos estas ideas reconsiderando una curva paramétrica que encontramos en la
sección anterior.

Ejemplo 4 Utilice información de pendiente y de concavidad para dibujar la gráfica de la curva para-
métrica

x % f (t) % t3 . 3t, y % g(t) % t2, (.2 m t m 2)

que encontramos previamente en el Ejemplo 5 de la Sección 8.2.

Solución Tenemos que

f ñ(t) % 3(t2 . 1) % 3(t . 1)(t ! 1), g ñ(t) % 2t

La curva tiene tangente horizontal en t % 0, es decir, en (0, 0), y tangentes verticales en t %u1, es decir,
en (2, 1) y (.2, 1). La tabla que sigue resume la información direccional de la curva entre esos puntos.

t .2 .1 0 1 2
r

f ñ(t) ! 0 . . . 0 !

g ñ(t) . . . 0 ! ! !

x r . p p p . r

y n n n
.

m m m

curva d n e p c m b

Para estudiar la concavidad se calcula la segunda derivada d2y/dx2 mediante la fórmula obtenida
anteriormente. Como f ññ(t) % 6t y g ññ(t) % 2, tenemos que

d2y

dx2 %
f ñ(t)g ññ(t) . g ñ(t) f ññ(t)

( f ñ(t))3

%
3(t2 . 1)(2) . 2t(6t)

[3(t2 . 1)]3 %.

2

9

t2 ! 1

(t2 . 1)3

que nunca se anula pero que no está definida en t %u1. Evidentemente la curva es convexa
para .1 a t a 1 y cóncava en el resto. La Figura 8.26 muestra la curva.

Figura 8.26
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Ejercicios 8.3

En los Ejercicios 1-8, calcule las coordenadas de los puntos
en los que las curvas paramétricas dadas tienen (a) una
tangente horizontal y (b) una tangente vertical.

1. x % t2 ! 1, y % 2t . 4 2. x % t2 . 2t, y % t2 ! 2t

3. x % t2 . 2t, y % t3 . 12t

4. x % t3 . 3t, y % 2t3 ! 3t2

5. x % te.t2/2, y % e.t2

6. x % sen t, y % sen t . t cos t

7. x % sen 2t, y % sen t 8. x %
3t

1 ! t3
, y %

3t2

1 ! t3

Calcule las pendientes de las curvas de los Ejercicios 9-12
en los puntos que se indican.

9. x % t3 ! t, y % 1 . t3, en t % 1

10. x % t4 . t2, y % t3 ! 2t, en t %.1

11. x % cos 2t, y % sen t, en t % n/6

12. x % e2t, y % te2t, en t %.2

Calcule las ecuaciones paramétricas de las tangentes a las
curvas de los Ejercicios 13 y 14 en los puntos indicados.

13. x % t3 . 2t, y % t ! t3, en t % 1

14. x % t . cos t, y % 1 . sen t, en t % n/4

8.4 Longitudes de arco y áreas de curvas paramétricas

Esta sección está dedicada a los problemas del cálculo de longitudes de curvas definidas paramé-
tricamente, de áreas de superficies de revolución obtenidas rotando curvas paramétricas y de
áreas de regiones planas limitadas por curvas paramétricas.

Longitudes de arco y áreas de superficie

Sea C una curva paramétrica suave con ecuaciones

x % f (t), y % g(t), (a m t m b)

Se supone que f ñ(t) y g ñ(t) son continuas en el intervalo [a, b] y que nunca valen cero simultá-
neamente. A partir del triángulo diferencial con catetos dx y dy e hipotenusa ds (véase la Figu-
ra 8.27) se obtiene (ds)2

% (dx)2
! (dy)2, por lo que tenemos

Figura 8.27 Un triángulo diferencial.

15. Demuestre que la curva x % t3 . t, y % t2 tiene dos
tangentes diferentes en el punto (0, 1) y calcule sus
pendientes.

16. Calcule las pendientes de dos rectas que sean tangentes
a x % sen t, y % sen 2t en el origen.

¿Dónde dejan de ser suaves las curvas de los Ejercicios 17-
20, si es que lo hacen?

17. x % t3, y % t2

18. x % (t . 1)4, y % (t . 1)3

19. x % t sen t, y % t3 20. x % t3, y % t . sen t

En los Ejercicios 21-25, dibuje las gráficas de las curvas
paramétricas dadas, haciendo uso de la información de las
dos primeras derivadas. A menos que se indique lo contra-
rio, el intervalo del parámetro en cada curva es toda la rec-
ta real.

21. x % t2 . 2t, y % t2
. 4t 22. x % t3, y % 3t2 . 1

23. x % t3 . 3t, y %
2

1 ! t2

24. x % t3 . 3t . 2, y % t2 . t . 2

25. x % cos t ! t sen t, y % sen t . t cos t, (t n 0) (véase el
Ejemplo 9 de la Sección 8.2).
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Elemento de longitud de arco de una curva paramétrica

ds %
ds

dt
dt %JA

ds

dtB
2

dt %JA
dx

dtB
2

!A
dy

dtB
2

dt

La longitud de la curva C se expresa como

s %I
t%b

t%a

ds %I
b

a JA
dx

dtB
2

! A
dy

dtB
2

dt

Ejemplo 1 Calcule la longitud de la curva paramétrica

x % et cos t, y % et sen t, (0 m t m 2)

Solución Tenemos que

dx

dt
% eñ (cos t . sen t),

dy

dt
% et (sen t ! cos t)

Elevando al cuadrado las expresiones anteriores, sumando y simplificando, se obtiene

A
ds

dtB
2

% e2t (cos t . sen t)2
! e2t (sen t ! cos t)2

% e2t (cos2 t . 2 cos t sen t ! sen2 t ! sen2 t ! 2 sen t cos t ! cos2 t)

% 2e2t

Por tanto, la longitud de la curva es

s %I
2

0
∂2e2t dt % ∂2 I

2

0
et dt % ∂2 (e2

. 1) unidades

Las curvas paramétricas se pueden rotar alrededor de diversos ejes para generar superficies de
revolución. Las áreas de estas superficies se pueden calcular mediante el mismo procedimiento
utilizado para gráficas de funciones, con la versión apropiada de ds. Si la curva

x % f (t), y % g(t), (a m t m b)

se rota alrededor del eje x, el área S de la superficie generada se expresa como

S % 2n I
s%b

t%a

�y� ds % 2n I
b

a

�g(t)� ∂( f ñ(t))2
! (g ñ(t))2 dt

Si la rotación es respecto al eje y, entonces el área es

S % 2n I
s%b

t%a

�x� ds % 2n I
b

a

� f (t)� ∂( f ñ(t))2
! (g ñ(t))2 dt

Ejemplo 2 Calcule el área de la superficie de revolución que se obtiene rotando la curva astroide

x % a cos3 t, y % a sen3 t
con a b 0, alrededor del eje x.
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Solución La curva es simétrica con respecto a ambos ejes coordenados (véase la Figura 8.28). La super-
ficie completa se generará rotando la mitad superior de la curva; de hecho, sólo es necesario rotar la parte
del primer cuadrante y multiplicar después por 2. La parte del primer cuadrante de la curva corresponde a
0 m t m n/2. Tenemos entonces

dx

dt
%.3a cos2 t sen t,

dy

dt
% 3a sen2 t cos t

Figura 8.28

De acuerdo con esto, la longitud del elemento de arco es

ds % ∂9a2 cos4 t sen2 t ! 9a2 sen4 t cos2 t dt

% 3a cos t sen t ∂cos2 t ! sen2 t dt

% 3a cos t sen t dt

Por tanto, el área de la superficie pedida es

S % 2 # 2n I
n/2

0
a sen3 t 3a cos t sen t dt

% 12na2 I
n/2

0
sen4 t cos t dt Sea u % sen t,

du % cos t dt

% 12na2 I
1

0
u4 du %

12na2

5
unidades al cuadrado

Áreas limitadas por curvas paramétricas

Considere la curva paramétrica C con ecuaciones x % f (t), y % g(t), (a m t m b), siendo f dife-
renciable y g continua en el intervalo [a, b]. Por el momento, supongamos también que f ñ(t) n 0
y g(t) n 0 en [a, b], por lo que C no tiene puntos por debajo del eje x y se recorre de izquierda a
derecha cuando t va desde a hasta b.

El elemento de área de la región bajo la curva C y por encima del eje x es dA % y dx %

% g(t) f ñ(t) dt, por lo que su área (véase la Figura 8.29) es

A % I
b

a

g(t) f ñ(t) dt
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Figura 8.29

En los otros tres casos se pueden dar argumentos similares:

Si f ñ(t) n 0 y g(t) m 0 en [a, b], entonces A %.I
b

a

g(t) f ñ(t) dt,

Si f ñ(t) m 0 y g(t) n 0 en [a, b], entonces A %.I
b

a

g(t) f ñ(t) dt,

Si f ñ(t) m 0 y g(t) m 0 en [a, b], entonces A % I
b

a

g(t) f ñ(t) dt,

siendo A el área (positiva) limitada por C, el eje x y las rectas verticales x % f (a) y x % f (b).
Combinando estos resultados podemos ver que

I
b

a

g(t) f ñ(t) dt % A1 . A2

siendo A1 el área dispuesta verticalmente entre C y la parte del eje x formada por los puntos
x % f (t) tales que g(t) f ñ(t) n 0, y A2 un área similar correspondiente a los puntos donde
g(t) f ñ(t) a 0. Esta fórmula es válida para funciones arbitrarias g continuas y f diferenciables.
Véase la Figura 8.30 donde se presentan ejemplos genéricos. En particular, si C es una curva
cerrada que no se cruza consigo misma, entonces el área de la región limitada por C se expresa
como

A %I
b

a

g(t) f ñ(t) dt si C se recorre en el sentido de las agujas del reloj cuando t crece

Figura 8.30 Áreas definidas por
curvas paramétricas.
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A %.I
b

a

g(t) f ñ(t) dt si C se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj

Ambos casos se ilustran en la Figura 8.31.

Figura 8.31 Áreas limitadas por
curvas paramétricas
cerradas.

Ejemplo 3 Calcule el área limitada por la elipse x % a cos s, y % b sen s.

Solución Esta elipse se recorre en sentido contrario al de las agujas del reloj (véase el Ejemplo 4 de la
Sección 8.2). El área encerrada es

A %.I
2n

0
b sen s(.a sen s) ds

%
ab

2 I
2n

0
(1 . cos 2s) ds

%
ab

2
s G

2n

0
.

ab

4
sen 2sG

2n

0
% nab unidades al cuadrado

Ejemplo 4 Calcule el área comprendida por encima del eje x y por debajo de un arco de la cicloide
x % at . a sen t, y % a . a cos t.

Solución Parte de la cicloide se muestra en la Figura 8.21 en la Sección 8.2. Un arco corresponde al
intervalo de valores del parámetro 0 m t m 2n. Como y % a(1 . cos t) n 0 y dx/dt% a(1 . cos t) n 0, el
área bajo un arco es

A %I
2n

0
a2(1 . cos t)2 dt % a2 I

2n

0 A1 . 2 cos t !
1 ! cos 2t

2 B dt

% a2At . 2 sen t !
t

2
!

sen 2t

4 BG
2n

0
% 3na2 unidades cuadradas

Argumentos similares a los usados anteriormente permiten demostrar que si f es continua y g es
diferenciable, entonces también podemos interpretar

I
b

a

f (t)g ñ(t) dt %I
t%b

t%a

x dy % A1 . A2

CAPÍTULO 8. Cónicas, curvas paramétricas y curvas en polares 543



siendo A1 el área de la región dispuesta horizontalmente entre la curva paramétrica x % f (t),
y % g(t), (a m t m b) y la parte del eje y formada por los puntos y % g(t) tales que f (t)g ñ(t) n 0,
y A2 el área de una región similar correspondiente a f (t)g ñ(t) a 0. Por ejemplo, el área de la re-
gión sombreada en la Figura 8.32 es : b

a f (t)gñ(t) dt. El Teorema de Green de la Sección 16.3 pro-
porcionará un enfoque más coherente para el cálculo de estas áreas.

Figura 8.32 El área sombreada es A %I
a

b

f (t)gñ(t) dt.

Ejercicios 8.4

Calcule las longitudes de las curvas en los Ejercicios 1-8.

1. x % 3t2, y % 2t3, (0 m t m 1)

2. x % 1 ! t3, y % 1 . t2, (.1 m t m 2)

3. x % a cos3 t, y % a sen3 t, (0 m t m 2n)

4. x % ln (1 ! t2), y % 2 tan.1 t, (0 m t m 1)

5. x % t2 sen t, y % t2 cos t, (0 m t m 2n)

6. x % cos t ! t sen t, y % sen t . t cos t, (0 m t m 2n)

7. x % t ! sen t, y % cos t, (0 m t m n)

8. x % sen2 t, y % 2 cos t, (0 m t m n/2)

9. Calcule la longitud de un arco de la cicloide
x % at . a sen t, y % a . a cos t (un arco corresponde
a 0 m t m 2n).

10. Calcule el área de la superficie que se obtiene al rotar
un arco de la cicloide del Ejercicio 9 alrededor de
(a) el eje x, (b) el eje y.

11. Calcule el área de la superficie generada al rotar la
curva x % et cos t, y % et sen t, (0 m t m n/2) alrededor
del eje x.

12. Calcule el área de la superficie generada al rotar la
curva del Ejercicio 11 alrededor del eje y.

13. Calcule el área de la superficie generada al rotar la
curva x % 3t2, y % 2t3, (0 m t m 1) alrededor del eje y.

14. Calcule el área de la superficie generada al rotar la
curva x % 3t2, y % 2t3, (0 m t m 1) alrededor del eje x.

En los Ejercicios 15-20, dibuje y calcule el área de la
región R descrita en función de las curvas paramétricas
dadas.

15. R es la región cerrada limitada por x % t3 . 4t, y % t2,
(.2 m t m 2).

16. R está limitada por la astroide x % a cos3 t, y % a sen3 t,
(0 m t m 2n).

17. R está limitada por los ejes coordenados y el arco
parabólico x % sen4 t, y % cos4 t.

18. R está limitada por x % cos s sen s, y % sen2 s
(0 m s m n/2), y el eje y.

19. R está limitada por el óvalo x % (2 ! sen t) cos t,
y % (2 ! sen t) sen t.

*20. R está limtada por el eje x, la hipérbola x % sec t,
y % tan t, y el rayo que une el origen con el punto
(sec t0, tan t0).

21. Demuestre que la región limitada por el eje x, la
hipérbola x % cosh t, y % senh t (siendo t b 0) y el
rayo que une el origen con el punto (cosh t0, senh t0)
tiene un área de t0/2 unidades al cuadrado. Esto ilustra
la afirmación hecha al principio de la Sección 3.6.

22. Calcule el volumen del sólido obtenido al rotar
alrededor del eje x la región limitada por dicho eje y
un arco de la cicloide x % at . a sen t, y % a . a cos t
(véase el Ejemplo 8 de la Sección 8.2).

23. Calcule el volumen generado al rotar alrededor del eje
x la región bajo la astroide x % a cos3 t, y % a sen3 t y
por encima del eje x.
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8.5 Coordenadas polares y curvas en polares

El sistema de coordenadas polares es una alternativa al sistema de coordenadas rectangulares
(cartesianas) para indicar la posición de puntos en el plano. Algunas veces es más importante
conocer la distancia y la dirección de un punto respecto al origen que conocer sus coordenadas
cartesianas. En el sistema de coordenadas polares hay un origen (o polo), O, y un eje polar, que
es un rayo (es decir, una semirrecta) cuyo origen es O y que se extiende horizontalmente hacia la
derecha. La posición de un punto cualquiera P en el plano queda determinada por sus coordena-
das polares [r, h], siendo

(i) r la distancia de O a P, y

(ii) h el ángulo que forma el rayo OP con el eje polar (los ángulos positivos se miden en
sentido contrario al de las agujas del reloj).

Representaremos entre corchetes las coordenadas polares de un punto para distinguirlas de sus
coordenadas rectangulares (cartesianas). La Figura 8.33 muestra algunos puntos y sus coordena-
das polares. En una gráfica en polares se suelen mostrar también los ejes de coordenadas rectan-
gulares x e y. El eje polar coincide con el eje x positivo.

Figura 8.33 Coordenadas polares de algunos puntos
en el plano xy.

A diferencia de las coordenadas rectangulares, las coordenadas polares de un punto no son
únicas. Las coordenadas polares [r, h1] y [r, h2] representan el mismo punto siempre que h1 y h2

se diferencien en un múltiplo entero de 2n:

h2 % h1 ! 2nn, donde n % 0, u1, u2, ...

Por ejemplo, las coordenadas polares

C3,
n
4D, C3,

9n
4 D y C3, .

7n
4 D

representan el mismo punto en coordenadas cartesianas: A
3

∂2
,

3

∂2B. Análogamente, [4, n] y

[4, .n] representan el mismo punto de coordenadas cartesianas (.4, 0), y [1, 0] y [1, 2n] repre-
sentan el punto de coordenadas cartesianas (1, 0). Además, las coordenadas polares del origen O
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son [0, h] para cualquier valor de h (si nos desplazamos una distancia cero desde el origen, no
importa en qué dirección lo hagamos).

Algunas veces es necesario interpretar las coordenadas polares [r, h] cuando r a 0. La inter-
pretación adecuada de esta «distancia negativa» r es que representa una distancia positiva .r
medida en la dirección opuesta (es decir, en la dirección h ! n):

[r, h] % [.r, h ! n]

Por ejemplo, [.1, n/4] % [1,5n/4]. Si se permite que r a 0, aumenta el número de conjuntos de
coordenadas polares diferentes que representan al mismo punto.

Si se desea considerar sistemas de coordenadas polares y rectangulares en el mismo plano, y
se escoge como eje polar la dirección positiva del eje x, entonces las relaciones entre las coorde-
nadas rectangulares de un punto y sus correspondientes coordenadas polares se muestran en la
Figura 8.34.

Figura 8.34 Relación entre las coordenadas cartesianas y polares de un punto.

Conversión polar-rectangular

x % r cos h x2
! y2

% r2

y % r sen h tan h %
y

x

Una ecuación en x e y representa en general una curva en el plano respecto a un sistema de coor-
denadas cartesianas. De forma similar, una ecuación en r y h representa en general una curva
con respecto a un sistema de coordenadas polares. Las fórmulas de conversión anteriores se pue-
den emplear para transformar una representación de una curva en la otra.

Ejemplo 1 La ecuación en polares de la recta 2x . 3y % 5 es r(2 cos h . 3 sen h) % 5 o

r %
5

2 cos h . 3 sen h

Ejemplo 2 Calcule la ecuación en cartesianas de la curva cuya ecuación en polares es r % 2a cos h,
e identifique dicha curva.

Solución La ecuación en polares se puede transformar a coordenadas cartesianas multiplicando primero
por r:

r2
% 2ar cos h

x2
! y2

% 2ax

(x . a)2
! y2

% a2

La ecuación en polares dada r % 2a cos h representa, por tanto, una circunferencia con centro en (a, 0) y
radio a, como se muestra en la Figura 8.35. Obsérvese en la ecuación que r r 0 cuando h r un/2. En la
figura, esto corresponde al hecho de que la circunferencia se aproxima al origen en la dirección vertical.
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Figura 8.35 La circunferencia r % 2a cos h.

Algunas curvas en polares

La Figura 8.36 muestra las gráficas de las ecuaciones en polares r % a y h % b, siendo a y b (la
letra griega «beta») constantes. Son, respectivamente, una circunferencia de radio �a� centrada en
el origen, y una recta que pasa por el origen y forma un ángulo b con el eje polar. Nótese que la
recta y la circunferencia se cruzan en dos puntos, cuyas coordenadas en polares son [a, b] y
[.a, b]. Las «curvas coordenadas» en coordenadas polares, es decir, las curvas cuyas ecuacio-
nes son r % constante y h % constante son, respectivamente, circunferencias centradas en el ori-
gen y rectas que pasan por el origen. Las «curvas coordenadas» en coordenadas cartesianas,
x % constante e y % constante son rectas verticales y horizontales. El papel para dibujar gráficas
en cartesianas se encuentra regulado mediante divisiones horizontales y verticales, y el papel pa-
ra dibujar gráficas en polares se encuentra regulado con circunferencias concéntricas y rectas ra-
diales que salen del origen, como se muestra en las Figuras 8.33 y 8.38.

Figura 8.36 Curvas coordenadas del sistema de coordenadas polares.

La gráfica de una ecuación de la forma r % f (h) se denomina gráfica en polares de la fun-
ción f . Algunas gráficas en polares se pueden reconocer fácilmente si la ecuación en polares se
transforma en su forma rectangular. En otros casos, esta transformación no sirve de ayuda; la
ecuación en coordenadas rectangulares puede ser demasiado complicada como para ser recono-
cible. En estos casos hay que utilizar el recurso de construir una tabla de valores y dibujar los
puntos.
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Ejemplo 3 Dibuje e identifique la curva r % 2a cos (h . h0).

Solución Procedemos como en el Ejemplo 2.

r2
% 2ar cos (h . h0) % 2ar cos h0 cos h ! 2ar sen h0 sen h

x2
! y2

% 2a cos h0x ! 2a sen h0y

x2
. 2a cos h0x ! a2 cos2 h0 ! y2

. 2a sen h0y ! a2 sen2 h0 % a2

(x . a cos h0)
2
! (y . a sen h0)

2
% a2

Se trata de una circunferencia de radio a que pasa por el origen en la dirección h % h0 u
n
2 , que hace r % 0

(véase la Figura 8.37). Las coordenadas cartesianas de su centro son (a cos h0, a sen h0), que en polares son
[a, h0]. Para h0 % n/2 tenemos que r % 2a sen h corresponde a la ecuación de una circunferencia de radio a
centrada en el eje y.

Figura 8.37 La circunferencia r % 2a cos (h . h0).

Comparando los Ejemplos 2 y 3, podemos formular el siguiente principio:

Rotación de una gráfica en polares

La gráfica en polares de ecuación r % f (h . h0) corresponde a la gráfica en polares de
ecuación r % f (h) rotada un ángulo h0 alrededor del origen.

Ejemplo 4 Dibuje la curva en polares r % a(1 . cos h) siendo a b 0.

Solución La transformación a coordenadas rectangulares no sirve aquí de mucha ayuda. La ecuación re-
sultante es (x2

! y2
! ax)2

% a2(x2
! y2) (verifíquese), que no podemos reconocer. Por tanto, construiremos

una tabla de valores y dibujaremos algunos puntos.

Tabla 3.

h 0 u

n
6

u

n
4

u

n
3

u

n
2

u

2n
3

u

3n
4

u

5n
6

n

r 0 0.13a 0.29a 0.5a a 1.5a 1.71a 1.87a 2a

Como tiene forma de corazón, esta curva se denomina cardioide. Obsérvese en la Figura 8.38 el
vértice en el origen. Como en el ejemplo anterior, la curva llega al origen en las direcciones h
que hacen r % f (h) % 0. En este caso, la única dirección que lo cumple es h % 0. Es importante,
al dibujar gráficas en polares, mostrar claramente en qué dirección se aproximan al origen.
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Figura 8.38 La cardioide r % a(1 . cos h).

Dirección de una gráfica en polares en el origen

Una gráfica en polares r % f (h) se aproxima al origen siguiendo la dirección h para la que
f (h) % 0.

La ecuación r % a(1 . cos (h . h0)) representa una cardioide del mismo tamaño y forma que la
de la Figura 8.38, pero rotada un ángulo h0 en sentido contrario al de las agujas del reloj. Su
vértice está en la dirección h % h0. En particular, r % a(1 . sen h) tiene un vértice vertical, como
se muestra en la Figura 8.39.

En general, no es necesario construir una tabla detallada de valores a la hora de dibujar una
curva en polares de una ecuación simple de la forma r % f (h). Es esencial determinar aquellos
valores de h para los que r % 0, e indicarlos en la gráfica mediante rayos. También es de utilidad
determinar los puntos en los que la gráfica se encuentra más alejada del origen (¿serán donde
f (h) sea máxima o mínima?). Con la posibilidad de una excepción en el origen, las curvas en
polares serán suaves siempre que f (h) sea diferenciable con respecto a h.

Figura 8.39 La cardioide r % a(1 . sen h).
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Ejemplo 5 Dibuje la gráfica en polares (a) r % cos (2h), (b) r % sen (3h) y (c) r2
% cos (2h).

Solución Las gráficas se muestran en las Figuras 8.40-8.42. Obsérvese cómo las curvas (a) y (c) se acer-
can al origen en las direcciones h %u

n
4 y h %u

3n
4 y cómo la curva (b) se acerca al origen en las direccio-

nes h % 0, n, u
n
3 y u

2n
3 . La curva se traza dos veces cuando h pasa de .n a n. También lo hace la curva

(c) si admitimos los dos valores de la raíz cuadrada r %u∂cos (2h). Nótese que la curva (c) no tiene pun-
tos entre h %u

n
4 y h %u

3n
4 ya que r2 no puede ser negativo.

La curva (c) se denomina lemniscata. Las lemniscatas son curvas formadas por puntos P tales que el
producto de las distancias de dichos puntos a ciertos puntos fijos es constante. En el caso de la curva (c),

esos puntos son Au

1

∂2
, 0B.

Figura 8.40 Curva (a): la curva
en polares r % cos (2h).

Figura 8.41 Curva (b): la curva
en polares r % sen (3h).

Figura 8.42 Curva (c): la
lemniscata r2

% cos (2h).

En todos los ejemplos anteriores, las funciones f (h) son periódicas de periodo 2n, de forma que
cualquier recta que pasa por el origen puede cortar a la gráfica en polares como máximo dos
veces (h y h ! n determinan la misma recta). Si f (h) no es de periodo 2n, entonces la curva
puede enrollarse muchas veces alrededor del origen. La Figura 8.43 muestra dos espirales de es-
te tipo, la espiral equiangular r % h y la espiral exponencial r % e.h/3, las dos dibujadas para
valores positivos de h.

Observación Maple incorpora la rutina polarplot como parte de su paquete «plots», que se
debe cargar antes de utilizar dicha rutina. He aquí la forma en la que Maple dibuja en la misma
gráfica las curvas en polares r % 1 y r % 2 sen (3h) para 0 m h m 2n:

> with (plots):

> polarplot ([1,2*sin(3*t)],t=0..2*Pi,scaling=constrained)

Figura 8.43

(a) La espiral equiangular r % h.
(b) La espiral exponencial r % e.h/3.
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La opción scaling=constrained es necesaria en curvas en polares para que Maple utilice las
mismas unidades de distancia en los dos ejes (de forma que una circunferencia tenga forma
circular).

Intersecciones de curvas en polares

Como las coordenadas polares de los puntos no son únicas, el cálculo de los puntos de intersec-
ción de dos puntos en polares puede ser más complicado que el mismo problema en coordenadas
cartesianas. Por supuesto, las curvas en polares r % f (h) y r % g(h) se cortarán en los puntos
[r0, h0] para los que

f (h0) % g(h0) y r0 % f (h0)

pero pueden existir muchas otras intersecciones. En particular, si ambas curvas pasan por el ori-
gen, entonces el origen será un punto de intersección, que puede no aparecer al resolver la ecua-
ción f (h) % g(h), ya que las curvas pueden pasar por el origen con diferentes valores de h. Por
ejemplo, las circunferencias r % cos h y r % sen h se cortan en el origen y también en el punto

[1/∂2, n/4]. Pero sólo se obtiene este último punto al resolver la ecuación cos h % sen h (véase
la Figura 8.44).

Figura 8.44 Figura 8.45

Ejemplo 6 Calcule la intersección de las curvas r % sen h y r % 1 . sen h.

Solución Como las dos funciones de h son periódicas de periodo 2n, sólo es necesario buscar las solu-
ciones que cumplan 0 m h m 2n. Resolviendo la ecuación

sen h % 1 . sen h

se obtiene sen h % 1/2, por lo que h % n/6 o h % 5n/6. Ambas curvas tienen r % 1/2 en esos puntos, por lo
que las dos curvas se cruzan en [1/2, n/6] y [1/2, 5n/6]. Además, el origen pertenece a la curva r % sen h
(para h % 0 y h % 2n) y también a la curva r % 1 . sen h (para h % n/2). Por consiguiente, el origen es
también un punto de intersección de las curvas (véase la Figura 8.45).

Finalmente, si se admiten valores de r negativos, entonces las curvas r % f (h) e y % g(h) se cor-
tarán también en [r1, h1] % [r2, h2] si, para algún entero k,

h1 % h2 ! (2k ! 1)n y r1 % f (h1) %.g(h2) %.r2

El Ejercicio 28 plantea un ejemplo.
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Cónicas en polares

Sea D la recta vertical x %.p, y sea e un número real positivo. El conjunto de puntos P del
plano que cumplen la ecuación

distancia de P al origen

distancia perpendicular de P a D
% e

es una sección cónica de excentricidad e, foco en el origen y directriz D, como se vio en la Sec-
ción 8.1 (será una elipse si e a 1, una parábola si e % 1 y una hipérbola si e b 1). Si las coordena-
das polares de P son [r, h], entonces la condición anterior se convierte en (véase la Figura 8.46)

r

p ! r cos h
% e

o, despejando r,

r %
ep

1 . e cos h

Figura 8.46 Una curva cónica con excentricidad e,
foco en el origen y directriz x %.p.

Las Figuras 8.47-8.49 muestran un ejemplo de las tres posibilidades (elipse, parábola e hipérbo-
la). Nótese que, en el caso de la hipérbola, las direcciones de las asíntotas son los ángulos que
hacen que el denominador sea 1 . e cos h % 0. En la Sección 11.6 tendremos más cosas que
decir sobre las ecuaciones en polares de las cónicas, especialmente de las elipses.
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Figura 8.47 Elipse: e a 1. Figura 8.48 Parábola: e % 1. Figura 8.49 Hipérbola: e b 1.

Ejercicios 8.5

En los Ejercicios 1-12, transforme las ecuaciones dadas en
polares a coordenadas rectangulares, e identifique la curva
representada.

1. r % 3 sec h 2. r %.2csc h

3. r %
5

3 sen h . 4 cos h
4. r % sen h ! cos h

5. r2
% csc 2h 6. r % sec h tan h

7. r % sec h(1 ! tan h) 8. r %
2

∂cos2 h ! 4 sen2 h

9. r %
1

1 . cos h
10. r %

2

2 . cos h

11. r %
2

1 . 2 sen h
12. r %

2

1 ! sen h

En los Ejercicios 13-24, dibuje las gráficas en polares de
las ecuaciones dadas.

13. r % 1 ! sen h 14. r % 1 . cos (h !
n
4)

15. r % 1 ! 2 cos h 16. r % 1 . 2 sen h

17. r % 2 ! cos h 18. r % 2 sen 2h

19. r % cos 3h 20. r % 2 cos 4h

21. r2
% 4 sen 2h 22. r2

% 4 cos 3h

23. r2
% sen 3h 24. r % ln h

Calcule todas las intersecciones de las parejas de curvas de
los Ejercicios 25-28.

25. r % ∂3 cos h, r % sen h

26. r2
% 2 cos (2h), r % 1

27. r % 1 ! cos h, r % 3 cos h

*28. r % h, r % h ! n

29. Dibuje la gráfica de la ecuación r % 1/h, h b 0.
Demuestre que dicha curva tiene una asíntota
horizontal. ¿Tiene r % 1/(h. a) una asíntota?

30. ¿Cuántas hojas tiene la curva r % cos nh? ¿Y la curva
r2

% cos nh? Distinga los casos de n par e impar.

31. Demuestre que la gráfica en polares r % f (h) (siendo f
continua) se puede expresar como una curva
paramétrica con parámetro h.

En los Ejercicios 32-37, utilice un programa de gráficos por
computador o una calculadora gráfica para dibujar algunos
miembros de las familias dadas de curvas en polares, e
intente descubrir pautas que le permitan adivinar el
comportamiento de otras curvas que sean miembros de la
misma familia.

32. r % cos h cos (mh), m % 1, 2, 3, ...

33. r % 1 ! cos h cos (mh), m % 1, 2, 3, ...

34. r % sen (2h) sen (mh), m % 2, 3, 4, 5, ...

35. r % 1 ! sen (2h) sen (mh), m % 2, 3, 4, 5, ...

36. r % C ! cos h cos (2h) para C % 0, C % 1,
valores de C entre 0 y 1, y valores de C mayores
que 1.

37. r % C ! cos h sen (3h) para C % 0, C % 1,
valores de C entre 0 y 1, valores de C menores
que 0 y valores de C mayores que 1.

38. Dibuje la curva r % ln h para 0 a h m 2n. Esta
gráfica se cruza consigo misma en el punto P. Por
tanto, existen dos valores h1 y h2 entre 0 y 2n para los
que [ f (h1), h1] % [ f (h2), h2]. ¿Qué ecuaciones deben
cumplir h1 y h2? Calcule h1 y h2, y obtenga las
coordenadas cartesianas de P con una precisión de
6 cifras decimales.

39. Dibuje simultáneamente las dos curvas r % ln h y
r % 1/h para 0 a h m 2n. Las curvas se cortan en dos
puntos. ¿Qué ecuaciones deben cumplir los valores de
h de esos puntos? ¿Qué valor tienen sus coordenadas
cartesianas con una precisión de 6 cifras decimales?

CAPÍTULO 8. Cónicas, curvas paramétricas y curvas en polares 553



8.6 Pendientes, áreas y longitudes de arco de curvas en polares

Existe una fórmula simple que se puede utilizar para calcular la dirección de la tangente a una
curva en polares r % f (h) en un punto P % [r, h] distinto del origen. Sea Q un punto de la curva
cercano a P y cuyo ángulo en polares es h ! h. Sea S un punto en OQ y sea PS perpendicular a
OQ. Obsérvese que PS % f (h) sen h y SQ % OQ . OS % f (h ! h) . f (h) cos h. Si la tangente a
r % f (h) en P forma un ángulo t (letra griega «psi») con la recta radial OP, como se muestra en
la Figura 8.50, entonces t es el límite del ángulo SQP cuando h r 0. Entonces,

tan t % lim
hr0

PS

SQ
% lim

hr0

f (h) sen h

f (h ! h) . f (h) cos h C
0

0D
% lim

hr0

f (h) cos h

f ñ(h ! h) ! f (h) sen h
(por la Regla de l’Hôpital)

%
f (h)

f ñ(h)
%

r

dr/dh

Figura 8.50 El ángulo t es el límite del ángulo SQP cuando h r 0.

Dirección tangente a una curva en polares

En cualquier punto P de una curva en polares r % f (h) distinto del origen, el ángulo t en-
tre la recta radial desde el origen a P y la tangente a la curva se expresa como

tan t %
f (h)

f ñ(h)

En particular, t % n/2 si f ñ(h) % 0.
Si f (h0) % 0 y la curva tiene una tangente en h0, entonces la ecuación de dicha tangen-

te es h % h0.

La fórmula anterior se puede utilizar para calcular los puntos donde una gráfica en polares tiene
tangente horizontal o vertical:

t ! h % n, por lo que tan t %.tan h para una tangente horizontal

t ! h %
n
2
, por lo que tan t % cot h para una tangente vertical
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Observación Como en las curvas paramétricas las tangentes horizontales y verticales corres-
ponden a dy/dt% 0 y ds/dt% 0, respectivamente, en general es más fácil obtener los puntos críti-
cos de y % f (h) sen h para el caso de tangentes horizontales y x % f (h) para el caso de tangentes
verticales.

Ejemplo 1 Calcule los puntos de la cardioide r % 1 ! cos h donde sus tangentes son horizontales o
verticales.

Solución Tenemos que y % (1 ! cos h) sen h y x % (1 ! cos h) cos h. Para el caso de tangentes horizon-
tales

0 %
dy

dh
%.sen2 h ! cos2 h ! cos h

% 2 cos2 h ! cos h . 1

% (2 cos h . 1)(cos h ! 1)

Las soluciones son cos h %
1
2 y cos h % .1, es decir, h %un/3 y h % n. Existen tangentes horizontales en

[3
2, u

n
3]. En h % n tenemos r % 0. La curva no tiene tangente en el origen (sino un vértice). Véase la Figu-

ra 8.51.
Para el caso de tangentes verticales

0 %
dx

dh
%.sen h . 2 cos h sen h %.sen h (1 ! 2 cos h)

las soluciones son sen h % 0 y cos h %.
1
2, es decir, h % 0, n, u2n/3. Existen tangentes verticales en [2, 0]

y [1
2, u

2n
3 ].

Figura 8.51 Tangentes horizontales y verticales a una cardioide.

Áreas limitadas por curvas en polares

El problema básico del área en coordenadas polares es el de calcular el área A de la región R
limitada por la gráfica en polares r % f (h) y por los dos rayos h % a y h % b. Se supone que
b b a y que f es continua para a m h m b. Véase la Figura 8.52.

Un elemento de área adecuado en este caso es un sector angular de anchura dh, como se
muestra en la citada figura. Para dh infinitesimal, es un sector de una circunferencia de radio
f % f (h):

dA %
dh
2n

nr2
%

1

2
r2 dh %

1

2
( f (h))2 dh
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Figura 8.52 Un elemento de área en coordenadas polares.

Área en coordenadas polares

El área de la región limitada por r % f (h) y los rayos h % a y h % b, (a a b) es

A %
1

2 I
b

a
( f (h))2 dh

Ejemplo 2 Calcule el área encerrada por la cardioide r % a(1 ! cos h), como se muestra en la Figu-
ra 8.53.

Solución Por simetría, el área total será el doble del área de la mitad superior:

A % 2 #
1

2 I
n

0
a2(1 ! cos h)2 dh

% a2 I
n

0
(1 ! 2 cos h ! cos2 h) dh

% a2 I
n

0 A1 ! 2 cos h !
1 ! cos 2h

2 B dh

% a2A
3

2
h ! 2 sen h !

1

4
sen 2hBG

n

0
%

3

2
na2 unidades al cuadrado

Figura 8.53

Ejemplo 3 Calcule el área de la región que pertenece simultáneamente al interior de la circunferencia

r % ∂2 sen h y de la lemniscata r2
% sen 2h.

Solución La región se muestra sombreada en la Figura 8.54. Además de en el origen, las curvas se cor-
tan en el punto del primer cuadrante que cumple

2 sen2 h % sen 2h % 2 sen h cos h
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Figura 8.54

Por tanto, sen h % cos h y h % n/4. El área pedida es

A %
1

2 I
n/4

0
2 sen2 h dh !

1

2 I
n/2

n/4
sen 2h dh

%I
n/4

0

1 . cos 2h
2

dh .

1

4
cos 2h G

n/2

n/4

%
n
8

.

1

4
sen 2h G

n/4

0
!

1

4
%

n
8

.

1

4
!

1

4
%

n
8

unidades al cuadrado

Longitudes de arco de curvas en polares

El elemento de arco de la curva en polares r % f (h) se puede determinar a partir del triángulo
diferencial que se muestra en la Figura 8.55. El cateto r dh se calcula como la longitud de arco
de un arco circular de radio r que abarca un ángulo dh en el origen. Tenemos que

(ds)2
% (dr)2

! r2(dh)2
% CA

dr

dhB
2

! r2D (dh)2

Figura 8.55 Elemento de longitud de arco de una curva en polares.

por lo que se obtiene la siguiente fórmula:

Longitud de un elemento de arco de una curva en polares

El elemento de longitud de arco de la curva en polares r % f (h) es

ds %JA
dr

dhB
2

! r2 dh % ∂( f ñ(h))2
! ( f (h))2 dh
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La expresión del elemento de arco se puede obtener también a partir del de una curva paramétri-
ca. Véase el Ejercicio 26 al final de esta sección.

Ejemplo 4 Calcule la longitud total de la cardioide r % a(1 ! cos h).

Solución La longitud total será dos veces la longitud desde h % 0 hasta h % n (véase la Figura 8.53).
Como para la cardioide dr/dh%.a sen h, la longitud de arco es

s % 2 I
n

0
∂a2 sen2 h ! a2(1 ! cos h)2 dh

% 2 I
n

0
∂2a2

! 2a2 cos h dh (pero 1 ! cos h % 2 cos2 (h/2))

% 2∂2a I
n

2 J2 cos2 h
2

dh

% 4a I
n

0
cos

h
2

dh % 8a sen
h
2 G

n

0
% 8a unidades

Ejercicios 8.6

En los Ejercicios 1-11, dibuje las regiones R dadas en
polares y calcule sus áreas.

1. R está entre el origen y la espiral r % ∂h, 0 m h m 2n.

2. R está entre el origen y la espiral r % a2 cos 2h.

3. R está limitada por la curva r2
% a2 cos 2h.

4. R es una hoja de la curva r % sen 3h.

5. R está limitada por la curva r % cos 4h.

6. R está en el interior de las circunferencias r % a y
r % 2a cos h.

7. R está dentro de la cardioide r % 1 . cos h y fuera de
la circunferencia r % 1.

8. R está dentro de la cardioide r % a(1 . sen h) y dentro
de la circunferencia r % a.

9. R está dentro de la cardioide r % 1 ! cos h y fuera de
la circunferencia r % 3 cos h.

10. R está limitada por la lemniscata r2
% 2 cos 2h y está

fuera de la circunferencia r % 1.

11. R está limitada por el lazo más pequeño de la curva
r % 1 ! 2 cos h.

Calcule las longitudes de las curvas en polares de los
Ejercicios 12-14.

12. r % h2, 0 m h m n 13. r % eah
, .n m h m n

14. r % ah, 0 m h m 2n

15. Demuestre que la longitud de arco total de la

lemniscata r2
% cos 2h es 4I

n/4

0
∂sec 2h dh.

16. Una hoja de la lemniscata r2
% cos 2h se rota

(a) alrededor del eje x y (b) alrededor del eje y.
Calcule el área de la superficie generada en cada caso.

*17. Determine los ángulos a los que la recta h % n/4 corta
a la cardioide r % 1 ! sen h.

*18. ¿En qué puntos se cortan las curvas r2
% 2 sen 2h y

r % 2 cos h? ¿Con qué ángulos se cortan las curvas en
cada uno de esos puntos?

*19. ¿En qué puntos se cortan las curvas r % 1 . cos h y
r % 1 . sen h? ¿Con qué ángulos se cortan las curvas
en cada uno de esos puntos?

En los Ejercicios 20-25, calcule todos los puntos de las
curvas dadas donde la tangente es horizontal, vertical o no
existe.

*20. r % cos h ! sen h *21. r % 2 cos h

*22. r2
% cos 2h *23. r % sen 2h

*24. r % eh
*25. r % 2(1 . sen h)

26. La curva en polares r % f (h), (a m h m b) se puede
parametrizar:

x % r cos h % f (h) cos h, y % r sen h % f (h) sen h

Obtenga la fórmula del elemento de longitud de arco
de la curva en polares a partir del de la curva
paramétrica.
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Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significa lo siguiente?

0 Sección cónica 0 Elipse

0 Parábola 0 Hipérbola

0 Curva paramétrica 0 Parametrización de una curva

0 Curva suave 0 Curva en polares

¿Cuál es la definición foco-directriz de una cónica?

¿Cómo se puede calcular la pendiente de una curva
paramétrica?

¿Cómo se puede calcular la longitud de una curva
paramétrica?

¿Cómo se puede calcular la longitud de una curva en
polares?

¿Cómo se puede calcular el área encerrada por una
curva en polares?

Ejercicios de repaso
En los Ejercicios 1-4, describa las cónicas que tienen las
ecuaciones dadas. Calcule sus focos y ejes principales y, si
son hipérbolas, sus asíntotas.

1. x2
! 2y2

% 2 2. 9x2
. 4y2

% 36

3. x ! y2
% 2y ! 3 4. 2x2

! 8y2
% 4x . 48y

Identifique las curvas paramétricas de los Ejercicios 5-10.

5. x % t, y % 2 . t, (0 m t m 2)

6. x % 2 sen 3t, y % 2 cos 3t, (0 m t m 1/2)

7. x % cosh t, y % senh2 t

8. x % et, y % e.2t, (.1 m t m 1)

9. x % cos (t/2), y % 4 sen (t/2), (0 m t m n)

10. x % cos t ! sen t, y % cos t . sen t, (0 m t m 2n)

En los Ejercicios 11-14, determine los puntos donde las
curvas paramétricas dadas tienen tangentes horizontales y
verticales, y dibuje dichas curvas.

11. x %
4

1 ! t2
, y % t3 . 3t

12. x % t3 . 3t, y % t3 ! 3t

13. x % t3 . 3t, y % t3

14. x % t3 . 3t, y % t3 . 12t

15. Calcule el área limitada por la parte de la curva
x % t3 . t, y % �t3� que forma un lazo cerrado.

16 Calcule el volumen del sólido generado rotando el lazo
cerrado del Ejercicio 15 alrededor del eje y.

17. Calcule la longitud de la curva x % et
. t, y % 4et/2

desde t % 0 hasta t % 2.

18. Calcule el área de la superficie que se obtiene rotando
el arco del Ejercicio 17 alrededor del eje x.

Dibuje las gráficas en polares de las ecuaciones de los
Ejercicios 19-24.

19. r % h, (. 3n
2 m h m

3n
2 ) 20. r % �h �, (.2n m h m 2n)

21. r % 1 ! cos 2h 22. r % 2 ! cos 2h

23. r % 1 ! 2 cos 2h 24. r % 1 . sen 3h

25. Calcule el área de uno de los dos lazos mayores de la
curva del Ejercicio 23.

26. Calcule el área de uno de los dos lazos menores de la
curva del Ejercicio 23.

27. Calcule el área del más pequeño de los dos lazos
encerrados por la curva r % 1 ! ∂2 sen h.

28. Calcule el área de la región que está dentro de la
cardioide r % 1 ! cos h y a la izquierda de la recta
x % 1/4.

Problemas avanzados
1. Un vaso con forma de cilindro circular de radio 4 cm se

rellenan más de la mitad con agua. Si el vaso se inclina
a un ángulo h de la vertical, siendo h lo suficientemente
pequeño para que no se derrame el agua, calcule el área
de la superficie del agua.

2. Demuestre que un plano que no es paralelo al eje de un
cilindro circular corta al cilindro formando una elipse.
Sugerencia: Se puede utilizar el mismo método
empleado en el Ejercicio 27 de la Sección 8.1.

3. Dados dos puntos F1 y F2 que son los focos de una
elipse, y un tercer punto P en dicha elipse, describa un
método geométrico (utilizando una regla y un compás)
para construir la tangente a la elipse en P. Sugerencia:
Piense en la propiedad de reflexión de las elipses.

4. Sea C una parábola de vértice V, y sea P un punto
cualquiera de dicha parábola. Sea R el punto donde la
tangente a la parábola en P corta a su eje (por tanto,
dicho eje es la recta RV). Sea Q el punto de RV tal que
PQ es perpendicular a RV. Demuestre que V divide en
dos mitades iguales el segmento RQ. ¿Cómo puede
sugerir este resultado un método geométrico para
construir una tangente a una parábola en un punto de
ésta, sabiendo el eje y el vértice de la parábola?
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5. Un barril tiene la forma de un sólido de revolución
obtenido rotando alrededor de su eje mayor la parte de
una elipse que está entre dos rectas que cruzan a sus
focos, y son perpendiculares a dicho eje mayor. El barril
tiene 4 pies de altura y 2 pies de radio en su parte
central. ¿Cuánto vale su volumen?

6. (a) Demuestre que cualquier recta que no pasa por el
origen se puede expresar en forma polar como

r %
a

cos (h . h0)

siendo a y h0 constantes. ¿Cuál es el significado
geométrico de estas constantes?

(b) Sea r % g(h) la ecuación en polares de una recta que
no pasa por el origen. Demuestre que

g2
! 2(gñ)2

. ggññ % 0

(c) Sea r % f (h) la ecuación en polares de una curva,
siendo f ññ continua y r Ç 0 en algún intervalo de
valores de h. Sea

F % f 2
! 2( f ñ)2

. f f ññ

Demuestre que la curva se dirige hacia el origen si
F b 0 y se aleja del origen si F a 0. Sugerencia:
Sea r % g(h) la ecuación en polares de una recta
tangente a la curva; utilice el apartado (b). ¿Cómo
se relacionan f, f ñ y f ññ con g, gñ y gññ en el punto de
tangencia?

7. (Un viaje rápido, pero un poco caluroso) Si se supone
que la densidad de la tierra es uniforme en su interior,
entonces se puede suponer que la aceleración de la
gravedad a una distancia r m R de su centro está dirigida
hacia dicho centro, y tiene un valor de a(r) % rg/R,
siendo g la aceleración normal de la gravedad en la
superficie de la tierra (g ] 32 pies/s2) y R el radio de la
tierra (R ] 3960 mi). Suponga que se excava un túnel
AB directo a través de la tierra entre los puntos A y B de
superficie, por ejemplo Atlanta y Bagdad (véase la
Figura 8.56).

Suponga que se construye un vehículo que se puede
deslizar sin rozamiento ni resistencia del aire a través de
este túnel. Demuestre que ese vehículo, si se liberara en
un extremo del túnel, oscilaría entre A y B, ejecutando
un movimiento armónico simple de periodo 2n∂R/g.
¿Cuántos minutos duraría cada vuelta? Lo que es
sorprendente en este caso es que este periodo no
depende de dónde están A y B ni de la distancia entre
ellos. Sugerencia: Suponga el eje x a lo largo del túnel,
con el origen en el punto más cercano al centro de la
tierra. Cuando el vehículo está en la posición de
coordenada x x(t) su aceleración a lo largo del túnel es
la componente de la aceleración gravitatoria a lo largo
de dicho túnel, es decir, .a(r) cos h, siendo h el

Figura 8.56

ángulo entre la línea del túnel y la recta que va del
vehículo al centro de la tierra.

*8. (Búsqueda y rescate) Dos estaciones de la Guardia
Costera reciben una señal de desastre de un barco y
utilizan radiolocalización para situarla. La estación O
observa que la señal de desastre proviene del noreste
(45o noreste) y la estación P, que está 100 millas al
norte de la estación O, observa que la señal proviene
del este. La precisión en la radiolocalización de cada
estación es de u3o.

(a) ¿Cuál es la amplitud del área de océano donde
deberán buscar las aeronaves de rescate para
asegurarse que encuentran al barco con problemas?

(b) Si la precisión de la radiolocalización es ue, ¿qué
sensibilidad tiene el área de búsqueda con cambios
en e cuando e % 3o? Exprese su respuesta en millas
al cuadrado por grado.

9. La Figura 8.57 muestra las gráficas de la curva
paramétrica x % sen t, y %

1
2 sen(2t), 0 m t m 2n y de la

curva en polares r2
% cos (2h). Ambas tienen la forma

de un «ä». ¿Cuál es cada curva? Calcule el área
encerrada entre la curva externa y el exterior de la
curva interna.

Figura 8.57
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CAPÍTULO 9

Secuencias, series
y series de potencias

—Entonces dices lo que piensas —siguió la Liebre de
Marzo.

—Sí —dijo Alicia apresuradamente—, al menos... al
menos pienso lo que digo... que es lo mismo, como sabes.

—¡De ninguna manera es lo mismo! —dijo el Som-
brerero—. ¡Entonces, podrías también decir que ‘‘yo veo
lo que como’’ es lo mismo que decir ‘‘yo como lo que
veo’’!

Lewis Carrol (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898)

de Alicia en el País de las Maravillas

Introducción Una serie infinita es una suma en la que intervienen infinitos tér-
minos. Como las sumas se realizan de dos en dos números, el cálculo de la suma de
una serie infinita requiere necesariamente el cálculo de un límite. Las funciones
complicadas f (x) se pueden expresar frecuentemente como series de funciones más
simples. Por ejemplo, una buena parte de las funciones trascendentes que ya hemos
estudiado, se pueden expresar como series de potencias de x que se parecen a poli-
nomios de grado infinito. Estas series se pueden diferenciar e integrar término a tér-
mino y tienen un papel muy importante en el estudio del cálculo.



9.1 Secuencias y convergencia

Por secuencia (o secuencia infinita) queremos decir una lista ordenada que tiene un primer ele-
mento, pero no un último elemento. A nuestros efectos, los elementos (denominados términos)
de una secuencia serán siempre números reales, aunque una buena parte de nuestra presentación
se puede aplicar también a números complejos. Unos ejemplos de secuencias pueden ser:

{1, 2, 3, 4, 5, ...}, la secuencia de los enteros positivos.

E.

1

2
,

1

4
, .

1

8
,

1

16
, ...F la secuencia de enteros positivos que son potencias de .

1

2
.

Los términos de la secuencia generalmente se encierran entre llaves, tal como se indica. Los
puntos suspensivos (...) quieren decir «y así sucesivamente».

Una secuencia infinita es una clase especial de función, cuyo dominio es una serie de enteros
que van desde algún entero inicial hasta el infinito. El entero inicial es generalmente 1, por lo
que el dominio es el conjunto de los enteros positivos. La secuencia {a1, a2, a3, a4, ...} es la fun-
ción f que toma el valor f (n) % an en cada entero positivo n. Una secuencia se puede especifi-
car de tres formas:

(i) Se pueden indicar unos cuantos términos del principio seguidos por ... si el patrón de la
secuencia es obvio.

(ii) Se puede dar la fórmula del término general an en función de n.
(iii) Se puede dar la fórmula para calcular el término an en función de términos anteriores a1, a2,

..., an.1, y especificar los suficientes términos al comienzo de la secuencia para poder co-
menzar el cálculo de los términos posteriores.

En todos los casos, debe ser posible determinar cualquier término de la secuencia, aunque puede
ser necesario calcular primero todos los términos anteriores.

Ejemplo 1 (Algunos ejemplos de secuencias)

(a) {n} % {1, 2, 3, 4, 5, ...}

(b) EA.

1

2B
n

F%E.

1

2
,

1

4
, .

1

8
,

1

16
, ...F

(c) E
n . 1

n F%E0,
1

2
,

2

3
,

3

4
,

4

5
, ...F

(d) {(.1)n.1} % {cos ((n . 1)n)} % {1, .1, 1, .1, 1, ...}

(e) E
n2

2nF%E
1

2
, 1,

9

8
, 1,

25

32
,

36

64
,

49

128
, ...F

(f) EA1 !
1

nB
n

F%E2, A
3

2B
2

, A
4

3B
3

, A
5

4B
4

, ...F
(g) E

cos (nn/2)

n F%E0, .

1

2
, 0,

1

4
, 0, .

1

6
, 0,

1

8
, 0, ...F

(h) a1 % 1, an!1 % ∂6 ! an, (n % 1, 2, 3, ...)

En este caso {an} % {1, ∂7, ∂6 ! ∂7, ...} Nótese que no hay una fórmula obvia para an como fun-
ción explícita de n, pero todavía se puede calcular an para cualquier valor deseado de n calculando pri-
mero todos los valores anteriores a2, a3, ..., an.1.

(i) a1 % 1, a2 % 1, an!2 % an ! an!1, (n % 1, 2, 3, ...)
En este caso {an} % {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...}. Esta secuencia se denomina secuencia de Fibonacci.
Cada uno de sus términos, después del segundo, es la suma de los dos términos anteriores.
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En los apartados (a)-(g) del Ejemplo 1, las fórmulas de los miembros izquierdos definen el tér-
mino general de cada secuencia {an} como una función explícita de n. En los apartados (h) e (i)
se dice que la secuencia {an} se define recursivamente o inductivamente; cada término se debe
calcular a partir de los anteriores en vez de calcularse como una función directa de n.

Presentamos a continuación la terminología utilizada para describir diversas propiedades de
las secuencias.

DEFINICIÓN 1 Términos utilizados para describir las secuencias

(a) La secuencia {an} está acotada inferiormente por L, y L es una cota inferior de {an},
si an n L para todo n % 1, 2, 3, ... La secuencia está acotada superiormente por M, y
M es una cota superior, si an m M para todo n entero positivo.
La secuencia {an} está acotada si está acotada inferiormente y superiormente. En este
caso, existe una constante K tal que �an � m K para todo n % 1, 2, 3, ... (podemos tomar
K como el mayor de los enteros .L y M).

(b) La secuencia {an} es positiva si está acotada inferiormente por cero, es decir, si
an n 0 para todo n % 1, 2, 3, ...; es negativa si an m 0 para todo n.

(c) La secuencia �an} es creciente si an!1 n an para todo n % 1, 2, 3, ...; es decreciente si
an!1 m an para todo n entero positivo. Se dice que una secuencia es monótona si no es
creciente ni decreciente (la terminología en este caso es algo más relajada que la utili-
zada para funciones, donde utilizábamos las expresiones no decreciente y no creciente
para describir este comportamiento. La distinción entre an!1 b an y an!1 n an no es
tan importante en el caso de secuencias como lo es en el caso de funciones definidas
en intervalos).

(d) La secuencia {an} es alternante si anan!1 a 0 para todo n % 1, 2, ..., es decir, si dos
términos consecutivos cualesquiera tienen signo opuesto. Nótese que esta definición
requiere an Ç 0 para todo n.

Ejemplo 2 (Descripción de algunas secuencias)

(a) La secuencia {n} % {1, 2, 3, ...} es positiva, creciente y acotada inferiormente. Un límite inferior de
esta secuencia es 1 o cualquier número más pequeño. La secuencia no está acotada superiormente.

(b) E
n . 1

n F%E0,
1

2
,

2

3
,

3

4
, ...F es positiva, acotada y creciente. En este caso 0 es una cota inferior y 1 es

una cota superior.

(c) EA.

1

2B
n

F%E.

1

2
,

1

4
, .

1

8
,

1

16
, ...F es acotada y alternante. En este caso .1/2 es una cota inferior y

1/4 es una cota superior.

(d) {(.1)nn} % {.1, 2, .3, 4, .5, ...} es alternante pero no está acotada ni superiormente ni inferior-
mente.

Cuando se desea demostrar que una secuencia es creciente, se puede intentar demostrar que se
cumple la inecuación an!1 . an n 0 para n n 1. Pero una forma alternativa, si an % f (n) para
una función diferenciable f (x), es demostrar que f es una función no decreciente en [1, ä), de-
mostrando que f ñ(x) n 0 en dicho intervalo. Se puede utilizar un método similar para demostrar
que una secuencia es decreciente.
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Ejemplo 3 Si an %
n

n2
! 1

, demuestre que la secuencia {an} es decreciente.

Solución Como an % f (n), siendo f (x) %
x

x2
! 1

y

f ñ(x) %
(x2

! 1)(1) . x(2x)

(x2
! 1)2 %

1 . x2

(x2
! 1)2 m 0 para x n 1

La función f (x) es decreciente en [1, ä); por tanto, {an} es una secuencia decreciente.

La secuencia E
n2

2nF% E
1

2
, 1,

9

8
, 1,

25

32
,

36

64
,

49

128
, ...F es positiva y, por tanto, acotada inferior-

mente. Parece claro que a partir del cuarto término en adelante, todos los términos se van ha-
ciendo más pequeños. Sin embargo, a2 b a1 y a3 b a2. Como an!1 m an, sólo si n n 3 se dice
que la secuencia es definitivamente decreciente. El adverbio definitivamente se utiliza para des-
cribir cualquier propiedad de los términos de la secuencia desde algún punto en adelante, pero
no necesariamente al principio de la secuencia. Por tanto, la secuencia

{n . 100} % {.99, .98, ..., .2, .1, 0, 1, 2, 3, ...}

es definitivamente positiva, incluso aunque los 99 primeros términos sean negativos y la se-
cuencia

E(.1)n
!

4

nF% E3, 3,
1

3
, 2, .

1

5
,

5

3
, .

3

7
,

3

2
, ...F

es definitivamente alternante, aun cuando algunos términos iniciales no alternen.

Convergencia de secuencias
La noción de convergencia es fundamental en el estudio de secuencias. El concepto de límite de
una secuencia es un caso especial del concepto de límite de una función f (x) cuando x r ä. Se
dice que la secuencia {an} converge al límite L, y se expresa como limnrä

an % L, siempre que
la distancia desde an a L sobre la recta real tienda a cero cuando n tiende a ä. Expresaremos
esta definición de manera más formal:

DEFINICIÓN 2 Límite de una secuencia

Se dice que la secuencia {an} converge al límite L, y se expresa como limnrä
an % L, si

para todo número real positivo � existe un entero N (que puede depender de �) tal que si
n n N, entonces �an . L � a �.

Esta definición se ilustra en la Figura 9.1.

Ejemplo 4 Demuestre que limnrä

c

np % 0 para todo número real c y cualquier p b 0.

Solución Sea � b 0. Entonces

G
c

np Ga � si np
b

�c �
�

Es decir, si n n N, el mínimo entero mayor que (�c �/�)1/p. Por tanto, por la Definición 2, limnrä

c

np % 0.
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Figura 9.1 Una secuencia
convergente.

Toda secuencia {an} debe converger a un límite finito L o divergir. Es decir, o limnrä
an % L

existe (es un número real) o limnrä
an no existe. Si limnrä

an % ä, se puede decir que la se-
cuencia diverge a infinito; si limnrä

an % .ä, se puede decir que diverge a .ä. Si limnrä

an simplemente no existe (pero no es ä ni .ä), sólo se puede decir que la secuencia diverge.

Ejemplo 5 (Ejemplos de secuencias convergentes y divergentes)

(a) {(n . 1)/n} converge a 1; limnrä
(n . 1)/n% limnrä

(1 . (1/n)) % 1.

(b) {n} % {1, 2, 3, 4, ...} diverge a ä.

(c) {.n} % {.1, .2, .3, .4, ...} diverge a .ä.

(d) {(.1)n} % {.1, 1, .1, 1, .1, ...} simplemente diverge.

(e) {(.1)nn}%{.1, 2, .3, 4, .5, ...} diverge (pero no a ä ni a .ä, aun cuando limnrä
�an � % ä).

El límite de una secuencia es equivalente al límite de una función cuando su argumento tiende
infinito:

Si lim
xrä

f (x) % L y an % f (n), entonces lim
nrä

an % L

Debido a esto, las reglas estándar de los límites de funciones (Teoremas 2 y 4 de la Sección 1.2)
se pueden aplicar también para límites de secuencias, con los cambios apropiados de notación.
Es decir, si {an} y {bn} convergen, entonces

lim
nrä

(an u bn) % lim
nrä

an u lim
nrä

bn

lim
nrä

can % c lim
nrä

an

lim
nrä

anbn % ( lim
nrä

an)( lim
nrä

bn)

lim
nrä

an

bn

%

lim
nrä

an

lim
nrä

bn

suponiendo lim
nrä

bn Ç 0

Si an m bn definitivamente, entonces lim
nrä

an m lim
nrä

bn

Si an m bn m cn definitivamente, y lim
nrä

an % L % lim
nrä

cn, entonces lim
nrä

bn % L
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Los límites de muchas secuencias definidas explícitamente se pueden calcular utilizando estas
propiedades, de modo similar a los métodos utilizados para límites de la forma limxrä

f (x) en
la Sección 1.3.

Ejemplo 6 Calcule los límites de las secuencias

(a) E
2n2

. n . 1

5n2
! n . 3F , (b) E

cos n

n F , y (c) {∂n2
! 2n . n}

Solución

(a) Se divide el numerador y el denominador de la expresión de an por la máxima potencia de n en el de-
nominador, es decir, por n2:

lim
nrä

2n2
. n . 1

5n2
! n . 3

% lim
nrä

2 . (1/n). (1/n2)

5 ! (1/n). (3/n2)
%

2 . 0 . 0

5 ! 0 . 0
%

2

5

ya que limnrä
1/n% 0 y limnrä

1/n2
% 0. La secuencia converge y su límite es 2/5.

(b) Como �cos n � m 1 para todo n, tenemos que

.

1

n
m

cos n

n
m

1

n
para n n 1

En este caso, limnrä
. 1/n% 0 y limnrä

1/n% 0. Por tanto, por la versión para secuencias del Teore-
ma del Sándwich, limnrä

(cos n)/n% 0. La secuencia dada converge a 0.
(c) En esta secuencia multiplicamos el numerador y el denominador (que es 1) por el conjugado de la ex-

presión del numerador:

lim
nrä

(∂n2
! 2n . n) % lim

nrä

(∂n2
! 2n . n)(∂n2

! 2n ! n)

∂n2
! 2n ! n

% lim
nrä

2n

∂n2
! 2n ! n

% lim
nrä

2

∂1 ! (2/n)! 1
% 1

La secuencia converge a 1.

Ejemplo 7 Calcule lim
nrä

n tan.1A
1

nB .

Solución En este ejemplo, es mejor sustituir el término n-ésimo de la secuencia por la correspondiente
función de una variable real x y tomar el límite cuando x r ä. Utilizaremos la Regla del l’Hôpital:

lim
nrä

n tan.1A
1

nB% lim
xrä

x tan.1A
1

xB

% lim
xrä

tan.1A
1

xB
1

x

C
0

0D

% lim
xrä

1

1 ! (1/x2) A.

1

x2B
.A

1

x2B
% lim

xrä

1

1 !
1

x2

% 1
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TEOREMA 1 Si {an} converge, entonces {an} está acotada.

DEMOSTRACIÓN Supongamos que limnrä
an % L. De acuerdo con la Definición 2,

para � % 1 existe un número N tal que si n b N, entonces �an . L � a 1; por lo tanto,
�an � a 1 ! �L � para ese n (¿por qué es esto cierto?). Si K indica el máximo de los números
�a1 �, �a2 �, ..., �aN � y 1 ! �L �, entonces �an � m K para todo n % 1, 2, 3, ... Por lo tanto, {an}
está acotada.

#

Lo contrario del Teorema 1 es falso; la secuencia {(.1)n} está acotada pero no converge.
La propiedad de completitud del sistema de los números reales (véase la Sección P.1) se pue-

de reformular en términos de secuencias como sigue:

Las secuencias monótonas acotadas convergen

Si la secuencia {an} está acotada superiormente y es (definitivamente) creciente, entonces
converge. La misma conclusión se mantiene si {an} está acotada inferiormente y es (defi-
nitivamente) decreciente.

Por tanto, una secuencia acotada y definitivamente monótona es convergente (véase la Figu-
ra 9.2).

Figura 9.2 Una secuencia
definitivamente creciente que
está acotada superiormente.

Ejemplo 8 Sea an una secuencia definida recursivamente como

a1 % 1, an!1 % ∂6 ! an (n % 1, 2, 3, ...)

Demuestre que limnrä
an existe y calcule su valor.

Solución Obsérvese que a2 % ∂6 ! 1 % ∂7 b a1. Si ak!1 b ak, entonces ak!2 % ∂6 ! ak!1 b

b ∂6 ! ak % ak!1, por lo que {an} es creciente, por inducción. Obsérvese ahora que a1 % 1 a 3. Si
ak a 3, entonces ak!1 % ∂6 ! ak a ∂6 ! 3 % 3, por lo que an a 3 para todo n por inducción. Como {an}
es creciente y acotada superiormente, limnrä

an % a existe, por completitud. Como ∂6 ! x es una función
continua de x, tenemos que

a % lim
nrä

an!1 % lim
nrä

∂6 ! an % ∂6 ! lim
nrä

an % ∂6 ! a

CAPÍTULO 9. Secuencias, series y series de potencias 567



Entonces a2
% 6 ! a o a2

. a . 6 % 0, o (a . 3)(a ! 2) % 0. Las raíces de esta ecuación de segundo gra-
do son a%3 y a%.2. Como ann1 para todo n, debemos tener an1. Por tanto, a%3 y limnrä

an%3.

Hay que notar un punto sutil en esta solución. Demostrar que {an} es creciente es bastante ob-
vio, pero ¿cómo hemos sabido que había que probar con 3 (en vez de cualquier otro número)
para demostrar que era una cota superior? La respuesta es que realmente hicimos primero la últi-
ma parte y demostramos que si lim an % a existe, entonces a % 3. Por tanto, tiene sentido probar
con 3 y demostrar que an a 3 para todo n.

Ejemplo 9 ¿Converge o diverge la secuencia EA1 !
1

nB
n

F?

Solución Podríamos hacer un esfuerzo para demostrar que la secuencia dada es, de hecho, creciente y
acotada superiormente (véase el Ejercicio 32 al final de esta sección). Sin embargo, ya conocemos la res-
puesta. La secuencia converge por el Teorema 6 de la Sección 3.4:

lim
nrä A1 !

1

nB
n

% e1
% e

TEOREMA 2 Si {an} es (definitivamente) creciente, entonces, o está acotada superiormente, y por tanto
es convergente, o no está acotada superiormente y diverge a infinito.

#

La demostración de este teorema se deja como ejercicio. Se puede plantear un resultado equiva-
lente para secuencias (definitivamente) decrecientes.

El siguiente teorema calcula dos límites importantes de frecuente aplicación en el estudio de
series.

TEOREMA 3 (a) Si �x � a 1, entonces lim
nrä

xn
% 0.

(b) Si x es un número real cualquiera, entonces lim
nrä

xn

n!
% 0.

DEMOSTRACIÓN Para el apartado (a), obsérvese que

lim
nrä

ln �x �n % lim
nrä

n ln �x �% .ä

ya que ln �x � a 0 cuando �x� a 1. De acuerdo con esto, como ex es continua,

lim
nrä

�x �n % lim
nrä

eln �x�n
% e limnrä ln �x�n

% 0

Como .�x �n m xn
m �x �n, tenemos que limnrä

xn
% 0 por el Teorema del Sándwich.

Para el apartado (b), escójase cualquier x y sea N un entero tal que N b �x �. Si n b N
tenemos que

G
xn

n! G%
�x �
1

�x �
2

�x �
3

ñ
�x �

N . 1

�x �
N

�x �
N ! 1

ñ
�x �
n

a

�x �N.1

(N . 1)!

�x �
N

�x �
N

�x �
N

ñ
�x �
N

%
�x �N.1

(N . 1)! A
�x �
N B

n.N!1

% K A
�x �
N B

n
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donde K %
�x �N.1

(N . 1)! A
�x �
N B

1.N

es una constante independiente de n. Como �x �/Na 1, tene-

mos que en limnrä
(�x �/N)n % 0 por el apartado (a). Así, limnrä

�xn/n!� % 0 y, por consi-
guiente, limnrä

xn/n!% 0.

#

Ejemplo 10 Calcule limnrä

3n ! 4n
! 5n

5n .

Solución lim
nrä

3n
! 4n

! 5n

5n % lim
nrä CA

3

5B
n

!A
4

5B
n

! 1D% 0 ! 0 ! 1 % 1, por el Teorema 3(a).

Ejercicios 9.1

En los Ejercicios 1-13, determine si la secuencia dada
es (a) acotada (superiormente o inferiormente),
(b) (definitivamente) positiva o negativa, (c) creciente,
decreciente o alternante, y (d) convergente, divergente o
divergente a ä o .ä.

1. E
2n2

n2
! 1F 2. E

2n

n2
! 1F

3. E4 .

(.1)n

n F 4. Esen
1

nF
5. E

n2
. 1

n F 6. E
en

nnF
7. E

en

nn/2F 8. E
(.1)nn

en F
9. E

2n

nnF 10. E
(n!)2

(2n)!F
11. En cosA

nn
2 BF 12. E

sen n

n F
13. {1, 1, .2, 3, 3, .4, 5, 5, .6, ...}

En los Ejercicios 14-29 calcule, siempre que sea posible,
los límites de las secuencias {an}.

14. an %
5 . 2n

3n . 7
15. an %

n2
. 4

n ! 5

16. an %
n2

n3
! 1

17. an % (.1)n
n

n3
! 1

18. an %
n2

. 2∂n ! 1

1 . n . 3n2 19. an %
en

. e.n

en
! e.n

20. an % n sen
1

n
21. an %A

n . 3

n B
n

22. an %
n

ln (n ! 1)
23. an % ∂n ! 1 . ∂n

24. an % n . ∂n2
. 4n

25. an % ∂n2
! n . ∂n2

. 1

26. an %A
n . 1

n ! 1B
n

27. an %
(n!)2

(2n)!

28. an %
n22n

n!
29. an %

nn

1 ! 22n

30. Sea a1 % 1 y an!1 % ∂1 ! 2an (n % 1, 2, 3, ...)
Demuestre que {an} es creciente y acotada
superiormente. Sugerencia: Demuestre que 3 es una
cota superior. A partir de aquí, concluya que la
secuencia converge y obtenga su límite.

*31. Repita el Ejercicio 30 para la secuencia definida por
a1 % 3, an!1 % ∂15 ! 2an, n % 1, 2, 3, ... Esta vez
tendrá que buscar una cota superior.

*32. Sea an%A1 !
1

nB
n

, de forma que ln an%n lnA1 !
1

nB .

Utilice las propiedades de la función logaritmo para
demostrar que (a) {an} es creciente y (b) e es una cota
superior de {an}.

*33. Demuestre el Teorema 2. Formule además un teorema
análogo correspondiente a secuencias definitivamente
decrecientes.

34. Si {�an �} está acotada, demuestre que {an} está
acotada.

35. Si limnrä
�an � % 0, demuestre que limnrä

an % 0.

*36. ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas
y cuáles son falsas? Justifique sus respuestas.

(a) Si limnrä
an % ä y limnrä

bn % L b 0,
entonces limnrä

anbn % ä.
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(b) Si limnrä
an % ä y limnrä

bn % .ä,
entonces limnrä

(an ! bn) % 0.
(c) Si limnrä

an % ä y limnrä
bn % .ä, entonces

limnrä
anbn % .ä.

(d) Si no convergen {an} ni {bn}, entonces {anbn} no
converge.

(e) Si {�an �} converge, entonces {an} converge.

9.2 Series infinitas

Una serie infinita, denominada también simplemente serie, es una suma formal de infinitos tér-
minos; por ejemplo, a1 ! a2 ! a3 ! a4 ! ñ es una serie formada sumando los términos de la
secuencia {an}. Esta serie se puede expresar también como ;ä

n%1 an:

ä

;
n%1

an % a1 ! a2 ! a3 ! a4 ! ñ

Por ejemplo,

ä

;
n%1

1

n
% 1 !

1

2
!

1

3
!

1

4
! ñ

ä

;
n%1

(.1)n.1

2n.1 % 1 .

1

2
!

1

4
.

1

8
!

1

16
. ñ

Algunas veces es necesario o útil empezar la suma con un índice distinto de 1:

ä

;
n%0

an
% 1 ! a ! a2

! a3
! ñ

ä

;
n%2

1

ln n
%

1

ln 2
!

1

ln 3
!

1

ln 4
! ñ

Nótese que la última serie no tendría sentido si hubiéramos empezado la suma desde n % 1, ya
que entonces el primer término habría quedado indefinido.

Cuando sea necesario, se puede cambiar el índice de la suma para que empiece en un valor
diferente. Esto se hace realizando un cambio como se ilustra en el Ejemplo 3 de la Sección 5.1.
Por ejemplo, utilizando el cambio n % m . 2, se puede reformular ;ä

n%1 an en la forma
;ä

m%3 am.2. Ambas sumas se desarrollan de la misma forma:

ä

;
n%1

an % a1 ! a2 ! a3 ! ñ %

ä

;
m%3

am.2

La suma es una operación que se realiza con dos números cada vez. Si se desea calcular la suma
finita a1 ! a2 ! a3, se puede proceder sumando a1 ! a2 y después sumando a3 al resultado; o
bien se puede sumar primero a2 ! a3 y después sumar a1 al resultado. Por supuesto, la propiedad
asociativa de la suma nos asegura que obtendremos el mismo resultado de las dos formas. Esta
es la razón de que la expresión simbólica a1 ! a2 ! a3 tenga sentido; si no, habría que haber
escrito (a1 ! a2) ! a3 o a1 ! (a2 ! a3). Este razonamiento se puede ampliar a cualquier suma
a1 ! a2 ! ñ ! an de un número finito de términos, pero no es obvio qué queremos decir en una
suma con infinitos términos:

a1 ! a2 ! a3 ! a4 ! ñ

No podemos asegurar que los términos que no se sumen en el mismo orden producirán el mismo
resultado. De hecho, veremos en la Sección 9.4 que, en ciertas circunstancias, cambiar el orden
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de los términos en una serie puede cambiar realmente la suma de la serie. La interpretación que
haremos de la suma infinita es la de sumar de izquierda a derecha, como sugiere el agrupamiento

ñ ((((a1 ! a2) ! a3) ! a4) ! a5) ! ñ

Realizaremos esto definiendo una nueva secuencia {sn}, denominada secuencia de sumas par-
ciales de la serie ;ä

n%1 an, de forma que sn es la suma de los n primeros términos de la serie:

s1 % a1

s2 % s1 ! a2 % a1 ! a2

s3 % s2 ! a3 % a1 ! a2 ! a3

ó

sn % sn.1 ! an % a1 ! a2 ! a3 ! ñ ! an %

n

;
j%1

aj

ó

Definiremos entonces la suma de una serie infinita como el límite de esta secuencia de sumas
parciales.

DEFINICIÓN 3 Convergencia de una serie

Se dice que la serie ;ä

n%1 an converge a la suma s, y se escribe como
ä

;
n%1

an % s

si limnrä
sn % s, siendo sn la suma parcial n-ésima de ;ä

n%1 an:

sn % a1 ! a2 ! a3 ! ñ ! an %

n

;
j%1

aj

Por tanto, una serie converge si y sólo si la secuencia de sus sumas parciales converge.
De forma similar, se dice que una serie diverge a infinito, diverge a menos infinito o simple-

mente diverge si su secuencia de sumas parciales lo hace. Hay que hacer hincapié en que la con-
vergencia de la serie ;ä

n%1 an depende de la convergencia de la secuencia {sn} % {;n
j%1 aj}, no

de la secuencia {an}.

Serie geométrica

DEFINICIÓN 4 Serie geométrica

Una serie de la forma ;ä

n%1 arn.1
% a ! ar ! ar2

! ar3
! ñ, cuyo término n-ésimo es

an % arn.1 se denomina serie geométrica. El número a es su primer término. En número r
se denomina razón común de la serie, ya que es el valor de la razón entre el término
(n ! 1) y el término n para todo n n 1:

an!1

an

%
arn

arn.1 % r, n % 1, 2, 3, ...
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La suma parcial n-ésima sn de una serie geométrica se calcula como sigue:

sn % a ! ar ! ar2
! ar3

! ñ ! arn.1

rsn % ar ! ar2
! ar3

! ñ ! arn.1
! arn

La segunda ecuación se obtiene multiplicando la primera por r. Restando esas dos ecuaciones
(nótense las cancelaciones), se obtiene (1 . r)sn % a . arn. Si r Ç 1 se puede dividir por 1 . r y
obtener una fórmula para sn.

Sumas parciales de una serie geométrica

Si r % 1, entonces la n-ésima suma parcial de una serie geométrica ;ä

n%1 arn.1 es
sn % a ! a ! ñ ! a % na. Si r Ç 1, entonces

sn % a ! ar ! ar2
! ñ ! arn.1

%
a(1 . rn)

1 . r

Si a % 0, entonces sn % 0 para todo n, y limnrä
sn % 0. Supongamos ahora que a Ç 0. Si �r �a1,

entonces limnrä
rn

% 0, por lo que limnrä
sn % a/(1. r). Si r b 1, entonces limnrä

rn
% ä y

limnrä
sn % ä si a b 0, o limnrä

sn % .ä si a a 0. Se mantiene la misma conclusión si
r % 1, ya que en este caso sn % na. Si r m .1, limnrä

rn no existe, y tampoco existe limnrä
sn.

Por tanto, se concluye que

ä

;
n%1

arn.1 E
converge a 0 si a % 0

converge a
a

1 . r
si �r � a 1

diverge a ä si r n 1 y a b 0

diverge a .ä si r n 1 y a a 0

diverge si r m .1 y a Ç 0

La representación de la función 1/(1. x) como suma de una serie geométrica,

1

1 . x

ä

;
n%0

xn
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ para .1 a x a 1

será importante en la presentación de las series de potencias posteriormente en este capítulo.

Ejemplo 1 (Ejemplos de series geométricas y sus sumas)

(a) 1 !
1

2
!

1

4
!

1

8
! ñ %

ä

;
n%1 A

1

2B
n.1

%
1

1 .

1

2

% 2. En este caso a % 1 y r %
1

2
.

Como �r � a 1, la serie converge.

(b) n . e !
e2

n
.

e3

n2 ! ñ %

ä

;
n%1

nA.

e

nB
n.1

. En este caso a % n y r % .

e

n
.

%
n

1 .A.

e

nB
%

n2

n ! e
.

La serie converge ya que G.
e

n Ga 1.
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(c) 1 ! 21/2
! 2 ! 23/2

! ñ %

ä

;
n%1

(∂2)n.1. Esta serie diverge a ä ya que a % 1 b 0 y r % ∂2 b 1.

(d) 1 . 1 ! 1 . 1 ! 1 . ñ %

ä

;
n%1

(.1)n.1. Esta serie diverge ya que r % .1.

(e) Sea x % 0.32 32 32 ñ % 0.32; entonces,

x %
32

100
!

32

1002 !
32

1003 ! %

ä

;
n%1

32

100 A
1

100B
n.1

%
32

100

1

1 .

1

100

%
32

99
.

Ésta es una alternativa al método del Ejemplo 1 de la Sección P.1 para representar decimales repetidos
como cocientes de enteros.

Ejemplo 2 Si el dinero produce un interés con una tasa efectiva constante del 5% anual, ¿cuánto ha-
bría que poner ahora en una anualidad que produjera (a) 1000 e al final de cada uno de los 10 años si-
guientes y (b) 1000 e al final de cada año de aquí en adelante?

Solución Un pago de 1000 e que se va a recibir n años desde ahora tiene un valor en este momento de

1000 #A
1

1.05B
n

e (ya que A e crecería hasta valer A(1.05)n
e en n años). Por tanto, los pagos de 1000 e

al final de cada uno de los n años siguientes valen sn e en este momento, siendo

sn % 1000 C
1

1.05
!A

1

1.05B
2

! ñ !A
1

1.05B
n

D
%

1000

1.05 C1 !
1

1.05
!A

1

1.05B
2

! ñ !A
1

1.05B
n.1

D

%
1000

1.05

1 .A
1

1.05B
n

1 .

1

1.05

%
1000

0.05 C1 .A
1

1.05B
n

D
(a) El valor actual de los 10 pagos futuros es s10 e % 7721.73 e.
(b) El valor actual de los pagos futuros continuando para siempre es

lim
nrä

sn e %
1000 e

0.05
% 20 000 e

Series telescópicas y series armónicas

Ejemplo 3 Demuestre que la serie
ä

;
n%1

1

n(n ! 1)
%

1

1 # 2
!

1

2 # 3
!

1

3 # 4
!

1

4 # 5
! ñ

converge y calcule su suma.

Solución Como
1

n(n ! 1)
%

1

n
.

1

n ! 1
, se puede escribir la suma parcial sn en la forma

sn %
1

1 # 2
!

1

2 # 3
!

1

3 # 4
! ñ !

1

(n . 1)n
!

1

n(n ! 1)

%A1 .

1

2B!A
1

2
.

1

3B!A
1

3
.

1

4B! ñ
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ñ !A
1

n . 1
.

1

nB!A
1

n
.

1

n ! 1B
% 1 .

1

2
!

1

2
.

1

3
!

1

3
. ñ .

1

n
!

1

n
.

1

n ! 1

% 1 .

1

n ! 1

Por tanto, limnrä
sn % 1 y la serie converge a 1:

ä

;
n%1

1

n(n ! 1)
% 1

Esto es un ejemplo de serie telescópica, denominada así porque las sumas parciales se convierten en una
forma simple cuando los términos se descomponen en fracciones simples. En los ejercicios al final de esta
sección se pueden encontrar otros ejemplos. Como muestran estos ejemplos, el método de descomposición
en fracciones simples puede ser una herramienta de utilidad para series además de para integrales.

Ejemplo 4 Demuestre que la serie armónica
ä

;
n%1

1

n
% 1 !

1

2
!

1

3
!

1

4
! ñ

diverge a infinito.

Solución Si sn es la suma parcial n-ésima de la serie armónica, entonces

sn % 1 !
1

2
!

1

3
! ñ !

1

n

% suma de áreas de los rectángulos sombreados en la Figura 9.3

b área bajo y %
1

x
desde x % 1 hasta x % n ! 1

%I
n!1

1

dx

x
% ln (n ! 1)

Ahora limnrä
ln (n ! 1) % ä. Por tanto, limnrä

sn % ä y

ä

;
n%1

1

n
% 1 !

1

2
!

1

3
! ñ diverge a infinito

Como la serie geométrica, la serie armónica aparecerá a menudo en las secciones siguientes.

Figura 9.3 Suma parcial de la serie armónica.
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Algunos teoremas sobre series

TEOREMA 4 Si ;ä

n%1 an converge, entonces limnrä
an % 0.

DEMOSTRACIÓN Si sn % a1 ! a2 ! ñ ! an, entonces sn . sn.1 % an. Si ;ä

n%1 an

converge, entonces limnrä
sn%s existe, y limnrä

sn.1%s. Entonces limnrä
an%s.s%0.

#

Observación El Teorema 4 es muy importante para la comprensión de las series infinitas.
Los estudiantes muchas veces se equivocan u olvidan que una serie no puede converger si sus
términos no tienden a cero o confunden este resultado con su inverso, que es falso. El inverso
diría que, si limnrä

an % 0, entonces ;ä

n%1 an debe converger. La serie armónica es un contra-
ejemplo que muestra la falsedad de esta afirmación:

lim
nrä

1

n
% 0 pero

ä

;
n%1

1

n
diverge a infinito

Al considerar si una serie dada converge, la primera cuestión a plantearse es la siguiente:
«¿Tiende el término n-ésimo a 0 cuando n tiende a ä?». Si la respuesta es no, entonces la serie
no converge. Si la respuesta es sí, entonces la serie puede converger o no converger. Si la se-
cuencia de términos {an} tiende a un límite L distinto de cero, entonces ;ä

n%1 an diverge a infi-
nito si L b 0 y diverge a menos infinito si L a 0.

Ejemplo 5

(a)
ä

;
n%1

n

2n . 1
diverge a infinito ya que limnrä

n

2n . 1
% 1/2b 0.

(b) ;ä

n%1 (.1)nn sen (1/n) un diverge, ya que

lim
nrä G (.1)nn sen

1

n G% lim
nrä

sen (1/n)

1/n
% lim

xr0!

sen x

x
% 1 Ç 0

El siguiente teorema afirma que es sólo el comportamiento definitivo de {an} lo que determina si
;ä

n%1 an converge. Se puede eliminar cualquier número de términos desde el comienzo de la se-
rie sin afectar a su convergencia; ésta depende sólo de la cola de la serie. Por supuesto, la suma
real de la serie depende de todos sus términos.

TEOREMA 5 ;ä

n%1 an converge si y sólo si ;ä

n%N an converge para cualquier entero N n 1.

#

TEOREMA 6 Si {an} es definitivamente positiva, entonces la serie ;ä

n%1 an debe, o bien converger (si
sus sumas parciales están acotadas superiormente), o bien divergir a infinito (si sus sumas
parciales no están acotadas superiormente).

#

Las demostraciones de estos dos teoremas se dejan como ejercicios al final de esta sección. El
teorema siguiente es simplemente una reformulación de las leyes estándares de los límites.
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TEOREMA 7 Si ;ä

n%1 an y ;ä

n%1 bn convergen a A y B, respectivamente, entonces

(a) ;ä

n%1 can converge a cA (siendo c una constante cualquiera);
(b) ;ä

n%1 (an u bn) converge a A u B;
(c) Si an m bn para todo n % 1, 2, 3, ..., entonces A m B.

#

Ejemplo 6 Calcule la suma de la serie
ä

;
n%1

1 ! 2n!1

3n .

Solución La serie dada es la suma de dos series geométricas,
ä

;
n%1

1

3n %

ä

;
n%1

1

3 A
1

3B
n.1

%
1/3

1 . (1/3)
%

1

2
y

ä

;
n%1

2n!1

3n %

ä

;
n%1

4

3 A
2

3B
n.1

%
4/3

1 . (2/3)
% 4

Por tanto, su suma es
1

2
! 4 %

9

2
, por el Teorema 7(b).

Ejercicios 9.2

En los Ejercicios 1-18, calcule las sumas de las series
dadas, o demuestre que divergen (posiblemente a infinito o
a menos infinito). Los Ejercicios 11-14 son series
telescópicas y, por tanto, deben resolverse mediante
descomposición en fracciones simples, como sugiere el
Ejemplo 3 de esta sección.

1.
1

3
!

1

9
!

1

27
! ñ %

ä

;
n%1

1

3n

2. 3 .

3

4
!

3

16
.

3

64
! ñ %

ä

;
n%1

3A.

1

4B
n.1

3.
ä

;
n%5

1

(2 ! n)2n 4.
ä

;
n%0

5

103n

5.
ä

;
n%2

(.5)n

82n 6.
ä

;
n%0

1

en

7.
ä

;
k%0

2k!3

ek.3 8.
ä

;
j%1

n j/2 cos ( jn)

9.
ä

;
n%1

3 ! 2n

2n!2 10.
ä

;
n%0

3 ! 2n

3n!2

11.
ä

;
n%1

1

n(n ! 2)
%

1

1 # 3
!

1

2 # 4
!

1

3 # 5
! ñ

12.
ä

;
n%1

1

(2n . 1)(2n ! 1)
%

1

1 # 3
!

1

3 # 5
!

1

5 # 7
! ñ

13.
ä

;
n%1

1

(3n . 2)(3n ! 1)
%

1

1 # 4
!

1

4 # 7
!

1

7 # 10
! ñ

*14.
ä

;
n%1

1

n(n ! 1)(n ! 2)

%
1

1 # 2 # 3
!

1

2 # 3 # 4
!

1

3 # 4 # 5
! ñ

15.
ä

;
n%1

1

2n . 1
16.

ä

;
n%1

n

n ! 2

17.
ä

;
n%1

n.1/2 18.
ä

;
n%1

2

n ! 1

19. Obtenga una expresión simple para las sumas parciales
sn de la serie ;ä

n%1 (.1)n, y utilícela para demostrar
que la serie diverge.

20. Calcule la suma de la serie

1

1
!

1

1 ! 2
!

1

1 ! 2 ! 3
!

1

1 ! 2 ! 3 ! 4
! ñ

21. Cuando se deja caer, una pelota elástica se eleva hasta
una altura tres cuartos de la altura inicial. Si dicha
altura inicial es de 2 m y se permite que la pelota
rebote indefinidamente, ¿cuál es la distancia total que
viaja antes de pararse?

22. Si un banco paga en una cuenta un 10% de interés
simple anual, ¿cuál es el estado de la cuenta tras ocho
años, si se depositan 1000 e al comienzo de cada uno
de esos ocho años? Suponga que inicialmente la cuenta
está vacía.

*23. Demuestre el Teorema 5.
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*24. Demuestre el Teorema 6.

*25. Plantee un teorema análogo al Teorema 6, pero para
una secuencia negativa.

En los Ejercicios 26-31, decida si las afirmaciones dadas
son verdaderas o falsas. Si son verdaderas, demuéstrelas. Si
son falsas, dé un contraejemplo para demostrar su falsedad.

*26. Si an % 0 para todo n, entonces ; an converge.

*27. Si ; an converge, entonces ; (1/an) diverge a
infinito.

*28. Si tanto ; an como ; bn divergen, entonces también
diverge ; (an ! bn).

*29. Si an n c b 0 para todo n, entonces ; an diverge a
infinito.

*30. Si ; an diverge y {bn} está acotada, entonces ; anbn

diverge.

*31. Si tanto an b 0 como ; an convergen, entonces
; (an)

2 converge.

9.3 Tests de convergencia para series positivas

En la sección anterior hemos visto algunos ejemplos de series convergentes (geométricas y teles-
cópicas) cuyas sumas se pueden determinar de forma exacta, ya que las sumas parciales sn se
pueden expresar en forma cerrada como funciones explícitas de n cuyos límites cuando n r ä

se pueden calcular. En general, no es posible hacer siempre esto para una serie dada y por tanto,
en general, no es posible determinar de forma exacta la suma de una serie. Sin embargo existen
muchas técnicas para determinar si una serie dada converge y, si lo hace, para aproximar su su-
ma con cualquier grado deseado de precisión.

En esta sección consideraremos exclusivamente series positivas, es decir, series de la forma
ä

;
n%1

an % a1 ! a2 ! a3 ! ñ

siendo an n 0 para todo n n 1. Como se indicó en el Teorema 6, una serie convergerá si su su-
ma parcial está acotada superiormente y divergirá a infinito en otro caso. Todos nuestros resulta-
dos se aplican también a series definitivamente positivas, ya que la convergencia o divergencia
depende sólo de las colas de las series.

El test de la integral
El test de la integral proporciona una forma de determinar si una serie definitivamente positiva
converge o diverge, comparándola con una integral impropia de comportamiento similar.

El Ejemplo 4 de la Sección 9.2 es un ejemplo del uso de esta técnica. Formalizaremos el
método con el siguiente teorema.

TEOREMA 8 El test de la integral

Supongamos que an % f (n), siendo f positiva, continua y no decreciente en un intervalo
[N, ä) para algún entero positivo N. Entonces,

ä

;
n%1

an y I
ä

N

f (t) dt

ambas convergen o divergen a infinito.

DEMOSTRACIÓN Sea sn % a1 ! a2 ! ñ ! an. Si n b N, tenemos que
sn % sN ! aN!1 ! aN!2 ! ñ ! an

% sN ! f (N ! 1) ! f (N ! 2) ! ñ ! f (n)

% sN ! suma de las áreas de los rectángulos sombreadas en la Figura 9.4(a)

m sN !I
ä

N

f (t) dt
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Si la integral impropia :ä

N f (t) dt converge, entonces la secuencia {sn} está acotada su-
periormente y ;ä

n%1 an converge.
A la inversa, supongamos que ;ä

n%1 an converge a la suma s. Entonces,

I
ä

N

f (t) dt % área bajo y % f (t), por encima de y % 0 y desde t % N hasta t % ä

m suma de las áreas de los rectángulos sombreados en la Figura 9.4(b)

% aN ! aN!1 ! aN!2 ! ñ
% s . sN.1 a ä

por lo que la integral impropia representa un área finita y, por tanto, es convergente (omiti-
remos los detalles restantes para demostrar que limRrä

:R
N f (t) dt existe; como en el caso de

las series, el argumento se basa en la completitud de los números reales).

Figura 9.4

#

Observación Si an % f (n), siendo f una función positiva, continua y no decreciente en el
intervalo [1, ä), entonces el Teorema 8 nos asegura que ;ä

n%1 an y :ä

1 f (x) dx convergen ambas
o divergen ambas a infinito. No nos dice que la suma de las series sea igual al valor de la inte-
gral. Probablemente no tendrán el mismo valor en el caso de convergencia. Sin embargo, como
veremos posteriormente, las integrales pueden ayudarnos a aproximar la suma de una serie.

El principal uso del test de la integral es establecer el resultado del siguiente ejemplo, refe-
rente a la serie ;ä

n%1 n.p, denominada serie p. Este resultado debe memorizarse; en esta sección
y en secciones posteriores compararemos frecuentemente el comportamiento de otras series con
la serie p.

Ejemplo 1 (Serie p) Demuestre que

ä

;
n%1

n.p
%

ä

;
n%1

1

np E
converge si p b 1

diverge a infinito si p m 1

Solución Obsérvese que si p b 0, entonces f (x) % x.p es positiva, continua y decreciente en el interva-
lo [1, ä). Por el test de la integral, la serie p converge para p b 1 y diverge para 0 a p m 1, por compara-
ción con :ä

1 x.p dx (véase el Teorema 2(a) de la Sección 6.5). Si p m 0, entonces limnrä
(1/np) Ç 0, por

lo que en este caso la serie no puede converger. Al ser una serie positiva, debe divergir a infinito.

Observación La serie armónica ;ä

n%1 n.1 (el caso p % 1 de serie p) está en la frontera entre
la convergencia y la divergencia, aunque de hecho diverge. Si bien sus términos tienden a 0
cuando n crece, no decrecen lo suficientemente rápido para permitir que la suma de la serie sea
finita. Si p b 1, los términos de ;ä

n%1 n.p tienden a cero lo suficientemente rápido para que su
suma sea finita. Podemos refinar la distinción entre convergencia y divergencia en p % 1 utili-
zando términos que disminuyan más rápido que 1/n, pero no tan rápido como 1/nq para todo
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q b 1. Si p b 0, los términos 1/(n(lnn)p) tienen esta propiedad, ya que ln n crecen más lenta-
mente que cualquier potencia positiva de n cuando n crece. La pregunta que surge ahora es si
;ä

n%2 1/(n(lnn)p) converge. Lo hace, suponiendo de nuevo que p b 1; para comprobarlo se pue-
de utilizar el cambio u % ln x

I
ä

2

dx

x(ln x)p % I
ä

ln 2

du

up

que converge si p b 1 y diverge si 0 a p m 1. Este proceso de ajuste fino se puede llevar más
allá (véase el Ejercicio 36 posterior).

Uso de cotas de integrales para estimar la suma de una serie
Supongamos que ak % f (k) para k % n ! 1, n ! 2, n ! 3, ..., siendo f una función positiva, con-
tinua y decreciente al menos en el intervalo [n, ä). Tenemos que:

s . sn %

ä

;
k%n!1

f (k)

% suma de las áreas de los rectángulos sombreados en la Figura 9.5(a)

mI
ä

n

f (x) dx

De forma similar,

s . sn % suma de las áreas de los rectángulos de la Figura 9.5(b)

nI
ä

n!1

f (x) dx

Figura 9.5

Si definimos

An %I
ä

n

f (x) dx

entonces podemos combinar las inecuaciones anteriores para obtener

An!1 m s . sn m An

o, en otros términos,

sn ! An!1 m s m sn ! An

El error en la aproximación s ] sn cumple 0 m s . sn m An. Sin embargo, como s debe pertene-
cer al intervalo [sn ! An!1, sn ! An], podemos mejorar la estimación utilizando el punto medio
s*n de este intervalo como aproximación de s. El error será entonces menor que la mitad de la
longitud An . An!1 del intervalo:
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Una aproximación integral mejorada

El error �s . s*n � en la aproximación

s ] s*n % sn !
An!1 ! An

2
, siendo An % I

ä

n

f (x) dx

cumple �s . s*n � m
An . An!1

2
.

Siempre que se sabe que una cantidad pertenece un cierto intervalo, el punto medio dicho inter-
valo se puede utilizar para aproximar dicha cantidad, y el valor absoluto del error no será nunca
superior a la semiamplitud del intervalo.

Ejemplo 2 Calcule la mejor aproximación s*n a la suma s de la serie ;ä

n%1 1/n2, haciendo uso de la
suma parcial sn de los n primeros términos. ¿Cuánto tendría que valer n para asegurar que la aproximación
s ] s*n tiene un error menor que 0.001 en valor absoluto? ¿Cuánto tendría que valer n para asegurar que la
aproximación s ] sn tiene un error menor que 0.001 en valor absoluto?

Solución Como f (x) % 1/x2 es positiva, continua y decreciente en el intervalo [1, ä) para todo
n % 1, 2, 3, ..., tenemos que

sn ! An!1 m s m sn ! An

siendo

An %I
ä

n

dx

x2 % lim
Rrä A.

1

xB G
R

n
%

1

n

La mejor aproximación a s utilizando sn es

s*n % sn !
1

2 A
1

n ! 1
!

1

nB% sn !
2n ! 1

2n(n ! 1)

% 1 !
1

4
!

1

9
! ñ !

1

n2 !
2n ! 1

2n(n ! 1)

El error en esta aproximación cumple

�s . s*n � m
1

2 A
1

n
.

1

n ! 1B%
1

2n(n ! 1)
m 0.001

suponiendo que 2n(n ! 1) n 1/0.001% 1000. Se puede comprobar fácilmente que esta condición se cumple
si n n 22; la aproximación

s ] s*22 % 1 !
1

4
!

1

9
! ñ !

1

222 !
45

44 # 23

tendrá un error cuyo valor absoluto no superará 0.001. Si hubiéramos utilizado la aproximación s ] sn, sólo
podríamos haber concluido que

0 m s . sn m An %
1

n
a 0.001

suponiendo que n b 1000; se necesitarían 1000 términos de la serie para obtener la precisión deseada.

Tests de comparación
El siguiente test que vamos a considerar para series positivas es análogo al teorema de compara-
ción de integrales impropias (véase el Teorema 3 de la Sección 6.5). Hace posible determinar la
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convergencia o divergencia de una serie comparándola con otra serie de convergencia o diver-
gencia conocida.

TEOREMA 9 Un test de comparación

Sean {an} y {bn} secuencias para las que existe una constante positiva K tal que, definitiva-
mente, 0 m an m Kbn.

(a) Si la serie ;ä

n%1 bn converge, entonces también lo hace la serie ;ä

n%1 an.

(b) Si la serie ;ä

n%1 an diverge a infinito, entonces también lo hace la serie ;ä

n%1 bn.

DEMOSTRACIÓN Como una serie converge si y sólo si su cola converge (Teorema 5),
podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que la condición 0 m an m Kbn se cumple para
todo n n 1. Sean sn % a1 ! a2 ! ñ ! an y Sn % b1 ! b2 ! ñ ! bn. Entonces sn m KSn. Si
; bn converge, entonces {Sn} es convergente y, por tanto, acotada por el Teorema 1. Por
tanto, {sn} está acotada superiormente. Por el Teorema 6, ; an converge. Como la conver-
gencia de ; bn garantiza la de ; an, si la última serie diverge a infinito, entonces la prime-
ra no puede converger, por lo que debe divergir también a infinito.

#

¡¡ A T E N C I Ó N !!
El Teorema 9 no dice que si ; an converge, entonces ; bn converge.
Es posible que la suma más pequeña sea finita y que la suma más
grande sea infinita (no debe confundirse un teorema con su inverso).

Ejemplo 3 ¿Cuáles de las siguientes series convergen? Justifique sus respuestas.

(a)
ä

;
n%1

1

2n
! 1

, (b)
ä

;
n%1

3n ! 1

n3
! 1

, (c)
ä

;
n%2

1

ln n
.

Solución Para cada caso hay que encontrar una serie de comparación adecuada, que ya sepamos que
converge o diverge.

(a) Como 0 a

1

2n
! 1

a

1

2n para n % 1, 2, 3, ..., y como ;ä

n%1

1

2n es una serie geométrica convergente, la

serie ;ä

n%1

1

2n
! 1

también converge por comparación.

(b) Obsérvese que
3n ! 1

n3
! 1

se comporta como
3

n2 para n grande, por lo que podemos comparar esta serie con

la serie p convergente ;ä

n%1 n.2. Tenemos, para n n 1,

3n ! 1

n3
! 1

%
3n

n3
! 1

!
1

n3
! 1

a

3n

n3 !
1

n3 a

3

n2 !
1

n2 %
4

n2

Por tanto, la serie dada converge por el Teorema 9.

(c) Para n % 2, 3, 4, ..., tenemos que 0 a ln n a n. Por tanto,
1

ln n
b

1

n
. Como ;ä

n%2

1

n
diverge a infinito (es

una serie armónica), también lo hace ;ä

n%2

1

ln n
por comparación.

El teorema siguiente proporciona una versión del test de comparación que no es tan general co-
mo el Teorema 9, pero que muchas veces es más fácil de aplicar en casos específicos.
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TEOREMA 10 Un test de comparación en el límite

Supongamos que {an} y {bn} son secuencias positivas y que

lim
nrä

an

bn

% L

Siendo L un número finito no negativo o !ä.

(a) Si L a ä y ;ä

n%1 bn converge, entonces ;ä

n%1 an también converge.

(b) Si L b 0 y ;ä

n%1 bn diverge a infinito, entonces también lo hace ;ä

n%1 an.

DEMOSTRACIÓN Si L a ä, entonces para n suficientemente grande, tenemos que
bn b 0 y

0 m

an

bn

m L ! 1

por lo que 0 m an m (L ! 1)bn. Entonces, ;ä

n%1 an converge si ;ä

n%1 bn converge, por el
Teorema 9(a).

Si L b 0, entonces, para n suficientemente grande,

an

bn

n

L

2

por tanto, 0 a bn m (2/L)an y ;ä

n%1 an y diverge a infinito si lo hace ;ä

n%1 bn, por el Teo-
rema 9(b).

#

Ejemplo 4 ¿Cuáles de las siguientes series convergen? Justifique sus respuestas.

(a)
ä

;
n%1

1

1 ! ∂n
, (b)

ä

;
n%1

n ! 5

n3
. 2n ! 3

Solución De nuevo debemos escoger apropiadamente las series de comparación.

(a) Los términos de esta serie disminuyen como 1/∂n. Obsérvese que

L % lim
nrä

1

1 ! ∂n

1

∂n

% lim
nrä

∂n

1 ! ∂n
% lim

nrä

1

(1/∂n) ! 1
% 1

Como la serie p ;ä

n%1

1

∂n
diverge a infinito (p % 1/2), también lo hace la serie ;ä

n%1

1

1 ! ∂n
, por la

prueba de comparación en el límite.
(b) Para n grande, los términos se comportan como n/n3, por lo que podemos comparar la serie con la serie

p ;ä

n%1 1/n2, que sabemos que converge.

L % lim
nrä

n ! 5

n3
. 2n ! 3

1

n2

% lim
nrä

n3
! 5n2

n3
. 2n ! 3

% 1

Como L a ä, la serie
ä

;
n%1

n ! 5

n3
. 2n ! 3

también converge por la prueba de comparación en el límite.
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Para aplicar con éxito la versión original del test de comparación (Teorema 9), es importante in-
tuir si la serie dada converge o diverge. La forma de la comparación dependerá de si estamos
intentando demostrar la convergencia o la divergencia. Por ejemplo, si no intuimos que

ä

;
n%1

1

100n ! 20 000

diverge a infinito, podríamos intentar demostrar que

1

100n ! 20 000
a

1

n
para n % 1, 2, 3, ...

Aunque eso es cierto, no sirve de nada. ;ä

n%1 1/n diverge a infinito; por tanto, el Teorema 9 no
nos da información para esta comparación. Por supuesto, podríamos demostrar que

1

100n ! 20 000
n

1

20 100n
si n n 1

y concluir por el Teorema 9 que ;ä

n%1 (1/(100n! 20 000)) diverge a infinito por comparación
con la serie divergente ;ä

n%1 1/n. Una forma más fácil es utilizar el Teorema 10 y el hecho de
que

L % lim
nrä

1

100n ! 20 000

1

n

% lim
nrä

n

100n ! 20 000
%

1

100
b 0

Sin embargo, el test de comparación en el límite del Teorema 10 tiene una desventaja cuando se
compara con el test de comparación ordinaria del Teorema 9. Puede fallar en ciertos casos por-
que el límite L puede no existir. En tales casos es posible que el test de comparación ordinario
sirva todavía.

Ejemplo 5 Compruebe la convergencia de la serie
ä

;
n%1

1 ! sen n

n2 .

Solución Como

lim
nrä

1 ! sen n

n2

1

n2

% lim
nrä

(1 ! sen n)

no existe, el test de comparación en el límite no nos da información. Sin embargo, como n m 1, tenemos
que

0 m

1 ! sen n

n2 m

2

n2 para n % 1, 2, 3, ...

La serie dada converge, de hecho, por comparación con ;ä

n%1 1/n2, utilizando el test de comparación ordi-
nario.

Tests de la razón y de la raíz

TEOREMA 11 Test la razón

Supongamos que an b 0 (definitivamente) y que o % lim
nrä

an!1

an

existe o es !ä.
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(a) Si 0 m o a 1, entonces ;ä

n%1 an converge.

(b) Si 1 a o m ä, entonces limnrä
an % ä y ;ä

n%1 an diverge a infinito.

(c) Si o % 1, no se tiene información; la serie puede converger o divergir a infinito.

DEMOSTRACIÓN Aquí, o es la letra griega «rho» minúscula (que se pronuncia «ro»).

(a) Supongamos que o a 1. Selecciónese un número r tal que o a r a 1. Como sabemos
que limnrä

an!1/an % o, tenemos que an!1/an m r para n suficientemente grande; es
decir, an!1 m ran para, por ejemplo, n n N. En particular,

aN!1 m raN

aN!2 m raN!1 m r2aN

aN!3 m raN!2 m r3aN

ó

aN!k m rkaN (k % 0, 1, 2, 3, ...)

Entonces, ;ä

n%N an converge por comparación con la serie geométrica convergente
;ä

k%0 rk. Se deduce entonces que ;ä

n%1 an % ;N.1
n%1 an ! ;ä

n%N an debe también con-
verger.

(b) En este caso, supongamos que o b 1. Selecciónese un número r tal que 1 a r a o.
Como limnrä

an!1/an % o, tenemos que an!1/an n r para n suficientemente grande,
por ejemplo, n n N. Se supone que N se escoge lo suficientemente grande para que
aN b 0. Utilizando un argumento similar al del apartado (a), se deduce que aN!k n

rkaN para k % 0, 1, 2, ..., y como r b 1, limnrä
an % ä. Por tanto, ;ä

n%1 an diverge a
infinito.

(c) Si o se calcula para la serie ;ä

n%1 1/n y ;ä

n%1 1/n2, se obtiene en ambos casos o % 1.
Como la primera serie diverge a infinito y la segunda converge, la prueba de la razón
no puede distinguir entre convergencia y divergencia si o % 1.

#

Todas las series p caen en la categoría indefinida de o % 1, como también ;ä

n%1 an, siendo an

cualquier función racional de n. El test de la razón es de mayor utilidad en el caso de series
cuyos términos decrezcan como mínimo exponencialmente rápido. La presencia de factoriales en
algún término sugiere también que el test de la razón puede ser de utilidad.

Ejemplo 6 Compruebe la convergencia de las siguientes series:

(a)
ä

;
n%1

99n

n!
, (b)

ä

;
n%1

n5

2n , (c)
ä

;
n%1

n!

nn , (d)
ä

;
n%1

(2n)!

(n!)2

Solución En cada una de ellas utilizaremos el test de la razón.

(a) o % lim
nrä

99n!1

(n ! 1)!H
99n

n!
% lim

nrä

99

n ! 1
% 0 a 1.

Por tanto, ;ä

n%1 (99n/n!) converge.

(b) o % lim
nrä

(n ! 1)5

2n!1 H
n5

2n % lim
nrä

1

2 A
n ! 1

n B
5

%
1

2
a 1.

Por tanto, ;ä

n%1 (n5/2n) converge.
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(c) o % lim
nrä

(n ! 1)!

(n ! 1)n!1H
n!

nn % lim
nrä

(n ! 1)! nn

(n ! 1)n!1 n!
% lim

nrä A
n

n ! 1B
n

% lim
nrä

1

A1 !
1

nB
n %

1

e
a 1.

Por tanto, ;ä

n%1 (n!/nn) converge.

(d) o % lim
nrä

(2(n ! 1))!

((n ! 1)!)2 H
(2n)!

(n!)2 % lim
nrä

(2n ! 2)(2n ! 1)

(n ! 1)2 % 4 b 1.

Por tanto, ;ä

n%1 (2n)!/(n!)2 diverge a infinito.

El teorema siguiente es muy similar al test de la razón, pero se utiliza menos frecuentemente. Su
demostración se deja como ejercicio (véase el Ejercicio 37). Los Ejercicios 38 y 39 presentan
ejemplos de series donde se puede aplicar.

TEOREMA 12 Test de la raíz

Supongamos que an b 0 (definitivamente) y que p % limnrä
(an)

1/n existe o es !ä.

(a) Si 0 m p a 1, entonces ;ä

n%1 an converge.

(b) Si 1 a p m ä, entonces limnrä
an % ä y ;ä

n%1 an diverge a infinito.

(c) Si p % 1, esta prueba no da información; la serie puede converger o divergir a infinito.

#

Uso de cotas de la serie geométrica para estimar la suma
de una serie

Supongamos que una inecuación de la forma

0 m ak m Krk

se cumple para k % n ! 1, n ! 2, n ! 3, ..., siendo K y r constantes y r a 1. Entonces podemos
utilizar una serie geométrica para acotar la cola de ;ä

n%1 an.

0 m s . sn %

ä

;
k%n!1

ak m

ä

;
k%n!1

Krk

% Krn!1 (1 ! r ! r2
! ñ)

%
Krn!1

1 . r

Como r a 1, la serie converge y el error tiende a 0 con una velocidad exponencial cuando n crece.

Ejemplo 7 En la Sección 9.6 demostraremos que

e %
1

0!
!

1

1!
!

1

2!
!

1

3!
! ñ %

ä

;
n%0

1

n!

Recuérdese que 0! % 1. Estime el error si la suma sn de los n primeros términos de la serie se utiliza para
aproximar el número e. Calcule el valor de e con una precisión de tres cifras decimales utilizando esta
serie.
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Solución Tenemos que

sn %
1

0!
!

1

1!
!

1

2!
!

1

3!
! ñ !

1

(n . 1)!

% 1 ! 1 !
1

2
!

1

6
!

1

24
! ñ !

1

(n . 1)!

Como la serie comienza con el término correspondiente a n % 0, el término n-ésimo es 1/(n. 1)!. El error
de la aproximación s ] sn se puede estimar como sigue:

0 a s . sn %
1

n!
!

1

(n ! 1)!
!

1

(n ! 2)!
!

1

(n ! 3)!
! ñ

%
1

n! A1 !
1

n ! 1
!

1

(n ! 1)(n ! 2)
!

1

(n ! 1)(n ! 2)(n ! 3)
! ñB

a

1

n! A1 !
1

n ! 1
!

1

(n ! 1)2 !
1

(n ! 1)3 ! ñB
ya que n ! 2 b n ! 1, n ! 3 b n ! 1, y así sucesivamente. La última serie es geométrica, por lo que

0 a s . sn a

1

n!

1

1 .

1

n ! 1

%
n ! 1

n! n

Si se desea estimar e con una precisión de tres cifras decimales, entonces hay que asegurar que el error es
menor que 5 en la cuarta cifra decimal, es decir, el error es menor que 0.0005. Entonces deseamos que

n ! 1

n

1

n!
a 0.0005 %

1

2000

Como 7! % 5040 pero 6! % 720, se puede utilizar n % 7, pero no más pequeño. Tenemos que

e ] s7 % 1 ! 1 !
1

2!
!

1

3!
!

1

4!
!

1

5!
!

1

6!

% 2 !
1

2
!

1

6
!

1

24
!

1

120
!

1

720
] 2.718 con 3 cifras decimales de precisión

Es apropiado utilizar series geométricas para acotar las colas de series positivas cuya convergen-
cia se podría demostrar por el test de la razón. Esas series convergerán definitivamente más rápi-
do que cualquier serie p ;ä

n%1 n.p, para la que la razón límite es o % 1.

Ejercicios 9.3

En los Ejercicios 1-26, determine si las series dadas
convergen o divergen utilizando el test apropiado. Las
series p y las series geométricas se pueden utilizar para
tests de comparación. Tenga cuidado con las series cuyos
términos no tienden a cero.

1.
ä

;
n%1

1

n2
! 1

2.
ä

;
n%1

n

n4
. 2

3.
ä

;
n%1

n2
! 1

n3
! 1 4.

ä

;
n%1

∂n

n2
! n ! 1

5.
ä

;
n%1 G sen

1

n2 G 6.
ä

;
n%8

1

nn
! 5

7.
ä

;
n%2

1

(ln n)3 8.
ä

;
n%1

1

ln (3n)

9.
ä

;
n%1

1

nn
. nn 10.

ä

;
n%0

1 ! n

2 ! n

11.
ä

;
n%1

1 ! n4/3

2 ! n5/3 12.
ä

;
n%1

n2

1 ! n∂n

13.
ä

;
n%3

1

n ln n∂ln ln n
14.

ä

;
n%2

1

n ln n (ln ln n)2

15.
ä

;
n%1

1 . (.1)n

n4 16.
ä

;
n%1

1 ! (.1)n

∂n
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17.
ä

;
n%1

1

2n(n ! 1)
18.

ä

;
n%1

n4

n!

19.
ä

;
n%1

n!

n2en 20.
ä

;
n%1

(2n)!6n

(3n)!

21.
ä

;
n%2

∂n

3n ln n
22.

ä

;
n%0

n1002n

∂n!

23.
ä

;
n%1

(2n)!

(n!)3 24.
ä

;
n%1

1 ! n!

(1 ! n)!

25.
ä

;
n%4

2n

3n
. n3 26.

ä

;
n%1

nn

nnn!

En los Ejercicios 27-30, utilice sn y cotas integrales para
calcular el mínimo intervalo que pueda asegurar que
contiene a la suma s de las series. Si se usa el punto medio
de este intervalo s*n para aproximar s, ¿cuál debería ser el
valor de n para asegurar que el error es menor que 0.001?

27.
ä

;
k%1

1

k4 28.
ä

;
k%1

1

k3

29.
ä

;
k%1

1

k3/2 30.
ä

;
k%1

1

k2
! 4

Para cada una de las series positivas de los Ejercicios
31-34, calcule la mejor cota superior que pueda para el
error s . sn, producido si la suma parcial sn se utiliza para
aproximar la suma s de las series. ¿Cuántos términos de
cada serie serían necesarios para asegurar que la
aproximación tiene un error menor que 0.001?

31.
ä

;
k%1

1

2kk!
32.

ä

;
n%1

1

(2n . 1)!

33.
ä

;
n%0

2n

(2n)!
34.

ä

;
n%1

1

nn

35. Utilice el test de la integral para demostrar que
ä

;
n%1

1

1!n2

converge. Demuestre que la suma s de la serie es
menor que n/2.

*36. Demuestre que ;ä

n%3 (1/(n ln n (ln ln n)p) converge si
y sólo si p b 1. Generalice este resultado a series de
la forma

ä

;
n%N

1

n (ln n)(ln ln n) ñ (lnj n)(lnj!1 n)p

siendo lnj n % ln ln ln ln ñ ln n.
V∫∫∫W∫∫X

j lnñ s

*37. Demuestre el test de la raíz. Sugerencia: Siga los
pasos de la demostración del test de la razón.

38. Utilice el test de la raíz para demostrar que
ä

;
n%1

2n!1

nn

converge.

*39. Utilice el test de la raíz para comprobar la
convergencia de la siguiente serie:

ä

;
n%1 A

n

n ! 1B
n2

40. Repita el Ejercicio 38, pero utilice el test de la razón
en vez del test de la raíz.

*41. Intente utilizar el test de la razón para determinar si
ä

;
n%1

22n(n!)2

(2n)!
converge. ¿Qué sucede? Observe ahora

que

22n(n!)2

(2n)!
%

[2n(2n . 2)(2n . 4) ñ 6 # 4 # 2]2

2n(2n . 1)(2n . 2) ñ 4 # 3 # 2 # 1

%
2n

2n . 1
#

2n . 2

2n . 3
# ñ #

4

3
#

2

1

¿Converge la serie dada? ¿Por qué o por qué no?

*42. Determine si la serie
ä

;
n%1

(2n)!

22n(n!)2 converge.

Sugerencia: Proceda como en el Ejercicio 41.
Demuestre que an n 1/(2n).

*43. (a) Demuestre que si k b 0 y n es un entero positivo,

entonces n a

1

k
(1 ! k)n.

(b) Utilice el resultado de (a) con 0 a k a 1 para
obtener una cota superior de la suma de la serie
;ä

n%0 n/2n. ¿Para qué valor de k es mínima esta
cota?

(c) Si se usa la suma sn de los n primeros términos
para aproximar la suma s de la serie del apartado
(b), obtenga una cota superior del error s . sn

utilizando la inecuación de apartado (a). Para un n
dado, calcule el valor de k que minimiza esta cota
superior.

*44. (Mejora de la convergencia de una serie) Sabemos
que ;ä

n%1 1/(n(n! 1)) % 1 (véase el Ejemplo 3 de la
Sección 9.2). Como

1

n2 %
1

n(n ! 1)
! cn, siendo cn %

1

n2(n ! 1)

tenemos que
ä

;
n%1

1

n2 % 1 !

ä

;
n%1

cn.

La serie ;ä

n%1 cn converge más rápidamente que
;ä

n%1 1/n2 porque sus términos disminuyen como
1/n3. Por tanto, se necesitarán menos términos de esa
serie para calcular ;ä

n%1 1/n2 con cualquier grado
deseado de precisión, que los que serían necesarios si
se calculara con ;ä

n%1 1/n2 directamente. Utilizando
cotas integrales superior e inferior, determine un valor
de n para el que la suma parcial modificada s*n de la
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serie ;ä

n%1 cn se aproxima a la suma de esa serie con
error menor que 0.001 en valor absoluto. A partir de
aquí, determine ;ä

n%1 1/n2 con una precisión de 0.001
respecto a su verdadero valor.

La técnica presentada en este ejercicio se conoce
con el nombre de mejora de la convergencia de una
serie. Se puede aplicar para estimar la suma de ; an

si se conoce la suma de ; bn y si an . bn % cn,
cuando �cn � decrece más rápido que �an � cuando n
tiende a infinito.

45. Considere la serie s % ;ä

n%1 1/(2n
! 1), y la

suma parcial sn de sus primeros n términos.

(a) ¿Cuánto tendría que valer n para asegurar que el
error de la aproximación s ] sn es menor que 0.001
en valor absoluto?

(b) La serie geométrica ;ä

n%1 1/2n converge a 1. Si

bn %
1

2n .

1

2n
! 1

para n % 1, 2, 3, ..., ¿cuántos términos de la serie
;ä

n%1 bn son necesarios para calcular su suma con
una precisión de 0.001?

(c) Utilice el resultado del apartado (b) para calcular
;ä

n%1 1/(2n
! 1) con una precisión de 0.001.

9.4 Convergencia absoluta y condicional

Todas las series ;ä

n%1 an consideradas en la sección anterior eran definitivamente positivas; es
decir, an n 0 para n suficientemente grande. Ahora eliminaremos esta restricción y permitiremos
que los términos an tomen valores reales arbitrarios. Sin embargo, siempre podemos obtener una
serie positiva a partir de cualquier serie dada sustituyendo todos los términos por sus valores ab-
solutos.

DEFINICIÓN 5 Convergencia absoluta

Se dice que la serie ;ä

n%1 an es absolutamente convergente si ;ä

n%1 �an � converge.

La serie

s %

ä

;
n%1

(.1)n

n2 % .1 !
1

4
.

1

9
!

1

16
. ñ

converge absolutamente ya que

S %

ä

;
n%1 G

(.1)n

n2 G%
ä

;
n%1

1

n2 % 1 !
1

4
!

1

9
!

1

16
! ñ

converge. Parece razonable pensar que la primera serie debe converger, y su suma s debería
cumplir .S m s m S. En general, la cancelación que se produce cuando algunos términos son
negativos y otros positivos hace más fácil que una serie converja que en el caso de que todos los
términos sean del mismo signo. El siguiente teorema permite verificar esta afirmación.

TEOREMA 13 Si una serie converge absolutamente, entonces converge.

DEMOSTRACIÓN Sea ;ä

n%1 an absolutamente convergente, y sea bn % an ! �an � para
todo n. Como .�an � m an m �an �, tenemos que 0 m bn m 2�an � para todo n. Por lo tanto,
;ä

n%1 bn converge por el test de comparación. Entonces, ;ä

n%1 an % ;ä

n%1 bn . ;ä

n%1 �an �
también converge.

#

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Aunque la convergencia absoluta implica convergencia, la convergen-
cia no implica convergencia absoluta.
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De nuevo hay que tener cuidado con no confundir la afirmación del Teorema 13 con la afirma-
ción inversa, que es falsa. Pronto demostraremos en esta sección que la serie armónica alter-
nante

ä

;
n%1

(.1)n.1

n
% 1 .

1

2
!

1

3
.

1

4
!

1

5
. ñ

converge, aunque no converge absolutamente. Si sustituimos todos los términos por sus valores
absolutos, se obtiene la serie armónica divergente

ä

;
n%1

1

n
% 1 !

1

2
!

1

3
!

1

4
! ñ % ä

DEFINICIÓN 6 Convergencia condicional

Si ;ä

n%1 an es convergente, pero no absolutamente convergente, se dice que es condicio-
nalmente convergente o que converge condicionalmente.

La serie armónica alternante es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente.
Los tests de comparación, el test de la integral y el test de la razón se pueden utilizar para

comprobar la convergencia absoluta. Se deben aplicar a la serie ;ä

n%1 �an �. Para el caso del test
de la razón se calcula o % limnrä

�an!1/an �. Si o a 1, entonces ;ä

n%1 an converge absoluta-
mente. Si o b 1, entonces limnrä

�an � % ä, por lo que tanto ;ä

n%1 �an � como ;ä

n%1 an deben
divergir. Si o % 1, no tenemos información; la serie ;ä

n%1 an puede converger absolutamente,
puede converger condicionalmente o puede divergir.

Ejemplo 1 Compruebe la convergencia absoluta de las series siguientes:

(a)
ä

;
n%1

(.1)n.1

2n . 1
, (b)

ä

;
n%1

n cos (nn)

2n .

Solución

(a) lim
nrä G

(.1)n.1

2n . 1 G H
1

n
% lim

nrä

n

2n . 1
%

1

2
b 0. Como la serie armónica ;ä

n%1 (1/n) diverge a infinito, el

test de comparación nos asegura que ;ä

n%1 ((.1)n.1/(2n. 1)) no converge absolutamente.

(b) o % lim
nrä G

(n ! 1) cos ((n ! 1)n)

2n!1 H
n cos (nn)

2n G% lim
nrä

n ! 1

2n
%

1

2
a 1.

Obsérvese que cos (nn) no es más que otra forma de escribir (.1)n. Por consiguiente (test de la razón),
;ä

n%1 ((n cos (nn))/2n) converge absolutamente.

El test de la serie alternante
No podemos utilizar ninguno de los tests desarrollados anteriormente para demostrar que la serie
armónica alternante converge; todos esos tests se aplican sólo a series (definitivamente) positi-
vas, por lo que solamente se puede comprobar la convergencia absoluta. Demostrar la conver-
gencia que no es absoluta es en general más difícil. Presentaremos sólo un test que puede servir
para comprobar esa convergencia; este test sólo se puede usar en una clase muy especial de series.

TEOREMA 14 Test de series alternantes

Supongamos que {an} es una secuencia cuyos términos satisfacen, para algún entero posi-
tivo N,
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(i) anan!1 a 0 para n n N

(ii) �an!1 � m �an � para n n N, y

(iii) limnrä
an % 0

es decir, los términos son definitivamente alternantes en signo y de tamaño decreciente, y
la secuencia tiene como límite cero. Entonces la serie ;ä

n%1 an converge.

DEMOSTRACIÓN Podemos asumir sin pérdida de generalidad N % 1, ya que la con-
vergencia sólo depende de la cola de la serie. Asumimos también a1 b 0, ya que la de-
mostración si a1 a 0 es similar. Si sn % a1 ! a2 ! ñ ! an es la suma parcial n-ésima
de la serie, a partir de la alternancia de {an} se deduce que a2n!1 b 0 y a2n a 0 para
todo n. Como los términos disminuyen de tamaño, a2n!1 n .a2n!2. Por tanto,
s2n!2 % s2n ! a2n!1 ! a2n!2 n s2n para n % 1, 2, 3, ... Las sumas parciales pares {s2n}
forman una secuencia creciente. De forma similar, s2n!1 % s2n.1 ! a2n ! a2n!1 m s2n.1,
por lo que las sumas parciales impares {s2n.1} forman una secuencia decreciente. Como
s2n % s2n.1 ! a2n m s2n.1, se puede decir, para todo n, que

s2 m s4 m s6 m ñ m s2n m s2n.1 m s2n.3 m ñ m s5 m s3 m s1

Por tanto, s2 es una cota inferior de la secuencia decreciente {s2n.1}, y s1 es una cota su-
perior de la secuencia creciente {s2n}. Por tanto, ambas secuencias convergen por la com-
pletitud de los números reales:

lim
nrä

s2n.1 % simpar, lim
nrä

s2n % spar

Ahora a2n%s2n.1.s2n, por lo que 0%limnrä
a2n%limnrä

(s2n.1.s2n)%simpar.spar. Por
tanto, simpar % spar % s, por ejemplo. Todas las sumas parciales sn son de la forma s2n.1 o
de la forma s2n. Por tanto, limnrä

sn % s existe y la serie ; (.1)n.1 an converge a esta
suma s.

#

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Lea despacio esta demostración y piense por qué cada afirmación es
cierta.

Observación La demostración del Teorema 14 prueba que la suma s de la serie siempre está
entre dos sumas parciales consecutivas de la serie:

o bien sn a s a sn!1 o bien sn!1 a s a sn

Esto demuestra el siguiente teorema.

TEOREMA 15 Estimación del error en series alternantes

Si la secuencia {an} cumple las condiciones del test de las series alternantes (Teorema
14), de forma que la serie ;ä

n%1 an converge a la suma s, entonces el error en la aproxi-
mación s ] sn (siendo n n N) tiene el mismo signo que el primer término omitido
an!1 % sn!1 . sn, y su tamaño no es mayor que el de dicho término:

�s . sn � m �sn!1 . sn � % �an!1 �

#
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Ejemplo 2 ¿Cuántos términos de la serie
ä

;
n%1

(.1)n

1 ! 2n son necesarios para calcular su suma con un

error menor que 0.001?

Solución Esta serie cumple las hipótesis del Teorema 15. Si utilizamos la suma parcial de los n primeros
términos para aproximar la suma de la serie, el error cumplirá

�error � m �primer término emitido � %
1

1 ! 2n!1

Este error será menor que 0.001 si 1 ! 2n!1
b 1000. Como 210

% 1024, n ! 1 % 10 servirá. Serán necesa-
rios 9 términos de la serie para calcular la suma con un margen de 0.001 respecto a su valor real.

Cuando se determina la convergencia de una serie dada, es mejor considerar primero si la serie
converge absolutamente. Si no lo hace, entonces queda todavía la posibilidad de convergencia
condicional.

Ejemplo 3 Compruebe la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series:

(a)
ä

;
n%1

(.1)n.1

n
, (b)

ä

;
n%2

cos (nn)

ln n
, (c)

ä

;
n%1

(.1)n.1

n4 .

Solución Los valores absolutos de los términos de las series (a) y (b) son, respectivamente, 1/n y 1/
(ln n). Como 1/(ln n) b 1/n y ;ä

n%1 1/n diverge a infinito, ninguna de las series (a) o (b) converge absoluta-
mente. Sin embargo, ambas series cumplen los requisitos del Teorema 14 y, por tanto, ambas convergen.
Cada una de esas dos series es condicionalmente convergente.

La serie (c) es absolutamente convergente porque �(.1)n.1/n4 � % 1/n4, y ;ä

n%1 1/n4 es una serie p con-
vergente (p % 4 b 1). Podríamos establecer su convergencia utilizando el Teorema 14, pero no hay necesi-
dad de hacerlo ya que toda serie absolutamente convergente es convergente (Teorema 13).

Ejemplo 4 ¿Para qué valores de x converge absolutamente la serie
ä

;
n%1

(x . 5)n

n 2n ? ¿Para qué valores

converge condicionalmente? ¿Para qué valores diverge?

Solución En las series en cuyos términos aparecen funciones de una variable x es mejor, en general, em-
pezar probando la convergencia absoluta con el test de la razón. Tenemos que

o % lim
nrä G

(x . 5)n!1

(n ! 1)2n!1H
(x . 5)n

n 2n G% lim
nrä

n

n ! 1 G
x . 5

2 G% G
x . 5

2 G
La serie converge absolutamente si �(x . 5)/2� a 1. Esta inecuación es equivalente a �x . 5 � a 2 (la distan-
cia de x a 5 es menor que 2), es decir, 3 a x a 7. Si x a 3 o x b 7, entonces �(x . 5)/2� b 1. La serie di-
verge; sus términos no tienden a cero.

Si x%3, la serie es ;ä

n%1 ((.1)n/n), que converge condicionalmente (es una serie armónica alternante);
si x%7, la serie es la serie armónica ;ä

n%1 1/n, que diverge a infinito. Por tanto, la serie dada converge
absolutamente en el intervalo abierto (3, 7), converge condicionalmente en x%3 y diverge en el resto.

Ejemplo 5 ¿Para qué valores de x converge absolutamente la serie de
ä

;
n%0

(n ! 1)2 A
x

x ! 2B
n

? ¿Para

qué valores converge condicionalmente? ¿Para qué valores diverge?

Solución Empezaremos de nuevo con el test de la razón.

o % lim
nrä G (n ! 2)2A

x

x ! 2B
n!1

H (n ! 1)2A
x

x ! 2B
n

G
% lim

nrä A
n ! 2

n ! 1B
2

G
x

x ! 2 G% G
x

x ! 2 G%
�x �

�x ! 2 �
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La serie converge absolutamente si �x �/�x ! 2 � a 1. Esta condición dice que la distancia desde x hasta 0 es
menor que la distancia desde x hasta .2. Entonces x b .1. La serie diverge si �x �/�x ! 2 � b 1, es decir, si
x a .1. Si x % .1, la serie es ;ä

n%0 (.1)n (n ! 1)2, que diverge. Concluimos que la serie converge abso-
lutamente para x b .1, no converge condicionalmente en ninguna parte y diverge para x m .1.

Cuando se utiliza el test de las series alternantes, es importante verificar (al menos mentalmente)
que se cumplen las tres condiciones (i)-(iii).

Ejemplo 6 Compruebe la convergencia de las siguientes series:

(a)
ä

;
n%1

(.1)n.1 n ! 1

n

(b) 1 .

1

4
!

1

3
.

1

16
!

1

5
. ñ %

ä

;
n%1

an, siendo

an %E
1/n si n es impar

.1/n2 si n es par

Solución

(a) En este caso, los términos an son alternantes y disminuyen de tamaño cuando n crece. Sin embargo,
limnrä

an % 1 Ç 0. Por tanto, no se puede aplicar el test de las series alternantes. De hecho, la serie
diverge porque sus términos no tienden a 0.

(b) Estas series alternantes y sus términos tienen como límite cero. Sin embargo, los términos no dismi-
nuyen de tamaño (ni siquiera definitivamente). No se puede aplicar tampoco el test de las series alter-
nantes. De hecho, como

.

1

4
.

1

16
. ñ .

1

(2n)2 . ñ converge, y

1 !
1

3
!

1

5
! ñ !

1

2n . 1
! ñ diverge a infinito

se puede ver rápidamente que la serie dada diverge a infinito.

Reordenación de los términos de una serie
La diferencia básica entre la convergencia absoluta y la condicional es que cuando una serie
;ä

n%1 an converge absolutamente, lo hace porque sus términos {an} disminuyen de tamaño lo
suficientemente rápido para que su suma sea finita aun cuando no se produzca cancelación de
términos de signo opuesto. Si se requiere esta cancelación para que la serie converja (porque sus
términos decrecen más lentamente), entonces la serie sólo puede converger condicionalmente.

Considere la serie armónica alternante

1 .

1

2
!

1

3
.

1

4
!

1

5
.

1

6
! ñ

Esta serie converge, pero sólo condicionalmente. Si tomamos la subserie que contiene sólo los
términos positivos, se obtiene la serie

1 !
1

3
!

1

5
!

1

7
! ñ

que diverge a infinito. De forma similar, la subserie de los términos negativos

.

1

2
.

1

4
.

1

6
.

1

8
. ñ

diverge a menos infinito.
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Si una serie converge absolutamente, la subserie formada por los términos positivos y la sub-
serie formada por los términos negativos deben converger a una suma finita. Si una serie conver-
ge condicionalmente, las subseries positiva y negativa pueden divergir, respectivamente, a ä y a
.ä.

Utilizando estos hechos, se puede responder a una pregunta que surgió al principio de la Sec-
ción 9.2. Si reordenamos los términos de una serie convergente, de forma que se sumen en orden
diferente, ¿debe converger la serie reordenada, y si lo hace, convergerá a la misma suma que la
serie original? La respuesta depende de si la serie original era absolutamente convergente o sólo
condicionalmente convergente.

TEOREMA 16 Convergencia de la reordenación de una serie

(a) Si los términos de una serie absolutamente convergente se reordenan de forma que su
suma se realice en un orden diferente, la serie reordenada convergerá a la misma suma
que la serie original.

(b) Si una serie es condicionalmente convergente, y L es un número real cualquiera, en-
tonces los términos de la serie se pueden reordenar de forma que la serie converja
(condicionalmente) a la suma L. También se pueden reordenar de forma que diverja a
ä, a .ä o que simplemente diverja.

#

El apartado (b) demuestra que la convergencia condicional es un tipo sospechoso de convergen-
cia, ya que depende del orden en que se suman los términos. No presentaremos una demostra-
ción formal del teorema, pero daremos un ejemplo que sugiere lo que significa (véase también el
Ejercicio 30 posterior).

Ejemplo 7 En la Sección 9.5 demostraremos que la serie armónica alternante

ä

;
n%1

(.1)n.1

n
% 1 .

1

2
!

1

3
.

1

4
!

1

5
.

1

6
!

1

7
. ñ

converge (condicionalmente) a la suma ln 2. Explique cómo se pueden reordenar sus términos para que
converja a 8.

Solución Empezaremos por sumar los términos de la subserie positiva

1 !
1

3
!

1

5
! ñ

continuando hasta que la suma parcial supere 8 (lo que ocurrirá en algún momento ya que la subserie posi-
tiva diverge a infinito). Sumamos entonces el primer término .1/2 de la subserie negativa

.

1

2
.

1

4
.

1

6
. ñ

Esto reducirá la suma parcial por debajo de 8 de nuevo. Volvemos ahora a sumar términos de la subserie
positiva, hasta que la suma parcial vuelva a valer más de 8. Sumamos ahora el segundo término de la sub-
serie negativa y la suma parcial volverá a estar por debajo de 8. Se repite este procedimiento, alternando la
suma de términos de la subserie positiva para forzar a que la suma supere 8 y, después, términos de la sub-
serie negativa para forzar a que la suma sea inferior a 8. Como ambas subseries tienen un número infinito
de términos y divergen a ä y a .ä, respectivamente, al final se incluirán todos los términos de las series
originales, y las sumas parciales de las nuevas series oscilarán por encima y por debajo de 8, convergiendo
a ese número. Por supuesto, se puede usar cualquier otro número en vez de 8.
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Ejercicios 9.4

Determine si las series de los Ejercicios 1-12 convergen
absolutamente, convergen condicionalmente o divergen.

1.
ä

;
n%1

(.1)n.1

∂n
2.

ä

;
n%1

(.1)n

n2
! ln n

3.
ä

;
n%1

cos (nn)

(n ! 1) ln (n ! 1)
4.

ä

;
n%1

(.1)2n

2n

4.
ä

;
n%0

(.1)n(n2
. 1)

n2
! 1

6.
ä

;
n%1

(.2)n

n!

7.
ä

;
n%1

(.1)n

nnn 8.
ä

;
n%0

.n

n2
! 1

9.
ä

;
n%1

(.1)n 20n2
. n . 1

n3
! n2

! 33
10.

ä

;
n%1

100 cos (nn)

2n ! 3

11.
ä

;
n%1

n!

(.100)n 12.
ä

;
n%10

sen (n ! 1/2)n
ln ln n

En las series de los Ejercicios 13-16, calcule el mínimo
entero n que asegura que la suma parcial sn se aproxima a
la suma s de la serie con un error menor que 0.001 en valor
absoluto.

13.
ä

;
n%1

(.1)n.1 n

n2
! 1

14.
ä

;
n%0

(.1)n

(2n)!

15.
ä

;
n%1

(.1)n.1 n

2n 16.
ä

;
n%0

(.1)n 3n

n!

Determine los valores de x para los que las series de los
Ejercicios 17-24 convergen absolutamente, convergen
condicionalmente o divergen.

17.
ä

;
n%0

xn

∂n ! 1
18.

ä

;
n%1

(x . 2)n

n222n

19.
ä

;
n%0

(.1)n (x . 1)n

2n ! 3

20.
ä

;
n%1

1

2n . 1 A
3x ! 2

.5 B
n

21.
ä

;
n%2

xn

2n ln n
22.

ä

;
n%1

(4x ! 1)n

n3

23.
ä

;
n%1

(2x ! 3)n

n1/34n 24.
ä

;
n%1

1

n A1 !
1

xB
n

*25. ¿Se puede aplicar directamente el test de las series
alternantes a la serie ;ä

n%1 (1/n) sen (nn/2)?
Determine si la serie converge.

*26. Demuestre que la serie ;ä

n%1 an converge
absolutamente a an % 10/n2 para n par y a
an % .1/10n3 para n impar.

*27. ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas
y cuáles son falsas? Justifique su respuesta en el caso
de verdaderas o dé un contraejemplo en el caso de
falsas.

(a) Si ;ä

n%1 an converge, entonces ;ä

n%1 (.1)nan

converge.

(b) Si ;ä

n%1 an converge y ;ä

n%1 (.1)nan converge,
entonces ;ä

n%1 an converge absolutamente.

(c) Si ;ä

n%1 an converge absolutamente, entonces
;ä

n%1 (.1)nan converge absolutamente.

*28. (a) Utilice un argumento basado en la suma de
Riemann para demostrar que

ln n! nI
n

1
ln t dt % n ln n . n ! 1

(b) ¿Para qué valores de x converge absolutamente la

serie
ä

;
n%1

n!xn

nn ? ¿Para qué valores converge

condicionalmente? ¿Para qué valores diverge?
(Sugerencia: Utilice primero el test de la razón.
Para probar los casos donde o % 1, puede resultar
de utilidad la inecuación del apartado (a)).

*29. ¿Para qué valores de x converge absolutamente la

serie ;ä

n%1

(2n)!xn

22n(n!)2? ¿Para qué valores converge

condicionalmente? ¿Para qué valores diverge?
Sugerencia: Véase el Ejercicio 42 de la Sección 9.3.

*30. Desarrolle procedimientos para reordenar los términos
de la serie armónica alternante de forma que la serie
reordenada (a) diverja a ä, (b) converja a .2.

9.5 Series de potencias

Esta sección trata de un tipo especial de series infinitas denominadas series de potencias, que
pueden verse como un polinomio de grado infinito.
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DEFINICIÓN 7 Series de potencias

Una serie de la forma
ä

;
n%0

an(x . c)n
% a0 ! a1(x . c) ! a2(x . c)2

! a3(x . c)3
! ñ

se denomina serie de potencias en potencias de x % c o serie de potencias alrededor de c.
Las constantes a0, a1, a2, ... se denominan coeficientes de la serie de potencias.

Como los términos de una serie de potencias son funciones de una variable x, la serie puede con-
verger o no converger para cada valor de x. En aquellos valores de x donde la serie converge, la
suma define una función de x. Por ejemplo, si .1 a x a 1, entonces

1 ! x ! x2
! x3

! ñ %
1

1 . x

La serie geométrica del miembro izquierdo es una representación en serie de potencias de la
función 1/(1. x) en potencias de x (o alrededor de 0). Nótese que la representación sólo es váli-
da en el intervalo abierto (.1, 1), incluso aunque 1/(1. x) esté definida para todos los números
reales x excepto x % 1. Para x % .1 y �x � b 1 la serie no converge, por lo que no puede repre-
sentar a 1/(1. x) en estos puntos.

El punto c es el centro de convergencia de la serie de potencias ;ä

n%0 an (x . c)n. La serie
converge seguro (a a0) en x % c (todos los términos excepto posiblemente el primero son 0). El
Teorema 17, que veremos posteriormente, demuestra que si la serie converge en algún otro lu-
gar, entonces converge en un intervalo (posiblemente infinito) centrado en x % c, y converge ab-
solutamente en todos los puntos de ese intervalo excepto posiblemente en uno de sus extremos o
ambos si el intervalo es finito. La serie geométrica

1 ! x ! x2
! x3

! ñ

es un ejemplo de este comportamiento. Su centro de convergencia es c % 0, y converge sólo en
el intervalo (.1, 1), centrado en 0. La convergencia es absoluta en todos los puntos del interva-
lo. Otro ejemplo es la serie

ä

;
n%1

1

n 2n (x . 5)n
%

x . 5

2
!

(x . 5)2

2 # 22 !
(x . 5)3

3 # 23 ! ñ

que se estudió en el Ejemplo 4 de la Sección 9.4. Allí demostramos que esta serie converge en el
intervalo [3, 7), un intervalo de centro x % 5, y que la convergencia es absoluta en el intervalo
abierto (3, 7), pero sólo es condicional en el extremo x % 3.

TEOREMA 17 Para cualquier serie de potencias ;ä

n%0 an(x . c)n se debe cumplir una de las siguientes
alternativas:

(i) La serie puede converger sólo en x % c.
(ii) La serie puede converger en cualquier número real x.
(iii) Puede existir un número real positivo R tal que la serie converge en todo valor de x

que cumple �x . c � a R y diverge en todo valor de x que cumple �x . c � b R. En es-
te caso, la serie puede converger o no converger en cada uno de los dos extremos
x % c . R y x % c ! R.

En cada uno de estos casos la convergencia es absoluta excepto, posiblemente, en los ex-
tremos x % c . R y x % c ! R en el caso (iii).
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DEMOSTRACIÓN Observamos anteriormente que toda serie de potencias converge en
su centro de convergencia; sólo el primer término puede ser distinto de cero, por lo que la
convergencia es absoluta. Para demostrar el resto de este teorema, es suficiente demostrar
que si la serie converge en cualquier número x0 Ç c, entonces converge absolutamente en
todo número x más cercano a c que x0, es decir, en todo valor de x que cumpla
�x . c � a �x0 . c �. Esto significa que la convergencia en cualquier valor x0 Ç c implica
convergencia absoluta en (c . x0, c ! x0), por lo que el conjunto de puntos x donde la se-
rie es convergente debe ser un intervalo centrado en c.

Supongamos, por tanto, que ;ä

n%0 an(x0 . c)n converge. Entonces lim an(x0 . c)n
% 0,

por lo que �an(x0 . c)n � m K para todo n, siendo K alguna constante (Teorema 1 de la Sec-
ción 9.1). Si r % �x . c �/�x0 . c � a 1, entonces

ä

;
n%0

�an(x . c)n � %
ä

;
n%0

�an(x0 . c)n � G
x . c

x0 . c G
n

m K
ä

;
n%0

rn
%

K

1 . r
a ä

Entonces ;ä

n%0 an(x . c)n converge absolutamente.

#

Por el Teorema 17, el conjunto de valores x para los que la serie de potencias ;ä

n%0 an(x . c)n

converge es un intervalo centrado en x % c. Denominaremos a este intervalo el intervalo de
convergencia de la serie de potencias. Debe tener una de las siguientes formas:

(i) Un punto aislado x % c (es decir, un intervalo cerrado degenerado [c, c]).
(ii) La recta completa (.ä, ä).

(iii) Un intervalo finito centrado en c:

[c . R, c ! R], o [c . R, c ! R), o (c . R, c ! R], o (c . R, c ! R)

El número R en (iii) se denomina radio de convergencia de la serie de potencias. En el caso (i)
se dice que el radio de convergencia es R % 0; en el caso (ii) es R % ä.

El radio de convergencia, R, se puede obtener frecuentemente aplicando el test de la razón a
la serie de potencias: si

o % lim
nrä G

an!1(x . c)n!1

an(x . c)n G%A lim
nrä G

an!1

an GB �x . c �

existe, entonces la serie ;ä

n%0 an(x . c)n converge absolutamente donde sea o a 1, es decir,
donde

�x . c � a R % 1H lim
nrä G

an!1

an G
La serie diverge si �x . c � b R.

Radio de convergencia

Supongamos que L % limnrä G
an!1

an G existe o es ä. En ese caso, la serie de potencias

;ä

n%0 an(x . c)n tiene como radio de convergencia R % 1/L (si L % 0, entonces R % ä; si
L % ä, entonces R % 0).

Ejemplo 1 Determine el centro, el radio y el intervalo de convergencia de
ä

;
n%0

(2x ! 5)n

(n2
! 1)3n
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Solución La serie se puede expresar como

ä

;
n%0 A

2

3B
n 1

n2
! 1 Ax !

5

2B
n

El centro de convergencia es x % .5/2. El radio de convergencia, R, está dado por

1

R
% L % lim G A

2

3B
n!1 1

(n ! 1)2
! 1

A
2

3B
n 1

n2
! 1 G% lim

2

3

n2
! 1

(n ! 1)2
! 1

%
2

3

Por tanto, R % 3/2. La serie converge absolutamente en (.5/2 . 3/2, .5/2 ! 3/2) % (.4, .1) y diverge
en (.ä, .4) y en (.1, ä). En x % .1, la serie es ;ä

n%0 1/(n2
! 1); en x % .4, es

;ä

n%0 (.1)n/(n2
! 1). Ambas series convergen (absolutamente). El intervalo de convergencia de la serie de

potencias dada es, por tanto, [.4, .1].

Ejemplo 2 Determine los radios de convergencia de las series

(a)
ä

;
n%0

xn

n!
y (b)

ä

;
n%0

n!xn.

Solución

(a) L % G lim
1

(n ! 1)!H
1

n! G% lim
n!

(n ! 1)!
% lim

1

n ! 1
% 0. Por tanto, R % ä.

Esta serie converge (absolutamente) para todo x. La suma es ex, como demostraremos en el Ejemplo 1
de la siguiente sección.

(b) L % G lim
(n ! 1)!

n! G% lim (n ! 1) % ä. Por tanto, R % 0.

Esta serie converge sólo en su centro de convergencia x % 0.

Operaciones algebraicas en series de potencias

Para simplificar la presentación que sigue, consideraremos sólo series de potencias con centro de
convergencia 0, es decir, series de la forma

ä

;
n%0

anx
n
% a0 ! a1x ! a2x

2
! a3x

3
! ñ

Todas las propiedades que demostraremos para estas series se extienden automáticamente a se-
ries de potencias de la forma ;ä

n%0 an(y . c)n, mediante el cambio de variable x % y . c.
Observemos primero que las series que tienen el mismo centro de convergencia se pueden

sumar o restar en cualquier intervalo que sea común a sus intervalos de convergencia. El si-
guiente teorema es una consecuencia simple del Teorema 7 de la Sección 9.2, y no requiere de-
mostración.
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TEOREMA 18 Sean ;ä

n%0 anx
n y ;ä

n%0 bnx
n dos series de potencias con radios de convergencia Ra y Rb,

respectivamente, y sea c una constante. Entonces,

(i) ;ä

n%0 (can) xn tiene radio de convergencia Ra, y

ä

;
n%0

(can)x
n
% c

ä

;
n%0

anx
n

siempre que la serie de la derecha converja.

(ii) ;ä

n%0 (an ! bn) xn tiene radio de convergencia R al menos tan grande como el mínimo
de Ra y Rb (R n min {Ra, Rb}), y

ä

;
n%0

(an ! bn) xn
%

ä

;
n%0

an xn
!

ä

;
n%0

bnxn

siempre que las dos series de la derecha converjan.

#

La situación respecto a la multiplicación y división de series de potencias es más complicada.
Sólo mencionaremos los resultados, sin demostrarlos. Se pueden encontrar más detalles en cual-
quier libro de texto sobre análisis matemático.

La multiplicación de la forma

(a0 ! a1x ! a2x
2
! ñ)(b0 ! b1x ! b2x

2
! ñ)

% a0b0 ! (a0b1 ! a1b0)x ! (a0b2 ! a1b1 ! a2b0)x
2
! ñ

nos lleva a conjeturar la fórmula

A
ä

;
n%0

anxnBA
ä

;
n%0

bnxnB%

ä

;
n%0

cnxn

siendo

cn % a0bn ! a1bn.1 ! ñ ! anb0 %

n

;
j%0

aj bn.j

La serie ;ä

n%0 cnxn se denomina producto de Cauchy de las series ;ä

n%0 anxn y ;ä

n%0 bnxn.
Como la suma, el producto de Cauchy tiene también un radio de convergencia como mínimo
igual al menor de los de las series que se multiplican.

Ejemplo 3 Como

1

1 . x
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ %

ä

;
n%0

xn

se cumple para .1 a x a 1, podemos determinar una representación en serie de potencias de 1/(1. x)2

tomando el producto de Cauchy de esta serie consigo misma. Como an % bn % 1 para n % 0, 1, 2, ... tene-
mos que

cn %

n

;
j%0

1 % n ! 1 y

1

(1 . x)2 % 1 ! 2x ! 3x2
! 4x3

! ñ %

ä

;
n%0

(n ! 1)xn
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que debe cumplirse también para .1 a x a 1. La misma serie se puede obtener por multiplicación directa
de las series:

1 ! x ! x2
! x3

! ñ
# 1 ! x ! x2

! x3
! ñ

1 ! x ! x2
! x3

! ñ
x ! x2

! x3
! ñ

x2
! x3

! ñ
x3

! ñ
ñ

1 ! 2x ! 3x2
! 4x3

! ñ

Las series de potencias también se pueden dividir, pero no existe ninguna regla simple para de-
terminar los coeficientes de la serie cociente. El radio de convergencia de la serie cociente será
como mínimo el menor de los tres números R1, R2 y R3, siendo R1 y R2 los radios de convergen-
cia de las series numerador y denominador y R3 la distancia desde el centro de convergencia al
número complejo más cercano donde la serie denominador tenga una suma igual a 0. Para ilus-
trar este punto, obsérvese que 1 y 1 . x son dos series de potencias con radio de convergencia
infinito:

1 % 1 ! 0x ! 0x2
! 0x3

! ñ para todo x

1 . x % 1 . x ! 0x2
! 0x3

! ñ para todo x

Su cociente, 1/(1. x), sin embargo, tiene un radio de convergencia de 1, la distancia del centro
de convergencia x % 0 al punto x % 1 donde el denominador se hace cero:

1

1 . x
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ para �x � a 1

Diferenciación e integración de series de potencias
Si una serie de potencias tiene radio de convergencia positivo, se puede diferenciar o integrar
término a término. La serie resultante convergerá a la derivada o integral apropiada de la suma
de la serie original en todas partes excepto, posiblemente, en los extremos del intervalo de con-
vergencia de la serie original. Este hecho muy importante asegura que, a efectos de cálculo, las
series de potencias se comportan como si fueran polinomios, que son las funciones más sencillas
de diferenciar e integrar. Formalizaremos las propiedades de la diferenciación y la integración de
series de potencias en el siguiente teorema.

TEOREMA 19 Diferenciación e integración término a término de series de potencias

Si la serie ;ä

n%0 anxn converge a la suma f (x) en un intervalo (.R, R), siendo R b 0, es
decir,

f (x) %

ä

;
n%0

anxn
% a0 ! a1x ! a2x

2
! a3x

3
! ñ, (.R a x a R)

entonces f es diferenciable en el intervalo (.R, R) y

f ñ(x) %

ä

;
n%1

nanxn.1
% a1 ! 2a2x ! 3a3x

2
! ñ, (.R a x a R)

Además, f es integrable en cualquier subintervalo cerrado de (.R, R), y si �x � a R, en-
tonces

I
x

0
f (t) dt %

ä

;
n%0

an

n ! 1
xn!1

% a0x !
a1

2
x2

!
a2

3
x3

! ñ
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Aunque comprender lo que dice este teorema es muy importante para lo que sigue, entender la
demostración no lo es. El lector puede saltar la demostración y continuar a las aplicaciones.

DEMOSTRACIÓN Sea x un número que satisface .R a x a R y escójase H b 0 tal
que �x � ! H a R. Por el Teorema 17 tenemos entonces que1

ä

;
n%1

�an �(�x � ! H)n
% K a ä

El Teorema Binomial (véase la Sección 9.9) demuestra que si n n 1, entonces

(x ! h)n
% xn

! nxn.1h !

n

;
k%2 A

n

kB xn.khk

Por tanto, si �h � m H, tenemos que

�(x ! h)n
. xn

. nxn.1h � % G
n

;
k%2 A

n

kB xn.khk G
m

n

;
k%2 A

n

kB �x �n.k �h �k

Hk Hk

m

�h �2

H2

n

;
k%0 A

n

kB �x �n.k Hk

%
�h �2

H2 (�x � ! H)n

Además,

�nxn.1 � %
n�x �n.1H

H
m

1

H
(�x � ! H)n

Por tanto,
ä

;
n%1

�nanx
n.1 � m

1

H

ä

;
n%1

�an �(�x � ! H)n
%

K

H
a ä

con lo que la serie ;ä

n%1 nanx
n.1 converge (absolutamente), por ejemplo, a g(x). Ahora

G
f (x ! h) . f (x)

h
. g(x) G% G

ä

;
n%1

an(x ! h)n
. anxn

. nanxn.1h

h G
m

1

�h �

ä

;
n%1

�an � �(x ! h)n
. xn

. nxn.1h �

m

�h �
H2

ä

;
n%1

�an �(�x � ! H)n
m

K�h �
H2

Haciendo que h tienda a cero, se obtiene � f ñ(x) . g(x) � m 0, por lo que f ñ(x) % g(x), como
queríamos demostrar.

Obsérvese ahora que, como �an/(n! 1) � m �an �, la serie

h(x) %

ä

;
n%0

an

n ! 1
xn!1

1 Esta demostración se debe a R. Výborný, American Mathematical Monthly, abril 1987.
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converge (absolutamente) al menos en el intervalo (.R, R). Utilizando el resultado de la
diferenciación demostrado anteriormente, se obtiene

hñ(x) %

ä

;
n%0

anxn
% f (x)

Como h(0) % 0, tenemos que

I
x

0
f (t) dt %I

x

0
hñ(t) dt % h(t) G

x

0
% h(x)

como queríamos demostrar.

#

En conjunto, estos resultados implican que una serie diferenciada o integrada término a término
tendrá el mismo radio de convergencia que la serie original. De hecho, como ilustran los si-
guientes ejemplos, el intervalo de convergencia de la serie diferenciada es el mismo que el de la
serie original, excepto por la posible pérdida de uno de los extremos o de ambos si la serie origi-
nal converge en los extremos de su intervalo de convergencia. De forma similar, la serie integra-
da convergerá en todo el intervalo de convergencia de la serie original y, posiblemente, en uno
de los extremos del intervalo o en ambos, incluso si la serie original no convergía en los extremos.

Al ser diferenciable en el intervalo (.R, R), siendo R el radio de convergencia, la suma f (x)
de una serie de potencias es necesariamente continua en dicho intervalo abierto. Si la serie con-
verge en uno de los extremos o en ambos, .R y R, entonces f es también continua (por un la-
do) hasta estos extremos. Este resultado se establece formalmente en el teorema que sigue. No lo
demostraremos aquí; el lector interesado en una demostración puede consultar libros de texto de
análisis matemático.

TEOREMA 20 Teorema de Abel

La suma de una serie de potencias es una función continua en todo el intervalo de conver-
gencia de la serie. En particular, si ;ä

n%0 anRn converge para algún R b 0, entonces

lim
xrR.

ä

;
n%0

anxn
%

ä

;
n%0

anRn

Y si ;ä

n%0 an(.R)n converge, entonces

lim
xr.R!

ä

;
n%0

anxn
%

ä

;
n%0

an(.R)n

#

Los siguientes ejemplos muestran la forma en la que se aplican los teoremas anteriores para ob-
tener una representación en serie de potencias de funciones.

Ejemplo 4 Obtenga las representaciones en series de potencias de las funciones

(a)
1

(1 . x)2, (b)
1

(1 . x)3, y (c) ln (1 ! x)

empezando con la serie geométrica

1

1 . x
%

ä

;
n%0

xn
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ (.1 a x a 1)

y utilizando diferenciación, integración y sustitución. ¿Dónde es válida cada serie?
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Solución

(a) Diferenciando la serie geométrica término a término se obtiene

1

(1 . x)2 %

ä

;
n%1

nxn.1
% 1 ! 2x ! 3x2

! 4x3
! ñ (.1 a x a 1)

Este resultado es el mismo obtenido mediante multiplicación de series en el Ejemplo 3 anterior.
(b) Diferenciando otra vez se obtiene, para .1 a x a 1,

2

(1 . x)3 %

ä

;
n%2

n(n . 1)xn.2
% (1 # 2) ! (2 # 3)x ! (3 # 4)x2

! ñ

Dividiendo ahora por 2:

1

(1 . x)3 %

ä

;
n%2

n(n . 1)

2
xn.2

% 1 ! 3x ! 6x2
! 10x3

! ñ (.1 a x a 1)

(c) Sustituyendo x por .t en la serie geométrica original:

1

1 ! t
%

ä

;
n%0

(.1)ntn % 1 . t ! t2 . t3 ! t4 . ñ (.1 a t a 1)

Integrando desde 0 hasta x, siendo �x � a 1, se obtiene

ln (1 ! x) %I
x

0

dt

1 ! t
%

ä

;
n%0

(.1)n I
x

0
tn dt

%

ä

;
n%0

(.1)n xn!1

n ! 1
% x .

x2

2
!

x3

3
.

x4

4
! ñ (.1 a x m 1)

Nótese que la última serie converge (condicionalmente) en el extremo x % 1, así como en el intervalo
.1 a x a 1. Como ln (1 ! x) es continua en x % 1, el Teorema 20 nos asegura que la serie debe converger
a esa función también en x % 1. Por tanto, en particular, la serie armónica alternante converge a ln 2:

ln 2 % 1 .

1

2
!

1

3
.

1

4
!

1

5
. ñ %

ä

;
n%0

(.1)n

n ! 1

Sin embargo, ésta no sería una fórmula muy útil para calcular el valor de ln 2 (¿por qué no?).

Ejemplo 5 Utilice la serie geométrica del ejemplo anterior para obtener una representación en serie de
potencias de tan.1 x.

Solución Sustituimos x por .t2 en la serie geométrica. Como 0 m t2 a 1 siempre que .1 a t a 1, se
obtiene

1

1 ! t2
% 1 . t2 ! t4 . t6 ! t8 . ñ (.1 a t a 1)

Integrando ahora desde 0 hasta x, con �x � a 1:

tan.1 x %I
x

0

dt

1 ! t2
%I

x

0
(1 . t2 ! t4 . t6 ! t8 . ñ) dt

% x .

x3

3
!

x5

5
.

x7

7
!

x9

9
. ñ

%

ä

;
n%0

(.1)n x2n!1

2n ! 1
(.1 a x a 1)
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Nótese, sin embargo, que la serie también converge (condicionalmente) en x % .1 y 1. Como tan.1 es
continua en u1, la representación en serie anterior de tan.1 x también vale para esos valores, por el Teore-
ma 20. Haciendo x % 1 se obtiene otro interesante resultado:

n
4

% 1 .

1

3
!

1

5
.

1

7
!

1

9
. ñ

De nuevo, ésta no sería una buena fórmula para calcular un valor numérico de n (¿por qué no?).

Ejemplo 6 Calcule la suma de la serie
ä

;
n%1

n2

2n , calculando primero la suma de la serie de potencias

ä

;
n%1

n2xn
% x ! 4x2

! 9x3
! 16x4

! ñ

Solución Obsérvese en el Ejemplo 4(a) cómo el proceso de diferenciar la serie geométrica produce una
serie con coeficientes 1, 2, 3, ... Partiendo de la serie obtenida para 1/(1. x)2 y multiplicándola por x se
obtiene

ä

;
n%1

nxn
% x ! 2x2

! 3x3
! 4x4

! ñ %
x

(1 . x)2

Diferenciando ahora de nuevo para obtener una serie con coeficientes 12, 22, 32, ...:
ä

;
n%1

n2xn.1
% 1 ! 4x ! 9x2

! 16x3
! ñ %

d

dx

x

(x . 1)2 %
1 ! x

(1 . x)3

Multiplicando de nuevo por x se obtiene la serie de potencias deseada:
ä

;
n%1

n2xn
% x ! 4x2

! 9x3
! 16x4

! ñ %
x(1 ! x)

(1 . x)3

La diferenciación y la multiplicación por x no cambian el radio de convergencia, por lo que esta serie con-
verge a la función indicada para .1 a x a 1. Haciendo x % 1/2 obtenemos

ä

;
n%1

n2

2n %

1

2
#

3

2

1

8

% 6

El siguiente ejemplo ilustra cómo se puede utilizar sustitución para obtener representaciones en
series de potencias de funciones con centros de convergencia diferentes de 0.

Ejemplo 7 Calcule una representación en serie de f (x) % 1/(2! x), en potencias de x . 1.
¿Cuál es el intervalo de convergencia de esta serie?

Solución Sea t % x . 1, de forma que x % t ! 1. Tenemos que

1

2 ! x
%

1

3 ! t
%

1

3

1

1 !
t

3

%
1

3 A1 .

t

3
!

t2

32 .

t3

33 ! ñB (.1 a t/3a 1)

%

ä

;
n%0

(.1)n tn

3n!1 (.3 a t a 3)

%

ä

;
n%0

(.1)n (x . 1)n

3n!1 (.2 a x a 4)
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Nótese que el radio de convergencia de esta serie es 3, que es la distancia del centro de convergencia, 1, al
punto .2 donde el denominador es 0. Esto lo podríamos haber predicho con anterioridad.

Cálculos con Maple

Maple puede calcular las sumas de muchos tipos de series, incluyendo las series numéricas abso-
lutamente y condicionalmente convergentes, y muchas series de potencias. Incluso cuando no
puede obtener la suma formal de una serie (convergente), Maple puede proporcionar una aproxi-
mación decimal con la precisión indicada por el valor actual de su variable Digits, que por de-
fecto es 10. He aquí algunos ejemplos.

b sum(n 4 4/2 4 n, n%1..infinity) ;

150

b sum(1/n 4 2, n%1..infinity) ;

1

6
n2

b sum(exp(-n 4 2), n%0..infinity) ;

ä

;
n%0

e(.n2)

b evalf(%) ;

1.386 318 602

b f :% x .b sum(x 4 (n-1)/n, n%1..infinity) ;

f :% x r

ä

;
n%1 A

x (n.1)

n B
b f(1) ; f(-1) ; f(1/2) ;

ä

ln (2)
2 ln (2)

Ejercicios 9.5

Determine el centro, radio e intervalo de convergencia de
las series de potencias de los Ejercicios 1-8.

1.
ä

;
n%0

x2n

∂n ! 1
2.

ä

;
n%0

3n(x ! 1)n

3.
ä

;
n%1

1

n A
x ! 2

2 B
n

4.
ä

;
n%1

(.1)n

n422n xn

5.
ä

;
n%0

n3(2x . 3)n 6.
ä

;
n%1

en

n3 (4 . x)n

7.
ä

;
n%0

(1 ! 5n)

n!
xn 8.

ä

;
n%1

(4x . 1)n

nn

9. Utilice multiplicación de series para obtener una
representación en serie de potencias de 1/(1. x)3

válida en el intervalo (.1, 1).

10. Determine el producto de Cauchy de las series
1 ! x ! x2

! x3
! ñ y 1 . x ! x2

. x3
! ñ. ¿En

qué intervalo y a qué función converge la serie
producto?

11. Determine el desarrollo en serie de potencias de
1/(1. x)2 dividiendo formalmente 1 por 1 . 2x ! x2.

Partiendo de la representación en serie de potencias,
1

1 . x
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ, (.1 a x a 1)
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determine representaciones en serie de potencias de las
funciones que se indican en los Ejercicios 12-20. ¿En qué
intervalo es válida cada representación?

12.
1

2 . x
en potencias de x

13.
1

(2 . x)2 en potencias de x

14.
1

1 ! 2x
en potencias de x

15. ln (2 . x) en potencias de x

16.
1

x
en potencias de x . 1

17.
1

x2 en potencias de x ! 2

18.
1 . x

1 ! x
en potencias de x

19.
x3

1 . 2x2 en potencias de x

20. ln x en potencias de x . 4

Determine el intervalo de convergencia y la suma de las
series de los Ejercicios 21-26.

21. 1 . 4x ! 16x2
. 64x3

! ñ %

ä

;
n%0

(.1)n(4x)n

*22. 3 ! 4x ! 5x2
! 6x3

! ñ %

ä

;
n%0

(n ! 3)xn

*23.
1

3
!

x

4
!

x2

5
!

x3

6
! ñ %

ä

;
n%0

xn

n ! 3

*24. 1 # 3 . 2 # 4x ! 3 # 5x2
. 4 # 6x3

! ñ

%

ä

;
n%0

(.1)n(n ! 1)(n ! 3)xn

*25. 2 ! 4x2
! 6x4

! 8x6
! 10x8

! ñ %

ä

;
n%0

2(n ! 1)x2n

*26. 1 .

x2

2
!

x4

3
.

x6

4
!

x8

5
. ñ %

ä

;
n%0

(.1)nx2n

n ! 1

Utilice la técnica (o el resultado) del Ejemplo 6 para
calcular las sumas de las series numéricas de los Ejercicios
27-32.

27.
ä

;
n%1

n

3n 28.
ä

;
n%0

n ! 1

2n

*29.
ä

;
n%0

(n ! 1)2

nn *30.
ä

;
n%1

(.1)nn(n ! 1)

2n

31.
ä

;
n%1

(.1)n.1

n2n 32.
ä

;
n%3

1

n2n

9.6 Series de Taylor y Maclaurin

Si una serie de potencias ;ä

n%0 an(x . c)n tiene radio de convergencia positivo R, entonces la
suma de la serie define una función f (x) en el intervalo (c . R, c ! R). Se dice entonces que la
serie de potencias es una representación de f (x) en ese intervalo. ¿Qué relación existe entre
la función f (x) y los coeficientes a0, a1, a2, ... de la serie de potencias? El teorema que sigue
responde a esta pregunta.

TEOREMA 21 Supongamos que la serie

f (x) %

ä

;
n%0

an(x . c)n
% a0 ! a1(x . c) ! a2(x . c)2

! a3(x . c)3
! ñ

converge a f (x) para c . R a x a c ! R, siendo R b 0. Entonces,

ak %
f (k)(c)

k!
para k % 0, 1, 2, 3, ...

DEMOSTRACIÓN Esta demostración requiere diferenciar la serie de f (x) término a
término varias veces, un proceso justificado por el Teorema 19 (reformulado adecuada-
mente en potencias de x . c):
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f ñ(x) %

ä

;
n%1

nan(x . c)n.1
% a1 ! 2a2(x . c) ! 3a3(x . c)2

! ñ

f ññ(x) %

ä

;
n%2

n(n . 1)an(x . c)n.2
% 2a2 ! 6a3(x . c) ! 12a4(x . c)2

! ñ

ó

f (k)(x) %

ä

;
n%k

n(n . 1)(n . 2) ñ (n . k ! 1)an(x . c)n.k

% k!ak !
(k ! 1)!

1!
ak!1(x . c) !

(k ! 2)!

2!
ak!2 (x . c)2

! ñ

Cada serie converge para c . R a x a c ! R. Haciendo x % c se obtiene f (k)(c) % k!ak, lo
que demuestra el teorema.

#

El Teorema 21 demuestra que una función f (x) que tenga una representación en serie de poten-
cias con centro en c y radio de convergencia positivo debe tener derivadas de todos los órdenes
en un intervalo alrededor de x % c, y sólo puede tener una representación en forma de serie de
potencias en potencias de x . c, concretamente

f (x) %

ä

;
n%0

f (n)(c)

n!
(x . c)n

% f (c) ! f ñ(c)(x . c) !
f ññ(c)

2!
(x . c)2

! ñ

Esta serie se denomina serie de Taylor o, si c % 0, serie de Maclaurin.

DEFINICIÓN 8 Series de Taylor y de Maclaurin

Si f (x) tiene derivadas de todos los órdenes en x % c (es decir, si f (k)(c) existe para k %

% 0, 1, 2, 3, ...), entonces la serie
ä

;
k%0

f (k)(c)

k!
(x . c)k

% f (c) ! f ñ(c)(x . c) !
f ññ(c)

2!
(x . c)2

!
f (3)(c)

3!
(x . c)3

! ñ

se denomina serie de Taylor de f alrededor de c (o serie de Taylor de f en potencias
de x . c). Si c % 0, se utiliza generalmente la expresión serie de Maclaurin en vez de
serie de Taylor.

Nótese que las sumas parciales de la serie de Taylor (o de Maclaurin) son los polinomios de
Taylor (o de Maclaurin) estudiados en la Sección 4.8.

La serie de Taylor es una serie de potencias tal como se ha definido en la sección anterior. El
Teorema 17 implica que c debe ser el centro de cualquier intervalo en el que esa serie converja,
pero la definición de serie de Taylor no exige que la serie deba converger en ninguna parte, ex-
cepto en el punto x % c, donde la serie es simplemente f (c) ! 0 ! 0 ! ñ. La serie existe siem-
pre que todas las derivadas de f existan en x % c. En la práctica esto significa que todas las deri-
vadas deben existir en un intervalo abierto que contenga a x % c (¿por qué?). Sin embargo, la
serie puede no converger en ninguna parte excepto en x % c, y si converge en alguna otra parte,
puede converger a algo distinto de f (x) (véase el Ejercicio 40 al final de esta sección donde se
presenta un ejemplo en el que esto sucede). Si la serie de Taylor converge a f (x) en un intervalo
abierto que contiene a c, entonces se dice que f es analítica en c.
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DEFINICIÓN 9 Funciones analíticas

Se dice que una función f es analítica en c si tiene una serie de Taylor en c y dicha serie
converge a f (x) en un intervalo abierto que contiene a c. Si f es analítica en todos los
puntos de un intervalo abierto, se dice que es analítica en dicho intervalo.

La mayoría de las funciones elementales que se encuentran en cálculo, pero no todas, son analí-
ticas siempre que tengan derivadas de todos los órdenes. Por otra parte, siempre que una serie de
potencias en potencias de x . c converja para todo x perteneciente a un intervalo abierto que
contenga a c, su suma f (x) será analítica en c, y la serie dada será la serie de Taylor de f alrede-
dor de c.

Series de Maclaurin de algunas funciones elementales

El cálculo de las series de Taylor y de Maclaurin de una función f aplicando directamente la
Definición 8 sólo es práctico cuando se puede obtener una fórmula para la n-ésima derivada de
f . Ejemplos de estas funciones son (ax ! b)r, eax!b, ln (ax ! b), sen (ax ! b), cos (ax ! b), y su-
mas de dichas funciones.

Ejemplo 1 Calcule la serie de Taylor de ex alrededor de x % c. ¿Dónde converge la serie a ex? ¿Dón-
de es analítica ex? ¿Cuál es la serie de Maclaurin de ex?

Solución Como todas las derivadas de f (x) % ex son ex, tenemos que f (n)(c) % ec para todo entero
n n 0. Por tanto, la serie de Taylor de ex alrededor de x % c es

ä

;
n%0

ec

n!
(x . c)n

% ec
! ec(x . c) !

ec

2!
(x . c)2

!
ec

3!
(x . c)3

! ñ

El radio de convergencia R de esta serie está dado por

1

R
% lim

nrä G
ec/(n! 1)!

ec/n! G% lim
nrä

n!

(n ! 1)
% lim

nrä

1

n ! 1
% 0

Por tanto, el radio de convergencia es R % ä y la serie converge para todo x. Supongamos que la suma es
g(x):

g(x) % ec
! ec(x . c) !

ec

2!
(x . c)2

!
ec

3!
(x . c)3

! ñ

Por el Teorema 19, tenemos que

gñ(x) % 0 ! ec
!

ec

2!
2(x . c) !

ec

3!
3(x . c)2

! ñ

% ec
! ec(x . c) !

ec

2!
(x . c)2

! ñ % g(x)

Además, g(c) % ec
! 0 ! 0 ! ñ % ec. Como g(x) cumple la ecuación diferencial gñ(x) % g(x) del creci-

miento exponencial, tenemos que g(x) % Cex. Sustituyendo x % c se obtiene ec
% g(c) % Cec, por lo que

C % 1. Entonces, la serie de Taylor de ex en potencias de x . c converge a ex para todo número real x:

ex
%

ä

;
n%0

ec

n!
(x . c)n

% ec
! ec(x . c) !

ec

2!
(x . c)2

!
ec

3!
(x . c)3

! ñ (para todo x)
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En particular, ex es analítica en toda la recta real �. Haciendo c % 0 se obtiene la serie de Maclaurin de ex:

ex
%

ä

;
n%0

xn

n!
% 1 ! x!

x2

2!
!

x3

3!
! ñ (para todo x)

Ejemplo 2 Calcule la serie de Maclaurin de (a) sen x y (b) cos x. ¿Dónde converge cada serie?

Solución Sea f (x) % sen x. Entonces tenemos que f (0) % 0 y

f ñ(x) % cos x f ñ(0) % 1

f ññ(x) % .sen x f ññ(0) % 0

f (3)(x) % .cos x f (3)(0) % .1

f (4)(x) % sen x f (4)(0) % 0

f (5)(x) % cos x f (5)(0) % 1

ó ó
Así, la serie de Maclaurin de sen x es

g(x) % 0 ! x ! 0 .

x3

3!
! 0 !

x5

5!
! 0 . ñ

% x .

x3

3!
!

x5

5!
.

x7

7!
! ñ %

ä

;
n%0

(.1)n

(2n ! 1)!
x2n!1

Hemos denominado g(x) a la suma, ya que todavía no sabemos si la serie converge a sen x. La serie conver-
ge para todo x por el test de la razón:

lim
nrä G

(.1)n!1

(2(n ! 1) ! 1)!
x2(n!1)!1

(.1)n

(2n ! 1)!
x2n!1 G% lim

nrä

(2n ! 1)!

(2n ! 3)!
�x �2

% lim
nrä

�x �2

(2n ! 3)(2n ! 2)
% 0

Ahora podemos diferenciar dos veces la función g(x) y obtener

gñ(x) % 1 .

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñ

gññ(x) % .x !
x3

3!
.

x5

5!
!

x7

7!
. ñ % .g(x)

Por tanto, g(x) satisface la ecuación diferencial gññ(x) ! g(x) % 0 del movimiento armónico simple. La solu-
ción general de esta ecuación, como se observó en la Sección 3.7, es

g(x) % A cos x ! B sen x

Obsérvese, a partir de la serie, que g(0) % 0 y gñ(0) % 1. Estos valores determinan que A % 0 y B % 1. Por
consiguiente, g(x) % sen x y gñ(x) % cos x para todo x.

En definitiva, hemos demostrado que

sen x %

ä

;
n%0

(.1)n

(2n ! 1)!
x2n!1

% x .

x3

3!
!

x5

5!
.

x7

7!
! ñ (para todo x)

cos x %

ä

;
n%0

(.1)n

(2n)!
x2n

% 1 .

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñ (para todo x)
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El Teorema 21 demuestra que podemos utilizar todos los medios disponibles para calcular una
serie de potencias que converja a una función dada en un intervalo, y la serie obtenida resultará
ser la serie de Taylor. En la Sección 9.5 se obtuvieron varias series a partir de la serie geométri-
ca. Entre ellas:

Algunas series de Maclaurin

1

1 . x
%

ä

;
n%0

xn
% 1 ! x ! x2

! x3
! ñ (.1 a x a 1)

1

(1 . x)2 %

ä

;
n%1

nxn.1
% 1 ! 2x ! 3x2

! 4x3
! ñ (.1 a x a 1)

ln (1 ! x) %

ä

;
n%1

(.1)n.1

n
xn

% x .

x2

2
!

x3

3
.

x4

4
! ñ (.1 a x m 1)

tan.1 x %

ä

;
n%0

(.1)n

2n ! 1
x2n!1

% x .

x3

3
!

x5

5
.

x7

7
! ñ (.1 m x m 1)

Estas series, junto con los intervalos donde convergen, se utilizarán frecuentemente de ahora en
adelante, por lo que sería conveniente memorizarlas.

Otras series de Taylor y Maclaurin

Las series se pueden combinar de diversas formas para generar nuevas series. Por ejemplo, pode-
mos calcular la serie de Maclaurin de e.x sustituyendo x por .x en la serie de ex:

e.x
%

ä

;
n%0

(.1)n

n!
xn

% 1 . x !
x2

2!
.

x3

3!
! ñ (para todo x)

Las series de ex y e.x se pueden restar o sumar, y los resultados dividirse por 2 para obtener las
series de Maclaurin de las funciones hiperbólicas senh x y cosh x:

senh x %
ex

. e.x

2
%

ä

;
n%0

x2n!1

(2n ! 1)!
% x !

x3

3!
!

x5

5!
! ñ (para todo x)

cosh x %
ex

! e.x

2
%

ä

;
n%0

x2n

(2n)!
% 1 !

x2

2!
!

x4

4!
! ñ (para todo x)

Observación Obsérvese la semejanza de las series de sen x y senh x, y las de cos x y cosh x.
Si utilizáramos números complejos (números de la forma z % x ! iy, siendo i2 % .1 y x e y rea-
les; véase el Apéndice I) como argumentos de nuestras funciones, y si hubiéramos demostrado
que las operaciones sobre series se pueden aplicar a series de números complejos, veríamos que
cos x % cosh (ix) y sen x % .i senh (ix). De hecho, eix

% cos x ! i sen x y e.ix
% cos x . i sen x,

por lo que

cos x %
eix

! e.ix

2
y sen x %

eix
. e.ix

2i

Estas fórmulas aparecen en el estudio de funciones de variable compleja (véase el Apéndice II);
desde el punto de vista complejo, las funciones trigonométrica y exponencial son simplemente
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diferentes manifestaciones de la misma función básica, la exponencial compleja ez
% ex!iy. Aquí

nos contentaremos simplemente con mencionar las interesantes relaciones anteriores e invitar al
lector a verificarlas formalmente calculando las series (estos cálculos formales no constituyen
por supuesto una demostración, ya que no hemos establecido las reglas que hay que aplicar en
series de números complejos).

Ejemplo 3 Obtenga las series de Maclaurin de las siguientes funciones:

(a) e.x2/3, (b)
sen (x2)

x
, (c) sen2 x.

Solución

(a) Sustituimos x por .x2/3 en la serie de Maclaurin de ex:

e.x2/3
% 1 .

x2

3
!

1

2! A
x2

3B
2

.

1

3! A
x2

3B
3

! ñ

%

ä

;
n%0

(.1)n 1

3nn!
x2n (para todo x)

(b) Para todo x Ç 0 tenemos que

sen x2

x
%

1

x Ax2
.

(x2)3

3!
!

(x2)5

5!
. ñB

% x .

x5

3!
!

x9

5!
. ñ %

ä

;
n%0

(.1)n x4n!1

(2n ! 1)!

Nótese que f (x) % (sen (x2))/x no está definida en x % 0, pero tiene límite (concretamente 0) cuando x
tiende a 0. Si definimos f (0) % 0 (la extensión continua de f (x) a x % 0), entonces la serie converge a
f (x) para todo x.

(c) Utilizaremos una igualdad trigonométrica para expresar sen2 x en función de cos 2x y utilizaremos des-
pués la serie de Maclaurin de cos x sustituyendo x por 2x.

sen2 x %
1 . cos 2x

2
%

1

2
.

1

2 A1 .

(2x)2

2!
!

(2x)4

4!
. ñB

%
1

2 A
(2x)2

2!
.

(2x)4

4!
!

(2x)6

6!
. ñB

%

ä

;
n%0

(.1)n 22n!1

(2n ! 2)!
x2n!2 (para todo x real)

Las series de Taylor alrededor de puntos distintos de 0 se pueden obtener muchas veces a partir
de series de Maclaurin conocidas mediante un cambio de variable.

Ejemplo 4 Calcule la serie de Taylor de ln x en potencias de x . 2. ¿Dónde converge la serie a ln x?

Solución Nótese que si t % (x . 2)/2, entonces

ln x % ln (2 ! (x . 2)) % ln C2A1 !
x . 2

2 BD% ln 2 ! ln (1 ! t)
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Utilizamos la serie de Maclaurin conocida de ln (1 ! t):

ln x % ln 2 ! ln (1 ! t)

% ln 2 ! t .

t2

2
!

t3

3
.

t4

4
. ñ

% ln 2 !
x . 2

2
.

(x . 2)2

2 # 22 !
(x . 2)3

3 # 23 .

(x . 2)4

4 # 24 ! ñ

% ln 2 !

ä

;
n%1

(.1)n.1

n 2n (x . 2)n

Como la serie de ln (1 ! t) es válida para .1 a t m 1, la serie de ln x es válida para .1 a (x . 2)/2m 1,
es decir, para 0 a x m 4.

Ejemplo 5 Calcule la serie de Taylor de cos x alrededor de n/3. ¿Dónde es válida la serie?

Solución Utilizamos la fórmula de suma del coseno:

cos x % cosAx .

n
3

!
n
3B% cosAx .

n
3B cos

n
3

. senAx .

n
3B sen

n
3

%
1

2 C1 .

1

2!Ax .

n
3B

2

!
1

4!Ax .

n
3B

4

. ñD
.

∂3

2 CAx .

n
3B.

1

3! Ax .

n
3B

3

! ñD
%

1

2
.

∂3

2 Ax .

n
3B.

1

2

1

2! Ax .

n
3B

2

!
∂3

2

1

3! Ax .

n
3B

3

!
1

2

1

4! Ax .

n
3B

4

. ñ

Esta representación en serie es válida para todo x. Un cálculo similar permitiría calcular el desarrollo de
cos x o sen x en potencias de x . c para todo c real; ambas funciones son analíticas en todos los puntos de
la recta real.

Algunas veces es muy difícil, si no imposible, obtener una fórmula del término general de una
serie de Maclaurin o de Taylor. En estos casos, en general, es todavía posible obtener algunos
términos iniciales, antes de que los cálculos se hagan demasiado complicados. Si hubiéramos in-
tentado resolver el Ejemplo 3(c) multiplicando por sí misma la serie de sen x nos hubiéramos
encontrado en esta situación. Esto puede ocurrir también cuando es necesario sustituir una serie
en otra o dividir una serie por otra.

Ejemplo 6 Obtenga los tres primeros términos distintos de cero de la serie de Maclaurin de (a) tan x y
(b) ln cos x.

Solución

(a) tan x % (sen x)/(cos x). Podemos obtener los tres primeros términos de la serie de Maclaurin de tan x di-
vidiendo la serie de cos x por la de sen x:
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x !
x3

3
!

2

15
x5

! ñ

1 .

x2

2
!

x4

24
x .

x3

6
!

x5

120
. ñ

x .

x3

2
!

x5

24
. ñ

x3

3
.

x5

30
! ñ

x3

3
.

x5

6
! ñ

2x5

15
. ñ

2x5

15
. ñ

Por tanto, tan x % x !
1

3
x3

!
2

15
x5

! ñ.

No es fácil obtener todos los términos de la serie; sólo con un considerable esfuerzo de cómputo se
pueden llegar a obtener más términos de los que ya hemos obtenido. La serie de Maclaurin de tan x
converge para �x � a n/2, pero no podemos demostrarlo con las técnicas de que disponemos hasta ahora
(eso es así porque el número complejo z % x ! iy más cercano a 0 donde el «denominador» de tan z,
que es cos z, es cero, es, de hecho, el valor real z % n/2).

(b) ln cos x % lnA1 !A.

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñBB

%A.

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñB.

1

2 A.

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñB

2

!
1

3 A.

x2

2!
!

x4

4!
.

x6

6!
! ñB

3

. ñ

% .

x2

2
!

x4

24
.

x6

720
! ñ.

1

2 A
x4

4
.

x6

24
! ñB

!
1

3 A.

x6

8
! ñB. ñ

% .

x2

2
.

x4

12
.

x6

45
. ñ

Nótese que en cada etapa del cálculo sólo hemos utilizado los términos suficientes para asegurar que
podríamos calcular todos los términos en potencias hasta x6. Como ln cos x es una función par, su serie
de Maclaurin sólo tiene potencias pares. Tampoco podemos calcular el término general de esta serie.
Podríamos intentar calcular términos utilizando la fórmula ak % f (k)(0)/k!, pero incluso esto se hace bas-
tante difícil tras unos pocos valores iniciales de k.

Obsérvese que la serie de tan x también se podría haber obtenido a partir de la de ln cos x ya que

tan x % .

d

dx
ln cos x.

Revisión de la fórmula de Taylor
En los ejemplos anteriores hemos utilizado diversas técnicas para obtener la serie de Taylor de
distintas funciones y hemos verificado que esas funciones son analíticas. Como se demuestra
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en la Sección 4.8, el Teorema de Taylor proporciona un medio para estimar el tamaño del error
En(x) % f (x) . Pn(x) que aparece cuando se usa el polinomio de Taylor

Pn(x) %

n

;
k%0

f (k)(c)

k!
(x . c)k

para aproximar el valor de f (x) con x Ç c. Como los polinomios de Taylor son sumas parcia-
les de la serie de Taylor de f en c (si dicha serie existe), otra técnica para verificar la conver-
gencia de una serie de Taylor es utilizar la fórmula de En(x) proporcionada por el Teorema
de Taylor para demostrar, al menos para un intervalo de valores de x que contenga a c, que
limnrä

En(x) % 0. Esto implica que limnrä
Pn(x) % f (x), de forma que f es en realidad la suma

de su serie de Taylor alrededor de c en ese intervalo, y por tanto f es analítica en c. Presentamos
a continuación una versión algo más general del teorema de Taylor.

TEOREMA 22 Teorema de Taylor
Si la derivada (n ! 1)-ésima de f existe en un intervalo que contenga a c y a x, y si Pn(x)
es el polinomio de Taylor de grado n de f alrededor del punto x % c, entonces

f (x) % Pn(x) ! En(x) Fórmula de Taylor

se cumple, expresándose el término de error En(x) por una de las siguientes fórmulas:

Resto de Lagrange En(x) %
f (n!1)(s)

(n ! 1)!
(x . c)n!1

para algún s entre c y x

Resto integral
En(x) %

1

n! I
x

c

(x . t)n f (n!1)(t) dt

#

El Teorema de Taylor con resto de Lagrange se demostró en la Sección 4.8 (Teorema 10) utili-
zando el Teorema del Valor Medio, e inducción sobre n. La versión del resto integral también se
demuestra por inducción sobre n. Véase el Ejercicio 42 donde se da una idea de cómo se puede
realizar la demostración. Aquí no utilizaremos uso de la forma integral del resto.

Nuestro ejemplo final de esta sección reformula la serie de Maclaurin de ex calculando el lí-
mite del resto de Lagrange como se ha sugerido anteriormente.

Ejemplo 7 Utilice el Teorema de Taylor para calcular la serie de Maclaurin de f (x) % ex. ¿Dónde
converge la serie a f (x)?

Solución Como ex es positiva y creciente, es
m e�x� para todo s m �x �. Como f (k)(x) % ex para todo k, te-

nemos, haciendo c % 0 en el resto de Lagrange de la Fórmula de Taylor,

�En(x) � % G
f (n!1)(s)

(n ! 1)!
xn!1 G para alguna s entre 0 y x

%
es

(n ! 1)!
�x �n!1

m e�x� �x �n!1

(n ! 1)!
r 0 cuando n r ä

para todo x real, como se demuestra en el Teorema 3(b) de la Sección 9.1. Entonces limnrä
En(x) % 0.

Como el polinomio de Maclaurin de orden n de ex es ;n
k%0 (xk/k!),

ex
% lim

nrä A
n

;
k%0

xk

k!
! En(x)B%

ä

;
k%0

xk

k! % 1 ! x !
x2

2!
!

x3

3!
! ñ

y la serie converge a ex para todo número real x.
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Ejercicios 9.6

Calcule las representaciones en serie de Maclaurin de las
funciones de los Ejercicios 1-14. ¿Para qué valores de x es
válida cada representación?

1. e3x!1 2. cos (2x3)

3. sen (x . n/4) 4. cos (2x . n)

5. x2 sen (x/3) 6. cos2 (x/2)

7. sen x cos x 8. tan.1 (5x2)

9.
1 ! x3

1 ! x2 10. ln (2 ! x2)

11. ln
1 ! x

1 . x
12. (e2x2

. 1)/x2

13. cosh x . cos x 14. senh x . sen x

Calcule las representaciones en serie de Taylor de las
funciones de los Ejercicios 15-26. ¿Dónde es válida la
representación de cada serie?

15. f (x) % e.2x alrededor de .1

16. f (x) % sen x alrededor de n/2

17. f (x) % cos x en potencias de x . n

18. f (x) % ln x en potencias de x . 3

19. f (x) % ln (2 ! x) en potencias de x . 2

20. f (x) % e2x!3 en potencias de x ! 1

21. f (x) % sen x . cos x alrededor de
n
4

22. f (x) % cos2 x alrededor de
n
8

23. f (x) % 1/x2 en potencias de x ! 2

24. f (x) %
x

1 ! x
en potencias de x . 1

25. f (x) % x ln x en potencias de x . 1

26. f (x) % xex en potencias de x ! 2

Calcule los tres primeros términos distintos de cero de las
series de Maclaurin de las funciones de los Ejercicios
27-30.

27. sec x 28. sec x tan x

29. tan.1 (ex
. 1) 30. etan.1 x

. 1

*31. Utilice el hecho de que (∂1 ! x)2
% 1 ! x para

calcular los tres primeros términos distintos de cero
de la serie de Maclaurin de ∂1 ! x.

32. ¿Tiene serie de Maclaurin csc x? ¿Por qué? Calcule los
tres primeros términos distintos de cero de la serie de
Taylor de csc x alrededor del punto x % n/2.

Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 33-36.

33. 1 ! x2
!

x4

2!
!

x6

3!
!

x8

4!
! ñ

*34. x3
.

x9

3! # 4
!

x15

5! # 16
.

x21

7! # 64
!

x27

9! # 256
. ñ

35. 1 !
x2

3!
!

x4

5!
!

x6

7!
!

x8

9!
! ñ

*36. 1 !
1

2 # 2!
!

1

4 # 3!
!

1

8 # 4!
! ñ

37. Sea P(x) % 1 ! x ! x2. Calcule (a) la serie de
Maclaurin de P(x) y (b) la serie de Taylor de P(x)
alrededor de 1.

*38. Verifique por cálculo directo que f (x) % 1/x es
analítica en a para todo a Ç 0.

*39. Verifique por cálculo directo que ln x es analítica en a
para todo a b 0.

*40. Revise el Ejercicio 41 de la Sección 4.3. En él se
demuestra que la función

f (x) %E
e.1/x2

si x Ç 0

0 si x % 0

tiene derivadas de todos los órdenes en todo punto de
la recta real, y f (k)(0) % 0 para todo entero positivo k.
¿Cuál es la serie de Maclaurin de f (x)? ¿Cuál es
intervalo de convergencia de esta serie de Maclaurin?
¿En qué intervalo la serie converge a f (x)? ¿Es f
analítica en 0?

*41. Multiplicando directamente las series de Maclaurin de
ex y ey, demuestre que exey

% ex!y.

*42. (Fórmula de Taylor con resto integral) Verifique
que si f (n!1) existe en un intervalo que contenga a c
y a x, y si Pn(x) es el polinomio de Taylor de orden n
de f alrededor de c, entonces f (x) % Pn(x) ! En(x),
siendo

En(x) %
1

n! I
x

c
(x . t)n f (n!1)(t) dt

Proceda como sigue:

(a) En primer lugar, observe que el caso n % 0 es
precisamente el Teorema Fundamental del
Cálculo:

f (x) % f (c) !I
x

c

f (t) dt

Integre ahora por partes de la fórmula anterior,
tomando U % f ñ(t) y dV % dt. De forma contraria
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a nuestra política habitual de no incluir una
constante de integración en V, en este caso
escribiremos V % .(x . t) en vez de sólo V % t.
Obsérvese que el resultado de la integración por
partes es el caso n % 1 de la fórmula.

(b) Utilice un argumento de inducción (e integración
por partes de nuevo) para demostrar que si la
fórmula es válida para n % k, entonces también es
válida para n % k ! 1.

*43. Utilice la fórmula de Taylor con resto integral para
indicar que no es cierto que la serie de Maclaurin de
ln (1 ! x) converge a ln (1 ! x) para .1 a x m 1.

*44. (Fórmula de Stirling) El límite

lim
nrä

n!

∂2n nn!1/2e.n
% 1

indica que el error relativo de la aproximación

n! ] ∂2n nn!1/2e.n

tiende a cero cuando n crece. Es decir, n! crece con

una velocidad comparable a ∂2nnn!1/2e.n. Este
resultado, conocido como Fórmula de Stirling, es muy
útil en matemáticas aplicadas y estadística.
Demuéstrelo realizando los siguientes pasos.

(a) Utilice la identidad ln (n!) % ;n
j%1 ln j y la

naturaleza creciente del logaritmo para demostrar
que si n n 1,

I
n

0
ln x dx a ln (n!) aI

n!1

1

ln x dx

y a partir de aquí que

n ln n . n a ln (n!) a (n ! 1) ln (n ! 1) . n

(b) Si cn % ln (n!) . (n !
1
2) ln n ! n, demuestre que

cn . cn!1 %An !
1

2B ln
n ! 1

n
. 1

%An !
1

2B ln
1 ! 1/(2n! 1)

1 . 1/(2n! 1)
. 1

(c) Utilice la serie de Maclaurin de ln
1 ! t

1 . t
(véase el

Ejercicio 11) para demostrar que

0 a cn . cn!1 a

1

3 A
1

(2n ! 1)2 !
1

(2n ! 1)4 ! ñB
%

1

12 A
1

n
.

1

n ! 1B
y, por tanto, que {cn} es decreciente y {cn .

1
12n}

es creciente. Concluya a partir de aquí que
limnrä

cn % c existe, y que

lim
nrä

n!

nn!1/2e.n % lim
nrä

ecn % ec

(d) Utilice ahora el Producto de Wallis del Ejercicio
38 de la Sección 6.1 para demostrar que

lim
nrä

(2nn!)2

(2n)!∂2n
%J

n
2

y deduzca a partir de aquí que ec
% ∂2n, lo que

completa la demostración.

9.7 Aplicaciones de las series de Taylor y Maclaurin

Aproximación de valores de funciones
En la Sección 4.8 vimos que los polinomios de Taylor y Maclaurin (las sumas parciales de las
series de Taylor y Maclaurin) se pueden utilizar para formar aproximaciones polinómicas a fun-
ciones más complicadas. En el Ejemplo 5 de esa sección utilizamos el resto de Lagrange en la
fórmula de Taylor para determinar cuántos términos de la serie de Maclaurin de ex son necesa-
rios para calcular e1

% e con una precisión de tres cifras decimales. A efectos de comparación,
en el Ejemplo 7 de la Sección 9.3 obtuvimos el mismo resultado utilizando una serie geométrica
para acotar la cola de la serie de e.

El ejemplo que sigue muestra cómo la cota del error asociada con el test de la serie alternan-
te (véase en Teorema 15 de la Sección 9.4) se puede utilizar también para estas aproximaciones.
Cuando el término an de una serie (i) alterna de signo, (ii) decrece constantemente de tamaño y
(iii) tiende a cero cuando n r ä, entonces el error que se produce al utilizar una suma parcial
de la serie como aproximación a la suma de la serie es del mismo signo que el primer término
omitido, y no es mayor en valor absoluto que dicho término.
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Ejemplo 1 Calcule cos 43o con un error menor que 1/10 000.

Solución Daremos dos soluciones alternativas:

MÉTODO I. Podemos utilizar la serie de Maclaurin del coseno:

cos 43o
% cos

43n
180

% 1 .

1

2! A
43n
180B

2

!
1

4! A
43n
180B

4

. ñ

Como 43n/180 ] 0.750 49 ñ a 1, la serie anterior debe cumplir las condiciones (i)-(iii) mencionadas ante-
riormente. Si truncamos la serie después del n-ésimo término

(.1)n.1 1

(2n . 2)! A
43n
180B

2n.2

entonces el error E estará acotado por el tamaño del primer término omitido:

�E � m
1

(2n)! A
43n
180B

2n

a

1

(2n)!

El error no superará 1/10 000 si (2n)! b 10 000, por lo que n % 4 servirá (8! % 40 320).

cos 43o
] 1 .

1

2! A
43n
180B

2

!
1

4! A
43n
180B

4

.

1

6! A
43n
180B

6

] 0.731 35 ñ

MÉTODO II. Como 43o está cerca de 45o
% n/4 rad, podemos mejorar un poco utilizando la serie de Tay-

lor alrededor de n/4 en vez de la serie de Maclaurin:

cos 43o
% cos A

n
4

.

n
90B

% cos
n
4

cos
n
90

! sen
n
4

sen
n
90

%
1

∂2 CA1 .

1

2! A
n
90B

2

!
1

4! A
n
90B

4

. ñB
!A

n
90

.

1

3! A
n
90B

3

! ñBD
Como

1

4! A
n
90B

4

a

1

3! A
n
90B

3

a

1

20 000

sólo necesitamos los dos primeros términos de la primera serie y el primer término de la segunda serie:

cos 43o
]

1

∂2 A1 !
n
90

.

1

2 A
n
90B

2

B] 0.731 358 ñ

De hecho, cos 43o
% 0.731 353 7 ñ.

Al calcular valores aproximados de funciones es mejor, siempre que se pueda, utilizar una serie
de potencias alrededor de un punto tan cerca como sea posible del punto donde se desea la apro-
ximación.

Funciones definidas por integrales
Existen muchas funciones que se pueden expresar en forma de combinaciones simples de funcio-
nes elementales cuya primitiva no se puede calcular por técnicas sencillas; sus primitivas no son
combinaciones simples de funciones elementales. Sin embargo, a menudo podemos calcular la
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serie de Taylor de las primitivas de sus funciones y, por tanto, aproximar sus integrales defi-
nidas.

Ejemplo 2 Calcule la serie de Maclaurin de

E(x) %I
x

0
e.t2

dt

y utilícela para calcular E(1) con una precisión de tres cifras decimales.

Solución La serie de Maclaurin de E(x) está dada por

E(x) %I
x

0 A1 . t2 !
t4

2!
.

t6

3!
!

t8

4!
. ñB dt

%At .

t3

3
!

t5

5 # 2!
.

t7

7 # 3!
!

t9

9 # 4!
. ñB G

x

0

% x .

x3

3
!

x5

5 # 2!
.

x7

7 # 3!
!

x9

9 # 4!
. ñ %

ä

;
n%0

(.1)n x2n!1

(2n ! 1)n!

y es válida para todo x, ya que la serie de e.t2 es válida para todo t. Por tanto,

E(1) % 1 .

1

3
!

1

5 # 2!
.

1

7 # 3!
! ñ

] 1 .

1

3
!

1

5 # 2!
.

1

7 # 3!
! ñ !

(.1)n.1

(2n . 1)(n . 1)!

Pararemos en el término n-ésimo. De nuevo, el test de la serie alternante nos asegura que el error de esta
aproximación no será superior al primer término omitido, por lo que será menor que 0.0005, siempre que
(2n ! 1)n! b 2000. Como 13 # 6! % 9360, n % 6 servirá. Así,

E(1) ] 1 .

1

3
!

1

10
.

1

42
!

1

216
.

1

1320
] 0.747

redondeado a tres cifras decimales.

Formas indeterminadas

Los Ejemplos 1 y 2 de la Sección 4.9 mostraron cómo se pueden usar los polinomios de Maclau-
rin para calcular los límites de formas indeterminadas. Presentaremos aquí dos ejemplos más, es-
ta vez utilizando directamente las series y calculando suficientes términos para que se cancelen
los factores [0/0].

Ejemplo 3 Calcule (a) lim
xr0

x . sen x

x3 y (b) lim
xr0

(e2x
. 1) ln (1 ! x3)

(1 . cos 3x)2 .

Solución

(a) lim
xr0

x . sen x

x3 C
0

0D

% lim
xr0

x .Ax .

x3

3!
!

x5

5!
. ñB

x3
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% lim
xr0

x3

3!
.

x5

5!
! ñ

x3

% lim
xr0 A

1

3!
.

x2

5!
! ñB%

1

3!
%

1

6

(b) lim
xr0

(e2x
. 1) ln (1 ! x3)

(1 . cos 3x)2 C
0

0D

% lim
xr0

A1 ! (2x) !
(2x)2

2!
!

(2x)3

3!
! ñ . 1BAx3

.

x6

2
! ñB

A1 .A1 .

(3x)2

2!
!

(3x)4

4!
. ñBB

2

% lim
xr0

2x4
! 2x5

! ñ

A
9

2
x2

.

34

4!
x4

! ñB
2

% lim
xr0

2 ! 2x ! ñ

A
9

2
.

34

4!
x2

! ñB
2 %

2

A
9

2B
2 %

8

81

Podemos comprobar que el segundo de estos ejemplos es mucho más difícil si se intenta resolver utilizando
la Regla del l’Hôpital.

Ejercicios 9.7

1. Estime el error si se usa el polinomio de Maclaurin de
grado 5 de sen x para aproximar sen (0.2).

2. Estime el error si se usa el polinomio de Taylor de
grado 4 de ln x en potencias de x . 2 para aproximar
ln (1.95).

Utilice las series de Taylor o de Maclaurin para calcular los
valores de las funciones indicadas en los Ejercicios 3-14,
con error menor que 5 # 10.5 en valor absoluto.

3. e0.2 4. 1/e

5. e1.2 6. sen (0.1)

7. cos 5o 8. ln (6/5)

9. ln (0.9) 10. sen 80o

11. cos 65o 12. tan.1 0.2

13. cosh (1) 14. ln (3/2)

Calcule la serie de Maclaurin de las funciones de los
Ejercicios 15-19.

15. I(x) %I
x

0

sen t

t
dt 16. J(x) %I

x

0

et
. 1

t
dt

17. K(x) %I
1!x

1

ln t

t . 1
dt

18. L(x) %I
x

0
cos (t2) dt

19. M(x) %I
x

0

tan.1 t2

t2
dt

20. Calcule L(0.5) con una precisión de tres cifras
decimales, siendo L la definida en el Ejercicio 18.

21. Calcule I(1) con una precisión de tres cifras decimales,
siendo I la definida en el Ejercicio 15.

Calcule los límites en los Ejercicios 22-27.

22. lim
xr0

sen (x2)

senh x
23. lim

xr0

1 . cos (x2)

(1 . cos x)2

24. lim
xr0

(ex
. 1 . x)2

x2
. ln (1 ! x2)

25. lim
xr0

2 sen 3x . 3 sen 2x

5x . tan.1 5x

26. lim
xr0

sen (sen x) . x

x (cos (sen x) . 1)
27. lim

xr0

senh x . sen x

cosh x . cos x
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9.8 El teorema binomial y la serie binomial

Ejemplo 1 Utilice la Fórmula de Taylor para demostrar el Teorema Binomial: si n es un entero positi-
vo, entonces

(a ! x)n
% an

! nan.1x !
n(n . 1)

2!
an.2x2

! ñ ! naxn.1
! xn

%

n

;
k%0 A

n

kB an.kxk

siendo A
n

kB%
n!

(n . k)!k!
.

Solución Sea f (x) % (a ! x)n. Entonces,

f ñ(x) % n(a ! x)n.1
%

n!

(n . 1)!
(a ! x)n.1

f ññ(x) %
n!

(n . 1)!
(n . 1)(a ! x)n.2

%
n!

(n . 2)!
(a ! x)n.2

ó

f (k)(x) %
n!

(n . k)!
(a ! x)n.k (0 m k m n)

En particular, f (n)(x) %
n!

0!
(a ! x)n.n

% n!, una constante, y así

f (k)(x) % 0 para todo x, si k b n

Para 0 m k m n, tenemos que f (k)(0) %
n!

(n . k)!
an.k. Así, por el Teorema de Taylor con resto de Lagrange,

para algún valor s entre a y x,

(a ! x)n
% f (x) %

n

;
k%0

f (k)(0)

k!
xk

!
f (n!1)(s)

(n ! 1)!
xn!1

%

n

;
k%0

n!

(n . k)!k!
an.kxk

! 0 %

n

;
k%0 A

n

kB an.kxk

Ésta es, de hecho, la serie de Maclaurin de (a ! x)n, no sólo el polinomio de Maclaurin de grado n. Como
todos los términos de orden superior son cero, la serie tiene sólo un número finito de términos distintos de
cero, y por tanto converge para todo x.

Observación Si f (x) % (a ! x)r, siendo a b 0 y r cualquier número real, entonces, cálculos
similares a los realizados anteriormente permiten demostrar que el polinomio de Maclaurin de
grado n de f es

Pn(x) % ar
!

n

;
k%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . k ! 1)

k!
ar.kxk

Sin embargo, si r no es un entero positivo, entonces no existirá ningún entero positivo n para el
que el resto En(x) % f (x) . Pn(x) sea cero y la correspondiente serie de Maclaurin no será un po-
linomio.
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La serie binomial

Para simplificar el análisis de la función (a ! x)r cuando r no es un entero positivo, tomaremos
a % 1 y consideraremos entonces la función (1 ! x)r. Los resultados para el caso general se si-
guen de la identidad

(a ! x)r
% arA1 !

x

aB
r

válida para a b 0.
Si r es un número real cualquiera y x b .1, entonces la derivada k-ésima de (1 ! x)r es

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . k ! 1)(1 ! x)r.k, (k % 1, 2, ...)

Así, la serie de Maclaurin de (1 ! x)r es

1 !

ä

;
k%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . k ! 1)

k!
xk

que se denomina serie binomial. El teorema que sigue demuestra que la serie binomial conver-
ge, de hecho, a (1 ! x)r si �x � a 1. Podríamos demostrarlo escribiendo la Fórmula de Taylor para
(1 ! x)r con c % 0, y demostrando que el resto En(x) r 0 cuando n r ä (necesitaríamos utilizar
la forma integral del resto para demostrarlo para todo �x � a 1). Sin embargo, utilizaremos un mé-
todo más fácil, similar al utilizado para las funciones exponencial y trigonométrica en la Sec-
ción 9.6.

TEOREMA 23 La serie binomial

Si �x � a 1, entonces

(1 ! x)r
% 1 ! rx !

r(r . 1)

2!
x2

!
r(r . 1)(r . 2)

3!
x3

! ñ

% 1 !

ä

;
n%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

n!
xn (.1 a x a 1)

DEMOSTRACIÓN Si �x � a 1, entonces la serie

f (x) % 1 !

ä

;
n%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

n!
xn

converge por el test de la razón, ya que

o % lim
nrä G

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)(r . n)

(n ! 1)!
xn!1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

n!
xn G

% lim
nrä G

r . n

n ! 1 G �x � % �x � a 1

Nótese que f (0) % 1. Necesitamos demostrar que f (x) % (1 ! x)r para �x � a 1.

620 CÁLCULO



Por el Teorema 19, podemos diferenciar la serie de f (x) término a término en �x � a 1
para obtener

f ñ(x) %

ä

;
n%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

(n . 1)!
xn.1

%

ä

;
n%0

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n)

n!
xn

Hemos sustituido n por n ! 1 para obtener la segunda versión de la suma a partir de la
primera versión. Sumando la segunda versión a la primera multiplicada por x se obtiene

(1 ! x) f ñ(x) %

ä

;
n%0

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n)

n!
xn

!

ä

;
n%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

(n . 1)!
xn

% r !

ä

;
n%1

r(r . 1)(r . 2) ñ (r . n ! 1)

n!
xn [(r . n) ! n]

% r f (x)

La ecuación diferencial (1 ! x) f ñ(x) % r f (x) implica que

d

dx

f (x)

(1 ! x)r %
(1 ! x)r f ñ(x) . r(1 ! x)r.1 f (x)

(1 ! x)2r % 0

para todo x que cumpla �x � a 1. Por tanto, f (x)/(1! x)r es constante en ese intervalo, y
como f (0) % 1, la constante debe ser 1. Así, f (x) % (1 ! x)r.

#

Observación Para algunos valores de r la serie binomial puede converger en los extremos
x % 1 o x % .1. Como se observó anteriormente, si r es un entero positivo, la serie tiene un
número finito de términos distintos de cero, y por tanto converge para todo x.

Ejemplo 2 Calcule la serie de Maclaurin de
1

∂1 ! x
.

Solución En este caso r % .(1/2):

1

∂1 ! x
% (1 ! x).1/2

% 1 .

1

2
x !

1

2! A.

1

2BA.

3

2B x2
!

1

3! A.

1

2BA.

3

2BA.

5

2B x3
! ñ

% 1 .

1

2
x !

1 # 3

222!
x2

.

1 # 3 # 5

233!
x3

! ñ

% 1 !

ä

;
n%1

(.1)n
1 # 3 # 5 # ñ # (2n . 1)

2nn!
xn

Esta serie converge en .1 a x m 1 (utilice el test de la serie alternante para incorporar al extremo x % 1).
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Ejemplo 3 Calcule la serie de Maclaurin de sen.1 x.

Solución Sustituimos x por .t2 en la serie obtenida en el ejemplo anterior, con lo que resulta

1

∂1 . t2
% 1 !

ä

;
n%1

1 # 3 # 5 # ñ # (2n . 1)

2nn!
t2n (.1 a t a 1)

Integramos ahora en t desde 0 hasta x:

sen.1 x %I
x

0

dt

∂1 . t2
%I

x

0 A1 !

ä

;
n%1

1 # 3 # 5 # ñ # (2n . 1)

2nn!
t2nB dt

% x !

ä

;
n%1

1 # 3 # 5 # ñ # (2n . 1)

2nn!(2n ! 1)
x2n!1

% x !
x3

6
!

3

40
x5

! ñ (.1 a x a 1)

Ejercicios 9.8

Calcule las representaciones en serie de Maclaurin de las
funciones de los Ejercicios 1-6. Utilice la serie binomial
para calcular las respuestas.

1. ∂1 ! x 2. x∂1 . x

3. ∂4 ! x 4.
1

∂4 ! x2

5. (1 . x).2 6. (1 ! x).3

*7. (Coeficientes binomiales) Demuestre que los
coeficientes binomiales

A
n

kB%
n!

k!(n . k)!

cumplen

(i) A
n

0B%A
n

nB% 1 para todo n.

(ii) Si 0mkmn, entonces A
n

k.1B!A
n

kB%A
n!1

k B .

Se deduce entonces que, dado un n n 1 fijo, los
coeficientes binomiales

A
n

0B , A
n

1B , A
n

2B , ..., A
n

nB
son los elementos de la fila n-ésima del triángulo de
Pascal que se muestra a continuación, en el que cada

elemento de valor b1 es la suma de las dos
diagonales sobre él.

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

*8. (Una demostración inductiva del Teorema
Binomial) Utilice inducción matemática y los
resultados del Ejercicio 7 para demostrar el Teorema
Binomial:

(a ! b)n
%

n

;
k%0 A

n

kB an.kbk

% an
! nan.1b !A

n

2B an.2b2
!

!A
n

3B an.3b3
! ñ ! bn

*9. (Regla de Leibniz) Utilice inducción matemática, la
Regla del Producto, y el Ejercicio 7 para verificar la
Regla de Leibniz para expresar la derivada n-ésima de
un producto de dos funciones:

( f g)(n)
%

n

;
k%0 A

n

kB f (n.k)g(k)

% f (n)g ! n f (n.1)gñ !A
n

2B f (n.2)gññ

!A
n

3B f (n.3)g(3)
! ñ ! f g(n)
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9.9 Series de Fourier

Como ya hemos visto, las representaciones de funciones mediante series de potencias hacen po-
sible aproximar dichas funciones tan exactamente como deseemos en intervalos cercanos a un
punto de particular interés, mediante la utilización de las sumas parciales de las series, es decir,
de polinomios. Sin embargo, en muchas aplicaciones importantes de las matemáticas, las funcio-
nes que se deben utilizar son periódicas. Por ejemplo, una buena parte de la ingeniería eléctrica
trata del análisis y el manejo de formas de onda, que son funciones periódicas del tiempo. Los
polinomios no son funciones periódicas, y por esta razón, las series de potencias no se adaptan
bien a la representación de esas funciones.

Para la representación de funciones periódicas en intervalos amplios son mucho más apropia-
das ciertas series infinitas de funciones periódicas denominadas series de Fourier.

Funciones periódicas

Recordemos que una función f definida en la recta real es periódica de periodo T si

f (t ! T) % f (t) para todo t real (*)

Esto implica que f (t ! mT) % f (t) para todo entero m, de forma que si T es un periodo de f ,
también lo es cualquier múltiplo mT de T. El mínimo número positivo T para el que se cum-
ple (*) se denomina periodo fundamental o simplemente periodo de f .

La gráfica completa de una función de periodo T se puede obtener desplazando múltiplos en-
teros del periodo T la parte de la gráfica correspondiente a cualquier intervalo semiabierto de
longitud T (por ejemplo, el intervalo [0, T)) a la izquierda o a la derecha. La Figura 9.6 muestra
la gráfica de una función de periodo 2.

Figura 9.6 Esta función tiene
periodo 2. Obsérvese cómo la gráfica
repite la parte del intervalo [0, 2) una
y otra vez a la izquierda y la derecha.

Ejemplo 1 Las funciones g(t) % cos (nt) y h(t) % sen (nt) son periódicas del periodo 2:

g(t ! 2) % cos (nt ! 2n) % cos (nt) % g(t)

La función k(t) % sen (2nt) también tiene periodo 2, pero éste no es su periodo fundamental. Su periodo
fundamental es 1:

k(t ! 1) % sen (2nt ! 2n) % sen (2nt) % k(t)

El periodo de la suma f (t) % g(t) !
1
2 k(t) % cos (nt) !

1
2 sen (2nt), que se representa en la Figura 9.6, es 2,

el mínimo común múltiplo del periodo de sus dos términos.

Ejemplo 2 Para todo entero positivo n, las funciones

fn(t) % cos (nut) y gn(t) % sen (nut)
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tienen periodo fundamental T % 2n/(nu). El conjunto de todas esas funciones, correspondientes a todos los
enteros positivos n, tienen periodo común T % 2n/u, el periodo fundamental de f1 y g1. T es un múltiplo
entero de los periodos fundamentales de las funciones fn y gn. Las series de Fourier tratan de expresar fun-
ciones generales de período T en forma de series cuyos términos son múltiplos reales de estas funciones.

Series de Fourier

Se puede demostrar (pero no lo haremos aquí) que si f (t) es periódica de período fundamental T,
es continua y tiene derivada continua por tramos en la recta real, entonces f (t) se puede expresar
en todas partes como la suma de una serie de la forma

f (t) %
a0

2
!

ä

;
n%1

(an cos (nut) ! bn sen (nut)) (**)

que se denomina serie de Fourier de f , siendo u % 2n/T y las secuencias {an}
ä

n%0 y {bn}
ä

n%1 los
coeficientes de Fourier de f . La determinación de los valores de estos coeficientes, dada una
determinada función f , se realiza mediante las siguientes relaciones, válidas para enteros m y n,
que se demuestran fácilmente utilizando las fórmulas de suma del seno y el coseno (véanse los
Ejercicios 49-51 de la Sección 5.6).

I
T

0
cos (nut) dt % E

0 si n Ç 0

T si n % 0

I
T

0
sen (nut) dt % 0

I
T

0
cos (mut) cos (nut) dt %E

0 si m Ç n

T/2 si m % n

I
T

0
sen (mut) sen (nut) dt %E

0 si m Ç n

T/2 si m % n

I
T

0
cos (mut) sen (nut) dt % 0

Si multiplicamos la ecuación (**) por cos (mut) (o por sen (mut)), e integramos la ecuación re-
sultante en el intervalo [0, T] término a término, todos los términos de la derecha excepto el co-
rrespondiente a am (o bm) serán 0 (la integración término a término requiere justificación, pero
tampoco la daremos aquí). El resultado de la integración es

I
T

0
f (t) cos (mut) dt %

1

2
T am

I
T

0
f (t) sen (mut) dt %

1

2
T bm

Nótese que la primera de estas fórmulas es válida incluso para m % 0, porque hemos optado por
denominar al término constante de la serie de Fourier a0/2 en vez de a0. Como todos los inte-
grandos son periódicos de periodo T, las integrales se pueden realizar sobre cualquier intervalo
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de longitud T; frecuentemente, es conveniente utilizar el intervalo [.T/2, T/2] en vez de [0, T].
Los coeficientes de Fourier de f son, por tanto,

an %
2

T I
T/2

.T/2

f (t) cos (nut) dt (n % 0, 1, 2, ...)

bn %
2

T I
T/2

.T/2

f (t) sen (nut) dt (n % 1, 2, 3, ...)

siendo u % 2n/T.

Ejemplo 3 Calcule la serie de Fourier de la función en diente de sierra f (t) de periodo 2n cuyos valo-
res en el intervalo [.n, n] son f (t) % n . � t � (véase la Figura 9.7).

Solución En este caso, T % 2n y u % 2n/(2n)% 1. Como f (t) es una función par, f (t) sen (nt) es impar,
por lo que todos los coeficientes del seno en la serie de Fourier bn son cero:

bn %
2

2n I
n

.n
f (t) sen (nt) dt % 0

Figura 9.7 Una función en diente
de sierra de periodo 2n.

Además, f (t) cos (nt) es una función par, por lo que

an %
2

2n I
n

.n
f (t) cos (nt) dt %

4

2n I
n

0
f (t) cos (nt) dt

%
2

n I
n

0
(n . t) cos (nt) dt

%E
n si n % 0

0 si n Ç 0 y n es par

4/(nn2) si n es impar

Como los enteros negativos impares n son de la forma n % 2k . 1, siendo k un entero positivo, la serie de
Fourier de f se expresa como

f (t) %
n
2

!

ä

;
k%1

4

n(2k . 1)2 cos ((2k . 1)t)
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Convergencia de la serie de Fourier
Las sumas parciales de una serie de Fourier se denominan polinomios de Fourier porque se pue-
den expresar como polinomios en sen (ut) y cos (ut), aunque realmente no intentaremos ex-
presarlos de esa forma. El polinomio de Fourier de orden m de la función periódica f de periodo
T es

fm(t) %
a0

2
!

m

;
n%1

(an cos (nut) ! bn sen (nut))

siendo u % 2n/T, y con los coeficientes an(0 m n m m) y bn(1 m n m m) expresados por las fór-
mulas integrales desarrolladas anteriormente.

Ejemplo 4 El polinomio de Fourier de orden 3 de la función en diente de sierra del Ejemplo 3 es

f3(t) %
n
2

!
4

n
cos t !

4

9n
cos (3t)

La Figura 9.8 muestra la gráfica de esta función. Obsérvese que parece una aproximación razonable a la
gráfica de f de la Figura 9.7 pero, como es una suma finita de funciones diferenciables, f3(t) es también
diferenciable en todas partes, incluso en los múltiplos enteros de n donde f no es diferenciable.

Figura 9.8 Aproximación mediante
el polinomio de Fourier f3(t) de la
función en diente de sierra
del Ejemplo 3.

Como se dijo anteriormente, la serie de Fourier de una función f (t) periódica, continua y con
derivada continua por tramos en la recta real converge a f (t) en todo número real t. Sin embar-
go, los coeficientes de Fourier (y, por tanto, la serie de Fourier) se pueden calcular también (uti-
lizando las fórmulas dadas anteriormente) para funciones periódicas con derivadas continuas por
tramos, incluso si las funciones en sí no son continuas, sino sólo continuas por tramos.

Recuérdese que f (t) es continua por tramos en el intervalo [a, b], si existe una partición
{a % x0 a x1 a x2 a ñ a xk % b} de [a, b] y funciones F1, F2, ..., Fk tales que

(i) Fi es continua en [xi.1, xi].
(ii) f (t) % Fi(t) en (xi.1, xi).

La integral de una función f de este tipo es la suma de las integrales de las funciones Fi:

I
b

a

f (t) dt %

k

;
i%1 I

xi

xi.1

Fi(t) dt

Como f (t) cos (nut) y f (t) sen (nut) son continuas por tramos si lo es f , los coeficientes de Fou-
rier de una función periódica continua por tramos se pueden calcular utilizando las mismas fór-
mulas que para una función periódica continua. La cuestión de dónde y a qué converge la serie
de Fourier en este caso se responde mediante el siguiente teorema, cuya demostración se puede
encontrar en libros de texto sobre análisis de Fourier.
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TEOREMA 24 La serie de Fourier de una función f periódica y continua por tramos con derivada conti-
nua por tramos converge a dicha función en todo punto t donde f sea continua. Además,
si f es discontinua en t % c, entonces tiene límites por la derecha y por la izquierda dife-
rentes, pero finitos, en c:

lim
trc.

f (t) % f (c.) y lim
trc!

f (t) % f (c!)

La serie de Fourier de f converge en t % c al promedio de esos límites por la izquierda y
por la derecha:

a0

2
!

ä

;
n%1

(an cos (nuc) ! bn sen (nuc)) %
f (c.) ! f (c!)

2

siendo u % 2n/T.

#

Ejemplo 5 Calcule la serie de Fourier de la función periódica f de periodo 2 que cumple

f (t) %E
.1 si .1 a x a 0

1 si 0 a x a 1

¿Dónde no es f continua? ¿A qué converge la serie de Fourier de f en esos puntos?

Solución En este caso, T % 2 y u % 2n/2 % n. Como f es una función impar, los coeficientes de los
cosenos son todos cero:

an %I
1

.1

f (t) cos (nnt) dt % 0 (El integrando es impar).

La misma simetría implica que

bn %I
1

.1

f (t) sen (nnt) dt

% 2 I
1

0
sen (nnt) dt % .

2 cos (nnt)

nn G
1

0

% .

2

nn
((.1)n

. 1) %E
4/(nn) si n es impar

0 si n es par

Los enteros impares n son de la forma n%2k.1 para k%1, 2, 3, ... Por tanto, la serie de Fourier de f es

4

n

ä

;
k%1

1

2k . 1
sen ((2k . 1)nt)

%
4

n Asen (nt) !
1

3
sen (3nt) !

1

5
sen (5nt) ! ñB

Figura 9.9 La función continua por
tramos f (en negro) del Ejemplo 5 y
su polinomio de Fourier f15 (en gris)

f15(t) %

8

;
k%1

4 sen ((2k . 1)nt)

(2k . 1)n
.
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Nótese que f es continua excepto en los puntos donde t es entero. En cada uno de esos puntos f salta de
.1 a 1 o de 1 a .1, por lo que el promedio de los límites por la izquierda y la derecha de f en esos
puntos es 0. Obsérvese que la suma de la serie de Fourier es 0 en valores enteros de t, de acuerdo con el
Teorema 24. Véase la Figua 9.9.

Serie de Fourier en cosenos y senos

Como se ha observado en los Ejemplos 3 y 5, las funciones pares no tienen términos en seno en
su serie de Fourier, y las funciones impares no tienen términos en coseno (incluyendo el término
constante a0/2). Muchas veces es necesario en las aplicaciones calcular una representación en se-
rie de Fourier de una función dada, definida en un intervalo finito [0, a] que no tenga términos
en seno (una serie de Fourier en cosenos) o que no tenga términos en coseno (una serie de
Fourier en senos). Esto se puede realizar ampliando el dominio de f al intervalo [.a, 0], ha-
ciendo que f sea par o impar en [.a, a].

f (.t) % f (t) si .a m t a 0 para la extensión par

f (.t) % .f (t) si .a m t a 0 para la extensión impar

y calculando después su serie de Fourier considerando la función f extendida de periodo 2a (si
quisiéramos la extensión impar, habría que redefinir f (0) con valor 0).

Ejemplo 6 Calcule la serie de Fourier en cosenos de g(t) % n . t, definida en [0, n].

Solución La extensión par de g(t) a [.n, n] es la función f del Ejemplo 3. Por tanto, la serie de Fourier
en cosenos de g es

n
2

!

ä

;
k%1

4

n(2k . 1)2 cos ((2k . 1)t)

Ejemplo 7 Calcule la serie de Fourier en senos de h(t) % 1, definida en [0, 1].

Solución Si definimos h(0) % 0, entonces la extensión impar de h al intervalo [.1, 1] coincide con la
función f (t) del Ejemplo 5, con la salvedad de que la última función está indefinida en t % 0. La serie de
Fourier en senos de h es la obtenida en el Ejemplo 5, concretamente,

4

n

ä

;
k%1

1

2k . 1
sen ((2k . 1)nt)

Observación Las series de Fourier en senos y cosenos se tratarán desde una perspectiva dife-
rente en la Sección 13.4.

Ejercicios 9.9

En los Ejercicios 1-4, ¿cuál es el periodo fundamental de
las funciones dadas?

1. f (t) % sen (3t) 2. g(t) % cos (3 ! nt)

3. h(t) % cos2 t 4. k(t) % sen (2t) ! cos (3t)

En los Ejercicios 5-8, calcule las series de Fourier de las
funciones dadas.

5. f (t) % t, .n a t m n, f tiene periodo 2n.

6. f (t) %E
0 si 0 m t a 1

1 si 1 m t a 2
f tiene periodo 2

7. f (t) %E
0 si .1 m t a 0

t si 0 m t a 1
f tiene periodo 2

8. f (t) %E
t si 0 m t a 1

1 si 1 m t a 2

3 . t si 2 m t a 3

f tiene periodo 3
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9. ¿Cuál es la serie de Fourier en cosenos de la función
h(t) del Ejemplo 7?

10. Calcule la serie de Fourier en senos de la función g(t)
del Ejemplo 6.

11. Calcule la serie de Fourier en senos de f (t) % t en el
intervalo [0, 1].

12. Calcule la serie de Fourier en cosenos de f (t) % t en el
intervalo [0, 1].

13. Utilice el resultado del Ejemplo 3 para calcular
ä

;
n%1

1

(2n . 1)2 % 1 !
1

32 !
1

52 ! ñ

14. Verifique que si f es una función periódica par de
periodo T, entonces los coeficientes de seno de Fourier
bn de f son todos cero y los coeficientes de coseno de
Fourier an de f se expresan como

an %
4

T I
T/2

0

f (t) cos (nut) dt, n % 0, 1, 2, ...

siendo u % 2n/T. Enuncie y verifique el
correspondiente resultado para funciones f impares.

Repaso del capítulo

Ideas clave

Indique lo que significa decir que la secuencia
{an}:

0 Está acotada superiormente.

0 Es alternante.

0 Converge.

0 Es definitivamente positiva.

0 Es creciente.

0 Diverge a infinito.

Indique lo que significa decir que la serie
;ä

n%1 an:

0 Converge.

0 Es geométrica.

0 Es una serie p.

0 Converge absolutamente.

0 Diverge.

0 Es telescópica.

0 Es positiva.

0 Converge condicionalmente.

Defina los siguientes tests de convergencia de
series.

0 Test de la integral

0 Test de comparación en el límite

0 Test de la serie alternante

0 Test de la comparación

0 Test de la razón

¿Cómo se pueden calcular cotas de la cola de
una serie?

¿Cuál es una cota de la cola de una serie
alternante?

¿Qué significan las siguientes expresiones?

0 Serie de potencias

0 Radio de convergencia

0 Serie de Taylor

0 Polinomio de Taylor

0 Función analítica

0 Intervalo de convergencia

0 Centro de convergencia

0 Serie de Maclaurin

0 Serie binomial

¿Dónde es diferenciable la suma de una serie de
potencias?

¿Dónde converge la integral de una serie de
potencias?

¿Dónde es continua la suma de una serie de
potencias?

Defina el Teorema de Taylor con resto de
Lagrange.

Defina el Teorema de Taylor con resto integral.

¿Qué es el Teorema Binomial?

¿Qué es una serie de Fourier?

¿Qué es una serie de Fourier en cosenos? ¿Y en
senos?
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Ejercicios de repaso
En los Ejercicios 1-4, determine si las secuencias dadas
convergen y calcule su límite en caso de que converjan.

1. E
(.1)nen

n! F 2. E
n100

! 2nn
2n F

3. E
ln n

tan.1 nF 4. E
(.1)nn2

nn(n . n)F
5. Sea a1 b ∂2, y sea

an!1 %
an

2
!

1

an
para n% 1, 2, 3, ...

Demuestre que {an} es decreciente y que an b ∂2
para n n 1. ¿Por qué debe converger {an}? Calcule
limnrä

an.

6. Calcule el límite de la secuencia {ln ln (n!1).ln ln n}.

Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 7-10.

7.
ä

;
n%1

2.(n.5)/2 8.
ä

;
n%0

4n.1

(n . 1)2n

9.
ä

;
n%1

1

n2
.

1
4

10.
ä

;
n%1

1

n2
.

9
4

Determine si las series de los Ejercicios 11-16 convergen o
divergen. Justifique sus respuestas.

11.
ä

;
n%1

n . 1

n3 12.
ä

;
n%1

n ! 2n

1 ! 3n

13.
ä

;
n%1

n

(1 ! n)(1 ! n∂n)
14.

ä

;
n%1

n2

(1 ! 2n)(1 ! n∂n)

15.
ä

;
n%1

32n!1

n!
16.

ä

;
n%1

n!

(n ! 2)! ! 1

Indique si las series de los Ejercicios 17-20 convergen
absolutamente, convergen condicionalmente o divergen.

17.
ä

;
n%1

(.1)n.1

1 ! n3 18.
ä

;
n%1

(.1)n

2n
. n

18.
ä

;
n%10

(.1)n.1

ln ln n
20.

ä

;
n%1

n2 cos (nn)

1 ! n3

¿Para qué valores de x convergen absolutamente las series
de los Ejercicios 21-22? ¿Para qué valores convergen
condicionalmente? ¿Para qué valores divergen?

21.
ä

;
n%1

(x . 2)n

3n
∂n

22.
ä

;
n%1

(5 . 2x)n

n

Determine las sumas de las series de los Ejercicios 23 y 24
con una precisión de 0.001.

23.
ä

;
n%1

1

n3 24.
ä

;
n%1

1

4 ! n2

En los Ejercicios 25-32, calcule las series de Maclaurin de
las funciones dadas. Indique en dónde converge cada serie
a la función.

25.
1

3 . x
26.

x

3 . x2

27. ln (e ! x2)
28.

1 . e.2x

x

29. x cos2 x 30. sen (x ! (n/3))

31. (8 ! x).1/3 32. (1 ! x)1/3

Calcule las series de Taylor de las funciones de los
Ejercicios 33 y 34, alrededor de los puntos indicados x % c.

33. 1/x, c % n 34. sen x ! cos x, c % n/4

Calcule el polinomio de Maclaurin del grado indicado de
las funciones en los Ejercicios 35-38.

35. ex2!2x, grado 3 36. sen (1 ! x), grado 3

37. cos (sen x), grado 4 38. ∂1 ! sen x, grado 4

39. Indique qué función tiene como serie de Maclaurin la
siguiente:

1 .

x

2!
!

x2

4!
. ñ %

ä

;
n%0

(.1)nxn

(2n)!

40. Una función f (x) tiene como serie de Maclaurin

1 ! x2
!

x4

22 !
x6

32 ! ñ % 1 !

ä

;
n%1

x2n

n2

Calcule f (k)(0) para todos los enteros positivos k.

Calcule las sumas de las series de los Ejercicios 41-44.

41.
ä

;
n%0

n ! 1

nn *42.
ä

;
n%0

n2

nn

43.
ä

;
n%1

1

nen *44.
ä

;
n%2

(.1)nn2n.4

(2n . 1)!

45. Si S(x) %I
x

0
sen (t2) dt, calcule lim

xr0

x3
. 3S(x)

x7 .

46. Utilice series para calcular lim
xr0

(x . tan.1 x)(e2x
. 1)

2x2
. 1 ! cos (2x)

.

47. ¿Cuántos términos distintos de cero en la serie de
Maclaurin de e.x4

son necesarios para calcular
:1/2

0 e.x4
dx con una precisión de 5 cifras decimales?

Calcule la integral con esa precisión.

48. Estime el tamaño del error si se utiliza el polinomio de
Taylor de grado 4 alrededor de x % n/2 de la función
f (x) % ln sen x para aproximar ln sen (1.5).

49. Calcule la serie de Fourier en senos de f (t) % n . t en
[0, n].

50. Calcule la serie de Fourier de f (t)%E
1 si .natm0

t si 0atmn
.
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Problemas avanzados
1. (Un refinamiento del test de la razón) Sea an b 0 y

an!1/an n n/n! 1 para todo n. Demuestre que ;ä

n%1 an

diverge. Sugerencia: an n K/n para alguna constante K.

*2. (Suma por partes) Sean {un} y {vn} dos secuencias, y
sea sn % ;n

k%1 vk.

(a) Demuestre que ;n
k%1 ukvk %

% un!1sn ! ;n
k%1 (uk . uk!1)sn. (Sugerencia:

Escriba vn % sn . sn.1, con s0 % 0, y reordene la
suma).

(b) Si {un} es positiva, decreciente y converge a 0, y si
{vn} tiene sumas parciales acotadas, �sn � m K, para
todo n, siendo K una constante, demuestre que
;ä

n%1 unvn converge. (Sugerencia: Demuestre que
la serie ;ä

n%1 (un . un!1)sn converge,
comparándola con la serie telescópica
;ä

n%1 (un . un!1).)

*3. Demuestre que ;ä

n%1 (1/n) sen (nx) converge para todo
x. Sugerencia: Si x es un entero múltiplo de n, todos
los términos de la serie son 0, por lo que no hay nada
que demostrar. Si no, sen (x/2)Ç 0. En este caso
demuestre que

N

;
n%1

sen (nx) %
cos (x/2). cos ((N ! 1/2)x)

2 sen (x/2)

utilizando la relación

sen a sen b %
cos (a . b) . cos (a ! b)

2

para convertir la suma en telescópica. Aplique después
el resultado del Problema 2(b) con un % 1/n y
vn % sen (nx).

4. Sean a1, a2, a3, ... los enteros positivos que no contienen
el dígito 0 en sus representaciones decimales. Es decir,
a1 % 1, a2 % 2, ..., a9 % 9, a10 % 11, ..., a18 % 19,
a19 % 21, ..., a90 % 99, a91 % 111, etc. Demuestre que la

serie
ä

;
n%1

1

an

converge y que su suma es menor que 90.

(Sugerencia: ¿Cuántos de estos enteros tienen m dígitos?
Un término 1/an donde an tiene m dígitos, es menor que
10.m!1).

*5. (Uso de una integral para mejorar la convergencia)
Recuerde la fórmula del error de la Regla del Punto
Medio, de acuerdo con la cual

I
k!1/2

k.1/2

f (x) dx . f (k) %
f ññ(c)

24

siendo k . (1/2)m c m k ! (1/2).

(a) Si f ññ(x) es una función decreciente de x, demuestre
que

f ñ(k !
3
2) . f ñ(k !

1
2) m f ññ(c) m f ñ(k .

1
2) . f ñ(k .

3
2)

(b) Si (i) f ññ(x) es una función decreciente de x,
(ii) :ä

N!1/2 f (x) dx converge y (iii) f ñ(x) r 0
cuando x r ä, demuestre que

f ñ(N .
1
2)

24
m

ä

;
n%N!1

f (n) .I
ä

N!1/2

f (x) dx m

m

f ñ(N !
3
2)

24

(c) Utilice el resultado del apartado (b) para aproximar
;ä

n%1 1/n2 con una precisión de 0.001.

*6. (El número e es irracional) Partiendo de e %

% ;ä

n%0 1/n!:

(a) Utilice la técnica del Ejemplo 7 de la Sección 9.3
para demostrar que para todo n b 0,

0 a e .

n

;
j%0

1

j!
a

1

n!n

Nótese que aquí la suma tiene n ! 1 términos, no n
términos.

(b) Suponga que e es un número racional, por ejemplo
e % M/N, para ciertos enteros positivos M y N.
Demuestre que N! (e . ;N

j%0 (1/ j!)) es un entero.

(c) Combine los apartados (a) y (b) para demostrar que
hay un entero entre 0 y 1/N. ¿Por qué no es esto
posible? Concluya que e no puede ser un número
racional.

7. Sea

f (x) %

ä

;
k%0

22kk!

(2k ! 1)!
x2k!1

% x !
2

3
x3

!
4

3 # 5
x5

!
8

3 # 5 # 7
x7

! ñ

(a) Calcule el radio de convergencia de esta serie de
potencias.

(b) Demuestre que f ñ(x) % 1 ! 2x f (x).

(c) ¿Qué es
d

dx
(e.x2

f (x))?

(d) Exprese f (x) por medio de una integral.

*8. (El número nnn es irracional) El Problema 6 anterior
indica cómo demostrar que e es irracional, asumiendo
lo contrario y llegando a una contradicción. En este
problema se demuestra que n es también irracional. La
demostración n se hace de nuevo por reducción al
absurdo, pero es algo más complicada, por lo que la
dividiremos en varias partes.

(a) Sea f (x) un polinomio, y sea

g(x) % f (x) . f ññ(x) ! f (4)(x) . f (6)(x) ! ñ

%

ä

;
j%0

(.1) j f (2 j)(x)
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Como f es un polinomio, todos los términos de la
suma anterior excepto un número finito de ellos
serán cero, por lo que no hay problemas de
convergencia. Verifique que

d

dx
(gñ(x) sen x . g(x) cos x) % f (x) sen x

y a partir de aquí que

I
n

0
f (x) sen x dx%g(n)!g(0)

(b) Suponga que n es racional, es decir, n % m/n,
siendo m y n enteros positivos. Se demostrará que
esto conduce una contradicción y, por tanto, no
puede ser cierto. Escoja un entero positivo k tal
que (nm)k/k!a 1/2 (¿por qué es esto posible?).
Considere el polinomio

f (x) %
xk(m . nx)k

k!
%

1

k!

k

;
j%0 A

k

jB mk.j(.n) jx j!k

Demuestre que 0 a f (x) a 1/2 para 0 a x a n, y a

partir de aquí, que 0 aI
n

0
f (x) sen x dx a 1. Así,

0 a g(n) ! g(0) a 1, donde g(x) está definida
como en el apartado (a).

(c) Demuestre que la derivada i-ésima de f (x) se
expresa como

f (i)(x)%
1

k!

k

;
j%0 A

k

jB mk.j(.n) j ( j!k)!

( j!k.i)!
xj!k.i

(d) Demuestre que f (i)(0) es un entero para i%0, 1, 2, ...
(Sugerencia: Observe, para i a k, que f (i)(0) % 0 y,
para i b 2k, que f (i)(x) % 0 para todo x. Para
k m i m 2k, demuestre que sólo un término de la
suma de f (i)(0) es distinto de 0, y que este término
es un entero. Necesitará utilizar el hecho de que los
coeficientes binomiales (k

j) son enteros).
(e) Demuestre que f (n . x) % f (x) para todo x, y a

partir de aquí, que f (i)(n) es también un entero
para todo i % 0, 1, 2, ... Por tanto, si g(x) se define
como en el apartado (a), entonces g(n) ! g(0) es
un entero. Esto contradice la conclusión del
apartado (b) y demuestra que n no puede ser
racional.

*9. (Una serie asintótica) Aplique integración por partes
para demostrar que

I
x

0
e.1/t dt % e.1/x

N

;
n%2

(.1)n(n . 1)!xn

! (.1)N!1 N! I
x

0
tN.1e.1/t dt

¿Por qué no se puede utilizar simplemente una serie de
Maclaurin para aproximar este integral? Utilizando
N % 5, calcule un valor aproximado de :0.1

0 e.1/t dt y
estime el error. Estime el error para N % 10 y N % 20.

Nótese que la serie ;ä

n%2 (.1)n(n . 1)!xn diverge
para todo x Ç 0. Esto es un ejemplo de lo que se
denomina serie asintótica. Aunque diverge, una buena
selección de las sumas parciales permite obtener una
buena aproximación a la función cuando x es pequeña.
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CAPÍTULO 10

Vectores y geometría
de coordenadas
en el espacio
tridimensional

Lord Ronald no dijo nada; salió de la habitación, se aba-
lanzó sobre su caballo y galopó alocadamente en todas
las direcciones...

¿Y quién es este alto joven que se acerca a Gertrude
con cada movimiento del caballo?...

Los dos estaban destinados a conocerse. Se acercaban
más y más. Y todavía más. Entonces se encontraron por
un breve instante. Gertrude levantó la cabeza y se dirigió
hacia los ojos del joven noble con una gran intensidad en
su expresión, mientras Lord Ronald se dirigía hacia el
ocupante del carruaje con la mirada tan fija que nada ex-
cepto una gacela, o un conducto de gas, podría haber
igualado su intensidad.

Stephen Leacock (1869-1944)
de Gertrude the Governess: or, Simple Seventeen

Introducción Un programa completo de cálculo de variable real comprende el
estudio de

(i) Funciones reales de una sola variable real.
(ii) Funciones vectoriales de una sola variable real.
(iii) Funciones reales de una variable real vectorial.
(iv) Funciones vectoriales de una variable real vectorial.

Los Capítulos 1-9 se han ocupado del punto (i). Los restantes capítulos considerarán
los puntos (ii), (iii) y (iv). Concretamente, el Capítulo 11 estudiarán las funciones
vectoriales de una sola variable real. Los Capítulos 12-14 se ocuparán de la diferen-
ciación e integración de funciones reales de varias variables reales, es decir, de una
variable real vectorial. Los Capítulos 15 y 16 presentarán aspectos del cálculo con
funciones cuyos dominios y rangos tienen una dimensión mayor que uno, es decir,
funciones vectoriales de una variable real vectorial. La mayor parte del tiempo limi-
taremos nuestra atención a funciones vectoriales con dominios y rangos en el plano
o en el espacio tridimensional.



En este capítulo presentaremos las bases del cálculo multivariable y vectorial
ampliando los conceptos de geometría analítica a tres o más dimensiones y presen-
tando a los vectores como una forma adecuada para tratar a varias variables como
una sola entidad. También presentaremos las matrices, ya que tienen utilidad para
formular algunos conceptos de cálculo. No obstante, este capítulo no pretende ser
un curso de álgebra lineal. Sólo desarrollaremos los aspectos que sean de utilidad en
capítulos posteriores y omitiremos las demostraciones.

10.1 Geometría analítica en tres dimensiones

Decimos que el mudo físico en el que vivimos es tridimensional porque por cualquier punto sólo
pueden pasar tres rectas mutuamente perpendiculares, y no más, de forma que cada una de
ellas sea perpendicular a las otras dos. Esto equivale al hecho de que se requieren tres números
para localizar un punto en el espacio con respecto a un punto de referencia (el origen). Una for-
ma de usar tres números para localizar un punto es hacer que representen las distancias (con sig-
no) desde el origen, medidas en la dirección de tres rectas mutuamente perpendiculares que pa-
sen por dicho origen. Esas rectas se denominan sistema de coordenadas cartesianas, y cada una
de las rectas se denomina eje coordenado. Dichos ejes se denominan generalmente eje x, eje y y
eje z, con los ejes x e y en un plano horizontal y el eje z vertical. Además, el sistema de coorde-
nadas debe estar orientado a la derecha. Esto significa que los dedos pulgar, índice y corazón
de la mano derecha extendidos deben apuntar, respectivamente, en las direcciones positivas de
los ejes x, y y z. Para quienes están acostumbrados a razonamientos mecánicos, un tornillo dere-
cho avanzará en la dirección del eje z si se rota en la dirección que va del eje x positivo al eje y
positivo (véase la Figura 10.1(a)).

Con respecto a un sistema cartesiano como éste, las coordenadas de un punto P en el espa-
cio tridimensional son una tripleta ordenada de números reales (x, y, z). Los números x. y y z
son, respectivamente, las distancias con signo de P hasta el origen, medidas en las direcciones de
los ejes x, y y z (véase la Figura 10.1(b)).

Figura 10.1

(a) El tornillo se mueve hacia
arriba cuando se gira en
sentido contrario al de las
agujas del reloj visto desde
arriba.

(b) Las tres coordenadas de un
punto en el espacio
tridimensional.

Sea Q el punto de coordenadas (x, y, 0). Entonces, Q está en el plano xy (el plano que con-
tiene a los ejes x e y), directamente por debajo (o por encima) de P. Se dice que Q es la proyec-
ción vertical de P en el plano xy. Si r es la distancia desde el origen O hasta P y s es la distancia
desde O a Q, entonces, utilizando dos triángulos rectángulos, tenemos que

s2
% x2

! y2 y r2
% s2

! z2
% x2

! y2
! z2
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Por tanto, la distancia desde P al origen se expresa como

r % ∂x2
! y2

! z2

De forma similar, la distancia r entre los puntos P1 % (x1, y1, z1) y P2 % (x2, y2, z2) (véase la Fi-
gura 10.2) es

r % ∂(x2 . x1)
2
! (y2 . y1)

2
! (z2 . z1)

2

Figura 10.2

Ejemplo 1 Demuestre que el triángulo cuyos vértices son A%(1, .1, 2), B%(3, 3, 8) y C%(2, 0, 1)
tiene un ángulo recto.

Solución Calculamos las longitudes de los tres lados del triángulo:

a % �BC � % ∂(2 . 3)2
! (0 . 3)2

! (1 . 8)2
% ∂59

b % �AC � % ∂(2 . 1)2
! (0 ! 1)2

! (1 . 2)2
% ∂3

c % �AB � % ∂(3 . 1)2
! (3 ! 1)2

! (8 . 2)2
% ∂56

Por el teorema del coseno, a2
% b2

! c2
. 2bc cos A. En este caso, a2

% 59 % 3 ! 56 % b2
! c2, por lo que

2bc cos A debe ser 0. Por tanto, cos A % 0 y A % 90o.

De la misma forma que los ejes x e y dividen al plano xy en cuatro cuadrantes, también los tres
planos coordenados en el espacio tridimensional (el plano xy, el plano xz y el plano yz) dividen
el espacio tridimensional en ocho octantes. Denominaremos primer octante aquel en el que
x n 0, y n 0 y z n 0. Al dibujar gráficas en el espacio tridimensional a veces es más fácil dibu-
jar sólo la parte que está en el primer octante (véase la Figura 10.3).

Figura 10.3 El primer octante.

Una ecuación o inecuación en la que intervienen las variables x, y y z define un conjunto de
puntos en el espacio tridimensional cuyas coordenadas satisfacen la ecuación o inecuación. Una
sola ecuación en general representa una superficie (un objeto bidimensional) en el espacio tridi-
mensional.
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Ejemplo 2 (Algunas ecuaciones y las superficies que representan)

(a) La ecuación z % 0 representa a todos los puntos de coordenadas (x, y, 0), es decir, el plano xy. La ecua-
ción z % .2 representa a todos los puntos de coordenadas (x, y, .2), es decir, el plano horizontal que
pasa por el punto (0, 0, .2) en el eje z.

(b) La ecuación x % y representa a todos los puntos de coordenadas (x, x, z). Se trata de un plano vertical
que contiene a la recta de ecuación x % y en el plano xy. El plano contiene también al eje z (véase la
Figura 10.4).

(c) La ecuación x ! y ! z % 1 representa a todos los puntos tales que la suma de sus coordenadas es 1.
Este conjunto es un plano que pasa por los puntos (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1). Esos puntos no son
colineales (es decir, no están en la misma línea recta), por lo que sólo hay un plano que pase por los
tres (véase la Figura 10.5). La ecuación x ! y ! z % 0 representa un plano paralelo al de la ecuación
x ! y ! z % 1 pero que pasa por el origen.

(d) La ecuación x2
! y2

% 4 representa a todos los puntos del cilindro circular vertical que contiene a la
circunferencia de ecuación x2

! y2
% 4 en el plano xy. Este cilindro tiene radio 2 y su eje es el eje z

(véase la Figura 10.6).
(e) La ecuación z % x2 representa a todos los puntos cuyas coordenadas son (x, y, x2). Esta superficie es un

cilindro parabólico tangente al plano xy en el eje y (véase la Figura 10.7).
(f) La ecuación x2

! y2
! z2

% 25 representa a todos los puntos que están a una distancia 5 del origen. Es-
te conjunto de puntos forma una esfera de radio 5 centrada en el origen.

Figura 10.4 La ecuación x % y define
un plano vertical.

Figura 10.5 El plano de ecuación
x ! y ! z % 1.

Figura 10.6 El cilindro circular
de ecuación x2

! y2
% 4.

Figura 10.7 El cilindro parabólico
de ecuación z % x2.
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Obsérvese que las ecuaciones en x, y y z no necesitan que estén presentes las tres variables ex-
plícitamente. Cuando una de las variables no está en la ecuación, dicha ecuación representa una
superficie paralela al eje de la variable que falta. Esa superficie puede ser un plano o un cilin-
dro. Por ejemplo, si en una ecuación falta la variable z, dicha ecuación representa en el espacio
tridimensional a una superficie vertical (es decir, paralela al eje z) que contiene a la curva con la
misma ecuación en el plano xy.

A veces, puede ocurrir que una sola ecuación no represente a un objeto bidimensional (una
superficie). Puede representar a un objeto unidimensional (una recta o curva), a un objeto sin di-
mensiones (uno o más puntos), o incluso a nada en absoluto.

Ejemplo 3 Identifique las gráficas de las ecuaciones: (a) y2
! (z . 1)2

% 4, (b) y2
! (z . 1)2

% 0,
(c) x2

! y2
! z2

% 0 y (d) x2
! y2

! z2
% .1.

Solución

(a) Como falta la variable x, la ecuación y2
! (z . 1)2

% 4 representa un objeto paralelo al eje x. En el
plano yz, la ecuación representa una circunferencia de radio 2 centrada en el punto (y, z) % (0, 1). En el
espacio tridimensional representa un cilindro circular horizontal, paralelo al eje x, cuyo eje está una
unidad por encima de dicho eje x (véase la Figura 10.8).

(b) Como los cuadrados no pueden ser negativos, la ecuación y2
! (z . 1)2

% 0 implica que y % 0 y z % 1,
por lo que representa a los puntos (x, 0, 1). Todos estos puntos están en una recta paralela al eje x y una
unidad por encima de dicho eje (véase la Figura 10.8).

(c) Como en el apartado (b), x2
! y2

! z2
% 0 implica que x % 0, y % 0 y z % 0. La ecuación representa a

un único punto, el origen.
(d) La ecuación x2

! y2
! z2

% .1 no se cumple para ningún número real x, y y z, por lo que no represen-
ta a ningún punto en absoluto.

Figura 10.8 El cilindro y2
! (z . 1)2

% 4 y su línea axial y2
! (z . 1)2

% 0.

Una sola inecuación en x, y y z representa generalmente a un conjunto de puntos que están a un
lado de la superficie representada por la correspondiente ecuación (junto con los puntos en dicha
superficie si la inecuación no es estricta).

Ejemplo 4

(a) La inecuación z b 0 representa a todos los puntos que están por encima del plano xy.
(b) La inecuación x2

! y2
n 4 dice que el cuadrado de la distancia desde (x, y, z) hasta el punto más cer-

cano (0, 0, z) en el eje z es como mínimo 4. Esta inecuación representa a todos los puntos que están
sobre el cilindro del Ejemplo 2(d) o fuera de él.

(c) La inecuación x2
! y2

! z2
m 25 expresa que el cuadrado de la distancia desde (x, y, z) al origen no es

mayor de 25. Representa una bola sólida de radio 5 centrada en el origen, formada por todos los puntos
que están en el interior o en la esfera del Ejemplo 2(f).
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Dos ecuaciones en x, y y z representan normalmente a un objeto unidimensional, la recta o curva
intersección de las dos superficies representadas por las dos ecuaciones. Todo punto cuyas coor-
denadas cumplan las dos ecuaciones debe estar en las dos superficies, y por tanto pertenecer a su
intersección.

Ejemplo 5 ¿A qué conjuntos de puntos del espacio tridimensional representan las siguientes parejas
de ecuaciones?

(a) E
x ! y ! z % 1

y . 2x % 0
(b) E

x2
! y2

! z2
% 1

x ! y % 1

Solución

(a) La ecuación x ! y ! z % 1 representa al plano oblicuo del Ejemplo 2(c), y la ecuación y . 2x % 0 re-
presenta un plano vertical que pasa por origen y por el punto (1, 2, 0). En conjunto, estas dos ecuacio-
nes representan a la recta intersección de los dos planos. Esta recta pasa, por ejemplo, por el punto
(0, 0, 1) y (1

3, 2
3, 0) (véase la Figura 10.9(a)).

(b) La ecuación x2
! y2

! z2
% 1 representa una esfera de radio 1 con centro en el origen, y x ! y % 1 re-

presenta un plano vertical que pasa por los puntos (1, 0, 0) y (0, 1, 0). Las dos superficies se cortan en
una circunferencia, como se muestra en la Figura 10.9(b). La recta que va desde (1, 0, 0) hasta (0, 1, 0)
es un diámetro de la circunferencia, por lo que el centro de dicha circunferencia es el punto (1

2, 1
2, 0) y

su radio es ∂2/2.

Figura 10.9

(a) Los dos planos se cortan
en una línea recta.

(b) Los dos planos cortan a la
esfera en una circunferencia.

En las Secciones 10.4 y 10.5 presentaremos muchos más ejemplos de objetos geométricos del
espacio tridimensional representados por ecuaciones simples.

Espacio euclídeo n-dimensional

Los matemáticos y los usuarios de las matemáticas necesitan frecuentemente considerar un espa-
cio n-dimensional, siendo n mayor que 3 y pudiendo incluso ser infinito. Es difícil visualizar
geométricamente un espacio de dimensión 4 o superior. El secreto para tratar con estos espacios
es considerar los puntos de un espacio n-dimensional como una n-tupla de números reales; es
decir, (x1, x2, ..., xn) es un punto en el espacio n-dimensional en vez de ser sólo las coordenadas
de dicho punto. Ya no consideraremos a los puntos como elementos existentes en un espacio fí-
sico, sino que empezaremos a pensar en ellos como objetos algebraicos. Utilizaremos el símbolo
�n para representar al espacio n-dimensional, indicando así que los puntos son n-tuplas de núme-
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ros reales. Por tanto, �2 y �3 indican el plano y el espacio tridimensional, respectivamente. Nó-
tese que al pasar de �3 a �n hemos cambiado un poco la notación. En �3 denominamos a las
coordenadas x, y y z, mientras que en �n las hemos denominado x1, x2, ... y xn, para evitar que-
darnos sin letras. Por supuesto, podríamos hablar de coordenadas (x1, x2, x3) en �3 y (x1, x2) en el
plano �2, pero en estos casos se utiliza tradicionalmente (x, y, z) y (x, y).

Aunque pensemos en los puntos de �n como n-tuplas y no como objetos geométricos, tampo-
co deseamos perder toda la perspectiva de la geometría subyacente. Por analogía con los casos
de 2 y 3 dimensiones, seguiremos considerando que la expresión

∂(y1 . x1)
2
! (y2 . x2)

2
! ñ ! (yn . xn)

2

representa la distancia entre los puntos de coordenadas (x1, x2, ..., xn) y (y1, y2, ..., yn). Además
denominaremos hiperplano al conjunto (n . 1)-dimensional de puntos de �n que cumplen la
ecuación xn % 0, por analogía con el plano z % 0 en �3.

Descripción de conjuntos en el plano, el espacio tridimensional
y el espacio n-dimensional

Concluiremos esta sección recopilando algunas definiciones de términos que se utilizan para des-
cribir conjuntos de puntos en �n para n n 2. Estos términos pertenecen a la rama de las matemá-
ticas denominada topología, y generalizan las nociones de intervalos abiertos y cerrados y de ex-
tremos, utilizados para describir conjuntos en la recta real �. Aunque daremos las definiciones
para �n, en general estaremos más interesados en los casos en que n % 2 y n % 3.

Se denomina entorno de un punto P en �n a un conjunto de la forma

Br(P) % {Q à �n : distancia de Q a P a r}

para algún r b 0.
Para n % 1, si p à �, entonces Br(p) es el intervalo abierto (p . r, p ! r) centrado en p.
Para n % 2, Br(P) es el disco abierto de radio r centrado en el punto P.
Para n % 3, Br(P) es la bola abierta de radio r centrada en el punto P.
Un conjunto S se denomina abierto en �n si todo punto de S tiene un entorno contenido

en S. Todo entorno es en sí mismo un conjunto abierto. Otros ejemplos de conjuntos abiertos
en �2 son los conjuntos de puntos x, y tales que x b 0 o tales que y b x2 o incluso tales que
y Ç x2. Generalmente, los conjuntos definidos por inecuaciones estrictas (utilizando b y a) son
abiertos. Como ejemplos en �3 tenemos los conjuntos de puntos (x, y, z) que cumplen
x ! y ! z b 2 o 1 a x a 3.

El espacio completo �n es un conjunto abierto en sí mismo. Por razones técnicas, el conjunto
vacío (que no contiene puntos) también se considera abierto (ningún punto del conjunto vacío
deja de cumplir la condición de tener un entorno contenido en el conjunto vacío).

El complemento, Sc, de un conjunto S en �n es el conjunto de todos los puntos de �n que no
pertenecen a S. Por ejemplo, el complemento del conjunto de puntos (x, y) en �2 tales que x b 0
es el conjunto de puntos tales que x m 0. Se dice que un conjunto es cerrado si su complemento
es abierto. En general, los conjuntos definidos por inecuaciones no estrictas (utilizando n y m)
son cerrados. Los intervalos cerrados son conjuntos cerrados en �. Como el espacio completo y
el conjunto vacío son ambos abiertos en �n y son complementos uno del otro, también son cerra-
dos. Son los únicos conjuntos que son a la vez abiertos y cerrados.

Se dice que un punto P es un punto frontera de un conjunto S si todo entorno de P contiene
puntos de S y puntos de Sc. La frontera, fron (S), de un conjunto S es el conjunto de todos los
puntos frontera de S. Por ejemplo, la frontera del disco cerrado x2

! y2
m 1 en �2 es la circun-

ferencia x2
! y2

% 1. Un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos frontera. Un conjunto
abierto no contiene a ninguno de sus puntos frontera.
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Un punto P se denomina punto interior de un conjunto S si pertenece a S pero no a su fron-
tera. P es un punto exterior de S si pertenece al complemento de S pero no a su frontera. El
interior int (S) y el exterior ext (S) de S están formados por todos los puntos de su interior y de
su exterior, respectivamente. Tanto int (S) como ext (S) son conjuntos abiertos. Si S es abierto,
entonces int (S) % S. Si S es cerrado, entonces ext (S) % Sc. Véase la Figura 10.10.

Figura 10.10 El disco cerrado S formado por los puntos (x, y) à �2 que cumplen
la inecuación x2

! y2
m 1. Nótense los entornos sombreados del punto frontera

y el punto interior. Fron (S) es la circunferencia x2
! y2

% 1; int (S) es el disco abierto
x2

! y2
a 1; ext (S) es el conjunto abierto x2

! y2
b 1.

Ejercicios 10.1

Calcule la distancia entre las parejas de puntos de los
Ejercicios 1-4.

1. (0, 0, 0) y (2, .1, .2)

2. (.1, .1, .1) y (1, 1, 1)

3. (1, 1, 0) y (0, 2, .2)

4. (3, 8, .1) y (.2, 3, .6)

5. ¿Cuál es la mínima distancia del punto (x, y, z) (a) al
plano xy, (b) al eje x?

6. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son (1, 2, 3),
(4, 0, 5) y (3, 6, 4) es un triángulo rectángulo.

7. Calcule el ángulo A en el triángulo de vértices

A % (2, .1, .1), B % (0, 1, .2) y C % (1, .3, 1)

8. Demuestre que el triángulo cuyos vértices son (1, 2, 3),
(1, 3, 4) y (0, 3, 3) es equilátero.

9. Calcule el área del triángulo cuyos vértices son
(1, 1, 0), (1, 0, 1) y (0, 1, 1).

10. ¿Cuál es la distancia desde el origen hasta el punto
(1, 1, ..., 1) en �n?

11. ¿Cuál es la distancia desde el punto (1, 1, ..., 1) en el
espacio n-dimensional al punto más cercano en el eje x1?

En los Ejercicios 12-23, describa (y dibuje si es posible) el
conjunto de puntos de �3 que cumplen las ecuaciones o
inecuaciones dadas.

12. z % 2 13. y n .1

14. z % x 15. x ! y % 1

16. x2
! y2

! z2
% 4

17. (x . 1)2
! (y ! 2)2

! (z . 3)2
% 4

18. x2
! y2

! z2
% 2z 19. y2

! z2
m 4

20. x2
! z2

% 4 21. z % y2

22. z n ∂x2
! y2 23. x ! 2y ! 3z % 6

En los Ejercicios 24-32, describa (y dibuje si es posible) el
conjunto de puntos de �3 que cumplen las parejas de
ecuaciones o inecuaciones dadas.

24. E
x % 1

y % 2
25. E

x % 1

y % z

26. E
x2

! y2
! z2

% 4

z % 1
27. E

x2
! y2

! z2
% 4

x2
! y2

! z2
% 4x

28. E
x2

! y2
! z2

% 4

x2
! z2

% 1
29. E

x2
! y2

% 1

z % x

30. E
y n x

z m y
31. E

x2
! y2

m 1

z n y

32. E
x2

! y2
! z2

m 1

∂x2
! y2

m z

En los Ejercicios 33-36, especifique la frontera y el interior
de los conjuntos S del plano cuyos puntos (x, y) cumplen
las condiciones dadas. ¿Es S abierto, cerrado o ninguna de
las dos cosas?

33. 0 a x2
! y2

a 1 34. x n 0, y a 0

35. x ! y % 1 36. �x � ! �y � m 1

En los Ejercicios 37-40, especifique la frontera y el interior
de los conjuntos S del espacio tridimensional cuyos puntos
(x, y, z) cumplen las condiciones dadas. ¿Es S abierto,
cerrado o ninguna de las dos cosas?

37. 1 m x2
! y2

! z2
m 4 38. x n 0, y b 1, z a 2

39. (x . z)2
! (y . z)2

% 0 40. x2
! y2

a 1, y ! z b 2
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10.2 Vectores

Un vector es una entidad compuesta por un módulo (tamaño o longitud) y una dirección. Por
ejemplo, la velocidad de un objeto móvil tiene un valor numérico y una dirección de movimien-
to, por lo que es un vector. Los vectores se representan geométricamente mediante flechas (seg-
mentos dirigidos) y a menudo se identifican realmente con estas flechas. Por ejemplo, el vector
AB es una flecha con origen en el punto A y extremo en el punto B. Los vectores se representan
mediante una letra en negrita,

v % AB

Véase la Figura 10.11. Cuando se escriben a mano, para representar un vector se puede utilizar
una flecha sobre una letra (v % AB). El módulo del vector v es la longitud de la flecha y se indi-
ca como �v � o �AB �.

Figura 10.11 El vector v % AB.

Aunque los vectores tienen módulo y dirección, en general no tienen posición, es decir, no
están situados en ningún punto en particular. Dos vectores, u y v, se consideran iguales si tienen
la misma longitud y la misma dirección, aunque sus flechas representativas no coincidan. Las
flechas deben ser paralelas, tener la misma longitud y apuntar en la misma dirección. Por ejem-
plo, en la Figura 10.12, si ABYX es un paralelogramo, entonces AB % XY.

Por el momento, consideraremos vectores en el plano, es decir, vectores cuyas flechas repre-
sentativas están en un plano. Si se utiliza un sistema de coordenadas cartesianas en el plano, se
pueden definir las componentes x e y de cualquier vector. Si A % (a, b) y P % (p, q), como se
muestra en la Figura 10.13, entonces las componentes x e y de AP son, respectivamente, p . a y
q . b. Nótese que si O es el origen y X es el punto (p . a, q . b), entonces

�AP � % ∂(p . a)2
! (q . b)2

% �OX �

pendiente de AP %
q . b

p . a
% pendiente de OX

Por tanto, AP % OX. En general, dos vectores son iguales si y sólo si tienen las mismas compo-
nentes x e y.

Figura 10.12 AB % XY. Figura 10.13 Componentes de un vector.

Hay dos importantes operaciones básicas definidas para vectores: suma y multiplicación por
un escalar.
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DEFINICIÓN 1 Suma de vectores

Dados dos vectores u y v, su suma u ! v se define como sigue. Si se sitúa una flecha que
representa al vector v con su origen en el extremo de una flecha que representa al vector u,
entonces la flecha que va desde el origen de u hasta el extremo de v representa al vector
u ! v. En otras palabras, si u y v tienen su origen en el mismo punto, entonces u ! v se
representa por una flecha con su origen en ese punto y su extremo en el vértice opuesto del
paralelogramo generado por u y v. Esto se muestra en la Figura 10.14(a).

DEFINICIÓN 2 Multiplicación por un escalar

Si v es un vector y t es un número real (denominado también escalar), entonces la multi-
plicación por un escalar tv es un vector de módulo � t � veces el módulo de v y cuya direc-
ción coincide con la de v si t b 0 o es contraria a la de v si t a 0. Véase la Figura
10.14(b). Si t % 0, entonces tv tiene longitud cero y, por tanto, no tiene ninguna dirección
en particular. Es el vector cero, que se representa por 0.

Figura 10.14

(a) Suma de vectores.
(b) Multiplicación por un escalar.

Supongamos que u tiene componentes a y b y que v tiene componentes x e y. Entonces las
componentes de u ! v son a ! x y b ! y, y las de tv son tx y ty. Véase la Figura 10.15.

Figura 10.15 Las componentes de
una suma de vectores o del producto
de un escalar por un vector son la
misma suma o multiplicación de las
correspondientes componentes de los
vectores.

En �2 consideraremos dos vectores particulares con especial atención. Son los siguientes:

(i) El vector i desde el origen al punto (1, 0).
(ii) El vector j desde el origen al punto (0, 1).
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Es decir, las componentes de i son 1 y 0 y las componentes de j son 0 y 1. Estos vectores se
denominan vectores de la base estándar del plano. Un vector r desde el origen hasta el punto
(x, y) tiene componentes x e y, y se puede expresar de la forma

r % Sx, yT % xi ! yj

En la primera forma se especifica el vector indicando sus componentes entre paréntesis angula-
res; en la segunda forma r se escribe como una combinación lineal de los vectores de la base
estándar i y j (véase la Figura 10.16). El vector r se denomina vector de posición del punto (x, y).
Un vector de posición tiene su origen en el origen de coordenadas y su extremo en el punto cuya
posición se especifica. La longitud de r es �r � % ∂x2

! y2.

Figura 10.16 Todo vector se puede expresar como una combinación lineal
de los vectores de la base.

De forma más general, el vector AP, desde A % (a, b) hasta P % (p, q), en la Figura 10.13, se
puede escribir también en forma de una lista de componentes o una combinación lineal de los
vectores de la base estándar:

AP % Sp . a, q . bT % (p . a) i ! (q . b) j

Las sumas y las multiplicaciones de vectores por un escalar se expresan fácilmente en términos
de componentes. Si u % u1 i ! u2 j y v % v1 i ! v2 j, y si t es un escalar (es decir, un número
real), entonces

u ! v % (u1 ! v1) i ! (u2 ! v2) j

tu % (tu1) i ! (tu2) j

El vector cero es 0 % 0 i ! 0j. Su longitud es cero y no tiene dirección específica. Para todo vec-
tor u se cumple que 0 u % 0. Un vector unitario es un vector de longitud 1. Los vectores i y j
de la base estándar son vectores unitarios. Dado un vector v distinto de cero, se puede formar un
vector unitario v̂ de la misma dirección que v multiplicándolo por el inverso de su longitud (un
escalar):

v̂ %A
1

�v �B v

Ejemplo 1 Si A % (2, .1), B % (.1, 3) y C % (0, 1), exprese los siguientes vectores como una com-
binación lineal de los vectores de la base estándar:

(a) AB (b) BC (c) AC (d) AB ! BC (e) 2AC . 3CB

(f) Un vector unitario en la dirección de AB.

Solución

(a) AB % (.1 . 2) i ! (3 . (.1)) j % .3 i ! 4 j

(b) BC % (0 . (.1)) i ! (1 . 3) j % i . 2 j

(c) AC % (0 . 2) i ! (1 . (.1)) j % .2 i ! 2 j
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(d) AB ! BC % AC % .2 i ! 2 j

(e) 2AC . 3CB % 2(.2 i ! 2 j) . 3(.i ! 2 j) % .i . 2 j

(f) Un vector unitario en la dirección de AB es
AB

�AB �
% .

3

5
i !

4

5
j

En el ejemplo anterior está implícito el hecho de que las operaciones de suma y multiplicación
por un escalar siguen las reglas algebraicas apropiadas, tales como

u ! v % v ! u

(u ! v) ! w % u ! (v ! w)

u . v % u ! (.1) v

t(u ! v) % tu ! tv

Vectores en el espacio tridimensional

El álgebra y la geometría de vectores descritas aquí se pueden extender a espacios de cualquier
número de dimensiones. Podemos pensar todavía en vectores representados por flechas, y las su-
mas y los productos escalares se realizan igual que para vectores del plano.

Dado un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional, se definen tres vec-
tores de la base estándar, i, j y k, representados por flechas desde el origen a los puntos (1, 0, 0),
(0, 1, 0) y (0, 0, 1), respectivamente (véase la Figura 10.17). Todo vector en el espacio tridimen-
sional se puede expresar como una combinación lineal de esos vectores de la base; por ejemplo,
el vector de posición del punto (x, y, z) se expresa como

r % xi ! yj ! zk

Figura 10.17 Los vectores de la base estándar i, j y k.

Se dice que las componentes de r son x, y y z. La longitud de r es

�r � % ∂x2
! y2

! z2

Si P1 % (x1, y1, z1) y P2 % (x2, y2, z2) son dos puntos del espacio tridimensional, entonces las
componentes del vector v % P1P2, desde P1 hasta P2, son x2 . x1, y2 . y1 y z2 . z1 y, por tanto,
se representan en función de los vectores de la base estándar de la siguiente forma:

v % P1P2 % (x2 . x1)i ! (y2 . y1)j ! (z2 . z1)k
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Ejemplo 2 Si u % 2 i ! j . 2k y v % 3 i . 2j . k, calcule u ! v, u . v, 3u . 2v, �u �, �v � y un vec-
tor unitario û en la dirección de u.

Solución

u ! v % (2 ! 3) i ! (1 . 2)j ! (.2 . 1)k % 5 i . j . 3k

u . v % (2 . 3) i ! (1 ! 2)j ! (.2 ! 1)k % .i ! 3j . k

3u . 2v % (6 . 6) i ! (3 ! 4)j ! (.6 ! 2)k % 7j . 4k

�u � % ∂4 ! 1 ! 4 % 3, �v � % ∂9 ! 4 ! 1 % ∂14

û %A
1

�u �Bu %
2

3
i !

1

3
j .

2

3
k

El siguiente ejemplo ilustra la forma en la que se pueden utilizar los vectores para resolver pro-
blemas sobre velocidades relativas. Si A se mueve con velocidad vA rel B relativa a B, y B se mue-
ve con velocidad vB rel C relativa a C, entonces A se mueve con velocidad vA rel C relativa a C,
siendo

vA rel C % vA rel B ! vB rel C

Ejemplo 3 Una aeronave se mueve con una velocidad de 300 km/h. Si la velocidad del viento proce-
dente del este es de 100 km/h, ¿en qué dirección debe moverse la aeronave para volar en línea recta desde
la ciudad P hasta la ciudad Q, que está a 400 km al nornoreste de P? ¿Cuánto durará el viaje?

Solución El problema es bidimensional, por lo que utilizaremos vectores en el plano. Escogeremos
nuestro sistema de coordenadas de forma que los ejes x e y apunten al este y al norte, respectivamente. La
Figura 10.18 ilustra las tres velocidades que se deben considerar. La velocidad del aire relativa a la tierra es

vaire rel tierra % .100i

Figura 10.18 Diagrama de velocidades de la aeronave del Ejemplo 3.

Si la aeronave se dirige en una dirección que forma un ángulo h con la dirección positiva del eje x, enton-
ces la velocidad de la aeronave relativa al aire es

vaeronave rel aire % 300 cos h i ! 300 sen h j

Por tanto, la velocidad de la aeronave relativa a la tierra es

vaeronave rel tierra % vaeronave rel aire ! vaire rel tierra

% (300 cos h . 100) i ! 300 sen h j

Deseamos que esta última velocidad esté en la dirección nornoreste, es decir, en una dirección que forme
un ángulo de 3n/8 % 67.5o con la dirección positiva del eje x. Por tanto, tenemos que

vaeronave rel tierra % v [(cos 67.5o) i ! (sen 67.5o) j]
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siendo v la velocidad real de la aeronave. Comparando las dos expresiones de vaeronave rel tierra se obtiene

300 cos h . 100 % v cos 67.5o

300 sen h % v sen 67.5o

Eliminando v en esas dos ecuaciones se obtiene

300 cos h sen 67.5o
. 300 sen h cos 67.5o

% 100 sen 67.5o

o
3 sen (67.5o

. h) % sen 67.5o

Por tanto, la aeronave debe dirigirse en una dirección h dada por

h % 67.5o
. arcsenA

1

3
sen 67.5oB] 49.56o

es decir, 49.56o al norte del este. Su velocidad es

v % 300 sen h / sen 67.5o
] 247.15 km/h

Por consiguiente, el viaje de 400 km durará aproximadamente 400/247.15 ] 1.618 horas, o aproximada-
mente 1 hora y 37 minutos.

Cables y cadenas que cuelgan
Cuando se suspende de sus extremos y cuelga bajo el efecto de la gravedad, un cable pesado o
una cadena toma la forma de la curva denominada catenaria, que se corresponde con la gráfica
de la función coseno hiperbólico. Vamos a demostrarlo utilizando vectores para representar las
diferentes fuerzas que actúan sobre el cable.

Supongamos que el cable tiene una densidad lineal d (unidades de masa por unidad de longi-
tud) y cuelga tal como se muestra en la Figura 10.19. Escogeremos un sistema de coordenadas
de forma que el punto más bajo L del cable esté en (0, y0); el valor de y0 se especificará poste-
riormente. Si P % (x, y) es otro punto del cable, hay tres fuerzas que actúan sobre el arco LP del
cable entre L y P. Todas esas fuerzas se pueden representar utilizando componentes horizontales
y verticales.

(i) La tensión horizontal H % .H i en L. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que está a
la izquierda de L sobre el arco LP en L.

(ii) La tensión tangencial T % Th i ! Tvj. Es la fuerza que ejerce la parte del cable que está a la
derecha de P sobre el arco LP en P.

(iii) El peso W % .dgsj del arco LP, siendo g la aceleración de la gravedad y s la longitud del
arco LP.

Como el cable no se mueve, estas tres fuerzas deben equilibrarse; su vector suma debe ser cero:

T ! H ! W % 0
(Th . H)i ! (Tv . dgs)j % 0

Por tanto, Th % H y Tv % dgs. Como T es tangente al cable en P, la pendiente del cable en ese
punto es

dy

dx
%

Tv

Th

%
dgs

H
% as

siendo a % dg/H una constante del cable dado. Diferenciando con respecto a x y utilizando el
hecho, procedente de nuestro estudio de la longitud de arco, de que

ds

dx
%J1 !A

dy

dxB
2
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Figura 10.19 Un cable que cuelga y las fuerzas
que actúan sobre el arco LP.

se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden,

d2y

dx2 % a
ds

dx
% aJ1 ! A

dy

dxB
2

que debe resolverse para obtener la ecuación de la curva que representa al cable que cuelga. Las
condiciones iniciales apropiadas son y % y0 y dy/dx% 0 en x % 0.

Como la ecuación diferencial depende de dy/dx, en vez de y, sustituimos m(x) % dy/dx para
obtener una ecuación de primer orden en m:

dm

dx
% a∂1 ! m2

Esta ecuación es separable; se integra utilizando el cambio m % senh u:

I
1

∂1 ! m2
dm %I a dx

I du %I
cosh u

∂1 ! senh2 u
du% ax ! C1

senh.1 m % u % ax ! C1

m % senh (ax ! C1)

Como m % dy/dx% 0 en x % 0, tenemos que 0 % senh C1, por lo que C1 % 0 y

dy

dx
% m % senh (ax)

Esta ecuación se integra fácilmente para obtener y (si hubiéramos utilizado para m un cambio
por la tangente en vez de un cambio por el coseno hiperbólico hubiéramos encontrado más pro-
blemas).

y %
1

a
cosh (ax) ! C2
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Si se escoge y0 % y(0) % 1/a, entonces, sustituyendo x % 0, se tiene C2 % 0. Con esta selección
de y0, encontramos por tanto que la ecuación de la curva que representa al cable que cuelga es la
catenaria

y %
1

a
cosh (ax)

Observación Si un cable que cuelga soporta cargas adicionales a su propio peso, tomará una
forma diferente. Por ejemplo, un cable que da soporte a un puente suspendido cuyo peso por uni-
dad de longitud es mucho mayor que el del cable tomará la forma de una parábola. Véase el
Ejercicio 34 posterior.

Producto escalar y proyecciones
Existe otra operación entre vectores de cualquier dimensión mediante la cual se combinan dos
vectores para producir un número denominado producto escalar.

DEFINICIÓN 3 Producto escalar de dos vectores

Dados dos vectores u % u1 i ! u2 j y v % v1i ! v2 j en �2, se define su producto escalar
u v como la suma de los productos de sus correspondientes componentes:

u v % u1v1 ! u2v2

A veces utiliza la expresión producto interno en vez de producto escalar. De forma simi-
lar, dados los vectores u % u1i ! ui2 j ! u3k y v % v1 i ! v2 j ! v3k en �3,

u v % u1v1 ! u2v2 ! u3v3

El producto escalar tiene las siguientes propiedades algebraicas, que se pueden comprobar fácil-
mente utilizando la definición anterior:

u v % v u (propiedad conmutativa)

u (v ! w) % u v ! u w (propiedad distributiva)

(tu) v % u (tv) % t(u v) (para t real)

u u % �u �2

El significado real del producto escalar se demuestra mediante el siguiente resultado, que se po-
dría haber utilizado para definir el producto escalar:

TEOREMA 1 Si h es el ángulo que forman las direcciones de u y v (0 m h m n), entonces

u v % �u � �v � cos h

En particular, u v % 0 si y sólo si u y v son perpendiculares (por supuesto, el vector cero
es perpendicular a todo vector).

DEMOSTRACIÓN Obsérvese la Figura 10.20 y aplíquese el Teorema del Coseno al
triángulo formado por las flechas u, v y u . v:

�u �2 ! �v �2 . 2�u � �v � cos h % �u . v �2 % (u . v) (u . v)

% u (u . v) . v (u . v)

% u u . u v . v u ! v v

% �u �2 ! �v �2 . 2u v
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Figura 10.20

Por tanto, �u � �v � cos h % u v, como se quería demostrar.

#

Ejemplo 4 Calcule el ángulo h que forman los vectores u % 2i ! j . 2k y v % 3 i . 2 j . k.

Solución Despejando h de la fórmula u v % �u � �v � cos h se obtiene

h % cos.1 u v

�u � �v �
% cos.1 A

(2)(3) ! (1)(.2) ! (.2)(.1)

3∂14 B
% cos.1 2

∂14
] 57.69o

A veces resulta de utilidad proyectar un vector sobre otro. Definiremos la proyección escalar y el
vector proyección de u en la dirección de v:

DEFINICIÓN 4 Proyección escalar y vector proyección

La proyección escalar s de un vector u en la dirección de un vector v distinto de cero es
el producto escalar de u por un vector unitario en la dirección de v. Por tanto, es el número

s %
u v

�v �
% �u � cos h

siendo h el ángulo formado por u y v.
El vector proyección uv de u en la dirección de v (véase la Figura 10.21) es la multi-

plicación por la proyección escalar de u en la dirección de v de un vector unitario v̂ en la
dirección de v, es decir,

vector proyección de u sobre v % uv %
u v

�v �
v̂ %

u v

�v �2
v

Figura 10.21 Proyección escalar s y vector proyección uv de un vector u
sobre el vector v.

CAPÍTULO 10. Vectores y geometría de coordenadas en el espacio tridimensional 649



Nótese que �s� es la longitud del segmento sobre la recta definida por el vector v que resulta de
trazar perpendiculares a esa recta desde el origen y el extremo de u. Además, s es negativo si
h b 90o.

Muchas veces es necesario expresar un vector como una suma de otros dos vectores, uno de
ellos paralelo y el otro perpendicular a una dirección dada.

Ejemplo 5 Exprese el vector 3 i ! j como suma de vectores u ! v, siendo u vector paralelo a i ! j y
v perpendicular a u.

Solución

MÉTODO I (Uso del vector proyección) Nótese que u debe ser el vector proyección de 3i ! j en la di-
rección de i ! j. Por tanto,

u %
(3i ! j) (i ! j)

�i ! j �2
(i ! j) %

4

2
(i ! j) % 2 i ! 2j

v % 3 i ! j . u % i . j

MÉTODO II (Partiendo de principios básicos) Como u es paralelo a i ! j y v es perpendicular a u, tene-
mos que

u % t(i ! j) y v (i ! j) % 0

para algún escalar t. Queremos que u ! v % 3 i ! j. Realizando el producto escalar de esta ecuación por
i ! j:

u (i ! j) ! v (i ! j) % (3i ! j) (i ! j)

t(i ! j) (i ! j) ! 0 % 4

Por tanto, 2t % 4 y t % 2. Entonces,

u % 2 i ! 2j y v % 3 i ! j . u % i . j

Vectores en el espacio n-dimensional
Todas las ideas anteriores son aplicables a vectores en espacios de cualquier dimensión. Los vec-
tores en �n se pueden expresar como combinaciones lineales de los n vectores unitarios

e1 desde el origen al punto (1, 0, 0, ..., 0)

e2 desde el origen al punto (0, 1, 0, ..., 0)

ó
en desde el origen al punto (0, 0, 0, ..., 1)

Esos vectores forman una base estándar en �n. Un vector x n-dimensional con componentes x1,
x2, ..., xn se puede expresar de la forma

x % x1e1 ! x2e2 ! ñ ! xnen

La longitud de x es �x � % ∂x2
1 ! x2

2 ! ñ x2
n . El ángulo entre dos vectores x e y es

h % cos.1 x y

�x � �y �
siendo

x y % x1y1 ! x2y2 ! ñ ! xnyn

No haremos mucho uso de vectores n-dimensionales para n b 3, pero todo lo que se ha dicho
hasta ahora para vectores en dos o tres dimensiones se puede aplicar a vectores n-dimensionales.
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Ejercicios 10.2

1. Sea A % (.1, 2), B % (2, 0), C % (1, .3), D % (0, 4).
Exprese los siguientes vectores como combinación
lineal de los vectores de la base estándar i y j en �2.

(a) AB, (b) BA, (c) AC, (d) BD, (e) DA,

(f) AB . BC, (g) AC r 2AB ! 3CD,

(h)
AB ! AC ! AD

3
.

En los ejercicios 2 y 3, calcule lo siguiente para los
vectores dados u y v:

(a) u ! v, u . v, 2u . 3v
(b) Las longitudes �u� y �v�.
(c) Los vectores unitarios û y v̂ en las direcciones de

u y v, respectivamente.

(d) El producto escalar u v.

(e) El ángulo que forman u y v.

(f) La proyección escalar de u en la dirección de v.
(g) El vector proyección de v sobre u.

2. u % i . j y v % j ! 2k

3. u % 3 i ! 4j . 5k y v % 3 i . 4j . 5k

4. Utilice vectores para demostrar que el triángulo de
vértices (.1, 1), (2, 5) y (10, .1) es rectángulo.

En los Ejercicios 5-8, demuestre los resultados geométricos
que se plantean utilizando vectores.

5. El segmento que une los puntos medios de dos lados de
un triángulo es paralelo al tercer lado y tiene la mitad
de su longitud.

6. Si P, Q, R y S son los puntos medios de los lados AB,
BC, CD y DA, respectivamente, del cuadrilátero
ABCD, entonces PQRS es un paralelogramo.

* 7. Las diagonales de todo paralelogramo se cortan en la
mitad unas a otras.

* 8. Las medianas de un triángulo se cortan en un punto
común (la mediana es la recta que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto. El punto común se
denomina centroide del triángulo).

9. Una veleta montada en el techo de un coche que se
mueve al norte con una velocidad de 50 km/h indica
que el viento viene del oeste. Cuando el coche duplica
su velocidad, la veleta indica que el viento proviene
del noroeste. ¿De qué dirección procede el viento y
cuál es su velocidad?

10. Un río recto de 500 m de ancho fluye hacia el este con
una velocidad constante de 3 km/h. Si un bote se puede
desplazar en el agua con una velocidad de 5 km/h, ¿en
qué dirección habrá que dirigirlo si se desea remar del

punto A en la orilla sur hasta el punto B en la orilla
norte situado exactamente al norte de A? ¿Cuánto
tiempo durará el viaje?

*11. ¿En qué dirección habrá que dirigirse para cruzar el
río del Ejercicio 10 si sólo se puede remar a 2 km/h,
y se desea cruzar desde el punto A hasta un punto C
en la orilla norte, situado a k km aguas abajo de B?
¿Para qué valores de k no es posible el viaje?

12. Cierta aeronave vuela con una velocidad de 750 km/h.
¿En qué dirección deberá dirigirse para progresar hacia
el este verdadero si el viento es del noreste y tiene una
velocidad de 100 km/h? ¿Cuánto tiempo tardará en
viajar a una ciudad situada a 1500 km de su punto de
partida?

13. ¿Para qué valor de t es el vector 2ti ! 4j . (10 ! t)k
perpendicular al vector i ! tj ! k?

14. Calcule el ángulo que forman la diagonal del cubo y
uno de sus lados.

15. Calcule el ángulo que forman una diagonal del cubo y
una diagonal de una de las caras del cubo. Obtenga
todas las posibles respuestas.

16. (Cosenos directores) Si un vector u de �3 forma
ángulos a, b y c con los ejes coordenados, demuestre
que

û % cos a i ! cos bj ! cos ck

es un vector unitario en la dirección de u, de forma
que cos2 a ! cos2 b ! cos2 c % 1. Los números cos a,
cos b y cos c se denominan cosenos directores de u.

17. Calcule un vector unitario que forme ángulos iguales
con los tres ejes coordenados.

18. Calcule los tres ángulos de un triángulo de vértices
(1, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, 3).

19. Si r1 y r2 son los vectores de posición de P1 y P2, y j
es un número real, demuestre que

r % (1 . j)r1 ! jr2

es el vector de posición de un punto P situado en la
recta que une P1 y P2. ¿Dónde está P si j % 1/2? ¿Y si
j % 2/3? ¿Y si j % .1? ¿Y si j % 2?

20. Sea a un vector distinto de cero. Describa el conjunto
de todos los puntos del espacio tridimensional cuyos
vectores de posición r cumplen que a r % 0.

21. Sea a un vector distinto de cero, y sea b un número
real cualquiera. Describa el conjunto de puntos en el
espacio tridimensional cuyos vectores de posición r
cumplen que a r % b.
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En los Ejercicios 22-24, u % 2 i ! j . 2k, v % i ! 2j . 2k
y w % 2 i . 2j % k.

22. Obtenga dos vectores unitarios tales que los dos sean
perpendiculares simultáneamente a u y v.

23. Obtenga un vector x que cumpla el sistema de
ecuaciones x u % 9, x v % 4, x w % 6.

24. Obtenga dos vectores unitarios tales que cada uno
forme ángulos iguales con u, v y w.

25. Obtenga un vector unitario que sea la bisectriz del
ángulo entre dos vectores cualesquiera distintos de
cero, u y v.

26. Dados dos vectores no paralelos u y v, describa el
conjunto de puntos tales que sus vectores de posición r
sean de la forma r % ju ! kv, siendo j y k números
reales arbitrarios.

27. (Desigualdad del triángulo) Sean u y v dos vectores.

(a) Demuestre que �u ! v �2 % �u �2 ! 2u v ! �v �2.
(b) Demuestre que u v m �u � �v �.
(c) Deduzca a partir de (a) y (b) que �u !v �m �u�! �v �.

28. (a) ¿Por qué se denomina la desigualdad del Ejercicio
27(c) desigualdad del triángulo?

(b) ¿Qué condiciones sobre u y v implican que
�u ! v � % �u � ! �v �?

29. (Bases ortonormales) Sean u %
3
5 i !

4
5 j, v %

4
5 i .

3
5 j

y w % k.

(a) Demuestre que �u � % �v � % �w � % 1 y
u v % u w % v w % 0. u, v y w son vectores
unitarios mutuamente perpendiculares y, como
tales, se dice que forman una base ortonormal de
�3.

(b) Si r % xi ! yj ! zk, demuestre por cálculo directo
que

r % (r u)u ! (r v)v ! (r w)w

30. Demuestre que si u, v y w son tres vectores unitarios
mutuamente perpendiculares en �3 y
r % au ! bv ! cw, entonces a % r u, b % r v y
c % r w.

31. (Resolución de un vector en direcciones
perpendiculares) Si a es un vector distinto de cero y

w es un vector cualquiera, obtenga dos vectores u y v
tales que w % u ! v, u sea paralelo a a y v sea
perpendicular a a.

32. (Expresión de un vector como combinación lineal de
otros dos vectores coplanares con él) Suponga que u,
v y r son los vectores de posición de los puntos U, V y
P, respectivamente, que u no es paralelo a v y que P
está en el mismo plano que contiene al origen, a U y a
V. Demuestre que existen números j y k tales que
r % ju ! kv. Sugerencia: Exprese v y r como suma de
vectores paralelos y perpendiculares a u, como se
sugiere en el Ejercicio 31.

*33. Dadas las constantes r, s y t, con r Ç 0 y s Ç 0, y
dado un vector a que cumple que �a �2 b 4rst, resuelva
el sistema de ecuaciones

E
rx ! sy % a

x y % t

obteniendo los vectores desconocidos x e y.

Cables que cuelgan

34. (Un puente en suspensión) Si un cable que cuelga
soporta un peso con densidad lineal horizontal
constante (de forma que el peso que soporta el arco LP
en la Figura 10.19 es dgx en vez de dgs), demuestre
que el cable toma la forma de una parábola en vez de
una catenaria. Éste es probablemente el caso de los
cables de un puente en suspensión.

35. En un punto P, separado 10 m horizontalmente
de su punto más bajo L, un cable forma un ángulo
de 55o con la horizontal. Calcule la longitud del cable
entre L y P.

36. Calcule la longitud s del arco LP del cable colgante de
la Figura 10.19, utilizando la ecuación
y % (1/a)cosh (ax) calculada para dicho cable. A partir
de aquí, verifique que el módulo T % �T � de la tensión
del cable en cualquier punto P % (x, y) es T % dgy.

37. Un cable de 100 m de longitud cuelga entre dos
torres separadas 90 m de forma que sus extremos
están sujetos a la misma altura en las dos torres.
¿A qué distancia de esa altura está el punto más bajo
del cable?

10.3 Producto vectorial en el espacio tridimensional

Se define, únicamente en el espacio tridimensional, otra clase de producto entre dos vectores de-
nominado producto vectorial, que se expresa como u × v.

652 CÁLCULO



DEFINICIÓN 5

Dados dos vectores u y v en �3, el producto vectorial u × v es un único vector que cum-
ple las tres condiciones siguientes:

(i) (u × v) u % 0 y (u × v) v % 0
(ii) �u × v � % �u � �v � sen h, siendo h el ángulo que forman u y v.
(iii) u, v y u × v forman un triedro orientado según la mano derecha.

Si u y v son paralelos, la condición (ii) dice que u × v % 0, el vector cero. En otro caso, en cual-
quier punto de �3, existe una única recta que es perpendicular a u y v. La condición (i) dice que
u × v es paralelo a esta recta. La condición (iii) determina cuál de las dos direcciones de esta
recta es la dirección de u × v; un tornillo orientado a la derecha avanza en la dirección de u × v si
se rota en la dirección que va de u a v (esto equivale a decir que el pulgar, el índice y el dedo
medio de la mano derecha apuntan en las direcciones de u, v y u × v, respectivamente).

Si u y v tienen su origen en el punto P, entonces u × v es normal (es decir, perpendicular) al
plano que pasa por P y contiene a los vectores u y v y, por la condición (ii), u × v tiene una
longitud igual al área del paralelogramo generado por u y v (véase la Figura 10.22). Estas pro-
piedades hacen del producto vectorial una herramienta muy útil para la descripción de planos
tangentes y rectas normales a superficies en �3.

Figura 10.22 u × v es perpendicular a u y v y su longitud es igual al área
del paralelogramo sombreado.

La definición de producto vectorial dada anteriormente no requiere ningún sistema de coordena-
das y, por tanto, no muestra directamente las tres componentes del producto vectorial con res-
pecto a una base estándar. Estas componentes las proporciona el siguiente teorema:

TEOREMA 2 Componentes del producto vectorial

Si u % u1 i ! u2j ! u3k y v % v1i ! v2j ! v3k, entonces

u × v % (u2v3 . u3v2)i ! (u3v1 . u1v3)j ! (u1v2 . u2v1)k

DEMOSTRACIÓN Observemos en primer lugar que el vector

w % (u2v3 . u3v2) i ! (u3v1 . u1v3)j ! (u1v2 . u2v1)k

es perpendicular a u y v, ya que

u v % u1(u2v3 . u3v2) ! u2(u3v1 . u1v3) ! u3(u1v2 . u2v1) % 0

y de forma similar v w % 0. Por tanto, u × v es paralelo a w. A continuación, demostrare-
mos que w y u × v tienen la misma longitud. De hecho,
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�w �2 % (u2v3 . u3v2)
2
! (u3v1 . u1v3)

2
! (u1v2 . u2v1)

2

% u2
2v

2
3 ! u2

3v
2
2 . 2u2v3u3v2 ! u2

3v
2
1 ! u2

1v
2
3

.2u3v1u1v3 ! u2
1v

2
2 ! u2

2v
2
1 . 2u1v2u2v1

y
�u × v�2 % �u �2 �v �2 sen2 h

% �u �2 �v �2 (1 . cos2 h)

% �u �2 �v �2 . (u v)2

% (u2
1 ! u2

2 ! u2
3)(v

2
1 ! v2

2 ! v2
3) . (u1v1 ! u2v2 ! u3v3)

2

% u2
1v

2
1 ! u2

1v
2
2 ! u2

1v
2
3 ! u2

2v
2
1 ! u2

2v
2
2 ! u2

2v
2
3 ! u2

3v
2
1 ! u2

3v
2
2 ! u2

3v
2
3

. u2
1v

2
1 . u2

2v
2
2 . u2

3v
2
3 . 2u1v1u2v2 . 2u1v1u3v3 . 2u2v2u3v3

�w �2

Puesto que w es paralelo a u × v, y tiene su misma longitud, tenemos que u × v % w o
u × v % .w. Queda demostrar que la elección correcta es la primera. Para ver que esto es
así, supongamos que el triedro que forman los vectores u, v y w se rota rígidamente en el
espacio tridimensional de forma que u apunte en la dirección del eje x positivo y v esté en
la mitad superior del plano xy. Entonces u % u1i y v % v1i ! v2 j, siendo u1 b 0 y v2 b 0.
Por la «regla de la mano derecha», u × v debe apuntar en la dirección del eje z positivo.
Pero w % u1v2k apunta en esa dirección, por lo que u × v % w es la elección correcta.

#

La fórmula del producto vectorial expresada en función de las componentes puede parecer com-
plicada y asimétrica. Sin embargo, como veremos posteriormente, se puede expresar más fácil-
mente utilizando un determinante. Más adelante en esta sección estudiaremos los determinantes.

Ejemplo 1 (Cálculo de productos vectoriales)

(a) i × i % 0, i × j % k, j × i % .k,

j × j % 0, j × k % i, k # j % .i,

k × k % 0, k × i % j, i × k % .j.

(b) (2i ! j . 3k) × (.2j ! 5k)

% ((1)(5) . (.2)(.3)) i ! ((.3)(0) . (2)(5))j ! ((2)(.2) . (1)(0))k

% .i . 10j . 4k

El producto vectorial tiene algunas de las propiedades de los productos, pero no todas. Resumi-
remos sus propiedades algebraicas como sigue:

Propiedades del producto vectorial

Si u, v y w son vectores de �3 y t es un número real (un escalar), entonces

(i) u × u % 0
(ii) u × v % .v × u (El producto vectorial es anticonmutativo)
(iii) (u ! v) × w % u × w ! v × w
(iv) u × (v ! w) % u × v ! u × w
(v) (tu) × v % u × (tv) % t(u × v)

(vi) u (u × v) % v (u × v) % 0
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Todas estas igualdades se pueden verificar fácilmente utilizando las componentes, la definición
de producto vectorial o las propiedades de los determinantes que se presentan posteriormente. Se
dejan como ejercicios para el lector. Nótese la ausencia de la propiedad asociativa. El producto
vectorial no es asociativo (véase el Ejercicio 21 al final de esta sección). En general,

u × (v × w) Ç (u × v) × w

Determinantes

Para simplificar ciertas fórmulas, como las de la representación en componentes del producto
vectorial, presentaremos los determinantes 2 # 2 y 3 # 3. Los determinantes generales n # n se
estudian normalmente en cursos de álgebra lineal. Aparecerán en la Sección 10.6. En esta sec-
ción simplemente consideraremos las propiedades de los determinantes, necesarias para utilizar-
las como ayuda en la expresión de fórmulas que de otra forma serían complicadas.

Un determinante es una expresión en la que intervienen los elementos de una matriz cuadra-
da de números. El determinante de una matriz de números 2 # 2

a

c

b

d

se expresa encerrando la matriz entre barras verticales y su valor es el número ad . bc:

G
a

c

b

d G% ad . bc

Es el producto de los elementos de la diagonal principal de la matriz menos el producto de los
elementos de la diagonal secundaria, como se muestra en la Figura 10.23. Por ejemplo,

G
1

3

2

4 G% (1)(4) . (2)(3) % .2

Figura 10.23

De forma similar, el determinante de una matriz de números 3 # 3 se define como

G
a b c

d e f

g h i G% aei ! bfg ! cdh . gec . hfa . idb

Obsérvese que en cada uno de los seis productos del valor del determinante interviene un ele-
mento de cada fila y un elemento de cada columna. Teniendo esto en cuenta, cada uno de los
términos podría verse como el producto de los elementos de la diagonal de una matriz ampliada,
obtenida repitiendo las dos primeras columnas de la matriz a la derecha de la tercera columna,
como se muestra en la Figura 10.24. El valor del determinante es la suma de los productos co-
rrespondientes a las tres diagonales principales completas menos la suma de los correspondientes
a las tres diagonales secundarias. Con la práctica, podemos formar esos productos de las diago-
nales sin necesidad de escribir explícitamente la matriz ampliada.
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Figura 10.24 ATENCIÓN: Este método no funciona para determinantes
de orden 4 # 4 o superior.

Si se agrupan los elementos de la expresión del determinante sacando factor común los ele-
mentos de la primera fila, se obtiene

G
a b c

d e f

g h i G% a(ei . fh) . b(di . fg) ! c(dh . eg)

% a G
e

h

f

i G. b G
d

g

f

i G! c G
d

g

e

h G
Los determinantes 2 # 2 que aparecen aquí (denominados menores del determinante 3 # 3 dado)
se obtienen eliminando la fila y la columna que contienen al elemento correspondiente del deter-
minante 3 # 3 original. Este proceso se denomina desarrollo en menores respecto a la primera
fila del determinante 3 # 3.

Este desarrollo en menores se puede realizar con respecto a cualquier fila o columna. Nótese
que aparece un signo menos en cualquier término cuyo menor se obtenga borrando la fila i-ési-
ma y la columna j-ésima, siendo i ! j un número impar. Por ejemplo, podemos desarrollar el
determinante anterior en menores respecto a la segunda columna como sigue:

G
a b c

d e f

g h i G%.b G
d

g

f

i G! e G
a

g

c

i G. h G
a

d

c

f G
% .bdi ! bfg ! eai . ecg . haf ! hcd

Por supuesto, se obtiene el mismo valor que antes.

Ejemplo 2

G
1 4 .2

.3 1 0

2 2 .3 G% 3G
4
2

.2

.3 G! 1 G
1
2

.2

.3 G
% 3(.8) ! 1 % .23

Hemos desarrollado respecto a la segunda fila; la tercera columna también habría sido una buena
elección (¿por qué?).

Cualquier fila (o columna) de un determinante puede verse como las componentes de un vector.
Entonces el determinante es una función lineal de ese vector. Por ejemplo,

G
a b c

d e f

sx ! tl sy ! tm sz ! tn G% s G
a b c

d e f

x y z G! t G
a b c

d e f

l m n G
ya que el determinante es una función lineal de su tercera fila. Esta propiedad y otras de los de-
terminantes se desprenden directamente de la definición. A continuación se resumen algunas
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otras de sus propiedades. Se definen por filas y para determinantes 3 # 3, pero se pueden plan-
tear definiciones similares por columnas y para determinantes de cualquier orden.

Propiedades de los determinantes

(i) Si se intercambian dos filas de un determinante, entonces el determinante cambia de
signo:

G
d e f

a b c

g h i G% . G
a b c

d e f

g h i G
(ii) Si dos filas de un determinante son iguales, el valor del determinante es 0:

G
a b c

a b c

g h i G% 0

(iii) Si se suma un múltiplo de una fila de un determinante a otra fila, el valor del determi-
nante no cambia:

G
a b c

d ! ta e ! tb f ! tc

g h i G% G
a b c

d e f

g h i G
El producto vectorial como un determinante

Los elementos de un determinante son en general números que se multiplican para obtener el
valor del determinante. Sin embargo, es posible utilizar vectores como elementos de una fila (o
columna) de un determinante. Cuando se desarrolla en menores respecto a esa fila (o columna),
el menor de cada elemento vector es un número que determina el múltiplo escalar de dicho vec-
tor. La fórmula para el producto vectorial de

u % u1i ! u2 j ! u3k y v % v1i ! v2 j ! v3k

presentada en el Teorema 2 se puede expresar simbólicamente como un determinante en el que
los vectores de la base estándar forman la primera fila:

u × v % G
i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3
G% G

u2 u3

v2 v3 G i . G
u1 u3

v1 v3 G j ! G
u1 u2

v1 v2 G k

La fórmula del producto escalar dada en ese teorema coincide con el desarrollo de este determi-
nante en menores respecto a la primera fila.

Ejemplo 3 Calcule el área de un triángulo cuyos vértices están en los puntos A%(1, 1, 0), B%(3, 0, 2)
y C % (0, .1, 1).

Solución Dos lados del triángulo (Figura 10.25) están dados por los vectores:

AB % 2i . j ! 2k y AC % .i . 2j ! k
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Figura 10.25

El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo generado por AB y AC. Por definición de pro-
ducto vectorial, el área del triángulo debe ser, por tanto,

1

2
�AB × AC � %

1

2
� G

i j k
2 .1 2

.1 .2 1 G �
%

1

2
�3 i . 4j . 5k �%

1

2
∂9 ! 16 ! 25 %

5

2
∂2 unidades al cuadrado

Un paralelepípedo es el análogo tridimensional de un paralelogramo. Es un sólido con tres pare-
jas de caras planas paralelas. Cada una de las caras tiene la forma de un paralelogramo. Un ladri-
llo rectangular es un caso especial de paralelepípedo en el cual las caras que no son paralelas se
cortan formando ángulos rectos. Se dice que un paralelepípedo está generado por tres vectores
que coinciden con tres de sus ejes que se cruzan en un vértice (véase la Figura 10.26).

Figura 10.26

Ejemplo 4 Calcule el volumen del paralelepípedo generado por u, v y w.

Solución El volumen del paralelepípedo es igual al área de una de sus caras, por ejemplo, la cara gene-
rada por v y w, multiplicada por la altura del paralelepípedo medida en la dirección perpendicular a esa
cara. El área de la cara es �v × w�. Como v × w es perpendicular a esa cara, la altura h del paralelepípedo
será el valor absoluto de la proyección escalar de u sobre v × w. Si h es el ángulo que forman u y v × w,
entonces el volumen del paralelepípedo se expresa como

Volumen % �u � �v × w � �cos h � % �u (v × w) � unidades al cubo

DEFINICIÓN 6

La expresión u (v × w) se denomina producto escalar triple de los vectores u, v y w.
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El producto escalar triple se expresa fácilmente mediante un determinante. Si u % u1i ! u2 j ! u3k,
y se utilizan representaciones similares para v y w, entonces

u (v × w) % u1 G
v2 v3

w2 w3 G. u2 G
v1 v3

w1 w3 G! u3 G
v1 v2

w1 w2 G
% G

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3
G

El volumen del paralelepípedo generado por u, v y w es el valor absoluto de este determinante.
Utilizando las propiedades de los determinantes, se verifica fácilmente que (véase el Ejerci-

cio 18 posterior)
u (v × w) % v (w × u) % w (u × v)

Nótese que u, v y w permanecen en el mismo orden cíclico en esas tres expresiones. Si se invir-
tiera el orden se introduciría un factor de .1:

u (v × w) % .u (w × v)

Se dice que tres vectores en el espacio tridimensional son coplanares si el paralelepípedo que
generan tiene volumen cero; si sus orígenes coinciden, esos tres vectores deben estar en el mis-
mo plano.

u, v, y w son coplanares á u (v × w) % 0

á G
u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3
G% 0

Tres vectores son realmente coplanares si cualquiera de ellos es 0, o si cualquier pareja de ellos
es paralela. Si no se aplica ninguna de esas dos condiciones degeneradas, sólo pueden ser copla-
nares si uno de ellos se puede expresar como combinación lineal de los otros dos (véase el Ejer-
cicio 20 posterior).

Aplicaciones del producto vectorial
Los productos vectoriales son de considerable importancia en mecánica y en teoría electromag-
nética, así como en el estudio del movimiento en general. Por ejemplo:

(a) La velocidad lineal v de una partícula de un cuerpo en rotación situada en la posición r con
elocidad angular LLL respecto al origen, se expresa como v % LLL × r (para más detalles, véase
la Sección 11.2).

(b) El momento angular de un planeta de masa m que se mueve con velocidad v en órbita alre-
dedor del sol, se expresa como h % r × mv, siendo r el vector de posición del planeta respec-
to al origen situado en el sol (véase la Sección 11.6).

(c) Si una partícula con carga eléctrica q se mueve con velocidad v en un campo magnético
cuya fuerza y dirección están dados por un vector B, entonces la fuerza que el campo ejerce
en la partícula se expresa como F % qv × B. El rayo de electrones del tubo de una televisión
está controlado por campos magnéticos que utilizan este principio.

(d) El torque T de una fuerza F aplicada en el punto P con vector de posición r con respecto a
otro punto P0 con vector de posición r0 se define como

T % P0P × F % (r . r0) × F

Este torque mide la efectividad de la fuerza F para causar la rotación alrededor del punto P0.
La dirección de T es la del eje que pasa por P0 respecto al que actúa F para rotar P.
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Ejemplo 5 Una rueda de automóvil tiene su centro en el origen y gira alrededor del eje y. Una de sus
tuercas de retención está situada en la posición P0 % (0, 0, 10) (las distancias se miden en centímetros).
Una llave de neumáticos de 25 cm de longitud e inclinada un ángulo de 60o con respecto a la dirección de
su empuñadura, se ajusta a la tuerca como se indica en la Figura 10.27. Si se aplica a la empuñadura de la
llave una fuerza horizontal F % 500 i newtons (N), ¿cuál es el torque sobre la tuerca? ¿Qué parte (compo-
nente) de este torque es efectiva para girar la tuerca sobre su eje horizontal? ¿Cuál es el torque efectivo que
intenta girar la rueda?

Figura 10.27 La fuerza sobre la empuñadura es de 500 N directamente
en nuestra dirección.

Solución La tuerca está en la posición r0 % 10k y la empuñadura de la llave está en la posición

r % 25 cos 60oj ! (10 ! 25 sen 60o)k ] 12.5j ! 31.65k

El torque de la fuerza F sobre la llave es

T % (r . r0) × F

] (12.5j ! 21.65k) × 500 i ] 10 825j . 6250k

que forma ángulos rectos con F y con el brazo de la llave. Sólo la componente horizontal de este torque es
efectiva para girar la tuerca. El módulo de esta componente es de 10 825 N . cm, o 108.25 N . m. Para cal-
cular el torque efectivo sobre la propia rueda, tenemos que sustituir r0 por 0, la posición del centro de la
rueda. En este caso el torque horizontal es

31.65k × 500 i ] 15 825j

es decir, aproximadamente 158.25 N . m.

Ejercicios 10.3

1. Calcule u × v si u % i . 2 j ! 3k y v % 3i ! j . 4k.

2. Calcule u × v si u % j ! 2k y v % .i . j ! k.

3. Calcule el área del triángulo cuyos vértices son (1, 2, 0),
(1, 0, 2) y (0, 3, 1).

4. Obtenga un vector unitario perpendicular al plano que
contiene a los puntos (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, c).
¿Cuál es el área del triángulo que tiene esos vértices?

5. Obtenga un vector unitario perpendicular a los vectores
i ! j y j ! 2k.

6. Obtenga un vector unitario con componente k positiva
que sea perpendicular a los vectores 2i . j . 2k y
2 i . 3 j ! k.

Verifique las igualdades de los Ejercicios 7-11, utilizando
la definición de producto vectorial o las propiedades de los
determinantes.
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7. u × u % 0 8. u × v % .v × u

9. (u ! v) × w % u × w ! v × w

10. (tu) × v % u × (tv) % t(u × v)

11. u (u × v) % v (u × v) % 0

12. Obtenga la fórmula de suma

sen (a . b) % sen a cos b . cos a sen b

examinando el producto vectorial de los dos vectores
unitarios u % cos b i ! sen bj y v % cos ai ! sen aj.
Suponga 0 m a . b m n. Sugerencia: Considere u y v
como vectores de posición. ¿Cuál es el área del
paralelogramo que generan?

13. Si u !v!w% 0, demuestre que u× v%v ×w%w× u.

14. (Volumen de un tetraedro) Un tetraedro es una
pirámide con base triangular y sus otras tres caras
triangulares. Tiene cuatro vértices y seis aristas. Como
toda pirámide o cono, su volumen es igual a 1

3 Ah,
siendo A el área de la base y h la altura medida
perpendicularmente a la base. Si u, v y w son vectores
que coinciden con las tres aristas de un tetraedro que
se cruzan en un vértice, demuestre que el volumen del
tetraedro se puede expresar como

Volumen %
1

6
�u (v × w)� %

1

6
� G

u1 u2 u3

v1 v2 v3

w1 w2 w3 G�
Es decir, el volumen de un tetraedro generado por tres
vectores es 1/6 del volumen del paralelepípedo
generado por los mismos vectores.

15. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vértices son
(1, 0, 0), (1, 2, 0), (2, 2, 2) y (0, 3, 2).

16. Calcule el volumen del paralelepípedo generado por las
diagonales de las tres caras de un cubo de lado a que
se cruzan en un vértice del cubo.

17. ¿Para qué valor de k los cuatro puntos (1, 1, .1),
(0, 3, .2), (.2, 1, 0) y (k, 0, 2) están en un mismo
plano?

18. (Producto escalar triple) Verifique las igualdades

u (v × w) % v (w × u) % w (u × v)

19. Si u (v × w) Ç 0 y x es un vector tridimensional
arbitrario, calcule los números j, k y l tales que

x % ju ! kv ! lw

20. Si u (v × w) % 0 pero v × w Ç 0, demuestre que
existen constantes j y k tales que

u % jv ! kw

Sugerencia: Utilice el resultado del Ejercicio 19
empleando u en vez de x y v × w en vez de u.

21. Calcule u × (v × w) y (u × v) × w, sabiendo que
u % i ! 2 j ! 3k, v % 2 i . 3 j y w % j . k. ¿Por qué
no se puede esperar que sean iguales?

22. ¿Tiene sentido la notación u v × w? ¿Por qué? ¿Y la
notación u × v × w?

23. (Producto vectorial triple) El producto u × (v × w) se
denomina producto vectorial triple. Como es
perpendicular a v × w, debe estar en el plano de v y w.
Demuestre que

u × (v × w) % (u w)v . (u v)w

Sugerencia: Esto se puede hacer por cálculo directo de
las componentes de los dos miembros de la ecuación,
pero es mucho más fácil si se escogen ejes de
coordenadas tales que v esté en el eje x y w esté en el
plano xy.

24. Si u, v y w son vectores mutuamente perpendiculares,
demuestre que u × (v × w) % 0. ¿Qué es u (v × w) en
este caso?

25. Demuestre que u × (v × w)!v × (w × u)!w × (u × v)%0.

26. Calcule todos los vectores x que cumplen la ecuación

(.i ! 2 j ! 3k) × x % i ! 5 j . 3k

27. Demuestre que la ecuación

(.i ! 2 j ! 3k) × x % i ! 5j

no tiene solución en el vector desconocido x.

28. ¿Qué condiciones deben cumplir los vectores distintos
de cero a y b para garantizar que la ecuación a × x % b
tiene solución en x? ¿Es única la solución?

10.4 Planos y rectas

Una única ecuación en las tres variables x, y y z constituye una única restricción en la libertad
del punto P % (x, y, z) para situarse en cualquier parte del espacio tridimensional. Esa restricción
produce en general la pérdida de un grado de libertad y, por tanto, fuerza a P a estar en una
superficie bidimensional. Por ejemplo, la ecuación

x2
! y2

! z2
% 4

indica que el punto (x, y, z) está a una distancia 2 del origen. Todos los puntos que cumplen esta
condición están en una esfera (es decir, la superficie de una bola) de radio 2 centrada en el ori-
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gen. La ecuación anterior representa por tanto a dicha esfera, y dicha esfera es la gráfica de la
ecuación. En esta sección investigaremos las gráficas de ecuaciones lineales en tres variables.

Planos en el espacio tridimensional
Sea P0 % (x0, y0, z0) un punto en �3 con vector de posición

r0 % x0i ! y0j ! z0k

Si n % A i ! Bj ! Ck es un vector distinto de cero, entonces existe exactamente un plano (su-
perficie plana) que pasa por el punto P0 y es perpendicular a n. Se dice que n es el vector nor-
mal al plano. El plano está formado por el conjunto de todos los puntos P que cumplen que P0P
es perpendicular a n (véase la Figura 10.28).

Si P % (x, y, z) tiene como vector de posición r, entonces P0P % (r . r0). Este vector es per-
pendicular a n si y sólo si n (r . r0) % 0. Ésta es la ecuación del plano en forma vectorial. Pode-
mos escribirla utilizando coordenadas, con lo que obtenemos la correspondiente ecuación escalar.

Figura 10.28 El plano que pasa por P0 con vector normal n
contiene a todos los puntos P tales que P0P es perpendicular a n.

La ecuación punto-normal de un plano

La ecuación del plano que tiene un vector normal distinto de cero n % A i ! Bj ! Ck y
que pasa por el punto P0 % (x0, y0, z0), cuyo vector de posición es r0, es

n (r . r0) % 0

en forma vectorial o, en otros términos,

A(x . x0) ! B(y . y0) ! C(z . z0) % 0
en forma escalar.

La forma escalar se puede expresar de manera más simple en la denominada forma estándar
Ax ! By ! Cz % D, siendo D % Ax0 ! By0 ! Cz0.

Si al menos una de las constantes A, B y C es distinta de cero, entonces la ecuación lineal
Ax ! By ! Cz % D representa siempre un plano en �3. Por ejemplo, si A Ç 0, representa el pla-
no que pasa por el punto (D/A, 0, 0) y cuyo vector normal es n % A i ! Bj ! Ck. El vector nor-
mal a un plano se puede determinar siempre a partir de los coeficientes de x, y y z. Si el término
constante D % 0, entonces el plano debe pasar por origen.

Ejemplo 1 (Reconocer y escribir ecuaciones de planos)

(a) La ecuación 2x . 3y . 4z % 0 representa un plano que pasa por el origen y es normal (perpendicular)
al vector n % 2 i . 3j . 4k.
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(b) El plano que pasa por el punto (2, 0, 1) y es perpendicular a la recta que pasa por los puntos (1, 1, 0) y
(4, .1, .2), tiene como vector normal n % (4 . 1)i ! (.1 . 1) j ! (.2 . 0)k % 3i . 2j . 2k.
Por consiguiente su ecuación es 3(x . 2) . 2(y . 0) . 2(z . 1) % 0 o, de forma más sencilla,
3x . 2y . 2z % 4.

(c) El plano cuya ecuación es 2x . y % 1 tiene un vector normal 2i . j que es perpendicular al eje z. Por
tanto, el plano es paralelo al eje z. Nótese que la ecuación es independiente de z. En el plano xy, la
ecuación 2x . y % 1 presenta una recta; en el espacio tridimensional representa un plano que contiene
a esa recta y es paralelo al eje z. ¿Qué representa la ecuación y % z en �3? ¿Y la ecuación y % .2?

(d) La ecuación 2x ! y ! 3z % 6 representa un plano con vector normal n % 2 i ! j ! 3k. En este caso las
coordenadas de un punto particular del plano no se pueden leer directamente de su ecuación, pero no es
difícil descubrir algunos puntos. Por ejemplo, si se pone en la ecuación y % z % 0, se obtiene x % 3, por
lo que (3, 0, 0) es un punto de este plano. Se dice que la coordenada x en el origen del plano es 3, ya
que (3, 0, 0) es el punto donde el plano corta al eje x. De forma similar, la coordenada y en el origen es
6 y la coordenada z en el origen es 2, ya que el plano corta a los ejes y y z en (0, 6, 0) y (0, 0, 2),
respectivamente.

(e) En general, si a, b y c son distintos de cero, la ecuación de un plano con coordenadas en el origen a, b
y c es

x

a
!

y

b
!

z

c
% 1

que se denomina forma en coordenadas en el origen de la ecuación del plano (véase la Figura 10.29).

Figura 10.29 El plano cuyas coordenadas en el origen son a, b y c.

Ejemplo 2 Calcule la ecuación del plano que pasa por los puntos P % (1, 1, 0), Q % (0, 2, 1) y
R % (3, 2, .1).

Solución Necesitamos obtener un vector n, normal al plano. Ese vector será perpendicular a los vectores
PQ % .i ! j ! k y PR % 2i ! j . k. Por tanto, podemos usar

n % PQ × PR % G
i j k

.1 1 1

2 1 .1 G% .2 i ! j . 3k

Ahora podemos utilizar este vector normal junto con las coordenadas de cualquiera de los tres puntos dados
para expresar la ecuación del plano. Utilizando el punto P se llega a la ecuación .2(x . 1) ! 1(y . 1) .

. 3(z . 0) % 0 o
2x . y ! 3z % 1

Se puede comprobar que utilizando los puntos Q o R se llega la misma ecuación (si el producto vectorial
PQ × PR hubiera sido el vector cero, ¿qué se podría haber dicho sobre los puntos P, Q y R? ¿Podrían haber
determinado un único plano?).

Ejemplo 3 Demuestre que los dos planos

x . y % 3 y x ! y ! z % 0

se cortan y obtenga un vector v que sea paralelo a su recta de intersección.
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Solución Los vectores normales de los dos planos son

n1 % i . j y n2 % i ! j ! k

respectivamente. Como estos vectores no son paralelos, los planos no son paralelos y, por tanto, se cortan
formando una línea recta que es perpendicular a n1 y n2. Esta recta debe ser entonces paralela a

v % n1 × n2 % G
i j k
1 .1 0

1 1 1 G% .i . j ! 2k

Una familia de planos que se cortan en una recta se denomina haz de planos (véase la Figu-
ra 10.30). Un haz de planos queda determinado por dos planos cualesquiera no paralelos de ese
haz, ya que tienen una única recta de intersección. Si las ecuaciones de los dos planos paralelos
son

A1x ! B1y ! C1z % D1 y A2x ! B2y ! C2z % D2

Figura 10.30 Un haz de planos.

entonces, para cualquier valor del número real j, la ecuación

A1x ! B1y ! C1z . D1 ! j(A2x ! B2y ! C2z . D2) % 0

representa un plano del haz. Para ver que esto es así, obsérvese que la ecuación es lineal, que
representa un plano, y que cualquier punto (x, y, z) que cumpla las ecuaciones de ambos planos
cumple también esta ecuación para todo valor de j. Todo plano del haz excepto el segundo pla-
no de su definición, A2x ! B2y ! C2z % D2, se puede obtener mediante una selección adecuada
del valor de j.

Ejemplo 4 Obtenga la ecuación de un plano que pase por la recta de intersección de los planos

x ! y . 2z % 6 y 2x . y ! z % 2

y que pase también por el punto (.2, 0, 1).

Solución Para toda constante j, la ecuación

x ! y . 2z . 6 ! j(2x . y ! z . 2) % 0

representa un plano, y por tanto es satisfecha por las coordenadas de todos los puntos de la recta de inter-
sección de los planos dados. Este plano pasa por el punto (.2, 0, 1) si .2.2.6!j(.4!1.2)%0,
es decir, si j % .2. La ecuación del plano requerido se puede simplificar, por tanto, como
3x . 3y ! 4z ! 2 % 0 (esta solución no habría funcionado si el punto hubiera estado en un segundo plano,
2x . y ! z % 2. ¿Por qué?).

Rectas en el espacio tridimensional
Como se ha observado anteriormente, dos planos cualesquiera no paralelos en �3 determinan una
única recta de intersección, y se puede obtener un vector paralelo a dicha recta calculando el
producto vectorial de los vectores normales a los dos planos.
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Supongamos que r0 % x0 i ! y0 j ! z0k es el vector de posición de un punto P0 y que
v % a i ! bj ! ck es un vector distinto de cero. Existe una única recta que pasa por el punto P0

y es paralela a v. Si r % x i ! yj ! zk es el vector de posición de cualquier otro punto P de la
recta, entonces r . r0 está en dicha recta y, por tanto, es paralelo a v (véase la Figura 10.31).
Así, r . r0 % tv para algún número real t. Esta ecuación generalmente se escribe de la forma

r % r0 ! tv

que se denomina ecuación paramétrica vectorial de la recta. Se pueden obtener todos los pun-
tos de la recta variando el parámetro t desde .ä hasta ä. El vector v se denomina vector de
dirección de la recta.

Figura 10.31 La recta que pasa por el punto P0 y es paralela a v.

Descomponiendo la ecuación paramétrica vectorial en sus componentes se obtienen las ecuacio-
nes paramétricas escalares de la recta:

E
x % x0 ! at

y % y0 ! bt

z % z0 ! ct

(.ä a t a ä)

Parece que se trata de tres ecuaciones lineales, pero el parámetro t se puede eliminar para obte-
ner dos ecuaciones lineales en x, y y z. Si a Ç 0, b Ç 0 y c Ç 0, entonces se puede despejar t de
las tres ecuaciones escalares y así obtener

x . x0

a
%

y . y0

b
%

z . z0

c

que se denomina forma estándar de las ecuaciones de la recta que pasa por el punto (x0, y0, z0)
y es paralela al vector v. La forma estándar se debe modificar si cualquiera de las componentes
de v se anula. Por ejemplo, si c % 0, las ecuaciones son

x . x0

a
%

y . y0

b
, z % z0

Nótese que ninguna de las ecuaciones anteriores de la recta es única; todas dependen de la selec-
ción particular del punto (x0, y0, z0) de la recta. En general, siempre se pueden utilizar las ecua-
ciones de dos planos no paralelos para representar su recta de intersección.
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Ejemplo 5 (Ecuaciones de rectas)

(a) Las ecuaciones

E
x % 2 ! t

y % 3

z % .4t

representan la recta que pasa por el punto (2, 3, 0) y es paralela al vector i . 4k.
(b) La recta que pasa por el punto (1, .2, 3) y es perpendicular al plano x . 2y ! 4z % 5 es paralela al

vector normal i . 2j ! 4k de dicho plano. Por tanto, la ecuación paramétrica vectorial de la recta es

r % i . 2j ! 3k ! t(i . 2j ! 4k)

y sus ecuaciones paramétricas son

E
x % 1 ! t

y % .2 . 2t

z % 3 ! 4t

Sus ecuaciones en forma estándar son

x . 1

1
%

y ! 2

.2
%

z . 3

4

Ejemplo 6 Obtenga un vector de dirección de la recta de intersección de los planos

x ! y . z % 0 y y ! 2z % 6

y exprese las ecuaciones en forma estándar de dicha recta.

Solución Los vectores normales a los dos planos son, respectivamente, n1 % i ! j . k y n2 % j ! 2k.
Por consiguiente, la expresión de un vector de dirección de su recta de intersección es

v % n1 × n2 % 3i . 2j ! k

Necesitamos saber un punto de la recta para escribir sus ecuaciones en forma estándar. Podemos encontrar
dicho punto asignando un valor a una coordenada y calculando las otras dos a partir de las ecuaciones da-
das. Por ejemplo, tomando z % 0 en las dos ecuaciones, se llega a y % 6 y x % .6, por lo que (.6, 6, 0)
es un punto de la recta. Entonces, las ecuaciones en forma estándar de la recta son

x ! 6

3
%

y . 6

.2
% z

Este resultado no es único; en vez de (.6, 6, 0) se podría haber utilizado cualquier otro punto de la recta.
También se podría haber obtenido un vector de dirección v restando los vectores de posición de dos puntos
diferentes de la recta.

Distancias

La distancia entre dos objetos geométricos siempre se refiere a la mínima distancia entre dos
puntos, cada uno de ellos perteneciente a uno de los objetos. En el caso de objetos planos, como
rectas y planos definidos por ecuaciones lineales, esas distancias mínimas se pueden determinar
en general utilizando argumentos geométricos, sin necesidad de utilizar cálculo.

Ejemplo 7 (Distancia de un punto a un plano)

(a) Calcule la distancia del punto P0 % (x0, y0, z0) al plano P cuya ecuación es Ax ! By ! Cz % D.
(b) ¿Cuál es la distancia del punto (2, .1, 3) al plano 2x . 2y . z % 9?
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Solución

(a) Sea r0 el vector de posición de P0, y sea n % Ai ! Bj ! Ck el vector normal al plano P. Sea P1 el
punto del plano P más cercano a P0. Entonces, P1P0 es perpendicular a P y, por tanto, paralelo a n. La
distancia desde P0 a P es s % �P1P0 �. Si P, cuyo vector de posición es r, es un punto cualquiera de P,
entonces s es la longitud de la proyección de PP0 % r0 . r en la dirección de n (véase la Figura
10.32). Por tanto,

s % G
PP0 n

�n � G%
�(r0 . r) n �

�n �
%

�r0 n . r n �
�n �

Como P % (x, y, z) está en P, tenemos que r n % Ax ! By ! Cz % D. En términos de las coordenadas
(x0, y0, z0) de P0 podemos representar, por tanto, la distancia desde P0 hasta P como

s %
�Ax0 ! By0 ! Cz0 . D �

∂A2
! B2

! C2

(b) La distancia de (2, .1, 3) al plano 2x . 2y . z % 9 es

s %
�2(2) . 2(.1) . 1(3) . 9 �

∂22
! (.2)2

! (.1)2
%

�.6 �
3

% 2 unidades

Figura 10.32 La distancia de P0 al plano P es la longitud
del vector proyección de PP0 sobre el vector normal n
al plano P, siendo P un punto cualquiera de P.

Ejemplo 8 (Distancia de un punto a una recta)

(a) Calcule la distancia del punto P0 a la recta a � que pasa por el punto P1 y es paralela al vector v distin-
to de cero.

(b) ¿Cuál es la distancia del punto (2, 0, .3) a la recta r % i ! (1 ! 3t)j . (3 . 4t)k?

Solución

(a) Sean r0 y r1 los vectores de posición de P0 y P1, respectivamente. El punto P2 en � más cercano P0

debe cumplir que P2P0 es perpendicular a �. La distancia de P0 a � es

s % �P2P0 � % �P1P0 � sen h % �r0 . r1 � sen h

siendo h el ángulo que forman r0 . r1 y v (véase la Figura 10.33(a)). Como

�(r0 . r1) × v � % �r0 . r1 � �v � sen h

tenemos que

s %
�(r0 . r1) × v �

�v �
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(b) La recta r % i ! (1 ! 3t)j . (3 . 4t)k pasa por P1 % (1, 1, .3) y es paralela a v % 3j ! 4k. La dis-
tancia de P0 % (2, 0, .3) a esta recta es

s %
�((2 . 1)i ! (0 . 1)j ! (.3 ! 3)k) × (3j ! 4k) �

∂32
! 42

%
�(i . j) × (3j ! 4k) �

5
%

�. 4i . 4j ! 3k �
5

%
∂41

5
unidades

Ejemplo 9 (Distancia entre dos rectas) Calcule la distancia entre las rectas �1 que pasa por el
punto P1 y es paralela al vector v1 y �2 que pasa por el punto P2 y es paralela al vector v2.

Solución Sean r1 y r2 los vectores de posición de los puntos P1 y P2, respectivamente. Si P3 y P4 (cuyos
vectores de posición son r3 y r4) son los puntos de �1 y �2, respectivamente, más cercanos entre sí, enton-
ces P3P4 es perpendicular a ambas rectas y, por tanto, es paralelo a v1 × v2 (véase la Figura 10.33(b)). P3P4

es el vector proyección de P1P2 % r2 . r1 sobre v1 × v2. Por consiguiente, la distancia s % �P3P4 � entre las
dos rectas se expresa como

s % �r4 . r3 � %
�(r2 . r1) (v1 × v2) �

�v1 × v2 �

Figura 10.33

(a) La distancia de P0 a la recta
� es s % �P0P1 � sen h.

(b) La distancia entre las rectas
�1 y �2 es la longitud de la
proyección de P1P2 sobre el
vector v1 × v2.

Ejercicios 10.4

1. Una única ecuación en las coordenadas (x, y, z) no
necesita representar siempre una «superficie»
bidimensional en �3. Por ejemplo, x2

! y2
! z2

% 0
representa un solo punto, el (0, 0, 0), cuya dimensión
es cero. Proporcione ejemplos de una única ecuación
en x, y y z que represente:

(a) Una recta unidimensional.
(b) El espacio �3 completo.
(c) Ningún punto en absoluto (es decir, el conjunto

vacío).

En los Ejercicios 2-9, obtenga las ecuaciones de los planos
que cumplen las condiciones dadas.

2. Pasa por el punto (0, 2, .3) y es normal al vector
4 i . j . 2k.

3. Pasa por el origen y es normal al vector i . j ! 2k.

4. Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralelo al plano
3x ! y . 2z % 15.

5. Pasa por los tres puntos (1, 1, 0), (2, 0, 2) y (0, 3, 3).

6. Pasa por los tres puntos (.2, 0, 0), (0, 3, 0) y (0, 0, 4).

7. Pasa por los puntos (1, 1, 1) y (2, 0, 3) y es
perpendicular al plano x ! 2y . 3z % 0.

8. Pasa por la recta de intersección de los planos
2x ! 3y . z % 0 y x . 4y ! 2z % .5 y también por
el punto (.2, 0, .1).

9. Pasa por la recta x ! y % 2, y . z % 3 y es
perpendicular al plano 2x ! 3y ! 4z % 5.

10. ¿Con qué condición geométrica tres puntos distintos en
�3 no determinan un plano único que pasa por ellos?
¿Cómo se puede expresar correctamente esta condición
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en función de los vectores de posición r1, r2 y r3 de los
tres puntos?

11. Obtenga una condición sobre los vectores de posición
de cuatro puntos que garantice que dichos puntos son
coplanares, es decir, que están en el mismo plano.

Describa geométricamente las familias de planos
dependientes de un parámetro de los Ejercicios 12-14 (j es
un parámetro real).

12. x ! y ! z % j

*13. x ! jy ! jz % j

*14. jx ! ∂1 . j2y % 1

En los Ejercicios 15-19, obtenga las ecuaciones de la recta
especificada en forma paramétrica vectorial y escalar, y
también en forma estándar.

15. Pasa por el punto (1, 2, 3) y es paralela al vector
2 i . 3j . 4k.

16. Pasa por el punto (.1, 0, 1) es perpendicular al plano
2x . y ! 7z % 12.

17. Pasa por origen y es paralela a la recta de intersección
de los planos x ! 2y . z % 2 y 2x . y ! 4z % 5.

18. Pasa por el punto (2, .1, .1) y es paralela a los
planos x ! y % 0 y x . y ! 2z % 0.

19. Pasa por el punto (1, 2, .1) y forma ángulos iguales
con las direcciones positivas de los ejes coordenados.

En los Ejercicios 20-22, calcule las ecuaciones de la recta
dada en forma estándar.

20. r % (1 . 2t)i ! (4 ! 3t)j ! (9 . 4t)k

21. E
x % 4 . 5t

y % 3t

z % 7

22. E
x . 2y ! 3z % 0

2x ! 3y . 4z % 4

23. Si P1 % (x1, y1, z1) y P2 % (x2, y2, z2), demuestre que
las ecuaciones

E
x % x1 ! t(x2 . x1)

y % y1 ! t(y2 . y1)

z % z1 ! t(z2 . z1)

representan una recta que pasa por los puntos P1 y P2.

24. ¿Qué puntos de la recta del Ejercicio 23 corresponden
a los valores del parámetro t % .1, t % 1/2 y t % 2?
Describa sus posiciones.

25. ¿En qué condiciones sobre los vectores de posición de
cuatro puntos diferentes P1, P2, P3 y P4, la recta que
pasa por los puntos P1 y P2 cortará en un único punto a
la recta que pasa por los puntos P3 y P4?

En los Ejercicios 26-29, calcule las distancias requeridas.

26. Desde el origen al plano x ! 2y ! 3z % 4.

27. Desde el punto (1, 2, 0) al plano 3x . 4y . 5z % 2.

28. Desde el origen a la recta x ! y ! z % 0,
2x . y . 5z % 1.

29. Entre las rectas

E
x ! 2y % 3

y ! 2z % 3
y E

x ! y ! z % 6

x . 2z % .5

30. Demuestre que la recta x . 2 %
y ! 3

2
%

z . 1

4
es

paralela al plano 2y . z % 1. ¿Cuál es la distancia
entre la recta y el plano?

En los Ejercicios 31 y 32, describa la familia de rectas
dependientes de un parámetro representada por las
ecuaciones dadas (j es un parámetro real).

*31. (1 . j)(x . x0) % j(y . y0), z % z0.

*32.
x . x0

∂1 . j2
%

y . y0

j
% z . z0.

33. ¿Por qué la ecuación de segundo grado factorizada

(A1x ! B1y ! C1z . D1)(A2x ! B2y ! C2z . D2) % 0

representa una pareja de planos en vez de una línea
recta?

10.5 Superficies cuadráticas

La forma más general de una ecuación de segundo grado en tres variables es

Ax2
! By2

! Cz2
! Dxy ! Exz ! Fyz ! Gx ! Hy ! Iz % J

No intentaremos realizar la tarea (bastante difícil) de clasificar todas las superficies que dicha
ecuación puede representar, pero sí examinaremos algunos casos especiales de interés. Observe-
mos en primer lugar que si la ecuación anterior se puede factorizar de la forma

(A1x ! B1y ! C1z . D1)(A2x ! B2y ! C2z . D2) % 0
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entonces la gráfica es, en realidad, una pareja de planos,

A1x ! B1y ! C1z % D1 y A2x ! B2y ! C2z % D2

o bien uno solo si las dos ecuaciones lineales representan el mismo plano. Esto se considera un
caso degenerado. Cuando esa factorización no es posible, la superficie (denominada superficie
cuadrática) no será plana, aunque, no obstante, todavía puede contener rectas. Las superficies
cuadráticas no degeneradas se pueden dividir en las siguientes seis categorías.

Esferas. La ecuación x2
! y2

! z2
% a2 representa una esfera de radio a centrada en el origen.

De forma más general,

(x . x0)
2
! (y . y0)

2
! (z . z0)

2
% a2

representa una esfera de radio a centrada en el punto (x0, y0, z0). Si una ecuación cuadrática en x,
y y z tiene los mismos coeficientes de x2, y2 y z2 y no tiene otros términos de segundo grado,
entonces, de representar una superficie, será una esfera. El centro se puede obtener completando
los cuadrados, de la misma forma que en el caso de circunferencias en el plano.

Cilindros. La ecuación x2
! y2

% a2, independiente de z, representa un cilindro circular recto
de radio a y cuyo eje es el eje z (véase la Figura 10.34(a)). La intersección del cilindro con el
plano horizontal z % k es la circunferencia cuyas ecuaciones son

E
x2

! y2
% a2

z % k

Los cilindros definidos por ecuaciones cuadráticas pueden aparecer con otras formas: elípticos,
parabólicos e hiperbólicos. Por ejemplo, z % x2 representa un cilindro parabólico con vértice en
el eje y (véase la Figura 10.34(b)). En general, una ecuación en dos variables representará un
cilindro en el espacio tridimensional.

Figura 10.34

(a) El cilindro circular
x2

! y2
% a2.

(b) El cilindro parabólico z% x2.

Conos. La ecuación z2
% x2

! y2 representa un cono circular recto cuyo eje coincide con el eje
z. Su superficie se genera rotando alrededor del eje z la recta z % y en el plano yz. Esta genera-
triz forma un ángulo de 45o con el eje del cono. Las secciones cruzadas del cono en planos para-
lelos al plano xy son circunferencias (véase la Figura 10.35(a)). La ecuación x2

! y2
% a2z2 re-

presenta también un cono circular recto con vértice en el origen y eje coincidente con el eje z,
pero cuyo semiángulo con la vertical es a % tan.1 a. Un cono circular tiene secciones planas que
pueden ser elípticas, parabólicas e hiperbólicas. A la inversa, cualquier cono cuadrático no dege-
nerado tiene una dirección tal que las secciones planas perpendiculares a dicha dirección son cir-
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culares. En ese sentido, todo cono cuadrático es un cono circular, aunque puede ser oblicuo en
vez de circular recto, en el sentido de que la recta que une el centro de las secciones cruzadas
circulares no tiene por qué ser perpendicular a dichas secciones circulares (véase el Ejercicio 24).

Figura 10.35

(a) El cono circular
a2z2

% x2
! y2.

(b) El elipsoide
x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1.

Elipsoides. La ecuación

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1

representa un elipsoide de semiejes a, b y c (véase la Figura 10.35(b)). La superficie es oval y
está encerrada dentro del paralelepípedo rectangular .a m x m a, .b m y m b, .c m z m c. Si
a % b % c, el elipsoide se convierte en una esfera. En general, todas las secciones planas de los
elipsoides son elipses. Esto es fácil de ver en el caso de secciones cruzadas paralelas a los ejes
coordenados, pero es más difícil de ver para otros planos.

Paraboloides. Las ecuaciones

z %
x2

a2 !
y2

b2 y z %
x2

a2 .

y2

b2

representan, respectivamente, a un paraboloide elíptico y a un paraboloide hiperbólico (véase
la Figura 10.36(a) y (b)). Las secciones cruzadas en planos z % k (siendo k una constante positi-

Figura 10.36

(a) El paraboloide elíptico

z %
x2

a2 !
y2

b2.

(b) El paraboloide hiperbólico

z %
x2

a2 .

y2

b2.
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va) son elipses (circunferencias si a % b) e hipérbolas, respectivamente. Las antenas parabólicas
tienen la forma de un paraboloide circular. El paraboloide hiperbólico es una superficie reglada.
Una superficie reglada es aquella tal que por cada punto de la misma pasa una recta contenida
completamente en la superficie. Los conos y los cilindros son también ejemplos de superficies
regladas. Hay dos familias de rectas dependientes de un parámetro contenidas en un paraboloide
hiperbólico:

E
jz %

x

a
.

y

b
1

j
%

x

a
!

y

b

y E
kz %

x

a
!

y

b
1

k
%

x

a
.

y

b

siendo j y k parámetros reales. Todo punto del paraboloide hiperbólico pertenece a una recta de
cada familia.

Hiperboloides. La ecuación

x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % 1

representa una superficie denominada hiperboloide de una hoja (véase la Figura 10.37(a)). La
ecuación

x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % .1

representa un hiperboloide de dos hojas (véase la Figura 10.37(b)). Ambas superficies tienen
secciones cruzadas elípticas en planos horizontales, y secciones cruzadas hiperbólicas en planos
verticales. Ambas son asintóticas con el cono elíptico cuya ecuación es

x2

a2 !
y2

b2 %
z2

c2

ya que se aproximan arbitrariamente a ese cono cuando se alejan arbitrariamente del origen. Co-
mo el paraboloide hiperbólico, el hiperboloide de una hoja es una superficie reglada.

Figura 10.37

(a) El hiperboloide de una hoja
x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % 1.

(b) El hiperboloide de dos hojas
x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % .1.
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Ejercicios 10.5

Identifique las superficies representadas por las ecuaciones
de los Ejercicios 1-16 y dibuje sus gráficas.

1. x2
! 4y2

! 9z2
% 36 2. x2

! y2
! 4z2

% 4

3. 2x2
! 2y2

! 2z2
. 4x ! 8y . 12z ! 27 % 0

4. x2
! 4y2

! 9z2
! 4x . 8y % 8

5. z % x2
! 2y2 6. z % x2

. 2y2

7. x2
. y2

. z2
% 4 8. .x2

! y2
! z2

% 4

9. z % xy 10. x2
! 4z2

% 4

11. x2
. 4z2

% 4 12. y % z2

13. x % z2
! z 14. x2

% y2
! 2z2

15. (z . 1)2
% (x . 2)2

! (y . 3)2

16. (z . 1)2
% (x . 2)2

! (y . 3)2
! 4

Describa y dibuje los objetos geométricos representados por
los sistemas de ecuaciones de los Ejercicios 17-20.

17. E
x2

! y2
! z2

% 4

x ! y ! z % 1
18. E

x2
! y2

% 1

z % x ! y

19. E
z2

% x2
! y2

z % 1 ! x
20. E

x2
! 2y2

! 3z2
% 6

y % 1

21. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
parámetro que estén contenidas en el hiperboloide de
una hoja

x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % 1

22. Obtenga dos familias de rectas dependientes de un
parámetro que estén contenidas en el paraboloide
hiperbólico z % xy.

23. La ecuación 2x2
! y2

% 1 representa un cilindro con
secciones cruzadas elípticas en planos perpendiculares
al eje z. Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cilindro perpendiculares a él sean
circulares.

*24. La ecuación z2
% 2x2

! y2 representa un cono con
secciones cruzadas elípticas en planos perpendiculares
al eje z. Obtenga un vector a tal que las secciones
cruzadas del cono perpendiculares a él sean
circulares. Sugerencia: Haga primero el Ejercicio 23
y utilice el resultado.

10.6 Un poco de álgebra lineal

El cálculo diferencial es esencialmente el estudio de las aproximaciones lineales a funciones. La
recta tangente a la gráfica y % f (x) en x % x0 proporciona la «mejor aproximación lineal» a la
función f (x) en las proximidades de x0. La diferenciación de funciones de varias variables tam-
bién se puede ver como un proceso de obtener las mejores aproximaciones lineales. Por tanto, el
lenguaje del álgebra lineal puede ser muy útil para expresar ciertos conceptos en el cálculo de
varias variables.

El álgebra lineal es una materia muy amplia y generalmente se estudia de forma indepen-
diente del cálculo. Esto es desafortunado, porque la comprensión de las relaciones entre las dos
materias puede mejorar grandemente el entendimiento y la apreciación de cada una de ellas. El
conocimiento del álgebra lineal, y por tanto la familiaridad con el material considerado en esta
sección, no es esencial para un estudio fructífero del resto de este libro. Sin embargo, comenta-
remos de vez en cuando el significado de algún aspecto del cálculo desde el punto de vista del
álgebra lineal. Con este fin, necesitamos conocer al menos un poco la terminología y los conte-
nidos de esta materia, especialmente los aspectos relacionados con el manejo de matrices y de
sistemas de ecuaciones lineales. En el resto de esta sección presentaremos un resumen de este
material. Algunos estudiantes ya estarán familiarizados con este tema y otros lo estudiarán poste-
riormente. La presentación no intenta ser completa y, por tanto, referimos a los estudiantes
interesados a los textos estándar de álgebra lineal, donde pueden encontrar las demostraciones de
algunas afirmaciones. Los estudiantes que vayan más allá de este libro y estudien cálculo avan-
zado y ecuaciones diferenciales necesitarán seguro un conocimiento mucho más amplio del álge-
bra lineal.
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Matrices

Una matriz � de dimensiones m # n es una disposición rectangular de mn números formando m
filas y n columnas. Si aij es el elemento de la fila i y la columna j, entonces

� %A
a11 a12 ñ a1n

a21 a22 ñ a2n

ó ó ó
am1 am2 ñ amn

B
En algunas ocasiones, como notación abreviada, se escribe � % (aij). En este caso se supone que
i varía desde 1 hasta m y j desde 1 hasta n. Si m % n, se dice que � es una matriz cuadrada. Los
elementos aij de las matrices que utilizaremos en este libro serán siempre números reales.

La traspuesta de una matriz � m # n es la matriz �T n # m, cuyas filas son las columnas
de �:

�T
%A

a11 a21 ñ am1

a12 a22 ñ am2

ó ó ó
a1n a2n ñ amn

B
Una matriz � se dice que es simétrica si �T

% �. Las matrices simétricas son necesariamente
cuadradas. Obsérvese que (�T)T

% � para toda matriz �. Muchas veces será conveniente consi-
derar un vector de n componentes como una matriz n # 1 con n filas y una columna:

x %A
x1

x2

ó
xn
B

En ese caso, x se denomina vector columna. xT tiene entonces una fila y n columnas, y se deno-
mina vector fila:

xT
% (x1 x2 ñ xn)

Nótese que x y xT tienen las mismas componentes, por lo que son idénticos como vectores, aun-
que parezcan diferentes como matrices.

La mayor parte de la utilidad de las matrices se basa en la siguiente definición de producto
de matrices, que permite que las matrices se combinen en una sola, de forma que se mantengan
las relaciones lineales.

DEFINICIÓN 7 Producto de matrices

Si � % (aij) es una matriz m # n y � % (bij) es una matriz n # p, entonces el producto
�� es la matriz m # p � % (cij), cuyos elementos son

cij %

n

;
k%1

aikbkj , i % 1, ..., m, j % 1, ..., p

Es decir, cij es el producto escalar de la fila i de � y la columna j de � (que son ambas
vectores de n componentes).

Nótese que sólo se pueden multiplicar algunas parejas de matrices. El producto �� sólo está
definido si el número de columnas de � es igual al número de filas de �.
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Ejemplo 1

A
1 0 3

2 1 .1BA
2 1 1 0

0 .1 3 1

1 0 4 5B%A
5 1 13 15

3 1 1 .4B
El factor de la izquierda tiene 2 filas y 3 columnas, y el factor de la derecha tiene 3 filas y 4 columnas. Por
lo tanto, el producto tiene 2 filas y 4 columnas. El elemento de la primera fila y la tercera columna del
producto, 13, es el producto escalar de la primera fila, (1, 0, 3), del factor de la izquierda y la tercera co-
lumna, (1, 3, 4), del segundo factor:

1 # 1 ! 0 # 3 ! 3 # 4 % 13

Con un poco de práctica podemos calcular fácilmente los elementos de un producto de matrices moviendo
el dedo índice izquierdo por las filas del factor izquierdo y el dedo índice derecho por las columnas del
factor derecho y realizando a la vez los productos escalares.

Ejemplo 2

A
1 2 3

0 1 .1

.2 3 0BA
x

y

zB%A
x ! 2y ! 3z

y . z

.2x ! 3y B
El producto de una matriz 3 # 3 con un vector columna de 3 componentes es un vector columna de 3 com-
ponentes.

La multiplicación de matrices es asociativa. Esto significa que

�(��) % (��)�

suponiendo que �, � y � tienen dimensiones compatibles con la formación de los diversos pro-
ductos. Por tanto, tiene sentido escribir ���. Sin embargo, la multiplicación de matrices no es
conmutativa. De hecho, si � es una matriz m # n y � es una matriz n # p, entonces el producto
�� está definido, pero el producto �� no está definido a menos que m % p. Incluso si � y �
son matrices cuadradas del mismo tamaño, no es necesariamente cierto que �� % ��.

Ejemplo 3

A
1 2

3 0BA
1 .1

1 1B%A
3 1

3 .3B pero A
1 .1

1 1BA
1 2

3 0B%A
.2 2

4 2B
Se deja como tarea al lector verificar que si el producto �� está definido, entonces la traspuesta
del producto es el producto de las traspuestas en orden inverso:

(��)T
% �T�T

Determinantes e inversos de matrices
En la Sección 10.3 presentamos los determinantes 2 # 2 y 3 # 3 como ciertas expresiones alge-
braicas asociadas con matrices cuadradas de dimensiones 2 # 2 y 3 # 3. En general, es posible
definir el determinante det (�) de cualquier matriz cuadrada. Dada una matriz � n#n, definimos

det (�) % G
a11 a12 ñ a1n

a21 a22 ñ a2n

ó ó . .. ó
an1 an2 ñ ann

G
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No intentaremos aquí dar una definición formal de determinante, pero sí diremos que las propie-
dades de los determinantes que se establecieron para el caso 3 # 3 en la Sección 10.3 continúan
siendo válidas. En particular, un determinante n # n se puede desarrollar en menores sobre cual-
quier fila o columna y, por tanto, se puede expresar como una suma de productos de determinan-
tes (n . 1) # (n . 1). Continuando con este proceso, siempre se puede reducir el cálculo de
cualquier determinante n # n al cálculo de (quizá muchos) determinantes 2 # 2 o 3 # 3. Es im-
portante darse cuenta de que el método de la «diagonal» para calcular determinantes 2 # 2 y
3 # 3 no se puede aplicar a determinantes 4 # 4 o de orden mayor.

Ejemplo 4

G
2 1 0 1

1 0 1 1

3 0 0 2

.1 1 1 0 G% . G
2 1 1

3 0 2

.1 1 0 G. G
2 1 1

1 0 1

3 0 2 G
% .A.3 G

1 1

1 0 G. 2 G
2 1

.1 1 GB.A.1 G
1 1

3 2 GB
% 3(0 . 1) ! 2(2 ! 1) ! 1(2 . 3) % 2

Se desarrolla el determinante 4 # 4 en menores sobre la tercera columna para obtener dos determinantes
3 # 3. El primero de ellos se desarrolla sobre la segunda fila y el otro sobre la segunda columna.

Además de las propiedades indicadas en la Sección 10.3, los determinantes tienen otras dos pro-
piedades muy importantes, objeto del siguiente teorema.

TEOREMA 3 Si � y � son matrices n # n, entonces

(a) det (�T) % det (�) y
(b) det (��) % det (�) det (�).

#

En esta sección no demostraremos ningún teorema. Se remite al lector a los textos de álgebra
lineal. El apartado (a) no es muy difícil de demostrar, incluso en el caso de n general. El aparta-
do (b) no se puede demostrar en general sin dar una definición formal de determinante. Sin em-
bargo, se recomienda que el lector verifique (b) para el caso de matrices 2 # 2 por cálculo directo.

Se dice que la matriz cuadrada � es singular si det (�) % 0. Si det (�) Ç 0 se dice que � es
no singular o invertible.

Observación Si � es una matriz 3 # 3, entonces det (�) es el producto escalar triple de las
filas de � y su valor absoluto es el volumen del paralelepípedo generado por dichas filas. Por
tanto, � es no singular si y sólo si sus filas generan un paralelepípedo de volumen positivo; los
vectores de las filas no pueden estar todos en el mismo plano. Lo mismo se puede decir de las
columnas de �.

En general, una matriz n # n es singular si sus filas (o columnas), consideradas como vecto-
res, cumplen una o más ecuaciones lineales de la forma

c1x1 ! c2x2 ! ñ ! cnxn % 0

donde al menos hay un coeficiente ci distinto de cero. Un conjunto de vectores que cumplen la
ecuación lineal anterior se denomina linealmente dependiente porque uno de dichos vectores se
puede expresar siempre como combinación lineal de los otros; si c1 Ç 0, entonces

x1 % .

c2

c1
x2 .

c3

c1
x3 . ñ .

cn

c1
xn
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Todas las combinaciones lineales de los vectores de un conjunto linealmente dependiente de n
vectores en �n debe estar en un subespacio de dimensión menor que n.

La matriz identidad n # n se define como

I %A
1 0 ñ 0

0 1 ñ 0

ó ó . . . ó
0 0 ñ 1 B

con un valor de 1 en todas las posiciones de su diagonal principal y un valor de 0 en todas las
otras posiciones. Evidentemente, I conmuta con toda matriz n # n: I� % �I % �. Además
det (I) % 1. La matriz identidad tiene el mismo papel en álgebra de matrices que el número 1 en
aritmética.

Todo número x distinto de cero tiene un inverso x.1 tal que xx.1
% x.1x % 1. En el caso de

matrices cuadradas se puede plantear una situación similar. La inversa de una matriz cuadrada
no singular � es una matriz cuadrada no singular �.1 que cumple

��.1
% �.1� % I

TEOREMA 4 Toda matriz cuadrada no singular � tiene una inversa única �.1. Además, la inversa cum-
ple

(a) det (�.1) %
1

det (�)
,

(b) (�.1)T
% (�T).1.

#

No necesitaremos calcular inversas muchas veces, pero hay que indicar que se puede hacer re-
solviendo sistemas de ecuaciones lineales, como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5 Demuestre que la matriz � %A
1 .1

1 1B es no singular y calcule su inversa.

Solución det (�) % G
1 .1

1 1 G% 1 ! 1 % 2. Por consiguiente, � es no singular e invertible. Sea

�.1
%A

a b

c dB. Entonces ��.1
% I, es decir,

A
1 0

0 1B%A
1 .1

1 1BA
a b

c dB%A
a . c b . d

a ! c b ! dB
por lo que a, b y c deben cumplir el sistema de ecuaciones

E
a . c % 1

a ! c % 0 E
b . d % 0

b ! d % 1

Evidentemente a % b % d % 1/2, c % .1/2, y

�.1
%A

1
2

1
2

.
1
2

1
2
B

En general, la inversión de matrices no se realiza mediante el método del ejemplo anterior, sino
mediante un proceso de ordenamiento de ciertas operaciones sobre las filas de la matriz para
transformarla en la matriz identidad. Cuando se realizan las mismas operaciones en las filas de la
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matriz identidad, se obtiene la inversa de la matriz original. Una descripción más detallada del
método se puede encontrar en los textos de álgebra lineal. Una matriz singular no tiene inversa.

Transformaciones lineales

Una función F cuyo dominio sea el espacio m-dimensional �m y cuyo rango esté contenido en el
espacio n-dimensional �n se denomina transformación lineal de �m en �n si cumple

F(jx ! ky) % jF(x) ! kF(y)

para todos los puntos x e y de �m y todos los números reales j y k. A esa transformación lineal
F le corresponde una matriz F n # m tal que para todo x de �m,

F(x) % F x

o, expresado en función de los componentes de x,

F(x1, x2, ..., xm) % FA
x1

x2

ó
xm
B

Se dice que F es la representación matricial de la transformación lineal F. Si m % n, de modo
que F transforma �m en sí mismo, entonces F es una matriz cuadrada. En este caso F es no sin-
gular si y sólo si F es uno a uno y su rango es el espacio �m completo.

Una composición de transformaciones lineales sigue siendo una transformación lineal, y por
tanto tendrá una representación matricial. La motivación real que subyace en la definición del
producto de matrices es que la representación matricial de una composición de transformaciones
lineales es el producto de las representaciones matriciales individuales de cada una de las trans-
formaciones que se componen.

TEOREMA 5 Si F es una transformación lineal de �m en �n representada por la matriz F de dimensiones
n # m y si G es una transformación lineal de �n en �p representada por la matriz G de di-
mensiones p # n, entonces la composición G o F definida como

G o F(x1, x2, ..., xm) % G(F(x1, x2, ..., xm))

es asimismo una transformación lineal de �m en �p representada por la matriz GF de di-
mensiones p # m. Es decir,

G (F(x)) % GF x

#

Ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones lineales con n incógnitas:

a11x1 ! a12x2 ! ñ ! a1nxn % b1

a21x1 ! a22x2 ! ñ ! a2nxn % b2

ó
an1x1 ! an2x2 ! ñ ! annxn % bn

se puede escribir en forma compacta como una única ecuación matricial,

�x % b
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siendo

� %A
a11 a12 ñ a1n

a21 a22 ñ a2n

ó ó .. . ó
an1 an2 ñ ann

B , x %A
x1

x2

ó
xn
B y b %A

b1

b2

ó
bn
B

Compárese la ecuación �x % b con la ecuación ax % b para una sola incógnita x. La ecuación
ax % b tiene solución única x % a.1b siempre que a Ç 0. Por analogía, el sistema lineal �x % b
tiene una solución única dada por

x % �.1b

siempre que � sea no singular. Para ver que esto es así, basta con multiplicar por la izquierda
los dos miembros de la ecuación �x % b por �.1; x % Ix % �.1 �x % �.1b.

Si � es singular, entonces el sistema �x % b puede tener o no tener solución, y si existe
solución no será única. Considérese el caso b % 0 (el vector cero). Entonces, cualquier vector x
perpendicular a todas las filas de � cumplirá el sistema. Como las filas de � están en un subes-
pacio de dimensión menor que n (porque det (�) % 0), habrá al menos una recta de tales vecto-
res x. Por tanto, el sistema �x % 0 no tendrá solución única si � es singular. Lo mismo se pue-
de decir del sistema �Ty % 0; existirán vectores distintos de cero y que lo cumplirán si � es
singular. Pero entonces, si el sistema �x % b tiene una solución x, debe cumplirse

(y b) % yTb % yT�x % (xT�Ty)T
% (xT0)T

% (0)

Por consiguiente, �x % b sólo puede tener soluciones para aquellos vectores b que sean perpen-
diculares a toda solución y de �Ty % 0.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas puede tener o no tener soluciones si
n a m. Tendrá soluciones si algún número m . n de las ecuaciones del sistema son combinacio-
nes lineales (sumas de múltiplos) de las otras n ecuaciones. Si n b m, entonces podemos intentar
despejar m variables de las m ecuaciones, con lo que obtenemos una solución que dependerá de
las otras n . m variables. Esta solución existirá si el determinante de los coeficientes de las m
variables que despejamos no es cero. Éste es un caso especial del Teorema de la Función
Implícita, que presentaremos en la Sección 12.8.

Ejemplo 6 Resuelva E
2x ! y . 3z % 4

x ! 2y ! 6z % 5
expresando x e y en función de z.

Solución El sistema se puede expresar de la forma

�A
x

yB%A
4 ! 3z

5 . 6zB , siendo � %A
2

1

1

2B
El determinante de � es 3 y su inversa �.1

%A
2/3 .1/3

.1/3 2/3B . Por tanto,

A
x

yB% �.1A
4 ! 3z

5 . 6zB%A
2/3 .1/3

.1/3 2/3BA
4 ! 3z

5 . 6zB%A
1 ! 4z

2 . 5zB
La solución es x % 1 ! 4z, y % 2 . 5z (por supuesto, esta solución se podría haber obtenido eliminando la
variable x o la variable y de las ecuaciones dadas, sin necesidad de utilizar métodos matriciales).

El siguiente teorema establece un resultado de cierta importancia teórica, que expresa en función
de determinantes la solución del sistema �x % b cuando � es no singular.
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TEOREMA 6 Regla de Cramer

Sea � una matriz n # n no singular. Entonces, las componentes del vector solución x del
sistema

�x % b

son

x1 %
det (�1)

det (�)
, x2 %

det (�2)

det (�)
, ..., xn %

det (�n)

det (�)

siendo �j la matriz � donde se ha sustituido su columna j por el vector columna b. Es
decir,

det (�j) % G
a11 ñ a1( j.1) b1 a1( j!1) ñ a1n

a21 ñ a2( j.1) b2 a2( j!1) ñ a2n

ó ó ó ó ó
an1 ñ an( j.1) bn an( j!1) ñ ann

G
#

El siguiente ejemplo ilustra de forma concreta el uso de la Regla de Cramer para resolver un
sistema lineal específico. Sin embargo, la Regla de Cramer se usa principalmente en un contexto
más general (teórico); no es eficiente utilizar determinantes para calcular soluciones de sistemas
lineales.

Ejemplo 7 Calcule el punto de intersección de los planos

x ! y ! 2z % 1

3x ! 6y . z % 0

x . y . 4z % 3

Solución La solución del sistema lineal anterior proporcionará las coordenadas del punto de intersec-
ción. El determinante de la matriz de coeficientes de este sistema es

det (�) % G
1 1 2

3 6 .1

1 .1 .4 G% .32

por lo que el sistema tiene solución única. Tenemos que

x %
1

.32 G
1 1 2

0 6 .1

3 .1 .4 G%
.64

.32
% 2

y %
1

.32 G
1 1 2

3 0 .1

1 3 .4 G%
32

.32
% .1

z %
1

.32 G
1 1 1

3 6 0

1 .1 3 G%
0

.32
% 0

El punto de intersección es (2, .1, 0).

680 CÁLCULO



Formas cuadráticas, autovalores y autovectores

Si x es un vector columna en �n y � % (aij) es una matriz n # n, real y simétrica (es decir,
aij % aji para 1 m i, j m n), entonces la expresión

Q(x) % xT�x %

n

;
i, j%1

aijxixj

se denomina forma cuadrática en �n correspondiente a la matriz �. Obsérvese que Q(x) es un
número real para todo vector x de n componentes.

Se dice que � es definida positiva si Q(x) b 0 para todo vector x distinto de cero. De forma
similar, se dice que � es definida negativa si Q(x) a 0 para todo vector x distinto de cero. Se
dice que � es semidefinida positiva (o semidefinida negativa) si Q(x) n 0 o Q(x) m 0 para to-
do vector x distinto de cero.

Si Q(x) b 0 para algunos vectores x distintos de cero y Q(x) a 0 para otros vectores x (es
decir, si � no es ni semidefinida positiva ni semidefinida negativa), se dice que � es indefinida.

Ejemplo 8 La expresión Q(x, y, z) % 3x2
! 2y2

! 5z2
. 2xy ! 4xz ! 2yz es una forma cuadrática en

�3 correspondiente a la matriz simétrica

� %A
3 .1 2

.1 2 1

2 1 5B
Obsérvese cómo se obtienen los elementos de la matriz a partir de los coeficientes de Q. Los coeficientes
de x2, y2 y z2 forman los elementos de la diagonal principal, y los coeficientes de los términos producto se
sitúan divididos por dos en los términos simétricos correspondientes de las otras posiciones de la matriz.

La matriz � es definida positiva ya que Q(x, y, z) se puede escribir de la forma

Q(x, y, z) % x2
! (x . y)2

! (x ! 2z)2
! (y ! z)2

de donde se puede ver que Q(x, y, z) n 0 para todo (x, y, z) y Q(x, y, z) % 0 sólo si x % y % z % 0.

En la Sección 13.1 utilizaremos la definición positiva o negativa de ciertas matrices para clasifi-
car como máximos y mínimos locales los puntos críticos de funciones de varias variables. Exis-
ten criterios útiles para encontrar la definición de una matriz � que se pueden expresar en fun-
ción de los autovalores de dicha matriz.

Se dice que j es un autovalor de la matriz cuadrada n # n � % (aij) si existe un vector co-
lumna x distinto de cero tal que �x % jx o, en otros términos,

(� . jI)x % 0

siendo I la matriz identidad n # n. El vector x distinto de cero se denomina autovector de �
correspondiente al autovalor j y sólo puede existir si � . jI es una matriz singular, es decir, si

det (� . jI) % G
a11 . j a12 ñ a1n

a21 a22 . j ñ a2n

ó ó . . . ó
an1 an2 ñ ann . j G% 0

Los autovalores de � deben satisfacer esta ecuación polinómica de grado n, por lo que pueden
ser reales o complejos. Los siguientes teoremas se demuestran en textos estándar de álgebra li-
neal.
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TEOREMA 7 Si � % (aij)
n
i, j%1 es una matriz real y simétrica, entonces

(a) Todos los autovalores de � son reales.
(b) Todos los autovalores de � son distintos de cero si det (�) Ç 0.
(c) � es definida positiva si todos sus autovalores son positivos.
(d) � es definida negativa si todos sus autovalores son negativos.
(e) � es semidefinida positiva si todos sus autovalores son no negativos.
(f) � es semidefinida negativa si todos sus autovalores son no positivos.
(g) � es indefinida si tiene al menos un autovalor positivo y al menos un autovalor negativo.

#

TEOREMA 8 Sea � % (aij)
n
i, j%1 una matriz real simétrica y considérense los determinantes

Di % G
a11 a12 ñ a1i

a21 a22 ñ a2i

ó ó . . . ó
ai1 ai2 ñ aii

G para 1 m i m n

Así, D1 % a11, D2 % G
a11 a12

a21 a22 G% a11a22 . a12a21 % a11a22 . a2
12, etc.

(a) Si Di b 0 para 1 m i m n, entonces � es definida positiva.
(b) Si Di b 0 para los números pares i de {1, 2, ..., n} y Di a 0 para los números impares i

de {1, 2, ..., n}, entonces � es definida negativa.
(c) Si det (�) % Dn Ç 0 pero no se cumple ninguna de las condiciones anteriores, entonces

Q(x) es indefinida.
(d) Si det (�) % 0, entonces � no es definida positiva ni definida negativa y puede ser se-

midefinida o indefinida.
#

Ejemplo 9 Dada la matriz � del Ejemplo 8, tenemos que

D1 % 3 b 0, D2 % G
3 .1

.1 2 G% 5 b 0, D3 % G
3 .1 2

.1 2 1

2 1 5 G% 10 b 0

lo que vuelve a confirmar que la forma cuadrática de ese ejercicio es definida positiva.

Ejercicios 10.6

Calcule los productos de matrices en los Ejercicios 1-4.

1. A
3 0 .2

1 1 2

.1 1 .1BA
2 1

3 0

0 .2B
2. A

1 1 1

0 1 1

0 0 1BA
1 1 1

0 1 1

0 0 1B
3. A

a b

c dBA
w x

y zB 4. A
w x

y zBA
a b

c dB

5. Calcule ��T y �2
% ��, siendo

�%A
1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 1 1

0 0 0 1B
6. Calcule xxT, xTx y xT�x, siendo

x %A
x

y

zB y � %A
a p q

p b r

q r cB
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En los Ejercicios 7 y 8, calcule los determinantes.

7. G
2 3 .1 0

4 0 2 1

1 0 .1 1

.2 0 0 1
G 8. G

1 1 1 1

1 2 3 4

.2 0 2 4

3 .3 2 .2
G

9. Demuestre que si � % (aij) es una matriz n # n
para la que aij % 0 siempre que i b j, entonces
det (�) % <n

k%1 akk , el producto de los elementos de la
diagonal principal de �.

10. Demuestre que G
1 1

x y G% y . x, y

G
1 1 1

x y z

x2 y2 z2 G% (y . x)(z . x)(z . y)

Intente generalizar este resultado al caso n # n.

11. Verifique la propiedad asociativa (��)� % �(��)
mediante cálculo directo para el caso de tres matrices
2 # 2 arbitrarias.

12. Demuestre que det (�T) % det (�) para matrices n # n
mediante inducción en n. Comience con el caso 2 # 2.

13. Verifique por cálculo directo que
det (��) % det (�) det (�) se cumple para dos
matrices arbitrarias 2 # 2.

14. Sea �h %A
cos h sen h

.sen h cos hB . Demuestre que

(�h)
T

% (�h)
.1

% �
.h

Calcule las inversas de las matrices de los Ejercicios 15 y 16.

15. A
1 1 1

0 1 1

0 0 1B 16. A
1 0 .1

.1 1 0

2 1 3B

17. Utilice el resultado del Ejercicio 16 para resolver el
sistema lineal

E
x . z % .2

.x ! y % 1

2x ! y ! 3z % 13

18. Resuelva el sistema del Ejercicio 17 utilizando la
Regla de Cramer.

19. Resuelva el sistema

E
x1 ! x2 ! x3 ! x4 % 0

x1 ! x2 ! x3 . x4 % 4

x1 ! x2 . x3 . x4 % 6

x1 . x2 . x3 . x4 % 2

20. Verifique el Teorema 5 para el caso especial en el que
F y G son transformaciones lineales de �2 en �2.

En los Ejercicios 21-26, clasifique las matrices simétricas
dadas como definidas positivas o negativas, semidefinidas
positivas o negativas o indefinidas.

21. A
.1 1

1 .2B 22. A
1 2 0

2 1 0

0 0 1B
22. A

2 1 1

1 2 1

1 1 2B 24. A
1 1 0

1 1 0

0 0 1B
25. A

1 0 1

0 1 .1

1 .1 1B
26. A

2 0 1

0 4 .1

1 .1 1B
10.7 Uso de Maple para cálculos con vectores y matrices

El uso de un sistema de álgebra por computador puede facilitar muchas tareas tediosas necesa-
rias en el cálculo. Esto es especialmente cierto en el caso del cálculo multivariable y vectorial,
ya que las operaciones pueden volverse rápidamente inmanejables cuando el número de varia-
bles crece. El Doctor Robert Israel, colega del autor de este libro, ha escrito un libro excelente,
Calculus, the Maple Way, que muestra cómo utilizar Maple de forma efectiva en la realización
de operaciones de cálculo con una variable y con varias variables.

En este libro presentamos algunas veces la potencia de Maple para realizar cálculos con fun-
ciones de varias variables y funciones vectoriales de una o más variables. Esta sección ilustra
algunas características básicas del cálculo con vectores y matrices. Los ejemplos se han realiza-
do utilizando Maple 9, pero Maple 6 o posterior producirá un resultado similar.

Las capacidades de operación de Maple con vectores y matrices no están en su núcleo, sino
que se encuentran incluidas en un paquete de procedimientos denominado LinearAlgebra.
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Por tanto, es imprescindible cargar este paquete al comienzo de la sesión donde se va a nece-
sitar:

> with(LinearAlgebra) :

Los comandos de Maple se finalizan en general con un punto y coma, en vez de con dos puntos.
Al utilizar los dos puntos se suprime la salida. Si hubiéramos usado un punto y coma para finali-
zar el comando anterior, se hubiera producido una lista de todos los procedimientos definidos en
el paquete LinearAlgebra.

Maple incluye también un segundo paquete de álgebra lineal denominado linalg, pero es in-
ferior a LinearAlgebra, especialmente para la realización de cálculos numéricos de alto coste
computacional, utilizando matrices grandes; además es algo más difícil de usar. Sin embargo, el
paquete linalg ya estaba presente en versiones de Maple anteriores a la 6, y todavía está presente
en la versión 9. No utilizaremos aquí linalg, pero se utilizó en vez de LinearAlgebra en la quinta
edición de este libro.

Vectores

Hay varias formas de definir vectores en Maple; la más fácil es utilizar las construcciones Vec-
tor([,]) o <,>, donde se incluye una lista de los componentes del vector separadas por comas
dentro de los corchetes o de los paréntesis angulares. Ambas construcciones producen vectores
columna:
> Uc := Vector([1, 2, 3]) ; Vc := <a, b, c> ;

U c :% C
1

2

3D
V c :%C

a

b

cD
Para producir un vector fila se puede utilizar Vector[row]([,]); también se puede definir un
vector fila utilizando «�» para separar sus componentes:

> Ur := Vector[row] ([1, 2, 3]) ; Vr := <a � b � c> ;

U r :% [1, 2, 3]

V r :% [a, b, c]

Los vectores pueden tener cualquier dimensión; basta con incluir el número apropiado de comas
o de componentes separadas por �. También se puede usar la construcción Vector() con dos
argumentos, el primero de ellos un entero positivo que indica la dimensión del vector y el segun-
do, o bien una lista de componentes encerradas entre corchetes, o bien una regla de asignación
que permita obtener el valor de la componente i-ésima:

> < 5 � –2 � 3 � x>; W := Vector[row] (5, i -> i 4 2) ;

[5, .2, 3, x]

W :% [1, 4, 9, 16, 25]
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También es posible construir un vector con componentes arbitrarias como éste:

> X := Vector(2, symbol=x) ;
Y := Vector[row] (4, symbol=y) ;

X :% C
x1

x2D
Y :% [y1, y2, y3, y4]

Las componentes de un vector se pueden referenciar añadiendo el índice de la componente, en-
cerrado entre corchetes, al nombre o constructor del vector. La cuarta componente del vector W
anterior es W[4]:

> W[4] ; Vector(16, i -> 3*i - 1) [10] ; X[2]+Y[3] ;

16

29

x2 ! y3

Los vectores de la misma dimensión y tipo (fila o columna) se pueden sumar, restar y multipli-
carse por escalares utilizando los operadores ordinarios +, – y *:

b Uc + Vc; Vc – 3*Uc ;

C
1 ! a

2 ! b

3 ! cD
C

a . 3

b . 6

c . 9D
En la mayoría de los cálculos con vectores no importa si consideramos los vectores como fila o
como columna, pero en algunos operadores de LinearAlgebra hay que considerar la diferencia; si
se intenta sumar un vector fila con un vector columna, o dos vectores de diferentes dimensiones,
obtendremos un mensaje de error.

El paquete LinearAlgebra define también las funciones producto escalar DotProduct y pro-
ducto vectorial CrossProduct, cuyos argumentos de entrada son dos vectores. En el caso de
DotProduct los argumentos de entrada deben ser de la misma dimensión. En el caso de Cross-
Product, ambos argumentos deben ser de dimensión 3. Sin embargo, ninguna de las dos funcio-
nes exige que los argumentos sean del mismo tipo (fila o columna). El producto vectorial dará
como resultado un vector columna a menos que ambos argumentos sean vectores fila.

Tal como está definido en el paquete LinearAlgebra, DotProduct puede producir algunos re-
sultados extraños. Consideremos, por ejemplo:

b DotProduct(Uc, Vc) ; DotProduct(Vc, Uc) ;
DotProduct(Ur, Vr) ;

a ! 2b ! 3c

a6 ! 2b1 ! 3c6

a6 ! 2b1 ! 3c6

¿Qué está pasando aquí? Las barras sobre las cantidades desconocidas a, b y c indican los com-
plejos conjugados de esas cantidades; el paquete LinearAlgebra está diseñado para satisfacer las
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necesidades de un gran número de usuarios del álgebra lineal, no sólo los estudiantes de cálculo
para los que todos los vectores se supone que tienen componentes reales. En realidad, DotPro-
duct (U, V) suma los productos de los complejos conjugados de las componentes de U con los
componentes de V sin conjugar si ambos vectores son vectores columna, y viceversa si ambos
vectores son fila. En el primer ejemplo anterior, las componentes de Uc son números reales, por
lo que no aparece la barra que indica conjugado sobre ellos; en los otros casos las componentes
de Vc o Vr requieren conjugación, y como Maple no sabe si son reales, pone las barras.
Para evitar esta dificultad cuando se utilizan vectores reales, se incluye el argumento "conju-
gate%false" como tercera entrada de la función DotProduct en el paquete LinearAlgebra:

b DotProduct(Ur, Vr, conjugate=false) ;

a ! 2b ! 3c

También es posible utilizar el punto ‘‘.’’ como operador binario para calcular un producto esca-
lar. Sin embargo, el punto también representa multiplicación de matrices, por lo que hay que
usar un vector fila a la izquierda del punto y un vector columna a la derecha para asegurarse de
obtener un producto escalar.

> <a � b � c>.<x, y, z>; <a, b, c>.<x � y � z> ;

a ! 2b ! 3c

C
a b c

2a 2b 2c

3a 3b 3cD
LinearAlgebra tiene también una función CrossProduct, que sólo se aplica a vectores tridi-

mensionales. No importa si sus argumentos son vectores fila o columna. La forma de llamar esta
función es CrossProduct(U, V) o U &x V.

> CrossProduct(Uc, Vc) ; Ur &x Vr;

C
2c . 3b

3a . c

b . 2a D
[2c . 3b, 3a . c, b . 2a]

LinearAlgebra tiene una función denominada Norm() para calcular la longitud de un vector. De-
safortunadamente, Maple conoce muchas definiciones diferentes de longitud de un vector. La
que utilizaremos es la longitud euclídea. La longitud euclídea de un vector V se obtiene como
Norm(V,Euclidean) o Norm (V,2) (en el último caso el 2 indica el hecho de que para calcu-
lar la longitud se utiliza la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados de las componentes).

> Norm(Ur, Euclidean) ; Norm(<1, –1, 2, –3, 1>, 2) ;

∂14

4
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Las funciones Normalize(U,Euclidean) o Normalize(U,2) se pueden utilizar para obtener
un vector unitario en la misma dirección que U. Por supuesto, siempre se puede multiplicar U por
un escalar que sea el inverso de su longitud:

> Normalize(<2 � –2 � 1>, 2) ; (1/Norm(Uc, 2))*Uc;

C
2

3
,

.2

3
,

1

3D

C
1

14
∂14

1

7
∂14

3

14
∂14D

LinearAlgebra tiene una función denominada VectorAngle que devuelve el ángulo entre
dos vectores. No importa si los vectores son fila o columna. El resultado está en radianes, por lo
que tendremos que multiplicarlo por 180/n para obtener el ángulo en grados.

> VectorAngle(<2, 2, 1>, <1, –2, 2>) ;

1

2
n

Para ilustrar algo más estas ideas, hagamos que Maple calcule una ecuación del plano que
pasa por el punto (2, 1, .1) y es perpendicular a la recta de intersección de los planos
2x ! 3y ! z % 5 y 3x . 2y . 4z % 1.

> (<2 � 3 � 1> &x <3 � –2 � –4>) . (<x, y, z>–<2, 1, .1>) = 0 ;

.10x . 4 ! 11y . 13z % 0

que también podríamos haber escrito como 10x . 11y ! 13z % .4. Nótese cómo, para calcular
el producto escalar, hemos utilizado el producto vectorial de dos vectores fila (que es, por tanto,
otro vector fila) a la izquierda del ‘‘.’’ y una diferencia de dos vectores columna (que es, por
tanto, un vector columna) a la derecha del ‘‘.’’.

Finalmente, utilicemos Maple para verificar la identidad

(U × V) × W % (W U)V . (W V)U

En primer lugar, definimos U, V y W como vectores con componentes arbitrarias. En vista de
los dos productos escalares del miembro derecho de la identidad, haremos que W sea un vector
fila y los otros dos, vectores columna:

> U := Vector(3, symbol=u) ;
V := Vector(3, symbol=v) ;
W := Vector[row] (3, symbol=w) ;

U :%C
u1

u2

u3D
V :% C

v1

v2

v3D
W :% [w1, w2, w3]
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Ahora sólo necesitamos restar el miembro derecho de la identidad del miembro izquierdo y sim-
plificar el resultado:

> simplify((U &x V) &x W – (W . U) *V + (W . V) *U) ;

C
0

0

0D
El resultado es el vector cero, lo que confirma la identidad.

Observación Maple 8 y versiones posteriores disponen de un nuevo paquete denominado
VectorCalculus, que dispone de más funcionalidades que el paquete LinearAlgebra para operar
con funciones vectoriales y funciones de variables vectoriales. Ilustraremos el uso de este paque-
te en capítulos posteriores, pero nótese aquí que también define las operaciones sobre vectores
consideradas anteriormente, pero no todas las funciones matriciales consideradas más adelante.
VectorCalculus devuelve vectores en forma de combinaciones lineales de vectores de una base,
en vez de como matrices fila o columna. Las bases por defecto que utiliza están formadas por
los vectores ex, ey, ez (en vez de i, j, k) para vectores de dimensión menor o igual que 3, pero
ex1, ex2, ... para dimensiones superiores a 3. No obstante, aunque no sea claro por la forma en la
que VectorCalculus muestra los vectores, mantiene todavía la distinción entre vectores fila y co-
lumna, y por tanto no nos dejará sumar un vector fila con un vector columna. Una gran ventaja
del paquete VectorCalculus sobre LinearAlgebra es que VectorCalculus utiliza la definición ha-
bitual de producto escalar (incluso cuando utiliza la notación ‘‘.’’), por lo que el orden de los
factores en un producto escalar es irrelevante y no se utiliza la conjugación compleja. Si se de-
sea utilizar el paquete VectorCalculus y tener todavía acceso a todas las operaciones sobre matri-
ces que proporciona el paquete LinearAlgebra, basta con cargar el paquete VectorCalculus des-
pués de cargar el paquete LinearAlgebra, con lo que se sustituirán las definiciones de
operaciones sobre vectores del paquete LinearAlgebra con las nuevas definiciones del paquete
VectorCalculus.

> with(LinearAlgebra) :
with(VectorCalculus) :

Incluso con la salida suprimida, el segundo with anterior producirá unas cuantas líneas de avi-
sos debidas principalmente al cambio en las definiciones de algunas operaciones sobre vectores.

> V1 := <2, –3, 4>; V2 := <a � b � c>; V3 := <2, –3, 4, –5, 6>;

V1 :% 2ex . 3ey ! 4ez

V2 :% aex ! bey ! cez

V3 :% 2ex1 . 3ex2 ! 4ex3 . 5ex4 ! 6ex5

> V1.V2; V2.V1;

2a . 3b ! 4c
2a . 3b ! 4c

Como V1 es un vector columna y V2 es un vector fila, cualquier intento de calcular una combi-
nación lineal de estos vectores generará un error, como también los intentos de calcular M.V2 o
V1.M siendo M una matriz 3 # 3. Por supuesto, M.V1 funcionará bien, como V2.M, aunque el
resultado será una matriz de una fila en vez de un vector. En capítulos posteriores volveremos a
utilizar VectorCalculus.
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Matrices

El paquete LinearAlgebra proporciona también diversas formas de definir y manejar matrices.
Una matriz se puede definir como un vector columna cuyos elementos son vectores fila, o como
un vector fila cuyos elementos son vectores columna:

> <<1 � 1 � 1>, <2 � 1 � 3>>; <<1, 2> � <1, 1> � <1, 3>>;

C
1 1 1

2 1 3D

C
1 1 1

2 1 3D
Las matrices también se pueden definir utilizando la función Matrix. Esta función puede acep-
tar una lista de datos que especifican las filas de la matriz, o bien dos enteros positivos (el núme-
ro de filas y de columnas, respectivamente), junto con una regla para calcular los elementos de
la fila i y la columna j.

> L := Matrix([[1, 1, 1], [2, 1, 3]]) ;
M := Matrix(3, 3, (i, j) -> i.j) ;

L :%C
1 1 1

2 1 3D

M :%C
0 .1 .2

1 0 .1

2 1 0D
Una matriz P con 2 filas y 4 columnas con elementos arbitrarios pi, j se puede construir de la
siguiente forma:

> P := Matrix(2, 4, symbol=p) ;

P :% C
p1, 1 p1, 2 p1, 3 p1, 4

p2, 1 p2, 2 p2, 3 p2, 4D
Como en el caso de vectores, se accede a los elementos de una matriz encerrando los índices de
fila y columna entre corchetes, precedidos por el nombre de la matriz.

> P[1, 2] := Pi; P[1, 4]+P[2, 4] ; P ;

P1, 2 :% n

p1, 4 ! p2, 4

C
p1, 1 n p1, 3 p1, 4

p2, 1 p2, 2 p2, 3 p2, 4D
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Existen también construcciones abreviadas para tipos especiales de matrices, como las matri-
ces todo unos o todo ceros, las matrices identidad (cuadradas) y las matrices diagonales:

> Matrix(2, 3) ; IdentityMatrix(3) ;
DiagonalMatrix([a, b, c]) ;

C
0 0 0

0 0 0D

C
1 0 0

0 1 0

0 0 1D
C

a 0 0

0 b 0

0 0 cD
La traspuesta T de una matriz se obtiene utilizando la función Transpose.

> T := Transpose(L) ;

T :%C
1 2

1 1

1 3D
El producto AB de dos matrices A y B se calcula utilizando el operador binario .; es decir, se
calcula A.B. Por supuesto, el número de columnas de A debe ser igual al número de filas de B.

> L.T; T.L;

C
3 6

6 14D

C
5 3 7

3 2 4

7 4 10D
El determinante y la inversa de una matriz cuadrada se calculan mediante las funciones De-

terminant y MatrixInverse.

> A := <<1 � 1 � 1>>, <2 � 1 � 3>, <1 � 1 � 2>>;
DetA :=Determinant(A) ; Ainv := MatrixInverse(A) ;

A :% C
1 1 1

2 1 3

1 1 2D
Det A :% .1

Ainv :%C
1 1 .2

1 .1 1

.1 0 1D
> A.Ainv = Ainv.A;

C
1 0 0

0 1 0

0 0 1D%C
1 0 0

0 1 0

0 0 1D
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Ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones en n variables se puede expresar de la forma AX % B, siendo A una
matriz n # n, y X y B vectores columna de n componentes. Por tanto, la solución se expresa
como X % A.1B. Por ejemplo, el sistema

x ! y ! z % 2, 2x ! y ! 3z % 9, x ! y ! 2z % 1

tiene como matriz de coeficientes la matriz A definida anteriormente, y B es el vector columna
<2, 9, 1>. La solución del sistema es:
> X : = Ainv.<2, 9, 1>;

X :% C
9

.6

.1D
es decir, x % 9, y % .6, z % .1. LinearAlgebra proporciona una forma sencilla de resolver el
sistema AX % B; sólo necesitamos utilizar la función LinearSolve(A,B):

> X := linsolve(A, [2, 9, 1]);

X :% C
9

.6

.1D
Para resolver sistemas de ecuaciones lineales es mejor usar LinearSolve que inversión de ma-
trices, ya que LinearSolve puede resolver algunos sistemas en los que la matriz es singular o no
es cuadrada. Consideremos los sistemas

x ! y % 1

2x ! 2y % 2
y

x ! y % 1

2x ! 2y % 1

El primer sistema tiene una familia de soluciones dependientes de un parámetro, x % 1 . t,
y % t, para valores de t arbitrarios. El segundo sistema es incoherente y no tiene soluciones.

> L := Matrix([[1, 1], [2, 2]]) ; B1 := <1, 2>; B2 := <1, 1>;

L :%C
1 1

2 2D
B1 :% C

1

2D
B2 :% C

1

1D
> X := LinearSolve(L, B1, freee=t) ;

X :% C
1 . t2

t2 D
Se ha incluido el argumento extra free=t para obligar a LinearSolve a utilizar la variable t con
subíndices para indicar los parámetros. Es más seguro utilizar siempre un argumento de entrada
de este tipo, ya que omitirlo puede hacer que la salida tenga un aspecto extraño (pruébelo para
verlo). Si el sistema tiene solución única, el argumento free=t simplemente se ignora.

> X := LinearSolve(L, B2, free=t);

Error, (in LinearSolve) inconsistent system
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Autovectores y autofunciones

El paquete LinearAlgebra tiene procedimientos para calcular los autovectores y autovalores de
matrices. En el caso de una matriz real y simétrica, los autovalores son siempre reales.

> K := Matrix([[3, 1, –1], [1, 4, 1], [–1, 1, 3]]) ;

K :% C
3 1 .1

1 4 1

.1 1 3D
> Eigenvalues (K) ;

C
4

3 ! ∂3

3 . ∂3D
La función Eigenvalues produce un vector columna con los autovalores de la matriz cuadrada
que se introduce como argumento. En este ejemplo, los tres autovalores son positivos, por lo que
K es una matriz definida positiva. La principal utilidad que tendrán para nosotros los autovalores
será la de clasificar los puntos críticos de funciones de varias variables. Para este uso, no es ne-
cesario conocer los correspondientes autovectores, pero si necesitáramos conocerlos, se puede
utilizar la función Eigenvectors(K). La salida habría consistido entonces en dos elementos
separados por una coma. El primer elemento es un vector columna que contiene los autovalores
de K; el segundo elemento es una matriz cuadrada cuyas columnas son los autovectores corres-
pondientes a dichos autovalores (si un autovalor tuviera multiplicidad m, habría m columnas li-
nealmente independientes en la matriz).

> Eigenvectors (K) ;

C
4

3 ! ∂3

3 . ∂3D , C
.1 .

(.2 ! ∂3)∂3

.3 ! 2∂3
.

(.2 . ∂3)∂3

.3 . 2∂3

0 .

.3 ! ∂3

.3 ! 2∂3
.

.3 . ∂3

.3 . 2∂3

1 1 1
D

Maple no siempre realiza perfectamente las simplificaciones. Si utilizamos el comando simpli-
fy(%[2]) sobre la salida anterior, veremos que la fila superior de la matriz de autovectores es,
en realidad, más simple de lo que parece.

Observación Todas las matrices y vectores utilizados en los ejemplos de esta sección son de
dimensiones muy pequeñas. El paquete LinearAlgebra es capaz de manejar matrices grandes con
cientos de filas y columnas, pero en ese caso es mejor evitar las expresiones simples como
2*M-3*N o M.N para realizar combinaciones lineales o productos escalares, y utilizar en cambio
MatrixAdd(M,N,2,–3) y MatrixMatrixMultiply(M,N) , que realizan los cálculos de forma
mucho más eficiente. De forma similar, es conveniente utilizar MatrixVectorMultiply(M,X)
en vez de M.X si X es un vector columna y ScalarMutiply(M,c) en vez de c*M si c es un
número.
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Ejercicios 10.7

Utilice Maple para calcular las magnitudes de los Ejercicios
1 y 2.

1. La distancia entre la recta paralela al vector (3, 0, 2)
que pasa por 2 i ! j . 2k y la recta paralela al vector
(1, 2, 4) que pasa por el punto i ! 3j ! 4k.

2. El ángulo (en grados) entre el vector i . j ! 2k y el
plano que pasa por el origen y contiene a los vectores
i . 2j . 3k y 2i ! 3j ! 4k.

Utilice Maple para verificar las identidades de los
Ejercicios 3 y 4.

3. U (V × W) % V (W × U) % W (U × V)

4. (U × V) × (U × W) % (U (V × W))U

En los Ejercicios 5-10, defina funciones de Maple que
permitan obtener los resultados indicados. Puede utilizar
funciones ya definidas en LinearAlgebra.

5. Una función sp(U, V) que produzca la proyección
escalar del vector U sobre el vector distinto de cero V.

6. Una función vp(U, V) que produzca el vector
proyección del vector U sobre el vector distinto de
cero V.

7. Una función ang(U, V) que produzca el ángulo que
forman los vectores distintos de cero U y V, en grados
y como número decimal.

8. Una función unitn(U, V) que produzca un vector
unitario normal a los dos vectores no paralelos U y V
en el espacio tridimensional.

9. Una función VolT(U, V, W) que produzca el volumen
del tetraedro del espacio tridimensional generado por
los vectores U, V y W.

10. Una función dist(A, B) que produzca la distancia
entre dos puntos cuyos vectores de posición son A y B.

Utilice esta función para calcular la distancia entre
[1, 1, 1, 1] y [3, .1, 2, 5].

En los Ejercicios 11 y 12, utilice LinearSolve para
resolver los sistemas dados.

11. E
u ! 2v ! 3x ! 4y ! 5z % 20

6u . v ! 6x ! 2y . 3z % 0

2u ! 8v . 8x . 2y ! z % 6

u ! v ! x ! y ! z % 5

10u . 3v ! 3x . 2y ! 2z % 5

12. E
u ! v ! x ! y % 10

u ! y ! z % 10

u ! x ! y % 8

u ! v ! x ! z % 11

v ! y . z % 1

13. Calcule el determinante de la matriz de coeficientes del
sistema del Ejercicio 11.

14. Calcule los autovalores de la matriz de coeficientes del
sistema del Ejercicio 12. Exprese sus respuestas en
forma decimal, con cinco decimales de precisión
(utilice evalf). ¿Piensa que algunos de ellos son
realmente complejos?

15. Calcule la inversa de la matriz

A %C
1 1/2 1/3

1/2 1/3 1/4

1/3 1/4 1/5D
16. Calcule, en forma decimal (utilizando

evalf(Eigenvals(A))), los autovalores de la
matriz A del Ejercicio 15 y los autovalores de su
inversa. Utilice Digits := 10. ¿Cómo explica el
hecho de que algunos autovalores parecen ser
complejos? ¿Qué relación parece haber entre los
autovalores de A y los autovalores de su inversa?

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significa lo siguiente?
0 Entorno

0 Conjunto abierto

0 Conjunto cerrado

0 Frontera de un conjunto

0 Interior de un conjunto

0 Vector en el espacio tridimensional

0 Producto escalar de dos vectores

0 Producto vectorial de dos vectores en �3

0 Producto escalar triple

0 Producto vectorial triple

0 Matriz

0 Determinante
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0 Plano

0 Recta

0 Cono

0 Cilindro

0 Elipsoide

0 Paraboloide

0 Hiperboloide de una hoja

0 Hiperboloide de dos hojas

0 Traspuesta de una matriz

0 Inversa de una matriz

0 Transformación lineal

0 Autovalor de una matriz

¿Qué es el ángulo que forman los vectores u y v?

¿Cómo se calcula u × v dadas los componentes de
u y v?

¿Cuál es la ecuación del plano que pasa por P0 y
es normal al vector N?

¿Cuál es la ecuación de la recta que pasa por P0
y es paralela al vector a?

Dadas dos matrices A y B de 3 × 3, ¿cómo se
calcula AB?

¿Qué es la distancia desde P0 al plano
Ax + By + Cz + D = 0?

¿Qué es la Regla de Cramer, y cómo se usa?

Ejercicios de repaso
Describa los conjuntos de puntos en el espacio
tridimensional que cumplen las ecuaciones o inecuaciones
dadas en los Ejercicios 1-18.

1. x ! 3z % 3 2. y . z n 1

3. x ! y ! z n 0 4. x . 2y . 4z % 8

5. y % 1 ! x2
! z2 6. y % z2

7. x % y2
. z2 8. z % xy

9. x2
! y2

! 4z2
a 4 10. x2

! y2
. 4z2

% 4

11. x2
. y2

. 4z2
% 0 12. x2

. y2
. 4z2

% 4

*13. (x . z)2
! y2

% 1 *14. (x . z)2
! y2

% z2

15. E
x ! 2y % 0

z % 3
16. E

x ! y ! 2z % 1

x ! y ! z % 0

17. E
x2

! y2
! z2

% 4

x ! y ! z % 3
18. E

x2
! z2

m 1

x . y n 0

Calcule las ecuaciones de los planos y rectas especificados
en los Ejercicios 19-28.

19. El plano que pasa por el origen y es perpendicular a la
recta

x . 1

2
%

y ! 3

.1
%

z ! 2

3

20. El plano que pasa por el punto (2, .1, 1) y (1, 0, .1)
y es paralelo a la recta del Ejercicio 19.

21. El plano que pasa por el punto (2, .1, 1) y es
perpendicular a los planos x . y ! z % 0 y
2x ! y . 3z % 2.

22. El plano que pasa por los puntos (.1, 1, 0), (0, 4, .1)
y (2, 0, 0).

23. El plano que contiene a la recta intersección de los
planos x ! y ! z % 0 y 2x ! y . 3z % 2 y pasa por el
punto (2, 0, 1).

24. El plano que contiene a la recta intersección de los
planos x ! y ! z % 0 y 2x ! y . 3z % 2 y es
perpendicular al plano x . 2y . 5z % 17.

25. La ecuación paramétrica vectorial de la recta que pasa
por el punto (2, 1, .1) y (.1, 0, 1).

26. La ecuación en forma estándar de la recta que pasa por
el punto (1, 0, .1) y es paralela a los planos
x . y % 3 y x ! 2y ! z % 1.

27. La ecuación paramétrica escalar de la recta que pasa
por el origen y es perpendicular al plano
3x . 2y ! 4z % 5.

28. La ecuación paramétrica vectorial de la recta que une
puntos de las dos rectas

r % (1 ! t)i . tj . (2 ! 2t)k

r % 2t i ! (t . 2)j . (1 ! 3t)k

y es perpendicular a ambas rectas.

Exprese las condiciones o cantidades dadas en los
Ejercicios 29 y 30 en función de productos escalares y
vectoriales.

29. Los tres puntos cuyos vectores de posición son r1, r2 y
r3 están en la misma recta.

30. Los cuatro puntos cuyos vectores de posición son r1,
r2, r3 y r4 no están en el mismo plano.

31. Calcule el área del triángulo cuyos vértices son
(1, 2, 1), (4, .1, 1) y (3, 4, .2).

32. Calcule el volumen del tetraedro cuyos vértices son
(1, 2, 1), (4, .1, 1), (3, 4, .2) y (2, 2, 2).
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33. Demuestre que la matriz

� %A
1 0 0 0

2 1 0 0

3 2 1 0

4 3 2 1B
tiene inversa, y calcule su inversa �.1.

34. Sea � %A
1 1 1

2 1 0

1 0 .1B . ¿Qué condición debe cumplir

el vector b para que la ecuación �x % b tenga
soluciones x? ¿Cuáles son las soluciones x si b cumple
la condición?

35. ¿Es la matriz A
3 .1 1

.1 1 .1

1 .1 2B definida positiva,

negativa o ninguna de las dos cosas?

Problemas avanzados
1. Demuestre que la distancia d desde el punto P hasta la

recta AB se puede expresar en términos de los vectores
de posición de P, A y B mediante la expresión

d %
�(rA . rP) # (rB . rP) �

�rA . rB �

2. Dados vectores cualesquiera u, v, w y x, demuestre que

(u # v) # (w # x) % ((u # v) x)w . ((u # v) w)x

% ((w # x) u)v . ((w # x) v)u

En particular, demuestre que

(u # v) # (u # w) % ((u # v) w)u

3. Demuestre que el área A del triángulo cuyos vértices son
(x1, y1, 0), (x2, y2, 0) y (x3, y3, 0) en el plano xy se
expresa como

A %
1

2
�G

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1 G �
4. (a) Si L1 y L2 son dos rectas que no son paralelas ni se

cruzan, demuestre que existe una pareja de planos
paralelos P1 y P2 tales que L1 está en P1 y L2 está
en P2.

(b) Obtenga planos paralelos que contengan las
siguientes rectas: L1 que pasa por los puntos (1, 1,
0) y (2, 0, 1) y L2 que pasa por los puntos (0, 1, 1)
y (1, 2, 2).

5. ¿Qué condición deben cumplir los vectores a y b para
asegurar que la ecuación a × x % b tiene soluciones? Si
se cumple esa condición, calcule todas las soluciones de
la ecuación. Describa el conjunto de soluciones.
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CAPÍTULO 11

Funciones vectoriales
y curvas

La filosofía está escrita en este gran libro, el universo,
que está continuamente abierto a nuestra observación, pe-
ro que no se puede entender a menos que uno aprenda
primero a comprender el lenguaje e interprete los caracte-
res en los que está escrito. Está escrito en el lenguaje de
las matemáticas, y sus caracteres son triángulos, círculos y
otras figuras geométricas, sin las que es humanamente im-
posible entender una sola palabra de ese libro; sin ellos,
uno simplemente está vagando por un laberinto oscuro.

Galileo Galilei (1564-1642)

Introducción Este capítulo trata de funciones de una sola variable real cuyo va-
lor es un vector. Estas funciones se pueden ver como representaciones paramétricas
de curvas, y las examinaremos desde un punto de vista cinemático (considerando la
posición, velocidad y aceleración de una partícula en movimiento) y desde un punto
de vista geométrico (considerando tangentes, normales, curvatura y torsión). Final-
mente presentaremos un desarrollo simple de las leyes de Kepler del movimiento
planetario.



11.1 Funciones vectoriales de una variable

En esta sección vamos a examinar varios aspectos de cálculo diferencial e integral aplicado a
funciones vectoriales de una sola variable real. Estas funciones se utilizarán para representar
curvas paramétricamente. Es natural interpretar una función vectorial de la variable real t como
una posición, en el instante t, de un punto o «partícula» que se mueve en el espacio. Las deriva-
das de este vector de posición serán entonces otra función vectorial que dará la velocidad y la
aceleración de la partícula. Para motivar el estudio de funciones vectoriales, las consideraremos
una descripción vectorial del movimiento en el espacio tridimensional. Algunos de los ejemplos
que presentaremos serán de movimiento en el plano; en este caso la tercera componente de los
vectores será 0 y se omitirá.

Si una partícula se mueve en el espacio tridimensional, su movimiento se puede describir
dando las tres coordenadas de su posición en función del tiempo t:

x % x(t), y % y(t) y z % z(t)

Sin embargo, es más conveniente sustituir estas tres ecuaciones por una única ecuación vectorial,

r % r(t)

que expresa el vector de posición de la partícula en movimiento en función de t (recuérdese que
el vector de posición de un punto es el vector que va desde el origen hasta dicho punto). En
función de los vectores de la base estándar i, j y k, el vector de posición de la partícula en el
instante t es

posición: r % r(t) % x(t)i ! y(t)j ! z(t)k

A medida que t aumenta, la partícula se mueve por un camino, una curva C en el espacio tridi-
mensional. Si z(t) % 0, entonces C es una curva plana en el plano xy. Supondremos que C es una
curva continua; la partícula no puede saltar instantáneamente de un punto a otro punto distante.
Esto equivale a requerir que las funciones de las componentes x(t), y(t) y z(t) sean funciones
continuas de t, y diremos, por tanto, que r(t) es una función vectorial continua de t.

En el intervalo de tiempo desde t hasta t ! Bt, la partícula se mueve desde la posición r(t)
hasta la posición r(t ! Bt). Por tanto, su velocidad media es

r(t ! Bt) . r(t)

Bt

que es un vector paralelo al vector secante que va desde r(t) hasta r(t ! Bt). Si la velocidad me-
dia tiene límite cuando Bt r 0, se dice que r es diferenciable en t, y denominaremos al límite
vector velocidad (instantánea) de la partícula en el instante t. Llamaremos v(t) al vector velocidad:

vector velocidad: v(t) % lim
Btr0

r(t ! Bt) . r(t)

Bt
%

d

dr
r(t)

El vector velocidad tiene una dirección tangente a la curva C en el punto r(t) (véase la Figu-
ra 11.1), y apunta en la dirección del movimiento. La longitud del vector velocidad v(t) % �v(t) �
se denomina velocidad de la partícula:

velocidad: v(t) % �v(t)�

Siempre que exista el vector velocidad, sea continuo y no se anule, la curva C es una curva sua-
ve, es decir, tiene tangentes que varían de forma continua. La curva puede no ser suave en pun-
tos donde la velocidad sea cero, aunque las componentes del vector velocidad sean funciones
suaves de t.
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Figura 11.1 El vector velocidad v(t) es la derivada de la
posición r(t) y es tangente a la curva del
movimiento en el punto cuyo vector de
posición es r(t).

Ejemplo 1 Considere la curva plana r % t3i ! 2t2j. Sus funciones componentes t3 y t2 tienen deriva-
das continuas de todos los órdenes. Sin embargo, la curva no es suave en el origen (t % 0), donde su veloci-
dad v % 3t2i ! 2tj % 0 (véase la Figura 11.2). La curva sí es suave en todos los demás puntos donde v(t) Ç 0.

Figura 11.2 Las componentes de r(t) son funciones suaves de t, pero la curva
no es suave en el origen, donde v % 0.

Las reglas de la suma y la multiplicación por escalares de vectores implican que

v %
dr

dt

% lim
Btr0 A

x(t ! Bt) . x(t)

Bt
i !

y(t ! Bt) . y(t)

Bt
j !

z(t ! Bt) . z(t)

Bt
kB

%
dx

dt
i !

dy

dt
j !

dz

dt
k

Por tanto, la función vectorial r es diferenciable en t si y sólo si sus tres componentes escalares,
x, y y z, son diferenciables en t. En general, las funciones vectoriales se pueden diferenciar (o
integrar) diferenciando (integrando) sus funciones componentes, suponiendo que los vectores de
la base con respecto a los que se expresan dichas componentes son fijos en el espacio y no cam-
bian con el tiempo.

Continuando con nuestro análisis de la partícula móvil, se define la aceleración de dicha
partícula como la derivada con respecto al tiempo del vector velocidad:

aceleración: a(t) %
dv

dt
%

d2r

dt2

La Segunda Ley del Movimiento de Newton establece que esta aceleración es proporcional a la
fuerza F que produce el movimiento y en su misma dirección: si la masa de la partícula es m,
entonces dicha ley se expresa mediante la ecuación vectorial F % ma.
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Ejemplo 2 Describa la curva r % t i ! t2j ! t3k. Calcule los vectores velocidad y aceleración de esta
curva en (1, 1, 1).
Solución Como las ecuaciones paramétricas escalares de la curva son

x % t, y % t2 y z % t3

que cumplen y % x2 y z % x3, la curva es la intersección de los cilindros y % x2 y z % x3. En cualquier ins-
tante t los vectores velocidad y aceleración se expresan como

v %
dr

dt
% i ! 2tj ! 3t2k

a %
dv

dt
% 2j ! 6tk

El punto (1, 1, 1) de la curva corresponde a t % 1, por lo que la velocidad y la aceleración en ese punto son
v % i ! 2j ! 3k y a % 2j ! 6k, respectivamente.

Ejemplo 3 Calcule el vector velocidad, la velocidad y la aceleración, y describa el movimiento de
una partícula cuya posición en el instante t es

r % 3 cos ut i ! 4 cos utj ! 5 sen utk

Solución El vector velocidad, la velocidad y la aceleración se pueden calcular inmediatamente:

v %
dr

dt
%.3u sen ut i . 4u sen ut j ! 5u cos utk

v % �v� % 5u

a %
dv

dt
%.3u2 cos ut i . 4u2 cos u j . 5u2 sen utk %.u2r

Obsérvese que �r� % 5. Por tanto, la curva que describe la partícula está en una esfera cuya ecuación es
x2

! y2
! z2

% 25. Como x % 3 cos ut e y % 4 cos ut, dicha curva también está en el plano vertical
4x % 3y. Es decir, la partícula se mueve siguiendo una circunferencia de radio 5 centrada en el origen y que
está en el plano 4x % 3y. Obsérvese también que r es periódico, con periodo 2n/u. Por consiguiente, la
partícula tarda un tiempo 2n/u en realizar una revolución sobre dicha circunferencia. La aceleración está
siempre en la dirección de .r, es decir, hacia el origen. Para describir esa aceleración «que busca el cen-
tro» se utiliza la expresión aceleración centrípeta.

Ejemplo 4 (El problema del proyectil) Describa el camino que sigue una partícula que experimenta
una aceleración constante hacia abajo, .gk, debida a la gravedad. Suponga que en el instante t % 0 la posi-
ción de la partícula es r0 y su velocidad es v0.

Solución Si la posición de la partícula en el instante t es r(t), entonces su aceleración es d2r/dt2. La
posición de la partícula se puede obtener resolviendo el problema de valor inicial

d2r

dt2 %.gk,
dr

dt G t%0

% v0, r(0) % r0

Se integra la ecuación diferencial dos veces. Esta integración introduce un vector constante de integración
que se puede determinar a partir de los datos proporcionados, evaluando en t % 0:

dr

dt
%.gtk ! v0

r %.

gt2

2
k ! v0t ! r0
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Esta última ecuación representa una parábola en el plano vertical que pasa por el punto cuyo vector de po-
sición es r0 y contiene al vector v0 (véase la Figura 11.3). Las ecuaciones paramétricas escalares de la pará-
bola son

x % u0t ! x0

y % v0t ! y0

z %.

gt2

2
! w0t ! z0

siendo r0 % x0i ! y0 j ! z0k y v0 % u0i ! v0j ! w0k.

Figura 11.3 La curva que sigue un proyectil disparado desde la posición r0

con velocidad v0.

Ejemplo 5 Un objeto se mueve a la derecha siguiendo la curva plana y % x2, con velocidad constante
v % 5. Calcule el vector velocidad y la aceleración de dicho objeto cuando está en el punto (1, 1).

Solución La posición del objeto en el instante t es

r % xi ! x2j

siendo x la coordenada x de la posición del objeto en función de t. El vector velocidad, la velocidad y la
aceleración en el instante t se expresan como

v %
dr

dt
%

dx

dt
i ! 2x

dx

dt
j %

dx

dt
(i ! 2xj)

v % �v� % G
dx

dt G∂1 ! (2x)2
%

dx

dt
∂1 ! 4x2

a %
dv

dt
%

d2x

dt2 (i ! 2xj) ! 2A
dx

dtB
2

j

En el cálculo de la velocidad se ha utilizado �dx/dt� % dx/dt, ya que el objeto se mueve hacia la derecha.
Tenemos el dato de que la velocidad es constante: v % 5. Por tanto,

dx

dt
%

5

∂1 ! 4x2

Cuando x % 1, tenemos que dx/dt% 5/∂1! 4 % ∂5, por lo que la velocidad del objeto en ese punto es
v % ∂5i ! 2∂5j. Ahora podemos calcular

d2x

dt2 %
d

dt

5

∂1 ! 4x2
%A

d

dx

5

∂1 ! 4x2B
dx

dt

%.

5

2(1 ! 4x2)3/2 (8x)
5

∂1 ! 4x2
%.

100x

(1 ! 4x2)2

En x%1, tenemos que d2x/dt2
%.4. Así, la aceleración en ese punto es a%.4(i!2j)!10j%.4i!2j.
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Observación Nótese que en el ejemplo anterior hemos usado x como parámetro de la curva,
por lo que podríamos haber utilizado t para el tiempo. Si se desea analizar el movimiento por
una curva r % r(t), siendo t un parámetro, no necesariamente tiempo, entonces habrá que utilizar
un símbolo diferente, por ejemplo q (letra griega «tau»), para indicar el tiempo. En ese caso, la
velocidad y la aceleración físicas de una partícula que se mueve por la curva son

v %
dr

dq
%

dt

dq
dr

dt
y a %

dv

dq
%

d2t

dq2

dr

dt
! A

dt

dqB
2 d2r

dt2

Hay que tener cuidado con la forma de interpretar t en problemas donde el tiempo sea relevante.

Diferenciación de combinaciones de vectores

Los vectores y los escalares se pueden combinar de varias formas para formar otros vectores o
escalares. Los vectores se pueden sumar y multiplicar por escalares, y también pueden ser facto-
res en productos escalares y vectoriales. Se pueden aplicar las reglas de diferenciación apropia-
das a todas esas combinaciones de funciones vectoriales y escalares; se resumen en el siguiente
teorema.

TEOREMA 1 Reglas de diferenciación de funciones vectoriales

Sean u(t) y v(t) funciones vectoriales diferenciables, y sea j(t) una función escalar diferen-
ciable. Entonces u(t) ! v(t), j(t)u(t), u(t) v(t), u(t) × v(t) y u(j(t)) son diferenciables, y

(a)
d

dt
(u(t) ! v(t)) % uñ(t) ! vñ(t)

(b)
d

dt
(j(t)u(t)) % jñ(t)u(t) ! j(t)uñ(t)

(c)
d

dt
(u(t) v(t)) % uñ(t) v(t) ! u(t) vñ(t)

(d)
d

dt
(u(t) × v(t)) % uñ(t) × v(t) ! u(t) × vñ(t)

(e)
d

dt
(u(j(t))) % jñ(t)uñ(j(t))

Además, en todo punto donde u(t) Ç 0,

(f)
d

dt
�u(t)� %

u(t) uñ(t)

�u(t)�

#

Observación Las fórmulas (b), (c) y (d) son versiones de la Regla del Producto. La fórmu-
la (e) es una versión de la Regla de la Cadena. La fórmula (f) es también un caso de la Regla de
la Cadena aplicada a �u� % ∂u u. Todas ellas tienen la forma obvia. Nótese que el orden de
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los factores es el mismo en los términos de los dos miembros de la fórmula del producto vecto-
rial (d). Es esencial conservar el orden ya que, a diferencia del producto escalar o del producto
de un vector por un escalar, el producto vectorial no es conmutativo.

Observación La fórmula de la derivada de un producto vectorial es un caso especial del de la
derivada de un determinante 3 # 3 (véase la Sección 10.3). Como todos los términos del desa-
rrollo de un determinante de cualquier orden son un producto en el que interviene un elemento
de cada fila (o columna), la Regla del Producto general implica que la derivada de un determi-
nante n # n cuyos elementos sean funciones será una suma de n determinantes n # n, y en cada
uno de ellos los elementos de una de las filas (o columnas) estarán diferenciados. Para el caso
3 # 3 tenemos que

d

dt G
a11(t) a12(t) a13(t)

a21(t) a22(t) a23(t)

a31(t) a32(t) a33(t) G% G
añ11(t) añ12(t) añ13(t)

a21(t) a22(t) a23(t)

a31(t) a32(t) a33(t) G
! G

a11(t) a12(t) a13(t)

añ21(t) añ22(t) añ23(t)

a31(t) a32(t) a33(t) G! G
a11(t) a12(t) a13(t)

a21(t) a22(t) a23(t)

añ31(t) añ32(t) añ33(t) G
Ejemplo 6 Demuestre que la velocidad de una partícula móvil permanece constante durante un inter-

valo de tiempo si y sólo si la aceleración es perpendicular al vector velocidad durante dicho intervalo.

Solución Como (v(t))2
% v(t) v(t), tenemos que

2v(t)
dv

dt
%

d

dt
(v(t))2

%
d

dt
(v(t) v(t))

% a(t) v(t) ! v(t) a(t) % 2v(t) a(t)

Si suponemos que v(t) Ç 0, se deduce que dv/dt% 0 si y sólo si v a % 0. La velocidad es constante si y
sólo si el vector velocidad es perpendicular a la aceleración.

Ejemplo 7 Si u es tres veces diferenciable, calcule y simplifique la derivada del producto triple

d

dt Au A
du

dt
×

d2u

dt2BB
Solución Utilizando varias versiones de la Regla del Producto, se calcula

d

dt Au A
du

dt
×

d2u

dt2BB
%

du

dt A
du

dt
×

d2u

dt2B! u A
d2u

dt2 ×
d2u

dt2B! u A
du

dt
×

d3u

dt3B
% 0 ! 0 ! u A

du

dt
×

d3u

dt3B% u A
du

dt
×

d3u

dt3B
El primer término se anula porque du/dt es perpendicular a su producto vectorial con otro vector; el segun-
do término se anula porque es el producto vectorial de vectores idénticos.
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Ejercicios 11.1

En los Ejercicios 1-14, calcule el vector velocidad, la
velocidad y la aceleración en el instante t de la partícula
cuya posición es r(t). Describa la curva que sigue la
partícula.

1. r % i ! tj 2. r % t2i ! k

3. r % t2j ! tk 4. r % i ! tj ! tk

5. r % t2i . t2j ! k 6. r % t i ! t2j ! t2k

7. r % a cos ti ! a sen tj ! ctk

8. r % a cos ut i ! bj ! a sen utk

9. r % 3 cos ti ! 4 cos tj ! 5 sen tk

10. r % 3 cos ti ! 4 sen tj ! tk

11. r % aet i ! betj ! cetk

12. r % at cos ut i ! at sen utj ! b ln tk

13. r %e.1 cos (et)i ! e.t sen (et)j . etk

14. r % a cos t sen ti ! a sen2 tj ! a cos tk

15. Una partícula se mueve por la circunferencia
x2

! y2
% 25 a velocidad constante, realizando una

revolución en 2 s. Calcule su aceleración cuando está
en el punto (3, 4).

16. Una partícula se mueve hacia la derecha por la curva
y % 3/x. Si su velocidad es 10 cuando pasa por el punto
(2, 3

2), ¿cuál es su velocidad en ese instante?

17. Un punto P se mueve por la curva de intersección del
cilindro z % x2 y el plano x ! y % 2 en la dirección
de valores de y crecientes, con velocidad constante
v % 3. Calcule la velocidad de P cuando está en el
punto (1, 1, 1).

18. Un objeto se mueve por la curva y % x2, z % x3 con
velocidad vertical constante dz/dt% 3. Calcule el
vector velocidad y la aceleración del objeto cuando
está en el punto (2, 4, 8).

19. Una partícula se mueve por la curva
r % 3ui ! 3u2j ! 2u3k en la dirección
correspondiente a valores de u crecientes, con una
velocidad constante de 6. Calcule el vector velocidad
y la aceleración de la partícula cuando está en el
punto (3, 3, 2).

20. Una partícula se mueve por la curva intersección de
los cilindros y %.x2 y z % x2 en la dirección en la que
x crece (todas las distancias están en centímetros). En
el instante en el que la partícula está en el punto
(1, .1, 1), su velocidad es de 9 cm/s, y está creciendo
a razón de 3 cm/s2. Calcule el vector velocidad y la
aceleración de la partícula en ese instante.

21. Demuestre que si el producto escalar de la velocidad y
la aceleración de una partícula móvil es positivo
(negativo), entonces la velocidad de la partícula es
creciente (o decreciente).

22. Verifique la fórmula de la derivada del producto
escalar dada en el Teorema 1(c).

23. Verifique la fórmula de la derivada de un determinante
3 # 3, que se presenta en la segunda observación que
sigue al Teorema 1. Utilice esta fórmula para verificar
la fórmula de la derivada del producto vectorial del
Teorema 1.

24. Si los vectores de posición y de velocidad de una
partícula móvil son siempre perpendiculares,
demuestre que la curva que sigue la partícula está en
una esfera.

25. Generalice el Ejercicio 24 al caso en el que el vector
velocidad de la partícula es siempre perpendicular a la
recta que une la partícula con un punto fijo P0.

26. ¿Qué se puede decir sobre el movimiento de una
partícula en un determinado instante cuando sus
vectores de posición y de velocidad cumplen
r v b 0? ¿Qué se puede decir cuando r v a 0?

En los Ejercicios 27-32, suponga que las funciones
vectoriales que aparecen tienen derivadas continuas de
todos los órdenes necesarios.

27. Demuestre que
d

dt A
du

dt
×

d2u

dt2B%
du

dt
×

d3u

dt3 .

28. Exprese la Regla del Producto para
d

dt
(u (v × w)).

29. Exprese la Regla del Producto para
d

dt
(u × (v × w)).

30. Desarrolle y simplifique:
d

dt Au ×A
du

dt
×

d2u

dt2BB.

31. Desarrolle y simplifique:
d

dt
((u ! uññ) (u × uñ)).

32. Desarrolle y simplifique:
d

dt
((u × uñ) (uñ × uññ)).

33. Si en todos los instantes t los vectores de posición y
velocidad de una partícula móvil cumplen v(t) % 2r(t),
y si r(0) % r0, calcule r(t) y la aceleración a(t). ¿Cuál
es la curva del movimiento?

34. Verifique que r % r0 cos (ut) ! (v0/u)sen (ut)
satisface el problema de valor inicial

d2r

dt2 %.u2r, rñ(0) % v0, r(0) % r0

Es la única solución. Describa la curva r(t). ¿Cuál es
la curva si r0 es perpendicular a v0?
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35. (Caída libre con resistencia del aire) La posición
de un proyectil que cae bajo la acción de la gravedad
y es frenado por la resistencia del aire, que es
proporcional a su velocidad, cumple

d2r

dt2 %.gk . c
dr

dt

11.2 Algunas aplicaciones de la diferenciación vectorial

En muchos problemas interesantes de mecánica interviene la diferenciación de funciones vecto-
riales. En esta sección se realiza una breve presentación de algunos de ellos.

Movimiento de una masa variable
El momento p de un objeto en movimiento es el producto de su masa m (un escalar) y su velo-
cidad (un vector) v: p % mv. La Segunda Ley del Movimiento de Newton establece que la velo-
cidad de cambio del momento es igual a la fuerza externa que actúa sobre el objeto:

F %
dp

dt
%

d

dt
(mv)

Sólo en el caso de que la masa del objeto permanezca constante esta ley se reduce a su forma
más familiar F % ma. Cuando la masa cambia debe considerarse el momento en vez de la acele-
ración.

Ejemplo 1 (Cambio en la velocidad de un cohete) Un cohete acelera quemando el combustible que
transporta. Si los gases de la combustión se expulsan del cohete con una velocidad constante ve relativa al
cohete, y si el cohete expulsa p% de su masa inicial mientras sus motores están funcionando, ¿cuánto cam-
biará la velocidad del cohete? Suponga que el cohete está en el espacio profundo, de forma que se puede
despreciar la fuerza gravitatoria y cualquier otra fuerza externa que pudiera actuar sobre él.

Solución Como no actúan fuerzas externas sobre el cohete (es decir, F % 0), la ley de Newton implica
que el momento total del cohete y de los gases que expulsa permanecerá constante. En el instante t, la masa
del cohete es m(t) y su velocidad es v(t). En el instante t ! Bt la masa del cohete es m ! Bm (siendo
Bm a 0), su velocidad es v ! Bv, y la masa .Bm de los gases expulsados ha escapado con velocidad
v ! ve (relativa a un sistema de coordenadas fijo en el espacio). Igualando los momentos totales en t y en
t ! Bt se obtiene

(m ! Bm)(v ! Bv) ! (.Bm)(v ! ve) % mv

Simplificando esta ecuación y dividiendo por Bt resulta

(m ! Bm)
Bv

Bt
%

Bm

Bt
ve

y, tomando el límite cuando Bt r 0,

m
dv

dt
%

dm

dt
ve

Supongamos que el motor se enciende desde t % 0 hasta t % T. Por el Teorema Fundamental del Cálculo, la
variación de la velocidad del cohete será

v(T) . v(0) %I
T

0

dv

dt
dt %AI

T

0

1

m

dm

dt
dtBve

% (ln m(T ) . ln m(0))ve %.lnA
m(0)

m(T )Bve

siendo c una constante positiva. Si r % r0 y dr/dt % v0

en el instante t % 0, calcule r(t) (Sugerencia: Sea
w % ect(dr/dt). Demuestre que la solución tiende a la
del problema del proyectil presentado en esta sección
cuando c r 0.
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Como m(0) b m(T ), tenemos que ln (m(0)/m(T)) b 0 y, tal como se esperaba, la variación de la
velocidad del cohete se producirá en la dirección opuesta a la velocidad de expulsión ve. Si p%
de la masa del cohete se expulsa durante la ignición, entonces su velocidad cambiará en la canti-
dad .ve ln (100/(100 . p)).

Observación Es interesante advertir que este modelo no impone restricciones en la magnitud
que puede alcanzar la velocidad del cohete, suponiendo que un porcentaje suficientemente gran-
de de su masa inicial es de combustible. Véase el Ejercicio 1 al final de la sección.

Movimiento circular

La velocidad angular L de un cuerpo en rotación es su velocidad de rotación medida en radianes
por unidad de tiempo. Por ejemplo, la lámpara de un faro que gira con una velocidad de 3 revo-
luciones por minuto tiene una velocidad angular de L % 6n radianes por minuto. Es útil repre-
sentar la velocidad de rotación de un cuerpo rígido alrededor de un eje en función de un vector
velocidad angular en vez de representarla simplemente respecto a la velocidad angular escalar.
El vector velocidad angular LLL tiene un módulo igual a la velocidad angular L y su dirección
coincide con el eje de rotación, de forma que si el pulgar extendido apunta en la dirección de LLL,
entonces los demás dedos rodean al eje en la dirección de la rotación.

Si el origen del sistema de coordenadas está en el eje de rotación, y si r % r(t) es el vector
de posición en el instante t de un punto P del cuerpo en rotación, entonces dicho punto se mueve
siguiendo una circunferencia de radio D % �r(t)� sen h, siendo h el ángulo (constante) entre LLL y
r(t) (véase la Figura 11.4). Por tanto, P recorre una distancia 2n D en un tiempo 2n/L y su velo-
cidad lineal es

distancia

tiempo
%

2n/D
2n/L

% LD % �LLL� �r(t)� sen h % �LLL × r(t)�

Como la dirección de LLL se define de forma que LLL × r(t) apunte en la dirección del movimiento
de P, la velocidad lineal de P en el instante t se expresa como

dr

dt
% v(t) % LLL × r(t)

Figura 11.4 Rotación con velocidad angular LLL: v % LLL × r.

Ejemplo 2 El vector de posición r(t) de una partícula P en movimiento satisface el problema de valor
inicial

E
dr

dt
% 2i × r(t)

r(0) % i ! 3j

Calcule r(t) y describa el movimiento de P.
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Solución Hay dos formas de resolver este problema. Lo haremos de ambas.

MÉTODO I. Teniendo en cuenta la presentación anterior, la ecuación diferencial dada es compatible con
una rotación alrededor del eje x con un vector de velocidad angular 2 i, de forma que la velocidad angular
es 2, y el movimiento se produce en sentido contrario al de las agujas del reloj visto de lejos desde el eje x
positivo. Por tanto, la partícula P se mueve siguiendo una circunferencia en un plano x % constante y cen-
trada en el eje x. Como P está en (1, 3, 0) en el instante t % 0, el plano de movimiento es x % 1, y el radio
de la circunferencia es 3. Por consiguiente, la ecuación paramétrica de la circunferencia es de la forma

r % i ! 3 cos(jt)j ! 3 sen (jt)k

P recorre una vez la circunferencia (2n radianes) en un tiempo t % 2n/j, por lo que la velocidad angular es
j. Por consiguiente, j % 2 y el movimiento de la partícula se expresa como

r % i ! 3 cos (2t)j ! 3 sen(2t)k

MÉTODO II. Se descompone la ecuación diferencial vectorial dada en sus componentes:

dx

dt
i !

dy

dt
j !

dz

dt
k % 2i × (xi ! yj ! zk) %.2zj ! 2yk

dx

dt
% 0,

dy

dt
%.2z,

dz

dt
% 2y

La primera ecuación implica que x % constante. Como x(0) % 1, tenemos que x(t) % 1 para todo t. Diferen-
ciando la segunda ecuación con respecto a t y sustituyendo en la tercera ecuación, se llega a la ecuación del
movimiento armónico simple en y:

d2y

dt2 %.2
dz

dt
%.4y

Una solución general de esta ecuación es

y % A cos (2t) ! B sen (2t)

Entonces, z %.
1
2 (dy/dt)% A sen (2t) . B cos (2t). Como y(0) % 3 y z(0) % 0, tenemos que A % 3 y B % 0.

Por consiguiente, la partícula P se mueve en sentido contrario al de las agujas del reloj siguiendo el camino
circular

r % i ! 3 cos (2t)j ! 3 sen (2t)k

en el plano x % 1 con velocidad angular 2.

Observación La Segunda Ley de Newton establece que F % (d/dt)(mv) % dp/dt, siendo
p % mv el momento (lineal) de una partícula de masa m que se mueve bajo la influencia de una
fuerza F. Esta ley se puede reformular de forma apropiada para describir el movimiento rotacio-
nal. Si r(t) es la posición de la partícula en el instante t, entonces, como v × v % 0,

d

dt
(r # p) %

d

dt
(r × (mv)) % v × (mv) ! r ×

d

dt
(mv) % r × F

Las magnitudes H % r × (mv) y T % r × F son, respectivamente, el momento angular de la par-
tícula respecto al origen y el torque de F respecto al origen. Hemos demostrado que

T %
dH

dt

El torque de las fuerzas externas es igual a la velocidad de cambio del momento angular de una
partícula. Esta expresión es la análoga de F % dp/dt para el caso de movimiento rotacional.
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Sistemas en rotación y el efecto de Coriolis

El procedimiento de diferenciar una función vectorial diferenciando sus componentes sólo es vá-
lido si los actores de la base no dependen de las variables de diferenciación. Éste no es el caso
en algunas situaciones en mecánica. Por ejemplo, al modelar fenómenos meteorológicos a gran
escala, el análisis está afectado por el hecho de que un sistema de coordenadas fijo con respecto
a la tierra es de hecho un sistema en rotación (con la tierra) con respecto a direcciones fijas en el
espacio.

Para entender el efecto que tiene la rotación del sistema de coordenadas en la representación
de la velocidad y de la aceleración, consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas (es
decir, sistemas de ejes con los correspondientes vectores unitarios de la base), un sistema (fijo)
cuya base es {I, J, K}, que no rota con la tierra, y un sistema en rotación cuya base es {i, j, k},
unido a la tierra y, por lo tanto, en rotación con su misma velocidad angular, concretamente,
n/12 radianes/hora. Supongamos que el origen del sistema de coordenadas fijo es el centro de la
tierra, y que K apunta al norte. Entonces la velocidad angular de la tierra es LL % (n/12)K. El
sistema fijo se mueve con la tierra en su órbita alrededor del Sol, pero no rota con la tierra y,
como la rotación orbital de la tierra alrededor del Sol tiene una velocidad angular de 1/365 de la
velocidad angular de rotación alrededor de su eje, podemos despreciar este efecto, mucho menor
de la rotación de la tierra debido a su órbita alrededor del Sol.

Tomemos el origen del sistema de coordenadas que rota en la posición del observador en la
superficie de la tierra, por ejemplo, en un punto P0 cuyo vector de posición es R0 con respecto al
sistema de coordenadas fijo1. Supongamos que P0 tiene una colatitud de h (ángulo entre R0 y
K), que cumple 0 a h a n, de forma que P0 no está en el polo norte ni en el polo sur. Suponga-
mos que i y j apuntan, respectivamente, al este y al norte de P0. Entonces, k debe apuntar direc-
tamente hacia arriba (véase la Figura 11.5).

Figura 11.5 Los sistemas de coordenadas fijo
y local.

Como los vectores i, j, k y R0 están rotando con la tierra (con velocidad angular LLL), tenemos,
como se ha demostrado anteriormente en esta sección,

d i

dt
% LLL × i,

d j

dt
% LLL × j,

dk

dt
% LLL × k y

dR0

dt
% LLL × R0

1 El autor desea agradecer a su colega, el Profesor Lon Rosen, la sugerencia de este enfoque en el análisis de un siste-
ma de coordenadas en rotación.
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Toda función vectorial se puede expresar en función de cualquier base. Sean R(t), V(t) y A(t) la
posición, velocidad y aceleración de un objeto en movimiento con respecto al sistema de coorde-
nadas fijo, y r(t), v(t) y a(t) las mismas magnitudes con respecto al sistema de coordenadas en
rotación. Entonces,

R % X I ! Y J ! ZK r % xi ! yj ! zk

V %
dX

dt
I !

dY

dt
J !

dZ

dt
K v %

dx

dt
i !

dy

dt
j !

dz

dt
k

A %
d2X

dt2 I !
d2Y

dt2 J !
d2Z

dt2 K a %
d2x

dt2 i !
d2y

dt2 j !
d2z

dt2 k

¿Qué relación guardan los valores de estos vectores en el sistema de coordenadas en rotación
con los valores en el sistema de coordenadas fijo? Como el origen del sistema de coordenadas en
rotación es R0, tenemos que (véase la Figura 11.6)

R % R0 ! r

Figura 11.6 Vectores de posición respecto a los sistemas de coordenadas fijo
y en rotación.

Cuando se diferencia con respecto al tiempo, hay que recordar que R0, i, j y k dependen del
tiempo. Por tanto,

V %
dR

dt
%

dR0

dt
!

dx

dt
i ! x

d i

dt
!

dy

dt
j ! y

d j

dt
!

dz

dt
k ! z

dk

dt

% v ! LLL × R0 ! xLLL × i ! yLLL × j ! zLLL × k

% v ! LLL × R0 ! LLL × r

% v ! LLL × R

De forma similar,

A %
dV

dt
%

d

dt
(v ! LLL × R)

%
d2x

dt2 i !
dx

dt

d i

dt
!

d2y

dt2 j !
dy

dt

d j

dt
!

d2z

dt2 k !
dz

dt

dk

dt
! LLL ×

dR

dt

% a ! LLL × v ! LLL × (V)

% a ! 2LLL × v ! LLL × (LLL × R)

El término 2LLL × v se denomina aceleración de Coriolis, y el término LLL × (LLL × R) se denomina
aceleración centrípeta.
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Supongamos que nuestro objeto móvil tiene una masa m y que actúa sobre él una fuerza ex-
terna F. Por la Segunda Ley de Newton,

F % mA % ma ! 2mLLL × v ! mLLL × (LLL × R)
o, en otros términos,

a %
F

m
. 2LLL × v . LLL × (LLL × R)

Para un observador situado en la superficie de la tierra, el objeto parece estar sujeto a F y a dos
fuerzas adicionales, la fuerza de Coriolis, cuyo valor por unidad de masa es .2LLL × v, y la
fuerza centrífuga, cuyo valor por unidad de masa es .LLL × (LLL × R). Las fuerzas centrífuga y de
Coriolis no son fuerzas «reales» actuando sobre el objeto. Son fuerzas ficticias que compensan el
hecho de que estamos midiendo la aceleración con respecto a un sistema que estamos conside-
rando fijo, aunque en realidad está en rotación y, por tanto, tiene aceleración.

Obsérvese que la fuerza centrífuga apunta directamente hacia el exterior del eje polar de la
tierra. Representa el efecto correspondiente a que el objeto móvil desea continuar moviéndose en
línea recta y «despegar» de la tierra, en vez de continuar su rotación con el observador. Esta
fuerza tiene su máximo en el ecuador (donde LLL es perpendicular a R), pero su magnitud es muy
pequeña: �LLL�2�R0� ] 0.003g.

La fuerza de Coriolis es de una naturaleza muy diferente a la fuerza centrífuga. En particular,
es cero si el observador percibe que el objeto está en reposo. Es perpendicular a la velocidad del
objeto y al eje polar de la tierra, y su magnitud puede alcanzar un valor de 2�LLL� �v� y, en particu-
lar, puede ser mayor que la de la fuerza centrífuga si �v� es suficientemente grande.

Figura 11.7

(a) Componentes tangencial y normal
de la velocidad angular de la tierra
en los hemisferios norte y sur.

(b) En el hemisferio norte, la fuerza
tangencial de Coriolis modifica la
dirección de los vientos hacia la
derecha cuando se dirigen hacia
el área de bajas presiones B, por
lo que los vientos se mueven en
sentido contrario al de las agujas
del reloj alrededor del centro de B.

Ejemplo 3 (Vientos que giran alrededor del ojo de una tormenta) La circulación de los vientos
alrededor del centro de una tormenta es un ejemplo del efecto de Coriolis. El ojo de una tormenta es un
área de bajas presiones que absorbe aire hacia ella. La dirección de rotación de la tierra es tal que la veloci-
dad angular LLL apunta al norte y es paralela a su eje de rotación. En cualquier punto P de la superficie de la
tierra, podemos expresar LLL como una suma de una componente tangencial (a la superficie de la tierra) y
una componente normal (véase la Figura 11.7(a)),

LLL(P) % LLLT(P) ! LLLN(P)

Si P está en el hemisferio norte, LLLN(P) apunta hacia arriba (en sentido contrario al centro de la tierra). En
ese punto la «fuerza» de Coriolis C %.2LLL(P) × v que actúa sobre una partícula de aire moviéndose con la
velocidad horizontal v tiene componentes horizontal y normal

C %.2LLLT × v . 2LLLN × v % CN ! CT

710 CÁLCULO



El efecto de la componente normal de la fuerza de Coriolis se puede despreciar, ya que el aire no es libre
de viajar grandes distancias en sentido vertical. Sin embargo, la componente tangencial de la fuerza de Co-
riolis, CT %.2LLLN × v, está orientada a 90o a la derecha de v (en el sentido de las agujas del reloj respecto
a v). Por tanto, las partículas de aire que están siendo absorbidas hacia el ojo de la tormenta experimentan
una desviación de Coriolis hacia la derecha y realmente recorren una espiral hacia el ojo en sentido contra-
rio al de las agujas del reloj. En el hemisferio sur, donde la componente normal LLLN está dirigida hacia el
centro de la tierra, ocurre lo contrario. La fuerza de succión F, la velocidad v y la componente tangencial a
la superficie de la tierra de la fuerza de Coriolis, CT, de una partícula de aire en dos posiciones de su cami-
no alrededor de un área de bajas presiones en el hemisferio norte se muestran en la Figura 11.7(b).

Observación Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia dentro alrededor de un área
de bajas presiones se denominan ciclones. Los fuertes vientos que se mueven en espiral hacia
fuera alrededor de un área de altas presiones se denominan anticiclones. Estos últimos se mue-
ven en espiral en sentido contrario al de las agujas del reloj en el hemisferio sur y en el sentido
de las agujas del reloj en el hemisferio norte. El efecto de Coriolis es también la causa de la alta
velocidad del flujo hacia el este de las corrientes en chorro de las capas altas de la atmósfera en
latitudes medias en ambos hemisferios, cuya energía es suministrada por la subida de aire tropi-
cal caliente y su posterior movimiento hacia los polos.

Las relaciones entre los vectores de la base en los sistemas de coordenadas fijo y móvil se
pueden utilizar para analizar muchos fenómenos. Recuérdese que R0 forma un ángulo h con K.
Supongamos que la proyección de R0 en el plano ecuatorial (que contiene a I y a J) forma un
ángulo h con I como se muestra en la Figura 11.5. Una observación cuidadosa de dicha figura
debería convencernos de que

i %.sen hI ! cos hJ

j %.cos h cos h I . cos h sen hJ ! sen hK

k % sen h cos h I ! sen h sen hJ ! cos hK

De forma similar, o despejando I, J y K de las ecuaciones anteriores,

I %. sen h i . cos h cos h j ! sen h cos h k

J % cos h i . cos h sen h j ! sen h sen h k

K % sen h j ! cos hk

Nótese que cuando la tierra rota alrededor de su eje, h permanece constante, pero h se incremen-
ta a razón de (n/12) radianes/hora.

Ejemplo 4 Suponga que la dirección al sol está en el plano de I y K, y que forma un ángulo p con I.
Por tanto, el sol está en la dirección del vector

S % cos pI ! sen pK

p % 0 en los equinoccios de marzo y septiembre, y p ] 23.5o y .23.5o en los solsticios de junio y diciem-
bre. Calcule la longitud del día (el tiempo que transcurre entre la salida y la puesta del sol) para un obser-
vador situado en una colatitud de h.

Solución El sol será visible para el observador si el ángulo entre S y K no es superior a n/2, es decir, si
S k n 0. Por tanto, el tiempo que dura el día corresponde a

cos p sen h cos h ! sen p cos h n 0

CAPÍTULO 11. Funciones vectoriales y curvas 711



o, en otros términos, cos h n.

tan p
tan h

. La salida y la puesta del sol se producen cuando se alcan-

za la igualdad. Concretamente, cuando

h % h0 %ucos.1 A.

tan p
tan hB

si tal valor existe (existirá si h n p n 0 o si n . h n.p n 0). En este caso, el tiempo que dura
el día para el observador es

2h0

2n
# 24 %

24

n
cos.1 A.

tan p
tan hB horas

Por ejemplo, el 21 de junio en el círculo polar ártico (donde h % p) el día tendrá una duración
de (24/n) cos.1(.1) % 24 horas.

Ejercicios 11.2

1. ¿Qué fracción de su masa total inicial deberá quemar
como combustible el cohete considerado en el Ejemplo
1 para acelerar en línea recta desde el reposo hasta la
velocidad de expulsión de sus propios gases? ¿Y hasta el
doble de esa velocidad?

*2. Cuando actúa con su máxima potencia, el motor de un
vehículo autopropulsado puede acelerar dicho vehículo
(cuya masa es de M kg) en una pista horizontal a razón
de a m/s2. El tanque de combustible está lleno en el
instante cero, pero su contenido se pierde por un
agujero en su fondo con una velocidad de k kg/s desde
el instante inicial. Si el coche está en reposo en el
instante cero y se aplica toda la potencia a partir de ese
instante, ¿con qué velocidad se estará moviendo en un
instante t antes de que el tanque se vacíe?

3. Resuelva el problema de valor inicial

dr

dt
% k × r, r(0) % i × k

Describa la curva r % r(t).

4. Un objeto se mueve de forma que su vector de
posición r(t) satisface

dr

dt
% a × (r(t) . b)

y r(0) % r0. a, b y r0 son vectores constantes dados,
con a Ç 0. Describa la curva que sigue el objeto en su
movimiento.

El efecto Coriolis

*5. Un satélite describe una órbita baja, circular y polar
alrededor de la tierra (es decir, pasa sobre los polos
norte y sur). Realiza una revolución cada dos horas.
Un observador situado sobre la tierra en el ecuador ve

pasar al satélite directamente por encima de él. ¿En
qué dirección le parece al observador que se mueve?
Desde el punto de vista del observador, ¿cuál es el
valor aproximado de la fuerza de Coriolis que actúa
sobre el satélite?

* 6. Repita el Ejercicio 5 para un observador situado a una
latitud de 45o en el hemisferio norte.

* 7. Describa las componentes tangencial y normal de la
fuerza de Coriolis que actúa sobre una partícula que
se mueve con velocidad horizontal v en (a) el polo
norte, (b) el polo sur, (c) el ecuador. En general, ¿cuál
es el efecto de la componente normal de la fuerza de
Coriolis en las proximidades del ojo de una tormenta?

* 8. (Localización de la salida y puesta del sol) Amplíe
el argumento del Ejemplo 4 para determinar dónde
saldrá y se pondrá el sol en el horizonte de un
observador situado en P0. Concretamente, si k es el
ángulo que forman j y S (la dirección al sol) en la
salida o en la puesta del sol, demuestre que

cos k %
sen p
sen h

Por ejemplo, si p % 0 (los equinoccios), entonces
k % n/2 en todas las colatitudes h: el sol se levanta
exactamente por el este y se pone exactamente por el
oeste en esos días.

9. Vancouver, Canadá, está a una latitud de 49.2o N, por
lo que su colatitud es de 40.8o. ¿Cuánto tiempo estará
el sol visible en Vancouver el 21 de junio? O, de otra
manera, ¿cuánto tiempo sería visible si no estuviera
lloviendo y no hubiera montañas alrededor? ¿A qué
ángulos respecto al norte sale y se pone el sol?

10. Repita el Ejercicio 9 para Umeå, Suecia (latitud
63.5o N).
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11.3 Curvas y parametrizaciones

En esta sección consideraremos las curvas como objetos geométricos en vez de como caminos
que siguen partículas en movimiento. Todo el mundo tiene una idea intuitiva de lo que es una
curva, pero es difícil dar una definición formal de ella como objeto geométrico (es decir, como
una cierta clase de conjunto de puntos) sin utilizar el concepto de representación paramétrica.
Para evitar esta dificultad continuaremos considerando las curvas en el espacio tridimensional
como el conjunto de puntos cuyas posiciones están dadas por la función vectorial de posición

r % r(t) % x(t)i ! y(t)j ! z(t)k, a m t m b

Sin embargo, el parámetro t ya no tiene que representar el tiempo o ninguna otra magnitud física
concreta.

Las curvas pueden ser muy extrañas. Por ejemplo, existen curvas continuas que pasan por
todos los puntos de un cubo. Es difícil imaginar una curva de ese tipo como un objeto unidimen-
sional. Para evitar estos objetos extraños supondremos a partir de ahora que la función r(t) que
define la curva tiene primera derivada, dr/dt, continua, y la seguiremos llamando «vector veloci-
dad» y expresándola como v(t), por analogía con el caso físico en el que t es el tiempo (también
continuaremos llamando a v(t) % �v(t)� «velocidad»). Como veremos posteriormente, esto implica
que se puede definir una longitud de arco de la curva entre dos puntos cualesquiera correspon-
dientes a valores del parámetro t1 y t2; si t1 a t2, dicha longitud de arco es

I
t2

t1

v(t) dt %I
t2

t1

�v(t)� dt % I
t2

t1 G
dr

dt G dt

Desearemos frecuentemente que r(t) tenga derivadas de orden superior que también sean conti-
nuas. Siempre que sea necesario, supondremos que la «aceleración», a(t) % d2r/dt2, e incluso la
tercera derivada, d3rdt3, son continuas. Por supuesto, la mayoría de las curvas que aparecerán en
la práctica tendrán parametrizaciones con derivadas de todos los órdenes que serán continuas.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que ninguna suposición sobre la continuidad de las de-
rivadas de la función r(t) es suficiente para garantizar que la curva r % r(t) es una curva «sua-
ve». Puede no serlo en un punto donde v % 0 (véase el Ejemplo 1 de la Sección 11.1). En la
sección siguiente demostraremos que si, además de ser continuo, el vector velocidad v(t) nunca
se anula, entonces la curva r % r(t) es suave en el sentido de tener una tangente que varía de
forma continua.

Aunque hemos dicho que una curva es un conjunto de puntos que cumplen una ecuación pa-
ramétrica r % r(t), no existe una forma única de representar paramétricamente una curva. De la
misma forma que los coches pueden viajar por la misma autopista a diferentes velocidades, y
parar y arrancar en diferentes sitios, la misma curva puede ser definida mediante diferentes para-
metrizaciones; de hecho, una curva puede tener infinitas.

Ejemplo 1 Demuestre que todas las funciones vectoriales

r1(t) % sen t i ! cos t j, (.n/2 m t m n/2),

r2(t) % (t . 1)i ! ∂2t . t2 j, (0 m t m 2), y

r3(t) % t∂2 . t2i ! (1 . t2)j, (.1 m t m 1)

representan la misma curva. Describa dicha curva.

Solución Todas las funciones representan puntos en el plano xy. La función r1(t) empieza en el punto
(.1, 0), cuyo vector de posición es r1(.n/2) %.i y termina en el punto (1, 0), cuyo vector de posición
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es i. Está contenida en la mitad del plano xy donde y n 0 (porque cos t n 0 para (.n/2 m t m n/2)). Final-
mente, todos los puntos de la curva están a distancia 1 del origen:

�r1(t)� % ∂(sen t)2
! (cos t)2

% 1

Por tanto, r1(t) representa la semicircunferencia y % ∂1 . x2 en el plano xy, recorrida de izquierda a dere-
cha.

Las otras dos funciones tienen las mismas propiedades: ambas gráficas están en y n 0,

r2(0) %.i, r2(2) % i, �r2(t)� % ∂(t . 1)2
! 2t . t2 % 1

r3(.1) %.i, r3(1) % i, �r3(t)� % ∂t2(2 . t2) ! (1 . t2)2
% 1

Por tanto, las tres funciones representan la misma semicircunferencia (véase la Figura 11.8). Por supuesto,
las tres parametrizaciones recorren la curva a diferentes velocidades.

Figura 11.8 En el Ejemplo 1 se muestran tres parametrizaciones
de la semicircunferencia C.

La curva r % r(t), (a m t m b) se denomina curva cerrada si r(a) % r(b), es decir, si la curva
empieza y termina en el mismo punto. La curva C no se cruza consigo misma si existe alguna
parametrización r % r(t), (a m t m b), de C que sea uno a uno excepto porque los extremos po-
drían ser el mismo punto:

r(t1) % r(t2) a m t1 a t2 m b ú t1 % a y t2 % b

Si una curva es cerrada, pero no se cruza consigo misma, se denomina curva cerrada simple.
Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas simples. Toda parametrización
de una curva concreta determina una de dos posibles orientaciones, correspondientes a la direc-
ción de la curva en la que el parámetro crece. La Figura 11.9 ilustra estos conceptos. Las tres
parametrizaciones de la semicircunferencia del Ejemplo 1 la orientan en el sentido de las agujas
del reloj, vista desde un punto por encima del plano xy. Esta orientación se indica mediante las
flechas que hay sobre la curva en la Figura 11.8. Esa misma semicircunferencia podría tener la
orientación opuesta si se parametrizara, por ejemplo, como

r(t) % cos ti ! sen tj, 0 m t m n

Figura 11.9 Las curvas C1 y C3 no se cruzan consigo mismas.
Las curvas C2 y C4 se cruzan consigo mismas.
Las curvas C1 y C2 no son cerradas.
Las curvas C3 y C4 son cerradas.
La curva C3 es una curva cerrada simple.
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Parametrización de la curva de intersección de dos superficies
Frecuentemente, una curva se especifica como intersección de dos superficies con ecuaciones
cartesianas dadas. Puede ser necesario representar dicha curva mediante ecuaciones paramétricas.
No hay una única forma de hacerlo, pero si una de las superficies dadas es un cilindro paralelo a
un eje de coordenadas (de modo que su ecuación sea independiente de una de las variables), po-
demos comenzar parametrizando esa superficie. Los siguientes ejemplos clarifican el método.

Ejemplo 2 Parametrice la curva de intersección del plano x ! 2y ! 4z % 4 con el cilindro elíptico
x2

! 4y2
% 4.

Solución Empezaremos con la ecuación x2
! 4y2

% 4, que es independiente de z. Se puede parametrizar
de muchas formas; una manera cómoda es

x % 2 cos t, y % sen t, (0 m t m 2n)

En la ecuación del plano se puede despejar z, por lo que z se puede expresar en función de t:

z %
1

4
(4 . x . 2y) % 1 .

1

2
(cos t ! sen t)

Entonces, las superficies dadas se cruzan formando la curva (véase la Figura 11.10)

r % 2 cos t i ! sen t j !A1 .

cos t ! sen t

2 Bk, (0 m t m 2n)

Figura 11.10 La curva de intersección de un plano oblicuo con un cilindro elíptico.

Ejemplo 3 Calcule una representación paramétrica de la curva de intersección de las superficies

x2
! y ! z % 2 y xy ! z % 1

Solución En este caso ninguna de las ecuaciones es independiente de una variable, pero podemos obte-
ner una tercera ecuación que represente a una superficie que contenga a la curva de intersección de las dos
superficies dadas, restando las dos ecuaciones para eliminar la variable z:

x2
! y . xy % 1

Esta ecuación se puede parametrizar rápidamente. Si, por ejemplo, hacemos x % t, entonces

t2
! y(1 . t) % 1, de forma que y %

1 . t2

1 . t
% 1 ! t

Cualquiera de las ecuaciones dadas se puede utilizar para expresar z en función de t:

z % 1 . xy % 1 . t(1 ! t) % 1 . t . t2

Por tanto, una posible parametrización de la curva es

r % t i ! (1 ! t)j ! (1 . t . t2)k

Por supuesto, esta respuesta no es única. Se pueden encontrar muchas otras parametrizaciones de la curva,
con orientaciones en cualquier dirección.
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Longitud de arco
Consideraremos ahora la forma de definir y calcular la longitud de una curva. Sea C una curva
continua y acotada, especificada por

r % r(t), a m t m b

Subdividamos el intervalo cerrado [a, b] en n subintervalos por los puntos

a % t0 a t1 a t2 a ñ a tn.1 a tn % b

Los puntos ri % r(ti), (0 m i m n) subdividen C en n arcos. Si se utiliza la longitud de la cuerda
�ri . ri.1� como aproximación a la longitud del arco entre ri.1 y ri, entonces la suma

sn %

n

;
i%1

�ri . ri.1�

es una aproximación a la longitud de C mediante la longitud de una línea poligonal (véase la Fi-
gura 11.11). Evidentemente, la longitud de esa aproximación será menor o igual que la longitud
real de C. Se dice que C es rectificable si existe una constante K tal que sn m K para todo n y
toda selección de los puntos ti. En este caso, el axioma de completitud de los números reales
asegura que existirá un valor de K mínimo. Denominaremos a este valor de K longitud de C y la
representaremos por s.

Sea Bti % ti . ti.1 y Bri % ri . ri.1. Entonces, sn se puede expresar de la forma

sn %

n

;
i%1 G

Bri

Bti G Bti

Figura 11.11 Aproximación poligonal a una curva C.
La longitud de la línea poligonal no puede
superar a la longitud de la curva. En esta
figura los puntos de la curva se designan
mediante sus vectores de posición, pero el
origen y los propios vectores no se muestran.

Si r(t) tiene derivada continua v(t), entonces

s % lim
nrä

máx Btir0

sn %I
b

a G
dr

dt G dt %I
b

a

�v(t)� dt % I
b

a

v(t) dt

En términos cinemáticos, esta fórmula indica que la distancia recorrida por una partícula en mo-
vimiento es la integral de su velocidad.

Observación Aunque la fórmula anterior se expresa en función del parámetro t, la longitud
de arco, tal como se ha definido anteriormente, es una propiedad estrictamente geométrica de la
curva C. Es independiente de la parametrización concreta utilizada para representar a C. Véase el
Ejercicio 27 posterior.

Si s(t) es la longitud de arco de la parte de C correspondiente a los valores del parámetro con-
tenidos en [a, t], entonces

ds

dt
%

d

dt I
t

a

v(q) dq % v(t)
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de forma que el elemento longitud de arco de C se expresa como

ds % v(t) dt % G
d

dt
r(t) G dt

La longitud de C es la integral de esos elementos longitud de arco; expresamos

IC

ds % longitud de C %I
b

a

v(t) dt

Varias fórmulas familiares de la longitud de arco se deducen de la fórmula anterior utilizando
parametrizaciones específicas de curvas. Por ejemplo, el elemento longitud de arco ds de la cur-
va plana cartesiana y % f (x) en el intervalo [a, b] se obtiene utilizando x como parámetro; en
este caso, r % xi ! f (x)j, por lo que v % i ! f ñ(x)j y

ds % ∂1 ! ( f ñ(x))2 dx

De forma similar, el elemento longitud de arco ds de una curva plana en polares r % g(h) se pue-
de calcular mediante la parametrización

r(h) % g(h) cos h i ! g(h) sen hj

Y vale

ds % ∂(g(h))2
! (gñ(h))2 dh

Ejemplo 4 Calcule la longitud de la parte de la hélice circular

r % a cos t i ! a sen t j ! btk

que está entre los puntos (a, 0, 0) y (a, 0, 2nb).

Solución Esta curva realiza un movimiento en espiral alrededor del eje z, elevándose mientras gira (véa-
se la Figura 11.12). Está contenida en la superficie del cilindro circular x2

! y2
% a2. Tenemos que

v %
dr

dt
%.a sen t i ! a cos t j ! bk

v % ∂a2
! b2

por lo que en función del parámetro t la hélice se recorre a velocidad constante. La longitud pedida s co-
rresponde al intervalo del parámetro [0, 2n]. Entonces,

s %I
2n

0
v(t) dt %I

2n

0
∂a2

! b2 dt % 2n∂a2
! b2

Figura 11.12 La hélice
x % a cos t
y % a sen t
z % bt
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Curvas suaves por tramos

Como se observó anteriormente, una curva paramétrica C dada por r % r(t) puede no ser suave
en los puntos donde dr/dt% 0. Si hay un número finito de puntos de ese tipo, se dice que la
curva es suave por tramos.

En general, una curva suave por tramos C está formada por un número finito de arcos sua-
ves, C1, C2, ..., Ck, como se muestra en la Figura 11.13.

Figura 11.13 Una curva suave por tramos.

En este caso se expresa C como suma de los arcos individuales:

C % C1 ! C2 ! ñ ! Ck

Cada arco Ci posee su propia parametrización

r % ri(t), (ai m t m bi)

siendo vi % dri/dtÇ 0 para ai a t a bi. El hecho de que Ci!1 debe comenzar en el punto donde
termina Ci impone las condiciones

ri!1(ai!1) % ri(bi) para 1 m i m k . 1

Si además rk(bk) % r1(a1), entonces C es una curva suave por tramos cerrada.
La longitud de una curva suave por tramos C % C1 ! C2 ! ñ ! Ck es la suma de las longitu-

des de los arcos que la componen:

longitud de C %

k

;
i%1 I

bi

ai
G
dri

dt G dt

Parametrización mediante la longitud de arco
La selección de un parámetro particular para especificar una curva dada dependerá generalmente
del problema en el que surge la curva: no hay una «forma correcta» de parametrizar una curva.
Sin embargo, existe un parámetro que es «natural», en el sentido de que surge de la geometría
(forma y tamaño) de la propia curva y no del sistema de coordenadas en el que se exprese la
ecuación de dicha curva. Este parámetro es la longitud de arco medida desde algún punto parti-
cular (el punto inicial) de la curva. El vector de posición de un punto arbitrario P sobre la curva
se puede especificar en función de la longitud del arco s de dicha curva desde el punto inicial P0

hasta P,
r % r(s)

Esta ecuación se denomina parametrización mediante la longitud de arco o parametrización
intrínseca de la curva. Como ds % v(t) dt para cualquier parametrización r % r(t), en el caso de
parametrización mediante la longitud de arco tenemos que ds % v(s) ds. Por tanto, v(s) % 1; una
curva parametrizada en función de la longitud de arco se recorre con velocidad unidad. Aunque
raramente es fácil (y en general es imposible) obtener explícitamente r(s) cuando la curva se ex-
presa en función de algún otro parámetro, las curvas suaves siempre admiten esta parametriza-
ción (véase el Ejercicio 28 posterior), que será de utilidad cuando desarrollemos en la sección
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siguiente los fundamentos de la geometría diferencial de las curvas en el espacio tridimensional.
Supongamos que una curva se especifica en función de un parámetro arbitrario t. Si la longi-

tud del arco en el intervalo de valores del parámetro [t0, t],

s % s(t) % I
t

t0 G
d

dq
r(q)G dq

se puede calcular explícitamente, y si se puede despejar t explícitamente en la ecuación s % s(t)
como función de s (t % t(s)), entonces la curva se puede volver a parametrizar mediante la longi-
tud de arco sustituyendo t en la parametrización original:

r % r(t(s))

Ejemplo 5 Parametrice la hélice circular

r % a cos ti ! a sen tj ! btk

en función de la longitud de arco medida desde el punto (a, 0, 0) en la dirección de t creciente (véase la
Figura 11.12).

Solución El punto inicial corresponde a t % 0. Como se muestra en el Ejemplo 4, tenemos que ds/dt%

% ∂a2
! b2, por lo que

s % s(t) %I
t

0
∂a2

! b2 dq % ∂a2
! b2 t

Por tanto, t % s/∂a2
! b2 y la parametrización mediante la longitud de arco es

r(s) % a cosA
s

∂a2
! b2Bi ! a senA

s

∂a2
! b2Bj !

bs

∂a2
! b2

k

Ejercicios 11.3

En los Ejercicios 1-4, calcule la parametrización requerida
de la parte que está en el primer cuadrante del arco de
circunferencia x2

! y2
% a2.

1. En función de la coordenada y, con orientación en
sentido contrario al de las agujas del reloj.

2. En función de la coordenada x, con orientación en el
sentido de las agujas del reloj.

3. En función del ángulo que forma la tangente y el eje x
positivo, con orientación en sentido contrario al de las
agujas del reloj.

4. En función de la longitud medida desde (0, a), con
orientación en el sentido de las agujas del reloj.

5. Los cilindros z % x2 y z % 4y2 se cortan en dos curvas,
una de las cuales pasa por el punto (2, .1, 4). Obtenga
una parametrización de dicha curva utilizando t % y
como parámetro.

6. El plano x ! y ! z % 1 corta al cilindro z % x2

formando una parábola. Parametrice dicha parábola
utilizando t % x como parámetro.

En los Ejercicios 7-10, parametrice las curvas de
intersección de las superficies dadas. Nota: Las respuestas
no son únicas.

7. x2
! y2

% 9 y z % x ! y

8. z % ∂1 . x2
. y2 y x ! y % 1

9. z % x2
! y2 y 2x . 4y . z . 1 % 0

10. yz ! x % 1 y xz . x % 1

11. El plano z % 1 ! x corta al cono z2
% x2

! y2

formando una parábola. Intente parametrizar dicha
parábola utilizando como parámetro: (a) t % x,
(b) t % y y (c) t % z.
¿Cuál de estas posibilidades de selección de t produce
una parametrización que representa toda la parábola?
¿Qué es dicha parametrización? ¿Qué sucede con las
otras dos posibilidades?

*12. El plano x ! y ! z % 1 corta a la esfera
x2

! y2
! z2

% 1 formando una circunferencia C.
Calcule el centro r0 y el radio r de C. Calcule
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también dos vectores unitarios perpendiculares v̂ y v̂2

paralelos al plano de C. (Sugerencia: Para concretar,

demuestre que v̂1 % (i . j)/∂2 es uno de esos
vectores; obtenga después un segundo vector que sea
perpendicular a v4 1). Utilice sus resultados para
construir una parametrización de C.

13. Calcule la longitud de la curva r % t2i ! t2j ! t3k
desde t % 0 hasta t % 1.

14. ¿Para qué valores del parámetro j la longitud s(T ) de
la curva r % ti ! jt2j ! t3k, (0 m t m T ) se expresa
como s(T ) % T ! T 3?

15. Exprese la longitud de la curva
r % at2i ! btj ! c ln tk, (1 m t m T ), en forma de
integral definida. Evalúe la integral si b2

% 4ac.

16. Describa la curva paramétrica C dada por

x % a cos t sen t, y % a sen2 t, z % bt

¿Cuál es la longitud de C entre t % 0 y t % T b 0?

17. Calcule la longitud de la hélice cónica
r % t cos ti ! t sen t j ! tk, (0 m t m 2n). ¿Por qué se
denomina a esta curva hélice cónica?

18. Describa la intersección de la esfera x2
! y2

! z2
% 1

con el cilindro elíptico x2
! 2z2

% 1. Calcule la
longitud total de la curva de intersección.

19. Sea C la curva x % et cos t, y % et sen t, z % t entre t % 0
y t % 2n. Calcule la longitud de C.

20. Calcule la longitud de la curva suave por tramos
r % t3i ! t2j, (.1 m t m 2).

21. Describa la curva suave por tramos C % C1 ! C2, siendo
r1(t) % ti ! tj, (0 m t m 1) y
r2(t) % (1 . t)i ! (1 ! t)j, (0 m t m 1).

*22. Un cable de longitud L y sección cruzada circular de
radio a se enrolla sin solapamiento alrededor de un

carrete cilíndrico de radio b, de forma que las vueltas
contiguas se tocan entre sí. ¿Qué longitud del cilindro
es cubierta por el cable?

En los Ejercicios 23-26, vuelva a parametrizar la curva
dada, en la misma orientación, en función de su longitud de
arco medida desde el punto donde t % 0.

23. r % At i ! Bt j ! Ctk, (A2
! B2

! C2
b 0)

24. r % et i ! ∂2t j . e.tk

*25. r % a cos3 t i ! a sen3 tj ! b cos 2tk, (0 m t m

n
2
)

*26. r % 3t cos ti ! 3t sen t j ! 2 ∂2t3/2k

27. Sean r % r1(t), (a m t m b), y r % r2(u), (c m u m d),
dos parametrizaciones de la misma curva C, siendo
cada una de ellas uno a uno en su dominio y con la
misma orientación (de forma que r1(a) % r2(c) y
r1(b) % r2(d). Entonces, para todo t en el intervalo
[a, b] existe un único u % u(t) tal que r2(u(t)) % r1(t).
Demuestre que

I
b

a G
d

dt
r1(t) G dt %I

d

c G
d

du
r2(u) G du

y, por tanto, que la longitud de C es independiente de la
parametrización.

*28. Si la curva r % r(t) tiene una velocidad v(t) continua
que no se anula en el intervalo [a, b], y si t0 es un
punto del intervalo [a, b], demuestre que la función

s % g(t) %I
t

t0

�v(u)� du

es creciente en el intervalo [a, b] y, por tanto, tiene
inversa:

t % g.1(s) á s % g(t)

A partir de aquí, demuestre que la curva se puede
parametrizar en función de su longitud de arco
medida desde r(t0).

11.4 Curvatura, torsión y sistema de referencia de Frenet

En esta sección presentaremos algunas nuevas funciones escalares y vectoriales asociadas a una
curva C. Las más importantes son la curvatura y la torsión de la curva, y un trío de vectores mu-
tuamente perpendiculares, con orientación derecha, que forman una base que se denomina siste-
ma de referencia de Frenet. La curvatura mide la velocidad con la que cambia una curva (aleján-
dose de su tangente) en cualquier punto. La torsión mide la velocidad con que la curva se tuerce
(fuera del plano en el que está evolucionando) en cualquier punto.

El vector tangente unitario
El vector velocidad v(t) % dr/dt es tangente a la curva paramétrica r % r(t) en el punto r(t), y
apunta en la dirección de la orientación de la curva en dicho punto. Como estamos suponiendo
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que v(t) Ç 0, se puede obtener un vector tangente unitario, T̂(t), en r(t) dividiendo v(t) por su
longitud:

T̂(t) %
v(t)

v(t)
%

dr

dt H G
dr

dt G
Recuérdese que una curva parametrizada en función de su longitud de arco, r % r(s), se recorre
con velocidad unidad, v(s) % 1. En función de la parametrización de la longitud de arco, el vec-
tor tangente unitario es

T̂(s) %
dr

ds

Ejemplo 1 Calcule el vector tangente unitario, T̂, de la hélice circular del Ejemplo 4 de la Sección 11.3,
en función de t y del parámetro de longitud de arco s.

Solución En función de t tenemos que

r % a cos t i ! a sen tj ! btk

v(t) %.a sen t i ! a cos t j ! bk

v(t) % ∂a2 sen2 t ! a2 cos2 t ! b2
% ∂a2

! b2

T̂(t) %.

a

∂a2
! b2

sen t i !
a

∂a2
! b2

cos t j !
b

∂a2
! b2

k

En función del parámetro de longitud de arco (véase el Ejemplo 5 de la Sección 11.3)

r(s) % a cosA
s

∂a2
! b2Bi ! a senA

s

∂a2
! b2Bj !

bs

∂a2
! b2

k

T̂(s) %
dr

ds
%.

a

∂a2
! b2

senA
s

∂a2
! b2B i !

a

∂a2
! b2

cosA
s

∂a2
! b2Bj

!
b

∂a2
! b2

k

Observación Si la curva r % r(t) tiene una velocidad continua y distinta de cero v(t), enton-
ces el vector tangente unitario T̂(t) es una función continua de t. El ángulo h(t) que forman T̂(t)
y cualquier vector unitario fijo û es también continuo en t:

h(t) % cos.1 (T̂(t) û)

Por tanto, como se dijo anteriormente, la curva es suave, en el sentido de que tiene una tangente
que varía de forma continua. La velocidad con la que varía esta tangente se cuantifica mediante
la curvatura, que presentaremos a continuación.

Curvatura y normal unitaria
En el resto de esta sección consideraremos una curva abstracta C, parametrizada en función de la
longitud de arco, medida desde algún punto de la misma:

r % r(s)

En la siguiente sección volveremos a las curvas con parametrizaciones arbitrarias, y aplicaremos
los principios desarrollados en esta sección a problemas específicos. Supondremos que las ecua-
ciones paramétricas de las curvas tienen derivadas continuas hasta tercer orden en los intervalos
donde están definidas.
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Como tiene longitud unidad, el vector tangente T̂(s) % dr/ds cumple T̂(s) T̂(s) % 1. Dife-
renciando esta ecuación con respecto a s se obtiene

2T̂(s)
d T̂

ds
% 0

de modo que dT̂/ds es perpendicular a T̂(s).

DEFINICIÓN 1 Curvatura y radio de curvatura

La curvatura de C en el punto r(s) es la longitud de dT̂/ds en dicho punto. Se indica como
i, la letra griega «kappa»:

i(s) % G
dT̂

ds G
El radio de curvatura, que se indica como o, la letra griega «rho», es el inverso de la
curvatura:

o(s) %
1

i(s)

Como veremos posteriormente, la curvatura de C en r(s) mide la velocidad de giro de la tangente
a la curva en dicho punto. El radio de curvatura es el radio de la circunferencia que mejor apro-
xima en el punto r(s) la curva de C cerca de dicho punto.

De acuerdo con esta definición, i(s) n 0 en toda la curva C. Si i(s) Ç 0, se puede dividir
dT̂/ds por su longitud, i(s), y obtener un vector unitario N̂(s) en la misma dirección. Este vector
unitario se denomina normal principal unitaria a C en r(s) o, más comúnmente, sólo normal
unitaria:

N̂(s) %
1

i(s)

dT̂

ds
%

dT̂

ds H G
dT̂

ds G
Nótese que N̂(s) es perpendicular a C en r(s), y apunta en la dirección en la que T̂, y por tanto C,
está girando. La normal principal no está definida en los puntos donde la curvatura i(s) es cero.
Por ejemplo, una recta no tiene normal principal. La Figura 11.14(a) muestra T̂ y N̂ en un punto
de una curva típica.

Figura 11.14

(a) Los vectores tangente unitario
y normal principal de una
curva.

(b) Los vectores tangente unitario
y normal principal de una
circunferencia.
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Ejemplo 2 Sea a b 0. Demuestre que la curva C dada por

r % a cosA
s

aB i ! a senA
s

aBj

es una circunferencia en el plano xy de radio a y centro el origen, y que está parametrizada en función de la
longitud de arco. Calcule la curvatura, el radio de curvatura, y los vectores tangente unitario y normal prin-
cipal en todo punto de C.

Solución Como

�r(s)�% aJAcosA
s

aBB
2

!AsenA
s

aBB
2

% a

C es de hecho una circunferencia de radio a centrada en el origen en el plano xy. Como la velocidad es

G
dr

ds G% G.senA
s

aB i ! cosA
s

aB j G% 1

el parámetro s debe representar la longitud de arco. Por tanto, el vector tangente unitario es

T̂(s) %.senA
s

aB i ! cosA
s

aBj

Entonces,
dT̂

ds
%.

1

a
cosA

s

aB i .

1

a
senA

s

aBj

y la curvatura y el radio de curvatura en r(s) son

i(s) % G
dT̂

ds G%
1

a
, o(s) %

1

i(s)
% a

Finalmente, la normal principal unitaria es

N̂(s) %.cosA
s

aB i . senA
s

aBj %.

1

a
r(s)

Nótese que la curvatura y el radio de curvatura son constantes; este último es de hecho el radio de la cir-
cunferencia. La circunferencia y sus vectores tangente unitario y normal en una posición típica se muestran
en la Figura 11.14(b). Nótese que N̂ apunta hacia el centro de la circunferencia.

Observación Se puede hacer otra observación sobre el ejemplo anterior. El vector de posi-
ción r(s) forma un ángulo h % s/a con el eje x positivo. Por tanto, T̂(s) forma el mismo ángulo
con el eje x positivo. Por esta razón, la velocidad de rotación de T4 con respecto a s es

dh
ds

%
1

a
% i

Es decir, i es la velocidad con la que T̂ gira (medida con respecto a la longitud de arco). Esta
observación se puede aplicar a cualquier curva general suave.

TEOREMA 2 La curvatura es la velocidad de giro del vector tangente unitario

Sea i b 0 en un intervalo que contiene a s, y sea Bh el ángulo que forman T̂(s ! Bs) y
T̂(s), los vectores tangentes unitarios en dos puntos cercanos de la curva. Entonces,

i(s) % lim
Bsr0 G

Bh
Bs G
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DEMOSTRACIÓN Sea BT̂ % T̂(s ! Bs) . T̂(s). Como T̂(s) y T̂(s ! Bs) son vectores
unitarios, �BT̂/Bh � es la razón entre la longitud de una cuerda y la longitud del arco corres-
pondiente en una circunferencia de radio 1 (véase la Figura 11.15). Entonces,

lim
Bsr0 G

BT̂

Bh G% 1 y

i(s) % lim
Bsr0 G

BT̂

Bs G% lim
Bsr0 G

BT̂

Bh G G
Bh
Bs G% lim

Bsr0 G
Bh
Bs G

Figura 11.15 �BT̂ � ] �Bh � para valores pequeños de �Bs�.

#

La tangente unitaria T̂ y la normal unitaria N̂ en un punto r(s) de una curva C pueden considerar-
se con su origen en ese punto. Son perpendiculares, y N̂ apunta en la dirección en la que gira
T̂(s) cuando s aumenta. El plano que pasa por r(s) y contiene los vectores T̂(s) y N̂(s) se deno-
mina plano osculante de C en r(s) (del latín osculum, que significa beso). En una curva plana,
como la circunferencia del Ejemplo 2, el plano osculante es el plano que contiene a la curva. En
el caso más general de curvas tridimensionales, el plano osculante varía de un punto a otro; en
un punto cualquiera es el plano más cercano que contiene a la parte de la curva que está alrede-
dor de dicho punto. El plano osculante no está definido en los puntos donde i(s) % 0, aunque si
esos puntos están aislados, algunas veces se puede definir como el límite de los planos osculan-
tes en los puntos vecinos.

Suponiendo todavía que i(s) Ç 0, sea

rc(s) % r(s) ! o(s)N̂(s)

Para cada valor de s, el punto cuyo vector de posición es rc(s) está en el plano osculante de C en
r(s), en la parte cóncava de C, y a una distancia o(s) de r(s). Se denomina centro de curvatura
de C en el punto r(s). La circunferencia en el plano osculante cuyo centro es el centro de curva-
tura y su radio es igual al radio de curvatura o(s) se denomina circunferencia osculante de C en
r(s). De todas las circunferencias que pasan por el punto r(s), la circunferencia osculante es
aquella que mejor describe el comportamiento de C cerca de dicho punto. Por supuesto, la cir-
cunferencia osculante de una circunferencia en cualquier punto es la misma circunferencia. La
Figura 11.16 muestra un ejemplo típico de circunferencia osculante.

Figura 11.16 Circunferencia osculante.
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Torsión y binormal, fórmulas de Frenet-Serret

En todo punto r(s) de la curva C donde T̂ y N̂ estén definidos, se define un tercer vector unitario,
denominado binormal unitario B̂, mediante la fórmula

B̂ % T̂ × N̂

Nótese que B̂(s) es normal al plano osculante de C en r(s); si C es una curva plana, entonces B̂ es
un vector constante, independiente de s en cualquier intervalo donde i(s) Ç 0. En todo punto
r(s) de C, los tres vectores {T̂, N̂, B̂} constituyen una base de vectores unitarios mutuamente per-
pendiculares orientada a la derecha, como la base estándar {i, j, k} (véase la Figura 11.17). Esta
base se denomina sistema de referencia de Frenet de C en el punto r(s). Nótese que

B̂ × T̂ % N̂ y N̂ × B̂ % T̂

Figura 11.17 El sistema de referencia de Frenet {T̂, N̂, B̂}
en algunos puntos de C.

Como 1 % B̂(s) B̂(s), entonces B̂(s) (dB̂/ds)% 0 y dB̂/ds es perpendicular a B̂(s). Además, di-
ferenciando B̂ % T̂ × N̂ se obtiene

dB̂

ds
%

dT̂

ds
× N̂ ! T̂ ×

dN̂

ds
% iN̂ × N̂ ! T̂ ×

dN̂

ds
% T̂ ×

dN̂

ds

Por tanto, dB̂/ds es también perpendicular a T̂. Como es perpendicular a T̂ y B̂, dB̂/ds debe ser
paralelo a N̂. Este hecho es la base de nuestra definición de torsión.

DEFINICIÓN 2 Torsión

En cualquier intervalo donde i(s) Ç 0, existe una función q(s) tal que

dB̂

ds
%.q(s)N̂(s)

El número q(s) se denomina torsión de C en r(s).

La torsión mide el grado de retorcimiento que tiene una curva en las proximidades de un punto,
es decir, mide cuánto se aleja la curva de ser plana. Puede ser positiva o negativa, en función de su
orientación a la izquierda o la derecha. Presentaremos un ejemplo posteriormente en esta sección.

El Teorema 2 tiene un análogo para la torsión, y la demostración es similar. Establece que el
valor absoluto de la torsión, �q(s)�, en un punto r(s) de la curva C es la velocidad de giro de la
binormal unitaria:

lim
Bsr0 G

Bt
Bs G% �q(s)�

siendo Bt el ángulo que forman B̂(s ! Bs) y B̂(s).
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Ejemplo 3 (La hélice circular.) Como se indicó en el Ejemplo 5 de la Sección 11.3, la ecuación pa-
ramétrica

r(s) % a cos (cs)i ! a sen (cs)j ! bcsk, siendo c %
1

∂a2
! b2

representa una hélice circular sobre la superficie del cilindro x2
! y2

% a2, y parametrizada en función de la
longitud de arco. Supongamos que a b 0. Calcule las funciones de curvatura y de torsión i(s) y q(s) de esta
hélice y también los vectores unitarios que forman el sistema de referencia de Frenet en todo punto r(s)
ante dicha hélice.

Solución En el Ejemplo 1 calculamos el vector tangente unitario, cuyo valor era

T̂(s) %.ac sen (cs)i ! ac cos (cs)j ! bck

Diferenciando de nuevo se llega a

dT̂

ds
%.ac2 cos (cs)i . ac2 sen (cs)j

de forma que la curvatura de la hélice es

i(s) % G
dT̂

ds G% ac2
%

a

a2
! b2

y el vector normal unitario es

N̂(s) %
1

i(s)

dT̂

ds
%.cos (cs)i . sen (cs)j

Ahora tenemos

B̂(s) % T̂(s) × N̂(s) % G
i j k

.ac sen (cs) ac cos (cs) bc

.cos (cs) .sen (cs) 0 G
% bc sen (cs) i . bc cos (cs)j ! ack

Diferenciando esta fórmula se llega a

dB̂
ds

% bc2 cos (cs)i ! bc2 sen (cs)j %.bc2N̂(s)

Por tanto, la torsión es
q(s) %.(.bc2) %

b
a2

! b2

Observación Obsérvese que la curvatura i(s) y la torsión q(s) son constantes (es decir, inde-
pendientes de s) para el caso de la hélice circular. En el ejemplo anterior, q b 0 (suponiendo que
b b 0). Esto corresponde al hecho de que la hélice está orientada a la derecha (véase la Figura
11.12). Si rodeamos la hélice con la mano derecha de forma que los dedos apunten en la direc-
ción de s creciente (en sentido contrario al de las agujas del reloj, mirando hacia abajo desde el
eje z positivo), entonces el pulgar apuntará también en la dirección axial correspondiente a s cre-
ciente (en dirección hacia arriba). Si hubiéramos partido de una hélice orientada a la izquierda,
tal como

r % a sen ti ! a cos t j ! btk, (a, b b 0)

habríamos obtenido q %.b/(a2
! b2).

Utilizando las fórmulas dT̂/ds%iN̂ y dB̂/ds%.qN̂, se puede calcular también dN̂/ds:

dN̂

ds
%

d

ds
(B̂ × T̂) %

dB̂

ds
× T̂ ! B̂ ×

dT̂

ds

%.qN̂ × T̂ ! iB̂ × N̂ %.iT̂ ! qB̂
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Juntas, las tres fórmulas

dT̂

ds
% iN̂

dN̂

ds
%.iT̂ ! iB̂

dB̂

ds
%.qN̂

se conocen con el nombre de fórmulas de Frenet-Serret (véase la Figura 11.18). Son de impor-
tancia fundamental en la teoría de curvas. Estas fórmulas se pueden expresar en forma matricial
de la siguiente forma:

d

ds A
T̂

N̂

B̂B%A
0 i 0

.i 0 q
0 .i 0B A

T̂

N̂

B̂B
Utilizando las fórmulas de Frenet-Serret se puede demostrar que la forma de una curva con cur-
vatura distinta de cero queda completamente determinada por sus funciones de curvatura y de
torsión i(s) y q(s).

Figura 11.18 T̂, N̂ y B̂, y sus direcciones de cambio.

TEOREMA 3 Teorema fundamental de las curvas en el espacio

Sean C1 y C2 dos curvas, ambas con la misma función de curvatura distinta de cero i(s) y
con la misma función de torsión q(s). Entonces las curvas son congruentes. Esto quiere
decir que una de ellas se puede mover rígidamente (mediante traslaciones y rotaciones) de
forma que sea haga coincidir exactamente con la otra.

DEMOSTRACIÓN Es necesario que i Ç 0 porque N̂ y B̂ no están definidas donde
i % 0. Movamos rígidamente C2 de forma que su punto inicial coincida con el punto inicial
de C1, y de forma que los sistemas de referencia de Frenet de ambas curvas coincidan en
ese punto. Sean T̂1, T̂2, N̂1, N̂2, B̂1 y B̂2 las tangentes unitarias, las normales y las binorma-
les de las dos curvas.

f (s) % T̂1(s) T̂2(s) ! N̂1(s) N̂2(s) ! B̂1(s) B̂2(s)

Calculamos la derivada de f (s) utilizando la Regla del Producto y las fórmulas de Frenet-
Serret:

f ñ(s) % T̂ ñ1 T̂2 ! T̂1 T̂ ñ2 ! N̂ ñ1 N̂2 ! N̂1 N̂ ñ2 ! B̂ ñ1 B̂2 ! B̂1 B̂2

% iN̂1 T̂2 ! iT̂1 N̂2 . iT̂1 N̂2 ! qB̂1 N̂2 . iN̂1 T̂2

! qN̂1 B̂2 . qN̂1 B̂2 . qB̂1 N̂2

% 0
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Por tanto, f (s) es constante. Como los sistemas de referencia coinciden en s % 0, la cons-
tante debe ser concretamente 3:

T̂1(s) T̂2(s) ! N̂1(s) N̂2(s) ! B̂1(s) B̂2(s) % 3

Sin embargo, ninguno de los productos escalares puede ser mayor que 1 porque los factores
son vectores unitarios. Por tanto, todos los productos escalares deben ser iguales a 1. En
particular, T̂1(s) T4 2(s) % 1 para todo s; entonces,

dr1

ds
% T̂1(s) % T̂2(s) %

dr2

ds

Integrando con respecto a s y utilizando el hecho de que las dos curvas empiezan en el mis-
mo punto cuando s % 0, se obtiene r1(s) % r2(s) para todo s, como queríamos demostrar.

Observación Una consecuencia del teorema anterior es que toda curva con curvatura cons-
tante distinta de cero y con torsión constante debe, de hecho, ser una circunferencia (si la torsión
es cero) o una hélice circular (si la torsión es distinta de cero). Véanse los Ejercicios 7 y 8 poste-
riores.

Ejercicios 11.4

Calcule el vector tangente T̂(t) en las curvas de los
Ejercicios 1-4.

1. r % ti . 2t2j ! 3t3k

2. r % a sen ut i ! a cos utk

3. r % cos t sen ti ! sen2 tj ! cos tk

4. r % a cos ti ! b sen tj ! tk

5. Demuestre que si i(s) % 0 para todo s, entonces la curva
r % r(s) es una recta.

6. Demuestre que si q(s) % 0 para todo s, entonces la curva
r % r(s) es una curva plana. Sugerencia: Demuestre que
r(s) está en el plano que pasa por r(0) y su vector
normal es B̂(0).

7. Demuestre que si i(s) % C es una constante positiva y
q(s) % 0 para todo s, entonces la curva r % r(s) es una
circunferencia. Sugerencia: Obtenga una circunferencia
que tenga la curvatura constante dada. Utilice entonces
el Teorema 3.

8. Demuestre que si la curvatura i(s) y la torsión q(s) son
ambas constantes distintas de cero, entonces la curva
r % r(s) es una hélice circular. Sugerencia: Obtenga una
hélice que tenga la curvatura y torsión dadas.

11.5 Curvatura y torsión para parametrizaciones generales
Las fórmulas de la curvatura y la torsión desarrolladas anteriormente, así como las de los vecto-
res normal unitario y binormal, no son de mucha utilidad si la curva que se desea analizar no se
expresa en función del parámetro de longitud de arco. Consideraremos a continuación la forma
de obtener esas cantidades en función de una parametrización general r % r(t). Las expresaremos
en función del vector velocidad, v(t), la velocidad, v(t) % �v(t)� y la aceleración, a(t). Observe-
mos en primer lugar que

v %
dr

dt
%

dr

ds

ds

dt
% vT̂

a %
dv

dt
%

dv

dt
T̂ ! v

dT̂

dt

%
dv

dt
T̂ ! v

dT̂

ds

ds

dt
%

dv

dt
T̂ ! v2iN̂

v × a % v
dv

dt
T̂ × T̂ ! v3iT̂ × N̂ % v3iB̂
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Nótese que a B̂ está en la dirección de v × a. A partir de estas fórmulas se pueden obtener fórmu-
las útiles para T̂, B̂ y i:

T̂ %
v

v
, B̂ %

v × a

�v × a�
, i %

�v × a�
v3

Hay varias formas de calcular N̂. Quizá la más sencilla es

N̂ % B̂ × T̂

Algunas veces puede ser más fácil utilizar
dT̂

dt
%

dT̂

ds

ds

dt
% v

dT̂

ds
% viN̂ para calcular

N̂ %
1

vi
dT̂

dt
%

o
v

dT̂

dt
%

dT̂

dt H G
dT̂

dt G
Queda por calcular la torsión. Obsérvese que

da

dt
%

d

dt A
dv

dt
T̂ % v2iN̂B

Esta diferenciación producirá varios términos. El único en el que interviene B̂ es el que procede
de evaluar v2i(dN̂/dt)% v3i(dN̂/ds)% v3i(qB̂ . iT̂). Por tanto,

da

dt
% jT̂ ! kN̂ ! v3iqB̂

para ciertos valores de los escalares j y k. Como v × a % v3iB4 , se deduce que

(v × a)
da

dt
% (v3i)2q % �v × a�2q

Por consiguiente,

q %
(v × a) (da/dt)

�v × a�2

Ejemplo 1 Calcule la curvatura, la torsión y el sistema de referencia de Frenet en un punto general
de la curva

r % (t ! cos t)i ! (t . cos t)j ! ∂2 sen tk
Describa esta curva.

Solución Calcularemos lo que se pide utilizando el procedimiento descrito anteriormente. En primer lugar,

v % (1 . sen t)i ! (1 ! sen t)j ! ∂2 cos tk

a %.cos ti ! cos tj . ∂2 sen tk

da

dt
% sen ti . sen tj . ∂2 cos tk

v × a % G
i j k

1 . sen t 1 ! sen t ∂2 cos t

.cos t cos t .∂2 sen t G
%.∂2(1 ! sen t)i . ∂2(1 . sen t)j ! 2 cos tk
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(v × a)
da

dt
%.∂2 sen t(1 ! sen t) ! ∂2 sen t(1 . sen t) . 2∂2 cos2 t

%.2 ∂2

v % �v� % ∂2 ! 2 sen2 t ! 2 cos2 t % 2

�v × a� % ∂2(2 ! 2sen2t) ! 4 cos2 t % ∂8 % 2∂2

Entonces tenemos que

i %
�v × a�

v3 %
2∂2

8
%

1

2∂2

q %
(v × a) (da/dt)

�v × a�2
%

.2∂2

(2∂2)2
%.

1

2∂2

T̂ %
v

v
%

1 . sen t

2
i !

1 ! sen t

2
j !

1

∂2
cos tk

B̂ %
v × a

�v × a�
%.

1 ! sen t

2
i .

1 . sen t

2
j !

1

∂2
cos tk

N̂ % B̂ × T̂ %.

1

∂2
cos t i !

1

∂2
cos tj . sen tk

Como la curvatura y la torsión son ambas constantes (y, por tanto, son constantes cuando se expresan en
función de cualquier parametrización), la curva debe ser una hélice circular por el Teorema 3. Está orienta-
da a la izquierda, ya que q a 0. Por el Ejemplo 3 de la Sección 11.4, es congruente con la hélice

r % a cos t i ! a sen tj ! btk

suponiendo que a/(a2
! b2) % 1/(2∂2) %.b/(a2

! b2). Resolviendo estas ecuaciones se obtiene a % ∂2 y
b %.∂2, por lo que la hélice está enrollada sobre un cilindro de radio ∂2. El eje de este cilindro es la
recta x % y, z % 0, como se puede ver examinando las componentes de r(t).

Ejemplo 2 (Curvatura de la gráfica de una función de una variable) Calcule la curvatura de la
curva plana cuya ecuación es y % f (x) en un punto arbitrario (x, f (x)) de aquélla.

Solución La gráfica se puede parametrizar: r % xi ! f (x)j. Por consiguiente,

v % i ! f ñ(x)j

a % f ññ(x)j

v × a % f ññ(x)k

Por tanto, la curvatura es

i(x) %
�v × a�

v3 %
� f ññ(x)�

(1 ! ( f ñ(x))2)3/2

Aceleración tangencial y normal

En la fórmula de la aceleración obtenida anteriormente en función de la tangente y la normal
unitarias,

a %
dv

dt
T̂ ! v2iN̂
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el término (dv/dt)T̂ se denominó aceleración tangencial, y el término v2iN̂, aceleración normal
o centrípeta. Esta última componente está dirigida hacia el centro de curvatura y su módulo es
v2i % v2/o. Los diseñadores de autopistas, ferrocarriles y montañas rusas peraltan las curvas de
forma que la resultante de la fuerza centrífuga, .m(v2/o)N̂, y el peso, .mgk, del vehículo sea
normal a la superficie a una velocidad deseada.

Ejemplo 3 (Peralte de una curva) Una carretera nivelada sigue la curva y % x2 en el plano hori-
zontal xy. Calcule, en función de x, el ángulo de peralte que hay que aplicar a la carretera (es decir, el án-
gulo entre la vertical y la normal a la superficie de la carretera) de forma que la resultante de las fuerzas
centrífuga y gravitatoria (.mgk) que actúan sobre el vehículo que viaja una velocidad constante v0 sea
siempre normal a la superficie de la carretera.

Solución Por el Ejemplo 2, la ruta que sigue la carretera, y % x2, tiene curvatura

i %
�d2y/dx2�

(1 ! (dy/dx)2)3/2 %
2

(1 ! 4x2)3/2

La componente normal de la aceleración de un vehículo que viaja a velocidad v0 por la carretera es

aN % v2
0i %

2v2
0

(1 ! 4x2)3/2

Si la carretera está peraltada un ángulo h (véase la Figura 11.19), entonces la resultante de la fuerza centrí-
fuga .maNN̂ y la fuerza gravitatoria .mgk será normal a la superficie de la carretera si se cumple

tan h
maN

mg
, es decir, h % tan.1 2v2

0

g(1 ! 4x2)3/2

Figura 11.19 Peralte de una curva de una carretera.

Observación La definición de aceleración centrípeta dada anteriormente es coherente con la
que se deduce de la presentación de los sistemas de referencia en rotación que se hizo en la Sec-
ción 11.2. Si r(t) es la posición de una partícula móvil en el instante t, podemos ver el movi-
miento en cualquier instante como una rotación alrededor del centro de curvatura, de forma que
la velocidad angular debe ser LLL % LB̂. El vector velocidad lineal es v % LLL × (r . rc) % vT̂, por
lo que la velocidad es v % Lo y LLL % (v/p)B̂. Como se vio en la Sección 11.2, la aceleración cen-
trípeta es

LLL × (LLL × (r . rc)) % LLL × v %
v2

o
B̂ × T̂ %

v2

o
N̂

Evolutas

El centro de curvatura rc(t) de una curva dada puede trazar a su vez otra curva cuando t varía.
Esta curva se denomina evoluta de la curva dada r(t).
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Ejemplo 4 Calcule la evoluta de la espiral exponencial

r % ae.t cos ti ! ae.t sen tj

Solución La curva es una curva plana, por lo que q % 0. Emplearemos un atajo para calcular la curvatu-
ra y la normal unitaria sin calcular v × a. Calcularemos primero

v % ae.t((.cos t ! sen t)i . (sen t . cos t)j)

ds

dt
% v % ∂2ae.t

T̂(t) %
1

∂2
(.(cos t ! sen t)i . (sen t . cos t)j)

dT̂

ds
%

1

(ds/dt)

dT̂

dt
%

1

2ae.t ((sen t . cos t)i . (cos t ! sen t)j)

i(t) % G
dT̂

ds G%
1

∂2ae.t

Se deduce entonces que el radio de curvatura es o(t) % ∂2ae.t. Como dT̂/ds% iN̂, tenemos que
N̂ % o(dT̂/ds). El centro de curvatura es

rc(t) % r(t) ! o(t)N̂(t)

% r(t) ! o2 dT̂

ds

% ae.t(cos ti ! sen tj)

! 2a2e.2t 1

2ae.t ((sen t . cos t)i . (cos t ! sen t)j)

% ae.t(sen ti . cos tj)

% ae.tAcosAt .

n
2B i ! senAt .

n
2BjB

Por tanto, se llega al interesante resultado de que la evoluta de la espiral exponencial es la misma espiral
exponencial rotada en el plano 90o en el sentido de las agujas del reloj (véase la Figura 11.20(a)).

Aplicación al diseño de vías (o carreteras)

Los trenes de juguete vienen frecuentemente con dos tipos de secciones de vías: rectas y curvas.
Las secciones curvas son arcos de circunferencia de radio R, y la forma total de la vía es como
se muestra en la Figura 11.20(b); AB y CD son rectas, y BC y DA son semicircunferencias. La
pista parece suave, pero ¿es suficientemente suave?

La vía se mantiene unida por fricción, y de vez en cuando puede salirse cuando el tren pasa.
Esto es especialmente probable en los puntos A, B, C y D. Para ver por qué, supongamos que el
tren viaja a velocidad constante v. Entonces la aceleración tangencial, (dv/dt)T̂, es cero y la ace-
leración total es sólo la aceleración centrípeta, a % (v2/o)N̂. Por tanto, �a� % 0 a lo largo de las
secciones rectas, y �a� % v2i % v2/R en las secciones semicirculares. La aceleración es disconti-
nua en los puntos A, B, C y D, y la fuerza de reacción que ejerce el tren sobre la vía es también
discontinua en esos puntos. Hay un «choque» o «sacudida» cuando el tren entra o sale de la par-
te curva de la vía. Para evitar esos puntos de tensión, las vías se diseñan de forma que la curva-
tura varíe de forma continua punto a punto.
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Figura 11.20

(a) La evoluta de una espiral
exponencial es otra espiral
exponencial.

(b) Forma de la vía de un tren
de juguete.

Ejemplo 5 Se desea unir una vía existente en la dirección del eje x negativo con otra que sigue la
dirección y % x . 1, x n 2. Se desea que la unión sea suave mediante una curva de transición y % f (x),
0 m x m 2, siendo f (x) un polinomio de grado tan pequeño como sea posible. Calcule f (x) de forma que un
tren que se mueva por la vía no experimente discontinuidades de la aceleración en los puntos de unión.

Solución La situación se muestra en la Figura 11.21. El polinomio f (x) se debe escoger de forma que la
vía sea continua, tenga pendiente continua y tenga curvatura continua en x % 0 y x % 2. Como la curvatura
de y % f (x) es

i % � f ññ(x)�(1 ! ( f ñ(x))2).3/2

sólo tenemos que conseguir que f, f ñ y f ññ tomen los mismos valores en x % 0 y x % 2 que en las secciones
rectas:

f (0) % 0, f ñ(0) % 0, f ññ(0) % 0,

f (2) % 1, f ñ(2) % 1, f ññ(2) % 0

Figura 11.21 Unión de dos vías rectas
mediante una vía curva.

Esas seis condiciones independientes sugieren que se debe probar con un polinomio de grado 5
con seis coeficientes arbitrarios:

f (x) % A ! Bx ! Cx2
! Dx3

! Ex4
! Fx5

f ñ(x) % B ! 2Cx ! 3Dx2
! 4Ex3

! 5Fx4

f ññ(x) % 2C ! 6Dx ! 12Ex2
! 20Fx3
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Las tres condiciones en x % 0 implican que A % B % C % 0. Las de x % 2 implican que

8D ! 16E ! 32F % f (2) % 1

12D ! 32E ! 80F % f ñ(2) % 1

12D ! 48E ! 160F % f ññ(2) % 0

La solución de este sistema es D % 1/4, E %.1/16 y F % 0, por lo que debemos utilizar f (x) %

% (x3/4). (x4/16).

Observación Los diseñadores de carreteras y de vías de ferrocarril no utilizan en general cur-
vas polinómicas en las transiciones. Se utilizan habitualmente otras clases de curvas denomina-
das clotoides o lemniscatas (véase el Ejercicio 7 en los Ejercicios de repaso al final de este ca-
pítulo).

Cálculos con Maple
El tipo de cálculos realizados en esta sección con curvas bastante simples puede ser muy tedioso
con curvas más complicadas. Como es habitual, Maple puede acudir al rescate. Antes de la in-
corporación del paquete VectorCalculus en Maple 8, que introdujo una verdadera estructura de
datos vector, la definición de una función vectorial tenía truco: había que hacer algo como

> R := [t -> f(t), t -> g(t), t -> h(t)];

en vez de la construcción más obvia

> R :=t -> [f(t), g(t), h(t)];

porque en este último caso no se consideraba que la función R fuera vectorial, aun cuando sus
valores fueran vectores.

En lo que sigue supondremos que los paquetes LinearAlgebra y VectorCalculus han sido car-
gados (en ese orden):

> with(LinearAlgebra): with(VectorCalculus):

Así podríamos definir una función vectorial que representara una hélice circular:

> R :=t -> <a*cos(t), a*sin(t), b*t>;

La salida de esta definición (que omitiremos) puede parecer al principio un poco críptica; dice
que R está definida como un procedimiento «VectorCalculus-ab» cuyos argumentos son tres
procedimientos «VectorCalculus-*» correspondientes a los productos que representan las tres
componentes de R. Llamando a la función se generan los resultados esperados.

> R(t); R(Pi);

a cos (t)ex ! a sen (t)ey ! btez

.aex ! bnez

Las funciones vector velocidad, aceleración y velocidad se pueden definir ahora en la forma ob-
via, y utilizar los resultados para calcular esas magnitudes en cualquier punto:

> V := t -> diff(R(t), t): A :=t -> diff(V(t),t):

> V := t -> Norm(V(t),2):

> V(t); A(t); v(t);

.a sen (t) ex ! a cos (t) ey ! bez

.a cos (t)ex . a sen (t)ey

∂�a sen (t)�2 ! �a cos (t)�2 ! �b�2
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Ningún intento de simplificar la última expresión surtirá mucho efecto a menos que le digamos
a Maple que a y b son números reales. De hecho, es útil a efectos de simplificación decir a
Maple que a, b y t son reales, con lo que evitamos que Maple nos caliente la cabeza colocando
una tilde (V) detrás de cada una de esas variables en todas las salidas posteriores. Esto lo po-
demos hacer así:

> assume(a::real, b::real, t::real);

> interface(showassumed=0);

> simplify(v(t));

∂b2
! a2

El paquete VectorCalculus tiene una función denominada TNBFrame, cuya salida es una lista de
funciones para generar los vectores tangente unitaria, normal principal y binormal T̂(t), N̂(t) y
B̂(t). Podemos utilizar los componentes de esta lista para definir cada vector:

b T := TNBFrame(R,t) [1]: T(t);

.

a sen (t)

∂b2
! a2

ex !
a cos (t)

∂b2
! a2

ey !
b

∂b2
! a2

ez

> N := TNBFrame(R,t) [2]: N(t);

.

a cos (t)

�a�
ex .

a sen (t)

�a�
ey

b B := TNBFrame(R,t) [3]: B(t);

ba sen (t)

∂b2
! a2 �a�

ex .

ba cos (t)

∂b2
! a2 �a�

ey !A
a2 sen (t)2

∂b2
! a2 �a�

!
a2 cos (t)2

∂b2
! a2 �a�B ez

b simplify (%);

ba sen (t)

∂a2
! a2 �a�

ex .

ba cos (t)

∂b2
! a2 �a�

ey !
�a�

∂b2
! a2

ez

VectorCalculus también define las funciones Curvature y Torsion, que se pueden utilizar como
sigue:

> simplify(Curvature(R,t) (t);

�a�
∂b2

! a2

> simplify(Torsion(R,t) (t));

�b�
∂b2

! a2

La torsión es errónea si b a 0; en este caso la torsión debería ser negativa. De hecho, el resulta-
do anterior podría hacer falsa la tercera fórmula de Frenet-Serret, como podemos ver así:

> Simplify(diff(B(t),t) + tau*N(t));

a cos (t)(b . q∂b2
! a2)

∂b2
! a2 �a�

ex !
a sen (t) (b . q∂b2

! a2)

∂b2
! a2 �a�

ey

que debe ser 0, pero sólo lo será si q % b/∂b2
! a2. Se comunicó este error a MapleSoft, y se ha

corregido en Maple 10.
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Ejercicios 11.5

En los Ejercicios 1-4, calcule los radios de curvatura de las
curvas en los puntos indicados.

1. y % x2 en x % 0 y en x % ∂2

2. y % cos x en x % 0 y en x % n/2

3. r % 2ti ! (1/t)j. 2tk en (2, 1, .2)

4. r % t3i ! t2j ! tk en el punto donde t % 1

Calcule los sistemas de referencia de Frenet {T̂, N̂, B̂} para
las curvas de los Ejercicios 5 y 6 en los puntos indicados.

5. r % ti ! t2j ! 2k en (1, 1, 2)

6. r % ti ! t2j ! tk en (1, 1, 1)

En los Ejercicios 7 y 8, calcule los vectores tangente
unitario, normal y binormal, y la curvatura y la torsión en
un punto general de las curvas dadas.

7. r % ri !
t2

2
j !

t3

3
k

8. r % et (cos ti ! sen tj ! k)

9. Calcule la curvatura y la torsión de la curva
paramétrica

x % 2 ! ∂2 cos t, y % 1 . sen t, z % 3 ! sen t

en un punto arbitrario t. ¿Qué curva es?

10. Una partícula se mueve siguiendo la curva plana
y % sen x, en la dirección de x creciente, con velocidad
horizontal constante dx/dt% k. Calcule las
componentes tangencial y normal de la aceleración de
la partícula cuando está en la posición x.

11. Calcule la tangente unitaria, la normal y la binormal, y
la curvatura y torsión de la curva

r % sen t cos t i ! sen2 tj ! cos tk

en los puntos (a) t % 0 y (b) t % n/4.

12. Una partícula se mueve siguiendo un camino elíptico
en el plano xy, de forma que su posición en el instante
t es r % a cos t i ! b sen tj. Calcule las componentes
tangencial y normal de su aceleración en el instante t.
¿En qué puntos es cero su aceración tangencial?

13. Calcule los valores máximo y mínimo de la curvatura
de la elipse x % a cos t, y % b sen t, siendo a b b b 0.

14. Una cuenta de masa m se desliza sin rozamiento por un
hilo curvo con la forma y % x2, bajo la influencia de la
fuerza gravitatoria .mgj. Cuando pasa por el punto
(1, 1), la velocidad de la cuenta es v. Calcule, en ese
instante, el módulo de su aceleración normal y la tasa
de cambio de su velocidad.

15. Calcule la curvatura de la curva plana y % ex en x.
Obtenga la ecuación de la evoluta de esta curva.

16. Demuestre que la curvatura de la gráfica polar plana
r % f (h) en un punto genérico h es

i(h) %
�2( f ñ(h))2

! ( f (h))2
. f (h) f ññ(h)�

[( f ñ(h))2 ! ( f (h))2]3/2

17. Calcule la curvatura de la cardioide r % a(1 . cos h).

*18. Obtenga la curva r % r(t) para la que i(t) % 1 y
q(t) % 1 para todo t, y r(0) % T̂(0) % i, N̂(0) % j
y B̂(0) % k.

19. Suponga que la curva r % r(t) cumple
dr

dt
% c × r(t),

siendo c un vector constante. Demuestre que esa curva
es la circunferencia en la que el plano que pasa por
r(0) y es normal a c corta a una esfera de radio �r(0)�
centrada en el origen.

20. Calcule la evoluta de la hélice circular

r % a cos t i ! a sen tj ! btk

21. Calcule la evoluta de la parábola y % x2.

22. Calcule la evoluta de la elipse x % 2 cos t, y % sen t.

23. Calcule el polinomio de grado mínimo f (x), tal que
una vía que siga la curva y % f (x), desde x %.1 hasta
x % 1, se una con segmentos rectos existentes y %.1,
x m.1 e y % 1, x n 1 de forma lo suficientemente
suave para que un tren que se mueva a velocidad
constante no experimente discontinuidades de la
aceleración en los puntos de unión.

*24. Ayude a los fabricantes de trenes de juguete. Diseñe
un segmento de vía y % f (x), .1 m x m 0 para
producir una unión libre de tensiones entre una
sección de vía recta y % 1, x m .1, y una sección en
forma de arco semicircular x2

! y2
% 1, x n 0.

*25. Si la posición r, la velocidad v y la aceleración a de
una partícula en movimiento cumplen
a(t) % j(t)r(t) ! k(t)v(t), siendo j(t) y k(t) funciones
escalares del tiempo t, y si v × a Ç 0, demuestre que
el camino que sigue una partícula está contenido en
un plano.

En los Ejercicios 26-31 utilice Maple. Asegúrese de cargar
los paquetes LinearAlgebra y VectorCalculus.

En los Ejercicios 26-29, determine las funciones de
curvatura y de torsión de las curvas dadas. Debido al
problema con la función Torsion en algunas versiones del
paquete VectorCalculus (como se ha indicado al final de
esta sección), es preferible utilizar las fórmulas procedentes
de las derivadas de la posición para determinar la torsión, y
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probablemente también la curvatura. Intente describir las
curvas.

26. r(t) % cos (t)i ! 2 sen (t)j ! cos (t)k. ¿Por qué
no debe sorprendernos el valor de la torsión?
¿Cuánto valen las curvaturas máxima y mínima?
Describa la curva.

27. r(t) % (t . sen t)i ! (1 . cos t)j ! tk. ¿Son
continuas la curvatura y la torsión para todo t?

28. r(t)%cos (t) cos (2t)i!cos (t) sen (2t)j!sen (t)k.
Demuestre que la curva está sobre la esfera
x2

! y2
! z2

% 1. ¿Cuál es el mínimo valor de su
curvatura?

29. r(t)%(t!cos t)i!(t!sen t)j!(1!t.cos t)k

11.6 Leyes de Kepler del movimiento planetario

El matemático y astrónomo alemán Johannes Kepler (1571-1630) fue estudiante y colega del as-
trónomo danés Tycho Brahe (1546-1601). Tras una vida de observación de las posiciones de los
planetas sin la ayuda del telescopio, Brahe recopiló una gran cantidad de datos, que Kepler ana-
lizó. Aunque Nicolás Copérnico (1473-1543) había postulado que la tierra y los otros planetas se
movían alrededor del sol, el clima religioso y filosófico de Europa a finales del siglo XVI favore-
cía todavía la explicación del movimiento de los cuerpos celestes mediante órbitas circulares al-
rededor de la tierra. Se sabía que planetas como Marte podían no moverse en órbitas circulares
centradas en la tierra, pero se habían propuesto modelos en los que su movimiento estaba com-
puesto por otras circunferencias (epiciclos), cuyos centros se movían sobre circunferencias cen-
tradas en la tierra.

Las observaciones de Brahe sobre Marte fueron lo suficientemente detalladas como para que
Kepler se diera cuenta de que ningún modelo simple basado en circunferencias podría ajustarse
lo suficientemente bien a la órbita real. Sin embargo, él fue capaz de ajustar una curva cuadráti-
ca más general, una elipse con uno de sus focos en el sol. Basándose en este éxito y en los datos
de Brahe sobre otros planetas, formuló las tres siguientes leyes del movimiento planetario:

Leyes de Kepler

1. Los planetas se mueven siguiendo órbitas elípticas con el sol en uno de sus focos.

2. La recta que une el sol con cada planeta barre áreas iguales en tiempos iguales.

3. Los cuadrados de los periodos de revolución de los planetas alrededor del sol son pro-
porcionales a los cubos de los ejes mayores de sus órbitas.

La formulación de Kepler de la tercera ley dice realmente que los cuadrados de los periodos de
revolución de los planetas son proporcionales a los cubos de sus distancias medias al sol. La dis-
tancia media de los puntos de una elipse a uno de sus focos es igual al semieje mayor (véase el
Ejercicio 17 posterior). Por tanto, las dos formulaciones son equivalentes.

La elección de elipses era razonable, una vez verificado que las circunferencias no funciona-
ban. Las propiedades de las secciones cónicas se entendían bien, desde que habían sido desarro-
lladas por el matemático griego Apolonio de Perga sobre el año 200 a. C. No obstante, basándo-
se, como hizo, en observaciones en vez de en la teoría, la formulación que hizo Kepler de sus

En los Ejercicios 30 y 31, defina nuevas funciones
de Maple para calcular los valores requeridos.
Suponga que se han cargado los paquetes LinearAlgebra
y VectorCalculus.

30. La función evolute(R) (t), cuyo valor en R es
la función cuyo valor en t es el vector de
posición del centro de curvatura de la curva R, en el
punto R(t).

31. La función tanline(R) (t,u), cuyo valor en R es
una función, cuyo valor en (t,u) es el vector de
posición del punto de la tangente a la curva R, en un
valor de t situado a una distancia u de R(t), en la
dirección de t creciente.
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leyes sin ninguna explicación causal fue algo realmente notable. Los fundamentos teóricos vinie-
ron más tarde, cuando Newton, con la ayuda de su cálculo recién creado, demostró que las leyes
de Kepler implicaban una fuerza gravitatoria proporcional al inverso del cuadrado (véanse los
Ejercicios de repaso 14-16 al final de este capítulo). Newton creía que su ley de la gravitación
universal implicaba también las leyes de Kepler, pero no fue capaz en sus escritos de dar una
demostración que fuera convincente según los estándares actuales2.

Más adelante en esta sección, obtendremos las leyes de Kepler a partir de la ley de la gravi-
tación mediante un método ingenioso que explota hasta sus límites la diferenciación vectorial.
Sin embargo, primero necesitamos establecer algunos resultados preliminares.

Elipses en coordenadas polares

Las coordenadas polares [r, h] de un punto en el plano cuya distancia r al origen sea e ve-
ces su distancia p . r cos h a la recta x % p (véase la Figura 11.22), cumple la ecuación
r % e(p . r cos h), o, despejando r,

r %
�

1 ! e cos h

siendo � % ep. Como se observó en las Secciones 8.1 y 8.5, para 0 m e a 1, esta ecuación repre-
senta una elipse con excentricidad e (que será una circunferencia si e % 0). Para ver que esto es
así, transformemos la ecuación a coordenadas cartesianas:

x2
! y2

% r2
% e2(p . r cos h)2

% e2(p . x)2
% e2(p2

. 2px ! x2)

Figura 11.22 Una elipse con foco en el origen, directriz x % p y excentricidad e.

Realizando algunas transformaciones algebraicas, esta ecuación se puede transformar en

Ax !
e�

1 . e2B
2

A
�

1 . e2B
2 !

y2

A
�

∂1 . e2B
2 % 1

que puede reconocerse como una elipse centrada en el punto C % (.c, 0), siendo
c % e�/(1. e2), y semiejes a y b dados por

a %
�

1 . e2 (semieje mayor)

b %
�

∂1 . e2
(semieje menor)

2 Se pueden encontrar interesantes artículos donde se debate la significación histórica del trabajo de Newton, como
los de Robert Weinstock, Curtis Wilson y otros en The Collage Mathematics Journal, vol. 25, n.o 3, 1994.
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La ecuación cartesiana de la elipse demuestra que la curva es simétrica respecto a las rectas
x %.c e y % 0 y, por tanto, su segundo foco está en F % (.2c, 0) y tiene una segunda directriz
cuya ecuación es x %.2c . p (véase la Figura 11.23). Los extremos del eje mayor son
A%(a.c, 0) y Añ%(.a.c, 0) y los extremos del eje menor son B%(.c, b) y Bñ%(.c, .b).

Figura 11.23 La suma de las
distancias desde cualquier punto P
de la elipse a los dos focos O y F es
constante, y vale e veces la distancia
entre las directrices.

Si P es un punto cualquiera de la elipse, entonces la distancia OP es e veces la distancia PQ
desde P a la directriz derecha. Análogamente, la distancia FP es e veces la distancia QñP desde P
a la directriz izquierda. Por tanto, la suma de los radios focales OP ! FP es la constante
eQñQ % e(2c ! 2p), independientemente de la posición del punto P en la elipse. Cuando P es A o
B, la suma es

2a % (a . c) ! (a ! c) % OA ! FA % OB ! FB % 2∂b2
! c2

Se deduce entonces que

a2
% b2

! c2, c % ∂a2
. b2

%
�e

1 . e2 % ea

El número � es el semi-latus rectum de la elipse; el latus rectum es la anchura de la elipse me-
dida sobre la línea que pasa por un foco, perpendicular al eje mayor (véase la Figura 11.24).

Figura 11.24 Algunos parámetros de una elipse.

Observación La ecuación en polares r % �/(1! e cos h) representa una curva acotada sólo si
e a 1; en este caso tenemos que �/(1 ! e) m r m �/(1. e) para todas las direcciones h. Si e % 1,
la ecuación representa una parábola, y si e b 1, una hipérbola. Es posible que haya objetos que
viajen en órbitas parabólicas o hiperbólicas, pero sólo se aproximarán al sol una vez, sin trazar
órbitas a su alrededor. Algunos cometas tienen órbitas hiperbólicas.
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Componentes polares de la velocidad y la aceleración
Sea r(t) el vector de posición en el instante t de una partícula P que se mueve en el plano xy. Se
forman dos vectores unitarios en P: el vector r̂, que apunta en la dirección del vector de posi-
ción r, y el vector �̂, rotado 90o en sentido contrario al de las agujas del reloj desde r̂ (véase la
Figura 11.25). Si las coordenadas polares de P son [r, h], entonces r̂ apunta en la dirección de r
creciente en P, y �̂ apunta en la dirección de h creciente. Evidentemente,

r̂ % cos hi ! sen hj

�̂ %.sen h i ! cos hj

Figura 11.25 Vectores de la base en direcciones crecientes de r y h.

Nótese que r̂ y �̂ no dependen de r, sino sólo de h:

d r̂

dh
% �̂ y

d�̂

dh
%.r̂

La pareja {r̂, �̂} forma un sistema de referencia (una base) en P, de forma que los vectores del
plano se pueden expresar en función de estos dos vectores unitarios. La componente r4 de un vec-
tor se denomina componente radial y la componente �̂ se denomina componente transversal.
El sistema de referencia varía de un punto a otro, por lo que debemos recordar que r̂ y �̂ son
funciones de t. En función de este sistema de referencia móvil, la posición r(t) de P se puede
expresar de forma muy sencilla:

r % rr̂

siendo r % r(t) % �r(t)� la distancia desde P al origen en el instante t.
Vamos a diferenciar esta ecuación con respecto a t para expresar la velocidad y la acelera-

ción de P con respecto a este sistema de referencia móvil. A lo largo del movimiento, r se puede
ver como una función de h o de t; h es a su vez función de t. Para evitar confusiones, adoptare-
mos una notación que se utiliza frecuentemente en mecánica, y que recuerda la notación utiliza-
da originalmente por Newton en sus cálculos.

Un punto sobre una magnitud indica la derivada con respecto al tiempo de dicha magnitud.
Dos puntos indican la segunda derivada con respecto al tiempo. Así,

u5 % du/dt, y ü % d2u/dt2

Consideremos primero las derivadas con respecto al tiempo de los vectores r̂ y �̂. Por la Regla
de la Cadena, tenemos que

r̂0 %
d r̂

dh
dh
dt

% h0 �̂

�̂0 %
d �̂

dh
dh
dt

%.h0 r̂
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La velocidad de P es

v % r5 %
d

dt
(rr̂) % r5 r̂ ! rh0 �̂

Componentes polares de la velocidad:

La componente radial de la velocidad es r5.
La componente transversal de la velocidad es rh0 .

Como r̂ y �̂ son vectores unitarios perpendiculares, la velocidad (escalar) de P se expresa como

v % �v� % ∂r52 ! r2h02

De forma similar, la aceleración de P se puede expresar en función de sus componentes radial y
transversal:

a % v5 % r̈ %
d

dt
(r5r̂ ! rh0 �̂)

% r̈ r̂ ! r5h0 �̂ ! r5h0 �̂ ! rḧ�̂ . rh02r̂

% (r̈ . rh02)r̂ ! (rḧ ! 2r5h0)�̂

Componentes polares de la aceleración:

La componente radial de la aceleración es r̈ . rh02.
La componente transversal de la aceleración es rḧ ! 2r5h0 .

Fuerzas centrales y segunda ley de Kepler
Las coordenadas polares son las más apropiadas para analizar el movimiento debido a una fuer-
za central, que se dirige siempre hacia (o en sentido contrario a) un único punto, el origen:
F % j(r)r, donde el escalar j(r) depende de la posición r del objeto. Si la velocidad y la acelera-
ción del objeto son v % r5 y a % v5 , entonces la Segunda Ley de Newton del Movimiento
(F % ma) dice que a es paralelo a r. Por tanto,

d

dt
(r × v) % r5 × v ! r × v5 % v × v ! r × a % 0 ! 0 % 0

y r × v % h, un vector constante que representa el momento angular del objeto por unidad de ma-
sa respecto al origen. Esto indica que r es siempre perpendicular a h, por lo que el movimiento
debido una fuerza central tiene siempre lugar en un plano que pasa por origen y es normal al
vector h.

Si se escoge el eje z en la dirección de h, y siendo �h� % h, entonces h % hk y el camino que
sigue el objeto está en el plano xy. En este caso la posición y la velocidad del objeto cumplen

r % rr̂ y v % r5r̂ ! rh0 �̂

Como r̂ × �̂ % k, tenemos que

hk % r× v % rr5r̂ × r̂ ! r2h0 r̂ × �̂ % r2h0k

Por tanto, para cualquier movimiento debido una fuerza central,

r2h0 % h (constante en el camino de movimiento)
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Esta fórmula es equivalente a la Segunda Ley de Kepler; si A(t) es el área en el plano de movi-
miento limitada por la órbita y las rectas radiales h % h0 y h % h(t), entonces

A(t) %
1

2 I
h(t)

h0

r2 dh

por lo que

dA

dt
%

dA

dh
dh
dt

%
1

2
r2h0 %

h

2

Entonces, el área se barre con una velocidad constante h/2, y por tanto se barren áreas iguales en
tiempos iguales. Nótese que esta ley no depende del módulo ni de la dirección de la fuerza que
actúa sobre el objeto móvil, sino sólo del hecho de que es central. También se puede obtener la
ecuación r2h0 % h (constante) directamente del hecho de que la aceleración transversal es cero:

d

dt
(r2h0) % 2rr5h0 ! r2ḧ % r(2r5h0 ! rḧ) % 0

Ejemplo 1 Un objeto se mueve siguiendo la curva en polares r % 1/h bajo la influencia de una fuerza
que lo atrae hacia el origen. Si la velocidad del objeto es v0 en el instante en que h % 1, calcule el módulo
de la aceleración del objeto en cualquier punto de su trayectoria en función de su distancia r al origen.

Solución Como la fuerza es central, sabemos que la aceleración transversal es cero y que r2h0 % h es
constante. Diferenciando la ecuación de la trayectoria con respecto al tiempo y expresando el resultado en
función de r, se obtiene

r5 %.

1

h2 h0 %.r2 h

r2 %.h

Por tanto, la componente radial de la aceleración es

ar % r̈ . r(h0)2
% 0 . r

h2

r4 %.

h2

r3

En h % 1, tenemos que r % 1, por lo que h0 % h. En ese instante el cuadrado de la velocidad es

v2
0 % r52 ! r2h02 % h2

! h2
% 2h2

Por tanto, h2
% v2

0/2 y, en cualquier punto de su trayectoria, el módulo de la aceleración del objeto es

�ar� %
v2

0

2r3

Obtención de las leyes de Kepler primera y tercera

Los planetas y el sol se mueven alrededor de su centro de masas común. Como el sol es mucho
más masivo que los planetas, el centro de masas está muy cercano al centro del sol. Por ejemplo,
el centro de masas conjunto del sol y la tierra está en el interior del sol. En el desarrollo que
sigue consideraremos que el sol y los planetas son masas puntuales y consideraremos también
que el sol está fijo en el origen. Más adelante, cuando sea necesario, especificaremos las direc-
ciones de los ejes de coordenadas.

De acuerdo con la ley de la gravitación de Newton, la fuerza que ejerce el sol sobre un pla-
neta de masa m cuyo vector de posición es r es

F %.

km

r2 r̂ %.

km

r3 r
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siendo k una constante positiva que depende de la masa del sol, y r̂ % r/r.
Como se ha observado anteriormente, el hecho de que la fuerza que actúa sobre el planeta

esté siempre dirigida hacia el origen implica que r × v es constante. Escogeremos como dirección
del eje z la de r × v % hk, por lo que el movimiento se realizará en el plano xy y r2h0 % h. Toda-
vía no hemos especificado las direcciones de los ejes x e y, pero lo haremos en breve. Utilizando
coordenadas polares en el plano xy, podemos calcular

dv

dh
%

v5

h0
%

.

k

r2 r̂

h

r2

%.

k

h
r̂

Como d �̂/dh%.r̂, podemos integrar la ecuación diferencial anterior para obtener v:

v %.

k

h I r̂ dh %
k

h
�̂ ! C

siendo C un vector correspondiente a la constante de integración. Por tanto, hemos demostrado
que

�v . C� %
k

h

Este resultado, conocido por el nombre de Teorema de Hamilton, indica que cuando un planeta
se mueve por su órbita, su vector velocidad (cuando se sitúa con su inicio en el origen) traza una
circunferencia cuyo centro es un punto C con vector de posición C. Quizá resulta sorprendente
que después de todo haya una circunferencia asociada con la órbita de un planeta. Pero no sólo
es el vector de posición el que se mueve siguiendo una circunferencia, sino el vector velocidad
(véase la Figura 11.26).

Figura 11.26 Los vectores velocidad definen una circunferencia.

Recuérdese que hasta ahora sólo hemos especificado la posición del origen y la dirección del eje
z. Por lo tanto, el plano xy está determinado, pero no lo están las direcciones de los ejes x e y.
Escojamos ahora estos ejes en el plano xy de modo que C esté en la dirección del eje y; será, por
ejemplo, C % (ek/h)j, siendo e una constante positiva. Por consiguiente, tenemos que

v %
k

h
(�̂ ! ej)
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La posición del eje x queda ahora determinada por el hecho de que los vectores i, j y k son per-
pendiculares entre sí y forman una base orientada a la derecha. Calcularemos de nuevo r × v. Re-
cuérdese que r % r cos hi ! r sen hj, y también que r % rr̂:

hk % r × v %
k

h
(rr̂ × �̂ ! re cos hi × j ! re sen hj × j)

%
k

h
r(1 ! e cos h)k

Por tanto, h %
kr

h
(1 ! e cos h) o, despejando r,

r %
h2/k

1 ! e cos h

Ésta es la ecuación en polares de la órbita. Si e a 1, se trata de una elipse con un foco en el
origen (el sol), cuyos parámetros son

Semi-latus rectum: � %
h2

k

Semieje mayor: a %
h2

k(1 . e2)
%

�

1 . e2

Semieje menor: b %
h2

k∂1 . e2
%

�

∂1 . e2

Semidistancia focal: c % ∂a2
. b2

%
e�

1 . e2

Hemos deducido la Primera Ley de Kepler. La elección que se ha hecho de los ejes de coordena-
das implica que el perihelio (el punto de la órbita más cerca del sol) está en el eje x positivo
(h % 0).

Ejemplo 2 La órbita de un planeta tiene excentricidad e (siendo 0 a e a 1), y su velocidad en el peri-
helio es vP. Calcule su velocidad vA en el afelio (el punto de su órbita más lejos del sol).

Solución En el perihelio y en el afelio la velocidad radial del planeta r5 es cero (ya que r es mínimo o
máximo), por lo que la velocidad es totalmente transversal. Entonces vP % rPh0P y vA % rAh0A. Como r2h0 % h
tiene el mismo valor en todos los puntos de la órbita, tenemos que

rPvP % r2
Ph0P % h % r2

Ah0A % rAvA

La ecuación de la órbita del planeta es

r %
l

1 ! e cos h

por lo que el perihelio corresponde a h % 0 y el afelio a h % n:

rP %
�

1 ! e
y rA %

�

1 . e

Por tanto, vA %
rP

rA
vP %

1 . e
1 ! e

vP.
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Podemos obtener la Tercera Ley de Kepler a partir de las otras dos de la siguiente forma. Como
la línea radial que va desde el sol a un planeta barre área con una velocidad constante de h/2, el
área total A encerrada por la órbita será A % (h/2)T, siendo T el periodo de revolución. El área
de una elipse cuyos semiejes son a y b es A % nab. Como b2

% �a % h2a/k, tenemos

T2
%

4

h2 A2
%

4

h2 n2a2b2
%

4n2

k
a3

Nótese que la expresión final de T2 no depende de h, que es una constante para la órbita de cual-
quier planeta, pero varía de un planeta a otro. La constante 4n2/k no depende de un planeta en
particular (k depende de la masa del sol y una constante gravitatoria universal). Por tanto,

T 2
%

4n2

k
a3

indica que el cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo de la longitud, 2a, del
eje mayor de su órbita, y la constante de proporcionalidad es válida para todos los planetas. Esta
es la Tercera Ley de Kepler. Los datos astronómicos modernos demuestran que T2/a3 varía sólo
unas tres centésimas del 1% en los nueve planetas conocidos.

Conservación de la energía

La solución de la ecuación diferencial de segundo orden del movimiento F % mr̈ para obtener la
órbita de un planeta requiere dos integraciones. En el desarrollo anterior hemos explotado las
propiedades del producto vectorial para facilitar dichas integraciones. Existen procedimientos
más tradicionales para obtener las leyes de Kepler, que en general comienzan por separar las
componentes radial y transversal de la ecuación del movimiento:

r̈ . rh02 %.

k

r2, rḧ ! 2r5h0 % 0

Como se ha visto antes, la segunda ecuación anterior implica que r2h0 % h % constante, que es la
Segunda Ley de Kepler. Esto se puede utilizar para eliminar h en la primera ecuación y obtener

r̈ .

h2

r3 %.

k

r2

Por tanto,

d

dt A
r52

2
!

h2

2r2B% r5Ar̈ .

h2

r3B%.

k

r2 r5

Si se integra esta ecuación, se obtiene

1

2 Ar52 !
h2

r2B.

k

r
% E

que es una ley de conservación de la energía. El primer término de la izquierda es v2/2, la ener-
gía cinética (por unidad de masa) del planeta. El término .k/r es la energía potencial por unidad
de masa. Es difícil integrar esta ecuación para obtener r en función de t. En todo caso, lo que
realmente queremos calcular es r en función de h, de forma que podamos reconocer que hemos
obtenido una elipse. Otra forma de obtener este resultado se sugiere en el Ejercicio 18 posterior.
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Observación El procedimiento utilizado anteriormente para demostrar las leyes de Kepler
demuestra de hecho que si un objeto se mueve bajo la influencia de una fuerza que lo atrae hacia
el origen (o que lo repele desde el origen), cuyo módulo sea proporcional al inverso del cuadra-
do de su distancia al origen, entonces dicho objeto debe moverse en una órbita plana cuya forma
debe ser una sección cónica. Si la energía total E definida anteriormente es negativa, entonces la
órbita está acotada y, por tanto, debe ser una elipse. Si E % 0, la órbita es una parábola. Si
E b 0, la órbita es una hipérbola. Las órbitas hiperbólicas son típicas de las fuerzas repulsivas
que pueden aparecer en el caso de atracciones si el objeto tiene suficiente velocidad (superior a
la velocidad de escape). Como ejemplo, véase el Ejercicio 22 posterior.

Ejercicios 11.6

1. (Elipses en polares) Complete los detalles del cálculo
sugerido en el texto para transformar la ecuación en
polares de una elipse, r % �/(1! e cos h), siendo
0 a e a 1, en coordenadas cartesianas, de forma que
muestre explícitamente el centro y los semiejes.

Componentes polares de la velocidad y la aceleración

2. Una partícula se mueve siguiendo una circunferencia
cuya ecuación en polares es r % k, (k b 0). ¿Qué son
las componentes radial y transversal de su vector
velocidad y de su aceleración? Demuestre que la
componente transversal de la aceleración es igual a la
velocidad de cambio de la velocidad de la partícula.

3. Calcule las componentes radial y transversal del vector
velocidad y de la aceleración de una partícula que se
mueve con velocidad unidad siguiendo la espiral
exponencial r % eh. Exprese sus respuestas en función
del ángulo h.

4. Si una partícula se mueve siguiendo la curva en polares
r % h bajo la influencia de una fuerza central que la
atrae hacia el origen, calcule el módulo de la
aceleración en función de r y de la velocidad de la
partícula.

5. Un objeto se mueve siguiendo la curva en polares
r % h.2 bajo la influencia de una fuerza que lo atrae
hacia el origen. Si la velocidad del objeto es v0 en el
instante en el que h % 1, calcule el módulo de la
aceleración del objeto en cualquier punto de su
trayectoria en función de su distancia r al origen.

Deducciones de las leyes de Kepler

6. La distancia media de la tierra al sol es
aproximadamente 150 millones de kilómetros. El
cometa Halley se acerca a su perihelio (punto más
cercano al sol) de su órbita elíptica aproximadamente
cada 76 años. Estime el eje mayor de la órbita del
cometa Halley.

7. La distancia media de la luna a la tierra es
aproximadamente 385.000 km, y su periodo de

revolución alrededor de la tierra es de
aproximadamente 27 días (el mes sideral). ¿A qué
distancia aproximada del centro de la tierra, y en qué
plano, debería situarse un satélite de comunicaciones
en órbita circular si debe estar todo el tiempo
exactamente sobre la misma posición de la tierra?

8. Un asteroide sigue una órbita circular alrededor del sol.
Si su periodo de revolución es T, calcule el radio de su
órbita.

* 9. Si el asteroide del Ejercicio 8 se detiene
instantáneamente en su órbita, caerá hacia el sol.
¿Cuánto tardará en llegar? Sugerencia: Esta pregunta
se puede responder fácilmente si se piensa que el
asteroide está casi parado, de forma que sigue una
órbita con alta excentricidad, cuyo eje mayor es un
poco mayor que el radio de la órbita original
circular.

10. Calcule la excentricidad de la órbita de un asteroide si
la velocidad de dicho asteroide en el perihelio es el
doble de su velocidad en el afelio.

11. Demuestre que la velocidad orbital de un planeta es
constante si y sólo si su órbita es circular. Sugerencia:
Utilice la identidad de conservación de la energía.

12. La distancia de un planeta al sol en su perihelio es el
80% de su distancia en el afelio. Calcule la razón de
sus velocidades en el perihelio y en el afelio, y la
excentricidad de su órbita.

*13. Como resultado de una colisión, un asteroide cuya
órbita inicial era circular alrededor del sol pierde
instantáneamente la mitad de su velocidad, de forma
que cae en una órbita elíptica cuya máxima distancia
al sol es igual al radio de la órbita original circular.
Calcule la excentricidad de su nueva órbita.

14. Si las velocidades de un planeta en su perihelio y su
afelio son, respectivamente, vP y vA, ¿cuál es su
velocidad cuando está en los extremos del eje menor
de su órbita?
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15. ¿Qué fracción de su «año» (es decir, del periodo de
su órbita) emplea un planeta en viajar por la mitad
de su órbita más cercana al sol? Exprese su respuesta
en función de la excentricidad e de la órbita del
planeta.

*16. Suponga que un planeta viaja con una velocidad de v0

en el momento en que su distancia al sol es r0.
Demuestre que el periodo orbital del planeta es

T %
2n

∂k A
2

r0
.

v2
0

k B
.3/2

Sugerencia: La magnitud
k

r
.

1

2
v2 es constante en

todos los puntos de la órbita, como se demostró en el
razonamiento sobre la conservación de la energía.
Calcule el valor de esta expresión en el perihelio en
función del semieje mayor, a.

*17. La suma de las distancias de un punto P de una elipse
E a sus focos es la constante 2a, la longitud del eje
mayor de la elipse. Utilice este hecho como parte de
un argumento geométrico para demostrar que la
distancia media de los puntos P a un foco de E es a.
Es decir, demuestre que

1

c(E) IE

r ds % a

siendo c(E) la circunferencia de E, y r la distancia de
un punto de E a un foco.

*18. (Un planteamiento directo de la Primera Ley de
Kepler) El resultado de eliminar h en las ecuaciones
de las componentes radial y transversal de la
aceleración de un planeta es

r̈ .

h2

r3 %.

k

r2

Demuestre el cambio de las variables dependiente e
independiente:

r(t) %
1

u(h)
, h % h(t)

transforma esta ecuación en una más simple:

d2u

dh2 ! u %
k

h2

Demuestre que la solución de esta ecuación es

u %
k

h2 (1 ! e cos (h . h0))

siendo e y h0 constantes. A partir de aquí, demuestre
que la órbita es elíptica sen �e� a 1.

*19. (¿Qué pasaría si la ley de gravitación dependiera
del inverso del cubo?) Utilice la técnica del
Ejercicio 18 para obtener la trayectoria de un objeto
de masa unidad atraído hacia el origen por una fuerza
de módulo f (r) % k/r3. ¿Existen órbitas que no
tiendan a infinito o al origen cuando t r ä?

20. Utilice la fórmula de conservación de la energía para
demostrar que si E a 0 la órbita debe estar acotada; es
decir, no puede alejarse arbitrariamente del origen.

*21. (Hipérbolas en polares) Si e b 1, entonces la
ecuación

r %
�

1 ! e cos h

representa una hipérbola en vez de una elipse. Dibuje
dicha hipérbola, calcule su centro y las direcciones
de sus asíntotas, y determine su semieje transversal,
su semieje conjugado y su semidistancia focal, en
función de � y e.

*22. (Órbitas hiperbólicas) Un meteoro que procede del
infinito sigue una órbita hiperbólica que pasa cerca
del sol. A distancias muy grandes del sol, su
velocidad es vä. Las asíntotas de su órbita están a una
distancia D, medida perpendicularmente desde el sol
(véase la Figura 11.27). Demuestre que el ángulo d de
deflexión del meteoro debido a la atracción
gravitatoria del sol se expresa como

cot A
d
2B%

Dv2
ä

k

Figura 11.27 Trayectoria de un meteoro.

Sugerencia: Necesitará el resultado del Ejercicio 21.
El mismo análisis y, por tanto, los mismos resultados
son válidos en el caso de atracción o repulsión
electrostática, f (r) %uk/r2. La constante k depende
de la carga de las dos partículas y r es la distancia
entre ellas.
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Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué es una función vectorial de una variable
real, y por qué representa una curva?

Enuncie la Regla del Producto para la derivada
de u(t) (v(t) × w(t)).

¿Qué significan las siguientes expresiones?

0 Velocidad angular 0 Momento angular

0 Aceleración centrípeta 0 Aceleración de Coriolis

0 Parametrización mediante la longitud de arco

0 Fuerza central

Calcule las siguientes magnitudes asociadas con
una curva paramétrica C con parametrización
r % r(t), (a m t m b).

0 El vector velocidad v(t) 0 La velocidad v(t)

0 La longitud de arco 0 La aceleración a(t)

0 La tangente unitaria T̂(t) 0 La curvatura i(t)

0 La normal unitaria N̂(t) 0 El plano osculante

0 El radio de curvatura o(t) 0 La torsión q(t)

0 La circunferencia osculante 0 La evoluta

0 La binormal unitaria B̂(t) 0 La aceleración normal

0 La aceleración tangencial

Enuncie las fórmulas de Frenet-Serret.

Enuncie las leyes de Kepler del movimiento
planetario.

¿Qué son las componentes radial y transversal
del vector velocidad y de la aceleración?

Ejercicios de repaso
1. Si r(t), v(t) y a(t) representan la posición, el vector

velocidad y la aceleración en el instante t de una
partícula que se mueve en el espacio tridimensional, y
si, en todo instante t, a es perpendicular a r y v,
demuestre que el vector r(t) . tv(t) tiene longitud
constante.

2. Describa la curva paramétrica

r % t cos ti ! t sen tj ! (2n . t)k

(0 m t m 2n), y calcule su longitud.

3. Una partícula se mueve siguiendo la curva de
intersección de las superficies y % x2 y z % 2x3/3 con
velocidad
constante v % 6. Se mueve en la dirección de x
creciente. Calcule su vector velocidad y su aceleración
cuando está en el punto (1, 1, 2/3).

4. Una partícula se mueve siguiendo la curva y % x2 en el
plano xy, de forma que en el instante t su velocidad es
v % t. Calcule su aceleración en el instante t % 3, si en
ese momento está en el punto (∂2, 2).

5. Calcule la curvatura y la torsión en un punto general de
la curva r % eti ! ∂2tj ! e.tk.

6. Una partícula se mueve siguiendo la curva del
Ejercicio 5, de forma que en el instante t está en la
posición r(t). Calcule su aceleración normal y su
aceleración tangencial en cualquier instante t. ¿Cuál es
su velocidad mínima?

7. (Una curva clotoide) Las ecuaciones paramétricas de
la curva plana C que se muestra en la Figura 11.28 son

x(s) %I
s

0
cos

kt2

2
dt e y(s) %I

s

0
sen

kt2

2
dt

Verifique que s es, de hecho, la longitud de arco en C

medida desde (0, 0), y que la curvatura de C se expresa
como i(s) % ks. Como la curvatura cambia realmente
con la distancia recorrida sobre la curva, este tipo de
curvas, denominadas clotoides, resultan de utilidad
para unir secciones de pistas o de vías con diferentes
curvaturas.

Figura 11.28 Una curva clotoide.

8. Una partícula se mueve siguiendo la curva en polares
r % e.h con velocidad angular constante en h0 % k.
Exprese su vector velocidad y su aceleración en
función de sus componentes radial y transversal, que
sólo dependen de la distancia r al origen.
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Algunas propiedades de las cicloides

Los Ejercicios 9-12 tratan de la cicloide

r % a(t . sen t)i ! a(1 . cos t)j

Recuérdese que esta curva es el camino que sigue un punto
de una circunferencia de radio a cuando dicha
circunferencia rueda por el eje x.

9. Calcule la longitud de arco s % s(T) de la parte de la
cicloide que va desde t % 0 hasta t % T m 2n.

10. Calcule la parametrización mediante longitud de arco
r % r(s) del arco 0 m t m 2n de la cicloide, siendo s
medida desde el punto (0, 0).

11. Calcule la evoluta de la cicloide, es decir, calcule las
ecuaciones paramétricas del centro de curvatura
r % rc(t) de la cicloide. Demuestre que la evoluta es la
misma cicloide trasladada na unidades hacia la derecha
y 2a unidades hacia abajo.

Figura 11.29

12. Una cuerda de longitud 4a tiene un extremo fijo en el
origen y se enrolla siguiendo el arco de la cicloide a la
derecha del origen. Como la longitud total de ese arco
es 8a, el extremo libre de la cuerda queda en el punto
más alto A de la cicloide. Calcule el camino que sigue
el extremo libre Q de la cuerda cuando se desenrolla de
la cicloide y se mantiene tensa mientras tanto (véase la
Figura 11.29). Si la cuerda deja a la cicloide en el
punto P, entonces

(arc OP) ! PQ % 4a

La trayectoria que sigue el punto Q se denomina
involuta de la cicloide. Demuestre que, como la
evoluta, la involuta es también una traslación de la
cicloide original. De hecho, la cicloide es la evoluta de
su involuta.

13. Sea P un punto en el espacio tridimensional cuyas
coordenadas esféricas son (o, h, h). Suponga que P no
está en el eje z. Obtenga una tríada de vectores
unitarios mutuamente perpendiculares, {�̂, �̂, �̂}, en P,
en las direcciones de o, h y h crecientes,
respectivamente. ¿Está la tríada orientada a la derecha
o a la izquierda?

Las leyes de Kepler implican la ley de la gravitación
de Newton

En los Ejercicios 14-16, se supone que un planeta de masa
m se mueve siguiendo una órbita elíptica
r % �/(1 ! e cos h), con foco en el origen (el sol), bajo la
influencia de una fuerza F % F(r) que depende sólo de la
posición del planeta.

14. Utilizando la Segunda Ley de Kepler, demuestre que
r × v % h es constante y, a partir de aquí, que r2h0 es
constante.

15. Utilice la Segunda Ley del Movimiento de Newton
F % mr̈ para demostrar que r × F(r) % 0. Por tanto,
F(r) es paralela a r: F(r) %.f (r)r̂ para alguna
función escalar f (r), y la componente transversal de
F(r) es cero.

16. Mediante el cálculo directo de la aceleración radial del
planeta, demuestre que f (r) % mh2/(�r2), siendo
r % �r�. Por tanto, F es una fuerza de atracción hacia el
origen que es proporcional a la masa del planeta, e
inversamente proporcional al cuadrado de su distancia
al sol.

Problemas avanzados
1. Sea P un punto en la superficie de la tierra situado a 45o

de latitud norte. Utilice un sistema de coordenadas con
origen en P y con vectores de la base i y j apuntando al
este y al norte, respectivamente, de forma que k apunte
verticalmente hacia arriba.

(a) Exprese la velocidad angular LLL de la tierra en
función de los vectores de la base en P. ¿Qué es el
módulo L de LLL en radianes por segundo?

(b) Calcule la aceleración de Coriolis aC % 2LLL # v de
un objeto que cae verticalmente con velocidad v
sobre P.

(c) Si el objeto de (b) se suelta desde el reposo a una
altura de 100 m sobre P, ¿cuándo llega
aproximadamente al suelo? Ignore la resistencia del
aire, pero no la aceleración de Coriolis. Como la
aceleración de Coriolis es mucho menor en módulo
que la aceleración gravitatoria, se puede utilizar la
velocidad vertical como una buena aproximación de
la velocidad real del objeto en cualquier instante
durante su caída.

*2. (El espín de una bola de béisbol) Cuando se lanza
una bola con un espín respecto un eje que no es
paralelo a su velocidad, experimenta una aceleración
lateral debido a las diferencias de rozamiento en sus
lados. Esta aceleración de espín se expresa como
as % kS # v, siendo v la velocidad de la bola, S la
velocidad angular de su espín y k una constante
positiva que depende de la superficie de la bola.
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Suponga que una bola para la que k % 0,001 se lanza
horizontalmente según la dirección del eje x, con una
velocidad inicial de 70 ft/s y un espín de 1000 rad/s
respecto a su eje vertical. Su velocidad v debe cumplir

E
dv

dt
% (0.001)(1000k) # v . 32k % k # v . 32k

v(0) % 70i

ya que la aceleración de la gravedad es de 32 pies/s2.

(a) Demuestre que las componentes de
v % v1i ! v2j ! v3k cumplen

E
dv1

dt
%.v2

v1(0) % 70 E
dv2

dt
% v1

v2(0) % 0 E
dv3

dt
%.32

v3(0) % 0

(b) Resuelva esas ecuaciones y calcule la posición de la
bola t s tras su lanzamiento. Suponga que se lanza
desde el origen en el instante t % 0.

(c) En t % 1/5 s, ¿a qué distancia y en qué dirección se
habrá desviado la bola de la trayectoria parabólica
que habría seguido si se hubiera lanzado sin espín?

*3. (Partículas cargadas en movimiento en campos
magnéticos) Los campos magnéticos ejercen fuerzas
sobre las partículas cargadas en movimiento. Si una
partícula de masa m y carga q se mueve con velocidad
v en un campo magnético B, entonces experimenta una
fuerza F % qv # B, por lo que su velocidad está
gobernada por la ecuación

m
dv

dt
% qv # B

En este ejercicio, suponga que el campo magnético es
constante y vertical, es decir, B % Bk (como, por
ejemplo, en un tubo de rayos catódicos). Si la
velocidad inicial de la partícula en movimiento es v0,
su velocidad en el instante t se puede expresar como

E
dv

dt
% uv # k, siendo u %

qB

m

v(0) % v0

(a) Demuestre que v k % v0 k y �v� % �v0� para todo
t.

(b) Sea w(t) % v(t) . (v0 k)k, de forma que w es
perpendicular a k para todo t. Demuestre que w
cumple

E
d2w

dt2
%.u2w

w(0) % v0 . (v0 k)k

wñ(0) % uv0 # k

(c) Obtenga w(t) a partir del problema de valor inicial
de (b), y a partir de aquí calcule v(t).

(d) Calcule el vector de posición r(t) de la partícula en
el instante t, si en el instante t % 0 dicha partícula
está en el origen. Verifique que la trayectoria de la
partícula es, en general, una hélice circular. ¿En qué
circunstancias será dicha trayectoria una recta? ¿Y
una circunferencia?

*4. (La tautócrona) Las ecuaciones paramétricas

x % a(h . sen h) e y % a(cos h . 1)

(para 0 m h m 2n) describen un arco de cicloide
seguido por un punto sobre una circunferencia de radio
a que rueda por el eje x. Suponga que la curva está
formada por un alambre por el que se puede deslizar
una cuenta sin rozamiento (véase la Figura 11.30). Si la
cuenta se desliza partiendo del reposo bajo la acción de
la gravedad, empezando en un punto cuyo valor del
parámetro es h0, demuestre que el tiempo que tarda la
cuenta en alcanzar el punto más bajo del arco
(correspondiente a h % n) es constante, independiente
de la posición inicial h0. Es decir, dos cuentas que se
suelten simultáneamente desde puntos diferentes del
alambre siempre se encontrarán en el punto más bajo.
Por esta razón, la cicloide se denomina a veces
tautócrona, término procedente del griego que significa
«tiempo constante». Sugerencia: Cuando la cuenta cae
desde la altura y(h0) hasta la altura y(h) su velocidad es
v % ∂2g(y(h0) . y(h)) (¿por qué?). El tiempo que
tarda la cuenta en llegar al fondo es

T %I
h%n

h%h0

1

v
ds

siendo ds la longitud de un elemento de arco sobre la
cicloide.

Figura 11.30

*5. (La caída al abismo) Un parque de atracciones de
West Edmonton Mall en Alberta, Canadá, ofrece a los
que buscan emociones fuertes probar la caída libre.
Consiste en un coche que se mueve por una pista
formada por secciones rectas horizontales y verticales
unidas por curvas suaves. El coche se lanza desde la
parte superior y cae verticalmente bajo la acción de
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la gravedad durante 10 . 2∂2 ] 7.2 m antes de
entrar en la sección curva en el punto B (véase

la Figura 11.31). Cae otros 2∂2 ] 2.8 m mientras
traza la curva y entra en la sección horizontal DE a
nivel del suelo, donde se aplican los frenos para
detener el coche (por tanto, la caída vertical total desde
A hasta D o E es de 10 m, cifra, como las otras de este
problema, que se ha escogido por conveniencia
matemática y no por precisión de ingeniería). A efectos
de este problema es útil tomar los ejes coordenados
formando un ángulo de 45o con la vertical, de forma
que las dos secciones rectas de la pista coincidan con
la gráfica de y % �x �. En ese caso la sección curva va
desde (.2, 2) hasta (2, 2), y se puede considerar
simétrica respecto al eje y. Con este sistema de
coordenadas, la aceleración gravitatoria está en la
dirección de i . j.

Figura 11.31

(a) Calcule un polinomio de cuarto grado cuya gráfica
se pueda usar para enlazar las dos secciones rectas
de la pista sin producir aceleraciones discontinuas
en el coche que cae (¿por qué es adecuado un
polinomio de cuarto grado?).

(b) Ignorando el rozamiento y la resistencia del aire,
¿con qué velocidad se estará moviendo el coche
cuando entra a la curva en el punto B? ¿Y cuando
deja la curva en el punto D?

(c) Calcule el módulo de la aceleración normal y de la
aceleración total del coche cuando pasa por el
punto C.

*6. (Un problema de caza) Un zorro y una liebre corren
por el plano xy. Ambos corren a la misma velocidad v.
La liebre corre por el eje y en dirección de y creciente
y parte del origen en el instante t % 0. El zorro corre
siempre directamente hacia la liebre. En el instante
t % 0 el zorro está en el punto (a, 0), siendo a b 0. Sea
(x(t), y(t)) la posición del zorro en el instante t.

(a) Verifique que la pendiente de la tangente a la
trayectoria del zorro en el instante t es

dy

dx
%

y(t) . vt

x(t)

(b) Demuestre que la ecuación de la trayectoria del
zorro cumple

x
d2y

dx2 %J1 !A
dy

dxB
2

Sugerencia: Diferencie la ecuación de (a) con
respecto a t. Observe que en el miembro izquierdo
(d/dt)% (dx/dt)(d/dx).

(c) Resuelva la ecuación de (b) sustituyendo
u(x) % dy/dx y separando variables. Observe que
y % 0 y u % 0 cuando x % a.

7. Suponga que la tierra es una esfera perfecta de radio a.
Suponga que está situado en un punto en el ecuador
cuyas coordenadas esféricas son (o, h, h) % (a, n/2, 0),
y que viaja por la superficie de la tierra con una
velocidad constante v, desplazándose hacia el noreste
(45o al este del norte).

(a) ¿Conseguirá llegar al polo norte? Si es así, ¿cuánto
tardará en llegar?

(b) Calcule las funciones h(t) y h(t) correspondientes a
las coordenadas angulares esféricas de su posición
en el instante t b 0.

(c) ¿Cuántas veces cortará su trayectoria al meridiano
h % 0?
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CAPÍTULO 12

Diferenciación parcial

Soy un experto en materias matemáticas,
Entiendo ecuaciones simples y cuadráticas,
Reboso de noticias sobre el teorema binomial,
Y de muchas cosas alegres sobre el cuadrado de la hipo-
tenusa.

William Schenck Gilbert (1564-1642)
de The Pirates of Penzance

Introducción Este capítulo trata sobre la ampliación de la idea de derivada de
funciones reales al caso de variables vector, es decir, a funciones que dependen de
varias variables reales. Aunque la diferenciación se realiza sobre una variable cada
vez, la relación entre las derivadas con respecto a diferentes variables hace que el
análisis de estas funciones sea mucho más complicado y sutil que en el caso de una
sola variable.



12.1 Funciones de varias variables

La notación y % f (x) se utiliza para indicar que la variable y depende de la única variable real x,
es decir, que y es función de x. El dominio de esa función f es un conjunto de números reales.
Existen muchas magnitudes que dependen de más de una variable real y, por tanto, que son fun-
ciones de más de una variable. Por ejemplo, el volumen de un cilindro circular de radio r y altu-
ra h se expresa como V % nr2h; se dice que V es función de dos variables: r y h. Si denomina-
mos f a esta función, entonces expresaremos V % f (r, h), siendo

f (r, h) % nr2h, (r n 0, h n 0)

Así, f es una función de dos variables cuyo dominio es el conjunto de puntos del plano rh cuyas
coordenadas (r, h) cumplen r n 0 y h n 0. De forma similar, la relación w % f (x, y, z)%

% x ! 2y . 3z define w como función de las variables x, y y z, cuyo dominio es �3 completo, o,
si se indica explícitamente, algún subconjunto particular de �3.

Por analogía con la correspondiente definición de funciones de una variable, definiremos una
función de n variables de la siguiente forma:

DEFINICIÓN 1

Una función f de n variables reales es una regla que asigna un único número real
f (x1, x2, ..., xn) a cada punto (x1, x2, ..., xn) de algún subconjunto D( f ) de �n. D( f ) se de-
nomina dominio de f . El conjunto de números reales f (x1, x2, ..., xn) obtenido a partir de
los puntos del dominio se denomina rango de f .

Como en el caso de funciones de una variable, la convención del dominio especifica
que el dominio de una función de n variables es el máximo conjunto de puntos (x1, x2, ...,
xn) para el que f (x1, x2, ..., xn) tiene sentido como número real, a menos que el dominio se
establezca explícitamente como un conjunto menor.

La mayoría de los ejemplos que consideraremos de aquí en adelante serán funciones de dos o
tres variables independientes. Cuando una función f depende de dos variables, en general llama-
remos a dichas variables independientes x e y, y utilizaremos z para indicar la variable depen-
diente que representa el valor de la función; es decir, z % f (x, y). En general utilizaremos x, y y z
como variables independientes de una función de tres variables, y en ese caso expresaremos el
valor de la función como w % f (x, y, z). Daremos algunas definiciones, y plantearemos (y de-
mostraremos) algunos teoremas sólo en el caso de dos variables, pero su extensión al caso de
tres o más variables en general será obvia.

Representaciones gráficas

La gráfica de una función f de una variable (es decir, la gráfica de la ecuación y % f (x)) es el
conjunto de puntos del plano xy cuyas coordenadas son (x, f (x)), siendo x perteneciente al domi-
nio de f . De forma similar, la gráfica de una función f de dos variables (es decir, la gráfica de la
ecuación z % f (x, y)) es el conjunto de puntos del espacio tridimensional cuyas coordenadas son
(x, y, f (x, y)), donde (x, y) pertenece al dominio de f . Esta gráfica es una superficie en �3, que
está situada por encima (si f (x, y) b 0) o por debajo (si f (x, y) a 0) del dominio de f en el
plano xy (véase la Figura 12.1). La gráfica de una función de tres variables es una hipersuperfi-
cie tridimensional en el espacio tetradimensional �4. En general, la gráfica de una función de n
variables será una superficie n-dimensional en �n!1. No intentaremos dibujar gráficas de funcio-
nes de más de dos variables.
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Figura 12.1 La gráfica de f (x, y) es la superficie
de ecuación z % f (x, y) definida en los puntos (x, y)
del dominio de f .

Ejemplo 1 Considere la función

f (x, y) % 3A1 .

x

2
.

y

4B , (0 m x m 2, 0 m y m 4 . 2x)

La gráfica de f es la superficie plana triangular cuyos vértices son (2, 0, 0), (0, 4, 0) y (0, 0, 3) (véase la
Figura 12.2). Si el dominio de f no se hubiera indicado explícitamente como un conjunto particular del
plano xy, la gráfica hubiera sido todo el plano que pasa por esos tres puntos.

Figura 12.2

Ejemplo 2 Considere f (x, y) % ∂9 . x2
. y2. La expresión bajo la raíz cuadrada no puede ser nega-

tiva, por lo que el dominio es el disco x2
! y2

m 9 en el plano xy.
Si elevamos al cuadrado la ecuación z % ∂9 . x2

. y2, podemos expresar el resultado en la forma
x2

! y2
! z2

% 9. Esta ecuación representa una esfera de radio 3 centrada en el origen. Sin embargo, la grá-
fica de f es sólo el hemisferio superior, donde z n 0 (véase la Figura 12.3).

Figura 12.3
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Como es necesario proyectar la superficie z % f (x, y) en una hoja bidimensional, la mayoría de
esas gráficas son difíciles de dibujar sin un considerable talento artístico y entrenamiento. Sin
embargo, siempre es conveniente intentar visualizar estas gráficas y dibujarlas lo mejor posible.
Algunas veces es conveniente dibujar sólo parte de una gráfica, por ejemplo, la parte que está en
el primer octante. También sirve de ayuda determinar (y dibujar) las intersecciones de la gráfica
con diversos planos, especialmente con los planos coordenados, y con planos paralelos a los pla-
nos coordenados (véase la Figura 12.1).

Existen algunos paquetes de software matemático que producen dibujos de gráficas tridimen-
sionales, y que nos pueden ayudar a adquirir sensibilidad sobre el comportamiento de las corres-
pondientes funciones. La Figura 12.1 es un ejemplo de una gráfica dibujada por computador, co-
mo la Figura 12.4. Junto con la mayoría de las otras gráficas matemáticas de este texto, ambas se
han realizado utilizando el paquete de software para gráficos matemáticos MG. Más adelante en
esta sección presentaremos la forma de utilizar Maple para generar gráficas.

Figura 12.4 La gráfica de z %
.6y

2!x2
!y2.

Otra forma de representar gráficamente la función f (x, y) es elaborar un mapa topográfico bidi-
mensional de la superficie z % f (x, y). En el plano xy se dibujan las curvas f (x, y) % C para va-
rios valores de la constante C. Estas curvas se denominan curvas de nivel de f porque son las
proyecciones verticales en el plano xy de las curvas en las que la gráfica z % f (x, y) corta a los
planos horizontales (de nivel) z % C. La gráfica de la función f (x, y) % x2

! y2 y algunas de sus
curvas de nivel se muestran en la Figura 12.5. La gráfica es un paraboloide circular en el espacio
tridimensional. Las curvas de nivel son circunferencias centradas en el origen del plano xy.

Las curvas de contorno en el mapa topográfico de la Figura 12.6 muestran las elevaciones,
en incrementos de 100 m sobre el nivel del mar, de parte de la isla de Nelson en la costa de la

Figura 12.5 La gráfica de f (x, y) % x2
! y2

y algunas curvas de nivel de f .
Figura 12.6 Curvas de nivel (contornos) que representan

la elevación en un mapa topográfico.
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Columbia Británica. Como estos contornos se dibujan para valores equiespaciados de C, el espa-
ciado de los propios contornos lleva información sobre la pendiente en diversos lugares de las
montañas; la tierra está más inclinada donde las líneas de contorno están más juntas. Obsérvese
también que las corrientes de agua cruzan las líneas de contorno formando ángulos rectos. Indi-
can la ruta de la máxima pendiente. Las isotermas (curvas de temperatura constante) y las isoba-
ras (curvas de presión constante) en los mapas del tiempo son también ejemplos de curvas de
nivel.

Ejemplo 3 Las curvas de nivel de la función f (x, y) % 3A1 .

x

2
.

y

4B del Ejemplo 1 son los segmen-

tos de las rectas

3A1 .

x

2
.

y

4B% C o
x

2
!

y

4
% 1 .

C

3
, (0 m C m 3)

que está en el primer cuadrante. La Figura 12.7(a) muestra varias curvas de nivel. Corresponden a valores
equiespaciados de C, y como tienen igual separación, indican una pendiente uniforme de la gráfica de f de
la Figura 12.2.

Figura 12.7

(a) Curvas de nivel

de 3 A1 .

x

2
.

x

4B .

(b) Curvas de nivel
de ∂9 . x2

. y2 .

Ejemplo 4 Las curvas de nivel de la función f (x, y) % ∂9 . x2
. y2 del Ejemplo 2 son las circunfe-

rencias concéntricas

∂9 . x2
. y2

% C o x2
! y2

% 9 . C2, (0 m C m 3)

Obsérvese el espaciado de estas circunferencias en la Figura 12.7(b). Se muestran para varios valores
equiespaciados de C. El acercamiento de las circunferencias cuando C r 0! indica que la superficie he-
misférica correspondiente a la gráfica de f se va haciendo cada vez más abrupta (véase la Figura 12.3).

Una función determina sus curvas de nivel con cualquier espaciado dado entre valores consecu-
tivos de C. Sin embargo, las curvas de nivel sólo determinan la función si todas ellas son cono-
cidas.

Ejemplo 5 Las curvas de nivel de la función f (x, y) % x2
. y2 se corresponden con las curvas

x2
. y2

% C. Para C % 0 la «curva» de nivel es la pareja de rectas x % y y x % .y. Para otros valores de C,
las curvas de nivel son hipérbolas rectangulares cuyas asíntotas son esas rectas (véase la Figura 12.8(a)). La
gráfica de f es el paraboloide hiperbólico con forma de silla de montar que se muestra en la Figura 12.8(b).
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Figura 12.8

(a) Curvas de nivel de x2
. y2.

(b) Gráfica de x2
. y2.

Ejemplo 6 Describa y dibuje algunas curvas de nivel de la función z % g(x, y), definida como z n 0,
x2

! (y . z)2
% 2z2. Dibuje también la gráfica de g.

Solución La ecuación de la curva de nivel z % g(x, y) % C (siendo C una constante positiva) es
x2

! (y . C)2
% 2C2, que corresponde a una circunferencia de radio ∂2C, centrada en (0, C). La Figura

12.9(a) muestra las curvas de nivel para incrementos de C de 0.1, desde 0 hasta 1. Estas curvas de nivel
cortan a rayos que salen del origen con igual espaciado (aunque el espaciado es diferente para diferentes
rayos), lo que indica que la superficie z % g(x, y) es un cono oblicuo. Véase la Figura 12.9(b).

Figura 12.9

(a) Curvas de nivel de
z%g(x, y) en el Ejemplo 6.

(b) Gráfica de z % g(x, y).

Aunque la gráfica de una función f (x, y, z) de tres variables no se puede dibujar fácilmente
(es una hipersuperficie tridimensional en un espacio tetradimensional), una función de este tipo
tiene superficies de nivel en el espacio tridimensional que quizá se pueden dibujar. Estas super-
ficies de nivel corresponden a las ecuaciones f (x, y, z) % C para diversos valores de la constante
C. Por ejemplo, las superficies de nivel de la función f (x, y, z) % x2

! y2
! z2 son esferas con-

céntricas centradas en el origen. La Figura 12.10 muestra algunas superficies de nivel de la fun-
ción f (x, y, z) % x2

. z. Son cilindros parabólicos.

Uso de gráficos en Maple

Como muchos paquetes de software matemático, Maple dispone de varias rutinas gráficas que
nos pueden ayudar a visualizar el comportamiento de funciones de dos y tres variables. Mencio-
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Figura 12.10 Superficies de nivel de
f (x, y, z) % x2

. z.

naremos aquí sólo unas pocas; hay muchas más. La mayoría de la rutinas gráficas están en el
paquete plots, por lo que cualquier sesión de Maple donde queramos utilizar dichas rutinas gráfi-
cas deberá empezar con la entrada

b with(plots) :

Para ahorrar espacio, no mostraremos las salidas gráficas. Posiblemente necesitaremos hacer mo-
dificaciones a los comandos gráficos para obtener el tipo de gráfica deseada.

La gráfica de una función f (x, y) de dos variables (o de una expresión en x e y) se puede
dibujar en un rectángulo del plano xy llamando a la rutina plot3d. Por ejemplo,

b f := –6*y/ (2+x 4 2+y 4 2) ;

b plot3d(f, x=–6..6, y=–6..6) ;

dibujará una superficie similar a la de la Figura 12.4, pero sin ejes y vista desde un ángulo más
alto. Se pueden añadir muchas opciones al comando para cambiar el aspecto de la salida. Por
ejemplo,

b plot3d(f, x=–6..6, y=–6..6, axes=boxed,

orientation=[30, 70]) ;

dibujará la misma superficie dentro de una caja rectangular tridimensional con escalas en tres de
sus lados, que indican los valores de las coordenadas (si hubiéramos escrito axes=normal, ha-
bríamos obtenido los ejes de coordenadas habituales en el origen, pero éstos tienden a ser más
difíciles de ver contra el fondo de la superficie, por lo que en general es preferible la opción
axes=boxed). La opción orientation=[30, 70] hace que la gráfica se vea desde una direc-
ción que forma un ángulo de 70o con el eje z y que está en un plano que contiene al eje z y
forma un ángulo de 30o con el plano xz (si no se especifica esta opción, el valor por defecto de
la orientación es [45, 45]). Por defecto, la superficie que dibuja la rutina plot3d está graduada
mediante dos familias de curvas, que representan su intersección con planos verticales x % a e
y % b para varios valores equiespaciados de a y b, y está coloreada de forma que las partes ocul-
tas no se muestran.
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En vez de plot3d se puede usar contourplot3d, que muestra la superficie graduada mediante
contornos en los que el valor de la función es constante. Si no se obtienen suficientes contornos
por defecto, se puede incluir la opción contours=n para especificar el número deseado.

b contourplot3d(f, x=–6..6, y=–6..6, axes=boxed,

contours=24) ;

Los contornos son las proyecciones de las curvas de nivel sobre la gráfica de la superficie. De
forma alternativa, se puede obtener una gráfica bidimensional de las curvas de nivel utilizando la
rutina contourplot:

b contourplot(f, x=–6..6, y=–6..6, axes=normal,

contours=24) ;

Otras opciones que puede ser interesante incluir en las funciones plot3d y contourplot3d son:

(a) view=zmin..zmax para especificar el intervalo de valores de la función (es decir, de z) a
mostrar en la gráfica.

(b) grid=[m, n] para especificar el número de valores de x e y donde evaluar la función. Si la
gráfica no es lo suficientemente suave, se puede probar con los valores m % n % 20 o 30, o
incluso valores más altos.

La gráfica de una ecuación, f (x, y) % 0, en el plano xy se puede generar sin necesidad de resol-
ver la ecuación en x o y previamente, utilizando implicitplot.

b implicitplot(x 4 3–y 4 2–5*x*y–x–5, x=–6..7, y=–5..6) ;

dibujará la gráfica de x3
. y2

. 5xy . x . 5 % 0 en el rectángulo .6 m x m 7, .5 m y m 6.
Existe también una rutina implicitplot3d que permite dibujar la superficie en el espacio tridi-
mensional cuya ecuación es de la forma f (x, y, z) % 0. En esta rutina se deben especificar los
intervalos de las tres variables.

b implicitplot3d(x 4 2+y 4 2–z 4 2–1, x=–4..4, y=–4..4,

z=–3..3, axes=boxed) ;

dibuja el hiperboloide z2
% x2

! y2
. 1.

Finalmente, hay que observar que Maple no es más capaz que nosotros de dibujar gráficas de
funciones de tres o más variables, ya que no dispone de capacidades de dibujo en cuatro dimen-
siones. Lo mejor que podemos hacer es dibujar una serie de superficies de nivel:

b implicitplot3d({z–x 4 2–2, z–x 4 2, z–x 4 2+2}, x=–2..2,

y=–2..2, z=–2..5, axes=boxed) ;

Es posible construir una secuencia de estructuras gráficas y asignarlas, por ejemplo, a los ele-
mentos de una variable de lista sin dibujarlas realmente. De esa forma se pueden trazar todas las
gráficas simultáneamente utilizando la función display.

b for c from –1 to 1 do

p[c] := implicitplot3d(z 4 2–x 4 2–y 4 2–2*c, x=–3..3,

y=–3..3, z=0..2, color=COLOR(RGB, (1+c)/2, (1–c) /2,1))

od:

b display([seq(p[c], c=–1..1)], axex=boxed,

orientation=[30, 40]) ;

Nótese que el comando que crea las gráficas se termina con dos puntos en vez de con punto y
coma habitual. Si no se suprime la salida de esta forma, se obtendrá una gran cantidad de infor-
mación numérica sin sentido mientras se construyen las gráficas. La opción color=... intenta
dar a las tres gráficas un color diferente de forma que se puedan distinguir entre sí.
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Ejercicios 12.1

En los Ejercicios 1-10, especifique los dominios de las
funciones.

1. f (x, y) %
x ! y

x . y
2. f (x, y) % ∂xy

3. f (x, y) %
x

x2
! y2 4. f (x, y) %

xy

x2
. y2

5. f (x, y) % ∂4x2
! 9y2

. 36

6. f (x, y) %
1

∂x2
. y2

7. f (x, y) % ln (1 ! xy)

8. f (x, y) % sen.1 (x ! y)

9. f (x, y, z) %
xyz

x2
! y2

! z2

10. f (x, y, z) %
exyz

∂xyz

Dibuje las gráficas de las funciones de los Ejercicios 11-18.

11. f (x, y) % x, (0 m x m 2, 0 m y m 3)

12. f (x, y) % sen x, (0 m x m 2n, 0 m y m 1)

13. f (x, y) % y2, (.1 m x m 1, .1 m y m 1)

14. f (x, y) % 4 . x2
. y2, (x2

! y2
m 4, x n 0, y n 0)

15. f (x, y) % ∂x2
! y2 16. f (x, y) % 4 . x2

17. f (x, y) % �x � ! �y � 18. f (x, y) % 6 . x. 2y

En los Ejercicios 19-26, dibuje algunas de las curvas de
nivel de las funciones.

19. f (x, y) % x . y 20. f (x, y) % x2
! 2y2

21. f (x, y) % xy 22. f (x, y) %
x2

y

23. f (x, y) %
x . y

x ! y
24. f (x, y) %

y

x2
! y2

25. f (x, y) % xe.y
26. f (x, y) %J

1

y
. x2

Los Ejercicios 27 y 28 se refieren a la Figura 12.11, que
muestra los contornos de una región montañosa con las
alturas dadas en metros.

27. ¿En cuál de los puntos A o B es más abrupto el
paisaje? ¿Cómo lo sabe?

28. Describa la topografía de la región próxima al punto C.

Describa las gráficas de las funciones f (x, y) para las que
se muestran las familias de curvas de nivel f (x, y) % C en
las figuras a las que se refieren los Ejercicios 29-32. Asuma

Figura 12.11

que cada familia corresponde a valores equiespaciados de C
y que el comportamiento de la familia es representativo de
todas las posibles familias de la función.

29. Véase la Figura 12.12(a).

30. Véase la Figura 12.12(b).

31. Véase la Figura 12.12(c).

32. Véase la Figura 12.12(d).

Figura 12.12

33. ¿Son las curvas y % (x . C)2 curvas de nivel de alguna
función f (x, y)? ¿Qué propiedad debe tener una familia
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de curvas de una región del plano xy pará que pueda
ser una familia de curvas de nivel de una función
definida en dicha región?

34. Si se supone que z n 0, la ecuación
4z2

% (x . z)2 ! (y . z)2 define z como función de x
e y. Dibuje algunas curvas de nivel de esta función.
Describa su gráfica.

35. Calcule f (x, y) si cada una de sus curvas de nivel
f (x, y) % C es una circunferencia centrada en el origen
y con radio

(a) C (b) C2 (c) ∂C (d) ln C

36. Obtenga f (x, y, z) si para toda constante C la
superficie de nivel f (x, y, z) % C es un plano que corta
a los ejes x, y y z en los valores C3, 2C3 y 3C3,
respectivamente.

Describa las superficies de nivel de las funciones
especificadas en los Ejercicios 37-41.

37. f (x, y, z) % x2
! y2

! z2

38. f (x, y, z) % x ! 2y ! 3z

39. f (x, y, z) % x2
! y2 40. f (x, y, z) %

x2
! y2

z2

41. f (x, y, z) % �x � ! �y � ! �z �

42. Describa las «hipersuperficies de nivel» de la función

f (x, y, z, t) % x2
! y2

! z2
! t2

Utilice Maple u otro software de gráficos por computador
para dibujar las gráficas y las curvas de nivel de las
funciones de los Ejercicios 43-48.

43.
1

1 ! x2
! y2 44.

cos x

1 ! y2

45.
y

1 ! x2
! y2 46.

x

(x2
. 1)2

! y2

47. xy 48.
1

xy

12.2 Límites y continuidad

Antes de abordar esta sección convendría revisar los conceptos de entorno, conjuntos abiertos y
cerrados, y puntos interior y frontera que se presentaron en la Sección 10.1.

El concepto de límite de una función de varias variables es similar al de funciones de una
variable. Por claridad presentaremos la definición sólo para el caso de funciones de dos varia-
bles; el caso general es similar.

Podríamos decir que f (x, y) se aproxima al límite L cuando el punto (x, y) se aproxima al
punto (a, b), y escribiríamos

lim
(x, y)r(a, b)

f (x, y) % L

si todos los puntos de un entorno de (a, b), excepto posiblemente el propio punto (a, b), pertene-
cen al dominio de f , y si f (x, y) se aproxima a L cuando (x, y) se aproxima a (a, b). Sin embar-
go, es más cómodo definir el límite de forma que (a, b) pueda ser también un punto frontera del
dominio de f . Por tanto, nuestra definición formal generalizará también la noción unidimensio-
nal de límite unilateral.

DEFINICIÓN 2 Definición de límite

Se dice que lim
(x, y)r(a, b)

f (x, y) % L, cuando:

(i) Todo entorno de (a, b) contiene puntos del dominio de f diferentes de (a, b).
(ii) Para todo entero positivo � existe un número positivo d % d(�) tal que

� f (x, y) . L � a � se cumple siempre que (x, y) esté en el dominio de f y satisfaga

0 a ∂(x . a)2
! (y . b)2

a d

La condición (i) se incluye en la Definición 2 porque no es apropiado considerar límites en pun-
tos aislados del dominio de f , es decir, en puntos con entornos que no contengan ningún otro
punto del dominio.
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Si existe límite es único. En el caso de una función de una sola variable f , la existencia de
limxra f (x) implica que f (x) se acerca al mismo número finito cuando x tiende a a, bien por la
izquierda, bien por la derecha. De forma similar, en el caso de una función de dos variables, po-
demos tener lim(x, y) r (a, b) f (x, y) % L sólo si f (x, y) se aproxima al mismo número L sin impor-
tar la forma en que (x, y) se acerca a (a, b) en el dominio de f . En particular, (x, y) se puede
aproximar a (a, b) siguiendo cualquier curva que esté en D( f ). No es necesario que L % f (a, b),
incluso aunque f (a, b) esté definido. Los ejemplos posteriores ilustran estas afirmaciones.

Todas las leyes habituales de los límites se extienden al caso de funciones de varias variables
de forma obvia. Por ejemplo, si lim(x, y)r(a, b) f (x, y) % L, lim(x, y)r(a, b) g(x, y) % M y todo en-
torno de (a, b) contiene puntos de D( f ) ç D(g) distintos de (a, b), entonces

lim
(x, y)r(a, b)

( f (x, y) u g(x, y)) % L u M

lim
(x, y)r(a, b)

f (x, y)g(x, y) % LM

lim
(x, y)r(a, b)

f (x, y)

g(x, y)
%

L

M
, suponiendo que M Ç 0

Además, F(t) es continua en t % L, entonces

lim
(x, y)r(a, b)

F( f (x, y)) % F(L)

Ejemplo 1 (a) lim
(x, y)r(2, 3)

2x . y2
% 4 . 9 % .5

(b) lim
(x, y)r(a, b)

x2y % a2b

(c) lim
(x, y)r(n/3, 2)

y senA
x

yB% 2 senA
n
6B% 1

Ejemplo 2 La función f (x, y) % ∂1 . x2
. y2 tiene como límite f (a, b) en todos los puntos (a, b) de

su dominio, el disco cerrado x2
! y2

m 1, y por tanto se considera que es continua en su dominio. Por su-
puesto, (x, y) sólo se puede aproximar a los puntos de la circunferencia frontera x2

! y2
% 1 desde el

interior del disco.

Los siguientes ejemplos muestran que el requisito de que f (x, y) se acerque al mismo límite sin
importar cómo (x, y) se acerca a (a, b) puede ser muy restrictivo, y hace que los límites en dos o
más variables sean mucho más sutiles que en el caso de una sola variable.

Ejemplo 3 Investigue el comportamiento límite de f (x, y) %
2xy

x2
! y2 cuando (x, y) tiende a (0, 0).

Solución Nótese que f (x, y) está definido para todos los puntos del plano xy excepto el origen (0, 0).
Podemos preguntarnos todavía si existe lim(x, y)r(0, 0) f (x, y). Si hacemos que (x, y) tienda a (0, 0) a lo
largo del eje x (y % 0), entonces f (x, y) % f (x, 0) r 0 (ya que f (x, 0) % 0 idénticamente). Por lo tanto,
lim(x, y)r(0, 0) f (x, y) debe ser 0, si es que existe. De forma similar, para todos los puntos del eje y tenemos
que f (x, y) % f (0, y) % 0. Sin embargo, en los puntos de la recta x % y, f tiene un valor constante diferen-
te: f (x, x) % 1. Como el límite de f (x, y) es 1 cuando (x, y) tiende a (0, 0) por esta recta, se deduce que
f (x, y) no puede tener un límite único en el origen. Es decir,

lim
(x, y)r(0, 0)

2xy

x2
! y2 no existe
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Obsérvese que f (x, y) tiene un valor constante siguiendo cualquier rayo que salga del origen (por el rayo
y % kx el valor es 2k/(1! k2)), pero los valores son diferentes para rayos diferentes. Las curvas de nivel de
f son rayos que parten del origen (excluido el propio origen). Es difícil dibujar las gráficas de f cerca del
origen. La parte de la gráfica correspondiente al primer octante es la superficie con forma de «capucha»
que se muestra en la Figura 12.13(a).

Ejemplo 4 Investigue el comportamiento límite de f (x, y) %
2x2y

x4
! y2 cuando (x, y) tiende a (0, 0).

Solución Como en el Ejemplo 3, f (x, y) se hace cero en los ejes coordenados, por lo que lim(x, y)r(0, 0)

f (x, y) debe ser 0, si es que existe. Si examinamos f (x, y) en todos los puntos del rayo y % kx, obtenemos

f (x, kx) %
2kx3

x4
! k2x2 %

2kx

x2
! k2 r 0, cuando x r 0 (k Ç 0)

Por tanto, f (x, y) r 0 cuando (x, y) r (0, 0) siguiendo cualquier recta que pase por el origen. Podríamos
tener la tentación de concluir, por tanto, que lim(x, y)r(0, 0) f (x, y) % 0, pero esto es incorrecto. Obsérvese
el comportamiento de f (x, y) a lo largo de la curva y % x2:

f (x, x2) %
2x4

x4
! x4 % 1

Es decir, f (x, y) no tiende a 0 cuando (x, y) se acerca al origen siguiendo esta curva, por lo que no existe
lim(x, y)r(0, 0) f (x, y). Las curvas de nivel de f son parejas de parábolas con la forma y % kx2, y % x2/k,
excluido el origen. Véase la Figura 12.13(b), donde se muestra la parte del primer octante de la gráfica de f.

Figura 12.13

(a) f (x, y) tiene límites diferentes
cuando (x, y) r (0, 0) siguiendo
diferentes rectas.

(b) f (x, y) tiene el mismo límite 0
cuando (x, y) r (0, 0) siguiendo
cualquier recta, pero tiene límite 1
cuando (x, y) r (0, 0) siguiendo
la curva y % x2.

Ejemplo 5 Demuestre que la función f (x, y) %
x2y

x2
! y2 tiene límite en el origen; concretamente,

lim
(x, y)r(0, 0)

x2y

x2
! y2 % 0

Solución Esta función está también definida en todo punto excepto el origen. Obsérvese que como
x2

m x2
! y2, tenemos que

� f (x, y) . 0 � % G
x2y

x2
! y2 Gm �y � m ∂x2

! y2

que tiende a cero cuando (x, y) r (0, 0) (véase la Figura 12.14). Formalmente, si se da � b 0 y se toma
d % �, entonces � f (x, y) . 0 � a � siempre que 0 a ∂x2

! y2
a d, por lo que f (x, y) tiene límite 0 cuando

(x, y) r (0, 0) por la Definición 2.
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Figura 12.14 lim
(x, y)r(0, 0)

x2y

x2
! y2 % 0.

Como en el caso de funciones de una variable, la continuidad de una función f en un punto de
su dominio se define directamente en función del límite (véase, por ejemplo, el Ejemplo 2).

DEFINICIÓN 3

La función f (x, y) es continua en el punto (a, b) si

lim
(x, y)r(a, b)

f (x, y) % f (a, b)

Sigue siendo cierto que las sumas, diferencias, productos, cocientes y composiciones de funcio-
nes continuas son continuas. Las funciones de los Ejemplos anteriores 3 y 4 son continuas en
todos los puntos donde están definidas, es decir, en todos los puntos excepto el origen. No hay
posibilidad de definir f (0, 0) de forma que estas funciones sean continuas en origen. Esto mues-
tra que la continuidad de las funciones de una sola variable f (x, b) en x % a y f (a, y) en y % b
no implica que f (x, y) sea continua en (a, b). De hecho, incluso si f (x, y) fuera continua siguien-
do cualquier recta que pase por (a, b), podría no ser continua en (a, b) (véanse los Ejercicios
16-17 posteriores). Nótese, sin embargo, que la función f (x, y) del Ejemplo 5, aunque no está
definida en el origen, admite una extensión continua en ese punto. Si extendiéramos el dominio
de f en ese caso definiendo f (0, 0) % lim(x, y)r(0, 0) f (x, y) % 0, entonces f sería continua en
todo el plano xy.

Como en el caso de funciones de una variable, la existencia del límite de una función en un
punto no implica que la función sea continua en ese punto. La función

f (x, y) % E
0 si (x, y) Ç (0, 0)

1 si (x, y) % (0, 0)

cumple que lim(x, y)r(0, 0) f (x, y) % 0, que no es igual a f (0, 0), por lo que f no es continua en
(0, 0). Por supuesto, podemos hacer que f sea continua en (0, 0) redefiniendo su valor a 0 en
dicho punto.

Ejercicios 12.2

En los Ejercicios 1-12, calcule los límites indicados o
explique por qué no existen.

1. lim
(x, y)r(2, .1)

xy ! x2 2. lim
(x, y)r(0, 0)

∂x2
! y2

3. lim
(x, y)r(0, 0)

x2
! y2

y
4. lim

(x, y)r(0, 0)

x

x2
! y2

5. lim
(x, y)r(1, n)

cos (xy)

1.x.cos y 6. lim
(x, y)r(0, 1)

x2(y . 1)2

x2
! (y . 1)2
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7. lim
(x, y)r(0, 0)

y3

x2
! y2 8. lim

(x, y)r(0, 0)

sen (x . y)

cos (x ! y)

9. lim
(x, y)r(0, 0)

sen (xy)

x2
! y2 10. lim

(x, y)r(1, 2)

2x2
. xy

4x2
. y2

11. lim
(x, y)r(0, 0)

x2y2

x2
! y4 12. lim

(x, y)r(0, 0)

x2y2

2x4
! y4

13. ¿Cómo se puede definir la función

f (x, y) %
x2

! y2
. x3y3

x2
! y2 , (x, y) Ç (0, 0)

en el origen, de forma que sea continua en todos los
puntos del plano xy?

14. ¿Cómo se puede definir la función

f (x, y) %
x3

. y3

x . y
, (x Ç y)

siguiendo la recta x % y, de forma que la función
resultante sea continua en todo el plano xy?

15. ¿Cuál es el dominio de

f (x, y) %
x . y

x2
. y2 ?

¿Tiene f (x, y) límite cuando (x, y) r (1, 1)? ¿Se puede
extender el dominio de f de forma que la función
resultante sea continua en (1, 1)? ¿Se puede extender el
dominio de forma que la función resultante sea
continua en todo punto del plano xy?

16. Dada una función f (x, y) y un punto (a, b) de su
dominio, defina dos funciones de una sola variable g y
h como sigue:

g(x) % f (x, b), h(y) % f (a, y)

Si g es continua en x % a y h es continua en y % b, ¿se
puede decir que f es continua en (a, b)? A la inversa,
¿garantiza la continuidad de f en (a, b) la continuidad
de g en a y de h en b? Justifique sus respuestas.

*17. Sea u % u i ! vj un vector unitario, y sea

fu(t) % f (a ! tu, b ! tv)

la función de una sola variable que se obtiene
restringiendo el dominio de f (x, y) a puntos de la
recta que pasa por (a, b) y es paralela a u. Si fu(t) es
continua en t % 0 para todo vector unitario u, ¿se
puede deducir que f es continua en (a, b)? A la
inversa, ¿garantiza la continuidad de f en (a, b) la
continuidad de f u(t) en t % 0? Justifique sus
respuestas.

*18. ¿Qué condición deben cumplir los enteros no
negativos m, n y p para garantizar que existe
lim(x, y)r(0, 0) xmyn/(x2

! y2)p? Demuestre su
respuesta.

*19. ¿Qué condición deben cumplir las constantes a, b y c
para garantizar que existe lim(x, y)r(0, 0) xy/
(ax2

! bxy ! cy2? Demuestre su respuesta.

*20. ¿Se puede definir la función f (x, y)%
sen x sen3 y

1.cos (x2
! y2)

en (0, 0) de forma que sea continua en ese punto? Si
es así, ¿cómo?

21. Utilice software de gráficos matemáticos en dos
o tres dimensiones para examinar la gráfica y las
curvas de nivel de la función f (x, y) del Ejemplo 3 en
la región .1 m x m 1, .1 m y m 1, (x, y) Ç (0, 0).
¿Cómo describiría el comportamiento de la gráfica
cerca de (x, y) % (0, 0)?

22. Utilice software de gráficos matemáticos en dos
o tres dimensiones para examinar la gráfica y las
curvas de nivel de la función f (x, y) del Ejemplo 4 en
la región .1 m x m 1, .1 m y m 1, (x, y) Ç (0, 0).
¿Cómo describiría el comportamiento de la gráfica
cerca de (x, y) % (0, 0)?

23. La gráfica de una función de una sola variable f (x) que
es continua en un intervalo es una curva sin
interrupciones en dicho intervalo y que corta sólo una
vez a cualquier línea vertical que pasa por un punto en
dicho intervalo. ¿Qué afirmación análoga se puede
hacer sobre la gráfica de una función de dos variables
f (x, y) que es continua en una región del plano xy?

12.3 Derivadas parciales

En esta sección empezaremos el proceso de ampliación de los conceptos y técnicas de cálculo de
una variable a funciones de más de una variable. Es conveniente empezar considerando la tasa
de cambio de estas funciones con respecto a una variable cada vez.

Así, una función de n variables tiene n derivadas parciales de primer orden, una con respec-
to a cada una de sus variables independientes. En el caso de una función de dos variables, preci-
saremos esta idea en la siguiente definición:
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DEFINICIÓN 4

Las primeras derivadas parciales de la función f (x, y) con respecto a las variables x e y
son las funciones f1(x, y) y f2(x, y) dadas por

f1(x, y) % lim
hr0

f (x ! h, y) . f (x, y)

h

f2(x, y) % lim
kr0

f (x, y ! h) . f (x, y)

k

suponiendo que esos límites existen.

Cada una de las dos derivadas parciales es el límite de un cociente de Newton en una de las
variables. Obsérvese que f1(x, y) es exactamente la primera derivada ordinaria de f (x, y) consi-
derada como si fuera sólo una función de x, e y fuera un parámetro constante. De forma similar,
f2(x, y) es la primera derivada de f (x, y) considerada como una función de y, con x fija.

Ejemplo 1 Si f (x, y) % x2 sen y, entonces

f1(x, y) % 2x sen y y f2(x, y) % x2 cos y

Los subíndices 1 y 2 en las notaciones de las derivadas parciales se refieren a la primera y se-
gunda variable de f . En el caso de funciones de una variable, utilizamos la notación f ñ para indi-
car la derivada; la prima (ñ) indica diferenciación con respecto a la única variable de la que de-
pende f . En el caso de funciones f de dos variables, utilizamos f1 o f2 para indicar la variable
de diferenciación. No hay que confundir estos subíndices con los subíndices utilizados para otros
propósitos, por ejemplo, para indicar las componentes de vectores.

La derivada parcial f1(a, b) mide la tasa de cambio de f (x, y) con respecto a x en x % a,
mientras y permanece fija en b. En términos gráficos, la superficie z % f (x, y) corta al plano ver-
tical y % b en una curva. Si trazamos una recta horizontal y otra vertical por el punto (0, b, 0),
como ejes de coordenadas en el plano y % b, entonces la ecuación de la curva es z % f (x, b), y
su pendiente en x % a es f1(a, b) (véase la Figura 12.15). De forma similar, f2(a, b) representa la
tasa de cambio de f con respecto a y en y % b, cuando x permanece fija en a. La superficie
z % f (x, y) corta al plano vertical x % a en una curva z % f (a, y), cuya pendiente en y % b es
f2(a, b) (véase la Figura 12.16).

Para indicar las derivadas parciales de z % f (x, y), consideradas como funciones de x e y se
pueden utilizar varias notaciones:

Notaciones para las primeras derivadas parciales

Lz

Lx
%

L
Lx

f (x, y) % f1(x, y) % D1 f (x, y)

Lz

Ly
%

L
Ly

f (x, y) % f2(x, y) % D2 f (x, y)

El símbolo L/Lx debe leerse como «derivada parcial con respecto a x», por lo que Lz/Lx debe
leerse como «derivada parcial de z con respecto a x». La razón para distinguir L de la d de las
derivadas ordinarias de funciones de una sola variable se aclarará más adelante.
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Figura 12.15 f1(a, b) es la pendiente de la curva de
intersección de z%f (x, y) con el plano vertical y%b en x%a.

Figura 12.16 f2(a, b) es la pendiente de la curva de
intersección de z % f (x, y) con el plano vertical x%a en y%b.

Se pueden utilizar notaciones similares para indicar los valores de las derivadas parciales en
un punto concreto (a, b):

Valores de las derivadas parciales

Lz

Lx G(a, b)

%A
L
Lx

f (x, y)B G(a, b)

% f1(a, b) % D1 f (a, b)

Lz

Ly G(a, b)

%A
L
Ly

f (x, y)B G(a, b)

% f2(a, b) % D2 f (a, b)

Algunos autores prefieren utilizar fx, Dx f o Lf /Lx, y fy, Dy f o L f/Ly en vez de f1 y f2. Sin em-
bargo, esto puede causar problemas de ambigüedad cuando aparecen composiciones de funcio-
nes. Por ejemplo, supongamos que f (x, y) % x2y. Por f1(x

2, xy) queremos decir claramente

A
L
Lu

f (u, v)B Gu%x2, v%xy

% 2uv Gu%x2, v%xy

% (2)(x2)(xy) % 2x3y

¡¡ A T E N C I Ó N !!
El argumento del párrafo anterior es un tanto sutil. Intenta explicar
por qué, al menos por el momento, utilizamos los subíndices 1 y 2 en
vez de los subíndices x e y para indicar las derivadas parciales de f (x,
y). Después, y especialmente cuando hablemos de las ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales o al hablar de funciones vectoriales
en las que los subíndices numéricos representan normalmente a sus
componentes, preferiremos utilizar subíndices de letras para indicar
las derivadas parciales.

Pero ¿significa fx(x
2, xy) lo mismo? Se podría argumentar que fx(x

2, xy) podría significar

L
Lx

( f (x2, xy)) %
L
Lx

((x2)2(xy)) %
L
Lx

(x5y) % 5x4y
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Para evitar estas ambigüedades, en general preferiremos utilizar f1 y f2 en vez de fx y fy (sin
embargo, en algunas situaciones en las que no es probable que aparezca confusión utilizaremos
todavía las notaciones fx y fy, y también Dx f, Dy f, L f/Lx y Lf/Ly).

Todas las reglas estándar de la diferenciación de sumas, productos, inversos y cocientes se
pueden aplicar a las derivadas parciales.

Ejemplo 2 Calcule Lz/Lx y Lz/Ly si z % x3y2
! x4y ! y4.

Solución Lz/Lx% 3x2y2
! 4x3y y Lz/Ly% 2x3y ! x4

! 4y3.

Ejemplo 3 Calcule f1(0, n) si f (x, y) % exy cos (x ! y).

Solución

f1(x, y) % yexy cos (x ! y) . exy sen (x ! y)

f1(0, n) % ne0 cos (n) . e0 sen (n) % .n

La versión de una variable de la Regla de la Cadena también se puede aplicar en el caso de
f (g(x, y)), siendo f una función de una sola variable con derivada f ñ:

L
Lx

f (g(x, y)) % f ñ(g(x, y))g1(x, y),
L
Ly

f (g(x, y)) % f ñ(g(x, y))g2(x, y)

Desarrollaremos versiones de la Regla de la Cadena para composiciones más complejas de fun-
ciones de varias variables en la Sección 12.5.

Ejemplo 4 Si f es una función de una variable diferenciable en todas partes, demuestre que z % f (x/y)
cumple la ecuación diferencial en derivadas parciales

x
Lz

Lx
! y

Lz

Ly
% 0

Solución Aplicando la Regla de la Cadena (de una sola variable),

Lz

Lx
% f ñA

x

yBA
1

yB y
Lz

Ly
% f ñA

x

yBA
.x

y2 B
Entonces,

x
Lz

Lx
! y

Lz

Ly
% f ñA

x

yBAx #
1

y
! y #

.x

y2 B% 0

La Definición 4 se puede extender en la forma obvia para considerar funciones de más de dos
variables. Si f es una función de n variables x1, x2, ..., xn, entonces f tiene n derivadas parciales
primeras, f1(x1, x2, ..., xn), f2(x1, x2, ..., xn), ..., fn(x1, x2, ..., xn), una con respecto a cada variable.

Ejemplo 5

L
Lz A

2xy

1 ! xz ! yzB% .

2xy

(1 ! xz ! yz)2 (x ! y)

De nuevo, todas las reglas de la diferenciación estándar se pueden aplicar al cálculo de las derivadas par-
ciales.
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Observación Si una función de una sola variable f (x) tiene derivada f ñ(a) en x % a, entonces
dicha función es necesariamente continua en x % a. Esta propiedad no se puede extender al caso
de las derivadas parciales. Aunque todas las derivadas parciales primeras de una función de va-
rias variables existieran en un punto, la función puede no ser continua en dicho punto. Véase el
Ejercicio 36 posterior.

Planos tangentes y rectas normales
Si la gráfica de z % f (x, y) es una superficie «suave» cerca del punto P cuyas coordenadas son
(a, b, f (a, b)), entonces dicha gráfica tendrá un plano tangente y una recta normal en P. La
recta normal es la recta que pasa por P y es perpendicular a la superficie; por ejemplo, una recta
que une un punto de una esfera con su centro es normal a dicha esfera. Cualquier vector distinto
de cero que sea paralelo a la recta normal en P se denomina vector normal a la superficie en P.
El plano tangente a la superficie z % f (x, y) en P es aquel que pasa por P y es perpendicular a la
recta normal en P.

Supongamos que la superficie z % f (x, y) tiene un plano tangente no vertical (y, por tanto,
una recta normal no horizontal) en el punto P (posteriormente en este capítulo estableceremos
condiciones precisas que garantizan que la gráfica de una función tiene un plano tangente no
vertical en un punto). El plano tangente corta al plano vertical y % b en una recta que es tangen-
te en P a la curva de intersección de la superficie z % f (x, y) con el plano y % b (véanse las Fi-
guras 12.15 y 12.17). La pendiente de esta recta es f1(a, b), por lo que es paralela al vector
T1 % i ! f1(a, b)k. De forma similar, el plano tangente corta al plano vertical x % a en una recta
cuya pendiente es f2(a, b). Por tanto, esta recta es paralela al vector T2 % j ! f2(a, b)k. Se dedu-
ce entonces que el plano tangente, y por tanto la propia superficie z % f (x, y), tiene como vector
normal

n % T2 × T1 % G
i j k
0 1 f2(a, b)

1 0 f1(a, b) G% f1(a, b)i ! f2(a, b)j . k

Un vector normal z % f (x, y) en (a, b, f (a, b)) es

n % f1(a, b) i ! f2(a, b)j . k

Figura 12.17 El plano tangente y un vector normal
z % f (x, y) en P % (a, b, f (a, b)).
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Como el plano tangente pasa por P % (a, b, f (a, b)), su ecuación es

f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b) . (z . f (a, b)) % 0

o, en otros términos,

Una ecuación del plano tangente a z % f (x, y) en (a, b, f (a, b)) es

z % f (a, b) ! f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b)

En la Sección 12.7 obtendremos este resultado por un método diferente.
La recta normal a z % f (x, y) en (a, b, f (a, b)) tiene como vector director f1(a, b) i !

! f2(a, b)j . k y, por tanto, sus ecuaciones son

x . a

f1(a, b)
%

y . b

f2(a, b)
%

z . f (a, b)

.1

con las modificaciones adecuadas si f1(a, b) % 0 o f2(a, b) % 0.

Ejemplo 6 Obtenga un vector normal y las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a la
gráfica de z % sen (xy) en el punto donde x % n/3 y y % .1.

Solución Las coordenadas del punto en la gráfica son (n/3, .1, .∂3/2). Entonces,

Lz

Lx
% y cos (xy) y

Lz

Ly
% x cos (xy)

En (n/3, .1) tenemos que Lz/Lx% .1/2 y Lz/Ly% n/6. Por tanto, un vector normal a la superficie es
n % .(1/2)i ! (n/6)j . k y el plano tangente es

z %
.∂3

2
.

1

2 Ax .

n
3B!

n
6

(y ! 1)

o, de forma más sencilla, 3x . ny ! 6z % 2n . 3∂3. La ecuación de la recta normal es

x .

n
3

.1

2

%
y ! 1

n
6

%

z !
∂3

2

.1
o

6x . 2n
.3

%
6y ! 6

n
%

6z ! 3∂3

.6

Ejemplo 7 ¿Qué plano horizontal es tangente a la superficie

z % x2
. 4xy . 2y2

! 12x . 12y . 1

y cuál es el punto de tangencia?

Solución Un plano es horizontal sólo si su ecuación es de la forma z % k, es decir, es independiente de x
e y. Por tanto, en el punto de tangencia debe cumplirse Lz/Lx% Lz/Ly% 0. Las ecuaciones

Lz

Lx
% 2x . 4y ! 12 % 0

Lz

Ly
% .4x . 4y . 12 % 0

tienen como solución x % .4, y % 1. Para estos valores tenemos que z % .31, por lo que la ecuación del
plano tangente pedido es z % .31, y el punto de tangencia es (.4, 1, .31).
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Distancia de un punto a una superficie: un ejemplo geométrico

Ejemplo 8 Calcule la distancia del punto (3, 0, 0) al paraboloide hiperbólico cuya ecuación es
z % x2

. y2.

Solución Se trata de un problema de optimización del tipo que consideraremos de forma más sistemáti-
ca en el capítulo siguiente. Sin embargo, los problemas que tratan de la minimización de distancias de pun-
tos a superficies se pueden resolver a menudo utilizando métodos geométricos.

Si Q % (X, Y, Z) es el punto de la superficie z % x2
. y2 más cercano a P % (3, 0, 0), entonces el vector

PQ % (X . 3)i ! Yj ! Zk debe ser normal a dicha superficie en Q (véase la Figura 12.18(a)). Utilizando
las derivadas parciales de z % x2

. y2, sabemos que el vector n % 2X i . 2Yj . k es normal a la superficie
en Q. Por tanto, PQ debe ser paralelo a n, y PQ % tn para algún escalar t. Separando esta ecuación vecto-
rial en sus componentes resulta

X . 3 % 2Xt, Y % .2Yt y Z % .t

La ecuación del centro implica que, o bien Y % 0, o bien t % .
1
2. Debemos considerar ambas posibilida-

des.

CASO I Si Y % 0, entonces

X %
3

1 . 2t
y Z % .t

Pero Z % X2
. Y2, por lo que debemos tener

.t %
9

(1 . 2t)2

Se trata de una ecuación cúbica en t, que en principio habría que resolver numéricamente, por ejemplo,
utilizando el Método de Newton. Sin embargo, si probamos con valores enteros pequeños de t, descubrire-
mos rápidamente que t % .1 es una solución. La Figura 12.18(b) muestra los dos miembros de la ecua-
ción. Puede verse que t % .1 es la única solución real. Calculando los correspondientes valores de X y Z,
se obtiene el punto (1, 0, 1) como candidato a Q. La distancia de este punto a P es ∂5.

CASO II Si t % .1/2, entonces X % 3/2, Z % 1/2 y Y % u ∂X2
. Z % u ∂7/2, y la distancia desde es-

tos puntos a P es ∂17/2.
Como 17

4 a 5, los puntos (3/2, u ∂7/2, 1/2) son los puntos de la superficie z % x2
. y2 más cercanos a

(3, 0, 0), y la distancia de (3, 0, 0) a la superficie es ∂17/2 unidades.

Figura 12.18 (a) Si Q es el punto de la superficie z % x2
. y2 más cercano a P, entonces PQ es normal a dicha superficie.

(b) La ecuación .t %
9

(1 . 2t)2 tiene sólo una raíz real, t % .1.
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Ejercicios 12.3

En los Ejercicios 1-10, calcule todas las derivadas parciales
primeras de las funciones especificadas, y evalúelas en los
puntos dados.

1. f (x, y) % x . y ! 2, (3, 2)

2. f (x, y) % xy ! x2, (2, 0)

3. f (x, y, z) % x3y4z5, (0, .1, .1)

4. g(x, y, z) %
xz

y ! z
, (1, 1, 1)

5. z % tan.1A
y

xB , (.1, 1)

6. w % ln (1 ! exyz), (2, 0, .1)

7. f (x, y) % sen (x∂y), A
n
3

, 4B
8. f (x, y) %

1

∂x2
! y2

, (.3, 4)

9. w % x(y ln z), (e, 2, e)

10. g(x1, x2, x3, x4) %
x1 . x2

2

x3 ! x2
4

, (3, 1, .1, .2)

En los Ejercicios 11 y 12, calcule las derivadas parciales
primeras de las funciones dadas en el punto (0, 0). Tendrá
que utilizar la Definición 4.

11. f (x, y) %E
2x3

. y3

x2
! 3y2, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

12. f (x, y) %E
x2

. 2y2

x . y
, si x Ç y

0, si x % y
En los Ejercicios 13-22, obtenga ecuaciones del plano
tangente y de la recta normal a las gráficas de las funciones
dadas en los puntos con los valores especificados de x e y.

13. f (x, y) % x2
. y2 en (.2, 1)

14. f (x, y) %
x . y

x ! y
en (1, 1)

15. f (x, y) % cos (x/y) en (n, 4)

16. f (x, y) % exy en (2, 0)

17. f (x, y) %
x

x2
! y2 en (1, 2)

18. f (x, y) % ye.x2
en (0, 1)

19. f (x, y) % ln (x2
! y2) en (1, .2)

20. f (x, y) %
2xy

x2
! y2 en (0, 2)

21. f (x, y) % tan.1 (y/x) en (1, .1)

22. f (x, y) % ∂1 ! x3y2 en (2, 1)

23. Calcule las coordenadas de todos los puntos de la
superficie z % x4

. 4xy3
! 6y2

. 2 donde dicha
superficie tiene un plano tangente horizontal.

24. Calcule todos los planos horizontales que son tangentes
a la superficie cuya ecuación es z % xye.(x2!y2)/2. ¿En
qué puntos son tangentes?

En los Ejercicios 25-31, demuestre que las funciones dadas
satisfacen las ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales.

25. z % xey, x
Lz

Lx
%

Lz

Ly

26. z %
x ! y

x . y
, x

Lz

Lx
! y

Lz

Ly
% 0

27. z % ∂x2
! y2, x

Lz

Lx
! y

Lz

Ly
% z

28. w % x2
! yz , x

Lw

Lx
! y

Lw

Ly
! z

Lw

Lz
% 2w

29. w %
1

x2
! y2

! z2, x
Lw

Lx
! y

Lw

Ly
! z

Lw

Lz
% .2w

30. z % f (x2
! y2), siendo f cualquier función

diferenciable de una variable,

y
Lz

Lx
. x

Lz

Ly
% 0

31. z % f (x2
. y2), siendo f cualquier función

diferenciable de una variable,

y
Lz

Lx
! x

Lz

Ly
% 0

32. Enuncie una definición formal de las tres derivadas
parciales primeras de la función f (x, y, z).

33. ¿Cuál es la ecuación del «hiperplano tangente» a la
gráfica w % f (x, y, z) en (a, b, c, f (a, b, c))?

*34. Calcule la distancia del punto (1, 1, 0) al paraboloide
circular cuya ecuación es z % x2

! y2.

*35. Calcule la distancia del punto (0, 0, 1) al paraboloide
elíptico cuya ecuación es z % x2

! 2y2.

*36. Sea f (x, y) %E
2xy

x2
! y2, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)
.
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Nótese que f no es continua en (0, 0) (véase el
Ejemplo 3 de la Sección 12.2). Por tanto, su gráfica
no es suave en ese punto. Demuestre, sin embargo,
que f1(0, 0) y f2(0, 0) existen. A partir de aquí, se
puede deducir que la existencia de derivadas parciales
no implica que una función de varias variables sea
continua. Esto es una diferencia con el caso de una
sola variable.

37. Determine f1(0, 0) y f2(0, 0) si existen, siendo

f (x, y) %E(x3
! y) sen

1

x2
! y2, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

38. Calcule f1(x, y) para la función del Ejercicio 37. ¿Es
continua f1(x, y) en (0, 0)?

*39. Sea f (x, y) %E
x3

. y3

x2
! y2, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)
.

Calcule f1(x, y) y f2(x, y) en todos los puntos (x, y)
del plano. ¿Es f continua en (0, 0)? ¿Son f1 y f2
continuas en (0, 0)?

*40. Sea

f (x, y, z)%E
xy2z

x4
!y4

!z4, si (x, y, z)Ç(0, 0, 0)

0, si (x, y, z)%(0, 0, 0)
.

Calcule f1(0, 0, 0), f2(0, 0, 0) y f3(0, 0, 0). ¿Es f
continua en (0, 0, 0)? ¿Son f1, f2 y f3 continuas
en (0, 0, 0)?

12.4 Derivadas de orden superior

Las derivadas parciales de orden segundo y superior se calculan tomando las derivadas parciales
de otras derivadas parciales ya calculadas previamente. La notación utilizada indica el orden en
el que se realizan las diferenciaciones. Si z % f (x, y), se pueden calcular cuatro derivadas parcia-
les de segundo orden, concretamente dos derivadas parciales segundas puras con respecto a x
e y,

L2z

Lx2 %
L
Lx

Lz

Lx
% f11(x, y) % fxx(x, y)

L2z

Ly2 %
L
Ly

Lz

Ly
% f22(x, y) % fyy(x, y)

y dos derivadas parciales segundas mixtas con respecto a x e y,

L2z

LxLy
%

L
Lx

Lz

Ly
% f21(x, y) % fyx(x, y)

L2z

LyLx
%

L
Ly

Lz

Lx
% f12(x, y) % fxy(x, y)

Recalcamos de nuevo que las notaciones f11, f12, f21 y f22 son en general preferibles a fxx, fxy,
fyx y fyy, aunque estas últimas se utilizan muy a menudo en ecuaciones diferenciales en deriva-
das parciales. Nótese que f12 indica diferenciación de f primero con respecto a su primera varia-
ble y después con respecto a su segunda variable; f21 indica el orden de diferenciación inverso.
El subíndice más cercano a f indica qué diferenciación se realiza primero.

De forma similar, si w % f (x, y, z), entonces

L5w

LyLxLy2Lz
%

L
Ly

L
Lx

L
Ly

L
Ly

Lw

Lz
% f32212(x, y, z) % fzyyxy(x, y, z)
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Ejemplo 1 Calcule las cuatro derivadas parciales segundas de f (x, y) % x3y4.

Solución

f1(x, y) % 3x2y4, f2(x, y) % 4x3y3,

f11(x, y) %
L
Lx

(3x2y4) % 6xy4, f21(x, y) %
L
Lx

(4x3y3) % 12x2y3,

f12(x, y) %
L
Ly

(3x2y4) % 12x2y3, f22(x, y) %
L
Ly

(4x3y3) % 12x3y2

Ejemplo 2 Calcule f223(x, y, z), f232(x, y, z) y f322(x, y, z) para la función f (x, y, z) % ex.2y!3z.

Solución

f223(x, y, z) %
L
Lz

L
Ly

L
Ly

ex.2y!3z

%
L
Lz

L
Ly

(.2ex.2y!3z)

%
L
Lz

(4ex.2y!3z) % 12ex.2y!3z

f232(x, y, z) %
L
Ly

L
Lz

L
Ly

ex.2y!3z

%
L
Ly

L
Lz

(.2ex.2y!3z)

%
L
Ly

(.6ex.2y!3z) % 12ex.2y!3z

f322(x, y, z) %
L
Ly

L
Ly

L
Lz

ex.2y!3z

%
L
Ly

L
Ly

(3ex.2y!3z)

%
L
Ly

(.6ex.2y!3z) % 12ex.2y!3z

Obsérvese en los dos ejemplos anteriores que las derivadas parciales mixtas tomadas con respec-
to a las mismas variables pero en orden diferente son iguales. Esto no es una coincidencia. Siem-
pre ocurre para funciones suficientemente suaves. En particular, se requiere que las derivadas
parciales mixtas que intervienen sean continuas. El siguiente teorema presenta de forma más
precisa este importante fenómeno.

TEOREMA 1 Igualdad de las derivadas parciales mixtas

Supongamos que dos derivadas parciales mixtas de orden n requieren las mismas diferen-
ciaciones pero en órdenes diferentes. Si esas derivadas parciales son continuas en un punto
P, y si f y todas las derivadas parciales de f de orden inferior a n son continuas en un
entorno de P, entonces las dos derivadas parciales mixtas son iguales en el punto P.
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DEMOSTRACIÓN Demostraremos sólo un caso especial representativo, correspondiente
a la igualdad de f12(a, b) y f21(a, b) para una función f de dos variables, suponiendo que
f12 y f21 están definidas, que f1, f2 y f son continuas en un disco de radio positivo centrado
en (a, b), y que f12 y f21 son continuas en (a, b). Sean h y k dos números con valor ab-
soluto lo suficientemente pequeño para que el punto (a ! h, b ! k) esté en dicho disco.
Entonces también lo estarán todos los puntos del rectángulo cuyos lados son paralelos a los
ejes coordenados y con vértices diagonalmente opuestos a (a, b) y (a ! h, b ! k) (véase la
Figura 12.19).

Figura 12.19 Un rectángulo contenido en un disco donde f y ciertas derivadas
parciales son continuas.

Sea Q % f (a ! h, b ! k) . f (a ! h, b) . f (a, b ! k) ! f (a, b) y definamos funciones
de una variable u(x) y v(y):

u(x) % f (x, b ! k) . f (x, b) y v(y) % f (a ! h, y) . f (a, y)

Evidentemente, Q % u(a ! h) . u(a) y además Q % v(b ! k) . v(b). Por el Teorema del
Valor Medio (de una variable) existe un número h1, con 0 a h1 a 1, tal que a ! h1h está
entre a y a ! h, de forma que

Q % u(a ! h) . u(a) % huñ(a ! h1h) % h[ f1(a ! h1h, b ! k) . f1(a ! h1h, b)]

Aplicaremos ahora el Teorema del Valor Medio de nuevo, esta vez a f1 considerada como
una función de su segunda variable, para obtener otro número h2, con 0 a h2 a 1, tal que

f1(a ! h1h, b ! k) . f1(a ! h1h, b) % k f12(a ! h1h, b ! h2k)

Por tanto, Q % hk f12(a ! h1h, b ! h2k). Dos aplicaciones similares del Teorema del Valor
Medio a Q % v(b ! k) . v(b) conducen a Q % hk f21(a ! h3h, b ! h4k), siendo h3 y h4 dos
números comprendidos entre 0 y 1. Igualando estas dos expresiones de Q y eliminando el
factor común hk, se obtiene

f12(a ! h1h, b ! h2k) % f21(a ! h3h, b ! h4k)

Como f12 y f21 son continuas en (a, b), podemos hacer que h y k tiendan a cero para obte-
ner f12(a, b) % f21(a, b), como se quería demostrar.

#

¡¡ A T E N C I Ó N !!
El Teorema del Valor Medio se utiliza cuatro veces en esta demostra-
ción, cada una de ellas para expresar una diferencia de la forma
g(p ! m) . g(p) como gñ(c)m, siendo c algún número entre p y
p ! m. Es conveniente expresar c en la forma p ! hm, siendo h algún
número entre 0 y 1.
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El Ejercicio 16 posterior desarrolla un ejemplo de una función en la que f12 y f21 existen pero no
son continuas en (0, 0), y para la que f12(0, 0) Ç f21(0, 0).

Observación Derivadas parciales en Maple Cuando se utiliza la función de Maple diff para
calcular una derivada, debe incluirse el nombre de la variable de diferenciación. Por ejemplo,
diff(x 4 2+y 4 3, x) da como resultado 2x. No importa que la función que se diferencia dependa
de más de una variable, ya que estamos indicando a Maple que hay que diferenciar con respecto
a x. Si se deseara la derivada con respecto a y, habría que introducir diff(x 4 2+y 4 3, y), y la
salida sería 3y2. En este contexto, no hay distinción entre derivadas ordinarias y derivadas par-
ciales. Existe, sin embargo, una diferencia cuando se desea aplicar un operador diferencial a una
función f . Si f es una función de la variable, se puede expresar su derivada f ñ en Maple como
D(f). Por ejemplo,

b f := x -> sin (2*x) ; fprime := D(f) ;

f :% x r sen (2x)

fprime :% x r 2 cos (2x)

La entrada fprime(Pi/6) producirá ahora la salida 1, como cabría esperar.
Si f es una función de dos (o más) variables, entonces D(f) no tiene sentido; ¿queremos

decir f1 o f2? Distinguiremos las dos (o más) derivadas parciales primeras utilizando subíndices
con D.

b f := (x, y) .> exp (3*y) *sen (2*x) ;

f :% (x, y) r e(3y) * sen (2x)

b fone := D[1] (f) ; ftwo := D[2] (f) ;

fone :% (x, y) r 2e(3y) * cos (2x)

ftwo :% (x, y) r 3e(3y) * sen (2x)

Las derivadas parciales de orden superior se indican con subíndices múltiples (encerrados entre
corchetes).

b D[1, 1, 2] (f) (Pi/4, 0) ;
.12

No hay que preocuparse por el orden de los subíndices en una derivada parcial mixta. Maple
asume que las derivadas parciales son continuas, aun cuando no sepa si la función lo es. Incluso
aunque no se hubiera asignado a g ningún significado durante la sesión de Maple actual, la en-
trada D[1, 2] (g) (x, y).D[2, 1] (g) (x, y); producirá una salida de 0.

Las ecuaciones de Laplace y de onda

Muchos fenómenos importantes e interesantes se modelan mediante funciones de varias variables
que satisfacen ciertas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. En los ejemplos que si-
guen presentaremos dos ecuaciones diferenciales en derivadas parciales concretas que surgen fre-
cuentemente en ciencias físicas y matemáticas. Los Ejercicios 17-19 posteriores presentan otra
ecuación con importantes aplicaciones.
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Ejemplo 3 Demuestre que para cualquier número real k las funciones

z % ekx cos (ky) y z % ekx sen (ky)

satisfacen la ecuación diferencial en derivadas parciales

L2z

Lx2 !
L2z

Ly2 % 0

en todo punto del plano xy.

Solución Para z % ekx cos (ky) tenemos

Lz

Lx
% kekx cos (ky),

Lz

Ly
% .kekx sen (ky)

L2z

Lx2 % k2ekx cos (ky),
L2z

Ly2 % .k2ekx cos (ky)

Entonces,

L2z

Lx2 !
L2z

Ly2 % k2ekx cos (ky) . k2ekx cos (ky) % 0

El cálculo para z % ekx sen (ky) es similar.

Observación La ecuación diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi-
na ecuación de Laplace (bidimensional). Se dice que una función de dos variables con deriva-
das parciales segundas continuas en una región del plano es armónica si cumple la ecuación de
Laplace. Estas funciones tienen un papel fundamental en la teoría de funciones diferenciables de
variable compleja (véase el Apéndice II), y se utilizan para modelar varias magnitudes físicas
como las distribuciones de temperatura en estado estacionario, flujos de fluidos y campos elec-
tromagnéticos. Las funciones armónicas tienen muchas propiedades interesantes. Tienen deriva-
das de todos los órdenes, y son analíticas, es decir, son sumas de sus series de Taylor (multiva-
riables). Es más, una función armónica sólo puede alcanzar valores máximo y mínimo en la
frontera de su dominio. La ecuación de Laplace, y por tanto las funciones armónicas, se pueden
considerar en cualquier número de dimensiones (véanse los Ejercicios 13 y 14 posteriores).

Ejemplo 4 Si f y g son funciones de una variable diferenciables dos veces, demuestre que

w % f (x . ct) ! g(x ! ct)

satisface la ecuación diferencial en derivadas parciales

L2w

Lt2
% c2 L2w

Lx2

Solución Utilizando la Regla de la Cadena para funciones de una variable se obtiene

Lw

Lt
% . c f ñ(x . ct) ! cgñ(x ! ct),

Lw

Lx
% f ñ(x . ct) ! gñ(x ! ct)

L2w

Lt2
% c2 f ññ(x . ct) ! c2gññ(x ! ct),

L2w

Lx2 % f ññ(x . ct) ! gññ(x ! ct)

Por tanto, w cumple la ecuación diferencial dada.

Observación La ecuación diferencial en derivadas parciales del ejemplo anterior se denomi-
na función de onda (unidimensional). Si t representa el tiempo, entonces f (x . ct) representa
una onda que viaja hacia la derecha por el eje x con velocidad c (véase la Figura 12.20). De
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forma similar, g(x ! ct) representa una onda que viaja hacia la izquierda con velocidad c. A di-
ferencia de las soluciones de la ecuación de Laplace que deben ser diferenciables infinitas veces,
las soluciones de la ecuación de onda sólo necesitan tener suficientes derivadas para satisfacer la
ecuación diferencial. Por lo demás, f y g son arbitrarias.

Figura 12.20 w % f (x . ct) representa una onda que
se mueve hacia la derecha con velocidad c.

Ejercicios 12.4

En los Ejercicios 1-6, calcule todas las derivadas parciales
segundas de las funciones dadas.

1. z % x2(1 ! y2) 2. f (x, y) % x2
! y2

3. w % x3y3z3
4. z % ∂3x2

! y2

5. z % xey
. yex

6. f (x, y) % ln (1 ! sen (xy))

* 7. ¿Cuántas derivadas parciales mixtas de orden 3 puede
tener una función de tres variables? Si son todas ellas
continuas, ¿cuántos valores diferentes pueden tener en
un punto? Calcule las derivadas parciales mixtas de
orden 3 de f (x, y, z) % xexy cos (xz) que requieren dos
diferenciaciones con respecto a z y una con respecto
a x.

Demuestre que las funciones de los Ejercicios 8-12 son
armónicas en las regiones del plano indicadas.

8. f (x, y) % A(x2
. y2) ! Bxy en todo el plano (A y B son

constantes).

9. f (x, y) % 3x2y . y3 en todo el plano. (¿Puede pensar
en otro polinomio de grado 3 en x e y que sea también
armónico?).

10. f (x, y) %
x

x2
! y2 en todas partes excepto en el origen.

11. f (x, y) % ln (x2
! y2) en todas partes excepto en el

origen.

12. tan.1 (y/x) excepto en puntos del eje y.

13. Demuestre que w % e3x!4y sen (5z) es armónica en todo
�3, es decir que satisface en todas partes la ecuación
de Laplace tridimensional

L2w

Lx2 !
L2w

Ly2 !
L2w

Lz2 % 0

14. Suponga que f (x, y) es armónica en el plano xy.
Demuestre que las funciones z f (x, y), x f (y, z) e
y f (z, x) son armónicas en todo �3. ¿Qué condición
deberían cumplir las constantes a, b y c para asegurar
que f (ax ! by, cz) es armónica en �3?

15. Sean las funciones u(x, y) y v(x, y) con derivadas
parciales segundas continuas, tales que satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann

Lu

Lx
%

Lv

Ly
y

Lv

Lx
%

Lu

Ly

Demuestre que u y v son armónicas.

*16. Sea F(x, y) %E
2xy(x2

. y2)

x2
! y2 , si (x, y) Ç (0 0)

0, si (x, y) % (0, 0)
.
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Calcule F1(x, y), F2(x, y), F12(x, y) y F21(x, y) en los
puntos (x, y) Ç (0, 0). Calcule también estas derivadas
en (0, 0). Observe que F21(0, 0) % 2 y F12(0, 0)%.2.
¿Contradice este resultado el Teorema 1? Explique
por qué.

La ecuación (de difusión) del calor

17. Demuestre que la función u(x, t) % t.1/2e.x2/4t satisface
la ecuación diferencial en derivadas parciales

Lu

Lt
%

L2u

Lx2

Esta ecuación se denomina ecuación del calor
unidimensional, porque modela la difusión del calor
en una barra aislada (donde u(x, t) representa la
temperatura en la posición x en el instante t) y otros
fenómenos similares.

18. Demuestre que la función u(x, y, t) % t.1e.(x2!y2)/4t

cumple la ecuación del calor bidimensional

Lu

Lt
%

L2u

Lx2 !
L2u

Ly2

19. Comparando los resultados de los Ejercicios 17 y 18,
plantee una solución a la ecuación del calor
tridimensional

Lu

Lt
%

L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 !
L2u

Lz2

Verifique su planteamiento (si está perezoso, utilice
Maple).

Funciones biarmónicas

Una función u(x, y) con derivadas parciales de cuarto orden

continuas se denomina biarmónica si
L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 es una

función armónica.

20. Demuestre que u(x, y) es biarmónica si y sólo si
cumple la ecuación biarmónica

L4u

Lx4 ! 2
L4u

Lx2Ly2 !
L4u

Ly4 % 0

21. Verifique que u(x, y) % x4
. 3x2y2 es biarmónica.

22. Demuestre que si u(x, y) es armónica, entonces
v(x, y) % xu(x, y) y w(x, y) % yu(x, y) son biarmónicas.

Utilice el resultado del Ejercicio 22 para demostrar que las
funciones de los Ejercicios 23-25 son biarmónicas.

23. xex sen y

24. y ln (x2
! y2)

25.
xy

x2
! y2

26. Proponga una definición de función biarmónica de tres
variables, y demuestre resultados análogos a los
de los Ejercicios 20 y 22 para funciones biarmónicas
u(x, y, z).

27. Utilice Maple para verificar directamente que la
función del Ejercicio 25 es biarmónica.

12.5 La Regla de la Cadena

La Regla de la Cadena para funciones de una variable es una fórmula que permite obtener la
derivada de una composición f (g(x)) de dos funciones f y g:

d

dx
f (g(x)) % f ñ(g(x))gñ(x)

La situación para el caso de varias variables es más complicada. Si f depende de más de una
variable, y cualquiera de esas variables puede ser a su vez función de una o más de otras varia-
bles, no se puede obtener una fórmula simple de la composición que cubra todos los posibles
casos. En este caso debemos ver la Regla de la Cadena como un procedimiento de diferencia-
ción de composiciones de funciones, en vez de una fórmula de sus derivadas. Para motivar la
formulación de la Regla de la Cadena en el caso de funciones de dos variables, empezaremos
con un ejemplo concreto.

Ejemplo 1 Supongamos que estamos realizando una excursión por una región montañosa y tenemos
un mapa. Sea (x, y) las coordenadas de nuestra posición en el mapa (es decir, las coordenadas horizontales
de nuestra posición real en la región). Sea z % f (x, y) la altura del terreno (por ejemplo, sobre el nivel del
mar) en la posición (x, y). Supongamos que caminamos por una senda, de forma que nuestra posición en el
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instante t se puede expresar como x % u(t) e y % v(t) (son las ecuaciones paramétricas del sendero sobre el
mapa). En el instante t nuestra altitud sobre el nivel del mar se expresa mediante la función compuesta

z % f (u(t), v(t)) % g(t)

que es una función de una sola variable. ¿Con qué rapidez está cambiando nuestra altitud con respecto al
tiempo en el instante t?

Solución La respuesta es la derivada de g(t):

gñ(t) % lim
hr0

g(t ! h) . g(t)

h
% lim

hr0

f (u(t ! h), v(t ! h)) . f (u(t), v(t))

h

% lim
hr0

f (u(t ! h), v(t ! h)) . f (u(t), v(t ! h))

h

! lim
hr0

f (u(t), v(t ! h)) . f (u(t), v(t))

h

Hemos sumado 0 al numerador del cociente de Newton de una forma creativa, para separar el cociente en
una suma de dos cocientes. En el primero de ellos, en la diferencia de valores de f interviene sólo la pri-
mera variable de f , y en el segundo, en la diferencia interviene sólo la segunda variable de f . La Regla de
la Cadena de una sola variable sugiere que la suma de los dos límites anteriores es

gñ(t) % f1(u(t), v(t))uñ(t) ! f2(u(t), v(t))vñ(t)

La fórmula anterior es la Regla de la Cadena para
d

dt
f (u(t), v(t)). Empleando la notación de

Leibniz tenemos

Una versión de la Regla de la Cadena

Si z es función de x e y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y son
funciones diferenciables de t, entonces

dz

dt
%

Lz

Lx

dx

dt
!

Lz

Ly

dy

dt

Nótese que hay dos términos en la expresión de dz/dt (o de gñ(t)) y cada uno de ellos proviene de
cada una de las variables de f que depende de t.

Considere ahora una función f de dos variables, x e y, cada una de las cuales es a su vez una
función de otras dos variables, s y t:

z % f (x, y), siendo x % u(s, t) e y % v(s, t)

Podemos formar la función compuesta

z % f (u(s, t), v(s, t)) % g(s, t)

Por ejemplo, si f (x, y) % x2
! 3y, siendo u(s, t) % st2 y v(s, t) % s . t, entonces g(s, t) %

% s2t4 ! 3(s . t).
Supongamos que f , u y v tienen derivadas parciales primeras con respecto a sus respectivas

variables, y que las de f son continuas. Entonces las derivadas parciales primeras de g se expre-
san como

g1(s, t) % f1(u(s, t), v(s, t))u1(s, t) ! f2(u(s, t), v(s, t))v1(s, t)

g2(s, t) % f1(u(s, t), v(s, t))u2(s, t) ! f2(u(s, t), v(s, t))v2(s, t)
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Estas fórmulas se pueden expresar de forma más sencilla utilizando la notación de Leibniz:

Otra versión de la Regla de la Cadena

Si z es función de x e y, y sus derivadas parciales primeras son continuas, y si x e y depen-
den de s y de t, entonces

Lz

Ls
%

Lz

Lx

Lx

Ls
!

Lz

Ly

Ly

Ls

Lz

Lt
%

Lz

Lx

Lx

Lt
!

Lz

Ly

Ly

Lt

Esto se puede deducir de la versión obtenida en el Ejemplo 1 haciendo que u y v dependan de
dos variables, pero manteniendo una de ellas fija mientras diferenciamos con respecto a la otra.
En la sección siguiente se dará una demostración más formal de este caso simple pero represen-
tativo de la Regla de la Cadena.

Las dos ecuaciones de la caja anterior se pueden combinar en una única ecuación matricial:

A
Lz

Ls

Lz

LtB%A
Lz

Lx

Lz

LyBA
Lx

Ls

Lx

Lt

Ly

Ls

Ly

LtB
Al final de esta sección comentaremos del significado de esta matriz.

En general, si z es una función de varias variables «primarias», y cada una de ellas depende
de algunas variables «secundarias», entonces la derivada parcial de z con respecto a una de las
variables secundarias tendrá varios términos, siendo cada uno de ellos la contribución a la deri-
vada que proviene de cada una de las variables primarias de las que depende z.

Observación Nótese el significado de los diversos subíndices que indican derivadas parciales
en la forma funcional de la Regla de la Cadena:

g1(s, t) % f1(u(s, t), v(s, t))u1(s, t) ! f2(u(s, t), v(s, t))v1(s, t)

El «1» en g1(s, t) indica diferenciación con respecto a x, la primera variable de la que depende g.
En cambio, el «1» en f1(u(s, t), v(s, t)) indica diferenciación con respecto a x, la primera variable
de la que depende f (estas derivadas se evalúan después en x % u(s, t), y % v(s, t)).

Ejemplo 2 Si z % sen (x2y), siendo x % st2 y y % s2
!

1

t
, calcule Lz/Ls y Lz/Lt:

(a) Mediante sustitución directa y la versión de una variable de la Regla de la Cadena.
(b) Utilizando la versión de dos variables de la Regla de la Cadena.

Solución

(a) Mediante sustitución directa:

z % senA(st2)2As2
!

1

tBB% sen (s4t4 ! s2t3)

Lz

Lx
% (4s3t4 ! 2st3) cos (s4t4 ! s2t3)

Lz

Lt
% (4s4t3 ! 3s2t2) cos (s4t4 ! s2t3)
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(b) Utilizando la Regla de la Cadena:

Lz

Ls
%

Lz

Lx

Lx

Ls
!

Lz

Ly

Ly

Ls

% (2xy cos (x2y))t2 ! (x2 cos (x2y))2s

%A2st2As2
!

1

tB t2 ! 2s3t4B cos (s4t4 ! s2t3)

% (4s3t4 ! 2st3) cos (s4t4 ! s2t3)

Lz

Lt
%

Lz

Lx

Lx

Lt
!

Lz

Ly

Ly

Lt

% (2xy cos (x2y))2st ! (x2 cos (x2y))A
.1

t2 B
%A2st2As2

!
1

tB 2st ! s2t4A
.1

t2 BB cos (s4t4 ! s2t3)

% (4s4t3 ! 3s2t2) cos (s4t4 ! s2t3)

Nótese que todavía hemos tenido que utilizar sustitución directa en las derivadas obtenidas en (b) para de-
mostrar que los valores son los mismos que los obtenidos en (a).

Ejemplo 3 Calcule
L
Lx

f (x2y, x ! 2y) y
L
Ly

f (x2y, x ! 2y) en función de las derivadas parciales de f ,

suponiendo que dichas derivadas parciales son continuas.

Solución Tenemos que

L
Lx

f (x2y, x ! 2y) % f1(x
2y, x ! 2y)

L
Lx

(x2y) ! f2(x
2y, x ! 2y)

L
Lx

(x ! 2y)

% 2xy f1(x
2y, x ! 2y) ! f2(x

2y, x ! 2y)

L
Ly

f (x2y, x ! 2y) % f1(x
2y, x ! 2y)

L
Ly

(x2y) ! f2(x
2y, x ! 2y)

L
Ly

(x ! 2y)

% x2 f1(x
2y, x ! 2y) ! 2 f2(x

2y, x ! 2y)

Ejemplo 4 Exprese las derivadas parciales de z % h(s, t) % f (g(s, t)) en función de la derivada f ñ de f
y de las derivadas parciales de g.

Solución Las derivadas parciales de h se pueden calcular utilizando la versión de una variable de la Re-
gla de la Cadena: si x % g(s, t), entonces z % f (x) y

h1(s, t) %
Lz

Ls
%

dz

dx

Lx

Ls
% f ñ(g(s, t))g1(s, t)

h2(s, t) %
Lz

Lt
%

dz

dx

Lx

Lt
% f ñ(g(s, t))g2(s, t)

El siguiente ejemplo presenta una aplicación híbrida de la Regla de la Cadena a una función que
depende directa e indirectamente de la variable de diferenciación.
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Ejemplo 5 Calcule dz/dt, siendo z % f (x, y, t), x % g(t) e y % h(t) (suponga que f , g y h tienen deriva-
das continuas).

Solución Como z depende de t a través de cada una de las tres variables de f , la expresión de la Regla
de la Cadena tendrá tres términos:

dz

dt
%

Lz

Lx

dx

dt
!

Lz

Ly

dy

dt
!

Lz

Lt

% f1(x, y, t)gñ(t) ! f2(x, y, t)hñ(t) ! f3(x, y, t)

Observación En el ejemplo anterior se puede distinguir fácilmente entre los significados de
los símbolos dz/dt y Lz/Lt. Sin embargo, si la situación que hubiéramos tenido fuera

z % f (x, y, s, t) siendo x % g(s, t) e y % h(s, t)

entonces el significado del símbolo Lz/Lt no estaría claro; podría referirse a la derivada parcial
simple de f con respecto a su cuarta variable primaria (es decir, f4(x, y, s, t)), o podría referirse
a la derivada de la función compuesta f (g(s, t), h(s, t), s, t). Tres de las cuatro variables prima-
rias de f dependen de t y, por tanto, contribuyen a la tasa de cambio de z con respecto a t. La
derivada parcial f4(x, y, s, t) indica la contribución de sólo una de estas tres variables. Es habi-
tual utilizar Lz/Lt para indicar la derivada completa de la función compuesta con respecto a la
variable secundaria t:

Lz

Lt
%

L
Lt

f (g(s, t), h(s, t), s, t)

% f1(x, y, s, t)g2(s, t) ! f2(x, y, s, t)h2(s, t) ! f4(x, y, s, t)

Cuando sea necesario, podemos indicar la contribución de la variable primaria t como

A
Lz

LtBx, y ,s

%
L
Lt

f (x, y, s, t) % f4(x, y, s, t)

En este caso, los subíndices indican las variables primarias de f que se mantienen fijas, es decir,
cuyas contribuciones a la tasa de cambio de z con respecto a t se ignoran. Por supuesto, en la
situación descrita anteriormente, (Lz/Lt)s significa lo mismo que Lz/Lt.

En las aplicaciones, las variables que contribuyen a una derivada parcial concreta, en general
estarán claras a partir del contexto. El ejemplo que sigue presenta una aplicación de este tipo. Es
un ejemplo de un procedimiento denominado diferenciación tras el movimiento.

Ejemplo 6 La temperatura atmosférica depende de la posición y del tiempo. Si la posición se indica
mediante tres coordenadas espaciales x, y y z (medidas en kilómetros) y el tiempo se indica como t (medido
en horas), entonces la temperatura T oC es una función de cuatro variables, T(x, y, z, t).

(a) Si un termómetro se fija a un globo atmosférico que se mueve siguiendo una trayectoria cuyas ecuacio-
nes paramétricas son x % f (t), y % g(t) y z % h(t), ¿cuál es la tasa de cambio en el instante t de la tem-
peratura T medida por el termómetro?

(b) Calcule la tasa de cambio de la temperatura medida en el instante t % 1 si

T(x, y, z, t) %
xy

1 ! z
(1 ! t)

y si el globo se mueve siguiendo la curva

x % t, y % 2t, z % t . t2
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Solución

(a) En este caso, la tasa de cambio de la medida del termómetro depende del cambio en la posición del
termómetro, así como del tiempo. Por tanto, ninguna de las cuatro variables de T se puede ignorar en la
diferenciación. La tasa se expresa como

dT

dt
%

LT

Lx

dx

dt
!

LT

Ly

dy

dt
!

LT

Lz

dz

dt
!

LT

Lt

El término LT/Lt se refiere sólo a la tasa de cambio de la temperatura con respecto al tiempo en una
posición fija de la atmósfera. Los otros tres términos provienen del movimiento del globo.

(b) Los valores de las tres coordenadas y de sus derivadas en t % 1 son x % 1, y % 2, z % 0, dx/dt% 1,
dy/dt% 2 y dz/dt% .1. Además, en t % 1,

LT

Lx
%

y

1 ! z
(1 ! t) % 4,

LT

Lz
%

.xy

(1 ! z)2 (1 ! t) % .4

LT

Ly
%

x

1 ! z
(1 ! t) % 2,

LT

Lt
%

xy

1 ! z
% 2

Entonces,
dT

dt Gt%1

% (4)(1) ! (2)(2) ! (.4)(.1) ! 2 % 14

La temperatura medida se incrementa con una tasa de 14 oC/h en el instante t % 1.

La presentación y los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la Regla de la Cadena puede
tomar formas diferentes en el caso de varias variables, dependiendo del número de variables que
intervengan en las funciones que se componen. Como ayuda para determinar la forma correcta
de la Regla de la Cadena en una situación dada, se puede construir un diagrama que ilustre la
dependencia de las variables. En la Figura 12.21 se muestra un ejemplo de diagrama para la fun-
ción de temperatura del Ejemplo 6. En la aplicación de la Regla de la Cadena para dT/dt inter-
viene un término para cada ruta desde T hasta t que se pueda seguir en el diagrama. Por ejemplo,

la ruta desde T que pasa por x y t produce el término
LT

Lx

dx

dt
, y así sucesivamente.

Figura 12.21 Diagrama que muestra la dependencia de T con t en el Ejemplo 6.

Ejemplo 7 Escriba la aplicación de la Regla de la Cadena a Lz/Lx, donde z depende de u, v y r; u y v
dependen de x, y y r; r depende de x e y.

Solución El diagrama apropiado para este ejemplo se muestra en la Figura 12.22. Hay 5 rutas para ir de
z a x:

Lz

Lx
%

Lz

Lu

Lu

Lx
!

Lz

Lu

Lu

Lr

Lr

Lx
!

Lz

Lv

Lv

Lx
!

Lz

Lv

Lv

Lr

Lr

Lx
!

Lz

Lr

Lr

Lx

Figura 12.22 Diagrama de dependencia del Ejemplo 7.

CAPÍTULO 12. Diferenciación parcial 785



Funciones homogéneas
Se dice que una función f (x1, ..., xn) es positivamente homogénea de grado k si, para todo pun-
to (x1, x2, ..., xn), de su dominio y todo número real t b 0, se cumple que

f (tx1, tx2, ..., txn) % tk f (x1, ..., xn)

Por ejemplo,

f (x, y) % x2
! xy . y2 es positivamente homogénea de grado 2

f (x, y) % ∂x2
! y2 es positivamente homogénea de grado 1

f (x, y) %
2xy

x2
! y2 es positivamente homogénea de grado 0

f (x, y, z) %
x . y ! 5z

yz . z2 es positivamente homogénea de grado .1

f (x, y) % x2
! y no es positivamente homogénea

Obsérvese que una función positivamente homogénea de grado 0 permanece constante a lo largo
de rayos que surjan del origen. De forma más general, una función positivamente homogénea
crece o decrece a lo largo de dichos rayos proporcionalmente a la k-ésima potencia de la distan-
cia al origen.

TEOREMA 2 Teorema de Euler

Si f (x1, ..., xn) tiene derivadas parciales primeras continuas y es positivamente homogénea
de grado k, entonces

n

;
i%1

xi fi (x1, ..., xn) % k f (x1, ..., xn)

DEMOSTRACIÓN Diferenciando la ecuación f (tx1, tx2, ..., txn) % tk f (x1, ..., xn) con res-
pecto a t se obtiene

x1 f1(tx1, ..., txn) ! x2 f2(tx1, ..., txn) ! ñ ! xn fn(tx1, ..., txn) % ktk.1 f (x1, ..., xn)

Basta con sustituir ahora t % 1 para obtener el resultado.

#

Nótese que los Ejercicios 26-29 de la Sección 12.3 ilustran este teorema.

Derivadas de orden superior
La aplicación de la Regla de la Cadena a derivadas de orden superior puede ser muy complica-
da. Es importante tener en cuenta en cada etapa qué variables dependen de otras.

Ejemplo 8 Calcule
L2

LxLy
f (x2

. y2, xy) en función de las derivadas parciales de la función f . Suponga

que las derivadas parciales de segundo orden de f son continuas.

Solución En este problema no se indican explícitamente los símbolos de las variables primarias de las
que depende f . Las denominaremos u y v. Por tanto, el problema nos pide calcular

L2

LxLy
f (u, v), siendo u % x2

. y2 y v % xy
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Diferenciando primero con respecto a y:

L
Ly

f (u, v) % .2y f1(u, v) ! x f2(u, v)

Ahora se diferencia el resultado con respecto a x. Nótese que el segundo término de la derecha es un pro-
ducto de dos funciones de x, por lo que hay que aplicar la Regla del Producto:

L2

LxLy
f (u, v) % . 2y(2x f11(u, v) ! y f12(u, v))

! f2(u, v) ! x(2x f21(u, v) ! y f22(u, v))

% f2(u, v) . 4xy f11(u, v) ! 2(x2
. y2) f12(u, v) ! xy f22(u, v)

En el último paso hemos usado el hecho de que las derivadas parciales mixtas de f son continuas, por lo
que se pueden igualar f12 y f21.

Revise cuidadosamente el cálculo anterior y asegúrese de entender lo que se hace en cada paso.
Nótese que todas las derivadas de f que aparecen se evalúan en (u, v) % (x2

. y2, xy), no en
(x, y), ya que x e y no son las variables primarias de las que depende f .

Observación Los cálculos realizados en el ejemplo anterior (y en los siguientes) se pueden
hacer fácilmente mediante un programa de matemáticas por computador. En Maple:

> g := (x, y) -> f(x 4 2 – y 4 2, x*y) :

simplify(D[1, 2] (g) (x, y)) ;

.4yD1, 1( f )(x2
. y2, xy)x . 2 * D1, 2( f )(x2

. y2, xy)y2

! 2D1, 2( f )(x2
. y2, xy)x2

! xD2, 2( f )(x2
. y2, xy)y ! D2( f )(x2

. y2, xy)

que, tras inspeccionarla de cerca, se puede ver que es el mismo resultado calculado en el
ejemplo.

Ejemplo 9 Si f (x, y) es armónica, demuestre que f (x2
. y2, 2xy) es también armónica.

Solución Sea u % x2
. y2 y v % 2xy. Si z % f (u, v), entonces

Lz

Lx
% 2x f1(u, v) ! 2y f2(u, v)

Lz

Ly
% .2y f1(u, v) ! 2x f2(u, v)

L2z

Lx2 % 2 f1(u, v) ! 2x(2x f11(u, v) ! 2y f12(u, v))

! 2y(2x f21(u, v) ! 2y f22(u, v))

% 2 f1(u, v) ! 4x2 f11(u, v) ! 8xy f12(u, v) ! 4y2 f22(u, v)

L2z

Ly2 % .2 f1(u, v) . 2y(.2y f11(u, v) ! 2x f12(u, v))

! 2x(.2y f21(u, v) ! 2x f22(u, v))

% .2 f1(u, v) ! 4y2 f11(u, v) . 8xy f12(u, v) ! 4x2 f22(u, v)
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Por tanto,

L2z

Lx2 !
L2z

Ly2 % 4(x2
! y2)( f11(u, v) ! f22(u, v)) % 0

ya que f es armónica. Entonces, z % f (x2
. y2, 2xy) es una función armónica de x e y.

En el siguiente ejemplo se demuestra que la ecuación diferencial bidimensional de Laplace
(véase el Ejemplo 3 en la Sección 12.4) tiene la forma

L2z

Lr2 !
1

r

Lz

Lr
!

1

r2

L2z

Lh2 % 0

cuando se plantea para una función z expresada en las coordenadas polares r y h.

Ejemplo 10 (Ecuación de Laplace en coordenadas polares) Si z % f (x, y) tiene derivadas parciales
de segundo orden continuas, y si x % r cos h e y % r sen h, demuestre que

L2z

Lr2 !
1

r

Lz

Lr
!

1

r2

L2z

Lh2 %
L2z

Lx2 !
L2z

Ly2

Solución Se puede hacer de dos formas diferentes. Podemos partir de cada miembro de la ecuación y
utilizar la Regla de la Cadena para demostrar que son iguales. En este ejemplo calcularemos las derivadas
parciales con respecto a r y h que aparecen en el miembro izquierdo y las expresaremos en función de las
derivadas parciales con respecto a x e y. El otro método, que se basa en expresar las derivadas parciales con
respecto a x e y en función de las derivadas parciales con respecto a r y h, es algo más difícil (véase el
Ejercicio 24 posterior). Sin embargo, tendríamos que haberlo planteado de esta manera si no nos hubieran
dado la forma de la ecuación diferencial en coordenadas polares y tuviéramos que obtenerla.

En primer lugar, nótese que

Lx

Lr
% cos h,

Lx

Lh
% .r sen h,

Ly

Lr
% sen h,

Ly

Lh
% r cos h

Por tanto,

Lz

Lr
%

Lz

Lx

Lx

Lr
!

Lz

Ly

Ly

Lr
% cos h

Lz

Lx
! sen h

Lz

Ly

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Este ejemplo es difícil pero importante. Examine cada paso cuidadosamente has-
ta asegurarse de entender lo que se hace.

Ahora se diferencia de nuevo con respecto a r. Recuérdese que r y h son variables independientes, por lo
que los factores cos h y sen h se pueden considerar constantes. Sin embargo, Lz/Lx y Lz/Ly dependen de x e
y y, por tanto, de r y h.

L2z

Lr2 % cos h
L
Lr

Lz

Lx
! sen h

L
Lr

Lz

Ly

% cos hAcos h
L2z

Lx2 ! sen h
L2z

LyLxB! sen hAcos h
L2z

LxLy
! sen h

L2z

Ly2B
% cos2 h

L2z

Lx2 ! 2 cos h sen h
L2z

LxLy
! sen2 h

L2z

Ly2
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En la última línea se ha utilizado la igualdad de las derivadas parciales mixtas. De forma similar,

Lz

Lh
% .r sen h

Lz

Lx
! r cos h

Lz

Ly

Al diferenciar por segunda vez con respecto a h, r se puede considerar constante, pero cada uno de los tér-
minos anteriores sigue siendo un producto de dos funciones que dependen de h. Entonces,

L2z

Lh2 % .rAcos h
Lz

Lx
! sen h

L
Lh

Lz

LxB! rA.sen h
Lz

Ly
! cos h

L
Lh

Lz

LyB
% .r

Lz

Lr
. r sen hA.r sen h

L2z

Lx2 ! r cos h
L2z

LyLxB
! r cos hA.r sen h

L2z

LxLy
! r cos h

L2z

Ly2B
% .r

Lz

Lr
! r2Asen2 h

L2z

Lx2 . 2 sen h cos h
L2z

LxLy
! cos2 h

L2z

Ly2B
Combinando estos resultados, se obtiene la fórmula deseada:

L2z

Lr2 !
1

r

Lz

Lr
!

1

r2

L2z

Lh2 %
L2z

Lx2 !
L2z

Ly2

Ejercicios 12.5

En los Ejercicios 1-4, escriba las versiones apropiadas de la
Regla de la Cadena para las derivadas indicadas.

1. Lw/Lt si w % f (x, y, z), siendo x % g(s, t), y % h(s, t) y
z % k(s, t).

2. Lw/Lt si w % f (x, y, z), siendo x % g(s), y % h(s, t) y
z % k(t).

3. Lz/Lu si z % g(x, y), siendo y % f (x) y x % h(u, v).

4. dw/dt si w % f (x, y), x % g(r, s), y % h(r, t), r % k(s, t)
y s % m(t).

5. Si w % f (x, y, z), siendo x % g(y, z) e y % h(z), indique

versiones apropiadas de la Regla de la Cadena para
dw

dz
,

A
Lw

LzBx

y A
Lw

LzBx, y

.

6. Utilice dos métodos diferentes para calcular Lu/Lt si
u % ∂x2

! y2, x % est y 1 ! s2 cos t.

7. Utilice dos métodos diferentes para calcular Lz/Lx si
z % tan.1 (u/v), u % 2x ! y y v % 3x . y.

8. Utilice dos métodos diferentes para calcular dz/dt si
z % txy2, x % t ! ln (y ! t2) e y % et.

En los Ejercicios 9-12, calcule las derivadas que se indican,
suponiendo que la función f (x, y) tiene derivadas parciales
primeras continuas.

9.
L
Lx

f (2x, 3y) 10.
L
Lx

f (2y, 3x)

11.
L
Lx

f (y2, x2) 12.
L
Ly

f (y f (x, t), f (y, t))

13. Supongamos que la temperatura T de un cierto líquido
varía con la profundidad z y el tiempo t de acuerdo con
la fórmula T % e.tz. Calcule la tasa de cambio de la
temperatura con respecto al tiempo en un punto que se
mueve por el líquido de forma que en el instante t su
profundidad es f (t). ¿Cuál es la tasa de cambio si
f (t) % et? ¿Qué sucede en este caso?

14. Suponga que la intensidad de un campo eléctrico E
varía con la posición (x, y, z) y con el tiempo t de
acuerdo con la fórmula E % f (x, y, z, t). Calcule la tasa
de cambio con respecto al tiempo de la intensidad de
campo medida por un instrumento que se mueve por el
espacio siguiendo la trayectoria helicoidal x % sen t,
y % cos t, z % t.

En los Ejercicios 15-20, suponga que f tiene derivadas
parciales continuas de todos los órdenes.

15. Si z % f (x, y), siendo x % 2s ! 3t e y % 3s . 2t,
calcule

(a)
L2z

Ls2, (b)
L2z

LsLt
y (c)

L2z

Lt2
.

16. Si f (x, y) es armónica, demuestre que

fA
x

x2
! y2,

.y

x2
! y2B es también armónica.
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17. Si x % t sen s e y % t cos s, calcule
L2

LsLt
f (x, y).

18. Calcule
L3

LxLy2 f (2x ! 3y, xy) en función de las

derivadas parciales de la función f .

19. Calcule
L2

LyLx
f (y2, xy, .x2) en función de las

derivadas parciales de la función f .

20. Calcule
L3

Lt2Ls
f (s2

. t, s ! t2) en función de las

derivadas parciales de la función f .

21. Suponga que u(x, y) y v(x, y) tienen derivadas parciales
segundas continuas y satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

Lu

Lx
%

Lv

Ly
y

Lv

Lx
% .

Lu

Ly

Suponga también que f (u, v) es una función armónica
de u y v. Demuestre que f (u(x, y), v(x, y)) es una
función armónica de x e y. Sugerencia: u y v son
armónicas por el Ejercicio 15 de la Sección 12.4.

22. Si r2
% x2

! y2
! z2, verifique que u(x, y, z) % 1/r es

armónica en �3, excepto en el origen.

*23. Si x % es cos t, y % es sen t y z % u(x, y) % v(s, t),
demuestre que

L2z

Ls2 !
L2z

Lt2
% (x2

! y2)A
L2z

Lx2 !
L2z

Ly2B
*24. (Transformación de la ecuación de Laplace a

coordenadas polares) La transformación a
coordenadas polares x % r cos h, y % r sen h, implica
que r2

% x2
! y2 y tan h % y/x. Utilice estas

ecuaciones para demostrar que

Lr

Lx
% cos h

Lr

Ly
% sen h

Lh
Lx

% .

sen h
r

Lh
Ly

%
cos h

r

Utilice estas fórmulas como ayuda para expresar
L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 en función de las derivadas parciales de u

con respecto a r y h, volviendo así a demostrar la
fórmula de la ecuación diferencial de Laplace en
coordenadas polares dada en el Ejemplo 10.

25. Si u(x, y) % r2 ln r, siendo r2
% x2

! y2, verifique que u
es una función biarmónica, demostrando que

A
L2

Lx2 !
L2

Ly2BA
L2u

Lx2 !
L2u

Ly2B% 0

26. Si f (x, y) es positivamente homogénea de grado k y
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas,
demuestre que

x2 f11(x, y) ! 2xy f12(x, y) ! y2 f22(x, y)
% k(k . 1) f (x, y)

*27. Generalice el resultado del Ejercicio 26 a funciones
de n variables.

*28. Generalice los resultados de los Ejercicios 26 y 27 a
expresiones en las que intervengan las derivadas
parciales de orden m de la función f .

Los Ejercicios 29 y 30 vuelven sobre el Ejercicio 16 de la
Sección 12.4. Sea

F(x, y) %E
2xy(x2

. y2)

x2
! y2 , si (x, y) Ç (0 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

29. (a) Demuestre que F(x, y) % .F(y, x) para todo (x, y).
(b) Demuestre que F1(x, y) % .F2(y, x) y

F12(x, y) % .F21(y, x) para (x, y) Ç (0, 0).
(c) Demuestre que F1(0, y) % .2y para todo y; a

partir de aquí, demuestre que F12(0, 0) % 2.
(d) Deduzca que F2(x, 0) % 2x y F21(0, 0) % 2.

30. (a) Utilice el Ejercicio 29(b) para calcular F12(x, x)
para x Ç 0.

(b) ¿Es F12(x, y) continua en (0, 0)? ¿Por qué?

31. Utilice los cambios de variable m % x ! ct, g % x para
transformar la ecuación diferencial en derivadas
parciales

Lu

Lt
% c

Lu

Lx
, (c % constante)

en la ecuación más simple Lv/Lg% 0, con
v(m, g) % v(x ! ct, x) % u(x, t). Esta ecuación indica
que v(m, g) no depende de g, por lo que v % f (m) para
alguna función diferenciable arbitraria f . ¿Cuál es la
correspondiente «solución general» u(x, t) de la
ecuación diferencial en derivadas parciales original?

32. Habiendo considerado el Ejercicio 31, plantee una
«solución general» w(r, s) de la ecuación diferencial en
derivadas parciales de segundo orden

L2

LrLs
w(r, s) % 0

En la respuesta deben intervenir dos funciones
arbitrarias.

33. Utilice los cambios de variable r % x ! ct, s % x . ct,
w(r, s) % u(x, t) para transformar la ecuación de onda
unidimensional

L2u

Lt2
% c2 L2u

Lx2
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a una forma más simple. Utilice ahora el resultado del
Ejercicio 32 para obtener la solución general de esta
ecuación de onda en la forma dada en el Ejemplo 4 de
la Sección 12.4.

34. Demuestre que el problema de valor inicial de la
ecuación de onda unidimensional

E
utt(x, t) % c2uxx(x, t)

u(x, 0) % p(x)

ut(x, 0) % q(x)

tiene como solución

u(x, t) %
1

2
[p(x . ct) ! p(x ! ct)] !

1

2c I
x!ct

x.ct

q(s) ds

Nótese que aquí hemos utilizado los subíndices x y t
en lugar de 1 y 2 para indicar las derivadas parciales.
Esto es práctica habitual cuando se trata con
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

Observación El problema de valor inicial del Ejercicio
34 proporciona el pequeño desplazamiento lateral u(x, t) de
la posición x en el instante t de una cuerda que vibra bajo
tensión según el eje x. La función p(x) proporciona el
desplazamiento inicial en la posición x, es decir, el
desplazamiento en t % 0. De forma similar, q(x)
proporciona la velocidad inicial en la posición x. Obsérvese
que la posición en el instante t depende sólo de los valores
de esos datos iniciales en puntos no separados más de ct
unidades. Esto es coherente con la observación hecha
anteriormente de que las soluciones de la ecuación de onda
representan ondas que viajan con velocidad c.

Vuelva a realizar los ejemplos y ejercicios que se indican
en los Ejercicios 35-40 utilizando Maple para efectuar los
cálculos.

35. Ejemplo 10 36. Ejercicio 16

37. Ejercicio 19 38. Ejercicio 20

39. Ejercicio 23 40. Ejercicio 34

12.6 Aproximaciones lineales, diferenciabilidad y diferenciales

La recta tangente a la gráfica y % f (x) en x % a proporciona una aproximación adecuada a los
valores de f (x) para valores de x cercanos al punto a (véase la Figura 12.23):

f (x) ] L(x) % f (a) ! f ñ(a)(x . a)

Figura 12.23 Linealización de la función f alrededor de a.

L(x) es la linealización de f en a; su gráfica es una recta tangente a y % f (x) en ese punto. La
mera existencia de f ñ(a) es suficiente para garantizar que el error de la aproximación (la distan-
cia vertical entre la curva y la tangente en x) es pequeña comparada con la distancia a h % x . a
entre a y x, es decir,

lim
hr0

f (a ! h) . L(a ! h)

h
% lim

hr0

f (a ! h) . f (a) . f ñ(a)h

h

% lim
hr0

f (a ! h) . f (a)

h
. f ñ(a)

% f ñ(a) . f ñ(a) % 0

De forma similar, el plano tangente a la gráfica de z % f (x, y) en (a, b) es z % L(x, y), siendo

L(x, y) % f (a, b) ! f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b)
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la linealización de f en (a, b). Podemos utilizar L(x, y) como aproximación a los valores de
f (x, y) cerca de (a, b):

f (x, y) ] L(x, y) % f (a, b) ! f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b)

Ejemplo 1 Calcule un valor aproximado de f (x, y) % ∂2x2
! e2y en (2.2, .0.2).

Solución Es conveniente utilizar la linealización en (2, 0), donde los valores de f y de sus derivadas
parciales se pueden calcular fácilmente:

f1(x, y) %
2x

∂2x2
! e2y

, f (2, 0) % 3

f1(x, y) %
2x

∂2x2
! e2y

, f1(2, 0) %
4

3

f2(x, y) %
e2y

∂2x2
! e2y

, f2(2, 0) %
1

3

Por tanto, L(x, y) % 3 !
4

3
(x . 2) !

1

3
(y . 0), y

f (2.2, .0.2) ] L(2.2, .0.2) % 3 !
4

3
(2.2 . 2) !

1

3
(.0.2 . 0) % 3.2

A efectos de comparación, f (2.2, .0.2) ] 3.2172 con una precisión de 4 cifras decimales.

A diferencia del caso de una sola variable, la mera existencia de las derivadas parciales f1(a, b)
y f2(a, b) no implica siempre que f sea continua en (a, b), y mucho menos que el error de linea-
lización sea pequeño comparado con la distancia ∂(x . a)2

! (y . b)2 entre (a, b) y (x, y).
Adoptaremos esta última condición en nuestra definición de lo que quiere decir que una función
de dos variables sea diferenciable en un punto.

DEFINICIÓN 5

Se dice que la función f (x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si

lim
(h, k)r(0, 0)

f (a ! h, b ! k) . f (a, b) . h f1(a, b) . k f2(a, b)

∂h2
! k2

% 0

Esta definición y los teoremas que siguen se pueden generalizar a funciones de cualquier número
de variables en la forma obvia. Por motivos de sencillez, sólo los enunciaremos para el caso de
dos variables.

La función f (x, y) es diferenciable en el punto (a, b) si y sólo si la superficie z % f (x, y)
tiene un plano tangente no vertical en (a, b). Esto implica que f1(a, b) y f2(a, b) deben existir y
que f debe ser continua en (a, b) (sin embargo, recuérdese que la existencia de las derivadas
parciales no implica siempre que f sea continua, y mucho menos que sea diferenciable). En par-
ticular, la función será continua allí donde sea diferenciable. Demostraremos una versión de dos
variables del Teoremas del Valor Medio y la utilizaremos para demostrar que las funciones son
diferenciables siempre que tengan derivadas parciales primeras continuas.
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TEOREMA 3 Un Teorema del Valor Medio

Si f1(x, y) y f2(x, y) son continuas en un entorno del punto (a, b), y si los valores absolutos
de h y k son lo suficientemente pequeños, entonces existen valores h1 y h2, ambos entre 0 y
1, tales que

f (a ! h, b ! k) . f (a, b) % h f1(a ! h1h, b ! k) ! k f2(a, b ! h2k)

DEMOSTRACIÓN La demostración de este teorema es muy similar a la del Teorema 1
de la Sección 12.4, por lo que sólo daremos algunas ideas. El lector puede completar los
detalles. Se expresa

f (a ! h, b ! k) . f (a, b) % ( f (a ! h, b ! k) . f (a, b ! k)) ! ( f (a, b ! k) . f (a, b))

y después se aplica el Teorema del Valor Medio de una variable a f (x, b ! k) en el inter-
valo comprendido entre a y a ! h, y a f (a, y) en el intervalo comprendido entre b y b ! k,
para obtener el resultado deseado.

#

TEOREMA 4 Si f1 y f2 son funciones continuas en un entorno del punto (a, b), entonces f es diferencia-
ble en (a, b).

DEMOSTRACIÓN Utilizando el Teorema 3 y que

G
h

∂h2
! k2 Gm 1 y G

k

∂h2
! k2 Gm 1

estimamos

G
f (a ! h, b ! k) . f (a, b) . h f1(a, b) . k f2 (a, b)

∂h2
! k2 G

% G
h

∂h2
! k2

( f1(a ! h1h, b ! k) . f1(a, b))

!
k

∂h2
! k2

( f2(a, b ! h2k) . f2(a, b)) G
m � f1(a ! h1h, b ! k) . f1(a, b) � ! � f2(a, b ! h2k) . f2(a, b) �

Como f1 y f2 son continuas en (a, b), cada uno de los términos finales tiende a 0 cuando h
y k tienden a 0. Esto es lo que queríamos demostrar.

#

Ilustraremos la diferenciabilidad con un ejemplo en el que podemos calcular directamente el
error de la aproximación mediante plano tangente.

Ejemplo 2 Calcule f (x ! h, y ! k) . f (x, y) . f1(x, y)h . f2(x, y)k si f (x, y) % x3
! xy2.

Solución Como f1(x, y) % 3x2
! y2 y f2(x, y) % 2xy, tenemos que

f (x ! h, y ! k) . f (x, y) . f1(x, y)h . f2(x, y)k

% (x ! h)3
! (x ! h)(y ! k)2

. x3
. xy2

. (3x2
! y2)h . 2xyk

% 3xh2
! h3

! 2yhk ! hk2
! xk2
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Obsérvese que el resultado anterior es un polinomio en h y k que no tiene ningún término cuyo grado sea
menor que 2 en dichas variables. Por tanto, esta diferencia tiende a cero cuando (h, k) r (0, 0) como el
cuadrado de la distancia ∂h2

! k2 desde (x, y) a (x ! h, y ! k), por lo que realmente se cumple la condi-
ción de diferenciabilidad:

lim
(h, k)r(0, 0)

3xh2
! h3

! 2yhk ! hk2
! xk2

∂h2
! k2

% 0

Este comportamiento cuadrático ocurrirá para cualquier función f con derivadas parciales segundas conti-
nuas (véase el Ejercicio 19 posterior).

Demostración de la Regla de la Cadena

Ahora estamos en disposición de dar un planteamiento y demostración formales de un caso sim-
ple pero representativo de la Regla de la Cadena para funciones con varias variables.

TEOREMA 5 Una Regla de la Cadena

Sea z % f (x, y), siendo x % u(s, t) e y % v(s, t). Supongamos que:

(i) u(a, b) % p y v(a, b) % q.
(ii) Las derivadas parciales primeras de u y v existen en el punto (a, b).
(iii) f es diferenciable en el punto (p, q).

Entonces, z % w(s, t) % f (u(s, t), v(s, t) tiene derivadas parciales primeras con respecto a s
y t en (a, b), y

w1(a, b) % f1(p, q)u1(a, b) ! f2(p, q)v1(a, b)

w2(a, b) % f1(p, q)u2(a, b) ! f2(p, q)v2(a, b)

es decir,

Lz

Ls
%

Lz

Lx

Lx

Ls
!

Lz

Ly

Ly

Ls
y

Lz

Lt
%

Lz

Lx

Lx

Lt
!

Lz

Ly

Ly

Lt

DEMOSTRACIÓN Definamos una función de dos variables E de la siguiente forma:
E(0, 0) % 0 y, si (h, k) Ç (0, 0), entonces

E(h, k) %
f (p ! h, q ! k) . f (p, q) . h f1(p, q) . k f2(p, q)

∂h2
! k2

Obsérvese que E(h, k) es continua en (0, 0) porque f es diferenciable en (p, q). Entonces

f (p ! h, q ! k) . f (p, q) % h f1(p, q) ! k f2(p, q) ! ∂h2
! k2 E(h, k)

Si en esta fórmula ponemos h % u(a ! p, b) . u(a, b) y k % v(a ! p, b) . v(a, b) y dividi-
mos por p, se obtiene

w(a ! p, b) . w(a, b)

p
%

f (u(a ! p, b), v(a ! p, b)) . f (u(a, b), v(a, b))

p

%
f (p ! h, q ! k) . f (p, q)

p

% f1(p, q)
h

p
! f2(p, q)

k

p
!JA

h

pB
2

! A
k

pB
2

E(h, k)
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Vamos a hacer que p tienda a 0 en esta fórmula. Nótese que

lim
pr0

h

p
% lim

pr0

u(a ! p, b) . u(a, b)

p
% u1(a, b)

y, de forma similar, limpr0 (k/p)% v1(a, b). Como (h, k) r (0, 0) si p r 0, tenemos que

w1(a, b) % f1(p, q)u1(a, b) ! f2(p, q)v1(a, b)

La demostración para w2 es similar.
#

Diferenciales
Si existen las derivadas parciales primeras de una función z % f (x1, ..., xn) en un punto, podemos
formar un diferencial dz o d f de la función en ese punto de forma similar a como se hizo para
funciones de una variable:

dz % d f %
Lz

Lx1
dx1 !

Lz

Lx2
dx2 ! ñ !

Lz

Lxn

dxn

% f1(x1, ..., xn) dx1 ! ñ ! fn(x1, ..., xn) dxn

En este caso, el diferencial dz se considera función de las 2n variables independientes x1, x2, ...,
xn, dx1, dx2, ..., dxn.

Dada una función diferenciable f , el diferencial d f es una aproximación al cambio Bf en el
valor de la función, que se expresa como

Bf % f (x1 ! dx1, ..., xn ! dxn) . f (x1, ..., xn)

El error de esta aproximación es pequeño comparado con la distancia entre los dos puntos del
dominio de f , es decir,

Bf . d f

∂(dx1)
2
! ñ ! (dxn)

2
r 0 si todo dxi r 0, (1 m i m n)

En este sentido, los diferenciales se pueden ver como otra forma de expresar la linealización.

Ejemplo 3 Estime el cambio porcentual del periodo

T % 2nJ
L

g

de un péndulo simple si su longitud L crece un 2% y la aceleración de la gravedad g disminuye un 0.6%.

Solución Calculamos el diferencial de T:

dT %
LT

LL
dL !

LT

Lg
dg

%
2n

2∂Lg
dL .

2n∂L

2g3/2 dg

Los datos indican que dL %
2

100
L y dg % .

6

1000
g. Entonces,

dT %
1

100
2nJ

L

g
.A.

6

1000B
2n
2 J

L

g
%

13

1000
T

Por tanto, el periodo T del péndulo crece un 1.3%.
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Funciones de un espacio de n dimensiones en un espacio
de m dimensiones

(Esta sección es opcional). Un vector f % ( f1, f2, ..., fm) de m funciones, donde cada una depen-
de de n variables (x1, x2, ..., xn), define una transformación (es decir, una función) de �n en �m;
concretamente, si x % (x1, x2, ..., xn) es un punto de �n, y

y1 % f1(x1, x2, ..., xn)

y2 % f2(x1, x2, ..., xn)

ó

ym % fm(x1, x2, ..., xn)

entonces y % (y1, y2, ..., ym) es el punto de �m que corresponde a x mediante la transformación f.
Estas ecuaciones se pueden expresar de forma más breve como

y % f(x)

Las derivadas parciales Lyi/Lxj, (1 m i m m, 1 m j m n) contienen información sobre la tasa de
cambio de y con respecto a x, y es conveniente organizarlas en forma de matriz m # n, Df(x),
denominada matriz jacobiana de la transformación f:

Df(x) %A
Ly1

Lx1

Ly1

Lx2
ñ

Ly1

Lxn

Ly2

Lx1

Ly2

Lx2
ñ

Ly2

Lxn

ó ó ó

Lym

Lx1

Lym

Lx2
ñ

Lym

Lxn

B
La transformación lineal (véase la Sección 10.6) representada por la matriz jacobiana se denomi-
na derivada de la transformación f.

Observación Una función escalar de dos variables, por ejemplo f (x, y), se puede ver como
una transformación de �2 en �. Su derivada es entonces la transformación lineal cuya matriz es

D f (x, y) % ( f1(x, y), f2(x, y))

No es nuestra intención entrar en el estudio de estas funciones vectoriales de una variable vec-
tor, pero podemos observar aquí que la matriz jacobiana de la composición de dos transforma-
ciones de este tipo es el producto de sus matrices jacobianas.

Para ver que esto es así, sea y % f(x) una transformación de �n en �m como se ha descrito
antes, y sea z % g(y) otra transformación de �m en �k dada por

z1 % g1(y1, y2, ..., ym)

z2 % g2(y1, y2, ..., ym)

ó

zk % gk(y1, y2, ..., ym)

796 CÁLCULO



cuya matriz jacobiana k # m es

Dg(y) %A
Lz1

Ly1

Lz1

Ly2
ñ

Lz1

Lym

Lz2

Ly1

Lz2

Ly2
ñ

Lz2

Lym

ó ó ó

Lzk

Ly1

Lzk

Ly2
ñ

Lzk

Lym

B
Entonces la composición z % g o f(x) % g(f(x)) dada por

z1 % g1( f1(x1, ..., xn), ... fm(x1, ..., xn))

z2 % g2( f1(x1, ..., xn), ... fm(x1, ..., xn))

ó
zk % gk( f1(x1, ..., xn), ... fm(x1, ..., xn))

tiene, de acuerdo con la Regla de la Cadena, la matriz jacobiana k # n

A
Lz1

Lx1

Lz1

Lx2
ñ

Lz1

Lxn

Lz2

Lx1

Lz2

Lx2
ñ

Lz2

Lxn

ó ó ó

Lzk

Lx1

Lzk

Lx2
ñ

Lzk

Lxn

B%A
Lz1

Ly1

Lz1

Ly2
ñ

Lz1

Lym

Lz2

Ly1

Lz2

Ly2
ñ

Lz2

Lym

ó ó ó

Lzk

Ly1

Lzk

Ly2
ñ

Lzk

Lym

BA
Ly1

Lx1

Ly1

Lx2
ñ

Ly1

Lxn

Ly2

Lx1

Ly2

Lx2
ñ

Ly2

Lxn

ó ó ó

Lym

Lx1

Lym

Lx2
ñ

Lym

Lxn

B
que es, de hecho, la Regla de la Cadena para composiciones de transformaciones:

D(g o f)(x) % Dg(f(x))Df(x)

que imita exactamente a la Regla de la Cadena en el caso de una variable D(g o f )(x) %

% Dg( f (x))D f (x).
La transformación y % f(x) define también un vector dy de diferenciales de las variables yi

en términos del vector dx de diferenciales de las variables xj. Expresando dy y dx como vectores
columna tenemos

dy %A
dy1

dy2

ó
dym
B% A

Ly1

Lx1

Ly1

Lx2
ñ

Ly1

Lxn

Ly2

Lx1

Ly2

Lx2
ñ

Ly2

Lxn

ó ó ó

Lym

Lx1

Lym

Lx2
ñ

Lym

Lxn

BA
dx1

dx2

ó
dxn
B% Df(x) dx

CAPÍTULO 12. Diferenciación parcial 797



Ejemplo 4 Calcule la matriz jacobiana Df(1, 0) de la transformación de �2 en �3 dada por

f(x, y) % (xey
! cos (ny), x2, x . ey)

y utilícela para calcular un valor aproximado de f(1.02, 0.01).

Solución Df(x, y) es la matriz 3 # 2 cuya fila j está formada por las derivadas parciales de la compo-
nente j de f con respecto a x e y. Entonces,

Df(1, 0) %A
ey xey

. n sen (ny)

2x 0

1 .ey B G(1, 0)

%A
1 1

2 0

1 .1B
Como f(1, 0) % (2, 1, 0) y dx %A

0.02

0.01B , tenemos que

df % Df(1, 0) dx %A
1 1

2 0

1 .1BA
0.02

0.01B%A
0.03

0.04

0.01B
Por tanto, f(1.02, 0.01) ] (2.03, 1.04, 0.01).

Para transformaciones entre espacios de la misma dimensión (por ejemplo, de �n a �n), las ma-
trices jacobianas correspondientes son cuadradas y tienen determinantes. Estos determinantes ja-
cobianos tendrán un papel importante en nuestra presentación de las funciones implícitas y de las
funciones inversas de la Sección 12.8, y en los cambios de variables en integrales múltiples del
Capítulo 14.

El paquete VectorCalculus de Maple tiene una función denominada jacobian que toma dos
entradas, una lista (o vector) de expresiones y una lista de variables, y produce la matriz jacobia-
na de las derivadas parciales de esas expresiones con respecto a las variables. Por ejemplo,

> with(VectorCalculus) :

> Jacobian([x*y*exp(z) , (x+2*y)*cos(z)] , [x, y, z]) ;

C
yez xez xyez

cos (z) 2 cos (z) .(x ! 2y) sen (z)D
VectorCalculus sólo está incluido desde Maple 8. Si se emplea una versión anterior hay que uti-
lizar linalg y la función jacobian.

Ejercicios 12.6

En los Ejercicios 1-6, utilice las linealizaciones adecuadas
para calcular valores aproximados de las funciones dadas
en los puntos indicados.

1. f (x, y) % x2y2 en (3.1, 0.9)

2. f (x, y) % tan.1 A
y

xB en (3.01, 2.99)

3. f (x, y) % sen (nxy ! ln y) en (0.01, 1.05)

4. f (x, y) %
24

x2
! xy ! y2 en (2.1, 1.8)

5. f (x, y, z) % ∂x ! 2y ! 3z en (1.9, 1.8, 1.1)

6. f (x, y) % xey!x2
en (2.05, .3.92)

7. Los bordes de una caja rectangular se miden con una
precisión del 1% de su valor. Indique cuál es el
máximo error porcentual aproximado en:

(a) El cálculo del volumen de la caja.

(b) El cálculo del área de una de las caras de la caja.

(c) El cálculo de la longitud de una diagonal de la
caja.

8. Las medidas del radio y la altura de un tanque
cónico circular recto son, respectivamente, 25 pies
y 21 pies. La precisión de cada medida está dentro de
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media pulgada. ¿Cuánto puede ser el error en el cálculo
del volumen del tanque?

9. ¿Cuánto será aproximadamente el error en el
cálculo del área de la superficie cónica del tanque
del Ejercicio 8?

10. Dos lados y el ángulo entre ellos de un terreno
con forma triangular miden 224 m, 158 m y 64o,
respectivamente. La precisión de las medidas de
longitud es de 0.4 m y la de la medida del ángulo de
2o. ¿Cuál es el máximo error porcentual aproximado si
se calcula el área del terreno a partir de estas medidas?

11. El ángulo de elevación de la parte superior de
una torre se mide en dos puntos A y B situados en
la misma dirección desde la base de la torre. Los
ángulos medidos son de 50o en A y de 35o en B, ambos
con una precisión de 1o. La medida de la distancia AB
es de 100 m, con un error máximo del 0.1%. ¿Cuánto
vale la altura del edificio, y cuál será su error máximo?
¿A cuál de las tres medidas es más sensible la altura
calculada?

12. ¿Por qué porcentaje aproximado crecerá o

decrecerá el valor de w %
x2y3

z4 si x crece el 1%,

y crece el 2% y z crece el 3%?

13. Calcule la matriz jacobiana de la transformación
f(r, h) % (x, y), siendo

x % r cos h e y % r sen h

Aunque (r, h) se pueden ver como las coordenadas
polares en el plano xy, son coordenadas cartesianas en
su propio plano rh.

14. Calcule la matriz jacobiana de la transformación
f(o, h, h) % (x, y, z), siendo

x % o sen h cos h, y % o sen h sen h, z % o cos h

Aquí, (o, h, h) son coordenadas esféricas en el espacio
xyz. Se presentarán formalmente en la Sección 14.5.

15. Calcule la matriz jacobiana Df(x, y, z) de la
transformación de �3 en �2 dada por

f(x, y, z) % (x2
! yz, y2

. x ln z)

Utilice Df(2, 2, 1) como ayuda para calcular un valor
aproximado de f(1.98, 2.01, 1.03).

16. Calcule la matriz jacobiana Dg(1, 3, 3) de la
transformación de �3 en �3 dada por

g(r, s, t) % (r2s, r2t, s2
. t2)

y utilice el resultado para calcular un valor
aproximado de g(0.99, 3.02, 2.97).

17. Demuestre que si f (x, y) es diferenciable en (a, b),
entonces f (x, y) es continua en (a, b).

*18. Demuestre la siguiente versión del Teorema del Valor
Medio: si f (x, y) tiene derivadas parciales primeras
continuas en las proximidades de todos los puntos del
segmento que une los puntos (a, b) y (a ! h, b ! k),
entonces existe un número h, con 0 a h a 1, tal que

f (a ! h, b ! k) % f (a, b) ! h f1(a ! hh, b ! hk)

! k f2(a ! hh, b ! hk)

Sugerencia: Aplique el Teorema del Valor Medio de
una variable g(t) % f (a ! th, b ! tk). ¿Por qué no
podemos utilizar este resultado en lugar del Teorema
3 para demostrar el Teorema 4 y de aquí la versión de
la Regla de la Cadena dada en esta sección?

*19. Generalice el Ejercicio 18 de la siguiente forma:
demuestre que, si f (x, y) tiene derivadas parciales de
segundo orden continuas cerca del punto (a, b),
entonces existe un número h, con 0 a h a 1, tal que,
con h y k suficientemente pequeños en valor absoluto,

f (a ! h, b ! k) % f (a, b) ! h f1(a, b) ! k f2(a, b)

! h2 f11(a ! hh, b ! hk)

! 2hk f12(a ! hh, b ! hk)

! k2 f22(a ! hh, b ! hk)

A partir de aquí, demuestre que existe una constante
K tal que para todos los valores de h y k
suficientemente pequeños en valor absoluto,

� f (a ! h, b ! k) . f (a, b) . h f1(a, b) . k f2(a, b)�

m K(h2
! k2)

12.7 Gradientes y derivadas direccionales

Una derivada parcial primera de una función de varias variables proporciona la tasa de cambio
de esa función con respecto a la distancia medida en la dirección de uno de los ejes coordena-
dos. En esta sección desarrollaremos un método para calcular la tasa de cambio de dicha función
con respecto a una distancia medida en cualquier dirección de su dominio.

Para empezar, es útil combinar las derivadas parciales primeras de una función en una única
función vector denominada gradiente. Por motivos de sencillez, desarrollaremos e interpretare-
mos el gradiente para funciones de dos variables. La extensión a funciones de tres o más varia-
bles es directa y se presentará más adelante en esta sección.
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DEFINICIÓN 6

En cualquier punto (x, y) donde existan las derivadas parciales primeras de la función
f (x, y), se define el vector gradiente M f (x, y) % grad f (x, y) como

M f (x, y) % grad f (x, y) % f1(x, y) i ! f2(x, y)j

Recuérdese que i y j indican los vectores unitarios de la base que van del origen a los puntos
(1, 0) y (0, 1), respectivamente. El símbolo M se denomina nabla, y es un operador de diferen-
ciación vectorial:

M % i
L
Lx

! j
L
Ly

Se puede aplicar este operador a una función f (x, y) escribiendo el operador a la izquierda de la
función. El resultado es el gradiente de dicha función

M f (x, y) % Ai
L
Lx

! j
L
LyB f (x, y) % f1(x, y) i ! f2(x, y)j

En el Capítulo 16 haremos un uso general de este operador.

Ejemplo 1 Si f (x, y) % x2
! y2, entonces M f (x, y) % 2x i ! 2yj. En particular, M f (1, 2) % 2 i ! 4j.

Obsérvese que este vector es perpendicular a la tangente x!2y%5 a la circunferencia x2
!y2

%5 en (1, 2).
Esta circunferencia es la curva de nivel de f que pasa por el punto (1, 2) (véase la Figura 12.24). Como
indica el siguiente teorema, esta perpendicularidad no es una coincidencia.

Figura 12.24 El gradiente de f (x, y) % x2
! y2 en (1, 2) es normal a la curva

de nivel de f que pasa por el punto (1, 2).

TEOREMA 6 Si f (x, y) es diferenciable en el punto (a, b) y M f (a, b) Ç 0, entonces M f (a, b) es un vector
normal a la curva de nivel de f que pasa por (a, b).

DEMOSTRACIÓN Sea r % r(t) % x(t) i ! y(t)j una parametrización de la curva de nivel
de f tal que x(0) % a e y(0) % b. Entonces, para todo t cercano a 0, f (x(t), y(t)) % f (a, b).
Diferenciando esta ecuación con respecto a t y utilizando la Regla de la Cadena, obtenemos

f1(x(t), y(t))
dx

dt
! f2(x(t), y(t))

dy

dt
% 0
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En t % 0, esto indica que M f (a, b)
dr

dt Gt%0

% 0, es decir, M f es perpendicular al vector tan-

gente dr/dt a la curva de nivel en (a, b).

#

Derivadas direccionales
Las derivadas parciales primeras f1(a, b) y f2(a, b) proporcionan las tasas de cambio de f (x, y)
en (a, b), medidas en las direcciones de los ejes x e y positivos, respectivamente. Si se desea
conocer con qué rapidez cambia f (x, y) cuando nos movemos por el dominio de f desde el pun-
to (a, b) en alguna otra dirección, se requiere una derivada direccional más general. Podemos
especificar la dirección mediante un vector distinto de cero. Es más cómodo utilizar un vector
unitario.

DEFINICIÓN 7

Sea u % ui ! vj un vector unitario, tal que u2
! v2

% 1. La derivada direccional de
f (x, y) en el punto (a, b) y en la dirección de u es la tasa de cambio de f (x, y) con respec-
to a la distancia medida desde (a, b) siguiendo un rayo en la dirección de u en el plano xy
(véase la Figura 12.25). La derivada direccional se expresa como

Du f (a, b) % lim
hr0!

f (a ! hu, b ! hv) . f (a, b)

h

También se puede expresar como

Du f (a, b) %
d

dt
f (a ! tu, b ! tv)Gt%0

si existe la derivada del miembro derecho.

Figura 12.25 Un vector unitario u determina una recta L que pasa por el punto (a, b)
en el dominio de f . El plano vertical que contiene a L corta a la gráfica de f formando
una curva C , cuya tangente T en (a, b, f (a, b)) tiene pendiente en Du f (a, b).

Obsérvese que las derivadas direccionales en direcciones paralelas a los ejes coordenados
son directamente las derivadas parciales primeras: Di f (a, b) % f1(a, b), Dj f (a, b) % f2(a, b),
D

.i f (a, b) % . f1(a, b) y D
.j f (a, b) % .f2(a, b). El siguiente teorema muestra cómo se puede

utilizar el gradiente para calcular cualquier derivada direccional.

TEOREMA 7 Uso del gradiente para calcular derivadas direccionales

Si f es diferenciable en (a, b) y u % ui ! vj es un vector unitario, entonces la derivada
direccional de f en el punto (a, b) y en la dirección de u se expresa como

Du f (a, b) % u M f (a, b)
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DEMOSTRACIÓN Por la Regla de la Cadena:

Du f (a, b) %
d

dt
f (a ! tu, b ! tv)Gt%0

% u f1(a, b) ! v f2(a, b) % u M f (a, b)

#

Ya sabemos que tener derivadas parciales en un punto no implica que una función sea continua
en dicho punto, y ni siquiera que sea diferenciable. Lo mismo se puede decir sobre las derivadas
direccionales. Es posible que una función tenga derivada direccional en cualquier dirección des-
de un punto dado y aun así no sea continua en dicho punto. Véase el Ejercicio 37 posterior don-
de se presenta un ejemplo de una función de ese tipo.

Dado cualquier vector v distinto de cero, siempre se puede obtener un vector unitario en la
misma dirección dividiendo v por su longitud. La derivada direccional de f en (a, b) y en la
dirección de v se expresa, por tanto, como

Dv/�v� f (a, b) %
v

�v �
M f (a, b)

Ejemplo 2 Calcule la tasa de cambio de f (x, y) % y4
! 2xy3

! x2y2 en (0, 1), medida en cada una de
las siguientes direcciones:

(a) i ! 2j, (b) j . 2i, (c) 3 i, (d) i ! j.

Solución Calculamos

M f (x, y) % (2y3
! 2xy2) i ! (4y3

! 6xy2
! 2x2y)j

M f (0, 1) % 2 i ! 4j

(a) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la dirección de i ! 2j es

i ! 2j

�i ! 2j �
(2i ! 4j) %

2 ! 8

∂5
% 2∂5

Obsérvese que i ! 2j apunta en la misma dirección que M f (0, 1), por lo que la derivada direccional es
positiva e igual a la longitud de M f (0, 1).

(b) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la dirección de j . 2 i es

.2i ! j

�.2i ! j �
(2i ! 4j) %

.4 ! 4

∂5
% 0

Como j . 2 i es perpendicular a M f (0, 1), es tangente a la curva de nivel de f que pasa por (0, 1), por
lo que la derivada direccional en esa dirección es cero.

(c) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la dirección de 3i es

i (2i ! 4j) % 2

Como se dijo anteriormente, la derivada direccional de f en la dirección del eje x positivo es precisa-
mente f1(0, 1).

(d) La derivada direccional de f en (0, 1) y en la dirección de i ! j es

i ! j

�i ! j �
(2i ! 4j) %

2 ! 4

∂2
% 3∂2

Si nos movemos por la superficie z % f (x, y) partiendo del punto (0, 1, 1) y en una dirección que forme
ángulos horizontales de 45o con las direcciones positivas de los ejes x e y, estaremos subiendo a razón
de 3∂2 unidades verticales por unidad horizontal de desplazamiento.
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Observación Una dirección del plano se puede especificar mediante un ángulo polar. La di-
rección que forma un ángulo h con la dirección positiva del eje x corresponde al vector unitario
(véase la Figura 12.26)

u
h

% cos h i ! sen h j

Figura 12.26 El vector unitario especificado por un ángulo polar h.

por lo que la derivada direccional de f en (x, y) en esa dirección es

D
h

f (x, y) % Duh
f (x, y) % u

h
M f (x, y) % f1(x, y) cos h ! f2(x, y) sen h

Nótese el uso del símbolo D
h

f (x, y) para indicar la derivada de f con respecto a la distancia
medida en la dirección h.

Como se ha observado en el ejemplo anterior, el Teorema 7 proporciona una interpretación
útil del vector gradiente. Dado cualquier vector unitario u tenemos

Du f (a, b) % u M f (a, b) % �M f (a, b) � cos h

siendo h el ángulo que forman los vectores u y M f (a, b). Como cos h sólo toma valores entre
.1 y 1, Du f (a, b) sólo toma valores entre .�M f (a, b) � y �M f (a, b) �. Es más, Du f (a, b) %

% .�M f (a, b) � si y sólo si u apunta en la dirección opuesta a M f (a, b) (de forma que
cos h % .1), y Du f (a, b) % �M f (a, b) � si y sólo si u apunta en la misma dirección que M f (a, b)
(de forma que cos h % 1). La derivada direccional es cero en la dirección h % n/2; esta es la di-
rección de la (tangente a la) curva de nivel de f que pasa por (a, b).

Resumimos estas propiedades del gradiente como sigue:

Propiedades geométricas del vector gradiente

(i) En (a, b), f (x, y) tiene su máxima tasa de crecimiento en la dirección del vector gra-
diente M f (a, b). La máxima tasa de incremento es �M f (a, b) �.

(ii) En (a, b), f (x, y) tiene su máxima tasa de decrecimiento en la dirección de .M f (a, b).
La máxima tasa de decrecimiento es �M f (a, b) �.

(iii) La tasa de cambio de f (x, y) en (a, b) es cero en direcciones tangentes a la curva de
nivel de f que pasa por (a, b).

Obsérvese de nuevo el mapa topográfico de la Figura 12.6 en la Sección 12.1. Las corrientes del
mapa fluyen en la dirección de la máxima pendiente, es decir, en la dirección de .M f , siendo f
la elevación de la tierra. Por tanto, las corrientes cruzan las curvas de nivel de f formando ángu-
los rectos. Como las corrientes, un esquiador experto escogería una trayectoria cercana a la di-
rección del gradiente negativo, mientras que un esquiador novato preferiría permanecer más pa-
ralelo las curvas de nivel.

Ejemplo 3 La temperatura en la posición (x, y) en una región del plano xy es de T oC, siendo

T(x, y) % x2e.y

¿En qué dirección a partir del punto (2, 1) crece más rápidamente la temperatura? ¿Cuál es la tasa de creci-
miento de f en esa dirección?
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Solución Tenemos que

MT(x, y) % 2xe.yi . x2e.yj

MT(2, 1) %
4

e
i .

4

e
j %

4

e
(i . j)

En (2, 1), T(x, y) crece con la máxima velocidad en la dirección del vector i . j. La tasa de incremento en
esta dirección es �MT(2, 1) � % 4∂2/e oC/unidad de distancia.

Ejemplo 4 Una escaladora está de pie al lado de una corriente en la ladera de una montaña, exami-
nando su mapa de la región. La altura de la tierra (en metros) en una posición cualquiera (x, y) se expresa
mediante la función

h(x, y) %
20 000

3 ! x2
! 2y2

donde x e y (en kilómetros) indican las coordenadas del punto en el mapa de la escaladora. La escaladora
está en el punto (3, 2).

(a) ¿Cuál es la dirección de flujo de la corriente en (3, 2) sobre el mapa de la escaladora? ¿Con qué pen-
diente desciende la corriente en su posición?

(b) Calcule la ecuación de la trayectoria de la corriente en el mapa de la escaladora.
(c) ¿Con qué ángulo respecto a la trayectoria de la corriente (sobre el mapa) debería desplazarse la escala-

dora si desea escalar con una inclinación de 15o respecto a la horizontal?
(d) Dibuje aproximadamente el mapa de la escaladora, mostrando algunas curvas de elevación constante y

relejando la corriente.

Solución

(a) Empezamos calculando el gradiente de h y su longitud en (3, 2):

Mh(x, y) % .

20 000

(3 ! x2
! 2y2)2 (2xi ! 4yj)

Mh(3, 2) % .100(3i ! 4j)

�Mh(3, 2) � % 500

La corriente fluye en la dirección cuya proyección horizontal en (3, 2) es .Mh(3, 2), es decir, en la
dirección horizontal del vector 3i ! 4j. La corriente desciende a una tasa de 500 m/km, es decir, 0.5 m
por cada metro horizontal recorrido.

(b) Las coordenadas del mapa son las coordenadas (x, y) en el dominio de la función de altura h. Podemos
calcular la ecuación de la trayectoria de la corriente en el mapa de la región planteando una ecuación
diferencial para relacionar el cambio de posición a lo largo de dicha trayectoria. Si el vector
dr % dx i ! dyj es tangente a la trayectoria de la corriente en el punto (x, y) del mapa, entonces dr es
paralelo a Mh(x, y). Por tanto, los componentes de estos dos vectores son proporcionales:

dx

2x
%

dy

4y
o

dy

y
%

2dx

x

Integrando ambos miembros de esta ecuación se obtiene ln y % 2 ln x ! ln C, o y % Cx2. Como la
trayectoria de la corriente pasa por el punto (3, 2), tenemos que C % 2/9 y por consiguiente la ecuación
es 9y % 2x2.

(c) Supongamos que la escaladora se desplaza desde el punto (3, 2) en la dirección del vector unitario u.
Ascenderá con una inclinación de 15o si la derivada direccional de h en la dirección de u es
1000 tan 15o

] 268 (el factor de 1000 compensa el hecho de que las unidades verticales son metros y
las unidades horizontales son kilómetros). Si h es el ángulo que forman u y la dirección de la corriente,
entonces

500 cos h % �Mh(3, 2) � cos h % Duh(3, 2) ] 268
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Por tanto, cos h ] 0.536 y h ] 57.6o. La escaladora debe moverse en una dirección que forme un ángu-
lo horizontal de aproximadamente 58o con la dirección ascendente de la corriente.

(d) La Figura 12.27 muestra un dibujo del mapa.

Figura 12.27 El mapa de la escaladora. A diferencia de la
mayoría de las montañas, ésta tiene contornos perfectamente
elípticos.

Ejemplo 5 Calcule la derivada direccional segunda de f (x, y) en la dirección que forma un ángulo h

con el eje x positivo.

Solución Como se ha observado anteriormente, la derivada direccional primera es

D
h

f (x, y) % (cos h i! sen h j) M f (x, y) % f1(x, y) cos h ! f2(x, y) sen h

Por tanto, la derivada direccional segunda es

D2
h

f (x, y) % D
h

(D
h

f (x, y))

% (cos h i ! sen h j) M( f1(x, y) cos h ! f2(x, y) sen h)

% ( f11(x, y) cos h ! f21(x, y) sen h) cos h

! ( f12(x, y) cos h ! f22(x, y) sen h) sen h

% f11(x, y) cos2
h ! 2 f12(x, y) cos h sen h ! f22(x, y) sen2

h

Nótese que si h%0 o h%n (de forma que la derivada direccional sea paralela al eje x), entonces D2
h

f (x, y)%
% f11(x, y). De forma similar, si h % n/2 o 3n/2, entonces D2

h
f (x, y) % f22(x, y).

Tasas de cambio percibidas por un observador en movimiento

Supongamos que un observador se mueve por el plano xy, midiendo el valor de una función
f (x, y) definida en dicho plano cuando pasa por cada punto (x, y) (por ejemplo, f (x, y) podría
ser la temperatura en (x, y)). Si el observador se mueve con velocidad v cuando pasa por el pun-
to (a, b), ¿con qué rapidez observará que cambia f (x, y) en ese momento?

En el momento en cuestión el observador se mueve en la dirección del vector unitario v/�v �.
La tasa de cambio de f (x, y) en (a, b) y en esa dirección es

Dv/�v� f (a, b) %
v

�v �
M f (a, b)
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medida en unidades de f por unidad de distancia en el plano xy. Para convertir esta tasa a unida-
des de f por unidad de tiempo, debemos multiplicar por el módulo de la velocidad del obser-
vador, �v �, en unidades de distancia por unidad de tiempo. Por tanto, la tasa de cambio con el
tiempo de f (x, y), tal como la mide un observador que pasa por el punto (a, b), es

�v �
v

�v �
M f (a, b) % v M f (a, b)

Resulta natural extender nuestro uso del símbolo Dv f (a, b) a la representación de esta tasa aun
cuando v no sea (necesariamente) un vector unitario. Así,

La tasa de cambio de f (x, y) en el punto (a, b), medida por un observador que se mueve
en dicho punto (a, b) con velocidad v, es

Dv f (a, b) % v M f (a, b)

unidades de f por unidad de tiempo.

Si la escaladora del Ejemplo 4 se desplaza desde el punto (3, 2) con velocidad horizontal
v % .i . j km/h, estará escalando con una velocidad de

v Mh(3, 2) % (.i . j) A.

1

10
(3 i ! 4j)B%

7

10
km/h

Tal como se ha definido, Dv f es la componente espacial de la derivada de f siguiendo el movi-
miento. Véase el Ejemplo 6 de la Sección 12.5. La tasa de cambio de los valores que se leerían
en un termómetro en movimiento en ese ejemplo se expresarían como

dT

dt
% DvT(x, y, z, t) !

LT

Lt

siendo v la velocidad del termómetro en movimiento y DvT % v MT. El gradiente se toma sólo
con respecto a las tres variables espaciales (seguidamente se considera el gradiente en el espacio
tridimensional).

El gradiente en tres y más dimensiones
Por analogía con el caso bidimensional, una función f (x1, x2, ..., xn) de n variables que tenga
derivadas parciales primeras, tiene un gradiente que se expresa como

M f (x1, x2, ..., xn) %
L f

Lx1
e1 !

Lf

Lx2
e2 ! ñ !

Lf

Lxn

en

siendo ej el vector unitario que va desde el origen hasta un punto situado a una distancia unidad
del mismo en el eje coordenado j. En particular, para el caso de una función de tres variables,

M f (x, y, z) %
L f

Lx
i !

L f

Ly
j !

Lf

Lz
k

La superficie de nivel de f (x, y, z) que pasa por el punto (a, b, c) tiene un plano tangente en
dicho punto si f es diferenciable en (a, b, c) y M f (a, b, c) Ç 0.

Para funciones de cualquier número de variables, el vector M f (P0) es normal a la «super-
ficie de nivel» de f que pasa por el punto P0 (es decir, la hipersuperficie cuya ecuación es
f (x1, ..., xn) % f (P0)), y, si f es diferenciable en P0, su tasa de cambio en P0 en la dirección del
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vector unitario u está dada por u M f (P0). Con la ayuda de los gradientes se pueden obtener
ecuaciones de planos tangentes a superficies en el espacio tridimensional.

Ejemplo 6 Sea f (x, y, z) % x2
! y2

! z2.

(a) Calcule M f (x, y, z) y M f (1, .1, 2).
(b) Obtenga una ecuación del plano tangente a la esfera x2

! y2
! z2

% 6 en el punto (1, .1, 2).
(c) ¿Cuál es la máxima tasa de incremento de f en (1, .1, 2)?
(d) ¿Cuál es la tasa de cambio de f con respecto a la distancia en el punto (1, .1, 2), medida en la direc-

ción que va de ese punto hacia el punto (3, 1, 1)?

Solución

(a) M f (x, y, z) % 2x i ! 2yj ! 2zk, por lo que M f (1, .1, 2) % 2 i . 2j ! 4k.
(b) El plano tangente requerido tiene como vector normal M f (1, .1, 2) (véase la Figura 12.28(a)). Por

tanto, su ecuación es 2(x . 1) . 2(y ! 1) ! 4(z . 2) % 0 o, de forma sencilla, x . y ! 2z % 6.
(c) La tasa máxima de incremento de f en (1, .1, 2) es �M f (1, .1, 2) � % 2∂6, y se produce en la direc-

ción del vector i . j ! 2k.
(d) La dirección que va desde (1, .1, 2) hacia (3, 1, 1) corresponde al vector 2 i ! 2j . k. La tasa de

cambio de f con respecto a la distancia en esta dirección es

2 i ! 2j . k

∂4 ! 4 ! 1
(2i . 2j ! 4k) %

4 . 4 . 4

3
% .

4

3

es decir, f decrece con una tasa de 4/3 de unidad, por unidad de desplazamiento horizontal.

Ejemplo 7 La gráfica de una función f (x, y) de dos variables es la gráfica de la ecuación z % f (x, y)
en el espacio tridimensional. Esta superficie es también la superficie de nivel g(x, y, z) % 0 de la función de
tres variables

g(x, y, z) % f (x, y) . z

Si f es diferenciable en (a, b) y c % f (a, b), entonces g es diferenciable en (a, b, c) y

Mg(a, b, c) % f1(a, b)i ! f2(a, b)j . k

es normal a g(x, y, z) % 0 en (a, b, c) (nótese que Mg(a, b, c) Ç 0, ya que su componente z es .1). Se
deduce entonces que la gráfica de f tiene un plano tangente no vertical en (a, b) dado por

f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b) . (z . c) % 0
o bien

z % f (a, b) ! f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b)

Véase la Figura 12.28(b). Este resultado se ha obtenido, empleando un argumento diferente, en la Sec-
ción 12.3.

Figura 12.28

(a) El plano tangente a
x2

! y2
! z2

% 6 en
(1, .1, 2).

(b) El gradiente de
f (x, y).z en (a, b, f (a, b))
es normal al plano
tangente a z % f (x, y)
en dicho punto.
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¡¡ A T E N C I Ó N !!
Asegúrese de entender la diferencia entre la gráfica de una función y
una curva o superficie de nivel de dicha función (véase la exposición
que sigue a este ejemplo). Aquí, la superficie z % f (x, y) es la gráfica
de la función f , pero es también una superficie de nivel de una fun-
ción diferente g.

Algunas veces los estudiantes confunden las gráficas de funciones con las curvas o superficies
de nivel de dichas funciones. En el ejemplo anterior hablábamos de una superficie de nivel de la
función g(x, y, z), que coincide con la gráfica de una función diferente f (x, y). No hay que con-
fundir esa superficie con la gráfica de g, que es una hipersuperficie tridimensional en el espacio
de cuatro dimensiones, cuya ecuación es w % g(x, y, z). De forma similar, no hay que confundir
el plano tangente a la gráfica de f (x, y) (es decir, el plano obtenido en el ejemplo anterior) con
la recta tangente a la curva de nivel de f (x, y) que pasa por el punto (a, b) y que está en el plano
xy. En la ecuación de esta recta sólo intervienen x e y: f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b) % 0.

Ejemplo 8 Calcule un vector tangente a la curva de intersección de las superficies

z % x2
. y2 y xyz ! 30 % 0

en el punto (.3, 2, 5).

Solución Las coordenadas del punto dado cumplen las ecuaciones de ambas superficies, por lo que di-
cho punto está en la intersección de éstas. Un vector tangente a esta curva en dicho punto será perpendicu-
lar a las normales a ambas superficies, es decir, a los vectores

n1 % M(x2
. y2

. z)G(.3, 2, 5)

% 2x i . 2yj . kG(.3, 2, 5)

% .6 i . 4j . k

n2 % M(xyz ! 30)G(.3, 2, 5)

% (yzi ! xzj ! xyk)G(.3, 2, 5)

% 10i . 15j . 6k

Por tanto, para obtener el vector tangente T podemos utilizar el producto vectorial de estas normales:

T % n1 # n2 % G
i j k

.6 .4 .1

10 .15 .6 G% 9 i . 46j ! 130k

Observación El paquete VectorCalculus de Maple define una función Gradient que toma
una pareja de argumentos (una expresión y una lista de variables) y produce el gradiente de di-
cha expresión con respecto a las variables:

> with(VectorCalculus) :

> f := x 4 2+y 4 3+z 4 4; G := Gradient(f, [x, y, z]) ;

f :% x2
! y3

! z4

G :% 2xe6x ! 3y2e6y ! 4z3e6z

Aunque el resultado de G parece un vector, realmente es algo diferente, denominado campo vec-
torial, que es una función vectorial de una variable vector. Este hecho se indica con las barras
que aparecen sobre los vectores de la base de la salida. En los Capítulos 15 y 16 trataremos fre-
cuentemente los campos vectoriales, por lo que aquí los consideraremos poco excepto para indi-
car que la evaluación de la función Gradient en un punto particular requiere la función evalVF,
que toma dos argumentos: un campo vectorial y un vector donde evaluarlo.

> evalVF(G, <2, 3, –1>) ;

4ex ! 27ey . 4ez
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Obsérvese que la salida es un vector, no un campo vectorial; no hay barras sobre los vectores de
la base.

Si deseáramos definir una función gradiente (que denominaríamos grad) para obtener el va-
lor anterior utilizando como entrada a grad(f) (2, 3, –1), podríamos utilizar

> grad := g -> ((u, v, w) ->

> evalVF(Gradient(g, [x, y, z]), <u, v, w>)) ;

Ejercicios 12.7

En los Ejercicios 1-6, calcule:

(a) El gradiente de las funciones dadas en los puntos
indicados.

(b) Una ecuación del plano tangente a la gráfica de las
funciones dadas en los puntos cuyas coordenadas x e y
se proporcionan.

(c) Una ecuación de la recta tangente, en los puntos
indicados, a las curvas de nivel de las funciones dadas
que pasan por esos puntos.

1. f (x, y) % x2
. y2 en (2, .1)

2. f (x, y) %
x . y

x ! y
en (1, 1)

3. f (x, y) %
x

x2
! y2 en (1, 2)

4. f (x, y) % exy en (2, 0)

5. f (x, y) % ln (x2
! y2) en (1, .2)

6. f (x, y) % ∂1 ! xy2 en (2, .2)

En los Ejercicios 7-9, calcule una ecuación de los planos
tangentes a las superficies de nivel de las funciones dadas
que pasan por los puntos indicados.

7. f (x, y, z) % x2y ! y2z ! z2 en (1, .1, 1)

8. f (x, y, z) % cos (x ! 2y ! 3z) en A
n
2

, n, nB
9. f (x, y, z) % ye.x2

sen z en (0, 1, n/3)

En los Ejercicios 10-13, calcule las tasas de cambio de las
funciones dadas en los puntos indicados y en las
direcciones especificadas.

10. f (x, y) % 3x . 4y en (0, 2) y en la dirección del vector
.2 i.

11. f (x, y) % x2y en (.1, .1) y en la dirección del vector
i ! 2j.

12. f (x, y) %
x

1 ! y
en (0, 0) y en la dirección del vector

i . j.

13. f (x, y) % x2
! y2 en (1, .2) y en la dirección que

forma un ángulo (positivo) de 60o con el eje x positivo.

14. Sea f (x, y) % ln �r � con r % xi ! yj. Demuestre que

M f %
r

�r �2
.

15. Sea f (x, y, z) % �r �.n, con r % xi ! yj ! zk.

Demuestre que M f %
.nr

�r �n!2.

16. Demuestre que, en términos de coordenadas polares
(r, h) (siendo x % r cos h e y % r sen h), el gradiente de
una función f (r, h) se expresa como

M f %
Lf

Lr
r̂ !

1

r

Lf

Lh
XXX̂

siendo r̂ un vector unitario en la dirección del vector
de posición r % x i ! yj, y XXX̂ un vector que forma un
ángulo recto con r̂ en la dirección de h creciente.

17. ¿En qué direcciones a partir del punto (2, 0) tiene la
función f (x, y) % xy una tasa de cambio de .1?
¿Existen direcciones en las que la tasa de cambio sea
.3? ¿Y .2?

18. ¿En qué direcciones a partir del punto (a, b, c) se
incrementa la función f (x, y, z) % x2

! y2
. z2 con la

mitad de su tasa máxima de incremento en dicho
punto?

19. Calcule M f (a, b) para la función diferenciable f (x, y),
dadas las derivadas direccionales

D
(i!j)/∂2

f (a, b) % 3∂2 y D(3i.4j)/5 f (a, b) % 5

20. Si f (x, y) es diferenciable en (a, b), ¿qué condición
deberían satisfacer los ángulos h1 y h2 para que el
gradiente M f (a, b) se pudiera determinar a partir de los
valores de las derivadas direccionales D

h1 f (a, b) y
D

h2 f (a, b)?

21. La temperatura T(x, y) de puntos en el plano xy se
expresa como T(x, y) % x2

. 2y2.

(a) Dibuje un diagrama de contornos de T que muestre
algunas isotermas (curvas de temperatura constante).
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(b) ¿En qué dirección debería moverse una hormiga
que estuviera en la posición (2, .1) si deseara
enfriarse tan rápidamente como fuera posible?

(c) Si la hormiga se mueve en esa dirección con
velocidad k (unidades de distancia por unidades de
tiempo), ¿con qué tasa experimentará la
disminución de temperatura?

(d) ¿Con qué tasa experimentaría la hormiga la
disminución de temperatura si se moviera desde el
punto (2, .1) con velocidad k en la dirección del
vector .i . 2j?

(e) ¿A lo largo de qué curva que pasa por el punto
(2, .1) debería moverse la hormiga para seguir
experimentando una tasa máxima de enfriamiento?

22. Calcule una ecuación de la curva del plano xy que pasa
por el punto (1, 1) y corta a todas las curvas de nivel
de la función f (x, y) % x4

! y2 formando ángulos
rectos.

23. Calcule una ecuación de la curva del plano xy que pasa
por el punto (2, .1) y corta a todas las curvas de nivel
de la función x2y3

% K formando ángulos rectos.

24. Calcule la derivada direccional segunda de e.x2.y2
en

(a, b) Ç (0, 0) y en la dirección que se aleja
directamente del origen.

25. Calcule la derivada direccional segunda de
f (x, y, z) % xyz en (2, 3, 1) y en la dirección del vector
i . j . k.

26. Calcule un vector tangente a la curva de intersección
de los cilindros x2

! y2
% 2 e y2

! z2
% 2 en el punto

(1, .1, 1).

27. Repita el Ejercicio 26 para las superficies
x ! y ! z % 6 y x2

!y2
! z2

% 14 y el punto (1, 2, 3).

28. La temperatura en el espacio tridimensional está dada
por

T(x, y, z) % x2
. y2

! z2
! xz2

En el instante t % 0 una mosca pasa por el punto
(1, 1, 2), volando según la trayectoria correspondiente
a la intersección de las superficies z % 3x2

. y2 y
2x2

! 2y2
. z2

% 0. Si la velocidad de la mosca es 7,
¿qué tasa de cambio de temperatura experimentará en
t % 0?

29. Enuncie y demuestre una versión del Teorema 6 para
una función de tres variables.

30. ¿Cuál es la superficie de nivel de
f (x, y, z) % cos (x ! 2y ! 3z) que pasa por (n, n, n)?

¿Cuál es el plano tangente a esa superficie de nivel en
ese punto? (Compare este ejercicio con el Ejercicio 8
anterior).

31. Si M f (x, y) % 0 en el disco x2
! y2

a r2, demuestre
que f (x, y) es constante en dicho disco.

32. El Teorema 6 implica que la curva de nivel de f (x, y)
que pasa por (a, b) es suave (tiene tangente) en (a, b),
siempre que f sea diferenciable en (a, b) y cumpla que
M f (a, b) Ç 0. Demuestre que la curva de nivel no
necesita ser suave en (a, b) si M f (a, b) % 0.
(Sugerencia: Considere f (x, y) % y3

. x2 en (0, 0)).

33. Si v es un vector distinto de cero, exprese a Dv(Dv f )
en función de las componentes de v y de las derivadas
parciales segundas de f . ¿Cuál es la interpretación de
esta cantidad para un observador en movimiento?

*34. Un observador se mueve de forma que su posición,
velocidad y aceleración en el instante t se expresan
como r(t) % x(t) i ! y(t)j ! z(t)k, v(t) % dr/dt y
a(t) % dv/dt. Si la temperatura en la vecindad del
observador depende sólo de la posición,
T % T(x, y, z), exprese la derivada segunda con
respecto al tiempo de la temperatura tal como la
mediría el observador en función de Dv y Da.

*35. Repita el Ejercicio 34, pero con T dependiendo
explícitamente del tiempo además de la posición:
T % T(x, y, z, t).

36. Sea f (x, y) %E
sen (xy)

∂x2
! y2

, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

(a) Calcule M f (0, 0).

(b) Utilice la definición de derivada direccional para

calcular Du f (0, 0), siendo u % (i ! j)/∂2.

(c) ¿Es f (x, y) diferenciable en (0, 0)? ¿Por qué?

37. Sea f (x, y) %E
2x2y/(x4

! y2), si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

Utilice la definición de derivada direccional como
límite (Definición 7) para demostrar que Du f (0, 0)
existe para todo vector unitario u % u i ! vj del plano.
Concretamente, demuestre que Du f (0, 0) % 0 si
v % 0, y que Du f (0, 0) % 2u2/v si v Ç 0. Sin embargo,
como se demostró en el Ejemplo 4 de la Sección 12.2,
f (x, y) no tiene límite cuando (x, y) r (0 0), por lo
que no es continua aquí. Incluso aunque una función
tenga derivadas direccionales en todas las direcciones
desde un punto, puede no ser continua en dicho punto.
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12.8 Funciones implícitas

Al estudiar el cálculo de funciones de una variable, encontramos ejemplos de funciones que se
definían implícitamente como soluciones de ecuaciones de dos variables. Supongamos, por
ejemplo, que F(x, y) % 0 es una de esas ecuaciones. Supongamos también que el punto (a, b)
satisface la ecuación, y que F tiene derivadas parciales primeras continuas (y, por tanto, es dife-
renciable) en todos los puntos próximos a (a, b). ¿Se puede despejar y como función de x en la
ecuación, cerca del punto (a, b)? Es decir, ¿existe alguna función y(x) definida en algún intervalo
I % (a . h, a ! h) (siendo h b 0) que cumpla que y(a) % b, y tal que

F(x, y(x)) % 0

se cumpla para todo x en el intervalo I? Si existe tal función y(x), podemos intentar calcular su
derivada en x % a, diferenciando la ecuación F(x, y) % 0 implícitamente con respecto a x y eva-
luando el resultado en (a, b):

F1(x, y) ! F2(x, y)
dy

dx
% 0

de forma que

dy

dx Gx%a

% .

F1(a, b)

F2(a, b)
, siempre que F2(a, b) Ç 0

Obsérvese, sin embargo, que la condición F2(a, b) Ç 0 requerida para el cálculo de yñ(a) garanti-
za en sí misma que la solución y(x) existe. Esta condición, junto con la diferenciabilidad de
F(x, y) cerca de (a, b), implica que la curva de nivel F(x, y) % F(a, b) tiene una tangente no
vertical cerca de (a, b), por lo que alguna parte de la curva de nivel cerca de (a, b) debe ser la
gráfica de una función de x (véase la Figura 12.29; la parte de la curva F(x, y) % 0 en el disco
sombreado centrado en P0 % (a, b) es la gráfica de una función y(x) porque cualquier recta verti-
cal cruza cualquier parte de la curva sólo una vez. Los únicos puntos de la curva donde no se
puede dibujar un disco con esa propiedad son V1, V2 y V3, donde la curva tiene una tangente
vertical, es decir, donde F2(x, y) % 0). Éste es un caso especial del Teorema de la Función Implí-
cita, que enunciaremos de forma más general posteriormente en esta sección.

Figura 12.29 La ecuación F(x, y) % 0 permite despejar y como función de x cerca
de P0 o cerca de cualquier otro punto, excepto los tres donde la curva
tiene tangente vertical.

Cuando la ecuación es de varias variables, la situación es similar. Por ejemplo, podemos pre-
guntarnos si la ecuación

F(x, y, z) % 0

define z como función de x e y (es decir, z % z(x, y)) cerca de algún punto P0 con coordenadas
(x0, y0, z0) que cumpla la ecuación. Si es así, y si las derivadas parciales primeras de F son conti-
nuas cerca de P0, entonces se pueden obtener las derivadas parciales de z en (x0, y0) mediante
diferenciación implícita de la ecuación F(x, y, z) % 0 con respecto a x e y:

F1(x, y, z) ! F3(x, y, z)
Lz

Lx
% 0 y F2(x, y, z) ! F3(x, y, z)

Lz

Ly
% 0
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de forma que

Lz

Lx G(x0, y0)

% .

F1(x0, y0, z0)

F3(x0, y0, z0)
y

Lz

Ly G(x0, y0)

% .

F2(x0, y0, z0)

F3(x0, y0, z0)

siempre que F3(x0, y0, z0) Ç 0. Como F3 es la componente z del gradiente de F, esta condición
implica que la superficie de nivel de F que pasa por el punto P0 no tiene un vector normal hori-
zontal, por lo que no es vertical (es decir, no es paralela al eje z). Por tanto, parte de la superficie
cerca de P0 debe ser de hecho la gráfica de una función z % z(x, y). De forma similar, en F(x, y,
z) % 0 se puede despejar x como función de y y z cerca de los puntos donde F1 Ç 0 y y % y(x, z)
cerca de los puntos donde F2 Ç 0.

Ejemplo 1 ¿Cerca de qué puntos de la esfera x2
! y2

! z2
% 1 se puede despejar en dicha ecuación z

en función de x e y? Calcule Lz/Lx y Lz/Ly en esos puntos.

Solución La esfera es la superficie de nivel F(x, y, z) % 0 de la función

F(x, y, z) % x2
! y2

! z2
. 1

En la ecuación anterior se puede despejar z % z(x, y) cerca de P0 % (x0, y0, z0), siempre que P0 no esté en el
ecuador de la esfera, es decir, en la circunferencia x2

! y2
% 1, z % 0. El ecuador está formado por aque-

llos puntos que cumplen F3(x, y, z) % 0. Si P0 no está en el ecuador, entonces está en el hemisferio superior
o en el inferior. El hemisferio superior tiene como ecuación z % z(x, y) % ∂1 . x2

. y2, y el inferior tiene
como ecuación z % z(x, y) % .∂1 . x2

. y2.
Si z Ç 0, se pueden calcular las derivadas parciales de la solución z % z(x, y), diferenciando implícita-

mente la ecuación de la esfera x2
! y2

! z2
% 1:

2x ! 2z
Lz

Lx
% 0, por lo que

Lz

Lx
% .

x

z

2y ! 2z
Lz

Ly
% 0, por lo que

Lz

Ly
% .

y

z

Sistemas de ecuaciones
La experiencia con ecuaciones lineales nos demuestra que estos sistemas de ecuaciones se po-
drán resolver de forma general cuando haya tantas variables como ecuaciones en el sistema. Por
tanto, podemos esperar que una pareja de ecuaciones en varias variables determinen dos de di-
chas variables en función de las restantes. Por ejemplo, podíamos esperar que las ecuaciones

E
F(x, y, z, w) % 0

G(x, y, z, w) % 0

posean, cerca de algún punto que las satisfaga, soluciones de una o más de las formas

E
x % x(z, w)

y % y(z, w) E
x % x(y, w)

z % z(y, w) E
x % x(y, z)

w % w(y, z)

E
y % y(x, w)

z % z(x, w) E
y % y(x, z)

w % w(x, z) E
z % z(x, y)

w % w(x, y)

Allí donde existan tales soluciones, podemos diferenciar el sistema dado implícitamente para ob-
tener derivadas parciales de las soluciones.

Si tenemos una ecuación simple F(x, y, z) % 0 y deseamos calcular Lx/Lz, estamos entendien-
do que x es una función de las restantes variables y y z, por lo que no hay posibilidad de equivo-
carse a la hora de decidir qué variable hay que mantener constante en el cálculo de la derivada
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parcial. Sin embargo, supongamos que deseamos calcular Lx/Lz dado el sistema F(x, y, z, w) % 0,
G(x, y, z, w) % 0. Esto implica que x es una de las variables dependientes, y que z es una de las
variables independientes, pero no implica cuál de las otras dos variables u y w es la variable de-
pendiente y cuál la independiente. En pocas palabras, ¿a cuál de las situaciones

E
x % x(z, w)

y % y(z, w)
y E

x % x(y, z)

w % w(y, z)

nos estamos enfrentando? Tal como se plantea, la pregunta es ambigua. Para evitar esta ambi-
güedad podemos especificar en la notación de la derivada parcial qué variable se tomará como
la otra variable independiente y, por tanto, permanecerá fija durante la diferenciación. Así,

A
Lx

LzBw

implica la interpretación E
x % x(z, w)

y % y(z, w)

A
Lx

LzBy

implica la interpretación E
x % x(y, z)

w % w(y, z)

Ejemplo 2 Dadas las ecuaciones F(x, y, z, w) % 0 y G(x, y, z, w) % 0, donde F y G tienen derivadas
parciales primeras continuas, calcule (Lx/Lz)w.

Solución Diferenciamos las dos ecuaciones con respecto a z, considerando x e y como funciones de z y
w, y manteniendo por tanto fija w:

F1

Lx

Lz
! F2

Ly

Lz
! F3 % 0

G1

Lx

Lz
! G2

Ly

Lz
! G3 % 0

Nótese que los términos F4(Lw/Lz) y G4(Lw/Lz) no están presentes, porque w y z son variables independien-
tes, y w se mantiene fija durante la diferenciación. La pareja de ecuaciones anterior es lineal en Lx/Lz y
Ly/Lz. Eliminando Ly/Lz (utilizando la Regla de Cramer, Teorema 6 de la Sección 10.6), obtenemos

A
Lx

LzBw

% .

F3G2 . F2G3

F1G2 . F2G1

A la luz de los ejemplos considerados anteriormente, no debe sorprendernos que la no anulación del deno-
minador F1G2 . F2G1 en algún punto P0 % (x0, y0, z0, w0) que cumpla el sistema F % 0, G % 0 sea sufi-
ciente para garantizar que el sistema tiene de hecho una solución de la forma x % x(z, w), y % y(z, w) cerca
de P0. Sin embargo, no intentaremos demostrar aquí este hecho.

Ejemplo 3 Sean x, y, u y v variables relacionadas por las ecuaciones

E
u % x2

! xy . y2

v % 2xy ! y2

Calcule (a) (Lx/Lu)v y (b) (Lx/Lu)y en el punto donde x % 2 e y % .1.

Solución

(a) Para calcular (Lx/Lu)v consideraremos x e y como funciones de u y v y diferenciaremos las ecuaciones
dadas con respecto a u, manteniendo v constante:

1 %
Lu

Lu
% (2x ! y)

Lx

Lu
! (x . 2y)

Ly

Lu

0 %
Lv

Lu
% 2y

Lx

Lu
! (2x ! 2y)

Ly

Lu
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En x % 2, y % .1, tenemos que

1 % 3
Lx

Lu
! 4

Ly

Lu

0 % .2
Lx

Lu
! 2

Ly

Lu

Eliminando Ly/Lu se llega al resultado (Lx/Lu)v % 1/7.
(b) Para calcular (Lx/Lu)y, consideraremos x y v como funciones de y y u y diferenciaremos las ecuaciones

dadas con respecto a u, manteniendo y constante:

1 %
Lu

Lu
% (2x ! y)

Lx

Lu
,

Lv

Lu
% 2y

Lx

Lu

En x % 2, y % .1, la primera ecuación produce inmediatamente (Lx/Lu)y % 1/3.

Sucede a menudo que las variables independientes en un problema surgen claramente del con-
texto, o bien se pueden escoger desde el principio. En cualquier caso, no se producirá ambigüe-
dad, y podremos omitir de forma segura los subíndices que muestran qué variables se mantienen
constantes. El siguiente ejemplo está extraído de la termodinámica de un gas ideal.

Ejemplo 4 (Cambios reversibles en un gas ideal) El estado de un sistema cerrado que contiene n
moles de un gas ideal se caracteriza por tres variables de estado (presión, volumen y temperatura, P, V y T,
respectivamente), que satisfacen la ecuación de estado de un gas ideal:

PV % nRT

donde R es la constante universal de los gases. Esta ecuación se puede considerar como la definición de
una de las tres variables en función de las otras dos. La energía interna, E, y la entropía, S, del sistema son
magnitudes termodinámicas que dependen de las variables de estado, y que por tanto se pueden expresar en
función de dos cualesquiera de dichas variables P, V y T. Escojamos V y T como variables independientes y
escribamos, por tanto, E % E(V, T) y S % S(V, T). Para procesos reversibles en el sistema, la primera y se-
gunda ley de la termodinámica implican que los cambios infinitesimales de estas magnitudes deben satisfa-
cer la ecuación diferencial

T dS % dE ! P dV

Deduzca que, para tales procesos, E es independiente de V y depende sólo de la temperatura T.

Solución Calcularemos los diferenciales dS y dE y los sustituiremos en la ecuación diferencial. Se obtiene

TA
LS

LV
dV !

LS

LT
dTB%

LE

LV
dV !

LE

LT
dT ! P dV

Dividiendo por T, sustituyendo P/T por nR/V (de la ecuación de estado) y agrupando coeficientes de dV y
dT en los miembros opuestos de la ecuación, se obtiene

A
LS

LV
.

1

T

LE

LV
.

nR

V B dV %A
1

T

LE

LT
.

LS

LTB dT

Como dV y dT son variables independientes, ambos coeficientes deben anularse. Por consiguiente,

LS

LV
%

1

T

LE

LV
!

nR

V

LS

LT
%

1

T

LE

LT
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Diferenciamos ahora la primera de esas ecuaciones con respecto a T y la segunda con respecto a V. Utili-
zando la igualdad de las derivadas parciales mixtas tanto de S como de E, se obtiene el resultado deseado:

L
LT A

1

T

LE

LV
!

nR

V B%
L2S

LTLV
%

L2S

LVLT
%

L
LV A

1

T

LE

LTB
.1

T2

LE

LV
!

1

T

L2E

LTLV
%

1

T

L2E

LVLT

.1

T2

LE

LV
% 0

Se deduce entonces que LE/LV% 0, por lo que E es independiente de V.

Determinantes jacobianos

Las derivadas parciales que se obtienen mediante diferenciación implícita de sistemas de ecua-
ciones son fracciones cuyos numeradores y denominadores se pueden expresar con comodidad
en función de ciertos determinantes denominados jacobianos.

DEFINICIÓN 8

El determinante jacobiano (o simplemente el jacobiano) de las funciones u % u(x, y) y
v % v(x, y) con respecto a las variables x e y, es el determinante

L(u, v)

L(x, y)
% G

Lu

Lx

Lu

Ly
Lv

Lx

Lv

Ly G
De forma similar, el jacobiano de las funciones F(x, y, ...) y G(x, y, ...), con respecto a las
variables x e y, es el determinante

L(F, G)

L(x, y)
% G

LF

Lx

LF

Ly
LG

Lx

LG

Ly G% G
F1 F2

G1 G2 G

La definición anterior se puede ampliar inmediatamente al jacobiano de n funciones (o variables)
con respecto a n variables. Por ejemplo, el jacobiano de las funciones F, G y H con respecto a
las variables x, y y z es el determinante

L(F, G, H)

L(x, y, z)
% G

F1 F2 F3

G1 G2 G3

H1 H2 H3
G

Los jacobianos son los determinantes de las matrices jacobianas cuadradas correspondientes a
transformaciones de �n en �n, que se presentaron previamente en la Sección 12.6.

Ejemplo 5 En términos de jacobianos, el valor de (Lx/Lz)w obtenido a partir del sistema de ecuaciones

F(x, y, z, w) % 0, G(x, y, z, w) % 0
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en el Ejemplo 2, se puede expresar de la forma

A
Lx

LzBw
% .

L(F, G)

L(z, y)

L(F, G)

L(x, y)

Obsérvese la pauta. El denominador es el jacobiano de F y G con respecto a las dos variables dependientes,
x e y. El numerador es el mismo jacobiano, salvo que la variable dependiente x ha sido sustituida por la
variable independiente z.

La pauta observada anteriormente es general. La enunciaremos formalmente en el Teorema de la
Función Implícita que sigue.

El Teorema de la Función Implícita
El Teorema de la Función Implícita garantiza que, en ciertas circunstancias, se pueden despejar
ciertas variables de sistemas de ecuaciones en función de otras variables, y proporciona una fór-
mula de las derivadas parciales de las funciones solución. Antes de enunciarlo, consideraremos
un ejemplo ilustrativo simple.

Ejemplo 6 Considere el sistema de ecuaciones lineales

F(x, y, s, t) % a1x ! b1y ! c1s ! d1t ! e1 % 0

G(x, y, s, t) % a2x ! b2y ! c2s ! d2t ! e2 % 0

Este sistema se puede expresar de forma matricial:

���A
x

yB! CCCA
s

tB! E %A
0

0B
siendo

��� %A
a1 b1

a2 b2B , CCC %A
c1 d1

c2 d2B y E %A
e1

e2B
Las ecuaciones permiten despejar x e y como funciones de s y t, siempre que det (���) Ç 0; esto implica la
existencia de la matriz inversa ���.1 (Teorema 4 de la Sección 10.6), por lo que

A
x

yB% .���.1ACCCA
s

tB! EB
Obsérvese que det (���) % L(F, G)/L(x, y), por lo que la no anulación de este jacobiano garantiza que se pue-
den despejar x e y de las ecuaciones.

TEOREMA 8 Teorema de la Función Implícita

Consideremos un sistema de n ecuaciones con n ! m variables,

E
F(1)(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) % 0

F(2)(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) % 0

ó
F(n)(x1, x2, ..., xm, y1, y2, ..., yn) % 0

y un punto P0 % (a1, a2, ..., am, b1, b2, ..., bn) que satisface el sistema. Supongamos que
todas las funciones F(i) tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a todas
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las variables xj y yk, (i % 1, ..., n, j % 1, ..., m, k % 1, ..., n), cerca de P0. Finalmente, supon-
gamos que

L(F(1), F(2), ..., F(n))

L(y1, y2, ..., yn) GP0

Ç 0

Entonces, se pueden despejar en el sistema las variables y1, y2, ..., yn como funciones de
x1, x2, ..., xm cerca de P0. Es decir, existen funciones

h1(x1, ..., xm), ..., hn(x1, ..., xm)

tales que

hj(a1, ..., am) % bj, (j % 1, ..., n)

y tales que las ecuaciones

F(1) % (x1, ..., xm, h1(x1, ..., xm), ..., hn(x1, ..., xm)) % 0

F(2) % (x1, ..., xm, h1(x1, ..., xm), ..., hn(x1, ..., xm)) % 0

ó

F(n) % (x1, ..., xm, h1(x1, ..., xm), ..., hn(x1, ..., xm)) % 0

se cumplen para todo (x1, ..., xm) lo suficientemente cerca de (a1, ..., am).
Además,

Lhi

Lxj

%A
Lyi

LxjBx1, ..., xj.1, xj!1, ..., xm

% .

L(F(1), F(2), ..., F(n))

L(y1, ..., xj, ..., yn)

L(F(1), F(2), ..., F(n))

L(y1, ..., yi, ..., yn)

#

Observación La fórmula de las derivadas parciales es una consecuencia de la Regla de
Cramer (Teorema 6 de la Sección 10.6) aplicada a las n ecuaciones lineales con n incógnitas
Ly1/Lxj, ..., Lyn/Lxj, obtenidas diferenciando cada una de las ecuaciones del sistema dado con res-
pecto a xj.

Ejemplo 7 Demuestre que el sistema

E
xy2

! xzu ! yv2
% 3

x3yz ! 2xv . u2v2
% 2

se puede resolver, obteniéndose (u, v) como una función (vectorial) de (x, y, z) cerca del punto P0 tal que
(x, y, z, u, v) % (1, 1, 1, 1, 1), y calcule el valor de Lv/Ly de la solución en (x, y, z) % (1, 1, 1).

Solución Sea E
F(x, y, z, u, v) % xy2

! xzu ! yv2
. 3

G(x, y, z, u, v) % x3yz ! 2xv . u2v2
. 2

. Entonces,

L(F, G)

L(u, v) GP0

% G
xz 2yv

.2uv2 2x . 2u2v G GP0

% G
1 2

.2 0 G% 4

Como este jacobiano no es cero, el Teorema de la Función Implícita nos asegura que las ecuaciones dadas
se pueden resolver, obteniéndose u y v como funciones de x, y y z, es decir, como (u, v) % f(x, y, z). Dado
que

L(F, G)

L(u, y) GP0

% G
xz 2xy ! v2

.2uv2 x3z G GP0

% G
1 3

.2 1 G% 7
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tenemos

A
Lv

LyBx, z

% .

L(F, G)

L(u, y)

L(F, G)

L(u, v) GP0

% .

7

4

Observación Si lo que hubiéramos deseado en este ejemplo hubiera sido calcular Lv/Ly, ha-
bría sido más fácil utilizar la técnica del Ejemplo 3 y diferenciar directamente las ecuaciones
dadas con respecto a y, manteniendo x y z fijas.

Ejemplo 8 Si en las ecuaciones x % u2
! v2 e y % uv se despejan u y v en función de x e y, calcule,

donde sea posible,

Lu

Lx
,

Lu

Ly
,

Lv

Lx
y

Lv

Ly

A partir de aquí, demuestre que
L(u, v)

L(x, y)
% 1H

L(x, y)

L(u, v)
, suponiendo que el denominador no es cero.

Solución Las ecuaciones dadas se pueden expresar de la forma

F(u, v, x, y) % u2
! v2

. x % 0

G(u, v, x, y) % uv . y % 0

Sea

J %
L(F, G)

L(u, v)
% G

2u 2v

v u G% 2(u2
. v2) %

L(x, y)

L(u, v)

Si u2
Ç v2, entonces J Ç 0 y podemos calcular las derivadas parciales requeridas:

Lu

Lx
% .

1

J

L(F, G)

L(x, v)
% .

1

J G
.1 2v

0 u G%
u

2(u2
. v2)

Lu

Ly
% .

1

J

L(F, G)

L(y, v)
% .

1

J G
0 2v

.1 u G%
.2v

2(u2
. v2)

Lv

Lx
% .

1

J

L(F, G)

L(u, x)
% .

1

J G
2u .1

v 0 G%
.v

2(u2
. v2)

Lv

Ly
% .

1

J

L(F, G)

L(u, y)
% .

1

J G
2u 0

v .1 G%
2u

2(u2
. v2)

Por consiguiente,

L(u, v)

L(x, y)
%

1

J2 G
u .2v

.v 2u G%
J

J2 %
1

J
%

1

L(x, y)

L(u, v)

Observación Nótese en el ejemplo anterior que Lu/LxÇ 1/(Lx/Lu). Debe contrastarse este ca-
so con la situación de una sola variable donde, si y % f (x) y dy/dxÇ 0, entonces x % f .1(y) y
dx/dy% 1/(dy/dx). Ésta es otra razón para distinguir entre L y d. Es el jacobiano, en vez de cual-
quier derivada parcial simple, el que toma el lugar de la derivada ordinaria en estas situaciones.
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Observación Consideremos brevemente el caso general de transformaciones invertibles de
�n en �n. Supongamos que y % f(x) y z % g(y) son dos funciones de �n en �n cuyos compo-
nentes tienen derivadas parciales primeras continuas. Como se demostró en la Sección 12.6, la
Regla de la Cadena implica que

A
Lz1

Lx1
ñ

Lz1

Lxn

ó . .. ó
Lzn

Lx1
ñ

Lzn

Lxn
B% A

Lz1

Ly1
ñ

Lz1

Lyn

ó . . . ó
Lzn

Ly1
ñ

Lzn

Lyn
B A

Ly1

Lx1
ñ

Ly1

Lxn

ó . .. ó
Lyn

Lx1
ñ

Lyn

Lxn
B

La expresión anterior es exactamente la Regla de la Cadena aplicada a la composición
z % g(f(x)). Del Teorema 3(b) en la Sección 10.6 se deduce que los determinantes de estas ma-
trices deben cumplir una ecuación similar:

L(z1 ñ zn)

L(x1 ñ xn)
%

L(z1 ñ zn)

L(y1 ñ yn)

L(y1 ñ yn)

L(x1 ñ xn)

Si f es uno a uno y g es la inversa de f, entonces z % g(f(x)) % x, y L(z1 ñ zn)/L(x1 ñ xn) % 1, el
determinante de la matriz identidad. Por consiguiente,

L(x1 ñ xn)

L(y1 ñ yn)
%

1

L(y1 ñ yn)

L(x1 ñ xn)

De hecho, la no anulación de ninguno de estos determinantes es suficiente para garantizar que f
es uno a uno y tiene inversa. Éste es un caso especial del Teorema de la Función Implícita.

Los jacobianos aparecerán de nuevo al estudiar transformaciones de coordenadas en integra-
les múltiples, en el Capítulo 14.

Ejercicios 12.8

En los Ejercicios 1-12, calcule las derivadas indicadas de
las ecuaciones dadas. ¿Qué condición sobre las variables
garantizará la existencia de una solución que tenga la
derivada indicada? Suponga que las tres funciones
generales F, G y H tienen derivadas parciales primeras
continuas.

1.
dx

dy
si xy3

! x4y % 2 2.
Lx

Ly
si xy3

% y . z

3.
Lz

Ly
si z2

! xy3
%

xz

y
4.

Ly

Lz
si eyz

. x2z ln y % n

5.
Lx

Lw
si x2y2

! y2z2
! z2t2 ! t2w2

. xw % 0

6.
dy

dx
si F(x, y, x2

. y2) % 0

7.
Lu

Lx
si G(x, y, z, u, v) % 0

8.
Lz

Lx
si F(x2

. z2, y2
! xz) % 0

9.
Lw

Lt
si H(u2w, v2t, wt) % 0

10. A
Ly

LxBu

si xyuv % 1 y x ! y ! u ! v % 0

11. A
Lx

LyBz
si x2

! y2
! z2

! w2
% 1, y

x ! 2y ! 3z ! 4w % 2

12.
du

dx
si x2y ! y2u . u3

% 0 y x2
! yu % 1

13. Si x % u3
! v3 e y % uv . v2 se resuelven expresando

u y v en función de x e y, calcule

Lu

Lx
,

Lu

Ly
,

Lv

Lx
,

Lv

Ly
y

L(u, v)

L(x, y)

en el punto donde u % 1 y v % 1.
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14. ¿Cerca de qué puntos (r, s) puede resolverse la
transformación

x % r2
! 2s, y % s2

. 2r

obteniéndose r y s como funciones de x e y? Calcule
los valores de las derivadas parciales primeras de la
solución en el origen.

15. Calcule el jacobiano L(x, y)/L(r, h) de la transformación
a coordenadas polares x % r cos h, y % r sen h. ¿Cerca
de qué puntos (r, h) es la transformación uno a uno y
por tanto invertible, permitiendo obtener r y h como
funciones de x e y?

16. Calcule el jacobiano L(x, y, z)/L(o, h, h), siendo

x % o sen h cos h, y % o sen h sen h y z % o cos h

Las expresiones anteriores son la transformación de
coordenadas cartesianas a coordenadas polares
esféricas en el espacio tridimensional, que aparecerá en
la Sección 14.6. ¿Cerca de qué puntos es la
transformación uno a uno y por tanto invertible,
permitiendo expresar o, h y h como funciones de x, y y z?

17. Demuestre que las ecuaciones

E
xy2

! zu ! v2
% 3

x3z ! 2y . uv % 2

xu ! yv . xyz % 1

se pueden resolver, expresando x, y y z como funciones
de u y v cerca del punto P0 tal que (x, y, z, u, v) %

(1, 1, 1, 1, 1), y calcule (Ly/Lu)v en (u, v) % (1, 1).

18. Demuestre que las ecuaciones E
xey

! uz . cos v % 2

u cos y ! x2v . yz2
% 1

se pueden resolver, expresando u y v como funciones
de x, y y z cerca del punto P0 tal que (x, y, z) %

% (2, 0, 1) y (u, v) % (1, 0), y calcule (Lu/Lz)x, y

en (x, y, z) % (2, 0, 1).

19. Calcule dx/dy para el sistema

F(x, y, z, w) % 0, G(x, y, z, w) % 0, H(x, y, z, w) % 0

20. Dado el sistema
F(x, y, z, u, v) % 0
G(x, y, z, u, v) % 0
H(x, y, z, u, v) % 0

¿cuántas posibles interpretaciones existen para Lx/Ly?
Evalúelas.

21. Dado el sistema
F(x1, x2, ..., x8) % 0
G(x1, x2, ..., x8) % 0
H(x1, x2, ..., x8) % 0

¿cuántas posibles interpretaciones existen para la

derivada parcial
Lx1

Lx2
? Calcule A

Lx1

Lx2Bx4, x6, x7, x8

.

22. Si F(x, y, z) % 0 determina z como función de x e y,
calcule L2z/Lx2, L2z/LxLy y L2z/Ly2 en función de las
derivadas parciales de F.

23. Si x % u ! v, y % uv y z % u2
! v2 define z como

función de x e y, calcule Lz/Lx, Lz/Ly y L2z/LxLy.

24. Un cierto gas satisface la ley pV % T .

4p

T2, siendo

p % presión, V % volumen y T % temperatura.

(a) Calcule LT/Lp y LT/LV en el punto donde
p % V % 1 y T % 2.

(b) Si las medidas de p y V producen p % 1 u 0.001 y
V % 1 u 0.002, calcule el error máximo
aproximado al obtener T % 2.

25. Si F(x, y, z) % 0, demuestre que

A
Lx

LyBzA
Ly

LzBxA
Lz

LxBy
% .1. Obtenga resultados

análogos para F(x, y, z, u) % 0 y para
F(x, y, z, u, v) % 0. ¿Cuál es el caso general?

*26. Si se resuelven las ecuaciones F(x, y, u, v) % 0 y
G(x, y, u, v) % 0, expresando x e y como funciones de
u y v, demuestre que

L(x, y)

L(u, v)
%

L(F, G)

L(u, v) H
L(F, G)

L(x, y)

*27. Si se resuelven las ecuaciones x % f (u, v), y % g(u, v),
expresando u y v como funciones de x e y, demuestre
que

L(u, v)

L(x, y)
% 1H

L(x, y)

L(u, v)

Sugerencia: Utilice el resultado del Ejercicio 26.

*28. Si x % f (u, v), y % g(u, v), u % h(r, s) y v % k(r, s),
entonces x e y se pueden expresar como funciones de
r y s. Verifique por cálculo directo que

L(x, y)

L(r, s)
%

L(x, y)

L(u, v)

L(u, v)

L(r, s)

que es un caso especial de la Regla de la Cadena para
jacobianos.

*29. Se dice que dos funciones, f (x, y) y g(x, y), son
funcionalmente dependientes si una de ellas es
función de la otra; es decir, si existe una función de
una sola variable k(t) tal que f (x, y) % k(g(x, y)) para
todo x e y. Demuestre que en este caso L( f, g)/L(x, y)
se anula. Suponga que existen todas las derivadas
necesarias.

*30. Demuestre lo contrario del Ejercicio 29 como sigue:
sean u % f (x, y) y v % g(x, y), y suponga que
L(u, v)/L(x, y) % L( f, g)/L(x, y) es idénticamente nula
para todo x e y. Demuestre que (Lu/Lx)v es
idénticamente nula. A partir de aquí u, considerada
como función de x y v, es independiente de x; es
decir, u % k(v) para alguna función k de una variable.
¿Por qué implica esto que f y g son funcionalmente
dependientes?
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12.9 Aproximaciones mediante series de Taylor

Como en el caso de funciones de una variable, las representaciones mediante series de potencias
y sus sumas parciales (polinomios de Taylor) proporcionan un método eficiente para determinar
el comportamiento de una función suave de varias variables en las proximidades de un punto de
su dominio. En esta sección presentaremos brevemente la extensión de las series de Taylor a este
tipo de funciones. Como es habitual, realizaremos el desarrollo para funciones de dos variables,
siendo clara la extensión al caso de más variables.

Para empezar, recordaremos la fórmula de Taylor para una función F(x) con derivadas conti-
nuas hasta orden n ! 1 en el intervalo [a, a ! h]:

F(a ! h) % F(a) ! Fñ(a)h !
Fññ(a)

2!
h2

! ñ !
F(n)(a)

n!
hn

!
F(n!1)(X)

(n ! 1)!
hn!1

siendo X algún número comprendido entre a y a ! h (el último término de la fórmula es la for-
ma de Lagrange del resto). En el caso especial de a % 0 y h % 1, esta fórmula se convierte en

F(1) % F(0) % Fñ(0) %
Fññ(0)

2!
! ñ !

F(n)(0)

n!
!

F(n!1)(h)

(n ! 1)!

para algún valor h entre 0 y 1.
Supongamos ahora que f (x, y) tiene derivadas parciales continuas hasta de orden n ! 1 en

todos los puntos de un conjunto abierto que contiene al segmento que une a los puntos (a, b) y
(a ! h, b ! k) de su dominio. Se puede obtener la fórmula de Taylor para f (a ! h, b ! k) en
potencias de h y k aplicando la fórmula de una variable presentada anteriormente a la función

F(t) % f (a ! th, b ! tk), 0 m t m 1

Es evidente que F(0) % f (a, b) y F(1) % f (a ! h, b ! k). Calculemos algunas derivadas de F:

Fñ(t) % h f1(a ! th, b ! tk) ! k f2(a ! th, b !tk)

Fññ(t) % h2 f11(a ! th, b ! tk) ! 2hk f12(a ! th, b ! tk)

! k2 f22(a ! th, b ! tk)

Fñññ(t) % (h3 f111 ! 3h2k f112 ! 3hk2 f122 ! k3 f222) G(a!th, b!tk)

El patrón de coeficientes es bastante obvio, pero la notación, en la que intervienen subíndices
para indicar las derivadas parciales de f , se hace más y más compleja a medida que crece el
orden de las derivadas. La notación se puede simplificar bastante utilizando D1 f y D2 f para in-
dicar las derivadas parciales primeras de f con respecto a su primera y segunda variable. Como
h y k son constantes y las derivadas parciales mixtas se pueden conmutar (D1D2 f % D2D1 f ), te-
nemos que

h2D2
1 f ! 2hkD1D2 f ! k2D2

2 f % (hD1 ! kD2)
2 f

y así sucesivamente. Por tanto,

Fñ(t) % (hD1 ! kD2) f (a ! th, b ! tk)

Fññ(t) % (hD1 ! kD2)
2 f (a ! th, b ! tk)

Fñññ(t) % (hD1 ! kD2)
3 f (a ! th, b ! tk)

ó

F(m)(t) % (hD1 ! kD2)
m f (a ! th, b ! tk)
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En particular, F(m)(0) % (hD1 ! kD2)
m f (a, b). Entonces, la fórmula de Taylor f (a ! h, b ! k) es

f (a ! h, b ! k) %

n

;
m%0

1

m!
(hD1 ! kD2)

m f (a, b) ! Rn(h, k)

%

n

;
m%0

m

;
j%0

CmjD
j
1D

m.j
2 f (a, b)hjkm.j

! Rn(h, k)

Nótese que (hD1 ! kD2)
m f (a, b) significa ((hD1 ! kD2)

m f (�(a, b), no (hD1 ! kD2)
m( f (a, b)), que

sería cero.

donde, utilizando el desarrollo binomial, tenemos

Cmj %
1

m! A
m

j B%
1

m!

m!

j!(m . j)!
%

1

j!(m . j)!

y donde el término de resto se expresa como

Rn(h, k) %
1

(n ! 1)!
(hD1 ! kD2)

n!1 f (a ! hh, b ! hk)

para algún valor h comprendido entre 0 y 1. Si f tiene derivadas parciales de todos los órdenes y

lim
nrä

Rn(h, k) % 0

entonces f (a ! h, b ! k) se puede expresar como una serie de Taylor en potencias de h y k:

f (a ! h, b ! k) %

ä

;
m%0

m

;
j%0

1

j!(m . j)!
Dj

1D
m.j
2 f (a, b)hjkm.j

Como en el caso de funciones de una variable, el polinomio de Taylor de grado n,

Pn(x, y) %

n

;
m%0

m

;
j%0

1

j!(m . j)
Dj

1D
m.j
2 f (a, b)(x . a) j(y . b)m.j

proporciona la «mejor» aproximación mediante un polinomio de grado n a f (x, y) en las cerca-
nías de (a, b). Si en esta aproximación se hace n % 1, se reduce a la aproximación mediante pla-
no tangente

f (x, y) ] f (a, b) ! f1(a, b)(x . a) ! f2(a, b)(y . b)

Ejemplo 1 Calcule una aproximación mediante un polinomio de segundo grado a la función f (x, y) %

% ∂x2
! y3 cerca del punto (1, 2), y utilícela para estimar ∂(1.02)2

! (1.97)3.

Solución Para realizar la aproximación de segundo grado necesitamos los valores de las derivadas par-
ciales de f hasta de segundo orden en (1, 2). Tenemos

f (x, y) % ∂x2
! y3 f (1, 2) % 3

f1(x, y) %
x

∂x2
! y3

f1(1, 2) %
1

3

f2(x, y) %
3y2

2∂x2
! y3

f2(1, 2) % 2
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f11(x, y) %
y3

(x2
! y3)3/2 f11(1, 2) %

8

27

f12(x, y) %
.3xy2

2(x2
! y3)3/2 f12(1, 2) % .

2

9

f22(x, y) %
12x2y ! 3y4

4(x2
! y3)3/2 f22(1, 2) %

2

3

Por tanto,

f (1 ! h, 2 ! k) ] 3 !
1

3
h ! 2k !

1

2! A
8

27
h2

! 2A.

2

9B hk !
2

3
k2B

o, haciendo x % 1 ! h e y % 2 ! k,

f (x, y) % 3 !
1

3
(x . 1) ! 2(y . 2) !

4

27
(x . 1)2

.

2

9
(x . 1)(y . 2) !

1

3
(y . 2)2

que es el polinomio de Taylor de segundo grado requerido para la función f cerca del punto (1, 2). Por
consiguiente,

∂(1.02)2
! (1.97)3

% f (1 ! 0.02, 2 . 0.03)

] 3 !
1

3
(0.02) ! 2(.0.03) !

4

27
(0.02)2

.

2

9
(0.02)(.0.03) !

1

3
(.0.03)2

] 2.947 159 3

A efectos de comparación: el valor verdadero es 2.947 136 6... La aproximación es exacta hasta 6 dígitos
significativos.

Como se observó en el caso de funciones de una variable, en general no es necesario calcular las
derivadas para determinar los coeficientes de una serie de Taylor o polinomio de Taylor. A me-
nudo es mucho más fácil realizar cambios algebraicos sobre series conocidas. Por ejemplo, el
ejemplo anterior se podría haber resuelto expresando f en la forma

f (1 ! h, 2 ! k) % ∂(1 ! h)2
! (2 ! k)3

% ∂9 ! 2h ! h2
! 12k ! 6k2

! k3

% 3J1 !
2h ! h2

! 12k ! 6k2
! k3

9

y aplicar después el desarrollo binomial

∂1 ! t % 1 !
1

2
t !

1

2! A
1

2BA.

1

2B t2 ! ñ

con t %
2h ! h2

! 12k ! 6k2
! k3

9
, para obtener los términos hasta de grado 2 en las variables h

y k.
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Ejemplo 2 Calcule el polinomio de Taylor de grado 3 en potencias de x e y para la función
f (x, y) % ex.2y.

Solución El polinomio de Taylor requerido será el polinomio de Taylor de grado 3 para et evaluado en
t % x . 2y:

P3(x, y) % 1 ! (x . 2y) !
1

2!
(x . 2y)2

!
1

3!
(x . 2y)3

% 1 ! x . 2y !
1

2
x2

. 2xy ! 2y2
!

1

6
x3

. x2y ! 2xy2
.

4

3
y3

Observación Por supuesto, se puede utilizar Maple para calcular polinomios de Taylor en
varias variables mediante su función mtaylor, que, en función de la versión de Maple, puede ser
necesario leer de la librería de Maple antes de utilizarla, si no es parte del Kernel.

> readlib(mtaylor) :

Los argumentos que se introducen en mtaylor son los siguientes:

(a) Una expresión en la que intervienen las variables del desarrollo.
(b) Una lista cuyos elementos son nombres de variables, o ecuaciones de la forma varia-

ble=value, que proporcionan las coordenadas del punto alrededor del que se calcula el de-
sarrollo (si sólo se nombra una variable es equivalente a utilizar la ecuación variable=0).

(c) (Opcional) Un entero positivo m para forzar a que el orden del polinomio de Taylor calcula-
do sea menor que m. Si no se especifica m, se emplea el valor de la variable global de Maple
«Order». El valor por defecto es 6.

Unos pocos ejemplos serán suficientes.

> mtaylor(cos(x+y 4 2), [x, y]) ;

1 .

1

2
x2

. y2x !
1

24
x4

.

1

2
y4

!
1

6
y2x3

> mtaylor(cos(x+y 4 2), [x=Pi, y], 5) ;

.1 !
1

2
(x . n)2

! y2(x . n) .

1

24
(x . n)4

!
1

2
y4

> mtaylor(g(x, y), [x=a, y=b], 3) ;

g(a, b) ! D1(g)(a, b)(x . a) ! D2(g)(a, b)(y . b) !
1

2
D1, 1(g)(a, b)(x . a)2

! (x . a)D1, 2(g)(a, b)(y . b) !
1

2
D2, 2(g)(a, b)(y . b)2

La función mtaylor puede ser un poco estrafalaria. Tiene tendencia a desarrollar los términos
lineales; por ejemplo, en un desarrollo alrededor de x % 1 e y % .2 puede escribir los términos
2 ! (x . 1) ! 2(y ! 2) en la forma 5 ! x ! 2y.

Aproximación de funciones implícitas
En la sección anterior vimos cómo determinar si en una ecuación con varias variables se podía
despejar una de dichas variables en función de las otras. Aunque se sabe que existe una solución,
en general no es posible obtener una expresión exacta de ella. Sin embargo, si en la ecuación
intervienen sólo funciones suaves, entonces la solución debe tener un desarrollo en serie de Tay-
lor. Podemos determinar al menos los primeros coeficientes de dicho desarrollo y obtener así
una aproximación útil a la solución. El siguiente ejemplo muestra la técnica.
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Ejemplo 3 Demuestre que la ecuación

sen (x ! y) % xy ! 2x

tiene una solución de la forma y % f (x) cerca de x % 0 que cumple f (0) % 0, y calcule los términos hasta
de cuarto grado de la serie de Taylor de f (x) en potencias de x.

Solución La ecuación dada se puede expresar de la forma F(x, y) % 0, siendo

F(x, y) % sen (x ! y) . xy . 2x

Como F(0, 0) % 0 y F2(0, 0) % cos (0) % 1 Ç 0, por el Teorema de la Función Implícita, la ecuación tiene
una solución y % f (x) cerca de x % 0 que cumple f (0) % 0. No es posible calcular exactamente f (x), pero
tendrá una serie de Maclaurin de la forma

y % f (x) % a1x ! a2x
2
! a3x

3
! a4x

4
! ñ

No existe término constante porque f (0) % 0. Podemos sustituir esta serie en la ecuación dada y obtener los
términos hasta de grado 4 para calcular los coeficientes a1, a2, a3 y a4. En el miembro izquierdo utilizare-
mos la serie de Maclaurin del seno para obtener

sen (x ! y) % sen ((1 ! a1)x ! a2x
2
! a3x

3
! a4x

4
! ñ)

% (1 ! a1)x ! a2x
2
! a3x

3
! a4x

4
! ñ

.

1

3!
((1 ! a1)x ! a2x

2
! ñ)3

! ñ

% (1 ! a1)x ! a2x
2
!Aa3 .

1

6
(1 ! a1)

3B x3

!Aa4 .

3

6
(1 ! a1)

2a2B x4
! ñ

El miembro derecho es

xy ! 2x % 2x ! a1x
2
! a2x

3
! a3x

4
! ñ

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x, se obtiene

1 ! a1 % 2 a1 % 1

a2 % a1 a2 % 1

a3 .

1

6
(1 ! a1)

3
% a2 a3 %

7

3

a4 .

1

2
(1 ! a1)

2 a2 % a3 a4 %
13

3

Podríamos haber obtenido más términos de la serie calculando potencias más altas de x en el proceso de
sustitución.

Observación A partir de la serie de f (x) obtenida anteriormente, podemos determinar los va-
lores de las cuatro primeras derivadas de f en x % 0. Recuérdese que

ak %
f (k)(0)

k!

Por tanto, tenemos

f ñ(0) % a1 % 1 f ññ(0) % 2!a2 % 2

f ñññ(0) % 3!a3 % 4 f (4)(0) % 4!a4 % 104

Podríamos haber hecho el ejemplo calculando primero estas derivadas mediante diferenciación
implícita de la ecuación dada, y determinando después los coeficientes de la serie a partir de el-
las. Habría sido una forma mucho más difícil de realizarlo (inténtelo y vea).

CAPÍTULO 12. Diferenciación parcial 825



Ejercicios 12.9

En los Ejercicios 1-6, calcule la serie de Taylor de las
funciones dadas alrededor de los puntos indicados.

1. f (x, y) %
1

2 ! xy2, (0, 0)

2. f (x, y) % ln (1 ! x ! y ! xy), (0, 0)

3. f (x, y) % tan.1 (x ! xy), (0, .1)

4. f (x, y) % x2
! xy ! y3, (1, .1)

5. f (x, y) % ex2!y2
, (0, 0)

6. f (x, y) % sen (2x ! 3y), (0, 0)

En los Ejercicios 7-12, calcule dos polinomios de Taylor de
los grados indicados para las funciones definidas alrededor
de los puntos dados. Tras calcularlos a mano, intente
obtener los mismos resultados utilizando la función
mtaylor de Maple.

7. f (x, y) %
1

2 ! x . 2y
, grado 3, alrededor de (2, 1)

8. f (x, y) % ln (x2
! y2), grado 3, alrededor de (1, 0)

9. f (x, y) %I
x!y2

0

e.t2
dt, grado 3, alrededor de (0, 0)

10. f (x, y) % cos (x ! sen y), grado 4, alrededor de (0, 0)

11. f (x, y) %
sen x

y
, grado 2, alrededor de (n

2 , 1)

12. f (x, y) %
1 ! x

1 ! x2
! y4, grado 2, alrededor de (0, 0)

En los Ejercicios 13-14, demuestre que, siendo x un valor
cercano al punto indicado x % a, las ecuaciones dadas
tienen solución de la forma y % f (x), tomando los valores
indicados en cada punto. Calcule los tres primeros términos
distintos de cero de las series de Taylor de f (x) en
potencias de x . a.

*13. x sen y % y ! sen x, alrededor de x % 0, con f (0) % 0.

*14. ∂1 ! xy % 1 ! x ! ln (1 ! y), alrededor de x % 0,
con f (0) % 0.

*15. Demuestre que la ecuación x ! 2y ! z ! e2z
% 1

tiene una solución de la forma z % f (x, y) alrededor
de x % 0, y % 0, siendo f (0, 0) % 0. Calcule el
polinomio de Taylor de grado 2 de f (x, y) en
potencias de x e y.

*16. Utilice métodos basados en series para obtener el
valor de la derivada parcial f112(0, 0) sabiendo que
f (x, y) % arctan (x ! y).

*17. Utilice métodos basados en series para calcular

L4n

Lx2nLy2n

1

1 ! x2
! y2 G(0, 0)

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes palabras y frases?

0 � es la gráfica de f (x, y).

0 C es una curva de nivel de f (x, y).

0 lim(x, y)r(a, b) f (x, y) % L.

0 f (x, y) es continua en (a, b).

0 La derivada parcial (L/Lx) f (x, y).

0 El plano tangente z % f (x, y) en (a, b).

0 Derivadas parciales segundas puras.

0 Derivadas parciales segundas mixtas.

0 f (x, y) es una función armónica.

0 L(x, y) es la linealización de f (x, y) en (a, b).

0 El diferencial de z % f (x, y).

0 f (x, y) el diferenciable en (a, b).

0 El gradiente de f (x, y) en (a, b).

0 La derivada direccional de f (x, y) en (a, b) y en la
dirección v.

0 El determinante jacobiano L(x, y)/L(u, v).

¿En qué condiciones son iguales dos derivadas
parciales mixtas?

Enuncie la Regla de la Cadena para z % f (x, y),
siendo x % g(u, vvv) e y % h(u, vvv).

Describa el proceso de cálculo de las derivadas
parciales de funciones definidas implícitamente.

¿Qué es la serie de Taylor de f (x, y) alrededor
de (a, b)?

Ejercicios de repaso

1. Dibuje algunas curvas de nivel de la función x !
4y2

x
.
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2. Dibuje algunas isotermas (líneas de temperatura
constante) de la función de temperatura

T %
140 ! 30x2

. 60x ! 120y2

8 ! x2
. 2x ! 4y2 (oC)

¿Cuál es la posición más fría?

3. Dibuje algunas curvas de nivel de la función
polinómica f (x, y) % x3

. 3xy2. ¿Cuál le parece la
causa de que la gráfica de la función se denomine silla
de mono?

4. Sea f (x, y) %E
x3

x2
! y2, si (x, y) Ç (0, 0)

0, si (x, y) % (0, 0)

.

Calcule las siguientes derivadas parciales o explique
por qué no existen: f1(0, 0), f2(0, 0), f21(0, 0),
f12(0, 0).

5. Sea f (x, y) %
x3

. y3

x2
. y2. ¿Dónde es continua f (x, y)?

¿Qué conjunto de puntos adicional hace que f (x, y)
tenga una extensión continua? En particular, ¿se puede
extender f para que sea continua en el origen? ¿Se
puede definir f en el origen de forma que sus
derivadas parciales primeras existan allí?

6. La superficie � es la gráfica de la función z % f (x, y),
siendo f (x, y) % ex2.2x.4y2!5.

(a) Calcule una ecuación del plano tangente a � en el
punto (1, .1, 1).

(b) Dibuje una muestra representativa de las curvas de
nivel de la función f (x, y).

7. Considere la superficie � cuya ecuación es
x2

! y2
! 4z2

% 16.

(a) Calcule una ecuación del plano tangente a � en el
punto (a, b, c) de �.

(b) ¿Para qué puntos (a, b, c) de � el plano tangente a
� en (a, b, c) pasa por el punto (0, 0, 4)? Describa
geométricamente este conjunto de puntos.

8. Dos resistencias variables, R1 y R2, se conectan en
paralelo de forma que su resistencia combinada R se
expresa como

1

R
%

1

R1
!

1

R2

Si R1 % 100 ohmios u5% y R2 % 25 ohmios u2%,
¿aproximadamente qué porcentaje de error puede tener
un valor calculado de R % 20 ohmios de su resistencia
combinada?

9. Suponga que mide dos lados de un terreno triangular y
el ángulo que forman. Las medidas de los lados son
150 m y 200 m, ambas con una exactitud de u1 m. El
ángulo medido es de 30o, con una precisión de u2o.

¿Cuál es el área del terreno y cuál es su estimación del
máximo porcentaje de error de dicha área?

10. Suponga que T(x, y, z) % x3y ! y3z ! z3x da la
temperatura en el punto (x, y, z) en el espacio
tridimensional.

(a) Calcule la derivada direccional de T en (2, .1, 0)
y en la dirección que va desde ese punto al punto
(1, 1, 2).

(b) Una mosca se mueve por el espacio con velocidad
constante 5. En el instante t % 0, la mosca cruza la
superficie 2x2

! 3y2
! z2

% 11 formando ángulos
rectos en el punto (2, .1, 0), moviéndose en la
dirección de temperatura creciente. Calcule dT/dt
en t % 0, tal como la experimenta la mosca.

11. Considere la función f (x, y, z) % x2y ! yz ! z2.

(a) Calcule la derivada direccional de f en el punto
(1, .1, 1) y en la dirección del vector i ! k.

(b) Una hormiga se mueve sobre el plano
x ! y ! z % 1, pasando por el punto (1, .1, 1).
Suponga que se mueve de forma que mantiene f
constante. ¿En qué dirección se está moviendo
cuando pasa por dicho punto (1, .1, 1)?

(c) Otra hormiga camina por el plano x ! y ! z % 1,
moviéndose en la dirección de la máxima tasa de
incremento de f . Calcule su dirección cuando pasa
por el punto (1, .1, 1).

12. Sea f (x, y, z) % (x2
! z2) sen

nxy

2
! yz2. Sea P0 el

punto (1, 1, .1).

(a) Calcule el gradiente de f en P0.

(b) Calcule la linealización L(x, y, z) de f en P0.

(c) Calcule una ecuación del plano tangente en P0 a la
superficie de nivel de f que pasa por P0.

(d) Si un pájaro vuela pasando por P0 con velocidad 5,
dirigiéndose directamente hacia el punto (2, .1, 1),
¿cuál es la tasa de cambio de f vista por el pájaro
cuando pasa por P0?

(e) ¿En qué dirección desde P0 debería volar el pájaro
a una velocidad de 5 para experimentar la máxima
tasa de crecimiento de f?

13. Verifique que para cualquier constante k, la función
u(x, y) % k(ln cos (x/k). ln cos (y/k)) satisface la
ecuación de la superficie mínima

(1 ! u2
x)uyy . uuxuyuxy ! (1 ! u2

y)uxx % 0

14. Las ecuaciones F(x, y, z) % 0 y G(x, y, z) % 0 pueden
definir dos de las variables x, y y z en función de la
variable. Demuestre que

dx

dy

dy

dz

dz

dx
% 1

CAPÍTULO 12. Diferenciación parcial 827



15. Las ecuaciones E
x % u3

. uv

y % 3uv ! 2v2 definen u y v como

funciones de x e y alrededor del punto P tal que
(u, v, x, y) % (.1, 2, 1, 2).

(a) Calcule
Lu

Lx
y

Lu

Ly
en P.

(b) Calcule el valor aproximado de u cuando x % 1.02
e y % 1.97.

16. Las ecuaciones E
u % x2

! y2

v % x2
. 2xy2 definen implícitamente

x e y como funciones de u y v para valores de (x, y)
cerca de (1, 2), y valores de (u, v) cerca de (5, .7).

(a) Calcule
Lx

Lu
y

Ly

Lu
en (u, v) % (5, .7).

(b) Si z % ln (y2
. x2), calcule

Lz

Lu
en (u, v) % (5, .7).

Problemas avanzados
1. (a) Si la gráfica de una función f (x, y) que es

diferenciable en (a, b) contiene parte de una recta
que pasa por el punto (a, b), demuestre que la recta
está en el plano tangente a z % f (x, y) en (a, b).

(b) Si g(t) es una función diferenciable de t, describa la
superficie z % yg(x/y) y demuestre que todos sus
planos tangentes pasan por origen.

2. Una partícula se mueve en el espacio tridimensional de
forma que su dirección de movimiento en cualquier
punto es perpendicular a la superficie de nivel de

f (x, y, z) % 4 . x2
. 2y2

! 3z2

que pasa por dicho punto. Si la trayectoria de una
partícula pasa por el punto (1, 1, 8), demuestre que
también pasa por el punto (2, 4, 1). ¿Pasa por el punto
(3, 7, 0)?

3. (El operador de Laplace en coordenadas
esféricas) Si u(x, y, z) tiene derivadas parciales
segundas continuas y

v(o, h, h) % u(o sen h cos h, o sen h sen h, o cos h)

demuestre que

L2v

Lo2 !
2

o
Lv

Lo
!

cot h

o2

Lv

Lh

!
1

o2

L2v

Lh
2 !

1

o2 sen2
h

L2v

Lh2

%
L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 !
L2u

Lz2

Puede hacerlo a mano, pero es mucho más fácil utilizar
un programa de matemáticas por computador.

4. (Ondas que se expanden esféricamente) Si f es una
función dos veces diferenciable de una variable y

o % ∂x2
! y2

! z2, demuestre que

u(x, y, z, t) %
f (o . ct)

o
satisface la ecuación de onda

tridimensional

L2u

Lt2
% c2A

L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 !
L2u

Lz2B
¿Cuál es el significado geométrico de esta solución en
función del tiempo creciente t? Sugerencia: Puede
utilizar el resultado del Ejercicio 3. En este caso,
v(o, h, h) es independiente de h y h.
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CAPÍTULO 13

Aplicaciones de las
derivadas parciales

No sé lo que debo parecerle al mundo, pero a mí mismo
me veo como un muchacho jugando en la orilla del mar y
divirtiéndome de vez en cuando al encontrar un guijarro
redondo y suave, o una concha más bonita que las demás,
mientras el gran océano de la verdad está por descubrir,
allí delante de mí.

Isaac Newton (1642-1727)

Introducción En este capítulo presentaremos algunas de las formas en las que
las derivadas parciales contribuyen a la comprensión y solución de problemas en
matemática aplicada. Muchos de estos problemas se pueden poner en el contexto de
determinar valores máximos o mínimos de funciones de varias variables, aspectos
que se consideran en las cuatro primeras secciones de este capítulo. Las restantes
secciones presentan diversos problemas en los que interviene la diferenciación de
funciones con respecto a parámetros, y también el Método de Newton para aproxi-
mar soluciones de sistemas de ecuaciones no lineales. Una buena parte del material
de este capítulo se puede considerar opcional. Sólo las Secciones 13.1-13.3 contie-
nen material básico, e incluso partes de esas secciones se pueden omitir (por ejem-
plo, la presentación sobre programación lineal en la Sección 13.2).



13.1 Valores extremos

La función f (x, y) % x2
! y2, parte de cuya gráfica se muestra en la Figura 13.1, tiene un valor

mínimo de 0; este valor se produce en el origen (0, 0), donde la gráfica tiene un plano tangente
horizontal. De forma similar, la función g(x, y) % 1 . x2

. y2, parte de cuya gráfica se muestra
en la Figura 13.2, tiene un valor máximo de 1 en (0, 0). ¿Qué técnicas se podrían utilizar para
descubrir estos hechos si no fueran evidentes observando una gráfica? La obtención de valores
máximos y mínimos de funciones de varias variables es, como su análogo en el caso de funcio-
nes de una sola variable, el punto crucial de muchas aplicaciones de cálculo avanzado en proble-
mas que surgen en otras disciplinas. Desafortunadamente, este problema es a menudo mucho
más complicado que en el caso de una sola variable. Nuestra presentación comenzará por desa-
rrollar las técnicas en el caso de funciones de dos variables. Algunas de esas técnicas se pueden
extender a funciones de más variables en la forma obvia. La extensión de aquellas que no sean
obvias se considerará posteriormente en esta sección.

Figura 13.1 x2
! y2 tiene un valor mínimo

de 0 en el origen.
Figura 13.2 1 . x2

. y2 tiene un valor máximo
de 1 en el origen.

Empecemos por revisar lo que conocemos sobre el caso de una sola variable. Recuérdese que
una función f (x) tiene un valor máximo local (o un valor mínimo local) en un punto a de su
dominio si f (x) m f (a) (o f (x) n f (a)) para todo x en el dominio de f que esté lo suficiente-
mente cerca de a. Si la desigualdad apropiada se mantiene para todo x en el dominio de f , se
dice que f tiene un valor máximo absoluto (o mínimo absoluto) en a. Además, estos valores ex-
tremos locales o absolutos sólo pueden ocurrir en puntos de uno de los tres siguientes tipos:

(a) Puntos críticos, donde f ñ(x) % 0.

(b) Puntos singulares, donde f ñ(x) no existe.

(c) Puntos extremos del dominio de f .

En el caso de varias variables se produce una situación similar. Se dice que una función de dos
variables tiene un valor máximo local o máximo relativo en el punto (a, b) de su dominio si
f (x, y) m f (a, b) para todos los puntos (x, y) del dominio de f que estén lo suficientemente cerca
del punto (a, b). Si la desigualdad se mantiene para todo (x, y) del dominio de f , entonces se
dice que f tiene un valor máximo global o máximo absoluto en (a, b). Las definiciones para
valores mínimos locales (relativos) y absolutos (globales) son similares. En la práctica, en gene-
ral se omite la palabra absoluto o global, por lo que simplemente diremos el valor máximo o el
valor mínimo de f .

El siguiente teorema demuestra que existen tres posibilidades para los puntos donde pueden
ocurrir valores extremos, análogamente al caso de una sola variable.
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TEOREMA 1 Condiciones necesarias para valores extremos

Una función f (x, y) sólo puede tener un valor extremo local absoluto en un punto (a, b) de
su dominio si (a, b) es:

(a) Un punto crítico de f , es decir, un punto que cumple M f (a, b) % 0.
(b) Un punto singular de f , es decir, un punto donde M f (a, b) no existe.
(c) Un punto frontera del dominio de f .

DEMOSTRACIÓN Supongamos que (a, b) pertenece al dominio de f . Si (a, b) no está
en la frontera del dominio de f , entonces debe pertenecer al interior de dicho dominio, y si
(a, b) no es un punto singular de f , entonces existe M f (a, b). Finalmente, si (a, b) no es un
punto crítico de f , entonces M f (a, b) Ç 0, por lo que f tiene una derivada direccional posi-
tiva en la dirección de M f (a, b) y una derivada direccional negativa en la dirección de
.M f (a, b); es decir, f crece si nos movemos desde (a, b) en una dirección y decrece si
nos movemos en la dirección opuesta. Por consiguiente, f no puede tener un valor máximo
ni mínimo en (a, b). Por tanto, todo punto donde se produzca un valor extremo debe ser un
punto crítico, un punto singular de f , o un punto frontera del dominio de f .

#

Nótese que el Teorema 1 sigue siendo válido sin modificar su demostración para el caso de fun-
ciones de cualquier número de variables. Por supuesto, el Teorema 1 no garantiza que una deter-
minada función tendrá valores extremos. Sólo nos dice dónde buscarlos si existen. El Teorema 2,
posterior, proporciona condiciones que garantizan la existencia de valores máximo y mínimo ab-
solutos en el caso de funciones continuas. Es análogo al Teorema Max-Min en el caso de funcio-
nes de una variable. Su demostración se sale del alcance de este texto. Los estudiantes interesa-
dos pueden consultarla en textos elementales sobre análisis matemático.

Se dice que un conjunto de �n está acotado si está contenido dentro de alguna bola
x2

1 ! x2
2 ! ñ ! x2

n m R2 de radio finito R. Se dice que un conjunto de la recta real está acotado si
está contenido en un intervalo de longitud finita.

TEOREMA 2 Condiciones suficientes para la existencia de valores extremos

Si f es una función continua de n variables cuyo dominio es un conjunto cerrado y acota-
do de �n, entonces el rango de f es un conjunto acotado de números reales, y habrá puntos
de dicho dominio donde f tome valores máximo y mínimo absolutos.

#

Ejemplo 1 La función f (x, y) % x2
! y2 (véase la Figura 13.1) tiene un punto crítico en (0, 0), ya que

M f % 2x i ! 2yj y ambos componentes de M f se anulan en (0, 0). Como

f (x, y) b 0 % f (0, 0) si (x, y) Ç (0, 0)

f debe tener un valor mínimo (absoluto) de 0 en ese punto. Si el dominio de f no se restringe, entonces no
tendrá valor máximo. De forma similar, g(x, y) % 1 . x2

. y2 tiene un valor máximo (absoluto) de 1 en su
punto crítico (0, 0) (véase la Figura 13.2).

Ejemplo 2 La función h(x, y) % y2
. x2 tiene también un punto crítico en (0, 0), pero no tiene un va-

lor máximo local ni mínimo local en dicho punto. Obsérvese que h(0, 0) % 0, pero h(x, 0) a 0 y h(0, y) b 0
para cualquier valor distinto de cero de x e y (véase la Figura 13.3). La gráfica de h es un paraboloide
hiperbólico, y a la vista de la forma de esta superficie, podemos decir que el punto crítico (0, 0) es un punto
de ensilladura de h.
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Utilizaremos en general la nomenclatura de punto de ensilladura para denominar cualquier pun-
to crítico interior del dominio de una función f de varias variables donde no haya un valor má-
ximo o mínimo local. Incluso en funciones de dos variables, la gráfica puede no tener forma de
ensilladura cerca de un punto de ese tipo. Por ejemplo, la función f (x, y) % .x3 tiene una recta
completa de puntos de ensilladura a lo largo del eje y (véase la Figura 13.4), aunque su gráfica
no recuerda la forma de una ensilladura en ninguna parte. Estos puntos son semejantes a los pun-
tos de inflexión en el caso de funciones de una variable. Los puntos de ensilladura son los análo-
gos en dimensiones superiores a los puntos de inflexión horizontales en el caso de una dimen-
sión.

Figura 13.3 y2
. x2 tiene un punto de ensilladura en (0, 0). Figura 13.4 Una línea de puntos de ensilladura.

Ejemplo 3 La función f (x, y) % ∂x2
! y2 no tiene puntos críticos, pero tiene un punto singular en

(0, 0), donde tiene un valor mínimo local (y absoluto) de cero. La gráfica de f tiene la forma de un cono
circular recto (véase la Figura 13.5(a)).

Ejemplo 4 La función f(x, y) % 1 . x está definida en todos los puntos del plano xy, y no tiene pun-
tos críticos ni puntos singulares (M f (x, y) % .i en todo (x, y)). Por tanto, f no tiene valores extremos. Sin
embargo, si restringimos el dominio de f a los puntos del disco x2

! y2
m 1 (un conjunto cerrado y acotado

en el plano xy), entonces f tiene valores máximo y mínimo absolutos, como debe ser por el Teore-
ma 2. El valor máximo es 2 en el punto frontera (.1, 0), y el valor mínimo es 0 en (1, 0) (véase la Figu-
ra 13.5(b)).

Figura 13.5

(a) ∂x2
! y2 tiene un valor mínimo

en el punto singular (0, 0).
(b) Cuando se restringe al disco

x2
! y2

m 1, la función 1 . x
tiene valores máximo y mínimo
en puntos frontera.

832 CÁLCULO



Clasificación de los puntos críticos

Los ejemplos anteriores son muy simples; es inmediatamente obvio en cada caso saber si la fun-
ción tiene un máximo local, un mínimo local o un punto de ensilladura en los puntos críticos o
singulares. En el caso de funciones más complicadas, puede ser más difícil clasificar los puntos
críticos interiores. En teoría, tal clasificación se puede hacer siempre considerando la diferencia

B f % f (a ! h, b ! k) . f (a, b)

para valores pequeños de h y k, siendo (a, b) el punto crítico en cuestión. Si la diferencia es
siempre no negativa (o no positiva) para h y k pequeños, entonces f debe tener un mínimo (o
máximo) local en (a, b); si la diferencia es negativa en algunos puntos (h, k) arbitrariamente cer-
canos (0, 0) y positiva para otros, entonces f debe tener un punto de ensilladura en (a, b).

Ejemplo 5 Calcule y clasifique los puntos críticos de f (x, y) % 2x3
. 6xy ! 3y2.

Solución Los puntos críticos deben satisfacer el sistema de ecuaciones:

0 % f1(x, y) % 6x2
. 6y á x2

% y

0 % f2(x, y) % .6x ! 6y á x % y

En conjunto, estas ecuaciones implican que x2
% x, de forma que x % 0 o x % 1. Por tanto, los puntos críti-

cos son (0, 0) y (1, 1).
Consideremos (0, 0). En este caso B f es

B f % f (h, k) . f (0, 0) % 2h3
. 6hk ! 3k2

Como f (h, 0) . f (0, 0) % 2h3 es positivo para valores positivos pequeños de h y negativo para valores ne-
gativos pequeños de h, f no puede tener un valor máximo ni mínimo en (0, 0). Por consiguiente, (0, 0) es
un punto de ensilladura.

Consideremos ahora (1, 1). En este caso B f es

B f % f (1 ! h, 1 ! k) . f (1, 1)

% 2(1 ! h)3
. 6(1 ! h)(1 ! k) ! 3(1 ! k)2

. (.1)

% 2 ! 6h ! 6h2
! 2h3

. 6 . 6h . 6k . 6hk ! 3 ! 6k ! 3k2
! 1

% 6h2
. 6hk ! 3k2

! 2h3

% 3(h . k)2
! h2(3 ! 2h)

Ambos términos en la expresión anterior son no negativos si �h � a 3/2, y no pueden ser los dos nulos a
menos que h % k % 0. Por tanto, B f b 0 para valores pequeños de h y k, y f tiene un valor mínimo local
de .1 en (1, 1).

El método utilizado para clasificar los puntos críticos en el ejemplo anterior se convierte en un
método de «fuerza bruta» si la función que interviene es más complicada. Sin embargo, existe un
test de la segunda derivada similar al de funciones de una variable. La versión para n variables
es el objeto del siguiente teorema, cuya demostración se basa en las propiedades de las formas
cuadráticas presentadas en la Sección 10.6.
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TEOREMA 3 Un test de la segunda derivada

Supongamos que a % (a1, a2, ..., an) es un punto crítico de f (x) % f (x1, x2, ..., xn) y que está
en el interior del dominio de f . Supongamos también que todas las derivadas parciales se-
gundas de f son continuas en un entorno de a, de forma que la matriz hessiana

H (x) %A
f11(x) f12(x) ñ f1n(x)

f21(x) f22(x) ñ f2n(x)

ó ó . . . ó

fn1(x) f2n(x) ñ fnn(x)
B

Es también continua en ese entorno. Nótese que la continuidad de las derivadas parciales
garantiza que H es una matriz simétrica.

(a) Si H (a) es definida positiva, entonces f tiene un mínimo local en a.
(b) Si H (a) es definida negativa, entonces f tiene un máximo local en a.
(c) Si H (a) es indefinida, entonces f tiene un punto de ensilladura en a.
(d) Si H (a) no es ni definida positiva ni definida negativa ni indefinida, este test no da in-

formación.

DEMOSTRACIÓN Sea g(t) % f (a ! th) para 0 m t m 1, siendo h un vector de n dimen-
siones. Entonces,

gñ(t) %

n

;
i%1

fi(a ! th)hi

gññ(t) %

n

;
i%1

n

;
j%1

fij(a ! th)hi hj % hT
H (a ! th)h

En la expresión anterior, h se trata como un vector columna. Aplicando la fórmula de Tay-
lor con resto de Lagrange a g se puede expresar

g(1) % g(0) ! gñ(0) !
1

2
gññ(h)

para algún valor h entre 0 y 1. Así,

f (a ! h) % f (a) !

n

;
i%1

fi(a)hi !
1

2
hT

H (a ! hh)h

Como a es un punto crítico de f , fi(a) % 0 para 1 m i m n, por lo que

f (a ! h) . f (a) %
1

2
hT

H(a ! hh)h

Si H (a) es definida positiva, entonces, por la continuidad de H, también lo es H (a ! hh)
para �h � suficientemente pequeño. Por tanto, f (a ! h) . f (a) b 0 para h distinto de cero,
lo que demuestra (a).

Los apartados (b) y (c) se demuestran de forma similar. Las funciones f (x, y) %

% x4
! y4, g(x, y) % .x4

. y4 y h(x, y) % x4
. y4 son casos del apartado (d), y demuestran

que en este caso una función puede tener un mínimo, un máximo o un punto de ensilladura.
#
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Ejemplo 6 Calcule y clasifique los puntos críticos de la función f (x, y, z) % x2y ! y2z ! z2
. 2x.

Solución Las ecuaciones que determinan los puntos críticos son

0 % f1(x, y, z) % 2xy . 2

0 % f2(x, y, z) % x2
! 2yz

0 % f3(x, y, z) % y2
! 2z

La tercera ecuación implica que z % .y2/2 y la segunda implica entonces que y3
% x2. De la primera ecua-

ción se obtiene y5/2
% 1. Por consiguiente, y % 1 y z % .

1
2. Como xy % 1, debemos tener x % 1. El único

punto crítico es P % (1, 1, .
1
2). Evaluando las derivadas parciales segundas de f en este punto se obtiene

la matriz hessiana

H %A
2 2 0

2 .1 2

0 2 2B
Como

2 b 0, G
2 2

2 .1 G% .6 a 0, G
2 2 0

2 .1 2

0 2 2 G% .20 a 0

H es indefinida por el Teorema 8 de la Sección 10.6, por lo que P es un punto de ensilladura de f .

Observación Aplicando el test de definición positiva o negativa o de indefinición, dado por
el Teorema 8 de la Sección 10.6, podemos enunciar el test de la segunda derivada para una fun-
ción de dos variables como sigue:

Supongamos que (a, b) es un punto crítico de la función f (x, y), perteneciente al interior del
dominio de f . Supongamos también que las derivadas parciales segundas de f son continuas y
tienen en ese punto los valores

A % f11(a, b), B % f12(a, b) % f21(a, b) y C % f22(a, b)

(a) Si B2
. AC a 0 y A b 0, entonces f tiene un valor mínimo local en (a, b).

(b) Si B2
. AC a 0 y A a 0, entonces f tiene un valor máximo local en (a, b).

(c) Si B2
. AC b 0, entonces f tiene un punto de ensilladura en (a, b).

(d) Si B2
. AC % 0, este test no proporciona información; f puede tener un máximo local, un

mínimo local o un punto de ensilladura en (a, b).

Ejemplo 7 Reconsidere el Ejemplo 5 y utilice el test de la segunda derivada para clasificar los dos
puntos críticos (0, 0) y (1, 1) de f (x, y) % 2x3

. 6xy ! 3y2.

Solución Tenemos

f11(x, y) % 12x, f12(x, y) % .6 y f22(x, y) % 6

En (0, 0), tenemos, por tanto,

A % 0, B % .6, C % 6 y B2
. AC % 36 b 0

por lo que (0, 0) es un punto de ensilladura. En (1, 1) tenemos

A % 12 b 0, B % .6, C % 6 y B2
. AC % .36 a 0

por lo que f debe tener un mínimo local en (1, 1).

CAPÍTULO 13. Aplicaciones de las derivadas parciales 835



Ejemplo 8 Calcule y clasifique los puntos críticos de

f (x, y) % xye.(x2!y2)/2

¿Tiene f valores máximo y mínimo? ¿Por qué?

Solución Empezaremos calculando las derivadas parciales de primer y segundo orden de la función f:

f1(x, y) % y(1 . x2)e.(x2!y2)/2

f2(x, y) % x(1 . y2)e.(x2!y2)/2

f11(x, y) % xy(x2
. 3)e.(x2!y2)/2

f12(x, y) % (1 . x2)(1 . y2)e.(x2!y2)/2

f22(x, y) % xy(y2
. 3)e.(x2!y2)/2

En cualquier punto crítico, f1 % 0 y f2 % 0, por lo que en este caso los puntos críticos serán las soluciones
del sistema de ecuaciones

y(1 . x2) % 0

x(1 . y2) % 0

La primera de estas ecuaciones dice que y % 0 o x % u1. La segunda ecuación dice que x % 0 o y % u1.
Hay cinco puntos que satisfacen ambas condiciones: (0, 0), (1, 1), (1, .1), (.1, 1) y (.1, .1). Los clasi-
ficaremos utilizando el test de la segunda derivada.

En (0, 0) tenemos que A % C % 0, B % 1, por lo que B2
. AC % 1 b 0. Así, f resulta tener un punto de

ensilladura en (0, 0).
En (1, 1) y (.1, .1) tenemos A % C % .2/ea 0, B % 0. Se deduce que B2

. AC % .4/e2
a 0. Por

tanto, f tiene valores máximos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es .1/e.
En (1, .1) y (.1, 1) tenemos A % C % 2/eb 0, B % 0. Se deduce que B2

. AC % .4/e2
a 0. Así, f

tiene valores mínimos locales en dichos puntos. El valor de f en cada uno de ellos es .1/e.
De hecho, f tiene valores máximo y mínimo absolutos, a saber, los valores obtenidos antes como extre-

mos locales. Para ver por qué, obsérvese que f (x, y) tiende a 0 cuando el punto (x, y) tiende a infinito en
cualquier dirección, debido a la exponencial negativa que domina al factor potencial xy para valores gran-
des de x2

! y2. Elijamos un número entre 0 y el valor máximo local 1/e obtenido antes, por ejemplo, el
número 1/(2e). Para algún valor R, debemos tener � f (x, y) � m 1/(2e), siempre que x2

! y2
n R2. Por el Teo-

rema 2, f debe tener valores máximo y mínimo absolutos en el disco cerrado x2
! y2

m R2. Dichos valores
no pueden estar en la circunferencia frontera x2

! y2
% R2, porque � f � es menor allí (m 1/(2e)) que en los

puntos críticos considerados antes. Como f no tiene puntos singulares, los valores máximo y mínimo abso-
lutos para el disco, y por tanto para todo el plano, deben estar en esos puntos críticos.

Ejemplo 9 Calcule la forma de una caja rectangular sin tapa cuyo volumen sea V y el área total de
sus cinco caras sea mínima.

Solución Si las dimensiones horizontales de la caja son x e y, y su altura es z (véase la Figura 13.6),
entonces deseamos minimizar

S % xy ! 2yz ! 2xz

Figura 13.6
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con la restricción de que xyz % V, el volumen requerido. Podemos utilizar esta restricción para reducir el
número de variables de las que depende S, por ejemplo, sustituyendo

z %
V

xy

Entonces S se convierte en una función de las variables x e y:

S % S(x, y) % xy !
2V

x
!

2V

y

Una caja real debe tener dimensiones positivas, por lo que el dominio de S sólo puede estar formado por
aquellos puntos (x, y) que cumplan x b 0 e y b 0. Si x o y tienden a 0 o a ä, entonces S r ä, por lo que
el valor mínimo de S debe producirse en un punto crítico (S no tiene puntos singulares). Para obtener los
puntos críticos se resuelven las ecuaciones

0 %
LS

Lx
% y .

2V

x2 á x2y % 2V

0 %
LS

Ly
% x .

2V

y2 á xy2
% 2V

Por tanto, x2y . xy2
% 0 o xy(x . y) % 0. Como x b 0 e y b 0, esto implica que x % y. Por tanto, x3

% 2V,
x % y % (2V)1/3 y z % V/(xy)% 2.2/3V1/3

% x/2. Como sólo hay un punto crítico, debe minimizar S (¿por
qué?). La caja con área de superficie mínima tiene base cuadrada, pero su altura es sólo la mitad de sus
dimensiones horizontales.

Observación El problema anterior es un problema de valores extremos de tres variables con
restricciones; la ecuación xyz % V es una restricción que limita la libertad de x, y y z. Hemos
utilizado la restricción para eliminar una variable, z, y así hemos reducido el problema a un pro-
blema de dos variables libre (sin restricciones). En la Sección 13.3 desarrollaremos un método
más potente para resolver problemas de valores extremos con restricciones.

Ejercicios 13.1

En los Ejercicios 1-17, calcule y clasifique los puntos
críticos de las funciones dadas.

1. f (x, y) % x2
! 2y2

. 4x ! 4y

2. f (x, y) % xy . x ! y 3. f (x, y) % x3
! y3

. 3xy

4. f (x, y) % x4
! y4

. 4xy
5. f (x, y) %

x

y
!

8

x
. y

6. f (x, y) % cos (x ! y) 7. f (x, y) % x sen y

8. f (x, y) % cos x ! cos y 9. f (x, y) % x2ye.(x2!y2)

10. f (x, y) %
xy

2 ! x4
! y4 11. f (x, y) % xe.x3!y3

12. f (x, y) %
x2

x2
! y2 13. f (x, y) %

xy

x2
! y2

14. f (x, y) %
1

1 . x ! y ! x2
! y2

15. f (x, y) %A1 !
1

xBA1 !
1

yBA
1

x
!

1

yB
*16. f (x, y, z) % xyz . x2

. y2
. z2

*17. f (x, y, z) % xy ! x2z . x2
. y . z2

*18. Demuestre que f (x, y, z) % 4xyz . x4
. y4

. z4 tiene
un valor máximo local en el punto (1, 1, 1).

19. Calcule los valores máximo y mínimo de

f (x, y) % xye.x2.y4

20. Calcule los valores máximo y mínimo de

f (x, y) %
x

(1 ! x2
! y2)

*21. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y, z) % xyze.x2.y2.z2

. ¿Cómo sabe que estos
valores extremos existen?
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22. Calcule el valor mínimo de f (x, y) % x ! 8y !
1

xy
en el

primer cuadrante x b 0, y b 0. ¿Cómo sabe que existe
un mínimo?

23. Las regulaciones postales exigen que la suma de la
altura y el perímetro horizontal de un paquete no
supere las L unidades. Calcule el máximo volumen de
una caja rectangular que pueda satisfacer esta
restricción.

24. El material utilizado para hacer el fondo de una caja
rectangular es dos veces más caro por unidad de área
que el material utilizado para hacer la tapa y las
paredes laterales. Calcule las dimensiones de la caja de
un volumen dado V para la que el coste de materiales
es mínimo.

25. Calcule el volumen de la mayor caja rectangular (con
caras paralelas a los planos coordenados) que se puede
inscribir en el elipsoide

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1

26. Calcule tres números positivos a, b y c tales que su
suma es 30 y la expresión ab2c3 es máxima.

27. Calcule los puntos críticos de la función z % g(x, y)
que satisface la ecuación e2zx.x2

. 3e2zy!y2
% 2.

*28. Clasifique los puntos críticos de la función g del
ejercicio anterior.

*29. Sea f (x, y) % (y . x2)(y . 3x2). Demuestre que el
origen es un punto crítico de f y que la restricción de

f a toda recta que pase por el origen tiene un valor
mínimo local en el origen (es decir, demuestre que
f (x, kx) tiene un valor mínimo local en x % 0 para
todo k, y que f (0, y) tiene un valor mínimo local en
y % 0). ¿Tiene f (x, y) un valor mínimo local en el
origen? ¿Qué le sucede a f en la curva y % 2x2?
¿Qué dice el test de la segunda derivada en esta
situación?

30. Verifique completando el cuadrado (es decir, sin
utilizar el Teorema 8 de la Sección 10.6) que la forma
cuadrática

Q(u, v) % (x, y)A
A B

B CBA
x

yB% Au2
! 2Buv ! Cv2

es definida positiva si A b 0 y G
A B

B C Gb 0, definida

negativa si A a 0 y G
A B

B C Gb 0 e indefinida si

G
A B

B C Ga 0. Esto proporciona una confirmación

independiente de la afirmación que se hace en la
observación que precede al Ejemplo 7.

*31. Enuncie y demuestre (utilizando argumentos basados
en completar cuadrados en vez de emplear el
Teorema 8 de la Sección 10.6) un resultado análogo
al del Ejercicio 30 para una forma cuadrática
Q(u, v, w) de tres variables. ¿Cuáles son las
implicaciones para un punto crítico (a, b, c) de una
función f (x, y, z), cuyas derivadas parciales segundas
son conocidas en (a, b, c)?

13.2 Valores extremos de funciones definidas en dominios restringidos
Una buena parte de la sección anterior ha considerado técnicas para determinar si un punto críti-
co de una función es un valor máximo, mínimo o un punto de ensilladura. En esta sección va-
mos a considerar el problema de determinar los valores máximos y mínimos absolutos de funcio-
nes que los posean (generalmente funciones cuyos dominios estén restringidos a subconjuntos de
�2, o �n, con interiores no vacíos). En el Ejemplo 8 de la Sección 13.1 tuvimos que demostrar
que la función dada tenía valores extremos absolutos. Sin embargo, si lo que tenemos es una
función continua en un dominio cerrado y acotado, entonces podemos basarnos en el Teorema 2
para garantizar la existencia de valores extremos absolutos, pero tendremos que comprobar siem-
pre los puntos frontera, así como los puntos críticos del interior y los puntos singulares para ob-
tener dichos extremos. Los siguientes ejemplos ilustran la técnica.

Ejemplo 1 Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y) % 2xy en el disco cerrado x2
! y2

m 4
(véase la Figura 13.7).

Solución Como f es continua y el disco es cerrado, debe alcanzar valores máximo y mínimo absolutos
en algunos puntos de dicho disco. Las derivadas parciales primeras de f son

f1(x, y) % 2y y f2(x, y) % 2x

por lo que no hay puntos singulares, y el único punto crítico es (0, 0), donde f toma el valor 0.
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Figura 13.7 Puntos candidatos a valores extremos en el Ejemplo 1.

Debemos considerar todavía los valores de f en la circunferencia frontera x2
! y2

% 4. Podemos expre-
sar f sobre esta circunferencia en función de una sola variable utilizando una parametrización de la circun-
ferencia, es decir,

x % 2 cos t, y % 2 sen t, (.n m t m n)

Tenemos

f (2 cos t, 2 sen t) % 8 cos t sen t % g(t)

Tenemos que obtener los valores extremos de g(t). Podemos hacer esto de dos formas. Si escribimos
g(t) % 4 sen 2t, es claro que g(t) tiene un valor máximo de 4 (en t %

n
4 y .

3n
4 ) y un valor mínimo de .4

(en t % .
n
4 y 3n

4 ). También podemos diferenciar g para obtener sus puntos críticos:

0 % gñ(t) % .8 sen2 t ! 8 cos2 t á tan2 t % 1

á t % u

n
4

o u

3n
4

con lo que se obtiene de nuevo el valor máximo de 4 y el valor mínimo de .4 (no es necesario comprobar
los extremos t % .n y t % n, ya que g es diferenciable en todas partes y es periódica de periodo n, y cual-
quier máximo o mínimo absoluto se producirá en un punto crítico).

En cualquier caso, f tiene un valor máximo de 4 en los puntos frontera (∂2, ∂2) y (.∂2, .∂2), y
un valor mínimo de .4 en los puntos frontera (∂2, .∂2) y (.∂2, ∂2). Se puede demostrar fácilmente
mediante el test de la segunda derivada (o de cualquier otra forma) que el punto crítico interior (0, 0) es un
punto de ensilladura (véase la Figura 13.7).

Ejemplo 2 Calcule los valores extremos de la función f (x, y) % x2ye.(x!y) en la región triangular T
dada por x n 0, y n 0 y x ! y m 4.

Solución Primero se buscan los puntos críticos:

0 % f1(x, y) % xy(2 . x)e.(x!y) ú x % 0, y % 0 o x % 2

0 % f2(x, y) % x2(1 . y)e.(x!y) ú x % 0 o y % 1

Los puntos críticos son (0, y) para todo y, y (2, 1). Sólo (2, 1) es un punto interior de T (véase la Figu-
ra 13.8). f (2, 1) % 4/e3

] 0.199. La frontera de T está formada por tres segmentos rectos. En dos de ellos,
los ejes coordenados, f es idénticamente nula. El tercer segmento se expresa como

y % 4 . x, 0 m x m 4

por lo que los valores de f en este segmento se pueden expresar sólo en función de x:

g(x) % f (x, 4 . x) % x2(4 . x)e.4, 0 m x m 4

CAPÍTULO 13. Aplicaciones de las derivadas parciales 839



Figura 13.8 Puntos de interés en el Ejemplo 2.

Obsérvese que g(0) % g(4) % 0 y g(x) b 0 si 0 a x a 4. Los puntos críticos de g están dados por
0 % gñ(x) % (8x . 3x2)e.4, por lo que son x % 0 y x % 8/3. Tenemos que

gA
8

3B% fA
8

3
,

4

3B%
256

27
e.4

] 0.174 a f (2, 1)

Concluimos entonces que el valor máximo de f en la región T es 4/e3, y que se produce en el punto crítico
interior (2, 1). El valor mínimo de f es cero y se produce en todos los puntos de los dos segmentos fron-
tera perpendiculares. Nótese que f no tiene ni un máximo local ni un mínimo local en el punto frontera
(8/3, 4/3), aunque g presenta un máximo local allí. Por supuesto, ese punto tampoco es un punto de ensilla-
dura de f; no es un punto crítico de f .

Ejemplo 3 Entre todos los triángulos cuyos vértices están en una circunferencia dada, calcule el que
tiene área máxima.

Solución La intuición nos dice que los triángulos equiláteros serán los de área máxima. Sin embargo,
demostrarlo puede ser muy difícil a menos que se haga una buena selección de las variables para plantear el
problema analíticamente. Con una elección adecuada de las unidades y los ejes podemos suponer que la
circunferencia es x2

! y2
% 1 y que un vértice del triángulo es el punto P de coordenadas (1, 0). Sean Q y

R los otros dos vértices, como se muestra en la Figura 13.9. Puede suponerse que Q está en la semicircunfe-
rencia superior y R en la inferior, y que el origen O está dentro del triángulo PQR. Supongamos que PQ y
PR forman ángulos h y h, respectivamente, con la dirección negativa del eje x. Claramente, 0 m h m n/2 y
0 m h m n/2. Las rectas que van desde O hasta Q y R forman ángulos iguales t con la recta QR, con
2h ! 2h ! 2t % n. Trazando perpendiculares desde O a los tres lados del triángulo PQR, podemos expre-
sar el área A del triángulo como la suma de las áreas de seis triángulos rectángulos más pequeños:

A % 2 #
1

2
sen h cos h ! 2 #

1

2
sen h cos h ! 2 #

1

2
sen t cos t

%
1

2
(sen 2h ! sen 2h ! sen 2t)

Como 2t % n . 2(h ! h), expresamos A en función de las dos variables h y h:

A % A(h, h) %
1

2
(sen 2h ! sen 2h ! sen 2(h ! h))

El dominio de A es el triángulo h n 0, h n 0, h ! h m n/2. A % 0 en los vértices de un triángulo y es posi-
tiva en todas partes (véase la Figura 13.10). Demostraremos que el valor máximo de A(h, h) en cualquier
lado del triángulo es 1 y se produce en el punto medio de dicho lado. En dicho lado h % 0 y tenemos

A(0, h) %
1

2
(sen 2h ! sen 2h) % sen 2h m 1 % A(0, n/4)
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Figura 13.9 ¿Dónde deberían estar Q y R para asegurar
que el triángulo PQR tiene área máxima?

Figura 13.10 El dominio de A(h, h).

De forma similar, en h % 0, A(h, 0) m 1 % A(n/4, 0). En el lado h ! h % n/2 tenemos

AAh,
n
2

. hB%
1

2
(sen 2h ! sen (n . 2h))

% sen 2h m 1 % AA
n
4

,
n
4B

Debemos comprobar ahora los puntos críticos interiores de A(h, h) (no hay puntos singulares). Los puntos
críticos deben cumplir

0 %
LA

Lh
% cos 2h ! cos (2h ! 2h)

0 %
LA

Lh

% cos 2h ! cos (2h ! 2h)

por lo que dichos puntos críticos cumplen cos 2h % cos 2h, y, por consiguiente, h % h. Sustituimos ahora
esta ecuación en cualquiera de las ecuaciones anteriores para determinar h:

cos 2h ! cos 4h % 0

2 cos2 2h ! cos 2h . 1 % 0

(2 cos 2h . 1)(cos 2h ! 1) % 0

cos 2h %
1

2
o cos 2h % .1

La única solución que produce un punto interior del dominio de A es h % h % n/6. Nótese que

AA
n
6

,
n
6B%

1

2 A
∂3

2
!

∂3

2
!

∂3

2 B%
3∂3

4
b 1

Este punto interior crítico maximiza el área del triángulo inscrito. Finalmente, obsérvese que para
h % h % n/6, tenemos también que t % n/6, por lo que el triángulo de área máxima es un triángulo equilá-
tero.
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Observación Como el área A del triángulo inscrito debe tener un valor máximo (A es conti-
nua y su dominio es cerrado y acotado), se puede utilizar un argumento estrictamente geométrico
para demostrar que el triángulo de área máxima es equilátero. Si un triángulo inscrito tuviera dos
lados desiguales, su área se podría hacer mayor moviendo el vértice común de esos dos lados
por la circunferencia para incrementar su distancia perpendicular al lado opuesto del triángulo.

Programación lineal

La programación lineal es una rama del álgebra lineal que desarrolla técnicas sistemáticas para
obtener máximos y mínimos de una función lineal sujeta a varias restricciones lineales de desi-
gualdad. Estos problemas aparecen frecuentemente en las ciencias de gestión y en la investiga-
ción de operaciones. Debido a su naturaleza lineal, en general no requieren el empleo del cálculo
en su solución; la programación lineal se presenta frecuentemente en cursos de matemática fini-
ta. No presentaremos aquí ningún estudio formal de la programación lineal, pero haremos algu-
nas observaciones que permitan su comparación con los problemas más generales no lineales de
valores extremos considerados anteriormente, y que requieren el empleo del cálculo para obtener
su solución.

La inecuación ax ! by m c es un ejemplo de inecuación lineal en dos variables. El conjunto
solución de esta inecuación está formado por un semiplano que queda a un lado de la recta
ax ! by % c. El conjunto solución de un sistema de varias inecuaciones lineales de dos variables
es la intersección de estos semiplanos, por lo que es una región convexa del plano limitada por
una línea poligonal. Si es un conjunto acotado, entonces es un polígono convexo junto con su
interior (un conjunto se denomina convexo si contiene completamente a una recta que se trace
entre dos cualesquiera de sus puntos. En la recta real los conjuntos convexos son los intervalos).

Examinemos un ejemplo concreto simple en el que intervienen sólo dos variables y unas po-
cas restricciones.

Ejemplo 4 Calcule el valor máximo de F(x, y) % 2x ! 7y sujeta a las restricciones x ! 2y m 6,
2x ! y m 6, x n 0 e y n 0.

Solución El conjunto solución � de este sistema de cuatro desigualdades de restricciones se muestra en
la Figura 13.11. Es la región con forma de cuadrilátero cuyos vértices son (0, 0), (3, 0), (2, 2) y (0, 3). La
figura muestra también algunas curvas de nivel de la función lineal F. Son rectas paralelas de pendiente
.

2
7. Deseamos encontrar la recta correspondiente al máximo valor de F que corte todavía a �. Evidente-

mente, se trata de la recta F % 21, que pasa por el vértice (0, 3) de �. El máximo valor de F sujeto a las
restricciones es 21.

Figura 13.11 La región sombreada es el conjunto solución
de las desigualdades de restricciones del Ejemplo 4.
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Como ilustra este ejemplo simple, una función lineal con dominio restringido por desigualdades
lineales no alcanza valores máximos ni mínimos en puntos del interior de su dominio (si dicho
dominio tiene interior). Cualquier valor extremo se producirá en un punto frontera del dominio o
en un conjunto de tales puntos frontera. Cuando el valor extremo se produzca en un conjunto de
puntos frontera, dicho conjunto siempre contendrá al menos un vértice.

Este comportamiento se sigue cumpliendo en general para problemas de valores extremos de
funciones lineales en cualquier número de variables, cuyos dominios estén restringidos por cual-
quier número de desigualdades lineales. En el caso de problemas con tres variables, el dominio
será una región convexa de �3 limitada por planos. En el caso de un problema con n variables,
el dominio será una región convexa de �n limitada por hiperplanos de dimensión n . 1. Estas
regiones poliédricas tendrán vértices (donde se crucen n hiperplanos), y los valores máximo y
mínimo de las funciones lineales sujetas a las restricciones se seguirán produciendo en subcon-
juntos de la frontera que contendrán a esos vértices. Por tanto, estos problemas se pueden resol-
ver evaluando la función lineal que se ha de optimizar (se denomina función objetivo) en todos
los vértices y seleccionando el valor máximo o mínimo.

En la práctica, en los problemas de programación lineal pueden intervenir cientos y hasta mi-
les de variables, e incluso más restricciones. Estos problemas deben ser resueltos con computa-
dores, pero incluso así es extremadamente ineficiente, si no imposible, calcular todos los vértices
del conjunto solución de las restricciones, y los valores de la función objetivo en dichos vértices.
Muchos de los estudios sobre programación lineal se centran, por tanto, en desarrollar técnicas
para obtener (o al menos acercarse) el vértice óptimo en tan pocos pasos como sea posible. En
general, intervienen criterios por los que un gran número de vértices se pueden rechazar median-
te consideraciones geométricas. No profundizaremos en estas técnicas, sino que nos contentare-
mos con presentar un ejemplo más para ilustrar, en un caso muy simple, cómo se puede utili-
zar la geometría subyacente de un problema para reducir el número de vértices que se deben
considerar.

Ejemplo 5 Un sastre dispone de 230 m de cierta tela y tiene pedidos para un máximo de 20 trajes, un
máximo de 30 chaquetas y un máximo de 40 pantalones, para realizar con dicha tela. Cada traje requiere 6
m de tela, cada chaqueta 3 m y cada pantalón 2 m. Si el beneficio del sastre es de 20 e por traje, 14 e por
chaqueta y 12 e por pantalón, ¿cuántos debe hacer para obtener el máximo beneficio con la tela de que
dispone?

Solución Supongamos que el sastre hace x trajes, y chaquetas y z pantalones. En ese caso, su beneficio
será

P % 20x ! 14y ! 12z

Las restricciones del problema son

x n 0, x m 20

y n 0, y m 30

z n 0, z m 40

6x ! 3y ! 2z m 230

La última desigualdad se debe al suministro limitado de la fábrica. La Figura 13.12 muestra el conjunto
solución. Tiene 10 vértices, A, B, ..., J. Como P crece en la dirección del vector MP % 20i ! 14j ! 12k,
que apunta hacia el primer octante, el valor máximo no se puede alcanzar en ninguno de los vértices
A, B, ..., G (piénsese por qué). Por consiguiente, sólo necesitamos buscar en los vértices H, I y J.

H % (20, 10, 40), P % 1020 en H

I % (10, 30, 40), P % 1100 en I

J % (20, 30, 10), P % 940 en J
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Figura 13.12 El conjunto convexo de puntos que cumplen las restricciones
del Ejemplo 5.

Por consiguiente, el sastre debe hacer 10 trajes, 30 chaquetas y 40 pantalones para obtener su máximo be-
neficio, 1100 e, con la tela de que dispone.

Ejercicios 13.2

1. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y) % x . x2

! y2 en el rectángulo 0 m x m 2,
0 m y m 1.

2. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y)%xy.2x en el rectángulo .1mxm1, 0mym1.

3. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y) % xy . y2 en el disco x2

! y2
m 1.

4. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y) % x ! 2y en el disco x2

! y2
m 1.

5. Calcule el valor máximo de f (x, y) % xy . x3y2 en el
cuadrado 0 m x m 1, 0 m y m 1.

6. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y) % xy(1 . x . y) en el triángulo cuyos vértices
son (0, 0), (1, 0) y (0, 1).

7. Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y) %

sen x cos y en la región triangular cerrada limitada por
los ejes de coordenadas y la recta x ! y % 2n.

8. Calcule el valor máximo de

f (x, y) % sen x sen y sen (x ! y)

en el triángulo limitado por los ejes de coordenadas y
la recta a x ! y % n.

9. La temperatura de todos los puntos del disco
x2

! y2
m 1 está dada por

T % (x ! y)e.x2.y2

Calcule las temperaturas máxima y mínima en los
puntos del disco.

10. Calcule los valores máximo y mínimo de

f (x, y) %
x . y

1 ! x2
! y2

en el semiplano superior y n 0.

11. Calcule los valores máximo y mínimo de xy2
! yz2 en

la bola x2
! y2

! z2
m 1.

12. Calcule los valores máximo y mínimo de xz ! yz en la
bola x2

! y2
! z2

m 1.

13. Considere la función f (x, y) % xye.xy cuyo dominio es
el primer cuadrante x n 0, y n 0. Demuestre que
limxrä

f (x, kx) % 0. ¿Tiene f límite cuando (x, y) se
aleja arbitrariamente del origen por el primer
cuadrante? ¿Tiene f un valor máximo en el primer
cuadrante?

14. Repita el Ejercicio 13 para la función
f (x, y) % xy2e.xy.

15. En cierta comunidad hay dos fábricas de cerveza que
compiten, de forma que las ventas de una afectan
negativamente al beneficio de la otra. Si la fábrica A
produce x litros de cerveza al mes y la fábrica B
produce y litros de cerveza al mes, entonces los
beneficios mensuales de P e de la fábrica A y de Q e

de la fábrica B se pueden expresar como

P % 2x .

2x2
! y2

106

Q % 2y .

4y2
! x2

2 # 106

Calcule la suma de los beneficios de las dos fábricas si
cada una establece su producción de forma
independiente, con el criterio de maximizar su propio
beneficio, y asume que su competidora hace lo mismo.
Calcule la suma de los beneficios si las dos fábricas
cooperan y determinan sus producciones respectivas de
forma que se maximice dicha suma.

16. En una valla recta de 100 m de longitud se realizan dos
dobleces que forman el mismo ángulo a la misma
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distancia de sus extremos, y la cerca de tres segmentos
resultantes se pega a un muro existente para formar un
recinto de forma trapezoidal. ¿Cuál es la máxima área
posible de dicho recinto?

17. Maximice Q(x, y) % 2x ! 3y sujeta a las restricciones
x n 0, y n 0, y m 5, x ! 2y m 12 y 4x ! y m 12.

18. Minimice F(x, y, z) % 2x ! 3y ! 4z sujeta a las
restricciones x n 0, y n 0, z n 0, x ! y n 2, y ! z n 2
y x ! z n 2.

19. Un fabricante textil produce dos tipos de tela de
lana-algodón-poliéster. El tipo de lujo tiene una
composición (por peso) del 20% de lana, el 50% de
algodón y el 30% de poliéster y lo vende a 3 e

por kilogramo. El tipo estándar tiene una composición

del 10% de lana, el 40% de algodón y el 50% de
poliéster, y lo vende a 2 e por kilogramo. Si tiene en
stock 2000 kg de lana, 6000 kg de algodón y 6000 kg
de poliéster, ¿cuántos kilogramos de tela de cada tipo
debería fabricar para maximizar sus ingresos?

20. Un terreno de 10 hectáreas se parcela para realizar
construcciones con densidades de seis chalets aislados
por hectárea, ocho dúplex por hectárea o 12
apartamentos por hectárea. El promotor que posee el
terreno puede obtener un beneficio de 40 000 e por
chalet aislado, 20 000 e por dúplex y 16 000 e por
apartamento. Las leyes municipales lo obligan a
construir al menos tantos apartamentos como el total
de chalets y dúplex. ¿Cuántas construcciones de cada
tipo debe realizar para maximizar su beneficio?

13.3 Multiplicadores de Lagrange

Un problema de valores extremos con restricciones es aquel en el que las variables de la función
a maximizar o minimizar no son completamente independientes entre sí, sino que deben satisfa-
cer una o más ecuaciones o desigualdades de restricciones. Por ejemplo, los problemas

maximizar f (x, y) sujeto a g(x, y) % C

y

minimizar f (x, y, z, w) sujeto a g(x, y, z, w) % C1

y h(x, y, z, w) % C2

tienen, respectivamente, una y dos ecuaciones de restricciones, y el problema

maximizar f (x, y, z) sujeto a g(x, y, z) m C

tiene una única desigualdad de restricciones.
En general, se puede considerar que las desigualdades de restricciones restringen el dominio

de la función a optimizar a un conjunto menor que todavía posea puntos interiores. La Sección
13.2 ha estado dedicada a estos problemas. En los tres primeros ejemplos de dicha sección bus-
cábamos valores extremos libres (es decir, sin restricciones) en el interior del dominio, y exami-
nábamos también la frontera del dominio, especificada por una o varias ecuaciones de restriccio-
nes. En el Ejemplo 1 parametrizamos la frontera y expresamos la función a optimizar en función
del parámetro, para reducir así el problema a un problema libre en una variable, en vez de ser un
problema con restricciones en dos variables. En el Ejemplo 2 la frontera estaba formada por tres
segmentos rectos, en dos de los cuales la función valía obviamente cero. Utilizando la ecuación
del tercer segmento despejamos y en función de x, para expresar los valores de f (x, y) en ese
segmento en función de una única variable libre. En el Ejemplo 3 utilizamos un enfoque similar
para tratar la frontera triangular de la función de área A(h, h).

La reducción de problemas de optimización con ecuaciones de restricciones a problemas li-
bres con menos variables independientes sólo es posible cuando a partir de las ecuaciones de res-
tricciones se pueden despejar explícitamente algunas variables en función de las otras, o bien
cuando se pueden expresar paramétricamente todas las variables en función de unos pocos pará-
metros. A menudo es muy difícil o imposible resolver las ecuaciones de restricciones, por lo que
necesitamos otras técnicas.
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El método de los multiplicadores de Lagrange

Una técnica para calcular valores extremos de f (x, y) sujeta a la restricción de igualdad
g(x, y) % 0 se basa en el siguiente teorema:

TEOREMA 4 Supongamos que f y g tienen derivadas parciales primeras continuas cerca del punto
P0 % (x0, y0) sobre la curva C cuya ecuación es g(x, y) % 0. Supongamos además que, cuan-
do se restringe a los puntos de C, la función f (x, y) tiene un valor máximo o mínimo local
en P0. Supongamos finalmente que,

(i) P0 no es un extremo de C.
(ii) Mg(P0) Ç 0.

Entonces existe un número j0 tal que (x0, y0, j0) es un punto crítico de la función Lagran-
giana

L(x, y, j) % f (x, y) ! jg(x, y)

DEMOSTRACIÓN En conjunto, (i) y (ii) implican que C es lo suficientemente suave pa-
ra tener una tangente en P0, y que Mg(P0) es normal a dicha tangente. Si M f (P0) no es pa-
ralela a Mg(P0), entonces M f (P0) tiene un vector proyección v distinto de cero sobre la rec-
ta tangente a C en P0 (véase la Figura 13.13). Por lo tanto, f tiene una derivada direccional
positiva en P0 en la dirección de v, y una derivada direccional negativa en la dirección
opuesta. Entonces, f (x, y) crece o decrece a medida que nos alejamos de P0 por la curva C

en la dirección de v o de .v, y f no puede tener un máximo ni un mínimo en P0.
Como estamos suponiendo que f tiene un valor extremo en P0, lo que debe ocurrir es que
M f (P0) es paralelo a Mg(P0). Como Mg(P0) Ç 0, debe existir un número real j0 tal que
M f (P0) % .j0Mg(P0), o

M( f ! j0g)(P0) % 0

Figura 13.13 Si M f (P0) no es un múltiplo de Mg(P0), entonces M f (P0) tiene un vector
proyección v distinto de cero tangente a la curva de nivel de g que pasa por P0.

Las dos componentes de la ecuación vectorial anterior afirman que LL/Lx% 0 y LL/Ly% 0
en (x0, y0, j0). La tercera ecuación que debe cumplir un punto crítico de L es LL/Lj%

% g(x, y) % 0. Ésta se cumple en (x0, y0, j0), ya que P0 está en C. Por tanto, (x0, y0, j0) es
un punto crítico de L(x, y, j).

#

El Teorema 4 sugiere que para obtener candidatos de puntos de la curva g(x, y)%0 donde f (x, y)
alcance un máximo o un mínimo, hay que buscar los puntos críticos de la función Lagrangiana

L(x, y, j) % f (x, y) ! jg(x, y)
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En todo punto crítico de L debe cumplirse

0 %
LL

Lx
% f1(x, y) ! jg1(x, y)

0 %
LL

Ly
% f2(x, y) ! jg2(x, y)F es decir, M f es paralelo a Mg

y 0 %
LL

Lj
% g(x, y) la ecuación de la restricción

Nótese, sin embargo, que se supone que el problema con restricciones tiene solución. El Teore-
ma 4 no garantiza que dicha solución exista; sólo indica la forma de calcular una solución que
ya se sabe que existe. En general es necesario ver primero si el problema en estudio tiene solu-
ción antes de utilizar este método para intentar obtenerla.

Apliquemos el método en un caso concreto:

Ejemplo 1 Calcule la mínima distancia desde el origen a la curva x2y % 16.

Solución La Figura 13.14 muestra la gráfica de x2y % 16. Parece haber dos puntos en la curva que son
los más cercanos al origen (la curva no está acotada). Para calcular los puntos más cercanos basta con mini-
mizar el cuadrado de la distancia de un punto (x, y) de la curva al origen (es más sencillo trabajar con el
cuadrado de la distancia que con la propia distancia, ya que en esta última aparece una raíz cuadrada, más
difícil de diferenciar). Por tanto, deseamos resolver el problema

minimizar f (x, y) % x2
! y2 sujeto a g(x, y) % x2y . 16 % 0

Figura 13.14 La curva de nivel de la función que representa el cuadrado
de la distancia al origen es tangente a la curva x2y % 16 en los dos puntos donde dicha
curva está más próxima al origen.

Sea L(x, y, j) % x2
! y2

! j(x2y . 16). En los puntos críticos de L debe cumplirse

0 %
LL

Lx
% 2x ! 2jxy % 2x(1 ! jy) (A)

0 %
LL

Ly
% 2y ! jx2 (B)

0 %
LL

Lj
% x2y . 16 (C)

La ecuación (A) requiere que x % 0 o que jy % .1. Sin embargo, x % 0 es inconsistente con la ecuación
(C). Por tanto, jy % .1. A partir de la ecuación (B) tenemos ahora

0 % 2y2
! jyx2

% 2y2
. x2

Por consiguiente, x % u∂2y, y (C) permite obtener ahora 2y3
% 16, por lo que y % 2. Así, existen dos

candidatos a puntos de x2y % 16 más cercanos al origen, (u2∂2, 2). Ambos están a distancia

CAPÍTULO 13. Aplicaciones de las derivadas parciales 847



∂8 ! 4 % 2∂3 unidades del origen, por lo que ésta debe ser la mínima distancia desde el origen a la cur-
va. En la Figura 13.14 se muestran algunas curvas de nivel de x2

! y2, junto con la curva de la restricción
x2y % 16. Obsérvese cómo la curva de la restricción es tangente a la curva de nivel que pasa por los puntos
que minimizan la distancia (u2∂2, 2), reflejando el hecho de que las normales a las dos curvas son para-
lelas en esos puntos.

Observación Por supuesto, en el ejemplo anterior podríamos haber despejado y de la ecua-
ción de restricciones en la forma y % 16/x2, haber sustituido en f y, por tanto, haber reducido el
problema al de obtener el valor mínimo (sin restricciones) de

F(x) % f Ax,
16

x2B% x2
!

256

x4

Se invita al lector a verificar que se obtiene el mismo resultado.
El número j que aparece en la función Lagrangiana se denomina multiplicador de Lagran-

ge. La técnica de solución de problemas de valores extremos buscando los puntos críticos de un
problema con restricciones con más variables (las variables originales más los multiplicadores de
Lagrange correspondientes a cada ecuación de restricciones) se denomina método de los multi-
plicadores de Lagrange. Dará buenos resultados en tanto en cuanto la función a maximizar o
minimizar (denominada función objetivo) y las ecuaciones de las restricciones tengan gráficas
suaves en un entorno de los puntos donde se produzcan los valores extremos, y esos puntos no
estén en bordes de las gráficas. Véanse el Ejemplo 3 y el Ejercicio 26 posteriores.

Ejemplo 2 Calcule los puntos de la curva 17x2
! 12xy ! 8y2

% 100 que están más cerca y más lejos
del origen.

Solución La forma cuadrática del miembro izquierdo de la ecuación anterior es definida positiva, como
se puede ver completando el cuadrado. Por tanto, la curva está acotada y debe tener puntos con distancia
máxima y mínima al origen (de hecho, la curva es una elipse centrada en el origen y con ejes principales
oblicuos. El problema pide calcular los extremos de los ejes mayor y menor).

De nuevo, lo que deseamos es optimizar x2
! y2 sujeta a la ecuación de restricciones. En este caso el

Lagrangiano es

L(x, y, j) % x2
! y2

! j(17x2
! 12xy ! 8y2

. 100)

y los puntos críticos deben cumplir

0 %
LL

Lx
% 2x ! j(34x ! 12y) (A)

0 %
LL

Ly
% 2y ! j(12x ! 16y) (B)

0 %
LL

Lj
% 17x2

! 12xy ! 8y2
. 100 (C)

Despejando j en las ecuaciones (A) y (B) e igualando las dos expresiones de j se obtiene

.2x

34x ! 12y
%

.2y

12x ! 16y
o 12x2

! 16xy % 34xy ! 12y2

Esta ecuación se puede simplificar, obteniéndose

2x2
. 3xy . 2y2

% 0
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Multiplicando la ecuación (D) por 4 y sumando el resultado a la ecuación (C) se obtiene 25x2
% 100, por lo

que x % u2. Finalmente, se sustituyen los dos valores de x en (D) y se obtienen (para cada uno) dos valo-
res de y de las correspondientes ecuaciones de segundo grado:

Para x % 2 : y2
! 3y . 4 % 0, Para x % .2 : y2

. 3y . 4 % 0

(y . 1)(y ! 4) % 0 (y ! 1)(y . 4) % 0

Obtenemos, por tanto, cuatro puntos candidatos: (2, 1), (.2, .1), (2, .4) y (.2, 4). Los dos primeros
puntos son los más cercanos al origen; son los extremos del eje menor de la elipse. Los otros dos son los
más lejanos del origen (los extremos del eje mayor) (véase la Figura 13.15).

Figura 13.15 Los puntos de la elipse que están más cerca y más lejos del origen.

Considerando las bases geométricas del método de los multiplicadores de Lagrange, no debemos
esperar que el método tenga éxito si las curvas de nivel de las funciones que intervienen no son
suaves, o si el máximo o mínimo se produce en un extremo de la curva de restricciones. Uno de
los obstáculos del método es que las curvas de nivel de las funciones pueden no ser suaves, in-
cluso aunque las propias funciones tengan derivadas parciales. Pueden aparecer problemas cuan-
do un gradiente se anula, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3 Calcule el valor mínimo de f (x, y) % y, sujeta a la ecuación de restricción g(x, y) %

% y3
. x2

% 0.

Solución La parábola semicúbica y3
% x2 tiene un vértice en el origen (véase la Figura 13.16). Es claro

que f (x, y) % y tiene un valor mínimo de 0 en ese punto. Sin embargo, supongamos que intentamos resol-
ver el problema utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange. En este caso el Lagrangiano es

L(x, y, j) % y ! j(y3
. x2)

Figura 13.16 El mínimo de y se produce en un punto de la curva donde ésta
no tiene tangente.

cuyos puntos críticos deben cumplir
.2jx % 0

1 ! 3jy2
% 0

y3
. x2

% 0
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Obsérvese que y % 0 no puede satisfacer la segunda ecuación, y, de hecho, las tres ecuaciones no tienen
solución (x, y, j) (la primera ecuación implica que o bien j % 0, o bien x % 0, pero ninguna de ellas es
consistente con las otras dos ecuaciones).

Observación El método de los multiplicadores de Lagrange no funciona en el ejemplo ante-
rior porque Mg % 0 en el punto de solución, y por tanto la curva g(x, y) % 0 puede no ser suave en
dicho punto (de hecho, en este caso no lo es). La condición geométrica de que M f debe ser parale-
lo Mg en el punto de solución carece de sentido en este caso. Cuando se aplica el método de los
multiplicadores de Lagrange, hay que estar seguro de que el valor extremo se puede producir en:

(i) Un punto crítico del Lagrangiano.
(ii) Un punto donde Mg % 0.
(iii) Un punto donde M f o Mg no existen.
(iv) Un «extremo» del conjunto de restricciones.

Esta situación es similar a la de los valores extremos de una función f de una variable, que pue-
den producirse en un punto crítico, un punto singular o un extremo del dominio de f .

Problemas con más de una restricción
Consideraremos a continuación un problema tridimensional que requiere la obtención de un va-
lor máximo o mínimo de una función de tres variables sujeta a dos ecuaciones de restricciones:

optimizar f (x, y, z) sujeto a g(x, y, z) % 0 y h(x, y, z) % 0

Supongamos de nuevo que el problema tiene solución, por ejemplo el punto P0 % (x0, y0, z0), y
que las funciones f , g y h tienen derivadas parciales primeras continuas cerca de P0. Supon-
gamos también que T % Mg(P0) × Mh(P0) Ç 0. Estas condiciones implican que las superficies
g(x, y, z) % 0 y h(x, y, z) % 0 son suaves cerca de P0 y que no son tangentes entre sí en ese pun-
to, por lo que deben cruzarse formando una curva C que es suave cerca de P0. La curva C tiene
un vector tangente T en P0. El mismo argumento geométrico utilizado en la demostración del
Teorema 4 demuestra de nuevo que M f (P0) debe ser perpendicular a T (si no lo fuera, entonces
habría un vector proyección sobre T no nulo, y f tendría derivadas direccionales no nulas en las
direcciones uT, y por tanto crecería y decrecería cuando nos moviéramos a partir de P0 siguien-
do la curva C en direcciones opuestas).

Como Mg(P0) y Mh(P0) son no nulos y ambos son perpendiculares a T (véase la Figura
13.17), M f (P0) debe estar en el plano generado por esos dos vectores y, por consiguiente, debe
ser una combinación lineal de aquéllos:

M f (x0, y0, z0) % .j0Mg(x0, y0, z0) . k0Mh(x0, y0, z0)

para algunas constantes j0 y k0. Se deduce entonces que (x0, y0, z0, j0, k0) es un punto crítico de
la función Lagrangiana

L(x, y, z, j, k) % f (x, y, z) ! jg(x, y, z) ! kh(x, y, z)

Buscamos tripletes (x, y, z) que optimicen f (x, y, z) sujeta a las dos restricciones g(x, y, z) % 0 y
h(x, y, z) % 0 entre los puntos (x, y, z, j, k) que sean puntos críticos de la función Lagrangiana
anterior, y por tanto debemos resolver el sistema de ecuaciones

f1(x, y, z) ! jg1(x, y, z) ! kh1(x, y, z) % 0
f2(x, y, z) ! jg2(x, y, z) ! kh2(x, y, z) % 0
f3(x, y, z) ! jg3(x, y, z) ! kh3(x, y, z) % 0

g(x, y, z) % 0
h(x, y, z) % 0
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Figura 13.17 En P0, M f , Mg y Mh son todos
perpendiculares a T. Por tanto, M f está en el plano
generado por Mg y Mh.

La resolución de un sistema como éste puede ser muy difícil. Debe notarse que al utilizar el mé-
todo de los multiplicadores de Lagrange en vez de resolver las ecuaciones de restricciones, he-
mos cambiado el problema de resolver dos ecuaciones para expresar dos variables como funcio-
nes de una tercera por un problema de obtener valores numéricos resolviendo cinco ecuaciones
con cinco incógnitas.

Ejemplo 4 Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y, z) % xy ! 2z en la circunferencia corres-
pondiente a la intersección del plano x ! y ! z % 0 con la esfera x2

! y2
! z2

% 24.

Solución La función f es continua, y la circunferencia es un conjunto cerrado y acotado en el espacio
tridimensional. Por tanto, deben existir valores máximo y mínimo. Buscaremos los puntos críticos del La-
grangiano

L % xy ! 2z ! j(x ! y ! z) ! k(x2
! y2

! z2
. 24)

Igualando a cero las primeras derivadas de L, obtenemos

y ! j ! 2kx % 0 (A)

x ! j ! 2ky % 0 (B)

2 ! j ! 2kz % 0 (C)

x ! y ! z % 0 (D)

x2
! y2

! z2
. 24 % 0 (E)

Restando (A) de (B) obtenemos (x . y)(1 . 2k) % 0. Por tanto, o k %
1
2 o x % y. Analizaremos ambas posi-

bilidades.

Cuando ninguna de las ecuaciones se pueda factorizar, intente combinar dos o más para producir una nueva
ecuación que se pueda factorizar.

CASO I Si k %
1
2, obtenemos a partir de (B) y (C)

x ! j ! y % 0 y 2 ! j ! z % 0

Por tanto, x ! y % 2 ! z. Combinando esto con (D) se obtiene z % .1 y x ! y % 1. Ahora, por (E),
x2

! y2
% 24 . z2

% 23. Como x2
! y2

! 2xy % (x ! y)2
% 1, tenemos 2xy % 1 . 23 % .22 y xy % .11.

Ahora (x . y)2
% x2

! y2
. 2xy % 23 ! 22 % 45, por lo que x . y % u3∂5. Combinando esto con
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x ! y % 1, se obtienen dos puntos críticos que resultan de k %
1
2, concretamente, ((1 ! 3∂5)/2,

(1 . 3∂5)/2, .1) y ((1 . 3∂5)/2, (1 ! 3∂5)/2, .1). En ambos puntos se tiene que f (x, y, z) %

% xy ! 2z % .11 . 2 % .13.

CASO II Si x % y, entonces (D) implica que z % .2x, y (E) produce entonces 6x2
% 24, por lo que

x % u2. Por tanto, debemos considerar los puntos (2, 2, .4) y (.2, .2, 4). Tenemos f (2, 2, .4) %

% 4 . 8 % .4 y f (.2, .2, 4) % 4 ! 8 % 12.

Concluimos entonces que el valor máximo de f en la circunferencia es 12, y el valor mínimo es .13.

El método de los multiplicadores de Lagrange se puede aplicar para obtener valores extremos de
una función de n variables, es decir, de una variable vector x % (x1, x2, ..., xn), sujeta a
m m n . 1 restricciones:

optimizar f (x) sujeto a g(1)(x) % 0, ..., g(m)(x) % 0

Suponiendo que el problema tiene solución en el punto P0, que f y todas las funciones g(j) tie-
nen derivadas parciales primeras continuas en un entorno de P0, y que la intersección de las
(hiper) superficies de restricciones es suave cerca de P0, entonces podemos buscar el punto P0

entre los puntos críticos de la función Lagrangiana de (n ! m) variables

L(x, j1, ..., jm) % f (x) !

m

;
j%1

jjg( j)(x)

No demostraremos esta afirmación general (la demostración se puede basar en el Teorema de la
Función Implícita). Todos los puntos críticos deben satisfacer las n ! m ecuaciones

LL

Lxi

% 0, (1 m i m n),
LL

Ljj

% g( j)(x) % 0, (1 m j m m)

Programación no lineal
Cuando en la sección anterior buscamos valores extremos de funciones f en dominios restringi-
dos R, tuvimos que buscar separadamente puntos críticos de f en el interior de R y puntos críti-
cos de la restricción de f en la frontera de R. El interior de R está generalmente especificado por
una o más restricciones en forma de inecuación g a 0, y la frontera corresponde a restricciones
en forma de ecuación g % 0 (para las que se puede utilizar el método de los multiplicadores de
Lagrange).

Es posible unificar estos enfoques en un solo método de cálculo de valores extremos de fun-
ciones definidas en regiones especificadas por inecuaciones de la forma g m 0.

Consideremos, por ejemplo, el problema de obtener valores extremos de f (x, y) en la región
R especificada por g(x, y) m 0. Podemos proceder intentando obtener los puntos críticos de la
función de cuatro variables

L(x, y, j, u) % f (x, y) ! j(g(x, y) ! u2)

Estos puntos críticos deben cumplir las cuatro ecuaciones

0 %
LL

Lx
% f1(x, y) ! jg1(x, y) (A)

0 %
LL

Ly
% f2(x, y) ! jg2(x, y) (B)

0 %
LL

Lj
% g2(x, y) ! u2 (C)

0 %
LL

Lu
% 2ju (D)
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Supongamos que (x, y, j, u) satisface estas ecuaciones. Consideraremos dos casos:

CASO I u Ç 0. Entonces (D) implica que j % 0, (C) implica que g(x, y) % .u2
a 0, y (A) y

(B) implican que f1(x, y) % 0 y f2(x, y) % 0. Por tanto, (x, y) es un punto crítico interior de f .

CASO II u % 0. Entonces (C) implica que g(x, y) % 0, y (A) y (B) implican que M f (x, y) %

% .jMg(x, y), por lo que (x, y) es un punto frontera candidato a ser valor extremo.

Esta técnica se puede ampliar al problema de calcular los valores extremos de una función de
n variables, x % (x1, x2, ..., xn), en la intersección R de m regiones Rj definidas por restricciones
en forma de inecuación g(j)(x) m 0.

optimizar f(x) sujeto a g(1)(x) m 0, ..., g(m)(x) m 0

En este caso buscaremos puntos críticos del Lagrangiano de n ! 2m variables

L(x, j1, ..., jm, u1, ..., um) % f (x) !

m

;
j%1

jj (g( j)(x) ! u2
j )

Los puntos críticos cumplirán el sistema de n ! 2m ecuaciones

M f (x) % .

m

;
j%1

jj Mg( j)(x) (n ecuaciones)

g( j)(x) % .u2
j , (1 m j m m) (m ecuaciones)

2jj uj % 0, (1 m j m m) (m ecuaciones)

Las últimas m ecuaciones muestran que jj % 0 para todo j tal que uj Ç 0. Si todo uj Ç 0, enton-
ces x es un punto crítico de f interior a R. En otro caso, alguna de las uj será cero, por ejemplo,
aquellas correspondientes a valores de j en un subconjunto J de {1, 2, ..., m}. En este caso x
estará en la parte de la frontera de R formada por puntos de cada una de las regiones Rj para las
que j à J, y M f será una combinación lineal de los correspondientes gradientes Mg( j):

M f (x) % . ;
j à J

jj Mg( j)(x)

Las expresiones anteriores se conocen por el nombre de condiciones de Kuhn-Tucker, y esta
técnica de resolución de problemas de valores extremos en dominios restringidos se denomina
programación no lineal.

Ejercicios 13.3

1. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange
para maximizar x3y5 sujeta a la restricción x ! y % 8.

2. Calcule la mínima distancia del punto (3, 0) a la
parábola y % x2:

(a) Por reducción a un problema sin restricciones en
una variable.

(b) Utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange.

3. Calcule la distancia del origen al plano
x ! 2y ! 2z % 3:

(a) Utilizando un argumento geométrico (sin utilizar
cálculo).

(b) Reduciendo el problema a un problema sin
restricciones en dos variables.

(c) Utilizando el método de los multiplicadores de
Lagrange.

4. Calcule los valores máximo y mínimo de la función
f (x, y, z) % x ! y . z en la esfera x2

! y2
! z2

% 1.

5. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular la máxima y mínima distancia del punto
(2, 1, .2) a la esfera cuya ecuación es
x2

! y2
! z2

% 1 (por supuesto, la respuesta se podría
obtener más fácilmente utilizando un argumento
geométrico simple).
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6. Calcule la mínima distancia del origen a la superficie
xyz2

% 2.

7. Calcule a, b y c de forma que el volumen V % 4nabc/3

de un elipsoide
x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1 que pase por el punto

(1, 2, 1) sea lo más pequeño posible.

8. Calcule los extremos de los ejes mayor y menor de la
elipse 3x2

! 2xy ! 3y2
% 16.

9. Calcule los valores máximo y mínimo de
f (x, y, z) % xyz en la esfera x2

! y2
! z2

% 12.

10. Calcule los valores máximo y mínimo de x ! 2 . 3z
en el elipsoide x2

! 4y2
! 9z2

m 108.

11. Calcule los valores máximo y mínimo de la función
f (x, y, z) % x en la curva correspondiente a la
intersección del plano z % x ! y y el elipsoide
x2

! 2y2
! 2z2

% 8.

12. Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y, z) %

% x2
! y2

! z2 en la elipse formada por la intersección
del cono z2

% x2
! y2 y el plano x . 2z % 3.

13. Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y, z) %

% 4 . z en la elipse formada por la intersección del
cilindro x2

! y2
% 8 y el plano x ! y ! z % 1.

14. Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y, z) %

% x ! y2z sujeta a las restricciones y2
! z2

% 2 y z%x.

*15. Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange
para calcular la mínima distancia entre las rectas
x % y % z y x % .y, z % 2 (existen, por supuesto,
formas mucho más sencillas de obtener la respuesta.
Esto es un ejemplo de matar moscas a cañonazos).

16. Calcule los valores máximo y mínimo de la función de
n variables x1 ! x2 ! ñ ! xn sujeta a la restricción
x2

1 ! x2
2 ! ñ ! x2

n % 1.

17. Repita el Ejercicio 16 para la función
x1 ! 2x2 ! 3x3 ! ñ ! nxn con la misma restricción.

18. Calcule la forma más económica de una caja
rectangular sin tapa.

19. Calcule el volumen máximo de una caja rectangular
con caras paralelas a los planos coordenados, si una
esquina está en el origen y la esquina situada en la
diagonal opuesta está en el plano 4x ! 2y ! z % 2.

20. Calcule el volumen máximo de una caja rectangular
con caras paralelas a los planos coordenados si una
esquina está en el origen y la esquina situada en la

diagonal opuesta está en la parte del primer octante de
la superficie xy ! 2yz ! 3xz % 18.

21. Se desea construir una caja rectangular sin tapa con un
volumen determinado V m3 utilizando dos materiales
diferentes. El material utilizado para el fondo y la parte
frontal de la caja cuesta cinco veces (por metro
cuadrado) lo que cuesta el material utilizado para la
parte trasera y los otros dos lados. ¿Cuáles deberían ser
las dimensiones de la caja para minimizar el coste de
los materiales?

*22. Calcule los valores máximo y mínimo de xy ! z2 en
la bola x2

! y2
! z2

m 1. Utilice multiplicadores de
Lagrange para tratar el caso de la frontera.

*23. Repita el Ejercicio 22 pero considere el caso de la
frontera parametrizando la esfera x2

! y2
! z2

% 1
utilizando

x % sen h cos h, y % sen h sen h, z % cos h

con 0 m h m n y 0 m h m 2n.

*24. Si a, b y c son los ángulos de un triángulo, demuestre
que

sen
a
2

sen
b
2

sen
c
2

m

1

8

¿Para qué triángulos se produce la igualdad?

*25. Suponga que f y g tienen derivadas parciales
primeras continuas en el plano xy, y suponga también
que g2(a, b) Ç 0. Esto implica que la ecuación
g(x, y) % g(a, b) define implícitamente y como
función de x cerca del punto (a, b). Utilice la Regla
de la Cadena para demostrar que si f (x, y) tiene un
valor extremo local en (a, b) sujeto a la restricción
g(x, y) % g(a, b), entonces para algún valor j el
punto (a, b, j) es un punto crítico de la función

L(x, y, j) % f (x, y) ! jg(x, y)

Esto constituye una justificación más formal del
método de los multiplicadores de Lagrange en este
caso.

26. ¿Cuál es la mínima distancia del punto (0, .1) a la
curva y % ∂1 . x2? ¿Se puede resolver este problema
mediante el método de los multiplicadores de
Lagrange? ¿Por qué?

27. El Ejemplo 3 demostró que el método de los
multiplicadores de Lagrange puede fallar al obtener un
punto que optimice f (x, y) sujeto a la restricción
g(x, y) % 0, si Mg % 0 en el punto óptimo. ¿Puede
fallar también el método si M f % 0 en el punto
óptimo? ¿Por qué?
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13.4 El método de los mínimos cuadrados

En el análisis de datos experimentales surgen importantes problemas de optimización. Con fre-
cuencia, se diseñan experimentos para medir los valores de una o más magnitudes que se supo-
nen constantes, o para demostrar una supuesta relación funcional entre magnitudes variables. El
error experimental suele estar presente en las medidas, y es necesario repetir los experimentos
varias veces para obtener valores medios o promedios de las cantidades que se desea medir.

Consideremos un ejemplo muy simple. Un experimento destinado a medir una cierta cons-
tante física c se repite n veces, y se obtienen los valores c1, c2, ..., cn. Si ninguna de las medidas
se considera errónea, la intuición nos dice que es razonable utilizar el valor medio
c % (c1 ! c2 ! ñ ! cn)/n como el valor de c determinado por los experimentos. Veamos cómo
se puede justificar esta intuición.

Son posibles varios modelos para determinar c a partir de los valores de los datos. Por ejem-
plo, podríamos escoger el valor de c que minimizara la suma T de sus distancias a los puntos de
datos:

T % �c . c1 � ! �c . c2 � ! ñ ! �c . cn �

Esto no resulta satisfactorio por varias razones. Como los valores absolutos tienen puntos singu-
lares, es difícil determinar el valor óptimo de c de acuerdo con este criterio. Lo que es más im-
portante, c podría no quedar únicamente determinado. Si n % 2, cualquier punto situado en el
intervalo entre c1 y c2 dará el mismo valor mínimo de T (véase el Ejercicio 24 posterior donde se
presenta una generalización de este fenómeno).

Un enfoque más prometedor es minimizar la suma S de los cuadrados de las distancias de c
a los puntos de datos:

S % (c . c1)
2
! (c . c2)

2
! ñ ! (c . cn)

2
%

n

;
i%1

(c . ci)
2

Esta función de c es suave, y su valor mínimo (sin restricciones) se producirá en los puntos críti-
cos de c6 dados por

0 %
dS

dc Gc%c6
%

n

;
i%1

2(c6 . ci) % 2nc6 . 2
n

;
i%1

ci

Por tanto, c6 es la media de los valores de los datos:

c6 %
1

n

n

;
i%1

ci %
c1 ! c2 ! ñ ! cn

n

La técnica utilizada para obtener c6 anteriormente es un ejemplo de lo que se denomina método
de los mínimos cuadrados. Tiene la siguiente interpretación geométrica. Si los valores de datos
c1, c2, ..., cn se consideran componentes de un vector c en �n, y w es el vector cuyas componen-
tes son 1, 1, ..., 1, entonces el vector proyección de c en la dirección de w,

cw %
c w

�w �2
w %

c1 ! c2 ! ñ ! cn

n
w

tiene todas sus componentes iguales al promedio de los valores de los datos. Así, determinar c a
partir de los datos mediante el método de mínimos cuadrados es equivalente a obtener el vector
proyección del vector de los datos en el subespacio unidimensional de �n generado por w. Si las
medidas ci no tuvieran error, entonces c habría sido igual a cw.
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Regresión lineal

En las investigaciones científicas muchas veces se sospecha que la respuesta de un sistema es
una cierta clase de función de una o más variables de entrada. Los investigadores crean experi-
mentos para medir la respuesta del sistema a diversos valores de esas variables para determinar
los parámetros de la función.

Por ejemplo, supongamos que se sospecha que la respuesta y de un sistema depende de la
entrada x de acuerdo con la relación lineal

y % ax ! b

donde los valores de a y b son desconocidos. Un experimento diseñado para medir los valores de
y correspondientes a varios valores de x producirá n puntos de datos, (xi, yi), i % 1, 2, ..., n. Si la
supuesta relación lineal es válida, esos datos seguirán aproximadamente una línea recta, pero no
exactamente, debido al error experimental. Supongamos que los puntos están dispuestos como se
muestra en la Figura 13.18. En este caso, parece razonable suponer una relación lineal. Nuestro
objetivo sería calcular los valores de a y b de la recta y % ax ! b que «mejor» se ajuste a los
datos.

Figura 13.18 Ajuste de una recta a unos datos
experimentales.

En esta situación, el método de los mínimos cuadrados requiere escoger los valores de a y b de
forma que se minimice la suma S de los cuadrados de las distancias verticales de los puntos a la
recta:

S %

n

;
i%1

(yi . axi . b)2

Se trata de un problema de minimización sin restricciones con dos variables, a y b. El mínimo se
producirá en un punto crítico de S que debe cumplir

0 %
LS

La
% .2

n

;
i%1

xi(yi . axi . b)

0 %
LS

Lb
% .2

n

;
i%1

(yi . axi . b)

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar como

A
n

;
i%1

x2
iB a ! A

n

;
i%1

xiB b %

n

;
i%1

xiyi

A
n

;
i%1

xiB a ! nb %

n

;
i%1

yi
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Resolviendo esa pareja de ecuaciones lineales, obtenemos los parámetros deseados:

a %

nA
n

;
i%1

xiyiB.A
n

;
i%1

xiBA
n

;
i%1

yiB
n A

n

;
i%1

x2
iB.A

n

;
i%1

xiB
2 %

xy . x6y6

x2
. (x6 )2

b %
A

n

;
i%1

x2
iBA

n

;
i%1

yiB.A
n

;
i%1

xiBA
n

;
i%1

xiyiB
nA

n

;
i%1

x2
iB.A

n

;
i%1

xiB
2 %

x2y6 . x6 xy

x2
. (x6 )2

En estas fórmulas hemos utilizado una barra para indicar el valor medio de una magnitud; por
ejemplo, xy % (1/n) ;n

i%1 xiyi, y así sucesivamente.
Este procedimiento de ajuste de la «mejor» recta a un conjunto de puntos de datos mediante

el método de los mínimos cuadrados se denomina regresión lineal, y la recta y % ax ! b obteni-
da de esta forma se denomina recta de regresión empírica de los datos. Algunas calculadoras
científicas con funciones estadísticas permiten calcular regresiones lineales, acumulando las su-
mas de xi, yi, x2

i y xiyi en varios registros y llevando la cuenta en otro registro del número n de
puntos introducidos. En todo momento está disponible la información necesaria para calcular a y
b, y el valor de y correspondiente a cualquier valor x dado.

Ejemplo 1 Calcule la recta de regresión empírica de los datos (x, y) % (0, 2.10), (1, 1.92), (2, 1.84),
(3, 1.71) y (4, 1.64). ¿Cuál es el valor predicho para y en x % 5?

Solución Tenemos

x6 %
0 ! 1 ! 2 ! 3 ! 4

5
% 2

y6 %
2.10 ! 1.92 ! 1.84 ! 1.71 ! 1.64

5
% 1.842

xy %
(0)(2.10) ! (1)(1.92) ! (2)(1.84) ! (3)(1.71) ! (4)(1.64)

5
% 3.458

x2
%

02
! 12

! 22
! 32

! 42

5
% 6

Por tanto,

a %
3.458 . (2)(1.842)

6 . 22 % .0.113

b %
(6)(1.842) . (2)(3.458)

6 . 22 % 2.068

y la recta de regresión empírica es

y % 2.068 . 0.113x

El valor predicho para y en x % 5 es 2.068 . 0.113 # 5 % 1.503.

Observación La regresión lineal se puede interpretar también desde la perspectiva de proyec-
ción de vectores. Los puntos de datos definen dos vectores x e y en �n cuyas componentes son
x1, x2, ..., xn y y1, y2, ..., yn, respectivamente. Sea w el vector de componentes 1, 1, ..., 1. Calcular
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los coeficientes a y b de la recta de regresión equivale a calcular la proyección ortogonal de y en
el subespacio bidimensional (plano) de �n generado por x y w (véase la Figura 13.19). Esta
proyección es p % ax ! bw. De hecho, las dos ecuaciones obtenidas anteriormente igualando a
cero las derivadas parciales de S se corresponden con las dos condiciones

(y . p) x % 0

(y . p) w % 0

Figura 13.19 p % ax ! bw es la proyección de y en el plano generado por x y w.

que indican que y menos su proyección en el subespacio es perpendicular a dicho subespacio. El
ángulo que forman y y p mide lo bien que la recta de regresión empírica se ajusta a los datos;
cuanto menor sea el ángulo, mejor será el ajuste.

La regresión lineal se puede utilizar también para obtener relaciones funcionales específicas
de tipos diferentes a la lineal aplicando previamente a los datos las transformaciones adecuadas.

Ejemplo 2 Calcule los valores de las constantes K y s para las que la curva

y % Kxs

se ajusta mejor a los puntos de datos experimentales (xi, yi), i % 1, 2, ..., n (suponga que todos los valores
de los datos son positivos).

Solución Obsérvese que la forma funcional requerida corresponde a una regresión lineal entre ln y y ln x:

ln y % ln K ! s ln x

Si determinamos los parámetros a y b de la recta de regresión empírica g % am ! b correspondiente a los
datos transformados (mi, gi) % (ln xi, ln yi), entonces s % a y K % eb son los valores pedidos.

Observación Debe recalcarse que las constantes K y s obtenidas por el método utilizado en
la solución del ejemplo anterior no son las mismas que se habrían obtenido aplicando directa-
mente el método de los mínimos cuadrados al problema sin transformar, es decir, minimizando
;n

i%1 (yi . Kxs
i)

2. Este problema no se puede resolver fácilmente (¡inténtelo!).
En general, el método de los mínimos cuadrados se aplica para ajustar una ecuación en la

que la respuesta se expresa como una suma de constantes multiplicadas por funciones de una o
más variables de entrada. Las constantes se determinan como los puntos críticos de la suma de
las desviaciones al cuadrado entre los valores reales de la respuesta y los valores predichos por
la ecuación.

Aplicaciones del método de los mínimos cuadrados a integrales

El método de los mínimos cuadrados se puede utilizar para obtener aproximaciones a funciones
razonablemente bien comportadas (es decir, continuas por tramos), en forma de sumas de cons-
tantes multiplicadas por funciones especificadas. La idea es escoger las constantes que minimi-
cen la integral del cuadrado de la diferencia.
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Por ejemplo, supongamos que deseamos aproximar la función continua f (x) en el intervalo
[0, 1] mediante la función lineal g(x) % px ! q. El método de los mínimos cuadrados requiere
que p y q se elijan de forma que se minimice la integral

I(p, q) %I
1

0
( f (x) . px . q)2 dx

Suponiendo que podemos «diferenciar la integral» (investigaremos este aspecto en la Sección
13.5), el punto crítico de I(p, q) se puede obtener a partir de

0 %
LI

Lp
% .2 I

1

0
x( f (x) . px . q) dx

0 %
LI

Lq
% .2 I

1

0
( f (x) . px . q) dx

Entonces,

p

3
!

q

2
% I

1

0
x f (x) dx

p

2
! q % I

1

0
f (x) dx

y resolviendo este sistema lineal se pueden obtener p y q:

p %I
1

0
(12x . 6) f (x) dx

q %I
1

0
(4 . 6x) f (x) dx

El siguiente ejemplo considerará la aproximación de una función mediante un polinomio trigo-
nométrico. Estas aproximaciones forman la base del estudio de las series de Fourier, que son
de importancia fundamental en la solución de problemas con condiciones de contorno en los que
intervienen las ecuaciones de Laplace, del calor y de onda, así como de otras ecuaciones diferen-
ciales en derivadas parciales que aparecen en matemáticas aplicadas (véase la Sección 9.9).

Ejemplo 3 Utilice una integral de mínimos cuadrados para aproximar f (x) mediante la suma
n

;
k%1

bk sen kx

en el intervalo 0 m x m n.

Solución Deseamos calcular las constantes que minimizan

I %I
n

0 A f (x) .

n

;
k%1

bk sen kxB
2

dx

Para todo 1 m j m n, tenemos

0 %
LI

Lbj
% .2 I

n

0 A f (x) .

n

;
k%1

bk sen kxB sen jx dx

Entonces,
n

;
k%1

bk I
n

0
sen kx sen jx dx %I

n

0
f (x) sen jx dx
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Sin embargo, si j Ç k, entonces sen kx sen jx es una función par, por lo que

I
n

0
sen kx sen jx dx %

1

2 I
n

.n
sen kx sen jx dx

%
1

4 I
n

.n
(cos (k . j)x . cos (k ! j)x) dx % 0

Si j % k, tenemos entonces que

I
n

0
sen2 jx dx %

1

2 I
n

0
(1 . cos 2jx) dx %

n
2

de forma que

bj %
2

n I
n

0
f (x) sen jx dx

Observación La serie

ä

;
k%1

bk sen kx, siendo bk %
2

n I
n

0
f (x) sen kx dx, k % 1, 2, ...,

se denomina representación mediante serie de Fourier en senos de f (x) en el intervalo (0, n). Si
f es continua en [0, n], se puede demostrar que

lim
nrä I

n

0 A f (x) .

n

;
k%1

bk sen kxB
2

dx % 0

pero se requiere algo más que la continuidad de f para asegurar que esta serie de Fourier en
senos converge a f (x) en todos los puntos de (0, n). Estas cuestiones se estudian en el análisis
armónico. De forma similar, la serie

a0

2
!

ä

;
k%1

ak cos kx, siendo ak %
2

n I
n

0
f (x) cos kx dx, k % 0, 1, 2, ...

se denomina representación mediante serie de Fourier en cosenos de f (x) en el intervalo (0, n).

Observación Representar una función como suma de una serie de Fourier es análogo a repre-
sentar un vector como combinación lineal de vectores de una base. Si vemos las funciones conti-
nuas en el intervalo [0, n] como «vectores» con las operaciones de suma y multiplicación por un
escalar definidas punto a punto:

( f ! g)(x) % f (x) ! g(x), (c f )(x) % c f (x)

y con la operación «producto escalar» definida como

f g %I
n

0
f (x)g(x) dx

entonces, las funciones ek(x) % ∂2/nsen kx forman una «base». Como se demuestra en el ejem-
plo anterior, ej ej % 1, y si k Ç j entonces ek ej % 0. Por tanto, estos «vectores base» son «vec-
tores unitarios mutuamente perpendiculares». Los coeficientes de los senos en la serie de Fourier
de una función f son las componentes de dicha función con respecto a esa base.
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Ejercicios 13.4

1. Se va a instalar un generador en una factoría para
suministrar potencia a n máquinas situadas en las
posiciones (xi, yi), i % 1, 2, ..., n. ¿Dónde se debe situar
el generador para minimizar la suma de los cuadrados
de su distancia a las máquinas?

2. Se sabe que entre ciertas variables se cumple la
relación y%ax2. Dados los datos experimentales (xi, yi),
i % 1, 2, ..., n, determine el valor de a mediante el
método de los mínimos cuadrados.

3. Repita el Ejercicio 2, pero con la relación y % aex.

4. Utilice el método de los mínimos cuadrados para
obtener el plano z % ax ! by ! c que se ajusta mejor a
los datos (xi, yi, zi), i % 1, 2, ..., n.

5. Repita el Ejercicio 4 utilizando un argumento basado
en proyección de vectores en vez del método de los
mínimos cuadrados.

En los Ejercicios 6-11, demuestre cómo se puede adaptar la
regresión lineal para determinar los parámetros p y q de
forma que la relación dada se ajuste a los datos
experimentales (xi, yi), i % 1, 2, ..., n. ¿En cuál de esas
situaciones son los valores obtenidos de p y q idénticos a
los que se obtendrían mediante aplicación directa del
método de los mínimos cuadrados sin cambio de variable?

6. y % p ! qx2 7. y % peqx

8. y % ln (p ! qx) 9. y % px ! qx2

10. y % ∂px ! q 11. y % pex
! qe.x

12. Calcule la parábola de la forma y % p ! qx2 que mejor
se ajuste a los datos (x, y) % (1, 0.11), (2, 1.62),
(3, 4.07), (4, 7.55), (6, 17.63) y (7, 24.20). No existe
valor de y medido en x % 5. ¿Qué valor predeciría en
este punto?

13. Utilice el método de los mínimos cuadrados para
calcular las constantes a, b y c tales que la relación
y % ax2

! bx ! c describa lo mejor posible los datos
experimentales (xi, yi), i % 1, 2, ..., n, (n n 3). ¿Cómo
se interpreta esta situación en términos de proyección
de vectores?

14. ¿Cómo se puede utilizar el resultado del Ejercicio 13
para ajustar una curva de la forma y % pex

! q ! re.x

a los mismos puntos de datos?

15. Calcule el valor de la constante a para la que la
función f (x) % ax2 se aproxima mejor a la función
g(x) % x3 en el intervalo [0, 1], en el sentido de que se
minimice la integral

I %I
1

0
( f (x) . g(x))2 dx

¿Cuál es el valor mínimo de I?

16. Calcule a de forma que se minimice
I % :n

0 (ax(n . x) . sen x)2 dx. ¿Cuál es el valor
mínimo de la integral?

17. Repita el Ejercicio 15 con la función f (x) % ax2
! b y

la misma g. Calcule a y b.

*18. Calcule a, b y c de forma que se minimice
:1

0 (x3
. ax2

. bx . c)2 dx. ¿Cuál es el mínimo valor
de la integral?

*19. Calcule a y b de forma que se minimice
:n

0 (sen x . ax2
. bx)2 dx.

20. Calcule a, b y c de forma que se minimice la integral

J %I
1

.1

(x . a sen nx . b sen 2nx . c sen 3nx)2 dx

*21. Calcule las constantes aj, j % 0, 1, ..., n que
minimizan

I
n

0 Af (x) .

a0

2
.

n

;
k%1

ak cos kxB
2

dx

22. Calcule la serie de Fourier en senos de la función
f (x) % x en el intervalo 0 a x a n. Suponiendo que la
serie converge a x en el intervalo (0, n), ¿a qué función
podría esperarse que converja la serie en el intervalo
(.n, 0)?

23. Repita el Ejercicio 22, pero calculando ahora una serie
de Fourier en cosenos.

24. Suponga que x1, x2, ..., xn cumplen xi m xj siempre que
i a j. Calcule el valor de x que minimiza ;n

i%1 �x . xi �.
Trate separadamente los casos de n par e impar. ¿Para
qué valores de n es x único? Sugerencia: No utilice el
cálculo en este problema.

13.5 Problemas paramétricos

En esta sección examinaremos brevemente tres situaciones no relacionadas, en las que se desea
diferenciar una función con respecto a un parámetro, en vez de con respecto a las variables bási-
cas de la función. Estas situaciones surgen frecuentemente en matemáticas y sus aplicaciones.
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Diferenciación de integrales con parámetros
El Teorema Fundamental del Cálculo indica cómo diferenciar una integral definida con respecto
a su límite superior de integración:

d

dx I
x

a

f (t) dt % f (x)

Consideraremos ahora un problema diferente sobre diferenciación de integrales. Si el integrando
de una integral definida depende también de variables distintas de la variable integración, enton-
ces la integral será una función de esas otras variables. ¿Cómo calculamos la derivada de una
función de ese tipo? Por ejemplo, consideremos la función F(x) definida como

F(x) % I
b

a

f (x, t) dt

Calcularemos Fñ(x) tomando la derivada dentro de la integral:

Fñ(x) %
d

dx I
b

a

f (x, t) dt %I
b

a

L
Lx

f (x, t) dt

Obsérvese que hemos utilizado d/dx fuera de la integral y L/Lx dentro; esto es porque la integral
es una función sólo de x, pero el integrando f es una función de x y de t. Si el integrando depen-
de de más de un parámetro, entonces habría que utilizar derivadas parciales dentro y fuera de la
integral:

L
Lx I

b

a

f (x, y, t) dt %I
b

a

L
Lx

f (x, y, t) dt

La operación de tomar una derivada con respecto a un parámetro dentro de la integral, o diferen-
ciación dentro de una integral, parece razonable. Para diferenciar sumas, lo hacemos término a
término, y las integrales son límites de sumas. Sin embargo, tanto la diferenciación como la inte-
gración requieren tomar límites (límites de cocientes de Newton para las derivadas y límites de
sumas de Riemann para las integrales). La diferenciación dentro de una integral requiere cambiar
el orden en el cual se toman los dos límites y, por tanto, requiere justificación.

Ya hemos visto otro ejemplo de cambio de orden de límites. Cuando establecimos que las
derivadas parciales mixtas con respecto a las mismas variables eran iguales,

L2 f

LxLy
%

L2 f

LyLx

estábamos, de hecho, diciendo que los límites correspondientes a la diferenciación respecto a x e
y se pueden tomar en cualquier orden con el mismo resultado. Esto no es verdad en general; lo
demostramos bajo la suposición de que ambas derivadas parciales mixtas eran continuas (véanse
el Teorema 1 y el Ejercicio 16 de la Sección 12.4). En general, se requieren algunas suposiciones
para justificar el intercambio de límites. El teorema siguiente da una serie de condiciones que justi-
fican el intercambio de límites que interviene en la diferenciación dentro de una integral.

TEOREMA 5 Diferenciación dentro de una integral

Supongamos que para todo x tal que c a x a d se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Las integrales

I
b

a

f (x, t) dt y I
b

a

f1(x, t) dt

existen (bien como integrales propias o bien como integrales impropias convergentes).
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(ii) f11(x, t) existe y satisface

� f11(x, t) � m g(t), a a t a b

con

I
b

a

g(t) dt % K a ä

Entonces, para todo x tal que c a x a d se cumple

d

dx I
b

a

f (x, t) dt %I
b

a

L
Lx

f (x, t) dt

DEMOSTRACIÓN Sea

F(x) %I
b

a

f (x, t) dt

Si c a x a d, h Ç 0, y �h � es lo suficientemente pequeño para que c a x ! h a d, entonces,
por la fórmula de Taylor,

f (x ! h, t) % f (x, t) ! h f1(x, t) !
h2

2
f11(x ! hh, t)

para algún valor h entre 0 y 1. Por tanto,

G
F(x ! h) . F(x)

h
.I

b

a

f1(x, t) dt G
% G I

b

a

f (x ! h, t) . f (x, t)

h
dt . I

b

a

f1(x, t) dt G
mI

b

a G
f (x ! h, t) . f (x, t)

h
. f1(x, t) G dt

%I
b

a G
h

2
f11(x ! hh, t) G dt

m

h

2 I
b

a

g(t) dt %
Kh

2
r 0 cuando h r 0

Entonces,

Fñ(x) % lim
hr0

F(x ! h) . F(x)

h
% I

b

a

f1(x, t) dt

que es el resultado deseado.

#

Observación Se puede demostrar que la conclusión del Teorema 5 se mantiene también sólo
bajo la suposición de que f1(x, t) es continua en el rectángulo cerrado y acotado c m x m d,
a m t m b. No podemos demostrarlo aquí; la prueba se basa en una sutil propiedad denominada
continuidad uniforme que poseen las funciones continuas en conjuntos cerrados y acotados de �n

(véase el Apéndice IV para el caso de n % 1). En cualquier caso, el Teorema 5 es más útil para
nuestros fines porque permite integrales impropias.
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Ejemplo 1 Calcule I
ä

0
tne.t dt.

Solución Partiendo de la integral impropia convergente

I
ä

0
e.s ds % lim

Rrä

e.s

.1 G
R

0
% lim

Rrä

(1 . e.R) % 1

introduciremos un parámetro mediante el cambio s % xt, ds % x dt (con x b 0), con lo que obtenemos

I
ä

0
e.xt dt %

1

x

Ahora diferenciaremos n veces (cada una de las integrales resultantes converge):

I
ä

0
.te.xt dt % .

1

x2

I
ä

0
(.t)2e.xt dt % (.1)2 2

x3

ó

I
ä

0
(.t)ne.xt dt % (.1)n n!

xn!1

Haciendo x % 1 obtenemos

I
ä

0
tne.t dt % n!

Nótese que este resultado se podría haber obtenido mediante integración por partes (n veces) o mediante
una fórmula de reducción. Este método es un poco más sencillo.

Observación El lector debe comprobar que la función f (x, t) % tke.xt cumple las condicio-
nes del Teorema 5 para x b 0 y k n 0. Nosotros normalmente no lo comprobaremos.

Ejemplo 2 Calcule F(x, y) %I
ä

0

e.xt
. e.yt

t
dt para x b 0, y b 0.

Solución Tenemos

LF

Lx
% .I

ä

0
e.xt dt % .

1

x
y

LF

Ly
%I

ä

0
e.yt dt %

1

y

Se deduce entonces que

F(x, y) % .ln x ! C1(y) y F(x, y) % ln y ! C2(x)

Comparando estas dos fórmulas de F, tenemos que concluir que C1(y) % ln y ! C para alguna constante C.
Por tanto,

F(x, y) % ln y . ln x ! C % ln
y

x
! C

Como F(1, 1) % 0, debemos tener C % 0 y F(x, y) % ln (y/x).
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Observación Podemos combinar el Teorema 5 y el Teorema Fundamental del Cálculo para
diferenciar una integral con respecto a un parámetro que aparezca en los límites de integración y
en el integrando. Si

F(x, b, a) %I
b

a

f (x, t) dt

entonces, por la Regla de la Cadena,

d

dx
F(x, b(x), a(x)) %

LF

Lx
!

LF

Lb

db

dx
!

LF

La

da

dx

De acuerdo con esto, tenemos

d

dx I
b(x)

a(x)

f (x, t) dt

%I
b(x)

a(x)

L
Lx

f (x, t) dt ! f (x, b(x))bñ(x) . f (x, a(x))añ(x)

Se requiere que a(x) y b(x) sean diferenciables en x y, para la aplicación del Teorema 5, que
a m a(x) m b y a m b(x) m b para todo x tal que c a x a d.

Ejemplo 3 Resuelva la ecuación integral

f (x) % a .I
x

b
(x . t) f (t) dt

Solución Supongamos, por el momento, que la ecuación tiene una solución lo suficientemente bien
comportada para permitir la diferenciación dentro de la integral. Diferenciando dos veces, obtenemos

f ñ(x) % .(x . x) f (x) .I
x

b
f (t) dt % .I

x

b
f (t) dt

f ññ(x) % .f (x)

La última ecuación es la ecuación diferencial del movimiento armónico simple. Obsérvese que la ecuación
dada de f y la de f ñ implican las condiciones iniciales

f (b) % a y f ñ(b) % 0

De acuerdo con esto, podemos expresar la solución general de f ññ(x) % .f (x) de la forma

f (x) % A cos (x . b) ! B sen (x . b)

Las condiciones iniciales implican, entonces, que A % a y B % 0, por lo que la solución pedida es
f (x) % a cos (x . b). Finalmente, nótese que esta función es de hecho lo suficientemente suave para permi-
tir la diferenciación dentro de la integral y es, por tanto, la solución de la ecuación integral dada (si lo de-
sea, verifíquelo en la ecuación integral).

Envolventes

Una ecuación f (x, y, c) % 0 en la que interviene un parámetro c, además de las variables x e y,
representa una familia de curvas en el plano xy. Considérese, por ejemplo, la familia

f (x, y, c) %
x

c
! cy . 2 % 0
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Esta familia está formada por todas las rectas que cortan a los ejes coordenados en los puntos
(2c, 2/c). La Figura 13.20 muestra alguna de estas rectas. Parece que hay una curva a la que to-
das las rectas son tangentes. Esta curva se denomina envolvente de la familia de rectas.

Figura 13.20 Familia de rectas y su envolvente.

En general, una curva C se denomina envolvente de la familia de curvas de ecuaciones
f (x, y, c) % 0 si, para todo valor de c, la curva f (x, y, c) % 0 es tangente a C en algún punto que
depende de c.

En la familia de curvas de la Figura 13.20, parece que la envolvente puede ser la hipérbola
rectangular xy % 1. Verificaremos esto tras desarrollar un método para determinar la ecuación de
la envolvente de una familia de curvas. Supongamos que la función f (x, y, c) tiene derivadas
parciales primeras continuas y que la envolvente es una curva suave.

Para cada valor de c, la curva f (x, y, c) % 0 es tangente a la envolvente en un punto (x, y)
que depende de c. Expresemos esta dependencia en la forma explícita x % g(c), y % h(c); estas
ecuaciones son las ecuaciones paramétricas de la envolvente. Como (x, y) está en la curva
f (x, y, c) % 0, tenemos

f (g(c), h(c), c) % 0

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Es un argumento sutil. Tómese el tiempo que necesite e intente com-
prender cada paso del desarrollo.

Diferenciando esta ecuación con respecto a c, obtenemos

f1gñ(c) ! f2hñ(c) ! f3 % 0 (*)

donde las derivadas parciales de f se evalúan en (g(c), h(c), c).
La pendiente de la curva f (x, y, c) % 0 en (g(c), h(c), c) se puede obtener diferenciando im-

plícitamente su ecuación con respecto a x:

f1 ! f2
dy

dx
% 0

Por otra parte, la pendiente de la envolvente x % g(c), y % h(c) en ese punto es dy/dx%

% hñ(c)/gñ(c). Como la curva y la envolvente son tangentes en f (g(c), h(c), c), sus pendientes
deben ser iguales. Por tanto,

f1 ! f2
hñ(c)

gñ(c)
% 0, de forma que f1gñ(c) ! f2hñ(c) % 0
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Combinando esto con la ecuación (*) obtenemos f3(x, y, c) % 0 en todos los puntos de la envol-
vente.

La ecuación de la envolvente se puede obtener eliminando c en las ecuaciones

f (x, y, c) % 0 y
L
Lc

f (x, y, c) % 0

Ejemplo 4 Calcule la envolvente de la familia de rectas

f (x, y, c) %
x

c
! cy . 2 % 0

Solución Eliminamos c en las ecuaciones

f (x, y, c) %
x

c
! cy . 2 % 0 y f3(x, y, c) % .

x

c2 ! y % 0

Estas ecuaciones se pueden resolver fácilmente y se obtiene x % c e y % 1/c. Esto quiere decir que la envol-
vente es xy % 1, como planteábamos anteriormente.

Ejemplo 5 Calcule la envolvente de la familia de circunferencias

(x . c)2
! y2

% c

Solución En este caso, f (x, y, c) % (x . c)2
! y2

. c. La ecuación de la envolvente se obtiene eliminan-
do c en la pareja de ecuaciones

f (x, y, c) % (x . c)2
! y2

. c % 0

L
Lc

f (x, y, c) % .2(x . c) . 1 % 0

De la segunda ecuación, x % c .
1
2, y entonces, de la primera, y2

% c .
1
4. Por consiguiente, la envolvente

es la parábola

x % y2
.

1

4

La Figura 13.21 muestra esta envolvente y algunas circunferencias de la familia.

Figura 13.21 Las circunferencias (x . c)2
! y2

% c
y su envolvente.
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Se puede utilizar una técnica similar para obtener la envolvente de una familia de superficies.
Será una superficie tangente a todos los miembros de la familia.

Ejemplo 6 (El cono de Mach) Supongamos que el sonido viaja con una velocidad c en el aire en
calma, y que un avión supersónico viaja a una velocidad v b c por el eje x, de forma que su posición en el
instante t es (vt, 0, 0). Calcule la envolvente en el instante t de las ondas sonoras creadas por la aeronave en
instantes anteriores. Véase la Figura 13.22.

Figura 13.22 El cono de Mach.

Solución El sonido creado por la aeronave en el instante q a t se expande en un frente de ondas esférico
con velocidad c. El centro de este frente de ondas es (vq, 0, 0), la posición de la aeronave en el instante q.
En el instante t el radio de este frente de ondas es c(t . q), por lo que su ecuación es

f (x, y, z, q) % (x . vq)2
! y2

! z2
. c2(t . q)2

% 0 (*)

En el instante t la envolvente de todos esos frentes de ondas creados en instantes anteriores q se puede obte-
ner eliminando el parámetro q de la ecuación anterior y la ecuación

L
Lq

f (x, y, z, q) % .2v(x . vq) ! 2c2(t . q) % 0

Despejando q en esta última ecuación, se obtiene q %
vx . c2t

v2
. c2 . Por lo tanto,

x . vq % x .

v2x . vc2t

v2
. c2 %

c2

v2
. c2 (vt . x)

t . q % t .

vx . c2t

v2
. c2 %

v

v2
. c2 (vt . x)

Sustituimos estas dos expresiones en la ecuación (*) para eliminar q:

c4

(v2
. c2)2 (vt . x)2

! y2
! z2

.

c2v2

(v2
. c2)2 (vt . x)2

% 0

y2
! z2

%
c2

(v2
. c2)2 (v2

. c2)(vt . x)2
%

c2

v2
. c2 (vt . x)2

La envolvente es el cono

x % vt .

∂v2
. c2

c
∂y2

! z2

que se extiende hacia atrás en la dirección x desde su vértice en (vt, 0, 0), la posición de la aeronave en el
instante t. Se denomina cono de Mach. En un determinado punto, el sonido de la aeronave no se oirá hasta
que el cono alcance dicho punto.
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Ecuaciones con perturbaciones

En matemáticas aplicadas aparecen frecuentemente ecuaciones insolubles para las que se desea
obtener soluciones al menos aproximadas. Algunas veces estas ecuaciones resultan de añadir un
término extra a lo que de otra forma sería una ecuación simple y fácil de resolver. Este término
extra se denomina perturbación de la ecuación más simple. A menudo esta perturbación tiene
un coeficiente menor que los otros términos de la ecuación, es decir, es una perturbación pe-
queña. En este caso se pueden obtener soluciones aproximadas a la ecuación perturbada susti-
tuyendo el coeficiente pequeño por un parámetro y calculando un desarrollo en polinomios de
Maclaurin con respecto a ese parámetro. Un ejemplo servirá para clarificar el método.

Ejemplo 7 Calcule una solución aproximada de la ecuación

y !
1

50
ln (1 ! y) % x2

Solución Sin el término del logaritmo, la ecuación tendría claramente la solución y % x2. Sustituyamos
el coeficiente 1/50 por el parámetro � y busquemos una solución y % y(x, �) a la ecuación

y ! � ln (1 ! y) % x2 (*)

de la forma

y % y(x, �) % y(x, 0) ! �y�(x, 0) !
�2

2!
y��(x, 0) ! ñ

donde los subíndices � indican derivadas con respecto a �. Calcularemos términos hasta segundo orden en
�. Evidentemente, y(x, 0) % x2. Diferenciando dos veces la ecuación (*) con respecto a � y evaluando los
resultados en � % 0, se obtiene

Ly

L�
! ln (1 ! y) !

�

1 ! y

Ly

L�
% 0

L2y

L�2 !
2

1 ! y

Ly

L�
! �

L
L� A

1

1 ! y

Ly

L�B% 0

y�(x, 0) % .ln (1 ! x2)

y��(x, 0) %
2

1 ! x2 ln (1 ! x2)

Por consiguiente,

y(x, �) % x2
. � ln (1 ! x2) !

�2

1 ! x2 ln (1 ! x2) ! ñ

y la ecuación dada tiene como solución aproximada

y ] x2
.

ln (1 ! x2)

50
!

ln (1 ! x2)

2500(1 ! x2)

Se pueden utilizar técnicas de perturbación similares para sistemas de ecuaciones y para ecuacio-
nes diferenciales.
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Ejercicios 13.5

1. Sea F(x) %I
1

0
t x dt %

1

x ! 1
para x b .1. Mediante

diferenciación repetida de F, calcule la integral

I
1

0
t x(ln t)n dt

2. Sustituyendo t por xt en la integral muy conocida

I
ä

.ä

e.t2
dt % ∂n

y diferenciando con respecto a x, calcule

I
ä

.ä

t2e.t2 dt y I
ä

.ä

t4e.t2
dt

3. Calcule I
ä

.ä

e.xt2
. e.yt2

t2
dt para x b 0, y b 0.

4. Calcule I
1

0

tx . ty

ln t
dt para x b .1, y b .1.

5. Sabiendo que I
ä

0
e.xt sen t dt %

1

1 ! x2 para x b 0

(que se puede demostrar mediante integración por
partes), calcule

I
ä

0
te.xt sen t dt y I

ä

0
t2e.xt sen t dt

* 6. Utilizando el Ejercicio 5, calcule para x b 0

F(x) %I
ä

0
e.xt sen t

t
dt

Demuestre que limxrä
F(x) % 0 y, a partir de aquí,

calcule la integral

I
ä

0

sen t

t
dt % lim

xr0
F(x)

7. Calcule I
ä

0

dt

x2
! t2

y utilice el resultado como ayuda

para calcular

I
ä

0

dt

(x2
! t2)2 y I

ä

0

dt

(x2
! t2)3

8. Calcule I
x

0

dt

x2
! t2

y utilice el resultado como ayuda

para calcular

I
x

0

dt

(x2
! t2)2 y I

x

0

dt

(x2
! t2)3

9. Calcule f (n!1)(a) si f (x) % 1 !I
x

a

(x . t)n f (t) dt.

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 10-12.

10. f (x) % Cx ! D !I
x

0
(x . t) f (t) dt

11. f (x) % x !I
x

0
(x . 2t) f (t) dt

12. f (x) % 1 !I
1

0
(x ! t) f (t) dt

Calcule las envolventes de las familias de curvas de los
Ejercicios 13-18.

13. y % 2cx . c2 14. y . (x . c) cos c % sen c

15. x cos c ! y sen c % 1 16.
x

cos c
!

y

sen c
% 1

17. y % c ! (x . c)2 18. (x . c)2
! (y . c)2

% 1

19. ¿Tiene envolvente toda familia de curvas del plano
dependientes de un parámetro? Intente calcular la
envolvente de y % x2

! c.

20. ¿Para qué valores de k tiene envolvente la familia de
curvas x2

! (y . c)2
% kc2?

21. Intente calcular la envolvente de la familia
y3

% (x ! c)2. ¿Son las curvas de la familia tangentes
a la envolvente? ¿Qué ha obtenido realmente en este
caso? Compare este ejercicio con el Ejemplo 3 de la
Sección 13.3.

*22. Demuestre que si una familia de superficies
dependientes de dos parámetros f (x, y, z, j, k) % 0
tiene envolvente, entonces la ecuación de dicha
envolvente se puede obtener eliminando j y k de las
ecuaciones

f (x, y, z, j, k) % 0

L
Lj

f (x, y, z, j, k) % 0

L
Lk

f (x, y, z, j, k) % 0

23. Calcule la envolvente de la familia de planos
dependientes de dos parámetros

x sen j cos k ! y sen j sen k ! z cos j % 1

24. Calcule la envolvente de la familia de esferas
dependientes de dos parámetros

(x . j)2
! (y . k)2

! z2
%

j2
! k2

2

En los Ejercicios 25-27, calcule los términos en � hasta
segundo orden de la solución y de las ecuaciones dadas.
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25. y ! � sen ny % x 26. y2
! �e.y2

% 1 ! x2

27. 2y !
�x

1 ! y2 % 1

28. Utilice métodos de perturbaciones para calcular y con
un error menor que 10.8 sabiendo que
y ! (y5/100)% 1/2.

*29. Utilice métodos de perturbaciones para calcular
valores aproximados de x e y en el sistema

x ! 2y .

1

100
e.x

% 3, x . y !
1

100
e.y

% 0.

Calcule todos los términos en � % 1/100 hasta
segundo orden.

13.6 Método de Newton

Un problema que aparece frecuentemente en matemáticas aplicadas es el de determinar, con al-
gún grado de precisión deseada, una raíz (es decir, una solución r) de una ecuación de la forma

f (r) % 0

La raíz se denomina cero de la función f . En la Sección 4.6 presentamos el Método de Newton,
un método simple pero potente para determinar raíces de funciones que sean lo suficientemente
suaves. El método parte de una estimación aproximada x0 de la raíz r de la función f , y procede
después calculando aproximaciones sucesivas x1, x2, ..., mediante la fórmula

xn!1 % xn .

f (xn)

f ñ(xn)
, n % 0, 1, 2, ...

Si la estimación inicial x0 no está muy lejos de r, y si � f ñ(x) � no es muy pequeña ni � f ññ(x) � muy
grande cerca de r, entonces las aproximaciones sucesivas x1, x2, ... convergerán muy rápida-
mente a r. Recuérdese que cada nueva aproximación xn!1 se obtiene mediante el corte con el eje
x de la tangente trazada sobre la gráfica de f , xn. La tangente a la gráfica y % f (x) en x % xn

tiene como ecuación (véase la Figura 13.23)

y . f (xn) % f ñ(xn)(x . xn)

Figura 13.23 xn!1 es el corte con el eje x de la tangente en xn.

El corte con el eje x, xn!1, de esta recta se determina haciendo y % 0, x % xn!1 en esta ecuación,
y el resultado es la fórmula de la caja sombreada anterior.

El Método de Newton se puede ampliar para calcular soluciones de sistemas de m ecuaciones
con m variables. Demostraremos aquí cómo adaptar el método para calcular aproximaciones a
una solución (x, y) de la pareja de ecuaciones

E
f (x, y) % 0

g(x, y) % 0

partiendo de una estimación inicial (x0, y0). En circunstancias favorables, observaremos la misma
convergencia rápida de las aproximaciones a la raíz que en el caso de una sola variable.
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La idea es como sigue. Las dos superficies z % f (x, y) y z % g(x, y) se cruzan formando una
curva que a su vez corta al plano xy en el punto cuyas coordenadas son la solución deseada. Si
(x0, y0) está cerca de ese punto, entonces los planos tangentes a las dos superficies en (x0, y0) se
cortarán formando una recta. Ésta cortará al plano xy en un punto (x1, y1) que debería estar más
cerca de la solución que (x0, y0). Podemos determinar fácilmente (x1, y1). Los planos tangentes
z % f (x, y) y z % g(x, y) en (x0, y0) tienen como ecuaciones

z % f (x0, y0) ! f1(x0, y0)(x . x0) ! f2(x0, y0)(y . y0)

z % g(x0, y0) ! g1(x0, y0)(x . x0) ! g2(x0, y0)(y . y0)

La recta de intersección de estos dos planos corta al plano xy en el punto (x1, y1) que cumple

f1(x0, y0)(x1 . x0) ! f2(x0, y0)(y1 . y0) ! f (x0, y0) % 0

g1(x0, y0)(x1 . x0) ! g2(x0, y0)(y1 . y0) ! g (x0, y0) % 0

Resolviendo estas dos ecuaciones para obtener x1 y y1 resulta

x1 % x0 .

fg2 . f2g

f1g2 . f2g1 G(x0, y0)

% x0 .
G

f f2
g g2 G
G

f1 f2
g1 g2 G

G(x0, y0)

y1 % y0 .

f1g . fg1

f1g2 . f2g1 G(x0, y0)

% y0 .
G

f1 f

g1 g G
G

f1 f2
g1 g2 G

G(x0, y0)

Obsérvese que el denominador en cada una de estas expresiones es el determinante jacobiano
L( f, g)/L(x, y) �(x0, y0). Éste es otro ejemplo en el que el jacobiano resulta ser el análogo en el caso
multivariable a la derivada de una función de una variable.

Continuando de esta forma generamos aproximaciones sucesivas (xn, yn) de acuerdo con las
fórmulas

xn!1 % xn .
G

f f2
g g2 G
G

f1 f2
g1 g2 G

G(xn, yn)

yn!1 % yn .
G

f1 f

g1 g G
G

f1 f2
g1 g2 G

G(xn, yn)

El procedimiento se detiene cuando se alcanza la precisión deseada.

Ejemplo 1 Calcule la raíz del sistema

x(1 ! y2) . 1 % 0, y(1 ! x2) . 2 % 0

con la suficiente precisión para asegurar que los miembros izquierdos de las ecuaciones se anulan hasta la
sexta cifra decimal.
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Solución Un dibujo de las gráficas de las dos ecuaciones (véase la Figura 13.24) en el plano xy indica
que el sistema sólo tiene una raíz cerca del punto (0.2, 1.8). La aplicación del Método de Newton requiere
calcular sucesivamente las cantidades

f (x, y) % x(1 ! y2) . 1, f1(x, y) % 1 ! y2, f2(x, y) % 2xy

g(x, y) % y(1 ! x2) . 2, g1(x, y) % 2xy, g2(x, y) % 1 ! x2

Figura 13.24 Las dos gráficas se cortan cerca del punto (0.2, 1.8).

Utilizando una calculadora o un computador, podemos calcular los valores sucesivos de (xn, yn) empezando
en x0 % 0.2, y0 % 1.8:

Tabla 1. Raíz cerca de (0.2, 1.8)

n xn yn f (xn, yn) g(xn, yn)

0 0.200 000 1.800 000 .0.152 000 .0.128 000
1 0.216 941 1.911 349 0.009 481 0.001 303
2 0.214 827 1.911 779 .0.000 003 0.000 008
3 0.214 829 1.911 769 0.000 000 0.000 000

Los valores de esta tabla se han calculado secuencialmente en una hoja de cálculo mediante el método que
se sugiere posteriormente. Se han redondeado para incluirlos en la tabla, pero en los cálculos sucesivos se
han utilizado los valores sin redondear. Si se utilizaran los valores (redondeados) de xn e yn que se muestran
en la tabla para calcular f (xn, yn) y g(xn, yn), los resultados podrían variar ligeramente.

Las aproximaciones deseadas a las raíces son los valores de xn e yn de la última línea de la tabla ante-
rior. Nótese la rapidez de convergencia. Sin embargo, hay que realizar muchos cálculos de funciones para
cada iteración del método. En el caso de sistemas grandes el Método de Newton es demasiado ineficiente
computacionalmente para ser práctico. En la práctica se utilizan otros métodos que requieren más iteracio-
nes pero menos cálculos por iteración.

Realización del Método de Newton utilizando una hoja de cálculo
Una hoja de cálculo es un entorno ideal para calcular aproximaciones mediante el Método de
Newton. Dada una pareja de ecuaciones con dos incógnitas como las del sistema del Ejemplo 1,
podemos proceder como sigue:

(i) En las nueve primeras celdas de la primera fila (A1-I1) se ponen las etiquetas n, x, y, f,
g, f1, g2, g1 y g2.

(ii) En las celdas A2-A9 se ponen los números 0, 1, 2, ..., 7.
(iii) En las celdas B2 y C2 se ponen los valores iniciales x0 e y0.
(iv) En las celdas D2-I2 se ponen las fórmulas para calcular f (x, y), g(x, y), ..., g2(x, y) en fun-

ción de los valores de x e y que están en B2 y C2.
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(v) En las celdas B3 y C3 se almacenan las fórmulas del Método de Newton para calcular x1 e
y1 en función de los valores de x0 e y0, utilizando los valores calculados en la segunda fila.
Por ejemplo, la celda B3 debe contener la fórmula

+B2– (D2*I2–G2*E2)/(F2*I2–G2*H2)

(vi) Se reproducen las fórmulas de las celdas D2-I2 en las celdas D3-I3.
(vii) Se reproducen las fórmulas de las celdas B3-I3 en las celdas B4-I9.

Ahora podemos inspeccionar las sucesivas aproximaciones a xn e yn en las columnas B y C. Para
utilizar diferentes valores iniciales, basta con sustituir los números de las celdas B2 y C2. Para
resolver un sistema diferente de (dos) ecuaciones, basta con sustituir los contenidos de las celdas
D2-I2. Es conveniente salvar esta hoja de cálculo para volver a utilizarla con los ejercicios pos-
teriores o con otros sistemas que podamos desear resolver más tarde.

Observación Aunque un análisis detallado de la convergencia de las aproximaciones del Mé-
todo de Newton está fuera del alcance de este libro, podemos realizar algunas observaciones. En
cada paso del proceso de aproximación debemos dividir por J, el determinante jacobiano de f y
g respecto a x e y, evaluado en la aproximación obtenida más recientemente. Suponiendo que las
funciones y las derivadas parciales que intervienen en las fórmulas son continuas, cuanto mayor
sea el valor de J en la solución real, más probable será que las aproximaciones converjan a la
solución, y que lo hagan rápidamente. Si J se anula (o si es muy pequeño) en la solución, las
aproximaciones sucesivas pueden no converger, aun cuando la estimación inicial esté muy cerca
de la solución. Incluso cuando las derivadas parciales primeras de f y g son grandes en la solu-
ción, su jacobiano puede ser pequeño si sus gradientes son aproximadamente paralelos en dicha
solución. Por tanto, no podemos esperar que la convergencia sea rápida cuando las curvas f (x,
y) % 0 y g(x, y) % 0 se cortan formando un ángulo muy pequeño.

El Método de Newton se puede aplicar a sistemas de m ecuaciones en m variables; las fór-
mulas son las generalizaciones obvias de las dadas anteriormente para dos funciones.

Ejercicios 13.6

Calcule las soluciones de los sistemas de los Ejercicios 1-6,
de forma que los miembros izquierdos de las ecuaciones se
anulen hasta la sexta cifra decimal. Esto se puede hacer con
la ayuda de una calculadora científica, pero eso consumiría
mucho tiempo. Es mucho más fácil programar las fórmulas
del Método de Newton en un computador para generar las
aproximaciones requeridas. Intente determinar en cada caso
estimaciones iniciales razonables dibujando las gráficas de
las ecuaciones.

1. y . ex
% 0, x . sen y % 0

2. x2
! y2

. 1 % 0, y . ex
% 0 (dos soluciones)

3. x4
!y2

.16%0, xy.1%0 (cuatro soluciones)

4. x2
.xy!2y2

%10, x3y2
%2 (cuatro soluciones)

5. y . sen x % 0, x2
! (y ! 1)2

. 2 % 0
(dos soluciones)

6. sen x ! sen y . 1 % 0, y2
. x3

% 0
(dos soluciones)

* 7. Obtenga fórmulas para calcular las aproximaciones
sucesivas mediante el Método de Newton a una
solución del sistema

f (x, y, z) % 0, g(x, y, z) % 0, h(x, y, z) % 0

empezando con la estimación inicial (x0, y0, z0).

8. Utilice las fórmulas del Ejercicio 7 para obtener
el punto de intersección en el primer octante de las
superficies y2

! z2
% 3, x2

! z2
% 2 y x2

. z % 0.

9. Las ecuaciones y . x2
% 0 e y . x3

% 0 tienen
evidentemente las soluciones x % y % 0 y x%y%1.
Intente obtenerlas utilizando la forma de dos variables
del Método de Newton con valores iniciales:

(a) x0 % y0 % 0.1 y (b) x0 % y0 % 0.9

¿Cuántas iteraciones se requieren para obtener una
precisión de seis cifras decimales en la solución
apropiada en cada caso? ¿Cómo explica la diferencia
en el comportamiento del Método de Newton para
estas ecuaciones cerca de (0, 0) y (1, 1)?
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13.7 Cálculos con Maple

Los cálculos necesarios para la resolución de sistemas de ecuaciones con varias variables pueden
ser muy largos, incluso aunque el número de variables sea pequeño. En particular, localizar los
puntos críticos de una función de n variables requiere resolver un sistema (generalmente no li-
neal) de n ecuaciones con n incógnitas. En estas situaciones, el uso eficaz de un sistema de ma-
temáticas por computador como Maple puede ser muy útil. En esta sección opcional (y breve)
presentaremos ejemplos de uso de la rutina «fsolve» de Maple, que permite resolver sistemas de
ecuaciones no lineales, y encontrar y clasificar puntos críticos y, por consiguiente, resolver pro-
blemas de valores extremos.

Resolución de sistemas de ecuaciones
Maple dispone en su kernel de un procedimiento denominado fsolve (por lo que no se necesita
cargar ningún paquete para acceder a él), cuyo objetivo es encontrar soluciones reales en punto
flotante de sistemas de n ecuaciones en n variables (si se aplica a una ecuación polinómica de
una variable intentará encontrar todas sus raíces reales, pero puede perder alguna). A nuestros
efectos, una ecuación es, o bien una única expresión f en las variables (en cuyo caso la ecuación
se expresará como f % 0), o bien dos expresiones relacionadas por un signo igual, como f % g.
El procedimiento admite dos o tres argumentos. El primero es un conjunto de n ecuaciones sepa-
radas por comas, y encerrado por llaves. El segundo es también un conjunto (asimismo encerra-
do por llaves) que indica las n variables en las que hay que resolver las ecuaciones (el número
de variables en las ecuaciones debe ser igual al número de ecuaciones). Los elementos del se-
gundo conjunto pueden consistir en ecuaciones de la forma «variable % estimación inicial», don-
de la estimación inicial es un número que pensamos que puede estar cerca de la verdadera solu-
ción. No siempre es posible encontrar una buena estimación inicial de los valores de las variables,
por lo que, si lo deseamos, podemos incluir un tercer argumento que especifique intervalos de
valores de las variables en los que buscar una solución. Por ejemplo, para obtener una solución
del sistema x2

! y3
% 3, x sen (y) . y cos (x) % 0 cerca del punto (1, 2) podemos intentar

> Digits := 6:
> fsolve({x 4 2+y 4 2=3, x*sin(y)–y*cos(x)}, {x=1, y=2}) ;

{x % 0.909510, y % 1.47404}

Si no hubiéramos sido capaces de especificar una estimación inicial, pero hubiéramos buscado
una solución en el intervalo [0, 2], habríamos obtenido la misma respuesta:

> fsolve({x 4 2+y 4 2=3, x*sin(y)–y*cos (x)},
{x, y}, {x=0..2, y=0..2}) ;

{x % 0.909510, y % 1.47404}

De hecho, sin especificar estimaciones iniciales ni intervalos de búsqueda se obtiene la misma
salida

> fsolve({x 4 2+y 4 2=3, x*sin(y)–y*cos(x)}, {x, y}) ;

{y % 1.47404, x % 0.909510}

aunque, por sus propias razones privadas, Maple presenta en este caso los valores de x e y en
orden inverso. Si hubiéramos especificado un intervalo de búsqueda diferente, habríamos obteni-
do un resultado diferente:

> fsolve({x 4 2+y 4 2=3, x*sin(y)–y*cos(x)},
{x, y}, {x=0..2, y=0..1}) ;

{y % 0, x % 1.73205}
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o incluso ninguna solución en absoluto, si de hecho no existiera solución en los intervalos espe-
cificados.

> fsolve({x 4 2+y 4 2=3, x*sin(y)–y*cos(x)} ,
{x, y}, {x=0..1, y=0..1}) ;

fsolve({x2
! y2

% 3, s sen (y) . y sen (x)}, {x, y}, {x % (0..1), y % (0..1)})

Para utilizar eficazmente fsolve es necesario tener una idea de dónde se pueden encontrar las
soluciones. Si el número de variables es 2 o 3, se pueden utiliza las rutinas gráficas de Maple
para buscar sus posiciones aproximadas.

Ejemplo 1 Resuelva el sistema

E
x2

! y4
% 1

z % x3y

ex
% 2y . z

Solución Empezaremos por definir el conjunto de ecuaciones.

> eqns := {x 4 2+y 4 4=1, z=x 4 3*y, exp(x)=2*y–z} ;

eqns :% {x2
! y4

% 1, z % x3y, ex
% 2y . z}

¿Qué vamos a utilizar como estimación inicial? La primera ecuación no la puede cumplir ningún punto
exterior al cuadrado .1 m x m 1, .1 m y m 1, por lo que sólo es necesario considerar valores de x e y en
el interior de dicho cuadrado. La segunda ecuación obliga entonces a z a estar también entre 1 y .1. Po-
dríamos probar con muchas estimaciones iniciales que cumplieran esta condición y ver lo que obtiene fsol-
ve. Otra forma puede ser realizar varias gráficas implícitas de las tres ecuaciones para algunos valores fijos
de z entre .1 y 1, buscando los casos en los que las tres curvas se acercan lo suficiente para tener un punto
de intersección común:

> with(plots) :
for z from –1 by .2 to 1 do print (''z ='', z) ;
implicitplot({x 4 2+y 4 4–1, z–x 4 3*y, exp(x)–2*y+z} ,
x=–1.5 .. 1.5, y=–1.5 .. 1.5) od;

Estos comandos producen 11 gráficas de las tres ecuaciones, considerando que dependen de x e y, para va-
lores de z entre .1 y 1 en pasos de 0.2. Dos de ellas se muestran en las Figuras 13.25 y 13.26. Correspon-
den a z % .0.2 y z % 0.2, e indican que probablemente las tres ecuaciones tienen soluciones cerca de
(.1, 0.2, .0.2) y (0.5, 0.9, 0.2). Ejecutamos fsolve con esos valores iniciales y después sustituimos el
resultado en las tres ecuaciones para comprobar que se cumplen. Limitaremos la salida de Maple a 6 cifras
significativas, en vez de las 10 por defecto:

Figura 13.25 z % .0.2. Figura 13.26 z % 0.2.
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> Digits := 6:
vars := {x=–1, y=0.2, z=–0.2} :
sols := fsolve(eqns, vars) ;
evalf(subs(sols, eqns)) ;

sols :% {x % ..999887, y % 0.122654, z % ..122613}

{..122613 % ..122612, 1.00000 % 1., 0.367921 % 0.367921}

> vars := {x=0.5, y=0.9, z=0.2} :
sols := fsolve(eqns, vars) ;
evalf(subs(sols, eqns)) ;

sols :% {z % 0.138432, x % 0.531836, y % 0.920243}

{0.138432 % 0.138432, 1.00000 % 1., 1.70205 % 1.70206}

Hemos calculado las dos soluciones con seis dígitos significativos.

Búsqueda y clasificación de puntos críticos
La búsqueda de los puntos críticos de una función de varias variables requiere resolver el siste-
ma de ecuaciones que se obtiene de igualar a cero las derivadas parciales primeras de la función.
Los ejemplos siguientes ilustran cómo realizarlo utilizando la rutina fsolve de Maple. Como
deseamos también clasificar los puntos críticos, calcularemos los autovalores de la matriz hessia-
na de la función en cada punto crítico, para determinar si es definida positiva, definida negativa
o indefinida.

Como el paquete VectorCalculus contiene un procedimiento Hessian para el cálculo de la
matriz hessiana y LinearAlgebra contiene un procedimiento Eigenvalues para determinar los
autovalores de una matriz cuadrada, tendremos, o bien que cargar dichos paquetes, o bien llamar
a los procedimientos como VectorCalculus[Hessian] y LinearAlgebra[Eigenvalues] ,
respectivamente. Como ahora no necesitamos nada más de esos paquetes, lo haremos de esta últi-
ma forma. Si tenemos una versión anterior a Maple 8, hay que asegurarse de que el paquete más
antiguo linalg tiene los procedimientos hessian y eigenvals, que harán el mismo trabajo.

Ejemplo 2 Obtenga y clasifique los puntos críticos de

(x2
! xy ! 5y2

! x . y)e.(x2!y2)

Solución Empezaremos por definir f como la expresión anterior, que sólo depende de las dos variables
x e y. No es necesario que f sea una función, por lo que la definiremos como una expresión.

> f := (x 4 2+x*y+5*y 4 2+x–y)*exp(–(x 4 2+y 4 2)) ;

f :% (x2
! xy ! 5y2

! x . y)e.(x2!y2)

A continuación, definiremos H como la matriz hessiana de f con respecto a las variables x e y. Como esto
produce varias líneas de salida, suprimiremos dicha salida.

> H := VectorCalculus[Hessian] (f, [x, y]) : Las ecuaciones que hay que resolver para
obtener los puntos críticos son

> eqns := {diff(f, x)=0, diff(f, y)=0} :

De nuevo hemos omitido la salida. Podríamos haber suprimido «% 0» en las dos ecuaciones, ya que se
asume por defecto.

Ahora llega la parte difícil. ¿Dónde buscamos las soluciones? Dibujar las curvas de nivel de f puede
sugerir las posiciones probables de los puntos críticos.

> plots[contourplot] (f, x=–3..3, y=–3..3, grid=[50, 50] ,
contours=16) ;
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Figura 13.27 Contornos de f (x, y)
en el Ejemplo 2.

La gráfica de contornos (Figura 13.27) sugiere que hay cinco puntos críticos, tres extremos locales cerca de
(0.3, 1), (0, .1) y (.0.6, 0.1) y dos puntos de ensilladura cerca de (1, 0) y (.1.6, 0.2). Utilizaremos
fsolve con estas estimaciones iniciales. Para cada una de ellas, ejecutaremos fsolve para obtener el
punto crítico. Seguidamente, calcularemos el valor de f en cada punto. Finalmente, calcularemos los auto-
valores del hessiano de f para determinar la naturaleza del punto crítico. De nuevo utilizaremos 6 dígitos
significativos.

> Digits := 6:

(a) Cerca del punto (0.3, 1):

> sols := fsolve(eqns, {x=0.3, y=1}) ; evalf(subs(sols, f)) ;

sols :% {x % 0.275057, y % 1.00132}
1.57773

> LinearAlgebra[Eigenvalues] (subs(sols, H)) ;

C
.2.41894

.6.61497D
Como ambos autovalores son negativos, f tiene un valor máximo local de 1.577 73 en el punto crítico
(0.275 057, 1.001 32).

(b) Cerca del punto (0, .1):

> sols := fsolve(eqns, {x=0, y=.1}), evalf(subs(sols,f)) ;

sols :% {y % ..955506, x % 0.00492113}
2.21553

> LinearAlgebra[Eigenvalues] (subs(sols, H)) ;

C
.3.58875

.8.54885D
Como ambos autovalores son negativos, f tiene un valor máximo local de 2.215 533 en el punto crítico
(0.004 921 13, .0.955 506).
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(c) Cerca del punto (.0.6, 0.1):

> sols := fsolve(eqns, {x=–0.6, y=0.1}) ;
evalf(subs(sols, f)) ;

sols :% {y % 0.132977, x % ..421365}
..283329

> LinearAlgebra[Eigenvalues] (subs(sols, H)) ;

C
8.90194

2.32438D
Como ambos autovalores son positivos, f tiene un valor mínimo local de .0.283 329 en el punto críti-
co (.0.421 365, 0.132 977).

(d) Cerca del punto (1, 0):

> sols := fsolve(eqns, {x=1, y=0}), evalf(subs(sols, f)) ;

sols :% {y % 0.0207852, x % 0.858435}
0.762810

> LinearAlgebra[Eigenvalues] (subs(sols, H)) ;

C
3.28636

.2.84680D
Como el hessiano tiene autovalores positivos y negativos, f tiene un punto de ensilladura en
(0.858 435, 0.020 785 2). Su valor en ese punto es 0.762 810.

(e) Cerca del punto (.1.6, 0.2):

> sols := fsolve(eqns, {x=–1.6, y=0.2}) ;
evalf(subs(sols, f)) ;

sols :% {y % 0.292686, x % .1.58082}
0.0445843

> LinearAlgebra[Eigenvalues] (subs(sols, H)) ;

C
0.673365

..407579D
Como el hessiano tiene autovalores tanto positivos como negativos, f tiene un punto de ensilladura en
(.1.580 82, 0.292 686). Su valor en ese punto es 0.044 584 3.

La exponencial negativa en la definición de f asegura que f r 0 cuando x2
! y2

r ä. Suponiendo enton-
ces que hemos encontrado todos los puntos críticos de f , el valor del punto crítico de (b) debe ser el máxi-
mo absoluto y el de (c) el mínimo absoluto.

Observación La parte más difícil al utilizar fsolve para sistemas grandes es determinar es-
timaciones de partida adecuadas para las raíces o puntos críticos. Los procedimientos gráficos
sólo son realmente adecuados para sistemas pequeños (una, dos o tres ecuaciones), e incluso en
esos casos es importante analizar las ecuaciones o funciones que intervienen para encontrar indi-
cios de dónde pueden estar las raíces o los puntos críticos. He aquí algunos aspectos a considerar:

1. En ciertas ocasiones, algunas ecuaciones pueden ser lo suficientemente simples para que se
puedan eliminar ciertas variables, reduciéndose así el tamaño del sistema. Podríamos haber
utilizado la segunda ecuación del Ejemplo 1 para eliminar z de las ecuaciones primera y ter-
cera, reduciendo así el sistema a dos ecuaciones con dos incógnitas.

2. El sistema puede resultar de añadir un término extra a un sistema más simple, y la posición
de las raíces de este último puede ser conocida. En ese caso se pueden utilizar las posiciones
de esas raíces conocidas como estimaciones iniciales.

3. Es conveniente estar siempre alerta frente a la posibilidad de ecuaciones que limiten los valo-
res posibles de algunas variables. Por ejemplo, en el Ejemplo 1 la ecuación x2

! y4
% 1 limita

los valores de x e y al intervalo [.1, 1].
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Ejercicios 13.7

En los Ejercicios 1 y 2, resuelva los sistemas de ecuaciones
dados utilizando la rutina fsolve de Maple. Utilice 5
dígitos significativos. Esté atento a posibles cambios que
puedan reducir el número de ecuaciones a introducir en
fsolve.

1. E
x2

! y2
! z2

% 1

z % xy

6xy % 1

2. E
x4

! y2
! z2

% 1

y % sen z

z ! z3
! z4

% x ! y

En los Ejercicios 3-6, utilice fsolve para calcular los
resultados pedidos. Utilice 5 dígitos significativos en todos
los casos.

3. Calcule los valores máximos y mínimos y sus
posiciones para la función

f (x, y) % (xy . x . 2y)/((1! x2
! y2)2)

Utilice un diagrama de contornos como ayuda para
determinar los puntos de partida adecuados.

4. Evidentemente, f % 1 . 10x4
. 8y4

. 7z4 tiene
un valor máximo de 1 en (0, 0, 0). Calcule el valor
máximo absoluto de h % f ! g, siendo
g % yz . xyz . x . 2y ! z, comenzando en varios
puntos cerca de (0, 0, 0).

5. Calcule el valor mínimo de

f % x2
! y2

! z2
! 0.2xy . 0.3xz ! 4x . y

6. Calcule los valores máximo y mínimo de

f (x, y, z) %
x ! 1.1y . 0.9z ! 1

1 ! x2
! y2

! z2

Repaso del capítulo

Ideas clave
¿Qué significan los siguientes términos o
expresiones?

0 Punto crítico de f (x, y)
0 Punto singular de f (x, y)
0 Valor máximo absoluto de f (x, y)
0 Valor mínimo local de f (x, y)
0 f tiene un valor mínimo local en f (x, y)
0 Punto de ensilladura de f(x, y)
0 Forma cuadrática
0 Restricción
0 Programación lineal
0 Envolvente de una familia de curvas

Explique el test de la segunda derivada sobre un
punto crítico de f (x, y).

Describa el método de los multiplicadores de
Lagrange.

Describa el método de los mínimos cuadrados.

Describa el Método de Newton para dos
ecuaciones.

Ejercicios de repaso
En los Ejercicios 1-4, calcule y clasifique los puntos
críticos de las funciones dadas.

1. xye.x!y 2. x2y . 2xy2
! 2xy

3.
1

x
!

4

y
!

9

4 . x . y
4. x2y(2 . x . y)

5. Sea f (x, y, z) % x2
! y2

! z2
!

1

x2
! y2

! z2. ¿Tiene f

un valor mínimo? Si es así, ¿cuál es y dónde se alcanza?

6. Demuestre que x2
! y2

! z2
. xy . xz . yz tiene un

valor mínimo local en (0, 0, 0). ¿Se alcanza ese valor
mínimo en algún otro punto?

7. Calcule los valores máximo y mínimo absolutos de
f (x, y) % xye.x2.4y2

. Justifique su respuesta.

8. Sea f (x, y) % (4x2
. y2)e.x2!y2

.

(a) Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y) en
el plano xy.

(b) Calcule los valores máximo y mínimo de f (x, y) en
la región con forma de cuña definida por
0 m y m 3x.

9. Un alambre de longitud L se corta en tres trozos, y con
cada trozo se forma un cuadrado. ¿Cuál es (a) el valor
mínimo y (b) el valor máximo de la suma de las áreas
de los cuadrados?

10. Un servicio de mensajería acepta paquetes de forma
rectangular siempre que la suma de su perímetro y su
altura sea menor que 120 pulgadas. ¿Cuál es el
máximo volumen posible de una caja de este tipo?

11. Calcule el área de la elipse más pequeña
x2

a2 !
y2

b2 % 1

que contenga al rectángulo .1 m x m 1, .2 m y m 2.
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12. Calcule el volumen del elipsoide más pequeño

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1

que contenga a la caja rectangular .1 m x m 1,
.2 m y m 2, .3 m z m 3.

13. Calcule el volumen de la región más pequeña de la
forma

0 m z m aA1 .

x2

b2 .

y2

c2B
que contenga a la caja .1 m x m 1, .2 m y m 2,
0 m z m 2.

14. Una ventana tiene la forma de un rectángulo sobre el
que se monta un triángulo isósceles. ¿Cuáles son las
dimensiones x, y y z de la ventana (véase la Figura
13.28) si su perímetro es L y su área es máxima?

Figura 13.28

15. Un fabricante de productos determina que si fabrica x
miles de productos al mes y los vende a y euros cada
uno, su beneficio mensual (en miles de euros) será
P % xy .

1
27 x2y3

. x. Si su fábrica es capaz de
producir un máximo de 3000 productos al mes, y las
leyes estatales le impiden cobrar más de 2 euros por
ese tipo de producto, ¿cuántos productos debería
fabricar y cuánto debería cobrar por cada uno para
maximizar el beneficio mensual?

16. Calcule la envolvente de la familia de curvas
y % (x . c)3

! 3c.

17. Calcule una solución aproximada y(x, �) de la ecuación
y ! �xey

% .2x con términos hasta de segundo grado
en �.

18. (a) Calcule Gñ(y) si G(y) %I
ä

0

tan.1 (xy)

x
dx.

(b) Calcule I
ä

0

tan.1 (nx) . tan.1 x

x
dx. Sugerencia:

Esta integral es G(n) . G(1).

Problemas avanzados
1. (Series de Fourier)

Demuestre que las constantes ak (k % 0, 1, 2, ..., n) y bk

(k % 1, 2, ..., n), que minimizan la integral

In %I
n

.n C f (x) .

a0

2
.

n

;
k%0

(ak cos kx ! bk sen kx)D
2

dx

se expresan como

ak %
1

n I
n

n
f (x) cos kx dx, bk %

1

n I
n

n
f (x) sen kx dx

Nótese que esas constantes, denominadas coeficientes
de Fourier de f en [.n, n], no dependen de n. Si se
pueden calcular para todos los enteros positivos k,
entonces la serie

a0

2
!

ä

;
k%0

(ak cos kx ! bk sen kx)

se denomina serie de Fourier (de rango completo) de
f en [.n, n] (véase la Sección 9.9).

2. Este problema es una continuación del Problema 1.
Calcule los coeficientes de Fourier (de rango completo)
ak y bk de

f (x) %E
0 si .n m x a 0

x si 0 m x m n

¿Cuál es el mínimo valor de In en este caso? ¿Cómo se
comporta cuando n r ä?

*3. Calcule I
x

0

ln (tx ! 1)

1 ! t2
dt.

*4. (Problema de Steiner) El problema de calcular un
punto del plano (o de un espacio de dimensión
superior) que minimice la suma de su distancia a n
puntos dados es muy difícil. El caso n % 3 se conoce
como problema de Steiner. Si P1P2P3 es un triángulo
cuyo ángulo más grande es menor que 120o, existe un
punto Q en el interior del triángulo tal que las líneas
QP1, QP2 y QP3 forman ángulos de 120o entre sí.
Demuestre que la suma de las distancias desde los
vértices del triángulo a un punto P es mínima cuando
P % Q. Sugerencia: Demuestre primero que si
P % (x, y) y Pi % (xi, yi), entonces

d �PPi �
dx

% cos hi y
d �PPi �

dy
% sen hi

siendo hi el ángulo que forman PiP y la dirección
positiva del eje x. A partir de aquí, demuestre que el
punto mínimo P cumple dos ecuaciones
trigonométricas en las que intervienen h1, h2 y h3.
Intente demostrar después que dos cualesquiera de esos
ángulos difieren en u2n/3. ¿Dónde debería tomarse P
si el triángulo tuviera un ángulo de 120o o mayor?
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CAPÍTULO 14

Integración múltiple

¿Sabéis qué es un matemático? —preguntó Lord Kelvin a
sus alumnos. Se dirigió a la pizarra y escribió

I
ä

.ä

e.x2

dx % ∂n

Apuntando con el dedo a lo que había escrito, se dirigió a
la clase—: Un matemático es alguien al que eso le parece
tan obvio como ‘‘dos por dos son cuatro’’ os lo parece a
vosotros.

William Thomson Kelvin (1824-1907)

anécdota recogida en Men of Mathematics de E. Bell

Introducción En este capítulo se amplía el concepto de integral definida a fun-
ciones de varias variables. Definidas como límites de sumas de Riemann, como en
el caso de la integral definida unidimensional, las integrales múltiples se pueden
calcular utilizando sucesivas integrales definidas simples. Se emplean para represen-
tar y calcular valores de magnitudes especificadas en términos de densidades en re-
giones del plano o en espacios de dimensión superior. En el ejemplo más simple, el
volumen de una región tridimensional se calcula utilizando una integral doble de su
altura sobre la región plana bidimensional de su base.



14.1 Integrales dobles

La definición de integral definida : a
b f (x) está motivada por el problema estándar del área, con-

cretamente, el problema de calcular el área de una región plana limitada por la curva y % f (x), el
eje x, y las rectas x % a y x % b. De forma análoga se puede motivar la integral doble de una
función de dos variables en un dominio D del plano como solución al problema estándar del
volumen, que consiste en calcular el volumen de la región tridimensional S limitada por la super-
ficie z % f (x, y), el plano xy y el cilindro paralelo al eje z que pasa por la frontera de D (véase la
Figura 14.1). D se denomina dominio de integración. Denominaremos «sólido» a la región tri-
dimensional S, sin que esto implique que esté llena con ninguna sustancia en particular. Defini-
mos así la integral doble de f (x, y) en el dominio D como

IID

f (x, y) dA

Figura 14.1 Una región sólida S dispuesta por encima del dominio D en el plano xy
y por debajo de la superficie z % f (x, y).

de forma que su valor será el volumen del sólido S siempre que D sea un dominio razonable y f
sea una función «razonable» con valores positivos.

Empecemos con el caso en el que D es un rectángulo con lados paralelos a los ejes coorde-
nados en el plano xy y f es una función acotada en D. Si D está formada por los puntos (x, y)
tales que a m x m b y c m y m d, podemos definir una partición P de D en pequeños rectángulos
dividiendo los intervalos [a, b] y [c, d], por ejemplo, en los puntos

a % x0 a x1 a x2 a ñ a xm.1 a xm % b

c % y0 a y1 a y2 a ñ a yn.1 a yn % d

La partición P de D consiste entonces en los mn rectángulos Rij (1 m i m m, 1 m j m n) formados
por los puntos (x, y) para los que xi.1 m x m xi e yj.1 m y m yj (véase la Figura 14.2).

El área del rectángulo Rij es

BAij % BxiByj % (xi . xi.1)(yj . yj.1)

y su diámetro (es decir, la longitud de su diagonal),

diam (Rij) % ∂(Bxi)
2
! (Byj)

2
% ∂(xi . xi.1)

2
! (yj . yj.1)

2

La norma de la partición P es el máximo de los diámetros de los subrectángulos:

�P� % lim
1mimm
1mjmn

diam (Rij)
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Figura 14.2 Una partición de D
(el triángulo sombreado grande) en rectángulos
más pequeños Rij (1 m i m m, 1 m j m n).

Ahora, seleccionamos un punto arbitrario (x*ij , y*ij ) en cada uno de los rectángulos Rij y formamos
la suma de Riemann

R( f, P) %

m

;
i%1

n

;
j%1

f (x*ij , y*ij )BAij

que es una suma de mn términos, uno por cada rectángulo de la partición (la doble numeración
indica que i va de 1 a m términos, cada uno de los cuales es a su vez una suma en la que j va de
1 a n). El término correspondiente al rectángulo Rij es, si f (x*ij , y*ij ) n 0, el volumen de la caja
rectangular cuya base es Rij y cuya altura es el valor de f en (x*ij , y*ij ) (véase la Figura 14.3). Por
tanto, para funciones positivas f, la suma de Riemann R( f, P) se aproxima al volumen contenido
por encima de D y por debajo de la gráfica de f. La integral doble de f sobre D se define como
el límite de estas sumas de Riemann, siempre que ese límite exista, cuando �P� r 0, indepen-
dientemente de la elección de los puntos (x*ij , y*ij ). Precisaremos estas ideas en la definición si-
guiente.

Figura 14.3 Una caja rectangular sobre el rectángulo Rij.
La suma de Riemann es la suma de los volúmenes
de esas cajas.
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DEFINICIÓN 1 Integral doble sobre un rectángulo

Se dice que f es integrable sobre el rectángulo D y tiene integral doble

I %IID

f (x, y) dA

si para todo número positivo � existe un número d que depende de � tal que

�R( f , P) . I � a �

se cumple para toda partición P de D que cumpla �P� a d y para todas las elecciones de
los puntos (x*ij , y*ij ) de los subrectángulos de P.

El dA que aparece en la expresión de la integral doble es un elemento de área. Representa el
límite de BA % Bx By en la suma de Riemann y se puede expresar también como dx dy o dy dx,
sin que el orden sea relevante. Cuando se calculen integrales dobles mediante iteración, cosa que
haremos en la sección siguiente, dA será sustituido por el producto de diferenciales dx y dy y
entonces el orden sí será importante.

Como en el caso de funciones de una variable, las funciones continuas en D serán integrables
en D. Por supuesto, muchas funciones acotadas pero discontinuas también serán integrables, pero
dar una descripción exacta de la clase de las funciones integrables se sale de los límites de este
texto.

Ejemplo 1 Sea D el cuadrado 0 m x m 1, 0 m y m 1. Utilice una suma de Riemann correspondiente a
la partición de D en cuatro cuadrados más pequeños con puntos seleccionados en el centro de cada uno,
para calcular un valor aproximado de

IID
(x2

! y) dA

Solución La partición pedida P está formada por las rectas x % 1/2 e y % 1/2, que dividen a D en cuatro
cuadrados, cada uno de área BA % 1/4. Los centros de estos cuadrados son los puntos (1

4,
1
4), (1

4,
3
4),

(3
4,

1
4) y (3

4,
3
4) (véase la Figura 14.4). Por tanto, la aproximación requerida es

IID
(x2

! y) dA ] R(x2
! y, P) %A

1

16
!

1

4B
1

4
!A

1

16
!

3

4B
1

4

!A
9

16
!

1

4B
1

4
!A

9

16
!

3

4B
1

4
%

13

16
% 0.8125

Figura 14.4 La partición del cuadrado del Ejemplo 1.

Integrales dobles en dominios más generales
A menudo es necesario utilizar integrales dobles de funciones acotadas f (x, y) en dominios que
no son rectangulares. Si el dominio D está acotado, podemos escoger un rectángulo R cuyos la-
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dos sean paralelos a los ejes coordenados, tal que D esté contenido en R (véase la Figura 14.5).
Si f (x, y) está definida en D, se puede extender su dominio a R definiendo f (x, y) % 0 en todos
los puntos de R que estén fuera de D. La integral de f en D se puede definir como la integral de
la función extendida en el rectángulo R.

Figura 14.5

DEFINICIÓN 2

Si f (x, y) está definida en el dominio acotado D, sea f̂ la extensión de f que vale cero en
todo el exterior de D:

f̂ (x, y) %E
f (x, y), si (x, y) pertenece a D

0, si (x, y) no pertenece a D

Si D es un dominio acotado, entonces estará incluido en algún rectángulo R con lados pa-
ralelos a los ejes coordenados. Si f̂ es integrable en R, se dice que f es integrable en D, y
se define la integral doble de f en D como

IID

f (x, y) dA %IIR

f̂ (x, y) dA

Esta definición tiene sentido porque los valores de f̂ en la parte de R que está fuera de D son
cero, por lo que no contribuyen en nada al valor de la integral. Sin embargo, aunque f sea con-
tinua en D, f̂ no será continua en R a menos que f (x, y) r 0 cuando (x, y) tienda a la frontera de
D. No obstante, si f y D «se comportan bien», la integral existirá. No podemos profundizar
demasiado en lo que significa comportarse bien, pero enunciaremos, sin demostrarlo, el siguien-
te teorema que asegura que la mayoría de las integrales dobles que encontraremos, de hecho,
existen.

TEOREMA 1 Si f es una función continua en un dominio D cerrado y acotado cuya frontera está for-
mada por un número finito de curvas de longitud finita, entonces f es integrable en D.

#

De acuerdo con el Teorema 2 de la Sección 13.1, una función continua está acotada si su domi-
nio es cerrado y acotado. Sin embargo, en general, no es necesario restringir nuestros dominios a
que sean cerrados. Si D es un dominio acotado e int (D) es su interior (un conjunto abierto), y si
f es integrable en D, entonces

IID

f (x, y) dA %IIint (D)

f (x, y) dA

En la Sección 14.3 trataremos las integrales dobles impropias de funciones no acotadas, o en
dominios no acotados.
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Propiedades de la integral doble

Algunas propiedades de las integrales dobles son análogas a las propiedades de las integrales de-
finidas unidimensionales y no requieren mucho comentario: si f y g son integrables en D, y si L
y M son constantes, entonces:

(a) IID

f (x, y) dA % 0 si D tiene área cero.

(b) Área de un dominio: IID

1 dA % área de D (ya que es el volumen de un cilindro de

base D y altura 1).

(c) Integrales como representación de volúmenes:

Si f (x, y) n 0 en D, entonces IID

f (x, y) dA % V n 0, siendo V el volumen del sólido

que se eleva verticalmente sobre D y que queda por debajo de la superficie z % f (x, y).

(d) Si f (x, y) m 0 en D, entonces IID

f (x, y) dA % .V m 0, siendo V el volumen del sóli-

do que desciende verticalmente desde D y que queda por encima de la superficie
z % f (x, y).

(e) Dependencia lineal con el integrando:

IID

(L f (x, y) ! Mg(x, y)) dA % L IID

f (x, y) dA ! M IID

g(x, y) dA

(f) Las desigualdades se conservan:

Si f (x, y) m g(x, y) en D, entonces IID

f (x, y) dA m IID

g(x, y) dA

(g) La desigualdad del triángulo: G IID

f (x, y) dA GmIID

� f (x, y) � dA.

(h) Aditividad de dominios: Si D1, D2, ..., Dk son dominios no solapados en cada uno de
los cuales f es integrable, entonces f en la unión D % D1 é D2 é ñ é Dk y

IID

f (x, y) dA %

k

;
j%1 II Dj

f (x, y) dA

Los dominios no solapados pueden compartir puntos de su frontera, pero no pueden tener puntos
interiores en común.

Resolución de integrales dobles por inspección

Hasta ahora, no hemos dicho nada sobre cómo calcular una integral doble. La técnica principal
para hacer esto, denominada iteración, se mostrará en la sección siguiente, pero merece la pena
señalar que algunas veces las integrales dobles se pueden evaluar utilizando argumentos basados
en simetría, o interpretándolas como volúmenes que ya conocemos.
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Ejemplo 2 Si R es el rectángulo a m x m b, c m y m d, entonces

IIR
3 dA % 3 # área de R % 3(b . a)(d . c)

En este caso, el integrando es f (x, y) % 3 y la integral es igual al volumen del sólido con forma de caja de
altura 3 cuya base es el rectángulo R (véase la Figura 14.6).

Figura 14.6

Ejemplo 3 Calcule I %IIx2!y2m1

(sen x ! y3
! 4) dA

Solución La integral se puede expresar como la suma de tres integrales por la propiedad (e) de las inte-
grales dobles:

I %IIx2!y2m1

sen x dA !IIx2!y2m1

y3 dA !IIx2!y2m1

4 dA

% I1 ! I2 ! I3

El dominio de integración (Figura 14.7) es un disco circular de radio 1 centrado en el origen. Como
f (x, y) % sen x es una función impar de x, su gráfica deja tanto volumen por debajo del plano xy en la re-
gión x a 0 como por encima del plano xy en la región x b 0. Estas dos contribuciones a la integral doble se
cancelan, por lo que I1 % 0. Nótese que es necesaria la simetría tanto del dominio como del integrando para
que este argumento sea válido.

De forma similar, I2 % 0 porque y3 es una función impar y D es simétrica respecto al eje x.
Finalmente,

I3 %IID
4 dA % 4 # área de D % 4n

Por tanto, I % 0 ! 0 ! 4n % 4n.

Figura 14.7
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Ejemplo 4 Si D es el disco del Ejemplo 3, la integral

IID
∂1 . x2

. y2 dA

representa el volumen de una semiesfera de radio 1 y, por tanto, tiene el valor 2n/3.

Cuando se evalúan integrales dobles, hay que estar siempre atentos para detectar situaciones co-
mo las de los ejemplos anteriores. Se puede ahorrar mucho tiempo cuando no se intenta calcular
una integral cuyo valor es obvio sin calcularlo explícitamente.

Ejercicios 14.1

Los Ejercicios 1-6 se refieren a la integral doble

I %IID
(5 . x . y) dA

siendo D el rectángulo 0 m x m 3, 0 m y m 2. P es la
partición de D en seis cuadrados de lado 1 como se muestra
en la Figura 14.8.

Figura 14.8

En los Ejercicios 1-5, calcule las sumas de Riemann para I
correspondientes a la selección dada de los puntos (x*ij , y*ij).

1. (x*ij , y*ij ) es la esquina superior izquierda de cada
cuadrado.

2. (x*ij , y*ij ) es la esquina superior derecha de cada
cuadrado.

3. (x*ij , y*ij ) es la esquina inferior izquierda de cada
cuadrado.

4. (x*ij , y*ij ) es la esquina inferior derecha de cada
cuadrado.

5. (x*ij , y*ij ) es el centro de cada cuadrado.

6. Calcule I interpretándolo como un volumen.

En los Ejercicios 7-10, D es el disco x2
! y2

m 25 y P es la
partición del cuadrado .5 m x m 5, .5 m y m 5 en cien
cuadrados 1 # 1, como se muestra en la Figura 14.9.
Aproxime la integral doble

J %IID
f (x, y) dA

siendo f (x, y) % 1, calculando las sumas de Riemann
R( f , P) correspondientes a las selecciones indicadas de
puntos de los cuadrados pequeños. Sugerencia: El uso de
simetrías puede facilitar el trabajo.

Figura 14.9

7. (x*ij , y*ij ) es la esquina de cada cuadrado que está más
cerca del origen.

8. (x*ij , y*ij ) es la esquina de cada cuadrado que está más
lejos del origen.

9. (x*ij , y*ij ) es el centro de cada cuadrado.

10. Calcule J.
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11. Repita el Ejercicio 5 utilizando el integrando ex

en vez de 5 . x . y.

12. Repita el Ejercicio 9 utilizando f (x, y) % x2
! y2

en vez de f (x, y) % 1.

En los Ejercicios 13-22, calcule por simple inspección las
integrales dobles dadas.

13. IIR
dA, siendo R el rectángulo .1 m x m 3,

.4 m y m 1.

14. IID
(x ! 3) dA, siendo D el semidisco

0 m y m ∂4 . x2.

15. IIT
(x ! y) dA, siendo T el paralelogramo cuyos

vértices son los puntos (2, 2), (1, .1), (.2, .2) y
(.1, 1).

16. II �x�!�y�m1

(x3 cos (y2) ! 3 sen y . n) dA

17. IIx2!y2m1

(4x2y3
. x ! 5) dA

18. IIx2!y2ma2

∂a2
. x2

. y2 dA

19. IIx2!y2ma2

(a . ∂x2
! y2) dA

20. IIS
(x ! y) dA, siendo S el cuadrado 0 m x m a,

0 m y m a.

21. IIT
(1 . x . y) dA, siendo T el triángulo cuyos

vértices son (0, 0), (1, 0) y (0, 1).

22. IIR
∂b2

. y2 dA, siendo R el rectángulo 0 m x m a,

0 m y m b.

14.2 Iteración de integrales dobles en coordenadas cartesianas

La existencia de la integral doble :: D f (x, y) dA depende de f y del dominio D. Como veremos,
el cálculo de integrales dobles es más sencillo cuando el dominio de integración es de tipo
simple.

Se dice que el dominio D en el plano xy es simple en y si está acotado por dos rectas vertica-
les x % a y x % b y por dos gráficas continuas y % c(x) e y % d(x) entre esas rectas (véase la Fi-
gura 14.10). Las rectas paralelas al eje y cortan (si lo hacen) a un dominio simple en y en un
intervalo (que puede ser un solo punto). De forma similar, D es un dominio simple en x si está
acotado por rectas horizontales y % c e y % d y por dos gráficas continuas x % a(y) y x % b(y)
entre esas rectas (véase la Figura 14.11). Muchos dominios sobre los que hemos calculado inte-
grales son simples en y, simples en x o ambas cosas. Por ejemplo, los rectángulos, triángulos y
discos son simples en x y simples en y. Los dominios que no son ni una cosa ni la otra serán en
general uniones de un número finito de subdominios no solapados que serán simples en x y sim-
ples en y. Denominaremos regulares a estos dominios. La región sombreada de la Figura 14.12
se encuentra dividida en cuatro subregiones, y cada una de ellas es simple en x y simple en y.

Figura 14.10 Un dominio simple en y. Figura 14.11 Un dominio simple en x.
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Figura 14.12 Un dominio regular.

Se puede demostrar que una función continua y acotada f (x, y) es integrable en un dominio
acotado simple en x o simple en y siendo integrable, por tanto, en cualquier dominio regular.

A diferencia de los ejemplos de la sección anterior, la mayoría de las integrales dobles no se
pueden calcular por simple inspección. Necesitamos una técnica para calcular integrales dobles
similar a la técnica de cálculo de integrales definidas simples mediante primitivas. Como la inte-
gral doble representa un volumen, podremos calcularla en dominios simples mediante una técni-
ca de secciones.

Supongamos, por ejemplo, que D es simple en y, y está acotada por x % a, x % b, y % c(x) e
y % d(x), como se muestra en la Figura 14.13(a). Entonces :: D f (x, y) dA representa (al menos
para f positiva) el volumen de la región sólida interior al cilindro vertical que pasa por la fronte-
ra de D y entre el plano xy y la superficie z % f (x, y). Consideremos la sección cruzada de este
sólido en el plano vertical perpendicular al eje x en la posición x. Nótese que x es constante en
ese plano. Si utilizamos las proyecciones de los ejes y y z en el plano como ejes de coordenadas
en dicho plano, la sección cruzada es una región plana acotada por rectas verticales y % c(x) e
y % d(x), por la recta horizontal z % 0 y por la curva z % f (x, y). El área de la sección cruzada se
expresa, por tanto, como

A(x) %I
d(x)

c(x)

f (x, y) dy

Figura 14.13

(a) En integrales en
dominios simples en y,
las secciones se deben
tomar perpendiculares al
eje x.

(b) En integrales en
dominios simples en x,
las secciones se deben
tomar perpendiculares al
eje y.

La integral doble ::D f (x, y) dA se obtiene sumando los volúmenes de secciones «finas» de área
A(x) y espesor dx, entre x % a y x % b y, por tanto, es

IID

f (x, y) dA %I
b

a

A(x) dx % I
b

a AI
d(x)

c(x)

f (x, y) dyB dx

A efectos de notación, es común omitir los paréntesis grandes y escribir

IID

f (x, y) dA %I
b

a I
d(x)

c(x)

f (x, y) dy dx
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o

IID

f (x, y) dA % I
b

a

dx I
d(x)

c(x)

f (x, y) dy

La última forma muestra más claramente a qué variable corresponden los límites de integración.
Las expresiones de los miembros derechos de las fórmulas anteriores se denominan integra-

les iteradas. La iteración es el proceso de reducir el problema de evaluar una integral doble
(o múltiple) a dos (o más) integrales definidas simples sucesivas. En la iteración anterior, la
integral

I
d(x)

c(x)

f (x, y) dy

se denomina integral interna, ya que se debe calcular primero. Se calcula utilizando técnicas es-
tándar, considerando x como constante. El resultado de este cálculo es una función sólo de x (nó-
tese que tanto el integrando como los límites de la integral interna pueden depender de x) y es en
el integrando de la integral externa donde x es la variable de integración.

En el caso de integrales dobles en dominios simples en x podemos tomar secciones perpendi-
culares al eje y y obtener una integral iterada con la integral externa en la dirección de y (véase
la Figura 14.13(b)). Resumimos la exposición anterior en el siguiente teorema, cuya demostra-
ción formal, sin embargo, no daremos.

TEOREMA 2 Iteración de integrales dobles

Si f (x, y) es continua en el dominio D, acotado y simple en y, dado por a m x m b y
c(x) m y m d(x), entonces

IID

f (x, y) dA %I
b

a

dx I
d(x)

c(x)

f (x, y) dy

De forma semejante, si f es continua en el dominio D, acotado y simple en x, dado por
c m y m d y a(y) m x m b(y), entonces

IID

f (x, y) dA %I
d

c

dy I
b(y)

a(y)

f (x, y) dx

#

Observación El símbolo dA en la integral doble se sustituye en la integral iterada por dx y
dy. Por tanto, dA se escribe frecuentemente como dx dy o dy dx en la integral doble. Las tres ex-
presiones

IID

f (x, y) dx dy, IID

f (x, y) dy dx y IID

f (x, y) dA

indican todas una integral doble de f en D. Sólo cuando la integral doble es iterada, el orden de
dx y dy se hace importante. Posteriormente en este capítulo veremos integrales iteradas dobles en
coordenadas polares, y dA tomará la forma r dr dh.

No siempre es necesario realizar un gráfico tridimensional del volumen sólido representado
por una integral doble. Para iterar la integral apropiadamente (en una dirección o en la otra) en
general es suficiente hacer un gráfico del dominio D sobre el que se realiza la integral. La direc-
ción de iteración se muestra mediante una línea sobre la cual se realiza la integral interna. Los
siguientes ejemplos sirven de ilustración.
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Ejemplo 1 Calcule el volumen del sólido que está por encima del cuadrado Q definido por 0 m x m 1
y 1 m y m 2, y por debajo del plano z % 4 . x . y.

Solución El cuadrado Q es simple en x y simple en y, por lo que la integral doble correspondiente al
volumen se puede iterar en cualquier dirección. Lo haremos de las dos formas para practicar. La recta hori-
zontal situada a una altura y en la Figura 14.14 sugiere que integramos primero con respecto a x siguiendo
esta recta (desde 0 hasta 1) e integramos después el resultado con respecto a y desde 1 hasta 2. Iterando la
integral doble en esta dirección, calculamos

Volumen por encima de Q %IIQ
(4 . x . y) dA

%I
2

1
dy I

1

0
(4 . x . y) dx

%I
2

1
dy A4x .

x2

2
. xyB G

x%1

x%0

%I
2

1 A
7

2
. yB dy

%A
7y

2
.

y2

2B G
2

1
% 2 unidades al cubo

Utilizando la iteración contraria, como se muestra en la Figura 14.15, calculamos

Volumen por encima de Q %IIQ
(4 . x . y) dA

%I
1

0
dx I

2

1
(4 . x . y) dy

%I
1

0
dx A4y . xy .

y2

2B G
y%2

y%1

%I
1

0 A
5

2
. xB dx

%A
5x

2
.

x2

2B G
1

0
% 2 unidades al cubo

Figura 14.14 La recta horizontal en Q indica
iteración con la integral interna en la dirección de x.

Figura 14.15 La recta vertical en Q indica
iteración con la integral interna en la dirección de y.
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¡Es reconfortante obtener el mismo resultado de las dos formas! Nótese que como Q es un rectángulo cuyos
lados son paralelos a los ejes coordenados, los límites de las integrales internas no dependen de las varia-
bles de las integrales externas en cada iteración. No debemos esperar que esto ocurra en dominios más ge-
nerales.

Ejemplo 2 Calcule IIT
xy dA en el triángulo T cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1).

Solución El triángulo T se muestra en la Figura 14.16. Es simple en x y simple en y. Utilizando la itera-
ción correspondiente a tomar secciones en la dirección que se muestra en la figura, se obtiene:

IIT
xy dA %I

1

0
dx I

x

0
xy dy

%I
1

0
dxA

xy2

2 B G
y%x

y%0

%I
1

0

x3

2
dx %

x4

8 G
1

0
%

1

8

La iteración en la otra dirección (Figura 14.17) conduce al mismo valor:

IIT
xy dA %I

1

0
dy I

1

y
xy dx

%I
1

0
dyA

yx2

2 B G
x%1

x%y

%I
1

0

y

2
(1 . y2) dy

%A
y2

4
.

y4

8B G
1

0
%

1

8

Figura 14.16 El dominio triangular T con una recta
vertical que indica iteración con integral interna en la
dirección de y.

Figura 14.17 El dominio triangular T con una recta
horizontal que indica iteración con la integral interior en la
dirección de x.

En los dos ejemplos anteriores, la integral doble se puede calcular fácilmente utilizando cual-
quiera de las dos posibles iteraciones (lo hemos hecho de las dos formas a efectos ilustrativos).
Sin embargo, ocurre a menudo que una integral doble se evalúa fácilmente si se itera en una di-
rección y resulta muy difícil, si no imposible, de calcular si se itera en la otra dirección. Algunas
veces incluso aparecen integrales iteradas cuyo cálculo requiere que se expresen como integrales
dobles y después se iteren en la dirección contraria.
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Ejemplo 3 Calcule la integral iterada I %I
1

0
dx I

1

∂x

ey3
dy.

Solución No podemos calcular una primitiva de ey3
para evaluar la integral interior con esta iteración,

por lo que expresaremos I como una integral doble e identificaremos la región donde se calcula:

I %IID
ey3

dA

siendo D la región que se muestra en la Figura 14.18. Volviendo a realizar la iteración con la integración
en x en el interior, tenemos

I %I
1

0
dy I

y2

0

ey3
dx

%I
1

0
ey3

dy I
y2

0

dx

%I
1

0
y2ey3

dy %
ey3

3 G
1

0
%

e . 1

3

Figura 14.18 La región correspondiente a la integral iterada del Ejemplo 3.

A continuación presentamos un ejemplo de cálculo de volumen de un sólido algo más complica-
do. Aunque no siempre es necesario dibujar los sólidos para calcular sus volúmenes, es conve-
niente hacerlo siempre que sea posible. Cuando posteriormente en este capítulo consideremos las
integrales triples en regiones tridimensionales, en general será necesario dibujar las regiones.
Practique cuanto pueda.

Ejemplo 4 Dibuje y calcule el volumen del sólido limitado por los planos y % 0, z % 0 y
z % a . x ! y, y el cilindro parabólico y % a . (x2/a), siendo a una constante positiva.

Solución El sólido se muestra en la Figura 14.19. Su base es el segmento parabólico D en el plano xy
limitado por y % 0 e y % a . (x2/a), por lo que el volumen del sólido está dado por

V %IID
(a . x ! y) dA %IID

(a ! y) dA

Nótese cómo se ha utilizado la simetría para eliminar el término en x del integrando. Este término es una
función impar de x, y D es simétrico respecto al eje y. Iterando la integral doble en la dirección que sugiere
la sección que se muestra en la figura, obtenemos

V %I
a

.a

dx I
a.(x2/a)

0

(a ! y) dy

%I
a

.a Aay !
y2

2B G
y%a.(x2/a)

y%0

dx
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%I
a

.a Ca2
. x2

!
1

2 Aa2
. 2x2

!
x4

a2BD dx

% 2 I
a

0 C
3

2
a2

. 2x2
!

x4

2a2D dx

%A3a2x .

4x3

3
!

x5

5a2B G
a

0

% 3a3
.

4

3
a3

!
1

5
a3

%
28

15
a3 unidades al cubo

Figura 14.19 El sólido del Ejemplo 4, con una
sección perpendicular al eje x.

Observación La rutina int de Maple se puede anidar para calcular simbólicamente integrales
iteradas dobles (o múltiples). Por ejemplo, la integral iterada para el cálculo del volumen del
Ejemplo 4 anterior se puede obtener mediante el comando de Maple

> V = int(int(a+y, y=0..a – x 4 2/a), x=–a..a) ;

V %
28

15
a3

Recuérdese que «int» tiene una forma inerte «Int», que devuelve la propia integral sin intentar
calcularla simbólicamente. Por ejemplo, se puede presentar en pantalla una ecuación de la inte-
gral reiterada de la solución del Ejemplo 3 utilizando el comando

> Int(Int(exp(y 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1)

=int(int(exp(y 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1) ;

I
1

0 I
y2

0

e(y3) dx dy %
1

3
e .

1

3

Si se desea que Maple aproxime una integral iterada sin intentar que primero la resuelva simbó-
licamente, se introduce en «evalf» la forma inerte.

> evalf(Int(Int(exp(y 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1)) ;

.5727606095
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Por supuesto, Maple no puede resolver todas las integrales de forma simbólica. Si sustituimos
exp (y3) en la integral iterada anterior por exp (x3), Maple se enfrentará valerosamente con la in-
tegral interna (de exp (x3) con respecto a x) e intentará expresarla mediante la función gamma y
una función de dos variables relacionada con la anterior denominada función gamma incompleta,
pero no podrá calcular la integral externa (y).

> Int(Int(exp(x 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1)

=int(int(exp(x 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1) ;

I
1

0 I
y2

0

e(x3) dx dy % I
1

0

1

9

y2A.2n∂3 ! 3A A
1

3
, .y6BA A

2

3BB
A A

2

3B (y6) A
1

3B
dy

Podemos forzar de nuevo la evaluación numérica utilizando la función «evalf» aplicada a la for-
ma inerte.

> Int(Int(exp(x 4 3), x=0...y 4 2), y=0..1)

=evalf(Int(Int(exp(x 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1)) ;

I
1

0 I
y2

0

e(x3) dx dy % .3668032540

Siempre que se desee calcular una aproximación numérica hay que emplear la forma inerte. En
algunas versiones de Maple, intentar utilizar «evalf» con «int(int(...» puede producir resultados
inesperados, como un valor complejo de una integral de funciones reales:

> evalf(int(int(exp(x 4 3), x=0..y 4 2), y=0..1)) ;

. .1834016270 . .3176609362 I

Ejercicios 14.2

En los Ejercicios 1-4, calcule las integrales iteradas dadas.

1. I
1

0
dx I

x

0
(xy ! y2) dy 2. I

1

0 I
y

0
(xy ! y2) dx dy

3. I
n

0 I
x

.x

cos y dy dx 4. I
2

0
dy I

y

0
y2exy dx

En los Ejercicios 5-14, calcule las integrales dobles
mediante iteración.

5. IIR
(x2

! y2) dA, siendo R el rectángulo 0 m x m a,

0 m y m b.

6. IIR
x2y2 dA, siendo R el rectángulo del Ejercicio 5.

7. IIS
(sen x ! cos y) dA, siendo S el cuadrado

0 m x m n/2, 0 m y m n/2.

8. IIT
(x . 3y) dA, siendo T el triángulo cuyos vértices

son (0, 0), (a, 0) y (0, b).

9. IIR
xy2 dA, siendo R la región finita del primer

cuadrante limitada por las curvas y % x2 y x % y2.

10. IID
x cos y dA, siendo D la región finita del primer

cuadrante limitada por los ejes coordenados y la curva
y % 1 . x2.

11. IID
ln x dA, siendo D la región finita del primer

cuadrante limitada por la recta 2x ! 2y % 5 y la
hipérbola xy % 1.

12. IIT
∂a2

. y2 dA, siendo T el triángulo cuyos vértices

son (0, 0), (a, 0) y (a, a).
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13. IIR

x

y
ey dA, siendo R la región 0 m x m 1, x2

m y m x.

14. IIT

xy

1 ! x4 dA, siendo T el triángulo cuyos vértices son

(0, 0), (1, 0) y (1, 1).

En los Ejercicios 15-18, dibuje los dominios de integración
y calcule las integrales iteradas dadas.

15. I
1

0
dy I

1

y
e.x2

dx 16. I
n/2

0

dy I
n/2

y

sen x

x
dx

17. I
1

0
dx I

1

x

yj

x2
! y2 dy (j b 0)

18. I
1

0
dx I

x1/3

x

∂1 . y4 dy

En los Ejercicios 19-28, calcule los volúmenes de los
sólidos indicados.

19. Por debajo de z % 1 . x2 y por encima de la región
0 m x m 1, 0 m y m x.

20. Por debajo de z % 1 . x2 y por encima de la región
0 m y m 1, 0 m x m y.

21. Por debajo de z % 1 . x2
. y2 y por encima de la

región x n 0, y n 0, x ! y m 1.

22. Por debajo de z % 1 . y2 y por encima de z % x2.

23. Por debajo de la superficie z % 1/(x! y) y por encima
de la región del plano xy limitada por x % 1, x % 2,
y % 0 e y % x.

24. Por debajo de la superficie z % x2 sen (y4) y por encima
del triángulo del plano xy cuyos vértices son (0, 0),
(0, n1/4) y (n1/4, n1/4).

25. Por encima del plano xy y por debajo de la superficie
z % 1 . x2

. 2y2.

26. Por encima del triángulo cuyos vértices son (0, 0),
(a, 0) y (0, b) y por debajo del plano
z % 2 . (x/a). (y/b).

27. En el interior de los cilindros x2
! y2

% a2 e
y2

! z2
% a2.

28. En el interior del cilindro x2
! 2y2

% 8, por encima del
plano z % y . 4 y por debajo del plano z % 8 . x.

*29. Suponga que f (x, t) y f1(x, t) son funciones continuas
en el rectángulo a m x m b y c m t m d. Sea

g(x) %I
d

c
f (x, t) dt y G(x) %I

d

c
f1(x, t) dt

Demuestre que gñ(x) % G(x) para a a x a b.
Sugerencia: Calcule : x

a G(u) du invirtiendo el orden
de iteración. Diferencie posteriormente el resultado.
Ésta es una versión diferente del Teorema 5 de la
Sección 13.5.

*30. Sean Fñ(x) % f (x) y Gñ(x) % g(x) en el intervalo
a m x m b. Sea T el triángulo cuyos vértices son
(a, a), (b, a) y (b, b). Iterando : :T f (x)g(y) dA en las
dos direcciones, demuestre que

I
b

a
f (x)G(x) dx

% F(b)G(b) . F(a)G(a) .I
b

a
g(y)F(y) dx

Esto es una forma alternativa de obtener la fórmula
de integración por partes.

31. Utilice la rutina int de Maple o rutinas similares
de otros sistemas de matemáticas por computador
para calcular las integrales iteradas de los Ejercicios
1-4 o las integrales iteradas construidas en los restantes
ejercicios anteriores.

14.3 Integrales impropias y un teorema del valor medio

A efectos de simplificación, en la definición de integral doble dada en la Sección 14.1 exigimos
que el dominio D fuera un conjunto acotado y que el integrando f fuera acotado en D. Como en
el caso de una sola variable, pueden aparecer integrales dobles impropias si el dominio de inte-
gración no está acotado o si el integrando no está acotado cerca de un punto del dominio o de su
frontera.

Integrales impropias de funciones positivas

Una integral impropia de una función f que cumple f (x, y) n 0 en su dominio D, o bien existe
(es decir, converge a un valor finito), o bien es infinita (diverge a infinito). La convergencia o
divergencia de integrales dobles impropias de funciones no negativas se puede determinar iteran-
do y determinando la convergencia o divergencia de las integrales impropias que resultan.
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Ejemplo 1 Calcule I %IIR
e.x2

dA. En este caso, R es la región definida por x n 0 y .x m y m x

(véase la Figura 14.20).

Figura 14.20 Un sector no acotado del plano.

Solución Iteramos con la integral externa en la dirección de x:

I %I
ä

0
dx I

x

.x

e.x2
dy

%I
ä

0
e.x2

dx I
x

.x

dy

% 2 I
ä

0
xe.x2

dx

Se trata de una integral impropia que se puede expresar como un límite:

I % 2 lim
rrä I

r

0
xe.x2

dx

% 2 lim
rrä A.

1

2
e.x2B G

r

0

% lim
rrä

(1 . e.r2
) % 1

La integral dada converge, y su valor es 1.

Ejemplo 2 Si D es la región que está por encima del eje x, por debajo de la curva y % 1/x y a la
derecha de la recta x % 1, determine si la integral doble

IID

dA

x ! y

converge o diverge.

Figura 14.21 El dominio de la integral del Ejemplo 2.
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Solución La región D se muestra en la Figura 14.21. Tenemos

IID

dA

x ! y
%I

ä

1
dx I

1/x

0

dy

x ! y

%I
ä

1
ln (x ! y) G

y%1/x

y%0

dx

%I
ä

1 AlnAx !
1

xB. ln xB dx

%I
ä

1
lnAx !

1

x

x B dx %I
ä

1
lnA1 !

1

x2B dx

Esta integral se puede calcular de forma exacta (véase el Ejercicio 28 posterior), pero sólo se nos pide de-
terminar si converge, y eso se puede hacer más fácilmente estimándola. Como 0 a ln (1 ! u) a u si u b 0,
tenemos

0 aIID

dA

x ! y
aI

ä

1

1

x2 dx % 1

Por tanto, la integral dada converge, y su valor está entre 0 y 1.

Ejemplo 3 Calcule IID

1

(x ! y)2 dA, siendo D la región 0 m x m 1, 0 m y m x2.

Solución La integral es impropia porque el integrando no está acotado cuando (x, y) tiende a (0, 0), un
punto frontera de D (véase la Figura 14.22). Sin embargo, aplicando iteración se llega a la integral propia:

IID

1

(x ! y)
dA % lim

cr0! I
1

c
dx I

x2

0

1

(x ! y)2 dy

% lim
cr0! I

1

c

dxA.

1

x ! yB G
y%x2

y%0

% lim
cr0! I

1

c A
1

x
.

1

x2
! xB dx

%I
1

0

1

x ! 1
dx % ln (x ! 1) G

1

0
% ln 2

Figura 14.22 La función
1

(x ! y)2 no está acotada en D.
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Ejemplo 4 Determine la convergencia o divergencia de I %IID

dA

xy
, siendo D la región acotada del

primer cuadrante que está entre la recta y % x y la parábola y%x2.

Solución El dominio D se muestra en la Figura 14.23. La integral es de nuevo impropia ya que el inte-
grando 1/(xy) no está acotado cuando (x, y) tiende al punto frontera (0, 0). Tenemos

I %IID

dA

xy
%I

1

0

dx

x I
x

x2

dy

y

%I
1

0

1

x
(ln x . ln x2) dx % .I

1

0

ln x

x
dx

Si sustituimos x % e–t en esta integral, obtenemos

I % .I
0

ä

.t

e.t (.e.t) dt %I
ä

0
t dt

que diverge a infinito.

Figura 14.23
1

xy
no está acotada en el dominio D.

Observación En los ejemplos anteriores, el integrando era no negativo en el dominio de inte-
gración. Los integrandos no positivos se pueden tratar de forma similar, pero no podemos consi-
derar aquí la convergencia de integrales dobles impropias de tipo general en las que los integran-
dos f (x, y) pueden tomar valores positivos y negativos en su dominio D. Hay que recalcar, sin
embargo, que una integral no puede converger a menos que

IIE

f (x, y) dA

sea finita para todo subdominio regular y acotado E de D. En general, no podemos determinar la
convergencia de una integral dada viendo la convergencia de las iteraciones. La integral doble
podría divergir aunque las iteraciones convergieran (véase el Ejercicio 21 posterior). De hecho,
las iteraciones opuestas pueden dar valores diferentes. La causa de esto es la cancelación de vo-
lúmenes infinitos de signo contrario (un comportamiento similar en una dimensión se puede ver
en la integral : 1

.1 dx/x, que no existe, aunque representa una diferencia de áreas «iguales» pero
infinitas). Es posible demostrar (para una clase amplia de funciones entre las que se encuentran,
por ejemplo, las funciones continuas) que una integral doble impropia de f (x, y) en D converge
si la integral de � f (x, y) � en D converge:

IID

� f (x, y) � dA converge ú IID

f (x, y) dA converge
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En este caso cualquier iteración convergerá al mismo valor. Estas integrales dobles se denomi-
nan absolutamente convergentes por analogía con las series infinitas absolutamente conver-
gentes.

Un teorema del valor medio para integrales dobles

Sea D un conjunto cerrado y acotado en el plano xy, con área positiva A % ::D dA. Supongamos
que f (x, y) es continua en D. Entonces existen puntos (x1, y1) y (x2, y2) en D donde f toma valo-
res máximo y mínimo (véase el Teorema 2 de la Sección 13.1); es decir,

f (x1, y1) m f (x, y) m f (x2, y2)

para todos los puntos (x, y) de D. Integrando esta inecuación en D, obtenemos

f (x1, y1)A % IID

f (x1, y1) dA

m IID

f (x, y) dA mIID

f (x2, y2) dA % f (x2, y2)A

Por tanto, dividiendo por A, observamos que el número

f 1%
1

A IID

f (x, y) dA

está entre los valores mínimo y máximo de f en D:

f (x1, x1) m f 1 m f (x2, y2)

Se dice que un conjunto D del plano es conexo si dos puntos cualesquiera de éste se pueden
unir mediante una curva paramétrica continua x % x(t), y % y(t), (0 m t m 1) que está en D. Su-
pongamos que esta curva une los puntos (x1, y1) (donde t % 0) y (x2, y2) (donde t % 1). Sea g(t)
una función que cumple

g(t) % f (x(t), y(t)), 0 m t m 1

Entonces g es continua y toma los valores f (x1, y1) en t % 0 y f (x2, y2) en t % 1. Por el Teorema
del Valor Medio, existe un número t0 entre 0 y 1 tal que f % g(t0) % f (x0, y0), donde x0 % x(t0) y
y0 % y(t0). Por tanto, hemos encontrado un punto (x0, y0) en D tal que

1

área de D IID

f (x, y) dA % f (x0, y0)

Y, por tanto, hemos demostrado la siguiente versión el Teorema del Valor Medio.

TEOREMA 3 Un Teorema del Valor Medio para integrales dobles

Si la función f (x, y) es continua en un conjunto D cerrado, acotado y conexo en el plano
xy, entonces existe un punto (x0, y0) en D tal que

IID

f (x, y) dA % f (x0, y0) # (área de D)

#
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Por analogía con la definición de valor medio de funciones de una variable, podemos establecer
la siguiente definición:

DEFINICIÓN 3

El valor medio de una función integrable f (x, y) en el conjunto D es el número

f 1 %
1

área de D IID

f (x, y) dA

Si f (x, y) n 0 en D, entonces el cilindro de base D y altura constante f 1 tiene un volumen igual
al de la región sólida que está por encina de D y por debajo de la superficie z % f (x, y). En mu-
chos casos es muy útil interpretar una integral doble en función del valor medio de su función
integrando.

Ejemplo 5 El valor medio de x en un dominio D de área A es

x6 %
1

A IID
x dA

Por supuesto, x6 es la coordenada x del centroide de la región D.

Ejemplo 6 Un número grande de puntos (x, y) se escogen aleatoriamente en el triángulo T cuyos vér-
tices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). ¿Cuál es el valor medio aproximado de x2

! y2 para esos puntos?

Solución El valor medio aproximado de x2
! y2 para los puntos escogidos aleatoriamente será el valor

medio de la función en el triángulo, concretamente,

1

1/2 IIT
(x2

! y2) dA % 2 I
1

0
dx I

x

0
(x2

! y2) dy

% 2 I
1

0 Ax2y !
1

3
y3B G

y%x

y%0

dx %
8

3 I
1

0
x3 dx %

2

3

Ejemplo 7 Sea (a, b) un punto interior de un dominio D en el que f (x, y) es continua. Para un valor
positivo r lo suficientemente pequeño, el disco circular cerrado Dr con centro en (a, b) y radio r está conte-
nido en D. Demuestre que

lim
rr0

1

nr2 IIDr

f (x, y) dA % f (a, b)

Solución Si Dr está contenido en D, entonces, por el Teorema 3,

1

nr2 IID
f (x, y) dA % f (x0, y0)

para algún punto (x0, y0) en Dr. Cuando r r 0, el punto (x0, y0) tiende a (a, b). Como f es continua en
(a, b), tenemos que f (x0, y0) r f (a, b). Por tanto,

lim
rr0

1

nr2 II Dr

f (x, y) dA % f (a, b)
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Ejercicios 14.3

En los Ejercicios 1-12, determine si las integrales dadas
convergen o divergen. Intente calcular las que converjan.

1. IIQ
e.x.y dA, siendo Q el primer cuadrante del plano

xy.

2. IIQ

dA

(1 ! x2)(1 ! y2)
, siendo Q el primer cuadrante del

plano xy.

3. IIS

y

1 ! x2 dA, siendo S la banda 0 a y a 1 en el

plano xy.

4. IIT

1

x∂y
dA, en el triángulo T cuyos vértices son

(0, 0), (1, 1) y (1, 2).

5. IIQ

x2
! y2

(1 ! x2)(1 ! y2)
dA, siendo Q el primer cuadrante

del plano xy.

6. IIH

1

1 ! x ! y
dA, siendo H la semibanda 0 m x m ä,

0 a y a 1.

7. II �
2
e.(�x�!�y�) dA 8. II �

2
e.�x!y� dA

9. IIT

1

x3 e.y/x dA, siendo T la región que cumple x n 1 y

0 m y m x.

10. IIT

dA

x2
! y2, siendo T la región del Ejercicio 9.

*11. IIQ
e.xy dA, siendo Q el primer cuadrante del plano

xy.

12. IIR

1

x
sen

1

x
dA, siendo R la región 2/nm x a ä,

0 m y m 1/x.

13. Calcule

I %IIS

dA

x ! y

siendo S el cuadrado 0 m x m 1, 0 m y m 1,

(a) Mediante iteración directa de la integral doble.

(b) Utilizando la simetría del integrando y del dominio
para expresar

I % 2 IIT

dA

x ! y

siendo T el triángulo cuyos vértices son (0, 0),
(1, 0) y (1, 1).

14. Calcule el volumen del sólido que está por encima del
cuadrado S del Ejercicio 13 y por debajo de la
superficie z % 2xy/(x2

! y2).

En los Ejercicios 15-20, a y b son dos números reales
dados, Dk es la región 0 m x m 1, 0 m y m xk y Rk es la
región 1 m x m ä, 0 m y m xk. Calcule todos los valores
reales de k para los que las integrales dadas convergen.

15. II Dk

dA

xa 16. II Dk

yb dA

17. II Rk

xa dA 18. II Rk

dA

yb

19. II Dk

xayb dA 20. II Rk

xayb dA

*21. Calcule las dos iteraciones de la integral impropia

IIS

x . y

(x ! y)3 dA

siendo S el cuadrado 0 a x a 1, 0 a y a 1.
Demuestre que la integral doble impropia anterior no
existe, considerando

IIT

x . y

(x ! y)3 dA

siendo T la parte del cuadrado S que está bajo la línea
x % y.

En los Ejercicios 22-24, calcule el valor medio de las
funciones dadas en las regiones dadas.

22. x2 en el rectángulo a m x m b, c m y m d.

23. x2
! y2 en el triángulo 0 m x m a, 0 m y m a . x.

24. 1/x en la región 0 m x m 1, x2
m y m ∂x.

*25. Calcule la distancia media de los puntos del cuarto de
disco x2

! y2
m a2, x n 0, y n 0 a la recta x ! y % 0.

26. ¿Tiene la función f (x, y) % x valor medio en la región

0 m x a ä, 0 m y m

1

1 ! x2? Si es así, ¿cuál es?
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27. ¿Tiene la función f (x, y) % xy valor medio en la región

0 m x a ä, 0 m y m

1

1 ! x2? Si es así, ¿cuál es?

*28. Calcule el valor exacto de la integral del Ejemplo 2.
Sugerencia: Integre por partes : ä

1 ln (1 ! (1/x2)) dx.

*29. Sea (a, b) un punto interior de un dominio D en el
que la función f (x, y) es continua. Para un valor de
h2

! k2 lo suficientemente pequeño, el rectángulo Rhk,
cuyos vértices son (a, b), (a ! h, b), (a, b ! k) y
(a ! h, b ! k), estará incluido en D. Demuestre que

lim
(h, k)r(0, 0)

1

hk II Rhk

f (x, y) % f (a, b)

Sugerencia: Vea el Ejemplo 7.

*30. (Otra demostración de la igualdad de las derivadas
parciales mixtas) Suponga que f12(x, y) y f21(x, y)
son continuas en un entorno del punto (a, b). Sin
suponer la igualdad de estas derivadas parciales
mixtas, demuestre que

IIR
f12(x, y) dA %IIR

f21(x, y) dA

siendo R el rectángulo cuyos vértices son (a, b),
(a ! h, b), (a, b ! k) y (a ! h, b ! k), y h2

! k2 un
valor lo suficientemente pequeño. Utilice ahora el
resultado del Ejercicio 29 para demostrar que
f12(a, b) % f21(a, b). Esto parece contradecir al
Teorema 1 de la Sección 12.4. Sin embargo, en ese
teorema sólo se suponía continuidad de las derivadas
parciales mixtas en (a, b). Aquí suponemos continuidad
en todos los puntos suficientemente cerca de (a, b).

14.4 Integrales dobles en coordenadas polares

En muchas aplicaciones de las integrales dobles, el dominio de integración, la función integran-
do o ambos se pueden expresar de forma más sencilla empleando coordenadas polares en lugar
de coordenadas cartesianas. Recuérdese que un punto P con coordenadas cartesianas (x, y) se
puede expresar también mediante sus coordenadas polares [r, h], siendo r la distancia desde P al
origen O, y h el ángulo que OP forma con la dirección positiva del eje x (los ángulos h positivos
se miden en sentido contrario al de las agujas del reloj). Las coordenadas polares y cartesianas
de P se relacionan mediante las transformaciones (véase la Figura 14.24)

x % r cos h, r2
% x2

! y2

y % r sen h, tan h % y/x

Figura 14.24 Transformaciones de polares a cartesianas.

Consideremos el problema de calcular el volumen V de la región sólida que está por encima del
plano xy y por debajo del paraboloide z % 1 . x2

. y2. Como el paraboloide corta al plano xy en
la circunferencia x2

! y2
% 1, el volumen se expresa en coordenadas cartesianas como

V % IIx2!y2m1

(1 . x2
. y2) dA %I

1

.1

dx I
∂1.x2

.∂1.x2

(1 . x2
. y2) dy

El cálculo de esta integral iterada requiere un esfuerzo considerable. Sin embargo, podemos ex-
presar el mismo volumen utilizando coordenadas polares como

V %IIrm1

(1 . r2) dA
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Para iterar esta integral, tenemos que saber la forma del elemento de área dA en coordenadas
polares.

En la fórmula cartesiana de V, el elemento de área dA % dx dy representa el área de la región
«infinitesimal» limitada por las rectas paralelas a los ejes de coordenadas que pasan por x,
x ! dx, y, e y ! dy (véase la Figura 14.25(a)). En la fórmula en polares, el elemento de área dA
debe representar la región «infinitesimal» limitada por las circunferencias de radios r y r ! dr, y
las rectas que parten del origen en ángulos h y h ! dh (véase la Figura 14.25(b)). Obsérvese que
dA es aproximadamente el área de un rectángulo de dimensiones dr y r dh. El error de esta apro-
ximación se hace despreciable comparado con el tamaño de dA cuando dr y dh tienden a cero.
Por tanto, al transformar una integral doble de coordenadas cartesianas a polares, el elemento de
área se transforma de acuerdo con la fórmula

dx dy % dA % r dr dh

Figura 14.25

(a) dA % dx dy en coordenadas
cartesianas.

(b) dA % r dr dh en coordenadas
polares.

Para iterar la forma polar de la integral doble correspondiente al cálculo de V considerada ante-
riormente, podemos considerar el dominio de integración como un conjunto en un plano con
coordenadas cartesianas r y h. En el plano cartesiano xy el dominio es un disco r m 1 (véase
la Figura 14.26), pero en el plano cartesiano rh (con ejes r y h perpendiculares) el dominio es
el rectángulo R especificado por 0 m r m 1 y 0 m h m 2n (véase la Figura 14.27). El elemento
de área en el plano rh es dA* % dr dh, por lo que la transformación a coordenadas polares
(dA % r dA*) no conserva el área. Entonces, la integral en polares de V es en realidad una inte-
gral en cartesianas en el plano rh, con el integrando modificado por la inclusión de un factor extra
r que compensa el cambio de área. Se puede calcular mediante métodos de iteración estándar:

V %IIR

(1 . r2)r dA* %I
2n

0

dh I
1

0
(1 . r2) r dr

%I
2n

0 A
r2

2
.

r4

4B G
1

0
dh %

n
2

unidades al cubo

Observación No es necesario dibujar la región R en el plano rh. Estamos acostumbrados a
pensar en coordenadas polares como distancias y ángulos en el plano xy y podemos entender fá-
cilmente observando el disco de la Figura 14.26 que la iteración de la integral en coordenadas
polares corresponde a 0 m h m 2n y 0 m r m 1. Es decir, debemos ser capaces de escribir la ite-
ración

V %I
2n

0

dh I
1

0
(1 . r2)r dr

directamente a partir de la consideración del dominio de integración en el plano xy.
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Figura 14.26 El dominio en el plano xy. Figura 14.27 El dominio en el plano rh.

Ejemplo 1 Si R es la parte de la corona 0 a a2
m x2

! y2
m b2 que está en el primer cuadrante y por

debajo de la recta y % x, calcule

I %IIR

y2

x2 dA

Solución La Figura 14.28 muestra la región R. Se especifica en coordenadas polares como 0 m h m n/4
y a m r m b. Como

y2

x2 %
r2 sen2 h
r2 cos2 h

% tan2 h

tenemos

I %I
n/4

0

tan2 h dh I
b

a
r dr

%
1

2
(b2

. a2) I
n/4

0

(sec2 h . 1) dh

%
1

2
(b2

. a2)(tan h . h) G
n/4

0

%
1

2
(b2

. a2)A1 .

n
4B%

4 . n
8

(b2
. a2)

Figura 14.28

Ejemplo 2 (Área de una región en polares) Obtenga la fórmula del área de la región en polares R
limitada por la curva r % f (h) y por las rectas h % a y h % b (véase la Figura 14.29).

Solución El área A de R es numéricamente igual al volumen de un cilindro de altura 1, por encima de la
región R:
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A %IIR
dx dy %IIR

r dr dh

%I
b

a
dh I

f (h)

0

r dr %
1

2 I
b

a
( f (h))2 dh

Obsérvese que en la integral interna de la iteración hay que integrar r en la recta especificada por h desde 0
hasta f (h).

Figura 14.29 Un problema estándar de áreas en coordenadas polares.

No existe una regla firme que indique si se debe o no se debe convertir una integral doble de
coordenadas cartesianas a polares. En el Ejemplo 1 anterior, la forma del dominio sugería fuerte-
mente la conversión, con el apoyo del hecho de que el integrando y2/x2 se convertía en una fun-
ción sólo de h al transformar a coordenadas polares. Es aconsejable en general cambiar a coorde-
nadas polares si este cambio simplifica la integración (es decir, si el dominio es «más simple»
cuando se expresa en coordenadas polares), aun cuando la forma del integrando se haga más
complicada.

Ejemplo 3 Calcule el volumen del sólido que está situado en el primer octante, dentro del cilindro
x2

! y2
% a2 y bajo el plano z % y.

Solución El sólido se muestra en la Figura 14.30. La base es un cuarto de disco, que se expresa en coor-
denadas polares mediante las inecuaciones 0 m h m n/2 y 0 m r m a. Por consiguiente, la altura se expresa
como z % y % r sen h. El volumen del sólido es

V %I
n/2

0

dh I
a

0
(r sen h)r dr %I

n/2

0

sen h dh I
a

0
r2 dr %

1

3
a3 unidades al cubo

Figura 14.30 Este volumen se calcula fácilmente utilizando iteración
en coordenadas polares.
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El ejemplo que sigue establece el valor de una integral definida que tiene un papel muy impor-
tante en teoría de la probabilidad y en estadística. Es interesante notar que esta integral de una
variable no se puede calcular utilizando técnicas de cálculo de una sola variable.

Ejemplo 4 (Una integral muy importante) Demuestre que

I
ä

.ä

e.x2
dx % ∂n

Solución La integral impropia (llamémosla I) converge, y su valor no depende del símbolo que utilice-
mos como variable integración. Por tanto, podemos expresar el cuadrado de la integral como un producto
de dos integrales idénticas, pero con sus variables de integración denominadas de forma diferente. A conti-
nuación interpretamos este producto como una integral doble impropia y la iteramos en coordenadas polares:

I2
%AI

ä

.ä

e.x2
dxB

2

%I
ä

.ä

e.x2
dx I

ä

.ä

e.y2
dy

%II�
2
e.(x2!y2) dA

%I
2n

0

dh I
ä

0
e.r2

r dr

% 2n lim
Rrä A.

1

2
e.r2B G

R

0
% n

Por tanto, I % ∂n .
Nótese que la integral en r de la iteración anterior es una integral impropia convergente; se calcula con

la ayuda del cambio u % r2.

En nuestro ejemplo final de iteración en coordenadas polares, intentaremos algo un poco más
difícil.

Ejemplo 5 Calcule el volumen de la región sólida que está dentro de la esfera x2
! y2

! z2
% 4a2 y

del cilindro x2
! y2

% 2ay, con a b 0.

Solución La esfera está centrada en el origen y su radio es 2a. La ecuación del cilindro se puede conver-
tir en

x2
! (y . a)2

% a2

si completamos el cuadrado en los términos en y. Por tanto, es un cilindro circular vertical de radio a que
tiene su eje en la recta vertical que pasa por el punto (0, a, 0). El eje z está en el cilindro. Una cuarta parte
del volumen requerido está en el primer octante. La Figura 14.31 muestra esta parte.

Si utilizamos coordenadas polares en el plano xy, entonces la ecuación de la esfera es r2
! z2

% 4a2 y la
ecuación del cilindro es r2

% 2ar sen h o, de forma más simple, r % 2a sen h. La parte del primer octante del
volumen está por encima de la región especificada por las inecuaciones 0 m h m n/2 y 0 m r m 2a sen h.
Por tanto, el volumen total es

V % 4 I
n/2

0

dh I
2a sen h

0

∂4a2
. r2 r dr Cambio u % 4a2

. r2

% 2 I
n/2

0

dh I
4a2

4a2 cos2 h
∂u du

%
4

3 I
n/2

0

(8a3
. 8a3 cos3 h) dh Cambio v % sen h
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%
16

3
na3

.

32

3
a3 I

1

0
(1 . v2) dv

%
16

3
na3

.

64

9
a3

%
16

9
(3n . 4)a3 unidades al cubo

Figura 14.31 La parte del primer octante de la
intersección del cilindro x2

! y2
% 2ay con la esfera

x2
! y2

! z2
% 4a2.

Cambio de variables en integrales dobles

La transformación de una integral doble a coordenadas polares es sólo un caso especial de una
fórmula de cambio de variable en integrales dobles. Supongamos que x e y se expresan en fun-
ción de otras dos variables u y v mediante las ecuaciones

x % x(u, v)

y % y(u, v)

Esas ecuaciones definen una transformación de los puntos (u, v) en un plano cartesiano uv, en
puntos (x, y) en el plano xy (véase la Figura 14.32). Diremos que la transformación del conjunto
S en el plano uv en el conjunto D en el plano xy es uno a uno si se cumple que:

(i) Todo punto en S se transforma en un punto en D.
(ii) Todo punto en D es la imagen de un punto en S.
(iii) Puntos diferentes en su S se transforman en puntos diferentes en D.

Si la transformación es uno a uno, en las ecuaciones que la definen se pueden despejar u y v en
función de x e y, con lo que se obtiene la transformación inversa,

u % u(x, y)

v % v(x, y)

que es uno a uno de D en S.
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Figura 14.32 Bajo la transformación E
x % x(u, v)

y % y(u, v)
las rectas u % u0 y v % v0

en el plano uv se transforman en las curvas E
x % x(u0, v)

y % y(u0, v)
y E

x % x(u, v0)

y % y(u, v0)
en el plano xy, que denominaremos como u % u0 y v % v0. El punto (u0, v0)
se transforma en el punto (x0, y0).

Supongamos que las funciones x(u, v) e y(u, v) tienen derivadas parciales primeras continuas
y que el determinante jacobiano

L(x, y)

L(u, v)
Ç 0 en (u, v)

Como se indicó en la Sección 12.8, el Teorema de la Función Implícita implica que la transfor-
mación es uno a uno cerca de (u, v) y que la transformación inversa tiene también derivadas par-
ciales primeras continuas y un jacobiano distinto de cero que cumple

L(u, v)

L(x, y)
%

1

L(x, y)

L(u, v)

en D

Ejemplo 6 El jacobiano de la transformación a coordenadas polares x % r cos h, y % r sen h es

L(x, y)

L(r, h)
% G

cos h .r sen h
sen h r cos h G% r

Cerca de cualquier punto excepto del origen (donde r % 0) la transformación es uno a uno (de hecho, es
uno a uno en cualquier conjunto del plano rh que no contenga más de un punto donde r % 0 y que esté en,
por ejemplo, la banda 0 m h a 2n).

Se puede utilizar una transformación uno a uno para transformar la integral doble

IID

f (x, y) dA
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en una integral doble en el correspondiente conjunto S del plano uv. Mediante la transformación,
el integrando f (x, y) se convierte en g(u, v) % f (x(u, v), y(u, v)). Debemos descubrir la forma de
expresar el elemento de área dA % dx dy en función del elemento de área du dv en el plano uv.

Dado un valor fijo de u (por ejemplo, u % c), las ecuaciones

x % x(u, v) e y % y(u, v)

definen una curva paramétrica (con v como parámetro) en el plano xy. Esta curva se denomina
curva u correspondiente al valor u % c. De forma similar, para v fija la ecuación define una cur-
va paramétrica (con parámetro u) denominada curva v. Consideremos el elemento de área dife-
rencial limitado por las curvas u correspondientes a valores cercanos u y u ! du, y las curvas v
correspondientes a valores cercanos v y v ! dv. Como estas curvas son suaves, para valores pe-
queños de du y dv, el elemento de área es aproximadamente un paralelogramo, y su área aproxi-
mada es

dA % � PQ × PR �
siendo P, Q y R los puntos que se muestran en la Figura 14.33. El error en esta aproximación es
despreciable comparado con dA cuando du y dv tienden a cero.

Figura 14.33 Imagen en el plano xy del elemento de área du dv
en el plano uv.

Tenemos que PQ % dx i ! dyj, siendo

dx %
Lx

Lu
du !

Lx

Lv
dv y dy %

Ly

Lu
du !

Ly

Lv
dv

Sin embargo, dv % 0 en la curva v PQ, por lo que

PQ %
Lx

Lu
dui !

Ly

Lu
duj

De forma similar,

PR %
Lx

Lv
dv i !

Ly

Lv
dvj

Entonces,

dA % G G
i j k

Lx

Lu
du

Ly

Lu
du 0

Lx

Lv
dv

Ly

Lv
dv 0 G G% G

L(x, y)

L(u, v) G du dv
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es decir, el valor absoluto del jacobiano L(x, y)/L(u, v) es el cociente entre los correspondientes
elementos de área en el plano xy y en el plano uv:

dA % dx dy % G
L(x, y)

L(u, v) G du dv

El teorema que sigue resume el procedimiento de cambio de variables en una integral doble.

TEOREMA 4 Fórmula de cambio de variables en integrales dobles

Sea x % x(u, v), y % y(u, v) una transformación uno a uno de un dominio S en el plano uv
en un dominio D en el plano xy. Supongamos que las funciones x e y, y sus derivadas par-
ciales primeras con respecto a u y v, son continuas en S. Si f (x, y) es integrable en D, y si
g(u, v) % f (x(u, v), y(u, v)), entonces g es integrable en S y

IID

f (x, y) dx dy %IIS

g(u, v) G
L(x, y)

L(u, v) G du dv

#

Observación No es necesario que S o D sean cerrados o que la transformación sea uno a uno
en la frontera de S. La transformación a coordenadas polares hace corresponder el rectángulo
0 a r a 1, 0 m h a 2n de forma uno a uno con el disco perforado 0 a x2

! y2
a 1 y, como en

el primer ejemplo de esta sección, podemos transformar una integral en el disco cerrado
x2

! y2
m 1 en otra en el rectángulo cerrado 0 m r m 1, 0 m h m 2n.

Ejemplo 7 Utilice el cambio de variables apropiado para calcular el área del disco elíptico E dado por

x2

a2 !
y2

b2 m 1

Solución Mediante la transformación x % au, y % bv, el disco elíptico E es la imagen uno a uno del dis-
co circular D dado por u2

! v2
m 1. Suponiendo que a b 0 y b b 0, tenemos

dx dy % G
L(x, y)

L(u, v) G du dv % G G
a 0

0 b G G du dv % ab du dv

Por tanto, el área de E se calcula como

IIE
1 dx dy %IID

ab du dv % ab # (área de D) % nab unidades al cuadrado

A menudo es tentador intentar utilizar la fórmula del cambio de variables para transformar el
dominio de un integral doble en un rectángulo, de forma que la integración sea fácil. Como
muestra el siguiente ejemplo, esto en general requiere definir la transformación inversa (u y v en
función de x e y). Recuérdese que las transformaciones inversas tienen jacobianos inversos.

Ejemplo 8 Calcule el área de la región plana finita limitada por las cuatro parábolas y % x2, y % 2x2,
x % y2 y x % 3y2.

Solución La región, que denominaremos D, se muestra en la Figura 14.34. Sea

u %
y

x2 y v %
x

y2
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Figura 14.34

Entonces, la región D corresponde al rectángulo R en el plano uv dado por 1 m u m 2 y 1 m v m 3. Como

L(u, v)

L(x, y)
% G

.2y/x3 1/x2

1/y2
.2x/y3 G%

3

x2y2 % 3u2v2

se deduce que

G
L(x, y)

L(u, v) G%
1

3u2v2

y, por tanto, el área de D está dada por

IID
dx dy %IIR

1

3u2v2 du dv

%
1

3 I
2

1

du

u2 I
3

1

dv

v2 %
1

3
#

1

2
#

2

3
%

1

9
unidades al cuadrado

El siguiente ejemplo muestra lo que puede ocurrir si una transformación del dominio de una in-
tegral doble no es uno a uno.

Ejemplo 9 Sea D el cuadrado 0 m x m 1, 0 m y m 1 en el plano xy, y sea S el cuadrado 0 m u m 1,
0 m v m 1 en el plano uv. Demuestre que la transformación

x % 4u . 4u2, y % v

transforma S en D, y utilícela para transformar la integral I % ::D dx dy. Compare el valor de I con el valor
de la integral transformada.

Solución Como x % 4u . 4u2
% 1 . (1 . 2u)2, el valor mínimo de x en el intervalo 0 m u m 1 es 0

(en u % 0 y u % 1), y el valor máximo es 1 (en u %
1
2). Por tanto, x % 4u . 4u2 transforma el intervalo

0 m u m 1 en el intervalo 0 m x m 1. Como y % v transforma claramente 0 m v m 1 en 0 m y m 1, la trans-
formación dada transforma S en D. Como

dx dy % G
L(x, y)

L(u, v) G du dv % G G
4 . 8u 0

0 1 G G du dv % �4 . 8u � du dv

transformar I lleva a la integral

J %IIS
�4 . 8u � du dv % 4 I

1

0
dv I

1

0
�1 . 2u � du % 8 I

1/2

0

(1 . 2u) du % 2

Sin embargo, I % ::D dx dy % área de D % 1. La razón de que J Ç I es que la transformación no es uno a
uno de S a D; realmente transforma S en D dos veces. El rectángulo R definido por 0 m u m

1
2 y 0 m v m 1

se transforma uno a uno en D mediante la transformación, por lo que la integral transformada apropiada es
::R �4 . 8u � du dv, que es igual a I.
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Ejercicios 14.4

En los Ejercicios 1-6, calcule las integrales dobles dadas en
el disco D dado por x2

! y2
m a2, con a b 0.

1. IID
(x2

! y2) dA 2. IID
∂x2

! y2 dA

3. IID

1

∂x2
! y2

dA 4. IID
�x � dA

5. IID
x2 dA 6. IID

x2y2 dA

En los Ejercicios 7-10, calcule las integrales dobles dadas
en el cuarto de disco Q dado por x n 0, y b 0 y
x2

! y2
m a2, con a b 0.

7. IIQ
y dA 8. IIQ

(x ! y) dA

9. IIQ
ex2!y2

dA 10. IIQ

2xy

x2
! y2 dA

11. Calcule IIS
(x ! y) dA, siendo S la región del primer

cuadrante que está dentro del disco x2
! y2

m a2 y bajo
la recta y % ∂3x.

12. Calcule IIS
x dA, siendo S el segmento de disco

x2
! y2

m 2, x n 1.

13. Calcule IIT
(x2

! y2) dA, siendo T el triángulo cuyos

vértices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1).

14. Calcule IIx2!y2m1

ln (x2
! y2) dA.

15. Calcule la distancia media del origen a los puntos del
disco x2

! y2
m a2.

16. Calcule el valor medio de e.(x2!y2) en la región anular
0 a a m ∂x2

! y2
m b.

17. ¿Para qué valores de k, y a qué valor, converge la

integral IIx2!y2m1

dA

(x2
! y2)k?

18. ¿Para qué valores de k, y a qué valor, converge la

integral II�2

dA

(1 ! x2
! y2)k?

19. Calcule IID
xy dA, siendo D la región plana que

cumple x n 0, 0 m y m x y x2
! y2

m a2.

20. Calcule IIC
y dA, siendo C la mitad superior del disco

cardioide r m 1 ! cos h.

21. Calcule el volumen que está comprendido entre los
paraboloides z % x2

! y2 y 3z % 4 . x2
. y2.

22. Calcule el volumen de la intersección de la esfera
x2

! y2
! z2

% a2 y del cilindro x2
! y2

% ax.

23. Calcule el volumen de la intersección de la esfera
x2

! y2
! z2

% 2a2 y del cilindro x2
! y2

% a2.

24. Calcule el volumen de la región que está por encima
del plano xy, en el interior del cilindro x2

! y2
% 4 y

por debajo del plano z % x ! y ! 4.

*25. Calcule el volumen de la región que está dentro de los
tres cilindros circulares x2

! y2
% a2, x2

! z2
% a2 y

y2
! z2

% a2. Sugerencia: Haga un buen dibujo de la
parte de la región que está en el primer octante y
utilice simetría siempre que sea posible.

26. Calcule el volumen de la región que está dentro del
cilindro circular x2

! y2
% 2y y el cilindro parabólico

z2
% y.

*27. Se escogen aleatoriamente muchos puntos en el disco
x2

! y2
m 1. Calcule el valor medio aproximado de la

distancia de esos puntos al lado más cercano del
cuadrado más pequeño que contiene a dicho disco.

*28. Calcule el valor medio de x en el segmento del disco
x2

! y2
m 4 que está a la derecha de x % 1. ¿Cuál es

el centroide del segmento?

29. Calcule el volumen encerrado por el elipsoide

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1

30. Calcule el volumen de la región del primer octante que
está por debajo del paraboloide

z % 1 .

x2

a2 .

y2

b2

Sugerencia: Utilice el cambio de variables x % au,
y % bv.

*31. Calcule II�x�!�y�ma

ex!y dA.

32. Calcule IIP
(x2

! y2) dA, siendo P el paralelogramo

limitado por las rectas x ! y % 1, x ! y % 2,
3x ! 4y % 5 y 3x ! 4y % 6.

33. Calcule el área de la región del primer cuadrante
limitada por las curvas xy % 1, xy % 4, y % x e y % 2x.
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34. Calcule IIR
(x2

! y2) dA, siendo R la región del primer

cuadrante limitada por y % 0, y % x, xy % 1 y
x2

. y2
% 1.

*35. Sea T el triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0) y

(0, 1). Calcule la integral IIT
e(y.x)/(y!x) dA:

(a) Mediante transformación en coordenadas polares.
(b) Utilizando la transformación u % y . x,

v % y ! x.

36. Utilice el método del Ejemplo 7 para calcular el área
de la región que está dentro de la elipse
4x2

! 9y2
% 36 y por encima de la recta 2x ! 3y % 6.

*37. (La función error) La función error Erf (x) se define
para x n 0 como

Erf (x) %
2

∂n I
x

0
e.t2

dt

Demuestre que (Erf (x))2
%

4

n I
n/4

0

(1 . e.x2/cos2 h) dh.

A partir de aquí, deduzca que Erf (x) n ∂1 . e.x2
.

*38. (Las funciones gamma y beta) La función gamma
A(x) y la función beta B(x, y) se definen como

A(x) %I
ä

0
tx.1e.t dt, (x b 0)

B(x, y) %I
1

0
tx.1(1 . t)y.1 dt, (x b 0, y b 0)

La función gamma cumple

A(x ! 1) % xA(x) y

A(n ! 1) % n!, (n % 0, 1, 2, ...)

Deduzca las siguientes propiedades de estas
funciones:

(a) A(x) % 2 I
ä

0
s2x.1e.s2

ds, (x b 0)

(b) AA
1

2B% ∂n, AA
3

2B%
1

2
∂n

(c) Si x b 0 e y b 0, entonces

B(x, y) % 2 I
n/2

0

cos2x.1 h sen2y.1 h dh

(d) B(x, y) %
A(x)A(y)

A(x ! y)

14.5 Integrales triples

Ahora que ya sabemos cómo extender la integración definida a dominios bidimensionales, la ex-
tensión a dominios de tres (o más) dimensiones es directa. Dada una función acotada f (x, y, z)
definida en una caja rectangular B (x0 m x m x1, y0 m y m y1, z0 m z m z1), la integral triple de f
en B,

IIIB

f (x, y, z) dV o IIIB

f (x, y, z) dx dy dz

se puede definir como un límite adecuado de sumas de Riemann correspondientes a particiones
de B en subcajas utilizando planos paralelos a cada uno de los planos coordenados. Omitiremos
los detalles. Las integrales triples en dominios más generales se definen extendiendo la función
para que sea cero fuera del dominio e integrando en una caja rectangular que contenga al dominio.

Todas las propiedades de las integrales dobles mencionadas en la Sección 14.1 tienen sus
propiedades análogas para integrales triples. En particular, una función continua es integrable en
un dominio cerrado y acotado. Si f (x, y, z) % 1 en el dominio D, entonces la integral triple da el
volumen de D:

Volumen de D %IIID

dV

La integral triple de una función positiva f (x, y, z) se puede interpretar como el «hipervolumen»
(es decir, el volumen tetradimensional) de una región del espacio de cuatro dimensiones que tie-
ne como «base» el conjunto tridimensional D y como tope la hipersuperficie w % f (x, y, z). Ésta
no es una interpretación particularmente útil; en las aplicaciones surgen otras mucho más útiles.
Por ejemplo, si d(x, y, z) representa la densidad (masa por unidad de volumen) en la posición
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(x, y, z) de una sustancia que ocupa un dominio D en el espacio tridimensional, entonces la masa
m del sólido es la «suma» de los elementos de masa dm % d(x, y, z) dV que ocupan los elementos
de volumen dV:

masa % IIID

d(x, y, z) dV

Algunas integrales triples se pueden calcular por simple inspección, utilizando simetría y volú-
menes conocidos.

Ejemplo 1 Calcule

IIIx2!y2!z2ma2

(2 ! x . sen z) dV

Solución El dominio de integración es la bola de radio a centrada en el origen. La integral de 2 en esta
bola es dos veces el volumen de dicha bola, es decir, 8na3/3. Las integrales de x y sen z en la bola son
ambas cero, ya que las dos funciones son impares en sus variables, y el dominio es simétrico respecto a
cada plano coordenado (por ejemplo, para cada elemento de volumen dV en la mitad de la bola donde
x b 0, existe un elemento correspondiente en la otra mitad donde x tiene el mismo tamaño pero signo
opuesto, de forma que las contribuciones de esos dos elementos se cancelan entre sí). Por tanto,

IIIx2!y2!z2ma2

(2 ! x . sen z) dV %
8

3
na3

! 0 ! 0 %
8

3
na3

La mayoría de las integrales triples se evalúan mediante un procedimiento de iteración similar al
utilizado para integrales dobles. Vamos trasladando en el dominio D secciones de un plano para-
lelo a uno de los planos coordenados, realizando la integral doble de la función con respecto a
las dos variables de esa sección, y después integrando el resultado con respecto a la variable res-
tante. Algunos ejemplos ayudarán a aclarar el procedimiento.

Ejemplo 2 Sea B la caja rectangular 0 m x m a, 0 m y m b, 0 m z m c. Calcule

I %IIIB
(xy2

! z3) dV

Solución Como se indica en la Figura 14.35(a), tomaremos secciones con planos perpendiculares al eje
z, de forma que la integral en z será la más externa en la iteración. Las secciones son rectángulos, por lo
que las integrales dobles en ellos se pueden iterar también de forma inmediata. Escogeremos la integral ex-
terna en y, y la integral interna en x, como sugiere la recta que se muestra en la sección.

I %I
c

0
dz I

b

0
dy I

a

0
(xy2

! z3) dx

%I
c

0
dz I

b

0
dy A

x2y2

2
! xz3B G

x%a

x%0

%I
c

0
dz I

b

0 A
a2y2

2
! az3B dy

%I
c

0
dz A

a2y3

6
! ayz3B G

y%b

y%0

%I
c

0 A
a2b3

6
! abz3B dz

%A
a2b3z

6
!

abz4

4 B G
z%c

z%0

%
a2b3c

6
!

abc4

4
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Figura 14.35

(a) La iteración del Ejemplo 2.
(b) La iteración del Ejemplo 3.

Ejemplo 3 Si T es el tetraedro cuyos vértices son (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1), calcule

I %IIIT
y dV

Solución La Figura 14.35(b) muestra el tetraedro. La sección plana en el plano normal al eje x en la
posición x es el triángulo T(x), que se muestra en dicha figura; en la sección, x es constante e y y z son
variables. La doble integral de y en T(x) es función de x. La calcularemos integrando primero en la direc-
ción de z y después en la dirección de y, como sugiere la recta vertical que se muestra en la sección:

IIT(x)

y dA %I
1.x

0

dy I
1.x.y

0

y dz

%I
1.x

0

y(1 . x . y) dy

%A(1 . x)
y2

2
.

y3

3B G
1.x

0
%

1

6
(1 . x)3

El valor de la integral triple I es la integral de esta expresión con respecto a la variable restante x, para
sumar las contribuciones de todas las secciones entre x % 0 y x % 1:

I %I
1

0

1

6
(1 . x)3 dx % .

1

24
(1 . x)4 G

1

0
%

1

24

En la solución anterior hemos realizado la integración en dos pasos para mostrar claramente el
procedimiento. En la práctica, las integrales triples se iteran en un paso, sin hacer mención explí-
cita de la integral doble en la sección. Por tanto, utilizando la iteración sugerida por la Figura
14.35(b), podríamos escribir inmediatamente

I %I
1

0
dx I

1.x

0

dy I
1.x.y

0

y dz

El cálculo procede como antes, comenzando por la integral de la derecha (es decir, la interna),
seguida por la integral del medio y después por la integral de la izquierda (exterior). La integral
triple representa la «suma» de elementos y dV en la región tridimensional T. La iteración anterior
corresponde a «sumar» (es decir, integrar) primero a lo largo de una recta vertical (la integral en
z), sumar después esas sumas unidimensionales en la dirección de y para obtener la suma doble
de todos los elementos en el plano de la sección, y sumar finalmente esas sumas dobles en la
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dirección de x para incorporar las contribuciones de todas las secciones. La iteración se puede
realizar en otras direcciones; existen seis posibles iteraciones correspondientes a los órdenes di-
ferentes de realización de las integrales en x, y y z. Las otras cinco son

I % I
1

0
dx I

1.x

0

dz I
1.x.z

0

y dy

I % I
1

0
dy I

1.y

0

dz I
1.x.y

0

y dz

I % I
1

0
dy I

1.y

0

dz I
1.y.z

0

y dx

I % I
1

0
dz I

1.z

0

dx I
1.x.z

0

y dy

I % I
1

0
dz I

1.z

0

dy I
1.y.z

0

y dx

Es conveniente verificarlas dibujando diagramas análogos a la Figura 14.35(b). Por supuesto, las
seis iteraciones producen el mismo resultado.

Algunas veces es difícil visualizar la región del espacio tridimensional donde se realiza una
integral triple dada. En esas situaciones es útil intentar determinar la proyección de esa región en
uno de los planos coordenados. Por ejemplo, si una región R está limitada por dos superficies
con ecuaciones dadas, al combinar estas ecuaciones para eliminar una variable se llegará a la
ecuación de un cilindro (no necesariamente circular) con ejes paralelos al eje de la variable eli-
minada. Este cilindro determinará entonces la proyección de R en el plano coordenado perpendi-
cular a ese eje. El ejemplo que sigue ilustra el uso de esta técnica para calcular el volumen limi-
tado por dos superficies. El volumen se expresa como una integral triple con integrando unidad.

Ejemplo 4 Calcule el volumen de la región R que está por debajo del plano z % 3 . 2y y por encima
del paraboloide z % x2

! y2.

Solución La región R se muestra en la Figura 14.36. Las dos superficies que limitan a R se cortan en el
cilindro vertical x2

! y2
% 3 . 2y, o x2

! (y ! 1)2
% 4. Si D es el disco circular en el que el cilindro corta

al plano xy, entonces la integración parcial produce

V %IIIR
dV %IID

dx dy I
3.2y

x2!y2

dz

La Figura 14.36 muestra una sección de R correspondiente a una iteración posterior de la integral doble
en D:

V %I
1

.3

dy I
∂3.2y.y2

.∂3.2y.y2

dx I
3.2y

x2!y2

dz

pero existe una forma más fácil de iterar la integral doble. Como D es un disco circular de radio 2 y cen-
tro (0, .1), podemos utilizar coordenadas polares con centro en ese punto (es decir, x % r cos h,
y % .1 ! r sen h). Así,

V %IID

(3 . 2y . x2
. y2) dx dy

%IID
(4 . x2

. (y ! 1)2) dx dy

%I
2n

0

dh I
2

0
(4 . r2)r dr % 2nA2r2

.

r4

4B G
2

0
% 8n unidades al cubo
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Figura 14.36 Volumen sobre un paraboloide y por debajo
de un plano inclinado.

Como en el caso de integrales dobles, algunas veces es necesario reiterar una integral iterada da-
da, de forma que las iteraciones se realicen en un orden diferente. Esta tarea se realiza más fácil-
mente si podemos expresar la iteración dada en un dibujo en la región de integración. La capaci-
dad de deducir la forma de la región a partir de los límites en la integral iterada es algo que se
puede adquirir con un poco de práctica. Se debe determinar primero la proyección de la región
en un plano coordenado, concretamente, el plano de las dos variables de las integrales externas
de la iteración dada.

Es también posible reiterar una integral iterada en un orden diferente manejando algebraica-
mente los límites de integración. Ilustraremos ambos enfoques (gráfico y algebraico) en los si-
guientes ejemplos.

Ejemplo 5 Exprese la integral iterada

I %I
1

0
dy I

1

y
dz I

z

0
f (x, y, z) dx

como una integral triple y dibuje la región donde se realiza. Reitere la integral de forma que las interaccio-
nes se realicen en el orden: primero y, después z, después x (es decir, el orden opuesto a la iteración dada).

Solución Expresaremos I como una integral triple no iterada:

I %IIIR
f (x, y, z) dV

La integral externa en la iteración dada muestra que la región R está entre los planos y % 0 e y % 1. Para
cada valor de y, z debe estar entre y y 1. Por tanto, R está por debajo del plano z % 1 y por encima del
plano z % y, y la proyección de R en el plano yz es un triángulo cuyos vértices son (0, 0, 0), (0, 0, 1) y
(0, 1, 1). En cualquier punto (0, y, z) del triángulo, una recta paralela al eje x corta a R entre x % 0 y x % z.
Por tanto, el sólido está limitado por los cinco planos x % 0, y % 0, z % 1, y % z y z % x, como se puede ver
en la Figura 14.37(a), donde se muestra una sección y la línea correspondiente a la iteración dada.

La iteración requerida corresponde a la sección y a la línea que se muestran en la Figura 14.37(b). Por
tanto, es

I %I
1

0
dx I

1

x

dz I
z

0
f (x, y, z) dy
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Figura 14.37

(a) La región sólida de la integral
triple del Ejemplo 5 con una
sección correspondiente a la
iteración dada.

(b) El mismo sólido con una
sección conforme a la
iteración deseada.

Ejemplo 6 Utilice álgebra para expresar una iteración de la integral

I %I
1

0
dx I

1

x
dy I

y

x
f (x, y, z) dz

con el orden de iteraciones invertido.

Solución A partir de la iteración dada podemos expresar tres conjuntos de inecuaciones satisfechas por
la variable externa x, la variable intermedia y y la variable interna z. Las escribiremos en orden como sigue:

0 m x m 1 inecuaciones para x

x m y m 1 inecuaciones para y

x m z m y inecuaciones para z

Nótese que los límites de cada variable pueden ser constantes o pueden depender solamente de variables
cuyas inecuaciones estén por encima de la línea de esa variable (en este caso, los límites de x deben ser
constantes, los de y pueden depender de x, y los de z pueden depender de x y de y). Esto es un requisito de
las integrales iteradas. Las integrales externas no pueden depender de las variables de integración de las
integrales internas.

Deseamos construir un conjunto equivalente de inecuaciones donde z esté en la línea superior, después
estén las de y, y finalmente las de x en la línea inferior. Los límites de z deben ser constantes. A partir de
las inecuaciones anteriores determinamos que 0 m x m z y z m y m 1. Por tanto, z debe cumplir 0 m z m 1.
Las inecuaciones de y pueden depender de z. Como z m y e y m 1, tenemos que z m y m 1. Finalmente, los
límites de x pueden depender de y y de z. Tenemos que 0 m x, x m y y x m z. Como ya hemos determinado
que z m y, debemos tener que 0 m x m z. Por tanto, las nuevas inecuaciones son

0 m z m 1 inecuaciones para z

z m y m 1 inecuaciones para y

0 m x m z inecuaciones para x

y la iteración pedida es

I %I
1

0
dz I

1

z
dy I

z

0
f (x, y, z) dx

Ejercicios 14.5

En los Ejercicios 1-12, calcule las integrales triples en las
regiones indicadas. Esté atento a las simplificaciones y a
los órdenes de integración favorables.

1. IIIR
(1 ! 2x . 3y) dV, en la caja .a m x m a,

.b m y m b, .c m z m c.
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2. IIIB
xyz dV, en la caja B dada por 0 m x m 1,

.2 m y m 0, 1 m z m 4.

3. IIID

(3 ! 2xy) dV, sobre el domo hemisférico sólido

D dado por x2
! y2

! z2
m 4 y z n 0.

4. IIIR
x dV, en el tetraedro delimitado por los planos

coordenados y el plano
x

a
!

y

b
!

z

c
% 1.

5. IIIR

(x2
! y2) dV, en el cubo 0 m x, y, z m 1.

6. IIIR
(x2

! y2
! z2) dV, en el cubo del Ejercicio 5.

7. IIIR
(xy ! z2) dV, en el conjunto

0 m z m 1 . �x � . �y �.

8. IIIR
yz2e.xyz dV, en el cubo 0 m x, y, z m 1.

9. IIIR
sen (ny3) dV, en la pirámide cuyos vértices son

(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1) y (0, 1, 1).

10. IIIR
y dV, en la parte del cubo 0 m x, y, z m 1 que

está por encima del plano y ! z % 1 y por debajo del
plano x ! y ! z % 2.

11. IIIR

1

(x ! y ! z)3 dV, en la región limitada por los

seis planos z % 1, z % 2, y % 0, y % z, x % 0 y
x % y ! z.

12. IIIR
cos x cos y cos z dV, en el tetraedro definido por

x n 0, y n 0, z n 0 y x ! y ! z m n.

13. Calcule III�3

e.x2.2y2.3z2
dV. Sugerencia: Utilice el

resultado del Ejemplo 4 de la Sección 14.4.

14. Calcule el volumen de la región que está dentro del
cilindro x2

! 4y2
% 4, por encima del plano xy y por

debajo del plano z % 2! x.

15. Calcule IIIT
x dV, siendo T el tetraedro limitado por

los planos x % 1, y % 1, z % 1 y x ! y ! z % 2.

16. Dibuje la región R en el primer octante del espacio
tridimensional que tiene un volumen finito y está
limitada por las superficies x % 0, z % 0, x ! y % 1 y

z % y2. Escriba seis iteraciones diferentes de la integral
triple de f (x, y, z) en R.

En los Ejercicios 17-20, exprese las integrales iteradas
dadas como integrales triples y dibuje la región donde se
calculan. Vuelva a iterar las integrales, de forma que la
integral más externa sea con respecto a x y la más interna
con respecto a z.

*17. I
1

0
dz I

1.z

0

dy I
1

0
f (x, y, z) dx

*18. I
1

0
dz I

1

z

dy I
y

0
f (x, y, z) dx

*19. I
1

0
dz I

1

z

dx I
x.z

0

f (x, y, z) dy

*20. I
1

0
dy I

∂1.y2

0

dz I
1

y2!z2

f (x, y, z) dx

21. Repita el Ejercicio 17 utilizando el método del
Ejemplo 6.

22. Repita el Ejercicio 18 utilizando el método del
Ejemplo 6.

23. Repita el Ejercicio 19 utilizando el método del
Ejemplo 6.

24. Repita el Ejercicio 20 utilizando el método del
Ejemplo 6.

25. Repita el Ejemplo 5 utilizando el método del
Ejemplo 6.

26. Repita el Ejemplo 6 utilizando el método del
Ejemplo 5.

En los Ejercicios 27 y 28, calcule las integrales iteradas
dadas volviendo a iterarlas en un orden diferente
(necesitará realizar un buen dibujo de la región).

*27. I
1

0
dz I

1

z

dx I
x

0
ex3

dy

*28. I
1

0
dx I

1.x

0

dy I
1

y

sen (nz)

z(2 . z)
dz

29. Defina el valor medio de una función integrable
f (x, y, z) en una región R del espacio tridimensional.
Calcule el valor medio de x2

! y2
! z2 en el cubo

0 m x m 1, 0 m y m 1, 0 m z m 1.

*30. Enuncie un Teorema del Valor Medio para integrales
triples análogo al Teorema 3 de la Sección 14.3.
Utilícelo para demostrar que si f (x, y, z) es continua
cerca del punto (a, b, c) y si B�(a, b, c) es la bola de
radio � centrada en (a, b, c), entonces

lim
�r0

3

4n�3 IIIB� (a, b, c)

f (x, y, z) dV % f (a, b, c)
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14.6 Cambio de variables en integrales triples

La fórmula del cambio de variables para integrales dobles se puede extender a integrales triples
(y de orden superior). Consideremos la transformación

x % x(u, v, w)

y % y(u, v, w)

z % z(u, v, w)

donde x, y y z tienen derivadas parciales primeras continuas con respecto a u, v y w. Cerca de
cualquier punto donde el jacobiano L(x, y, z)/L(u, v, w) sea distinto de cero, la transformación
escala los elementos de volumen de acuerdo con la fórmula

dV % dx dy dz % G
L(x, y, z)

L(u, v, w) G du dv dw

Por tanto, si la transformación es uno a uno de un dominio S en el espacio uvw en un dominio D
en el espacio xyz, y si

g(u, v, w) % f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

entonces

IIID

f (x, y, z) dx dy dz % IIIS

g(u, v, w) G
L(x, y, z)

L(u, v, w) G du dv dw

La demostración es similar a la del caso bidimensional, dada en la Sección 14.4. Véase el Ejerci-
cio 35 posterior.

Ejemplo 1 Mediante el cambio de variables x % au, y % bv, z % cw, con a, b, c b 0, el elipsoide sóli-
do E dado por

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 m 1

se transforma en la bola B dada por u2
! v2

! w2
m 1. El jacobiano de esta transformación es

L(x, y, z)

L(u, v, w)
% G

a 0 0

0 b 0

0 0 c G% abc

por lo que el volumen del elipsoide se expresa como

Volumen de E %IIIE

dx dy dz

%IIIB
abc du dv dw % abc # (Volumen de B)

%
4

3
nabc unidades al cubo

Coordenadas cilíndricas

Entre las alternativas más útiles a las coordenadas cartesianas en el espacio tridimensional están
dos sistemas de coordenadas que generalizan las coordenadas polares en el plano. El más simple
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de ellos es el sistema de coordenadas cilíndricas. En este sistema se utilizan coordenadas pola-
res ordinarias en el plano xy, y se retiene la coordenada cartesiana z para medir distancias verti-
cales. Por tanto, un punto en el espacio tridimensional tendrá coordenadas cilíndricas [r, h, z],
relacionadas con las coordenadas cartesianas (x, y, z) mediante la transformación

x % r cos h, y % r sen h, z % z

La Figura 14.38 muestra un punto P localizado mediante sus coordenadas cilíndricas [r, h, z] y
también mediante sus coordenadas cartesianas (x, y, z). Nótese que la distancia a P desde el ori-
gen es

d % ∂r2
! z2

% ∂x2
! y2

! z2

Ejemplo 2 El punto con coordenadas cartesianas (1, 1, 1) tiene coordenadas cilíndricas [∂2, n/4, 1].
El punto con coordenadas cartesianas (0, 2, .3) tiene coordenadas cilíndricas [2, n/2, .3]. El punto con
coordenadas cilíndricas [4, .n/3, 5] tiene coordenadas cartesianas (2, .2∂3, 5).

Las superficies coordenadas en coordenadas cilíndricas son las superficies r (cilindros circulares
verticales centrados en el eje z), las superficies h (semiplanos verticales con límite en el eje z) y
las superficies z (planos horizontales) (véase la Figura 14.39). Las coordenadas cilíndricas son
adecuadas para representar dominios limitados por este tipo de superficies y, en general, en pro-
blemas con simetría axial (respecto al eje z).

Figura 14.38 Coordenadas cilíndricas de un punto. Figura 14.39 Superficies coordenadas en coordenadas
cilíndricas.

El elemento de volumen en coordenadas cilíndricas es

dV % r dr dh dz

como se puede apreciar fácilmente examinando la «caja» infinitesimal limitada por las superfi-
cies coordenadas correspondientes a los valores r, r ! dr, h, h ! dh, z y z ! dz (véase la Figu-
ra 14.40) o calculando el jacobiano

L(x, y, z)

L(r, h, z)
% G

cos h .r sen h 0

sen h r cos h 0

0 0 1 G% r
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Figura 14.40 Elemento de volumen en coordenadas cilíndricas.

Ejemplo 3 Calcule IIID
(x2

! y2) dV en la región del primer octante limitada por los cilindros

x2
! y2

% 1 y x2
! y2

% 4, y por los planos z % 0, z % 1, x % 0 y x % y.

Solución En términos de coordenadas cilíndricas la región está acotada por r % 1, r % 2, h % n/4,
h % n/2, z % 0 y z % 1 (véase la Figura 14.41). Es una caja coordenada rectangular en el espacio rhz. Como
el integrando es x2

! y2
% r2, la integral es

IIID

(x2
! y2) dV %I

1

0
dz I

n/2

n/4
dh I

2

1
r2r dr

% (1 . 0)A
n
2

.

n
4BA

24

4
.

14

4 B%
15

16
n

Esta integral habría sido mucho más difícil de calcular en coordenadas cartesianas.

Ejemplo 4 Utilice una integral triple para calcular el volumen de la región sólida que está dentro de
la esfera x2

! y2
! z2

% 6 y por encima del paraboloide z % x2
! y2.

Solución La cuarta parte del volumen requerido está en el primer octante (véase la región R en la Figu-
ra 14.42). Las dos superficies se cortan en la superficie del cilindro vertical

6 . x2
. y2

% z2
% (x2

! y2)2

o, en términos de coordenadas cilíndricas, 6 . r2
% r4, es decir,

r4
! r2

. 6 % 0

(r2
! 3)(r2

. 2) % 0

La única solución relevante a esta ecuación es r % ∂2. Por tanto, el volumen pedido está por encima del
disco de radio ∂2, centrado en el origen, en el plano xy. El volumen total V de la región es

V %IIIR
dV %I

2n

0
dh I

∂2

0
r dr I

∂6.r2

r2

dz

% 2n I
∂2

0

(r∂6 . r2
. r3) dr

% 2n C.

1

3
(6 . r2)3/2

.

r4

4D G
∂2

0

% 2n C
6∂6

3
.

8

3
. 1D%

2n
3

(6∂6 . 11) unidades al cubo
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Figura 14.41 Figura 14.42

Coordenadas esféricas
En el sistema de coordenadas esféricas un punto P en el espacio tridimensional se representa
por un triplete ordenado [o, h, h], siendo o (letra griega «rho») la distancia desde P al origen, O,
h (letra griega «phi») es el ángulo que forma la recta radial OP con la dirección positiva del eje
z, y h es el ángulo que forman el plano que contiene a P y al eje z con el plano xz (véase la
Figura 14.43). Por convenio, se restringen las coordenadas esféricas de forma que o n 0,
0 m h m n y 0 m h a 2n (o .n a h m n). Todo punto que no esté en el eje z tendrá una única
representación en coordenadas esféricas y, por tanto, la transformación de coordenadas cartesia-
nas (x, y, z) a coordenadas esféricas [o, h, h] será uno a uno fuera del eje z. Utilizando los trián-
gulos rectángulos que se muestran en la figura, podemos ver que esta transformación está dada
por:

x % o sen h cos h
y % o sen h sen h

z % o cos h

Obsérvese que

o2
% x2

! y2
! z2

% r2
! z2

y que la coordenada r en coordenadas cilíndricas está relacionada con o y h por

r % ∂x2
! y2

% o sen h

Por tanto, también tenemos

tan h %
r

z
%

∂x2
! y2

z
y tan h %

y

x

Si h % 0 o h % n, entonces r % 0, por lo que la coordenada h es irrelevante en los puntos
del eje z.

La Figura 14.44 muestra algunas superficies coordenadas en coordenadas esféricas. Las su-
perficies o (o % constante) son esferas centradas en el origen; las superficies h (h % constante)
son conos circulares cuyo eje es el eje z; las superficies h (h % constante) son semiplanos verti-
cales con un extremo en el eje z. Si tomamos un sistema de coordenadas con origen en el centro
de la tierra, el eje z que pase por el polo norte y el eje x que pase por la intersección del meridia-
no de Greenwich con el ecuador, entonces las intersecciones de la superficie de la tierra con las
superficies h son los paralelos de latitud, y las intersecciones con las superficies h son los
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Figura 14.43 Coordenadas esféricas de un punto. Figura 14.44 Superficies coordenadas en coordenadas esféricas.

meridianos de longitud. Como la latitud se mide desde 90o en el polo norte a .90o en el polo
sur, y h se mide desde cero en el polo norte hasta n (% 180o) en el polo sur, la coordenada h se
denomina frecuentemente coordenada de colatitud; h es la coordenada de longitud. Obsérvese
que h tienen la misma significación en coordenadas esféricas que en coordenadas cilíndricas.

Ejemplo 5 Calcule:

(a) Las coordenadas cartesianas del punto P cuyas coordenadas esféricas son [2, n/3, n/2].
(b) Las coordenadas esféricas del punto Q cuyas coordenadas cartesianas son (1, 1, ∂2).

Solución

(a) Si o % 2, h % n/3 y h % n/2, entonces

x % 2 sen (n/3) cos (n/2) % 0

y % 2 sen (n/3) sen (n/2) % ∂3

z % 2 cos (n/3) % 1

Las coordenadas cartesianas de P son (0, ∂3, 1).
(b) Dado que

o sen h cos h % x % 1

o sen h sen h % y % 1

o cos h % z % ∂2

calculamos que o2
% 1 ! 1 ! 2 % 4, por lo que o % 2. Además, r2

% 1 ! 1 % 2, por lo que
r % ∂2. Entonces, tan h % r/z% 1, por lo que h % n/4. Además, tan h % y/x% 1, por lo que
h % n/4 o 5n/4. Como x b 0, debemos tener h % n/4. Las coordenadas esféricas de Q son [2, n/4,
n/4].

Observación Podemos preguntarnos por qué las coordenadas esféricas se expresan en el or-
den o, h, h en vez de o, h, h. La razón, que veremos más clara en el Capítulo 16, es que la
triada de vectores unitarios en cualquier punto P que apuntan en las direcciones de o, h y h cre-
cientes forman una base orientada a la derecha en vez de orientada a la izquierda.

El elemento de volumen en coordenadas esféricas es

dV % o2 sen h do dh dh

Para ver que esto es así, observemos que las dimensiones de la caja coordenada infinitesimal li-
mitada por las superficies coordenadas correspondientes a los valores o, o ! do, h, h ! dh, h y
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h ! dh son do, o dh y o sen h dh (véase la Figura 14.45). También se puede calcular el jacobia-
no de la transformación:

L(x, y, z)

L(o, h, h)
% G

sen h cos h o cos h cos h .o sen h sen h
sen h sen h o cos h sen h o sen h cos h

cos h .o sen h 0 G
% cos h G

o cos h cos h .o sen h sen h
o cos h sen h o sen h cos h G

! o sen h G
sen h cos h .o sen h sen h
sen h sen h o sen h cos h G

% cos h (o2 sen h cos h) ! o sen h (o sen2
h)

% o2 sen h

Las coordenadas esféricas son adecuadas en problemas con simetría esférica y, en particular, en
regiones limitadas por esferas centradas en el origen, conos circulares cuyos ejes sean el eje z, y
planos verticales que contengan al eje z.

Figura 14.45 Elemento de volumen en coordenadas esféricas.

Ejemplo 6 Una semibola sólida H de radio a tiene una densidad que depende de la distancia o al cen-
tro del disco de su base. La densidad se expresa como k(2a . o), siendo k una constante. Calcule la masa
de la semibola.

Solución Eligiendo un sistema de coordenadas cuyo origen sea el centro de la base, y de forma que la
semibola esté por encima del plano xy, podemos calcular la masa m pedida como sigue:

m %IIIH
k(2a . o) dV %IIIH

k(2a . o)o2 sen h do dh dh

% k I
2n

0

dh I
n/2

0

sen h dh I
a

0
(2a . o)o2 do

% 2kn # 1 #A
2a

3
o3

.

1

4
o4B G

a

0
%

5

6
nka4 unidades
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Observación En el ejemplo anterior, tanto el integrando como la región de integración tienen
simetría esférica, por lo que la elección de coordenadas esféricas para realizar la integración era
lo más apropiado. La masa se podría haber calculado también en coordenadas cilíndricas. La ite-
ración en este caso sería

m %I
2n

0

dh I
a

0
r dr I

∂a2
.r2

0

k (2a . ∂r2
! z2) dz

y es difícil de calcular. En coordenadas cartesianas es aún más difícil:

m % 4 I
a

0
dx I

∂a2
.x2

0

dy I
∂a2

.x2
.y2

0

k (2a . ∂x2
! y2

! z2) dz

La elección del sistema de coordenadas puede afectar grandemente a la dificultad de cálculo de
una integral múltiple.

En muchos problemas aparecerán elementos con simetría axial y esférica. En tales casos pue-
de no estar claro si es mejor utilizar coordenadas esféricas o cilíndricas. En estos casos dudosos,
el integrando es en general la mejor guía. Se utilizarán coordenadas cilíndricas o esféricas si el
integrando depende, respectivamente, de x2

! y2 o x2
! y2

! z2.

Ejemplo 7 El momento de inercia respecto al eje z de un sólido con densidad d que ocupa la región R
está dado por la integral (véase la Sección 14.7)

I %IIIR
(x2

! y2)d dV

Calcule el momento de inercia de un sólido de densidad unidad que ocupa la región en el interior de la
esfera x2

! y2
! z2

% 4a2 y fuera del cilindro x2
! y2

% a2.

Solución Véase la Figura 14.46. Utilizando coordenadas esféricas el momento de inercia pedido es

I % 2 I
2n

0
dh I

n/2

n/6
sen h dh I

2a

a/senh

o2 sen2
ho2 do

Figura 14.46 Una bola sólida con un agujero cilíndrico
a través de ella.

Utilizando coordenadas cilíndricas es

I % 2 I
2n

0

dh I
2a

a

r dr I
∂4a2

.r2

0

r2 dz
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La última fórmula parece algo más fácil de evaluar. Continuaremos con ella. Calculando las integrales en h
y en z, obtenemos

I % 4n I
2a

a

r3
∂4a2

. r2 dr

Haciendo el cambio u % 4a2
. r2, du % .2r dr, se llega a

I % 2n I
3a2

0

(4a2
. u)∂u du % 2nA4a2 u3/2

3/2
.

u5/2

5/2B G
3a2

0

%
44

5
∂3na5

Ejercicios 14.6

1. Convierta las coordenadas esféricas [4, n/3, 2n/3] en
coordenadas cartesianas y en coordenadas cilíndricas.

2. Convierta las coordenadas cartesianas (2, .2, 1) en
coordenadas cilíndricas y en coordenadas esféricas.

3. Convierta las coordenadas cilíndricas [2, n/6, .2] en
coordenadas cartesianas y en coordenadas esféricas.

4. Las coordenadas esféricas de un punto P son [1, h, h]
y sus coordenadas cilíndricas son [r, n/4, r]. Calcule las
coordenadas cartesianas de dicho punto.

Describa los conjuntos de puntos del espacio tridimensional
que satisfacen las ecuaciones de los Ejercicios 5-14. Aquí,
r, h, o y h indican las coordenadas apropiadas cilíndricas o
esféricas.

5. h % n/2 6. h % 2n/3

7. h % n/2 8. o % 4

9. r % 4 10. o % z

11. o % r 12. o % 2x

13. o % 2 cos h 14. r % 2 cos h

En los Ejercicios 15-23, calcule los volúmenes de las
regiones indicadas.

15. En el interior del cono z % ∂x2
! y2 y de la esfera

x2
! y2

! z2
% a2.

16. Por encima de la superficie z % (x2
! y2)1/4 y dentro de

la esfera x2
! y2

! z2
% 2.

17. Entre los paraboloides z % 10 . x2
. y2 y

z % 2(x2
! y2

. 1).

18. Dentro del paraboloide z % x2
! y2 y de la esfera

x2
!y2

!z2
% 12.

19. Por encima del plano xy, y dentro del cono
z % 2a . ∂x2

! y2 y del cilindro x2
! y2

% 2ay.

20. Por encima del plano xy, y debajo del paraboloide
z % 1 . x2

. y2 y de la cuña .x m y m ∂3x.

21. En el primer octante, entre los planos y % 0 e y % x y

dentro del elipsoide
x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1. Sugerencia:

Utilice el cambio de variables sugerido en el Ejemplo 1.

*22. Limitada por el hiperboloide
x2

a2 !
y2

b2 .

z2

c2 % 1 y los

planos z % .c y z % c.

23. Por encima del plano xy y por debajo del paraboloide

z % 1 .

x2

a2 .

y2

b2

24. Calcule IIIR
(x2

! y2
! z2) dV, siendo R el cilindro

0 m x2
! y2

m a2, 0 m z m h.

25. Calcule IIIB
(x2

! y2) dV, siendo B la bola dada por

x2
! y2

! z2
m a2.

26. Calcule IIIB
(x2

! y2
! z2) dV, siendo B la bola del

Ejercicio 25.

27. Calcule IIIR

(x2
! y2

! z2) dV, siendo R la región que

está por encima del cono z % c∂x2
! y2 y dentro de la

esfera x2
! y2

! z2
% a2.

28. Calcule IIIR
(x2

!y2) dV en la región R del Ejercicio 27.

29. Calcule IIIR
z dV en la región R que cumple

x2
! y2

m z m ∂2 . x2
. y2.

30. Calcule IIIR
x dV y IIIR

z dV en la parte de la

semiesfera 0 m z m ∂a2
. x2

. y2 está en el primer
octante.
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*31. Calcule IIIR
x dV y IIIR

z dV en la parte del cono

0 m z m hA1 .

∂x2
! y2

a B
que está en el primer octante.

*32. Calcule el volumen de la región que está dentro del

elipsoide
x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 % 1 y por encima del plano

z % b . y.

*33. Demuestre que en coordenadas cilíndricas la ecuación
de Laplace

L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 !
L2u

Lz2 % 0

se expresa como

L2u

Lr2 !
1

r

Lu

Lr
!

1

r2

L2u

Lh2 !
L2u

Lz2 % 0

*34. Demuestre que en coordenadas esféricas la ecuación
de Laplace se expresa como

L2u

Lo2 !
2

o
Lu

Lo
!

cot h

o2

Lu

Lh

!
1

o2

L2u

Lh
2 !

1

o2 sen2
h

L2u

Lh2 % 0

*35. Si x, y y z son funciones de u, v y w con derivadas
parciales primeras continuas y jacobiano no nulo en
(u, v, w), demuestre que transforman un elemento de
volumen infinitesimal en el espacio uvw, limitado por
los planos coordenados u, u ! du, v, v ! dv, w y
w ! dw, en un «paralelepípedo» infinitesimal en el
espacio xyz cuyo volumen es

dx dy dz % G
L(x, y, z)

L(u, v, w) G du dv dw

Sugerencia: Adapte el argumento bidimensional dado
en la Sección 14.4. ¿Qué tres vectores en el punto
P % (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) generan el
paralelepípedo?

14.7 Aplicaciones de las integrales múltiples

Cuando expresamos el volumen V de una región R en el espacio tridimensional mediante una
integral,

V %IIIR

dV

estamos considerando V como una «suma» de infinitos elementos infinitesimales de volumen, es
decir, como el límite de la suma de volúmenes de subregiones no solapadas cada vez más peque-
ñas en las que subdividimos R. Esta idea de representar mediante integrales las sumas de ele-
mentos infinitesimales de magnitudes tiene muchas aplicaciones.

Por ejemplo, si un cuerpo rígido de densidad constante d g/cm3 ocupa un volumen V cm3,
entonces su masa es m % dV g. Si la densidad no es constante sino que varía de forma continua
en la región R del espacio tridimensional ocupada por el cuerpo rígido, es decir, d % d(x, y, z),
podemos considerar todavía que la densidad será constante en un elemento infinitesimal de R
cuyo volumen sea dV. La masa de este elemento es, por tanto, dm % d(x, y, z) dV, y la masa del
cuerpo completo se calcula integrando estos elementos de masa en R:

m %IIIR

d(x, y, z) dV

Se aplican fórmulas similares cuando el cuerpo rígido es unidimensional o bidimensional, y su
densidad se expresa en unidades de masa por unidad de longitud o por unidad de área. En estos
casos son necesarias integrales simples o dobles para sumar los elementos individuales de masa.
Todo esto funciona porque la masa es «aditiva», es decir, la masa de un objeto compuesto es la
suma de las masas de las partes que componen el objeto. Las áreas superficiales, fuerzas gravita-
cionales, momentos y energías que consideraremos en esta sección tienen esta propiedad de adi-
tividad.
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Área de la superficie de una gráfica

Podemos emplear una integral doble en un dominio D del plano xy para sumar elementos de área
de superficie y, por tanto, calcular el área total de la superficie � cuya ecuación es z % f (x, y),
definida para (x, y) en D. Suponemos que f tiene derivadas parciales primeras continuas en D,
de forma que � es suave y tiene planos tangentes no verticales en P % (x, y, f (x, y)) para todo
(x, y) en D. El vector

n % .f1(x, y) i . f2(x, y)j ! k

es normal a � en P, y apunta hacia arriba. Un elemento de área dA situado en la posición (x, y)
del plano xy tiene una proyección vertical en � cuya área dS es sec c multiplicada por el área
dA, siendo c el ángulo que forman n y k (véase la Figura 14.47).

Figura 14.47 El elemento de área de superficie dS en la
superficie z % f (x, y) es sec c multiplicado por su proyección
vertical dA en el plano xy.

Como

cos c %
n k

�n � �k �
%

1

∂1 ! ( f1(x, y))2
! ( f2(x, y))2

tenemos

dS %J1 !A
Lz

LxB
2

! A
Lz

LyB
2

dA

Por tanto, el área de � es

S %IID J1 !A
Lz

LxB
2

! A
Lz

LyB
2

dA

Ejemplo 1 Calcule el área de la parte del paraboloide hiperbólico z % x2
. y2 que está dentro del

cilindro x2
! y2

% a2.

Solución Como Lz/Lx% 2x y Lz/Ly% .2y, el elemento de área de superficie es

dS % ∂1 ! 4x2
! 4y2 dA % ∂1 ! 4r2 r dr dh
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El área de la superficie requerida es la integral de dS en el disco r m a:

S %I
2n

0

dh I
a

0
∂1 ! 4r2 r dr Sea u % 1 ! 4r2

% (2n)
1

8 I
1!4a2

1

∂u du

%
n
4 A

2

3B u3/2 G
1!4a2

1

%
n
6

((1 ! 4a2)3/2
. 1) unidades al cuadrado

Atracción gravitatoria de un disco

La ley de la gravitación universal de Newton establece que dos masas puntuales m1 y m2, separa-
das por una distancia s, se atraen entre sí con una fuerza

F %
km1m2

s2

siendo k una constante universal. La fuerza sobre cada masa se dirige hacia la otra, en la recta
que une las dos masas. Supongamos que un disco plano D de radio a, que ocupa la región
x2

! y2
m a2 del plano xy, tiene una densidad de área constante p (unidades de masa por unidad

de área). Vamos a calcular la fuerza total de atracción que ejerce este disco sobre una masa m
situada en el punto (0, 0, b) en el eje z positivo. La fuerza total es una magnitud vectorial. Aun-
que los elementos de masa del disco están en direcciones diferentes respecto a la masa m, la
simetría del problema nos indica que la fuerza neta actuará en la dirección que apunta hacia
el centro del disco, es decir, hacia el origen. Por tanto, la fuerza total será .Fk, siendo F su
módulo.

Calcularemos F integrando la componente vertical dF de la fuerza de atracción sobre m debi-
da a la masa p dA en un elemento de área dA del disco. Si el elemento de área está en el punto
cuyas coordenadas polares son [r, h], y si la recta que va desde este punto (0, 0, b) forma un
ángulo t con el eje z, como se muestra en la Figura 14.48, entonces la componente vertical de la
fuerza de atracción que ejerce el elemento de masa p dA sobre m es

dF %
kmp dA

r2
! b2 cos t % kmpb

dA

(r2
! b2)3/2

Figura 14.48 Cada elemento de masa p dA atrae a m
en una dirección diferente.
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De acuerdo con esto, la fuerza de atracción vertical total que ejerce el disco sobre m es

F % kmpb IID

dA

(r2
! b2)3/2

% kmpb I
2n

0

dh I
a

0

r dr

(r2
! b2)3/2 Sea u % r2

! b2

% nkmpb I
a2!b2

b2

u.3/2 du

% nkmpb A
.2

∂uB G
a2!b2

b2

% 2nkmp A1 .

b

∂a2
! b2B

Observación Si hacemos que a tienda a infinito en la fórmula anterior, obtendremos la fór-
mula F % 2nkmp, que representa la fuerza de atracción de un plano con densidad de área p so-
bre una masa m situada a una distancia b de dicho plano. Obsérvese que F no depende de b.
Intente razonar en términos físicos por qué debe ser así.

Observación La fuerza de atracción sobre una masa puntual debida a objetos sólidos simétri-
cos (como bolas, cilindros y conos) con densidad d constante (unidades de masa por unidad de
volumen) se puede obtener integrando las contribuciones de elementos de fuerza formados por
secciones finas con forma de disco del sólido. Véanse los Ejercicios 14-17 posteriores.

Momentos y centros de masa

El centro de masa de un cuerpo rígido es aquel punto (fijo en el cuerpo) del que dicho cuerpo se
puede suspender de forma que en presencia de un campo gravitatorio constante no experimentará
torques debidos a desequilibrios que hagan que rote. Los torques experimentados por un elemen-
to de masa dm del cuerpo se pueden expresar en función de los momentos de dm respecto a los
tres planos coordenados. Si el cuerpo ocupa una región R en el espacio tridimensional, y tiene
una densidad de volumen continua d(x, y, z), entonces el elemento de masa dm % d(x, y, z) dV
que ocupa el elemento de volumen dV tiene momentos (x . x0) dm, (y . y0) dm y (z . z0) dm
con respecto a los planos x % x0, y % y0 y z % z0, respectivamente. Por tanto, los momentos tota-
les del cuerpo respecto a estos tres planos son

Mx%x0
% IIIR

(x . x0)d(x, y, z) dV % Mx%0 . x0m

My%y0
% IIIR

(y . y0)d(x, y, z) dV % My%0 . y0m

Mz%z0
% IIIR

(z . z0)d(x, y, z) dV % Mz%0 . z0m

siendo m % :::R d dV la masa del cuerpo, y Mx%0, My%0 y Mz%0 los momentos respecto a los
planos coordenados x % 0, y % 0 y z % 0, respectivamente. El centro de masas P1 % (x6, y6, z6) del
cuerpo es el punto en el que Mx%x6, My%y6 y Mz%z6 son todos iguales a cero. Por tanto,
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Centro de masas

El centro de masas de un sólido que ocupa la región R en el espacio tridimensional y que
tiene una densidad continua d(x, y, z) (unidades de masa por unidad de volumen) es el pun-
to (x6, y6, z6) cuyas coordenadas están dadas por

x6 %
Mx%0

m
%
IIIR

xd dV

IIIR

d dV

, y6 %
My%0

m
%
IIIR

yd dV

IIIR

d dV

,

z6 %
Mz%0

m
%
IIIR

zd dV

IIIR

d dV

Estas fórmulas se pueden combinar en una única fórmula vectorial que exprese el vector de posi-
ción r1 % x6 i ! y6 j ! z6k del centro de masas en función del vector de posición r % x i ! yj ! zk
de un punto arbitrario de R,

r1 %
Mx%0 i ! My%0 j ! Mz%0k

m
%
IIIR

d r dV

IIIR

d dV

donde la integral de la función vectorial d r debe entenderse como el vector cuyas componentes
son las integrales de las componentes de d r.

Observación Se pueden obtener expresiones similares para distribuciones de masas en regio-
nes del plano o en intervalos de una recta. Se utilizan las densidades de área o lineal apropiadas
e integrales dobles o simples.

Observación Si la densidad es constante, se cancela en las expresiones del centro de masa.
En este caso, el centro de masa es una propiedad geométrica de la región R y se denomina cen-
troide o centro de gravedad de dicha región.

Ejemplo 2 Calcule el centroide del tetraedro T limitado por los planos coordenados y por el plano

x

a
!

y

b
!

z

c
% 1

Solución La densidad se supone constante, por lo que supondremos que es la unidad. La masa de T es,
por tanto, igual a su volumen: m % V % abc/6. El momento de T con respecto al plano yz es (véase la Figu-
ra 14.49):

Mx%0 %IIIT
x dV

%I
a

0
x dx I

b(1.
x

.a)

0
dy I

c(1.
x

.a.
y

.b)

0
dz

% c I
a

0
x dx I

b(1.
x

.a)

0 A1 .

x

a
.

y

bB dy
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% c I
a

0
xCA1 .

x

aB y .

y2

2bD G
y%b(1.

x
.a)

y%0
dx

%
bc

2 I
a

0
xA1 .

x

aB
2

dx

%
bc

2 C
x2

2
.

2

3

x3

a
!

x4

4a2D G
a

0
%

a2bc

24

Por tanto, x6 % Mx%0/m% a/4. Por simetría, el centroide de T es A
a

4
,

b

4
,

c

4B.

Figura 14.49 Diagrama de iteración de una integral triple
en el tetraedro del Ejemplo 2.

Ejemplo 3 Calcule el centro de masa de un sólido que ocupa la región S que cumple x n 0, y n 0,
z n 0 y x2

! y2
! z2

m a2, si la densidad a una distancia o del origen es ko.

Solución La masa del sólido se distribuye simétricamente en la parte del primer octante de la bola
o m a, por lo que el centro de masas, (x6, y6, z6), debe cumplir x6 % y6 % z6. La masa del sólido es

m %IIIS
ko dV %I

n/2

0

dh I
n/2

0

sen h dh I
a

0
(ko)o2 do %

nka4

8

El momento respecto al plano xy es

Mz%0 %IIIS
zko dV %IIIS

(ko)o cos ho2 sen h do dh dh

%
k

2 I
n/2

0

dh I
n/2

0

sen (2h) dh I
a

0
o4 do %

kna5

20

Por consiguiente, z6 %
kna5

20 H
kna4

8
%

2a

5
y el centro de masas es A

2a

5
,

2a

5
,

2a

5 B.
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Momento de inercia

La energía cinética de una partícula de masa m que se mueve con velocidad v es

KE %
1

2
mv2

La masa de la partícula mide su inercia, que es dos veces la energía que tiene cuando su veloci-
dad es de una unidad.

Si la partícula se mueve siguiendo una circunferencia de radio D, su movimiento se puede
describir en función de su velocidad angular, L, que se mide en radianes por unidad de tiempo.
En una revolución la partícula recorre una distancia 2n D en un tiempo 2n/L. Por tanto, su velo-
cidad v (de traslación) se relaciona con su velocidad angular mediante la expresión

v % LD

Supongamos que un cuerpo rígido está girando con velocidad angular L con respecto a un eje L.
Si (en algún instante) el cuerpo ocupa una región R cuya densidad es d % d(x, y, z), entonces
cada elemento de masa dm % d dV del cuerpo tiene energía cinética

dKE %
1

2
v2 dm %

1

2
dL

2D2 dV

siendo D % D(x, y, z) la distancia perpendicular desde el elemento de volumen dV al eje de rota-
ción L. La energía cinética total del cuerpo en rotación es, por tanto,

KE %
1

2
L

2 IIIR

D2d dV %
1

2
IL2

siendo

I %IIIR

D2d dV

I se denomina momento de inercia del cuerpo en rotación respecto al eje L. El momento de
inercia tiene el mismo papel en la expresión de la energía cinética de rotación (en función de la
velocidad angular) que la masa en la expresión de la energía cinética de traslación (en función
de la velocidad lineal). El momento de inercia es dos veces la energía cinética del cuerpo cuando
gira con velocidad angular unidad.

Si toda la masa del cuerpo en rotación estuviera concentrada a una distancia D0 del eje de
rotación, entonces su energía cinética sería 1

2 mD2
0L

2. El radio de giro D1 es el valor de D0 para
el que esta energía es igual a la energía cinética real 1

2 IL2 del cuerpo en rotación. Por tanto,
mD1 2 % I, y el radio de giro es

D1 % ∂I/m%AIIIR

D2d dV

IIIR

d dV B
1/2

Ejemplo 4 (Aceleración de una bola que rueda)

(a) Calcule el momento de inercia y el radio de giro de una bola sólida de radio a y densidad constante d
con respecto a un diámetro de dicha bola.

(b) ¿Con qué aceleración lineal rodará la bola (sin deslizamiento) por un plano inclinado que forma un án-
gulo a con la horizontal?
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Solución

(a) Tomaremos el eje z como diámetro e integraremos en coordenadas cilíndricas en la bola B de radio a
centrada en el origen. Como la densidad d es constante, tenemos

I % d IIIB
r2 dV

% d I
2n

0

dh I
a

0
r3 dr I

∂a2.r2

.∂a2.r2

dz

% 4nd I
a

0
r3

∂a2
. r2 dr Sea u % a2

. r2

% 2nd I
a2

0

(a2
. u)∂u du

% 2nd A
2

3
a2u3/2

.

2

5
u5/2B G

a2

0

%
8

15
nda5

Como la masa de la bola es m %
4
3 nda3, el radio de giro es

D1 %J
I

m
%J

2

5
a

(b) Podemos determinar la aceleración de la bola utilizando la ley de la conservación de la energía total
(cinética más potencial). Cuando la bola rueda por el plano con velocidad v, su centro se mueve con la
misma velocidad v, y pierde altura con una velocidad de v sen a (véase la Figura 14.50). Como la bola
no se desliza, rota respecto a un eje horizontal que pasa por su centro con velocidad angular L % v/a.
Por consiguiente, su energía cinética (debida a la traslación y la rotación) es

KE %
1

2
mv2

!
1

2
IL2

%
1

2
mv2

!
1

2

2

5
ma2 v2

a2 %
7

10
mv2

Figura 14.50 Velocidad real y velocidad vertical de una bola
que rueda por un plano inclinado como en el Ejemplo 4.

Cuando el centro de la bola está a una altura h (por encima de la altura de referencia), la bola tiene una
energía potencial (gravitatoria)

PE % mgh

Esta energía es el trabajo que se debe realizar contra la fuerza gravitatoria constante F % mg para elevar la
bola a una altura h. Como la energía total se conserva,

7

10
mv2

! mgh % constante

CAPÍTULO 14. Integración múltiple 939



Diferenciando con respecto al tiempo t, se obtiene

0 %
7

10
m2v

dv

dt
! mg

dh

dt
%

7

5
mv

dv

dt
. mgv sen a

Por tanto, la bola rueda por el plano inclinado con aceleración
dv

dt
%

5

7
g sen a.

Ejercicios 14.7

Problemas de área de superficies

Utilice integrales dobles para calcular las áreas de las
superficies en los Ejercicios 1-9.

1. La parte del plano z % 2x ! 2y que está dentro del
cilindro x2

! y2
% 1.

2. La parte del plano 5z % 3x . 4y que está dentro del
cilindro elíptico x2

! 4y2
% 4.

3. El hemisferio z % ∂a2
. x2

. y2.

4. La superficie semielipsoidal z % 2∂1 . x2
. y2.

5. La superficie cónica 3z2
% x2

! y2, 0 m z m 2.

6. El paraboloide z % 1 . x2
. y2 en el primer octante.

7. La parte de la superficie z % y2 que está por encima del
triángulo cuyos vértices son (0, 0), (0, 1) y (1, 1).

8. La parte de la superficie z % ∂x que está por encima
de la región 0 m x m 1, 0 m y m ∂x.

9. La parte de la superficie cilíndrica x2
! z2

% 4 que está
por encima de la región 0 m x m 2, 0 m y m x.

10. Demuestre que las partes de las superficies z % 2xy y
z % x2

! y2 que están en el mismo cilindro vertical
tienen la misma área.

11. Demuestre que el área S de la parte del paraboloide
z %

1
2 (x2

! y2) que está por encima del cuadrado
.1 m x m 1, .1 m y m 1 está dada por

S %
8

3 I
n/4

0

(1 ! sec2 h)3/2 dh .

2n
3

y utilice métodos numéricos para calcular el área con
tres cifras decimales de precisión.

*12. El dosel que se muestra en la Figura 14.51 es la parte
de la semiesfera de radio ∂2 centrada en el origen
que está por encima del cuadrado .1 m x m 1,
.1 m y m 1. Calcule su área. Sugerencia: Es posible
obtener una solución exacta, calculando primero el
área de la parte de la esfera x2

! y2
! z2

% 2 que está
por encima del plano z % 1. Si resuelve el problema
directamente integrando el elemento de área de
superficie que está por encima del cuadrado, puede

obtener una integral que no se puede calcular de
forma exacta, y tendrá que utilizar métodos
numéricos.

Figura 14.51

Masa y atracción gravitatoria

13. Calcule la masa de un planeta esférico de radio a cuya
densidad a una distancia R del centro es
d % A/(B! R2).

En los Ejercicios 14-17, calcule la atracción gravitatoria
que los objetos dados ejercen sobre una masa m situada en
la posición (0, 0, b). Suponga que los objetos tienen una
densidad constante d. En cada caso se puede obtener la
respuesta integrando las contribuciones hechas por discos
de espesor dz, utilizando la fórmula de la atracción que
ejerce el disco obtenida en el texto.

14. La bola x2
! y2

! z2
m a2, con a a b.

15. El cilindro x2
! y2

m a2, 0 m z m h, con h a b.

16. El cono 0 m z m b . (∂x2
! y2)/a.

17. La semibola 0 m z m ∂a2
. x2

. y2, con a a b.

Centros de masa y centroides

18. Calcule el centro de masa de un objeto que ocupa el
cubo 0 m x, y, z m a y cuya densidad está dada por
d % x2

! y2
! z2.

Calcule los centroides de las regiones de los Ejercicios 19-22.

19. El prisma x n 0, y n 0, x ! y m 1, 0 m z m 1.
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20. La región no acotada 0 m z m e.(x2!y2).

21. La parte del primer octante de la bola
x2

! y2
! z2

m a2.

22. La región que está dentro del cubo 0 m x, y, z m 1 y
por debajo del plano x ! y ! z % 2.

Momentos de inercia

23. Explique en términos físicos por qué la aceleración de
la bola que rueda por el plano inclinado en el Ejemplo
4 no tiende a g (la aceleración debida a la gravedad)
cuando el ángulo de inclinación a tiende a 90o.

Calcule los momentos de inercia y los radios de giro de los
objetos sólidos de los Ejercicios 24-32. Suponga en todos
los casos que la densidad es constante.

24. Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya
altura es h, con respecto al eje del cilindro.

25. Un cilindro circular cuyo radio en la base es a y cuya
altura es h, con respecto a un diámetro de su base.

26. Un cono circular recto cuyo radio en la base es a y
cuya altura es h, con respecto a su eje.

27. Un cono circular recto cuyo radio en la base es a y
cuya altura es h, con respecto a un diámetro de su
base.

28. Un cubo de lado a con respecto a uno de sus lados.

29. Un cubo de lado a con respecto a la diagonal de una de
sus caras.

30. Un cubo de lado a con respecto a su diagonal.

31. La caja rectangular .a m x m a, .b m y m b,
.c m z m c con respecto al eje z.

32. La región entre los dos cilindros concéntricos
x2

! y2
% a2 y x2

! y2
% b2 (con 0 a a a b) y entre

z % 0 y z % c sobre el eje z.

33. Una bola de radio a tiene densidad constante d. Se
realiza un agujero cilíndrico de radio b a a a través del
centro de la bola. Calcule la masa de la parte restante
de la bola y su momento de inercia con respecto al eje
del agujero.

34. ¿Con qué aceleración rodará (sin deslizamiento) un
cilindro sólido con radio en la base a, altura h y
densidad constante d por un plano inclinado que forma
un ángulo a con la horizontal?

35. Repita el Ejercicio 34 para la bola con el agujero
cilíndrico del Ejercicio 33. Suponga que el eje del
agujero permanece horizontal mientras la bola rueda.

*36. Un péndulo rígido de masa m oscila con respecto a un
punto A en un eje horizontal. Su momento de inercia
respecto a dicho eje es I. El centro de masa C del
péndulo está a una distancia a de A. Cuando el
péndulo cuelga en reposo, C está directamente debajo

de A (¿por qué?). Suponga que el péndulo está
oscilando. Sea h % h(t) el desplazamiento angular de
la recta AC con respecto a la vertical en el instante t
(h % 0 cuando el péndulo está en su posición de
reposo). Utilice un argumento basado en la ley de la
conservación de la energía semejante al del Ejemplo 4
para demostrar que

1

2
IA

dh
dtB

2

. mga cos h % constante

y, a partir de aquí, diferenciando con respecto a t, que

d2h
dt2 !

mga

I
sen h % 0

Ésta es una ecuación diferencial no lineal, y no es
fácil de resolver. Sin embargo, para oscilaciones
pequeñas (�h � pequeño) podemos utilizar la
aproximación sen h ] h. En este caso la ecuación
diferencial es la del movimiento armónico simple.
¿Cuál es el periodo?

*37. Sea L0 una línea recta que pasa por el centro de masa
de un cuerpo rígido B de masa m. Sea Lk una recta
paralela a L0 y a k unidades de distancia. Si I0 e Ik son
los momentos de inercia de B con respecto a L0 y Lk,
respectivamente, demuestre que Ik % I0 ! k2m.
Teniendo esto en cuenta, podemos ver que un cuerpo
siempre tendrá su momento de inercia mínimo
respecto un eje que pase por su centro de masa.
Sugerencia: Suponga que el eje z coincide con L0 y Lk

pasa por él (k, 0, 0).

*38. Vuelva a obtener la expresión de la energía cinética
total de la bola en rotación del Ejemplo 4,
considerando que en cualquier instante la bola está
rotando con respecto una recta horizontal que pasa
por su punto de contacto con el plano inclinado.
Utilice el resultado del Ejercicio 37.

*39. (Productos de inercia) Un cuerpo rígido con
densidad d se sitúa con su centro de masas en el
origen y ocupa una región R del espacio
tridimensional. Suponga que sus seis momentos
segundos Pxx, Pyy, Pzz, Pxy, Pxz y Pyz son conocidos,
siendo

Pxx %IIIR

x2d dV, Pxy %IIIR

xyd dV, ...

Existen tablas que proporcionan estos seis momentos
para cuerpos con muchas formas estándar. Se
denominan productos de inercia. Demuestre cómo
expresar el momento de inercia del cuerpo con
respecto a un eje que pasa por el origen en función
de estos seis momentos segundos (si este resultado se
combina con el del Ejercicio 37, se puede obtener el
momento de inercia con respecto a cualquier eje).
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Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes expresiones?

0 Suma de Riemann para f (x, y) en a m x m b,
c m y m d

0 f (x, y) es integrable en a m x m b, c m y m d

0 Integral doble de f (x, y) en a m x m b, c m y m d

0 Iteración de una integral doble

0 Valor medio de f (x, y) en una región R

0 Elemento de área en coordenadas polares

0 Integral triple

0 Elemento de volumen en coordenadas cilíndricas

0 Elemento de volumen en coordenadas esféricas

0 Área de la superficie de la gráfica z % f (x, y)

0 Momento de inercia de un sólido respecto a un eje

Explique cómo se cambian variables en una
integral doble.

¿Cómo se calcula el centroide de una región
sólida?

¿Cómo se calcula el momento de inercia de un
sólido con respecto a un eje?

Ejercicios de repaso

1. Calcule IIR
(x ! y) dA en la región del primer

cuadrante que está por debajo de x % y2 y por encima
de y % x2.

2. Calcule IIP
(x2

! y2) dA, siendo P el paralelogramo

cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y (1, 1).

3. Calcule IIS
(y/x)dA, siendo S la parte del disco

x2
! y2

m 4 que está en el primer cuadrante y por
debajo de la recta y % x.

4. Considere la integral iterada

I %I
∂3

0

dy I
∂4.y2

y/∂3

e.x2.y2
dx

(a) Exprese I como una integral doble IIR
e.x2.y2

dA

y dibuje la región R donde se calcula la integral
doble.

(b) Exprese I como una integral iterada con el orden
de iteración inverso.

(c) Exprese I como una integral iterada en coordenadas
polares.

(d) Calcule I.

5. Calcule el valor de la constante k b 0 tal que el
volumen de la región que está en el interior de la
esfera x2

! y2
! z2

% a2 y por encima del cono
z % k∂x2

! y2 es la cuarta parte del volumen de la
esfera total.

6. Vuelva a iterar la integral

I %I
2

0
dy I

y

0
f (x, y) dx !I

6

2
dy I

∂6.y

0
f (x, y) dx

con la variable y en la integral interna.

7. Sea J %I
1

0
dz I

z

0
dy I

y

0
f (x, y, z) dx. Exprese J como

una integral iterada en la que la iteración se realizan en
el siguiente orden: primero z, después y, después x.

8. Un objeto con forma de cono circular recto tiene una
altura de 10 m y el radio de su base es de 5 m. Su
densidad es proporcional al cuadrado de la distancia a
la base y su valor es de 3000 kg/m3 en su vértice.

(a) Calcule la masa del objeto.

(b) Exprese en forma de integral iterada el momento
de inercia del objeto con respecto a su eje central.

9. Calcule el valor medio de f (t) %I
a

t
e.x2

dx en el

intervalo 0 m t m a.

10. Calcule el valor medio de la función f (x, y) % bx ! yc
en el cuarto de disco x n 0, y n 0, x2

! y2
m 4

(recuérdese que bxc indica el máximo entero menor o
igual que x).

11. Sea D la menor de las dos regiones sólidas limitadas
por las superficies

z %
x2

! y2

a
y x2

! y2
! z2

% 6a2

siendo a una constante positiva. Calcule

IIID
(x2

! y2) dV

12. Calcule el momento de inercia respecto al eje z de un
sólido V de densidad 1 si dicho sólido está especificado
por las inecuaciones 0 m z m ∂x2

! y2 y
x2

! y2
m 2ay, siendo a b 0.
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13. El sólido rectangular 0 m x m 1, 0 m y m 2, 0 m z m 1
está dividido en dos partes por el plano
2x ! y ! z % 2. Sea D la parte que incluye al origen.
Calcule el volumen de D y z6, la coordenada z del
centroide de D.

14. Un sólido S está formado por los puntos (x, y z) que
están en el primer octante y satisfacen x ! y ! 2z m 2
e y ! z m 1. Calcule el volumen de S y la coordenada x
de su centroide.

15. Calcule IIIS
z dV, siendo S la parte del primer octante

que está por encima del plano x ! y . z % 1 y por
debajo del plano z % 1.

16. Calcule el área de la parte del plano z % 2x que está en
el interior del paraboloide z % x2

! y2.

17. Calcule el área de la parte del paraboloide
z % x2

! y2 que está por debajo del plano z % 2x.
Exprese la respuesta como una integral simple, y
calcúlela con una precisión de 3 cifras decimales.

*18. Calcule el volumen de la menor de las dos regiones
en las que el plano x ! y ! z % 1 divide al elipsoide
x2

! 4y2
! 9z2

% 36. Sugerencia: Realice primero un
cambio de variables que transforme el elipsoide en
una bola. Sustituya después el plano por otro plano
con una ecuación más simple que pase a la misma
distancia del origen.

Problemas avanzados
1. El plano (x/a)! (y/b)! (z/c)% 1 (siendo a b 0, b b 0

y c b 0) divide al elipsoide sólido

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 m 1

en dos partes desiguales. Calcule el volumen de la
menor.

2. Calcule el área de la parte del plano
(x/a)! (y/b)! (z/c)% 1 (siendo a b 0, b b 0 y c b 0)
que está en el interior del elipsoide

x2

a2 !
y2

b2 !
z2

c2 m 1

3. (a) Desarrolle 1/(1. xy) en forma de serie geométrica,
y a partir de aquí, demuestre que

I
1

0 I
1

0

1

1 . xy
dx dy %

ä

;
n%1

1

n2

(b) De forma similar, exprese como suma de series las
siguientes integrales:

(i) I
1

0 I
1

0

1

1 ! xy
dx dy

(ii) I
1

0 I
1

0 I
1

0

1

1 . xyz
dx dy dz

(iii) I
1

0 I
1

0 I
1

0

1

1 ! xyz
dx dy dz

4. Sea P el paralelepípedo limitado por las tres parejas de
planos paralelos a r % 0, a r % d1 b 0, b r % 0,
b r % d2 b 0, c r % 0 y c r % d3 b 0, siendo a, b y c
vectores constantes, y r % xi ! y j ! zk. Demuestre que

IIIP
(a r)(b r)(c r) dx dy dz %

(d1d2d3)
2

8�a (b # c)�

Sugerencia: Utilice el cambio de variables u % a r,
v % b r, w % c r.

5. Se realiza un agujero cuya sección cruzada es un
cuadrado de lado 2 que atraviesa por el centro una
bola de radio 2. Calcule el volumen de la parte de la
bola que queda.

*6. Calcule el volumen limitado por la superficie cuya
ecuación es x2/3

! y2/3
! z2/3

% a2/3.

*7. Calcule el volumen limitado por la superficie
�x �1/3 ! �y �1/3 ! �z �1/3 % �a �1/3.
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CAPÍTULO 15

Campos vectoriales

—Toma algo más de té —dijo muy seriamente la Liebre
de Marzo a Alicia.

—No he tomado nada todavía —replicó Alicia en to-
no ofendido—, así que no puedo tomar más.

—Querrás decir que no puedes tomar menos —dijo el
Sombrerero Loco—. Es muy fácil tomar más cuando no
se ha tomado nada.

Lewis Carroll (Charles Lutwidge Dodgson, 1832-1898)
de Alicia en el País de las Maravillas

Introducción Este capítulo y el siguiente tratan de funciones vectoriales de va-
riable vectorial, que generalmente serán funciones cuyos dominios y rangos estarán
en el plano o en el espacio tridimensional. Estas funciones se denominan frecuente-
mente campos vectoriales. Entre las aplicaciones de los campos vectoriales se en-
cuentran las integrales que se realizan, no en ejes ni en regiones del plano o del es-
pacio tridimensional, sino en curvas o superficies. En este capítulo presentaremos
las integrales realizadas en rectas y superficies. En el capítulo siguiente desarrolla-
remos versiones del Teorema Fundamental del Cálculo para integrales en campos
vectoriales.



15.1 Campos escalares y vectoriales

Una función cuyo dominio y rango son subconjuntos del espacio euclídeo tridimensional �3 se
denomina campo vectorial. Por lo tanto, un campo vectorial F asocia un vector F(x, y, z) a
cada punto (x, y, z) de su dominio. Las tres componentes de F son funciones escalares (reales)
F1(x, y, z), F2(x, y, z) y F3(x, y, z), y F(x, y, z) se puede expresar en función de la base estándar
en �3 como

F(x, y, z) % F1(x, y, z)i ! F2(x, y, z)j ! F3(x, y, z)k

Nótese que en este caso los subíndices representan componentes de un vector, no derivadas par-
ciales. Si F3(x, y, z) % 0 y F1 y F2 son independientes de z, entonces F se reduce a

F(x, y) % F1(x, y)i ! F2(x, y) j

y se denomina campo vectorial en el plano, o campo vectorial en el plano xy. Utilizaremos con
mucha frecuencia vectores de posición como argumentos de un campo vectorial. El vector de
posición de (x, y, z) es r % xi ! yj ! zk, y podemos expresar F(r) como notación abreviada de
F(x, y, z). En el contexto de campos vectoriales, una función escalar de una variable vector (es
decir, una función de varias variables considerada en el contexto de los Capítulos 12-14) se deno-
mina campo escalar. Por tanto, las componentes de un campo vectorial son campos escalares.
Muchos resultados que demostraremos en el ámbito de los campos vectoriales requieren que los
campos sean suaves en algún sentido. Diremos que un campo vectorial es suave siempre que sus
campos esclares componentes tengan derivadas parciales continuas de todos los órdenes (sin em-
bargo, en la mayor parte de los casos, será suficiente que sean continuas hasta segundo orden).

Los campos vectoriales aparecen en muchas áreas de las matemáticas aplicadas. Enumerare-
mos algunas:

(a) El campo gravitatorio F(x, y, z) de un objeto es la fuerza de atracción que dicho objeto ejer-
ce sobre una masa unidad situada en la posición (x, y, z).

(b) La fuerza del campo electrostático E(x, y, z) debida a un objeto eléctricamente cargado es la
fuerza que dicho objeto ejerce sobre una unidad de carga situada en la posición (x, y, z) (di-
cha fuerza puede ser de atracción o de repulsión).

(c) El campo de velocidades v(x, y, z) en un fluido (o sólido) en movimiento es la velocidad que
tiene una partícula en la posición (x, y, z). Si el movimiento no es en «estado estacionario»,
entonces el campo de velocidades dependerá también del tiempo: v % v(x, y, z, t).

(d) El gradiente M f (x, y, z) de cualquier campo escalar f proporciona la dirección y la magnitud
de la máxima tasa de crecimiento de f en (x, y, z). En particular, un gradiente de temperatu-
ras, MT(x, y, z), es un campo vectorial que da la dirección y la magnitud de la máxima tasa
de incremento de temperatura T en el punto (x, y, z), en un medio conductor del calor. Los
gradientes de presión proporcionan información similar sobre la variación de presión en un
fluido como una masa de aire o un océano.

(e) Los vectores radial unitario y transversal unitario r̂ y XXX̂ son ejemplos de campos vectoriales
en el plano xy. Ambos están definidos en todos los puntos del plano excepto en el origen.

Ejemplo 1 (Campo gravitatorio de una masa puntual) El campo gravitatorio que produce una masa
puntual m situada en el punto P0 con vector de posición r0 es

F(x, y, z) % F(r) %
.km

�r . r0 �3
(r . r0)

% .km
(x . x0)i ! (y . y0)j ! (z . z0)k

((x . x0)
2
! (y . y0)

2
! (z . z0)

2)3/2
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siendo k b 0 una constante. F apunta hacia el punto r0 y su módulo es

�F � % km /�r . r0 �2

La Figura 15.1 muestra gráficamente algunos vectores en una sección plana del campo. Cada uno de ellos
representa los valores del campo en la posición de sus orígenes. Las longitudes de los vectores indican que
la fuerza del campo crece a medida que nos acercamos a P0.

Observación El campo electrostático F que produce una carga puntual q situada en P0 se ex-
presa mediante la misma fórmula que el campo gravitatorio, con la excepción de que q sustituye
a .m. La razón del cambio de signo es que las cargas iguales se repelen entre sí, mientras que
las masas se atraen entre sí.

Ejemplo 2 El campo de velocidades de un sólido en rotación alrededor del eje z con velocidad angu-
lar LLL % Lk es

v(x, y, z) % v(r) % LLL × r % .Ly i ! Lxj

Como tiene el mismo valor en todos los planos normales al eje z, v se puede ver como un campo vectorial
en el plano. La Figura 15.2 muestra algunos vectores de este campo.

P0

Figura 15.1 Campo gravitatorio de una masa puntual
situada en P0.

y

x

Figura 15.2 Campo de velocidades de un cuerpo rígido
que gira alrededor del eje z.

Líneas de campo (curvas integrales)

Las representaciones gráficas de los campos vectoriales como las que se muestran en las Figuras
15.1 y 15.2, y el campo de velocidades del viento en una colina que se muestra en la Figura
15.3, sugieren un patrón de movimiento en el espacio o en el plano. Sea o no el campo un cam-
po de velocidades, podemos interpretarlo de ese modo y preguntarnos qué camino seguiría una
partícula, situada inicialmente en un punto, cuya velocidad estuviera dada por el campo. El ca-
mino sería una curva a la cual el campo sería tangente en cada uno de sus puntos. Estas curvas
se denominan líneas de campo o curvas integrales para un campo vectorial dado. En el caso
concreto en el que el campo vectorial represente la velocidad de flujo de un fluido, las líneas de
campo se denominan líneas de corriente o líneas de flujo en dicho fluido. La Figura 15.3
muestra algunas de estas líneas para el flujo del aire. En el caso de un campo de fuerzas, las
líneas de campo se denominan líneas de fuerza.
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Figura 15.3 El campo de velocidades y algunas líneas
de flujo del viento sobre una colina.

Las líneas de campo de F no dependen de su módulo en un punto dado, sino sólo de la direc-
ción del campo. Si la línea de campo que pasa por un punto tiene como función paramétrica
r % r(t), entonces su vector tangente dr/dt debe ser paralelo a F(r(t)) para todo t. Por consi-
guiente,

dr

dt
% j(t)F(r(t))

En algunos campos vectoriales esta ecuación diferencial se puede integrar para obtener las líneas
de campo. Si dividimos la ecuación en sus componentes,

dx

dt
% j(t)F1(x, y, z),

dy

dt
% j(t)F2(x, y, z),

dz

dt
% j(t)F3(x, y, z)

Se pueden obtener expresiones diferenciales equivalentes para j(t) dt y, a partir de aquí, se puede
expresar la ecuación diferencial de las líneas de campo en la forma

dx

F1(x, y, z)
%

dy

F2(x, y, z)
%

dz

F3(x, y, z)

Si al multiplicar estas ecuaciones diferenciales por alguna función se pueden expresar en la
forma

P(x) dx % Q(y) dy % R(z) dz

entonces es posible integrar las tres expresiones para obtener las líneas de campo.

Ejemplo 3 Calcule las líneas de campo del campo gravitatorio del Ejemplo 1:

F(x, y, z) % .km
(x . x0) i ! (y . y0)j ! (z . z0)k

((x . x0)
2
! (y . y0)

2
! (z . z0)

2)3/2

Solución El vector en el numerador de la fracción da la dirección de F. Por tanto, las líneas de campo
satisfacen el sistema

dx

x . x0
%

dy

y . y0
%

dz

z . z0

Integrando las tres expresiones se llega a

ln �x . x0 � ! ln C1 % ln �y . y0 � ! ln C2 % ln �z . z0 � ! ln C3

o, tomando exponenciales,

C1(x . x0) % C2(y . y0) % C3(z . z0)
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Esto representa dos familias de planos que pasan por P0 % (x0, y0, z0). Las líneas de campo son las intersec-
ciones de los planos de cada una de las familias, por lo que son rectas que pasan por el punto P0. Ésta es
una familia de rectas de dos parámetros; cualquiera de las constantes Ci que sea distinta de cero se puede
suprimir de las ecuaciones anteriores dividiéndolas por dicha constante. La naturaleza de las líneas de cam-
po es clara observando la representación del campo vectorial en la Figura 15.1.

Ejemplo 4 Calcule las líneas de campo del campo de velocidades v % L(.y i ! xj) del Ejemplo 2.

Solución Las líneas de campo satisfacen la ecuación diferencial

dx

.y
%

dy

x

En esta ecuación podemos separar variables para obtener x dx % .y dy. Al integrar resulta, entonces,
x2/2% .y2/2! C/2, o x2

! y2. Por tanto, las líneas de campo son circunferencias centradas en el origen
del plano xy, como se puede ver en la representación del campo vectorial de la Figura 15.2. Si considera-
mos v como un campo vectorial en el espacio tridimensional, las líneas de campo son circunferencias hori-
zontales centradas en el eje z:

x2
! y2

% C1, z % C2

La posibilidad de obtener líneas de campo depende de la capacidad de resolver ecuaciones dife-
renciales y, en el espacio tridimensional, sistemas de ecuaciones diferenciales.

Ejemplo 5 Calcule las líneas de campo de F % xzi ! 2x2zj ! x2k.

Solución Las líneas de campo cumplen
dx

xz
%

dy

2x2z
%

dz

x2 , o, en otros términos,

dy % 2x dx y dy % 2z dz

Las líneas de campo son las curvas de intersección de las dos familias de cilindros parabólicos y % x2
! C1

e y % z2
! C2.

Campos vectoriales en coordenadas polares

Un campo vectorial en el plano se puede expresar en coordenadas polares en la forma

F % F(r, h) % Fr(r, h) r̂ ! Fh(r, h)XXX̂

donde r̂ y XXX̂, definidos en todas partes excepto en el origen como

r̂ % cos hi ! sen hj

XXX̂ % .sen h i ! cos hj

son vectores unitarios en la dirección de r y h, crecientes en [r, h]. Nótese que dr̂/dh% XXX̂, y que
XXX̂ es simplemente r̂ girado 90o en sentido contrario al de las agujas del reloj. Nótese también
que estamos utilizando Fr y Fh para indicar las componentes de F con respecto a la base {r̂, XXX̂S;
los subíndices no indican derivadas parciales. Fr(r, h) se denomina componente radial de F, y
Fh(r, h) se denomina componente transversal.

Una curva cuya ecuación en polares es r % r(h) se puede expresar en forma paramétrica vec-
torial,

r % r r̂
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como hicimos en la Sección 11.6. Esta curva es una línea de campo de F si su vector tangente
diferencial

dr % dr r̂ ! r
d r̂

dh
dh % dr r̂ ! r dhXXX̂

es paralelo al vector del campo F(r, h) en todo punto excepto en el origen, es decir, si r % f (h)
cumple la ecuación diferencial

dr

Fr(r, h)
%

r dh
Fh(r, h)

En casos específicos se pueden obtener las líneas de campo resolviendo esta ecuación.

Ejemplo 6 Represente el campo vectorial F(r, h) % r̂ ! XXX̂ y calcule sus líneas de campo.

Solución En todo punto [r, h], el campo vectorial es la bisectriz del ángulo que forman r̂ y XXX̂, y forma
un ángulo de 45o con respecto a r̂ medido en sentido contrario al de las agujas del reloj. Todos los vectores
del campo tienen la misma longitud, ∂2. La Figura 15.4(a) muestra algunos vectores del campo. La figura
sugiere que las líneas de campo son espirales que parten del origen. Como Fr(r, h) % Fh(r, h) % 1 para este
campo, las líneas de campo cumplirán dr % r dh, o, dividiendo por dh, dr/dh% r. Ésta es la ecuación dife-
rencial del crecimiento exponencial y tiene como solución r % Keh, o, en otros términos, r % eh!a, siendo
a % ln K una constante. La Figura 15.4(b) muestra algunas de estas curvas.

y

x

y

x

)b()a(

Figura 15.4

(a) El campo vectorial
F % r̂ ! XXX̂

(b) Líneas de campo de
F % r̂ ! XXX̂.

Ejercicios 15.1

En los Ejercicios 1-8, dibuje los campos de vectores en el
plano dado y determine sus líneas de campo.

1. F(x, y) % x i ! xj 2. F(x, y) % xi ! y j

3. F(x, y) % y i ! xj 4. F(x, y) % i ! sen xj

5. F(x, y) % ex i ! e.xj 6. F(x, y) % M(x2
. y)

7. F(x, y) % M ln (x2
! y2) 8. F(x, y)%cos yi.cos xj

En los Ejercicios 9-16, describa las líneas de corriente de
los campos de velocidades dados.

9. v(x, y, z) % y i . yj . yk

10. v(x, y, z) % x i ! yj . xk

11. v(x, y, z) % y i . xj ! k

12. v(x, y, z) %
xi ! yj

(1 ! z2)(x2
! y2)
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13. v(x, y, z) % xzi ! yzj ! xk

14. v(x, y, z) % exyz(x i ! y2j ! zk)

15. v(x, y) % x2 i . yj

*16. v(x, y) % xi ! (x ! y)j Sugerencia: Sea y % xv(x).

En los Ejercicios 17-20, determine las líneas de campo de
los campos vectoriales dados en polares.

17. F % r̂ ! rXXX̂ 18. F % r̂ ! hXXX̂

19. F % 2 r̂ ! hXXX̂ 20. F % r r̂ . XXX̂

15.2 Campos conservativos

Como el gradiente de un campo escalar es un campo vectorial, resulta natural preguntarnos si
todo campo vectorial será el gradiente de un campo escalar. Dado un campo vectorial F(x, y, z),
deseamos saber si existe un campo escalar h(x, y, z) tal que

F(x, y, z) % Mh(x, y, z) %
Lh

Lx
i !

Lh

Ly
j !

Lh

Lz
k

La respuesta general es negativa. Sólo se pueden expresar de esta forma campos vectoriales es-
peciales.

DEFINICIÓN 1

Si F(x, y, z) % Mh(x, y, z) en un dominio D, entonces se dice que F es un campo vectorial
conservativo en D, y la función h se denomina potencial (escalar) de F en D. En el plano
o en el espacio de n dimensiones, las definiciones son similares.

Como las primitivas, los potenciales no están determinados de forma única; se les pueden añadir
constantes arbitrarias. Nótese que F es conservativo en un dominio D si y sólo si F % Mh en
todo punto de D; el potencial h no puede tener puntos singulares en D.

La ecuación F1(x, y, z) dx ! F2(x, y, z) dy ! F3(x, y, z) dz % 0 se denomina ecuación diferen-
cial exacta si el miembro izquierdo es el diferencial de una función escalar h(x, y, z):

dh % F1(x, y, z) dx ! F2(x, y, z) dy ! F3(x, y, z) dz

En este caso, la ecuación diferencial tiene soluciones dadas por h(x, y, z) % C (constante) (véase
la Sección 17.3 donde se tratan las ecuaciones exactas en el plano). Obsérvese que la ecuación
diferencial es exacta si y sólo si el campo vectorial F % F1 i ! F2j ! F3k es conservativo y que
h es el potencial de F.

Como son campos escalares en vez de campos vectoriales, los potenciales de campos vecto-
riales conservativos son más fáciles de manejar algebraicamente que los propios campos vecto-
riales. Por ejemplo, una suma de funciones potenciales es la función potencial de la suma de los
correspondientes campos vectoriales. Un campo vectorial siempre se puede obtener a partir de su
función potencial calculando el gradiente.

Ejemplo 1 (El campo gravitatorio de una masa puntual es conservativo) Demuestre que el campo
gravitatorio F(r) % .km(r . r0)/�r . r0 �3 del Ejemplo 1 de la Sección 15.1 es conservativo donde está de-
finido (es decir, en todo punto de �3 excepto en r0), demostrando que

h(x, y, z) %
km

�r . r0 �
%

km

∂(x . x0)
2
! (y . y0)

2
! (z . z0)

2

es una función potencial de F.
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Solución Obsérvese que

Lh

Lx
%

.km(x . x0)

((x . x0)
2
! (y . y0)

2
! (z . z0)

2)3/2 %
.km(x . x0)

�r . r0 �3
% F1(r)

y se pueden obtener fórmulas similares para las otras derivadas parciales de h. Se deduce entonces que
Mh(x, y, z) % F(x, y, z) para (x, y, z) Ç (x0, y0, z0) y F es conservativo, excepto en r0.

Observación No es necesario escribir la expresión km/�r . r0 � en función de las componen-
tes de r . r0, como hemos hecho en el Ejemplo 1, para calcular sus derivadas parciales. Presen-
tamos a continuación una fórmula útil para obtener la derivada del módulo de una función vecto-
rial F con respecto una variable x:

L
Lx

�F � %
F A

L
Lx

FB
�F �

Para ver que esto es así, expresamos �F � % ∂F F y calculamos su derivada utilizando la Regla
de la Cadena y la Regla del Producto:

L
Lx

�F � %
L
Lx

∂F F %
1

2∂F F
2F A

L
Lx

FB%

F A
L
Lx

FB
�F �

Podemos comparar el resultado con la derivada del valor absoluto de una función de una variable:

d

dx
� f (x) � % sgn ( f (x)) f ñ(x) %

f (x)

� f (x) �
f ñ(x)

En el contexto del Ejemplo 1 tenemos

L
Lx

km

�r . r0 �
%

.km

�r . r0 �2
L
Lx

�r . r0 � %
.km

�r . r0 �2
(r . r0) i

�r . r0 �
%

.km(x . x0)

�r . r0 �3

con expresiones similares para las otras derivadas parciales de km/�r . r0 �.

Ejemplo 2 Demuestre que el campo de velocidades v % .Lyi ! Lxj, correspondiente a la rotación
de un cuerpo rígido alrededor del eje z (véase el Ejemplo 2 de la Sección 15.1), no es conservativo si L Ç 0.

Solución Hay dos formas de demostrar que no puede existir un potencial para v. Una forma es intentar
calcular un potencial h(x, y) para el campo vectorial. Se requiere

Lh

Lx
% .Ly y

Lh

Ly
% Lx

La primera de estas ecuaciones implica que h(x, y) % .Lxy ! C1(y) (hemos integrado con respecto a x;
el potencial puede depender todavía de y). De forma similar, la segunda ecuación implica que
h(x, y) % Lxy ! C2(x). Por tanto, debemos tener .Lxy ! C1(y) % Lxy ! C2(x) o 2Lxy % C1(x) . C2(x)
para todo (x, y). Esto no es posible para ninguna elección de las funciones de una variable C1(y) y C2(x), a
menos que L % 0.

De forma alternativa, si v tiene un potencial h, entonces podemos formar las derivadas parciales mixtas
de h a partir de las dos ecuaciones anteriores y obtener

L2
h

LyLx
% .L y

L2
h

LxLy
% L

Esto no es posible si L Ç 0 porque la suavidad de v implica que su potencial debe ser suave, por lo que las
derivadas parciales mixtas deben ser iguales. Por tanto, no puede existir h; v no es conservativo.
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El Ejemplo 2 sugiere una condición que debe cumplir cualquier campo vectorial conservativo en
el plano.

Condición necesaria para un campo vectorial conservativo en el plano

Si F(x, y) % F1(x, y) i % F2(x, y)j es un campo vectorial conservativo en un dominio D del
plano xy, entonces la condición

L
Ly

F1(x, y) %
L
Lx

F2(x, y)

se debe cumplir en todos los puntos de D.

¡¡ A T E N C I Ó N !!
No hay que confundir esta condición necesaria con una condición
suficiente para garantizar que F es conservativo. Más adelante de-
mostraremos que es necesario algo más que LF1/Ly% LF2/Lx en D
para garantizar que F es conservativo en D.

Para ver que esto es así, observemos que

F1i ! F2j % F % Mh %
Lh

Lx
i !

Lh

Ly
j

implica las dos ecuaciones escalares

F1 %
Lh

Lx
y F2 %

Lh

Ly

y como las derivadas parciales mixtas de h deben ser iguales,

LF1

Ly
%

L2
h

LyLx
%

L2
h

LxLy
%

LF2

Lx

Se obtiene una condición similar para campos vectoriales en el espacio tridimensional.

Condiciones necesarias para un campo vectorial conservativo en el espacio
tridimensional

Si F(x, y, z) % F1(x, y, z)i ! F2(x, y, z)j ! F3(x, y, z)k es un campo vectorial conservativo
en un dominio D en el espacio tridimensional, entonces en todo punto de D se debe cumplir

LF1

Ly
%

LF2

Lx
,

LF1

Lz
%

LF3

Lx
,

LF2

Lz
%

LF3

Ly

Superficies y curvas equipotenciales
Si h(x, y, z) es una función potencial del campo vectorial conservativo F, entonces las superfi-
cies de nivel h(x, y, z) % C de h se denominan superficies equipotenciales de F. Como F % Mh

es normal a estas superficies (allí donde no se anula), las líneas de campo de F siempre cortan a
las superficies equipotenciales formando ángulos rectos. Por ejemplo, las superficies equipoten-
ciales del campo de fuerzas gravitatorio creado por una masa puntual son esferas centradas en el
punto donde está la masa; estas esferas son normales a las líneas de campo, que son rectas que
pasan por el punto donde está la masa. De forma similar, para un campo vectorial conservativo
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en el plano, las curvas de nivel de la función potencial se denominan curvas equipotenciales del
campo vectorial. Son las trayectorias ortogonales a las líneas de campo; es decir, cortan a las
líneas de campo formando ángulos rectos.

Ejemplo 3 Demuestre que el campo vectorial F(x, y) % xi . yj es conservativo y calcule una función
potencial de dicho campo. Describa las líneas de campo y las superficies equipotenciales.

Solución Como LF1/Ly% 0 % LF2/Lx en todo punto de �2, podemos esperar que F sea conservativo.
Cualquier función potencial h debe cumplir

Lh

Lx
% F1 % x y

Lh

Ly
% F2 % .y

La primera de estas ecuaciones permite obtener

h(x, y) %I x dx %
1

2
x2

! C1(y)

Obsérvese que, como la integral se toma con respecto a x, está permitido que la «constante» de integración
dependa de la otra variable. Utilizamos ahora la segunda ecuación para obtener

.y %
Lh

Ly
% Cñ1(y) ú C1(y) % .

1

2
y2

! C2

Por tanto, F es conservativo y, para cualquier constante C2,

h(x, y) %
x2

. y2

2
! C2

es una función potencial de F. Las líneas de campo de F cumplen

dx

x
% .

dy

y
ú ln �x � % .ln �y � ! ln C2 ú xy % C3

Las líneas de campo de F son, por tanto, hipérbolas rectangulares cuyas asíntotas son los ejes coordenados.
Las curvas equipotenciales forman otra familia de hipérbolas rectangulares, x2

. y2
% C4, cuyas asíntotas

son las rectas x % uy. Las curvas de las dos familias se cortan formando ángulos rectos (véase la Figura
15.5). Nótese, sin embargo, que F no especifica una dirección en el origen y que la ortogonalidad se rompe
allí; de hecho, ninguna familia tiene una única curva que pasa por ese punto.

y

x

Figura 15.5 Líneas de campo (más oscuras) y curvas
equipotenciales (más claras) del campo F % x i . yj.
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Observación En el ejemplo anterior hemos obtenido el potencial h integrando primero
Lh/Lx% F1. Podríamos haber empezado también integrando Lh/Ly% F2, en cuyo caso la cons-
tante de integración habría dependido de x. Al final habríamos llegado al mismo valor de h.

Ejemplo 4 Decida si el campo vectorial

F % (xy . sen z)i !A
1

2
x2

.

ey

z Bj !A
ey

z2 . x cos zBk

es conservativo en D % {(x, y, z) : z Ç 0}, y calcule un potencial del mismo si lo es.

Solución Nótese que F no está definido cuando z % 0. Sin embargo, como

LF1

Ly
% x %

LF2

Lx
,

LF1

Lz
% .cos z %

LF3

Lx
y

LF2

Lz
%

ey

z2 %
LF3

Ly

F puede ser todavía conservativo en dominios que no corten al plano xy en z % 0. Si esto se cumple, su
potencial h debe satisfacer

Lh

Lx
% xy . sen z,

Lh

Ly
%

1

2
x2

.

ey

z
y

Lh

Lz
%

ey

z2 . x cos z (*)

A partir de la primera ecuación de (*),

h(x, y, z) %I (xy . sen z) dx %
1

2
x2y . x sen z ! C1(y, z)

Nótese de nuevo que la constante de integración puede ser una función de parámetros del integrando; sólo
es constante con respecto a la variable de integración. Utilizando la segunda ecuación de (*), obtenemos

1

2
x2

.

ey

z
%

Lh

Ly
%

1

2
x2

!
LC1(y, z)

Ly

Así,

C1(y, z) % .I
ey

z
dy % .

ey

z
! C2(z)

y

h(x, y, z) %
1

2
x2y . x sen z .

ey

z
! C2(z)

Finalmente, utilizando la tercera ecuación de (*),

ey

z2 . x cos z %
Lh

Lz
% .x cos z !

ey

z2 ! Cñ2(z)

Por tanto, Cñ2(z) % 0 y C2(z) % C (una constante). De hecho, F es conservativo y, para cualquier constan-
te C,

h(x, y, z) %
1

2
x2y . x sen z .

ey

z
! C

es una función potencial de F en el dominio dado D. C puede tener diferentes valores en las dos regiones
z b 0 y z a 0, cuya unión constituye D.

Observación Si, en la solución anterior, en la ecuación diferencial de C1(y, z) hubiera inter-
venido x o si en la de C2(z) hubieran intervenido x o y, no habríamos podido calcular h. Esto no
ocurre debido a las tres condiciones sobre las derivadas parciales de F1, F2 y F3 verificadas des-
de el principio.
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Observación La existencia de un potencial para un campo vectorial depende de la topología
del dominio del campo (es decir, si el dominio tiene huecos en su interior y qué clase de hue-
cos), así como de la estructura de los componentes del propio campo. Aunque se cumplan las
condiciones necesarias dadas anteriormente, un campo vectorial puede no ser conservativo en un
dominio que tenga huecos. Volveremos sobre la naturaleza de los campos vectoriales conservati-
vos en la Sección 15.4 y en el capítulo siguiente; demostraremos finalmente que las condiciones
necesarias anteriores son también suficientes para garantizar que F es conservativo si el dominio
de F cumple ciertas condiciones. Sin embargo, en este punto, sólo presentaremos un ejemplo en
el que un campo vectorial plano no es conservativo en un dominio donde las condiciones necesa-
rias, sin embargo, se cumplen.

Ejemplo 5 Para (x, y) Ç (0, 0), se define un campo vectorial F(x, y) y un campo escalar h(x, y) como
sigue:

F(x, y) %A
.y

x2
! y2B i !A

x

x2
! y2Bj

h(x, y) es el ángulo en polares h de (x, y) tal que 0 m h a 2n.
Por tanto, x % r cos h(x, y) e y % r sen h(x, y), con r2

% x2
! y2. Verifique lo siguiente:

(a)
L
Ly

F1(x, y) %
L
Lx

F2(x, y) para (x, y) Ç (0, 0).

(b) Mh(x, y) % F(x, y) para todo (x, y) Ç (0, 0) tal que 0 a h a 2n.

(c) F no es conservativo en todo el plano xy excluyendo el origen.

Solución

(a) Tenemos F1 %
.y

x2
! y2 y F2 %

x

x2
! y2. Por tanto,

L
Ly

F1(x, y) %
L
Ly A.

y

x2
! y2B%

y2
. x2

(x2
! y2)2 %

L
Lx A

x

x2
! y2B

%
L
Lx

F2(x, y)

para todo (x, y) Ç (0, 0).
(b) Diferenciamos implícitamente las ecuaciones x % r cos h e y % r sen h con respecto a x para obtener

1 %
Lx

Lx
%

Lr

Lx
cos h . r sen h

Lh
Lx

0 %
Ly

Lx
%

Lr

Lx
sen h ! r cos h

Lh
Lx

Eliminando Lr/Lx de esta pareja de ecuaciones y despejando Lh/Lx se llega a

Lh
Lx

% .

r sen h
r2 % .

y

x2
! y2 % F1

De forma similar, la diferenciación con respecto a y produce

Lh
Ly

%
x

x2
! y2 % F2

Estas fórmulas sólo se cumplen si 0 a h a 2n; h incluso no es continua en el eje x positivo; si x b 0,
entonces

lim
yr0!

h(x, y) % 0 pero lim
yr0.

h(x, y) % 2n

Por tanto, Mh % F se cumple en todo punto del plano, excepto en los puntos (x, 0) donde x n 0.
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(c) Supongamos que F es conservativo en todo el plano excepto en el origen. Entonces F % Mh para al-
guna función escalar h(x, y). Por tanto, M(h . h) % 0 para 0 a h a 2n, y h . h % C (constante), o
h % h ! C. El miembro izquierdo de esta ecuación es discontinuo en el eje x positivo, pero el miembro
derecho no lo es. Por tanto, los dos miembros no pueden ser iguales. Esta contradicción demuestra que
F no puede ser conservativo en todo el plano excluyendo el origen.

Observación Obsérvese que en el ejemplo anterior el origen (0, 0) es un hueco en el dominio
de F. Aunque F cumpla la condición necesaria para ser conservativo en todos los puntos excepto
en este hueco, hay que eliminar del dominio de F unas semirrectas (rayos) o, de forma más ge-
neral, una curva desde el origen hasta el infinito, para obtener la función potencial de F. F no es
conservativo en ningún dominio que contenga una curva que rodee al origen. Los Ejercicios 22-
24 de la Sección 15.4 arrojaran más luz sobre esta situación.

Fuentes, sumideros y dipolos
Imagine que el espacio tridimensional está relleno con un fluido incompresible emitido por una
fuente puntual en el origen, con una velocidad de volumen de dV/dt% 4nm (se dice que el ori-
gen es una fuente de fuerza m). Por simetría, el fluido fluye hacia afuera siguiendo líneas radia-
les desde el origen, con igual velocidad a igual distancia del origen en todas las direcciones, y el
fluido emitido en el origen en algún instante t % 0 se habrá dispersado en el instante t sobre una
superficie esférica de radio r % r(t). Todo el fluido en el interior de esa esfera ha sido emitido en
el intervalo temporal [0, t], por lo que tenemos

4

3
nr3

% 4nmt

Diferenciando esta ecuación con respecto a t se obtiene r2(dr/dt)% m, y la velocidad del fluido
hacia el exterior a una distancia r del origen es v(r) % m/r2. El campo de velocidades del fluido
en movimiento es, por tanto,

v(r) % v(r)
r

�r �
%

m

r3 r

Este campo de velocidades es conservativo (excepto en el origen) y su potencial es

h(r) % .

m

r

Un sumidero es una fuente negativa. Un sumidero de fuerza m en el origen (que aniquila o
absorbe fluido con una velocidad de dV/dt% 4nm) tiene un campo de velocidades y un potencial
dados por

v(r) % .

m

r3 r y h(r) %
m

r

Los potenciales o los campos de velocidades de fuentes o sumideros localizados en otros
puntos se obtienen por traslación de estas fórmulas; por ejemplo, el campo de velocidades de
una fuente de fuerza m en un punto cuyo vector de posición es r0, es

v(r) % .M A
m

�r . r0 �B%
m

�r . r0 �3
(r . r0)

Es interesante comparar esto con el campo gravitatorio de una masa m situada en el origen. Las
dos cosas son lo mismo, exceptuando un signo y una constante relacionada con las unidades de
medida. Por esta razón, podemos ver una masa puntual como una fuente de su propio campo
gravitatorio. De forma similar, el campo electrostático debido a una carga puntual q situada en r0
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es el campo de una fuente (o sumidero si q a 0) de fuerza proporcional a q. Si se escogen las
unidades de medida adecuadas tenemos

E(r) % .MA
q

�r . r0 �B%
q

�r . r0 �3
(r . r0)

En general, las líneas de campo de un campo vectorial convergen a una fuente o sumidero de
dicho campo.

Un dipolo es un sistema formado por una fuente y un sumidero de fuerzas iguales m separa-
dos una distancia corta �. El producto k % m� se denomina momento dipolar, y la recta que
contiene la fuente y el sumidero se denomina eje del dipolo. Los dipolos físicos reales, como los
imanes, se modelan frecuentemente como dipolos ideales, que son los límites de los dipolos rea-
les cuando m r ä y � r 0, de forma que el momento dipolar k permanece constante.

Ejemplo 6 Calcule el campo de velocidades, v(x, y, z), asociado a un dipolo de momento k situado en
el origen y cuyo eje coincide con el eje z.

Solución Comenzamos con una fuente de fuerza m en la posición (0, 0, �/2) y un sumidero de fuerza m
en (0, 0, .�/2). El potencial de este sistema es

h(r) % .mA
1

�r .
1
2 �k �

.

1

�r !
1
2 �k �B

El potencial del dipolo inicial es el límite del potencial de este sistema cuando m r ä y � r 0 de forma
que m� % k:

h(r) % lim
�r0
ml%k

. mA
�r !

1
2 �k � . �r .

1
2 �k �

�r !
1
2 �k � �r .

1
2 �k � B

% .

k
�r �2

lim
�r0

�r !
1
2 �k � . �r .

1
2 �k �

�

Ahora utilizamos la Regla de l’Hôpital y la regla para diferenciar módulos de vectores:

% .

k
�r�2

lim
�r0

(r !
1
2 �k) 1

2 k

�r !
1
2 �k �

.

(r .
1
2 �k) (.1

2 k)

�r .
1
2 �k �

1

% .

k
�r �2

lim
�r0 A

1
2 z !

1
4 �

�r !
1
2 �k �

!

1
2 z .

1
4 �

�r .
1
2 �k �B

% .

kz

�r �3

El campo de velocidades requerido es el gradiente de este potencial. Tenemos

Lh

Lx
%

3kz

�r �4
r i

�r �
%

2kxz

�r �5

Lh

Ly
%

3kyz

�r �5

Lh

Lz
% .

k
�r �3

!
3kz2

�r �5
%

k(2z2
. x2

. y2)

�r �5

v(r) % Mh(r) %
k

�r �5
(3xzi ! 3yzj ! (2z2

. x2
. y2)k)

La Figura 15.6 muestra algunas líneas de corriente en una sección cruzada plana que contiene al eje z.
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z

x

Figura 15.6 Líneas de corriente de un dipolo.

Ejercicios 15.2

En los Ejercicios 1-6, determine si los campos vectoriales
dados son conservativos, y calcule un potencial si lo son.

1. F(x, y, z) % xi . 2yj ! 3zk

2. F(x, y, z) % yi ! xj ! z2k

3. F(x, y) %
x i . yj

x2
! y2 4. F(x, y) %

xi ! yj

x2
! y2

5. F(x, y, z) % (2xy . z2) i ! (2yz ! x2)j . (2zx . y2)k

6. F(x, y, z) % ex2!y2!z2
(xzi ! yzj ! xyk)

7. Calcule el campo vectorial tridimensional cuyo
potencial es

h(r) %
1

�r . r0 �2

8. Calcule M ln �r �, siendo r % x i ! yj ! zk.

9. Demuestre que el campo vectorial

F(x, y, z) %
2x

z
i !

2y

z
j .

x2
! y2

z2 k

es conservativo, y calcule su potencial. Describa las
superficies equipotenciales. Calcule las líneas de
campo de F.

10. Repita el Ejercicio 9 para el campo

F(x, y, z) %
2x

z
i !

2y

z
j !A1 .

x2
! y2

z2 B k

11. Calcule el campo de velocidades debido a dos fuentes
de fuerza m, una de ellas localizada en (0, 0, �) y la
otra en (0, 0, .�). ¿Dónde se anula la velocidad?
Calcule la velocidad en cualquier punto (x, y, 0) del

plano xy. ¿Dónde es máxima la velocidad en el plano
xy?

*12. Calcule el campo de velocidades de un sistema
formado por una fuente de fuerza 2 en el origen y un
sumidero de fuerza 1 en (0, 0, 1). Demuestre que la
velocidad es vertical en todos los puntos de una cierta
esfera. Dibuje las líneas de corriente del flujo.

Los Ejercicios 13-18 presentan un análisis de fuentes y
dipolos bidimensionales similar al realizado para tres
dimensiones en el texto.

13. En un espacio tridimensional relleno con un fluido
incompresible, se dice que el eje z es una fuente de
líneas de fuerza m si todo intervalo Bz sobre ese eje
emite fluido con una velocidad de volumen
dV/dt% 2nmBz. El fluido se expande de forma no
simétrica en todas las direcciones perpendiculares al eje
z. Demuestre que el campo de velocidades del flujo es

v %
m

x2
! y2 (x i ! yj)

14. El flujo del Ejercicio 13 es bidimensional porque v
depende sólo de x e y, y no tiene componente en la
dirección de z. Considerado como un campo vectorial
plano, es el campo de una fuente puntual
tridimensional de fuerza m situada en el origen (es
decir, el origen emite fluido con una velocidad de área
dA/dt% 2nm). Demuestre que el campo vectorial es
conservativo y calcule una función potencial h(x, y)
para dicho campo.

*15. Calcule el potencial h y el campo F % Mh de un
dipolo bidimensional situado en el origen, cuyo eje
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está en la dirección de y, y cuyo momento dipolar es
k. Este dipolo es el límite de un sistema formado por
una fuente de fuerza m situada en (0, �/2) y un
sumidero de fuerza m situado en (0, .�/2), cuando
� r 0 y m r ä de forma que m� % k.

*16. Demuestre que las curvas equipotenciales del dipolo
bidimensional del Ejercicio 15 son circunferencias
tangentes al eje x en el origen.

*17. Demuestre que las líneas de corriente (líneas de
campo) del dipolo bidimensional de los Ejercicios 15
y 16 son circunferencias tangentes al eje y en el
origen. Sugerencia: Es posible demostrarlo
geométricamente. Si se realiza planteando una
ecuación diferencial, hay que encontrar el cambio de
la variable dependiente

y % vx
dy

dx
% v ! x

dv

dx
adecuado para integrar la ecuación.

*18. Demuestre que el campo de velocidades de una fuente
de líneas de fuerza 2m se puede obtener integrando en
todo el eje z el campo de velocidades (tridimensional)
de una fuente puntual de fuerza m dz situada en
(0, 0, z). ¿Por qué corresponde la integral a una fuente
lineal de fuerza 2m en vez de fuerza m? ¿Se puede
obtener el potencial de la fuente lineal integrando los
potenciales de las fuentes puntuales?

19. Demuestre que el gradiente de una función expresada
en términos de coordenadas polares en el plano es

Mh(r, h) %
Lh

Lr
r̂ !

1

r

Lh

Lh
XXX̂

Este ejercicio es una repetición del Ejercicio 16 en la
Sección 12.7.

20. Utilice el resultado del Ejercicio 19 para demostrar que
una condición necesaria para que el campo vectorial,
expresado en coordenadas polares,

F(r, h) % Fr(r, h)r̂ ! Fh(r, h)XXX̂

sea conservativo es que

LFr

Lh
. r

LFh

Lr
% Fh

21. Demuestre que F % r sen 2hr̂ ! r cos 2hXXX̂ es
conservativo, y calcule un potencial del campo.

22. Calcule para qué valores de las constantes a y b es
conservativo el campo vectorial

F % r2 cos hr̂ ! arb sen hXXX̂

Calcule un potencial de F si a y b tienen los valores
calculados.

15.3 Integrales sobre curvas

La integral definida : b
a f (x) dx representa la cantidad total de una magnitud distribuida a lo largo

del eje x, entre a y b, de acuerdo con un valor de densidad lineal f (x) de dicha magnitud en el
punto x. La cantidad de magnitud en un intervalo infinitesimal de longitud dx situado en x
es f (x) dx, y la integral realiza las sumas de esas contribuciones (o elementos) infinitesimales,
para obtener la cantidad total de magnitud. De forma similar, las integrales ::D f (x, y) dA y
:::R f (x, y, z) dV representan las cantidades totales de magnitudes distribuidas en regiones D del
plano y R del espacio tridimensional, en función de las densidades de área o de volumen de esas
magnitudes.

Puede ocurrir que una magnitud esté distribuida con una densidad lineal especificada en una
curva en el plano o del espacio tridimensional, o con una densidad de área especificada en una
superficie del espacio tridimensional. En estos casos es necesario utilizar integrales sobre curvas
o integrales sobre superficies para sumar las contribuciones elementales y calcular la magnitud
total. En esta sección y en la siguiente trataremos las integrales sobre curvas, y en las Secciones
15.5 y 15.6 las integrales sobre superficies.

Sea C una curva paramétrica continua y acotada en �3. Recuérdese (de la Sección 11.1) que C

es una curva suave si tiene una parametrización de la forma

r % r(t) % x(t) i ! y(t)j ! z(t)k t en el intervalo I

con vector «velocidad» v % dr/dt continuo y distinto de cero. Denominaremos a C arco suave si
es una curva suave con intervalo de parámetros finito I % [a, b].
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En la Sección 11.3 vimos cómo calcular la longitud de C subdividiéndola en arcos de corta
longitud, utilizando los puntos correspondientes a los valores del parámetro

a % t0 a t1 a t2 a ñ a tn.1 a tn % b

sumando las longitudes �Bri �% �ri . ri.1 � de los segmentos lineales que unen estos puntos, y
tomando el límite cuando la máxima distancia entre puntos adyacentes tiende a cero. La longitud
se expresó como

IC

ds

y es un ejemplo especial de una integral sobre la curva C cuyo integrando es 1.
La integral sobre una curva de una función general f (x, y, z) se puede definir de forma simi-

lar. Escogemos un punto (x*i , y*i , z*i ) en el i-ésimo subarco y formamos la suma de Riemann

Sn %

n

;
i%1

f (x*i , y*i , z*i )�Bri �

Si esta suma tiene un límite cuando max �Bri � r 0, independiente de la elección particular de los
puntos (x*i , y*i , z*i ), entonces denominaremos a este límite integral de f sobre la curva C y la
expresaremos como

IC

f (x, y, z) ds

Si C es un arco suave y si f es continua en C, entonces el límite existirá; su valor está dado por
una integral definida de una función continua, como se demuestra en el párrafo siguiente. Tam-
bién existirá (para f continua) si C es continua por tramos, formada por un número finito de
arcos suaves unidos por sus extremos; en este caso la integral de f sobre la curva C es la suma
de las integrales de f sobre cada uno de los arcos suaves. Se pueden considerar también integra-
les impropias sobre curvas, cuando f tenga discontinuidades o cuando la longitud de una curva
no sea finita.

Cálculo de integrales sobre curvas

La longitud de C se calculó expresando el elemento de longitud de arco ds % �dr/dt� dt en función
de una parametrización r % r(t), (a m t m b) de la curva, e integrando desde t % a hasta t % b:

longitud de C % IC

ds %I
b

a G
dr

dt G dt

Las integrales sobre curvas más generales se pueden calcular de forma similar:

IC

f (x, y, z) ds %I
b

a

f (r(t)) G
dr

dt G dt

Por supuesto, toda la exposición anterior se aplica de la misma forma en el caso de integrales de
funciones f (x, y) sobre curvas C en el plano xy.

Observación Hay que tener en cuenta que el valor de la integral de una función f sobre la
curva C depende de f y de C, pero no de la forma particular en la que C este parametrizada. Si
r % r*(u), a n u m b, es otra parametrización de la misma curva suave C, entonces todo punto
r(t) de C se puede expresar en función de la nueva parametrización como r*(u), donde u depende
de t: u % u(t). Si r*(u) recorre C en la misma dirección que r(t), entonces u(a) % a, u(b) % b y
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du/dtn 0; si r*(u) recorre C en la dirección opuesta, entonces u(a) % b, u(b) % a y du/dtm 0. En
cualquier caso,

I
b

a

f (r(t)) G
dr

dt G dt %I
b

a

f (r*(u(t))) G
dr*

du

du

dt G dt %I
b

a
f (r*(u)) G

dr*

du G du

Por consiguiente, la integral sobre una curva es independiente de la parametrización de dicha
curva C. El siguiente ejemplo ilustra este hecho.

Ejemplo 1 Una circunferencia de radio a b 0 está centrada en el origen del plano xy. Sea C la mi-
tad de esta circunferencia que está en el semiplano y n 0. Utilice dos parametrizaciones diferentes de C para
calcular el momento de C con respecto a y % 0.

Solución Se requiere calcular IC

y ds.

C se puede parametrizar como r % a cos ti ! a sen tj, (0 m t m n). Por tanto,

dr

dt
% .a sen ti ! a cos tj y G

dr

dt G% a

y el momento de C con respecto a y % 0 es

IC

y ds %I
n

0
a sen t a dt % .a2 cos t G

n

0
% 2a2

C se puede parametrizar también como r % xi ! ∂a2
. x2j, (.a m x m a) y en este caso tenemos

dr

dx
% i .

x

∂a2
. x2

j

G
dr

dx G%J1 !
x2

a2
. x2 %

a

∂a2
. x2

Por tanto, el momento de C con respecto a y % 0 es

IC

y ds %I
a

.a

∂a2
. x2 a

∂a2
. x2

dx % a I
a

.a

dx % 2a2

Es reconfortante obtener el mismo resultado utilizando parametrizaciones diferentes. A diferencia de las in-
tegrales sobre curvas de campos vectoriales, que consideraremos en la sección siguiente, las integrales so-
bre curvas de campos escalares consideradas aquí no dependen de la dirección (orientación) de C. Las dos
parametrizaciones de la semicircunferencia eran en direcciones opuestas, pero se obtuvo el mismo resultado.

Las integrales sobre curvas dan lugar frecuentemente a integrales definidas que son muy difíciles
o imposibles de calcular sin utilizar técnicas numéricas. Sólo las curvas muy simples o aquellas
preparadas para llegar a expresiones simples de ds se pueden resolver calculando de forma exac-
ta las integrales sobre ellas.

Ejemplo 2 Calcule el centroide de la hélice circular C dada por

r % a cos t i ! a sen tj ! btk, 0 m t m 2n

Solución Como se observó en el Ejemplo 5 de la Sección 11.3, en esta hélice ds % ∂a2
! b2 dt. Sobre

la hélice se tiene z % bt, por lo que su momento con respecto a z % 0 es

Mz%0 %IC

z ds % b∂a2
! b2 I

2n

0

t dt % 2n2b∂a2
! b2
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Como la longitud de la hélice es L % 2n∂a2
! b2, la componente z de su centroide es Mz%0/L% nb. El

momento de la hélice respecto a x % 0 es

Mx%0 %IC

x ds % a∂a2
! b2 I

2n

0

cos t dt % 0

My%0 %IC

y ds % a∂a2
! b2 I

2n

0

sen t dt % 0

Por tanto, el centroide es (0, 0, nb).

Algunas veces la curva sobre la que se calcula una integral se especifica como la intersección de
dos superficies con ecuaciones dadas. Normalmente es necesario parametrizar la curva para cal-
cular una integral sobre ella. Recuérdese de la Sección 11.3 que si una de las superficies es un
cilindro paralelo a uno de los ejes coordenados, en general es más fácil empezar parametrizando
ese cilindro (o también combinar las ecuaciones para eliminar una variable y obtener así el cilin-
dro sobre el que está la curva).

Ejemplo 3 Calcule la masa de un cable que recorre la parte del primer octante C de la curva intersec-
ción del paraboloide elíptico z % 2 . x2

. 2y2 y el cilindro parabólico z % x2, entre (0, 1, 0) y (1, 0, 1)
(véase la Figura 15.7), si la densidad del cable en la posición (x, y, z) es d(x, y, z) % xy.

Figura 15.7 La curva de intersección de z % x2 y z % 2 . x2
. 2y2.

Solución Necesitamos una parametrización adecuada de C. Como la curva C está en el cilindro z % x2, y
x va de 0 a 1, podemos hacer x % t y z % t2. Por lo tanto, 2y2

% 2 . x2
. z % 2 . 2t2, por lo que

y2
% 1 . t2. Como C está en el primer octante, se puede parametrizar como

x % t, y % ∂1 . t2, z % t2, (0 m t m 1)

Entonces, dx/dt% 1, dy/dt% .t/∂1. t2 y dz/dt% 2t, por lo que

ds %J1 !
t2

1 . t2 ! 4t2 dt %
∂1 ! 4t2

. 4t4

∂1 . t2
dt
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Por consiguiente, la masa del cable es

m %IC

xy ds %I
1

0
t∂1 . t2 ∂1 ! 4t2

. 4t4

∂1 . t2
dt

%I
1

0
t∂1 ! 4t2

. 4t4 dt Sea u % t2

%
1

2 I
1

0
∂1 ! 4u . 4u2 du

%
1

2 I
1

0
∂2 . (2u . 1)2 du Sea v % 2u . 1

%
1

4 I
1

.1

∂2 . v2 dv %
1

2 I
1

0
∂2 . v2 dv

%
1

2 A
n
4

!
1

2B%
n ! 2

8

La integral final se calcula interpretándola como el área de parte un círculo. Se invita al lector a proporcio-
nar los detalles. También se puede hacer mediante el cambio v % ∂2 sen w.

Ejercicios 15.3

1. Demuestre que la curva C dada por

r%a cos t sen ti ! a sen2 tj ! a cos tk, (0m tmn
2)

está en la superficie de una esfera centrada en el

origen. Calcule IC

z ds.

2. Sea C la hélice cónica cuyas ecuaciones paramétricas
son x % t cos t, y % t sen t, z % t, (0 m t m 2n). Calcule

IC

z ds.

3. Calcule la masa de un cable que sigue la curva

r % 3ti ! 3t2j ! 2t3k, (0 m t m 1)

si la densidad en r(t) es de 1 ! t g/unidad de longitud.

4. Demuestre que la curva C del Ejemplo 3 admite
también una parametrización de la forma x % cos t,
y % sen t, z % cos2 t, (0 m t m n/2), y recalcule la masa
del cable de dicho ejemplo utilizando esta
parametrización.

5. Calcule el momento de inercia respecto al eje z (es

decir, el valor de d IC

(x2
! y2) ds) de un cable de

densidad constante d que sigue la curva C:
r % et cos ti ! et sen tj ! tk, desde t % 0 hasta t % 2n.

6. Calcule IC

ez ds, siendo C la curva del Ejercicio 5.

7. Calcule IC

x2 ds sobre la recta de intersección de los

planos x . y ! z % 0 y x ! y ! 2z % 0, desde el
origen al punto (3, 1, .2).

8. Calcule IC

∂1 ! 4x2z2 ds, siendo C la curva de

intersección de las superficies x2
! z2

% 1 y y % x2.

9. Calcule la masa y el centro de masa de un cable que
tiene la forma de la hélice circular x % cos t, y % sen t,
z % t, (0 m t m 2n), si la densidad lineal del cable es
d(x, y, z) % z.

10. Repita el Ejercicio 9 para la parte de cable
correspondiente a 0 m t m n.

11. Calcule el momento de inercia alrededor del eje y, es
decir,

IC

(x2
! z2) ds

de la curva x % et, y % ∂2t, z % e.t, (0 m t m 1).

12. Calcule el centroide de la curva del Ejercicio 11.

*13. Calcule IC

x ds, en la parte del primer octante de la

curva de intersección del cilindro x2
! y2

% a2 y el
plano z % x.

*14. Calcule IC

z ds en la parte de la curva

x2
! y2

! z2
% 1, x ! y % 1 con z n 0.
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*15. Calcule IC

ds

(2y2
! 1)3/2, siendo C la parábola

z2
% x2

! y2, x ! z % 1. Sugerencia: Utilice y % t
como parámetro.

16. Exprese como una integral definida, sin intentar

calcularla, el valor de IC

xyz ds, siendo C la curva

y % x2, z % y2 desde (0, 0, 0) hasta (2, 4, 16).

*17. La función

E(k, h) %I
h

0
∂1 . k2 sen2 t dt

se denomina función integral elíptica de segunda
clase. La integral elíptica completa de segunda clase

es la función E(k) % E(k, n/2). Exprese mediante estas
funciones la longitud de una revolución completa de
la hélice elíptica

x % a cos t, y % b sen t, z % ct

siendo 0 a a a b. ¿Cuál es la longitud de la parte de
la hélice que está entre t % 0 y t % T, con
0 a T a n/2?

*18. Calcule IL

ds

x2
! y2, siendo L la recta de ecuación

Ax ! By % C, (C Ç 0). Sugerencia: Utilice la
simetría de la integral para sustituir la recta por otra
con una ecuación más simple, pero que no cambie el
valor de la integral.

15.4 Integrales sobre curvas de campos vectoriales

En física elemental el trabajo realizado por una fuerza constante de módulo F al mover un obje-
to una distancia d se define como el producto de F y d: W % Fd. Existe, sin embargo, una salve-
dad: se supone que la fuerza se realiza en la dirección de movimiento del objeto. Si el objeto se
mueve en una dirección diferente a la de la fuerza (debido a otras fuerzas que actúan sobre él),
entonces el trabajo realizado por una fuerza particular es el producto de la distancia recorrida por
la componente de la fuerza en la dirección del movimiento. Por ejemplo, el trabajo realizado por
la fuerza de la gravedad al deslizar un cajón de 10 kg una distancia de 5 m por una rampa con
una inclinación de 45o respecto a la horizontal es W % 50g/∂2 N . m (siendo g % 9.8 m/s2), ya
que la proyección escalar de la fuerza gravitatoria de 10g N sobre el cajón en la dirección de la
rampa es 10g/∂2 N.

El trabajo realizado por una fuerza variable F(x, y, z) % F(r), que depende de forma continua
de la posición, al mover un objeto por la curva suave C, es la integral de los elementos de trabajo
dW. El elemento dW correspondiente al elemento de longitud de arco ds en la posición r sobre C

es ds veces la componente tangencial de la fuerza F(r) sobre C en la dirección del movimiento
(véase la Figura 15.8). Como T̂ % dr/ds es la tangente unidad a C.

dW % F(r) T̂ ds % F dr

Por tanto, el trabajo total realizado por F al mover un objeto sobre C es

W %IC

F T̂ ds %IC

F dr %IC

F1 dx ! F2 dy ! F3 dz

en general, si F % F1i ! F2j ! F3k es un campo vectorial continuo, y C es una curva suave
orientada, entonces la integral sobre la curva C de la componente tangencial de F es

IC

F dr %IC

F T̂ ds

%IC

F1(x, y, z) dx ! F2(x, y, z) dy ! F3(x, y, z) dz

Esta integral se denomina a veces, de forma algo inapropiada, integral de F sobre la curva C (no
es una integral de F sobre una curva, que debería dar como resultado un vector, sino una integral
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Figura 15.8 dW % �F � cos h ds
% F T̂ ds.

sobre una curva de la componente tangencial de F, que es un valor escalar). A diferencia de la
integral sobre una curva considerada en la sección anterior, esta integral depende de la dirección
de la orientación de C, y si se cambia la orientación de C, la integral cambia de signo.

Si C es una curva cerrada, la integral sobre dicha curva C de la componente tangencial de F se
denomina circulación de F sobre C. El hecho de que la curva es cerrada se suele indicar median-
te una pequeña circunferencia dibujada sobre el signo integral;

IC

F dr indica la circulación de F sobre la curva cerrada C

Como las integrales sobre curvas estudiadas en la sección anterior, una integral sobre una
curva de un campo vectorial continuo se convierte en una integral definida ordinaria mediante
una parametrización del camino de integración. Dado un arco suave r%r(t)%x(t)i!y(t)j!z(t)k,
(a m t m b) tenemos

IC

F dr %I
b

a

F
dr

dt
dt

%I
b

a CF1(x(t), y(t), z(t))
dx

dt
! F2(x(t), y(t), z(t))

dy

dt

! F3(x(t), y(t), z(t))
dz

dtD dt

Aunque este tipo de integral sobre curvas cambia de signo si se invierte el sentido de recorrido
de C, por lo demás es independiente de la parametrización utilizada para C. Se cumple también
que una integral sobre una curva suave por tramos es la suma de las integrales sobre cada uno de
los arcos suaves que forman la curva completa.

Ejemplo 1 Sea F(x, y) % y2i ! 2xyj. Calcule la integral

IC

F dr

desde (0, 0) hasta (1, 1) sobre las curvas:

(a) La recta y % x.
(b) La curva y % x2.
(c) La curva suave por tramos formada por los segmentos de rectas desde (0, 0) hasta (0, 1) y desde (0, 1)

hasta (1, 1).

Solución La Figura 15.9 muestra los tres caminos. El camino recto (a) se puede parametrizar como
r % ti ! tj, 0 m t m 1. Por tanto, dr % dt i ! dtj y

F dr % (t2i ! 2t2j) (i ! j) dt % 3t2 dt

Por tanto,

IC

F dr %I
1

0
3t2 dt % t3 G

1

0
% 1
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Figura 15.9 Tres caminos desde (0, 0) hasta (1, 1).

El camino parabólico (b) se puede parametrizar como r % ti ! t2j, 0 m t m 1, por lo que dr % dt i ! 2t dt j.
Entonces,

F dr % (t4i ! 2t3j) (i ! 2tj) dt % 5t4 dt

y

IC

F dr %I
1

0
5t4 dt % t5 G

1

0
% 1

El tercer camino (c) está formado por dos segmentos, y parametrizaremos cada uno de ellos por separado.
Utilizaremos y como parámetro del segmento vertical (con x % 0 y dx % 0), y x como parámetro del seg-
mento horizontal (con y % 1 y dy % 0):

IC

F dr %IC

y2 dx ! 2xy dy

%I
1

0
(0) dy !I

1

0
(1) dx % 1

En vista de estos resultados, podríamos preguntarnos si :C F dr vale lo mismo siguiendo cualquier camino
desde (0, 0) hasta (1, 1).

Ejemplo 2 Sea F % y i . xj. Calcule :C F dr desde (1, 0) hasta (0, .1) por:

(a) El segmento recto que une esos puntos.
(b) Los tres cuartos de circunferencia de radio unidad centrada en el origen que se recorre en sentido con-

trario al de las agujas del reloj.

Solución La Figura 15.10 muestra los dos caminos. El camino recto (a) se puede parametrizar como

r % (1 . t)i . tj, 0 m t m 1

Por tanto, dr % .dt i . dtj y

IC

F dr %I
1

0
((.t)(.dt) . (1 . t)(.dt)) %I

1

0
dt % 1

El camino circular (b) se puede parametrizar como

r % cos t i ! sen tj, 0 m t m

3n
2

por lo que dr % .sen t dt i ! cos t dtj. Entonces,

F dr % .sen2 t dt . cos2 t dt % .dt
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Figura 15.10 Dos caminos desde (1, 0) hasta (0, .1).

y tenemos que

IC

F dr % .I
3n/2

0

dt % .

3n
2

En este caso la integral sobre la curva depende del camino seguido desde (1, 0) hasta (0, .1) por el que se
realiza la integral.

Algunos lectores habrán notado que en el Ejemplo 1 anterior el campo vectorial F es conservati-
vo, mientras que en el Ejemplo 2 no lo es. El Teorema 1 posterior confirma la relación existente
entre independencia del camino en una integral sobre una curva de la componente tangencial de
un campo vectorial y la existencia de una función potencial asociada a dicho campo. Este teore-
ma y los posteriores requieren suposiciones específicas sobre la naturaleza del dominio del cam-
po vectorial F, por lo que necesitamos formular algunas definiciones topológicas.

Dominios conexos y simplemente conexos
Recordemos que un conjunto S en el plano (en el espacio tridimensional) es abierto si todo punto
de S en el centro de un disco (o bola) con radio positivo suficientemente pequeño está contenido
en S. Si S es abierto y B es un conjunto (que puede ser vacío) de puntos en la frontera de S,
entonces el conjunto D % S é B se denomina dominio. Un dominio no puede contener puntos
aislados. Puede ser cerrado, pero debe tener puntos interiores cerca de cualquier punto frontera
(véase la Sección 10.1, donde se presentan los conjuntos abiertos y cerrados, y los puntos
interiores y frontera).

DEFINICIÓN 2

Se dice que un dominio D es conexo si toda pareja de puntos P y Q pertenecientes a D se
puede unir mediante una curva suave por tramos que está contenida en D.

Por ejemplo, el conjunto de puntos (x, y) del plano que cumplen x b 0, y b 0 y x2
! y2

m 4 es
un dominio conexo, pero el conjunto de puntos que cumplen �x � b 1 no es conexo (no hay un
camino desde (.2, 0) hasta (2, 0) que esté completamente contenido en �x � b 1). El conjunto de
puntos (x, y, z) en el espacio tridimensional que cumplen 0 a z a 1 es un dominio conexo, pero
el conjunto de puntos que cumplen z Ç 0 no lo es.

Se dice que una curva cerrada es simple si no tiene intersecciones consigo misma excepto en
su punto de comienzo y de final (por ejemplo, una circunferencia es una curva cerrada simple).
Imaginemos una banda elástica que se adapta a una curva de este tipo. Si la banda es infinita-
mente compresible, se puede contraer hasta un único punto.
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DEFINICIÓN 3

Un dominio D simplemente conexo es un dominio conexo en el que toda curva cerrada
simple se puede contraer hasta un solo punto de D sin que en ningún momento ninguna
parte de dicha curva se salga de D.

La Figura 15.11 muestra un dominio simplemente conexo en el plano. La Figura 15.12 mues-
tra un dominio conexo, pero no simplemente conexo (una curva cerrada que rodee al hueco no
se puede contraer en un punto sin salirse de D). El dominio de la Figura 15.13 es no conexo.
Está formado por dos componentes, y los puntos de componentes diferentes no se pueden unir
por una curva contenida completamente en D.

Figura 15.11 Un dominio simplemente
conexo.

Figura 15.12 Un dominio conexo,
pero no simplemente conexo.

Figura 15.13 Un dominio
no conexo.

En el plano, un dominio D simplemente conexo no puede contener huecos, ni siquiera un
hueco formado por un único punto. El interior de toda curva cerrada que no se corte a sí misma
en un dominio D de este tipo pertenece a dicho dominio. Por ejemplo, el dominio de la función
1/(x2

! y2) no es simplemente conexo porque el origen no le pertenece (el origen es un «hueco»
en ese dominio). En el espacio tridimensional, un dominio simplemente conexo puede tener hue-
cos. El conjunto de todos los puntos de �3 diferentes del origen es simplemente conexo, como
también lo es el exterior de una bola. Pero el conjunto de los puntos de �3 que cumplen
x2

! y2
b 0 no es simplemente conexo. Tampoco lo es el interior de un dónut (un toro). En ge-

neral, las condiciones siguientes caracterizan dominios D simplemente conexos:

(i) Cualquier curva cerrada simple en D es la frontera de una «superficie» contenida en D.
(ii) Si C1 y C2 son dos curvas en D con los mismos extremos, entonces C1 se puede deformar de

forma continua hasta hacerla coincidir con C2, permaneciendo en D durante todo el proceso
de deformación.

Independencia del camino

TEOREMA 1 Independencia del camino

Sea D un dominio abierto y conexo, y sea F un campo vectorial suave definido en D. En-
tonces las siguientes afirmaciones son equivalentes en el sentido de que, si una de ellas es
cierta, también lo son las otras dos:

(a) F es conservativo en D.

(b) IC

F dr % 0 para toda curva C cerrada y suave en D.
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(c) Dados dos puntos cualesquiera P0 y P1, pertenecientes a D, IC

F dr tiene el mismo

valor para todas las curvas suaves por tramos en D que empiecen en P0 y terminen en P1.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos que (a) implica (b), que (b) implica (c), y que (c)
implica (a). Eso querrá decir entonces que cada una de ellas implica las otras dos.

Supongamos que (a) es cierta. Entonces F % Mh para alguna función potencial escalar
h definida en D. Por tanto,

F dr % A
Lh

Lx
i !

Lh

Ly
j !

Lh

Lz
kB (dx i ! dyj ! dzk)

%
Lh

Lx
dx !

Lh

Ly
dy !

Lh

Lz
dz % dh

Si C es cualquier curva cerrada y suave por tramos, parametrizada, por ejemplo, como
r % r(t), (a m t m b), entonces r(a) % r(b) y

IC

F dr % I
b

a

dh(r(t))

dt
dt % h(r(b)) . h(r(a)) % 0

Por tanto, (a) implica (b).
Supongamos ahora que (b) es cierta. Sean P0 y P1 dos puntos en D, y sean C1 y C2 dos

curvas suaves por tramos en D que van desde P0 hasta P1. Sea C % C1 . C2 la curva cerrada
que va desde P0 hasta P1 por C1 y vuelve después a P0 por C2 en la dirección opuesta (véase
la Figura 15.14). Como estamos suponiendo que (b) es cierta, tenemos que

0 %IC

F dr % IC1

F dr . IC2

F dr

Figura 15.14 C1 . C2 % C1 ! (.C2) es una curva cerrada.

Por tanto,

IC1

F dr %IC2

F dr

y hemos demostrado que (b) implica (c).
Finalmente, supongamos que (c) es cierta. Sea P0 % (x0, y0, z0) un punto fijo en el do-

minio D, y sea P % (x, y, z) un punto arbitrario en dicho dominio. Definamos una función
h como

h(x, y, z) %IC

F dr

siendo C alguna curva suave por tramos en D desde P0 hasta P (bajo las hipótesis del teore-
ma tal curva existe y, como estamos suponiendo que (c) es cierta, la integral tiene el mis-
mo valor en todas esas curvas; por lo tanto, h está bien definida en D). Demostraremos que
Mh % F, y por tanto que F es conservativo y tiene potencial h.

Es suficiente demostrar que Lh/Lx% F1(x, y, z), ya que las otras dos componentes se
tratan de forma similar. Como D es abierto, existe una bola de radio positivo centrada en P
y contenida en D. Seleccionemos un punto de esta bola (x1, y, z) con x1 a x. Nótese que la
recta que va de este punto a P es paralela al eje x. Como somos libres de elegir la curva C
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en la integral de definición de h, elegiremos una formada por dos segmentos: C1, que es
suave por tramos, y va de (x0, y0, z0) a (x1, y, z), y C2, un segmento de recta desde (x1, y, z)
hasta (x, y, z) (véase la Figura 15.15). Entonces,

h(x, y, z) %IC1

F dr ! IC2

F dr

Figura 15.15 Un camino especial de P0 a P1.

La primera integral no depende de x, por lo que su derivada con respecto a x es cero. El
camino recto de la segunda integral se parametriza como r % t i ! yj ! zk, con x1 m t m x,
por lo que dr % dt i. Por el Teorema Fundamental del Cálculo,

Lh

Lx
%

L
Lx IC2

F dr %
L
Lx I

x

x1

F1(t, y, z) dt % F1(x, y, z)

que es lo que queríamos demostrar. Por tanto, F % Mh es conservativo, y (c) implica (a).

#

Observación Es muy fácil calcular la integral sobre una curva C de la componente tangencial
de un campo vectorial conservativo cuando se conoce un potencial de F. Si F % Mh y C va desde
P0 a P1, entonces

IC

F dr %IC

dh % h(P1) . h(P0)

Como se indicó anteriormente, el valor de la integral depende sólo de los extremos de C.

Observación En el capítulo siguiente añadiremos otra condición a la lista de condiciones
equivalentes de Teorema 1, suponiendo que el dominio D es simplemente conexo. Dado un do-
minio de este tipo, cada una de las tres condiciones del teorema equivale a

LF1

Ly
%

LF2

Lx
,

LF1

Lz
%

LF3

Lx
y

LF2

Lz
%

LF3

Ly

Ya sabemos que estas ecuaciones se cumplen en un dominio donde F sea conservativo. El Teo-
rema 4 de la Sección 16.2 indica que, si se cumplen las tres ecuaciones anteriores en un dominio
simplemente conexo, entonces F es conservativo en dicho dominio.

Ejemplo 3 Indique para qué valor de las constantes A y B es conservativo el campo vectorial

F % Ax sen (ny) i ! (x2 cos (ny) ! Bye.z)j ! y2e.zk

Para ese valor de A y B, calcule IC

F dr, siendo C:

(a) La curva r % cos ti ! sen 2tj ! sen2 tk, (0 m t m 2n).
(b) La curva de intersección del paraboloide z%x2

!4y2 y el plano z%3x.2y, de (0, 0, 0) a (1, 1/2, 2).
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Solución F no puede ser conservativo a menos que

LF1

Ly
%

LF2

Lx
,

LF1

Lz
%

LF3

Lx
y

LF2

Lz
%

LF3

Ly

es decir, a menos que

Anx cos (ny) % 2x cos (ny), 0 % 0 y .Bye.z
% 2ye.z

Por tanto, se requiere que A % 2/n y B % .2. En este caso, se puede comprobar fácilmente que

F % Mh, siendo h(x, y, z) %
x2 sen (ny)

n
. y2e.z

Para la curva (a), tenemos que r(0) % i % r(2n), por lo que se trata de una curva cerrada, y

IC

F dr %IC

Mh dr % 0

Como la curva (b) empieza en (0, 0, 0) y termina en (1, 1/2, 2), tenemos que

IC

F dr %A
x2 sen (ny)

n
. y2e.zB G

(1, 1/2,1)

(0, 0, 0)
%

1

n
.

1

4e2

El ejemplo que sigue muestra cómo explotar el hecho de que

IC

F dr

se calcula fácilmente en el caso de F conservativo incluso si el campo F que deseamos integrar
no es conservativo.

Ejemplo 4 Calcule I %IC

(ex sen y ! 3y) dx ! (ex cos y ! 2x . 2y) dy en sentido contrario al de las

agujas del reloj por la elipse 4x2
! y2

% 4.

Solución I %IC

F dr, siendo F el campo vectorial

F % (ex sen y ! 3y) i ! (ex cos y ! 2x . 2y)j

Este campo vectorial no es conservativo, pero lo sería si el término 3y en F1 fuera 2y; concretamente, si

h(x, y) % ex sen y ! 2xy . y2

entonces F % Mh ! yi, la suma de una parte conservativa y una parte no conservativa. Por tanto, tenemos

I %IC

Mh dr !IC

y dx

La primera integral es cero ya que Mh es conservativo y C es una curva cerrada. Para resolver la segunda
integral, parametrizamos C como x % cos t, y % 2 sen t, (0 m t m 2n), con lo que se obtiene

I %IC

y dx % .2 I
2n

0

sen2 t dt % .2 I
2n

0

1 . cos (2t)

2
dt % .2n
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Ejercicios 15.4

En los Ejercicios 1-6, calcule la integral de la componente
tangencial de los campos vectoriales dados sobre las curvas
dadas.

1. F(x, y)%xy i.x2j sobre y%x2, desde (0, 0) hasta (1, 1).

2. F(x, y) % cos x i . yj sobre y % sen x, desde (0, 0)
hasta (n, 0).

3. F(x, y, z) % yi ! zj . xk sobre la recta que va desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, 1).

4. F(x, y, z) % z i . yj ! 2xk sobre la curva x % t, y % t2,
z % t3, desde (0, 0, 0) hasta (1, 1, 1).

5. F(x, y, z) % yzi ! xzj ! xyk desde (.1, 0, 0) hasta
(1, 0, 0), sobre las dos direcciones de la curva de
intersección del cilindro x2

! y2
% 1 y el plano z % y.

6. F(x, y, z) % (x . z)i ! (y . z)j . (x ! y)k sobre el
camino poligonal que va desde (0, 0, 0), pasando por
(1, 0, 0) y por (1, 1, 0), hasta (1, 1, 1).

7. Calcule el trabajo realizado por el campo vectorial

F % (x ! y)i ! (x . z)j ! (z . y)k

al mover un objeto desde (1, 0, .1) hasta (0, .2, 3)
siguiendo una curva suave.

8. Calcule IC

x2y2 dx ! x3y dy sobre el cuadrado cuyos

vértices son (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1) en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

9. Calcule

IC

ex!y sen (y!z) dx!ex!y (sen (y!z)!cos (y!z)) dy

! ex!y cos (y ! z) dz

sobre el segmento recto que va desde (0, 0, 0) hasta
(1, n

4, n
4).

10. El campo F % (axy ! z)i ! x2j ! (bx ! 2z)k es
conservativo. Calcule a y b, y un potencial de F.
Calcule también :C F dr, siendo C la curva, desde
(1, 1, 0) hasta (0, 0, 3), que es la intersección de las
superficies 2x ! y ! z % 3 y 9x2

! 9y2
! 2z2

% 18, en
el octante x n 0, y n 0, z n 0.

11. Determine los valores de A y B para los que el campo
vectorial

F % Ax ln zi ! By2zj !A
x2

z
! y3Bk

es conservativo. Si C es la recta que va desde (1, 1, 1)
hasta (2, 1, 2), calcule

IC

2x ln z dx ! 2y2z dy ! y3 dz

12. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza

F % (y2 cos x ! z3) i ! (2y sen x . 4)j ! (3xz2
! 2)k

al mover una partícula por la curva x % sen.1 t,
y % 1 . 2t, z % 3t . 1, (0 m t m 1).

13. Si C es la intersección de z % ln (1 ! x) e y % x, desde
(0, 0, 0) hasta (1, 1, ln 2), calcule

IC

(2x sen (ny).ez) dx!(nx2 cos (ny).3ez) dy.xez dz

14. ¿Es un dominio alguno de los conjuntos siguientes?
¿Es un dominio simplemente conexo?

(a) El conjunto de puntos (x, y) del plano tales que
x b 0 e y n 0.

(b) El conjunto de puntos (x, y) del plano tales que
x % 0 e y n 0.

(c) El conjunto de puntos (x, y) del plano tales que
x Ç 0 e y b 0.

(d) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio
tridimensional tales que x2

b 1.

(e) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio
tridimensional tales que x2

! y2
b 1.

(f) El conjunto de puntos (x, y, z) del espacio
tridimensional tales que x2

! y2
! z2

b 1.

En los Ejercicios 15-19, calcule las integrales sobre curvas
cerradas

(a) IC

x dy, (b) IC

y dx

siguiendo las curvas dadas, todas en sentido contrario al de
las agujas del reloj.

15. La circunferencia x2
! y2

% a2.

16. La elipse
x2

a2 !
y2

b2 % 1.

17. La frontera del semidisco x2
! y2

m a2, y n 0.

18. La frontera del cuadrado cuyos vértices son (0, 0),
(1, 0), (1, 1) y (0, 1).

19. El triángulo cuyos vértices son (0, 0), (a, 0) y (0, b).

20. Sobre la base de los resultados obtenidos en los
Ejercicios 15-19, plantee cuáles pueden ser los valores
de las integrales sobre curvas cerradas

(a) IC

x dy, (b) IC

y dx

para toda curva cerrada que no se corta a sí misma en
el plano xy. Demuestre su respuesta en el caso de que C

limite una región del plano que sea simple en x y en y.
(Véase la Sección 14.2)
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21. Si f y g son campos escalares con derivadas parciales
primeras continuas en un dominio conexo D, demuestre
que

IC

f Mg dr !IC

gM f dr % f (Q)g(Q) . f (P)g(P)

para toda curva suave por tramos en D desde P hasta Q.

22. Calcule
1

2n IC

.y dx ! x dy

x2
! y2

(a) Sobre la circunferencia x2
! y2

% a2 en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

(b) Sobre el cuadrado de vértices (.1, .1), (.1, 1),
(1, 1) y (1, .1), en el sentido de las agujas del
reloj.

(c) Sobre la frontera de la región 1 m x2
! y2

m 4,
yn0 en sentido contrario al de las agujas del reloj.

23. Revise el Ejemplo 5 de la Sección 15.2, en el que se
demostró que

L
Ly A

.y

x2
! y2B%

L
Lx A

x

x2
! y2B

para todo (x, y) Ç (0, 0). ¿Por qué este resultado, junto
con el del Ejercicio 22, no contradicen la observación
que se presenta tras demostrar el Teorema 1?

*24. (Número de vueltas) Sea C una curva suave por
tramos en el plano xy que no pasa por el origen. Sea
h % h(x, y) la coordenada polar angular del punto
P % (x, y), donde C no está limitado a un intervalo de
longitud 2n, sino que varía de forma continua a
medida que P se mueve desde un extremo de C al
otro. Como en el Ejemplo 5 de la Sección 15.2,
sucede que

Mh % .

y

x2
! y2i !

x

x2
! y2j

Si además C es una curva cerrada, demuestre que

w(C) %
1

2n IC

x dy . y dx

x2
! y2

tiene un valor entero, w, que se denomina número de
vueltas de C alrededor del origen.

15.5 Superficies e integrales de superficie

Esta sección y la siguiente están dedicadas a las integrales de funciones definidas sobre superfi-
cies en el espacio tridimensional. Antes de empezar, es necesario precisar más el significado del
término «superficie». Hasta ahora hemos considerado las superficies de una forma intuitiva, bien
como gráficas de funciones f (x, y) o bien como gráficas de ecuaciones f (x, y, z) % 0.

Una curva suave es un objeto unidimensional, porque los puntos sobre ella se sitúan propor-
cionando una coordenada (por ejemplo, la distancia a uno de sus extremos). Por tanto, la curva
se puede definir como el rango de función vectorial de una variable real. Una superficie es un
objeto bidimensional. Los puntos sobre ella se localizan utilizando dos coordenadas, y se puede
definir como el rango de una función vectorial de dos variables reales. Denominaremos a ciertas
funciones de ese tipo superficies paramétricas.

Superficies paramétricas

DEFINICIÓN 4

Una superficie paramétrica en el espacio tridimensional es una función continua r defini-
da en algún rectángulo R dado por a m u m b, c m v m d en el plano uv y cuyos valores en
el espacio tridimensional están dados por

r(u, v) % x(u, v) i ! y(u, v)j ! z(u, v)k, (u, v) en R

Realmente, es el rango de la función r(u, v) la superficie paramétrica. Es un conjunto � de pun-
tos (x, y, z) en el espacio tridimensional cuyos vectores de posición son los vectores r(u, v), con
(u, v) en R (véase la Figura 15.16). Si r es uno a uno, entonces la superficie no se corta a sí
misma. En este caso r transforma la frontera del rectángulo R (los cuatro bordes) en una curva
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Figura 15.16

Una superficie paramétrica � definida
en una región R de los parámetros.
Las curvas de contorno de �
corresponden a la rejilla en R.

en el espacio tridimensional, que denominaremos frontera de la superficie paramétrica. El re-
quisito de que R sea un rectángulo es sólo a efectos de simplificar la presentación. En realidad
puede ser cualquier conjunto conexo, cerrado y acotado en el plano uv, con área bien definida, y
formado por un conjunto abierto junto con sus puntos frontera. Así, consideraremos por ejemplo
superficies paramétricas sobre discos cerrados, triángulos u otros dominios en el plano uv. Como
es el rango de una función continua definida en un conjunto cerrado y acotado, una superficie
paramétrica está siempre acotada en el espacio tridimensional.

Ejemplo 1 La gráfica de z % (x, y), donde el dominio de f es el rectángulo R se puede representar
como la superficie paramétrica

r % r(u, v) % ui ! vj ! f (u, v)k

con (u, v) en R. Sus ecuaciones paramétricas escalares son

x % u, y % v, z % f (u, v), (u, v) en R

Para estas gráficas es conveniente identificar el plano uv con el plano xy y expresar la ecuación de la super-
ficie en la forma

r % x i ! yj ! f (x, y)k, (x, y) en R

Ejemplo 2 Describa la superficie

r % a cos u sen v i ! a sen u sen vj ! a cos vk, (0 m u m 2n, 0 m v m n/2)

siendo a b 0. ¿Cuál es su frontera?

Solución Obsérvese que si x % a cos u sen v, y % a sen u sen v y z % a cos v, entonces x2
! y2

! z2
% a2.

Así, la superficie paramétrica dada está sobre una esfera de radio a centrada en el origen (obsérvese que u y
v son las coordenadas esféricas de h y h sobre la esfera). Las restricciones sobre u y v permiten que (x, y)
sea cualquier punto del disco x2

! y2
m a2, pero fuerzan a que z n 0. Por tanto, la superficie es la mitad

superior de la esfera. La parametrización dada es uno a uno en el rectángulo abierto 0 a u a 2n,
0 a v a n/2, pero no en el rectángulo cerrado, ya que los bordes u % 0 y u % 2n se transforman en los mis-
mos puntos, y el borde v % 0 colapsa a un solo punto. La frontera de la superficie está en la circunferencia
x2

! y2
% a2, z % 0, y corresponde al borde v % n/2 del rectángulo.

Observación Las parametrizaciones de superficies que son uno a uno sólo en el interior del
dominio de parámetros R son todavía representaciones razonables de la superficie. Sin embargo,
como en el Ejemplo 2, la frontera de la superficie se puede obtener a partir sólo de parte de la
frontera de R, o puede no existir frontera en absoluto, en cuyo caso la superficie se denomina
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superficie cerrada. Por ejemplo, si el dominio de r en el Ejemplo 2 se amplía para incluir
0 m v m n, entonces la superficie se convierte en la esfera completa de radio a centrada en el
origen. La esfera es una superficie cerrada, sin puntos frontera.

Observación Como en el caso de parametrizaciones de curvas, las parametrizaciones de su-
perficies no son únicas. La semiesfera del Ejemplo 2 se puede parametrizar también como

r(u, v) % u i ! vj ! ∂a2
. u2

. v2k para u2
! v2

m a2

En este caso, el dominio de r es un disco cerrado de radio a.

Ejemplo 3 (Un tubo alrededor de una curva) Si r % F(t), a m t m b es una curva paramétrica C en
el espacio tridimensional con normal unitaria N̂(t) y binormal B̂(t), entonces la superficie paramétrica

r % F(u) ! s cos v N̂(u) ! s sen v B̂(u), a m u m b, 0 m v m 2n

es una superficie con forma de tubo de radio s, cuyo eje es la curva C (¿por qué?). La Figura 15.17 muestra
un tubo de este tipo, con radio s % 0.25, alrededor de la curva

r % (1 ! 0.3 cos (3t))(cos (2t) i ! sen (2t)j) ! 0.35 sen (3t)k, 0 m t m 2n

Esta curva cerrada se conoce con el nombre de nudo de trébol.

Figura 15.17 Tubo con forma de un nudo de trébol.

Superficies compuestas

Si se unen dos superficies paramétricas en parte o en la totalidad de sus curvas frontera, el resul-
tado se denomina superficie compuesta o, pensando en términos geométricos, simplemente su-
perficie. Por ejemplo, una esfera se puede obtener uniendo dos semiesferas por sus circunferen-
cias frontera. En general, se pueden obtener superficies frontera uniendo en parejas por sus
bordes un número finito de superficies paramétricas. La superficie de un cubo está formada por
seis caras cuadradas unidas en parejas por sus aristas. Esta superficie es cerrada, ya que no exis-
ten bordes sin unir que formen su frontera. Si se elimina el cuadrado de la cara superior, las cin-
co caras restantes forman una caja cúbica sin tapa. Los bordes superiores de las cuatro caras late-
rales forman ahora la frontera de esta superficie compuesta (véase la Figura 15.18).

Figura 15.18 Una superficie compuesta obtenida uniendo en parejas cinco superficies paramétricas
suaves (cuadrados) por sus bordes. Los cuatro bordes superiores sueltos de las caras laterales forman
la frontera de la superficie compuesta.
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Integrales de superficie

Para definir integrales de funciones definidas sobre una superficie como límites de sumas de
Riemann necesitamos considerar áreas de regiones de la superficie. Es más difícil definir el área
de una superficie curva que definir la longitud de una curva. Sin embargo, es probable que ten-
gamos una idea de lo que significa el área de una región en un plano, y en la Sección 14.7 exa-
minamos brevemente el problema de calcular el área de la gráfica de una función f (x, y). Evi-
taremos dificultades suponiendo que todas las superficies que vamos a encontrar son lo «sufi-
cientemente suaves» para que puedan subdividirse en pequeñas partes aproximadamente planas.
Después aproximaremos el área de cada parte mediante un área plana y sumaremos las aproxi-
maciones para obtener una aproximación en forma de suma de Riemann al área de la superficie
completa. Más adelante en esta sección daremos una definición más precisa de «superficie sua-
ve» y de «área de superficie». Por el momento, supondremos que el lector tiene una idea intuiti-
va de lo que significan.

Sea � una superficie suave de área finita en �3, y sea f (x, y, z) una función acotada definida
en todos los puntos de �. Si se subdivide � en pequeñas partes no solapadas, por ejemplo �1,
�2, ..., �n, siendo �i el área de BSi (véase la Figura 15.19), podemos formar una suma de Rie-
mann Rn para f en �, escogiendo puntos arbitrarios (xi, yi, zi) en �i y haciendo

Rn %

n

;
i%1

f (xi, yi, zi)BSi

Figura 15.19 Partición de una superficie paramétrica
en muchas partes no solapadas.

Si estas sumas de Riemann tienen un límite único cuando los diámetros de todas las partes �i

tienden a cero, independientemente de cómo se escojan los puntos (xi, yi, zi), entonces se dice
que f es integrable en � y el límite se denomina integral de superficie de f en �, y se expresa
como

II�

f (x, y, z) dS

Superficies suaves, normales y elementos de área

Una superficie es suave si tiene un único plano tangente en todo punto P que no sea de su fron-
tera. Un vector n distinto de cero que sea normal al plano tangente en P se dice que es un vector
normal a la superficie en P. La siguiente definición, algo más técnica, precisa este concepto.
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DEFINICIÓN 5

Se dice que un conjunto � en el espacio tridimensional es una superficie suave si todo
punto P en � tiene un entorno N (una bola abierta de radio positivo centrada en P) que es
el dominio de una función suave g(x, y, z) que cumple:

(i) N ç S % {Q à N : g(Q) % 0} y

(ii) Mg(Q) Ç 0, si Q está en N ç S.

Por ejemplo, el cono x2
! y2

% z2, sin el origen, es una superficie suave. Obsérvese que
M(x2

! y2
. z2) % 0 en el origen, y el cono no es suave en dicho punto, ya que no tiene un único

plano tangente.
Una superficie paramétrica no puede cumplir las condiciones de suavidad en sus puntos fron-

tera, pero se denominará suave si cumple la condición en todos sus puntos no frontera.
Se puede obtener la normal a una superficie paramétrica suave definida en un dominio de

parámetros R como sigue. Si (u0, v0) es un punto en el interior de R, entonces r % r(u, v0) y
r % r(u0, v) son dos curvas de � que se cortan en r0 % r(u0, v0) y que tienen, en ese punto, vec-
tores tangentes (véase la Figura 15.20)

Lr

Lu G(u0, v0)

y
Lr

Lv G(u0, v0)

Figura 15.20 Un elemento de área dS en una superficie
paramétrica.

respectivamente. Suponiendo que estos dos vectores tangentes no son paralelos, su producto vec-
torial n, que será distinto de cero, es normal a � en r0. Además, el elemento de área de �, limi-
tado por las cuatro curvas r % r(u0, v), r % r(u0 ! du, v), r % r(u, v0) y r % r(u, v0 ! dv), es un
paralelogramo infinitesimal generado por los vectores (Lr/Lu)du y (Lr/Lv)dv (en (u0, v0)) y, por
consiguiente, su área es

dS % G
Lr

Lu
×

Lr

Lv G du dv

Expresemos el vector normal n y el elemento de área dS en función de las componentes de r.
Como

Lr

Lu
%

Lx

Lu
i !

Ly

Lu
j !

Lz

Lu
k y

Lr

Lv
%

Lx

Lv
i !

Ly

Lv
j !

Lz

Lv
k
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el vector normal a � en r(u, v) es

n %
Lr

Lu
×

Lr

Lv
% G

i j k
Lx

Lu

Ly

Lu

Lz

Lu

Lx

Lv

Ly

Lv

Lz

Lv
G

%
L(y, z)

L(u, v)
i !

L(z, x)

L(u, v)
j !

L(x, y)

L(u, v)
k

Además, el elemento de área en un punto r(u, v) de la superficie está dado por

dS % G
Lr

Lu
×

Lr

Lv G du dv

%JA
L(y, z)

L(u, v)B
2

!A
L(z, x)

L(u, v)B
2

! A
L(x, y)

L(u, v)B
2

du dv

El área de la propia superficie es la «suma» de estos elementos de área:

Área de � %II�

dS

Ejemplo 4 La gráfica z % g(x, y) de una función g con derivadas parciales primeras continuas en un
dominio D del plano xy se puede ver como una superficie paramétrica � con parametrización

x % u, y % v, z % g(u, v), (u, v) en D

En este caso,

L(y, z)

L(u, v)
% .g1(u, v),

L(z, x)

L(u, v)
% .g2(u, v) y

L(x, y)

L(u, v)
% 1

y, como la región paramétrica coincide con el dominio D de g, la integral de superficie de f (x, y, z) sobre
� se puede expresar como una integral doble sobre D:

II�

f (x, y, z) dS

%IID

f (x, y, g(x, y)) ∂1 ! (g1(x, y))2
! (g2(x, y))2 dx dy

Como se observó en la Sección 14.7, esta fórmula también se puede justificar geométricamente. El vector
n % .g1(x, y)i . g2(x, y) j ! k es normal a � y forma un ángulo c con el eje z positivo, siendo

cos c %
n k

�n �
%

1

∂1 ! (g1(x, y))2
! (g2(x, y))2

El elemento de área de superficie dS debe tener un área que es 1/cos c veces el área dx dy de su proyección
perpendicular en el plano xy (véase la Figura 15.21).
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Figura 15.21 El elemento de área de superficie dS
y su proyección en el plano xy.

Cálculo de integrales de superficie

Ilustraremos el uso de las fórmulas de dS en el cálculo de integrales de superficie.

Ejemplo 5 Calcule II�

z dS sobre la superficie cónica z % ∂x2
! y2, entre z % 0 y z % 1.

Solución Como z2
% x2

! y2 en la superficie �, tenemos que Lz/Lx% x/z y Lz/Ly% y/z. Por tanto,

dS %J1 !
x2

z2 !
y2

z2 dx dy %J
z2

! z2

z2 dx dy % ∂2 dx dy

Nótese que podríamos haber anticipado este resultado, ya que la normal al cono siempre forma un ángulo
de c % 45o con el eje z positivo; véase la Figura 15.22. Por tanto, dS % dx dy/cos 45o

% ∂2 dx dy. Como
z % ∂x2

! y2
% r sobre la superficie cónica, es más fácil realizar la integración en coordenadas polares:

II�

z dS % ∂2 IIx2!y2m1

z dx dy

% ∂2 I
2n

0
dh I

1

0
r2 dr %

2∂2n
3

Figura 15.22 dS % ∂2 dx dy en este cono.

Ejemplo 6 Calcule el momento de inercia respecto al eje z de la superficie paramétrica x % 2uv,
y % u2

. v2, z % u2
! v2, con u2

! v2
m 1.

980 CÁLCULO



Solución Se pide calcular II�

(x2
! y2) dS. Tenemos que

L(x, y)

L(u, v)
% G

2v 2u

2u .2v G% .4(u2
! v2)

L(z, x)

L(u, v)
% G

2u 2v

2v 2u G% 4(u2
. v2)

L(y, z)

L(u, v)
% G

2u .2v

2u 2v G% 8uv

Por tanto, el elemento de área de superficie sobre � está dado por

dS % 4∂(u2
! v2)2

! (u2
. v2)2

! 4u2v2 du dv

% 4∂2(u4
! v4

! 2u2v2) du dv % 4∂2(u2
! v2) du dv

Como x2
! y2

% 4u2v2
! (u2

. v2)2
% (u2

! v2)2, resulta

II�

(x2
! y2) dS %IIu2!v2m1

(u2
! v2)24∂2(u2

! v2) du dv

% 4∂2 I
2n

0

dh I
1

0
r6 r dr (utilizando coordenadas polares)

% ∂2n

Éste es el momento de inercia pedido.

Aunque la mayor parte de las superficies que encontremos se puedan parametrizar fácilmente, en
general es posible obtener el elemento de área de superficie dS geométricamente en vez de em-
plear la fórmula paramétrica. Como hemos visto anteriormente, si una superficie tiene una
proyección uno a uno sobre una región en el plano xy, entonces el elemento de área dS sobre la
superficie se puede expresar como

dS % G
1

cos c G dx dy %
�n �

�n k �
dx dy

siendo c el ángulo que forman el vector normal n a � y el eje z positivo. Esta fórmula es útil
independientemente de cómo se obtenga n.

Consideremos una superficie � cuya ecuación adopta la forma G(x, y, z) % 0. Como vimos
en la Sección 12.7, si G tiene derivadas parciales primeras continuas que no se anulan en un
punto (x, y, z) de �, entonces el vector no nulo

n % MG(x, y, z)

es normal a � en dicho punto. Como n k % G3(x, y, z) si � tiene una proyección uno a uno en
el dominio D del plano xy, entonces

dS % G
MG(x, y, z)

G3(x, y, z) G dx dy

y la integral de superficie de f (x, y, z) sobre � se puede expresar como una integral doble en el
dominio D:

II�

f (x, y, z) dS %IID

f (x, y, g(x, y)) G
MG(x, y, z)

G3(x, y, z) G dx dy

CAPÍTULO 15. Campos vectoriales 981



Por supuesto, existen fórmulas análogas para los elementos de área de superficies (integrales so-
bre superficies) con proyecciones uno a uno en el plano xz o en el plano yz. G3 se sustituye por
G2 y G1, respectivamente.

Ejemplo 7 Calcule el momento respecto a z % 0, es decir, II�

z dS, siendo � el cuenco hiperbólico

z2
% 1 ! x2

! y2, entre los planos z % 1 y z % ∂5.

Solución � está dado por G(x, y, z) % 0, siendo G(x, y, z) % x2
! y2

. z2
! 1. Está por encima del disco

x2
! y2

m 4 en el plano xy. Tenemos que MG % 2x i ! 2yj . 2zk y G3 % .2z. Por consiguiente, sobre �,
tenemos

z dS % z
∂4x2

! 4y2
! 4z2

2z
dx dy % ∂1 ! 2(x2

! y2) dx dy

y el momento pedido es

II�

z dS %IIx2!y2m4

∂1 ! 2(x2
! y2) dx dy

%I
2n

0

dh I
2

0
∂1 ! 2r2 r dr %

n
3

(1 ! 2r2)3/2 G
2

0

%

26n

3

El siguiente ejemplo ilustra una técnica que puede reducir a menudo el esfuerzo necesario para
integrar sobre una superficie cilíndrica.

Ejemplo 8 Calcule el área de la parte del cilindro x2
! y2

% 2ay que está dentro de la esfera
x2

! y2
! z2

% 4a2.

Solución Un cuarto del área requerida está en el primer octante (véase la Figura 15.23). Como el cilin-
dro está generado por rectas verticales, podemos expresar un elemento de área dS sobre dicho cilindro en
función del elemento de longitud ds sobre la curva C en el plano xy, cuya ecuación es x2

! y2
% 2ay:

dS % z ds % ∂4a2
. x2

. y2 ds

Figura 15.23 Un elemento de área sobre un cilindro.
La coordenada z ya ha sido integrada.

Al expresar dS de esta forma, ya hemos integrado dz, por lo que sólo es necesaria una integral
para sumar estos elementos de área. Es conveniente de nuevo utilizar coordenadas polares en el
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plano xy. En función de dichas coordenadas polares, la ecuación de la curva C es r % 2a sen h.
Por tanto, dr/dh% 2a cos h y ds % ∂r2

! (dr/dh)2 dh % 2a dh. Entonces, el área total de la su-
perficie de la parte del cilindro que está dentro de la esfera está dada por

A % 4 I
n/2

0

∂4a2
. r2 2a dh

% 8a I
n/2

0

∂4a2
. 4a2 sen2 h dh

% 16a2 I
n/2

0

cos h dh % 16a2 unidades al cuadrado

Observación El área calculada en el Ejemplo 8 se puede calcular también proyectando la su-
perficie del cilindro de la Figura 15.23 en el plano yz (éste es el único plano coordenado que se
puede utilizar; ¿por qué?). Véase el Ejercicio 6 posterior.

En coordenadas esféricas, h y h se pueden utilizar como parámetros sobre la superficie esfé-
rica o % a. El elemento de área sobre esa superficie se puede expresar, por tanto, en función de
estas coordenadas:

Elemento de área sobre la esfera o % a: dS % a2 sen h dh dh

Véase la Figura 14.43 en la Sección 14.6 y el Ejercicio 2 posterior.

Ejemplo 9 Calcule II�

z2 dS sobre el hemisferio z % ∂a2
. x2

. y2.

Solución Como z % a cos h y el hemisferio corresponde a 0 m h m 2n, y 0 m h m

n
2

, tenemos

II�

z2 dS %I
2n

0

dh I
n/2

0

a2 cos2
h a2 sen h dh

% 2na4A.

1

3
cos3

hB G
n/2

0

%
2na4

3

Finalmente, si una superficie compuesta � está formada por superficies paramétricas suaves uni-
das por parejas por sus bordes, entonces � se puede denominar superficie suave por tramos. La
integral de superficie de una función f sobre una superficie suave por tramos � es la suma de
las integrales de superficie de f sobre las superficies suaves individuales que forman �. En la
siguiente sección encontraremos un ejemplo de esto.

Atracción de una corteza esférica
En la Sección 14.7 calculamos la atracción gravitatoria que ejercía un disco en el plano xy sobre
una masa m situada en la posición (0, 0, b) en el eje z. Ahora realizaremos un cálculo similar de
la fuerza de atracción ejercida sobre m por una corteza esférica de radio a y densidad de área p
(unidades de masa por unidad de área), centrada en el origen. Este cálculo sería más difícil si
intentáramos realizarlo integrando la componente vertical de la fuerza sobre m, como hicimos en
la Sección 14.7. Se simplifica mucho si, en vez de eso, utilizamos una integral para calcular el
potencial gravitatorio total J(0, 0, z) debido a la esfera en la posición (0, 0, z), y calculamos
después la fuerza sobre m como F % mMJ(0, 0, b).
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Por el Teorema del Coseno, la distancia desde el punto con coordenadas esféricas [a, h, h] al
punto (0, 0, z) en el eje z positivo (véase la Figura 15.24) es

D % ∂a2
! z2

. 2az cos h

Figura 15.24 Atracción de una esfera.

El elemento de área dS % a2 sen h dh dh en [a, h, h] tiene masa dm % p dS, y su potencial gravi-
tatorio en (0, 0, z) (véase el Ejemplo 1 en la Sección 15.2) es

dJ(0, 0, z) %
k dm

D
%

kpa2 sen h dh dh

∂a2
! z2

. 2az cos h

Para obtener el potencial total en (0, 0, z) debido a la esfera, integraremos dJ sobre la superficie
de dicha esfera. Realizando el cambio de variables u % a2

! z2
. 2az cos h, du % 2az sen h dh,

se obtiene

J(0, 0, z) % kpa2 I
2n

0

dh I
n

0

sen h dh

∂a2
! z2

. 2az cos h

% 2nkpa2 I
(z!a)2

(z.a)2

1

∂u

du

2az

%
2nkpa

z
∂u G

(z!a)2

(z.a)2

%
2nkpa

z
(z ! a . �z . a �) %E

4nkpa2/z si z b a

4nkpa si z a a

El potencial es constante dentro de la esfera y decrece proporcionalmente a 1/z en el exterior. La
fuerza sobre una masa m localizada en (0, 0, b) es, por tanto,

F % mMJ(0, 0, b) %E
.(4nkmpa2/b2)k si b b a

0 si b a a

Hemos llegado al resultado algo sorprendente de que, si la masa m está en el interior de la esfe-
ra, la fuerza de atracción neta sobre ésta es cero. Esto es lo que se esperaría en el centro de la
esfera, pero fuera del centro parece que las fuerzas debidas a la parte de la esfera que están más
cerca de m se cancelan exactamente con las fuerzas menores debidas a las partes de la esfera que
están más lejos; estas partes más alejadas tienen área mayor y, por tanto, masa total mayor. Si m
está fuera de la esfera, ésta la atrae con una fuerza de magnitud

F %
kmM

b2
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siendo M % 4npa2 la masa total de la esfera. Ésta es la misma fuerza que ejercería una masa
puntual con la misma masa de la esfera, localizada en el centro de ésta.

Observación Una bola sólida de densidad constante, o densidad que depende sólo de la dis-
tancia a su centro (por ejemplo, un planeta), se puede considerar como si estuviera formada por
elementos de masa que fueran esferas concéntricas de densidad constante. Por tanto, la atracción
que ejerce dicha bola sobre una masa m localizada en su exterior será también la misma que si
toda la masa de la bola estuviera concentrada en su centro. Sin embargo, la atracción sobre una
masa m situada en el interior de la bola será la producida solamente por la parte de la bola que
esté más cerca del centro que m. La máxima fuerza de atracción se producirá cuando m está so-
bre la superficie de la bola. Si la densidad es constante, el módulo de la fuerza crece linealmente
con la distancia al centro (¿por qué?) hasta la superficie, y después decrece con el cuadrado de la
distancia, cuando m se aleja de la bola (véase la Figura 15.25).

Figura 15.25 Fuerza de atracción de una bola
sólida homogénea sobre una partícula localizada
a una distancia variable de su centro.

Observación Toda la presentación anterior se aplica también al caso de la atracción o repul-
sión electrostática de una carga puntual por una densidad de carga uniforme sobre una cáscara
esférica, que también está gobernada por la ley del inverso del cuadrado. En particular, no hay
fuerza electrostática neta si la carga está situada dentro de la cáscara.

Ejercicios 15.5

1. Verifique que, sobre la curva cuya ecuación en polares
es r % g(h), el elemento de longitud de arco está dado
por

ds % ∂(g(h))2
! (gñ(h))2 dh

¿Cuál es el elemento de área sobre el cilindro vertical,
expresado en función de coordenadas cilíndricas como
r % g(h)?

2. Verifique que, sobre la superficie esférica
x2

! y2
! z2

% a2, el elemento de área se expresa en
función de coordenadas esféricas como
dS % a2 sen h dh dh.

3. Calcule el área de la parte del plano
Ax ! By ! Cz % D que está dentro del cilindro
elíptico

x2

a2 !
y2

b2 % 1

4. Calcule el área de la parte de la esfera
x2

! y2
! z2

% 4a2 que está dentro del cilindro
x2

! y2
% 2ay.

5. Plantee fórmulas para los elementos de área de
superficie dS, para una superficie cuya ecuación
F(x, y, z) % 0 sea válida para el caso en el que la
superficie tenga una proyección uno a uno sobre (a) el
plano xz y (b) el plano yz.

6. Repita el cálculo de áreas del Ejemplo 8 proyectando
la parte de la superficie que se muestra en la Figura
15.23 en el plano yz, y utilizando la fórmula del
Ejercicio 5(b).

7. Calcule II�

x dS sobre la parte del cilindro parabólico

z % x2/2 situada dentro de la parte que está en el primer
octante del cilindro x2

! y2
% 1.
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8. Calcule el área de la parte del cono z2
% x2

! y2 que
está dentro del cilindro x2

! y2
% 2ay.

9. Calcule el área de la parte del cilindro x2
! y2

% 2ay
que está fuera del cono z2

% x2
! y2.

10. Calcule el área de la parte del cilindro x2
! z2

% a2 que
está dentro del cilindro y2

! z2
% a2.

11. Un cilindro circular de radio a está circunscrito por una
esfera de radio a, de forma que el cilindro es tangente
a la esfera en su ecuador. Dos planos, ambos
perpendiculares al eje del cilindro, cortan a la esfera y
al cilindro formando circunferencias. Demuestre que el
área de la parte de la esfera que está entre los dos
planos es igual al área de la parte del cilindro que está
entre los dos planos. Por tanto, el área de la parte de
una esfera que está entre dos planos paralelos que se
cortan depende sólo del radio de la esfera y de la
distancia entre los planos, y no de la posición particular
de los planos.

12. Sea 0 a a a b. A partir de las funciones integrales
elípticas definidas en el Ejercicio 17 de la Sección
15.3, calcule el área de la parte de cada uno de los
cilindros x2

! z2
% a2 e y2

! z2
% b2 que está dentro

del otro cilindro.

13. Calcule II�

y dS, siendo � la parte del plano

z % 1 ! y está dentro del cono z % ∂2(x2
! y2).

14. Calcule II�

y dS, siendo � la parte del cono

z % ∂2(x2
! y2) que está por debajo del plano

z % 1 ! y.

15. Calcule II�

xz dS, siendo � la parte de la superficie

z % x2 que está en el primer octante del espacio
tridimensional, y dentro del paraboloide
z % 1 . 3x2

. y2.

16. Calcule la masa de la parte de la superficie z % ∂2xy
que está por encima de la región 0 m x m 5, 0 m y m 2,
si la densidad de área de dicha superficie es
p(x, y, z) % kz.

17. Calcule la carga total de la superficie

r % eu cos v i ! eu sen vj ! uk, (0mum1, 0mvmn)

si la densidad de carga de la superficie es

d % ∂1 ! e2u.

Los Ejercicios 18 y 19 consideran esferoides, que son
elipsoides con dos de sus tres semiejes iguales, por
ejemplo, a % b:

x2

a2 !
y2

a2 !
z2

c2 % 1

*18. Calcule el área de la superficie de un esferoide
prolado, con 0 a a a c. Un esferoide prolado tiene
sus dos semiejes menores iguales, como un balón de
rugby americano.

*19. Calcule el área de la superficie de un esferoide
oblado, con 0 a c a a. Un esferoide oblado tiene sus
dos semiejes mayores iguales, como la tierra.

20. Describa la superficie paramétrica

x % au cos v, y % au sen v, z % bv

(0 m u m 1, 0 m v m 2n), y calcule su área.

*21. Calcule II�

dS

(x2
! y2

! z2)3/2, siendo � el plano cuya

ecuación es Ax ! By ! Cz % D, (D Ç 0).

22. Una cáscara esférica de radio a está centrada en el
origen. Calcule el centroide de la parte de la esfera que
está en el primer octante.

23. Calcule el centro de masas de una cáscara cónica
circular recta, cuyo radio en la base es a, cuya altura es
h, y que tiene una densidad de área constante p.

*24. Calcule la atracción gravitatoria que ejerce una
cáscara hemisférica de radio a y densidad de área
constante p, sobre una masa m situada en el centro de
la base del hemisferio.

*25. Calcule la atracción gravitatoria que ejerce una
cáscara cilíndrica circular de radio a, altura h y
densidad de área constante p, sobre una masa m
situada en el eje del cilindro y a b unidades sobre la
base.

En los Ejercicios 26-28, calcule el momento de inercia
y el radio de giro de los objetos dados respecto a los ejes
dados. Suponga densidades de área p constantes en cada
caso.

26. Una cáscara cilíndrica de radio a y altura h, con
respecto al eje del cilindro.

27. Una cáscara esférica de radio a con respecto a un
diámetro.

28. Una cáscara cónica circular recta, cuyo radio en la base
es a y cuya altura es h, con respecto al eje del cono.

29. ¿Con qué aceleración la cáscara esférica del Ejercicio
27 girará por un plano inclinado que forma un ángulo a
con la horizontal? (Compare su resultado con el del
Ejemplo 4(b) de la Sección 16.7).
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15.6 Superficies orientadas e integrales de flujo

Las integrales de superficie de las componentes normales de campos vectoriales tienen un papel
muy importante en cálculo vectorial, similar al que tienen las integrales sobre curvas de las com-
ponentes tangenciales de campos vectoriales.

Superficies orientadas
Una superficie suave � en el espacio tridimensional se denomina orientable si existe un campo
de vectores unitarios N̂(P), definido sobre �, que varía de forma continua cuando P se mueve
por � y que es normal a todo punto de �. Un campo vectorial N̂(P) de este tipo determina una
orientación de �. La superficie debe tener dos lados, ya que N̂(P) sólo puede tomar un valor en
cada punto de P. El lado al que apunta N̂ se denomina lado positivo, y el otro lado, lado negati-
vo. Una superficie orientada consiste en una superficie suave, junto con una elección particular
de campo vectorial unitario normal N̂(P).

Por ejemplo, si se define N̂ sobre la superficie suave z % f (x, y) como

N̂ %
.f1(x, y) i . f2(x, y)j ! k

∂1 ! ( f1(x, y))2
! ( f2(x, y))2

entonces la parte superior de la superficie es el lado positivo (véase la Figura 15.26).
Una superficie suave, o suave por tramos, puede ser cerrada (es decir, sin frontera), o puede

tener una o más curvas frontera (no es necesario que el campo vectorial unitario normal N̂(P)
esté definido en los puntos frontera).

Una superficie orientada � induce una orientación en cualquiera de sus curvas frontera C; si
nos situamos en el lado positivo de la superficie � y recorremos C en la dirección de su orienta-
ción, entonces � quedará a nuestra izquierda (véase la Figura 15.26(a) y (b)).

Figura 15.26 Las curvas
frontera de una superficie
orientada están a su vez
orientadas de forma que dejan
la superficie a su izquierda.

Una superficie suave por tramos es orientable si, siempre que dos de sus superficies suaves
componentes se unen por una curva común C, inducen orientaciones opuestas sobre C. Esto fuer-
za a las normales N̂ a estar en el mismo lado en dichas superficies adyacentes. Por ejemplo, la
superficie de un cubo es una superficie cerrada suave por tramos, formada por seis superficies
suaves (los cuadrados de sus caras), unidas por sus aristas (véase la Figura 15.27). Si todas las
caras están orientadas de forma que sus normales N̂ apunten hacia el exterior del cubo (o hacia
el interior del cubo), entonces la propia superficie del cubo está orientada.

No toda superficie puede ser orientada, incluso siendo suave. Una superficie orientable debe
tener dos caras. Por ejemplo, una cinta de Möbius, que consiste en una cinta de papel con sus
extremos unidos para formar un lazo cerrado, pero de forma que a uno de sus extremos se le da
media vuelta antes de unirlos, sólo tiene un lado (podemos fabricar una para comprobarlo), por
lo que no puede ser orientada (véase la Figura 15.28). Si un vector distinto de cero se desplaza
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por la cinta, de forma que siempre es normal a la superficie, volverá a su posición inicial apun-
tando en la dirección opuesta.

Figura 15.27 La superficie del cubo es orientable; las caras
adyacentes producen orientaciones opuestas en su arista común.

Figura 15.28 La cinta de Möbius no es orientable;
tiene sólo una «cara».

Flujo de un campo vectorial por una superficie

Supongamos que el espacio tridimensional estuviera lleno de un fluido incompresible con un
campo de velocidades v. Sea � una superficie imaginaria, suave y orientada, en dicho espacio
tridimensional (decimos que � es imaginaria porque no impide el movimiento del fluido; está
fija en el espacio y el fluido puede atravesarla libremente). Calcularemos la velocidad de flujo
del fluido por �. Sea dS un pequeño elemento de área situado en un punto P de la superficie. El
fluido que cruza ese elemento entre los instantes t y t ! dt ocupa un cilindro con base de área dS
y altura �v(P) � dt cos h, siendo h el ángulo que forman v(P) y la normal N̂(P) (véase la Figu-
ra 15.29). Este cilindro tiene un volumen (con signo) de v(P) N̂(P) dS dt. La velocidad a la que
el fluido cruza dS es v(P) N̂(P) dS, y la velocidad total a la que el fluido cruza � se obtiene
mediante la integral de superficie

II�

v N̂ dS o II�

v dS

donde se utiliza dS para representar el vector elemento de área de superficie N̂ dS.

Figura 15.29 El fluido que cruza dS durante un tiempo
dt llena el tubo.
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DEFINICIÓN 6 Flujo de un campo vectorial por una superficie orientada

Dado un campo vectorial continuo F, el flujo de F por la superficie orientable � es la inte-
gral sobre � de la componente normal de F.

II�

F N̂ dS o II�

F dS

Cuando la superficie es cerrada, la integral de flujo se escribe

II�

F N̂ dS o II�

F dS

En este caso se dice que el flujo de F es hacia el exterior de � si N̂ es el vector normal unitario
exterior, y hacia el interior de � si N̂ es el vector normal interior.

Ejemplo 1 Calcule el flujo del campo vectorial F % mr/�r �3 hacia el exterior de una esfera � de radio
a centrada en el origen (r % x i ! yj ! zk).

Solución Como F es el campo asociado con una fuente de fuerza m situada en el origen (que produce
4nm unidades de fluido por unidad de tiempo), la respuesta debe ser 4nm. De todas formas, vamos a calcu-
larla. Utilizaremos coordenadas esféricas. En un punto r de la esfera, cuyas coordenadas esféricas son
[a, h, h], la normal unitaria hacia fuera es r̂ % r/�r �. Como el campo vectorial sobre la esfera es F % m r̂/a2,
y como dS % a2 sen h dh dh es un elemento de área, el flujo de F hacia el exterior de la esfera es

II� A
m

a2 r̂B r̂a2 sen h dh dh % m I
2n

0

dh I
n

0
sen h dh % 4nm

Ejemplo 2 Calcule el flujo total de F % x i ! yj ! zk hacia el exterior a través de la superficie del
cilindro sólido x2

! y2
m a2, .h m z m h.

Solución La Figura 15.30 muestra el cilindro. Su superficie está formada por los discos de la tapa y de
la base, y por la pared lateral cilíndrica. Calcularemos el flujo de F a través de cada una de ellas. Natural-
mente, utilizaremos coordenadas cilíndricas. En la tapa del disco tenemos z % h, N̂ % k y dS % r dr dh. Por
tanto, F N̂ dS % hr dr dh y

IItapa

F N̂ dS % h I
2n

0

dh I
a

0
r dr % na2h

Figura 15.30 Las tres componentes de la superficie de un cilindro sólido,
con sus normales hacia fuera.

En el disco de la base tenemos z % .h, N̂ % .k y dS % r dr dh. Por tanto, F N̂ dS % hr dr dh y

IIbase

F N̂ dS %IItapa

F N̂ dS % na2h

CAPÍTULO 15. Campos vectoriales 989



En la pared cilíndrica, F % a cos h i ! a sen hj ! zk, N̂ % cos h i ! sen hj y dS % a dh dz. Por consiguiente,
F N̂ dS % a2 dh dz y

IIparedcil

F N̂ dS % a2 I
2n

0

dh I
h

.h

dz % 4na2h

El flujo total de F hacia el exterior de la superficie � del cilindro es la suma de estas tres contribuciones:

II�

F N̂ dS % 6na2h

Sea � una superficie suave orientada, con una proyección uno a uno sobre un dominio D del
plano xy, y cuya ecuación es de la forma G(x, y, z) % 0. En la Sección 15.5 demostramos que el
elemento de área de superficie sobre � se puede expresar de la forma

dS % G
MG

G3 G dx dy

y, por tanto, las integrales de superficie sobre � se pueden reducir a integrales dobles sobre el
dominio D. Las integrales de flujo se pueden tratar de la misma forma. Dependiendo de la orien-
tación de �, la normal unitaria N̂ se puede expresar como

N̂ % u

MG

�MG �

Por tanto, el vector elemento de área dS se puede escribir

dS % N̂ dS % u

MG(x, y, z)

G3(x, y, z)
dx dy

El signo debe escogerse para que � tenga la orientación apropiada. Si G3 b 0, y queremos que
el lado positivo de � esté hacia arriba, debemos utilizar el signo !. Por supuesto, se aplican
fórmulas similares para superficies con proyecciones uno a uno en los otros planos coordenados.

Ejemplo 3 Calcule el flujo hacia el exterior de zi ! x2k a través de la parte de la superficie
z % x2

! y2 que está por encima del cuadrado R definido por .1 m x m 1 y .1 m y m 1.

Solución Para F(x, y, z) % z . x2
. y2 tenemos MF % .2xi . 2yj ! k y F3 % 1. Por tanto,

dS % (.2xi . 2yj ! k) dx dy

y el flujo pedido es

II�

(zi ! x2k) dS %IIR
(.2x(x2

! y2) ! x2) dx dy

%I
1

.1

dx I
1

.1

(x2
. 2x3

. 2xy2) dy

%I
1

.1

2x2 dx %
4

3

Dos de los tres términos de la integral doble valen cero debido a la simetría.

990 CÁLCULO



Dada una superficie � cuya ecuación es z % f (x, y), tenemos

N4 % u

.

L f

Lx
i .

Lf

Ly
j ! k

J1 !A
L f

LxB
2

!A
Lf

LyB
2

y

dS %J1 ! A
L f

LxB
2

! A
L f

LyB
2

dx dy

de forma que el vector elemento de área sobre � está dado por

dS % N̂ dS % uA.

Lf

Lx
i .

L f

Ly
j ! kB dx dy

De nuevo, el signo ! corresponde a una normal hacia arriba.
Dada una superficie paramétrica general r % r(u, v), la normal unitaria N̂ y el elemento de

área dS se calcularon en la Sección 15.5:

N̂ % u

Lr

Lu
×

Lr

Lv

G
Lr

Lu
×

Lr

Lv G
, dS % G

Lr

Lu
×

Lr

Lv G du dv

Por tanto, el vector elemento de área es

dS % N̂ dS % u A
Lr

Lu
×

Lr

LvB du dv

Ejemplo 4 Calcule el flujo en dirección ascendente de F % yi . xj ! 4k a través de �, siendo � la
parte de la superficie z % 1 . x2

. y2 que está en el primer octante del espacio tridimensional.

Solución El vector elemento de área correspondiente a la norma hacia arriba sobre � es

dS %A.

Lz

Lx
i .

Lz

Ly
j ! kB dx dy % (2x i ! 2yj ! k) dx dy

La proyección de � en el plano xy es el cuarto de disco Q dado por x2
! y2

m 1, x n 0 y y n 0. Por tanto,
el flujo de F hacia arriba a través de � es

II�

F dS %IIQ
(2xy . 2xy ! 4) dx dy

% 4 # (área de Q) % n

Ejemplo 5 Calcule el flujo en dirección descendente de F %
2x i ! 2yj

x2
! y2 ! k a través de la superficie

� definida paramétricamente como

r % u cos v i ! u sen vj ! u2k, (0 m u m 1, 0 m v m 2n)
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Solución Primero calculamos dS:

Lr

Lu
% cos v i ! sen vj ! 2uk

Lr

Lv
% .u sen v i ! u cos vj

Lr

Lu
×

Lr

Lv
% .2u2 cos v i . 2u2 sen v j ! uk

Como u n 0 sobre �, la última expresión es una normal hacia arriba. Deseamos una normal hacia abajo,
por lo que utilizamos

dS % (2u2 cos v i ! 2u2 sen vj . uk) du dv

Sobre � tenemos

F %
2x i ! 2yj

x2
! y2 ! k %

2u cos v i ! 2u sen vj

u2 ! k

por lo que el flujo de F en sentido descendente a través de F es

II�

F dS %I
2n

0
dv I

1

0
(4u . u) du % 3n

Ejercicios 15.6

1. Calcule el flujo de F % x i ! zj hacia el exterior del
tetraedro limitado por los planos coordenados y el
plano x ! 2y ! 3z % 6.

2. Calcule el flujo de F % x i ! yj ! zk hacia el exterior
de la esfera x2

! y2
! z2

% a2.

3. Calcule el flujo del campo vectorial del Ejercicio 2
hacia el exterior de la superficie de la caja 0 m x m a,
0 m y m b, 0 m z m c.

4. Calcule el flujo del campo vectorial F % y i ! zk hacia
el exterior de la frontera del cono sólido
0 m z m 1 . ∂x2

! y2.

5. Calcule el flujo de F % x i ! yj ! zk hacia arriba a
través de la parte de la superficie z % a . x2

. y2 que
está por encima del plano z % b a a.

6. Calcule el flujo de F % x i ! xj ! k hacia arriba a
través de la parte de la superficie z % x2

. y2 que está
en el interior del cilindro x2

! y2
% a2.

7. Calcule el flujo de F % y3i ! z2j ! xk hacia abajo a
través de la parte de la superficie z % 4 . x2

. y2 que
está por encima del plano z % 2x ! 1.

8. Calcule el flujo de F % z2k hacia arriba a través de la
parte de la esfera x2

! y2
! z2

% a2 que está en el
primer octante del espacio tridimensional.

9. Calcule el flujo de F % x i ! yj hacia arriba a través de
la parte de la superficie z % 2 . x2

. 2y2 que está por
encima del plano xy.

10. Calcule el flujo de F % 2x i ! yi ! zk hacia arriba a
través de la superficie r % u2v i ! uv2j ! v3k,
(0 m u m 1, 0 m v m 1).

11. Calcule el flujo de F % x i ! yj ! z2k hacia arriba a
través de la superficie u cos v i ! u sen v j ! uk,
(0 m u m 2, 0 m v m n).

12. Calcule el flujo de F % yzi . xzj ! (x2
! y2)k hacia

arriba a través de la superficie
r%eu cos vi!eu sen vj!uk, con 0m um 1 y 0m v m n.

13. Calcule el flujo de F % mr/�r �3 hacia el exterior de la
superficie del cubo .a m x, y, z m a.

*14. Calcule el flujo del campo vectorial del Ejercicio 13
hacia el exterior de la caja 1 m x, y, z m 2. Nota: Este
problema se puede resolver de manera muy sencilla
utilizando del Teorema de la Divergencia de la
Sección 16.4; el flujo que se pide es, de hecho, cero.
Sin embargo, el objetivo aquí es hacerlo por cálculo
directo de las integrales de superficie que intervienen,
y así es bastante difícil. Por simetría, es suficiente
calcular el flujo neto hacia el exterior del cubo
definido por cualquiera de las tres parejas de caras
opuestas; es decir, se debe calcular solamente el flujo
a través de dos caras, por ejemplo z % 1 y z % 2.
Tenga en cuenta que deberá trabajar mucho para
calcular estas integrales. Tras resolverlas observará
que las igualdades 2 arctan a % arctan (2a/(1. a2)) y
arctan a ! arctan (1/a)n/2 son de utilidad para
demostrar el flujo neto es cero.
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15. Defina el flujo de un campo vectorial en el plano a
través de una curva suave por tramos. Calcule el flujo
de F % x i ! yj hacia el exterior a través de:

(a) La circunferencia x2
! y2

% a2.

(b) La frontera del cuadrado .1 m x, y m 1.

16. Calcule el flujo de F % .(x i ! yj)/(x2
! y2) hacia el

interior a través de cada una de las dos curvas del
ejercicio anterior.

17. Si � es una superficie orientada y suave en el espacio
tridimensional, y N̂ es el campo vectorial unitario que
determina la orientación de �, demuestre que el flujo
de N̂ a través de � es el área de �.

*18. El Teorema de la Divergencia, que se presentará en la
Sección 16.4, implica que el flujo de un campo
vectorial constante a través de cualquier superficie
cerrada suave por tramos y orientada es cero.
Demuéstrelo ahora para el caso de (a) una caja
rectangular y (b) una esfera.

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan los siguientes términos y frases?

0 Campo vectorial

0 Campo escalar

0 Línea de campo

0 Campo conservativo

0 Potencial escalar

0 Equipotencial

0 Fuente

0 Dipolo

0 Dominio conexo

0 Simplemente conexo

0 Superficie paramétrica

0 Superficie orientable

0 Integral sobre la curva C de f

0 Integral sobre la curva C de la componente tangencial
de F

0 Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

¿Cómo son las integrales sobre curvas de un
campo conservativo en relación con sus curvas o
superficies equipotenciales?

¿Cómo se calcula la integral sobre una curva de
un campo escalar?

¿Cómo se calcula la integral sobre una curva de
la componente tangencial de un campo
vectorial?

¿Cuándo es independiente la integral sobre una
curva entre dos puntos del camino que une
dichos puntos?

¿Cómo se calcula la integral de superficie de un
campo escalar?

¿Cómo se calcula el flujo de un vector a través
de una superficie?

Ejercicios de repaso

1. Calcule IC

1

y
ds, siendo C la curva

x % t, y % 2et, z % e2t, (.1 m t m 1)

2. Sea C la parte de la curva de intersección de las
superficies z % x ! y2 e y % 2x que van del origen al

punto (2, 4, 18). Calcule IC

2y dx ! x dy ! 2 dz.

3. Calcule II�

x dS, siendo � la parte del cono

z % ∂x2
! y2 que está en la región 0 m x m 1 . y2.

4. Calcule II�

xyz dS en la parte del plano x ! y ! z % 1

que está en el primer octante.

5. Calcule el flujo de x2y i . 10xy2j hacia arriba a través
de la superficie z % xy, 0 m x m 1, 0 m y m 1.

6. Calcule el flujo de xi ! yj ! zk hacia abajo a través
de la parte del plano x ! 2y ! 3z % 6 que está en el
primer octante.

7. Una cuenta de masa m se desliza por un hilo cuya
forma es la de la curva x % a sen t, y % a cos t, z % bt,
con 0 m t m 6n.

(a) ¿Cuál es el trabajo hecho por la fuerza gravitatoria
F % .mgk sobre la cuenta durante su descenso?

(b) ¿Cuál es el trabajo hecho contra una resistencia de
magnitud constante R que se opone directamente al
movimiento de la cuenta durante su descenso?
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8. ¿Para qué valores de las constantes a, b y c se puede
determinar el valor de la integral I de la componente
tangencial de F % (axy ! 3yz)i ! (x2

! 3xz ! by2z)j !

! (bxy ! cy3)k, sobre la curva que va desde (0, 1,
.1) hasta (2, 1, 1) sin conocer exactamente dicha
curva? ¿Cuál es el valor de la integral?

9. Sea F % (x2/y)i ! yj ! k.

(a) Calcule la línea de campo de F que pasa por
(1, 1, 0) y demuestre que pasa también por
(e, e, 1).

(b) Calcule IC

F dr, siendo C la parte de la línea de

campo del apartado (a) que va desde (1, 1, 0) hasta
(e, e, 1).

10. Considere los campos vectoriales

F % (1 ! x)ex!y i ! (xex!y
! 2y)j . 2zk

G % (1 ! x)ex!y i ! (xex!y
! 2z)j . 2yk

(a) Demuestre que F es conservativo y calcule un
potencial del campo.

(b) Calcule IC

G dr, con C dada por

r % (1 . t)et i ! tj ! 2tk, (0 m t m 1)

aprovechando la similitud entre F y G.

11. Calcule un campo vectorial en el plano F(x, y) que
cumpla las siguientes condiciones:

(i) Las líneas de campo de F son las curvas xy % C.
(ii) �F(x, y) � % 1 si (x, y) Ç (0, 0).

(iii) F(1, 1) % (i . j)/∂2.
(iv) F es continuo excepto en (0, 0).

12. Sea � la parte de la superficie del cilindro
y2

! z2
% 16 que está en el primer octante, y entre los

planos x % 0 y x % 5. Calcule el flujo de
3z2x i . xj . yk a través de � alejándose del eje x.

Problemas avanzados

*1. Calcule el centroide de la superficie

r % (2 ! cos v)(cos u i ! sen uj) ! sen vk

con 0 m u m 2n y 0 m v m n. Describa esta superficie.

*2. Una superficie suave � se expresa paramétricamente
como

r % (cos 2u)(2 ! v cos u)i

! (sen 2u)(2 ! v cos u)j ! v sen uk

con 0 m u m 2n y .1 m v m 1. Demuestre que para
todo campo vectorial suave F sobre �,

II�

F N̂ dS % 0

siendo N̂ % N̂(u, v) un campo vectorial normal unitario
sobre � que depende de forma continua de (u, v).
¿Cómo se explica esto? Sugerencia: Intente describir
cómo es la superficie �.

*3. Vuelva a calcular la fuerza gravitatoria que ejerce una
esfera de radio a y densidad de área p centrada en el
origen sobre una masa puntual situada en (0, 0, b),
integrando directamente la componente vertical de la
fuerza debida al elemento de área dS, en vez de
integrar el potencial como hicimos en la última parte
de la Sección 15.5. Tendrá que ser bastante creativo
para resolver la integral resultante.
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CAPÍTULO 16

Cálculo vectorial

Los matemáticos son como los franceses: siempre que les
dices algo, lo traducen a su propio idioma, y a menudo
resulta algo completamente diferente.

Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832)

de Maxims and Reflections, 1829

Introducción En este capítulo vamos a desarrollar analogías tridimensionales al
Teorema Fundamental del Cálculo en una dimensión. Estas analogías (Teorema de
Green, Teorema de la Divergencia de Gauss y Teorema de Stokes) son de gran im-
portancia, tanto en teoría como en aplicaciones. Se expresan en términos de ciertos
operadores diferenciales, divergencia y rotacional, que están relacionados con el
operador gradiente que presentamos en la Sección 12.7. Las Secciones 16.1 y 16.2
presentan los operadores y sus propiedades. El resto del capítulo trata de la genera-
lización del Teorema Fundamental del Cálculo y sus aplicaciones.



16.1 Gradiente, divergencia y rotacional

La información de primer orden sobre la tasa de cambio de un campo escalar tridimensional,
f (x, y, z), está contenida en las tres derivadas parciales primeras L f/Lx, Lf/Ly y L f/Lz. El gra-
diente,

grad f (x, y, z) % Mf(x, y, z) %
Lf

Lx
i !

Lf

Ly
j !

Lf

Lz
k

reúne la información en un único vector «derivada» de f . Vamos a desarrollar formas similares
de representar la información de la tasa de cambio de campos vectoriales.

La información de primer orden sobre la tasa de cambio del campo vectorial

F(x, y, z) % F1(x, y, z)i ! F2(x, y, z)j ! F3(x, y, z)k

está contenida en nueve derivadas parciales primeras, tres para cada una de las tres componentes
del campo vectorial F:

LF1

Lx

LF1

Ly

LF1

Lz

LF2

Lx

LF2

Ly

LF2

Lz

LF3

Lx

LF3

Ly

LF3

Lz

Resaltamos de nuevo que F1, F2 y F3 indican las componentes de F, no derivadas parciales. Dos
combinaciones especiales de estas derivadas organizan esta información de formas particular-
mente útiles, como el caso del gradiente para campos escalares. Son la divergencia de F (div F)
y el rotacional de F (rot F), que se definen como sigue:

Divergencia y rotacional

div F % M F %
LF1

Lx
!

LF2

Ly
!

LF3

Lz

rot F % M × F

%A
LF3

Ly
.

LF2

Lz B i !A
LF1

Lz
.

LF3

Lx B j ! A
LF2

Lx
.

LF1

Ly Bk

% G
i j k
L
Lx

L
Ly

L
Lz

F1 F2 F3
G

Nótese que la divergencia de un campo vectorial es un campo escalar, mientras que el rotacional
es otro campo vectorial. Obsérvese también la notación M F y M × F, que utilizaremos algunas
veces en vez de div F y rot F. Esta notación utiliza el operador diferencial vector

M % i
L
Lx

! j
L
Ly

! k
L
Lz
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que se denomina frecuentemente nabla. De la misma forma que el gradiente de un campo esca-
lar f se puede ver como la multiplicación escalar formal de M y f , también la divergencia y el
rotacional de F se pueden ver como un producto escalar formal y un producto vectorial formal
de M con F. Al utilizar M, el orden de los «factores» es importante; las magnitudes sobre las que
actúa M deben aparecer a la derecha de M. Por ejemplo, M F y F M no significan lo mismo; el
primero es un campo escalar y el segundo es un operador diferencial escalar:

F M % F1

L
Lx

! F2

L
Ly

! F3

L
Lz

¡¡ A T E N C I Ó N !!
No hay que confundir el campo escalar M F con el operador diferen-
cial escalar F M. Son objetos bastante diferentes.

Ejemplo 1 Calcule la divergencia y el rotacional del campo vectorial

F % xy i ! (y2
. z2)j ! yzk

Solución Tenemos

div F % M F %
L
Lx

(xy) !
L
Ly

(y2
. z2) !

L
Lz

(yz) % y ! 2y ! y % 4y

rot F % M × F % G
i j k
L
Lx

L
Ly

L
Lz

xy y2
. z2 yz G

%C
L
Ly

(yz) .

L
Lz

(y2
. z2)Di !C

L
Lz

(xy) .

L
Lx

(yz)D j

!C
L
Lx

(y2
. z2) .

L
Ly

(xy)Dk % 3z i . xk

Se pueden definir también la divergencia y el rotacional de un campo vectorial bidimensional; si
F(x, y) % F1(x, y) i ! F2(x, y)j, entonces

div F %
LF1

Lx
!

LF2

Ly

rot F %A
LF2

Lx
.

LF1

Ly Bk

Nótese que el rotacional de un campo vectorial bidimensional es un vector tridimensional per-
pendicular al plano del campo. Aunque div y grad están definidas para todas las dimensiones,
rot sólo está definido en tres dimensiones y en el plano (suponiendo que admitimos valores en
tres dimensiones).
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Ejemplo 2 Calcule la divergencia y el rotacional de F % xeyi . yexj.

Solución Tenemos

div F % M F %
L
Lx

(xey) !
L
Ly

(.yex) % ey
. ex

rot F % M × F %A
L
Lx

(.yex) .

L
Ly

(xey)Bk

% . (yex
! xey)k

Interpretación de la divergencia

El valor de la divergencia de un campo vectorial F en un punto P es, en términos generales, una
medida de la tasa con la que el campo «diverge» o «se extiende» desde P. Esta extensión se
puede medir mediante el flujo hacia afuera de una pequeña superficie cerrada que rodea a P. Por
ejemplo, div F(P) es el límite del flujo por unidad de volumen hacia el exterior de esferas cada
vez más pequeñas centradas en P.

TEOREMA 1 Divergencia como densidad de flujo

Si N̂ es la normal unitaria hacia el exterior sobre la esfera �� de radio � centrada en el pun-
to P, y si F es un campo vectorial tridimensional suave, entonces

div F(P) % lim
�r0!

3

4n�3 II��

F N̂ dS

DEMOSTRACIÓN Sin pérdida de generalidad supondremos que P está en el origen. De-
seamos desarrollar F % F1 i ! F2j ! F3k en serie de Taylor alrededor del origen (una serie
de Maclaurin). Como se demostró en la Sección 12.9 en el caso de una función de dos va-
riables, la serie de Maclaurin de una función escalar de tres variables toma la forma

f (x, y, z) % f (0, 0, 0) !
L f

Lx G(0, 0, 0)

x !
L f

Ly G(0, 0, 0)

y !
Lf

Lz G(0, 0, 0)

z ! ñ

donde «ñ» representa los términos de grados segundo y superiores en x, y y z. Si aplica-
mos esta fórmula a las componentes de F, obtenemos

F(x, y, z) % F0 ! Fx0 x ! Fy0 y ! Fz0 z ! ñ

siendo

F0 % F(0, 0, 0)

Fx0 %
LF

Lx G(0, 0, 0)

%A
LF1

Lx
i !

LF2

Lx
j !

LF3

Lx
kB G(0, 0 ,0)

Fy0 %
LF

Ly G(0, 0, 0)

%A
LF1

Ly
i !

LF2

Ly
j !

LF3

Ly
kB G(0, 0 ,0)

Fz0 %
LF

Lz G(0, 0, 0)

%A
LF1

Lz
i !

LF2

Lz
j !

LF3

Lz
kB G(0, 0 ,0)
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Para no confundir derivadas parciales con componentes de vectores, aquí estamos utilizando sub-
índices x0, y0 y z0 para indicar los valores de las derivadas parciales primeras de F en (0, 0, 0).

de nuevo, «ñ» representa los términos de grados segundo y superior en x, y y z. La normal
unitaria sobre �� es N̂ % (xi ! yj ! zk)/�, por lo que tenemos

F N̂ %
1

�
(F0 ix ! F0 jy ! F0 kz

! Fx0 ix2
! Fx0 jxy ! Fx0 kxz

! Fy0 ixy ! Fy0 jy2
! Fy0 kyz

! Fz0 ixz ! Fz0 jyz ! Fz0 kz2
! ñ)

Integramos cada término dentro de los paréntesis sobre ��. Por simetría,

II��

x dS %II��

y dS %II��

z dS % 0

II��

xy dS %II��

xz dS %II��

yz dS % 0

También por simetría,

II��

x2 dS %II��

y2 dS %II��

z2 dS

%
1

3 II��

(x2
! y2

! z2) dS %
1

3
(�2)(4n�2) %

4

3
n�4

y los términos de grado superior tienen integrales de superficie en �5 y potencias superio-
res. Por lo tanto,

3

4n�3 II��

F N̂ dS % Fx0 i ! Fy0 j ! Fz0 k ! � (ñ)

% M F(0, 0, 0) ! � (ñ)

r M F(0, 0, 0)

cuando � r 0!. Esto es lo que queríamos demostrar.

#

Observación Las esferas �� en el teorema anterior se pueden sustituir por la contracción de
otras familias de superficies suaves por tramos. Por ejemplo, si B es la superficie de una caja
rectangular de dimensiones Bx, By y Bz que contiene a P, entonces

div F(P) % lim
Bx, By, Bzr0

1

BxByBz IIB

F N̂ dS

Véase el Ejercicio 12 posterior.

Observación En dos dimensiones, el valor de div F(P) representa el límite del flujo por uni-
dad de área hacia el exterior de pequeñas superficies cerradas, que no se cruzan entre sí y que
encierran a P. Véase el Ejercicio 13 al final de esta sección.
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Volvamos ahora a la interpretación de un campo vectorial como un campo de velocidades de
un fluido incompresible en movimiento. Si el flujo total hacia fuera del campo de velocidades a
través de la superficie límite de un dominio es positivo (negativo), entonces se debe producir
(o eliminar) fluido dentro de ese dominio.

El campo vectorial F % xi ! yj ! zk del Ejemplo 2 de la Sección 15.6 tiene una divergencia
constante M F % 3. En ese ejemplo demostramos que el flujo de F hacia el exterior de cierto
cilindro con radio en la base a y altura 2h es 6na2h, que es tres veces el volumen del cilindro.
Los Ejercicios 2 y 3 de la Sección 15.6 confirman resultados similares para el flujo de F hacia el
exterior de otros dominios. Esto da lugar a otra interpretación de la divergencia: div F(P) es la
fuerza de la fuente de F por unidad de volumen en P. Con esta interpretación, debemos esperar,
incluso en el caso de un campo vectorial F cuya divergencia no sea constante, que el flujo total
de F hacia el exterior de la superficie � de un dominio D sea igual a la fuerza total de la fuente
de F dentro de D, es decir,

II�

F N̂ dS %III D

M F dV

Éste es el Teorema de la Divergencia, que demostraremos en la Sección 16.4.

Ejemplo 3 Verifique que el campo vectorial F%mr/�r�3, debido a una fuente de fuerza m en (0, 0, 0),
tiene divergencia cero en todos los puntos de �3 excepto el origen. ¿Qué se puede esperar del flujo total de
F hacia el exterior a través de la superficie límite de un dominio D si el origen está fuera de D? ¿Y si el
origen está dentro de D?

Solución Como

F(x, y, z) %
m

r3 (x i ! y j ! zk), siendo r2
% x2

! y2
! z2

y como Lr/Lx% x/r, tenemos

LF1

Lx
% m

L
Lx A

x

r3B% m
r3

. 3xr2 (x
r)

r6 % m
r2

. 3x2

r5

De forma similar,

LF2

Ly
% m

r2
. 3y2

r5 y
LF3

Lz
% m

r2
. 3z2

r5

Sumando sus términos, obtenemos M F(x, y, z) % 0 si r b 0.
Si el origen está fuera del dominio D, entonces la densidad de la fuente de F en D es cero, por lo que

puede esperarse que el flujo total de F hacia el exterior de D sea cero. Si el origen está en el interior de D,
entonces D contiene una fuente de fuerza m (que produce 4nm unidades al cubo de fluido por unidad de
tiempo), por lo que el flujo del exterior de D será 4nm. Véase el Ejemplo 1 de la Sección 15.6, y también
los Ejercicios 9 y 10 de esa sección, donde se presentan ejemplos concretos.

Distribuciones y funciones delta

Si �(x) representa la densidad lineal (masa por unidad de longitud) de una masa distribuida en el
eje x, entonces la masa total distribuida es

m %I
ä

.ä

�(x) dx
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Supongamos ahora que la única masa en el eje es una «masa puntual» m % 1 situada en el ori-
gen. Entonces, en todos los puntos x Ç 0, la densidad es �(x) % 0, pero debe cumplirse todavía
que

I
ä

.ä

�(x) dx % m % 1

por lo que �(0) debe ser infinito. Esto es una situación ideal, un modelo matemático. Ninguna
función real �(x) puede tener estas propiedades; si una función es cero en todas partes excepto en
un único punto, entonces cualquier integral de esa función será cero (¿por qué?). Además, ningu-
na masa real puede ocupar un único punto. No obstante, es muy útil modelar masas reales y ais-
ladas como masas puntuales y para modelar sus densidades se utilizan funciones generalizadas
(también denominadas distribuciones).

Podemos ver la densidad de una masa puntual de valor 1 situada en x % 0 como el límite de
densidades mayores concentradas en intervalos cada vez más pequeños. Por ejemplo, si

dn(x) %E
n/2 si �x� m 1/n

0 si �x� b 1/n

(véase la Figura 16.1), entonces, para cualquier función suave f (x) definida en �, tenemos que

I
ä

.ä

dn(x) f (x) dx %
n

2 I
1/n

.1/n

f (x) dx

Figura 16.1 La función dn(x) converge a d(x) cuando n r ä.

Sustituyendo f (x) en la integral de la derecha por su desarrollo en serie de Maclaurin:

f (x) % f (0) !
f ñ(0)

1!
x !

f ññ(0)

2!
x2

! ñ

Como

I
1/n

.1/n

xk dx %E
2/((k! 1)nk!1) si k es par

0 si k es impar

podemos tomar el límite cuando n r ä y obtener

lim
nrä I

ä

.ä

dn(x) f (x) dx % f (0)
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DEFINICIÓN 1

La distribución de Dirac d(x) (también denominada función delta de Dirac, aunque no
es realmente una función) es el «límite» de la secuencia dn(x) cuando n r ä. Se define
mediante la condición

I
ä

.ä

d(x) f (x) dx % f (0)

para toda función suave f (x).

Un cambio formal de variable permite demostrar que la función delta también cumple

I
ä

.ä

d(x . t) f (t) dt % f (x)

Ejemplo 4 En vista del hecho de que F(r)%mr/�r �3 cumple div F(x, y, z)%0 para (x, y, z)Ç(0, 0, 0),
pero produce un flujo de 4nm hacia el exterior de cualquier esfera centrada en el origen, podemos ver
div F(x, y, z) como una distribución

div F(x, y, z) % 4nmd(x)d(y)d(z)

En particular, integrando esta distribución con f (x, y, z) % 1 en �3, tenemos

III �3

div F(x, y, z) dV % 4nm I
ä

.ä

d(x) dx I
ä

.ä

d(y) dy I
ä

.ä

d(z) dz

% 4nm

La integral se puede realizar igualmente sobre cualquier dominio de �3 que contenga al origen en su inte-
rior, y el resultado será el mismo. Si el origen está fuera del dominio, el resultado será cero. Volveremos
sobre esta situación tras considerar el Teorema de la Divergencia en la Sección 16.4.

Un estudio formal sobre distribuciones está fuera del alcance de este libro; puede encontrarse en
libros más avanzados sobre ecuaciones diferenciales o matemáticas para ingeniería.

Interpretación del rotacional

En términos generales, rot F(P) mide la cantidad en la que el campo vectorial F «gira» alrede-
dor de P.

Ejemplo 5 Considere el campo de velocidades

v % .Ly i ! Lxj

de un sólido en rotación alrededor del eje z con velocidad angular L, es decir, con vector velocidad angular
LLL % Lk (véase la Figura 15.2 en la Sección 15.1). Calcule la circulación de este campo sobre una circunfe-
rencia C� en el plano xy, centrada en un punto (x0, y0), de radio �, en sentido contrario al de las agujas del
reloj. ¿Cuál es la relación entre la circulación y el rotacional de v?

Solución La parametrización de la circunferencia indicada es

r % (x0 ! � cos t)i ! (y0 ! � sen t)j, (0 m t m 2n)
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y la circulación de v sobre ella es

IC�

v dr %I
2n

0

(.L(y0 ! � sen t)(.� sen t) ! L(x0 ! � cos t)(� cos t)) dt

%I
2n

0

(L�(y0 sen t ! x0 cos t) ! L�2) dt

% 2Ln�2

Como

rot v % M × v %A
L
Lx

(Lx) .

L
Ly

(.Ly)Bk % 2Lk % 2LLL

la circulación es el producto de (rot v) k y el área encerrada por C� . Nótese que esta circulación es cons-
tante para circunferencias de radio fijo; no depende de la posición de su centro.

Los cálculos del ejemplo anterior sugieren que el rotacional de un campo vectorial es una medi-
da de la circulación por unidad de área en planos normales a dicho rotacional. El Teorema 2
posterior establece una versión más precisa de esta conjetura. No demostraremos este teorema
ahora, porque la demostración en este momento sería muy complicada (véase, sin embargo, el
Ejercicio 14, donde se presenta un caso especial). Una demostración más sencilla se basa en el
Teorema de Stokes; véase el Ejercicio 13 de la Sección 16.5.

TEOREMA 2 El rotacional como densidad de circulación

Si F es un campo vectorial suave y C� es una circunferencia de radio � centrada en el punto
P, que limita a un disco �C con normal unitaria N̂ y orientación heredada de C� (véase la
Figura 16.2), entonces

lim
�r0!

1

n�2 I C�

F dr % N̂ rot F(P)

#

Figura 16.2

El Ejemplo 5 sugiere también la siguiente definición de velocidad angular local de un fluido en
movimiento:

La velocidad angular local de un punto P en un fluido en movimiento con un campo de
velocidades v(P) está dada por

LLL(P) %
1

2
rot v(P)

El Teorema 2 indica que la velocidad angular local LLL(P) es aquel vector cuya componente en la
dirección de cualquier vector unitario N̂ es la mitad de la circulación límite por unidad de área
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alrededor de las circunferencias frontera (orientadas) de pequeños discos circulares centrados en
P y con normal N̂.

No todos los campos vectoriales con rotacional distinto de cero parecen circular. El campo
de velocidades del cuerpo rígido en rotación considerado en el Ejemplo 5 parece circular alrede-
dor del eje de rotación, pero la circulación sobre una circunferencia situada en un plano perpen-
dicular a ese eje será independiente de la posición de dicha circunferencia, y dependerá sólo de
su área. Ni siquiera es necesario que la circunferencia contenga al eje de rotación. El ejemplo
que sigue considera un campo de velocidades de un fluido cuyas líneas de corriente son rectas,
pero cuyo rotacional es distinto de cero y constante, y tiene, por tanto, velocidad angular local
constante.

Ejemplo 6 Considere el campo de velocidades v % xj de un fluido en movimiento en el plano xy.
Evidentemente, las partículas del fluido se mueven siguiendo líneas paralelas al eje y. Sin embargo,
rot v(x, y) % k y LLL(x, y) %

1
2k. Una pequeña «rueda con palas» de radio � (véase la Figura 16.3), situada

con su centro en la posición (x, y) del fluido, será desplazada por dicho fluido con velocidad xj, pero tam-
bién girará con velocidad angular LLL(x, y) %

1
2k, independientemente de su posición. Esta velocidad angular

es debida al hecho de que la velocidad del fluido en el lado derecho de la rueda es superior a la del lado
izquierdo.

Figura 16.3 La rueda de palas no sólo es desplazada
por el flujo, sino que también gira.

Ejercicios 16.2

En los Ejercicios 1-11, calcule div F y rot F para los
campos vectoriales dados.

1. F % x i ! yj 2. F % yi ! x j

3. F % y i ! zj ! xk 4. F % yzi ! xzj ! xyk

5. F % x i ! xk 6. F %xy2i.yz2j!zx2k

7. F % f (x) i ! g(y)j ! h(z)k 8. F % f (z) i . f (z)j

9. F(r, h) % ri ! sen hj, siendo (r, h) las coordenadas
polares en el plano.

10. F % r̂ % cos h i ! sen hj

11. F % XXX̂ % sen h i ! cos hj
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*12. Sea F un campo vectorial tridimensional suave. Si
Ba, b, c es la superficie de la caja .a m x m a,
.b m y m b, .c m z m c, con normal hacia el
exterior N̂, demuestre que

lim
a, b, cr0!

1

8abc IIBa, b, c

F N̂ dS % M F(0, 0, 0)

*13. Sea F un campo vectorial bidimensional suave. Si C�

es una circunferencia de radio � centrada en el origen,
y N̂ es la normal unitaria hacia el exterior de C�,
demuestre que

lim
�r0!

1

n�2 IC�

F N̂ ds % div F(0, 0)

*14. Demuestre el Teorema 2 en el caso especial de que C�

sea la circunferencia en el plano xy cuya
parametrización es x % � cos h, y % � sen h,
(0 m h m 2n). En este caso N̂ % k. Sugerencia:
desarrolle F(x, y, z) mediante un desarrollo en serie de
Taylor vectorial alrededor del origen, como en la
demostración del Teorema 1, y calcule la circulación
sobre C� de los términos individuales.

16.2 Algunas identidades con el gradiente, la divergencia y el rotacional

Existen numerosas identidades con las funciones

grad f (x, y, z) % M f (x, y, z) %
L f

Lx
i !

Lf

Ly
j !

L f

Lz
k

div F(x, y, z) % M F(x, y, z) %
LF1

Lx
!

LF2

Ly
!

LF3

Lz

rot F(x, y, z) % M × F(x, y, z) % G
i j k
L
Lx

L
Ly

L
Lz

F1 F2 F3
G

y el operador Laplaciana, M
2
% M M, definido para un campo escalar h como

M
2
h % M Mh % div grad h %

L2
h

Lx2 !
L2

h

Ly2 !
L2

h

Lz2

y para un campo vectorial F % F1 i ! F2j ! F3k como

M
2F % (M2F1) i ! (M2F2)j ! (M2F3)k

El operador Laplaciana, M
2
% (L2/Lx2) ! (L2/Ly2) ! (L2/Lz2), se indica como B en algunos textos.

Recuérdese que una función h se denomina armónica en un dominio D si M
2
h % 0 en dicho

dominio D (véase la Sección 12.4).
Reuniremos las identidades más importantes en el teorema que sigue. La mayoría de ellas

son diversas formas de la Regla del Producto. Demostraremos algunas para ilustrar las técnicas
que se utilizan (la mayoría de las veces cálculo directo) y dejaremos el resto como ejercicios.
Nótese que en dos de las identidades intervienen magnitudes como (G M)F; esto representa el
vector que se obtiene aplicando el operador diferencial escalar G M al campo vectorial F:

(G M)F % G1

LF

Lx
! G2

LF

Ly
! G3

LF

Lz
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TEOREMA 3 Identidades diferenciales vectoriales

Sean h y t campos escalares, y F y G campos vectoriales, y supongamos que todos son
suficientemente suaves, de forma que todas las derivadas parciales en las identidades son
continuas. Entonces, se cumple lo siguiente:

(a) M(ht) % hMt ! tMh

(b) M (hF) % (Mh) F ! h(M F)

(c) M × (hF) % (Mh) × F ! h(M × F)

(d) M (F × G) % (M × F) G . F (M × G)

(e) M × (F × G) % (M G)F ! (G M)F . (M F)G . (F M)G

(f) M(F G) % F × (M × G) ! G × (M × F) ! (F M)G ! (G M)F

(g) M (M × F) % 0 (div rot % 0)

(h) M × (Mh) % 0 (rot grad % 0)

(i) M × (M × F) % M(M F) . M
2 F

(rot rot % grad div . Laplaciana)

Las identidades (a)-(f) son versiones de la Regla del Producto y son identidades de primer
orden en las que sólo interviene una aplicación de M. Las identidades (g)-(i) son identida-
des de segundo orden. Las identidades (g) y (h) son equivalentes a la igualdad de las deri-
vadas parciales mixtas y son especialmente importantes en la comprensión de div y rot.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos sólo las identidades (c), (e) y (g). Las demostracio-
nes restantes son similares a éstas.

(c) La primera componente (componente i) de M × (hF) es

L
Ly

(hF3) .

L
Lz

(hF2) %
Lh

Ly
F3 .

Lh

Lz
F2 ! h

LF3

Ly
. h

LF2

Lz

Los dos primeros términos de la derecha forman la primera componente de (Mh) × F, y
los dos últimos términos forman la primera componente de h(M × F). Por tanto, las pri-
meras componentes de los dos miembros de identidad (c) son iguales. La igualdad de
los otros componentes se deduce de forma similar.

(e) De nuevo, es suficiente demostrar que las primeras componentes de los vectores de am-
bos miembros de la identidad son iguales. Para calcular la primera componente de
M × (F × G), necesitamos las componentes segunda y tercera de F × G, que son

(F × G)2 % F3G1 . F1G3 y (F × G)3 % F1G2 . F2G1

La primera componente de M × (F × G) es, por tanto,

L
Ly

(F1G2 . F2G1) .

L
Lz

(F3G1 . F1G3)

%
LF1

Ly
G2 ! F1

LG2

Ly
.

LF2

Ly
G1 . F2

LG1

Ly
.

LF3

Lz
G1

. F3

LG1

Lz
!

LF1

Lz
G3 ! F1

LG3

Lz
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Las primeras componentes de los cuatro términos del miembro derecho de la igualdad
(e) son

((M G)F)1 % F1

LG1

Lx
! F1

LG2

Ly
! F1

LG3

Lz

((G M)F)1 %
LF1

Lx
G1 !

LF1

Ly
G2 !

LF1

Lz
G3

.((M F)G)1 % .

LF1

Lx
G1 .

LF2

Ly
G1 .

LF3

Lz
G1

.((F M)G)1 % . F1

LG1

Lx
. F2

LG1

Ly
. F3

LG1

Lz

Cuando sumamos todos los términos de esas cuatro expresiones, algunos se cancelan y
quedan los mismos términos en la primera componente de M × (F × G).

(g) Éste es un cálculo directo en el que interviene la igualdad de las derivadas parciales
mixtas:

M (M × F) %
L
Lx A

LF3

Ly
.

LF2

Lz B!
L
Ly A

LF1

Lz
.

LF3

Lx B
!

L
Lz A

LF2

Lx
.

LF1

Ly B
%

L2F3

LxLy
.

L2F2

LxLz
!

L2F1

LyLz
.

L2F3

LyLx
!

L2F2

LzLx
.

L2F1

LzLy

% 0

#

Observación Las identidades del producto triple de vectores se presentaron previamente en
los Ejercicios 18 y 23 de la Sección 10.3:

a (b × c) % b (c × a) % c (a × b)

a × (b × c) % (a c)b . (a b)c

Aunque se trata de identidades útiles, no se pueden utilizar para proporcionar demostraciones
más simples de las identidades del Teorema 3 sustituyendo alguno de los vectores por M (¿por
qué?).

Potencial escalar y potencial vector

Se utilizan dos términos especiales para describir campos vectoriales en los que o bien la diver-
gencia o bien el rotacional son nulos.

DEFINICIÓN 2 Campos vectoriales solenoidales e irrotacionales

Un campo vectorial F se denomina solenoidal en un dominio D si div F % 0 en dicho do-
minio.
Un campo vectorial F se denomina irrotacional en un dominio D si rot F % 0 en dicho
dominio.
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El apartado (h) del Teorema 3 dice que F % grad h ú rot F % 0. Por tanto,

Todo campo vectorial conservativo es irrotacional

El apartado (g) del Teorema 3 dice que F % rot G ú div F % 0. Por tanto,

El rotacional de todo campo vectorial es solenoidal

Las afirmaciones contrarias de las anteriores son verdaderas si el dominio de F cumple ciertas
condiciones.

TEOREMA 4 Si F es un campo vectorial irrotacional y suave en un dominio simplemente conexo D, en-
tonces F % Mh para alguna función potencial escalar definida en D, por lo que F es conser-
vativo.

#

TEOREMA 5 Si F es un campo vectorial solenoidal y suave en un dominio D, con la propiedad de que
toda superficie cerrada en dicho dominio contiene a un dominio contenido a su vez en D,
entonces F % rot G para algún campo vectorial G definido en D. Dicho campo vectorial G
se denomina potencial vector del campo vectorial F.

#

En este momento no podemos demostrar estos resultados de forma completamente general. Sin
embargo, ambos teoremas tienen demostraciones simples en el caso especial de que el dominio
D sea de tipo estrella. Un dominio tipo estrella es aquel en el que existe un punto P0 tal que el
segmento que va desde P0 hasta cualquier punto P de dicho dominio está contenido completa-
mente en D (véase la Figura 16.4). Ambas demostraciones son constructivas en el sentido de que
indican cómo calcular un potencial.

Figura 16.4 El segmento que va desde P0 a todo punto de D está contenido en D.

Demostración del Teorema 4 para dominios tipo estrella Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P0 es el origen. Si P % (x, y, z) es cualquier punto del dominio D, enton-
ces el segmento recto

r(t) % tx i ! tyj ! tzk, (0 m t m 1)

desde P0 hasta P está en D. Definamos la función h en el dominio D como

h(x, y, z) % I
1

0
F(r(t))

dr

dt
dt

% I
1

0
(xF1(m, g, f) ! yF2(m, g, f) ! zF3(m, g, f)) dt
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con m % tx, g % ty y f % tz. Calculemos Lh/Lx utilizando el hecho de que rot F % 0, para susti-
tuir (L/Lm)F2(m, g, f) por (L/Lg)F1(m, g, f) y (L/Lm)F3(m, g, f) por (L/Lf)F1(m, g, f):

Lh

Lx
%I

1

0 AF1(m, g, f) ! tx
LF1

Lm
! ty

LF2

Lm
! tz

LF3

Lm B dt

%I
1

0 AF1(m, g, f) ! tx
LF1

Lm
! ty

LF1

Lg
! tz

LF1

Lf B dt

%I
1

0

d

dt
(t F1(m, g, f)) dt

% (t F1(tx, ty, tz)) G
1

0
% F1(x, y, z)

De forma similar, Lh/Ly% F2 y Lh/Lz% F3. Por tanto, Mh % F.

#

Los detalles de la demostración del Teorema 5 para dominios tipo estrella son similares a los del
Teorema 4, y dejaremos la demostración para el Ejercicio 18 posterior.

Nótese que los potenciales vector, cuando existen, no son en absoluto únicos. Como rot
grad h es idénticamente nulo (Teorema 3(h)), se puede sumar a G cualquier campo conservati-
vo arbitrario sin cambiar el valor de rot G. El ejemplo siguiente ilustra la libertad que tenemos
para hacer hipótesis simplificadoras al calcular un potencial vector.

Ejemplo 1 Demuestre que el campo vectorial F % (x2
! yz) i . 2y(x ! z)j ! (xy ! z2)k es solenoidal

en �3 y calcule un potencial vector para dicho campo.

Solución Como div F % 2x . 2(x ! z) ! 2z % 0 en �3, F es solenoidal. Un potencial vector G para F
debe cumplir rot G % F, es decir,

LG3

Ly
.

LG2

Lz
% x2

! yz

LG1

Lz
.

LG3

Lx
% .2xy . 2yz

LG2

Lx
.

LG1

Ly
% xy ! z2

Las tres componentes de G tienen nueve derivadas parciales primeras independientes, por lo que hay nueve
«grados de libertad» en su determinación. Las tres ecuaciones anteriores usan tres de esos nueve grados de
libertad. Esto deja seis. Intentaremos calcular una solución G en la que G2 % 0. Esto significa que las tres
derivadas parciales primeras de G2 son cero, por lo que hemos utilizado otros tres grados de libertad al rea-
lizar esta hipótesis. Nos quedan tres. La primera ecuación implica ahora que

G3 %I (x2
! yz) dy % x2y !

1

2
y2z ! M(x, z)

Como estamos integrando con respecto a y, la constante de integración puede depender todavía de x y z.
Realizaremos una segunda hipótesis simplificadora: que M(x, z) % 0. Esto utiliza dos grados más de liber-
tad, dejando uno. De la segunda ecuación tenemos

LG1

Lz
%

LG3

Lx
. 2xy . 2yz % 2xy . 2xy . 2yz % .2yz
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por lo que

G1 % .2 I yz dz % .yz2
! N(x, y)

No podemos suponer que N(x, y) % 0, porque eso requeriría dos grados de libertad y solamente tenemos
uno. Sin embargo, la tercera ecuación implica que

xy ! z2
% .

LG1

Ly
% z2

.

LN

Ly

Así, (L/Ly)N(x, y) % .xy; obsérvese que los términos en los que interviene z se cancelan. Esto sucede por-
que div F % 0. Si F no hubiera sido solenoidal, no podríamos haber determinado N como función de x e y a
partir sólo de la ecuación anterior. Sin embargo, como lo es, tenemos que

N(x, y) % .I xy dy % .

1

2
xy2

! P(x)

Podemos utilizar nuestro último grado de libertad para escoger P(x) idénticamente nula y obtener, por tanto,

G % .Ayz2
!

xy2

2 Bi !Ax2y !
y2z

2 Bk

como el potencial vector de F pedido. Podemos comprobar que rot G % F. Por supuesto, otras hipótesis
simplificadoras pueden conducir a funciones G muy diferentes, que serían igualmente correctas.

Cálculos con Maple
El paquete VectorCalculus de Maple define rutinas para crear un campo vectorial, y para calcu-
lar el gradiente de un campo escalar y las divergencias y el rotacional de un campo vectorial.
También calcula la Laplaciana de un campo escalar o vectorial, y permite utilizar el operador
«del» (grad) en productos escalares y vectoriales. Algunas de estas funcionalidades están restrin-
gidas a campos vectoriales tridimensionales. Empecemos por cargar el paquete y declarar el tipo
de sistema de coordenadas que utilizaremos, y los nombres de las coordenadas:

> with(VectorCalculus) :
> SetCoordinates('cartesian' [x, y, z]) ;

cartesianx, y, z

Al establecer las coordenadas al principio no tendremos que hacerlo cada vez que llamemos a
uno de los procedimientos para manejar campos vectoriales, como el procedimiento Gradient,
que se ilustra al final de la Sección 12.7. Para calcular el gradiente de una expresión escalar en
las variables x, y y z, basta con introducir

> f := x 4 2 + x*y – z 4 3; G := Gradient(f) ;

f :% x2
! xy . z3

G :% (2x ! y)e6x ! xe6y . 3z2e6z

Maple muestra que el resultado G es un campo vectorial en vez de simplemente un vector, po-
niendo barras sobre los vectores de la base. Maple trata los campos vectoriales y los vectores
como tipos de objetos diferentes; por ejemplo, se pueden sumar dos campos vectoriales o dos
vectores, pero no se puede sumar un vector a un campo vectorial. Un campo vectorial es una
función de una variable vectorial que toma valores vectoriales. Para calcular el valor de un cam-
po vectorial en un vector particular, se utiliza el procedimiento evalVF:

> evalVF(G, <1, 1, 1>) ;

3ex ! ey . 3ez
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Se puede definir un campo vectorial F mediante el procedimiento VectorField:

> F := VectorField(<x*y, 2*y*z, 3*x*z>) ;

F :% xye6x ! 2yze6y ! 3xze6z

Después podemos calcular la divergencia o el rotacional de F utilizando los procedimientos
Divergence o Curl, o bien mediante productos escalares o vectoriales con el operador Del:

> Divergence(F) ; Del.F;

y ! 2z ! 3x

y ! 2z ! 3x

> Curl (F) ; Del &x F;

.2ye6x . 3ze6y . xe6z

.2ye6x . 3ze6y . xe6z

Podemos verificar las identidades del Teorema 3 utilizando campos vectoriales y escalares
arbitrarios:

> H := VectorField(<u(x, y, z), v(x, y, z), w(x, y, z)>) ;

H :% u(x, y, z)e6x ! v(x, y, z)e6y ! w(x, y, z)e6z

> Divergence(Curl(H)) ; Curl(Gradient(u(x, y, z)) ;

0
0e6x

0e6x es la forma de indicar en VectorCalculus el campo vectorial cero.

> Curl(Curl(H)) – Gradient(Divergence(H)) + Laplacian(H) ;

0e6x

VectorCalculus tiene también procedimientos para calcular el potencial escalar de un campo
vectorial irrotacional y el potencial vector de un campo vectorial solenoidal:

> ScalarPotential(VectorField(<x, y, z>)) ;

1

2
x2

!
1

2
y2

!
1

2
z2

> VectorPotential(VectorField(<x 4 2, –x*y, –x*z>)) ;

.xyze6x . x2ze6y

Ningún procedimiento generará ninguna salida si no se le introduce un campo vectorial que
cumpla la condición apropiada (irrotacional o solenoidal).

Finalmente, nótese que VectorCalculus trabaja muy bien con sistemas de coordenadas dife-
rentes de 'cartesian' [x, y, z]. Por ejemplo,

> SetCoordinates('cylindrical' [r, theta, z]) ;

cylindricalr, h, z

> Laplacian(u(r, theta, z)) ;

A
L
Lr

u(r, h, z)B! rA
L2

Lr2 u(r, h, z)B!

L2

Lh2 u(r, h, z)

r
! r A

L2

Lz2 u(r, h, z)B
r
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cuya expresión no es tan simple como nos gustaría, pero es correcta. De forma similar, podemos
utilizar los sistemas de coordenadas 'spherical' [rho, phi, theta] en el espacio tridimen-
sional y también 'polar'[r, theta] en el plano.

Ejercicios 16.2

1. Demuestre el apartado (a) del Teorema 3.

2. Demuestre el apartado (b) del Teorema 3.

3. Demuestre el apartado (d) del Teorema 3.

4. Demuestre el apartado (f) del Teorema 3.

5. Demuestre el apartado (h) del Teorema 3.

6. Demuestre el apartado (i) del Teorema 3.

* 7. Sabiendo que las líneas de campo del campo vectorial
F(x, y, z) son rectas paralelas, ¿se puede concluir algo
respecto a div F y rot F?

8. Sea r % xi ! yj ! zk y sea c un vector constante.
Demuestre que M (c × r) % 0, M × (c × r) % 2c y
M(c r) % c.

9. Sea r % xi ! yj ! zk y sea r % �r�. Si f es una
función diferenciable de una variable, demuestre que

M ( f (r)r) % r f ñ(r) ! 3 f (r)

Calcule f (r) si f (r)r es solenoidal para r Ç 0.

10. Si el campo vectorial suave F es irrotacional y
solenoidal en �3, demuestre que sus tres componentes
y su potencial escalar son funciones armónicas en �3.

11. Si r % x i ! yj ! zk y F es suave, demuestre que

M × (F × r) % F . (M F)r ! M(F r) . r × (M × F)

En particular, si M F % 0 y M × F % 0, entonces

M × (F × r) % F ! M(F r)

12. Si h y t son funciones armónicas, demuestre que
hMt . tMh es solenoidal.

13. Si h y t son campos escalares suaves, demuestre que

M × (hMt) % .M × (tMh) % Mh × Mt

14. Verifique la identidad

M ( f (Mg × Mh)) % M f (Mg × Mh)

para campos escalares suaves f, g y h.

15. Si los campos vectoriales F y G son suaves y
conservativos, demuestre que F × G es solenoidal.
Calcule un potencial vector de F × G.

16. Calcule un potencial vector de F % .yi ! xj.

17. Demuestre que F % xe2z i ! ye2zj . e2zk es un campo
vectorial solenoidal, y calcule un potencial vector del
mismo.

*18. Suponga que div F % 0 en un dominio D en el que
todo punto P perteneciente al mismo se puede unir al
origen con un segmento recto incluido completamente
en D. Sea r % tx i ! tyj ! tzk, (0 m t m 1), una
parametrización del segmento desde el origen a
(x, y, z) en D. Si

G(x, y, z) %I
1

0
tF(r(t)) ×

dr

dt
dt

demuestre que rot G % F en D. Sugerencia: Es
suficiente comprobar las primeras componentes de rot
G y F. Proceda de forma similar a la demostración
del Teorema 4.

19. Utilice el paquete VectorCalculus de Maple para
verificar las identidades (a)-(f) del Teorema 3.
Sugerencia: En las expresiones de la forma (F M)G
habrá que utilizar

> F[1]*diff(G, x)+F[2]*diff(G, y)
> +F[3]*diff(G, z)

porque Del no se puede aplicar a un campo vectorial
excepto vía un producto escalar o vectorial.

16.3 El Teorema de Green en el plano

El Teorema Fundamental del Cálculo,

I
b

a

d

dx
f (x) dx % f (b) . f (a)

expresa la integral, tomada sobre el intervalo [a, b], de la derivada de una función de una varia-
ble, f, como una suma de los valores de esa función en la frontera orientada del intervalo [a, b],
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es decir, en los dos extremos a y b, donde el primero proporciona una contribución negativa y el
segundo una positiva. La integral sobre una curva C de un campo vectorial conservativo desde A
hasta B,

I C

Mh dr % h(B) . h(A)

tiene una interpretación similar; Mh es una derivada, y la curva C, aunque está en un espacio bi-
dimensional o tridimensional, es intrínsecamente un objeto unidimensional, y los puntos A y B
constituyen su frontera.

El Teorema de Green es una versión bidimensional del Teorema Fundamental del Cálculo.
Expresa la integral doble de una cierta clase derivada de un campo vectorial bidimensional
F(x, y), concretamente, la componente k de rot F, sobre una región R del plano xy como una
integral (es decir, una «suma») sobre una curva C que es la frontera orientada de R, de la compo-
nente tangencial de F:

II R

rot F k dA % IC

F dr

o, de forma más explícita,

II R A
LF2

Lx
.

LF1

Ly B dx dy % IC

F1(x, y) dx ! F2(x, y) dy

Para que esta fórmula se cumpla, C debe ser la frontera orientada de R considerada como una
superficie con una orientación proporcionada por N̂ % k. Así, C está orientada con R a su izquier-
da cuando nos movemos por C en la dirección de su orientación. Diremos en este caso que la
curva está orientada positivamente con respecto a R. En particular, si C es una curva simple ce-
rrada que limita a R, entonces C está orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj. Por
supuesto, R puede tener huecos, y las fronteras de los huecos estarán orientadas en el sentido de
las agujas del reloj. En cualquier caso, la tangente unitaria T̂ y la normal exterior unitaria N̂ (que
apunta hacia el exterior de R) sobre C cumplen N̂ % T̂ × k. Véase la Figura 16.5.

Figura 16.5 Un dominio en el plano con frontera orientada positivamente.

TEOREMA 6 Teorema de Green

Sea R una región cerrada y regular en el plano xy cuya frontera, C, está formada por una o
más curvas cerradas, suaves por tramos, y que no se cortan a sí mismas, positivamente
orientadas con respecto a R. Si F % F1(x, y)i ! F2(x, y)j es un campo vectorial suave en R,
entonces

IC

F1(x, y) dx ! F2(x, y) dy % II R A
LF2

Lx
.

LF1

Ly B dA
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DEMOSTRACIÓN Recuérdese que una región regular se puede dividir en subregiones
no solapadas que son simples en x y simples en y (véase la Sección 14.2). Cuando dos de
esas regiones comparten una curva frontera común, inducen orientaciones opuestas sobre
dicha curva, por lo que la suma de las integrales sobre las fronteras de las subregiones es
simplemente la integral sobre la frontera de la región completa (véase la Figura 16.6). Las
integrales dobles sobre las subregiones también se suman para dar la integral doble sobre la
región completa. Por tanto, es suficiente demostrar que la fórmula se cumple para una re-
gión R que sea simple en x y simple en y.

Como R es simple en y, está especificada por inecuaciones de la forma a m x m b,
f (x) m y m g(x), con la frontera inferior y % f (x) orientada de izquierda a derecha y la
frontera superior y%g(x) orientada de derecha a izquierda (véase la Figura 16.7). Entonces,

.II R

LF1

Ly
dx dy % .I

b

a

dx I
g(x)

f(x)

LF1

Ly
dy

%I
b

a

(.F1(x, g(x)) ! F1(x, f (x))) dx

Figura 16.6 El Teorema de Green se cumple para
la unión de R1 y R2 si se cumple para cada una de esas
regiones.

Figura 16.7 IC

F1 dx % .II R

LF1

Ly
dA para esta región R

simple en y.

Por otra parte, como dx % 0 en los lados verticales de R, y la frontera superior se recorre
desde b hasta a, tenemos

IC

F1(x, y) dx %I
b

a

(F1(x, f (x)) . F1(x, g(x))) dx %II R

.

LF1

Ly
dx dy

De forma similar, como R es simple en x, IC

F2 dy % II R

LF2

Lx
dx dy, por lo que

IC

F1(x, y) dx ! F2(x, y) dy %II R A
LF2

Lx
.

LF1

Ly B dA

#

Ejemplo 1 (Área encerrada por una curva cerrada simple) Para los tres campos vectoriales

F % xj, F % .yi y F %
1

2
(.y i ! xj)
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se cumple que (LF2/Lx). (LF1/Ly)% 1. Si C es una curva cerrada simple, suave por tramos y orientada po-
sitivamente que delimita una región R del plano, entonces, por el Teorema de Green,

IC

x dy % .IC

y dx %
1

2 IC

x dy . y dx %II R
1 dA % área de R

Ejemplo 2 Calcule I %IC

(x . y3) dx ! (y3
! x3) dy, siendo C la frontera orientada positivamente del

cuarto de disco Q: 0 m x2
! y2

m a2, x n 0, y n 0.

Solución Utilizaremos el Teorema de Green para calcular I:

I %II Q A
L
Lx

(y3
! x3) .

L
Ly

(x . y3)B dA

% 3 II Q
(x2

! y2) dA % 3 I
n/2

0

dh I
a

0
r3 dr %

3

8
na4

Ejemplo 3 Sea C una curva cerrada simple, orientada positivamente en el plano xy, que delimita una
región R y que no pasa por el origen. Demuestre que

IC

.y dx ! x dy

x2
! y2 %E

0 si el origen está en R

2n si el origen está fuera de R

Solución Primero, si (x, y) Ç (0, 0), entonces, por cálculo directo,

L
Lx A

x

x2
! y2B.

L
Ly A

.y

x2
! y2B% 0

Si el origen no está en R, entonces el Teorema de Green implica que

IC

.y dx ! x dy

x2
! y2 %II R C

L
Lx A

x

x2
! y2B.

L
Ly A

.y

x2
! y2BD dx dy % 0

Supongamos ahora que el origen está en R. Como se supone que la curva C no pasa por el origen, éste debe
ser un punto interior de R. El interior de R es abierto, por lo que existe un � b 0 tal que la circunferencia
C�, de radio � y centrada en el origen, está en el interior de R. Sea C� una circunferencia orientada negati-
vamente (en el sentido de las agujas del reloj). Por cálculo directo (véase el Ejercicio 22(a) de la Sec-
ción 15.4), se demuestra fácilmente que

IC�

.y dx ! x dy

x2
! y2 % .2n

C y C� forman en conjunto la frontera orientada positivamente de una región R1 que excluye al origen (véase
la Figura 16.8). Por tanto, por el Teorema de Green,

IC

.y dx ! x dy

x2
! y2 !IC�

.y dx ! x dy

x2
! y2 % 0

de donde se deduce el resultado deseado:

IC

.y dx ! x dy

x2
! y2 % .IC �

.y dx ! x dy

x2
! y2 % . (.2n) % 2n

CAPÍTULO 16. Cálculo vectorial 1015



Figura 16.8

El Teorema de la Divergencia en dos dimensiones

El siguiente teorema es una formulación alternativa del Teorema Fundamental del Cálculo. En
este caso expresaremos la integral doble de div F (una derivada de F) sobre R como una integral
simple de la componente normal hacia el exterior de F sobre la frontera C de R.

TEOREMA 7 El Teorema de la Divergencia en el plano

Sea R una región regular y cerrada en el plano xy, cuya frontera C está formada por una o
más curvas cerradas, que no se cortan a sí mismas y suaves por tramos. Sea N̂ la normal
unitaria hacia fuera (desde R) sobre C. Si F % F1(x, y) i ! F2(x, y)j es un campo vectorial
suave en R, entonces

II R

div F dA %IC

F N̂ ds

DEMOSTRACIÓN Como se comentó en el segundo párrafo de esta sección, N̂ % T̂ × k,
donde T̂ es el campo tangente unitario en la dirección positiva de C. Si T̂ % T1i ! T2j, en-
tonces N̂ % T2 i . T1j (véase la Figura 16.9). Sea ahora G el campo vectorial cuyas compo-
nentes son G1 % .F2 y G2 % F1. Entonces G T̂ % F N̂ y, por el Teorema de Green,

II R

div F dA % II R A
LF1

Lx
!

LF2

Ly B dA

% II R A
LG2

Lx
.

LG1

Ly B dA

% IC

G dr %IC

G T̂ ds %IC

F N̂ ds

Figura 16.9 N̂ % T̂ × k.

#
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Ejercicios 16.3

1. Calcule IC

(sen x ! 3y2) dx ! (2x . e.y2
) dy, siendo C la

frontera del semidisco x2
! y2

m a2, y n 0, orientada en
sentido contrario al de las agujas del reloj.

2. Calcule IC

(x2
. xy) dx ! (xy . y2) dy, en el sentido de

las agujas del reloj por el triángulo cuyos vértices son
(0, 0), (1, 1) y (2, 0).

3. Calcule IC

(x sen (y2) . y2) dx ! (x2y cos (y2) ! 3x) dy,

siendo C la frontera en sentido contrario al de las agujas
del reloj del trapezoide cuyos vértices son (0, .2),
(1, .1), (1, 1) y (0, 2).

4. Calcule IC

x2y dx . xy2 dy, siendo C la frontera en el

sentido de las agujas del reloj de la región

0 m y m ∂9 . x2.

5. Utilice una integral sobre una curva para calcular el área
plana encerrada por la curva r % a cos3 ti ! b sen3 tj,
(0 m t m 2n).

6. Hemos deducido el Teoremas de la Divergencia en dos
dimensiones a partir del Teorema de Green. Invierta el
argumento y utilice el Teorema de la Divergencia en dos
dimensiones para demostrar el Teorema de Green.

7. Dibuje la curva plana C: r % sen ti ! sen 2tj,

(0 m t m 2n). Calcule IC

F dr, con F % yex2
i ! x3eyj.

8. Si C es la frontera orientada positivamente de una región
plana R que tiene área A y centroide (x6, y6), interprete

geométricamente la integral sobre una curva IC

F dr,

con (a) F % x2j, (b) F % xyi y (c) F % y2 i ! 3xyj.

*9. (Valores medios de funciones armónicas) Si u(x, y)
es armónica en un dominio que contiene a un disco de
radio r con frontera Cr, entonces el valor medio de u
sobre la circunferencia es el valor de u en su centro.
Pruebe esto demostrando que la derivada del valor
medio con respecto a r es cero (utilice el Teorema de
la Divergencia y el hecho de que u es armónica) y que
el límite del valor medio cuando r r 0 es el valor de u
en el centro.

16.4 El Teorema de la Divergencia en el espacio tridimensional

El Teorema de la Divergencia (denominado también Teorema de Gauss) es una de las dos
versiones del Teorema Fundamental del Cálculo en �3 (la otra es el Teorema de Stokes, que se
presenta en la sección siguiente).

En el Teorema de la Divergencia, la integral de la derivada div F % M F sobre un dominio
en el espacio tridimensional se expresa como el flujo de F hacia el exterior de la superficie de
ese dominio. Esto se parece mucho a la versión bidimensional, Teorema 7, presentada en la sec-
ción anterior. El teorema se cumple para una clase general de dominios en �3 limitados por su-
perficies cerradas suaves por tramos. Sin embargo, restringiremos nuestro planteamiento y de-
mostración a dominios de un tipo especial. Ampliando el concepto de dominio simple en x en el
plano definido en la Sección 14.2, se dice que un dominio tridimensional D es simple en x si
está limitado por una superficie suave por tramos � y si toda recta paralela al eje x que pase por
un punto interior de D corta a � exactamente en dos puntos. Se pueden dar definiciones seme-
jantes para los casos de simple en y, y de simple en z. Diremos que un dominio D es regular si
es una unión finita de subdominios no solapados, todos los cuales son simples en x, en y y en z.

TEOREMA 8 El Teorema de la Divergencia (Teorema de Gauss)
Sea D un dominio regular, tridimensional, cuya frontera � es una superficie cerrada y
orientada con campo normal unitario N̂ que apunta hacia el exterior de D. Si F es un cam-
po vectorial suave definido sobre D, entonces

III D

div F dV %II�

F N̂ dS
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DEMOSTRACIÓN Como el dominio D es una unión finita de dominios no solapados
que son simples en x, simples en y y simples en z, es suficiente con demostrar el teorema
para un subdominio D con esta propiedad. Para ver que esto es así supongamos, por ejem-
plo, que D y � están divididos en dos partes, D1 y D2, y �1 y �2, por una superficie �*
(véase la Figura 16.10). �* pertenece a la frontera de D1 y D2, pero las normales hacia el
exterior, N̂1 y N̂2, de los dos subdominios apuntan en direcciones opuestas a cada lado de
�*. Si la fórmula del teorema se cumple en ambos subdominios,

III D1

div F dV % II�1 é �* F N̂1 dS

III D2

div F dV % II�2 é �*

F N̂2 dS

entonces, sumando ambas ecuaciones, se obtiene

III D

div F dV % II�1é �2

F N̂ dS %II�

F N̂ dS

Las contribuciones de �* se anulan entre sí porque sobre esa superficie N̂2 % .N̂1.
Para el resto de la demostración supondremos, por tanto, que D es simple en x, y y z.

Como D es simple en z, estará entre las gráficas de dos funciones definidas en una región R
del plano xy; si (x, y, z) pertenece a D, entonces (x, y) está en R y f (x, y) m z m g(x, y)
(véase la Figura 16.11). Tenemos

III D

LF3

Lz
dV % II R

dx dy I
g(x,y)

f (x,y)

LF3

Lz
dz

% II R

(F3(x, y, g(x, y)) . F3(x, y, f (x, y))) dx dy

Así pues,

II�

F N̂ dS %II�

(F1 i N̂ ! F2j N̂ ! F3k N̂) dS

Figura 16.10 Unión de dominios colindantes. Figura 16.11 Dominio simple en z.
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F3 interviene sólo en el último término, y se puede descomponer en tres integrales, sobre la
superficie superior, z % g(x, y), sobre la superficie inferior, z % f (x, y), y sobre la pared
vertical que está por encima de la frontera de R:

II�

F3(x, y, z)k N̂ dS %AII tope

!II fondo

!II paredBF3(x, y, z)k N̂ dS

Sobre la pared lateral, k N̂ % 0, por lo que la integral es cero. En la superficie superior,
z % g(x, y), y el vector elemento de área es

N̂ dS %A.

Lg

Lx
i .

Lg

Ly
j ! kB dx dy

De acuerdo con esto,

II tope

F3(x, y, z)k N̂ dS % II R

F3(x, y, g(x, y)) dx dy

De forma similar, tenemos

II fondo

F3(x, y, z)k N̂ dS % .II R

F3(x, y, f(x, y)) dx dy

donde el signo negativo se produce porque en la parte inferior N̂ apunta hacia abajo en vez
de hacia arriba. Hemos demostrado, por tanto, que

III D

LF3

Lz
dV %II�

F3k N̂ dS

De forma análoga, como D es también simple en x y simple en y,

III D

LF1

Lx
dV %II�

F1i N̂ dS

III D

LF2

Ly
dV % II�

F2 j N̂ dS

Sumando los tres resultados obtenemos

III D

div F dV % II�

F N̂ dS

#

El Teorema de la Divergencia se puede utilizar en ambos sentidos para simplificar cálculos ex-
plícitos de integrales de superficie o volúmenes. Presentaremos ejemplos de cada caso.

Ejemplo 1 Sea F % bxy2i ! bx2yj ! (x2
! y2)z2k, y sea � la superficie cerrada que limita al cilindro

sólido R definido por x2
! y2

m a2, y 0 m z m b. Calcule II�

F dS.

Solución Por el Teorema de la Divergencia,

II�

F dS %III R

div F dV %III R

(x2
! y2)(b ! 2z) dV

%I
b

0
(b ! 2z) dz I

2n

0
dh I

a

0
r2 r dr

% (b2
! b2)2n(a4/4)% na4b2
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Ejemplo 2 Calcule II�

(x2
! y2) dS, siendo � la esfera x2

! y2
! z2

% a2. Utilice el Teorema de la

Divergencia.

Solución En � tenemos

N̂ %
r

a
%

x i ! yj ! zk

a

Es conveniente escoger F de forma que F N̂ % x2
! y2. Obsérvese que F % a(xi ! yj) sirve. Si B es la

bola limitada por �, entonces

II�

(x2
! y2) dS %II�

F N̂ dS %III B
div F dV

%III B
2a dV % (2a)

4

3
na3

%
8

3
na4

Ejemplo 3 Utilizando el Teorema de la Divergencia con F % x i ! yj ! zk, calcule el volumen de un
cono con área de base A y altura h. La base puede ser cualquier región plana limitada suavemente.

Solución Supongamos que el vértice del cono está en el origen y que la base es el plano z % h, como se
muestra en la Figura 16.12. La superficie del cono sólido C consta de dos partes: la pared cónica � y la
región de la base D, cuya área es A. Como F(x, y, z) apunta directamente en dirección contraria al origen en
todo punto (x, y, z) Ç (0, 0, 0), tenemos que F N̂ % 0 en �. Sobre D, tenemos N̂ % k y z % h, por lo que
F N̂ % z % h en la base del cono. Como div F(x, y, z) % 1 ! 1 ! 1 % 3, tenemos, por el Teorema de la
Divergencia,

3V %III C

div F dV %II �

F N̂ dS !II D

F N̂ dS

% 0 ! h II D
dS % Ah

Por consiguiente, V %
1
3 Ah, la fórmula conocida del volumen de un cono.

Ejemplo 4 Sea � la superficie de un dominio arbitrario regular D en el espacio tridimensional que
contiene al origen en su interior. Calcule

II�

F N̂ dS

siendo F(r) % mr/�r�3, y N̂ la normal unitaria hacia el exterior sobre � (véase la Figura 16.13).

Figura 16.12 Un cono con forma de su base arbitraria. Figura 16.13 Un dominio sólido con una cavidad esférica.
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Solución Como F y, por tanto, div F no están definidos en el origen, no podemos aplicar directamente
el Teorema de la Divergencia. Para solucionar este problema utilizaremos un pequeño truco. Sea �* una
pequeña esfera centrada en el origen que limita a una bola contenida completamente en D (véase la Figura
16.13). Sea N̂* la normal unitaria sobre �* que apunta hacia el interior de la esfera, y sea D* la parte de D
que está fuera de �*. Como se demuestra en el Ejemplo 3 de la Sección 16.1, div F % 0 sobre D*. Ade-
más,

II�*

F N4 * dS % .4nm

es el flujo de F hacia el interior a través de la esfera �* (véase el Ejemplo 1 de la Sección 15.6). Por tanto,

0 %III D*

div F dV %II�

F N̂ dS !II�*

F N̂* dS

%II�

F N̂ dS . 4nm

por lo que II�

F N̂ dS % 4nm.

Ejemplo 5 Calcule el flujo de F % x i ! y2j ! zk hacia arriba a través de la parte del primer octante
� de la superficie cilíndrica x2

! z2
% a2, 0 m y m b.

Solución � es una de las cinco superficies que forman la frontera de la región sólida D que se muestra
en la Figura 16.14. Las otras cuatro superficies son planas: �1 está en el plano z % 0, �2 está en el plano
x % 0, �3 está en el plano y % 0 y �4 está en el plano y % b. Orientemos todas estas superficies con su
normal N̂ apuntando hacia el exterior de D. Sobre �1 tenemos N̂ % .k, por lo que F N̂ % .z % 0 sobre
�1. De forma similar, F N̂ % 0 sobre �2 y �3. Sobre �4, y % b y N̂ % j, por lo que F N̂ % y2

% b2 allí.
Si �tot indica la frontera total de D, entonces

II�tot

F N̂ dS %II �

F N̂ dS ! 0 ! 0 ! 0 !II �4

F N̂ dS

%II �

F N̂ dS !
na2b2

4

Figura 16.14 La frontera del dominio D tiene cinco caras, una de ellas curva
y las otras cuatro planas.

Por otra parte, por el Teorema de la Divergencia,

II�tot

F N4 dS %III D
div F dV %III D

(2 ! 2y) dV % 2V ! 2Vy6

siendo V % na2b/4 el volumen de D, e y6 % b/2 la coordenada y del centroide de D. Combinando estos re-
sultados, el flujo de F hacia arriba a través de � es

II�

F N̂ dS %
2na2b

4 A1 !
b

2B.

na2b2

4
%

na2b

2
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Entre los ejemplos anteriores, el Ejemplo 4 es el más significativo y el que mejor representa
cómo se usa en la práctica el Teorema de la Divergencia. Se trata en general de una herramienta
teórica, más que una herramienta de cálculo. En la Sección 16.6 presentaremos algunas aplica-
ciones.

Variantes del Teorema de la Divergencia

Se pueden obtener otras versiones del Teorema Fundamental del Cálculo partiendo del Teorema
de la Divergencia. Dos de ellas se presentan en el siguiente teorema:

TEOREMA 9 Si D satisface las condiciones del Teorema de la Divergencia y su superficie es �, F es un
campo vectorial suave y h es un campo escalar suave, entonces

(a) III D

rot F dV % . II�

F × N̂ dS

(b) III D

grad h dV %II�

h N̂ dS

DEMOSTRACIÓN Obsérvese que ambas fórmulas son ecuaciones de vectores. Se obtie-
nen aplicando el Teorema de la Divergencia a F × c y hc, respectivamente, siendo c un
vector constante arbitrario. Daremos los detalles de la fórmula (a) y dejaremos la (b) como
ejercicio.

Utilizando el Teorema 3(d), calculamos

M (F × c) % (M × F) c . F (M × c) % (M × F) c

Además, utilizando la identidad del producto escalar triple (véase el Ejercicio 18 de la Sec-
ción 10.3),

(F × c) N̂ % (N̂ × F) c % .(F × N̂) c

Por tanto,

AIII D

rot F dV !II�

F × N̂ dSB c

%III D

(M × F) c dV .II�

(F × c) N̂ dS

%III D

div (F × c) dV .II�

(F × c) N̂ dS % 0

Como c es arbitraria, el vector del interior de los paréntesis grandes debe ser nulo
(si c a % 0 para todo vector c, entonces a % 0). Esto nos lleva a la fórmula (a).

#
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Ejercicios 16.4

En los Ejercicios 1-4, utilice el Teorema de la Divergencia
para calcular el flujo de los campos vectoriales dados hacia
el exterior de la esfera � cuya ecuación es
x2

! y2
! z2

% a2, con a b 0.

1. F % xi . 2yj ! 4zk 2. F % yezi ! x2ezj ! xyk

3. F % (x2
! y2)i ! (y2

. z2)j ! zk

4. F % x3 i ! 3yz2j ! (3y2z ! x2)k

En los Ejercicios 5-8, calcule el flujo de F%x2i!y2j!z2k
hacia el exterior a través de la frontera de las regiones
sólidas dadas.

5. La bola (x . 2)2
! y2

! (z . 3)2
m 9

6. El elipsoide sólido x2
! y2

! 4(z . 1)2
m 4

7. El tetraedro x ! y ! z m 3, x n 0, y n 0, z n 0

8. El cilindro x2
! y2

m 2y, 0 m z m 4

9. Sea A el área de la región D que forma parte de la
superficie de una esfera de radio R centrada en el
origen, y sea V el volumen del cono sólido C formado
por todos los puntos de los segmentos que unen el
centro de la esfera con los puntos de D. Demuestre que

V %
1

3
AR

aplicando el Teorema de la Divergencia a
F % xi ! yj ! zk.

10. Sea h(x, y, z) % xy ! z2. Calcule el flujo de Mh hacia
arriba a través de la superficie plana triangular � cuyos
vértices son (a, 0, 0), (0, b, 0) y (0, 0, c).

11. Un dominio cónico cuyo vértice es (0, 0, b) y cuyo eje
coincide con el eje z tiene como base un disco de radio
a en el plano xy. Calcule el flujo de

F % (x ! y2)i ! (3x2y ! y3
. x3)j ! (z ! 1)k

hacia arriba través de la parte cónica de la superficie
del dominio.

12. Calcule el flujo de F%(y!xz) i!(y!yz)j.(2x!z2)k
hacia arriba a través de la parte del primer octante de
la esfera x2

! y2
! z2

% a2.

13. Sea D la región x2
! y2

! z2
m 4a2, x2

! y2
n a2. La

superficie � de D está formada por una parte cilíndrica,
�1, y una parte esférica, �2. Calcule el flujo de

F % (x ! yz) i ! (y . xz)j ! (z . ex sen y)k

hacia el exterior de D a través de (a) la superficie
completa �, (b) la superficie �1 y (c) la superficie �2.

14. Calcule éé� �����i . xj . yk) N̂ dS, siendo � la

parte del cilindro y2
! z2

% 1 que está en el primer
octante y entre los planos x % 0 y x % 1.

15. Una región sólida R tiene volumen V y su centroide
está en el punto (x6, y6, z6). Calcule el flujo de

F%(x2
.x.2y)i!(2y2

!3y.z)j.(z2
.4z!xy)k

hacia el exterior de R a través de esta superficie.

16. El plano x ! y ! z % 0 divide al cubo .1 m x m 1,
.1 m y m 1, .1 m z m 1 en dos partes. Sea D la
parte inferior (uno de cuyos vértices es el punto
(.1, .1, .1)). Dibuje D. Nótese que tiene siete
caras, y una de ellas es hexagonal. Calcule el flujo de
F % xi ! yj ! zk hacia el exterior de D a través de
cada una de sus caras.

17. Sea F % (x2
! y ! 2 ! z2)i ! (ex2

! y2)j ! (3 ! x)k.
Sea a b 0 y sea � la parte de la superficie esférica
x2

!y2
!z2

% 2az ! 3a2 que está por encima del plano
xy. Calcule el flujo de F hacia el exterior a través de �.

18. Una pila de arena húmeda cuyo volumen total es de 5n
cubre el disco x2

! y2
m 1, z % 0. El momento del

vapor de agua está dado por F % grad h ! krot G,
siendo h % x2

. y2
! z2 la concentración de agua,

G %
1
3 (.y3i ! x3j ! z3k) y k una constante. Calcule

el flujo de F hacia arriba a través de la superficie
superior de la pila de arena.

En los Ejercicios 19-29, D es un dominio tridimensional
que satisface las condiciones del Teorema de la
Divergencia, y � es su superficie. N̂ es el campo normal
unitario hacia fuera (desde D) sobre �. Las funciones h y
t son campos escalares suaves sobre D. Además, Lh/Ln
indica la derivada direccional primera de h en la dirección
de N̂ en cualquier punto de �:

Lh

Ln
% Mh N̂

19. Demuestre que II�

rot F N̂ dS % 0, siendo F un

campo vectorial arbitrario suave.

20. Demuestre que el volumen V de D está dado por

V %
1

3 II�

(x i ! yj ! zk) N̂ dS

21. Si el volumen de D es V, demuestre que

r6 %
1

2V II�

(x2
! y2

! z2)N̂ dS

es el vector de posición del centro de gravedad de D.
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22. Demuestre que II�

Mh × N̂ dS %0.

23. Si F es un campo vectorial suave sobre D, demuestre que

III D
h div F dV !III D

Mh F dV %II�

h F N̂ dS

Sugerencia: Utilice el Teorema 3(b) de la Sección 16.2.

Propiedades del operador Laplaciana

24. Si M
2
h % 0 en D y h(x, y, z) % 0 en �, demuestre que

h(x, y, z) % 0 en D. Sugerencia: Haga F % Mh en el
Ejercicio 23.

25. (Unicidad del problema de Dirichlet) El problema de
Dirichlet para el operador Laplaciana es el problema de
condiciones de contorno

E
M

2u(x, y, z) % f (x, y, z) en D

u(x, y, z) % g(x, y, z) en �

siendo f y g funciones dadas definidas sobre D y �,
respectivamente. Demuestre que este problema puede
tener como mucho una solución u(x, y, z). Sugerencia:
Suponga que existen dos soluciones, u y v, y aplique el
Ejercicio 24 a su diferencia h % u . v.

26. (El problema de Neumann) Si M
2
h % 0 en D y

Lh/Ln% 0 sobre �, demuestre que Mh (x, y, z) % 0
sobre D. El problema de Neumann para el operador
Laplaciana es el problema de condiciones de contorno

E
M

2u(x, y, z) % f (x, y, z) en D
L
Ln

u(x, y, z) % g(x, y, z) en �

siendo f y g funciones dadas definidas sobre D y �,
respectivamente. Demuestre que, si D es conexo,
entonces dos soluciones cualesquiera del problema de
Neumann en D sólo se pueden diferenciar en una
constante.

27. Verifique que IIID
M

2
h dV %II�

Lh

Ln
dS.

28. Verifique que

III D
(hM

2t . tM
2
h) dV

%II� Ah

Lt
Ln

. t
Lh

LnB dS

29. Aplicando el Teorema de la Divergencia a F % hc,
siendo c un vector constante arbitrario, demuestre que

III D
Mh dV %II�

h N̂ dS

*30. Sea P0 un punto fijo y para todo � b 0 sea D� un
dominio cuya frontera �� satisface las condiciones del
Teorema de la Divergencia. Suponga que la máxima
distancia desde P0 a puntos P de D� tiende a cero
cuando � r 0!. Si D� tiene volumen vol (D�),
demuestre que

lim
�r0!

1

vol (D�) II��

F N̂ dS % div F(P0)

Esto generaliza el Teorema 1 de la Sección 16.1.

16.5 El Teorema de Stokes

Si vemos una región R en el plano xy como una superficie en el espacio tridimensional con cam-
po normal N̂ % k, la fórmula del Teorema de Green se puede expresar de la forma

IC

F dr %II R

rot F N̂ dS

El Teorema de Stokes, que se presenta a continuación, generaliza esta idea a superficies no
planas.

TEOREMA 10 Teorema de Stokes

Sea � una superficie en el espacio tridimensional orientada y suave por tramos, con cam-
po normal unitario N̂ y frontera C, formada por una o más curvas cerradas, suaves por tra-
mos, y con orientación heredada de �. Si F es un campo vectorial suave definido en un
conjunto abierto que contiene a �, entonces

IC

F dr %II �

rot F N̂ dS
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DEMOSTRACIÓN Un argumento similar a los presentados en las demostraciones del
Teorema de Green y del Teorema de la Divergencia permite demostrar que, si � se des-
compone en un número finito de subsuperficies no solapadas, entonces es suficiente de-
mostrar que la fórmula anterior se cumple en cada una de ellas (si las subsuperficies �1 y
�2 tienen como frontera común la curva C*, entonces C* hereda orientaciones opuestas co-
mo parte de las fronteras de �1 y �2, por lo que las integrales sobre C* se cancelan entre
sí; véase la Figura 16.15(a)). Podemos subdividir � en suficientes subsuperficies suaves
de forma que cada una de ellas tenga una proyección normal uno a uno sobre un plano
coordenado. Plantearemos la fórmula para una de estas subsuperficies, que denomi-
naremos �.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que � tiene una proyección normal uno a uno
sobre el plano xy, y que su campo normal N̂ apunta hacia arriba. Por tanto, sobre �, z es
una función suave de x e y, por ejemplo z % g(x, y), definida para (x, y) perteneciente a
una región R del plano xy. Las fronteras C de � y C* de R están ambas orientadas en sen-
tido contrario al de las agujas del reloj vistas desde un punto situado sobre el eje z positi-
vo (véase la Figura 16.15(b)). El campo normal sobre � es

N̂ %

.

Lg

Lx
i .

Lg

Ly
j ! k

J1 !A
Lg

LxB
2

!A
Lg

LyB
2

y el elemento de área de superficie sobre � se expresa en función del elemento de área
dA % dx dy en el plano xy como

dS %J1 !A
Lg

LxB
2

!A
Lg

LyB
2

dA

Figura 16.15

(a) El Teorema de Stokes se
cumple en una superficie
compuesta de subsuperficies
no solapadas si se cumple en
cada una de éstas.

(b) Una superficie con una
proyección uno a uno sobre
el plano xy.

Por tanto,

II�

rot F N̂ dS %II R CA
LF3

Ly
.

LF2

Lz BA.

Lg

LxB! A
LF1

Lz
.

LF3

Lx BA.

Lg

LyB
! A

LF2

Lx
.

LF1

Ly BD dA
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Como z % g(x, y) sobre C, tenemos que dz %
Lg

Lx
dx !

Lg

Ly
dy. Por tanto,

IC

F dr %IC* CF1(x, y, z) dx ! F2(x, y, z) dy

! F3(x, y, z)A
Lg

Lx
dx !

Lg

Ly
dyBD

%IC* ACF1(x, y, z) ! F3(x, y, z)
Lg

LxD dx

!CF2(x, y, z) ! F3(x, y, z)
Lg

LyD dyB
Aplicamos ahora el Teorema de Green en el plano xy para obtener

IC

F dr %II R A
L
Lx CF2(x, y, z) ! F3(x, y, z)

Lg

LyD
.

L
Ly CF1(x, y, z) ! F3(x, y, z)

Lg

LxDB dA

%II R A
LF2

Lx
!

LF2

Lz

Lg

Lx
!

LF3

Lx

Lg

Ly
!

LF3

Lz

Lg

Lx

Lg

Ly
! F3

L2g

LxLy

.

LF1

Ly
.

LF1

Lz

Lg

Ly
.

LF3

Ly

Lg

Lx
.

LF3

Lz

Lg

Ly

Lg

Lx
. F3

L2g

LyLxB dA

Obsérvese que cuatro términos del integrando final se cancelan, y los restantes términos
son iguales a los términos de la expresión de ::� rot F N̂ dS calculados anteriormente.
Por tanto, la demostración está completa.

#

Observación Si rot F % 0 sobre un dominio D con la propiedad de que toda curva cerrada,
suave por tramos, y que no se cruza consigo misma en D es la frontera de una superficie suave
por tramos en D, entonces el Teorema de Stokes nos asegura que :C F dr % 0 para toda curva
de ese tipo C; por tanto, F debe ser conservativo. Un dominio D simplemente conexo tiene la
propiedad especificada anteriormente. No daremos aquí una prueba formal de este hecho topoló-
gico, pero debe parecernos verosímil si recordamos la definición de conectividad simple. Una
curva cerrada C en un dominio simplemente conexo D se debe poder reducir hasta un punto en D
sin salirse fuera de D. Al reducirse, traza una superficie en D. Ésta es la razón por la que el Teo-
rema 4 de la Sección 16.2 es válido para dominios simplemente conexos.

Ejemplo 1 Calcule :C F dr, siendo F % .y3i ! x3j . z3k y C la curva de intersección del cilindro
x2

! y2
% 1 con el plano 2x ! 2y ! z % 3, orientada de forma que tiene una proyección en sentido contra-

rio al de las agujas del reloj sobre el plano xy.

Solución C es la frontera orientada de un disco elíptico � que está en el plano 2x ! 2y ! z % 3, y su
proyección sobre el plano xy es el disco circular R: x2

! y2
m 1 (véase la Figura 16.16). Sobre � tenemos

N̂ dS % (2i ! 2j ! k) dx dy
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Figura 16.16

Además,

rot F % G
i j k
L
Lx

L
Ly

L
Lz

.y3 x3
.z3 G% 3(x2

! y2)k

Entonces, por el Teorema de Stokes,

IC

F dr %II�

rot F N̂ dS

%IIR

3(x2
! y2) dx dy % 2n I

1

0
3r2 r dr %

3n
2

Como en el caso del Teorema de la Divergencia, la importancia principal del Teorema de Stokes
es como herramienta teórica. Sin embargo, se puede utilizar también para simplificar el cálculo
de integrales de circulación como la del ejemplo anterior. No es difícil imaginar integrales que
serían imposibles de calcular sin el uso del Teorema de Stokes o del Teorema de la Divergencia.
En el ejemplo que sigue utilizaremos el Teorema de Stokes dos veces, pero el resultado se po-
dría haber obtenido también fácilmente utilizando el Teorema de la Divergencia.

Ejemplo 2 Calcule I % ::� rot F N̂ dS, donde � es la parte de la esfera x2
! y2

! (z . 2)2
% 8 que

está por encima del plano xy, N̂ es el campo unitario normal hacia fuera sobre �, y

F % y2 cos xz i ! x3eyzj . e.xyzk

Solución La frontera C de � es la circunferencia x2
! y2

% 4 en el plano xy, orientada en sentido con-
trario al de las agujas del reloj vista desde el eje z positivo (véase la Figura 16.17). Esta curva es también la
frontera orientada del disco plano D: x2

! y2
m 4, z % 0, con campo normal N̂ % k. Por tanto, aplicando

dos veces el Teorema de Stokes se obtiene

I %II�

rot F N̂ dS %IC

F dr %II D
rot F k dA

Sobre D tenemos

rot F k %A
L
Lx

(x3eyz) .

L
Ly

(y2 cos xz)BGz%0

% 3x2
. 2y
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Figura 16.17 Parte de una esfera y un disco con la misma frontera.

Por simetría, ::D y dA % 0, por lo que

I % 3 II D
x2 dA % 3 I

2n

0
cos2 h dh I

2

0
r3 dr % 12n

Observación Una superficie � que cumpla las condiciones del Teorema de Stokes puede de-
jar de cumplirlas si se elimina un simple punto de ella. Un punto frontera aislado en una superfi-
cie no es una curva orientada, y por tanto el Teorema de Stokes puede fallar en este caso. Consi-
deremos, por ejemplo, el campo vectorial

F %
XXX̂

r
% .

y

x2
! y2 i !

y

x2
! y2 j

que está definido en el disco perforado D que cumple 0 a x2
! y2

m a2 (véase el Ejemplo 3 de
la Sección 16.3). Si D está orientada con normal k hacia arriba, entonces su frontera está for-
mada por la curva cerrada suave y orientada C dada por x % a cos h, y % a sen h, (0 m h m 2n), y
el punto aislado (0, 0). Tenemos

IC

F dr %I
2n

0 A
.sen h

a
i !

cos h
a

jB (.a sen h i ! a cos hj) dh

%I
2n

0
(sen2 h ! cos2 h) dh % 2n

Sin embargo,

rot F % C
L
Lx A

x

x2
! y2B.

L
Ly A.

y

x2
! y2BD k % 0

idénticamente sobre D. Por consiguiente,

II D

rot F N̂ dS % 0

y la conclusión del Teorema de Stokes no se cumple en este caso.
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Ejercicios 16.5

1. Calcule IC

xy dx ! yz dy ! zx dz por el triángulo de

vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, 0, 1), con orientación
en el sentido de las agujas del reloj vista desde el
punto (1, 1, 1).

2. Calcule IC

y dx . x dy ! z2 dz por la curva C que es la

intersección de los cilindros z % y2 y x2
! y2

% 4, con
orientación en sentido contrario al de las agujas del reloj
desde un punto situado en el lado positivo del eje z.

3. Calcule II�

rot F N̂ dS, siendo � el hemisferio

x2
! y2

! z2
% a2, z n 0 con normal hacia fuera, y

F % 3y i . 2xzj ! (x2
. y2)k.

4. Calcule II�

rot F N̂ dS, siendo � la superficie

x2
! y2

! 2(z . 1)2
% 6, z n 0, N̂ es la normal unitaria

hacia fuera (alejándose del origen) sobre �, y

F % (xz . y3 cos z) i ! x3ezj ! xyzex2!y2!z2
k

5. Utilice el Teorema de Stokes para demostrar que

IC

y dx ! z dy ! x dz % ∂3 na2

siendo C la intersección orientada adecuadamente de las
superficies x2

! y2
! z2

% a2 y x ! y ! z % 0.

6. Calcule IC

F dr por la curva

r % cos t i ! sen tj ! sen 2tk, (0 m t m 2n)

siendo

F % (ex
. y3)i ! (ey

! x3)j ! ezk

Sugerencia: Demuestre que C está sobre la superficie
z % 2xy.

7. Calcule la circulación de F % .y i ! x2j ! zk por la
frontera orientada de la parte del paraboloide
z % 9 . x2

. y2 que está por encima del plano xy y
tiene un campo normal apuntando hacia arriba.

8. Calcule IC

F dr, siendo

F % yex i ! (x2
! ex)j ! z2ezk

y C la curva

r(t)%(1!cos t) i!(1!sen t)j!(1.cos t.sen t)k

para 0 m t m 2n. Sugerencia: Utilice el Teorema de
Stokes, observando que C está en un cierto plano y
tiene una circunferencia como proyección sobre el
plano xy. La integral también se puede calcular
utilizando las técnicas de la Sección 15.4.

9. Sea C1 la recta que une el punto (.1, 0, 0) con el
punto (1, 0, 0), y sea C2 la semicircunferencia
x2

! y2
% 1, z % 0, y n 0. Sea � una superficie suave

que une C1 con C2, con normal hacia arriba, y sea

F % (ax2
. z)i ! (xy ! y3

! z)j ! by2(z ! 1)k

Calcule los valores de a y b para los que

I %II�

F dS es independiente de la elección de �, y

calcule el valor de I para estos valores de a y b.

10. Sea C la curva (x . 1)2
! 4y2

% 16, 2x ! y ! z % 3,
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj
cuando se observa desde un punto situado en la parte
positiva del eje z. Sea

F % (z2
! y2

! sen x2) i ! (2xy ! z)j ! (xz ! 2yz)k

Calcule IC

F dr.

11. Si C es la frontera orientada de la superficie �, y h y t
son campos escalares suaves arbitrarios, demuestre que

IC

h Mt dr % .IC

tMh dr

%II�

(Mh × Mt) N̂ dS

¿Es Mh × Mt solenoidal? Calcule un vector potencial
de este campo.

12. Sea C una curva plana suave por tramos, cerrada y que
no se corta a sí misma, que está en un plano con
normal unitaria N̂ % ai ! bj ! ck y cuya orientación
está heredada de la del plano. Demuestre que el área
plana encerrada por C es

1

2 IC

(bz . cy) dx ! (cx . az) dy ! (ay . bx) dz

13. Utilice el Teorema de Stokes para demostrar el
Teorema 2 de la Sección 16.1.
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16.6 Algunas aplicaciones en Física del cálculo vectorial
En esta sección mostraremos cómo se puede utilizar la teoría desarrollada en este capítulo para
modelar problemas concretos de matemática aplicada. Consideraremos dos áreas de aplicación:
dinámica de fluidos y electromagnetismo, y desarrollaremos algunas de las ecuaciones vectoria-
les fundamentales de estas disciplinas. Nuestro propósito es ilustrar las técnicas de cálculo vecto-
rial en contextos aplicados, y no proporcionar introducciones completas, ni tan siquiera coheren-
tes, a las propias disciplinas.

Dinámica de fluidos
Supongamos que una región del espacio tridimensional está llena con un fluido (líquido o gas)
en movimiento. Se pueden utilizar dos enfoques para describir el movimiento. Podríamos inten-
tar determinar la posición r % r(a, b, c, t) en cualquier instante t, de una «partícula» de fluido
localizada en el punto (a, b, c) en el instante t % 0. Éste es el enfoque de Lagrange. También,
podríamos intentar determinar la velocidad, v(x, y, z, t), la densidad, d(x, y, z, t) y otras variables
físicas como la presión, p(x, y, z, t), en cualquier instante t y en todo punto (x, y, z) de la región
ocupada por el fluido. Éste es el enfoque de Euler.

Examinaremos el último método y describiremos cómo se puede utilizar el Teorema de la
Divergencia para transformar algunas leyes físicas fundamentales en ecuaciones matemáticas
equivalentes. Supondremos que la velocidad, la densidad y la presión varían de forma suave en
todas sus variables y que el fluido es un fluido ideal, es decir, no viscoso (no se pega consigo
mismo), homogéneo e isotrópico (tiene las mismas propiedades en todos los puntos y en todas
las direcciones). Estas propiedades no son siempre las de los fluidos reales, por lo que estamos
considerando un modelo matemático simplificado, que no siempre se corresponde exactamente
con el comportamiento de los fluidos reales.

Consideremos una superficie cerrada imaginaria � en el fluido, que limita a un dominio D.
Podemos decir que � es «imaginaria» porque no es una barrera que impida de modo alguno el
flujo del fluido; es sólo una manera de centrar nuestra atención en una parte particular del fluido.
Está fija en el espacio y no se mueve con el fluido. Supongamos que el fluido no se crea ni se
destruye en ningún sitio (en particular, no hay fuentes ni sumideros), por lo que la ley de con-
servación de masas nos indica que la velocidad de cambio de la masa de fluido en D es igual a
la velocidad a la que entra fluido a través de �.

La masa de fluido en el elemento de volumen dV localizado en la posición (x, y, z) en el
instante t es d(x, y, z, t) dV, por lo que la masa en D en el instante t es :::D d dV. Esta masa cam-
bia con una velocidad

L
Lt IIID

d dV % IIID

Ld
Lt

dV

Como indicamos en la Sección 15.6, el volumen de fluido que sale de D a través del elemento
de área dS situado en la posición (x, y, z) en el intervalo temporal que va desde t hasta t ! dt
está dado por v(x, y, z, t) N̂ dS dt, siendo N̂ la normal unitaria en (x, y, z) sobre � que apunta
hacia el exterior de D. Por tanto, la masa que cruza dS hacia el exterior en ese intervalo temporal
es dv N̂ dS dt y la velocidad a la que fluye la masa hacia el exterior desde D a través de � en el
instante t es

II�

dv N̂ dS

La velocidad a la que fluye la masa hacia el interior de D es el negativo de la magnitud anterior.
Como la masa se conserva, debe cumplirse

IIID

Ld
Lt

dV % .II�

dv N̂ dS % .IIID

div (dv) dV
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donde hemos utilizado el Teorema de la Divergencia para sustituir la integral de superficie por
una integral de volumen. Entonces,

IIID A
Ld
Lt

! div (dv)B dV % 0

Esta ecuación debe cumplirse para todo dominio D en el fluido.
Si una función continua f cumple :::D f (P) dV % 0 para todo dominio D, entonces f (P) % 0

en todos los puntos P, porque si hubiera un punto P0 en el que f (P0) Ç 0 (por ejemplo,
f (P0) b 0), entonces, por continuidad, f sería positiva en todos los puntos de alguna bola sufi-
cientemente pequeña B centrada en P0, y :::B f (P) dV sería mayor que 0. Aplicando este prin-
cipio, debemos tener

Ld
Lt

! div (dv) % 0

a través del fluido. Esta ecuación se denomina ecuación de continuidad del fluido. Es equiva-
lente a la ley de conservación de masas. Obsérvese que, si el fluido es incompresible, entonces
d es constante, independientemente del tiempo y de la posición espacial. En este caso, Ld/Lt% 0
y div (dv) % d div v. Por tanto, la ecuación de continuidad en el caso de un fluido incompresible
es simplemente

div v % 0

El movimiento del fluido está gobernado por la Segunda Ley de Newton, que indica que la velo-
cidad de cambio del momento de cualquier parte del fluido es igual a la suma de las fuerzas que
se aplican a dicha parte. Consideremos de nuevo la parte del fluido contenida en un dominio D.
En cualquier instante t su momento es :::D dv dV y está cambiando con una velocidad

IIID

L
Lt

(dv) dV

Este cambio es debido parcialmente al momento que cruza � hacia el interior o el exterior de D
(el momento del fluido que atraviesa �), parcialmente a la presión ejercida sobre el fluido que
hay en D por el fluido exterior, y parcialmente a fuerzas externas (como las fuerzas gravitatorias
o electromagnéticas) que actúan sobre el fluido. Examinemos sucesivamente cada una de estas
causas.

El momento se transfiere a D a través de � con velocidad

.II�

v(dv N̂) dS

La presión sobre el fluido en D es ejercida a través de � en la dirección de la normal hacia el
interior .N̂. Por tanto, esta parte de la fuerza sobre el fluido en D es

.II�

pN̂ dS

Las fuerzas externas que actúan se expresan mejor utilizando la densidad de fuerza (fuerza por
unidad de masa), F. El total de las fuerzas externas sobre el fluido es, por tanto,

IIID

dF dV
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Ahora, la Segunda Ley de Newton implica que

IIID

L
Lt

(dv) dV % .II�

v(dv N̂) dS .II�

pN̂ dS !IIID

dF dV

De nuevo, es conveniente transformar las integrales de superficie en integrales triples sobre D. Si
utilizamos los resultados del Ejercicio 29 de la Sección 16.4 y del Ejercicio 2 posterior, tenemos

II�

pN̂ dS %IIID

Mp dV

II�

v(dv N̂) dS % IIID

(d(v M)v ! v div (dv)) dV

De acuerdo con esto,

IIID Ad
Lv

Lt
! v

Ld
Lt

! v div (dv) ! d(v M)v ! Mp . dFB dV % 0

Los términos segundo y tercero del integrando se cancelan en virtud de la ecuación de continui-
dad. Como D es arbitrario, debemos tener, por tanto,

d
Lv

Lt
! d(v M)v % . Mp ! dF

Ésta es la ecuación del movimiento del fluido. Obsérvese que no es una ecuación diferencial
lineal en derivadas parciales, ya que el segundo término de la izquierda no es lineal en v.

Electromagnetismo

En el espacio tridimensional se definen dos campos vectoriales que determinan las fuerzas eléc-
tricas y magnéticas experimentadas por una carga unidad en un punto concreto si dicha carga
se mueve con velocidad unidad. Estos campos vectoriales se encuentran determinados por las
cargas y corrientes eléctricas presentes en el espacio. Una carga q0 en la posición
r % x i ! yj ! zk que se mueve con velocidad v0 experimenta una fuerza eléctrica q0 E(r),
siendo E el campo eléctrico, y una fuerza magnética k0q0v0 × H(r), siendo H el campo magné-
tico y k0 ] 1.26 # 10.6 N/amperio2 una constante física denominada permeabilidad del espa-
cio libre. Examinaremos brevemente estos campos, aunque inicialmente sólo consideraremos si-
tuaciones estáticas. Los campos eléctricos producidos por distribuciones estáticas de carga y los
campos magnéticos producidos por corrientes eléctricas estáticas no dependen del tiempo. Poste-
riormente consideraremos la interacción entre los dos campos cuando varían con el tiempo.

Electrostática

La evidencia experimental muestra que el valor del campo eléctrico en un punto r es el vector
suma de los campos causados por los elementos de carga situados en el espacio tridimensional.
Una «carga puntual» q situada en la posición s % m i ! gj ! fk genera el campo eléctrico

E(r) %
q

4n�0

r . s

�r . s �3
(Ley de Coulomb)
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siendo �0 ] 8.85 # 10.12 culombios2/N . m2 una constante física denominada permisividad del
espacio libre. Éste es exactamente el campo debido a una fuente puntual de fuerza q/4n�0 situa-
da en s. Excepto en r % s, el campo es conservativo, y su potencial es

h (r) % .

q

4n�0

1

�r . s �

por lo que para r Ç s tenemos rot E % 0. Además div E % 0, excepto en r % s, donde es infini-
ta; en términos de la distribución de Dirac, div E % (q/�0)d(x . m)d(y . g)d(z . f) (véase la
Sección 16.1). El flujo de E hacia el exterior a través de la superficie � de cualquier región R
que contenga a q es

II�

E N̂ dS %
q

�0

por analogía con el Ejemplo 4 de la Sección 16.4.
Dada una distribución de carga de densidad o(m, g, f) en el espacio tridimensional (de forma

que la carga en el elemento de volumen dV % dm dg df en s es dq % o dV), el flujo de E hacia el
exterior de � debido a la carga en R es

II�

E N̂ dS %
1

�0 IIIR

dq %
1

�0 IIIR

o dV

Si aplicamos el Teorema de la Divergencia a la integral de superficie, obtenemos

IIIR Adiv E .

o
�0B dV % 0

y como R es una región arbitraria,

div E %
o
�0

Ésta es la forma diferencial de la Ley de Gauss (véase el Ejercicio 3 posterior).
El potencial debido a la distribución de carga de densidad o(s) en la región R es

h (r) % .

1

4n�0 IIIR

o(s)

�r . s �
dV

% .

1

4n�0 IIIR

o(m, g, f) dm dg df

∂(x . m)2
! (y . g)2

! (z . f)2

Si o es continua y se anula en el exterior de una región acotada, la integral triple converge en
todas partes (véase el Ejercicio 4 posterior), por lo que E % Mh es conservativo en el espacio
tridimensional. Por tanto, en todos los puntos,

rot E % 0

Como div E % div Mh % M
2
h, el potencial h satisface la Ecuación de Poisson.

M
2
h %

o
�0

En particular, h es armónico en las regiones del espacio donde no haya distribuciones de carga.
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Magnetostática

Los campos magnéticos están producidos por cargas en movimiento, es decir, por corrientes. Su-
pongamos que una corriente eléctrica constante, I, fluye por un filamento siguiendo la curva F.
Se ha determinado experimentalmente que los campos magnéticos producidos en la posición
r % x i ! yj ! zk por los elementos de corriente dI % I ds a lo largo del filamento se suman vec-
torialmente y que un elemento situado en la posición s % m i ! gj ! fk produce el campo

dH(r) %
I

4n
ds × (r . s)

�r . s �3
(Ley de Biot-Savart)

siendo ds % T̂ ds, y T̂ la tangente unitaria a F en la dirección de la corriente. Partiendo del su-
puesto razonable de que la carga no se crea ni se destruye en ninguna parte, el filamento F debe
formar un circuito cerrado, y el campo magnético total en r debido a la corriente que circula por
el circuito es

H %
I

4n IF

ds × (r . s)

�r . s �3

Sea A el campo vectorial definido por

A(r) %
I

4n IF

ds

�r . s �

para todo r no perteneciente al filamento F. Si utilizamos el hecho de que

MA
1

�r . s �B% .

r . s

�r . s �3

y la identidad vectorial M × (hF) % (Mh) × F ! h (M × F) (siendo F el vector ds, que no depende
de r), podemos calcular el rotacional de A:

M × A %
I

4n IF

MA
1

�r . s �B× ds %
I

4n IF

.

r . s

�r . s �3
× ds % H(r)

Por tanto, A es un potencial vector de H, y div H % 0 en los puntos que no pertenecen al fila-
mento. También podemos verificar esto calculando que rot H % 0 en el exterior del filamento
(véanse los Ejercicios 9-11 posteriores).

Imaginemos un circuito formado por un filamento recto a lo largo del eje z que se extiende
una distancia infinita. El campo H en un punto finito será entonces el debido a la corriente que
circula por el eje z, donde podemos suponer que dicha corriente I fluye en la dirección de k. Las
corrientes de todos los elementos ds producen, en r, campos en la misma dirección, normales
al plano que contiene a r y al eje z (véase la Figura 16.18). Por tanto, la intensidad del campo
H % �H � a una distancia a del eje z se obtiene integrando los elementos

dH %
I

4n
sen h df

a2
! (f . z)2 %

I

4n
a df

(a2
! (f . z)2)3/2

Tenemos

H %
Ia

4n I
ä

.ä

df
(a2

! (f . z)2)3/2 (sea f . z % a tan h)

%
I

4na I
n/2

.n/2
cos h dh %

I

2na
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Figura 16.18

Las líneas de campo de H son evidentemente circunferencias horizontales centradas en el eje z.
Si Ca es una de estas circunferencias de radio a, entonces la circulación de H por Ca es

ICa

H dr %
I

2na
2na % I

Obsérvese que la circulación calculada anteriormente es independiente de a. De hecho, si C es
cualquier curva cerrada que encierre una sola vez al eje z, en sentido contrario al de las agujas
del reloj (vista desde arriba), entonces C y .Ca forman la frontera orientada de una superficie
con forma de anillo � con un hueco por el que pasa el filamento. Como rot H % 0 sobre �, el
Teorema de Stokes garantiza que

IC

H dr %ICa

H dr % I

Además, cuando C es muy pequeña (y, por tanto, muy cercana al filamento), la mayor parte de la
contribución a la circulación de H por la curva proviene de la parte del filamento que está muy
cercana a C. No importa, por tanto, si el filamento es recto ni infinitamente largo. En cualquier
filamento que forme un circuito cerrado por el que circule una corriente, la circulación del cam-
po magnético por la frontera orientada de una superficie a través de la cual pase el filamento es
igual a la corriente que fluye por el circuito. Ésta es la Ley Circuital de Ampère. La superficie
está orientada de forma que su normal apunta en el sentido en el que circula la corriente.

Sustituyamos ahora el filamento por una corriente más general especificada por un vector
densidad J. Esto significa que en cualquier punto s la corriente fluye en la dirección J(s), y que
la corriente que atraviesa un elemento de área dS con normal unitaria N̂ es J N̂ dS. La circula-
ción de H por la frontera C de la superficie � es igual a la corriente total que circula a través de
�; por tanto,

IC

H dr %II�

J N̂ dS

Utilizando el Teorema de Stokes, podemos sustituir la integral sobre la curva por otra integral de
superficie, y obtener así

II�

(rot H . J) N̂ dS % 0

Como � es arbitraria, debemos tener, en todos los puntos,

rot H % J
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que es la versión de puntos de la Ley Circuital de Ampère. Se puede comprobar fácilmente
que si

A(r) %
1

4n IIIR

J(s)

�r . s �
dV

entonces H % rot A (de forma que A es un vector potencial del campo magnético H). En este
caso, R es la región del espacio tridimensional donde J es distinto de cero. Si J es continuo y se
anula en el exterior de un conjunto acotado, entonces la integral triple converge para todo r
(véase el Ejercicio 4 posterior), y H es solenoidal en todas partes:

div H % 0

Ecuaciones de Maxwell

Las cuatro ecuaciones obtenidas anteriormente para campos eléctricos y magnéticos estáticos,

div E % o/�0 div H % 0

rot E % 0 rot H % J

requieren alguna modificación si los campos E y H varían con el tiempo. La Ley de Gauss
div E % o/�0 sigue siendo válida, y también div H % 0, que expresa el hecho de que no hay
fuentes ni sumideros magnéticos conocidos (es decir, monopolos magnéticos). Las líneas de cam-
po de H deben ser curvas cerradas.

Michael Faraday observó que la circulación de un campo eléctrico por una curva cerrada
simple C corresponde a un cambio en el flujo magnético

J % II�

H N̂ dS

a través de cualquier superficie orientada a � con frontera C, de acuerdo con la fórmula

dJ

dt
% .

1

k0 IC

E dr

Aplicando el Teorema de Stokes a la integral sobre la curva, se obtiene

II�

rot E N̂ dS % IC

E dr % .k0

d

dt II�

H N̂ dS % .k0 II�

LH

Lt
N̂ dS

Como � es arbitraria, se obtiene la forma diferencial de la Ley de Faraday:

rot E % .k0

LH

Lt

El campo eléctrico es irrotacional sólo si el campo magnético es constante con el tiempo.
La forma diferencial de la Ley de Ampère, rot H % J, también requiere modificación. Si el

campo eléctrico depende del tiempo, entonces también lo hará la densidad de corriente J. Supo-
niendo conservación de la carga (es decir que las cargas no se producen ni se destruyen), pode-
mos demostrar, mediante un argumento idéntico al utilizado anteriormente en esta sección para
obtener la ecuación de continuidad del movimiento de fluidos, que la velocidad de cambio de la
densidad de carga cumple

Lo
Lt

% .div J
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Véase el Ejercicio 5 posterior. Esto es incongruente con la Ley de Ampère porque div rot H % 0,
mientras que div J Ç 0 cuando o depende del tiempo. Nótese, sin embargo, que o % �0div E im-
plica que

.div J %
Lo
Lt

% �0div
LE

Lt

por lo que div (J ! �0LE/Lt)% 0. Esto sugiere que, en el caso no estático, la ley de Ampère se
convierte en

rot H % J ! �0

LE

Lt

que indica (tal como descubrió Maxwell) que los campos magnéticos no sólo son producidos por
corrientes, sino también por campos eléctricos variantes.

El conjunto de las cuatro ecuaciones

div E % o/�0 div H % 0

rot E % .k0

LH

Lt
rot H % J ! �0

LE

Lt

se conoce con el nombre de ecuaciones de Maxwell. Gobiernan la forma en que la presencia de
cargas y corrientes en el espacio tridimensional produce campos eléctricos y magnéticos.

Ejercicios 16.6

1. (Principio de Arquímedes) Un sólido que ocupa una
región R con superficie � se sumerge en un líquido de
densidad constante d. La presión del líquido a una
profundidad h es dgh, por lo que la presión cumple
Mp % dg, siendo g la aceleración (vector) constante
ante la gravedad. La presión del fluido ejerce en cada
elemento de superficie dS de � una fuerza .pN̂ dS
sobre el sólido.

(a) Demuestre que la «fuerza de flotabilidad» sobre el
sólido es

B % .IIIR

dg dV

Por tanto, la fuerza de flotabilidad tiene el mismo
módulo, y dirección opuesta, que el peso del
líquido desplazado por el sólido. Éste es el
principio de Arquímedes.

(b) Amplíe el resultado anterior al caso en que el
sólido está sólo parcialmente sumergido en el
fluido.

2. Descomponiendo el vector F(G N̂) en sus
componentes y aplicando el Teorema de la
Divergencia a cada una de ellas por separado,
demuestre que

II�

F(G N̂) dS %IIID

(F div G ! (G M)F) dV

siendo N̂ la normal unitaria hacia el exterior de la
superficie � del dominio D.

3. (Ley de Gauss) Demuestre que el flujo del campo
eléctrico E hacia el exterior a través de una superficie
cerrada � en el espacio tridimensional es 1/�0

multiplicado por la carga total encerrada por �.

4. Si s % mi ! gj ! fk y f (m, g, f) es continuo en �3, y
se anula en el exterior de una región acotada,
demuestre que, para todo r fijo,

III�3

� f (m, g, f) �
�r . s �

dm dg df m constante

Esto demuestra que los potenciales de los campos
eléctricos y magnéticos correspondientes a densidades
de carga y corriente continua que se anulan en el
exterior de regiones acotadas existen en todos los
puntos de �3. Sugerencia: Se puede suponer sin
pérdida de generalidad que r % 0, y utilizar
coordenadas esféricas.

5. La densidad de carga eléctrica, o, en el espacio
tridimensional depende del tiempo y de la posición si
la carga está en movimiento. Dicho movimiento se
describe mediante la densidad de corriente J. Obtenga
la ecuación de continuidad

Lo
Lt

% .div J

a partir del hecho de que la carga se conserva.
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6. Si b es un vector constante, demuestre que

MA
1

�r . b �B% .

r . b

�r . b �3

7. Si a y b son vectores constantes, demuestre que, para
r Ç b,

divAa ×
r . b

�r . b �3B% 0

Sugerencia: Utilice las identidades (d) y (h) del
Teorema 3 de la Sección 16.2.

8. Utilice el resultado del Ejercicio 7 para ofrecer una
demostración alternativa de que

div IF

ds × (r . s)

�r . s �3
% 0

Nótese que div se refiere a la variable r.

9. Si a y b son vectores constantes, demuestre que, para
r Ç b,

rot Aa ×
r . b

�r . b �3B% .(a M)
r . b

�r . b �3

Sugerencia: Utilice la identidad (e) del Teorema 3 de
la Sección 16.2.

10. Si F es cualquier campo vectorial suave, demuestre que

IF

(ds M)F(s) % 0

por cualquier curva cerrada a F. Sugerencia: Los
gradientes de las componentes de F son conservativos.

11. Verifique que si r no está en F, entonces

rot IF

ds × (r . s)

�r . s �3
% 0

En este caso, rot se toma con respecto a la variable r.

12. Verifique la fórmula rot A % H, siendo A el potencial
vector magnético definido en función de la densidad de
corriente en estado estacionario J.

13. Si A es el potencial vector del campo magnético
producido por una densidad de corriente estacionaria
en un filamento cerrado, demuestre que en el exterior
del filamento div A % 0.

14. Si A es el potencial vector del campo magnético
producido por una densidad de corriente continua en
estado estacionario, demuestre que div A % 0 en todas
partes. A partir de aquí, demuestre que A cumple la
ecuación vectorial de Poisson M

2 A % .J.

15. Demuestre que en una región del espacio que no
contenga cargas (o % 0) y sin corrientes (J % 0), tanto
U % E como U % H satisfacen la ecuación de onda

L2U

Lt2
% c2

M
2U

siendo c % ∂1/(�0k0) ] 3 # 108 m/s.

*16. (Flujo de calor en el espacio tridimensional) El
calor contenido en un elemento de volumen dV dentro
de un sólido homogéneo es dcT dV, siendo d y c
constantes (la densidad y el calor específico del
material sólido), y T % T(x, y, z, t) la temperatura en
el instante t en la posición (x, y, z) en el sólido. El
calor siempre fluye en la dirección del gradiente de
temperatura negativo, con una velocidad proporcional
al tamaño de dicho gradiente. Por tanto, la velocidad
de flujo de la energía calorífica a través del elemento
de superficie dS con normal N̂ es .kMT N̂ dS,
siendo k también una constante que depende del
material del sólido (el coeficiente de conductividad
térmica). Utilice «la conservación de la energía
calorífica» para demostrar que para cualquier región
R con superficie � dentro del sólido

dc IIIR

LT

Lt
dV % k II�

MT N̂ dS

siendo N̂ la normal unitaria hacia el exterior sobre �.
A partir de aquí, demuestre que el flujo de calor
dentro del sólido está gobernado por la ecuación
diferencial en derivadas parciales

LT

Lt
%

k

dc
M

2T %
k

dc A
L2T

Lx2 !
L2T

Ly2 !
L2T

Lz2B

16.7 Coordenadas curvilíneas ortogonales

En esta sección opcional, obtendremos fórmulas del gradiente de un campo escalar y de la diver-
gencia y el rotacional de un campo vectorial en términos de sistemas de coordenadas más gene-
rales que el sistema de coordenadas cartesianas utilizado en las secciones anteriores de este capí-
tulo. En particular, expresaremos estas magnitudes en términos de los sistemas de coordenadas
cilíndricas y esféricas presentados en la Sección 14.6.
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Denominaremos espacio xyz al sistema de coordenadas cartesianas habitual (x, y, z) en �3. Se
puede definir un sistema de coordenadas diferentes [u, v, w] en el espacio xyz mediante una
transformación continua de la forma

x % x(u, v, w), y % y(u, v, w), z % z(u, v, w)

Si la transformación es uno a uno, de una región D en el espacio uvw en una región R en el
espacio xyz, entonces un punto P en R se puede representar mediante una tripleta [u, v, w], las
coordenadas cartesianas del punto único Q en el espacio uvw correspondiente a la transforma-
ción de P. En este caso, diremos que la transformación define un sistema de coordenadas cur-
vilíneas en R y denominaremos [u, v, w] a las coordenadas curvilíneas de P con respecto a ese
sistema. Nótese que [u, v, w] son coordenadas cartesianas en su propio espacio (el espacio uvw);
son coordenadas curvilíneas en el espacio xyz.

En general, relajaremos el requisito de que la transformación que define un sistema de coor-
denadas curvilíneas sea uno a uno, es decir, que todo punto P de R deba tener un único conjunto
de coordenadas curvilíneas. Es razonable requerir sólo que la transformación sea uno a uno lo-
calmente. Por tanto, puede haber más de un punto Q en el que se transforme un determinado
punto P, pero solamente será uno en cualquier subregión adecuadamente pequeña de D. Por
ejemplo, en el sistema de coordenadas polares del plano

x % r cos h, y % r sen h

la transformación es localmente uno a uno desde D, la mitad del plano rh donde 0 a r a ä en
la región R formada por todos los puntos del plano xy excepto el origen. Aunque, por ejemplo,
[1, 0] y [1, 2n] son las coordenadas polares del mismo punto en el plano xy, no están cercanas en
D. Obsérvese, sin embargo, que existe todavía un problema con el origen, que se puede repre-
sentar como [0, h] para cualquier h. Como la transformación no es localmente uno a uno en
r % 0, consideraremos al origen del plano xy como un punto singular del sistema de coordena-
das polares en el plano.

Ejemplo 1 El sistema de coordenadas cilíndricas [r, h, z] en �3 se define mediante la transforma-
ción

x % r cos h, y % r sen h, z % z

con r n 0 (véase la Sección 14.6). Esta transformación hace corresponder el semiespacio D dado por r b 0
en todo el plano xyz excluyendo al eje z, y es uno a uno localmente. Consideraremos [r, h, z] como las
coordenadas polares cilíndricas en todo el espacio xyz, pero diremos que los puntos del eje z son puntos
singulares del sistema ya que los puntos [0, h, z] son idénticos para todo h.

Ejemplo 2 El sistema de coordenadas esféricas [o, h, h] está definido por la transformación

x % o sen h cos h, y % o sen h sen h, z % o cos h

con o n 0 y 0 m h m n (véase la Sección 14.6). La transformación hace corresponder la región D del espa-
cio ohh dado por o b 0, 0 a h a n de forma uno a uno localmente en el espacio xyz, excluido el eje z. El
punto de coordenadas cartesianas (0, 0, z) se puede representar mediante las coordenadas esféricas [0, h, h]
para h y h arbitrarios si z % 0, mediante [z, 0, h] para h arbitrario si z b 0, y mediante [�z �, n, h] para h
arbitrario si z a 0. Por tanto, todos los puntos del eje z son puntos singulares del sistema de coordenadas
esféricas.
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Curvas coordenadas y superficies coordenadas

Sea [u, v, w] un sistema de coordenadas curvilíneas en el espacio xyz, y sea P0 un punto no sin-
gular del sistema. Entonces, la transformación

x % x(u, v, w), y % y(u, v, w), z % z(u, v, w)

es localmente uno a uno cerca de P0. Sea P0 un punto con coordenadas curvilíneas [u0, v0, w0].
El plano cuya ecuación es u % u0 en el espacio uvw se transforma en una superficie en el espacio
xyz que pasa por P0. Esta superficie se denomina superficie u y nos referiremos a ella mediante
la ecuación u % u0; sus ecuaciones paramétricas son

x % x(u0, v, w), y % y(u0, v, w), z % z(u0, v, w)

con parámetros v y w. De forma similar, la superficie v, v % v0, y la superficie w, w % w0, pasan
por P0; son las imágenes de los planos v % v0 y w % w0 en el espacio uvw.

Coordenadas curvilíneas ortogonales

Se dice que [u, v, w] es un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales en el espacio
xyz si, para todo punto no singular P0 en el espacio xyz, las tres superficies coordenadas
u % u0, v % v0 y w % w0 se cruzan entre sí en P0 formando ángulos rectos.

Se asume tácitamente que las superficies coordenadas son suaves en todos los puntos no singula-
res, de forma que estamos suponiendo realmente que sus vectores normales son mutuamente per-
pendiculares. La Figura 16.19 muestra las superficies coordenadas que pasan por P0 en un siste-
ma típico de coordenadas curvilíneas ortogonales.

Figura 16.19 Superficies coordenadas u, v y w.

Las parejas de superficies coordenadas que pasan por un punto se cortan formando una cur-
va coordenada que pasa por dicho punto. Por ejemplo, las superficies coordenadas v % v0 y
w % w0 se cortan formando la curva u cuyas ecuaciones paramétricas son

x % x(u, v0, w0), y % y(u, v0, w0), z % z(u, v0, w0)

siendo u el parámetro. Un vector unitario û tangente a la curva u en P0 es normal a la superficie
coordenada u % u0 en dicho punto. Lo mismo ocurre para los vectores unitarios v̂ y ŵ. En un
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sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales, los tres vectores û, v̂ y ŵ forman una base de
vectores unitarios mutuamente perpendiculares en cualquier punto no singular P0 (véase la Figu-
ra 16.19). Esta base se denomina base local en P0.

Ejemplo 3 En el sistema de coordenadas cilíndricas (véase la Figura 16.20), las superficies coordena-
das son:

Cilindros circulares cuyo eje coincide con el eje z (superficies r).
Semiplanos verticales que radian desde el eje z (superficies h).
Planos horizontales (superficies z).

Las curvas coordenadas son:

Semirrectas horizontales que radian desde el eje z (curvas r).
Circunferencias horizontales centradas en el eje z (curvas h).
Rectas verticales (curvas z).

Ejemplo 4 En el sistema de coordenadas esféricas (véase la Figura 16.21), las superficies coordenadas
son:

Esferas centradas en el origen (superficies o).
Conos circulares verticales con vértices en el origen (superficies h).
Semiplanos verticales que radian desde el eje z (superficies h).

Las curvas coordenadas son:

Semirrectas que radian desde el origen (curvas o).
Semicircunferencias verticales centradas en el origen (curvas h).
Circunferencias horizontales centradas en el eje z (curvas h).

Figura 16.20 Superficies coordenadas
en coordenadas cilíndricas.

Figura 16.21 Superficies coordenadas en coordenadas
esféricas.

Factores de escala y elementos diferenciales

En el resto de esta sección supondremos que [u, v, w] son coordenadas curvilíneas ortogonales
en el espacio xyz definidas mediante la transformación

x % x(u, v, w), y % y(u, v, w), z % z(u, v, w)

Supondremos también que las superficies coordenadas son suaves en todo punto no singular y
que los vectores de la base local û, v̂ y ŵ en todo punto no singular forman un triedro orientado
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a la derecha. Esto se cumple en coordenadas cilíndricas y esféricas. En el caso de coordenadas
esféricas, ésta es la razón por la que se escoge el orden de las coordenadas como [o, h, h], en
vez de [o, h, h].

El vector de posición de un punto P en el espacio xyz se puede expresar en función de las
coordenadas curvilíneas:

r % x(u, v, w) i ! y(u, v, w)j ! z(u, v, w)k

Si se mantienen fijas v % v0 y w % w0, y hacemos variar u, entonces r % r(u, v0, w0) define una
curva u en el espacio xyz. En cualquier punto P de esta curva, el vector

Lr

Lu
%

Lx

Lu
i !

Ly

Lu
j !

Lz

Lu
k

es tangente a la curva u en P. En general, los tres vectores

Lr

Lu
,

Lr

Lv
y

Lr

Lw

son tangentes, respectivamente, a las curvas u, v y w que pasan por P. Son también normales,
respectivamente, a las superficies u, v y w que pasan por P, por lo que son mutuamente perpen-
diculares (véase la Figura 16.19). Las longitudes de estos vectores tangentes se denominan facto-
res de escala del sistema de coordenadas.

Los factores de escala del sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales [u, v, w] son las
tres funciones

hu % G
Lr

Lu G , hv % G
Lr

Lv G , hw % G
Lr

Lw G
Los factores de escala son distintos de cero en todo punto no singular P del sistema de coordena-
das, por lo que la base local en P se puede obtener dividiendo los vectores tangentes a las curvas
coordenadas por sus longitudes. Como se hizo notar anteriormente, denominaremos a los vecto-
res de la base local û, v̂ y ŵ. Por consiguiente,

Lr

Lu
% huû,

Lr

Lv
% hv v̂ y

Lr

Lw
% hwŵ

Los vectores de la base û, v̂ y ŵ formarán un triedro orientado a la derecha suponiendo que es-
cogemos el orden adecuado para las coordenadas u, v y w.

Ejemplo 5 En coordenadas cilíndricas tenemos r % r cos h i ! r sen hj ! zk, por lo que

Lr

Lr
% cos h i ! sen hj,

Lr

Lh
% .r sen hi ! r cos hj y

Lr

Lz
% k

Por tanto, los factores de escala en el sistema de coordenadas cilíndricas se expresan como

hr % G
Lr

Lr G% 1, hh % G
Lr

Lh G% r y hz % G
Lr

Lz G% 1

y la base local está formada por los vectores

r̂ % cos h i ! sen hj, XXX̂ % . sen hi ! cos hj, ẑ % k

Véase la Figura 16.22. La base local está orientada a la derecha.
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Figura 16.22 La base local en coordenadas cilíndricas. Figura 16.23 La base local en coordenadas esféricas.

Ejemplo 6 En coordenadas esféricas tenemos

r % o sen h cos h i ! o sen h sen hj ! o cos h k

Por tanto, los vectores tangentes a las curvas coordenadas son

Lr

Lo
% sen h cos h i ! sen h sen hj ! cos h k

Lr

Lh

% o cos h cos h i ! o cos h sen hj .o sen h k

Lr

Lh
% .o sen h sen h i ! o sen h cos hj

y los factores de escala están dados por

ho % G
Lr

Lo G% 1, h
h

% G
Lr

Lh G% o y hh % G
Lr

Lh G% o sen h

La base local está formada por los vectores

bbb̂ % sen h cos hi ! sen h sen hj ! cos h k

hhĥ % cos h cos h i ! cos h sen hj . sen h k

XXX̂ % .sen hi ! cos hj

Véase la Figura 16.23. La base local está orientada a la derecha.

El elemento de volumen en un sistema de coordenadas curvilíneas ortogonales es el volumen de
una caja coordenada infinitesimal limitada por parejas de superficies u, v y w correspondientes a
los valores u y u ! du, v y v ! dv, y w y w ! dw, respectivamente. Véase la Figura 16.24. Como
estas superficies coordenadas se suponen suaves, y como se cortan formando ángulos rectos, la
caja coordenada es rectangular, y está generada por los vectores

Lr

Lu
du % hu du û,

Lr

Lv
dv % hv dv v̂ y

Lr

Lw
dw % hw dwŵ
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Por tanto, el elemento de volumen está dado por

dV % huhvhw du dv dw

Figura 16.24 Elemento de volumen en coordenadas
curvilíneas ortogonales.

Además, los elementos de área de superficie sobre las superficies u, v y w son las áreas de las
caras apropiadas de la caja coordenada:

Elementos de área sobre superficies coordenadas

dSu % hvhw dv dw, dSv % huhw du dw, dSw % huhv du dv

Los elementos de longitud de arco sobre las curvas coordenadas u, v y w son las aristas de la
caja coordenada:

Elementos de longitud de arco sobre curvas coordenadas

dsu % hu du, dsv % hv dv, dsw % hw dw

Ejemplo 7 Para coordenadas cilíndricas, el elemento de volumen, como se muestra en la Sección 14.6,
es

dV % hrhhhz dr dh dz % r dr dh dz

Los elementos de área de superficie en el cilindro r % constante, el semiplano h % constante y el plano
z % constantes son, respectivamente,

dSr % r dh dz, dSh % dr dz y dSz % r dr dh

Ejemplo 8 En coordenadas esféricas, el elemento de volumen, como se vio en la Sección 14.6, es

dV % hoh
h

hh do dh dh % o2 sen h do dh dh

El elemento de área en la esfera o % constante es

dSo % h
h
hh dh dh % o2 sen h dh dh
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El elemento de área en el cono h % constante es

dS
h

% hohh do dh % o sen h do dh

El elemento de área en el semiplano h % constante es

dSh % hoh
h

do dh % o do dh

Grad, div y rot en coordenadas curvilíneas ortogonales

El gradiente M f de un campo escalar f se puede expresar en función de la base local en cual-
quier punto P con coordenadas curvilíneas [u, v, w] en la forma

M f % fu û ! fv v̂ ! fwŵ

Para determinar los coeficientes fu, fv y fw en esta fórmula, compararemos dos expresiones de la
derivada direccional de f en una curva arbitraria en el espacio xyz.

Si la curva C tiene una parametrización r % r(s) en función de la longitud de arco, entonces
la derivada direccional de f en la curva C está dada por

d f

ds
%

L f

Lu

du

ds
!

L f

Lv

dv

ds
!

L f

Lw

dw

ds

Por otra parte, esta derivada direccional está también dada por d f /ds% M f T̂, siendo T̂ el vec-
tor tangente unitaria a C. Tenemos

T̂ %
dr

ds
%

Lr

Lu

du

ds
!

Lr

Lv

dv

ds
!

Lr

Lw

dw

ds

% hu

du

ds
û ! hv

dv

ds
v̂ ! hw

dw

ds
ŵ

Entonces,

d f

ds
% M f T̂ % fuhu

du

ds
! fvhv

dv

ds
! fwhw

dw

ds

Comparando estas dos expresiones para d f /ds en la curva C, vemos que

fuhu %
L f

Lu
, fvhv %

L f

Lv
, fwhw %

L f

Lw

Por tanto, hemos demostrado que

El gradiente en coordenadas curvilíneas ortogonales

M f %
1

hu

L f

Lu
û !

1

hv

L f

Lv
v̂ !

1

hw

L f

Lw
ŵ

Ejemplo 9 En coordenadas cilíndricas, el gradiente del campo escalar f (r, h, z) es

M f (r, h, z) %
L f

Lr
r̂ !

1

r

L f

Lh
XXX̂ !

L f

Lz
k
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Ejemplo 10 En coordenadas esféricas, el gradiente del campo escalar f (o, h, h) es

M f (o, h, h) %
L f

Lo
bbb̂ !

1

o
L f

Lh

hhĥ !
1

o sen h

L f

Lh
XXX̂

Consideremos ahora un campo vectorial F expresado en coordenadas curvilíneas:

F(u, v, w) % Fu(u, v, w) û ! Fv(u, v, w)v̂ ! Fw(u, v, w)ŵ

El flujo de F hacia el exterior de la caja coordenada infinitesimal de la Figura 16.24 es la suma
de los flujos de F hacia el exterior de las tres parejas de superficies opuestas de la caja. El flujo
hacia el exterior de las superficies u correspondientes a u y u ! du es

F(u ! du, v, w) û dSu . F(u, v, w) û dSu

% (Fu(u ! du, v, w)hv(u ! du, v, w)hw(u ! du, v, w)

. Fu(u, v, w)hv(u, v, w)hw(u, v, w)) dv dw

%
L
Lu

(hvhwFu) du dv dw

Se obtienen expresiones similares para los flujos hacia el exterior de las otras parejas de superfi-
cies coordenadas.

La divergencia de F en P es el flujo por unidad de volumen hacia el exterior de la caja coor-
denada infinitesimal situada en P. Por tanto, está dada por

La divergencia en coordenadas curvilíneas ortogonales

div F(u, v, w) %
1

huhvhw C
L
Lu

(hvhwFu(u, v, w))

!
L
Lv

(huhwFv(u, v, w)) !
L

Lw
(huhvFw(u, v, w))D

Ejemplo 11 En coordenadas cilíndricas, hr % hz % 1 y hh % r. Por consiguiente, la divergencia de

F % Fr r̂ ! FhXXX̂ ! Fzk es

div F %
1

r C
L
Lr

(rFr) !
L
Lh

Fh !
L
Lz

(rFz)D
%

LFr

Lr
!

1

r
Fr !

1

r

LFh

Lh
!

LFz

Lz

Ejemplo 12 En coordenadas esféricas, ho % 1, h
h

% o y hh % o sen h. La divergencia del campo vec-
torial F % Fpbbb̂ ! F

h
hhĥ ! FhXXX̂ es

div F %
1

o2 sen h C
L
Lo

(o2 sen h Fo) !
L

Lh

(o sen h F
h
) !

L
Lh

(o Fh)D
%

1

o2

L
Lo

(o2 Fo) !
1

o sen h

L
Lh

(sen h F
h
) !

1

o sen h

LFh

Lh

%
LFo

Lo
!

2

o
Fo !

1

o
LF

h

Lh

!
cot h

o
F

h
!

1

o sen h

LFh

Lh
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Para calcular el rotacional de un campo vectorial expresado en coordenadas curvilíneas ortogo-
nales podemos utilizar algunas identidades vectoriales obtenidas previamente. Obsérvese en pri-
mer lugar que el gradiente del campo escalar f (u, v, w) % u es û/hu, por lo que û % hu Mu. De
forma similar, v̂ % hvMv y ŵ % hwMw. Por tanto, el campo vectorial

F % Fu û ! Fv v̂ ! Fwŵ

se puede expresar de la forma

F % FuhuMu ! FvhvMv ! FwhwMw

Utilizando la identidad rot ( f Mg) % M f # Mg (véase el Ejercicio 13 de la Sección 16.2), pode-
mos calcular el rotacional de cada uno de los términos de la expresión anterior. Tenemos

rot (FuhuMu) % M(Fuhu) # Mu

% C
1

hu

L
Lu

(Fuhu)û !
1

hv

L
Lv

(Fuhu) v̂ !
1

hw

L
Lw

(Fuhu)ŵD#
û

hu

%
1

huhw

L
Lw

(Fuhu) v̂ .

1

huhv

L
Lv

(Fuhu)ŵ

%
1

huhvhw C
L

Lw
(Fuhu)(hv v̂) .

L
Lv

(Fuhu)(hwŵ)D
Para obtener el resultado anterior hemos utilizado que û # û % 0, v̂ # û % .ŵ y ŵ # û % v̂.
Por eso hemos supuesto que el sistema de coordenadas curvilíneas está orientado hacia la de-
recha.

Se pueden calcular las expresiones correspondientes para los otros dos términos de la fórmu-
la de rot F. Combinando los tres términos, llegamos a la conclusión de que el rotacional de

F % Fu û ! Fv v̂ ! Fwŵ

está dado por

El rotacional en coordenadas curvilíneas ortogonales

rot F(u, v, w) %
1

huhvhw G
hu û hv v̂ hwŵ
L
Lu

L
Lv

L
Lw

Fuhu Fvhv Fwhw
G

Ejemplo 13 En coordenadas cilíndricas, el rotacional de F % Fr r̂ ! FhXXX̂ ! Fzk está dado por

rot F %
1

r G
r̂ rXXX̂ k
L
Lr

L
Lh

L
Lz

Fr rFh Fz
G

%A
1

r

LFz

Lh
.

LFh

Lz B r̂ !A
LFr

Lz
.

LFz

Lr B XXX̂ !A
LFh

Lr
!

Fh

r
.

1

r

LFr

Lh Bk
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Ejemplo 14 En coordenadas esféricas, el rotacional de F % Fobbb̂ ! F
h

hhĥ ! FhXXX̂ está dado por

rot F %
1

o2 sen h G
bbb̂ ohhĥ o sen hXXX̂

L
Lo

L
Lh

L
Lh

Fo oF
h

o sen h Fh
G

%
1

o sen h C
L

Lh

(sen h Fh) .

LF
h

Lh D bbb̂

!
1

o sen h C
LFo

Lh
. sen h

L
Lo

(oFh)Dhhĥ

!
1

o C
L
Lo

(oF
h
) .

LFo

Lh D XXX̂

%
1

o sen h C(cos h)Fh ! (sen h)
LFh

Lh

.

LF
h

Lh Dbbb̂

!
1

o sen h C
LFo

Lh
. (sen h)Fh . (o sen h)

LFh

Lo Dhhĥ

!
1

o CF
h

! o
LF

h

Lo
.

LFo

Lh D XXX̂

Ejercicios 16.7

En los Ejercicios 1 y 2, calcule los gradientes de los
campos escalares dados, expresados en coordenadas
cilíndricas o esféricas.

1. f (r, h, z) % rhz 2. f (o, h, h) % ohh

En los Ejercicios 3-8, calcule div F y rot F para los
campos vectoriales dados expresados en coordenadas
cilíndricas o esféricas.

3. F(r, h, z) % r r̂ 4. F(r, h, z) % rXXX̂

5. F(o, h, h) % sen h bbb̂ 6. F(o, h, h) % ohhĥ

7. F(o, h, h) % oXXX̂ 8. F(o, h, h) % o2
bbb̂

9. Sea x % x(u, v), y % y(u, v) la definición de un sistema
de coordenadas curvilíneas ortogonales (u, v) en el
plano xy. Calcule los factores de escala, los vectores de
la base local y el elemento de área del sistema de
coordenadas (u, v).

10. Continuando con el Ejercicio 9, exprese el gradiente de
un campo escalar f (u, v), y la divergencia y el
rotacional de un campo vectorial F(u, v) en función de
las coordenadas curvilíneas.

11. Exprese el gradiente del campo escalar f (r, h) y la
divergencia y el rotacional de un campo vectorial F(r, h)
en función de las coordenadas polares del plano (r, h).

12. La transformación

x % a cosh u cos v, y % a senh u sen v

define coordenadas elípticas en el plano xy. Este
sistema de coordenadas tiene puntos singulares en
x % ua, y % 0.

(a) Demuestre que las curvas v, u % constante son
elipses cuyos focos son los puntos singulares.

(b) Demuestre que las curvas u, v % constante son
hipérbolas cuyos focos son los puntos singulares.

(c) Demuestre que las curvas u y v que pasan por un
punto no singular se cortan formando ángulos
rectos.

(d) Calcule los factores de escala hu y hv y el elemento
de área dA del sistema de coordenadas elípticas.

13. Describa las superficies coordenadas y las curvas
coordenadas del sistema de coordenadas cilíndricas
elípticas en el espacio xyz definido por
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x % a cosh u cos v, y % a senh u sen v, z % z

14. La Laplaciana M
2 f de un campo escalar f se puede

calcular como div M f . Utilice este método para
calcular la Laplaciana de la función f (r, h, z)
expresada en coordenadas cilíndricas (esto repite el
Ejercicio 33 de la Sección 14.6).

15. Calcule la Laplaciana M
2 f % div M f de la función

f (o, h, h), expresada en coordenadas esféricas (esto
repite el Ejercicio 34 de la Sección 14.6, pero ahora es
mucho más fácil).

16. Calcule la Laplaciana M
2 f % div M f de una función

f (u, v, w) expresada en coordenadas curvilíneas
ortogonales arbitrarias (u, v, w).

Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes expresiones?

0 Divergencia de un campo vectorial F

0 Rotacional de un campo vectorial F

0 F es solenoidal

0 F es irrotacional

0 Potencial escalar

0 Potencial vector

0 Coordenadas curvilíneas ortogonales

Enuncie los siguientes teoremas:

0 Teorema de la Divergencia

0 Teorema de Green

0 Teorema de Stokes

Ejercicios de repaso
1. Si F % x2z i ! (y2z ! 3y)j ! x2k, calcule el flujo de F

a través de la parte del elipsoide x2
! y2

! 4z2
% 16,

con z n 0, orientada con normal hacia arriba.

2. Sea � la parte del cilindro x2
! y2

% 2ax que está entre
los planos horizontales z % 0 y z % b, con b b 0.
Calcule el flujo de F % x i ! cos (z2)j ! ezk a través de
�, hacia el exterior.

3. Calcule IC

(3y2
! 2xey2

) dx ! (2x2yey2
) dy en sentido

contrario al de las agujas del reloj por la frontera del
paralelogramo cuyos vértices son (0, 0), (2, 0), (3, 1) y
(1, 1).

4. Si F % .zi ! xj ! yk, ¿cuáles son los posibles

valores de IC

F dr sobre circunferencias de radio a

en el plano 2x ! y ! 2z % 7?

5. Sea F un campo vectorial suave en el espacio
tridimensional, y suponga que, para todo a b 0, el

flujo

de F hacia el exterior de la esfera de radio a centrada
en el origen es n(a3

! 2a4). Calcule la divergencia de
F en el origen.

6. Sea F % .yi ! x cos (1 . x2
. y2)j ! yzk. Calcule el

flujo de rot F hacia arriba, a través de una superficie
cuya frontera es la curva x2

! y2
% 1, z % 2.

7. Sea F(r) % rjr, con r % xi ! yj ! zk y r % �r �. ¿Para
qué valor o valores de j es F solenoidal en un
subconjunto abierto del espacio tridimensional? ¿Es F
solenoidal en todo el espacio tridimensional para algún
valor de j?

8. Sabiendo que F cumple que rot F % kF en el espacio
tridimensional, siendo k una constante distinta de cero,
demuestre que M

2F ! k2F % 0.

9. Sea P un poliedro en el espacio tridimensional con n
caras planas, F1, F2, ..., Fn. Sea Ni la normal a Fi con
dirección hacia fuera desde P, y sea Ni un vector de
longitud igual al área de la cara Fi. Demuestre que

n

;
i%1

Ni % 0

Obtenga además una versión de este resultado para el
caso de un polígono P en el plano.

10. Indique alrededor de qué curva cerrada y simple C en
el plano xy el campo vectorial

F % (2y3
. 3y ! xy2) i ! (x . x3

! x2y)j

tiene circulación máxima.

11. Indique alrededor de qué superficie cerrada y orientada
en �3 el campo vectorial

F % (4x ! 2x3z)i . y(x2
! z2)j . (3x2z2

! 4y2z)k

tiene flujo máximo.

12. Calcule el valor máximo de

IC

F dr
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siendo F % xy2i ! (3z . xy2)j ! (4y . x2y)k y C una
curva cerrada y simple en el plano x ! y ! z % 1,
orientada en sentido contrario al de las agujas del reloj
vista desde arriba en el eje z. ¿Qué curva C produce
este máximo?

Problemas avanzados
1. (El universo en expansión) Sea v el campo de

velocidades a gran escala de la materia en el universo
(gran escala significa la escala de las distancias
intergalácticas; el movimiento a pequeña escala como
el de los sistemas planetarios alrededor de sus soles, e
incluso de las estrellas alrededor de los centros
galácticos, ha sido promediado). Suponga que v es un
campo vectorial suave. De acuerdo con la teoría
astronómica actual, la distancia entre dos puntos
cualesquiera está creciendo, y la velocidad de
incremento es proporcional a la distancia entre dichos
puntos. La constante de proporcionalidad, C, se
denomina constante de Hubble. En función de v, si r1 y
r2 son dos puntos, entonces

(v(r2) . v(r1)) (r2 . r1) % C�r2 . r1 �2

Demuestre que div v es constante, y calcule el valor de
dicha constante en función de la constante de Hubble.
Sugerencia: Calcule el flujo de v(r) hacia el exterior de
una esfera de radio � centrada en r1, y tome el límite
cuando � tiende a cero.

2. (Ángulo sólido) Dos rayos que parten de un punto P
determinan un ángulo en dicho punto cuya medida en
radianes es igual a la longitud del arco de circunferencia
de radio 1 con centro en P que está entre los dos rayos.
De forma similar, un semicono de forma arbitraria K
con vértice en P determina un ángulo sólido en P cuya
medida en estereorradianes (estéreo ! radianes) es el
área de la parte de la esfera de radio 1 con centro en P
que está dentro de K. Por ejemplo, el primer octante de
�3 es un semicono con vértice en el origen. Determina
un ángulo sólido en el origen que mide

4n #
1

8
%

n
2

estereorradianes

ya que el área de la esfera unidad es 4n (véase la Figura
16.25).

(a) Calcule la medida en estereorradianes del ángulo
sólido en el vértice de un semicono circular recto
cuya generatriz forma un ángulo a con su eje
central.

(b) Dada una superficie orientada y suave que cruza al
semicono general K, pero no en su vértice P, sea �
la parte de la superficie que está dentro de K.
Oriente � con una normal apuntando hacia el
exterior desde P. Demuestre que la medida en
estereorradianes del ángulo sólido en P determinada

Figura 16.25

por K es el flujo de r/�r �3 a través de �, siendo r el
vector que va desde P hasta el punto (x, y, z).

Integrales sobre dominios en movimiento

Por el Teorema Fundamental del Cálculo, la derivada con
respecto al tiempo t de una integral de f (x, t) sobre un
«intervalo en movimiento» [a(t), b(t)] está dada por

d

dt I
b(t)

a(t)

f (x, t) dx %I
b(t)

a(t)

L
Lt

f (x, t) dx

! f (b(t), t)
db

dt
. f (a(t), t)

da

dt

Los tres problemas siguientes, sugeridos por Luigi
Quartapelle del Politécnico de Milán, proporcionan varias
ampliaciones de este resultado unidimensional a
dimensiones superiores. Los cálculos son un poco largos,
por lo que puede ser conveniente obtener alguna ayuda
de Maple o de algún otro sistema de matemáticas por
computador.

*3. (Velocidad de cambio de la circulación sobre una
curva en movimiento)

(a) Sea F(r, t) un campo vectorial suave en �3 que
depende de un parámetro t, y sea

G(s, t) % F(r(s, t), t) % F(x(s, t), y(s, t), z(x, t), t)

donde r(s, t) % x(s, t) i ! y(s, t)j ! z(s, t)k tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas.
Demuestre que

L
Lt AG

Lr

LsB.

L
Ls AG

Lr

LtB
%

LF

Lt

Lr

Ls
!A(M # F) #

Lr

LtB
Lr

Ls
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En este caso, el rotacional M # F se toma con
respecto al vector de posición r.

(b) Para un t fijo (que puede pensar que representa el
tiempo), r % r(s, t), (a m s m b) representa
paramétricamente una curva Ct en �3. La curva se
mueve cuando t varía; la velocidad de cualquier
punto sobre Ct es vC(s, t) % Lr/Lt. Demuestre que

d

dt ICt

F dr%ICt

LF

Lt
dr!ICt

((M#F)#vC) dr

! F(r(b, t), t) vC(b, t) . F(r(a, t), t) vC(a, t)

Sugerencia: Exprese

d

dt ICt

F dr %I
b

a

L
Lt AG

Lr

LsB ds

%I
b

a C
L
Ls AG

Lr

LtB
!A

L
Lt AG

Lr

LsB.

L
Ls AG

Lr

LtBBD ds

Utilice ahora el resultado de (a).

*4. (Velocidad de cambio del flujo a través de una
superficie en movimiento) Sea St una superficie en
movimiento en �3 parametrizada suavemente (para
cada t) como

r % r(u, v, t) % x(u, v, t)i ! y(u, v, t)j ! z(u, v, t)k

donde (u, v) pertenece a una región de parámetros R en
el plano uv. Sea F(r, t) % F1i ! F2j ! F3k una
función suave de un vector tridimensional, y sea
G(u, v, t) % F(r(u, v, t), t).

(a) Demuestre que

L
Lt AG C

Lr

Lu
#

Lr

LvDB.

L
Lu AG C

Lr

Lt
#

Lr

LvDB
.

L
Lv AG C

Lr

Lu
#

Lr

LtDB
%

LF

Lt C
Lr

Lu
#

Lr

LvD! (M F)
Lr

Lt C
Lr

Lu
#

Lr

LvD
(b) Si Ct es la frontera de St con orientación

correspondiente a la de St, utilice el Teorema de
Green para demostrar que

IIR C
L
Lu AG C

Lr

Lt
#

Lr

LvDB
!

L
Lv AG C

Lr

Lu
#

Lr

LtDBD du dv

%ICt
AF #

Lr

LtB dr

(c) Combine los resultados de (a) y (b) para demostrar
que

d

dt IISt

F N̂ dS

%IISt

LF

Lt
N̂ dS !IISt

(M F)vS N̂ dS

!ICt

(F # vC) dr

donde vS % Lr/Lt sobre St es la velocidad de St,
vC % Lr/Lt sobre Ct es la velocidad de Ct, y N̂ es el
campo normal unitario sobre St correspondiente a su
orientación.

*5. (Velocidad de cambio de integrales sobre volúmenes
en movimiento) Sea St la posición en el instante t de
una superficie cerrada y suave en �3 que varía
suavemente con t y limita en todo instante t una región
Dt. Si N̂(r, t) indica el campo normal unitario hacia
fuera (desde Dt) sobre St, y vS(r, t) es la velocidad del
punto r sobre St en el instante t, demuestre que

d

dt IIIDt

f dV %IIIDt

L f

Lt
dV !IISt

fvS N̂ dS

se cumple para funciones suaves f (r, t). Sugerencia:
Sea BDt el conjunto de puntos por los que St pasa
cuando t se incrementa hasta t ! Bt. El elemento de
volumen dV en BDt se puede expresar en función del
elemento de área dS sobre St como

dV % v N̂ dS Bt

Demuestre que

1

Bt CIIIDt!Bt

f (r, t ! Bt) dV .IIIDt

f (r, t) dVD
%IIIDt

f (r, t ! Bt) . f (r, t)

Bt
dV

!
1

Bt III
BDt

f (r, t) dV

!III
BDt

f (r, t ! Bt) . f (r, t)

Bt
dV

y demuestre que la última integral r 0 cuando Bt r 0.
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CAPÍTULO 17

Ecuaciones
diferenciales ordinarias

Para resolver esta ecuación diferencial la observas hasta
que la solución se te ocurre.

George Polyá (1887-1985)

de How to Solve It, Princeton, 1945

La ciencia es una ecuación diferencial. La religión es la
condición de contorno.

Alan Turing (1912-1954)

citado en Theories of Everything, de J. D. Barrow

Introducción Una ecuación diferencial (o ED) es una ecuación en la que inter-
vienen una o más derivadas de una función desconocida. Resolver la ecuación dife-
rencial significa obtener una función (o todas las funciones) que cumpla la ecuación
diferencial.

Muchas leyes físicas y relaciones entre magnitudes que se estudian en varias
disciplinas científicas se expresan matemáticamente como ecuaciones diferenciales.
Por ejemplo, la segunda ley del movimiento de Newton (F % ma) establece que la
posición x(t) en el instante t de un objeto de masa constante m sobre el que actúa
una fuerza F(t) debe satisfacer la ecuación diferencial (ecuación del movimiento):

m
d2x

dt2
% F(t)

De forma similar, la biomasa m(t) en el instante t de un cultivo bacteriano que crece
en un medio de soporte uniforme cambia con una velocidad proporcional a la bio-
masa:

dm

dt
% km(t)

que es la ecuación diferencial del crecimiento exponencial (o, si k a 0, del decreci-
miento exponencial). Como las ecuaciones diferenciales surgen ampliamente en el
modelado abstracto de fenómenos concretos, dichas ecuaciones y las técnicas para
resolverlas están en el corazón de las matemáticas aplicadas. De hecho, la mayor
parte de la literatura matemática actual trata directamente sobre ecuaciones diferen-
ciales o está motivada por problemas que surgen en el estudio de estas ecuaciones.
Debido a esto, hemos presentado varias ecuaciones diferenciales, los términos de su



descripción y las técnicas para su solución en varios lugares en el desarrollo del
cálculo que se realiza en este libro. En este capítulo final se proporciona un marco
unificado, con una breve introducción al estudio de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias. Algún material de secciones anteriores (particularmente de las Secciones
7.9 y 3.7) forma parte natural de este capítulo, por lo que nos referiremos a dichas
secciones en los instantes adecuados. Este capítulo es, de necesidad, relativamente
corto. Los estudiantes de matemáticas y sus aplicaciones siguen en general uno o
más cursos completos de ecuaciones diferenciales y, aun así, apenas arañan la su-
perficie de esta materia.

17.1 Clasificación de las ecuaciones diferenciales

Las ecuaciones diferenciales se clasifican de varias formas. La clasificación más significativa se
basa en el número de variables con respecto a las que aparecen las derivadas de la ecuación. Una
ecuación diferencial ordinaria (EDO) es aquella en la que aparecen derivadas sólo con respec-
to a una variable. Los dos ejemplos dados anteriormente son ecuaciones diferenciales ordinarias.
Una ecuación diferencial en derivadas parciales (EDP) es aquella en la que aparecen deriva-
das parciales de la función desconocida con respecto a más de una variable. Por ejemplo, la
ecuación de onda unidimensional

L2u

Lt2
% c2 L2u

Lx2

modela el desplazamiento lateral u(x, t) en la posición x en el instante t de una cuerda vibrante
estirada (véase la Sección 12.4). En este capítulo no trataremos las ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales.

Las ecuaciones diferenciales se clasifican también con respecto a su orden. El orden de una
ecuación diferencial es el máximo orden de las derivadas presentes en la ecuación. La ecuación
de onda unidimensional es una EDP de segundo orden. El siguiente ejemplo ilustra el orden de
dos EDO.

Ejemplo 1 d2y

dx2 ! x3y % sen x tiene orden 2

d3y

dx3 ! 4xA
dy

dxB
2

% y
d2y

dx2 ! ey tiene orden 3

Como toda ecuación, una ecuación diferencial se puede expresar en la forma F % 0, siendo F
una función. En el caso de una EDO, la función F puede depender de la variable independiente
(denominada habitualmente x o t), de la función desconocida (habitualmente y) y de cualquier
derivada de la función desconocida hasta el orden de la ecuación. Por ejemplo, una EDO de or-
den n se puede expresar en la forma

F % (x, y, yñ, yññ, ..., y(n)) % 0

Un caso especial importante de ecuaciones diferenciales es el de las que son lineales. Una EDO
lineal de orden n tiene la forma

an(x)y(n)(x) ! an.1(x)y(n.1)(x) ! ñ
! a2(x)yññ(x) ! a1(x)yñ(x) ! a0(x)y(x) % f (x)

Cada término en la expresión del miembro izquierdo es el producto de un coeficiente que es fun-
ción de x, y un segundo factor que es o bien y o bien una de las derivadas de y. El miembro
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derecho no depende de y, y se denomina término no homogéneo. Obsérvese que ninguno de los
términos del miembro izquierdo puede tener ninguna potencia de y o de sus derivadas que no sea
la primera, y que y y sus derivadas nunca se multiplican entre sí.

Una EDO lineal se denomina homogénea si en todos sus términos interviene la función des-
conocida y, es decir, si f (x) % 0. Si f (x) no es idénticamente nula, la ecuación es no homo-
génea.

Ejemplo 2 En el Ejemplo 1, la primera ED,

d2y

dx2 ! x3y % sen x

es lineal. Los coeficientes son a2(x) % 1, a1(x) % 0, a0(x) % x3 y el término no homogéneo es f (x) % sen x.
Aunque se puede expresar en la forma

d3y

dx3 ! 4xA
dy

dxB
2

. y
d2y

dx2 . ey
% 0

la segunda ecuación es no lineal debido a que en el segundo término interviene el cuadrado de una derivada
de y, en el tercer término aparece el producto de y con una de sus derivadas y el cuarto término no es y
veces una función de x. La ecuación

(1 ! x2)
d3y

dx3 ! sen x
d2y

dx2 . 4
dy

dx
! y % 0

es una ecuación lineal de orden 3. Los coeficientes son a3(x) % 1 ! x2, a2(x) % sen x, a1(x) % .4 y
a0(x) % 1. Como f (x) % 0, esta ecuación es homogénea.

El siguiente teorema establece que toda combinación lineal de una ecuación diferencial lineal y
homogénea es también una solución. Se trata de un resultado extremadamente importante sobre
las ED lineales y homogéneas.

TEOREMA 1 Si y % y1(x) e y % y2(x) son dos soluciones de la ecuación lineal y homogénea

any
(n)

! an.1y
(n.1)

! ñ ! a2yññ ! a1yñ ! a0y % 0

entonces también lo es la combinación lineal

y % Ay1(x) ! By2(x)

para todos los valores de las constantes A y B.

DEMOSTRACIÓN Sabemos que

any
(n)
1 ! an.1y

(n.1)
1 ! ñ ! a2yññ1 ! a1yñ1 ! a0y1 % 0 y

any
(n)
2 ! an.1y

(n.1)
2 ! ñ ! a2yññ2 ! a1yñ2 ! a0y2 % 0

Multiplicando la primera ecuación por A, la segunda por B y sumando las dos se obtiene

an(Ay(n)
1 ! By(n)

2 ) ! an.1(Ay(n.1)
1 ! By(n.1)

2 )

! ñ ! a2(Ayññ1 ! Byññ2) ! a1(Ayñ1 ! Byñ2) ! a0(Ay1 ! By2) % 0

Por tanto, y % Ay1(x) ! By2(x) es también una solución de la ecuación.

#
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El mismo tipo de demostración se puede utilizar en el siguiente teorema.

TEOREMA 2 Si y % y1(x) es una solución de la ecuación lineal y homogénea

any
(n)

! an.1y
(n.1)

! ñ ! a2yññ ! a1yñ ! a0y % 0

e y % y2(x) es una solución de la ecuación lineal y no homogénea

any
(n)

! an.1y
(n.1)

! ñ ! a2yññ ! a1yñ ! a0y % f (x)

entonces, y % y1(x) ! y2(x) es también una solución de la misma ecuación lineal y no ho-
mogénea.

#

Haremos un amplio uso de los dos teoremas anteriores al presentar las ecuaciones lineales de
segundo orden en las Secciones 17.6-17.8.

Ejemplo 3 Verifique que y % sen 2x e y % cos 2x cumplen la ED yññ ! 4y % 0. Calcule una solución
y(x) de dicha ED que cumpla y(0) % 2 e yñ(0) % .4.

Solución Si y % sen 2x, entonces yññ %
d

dx
(2 cos 2x) % .4 sen 2x % .4y. Por lo tanto, yññ ! 4y % 0. Un

cálculo similar demuestra que y % cos 2x también cumple la ED. Como la ED es lineal y homogénea, la
función

y % A sen 2x ! B cos 2x

es una solución para cualquier valor de las constantes A y B. Debe cumplirse que y(0) % 2, por lo que es
necesario que 2 % A sen 0 ! B cos 0 % B. Por consiguiente, B % 2. Además,

yñ % 2A cos 2x . 2B sen 2x

Como debe ser yñ(0) % .4, entonces .4 % 2A cos 0 . 2B sen 0 % 2A. Por tanto, A % .2, y la solución
pedida es y % .2 sen 2x ! 2 cos 2x.

Observación Sea Pn(r) el polinomio de grado n en la variable r dado por

Pn(r) % an(x)rn
! an.1(x)rn.1

! ñ ! a2(x)r2
! a1(x)r ! a0(x)

cuyos coeficientes dependen de la variable x. Podemos expresar la EDO de orden n con coefi-
cientes ak(x), (0 m k m n) y término no homogéneo f (x) en la forma

Pn(D)y(x) % f (x)

siendo D el operador diferencial d/dx. El miembro izquierdo de la ecuación anterior indica la
aplicación del operador diferencial de orden n

Pn(D) % an(x)Dn
! an.1(x)Dn.1

! ñ ! a2(x)D2
! a1(x)D ! a0(x)

a la función y(x). Por ejemplo,

ak(x)Dky(x) % ak(x)
dky

dxk

A menudo es útil expresar las ED lineales mediante operadores diferenciales de esta forma.

Observación Desgraciadamente, el término homogénea se utiliza con más de un significado
en el estudio de las ecuaciones diferenciales. Ciertas EDO que no son necesariamente lineales se
denominan homogéneas por una razón diferente a la que se aplica a las ecuaciones lineales ante-
riores. Aparecerán ecuaciones de este tipo en la Sección 17.2.
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Ejercicios 17.1

En los Ejercicios 1-10, indique el orden de las ED dadas, e
indique también si son lineales o no lineales. Si son
lineales, ¿son homogéneas o no homogéneas?

1.
dy

dx
% 5y 2.

d2y

dx2 ! x % y

3. y
dy

dx
% x 4. yñññ ! xyñ % x sen x

5. yññ ! x sen xyñ % y 6. yññ ! 4yñ . 3y % 2y2

7.
d3y

dt3
! t

dy

dt
! t2y % t3 8. cos x

dx

dt
! x sen t % 0

9. y(4)
! exyññ % x3yñ 10. x2yññ ! exyñ %

1

y

11. Verifique que y % cos x e y % sen x son soluciones de
la ED yññ ! y % 0. ¿Son soluciones las siguientes
funciones?: (a) sen x . cos x, (b) sen (x ! 3),
(c) sen 2x. Justifique sus respuestas.

12. Verifique que y % ex e y % e.x son soluciones de la
ED yññ . y % 0. ¿Son soluciones las siguientes
funciones?: (a) cosh x %

1
2 (ex

! e.x), (b) cos x, (c) xe.
Justifique sus respuestas.

13. y1 % cos (kx) es una solución de yññ ! k2y % 0. Plantee
y verifique otra solución y2 que no sea múltiplo de y1.
Obtenga a continuación una solución que cumpla
y(n/k)% 3 e yñ(n/k)% 3.

14. y1 % ekx es una solución de yññ . k2y % 0. Plantee y
verifique otra solución y2 que no sea múltiplo de y1.
Obtenga a continuación una solución que cumpla
y(1) % 0 e yñ(1) % 2.

15. Calcule una solución de yññ ! y % 0 que cumpla
y(n/2)% 2y(0) e y(n/4)% 3. Sugerencia: Vea el
Ejercicio 11.

16. Calcule dos valores de r tales que y % erx sea una
solución de yññ . yñ . 2y % 0. Calcule a continuación
una solución de la ecuación que cumpla y(0) % 1,
yñ(0) % 2.

17. Verifique que y % x es una solución de yññ ! y % x y
calcule una solución y de esta ED que cumpla y(n) % 1
e yñ(n) % 0. Sugerencia: Utilice el Ejercicio 11 y el
Teorema 2.

18. Verifique que y % .e es una solución de yññ . y % e y
calcule una solución y de esta ED que cumpla y(1) % 0
e yñ(1) % 1. Sugerencia: Utilice el Ejercicio 12 y el
Teorema 2.

17.2 Solución de ecuaciones de primer orden

En esta sección desarrollaremos técnicas para resolver diversos tipos de EDO de primer orden;
concretamente:

1. Ecuaciones separables.
2. Ecuaciones homogéneas.
3. Ecuaciones exactas.
4. Ecuaciones lineales.

La mayor parte de las ecuaciones de primer orden tienen la forma

dy

dx
% f (x, y)

Para resolver estas ecuaciones diferenciales generalmente habrá que utilizar integración. De he-
cho, el proceso de resolver la ED se denomina integración de la ED. No obstante, resolver ecua-
ciones diferenciales es en general más complicado que simplemente plantear una integral y cal-
cularla. La única ED que se puede resolver de esta manera es el tipo más simple de ED lineal de
primer orden que se puede expresar de la forma

dy

dx
% f (x)

La solución es entonces la primitiva de f :

y %I f (x) dx
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Ecuaciones separables
El siguiente tipo más simple de ecuación a resolver se denomina ecuación separable. Una ecua-
ción separable es de la forma

dy

dx
% f (x)g(y)

donde la derivada dy/dx es un producto de una función sólo de x y una función sólo de y, en vez
de ser una función más general de las dos variables x e y.

En la Sección 7.9 se puede encontrar una presentación extensa de las ecuaciones sepa-
rables con ejemplos y ejercicios, por lo que no la repetiremos aquí. Si no ha estudiado
ese material, por favor hágalo ahora.

Ecuaciones homogéneas de primer orden
Una ED de primer orden de la forma

dy

dx
% f A

y

xB
se denomina homogénea. Se trata de un uso diferente del término homogéneo del empleado en
la sección anterior, que se aplicaba sólo a ecuaciones lineales. Aquí, homogénea se refiere al he-
cho de que y/x, y por tanto g(x, y) % f (y/x), es homogénea de grado 0 en el sentido descrito des-
pués del Ejemplo 7 de la Sección 12.5. Estas ecuaciones homogéneas se pueden transformar en
una ecuación separable (que por tanto se puede resolver) mediante un cambio de la variable de-
pendiente. Si hacemos

v %
y

x
o, en otros términos, y % xv(x)

tenemos entonces
dy

dx
% v ! x

dv

dx

y la ecuación diferencial original se transforma en

dv

dx
%

f (v) . v

x
que es separable.

Ejemplo 1 Resuelva la ecuación

dy

dx
%

x2
! xy

xy ! y2

Solución La ecuación es homogénea (para verlo, divida el numerador y el denominador por x2). Si
y % vx, entonces la ecuación se convierte en

v ! x
dv

dx
%

1 ! v

v ! v2 %
1

v
o

x
dv

dx
%

1 . v2

v
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Separando variables e integrando, se calcula

I
v dv

1 . v2 %I
dx

x
Sea u % 1 . v2

.

1

2 I
du

u
%I

dx

x

. ln �u � % 2 ln �x � ! C1 % ln C2x
2 (C1 % ln C2)

1

�u �
% C2x

2

�1 . v2 � %
C3

x2 (C3 % 1/C2)

G 1 .

y2

x2 G%
C3

x2

La solución se expresa mejor en la forma x2
. y2

% C4. Sin embargo, cerca de los puntos donde y Ç 0, la
ecuación se puede resolver expresando y en función de x.

Ecuaciones exactas

Una ecuación diferencial de primer orden expresada en forma diferencial como

M(x, y) dx ! N(x, y) dy % 0

que es equivalente a
dy

dx
% .

M(x, y)

N(x, y)
, se denomina exacta si el miembro izquierdo es el diferen-

cial de una función h (x, y):

dh(x, y) % M(x, y) dx ! N(x, y) dy

La función h se denomina función integral de la ecuación diferencial. Las curvas de nivel
h (x, y) % C o h son las curvas solución de la ecuación diferencial. Por ejemplo, la ecuación
diferencial

x dx ! y dy % 0

tiene curvas solución que se expresan como

x2
! y2

% C

ya que d(x2
! y2) % 2(x dx ! y dy) % 0.

Observación La condición de que la ecuación diferencial M dx ! N dy % 0 sea exacta es
equivalente a la condición de que el campo vectorial

F % M(x, y)i ! N(x, y)j

sea conservativo; la función integral de la ecuación diferencial es entonces la función potencial
del campo vectorial (véase la Sección 15.2).

Una condición necesaria para la exactitud de la ED M dx ! N dy % 0 es que

LM

Ly
%

LN

Lx
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Esto dice simplemente que las derivadas parciales mixtas
L2

h

LxLy
y

L2
h

LyLx
de la función integral h

deben ser iguales.
Una vez que sabemos que una ecuación es exacta, a menudo se puede plantear la función

integral. En cualquier caso, h siempre se puede obtener por el mismo método utilizado para cal-
cular el potencial de un campo vectorial conservativo de la Sección 15.2.

Ejemplo 2 Verifique que la ED

(2x ! sen y . ye.x) dx ! (x cos y ! cos y ! e.x) dy % 0

es exacta y calcule sus curvas solución.

Solución En este caso, M % 2x ! sen y . ye.x y N % x cos y ! cos y ! e.x. Como

LM

Ly
% cos y . e.x

%
LN

Lx

la ED es exacta. Deseamos obtener h tal que

Lh

Lx
% M % 2x ! sen y . ye.x y

Lh

Ly
% N % x cos y ! cos y ! e.x

Integramos la primera ecuación con respecto a x, teniendo en cuenta que la constante de integración puede
depender de y.

h(x, y) %I (2x ! sen y . ye.x) dx % x2
! x sen y ! ye.x

! C1(y)

Sustituiremos ahora esta expresión en la segunda ecuación:

x cos y ! cos y ! e.x
%

Lh

Ly
% x cos y ! e.x

! Cñ1(y)

De este modo, Cñ1(y) % cos y y C1(y) % sen y ! C2 (como la ED original era exacta, la ecuación Cñ1(y) no
depende de x; si no fuera así, no podríamos obtener C1 como función sólo de y). Eligiendo C2 % 0 obtene-
mos que h (x, y) % x2

! x sen y ! ye.x
! sen y es la función integral para la ED dada. Las curvas solución

de la ED son las curvas de nivel

x2
! x sen y ! ye.x

! sen y % C

Factores de integración

Toda ecuación diferencial ordinaria de orden 1 y de grado 1 se puede expresar en forma diferen-
cial: M dx ! N dy % 0. Sin embargo, esta última ecuación en general no será exacta. Es posible
multiplicar la ecuación por un factor de integración k(x, y) de forma que la ecuación resultante

k(x, y)M(x, y) dx ! k(x, y)N(x, y) dy % 0

sea exacta. En general, estos factores de integración son difíciles de obtener; deben cumplir la
ecuación diferencial en derivadas parciales

M(x, y)
Lk
Ly

. N(x, y)
Lk
Lx

% k(x, y)A
LN

Lx
.

LM

Ly B
que se sigue de la condición necesaria sobre exactitud planteada anteriormente. No intentaremos
resolver esa ecuación aquí.

Sucede algunas veces que una ecuación diferencial tiene un factor de integración que
depende sólo de una de las dos variables. Supongamos, por ejemplo, que k(x) es un factor
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de integración de M dx ! N dy % 0. Entonces, k(x) debe cumplir la ecuación diferencial ordi-
naria

N(x, y)
dk
dx

% k(x)A
LM

Ly
.

LN

LxB
o bien

1

k(x)

dk
dx

%

LM

Ly
.

LN

Lx

N(x, y)

Esta ecuación se puede resolver (mediante integración) y expresar así k como función sólo de x,
siempre que el miembro derecho sea independiente de y.

Ejemplo 3 Demuestre que (x ! y2) dx ! xy dy % 0 tiene un factor de integración que depende sólo de
x, calcúlelo y resuelva la ecuación.

Solución En este caso, M % x ! y2 y N % xy. Como

LM

Ly
.

LN

Lx

N(x, y)
%

2y . y

xy
%

1

x

no depende de y, la ecuación tiene un factor de integración que depende sólo de x. Este factor está dado por
dk/k% dx/x. Evidentemente, k % x es un factor de integración adecuado; si multiplicamos la ecuación dife-
rencial dada por x, obtenemos

0 % (x2
! xy2) dx ! x2y dy % dA

x3

3
!

x2y2

2 B
La solución es, por tanto, 2x3

! 3x2y2
% C.

Observación Por supuesto, es posible obtener un factor de integración que dependa sólo de
y en vez de x. Véanse los Ejercicios 17-19 posteriores. Es también posible buscar factores de
integración que dependan de combinaciones específicas de x e y, por ejemplo xy. Véase el Ejer-
cicio 20.

Ecuaciones lineales de primer orden
Una ecuación diferencial lineal de primer orden es aquella del tipo

dy

dx
! p(x)y % q(x)

donde p(x) y q(x) son funciones dadas, que se suponen continuas. La ecuación es homogénea (en
el sentido descrito en la Sección 17.1) siempre que q(x) % 0. En ese caso, la ecuación lineal dada
es separable:

dy

y
% .p(x) dx

y se puede resolver integrando ambos miembros. Las ecuaciones lineales de primer orden no ho-
mogéneas se pueden resolver por un procedimiento en el que interviene el cálculo de un factor
de integración.

La técnica para resolver ecuaciones diferenciales lineales de primer orden, junto con
varios ejemplos y ejercicios, se encuentra en la Sección 7.9. Si no ha estudiado ese ma-
terial, por favor hágalo ahora.
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Ejercicios 17.2

Véase la Sección 7.9 donde se plantean ejercicios sobre
ecuaciones separables y ecuaciones lineales.
Resuelva las ecuaciones diferenciales homogéneas de los
Ejercicios 1-6.

1.
dy

dx
%

x ! y

x . y
2.

dy

dx
%

xy

x2
! 2y2

3.
dy

dx
%

x2
! xy ! y2

x2 4.
dy

dx
%

x3
! 3xy2

3x2y ! y3

5. x
dy

dx
% y ! x cos2A

y

xB 6.
dy

dx
%

y

x
. e.y/x

7. Calcule una ecuación de la curva en el plano xy que
pasa por el punto (2, 3) y tiene, en cada punto (x, y) de
la misma, pendiente 2x/(1! y2).

8. Repita el Problema 7 para el punto (1, 3) y la
pendiente 1 ! (2y/x).

9. Demuestre que el cambio de variables m % x . x0,
g % y . y0 transforma la ecuación

dy

dx
%

ax ! by ! c

ex ! fy ! g

en la ecuación homogénea

dg
dm

%
am ! bg
em ! f g

sabiendo que (x0, y0) es la solución del sistema

ax ! by ! c % 0
ex ! fy ! g % 0

10. Utilice la técnica del Ejercicio 9 para resolver la
ecuación

dy

dx
%

x ! 2y . 4

2x . y . 3

Demuestre que las ED de los Ejercicios 11-14 son
exactas, y resuélvalas.

11. (xy2
! y) dx ! (x2y ! x) dy % 0

12. (ex sen y ! 2x) dx ! (ex cos y ! 2y) dy % 0

13. exy(1 ! xy) dx ! x2exy dy % 0

14. A2x ! 1 .

y2

x2B dx !
2y

x
dy % 0

Demuestre que las ED de los Ejercicios 15 y 16 admiten
factores de integración que son funciones sólo de x.
Después resuelva las ecuaciones.

15. (x2
! 2y) dx . x dy % 0

16. (xex
! x ln y ! y) dx !A

x2

y
! x ln x ! x sen yB dy % 0

17. ¿Qué condiciones deben cumplir los coeficientes
M(x, y) y N(x, y) si la ecuación M dx ! N dy % 0 tiene
un factor de integración de la forma k(y), y qué ED
debe cumplir dicho factor de integración?

18. Calcule un factor de integración de la forma k(y) para
la ecuación

2y2(x ! y2) dx ! xy(x ! 6y2) dy % 0

y después resuelva la ecuación. Sugerencia: Véase el
Ejercicio 17.

19. Calcule un factor de integración de la forma k(y) para
la ecuación y dx . (2x ! y3ey) dy % 0 y después
resuelva la ecuación. Sugerencia: Véase el Ejercicio 17.

20. ¿Qué condiciones deben cumplir los coeficientes
M(x, y) y N(x, y) si la ecuación M dx ! N dy % 0 tiene
un factor de integración de la forma k(xy), y qué ED
debe cumplir dicho factor de integración?

21. Calcule un factor de integración de la forma k(xy) para
la ecuación

Ax cos x !
y2

x B dx .A
x sen x

y
! yB dy % 0

y después resuelva la ecuación. Sugerencia: Véase el
Ejercicio 20.

17.3 Existencia, unicidad y métodos numéricos

Una ecuación diferencial general de primer orden de la forma

dy

dx
% f (x, y)

especifica una pendiente f (x, y) en todo punto (x, y) del dominio de f y representa, por tanto, un
campo de pendientes. Dicho campo de pendientes se puede representar gráficamente dibujando
segmentos cortos con la pendiente indicada en muchos puntos del plano xy. Los campos de pen-
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dientes son similares a los campos vectoriales, pero los segmentos se dibujan habitualmente de
la misma longitud y sin puntas de flecha. La Figura 17.1 ilustra el campo de pendientes de la
ecuación diferencial

dy

dx
% x . y

La resolución de un problema de valor inicial típico

E
dy

dx
% f (x, y)

y(x0) % y0

implica obtener una función y % h (x) tal que

hñ(x) % f (x, h(x)) y h(x0) % y0

La gráfica de la ecuación y % h (x) es una curva que pasa por (x0, y0) y es tangente al campo de
pendientes en cada punto. Tales curvas se denominan curvas solución de la ecuación diferen-
cial. La Figura 17.1 muestra cuatro curvas solución de yñ % x . y correspondientes a las condi-
ciones iniciales y(0) % C, con C % .2, .1, 0 y 1.

Figura 17.1 El campo de pendientes
de la ED yñ % x . y y cuatro curvas
solución de la misma.

La ED yñ % x . y es lineal y se puede resolver explícitamente por el método de la Sección
17.2. De hecho, la solución que cumple y(0) % C es y % x . 1 ! (C ! 1)e.x. La mayoría de las
ecuaciones diferenciales de la forma yñ % f (x, y) no permiten despejar y como función explícita
de x, por lo que debemos utilizar aproximaciones numéricas para calcular el valor de la función
solución h (x) en puntos concretos.

Existencia y unicidad de soluciones

Aunque no se pueda calcular una solución explícita de un problema de valor inicial, es impor-
tante saber si el problema tiene solución y si la solución es única.
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TEOREMA 3 Un teorema de existencia y unicidad para problemas de valor inicial de primer orden

Supongamos que f (x, y) y f2(x, y) % (L/Ly) f (x, y) son continuas en un rectángulo R de la
forma a m x m b, c m y m d, que contiene al punto (x0, y0) en su interior. Entonces, existe
un número d b 0 y una función única h (x) definida y con derivada continua en el intervalo
(x0 . d, x0 ! d), tal que h (x0) % y0 y hñ (x) % f (x, h (x)) para x0 . d a x a x0 ! d. En
otras palabras, el problema de valor inicial

E
dy

dx
% f (x, y)

y(x0) % y0

(*)

tiene una solución única (x0 . d, x0 ! d).

#

Presentaremos sólo un esbozo de la demostración. Toda solución y % h (x) del problema de va-
lor inicial (*) debe cumplir también la ecuación integral

h(x) % y0 ! I
x

x0

f (t, h(t)) dt (**)

y, a la inversa, toda solución de la ecuación integral (**) debe cumplir también el problema de
valor inicial (*). Una secuencia de aproximaciones hn(x) a una solución (**) se puede construir
como sigue:

h0(x) % y0

hn!1(x) % y0 !I
x

x0

f (t, hn(t)) dt para n % 0, 1, 2, ...

Estas iteraciones se denominan iteraciones de Picard. La demostración del Teorema 3 implica
demostrar que

lim
nrä

hn(x) % h(x)

existe en un intervalo (x0 . d, x0 ! d) y que el límite resultante h (x) cumple la ecuación inte-
gral (**). Los detalles se pueden encontrar en textos más avanzados sobre ecuaciones diferencia-
les y análisis diferencial.

Observación Algunos problemas de valor inicial pueden tener soluciones que no son únicas.
Por ejemplo, las funciones y1(x) % x3 e y2(x) % 0 satisfacen ambas el problema de valor inicial

E
dy

dx
% 3y2/3

y(0) % 0

En este caso, f (x, y) % 3y2/3 es continua en todo el plano xy. Sin embargo, L f /Ly% 2y.1/3 no
es continua en el eje x y, por tanto, no es continua en ningún rectángulo que contenga al punto
(0, 0) en su interior. No se cumplen las condiciones del Teorema 3 y el problema de valor inicial
tiene solución, pero ésta no es única.

Observación La solución única y % h (x) al problema de valor inicial (*) garantizada por el
Teorema 3 puede no estar definida en todo el intervalo [a, b] porque puede «escapar» del rectán-
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gulo R por sus lados superior o inferior. Aunque f (x, y) y (L/Ly) f (x, y) sean continuas en todo el
plano xy, la solución puede no estar definida en toda la recta real. Por ejemplo,

y %
1

1 . x
cumple el problema de valor inicial E

dy

dx
% y2

y(0) % 1

pero sólo para x a 1. Empezando desde (0, 1) podemos seguir la curva solución tanto como de-
seemos a la izquierda de x % 0, pero a la derecha de x % 0 la curva tiende a ä cuando x r 1.

(véase la Figura 17.2). No tiene sentido considerar la parte de la curva a la derecha de x % 1
como parte de la curva solución del problema de valor inicial.

Figura 17.2 La solución de yñ % y2, y(0) % 1 es la parte de la curva
y % 1/(1. x) a la izquierda de la asíntota vertical en x % 1.

Métodos numéricos

Supongamos que se cumplen las condiciones del Teorema 3, por lo que sabemos que el proble-
ma de valor inicial

E
dy

dx
% f (x, y)

y(x0) % y0

tiene solución única y % h (x) en algún intervalo que contiene a x0. Aun cuando no podamos re-
solver la ecuación diferencial y obtener explícitamente h (x), todavía podemos intentar obtener
valores aproximados yn de h (xn) en una secuencia de puntos

x0, x1 % x0 ! h, x2 % x0 ! 2h, x3 % x0 ! 3h, ...

empezando en x0. En este caso, h b 0 (o h a 0) se denomina tamaño del paso del esquema de
aproximación. En el resto de esta sección describiremos tres métodos para construir las aproxi-
maciones {yn}:

1. El método de Euler.
2. El método de Euler mejorado.
3. El método de Runge-Kutta de cuarto orden.

Cada uno de estos métodos empieza con un valor dado de y0 y proporciona una fórmula para
construir yn!1 cuando se conoce yn. Los tres métodos se enumeran anteriormente en orden de
complejidad de sus fórmulas, pero las fórmulas más complicadas producen aproximaciones mu-
cho mejores para cualquier tamaño dado del paso h.

El método de Euler se basa en aproximar la curva solución y % h (x) por una línea poligo-
nal (una secuencia de segmentos rectos unidos por sus extremos), donde cada segmento tiene
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una longitud horizontal h y una pendiente determinada por el valor de f (x, y) en el extremo final
del segmento anterior. Por tanto, si xn % x0 ! nh, entonces

y1 % y0 ! f (x0, y0)h

y2 % y1 ! f (x1, y1)h

y3 % y2 ! f (x2, y2)h

y, en general,

Fórmulas de iteración para el método de Euler

xn!1 % xn ! h, yn!1 % yn ! h f (xn, yn)

Ejemplo 1 Utilice el método de Euler para obtener valores aproximados de la solución del problema
de valor inicial

E
dy

dx
% x . y

y(0) % 1

en el intervalo [0, 1] utilizando

(a) 5 pasos de tamaño h % 0.2,

(b) 10 pasos de tamaño h % 0.1.

Calcule el error en cada paso, sabiendo que el problema (que es una ecuación lineal y, por tanto, se puede
resolver explícitamente) tiene como solución y % h (x) % x . 1 ! 2e.x.

Solución

(a) Aquí tenemos f (x, y) % x . y, x0 % 0, y0 % 1 y h % 0.2, por lo que

xn %
n

5
, yn!1 % yn ! 0.2(xn . yn)

y el error es en % h (xn) . yn para n % 0, 1, 2, 3, 4 y 5. Los resultados del cálculo, que se realiza fácil-
mente utilizando una hoja de cálculo, se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1. Aproximaciones de Euler con h % 0.2

n xn yn f (xn, yn) yn!1 en % h(xn) . yn

0 0.0 1.000 000 .1.000 000 0.800 000 0.000 000
1 0.2 0.800 000 .0.600 000 0.680 000 0.037 462
2 0.4 0.680 000 .0.280 000 0.624 000 0.060 640
3 0.6 0.624 000 .0.024 000 0.619 200 0.073 623
4 0.8 0.619 200 0.180 800 0.655 360 0.079 458
5 1.0 0.655 360 0.344 640 0.080 399

La Figura 17.3 muestra la solución exacta y % h (x) y la línea poligonal que representa la aproximación
de Euler. La aproximación está por debajo de la curva solución, como reflejan los valores positivos de
la última columna de la Tabla 1, que representan el error en cada paso.

(b) En este caso tenemos h % 0.1, de forma que

xn %
n

10
, yn!1 % yn ! 0.1(xn . yn)
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Figura 17.3 La solución y % h (x)
a yñ % x . y, y(0) % 1 y una
aproximación de Euler a la misma
en [0, 1] con tamaño del paso h % 0.2.

para n % 0, 1, ..., 10. Presentamos los resultados de nuevo en forma de tabla:

Tabla 2. Aproximaciones de Euler con h % 0.1

n xn yn f (xn, yn) yn!1 en % h(xn) . yn

0 0.0 1.000 000 .1.000 000 0.900 000 0.000 000
1 0.1 0.900 000 .0.800 000 0.820 000 0.009 675
2 0.2 0.820 000 .0.620 000 0.758 000 0.017 462
3 0.3 0.758 000 .0.458 000 0.712 200 0.023 636
4 0.4 0.712 200 .0.312 200 0.680 980 0.028 440
5 0.5 0.680 980 .0.180 980 0.662 882 0.032 081
6 0.6 0.662 882 .0.062 882 0.656 594 0.034 741
7 0.7 0.656 594 0.043 406 0.660 934 0.036 577
8 0.8 0.660 934 0.139 066 0.674 841 0.037 724
9 0.9 0.674 841 0.225 159 0.697 357 0.038 298

10 1.0 0.697 357 0.302 643 0.038 402

Obsérvese que el error al final del primer paso es aproximadamente la cuarta parte del error al final del
primer paso del apartado (a), pero al final en x % 1 es sólo aproximadamente la mitad que el del aparta-
do (a). Este comportamiento es característico del método de Euler.

Si disminuimos el tamaño del paso h, se requieren más pasos (n % �x . x0 �/h) para llegar
desde el punto inicial x0 a un valor particular x donde deseemos conocer el valor de la solución.
En el método de Euler se puede demostrar que el error en cada paso disminuye en promedio
proporcionalmente a h2, pero los errores se pueden acumular de un paso otro, por lo que el error
en x decrecerá proporcionalmente a nh2

% �x . x0 �h. Esto es coherente con los resultados del
Ejemplo 1. Disminuir h y, por tanto, aumentar n es costoso en términos de recursos computacio-
nales, por lo que es conveniente buscar formas de reducir el error sin disminuir el tamaño del
paso. Esto es similar a desarrollar técnicas mejores que la Regla del Trapecio para evaluar numé-
ricamente integrales definidas.
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El método de Euler mejorado es un paso en esta dirección. La exactitud del método de
Euler está obstaculizada por el hecho de que la pendiente de cada segmento de la línea poligonal
de aproximación está determinada por el valor de f (x, y) en un extremo del segmento. Como f
varía a lo largo del segmento, podemos mejorar utilizando, por ejemplo, el valor medio de f (x,
y) en los dos extremos del segmento, es decir, calculando yn!1 a partir de la fórmula

yn!1 % yn ! h
f (xn, yn) ! f (xn!1, yn!1)

2

Desgraciadamente, yn!1 aparece en ambos miembros de la ecuación, por lo que no podremos re-
solverla despejando yn!1. Podemos sortear esta dificultad sustituyendo yn!1 en el miembro dere-
cho por su aproximación de Euler yn ! h f (xn, yn). La fórmula resultante es la base del método
de Euler mejorado.

Fórmulas de integración del método de Euler mejorado

xn!1 % xn ! h

un!1 % yn ! h f (xn, yn)

yn!1 % yn ! h
f (xn, yn) ! f (xn!1, un!1)

2

Ejemplo 2 Utilice el método de Euler mejorado con h % 0.2 para calcular valores aproximados de la
solución del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1]. Compare los errores con los obtenidos por el
método de Euler.

Solución La Tabla 3 resume los cálculos de cinco pasos del método de Euler mejorado para
f (x, y) % x . y, x0 % 0 e y0 % 1.

Tabla 3. Aproximaciones del método de Euler mejorado h % 0.2

n xn yn un!1 yn!1 en % h(xn) . yn

0 0.0 1.000 000 0.800 000 0.840 000 0.000 000
1 0.2 0.840 000 0.712 000 0.744 800 .0.002 538
2 0.4 0.744 800 0.675 840 0.702 736 .0.004 160
3 0.6 0.702 736 0.682 189 0.704 244 .0.005 113
4 0.8 0.704 244 0.723 395 0.741 480 .0.005 586
5 1.0 0.741 480 0.793 184 .0.005 721

Obsérvese que los errores son considerablemente menores que la décima parte de los obtenidos en el Ejem-
plo 1(a). Por supuesto, se necesitan más cálculos en cada paso, pero el número de evaluaciones de f (x, y)
requeridas es solamente el doble de las requeridas en el Ejemplo 1(a). Como en el caso de la integración
numérica, si f es complicada, son estas evaluaciones de la función las que constituyen la mayor parte del
«coste» computacional de las soluciones numéricas.

Observación Se puede demostrar para funciones f bien comportadas que el error en cada pa-
so del método de Euler mejorado está acotado por un múltiplo de h3, en vez de h2 como en el
caso del método de Euler (sin mejora). Por tanto, el error acumulativo en x se puede acotar por
una constante multiplicada por �x . x0 �h2. Si el Ejemplo 2 se repite con 10 pasos de tamaño
h % 0.1, el error en n % 10 (es decir, en x % 1) es .0.001 323, que es aproximadamente la cuar-
ta parte del tamaño del error en x % 1 con h % 0.2.
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El método de Runge-Kutta de cuarto orden consigue una mejora adicional respecto al mé-
todo de Euler mejorado, pero a expensas de requerir cálculos más complicados en cada paso.
Requiere cuatro evaluaciones de f (x, y) en cada paso, pero el error en cada paso es menor que
una constante multiplicada por h5, por lo que el error acumulativo decrece como h4 cuando h
decrece. Como el método de Euler mejorado, este método requiere calcular una cierta clase de
pendiente promedio para cada segmento de la aproximación poligonal a la solución del problema
de valor inicial. Presentaremos a continuación las fórmulas apropiadas pero no las obtendremos.

Fórmulas de integración para el método de Runge-Kutta

xn!1 % xn ! h

pn % f (xn, yn)

qn % f Axn !
h

2
, yn !

h

2
pnB

rn % f Axn !
h

2
, yn !

h

2
qnB

sn % f (xn ! h, yn ! hrn)

yn!1 % yn ! h
pn ! 2qn ! 2rn ! sn

6

Ejemplo 3 Utilice el método de Runge-Kutta de cuarto orden con h % 0.2 para calcular valores apro-
ximados de la solución del problema de valor inicial del Ejemplo 1 en [0, 1]. Compare los errores con los
obtenidos con los métodos de Euler y de Euler mejorado.

Solución La Tabla 4 resume el cálculo de cinco pasos del método de Runge-Kutta para f (x, y) % x . y,
x0 % 0 e y0 % 1, de acuerdo con las fórmulas anteriores. La citada tabla no muestra los valores de las canti-
dades intermedias pn, qn, rn y sn, pero se han incluido columnas para esas cantidades en la hoja de cálculo
con la que se han realizado los cálculos.

Tabla 4. Aproximaciones de Runge-Kutta de cuarto orden con h % 0.2

n xn yn en % h(xn) . yn

0 0.0 1.000 000 0.000 000 0
1 0.2 0.837 467 .0.000 005 2
2 0.4 0.740 649 .0.000 008 5
3 0.6 0.697 634 .0.000 010 4
4 0.8 0.698 669 .0.000 011 3
5 1.0 0.735 770 .0.000 011 6

Los errores aquí son aproximadamente 1/500 del tamaño de los errores obtenidos con el método de Euler
mejorado, y aproximadamente 1/7 000 del tamaño de los errores obtenidos con el método de Euler. Esta
gran mejora se obtiene a expensas de doblar el número de evaluaciones de la función requeridas con res-
pecto al método de Euler mejorado y cuadruplicar el número requerido en el método de Euler. Si uti-
lizamos 10 pasos de tamaño h % 0.1 en el método de Runge-Kutta, el error en x % 1 se reduce a
.6.664 82 # 10.7, que es menor que 1/16 de su valor cuando h % 0.2.
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Nuestro ejemplo final muestra lo que sucede con las aproximaciones numéricas a una solución
que no está acotada.

Ejemplo 4 Obtenga aproximaciones en x % 0.4, x % 0.8 y x % 1.0 a las soluciones del problema de
valor inicial

E
yñ % y2

y(0) % 1

utilizando todos los métodos descritos anteriormente, y usando tamaños de paso h % 0.2, h % 0.1 y
h % 0.05 para cada método. ¿Qué sugieren los resultados sobre los valores de la solución en estos puntos?
Compare los resultados con la solución real y % 1/(1. x).

Solución Las diversas aproximaciones se calculan utilizando las diferentes fórmulas descritas anterior-
mente f (x, y) % y2, x0 % 0 e y0 % 1. Los resultados se presentan en la Tabla 5.

Tabla 5. Comparación de métodos y tamaños de paso para yñ % y2, y(0) % 1

h % 0.2 h % 0.1 h % 0.05

Euler
x % 0.4 1.488 000 1.557 797 1.605 224
x % 0.8 2.676 449 3.239 652 3.793 197
x % 1.0 4.109 124 6.128 898 9.552 668

Euler mejorado
x % 0.4 1.640 092 1.658 746 1.664 515
x % 0.8 4.190 396 4.677 726 4.897 519
x % 1.0 11.878 846 22.290 765 43.114 668

Runge-Kutta
x % 0.4 1.666 473 1.666 653 1.666 666
x % 0.8 4.965 008 4.996 663 4.999 751
x % 1.0 41.016 258 81.996 399 163.983 395

Los resultados de Euler muestran poca información útil. Los resultados del método de Euler mejorado su-
gieren que la solución existe en x % 0.4 y x % 0.8, pero probablemente no en x % 1. El método de Runge-
Kutta confirma esto y sugiere que y(0.4) % 5/3 e y(0.8) % 5, que son los valores correctos proporcionados
por la solución real y % 1/(1. x). También sugiere muy fuertemente que la solución «estalla» en, o cerca
de, x % 1.

Ejercicios 17.3

Un computador es prácticamente esencial para realizar la
mayor parte de estos ejercicios. Los cálculos se realizan
fácilmente con un programa de hoja de cálculo en el que
las fórmulas para calcular las diversas cantidades que
aparecen se pueden repetir a lo largo de las columnas para
automatizar el proceso de iteración.

1. Utilice el método de Euler con tamaños de paso
(a) h % 0.2, (b) h % 0.1 y (c) h % 0.05 para
aproximar y(2) sabiendo que yñ % x ! y e y(1) % 0.

2. Repita el Ejercicio 1 utilizando el método
de Euler mejorado.

3. Repita el Ejercicio 1 utilizando el método
de Runge-Kutta.

4. Utilice el método de Euler con tamaños de paso
(a) h % 0.2 y (b) h % 0.1 para aproximar y(2)
sabiendo que yñ % xe.y e y(0) % 0.

5. Repita el Ejercicio 4 utilizando el método
de Euler mejorado.

6. Repita el Ejercicio 4 utilizando el método
de Runge-Kutta.
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7. Utilice el método de Euler con (a) h % 0.2,
(b) h % 0.1 y (c) h % 0.05 para aproximar y(1)
sabiendo que yñ % cos y e y(0) % 0.

8. Repita el Ejercicio 7 utilizando el método
de Euler mejorado.

9. Repita el Ejercicio 7 utilizando el método
de Runge-Kutta.

10. Utilice el método de Euler con (a) h % 0.2,
(b) h % 0.1 y (c) h % 0.05 para aproximar y(1)
sabiendo que yñ % cos (x2) e y(0) % 0.

11. Repita el Ejercicio 10 utilizando el método
de Euler mejorado.

12. Repita el Ejercicio 10 utilizando el método
de Runge-Kutta.

Resuelva las ecuaciones integrales de los Ejercicios 13 y 14
replanteándolas como problemas de valor inicial.

13. y(x) % 2 !I
x

1
(y(t))2 dt. Sugerencia: Calcule

dy

dx
e y(1).

14. u(x)%1!3 I
x

2
t2u(t) dt. Sugerencia: Calcule

du

dx
y u(2).

15. Los métodos de esta sección se pueden utilizar para
aproximar numéricamente integrales definidas. Por
ejemplo,

I %I
b

a

f (x) dx

está dada por I % y(b), con

yñ % f (x) e y(a) % 0

Demuestre que un paso del método de Runge-Kutta
con h % b . a da el mismo resultado para I que la
Regla de Simpson (Sección 6.7) con dos subintervalos
de longitud h/2.

16. Si h (0) % A n 0 y hñ (x) n kh (x) en [0, X], con k b 0
y Xb0 constantes, demuestre que h (x)nAekx en [0, X].
Sugerencia: Calcule (d/dx)(h (x)/ekx).

*17. Considere los tres problemas de valor inicial

(A) uñ % u2 u(0) % 1

(B) yñ % x ! y2 y(0) % 1

(C) vñ % 1 ! v2 v(0) % 1

(a) Demuestre que la solución de (B) permanece
entre las soluciones de (A) y (C) en cualquier
intervalo [0, X] donde existan las soluciones de
los tres problemas. Sugerencia: Debemos tener
u(x) n 1, y(x) n 1 y v(x) n 1 en [0, X] (¿por
qué?). Aplique el resultado del Ejercicio 16 a
h % y . u y a h % v . y.

(b) Calcule soluciones explícitas para los problemas
(A) y (C). ¿Qué se puede concluir sobre la
solución del problema (B)?

(c) Utilice el método de Runge-Kutta con
h%0.05, h%0.02 y h%0.01 para aproximar
la solución de (B) en [0, 1]. ¿Qué se puede
concluir ahora?

17.4 Ecuaciones diferenciales de segundo orden

La ecuación diferencial ordinaria general de segundo orden es de la forma

F A
d2y

dx2,
dy

dx
, y, xB% 0

para alguna función F de cuatro variables. Cuando esta ecuación se puede resolver explícita-
mente expresando y en función de x, la solución generalmente requiere dos integraciones y, por
tanto, dos constantes arbitrarias. La solución única resulta de imponer los valores de la solución
y, y de su derivada yñ % dy/dx, en un punto particular. Tal imposición constituye un problema
de valor inicial para la ecuación de segundo orden.

Ecuaciones reducibles a primer orden

Una ecuación de segundo orden de la forma

F A
d2y

dx2,
dy

dx
, xB% 0
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en la que no aparece explícitamente la función desconocida y (excepto a través de sus derivadas)
se puede reducir a una ecuación de primer orden mediante un cambio de la variable dependiente;
si v % dy/dx, entonces la ecuación se puede expresar

FA
dv

dx
, v, xB% 0

Esta ecuación de primer orden en v puede ser susceptible de aplicar las técnicas descritas en las
secciones anteriores. Si se puede tener una solución explícita e integrada v % v(x), entonces la
función

y % I v(x) dx

es una solución explícita de la ecuación dada.

Ejemplo 1 Resuelva el problema de valor inicial

d2y

dx2 % x A
dy

dxB
2

, y(0) % 1, yñ(0) % .2

Solución Si hacemos v % dy/dx, la ecuación diferencial se convierte en

dv

dx
% xv2

que es una ecuación separable de primer orden. Por tanto,

dv

v2 % x dx

.

1

v
%

x2

2
!

C1

2

v % .

2

x2
! C1

La condición inicial yñ(0) % .2 indica que v(0) % .2 y, por tanto, C1 % 1. Entonces,

y % .2 I
dx

x2
! 1

% .2 tan.1 x ! C2

La condición inicial y(0) % 1 implica que C2 % 1, por lo que la solución del problema de valor inicial dado
es y % 1 . 2 tan.1 x.

Una ecuación de segundo orden de la forma

F A
d2y

dx2,
dy

dx
, yB% 0

en la que no intervenga explícitamente la variable independiente x se puede reducir a una ecua-
ción de primer orden mediante un cambio de las variables dependiente e independiente. Sea de
nuevo v % dy/dx, pero consideremos v como función de y en vez de x; v % v(y). Entonces,

d2y

dx2 %
dv

dx
%

dv

dy

dy

dx
% v

dv

dy
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por la Regla de la Cadena. Por consiguiente, la ecuación diferencial dada se convierte en

F Av
dv

dy
, v, yB% 0

que es una ecuación de primer orden en v como función de y. Si esta ecuación se puede resolver
obteniendo v % v(y), queda todavía el problema de resolver la ecuación separable (dy/dx)% v(y)
expresando y en función de x.

Ejemplo 2 Resuelva la ecuación y
d2y

dx2 %A
dy

dxB
2

.

Solución El cambio de variable dy/dx% v(y) da como resultado la ecuación

yv
dv

dy
% v2

que es separable, dv/v% dy/y, y su solución es v % C1y. La ecuación

dy

dx
% C1y

es de nuevo separable y da lugar a

dy

y
% C1 dx

ln �y � % C1x ! C2

y % ueC1x!C2 % C3e
C1x

Ecuaciones lineales de segundo orden
Las ecuaciones diferenciales ordinarias que aparecen más frecuentemente en aplicaciones son
ecuaciones lineales de segundo orden. Una ecuación lineal de segundo orden general adopta la
forma

a2(x)
d2y

dx2 ! a1(x)
dy

dx
! a0(x)y % f (x)

Como se indicó en la Sección 17.1, si f (x) % 0 idénticamente, entonces se dice que la ecuación
es homogénea. Si los coeficientes a2(x), a1(x) y a0(x) son continuos en un intervalo y a2(x) Ç 0
en dicho intervalo, entonces la ecuación homogénea

a2(x)
d2y

dx2 ! a1(x)
dy

dx
! a0(x)y % 0

tiene una solución general de la forma

yh % C1y1(x) ! C2y2(x)

siendo y1(x) e y2(x) dos soluciones independientes, es decir, dos soluciones con la propiedad de
que C1y1(x) ! C2y2(x) % 0 para todo x en el intervalo sólo si C1 % C2 % 0 (no demostraremos
esto aquí).

Siempre que una solución, y1(x), de una ecuación de segundo orden lineal homogénea sea
conocida, se puede obtener otra solución independiente (y, por tanto, la solución general) susti-
tuyendo y % v(x)y1(x) en la ecuación diferencial. Esto da lugar a una ecuación separable lineal y
de primer orden para vñ.
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Ejemplo 3 Demuestre que y1 % e.2x es una solución de yññ ! 4yñ ! 4y % 0, y calcule la solución ge-
neral de esta ecuación.

Solución Como yñ1 % .2e.2x e yññ1 % 4e.2x, tenemos

yññ1 ! 4yñ1 ! 4y1 % e.2x(4 . 8 ! 4) % 0

por lo que y1 es de hecho una solución de la ecuación diferencial dada. Para obtener la solución general,
probamos y % y1v % e.2xv(x). Tenemos

yñ % .2e.2xv ! e.2xvñ

yññ % 4e.2xv . 4e.2xvñ ! e.2xvññ

Sustituyendo estas expresiones en la ED dada se obtiene

0 % yññ ! 4yñ ! 4y

% e.2x(4v . 4vñ ! vññ . 8v ! 4vñ ! 4v) % e.2xvññ

Por tanto, y % y1v es una solución suponiendo que vññ(x) % 0. Esta ecuación en v tiene la solución general
v % C1 ! C2x, por lo que la ecuación dada tiene como solución general

y % C1e
.2x

! C2xe.2x
% C1y1(x) ! C2y2(x)

donde y2 % xe.2x es una segunda solución de la ED, independiente de y1.

Por el Teorema 2 de la Sección 17.1, la solución general de la ecuación lineal de segundo
orden no homogénea (con f (x) Ç 0) es de la forma

y % yp(x) ! yh(x)

donde yp(x) es cualquier solución particular de la ecuación no homogénea, e yh(x) es la solución
general (tal como se describe anteriormente) de la correspondiente ecuación homogénea. En la
Sección 17.6 presentaremos la solución de las ecuaciones lineales no homogéneas. Sin embargo,
primero, en la Sección 17.5 nos concentraremos en algunas clases especiales de ecuaciones li-
neales homogéneas.

Ejercicios 17.4

1. Demuestre que y%ex es una solución de yññ.3yñ!2y%0
y calcule la solución general de esta ED.

2. Demuestre que y % e.2x es una solución de
yññ.yñ.6y%0 y calcule la solución general de esta ED.

3. Demuestre que y % x es una solución de
x2yññ ! 2xyñ . 2y % 0 en el intervalo (0, ä) y calcule
la solución general en este intervalo.

4. Demuestre que y % x2 es una solución de
x2yññ . 3xyñ ! 4y % 0 en el intervalo (0, ä) y calcule
la solución general en este intervalo.

5. Demuestre que y % x es una solución de la ecuación
diferencial x2yññ . (2x ! x2)yñ ! (2 ! x)y % 0 y calcule
la solución general de esta ecuación.

6. Demuestre que y % x.1/2 cos x es una solución de la
ecuación de Bessel con v % 1/2:

x2yññ ! xyñ !Ax2
.

1

4B y % 0

Calcule la solución general de esta ecuación.

Sistemas de primer orden

7. Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden en n funciones desconocidas y1, y2, ..., yn

se expresa como

yñ1 % a11(x)y1 ! a12(x)y2 ! ñ ! a1n(x)yn ! f1(x)

yñ2 % a21(x)y1 ! a22(x)y2 ! ñ ! a2n(x)yn ! f2(x)
ó

yñn % an1(x)y1 ! an2(x)y2 ! ñ ! ann(x)yn ! fn(x)

Este sistema se denomina sistema lineal de primer
orden n # n y se puede expresar en forma
vector-matriz como yñ % ���(x)y ! f (x), siendo

y(x) %A
y1(x)

ó
yn(x)B , f(x) %A

f1(x)

ó
fn(x)B ,

���(x) %A
a11(x) ñ a1n(x)

ó . . . ó
an1(x) ñ ann(x)B
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Demuestre que la ecuación lineal de segundo orden
yññ ! a1(x)yñ ! a0(x)y % f (x) se puede transformar en
un sistema de primer orden 2 # 2 con y1 % y e y2 % yñ,
con

���(x) %A
0 1

.a0(x) .a1(x)B , f(x) %A
0

f (x)B
8. Generalice el Ejercicio 7 para transformar una ecuación

lineal de orden n

y(n)
!an.1(x)y(n.1)

!an.2(x)y(n.2)
!ñ!a0(x)y%f (x)

en un sistema de primer orden n # n.

9. Si ��� es una matriz constante n # n y si existe un
escalar j y un vector constante distinto de cero v para
el que ���v % jv, demuestre que y % C1e

jxv es una
solución del sistema homogéneo yñ % ���y.

10. Demuestre que el determinante G
2 . j 1

2 3 . j G es cero

para dos valores distintos de j. Para cada uno de estos
valores obtenga un vector v distinto de cero que

cumpla la condición A
2 1

2 3B v % jv. A partir de aquí

resuelva el sistema

yñ1 % 2y1 ! y2, yñ2 % 2y1 ! 3y2

17.5 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Una ecuación diferencial de la forma

ayññ ! byñ ! cy % 0 (*)

siendo a, b y c constantes y a Ç 0 se denomina ecuación lineal de segundo orden homogénea
con coeficientes constantes.

En la Sección 3.7 se puede encontrar un extenso estudio de las técnicas para resolver
estas ecuaciones, junto con ejemplos, ejercicios y aplicaciones al estudio del movi-
miento armónico simple y amortiguado; no repetiremos la presentación aquí. Si no la
ha estudiado, por favor hágalo ahora.

Sin embargo, ampliaremos el tratamiento para considerar ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes de orden superior.

Ecuaciones de orden superior con coeficientes constantes
Como en la mayor parte de las aplicaciones de la ecuación (*) la variable dependiente representa
al tiempo, consideraremos, como hicimos en la Sección 3.7, y como una función de t en vez de
x, de forma que el símbolo ( ñ) indicará la derivada d/dt. El resultado básico de la Sección 3.7 era
que la función y % ert era una solución de (*) suponiendo que r cumpliera la ecuación auxiliar

ar2
! br ! c % 0 (**)

La ecuación auxiliar es de segundo grado y puede tener:

(a) Dos raíces reales distintas, r1 y r2 (si b2
b 4ac), en cuyo caso (*) tiene como solución gene-

ral y % C1e
r1t ! C2e

r2t.
(b) Una única raíz real repetida r (si b2

% 4ac), en cuyo caso (*) tiene como solución general
y % (C1 ! C2t)e

rt.
(c) Una pareja de raíces complejas conjugadas, r % k u iu, con k y u reales (si b2

a 4ac), en
cuyo caso (*) tiene como solución general y % ekt (C1 cos (ut) ! C2 sen (ut)).

La situación es análoga para el caso de ecuaciones lineales y homogéneas con coeficientes cons-
tantes. Describiremos el procedimiento sin proporcionar las demostraciones. Si

Pn(r) % anr
n
! an.1r

n.1
! ñ ! a2r

2
! a1r ! a0
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es un polinomio de grado n con coeficientes constantes aj, (0 m j m n), y an Ç 0, entonces la ED

Pn(D)y % 0 (>)

donde D % d/dt se puede resolver sustituyendo y % ert y obteniendo la ecuación auxiliar
Pn(r) % 0. Esta ecuación polinómica tiene n raíces (véase el Apéndice II), algunas de las cuales
pueden ser iguales y algunas de las cuales, o bien todas, pueden ser complejas. Si los coeficien-
tes del polinomio Pn(r) son todos reales, entonces las raíces complejas deben aparecer en parejas
complejas conjugadas k u iu, siendo k y u reales.

La solución general de (>) se puede expresar como una combinación lineal de n soluciones
particulares independientes

y % C1y1(t) ! C2y2(t) ! ñ ! Cnyn(t)

siendo Cj constantes arbitrarias. Las soluciones independientes y1, y2, ..., yn se construyen como
sigue:

1. Si r1 es una raíz real de orden k de la ecuación auxiliar (es decir, si (r . r1)
k es un factor de

Pn(r)), entonces

er1t, ter1t, t2er1t, ..., tk.1er1t

son k soluciones independientes de (>).
2. Si r % a ! ib y r % a . ib (siendo a y b reales) constituyen una pareja de raíces complejas

conjugadas de orden k de la ecuación auxiliar (es decir, si [(r . a)2
! b2]k es un factor de

Pn(r)), entonces

eat cos bt, teat cos bt, ..., tk.1eat cos bt

eat sen bt, teat sen bt, ..., tk.1eat sen bt

son 2k soluciones independientes de (>).

Ejemplo 1 Resuelva (a) y(4)
. 16y % 0 y (b) y(5)

. 2y(4)
! y(3)

% 0.

Solución La ecuación auxiliar de (a) es r4
.16%0, que se puede factorizar como (r.2)(r!2)(r2

!4)%0,
y, por tanto, sus raíces son r % 2, .2, 2i y .2i. Por tanto, la ED (a) tiene como solución general

y % C1e
2t

! C2e
.2t

! C3 cos (2t) ! C4 sen (2t)

para constantes arbitrarias C1, C2, C3 y C4.
La ecuación auxiliar de (b) es r5

. 2r4
! r3, que se puede factorizar como r3(r . 1)2

% 0, y, por tanto,
sus raíces son r % 0, 0, 0, 1, 1. La solución general de la ED (b) es

y % C1 ! C2t ! C3t
2
! C4e

t
! C5te

t

siendo C1, ..., C5 constantes arbitrarias.

Ejemplo 2 Indique el orden y la solución general de la ED homogénea lineal con coeficientes cons-
tantes cuya ecuación auxiliar es

(r ! 4)3(r2
! 4r ! 13)2

% 0

Solución La ecuación auxiliar es de grado 7, por lo que la ED es de séptimo orden. Puesto que
r2

! 4r ! 13 % (r ! 2)2
! 9, cuyas raíces son .2 u 3i, la ED debe tener la solución general

y % C1e
.4t

! C2te
.4t

! C3t
2e.4t

! C4e
.2t cos (3t) ! C5e

.2t sen (3t) ! C6te
.2t cos (3t) ! C7te

.2t sen (3t)
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Ecuaciones de Euler (equidimensionales)
Una ecuación lineal homogénea de la forma

ax2 d2y

dx2 ! bx
dy

dx
! cy % 0

se denomina ecuación de Euler o ecuación equidimensional, siendo este último término apro-
piado debido a que todos los términos de la ecuación tienen la misma dimensión (es decir, se
miden en las mismas unidades), suponiendo que las constantes a, b y c tienen la misma dimen-
sión. Los coeficientes de una ecuación de Euler no son constantes, pero existe una técnica para
resolver estas ecuaciones que es similar a la utilizada para resolver ecuaciones con coeficientes
constantes, por lo que incluiremos una breve presentación de estas ecuaciones en esta sección.
Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, supondremos que las constantes a, b
y c son números reales y que a Ç 0. Incluso así, el coeficiente de orden superior, ax2, se anula
en x % 0 (que se denomina punto singular de la ecuación), y esto puede hacer que las solucio-
nes no estén definidas en x % 0. Resolveremos la ecuación en el intervalo x b 0; se puede apli-
car la misma solución para x a 0, suponiendo que se sustituye x por �x � en dicha solución.

Busquemos soluciones en x b 0 dadas por potencias de x; si

y % xr,
dy

dx
% rxr.1,

d2y

dx2 % r(r . 1)xr.2

entonces la ecuación de Euler se convierte en

(ar(r . 1) ! br ! c)xr
% 0

Esto se cumple para todo x b 0 siempre que r cumpla la ecuación auxiliar

ar(r . 1) ! br ! c % 0 o, en otros términos, ar2
! (b . a)r ! c % 0

Como en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes, existen tres posibilidades.

CASO I Si (b . a)2
n 4ac, entonces la ecuación auxiliar tiene dos raíces reales:

r1 %
a . b ! ∂(b . a)2

. 4ac

2a

r2 %
a . b . ∂(b . a)2

. 4ac

2a

En este caso, la ecuación de Euler tiene la solución general

y % C1x
r1 ! C2x

r2, (x b 0)

La solución general normalmente se expresa en la forma

y % C1�x �r1 ! C2�x �r2

que es válida en cualquier intervalo que no contenga a x % 0, y puede incluso ser válida en inter-
valos que contengan al origen si, por ejemplo, r1 y r2 son enteros no negativos.

Ejemplo 3 Resuelva el problema de valor inicial

2x2yññ . xyñ . 2y % 0, y(1) % 5, yñ(1) % 0

Solución La ecuación auxiliar es 2r(r . 1) . r . 2 % 0, es decir, 2r2
.3r.2%0 o (r.2)(2r!1)%0,

y tiene raíces r % 2 y r % .(1/2). Por tanto, la solución general de la ecuación diferencial (válida para
x b 0) es

y % C1x
2
! C2x

.1/2
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Las condiciones iniciales implican que

5 % y(1) % C1 ! C2 y 0 % yñ(1) % 2C1 .

1

2
C2

Por tanto, C1 % 1 y C2 % 4, y la solución del problema de valor inicial es

y % x2
!

4

∂x
, (x b 0)

CASO II Si (b . a)2
% 4ac, entonces la ecuación auxiliar tiene una raíz doble, esto es, la raíz

r % (a . b)/2a. Se deja como ejercicio para el lector verificar que en este caso la transformación
y % xrv(x) lleva a la solución general

y % C1x
r
! C2x

r ln x, (x b 0)

o, de forma más general,

y % C1�x �r ! C2�x �r ln �x �, (x Ç 0)

CASO III Si (b . a)2
a 4ac, entonces la ecuación auxiliar tiene raíces complejas conjugadas:

r % a u ib, siendo a %
a . b

2a
, b %

∂4ac . (b . a)2

2a

Las correspondientes potencias xr se pueden expresar en forma real de manera similar a la utili-
zada en el caso de ecuaciones con coeficientes constantes; tenemos

xauib
% e(auib) ln x

% ea ln x [cos (b ln x) u i sen (b ln x)]

% xa cos (b ln x) u ixa sen (b ln x)

De acuerdo con esto, la ecuación de Euler tiene la solución general

y % C1�x �a cos (b ln �x �) ! C2�x �a sen (b ln �x �)

Ejemplo 4 Resuelva la ED x2yññ . 3xyñ ! 13y % 0.

Solución La ED tiene como ecuación auxiliar r(r . 1) . 3r ! 13 % 0, es decir, r2
. 4r ! 13 % 0,

cuyas raíces son r % 2 u 3i. Por tanto, la ED tiene la solución general

y % C1x
2 cos (3 ln �x �) ! C2x

2 sen (3 ln �x �)

Ejercicios 17.5

Los ejercicios relacionados con la solución de ecuaciones
lineales de segundo orden con coeficientes constantes y
homogéneas se pueden encontrar al final de la Sección 3.7.

Calcule soluciones generales de las ecuaciones
diferenciales de los Ejercicios 1-4.

1. yñññ . 4yññ ! 3yñ % 0

2. y(4)
. 2yññ ! y % 0 3. y(4)

! 2yññ ! y % 0

4. y(4)
! 4y(3)

! 6yññ ! 4yñ ! y % 0

5. Demuestre que y % e2t es una solución de

yñññ . 2yñ . 4y % 0

donde ñ indica d/dt, y obtenga la solución general de
esta ED.

6. Exprese la solución general de la ED lineal con
coeficientes constantes cuya ecuación auxiliar es
(r2

. r . 2)2(r2
. 4)2

% 0.

Calcule soluciones generales a las ecuaciones de Euler de
los Ejercicios 7-12.

7. x2yññ . xyñ ! y % 0 8. x2yññ . xyñ . 3y % 0

9. x2yññ ! xyñ . y % 0 10. x2yññ . xyñ ! 5y % 0

11. x2yññ ! xyñ % 0 12. x2yññ ! xyñ ! y % 0

*13. Resuelva la ED x3yñññ!xyñ.y%0 en el intervalo xb0.
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17.6 Ecuaciones lineales no homogéneas

Consideraremos ahora el problema de resolver la ecuación diferencial de segundo orden no ho-
mogénea

a2(x)
d2y

dx2 ! a1(x)
dy

dx
! a0(x)y % f (x) (*)

Supondremos que se conocen dos soluciones independientes y1(x) e y2(x) de la ecuación homo-
génea correspondiente

a2(x)
d2y

dx2 ! a1(x)
dy

dx
! a0(x)y % 0

La función yh(x) % C1y1(x) ! C2y2(x), que es la solución general de la ecuación homogénea, se
denomina función complementaria de la ecuación no homogénea. El Teorema 2 de la Sección
17.1 sugiere la solución general de la ecuación homogénea de la forma

y % yp(x) ! yh(x) % yp(x) ! C1y1(x) ! C2y2(x)

donde yp(x) es cualquier solución particular de la ecuación no homogénea. Lo único que nece-
sitamos hacer es obtener una solución de la ecuación homogénea, y podremos escribir la solu-
ción general.

Existen dos métodos habituales para calcular una solución particular yp de la ecuación no ho-
mogénea (*):

1. El método de los coeficientes indeterminados.
2. El método de la variación de parámetros.

El primero de ellos a duras penas se puede llamar un método; simplemente realiza una hipótesis
sobre la forma de la solución como una suma de términos con coeficientes desconocidos y la
sustituye en la ecuación para determinar los coeficientes. Este método funciona bien para ED
simples, especialmente aquellas con coeficientes constantes. La naturaleza de la hipótesis depen-
de del término no homogéneo f (x), pero puede verse también afectada por la solución de la co-
rrespondiente ecuación homogénea. Unos cuantos ejemplos ilustrarán las ideas que intervienen.

Ejemplo 1 Calcule la solución general de yññ ! yñ . 2y % 4x.

Solución Como el término no homogéneo f (x) % 4x es un polinomio de primer grado, «planteamos»
que se puede encontrar una solución particular que sea también un polinomio. Por tanto, probamos

y % Ax ! B, yñ % A, yññ % 0

Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos

0 ! A . 2(Ax ! B) % 4x o

.(2A ! 4)x ! (A . 2B) % 0

Esta última ecuación se cumplirá para todo x siempre que 2A ! 4 % 0 y A . 2B % 0. Por tanto, se requiere
que A % .2 y B % .1; una solución particular de la ED dada es

yp(x) % .2x . 1

Puesto que la correspondiente ecuación homogénea yññ ! yñ . 2y % 0 tiene como función auxiliar
r2

! r . 2 % 0 con raíces r % 1 y r % .2, la ED dada tiene la solución general

y % yp(x) ! C1e
x
! C2e

.2x
% .2x . 1 ! C1e

x
! C2e

.2x
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Ejemplo 2 Calcule soluciones generales de las ecuaciones (donde ñ indica d/dt)

(a) yññ ! 4y % sen t,

(b) yññ ! 4y % sen (2t),

(c) yññ ! 4y % sen t ! sen (2t).

Solución

(a) Busquemos una solución particular de la forma

y % A sen t ! B cos t de forma que

yñ % A cos t . B sen t

yññ % .A sen t . B cos t

Sustituyendo estas expresiones en la ED yññ ! 4y % sen t, obtenemos

.A sen t . B cos t ! 4A sen t ! 4B cos t % sen t

que se cumple para todo x si 3A % 1 y 3B % 0. Por tanto, A % 1/3 y B % 0. Como la ecuación homogé-
nea yññ ! 4y % 0 tiene la solución general y % C1 cos (2t) ! C2 sen (2t), la ecuación no homogénea dada
tiene la solución general

y %
1

3
sen t ! C1 cos (2t) ! C2 sen (2t)

(b) Motivados por nuestro éxito en el apartado (a), podríamos estar tentados de intentar una solución parti-
cular de la forma y % A sen (2t) ! B cos (2t), pero esto no funciona, porque esta función es una solución
de la ecuación homogénea, por lo que obtendríamos yññ ! 4y % 0 para todo valor de A y B. En este
caso es útil probar

y % At sen (2t) ! Bt cos (2t)

Tenemos

yñ % A sen (2t) ! 2At cos (2t) ! B cos (2t) . 2Bt sen (2t)

% (A . 2Bt) sen (2t) ! (B ! 2At) cos (2t)

yññ % .2B sen (2t) ! 2(A . 2Bt) cos (2t) ! 2A cos (2t)

. 2(B ! 2At) sen (2t)

% .4(B ! At) sen (2t) ! 4(A . Bt) cos (2t)

Sustituyendo en yññ ! 4y % sen (2t) llegamos a

.4(B ! At) sen (2t) ! 4(A . Bt) cos (2t) ! 4At sen (2t) ! 4Bt cos (2t)

% sen (2t)

Obsérvese que los términos en los que aparece t sen (2t) y t cos (2t) se cancelan, y nos queda

.4B sen (2t) ! 4A cos (2t) % sen (2t)

que se cumple para todo x si A % 0 y B % .1/4. Por tanto, la solución general del apartado (b) es

y % .

1

4
t cos (2t) ! C1 cos (2t) ! C2 sen (2t)

(c) Como la ecuación homogénea es la misma en los apartados (a), (b) y (c), y el término no homogéneo
de la ecuación (c) es la suma de los términos no homogéneos de las ecuaciones (a) y (b), la suma de
soluciones particulares de (a) y (b) es una solución particular de (c) (esto es porque la ecuación es li-
neal). Por consiguiente, la solución general de la ecuación (c) es

y %
1

3
sen t .

1

4
t cos (2t) ! C1 cos (2t) ! C2 sen (2t)
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Resumimos a continuación las formas apropiadas de probar soluciones particulares de ecuacio-
nes con coeficientes constantes:

Soluciones de prueba para ecuaciones con coeficientes constantes

Sean An(x), Bn(x) y Pn(x) los polinomios de grado n

An(x) % a0 ! a1x ! a2x
2
! ñ ! anx

n

Bn(x) % b0 ! b1x ! b2x
2
! ñ ! bnx

n

Pn(x) % p0 ! p1x ! p2x
2
! ñ ! pnx

n

Para obtener una solución particular yp(x) de la ED de segundo orden lineal con coefi-
cientes constantes y no homogénea

a2

d2y

dx2 ! a1

dy

dx
! a0y % f (x)

se utilizan las siguientes formas:

Si f (x) % Pn(x), intente yp % xmAn(x).
Si f (x) % Pn(x)erx, intente yp % xmAn(x)erx.
Si f (x) % Pn(x)erx cos (kx), intente yp % xmerx[An(x) cos (kx) ! Bn(x) sen (kx)].
Si f (x) % Pn(x)erx sen (kx), intente yp % xmerx[An(x) cos (kx) ! Bn(x) sen (kx)],

siendo m el mínimo de los enteros 0, 1 y 2, que asegura que ningún término de yp es una
solución de la correspondiente ecuación homogénea

a2

d2y

dx2 ! a1

dy

dx
! a0y % 0

Resonancia
Para j b 0, j Ç 1, la solución yj(t) del problema de valor inicial

E
yññ ! y % sen (jt)

y(0) % 0

yñ(0) % 1

se puede determinar buscando en primer lugar una solución particular de la ED con la forma
y % A sen (jt), y después sumando la función complementaria y % B cos t ! C sen t. Los cálculos
producen A % 1/(1. j2), B % 0, C % (1 . j . j2)/(1. j2), por lo que

yj(t) %
sen (jt) ! (1 . j . j2) sen t

1 . j2

Para j % 1 el término no homogéneo de la ED es una solución de la ecuación homogénea
yññ ! y % 0, por lo que debemos probar una solución particular de la forma y%At cos t!Bt sen t.
En este caso, la solución del problema de valor inicial es

y1(t) %
3 sen t . t cos t

2

Esta solución también se puede obtener calculando limjr1 yj(t) mediante la Regla de l’Hôpital.
Obsérvese que esta solución es no acotada; la amplitud de las oscilaciones se hace cada vez
mayor cuando t crece. Por el contrario, las soluciones yj(t) para j Ç 1 están acotadas para todo t,
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aunque pueden ser muy grandes para algunos valores de t si j está cerca de 1. La Figura 17.4
muestra las gráficas de las soluciones y0.9(t), y0.95(t) e y1(t) en el intervalo .10 m t m 100.

El fenómeno que se ilustra aquí se denomina resonancia. Los sistemas mecánicos vibrantes
tienen frecuencias naturales de vibración. Si intentamos forzarlos para que vibren a frecuencias
diferentes, la amplitud de las vibraciones variará sinusoidalmente con el tiempo produciendo un
efecto que se denomina batidos. Las amplitud de los batidos puede llegar a ser muy grande, y el
periodo de los batidos crece a medida que las frecuencias a las que se fuerza la vibración se
acercan a la frecuencia natural del sistema. Si el sistema no tiene atenuación resistiva (el ilustra-
do aquí no la tiene), entonces las vibraciones forzadas a la frecuencia natural harán que el siste-
ma vibre con amplitudes siempre crecientes.

Por poner un ejemplo concreto, si empujamos a un niño en un columpio, se elevará cada vez
más si empujamos con una frecuencia igual a la frecuencia natural del columpio. La resonancia
se utiliza en el diseño de los circuitos de sintonía de las radios; el circuito se sintoniza (general-
mente mediante un condensador variable) de forma que su frecuencia natural de oscilación sea la
frecuencia de la estación que se está sintonizando. El circuito responde entonces mucho más
fuertemente a la señal recibida de esa estación que a otras señales en diferentes frecuencias.

Figura 17.4 Resonancia.

Variación de parámetros
Un método más formal para calcular una solución particular yp(x) de una ecuación no homogé-
nea cuando conocemos dos soluciones independientes, y1(x) y y2(x), de la ecuación homogénea
es sustituir las constantes en la función complementaria por funciones, es decir, buscar yp de la
forma

yp % u1(x)y1(x) ! u2(x)y2(x)

Al requerir que yp cumpla la ED no homogénea dada se obtiene una ecuación que debe ser satis-
fecha por las dos funciones desconocidas u1 y u2. Somos libres de requerir que cumplan también
una segunda ecuación. Para simplificar los cálculos posteriores, escogeremos esta segunda ecua-
ción como

uñ1(x)y1(x) ! uñ2(x)y2(x) % 0
Ahora tenemos

yñp % uñ1y1 ! u1yñ1 ! uñ2y2 ! u2yñ2 % u1yñ1 ! u2yñ2

yññp % uñ1yñ1 ! u1yññ1 ! uñ2yñ2 ! u2yññ2
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Sustituyendo estas expresiones en la ED dada obtenemos

a2(uñ1yñ1 ! uñ2yñ2) ! u1(a2yññ1 ! a1yñ1 ! a0y1) ! u2(a2yññ2 ! a1yñ2 ! a0y2)

% a2(uñ1yñ1 ! uñ2yñ2) % f (x)

dado que y1 e y2 cumplen la ecuación homogénea. Por tanto, uñ1 y uñ2 cumplen la pareja de ecua-
ciones

uñ1(x)y1(x) ! uñ2(x)y2(x) % 0

uñ1(x)yñ1(x) ! uñ2(x)yñ2(x) %
f (x)

a2(x)

Podemos resolver estas dos ecuaciones obteniendo las funciones desconocidas uñ1 y uñ2 aplicando
la Regla de Cramer (Teorema 5 de la Sección 10.6), o de cualquier otra forma, para obtener

uñ1 % .

y2(x)

W(x)

f (x)

a2(x)
, uñ2 %

y1(x)

W(x)

f (x)

a2(x)

donde W(x), denominado wronskiano de y1 e y2, es el determinante

W(x) % G
y1(x) y2(x)

yñ1(x) yñ2(x) G
Entonces, u1 y u2 se pueden obtener por integración.

Ejemplo 3 Calcule la solución general de yññ . 3yñ ! 2y % 4x.

Solución Resolvemos primero la ecuación homogénea yññ . 3yñ ! 2y % 0, cuya ecuación auxiliar es
r2

. 3r ! 2 % 0, con raíces r % 1 y r % 2. Por tanto, y1 % ex e y2 % e2x son dos soluciones independientes
de la ecuación homogénea, y la función complementaria es

yh % C1e
x
! C2e

2x

Se puede encontrar una solución particular yp(x) de la ecuación no homogénea de la forma

yp % u1(x)ex
! u2(x)e2x

donde u1 y u2 cumplen

uñ1e
x
! 2uñ2e

2x
% 4x

uñ1e
x
! uñ2e

2x
% 0

Resolvemos estas ecuaciones lineales obteniendo uñ1 y uñ2 y después integramos, con lo que resulta

uñ1 % .4xe.x uñ2 % 4xe.2x

u1 % 4(x ! 1)e.x u2 % .(2x ! 1)e.2x

Entonces, yp % 4x ! 4 . (2x ! 1) % 2x ! 3 es una solución particular de la ecuación no homogénea, y la
solución general es

y % 2x ! 3 ! C1e
x
! C2e

2x

Observación Este método para resolver la ecuación no homogénea se denomina método de
variación de parámetros. Es completamente general y se aplica a ecuaciones de orden superior
en la forma razonable, pero es algo difícil computacionalmente hablando. Podríamos haber obte-
nido yp de forma más fácil si hubiéramos «adivinado» que sería de la forma yp % Ax ! B, y sus-
tituido entonces en la ecuación diferencial para obtener

.3A ! 2(Ax ! B) % 4x

o 2Ax ! (2B . 3A) % 4x

CAPÍTULO 17. Ecuaciones diferenciales ordinarias 1083



La única forma en la que esta última ecuación se puede cumplir para todo x es que 2A % 4 y
2B . 3A % 0, es decir, A % 2 y B % 3.

Cálculos con Maple
Maple dispone de una rutina dsolve para resolver (algunas) ecuaciones diferenciales y proble-
mas de valor inicial. Esta rutina toma una ED como entrada y, si se desea, condiciones iniciales
para la misma. Ilustraremos el procedimiento para la ecuación yññ ! 2yñ ! 5y % 25t ! 20 (supo-
niendo que la variable independiente es t):

b DE := (D@@2) (y) (t) + 2*D(y) (t) + 5*y(t) = 25*t + 20;

DE :% D(2)(y)(t) ! 2D(y)(t) ! 5y(t) % 25t ! 20

> dsolve (DE, y(t)) ;

y(t) % e(.t) sen (2t)–C2 ! e(.t) cos (2t)–C1 ! 2 ! 5t

Nótese el uso que hace Maple de –C1 y –C2 para indicar constantes arbitrarias. En el caso de un
problema de valor inicial suministraremos a dsolve la ED y sus condiciones iniciales en forma
de una lista de argumentos encerrados entre corchetes o llaves:

> dsolve ([DE, y(0) = 3, D(y) (0) = –2], y(t)) ;

y(t) % .3e(.t) sen (2t) ! e(.t) cos (2t) ! 2 ! 5t

Podríamos pensar que esta salida indica que y ha sido definida como función de t de forma que
se puede tener un valor, por ejemplo para y(1), proporcionando la entrada evalf(y(1)). Pero
esto no funciona. De hecho, la salida de dsolve es simplemente una ecuación tal que su miem-
bro izquierdo es el símbolo y(t). Podemos, sin embargo, utilizar esta salida para definir y como
función de t como sigue:

> y := unapply(op(2, %), t) ;

y :% t r .3e(.t) sen (2t) ! e(.t) cos (2t) ! 2 ! 5t

op(2, %) en el comando unapply se refiere al segundo operando del resultado anterior (es
decir, el miembro derecho de la ecuación de salida de dsolve). unapply(f, t) convierte una
expresión f en una función de t. Para confirmar:

> evalf(y(1)) ;
5.843372646

Ejercicios 17.6

Calcule soluciones generales de las ecuaciones no
homogéneas de los Ejercicios 1-12 por el método de los
coeficientes indeterminados.

1. yññ ! yñ . 2y % 1 2. yññ ! yñ . 2y % x

3. yññ ! yñ . 2y % e.x 4. yññ ! yñ . 2y % ex

5. yññ ! 2yñ ! 5y % x2 6. yññ ! 4y % x2

7. yññ . yñ . 6y % e.2x 8. yññ ! 4yñ ! 4y % e.2x

9. yññ!2yñ!2y%ex sen x 10. yññ!2yñ!2y%e.x sen x

11. yññ ! yñ % 4 ! 2x ! e.x 12. yññ ! 2yñ ! y % xe.x

13. Repita el Ejercicio 3 utilizando el método de variación
de parámetros.

14. Repita el Ejercicio 4 utilizando el método de variación
de parámetros.

15. Obtenga una solución particular de la forma y % Ax2 de
la ecuación de Euler x2yññ ! xyñ . y % x2, y calcule a
partir de aquí la solución general de esta ecuación en el
intervalo (0, ä).

16. ¿Para qué valores de r se puede resolver la ecuación
de Euler x2yññ ! xyñ . y % xr por el método del
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Ejercicio 15? Obtenga una solución particular para
cada uno de esos valores de r.

17. Intente plantear la forma de una solución particular de
x2yññ ! xyñ . y % x, y a partir de aquí obtener la
solución general de esta ecuación en el intervalo (0, ä).

18. Utilice el método de variación de parámetros para
resolver x2yññ ! xyñ . y % x.

19. Considere la ecuación lineal no homogénea

x2yññ . (2x ! x2)yñ ! (2 ! x)y % x3

Utilice el hecho de que y1(x) % x e y2(x) % xex son
soluciones independientes de la correspondiente

ecuación homogénea (véase el Ejercicio 5 de la
Sección 17.4) para obtener la solución general de esta
ecuación no homogénea.

20. Considere la ecuación de Bessel no homogénea

x2yññ ! xyñ !Ax2
.

1

4B y % x3/2

Utilice el hecho de que y1(x) % x.1/2 cos x e
y2(x) % x.1/2 sen x son soluciones independientes de la
correspondiente ecuación homogénea (véase el
Ejercicio 6 de la Sección 17.4) para obtener la solución
general de esta ecuación no homogénea.

17.7 Soluciones de ecuaciones diferenciales basadas en series

En la Sección 17.5 presentamos un procedimiento para resolver ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con coeficientes constantes y homogéneas:

ayññ ! byñ ! cy % 0

y ecuaciones de Euler de la forma

ax2yññ ! bxyñ ! cy % 0

Muchas de las ecuaciones diferenciales homogéneas lineales y de segundo orden que surgen en
las aplicaciones no tienen coeficientes constantes, y no son del tipo de Euler. Si las funciones
coeficiente de dichas ecuaciones son suficientemente bien comportadas, a menudo se pueden ob-
tener soluciones en forma de series de potencias (series de Taylor). Estas series solución se utili-
zan frecuentemente para definir nuevas funciones, cuyas propiedades se deducen parcialmente
del hecho de que son la solución de ecuaciones diferenciales particulares. Por ejemplo, las fun-
ciones de Bessel de orden l se definen como ciertas soluciones basadas en series de la ecuación
diferencial de Bessel

x2yññ ! xyñ ! (x2
. l2)y % 0

Las soluciones basadas en series de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden homogé-
neas se obtienen más fácilmente cerca de un punto ordinario de la ecuación. Un punto ordina-
rio es un punto x % a tal que la ecuación se puede expresar en la forma

yññ ! p(x)yñ ! q(x)y % 0

donde las funciones p(x) y q(x) son analíticas en x % a (recuérdese que una función f es analíti-
ca en x % a si f (x) se puede expresar como la suma de su desarrollo de Taylor en serie de poten-
cias de x . a en un intervalo de radio positivo centrado en x % a). Por tanto, asumimos

p(x) %

ä

;
n%0

pn(x . a)n

q(x) %

ä

;
n%0

qn(x . a)n

donde ambas series convergen en algún intervalo de la forma a . R a x a a ! R. Frecuente-
mente p(x) y q(x) son polinomios y, por tanto, son funciones analíticas en todas partes. Un cam-
bio de la variable independiente m % x . a situará el punto x % a en el origen m % 0, por lo que
podemos asumir que a % 0.
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El siguiente ejemplo ilustra la técnica de solución basada en series alrededor de un punto or-
dinario.

Ejemplo 1 Calcule dos soluciones independientes basadas en series de potencias de x para la ecuación
de Hermite

yññ . 2xyñ ! ly % 0

¿Para qué valores de l tiene la ecuación una solución polinómica?

Solución Probamos una solución en forma de series de potencias como

y %

ä

;
n%0

anx
n
% a0 ! a1x ! a2x

2
! a3x

3
! ñ, de forma que

yñ %

ä

;
n%1

nanx
n.1

yññ %

ä

;
n%2

n(n . 1)anx
n.2

%

ä

;
n%0

(n ! 2)(n ! 1)an!2x
n

Hemos sustituido n por n ! 2 para obtener xn en la suma de yññ. Sustituyendo estas expresiones en la ecua-
ción diferencial tenemos

ä

;
n%0

(n ! 2)(n ! 1)an!2x
n
. 2

ä

;
n%1

nanx
n
! l

ä

;
n%0

anx
n
% 0

2a2 ! la0 !

ä

;
n%1

[(n ! 2)(n ! 1)an!2 . (2n . l)an]x
n
% 0

Esta identidad se cumple para todo x suponiendo que los coeficientes de todas las potencias de x se anulan;
es decir,

a2 % .

la0

2
, an!2 %

(2n . l)an

(n ! 2)(n ! 1)
, (n % 1, 2, ...)

La última de estas fórmulas se denomina relación de recurrencia.
Podemos escoger cualquier valor para a0 y a1; después, las condiciones iniciales determinarán todos los

coeficientes restantes con an, (n n 2). Podemos encontrar una solución escogiendo, por ejemplo, a0 % 1 y
a1 % 0. Entonces, por la relación de recurrencia,

a3 % 0, a5 % 0, a7 % 0, ..., y

a2 % .

l
2

a4 %
(4 . l)a2

4 # 3
% .

l(4 . l)

2 # 3 # 4
% .

l(4 . l)

4!

a6 %
(8 . l)a4

6 # 5
% .

l(4 . l)(8 . l)

6!

ñ
El patrón resulta obvio:

a2n % .

l(4 . l)(8 . l) ñ (4n . 4 . l)

(2n)!
, (n % 1, 2, ...)

Una solución de la ecuación de Hermite es

y1 % 1 !

ä

;
n%1

.

l(4 . l)(8 . l) ñ (4n . 4 . l)

(2n)!
x2n

Observamos que si l % 4n para algún entero no negativo n, entonces y1 es un polinomio par de grado 2n,
porque a2n!2 % 0 y todos los coeficientes pares posteriores por tanto también se anulan.
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La segunda solución, y2, se puede obtener de la misma forma, escogiendo a0 % 0 y a1 % 1. Es

y2 % x !

ä

;
n%1

(2 . l)(6 . l) ñ (4n . 2 . l)

(2n ! 1)!
x2n!1

y es un polinomio impar de grado 2n ! 1 si l % 4n ! 2.
Ambas soluciones basadas en series convergen para todo x. El test de la razón se puede aplicar directa-

mente a la relación de recurrencia. Como los términos consecutivos distintos de cero de cada serie tienen la
forma anx

n y an!2x
n!2, podemos calcular

o % lim
nrä G

an!2x
n!2

anx
n G% �x �2 lim

nrä G
an!2

an G% �x �2 lim
nrä G

2n . l
(n ! 2)(n ! 1) G% 0

para todo x, de forma que la serie converge por el test de la razón.

Si x % a no es un punto ordinario de la ecuación

yññ ! p(x)yñ ! q(x)y % 0

entonces se denomina punto singular de dicha ecuación. Esto significa que al menos una de las
funciones p(x) y q(x) no es analítica en x % a. Sin embargo, si (x . a)p(x) y (x . a)2q(x) son
analíticas en x % a, entonces se dice que el punto singular es un punto singular regular. Por
ejemplo, el origen x % 0 es un punto singular regular de la ecuación de Bessel,

x2yññ ! xyñ ! (x2
. l2)y % 0

ya que p(x) % 1/x y q(x) % (x2
. l2)/x2 satisfacen xp(x) % 1 y x2q(x) % x2

. l2, que son ambas
polinomios y por tanto analíticas.

Las soluciones de ecuaciones diferenciales son en general no analíticas en puntos singulares.
Sin embargo, es todavía posible calcular al menos una solución basada en series alrededor de
esos puntos. El método requiere buscar una solución basada en series de la forma xk multiplicada
por una serie de potencias, es decir,

y % (x . a)k
ä

;
n%0

an(x . a)n
%

ä

;
n%0

an(x . a)n!k, con a0 Ç 0

La sustitución en la ecuación diferencial produce una ecuación indicial cuadrática, que determi-
na uno o dos valores de k donde se pueden obtener estas soluciones, y una relación de recu-
rrencia que permite el cálculo de los coeficientes an para n n 1. Si las raíces indiciales no son
iguales y su diferencia no es un entero, se pueden calcular dos soluciones independientes. Si las
raíces indiciales son iguales o difieren en un entero, se puede calcular una solución de este tipo
(correspondiente a la raíz indicial mayor), pero el cálculo de una segunda solución independiente
(y, por tanto, de la solución general) requiere técnicas que se salen del alcance de este libro. Se
remite al lector a textos estándar en ecuaciones diferenciales para una presentación más amplia y
ejemplos. Nos contentaremos aquí con un ejemplo final.

Ejemplo 2 Calcule una solución, en potencias de x, de la ecuación de Bessel de orden l % 1, concre-
tamente,

x2yññ ! xyñ ! (x2
. 1)y % 0

Solución Probamos

y %

ä

;
n%0

anx
k!n

yñ %

ä

;
n%0

(k ! n)anx
k!n.1

yññ %

ä

;
n%0

(k ! n)(k ! n . 1)anx
k!n.2
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Sustituyendo estas expresiones en la ecuación de Bessel se obtiene
ä

;
n%0

[((k ! n)(k ! n . 1) ! (k ! n) . 1)anx
n
! anx

n!2] % 0

ä

;
n%0

[(k ! n)2
. 1]anx

n
!

ä

;
n%2

an.2x
n
% 0

(k2
. 1)a0 ! (k ! 1)2

. 1)a1x !

ä

;
n%2

[((k ! n)2
. 1)an ! an.2]x

n
% 0

Todos los términos deben anularse. Como a0 Ç 0 (podemos tomar a0 % 1), obtenemos

k2
. 1 % 0, ecuación indicial

[(k ! 1)2
. 1]a1 % 0,

an % .

an.2

(k ! n)2
. 1

, (n n 2) relación de recurrencia

Evidentemente, k % u1; por lo tanto, a1 % 0. Si tomamos k % 1, entonces la relación de recurrencia es
an % .an.2/(n)(n! 2). Entonces,

a3 % 0, a5 % 0, a7 % 0, ñ

a2 %
.1

2 # 4
, a4 %

1

2 # 4 # 4 # 6
, a6 %

.1

2 # 4 # 4 # 6 # 6 # 8
, ñ

De nuevo el patrón es obvio:

a2n %
(.1)n

22nn!(n ! 1)!

y una solución de la ecuación de Bessel de orden 1 es

y %

ä

;
n%0

(.1)n

22nn!(n ! 1)!
x2n!1

Por el test de la razón, esta serie converge para todo x.

Observación Obsérvese que si intentáramos calcular una segunda solución utilizando
k % .1 obtendríamos la relación de recurrencia

an % .

an.2

n(n . 2)

y no seríamos capaces de calcular a2. Esto demuestra lo que puede suceder si las raíces indicia-
les difieren en un entero.

Ejercicios 17.7

1. Calcule la solución general de yññ % (x . 1)2y en forma
de una serie de potencias y % ;ä

n%0 an(x . 1)n.

2. Calcule la solución general de yññ % xy en forma de una
serie de potencias y % ;ä

n%0 anx
n con a0 y a1 arbitrarios.

3. Resuelva el problema de valor inicial

E
yññ ! xyñ ! 2y % 0

y(0) % 1

yñ(0) % 2

4. Calcule la solución de yññ ! xyñ ! y % 0 que cumple
y(0) % 1 e yñ(0) % 0.

5. Calcule los tres primeros términos distintos de cero de una
solución en forma de serie de potencias de x del problema
de valor inicial yññ!(sen x)y%0, y(0)%1, yñ(0)%0.

6. Calcule la solución, en forma de serie de potencias de x,
del problema de valor inicial

(1 . x2)yññ . xyñ ! 9y % 0, y(0) % 0, yñ(0) % 1

7. Calcule dos soluciones en forma de serie de potencias de
x de la ecuación 3xyññ ! 2yñ ! y % 0.

8. Calcule una solución en forma de serie de potencias de
la ecuación de Bessel de orden l % 0, es decir, de la
ecuación xyññ ! yñ ! xy % 0.
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Repaso del capítulo

Ideas clave

¿Qué significan las siguientes expresiones?

0 ED ordinaria

0 ED en derivadas parciales

0 Solución general de una ED

0 Combinación lineal de soluciones de una ED

0 Orden de una ED

0 ED lineal

0 ED separable

0 ED exacta

0 Factor de integración

0 ED de coeficientes constantes

0 Ecuación de Euler

0 Ecuación auxiliar

Explique cómo resolver:

0 Una ED separable

0 Una ED lineal de primer orden

0 Una ED de primer orden homogénea

0 Una ED de coeficientes constantes

0 Una ecuación de Euler

¿Qué condiciones implican que un problema de
valor inicial para una ED de primer orden
tendrá solución única cerca del punto inicial?

Explique los siguientes métodos de resolución
numérica de ED de primer orden:

0 El método de Euler

0 El método de Euler mejorado

0 El método de Runge-Kutta de cuarto orden

Explique los siguientes métodos de resolución de
ED lineales homogéneas:

0 Coeficientes indeterminados

0 Variación de parámetros

¿Qué son los puntos ordinarios y los puntos
singulares regulares en las ED lineales de
segundo orden? Explique cómo se pueden
utilizar las series para resolver estas ecuaciones
cerca de tales puntos.

Ejercicios de repaso
Calcule las soluciones generales de las ecuaciones
diferenciales de los Ejercicios 1-16.

1.
dy

dx
% 2xy 2.

dy

dx
% e.y sen x

3.
dy

dx
% x ! 2y 4.

dy

dx
%

x2
! y2

2xy

5.
dy

dx
%

x ! y

y . x
6.

dy

dx
% .

y ! ex

x ! ey

7.
d2y

dt2
%A

dy

dtB
2

8. 2
d2y

dt2
! 5

dy

dt
! 2y % 0

9. 4yññ.4yñ!5y%0 10. 2x2yññ ! y % 0

11. t2
d2y

dt2
. t

dy

dt
! 5y % 0

12.
d3y

dt3
! 8

d2y

dt2
! 16

dy

dt
% 0

13.
d2y

dx2 . 5
dy

dx
! 6y % ex

! e3x

14.
d2y

dx2 . 5
dy

dx
! 6y % xe2x

15.
d2y

dx2!2
dy

dx
!y%x2 16. x

d2y

dx2 . 2y % x3

Resuelva los problemas de valor inicial de los Ejercicios
17-26.

17. E
dy

dx
%

x2

y2

y(2) % 1
18. E

dy

dx
%

y2

x2

y(2) % 1

19. E
dy

dx
%

xy

x2
! y2

y(0) % 1
20. E

dy

dx
! (cos x)y % 2 cos x

y(n) % 1

21. E
yññ ! 3yñ ! 2y % 0

y(0) % 1

yñ(0) % 2

22. E
yññ ! 2yñ ! (1 ! n2)y % 0

y(1) % 0

yñ(1) % n

23. E
yññ!10yñ!25y%0

y(1) % e.5

yñ(1) % 0

24. E
x2yññ . 3xyñ ! 4y % 0

y(e) % e2

yñ(e) % 0

25. E
d2y

dt2
! 4y % 8e2t

y(0) % 1
yñ(0) % .2

26. E
2
d2y

dx2 ! 5
dy

dx
.3y%6!7ex/2

y(0)%0
yñ(0) % 1
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27. Indique para qué valores de las constantes A y B es
exacta la ecuación

[(x!A)ex sen y!cos y] dx!x[ex cos y!B sen y] dy%0

¿Cuál es la solución general de la ecuación si A y B
tienen esos valores?

28. Calcule un valor de n para que xn sea un factor de
integración de

(x2
! 3y2) dx ! xy dy % 0

y resuelva la ecuación.

29. Demuestre que y % x es una solución de

x2yññ . x(2 ! x cot x)yñ ! (2 ! x cot x)y % 0

y calcule la solución general de la ecuación.

30. Utilice el método de variación de parámetros y el
resultado del Ejercicio 29 para calcular la solución
general de la ecuación no homogénea

x2yññ . x(2 ! x cot x)yñ ! (2 ! x cot x)y % x3 sen x

31. Suponga que f (x, y) y
L
Ly

f (x, y) son continuas en todo

el plano xy y que f (x, y) está acotada en dicho plano,
es decir, � f (x, y) � m K. Demuestre que ninguna
solución de yñ % f (x, y) puede tener una asíntota
vertical. Describa la región del plano donde debe estar
la solución al problema de valor inicial

E
yñ % f (x, y)

y(x0) % y0
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APÉNDICE I

Números complejos

Old Macdonald had a farm,
Minus E-Squared O

Canción para niños matemáticamente simplificada

Muchos de los problemas a los que se aplica la matemática requieren la solución de ecuaciones.
A lo largo de los siglos los sistemas de numeración se han tenido que ampliar muchas veces para
proporcionar soluciones a más y más clases de ecuaciones. Los números naturales

� % {1, 2, 3, 4, ...}

son inadecuados como soluciones de ecuaciones de la forma

x ! n % m, (m, n à �)

Se pueden añadir el cero y los números negativos para crear los enteros

� % {..., .3, .2, .1, 0, 1, 2, 3, ...}

donde esa ecuación tiene como solución x % m . n incluso si m a n (históricamente, esta exten-
sión del sistema numérico apareció mucho más tarde que algunas de las que se mencionan poste-
riormente). Algunas ecuaciones de la forma

nx % m, (m, n à �, n Ç 0)

no se pueden resolver mediante los enteros. Es necesaria otra extensión para incluir números de
la forma m/n, lo que lleva al conjunto de los números racionales

� % E
m

n
: m, n à �, n Ç 0F

Toda ecuación lineal
ax % b, (a, b à �, a Ç 0)

tiene una solución x % b/a en �, pero la ecuación cuadrática

x2
% 2

no tiene solución en �, como se demostró en la Sección P.1. Una nueva extensión enriquece el
conjunto de los números racionales para formar el conjunto de los números reales � en el que
algunas ecuaciones como x2

% 2 tienen solución. Sin embargo, otras ecuaciones cuadráticas, por
ejemplo,

x2
% .1



no tienen solución incluso dentro del conjunto de los números reales, por lo que el proceso de
extensión no está completo. Para poder resolver cualquier ecuación cuadrática, necesitamos ex-
tender el sistema de los números reales para formar un conjunto mayor que se denomina sistema
de los números complejos. En este apéndice definiremos los números complejos y desarrollare-
mos algunas de sus propiedades básicas.

Definición de números complejos
Empezaremos por definir el símbolo i, denominado unidad imaginaria1, que tiene la propiedad

i2 % .1

Por tanto, también denominaremos a i raíz cuadrada de .1 y lo expresaremos como ∂.1.
Por supuesto, i no es un número real; ningún número real tiene un cuadrado negativo.

DEFINICIÓN 1

Un número complejo es una expresión de la forma

a ! bi o a ! ib

siendo a y b números reales, e i la unidad imaginaria.

Por ejemplo, 3 ! 2i, 7
2 .

2
3i, in % 0 ! in y .3 % .3 ! 0i son todos números complejos. El úl-

timo de estos ejemplos muestra que todo número real se puede considerar como un número com-
plejo (utilizaremos normalmente a ! bi a menos que b sea una expresión complicada, en cuyo
caso escribiremos a ! ib; cualquier forma es aceptable).

A menudo es conveniente representar un número complejo mediante una única letra; w y z se
utilizan frecuentemente para este fin. Si a, b, x e y son números reales, y

w % a ! bi y z % x ! yi

podemos entonces referirnos a los números complejos w y z. Nótese que w % z si y sólo si a % x
y b % y. Son de especial importancia los números complejos

0 % 0 ! 0i, 1 % 1 ! 0i y i % 0 ! 1i

DEFINICIÓN 2

Si z % x ! yi es un número complejo (siendo x e y reales), denominaremos a x parte real
de z y la indicaremos como Re (z). Denominaremos a y parte imaginaria de z y la indica-
remos como Im (z):

Re (z) % Re (x ! yi) % x, Im (z) % Im (x ! yi) % y

Nótese que tanto la parte real como la parte imaginaria de un número complejo son números
reales:

Re (3 . 5i) % 3 Im (3 . 5i) % .5

Re (2i) % Re (0 ! 2i) % 0 Im (2i) % Im (0 ! 2i) % 2

Re (.7) % Re (.7 ! 0i) % .7 Im (.7) % Im (.7 ! 0i) % 0

1 En algunos campos, por ejemplo, la ingeniería eléctrica, la unidad imaginaria se denomina j en vez de i. Como «ne-
gativo», o «irracional», el término «imaginario» sugiere el recelo con que se acogía la nueva clase de números que se
presentaban por primera vez.
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Representación gráfica de números complejos

Como los números complejos se construyen a partir de parejas de números reales (sus partes real
e imaginaria), es natural representar gráficamente a los números complejos como puntos en un
plano cartesiano. Utilizaremos el punto de coordenadas (a, b) para representar al número com-
plejo w % a ! ib. En particular, el origen (0, 0) representa al número complejo 0, el punto (1, 0)
representa al número complejo 1 % 1 ! 0i y el punto (0, 1) representa al número complejo
i % 0 ! 1i (véase la Figura I.1).

Figura I.1 Un diagrama de Argand que representa
el plano complejo.

Esta representación de los números complejos como puntos en un plano se denomina diagrama
de Argand. Como todo número complejo está representado por un único punto del plano, el
conjunto de todos los números complejos se denomina frecuentemente plano complejo. El sím-
bolo � se utiliza para representar al conjunto de todos los números complejos y, de forma equi-
valente, al plano complejo:

� % {x ! yi : x, y, à �}

Los puntos del eje x del plano complejo corresponden a los números reales (x % x ! 0i), por lo
que el eje x se denomina eje real. Los puntos del eje y corresponden a números imaginarios
puros (yi % 0 ! yi), por lo que el eje y se denomina eje imaginario.

Puede ser de utilidad emplear las coordenadas polares de un punto en el plano complejo.

DEFINICIÓN 3

La distancia desde el origen hasta el punto (a, b) correspondiente al número complejo
w % a ! bi se denomina módulo de w y se escribe �w � o �a ! bi �:

�w �% �a ! bi � % ∂a2
! b2

DEFINICIÓN 4

Si la recta que va desde el origen hasta (a, b) forma un ángulo h con la dirección positiva
del eje real (midiéndose los ángulos positivos en el sentido contrario al de las agujas del
reloj), entonces h se denomina fase del número complejo w % a ! bi y se escribe arg (w) o
arg (a ! bi) (véase la Figura I.2).
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Figura I.2 Módulo y fase de un número complejo.

El módulo de un número complejo es siempre real y no negativo. Es positivo a menos que el nú-
mero complejo sea 0. El papel que juega el módulo en los números complejos es similar al del
valor absoluto en los números reales. De hecho, a veces el módulo se denomina valor absoluto.

Las fases de los números complejos no son únicas. Si w % a ! bi Ç 0 entonces todos los po-
sibles valores de arg (w) difieren en un múltiplo entero de 2n. El símbolo arg (w) no representa
realmente un único número, sino un conjunto de números. Cuando escribimos arg (w) % h esta-
mos diciendo que el conjunto arg (w) contiene a todos los números de la forma h ! 2kn, siendo
k un entero. De forma similar, la afirmación arg (z) % arg (w) dice que los dos conjuntos son
idénticos.

Si w % a ! bi, con a % Re (w) Ç 0, entonces

tan arg (w) % tan arg (a ! bi) %
b

a

Esto significa que tan h % b/a para todo h en el conjunto arg (w).
Algunas veces es conveniente restringir h % arg (w) a un intervalo de amplitud 2n, es decir,

al intervalo 0 m h a 2n o .n a h m n, de forma que los números complejos distintos de cero
tendrán fases únicas. Denominaremos al valor de arg (w) en el intervalo .n a h m n fase prin-
cipal de w y lo escribiremos Arg (w). Todo número complejo w excepto el cero tiene una fase
principal única Arg (w).

Ejemplo 1 (Algunos módulos y fases principales) Véase la Figura I.3.

�2 � % 2 Arg (2) % 0

�1 ! i � % ∂2 Arg (1 ! i) % n/4

�i � % 1 Arg (i) % n/2

�.2i �% 2 Arg (.2i) % .n/2

�. ∂3 ! i �% 2 Arg (.∂3 ! i) % 5n/6

�.1 . 2i � % ∂5 Arg (.1 . 2i) % .n ! tan.1 (2)

Figura I.3 Algunos números complejos con sus módulos.

1094 CÁLCULO



Observación Si z % x ! yi y Re (z) % x b 0, entonces Arg (z) % tan.1 (y/x). Muchas hojas de
cálculo de computador y paquetes de software matemático implementan una función arctan de-
nominada atan2 (x, y) que proporciona el ángulo polar de (x, y) en el intervalo (.n, n]. Por tanto,

Arg (x ! yi) % atan2 (x, y)

Dado el módulo r % �w � y cualquier valor de la fase h % arg (w) de un número complejo
w % a ! bi, tenemos que a % r cos h y b % r sen h, por lo que w se puede expresar en función de
su módulo y fase como

w % r cos h ! i r sen h

La expresión del miembro derecho se denomina representación polar de w.

¡¡ A T E N C I Ó N !!
Revise la nota de atención al final de la presentación de la función ar-
cotangente en la Sección 3.5; programas diferentes implementan la
función arcotangente de dos variables utilizando notaciones diferentes
y/o diferente orden de variables.

DEFINICIÓN 5

El conjugado o complejo conjugado de un número complejo w % a ! bi es otro número
complejo, simbolizado por w6 , y dado por

w6 % a . bi

Ejemplo 2 2 . 3i % 2 ! 3i, 3 % 3, 2i % .2i.

Obsérvese que

Re (w6 ) % Re (w) �w6 � % �w �

Im (w6 ) % .Im (w) arg (w6 ) % .arg (w)

En un diagrama de Argand el punto w6 es la reflexión del punto w con respecto al eje real (véase
la Figura I.4).

Figura I.4 Un número complejo y su conjugado son imágenes especulares entre sí
con respecto al eje real.

Nótese que w es real (Im (w) % 0) si y sólo si w6 % w. Además, w es imaginario puro
(Re (w) % 0) si y sólo si w6 % .w (en este caso, .w % .a . bi si w % a ! bi).

APÉNDICE I. Números complejos 1095



Aritmética compleja

Como los números reales, los números complejos se pueden sumar, restar, multiplicar y dividir.
Dos números complejos se suman o restan como si fueran vectores bidimensionales cuyas com-
ponentes son sus partes real e imaginaria.

Suma y diferencia de números complejos

Si w % a ! bi y z % x ! yi, siendo a, b, x e y números reales, entonces

w ! z % (a ! x) ! (b ! y) i

w . z % (a . x) ! (b . y) i

En un diagrama de Argand los puntos w ! z y w . z son los puntos cuyos vectores de posición
son, respectivamente, la suma y la diferencia de los vectores de posición de los puntos w y z
(véase la Figura I.5). En particular, el número complejo a ! bi es la suma del número real
a % a ! 0i y el número imaginario puro bi % 0 ! bi.

Figura I.5 Dos números complejos se suman y se restan vectorialmente.
Obsérvense los paralelogramos.

La suma compleja obedece a las mismas reglas que la suma real: si w1, w2 y w3 son tres nú-
meros complejos, las siguientes propiedades se pueden verificar fácilmente:

w1 ! w2 % w2 ! w1 La suma es conmutativa.

(w1 ! w2) ! w3 % w1 ! (w2 ! w3) La suma es asociativa.

�w1 u w2 � m �w1 � ! �w2 � desigualdad del triángulo.

Nótese que �w1 . w2 � es la distancia entre los w1 y w2 en el plano complejo. Por tanto, la desi-
gualdad del triángulo dice que en el triángulo cuyos vértices son w1, %w2 y 0, la longitud de un
lado es menor que la suma de las longitudes de los otros dos.

Se puede verificar también fácilmente que el conjugado de una suma (o diferencia) es la
suma (o diferencia) de los conjugados:

w ! z % w6 ! z6

Ejemplo 3

(a) Si w % 2 ! 3i y z % 4 . 5i, entonces

w ! z % (2 ! 4) ! (3 . 5)i % 6 . 2i

w . z % (2 . 4) ! (3 . (.5)) i % .2 ! 8i

(b) 3i ! (1 . 2i) . (2 ! 3i) ! 5 % 4 . 2i.
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La multiplicación de dos números complejos w % a ! bi y z % x ! yi se realiza multiplicando
formalmente las expresiones binomiales y sustituyendo i2 por .1:

wz % (a ! bi)(x ! yi) % ax ! ayi ! bxi ! byi2

% (ax . by) ! (ay ! bx) i

Producto de números complejos

Si w % a ! bi y z % x ! yi, siendo a, b, x e y números reales, entonces

wz % (ax . by) ! (ay ! bx) i

Ejemplo 4

(a) (2 ! 3i)(1 . 2i) % 2 . 4i ! 3i . 6i2 % 8 . i.

(b) i(5 . 4i) % 5i . 4i2 % 4 ! 5i.

(c) (a ! bi)(a . bi) % a2
. abi ! abi . b2i2 % a2

! b2.

El apartado (c) del ejemplo anterior muestra que el cuadrado del módulo de un número complejo
es el producto de dicho número con su complejo conjugado:

w w6 % �w �2

La multiplicación compleja comparte muchas propiedades con la multiplicación real. En particu-
lar, si w1, w2 y w3 son números complejos, entonces

w1w2 % w2w1 La multiplicación es conmutativa.

(w1w2)w3 % w1(w2w3) La multiplicación es asociativa.

w1(w2 ! w3) % w1w2 ! w1w3 La multiplicación es distributiva respecto de la suma.

El conjugado de un producto es el producto de los conjugados:

wz % wz

Para ver que esto es así, sean w % a ! bi y z % x ! yi. Entonces,

wz % (ax . by) ! (ay ! bx)i

% (ax . by) . (ay ! bx)i

% (a . bi)(x . yi) % wz

Es particularmente sencillo determinar el producto de módulos complejos expresados en forma
polar. Si

w % r(cos h ! i sen h) y z % s(cos h ! i sen h)

siendo r % �w �, h % arg (w), s % �z �, y h % arg (z), entonces

wz % rs(cos h ! i sen h)(cos h ! i sen h)

% rs((cos h cos h . sen h sen h) ! i(sen h cos h ! cos h sen h))

% rs(cos(h ! h) ! i sen (h ! h))
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Véase la Figura I.6. Como las fases sólo están determinadas hasta un múltiplo entero de 2n, he-
mos demostrado que

Módulo y fase de un producto

�wz � % �w � �z � y arg (wz) % arg (w) ! arg (z)

Figura I.6 La fase de un producto es la suma
de las fases de los factores.

La segunda de estas ecuaciones dice que el conjunto arg (wz) está formado por todos los núme-
ros h ! h, donde h pertenece al conjunto arg (w) y h al conjunto arg (z).

De forma más general, si w1, w2, ..., wn son números complejos, entonces

�w1w2 ñ wn � % �w1 � �w2 � ñ �wn �

arg (w1w2 ñ wn) % arg (w1) ! arg (w2) ! ñ ! arg (wn)

La multiplicación de un número complejo por i tiene una interpretación geométrica particular-
mente simple en un diagrama de Argand. Como � i � % 1 y arg (i) % n/2, la multiplicación de
w % a ! bi por i no modifica el módulo de w pero aumenta su fase en n/2 (véase la Figura I.7).
Por tanto, la multiplicación por i gira el vector de posición de w en sentido contrario al de las
agujas del reloj 90o alrededor del origen.

Figura I.7 La multiplicación por i corresponde a una rotación en sentido contrario
al de las agujas del reloj de 90o.

Sea z % cos h ! i sen h. Entonces �z � % 1 y arg (z) % h. Como el módulo de un producto es el
producto de los módulos de los factores y la fase de un producto es la suma de las fases de los
factores, tenemos �zn � % �z �n % 1 y arg (zn) % n arg (z) % nh. Por tanto,

zn
% cos nh ! i sen nh

y hemos demostrado el Teorema de de Moivre.
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TEOREMA 1 Teorema de Moivre

(cos h ! i sen h)n
% cos nh ! i sen nh

#

Observación Una gran parte del estudio de las funciones complejas de variable compleja se
sale del alcance de este libro. Sin embargo, en el Apéndice II presentaremos una versión comple-
ja de la exponencial que tiene la siguiente propiedad: si z % x ! iy (siendo x e y reales), entonces

ez
% ex!iy

% exeiy
% ex (cos y ! i sen y)

Por tanto, el módulo de ez es eRe (z) e Im (z) es un valor de arg (ez). En este contexto, el Teorema
de de Moivre dice simplemente que

(eih)n
% einh

Ejemplo 5 Exprese (1 ! i)5 en la forma a ! bi.

Solución Como �(1 ! i)5 � % �1 ! i �5 % (∂2)5
% 4∂2 y arg ((1 ! i)5) % 5 arg (1 ! i) %

5n
4

, tenemos

(1 ! i)5
% 4∂2Acos

5n
4

! i sen
5n
4 B% 4∂2A.

1

∂2
.

1

∂2
iB% .4 . 4i

El Teorema de Moivre se puede utilizar para generar identidades trigonométricas de los múlti-
plos de un ángulo. Por ejemplo, para n % 2 tenemos

cos 2h ! i sen 2h % (cos h ! i sen h)2
% cos2 h . sen2 h ! 2i cos h sen h

Por tanto, cos 2h % cos2 h . sen2 h y sen 2h % 2 sen h cos h.
El inverso de un número complejo distinto de cero w % a ! bi se puede calcular multipli-

cando el numerador y el denominador de la expresión del inverso por el conjugado de w:

w.1
%

1

w
%

1

a ! bi
%

a . bi

(a ! bi)(a . bi)
%

a . bi

a2
! b2 %

w6

�w �2

Como �w6 � % �w � y arg (w6 ) % .arg (w), tenemos

G
1

w G%
�w6 �
�w �2

%
1

�w �
y arg A

1

wB% .arg (w)

El cociente z/w de dos números complejos z % x ! yi y w % a ! bi es el producto de z y 1/w,
por lo que

z

w
%

zw6

�w �2
%

(x ! yi)(a . bi)

a2
! b2 %

xa ! yb ! i(ya . xb)

a2
! b2

Tenemos

Módulo y fase de un cociente

G
z

w G%
�z �
�w �

y argA
z

wB% arg (z) . arg (w)

El conjunto arg (z/w) está formado por todos los números h . h donde h pertenece al conjunto
arg (z) y h pertenece al conjunto arg (w).
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Ejemplo 6 Simplifique (a)
2 ! 3i

4 . i
y (b)

i

1 ! i∂3
.

Solución

(a)
2 ! 3i

4 . i
%

(2 ! 3i)(4 ! i)

(4 . i)(4 ! i)
%

8 . 3 ! (2 ! 12)i

42
! 12 %

5

17
!

14

17
i.

(b)
i

1 ! i∂3
%

i(1 . i∂3)

(1 ! i∂3)(1 . i∂3)
%

∂3 ! i

12
! 3

%
∂3

4
!

1

4
i.

Por otra parte, como �1 ! i∂3 � % 2 y arg (1 ! i∂3) % tan.1
∂3 %

n
3

, el módulo del cociente de (b)

es
1

2
y su fase es

n
2

.

n
3

%
n
6

. Por tanto,

i

1 ! i∂3
%

1

2Acos
n
6

! i sen
n
6B%

∂3

4
!

1

4
i

Raíces de números complejos
Si a es un número real positivo, existen dos números reales diferentes cuyo cuadrado es a. Se
denominan

∂a (la raíz cuadrada positiva de a)

.∂a (la raíz cuadrada negativa de a)

Todo número complejo z % x ! yi distinto de cero (siendo x2
! y2

b 0) tiene dos raíces cuadra-
das; si w1 es un número complejo tal que w2

1 % z, entonces w2 % .w1 también cumple w2
2 % z.

Es interesante señalar una de esas raíces para denominarla ∂z.
Sea r % �z �, de forma que r b 0. Sea h % Arg (z). Por tanto, .n a h m n. Como

z % r (cos h ! i sen h)
el número complejo

w % ∂rAcos
h
2

! i sen
h
2B

cumple claramente w2
% z. Denominaremos a w raíz cuadrada principal de z y lo escribiremos

∂z. Las dos soluciones de la ecuación w2
% z son, por tanto, w % ∂z y w % .∂z.

Obsérvese que la parte real de ∂z es siempre no negativa puesto que cos (h/2) n 0 para
.n/2 a h m n/2. En este intervalo sen (h/2) % 0 sólo si h % 0 en cuyo caso ∂z es real y positiva.

Ejemplo 7

(a) ∂4 % ∂4(cos 0 ! i sen 0) % 2.

(b) ∂i %J1Acos
n
2

! i sen
n
2B% cos

n
4

! i sen
n
4

%
1

∂2
!

1

∂2
i.

(c) ∂.4i %J4CcosA.

n
2B! i senA.

n
2BD% 2CcosA.

n
2B! i senA.

n
2BD

(d) J.

1

2
! i

∂3

2
%Jcos

2n
3

! i sen
2n
3

% cos
n
3

! i sen
n
3

%
1

2
!

∂3

2
i.
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Dado un número complejo z distinto de cero, se pueden obtener n números complejos distintos w
que cumplen wn

% z. Estos n números se denominan las raíces n-ésimas de z. Por ejemplo, si
z % 1 % cos 0 ! i sen 0, entonces todos los números

w1 % 1

w2 % cos
2n
n

! i sen
2n
n

w3 % cos
4n
n

! i sen
4n
n

w4 % cos
6n
n

! i sen
6n
n

ó

wn % cos
2(n . 1)n

n
! i sen

2(n . 1)n
n

cumplen wn
% 1 y, por tanto, son raíces n-ésimas de 1 (estos números se denominan general-

mente raíces n-ésimas de la unidad). La Figura I.8 muestra las tres raíces cúbicas de 1. Obsérve-
se que están en los tres vértices de un triángulo equilátero cuyo centro está en el origen y uno de
sus vértices está en 1. En general, las n raíces n-ésimas de la unidad estarán en una circunferen-
cia de radio 1 centrada en el origen, y sus vértices formarán un polígono regular de n lados con
uno de sus vértices en 1.

Figura I.8 Las raíces cúbicas de la unidad.

Si z es un número complejo distinto de cero y h es la fase principal de z (.n a h m n), en-
tonces el número

w1 % �z �1/nAcos
h
n

! i sen
h
nB

se denomina raíz principal n-ésima de z. Todas las raíces n-ésimas de z están en una circunfe-
rencia de radio �z �1/n centrada en el origen y ocupan los vértices de un polígono regular de n la-
dos con uno de sus vértices en w1 (véase la Figura I.9). Las otras n raíces son

w2 % �z �1/nAcos
h ! 2n

n
! i sen

h ! 2n
n B

w3 % �z �1/nAcos
h ! 4n

n
! i sen

h ! 4n
n B

ó

wn % �z �1/nAcos
h ! 2(n . 1)n

n
! i sen

h ! 2(n . 1)n
n B
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Figura I.9 Las cinco raíces quintas de z.

Podemos obtener todas las raíces n-ésimas de z multiplicando la raíz principal n-ésima por las
raíces n-ésimas de la unidad.

Ejemplo 8 Calcule las raíces cuartas de .4. Dibújelas en un diagrama de Argand.

Solución Como �.4 �1/4 % ∂2 y arg (.4) % n, la raíz cuarta principal de .4 es

w1 % ∂2Acos
n
4

! i sen
n
4B% 1 ! i

Las otras tres raíces cuartas están en los vértices de un cuadrado cuyo centro es el origen y uno de sus
vértices está en 1 ! i (véase la Figura I.10). Por tanto, las otras raíces son

w2 % .1 ! i, w3 % .1 . i, w4 % 1 . i

Figura I.10 Las cuatro raíces cuartas de .4.

Ejercicios: Apéndice I

En los Ejercicios 1-4, calcule las partes reales e imaginarias
(Re (z) e Im (z)) de los números complejos z dados, y dibuje
la posición de cada uno de los números en el plano
complejo (es decir, en un diagrama de Argand).

1. z % .5 ! 2i 2. z % 4 . i

3. z % .ni 4. z % .6

En los Ejercicios 5-15, calcule los módulos r % �z � y las
fases principales h % Arg (z) de los números complejos
dados z, y exprese z en función de r y h.

5. z % .i ! i 6. z % .2

7. z % 3i 8. z % .5i

9. z % 1 ! 2i 10. z % .2 ! i

11. z % .3 . 4i 12. z % 3 . 4i

13. z % ∂3 . i 14. z % .∂3 . 3i

15. z % 3 cos
4n
5

! 3i sen
4n
5
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16. Si Arg (z) % 3n/4 y Arg (w) % n/2, calcule Arg (zw).

17. Si Arg (z) % .5n/6 y Arg (w) % n/4, calcule Arg (z/w).

En los Ejercicios 18-23, exprese en la forma z % x ! yi los
números complejos z con los módulos y fases dados.

18. �z � % 2, arg (z) % n 19. �z �%5, arg (z)% tan.1 3

4

20. �z � % 1, arg (z) %
3n
4

21. �z � % n, arg (z) %
n
6

22. �z � % 0, arg (z) % 1 23. �z � %
1

2
, arg (z) % .

n
3

En los Ejercicios 24-27, calcule los complejos conjugados
de los números complejos dados.

24. 5 ! 3i 25. .3 . 5i

26. 4i 27. 2 . i

Describa geométricamente (o realice un dibujo) del
conjunto de puntos z en el plano complejo que cumplen las
ecuaciones o desigualdades de los Ejercicios 28-33.

28. �z � % 2 29. �z � m 2

30. �z . 2i � m 3 31. �z . 3 ! 4i � m 5

32. arg z %
n
3

33. n m arg (z) m

7n
4

Simplifique las expresiones de los Ejercicios 34-43.

34. (2 ! 5i) ! (3 . i) 35. i . (3 . 2i) ! (7 . 3i)

36. (4 ! i)(4 . i) 37. (1 ! i)(2 . 3i)

38. (a ! bi)(2a . bi) 39. (2 ! i)3

40.
2 . i

2 ! i
41.

1 ! 3i

2 . i

42.
1 ! i

i(2 ! 3i)
43.

(1 ! 2i)(2 . 3i)

(2 . i)(3 ! 2i)

44. Demuestre que z ! w % z ! w.

45. Demuestre que A
z

wB%
z

w
.

46. Exprese los números complejos z % 3 ! i∂3 y
w % .1 ! i∂3 en forma polar (es decir, en función
de su módulo y fase). Utilice estas expresiones para
calcular zw y z/w.

47. Repita el Ejercicio 46 para z % .1 ! i y w % 3i.

48. Utilice el Teorema de de Moivre para obtener una
identidad trigonométrica de cos 3h en función de cos h,
y otra para sen 3h en función de sen h.

49. Describa las soluciones, si existen, de la ecuación
(a) z6 % 2/z y (b) z6 % .2/z.

50. Dados los números positivos a y b, siempre es cierto
que ∂ab % ∂a∂b. ¿Se cumple una identidad similar
para ∂zw, siendo z y w números complejos?
Sugerencia: Considere z % w % .1.

51. Calcule las tres raíces cúbicas de .1.

52. Calcule las tres raíces cúbicas de .8i.

53. Calcule las tres raíces cúbicas de .1 ! i.

54. Calcule todas las raíces cuartas de 4.

55. Calcule todas las soluciones complejas de la ecuación
z4

! 1 . i∂3 % 0.

56. Calcule todas las soluciones de z5
! a5

% 0, siendo a
un número real positivo.

57. Demuestre que la suma de las raíces n-ésimas de la
unidad es cero. Sugerencia: Demuestre que estas raíces
son todas ellas potencias de la raíz principal.
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APÉNDICE II

Funciones complejas

El camino más corto entre dos verdades en el dominio
real pasa por el dominio complejo.

Jacques Hadamard (1865-1963)
citado en La inteligencia matemática, v. 13, 1991

La mayor parte de este libro trata del desarrollo de las propiedades de las funciones reales, es
decir, funciones de una o más variables reales cuyos valores son a su vez números reales o vec-
tores con componentes reales. La definición de función dada en la Sección P.4 se puede adaptar
al caso de funciones complejas de variable compleja.

DEFINICIÓN 1

Una función compleja f es una regla que asigna un único número complejo f (z) a cada
número z de un conjunto de números complejos (denominado dominio de la función).

Normalmente utilizaremos z % x ! yi para indicar un punto general del dominio de una función
compleja y w % u ! vi para indicar el valor de la función en z; si w % f (z), entonces las partes
real e imaginaria de w (u % Re (w) y v % Im (w)) son funciones reales de z, y por tanto funciones
reales de las dos variables reales x e y:

u % u(x, y), v % v(x, y)

Por ejemplo, la función compleja f (z) % z2, cuyo dominio es el plano complejo completo �,
asigna el valor z2 al número complejo z. Si w % z2 (siendo w % u ! vi y z % x ! yi), entonces

u ! vi % (x ! yi)2
% x2

. y2
! 2xyi

de forma que
u % Re (z2) % x2

. y2 y v % Im (z2) % 2xy

No resulta práctico dibujar la gráfica de una función compleja. La gráfica de w % f (z) tendría
que ser dibujada en un espacio (real) de cuatro dimensiones, ya que se requieren dos dimensio-
nes (un plano z) para la variable independiente y dos dimensiones más (un plano w) para la va-
riable dependiente. En vez de eso, podemos representar gráficamente el comportamiento de una
función compleja w % f (z) dibujando el plano z y el plano w separadamente, y mostrando la
imagen en el plano w de cierto conjunto de puntos previamente escogido en el plano z. Por ejem-
plo, la Figura II.1 ilustra el hecho de que para la función w % z2 la imagen del cuarto de disco
�z � m a, 0 m arg (z) m

n
2 es el semidisco �w � m a2, 0 m arg (w) m n. Para ver por qué esto es así,



Figura II.1 La función w % z2

transforma un cuarto de disco de radio
a en un semidisco de radio a2

elevando al cuadrado el módulo
y doblando la fase de cada punto z.

obsérvese que si z % r (cos h ! i sen h), entonces w % r2(cos 2h ! i sen 2h). Por tanto, la función
transforma la circunferencia �z � % r en la circunferencia �w � % r2 y la recta radial arg (z) % h en
la recta radial arg (w) % 2h.

Límites y continuidad

Los conceptos de límite y continuidad se pueden trasladar de manera obvia del campo de las
funciones reales a las funciones complejas suponiendo que utilizamos �z1 . z2 � como la distancia
entre los números complejos z1 y z2. Se dice que

lim
zrz0

f (z) % j

suponiendo que podemos asegurar que � f (z) . j � es tan pequeño como deseemos tomando z su-
ficientemente cerca de z0. Formalmente,

DEFINICIÓN 2

Se dice que f (z) tiende al límite j cuando z tiende a z0 y se escribe

lim
zrz0

f (z) % j

si para todo número real positivo � existe un d (que depende de �), tal que

0 a �z . z0 � a d ú � f (z) . j � a �

DEFINICIÓN 3

La función compleja f (z) es continua en z % z0 si limzrz0
f (z) existe y es igual a f (z0).

Todas las leyes de los límites y de la continuidad se aplican como en el caso de funciones reales.
Los polinomios, es decir, las funciones de la forma

P(z) % a0 ! a1z ! a2z
2
! ñ ! anz

n

son continuas en todo punto del plano complejo. Las funciones racionales, es decir, las funciones
de la forma

R(z) %
P(z)

Q(z)
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siendo P(z) y Q(z) polinomios, son continuas en todas partes excepto en los puntos donde
Q(z) % 0. Las potencias enteras zn son continuas excepto en el origen si n a 0. La situación de
potencias fraccionarias es más complicada. Por ejemplo, ∂z (la raíz cuadrada principal) es con-
tinua excepto en los puntos z % x a 0. La función f (z) % z6 es continua en todas partes, porque

�z . z0 � % �z . z0 � % �z . z0 �

La derivada compleja

La definición de derivada es la misma que para funciones reales:

DEFINICIÓN 4

La función compleja f es diferenciable en z y tiene derivada f ñ(z) en ese punto, siempre
que exista

lim
hr0

f (z ! h) . f (z)

h
% f ñ(z)

Nótese, sin embargo, que en esta definición h es un número complejo. El límite debe existir in-
dependientemente de cómo h tienda a 0 en el plano complejo. Este hecho tiene profundas impli-
caciones. La existencia de una derivada en este sentido fuerza a que la función f sea mucho me-
jor comportada de lo que es necesario en el caso de una función real diferenciable. Por ejemplo,
se puede demostrar que si f ñ(z) existe para todo z en una región abierta D en �, entonces f tiene
derivadas de todos los órdenes en D. Es más, tal función es la suma de la serie de Taylor

f (z) % f (z0) ! f ñ(z0)(z . z0) !
f ññ(z0)

2!
(z . z0)

2
! ñ

alrededor de todo punto z0 en D. La serie tiene radio de convergencia positivo R y converge en
el disco �z . z0 � a R. Por esta razón, las funciones complejas que son diferenciables en conjun-
tos abiertos de � se denominan generalmente funciones analíticas. La demostración de estas
afirmaciones está más allá del alcance de este apéndice introductorio. Se pueden encontrar en
cursos y textos de análisis complejo.

Se aplican las reglas habituales de la diferenciación:

d

dz
(A f (z) ! Bg(z)) % A f ñ(z) ! Bgñ(z)

d

dz
( f (z)g(z)) % f ñ(z)g(z) ! f (z)gñ(z)

d

dz A
f (z)

g(z)B%
g(z) f ñ(z) . f (z)gñ(z)

(g(z))2

d

dz
f (g(z)) % f ñ(g(z))gñ(z)

Como se puede esperar, la derivada de f (z) % zn es f ñ(z) % nzn.1.
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Ejemplo 1 Demuestre que la función f (z) % z6 no es diferenciable en ningún punto.

Solución Tenemos

f ñ(z) % lim
hr0

z ! h . z

h

% lim
hr0

z ! h . z

h
% lim

hr0

h

h

Pero h1/h% 1 si h es real, y h1/h% .1 si h es imaginario. Como existen números reales e imaginarios puros
arbitrariamente cercanos a 0, el límite anterior no existe, por lo que tampoco existe f ñ(z).

El teorema siguiente relaciona la existencia de la derivada de una función compleja f (z) con
ciertas propiedades de sus partes real e imaginaria u(x, y) y v(x, y).

TEOREMA 1 La condición de Cauchy-Riemann

Si f (z) % u(x, y) ! iv(x, y) es diferenciable en z % x ! yi, entonces u y v cumplen las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann

Lu

Lx
%

Lv

Ly
,

Lv

Lx
% .

Lu

Ly

Asimismo, si u y v son suficientemente suaves (es decir, si tienen derivadas parciales se-
gundas continuas cerca de (x, y)), y si u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
(x, y), entonces f es diferenciable en z % x ! yi y

f ñ(z) %
Lu

Lx
! i

Lv

Lx

DEMOSTRACIÓN Supongamos en primer lugar que f es diferenciable en z. Haciendo
h % s ! ti, tenemos

f ñ(z) % lim
hr0

f (z ! h) . f (z)

h

% lim
(s, t)r(0, 0) C

u(x ! s, y ! t) . u(x, y)

s ! it
! i

v(x ! s, y ! t) . v(x, y)

s ! it D
El límite debe ser independiente del camino por el que h tienda a 0. Haciendo t % 0, de
forma que h % s tienda a 0 siguiendo el eje real, obtenemos

f ñ(z) % lim
sr0 C

u(x ! s, y) . u(x, y)

s
! i

v(x ! s, y) . v(x, y)

s D%
Lu

Lx
! i

Lv

Lx

De forma similar, haciendo s % 0, de forma que h % ti tienda a 0 siguiendo el eje imagina-
rio, tenemos

f ñ(z) % lim
tr0 C

u(x, y ! t) . u(x, y)

it
! i

v(x, y ! t) . v(x, y)

it D
% lim

tr0 C
v(x, y ! t) . v(x, y)

t
. i

u(x, y ! t) . u(x, y)

t D
%

Lv

Ly
. i

Lu

Ly

Igualando estas dos expresiones de f ñ(z), podemos ver que

Lu

Lx
%

Lv

Ly
,

Lv

Lx
% .

Lu

Ly
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Para demostrar la condición inversa, utilizaremos el resultado del Ejercicio 19 de la Sec-
ción 12.6. Como se supone que u y v tienen segundas derivadas parciales continuas, debe-
mos tener

u(x ! s, y ! t) . u(x, y) % s
Lu

Lx
! t

Lu

Ly
! O(s2

! t2)

v(x ! s, y ! t) . v(x, y) % s
Lv

Lx
! t

Lv

Ly
! O(s2

! t2)

donde hemos utilizado la notación O (véase la Definición 10 de la Sección 4.8); la expre-
sión O(j) indica un término que cumple �O(j) � m K�j � para alguna constante K. Por tanto,
si u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces

f (z ! h) . f (z)

h
%

s
Lu

Lx
! t

Lu

Ly
! i As

Lv

Lx
! t

Lv

LyB! O(s2
! t2)

s ! it

%

(s ! it)
Lu

Lx
! i(s ! it)

Lv

Lx

s ! it
! O(∂s2

! t2)

%
Lu

Lx
! i

Lv

Lx
! O(∂s2

! t2)

Por tanto, podemos hacer que h % s ! ti tienda a 0 y obtener

f ñ(z) %
Lu

Lx
! i

Lv

Lx

#

De las ecuaciones de Cauchy-Riemann se sigue inmediatamente que las partes real e imaginaria
de una función compleja diferenciable son funciones reales armónicas:

L2u

Lx2 !
L2u

Ly2 % 0,
L2v

Lx2 !
L2v

Ly2 % 0

Véase el Ejercicio 15 de la Sección 12.4.

La función exponencial
Consideremos la función

f (z) % ex cos y ! iex sen y

siendo z % x ! yi. Las partes real e imaginaria de f (z),

u(x, y) % Re ( f (z)) % ex cos y y v(x, y) % Im ( f (z)) % ex sen y

cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Lu

Lx
% ex cos y %

Lv

Ly
y

Lv

Lx
% ex sen y % .

Lu

Ly

en todos los puntos del plano z. Por lo tanto, f (z) es diferenciable (analítica) en todas partes y
cumple

f ñ(z) %
Lu

Lx
! i

Lv

Lx
% ex cos y ! iex sen y % f (z)
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Evidentemente f (0) % 1, y f (z) % ex si z % x es un número real. Es por tanto natural denominar
a la función f (z) función exponencial ez.

La función exponencial compleja

ez
% ex(cos y ! i sen y) para z % x ! yi

En particular, si z % yi es imaginario puro, entonces

eyi
% cos y ! i sen y

un resultado que también se puede obtener separando las partes real e imaginaria de la serie de
Maclaurin de eyi:

eyi
% 1 ! (yi) !

(yi)2

2!
!

(yi)3

3!
!

(yi)4

4!
!

(yi)5

5!
! ñ

%A1 .

y2

2!
!

y4

4!
. ñB! iAy .

y3

3!
!

y5

5!
. ñB

% cos y ! i sen y
Obsérvese que

�ez � % ∂e2x (cos2 y ! sen2 y) % ex

arg (ez) % arg (eyi) % arg (cos y ! i sen y) % y

ez
% ex cos y . iex sen y % ex cos (.y) ! iex sen (.y) % ez

En resumen:

Propiedades de la función exponencial
Si z % x ! yi, entonces ez

% ez. Además,

Re (ez) % ex cos y, �ez �% ex

Im (ez) % ex sen y, arg (ez) % y

Ejemplo 2 Dibuje la imagen en el plano w del rectángulo

R : a m x m b, c m y m d

en el plano z bajo la transformación w % ez.

Solución Las rectas verticales x % a y x % b se transforman en las circunferencias concéntricas �w � % ea

y �w � % eb. Las rectas horizontales y % c y y % d se transforman en las rectas radiales arg (w) % c y
arg (w) % d. Por tanto, el rectángulo R se transforma en la región polar P y se muestra en la Figura II.2.

Figura II.2 Mediante la función exponencial
w % ez las rectas verticales se transforman
en circunferencias centradas en origen,
y las rectas horizontales se transforman
en semirrectas que radian desde el origen.
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Obsérvese que si d . c n 2n, entonces la imagen de R será la región anular completa
ea

m �w � m eb, que se puede cubrir más de una vez. La función exponencial ez es periódica de
periodo 2ni:

ez!2ni
% ez para todo z

y no es, por tanto, uno a uno en todo el plano complejo. Sin embargo, w % ez es uno a uno desde
cualquier banda horizontal de la forma

.ä a x a ä, c a y m c ! 2n

en todo el plano w excluyendo el origen.

El Teorema Fundamental del Álgebra
Como se observa al principio del Apéndice I, la extensión del sistema de numeración para in-
cluir los números complejos permite que una mayor clase de ecuaciones tenga solución. Conclui-
remos este apéndice verificando que las ecuaciones polinómicas siempre tienen solución utili-
zando números complejos.

Un polinomio complejo de grado n es una función de la forma

Pn(z) % anz
n
! an.1z

n.1
! ñ ! a2z

2
! a1z ! a0

donde a0, a1, ..., an son números complejos y an Ç 0. Los números ai(0 m i m n) se denominan
coeficientes del polinomio. Si todos ellos son números reales, entonces Pn(x) se denomina poli-
nomio real.

Un número complejo z0 que cumple la ecuación P(z0) % 0 se denomina cero o raíz del poli-
nomio. Todo polinomio de grado 1 tiene un cero: si a1 Ç 0, entonces a1z ! a0 tiene un cero
z % .a0/a1. Este cero es real si a1 y a0 son reales.

De forma similar, todo polinomio complejo de grado 2 tiene dos ceros. Si el polinomio es

P2(z) % a2z
2
! a1z ! a0

con a2 Ç 0, entonces los ceros se pueden obtener mediante la fórmula de la ecuación de segundo
grado

z % z1 %
.a1 . ∂a2

1 . 4a2a0

2a2
y z % z2 %

.a1 ! ∂a2
1 . 4a2a0

2a2

En este caso P2(z) tiene dos factores lineales:

P2(z) % a2(z . z1)(z . z2)

Incluso si cada a2
1 . 4a2a0 % 0, de modo que z1 % z2, podemos considerar todavía que el polino-

mio tiene dos ceros (iguales), cada uno correspondiente a cada factor. Si los coeficientes a0, a1 y
a2 son números reales, los ceros serán reales siempre que a2

1 n 4a2a0. Cuando los coeficientes
reales cumplen a2

1 a 4a2a0, entonces los ceros son complejos, de hecho, complejos conjugados:
z2 % z1.

Ejemplo 3 Resuelva la ecuación z2
! 2iz . (1 ! i) % 0.

Solución Los ceros de esta ecuación son

z %
.2i u ∂.4 ! 4(1 ! i)

2
% .i u ∂i

% .i u

1 ! i

∂2
%

1

∂2
(1 ! (1 . ∂2)i) o .

1

∂2
(1 ! (1 ! ∂2)i)
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El Teorema Fundamental del Álgebra asegura que todo polinomio complejo de grado positivo
tiene un cero complejo.

TEOREMA 2 El Teorema Fundamental del Álgebra

Si P(z) % anz
n
! an.1z

n.1
! ñ ! a1z ! a0 es un polinomio complejo de grado n n 1, en-

tonces existe un número complejo z1 tal que P(z1) % 0.

DEMOSTRACIÓN (Daremos solamente un planteamiento informal de la demostración).
Podemos suponer que el coeficiente de zn en P(z) es an % 1, ya que podemos dividir la
ecuación P(z) % 0 por an sin cambiar sus soluciones. Podemos suponer también que a0 Ç 0;
si a0 % 0, entonces z % 0 es ciertamente un cero de P(z). Por tanto, consideraremos el poli-
nomio

P(z) % zn
! Q(z)

donde Q(z) es un polinomio de grado menor que n que tiene un término constante distinto
de cero. Si R es suficientemente grande, entonces �Q(z) � será menor que Rn para todos los
números z que cumplan �z � % R. A medida que z se mueve por la circunferencia �z � % R en
el plano z, w % zn se mueve por la circunferencia �w � % Rn en el plano w (n veces). Como
la distancia desde zn hasta P(z) es igual a �P(z) . zn � % �Q(z) �a Rn, se deduce que la ima-
gen de la circunferencia �z � % R bajo la transformación w % P(z) es una curva que rodea al
origen n veces (si se sigue una circunferencia de radio r n veces, paseando un perro con
una cadena de longitud menor que r, y el perro vuelve al punto de origen, entonces aquél
habrá recorrido la circunferencia n veces). En la Figura II.3 se ilustra esta situación para el
caso particular

P(z) % z3
! z2

. iz ! 1, �z � % 2

La imagen de �z � % 2 es la curva grande en el plano w que rodea al origen tres veces.
Cuando R disminuye, la curva que traza w % P(z) para �z � % R cambia de forma conti-
nua. Cuando R se acerca a 0, hay una pequeña curva cerca del término constante a0 de
P(z). Cuando R es lo suficientemente pequeño, la curva no encerrará al origen (en la Figura
II.3 la imagen de �z � % 0.3 es la curva pequeña que está cerca del punto 1 en el plano w).
Por tanto, para algún valor de R, por ejemplo R % R1, la curva debe pasar por el origen. Es
decir, debe existir un número complejo z1, con �z � % R1, tal que P(z1) % 0.

Figura II.3 La imagen de la circunferencia
�z � % 2 rodea al origen en el plano w
tres veces, pero la imagen de �z � % 0.3
no rodea al origen en absoluto.

#
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Observación La demostración anterior sugiere que deberían existir n soluciones de la ecua-
ción P(z) % 0; la curva tendría que pasar de rodear n veces al origen a rodear 0 veces al origen
cuando R tiende a cero. Podemos formalizar esto como sigue. P(z1) % 0 implica que z . z1 es un
factor de P(z):

P(z) % (z . z1)Pn.1(z)

donde Pn.1 es un polinomio de grado n . 1. Si n b 1, entonces Pn.1 debe tener también un ce-
ro, z2, por el Teorema Fundamental. Podemos continuar este razonamiento de forma inductiva
para obtener n ceros y factorizar P(z) como un producto de la constante an y n factores lineales:

P(z) % an(z . z1)(z . z2) ñ (z . zn)

Por supuesto, algunos de los ceros pueden ser iguales.

Observación Si P es un polinomio real, es decir, un polinomio cuyos coeficientes son núme-
ros reales, entonces P(z) % P(z). Por tanto, si z1 es un cero no real de P(z), entonces también lo
es z2 % z1:

P(z2) % P(z1) % P(z1) % 0 % 0

Los polinomios reales pueden tener ceros complejos, pero éstos siempre deben aparecer en pares
conjugados. Todo polinomio real de grado impar debe tener al menos un cero real.

Ejemplo 4 Demuestre que z1 % .i es un cero del polinomio

P(z) % z4
! 5z3

! 7z2
! 5z ! 6

y calcule todos los ceros restantes de dicho polinomio.

Solución Obsérvese primero que P(z1) % P(.i) % 1 ! 5i . 7 . 5i ! 6 % 0, por lo que z1 % .i es de
hecho un cero. Como los coeficientes de P(z) son reales, z2 % i debe ser también un cero. Por tanto, z ! i y
z . i son factores de P(z), y también lo es

(z ! i)(z . i) % z2
! 1

Dividiendo P(z) por z2
! 1 se obtiene

P(z)

z2
! 1

% z2
! 5z ! 6 % (z ! 2)(z ! 3)

Por tanto, los cuatro ceros de P(z) son z1 % .i, z2 % i, z3 % .2 y z4 % .3.

Ejercicios: Apéndice II

En los Ejercicios 1-12, la región D del plano z está formada
por los números complejos z % x ! yi que cumplen las
condiciones dadas. Describa (o dibuje) la imagen R de D en
el plano w bajo las funciones dadas w % f (z).

1. 0 m x m 1, 0 m y m 2; w % z.

2. x ! y % 1; w % z.

3. 1 m �z � m 2,
n
2

m arg z m

3n
4

; w % z2.

4. 0 m �z � m 2, 0 m arg (z) m

n
2

; w % z3.

5. 0 a �z � m 2, 0 m arg (z) m

n
2

; w %
1

z
.

6.
n
4

m arg (z) m

n
3

; w % .iz.

7. arg (z) % .

n
3

; w % ∂z.

8. x % 1; w % z2. 9. y % 1; w % z2.

10. x % 1; w %
1

z
.

11. .ä a x a ä,
n
4

m y m

n
2

; w % ez.
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12. 0 a x a

n
2

, 0 a y a ä; w % eiz.

En los Ejercicios 13-16, verifique que las partes reales e
imaginarias de las funciones f (z) satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, y calcule f ñ(z).

13. f (z) % z2. 14. f (z) % z3.

15. f (z) %
1

z
. 16. f (z) % ez2

.

17. Utilice el hecho de que eyi
% cos y ! i sen y (para y

real) para demostrar que

cos y %
eyi

! e.yi

2
y sen y %

eyi
. e.yi

2i

El Ejercicio 16 sugiere que se pueden definir las funciones
complejas

cos z %
ezi

. e.zi

2
y sen z %

ezi
. e.zi

2i

así como extender las definiciones de las funciones
hiperbólicas a

cosh z %
ez

! e.z

2
y senh z %

ez
. e.z

2

Los Ejercicios 18-26 desarrollan propiedades de estas
funciones y relaciones entre ellas.

18. Demuestre que cos z y sen z son periódicas con periodo
2n, y que cosh z y senh z son periódicas con periodo 2ni.

19. Demuestre que (d/dz) sen z % cos z y
(d/dz)cos z % .sen z. ¿Cuáles son las derivadas de
senh z y cosh z?

20. Verifique las identidades cos z % cosh (iz) y sen z % .i
senh (iz). ¿Cuáles son las identidades correspondientes
para cosh z y senh (z) en función de cos y sen?

21. Calcule todos los ceros complejos de cos z (es decir,
todas las soluciones de cos z % 0).

22. Calcule todos los ceros complejos de sen z.

23. Calcule todos los ceros complejos de cosh z y senh z.

24. Demuestre que Re (cosh z) % cosh x cos y e
Im (cosh z) % senh x sen y.

25. Calcule las partes real e imaginaria de senh z.

26. Calcule las partes real e imaginaria de cos z y sen z.

Calcule los ceros de los polinomios de los Ejercicios 27-32.

27. P(z) % z2
! 2iz 28. P(z) % z2

. 2z ! i

29. P(z) % z2
! 2z ! 5 30. P(z) % z2

. 2iz . 1

31. P(z) % z3
. 3iz2

. 2z 32. P(z) % z4
. 2z2

! 4

33. El polinomio P(z) % z4
! 1 tiene dos parejas de ceros

complejos conjugados. Calcúlelos y, a partir de aquí,
exprese P(z) como un producto de dos factores
cuadráticos con coeficientes reales.

En los Ejercicios 34-36, compruebe que los números dados
z1 son ceros de los polinomios dados, y calcule todos los
ceros de dichos polinomios.

34. P(z) % z4
. 4z3

! 12z2
. 16z ! 16; z1 % 1 . ∂3i.

35. P(z) % z5
! 3z4

! 4z3
! 4z2

! 3z ! 1; z1 % i.

36. P(z) % z5
. 2z4

. 8z3
! 8z2

! 31z . 30;
z1 % .2 ! i.

37. Demuestre que la imagen de la circunferencia �z � % 2
bajo la transformación w % z4

! z3
. 2iz . 3 rodea al

origen en el plano w cuatro veces.
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APÉNDICE III

Funciones continuas

La geometría parece a veces adelantarse al análisis, pero
de hecho lo precede en la misma forma que un discípulo
precede a su maestro para limpiar e iluminar su camino.
El intervalo entre los dos es tan grande como el existente
entre el empirismo y la ciencia, entre la comprensión y la
razón o entre lo finito y el infinito.

J. J. Sylvester (1814-1897)

de Philosophic Magazine, 1866

El desarrollo del cálculo depende de un modo esencial del concepto de límite de una función y,
por tanto, de las propiedades del sistema de los números reales. En el Capítulo 1 presentamos
estas nociones de una manera intuitiva sin intentar demostrarlas, excepto en la Sección 1.5, don-
de se presentó la definición formal de límite y se utilizó para verificar algunos límites elementa-
les y demostrar algunas propiedades sencillas de los límites.

Muchos resultados sobre límites y continuidad de funciones presentados en el Capítulo 1
pueden parecer bastante obvios; la mayoría de los estudiantes y usuarios del cálculo no se preo-
cupan al aplicarlos sin demostración. No obstante, las matemáticas son una disciplina altamente
lógica y rigurosa, y cualquier afirmación, aunque sea obvia, que no se pueda demostrar mediante
argumentos estrictamente lógicos debe considerarse sospechosa. En este apéndice partiremos de
la definición formal de límite dada en la Sección 1.5 y la combinaremos con la noción de com-
pletitud del sistema de los números reales que apareció por primera vez en la Sección P.1 para
presentar demostraciones formales de los resultados más importantes sobre funciones continuas
dados en los Teoremas 8 y 9 de la Sección 1.4, el Teorema Max-Min y el Teorema del Valor
Medio. La mayor parte del desarrollo del cálculo realizado en este libro se basa en esos dos teo-
remas.

La rama de las matemáticas que trata de las demostraciones de este tipo se denomina análisis
matemático. Se trata de una materia que no es seguida habitualmente por los estudiantes de ma-
temáticas en los primeros cursos, sino que se pospone a cursos superiores para los estudiantes
que siguen cursos de especialización en matemáticas. Es nuestra intención que el material que se
presenta aquí sea de interés en esos cursos para los estudiantes con mayor interés en la compren-
sión del cálculo.



Límites de funciones

La definición formal de límite está en el corazón del análisis matemático, y es la Definición 9 de
la Sección 1.5, que volvemos a presentar a continuación:

Definición formal de límite

Se dice que limxra f (x) % L si para todo número positivo � existe un número positivo d
que depende de � (es decir, d % d(�)), tal que

0 a �x . a � a d ú � f (x) . L � a �

La Sección 1.5 se marcó como «opcional», ya que la comprensión del contenido de esa sección
no es esencial para la comprensión del cálculo. Sin embargo, esa sección es un requisito previo
esencial para este apéndice. Es muy recomendable volver a la Sección 1.5 y leerla cuidadosa-
mente, prestando especial atención a los Ejemplos 2 y 4, y realizando al menos los Ejercicios
31-36. En estos ejercicios se demuestran las leyes estándar de los límites planteadas en la Sec-
ción 1.2.

Funciones continuas

Consideremos las siguientes definiciones de continuidad, equivalentes a las proporcionadas en la
Sección 1.4.

DEFINICIÓN 1 Continuidad de una función en un punto

Se dice que una función f, definida en un intervalo abierto que contiene al punto a, es con-
tinua en dicho punto a si

lim
xra

f (x) % f (a)

es decir, si para todo � b 0 existe un d b 0 tal que si �x . a � a d, entonces
� f (x) . f (a) � a �.

DEFINICIÓN 2 Continuidad de una función en un intervalo

Una función f es continua en un intervalo si es continua en todo punto de dicho intervalo.
En el caso de un extremo de un intervalo cerrado, sólo es necesario que f sea continua por
un lado. Por tanto, f es continua en el intervalo [a, b] si

lim
trx

f (t) % f (x)

para todo x que cumpla a a x a b y

lim
tra!

f (t) % f (a) y lim
trb.

f (t) % f (b)

La Figura III.1 ilustra estos conceptos.
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Figura III.1 f es continua en los intervalos
[a, b], (b, c), [c, d] y (d, e].

Los Teoremas 6 y 7 de la Sección 1.4 presentan unos resultados importantes que repetimos
aquí:

TEOREMA 1 Combinación de funciones continuas

(a) Si f y g son continuas en el punto a, entonces también lo son f ! g, f . g, fg y, si
g(a) Ç 0, f /g.

(b) Si f es continua en el punto L y si limxra g(x) % L, entonces tenemos

lim
xra

f (g(x)) % f (L) % f (lim
xra

g(x))

En particular, si g es continua en el punto a (de forma que L % g(a)), entonces
limxra f (g(x)) % f (g(a)), es decir, f o g(x) % f (g(x)) es continua en x % a.

(c) Las funciones f (x) % C (constante) y g(x) % x son continuas en toda la recta real.
(d) Para todo número racional r la función f (x) % xr es continua en todo número real don-

de esté definida.

DEMOSTRACIÓN El apartado (a) es un replanteamiento de varias reglas de combina-
ción de límites; por ejemplo,

lim
xra

f (x)g(x) % (lim
xra

f (x))(lim
xra

g(x)) % f (a)g(a)

El apartado (b) se puede demostrar como sigue. Sea � b 0. Como f es continua en L,
existe un k b 0 tal que � f (g(x)) . f (L) � a � siempre que �g(x) . L � a k. Puesto que
limxra g(x) % L, existe un d b 0 tal que si 0 a �x . a � a d, entonces �g(x) . L � a k. Por
tanto, si 0 a �x . a � a d, entonces � f (g(x)) . f (L) � a � y limxra f (g(x)) % f (L).

Las demostraciones de los apartados (c) y (d) se dejan planteadas al estudiante en los
Ejercicios 3-9 de este apéndice.

#

Completitud y límites secuenciales

DEFINICIÓN 3

Se dice que un número real u es una cota superior de un conjunto no vacío S de números
reales si x m u para todo x de S.

El número u* se denomina cota superior mínima de S si u* es una cota superior de S
y u* m u para toda cota superior u de S.

Análogamente, � es una cota inferior de S si � m x para todo x de S. El número �* es
la cota inferior máxima de S si �* es una cota inferior y � m �* para toda cota inferior �
de S.
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Ejemplo 1 Sean S1 % [2, 3] y S2 % (2, ä). Cualquier número u n 3 es una cota superior de S1. S2 no
tiene cota superior; se denomina no acotado superiormente. La cota superior mínima de S1 es 3. Todo nú-
mero real � m 2 es una cota inferior de S1 y S2. �* % 2 es la cota inferior máxima de los dos conjuntos.
Nótese que la cota superior mínima y la cota inferior máxima de un conjunto pueden pertenecer o no a
dicho conjunto.

Recordaremos ahora el axioma de completitud de los números reales, que se presentó breve-
mente en la Sección P.1.

Axioma de completitud de los números reales

Un conjunto no vacío de números reales que tenga una cota superior debe tener una cota
superior mínima.

De forma equivalente, un conjunto no vacío de números reales que tenga una cota infe-
rior debe tener una cota inferior máxima.

Recalcamos que esto es un axioma que aceptamos sin demostración. No se puede deducir a par-
tir de las propiedades más elementales algebraicas o de otro tipo de los números reales. Esas
otras propiedades son compartidas por los números racionales, un conjunto que no es completo.
El axioma de completitud es esencial para la demostración de los resultados más importantes so-
bre funciones continuas, en particular, el Teorema Max-Min y el Teorema del Valor Medio. Sin
embargo, antes de plantear estas demostraciones, debemos realizar algún trabajo previo.

En la Sección 9.1 planteamos una versión del axioma de completitud en el ámbito de secuen-
cias de números reales; concretamente, que una secuencia creciente que está acotada superior-
mente converge a un límite. Comenzaremos por verificar que esto se deduce de la versión plan-
teada anteriormente (ambas versiones son, de hecho, equivalentes). Como se indicó en la
Sección 9.1, la secuencia

{xn} % {x1, x2, x3, ...}

es una función de los enteros positivos, es decir, xn % x(n). Se dice que la secuencia converge
al límite L, y se expresa como lim xn % L, si la correspondiente función x(t) cumple
limträ

x(t) % L, tal como se definió antes. Más formalmente,

DEFINICIÓN 4 Límite de una secuencia

Se dice que lim xn % L si para todo número positivo � existe un número positivo N % N(�)
tal que �xn . L � a � se cumple siempre que n n N.

TEOREMA 2 Si {xn} es una secuencia creciente acotada superiormente, es decir,

xn!1 n xn y xn m K para n % 1, 2, 3, ...

entonces lim xn % L existe (en otras palabras, si {xn} es decreciente y acotada interior-
mente, entonces lim xn existe).

DEMOSTRACIÓN Sea {xn} creciente y acotada superiormente. El conjunto S de núme-
ros reales xn tiene una cota superior, K, y por tanto tiene también una cota superior mínima,
L. De este modo, xn m L para todo n, y si � b 0, entonces existe un entero positivo N tal
que xN b L . � (si no fuera así, L . � sería una cota superior de S que sería menor que la
cota superior mínima). Si n n N, entonces tenemos L . � a xN m xn m L, por lo que
�xn . L � a �. Por consiguiente, lim xn % L. La demostración para el caso de una secuencia
decreciente acotada inferiormente es similar.

#
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TEOREMA 3 Si a m xn m b para todo n, y si lim xn % L, entonces a m L m b.

DEMOSTRACIÓN Supongamos que L b b. Sea � % L . b. Como lim xn % L, existe un
n tal que �xn . L � a �. Por consiguiente, xn b L . � % L . (L . b) % b, que es una contra-
dicción, ya que se supone que xn m b. Entonces, L m b. Un argumento similar permite de-
mostrar que L n a.

#

TEOREMA 4 Si f es una función continua en el intervalo [a, b], si a m xn m b para todo n y si
lim xn % L, entonces lim f (xn) % f (L).

#

La demostración es similar a la del Teorema 1(b), y se deja como Ejercicio 15 al final de este
apéndice.

Funciones continuas en un intervalo cerrado y finito

Ya estamos preparados para demostrar los resultados principales sobre funciones continuas en
intervalos cerrados y finitos.

TEOREMA 5 Teorema de la acotación

Si f es una función continua en el intervalo [a, b], entonces está acotada en dicho interva-
lo; es decir, existe una constante K tal que � f (x) �m K si a m x m b.

DEMOSTRACIÓN Demostraremos que f está acotada superiormente; la demostración
de que f está acotada inferiormente es similar. Para todo entero positivo n, sea Sn el con-
junto de puntos x en [a, b] tal que f (x) b n:

Sn % {x : a m x m b y f (x) b n}

Desearíamos demostrar que Sn es vacío para algún n. Se deduciría entonces que f (x) m n
para todo x en [a, b]; es decir, n sería una cota superior de f en [a, b].

Supongamos, por el contrario, que Sn es no vacío para todo n. Demostraremos que esto
lleva a una contradicción. Como Sn está acotado inferiormente (a es una cota inferior), por
completitud, Sn tiene una cota inferior máxima; llamémosla xn (véase la Figura III.2). Evi-
dentemente a m xn. Como f (x) b n en algún punto de [a, b] y f es continua en dicho pun-
to, f (x) b n en algún intervalo contenido en [a, b]. Entonces xn a b. Se deduce entonces
que f (xn) n n (si f (xn) a n, entonces, por continuidad, f (x) a n para alguna distancia a la
derecha de xn, y xn no podría ser la máxima cota inferior de Sn).

Figura III.2 El conjunto Sn.
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Para todo n tenemos Sn!1 Ñ Sn. Por tanto, xn!1 n xn y {xn} es una secuencia creciente. Co-
mo está acotada superiormente (b es una cota superior) esta secuencia converge, por el
Teorema 2. Sea lim xn % L. Por el Teorema 3, a m L m b. Como f es continua en L,
lim f (xn) % f (L) existe por el Teorema 4. Pero como f (xn) n n, lim f (xn) no puede existir.
Esta contradicción completa la demostración.

#

TEOREMA 6 El Teorema Max-Min

Si f es una función continua en el intervalo [a, b], entonces existen puntos v y u en [a, b]
tales que para todo x en [a, b] tenemos

f (v) m f (x) m f (u)

es decir, f toma sus valores máximo y mínimo en [a, b].

DEMOSTRACIÓN Por el Teorema 5 sabemos que el conjunto S % { f (x) : a m x m b}
tiene una cota superior y, por tanto, por el axioma de completitud, una cota superior míni-
ma. Denominemos M a esta cota superior mínima. Supongamos que no existe ningún punto
u en [a, b] tal que f (u) % M. Entonces por el Teorema 1(a), 1/(M. f (x)) es continua en [a,
b]. Por el Teorema 5, existe una constante K tal que 1/(M. f (x)) m K para todo x en [a,
b]. Entonces f (x) m M . 1/K, lo que contradice el hecho de que M es la mínima cota supe-
rior de los valores de f. Por tanto, debe existir algún punto u en [a, b] tal que f (u) % M.
Como M es una cota superior de los valores de f en [a, b], tenemos que f (x) m f (u) % M
para todo x en [a, b].

La demostración de que debe existir un punto v en [a, b] tal que f (x) n f (v) para todo x
en [a, b] es similar.

#

TEOREMA 7 El Teorema del Valor Medio

Si f es una función continua en el intervalo [a, b] y s es un número real comprendido entre
los números f (a) y f (b), entonces existe un punto c en [a, b] tal que f (c) % s.

DEMOSTRACIÓN Para ser concretos, supongamos que f (a) a s a f (b) (la demostra-
ción para el caso f (a) b s b f (b) es similar). Sea S % {x : a m x m b y f (x) m s}. S es no
vacío (a pertenece a S) y acotado superiormente (b es una cota superior) y por tanto, por
completitud, S tiene una cota superior mínima; llamémosla c.

Supongamos que f (c) b s. Entonces c Ç a y, por continuidad, f (x) b s en algún inter-
valo (c . d, c], con d b 0. Pero esto dice que c . d es una cota superior de S menor que la
mínima cota superior, lo que es imposible. Por tanto, f (c) m s.

Supongamos que f (c) a s. Entonces c Ç b y, por continuidad, f (x) a s en algún inter-
valo de la forma [c, c ! d) para algún d b 0. Pero esto dice que [c, c ! d) Ñ S, lo que con-
tradice el hecho de que c es una cota superior de S. Por consiguiente, no podemos tener
f (c) a s y entonces f (c) % s.

#

En la Sección 1.4 se puede encontrar más material sobre estos teoremas y algunas aplica-
ciones.
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Ejercicios: Apéndice III

1. Sea a a b a c y supongamos que f (x) m g(x) para
a m x m c. Si limxrb f (x) % L y limxrb g(x) % M,
demuestre que L m M. Sugerencia: Suponga que
L b M y deduzca que f (x) b g(x) para todo x
suficientemente cercano a b. Esto contradice la
condición de que f (x) m g(x) para a m x m b.

2. Si f (x) m K en los intervalos [a, b) y (b, c], y si
limxrb f (x) % L, demuestre que L m K.

3. Utilice definición formal de límite para demostrar que
limxr0! xr

%0 para todo número racional positivo r.

Demuestre las afirmaciones de los Ejercicios 4-9.

4. f (x) % C (constante) y g(x) % x son ambas continuas
en toda la recta real.

5. Todo polinomio es continuo en toda la recta real.

6. Una función racional (cociente de polinomios) es
continua en todas partes excepto donde el denominador
sea cero.

7. Si n es un entero positivo y a b 0, entonces f (x) % x1/n

es continua en x % a.

8. Si r % m/n es un número racional, entonces g(x) % xr

es continua en todo punto a b 0.

9. Si r % m/n, siendo m y n enteros y n impar, demuestre
que g(x) % xr es continua en todo punto a a 0. Si
r n 0, demuestre que g es también continua en 0.

10. Demuestre que f (x) % �x � es continua en la recta real.

Utilice las definiciones del Capítulo 3 de las funciones de
los Ejercicios 11-14 para demostrar que estas funciones son
continuas en sus respectivos dominios.

11. sen x 12. cos x

13. ln x 14. ex

15. Demuestre el Teorema 4.

16. Suponga que toda función continua y acotada en [a, b]
debe tomar un valor máximo y mínimo en dicho
intervalo. Sin utilizar el Teorema 5, demuestre que
toda función f que sea continua en [a, b] debe estar
acotada en dicho intervalo. Sugerencia: Demuestre que
g(t) % t/(1! � t �) es continua y creciente en la recta
real. Considere después g( f (x)).
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APÉNDICE IV

La integral
de Riemann

Parece ser que todos los peregrinos que suben por las la-
deras del Parnaso matemático, en un punto u otro de su
viaje se sentarán e inventarán una o dos integrales defini-
das que se unirán al montón general.

J. J. Sylvester (1814-1897)

En la Sección 5.3 presentamos la integral definida :b
a f (x) dx de una función f continua en el

intervalo cerrado finito [a, b]. La integral se definió como un tipo de «límite» de sumas de Rie-
mann formadas definiendo una partición del intervalo [a, b] en pequeños subintervalos. En este
apéndice reformularemos la definición de la integral de forma que se pueda utilizar para funcio-
nes que no sean necesariamente continuas. En la presentación que sigue sólo supondremos que f
está acotada en [a, b]. Posteriormente demostraremos el Teorema 2 de la Sección 5.3, que ase-
vera que toda función continua es integrable.

Recuérdese que una partición P de [a, b] es un conjunto finito y ordenado de puntos
P % {x0, x1, x2, ..., xn}, con a % x0 a x1 a x2 a ñ a xn.1 a xn % b. Esta partición subdivide
[a, b] en n subintervalos [x0, x1], [x1, x2], ..., [xn.1, xn], donde n % n(P) depende de la partición.
La longitud del subintervalo j, [xj.1, xj], es Bxj % xj . xj.1.

Supongamos que la función f está acotada en [a, b]. Dada cualquier partición P, los n con-
juntos Sj % { f (x) : xj.1 m x m xj} tienen cotas superiores mínimas Mj y cotas inferiores máximas
mj, (1 m j m n), de forma que

mj m f (x) m Mj en [xj.1, xj]

Definimos sumas de Riemann superior e inferior para f correspondientes a la partición P como

U( f, P) %

n(P)

;
j%1

MjBxj y

L( f, P) %

n(P)

;
j%1

mjBxj

Véase la Figura IV.1. Nótese que si f es continua en [a, b], entonces mj y Mj son, de hecho, los
valores mínimo y máximo de f en [xj.1, xj] (por el Teorema 6 del Apéndice II), es decir,
mj % f (lj) y Mj % f (uj), siendo f (lj) m f (x) m f (uj) para xj.1 m x m xj.



Figura IV.1 Sumas superior e inferior
correspondientes a la partición P%{x0, x1, x2, x3}.

Si P es una partición cualquiera de [a, b] y creamos una nueva partición P* añadiendo nue-
vos puntos de subdivisión a los de P, y subdividiendo así los subintervalos de P en otros más
pequeños, denominaremos a P* un refinamiento de P.

TEOREMA 1 Si P* es un refinamiento de P, entonces L( f, P*) n L( f, P) y U( f, P*) m U( f, P).

DEMOSTRACIÓN Si S y T son conjuntos de números reales, y S Ñ T, entonces todo lí-
mite inferior (o superior) de T es también una cota inferior (o cota superior) de S. Por lo
tanto, la máxima cota inferior de S es como mínimo tan grande como la de T, y la cota
superior mínima de S no es mayor que la de T.

Sea P una partición dada de [a, b] y formemos una nueva partición Pñ añadiendo un
nuevo punto de subdivisión a los de P, por ejemplo, el punto k que divide el j-ésimo subin-
tervalo [xj.1, xj] de P en dos subintervalos [xj.1, k] y [k, xj] (véase la Figura IV.2). Sea mj,
mñj y mññj las máximas cotas inferiores de los conjuntos de valores de f (x) en los intervalos
[xj.1, xj], [xj.1, k] y [k, xj], respectivamente. Entonces, mj m mñj y mj m mññj . Por lo tanto,
mj(xj . xj.1) m mñj(k . xj.1) ! mññj (xj . k), por lo que L( f, P) m L( f, Pñ).

Si P* es un refinamiento de P, se puede obtener añadiendo un punto cada vez a los
puntos de P y, por tanto, L( f, P) m L( f, P*). Se puede demostrar que U( f, P) n U( f, P*),
de forma similar.

Figura IV.2 Adición de un punto a una partición.

#

TEOREMA 2 Si P y Pñ son dos particiones cualesquiera de [a, b], entonces L( f, P) m U( f, Pñ).

DEMOSTRACIÓN Combinemos los puntos de subdivisión de P y Pñ para formar una
nueva partición P*, que es un refinamiento tanto de P como de Pñ. Entonces, por el Teorema 1,

L( f, P) m L( f, P*) m U( f, P*) m U( f, Pñ)

Ninguna suma inferior puede superar a una suma superior.

#
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El Teorema 2 demuestra que el conjunto de valores de L( f, P) para f fijo y varias particiones P
de [a, b] es un conjunto acotado; toda suma superior es una cota superior de este conjunto.
Por completitud, el conjunto tiene una cota superior mínima, que denominaremos I

*
. Por tanto,

L( f, P) m I
*

para toda partición P. De forma similar, existe una cota inferior máxima I* para el
conjunto de valores U( f, P) correspondiente a diferentes particiones P. Se deduce que I

*
m I*

(véase el Ejercicio 4 al final de este apéndice).

DEFINICIÓN 1 La integral de Riemann

Si f está acotada en [a, b] e I
*

% I*, entonces se dice que f es integrable por Riemann,
o simplemente integrable en [a, b], y entonces

I
b

a

f (x) dx % I
*

% I*

es la integral (de Riemann) de f en [a, b].

El siguiente teorema proporciona una forma conveniente de determinar si una función acotada
dada es integrable:

TEOREMA 3 La función acotada f es integrable en [a, b] si y sólo si para todo número positivo � existe
una partición P de [a, b] tal que U( f, P) . L( f, P) a �.

DEMOSTRACIÓN Supongamos que para todo � b 0 existe una partición P de [a, b] tal
que U( f, P) . L( f, P) a �; entonces

I* m U( f, P) a L( f, P) ! � m I
*

! �

Como I* a I
*

! � debe cumplirse para todo � b 0, se deduce que I* m I
*
. Como ya sabe-

mos que I* n I
*
, tenemos I* % I

*
y f es integrable en [a, b].

A la inversa, si tenemos I* % I
*

y � b 0, podemos obtener una partición Pñ tal que
L( f, Pñ) b I

*
. �/2 y otra partición Pññ tal que U( f, Pññ) a I* ! �/2. Si P es un refinamien-

to común de Pñ y Pññ, entonces por el Teorema 1 tenemos que se requiere que U( f, P) .

. L( f, P) m U( f, Pññ) . L( f, Pñ) a (�/2) ! (� /2) % �.

#

Ejemplo 1 Sea f (x) %E
0 si 0 m x a 1 o 1 a x m 2

1 si x % 1

Demuestre que f es integrable en [0, 2] y calcule :2
0 f (x) dx.

Solución Supongamos � b 0. Sea P % {0, 1 . �/3, 1 ! �/3, 2}. Entonces L( f, P) % 0 ya que f (x) % 0
en puntos de cada uno de los subintervalos en los que P subdivide a [0, 2] (véase la Figura IV.3). Como
f (1) % 1, tenemos

U( f, P) % 0A1 .

�

3B! 1A
2�

3 B! 0A2 .A1 !
�

3BB%
2�

3

Por tanto, U( f, P) . L( f, P) a � y f es integrable en [0, 2]. Como L( f, P) % 0 para toda partición,
:2
0 f (x) dx % I

*
% 0.
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Figura IV.3

Ejemplo 2 Sea f (x) una función definida en [0, 1] como

f (x) %E
1 si x es racional

0 si x es irracional

Demuestre que f no es integrable en [0, 1].

DEMOSTRACIÓN Todo subintervalo de [0, 1] con longitud positiva contiene números racionales e irra-
cionales. Por tanto, para toda partición P de [0, 1] tenemos L( f, P) % 0 y U( f, P) % 1. Entonces, I

*
% 0 e

I* % 1, por lo que f no es integrable en [0, 1].

Continuidad Uniforme
Cuando aseguramos que una función f es continua en el intervalo [a, b], esto implica que para
todo x en dicho intervalo y para todo � b 0 se puede encontrar un entero positivo d que depende
de x y � tal que � f (y) . f (x) � a � siempre que �y . x � a d e y está en [a, b]. De hecho, sin em-
bargo, es posible obtener un número d que depende sólo de � tal que � f (y) . f (x) � a � se cumple
siempre que x e y pertenezcan a [a, b] y cumplan �y . x � a d. Describiremos este fenómeno di-
ciendo que f es uniformemente continua en el intervalo [a, b].

TEOREMA 4 Si f es continua en el intervalo cerrado finito [a, b], entonces es uniformemente continua
en dicho intervalo.

DEMOSTRACIÓN Supongamos � b 0. Definamos números xn en [a, b] y subconjuntos
Sn de [a, b] como sigue:

x1 % a

S1 %Ex : x1 a x m b y � f (x) . f (x1)� n
�

3F
Si S1 es vacío, terminamos. Si no, hacemos

x2 % la máxima cota inferior de S1

S2 %Ex : x2 a x m b y � f (x) . f (x2)� n
�

3F
Si S2 es vacío, terminamos. Si no, procedemos a definir x3 y S3 de forma análoga. Procede-
mos de esta forma en la medida en que podamos; si han sido definidos xn y Sn y Sn no es
vacío, definimos

xn!1 % máxima cota inferior de Sn

Sn!1 %Ex : xn!1 a x m b y � f (x) . f (xn!1)� n
�

3F
En cualquier etapa donde Sn no sea vacía, la continuidad de f en xn asegura que xn!1 b xn

y � f (xn!1) . f (xn) � % �/3.
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Debemos considerar dos posibilidades para el procedimiento anterior: o bien Sn es vacía
para algún n, o bien Sn es no vacía para todo n.

Supongamos que Sn es no vacío para todo n. Entonces hemos construido una secuencia
infinita y creciente {xn} en [a, b] que, estando acotada superiormente (por b), debe tener un
límite por completitud (Teorema 2 del Apéndice II). Sea lim xn % x*. Tenemos a m x* m b.
Como f es continua en x*, existe un d b 0 tal que � f (x) . f (x*) � a �/8 siempre que
�x . x* � a d y x esté en [a, b]. Como lim xn % x* existe un entero positivo N tal que
�xn . x* � a d siempre que n n N. Para ese n tenemos

�

3
% � f (xn!1) . f (xn)� % � f (xn!1) . f (x*) ! f (x*) . f (xn)�

m � f (xn!1) . f (x*)� ! � f (xn) . f (x*)�

a

�

8
!

�

8
%

�

4

que es claramente imposible. Por tanto Sn debe, de hecho, ser vacía para algún n.
Supongamos que SN es vacío. Por tanto, Sn es no vacío para n a N, y el procedimiento

para definir xn se detiene para xN. Como SN.1 es no vacío, xN a b. En este caso definimos
xN!1 % b y sea

d % mín {x2 . x1, x3 . x2, ..., xN!1 . xN}

El mínimo de un conjunto finito de números positivos es un número positivo, por lo que
d b 0. Si x está en [a, b], entonces x pertenece a uno de los intervalos [x1, x2], [x2, x3], ...,
[xN, xN!1]. Supongamos que x está en [xk, xk!1]. Si y está en [a, b], y �y . x � a d, entonces
y está o en el mismo subintervalo que x o en uno adyacente; es decir, y está en [xj, xj!1],
con j % k . 1, k, o k ! 1. Por tanto,

� f (y) . f (x)� % � f (y) . f (xj) ! f (xj) . f (xk) ! f (xk) . f (x)�

m � f (y) . f (xj)� ! � f (xj) . f (xk)� ! � f (xk) . f (x)�

a

�

3
!

�

3
!

�

3
% �

como queríamos demostrar.
#

Estamos ahora en condiciones de demostrar que una función continua es integrable.

TEOREMA 5 Si f es continua en [a, b], entonces f es integrable en [a, b].

DEMOSTRACIÓN Por el Teorema 4, f es uniformemente continua en [a, b]. Sea � b 0.
Sea d b 0 tal que � f (x) . f (y) �a �/(b . a) siempre que �x . y � a d y x e y pertenezcan a
[a, b]. Escojamos una partición P % {x0, x1, ..., xn} de [a, b] para la que cada subintervalo
[xj.1, xj] tenga longitud Bxj a d. Entonces la máxima cota inferior, mj, y la mínima cota
superior, Mj, del conjunto de valores de f (x) en [xj.1, xj] cumplen Mj . mj a �/(b . a).
De acuerdo con esto,

U( f, P) . L( f, P) a

�

b . a

n(P)

;
j%1

Bxj %
�

b . a
(b . a) % �

Por tanto, f es integrable en [a, b], como queríamos demostrar.

#
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Ejercicios: Apéndice IV

1. Sea f (x) %E
1 si 0 m x m 1

0 si 1 a x m 2
. Demuestre que f es

integrable en [0, 2] y calcule el valor de :2
0 f (x) dx.

2. Sea f (x) %E
1 si x % 1/n, n % 1, 2, 3, ...

0 para todos los demás valores de x.
Demuestre que f es integrable en [0, 1] y calcule el
valor de la integral :1

0 f (x) dx.

3. Sea f (x) % 1/n si x % m/n con m, n enteros sin factores
comunes, y sea f (x) % 0 si x es un número irracional.
Por tanto, f (1/2)% 1/2, f (1/3)% f (2/3)% 1/3,
f (1/4)% f (3/4)% 1/4, etc. Demuestre que f es
integrable en [0, 1] y calcule :1

0 f (x) dx. Sugerencia:
Demuestre que para todo � b 0 sólo un número finito de
puntos en la gráfica de f en [0, 1] está por encima de la
recta y % �.

4. Demuestre que I
*

e I* definidas en el párrafo que sigue
al Teorema 2 cumplen I

*
m I* como allí se indica.

5. Demuestre los apartados (c), (d), (e), (f), (g) y (h) del
Teorema 3 de la Sección 5.4 para la integral de
Riemann.

6. Utilice la definición de continuidad uniforme dada en el
Teorema 4 del párrafo anterior para demostrar que
f (x) % ∂x es uniformemente continua en [0, 1]. No
utilice el propio Teorema 4.

7. Demuestre directamente a partir de la definición de
continuidad uniforme (sin utilizar el Teorema 5 del
Apéndice II) que una función f uniformemente continua
en un intervalo abierto finito está necesariamente
acotada en dicho intervalo.

8. Si f es acotada e integrable en [a, b], demuestre que
F(x) % :x

a f (t) dt es uniformemente continua en [a, b] (si
f fuera continua, tendríamos un resultado más fuerte; F
sería diferenciable en (a, b) y Fñ(x) % f (x), que es el
Teorema Fundamental del Cálculo).
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APÉNDICE V

Realización de cálculos
con Maple

Pienso, luego existo

René Descartes (1596-1650)

de Discurso del método

IA [Inteligencias Artificiales] piensan, luego existo

David Braue
de APC Magazine, noviembre 2003

Los sistemas de matemáticas por computador como Maple y Mathematica son capaces de reali-
zar la mayor parte de las operaciones tediosas al practicar las matemáticas, especialmente las
operaciones intensivas necesarias en muchos problemas de aplicación (por supuesto, no pueden
pensar por nosotros, y tenemos que entender completamente lo que estamos haciendo, así como
las limitaciones de estos programas). A lo largo de este libro hemos insertado material que ilus-
tra cómo utilizar Maple para realizar operaciones comunes en el cálculo. Estas inserciones va-
rían en longitud desde simples párrafos y observaciones hasta secciones enteras. Para ayudarnos
a localizar el material de Maple apropiado para temas específicos, incluimos a continuación una
lista con referencias a las secciones del texto que contienen ejemplos de Maple y las páginas
donde comienzan.

Nótese, sin embargo, que este material asume que estamos familiarizados con los aspectos
básicos de inicio de una sesión en Maple, preferiblemente con una interfaz de usuario gráfica
que presenta el signo b para solicitar una entrada de usuario. En este texto la entrada se muestra
en tipo Courier, y normalmente finaliza con un punto y coma (;) seguido por la pulsación de la
tecla aenterb, que omitimos en los ejemplos presentados.

La salida impresa por Maple se presenta en el centro de la ventana, en tipo normal. Por
ejemplo

> factor(x 4 2.x.2) ;

(x ! 1)(x . 2)

La salida se puede suprimir utilizando dos puntos (:) en vez de punto y coma al final de la
entrada.



El autor ha utilizado Maple 9 en la preparación de los ejemplos de la presente edición. Di-
chos ejemplos no pretenden ser completos ni exhaustivos. Para un tratamiento más completo de
Maple como una herramienta de cálculo, el autor recomienda con encarecimiento el excelente
manual de laboratorio de Maple Calculus: The Maple Way, escrito por su colega, el profesor Ro-
bert Israel, de la Universidad de British Columbia. El libro se encuentra publicado por Pearson
Canada bajo el logo de Addison Wesley.

Lista de ejemplos de Maple con su presentación

Ejemplo Sección Página

Definición y funciones gráficas P.4 29
Cálculo con funciones trigonométricas P.7 53
Cálculo de límites 1.3 86
Resolución de ecuaciones con fsolve 1.4 102
Cálculo de derivadas 2.4 139
Derivadas de orden superior 2.8 165
Derivadas de funciones implícitas 2.9 169
Más gráficas 4.4 274
Cálculo de sumas 5.1 329
Integración de funciones 6.4 399
Integración numérica 6.4 399
Dibujo de curvas paramétricas 8.2 527
Dibujo de curvas en polares 8.5 545
Series infinitas 9.5 594
Cálculos con vectores y matrices 10.7 683
Velocidad, aceleración, curvatura, torsión 11.5 728
Gráficas tridimensionales 12.1 754
Derivadas parciales 12.3 766
Matriz jacobiana 12.6 791
Gradientes 12.7 799
Polinomios de Taylor 12.9 821
Método de Newton en varias variables 13.7 875
Integrales dobles y múltiples 14.2 891
Gradiente, divergencia, rotacional, Laplaciana 16.2 1005
Resolución de ED con dsolve 17.6 1079

Varios ejemplos de la lista anterior ocupan varias páginas. Sólo se indica la primera.
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Respuestas a los ejercicios
de numeración impar

Capítulo P

Preliminares

Sección P.1 (página 10)

1. 0.2 3. 4/33

5. 1/7 % 0.142857, 2/7 % 0.285714,

3/7 % 0.428571, 4/7 % 0.571428,

5/7 % 0.714285, 6/7 % 0.857142

7. [0, 5] 9. (.ä, .6) é (.5, ä)

11. (.2, ä) 13. (.ä, .2)

15. (.ä, 5/4] 17. (0, ä)

19. (.ä, 5/3)é(2, ä) 21. [0, 2]

23. (.2, 0) é (2, ä) 25. [.2, 0) é [4, ä)

27. x % .3, 3 29. t % .1/2, .9/2

31. s % .1/3, 17/3 33. (.2, 2)

35. [.1, 3] 37. A
5

3
, 3B

39. [0, 4] 41. x b 1

43. verdadero si a n 0, falso si a a 0

Sección P.2 (página 18)

1. Bx % 4, By % .3, dist % 5

3. Bx % .4, By % .4, dist % 4∂2

5. (2, .4)

7. círcunferencia, centro (0, 0), radio 1

9. puntos en el interior de un círculo, centro (0, 0),
radio 1

11. puntos sobre y por encima de la parábola y % x2

13. (a) x % .2, (b) y % 5/3

15. y % x ! 2 17. y % 2x ! b

19. por encima 21. y % 3x/2

23. y % (7 . x)/3 25. y % ∂2 . 2x

27. 4, 3

29. ∂2, .2/∂3

31. (a) y % x . 1, (b) y % .x ! 3

33. (2, .3) 37. 5

39. 23,000 $ 43. (.2, .2)

45. (1
3 (x1 ! 2x2),

1
3 (y1 ! 2y2))

47. circunferencia, centro (2, 0), radio 4

49. perp. si k % .8, paralela si k % 1/2

Sección P.3 (página 28)

1. x2
! y2

% 16 3. x2
! y2

! 4x % 5

5. (1, 0), 2 7. (1, .2), 3



9. exterior de la circunferencia, centro (0, 0), radio 1

11. disco cerrado, centro (.1, 0), radio 2

13. región con forma de anillo entre las circunferen-
cias de radio 1 y 2 centradas en (0, 0)

15. región del primer octante en el interior de las dos
circunferencias de radio 1 centradas en (1, 0) y
(0, 1)

17. x2
!y2

!2x.4ya1

19. x2
! y2

a 2, x n 1

21. x2
% 16y 23. y2

% 8x

25. (0, 1/2), y % .1/2

27. (.1, 0), x % 1

29. (a) y % x2
. 3,

(b) y % (x . 4)2,
(c) y % (x . 3)2

! 3,
(d) y % (x . 4)2

. 2

31. y % ∂(x/3)! 1

33. y % ∂(3x/2)! 1

35. y % .(x ! 1)2

37. y % (x . 2)2
. 2

39. (2, 7), (1, 4)

41. (4, .3) (.4, 3)

43. elipse, centro (0, 0), semiejes 2, 1

45. elipse, centro (3, .2), semiejes 3, 2

47. hipérbola, centro (0, 0), asíntotas x % u2y, vérti-
ces (u2, 0)
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49. hipérbola rectangular, asíntotas x % 0 e y % 0,
vértices (2, .2) y (.2, 2)

51. (a) reflejar la gráfica en el eje y, (b) reflejar la
gráfica en el eje x.

53.

Sección P.4 (página 38)

1. D( f ) % �, R ( f ) % [1, ä)

3. D(G) % (.ä, 4], R (g) % [0, ä)

5. D(h) % (.ä, 2), R (h) % (.ä, ä)

7. Sólo (ii) es la gráfica de una función. Las rectas
verticales pueden cruzar a las otras en más de un
punto.

11. par, simétrica respecto al eje y

13. impar, simétrica respecto a (0, 0)

15. simétrica respecto a (2, 0)

17. simétrica respecto a x % 3

19. par, simétrica respecto al eje y

21. no simétrica

23. 25.

27. 29.

31. 33.

35. 37.

39. D % [0, 2], R % [2, 3]

41. D[.2, 0], R [0, 1]
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43. D[0, 2], R % [.1, 0]

45. D % [2, 4], R % [0, 1] 47. [.0.18, 0.68]

49. y % 3/2

51. (2, 1), y % x . 1, y % 3 . x

53. f (x) % 0

Sección P.5 (página 45)

1. Los dominios de f !g, f .g, fg y g/f son [1, ä).
El dominio de f /g es (1, ä).

( f ! g)(x) % x ! ∂x . 1

( f . g)(x) % x . ∂x . 1

( f g)(x) % x∂x . 1

( f /g)(x)% x/∂x. 1

(g/ f )(x) % ∂x . 1/x

3.

5.

7. (a) 2, (b) 22, (c) x2
! 2, (d) x2

! 10x ! 22,
(e) 5, (f) .2, (g) x ! 10, (h) x4

. 6x2
! 6

9. (a) (x . 1)/x, x Ç 0, 1,
(b) 1/(1 . ∂x . 1) en [1, 2) é (2, ä)

(c) ∂x/(1. x), en [0, 1)

(d) ∂∂x . 1 . 1, en [2, ä)

11. (x ! 1)2 13. x2

15. 1/(x. 1) 19. D % [0, 2], R % [0, 2]

21. D % [0, 1], R % [0, 1]

23. D % [.4, 0], R % [1, 2]

25.

27. (a) A % 0, B arbitrario, o A % 1, B % 0
(b) A % .1, B arbitrario, o A % 1, B % 0

29. todos enteros

31.

33. f 2, g2, f o f, f o g, g o f son pares
f g, f /g, g/ f, g o g son impares
f ! g no es ninguna de las dos cosas, a menos
que, o bien f (x) % 0 o bien g(x) % 0.

Sección P.6 (página 52)

1. raíces .5 y .2; (x ! 5)(x ! 2)

3. raíces .1 u i; (x ! 1 . i)(x ! 1 ! i)

5. raíces 1/2 (doble) y .1/2 (doble); (2x . 1)2

(2x ! 1)2
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7. raíces .1,
1

2
u

∂3

2
i; (x ! 1)Ax .

1

2
!

∂3

2
iB

Ax .

1

2
.

∂3

2
iB

9. raíces 1 (triple) y .1 triple; (x . 1)3(x ! 1)3

11. raíces .2, i, .1, 1 ! ∂3i, 1 . ∂3i;
(x!2)(x.1)(x!i)(x.1.∂3i)(x.1!∂3i)

13. x !
2x . 1

x2
. 2

15. x . 2 !
7x ! 6

x2
! 2x ! 3

Sección P.7 (página 68)

1. .1/∂2 3. ∂3/2

5. (∂3 . 1)/(2∂2) 7. .cos x

9. .cos x 11. 1/(sen x cos x)

17. 3 sen x . 4 sen3 x

19. periodo n

21. periodo 2

23.

25. cos h % .4/5, tan h % .3/4

27. sen h % .2∂2/3, tan h % .2∂2

29. cos h % .∂3/2, tan h % 1/∂3

31. a % 1, b % ∂3 33. b % 5/∂3, c % 10/∂3

35. a % b tan A 37. a % b cot B

39. c % b sec A 41. sen A % ∂c2
. b2/c

43. sen B % 3/(4∂2) 45. sen B % ∂135/16

47. 6/(1 ! ∂3)

49. b % 4 sen 40o / sen 70o
] 2.736

51. aprox. 16.98 m

Capítulo 1

Límites y continuidad

Sección 1.1 (página 76)

1. ((t ! h)2
. t2)/h m/s 3. 4 m/s

5. .3 m/s, 3 m/s, 0 m/s

7. a la izquierda, parado, a la derecha

9. peso 2, moviéndose hacia abajo

11. .1 ft/s, peso moviéndose hacia abajo

13. día 45

Sección 1.2 (página 84)

1. (a) 1, (b) 0, (c) 1 3. 1

5. 0 7. 1

9. 2/3 11. 0

13. 0 15. no existe

17. 1/6 19. 0

21. .1 23. no existe

25. 2 27. 3/8

29. .1/2 31. 8/3

33. 1/4 35. 1/∂2

37. 2x 39. .1/x2

41. 1/(2∂x) 43. 1

45. 1/2 47. 1

49. 0 51. 2

53. no existe 55. no existe

57. .1/(2a) 59. 0

61. .2 63. n2

65. (a) 0, (b) 8, (c) 9, (d) .3
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67. 5 69. 1

71. 0.7071 73. limxr0 f (x) % 0

75. 2

77. x1/3
a x3 en (.1, 0) y (1, ä),

x1/3
b x3 en (.ä, .1) y (0, 1),

limxra h(x) % a para a % .1, 0 y 1

Sección 1.3 (página 92)

1. 1/2 3. .3/5

5. 0 7. .3

9. .2/∂3 11. no existe

13. !ä 15. 0

17. .ä 19. .ä

21. ä 23. .ä

25. ä 27. .∂2/4

29. .2 31. .1

33. horiz.: y % 0, y % .1, vert.: x % 0

35. 1 37. 1

39. .ä 41. 2

43. .1 45. 1

47. 3 49. no existe

51. 1

53. C(t) tiene límite en todo real t, excepto en los en-
teros.
limtrt0. C(t)%C(t0) en todas partes, pero

limtrt0! C(t)%E
C(t0) si t0 no es integral

C(t0)!1.5 si t0 es entero

55. (a) B, (b) A, (c) A, (d) A

Sección 1.4 (página 103)

1. en .2, continua por la derecha, y cont. en .1
disc., en 0 disc. pero cont. por la izquierda, en 1
disc. y cont. por la derecha, en 2 disc.

3. no máx. abs., mín. abs. 0 5. no

7. cont. en todas partes

9. cont. en todas partes excepto en x % 0, disc. en
x % 0

11. cont. en todas partes excepto en los enteros, dis-
continua pero continua por la izquierda en los en-
teros.

13. 4, x ! 2 15. 1/5, (t . 2)/(t! 2)

17. k % 8 19. no máx, mín % 0

21. 16 23. 5

25. f positiva en (.1, 0) y (1, ä); f negativa
en (.ä, .1) y (0, 1)

27. f positiva en (.ä, .2), (.1, 1) y (2, ä);
f negativa en (.2, .1) y (1, 2)

35. máx. 1.593 en .0.831, mín. 0.756 en 0.629

37. máx. 31/3 ] 10.333 en x % 3, mín. 4.762
en x % 1.260

39. 0.682

41. .0.6367326508, 1.409624004

Sección 1.5 (página 109)

1. entre 12 oC y 20 oC

3. (1.99, 2.01) 5. (0.81, 1.21)

7. d % 0.01 9. d ] 0.0165

Ejercicios de repaso (página 111)

1. 13 3. 12

5. 4 7. no existe

9. no existe 11. .ä

13. 12∂3 15. 0

17. no existe 19. .1/3

21. .ä 23. ä

25. no existe 27. 0

29. 2 31. no disc.
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33. disc. y cont. por la izquierda en 2

35. disc. y cont. por la derecha en x % 1

37. no disc.

Problemas avanzados (página 111)

1. a la derecha 3. .1/4

5. 3 7. V, F, V, F, F

Capítulo 2

Diferenciación

Sección 2.1 (página 119)

1. y % 3x . 1 3. y % 8x . 13

5. y % 12x ! 24 7. x . 4y % .5

9. x . 4y % .2 11. y % 2x0x . x2
0

13. no 15. sí, x % .2

17. sí, x % 0

19. (a) 3a2; (b) y % 3x . 2 e y % 3x ! 2

21. (1, 1), (.1, 1) 23. k % 3/4

25. tangente horiz. en (0, 0), (3, 108), (5, 0)

27. tangente horiz. en (.0.5, 1.25), no tangentes en
(.1, 1) y (1, .1)

29. tangente horiz. en (0, .1)

31. no, considere y % x2/3 en (0, 0)

Sección 2.2 (página 128)

1. 3.

5. en [.2, 2] excepto en x % .1 y x % 1

7. pendiente positiva para x a 1.5, negativa para
x b 1.5; tangente horizontal en x % 1.5

9. puntos singulares en x % .1, 0, 1, tangentes ho-
rizontales alrededor de x % u0.57

11. 2x . 3 13. 3x2

15.
1

∂2t ! 1
17. 1 .

1

x2

19. .

x

(1 ! x2)3/2 21. .

1

2(1 ! x)3/2

23. Defina f (0) % 0, f no es diferenciable en 0

25. en x % .1 y x % .2

27.

x
f (x) . f (2)

x . 2
x

f (x) . f (2)

x . 2

1.9 .0.26316 2.1 .0.23810
1.99 .0.25126 2.01 .0.24876
1.999 .0.25013 2.001 .0.24988
1.9999 .0.25001 2.0001 .0.24999

d

dx A
1

xBGx%2

% .

1

4

29. x . 6y % .15

31. y %
2

a2
! a

.

2(2a ! 1)

(a2
! a)2 (t . a)

33. 22t21, todo t 35. .(1/3)x.4/3, x Ç 0

37. (119/4)s115/4, s n 0 39. .16

41. 1/(8∂2) 43. y % a2x . a3
!

1

a

45. y % 6x . 9 e y % .2x . 1

47.
1

2∂2
51. f ñ(x) %

1

3
x.2/3

Sección 2.3 (página 137)

1. 6x . 5 3. 2Ax ! B

5.
1

3
s4

.

1

5
s2

7.
1

3
t.2/3

!
1

2
t.3/4

!
3

5
t.4/5

9. x2/3
! x.8/5 11.

5

2∂x
.

3

2
∂x .

5

6
x3/2
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13. .

2x ! 5

(x2
! 5x)2 15.

n2

(2 . nt)2

17. (4x2
. 3)/x4

19. .t.3/2
! (1/2)t.1/2

! (3/2)∂t

21. .

24

(3 ! 4x)2 23.
1

∂t (1 . ∂t )2

25.
ad . bc

(cx ! d)2

27. 10 ! 70x ! 150x2
! 96x3

29. 2x(∂x ! 1)(5x2/3
. 2) !

1

2∂x
(x2

!4)(5x2/3
.2)

!
10

3
x.1/3(x2

! 4)(∂x ! 1)

31.
6x ! 1

(6x2
! 2x ! 1)2 33. .1

35. 20 37. .

1

2

39. .

1

18∂2
41. y % 4x . 6

43. (1, 2) y (.1, .2) 45. A.

1

2
,

4

3B
47. y % b .

b2x

4

49. y % 12x . 16, y % 3x ! 2

51. x/∂x2
! 1

Sección 2.4 (página 143)

1. 12(2x ! 3)5 3. .20x(4 . x2)9

5.
30

t2 A2 !
3

tB
.11

7.
12

(5 . 4x)2

9. 2x sgn (1 . x2)
11. E

8 si x b 1/4

0 si x a 1/4

13.
.3

2∂3x ! 4(2 ! ∂3x ! 4)2

15. .

5

3 A1 .

1

(u . 1)2BAu !
1

u . 1B
.8/3

17.

23. (5 . 2x) f ñ(5x . x2) 25.
f ñ(x)

∂3 ! 2 f (x)

27.
1

∂x
f ñ(3 ! 2∂x)

29. 15 f ñ(4 . 5t) f ñ(2 . 3 f (4 . 5t))

31.
3

2∂2
33. 102

35. .6A1 .

15

2
(3x)4((3x)5

. 2).3/2B
# (x ! ((3x)5

. 2).1/2).7

37. y % 23/2
.∂2(x!1) 39. y%

1

27
!

5

162
(x!2)

41.
x(x4

! 2x2
. 2)

(x2
. 1)5/2 43. 857,592

45. no; sí; ambas funciones son iguales a x2

Sección 2.5 (página 150)

3. .3 sen 3x 5. n sec2 nx

7. 3 csc2 (4 . 3x) 9. r sen (s . rx)

11. 2nx cos (nx2) 13.
.sen x

2∂1 ! cos x

15. .(1 ! cos x) sen (x ! sen x)

17. (3n/2) sen2 (nx/2)cos (nx/2)

19. a cos 2at 21. 2 cos (2x)!2 sen (2x)

23. sec2 x . csc2 x 25. tan2 x

27. .t sen t 29. 1/(1 ! cos x)

31. 2x cos (3x) . 3x2 sen (3x)

33. 2x[sec (x2) tan2 (x2) ! sec3 (x2)]
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35. .sec2 t sen (tan t) cos (cos (tan t))

39. y % n . x, y % x . n

41. y % 1 . (x . n)/4, y % 1 ! 4(x . n)

43. y %
1

∂2
!

n

180∂2
(x . 45)

45. u (n/4, 1) 49. sí, (n, n)

51. sí, (2n/3, (2n/3) ! ∂3), (4n/3, (4n/3) . ∂3)

53. 2 55. 1

57. 1/2

59. un número infinito, 0.336508, 0.161228

Sección 2.6 (página 158)

1. c %
a ! b

2
3. c % u

2

∂3

9. crec. en A.ä, .

2

∂3B y A
2

∂3
, äB , decr. en

A.

2

∂3
,

2

∂3B
11. crec. en (.2, 0) y (2, ä); decr. en (.ä, .2) y

(0, 2)

13. crec. en (.ä, 3) y (5, ä); decr. en (3, 5)

15. crec. en (.ä, ä)

17. Las dos aplicaciones separadas del TVM no
deben dar el mismo valor de c.

Sección 2.7 (página 164)

1. 4% 3. .4%

5. 1% 7. 6%

9. 8 ft2/ft

11. 1/∂n A unidades/unidad al cuadrado

13. 16n m3/m

15.
dC

dA
%J

n
A

unidades de longitud/unidad de área

17. PC. x % 0, crec. x b 0, decr. x a 0

19. PC. x % 0, x % .4, crec. en (.ä, .4) y
(0, ä), decr. en (.4, 0)

23. 0.535898, 7.464102 25. 0, .0.518784

27. (a) 10,500 L/min, 3,500 L/min, (b) 7,000 L/min

29. decrece a 1/8 libras/min

31. (a) 300 $, (b) C(101) . C(100) % 299.50 $

33. (a) .2.00 $, (b) 9.11 $

Sección 2.8 (página 168)

1. E
yñ % .14(3 . 2x)6

yññ % 168(3 . 2x)5

yñññ % .1680(3 . 2x)4

3. E
yñ % .12(x . 1).3

yññ % 36(x . 1).4

yñññ % .144(x . 1).5

5. E
yñ %

1

3
x.2/3

!
1

3
x.4/3

yññ % .

2

9
x.5/3

.

4

9
x.7/3

yñññ %
10

27
x.8/3

!
28

27
x.10/3

7. E
yñ %

5

2
x3/2

!
3

2
x.1/2

yññ %
15

4
x1/2

.

3

4
x.3/2

yñññ %
15

8
x.1/2

!
9

8
x.5/2

9. yñ%sec2 x, yññ%2 sec2 x tan x, yñññ % 4 sec2 x tan2 x !

! 2 sec4 x

11. yñ%.2x sen (x2), yññ%.2 sen (x2) . 4x2 cos (x2),
yñññ % .12x cos (x2) ! 8x3 sen (x2)

13. (.1)nn!x.(n!1) 15. n!(2 . x).(n!1)

17. (.1)nn!bn(a ! bx).(n!1)

19. f (n)
% E

(.1)kan cos (ax) si n % 2k

(.1)k!1an sen (ax) si n % 2k ! 1
con

k % 0, 1, 2, ...

21. f (n)
% (.1)k[an x sen (ax) . nan.1 cos (ax)] si

n % 2k, o (.1)k[anx cos (ax) ! nan.1 sen (ax)] si
n % 2k ! 1, con k % 0, 1, 2, ...

23. .

1 # 3 # 5 # ñ # (2n.3)

2n 3n(1.3x).(2n.1)/2,

(n % 2, 3, ...)
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31. Si f (n) existe en un intervalo I y f se anula n ! 1
puntos distintos de I entonces f (n) se anula en al
menos un punto de I.

Sección 2.9 (página 175)

1.
1 . y

2 ! x
3.

2x ! y

3y2
. x

5.
2 . 2xy3

3x2y2
! 1

7. .

3x2
! 2xy

x2
! 4y

9. 2x ! 3y % 5 11. y % x

13. y % 1 .

4

4 . n Ax .

n
4B

15. y % 2 . x 17.
2(y . 1)

(1 . x)2

19.
(2 . 6y)(1 . 3x2)2

(3y2
. 2y)3 .

6x

3y2
. 2y

21. .a2/y3 23. 0

25. .26

Sección 2.10 (página 181)

1. 5x ! C 3.
2

3
x3/2

! C

5.
1

4
x4

! C 7. .cos x ! C

9. a2x .

1

3
x3

! C 11.
4

3
x3/2

!
9

4
x4/3

! C

13.
1

12
x4

.

1

6
x3

!
1

2
x2

. x ! C

15.
1

2
sen (2x) ! C 17.

.1

1 ! x
! C

19.
1

3
(2x ! 3)3/2

! C 21. .cos (x2) ! C

23. tan x . x ! C 25. (x ! sen x cos x)/2! C

27. y %
1

2
x2

. 2x ! 3, todo x

29. y % 2x3/2
. 15, (x b 0)

31. y %
A

3
(x3

. 1) !
B

2
(x2

. 1) ! C(x . 1) ! 1,

(todo x)

33. y % sen x ! (3/2), (todo x)

35. y % 1 ! tan x, .n/2a x a n/2

37. y % x2
! 5x . 3, (todo x)

39. y %
x5

20
.

x2

2
! 8, (todo x)

41. y % 1 ! x . cos x, (todo x)

43. y % 3x .

1

x
, (x b 0)

45. y % .

7∂x

2
!

18

∂x
, (x b 0)

Sección 2.11 (página 187)

1. (a) t b 2, (b) t a 2, (c) todo t, (d) ningún t,

(e) t b 2, (f) t a 2, (g) 2, (h) 0

3. (a) t a .2/∂3 o t b 2/∂3,

(b) .2/∂3a t a 2/∂3, (c) t b 0, (d) t a 0,

(e) t b 2/∂3 o .2/∂3a t a 0,

(f) t a .2/∂3 o 0 a t a 2/∂3,

(g) u12/∂3 a t % u2/∂3, (h) 12

5. acel. % 9.8 m/s2 hacia abajo todas las veces; altura
máxima%4.9 m; la bola llega al suelo a 9.8 m/s

7. tiempo 27.8 s; distancia 771.6 m

9. 4h m, ∂2v0 m/s 11. 400 pies

13. 0.833 km

15. v %E
2t si 0 a t m 2

4 si 2 a t a 8

20 . 2t si 8 m t a 10

v es continua para 0 a t a 10.

a %E
2 si 0 a t a 2

0 si 2 a t a 8

.2 si 8 a t a 10

a es continua excepto en t % 2 y t % 8.
La velocidad máxima 4 se alcanza para 2m tm8.

17. 7 s 19. 448 pies
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Ejercicios de repaso (página 189)

1. 18x ! 6 3. .1

5. 6nx ! 12y % 6∂3 ! n

7.
cos x . 1

(x . sen x)2 9. x.3/5(4 . x2/5).7/2

11. .2h sec2 h tan h 13. 20x19

15. .∂3 17. .2x f ñ(3 . x2)

19. 2 f ñ(2x) ∂g(x/2)!
f (2x)gñ(x/2)

4∂g(x/2)

21. f ñ(x ! (g(x))2)(1 ! 2g(x)gñ(x))

23. cos x f ñ(sen x)g(cos x) . sen x f (sen x)gñ(cos x)

25. 7x ! 10y % 24 27.
x3

3
.

1

x
! C

29. 2 tan x ! 3 sec x ! C 31. 4x3
! 3x4

. 7

33. I1%x sen x!cos x!C, I2%sen x.x cos x!C

35. y % 3x

37. puntos kn y kn/(n! 1) siendo k cualquier entero

39. (0, 0), (u1/∂2, 1/2), dist. % ∂3/2 unidades

41. (a) k % g/R 43. 15.3 m

45. 80 pies/s o aproximadamente 55 mph

Problemas avanzados (página 190)

3. (a) 0, (b) 3/8, (c) 12, (d) .48, (e) 3/7, (f) 21

13. f (m) % C . (m . B)2/(4A)

17. (a) 3b2
b 8ac

19. (a) 3 s, (b) t % 7 s, (c) t % 12 s,
(d) aproximadamente 13.07 m/s2, (e) 197.5 m,
(f) 60.3 m

Capítulo 3

Funciones trascendentes

Sección 3.1 (página 199)

1. f.1(x) % x ! 1
D( f.1) % R ( f ) % R ( f.1) % D( f ) % �

3. f.1(x) % x2
! 1, D( f.1) % R ( f ) % [0, ä),

R ( f.1) % D( f ) % [1, ä)

5. f.1(x) % x1/3

D( f.1) % R ( f ) % R ( f.1) % D( f ) % �

7. f.1(x) % .∂x, D( f.1) % R ( f ) % [0, ä),
R ( f.1) % D( f ) % (.ä, 0]

9. f.1(x) %
1

x
. 1, D( f.1) % R ( f ) % {x : x Ç 0},

R ( f.1) % D( f ) % {x : x Ç .1}

11. f.1(x) %
1 . x

2 ! x
,

D( f.1) % R ( f ) % {x : x Ç .2},
R ( f.1) % D( f ) % {x : x Ç .1}

13. g.1(x) % f.1(x ! 2) 15. k.1(x)% f.1A.

x

3B
17. p.1(x) % f.1A

1

x
. 1B

19. r.1(x) %
1

4 A3 . f.1 A
1 . x

2 BB
21. f.1(x) %E

∂x . 1 si x b% 1

x . 1 si x a 1

23. h.1(x) %E
∂x . 1 si x n 1

∂1 . x si x a 1

25. g.1(1) % 2 29. ( f.1)ñ(2) % 1/4

31. 2.23362 33. �, 1

35. c % 1, a, b arbitrario, o a % b % 0, c % .1

37. no

Sección 3.2 (página 204)

1. ∂3 3. x6

5. 3 7. .2x

9. x 11. 1

13. 1 15. 2

17. loga(x
4
! 4x2

! 3) 19. 4.728804 ...

21. x % (log105)/(log10(4/5)) ] .7.212567

23. x % 31/5
% 10(log103)/5

] 1.24573

29. 1/2 31. 0

33. ä
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Sección 3.3 (página 214)

1. ∂e 3. x5

5. .3x 7. ln
64

81

9. ln (x2(x . 2)5) 11. x %
ln 2

ln (3/2)

13. x %
ln 5 . 9 ln 2

2 ln 2
15. 0 a x a 2

17. 3 a x a 7/2 19. 5e5x

21. (1 . 2x)e.2x 23.
3

3x . 2

25.
ex

1 ! ex 27.
ex

. e.x

2

29. ex!ex
31. ex(sen x . cos x)

33.
1

x ln x
35. 2x ln x

37. (2 ln 5)52x!1 39. txxt ln t ! tx!1xt.1

41.
b

(bs ! c) ln a

43. x∂x A
1

∂x A
1

2
ln x ! 1BB

45. sec x 47.
1

∂x2
! a2

49. f (n)(x) % eax(nan.1
! anx), n % 1, 2, 3, ...

51. yñ % 2xex2
, yññ % 2(1 ! 2x2)ex2

,
yñññ % 4(3x ! 2x3)ex2

, y(4)
% 4(3 ! 12x2

!4x4)ex2

53. f ñ(x) % xx2!1(2 ln x ! 1),

gñ(x) % xxx
xxAln x ! (ln x)2

!
1

xB ;

g crece más rápidamente que f .

55. f ñ(x) % f (x) A
1

x . 1
!

1

x . 2
!

1

x . 3
!

1

x . 4B
57. f ñ(2) %

526

3675
, f ñ(1) %

1

6

59. f crec. para x a 1, decr. para x b 1

61. y % ex 63. y % 2e ln 2(x . 1)

65. .1/e2

67. f ñ(x) % (A ! B) cos ln x ! (B . A) sen ln x,

: cos ln x dx %
x

2
(cos ln x ! sen ln x),

: sen ln x dx %
x

2
(sen ln x . cos ln x)

69. (a) F2B, .2A(x); (b) .2ex(cos x ! sen x)

Sección 3.4 (página 223)

1. 0 3. 2

5. 0 7. 0

9. 566 11. 29.15 años

13. 160.85 años 15. 4139 g

17. 7557.84 $

19. aproximadamente 14.7 años

21. aproximadamente 142

23. (a) f (x) % Cebx
. (a/b),

(b) y % (y0 ! (a/b))ebx
. (a/b)

25. 22.35 oC 27. 6.84 min

31. (0, .(1/k) ln (y0/(y0 . L))), solución r .ä

33. aproximadamente 7671 casos, creciendo ap-
roximadamente a 3028 casos/semana

Sección 3.5 (página 234)

1. n/3 3. .n/4

5. 0.7 7. .n/3

9.
n
2

! 0.2 11. 2/∂5

13. ∂1 . x2 15.
1

∂1 ! x2

17.
∂1 . x2

x
19.

1

∂2 ! x . x2

21.
.sgn a

∂a2
. (x . b)2

23. tan.1 t !
t

1 ! t2

25. 2x tan.1 x ! 1

27.
∂1 . 4x2 sen.1 2x . 2∂1 . x2 sen.1 x

∂1 . x2
∂1 . 4x2 (sen.1 2x)2
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29.
x

∂(1 . x4) sen.1 x2 31. J
a . x

a ! x

33.
n . 2

n . 1

37.
d

dx
csc.1 x % .

1

�x�∂x2
. 1

39. tan.1 x ! cot.1 x % .

n
2

para x a 0

41. continua en todas partes, diferenciable excepto en
nn para enteros n

43. continua y diferenciable en todas partes excepto
en múltiplos impares de n/2.

49. tan.1A
x . 1

x ! 1B. tan.1 x %
3n
4

en (.ä, .1)

51. f ñ(x) % 1 . sgn (cos x)

53. y %
1

3
tan.1 x

3
! 2 .

n
12

55. y % 4 sen.1 x

5

Sección 3.6 (página 240)

3. tanh (x ! y) %
tanh x ! tanh y

1 ! tanh x tanh y

tanh (x . y) %
tanh x . tanh y

1 . tanh x tanh y

5.
d

dx
senh.1 (x) %

1

∂x2
! 1

,

d

dx
cosh.1 (x) %

1

∂x2
. 1

,

d

dx
tanh.1 (x) %

1

1 . x2 ,

I
dx

∂x2
! 1

% senh.1 (x) ! C,

I
dx

∂x2
. 1

% cosh.1 (x) ! C (x b 1),

I
dx

1 . x2 % tanh.1 (x) ! C (.1 a x a 1)

7. (a)
x2

. 1

2x
; (b)

x2
! 1

2x
; (c)

x2
. 1

x2
! 1

; (d) x2

9. coth.1 x % tanh.1 1

x
%

1

2
lnA

x ! 1

x . 1B , dominio:

todo x tal que �x � b 1, rango: todo y Ç 0, deriva-
da: .1/(x2

. 1)

11. f A, B % gA!B, A.B; gC, D % f(C!D)/2, (C.D)/2

13. y % y0 cosh k(x . a) !
v0

k
senh k(x . a)

Sección 3.7 (página 247)

1. y % Ae.5t
! Be.2t 3. y % A ! Be.2t

5. y % (A ! Bt)e.4t
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7. y % (A cos t ! B sen t)e3t

9. y % (A cos 2t ! B sen 2t)e.t

11. y % (A cos ∂2t ! B sen ∂2t)e.t

13. y %
6

7
et/2

!
1

7
e.3t

15. y % e.2t (2 cos t ! 6 sen t)

25. y %
3

10
sen (10t), frec. circ. 10, frec.

10

2n
, per

2n
10

,

amp
3

10

33. y % e3.t[2 cos (2(t . 3)) ! sen (2(t . 3))]

35. y %
c

k2 (1 . cos (kx) ! a cos (kx) !
b

k
sen (kx)

Ejercicios de repaso (página 249)

1. 1/3 3. ambos límites son 0

5. máx. 1/∂2e, mín. .1/∂2e

7. f (x) % 3e(x2/2).2

9. (a) aproximadamente 13.863%, (b) aproximada-
mente 68 días

11. e2x 13. y % x

15. 13.8165% aprox.

17. cos.1 x %
n
2

. sen.1 x, cot.1 x %

% sgn x sen.1 (1/∂x2
! 1), csc.1 x % sen.1 (1/x)

19. 15 oC

Capítulo 4
Algunas aplicaciones de las derivadas

Sección 4.1 (página 257)

1. 32 cm2/min

3. creciendo a 160n cm2/s

5. (a) 1/(6nr) km/h, (b) 1/(6∂nA) km/h

7. 1/(180n) cm/s 9. 2 cm2/s

11. creciendo a 2 cm3/s

13. creciendo con velocidad 12

15. creciendo con velocidad 2/∂5

17. 45∂3 km/h 19. 1/3 m/s, 5/6 m/s

21. 100 tons/día

23. 16
4

11
min después de 3:00

25. 1/(18n) m/min

27. 9(6250n) m/min, 4.64 m

29. 8 m/min 31. decr. a 126.9 km/h

33. 1/8 unidades/s 35. ∂3/16 m/min

37. (a) hacia abajo a 24/125 m/s, (b) a la derecha a
7/125 m/s

39. decr. a 0.0197 rad/s 41. 0.047 rad/s

Sección 4.2 (página 268)

1. mín. abs. 1 en x % .1; máx. abs. 3 en x % 1

3. mín. abs. 1 en x % .1; no máx.

5. mín. abs. . 1 en x % 0; máx. abs. 8 en x % 3;
máx. loc. 3 en x % .2

7. mín. abs. a3
! a . 4 en x % a;

máx. abs. b3
!b.4 en x % b

9. máx. abs. b5
!b3

!2b en x%b; no valor mínimo

11. no valores máx. ni mín.

13. máx. 3 en x % .2, mín. 0 en x % 1

15. máx. abs. 1 en x % 0; no valor mínimo

17. no valores máx. ni mín.

19. máx. loc. en x % .1; mín. loc. en x % 1

21. máx. loc. en x %
3
5; mín. loc. en x % 1; el punto

crítico x % 0 no es máximo ni mínimo

1144 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERACIÓN IMPAR



23. máx. loc. en x % .1 y x % 1/∂5; mín. loc. en
x % 1 y x % .1/∂5

25. mín. abs. en x % 0

27. mín. loc. a PC x % .1 y PS extremo x % ∂2;
máx. loc. en PC x % 1 y PS extremo x % .∂2

29. máx. loc. en x%2nn .

n
3

; mín. loc. en x%2nn !
n
3

(n % 0, u1, u2, ...)

31. máx. loc. en PC x % ∂3/2 y PS extremo x%.1;
mín. loc. en PC x % .∂3/2 y PS extremo x%1

33. máx. abs. en x % 1/ln 2

35. máx. abs. en x % e

37. máx. loc. en PC x % 0; mín. abs. en PS x % u1

39. máx. abs. en PC x % (2n ! 1)n/2; mín. abs. en
PS x % nn (n % 0, u1, u2, ...)

41. no máx. ni mín. 43. máx. 2, mín. .2

45. tiene mín., no máx. 47. sí, no

Sección 4.3 (página 273)

1. cońcava en (0, ä)

3. convexa en �

5. cóncava en (.1, 0) y (1, ä); convexa en
(.ä, .1) y (0, 1); inflexión x % .1, 0, 1

7. cóncava en (.1, 1); convexa en (.ä, .1) y
(1, ä); inflexión x % u1
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9. cóncava en (.2, .2/∂5) y (2/∂5, 2); convexa
en (.ä, .2), (.2/∂5, 2/∂5) y (2, ä); infle-
xión x % u2, u2/∂5

11. cóncava en (2nn, (2n ! 1)n); convexa en
((2n . 1)n, 2nn), (n % 0, u1, u2, ...); inflexión
x % nn

13. cóncava en (nn, (n !
1
2)n); convexa en ((n .

1
2)n,

nn); inflexión x % nn/2, (n % 0, u1, u2, ...)

15. cóncava en (0, ä), convexa en (.ä, 0); in-
flexión x % 0

17. cóncava en (.1/∂2, 1/∂2), convexa en
(.ä, .1/∂2) y (1/∂2, ä); inflexión x%u1/∂2

19. cóncava en (.ä, .1) y (1, ä); convexa en
(.1, 1); inflexión x % u1

21. cóncava en (.ä, 4), convexa en (4, ä); in-
flexión x % 4

23. no concavidad, no inflexiones

25. mín. loc. en x % 2; máx. loc. en x %
2
3

27. mín. loc. en x % 1/ 4
∂3; máx. loc. en .1/ 4

∂3

29. máx. loc. en x%1; mín. loc. en x%.1 ambos abs.

31. loc. (y abs.) mín. en x % 1/e

33. mín. loc. en x % 0; inflexiones en x % u2 (no
discernible para el Test de la Segunda Derivada)

35. mín. abs. en x % 0; máx. abs. en x % u1/∂2

39. Si n es par, fn tiene un mínimo y gn tiene un má-
ximo en x % 0. Si n es impar ambas tienen infle-
xiones en x % 0.

Sección 4.4 (página 283)

1. (a) g, (b) f ññ, (c) f, (d) f ñ

3. (a) k(x), (b) g(x), (c) f (x), (d) h(x)

5.

7.

9.

11.

13.
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15.

17.

19.

21.

23.

25.
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27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41. y % 0. La curva corta a la asíntota en x % nn pa-
ra todo entero n.

Sección 4.5 (página 290)

1. 49/4 3. 20 y 40

5. 71.45 11. R2 unidades cuad.

13. 2ab unidades2 15. 50 cm2
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17. anchura 8 ! 10∂2 m, altura 4 ! 5∂2 m

19. descuento de 250 $

21. punto 5 km al este de A

23. (a) 0 m, (b) n/(4 ! n) m

25. 8∂3 unidades

27. [(a2/3
! b2/3)3

! c2]1/2 unidades

29. 31/2/21/3 unidades

31. altura
2R

∂3
, radio J

2

3
R unidades

33. base 2 m # 2 m, altura 1 m

35. anchura
20

4 ! n
m, altura

10

4 ! n
m

39. anchura R, profundidad ∂3R 41. Q % 3L/8

43. 750 coches

45.
5000

n
m2; semicircunferencia

47.
3∂3a

4
cm

Sección 4.6 (página 300)

1. 1.41421356237 3. 0.453397651516

5. 1.64809536561, 2.352392647658

7. 0.510973429389

9. infinitas 4.49340945791

13. máx. 1, mín. .0.11063967219 ...

15. x1 % .a, x2 % a % x0. Buscar una raíz en la mi-
tad de x0 y x1

17. xn % (.1/2)n r 0 (raíz) cuando n r ä

19. 0.95025 21. 0.45340

23. N(xn) es la aproximación por el Método de New-
ton

Sección 4.7 (página 306)

1. 6x . 9 3. 2 . (x/4)

5. (7 . 2x)/27 7. n . x

9. (1/4)! (∂3/2)(x. (n/6))

11. aprox. 8 cm2 13. aprox. 62.8 millas

15. ∂50 ]

99

14
] 7.071429, error a 0,

�error� a
1

2744
] 0.0003644, (7.07106, 7.071429)

17. 4
∂85 ]

82

27
, error a 0, �error� a

1

2 # 36 ,

(3.03635, 3.03704)

19. cos 46o
]

1

∂2 A1 .

n
180B] 0.694765, error a 0,

�error� a
1

2∂2 A
n

180B
2

, (0.694658, 0.694765)

21. sen (3.14) ] n . 3.14, error a 0,
�error� a (n . 3.14)3/2 a 2.02 # 10.9,
(n . 3.14 . (n . 3.14)3/2, n . 3.14)

23. (7.07106, 7.07108), ∂50 ] 7.07107

25. (0.80891, 0.80921), 4
∂85 ] 0.80906

27. 3 m f (3) m 13/4

29. g(1.8) ] 0.6, �error� a 0.0208

31. aprox. 1005 cm3

Sección 4.8 (página 314)

1. 1 . x !
1

2
x2

.

1

6
x3

!
1

24
x4

3. ln 2 !
x . 2

2
.

(x . 2)2

8
!

(x . 3)3

24
.

(x . 2)4

64

5. 2 !
x . 4

4
.

(x . 4)2

64
!

3(x . 4)3

1536

7. Pn(x)%
1

3
.

1

9
(x . 1) !

1

27
(x . 1)2

.ñ!
(.1)n

3n!1

(x . 1)n

9. x1/3
] 2 !

1

12
(x . 8) .

1

288
(x . 8)2,

91/3
] 2.07986, 0 a error m 5/(81 # 256),

2.07986 a 91/3
a 2.08010

11.
1

x
] 1 . (x . 1) ! (x . 1)2,

1

1.02
] 0.9804,

.(0.02)3
merrora0, 0.0980392m

1

1.02
a0.9804
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13. ex
] 1 ! x !

1

2
x2, e.0.5

] 0.625,

.

1

6
(0.5)3

m error a 0.0604 m e.0.5
a 0.625

15. sen x % x .

x3

3!
!

x5

5!
.

x7

7!
! R7;

R7 %
sen c

8!
x8 para algún c entre 0 y x

17. sen x %
1

∂2 C1 !Ax .

n
4B.

1

2! Ax .

n
4B

2

.

.

1

3! Ax .

n
4B

3

!
1

4! Ax .

n
4B

4

D! R4;

con R4 %
cos c

5! Ax .

n
4B

5

para algún c entre x y

n/4

19. ln x % (x . 1) .

(x . 1)2

2
!

(x . 1)3

3
.

.

(x . 11)4

4
!

(x . 1)5

5
.

(x . 1)6

6
! R6;

con R6 %
(x . 1)7

7c7 para algún c entre 1 y x

21.
1

e3 !
3

e3 (x ! 1) !
9

2e3 (x ! 1)2
!

9

2e3 (x ! 1)3

23. x2
.

1

3
x4 25. 1 . 2x2

! 4x4
. 8x6

27. Pn(x) % 0 si 0 m n m 2; Pn(x) % x3 si n n 3

29. x !
x3

3!
!

x5

5!
! ñ !

x2n!1

(2n ! 1)!

31. e.x
% 1 . x !

x2

2!
.

x3

3!
! ñ ! (.1)n xn

n!
! Rn;

con Rn % (.1)n!1 e.Xxn!1

(n ! 1)!
para algún X entre 0

y x;
1

e
]

1

2!
.

1

3!
! ñ !

1

8!
] 0.36788

33. 1 . 2x ! x2 ( f es su propia aproximación cuad-
rática; (error % 0). g(x) ] 4 ! 3x ! 2x2;
error % x3; ya que gñññ(x) % 6 % 3!, por lo tanto

error %
gñññ(c)

3!
x3; no hay mejora posible.

35. Pn(x) % 1 ! 2x ! 3x2
! ñ ! (n ! 1)xn

Sección 4.9 (página 321)

1. 3/4 3. a/b

5. 1 7. 1

9. 0 11. .3/2

13. 1 15. .1/2

17. ä 19. 2/n

21. .2 23. a

25. 1 27. .1/2

29. e.2 31. 0

33. f ññ(x)

Ejercicios de repaso (página 322)

1. 6%/min

3. (a) .1600 ohm/min, (b) .1350 ohm/min

5. 2, 000 7. 32n R3/81 un3

9. 9000 cm3 11. aprox. 0.057 rad/s

13. aprox. 9.69465 cm 15. 2.06%

17.
n
4

! 0.0475 ] 0.83290, �error� a 0.00011

19. 0, 1.4055636328

21. aprox. (.1.1462, 0.3178)

Problemas avanzados (página 324)

1. (a)
dx

dt
%

k

3
(x3

0 . x3), (b) V0/2

3. (b) 11

5. (c) y0(1 . (t/T))2, (d) (1 . (1/∂2))T

7. P2(3 . 2∂2)/4

9. (a) cos.1 (r2/r1)
2, (b) cos.1 (r2/r1)

4

11. aprox. 921 cm3

Capítulo 5
Integración

Sección 5.1 (página 331)

1. 13
! 23

! 33
! 43 3. 3 ! 32

! 33
! ñ ! 3n
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5.
(.2)3

12 !
(.2)4

22 !
(.2)5

32 ! ñ !
(.2)n

(n . 2)2

7.
9

;
i%5

i 9.
99

;
i%2

(.1)i i2

11.
n

;
i%0

xi 13.
n

;
i%1

(.1)i.1/i2

15.
100

;
i%1

sen (i . 1) 17. n(n ! 1)(2n ! 7)/6

19.
n(nn

. 1)

n . 1
. 3n 21. ln (n!)

23. 400 25. (x2n!1
! 1)/(x! 1)

27. .4949 31. 2m
. 1

33. n/(n! 1)

Sección 5.2 (página 339)

1. 3/2 unidades al cuad.

3. 6 unidades al cuad.

5. 26/3 unidades al cuad.

7. 15 unidades al cuad.

9. 4 unidades al cuad.

11. 32/3 unidades al cuad.

13. 3/(2 ln 2) unidades al cuad.

15. ln (b/a), se deduce de la definición de ln

17. 0 19. n/4

Sección 5.3 (página 344)

1. L( f, P8) % 7/4, U( f, P8) % 9/4

3. L( f , P4) %
e4

. 1

e2(e . 1)
] 4.22,

U( f, P4) %
e4

. 1

e(e . 1)
] 11.48

5. L( f, P6) %
n
6

(1 ! ∂3) ] 1.43,

U( f, P6) %
n
6

(3 ! ∂3) ] 2.48

7. L( f, Pn) %
n . 1

2n
, U( f , Pn) %

n ! 1

2n
, I

1

0
x dx %

1

2

9. L( f, Pn) %
(n . 1)2

4n2 , U( f, Pn) %
(n ! 1)2

4n2 ,

I
1

0
x3 dx %

1

4

11. I
1

0
∂x dx 13. I

n

0
sen x dx

15. I
1

0
tan.1 x dx

Sección 5.4 (página 351)

1. 0 3. 8

5. (b2
. a2)/2 7. n

9. 0 11. 2n

13. 0 15. (2n ! 3∂3)/6

17. 16 19. 32/3

21. (4 ! 3n)/12 23. ln 2

25. ln 3 27. 4

29. 1 31. n/2

33. 1 35. 11/6

37.
n
3

. ∂3 39. 41/2

41. 3/4 43. k % f 1

Sección 5.5 (página 357)

1. 4 3. 1

5. 9 7. 80
4

5

9.
2 . ∂2

2∂2
11. (1/∂2) . (1/2)

13. en
. e.n 15. (ae

. 1)/lna

17. n/2 19.
n
3

21.
1

5
unidades al cuad. 23.

32

3
unidades al cuad.

25.
1

6
unidades al cuad. 27.

1

3
unidades al cuad.

29.
1

12
unidades al cuad. 31. 2n unidades al cuad.
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33. 3
35.

16

3

37. e . 1 39.
sen x

x

41. .2
sen x2

x
43.

cos t

1 ! t2

45. (cos x)/(2∂x) 47. f (x) % nen(x.1)

49. 1/x2 no es continua (ni siquiera está definida) en
x % 0, por lo que el Teorema Fundamental del
Cálculo no se puede aplicar en [.1, 1]; como
1/x2

b 0 en su dominio, hay que esperar que la
integral fuera positiva si existiera (no existe).

51. F(x) tiene un valor máximo en x % 1 pero no tie-
ne valor mínimo.

53. 2

Sección 5.6 (página 366)

1. .

1

2
e5.2x

! C 3.
2

9
(3x ! 4)3/2

! C

5. .

1

32
(4x2

!1).4
!C 7.

1

2
ex2

! C

9.
1

2
tan.1A

1

2
sen xB! C

11. 2 ln �ex/2
. e.x/2� ! C % ln �ex

. 2 ! e.x� ! C

13. .

2

5
∂4 . 5s ! C 15.

1

2
sen.1 A

t2

2B! C

17. .ln (1 ! e.x) ! C 19. .

1

2
(ln cos x)2

! C

21.
1

2
tan.1 x ! 3

2
! C

23.
1

8
cos8 x .

1

6
cos6 x ! C

25. .

1

3a
cos3 ax ! C

27.
5

16
x .

1

4
sen 2x !

3

64
sen 4x !

1

48
sen3 2x ! C

29.
1

5
sec5 x ! C

31.
2

3
(tan x)3/2

!
2

7
(tan x)7/2

! C

33.
3

8
sen x .

1

4
sen (2 sen x) !

1

32
sen (4 sen x) ! C

35.
1

3
tan3 x ! C

37. .

1

9
csc9 x !

2

7
csc7 x .

1

5
csc5 x ! C

39.
14

3
∂17 !

2

3
41. 3n/16

43. ln 2 45. 2, 2(∂2 . 1)

47. n/32 unidades al cuad.

Sección 5.7 (página 371)

1.
1

6
unidades al cuad.

3.
64

3
unidades al cuad.

5.
125

12
unidades al cuad.

7.
1

2
unidades al cuad.

9.
5

12
unidades al cuad.

11.
15

8
. 2 ln 2 unidades al cuad.

13.
n
2

.

1

3
unidades al cuad.

15.
4

3
unidades al cuad.

17. 2∂2 unidades al cuad.

19. 1 . n/4 unidades al cuad.

21. (n/8) . ln ∂2 unidades al cuad.

23. (4n/3) . 2 ln (2 ! ∂3) unidades al cuad.

25. (4/n) . 1 unidades al cuad.

27.
4

3
unidades al cuad.

29.
e

2
. 1 unidades al cuad.
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Ejercicios de repaso (página 372)

1. la suma es n(n ! 2)/(n! 1)2

3. 20/3 5. 4n

7. 0 9. 2

11. sen (t2) 13. .4esen (4s)

15. f (x)%.

1

2
e(3/2)(1.x) 17. 9/2 unidades al cuad.

19. 3/10 unidades al cuad.

21. (3∂3/4) . 1 unidades al cuad.

23.
1

6
sen (2x3

! 1) ! C 25. 98/3

27. (n/8) . (1/2) tan.1 (1/2)

29. .cos ∂2s ! 1 ! C 31. mín. .n/4, no máx.

35. x1 %
∂3 . 1

2∂3
, x2 %

∂3 ! 1

2∂3

Capítulo 6
Técnicas de integración

Sección 6.1 (página 381)

1. x sen x ! cos x ! C

3.
1

n
x2 sen nx !

2

n2 x cos nx .

2

n3 sen nx ! C

5.
1

4
x4 ln x .

1

16
x4

! C

7. x tan.1 x .

1

2
ln (1 ! x2) ! C

9. A
1

2
x2

.

1

4B sen.1 x !
1

4
x∂1 . x2

! C

11.
7

8
∂2 !

3

8
ln (1 ! ∂2)

13.
1

13
e2x(2 sen 3x . 3 cos 3x) ! C

15. ln (2 ! ∂3) .

n
6

17. x tan x . ln �sec x� ! C

19.
x

2
[cos (ln x) ! sen (ln x)] ! C

21. ln x (ln (ln x) . 1) ! C

23. x cos.1 x . ∂1 . x2
! C

25.
2n
3

. ln (2 ! ∂3)

27.
1

2
(x2

!1)(tan.1 x)2
.x tan.1 x!

1

2
ln (1!x2)!C

29.
1 ! e.n

2
unidades al cuadrado

31. In % x(ln x)n
. nIn.1,

I4 % x[(ln x)4
. 4(ln x)3

! 12(ln x)2
. 24(ln x) !

! 24] ! C

33. In % .

1

n
senn.1 x cos x !

n . 1

n
In.2,

I6%
5x

16
.cos xC

1

6
sen5 x!

5

24
sen3 x!

5

16
sen xD!C,

I7 % .cos x C
1

7
sen6 x !

6

35
sen4 x !

8

35
sen2 x !

!
16

35D! C

35. In %
x

2a2(n . 1)(x2
! a2)n.1 !

2n . 3

2a2(n . 1)
In.1,

I3 %
x

4a2(x2
!a2)2!

3x

8a4(x2
!a2)

!
3

8a5 tan.1 x

a
!C

37. Cualquier condición que garantice que
f (b)gñ(b) . f ñ(b)g(b) % f (a)gñ(a) . f ñ(a)g(a)
será suficiente

Sección 6.2 (página 390)

1.
1

2
sen.1 (2x) ! C

3.
9

2
sen.1 x

3
.

1

2
x∂9 . x2

! C

5. .

∂9 . x2

9x
! C

7. .∂9 . x2
! sen.1 x

3
! C

9.
1

3
(9 ! x2)3/2

. 9∂9 ! x2
! C

11.
1

a2

x

∂a2
. x2

! C
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13.
x

∂a2
. x2

. sen.1 x

a
! C

15.
1

2
sec.1 x

2
! C 17.

1

3
tan.1 x ! 1

3
! C

19.
1

32
tan.1 2x ! 1

2
!

1

16

2x ! 1

4x2
! 4x ! 5

! C

21. a sen.1 x . a

a
. ∂2ax . x2

! C

23.
3 . x

4∂3 . 2x . x2
! C

25.
3

8
tan.1 x !

3x3
! 5x

8(1 ! x2)2 ! C

27.
1

2
ln (1 ! ∂1 . x2) .

1

2
ln �x� .

∂1 . x2

2x2 ! C

29. 2∂x . 4 ln (2 ! ∂x) ! C

31.
6

7
x7/6

.

6

5
x5/6

!
3

2
x2/3

! 2x1/2

.3x1/3
.6x1/6

!3 ln (1!x1/3)!6 tan.1 x1/6
!C

33.
n
6

.

∂3

8
35. n/3

37.
2

∂3
tan.1A

2 tan (h/2) ! 1

∂3 B! C

39.
2

∂5
tan.1A

tan (h/2)

∂5 B! C

41.
9

2∂2
tan.1 1

∂2
.

1

2
unidades al cuad.

43. a2 cos.1A
b

aB. b∂a2
. b2 unidades al cuad.

45.
25

2 Asen.1 4

5
.sen.1 3

5B.12 ln
4

3
unidades al cuad.

47.
ln (Y ! ∂1 ! Y2)

2
unidades al cuad.

Sección 6.3 (página 398)

1. ln �2x . 3� ! C

3.
x

n
.

2

n2 ln �n x ! 2� ! C

5.
1

6
ln G

x . 3

x ! 3 G! C 7.
1

2a
ln G

a ! x

a . x G! C

9. x .

4

3
ln �x ! 2� !

1

3
ln �x . 1� ! C

11. 3 ln �x ! 1� . 2 ln �x� ! C

13.
1

3(1 . 3x)
! C

15. .

1

9
x .

13

54
ln �2 . 3x� !

1

6
ln �x� ! C

17.
1

2a2 ln
�x2

. a2�
x2 ! C

19. x !
a

3
ln �x . a� .

a

6
ln (x2

! ax ! a2)

.

a

∂3
tan.1 2x ! a

∂3a
! C

21.
1

3
ln �x� .

1

2
ln �x . 1� !

1

6
ln �x . 3� ! C

23.
1

4
ln G

x ! 1

x . 1 G.
x

2(x2
. 1)

! C

25.
1

27
ln G

x . 3

x G!
1

9x
!

1

6x2 ! C

27.
t . 1

4(t2
! 1)

.

1

4
ln �t ! 1� !

1

8
ln (t2

! 1) ! C

29.
1

3
ln G

1 . ∂1 . x2

x G!
1

12
ln A

(2 ! ∂1.x2)2

3!x2 B!C

31.
1

∂1 ! x2
!

1

2
ln G

1 . ∂1 ! x2

1 ! ∂1 ! x2 G! C

33.
1 . 2x2

x∂x2
. 1

! C

Sección 6.4 (página 402)

5.
x∂x2

. 2

2
! ln �x ! ∂x2

. 2�! C

7. .∂3t2
! 5/(5t)! C

9. (x5/3125)(625(lnx)4
. 500 (ln x3) ! 300 (ln x)2

.

.120 ln x ! 24) ! C

11. (1/6)(2x2
. x . 3)∂2x . x2

.

. (1/2)sen.1 (1 . x) ! C

13. (x . 2)/(4∂4x. x2) ! C
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Sección 6.5 (página 411)

1. 1/2 3. 1/2

5. 3 # 21/3 7. 3/2

9. 3 11. n

13. 1/2 15. diverge a ä

17. 2 19. diverge

21. 0 23. 1 unidad al cuad.

25. 2 ln 2 unidades al cuad. 29. 2

31. diverge a ä 33. converge

35. diverge a ä 37. diverge a ä

39. diverge 41. diverge a ä

Sección 6.6 (página 419)

1. T4 % 4.75,
M4 % 4.625,
T8 % 4.6875,
M8 % 4.65625,
T16 % 4.671875,
Errores reales:
I . T4 ] .0.833333,
I . M4 ] 0.0416667,
I . T8 ] .0.0208333,
I . M8 ] 0.0104167,
I . T16 ] .0.0052083
Errores estimados:
�I . T4� m 0.0833334,
�I . M4� m 0.0416667,
�I . T8� m 0.0208334,
�I . M8� m 0.0104167,
�I . T16� m 0.0052084

3. T4 % 0.9871158,
M4 % 1.0064545,
T8 % 0.9967852,
M8 % 1.0016082,
T16 % 0.9991967,
Errores reales:
I . T4 ] 0.0128842,
I . M4 ] .0.0064545,
I . T8 ] 0.0032148,
I . M8 ] .0.0016082,
I . T16 ] 0.0008033
Errores estimados:
�I . T4� m 0.020186,
�I . M4� m 0.010093,

�I . T8� m 0.005047,
�I . M8� m 0.002523,
�I . T16� m 0.001262

5. T4 % 46, T8 % 46.7

7. T4 % 3000 km2, T8 % 3400 km2

9. T4 ] 2.02622, M4 ] 2.03236,
T8 ] 2.02929, M8 ] 2.02982,
T16 ] 2.029555

11. M8 ] 1.3714136, T16 ] 1.3704366, I ] 1.371

Sección 6.7 (página 424)

1. S4 % S8 % I, Errores % 0

3. S4 ] 1.0001346, S8 ] 1.0000083,
I . S4 ] .0.0001346, I . S8 ] .0.0000083

5. 46.93

7. Para f (x) % e.x:
�I . S4� m 0.000022, �I . S8� m 0.0000014;
para f (x) % sen x,
�I . S4� m 0.00021,
�I . S8� m 0.000013

9. S4 ] 2.034333, S8 ] 2.0303133,
S16 ] 2.0296433

Sección 6.8 (página 430)

1. 3 I
1

0

u du

1 ! u3

3. I
n/2

.n/2
esen h dh, o 2 I

1

0

e1.u2
! eu2

.1

∂2 . u2
du

5. 4 I
1

0

dv

∂(2 . v2)(2 . 2v2
! v4)

7. T2 ] 0.603553, T4 ] 0.643283,
T8 ] 0.658130, T16 ] 0.663581;
Errores: I . T2 ] 0.0631, I . T4 ] 0.0234,
I . T8 ] 0.0085, I . T16 ] 0.0031;
Los errores no decrecen como 1/n2 porque la se-
gunda derivada de f (x) % ∂x no está acotada en
[0, 1].

9. I ] 0.74684 con error menor que 10.4; se
necesitan siete términos de la serie.

11. A % 1, u % 1/∂3

13. A % 5/9, B % 8/9, u % ∂3/5
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15. R1 ] 0.7471805, R2 ] 0.7468337,
R3 ] 0.7468241, I ] 0.746824

17. R2 %
2h

45
(7y0 ! 32y1 ! 12y2 ! 32y3 ! 7y4)

Ejercicios de repaso
en técnicas de integración (página 431)

1.
2

3
ln �x ! 2� .

1

6
ln �2x ! 1� ! C

3.
1

4
sen4 x .

1

6
sen6 x!C 5.

3

4
ln G

2x . 1

2x ! 1 G! C

7. .

1

3A
∂1 . x2

x B
3

!C 9.
1

5
(5x3

. 2)1/3
!C

11.
1

16
tan.1 x

2
!

x

8(4 ! x2)
! C

13.
1

2 ln 2
(2x

∂1 ! 4x
! ln (2x

! ∂1 ! 4x)) ! C

15.
1

4
tan4 x !

1

6
tan6 x ! C

17. .e.x A
2

5
cos 2x !

1

5
sen 2xB! C

19.
x

10
(cos (3 ln x) ! 3 sen (3 ln x)) ! C

21.
1

4
(ln (1 ! x2))2

! C

23. sen.1 x

∂2
.

x∂2 . x2

2
! C

25.
1

64A.

1

7(4x ! 1)7!
1

4(4x ! 1)8.
1

9(4x ! 1)9B!C

27. .

1

4
cos 4x !

1

6
cos3 4x .

1

20
cos5 4x ! C

29. .

1

2
ln (2e.x

! 1) ! C

31. .

1

2
sen2 x . 2 sen x . 4 ln (2 . sen x) ! C

33. .

∂1 . x2

x
! C

35.
1

48
(1 . 4x2)3/2

.

1

16
∂1 . 4x2

! C

37. ∂x2
! 1 ! ln (x ! ∂x2

! 1) ! C

39. x !
1

3
ln �x� !

4

3
ln �x . 3� .

5

3
ln �x ! 3�!C

41. .

1

10
cos10 x !

1

6
cos12 x .

1

14
cos14 x ! C

43.
1

2
ln �x2

! 2x . 1� .
1

2∂2
ln G

x ! 1 . ∂2

x ! 1 ! ∂2 G! C

45.
1

3
x3 sen.1 2x!

1

24
∂1 . 4x2

.

1

72
(1 . 4x2)3/2

!C

47.
1

128
(3x . sen (4x) !

1

8
sen (8x))

49. tan.1 ∂x

2
! C

51.
x2

2
. 2x !

1

4
ln �x� !

1

2x
!

15

4
ln �x ! 2� ! C

53. .

1

2
cos (2 ln x) ! C 55.

1

2
exp (2 tan.1 x)!C

57.
1

4
(ln (3 ! x2))2

! C 59.
1

2
(sen.1 (x/2))2 ! C

61. ∂x2
!6x!10.2 ln (x!3!∂x2

!6x!10)!C

63.
2

5(2 ! x2)5/2 .

1

3(2 ! x2)3/2 ! C

65.
6

7
x7/6

.

6

5
x5/6

! 2∂x . 6x1/6
. 6 tan.1 x1/6

! C

67.
2

3
x3/2

. x ! 4∂x . 4 ln (1 ! ∂x) ! C

69.
1

2(4 . x2)
! C

71.
1

3
x3 tan.1 x .

1

6
x2

!
1

6
ln (1 ! x2) ! C

73.
1

5
ln G

3 tan (x/2). 1

tan (x/2)! 3 G! C

75.
1

2
ln �tan (x/2)�.

1

4
(tan.1 (x/2))2 ! C %

%
1

4Aln G
1 . cos x

1 ! cos x G.
1 . cos x

1 ! cos xB! C

77. 2∂x . 2 tan.1
∂x ! C
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79.
1

2
x2

!
4

3
ln �x . 2� .

2

3
ln (x2

! 2x ! 4)

!
4

∂3
tan.1 x ! 1

∂3
! C

Ejercicios de repaso (otros) (página 433)

1. I %
1

2
(xex cos x ! (x . 1)ex sen x),

J %
1

2
((1 . x)ex cos x ! xex sen x)

3. diverge a ä 5. .4/9

9. 367 000 m3

11. T8 % 1.61800, S8 % 1.62092, I ] 1.62

13. (a) T4 % 5.526, S4 % 5.504; (b) S8 % 5.504;
(c) sí, porque S4 % S8, y la regla de Simpson es
exacta para cúbicas.

Problemas avanzados (página 434)

1. (c) I %
1

630
,

22

7
.

1

630
a n a

22

7
.

1

1260

3. (a)
1

∂3
tan.1 A

2x ! 1

∂3 B!
1

∂3
tan.1A

2x . 1

∂3 B ,

(b)
1

∂2
tan.1 (∂2x ! 1) !

1

∂2
tan.1 (∂2x . 1)

7. (a) a % 7/90, b % 16/45, c % 2/15.
(b) un intervalo: aprox. 0.6321208750, dos in-
tervalos: aprox. 0.6321205638, valor correcto:
0.6321205588

Capítulo 7

Aplicaciones de integración

Sección 7.1 (página 445)

1.
n
5

unidades al cubo 3.
3n
10

unidades al cubo

5. (a)
16n
15

unids. al cubo, (b)
8n
3

unids. al cubo

7. (a)
27n
2

unids. al cubo, (b)
108n

5
unids. al cubo

9. (a)
15n
4

.

n2

8
unids. al cubo,

(b) n(2 . ln 2) unids. al cubo

11.
10n
3

unidades al cubo 13. aprox. 35%

15.
nh

3 Ab2
. 3a2

!
2a3

b B unidades al cubo

17.
n
3

(a . b)2(2a ! b) unidades al cubo

19.
4nab2

3
unidades al cubo

21. (a) n/2 unids. al cubo, (b) 2n unids. al cubo

23. k b 2 25. sí; no; a2b/2 cm3

27. aprox. 1537 unids. al cubo

29. 8192n/105 unids. al cubo

31. R %
h sen a

sen a ! cos 2a

Sección 7.2 (página 449)

1. 6 m3 3. n/3 unidades3

5. 132 pies3 7. na2h/2 cm3

9. 3z2 unids. al cuad. 11.
16r3

3
unids. al cubo

13. 72n cm3

15. nr2(a!b)/2 unids. al cubo

17.
16 000

3
unids. al cubo 19. 12n∂2 pulgadas3

21. aprox. 97.28 cm3

Sección 7.3 (página 458)

1. 2∂5 unidades 3. 52/3 unidades

5. (2/27)(133/2
. 8) unidades 7. 6 unidades

9. (e2
! 1)/4 unidades 11. sinh a unidades

13. ∂17 !
1

4
ln (4 ! ∂17) unidades

15. 6a unidades 17. 1.0338 unidades

19. 1.0581
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21. (103/2
. 1)n/27 unidades al cuad.

23.
64n
81 C

(13/4)5/2.1

5
.

(13/4)3/2.1

3 D unidades al cuad.

25. 2n(∂2 ! ln (1 ! ∂2)) unidades al cuad.

27. 2nA
255

16
! ln 4B unidades al cuad.

29. 4n2ab unidades al cuad.

31. 8nA1 !
ln (2 ! ∂3)

2∂3 B unidades al cuad.

33. s %
5

n
∂4 ! n2E A

n

∂4 ! n2B
35. k b .1

37. (a) n unids. al cubo; (c) «Cubrir» una superficie
con pintura requiere poner una capa de espesor
constante. Suficientemente lejos hacia la derecha,
el asta es más fina que cualquier constante fijada,
por lo que puede contener menos pintura de la
necesaria para cubrir su superficie.

Sección 7.4 (página 466)

1. masa
2L

n
; centro de masas en s6 %

L

2

3. m %
1

4
nd0a

2; x6 % y6 %
4a

3n

5. m %
256k

15
; x6 % 0, y6 %

16

7

7. m %
ka3

2
; x6 %

2a

3
, y6 %

a

2

9. m % I
b

a

d(x)(g(x) . f (x)) dx;

Mx%0 %I
b

a

xd(x)(g(x) . f (x)) dx, x6 % Mx%0/m,

My%0 %
1

2 I
b

a

d(x)((g(x))2
. ( f (x))2) dx,

y6 % My%0/m

11. La masa es
8

3
nR3 kg. El centro de masas está en

la recta perpendicular al plano que pasa por el
centro de la bola, a una distancia de R/10 m del
centro de la bola sobre el lado opuesto del plano.

13. m %
1

8
nd0a

4; x6 % 16a/(15n), y6 % 0, z6 % 8a/15

15. m %
1

3
kna3; x6 % 0, y %

3a

2n

17. aprox. 5.57C/k3/2

Sección 7.5 (página 472)

1. A
4r

3n
,

4r

3nB
3. A

∂2 . 1

ln (1 ! ∂2)
,

n

8 ln (1 ! ∂2)B
5. A0,

9∂3 . 4n

4n . 3∂3B 7. A
19

9
, .

1

3B
9. El centroide está en el eje de simetría del hemis-

ferio a mitad de camino entre el plano de la base
y el vértice.

11. El centroide está en el eje del cono a un cuarto
de su altura desde el plano de la base.

13. A
n
2

,
n
8B 15. A

2r

n
,

2r

nB
17. (8/9, 11/9) 19. (0, 2/(3(n ! 2)))

21. (1, .2) 23.
5n
3

unids. al cubo

25. (0.71377, 0.26053) 27. (1, 1
5)

29. x6 %
Mx%0

A
, y6 %

My%0

A
,

siendo A %I
d

c

(g(y) . f (y)) dy,

Mx%0 %
1
2 I

d

c

((g(y))2
. ( f (y))2) dy

My%0 %I
d

c

y(g(y) . f (y)) dy

31. orientación diamante, lado hacia arriba

Sección 7.6 (página 480)

1. (a) 235 200 N, (b) 352 800 N

3. 6.12 # 108 N 5. 8.92 # 106 N
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7. 7.056 # 105 N . m

9. 2450na3Aa !
8h

3 B N . m

Sección 7.7 (página 484)

1. 11 000 $ 3. 8 (∂x . ln (1 ! ∂x)) $

5. 9063,46 $ 7. 5865,64 $

9. 50 000 $ 11. 11 477,55 $

13. 64 872,10 $ 15. : T
0 e.j(t)P(t) dt

17. aprox. 23 300, 11 890 $

Sección 7.8 (página 497)

1. no más de 2,47 e 3. 6,81 e

5. k ] 3.5833, p % 1.7059, Pr (X m 3) % 0.4833

7. (a) ocho tripletas (x, y, z) con x, y, z à {H, T}
(b) Pr (H, H, H) % 0.166375, Pr (H, H, T) %

% Pr (H, T, H) % Pr (T, H, H) % 0.136125,
Pr(H, T, T) % Pr (T, H, T) % Pr (T, T, H) %

% 0.111375, Pr (T, T, T) % 0.091125
(c) f (0) % 0.911125, f (1) % 0.334125,

f (2) % 0.408375, f (3) % 0.166375
(d) 0.908875, (e) 1.650000

9. (a)
2

9
, (b) k % 2, p2

%
1

2
, p %

1

∂2
,

(c)
8

9∂2
] 0,63

11. (a) 3, (b) k %
3

4
, p2

%
3

80
, p %J

3

80
,

(c)
69

20 J
3

80
] 0.668

13. (a) 6 (b) k %
1

2
, p2

%
1

20
, p %J

1

20
,

(c)
7

5∂5
] 0.626

15. (a)
2

∂n
, (b) k %

1

∂n
] 0.0564, p2

%
n . 2

2n
,

p %J
n . 2

2n
] 0.426, (c) Pr ] 0.68

19. (a) 0, (b) e.3
] 0.05, (c) ] 0.046

21. aproximadamente 0.006

Sección 7.9 (página 506)

1. y2
% Cx 3. x3

. y3
%C

5. Y % Cet2/2 7. y %
Ce2x

. 1

Ce2x
! 1

9. y%.ln (Ce.2t
.

1
2) 11. y % x3

! Cx2

13. y %
3
2 ! Ce.2x 15. y % x . 1 ! Ce.x

17. y % (1 ! e1.10t)/10 19. y % (x ! 2)e1/x

21. y % ∂4 ! x2

23. y %
2x

1 ! x
, (x b 0)

25. b

27. Si a % b la solución dada está indeterminada 0/0;
en este caso la solución es x % a2kt/(1! akt).

29. v %J
mg

k

e2∂kg/mt
. 1

e2∂kg/mt
! 1

, v rJ
mg

k

31. las hipérbolas x2
. y2

% C

Ejercicios de repaso (página 507)

1. aprox. 833

3. a ] 1.1904, b ] 0.0476

5. a % 2.1773 7. ( 8
3n, 4

3n)

9. aprox. 27 726 N . cm 11. y % 4(x . 1)3

13. 8798,85 e

Problemas avanzados (página 508)

1. (b) ln 2/(2n), (c) n/(4k(k2
! 1))

3. y % (r/h3)x3
. 3(r/h2)x2

! 3(r/h)x

5. b % .a % 27/2 7. 1/n

9. (a) S(a, a, c)%2na2
!

2nac2

∂a2
.c2

lnA
a!∂a2

.c2

c B
(b) S(a, c, c) % 2nc2

!
2na2c

∂a2
. c2

cos.1A
c

aB
(c) S(a, b, c)]

b.c

a.c
S(a, a, c)!

a.b

a.c
S(a, c, c)

(d) S(3, 2, 1) ] 49.595
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Capítulo 8
Cónicas, curvas paramétricas y curvas
en polares

Sección 8.1 (página 526)

1. (x2/5)! (y2/9)% 1 3. (x . 2)2
% 16 . 4y

5. 3y2
. x2

% 3 7. un solo punto (.1, 0)

9. elipse, centro (0, 2)

11. parábola, vértice (.1, .4)

13. hipérbola, centro (.3
2, 1)

asíntotas
2x ! 3 % u23/2(y . 1)

15. elipse, centro (1, .1)

17. y2
. 8y % 16x o y2

. 8y % .4x

19. hipérbola rectangular, centro (1, .1)
semieje a % b % ∂2, excentricidad ∂2,
focos (∂2!1, ∂2.1), (.∂2!1, .∂2.1),
asíntotas x % 1, y % .1

21. elipse, centro (0, 0), semiejes a % 2, b % 1,

focos u A2 ∂
3
5, . ∂

3
5B

23. (1 . e2)x2
! y2

. 2pe2x % e2p2

Sección 8.2 (página 533)

1. y % (x . 1)2/4

3. y % (1/x). 1
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5. x2
! y2

% 9

7.
x2

9
!

y2

16
% 1

9. x2/3
! y2/3

% 1

11. La mitad derecha de la hipérbola x2
. y2

% 1

13. La curva empieza en el origen y realiza dos veces
una espiral en sentido contrario al de las agujas
del reloj alrededor del origen terminando en (4n, 0)

15. x % m/2, y % m2/4, (.ä am aä)

17. x % a sec t, y %a sen t; y2
% a2(x2

.a2)/x2

19. x3
! y3

% 3xy

Sección 8.3 (página 539)

1. vertical en (1, .4)

3. horiz. en (0, .16) y (8, 16); vert. en (.1, .11)

5. horizontal en (0, 1), vertical en (u1/∂e, 1/e)

7. horizontal en (0, u1), vert. en (u1, 1/∂2) y
(u1, .1/∂2)

9. .3/4 11. .1/2

13. x % t . 2, y % 4t . 2 15. pendientes u1

17. no suave en t % 0

19. no suave en t % 0

21. 23.

25.
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Sección 8.4 (página 544)

1. 4∂2 . 2 unidades 3. 6a unidades

5. 8
3 ((1! n2)3/2

. 1) unidades

7. 4 unidades 9. 8a unidades

11. 2∂2n(1 !2en)/5 unidades al cuad.

13. 72n(1 ! ∂2)/15 unidades al cuad.

15. 256/15 unids. al cuad. 17. 1/6 unids. al cuad.

19. 9n/2 unidades al cuad.

23. 32na3/105 unidades al cubo

Sección 8.5 (página 553)

1. x % 3, recta vertical

3. 3y . 4x % 5, recta

5. 2xy % 1, hipérbola rectangular

7. y % x2
. x, una parábola

9. y2
% 1 ! 2x, una parábola

11. x2
. 3y2

. 8y % 4, una hipérbola

13. 15.

17. 19.

21. 23. r % u∂sen 2h

25. el origen y [∂3/2, n/3]

27. el origen y [3/2, un/3]

29. asíntota y % 1, r % 1/(h. a) tiene
asíntota (cos a)y . (sen a)x % 1

1162 RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERACIÓN IMPAR



31. x % f (h) cos h, y % f (h) sen h
39. ln h1%1/h1, punto (.0.108461, 0.556676); lnh2%

%.1/(h2 ! n), punto (.0.182488, .0.178606)

Sección 8.6 (página 558)

1. n2 unids. al cuad. 3. a2 unids. al cuad.

5. n/2 unids. al cuad. 7. 2!(n/4) unids. al cuad.

9. n/4 unidades al cuad.

11. n .
3
2 ∂3 unidades al cuad.

13.
∂1 ! a2

a
(ean

. e.an) unidades

17. 67.5o, .22.5o

19. 90o en (0, 0),

u45o en A1 .

1

∂2
,

n
4B

u135o en A1 !
1

∂2
,

5n
4 B

21. horizontal en (un
4 , ∂2), vertical en (2, 0) y el

origen

23. horizontal en (0, 0), (2
3 ∂2, u tan.1

∂2),
(2
3 ∂2, n u tan.1

∂2), vertical en (0, n
2),

(23 ∂2, utan.1 (1/∂2)), (23 ∂2, nu tan.1 (1/∂2))

25. horizontal en (4, .
n
2), (1, n

6), (1, 5n
6 ), vertical en

(3, .
n
6), (3, .

5n
6 ), no tangente en (0, n

2)

Ejercicios de repaso (página 559)

1. elipse, focos (u1, 0), semieje mayor ∂2, semie-
je menor 1

3. parábola, vértice (4, 1), foco (15/4, 1)

5. recta desde (0, 2) hasta (2, 0)

7. la parábola y % x2
. 1 izquierda a derecha

9. parte del primer cuadrante de la elipse 16x2
!y2

%

%16 desde (1, 0) hasta (0, 4)

11. tangentes horizontales en (2, u2) (i.e. t%u1),
tangentes verticales en (4, 0) (i.e. t % 0)

13. tangente horizontal en (0, 0) (i.e. t % 0), tangente
vertical en (2, .1) y (.2, 1) (i.e. t % u1)
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15. 1/2 unids. al cuad. 17. 1 ! e2 unidades

19. r % h 21. r % 1 ! cos 2h

23. r % 1 ! 2 cos 2h

25. n ! (3∂3/4) unidades al cuad.

27. (n . 3)/2 unidades al cuad.

Problemas avanzados (página 559)

1. 16n sec h cm2 5. 40n/3 ft3

7. aprox. 84.65 minutos

9. r2
% cos (2h) es la curva interna; el área entre las

curvas es de 1/3 unidades al cuadrado

Capítulo 9
Secuencias, series y series de potencias

Sección 9.1 (página 569)

1. acotada, positiva, creciente, convergente a 2

3. acotada, positiva, convergente a 4

5. acotada por abajo, positiva, creciente, divergente
a infinito

7. acotada por abajo, positiva, creciente, divergente
a infinito

9. acotada, positiva, decreciente, convergente a 0

11. divergente 13. divergente

15. ä 17. 0

19. 1 21. e.3

23. 0 25. 1/2

27. 0 29. 0

31. lim nrä
an % 5

33. Si {an} es definitivamente decreciente, entonces
o está acotada inferiormente, y es por lo tanto
convergente, o no está acotada inferiormente y
por lo tanto diverge a menos infinito.

Sección 9.2 (página 576)

1.
1

2

3.
1

(2 ! n)8((2 ! n)2
. 1)

5.
25

4,416
7.

8e4

e . 2

9. diverge a ä 11.
3

4

13.
1

3
15. diverge a ä

17. diverge a ä 19. diverge

21. 14 m

25. Si {an} es definitivamente decreciente, entonces
la serie ; an debe, o bien converger (si sus
sumas parciales están acotadas inferiormente), o
bien diverger a .ä (si sus sumas parciales no
están acotadas inferiormente).

27. falso, e.g. ;
(.1)n

2n 29. verdadero

31. verdadero

Sección 9.3 (página 586)

1. converge 3. diverge a ä

5. converge 7. diverge a ä

9. converge 11. diverge a ä

13. diverge a ä 15. converge

17. converge 19. diverge a ä

21. converge 23. converge
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25. converge

27. sn !
1

3(n ! 1)3 m s m sn !
1

3n3; n % 6

29. sn !
2

∂n ! 1
m s m sn !

2

∂n
; n % 63

31. 0 a s . sn m

n ! 2

2n(n ! 1)!(2n ! 3)
; n % 4

33. 0 a s . sn m

2n(4n2
! 6n ! 2)

(2n)!(4n2
! 6n)

; n % 4

39. converge, a1/n
n r (1/e)a 1

41. no info del test de la razón, pero la serie diverge
a infinito ya que todos los términos superan a 1.

43. (b) s m

2

k(1 . k)
, k %

1
2,

(c) 0 a s . sn a

(1 ! k)n!1

2nk(1.k)
, k%

n!2.∂n2
!8

2(n.1)
para n n 2

45. (a) 10, (b) 5, (c) 0.765

Sección 9.4 (página 594)

1. conv. condicionalmente

3. conv. condicionalmente

5. diverge

7. conv. absolutamente

9. conv. condicionalmente 11. diverge

13. 999 15. 13

17. converge absolutamente si .1 a x a 1, con-
dicionalmente si x % .1, diverge en el resto

19. converge absolutamente si 0 a x a 2, con-
dicionalmente si x % 2, diverge en el resto

21. converge absolutamente si .2 a x a 2, con-
dicionalmente si x % .2, diverge en el resto

23. converge absolutamente si .
7
2 a x a

1
2, condicio-

nalmente si x % .
7
2, diverge en el resto

25. AST no se aplica directamente, pero sí se aplica
si eliminamos los términos 0; la serie converge
condicionalmente.

27. (a) falso, e.g. an %
(.1)n

n
,

(b) falso, e.g. an %
sen (nn/2)

n
, (véase el Ejerci-

cio 25),
(c) verdadero

29. converge absolutamente para .1 a x a 1, con-
dicionalmente si x % .1, diverge en el resto.

Sección 9.5 (página 604)

1. centro 0, radio 1, intervalo (.1, 1)

3. centro .2, radio 2, intervalo [.4, 0)

5. centro 3
2, radio 1

2, intervalo (1, 2)

7. centro 0, radio ä, intervalo (.ä, ä)

9.
1

(1 . x)3 %

ä

;
n%0

(n ! 1)(n ! 2)

2
xn, (.1 a x a 1)

11.
1

(1 . x)2 %

ä

;
n%0

(n ! 1)xn, (.1 a x a 1)

13.
1

(2 . x)2 %

ä

;
n%0

n ! 1

2n!2 xn, (.2 a x a 2)

15. ln (2 . x) % ln 2 .

ä

;
n%1

xn

2nn
, (.2 m x a 2)

17.
1

x2 %

ä

;
n%0

n ! 1

2n!2 (x ! 2)n, (.4 a x a 0)

19.
x3

1 . 2x2 %

ä

;
n%0

2nx2n!3, A.

1

∂2
a x a

1

∂2B
21. (.1

4, 1
4);

1

1 ! 4x

23. [.1, 1); 1
3 si x % 0,

.

1

x3 ln (1 . x) .

1

x2 .

1

2x
en el resto

25. (.1, 1);
2

(1 . x2)2 27. 3/4

29. n2(n ! 1)/(n . 1)3 31. ln (3/2)

Sección 9.6 (página 614)

1. e3x!1
%

ä

;
n%0

3ne

n!
xn, (todo x)

3. senAx .

n
4B%
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%
1

∂2

ä

;
n%0

(.1)n C.

x2n

(2n)!
!

x2n!1

(2n!1)!D , (todo x)

5. x2 senA
x

3B%

ä

;
n%0

(.1)n

32n!1(2n ! 1)!
x2n!3, (todo x)

7. sen x cos x %

ä

;
n%0

(.1)n22n

(2n ! 1)!
x2n!1, (todo x)

9 .
1!x3

1!x2% 1 . x 2
!

ä

;
n%2

( . 1 ) n ( x 2 n . 1
! x 2 n ) ,

(.1 a x a 1)

11. ln
1 ! x

1 . x
% 2

ä

;
n%1

x2n.1

2n . 1
, (.1 a x a 1)

13. cosh x . cos x % 2
ä

;
n%0

x4n!2

(4n ! 2)!
, (todo x)

15. e.2x
% e2

ä

;
n%0

(.1)n2n

n!
(x ! 1)n, (todo x)

17. cos x %

ä

;
n%0

(.1)n!1

(2n)!
(x . n)2n, (todo x)

19. ln 4 !

ä

;
n%1

(.1)n.1

4nn
(x . 2)n, (.2 a x m 6)

21. sen x . cos x % ∂2
ä

;
n%0

(.1)n

(2n ! 1)! Ax .

n
4B

2n!1

,

(todo x)

23.
1

x2 %
1

4

ä

;
n%0

n ! 1

2n (x ! 2)n, (.4 a x a 0)

25. (x . 1) !

ä

;
n%2

(.1)n

n(n . 1)
(x . 1)n, (0 m x m 2)

27. 1 !
x2

2
!

5x4

24
29. x !

x2

2
.

x3

6

31. 1 !
x

2
.

x2

8
33. ex2

(todo x)

35.
ex

. e.x

2x
%

senh x

x
si x Ç 0, 1 si x % 0

37. (a) 1 ! x ! x2, (b) 3 ! 3(x . 1) ! (x . 1)2

Sección 9.7 (página 618)

1.
1

720
(0.2)7 3. 1.22140

5. 3.32011 7. 0.99619

9. .0.10533 11. 0.42262

13. 1.54306

15. I(x) %

ä

;
n%0

(.1)n

(2n ! 1)(2n ! 1)!
x2n!1, (todo x)

17. K(x) %

ä

;
n%0

(.1)n

(n ! 1)2 xn!1, (.1 m x m 1)

19. M(x) %

ä

;
n%0

(.1)n

(2n ! 1)(4n ! 1)
x4n!1,

(.1 m x m 1)

21. 0.946 23. 2

25. .3/25 27. 0

Sección 9.8 (página 622)

1. ∂1 ! x %

% 1!

ä

;
n%1

(.1)n.11#3#5#ñ#(2n . 3)

2nn!
xn

�x � a 1

3. ∂4 ! x %

%2!
x

4
!2

ä

;
n%2

(.1)n.1 1#3#5#ñ#(2n.3)

23nn!
xn,

(.4 a x m 4)

5.
ä

;
n%0

(n ! 1)xn, �x � a 1

Sección 9.9 (página 628)

1. 2n/3 3. n

5. 2
ä

;
n%1

(.1)n.1(sen (nt))/n

7.
1

4
.

ä

;
n%1 A

2 cos ((2n . 1)nt)

(2n . 1)2n2 !
(.1)n sen (nnt)

nn B
9. 1

11. 2
ä

;
n%1

(.1)n

nn
sen (nnt)

13. n2/8

Ejercicios de repaso (página 630)

1. conv. a 0 3. div. a ä

5. limnrä
an % ∂2 7. 4∂2/(∂2 . 1)

9. 2 11. converge
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13. converge 15. converge

17. conv. abs. 19. conv. cond.

21. conv. abs. para x en (.1, 5), cond. para x % .1,
div. en el resto

23. 1.202

25.
ä

;
n%0

xn/3n!1, �x � a 3

27. 1 !

ä

;
n%1

(.1)n.1x2n/(nen), .∂e a x m ∂e

29. x !

ä

;
n%1

(.1)n22n.1x2n!1/(2n)!, todo x

31. (1/2)!

ä

;
n%1

(.1)n 1 # 4 # 7 # ñ # (3n . 2)xn

2 # 24nn!
,

.8 a x m 8

33.
ä

;
n%0

(.1)n(x . n)n/nn!1, 0 a x a 2n

35. 1 ! 2x ! 3x2
!

10
3 x3 37. 1 .

1
2 x2

!
5
24 x4

39. E
cos ∂x si x n 0

cosh ∂�x � si x a 0
41. n2/(n . 1)2

43. ln (e/(e. 1)) 45. 1/14

47. 3, 0.49386 49.
ä

;
n%1

2

n
sen (nt)

Problemas avanzados (página 631)

5. (c) 1.645

7. (a) ä, (c) e.x2

, (d) f (x) % ex2 : x
0 e.t2

dt

Capítulo 10

Vectores y geometría de coordenadas
en el espacio tridimensional

Sección 10.1 (página 640)

1. 3 unidades 3. ∂6 unidades

5. �z � unidades; ∂y2
! z2 unidades

7. cos.1 (.4/9) ] 116.39o

9. ∂3/2 unidades al cuad. 11. ∂n . 1 unidades

13. El semiespacio que contiene al origen y está
limitado por el plano que pasa por (0, .1, 0) y
es perpendicular al eje y.

15. El plano vertical (paralelo al eje z) que pasa por
(1, 0, 0) y (0, 1, 0).

17. La esfera de radio 2 centrada en (1, .2, 3).

19. El cilindro circular sólido de radio 2 con eje en
el eje x.

21. El cilindro parabólico generado trasladando la
parábola z % y2 en el plano yz en la dirección del
eje x.

23. El plano que pasa por los puntos (6, 0, 0), (0, 3, 0)
y (0, 0, 2).

25. La recta que pasa por (1, 0, 0) y (1, 1, 1).

27. La cicunferencia en la que la esfera de radio 2
centrada en el origen corta a la esfera de radio 2
centrada en (2, 0, 0).

29. La elipse en la que el plano z % x corta al cilin-
dro circular de radio 1 y eje coincidente con el
eje z.

31. La parte del cilindro sólido circular de radio 1 y
eje el eje z que está por encima del plano z % y.

33. Frontera (0, 0) y x2
! y2

% 1; interior % S; S
abierto.

35. La frontera de S es S; interior vacío; S es cerrado.

37. Frontera: las esferas x2
! y2

! z2
% 1 y

x2
! y2

! z2
% 4; interior: puntos entre las es-

feras; S es cerrado.

39. La frontera de S es S, concretamente la recta
x % y % z; interior vacío; S es cerrado.

Sección 10.2 (página 651)

1. (a) 3i . 2j, (b) .3 i ! 2j, (c) 2 i . 5j,
(d) .2 i ! 4j, (e) .i . 2j, (f) 4 i ! j,
(g) .7 i ! 20j, (h) 2 i . (5/3)j

3. (a) 6i . 10k, 8j, .3 i ! 20j ! 5k
(b) 5∂2, 5∂2, (c) 3

5∂2
i u

4

5∂2
j .

1

∂2
k

(d) 18, (e) cos.1(9/25) ] 68.9o, (f) 18/5∂2
(g) (27/25) i ! (36/25)j . (9/5)k

9. desde el sudoeste a 50∂2 km/h.
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11. La orientación a un ángulo h al este de AC, con

h % sen.1 3

2∂1 ! 4k2
.

El viaje no es posible si k a
1
4 ∂5. Si k b

1
4 ∂5

hay un segundo rumbo posible, n . h, pero el
viaje será más largo.

13. t % 2

15. cos.1 (2/∂6) ] 35.26o, 90o

17. (i ! j ! k)/∂3

19. j % 1/2, punto medio, j % 2/3, 2/3 del trayecto
desde P1 a P2, j % .1, P1 está a medio camino
entre este punto y P2.

21. plano que pasa por un punto con vector de posi-
ción (b/�a �2)a perpendicular a a.

23. x % 2 i . 3j . 4k

25. (�u �v ! �v �u)/��u �v ! �v �u �
31. u % (w a/�a �2)a, v % w . u

33. x % (a ! Kû)/(2r), y % (a . Kû)/(2s), con
K%∂�a �2 . 4rst y û es cualquier vector unitario

35. aprox. 12.373 m 37. aprox. 19 m

Sección 10.3 (página 660)

1. 5i ! 13j ! 7k

3. ∂6 unidades al cuad.

5. u
1
3 (2 i . 2j ! k)

15. 4/3 unidades al cubo

17. k % .6

19. j%
x (v×w)

u (v×w)
, k%

x (w×u)

u (v×w)
, l%

x (u×v)

u (v×w)

21. u × (v × w) % .2 i ! 7j . 4k, (u × v) × w %

% i ! 9j ! 9k; el primero está en el plano de v
y w, el segundo está en el plano de u y v.

Sección 10.4 (página 668)

1. (a) x2
!y2

!z2
% z2; (b) x ! y ! z % x ! y ! z;

(c) x2
! y2

! z2
% .1

3. x . y ! 2z % 0 5. 7x ! 5y . z % 12

7. x . 5y . 3z % .7 9. x ! 6y . 5z % 17

11. (r1 . r2) [(r1 . r3) × (r1 . r4)] % 0

13. planos que pasan por la recta x % 0, y ! z % 1
(excepto el propio plano y ! z % 1).

1 5 . r % ( 1 ! 2 t ) i ! ( 2 . 3 t ) j ! ( 3 . 4 t ) k ,
(.ä a t a ä) x % 1 ! 2t, y % 2 . 3t,
z % 3 . 4t, (.ä a t a ä)
x . 1

2
%

y . 2

.3
%

z . 3

.4

17. r % t(7 i . 6j . 5k); x % 7t, y % .6t, z % .5t;
x/7% .y/6% .z/5

19. r % i ! 2j . k ! t(i ! j ! k);
x % 1 ! t, y % 2 ! t, z % .1 ! t;
x . 1 % y . 2 % z % 1

21. x.4
.5 %

y
3, z % 7

25. ri Ç rj, (i, j % 1, ..., 4, i Ç j),
v % (r1 . r2) × (r3 . r4) Ç 0, (r1 . r3) v % 0.

27. 7∂2/10 unidades 29. 18/∂69 unidades

31. todas las rectas paralelas al plano xy y pasan por
(x0, y0, z0).

33. (x, y, z) satisface la cuadrática si A1x!B1y!

!C1z%D1 o A2x ! B2y ! C2z % D2.

Sección 10.5 (página 673)

1. Elipsoide centrado en el origen con semiejes 6, 3
y 2 cuyos ejes son, respectivamente, los ejes x, y
y z.

3. Esfera con centro (1, .2, 3) y radio 1/∂2.

5. Paraboloide elíptico con vértice en el origen, eje
coincidente con el eje z y sección cruzada
x2

! 2y2
% 1 en el plano z % 1.

7. Hiperboloide de dos hojas con vértices (u2, 0, 0)
y secciones cruzadas circulares en planos x % c,
(c2

b 4).

9. Paraboloide hiperbólico, el mismo que z %

% x2
. y2 pero rotado 45o respecto al eje z (en

sentido contrario al de las agujas del reloj visto
desde arriba).

11. Cilindro hiperbólico paralelo al eje y, que corta
al plano xz en la hipérbola (x2/4). z2

% 1.

13. Cilindro parabólico paralelo al eje y.

15. Cono circular con vértice (2, 3, 1), eje vertical, y
semiángulo vertical de 45o.
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17. Circunferencia en el plano x ! y ! z % 1 con
centro en (1/3, 1/3, 1/3) y radio ∂11/3.

19. Una parábola en el plano z % 1 ! x con vértice
en (.1/2, 0, 1/2) y eje coincidente con la recta
z % 1 ! x, y % 0.

21.
y

b
.

z

c
% jA1 .

x

aB ,
y

b
!

z

c
%

1

j A1 !
x

aB;

y

b
.

z

c
% kA1 !

x

aB ,
y

b
!

z

c
%

1

k A1 .

x

aB
23. a % i u k (o cualquier múltiplo)

Sección 10.6 (página 682)

1. A
6 7

5 .3

1 1 B 3. A
aw ! by ax ! bz

cw ! dy cx ! dzB

5. ��T
%A

4 3 2 1

3 3 2 1

2 2 2 1

1 1 1 1B �2
%A

1 2 3 4

0 1 2 3

0 0 1 2

0 0 0 1B
7. 36 15. A

1 .1 0

0 1 .1

0 0 1 B
17. x % 1, y % 2, z % 3

19. x1 % x2 % 2, x3 % .1, x4 % .2

21. def. neg. 23. def. pos.

25. indefinida

Sección 10.7 (página 693)

1. 2 unidades

5. sp:=(U, V) .>DotProduct(
U,Normalize(V, 2), conjugate=false)

7. ang := (u, v) .> evalf(
(180/Pi) *VectorAngle(U, V))

9. VolT:=(U, V, W) .> (1/6) *abs(
DotProduct(U,(V &x W),conjugate=false))

11. (u, v, x, y, z) % (1, 0, .1, 3, 2)

13. .935

15. C
9 .36 30

.36 192 .180

30 .180 180 D
Ejercicios de repaso (página 694)

1. Plano paralelo al eje y que pasa por (3, 0, 0) y
(0, 0, 1).

3. Todos los puntos sobre o encima del plano que
pasa por el origen con normal i ! j ! k.

5. Paraboloide circular con vértice en (0, 1, 0) y eje
coincidente con el eje y, abriéndose en la direc-
ción de y creciente.

7. Paraboloide hiperbólico.

9. Puntos dentro del elipsoide de vértices (u2, 0, 0),
(0, u2, 0) y (0, 0, u1).

11. Cono de eje el eje x, vértice en el origen, y sec-
ción cruzada elíptica perpendicular a su eje.

13. Cono circular oblicuo (cono elíptico). Las seccio-
nes cruzadas en planos horizontales z % k son
circunferencias de radio 1 con centros en (k, 0, k).

15. Recta horizontal que pasa por (0, 0, 3) y
(2, .1, 3).

17. Circunferencia de radio 1 centrada en (1, 1, 1) en
un plano normal a i ! j ! k.

19. 2x . y ! 3z % 0 21. 2x ! 5y ! 3z % 2

23. 7x ! 4y . 8z % 6

25. r % (2 ! 3t) i ! (1 ! t)j . (1 ! 2t)k

27. x % 3t, y % .2t, z % 4t

29. (r2 . r1) × (r3 . r1) % 0

31. (3/2) ∂34 unidades al cuad.

33. �.1
%A

1 0 0 0

.2 1 0 0

1 .2 1 0

0 1 .2 1B
35. def. pos.

Problemas avanzados (página 695)

5. condición: a b % 0,

x %
b # a

�a �2
! ta (para todo escalar t)

RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DE NUMERACIÓN IMPAR 1169



Capítulo 11
Funciones vectoriales y curvas

Sección 11.1 (página 704)

1. v % j, v % 1, a % 0, la trayectoria es la recta
x % 1, z % 0

3. v % 2tj ! k, v % ∂4t2 ! 1, a % 2j, la trayec-
toria es la parábola y % z2, en el plano yz

5. v % 2t i . 2tj, v % 2∂2t, a % 2i . 2j, la trayec-
toria es la semirrecta x ! y % 0, z % 1, (x n 0)

7. v % .a sen t i ! a cos tj ! ck, v % ∂a2
! c2,

a % .a cos t i . a sen tj, la trayectoria es una hé-
lice circular

9. v%.3 sen t i.4 sen tj!5 cos tk, v%5, a%.r,
la trayectoria es la circunferencia intersección del
plano 4x % 3y con la esfera x2

! y2
! z2

% 25

11. a % v % r, v % ∂a2
! b2

! c2 et, la trayectoria

es la recta
x

a
%

y

b
%

z

c

13. v % .(e.t cos et
! sen et)i !

! (.e.t sen et
! cos et)j . etk

v % ∂1 ! e.2t
! e2t

a % [(e.t
. et) cos et

! sen et] i !

! [(e.t
. et) sen et

. cos et]j . etk
La trayectoria es una espiral que está en la super-
ficie z % .1/∂x2

! y2

15. a % .3n2i . 4n2j 17. ∂3/2(.i ! j . 2k)

19. v % 2 i ! 4j ! 4k, a % .
8
9(2i ! j . 2k)

29.
d

dt
(u × (v × w)) %

du

dt
× (v × w) !

! u × A
dv

dt
× wB! u × Av ×

dw

dt B
31. uñññ (u × uñ)

33. r % r0e
2t, a % 4r0e

2t; la trayectoria es una recta
que pasa por el origen y por el punto r0

35. r % r0 !
1 . e.ct

c
v0 .

g

c2 (ct ! e.ct
. 1)k

Sección 11.2 (página 712)

1.
e . 1

e
,

e2
. 1

e2

3. r % cos t i ! sen tj ! k; la curva es una circun-
ferencia de radio 1 en el plano z % 1.

5. 4.76o al oeste o al sur;
n2R

72
hacia el suelo, siendo

R el radio de la tierra

7. (a) sólo tangencial, 90o en sentido contrario al de
las agujas del reloj desde v.

(b) sólo tangencial, 90o en el sentido de las agu-
jas del reloj desde v.

(c) sólo normal.

9. 16.0 horas, 52.7o

Sección 11.3 (página 719)

1. x % ∂a2
. t2, y % t, 0 m t m a

3. x % a sen h, y % .a cos h, n
2 m h m n

5. r % .2t i ! tj ! 4t2k

7. r % 3 cos t i ! 3 sen tj ! 3(cos t ! sen t)k

9. r % (1 ! 2 cos t) i . 2(1 . sen t)j !

! (9 ! 4 cos t . 8 sen t)k

11. La ecuación de (b) lleva a r%
t2.1

2
i!tj!

t2!1

2
k

que representa la parábola completa. Las op-
ciones (a) y (c) llevan a parametrizaciones
separadas de las mitades y n 0 e y m 0 de la pa-
rábola. Para (a) son r% tiu∂1!2tj!(1! t)k,
(tn.1/2)

13. (17/∂17 . 16∂2)/27 unidades

15. I
T

1

∂4a2t4 ! b2t2 ! c2

t
dt unidades;

a(T2
. 1) ! c ln T unidades

17. n∂2 ! 4n2
! ln (∂2n ! ∂1 ! 2n2) unidades

19. ∂2e4n
! 1 . ∂3 !

1
2 ln

e4n
!1.∂2e4n

!1

e4n

.
1
2 ln (2 . ∂3) unidades

21. segmentos rectos desde (0, 0) hasta (1, 1), des-
pués a (0, 2)

23. r %
1

∂A2
! B2

! C2
(Asi ! Bsj ! Csk)

25. r % aA1 .

s

KB
3/2

i ! aA
s

KB
3/2

j ! b A1 .

2s

KBk,

0 m s m K, K % (∂9a2
! 16b2)/2
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Sección 11.4 (página 728)

1. T4 %
1

∂a ! 16t2 ! 81t4
(i . 4tj ! 9t2k)

3. T4 %
1

∂1 ! sen2 t
(cos 2t i ! sen 2tj . sen tk)

Sección 11.5 (página 736)

1. 1/2, 27/2 3. 27/(4∂2)

5. T4 % (i ! 2j)/∂5, N4 % (.2i ! j)/∂5, B4 % k

7. T4 %
1

∂1 ! t2
! t4

(i ! tj ! t2k),

B4 %
1

∂t4 ! 4t2
! 1

(t2i . 2tj ! k),

N4 %
.(t ! 2t3) i ! (1 . t4)j ! (t3

! 2t)k

∂t4 ! 4t2
! 1 ∂1 ! t2

! t4
,

i %
∂t4

! 4t2
! 1

(t4
! t2

! 1)3/2, q %
2

t4
! 4t2

! 1

9. i(t) % 1/∂2, q(t) % 0, la curva es una circun-
ferencia en el plano y ! z % 4, con centro (2, 1,
3) y radio ∂2

11. (a) T4 % i, N4 %
2j . k

∂5
,

B4 %
j ! 2k

∂5
, i % ∂5, q % 0

(b) T4 %J
2

3
(j. 1

∂2
k), B4 % 1

∂13
(.i!2j!2∂2k),

N4 %.
1

∂39
(6 i!j!∂2k), i%

2∂39

9 , q%.
6∂2

13

13. máx. a/b2, mín. b/a2

15. i%
ex

(1 ! e2x)3/2, r%(x.1.e2x) i!(2ex
! e.x)j

17. 3

2∂2ar

21. r % .4x3 i ! (3x2
!

1
2)j

23. f (x) %
1
8 (15x . 10x3

! 3x5)

Sección 11.6 (página 746)

3. velocidad: 1/∂2, 1/∂2; aceleración: .e.h/2, e.h/2.

5. �ar � %
v2

0

5 A
2

r2 !
1

r3B

7. 42,777 km, el plano ecuatorial

9. T

4∂2
13. 3/4

15. (1/2) . (�/n)

19. r % A sec u(h . h0), u2
% 1 . (k/h2) si k a h2,

r % 1/(A! Bh) si k % h2, r % Aeuh
! Be.uh,

u2
% (k/h2) . 1, si k b h2; no existen órbitas

acotadas que no se aproximan al origen excepto
en el caso k % h2 si B % 0 cuando hay órbitas
circulares. (¿No le parece ahora bien que la ley
de la gravitación dependa del inverso del cuadra-
do en vez del inverso del cubo?)

21. centro A
��

�2
. 1

, 0B;

asíntotas en direcciones h % u cos.1A.

1

�B;

eje semitransversal a %
�

�2
. 1

;

eje semiconjugado b %
�

∂�2
. 1

;

separación semifocal c %
��

�2
. 1

.

Ejercicios de repaso (página 748)

3. v % 2(i ! 2j ! 2k), a % (8/3)(.2i . j ! 2k)

5. i % q % ∂2/(et
! e.t)2

9. 4a(1 . cos (T/2)) unidades

11. rC(t) % a(t . sen t) i ! a(1 . cos t)j

13. bbb̂%sen h cos hi!sen h sen hj!cos hk orientado
a la derecha
hhh4 % cos h cos hi ! cos h sen hj . sen hk
XXX4 % .sen hi ! cos hj

Problemas avanzados (página 749)

1. (a) LLL % L

j ! k

∂2
, L ] 7.272 # 10.5.

(b) aC % .∂2Lv i.
(c) aprox. 15.5 cm al oeste de P.

3. (c) v(t)%(v0.(v0 k)k) cos(ut)!(v0#k) sen(ut)!

! (v0 k)k.
(d) Recta si v0 es paralelo a k, circunferencia si
v0 es perpendicular a k.

5. (a) y % (48 ! 24x2
. x4)/64
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7. (a) Sí, tiempo na/(v∂2), (b) h %
n
2

.

vt

a∂2
,

h % ln CsecA
vt

a∂2B! tan A
vt

a∂2BD .

(c) infinitamente a menudo

Capítulo 12

Diferenciación parcial

Sección 12.1 (página 761)

1. todo (x, y) con xÇy

3. todo (x, y) excepto (0, 0)

5. todo (x, y) que cumpla 4x2
! 9y2

n 36

7. todo (x, y) con xy b .1

9. todo (x, y, z) excepto (0, 0, 0)

11. z % f (x, y) % x 13. z % f (x, y) % y2

15. f (x, y) % ∂x2
! y2 17. f (x, y) % �x � ! �y �

19. f (x, y) % x . y % C 21. f (x, y) % xy % C

23. f (x, y) %
x . y

x ! y
% C 25. f (x, y) % xe.y

%C

27. En B, porque los contornos están más próximos
allí.

29. Un plano que contiene al eje y, con pendiente as-
cendente en la dirección de x.

31. Un cono circular recto con base en el plano xy y
vértice en el eje z a una altura de 5.

33. No, diferentes curvas de la familia no se deben
cruzar en la región.

35. (a) ∂x2
! y2, (b) (x2

! y2)1/4

(c) x2
! y2, (d) e∂x2

!y2

37. Esferas centradas en el origen

39. Cilindros circulares cuyo eje es el eje z.

41. Octaedros regulares con vértices en los ejes coor-
denados.

Sección 12.2 (página 765)

1. 2 3. no existe

5. .1 7. 0

9. no existe 11. 0

13. f (0, 0) % 1

15. todo (x, y) tal que x Ç uy; sí; sí, f (x, x) %
1
2x ha-

ce que f sea continua en (x, x) para x Ç 0; no, f
no tiene extensión continua en la recta x ! y % 0

17. no, sí

19. a % c % 0, b Ç 0

23. Una superficie que no forma lágrimas, que corta
sólo una vez a rectas verticales que pasan por
puntos de la región.
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Sección 12.3 (página 773)

1. f1(x, y) % f1(3, 2) % 1, f2(x, y) % f2(3, 2) % .1

3. f1 % 3x2y4z5, f2 % 4x3y3z5, f3 % 5x3y4z4

Las tres se anulan en (0, .1, .1).

5.
Lz

Lx
%

.y

x2
! y2,

Lz

Ly
%

x

x2
! y2,

Si (.1, 1):
Lz

Lx
% .

1

2
,

Lz

Ly
% .

1

2

7. f1 % ∂y cos (x∂y), f2 %
x cos (x∂y)

2∂y
,

Si (n/3, 4): f1 % .1, f2 % .n/24

9.
Lw

Lx
% y ln zx(y ln z.1),

Lw

Ly
% ln x ln zy ln z,

Lw

Lz
%

y ln x

z
xy ln z

Si (e, 2, e):
Lw

Lx
%

Lw

Lz
% 2e,

Lw

Ly
% e2

11. f1(0, 0) % 2, f2(0, 0) % .1/3

13. z % .4x . 2y . 3; x!2
.4 %

y.1
.2 %

z.3
.1

15. z %
1

∂2 A1 .

x . n
4

!
n
16

(y . 4)B ;

x . n

.1/4∂2
%

y . 4

n/16∂2
%

z . 1/∂2

.1

17. z %
2
5 !

3x
25 .

4y
25; x.1

3 %
y.2
.4 %

z.1/5
.25

19. z % ln 5 !
2
5 (x . 1) .

4
5 (y ! 2);

x . 1

2/5
%

y ! 2

.4/5
%

z . ln 5

.1

21. z %
x ! y

2
.

n
4

; 2(x . 1) % 2(y ! 1) % .z .

n
4

23. (0, 0), (1, 1), (.1, .1)

33. w % f (a, b, c) ! f1(a, b, c)(x . a) !

! f2(a, b, c)(y . b) ! f3(a, b, c)(z . c)

35. ∂7/4 unidades

37. f1(0, 0) % 1, f2(0, 0) no existe.

39. f es continua en (0, 0); f1 y f2 no.

Sección 12.4 (página 779)

1.
L2z

Lx2 % 2(1 ! y2),
L2z

LxLy
% 4xy,

L2z

Ly2 % 2x2

3.
L2w

Lx2 % 6xy3z3,
L2w

Ly2 % 6x3yz3,

L2w

Lz2 % 6x3y3z,
L2w

LxLy
% 9x2y2z3,

L2w

LxLz
% 9x2y3z2,

L2w

LyLz
% 9x3y2z2

5.
L2z

Lx2 % .yex,
L2z

LxLy
% ey

. ex,
L2z

Ly2 % xey

7. 27, 10, x2exy(xz sen xz . (3 ! xy) cos xz)

19. u(x, y, z, t) % t.3/2e.(x2!y2!z2)/4t

Sección 12.5 (página 789)

1.
Lw

Lt
% f1g2 ! f2h2 ! f3k2

3.
Lz

Lu
% g1h1 ! g2 f ñh1

5.
dw

dz
% f1g1hñ ! f1g2 ! f2hñ ! f3,

Lw

Lz Gx % f2hñ ! f3,

Lw

Lz Gx, y

% f3

7.
Lz

Lx
%

.5y

13x2
. 2xy ! 2y2

9. 2 f1(2x, 3y) 11. 2x f2(y
2, x2)

13. dT/dt% e.t( f ñ(t) . f (t)); dT/dt% 0 si f (t) % et:
en este caso la disminución de T con el tiempo (a
profundidad fija) se compensa exactamente por
el aumento de T con la profunfidad.

15. 4 f11 ! 12 f12 ! 9 f22, 6 f11 ! 5 f12 . 6 f22,
9 f11 . 12 f12 ! 4 f22

17. f1 cos s . f2 sen s ! f11 t cos s sen s !

! f12 t(cos2 s . sen2 s) . f22 t sen s cos s

19. f2 ! 2y2 f12 ! xy f22 . 4xy f31 . 2x2 f32;
todas las derivadas en (y2, xy, .x2)

27. ; n
i, j%1 xixj fij (x1, ..., xn) % k(k . 1) f (x1, ..., xn)

31. u(x, y) % f (x ! ct)

Sección 12.6 (página 798)

1. 6.9 3. 0.0814

5. 2.967 7. (a) 3%, (b) 2%, (c) 1%
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9. 8.88 ft2

11. 169 m, 24 m, más sensible al ángulo en B

13. A
cos h .r sen h
sen h r cos h B

15. A
2x z y

.ln z 2y .x/zB , (5.99, 3.98)

Sección 12.7 (página 809)

1. 4i ! 2j; z % 4x ! 2y . 3; 2x ! y % 3

3. (3i . 4j)/25; 3x . 4y . 25z ! 10 % 0;
3x . 4y ! 5 % 0

5. (2i.4j)/5; 2x.4y.5z%10.5 ln 5; x.2y%5

7. x ! y . 3z % .3 9. ∂3y ! z % ∂3 ! n/3

11.
4

∂5
13. 1 . 2∂3

17. en direcciones que forman ángulos .30o o
.150o son el eje x positivo; no; .j.

19. 7i . j

21. a)

b) en dirección .j . j
c) 4∂2k grados/unidad de tiempo
d) 12k/∂5 grados/unidad de tiempo
e) x2y % .4

23. 3x2
. 2y2

% 10 25. .4/3

27. i . 2j ! k

33. Dv(Dv f ) % v2
1 f11 ! v2

2 f22 ! v2
3 f33 ! 2v1v2 f12 !

! 2v1v3 f13 ! 2v2v3 f23

Es la segunda derivada de f medida por un ob-
servador que se mueve con velocidad v.

35.
L2T

Lt2
! 2Dv(t)A

L T

Lt B! Da(t)T ! Dv(t)(Dv(t)T)

Sección 12.8 (página 819)

1. .

x4
! 3xy2

y3
! 4x3y

, y Ç 0, y2
Ç .4x3

3.
3xy4

! xz

xy . 2y2z
, y Ç 0, x Ç 2yz

5.
x . 2t2w

2xy2
. w

, w Ç 2xy2 7. .

LG/Lx

LG/Lu
,

LG

Lu
Ç 0

9. .

v2H2 ! wH3

u2H1 ! tH3
, u2H1 ! tH3 Ç 0,

todas las derivadas en (u2w, v2t, wt)

11.
2w . 4y

4x . w
, 4x Ç w 13.

1

6
,

1

2
,

1

6
, .

1

2
, .

1

6

15. r; todos los puntos excepto el origen

17. .3/2

19. .

L(F, G, H)

L(y, z, w) H
L(F, G, H)

L(x, z, w)

21. 15; .

L(F, G, H)

L(x2, x3, x5)H
L(F, G, H)

L(x1, x3, x5)

23. 2(u ! v), .2, 0

Sección 12.9 (página 826)

1.
ä

;
n%0

(.1)n xny2n

2n!1

3.
ä

;
n%0

(.1)n x2n!1(y ! 1)2n!1

2n ! 1

5.
ä

;
n%0

n

;
k%0

1

k!(n . k)!
x2ky2n.2k

7. 1
2 .

1
4 (x . 2) !

1
2 (y . 1) !

1
8 (x . 2)2

.
1
2 (x . 2)(y . 1) !

1
2 (y . 1)2

.
1
16 (x . 2)3

!
3
8 (x . 2)2(y.1) .

3
4 (x . 2)(y.1)2

!
1
2 (y.1)3

9. x ! y2
.

x3

3

11. 1 . (y . 1) ! (y . 1)2
.

1
2 (x .

n
2)

2

13. .x . x2
. (5/6)x3
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15. .

x

3
.

2y

3
.

2x2

27
.

8xy

27
.

8y2

27

17.
[(2n)!]3

(n!)2

Ejercicios de repaso (página 826)

1.

3.

5. continua excepto en las rectas x % uy; se puede
extender a x%y excepto en el origen; si f (0, 0)%0
entonces f1(0, 0) % f2(0, 0) % 1.

7. (a) ax ! by ! 4cz % 16,
(b) la circunferencia z % 1, x2

! y2
% 12,

(c) u (2, 2, ∂2)

9. 7500 m2, 7.213%

11. (a) .1/∂2, (b) dir. de u(i ! 3j . 4k, (c) dir.
de 7 i ! 5j ! 2k

15. (a) Lu/Lx% .5, Lu/Ly% 1, (b) .1.13

Capítulo 13

Aplicaciones de las derivadas parciales

Sección 13.1 (página 837)

1. (2, .1), mín. loc. (abs.).

3. (0, 0), pto. ensilladura; (1, 1), mín. loc.

5. (.4, 2), máx. loc.

7. (0, nn), n % 0, u1, u2, ..., todos puntos ensilla-
dura

9. (0, a), (a b 0), mín. loc.; (0, a), (a a 0), máx.
loc.; (0, 0) pto. ensilladura; (u1, 1/∂2), máx.
loc. (abs.); (u1, .1/∂2), mín. loc. (abs.).

11. (3.1/3, 0), punto ensilladura

13. máx. en (x, x), mín. en (x, .x), x Ç 0

15. (.1, .1), (1, .1), (.1, 1), pto. ensilladura;
(.3, .3), mín. loc.

17. (1, 1, 1
2), ptos. ensilladura

19. (0, 0), ptos. ensilladura; (
1

∂2
,

1

∂2
), (.

1

∂2
, .

1

∂2
),

máx. loc. (abs.); (
1

∂2
, .

1

∂2
), (.

1

∂2
,

1

∂2
), mín. loc.

(abs.).

21. máx. e.3/2/2∂2, mín. .e.3/2/2∂2; f es con-
tinua en todas partes, y f (x, y, z) r 0 cuando
x2

! y2
! z2

r ä.

23. L3/108 unidades al cubo

25. 8abc/(3∂3) unidades al cubo

27. PC son (∂ln 3, .∂ln 3) y (.∂ln 3, ∂ln 3).

29. f no tiene un mínimo local en (0, 0), el test de la
segunda derivada no permite concluir (B2

% AC).

Sección 13.2 (página 844)

1. máx. 5/4, mín. .2

3. máx. (∂2 . 1)/2, mín. .(∂2 ! 1)/2.
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5. máx. 2/3∂3, mín. 0 7. máx. 1, mín. .1

9. máx. 1/∂e, mín. .1/∂e

11. máx. 4/9, mín. .4/9

13. no límite; sí, máx. f % e.1 (en todos los puntos
de la curva xy % 1)

15. 625 000 e, 733 333 e

17. máx. 37/2 en (7/4,5)

19. 6667 kg de lujo, 6667 kg estándar

Sección 13.3 (página 853)

1. 84 375 3. 1 unidad

5. máx. 4 unidades, mín. 2 unidades

7. a % u∂3, b % u2∂3, c % u∂3

9. máx. 8, mín. .8 11. máx. 2, mín. .2

13. máx. 7, mín. .1 15.
2∂6

3
unidades

17. uJ
3n(n ! 1)

2(2n ! 1)
19. 1

6 #
1
3 #

2
3

21. anchura %A
2V

15B
1/3

, profundidad % 3 # anchura,

altura %
5

2
# anchura

23. máx. 1, mín. .
1
2

27. el método no fallará si M f % 0 en un punto extre-
mo, pero j % 0.

Sección 13.4 (página 861)

1. en (x6, y6) siendo x6 % (Gn
i%1 xi)/n, y6 % (Gn

i%1 yi)/n

3. a % (Gn
i%1 yie

xi)/(Gn
i%1 e2xi)

5. Si A % G x2
i , B % G xiyi, C % G xi, D % G y2

i ,
E % G yi, F % G xizi, G % G yizi, y H % G zi,
siendo

B % G
A B C

B D E

C E n G , a %
1

B G
F B C

G D E

H E n G ,
b %

1

A G
A F C

B G E

C H n G , c %
1

B G
A B F

B D G

C E H G ,

7. Utilizamos regresión lineal con el fin de ajustar
g % a ! bx a los datos (xi, ln yi). Seguidamente
p % ea, q % b. Éstos no son los mismos valores
que se obtendrían minimizando la expresión
G (yi . peqxi)2.

9. Utilizamos regresión lineal con el fin de ajustar

g % a ! bm a los datos Axi,
yi

xiB . Seguidamente

p % a, q % b. No es lo mismo que minimizar
G (yi . pxi . qx2

i )
2.

11. Utilizamos regresión lineal con el fin de ajustar

g % a ! bm a los datos (e.2xi,
yi

exiB . Entonces

p % a, q % b. No es lo mismo que minimizar
G (yi.pexi .qe.xi)2. Hay otras respuestas posibles.

13. Si A % Gx2
i , B % Gx3

i , C % Gx2
i , D % Gxi,

H % Gx2
i yi, I % Gxiyi, y J % Gyi, entonces

B % G
A B C

B C D

C D n G , a %
1

B G
H B C

I C D

J D n G ,
b %

1

B G
A H C

B I D

C J n G , c %
1

B G
A B H

B C I

C D J G ,
15. a % 5/6, I % 1/252

17. a % 15/16, b % .1/16, I % 1/448

19. a %
20
n5 (n2

. 16), b %
12
n4 (20 . n2)

21. ak %
2

n
:n

0 f (x) cos kx dx, (k % 0, 1, 2, ...)

23. n .
4
n G

ä

k%0
cos ((2k ! 1)x)

(2k ! 1)2
; .x

Sección 13.5 (página 870)

1. (.1)nn!

(x ! 1)n!1 3. 2∂n(∂y . ∂x)

5. 2x

(1 ! x2)2;
(6x2

. 2)

(1 ! x2)3

7. n
2x , supongamos x b 0; n

4x3; 3n
16x5

9. n! 11. f (x) % :x
0 e.t2/2 dt

13. y % x2 15. x2
! y2

% 1

17. y % x .
1
4 19. no

21. no; una recta de puntos singulares

23. x2
! y2

! z2
% 1
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25. y % x . � sen (nx) !
n�2

2 sen (2nx) ! ñ
27. y %

1
2 .

2
5 �x .

16
125 �2x2

! ñ
29. x ] 1 .

1
100e .

1
30 000e2, y ] 1 .

1
30 000e2

Sección 13.6 (página 874)

1. (0.797105, 2.219107)

3. (u0.2500305, u3.9995115),
(u1.9920783, u0.5019883)

5. (0.3727730, 0.3641994),
(.1.4141606, .0.9877577)

7. x % x0 .

B1

B

, y % y0 .

B2

B

, z % z0 .

B3

B

,

con B %
L( f, g, h)

L(x, y, z) G(x0, y0, z0)

y Bi

es B con la i-ésima columna sustituida con

f

g

h

9. 18 iteraciones cerca de (0, 0), 4 iteraciones cerca
de (1, 1); las dos curvas son tangentes en (0, 0),
pero no en (1, 1).

Sección 13.7 (página 880)

1. (u0.45304, 0.81204, u0.36789), (u0.96897,
0.17751, u0.17200)

3. máx. local y absoluto 0.81042 en (.0.33853,
.0.52062);
mín. local y absoluto .0.66572 en (0.13319,
0.53682)

5. .4.5937

Ejercicios de repaso (página 880)

1. (0, 0) pto. ensilladura, (1, .1) mín. loc.

3. (2/3, 4/3) mín. loc.; (2, .4) y (.1, 2) ptos. en-
silladura

5. sí, 2, en la esfera x2
! y2

! z2
% 1

7. máx. 1/(4e), mín. .1/(4e)

9. (a) L2/48 cm2, (b) L2/16 cm2

11. 4n unidades al cuad.

13. 16n unidades al cubo

15. 1,688 productos a 2.00 euros cada uno

17. y ] .2x . �xe.2x
! �2x2e.4x

Problemas avanzados (página 881)

3. 1
2 ln (1 ! x2) tan.1 x

Capítulo 14

Integración múltiple

Sección 14.1 (página 890)

1. 15 3. 21

5. 15 7. 96

9. 80 11. 36.6258

13. 20 15. 0

17. 5n 19. na3

3

21. 1
6

Sección 14.2 (página 898)

1. 5/24 3. 4

5. ab(a2
! b2)

3
7. n

9. 3
56 11. 33

8 ln 2 .
45
16

13. e.2
2

15.
1

2 A1 .

1

eB; la región es un triángulo de vértices

(0, 0), (1, 0) y (1, 1)

17.
n
4j

; la región es un triángulo de vértices (0, 0),

(0, 1) y (1, 1)

19. 1/4 unidades al cubo 21. 1/3 unidades al cubo

23. ln 2 unidades al cubo 25. n

2∂2
unidades al cubo

27. 16a3

3 unidades al cubo

Sección 14.3 (página 905)

1. converge a 1 3. converge a n/2

5. diverge a ä 7. converge a 4

9. converge a 1 .

1

e
11. diverge a ä

13. converge a 2 ln 2 15. k b a . 1
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17. k a .1 . a

19. k b .

1 ! a

1 ! b
(suponiendo que b b .1)

21.
1

2
, .

1

2
(son posibles diferentes soluciones porque

la integral doble no existe)

23.
a2

3 25.
4∂2a

3n

27. sí, 1/(2n)

Sección 14.4 (página 916)

1. na4/2 3. 2na

5. na4/4 7. a3/3

9. n(ea2
. 1)/4 11. (∂3 ! 1)a3

6

13. 1
3 15.

2a

3

17. k a 1; n
1.k 19.

a4

16

21. 2n
3 unidades al cubo

23. 4n(2∂2.1)a3

3
unidades al cubo

25. 16[1 . (1/∂2)]a3 unidades al cubo

27. 1 .

4∂2

3n
unidades

29. 4
3 nabc unidades al cubo

31. 2a senh a 33. 3 ln 2
2 unidades al cuad.

35. 1
4 (e . e.1)

Sección 14.5 (página 922)

1. 8abc 3. 16n

5. 2/3 7. 1/15

9. 2/(3n) 11. 3
16 ln 2

13. n ∂
n
6 15. 1/8

17. :1
0 dx :1

0 dy :1.y
0 f (x, y, z) dz

19. :1
0 dx :x

0 dy :x.y
0 f (x, y, z) dz

27. (e . 1)/3

29. f1 %
1

vol (R) III R

f dV; 1

Sección 14.6 (página 931)

1. Cartesianas: (.∂3, 3, 2); cilíndricas:
[2∂3, 2n/3, 2]

3. Cartesianas: (∂3, 1, .2); esféricas: [2∂2, 3n/4,
n/6]

5. el semiplano x % 0, y b 0

7. el plano xy

9. el cilindro circular de radio 4 cuyo eje es el eje z

11. el plano xy

13. esfera de radio 1 con centro (0, 0, 1)

15. 2
3 na3 A1 .

1

∂2B unidades al cubo

17. 24n unidades al cubo
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19. A2n .

32

9 B a3 unidades al cubo

21.
abc

3
tan.1 a

b
unidades al cubo

23. nab
2 unidades al cubo

25.
8na5

15
27.

2na5

5 A1 .

c

∂c2
! 1B

29.
7n
12

31. ha3

12 , na2h2

48

Sección 14.7 (página 940)

1. 3n unidades al cuad.

3. 2na2 unidades al cuad.

5. 24n/∂3 unidades al cuad.

7. (5∂5 . 1)/12 unidades al cuad.

9. 4 unidades al cuad. 11. 5.123

13. 4nACa . ∂B tan.1 A a

∂BBD unidades

15. 2nkmd(h ! ∂a2
! (b . h)2

. ∂a2
! b2)

17. 2nkmd(h ! ∂a2
! (b . h)2

. ∂a2
! b2)

19. (1
3, 1

3, 1
2) 21. (3a

8 , 3a
8 , 3a

8 )

23. El modelo todavía incluye aceleración angular
que gira la bola; no sólo cae. Parte de la energía
gravitatoria produce este giro incluso en el caso
límite.

25. I % nda2h (h2

3 !
a2

4 ), D1 % (h2

3 !
a2

4 )1/2

27. I %
nda2h

3 (2h2!3a2

20 ), D1 % (2h2!3a2

20 )1/2

29. I %
5a5d
12 , D1 % ∂

5
12 a

31. I %
8
3 dabc(a2

! b2), D1 % ∂
a2!b2

3

33. m %
4n
3 d (a2

. b2)3/2, I %
1
5 m(2a2

! 3b2)

35. 5a2g sen a
7a2!3b2

39. El momento de inercia respecto a la recta
r(t) % At i ! Btj ! Ctk es

1

A2
! B2

! C
((B2

! C2)Pxx ! (A2
! C2)Pyy

! (A2
! B2)Pzz . 2ABPxy . 2ACPxz . 2BCPyz)

Ejercicios de repaso (página 942)

1. 3/10 3. ln 2

5. k % 1/∂3

7. I
1

0
dx I

1

x

dy I
1

y

f (x, y, z) dz

9. (1 . e.a2
)/(2a)

11.
8n
15

(18∂6 . 41)a5

13. vol % 7/12, z6 % 11/28 15. 17/24

17.
1

6 I
n/2

0

[(1 ! 16 cos2 h)3/2
. 1] dh ] 7.904

unidades al cuad.

Problemas avanzados (página 943)

1. nabcA
2

3
.

8

9∂3B unidades al cubo

3. (b) (i) G
ä

n%1 (.1)n.1 1/n2, (ii) G
ä

n%1 1/n3,
(iii) G

ä

n%1 (.1)n.1 1/n3

5. 4.tan.1 (∂2) !
32

3
tan.1A

5

∂2B.

4

3
(7n!2∂2)

] 18.9348 unidades al cubo

7. a3/210 unidades al cubo

Capítulo 15

Campos vectoriales

Sección 15.1 (página 950)

1. líneas de campo: y % x ! C
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3. líneas de campo: y2
% x2

! C

5. líneas de campo: y % .
1
2 e.2x

! C

7. líneas de campo: y % Cx

9. las líneas de corriente son rectas paralelas a i.j.k

11. líneas de corriente: x2
!y2

%a2, x%a sen (z.b)
(espirales)

13. y % C1x, 2x % z2
! C2

15. y % Ce1/x 17. r % h ! C

19. r % Ch2

Sección 15.2 (página 959)

1. conservativo;
x2

2
. y2

!
3z2

2

3. no conservativo

5. conservativo; x2y ! y2z . z2x

7. .2
r . r0

�r . r0 �4

9. (x2
! y2)/z; las superficies equipotenciales son

paraboloides z % C(x2
! y2); las líneas de campo

son elipses x2
! y2

! 2z2
% A, y % Bx en planos

verticales por el origen

11. v%
m(xi!yj!(z.�)k)

[x2
!y2

!(z.�)2]3/2!
m(xi!yj!(z!�)k)

[x2
!y2

!(z!�)2]3/2 ,

v%0 sólo en el origen; v(x, y, 0)%
2m(xi!yj)

(x2
!y2

!�2)3/2
;

velocidad máxima en la circunferencia x2
!y2

%�2/2,
z % 0

15. h % .
ky
r2 , F %

k(2xyi ! (y2
. x2)j)

r4 , (r2
% x2

! y2)

21. h %
1
2 r2 sen 2h

Sección 15.3 (página 964)

1. a2

2 (∂2 ! ln (1 ! ∂2)) 3. 8 gm

5. d
6 ((2e4n

! 1)3/2
. 33/2)

7. 3∂14

9. m % 2∂2n2, (0, .1/n, 4n/3)

11. (e6
! 3e4

. 3e2
. 1)/(3e3)

13. (∂2 ! ln (∂2 ! 1))a2/2

15. n/∂2

17. 4∂b2
! c2 E AJ

b2
. a2

b2
! c2B;

∂b2
! c2 E AJ

b2
. a2

b2
! c2 , TB

Sección 15.4 (página 973)

1. .1/4 3. 1/2

5. 0 7. 19/2

9. e1!(n/4)
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11. A % 2, B % 3; 4 ln 2 .
1
2

13. .13/2 15. a) na2, b) .na2

17. a)
na2

2
, b) .

na2

2
19. a) ab/2, b) .ab/2

23. El plano con el origen eliminado no es simple-
mente conexo.

Sección 15.5 (página 985)

1. dS % ds dz % ∂(g(h))2
! (gñ(h))2 dh dz

3. nab∂A2
! B2

! C2

�C �
unidades al cuad. (C Ç 0)

5. (a) dS % �MF/F2 � dx dz, (b) dS % �MF/F1 � dy dz

7. n
8 9. 16a2 unidades al cuad.

13. 2n 15. 1/96

17. n(3e ! e3
. 4)/3

19. 2na2
!

2nac2

∂a2
. c2

lnA
a ! ∂a2

. c2

c B unidades al

cuad.

21. 2n∂A2
! B2

! C2/�D �
23. un tercio del camino de la base al vértice sobre el

eje.

25. 2nkpmaA 1

∂a2
! (b . h)2

.

1

∂a2
! b2B

27. I %
8
3 npa4; D1 % ∂

2
3 a

29. 3
5 g sen a

Sección 15.6 (página 992)

1. 6 3. 3abc

5. n(3a2
. 4ab ! b2)/2 7. 4n

9. 2∂2n 11. 4n/3

13. 4nm 15. a) 2na2, b) 8

Ejercicios de repaso (página 993)

1. (3e/2). (3/(2e)) 3. 8∂2/15

5. 1

7. (a) 6nmgb, (b) 6nR∂a2
! b2

9. (b) e2
11. (x i . yj)/∂x2

! y2

Problemas avanzados (página 994)

1. centroide (0, 0, 2/n); mitad superior de la super-
ficie del toro obtenido rotando la circunferencia
(x . 2)2

! z2
% 1, y % 0, alrededor del eje z

Capítulo 16

Cálculo vectorial

Sección 16.1 (página 1004)

1. div F % 2, rot F % 0

3. div F % 0, rot F % .i . j . k

5. div F % 1, rot F % .j

7. div F % f ñ(x) ! gñ(y) ! hñ(z), rot F % 0

9. div F % cos hA1 !
1

r
cos hB ;

rot F % .sen hA1 !
1

r
cos hBk

11. div F % 0; rot F % (1/r)k

Sección 16.2 (página 1012)

7. div F puede tener cualquier valor, rot F debe ser
normal a F

9. f (r) % Cr.3

15. Si F%Mh y G%Mt entonces M×(hMt)%F×G.

17. G % ye2z i ! xye2zk es un posible vector poten-
cial

Sección 16.3 (página 1017)

1. na2
. 4a3 3. 9

5.
3nab

8
unidades al cuad.
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7. 0

Sección 16.4 (página 1023)

1. 4na3 3. (4/3)na3

5. 360n 7. 81/4

11. 2
3 na2b !

3
10 na4b ! na2

13. (a) 12∂3na3, (b) .4∂3na3, (c) 16∂3na3

15. (6 ! 2x6 ! 4y6 . 2z6)V 17. 9na2

Sección 16.5 (página 1029)

1. 1/2 3. .3na2

7. 9n

9. a % .
1
2, b % .3, I % .

3
8 n

11. sí, hMt

Sección 16.6 (página 1037)

(ninguno)

Sección 16.7 (página 1048)

1. M f % hz r̂ ! zXXX4 ! rhk 3. div F%2, rot F%0

5. div F %
2 sen h

o
, rot F % .

cos h

o
XXX4

7. div F % 0, rot F % cot hbbb̂ . 2hhh4

9. factores de escala: hu % G
Lr

Lu G , hv % G
Lr

Lv G
base local: û %

1

hu

Lr

Lu
, v̂ %

1

hv

Lr

Lv
elementos de área: dA % huhv du dv

11. M f (r, h) %
L f

Lr
r̂ !

1

r

Lr

Lh
XXX4

M F(r, h) %
LFr

Lr
!

1

r
Fr !

1

r

LFh

Lh

M × F(r, h) %A
LFh

Lr
!

1

r
Fh !

1

r

LFr

Lh Bk

13. superficies u: cilindros verticales elípticos con
ejes focales en x % ua, y % 0
superficies v: cilindros verticales hiperbólicos
con eje focal en x % ua, y % 0
superficies z: planos horizontales
curvas u: hipérbolas horizontales con focos
x % ua, y % 0
curvas v: elipses horizontales con focos x % ua,
y % 0
curvas z: rectas verticales

15. M f %
L2 f

Lo2 !
2

o
L f

Lo
!

1

o2

L2 f

Lh
2

!
cot h

o2

L f

Lh

!
1

o2 sen2
h

L2 f

Lh2

Ejercicios de repaso (página 1049)

1. 128n 3. .6

5. 3/4 7. j % .3, no

11. el elipsoide x2
! 4y2

! z2
% 4 con normal hacia

fuera

Problemas avanzados (página 1050)

1. div v % 3C

Capítulo 17

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Sección 17.1 (página 1057)

1. 1, lineal, homogénea 3. 1, no lineal

5. 2, lineal, homogénea

7. 3, lineal, no homogénea

9. 4, lineal, homogénea

11. (a) y (b) con soluciones, (c) no

13. y2 % sen (kx), y % .3(cos (kx) ! (3/k) sen (kx))
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15. y % ∂2(cos x ! 2 sen x)

17. y % x ! sen x ! (n . 1) cos x

Sección 17.2 (página 1062)

1. 2 tan.1 (y/x)% ln (x2
! y2) ! C

3. y % x tan (ln �x � ! C) 5. y % x tan.1 (ln �Cx �)
7. y3

! 3y . 3x2
% 24 11. 2xy ! x2y2

% C

13. xexy
% C 15. ln �x � . y

x2 % C

17.
1

M A
LN

Lx
.

LM

Ly B debe depender sólo de y.

19.
1

M A
LN

Lx
.

LM

Ly B debe depender sólo de y.

x . y2ey
% Cy2

21.
1

k
dk
dx

%

LN

Lx
.

LM

Ly

xM . yN
debe depender sólo de xy;

sen x

y
.

y

x
% C

Sección 17.3 (página 1070)

1. (a) 1.97664, (b) 2.187485, (c) 2.306595

3. (a) 2.436502, (b) 2.436559, (c) 2.436563

5. (a) 1.097897, (b) 1.098401

7. (a) 0.89441, (b) 0.87996, (c) 0.872831

9. (a) 0.865766, (b) 0.865769, (c) 0.865769

11. (a) 0.898914, (b) 0.903122, (c) 0.904174

13. y % 2/(3. 2x)

17. (b) u % 1/(1. x), v % tan (x !
n
4). y(x) está

definida al menos en [0, n/4) y cumple 1/
( 1 . x ) m

m y(x) m tan (x !
n
4) allí.

Sección 17.4 (página 1074)

1. y % C1e
x
! C2e

2x 3. y % C1x !
C2

x2

5. y % C1x ! C2xex

Sección 17.5 (página 1078)

1. y % C1 ! C2e
t
! C3e

3t

3. y % C1 cos t ! C2 sen t ! C3t cos t ! C4t sen t

5. y % C1e
2t

! C2e
.t cos t ! C3e

.t sen t

7. y % Ax ! Bx ln x 9. y % Ax !
B

x

11. y % A ! B ln x

13. y % C1x ! C2x ln x ! C3x(ln x)2

Sección 17.6 (página 1084)

1. y % .

1

2
! C1e

x
! C2e

.2x

3. y % .

1

2
e.x

! C1e
x
! C2e

.2x

5. y%.
2

125.
4x
25!

x2

5 !C1e
.x cos(2x)!C2e

.x sen (2x)

7. y % .

1

5
xe.2x

! C1e
.2x

! C2e
3x

9. y %
1

8
ex(sen x . cos x)!e.x(C1 cos x!C2 sen x)

11. y % 2x ! x2
. xe.x

! C1 ! C2e
.x

15. yp %
x2

3
, y %

x2

3
! C1x !

C2

x

17. y %
1

2
x ln x ! C1x !

C2

x

19. y % .x2
! C1x ! C2 xex

Sección 17.7 (página 1088)

1. y % a0A1 !

ä

;
k%1

(x . 1)4k

4(k!)(3)(7) ñ (4k . 1)B
! a1Ax . 1 !

ä

;
k%1

(x . 1)4k!1

4(k!)(5)(9) ñ (4k ! 1)B
3. y % G

ä

n%0(.1)nC
2nn!

(2n)!
x2n

!
1

2n.1n!
x2n!1D

5. y % 1 .
1
6 x3

!
1

120 x5
! ñ

7. y1 % 1 !

ä

;
k%1

(.1)kxk

(k!)(2)(5)(8) ñ (3k . 1)
,

y2 % x1/3A1 !

ä

;
k%0

(.1)kxk

(k!)(4)(7) ñ (3k ! 1)B
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Ejercicios de repaso (página 1089)

1. y % Cex2
3. y % Ce2x

.

x

2
.

1

4

5. x2
! 2xy . y2

% C 7. y % C1 . ln �t ! C2 �

9. y % ex/2(C2 cos x ! C2 sen x)

11. y % C1t cos (2 ln �t �) ! C2t sen (2 ln � t �)

13. y %
1
2 ex

! xe3x
! C1e

2x
! C2e

3x

15. y % x2
. 4x ! 6 ! C1e

.x
! C2xe.x

17. y % (x3
. 7)1/3 19. y % ex2/2y2

21. y % 4e.t
. 3e.2t 23. y % (5t . 4)e.5t

25. y % e2t
. 2 sen (2t)

27. A % 1, B % .1, x(ex sen y ! cos y) % C

29. y % C1x ! C2x cos x

Apéndice I

Números complejos

(página 1102)

1. R(z)%.5, T(z)%2 3. R(z) % 0, T(z) % .n

5. �z � % ∂2, h % 3n/4 7. �z � % 3, h % n/2

9. �z � % ∂5, h % tan.1 2

11. �z � % 5, h % .n ! tan.1 (4/3)

13. �z � % 2, h % .n/6 15. �z � % 3, h % 4n/5

17. 11n/12 19. 4 ! 3i

21. n∂3

2
!

n
2
i 23. 1

4
.

∂3

4
i

25. .3 ! 5i 27. 2 ! i

29. disco cerrado, radio 2, centro 0

31. disco cerrado, radio 5, centro 3 . 4i

33. sector plano por debajo de y % 0 y a la izquierda
de y % .x

35. 4 37. 5 . i

39. 2 ! 11i 41. .
1
5 !

7
5 i

43. 1

47. zw % .3 . 3i,
z

w
%

1 ! i

3

49. (a) circunferencia �z � % ∂2, (b) sin soluciones

51. .1,
1

2
u

∂3

2
i

53. 21/6(cos h!i sen h) donde h%n/4, 11n/12, 19n/12

55. u21/4A∂3

2
!

1

2
iB , u21/4A1

2
.

∂3

2
iB

Apéndice II

Funciones complejas

(página 1113)

1. 0 m R(w) m 1, .2 m T(w) m 0

3. 1 m �w � m 4, n m arg w m

3n
2

5.
1

2
m �w � a ä,.

n
2

m arg w m 0

7. arg (w) % 5n/6 9. parábola v2
% 4u ! 4

11. u n 0, v n u 13. f ñ(z) % 2z

15. f ñ(z) % .1/z2

19.
d

dz
senh z % cosh z,

d

dz
cosh z % senh z

21. z %
n
2

! kn, (k à �)

23. ceros de cosh z: z % i A
n
2

! knB (k à �)

ceros de senh z: z % kni (k à �)

25. R(senh z) % senh x cos y, T(senh z) % cosh x sen y

27. z % 0, .2i 29. z % .1 u 2i

31. z % 0, i, 2i

33. z %
1 u i

∂2
, z %

.1 u i

∂2

z4
! 1 % (z2

! ∂2z ! 1)(z2
. ∂2x ! 1)

35. z % .1, .1, .1, i, .i
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cerrada simple, 714, 968
conexa, 101
coordenada, 1040
de nivel, 756
dibujo, 279
en trébol, 976
equipotencial, 953
integral, 947

paramétrica, 527
paramétrica pendiente de una, 536
paramétrica suave, 535
por un tubo, 976
que no se corta consigo misma, 714
rectificable, 451, 716
simple cerrada, 714
solución de una ecuación diferencial, 1059
suave, 451, 713
suave por tramos, 718, 961
tractora, 510

Curvatura, 721, 723
de un campo vectorial, 965

D

Definida
negativa, 681
positiva, 681

Densidad, 459
Dependencia lineal, 676
Derivada

de funciones trigonométricas, 148
de la función valor absoluto, 124
de la inversa, 134
de orden superior, 165
de segundo orden y de órdenes superiores, 165
de un cociente, 136
de un producto, 132
de una función, 120
de una función compleja, 138, 1107
de una función inversa, 198
de una transformación, 796
del coseno, 146
del seno, 146
direccional, 801
por la izquierda y por la derecha, 120

Derivada parcial
igualdad de las mixtas, 775
mixta, 774
orden superior, 774, 786
primer orden, 766
pura, 774

Desigualdad triangular, 8, 652, 888
para la integral definida, 346

Desplazamiento, 14, 25
de fase, 244
temporal, 244

Desviación estándar, 488, 492
Determinante, 655, 675

jacobiano, 815, 912
propiedades de, 657

Diagonal principal, 677

ÍNDICE ALFABÉTICO 1187



Diagrama de Argand, 1093
Dibujo de gráficas, 279
Diferenciable

función, 120, 121
función de variable compleja, 1107
función de varias variables, 792
función vectorial, 698

Diferenciación, 120
de series de potencias, 599
gráfica, 120
implícita, 169
logarítmica, 213
mediante una integral, 862
siguiendo al movimiento, 805

Diferencial, 342
de una variable, 127
de varias variables, 794

Dinámica de fluidos, 1030
Dipolo, 957

momento de, 958
Directriz

de una elipse, 519
de una parábola, 22, 515

Disco
abierto, 21, 639
cerrado, 21

Discontinuidad evitable, 98
Discriminante, 241

de una ecuación de segundo grado, 50
Diseño de pista, 732
Distancia

desde un punto a un plano, 666
desde un punto a una curva, 191
desde un punto a una recta, 667
desde un punto a una superficie, 772
en el espacio n-dimensional, 638
en el espacio tridimensional, 634
entre dos rectas, 668
entre puntos, 13

Distribución, 1000
de Dirac, 1002
exponencial, 491
normal estándar, 494
normal general, 496
uniforme, 490

Divergencia, 996, 1005
como densidad de flujo, 1046
de una secuencia, 564
de una serie, 571
en coordenadas cilíndricas, 1046
en coordenadas curvilíneas, 1046
en coordenadas esféricas, 565

División de funciones, 39

Dominio, 754, 968
conexo, 968
de integración, 889
de una función, 29
regular, 891, 1017
simple en x, 891, 1017
simple en y, 891, 1017
simple en z, 1017
simplemente conexo, 969
tipo estrella, 1008

Duplicación del tiempo, 219

E

Ecuación
auxiliar, 241, 1075, 1077
de Bessel, 1085
de continuidad, 1031
de difusión, 780
de Euler, 1077
de Laplace en coordenadas esféricas, 828
de Laplace en coordenadas polares, 777, 788
de movimiento de un fluido, 1032
de segundo grado, 293
de un plano, 662
de una circunferencia, 19
del calor, 780, 1038
equidimensional, 1077
indicial, 1081
lineal, 293, 678, 691
logística, 222
punto-pendiente, 16
separable, 499, 1057

Ecuación diferencial, 178
de Euler, 1077
de segundo orden, 1071
del crecimiento logístico, 222
del crecimiento o decaimiento exponencial, 218
del movimiento armónico simple, 166, 243
diferencial exacta, 1059
en derivadas parciales, 764, 777, 1054
equidimensional, 1077
exacta, 1059
homogénea, 1058
lineal, 240, 1054
lineal de coeficientes constantes, 240, 1075
lineal de primer orden, 503, 1061
lineal de segundo orden, 1073
lineal homogénea, 1055
lineal no homogénea, 1055, 1079
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volumen de, 450

Energía
cinética, 478, 938
conservación de, 479
potencial, 478, 939
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Envolvente, 191, 865
Epicicloide, 535
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Escalar
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multiplicación, 642
potencial, 951
producto, 648
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Esfera, 670
área de, 457

Esferoide, 459, 986
oblado, 459, 986
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muestral, 485

Esperanza, 488, 492
Estabilidad de un objeto flotante, 573
Estereorradian, 1050
Evoluta, 731
Excentricidad de una elipse, 518
Exponencial general, 211
Exponente, 200

leyes, 201
Extensión de una función, 96
Extrapolación de Richardson, 427
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de un número complejo, 1093
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Fluido incompresible, 1031
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Forma indeterminada, 315
cálculo de límites utilizando series, 617

Fórmula
de la ecuación de segundo grado, 111
de reducción, 380
de Stirling, 615
de Taylor, 309
de Taylor aproximación de integrales con, 425
de Taylor aproximación mediante funciones implícitas,

824
Fórmulas

de Frenet-Serret, 727
de suma, 60, 330
del ángulo doble, 61
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Fourier
coeficientes, 624
convergencia de la serie, 626
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serie de cosenos, 628, 860
serie de senos, 628, 860

Fracciones simples
descomposición en, 393, 397
método de descomposición en, 393

Frecuencia circular, 245
Frontera, 4

de una superficie paramétrica, 974
Fuente, 957
Fuerza

central, 741
centrífuga, 710
conservativa, 479
de coriolis, 710
sobre una presa, 475

Función, 29
acotada, 1123
algebráica, 193
analítica, 607, 708, 1107
arccos, inversa del coseno, 231
arccot, inversa de la cotangente, 234
arccsc, inversa de la cosecante, 234
arcsec, inversa de la secante, 233
arcsin, 225
arctan, 229
armónica, 778, 1109
atan y atan2, 231
autoinversa, 197
beta, 917
biarmónica, 780
compleja, 1105, 1106
compleja derivada de, 1107
compleja diferenciable, 1107
compleja exponencial, 1109

complementaria, 1079
composición, 41
compuesta, 41
cóncava o convexa, 269
continua, 94, 95, 1117
continua por la derecha, 94, 95
continua por la izquierda, 94, 95
continua por tramos integral definida de, 349
convenio del dominio, 31
cosecante, 63
coseno, 55
cosh, 235
cosh, coseno hiperbólico, 235
cotangente, 63
creciente y decreciente, 154
de distribución acumulada, 495
de error, 917
de Heaviside, 43, 94
de un espacio n-dimensional en un espacio

m-dimensional, 796
de varias variables, 754
decreciente, 154
definida por tramos, 43
delta, 1002
delta de Dirac, 1002
densidad de probabilidad, 490
discontinua, 94
exponencial, 200, 209
exponencial compleja, 1110
exponencial general, 211
exponencial tasa de crecimiento, 216
gamma, 411, 917
generalizada, 1001
gráfica de, 32, 754
hiperbólica, 235, 237
hiperbólica inversa, 238
identidad, 195, 196
impar, 35
implícita, 811
integrable, 341, 342, 887, 977, 1125
inversa, 195
lagrangiana, 846
lineal, 842
logaritmo natural, 205
máximo entero menor, 45, 93
mínimo entero mayor, 45
no decreciente, 154
objetivo, 843, 848
par, 35
periódica, 56, 623
positivamente homogénea, 786
potencial, 200
probabilidad, 486
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racional, 47, 278, 391
raíz cuadrada, 31
secante, 63
senh, 235
senh, seno hiperbólico, 235
seno, 55
seno inverso, 225
signo, 43, 44
tangente, 63
tangente inversa, 229
trascendente, 193
trigonométrica, 53, 63
trigonométrica primaria, 63
trigonométrica secundaria, 63
uniformemente continua, 1126
uno a uno, 194
vectorial, 698

G
Grad, 997
Gradiente, 799, 996, 1005

en coordenadas cilíndricas, 1045
en coordenadas curvilíneas, 1045
en coordenadas esféricas, 1046
en dimensiones superiores, 806
propiedades geométricas, 803

Grado de un polinomio, 47, 391
Gráfica

de una función, 32, 754, 758
desplazamiento, 25
en polares de una función, 547
escalado, 24

H
Haz de planos, 664
Hélice, 717, 726

circular, 717, 726
Hipérbola, 27, 520

conjugada, 521
rectangular, 27, 521

Hiperboloide, 672
Hipercicliode, 534, 535
Hipersuperficie, 754, 758
Hipocicloide, 535
Homogénea

ecuación diferencial, 240, 1055, 1058
función, 786

I
Identidad

de cancelación, 195
de Pitágoras, 56

Inclinación de una recta, 15
Incremento, 12
Independencia

de la parametrización, 962
del camino, 969

Índice de suma, 328
Inducción matemática, 131
Inercia

momento de, 801
Infinito, 87
Integración

de Romberg, 427
de series de potencias, 599
límites de, 342
mediante tablas, 401
numérica, 412
numérica aproximación gaussiana, 430
numérica método de Romberg, 427
numérica por la regla de Simpson, 422
numérica por la regla del punto medio, 415
numérica por la regla del trapecio, 413
por partes, 376

Integral
cálculo con Maple, 399
cotas para series, 579
curvas, 947
de Riemann, 1125
de superficie, 977
definida, 341, 342
doble, 885, 886
doble propiedades de, 888
doble sobre un dominio acotado, 887
ecuación, 357, 501, 865
elíptica, 456, 965
elíptica completa, 456
en volúmenes en movimiento, 1051
función, 1059
impropia, 899
impropia convergente, 404
impropia divergente, 404
impropia doble, 887
impropia tipo I, 404
impropia tipo II, 405
indefinida, 176
iterada, 893
p, 408
por una curva, 960
propia, 403
resto, 613
signo, 176, 342
sobre una curva, 960
superficie, 977
test, 577
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triple, 917
Integrando, 342
Interés, 220

compuesto, 220
tasas efectiva y nominal, 222

Intersección de intervalos, 6
Intervalo, 4

abierto o cerrado, 4
de convergencia, 596
semiabierto, 4

Inversa
cambio por el seno, 383
cambio por la secante, 385
cambio por la tangente, 384
cosecante, 234
coseno, 232
cotangente, 234
función, 194, 196
función hiperbólica, 238
matriz, 677
secante, 233
seno, 225
tangente, 229

Inverso de un número complejo, 1099
Involuta de una circunferencia, 532
Irracionalidad

de e, 631
de pi, 631

Iteración
de Picard, 1064
de una integral doble, 892
en coordenadas polares, 906

K

Kepler, 737

L

Latus rectum, 526
Lemniscata, 550
Ley circuital de Ampère, 1035
Ley de Biot-Savart, 1034
Ley de Coulomb, 1032
Ley de enfriamiento de Newton, 219
Ley de Gauss, 1037
Ley de Hooke, 244, 476
Ley de Poiseuille, 164
Ley de Snell, 292
Ley de Torricelli, 325
Leyes de Kepler, 737
Límite, 73

complejo, 1106

de integración, 342
de suma, 328
de una función compleja, 1106
de una función de dos variables, 762
de una secuencia, 564, 1118
definición formal, 106, 1115
definición informal, 78
en el infinito, 86, 108
infinito, 89, 109
por la derecha y por la izquierda, 80, 108
reglas para el cálculo, 82
unilateral, 80

Línea
de corriente, 947
de flujo, 947
de fuerza, 947

Linealización, 301
en varias variables, 792

Logaritmo, 202
general, 211
leyes, 203
natural, propiedades, 205, 207
velocidad de crecimiento, 216

Longitud, 928,
una curva, 716
de un vector, 641

Longitud de arco, 451
de una circunferencia, 54
de una curva coordenada, 1043
de una curva en polares, 557
de una curva paramétrica, 539

M

Magnetostática, 1034
Mapa topográfico, 756
Maple, 1129

cálculo de derivadas con, 141
cálculo de integrales, 399
cálculos de la regla de la cadena, 788
derivadas parciales en, 775
fsolve, 875
funciones gráficas, 37
funciones trigonométricas, 64
gradiente, 808
gráficas tridimensionales, 759
integrales iteradas, 897
lista de temas, 1130
manejo de matrices, 689
matriz jacobiana, 798
paquete LinearAlgebra, 683
paquete VectorCalculus, 688
polinomios de Taylor, 824
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solución de EDs y PVIs, 1084
solución de sistemas lineales, 691
uso de diferenciación implícita, 173
vectores, 684

Marginal, 162
Masa, 459
Matriz, 674

hessiana, 834
identidad, 677
inversa, 677
invertible, 676
jacobiana, 796
multiplicación, 674
representación, 678
simétrica, 674
simétrica de cálculo de raíces con Maple, 875
simétrica de ecuaciones, 813
singular, 676

Máxima cota inferior, 1117
Máximo, 260

absoluto, 98, 260, 830
global, 830
local, 261, 830
relativo, 830

Media, 492, 855
de una variable aleatoria, 488

Método
de descomposición en fracciones simples, 393
de Euler, 1065
de Euler mejorado, 1068
de la bisección, 102
de los mínimos cuadrados, 855
de los multiplicadores de Lagrange, 848
de mínimos cuadrados, 855
de Runge-Kutta, 1069
de sustitución, 360
numérico para resolver EDs, 1065

Método de Newton, 294
fórmula de, 295
límites de error, 297
para sistemas, 871
uso de una hoja de cálculo, 873

Mínima cota superior, 1117
Mínimo, 260

absoluto, 98, 260, 830
global, 830
local, 261, 830
relativo, 830

Módulo, 7
de un número complejo, 1094
de un vector, 641

Momento, 467, 705, 935
angular, 707

de inercia, 938
elemento, 463

Movimiento armónico amortiguado, 246
Movimiento armónico simple, 166, 243

ecuación diferencial del, 244
Movimiento planetario, 737
Multiplicación

de funciones, 40
de matrices, 674
de vectores por escalares, 642

Multiplicador de Lagrange, 848
Multiplicidad de una raíz, 49
Mutuamente perpendiculares, 634

N

Nabla, 997
No homogénea

ecuación diferencial, 1079
ecuación diferencial lineal, 1054

Norma de una partición, 339
Normal

principal unitaria, 722
recta, 118, 770
unitaria, 722
vector, 662, 770
vector normal a una superficie, 933, 978
vector unitario, 722

Notación
de Leibniz, 126
O, 312
sigma, 328

Número
complejo, 1092
de vueltas, 974
natural, 3, 1091, 1092
racional, 3, 1091
real, 2, 1091, 1092
real, completitud, 3
trascendente, 209

O

Octante, 635
Onda

ecuación de, 778
expansión esférica, 858

Operador
diferencial, 1056
Laplaciana, 1005

Orden de una ecuación diferencial, 178, 1054
Ordenada y abscisa en el origen, 17
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Orientación inducida, 987
Origen de coordenadas, 11, 634

P

Parábola, 22, 515
Paraboloide, 671
Paralelepípedo, 658
Parametrización, 530

de la intersección de dos superficies, 963
de una curva, 715
intrínseca, 718
longitud de arco, 718

Parámetro, 527
Parte

imaginaria, 1092
real, 1092

Partición, 339, 884, 1124
Pendiente

campo de, 1067
de una curva, 118
de una curva en polares, 554
de una curva paramétrica, 536

Peralte de una curva, 731
Perihelio, 744
Periodo, 244

fundamental, 623
Perturbación, 869
Pirámide, 446
Plano

cartesiano, 11
complejo, 1093
coordenado, 635
curva plana, 530
ecuación de, 662
en el espacio tridimensional, 662
osculante, 724
tangente, 770
tangente, aproximación mediante, 791
tangente, ecuación de, 771

Polígono, 334
Polinomio, 47, 391

complejo, 1111
de Maclaurin, 307
de Taylor, 307
de Taylor en varias variables, 822
trigonométrico, 859

Polo, 545
Potencial

de un campo conservativo, 951
energía, 478, 939
vector, 1007

Presión, 474

Primitiva, 175
Principio

de Arquímedes, 1037
de Cavalieri, 450
de Pascal, 474

Prisma, 436
Probabilidad, 485

función, 486
función densidad de, 490

Problema
de áreas básico, 334
de Dirichlet, 1024
de la aguja de Bouffon, 510
de Neumann, 1024
de Steiner, 881
de valor inicial, 179
estándar de volumen, 884
max-min, 284

Producto
de Cauchy, 598
de inercia, 941
de números complejos, 1097
de Wallis, 382
escalar, 648
escalar de vectores, 649
triple escalar, 657
triple vectorial, 662
vectorial, 653
vectorial como un determinante, 657
vectorial propiedades de, 654

Programación
lineal, 842
no lineal, 852

Promedio, 855
Propiedad del valor medio, 100

de una derivada, 127
Propiedad focal

de una elipse, 519
de una hipérbola, 522
de una parábola, 517

Propiedad última de una secuencia, 564
Proximidades, 639
Proyección de un vector, 649
Proyectil, 700
Punto

aislado, 762
crítico, 156, 160, 831
de ensilladura, 832
de inflexión, 269
exterior, 640
fijo, 297
fijo, método de la iteración, 296
fijo, teorema, 299
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frontera, 639, 831
interior, 94, 640
ordinario de una ED lineal, 1085
singular, 120, 831
singular de una ED, 1077, 1087
singular regular, 1087

R

Radian, 53
Radio

de convergencia, 596
de curvatura, 722
de giro, 938
de una circunferencia, 19

Raíz
cuadrada principal, 1100
de un polinomio, 48
de una ecuación, 101, 294
n-ésima de un número complejo, 1101
principal n-ésima, 1101
test para series, 585

Ramas de una hipérbola, 27
Rango de una función, 29, 754
Razón común, 571
Recta, 14

de regresión empírica, 857
ecuación ordenada en el origen, 17
ecuación ordenada y abscisa en el origen, 19
ecuación punto-pendiente, 16
ecuaciones paramétricas de la, 528
en el espacio tridimensional, 664
normal, 770
secante, 74, 114
tangente, 74
tangente a una curva paramétrica, 537
tangente aproximación mediante, 301
tangente no vertical, 115
tangente vertical, 117

Refinamiento de una partición, 341, 1124
Reflexión

por una elipse, 519
por una hipérbola, 522
por una recta, 36, 516
por una parábola, 23, 517

Regla CPST, 63
Regla de Cramer, 680
Regla de la cadena, 139, 780

como multiplicación de matrices, 797
demostración de, 142
demostración para varias variables, 794

Regla de la inversa, 134
Regla de la raíz cuadrada, 138

Regla de Leibniz, 622
Regla de Simpson, 422
Regla del cociente, 136
Regla del producto, 132
Regla del punto medio, 415

estimación del error, 417
Regla del Trapecio, 412

estimación del error, 417
Regla general de la potencia, 123, 174
Reglas de diferenciación, 129

para funciones vectoriales, 702
Reglas de l’Hôpital, 317
Reglas para inecuaciones, 2
Regresión, 857

lineal, 851
recta de, 857

Relación de recurrencia, 1086, 1087
Reordenación de una serie, 592
Representación

de una función mediante una serie, 605
polar de un número complejo, 1095

Resonancia, 1082
Resta de funciones, 39
Resto de Lagrange, 309, 613
Restricción, 837

ecuación, 845
inecuación, 845
lineal, 842

Rodajas, 436
cálculo volúmenes mediante, 446

Rotacional, 996, 1005
como densidad de circulación, 1003
en coordenadas cilíndricas, 1047
en coordenadas curvilíneas, 1047
en coordenadas esféricas, 1048

Rutinas «Solve», 299

S

Salida y puesta de sol, 712
Sector de un círculo, 54
Secuencia, 562

acotada, 563
alternante, 563
convergente, 564
creciente, 563
de Fibonacci, 562
de sumas parciales, 571
decreciente, 563
divergente, 565
infinita, 562
monótona, 563

Sech, 237
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Segunda derivada, 165
Semiconos, 514
Semidefinida

positiva o negativa, 681
Semieje

mayor, 518
menor, 518
transversal, 521

Semi-latus rectum, 526
Semivida, 219
Seno, 55
Sensibilidad, 161
Separación semifocal

de una elipse, 517
de una hipérbola, 521

Serie, 570
armónica, 573
asintótica, 632
binomial, 620
de Fourier, 624, 859
de Maclaurin, 600, 606
de potencias, 594
de Taylor, 606
geométrica, 571
infinita, 329, 570
p, 578
positiva, 577
representación de una función, 605
soluciones de una ED, 1085
telescópica, 573, 574

Serie de potencias, 594
continuidad de, 601
diferenciación de, 599
integración de, 599
operaciones sobre, 597

Serie de Taylor, 606
en varias variables, 822

Símbolo de evaluación, 125, 353
Sistema

de coordenadas cartesianas, 634
de coordenadas en rotación, 708
de referencia de Frenet, 725
de referencia en rotación, 708

Software gráfico MG, 756
Solución

de una ecuación diferencial, 178
general de una ED, 178
particular de una ED, 179, 1079

Spline, 509
Suave

arco, 960
curva, 117, 451, 713
curva paramétrica, 535
superficie, 977

Subespacio, 677

Suma
de funciones, 39
de una serie, 571
de vectores, 641
parcial de una serie, 570
por partes, 631

Suma de Riemann, 340, 1123
general, 343
inferior y superior, 340, 1124
para una integral doble, 885

Sumidero, 957
Superficie, 754

cerrada, 972, 975
compuesta, 976
coordenada, 1040
cuadrática, 670
de nivel, 758
de revolución, 456
elemento de área, 456, 933
equipotencial, 953
graduada, 672
orientable, 987
orientada, 987
paramétrica, 974
paramétrica frontera de, 975
suave, 977
vector elemento de área, 988

Sustitución
en una integral definida, 361
método de, 360

T

Tangente
cambio, 63
doble, 374
vector unitario, 720
vertical, 117

Tanh, 237
Tasa

de descuento, 481
relacionada, 253

Tautócrona, 532
Teorema binomial, 619, 622
Teorema de Abel, 601
Teorema de de Moivre, 1099
Teorema de Euler, 786
Teorema de existencia, 103
Teorema de Gauss, 1017
Teorema de Hamilton, 743
Teorema de la acotación, 1119
Teorema de la Divergencia, 1000, 1017

en el plano, 1016
variantes de, 1022

Teorema de la función implícita, 172, 679, 816
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Teorema de Pappus, 471
Teorema de Rolle, 156
Teorema de Stokes, 1024
Teorema de Taylor, 309

resto de Lagrange, 309, 613
resto integral, 613

Teorema del coseno, 64
Teorema del Sándwich, 83
Teorema del seno, 66
Teorema del Valor Medio, 103, 152, 793, 1120

generalizado, 158
para integrales, 348
para integrales dobles, 903

Teorema Fundamental de los Espacios Curvos, 727
Teorema Fundamental del Álgebra, 1111
Teorema Fundamental del Cálculo, 352
Teorema max-min, 98, 1120
Test de comparación

forma límite, 582
para integrales impropias, 408
para series, 580

Test de la primera derivada, 263
Test de la razón, 583, 631
Test de la segunda derivada, 272, 834
Test de series alternantes, 589
Tetraedro, 661
Topología, 639
Toro, 442
Torque, 707
Torsión, 725
Trabajo, 476, 965

elemento de, 965
Transformación, 796, 924

de coordenadas en el plano, 911
inversa, 911
lineal, 678

Trapecio, 413
Traspuesta, 674
Trayectoria ortogonal, 954
Trigonometría, 65

U
Unidad imaginaria, 1092
Unión, 6
Universo en expansión, 1050

V
Valor absoluto, 7
Valor extremo, 260

problema, 285
problema con restricciones, 837

Valor medio de una función, 349, 904
Valor presente, 481

Variable
aleatoria continua, 486, 490
aleatoria discreta, 486
auxiliar, 342
de integración, 342
de una función, 29
dependiente, 29
independiente, 29

Variación de parámetros
método de, 1082

Varianza, 488, 492
Vector, 641

cálculos con Maple, 683
cero, 642
columna, 674
de posición, 642, 698
director, 665
elemento de área, 988
en el espacio n-dimensional, 650
fila o columna, 674
identidades diferenciales, 1006
normal, 770
posición, 642
potencial, 1007
producto escalar, 648
producto triple, 662
producto vectorial, 653
proyección, 649
suma, 642
tangente unitario, 720
velocidad angular, 706

Velocidad, 165, 182, 187, 698
angular, 706, 938
campo de, 948
componentes en polares de, 740
de cambio, 160
de cambio instantánea, 160
de cambio media, 160
de cambio vista por un observador en movimiento, 805
de escape, 479
instantánea, 72
instantánea de cambio, 160
media, 72, 182, 698
media de cambio, 160

Vértice, 117
de una hipérbola, 521
de una parábola, 22, 515

Volumen
de un cono, 439
de un cono general, 1020
de un elipsoide, 450
de un toro, 442
de una bola, 439
elemento de, 438
mediante secciones, 436, 446
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a

DIFERENCIACIÓN DE LAS NORMAS
d

dx
( f (x) ! g(x)) % f ñ(x) ! gñ(x)

d

dx
(c f (x)) % c f ñ(x)

d

dx
( f (x)g(x)) % f ñ(x)g(x) ! f (x)gñ(x)

d

dx A
1

f (x)B% .

f ñ(x)

( f (x))2

d

dx A
f (x)

g(x)B%
g(x) f ñ(x) . f (x)gñ(x)

(g(x))2

d

dx
f (g(x)) % f ñ(g(x))gñ(x)

DERIVADAS PRIMARIAS
d

dx

1

x
% .

1

x2

d

dx
∂x %

1

2∂x

d

dx
xr

% rxr.1

d

dx
ex

% ex
d

dx
ax

% ax ln a (a b 0)
d

dx
ln x %

1

x
(x b 0)

d

dx
sen x % cos x

d

dx
cos x % .sen x

d

dx
tan x % sec2 x

d

dx
sec x % sec x tan x

d

dx
csc x % .csc x cot x

d

dx
cot x % .csc2 x

d

dx
sen.1 x %

1

∂1 . x2

d

dx
tan.1 x %

1

1 ! x2

d

dx
�x � % sgn x %

x

�x �

IDENTITADES TRIGONOMÉTRICAS
sen2 x ! cos2 x % 1 sen (.x) % .sen x cos (.x) % cos x

sec2 x % 1 ! tan2 x sen (n . x) % sen x cos (n . x) % .cos x

csc2 x % 1 ! cot2 x senA
n

2
. xB% cos x cosA

n

2
. xB% sen x

sen (x u y) % sen x cos y u cos x sen y cos (x u y) % cos x cos y % sen x sen y tan (x u y) %
tan x u tan y

1 % tan x tan y

sen 2x % 2 sen x cos x
sen2 x %

1 . cos 2x

2
cos2 x %

1 ! cos 2x

2
cos 2x % 2 cos2 x . 1 % 1 . 2 sen2 x

FÓRMULA CUADRÁTICA

Si Ax2
! Bx ! C % 0, siendo x %

.B u ∂B2
. 4AC

2A
.



FÓRMULAS GEOMÉTRICAS

IDENTIDAD DE VECTORES

Si u % u1i ! u2j ! u3k siendo (producto escalar) u v % u1v1 ! u2v2 ! u3v3

v % v1i ! v2j ! v3k
w % w1 i ! w2j ! w3k

(producto vectorial) u×v% G
i j k

u1 u2 u3

v1 v2 v3 G% (u2v3 . u3v2) i ! (u3v1 . u1v3)j ! (u1v2 . u2v1)k

longitud de u % �u � % ∂u u % ∂u2
1 ! u2

2 ! u2
3 ángulo entre u y v % cos.1 A

u v

�u � �v �B
identidades de productos triples u (v × w) % v (w × u) % w (u × v) u × (v × w) % (u w)v . (u v)w

IDENTIDADES CON GRADIENTE, DIVERGENCIA, ROT Y LAPLACIANA

M % i
L

Lx
! j

L

Ly
! k

L

Lz
(operador «del» o «nabla») F(x, y, z) % F1(x, y, z)i ! F2(x, y, z)j ! F3(x, y, z)k

Mh(x, y, z) % grad h(x, y, z) %
Lh

Lx
i !

Lh

Ly
j !

Lh

Lz
k M F(x, y, z) % div F(x, y, z) %

LF1

Lx
!

LF2

Ly
!

LF3

Lz

M # F(x, y, z) % rot F(x, y, z) % G
i j k
L

Lx

L

Ly

L

Lz

F1 F2 F3
G

%A
LF3

Ly
.

LF2

Lz Bi !A
LF1

Lz
.

LF3

Lx B j !A
LF2

Lx
.

LF1

Ly Bk



M(ht) % hMt ! tMh M (F × G) % (M × F) G . F (M × G)

M (hF) % (Mh) F ! h(M F) M × (F × G) % F(M G) . G(M F) . (F M)G ! (G M)F

M × (hF) % (Mh) × F ! h(M × F) M(F G) % F × (M × G) ! G × (M × F) ! (F M)G ! (G M)F

M × (Mh) % 0 (rot grad % 0) M (M × F) % 0 (div rot % 0)

M
2
h(x, y, z) % M Mh(x, y, z) % div grad h %

L2
h

Lx2
!

L2
h

Ly2
!

L2
h

Lz2
M × (M × F) % M(M F) . M

2F (rot rot % grad div . laplaciana)

VERSIONES DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO

I
b

a

f ñ(t) dt % f (b) . f (a) (Teorema Fundamental de una dimensión)

I C

grad h dr % h (r(b)) . h(r(a)) si C es la curva r % r(t), (a m t m b).

II R A
LF2

Lx
.

LF1

Ly B dA % IC

F dr % IC

F1(x, y) dx ! F2(x, y) dy siendo C la frontera orientada positivamente de R (Teorema de Green)

IIS

rot F N4 dS%IC

F dr %IC

F11(x, y, z) dx!F2(x, y, z) dy!F3(x, y, z) dz siendo C la frontera orientada de S (Teorema de Stoke)

Versiones tridimensionales: S es la frontera cerrada de D, con normal hacia afuera N4

III D

div F dV % IIS

F N4 dS Teorema de la Divergencia III D

rot F dV % .IIS

F # N4 dS

III D

grad h dV %IIS

h N4 dS

FÓRMULAS RELATIVAS A CURVAS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL

Curva: r % r(t) % x(t) i ! y(t)j ! z(t)k Vector velocidad: v %
dr

dt
% vT4 Velocidad: v % �v � %

ds

dt

Longitud de arco: s %I
t

t0

v dt Aceleración: a %
dv

dt
%

d2t

dt2
Componentes tangencial y normal: a%

dv

dt
T4 ! v2iN4

Tangente unitaria: T4 %
v

v
Binormal: B4 %

v # a

�v # a�
Normal: N4 % B4 × T4 %

dT4 /dt

�dT4 /dt�

Curvatura: i %
�v # a �

v3
Radio de curvatura: o %

1

i
Torsión: q %

(v × a) (da/dt)

�v × a2�

Fórmulas de Frente-Serret:
dT4

ds
% iN4 ,

dN4

ds
% .iT4 ! qB4 ,

dB4

ds
% .qN4

COORDENADAS CURVILÍNEAS ORTOGONALES
transformación: x % x(u, v, w), y % y(u, v, w), z % z(u, v, w) vector de posición: r % x(u, v, w)i ! y(u, v, w)j ! z(u, v, w)k

factores de escala: hu % G
Lr

Lu G , hv % G
Lr

Lv G , hw % G
Lr

Lw G base local: û %
1

hu

Lr

Lu
, v̂ %

1

hv

Lr

Lv
, ŵ %

1

hw

Lr

Lw

elemento de volumen: dV % huhvhw du dv dw

campo escalar: f (u, v, w) campo vectorial: F(u, v, w)%Fu(u, v, w)û!Fv(u, v, w) v̂!Fw(u, v, w)ŵ

gradiente: M f %
1

hu

L f

Lu
û !

1

hv

L f

Lv
v̂ !

1

hw

L f

Lw
ŵ divergencia: M F %

1

huhvhw C
L

Lu
(hvhwFu)!

L

Lv
(huhwFv)!

L

Lw
(huhvFw)D

M
2 f %

1

huhvhwC
L

Lu A
hvhw

hu

L f

LuB!
L

LvA
huhw

hv

L f

LvB!
L

LwA
huhv

hw

L f

LwBD rot: M # F %
1

huhvhw G
huû hv v̂ hwŵ
L

Lu

L

Lv

L

Lw

Fuhu Fvhv Fwhw
G



COORDENADAS POLARES DEL PLANO

transformación: x % r cos h, y % r sen h vector de posición: r % r cos hi ! r sen hj

factores de escala: hr % G
Lr

Lr G% 1, hh % G
Lr

Lh G% r base local: r̂ % cos hi ! sen hj, XXX4 % .sen hi ! cos hj

elemento del área: dA % r dr dh

campo escalar: f (r, h) campo vectorial: F(r, h) % Fr(r, h) r̂ ! Fh(r, h)XXX4

gradiente: M f %
L f

Lr
r̂ !

1

r

L f

Lh
XXX4 divergencia: M F %

LFr

Lr
!

1

r
Fr !

1

r

LFh

Lh

laplaciana: M
2 f %

L2 f

Lr2
!

1

r

L f

Lr
!

1

r2

L2 f

Lh2
rot: M # F %C

LFh

Lr
!

Fh

r
.

1

r

LFr

Lh Dk

COORDENADAS CILÍNDRICAS

transformación: x % r cos h, y % r sen h, z % z vector de posición: r % r cos hi ! r sen hj ! zk

factores de escala: hr % G
Lr

Lr G% 1, hh % G
Lr

Lh G% r, hz % G
LrLz

G% 1 base local: r̂ % cos hi ! sen hj, XXX4 % .sen hi ! cos hj, ẑ % k

elemento de volumen: dV % r dr dh dz elemento de área de superficie (en r % a): dS % a dh dz

campo escalar: f (r, h, z) campo vectorial: F(r, h, z) % Fr(r, h, z) r̂ ! Fh(r, h, z)XXXX4 ! Fz(r, h, z)k

gradiente: M f %
L f

Lr
r̂ !

1

r

L f

Lh
XXX4 !

L f

Lz
k divergencia: M F %

LFr

Lr
!

1

r
Fr !

1

r

LFh

Lh
!

LFz

Lz

laplaciana: M
2 f %

L2 f

Lr2
!

1

r

L f

Lr
!

1

r2

L2 f

Lh2
!

L2 f

Lz2
rot: M # F %

1

r G
r̂ rXXXX4 k
L

Lr

L

Lh

L

Lz

Fr rFh Fz
G

COORDENADAS ESFÉRICAS

transformación: x % o sen h cos h, y % o sen h sen h, z % o cos h vector de posición: r % o sen h cos h i ! o sen h sen hj ! o cos hk

factores de escala: ho % G
Lr

Lo G% 1, h
h

% G
Lr

Lh G% o, hh % G
Lr

Lh G% o sen h

base local: bbb̂ % sen h cos h i ! sen h sen hj ! cos h k, hhh4 % cos h cos h i ! cos h sen hj . sen h k, XhXX4 % .sen h i ! cos hj

elemento de volumen: dV % o2 sen h do dh dh elemento de área de superficie (en o % a): dS % a2 sen h dh dh

campo escalar: f (o, h, h) campo vectorial: F(o, h, h)%Fo(o, h, h)bbb̂!F
h
(o, h, h)hhh4 !Fh(o, h, h)XXX4

gradiente: M f %
L f

Lo
bbb̂ !

1

o

L f

Lh

hhh4 !
1

o sen h

L f

Lh
XXX4 divergencia: M F %

LFo

Lo
!

2

o
Fo !

1

o

LF
h

Lh

!
cot h

o
F

h
!

1

o sen h

LFh

Lh

laplaciana: M
2 f %

L2 f

Lo2
!

2

o

L f

Lo
!

1

o2

L2 f

Lh
2
!

rot h

o2

L f

Lh

!
1

o2 sen2
h

L2 f

Lh2

rot: M # F %
1

o2 sen h G
bbb̂ ohhh4 o sen hXXX4

L

Lo

L

Lh

L

Lh
Fo oF

h
o sen h Fh

G
REGLAS DE INTEGRACIÓN

I (A f (x) ! Bg(x)) dx % A I f (x) dx ! B I g(x) dx

I f ñ(g(x))gñ(x) dx % f (g(x)) ! C

I U(x) dV(x) % U(x)V(x) .I V(x) dU(x)

I
b

a

f ñ(x) dx % f (b) . f (a)

d

dx I
x

a

f (t) dt % f (x)



INTEGRALES ELEMENTALES

I xr dx %
1

r ! 1
xr!1

! C si r Ç .1

I
dx

x
% ln �x � ! C

I ex dx % ex
! C

I ax dx %
ax

ln a
! C

I sen x dx % .cos x ! C

I cos x dx % .sen x ! C

I sec2 x dx % tan x ! C

I csc2 x dx % .cot x ! C

I sec x tan x dx % sec x ! C

I csc x cot x dx % .csc x ! C

I tan x dx % ln �sec x � ! C

I cot x dx % ln �sen x � ! C

I sec x dx % ln �sec x ! tan x �! C

I csc x dx % ln �csc x . cot x �! C

I
dx

∂a2
. x2

% sen.1
x

a
! C (a b 0, �x � a a)

I
dx

a2
! x2

%
1

a
tan.1

x

a
! C (a b 0)

I
dx

a2
. x2

%
1

2a
ln G

x ! a

x . a G! C (a b 0)

I
dx

x∂x2
. a2

%
1

a
sec.1 G

x

a G! C (a b 0, �x � b a)

INTEGRALES TRIGONOMÉTRICAS

I sen2 x dx %
x

2
.

1

4
sen 2x ! C

I cos2 x dx %
x

2
!

1

4
sen 2x ! C

I tan2 x dx % tan x . x ! C

I cot2 x dx % .cot x . x ! C

I sec3 x dx %
1

2
sec x tan x !

1

2
ln �sec x ! tan x � ! C

I csc3 x dx % .

1

2
csc x cot x !

1

2
ln �csc x . cot x � ! C

I sen ax sen bx dx %
sen (a . b)x

2(a . b)
.

sen (a ! b)x

2(a ! b)
! C si a2

Ç b2

I cos ax cos bx dx %
sen (a . b)x

2(a . b)
.

sen (a ! b)x

2(a ! b)
! C si a2

Ç b2

I sen ax cos bx dx % .

cos (a . b)x

2(a . b)
.

cos (a ! b)x

2(a ! b)
! C si a2

Ç b2

I senn x dx % .

1

n
senn.1 x cos x !

n . 1

n I senn.2 x dx

I cosn x dx %
1

n
cosn.1 x sen x !

n . 1

n I cosn.2 x dx

I tann x dx %
1

n . 1
tann.1 x .I tann.2 x dx si n Ç 1

I cotn x dx %
.1

n . 1
cotn.1 x .I cotn.2 x dx si n Ç 1

I secn x dx %
1

n . 1
secn.2 x tan x !

n . 2

n . 1 I secn.2 x dx si n Ç 1

I cscn x dx %
.1

n . 1
cscn.2 x cot x !

n . 2

n . 1 I cscn.2 x dx si n Ç 1

I senn x cosmxdx%.

senn.1 xcosm!1 x

n !m
!

n. 1

n !m I senn.2 x cosm x dx si nÇ.m

I senn x cosmxdx%
senn!1 x cosm.1 x

n ! m
!

m . 1

n ! m I senn x cosm.2 x dx si mÇ.n

I x sen x dx % sen x . x cos x ! C

I x cos x dx % cos x ! x sen x ! C

I xn sen x dx % .xn cos x ! n I xn.1 cos x dx

I xn cos x dx % xn sen x . n I xn.1 sen x dx



INTEGRALES EN LAS QUE INTERVIENE

∂x2
u a2 (a b 0)

(Si ∂x2
. a2, supóngase que x b a b 0).

I ∂x2
u a2 dx %

x

2
∂x2

u a2
u

a2

2
ln �x ! ∂x2

u a2 � ! C

I
dx

∂x2
u a2

% ln �x ! ∂x2
u a2 � ! C

I
∂x2

! a2

x
dx % ∂x2

! a2
. a ln G

a ! ∂x2
! a2

x G! C

I
∂x2

. a2

x
dx % ∂x2

. a2
. a tan.1

∂x2
. a2

a
! C

I x2
∂x2

u a2 dx %
x

8
(2x2

u a2)∂x2
u a2

.

a4

8
ln �x!∂x2

ua2 �!C

I
x2

∂x2
u a2

dx %
x

2
∂x2

u a2 %
a2

2
ln �x ! ∂x2

u a2 � ! C

I
∂x2

u a2

x2
dx % .

∂x2
u a2

x
! ln �x ! ∂x2

u a2 � ! C

I
dx

x2
∂x2

u a2
% %

∂x2
u a2

a2x
! C

I
dx

(x2
u a2)3/2

%
ux

a2
∂x2

u a2
! C

I (x2
u a2)3/2 dx%

x

8
(2x2

u5a2)∂x2
ua2

!
3a4

8
ln �x!∂x2

ua2 �!C

INTEGRALES EN LAS QUE INTERVIENE

∂a2
. x2 (a b 0, �x � a a)

I ∂a2
. x2 dx %

x

2
∂a2

. x2
!

a2

2
sen.1

x

a
! C

I
∂a2

. x2

x
dx % ∂a2

. x2
. a ln G

a ! ∂a2
. x2

x G! C

I
x2

∂a2
. x2

dx % .

x

2
∂a2

. x2
!

a2

2
sen.1

x

a
! C

I x2
∂a2

. x2 dx %
x

8
(2x2

. a2)∂a2
. x2

!
a4

8
sen.1

x

a
! C

I
dx

x2
∂a2

. x2
% .

∂a2
. x2

a2x
! C

I
∂a2

. x2

x2
dx % .

∂a2
. x2

x
. sen.1

x

a
! C

I
dx

x∂a2
. x2

% .

1

a
ln G

a ! ∂a2
. x2

x G! C

I
dx

(a2
. x2)3/2

%
x

a2
∂a2

. x2
! C

I (a2
. x2)3/2 dx %

x

8
(5a2

. 2x2)∂a2
. x2

!
3a4

8
sen.1

x

a
! C

INTEGRALES DE FUNCIONES
TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS

I sen.1 x dx % x sen.1 x ! ∂1 . x2
! C

I tan.1 x dx % x tan.1 x .

1

2
ln (1 ! x2) ! C

I sec.1 x dx % x sec.1 x . ln �x ! ∂x2
. 1 � ! C (x b 1)

I x sen.1 x dx %
1

4
(2x2

. 1) sen.1 x !
x

4
∂1 . x2

! C

I x tan.1 x dx %
1

2
(x2

! 1) tan.1 x .

x

2
! C

I x sec.1 x dx %
x2

2
sec.1 x .

1

2
∂x2

. 1 ! C (x b 1)

I xn sen.1 x dx%
xn!1

n!1
sen.1 x.

1

n!1 I
xn!1

∂1.x2
dx!C si nÇ.1

I xn tan.1x dx%
xn!1

n ! 1
tan.1 x .

1

n ! 1 I
xn!1

1 ! x2
dx ! C si nÇ.1

I xn sec.1 x dx%
xn!1

n!1
sec.1 x.

1

n!1 I
xn

∂x2
.1

dx!C (nÇ.1, x)

INTEGRALES EXPONENCIALES Y LOGARÍCMICAS

I xex dx % (x . 1)ex
! C

I xnex dx % xnex
. n I xn.1ex dx

I ln x dx % x ln x . x ! C

I xn ln x dx %
xn!1

n ! 1
ln x .

xn!1

(n ! 1)2
! C, (n Ç .1)

I xn (ln x)m dx %
xn!1

n ! 1
(ln x)m

.

m

n ! 1 I xn(ln x)m.1 dx (n Ç .1)

I eax sen bx dx %
eax

a2
! b2

(a sen bx . b cos bx) ! C

I eax cos bx dx %
eax

a2
! b2

(a cos bx ! b sen bx) ! C

INTEGRALES DE FUNCIONES HIPERBÓLICAS

I senh x dx % cosh x ! C

I cosh x dx % senh x ! C

I tanh x dx % ln (cosh x) ! C

I coth x dx % ln �senh x �! C



I sech x dx % 2 tan.1 (ex) ! C

I csch x dx % ln G tanh
x

2 G! C

I senh2 x dx %
1

4
senh 2x !

x

2
! C

I cosh2 x dx %
1

4
senh 2x !

x

2
! C

I tanh2 x dx % x . tanh x ! C

I coth2 x dx % x . coth x ! C

I sech2 x dx % tanh x ! C

I csch2 x dx % .coth x ! C

I sech x tanh x dx % .sech x ! C

I csch x coth x dx % .csch x ! C

DIVERSAS INTEGRALES ALGREBRAICAS

I x(ax ! b).1 dx %
x

a
.

b

a2
ln �ax ! b � ! C

I x(ax ! b).2 dx %
1

a2 Cln �ax ! b � !
b

ax ! bD! C

I x(ax ! b)n dx %
(ax ! b)n!1

a2 A
ax ! b

n ! 2
.

b

n ! 1B! C si n Ç .1, .2

I
dx

(a2
u x2)n

%
1

2a2(n . 1) A
x

(a2
u x2)n.1

! (2n . 3) I
dx

(a2
u x2)n.1B si n Ç 1

I x∂ax ! b dx %
2

15a2
(3ax . 2b)(ax ! b)3/2

! C

I xn
∂ax ! b dx %

2

a(2n ! 3) Axn(ax ! b)3/2
. nb I xn.1

∂ax!b dxB

I
x dx

∂ax ! b
%

2

3a2
(ax . 2b)∂ax ! b ! C

I
xn dx

∂ax ! b
%

2

a(2n ! 1) Axn
∂ax ! b . nb I

xn.1

∂ax ! b
dxB

I
dx

x∂ax ! b
%

1

∂b
ln G

∂ax ! b . ∂b

∂ax ! b ! ∂b G! C si b b 0

I
dx

x∂ax ! b
%

2

∂.b
tan1 J

ax ! b

.b
! C si b a 0

I
dx

xn
∂ax ! b

% .

∂ax ! b

b(n . 1)xn.1
.

(2n . 3)a

(2n . 2)b I
dx

xn.1
∂ax ! b

si n Ç 1

I ∂2ax . x2 dx %
x . a

2
∂2ax . x2

!
a2

2
sen.1

x . a

a
! C (a b 0)

I
dx

∂2ax . x2
% sen.1

x . a

a
! C (a b 0)

I xn
∂2ax . x2 dx %

xn.1(2ax . x2)3/2

n ! 2
!

(2n ! 1)a

n ! 2 I xn.1
∂2ax . x2 dx

I
xn dx

∂2ax . x2
% .

xn.1

n
∂2ax . x2

!
(2n . 1)

an I
xn.1 dx

∂2ax . x2



I
∂2ax . x2

x
dx % ∂2ax . x2

! a sen.1
x . a

a
! C (a b 0)

I
∂2ax . x2

xn
dx %

(2ax . x2)3/2

(3 . 2n)axn
!

n . 3

(2n . 3)a I
∂2ax . x2

xn.1
dx

I
dx

xn
∂2ax . x2

%
∂2ax . x2

a(1 . 2n)xn
!

n . 1

(2n . 1)a I
dx

xn.1
∂2ax . x2

I (∂2ax . x2)n dx %
x . a

n ! 1
(∂2ax . x2)n

!
na2

n ! 1 I (∂2ax . x2)n.2 dx si n % .1

I
dx

(∂2ax . x2)n
%

x . a

(n . 2)a2
(∂2ax . x2)2.n

!
n . 3

(n . 2)a2 I
dx

(∂2ax . x2)n.2
si n Ç 2

INTEGRALES DEFINIDAS

I
ä

0

xne.x dx % n!(n n 0)

I
ä

0

e.ax2
dx %

1

2 J
n

a
a b 0

I
ä

0

xe.ax2
dx %

1

2a
si a b 0

I
ä

0

xne.ax2
dx %

n . 1

2a I
ä

0

xn.2e.ax2
dx si a b 0, n n 2

I
n/2

0

senn x dx %I
n/2

0

cosn x dx %E
1 3 5 ñ(n . 1)

2 4 6 ñ n

n

2
si n es un entero par y n n 2

2 4 6 ñ (n . 1)

3 5 7 ñ n
si n es un entero impar y n n 3
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