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El Sistema Tecnologico de Monterrey mantiene una iniciativa por actualizar sus
programas de estudio ante las nuevas demandas que la sociedad impone a la
educacion universitaria.

Esta realidad ha impulsado una dinamica de trabajo continuo para los autores
de esta obra, quienes toman para si, el problema de dar respuesta a la
institucion construyendo una alternativa que considere el caracter instrumental
del sector curricular de Matematicas.

En ese sentido, esta obra ofrece a los estudiantes un conocimiento de la
Matematica que les sea Util como instrumento para plantear y resolver
problemas propios de diversas areas y de las diferentes especialidades
profesionales.
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CALCULO APLICADO
Competencias mateméticas a través de contextos
TOMO I

Esta obra contiene la segunda parte, de tres, de una propuesta sobre
que, como, y para que ensefar/aprender Calculo

La idea que permea en toda la propuesta es la de hacer emerger procedimientos, nocio-
nes, procesos y resultados del Calculo, en atencion al interés de resolver una problematica
rica en contextos reales afines al interés de los estudiantes. Con esto logramaos en ellos
el aprecio del conocimiento matematico en su calidad de herramienta Util para resolver
problemas (el para qué).

Cada tomo considera una problematica que en su tratamiento propicia el surgimiento de
un quehacer matematico como la herramienta 6ptima para atenderla de manera precisa.
De esta forma se construye el gué en atencion a una respuesta efectiva al para gué.

Mientras que en el primer tomo la problematica se centra en predecir el valor de una
magnitud que esta cambiando, en el segundo la atencién esta puesta en calcular el valor de
una magnitud asociada a un todo, dividiendo a éste en partes. El tratamiento al problema
de prediccion lleva a construir y significar nociones y procedimientos asociados a la razon
de cambio y al cambio acumulado. Las nociones de derivada e integral junto con los pro-
cesos de derivacion e integracion emergen con el significado adecuado y preciso para la
practica de predecir.

Adentrarse en la practica de calcular el todo via el calculo de sus partes, provoca el sur-
gimiento de la nocion de diferencial como el valor de una magnitud infinitamente pequena,
junto con la de suma o integral. Dividir el todo en partes infinitamente pequefias, calcular
las magnitudes correspondientes a esas partes y sumarlas se establece como un proceso
medular que responde precisamente al requerimiento de la problematica que se aborda.

El procedimiento o idea de tomar un elemento diferencial para luego calcular la magnitud
completa (/a integra, la entera) integrando, surge de esta misma practica. Esta idea, de
hecho, es una estrategia frecuentemente utilizada en Ingenieria para explicar férmulas o
conceptos propios de ella. Cabe decir que la consideracion para la ensefianza-aprendizaje
de estas nociones y procedimientos, que constituyen poderosas herramientas para una
comprension profunda de los fendmenos que se estudian en la ingenieria, establece una
distancia significativa entre esta propuesta y las tradicionales en cuanto éstas ni siquiera
reconocen la existencia de tales herramientas matematicas.

El hecho de hacer emerger nociones como /a integral o resultados como el Teorema
Fundamental del Calculo con los significados pertinentes para atender la practica de pre-
decir, relativa al tomo |, y volver a verlas surgir en atencion a la problematica de calcular el
todo, del presente tomo Il, habla de /a didactica, el como, de la propuesta: las nociones y
resultados matematicas no son presentados de una sola vez en una forma acabada, sino
gue van enrigueciéndose de significado conforme la situacion problema lo amerite.

Se puede decir que la practica de predecir favorece la construccion de un calculo ligado
a una vision Newtoniana, mientras que la practica de calcular el todo a través de sus par-
tes, se asocia a una vision Leibniziana. En tal sentido, esta propuesta contiene un esfuerzo
por integrar didacticamente ambas visiones.
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En la Unidad 1, con la que inicia este segundo tomo, se consideran una serie de problemas de la
Geometria y de la Fisica donde lo importante es calcular el valor de una magnitud asociada a un todo; se
induce un procedimiento de divisién del todo que conduce a obtener valores aproximados de la magnitud.
Llevando al extremo de dividir el todo en un nimero infinito de partes, el valor de la magnitud se visualiza
ya sea como un limite o como una integral.

La Unidad 2 da lugar a una visién de corte dindmico que permite ver a la magnitud que se desea calcu-
lar generada como una acumulaciéon de incrementos infinitesimales, los diferenciales. Sumas y diferencias
se combinan para construir una forma natural de apreciar el llamado Teorema Fundamental del Célculo.
Se comprende entonces la importancia de reconocer la forma que adopta el diferencial de la magnitud
bajo estudio y de hecho en la misma Unidad 2, se estudia la llamada Estrategia de la Toma del Elemento
Diferencial que busca precisamente el desarrollar ideas para conseguir el diferencial de una magnitud o
bien la ecuacion diferencial que la representa.

Partiendo del punto en el que la magnitud esta planteada como una integral, es necesario conseguir
una antiderivada (resolver la integral) para conseguir la magnitud en si (ya sea una férmula o su valor); la
Unidad 3 estéa dedicada precisamente, a discutir las llamadas técnicas de integracién, es decir técnicas
para conseguir la antiderivada. Hay que decir que el primer tema de esta Unidad esta dedicado al Método
de Euler, un recurso numeérico sumamente Util para conseguir valores aproximados de las magnitudes
cuando se conocen sus razones de cambio; la idea de incluirlo es porque muchas veces no se puede dar
una solucion explicita practica de una integral o ecuacion diferencial.

En la Unidad 4, la ultima de este tomo Il, se consideran nuevos problemas de célculo del valor de una
magnitud asociada a un todo, que podran ser abordados poniendo en juego el Teorema Fundamental del
Calculo y la estrategia de la toma de un elemento diferencial. Se completaria asi un nuevo ciclo de apren-
dizaje: se desarrollan procedimientos para resolver cierta clase de problemas, se construyen nociones
matematicas que son empleadas como herramientas en procesos para la solucién de los problemas, se
abordan problemas mas complejos ya con la conciencia del poder matematico que se ha aprendido.

La forma en que esta estructurada la propuesta permite la participacion activa del estudiante, abor-
dando en el desarrollo de los temas, diversas Situaciones-Problema que lo estimulan a generar ideas para
dar una respuesta adecuada.

En cada tema de las cuatro unidades de este tomo hay una introduccion que nos ubica en el contexto
del trabajo que realizaremos, enseguida se presenta una Situacion-Problema para que el estudiante la
trabaje, preferentemente en el aula y de manera colaborativa con sus compaferos de clase, la situacion
tratada servird como puerta de entrada al tema y da la pauta para que enseguida se hagan una serie de
consideraciones alrededor de ella y se trate una coleccién de problemas complementarios relacionados
gue orientan el trabajo del maestro en el aula y refuerzan el aprendizaje del alumno en el curso.
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En esta Unidad se introduce la problematica de medir un todo, sumando las medidas de las partes en las
que se divide. En particular se aborda, en el contexto de la Geometria, el problema de calcular la longi-
tud de una curva, el drea de una regién plana y el volumen de un sélido de revolucidn, mientras que en el
contexto de la Fisica se trata el problema de calcular la masa de una varilla y la fuerza hidrostética. Estos
problemas se presentan en respectivas situaciones contextuales con las que inician los cinco Temas que
componen esta Unidad.

El estudiante reconocera que el dividir convenientemente el objeto de medicidn facilita, en primera ins-
tancia, calcular una estimacion de la medida de cada parte y que al sumar estas estimaciones se consigue
un valor aproximado para la medida del todo. En segundo lugar, divisiones convenientes permiten que
las aproximaciones se puedan mejorar al aumentar el nimero de partes en las que se divide el todo; mas
aun, conducen a visualizar el valor exacto de la magnitud deseada como aquel al que tienden las aproxi-
maciones cuando el nimero de partes en las que se divide el todo tiende a infinito.

El estudiante apreciard que ligada a lo conveniente de la divisién subyace la idea de que trozos pequefios
de curvas parecen rectos y que entre mds pequefios sean los trozos, es mds su parecido a segmentos de
recta. Adicionalmente, el estudiante reconocerd que llevado al caso extremo de imaginar el todo dividi-
do en una infinidad de partes, la magnitud de interés se visualiza como una suma de medidas infinita-
mente pequeiias, que hacemos corresponder con una integral.




1.1)

Longitud de arco

En este tema consideraremos el problema de calcular la longitud de una curva; primero
se vera que se pueden obtener valores aproximados para la longitud dividiendo la curva,
calculando en cada porcion de ella una aproximacion de la longitud y sumando los valores
obtenidos. Después reflexionaremos sobre un procedimiento sistematico con el que a través de
dividir convenientemente la curva se pueden lograr aproximaciones cada vez mas precisas y
llegar a establecer el valor exacto de la longitud como un limite cuando el niimero de divisiones
es cada vez mas grande. Por otra parte, al incorporar la consideracion infinitesimal de que
las curvas en porciones infinitamente pequeiias son tramos rectos, lograremos expresar la
longitud de la curva como una integral.

Situacion ProeLEmMA 1 (SP-1) b) Calcula de nuevo un valor aproximado de la lon-

gitud ¢ del arco de curva del inciso anterior,

Considera a la gréfica de la funcién y = y) = X% pero ahora dividiendo el arco en cuatro partes, tal

) ) y como se indica en la siguiente figura, y supo-

a) Calcula un Valo/r aproximado de la longitud ¢ niendo al igual que antes, que esas cuatro partes
del arco de la grificade y = y(x) = x> desdeel son segmentos de recta,

punto (o, <lj(o)) hasta el punto (2, (zj(:z)). Para
ello divide el arco en dos partes, tal y como se in-
dica en la siguiente figura, y sup6n que esas dos Y
partes son segmentos de recta. P, /
Y &) =xZ

0 02 04 06 0.8 112 14 1.6 1.8
o 0.5 1 1.5 2

c) (Por qué es razonable pensar que las aproxima-

0 02 04 0 0F 1 1% 1% 12 18 2 ~ ciones mejorardn conforme el arco se divide en
© 0.5 1 15 2 mas y mas partes de la manera como se esta ha-
ciendo?

4 ¢ Unidad 1  Los Problemas




Discusion pe LA Situacion ProeLEmA 1 (SP-1)

La longitud del segmento de recta del punto P(x, y) al punto @(x, y.) puede
calcularse con el teorema de Pitdgoras, para ver esto consideremos la siguiente figu-
ra, en donde se aprecia que el segmento de 2 a & es la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo cuyo cateto horizontal tiene longitud x_ — x y cuyo cateto vertical tiene

longitud y — y..

Plx, y)

I8

De donde se tiene que:

Longitud del segmento = \/(/‘(2 —-X,) +(<ljﬁ - Y. )2

Esta féormula, que establece la distancia entre los puntos 2(x,, Y. )y ®(x,, Y- ), es
vélida independientemente de la posicion relativa de & con respectoa 7.

Para estimar ahora la longitud ¢ del arco de la SP-1 dividiéndolo en dos partes, con-
sideraremos a los puntos 2, (0, 0), P,(1,1) y P,(2, 4) sobre el arco. Si ¢, es la
longitud del arcode 2 a P,y (. eslalongitud del arco de 2 a &, tenemos por
la férmula de la distancia entre dos puntos que:

~ ! ! ! ! X
02 04 06 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

0
O 1 2

L, = Ja—0F +(y@)-y©0) 7 =L —0F +(x-0F =va =1414

L, = J2=1" +(yR)-y0) =\2-1 7 +(#-1) =0 =212

2

Tema 1.1

Longuitud de arco ® 5




Y en consecuencia
L=C +L =1414+3162=457C

Para estimar ahora la longitud ¢ del arco de la SP-1 dividiéndolo en cuatro partes,
consideraremos a los puntos &, (0,0), P, (0.5, 0.25), Pz(i, 1), P.(1.5 225)y
P,(2, 4) sobre el arco.

Si ¢, eslalongitud del arco de 2 a #; (., es lalongitud del arco de P, a
7,; L. eslalongitud del arco de 2, a Py C, es la longitud del arco de 7. a
7., tenemos por la férmula de la distancia entre dos puntos que:

47

P (2, 4) /
A

0 02 04 0.6 0.2 1 12 1.4 1.6 1.2
o 0.5 1 1.5 2

L, = \/(0.5 —o) +(ylo.5)-yl0)) = J(0.5=0F +(0.25 —0) = 0.559

L. = \/(1—0.5)3 +(y)-ylo.5) ) =\/(1—o.5)3 +(1—-025)" =0.901

L. = \/(1.5 -1 HYylrs)—y) = \/(1.5 -1V +(R25-1) =1.246

L, = \/(:2—1.5)2 +Hy2)-ys)) = J@-15F +(4-225)F =1.22

Y en consecuencia

L=0,+L, +L +L, =0559+0.901+1.2346+1.82 =4.626

Con relacién a la pregunta del inciso ¢) podemos decir que entre mds y mds partes sea
dividido el arco como se induce de los incisos a) y b), se espera que la aproximacién
obtenida sea mejor de acuerdo al siguiente razonamiento; al ir considerando un nu-
mero mayor de divisiones del arco en partes cada vez mds pequefias, €stas son mas
parecidas a segmentos rectos, con lo cual, la aproximacién para la longitud de cada
parte suponiendo que es recta, es intuitivamente mds cercana a su valor exacto. Por
supuesto que la suma de estas mejores aproximaciones nos conduciria consecuente-
mente a una mejor aproximacion de la longitud total ¢.
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En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados de la longitud del arco de
curva de la SP-1 para un nimero » cada vez mayor de divisiones, en ella se puede
observar que conforme » aumenta, las aproximaciones para la longitud van estabi-
lizandose hacia un valor que puede asegurarse es la longitud del arco de la curva.

n (e

2 4576

% +.ole

& 4638
27 464605
30 44642
40 44658
90 4 ete74
500 464678
2000 4.64EFE

Aunque el trabajo para lograr una buena estimacién de la longitud ¢ parece muy la-
borioso, en realidad no lo es si disponemos de un recurso de cémputo. Posteriormen-
te en la Unidad 3 veremos un método simbdlico que nos permitird calcular el valor
exacto de la longitud ¢ de este arco.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmA 1 (SP-1)

1. Generalizando el proceso del calculo de la longitud
de arco a cualquier grafica

Muy probablemente notards que el procedimiento utilizado para calcular de manera
aproximada la longitud de la porcién de la grafica de y=y(x)= x" entre los pun-
tos con coordenadas (0, 0) y (2, 4) se puede utilizar para calcular de manera
aproximada la longitud de arco de la grafica de cualquier funcién y = y(x) de un
punto (a, g(a)) a otro punto (b, <zj(b)) como lo veremos en seguida.

Tema 1.1
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Sea Y= g(x) una funciony sean a4 y b dos valoresde x, con a<b. A conti-
nuacién mostramos su grafica:

S—Yy=yWw

Para calcular de manera aproximada la longitud del arco ¢ de la grifica de
y=Yy(x) determinado por los puntos (a.y(a)) y (b.y(b)), dividamos este arco
en n partes. Para ello se divide el intervalo [a,b] eneleje x en wn partes igua-

les tal y como se muestra en la siguiente figura:

La distancia entre dos valores consecutivos de x es:

peoba
n
Con
X, =X +Ax
Para
i=1,23,..,n



En la figura anterior, ¢, ¢_,.., L, son las longitudes de los arcos PP,
PP,...,P_P respectivamente. Entonces

n—1" n’
L=C +L +..+L

nw

O bien:
n
L=y,
=1

Por otra parte, los arcos 22, P,P,,.., P, P, son “casi” segmentos de recta, por
lo que:

-

L=l ) +Hylx)-g(x)

o=l =) +(yle)-ylx) .

Com o =2 ) g x)-gx))

Finalmente:

L zg/—z = i\/(/‘z —Xl) +(3()‘z)_3(/‘z—1)>g

=1

2

nglﬁ zg\/ﬁf +(y(x)-y(x))

Con lo que se consigue una aproximacion para la longitud del arco del segmento con-
siderado.

Ya comentamos en la “Discusion de la SP-1" que a medida que los arcos son cada
vez mas pequeflos, las estimaciones obtenidas para sus longitudes son cada vez mas
precisas; en el andlisis anterior, este hecho corresponde a tomar valores de » cada
vez mds “grandes”. De hecho el valor exacto de ¢ es el numero al que tienden las
aproximaciones obtenidas cuando «» tiende a infinito, resultado que se denota de
la siguiente manera:

2

L = tim g‘(ﬂ, = Lim g\/Ax%(g(x;)—g(K“)y

n—ro0 % n—oo <

En general no es fécil calcular el valor exacto de la longitud de arco a través de este
proceso de limite, sin embargo, es posible determinar estimaciones de la longitud tan
precisas como se desee tomando valores de «» tan grandes como sea necesario y
haciendo uso de un recurso computacional. Por ejemplo en la tabla incluida en la Dis-
cusion de la SP-1 se observa que para conseguir una estimacién del valor exacto de
la longitud de arco de la curva considerada en dicha situacién, con una precision
de tres decimales, fue necesario dividir la curva en 21 partes.

Tema 1.1
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Se puede probar que para una gama muy amplia de funciones ¢ (x), el proceso de to-
mar valores de » cada vez mds grandes produce aproximaciones para la longitud de
arco que se estabilizan en un valor que es el limite del que estamos hablando y que
representa el valor exacto.

2. Representando el valor exacto como una integral

Otra forma como se podria concretar el valor exacto de la longitud ¢ es la si-
guiente.

Concibamos al arco de la grafica de una funcién Y= 3( x), desde el punto donde
x =a hasta el punto donde x=b, como formado por un nimero infinito de seg-
mentos infinitamente pequefios, de tal forma que por su pequeiiez, cado uno de ellos
sea recto; en la siguiente figura se muestra de manera genérica uno de estos segmen-
tos, cuya longitud infinitamente pequeia representaremos por el simbolo 4dc.

™

Y =yw

dc

a X x +dx b

De esta manera, la longitud ¢ del arco de grafica considerado es la suma infinita de
las longitudes infinitamente pequeilas 4 de todos los segmentos que lo confor-
man, hecho que denotaremos como:

L= _[dL.

Siendo cada segmento infinita-
mente pequeflo y por ende recto,
Y =yw su longitud d¢ puede expre-
sarse considerando al tridngulo
infinitamente pequefio mostrado
en la figura a la izquierda, el cual
es llamado tridngulo caracteristi-
—==y' co. En él, AL es la longitud de
dc dy la hipotenusa y, a su vez, dx y
dy son las longitudes infinita-
mente pequeilas de los catetos
horizontal y vertical respectiva-

ax
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Podemos concluir que:

A =,|dx” +dy”

d 2
ar = |dx® 1+(—3)

dx

a
Y como la derivada g'(x) es el cociente d_g , tenemos que
(X

dc = \/(1+[5'(/<)]Q)plx2

dac = 1[1+|:<zj’(/<)]2 ax

De donde finalmente obtenemos que:

b
L= J'4/1+[g’(x)]2 dx

El tipo de suma infinita (de longitudes infinitesimales en este caso) que aparece en el
lado derecho de la ecuacion anterior, es un caso especial de lo que genéricamente se
conoce con el nombre de Integral.

En el caso particular de la SP-1, la longitud de arco ¢ queda expresada como:

2
L= J\/1+4x2dx

El procedimiento que consiste en tomar como punto de partida una parte infinitamen-
te pequeila del arco de curva, obtener su longitud y a partir de ella expresar a la lon-
gitud total del arco como una integral, forma parte de una estrategia mds general y
muy ttil en la ingenieria que serd discutida con detalle en la siguiente Unidad. Este
procedimiento contrasta con la manera desarrollada para calcular la longitud de arco
en la Discusion de la SP-1 y en la Consideracién 1 de esta SP, en donde el punto de
partida es el arco de curva completo, que luego se divide para estimar su longitud
como la suma de aproximaciones a las longitudes de los pequefios arcos que la for-
man.

3. Ligando el limite y la integral

Hemos discutido dos procedimientos para conseguir la longitud de una curva dada
por la gréfica de la funcién y=y(x), desde x=a hasta x=b. Debido a que
tanto con uno como con el otro se obtiene el mismo valor, podemos escribir:

IZ»L—% i\/AXQ"_(!j(/‘z)_H(/‘zl))z = jmdx

Vale la pena comentar que en esta igualdad se advierten dos maneras de proceder
esencialmente distintas: la del limite, que involucra magnitudes finitas y una tenden-
cia al infinito y la de la integral que considera una suma infinita de magnitudes infi-
nitamente pequefias. Ambos procesos envuelven al infinito, lo cual es natural en tan-
to que son propios de lo que se llama Calculo Infinitesimal, a cuyo estudio se avoca
en parte este libro.

Tema 1.1
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1. Longitud del arco de una curva

Considera la porcién de la curva y = y(x)= lnlcos(x)] desde x =0 hasta x =1 mostrada en la siguiente fi-
gura.

Yy =mnfeos(x)]

a) Calcula un valor aproximado de la longitud ¢ del arco de la curva. Para ello divide el arco en dos partes y su-
pon que cada una de ellas es un segmento de recta.

b) Calcula de nuevo un valor aproximado de la longitud ¢ del arco de curva y=y(x)=lnlcos(x)] desde
x=0 hasta x=1, pero ahora divide el arco en cuatro partes y supdn, al igual que antes, que esas cuatro
partes son segmentos de recta.

¢) Plantea la integral que representa la longitud exacta del arco de la curva y = y(x)=lnlcos(x)] desde x=o
hasta x=1.

Solucion:

a) Dividamos el arco de la curva en dos secciones, para ello se parte el intervalode x=0 a x=1 endos sub-
intervalos de igual tamafo y se localizan los puntos #,,P, y 2, sobre el arco de la curva como se indica en la
siguiente figura:

—0.11

—0.21

—0.31

—0.41

—0.57

—0.A
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Para estimar la longitud ¢ del arco de la curva consideraremos que:

Si ¢, eslalongituddelarcode 7 (0,0) a 7 (0.5, - 0.12)

L, = \/(0.5 —0)’ +(-013—-0) =0.517

Si . eslalongitud del arco de Pl(o.5, = 0.13) a p, (1, —0.616)

L, = \/(1 —0.5) +(-0.616+013)" = 0.697

Por tanto, una aproximacion de la longitud ¢ delarcodelacurvadesde x=o0 hasta x=1 estddadaporla
suma de las aproximaciones anteriores

L=, +L,=0517+0.697F=1.214
Ahora dividamos el arco de la curva en cuatro secciones, para ello se parte el intervalode x=0 a x=1 en

cuatro subintervalos de igual tamafio y se localizan los puntos 2, 7, 2, 2.y P, _ sobre el arco de la curva
como se indica en la siguiente figura:

X

01+

—0.24

—0.34

—0.5¢1

—0.6+

Si L, eslalongitud delarcodelacurvaquevade 7 (o,o) a P (0.25,— 0.031) , L. lade 7, (0.25,— 0.031)

a 7(05-013), ¢, la de P (05-0123) a P (075,-0312) y ¢, la de P (075-03212)a
P, (1,— 0.@1@), se tiene que la aproximacién de lalongitud ¢ delarcodelacurvadesde x=o0 hasta x=1
es dada por la suma:

L~ \/(0.25 —o) +(-0.031-0)" + \/(0.5 —0.25) +(-013+0.031)"

+ \/(0475 —05) +(-0.312+0.13)" + \/(1 —075) +(-0.616+0.312)°

L =0251+0.27+0309+0.39=1.22

Problemas complementarios ® 13
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Es razonable pensar que entre mas divisiones se tengan en la curva, mejores aproximaciones pueden obtenerse
con el procedimiento que estamos siguiendo por lo que se comenté en la Consideracion 1.

¢) En general si vemos el arco de una curva dividido en un ndmero infinito de pedazos, siendo cada uno de ellos
infinitamente pequeno, la longitud ¢ delarcodesde x=a hasta x=0b seexpresacomo:

b
L= j,/1+[g’(/<)]2 dAx

Dado que en este caso  y(x) = imn[cos(x)] setiene que:

=—sew(x) _

=i
cos(x) A

Y

entonces
1 1
L= J.\/j_ +(—tan(x)) dx = j\/1 + tan” (x) dx
0 0

2. Longitud del arco de un circulo

a) Calcula en forma aproximada la longitud del arco de la curva g=y(x)= J1—x~ desde el punto (—, 0)

hasta el punto (1,0) dividiendo el intervalo de x = —1 a x = 1 en subintervalos iguales de tamaio
Ax = 0.5

b) Plantea la integral que representa la longitud exacta del arco de la curva que va del punto (-, 0) al punto
(1,0).

¢) ¢{Cudl es el valor de la suma infinita (la integral) del inciso b), o sea el valor exacto de la longitud del arco de la
curva? Observa, por la ecuacion dada, que la curva es una media circunferencia.

-
olucion:
H

a) Sidividimos el intervalode x = —1 a x = 1 en cuatro subintervalos de igual tamano, cada uno de ellos de

longitud Ax = o0.5. Esta division parte el arco de la curva en cuatro pedazos cuyos puntos extremos son
7, (-~ 0). P (05, 08¢ce), PQ(O,i), P (05,08e6) Y P, (1, o)-

La longitud ¢ del arco de la curva serad aproximadamente igual a la siguiente suma:

L= (0.5 —(—1)) +(0.266—0)" +\(0—(—0.5))" +(1—0.266)" +,(0.5 —0)" +(0.266—1)

+J(1-0.5) +(0—0.206)

L =0.999+0.5176+0.5176+0.999 = 3.03

14 ® Unidad 1  Los Problemas
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b) En general si vemos el arco de una curva dividido en un nimero infinito de pedazos, siendo cada uno de ellos
infinitamente pequeno, la longitud ¢ delarcodesde x = 4 hasta x = b se expresa como:

b
L= _[\/1+[g'(/<):|2 ax

2

Dado queenestecaso y = y(x) = y1— X" setiene que su derivada es:

X
A=/

=iL/2)

Yx) = (=) (2x) = -

Entonces

-1

¢) Essabido que el perimetro & de una circunferencia de radio » es 2= 2 r como en nuestro caso la curva
es una media circunferencia con r=1 tenemos que lalongitud de la curva es:
P 27r(1)

Lt =—= =T = 21416...
2 2

1

Podemos concluir entonces que , — J‘ R S
SNL— X
3. Longitud del arco de una curva en términos de la variable “y”

Para el arco de la curva Y= g(/c)= ¢* comprendido entre los puntos (0, 1) y (=, &°) plantea, en términos de
lavariable 4, laintegral que representa el valor exacto de su longitud.

Solucion:

Si dividimos el arco de la curva en un nimero infinito de pedazos siendo cada uno de ellos infinitamente pequeio
y por ende recto su longitud, dc, puede expresarse, viendo la figura, como:

Y
Yy =¢

Problemas complementarios ® 15
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Y la suma infinita de las longitudes infinitamente pequenas de todos los pedazos esta dada por la integral:

= fac =j [j—ﬂ +1dy

a 1
Dado que para y(x) = ¢* setieneque x(4) = ln(y) entonces la derivada de x con respectoa y es: —2 = g

Y la longitud del arco de la curva, entre los puntos (0, 1) y (=, €°) queda expresada por la integral

R

4. Un problema que requiere el calculo de la longitud del arco de una curva

Supongamos que se lanza una pelota al aire con un cierto dngulo y con una cierta velocidad inicial de tal manera
que la ecuacion que representa su trayectoria es: y(x) = x— 0.01x~. Ve a continuacion su grafica

Y

100

a) Si xy Y se miden en metros, calcula un valor aproximado de la distancia que recorre la pelota. Para ello, divi-
de el arco de la curva que describe su trayectoria en 10 pedazos partiendo el eje x en 10 intervalos de tamafio
Ax =10 y considera que cada uno de los pedazos es recto.

b) Plantea la integral que representa a la distancia total recorrida por la pelota.

Solucion:

a) Tomando los puntos P,(0, 0), P(10, 9), P(20, 16), P.(20, 21), P,(40, 24), P.(50, 25), P.(60, 24),

P.(70, 21), R.(g0, 16), P (jo 9) y 2,.(100, 0) sobrelacurva que describe la trayectoria y denotando por

L, b, ., ¢, ., t,,, t,y t, laslongitudesdelosarcosentre cada par de puntos sucesivos

(¢, de &2 (0,0) a P(10,9), L de P(10, 9) a P (20, 1) etc) podemos aproximar la distancia recorrida
por la pelota mediante la longitud del arco de la curva desde x=o0 hasta x=100, estoes

] I |
! I I | I
! I I I I 9
P ) 1 ! | 1 : 1
I I

) I I ! | 1 !
\ 4 X
10 20 30 40 50 ©0 F0O S0 v90 100
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I_z\/(io—of +(9-0)7 + \/(20—10)2 + (16— 9)° + \/(30—20)2 + (21 —16)°

+ \/(40 —-20) + (24—21) + \/(50 —40)Y + (25 —24) + \/(eo —-50) + (24—25)

+\/(;to—eo)2 + (21-24) + \/(20—70)2 + (1e—21)° + \/(jo—gof +(9-16)

+,J(100- 90)° + (0- 9)

L =13454 + 12206 + 1118 + 1044 + 10.050 + 10.050 + 1044 + 1118 + 12206 + 12454
L =114.6c0

La distancia recorrida por la pelota en su trayectoria es, aproximadamente, de 114.66 metros.

b) La distancia recorrida por la pelota es dada por la longitud del arco de la curva entre los puntos (0,0) y
(100, 0) la cual se representa con la integral

Dado que la derivadade y(x) = x —0.01 X" es:

<~ =1-002x
dx

Tenemos que

100

L= j\/1+(1 - o.ozx)zdx
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1. Considera a la funcién Y =yx =lnx.

a) Dibuja la grafica de la funcién desde el punto (2, 0) hasta el punto (=, lnz).

b) Calcula aproximadamente la longitud de la grafica de esta funcion entre los dos puntos mencionados, para
ello divide el arco de la gréfica en cuatro porciones y estima la longitud de cada una como si fuera recta.

¢) Obtén una mejor aproximacion que la obtenida en b) para la longitud de la grafica.

d) Determina la formula de la longitud 4dc de una porcidn infinitesimal de arco de esta gréfica y plantea la
integral que representa la longitud exacta de la grafica entre los dos puntos.

2. Realiza los incisos a), b), ¢) y d) del problema 1) para el arcode lacurva y = y(x) = x~ desde el punto (0, 0)
hasta el punto (2, 2).

3. Considera a la funcion Yy =yx = \/;
a) Dibuja la grafica de la funcién desde el punto (¢, 0) hasta el punto (4, 2).

b) Para efecto de calcular numéricamente la longitud de arco de esta curva entre los dos puntos mencionados,
podemos despejara x de laecuacion que definealafunciony obtenerque x = x(y) = y~; esto,conel
proposito de considerara “y” ynoa “x” como lavariable independiente. Divide elintervalode y = ¢ a
Y = 2 (que corresponde al arco de curva considerado) en cuatro subintervalos tomando A(zj = 0.5, deter-
mina en seguida las coordenadas de los puntos de la gréfica correspondientes a esta division y estima la
longitud de arco de la curva.

113 ]

¢) Determina laférmula de lalongitud “dc” de una porcién infinitesimal de arco de esta gréfica en términos de
dx y plantea la integral que representa la longitud exacta de la grafica entre los dos puntos.

d) Determina la formula de la longitud “d¢” de una porcién infinitesimal de arco de esta grafica en términos de
“dy” yplantea la integral que representa la longitud exacta de la grafica entre los dos puntos.

4. Consideraa lafuncion y = y(x) = 1 +€*"~.

a) Dibuja la grafica de la funcién desde el punto (0, 2) hasta el punto (4, 1 + £7).

b) Calcula aproximadamente la longitud de la grafica de esta funcién entre los dos puntos mencionados, para
ello divide el arco de la gréfica en cuatro porciones y estima la longitud de cada una como si fuera recta.

¢) Obtén una mejor aproximacién que la obtenida en b) para la longitud de la grafica dividiendo el arco en
8 porciones.

d) Utilizando un recurso computacional obtén una mejor aproximacién que la obtenida en c) para la longitud
de arco de la grafica, dividiéndolo ahora en 40 porciones, para ello toma sobre el eje x incrementos de
tamano Ax = o1.

e) Determina la formula de la longitud “4dc” de una porcion infinitesimal de arco de esta grafica y plantea la
integral que representa la longitud exacta de la gréfica entre los dos puntos.

5. Un paso a desnivel tiene una longitud horizontal de 144 wmetios y una altura de 4 weetros en la parte mas alta,
que esta justo a la mitad de la joroba.
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a) Calcula en forma aproximada la longitud de la joroba

b) Considerando un sistema de coordenadas xy con el origen en el extremo izquierdo de la joroba y supo-
niendo que ésta tiene la forma de la curva dada por la funciéon

Yy=yx = 4sew(Lx],
144

obtén una mejor aproximacion que la obtenida en a) para la longitud de la joroba, para ello divide el arco de
la gréfica en cuatro porciones y estima la longitud de cada una como si fuera recta.

¢) Con el supuesto del inciso b) y utilizando un recurso computacional obtén una mejor aproximacién que la
obtenida en b) para la longitud de la gréfica, dividiéndola ahora en 144 porciones, para ello toma sobre el
eje x incrementos de tamafio Ax = 1,

d) Con el supuesto del inciso b) plantea la integral que representa el valor exacto de la longitud de esa joroba.

6. En un problema de persecucion, un objeto volador sale del origen y se eleva sobre el eje 4. Al mismo tiempo,
un perseguidor sale del punto (1, ©) y se mueve siempre en direccion del objeto volador. Si el perseguidor se
mueve con el doble de la velocidad del perseguido, la ecuacion de su trayectoria es:

1 =/2 1/
y=yx = ;[KJ —zx7 +2],
Encuentra la distancia recorrida aproximadamente por el perseguidor cuando éste atrapa al perseguido y
verifica que aproximadamente es el doble de la distancia recorrida por el perseguido.

7. Tu compaiia de ingenieria compite por ganar el contrato para construir un tinel como el que se muestra en
la figura.

Yy = 5c0s (Mx/16)

El tunel tiene 100 metros de largo y 16 metros de ancho en la base. Un corte transversal en el tunel forma un
arco de la curva:

yx = 5005(1/().
16

La superficie interior del tunel (excluyendo el piso) sera tratada con un sellador impermeable cuya aplicacién
cuesta $60.00 pesos por metro cuadrado. ;Cuanto costara aproximadamente aplicar el sellador al tinel?

Sugerencia. Calcula aproximadamente la longitud del corte transversal partiendo el arco de la curva en 8 pe-
dazos dividiendo el intervalode x = —¢ a x = 2 en 8 subintervalos deigual longitud Ax. Con ella calcula
el area aproximadamente y el costo aproximado de aplicar el sellador.




8. Tu empresa de fabricacion metélica compite por el contrato para hacer las hojas de hierro corrugadas para
poner en los techos como se muestra a la izquierda de la siguiente figura. Los materiales usados para techar
deben ser elaborados de hojas planas (parte derecha de la figura), por un proceso que no hace extensién alguna
al material. Si las secciones transversales de las hojas acanaladas tienen la forma de la curva.

yx = sew(sz para o< x<40
5

{Aproximadamente qué tan ancho debe ser el material original? Encuentra una aproximacion a dos decimales
del valor exacto.

Y

Hoja original

Yx) =sen(mx/s)

20 ® Unidad 1 Los Problemas

-




1.2

Area

En este tema consideraremos el problema de calcular el area de una region limitada por
una curva, el eje x y dos rectas verticales; primero aprenderemos que se pueden obtener
valores aproximados para el area dividiendo la region en franjas verticales, calculando
una aproximacion para el area de cada una de las franjas y sumando los valores obtenidos.
Después reflexionaremos sobre un procedimiento sistematico con el que a través de dividir
convenientemente la region se pueden lograr aproximaciones cada vez mas precisas y llegar
a establecer el valor exacto del area como un limite cuando el nimero de divisiones es cada
vez mas grande. Por otra parte, al incorporar la consideracion infinitesimal de que porciones
infinitamente pequeiias de la curva son rectas, se tiene como consecuencia que las franjas
verticales son trapecios de un ancho infinitesimal y con ello lograremos expresar el area de la
region como una integral.

Situacion ProeLeva 2 (SP-2) Y

Considera a la gréfica de la funcién

240
X+ x°

y=yx =

a) Calcula un valor aproximado del drea 4 de la
region limitada por la grafica de

Yy=yx) =——

X+ x°

1ej 1 t = =4. :
cleje x ylasrectas x=1 y x=4 b) Calcula de nuevo un valor aproximado del area

A de laregion limitada por la gréfica de

240

Para ello divide la region en dos partes, tal y como
se indica en la siguiente figura y sup6n que cada
una de ellas es un trapecio, es decir, el arco de la Y=yl x) = _
curva en cada parte es recto. X+ x
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el eje x ylasrectas x =1 y x = 4. Pero ahora dividiendo a la region en tres
partes, tal y como se indica en la siguiente figura y suponiendo, al igual que antes,
que esas tres partes son trapecios.

c) (Por qué es razonable pensar que las aproximaciones mejorardn conforme la re-
gién se divide en mds y mds partes de la manera como se estd haciendo?

Discusion pe LA Situacion ProeLema 2 (SP-2)

Suponiendo que al dividir la regién de la SP-2 como se indica en los incisos a) y b),
los correspondientes segmentos de gréfica de la funcion y = y(x) fueran rectos,
las partes formadas pueden ser consideradas como trapecios y sus dreas pueden ser
estimadas con la férmula para el drea de un trapecio.

Si H, h y b sonlas dimensiones de un trapecio como se indica en la figura, su drea
A _ estd dada por la férmula

22 ° Unidad 1 Los problemas




Para estimar el drea 4 de la region de la SP-2 dividiéndola en dos partes, considera-
mos a los valores de la funcién

Y=y = 240

X+ X

en x =1, x=2.5, y x=4; sl A es el drea de la parte izquierda y 4 es
el drea de la parte derecha, tenemos por la férmula del 4rea del trapecio que:

240
fg=<lj(/()= X+ X2

120

12

A = M(25

1

120+ 2743
J)=——(1.5)=1105F# Yy

2 2
A = M(4—2.5)=w(1.5)=2ﬁ.57

Y en consecuencia
A=A +A2 = 11057 + 2957 = 140.14

Para estimar ahora el area .4 de la region de la SP-2 dividiéndola en tres partes, con-
sideramos a los valores de la funcién

0 240
—3 }( = —_—
y=yx=—
en x=1, x=2, x=32 y x=4;si A eseldreade laparte izquierda, 4_ es
el drea de la parte central y .4 _ es el drea de la parte derecha, tenemos por la férmu-
la del drea de un trapecio que:
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240
FYTY W=

120
40 I —
20
[:2 ;
X=1 X=2 X=3 X=4
4, = g(1)+g(2)(2_ yo120+40
2 2
4 = g(2)+g(3)(3_2): 40+20 _
2 2
4 = 3(3)+g(4)(4_3): 20+12 _
2 2

Y en consecuencia
A=A +A +A =C0+z20+16=126

Con relacidn a la pregunta del inciso ¢) podemos decir que entre mas y mds partes sea
dividida la regién como se induce de los incisos @) y b), la aproximacién obtenida
serd mejor de acuerdo al siguiente razonamiento: al ir considerando un nimero ma-
yor de divisiones de la region en partes con bases iguales pero cada vez mas peque-
fias, las correspondientes porciones de la grafica son més parecidas a segmentos rec-
tos, con lo cual, la aproximacion para el drea de cada parte usando la férmula de un
trapecio es intuitivamente mds cercana a su valor exacto. Por supuesto que la suma de
estas mejores aproximaciones nos conduce consecuentemente a una mejor aproxima-
cion del drea total 4.

En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados del drea 4 de la regién de
la SP-2 para un nimero » cada vez mayor de divisiones, en ella se puede observar
que conforme » aumenta, las aproximaciones para el drea van estabilizdndose hacia
un valor, que puede asegurarse, es el drea de la region.



A

2 140143
2 126
4 120.506
20 112946
40 112.883
50 112.853
1280 112.8010
1290 112.8009
1300 112.8009

Si se dispone de un recurso de cémputo puede conseguirse una buena aproximacion
del 4rea .4, cosa que en un principio pudiera parecer un trabajo laborioso de realizar;
de hecho hemos utilizado uno de estos recursos en la construccion de la tabla ante-
rior. En la Unidad 3 aprenderemos un método simbdlico que nos permitira calcular el
valor exacto del drea .4 de esta region.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA SiTuacion ProBLEMA 2 (SP-2)

1. Generalizando el proceso del calculo del area bajo una curva

Muy probablemente notards que el procedimiento utilizado para calcular de manera
aproximada el drea de la region limitada por el eje x, lasrectas x =1 y x =4,
y la grafica de la funcion

240
x+ x

Yyx) =

se puede utilizar para calcular de manera aproximada el drea de cualquier regién de
este tipo (limitada por la grafica de una funci6n no negativa y = y(x), el eje x y
un par de rectas verticales: x = a y x = b). Repitamos el procedimiento ya visto
sin la particularidad del caso de la SP-2.
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Sea y = y(x) una funcién no negativay 4 y b dos valoresde x con a <b.
A continuacién mostramos a la regién limitada por el eje x, las rectas con ecuacio-
nes x=a y x=bylagrificade y= y(x).

g=g(x)\

Para calcular de manera aproximada el drea 4 de esta region, dividdmosla en n
partes de tal manera que sus bases tengan longitud comiin

b—a

nw

Ax =

tal y como se muestra en la siguiente figura:

La distancia entre dos valores consecutivos de x es:

_b-a

Ax

n
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Por lo que:

X = X T Ax

Para i =1,2,=2...n
Llamemos A4,, A, , A_, ..., A, y A, alasdreas de las subregiones formadas
R, R,R,....R y R, Yy que aparecen en la figura anterior. Entonces:

A=A +A +A . +A,_ +A,
O bien:

A=2AZ

Ahora bien, si los arcos 272, PP, PP...., PP _, y P, _ P, se consideran
rectos, las subregiones =,, =R,, R._,..., y R, se pueden considerar como trape-
cios con bases en el eje x y sus dreas pueden ser estimadas como sigue:

A =

1

(yx)+ylx)) Ax

ISR S

(yx)+ y(x)) Ax

A= (Yoo )+ g ) Ax

Finalmente:

A=Y A= D (Yl )+ ylx) Ax

(=1

Con lo que se consigue una aproximacion para el drea de la region considerada.

Ya comentamos en la “Discusion de la SP-2” que las estimaciones obtenidas para el
drea 4 son cada vez més precisas a medida que las partes en que ha sido dividida la
regidn son cada vez mds pequefias, es decir que se consiguen mejores estimaciones
tomando valores de » cada vez mas grandes. De hecho el valor exacto del drea 4 es
el nimero al que tienden las aproximaciones obtenidas cuando » tiende a infinito,
resultado que se denota de la siguiente manera:

nw

A=Lim iA[=LL_> Z
nw—eo o

n—yoo
=1 =1

i(5(&_1) + g(x;)) A x

2

En general no es facil calcular el valor exacto del drea a través de este proceso de li-
mite, sin embargo es posible determinar estimaciones del drea tan precisas como se
desee tomando valores de » tan grandes como sea necesario y haciendo uso de un
recurso computacional. Por ejemplo en la tabla incluida en la Discusion de la SP-2 se
observa que para conseguir una estimacién del valor exacto del drea de la regién con-
siderada en dicha situacién, con una precision de tres decimales, fue necesario divi-
dir la regién en 1 290 partes.

Se puede probar que para una gama muy amplia de funciones y(x), el proceso de
tomar valores de » cada vez mds grandes produce aproximaciones para el drea de la
regidn que se estabilizan en un valor que es el limite del que estamos hablando y que
representa el valor exacto.
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2. Representando el valor exacto como una integral

Otra forma como se podria concretar el valor exacto del drea .4 es la siguiente:

Concibamos a la region bajo la gréfica de una funcion no negativa y = y(x), desde
larecta x = a hastalarecta x = b y porencima del eje x, como formada por un
nimero infinito de franjas verticales de base infinitamente pequefia, de tal forma que
por esta razén, cada una de ellas es exactamente un trapecio; en la siguiente figura se
muestra de manera genérica una de estas franjas, cuya area infinitamente pequeia re-
presentaremos por el simbolo dA4.

X X+ adx b

De esta manera el drea .4 de la region considerada es la suma infinita de las dreas de
todas las franjas que la conforman, hecho que denotaremos como:

A= [da

El drea dA de una franja arbitraria cuya base va de x a x + dx puede expresarse
de la siguiente manera

1
dAa=— ax))d
A 2(g(x)+g(x+ x)) X

Si tomamos ahora en cuenta que la derivada de la funcion y = £(x) estd dada por

a (x+dx)— y(x)
y,x):_g:gx x) — y(x
dx dx

donde dy y dx son las longitudes de los catetos del tridngulo caracteristico
mostrado en la figura siguiente, tenemos que

Yx+dx) = yx)+ y'(xdx



ay

de

yx|da

X X+ dx

Y sustituyendo esta expresion en la férmula anterior de dA4 se obtiene que:

AA = (g(x) + ylx + dx))dx = %(g(x) + y(x) + 5'(X)d)<)d,<

BN R

= ;(Qg(x) + g’(x)dx)dx = y(x)dx + égj’(x)(olx)2

En resumen

dA = yRdx + =~ 4 (ddx°

En ésta dltima ecuacion, el resultado puede ser interpretado pensando que el drea del
trapecio de base infinitamente pequeia es la suma del area de un rectdngulo de altu-
ra y(x) y base dx y el drea del tridngulo caracteristico que estd por encima de
dicho rectangulo, tal y como se ve en la figura anterior. Como el area del tridngulo
caracteristico estd representado por una cantidad infinitamente pequefia de segundo
grado, ésta puede despreciarse en presencia del otro sumando que es una cantidad in-
finitamente pequefia de primer grado, tal y como se discutié en el Tomo I de esta
obra, con lo que se obtiene que:

A4 = y(dx+ = /i)ow

2

O simplemente: A4 = y(x)dx
De donde finalmente obtenemos que:

b
A= Jg(x)dx
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El tipo de suma infinita (de dreas infinitesimales en este caso) que aparece en el lado
derecho de la ecuacién anterior, es un caso especial de lo que genéricamente se cono-
ce con el nombre de Integral.

En el caso particular de la SP-2, el 4rea de la regiéon quedaria expresada como:

A =

[ 252 4

T X+ X
El procedimiento que consiste en tomar como punto de partida una parte infinitamen-
te pequena de la regidn, obtener su drea y a partir de ella expresar al drea total como
una integral, forma parte de la estrategia general que ya habiamos mencionado en el
tema 1 y que serd discutida, como también lo dijimos, en la Unidad 2. Este procedi-
miento contrasta con la manera desarrollada para calcular el drea en la Discusion de
la SP-2 y en la Consideracién 1 de esa SP, en donde el punto de partida es la regién
completa, que luego se divide para estimar su drea como la suma de aproximaciones
a las dreas de las pequefias partes que la forman.

3. Ligando el limite y la integral

Al igual que con la longitud de arco, tenemos dos procedimientos para conseguir el
area de una region limitada por la grafica de una funcién no negativa y = y(x),
el eje x y lasrectas verticales x =4 y x = b.Debido a que con ambos se obtie-
ne el mismo valor, se tiene que:

Comentamos aqui, como ya lo hicimos en la Consideracién 3 del tema 1, que en esta
igualdad se advierten dos maneras de proceder basicamente distintas: la del limite, en
la que se observa una tendencia al infinito y la de la integral que considera una suma
infinita de magnitudes infinitamente pequefias. Ambos procesos envuelven al infini-
to, como también ya lo habifamos mencionado en el tema anterior y por tanto perte-
necen al Célculo Infinitesimal, que es nuestro tema general de estudio en este libro.



Problemas
=G'GMEEE‘N'IEN;EARIB'S_ | | Iu! !~ — T ERAR R S =_

1. Calculo del area de una region plana

a) Calcula, en forma aproximada, el rea de la region limitada por la gréfica de la funcién y(x) = 25— X5,

el eje x ylasrectas x =0 y x = 4.Para ello divide la regién en dos subregiones partiendo el intervalo de
x =0 a x =4 en dos subintervalos de igual tamafio, A x = 2 y considera que en cada subintervalo el
arco de la curva es recto.

b) Encuentra una mejor estimacion partiendo la region en cuatro subregiones, para eso parte el intervalo de
X =0 a x =4 en cuatro subintervalos de tamafo A x = 1 y nuevamente considera que en cada subin-
tervalo el arco de la curva es recto.

¢) Plantea la integral que representa el valor exacto del area de la region dada.

o
olucion:
H

a) Graficando la curva g(x) =25 — x°, dividiendo el intervalode x =0 a x =4 endos subintervalos y
considerando que los arcos de la curva en esos dos subintervalos son rectos se construyen dos trapecios.

Y
5-_\
2+
=1
:2__
1 4+
t t t > X
] 1 2 32 4 5 2]
Sus areas correspondientes son:
o (0) + y(2) 5+4.52
Para el de la izquierda; 4, = g g Ax = 2= 9.58u"
2 2
(2) + y4) 4.52+3
Para el de la derecha; 4, = g g Ax = 2=%.52u”
2 2

Una aproximacion al area limitada por la gréficade lafuncion y(x) = {25 — x7, eleje x ylasrectas x =0 y
x = 4, estaria dada por la suma de las areas de los dos trapecios

A=A +A =17 16U
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b)

Dividiendo ahora el intervalode x =0 a x = 4 en cuatro subintervalos y considerando que los arcos de la
curva en esos subintervalos son rectos, se construyen cuatro trapecios.

LTI

Las areas para cada uno de los trapecios estan dadas, de izquierda a derecha, por:

y(0)+g(1)Ax _5+4.899 (1)
2 2

=4 949"

_ <g(1)+<zj(:2)AX= 4.8994+4.5¢

A = 4. “
a = = (1) =4.74u
4, = g(2)+5(3)AX= 4'527%(1):4.23“2

2 2
A =MA/<=4+3(1)=3.5[42

2 2

Una aproximacion al area de la region limitada por la grafica de la funcion  y(x) = V25— x7, eleje x ylas
rectas x =0 y x = 4, estd dada por la suma de las areas de los cuatro trapecios

A=A A +A A =LT 4TI

Concibamos a la regién bajo la gréfica de la funcion y(x) =25 — x y por encima del eje x, desde
x =0 hasta x =4, como formada por un nimero infinito de partes infinitamente pequenas de tal forma
que, por su pequefez, cada una de ellas pueda considerarse como un trapecio perfecto ya que el arco de

la curva es realmente recto.




El area infinitesimal de cada uno de esos trapecios la representaremos por el simbolo 44, donde

AdA=y(x) dx=+25 - x" dx

Entonces
7
A = _[dAz _[\/25—;8 dAx

De esta forma, el drea queda planteada como una integral.

2. Area de una regién partiéndola horizontalmente
Considera la regiéon encerrada por el eje x, el eje Y la recta y=4+y la funcién Y= <zj(x) =ln (x).

a) Calcula de manera aproximada el area de la region partiéndola en cuatro subregiones en forma de trapecios
horizontales, es decir con bases en el eje Y-

b) Plantea, con subregiones trapezoidales horizontales, la integral que representa el drea de la region.

Solucion:

a) Para obtener un valor aproximado del drea partimos el intervalo [0, 4], sobre el eje Y, en cuatro subinterva
los de longitud A y=1 cada uno y usamos la ecuacion:

+ 4

A=Y A = Zé(x(gi_le(gi))Ag

~
Il
R
=\
]
R

para realizar el célculo aproximado del drea de la region; ésta ecuacion representa la suma de las areas de los
trapecios con bases de longitud Ay 'y es la ecuacion discutida en la Consideracion 1 de la SP-2 pero ahora
haciendo divisiones sobre el eje 4.
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Escribiendo  x = x(y), es decir, el despeje de x de la ecuacion original Yx) =1ln(x), como x(y) = v,
la gréfica de la regién con los datos requeridos para calcular el rea aproximada se presenta a continuacion.

Y
y=tnkx
x=x(y)
s A / x=xly) =€
Yy ==z - x=x(y)=¢€
A/
Y. =2 x=x(y.)
A’)
Y =1 -
/x:x(g) =e
gc =0 | X
x=x(y,) =€

Luego:

A = %(e +e)(2)+

b) En la siguiente figura se muestra la region y un trapecio de area infinitamente pequena d4:

4
=2 A
=
+ L
2

2 ~ (xg) + x(y,) Dy

= 1

A=57.99 W

(e +e )(1)+ (e +e)(1)+

2(63 +e*)(1)

Y
Y=lnk
0, 4) €', 4)  ev=x
A =gy dg
dg 7
X
¢, 0)
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Sumando las éreas infinitesimales de estos trapecios desde y = o hasta y = 4 obtenemos la integral que
representa el area de la regién, esto es:

y=+
A = _[dA = j e’dy
y=o

3. Area de una region entre dos curvas
Plantea la integral que representa el 4rea encerrada por las gréficas de las funciones y = sen(x) y

Y = sen(2x) enelintervalo [0, 77/3].

Y= sen(x)

0.8T

o]

wla

Solucion:

Llamemos .4 al érea de la region encerrada por las graficas de las funciones y = sen(x) y y=sen(2x)
en el intervalo [0, 77/3]. Dividamos esta regién en un numero infinito de franjas verticales de grosor infini-

tamente pequeno dx; en la siguiente figura se muestra una franja arbitraria de las formadas en la divisién, con area
infinitesimal 4.A4.
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Luego, el drea d4 es laresta de dos dreas, como se muestra en la siguiente figura.

-
——————

wla

|
_

da=da —dA
da, =ten (k) dx

a4 =sen (x) dx
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Asi tenemos que:

T/3

A= J.dA = J. [sen(2x)—sen(x)]dx

4. Area de una region donde el valor de Y cambia de signo

Plantea la integral que representa el area .4 de laregion encerradaporlacurva y = y(x) = x* — x yeleje x en
el intervalode x = —1 a x = 1. Ve la siguiente grafica.

X
0.5
X
-0.3
Solucion:
Cuando la region encerrada por la curva y= g()() =x*— x yeleje x, enelintervalode x = —1 a x = 1, se

concibe como formada por un niumero infinito de franjas verticales de grosor infinitamente pequefo, cada una
de ellas puede considerarse como un trapecio perfecto, ya que el arco de la curva en cada una de ellas es realmen-
te recto. El drea para cada uno de esos trapecios esta dada por la férmula

aA =g()<)d/<=()<3 = x)dx

Y
I 0.3
0.2
O)
X
-1 - 0.5 0.5 1
-01
X
-0.2 t
-0.3
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Pero en este caso debemos tener mucho cuidado con los signos.

Si sumamos las areas d4 del valor menor x = —1 del valor mayor x = 1, los dx seran siempre positivos, pero
el valor de 30() es positivode x = —1 a x = 0 ynegativode x = 0 a x = 1, por lo que d4a = g(x)dx es
positivo en el primer caso pero negativo en el segundo, por la simetria que hay en este problema y que se observa
en la figura anterior, al sumar valores negativos con valores positivos se cancelan y no daria que el area total es
cero.

Para obtener el drea 4 de la region en este problema hay que separar la suma en dos partes de x = —1 a
x =0 yde x =0 a x =1 ycambiarle el signo a las areas negativas.

A = J‘dAzj[(xg—x)dx - I(Xg—x)dx
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Tarea-c

INIDAD— T IEevIiA 1 9

1. a) Calcula, enformaaproximada, el drea de laregion limitada por la graficade lafuncion y(x) = e, eleje x y
las rectas x = 0 a x = 4. Para ello divide la region en dos subregiones partiendo el intervalode x = 0 a
x = 4 en dos subintervalos de igual tamano, Ax = 2 y considera que en cada subintervalo el arco de la
curva es recto.

b) Encuentra ahora una mejor estimacion del drea partiendo la region en cuatro subregiones, para esto parte el
intervalode x = 0 a x = 4 en cuatro subintervalos de tamafo Ax = 1 y nuevamente considera que en
cada subintervalo el arco de la curva es recto.

¢) Plantea la integral que representa el valor exacto del drea de la region del inciso a).

2. Considera a la region = limitada por el eje x, la gréfica de la funcion y = yx) = 4 + lal) y las rectas
X=1Y x=2z.
a) Haz un dibujo de la regién.
b) Calcula aproximadamente el drea de la region = dividiendo para tal efecto el intervalo de x = 1 a
x = = en cuatro subintervalos y considera a estos subintervalos como las bases de trapecios ajustados a la
region r.
¢) Obtén una mejor aproximacién para el area de la regiéon =, para ello divide el intervalo de x = 1 a
x = = en ocho subintervalos y considera a estos subintervalos como las bases de trapecios ajustados a la
region r.
d) Determina laformula del area “44” de una region trapezoidal, de base infinitamente pequena, dentro de la
regiéon = y plantea la integral que representa al drea total de =.
3. A continuacion se presenta un arco de la grafica de la funcion g = y(x) = sen (mx) desde el punto (o, o)

hasta el punto (1, 0).Considera alaregion = debajo de este arco y por encima del eje x.

a) Calcula aproximadamente el area de la regién = dividiendo para tal efecto el intervalode x = 0 a x = 1
en cuatro subintervalos y considerando a estos subintervalos como las bases de trapecios ajustados a la
region r.

b) Usa un recurso computacional para encontrar una mejor aproximacion del drea de la regiéon =, divide para
tal efecto el intervalo de x = © a x = 1 en 50 subintervalos y considera a estos subintervalos como las
bases de trapecios ajustados a la region .




¢) Determina laférmuladel area “44” parauna region trapezoidal, de base infinitamente pequeiia, dentro de
laregion = vy plantea la integral que representa al drea exacta de la regién.

4. Considera a laregion = limitada por la grafica de la funcién y= g()() =1 + x7 el gje Y la recta y=s5ya
la derecha del eje y.

a) Haz un dibujo de la region.

I“

b) Para efecto de calcular aproximadamente el drea de esta region, en lugar del “area bajo la curva” (esto es
entre la curva y el eje (x)), que no procede en este caso, podemos considerar el “area antes de la curva”
(esto es, entre la curvay a la derecha del eje (), para ello es conveniente vera y como la variable inde-
pendiente y despejara x delaecuaciéon y = y(x) = 1 + x° para obtener que

x=xy =Jy-1.

Toma Ay = 1 ydivide el intervalode y =1 a y = 5 (que corresponde a la region = considerada) en
cuatro subintervalos, considera a estos subintervalos como las bases de cuatro trapecios ajustados a la re-
gién = pero colocados horizontalmente y estima el drea de la region.

¢) Obtén una mejor aproximacion para el area de la region =, para ello divide ahora el intervalode y =1 a
Yy = 5 enocho subintervalos.

(3

d) Determina la férmula del area “4A4” para una region trapezoidal de grosor infinitamente pequena dentro
de la region =, exprésala en términos de “d(zj” y plantea la integral que representa al area total de la re-

gion r.
5. A continuacion se presenta la grafica de un arco de la funcién y= 5&) = 4x¢~ desdeelpunto (0, ©0) hasta

el punto (¢, 0.06), en este Ultimo punto se tomé el valor de Y conuna aproximacioén a dos decimales. Con-
sidera a laregién = debajo de este arco y por encima del eje .

a) Calcula aproximadamente el area de la region = dividiendo para tal efecto el intervalo de x = o a
Xx = & en tres subintervalos y considerando a estos subintervalos como las bases de trapecios ajustados
alaregion =.

b) Determinalaférmuladelarea “d4” paraunaregion de base infinitamente pequefa dentro de laregién =
y plantea la integral que representa al area total de la regidn.

6. A continuacion se presenta la gréfica de un arco de la funcion Yy=cesen (x/2) desdeelpunto (0, ©0) hasta
el punto (27, 0).Considera a laregion = debajo de este arco y por encima del eje x.
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a) Calcula aproximadamente el area de la region = dividiendo para tal efecto el intervalo de x = o a

x = 2 en cuatro subintervalos y considerando a estos subintervalos como las bases de trapecios ajustados
alaregion .

b) Determina la férmula del area “d4” de una parte de base infinitesimal de esta region y plantea la integral
que representa al drea exacta de la region =.

7. a) Calcula aproximadamente el 4rea de la regién encerrada por las gréficas de las funciones y(x)=+/x,

YW = —x + ¢ y el eje x. Para eso divide a la region con cuatro franjas horizontales de grosor Ay = 1.
La grafica de la region se muestra en la siguiente figura:

b) Plantea la integral que representa el drea de la regidon encerrada por las graficas g(x)=\/;,
g@t) = —x + & yeleje x,sumando alo largo del eje Y-
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8. Supdn que dentro de t afios, una inversién generara utilidades a unatasa 2 (t)=50 + t* cientos de déla-
~ . .7 . oy ’ .
res por afo, en tanto que una segunda inversion generara utilidades a unatasade 2, (¢£)=200+ 5t cientos
de ddlares al afio.

a) (Durante cuantos afos sobrepasa la tasa de rentabilidad de la segunda inversidn a la primera?, es decir, ;por
cuantos anos esta una grafica por encima de la otra a partirde ¢ = 0?

b) Plantea la integral que calcula el exceso neto en utilidad para el periodo determinado en el inciso a). El ex-
ceso neto de utilidad se interpreta como el area entre la tasas de utilidad.
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1.3

Volumen de un solido
de Revolucion

En este tema consideraremos el problema de calcular el volumen de un sélido de revolucion
que se genera cuando una region limitada por una curva, el eje x y dos rectas verticales, gira
alrededor del eje x; primero aprenderemos que se pueden obtener valores aproximados para
el volumen dividiendo el sélido en rebanadas transversales, calculando una aproximacion
para el volumen de cada una de las rebanadas y sumando los valores obtenidos. Después
reflexionaremos sobre un procedimiento sistematico con el que a través de dividir
convenientemente el solido se pueden lograr aproximaciones cada vez mas precisas y llegar a
establecer el valor exacto del volumen como un limite cuando el nimero de divisiones es cada
vez mas grande. Por otra parte, el incorporar la consideracion infinitesimal de que porciones
infinitamente pequeifias de la curva son rectas, conduce a visualizar el solido formado por una
infinidad de conos truncados de ancho infinitesimal; calculando el volumen de cada uno de
estos conos truncados y sumandolos lograremos expresar el volumen del sélido de revolucion
como una integral.

Situacion ProBLEMA 3 (SP-3) la region limitada por la gréfica de
Considera la gréfica de la funcién Yy=yx = X7+,
Yy=yx = X7+ eleje x ylasrectas x =0 y x = 2. Paraello di-

desde x = o0 hasta x =2 como se ve en la figura

de ellas es un cono truncado.

Y g y yw <7

Y=y =x"" +1 \

16} 0.5 1 1.5 2

a) Calcula un valor aproximado del volumen v del
sdlido que se genera al girar alrededor del eje x,
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b) Calcula de nuevo un valor aproximado del volumen Vv del sélido que se genera
al girar alrededor del eje x, la region limitada por la grafica de

T,

Yy=yx=x

eleje x ylasrectas x =0 y x =2, pero ahora dividiendo al s6lido en cuatro por-
ciones, tal y como se indica en la siguiente figura y suponiendo al igual que antes,
que las cuatro porciones son conos truncados.

Y Yy=yw = x"7+1

/A

q
~— _—

—1 N

-4

—=

c¢) (Por qué es razonable pensar que las aproximaciones mejoraran conforme el soli-
do se divide en mds y mds porciones de la manera como se estd haciendo?

Discusion pe LA Situacion ProeLEmA 3 (SP-3)

Suponiendo que al dividir el s6lido de la SP-3 como se indica en los incisos a) y b),
los correspondientes segmentos de gréfica de la funcion y = y(x) fueran rectos,
las porciones formadas pueden ser consideradas como conos truncados y sus volume-
nes pueden ser estimados con la férmula para el volumen de un cono truncado.

En la siguiente figura se presenta la férmula del volumen de un cono truncado, en
ella, » y = son los radios de las tapas del conoy ¢ es la distancia entre sus centros.

v:g (r+rr+r) L




Para estimar el volumen V del sélido de la SP-3 dividiéndolo en dos porciones, con-
sideramos a los valores de la funcién

Y=yx)=x"+1

en x =0, x =1y x = 2, que seran radios de las tapas de los conos; si V. es el vo-
lumen de la porcion de la izquierday V_ es el volumen de la porcion de la derecha,
tenemos por la férmula del volumen de un cono truncado que

Y Yy Yy x7 o1

/\ T =2.822

-1

—= 1

vV, = 2(5(0)2 +g(0)5(1)+5(1)2)(1—o)=g(12 +(1) (@) +27)=2.zzz7

V2

0

WA wy

(Y + yy@) + y=) )@ -1)

(27 +(@) (z.229)+3.22¢%)=¢. 777

Y en consecuencia
V=V +V, =2 . 77T +2.2220=11.103T

Para estimar ahora el volumen v del s6lido de la SP-3 dividiéndolo en cuatro por-
ciones, consideramos a los valores de la funcion

Y=y =x"+1

en x =0, x = 0.5, x =1, x = 1.5 y x = 2, que serdn radios de las tapas de los
conos; si V,, V., V_, y V_ sonlos volimenes de las porciones del sélido formadas
de izquierda a derecha, tenemos por la férmula del volumen de un cono truncado que:
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Y Y=y = x7 +1

0.5 1.254
2-
1 2
1
/ 15 2.83F7
2.28%

i\
S~ —1 __—

1)

V, = g(g(o)2 + yo)ylo.5)+ ylo.57) (0.5 -0)
=Z(12+(1) (1.254)+1.2547)(0.5)=0.c92m
2
m 2 - 2 -
V. = —(ylo.57 + ylo.5)y0) + ya) )z -o0.5)
)
=z(1.3542+(1.354) (;2)+;22)(o.5)=1.4;237r
2
7T 2 . 2 -
V.= —(y)r + yyt .5+ ya.5)) (.5 = 1)
)
=Z(:23+(.:2) (2.237)+2.2277)(0.5)=2.9547
)
V, = —(ya.5) + yla.5)y@)+ y@=) )@ -1.5)

(2.227"+(2.227) (3.228)+3.2¢7)(0.5)=5.5947

WA w |y

Y en consecuencia

V=V, +V, +V_ +V. =0.698T+1 . 4227 +2.954T+5.594m
=10.609m

Con relacion a la pregunta del inciso ¢) podemos decir que entre mds y mas porcio-
nes sea dividido el sélido como se induce de los incisos a) y b), la aproximacién
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obtenida serd mejor de acuerdo al siguiente razonamiento; al ir considerando un nu-
mero mayor de divisiones del s6lido en porciones con igual grosor pero cada vez mas
pequeilas, los correspondientes arcos de la grafica son mds parecidas a segmentos
rectos, con lo cual, la aproximacion para el volumen de cada porcién usando la
férmula de un cono truncado es intuitivamente mas cercana a su valor exacto. Por su-
puesto que la suma de estas mejores aproximaciones nos conduce consecuentemente
a una mejor aproximacion del volumen total V.

En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados del volumen del sélido de
la SP-3 para un nimero » cada vez mayor de divisiones, en ella se puede observar que
conforme » aumenta, las aproximaciones para el volumen van estabilizdndose hacia
un valor que puede asegurarse es el volumen del sélido.

n v

2 11102 T
4 10.669 T
2 10.590 T
10 10.549
20 10.531 T
20 10.528 T
g0 10.5259 T
90 10.5258 T
100 10.5257 T

Lograr una buena estimacion del volumen V luce en principio como una tarea que
pudiera requerir demasiado tiempo en realizarla, pero el uso de un recurso compu
tacional permite hacer el trabajo con relativa rapidez. Mds adelante, en la Unidad 2,
estudiaremos un método simbdlico que nos permitird obtener el valor exacto del
volumen V del sélido.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmA 3 (SP-3)

1. Generalizando el proceso de calculo del volumen
de un solido de revolucion

Muy probablemente notards que el procedimiento utilizado para calcular de manera
aproximada el volumen del sélido de revolucién de la SP-3, se puede utilizar para
calcular de manera aproximada el volumen de cualquier s6lido de revolucidn, es
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decir, el s6lido que se forma cuando gira una revolucién completa alrededor del eje x,
la regi6n limitada por la grafica de una funcién no negativa y = y(x), el eje x y
dos rectas verticales x = a y x = b. Repitamos el procedimiento ya visto sin la
particularidad del caso de la SP-3.

Sea y = y(x) una funcién no negativay a4 y b dos valores de x con a < b. A
continuacién mostramos al sélido de revolucién que se forma cuando la regién limi-
tada por la grifica de y = yx), el eje x y las rectas con ecuaciones x =ay
x = b gira alrededor del eje x.

Y=Y x)

Para calcular de manera aproximada el volumen Vv de este s6lido, dividdmoslo en
n porciones de tal manera que sus grosores tengan longitud comin

b—a

n

Ax =

tal y como se muestra en la siguiente figura:

La distancia entre

dos valores conse-

cutivos de x es:
b—a

nw

Ax =

Los problemas

=b Por lo que:




Llamemos V., V...,V _ y V, alos volimenes de las porciones formadas = ,
R.,...,R, Yy R, yque aparecen en la figura anterior. Entonces:

V=V +V.+ ... +V, _ +V,
O bien:

V=YV,
Ahora bien, si los arcos PP, PP ..., B_P _, y P_P se consideran

rectos, las porciones =, =_,...,R _y R, sepueden considerar como conos trun-
cados, cuyos volimenes son estimaciones de V/,, Voo V. Yy V,,por lo que:

V.= g(gwf YY)+ yle ) Ax

T
3

(Yo + yx)yx) + y(x)') - Ax

V.. = g(yw_lf" YY)+ ylx ) Ax

Finalmente:

nw nw

V=2V = 2 Tyl + Yyl )ylx) + yix)Ax
. (=1 3

Con lo que se consigue una aproximacion para el volumen del sélido de revolucion.
Ya comentamos en la “Discusion de la SP-3” que las estimaciones obtenidas para el
volumen V son cada vez mas precisas a medida que las porciones en que ha sido di-
vidido el sélido son cada vez mdas pequeias, es decir que se consiguen mejores esti-
maciones tomando valores de » cada vez mds grandes. De hecho el valor exacto del
volumen V es el nimero al que tienden las aproximaciones obtenidas cuando n
tiende a infinito, resultado que se denota de la siguiente manera:

n—oo n
=1

VElim P V= im 3T (Yl )+ Yl )yl + gl A x

>

En general no es facil calcular el valor exacto del volumen a través de este proceso de
limite, sin embargo es posible determinar estimaciones del volumen tan precisas
como se desee tomando valores de » tan grandes como sea necesario y haciendo
uso de un recurso computacional. Por ejemplo en la tabla incluida en la Discusion de
la SP-3 se observa que para conseguir una estimacion del valor exacto del volumen
del sélido considerado en dicha situacién, con una precision de tres decimales, fue
necesario dividir la regién en 80 partes.
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Se puede probar que para una gama muy amplia de funciones y(x), el proceso de
tomar valores de » cada vez mds grandes produce aproximaciones para el volumen
del sélido que se estabilizan en un valor que es el limite del que estamos hablando y
que representa el valor exacto.

2. Representando el valor exacto como una integral

Otra forma como se podria concretar el valor exacto del volumen es la siguiente:

Concibamos al sélido de revolucién que se forma cuando la regién bajo la grafica de
una funcién no negativa y = y(x), por encima del eje x y entre las rectas vertica-
les x =a y x = b, gira alrededor del eje x, como formado por un nimero infinito
de secciones transversales de grosor infinitamente pequefio, de tal forma que por
esto, las secciones son exactamente conos truncados; en la siguiente figura se mues-
tra de manera genérica una de estas secciones, cuyo volumen infinitamente pequefio
representaremos por el simbolo AV

Yy=yw

dv

De esta manera el volumen V del sélido considerado es la suma infinita de los vo-
Iimenes de todas las secciones que lo conforman, hecho que denotaremos como:

v=|av

Siendo cada seccidn un cono truncado, el volumen 2V de una seccién arbitraria cu-
yas caras estan en los valores x y x + ax como se aprecia en la figura anterior pue-
de expresarse de la siguiente manera

av = z(g(x) T+ YY(x +dx) + ylx +dx) Q)dx
=

Si tomamos ahora en cuenta que la derivada de la funcion y = y(x) estd dada por

B d_g CYylx+dx) - yx)
- dx B ax

Y (X



donde dy y dx son las longitudes de los catetos del tridngulo caracteristico
mostrado en la figura siguiente, tenemos que

Yx+dx) = yx) + y (xdx

y=y x

Y sustituyendo esta expresién en la férmula anterior de AV se obtiene que:

v =Lyl + yolgoo + g ax]+[y o+ y odx] )

32

2| YR T+ YT+ yoy (dx + y(x)
av = — ax

2 |+ 2y(y (dx + Y (x) |7ax”

av = 2(35()() T+ zy0y (dx +[g'(x) ] :)dx

dv = E(Bg(x) “dx+ 2y(0y (0dx [y (0] dx 3)

Los ultimos dos términos en la suma anterior corresponden a cantidades infinitamen-
te pequefias de grados dos y tres respectivamente y pueden ser eliminados en presen-
cia del primer término, que contiene un cantidad infinitamente pequefia de primer
grado, como se estipul6 en el primer tomo de esta obra, con lo que se obtiene que:

av = z(sg(x) Tdx + zy(X) Yy (Pdx +[5’(/{ﬂz Ax ) = y(x) dx
=

En esta dltima ecuacion podemos observar que el volumen del cono truncado de gro-
sor infinitamente pequefio dx y radios de sus tapas y(x) y ylx + dx) puede ser
considerado como el volumen del disco de grosor dx y radio y(x), esto es, el volu-
men que hay que agregar o restar al volumen del disco de radio y(x) y grosor dx,
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provocado por la diferencia de valores entre y(x) y y(x + dx), para obtener el
volumen de la correspondiente seccidn cénica de s6lido, es despreciable en compara-
cién con el volumen del disco, véase la siguiente figura:

De donde concluimos que

El tipo de suma infinita (de volimenes infinitesimales en este caso) que aparece en el
lado derecho de la ecuacion anterior, es un caso especial de lo que genéricamente se
conoce con el nombre de Integral.

En el caso particular de la SP-3, el volumen del sélido de revolucién quedaria expre-
sado como

b
VvV = J. (X7 1) dx

a

El procedimiento que consiste en tomar como punto de partida una parte infinitamen-
te pequeiia del sélido, obtener su volumen y a partir de él expresar al volumen total
como una integral, forma parte de la estrategia general que ya habifamos mencionado
en los temas 1 y 2 y que serd discutida, como también lo dijimos, en la Unidad 2. Este
procedimiento contrasta con la manera desarrollada para calcular el volumen en la
Discusion de la SP-3 y en la Consideracién 1 de esa SP, en donde el punto de partida
es el solido completo, que luego se divide para estimar su volumen como la suma de
aproximaciones a los volimenes de las pequeiias porciones que lo forman.



3. Ligando el limite y la integral

Aligual que con la longitud de arco y el drea de una regién tenemos dos procedimien-
tos para conseguir el volumen del s6lido que se forma cuando la regién limitada por
la grafica de una funcion no negativa y = yx), el eje x y las rectas verticales
X =a 'y x=b, giraalrededor del eje x. Debido a que con ambos se obtiene el mis-
mo valor, se tiene que:

n b
cimy Z (Ylx, )+ ylx, Dyx) + yx) A x = f T Y(X)" dx
(=1 3 a

n—eo

En la igualdad anterior se advierten dos procesos en los que el infinito estd presente
en forma sustancialmente distinta, de manera similar a lo que hemos venido comen-
tando en los temas anteriores. En el término izquierdo de la igualdad “se va” al infi-
nito a través del limite; en este sentido, decimos que un infinito potencial estd invo-
lucrado en este término. En el de la derecha se refleja un trabajo con el infinito
mismo: se considera una suma infinita de magnitudes infinitamente pequefias; de
esta manera decimos que en este término estd considerado el infinito de facto. Este
tipo de procesos en los que el infinito estd presente son propios del Calculo Infinitesi-
mal, rama de las Matemdticas en las que se inscribe el contenido de este libro.
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COMPLEMENTARIOS

1. Volumen de un sélido de revolucién

1
N1+ (2x) '

eleje x, eleje y ylarecta x = 1, la cual se muestra a continuacion.

Considera laregién = encerrada porlacurva y = y(x) =

[ ——

a) Calcula de manera aproximada el volumen del sélido generado por la regién al rotarse alrededor del eje x,
partiendo el sélido en cinco partes como se muestra en la siguiente figura. Suponemos que cada parte es un
cono truncado.
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b) Plantea la integral que representa el volumen del sélido de revolucién generado cuando la regién = gira al-

rededor del eje x.

Solucion:

a) Sabemos que el volumen del cono truncado es:

\/:g (RP+Rr+r?) L

Denotaremos los volimenes de las cinco seccionescomo Vv, V., V, V. Yy V. como se mostr6 en la figura.
En nuestrocaso ¢ = 0.2 ylosradios se obtienen evaluando Ia funC|on y= g@() enlos valores x =0, x=0.2,

X=o04 x =06, x=08Yy x=1. Loscélculos para obtener v, v, v, V. Yy V. se muestran a continua-
cion:

ol 2 2 _

VvV, = ;_(g(o)) + Yoy . 2)+(ylo . 2)) ]O.Q—O.éiBS

V. zg:(gw-z))zw( 2o D+ (yo. 4))2:02:05129
[ 2 2] _

V. N;_(5(0'4)) +g(o.4)g(o.@)+(g(o.@)) lo.a=o0.2601
dl 2 2] —

Vv, Ng_(g(oie)) +ylo.e)ylo.2)+(ylo. 2) lo.2=0.2427

V. = g:(y(o.g))z+g(0.8)g(1)+(3(1))2:|0~2 =0.1673

Luego el volumen total aproximado es:

V=V +V,+V. +V, +V, =1.29¢3 u

b) Como ya se establecid, una seccion de grosor infinitamente pequeno del volumen total se expresa como:

2

2 1
av = W[g(x)] adx = 7| ———| dx
\/1+4X2
O bien:
1
W=7T—2d)(
1+4x

Y sumando los volumenes infinitesimales 4v a lo largo del eje x, se obtiene una expresion para el volumen
total del sélido de revolucion.

=2

[ 1
V=J0/V= {’ﬂjd/{
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2. Volumen del sdlido generado al rotar una regién encerrada por dos curvas

Consideremos la siguiente figura:

Plantea una integral que represente el volumen del sélido que se obtiene al rotar la regién encerrada por las fun-
ciones Y. = 51(,() y Y. = ggx) de la figura, alrededor del eje x.

Solucion:

En este caso se desea representar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar una regién entre dos
curvas. Mas concretamente se desea representar el volumen que se genera al rotar la regién comprendida entre
las curvas con ecuaciones Y= 51()‘) yy. = gQ(K) desde x = 4 hasta x = b con Y. (x) > <%(,»c).

Con lo visto anteriormente el problema puede ser resuelto como una diferencia de volimenes, consideramos pri-
mero el volumen que genera laregion bajo y, = y, x), sobre el eje delas x ydesde x =4 hasta x = b yluego
el volumen generado por la region comprendida entre el eje x, lafuncion y_ = y_ (x) y sobrelos mismos valores
de x, esto se muestra en el siguiente esquema.

Y Y
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Simbolicamente el volumen queda expresado como sigue:

b

77(51(%))2 Ax — ‘[77(52(%)):2 dax

a

VvV =

N —

El volumen del sélido generado también puede ser expresado como una suma de cantidades infinitesimales de
volumen 4V de secciones con un hueco en su interior como se muestra en la siguiente figura.

Y.=Yy. W

Podemos ahora plantear la integral considerando a 4V la diferencia de volimenes infinitesimales que se muestra
a continuacién:

av, av. av
/ / 7

v = v, - v, = al (] s - ()] o

O bien:

av = (g (D) = (y. () Jax

Finalmente el volumen del sélido de revolucién se puede escribir como:

x=b

v=[av =] (g 00) ~(g.0) Jax

X=a
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3. Ejemplo del resultado del problema 2

Usa el resultado final del problema complementario 2 para plantear una integral que represente el volumen del
sélido que se genera al rotar la regién que se muestra a continuacion alrededor del eje .

Y
g=sm@<)
Ve
1..
T =2
el LNEY
z 2
0.6+
04 1
02t Y= sen(2x)
; X
o 02 04 06 08 1 1.2 14

Solucion:

Llamemos Vv al volumen del sélido generado por la region encerrada por las graficas de las funciones ¢y = sen (x)
yy= sem(2x) en el intervalo [0, 770]. Usando el resultado del problema complementario 2 se tiene que el
volumen 4V de una seccion transversal del sélido es:

av =7r[s en (2x)—s enz(x)T dx
Asi tenemos que:

X/z

v=lav=[alsenc0-sen (0]dx
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INIDAD— T I1EvIA 1 S

1. Calcula un valor aproximado del volumen VvV del sélido de revolucién que se genera al girar alrededor del
eje x, laregion limitada por lagraficade y = y(x) =x*+ 1,eleje x ylasrectas x =0 y x = 2.

Para ello divide al sélido en cuatro porciones, tal y como se indica en la siguiente figura y supén que cada una
de ellas es un cono truncado.

2. Plantea la integral que representa al volumen del sélido de revolucién del problema 1.

3. Calcula un valor aproximado del volumen Vv del sélido de revolucién que se genera al girar alrededor del
eje y, laregion en el primer cuadrante limitada por lagraficade y = y(x) = x*+ 1,eleje y ylarecta y = 5.
Para ello divide al sélido en cuatro porciones, tal y como se indica en la siguiente figura y supén que cada una
de ellas es un cono truncado.

&_g=x2+1




4. Plantea la integral que representa al volumen del sélido de revolucién del problema 3.

5. a) Dibuja cada una de las siguientes regiones en el plano xy.
i) =, eslaregion en el primer cuadrante limitada por las parabolas y = x°, y = 12 — x* yel eje y.
i) =, eslaregion limitada porlacurva y = x* larecta y = < yeleje y.
iii) =, eslaregion limitada porlarecta y = 4x ylaparabola y = x°.

b) Plantea mediante integrales a los volumenes de los sélidos de revolucién que se generan cuando las regio-
nes R, R_y R_ giranalrededor del eje x.

¢) Plantea mediante integrales a los volimenes de los sélidos de revolucién que se generan cuando las regio-
nes =, Ry R~ giranalrededor del eje 4.
1 2 32

6. Una esfera de radio a es el sélido de revolucién que se genera cuando un semicirculo de radio 4 gira alrede-
dor de su diametro. Considera al semicirculo por encima del eje x y limitado por la ecuacion x* + y* = a°.
Plantea la integral que representa al volumen de la esfera que se genera cuando este semicirculo gira alrededor
del eje x.

7. Considera laregion plana = limitada porlacurva y = 4x — x* ylarecta y = x.
Y

Plantea la integral que representa el volumen del sélido de revolucién que se genera al girar la region = alre-
dedor del eje .

8. Plantea la integral que representan el volumen del sélido de revolucién que se forma al girar la region .
a) alrededor del eje x.

b) alrededor del eje Y-
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1.4

Masa

En este tema abordaremos primeramente el problema de calcular la masa de una varilla con
densidad de masa variable; nos daremos cuenta que se pueden obtener valores aproximados
para la masa dividiendo la varilla, considerando que la densidad de masa es constante en cada
porcion, calculando entonces una aproximacion para la masa en cada pedazo y sumando los
valores obtenidos. Después reflexionaremos sobre un procedimiento sistematico con el que a
través de dividir convenientemente la varilla se pueden lograr aproximaciones cada vez mas
precisas y llegar a establecer el valor exacto de la masa como un limite cuando el niimero de
divisiones es cada vez mas grande. Por otra parte, al incorporar la consideracion infinitesimal
de que en porciones infinitamente pequefias de la varilla, la masa estad uniformemente
distribuida, lograremos expresar la masa de la varilla como una integral. Posteriormente
usaremos este procedimiento para calcular la masa de otros cuerpos con densidad de masa

variable.

Situacion ProeLeva 4 (SP-4)

Considera una varilla delgada de 20 cm. de longitud

a) Si la masa de la varilla estd uniformemente dis-
tribuida y la densidad de masaes p=¢ g/om
calcula la masa M de la varilla.

b) Si la densidad de masa p varia con respecto a la
distancia x a uno de sus extremos por medio de
la férmula

plx) = =0 /e
VX + 1 :

i) Explica por qué la masa de la varilla no esta
uniformemente distribuida.

ii) Calcula un valor aproximado de la masa
M de la varilla. Para ello divide la varilla en
dos segmentos de la misma longitud tal y

como se indica en la siguiente figura, y supén
que a lo largo de cada uno de ellos la densidad
de masa es constante e igual al valor de la
densidad en el extremo izquierdo de cada seg-

mento.
| 10 | 10 !

1€ >| € A

X=0 X =10 X =20

iii) Calcula de nuevo un valor aproximado de la
masa M de la varilla. Pero ahora divide
la varilla en cuatro segmentos de la misma
longitud, tal y como se indica en la siguiente
figura y supdn al igual que antes, que a lo lar-
go de cada uno de ellos la densidad de masa
es constante e igual al valor de la densidad en
el extremo izquierdo de cada segmento.

5 o 5
10 X =15 x =20

x
Il

0

x
I

Tema 1.4  Masa® 61
- .



62 ° Unidad 1

Los Problemas

c) (Por qué es razonable pensar que las aproximaciones mejorardn conforme la vari-
lla se divide en mds y més partes de la manera como se estd haciendo?

Discusion pe LA Situacion ProeLema 4 (SP-4)

Si la masa de una varilla estd uniformemente distribuida como se indica en el inciso
a),sumasa M se puede calcular multiplicando la densidad de masa constante p por
la longitud ¢ de la varilla, es decir M = pL. En nuestro caso

M=ptL=(c g/ev) (20 em) =120 g
En el inciso b) la densidad de masa estd dada por la férmula

o/cm
</

p()()ZS—O
WX F DL

esto significa que la densidad de masa varia de punto en punto de la varilla y por tan-
to la distribucién de masa no es uniforme; con lo cual hemos contestado a la parte i)
de este inciso.

320
= /
/p@() ] 9/em

Debido a que la densidad de masa es variable, no es posible calcular la masa de la
varilla multiplicando simplemente su densidad p por su longitud ¢, como se hizo
en el inciso a); pero es posible obtener estimaciones de la masa como a continuacién
Veremos.

Dividamos la varilla de 20 cm de longitud y densidad de masa

o/cm,

p(x) __30
VX + 1

como se indica en la parte ii) del inciso b), esto es, en dos segmentos de longitud
Ax = 10 eme cada uno. Esto se muestra en la siguiente figura.

p(o) =z0 po) =9.045 p(20) = 6547

I’ Ax I Ax —’|

Suponiendo que la densidad de masa es constante en cada uno de los segmentos, sus
masas se podrian aproximar con la férmula utilizada en el inciso a); de esta manera,
sumando las aproximaciones, obtendremos una estimacion para la masa total M de
la varilla.



Si consideramos al segmento de la izquierda, la densidad de masa en su extremo iz-
quierdo es

p0)==20-2

c

y suponiendo que la densidad de masa en este segmento es constante, e igual a este
valor, tenemos que un valor aproximado de la masa de este segmento es

M =pO)Ax=(z0) (10)=200 9.

Similarmente, al considerar el segmento de la derecha, la densidad de masa en su ex-
tremo izquierdo es

p(1o)=9.045 2

c

y suponiendo que la densidad de masa en este segmento es constante, e igual a este
valor, tenemos que un valor aproximado de la masa de este segmento es

M, =p(Lo)Ax=(9.045)(10)= 90.45 o.
En consecuencia, un valor aproximado de la masa M de toda la varilla esta dado por:
M=M+M =200+ 90.45=3290.45 g.

Dividamos ahora la varilla en 4 segmentos de longitud A x = 5 ¢, como se indica
en la parte iii) del inciso b), lo que se ilustra en la siguiente figura. Si suponemos al
igual que antes que la densidad de masa es constante en cada segmento, podemos
volver a estimar la masa de la varilla como lo hicimos anteriormente.

po)==0 p(5)=12247 PHO)=9.045 p@5)=#5 P(20)=6547

Si M, M, M_y M, sonlas masas de los segmentos, tomados de izquierda a de-
recha, tenemos que:

M

1

it

pOAx=(z0)(5)=150 o

U

M, =p(B)JAx=(12.247)(5)=61.225 0

X

=p(10)Ax=(9.045)(5)=45.225 o

X

L =pLB)Ax=(#.5)(5)=37.5 0
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En consecuencia, un valor aproximado de la masa M serfa:
I

Con relacion a la pregunta del inciso ¢) podemos decir que entre mds y mas partes sea
dividida la varilla como se induce del inciso b), la aproximacién obtenida serd mejor
de acuerdo al siguiente razonamiento; al ir considerando un nimero mayor de seg-
mentos del mismo tamafio en los que se divide la varilla, la variacién de la densidad
de masa en cada uno de ellos es cada vez menor en tanto que su tamaio es cada vez
mads pequefio, por lo que la suposicion de considerar a la densidad constante en estos
segmentos es cada vez mds aceptable; la suma de las aproximaciones de las masas de
los segmentos obtenidas bajo este supuesto nos conduce consecuentemente a mejo-
res aproximaciones de la masa total M.

En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados de la masa de la varilla de
la SP-4 para un nimero » cada vez mayor de divisiones, en ella se puede observar
que conforme » aumenta, las aproximaciones para la masa van estabilizdndose ha-
cia un valor que puede asegurarse es la masa de la varilla.

n M
2 29045
4 29396
2 R064.51
30 223.309
40 221123
50 219.841
5200 214.999¢&
10000 214970
20000 2149663

En la construccién de la tabla anterior hemos utilizado un recurso computacional. En
realidad sin un recurso computacional, el trabajo para lograr una buena estimacién de
la masa M parece por demds titdnico. Mds adelante, en la Unidad 3, nos apropiare-
mos de un método simbdlico con el que calcularemos el valor exacto de lamasa M de
la varilla.



CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmA 4 (SP-4)

1. Generalizando el proceso del calculo de la masa de una varilla

Muy probablemente notards que el procedimiento utilizado para calcular de manera
aproximada la masa de la varilla de 20 cm de longitud con densidad de masa

20

PN = T

g/em

se puede utilizar para calcular de manera aproximada la masa de una varilla de cual-
quier longitud ¢ y cualesquier funcién de densidad de masa p = p (x). Repitamos
el procedimiento ya visto sin la particularidad del caso del inciso b) de la SP-4.
Consideremos a una varilla de longitud ¢ y cuya funcién densidad de masa es
p = p(x). Recordemos que x representa la distancia de un punto arbitrario de la va-
rilla a su extremo izquierdo.

Para calcular de manera aproximada la masa de la varilla, dividdmosla en »n seg-
mentos de igual longitud Ax, esto es,

[

Ax=—

w

y denotemos por x, = 0, X, X, X ,..., X,_, ¥y X, = L, alos puntos extremos de
estos segmentos como se indica en la siguiente figura

Representemos a las masas de los segmentos formados por los simbolos:
M, M,....M,.

nw
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Esto es:

M, = o wmasa del segmento de x, a x,
M

2

la masa del segmento de x, a x,

M

n

la wmasa del segmento de x o x

De esta forma la masa M de la varilla puede expresarse como:
M=M+M_+ - +M_

O bien

M:iM

Suponiendo que la densidad de masa es constante en cada segmento e igual al valor
de la densidad de masa en el extremo izquierdo, tenemos que:

M, = px ) Ax

M_=plx )Ax

M, = plx, ) A
Por lo que

M= iMi :ip(xz-i)A)‘

Con lo que se consigue una aproximacién para la masa de la varilla.

Ya comentamos en la “Discusion de la SP-4” que a medida que los segmentos de va-
rilla son cada vez mds pequeios, las estimaciones obtenidas para sus masas son cada
vez mds precisas; en el andlisis anterior, este hecho corresponde a tomar valores de
n cada vez mas “grandes”. De hecho el valor exacto de la masa es el nimero al que
tienden las aproximaciones obtenidas cuando » tiende a infinito, resultado que se
denota de la siguiente manera:

n n
M=CLim 2 M, =Lim z p(x, A x
n—eo i=1 nw—reo (=1

En general no es facil calcular el valor exacto de la masa a través de este proceso de
Iimite, sin embargo es posible determinar estimaciones de la masa tan precisas como
se desee tomando valores de «» tan grandes como sea necesario y haciendo uso de
un recurso computacional. Por ejemplo en la tabla incluida en la Discusién de la SP-4
se observa que para conseguir una estimacion del valor exacto de la masa de la vari-
1la considerada en dicha situacién, con una precisioén de una cifra decimal, fue nece-
sario dividir la varilla en 5 200 partes.



Se puede probar que bajo condiciones muy generales de una funcién de densidad de
masa p =p(x) el proceso de tomar valores de n cada vez mds grandes produce
aproximaciones para la masa de la varilla que se estabilizan en un valor que es el li-
mite del que estamos hablando y que representa el valor exacto de la masa.

2. Representando el valor exacto como una integral

Otra forma de concretar el valor exacto de la masa M de una varilla es la siguiente:

Imaginemos a una varilla de longitud ¢ formada por un nimero infinito de segmen-
tos infinitamente pequefios, de tal forma que por su pequefiez, en cada uno de ellos la
densidad de masa se supone constante y por tanto la masa uniformemente distribuida
(en el tema 2 de la Unidad 2 se vera lo razonable de esta suposicidn); en la siguiente
figura se muestra de manera genérica uno de estos segmentos, cuya longitud denota-
remos por dx y cuya masa que también es infinitamente pequefia representaremos
por dMm.

p=pW

o X+ dx ——

De esta manera, lamasa M de la varilla es la suma infinita de las masas infinitamen-
te pequeflas M de los segmentos que la forman, hecho que denotaremos como:

M= [ dm

Como en el segmento infinitamente pequefio que empiezaen x yterminaen x + dx,
la masa estd uniformemente distribuida, ésta puede obtenerse multiplicando el valor
de la densidad en su extremo izquierdo por su longitud dx. De esta forma tenemos
que dM = p(x)dx ylamasa M de toda la varilla puede expresarse de la siguiente
manera:

M= Jp(x)dx

O

El tipo de suma infinita (de masas infinitesimales en este caso) que aparece en el lado
derecho de la ecuacidén anterior, es un caso especial de lo que genéricamente se cono-
ce con el nombre de Integral.

En el caso particular del inciso ») de la SP-4, la masa de la varilla queda expresada
como:

20 =20
M= I ——adx

o Jx+1
El procedimiento que consiste en tomar como punto de partida una parte infinitamen-
te pequefia de la varilla, obtener su masa y a partir de ella expresar la masa total como
una integral, forma parte de la estrategia general que ya habiamos mencionado en los
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temas anteriores y que serd discutida, como también lo dijimos, en la Unidad 2. Este
procedimiento contrasta con la manera desarrollada para calcular la masa en la Dis-
cusion de la SP-4 y en la Consideracién 1 de esa SP, en donde el punto de partida es
la varilla completa, que luego se divide para estimar su masa como la suma de aproxi-
maciones a las masas de las pequefas partes que la forman.

3. Ligando el limite y la integral

Aligual que para las magnitudes consideradas en los temas anteriores, para conseguir
la masa de una varilla de densidad p(x) y longitud ¢, tenemos dos procedimientos.
Debido a que con ambos se obtiene el mismo valor, se tiene que:

%L'ff’ ;p(x;_l)Ax = Jp(x)dx

De nueva cuenta, como sucedié en los temas anteriores, tenemos una igualdad en la
que se involucra al infinito en ambos lados. En el lado izquierdo estd de manifiesto un
infinito potencial, a través del proceso limite; en la derecha es ostensible un infinito
de facto: se tiene una suma infinita de cantidades infinitamente pequefias. Estos pro-
cesos son propios del justamente llamado Calculo Infinitesimal, que es el 4rea de las
Matematicas en la que se inscribe el contenido de este libro.



Problemas

_G'GMBEE‘MEN;EARIB'S_ LENIHDVA !~ Y, 7 L —

1. Masa de una varilla curva

Supongamos que se tiene una varilla cuya forma esta dada por la funcién y(x) = (2/2)x" " taly como se mues-
tra en la siguiente figura.

gCWL

(0, 0) 4, 0)

Sila densidad de lavarillaes p(x) = xg/cm.
a) Calcula un valor aproximado de la masa de la varilla.

b) Establece la integral que representa la masa de la varilla.

. s
olucion:
H

a) Para calcular la masa de la varilla se requiere partir la varilla en partes pequefias en donde se considere a la
densidad de masa constante. Para esto, partamos al intervalo [0, 41 en cuatro intervalos de longitud uno tal
y como se muestra en la siguiente figura:

<gCVl/L

(4, 16/2)

(=, 2V=)

[

(2, 4V2/2)
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La densidad en cada trozo la consideramos constante e igual al valor de la densidad en su extremo izquierdo,
estos valores son:

p0) =0 griem, p(1) =1 griem, p(2) =2 griem y p(z) =3 griem

Obtenemos ahora la longitud aproximada de cada trozo de varilla usando la férmula

(Ax) +(ay),

esto se muestra a continuacion.

. \/(1—0)2+(§—0)2 =1.20cm

2
=2

~
i

~
U

) (2—1)2+(

~
it

=2

. (3—2)2+(2«/_—4‘/5J2:1.g7 om

~
i

. \/(4—3)2+(2—2\/§)Q =2.12m

Ahora sumemos las contribuciones aproximadas individuales de masa de cada trozo de la varilla para tener
una estimacién de la masa total. Esto se muestra en el siguiente calculo:

M zip([)L.i =(0)(1.20)+(1)(x.58)+(2)(x.e#)+(3)(r.12)=11.6¢

Finalmente la masa aproximada de la varillaes M =11.62 granos.

b) Para establecer la integral que representa la masa de la varilla se requiere determinar la masa 4M de una por-
cion infinitesimal de la misma, para esto tomemos una trozo infinitamente pequeno de la varilla de longitud
AL em, como se muestra en la siguiente figura.

(leWL

Masa del trozo de la varilla
de longitud dt em

am g = (I (x)@/cm)(dL.cm)
M= [ (x)dcio

(0, 0) X x+dx (40)

70 ® Unidad 1 Los Problemas
-~— 00906 @--6-"-20%9 9>




En nuestro caso

p(x)=xy d. = ,[1+(5’(x))2 dx =1+ xdx

asi es que:
aM = x1+ xdx

Y la masa de la varilla queda representada por la siguiente integral

M = JdMZXTx\/1+)<dx

2. Calculo de la masa de una varilla recta

Supongamos que se tiene una varilla de longitud 47 ¢ue cuya densidad de masa M varia con respecto a la dis-
tancia x auno de sus extremos por medio de la formula:

X

p(x)= €3S6VL(£)<J+10@/(LWL.
4

Tal y como se muestra en la siguiente figura.

px) = t'ésew[%x]+1o a/cm

a) Calcula un valor aproximado de la masa M de la varilla.

b) Establece la integral que representa la masa de la varilla.

Solucion:

a) Para calcular la masa de la varilla se requiere partir la varilla en partes pequenas en donde se considere a la den-
sidad constante. Para esto, partamos al intervalo [0, 4 7] en cuatro intervalos de longitud 7 y tomamos como
la densidad en cada segmento el valor de p en el extremo izquierdo de cada intervalo tal y como se muestra

en la siguiente figura:

p) =10 p(m) =10.24 p(an) =10.12 p(En) =10.02
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Ahora, sumemos las contribuciones aproximadas de masa de cada trozo de la varilla para tener una estima-
cién de la masa total. Esto se muestra en el siguiente calculo:

Mzip([—i)Ax=(10)(77)+(10.:24)(77)+(10.12)(7T)+(10.03)(77)=4o.3jﬂ'

i=1

Finalmente la masa aproximada de la varilla es M = 12¢.22 granmos.

b) Para establecer la integral que representa a la masa de la varilla se requiere determinar la masa dM de una
porcién infinitesimal de la misma, para esto tomemos una trozo infinitamente pequefo de la varilla de longitud

dx cm, como se muestra en la siguiente figura.

p=p)

;

dx
le———— X+ dx ——

En nuestro caso

X

p(x)= e_zsew(i)()+1o g/em
.4,

asi es que:

Y la integral que representa la masa de la varilla es:

X=4TT X

M = Jsz e_zsew(ix)+1o ax
4,
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3. Masa de un cuerpo con densidad de masa volumétrica

Supongamos que se tiene un cono sobre el eje x con las dimensiones que se muestran en la siguiente figura:

(leWL

(0 0) X em

Sila densidad de masa esta dada por la funcién
p(x) = 2\/1 +x° g/em”®

contesta lo que se pide.
a) Calcula un valor aproximado de la masa del cono.

b) Establece la integral que representa la masa del cono.

Solucion:

a) Para calcular la masa del cono se requiere partirlo en pequefas partes en donde se considere a la densidad
constante. Para esto, partamos al cono en cuatro conos truncados y un cono sin truncar en el extremo izquier-
do, de esta forma el intervalo [0, 101 se secciona en cinco intervalos de igual longitud, como se muestra en la
siguiente figura.
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(leVVL

Conos truncados

X

Se considerara la densidad de masa constante en cada cono e igual al valor de la densidad en el extremo
izquierdo del intervalo correspondiente. Al sumar las contribuciones aproximadas individuales de masa de cada
cono se consigue una estimacion de la masa total. El calculo aproximado se obtiene mediante la férmula:

M =pO)V, +p(2)V, + p(4) V., +p(&)V, +p()V,

Reemplazando valores tenemos

M =~ ?/I g/cma]lig((o)2 +(0) (1) + (1)° )(2) ZUE ]

fem ozt

3
+ —,/:217 g9/cm ][z
E

+ 3\/513 g/cm”> :I T

(N

7 +(2)(2) +(3) )(:2) amﬁ]
(2 +(2) () +(#)7)(2) em ]

(4)2 5)+(5)2)(2) cm{l

M=550.26 9

Finalmente la masa aproximada del cono es M = 550.2¢ grawos.
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b) Para establecer la integral que representa la masa del cono se requiere determinar la masa dm de una porcion
infinitesimal del mismo, para esto partamos el cono en infinidad de secciones paralelas a su cara derecha y de
espesor infinitamente pequeno dx, en la siguiente figura se muestra una seccion arbitraria correspondiente al
intervalo quevade x a x + dx.

g cm
Masa del trozo del cono de volumen
(0, 5) AV cnd es:
| AM = (p () o/en” ) @V )
dx 1 : aM = p(x)dv o
AN o
(0, 0) - : X e

~ (10, 0)

AV es un volumen de
uwn disco de vadio

1
Y=sxyuwn gvosor Ax

1 - ,
Ennuestrocaso p(x)=+1+x y dv = zxzd)( asi es que:
g 4

dMlxlei + x° dx
22

Luego la integral que representa la masa total del cono es:

X=10

M = _[dM= J ix2\11+x3 ax =iifx2\/1+x3 ax

4. Masa de un cuerpo con densidad de masa superficial

Supongamos que en una placa con la forma y dimensiones que se muestran a continuacion, la densidad de masa
esta dada por la férmula p(x) = 2 g/cm”.
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(0, 0)

a) Calcula un valor aproximado de la masa de la placa.

b) Establece la integral que representa la masa de la placa.

.
olucion:
H

(4, 0)

a) Para determinar un valor aproximado de la masa de la placa se requiere partirla en pequenas partes en donde
se considere a la densidad constante. Para esto, partamos la placa en cuatro secciones, dos de ellas se pueden
aproximar a triangulos y las otras dos a trapecios. De esta manera el intervalo [0, 41 se secciona en cuatro
intervalos de igual longitud, como se muestra en la siguiente figura.

<lj()l/!/t

se aproximan a trapecios

se aproxbman o tridngulos de base wno

1

X

Se considerara la densidad constante en cada seccion e igual al valor de la densidad en el extremo izquierdo del
intervalo correspondiente. Al sumar las contribuciones aproximadas individuales de masa de cada seccion se
consigue una estimacion de la masa total. El calculo aproximado se obtiene mediante la siguiente formula:
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Reemplazando valores tenemos
M = [:Zeog r/em” ]I:i (0+2)(1) om{|+ [28_1gr/am2 ][3 (z+4)@)em” ]
2 2

+ [Qe_zg r/em” ][i 4+ 2)(1)em” :l + [:25_3@://0144,2 ][% (z+0)(2) am{l

M= ceFgr

Finalmente la masa aproximada de la placaes M = c.c7 gramos.

b) Para establecer la integral que representa a la masa de la placa se requiere determinar la masa M de una
porcion infinitesimal de la misma, para esto partamos la placa en infinidad de secciones paralelas al eje “y" y
de espesor infinitesimal dx, de esta forma la densidad de cada seccién es constante. En la siguiente figura se

muestra una seccién arbitraria de drea d4 que corresponde al intervalode x a x + dx.

gCWL

aM = p(x)dA = (27 or/cm?) (5 (x)dx cn?)
aAM = 267 (4x — x ")dx gr

(©, 0) ax 4 0)

Ennuestrocaso p(x) =2~ y dAa = (4x— x )dx asiesque:
aAM = 26 (4x — x*)dx

Luego la integral que representa la masa total de la placa es:

M = _[dM = XT 20 (4x— x)dx

X=0
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Tarea4

INIDAD- 1 IEvIiA 7 4%

1. Considera una varilla delgada de 24 cm de longitud. Si la densidad de masa p varia con respecto a la distancia

x auno de sus extremos por medio de la férmula

a) Calcula un valor aproximado de la masa M de la varilla. Para ello divide la varilla en 8 segmentos de la mis-
ma longitud y supén que a lo largo de cada uno de ellos la densidad de masa es constante e igual al valor de
la densidad en el extremo izquierdo de cada segmento.

b) Plantea la integral que representa a la masa de la varilla.

2. Supongamos que se tiene una varilla de longitud 4 s« cuya densidad de masa p varia con respecto a la dis-
tancia x auno de sus extremos por medio de la formula:

p(x) = 240

= _ko/m.
(x+1)(x+2)

Tal y como se muestra en la siguiente figura.

240
/p(’(): F D xFa) 9

a) Calcula un valor aproximado de la masa Y
M de lavarillatomando Ax = 1 m.

b) Establece la integral que representa la masa

. (0, 4)
de la varilla.

3. Una placa tiene la forma y dimensiones que se
muestran en la figura de la derecha.

Donde x y y se miden en metros y la den-
sidad de masa de la placa se expresa con la
férmula:

p(Y) = 4 — ykag/m”

(4 0)
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a) Calcula un valor aproximado de la masa M partiendo la placa en franjas horizontales tomando
Ag =1m.

b) Establece la integral que representa la masa de la placa.

4. Una placa tiene forma de un tridngulo rectdngulo is6sceles con catetos de 10 cm de longitud. La masa sobre
la placa esta distribuida de tal manera que la densidad de masa es constante en todos los puntos de la placa
gue estdn a una misma altura » y tiene el valor p(h) =ln(h+ 1) g/em™ como se muestra en la siguiente
figura:

ph) = nth + 1) g/em”

10

a) Estima la masa de la placa dividiéndola en 5 franjas horizontales y considerando que la densidad de masa es
constante en cada una de ellas y tiene el valor que corresponde a la altura menor de la franja en cada caso.

b) Plantea la integral que representa a la masa de la placa.

5. Plantea la integral que representa la masa de un alambre de densidad constante p g/ci y de seccion trans-
versal 4 cm” suponiendo que la forma del alambre es la funcion y(x) y que se encuentra ubicado en el
intervalo [a, b].

g y=yw
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6. Usando el resultado del problema anterior plantea la integral que representa la masa de un alambre de densi-

dad constante p = 2 g/cm*, de seccion transversal 4 = 0.5 cu® 'y suponiendo que la forma del alambre se
describe con la funcién g(x) = 2x** en el intervalo [o, =].

7. En un pequefio planeta esférico de 100 km de radio, la densidad de masa (en gr/cii) en un punto # del pla-

8. El area de un hexagono regular esta dada por la formula 4 =

neta (del interior o la superficie) depende de su distancia perpendicular x al plano que pasa por el ecuador,
el cual divide al planeta en dos hemisferios idénticos. Si colocamos un eje x que pase por los polos, es decir
perpendicular al plano del ecuador, con el origen en el centro del planeta, la densidad de masa esta dada por la
férmula p(x) = 1000 — x* kg/kim>.

a) Estima la masa del planeta dividiéndolo en 8 franjas que resultan de trazar planos equidistantes y paralelos
al plano del ecuador. Supén que la densidad de masa es constante en cada franja e igual a la que tenga en
la cara inferior de cada una de ellas y que cada parte en que se dividi6 el planeta se puede considerar como
un cono truncado.

b) Plantea la integral que representa a la masa del planeta.

=z .

¢” endonde ¢ es lalongitud de cual-
2

quiera de sus lados.

La masa de una piramide de 10 cm de altura, cuyos cortes transversales son hexagonos regulares como se
muestra en la figura, estd distribuida de tal manera que la densidad de masa tiene el mismo valor en todos los
puntos de un mismo corte transversal. Si en el corte transversal que se realiza a una distancia x del vértice,
el hexdgono correspondiente al corte tiene lados de longitud x/2 y la densidad de masa en los puntos de
ese corte estd dada por la formula p(x) = 1 0 — x 9/cm”, plantea la integral que representa a la masa de la
pirdmide.

10 em
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1.9

Fuerza hidrostatica

En este tema abordaremos el problema de calcular la fuerza que ejerce el agua sobre una
pared del depésito en donde esta contenida; primero seremos conscientes de que se pueden
obtener valores aproximados para la fuerza dividiendo la pared en franjas horizontales,
calculando en cada franja una aproximacién para la fuerza al considerar que la presion
del agua en cada una de estas franjas es constante y sumando los valores obtenidos.
Después reflexionaremos sobre un procedimiento sistematico con el que a través de dividir
convenientemente la pared se pueden lograr aproximaciones cada vez mas precisas y llegar
a establecer el valor exacto de la fuerza como un limite cuando el nimero de divisiones
es cada vez mas grande. Por otra parte, argumentando que en una franja horizontal de
la pared, de anchura infinitamente pequeia, la presion del agua es constante, lograremos
expresar la fuerza del agua sobre toda la pared como una integral.

Nociones BAsicas

En un estanque lleno de agua, ésta ejerce fuerzas so-
bre la parte interior de las paredes del estanque. De
hecho ejerce fuerzas sobre la superficie que cubre a
cualquier cuerpo que este inmerso en el estanque.

La primera nocién importante que tenemos que apren-
der es que estas fuerzas acttian siempre perpendicular-
mente sobre las superficies. Por ejemplo, cuando una
persona se sumerge a una cierta profundidad en el
mar, sus timpanos resienten la fuerza que ejerce el
agua sobre ellos. Esta fuerza es la misma indepen-
dientemente de como este ubicada la cabeza de la
persona, porque la fuerza del agua actda perpendicu-
larmente sobre los timpanos.

El estudio de las fuerzas que ejerce el agua sobre las
superficies se facilita si usamos la nocién de “Pre-
sion”. Cuando una fuerza actia perpendicularmente
sobre la totalidad de una superficie, definimos la
“Presion sobre la superficie” como la cantidad de
fuerza por unidad de rea. Si la magnitud de la fuer-
za es £y el drea de la superficie es .4 la “Pre-

sién P sobre la superficie” se calcula mediante la
férmula

Por la naturaleza estructural de los fluidos, en ellos se
transmiten las presiones, a diferencia de los sélidos,
en donde lo que se transmiten son las fuerzas, este
comportamiento de los fluidos fue descubierto por
Blaise Pascal (1623-1662). A la fuerza que ejerce el
agua sobre una superficie se le conoce como “Fuerza
de presion del agua” o “Fuerza hidrostatica”.

La “Presién del agua sobre una superficie” depende
de la profundidad a la que se encuentre la superficie,
a mayor profundidad, mayor presion; por ejemplo,
la fuerza de presion del agua que experimenta sobre
sus timpanos una persona que se sumerge al mar, se
incrementa conforme la persona se sumerge a mayor
profundidad. Se puede probar que a una profundi-
dad » por debajo del nivel del agua, la presiéon 7
del agua estd dada por la férmula: » = pgh donde
p es la densidad del agua y g es la aceleracién
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debido a la gravedad (g = 9.€ w/<”). Si la profundidad # se mide en metros y la
densidad p se mide en kg/w” la presion P se mide en Newtons/m?.

Porclon de drea A

./

F=pa

La férmula anterior de la Presién es valida cuando la densidad p del agua es cons-
tante, lo cual se puede aceptar como cierto en la mayoria de los casos; si el agua es
pura, esta densidad es 1000 kkg/m”. En el mar, la temperatura desciende con la pro-
fundidad, lo que provoca que el agua sea mds densa conforme nos sumergimos, la
densidad del agua en la superficie del océano es mayor que la densidad del agua pura
debido a que contiene sal y tiene un valor aproximado de 1025 kg/m* este valor se
incrementa hasta 1028 kg/w* a 1000 metros de profundidad.

Situacion ProeLEmA 5 (SP-5)

Un estanque que tiene base cuadrada de 3 metros de lado y 2.25 metros de altura se
llena de agua hasta que el nivel llega a 2 metros de altura con respecto a la base del
estanque, ve la siguiente figura.

' L.
| 1”

|

a) Calcula un valor aproximado de la fuerza debida a la presion del agua sobre una
de las paredes del estanque. Para ello divide la pared en dos partes como se indi-
ca en la siguiente figura y supén que la presion del agua es constante en cada una
de ellas, tomando como profundidad 4 de cada parte, su profundidad minima.



h=0 —> —— nivel del agua

b) Calcula de nuevo un valor aproximado de la fuerza debida a la presién del agua
sobre una de las paredes del estanque. Pero ahora divide la pared en cuatro partes
como se indica en la siguiente figura y sup6n al igual que antes que la presion del
agua es constante en cada una de ellas, tomando como profundidad 4 de cada
parte, su profundidad minima.

«—— wnivel del agun

l

|

|

>y ¥y Y Y XY
Il
[N

l

c) (Por qué es razonable pensar que las aproximaciones mejorardn conforme la
pared se divide en mds y mas partes de la manera como se estd haciendo?

Discusion DE LA Situacion ProeLEMA 5 (SP-5)

Para estimar la fuerza hidrostética sobre una pared del estanque dividiéndola en dos
partes como se indica en el inciso a), tomaremos como profundidad de la parte supe-
rior el valor de h = o0 y como profundidad de la parte inferior el valorde # =1 me-
tro, que son las profundidades minimas de cada parte.

Los valores aproximados de las presiones 2, y #, del agua sobre las partes supe-
rior e inferior de la pared, respectivamente, las podemos obtener con la férmula
P = pg h. De esta forma tenemos que:

La presion aproximada sobre la parte superior de la pared es:

Y la presion aproximada sobre la parte inferior es:

P, = pg(1)= pg
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Claro que estos valores de la presién son sélo estimaciones que hacemos para estar
en condiciones de realizar un cédlculo aproximado de la fuerza hidrostatica sobre toda
la pared; la presion varia con la profundidad y por tanto en la parte superior de la
pared, la presion va a variar desde # = o en la parte mds alta hasta » = pg en
la parte mas baja, mientras que en la parte inferior de la pared, la presién va a variar
desde P = pg en la parte mds alta hasta 2 = 2pg en la base del estanque.

Con los valores aproximados de las presiones del agua 2,y #, sobre las partes de
la pared podemos estimar las fuerzas hidrostaticas 7, y £, sobre cada una de ellas
usando la férmula 7 = P4, en donde A4, es el drea de cada parte, tomando ade-
mas en cuenta que las dos partes son rectdngulos de base 3 metros y altura Ak = 1 me-
tro, como se muestra en la figura, tenemos que:

F, =P1Az(o)-(3Ah)=0

F.=PA = (pg)(=M) = 2pg

Sumando estas dos fuerzas obtenemos una primera aproximacion para la fuerza
hidrostitica £ sobre toda la pared, a saber:

F=F +F =0+ 3pg = 32pg newtons

Si partimos ahora a la pared en las cuatro partes del inciso ») y tomamos como pro-
fundidad de cada una de ellas el valor minimo en cada caso, tenemos que las profun-
didades para las cuatro partes desde la mds alta hasta la més baja serian: h = o,
h=05, h=1y h=1.5m,los valores aproximados de las presiones en cada par-
te serfan:

P = pglo)=0
P, = pg(0.5)= 0.5pg
P. = pg(1)= pg
P, =pg(15)=1.5pg

Con los valores aproximados de las presiones del agua 2, A,, 2. y P, sobre
las partes de la pared podemos estimar las fuerzas hidrostéticas 7, £, F. y F,
sobre cada una de ellas usando la formula # = P24, en donde .4 es el drea de cada
parte, tomando ademds en cuenta que las cuatro partes son rectingulos de base 3 me-
tros y altura Ak = 0.5 wetros, como se muestra en la figura, tenemos que:



h=0 —> )
h= 0.5—> }Ah:OE
e }Ah:oE
h_ 57_) }Ah:o45
=1.5—

}Ah:o.5
h=2 — — -

o) (ztn) = 0

=
F.o=PA = (05pg)(sbn) =07 5pg
(p

g9)(24n) = 1.5pg
F.=P.A = (1.5pg)(2Ah) = 225pg

F=PA=

Sumando estas cuatro fuerzas obtenemos una segunda aproximacion para la fuerza
hidrostatica F sobre toda la pared, a saber:

F=F +F +F +F, =0+075pg+ 1.5pg+ 2.25pg = 4.5pg newtons

Con relacion a la pregunta del inciso ¢) podemos decir que entre mas y mds partes sea
dividida la pared como se induce de los incisos a) y b), la aproximacion obtenida serd
mejor de acuerdo al siguiente razonamiento: al ir considerando un niimero mayor de
divisiones de la pared en rectangulos de base 3 metros y altura Ak cada vez més pe-
quefia, la variacion de la profundidad en cada parte es cada vez menor, con lo cual, el
célculo de la presion en cada parte tomando como profundidad de ella la minima po-
sible, es un valor cada vez mas representativo de la presién en toda la parte y en con-
secuencia el cdlculo de la fuerza hidrostitica en cada parte es un valor mds cercano al
valor exacto, por lo que la suma de las fuerzas aproximadas en cada parte nos condu-
ce a una mejor aproximacion de la fuerza sobre toda la pared a medida que tomemos
mas y mds partes.

En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados de la fuerza hidrostatica
sobre una pared del estanque para un nimero » cada vez mayor de partes en las que
la pared se ha dividido, en ella se puede observar que conforme » aumenta, las
aproximaciones para la fuerza hidrostdtica van estabilizdndose hacia el valor & pg
que puede asegurarse es el valor exacto de la fuerza sobre toda la pared.

n F
2 = pg
4 4.5 pg
= 5pg
20 5.9 pg
EE0 5.99 P9
& 000 5.999 P9
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Es evidente entonces, que para conseguir una buena estimacién de la fuerza hidrosta-
tica £ se requeriria de un trabajo muy laborioso si no se contara con un recurso
computacional. En la Unidad 3 aprenderemos un método simbdlico que nos permiti-
rd obtener el valor exacto de esta fuerza hidrostatica.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA SiTuacion ProeLEmA 5 (SP-5)

1. Generalizando el proceso del calculo de la fuerza de Presion del agua

El proceso llevado a cabo en la SP-5 para calcular de manera aproximada a la fuerza
hidrostética que ejerce el agua sobre una pared rectangular del depdsito que la con-
tiene, puede generalizarse haciendo que el nimero de partes (o franjas) en que se
divida la pared rectangular se haga tan grande como se pueda, o dicho en otras pala-
bras, que tienda a infinito.

Para ilustrar esto consideremos ahora que estd lleno de agua un estanque de base cua-
drada, con ¢ metros de cada lado en la base y + metros de altura y supongamos que
ladensidad p del agua es constante en todo el depdsito; para calcular la fuerza hidros-
tatica sobre una de las paredes del estanque podemos proceder como lo hicimos en la
Situacion Problema 5. Dividamos la pared en » franjas horizontales de altura
am=",
144
la primera franja que es la que estd mds arriba tiene una profundidad que varia desde
h,=o0 hasta h, = Ah la siguiente franja tiene una profundidad que varia de
h, = Ah hasta h, =2 Ak y asi podemos proceder sucesivamente hasta llegar a la
enésima o ultima franja que estd en el fondo, la cual tiene una profundidad que varia
desde h, , = (n —1)Ah hasta h = nAh = +. Observa la siguiente figura:

I hﬁ= o)
— h1= Ah
— h = 2Mn
— h_= zMn
H
H
A=
— h_ = (m-1)Ah
— h = nhAh=+H

Si para cada franja consideramos que su profundidad es la minima posible en la fran-
ja, entonces la profundidad de la primera franja es /4, = 0 la profundidad de la si-
guiente es ks, = Ak y asi sucesivamente llegamos a que la profundidad de la enési-
ma o ultima franja, que estd en el fondo, es h,_, = (n — 1)Ah.

Las presiones aproximadas del agua sobre cada una de las franjas desde la primera,
en la parte superior de la pared, hasta la dltima, en el fondo del estanque serian res-
pectivamente:



P, =pgh,
P, =pgh,
P =pgh,
PI/L = pghn—l

Y las fuerzas hidrostaticas sobre las franjas tendrian los siguientes valores aproxima-
dos, en donde .4 = LAk es el drea de cada franja.

F, =P A =pgh, LAh

F, =PA =pgh, LAh
FB = PSA = pghf) LAh
Fyn = PM/A = pghnfl L'Ah

La fuerza hidrostatica total # seria:

F=F+R+F +. . +F_ +F

O bien:

n

F=)F
=1
n 4%

F=Zﬁ = pgh, . LAh

i=1 =1

Finalmente, como ks, , = (¢ — 1) Ak tenemos:

= Zpg(i—l)LAhz

(=1

w
F=2F
=1

Con lo que se consigue una aproximacion para la fuerza hidrostética sobre una pared
del deposito.

Ya comentamos en la “Discusion de la SP-5” que a medida que las franjas son cada
vez més delgadas, las estimaciones obtenidas para las fuerzas hidrostéticas que reci-
ben son cada vez més precisas; en el andlisis anterior, este hecho corresponde a tomar
valores de » cada vez mds “grandes”. De hecho el valor exacto de la fuerza hidros-
tatica sobre la pared es el niimero al que tienden las aproximaciones obtenidas cuan-
do « tiende a infinito, resultado que se denota de la siguiente manera:

F=CLim iﬁ =Lim ipg(i—i)LAhQ

n—o =1 n—eo  [=y
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En general no es facil calcular el valor exacto de la fuerza hidrostética a través de este
proceso de limite, sin embargo es posible determinar estimaciones de la fuerza tan
precisas como se desee tomando valores de » tan grandes como sea necesario y ha-
ciendo uso de un recurso computacional. Por ejemplo en la tabla incluida en la Dis-
cusion de la SP-5 se observa que para conseguir una estimacion del valor exacto de
la fuerza hidrostética sobre la pared, con una precision de tres decimales, fue necesa-
rio dividir la pared en 6 000 franjas.

2. Representando el valor exacto como una integral

Otra forma como se podria concretar el valor exacto de la fuerza hidrostitica 7
sobre una pared de base ¢ y altura ~ metvos es la siguiente.

Concibamos a la pared formada por un ndmero infinito de franjas de longitud ¢ (la
base de la pared) y grosor infinitamente pequefio. Supongamos que la presion del
agua es constante a lo largo de cada una de estas franjas (en el tema 2 de la Unidad
2 se vera lo razonable de esta suposicion); la siguiente figura muestra de manera ge-
nérica a una de estas franjas, que se encuentra a una profundidad arbitraria /# y cuyo
grosor infinitamente pequefio representamos por el simbolo dh.

——vﬁ e nivel de agua

De esta manera, la fuerza hidrostatica # sobre toda la pared es la suma infinita de las
fuerzas hidrostdticas AF sobre todas y cada una de las franjas que la conforman,
hecho que denotaremos como:

F= de

La presion en la franja que estd a una profundidad arbitraria 4 y que tiene grosor in-
finitamente pequefio dh se puede considerar constante a lo largo de toda la franja y
tiene el valor 2 = pgh; como el drea (infinitamente pequefia) de la franja es
dA = Ldh, lafuerza hidrostdtica (infinitamente pequefia) sobre ella esta dada por la
férmula

AF = PdA = pgh Ldh

De donde finalmente obtenemos que:

h=H
F= | pgthdh

h=0



El tipo de suma infinita (de fuerzas infinitesimales en este caso) que aparece en el
lado derecho de la ecuacién anterior, es un caso especial de lo que genéricamente se
conoce con el nombre de Integral.

En el caso particular de la SP-5, la fuerza hidrostética queda expresada como:

F= IT zpghdhn

h=0

El procedimiento que consiste en tomar como punto de partida una parte infinitamen-
te pequeia de la pared, obtener la fuerza hidrostatica sobre ella y a partir de esto
expresar a la fuerza hidrostética sobre toda la pared como una integral, forma parte
de una estrategia mds general y muy util en la ingenieria que serd discutida con deta-
lle en la siguiente Unidad. Este procedimiento contrasta con la manera desarrollada
para calcular la fuerza hidrostatica en la Discusién de la SP-5 y en la Consideracion
1 de esa SP, en donde el punto de partida es la pared completa, que luego se divide
para estimar la fuerza hidrostitica sobre ella como la suma de aproximaciones a las
fuerza hidrostéticas de las franjas de grosor pequeiio que la forman.

3. Ligando el limite y la integral

Hemos discutido dos procedimientos para conseguir el valor de la fuerza hidrostati-
ca sobre la pared rectangular de un estanque. Debido a que tanto con uno como con
el otro se obtiene el mismo valor, podemos escribir:

n h=H
Cine Y pgli— LA = | pgindn
h=0

n—oo =1

Es interesante destacar que en esta igualdad se tienen dos procesos que involucran el
infinito de dos maneras distintas, misma observacién que hemos hecho en los temas
anteriores con relacion a la correspondiente igualdad de un limite y una integral. Con
el limite “se va” al infinito, que potencialmente debe ser alcanzado; con la suma se
trabaja con el infinito mismo al considerar la suma infinita de magnitudes infinita-
mente pequeias. Estas maneras de proceder donde el infinito estd presente, procesos
infinitesimales, son propios del Célculo Infinitesimal, rama de las Matematicas a las
que se inscribe el contenido de esta obra.
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1. Fuerza hidrostatica sobre la tapa circular de un depésito cilindrico

Un tonel de vino tiene la forma de un cilindro circular recto y se encuentra en posicién horizontal, el vino ocupa la
mitad del volumen del depésito, de tal forma que ejerce su fuerza hidrostatica sobre la mitad inferior de las tapas
circulares del tonel.

Si la densidad del vino es p kg/m* y el radio de las tapas es = wetros, plantea la integral que representa a la
fuerza hidrostatica sobre cada tapa circular del tonel.

.z
olucion:
H

Tomemos una franja en una de las tapas circulares a una profundidad arbitraria »# (en metros) y de espesor infini-
tamente pequeio dkh como se muestra en la siguiente figura, por el teorema de Pitdgoras es posible determinar
que su largo es:

2R —h”

ant

V=

A la profundidad 4 la presion hidrostatica es » = pgh y serd constante a lo largo de toda la franja, el area de la
franja es

dA =2\R* —h™ dn
y en consecuencia la fuerza hidrostética sobre la franja es:

AF = PdA = 2pghNrR™ —h™ dh
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La fuerza hidrostética total sobre una tapa del tonel se puede representar por la integral:

h=r
F = Id’: =J. ngh\/r—hzdh
h=0

En la siguiente Unidad veremos la manera en que el valor exacto de la integral anterior puede ser calculado me-
diante procedimientos simbdlicos.

2. Fuerza hidrostatica sobre una cortina triangular

La cortina vertical de una presa llena a su maxima capacidad tiene forma triangular con altura de 40 metros y largo
en la parte superior de 20 metros como se observa en la siguiente figura:

Expresa como una integral a la fuerza hidrostatica sobre la cortina.

Solucion:

Instalemos un sistema de coordenadas cartesianas sobre la cortina y tomemos una franja horizontal a una altura

. 9

arbitraria “4” y con grosor infinitamente pequeio 4y como se muestra en la siguiente figura:
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La franja esta a una profundidad » = 40 — y, ademas su largo es x = /2 ya que es facil ver que el lado
inclinado de la cortina tiene ecuacién Y=2x en el sistema coordenado cartesiano.

La presion del agua sobre la franja horizontal es:

P =pgh = pg(40 — y)
El area de la franja es:
dAa=xdy=(y/2)dy
por lo que la fuerza hidrostatica sobre la franja es:
aF = PdA = pg (40 — (lj)((lj/ZZ)dg
y la fuerza hidrostatica total sobre la cortina se representa asi:

y=40

F=lar=[ pgto-yiy2dy

y=o

3. Fuerza hidrostatica sobre la pared inclinada de un depésito

Un estanque lleno de agua tiene una de sus paredes inclinadas, formando un dngulo « con la vertical, como se
muestra en el siguiente dibujo, la profundidad del estanque es de 10 metros y su base es cuadrada con 12 metros
de lado. Expresa como una integral a la fuerza hidrostatica sobre la pared inclinada.

Solucion:

Tomemos una franja de la pared inclinada a una profundidad arbitraria # (en metros) y con espesor infini-
tamente pequeio dL como se muestra en la siguiente figura:
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A la profundidad # la presion hidrostatica es » = pgh y sera constante a lo largo de toda la franja, el drea de la
franjaes dA = 1 2 dl yen consecuencia la fuerza hidrostatica, que actia perpendicularmente a la franja, es:

dAF = PdA = 1 2pghadl

De la parte derecha de la figura anterior podemos inferir que dl = sec(a)dh, por lo que la fuerza hidrostatica
sobre la franja puede escribirse ahora como:

AF = PdA = 1 2pgsec(ahdh

La fuerza hidrostatica total sobre la pared inclinada se puede representar entonces por la integral:

h=10

F= J‘ aF = I 1 2pgsec(a)hdh

h=0
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Tarear

INIDAD-— 1T IENVIA 1 =

1. Un estanque que tiene base cuadrada de 10 metros de lado y 6 metros de altura se llena de agua hasta su maxi-
ma capacidad.

a) Calcula un valor aproximado de la fuerza de Presion del agua sobre una de las paredes del estanque. Para
ello divide la pared en 3 franjas horizontales de base 10 metros y anchura 2 metros y supdn que la presion
del agua es constante en cada una de ellas, tomando como profundidad /4 de cada franja, su profundidad
minima.

b) Calcula otro valor aproximado de la fuerza debida a la presion del agua sobre una de las paredes del estan-
que. Para ello divide ahora la pared en 6 franjas horizontales de base 10 metros y anchura 1 metro y supén
que la presién del agua es constante en cada una de ellas, tomando como profundidad # de cada franja, su
profundidad minima.

¢) ¢{Cudl de las estimaciones obtenidas en los incisos anteriores estd mas cerca del valor exacto de la fuerza
debida a la presion sobre una pared del estanque y por qué?

d) Expresa el valor exacto de la fuerza de Presion del agua sobre una pared del estanque mediante una inte-
gral.

2. Lacortina vertical de una presa, la cual esta llena a su maxima capacidad, tiene forma trapezoidal con las dimen-
siones que se muestran en la siguiente figura:

Representa mediante una integral la fuerza hidrostatica total que ejerce el agua contra la cortina.

3. Una cortina vertical de una presa tiene la forma de trapezoide tal y como se muestra en la siguiente figura. Plan-
tea la integral que representa a la fuerza hidrostatica sobre la cortina si el nivel del agua esta 4 metros debajo
de la parte superior de la cortina.

20 m

| 20 m |
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4. En los siguientes problemas considera que laregién = que se muestra forma parte de una pared vertical de un
recipiente lleno de agua. Plantea la integral que representa a la fuerza hidrostatica sobre cada region.

a) Y

(€, 1)

Nivel del agun

k y=x-

Nivel del agun

5. Un estanque lleno de agua tiene una de sus paredes inclinadas, formando un dngulo de 30° con la vertical,
como se muestra en la siguiente figura, la profundidad del estanque es de 8 metros y su base es cuadrada con

10 metros de lado.

a) Expresa como una integral a la fuerza hidrostatica sobre la pared vertical de la derecha.

b) Expresa como una integral a la fuerza hidrostatica sobre la pared vertical del frente.

¢) Expresa como una integral a la fuerza hidrostatica sobre la pared inclinada de la izquierda.
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La Integral y los diferenciales

96 ° Unidad2  La Integral y los diferenciales

Temas

2.1 El Teorema Fundamental del
Célculo

2.2 La Estrategia de la Toma
del Elemento Diferencial




En la Unidad 1 aprendimos que se pueden encontrar valores aproximados de ciertas magnitudes geomé-
tricas y fisicas realizando divisiones adecuadas de un todo en partes pequefias y aprovechando la idea de
que pedazos pequeflos de curvas parecen rectos y que entre mds pequefios sean, mas serd su parecido a
segmentos de rectas. Aprendimos que al aumentar el nimero de divisiones se obtienen mejores aproxi-
maciones y que es posible obtener un valor tan cercano al valor exacto de la magnitud como se desee,
haciendo tender a infinito el nimero de divisiones.

Utilizando en la misma Unidad 1 un acercamiento diferente al anterior, se dijo que al tener el todo
dividido en una infinidad de partes infinitamente pequeiias, en las que se admite que lo recto sustituye
a lo curvo, podemos expresar su magnitud como la suma de las magnitudes correspondientes de los
pedacitos infinitesimales que lo forman, suma a la que llamamos “Integral”.

En esta Unidad 2 incorporamos una visién de corte dindmico en la que la magnitud que se desea calcular
se le ve variando con respecto a otra y generandose por diferenciales o incrementos infinitesimales,
que a su vez se ligan a la forma como se concibe dividido el todo. De esta forma, a través de incorporar
nuevos significados a la simbologia que fue utilizada para expresar el valor exacto en la primera unidad,
construiremos una forma natural, que involucra el llamado Teorema Fundamental del Célculo, para
calcular la integral. Esto lo hacemos en el tema 1 de esta Unidad.

El estudiante reconocera el rol fundamental que juega el diferencial para el estudio de magnitudes en
diferentes contextos de la ciencia a través de la llamada estrategia de la foma del elemento diferencial,
que sera estudiada en el tema 2 de esta Unidad.
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El Teorema Fundamental
del Calculo

En este tema incorporamos una vision de corte dinamico en la que la magnitud que se desea
calcular se vera variando con respecto a otra y generandose por diferenciales o incrementos
infinitesimales, que a su vez se ligan a la forma como se concibe dividido el todo. De esta forma,
a través de incorporar nuevos significados a la simbologia que fue utilizada para expresar el
valor exacto de una magnitud en la primera unidad, construiremos una forma natural, que
involucra el llamado Teorema Fundamental del Calculo, para calcular la integral.

Situacion ProeLemA 6 (PARTE 1) (SP-6)

1) Sicon x representamos el valor de una mag-
nitud que estd cambiando, con x + dx expre-

2) Escribimosahora x = x(t) paradenotarquelos
valores de la magnitud x cambian con respecto
a los valores de una magnitud ¢. La expresion
Xx(t + dt) corresponde al valor de x cuando

samos que el valor se ha incrementado una can-
tidad infinitamente pequefia. La diferencia entre
estos valores, x y x + dx es precisamente el
diferencial o x.

Tomando en cuenta lo anterior, completa el si-
guiente cuadro:

Valor de la Valor Diferencial
magnitud  incrementado dela
cambiante con una magnitud
cantidad
infinitamente
pequena
2
M+ dM
av
A
ytay
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t se ha incrementado un diferencial 4't.
Explica por qué es cierta la siguiente igualdad:

Xt +dt)= x(t)+ X (t)dt

3) Tomando en cuenta la igualdad anterior comple-
ta cada una de las siguientes expresiones:

a) ft+dt)=___ +_ dt

by £f(_+dx)=___ +F (0

o =AM+ __ dx

d) A0+ ) = 0) + a0
e) Alr+__)=___ +_

5 vi_+dy = +

8) = v( )+ dh

h) = +Mr)

) Yylx+dx) = +




Discusion pe LA Situacion ProeLEMA 6 (PARTE 1) (SP-6)

Se ha dicho que si x representa el valor de una magnitud que estd cambiando en-
tonces x + d x representa que ese valor se ha incrementado una cantidad infinita-
mente pequeia; ademads se dijo que la diferencia entre los valores x y x+ dx es
precisamente el diferencial o x. Seguramente que la tabla que se te ha pedido llenar
en el problema 1, qued6 de la siguiente manera:

Valor de la magnitud Valor incrementado Diferencial de la
cambiante con una cantidad magnitud
infinitamente pequena

I L +de ac
M M + dM am
\'Z VvV +dv av
A A+ dAa a4
Y ytay Y

En el problema 2 se menciona que cuando se quiere enfatizar que los valores de la
magnitud x cambian con relacién a una magnitud ¢, se escribe x = x(t); ade-
mas se pide explicar por qué es cierta la siguiente igualdad:

X(t+dt) = x(t) + X' (t)dt

Grosso modo, podemos decir que la veracidad de la igualdad se sostiene por la com-
binacién de las siguientes tres afirmaciones: a) el valor de una magnitud que esta
cambiando es el valor que tenia mas lo que ha cambiado, b) es simple determinar el
cambio de una magnitud cuando ésta se relaciona con otra a través de lo que se co-
noce como el modelo lineal y ¢) las relaciones entre magnitudes en lo infinitamente
pequeiio son caracterizadas por el modelo lineal. Veamos con méds detenimiento estas
tres afirmaciones.

a) Si x es la magnitud que cambia con relacién a ¢, es decir x = x(t), la pri-
mera afirmacion, que no habria problema de aceptar, puede escribirse asi:

Ax
Xx(t + At) = x(t) + el cambio de x cuando t cambiaa t+ At

b) Ahora bien, al suponer que la relacion entre x y t estd dada por un modelo li-
neal se tiene, entre otras cosas, que la férmula que liga a x con t es del estilo
x(t) = ¢ + m t; este modelo se caracteriza porque su grafica es una recta con
pendiente me y la derivada x’ (¢) de la funcién x (¢) tiene el valor constante de
m, es decir x’ (t) = m. En el caso de este modelo tenemos que:

x(t+At)=c+m(t+At)
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Lo que puede escribirse como:

x(t + At) = ¢ + mt + mAr

x(t + At) = (a + mt) + m At

Y finalmente puede expresarse como:

Ax

——

x(t+ At) = x(t)+ mAt

Esta tltima ecuacion nos dice que Ax, el cambio de x cuando t cambiaa t + At
es precisamente mA t, es decir, el cambio de x en el caso de un modelo lineal es
simplemente la derivada (que tiene el valor constante de #¢) por el cambio en t.

¢) Enel caso mds amplioenel que x(¢) escualquier expresion, podemos afirmar que
en un intervalo infinitamente pequefio de ¢t a t + dt, el modelo que representa a
la expresion es lineal, ya que la correspondiente porcidn de su grifica es recta, ve
la figura siguiente y por tanto la derivada de x(¢) en ese intervalo es constante, el
valor de la derivada en el punto inicial del intervalo, es decir x’(¢), puede tomarse
como el valor constante de la derivada en todo el intervalo, es decir como el valor
de s del modelo lineal asociado a la curva en ese intervalo, de aqui que apoyan-
donos en lo concluido en ) tengamos que:

ax
Xt +dt)= x(t)+ x(t)dt

Porclon vectn de la
grafica con pendiente

m = x’(t)

N\

X =x(t)

t t+dt

Si se utiliza como base la igualdad anterior, las expresiones completas del problema
3 quedarian del siguiente modo:

a) {(t+dt)= £+ F(t)dt
b) F(x+dx)={(x)+ ' (xdx

c) Alx+dx)= A(x)+ A'(x)dx
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d) A0+ d6) = A0) + A" (0)do
e) Alr+dr)= A+ A'(rdr
D viy+dy =viy+Viydy
8 Vih+adn) =v(ih+ Vv (ndn
) My + dr) = M(r) + M’ (r)dr

) Ylx+dx) = ylx)+ y'(xdx

La ecuacion
x(t + dt) = x(t) + x(t) dt

considerada en los problema 2 y 3 de la primera parte de esta SP es de vital impor-
tancia en Cdlculo, lo que nos afirma es que en cada intervalo infinitamente pequefio
de t a t + dt, el modelo x(t) se puede representar por un modelo lineal donde la
pendiente s« de su grafica depende del intervalo que se tome.

En la Parte 2 de la SP-6 que abordaremos a continuacién veremos cdmo los elemen-
tos de la SP-6 (Parte 1) cobran vida en diferentes contextos geométricos.

Situacion ProeLemA 6 (ParTE 2) (SP-6)

1. En cada uno de los siguientes incisos se tiene una figura en la que se ha dibujado
una curva que corresponde a la grafica de una funcidn, se hace referencia a una
magnitud relacionada con la curva y que cambia con respecto a x; se pide que
incorpores en la figura los elementos necesarios para que muestres en ella a qué
corresponden las expresiones que se indican en cada caso.

a) Si L = ((x) expresa la longitud de la curva (longitud de arco) comprendi-
da entre las dos lineas punteadas, adecua la siguiente figura para incorporar
en ella las siguientes expresiones: dx, x+dx, L(x), L(x+dx), dL y
C(x)+dc.
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b) Si A = A(x) expresa el drea de la region comprendida entre las dos lineas
punteadas, la curva y el eje x, adecua la siguiente figura para incorporar
en ella las siguientes expresiones: dx, x+dx, A(x), A(x+dx) dA
y A(x)+dA.

c) Si V = V/(x) expresa el volumen del sélido de revolucidon que se obtiene al
rotar la region comprendida entre las dos lineas punteadas, la curvay el eje  x,
adecua la siguiente figura para incorporar en ella las siguientes expresiones:
Adx, x+dx, V(x), Vix+dx),dv y V(x)+dV.
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d) Si y = y(x) representa el valor de la ordenada del punto de la curva con
abscisa x, adecua la siguiente figura para incorporar en ella las siguientes
expresiones: dx, x4+ dx, g(x) , g()( +dx), d((j y (z:/(x) + d(zj.

2. Sicon A = A4(#) representamos el drea de la region comprendida entre las dos
lineas punteadas y la curva, adecua la siguiente figura para incorporar en ella las
siguientes expresiones: 46, 0+ A6, A(0), A0+ d0), dAa y A(0)+dA.

'\6

Tema 2.1  El Teorema Fundamental del Cdlculo ® 103




3. Sicon A = A(r) representamos el drea del circulo con centro en © y de radio
r, adecua la siguiente figura para incorporar en ella las siguientes expresiones:
dr, r+dr, AWr) Alr+dr), dAy Ar)+dA

Discusion pDe LA Situacion ProeLEmA 6 (ParTE 2) (SP-6)

Con relacién al problema 1, mostramos los dibujos correspondientes a cada inci-
so, con las adecuaciones necesarias a fin de incorporar en la figura las expresiones
indicadas:

1. a) € =(x) expresa la longitud de la curva (longitud de arco) comprendida
entre las dos lineas punteadas como se puede ver en la figura, ahi mismo se
han incorporado las demds expresiones: dx, x +dx, L(x+dx) dL y
C(x)+de

En la figuwn se aprecia la igualdad
----- bdsica:
Llx+dx) =(x)+de

a x Xx+adx
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1. b) Como se sefiala en la figura, .4 = 4(x) expresa el drea de la region
comprendida entre las dos lineas verticales, la curva y el eje x, tam-
bién puede apreciarse ahi mismo el significado de las demds expresiones:
Adx, x+dx, Alx+dx), da y A(x)+dA

En las figuras se aprecia La igualdad basien:
A tdx) = 4K +dAa

a4
I Ax+dx)
A (x) dx | ax
X ! X
a X X+ dx a X X+ dx

1. ¢) V = V/(x) expresa el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al rotar
la regién comprendida entre las lineas punteadas, la curva y el eje x, como
se aprecia en la figura; ahi mismo se han incorporado las demds expresiones:
adx, x+dx, Vix+dx), dv y V(x)+adv

Y

V(x)

av

V(x + dx)

ax

X+

Ew las flguras se aprecia La Lguald

V(x+dx)=V(x)+adV

Tema 2.1
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ay

1 d) y= y(x) representael valor de la ordenada del punto de la curva con abscisa
X, como se aprecia en la figura; ahi mismo se han incorporado las demds ex-
presiones: dx, x4+ dx, (zj(x + dx), d(zj y (lj()() + d((j

y=yw

_ Enlas figuras se aprecia La tgualdad basicn:

Ylx +dx) = y(x) + dy

Yx+ax)

X x+dx

aA

a0

'\0

Con relacién al problema 2, 4 = 4(6) representa el drea de la regiéon comprendida
entre las dos lineas punteadas y la curva, como se aprecia en la figura; ahi mismo se han
incorporado las demds expresiones: 40, 6+ d6, A0+ 40), dA y A(0) +dA

A (6 +4d0)

:xwze

X

Ewn las flguras se aprecia La igualdadt basica:
Al +d0) = 40) +d A
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Finalmente y con relacién al problema 3, .4 = .4(r) representa el drea del circulo
concentroen © yderadio r como se aprecia en la figura; ahi mismo se han incor-
porado las demds expresiones: dr, r+dr, A(r+dr) dA y A(r)+dA

En las figuras se aprecia La tgualoao bisica:
Alr+dr) = A(r) + dA

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmvA 6 (SP-6)

1. La vision dinamica de las magnitudes, el valor del todo
como un cambio

En principio, lo que nos interesa es calcular el valor de la magnitud M de un todo.
Ahora bien, aunque es cierto que M = f aM (igualdad que usamos extensivamen-
te en la Unidad 1) veremos lo conveniente de asociar los dM’s con la forma en
que el todo ha sido dividido, que a su vez, se relaciona con la forma en que la magni-
tud se ve cambiar con respecto a cierta variable.

En este Tema nos centraremos en el caso en el que la magnitud M cambia con-
forme cambia el valor de la variable x, que representamos usualmente en un eje
horizontal; esto se corresponde con un modo de “barrer” una figura geométrica y en
el siguiente Tema de esta Unidad veremos otros modos de ver recorrerse la figura
geométrica y por tanto de visualizar la magnitud M (la misma incluso) cambiando
con respecto a otras variables; habremos enriquecido, de esta forma, nuestra manera
de conseguir féormulas para distintas magnitudes.

Pensemos por el momento en los problemas de calcular una longitud de arco, un
area o un volumen, estudiados en la Unidad 1; éstos pueden describirse en general
asi: calcular el valor de una magnitud M asociada a una figura geométrica que esta
limitada por las rectas x =a y x = b.
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Imaginemos que dejamos fija larecta x = 4 y que desplazamos horizontalmente
la otra recta a un punto del eje x diferente de &. Tiene sentido hablar de la mis-
ma magnitud M asociada a la nueva figura geométrica generada por el despla-
zamiento de la recta indicada. Cada valor de x es practicamente una ubicacion
en potencia de la recta que se permite desplazar, por tanto a cada valor de x le
corresponde un valor de la magnitud M. Podemos pensar entonces en M como
una magnitud variable que depende de x, lo que nos permite escribir la expresion
M = M(x).

Tomemos por ejemplo el caso de la magnitud longitud de arco o longitud de curva
que denotaremos por la letra ¢ . Las figuras geométricas a las que esta ligada esta
magnitud son porciones de una misma curva; para hablar de valores concretos de
esta magnitud, se tiene que especificar la curva y la parte de ella que se desea medir.
En el caso en el que la curva sea la grafica de una funcion y = y(x), como suce-
di6 en el tema 1 de la Unidad 1, se define una parte de ella al tomar dos valores de
x, digamos x =a y x =b; estos valores son las abscisas de los extremos del
pedazo de curva que se ha elegido. Como al mismo tiempo x =4 y x =54 son
las ecuaciones de dos rectas verticales, puede decirse que la parte elegida de la curva
es aquella comprendida entre esas dos rectas. Imaginemos ahora que dejamos fija
larecta x = a4 y que seleccionamos un valor de x (a la derecha de 2 ) donde
colocamos otra recta vertical, es claro que el valor de la longitud de arco correspon-
diente a esta parte de la curva depende de la eleccion de ese valor de x, es decir
L=c(x).

Conviene hacer unas observaciones con relacion a la forma como se ha descrito la
magnitud variable M = M(x) (volviendo al caso general de una magnitud que de-
pende de x), esto con el fin de construir un procedimiento con el que obtengamos
valores exactos de magnitudes, que es lo que nos hemos propuesto conseguir en este
tema.

a) En principio, se puede elegir un valor arbitrario de x,, fijarlo, colocar una recta
vertical ahi y designar de nuevo con M(x) el valor de la magnitud asociada a
la figura geométrica ligada con el tramo de la grafica de la funcién determinado
por x, y x, como lo hicimos con 4 y x. Digamos que se puede cambiar
el punto de referencia desde el cual se mide y obtener asi una nueva medida de
la magnitud en cuestion; no es dificil advertir que la diferencia entre estas dos
mediciones para cualquier valor de x serd una constante.

En la siguiente figura se toma la magnitud area bajo la grafica de una funciéon
positiva iy = y (x) y por encima del eje horizontal; en la parte superior, la medicion
del area hasta un valor x se toma a partir de x , mientras que en la parte inferior se
toma a partir de x, como puede observarse, la diferencia entre las dos mediciones
es siempre la misma no importa cual sea el valor de x, dicha diferencia se representa
en la figura como el drea bajo la curva entre x, y x,.
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Lo interesante es que, sin importar el punto de referencia con respecto al cual se hace
la medicion y se tiene a la correspondiente magnitud M(x), el valor en concreto de la
magnitud relacionada, limitada por lasrectas x = a4 y x = b es siempre la dife-
rencia M(b) — M(a).

El siguiente dibujo ilustra la afirmacion anterior para el caso en que la magnitud
es el area bajo una curva, en la parte superior la medicion del area se toma a partir
de x , mientras que en la parte inferior se toma a partir de x ; la porcién que apa-
rece sombreada en ambos casos tanto con cuadricula como con lineas en una misma
direccidn es el valor de M(b), mientras que la porcion que aparece cuadriculada en
ambos casos es el valor de M(a). La resta M(b) — M(a) representa tanto en un
caso como en otro, al area bajo la curva entre lasrectas x =4 y x = b.
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™~ y=y
/ A
M) — M(a)
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M) — m(a)
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X
X X, a b

b) Una observacion que queremos hacer aqui es sobre un hecho que probablemente

ya notaste, la de los diferentes significados asociados a una misma letra M. La
hemos usado para hablar de una magnitud en general, por ejemplo 4 para el
drea, ¢ para la longitud de arco, V' para el volumen, etc. También la hemos
utilizado para referirnos al hecho de una magnitud variable que depende de x;
en este caso hemos escrito M = M(x). Por tltimo, hemos designado con la
misma letra el valor de la magnitud de la figura geométrica asociada a la gra-
fica de y = y(x) y limitada por las rectas x =4 y x =10, es decir:
M = M(b) — M(a). Al respecto podemos decir que el significado particular que
deba ser atribuido a M en determinado momento puede ser facilmente inferido
del contexto donde aparezca.

Otra observacion que consideramos importante es que magnitudes como longitud de
arco, area bajo una curva o volumen de un sélido de revolucion, requieren tener un
valor x, dereferencia para darle significado concretoa M (x) como la longitud
de la curva (area bajo la curva o volumen del sélido de revolucién) desde x, hasta
x . Para estas magnitudes, la diferencia o el cambio M(b) — M(a) es la medida
de la magnitud de la parte sefialada por las rectas x = a4 y x = b. Otras mag-
nitudes de este estilo son la distancia recorrida (desde un tiempo inicial hasta uno
final), la masa (de cierta porcion de alambre) y el trabajo para ir de un punto a
otro (de una fuerza en el caso de un desplazamiento rectilineo). Pero hay otras
magnitudes en las que no es necesaria tal referencia, por ejemplo si M(x) es la
temperatura (de una varilla recta y delgada por ejemplo) no tiene sentido hablar
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de la temperatura desde cierto punto hasta x. Otros ejemplos son la velocidad
con la que se mueve un objeto en movimiento rectilineo y el nivel del agua en
un depdsito segun el tiempo. Para este tipo de magnitudes también tiene sentido
hablar de su diferencia o cambio M(b) — M(a); esta diferencia podria indicar,
por ejemplo: el cambio de velocidad (de un tiempo a otro), lo que cambia la tem-
peratura de un punto a otro, el cambio de nivel del agua, etcétera.

2. Procedimiento para encontrar el valor exacto de una magnitud

a) Obteniendo el Teorema Fundamental del Calculo. Podemos decir ahora que
nuestro propdsito es generar un procedimiento para calcular el valor exac-
to de M(b) — M(a) para una magnitud M = M(x). Para fijar ideas nos
ubicaremos primero en el caso en el que esta diferencia se identifica con el
valor de una magnitud asociada a una figura geométrica relacionada con
la grafica de una funcién y = y(x) y limitada por las rectas x =4 y
x = b, como es el caso de las primeras tres magnitudes estudiadas en la Uni-
dad 1. Posteriormente, en este mismo apartado, trataremos el caso en el que
M(b) — M(a) corresponde al cambio de valor de una magnitud cualquiera.

Pensemos en dos rectas verticales, una fijaen x = a4 y otra que se mueve a partir
de este punto hasta llegar a x = b, esto nos permite decir que la figura geomé-
trica, de la que queremos calcular la magnitud, es “barrida” por la recta en movi-
miento. Ahora bien, puede decirse que en este movimiento, en el que se recorren las
x"s desde a4 hasta b se van cubriendo una serie de posiciones separadas entre
ellas por un espacio infinitesimal; si una de estas posiciones es x y posteriormente
se avanza hasta x + dx la recta vertical en movimiento cuando pasa por la po-
sicibn x del eje x y avanza a la posicion x + dx cubre o barre una porcién
infinitesimal de la figura geométrica; la magnitud correspondiente a esta porcion es
la diferencia M(x + dx) — M(x) o lo que es lo mismo, dMm, el diferencial de
M . Tlustremos esto con la siguiente figura donde la magnitud que se considera es el
area bajo la gréfica de una funcién positiva  y = y(x).

S~ y=yw

M(X) am

a X X+ dx b

Es claro que la figura geométrica es cubierta por la union de todas estas porciones
infinitesimales de figura y que el valor de la magnitud M correspondiente a toda la
figura es la suma de todos los diferenciales, es decir:

M= [dm
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La diferencia M(b) — M(a) que representa un cambio de valor de la magnitud
M = M(x), puede plantearse imaginando unrecorridoenlas x’s desde 4 hasta
b en el que se va cubriendo una serie de posiciones separadas entre ellas por un
espacio infinitesimal; de nueva cuenta, si una de estas posiciones €s x y se avanza
a x + dx, la diferencia de valores de M correspondientes a estas posiciones es:
amM = M(x + dx) — M(x) y puede interpretarse como un cambio infinitesimal de
la magnitud M = M(x). La suma de estos cambios infinitesimales (diferenciales)
es el cambio total, es decir: J.olM = M(b) — M(a) como intenta representarse en
la siguiente figura para el caso del volumen de un so6lido de revolucion.

O como pretende representarse en la siguiente figura donde en el eje vertical se con-
sideran los valores de la magnitud M.

M
Mp)
M=M
N
J‘ am
M) —Ma) = am
am
am
—_ M@
dx dx | dx
a b X
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Discutiremos enseguida una serie de significados asociados a la suma j am:

¢ Setiene que _[ dM esuna suma de diferencias. El simbolo _[ indica una suma
(esuna s alargada); 4 M es ladiferenciaentre M(x) y M(x + dx).

Supongamosquetenemoslosvalores: M, , M, , M.y M,, tomemoslasdiferencias
de valores consecutivos: M, - M, , M. - M y M, — M. sumando estas dife-
rencias se tiene: (MQ - Mi)+(M,§ - MQ) + (M4 - Mg) = M, — M, . Notaque
los términos intermedios de la secuencia de nimeros se eliminan quedando el término
final menos el inicial, es decir: la suma de las diferenciases M, ,, — M, ;,,. Si
extendemos esta idea a la coleccion de valores dM’s desde x = a4 hasta x =0,
se tiene que J.a’ M= M(b) — M(a) yaque M(b) y M(a) son, respectivamente,
el “altimo” y el “primer” valor de la coleccion de términos.

® Yaque M(x+dx)= M(x)+ M’ (x)d x, como se discuti6 en el problema 2 de
laprimerapartedelaSP-6,setieneque o M = M(x + dx) — M(x) = M’ (x)dx
por tanto: J.alM = IM'( x)dx combinando esto con la férmula del parrafo
anterior, se tiene que: J.M'(x)d)c = M) — M(a).

¢ Cuando se quiere precisar que la coleccion de valores, de la que se ha tomado
el diferencial, empieza en un determinado valor M, (valor inicial) y termina
en M, (valor final), la suma se escribe: J.:f am y se lee “la suma de los
diferenciales de M desde M, hasta M,.

Cuando M se escribe como funcién de x, es decir M = M(x) y d M se ex-
presa en términos de la variable x y su correspondiente diferencial dx, es decir,
AdM = M’ (x)d x 1a suma se escribe J:: M’ (x)dx para enfatizar el hecho de que
se estan sumando las diferencias (diferenciales) de valores de M, empezando
con el valor correspondiente a x = 4 (limite inferior para las x’s) y terminan-
doconelde x = b (limitesuperiorparalas x’s). Si M, = M(a) y M, = M(b)
se tiene, por supuesto, que:

x=b

[am=m, = M= m) - M) = [ M (0)adx

X=a

La dltima igualdad de la expresion anterior se conoce como El Teorema Fundamen-
tal del Calculo:

e A A ECE N S S R e R N GE B S

M)~ Ma) = [ M (0dx

Y es vilido para cualquier magnitud M que dependa de alguna variable x. Nota que
hemos simplificado la notacion en los limites de la suma del lado derecho de la ecua-
cién; esto puede hacerse cuando es claro a qué variable se refieren estos limites.

b) Usando el Teorema Fundamental del Calculo para calcular M (b) — M (a)

Un hecho relativamente facil de apreciar pero muy importante para proceder al
calculo de M(b) — M(a) es el siguiente:
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Si F(x) estal que F'(x)=M’(x) paratoda x en el intervalo [a, b] (es de-
cir, la derivada de F(x) coincide con la derivada de M(x) en todo punto del in-
tervalo) entonces F(b) — F(a) = M(b) — M(a).

Este resultado se sigue de la siguiente cadena de igualdades que se apoyan en el Teo-
rema Fundamental del Calculo

Fb) - Fla) = [ F(dx = [ M(dx = Mb) -~ M(a)

Supongamos que tenemos una formula explicita para M’(x) entonces un procedi-
miento para calcular M(b) — M(a) es el que se describe a continuacion.

Procedimiento para el cdlculo de M(b) — M(a)

i) Obtener una magnitud F(x) tal que F'(x) = M'(x) en toda x del intervalo
en cuestion.

ii) Obtener F(b) — F(a)

En otras palabras: Obtengamos una antiderivada #(x) de M’(x) y tomemos la
evaluacion de la antiderivada en x = & menos la evaluacion de la antiderivada en
X =4a.

Antes de hacer uso del Teorema Fundamental del Calculo hagamos algunos comentarios:

¢ Hablamos de obtener una antiderivada en el parrafo anterior, porque en reali-
dad puede existir una infinidad de funciones que cumplan el requisito de tener
cierta derivada. Supongamos por ejemplo que M’(x) = 2x + 1. Una anti-
derivada es F(x) = x~ + x como se puede comprobar simplemente al ver
que su derivada es precisamente 7 (x) = 2x + 1 = M’(x). Pero también
F(x) = x° + x + = esunaantiderivada,asicomo F(x)= x° + x + 5. De
hecho se puede agregar a x~ + x cualquier constante y obtener asi una an-
tiderivada, porque, como sabemos, la derivada de una constante es 0. Todas
estas antiderivadas pertenecen a una familia que se representa por la ecua-
ciéon F(x) = x" + x+ ¢ donde ¢ es cualquier constante y puede tomar
algtin valor especifico si se pide alguna condicion que la antiderivada deba
cumplir; por ejemplo si se desea que F(2) = 5, la antiderivada debe ser
F(x)=x"+ x—1, esdecir ¢ debe ser —1.

Lo importante para nuestro propésito es que F(b) — F(a) = M(b) — M(a) no
importa el valor de ¢ ya que la constante se elimina al hacer la resta.

¢ Por supuesto que la misma M(x) es una antiderivada de M’(x); de
hecho si se desea encontrar la féormula explicitade M(x), sepuede buscaruna
antiderivada de  M’(x) y ajustar la constante con alguna condicién que se
tenga con respecto a M(x) como se hizo en el parrafo anterior.

® En las Consideraciones a las Situaciones Problema de cada uno de los temas
de la Unidad 1, se lleg6 al punto de representar el valor exacto de la magnitud
en cuestion como una integral; con el propdsito de avanzar hacia el calculo
exacto de estas magnitudes usando al Teorema Fundamental del Célculo, es
importante observar lo siguiente:

En general, el valor exacto de las magnitudes consideradas en las Situaciones

b
Problema de la Unidad 1 es expresado con la integral M = If (x)dx donde
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f(x)dx corresponde al diferencial M de la magnitud M, es decir,
AM = £(x)dx. Por lo visto en esta unidad sabemos ahora que #(x) esla

am
derivada o razén de cambio de M, o sea: o =M'(x) = #(x). La forma
X

especifica que adopta la funcién #(x) depende de la magnitud en particular
que se esté considerando; el siguiente cuadro redne magnitudes, integrales,
diferenciales y derivadas correspondientes a las Situaciones Problema de la
Unidad 1.

Magnitud Diferencial de Derivada de la magnitud M Cambio de la magnitud:
M) magnitud vista como funcién de x Mb) — Ma) =Ibf(x)dx
(@m) a
Longitud de — > , ac - = J P >
g ac = + a =— = 2 1+ [y (x) 1 dx
areo (L) \/(1 Ly ()T ax L (x) e T+Iy (0 T) L Y
adA b
Area (4) dA = y(x)dx A ()= 7 = (o | ylodx
Volumen 2 , av b,
av = (x)d \4 S — & a
V) Ty (x)ax (x) i TY (X L Ty (x)dx
am c
Masa (M) AM = p(x)dx M (x) = T p(x) _[[ p(x)dx
r ,
Fuerza aF = pglxax .
= / F H
hidrostatica < pmﬂmp/w/m/ F(x) =— = pglL x J.ﬁ pgL x dx
) L = ancho de pared ax

¢ Laintegral tiene dos lecturas diferentes. Por una parte se puede leer como una
suma, lo que esta en concordancia con la simbologia con la que esta escri-
ta y, si recordamos que la suma de diferenciales dM’ s(dM = F(x)dx) es
el valor final de la magnitud menos el inicial, se puede evocar rapidamen-

b
te el Teorema Fundamental del Calculo: Jf (x)dx = M(b) — M(a) donde
M (x) = £(x). a
La otra lectura de la integral corresponde a verla como “la magnitud entera o

completa de la que se tom¢ un diferencial”’; de hecho integral viene del latin
integer, que significa entero.

Tenemos que mencionar que en Célculo se usa la expresion _[f (x)dx en

donde no aparecen limites, a dicha expresion se le llama integral indefinida,

b
mientras que a la misma expresidon pero con limites, es decir: .[ F(x)dx se

le llama integral definida. La primera se utiliza para indicar la funcion, de
hecho la familia de funciones, cuyo diferencial es £ (x)dx o cuya derivada
es {(x); por eso también se identifica con la familia de las antiderivadas

de #(x). Por esta misma razon se escribe: Jf(x)dx = F(x)+ ¢ donde
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F'(x) = £(x). Nota entonces que If(x)dx no define una funcién sino

b
una infinidad, una familia de funciones. Por el otro lado, con ff (x)dx se
tiene un valor bien definido, preciso, Unico: el cambio total M(b) — M(a)
donde M'(x) = £(x).

b
Aunque la escritura de Jf (x)dx y jf (x)dx involucre un simbolo de

suma, podemos decir que es mds propio identificar la primera (integral defini-
da) como una suma en cuanto que el proceso de sumar exige establecer limites:
de donde a dénde se suma. Por otro lado, en el proceso de encontrar el valor
de la suma o integral definida es necesario obtener primero la antiderivada o
integral indefinida de la funcién #(x), esta obtencion de la antiderivada estd
mads de acuerdo con la obtencidn de una férmula, o un todo, cuyo diferencial

es Flax.

Se puede decir entonces que el problema de encontrar valores exactos para las mag-
nitudes tratadas en la primera unidad es un problema de encontrar antiderivadas o
resolver integrales indefinidas. Una buena parte de este libro, de hecho toda la Uni-
dad 3, esta dedicada a estudiar métodos de antiderivacion, antidiferenciacion, es de-
cir, métodos para resolver integrales indefinidas. Por lo pronto en la parte final de
ésta Consideracion resolveremos uno de de los problemas planteados en la primera

Unidad y cuya solucién ha sido ya establecida como el valor de una suma o integral
definida.

Retomemos ahora el problema del volumen del sélido de revolucién de la SP-3.

Si recordamos el problema de la SP-3 de la Unidad 1, el interés estaba en calcular el
volumen Vv del sélido que se genera al girar alrededor del eje x, la region limitada
por la grificade y = yl) =x*= + 1, eleje x ylasrectas x =0 y x = 2.

Y Y=y =x"+z

\

—=4
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Segun lo desarrollado en el tema 3 de la Unidad 1, en general, el volumen V' del sélido
de revolucion que se forma cuando la region entre la grafica de la curva y = y(x),
el eje x 1y lasrectas verticales x = a4 y x = b gira alrededor del eje x es:

b
V= Jw Yx) dx
a
Tenemos en nuestro caso que y(x) = x*= + 1, por lo que
2
o 2
VvV = J.W(Xg - +1) ax
2
Se trata entonces de encontrar una antiderivada de 7 (x>~ + 1), o lo que es lo

mismo de 7 (x* + 2467 + 1).

En términos de integrales indefinidas:

J‘w(x” + 1)201/! = Iw(xg +ox7 7 + 1) dx =

4 5/2
- - X X
WJ.(XS+:2,<’/2+1)0/,<:7T 42 +x|l+c
4+ 5/2

Donde se han aplicado las siguientes reglas bdsicas de integracién o antidife-
renciacion:

b) I [F(xX)+g(x) ldx = _[ Fxdx + I g(x)d x

) x”d)czx—+o para a #—1
(¢ + 1)

2

4 /

=m|—+—2""+2|-(0)=105257
4 5

La cual es practicamente la misma respuesta que se obtuvo numéricamente divi-
diendo el s6lido en 100 partes y sumando sus volimenes considerando que parecian
conos truncados, tal y como se aprecia en la tabla construida en la Discusion de la
SP-3 (tema 3 de la Unidad 1).

3. Catalogo de antiderivadas

El Teorema Fundamental del Célculo, desarrollado en estas consideraciones, pone de
manifiesto la importancia de obtener la antiderivada de la razén a la cual cambia una
magnitud, para calcular su cambio entre dos valores de la variable con respecto a la
cual cambia.
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Es por esta razén que es conveniente contar con el siguiente catdlogo bdsico de an-
tiderivadas que nos permitird hacer operativo a dicho teorema en los diferentes pro-
blemas que abordemos.

[ kf(x)dx =k £(x)dx

o Jlef (x) teg(x)] de=c [ f(x)dxze [ g(x)dx
=. Jd)c= X+ec

n+i1

” X
4._[)(0{,(: +e;mn#EF—1

nw+ 1
dx
5 |—=tn(x)+e
X
6. je*dx=3‘+o
= Ja‘dx: 4 +ec
tn(a)
. Isen(x) dx =—cos(x)+e

o Jeos(x)dx=cen(x)+e

0. [see? (x) dx=tan(x)+eo

11 fese® (k) dx=—cot(x)+o

o [sec(x)tan(x)dx=sec(x)+o

1z [ese(x)eot(x)dx=—cse(x)+e

1 [tan(x)dx = —cufeos(x)]+e

5 Jeot(x)dx=cnlsen(x)]+e

te. [sec(X)dx=tnleec(x)+can(x)]+e
7 [ese(x)dx = Lnfese(x)=cot(x)]+e

s +ec

J.d—)( = &wcgew(x/a)
Na© = x*

dx
19, J.—zia reta w(£)+o

a +x a a

2 'f x “avese (l |)+
0. —F——— = —Avcséc c
XNX —a 4 a
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Problemas
G'BMEEE‘MEN;EARIG'S_ | | l\‘ll!'l‘ !r" l-hhhr-‘ [

1. Fuerza hidrostatica sobre una pared vertical

En el tema 5 de la Unidad 1 planteamos la integral que representa la fuerza hidrostatica # sobre la pared rectan-
gular de una presa, de base ¢ metros y llena de agua hasta una altura ~ metros. Calcula el valor de la Fuerza
hidrostatica, es decir el valor de la integral planteada.

Solucion:

Recordemos primero cémo se planteo la integral, para ello dividimos a la pared en un nimero infinito de franjas
de longitud ¢ (la base de la pared) y grosor infinitamente pequeiio, debido a esto ultimo, la presion del agua se
puede considerar constante a lo largo de cada franja; la siguiente figura muestra de manera genérica a una de
estas franjas, que se encuentra a una profundidad arbitraria 4 y cuyo grosor infinitamente pequefio es dh.

_T_M «—— wnivel del agua
h

De esta manera, la fuerza hidrostatica £ sobre toda la pared se expresé como la suma infinita de las fuerzas
hidrostéticas dF sobre todas y cada una de las franjas que la conforman, lo que denotamos por la ecuacion:

F=[ar

La presion en la franja que estd a una profundidad arbitraria 4 y que tiene grosor infinitamente pequeio dh
tiene el valor 2 = pgh como el drea (infinitamente pequefa) de la franja es 4.4 = cdh la fuerza hidrostética
(infinitamente pequena) sobre ella quedé dada por la férmula dF = Pd.Aa = pghdh .

De donde finalmente se obtuvo que:

h=H

F= J. pglhdh

h=0

Usando ahora las formulas 1y 4 del catdlogo de antiderivadas de la Consideracion 3, tenemos que:

h=H h=tt o h =+
h 1 5
F= I nghdh=ngJ hdh = pgt. — = —pglLtt
n=o n=o s 2

Sitc =2myH =2 wm como en la SP-5, tenemos que F = & pg Newtons. El valor aproximado de
5.99 pg Newtons para la fuerza, que se obtuvo en la Discusion de la SP-5 (tema 5 de la Unidad 1) es una
buena aproximacion.
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2. Calculo del area de una region

En el problema complementario 3 (tema 2 de la Unidad 1) se planteé la integral que representa al drea .4 de
la regidn encerrada por las gréficas de las funciones y=se n(x) y y=se n(2x) en el intervalo [O, 77/3],

como se muestra en la siguiente figura

Y

o.eT

oA4T

0.27

/ Yy=senx)

o (%)

wla

S Y =sen(2x)

Calcula el valor del area, es decir el valor de la integral planteada.

Solucion:

Recordemos primero cémo se
planted la integral, para ello di-
vidimos la regiéon en un niumero
infinito de franjas verticales de
grosor infinitesimal dx como la
que se muestra a continuacion, el
area d4 de cualquiera de estas
franjas esta dada por la férmula

dA = {sen(2x) — sen(x) }dx.
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Y la integral planteada que representa el area .4 de la region es:

X=T/3

A = _[dA= _[ [sen(2x)—sen(x)]dx

X=0

Como la integral de una suma o resta de funciones es la suma o resta de las integrales (propiedad 2 del catalogo
de antiderivadas de la Consideracién 3) tenemos que:

X=T/2 X=T/3

A = I sen(2x) dx — _[ sen(x)dx

x=0 x=0

Las dos integrales de la ecuacion anterior se calculan usando la férmula 8 del catdlogo de antiderivadas de la Con-
sideracion 3 de este tema. En la primera de las integrales, donde el integrando es “sen (2x)”, esimportante notar
que la antiderivada del integrando no es directamente “—cos(2x)”, como podria pensarse, ya que la derivada
de ésta Ultima expresion resulta ser ““ 2 sen(2x) 7, esto es, la derivada contiene un factor 2 que no estd inclui-
do en el integrando, razén por la cual podemos inferir que la antiderivada del integrando debe ser la expresion

bE
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—cos (2x)”, pero multiplicada por el factor (1/2), de esta forma, al derivar la expresion “—(—)cos(2x)” el
2

factor (1/2) se elimina con el factor 2 que aparece y lo que se obtiene es el integrando. Procediendo con la
antiderivacion tenemos que:

x=T/32
X=0

+ cos(x) [[T7=1/4

A = ~(D)eos(24) il
2
3. Volumen de una esfera

Calcula el volumen de una esfera de radio a.

o
olucion:
H

Coloquemos un eje de las x a lo largo de un radio de la esfera con el origen en su centro y consideremos al
volumen Vv de la porcidn de esfera desde que x = o hasta un valor arbitrario x (menor que 4) como se ve en
la siguiente figura
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Siel valor arbitrario de x seincrementaen dx, elvalorde Vv seincrementaen AV, elvalorde 4V, correspon-
de al volumen de un cono truncado con las dimensiones que se muestran en la siguiente figura

av

En la Consideracion 2 de la SP-3 (tema 3 de la Unidad 1), se establecié que el volumen del cono truncado con una
distancia infinitesimal entre los centros de sus tapas y una diferencia infinitesimal entre los radios de las mismas, se
puede considerar como el volumen de un disco, en nuestro caso el disco correspondiente tiene grosor infinitesi-

mal dx yradio » desustapasiguala a” — x* , porloque
av =mr® dx

av =m(a” — x )dx

De aqui resulta que el volumen Vv de la mitad de la esfera de radio a es

Vv, = _[dv = X_:rw(az — X7 dx

X=0

Y el volumen Vv de la esfera completa es

= .:ZXT mla® — x*)dx

X=0

vV, =2V

2 i

La integral que representa al volumen de una esfera puede también establecerse directamente con lo visto en el
tema 3 de la Unidad 1, considerando a la esfera como un sélido de revolucion. La esfera de radio a es el sélido
que se genera cuando el semicirculo de radio 4 y centro en el origen, cuya ecuaciénes y = £(x) = Ja© — x°,

gira alrededor del eje x. De acuerdo alo visto en el tema 3 de la Unidad 1, el volumen Vv de la esfera completa es
X

v, = ,T sz(x)dx='[ ma - x7)dx

X==a X=—a

a X=a
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Usando el Teorema Fundamental del Calculo y las férmulas 1, 2, 3 y 4 del catdlogo de antiderivadas de la
Consideracion 3 de este tema, tenemos que

X=a

vV, = I ma” — x dx = :2777 (@ — x)dx

2

a

X==a X=0

)
X —a_ 4 =
vV, = 277(32 x——) = —ma
= =

4. Calculo del area de una regioén integrando con respecto a y

Calcula el area de laregion = encerrada por el eje x, eleje y, larecta y = 4 ylagraficade lafuncion y = ()

Y

e

Solucion:

. 9

Consideremos al drea 4 de la porcidn de la region = entre el eje x y una recta horizontal a una altura
con respecto al eje x como se ve en la siguiente figura, al crecer el valor de y desde 0 hasta 4 se incrementa el
valor del drea A4.

Y
[,
Y Y=l
A
Y
v \l X
X=1

Problemas complementarios ® 123
N




Si el valor de Y se incrementa en dg, el correspondiente valor de 4 se incrementa en dA4, el valor de d4
corresponde al drea de un trapecio cuyas dimensiones se aprecian en la siguiente figura, en donde el trapecio
aparece cuadriculado.

Y

e

Por las consideraciones hechas en el tema 2 de la Unidad 1, para fines de calcular su area, el trapecio puede consi-
derarse como un rectangulo, en nuestro caso dicho rectangulo tiene 4y de anchoy ey, de largo, por lo que

dAa=esdy
El drea total A4 _ de la region se puede expresar como la siguiente integral

A, = JdA =gJ:-4 e’dy
y=o

Y usando el Teorema Fundamental del Calculo y la férmula 6 del catdlogo de antiderivadas de la Consideracion 3
de este Tema tenemos que

A =€ —€°=53592

Conviene comentar que el problema visto aqui es el problema complementario 2 del tema 2 de la Unidad 1,
cuando el problema se traté en esa Unidad todavia no disponiamos del Teorema Fundamental del Célculo y el drea
se aproxim6 mediante una suma de areas de trapecios en que fue dividida la regiéon =, la estimacion obtenida
para el area de esta manera fue 5799.

5. Llenado de un tanque

Un recipiente para almacenar agua que tiene forma de cono, se estd llenando a través de una llave que se en-
cuentra en la parte superior como se ve en la figura. La llave arroja agua al recipiente a razdén constante de
0.01 m=/min (10 litros por minuto). Si la razén a la que cambia el nivel del agua /4 (t) en el recipiente, con

) , an o 21 . . . . )
respecto al tiempo, es y(t) = — = m/min, calcula el cambio que tiene el nivel del agua de ¢ =1 win.
a t=4 min. at i
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Solucion:

El nivel #(t) del agua en el cono crece conforme transcurre el tiempo ¢, surazén de cambio o derivada con res-
pecto al tiempo es:

ah
h’(t)=—=0‘2

at Je

mmm L n

Si a partir de un tiempo arbitrario ¢, en el que el nivel tiene el valor 4 (t), transcurre un tiempo infinitesi-
mal dt, el nivel tiene un correspondiente incremento 4k y de acuerdo a la informacién del problema tenemos
0.21

't_B
Elincremento #~ en el nivel del agua en el recipiente de t =1 a t = 4 minutos estd dado por la siguiente inte-
gral

que dh = at m/m bn

jdh=b:f@‘2 At

H =]
i1 VE
t=4
H = J o0.21t *Pdt

t=1

Usando el Teorema Fundamental del Calculo y las férmulas 1y 4 del catalogo de antiderivadas de la Consideracién
3 de este tema, tenemos que

t—l/Q
H=0.20——|\_F

—-1/2

—0.42 .,

H = Je |t=1

H=0.21 m.
Con lo que obtenemos la respuesta al problema.
Conviene destacar que si quisiéramos obtener la férmula del nivel 4 (t), seria necesario conocer el valor del nivel

en algun tiempo, por ejemplo, si k(1) = 0.25 m, entonces como

ah
Wiy =2 2 0.21

ar Je

Problemas complementarios ® 125
N




Al antiderivar obtenemos que

ne) = [ niwat

0.21
ne) = [ == at
tS
—0.42
hit) = ———+c¢
Je
La constante ¢ en la tltima férmula se determina para que se cumpla la condicion s (1) = 0.25
h(1) = —o42 + ¢ =025
Dedonde ¢ = 0.7
Y la férmula del nivel estaria dada por
0.42
hWt)=0.67#— s m

6. Tiempo de descenso en una rampa

Un cuerpo se desliza sin friccion sobre una rampa que tiene la forma de una curva con ecuacion y = f(x) como se
veen lafigura. Siel cuerpo se suelta desde la parte mas alta de larampaa unaaltura #+ delsuelo, suvelocidad v en

la direccion de la curva cuando ha bajado una distancia vertical »# esta dada por laférmula v = /2 k.

Esto puede asegurarse por la ley de conservacién de la energia, ya que cuando el cuerpo se suelta desde la parte
mas alta, su energia potencial es mgt+ y su energia cinética es cero (por partir del reposo) y cuando ha bajado

una distancia 4 su energia potencial decrece a mg(+ — k) mientras que la cinética crecea — v .Igualando
las energias en las dos posiciones tenemos que: 2

mg H +0 = mg(l-f—h)+émv2
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De donde:

v=,2gh

Plantea una integral en términos de la variable x que represente el tiempo que tarda en caer el cuerpo, o sea, en
recorrer toda la rampa.

Solucion:

Consideremos a un diferencial de tiempo dt a partir del tiempo t en que el cuerpo ha bajado una distancia
vertical 4 y se encuentraen el punto con coordenadas (x, 3) de la curva, en ese diferencial de tiempo el cuerpo
recorre un diferencial de distancia 4s sobre la curva con una velocidad constante v = ,/:zg h , ve la siguiente
figura

Luego

Por lo visto en el tema 1 de la Unidad 1, la longitud infinitesimal de arco ds esta dada por la férmula

ds = 1+ £ (x)]" dx ydelafigura observamos que h = + — £(x), de donde obtenemos que:

" ds ds JL+HIFOT y
= X

vV Jeah Lot - fx)

Como se aprecia en la ecuacion anterior, 4t ha quedado en funcién de la variable x. El tiempo total de descen-
so 7 se obtiene sumando todos los diferenciales de tiempo, desde el diferencial de tiempo que corresponde al
valor de x = o hasta el diferencial de tiempo que corresponde al valorde x = ¢.

= J'L \,1"‘[7“,(/()]2 Ax
© 29— £(x)

Con lo cual queda planteada la integral buscada.

Un problema importante del Célculo consiste en determinar la curva que define la forma de la rampa para la cual
el tiempo de descenso toma el valor minimo posible, a esa curva se le llama braquistécrona.
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Tarea:=E€

INIDAD 2 1ENVIA &£ %

1. Consideraalaregion R limitada por la graficade lafuncion y = £(x) = 1 + x°, el eje Yy Ylarecta y = 5.

a) Haz un dibujo de la region.
b) Determina la férmula de un diferencial de drea 4.4 de esta regién.
¢) Planteay calcula el valor de la integral que representa al area de esta region.

2. Planteay calcula la integral que representa el volumen del sélido de revolucién que se forma al girar la region
R de la siguiente figura alrededor del eje x. Dibuja el sélido.

Y

o) 32

3. Calcula el volumen del solido de revolucién generado cuando la region = en el primer cuadrante acotada
por la curva Yy=sec (x), eleje x, eleje Yy larecta x = m/4 giraalrededor del eje x. [Consulta el
catadlogo de antiderivadas de la Consideracion 3].

4. Calcula el volumen del sélido de revolucién generado cuando laregién = en el primer cuadrante acotada por la

1
curva Yy = ——, el gje x, el eje y la recta x = 1 gira alrededor del eje x. [Consulta el caté-
AN Y

logo de antiderivadas de la Consideracion 3.]

5. Planteay calcula la integral que representa el volumen del sélido de revolucién obtenido cuando la regién indi-
cada gira alrededor del eje indicado. Toma en cada caso un diferencial de drea perpendicular al eje de rotacion.

a) R. giraalrededordel eje x b) =, giraalrededordel eje x
¢) R. giraalrededordel eje x d) R, giraalrededor del eje y
e) R, giraalrededor deleje y f) R. giraalrededor del eje y

Las regiones se muestran en la figura que aparece a continuacion.

Y

(g 2)
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6. Determina la cantidad de material (en centimetros cubicos), que se requiere para construir una perilla circular
con la forma y dimensiones que se muestran en el siguiente figura.

501/1/\,
y=—&

(22 #3)

7. En el problema complementario 1 a la SP-1 (tema 1 de la Primera Unidad) se consideré el problema de calcular
lalongitud ¢ del arco de curva con ecuacion y= 3(;<)= Lnlcos(x) 1 desde x = o hasta x = 12 mostra-
daenlafigura.

' — —— X

-0.1 4+

-0.2 +

0.3 +

04 4
Y0 = n[eos (0]

-0.5 1+

-0.6 +

La integral planteada fue:

L= j.,[1+[g'()<) CdxL = j[\/1+(»ta w(x)) dx = j.\/1+ta w(x)dx = jsecxd)(
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Utiliza el catalogo de antiderivadas de la Consideracién 3 y obtén el valor exacto de la longitud ¢ empleando
el Teorema Fundamental del Célculo. ;Cémo es este valor comparado con el valor aproximado de 1.22 obtenido

para ¢ en laprimera Unidad?

. En el problema complementario 4 de la SP-2 (tema 2 de la Primera Unidad) se planteé una expresiéon con in-
tegrales que representa el area 4 de la region encerrada por la curva y = y(x)= x* — x yeleje x enel
intervalode x = —1 a x = 1 mostrada en la siguiente grafica

Y

La expresion planteada fue:
a=Jan= [ -xlax- J[x -xlax

Obtén el valor exacto del area .4 empleando el Teorema Fundamental del Célculo.

. Una particula se desplaza sobre un eje x con velocidad variable »(¢) a partir de ¢ = 0. Plantea en cada
inciso la integral que representa el valor del desplazamiento de la particula entre los tiempos ¢, y ¢ .Calculael
valor exacto de este desplazamiento usando el Teorema Fundamental del Calculo.

a) V(t) =10+ 4 cos(t) m/seg t, =0 seg t, =7/2 seg

b) v(t) = 9+40€" m/seg t, = 0seg t, =1 seg

10. Un recipiente para almacenar agua, que tiene forma de cono, se esta llenando a través de una llave que
se encuentra en la parte superior. Si la razén a la que cambia la altura # del nivel de agua dentro del recipien-

ah
te, es: W(t) =— _o4

at e

dentro del recipiente desde que t = 7 win hastaque t =5 win.

m/min. Plantea y calcula la integral que representa el cambio de la altura “»”
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11. Un cuerpo se calienta hasta que alcanza una temperatura de 80 °c, luego, en el instante ¢ = 0, se expone
a un medio ambiente que se encuentra a una temperaturade 30 °c. Larazon ala que cambia la Temperatura
7~ con respecto al tiempo ¢ esta dada por laformula: 77(¢) = —1 506" ‘c/min.

a) Planteay calcula la integral que representa el cambio de temperatura durante los primeros 3 minutos.

b) Determina la temperatura del cuerpo a los 3 minutos.

Nota: para antiderivar la funcién 7'(t) = —1 50" se debe tener cuidado al usar la formula 6 del catalogo
de antiderivadas de la Consideracién 3, ya que la antiderivada de &= noes £=.

=z
2
cualquiera de sus lados. Plantea y calcula la integral que representa el volumen del sélido de la siguiente
figura, cuyos cortes transversales son hexagonos regulares. Toma en cuenta que cuando el corte transversal se
realiza a una distancia x del vértice, el hexdgono correspondiente al corte tiene lados de longitud x/=.

12. El drea de un hexdgono regular esta dada por la férmula 4 = c” en donde ¢ es la longitud de

13. Seva a construir una bodega sobre un terreno cuadrado de 3 metros de lado con las alturas en cada esquina del
terreno como se indica en la figura. El techo va a quedar inclinado para que en caso de lluvia, el agua escurra facil-
mente y no se transmine al interior. Cuando se toma una seccién transversal de la bodega de anchura “dx ™ y




13

aunadistancia “ x 7 de la cara izquierda, como se muestra en la figura, el area de la cara de la seccion (que apa
rece sombreada) es 4 = #.5 + xm” Planteay calcula la integral que representa el volumen de la bodega.

Techo de La bodega

14. Una cortina vertical de una presa tiene la forma de trapezoide tal y como se muestra en la siguiente figura.
Plantea y calcula la integral que representa a la fuerza debida a la presidn hidrostética sobre la presa cuando el
nivel del agua es de 4 metros respecto a la parte superior.

| 50 m |

4
Nivel del agua

——— 20 . ——

15. En los siguientes problemas supon que la region = que se muestra forma parte de una pared vertical de un
recipiente lleno de agua. Obtén la fuerza ejercida por el agua sobre cada region.

a) Y by Y

(1, 1) (1, 1)

Nivel del agua Nivel del agua
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16. En el problema complementario 2 de la SP-5 (tema 5 de la primera Unidad) se planted la integral que repre-
senta a la fuerza hidrostatica # sobre la cortina vertical de una presa llena a su maxima capacidad que tiene
forma triangular con altura de 40 metros y largo en la parte superior de 20 metros como se observa en la

siguiente figura.

20

La integral planteada fue:

y=go0
F=lar="] pgto-yiy=)dy

y=0

Obtén el valor exacto de la fuerza 7 empleando el Teorema Fundamental del Célculo.




2.2

La estrategia de la toma
del elemento diferencial

En la Unidad 1 calculamos el valor aproximado de una magnitud haciendo divisiones
convenientes de la figura geométrica asociada a ella; tales calculos se realizaron aproximando
el valor de la magnitud en cada parte de la division y sumando. Lo conveniente de la division
nos condujo a visualizar el valor de la magnitud, ya sea como un limite, cuando el nimero de
divisiones tiende a infinito, o bien como una suma de porciones infinitamente pequefas de la
magnitud; esta dltima vision nos llevé a representar la magnitud como una integral. En el tema 1
de la segunda unidad, al incorporar la idea dinamica de una magnitud que cambia con relacion
a otra, reinterpretamos la integral como una suma de diferenciales, que a su vez nos condujo
a un procedimiento, ligado al Teorema Fundamental del Calculo, para calcular la magnitud
como una diferencia de valores de una antiderivada. En este tema estudiaremos un recurso
frecuentemente utilizado en la ingenieria, la estrategia de la toma del elemento diferencial, en el

que subyace una serie de ideas que hemos utilizado con el fin de calcular magnitudes.

Situacion ProBLEmA 7 (SP-7)

Considera el siguiente cuadro (del tema anterior):

Magnitud
M)

Longjitud
de avco (L)

Avea (A)

Volumen

\Z

Masa (M)

Fuerza (F)

134 ° Unidad 2

Diferencial de magnitud
@m

dc = \J1+1y ()T dx

a4 = y(x)dx
av = mly(x) T"dx
am = p(x)dx

aF = pgl-xdx

La Integral y los diferenciales

Derivada de la magnitud
M vista como funcién de x

ac
L(x)=—
ax
=1+ Iy
w00 =22 = 0
X) = p = ylx

vV (x) d Ly(x)T*
= —— =97
X 5 Yyl

, AM
M(x) = — = p(x)
dx

ar
F(x)=— = pgtx
dax

Valor de la magnitud
m= ["fixdx

L= [ [+ Ty dx

A = I: Yyx)dx
V= J; mLy(x) T dx
M= ] plxax

= J‘:f pgL-xdx



Con relacién al renglén del Area (A), responde lo siguiente:

a) Haz un dibujo de una region del plano xy de la que se estd calculando el
area. Identifica en el dibujo 4,6 y y(x).

b) El diferencial de la magnitud drea, d.4, corresponde al drea de una porcién
infinitamente pequefia de la regién anterior. Haz un dibujo de una de estas por-
ciones infinitesimales.

c) La regién infinitesimal no necesariamente es un rectdngulo; explica por qué
dA = y(x)dx; es decir, explica por qué el drea de la region infinitesimal co-
rresponde a la de un rectingulo con base dx y altura y(x).

d) Sipensamoseneldrea 4 comounamagnitudquecambiaconrespectoa x ,es
decir 4 = A(x). ;Quésignificado tienen dxy dA4 en este contexto de cam-

aA
bio?, explica cada una de las igualdades en la expresion A’(x) = T = y(x.
X
e) Si aludimos al significado de suma de la integral en la expresion
b
A = f Yy(xdx,
(como leerias esta igualdad en términos de dreas?
) Segun el Teorema Fundamental del Célculo, se tiene que

[" ytodx = Fib) - F(a) donde #/(x) = y(o. (Fx)
es una antiderivada de 4(x)). (Por qué se puede decir que A(x) = F(x) + c?

Discusion De LA Situacion ProBLEmA 7 (SP-7)

Con relacion al inciso @), una regién del plano cuya éarea se calcula con la integral

b
A = L Y(x)dx es lasiguiente:

7 y=yw

//_\/
. AN

Conviene aclarar que una condicidn necesaria para que esa integral calcule el area
entre la grifica de y = y(x), el eje x y las rectas x =4 y x=0b, es que
Yx) 2 0 eneserango de valores de x (es decir que la gréfica esté por encima del
eje x en ese intervalo); ademds que a < b.

En atencién al inciso b), un valor infinitamente pequefio del drea, un 4.4, corres-
ponde a una franja vertical de ancho infinitesimal dx de la regién anterior, la cual
es un trapecio bajo la consideracién de que el correspondiente tramo infinitesimal de
grifica de y = y(x) es recto. El siguiente dibujo muestra uno de esos trapecios
infinitesimales.
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y=yw

7N\

X X +dx

Para responer al inciso c), consideremos que la base del trapecio infinitesimal em-
pieza en el punto con coordenada x y termina en el punto con coordenada x + ax;
ya que la grifica de y = y(x) es una recta en ese tramo infinitesimal, se podria
tener cualquiera de los siguientes casos, segin y(x) crezca, se mantenga constante
o decrezca en ese intervalo infinitesimal.

Y
Yy=yw

ax dax ax

En el segundo caso se tiene directamente que a4 = y(x)dx, en el primer y tercer
1 . .

caso dA = g(x)d)( + —dx dg, la diferencia entre ambos es que en el tercero
2

dy es negativo, mientras que en el primero ay es positivo, lo cual explica que en
un caso al rectdngulo le sobre y en el otro le falte un tridngulo de dimensiones in-
finitesimales. Aplicando la regla que permite eliminar un diferencial de grado dos
que estd sumado (o restando) con uno de grado uno, se llega en cualquier caso a que
a4 = y(xdx.

Con relacién al inciso d), si adoptamos el punto de vista dindmico en el que el area
A la consideramos como una magnitud que cambia con respecto a x, es decir
A = A(x), entonces dx representa una variacion (incremento o cambio) infini-
tesimal de la variable x, mientras que 44 representa la variacion (incremento
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o cambio) infinitesimal que sufre el Area .4 con relacién al cambio (infinitesimal)

aA

en x. En este sentido la igualdad 4'(x) = T no hace mas que identificar la
X

derivada como una razon de cambio: el cociente (o razon) del cambio en 4 entre

el cambioen x.

Del resultado del inciso anterior, en donde se argumentd que dA4 = g(x)d)c, se

aAA
desprende que T = y(x) y por tanto se explican las igualdades de la expresion
X
aA
A'(x) = T = y(x), que es lo que se pide en este inciso.
X

De acuerdo a lo que se pide en el inciso e), al acudir al significado de suma de la

b

integral en la expresion A4 = '[ Y(x)dx, estaigualdad puede leerse de la siguiente
a

manera: “el drea de la region es la suma de los diferenciales de drea”.

b
Atendiendo al dltimo inciso, el f), se sabe que I Yxdx = F(b) — F(a) donde

F'(x) = y(x), (esdecir, F(x) esunaantiderivadade (x)), perocomo también se
tiene que 4’(x) = y(x) por el inciso anterior, se cumple que 4"(x) = F'(x) (en
toda x cuyos valores van desde 4 hasta b y por tanto que A4’(x) — F'(x) = o,
de donde (A(x)—F(x)) =o. Si recordamos que una funcién cuya derivada
es cero en cada punto, debe ser constante, se tiene que A4A(x) — F(x) =¢C, 0 sea
A(x) = F(x)+ ¢ quees los que se pide argumentar en este inciso.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLema 7 (SP-7)

La informacién reunida en la tabla de la SP-7 ayuda a delinear una estrategia para
conseguir el valor de la magnitud: tomar un diferencial a4x de la variable x,
construir el correspondiente diferencial dm de la magnitud e integrar o sumar.
Esta estrategia para conseguir el valor de una magnitud que estd cambiando con res-
pecto a otra, o para conseguir una férmula para la magnitud en funcién de otra, es
llamada la estrategia de la toma del elemento diferencial y constituye un poderoso
recurso matemdtico muy utilizado en la ciencia cuando se estudian las relaciones en-
tre diferentes magnitudes que estdn presentes en fenémenos de distinta naturaleza.
En el primer punto de estas consideraciones, revisaremos los elementos geométrico-
algebraicos que han sido tomados en cuenta en la construccion del diferencial de las
magnitudes presentes en la tabla de la SP-7; la idea es que el hacernos conscientes
de la manera en que se construye el diferencial abre la posibilidad de utilizar este
recurso en circunstancias nuevas donde se requiera conocer cuantitativamente las
relaciones entre magnitudes en el estudio de determinado fendmeno. En el segundo
punto de estas consideraciones aprenderemos que la férmula del diferencial de una
magnitud en términos de otro puede mirarse como un caso particular de las llamadas
ecuaciones diferenciales.

Con el fin de estudiar la forma que adoptan los diferenciales en el caso de ver variar a
una magnitud con respecto a otras variables esencialmente distintas de x, contrario
al caso de todas las magnitudes consideradas en la tabla de la SP-7, en el tercer punto
de estas Consideraciones utilizaremos la estrategia de la toma del elemento diferen-
cial para obtener la masa de una placa circular cuando la densidad de masa depende
del radio. En este contexto estudiaremos la forma que adopta el diferencial de area de
un circulo en términos del radio; nos daremos cuenta que esta misma magnitud puede
generarse de acuerdo a un dngulo 6 que serd definido en este mismo punto. Estas
formas de generar la magnitud se corresponden con modos de “barrer” el circulo de
acuerdo a la variable de referencia.
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1. Elementos geométrico-algebraicos en la Toma del elemento diferencial

Con respecto a las primeras tres magnitudes que aparecen en la tabla de la SP-7:
la Longitud de arco (¢ ), el Area (.4) y el Volumen (V), queremos hacer notar
primero que todas ellas son magnitudes relacionadas con una curva, la gréafica de

= y(x): ¢ eslalongitud de un tramo de esta curva, 4 es el drea de unaregién
del plano limitada superiormente por esta curva'y \ es el volumen del sélido de
revolucidn que se obtiene al girar alrededor del eje x una regién acotada de nuevo
porestacurvayeleje x. Altomarundiferencial dx de la variable con respecto a
la que vemos cambiar ¢, 4 y V/, enlaconstruccién de los diferenciales respecti-
vos d_L, dA y 4V, esfundamental la siguiente consideracion geométrica:

“Tramos infinitamente pequefios de una curva son rectos”

En particular el tramo de curva correspondiente a 4 x, al ser recto, permite obtener
dL , simplemente como la longitud de ese tramo recto, 44 como el drea de un
trapecioy 4V como el volumen de una seccidon de cono que se obtiene al girar el
trapecio mencionado, alrededor del eje .

‘ (L A > —
/
/\/ »

b)

e) av

La consideracién geométrica de ver recto lo curvo en lo infinitamente pequefio, per-
mite que lo que no puede ser calculado en principio, el valor de la magnitud, sea
calculado en lo infinitamente pequefio, en tanto que la figura que se obtiene con tal
consideracion resulta ser mds manejable para la obtencién de su magnitud. Pero la
forma final que adquieren los diferenciales de las magnitudes que estamos observan-
do requiere de una consideracién algebraica asociada a estos diferenciales:

“En una suma de diferenciales, los de grado mayor pueden eliminarse”
Para el caso del Area (4), esta consideracion se utiliza después de que al obtener
el area del trapecio infinitesimal como

dA = y(xdx + = dxdy

Se afirma que
adAa = y(xdx
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Para el caso del Volumen (v) (de un sélido de revolucién) esta consideracién fue
utilizada en el tema 3 de la primera Unidad cuando se pasa de

av = E(Bg(x) Tdx+ zy(0y ()dx” +[3' (0] zdxz)

A decir que
av =1 y(x) dx

En el caso de la Longitud de arco (¢ ) esta consideracion algebraica no fue necesa-
ria para llegar a la forma final del diferencial dc .
Hasta aqui, hemos analizado el tipo de consideraciones geométrico-algebraicas de-
trds de la construccion del diferencial para las primeras tres magnitudes que aparecen
en la tabla de la SP-7, enseguida revisaremos el caso de la Masa M después, en este
mismo punto, estudiaremos lo correspondiente a la magnitud fuerza ~.
Con relacion a la Masa (M), recordemos que nos referimos a la masa de una varilla
recta; en principio se desea calcular el valor de esa magnitud conociendo la densidad
de masa p(x). Es importante recordar que la densidad de masa es una medida de
la relacion entre masa y longitud (de hecho se llama densidad lineal en este caso, a
diferencia de la densidad superficial y volumétrica con referencia a la masa de una
superficie y de un sélido respectivamente). De hecho, la densidad de masa p (x) es
la razén con la que la masa estd cambiando con respecto a x, es decir:

am ,

p(x)=——=M(x)

ax
Entonces el diferencial de la magnitud Masa (M), se obtiene multiplicando 4 x
con p(x), esdecir

AM = p(x)dx

Un aspecto importante que queremos destacar aqui tiene relacién con la expresion
resultante del diferencial de Masa. Cuando la densidad de masa es constante, la
Masa (total) puede obtenerse multiplicando la densidad por la longitud; la expresién
dM = p(x)dx dice que aunque la densidad p(x) varfa con respecto a x, al
considerarse un diferencial dx, p(x) puede asumirse como constante en ese tra-
mo infinitesimal de x. Esta consideracion corresponde con aquella geométrica en
la que se afirma que tramos infinitamente pequeiios de las curvas son rectos, veamos:
p(x) eslarazén de cambio de M( x), en el terreno grafico p(x) indica la pen-
diente de la curva (la grafica de M (x), pero como la curva en lo infinitamente pe-
queflo (un tramo correspondiente a dx) es recta, la pendiente se mantiene constante
ahi, entonces p(x) es constante a lo largo de o x.

Lo dicho en el parrafo anterior concuerda con la afirmacién hecha en el tema 4 de
la Unidad 1 en el sentido de que era razonable suponer que en tramos infinitamente
pequeiios la densidad de masa podia asumirse constante.

Veamos ahora el caso de la Fuerza (Hidrostatica) +.

Recordemos que el problema original es el de calcular la fuerza hidrostiatica # so-
bre una pared vertical de forma rectangular con base ¢ y de altura o profundidad
+; la fuerza es ejercida por la presion del agua en la que estd sumergida la pared
cuyo borde superior coincide con el nivel del agua.

Se sabe que cuando la presiéon 7 es constante la Fuerza es £ = P4 para una
superficie con drea 4; aunque esta formula no podemos usarla en este caso por-
que 7 no es constante, podemos llevar este conocimiento al terreno infinitesimal,
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utilizando la estrategia de la toma del elemento diferencial de la siguiente manera
para construir el diferencial de la fuerza.

En el caso de la pared considerada, la presion varia de acuerdo a la férmula
P = P(x) = pgx, habiendo colocado el eje x en posicién vertical con sentido
positivo hacia abajo y el origen en la orilla superior de la pared; siendo ademds p
la densidad (constante) del agua 'y g la gravedad. Denotemos por .A(x) al drea
de la parte de la pared comprendida desde la orilla superior hasta la linea horizontal
correspondiente a x y con F = F(x) a la fuerza hidrostdtica ejercida sobre esa
misma parte.

A partir de un punto x, tomemos un diferencial dx; correspondiente a él tene-
mos un diferencial del &rea 44 que corresponde al drea de una franja horizontal de
dimensiones ax y ¢ (el ancho de la pared) es decir dA4 = tdx

| —— dAa=tdx

ax ]

En principio, un diferencial de Fuerza (correspondiente a ese diferencial de érea)
es la Presion por el drea, pero la Presion varia, de hecho va aumentando conforme
la profundidad aumenta. Si tomdramos la Presién minima # = P(x) en la franja
que vade x a x + dx como constante, podriamos decir que tenemos un “diferen-
cial minimo de Fuerza” P(x)dA4; similarmente si tomaramos la Presion maxima
P = P(x + dx) enlamisma franja como constante, podriamos decir ahora que tene-
mos un “diferencial mdximo de Fuerza” 2(x + dx)d4. Podemos decir entonces que
el diferencial de fuerza dF debe estar entre esos dos diferenciales extremos, es decir:

PX)dA = dF=Px + dx)dA
Pero como P (x+dx) =~ (x) +dpP, entonces se tiene:
Px)dA =dF = (P(x) + dP)dA
Px)dA = dF = P(x)dA + dPdA

Y por tanto, dF = P(x)dA4 ya que la expresion del lado derecho se reduce a 2 (x)
d4 eliminando el diferencial de grado 2.

Por dltimo, ya que Px) = pgx y dA = Ldx, se tiene que el diferencial de Fuer-
za dF es dF = pglxax.

Antes de terminar este primer punto de las Consideraciones a la SP-7 mencionaremos
que el hecho de saber que una magnitud es el producto de otras dos, en el terreno de
lo constante, como por ejemplo, la masa de la varilla es su densidad (constante) por
su longitud, la Fuerza es la Presion (constante) por 4rea, etc., llevada a lo infinitamen-
te pequeflo, como lo hemos usado en este punto para calcular los diferenciales de las
magnitudes, permite visualizar desde otra perspectiva algunas expresiones conocidas
como, por ejemplo:
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Donde s es la posicién de un objeto en movimiento recto con velocidad v que varia
en el tiempo ¢.

Podemos decir que el saber que s = vt paracuando V es constante, permite afir-
mar que aunque la velocidad varie en el tiempo, v = v(t), ésta puede considerar-
se constante en un tiempo infinitesimal #¢. Con el producto »(£)dt , tal como se
hace en el caso constante, se consigue un cambio de posicion infinitesimal 4.s, es
decir, ds = v(t)dt .

2. La Toma del elemento diferencial y las ecuaciones diferenciales

En sintesis, el procedimiento que se ha enfatizado en el Punto 1 de estas considera-
ciones pudiera resumirse asi: en principio se desea calcular el valor de una magnitud
M en general, se advierte que esta magnitud varia con respecto a la variable x del
eje cartesiano, se aplica la estrategia de la toma del elemento diferencial, donde se
incorporan una serie de consideraciones geométrico-algebraicas infinitesimales, tra-
tando de conseguir una expresion del diferencial dM en términos del diferencial
ax. En todos los casos considerados en el punto anterior se llegd a una expresion del
estilo dM = #(x)dx. Integrando en ambos lados de esta expresion se puede con-
seguir el valor deseado de M o bien una férmula para M en términos de x. Ya
que una férmula establece una relacion entre las dos variables M y x podemos
decir que: una relacién entre magnitudes puede conseguirse a través de establecer la
relacion entre sus diferenciales; una relacion entre diferenciales es un ejemplo de lo
que en general se llama una ecuacion diferencial.

Podemos decir que si se quiere establecer una relacién (o férmula) entre dos varia-
bles, se puede utilizar la estrategia de la toma del elemento diferencial y construir
una ecuacion diferencial que relaciona los diferenciales de las variables involucradas;
finalmente se trata de resolver esa ecuacién diferencial para dar la férmula o por lo
menos, utilizar esta ecuacion diferencial para conseguir, por algin método numérico,
valores aproximados de la magnitud de interés.

El curriculo universitario contempla por lo menos un curso para el tratamiento de las
ecuaciones diferenciales. En la Unidad 4 de este libro se presenta un tipo de ecuacién
diferencial cuya solucion se obtiene con el método de separacion de variables, que
también ahi serd considerado.

Como ya habiamos mencionado, la estrategia de la toma del elemento diferencial es
una herramienta muy importante para la ciencia en general; con ella, por ejemplo en
la Fisica, se desarrollan conceptos y se consiguen resultados de interés para la inge-
nieria. En el siguiente libro de esta serie veremos como se utiliza la estrategia de la
toma del elemento diferencial para obtener la formula del trabajo a lo largo de una
linea y la del flujo a través de una superficie.

3. La toma del elemento diferencial en otras variables

En esta parte estudiaremos la forma que adoptan los diferenciales en el caso de ver
variar a una magnitud con respecto a otras variables esencialmente distintas de x,
como fue el caso de todas las magnitudes consideradas hasta ahora. Consideraremos
en particular, en el punto 3.1, el cdlculo de la masa de una placa circular cuando la
densidad varia con respecto al radio ». Utilizando la toma del elemento diferencial
para obtener el diferencial de masa advertiremos la forma que adopta el diferencial
de drea en términos de la variable r; nos daremos cuenta que una misma magnitud,
como el drea de un circulo, puede visualizarse generada de diferentes formas segtin sea
la manera de “barrer” el circulo de acuerdo a la variable de referencia. Precisamente
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en el punto 3.2 estudiaremos otra forma de visualizar el drea del circulo, cuando éste
es barrido de acuerdo a un dngulo 6 que serd definido en este mismo punto. Estos
caminos diferentes de generar las magnitudes (incluso las mismas ya tratadas)
brindan perspectivas alternas para su obtencion que, incluso, pudieran llegar a ser
caminos mds simples de hacerlo, como es el caso en el estudio de ciertos fendmenos
de la Fisica.

3.1 La masa de una ldmina circular con la densidad
de masa dependiendo del radio

Consideremos una ldmina circular de 3 metros de radio, cuya masa se distribuye
de tal manera que la densidad en todo punto es o(r) =10 — r* (kilogramos por
metro cuadrado), donde » es la distancia del punto al centro de la Idmina.

Ew este punto, la densidad de
masa es 6(F) =10 — ¥~ kg/m?

Aunque en principio nos interesa obtener la expresion del diferencial de masa en
términos de la variable r, revisaremos primero una manera conveniente de dividir
la lamina que nos permita calcular de manera aproximada la masa de la [dmina y que
al aumentar el nimero de divisiones las aproximaciones sean mejores. Llevar esta
idea al extremo de tener dividida la ld&mina en una infinidad de partes infinitamente
pequenas nos brindard, por una parte, conseguir la férmula para el valor de la masa
de la ldmina y por otra, tendremos la expresion del diferencial de masa, que era el
objeto de interés mencionado.

La densidad de masa depende de la distancia del punto al centro de la 1dmina, por
tanto, puntos a la misma distancia al centro tienen la misma densidad de masa.

Los puntos que estdn a la misma distancia del centro forman circunferencias. Cada
valor de ~ (en este ejemplo » vade ¢ a =, que es el radio de la Idmina circular)
se corresponde con una circunferencia del mismo radio; en todos los puntos de esa
circunferencia el valor de la densidad es el mismo: o(r). Por ejemplo, si tomamos
el valor de r = 1, se tiene que o(1) = 9 (ya no indicaremos las unidades) sim-
plemente sustituyendo en la férmula o(r) = 10 — r"; este mismo valor 9 lo tienen
todos los puntos de la circunferencia de radio 1 y centro en el centro de la ldmina.

Consideremos los valores + de o, 1, 2 y 2; estos valores se corresponden respec-
tivamente con el centro de la ldmina y las circunferencias con el mismo centro y de
radios 1, 2 y =. Esta coleccién de nimeros (una particién del intervalo [0, 3]) se
corresponde con el siguiente modo de ver dividida la ldmina circular
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Un valor aproximado paralamasa A delaldmina, considerando los valores » del
parrafo anterior y su correspondiente forma de dividir la ldmina, puede obtenerse de
la siguiente manera. Calcular los valores de la densidad o(0), o(1) y o(2). Asu-
mir que (o) es el valor de la densidad para todos los puntos de la ldmina que van
del centro a la circunferencia de radio 1, que o(1) es el valor de la densidad para
todos los puntos de la ldmina que forman el anillo que va de la circunferencia de radio
1 aladeradio 2y, finalmente, asumir que o(2) es el valor de la densidad para todos
los puntos de la lamina que forman el anillo que va de la circunferencia de radio 2
a la de radio 3 (la orilla de la Idmina). Entonces, un valor aproximado para la masa
M la ldmina se consigue, primero, multiplicando cada uno de estos valores de la
densidad por el drea de la region de la 1dmina donde ese valor se asumi6 constante y
luego, sumando estos productos:

M=o (o)A, +o(1)A +0(2)A

2

Donde 4, es el drea del circulo de radio 1 (o de la region del disco con » entre 0
y1). A, eseldreade laregion anular del circulo correspondiente a los puntos con
r entre 1y 2. A, eseldreade la region anular del circulo correspondiente a los
puntos con ¢ entre 2y =.

Sustituyendo los valores correspondientes, se tiene que:

M= (£0)(m) +(9) (zm) +(c) (5m)
M = o 7m (Rilogravos)

Es razonable pensar que podemos lograr mejores aproximaciones de la masa de la
ldmina si realizamos el proceso anterior dividiendo, de la manera como se estd ha-
ciendo, pero con mds franjas anulares (anillos) del mismo ancho y considerando, de
nueva cuenta, que en cada una de ellas la densidad es constante (e igual a la densidad
correspondiente al radio menor). La afirmacidn anterior es razonable en tanto que
al aumentar el nimero de divisiones en anillos, el ancho de los mismos disminuye
(de hecho el ancho del anillo es inversamente proporcional al nimero de anillos en
que se halla dividido la 1dmina) ya que todos deben ser del mismo ancho; como la
densidad de masa en un punto de la 1dmina depende de su distancia al centro, es decir
de su r y este valor de » varia poco dentro una franja anular con ancho peque-
fo, se puede considerar que la densidad de masa también varia poco. Asumir que la
densidad es constante en uno de estos anillos y calcular la masa con este supuesto,
acarrea un error que puede desvanecerse conforme el ancho de los anillos disminuya
0, equivalentemente, que el nimero de divisiones aumente.
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Nos concentraremos, ahora, en conseguir el diferencial de masa. Designamos con
M (r) la masa de la 1dmina correspondiente al circulo de radio ». Al recorrer los
valores de » de 0 a = (en este caso) podemos decir que vamos cubriendo el disco,
del centro hacia afuera, agregando las circunferencias correspondientes a estos va-
lores del radio; ademds, podemos decir que la magnitud de la masa de la [dmina va
generdndose conforme se da el mismo recorrido con r.

Si a partir de un valor de » avanzamos un diferencial 4, tendremos que el valor
de la masa cambiade M (r) a M (r + dr). La diferencia de estos valores es

aAmM =M +dr)— mM(r)

Este es el diferencial de masa y corresponde a la masa de un anillo de ancho infini-
tesimal dr como el que se muestra enseguida:

secclon con area dA

Si designamos por 4 (r) al area del circulo de radio r, entonces el area de este
anillo infinitesimal es
AA = A(r +dr) — A(r)

O sea

dA =m(r+dr) —mr”
AdA =mr” + 2mrdr + (alr)2 —ar

dA = 2mrdr +m(dr)

Al eliminar el término con el diferencial de grado dos, frente al de grado uno, se tiene
que
adA = 2mrdr

Conviene, para el propdsito de expresar el diferencial de masa, gM, en términos
r y o(r), hacer las siguientes observaciones sobre este diferencial de drea.

¢ El drea del circulo en funcién del radio » es .4 = mr". Larazén de cambio
del 4rea con respecto al radio, su derivada, es
aA

— = 27r
ar

Entonces, el diferencial de drea se obtiene también, multiplicando la derivada
(que por cierto es el perimetro de la circunferencia de radio ) por dr.

La Integral y los diferenciales




¢ El diferencial de drea equivale al drea de un rectdngulo de dimensiones 27r y
dr.

2Mr

e

Siendo 27 r la razén de cambio del drea con respecto a » de acuerdo a
la primera observacion, ésta razén debe mantenerse constante (y por tanto
r debe ser constante) en el intervalo infinitesimal 4r (de nuevo, para que
la gréfica de la funcion drea 4 () searectaen el tramo correspondiente a ese
intervalo infinitesimal). Este hecho va de la mano con la interpretacién geomé-
trica que hacemos del diferencial de drea como el drea de un rectangulo.

¢ Como dA = 2mrdr setiene, por supuesto, que el drea del circulo radio 3 (en
este caso) es

A = JdA = J.; 2mrdr = 7 r” : = 97 (unidades cuadradas)

2]

Retomemos la idea de calcular el diferencial de masa de la lamina circular. Ya que la
densidad de masa depende de »r, podemos asumir que en el anillo de ancho infini-
tesimal dr, cuya dreaes dA = 2mrdr, el valor de la densidad permanece cons-
tante e igual a o (r). Tenemos por tanto que la masa de esa porcion infinitesimal es
simplemente la densidad por el drea

amM = o(r)dA
O sea
amM = 2aro(r)dr

Nota que de nuevo se reproduce en lo infinitamente pequefio lo que se sabe para lo
constante: la masa es la densidad por el drea cuando la densidad es constante.
En particular, si recordamos que

or)=10-r"
Se tiene que
aAM = 2mr(1 0 — ¥ )dr

Por lo que la masa de la lamina se consigue con la integral

M= Jam= " cmriio—rar
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Sacando de la integral la constante 27 y realizando la multiplicacién en el inte-
grando se tiene

M= :27T‘|‘rj (1or —r)dr
Usando el Teorema Fundamental del Calculo, se tiene

M=:27r(5r2—3r‘*j =:277(45—g—1):49.577 kg
4 ) 4 -

3.2 El diferencial del area de un circulo en términos del angulo 6

Tomemos un circulo de radio » . Cada punto del circulo pertenece a un sélo seg-
mento radial (excepto el origen, que pertenece a todos). Consideramos el dngulo 6
que se forma entre el eje x positivo y un segmento radial, como se muestra en la

siguiente figura
Y

Cada ecuacion de laforma 6 = «a se corresponde graficamente con una semirrecta
(si se consideran todos los puntos del plano) que tiene como extremo el origen, o un
segmento radial (si nos restringimos a los puntos del circulo).

Al recorrer los valores de 6 desde © a 2 e ir trazando la semirrecta (o segmen-
to radial) correspondiente a cada valor, se puede decir que el plano (o el circulo) es
“barrido” o “cubierto” conforme se realiza ese recorrido. Observemos que 6 = o
corresponde a la parte positiva del eje x y que con el valorde 6 = 27 se llega de
nuevo a la semirrecta inicial.

Y

Semdlrrecta

Segmentos radiales
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Si nos circunscribimos al circulo de radio » la desigualdad o, <6 < a, (con,
a <a, yambosentre 0 y 21) representa (o tiene como grafica) al sector del circu-
lo comprendido entre los segmentos radial 6 =, y 0 =« .

Y

o

§ & x

Sector del clreulo corvespondiente n a, =0 =< a,

Conviene, para nuestro propésito de obtener el diferencial del drea en términos del
angulo 0 recordar que, en general, el drea de un sector (angular) correspondiente a
un angulo « (enradianes)y lalongitud del arco de la circunferencia correspondien-
te a ese sector, en un circulo de radio », son respectivamente:

1 2
A=—ar
2
L =ar

/—\ Longitud del arco:
L=or

Aven del sector:
A = % o,

Estas féormulas se obtienen haciendo la relacion (regla de tres) de la parte que le corres-
ponde del area (y del perimetro) del circulo al sector del angulo «, sabiendo que al
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sector del dngulo 27 le corresponde el drea completa del circulo que es 7 r~. En
el caso de la longitud del arco, al sector del dngulo 27 le corresponde el perimetro
completo que es 2mr.

Veamos ahora el diferencial del drea en términos del dngulo 6. Denotamos con
A4 (6) al drea del sector del circulo comprendido entre los radios correspondientes a
los dngulos © y 6. Siapartirde 6 avanzamos un dngulo infinitesimal 460 tene-
mos que el diferencial de drea es

AdAa = 4(0+4d0)— 4(0)

Este diferencial es el drea del sector infinitesimal correspondiente al dngulo A6.

Y

a0

Aplicando la férmula para el drea de un sector del circulo, descrita antes, se tiene que:

1,
dA =—rdo
2
Este diferencial de area equivale al area de un tridngulo de base infinitesimal
dL = rd® (correspondiente a la longitud de arco infinitesimal del sector de dngulo

A40) ydealtura r.

Y Diferencial de
longitud de arco

al=rd0

A0
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Por supuesto que si integramos el diferencial de drea (o sumamos los diferenciales de
drea) desde 6 =0 a 0 =27 (con lo que se “barre” todo el circulo) obtendremos

el area del circulo

O=2m 1
= j —rdo
= 5
1 O=om
A=—r0
2 0=0
A =ar”

Queremos terminar este punto de las Consideraciones a la SP-7 con dos anotaciones. La
primera es que una misma magnitud puede verse generada de maneras distintas segtin
sea la variable de referencia respecto a la cual se ve variar; en este caso hablamos del
area de un circulo deradio = 'y las variables de referenciason x, » y 6. Elcircu-
lo puede verse generado, respectivamente, por segmentos de recta verticales avanzando
de izquierda a derecha, por una serie de circunferencias concéntricas empezando en
el centro del circulo y avanzando en tamafio segin crece el radio y por un segmento
radial que gira en sentido contrario a las manecillas del reloj. Con el siguiente dibujo
queremos dar una visién conjunta de estas maneras de generar el circulo.

Y Y Y
//"
T A
— / N
\\
Varia x Voria r Vario ©

Al tomar un diferencial de las variables x, » y 6, se obtienen diferenciales de
area que corresponden a las porciones del circulo que se indican en la siguiente figura
donde se han escrito ademads las expresiones de cada uno de estos diferenciales.

Y Y Y
A 9
—1 N A4S
’ X ¢$ X X
= & = =
- SN
<

Avea del clveulo "barvido’ de tres manerns distintas;

variando x, r y 0, respectivamente.
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Finalizamos estas consideraciones diciendo que la posicién de cualquier punto del
plano cartesiano puede ser perfectamente identificada si se conocen los valores de
r 'y 6 correspondientes a ese punto.

Y

Al ubicar un punto en términos de » y 6 se dice que su posicién estd dada en
coordenadas polares. Este sistema de coordenadas serd discutido ampliamente en el
siguiente tomo de este libro que corresponde al Célculo de Varias Variables.
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Problemas
~—COMPLEMENTARIOS ="\

NN & &

1. El area superficial de un solido de revolucion

Supongamos que una curva correspondiente a la grafica de una funcion y = 5()() desde x = g hasta
x = b giraalrededor del eje x; este movimiento genera una superficie (de un sélido de revolucion).

Se desea encontrar una férmula para el area de esta superficie (area superficial).

Y=y
r

.z
olucion:
H

Se desea obtener una féormula que calcule S, el drea superficial del sélido de revolucion. Apliquemos la estrategia
de la toma del elemento diferencial para d.s el diferencial de area. Este diferencial puede verse como una de las
partes infinitesimales en las que se divide el drea y que corresponde al diferencial ax, estos diferenciales de area
al sumarse (o integrarse) generan el drea total requerida; también d.s puede verse como el incremento, cam-
bio o diferencia infinitesimal cuando vemos a .S como una magnitud que depende de x, esdecir S = S(x).

Tomemos entonces, a partir del punto x, un diferencial ax; el diferencial de area correspondiente A4S es el
area superficial de un cono truncado de grosor infinitamente pequefo, en tanto que el tramo de curva infinitesi-
mal correspondiente a 4x esrectoy al girarlo alrededor del eje x genera ese cono.

Consideramos el cono truncado que se ilustra en seguida
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Se puede demostrar (te invitamos a hacerlo, resolviendo el problema 6 de la tarea 7) que el area superficial es
s =7+ rR)L.

Relacionando el cono truncado de la figura anterior con el cono truncado de grosor infinitesimal de la siguiente
figura se tiene que:

=4

r=y
R=<1j+dg

2
a
L=1/dx2+dg2= 1+ ) ax
ax

De donde

d5=w(r+R)L=w(g+(g+dg)) 1+(j{—‘zJ ax

O sea:

d$=77(r+re)l,=77(:2 +p/) | % de
gl o &) dx

d$=:277<1j 1+ — | dx +7 |1 +| — dgd)(
\’ ax \/ ax
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Al eliminar el segundo término de la expresion anterior por ser un diferencial de grado dos, tenemos finalmente

que:
as = :2773,/1 + ((zj')2 dx

Recordando que Yy = g(x) e integrando, tenemos que el drea de la superficie de revolucién es

x=b
s= | 2wy + (yo) dx

X=a

Esta formula sera retomada en la Unidad 4 de este libro relacionada con otras aplicaciones.

2. Tiempo de vaciado de un depésito cilindrico con agua

Consideremos un depésito de agua en forma cilindrica de radio = ydealtura

Supongamos que el depésito estd lleno cuando por un hueco de drea .4 en la base del depdsito empieza a salir
el agua. Se desea conocer el tiempo en el que se vaciara por completo el depdsito.

Solucion: Se desea calcular el valor de la variable ¢t (el tiempo) cuando la variable J; (el nivel del agua) alcance
el valor de o; se trata entonces de obtener una formula o ecuacién que relacione ¢ con J); ydeahideducirel va-
lor deseado de t. Observemos que las condiciones del problema establecen que » = + cuando t = o (lla-
madas condiciones iniciales).

Aplicaremos la estrategia de la toma del elemento diferencial para conseguir una ecuacion diferencial que al
resolverla nos dé la férmula deseada. Queremos aclarar que en este problema llegaremos sélo a plantear la ecua-
cién diferencial y que la soluciéon completa al problema serd abordada en la Unidad 4 donde sera desarrollada la
técnica adecuada para resolverla.
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Supongamos que en el tiempo t el nivel del agua es 4 = h(t). Si dejamos correr el tiempo un at, es de-
cir un diferencial de tiempo, el nivel del agua desciende de h(t) a h(t + dt), es decir, el nivel desciende
h(t) — h(t + dt) = —dh (yaque dh = h(t + dt) — h(t).

h (t+dt)

Una idea simple pero fundamental para la construccion de la ecuacion diferencial es que el volumen de agua que
se pierde en el depdsito corresponde al volumen de agua que sale por el agujero en un mismo lapso.

En general, el volumen de agua que atraviesa por un hueco de drea .4, en untiempo t, es V = AVt sila
velocidad v del agua es constante y va en direccion perpendicular al plano donde esta el hueco. Es decir el
volumen es el drea por la distancia que recorre el agua en ese tiempo.

vt

A
Notemos que en nuestro caso, el agua que atraviesa por el hueco en el fondo del depésito, aunque va en direccion

perpendicular al plano del fondo, no va con velocidad constante, de hecho, depende del nivel del agua. Mas espe-
cificamente la relacién entre la velocidad y el nivel del agua la da la ley de Torricelli que dice

v = [2gh

Esto equivale a decir que la velocidad con la que sale el agua por un punto que estda 4 unidades abajo del nivel
del agua, es igual a la velocidad que llevaria al llegar al suelo, un objeto soltado en caida libre desde una altura /4.

Ahora bien, aunque la velocidad no sea constante, al tomar un diferencial de tiempo, podemos considerar la velo-
cidad constante en ese intervalo de tiempo infinitesimal; al multiplicarla por dt y por el drea del hueco podemos
obtener el diferencial de volumen de agua que pasa por ese agujero en ese lapso infinitesimal de tiempo:

aAv = v.Adt = [2ghAdt (1
Este volumen debe ser igual al volumen de agua del cilindro de radio = ydealtura —dh, o sea

aAvV = —mr dnh ()

154 ® Unidad2  La Integral y los diferenciales
-— OO O o




Igualando las dos expresiones (1) y (2), se tiene:

—mR dh = A [2gh dt

—adhn

h(t + dt)

V(t)dt

Esta es la ecuacion diferencial que involucra las variables ) y ¢t. Enla Unidad 4 se utilizara la técnica de separa-
cion de variables para resolver una ecuacion como ésta y retomaremos este problema para determinar el tiempo
que tarda en vaciarse el deposito, que es lo que se pide.

3. La masa de un alambre circular

Supongamos que un alambre circular de radio » tiene una densidad de masa (lineal) que cambia conforme varia

unangulo 6 (medido a partir de un segmento radial del circulo) de acuerdoalaférmula p = p(@) = 1 0 s&w(ﬂ)
2

Se desea calcular la masa del alambre.

p(6)
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Solucion:

En el caso de que la densidad del alambre p fuera constante y la longitud del alambre fuera ¢ se tendria que
la masa del alambre seria simplemente M = pL . En nuestro caso la densidad no es constante, depende de la
variable 6; sin embargo, podemos aplicar la estrategia de la toma del elemento diferencial para conseguir un
diferencial de masa 4M y posteriormente integrar para obtener la masa total, veamos.

A partirdel angulo 6 tomemos un diferencial #6. Consideremos al pedazo infinitesimal del alambre correspon-
diente a este diferencial.

Aunque la densidad de masa varia, en ese pedacito de alambre de longitud infinitesimal 4l se le puede conside-
rar constante; al multiplicarla por el diferencial de longitud se consigue el diferencial de masa correspondiente

AM = p(0)dl
am = p(0)rdo

aM =10 rsen (e)dH
)

Integrando desde 6 = 0 hasta 6 = 27 se tiene que la masa total es

O=2m
M=10r j sew(g)de
2

6=0

Esta integral puede resolverse por la técnica de integracién llamada cambio de variable que sera estudiada en el
primer tema de la siguiente Unidad.
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4. Movimiento circular de una piedra

Una persona hace girar en forma circular una piedra atada al extremo de un cable de 0.5 m. de largo mantenien-
do en su mano al otro extremo. Sea s la distancia circular recorrida por la piedra en t segundos a partir de un
instante dado.

a) Obtén una férmula de la distancia circular s recorrida por la piedra en funcién del dngulo 6 entre las po-
siciones del cable que sustentan tal distancia, ve la siguiente figura. El dngulo 6 se mide en radianes.

a0
b) Sieléngulo 6 creceaunarazon 0'(t) = — = 2t radianes/seq, obtén una relacién entre la distancia d.s

t
recorrida por la piedra sobre el arco y el lapso infinitesimal 4t que tarda en recorrerla a partir de un instan-
te t dado.

rosLeLon en b 'CLKV\APD t + ac

/ / Posiclon en el tiempo

¢) Con la relacién obtenida en el inciso b) obtén la formula entre s y t. Toma en cuenta que cuando
t=0, S = 0.

d) Si 7 eseltiempo que tarda la piedra en dar su primera vuelta, expresa como una integral a la longitud que
la piedra recorre en este tiempo. Calcula el valor de 7=
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Solucion:

a) En una circunferencia de radio =, la longitud s del arco sustentado por un dngulo de 6@ radianes esta
dada por la férmula s = =6, asi es que en nuestro caso tenemos que s = 0.56.

b) Por el inciso a) tenemos que ds = 0.5d460 y como 46 = 2tdt tenemos que 4s = tdt.

as o
¢) Como ds = tdt obien sS’(t) = — = ¢, al antiderivar tenemos que sS(t) = — + ¢ ycomo S(0) =¢
dt 2

7

concluimos que S(t) =

o

d) Lalongitud 2m(0.5) = 7 cm de la primera vuelta que da la piedra se puede expresar por la integral

™= fp/st [ eat
t=0

-
De ahi obtenemos que — = 7, dedonde 7 = <27 segundos.
2
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Tarea=7

ANIDAD € TENIR & 3

1. Masa de una esfera

Consideremos a una esfera cuya masa no esta uniformemente distribuida pero de tal forma que en todos los pun-
tos de una superficie esférica del interior con el mismo centro que la esfera, la densidad volumétrica de masa (en
g/cve”) tiene un valor constante, aunque tal valor puede variar de una superficie esférica a otra. De manera mas
concreta supongamos que el radio de la esfera es = ¢, y que en una superficie esférica del interior de radio
rom, con el mismo centro que la esfera, la densidad volumétrica de masaes A(r) g/cus.

Para calcular la masa total de la esfera conviene dividirla en capas esféricas de espesor infinitesimal 4r con centro
en la esfera y admitir que la densidad de masa es constante en cada una de ellas

a) Plantea u?ga integral que represente a la masa de la esfera. Sugerencia, el volumen de una esfera de radio r es
(4/=2)mr

b) Calculala masa dela esferasi A(r) = 1 0(R — r) g/em=.

2. Area de una superficie esférica

Consideremos a una esfera de radio =, para obtener el area de su superficie pensemos en el area .4 de un cas-
quete de la superficie colocado en la parte superior (casquete polar) sustentado por un dngulo ¢ como se aprecia
en la siguiente figura




casquete

¢

Eldrea 4 de ese casquete depende del angulo ¢, esdecir 4 = 4(¢). Sieldngulo ¢ aumentaen d¢, el aumen-
to d4 del area del casquete corresponde al drea del cinturdn circular mostrado a la izquierda en la siguiente figura

casquete

L ~RAQ

El radio de dicho cinturén es »r = = seng y su espesor es Rd¢@ como se muestra a la derecha en la figura
anterior.

Plantea y calcula el valor de la integral que representa al drea de la esfera de radio =.

3. Masa de un anillo

Un anillo de 5 ciu de radio tiene seccion transversal en forma de circulo de radio 1/2 ¢ tal y como se muestra en
la siguiente figura.

p(0) = e ’+1 9/cm=

Seccldn transversal

Clreulo de vadio 1/2 e
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Si la densidad de masa (volumétrica) del anillo cambia conforme varia un dangulo 6 (medido a partir de un radio
fijo del anillo) de acuerdo a la formula p(6) = 627 + 1 g/cm”, plantea una integral que representa a la masa del
anillo.

4. Fuerza de atraccion entre un cuerpo y una varilla

Consideremos a un cuerpo pequeno de masa m kg y a una varilla recta de longitud ¢ ne cuya densidad lineal
de masa es A kg/m. El cuerpoy la varilla estan dispuestos como se aprecia en la figura, con una separacién de
d m. entre el cuerpo y el extremo izquierdo de la varilla.

I |

© e

| X |

Para un tramo de varilla de longitud x como se observa en la siguiente figura, hay una correspondiente Fuer-
za £ con la que el tramo atrae al cuerpo de masa mc. Lo razonable es pensar que entre mayor sea la longitud x
del tramo de varilla, mayor serd la fuerza de atraccién 7, ya quesi x crece, lo hace también la masa del tramo.

Sicuando el tramo de varilla es de longitud x, hayunafuerza £ conlaqueeltramo atrae al cuerpo de masa m, al
aumentar en dx la longitud del tramo, la fuerza de atraccién aumenta un valor 47 que corresponde a la fuerza
con la que el tramo infinitesimal de varilla entre las longitudes x y x + dx atrae al cuerpo de masa .

Q.

> X | dX

Si dM es la masa de ese tramo infinitesimal de varilla, tenemos por la ley universal de atraccién de masas entre
cuerpos puntuales que:

y maM
F=q ——
(x +d)
Obtén la fuerza total de atraccion entre el cuerpo y la varilla.

5. La formula de la energia cinética

Un cuerpo de masa s se deja caer a una gran altura, conforme cae, tanto su velocidad v como su energia ci-
nética & crecen a partir del valor de cero. Tomemos en cuenta a las siguientes variables cuyos valores crecen
conjuntamente a medida que el cuerpo cae:

o+
Il

tiempo a partir de que el cuerpo se suelta

s distancia vertical recorrida por el cuerpo desde que se suelta
v = velocidad del cuerpo
€ = energia cinética del cuerpo

c

Para obtener la relacion entre las variables v y € se tiene que obtener primero la relacion entre sus cambios
infinitesimales dv y de.

Obtén la relacion entre dv y de. Toma en cuenta la siguiente figura en donde se denotan los valores de las
variables en los instantes ¢ y t + dt, también toma en cuenta que por el principio de conservacion de energia,
de = mgds, es decir la energia cinética ganada en el lapso infinitesimal 4t es la energia potencial perdida en
ese mismo lapso. También toma en cuenta que d.s = vtd y dv = gdt.




- — t, S, V, &,

e—— t+dt, S+dt, V+dv, Ec tdE,

suelo

6. Area superficial de un cono truncado

Consideremos al cono truncado cuyas dimensiones se muestran en la siguiente figura

Observa ahora en la siguiente figura, en donde el cono truncado se ha completado, que el tridngulo de hipo-
tenusa #H y cateto vertical » es semejante al tridngulo de hipotenusa ¢ + # y cateto vertical =, de donde

H+L R . rt
——— = —, obien +# = .
+H r R—-r
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Siel cono se recorta a lo largo del trayecto de longitud ¢ que une puntos correspondientes de las circunferencias
de sus tapas y luego se extiende, obtenemos una region plana circular como la sombreada en la siguiente figura,
en donde ¢ es la diferencia entre los radios de las dos circunferencias que se forman, 27= es la longitud del
arco superior de la regién, 27 es la longitud del arco inferior de la regidon y #~ es el radio de la circunferencia
menor.

2R

Obtén, con la informacidn proporcionada, la férmula del area superficial del cono truncado.
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El interés general que se persigue con el contenido de este libro es desarrollar herramientas infinitesima-
les para obtener el valor de una magnitud (el todo) a través de sus variaciones (o partes). En la Unidad 1
se apreci6 que modos convenientes de dividir la magnitud conllevan a visualizarla ya sea como un limite
o una suma de magnitudes infinitamente pequefas. En la Unidad 2 se incorpora la idea dindmica de ver
crecer las magnitudes por diferenciales o variaciones infinitesimales; el valor exacto de una magnitud se
consigue via el llamado Teorema Fundamental del Calculo; sumando diferencias se consigue el todo o
integrando el diferencial se consigue la magnitud. Se comprende entonces la importancia de reconocer
la forma que adopta el diferencial de la magnitud bajo estudio y de hecho en la misma Unidad 2, se
estudia la llamada Estrategia de la Toma del Elemento Diferencial que busca precisamente el desarrollar
ideas para conseguir el diferencial de una magnitud o bien la ecuacién diferencial que la representa.

Partiendo del punto en el que la magnitud estd planteada como una integral o se le ve como una solucién
de una ecuacion diferencial, es necesario conseguir una antiderivada (resolver la integral) o resolver la
ecuacion diferencial para conseguir la magnitud en si (ya sea una férmula o su valor). Esta Unidad estd
dedicada en gran parte a discutir las llamadas técnicas de integracion, es decir técnicas para conseguir
la antiderivada; en cuanto a resolver una ecuacion diferencial diremos que en las carreras de ingenieria,
sobre todo, se le dedica por lo menos un curso al tratamiento de las ecuaciones diferenciales; por nuestra
parte, en la Unidad 4 estudiaremos un método simple para resolver ecuaciones diferenciales que es muy
usado en la ciencia en general conocido como el método de separacion de variables. El primer tema
de esta unidad estd dedicado al Método de Euler un recurso numérico sumamente ttil para conseguir
valores aproximados de las magnitudes cuando se conoce la razén de cambio de ellas; la idea de incluir-
lo es porque muchas veces no se puede dar una solucién explicita practica de una integral o ecuacién
diferencial.




3.1

SiTuAcION

Supongamos que conocemos la razén de cambio

o derivada
Yy =Mx)

En seguida presentamos una serie de afirmaciones
relacionadas con esta integral que conducen a la
construccién de un procedimiento mediante el cual

Meétodo de Euler

En este tema haremos una discusion alrededor del Método de Euler. Este es un método
numérico para conseguir valores aproximados de una magnitud cuando se conoce su razon
de cambio. La base de su funcionamiento esta en ver lo recto en lo curvo o lo lineal en lo no
lineal cuando se va al terreno de lo infinitesimal. En el primer tomo de esta serie de libros se
utilizé este método para inducir las antiderivadas de los polinomios, ahora lo veremos para
obtener valores aproximados de las integrales en general; la relevancia del procedimiento
se manifiesta cuando no se cuenta con la antiderivada o simplemente se ha complicado su
obtencion y sin embargo se desea una “buena” estimacion del valor de la integral. El método
de Euler es el mas simple de los métodos de aproximacion y es la base para entender otros
métodos mas sofisticados que se utilizan para conseguir soluciones numéricas de las ecuaciones
diferenciales.

ProeLema 8 (SP-8) en el entendido de que la longitud b — a
tervalo [a, b] sea “pequena”.
4. Si x, eselpunto mediode [a, b] y

3' = M'(x) de una magnitud variable
desconocida. Consideremos la integral b—a
A)(: :b—)(lz/(i—g
b 2
J M (x)d x entonces se tiene

a

M(b) — M(a) = (M(x,) — M(a))

del in-

+ (M) — M(x,)) = M (@A x+ M (x)Ax,

se obtienen valores aproximados de la misma; expli- es decir:
ca cada una de las siguientes afirmaciones: M) — M(a) = M (@)Ax + M (x,)A x
b,
L | Modx = M) - M)
ﬁ X, —4a b — x
2. Cuando la derivadade 4 = M(x) es constante, A A
es decir M’(x) = m constante, se tiene que r A4 \
M(b) — M(a) = m(b — a) o sea I Ax I i X
M(b) = M(a) = M'(a)(b - a). a * b
3. Cuando la derivada M’(x) no es constante, N\ -
podemos usar la aproximacion '
b - a
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5.S8i x, y x, sonpuntostalesque < x, < x, <b'y

b—a
Ax = =b-x, =x, —X =x -4,
=)

entonces se tiene

M(b) — M(a) = (M(x,) = M@) + (M(x.) = M(x,)) + (M(b) — M(x.))

= M (@A x+ M (x)Ax + M'(x)Ax.

Es decir:

M(b) — M(a) = M (@A x + M’ (x)Ax + M’ (x)Ax

X —a X, — X, b_)(:,
A A
[ \/ \/ \
| | | | X
|(—A)<—)| | |
a XJ XZ) b
— /)
v
b —a

Discusion pe LA Situacion ProeLEmA 8 (SP-8)

La igualdad del punto 1 de la SP-8 puede explicarse si leemos la integral como una
suma de diferenciales; en efecto, lo que se suma (o el integrando) son los diferencia-
les de la magnitud y = M(x), es decir, los términos o M = M’ (x)d x> que corres
ponden a las diferencias o cambios infinitesimales M(x + d x) — M(x). Si suma-
mos estas diferencias o cambios desde x = 4 hasta x = b tendremos el cambio
(o diferencia) total M(b) — M(a) esto es

j M'(x) dx = M(b) = M(a)

a

Enelpunto?2sedicequeladerivadade y= M(x) esconstante,esdecir M’ (x) = m
constante, lo que equivale a decir que g = M(x) es una funcién lineal; para estas
funciones se cumple que el cambio en “y” es proporcional al cambio en x y la
constante de proporcionalidad es precisamente s, la pendiente de la recta que es la

grafica de la funcion. En general se tiene entonces que 4y, — y, = m ()c2 - xi) osea

Mx) = Mix) = m(x - x,),

en particular se tiene que M(b) — M(a) = m(b — a) ahora, como m es el valor
de M'(x) para cualquier x, si tomamos x=a, la ecuacién anterior se puede escri-
bir como: M(b) — M(a) = M’(a)b — a).

En el caso de que la derivada de y = M(x) no sea constante pero el intervalo
[a, bl sea pequeflo como se menciona en el punto 3, la grafica de la funcién
Yy = M(x) se asemeja a una recta y habrd poca variacion en los valores de su de-
rivada en el intervalo, debido a este parecido de Y= M(x) con un modelo lineal
podemos utilizar como una estimacion de M(b) — M(a) a M’ (a)(b — a) es decir

’

M(b) — M(a) = M’ (a)(b — a). El siguiente dibujo puede ayudar a visualizar lo
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que decimos, ya que ahi se ilustra que la estimacién es mejor cuando se consideran
intervalos mas pequefios.

Y
\
M(b) >M’ (@a)b-a)
M)
M (a) J
X

En la figura puede apreciarse como al tender la longitud del intervalo [a, b1 a cero, el error
al estimar la diferencia M (b) — M (a) por medio de la expresion M’ (a) (b — a)se desvanece.

En el punto 4, se toma como x, el punto medio del intervalo [a, b1 generando dos sub-
intervalos: [a, x1y lx, b1; notemos primero que la diferencia de valores de la mag-
nitud correspondientes a los extremos del intervalo [4, b1 es la suma de las diferencias
de los valores de la magnitud en los extremos de cada subintervalo, es decir:

M(b) — M(a) = (M(x,) — M(@)) + (M(b) — M(x,))

Utilizando la aproximacion del punto anterior aplicada a cada uno de los dos subin-
tervalos se tiene que

Mx,) = Ma) = M(a)(x, —a) ¥ Mb) = Mx) = Mx) (b~ x.)

Se tiene ademds que Ax = =b— x, = x, —a por lo que se llega al resultado

2
que se sefiala en el punto 4:

M) — M(a) = M (a)Ax + M (x,)A x

Los puntos x, y x_ que se sefialan en el inciso 5 de la SP-8 dividen al intervalo en
tres subintervalos de la misma longitud

szb—a;
=2

estos subintervalos son [a, X, ], [xl, xz] y [xz, b]. De nueva cuenta se tiene
que la diferencia de valores de la magnitud en los extremos del intervalo [a, b1 esla

Métodos de Integracion




suma de las diferencias de los valores de la magnitud en los extremos de cada subin-
tervalo, es decir:

Mb) = M(@a) = (M(x,) = M@) + (M(x.) = M(x,)) + (M(b) = M(x.))
Aproximando cada diferencia del mismo modo que se ha venido haciendo, tenemos:

M) = M(a) = M(a)Ax + M (x)A x + M (x)Ax

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmvA 8 (SP-8)

1. Generalizando el procedimiento del Miétodo de Euler

Un valor estimado via el Método de Euler de la integral (o la diferencia de valores)

b
[ M0 dx = m) = mia)
se consigue, en general, asi:
a) Dividiendo el intervalo [a, b1 en w subintervalos de la misma longitud
b—a

Ax = ,
n

digamos [a, xl], [/‘1' X ], [/(2, XB], ...,[/cw,j,b]; endonde x, =a+:iAx.

b) Utilizando la estimacién M(x,) — M(x, ) = M'(x,_ . )Ax para la diferencia de
valores de M en los extremos del i€simo intervalo | x,_,, x, | conitomando va-
lores enteros desde O hasta n (@ =x_ y b =x ).

¢) Sumando las estimaciones anteriores, €s decir

b n
[ Mx)dx = m) = ma) = Y Mix, A (1)

i=1

2. Un ejemplo practico

En el tema 1 de la Unidad 1 llegamos a que la longitud ¢ de la curva correspondien-
te a la gréfica de la funcion y = y(x) = x* de x=0 a x =2 seexpresaconla
integral

2

L= J N1+ 4x dx

El valor de esta integral se obtiene evaluando una antiderivada de /1 + 4x” en
x = 2 yrestando a este valor la evaluacion correspondiente en x = ©. La antide-
rivada se puede conseguir a través de la técnica de integracién llamada Sustitucion
Trigonométrica que serd estudiada en el tema 4 de esta misma unidad; de hecho, el
problema de calcular la longitud ¢ de la curva en consideracién, corresponde al pro-
blema 1 de la Tarea de ese mismo tema. En este punto de las Consideraciones utiliza-
remos el método de Euler para conseguir valores aproximados de esta integral que
corresponde a la longitud de arco ya dicha; se podria entonces comparar los valores
obtenidos de la longitud de arco a través del Método de Euler con el que se obtenga
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mediante la sustitucion trigonométrica y apreciar asi la bondad de la estimacion con
este método numérico.

Al considerar la variable longitud de arco (de la gréficade y = y(x) = X)), L= L(x)
longitud de la curva medida desde cierto punto de referencia, con abscisa O por ejem-
plo, hasta un punto variable con abscisa x, se tiene que

dac
— =) =1+ 4x

ax

obien dL =+/1 + 4x dx por lo que la integral que corresponde a la diferencia de
valores ¢(2)— (o), estd dada por:

L(2) - (o) = fdz, =j Vi +4x7dx

Utilizaremos la férmula (1) de la Consideracién 1 para conseguir estimaciones de la
integral anterior segtin sea el nimero ~ de subintervalos en los que sea dividido al
intervalo [0, 21.

a) Observemos que si »n = 1, el subintervalo es el mismo intervalo [0, 2],
a=x,=0y b= x, = 2; adicionalmente

en estas circunstancias una estimacion para la integral es:

L) = L(0) = L (O)Ax = ( I 4(0)2)2 =5,

obien ((2) jJ1+4x adx = 2.

b) Si n =2, los dos subintervalos son [0, 11 y [1, 2]. Ahora a = x, = 0,

(o]

X, =1, b=x =2, Ax= = 1, entonces:

2

L(2) - (o) = iL'(x;_i)A/c = i(ﬁ +4(x,_, ) A
(\/1 + (o) )(1) (\/1 +4(1) )(1) =1+5

Esdecir t(2)-¢(0)==z.22¢c0679¢

. . 2-0
¢) Sitomamos wn = 4 se tiene que Ax = =0.5 dedonde a=x, =0
.4,

X, =0.5 x,=1, x.,=1.5 y b= x, = 2,entonces

L(z)- L) = ZL(XLIA,( Z(«/1+4 k,)Q)AX=3.v906:2g.
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d) Altomar n = 20, setiene que

20

de donde a=x, =0, x, =0.1, x, =0.2, X

. =03, X, =19y
b = x, = 2, entonces

20

L(2)-t(0) = 2(\/1+4(xi_1)2)A;< =4.492245.

i=1

Esta ultima estimacién fue obtenida con el apoyo tecnoldgico de una hoja de
célculo, gracias a esto se pudo establecer el valor de la sumatoria.

3. Los valores aproximados de una magnitud via el Método de Euler

Si se conoce la razén de cambio o derivada ’ = M’(x) de una magnitud variable
Y= M(x), se puede obtener via el Método de Euler, un valor aproximado del cam-
bio M(b) — M(a) aunque la férmula de la magnitud sea desconocida.

Imaginemos de nuevo que conocemos y = M’ (x) Yy que adicionalmente sabemos
el valor de la magnitud en algtin punto, digamos que conocemos el valor de M(a),
entonces el Método de Euler puede utilizarse para conseguir valores aproximados de
la magnitud en otro punto, digamos M(b). Veamos. Ya que:

M(b) — M(a) = Cambio de la magnitud “g = M(x)” cuando x cambiade a a b.

entonces:

M(b) = M(a) + Cambio de la magnitud “y = M(x)” cuando x cambia & a b.

de hecho

b
M) = mMa) + [ M (0dx

Estimando, entonces, el cambio o la integral con el Método de Euler, se consigue en
consecuencia una estimacion del valor de la magnitud:

M(b) = M(a) + i M’ (x,_)Ax

Cabe decir que este procedimiento para conseguir estimaciones de valores de una
magnitud, es lo que se conoce propiamente como el Método de Euler en los libros de
texto de Ecuaciones Diferenciales.

El poder conseguir valores aproximados de la magnitud con el apoyo tecnolégico de
una hoja de célculo permite realizar conjeturas sobre la funcién que modela el com-
portamiento de la magnitud bajo estudio. De hecho, la intencién de utilizar el méto-
do de Euler en el tomo 1, tema 1.3, fue la de inferir la relacion algebraica entre la ra-
z6n de cambio de una magnitud y la magnitud misma, cuando la razén de cambio es
un polinomio.
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4. Sobre el error en la estimacion con el Método de Euler

Indudablemente es importante saber qué tan buenas son las estimaciones que se ob-
tienen con el Método de Euler y de hecho con cualquier otro método. En la Unidad 4
de este tomo y usando ciertas consideraciones alrededor de la serie de Taylor, proba-
remos que el error que se comete al estimar el valor de una magnitud o el valor del
cambio de la magnitud (o integral) con el Método de Euler, tiende a cero cuando
el nimero de subintervalos se va a infinito.

Podemos razonablemente creer entonces que al considerar un “buen nimero” de sub-
intervalos en la estimacién tendremos una “buena aproximacién”. La gran capacidad
tecnoldgica de computo con la que se cuenta hoy en dia refuerza esta creencia. Sin
embargo, se conoce que atin con esa tecnologia, ciertos tipos de errores en el compu-
to ocurren cuando se trabaja con nimeros “demasiado pequefios” que naturalmente
aparecen cuando el nimero de subintervalos es “muy grande”. Es por esta razén
que se han desarrollado otros métodos de aproximacién mds sofisticados con los que
se pueden lograr mejores estimaciones con un menor nimero de operaciones; entre
estos métodos estdn el llamado Euler Mejorado y el Runge-Kutta que se utilizan para
obtener valores aproximados de magnitudes modeladas por cierto tipo de ecuaciones
diferenciales. Cabe decir que estos métodos parten del mismo principio en el que se
basa el Método de Euler para aproximar el valor de una magnitud de la que se cono-
ce su razoén de cambio y un valor (inicial): el valor en un punto es el valor inicial mas
el cambio (o integral). Lo que diferencia a estos métodos es el modo de aproximar el
cambio. En los libros de Ecuaciones Diferenciales se pueden estudiar con detalle es-
tos métodos, asi como la bondad de las aproximaciones que se logran con ellos.

En algunos de los problemas complementarios que se presentan en seguida tendre-
mos oportunidad de comparar los valores aproximados que se obtienen con la mane-
ra de proceder dividiendo el todo en sus partes, desarrollada en la Unidad 1 de este li-
bro, con los que se obtienen con el Método de Euler. Aunque, como veremos, en
algunos casos aquellos procedimientos lucen mds eficientes, a manera de descargo,
podemos decir que mientras que esos procesos se desarrollaron respondiendo al tipo
particular de magnitud que se queria calcular, con el Método de Euler, teniendo la
razoén de cambio de la magnitud, se cuenta con una forma sistemdtica de proceder
para estimar los valores de la magnitud.
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1. Area de una region

En el tema 2 de la Unidad 1 se estim6 el drea .4 de la regidn bajo la gréfica de la funcion

240

Yy=yx = '

X+ x°

por encima del eje x y entre las rectas x = 1 y x = 4, para ello se dividi6 a la regidn en franjas verticales de
anchura comun que asemejan la forma de trapecios.

Estima ahora el area de la region aplicando el método de Euler.

\

. s
olucion:
H

Primero notemos que de acuerdo al trabajo realizado en el tema 2 de la Unidad 1, el drea de la region quedo plan-
teada por la siguiente integral:

T 240
A=
DX+ x

La cual puede ser vista como un cambio de la funcién area 4 (x) definida como

240

A(x)= dren de la region bajo Lo curva “ Y = =7, por encima del gje x Yentrel y x.

X+ X

Concretamente:
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240
El integrando <y()c) = — es 4'(x), estoes:
X+ x

2

, aA 240
Ax) = —=——
dx x+x
Sidividimos al intervalo [1, 41 en 3 subintervalos de longitud Ax = * =4
3

A=1

—A A=

Pl

1

2

La estimacion correspondiente del drea .4 de la regidon usando el método de Euler es:
A= A (x)Ax+ A (x )Ax + AT (x,)Ax
A= Y )Ax+ yx JAx+ y(x )JAx =180
Con la ayuda de un recurso computacional podemos construir la siguiente tabla de estimaciones del area .4

de la regidn procediendo con el método de Euler para diferentes valores de 1, en dicha tabla se han incluido tam-
bién las estimaciones obtenidas en el tema 2 de la Unidad 1 procediendo a dividir la regién en franjas verticales

que se asemejan a trapecios:

2 140.143 221,143

3 126 180

4 120.506 161.006

20 112946 118246

40 112.883 116.932

50 112.853 116.092
1280 112.8010 112928
1290 112.8009 112.92F
1300 112.20@ 11:23:26
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El valor exacto del area de esta region es .4 = 112.200271 y sera calculado en el tema 5 de esta unidad, cuando
se vea el método de fracciones parciales. Como puede apreciarse en la tabla, las estimaciones conseguidas en el
tema 2 de la Unidad 1 son mejores que las obtenidas con el método de Euler, en el sentido de que se acercan mas
rapido al valor exacto del area conforme se van tomando valores de » cada vez mas grandes, no obstante esto,
podemos decir que el método de Euler tiene valor por en su generalidad, es decir, una vez que se ha planteado la
integral que representa el valor de lo que andamos buscando, siempre se procede de la misma manera.

2. Masa de un cono

En el tema 4 de la Unidad 1 se estimé lamasa M del cono que se ve en la figura siguiente, cuya funcién densidad
de masa depende de la variable x de acuerdo a la férmula

p(x) = 2\/1 + X7 g/em’,

para ello se dividié al cono transversalmente en secciones que tienen la forma de conos truncados. Estima ahora la
masa del cono aplicando el método de Euler.

Solucion:

En el tema 4 de la Unidad 1 se plante¢ la integral que representa la masa del cono, para ello se tomé una seccién
transversal de anchura infinitesimal dx (cono truncado) como se ve en la figura y se uso la férmula desarrollada
en el tema 3 de la misma Unidad para el volumen 4V de dicha seccién.

av = w0 dx = w(g) dx

: cm
(0, 0) = : X
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La masa dM de la seccién estad dada por la formula:

m 2 3
aM = p(x)dv = —2)< Ni+ x° dx
3

Y consecuentemente la integral que representa a la masa del cono es
X=10 X=10
aw o
M = de = j —x 1L+ X dx = — j X1+ X7 dx
32 32
X=0 X=0

La integral planteada que representa a la masa M del cono puede ser vista como un cambio de la funcién

masa M (x) definida como:

M(x) = masa del cono entre 0y x.

Concretamente:

10 10
M = Jlei + x° dx = l'l.xlei + x° dx = M(L0)— M(10)
) 2o 22

Donde la derivada de la funcién masa M (x) es el integrando, es decir:

am g -
1+ x

Mix)= — =
(x) X =2

Si dividimos ahora al intervalo [0, 101 en 5 subintervalos de longitud Ax = — = 2.
5

Ax=2
— A= r—H/—HI

|
|
&

N

2 3

X

x

1

La estimacion correspondiente de la masa M del cono con el método de Euler es:

M = M(x)Ax+ M (x))Ax + M(x )Ax+ M (x )Ax + M(x)Ax = 416422 g,

La estimacion que fue obtenida dividiendo al cono en cinco partes en el tema 4 de la Unidad 1 es:

M = 550.26 9,
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Con laayudade un recurso computacional podemos construir la siguiente tabla de estimaciones delamasa M del
cono procediendo con el método de Euler.

Estimacién de M

n con el método de Euler
(eng)

5 416433
10 544.659
50 660.216
100 6F5A4F5
500 68F 213
1000 £29.263
5000 £90.605
10000 £90.760

El valor exacto de la masa del cono es M = £90.92 ¢ y sera calculado en el tema 2 de esta Unidad, cuando se vea
el método de cambio de variable. Como puede apreciarse en la tabla, las estimaciones conseguidas con el método
de Euler constituyen una buena aproximacién del valor exacto a medida que se toman valores de » cadavez mas
grandes; de hecho, como ya se comentd en las consideraciones de este tema, es posible probar que bajo condicio-
nes muy generales, el error de estimacion al aplicar el método de Euler se desvanece conforme n — .

3. Escurrimientos de agua hacia una presa

En cierta regién donde hay una presa es muy comun que llueva en el mes de agosto con la misma intensidad afo
tras ano, de tal forma que si se empieza a contabilizar el tiempo (en dias) al terminar las lluvias, la razén a la que
aumenta el volumen de agua en la presa por recibir los escurrimientos de agua de las montanas, esta dada por el
siguiente modelo matematico que ha sido construido por un equipo de especialistas con base en la experiencia.

r(t) = 130 000 — 10 ooo‘/j +10t™ wmetros cuiblcos por dia.

a) Determina con base en el modelo matematico dado, en cuanto tiempo a partir de que terminan las lluvias deja
de haber escurrimiento de agua de las montanas a la presa.

b) Sial terminar las lluvias de agosto de cierto afio la presa tiene coo 000 wetros cibicos de agua, aplica el método
de Euler con At = 0.5 dins para determinar la cantidad de agua en la presa cada mitad de un dia desde que
deja de llover hasta que cesan los escurrimientos.

¢) Sial terminar las lluvias de agosto de cierto afo la presa tiene coo 000 metros cibicos de agua y el limite re-
comendado para abrir las compuertas y evitar que la presa reviente, ocasionando un dafio mayor, es £20000
metros cuibicos. §Serd necesario abrir las compuertas de la presa?
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Solucion:

Si analizamos la formula de la razén #(t) ala que crece el volumen de agua en la presa:

F(t) = 130000 — 10000,/ 9 + 10t™ metros cibicos por dia .

Vemos que al principio,en t =0, larazénes r(0) = 100000 metros ciibicos por dia, peroamedida que el tiempo
transcurre, es decir, a medida que t crece, los valores de r(t) decrecen.

Para determinar cuando cesaran los escurrimientos igualamos r(¢t) a ceroy despejamos para el tiempo ¢.

F(t) = 120 000 — 10 000,/ 9+ 10t = 0
10000, 9+ 10t> = 130 000
J9+10t" =13

9+10t" =169

t

4 dias

A continuacién mostramos una gréfica de la funcién r(t)

100 000 —

¥ (t) =120 000 —10 000 N 9 +10¢”

—

i > t (ending)
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Si representamos por V/(t) al volumen de agua en la presa (en m*) en el tiempo t (en dias), entonces

vie =Y - e
A

El método de Euler puede ser aplicado para determinar el volumen aproximado de agua en la presa en periodos
iguales. Por ejemplo, tomando At = 0.5 dias como se nos pide en el inciso b), podemos determinar el volumen
de agua en la presa cada mitad de un dia.

V(0) = 600 000 >

V(0.5) = V() + V' (0)At = coo 000 + 100 000(0.5) = 650 000 W

V(@) = V(0.5 + V' (0.5)At = 650 000 + 96,082.35(0.5) = 698,044.175 m*
V(.5) = V(@) + V' @)At = 698,044175 + €6 411.011(0.5) = F41,249.680 w*
V() = V(@L5) + V' (1.5)At = 741 249.680 + 72 75129 (0.5) = 778 187250 m*
V(2.5) = V(@) + V' (Q)At = ##2 187250 + c0 000(0.5) = Q0L 187250 m*

V(2) = V(2.5) + V' (2.5)At = 202 187250 + 45 442.227(0.5) = €30 908414 m*
V(3.5) = V(2) + V' (3)At = 30 902414 + 20 501.256(0.5) = €46 159.042 m*
V(4)=V(=5) + V' (3.5)At = 246 159.042 + 15 226.551(0.5) = €53 €22.317 m*

Como larazén V' (t) = r(t) ala que crece el volumen de agua en la presa es decreciente, esto es, la presa se
llena cada vez mas lentamente, la estimaciéon Vv’ (tL,)At que se hace en cada paso del método de Euler para el
volumen de agua que escurre a la presa del tiempo ¢ al tiempo ¢, + At es una sobreestimacion de dicho volu-
men; de esta forma, los aproximaciones obtenidas anteriormente por el método de Euler estan por encima de los
verdaderos valores de los volimenes de agua en esos tiempos. En particular la aproximacion para V(4) que es
252 222.217 m” es mayor que el verdadero volumen de agua en la presa a los 4 dias.

La capacidad limite de la presa es £z0 0oo m* y es sobrepasada por la aproximacion de €5z £22.317 m* para
V/(4), pero esto no nos da informacion para tomar una decision sobre abrir o no las compuertas por ser la estima-
cién obtenida para V/(4) una sobreestimacion.

Con el fin de tomar una decisién sobre abrir o no las compuertas de la presa es preciso aplicar el método de
Euler con un valor de At mas pequeio. En particular con un valor de At = 0.01, es posible calcular con un re-
curso computacional que la estimacion (que sabemos es sobreestimacion) para V(4) es V/(4) = 229 9&z.1 w7,
esto asegura que el valor exacto del volumen de agua dentro de la presa al terminar los escurrimientos de la
montafa es menor a la capacidad méaxima de £z0 coo m* de la presa, por lo que de acuerdo al modelo adoptado
para r(t) no es necesario abrir las compuertas de la presa.
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Tarea:8

INIDAD— 3 IEVIA 3 9

1. Una pelota se lanza al aire describiendo una trayectoria en el plano xy cuya ecuacidn es: y(x) = x — 0.01x".

Y (ene 1)

x (en )

a) Plantea la integral que representa la longitud total recorrida por la pelota en el aire.
b) Utiliza el método de Euler con At = 10 m para estimar la longitud recorrida por la pelota en el aire.

¢) Este problema se consideré en el tema 1 de la Unidad 1 donde se obtuvo una estimacion numérica de
L =114.c6 m dividiendo la trayectoria recorrida por la pelota en 10 arcos. ;Es la estimacién conseguida en
la Unidad 1 mas precisa que la obtenida con el método de Euler? Argumenta tu respuesta.

2. Un paso a desnivel tiene una longitud horizontal de 144 wetros y unaalturade 4 metros en la parte mas alta,
que esta justo a la mitad de la joroba.

4+ m)

¢ (144 )

Considerando un sistema de coordenadas xy con el origen en el extremo izquierdo de la joroba, ésta tiene la
forma de la curva dada por la funcién

v
Yy=yx =4sen mx

a) Plantea laintegral que representa la longitud de la joroba.
b) Obtén una aproximacion para la longitud de la joroba usando el método de Euler con Ax = z& m.

¢) Utiliza un recurso computacional y obtén una aproximacion para la longitud de la joroba usando el método
de Euler con Ax = 1 .
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d) Este problema fue considerado en laTarea 1 en donde se solicitaron estimaciones de la longitud de la joroba
dividiéndola en 4 arcos y en 144 arcos, que corresponden a los valores de Ax = z& y Ax = 1 del método
de Euler. ;Son las estimaciones obtenidas con la estrategia numérica de la Unidad 1 mas precisas que las
obtenidas con el método de Euler? Argumenta tu respuesta.

3. La region = esta limitada por la grafica de la funcion y(x) = |25 — x7, el eje x ylasrectas x = 0 y
X = 4.

a) Plantea laintegral que representa el drea de la region =.
b) Estima el érea de laregién = usando el método de Euler con Ax = 2.
¢) Estima el rea de laregién = usando el método de Euler con Ax = 1.

d) Este problema se consider6 en el tema 2 de la Unidad 1. Dividiendo a la regién en dos franjas verticales, es
decirtomando Ax = 2, se obtuvo una estimacién del areaiguala 171cx* y dividiendo a la regién en cua-
tro franjas verticales, es decir tomando Ax = 1, se obtuvo una estimacion del drea igual a 17479 x*. ;Son
estas estimaciones mas precisas que las correspondientes en los incisos b) y ¢) obtenidas con el método de
Euler? Argumenta tu respuesta.

4. Considera a la region = de la figura limitada por la grafica de la funcion y = y(x)= x>~ + 1, el eje x y las
rectas x =0y x = 2.

__ 52&(/0:)(3/2_,’_1

a) Plantea la integral que representa al volumen del sélido de revolucién obtenido cuando la regién = gira
alrededor del eje x.

b) En el tema 3 de la Unidad 1 se estimé numéricamente el valor del volumen Vv del sélido de revolucién
dividiéndolo en secciones transversales que semejan conos truncados, a continuacion mostramos las esti-
maciones obtenidas para cada valor de x, el nimero de secciones consideradas.
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4 10.669
2] 10.590m
10 10.549m
20 10.5217
320 10.5287
0 10.5259m
90 10.5258T
100 10.52571T

Obtén con un recurso computacional las estimaciones correspondientes usando el método de Euler, por
ejemplo, cuando n = 2o, el valor de Ax al usar el método de Euler debe ser

2
Ax = — = 0.025.
{0

¢) Obtén el volumen del sélido de revolucién calculando la integral del inciso a) con el Teorema Fundamental
del Célculo. ;Qué estimaciones se aproximan mas rapido al valor exacto del volumen, las obtenidas en la

Unidad 1 o las obtenidas con el método de Euler?

5. Eneltema 5 delaUnidad 1 se planted la integral que representa la fuerza hidrostatica # sobre una pared de un
estanque con 2 metros de profundidad de agua, base cuadrada de 3 metros de lado y 2.25 metros de altura.

2.25m

§—)
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En la siguiente tabla se muestran los valores aproximados, de acuerdo a la manera en que se procedié en la Unidad
1, de la fuerza hidrostatica £ sobre una pared del estanque para un nimero « cada vez mayor de partes en las
que la pared se dividio

n \'Z

2 2 p9

4 4.5 po

& 5 pg

eo 5.9 p9)
eoo 529 P3
cooo S 7%

Obtén con un recurso computacional las estimaciones correspondientes usando el método de Euler, por ejemplo,
cuando »n = o, elvalorde Ax al usar el método de Euler debe ser

2
Ax = — = 00333 .
60

{Qué podemos sospechar de la comparacién de los dos modos de estimar la fuerza #?

6. En el tema 1 de la Unidad 2 se planted la integral que representa al tiempo 7~ que tarda en caer un cuerpo
cuando se desliza sin friccién sobre una rampa que tiene la forma de una curva con ecuacion y= fx) como
se ve en la figura.

T_IL 1+ [F O] x
o J29(H — £(x)
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Si la rampa tiene la forma de la grafica de la funcién y= fix) =106 — 2.

a) Determina los valoresde + y ¢ que aparecen en la figura superior y en la integral que representa al tiem-
po de caida 7

b) Aplica el método de Euler con

para estimar al tiempo de caida 7-

184 ® Unidad3  Métodos de Integracion
-— 0000@oo o




3.2

Meétodo de cambio
de variable

En este tema veremos el mas simple de los métodos de integracion, el método de “Cambio de
variable”. La idea fundamental es transformar una integral de interés en otra mas simple, que
pueda resolverse con el catalogo de antiderivadas visto en el tema 1 de la Unidad 2, a veces esto
se logra mediante un cambio en la variable de integracién.

Situacion ProeLEmMA 9 (SP-9)

La presiéon & que ejerce un gas sobre las paredes de
un depdsito de volumen VvV en donde estd confinado
estd dada por la féormula:
100
P =—kg/m*
\'4

La tapa del depésito es un pistén que se desplaza a par-
tir de £ = o provocando que el volumen del depdsito
crezca de acuerdo a la formula v(t) =10+t v
donde el tiempo ¢ se mide en minutos.

Lstbn
/— pls

a) Calcula la razén "y a la que cambia la presion

con respecto al volumen.

a
b) Calcula la razén = a la que cambia la presién

con respecto al tiempo.

De t = 0 a t = 2 wminutos el volumen crece
de V(©©) =10’ a V(2) = 12 n’.

Para los incisos ¢) y d) supongamos que de t =
0 at = 2 minutos el volumen crece de V(o)
=1o0m’ia V() =12’

c) Con la respuesta del inciso @) plantea una inte-
gral que nos dé el cambio de presion al crecer el
volumen del depdsito de 10 a 1£ wa”. Es decir,
suma los cambios infinitesimales de presion
ap correspondientes a los cambios infinitesi-
males de volumen AV desde vV = 10 hasta
V =1¢g.

d) Con la respuesta del inciso b) plantea una inte-
gral que nos dé el cambio de presién al trans
currir el tiempo de 0 a 2 wminutes. Es decir,
suma los cambios infinitesimales de pre-
sién AP correspondientes a los cambios infi-
nitesimales de tiempo At desde ¢ = o hasta
t = 2.

e) (Cudl es el valor de las integrales planteadas en
c)yd)?

Discusion DE LA Situacion ProsLemA 9 (SP-9)

Dado que la férmula de la presion # en términos
del volumen V es:

100 .
P=—=100V
v
entonces derivando P respecto a V tenemos

ap .
— =—100V"
av

y esto contesta el inciso a).
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-1 = =\ 1 .
Como P=100V " y V =10+t entonces 7>:100(10+t ) y derivando
P conrespecto a t

i —100(10+t3)_2(3t2)

y esto contesta el inciso b).
Abhora, de la respuesta del inciso a)

ap .
—=—100V "~
\%

Podemos escribir aP = —100V AV y el cambio total de presion desde que V = 10
hasta que V = 1¢ estd dado por la integral
v=1¢
J ar = _[ — 100V "AV
V=10
y esto contesta al inciso c).
De la respuesta del inciso b)

Ap e
;_—100(1o+t ) (=t7)

tenemos AP = —100(10 +t° )72(3152)0/1' y el cambio total de presion desde
que t = o hastaque t = 2 estd dado por la integral:
t=2
_[dP = j —100(1o+t7) (=t7)de

t=0
y esto contesta al inciso d).
Las integrales planteadas en los incisos ¢) y d) representan el mismo cambio de pre-

sién porque los limites en el tiempo y en el volumen se corresponden, el valor de am-
bas se calcula con la férmula

100
P(V) =
y estd dado por:
100 100 .
P(18)—P(10)=———=—4 .44 Rg/m"
12 10
En resumen:
t=2 v=1¢g
_[ ap = _[ —100(10+¢7) (2t7)de = I —100V AV = —4.44kg/m”
t=0 V=10

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLema 9 (SP-9)

1. El cambio de variable en la SP-9

La SP-9 ilustra el método de cambio de variable para integrar; imaginemos que desde
un principio estamos interesados en calcular la integral que representa el cambio
de presion en términos del tiempo, es decir la integral

t=2

J. —100(10 + £7) 7 (37 )dt

t=0
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No hay férmula del catdlogo de antiderivadas que pueda aplicarse directamente
para resolver esta integral, pero si definimos la variable V = 10 + ¢ entonces
dVv = = t7dt y en términos de la nueva variable V' la integral anterior puede escri-
birse como:

t=2 v=1g

— 10010+t ()t = [ —100v Ay
t=0 —_— V=10
(= av

Los limites de la nueva integral se obtienen a partir de los limites de la integral origi-
nal y la ecuacién v =10 + ¢
La nueva integral es muy fécil de calcular ya que una antiderivada del integrando

100
—100V " es ——.
\%4
En resumen:
t=2 o . v=1g B V_QH v=12 100 | v=1=
J. —100(10 + t7) " (2t7)dt = _[ —100V "AV = —100 ——— = — = — 444,
t=o0 v=10 -2+ 1|V Vo|v=e

Al aplicar el método, es comtn en la practica no establecer los limites de la nueva
integral, sino sustituir en la antiderivada obtenida, la nueva variable por su equivalente
en términos de la variable original y utilizar los limites que ya estdn dados para ésta.

[lustremos esto con el célculo de la misma integral:

j —100(20 + £7) 7 (=t7)dt

t=0

Al aplicar el cambio de variable, sustituyendo V =10+ t°, dV = =t dt, obtene-
mos que la antiderivada con respecto a la variable V/, esto es:

-\ 2 — —
".—100(10+t';) (gtz)dtzj—ioov “dv =100v™" +¢C
Y escribiendo la antiderivada obtenida en términos de t tenemos:
=\"7 2 -2 -1 =\7?
—100(10+t ) (3t )dt: —100vV7dV =100V :100(1o+t ) +c

Esta antiderivada la podemos evaluar ahora con los limites de la integral para obtener
su valor como se indica a continuacion:

t=2

. -1 t=2 100 100
2t =|100(10+ ¢t~ +C =|—+C |-|—+C |=—4.44.
(st°)de =| 200 (10+¢7) " e
t=0 1L 10

j —100(10+ t‘?‘)_2

t=0

Como puede apreciarse, el empleo de la constante ¢ de antiderivacion es innecesa-
rio ya que siempre se cancela al hacer la resta de las evaluaciones de la antiderivada
en los limites de la integral.

2. El método del cambio de variable

Como se comentod en la introduccion a este tema, la idea fundamental del método de
cambio de variable es transformar una integral de interés, que no sabemos como
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resolver o calcular, en otra integral mds sencilla que pueda ser resuelta o calculada
usando el catdlogo de antiderivadas.

No todas las integrales que representen una dificultad para su resolucién o calculo
pueden ser tratadas con este método. Una manera de ver si el método es aplicable es
tratar de distinguir en el integrando una expresién « que dependa de la variable de
integracion, de tal forma que su diferencial duw sea un factor del integrando. Esto se
puede apreciar en la integral de la SP-9:

t=2
j —100(10 + £7) 7 (=t7)dt
t=0

en donde la expresién w =10+t~ aparece en el integrando y su diferencial
du = =t dt es factor del mismo. Claro que en la SP-9 usamos la letra V' en lugar
de w.

No es necesario que la integral tenga limites para aplicar el método de cambio de
variable, es decir, puede aplicarse para obtener simplemente la antiderivada general
de un integrando.

Por ejemplo, pensemos en obtener la siguiente antiderivada:

J.CKMK (1 + wa)dx

Es dificil dar una respuesta directamente, pero si tomamos « = xln x se tendria:

du = (x(i) + (1)wa)dx

Adu = (1+wa)dx

Y la antiderivada se transforma en:

J. ?E(i + U x)adx = _[ e du

%/—/
du

Pero sabemos que J e“du = £“ + ¢ 'y asi obtenemos que:

!
J‘e" e+ nx)dx = Je“du =e“+c
Que en términos de la variable original nos queda:
!
[P (1+lnx)dx=€e"""+c

Veamos otro ejemplo. Obtener la siguiente antiderivada:

_[ (3t2 + 5’t) cen(ot” + 5t° + 1)dt
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En el integrando podemos distinguir la expresion w = 2t~ + 5t~ + 1 cuya dife-
rencial duw = (@f:2 + wt) dt =2 (31&2 + 5 f:) dt es factor del integrando salvo por

n “2” que aparece en la féormula pero que podemos pasar al lado izquierdo de la
ecuacion para obtener que

Adu q '
— = (3t + 5t)dt,

el cambio de variable puede ser llevado a cabo como se indica a continuacién:

_[ (3t2 + 5t) sen(2t” + 57 +1)dt = f sen (RE° + 57 + 1) (37 + 5¢8) dt = _[ sen(u) —
2

P du

2

Pero sabemos que

Adu 1
e ZE=—Zeocw+e
2 2

y asi obtenemos que:

[(5t" + 56) centat™ + 5t" + 0t = e 2 =~ Lopc o+ e
2 2

Que en términos de la variable original nos queda:

- 5 1
f (2t” +5¢t)sen(at” + 5" +1)dt = ——cos (267 + 58" +1)+C
2

En los ejemplos que aqui hemos presentado hemos recurrido a las férmulas de anti-
derivacion:

jé“du =¢g“+cCcy J. sen(u)du = —cos(u) + €

Que forman parte del catdlogo de antiderivadas presentado en el tema 1 de la Unidad
2, con la salvedad de que en el catdlogo aparecen las férmulas en términos de la va-
riable x enlugarde w«. Como al aplicar el método de cambio de variable trataremos
de reconocer la nueva antiderivada o integral en términos de « en dicho catilogo, es
buena idea reproducirlo aqui empleando ahora la letra « en lugar de x y tenerlo de
referencia para la solucion de los problemas complementarios.

Tema 3.2
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0 [rf()du=k [ £(u)du

2) J‘[olf(u) te

=) jdu=u+a

du
5) _[— =tn(u)te
u

3

u)]du = ¢, J. fu)dute, J- g(u)du

nw+1
u

4) Iu”du= +e¢ ; n#E—1

n+1

Jé“duze“+o

# [ adu = L:(a) +e ) [ cen(w)du = —cosw)+o
9) [ eos (w)d = st (w) + 0 10) [ see® () de = tan () + o
1) [ os6? () e = —cot () + 0 12) [ seo () tan () e = seo () + 0
12) [ese(u)eot (u)du=—csc(u)+e 14) [ ton () due = = L[ oos () ]+ 0
15) [ cot (u)du = cn[sen (u) ]+ o 16) | sec(u)du = cnfsee () + tan (u) ]+ o
17) f cse (w)du = Lnfese (k) = cot (u) |+ ¢ 18) IL; = arcsen (w/a)+e
—

) j 2o/u _ iwataw( )_,_a ~0) j% 0 M%CU |J

a+u  a a W —a® 4

3. Compraobacion de la antiderivada

La antiderivada obtenida por el método de cambio de variable puede verificarse
calculando su derivada y comprobando que coincide con el integrando; la regla de de-
rivacion que estard siempre presente en esta comprobacion es la regla de la cadena.

Por ejemplo, en la consideracién 2 obtuvimos que:
]
[ (c+inx)dx=e""+c

. . ., L

Para verificar este resultado calculemos la derivada de la funcién ¢* " + ¢ al ha-
. xlnx

cerlo obtenemos el integrando € ( 1+ wa).

También obtuvimos que:

- 1 - -
J. (st? + 5t) cen(Rt° + 5" +1)dt =—cos (2T +57 + 1)+ C.
2

Lo cual puede verificarse calculando la derivada de la funcion

1 2 2
——cos (2t +5t +1)+C,
2

al hacerlo obtenemos el integrando (Bt& +5 t) sen (.:2t3 +5¢° + 1).
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Problemas
= CONPLEMENTARIOS o 8 1 V1T 1Y 7 % IENIA % &

1. Masa de una varilla

Considera una varilla delgada de 20 cm de longitud. Si la densidad de masa p varia con respecto a la distancia x
a uno de sus extremos por medio de la formula

20
= —0/ .
P = T oo

Calculala masa M de la varilla.

o
olucion:
H

Este problema se considero en la SP-4 del tema 4 de la Unidad 1y en ese mismo tema quedé planteada la integral
que calcula la masa:

20 20
=20
M= X)dx = | ———= dx
Fowmax=] 7=
Para calcular la integral obtendremos primero la antiderivada de la funcién p(x), es decir:

J~3—de

Jx+1

Para ello planteamos el cambio de variable « = x + 1, de donde se tiene que dw = dx. Luego:

I—SO dx = jg—o du == OJ W due,

Jx+1 Ju
La nueva antiderivada es un caso especial de la férmula 4 del catdlogo presentado anteriormente, a saber:

nt+i

ju”du= +cC.

n+1

Aplicando esta regla de antiderivacién en nuestro caso tenemos:

20 u1/2
_[—dx:'[zou‘”duzso =cou7+ce

VXt 1

que en términos de la variable x queda como:

20 7
J.—dXZéO()(-i-l)l “+e

X+ 1
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Finalmente aplicando el Teorema Fundamental del Calculo obtenemos la masa de la varilla:

20 20

M= }[ ARCES '[ \/m [@0(K+1)1/2]20 = 6021 — 6oVt = 214.95 gramos.

Conviene destacar aqui que la aproximacién numérica obtenida para la masa de la varilla al tratar este problema
en el tema4 de la Unidad 1 fue 214.9¢¢= o, para ello se dividio a la varilla en 20000 pequefios pedazos. También
es importante mencionar que la manera en que se procedié numéricamente para llegar a esta aproximacion co-
rresponde exactamente a haber aplicado el método de Euler visto en el primer tema de esta Unidad.

2. Llenado de un tanque

Un depésito cilindrico se esta llenando de agua tal y como se muestra en la siguiente figura. La rapidez con la que
fluye agua al recipiente esta dada por la ecuacion V() = 58*/3cm3/seg.

Calcula la cantidad de agua que entra al depésito entre el primer y el tercer segundos.

Solucion:

En este ejemplo el volumen que se acumula en el tanque entre el primer y tercer segundo, se obtiene calculando
la siguiente integral:

T V' (t)dt = f et at

Para calcularla, tomemos w« = t/=, con lo que du = dt/z, o bien dt = =du, luego procedamos a realizar el
cambio de variable:

[seat = [ s =) = 15 [ eae
Ya que J e“du = €“ + ¢ tenemos:

J s5e7de = 15j £du=15¢“+c =157 +¢
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Finalmente calculamos el cambio del volumen:

j. 5e"dt = [156H3:|j =15(e-e"7") = 1984c0m”.

1

3. Longitud de un arco

Calcula la longitud de arco de la porcién de la grafica de la funcién y= f(x) = 2x”" desde x =0 hasta
X =1.

A

0.5 1

De acuerdo a lo visto en el tema 1 de la Unidad 1, el diferencial de longitud de arco se obtiene con la férmula:

=1+ x) 3/(1/2 =1+ 9xdx

Luego:
L= J.d(_z j,/1+3xdx

. . 1 .
Para calcular la integral tomemos w =1+ 9x con lo que du = 9dx o bien dx = — du y realizando el
cambio de variable obtenemos:
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Finalmente:

1

L= Jd(, = J-J:L + 9xdx = [i(i + 3;()3/2:| = i(io)g/2 - i(i)s/2 = 2.2¢¢

(] (] 27

L = 2268 unldades de longitud.

4. Fuerza hidrostatica

Un tonel de vino tiene la forma de un cilindro circular recto y se encuentra en posicién horizontal, el vino ocupa la
mitad del volumen del depdsito, de tal forma que ejerce su fuerza hidrostatica sobre la mitad inferior de las tapas
circulares del tonel. Si la densidad del vinoes p lQ@/WLB y el radio de las tapas es = metros, calcula la fuerza hi-
drostatica sobre cada tapa del tonel.

Solucion:

Este problema ya se considero en el tema 5 de la Unidad 1, resefiamos brevemente la construccion que ahi se hizo
de la integral que calcula la fuerza debida a la presion.

Tomemos una franja de anchura diferencial 4k a una profundidad /4 de cualquiera de las tapas; por el teorema

de Pitdgoras sulargoes 2vm”™ —h~ yelarea d4 delafranja esta dadapor d4 = 2NrR™ — h dh.

La fuerza dF que ejerce el vino sobre la franja es:
dF = PdA =2 pghNR™ —h™ dh

Y la fuerza total debida a la presién sobre una tapa del tonel se puede representar por la integral:

h=rR R
F= Ip/;: = I 2pghNR™ — W dn = ngJ. MWNR™ — h¥dh.
h=0 o
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Para calcular la integral tomemos « = =* — k™ conloque du =—2hdh o bien

aAdu
hdh = ——
2

y al realizar el cambio de variable se obtiene que:

j MR = dn = f VR = n* (hdn) = f w'’® (—ﬁ} —é j w' du

2

Luego:
Jh\/EQ —Wdn=-> f Widu=-% 1o = —3(1?_2 - 1«12)3/2 +c
2 2 =

Finalmente:

(]

h=r =
= [ = 200 oZ =37 o = 2pa| -2 (" 1) "]
n=o0 =

=2 =
= = ;PQR Newtons

5. Masa de una varilla curva

3/2

. . . L 2
Supongamos que se tiene una varilla cuya forma esta dada por la funcion  y(x) = = x"~ tal y como se muestra
en la siguiente figura. =

X
(0, 0)

Sila densidad de la varillaes p(x) = x g/cm, calcula la masa de la varilla.
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Solucion:

Este problema ya se planted en el tema 4 de la Unidad 1, a continuacion se resefia brevemente la construccion de
laintegral que calcula la masa de la varilla. En este caso la densidad se multiplica por el diferencial de longitud para
establecer un diferencial de masa, esto es:

Si p(X)=x Yy dL = ’1+(g'(x))2dx = /1 + x dx, eldiferencial de masa se escribe como:

aAM = p(x)dL = xy1 + x dx

Xom

(0, 0)

Y la integral que calcula la masa de la varilla es:

x=4

M= J-dM= J-x\/1+xd)<

Para calcular la integral tomemos « = 1 + x conlo que 4w = dx vy al realizar el cambio de variable obtenemos:
J. X1+ x dx = j (k—1)u' “du

Como la antiderivada debe quedar en términos de la nueva variable «, de la expresiéon « = 1 + x podemos
escribira x en términos de « despejandola, x = « — 1. Sustituyendo en la antiderivada, ésta toma la forma:

[ xdivxdx=[w-0udu =] " = u''*) e

Con la ayuda del catdlogo tenemos que

J‘ xJ1+ x dx = j(b{.z/2 - ul/z)du =

ONEN
|
N
+
0

Que en términos de la variable x, la antiderivada es:

Jalivxax =2+ 0" -2+ 0" re
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Ahora calculamos la masa de la varilla

4 X =4
2 2) 2 2 s 2D
M= J-/c\/1+x ax =|:—(1+)<)5/2 ——(1+x)3/2:| =2 By -5y -+ =1517
’ 5 = eo B = 5 =

Finalmente M = 15.17 grames.

Vale la pena mencionar que este problema se abordé en el tema 4 de la Unidad 1, obteniendo una aproximacion
numérica para la masa de 11.6€ gramoes.

6. Masa de un cono

Supongamos que se tiene un cono sobre el eje x con las dimensiones que se muestran en la siguiente figura:

gCVl/L

(0, 0) (10, 0)

Sila densidad de masa esta dada por la funcién
p(x) = éxll + X7 glem”

calcula la masa del cono.
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Solucion:

En el tema 4 de la Unidad 1 se establecié la integral que calcula la masa del cono y en la siguiente figura se mues-
tran los elementos para entender su construccion

(lj o
Diferencial de masa correspondiente
a un diferencial de voluwmen del cono
(10, 5)
_1 1
I=T TN |
Av—_
(0, 0) (10, 0) L
En nuestro caso
1 - T
p(x)=§ 1+x Y p/V=7T|:—x:| dx=zx2dx

asi el diferencial de masa se escribe como:
ar
aAM = — x“J1+ x” dx.
22

Luego la integral que evalta la masa del cono es:

X=10

M= IdM= I éx2\11+x3dx=é1‘fx2\/1+x3dx.
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Para calcular la integral tomemos w =1+ x° con lo que du = z2x“dx y al realizar el cambio de variable

obtenemos:
LA 1 , 2 ., 2 2/
J.x%/1+,<3 dx = _l.u”— == | uwFdu="uw"+c =—(1+,<3) e
3 3 9 9

Por tanto:

2 =/

J-XQ\/1+)<3 dx = —(1+}<3)3 “te

9

Ahora:

M= J-”’M = il_f X1+ xdx =é[%(1+ X )S/Q:I:D = L[(:LOOI)B/Q - (1)”]

Finalmente:
M = éjo,ﬁgzgmmos.

Vale la pena mencionar que este problema se abordé en el tema 4 de la Unidad 1, obteniendo una aproximacion
para la masa de 550.2¢ grawos.

7. La algoritmia

Calcula las siguientes antiderivadas usando el cambio de variable, toma en cuenta el catdlogo de antiderivadas
dado en este tema (pag. 190).

a | ef: —dlx
b [oxedx

c) j [sew (2;()] “eos (2x) dx

d) jxcos

—

X" )dx
& [ cec (2t)tan (2t)dt

f) dex

1+e"

=2

X X

T‘ .
[
(o
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Solucion:

a) Tomando w« =¢* —1 tenemosque du = €*dx, luego:

J‘efildx= J.idu=m(u)+c=m(e*—1)+c

2

b) Tomando w« = x~ tenemosque du = 2xdx, luego:

[oxe“dx=[edu=evc=e +c

) Tomando w = sen(2x) tenemosque du = 2 cos(2x)dx, luego:

J[sew(zx)] ans(:zx)dx = j w” 2—“ = i f wdu = §§+ c = é[sew(Q/C)T +c

2

d) Tomando w = x~ tenemosque du = 2xdx, luego:

2) dx = v _1 _1 _1 2
Jxaos(x )a’/c—J‘cos(u);2 QJcos(u)du 2sem,(u)+a 2$em,()< )+c

e) Tomando w = 2t tenemosque du = 2dt, luego:
Adu + 1
[ cee @t tan @byt = [ sec (u)tan (1) 22 = Leec () + ¢ = Zsec(at) +c
2 2 2
f) Tomando wu =¢* tenemosque duw = €*dx, luego:

e” L ZF _ W _ .
J1+3zxdx_'[1+(e*)2dx J1+u2 arctan (w) + € = arctan (€) + ¢

g) Tomando w = x* tenemos que du = 2 xdx, luego:

J- : X dx=_[ duw /2 1J‘

—_— == d—u = i|:£0n/csec(ﬁ):|+ @
U — 27 uJut -9 2L=3 3

x
x«s
|
(o
(o

X 1 X
J. —d)( =—ﬂYGS€G(—J+ C
XXt = 9 e =
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I
Tareas9

ANIDAD 3 IENVIA S 3

1. Una particula se desplaza sobre un eje x con velocidad variable V/(t) a partir de t = 0. Calcula para cada

inciso el desplazamiento entre los tiempos ¢ y t.

a) V(t)=10+4cos (3t) m/seg £, =0 seg ¢,

e SE9.

b) v(t)= 9+ 4 0 " m/seq t,

oseg  t, =10 seo.

2. Un cuerpo se calienta hasta que alcanza una temperatura de 2o °c, luego, en el instante ¢t = 0, se expone a
un medio ambiente que se encuentra a una temperaturade =0 °c. Larazon ala que cambia la Temperatura 7
con respecto al tiempo ¢, esta dada por laformula: 7'(t) = — 150 °C/min.

a) Calcula el cambio de temperatura durante los primeros 3 minutos.

b) Determina la temperatura del cuerpo a los 3 minutos.

3. Para cada uno de los siguientes incisos obtén el area encerrada por las graficas de las ecuaciones dadas

a y=¢'y y=¢€" enelintervalode x=0 a x=1.

b) y=xcos(2x7) y y=o0 enelintervalode x=0a x=

4. Calcula la masa de un alambre de densidad constante p = 2 g/cm*, de drea en su seccion transversal
A = 0.5 cm” y supdn que la forma del alambre se describe con la funcién #(x) = 2x** en el intervalo para
xlo, 1.

5. Un vivero suele vender los arboles después de 9 anos de crecimiento. La razén a la cual crecen en esos 9 afos
estd dada por:

ah

— =2/t + 16 cm/ano.
at




donde t es el tiempo en afos y 4 la altura en centimetros. En el momento de plantarlos, t = © miden
h = 10 centimetros.

a) Calcula su alturaalos ¢ afnos.

b) ;Qué altura tienen al momento de venderlos?

6. Unautomovil parte del reposo y se mueve a lo largo de una carretera recta. Su velocidad en cualquier instante ¢

estd dada por la formula:
V(t) =t 2t + 16 m/seg

a) Encuentra una férmula para la posicién x(t) en funcién del tiempo ¢ si su posicion inicial es cero.

b) Calcula la distancia recorrida en los primeros 8 segundos.

7. El costo marginal (costo extra en la produccion de una unidad adicional) de un articulo de consumo es:

dc 12 ;
— = PESOS/IAVLLD[MO(.

dx  iox + 1

Donde c(x) es el costo total de produccion de x unidades. Obtén la funcién de costo total de produccion
si c(13) = 100.

8. Tras unos minutos de ejercicio, el ritmo = de inspiracion de aire, en litros/seg, durante un ciclo respiratorio
de una persona, es:

= :d_‘/ =. 75 Sew(’ﬂ_ﬁ') L’L’CYOS/S@Q.
at 3

Donde t es el tiempo en segundos. Calcula el volumen V de aire, en litros, inhalado en un ciclo, por ejemplo
de t =0 a t = 2 segundos.

9. Una poblacién de bacterias cambia a un ritmo:

ap 3000

— = ———— bacterias/dia.
dat 1+ 025t

Donde t es el tiempo en dias. La poblacién inicial (en ¢ = 0 era 1 000. Calculala poblacion a los 3 dias.

10. Una cuerda flexible con densidad constante, fija en sus extremos, cuelga bajo su propio peso. La forma que
describe el cable es una curva que tiene por pendiente en cada punto:

a
Y _ L pex

—ﬂ)()
dx 2

4
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Determina la ecuacién de esa curva si el punto mas bajo lo colocas en el origen de coordenadas.

11. El area de un hexagono regular esta dada por la férmula

endonde ¢ es lalongitud de cualquiera de sus lados.

La masa de una piramide de 10 cie de altura, cuyos cortes transversales son hexdgonos regulares como se
muestra en la figura, esta distribuida de tal manera que la densidad de masa tiene el mismo valor en todos los
puntos de un mismo corte transversal. Si en el corte transversal que se realiza a una distancia x del vértice, el
hexagono correspondiente al corte tiene lados de longitud x/2 y la densidad de masa en los puntos de ese

corte esta dada por laférmula #(x) = /10 — x g/ew”. Calcula la masa de la piramide.

10 e




12. Usa el catdlogo de antiderivadas presentado en la consideracidn 2 de este tema para obtener las siguientes
antiderivadas.

0 [ L ax Y 9 [ X ser” ()aix
4 - x

’ 2 [1
X [|J——1
X

ese (2x)cot (2x)
-[ 1+ cse(2x)

d) Iem(“) sec” (:zx)dx dx f) J.; dx
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3.3

Método de integracion
por partes

En este tema discutiremos y aplicaremos una estrategia para calcular integrales que funciona
en algunos casos en que el integrando es un producto de funciones, la idea consiste en aplicar
una formula en donde una integral de interés esta en términos de una integral alternativa que
puede ser mas simple de calcular; como se vera, este procedimiento esta bastante relacionado
con la regla para derivar un producto de funciones.

Situacion ProeLemva 10 (SP-10)

Una particula se desplaza trazando una trayectoria
A4 en el primer cuadrante de un plano cartesiano, su
posicion en el tiempo t estd dada por las coordena-
das «(t) y v(t). Consideremos al rectingulo de la
figura asociado a la posicién de la particula, el drea
A de este rectangulo es funcion del tiempo, esto
es, A = A(t).

(), v©)

a) Determina una férmula para el diferencial de drea
dA, es decir, el cambio que sufre el drea .4 del
rectdngulo en un lapso infinitesimal At a partir
de un tiempo arbitrario t.

(u(E+dt), V(E+dAE))

av

(u(®), v(©)

Idu

b) Sisumamos los diferenciales de area d.4 corres-
pondientes a los tiempos entre t =t y t =t
lo que obtenemos es el drea sombreada de la figu-
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ra. Obtén una férmula de integracién expresando dicha drea de dos maneras dis-
tintas (suma de diferenciales de drea y resta de areas de rectangulos)

(), vit))

(

S

) ve])

Discusion pe LA Situacion ProeLema 10 (SP-10)

La férmula para el drea del rectdngulo es 4 (t) = w (t) v(t), de esta forma, por la re-
gla para derivar un producto de funciones, tenemos que en un tiempo arbitrario ¢ y
en un lapso infinitesimal 4t a partir de ese tiempo,

aA
A= — = u®)v'(t) + '®)v'(¥)
at

De donde

dA =Lul)v'®)+u/(BvE)ldt

Que es lo que se pide en el primer inciso de la Situacion-Problema.

Esta férmula también puede obtenerse por geometria analizando la figura del inciso
a), en la cual el sector que tiene drea A4 puede descomponerse en un rectingulo ho-
rizontal (en la parte superior) de dimensiones w (t) y 4v, un rectangulo vertical (en
la parte derecha) de dimensiones v(¢) y 4w y unrectdngulo (en la esquina superior
derecha) de dimensiones du y dv, de tal forma que:

A4 = wE)dv + v(E)du + p/lldv

Adu
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Eliminando ahora el término diferencial de grado dos y sustituyendo dv por v’ (¢)dt
y duw por u'@)dt, llegamos de nuevo a la férmula:

AdA =[uE)v' )+ (v (t)ldt

La suma de los diferenciales de drea dA4 correspondientes a los tiempos entre
t =t y t =t sepuede expresar entonces como la integral:

t=t,

[aa= | ruwve + v ae

t=t,

Pero por otra parte, en la figura del inciso b) se aprecia que la suma de los diferencia-
les de area es la diferencia entre el area w« (tz) v(tz) de un rectdngulo mayor y el drea
u(t)u(t) deun rectingulo menor, por lo que:

[ da = we ) vie) - ut) vt

Igualando las expresiones equivalentes a JdA en las ecuaciones anteriores tene-

mos la siguiente férmula de integracion:

t=t,

_[ [u®) V() + vt (A t = w(t)v(t,) — w(t,)v(t,) = u®)v ()|

t=t,

t=t,

Que es lo que se pide en el segundo inciso de la Situacién-Problema.

ConSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLema 10 (SP-10)

1. El método de integracion por partes

De acuerdo a la conclusion de la SP-10 tenemos que:

t=t,

_f [u®)v () + vt )W (E)ld t = wu(t,)v(t,) — u(t,)v(t,) = ut)v(t)| -

t=t,

t=t,

I w(t)v'(t) + J. v (At = uE)v ()|

t=t,
t=t, t=t,

Y despejando la primera integral de lado izquierdo resulta que:

t=t, t=t,

[ www @t = wpv@ | - | venende

t=t, t=t,

A esta dltima ecuacioén es a la que se le llama férmula de integracién por partes, en
ella las funciones w(t) y v(t) pueden ser cualesquier funciones con tal que las in-
tegrales puedan calcularse.
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La férmula se usa para integrar un producto de funciones, es decir, para calcular una
integral del tipo

|7 fwatiae.

para tal efecto se identifica a uno de los factores del integrando, por ejemplo #(¢t),
con la funcién w (t) delaférmulay al otro factor, g(¢), con v'(t); en seguida se ob-
tienen «'(t) derivando a #(t) y v(t) antiderivando a g(t) y se aplica la formula
de integracién por partes haciendo las sustituciones indicadas en el siguiente dia-
grama.

WV a = we) v [T - [ v W)

—

IO ge  fD] gbde = [glod £ie)

Al aplicar la férmula se busca que la integral alternativa que resulta en el lado dere-
cho de la ecuacion sea mds simple de calcular que la integral original en el lado iz-
quierdo; de no ser el caso, se podria intentar de nuevo el procedimiento pero identifi-
cando ahora al factor £#(¢t) con v'(¢t) y al factor g(t) con w(t).

2. La relacion con la regla para derivar un producto

En la discusién de la SP-10 puede apreciarse como interviene la regla para derivar el
producto 4 (t) = w (t) v(t). Podria pensarse que la féormula de integracidn por partes
es en el “lenguaje de las integrales”, la equivalente a la regla para derivar un produc-
to en el “lenguaje de las derivadas”, de la misma manera que la férmula de integra-
cién

[ wrvrat = [udt + [ va
es equivalente a la formula de derivacion
Adu+v) du dv

p At ot

3. La formula con limites de integracién y sin limites de integracion

La férmula de integracion por partes se puede aplicar con limites o sin limites de in-
tegracion, en este ultimo caso, lo que puede obtenerse con la férmula es la antideri-
vada general de un producto de funciones.

[ wen'®) = wewe) - [ vt

O bien

[ Fogwar = £© ] gerae - [ (] gerae ) e
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4. La formula clasica del método

En la practica es comun aplicar la férmula de integracion por partes sin hacer referen-
cia a la variable de integracién t o cualquier otra letra que se designe para represen-
tarla, esto es, en la férmula que hemos presentado:

[ urvat = wwrwe) - [ v,

simplemente ponemos « en lugar de w(t), v en lugar de v(t) y las expresiones
v'(dt y u'(t)dt se reemplazan por dv y du respectivamente, esto con el tnico
fin de agilizar la aplicacion del método, veamos el siguiente diagrama

fu Vet = ) (e) - J v woe
dv R v aAu

La férmula del método de integracién por partes escrita en forma clasica es:

,’il'-l.'l.'.l-l [EEERREEEEE NS L

Judv=uv—.[vdu |

5. La propiedad iterativa del método

Puede suceder que al aplicar el método de integracion por partes la nueva integral que
surge requiera de nuevo de este método para resolverse.

Ilustremos esto tratando de resolver la integral J X senxdx

Considerando que w« = x* y dv = sen(x)dx, tenemos que du = 2xdx y v= —cos(x).
Por lo que:

Jx semxdx = x [—cos(x)] — J—cos(x) 2xdx

av v v Adu

O bien
_[ X senxdx =—x" cos(x)+ QJ xeos(x)dx (1)

En la nueva integral J x cos(x)dx , volvemos a utilizar el método de integracion
por partes para resolverla
Considerando ahora que « = x y dv = cos(x)dx tenemos que

Adu =adx y v=cen(x).
Por lo que:

f X cos(x)dx = X sen(x) — .[ senx dx

dAv v U du
J. x cos(x)dx = xsen(x) — J sen(x)dx

.[ xcos(xX)dx = xsen(x)+ cos(x)+ ¢ 2)
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Sustituyendo el valor de J. xcos (x)dx obtenido en (2) en la ecuacién (1) obtene-
mos que:

J. Xsenmxdx =—x"cos(x)+ j xcos(x)dx
J X senxdx =—xcos(x)+2 (xsew(x) + cos(x) + c)

j xsenxdx =—x"cos(x)+ 2xsen(x)+ 2 cos(x)+C

Con lo que se obtiene el valor de la integral deseada.

Por supuesto que el resultado obtenido puede verificarse derivando el resultado de la
integracidon y comprobando que es el integrando.
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Problemas
—G'BMBEEMEN;EHRIB'S— CANDAD S TEVIA % o9

1. Casos tipicos en los que se usa la Integracion por partes

Aunque el método de integracion por partes se aplica en un gran nimero de casos, hay algunos, que por su apli-
cacion frecuente, conviene tener presente, sobre todo la seleccion de « y dv que se hace en cada uno de ellos.
A continuacién ejemplificaremos cinco de estos casos.

Caso 1. Integrales de la forma: Jx ln (
b

Lo que conviene en este caso es definir « =

ax+by dv= x"dx

Obtén el drea .4 de la region = encerrada por la gréfica de la funcion y =ln(x—2), el eje x y la recta
X = 5.

0.5 1

0.5+

—1.5 +

-2+

2.5 1

Solucion:

Ya hemos visto que para calcular el area .4 de unaregién = como la de este problema, se divide la regién en infi-
nidad franjas verticales de ancho infinitamente pequenio, se consideran los diferenciales de area correspondientes
a estas franjas y se suman, generando la siguiente integral

X=5

A = jp/A— = j n(x—2)dx

X==2
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El calculo de la integral planteada se realiza de la siguiente manera.

Tomemos « = ln(x — 2) y dv = dx, en consecuencia

1

vV=xY du= ax

X—2

y al aplicar el método de integraciéon por partes obtenemos:

A= [ i ax = i 2 - [T de @

La nueva integral que surge del método,

X=5 )(
j ax,
x=z x — 0

puede calcularse haciendo la division en el integrando como se lleva a cabo cualquier divisidon entre polinomios,
de donde se obtiene que:

T s dx=J.K=5(1+

x=2 =2

)dx = x+2ln(x - 2|27 = 2+2Ln()

Y volviendo a la integral original que representa el area .4 en (1), tenemos que:
X=5

A = j:: n(x —2)dx = xln(x — 2)|ﬁi§ - J

X=3

dx
X—2

A= lix-2ddx = sn@) - (2420 (@) = 2ln (3) -2 = 1.29 &

Caso 2. Integrales de la forma: J.x”t’“dx

Lo que conviene en este caso es definir = x* y dv = ¥ dx .

Calcula el volumen del sélido que se genera al rotar la regidn encerrada por la curva con ecuacién
Yy=1x) = x€" eleje x ylarecta x = 2, alrededor del eje x.
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0.35.
0.30

L 0.25
Regidn que se va

a votar alvedervor
dd@ex 0.20
0.15

0.10

0.05

O]

Solucion:

De acuerdo a lo discutido en el tema 3 de la Unidad 1, el diferencial de volumen del sélido de revolucién esta dado
por:

av = W[f(x)T dx = W[xe_x]zdx =mxe dx

Y el volumen total del solido se obtiene sumando los diferenciales de volumen desde x = o hasta x = 2,
esto es:

x=2 x=2
VvV = J.dv = J TX € dx = j xe dx

X=0 Xx=0
Para calcular la integral definimos « = x* y dv = & ““dx, de donde

—2X

Adu=2xdx y v = J‘e’“d/c=—£e
2

Aplicando el método obtenemos que:

X=2

x=2 =
B 1 1 _ _
\ =7Tj xX€dx = xz(——e 2‘I — | ——€¢ ¥ oxdx|=m|-2¢" + f X€ Fdx (1)
2 ) 2

=0 X=0 x=0

X
-_.g

X=0
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Xx=2 _
De nuevo integramos por partes para evaluar J-FO xe€ dx,

definiendo ahora « = x y dv=¢* dedonde du=dx y v = —Ee‘“, por lo que:
2

= L nlle = 1 1 [x=2 1 5
_"X:er”:——xﬁm ﬁ;j—'[xz——xe”‘dx=—e’*+—J.X252*d)<=———e4 )
= 2 x=0 2 ¥ x=0 4 4

Sustituyendo el resultado de (2) en (1) obtenemos que:

X=2
_ _ . 1 5
v=w[—:ze “+ f Xe 2‘dx]=7r[—2e R SE——

e‘:|=7—T[1—136"I=0.137T w
4 4 4

X=0

Caso 3. Antiderivadas de la forma: _[ x i tax

cos (kx)

Lo que conviene en este caso es definir w« = x* y dv ={*"5 1 dx.

cos (kx)

Calcula el volumen que se obtiene al rotar la region bajo la grafica de la ecuacion y = £(x) = xJsen(2x) y
arriba del eje x, desde x = o hasta x = 1.

— Y =1 =x\ sen(2x)

Reglon que se rotn
alrededor dlel eje x

o4 1

o024
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Solucion:

De acuerdo a lo visto en el tema 3 de la Unidad 1, el diferencial de volumen del sélido de revolucién generado se
obtiene mediante la siguiente formula:

av = [f(/c)]:2 dx = W[X,/S&VL(QX):IQDIX = Tx"sen(2x)dx.

El volumen del sélido se obtiene sumando los diferenciales de volumen desde x = 0 hasta x = 1, esto es:

V = fdv = 7771 X sen(2x)dx

X=0

. . 1 .
Para calcular laintegral definimos w« = x* y dv= sen(2x),dedonde du = 2xdx y v = ——cos (2x),yal aplicar
el método de integracién por partes obtenemos que: =

V= jdV =1 J xsen (2x)dx = | x° (—éaos(zx)}. =

X=0

I (— x cos(2x) )zxdx
X=0 =2

=0
X=1

1
=——gqcos(2Q)+ 7 J Xxcos(2x)dx M
2 X=0
De nuevo se integra por partes para calcular

=1

J xcos(2x)dx

obteniendo que:
| xcos(ex)dx = x(i sew(zx)T — (3 sew(zx))dx = Leon@)+ Zeos(ax) =
X=0 2 X=0 X=0 =2 2 4+ x=0
Leen(@)+ Zeos(2) - = (2)
2 4 4

Y sustituyendo lo obtenido en (2) en (1), nos queda que:

<

X=1
i 1 1 1 i
=——qcos(2)+ J xcos(2xdx = ——acos(2) + 7T|:— sen(2)+ —cos(2) — —:| =
2 2 2 4 4

X=0

1 1 1 -
7| —sen(2) ——cos(2)— — | = 0.30 9T u
2 4 4

Problemas complementarios ® 215
- .




Caso 4. Antiderivadas de la forma: Je“ {iiatdx

cos (bx

Lo que conviene en este caso es definir w« ==y dv ={;!",5}dx.

cos (bx

En este caso se aplica dos veces el método y la antiderivada original queda en términos de ella misma, lo que

se aprovecha para despejarla de la ecuacion y obtener su valor. Ejemplificamos este proceso en el siguiente
problema.

Calcula el area de la region bajo la gréficade y = 7 cos(3x), sobre el eje x y desde x = o hasta x = m/c.

Solucion:

Veamos en la siguiente figura la region cuya drea deseamos calcular y una franja vertical de la misma con anchura
infinitesimal dx ydarea dA.

ool \ gze“cos(s)c)

ot M
dA =e” cos(B3x)dx
04T
o2+
/n/@
= X
ol dx 0. 1 1.5 2

Luego:

X=T/&

A= JdA = € cos(z2x)dx

Aplicamos primeramente el método tomando « = ¢ y dv = cos(3x)dx, con lo que se obtiene:

X=T/& A=

X=T/&
A = _[ € " cos(zx)dx = Ee‘”‘sm(gx)
=

/e

+2 J‘ & Fcen(zx)dx

x=0 x=0

W

Aplicamos de nuevo el método a la integral resultante en el lado derecho de la ecuacién tomando « = ¢ y
dv = sen(2x)dx para obtener lo siguiente:
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X=T/&

X=T/6& 2 1 X=T/6 2
S (——cos (3,()] — f Zeos (zx)e dx
=

3

m
_ 1 _
A = f € cos (EX)dx = =€ "sen(3x)
= 3 3

X=0 X=0 X=0

X=T/6

J cos (2x)e Fdx

_ 1 4
A = J € eos (Ex)dx = =€ sen(3x) ) —
= X=0 _9 e _9 x=0

X=T/& X=m/6

. 1 .. 2 4 .
a= | e cos@odx =27+ 22 [ coe (2000 dx

P = 9 9 k=

Como puede apreciarse, en el lado derecho de la ecuacion aparece de nuevo la integral que representa el area
buscada, por lo que agrupando a los términos que la contienen obtenemos que:

13 X=T/6
_ 1 . 2
— _[ & “eos(zx)dx ="+ =
3

Y finalmente:

Caso 5. Antiderivadas donde aparecen funciones trigonométricas inversas. Lo
que conviene en este caso es definir:

u = funcidn trigonométrica lnversa en el lintegranoo

Adv = factor vestante del integrando

Calcula el drea de una lamina de la forma y dimensiones que se muestran a continuacion.

Y= /2
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Solucion:

Si tomamos un diferencial de area d4 vertical de la ldmina como se muestra en la figura, tenemos que
adA = sen  (x)dx.

/2

El area total .4 de la ldmina se obtiene sumando todos los diferenciales de area:

X=1

A = IdA = I sen” " (x)dx

X=0

El célculo de esta integral puede llevarse a cabo mediante integracion por partes tomando w = sen™(x) y
du = dx. Lo que se obtiene es lo siguiente:

X=L -1 1
A = | sen (x)dx = xsen
=

‘JJ—X"

La nueva integral que aparece en el lado derecho puede calcularse realizando el cambio de variable « =1 — x7,
con lo que du = —2xdx, obteniendo que:

X L
\/1—/( 2 x

u=1

> >
| — |
© R

J —1/2du = _u—l/Q u=0 =1

Y regresando a la ecuacién anterior 4 del drea de la [dmina tenemos que:

-1

A = J-Xzi sen” (X)dx = xsen " (X)|i;
X=0

A = f sen” X)d)(—z—lu
)
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2 Calculo de una Fuerza hidrostatica

Calcula la fuerza sobre la pared frontal del recipiente mostrado debida a la presién que ejerce un liquido de densi-
dad plkg/wm= que llena al recipiente.

Y (ene m0)
s |
: (!3, 3)
y=m (x)
Ay Y
X (enm)
©, 0) (1, 0)
vista frontal del reciplente
Solucion:

Para resolver este problema, calcularemos el diferencial de fuerza dF que el liquido ejerce sobre una franja de
ancho diferencial dy sombreada en el dibujo, la cual estd a una distancia “y” de la base del depdsito. Luego
integraremos dicho diferencial para calcular la fuerza total. Viendo el dibujo podemos establecer que el area de la
seccién sefalada es:

dAa = evdy
La fuerza debida a la presion sobre la franja es:
dF = pg (profundidad) da = pg (= - y)eldy

La fuerza total sobre la pared frontal se obtiene sumando todos los diferenciales de fuerza y esta representado
por la integral:

F=Jar= .3[99(3_5)55”’3 =P 7(3_3)3%[5

El célculo de esta integral puede llevarse a cabo mediante la integracion por partes, tomando w = (= — y) y
du = evdy.

3

F=pg](=- yeldy = pg[(B - g)e‘”E + J‘e%lg] = pg(€” —+)Newtons

o
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3. Masa de una placa

Una placa con densidad p(x) = 2™ g/cu” tiene la forma y dimensiones que se muestran a continuacion.

gCVM,

En el tema 4 de la Unidad 1 se vio que la integral que se requiere para calcular la masa de la placa es:

M= IdM = XT 2€ " (4x — x7)dx

X=0

Calcula la masa de la placa.

Solucion:

Para calcular la integral usaremos el método de integracién por partes tomando w = 4x — x* y du = 22 *dx, lo
que se obtiene es:

X=4
M = _[ 287 (4x — X)) = — 28 (4 x - x| + J::: 287 (4 — 2X)dx
X=0

El primer término del lado derecho se anula y la nueva integral se puede calcular integrando por partes de nuevo
tomando w« = 4x — x* y du = 2 *dx, de donde:

x=4
M= [ 24 —2x00dx = —2e (4 — 20|15 - [ 4e s
x=0 ~

X=0

M=ge " +e+4e” |l =26 +4=42194

x=0
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4. Masa de un anillo

Un anillo de 5 cm de radio tiene seccidn transversal en forma de circulo de radio 0.2 cm tal y como se muestra en
la siguiente figura.

p(6)=0e°+1glom

Secclon transversal
clreular de vadio 0.2 e

Si la densidad de masa del anillo cambia conforme varia un dngulo 6 (medido a partir de un radio fijo del anillo)
de acuerdo a laféormula p(0) = 6 ? + 1 g/cm*, calcula la masa del anillo.

Solucion:

Tomemos la porcion del anillo entre un radio de angulo 6 y el radio con dngulo 6 + 46 como se ve en la figura, la
longitud de la porcién correspondiente al circulo interior es 546 vy la longitud de la porcién correspondiente al cir-
culo exteriores 5446, el volumen dV de la porcién se obtiene multiplicando el drea Vv de la seccién transversal,
A = ar(0.2)7 por su longitud promedio 5.246, esto es dV = (0.2)° 5.2d0 = 0.2027wd6; como la densidad
de masa en la porcién de anillo es constante por ser su longitud infinitesimal, podemos tomar como valor para la
densidad la que corresponde al extremo de la porcion donde el dngulo que forma el radio del anillo es 6, es
decir p(6) = 6 % + 1, de donde la masa dM de la porcidn de anillo considerada es

am = p(0)dv = o.20zmw(6e % + 1)d6.

54060
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La masa total M del anillo se obtiene sumando todos los diferenciales de masa

N

O=2m O=21

M = JdM = J o.20¢m@e’ +1)d0 = o0.2027 f 0ed0 + 2

=0 =0 y

La integral resultante en el lado derecho puede calcularse usando integracion por partes, para ello tomemos
u=0y dv=2ed0.

O=2m O=2m

[ oetdo =9 i=m+ [ e'do =1 - omt)

=0 =0
Y regresando a la ecuacién anterior de la masa tenemos que:

0=2m

M = o202 f 0ed0 + o1 |= o.zogw(l — (w4 1)+ :277)
6=0

M = 15127 g.
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Tarea-10

ANIDAD 3 TENVIA S o

_

1. Un eje x se coloca a lo largo de una varilla de 10 cim. de longitud con el origen en su extremo izquierdo, la
funcién de densidad de masa de la varilla (en g/cn) esta dada por £(x) = x“¢ *. Calcula la masa total de

la varilla.

2. Una particula se mueve horizontalmente en un eje x. En el tiempo ¢t = 1 seg se encuentra en la posicion
t = 4 cm, supongamos que a partir de este momento (¢t = 1), su velocidad estd dada por la funcion
V() = ln(t). Obtén la posicion de la particula en el instante t = 4.

3. A continuacién aparece la grafica de la funcion £(x) = x sen (x).

1.2 1
1.4
144
1.2

o.e4
0.c4
o4+
o2t

Obtén el rea de la regién debajo de esta grafica y por encima del eje x, desde x = 0 hastax =

4. En un sistema masa resorte la masa oscila alrededor del punto de equilibrio con velocidad dada por la funcién:

u(t) = —1 06" [ 2cen(2t) + cos(at)]

Si inicialmente la masa se encuentra a 10 unidades del punto de equilibrio. ;Cual es la férmula que nos da la

posicién en cualquier tiempo?

5. Supongamos que se tiene una varilla de longitud 47 ¢ cuya densidad de masa p varia con respecto a la
distancia x a uno de sus extremos por medio de la férmula;

Ve la siguiente figura.

X

plx) = 8_356w(3x)+ 10 g/cm.
4

1

/ p(x) = 3_% SCV\,(ZX

)+ 10 glom

F

Establece y calcula la integral que representa la masa M de la varilla.




6. El centro de masa de una varilla de longitud ¢ esun punto de la misma tal que si la varilla colgara de una cuer-
da que la ata a ese punto, quedaria en equilibrio horizontal como se ve en la figura.

Si al colocar un eje x alo largo de la varilla, su densidad lineal de masa (en g/cv) estd dada por la expresién
) y el centro de masa queda en la posicién u, entonces la ecuacién matematica del equilibrio es:

[ = sofodn =[x = wiF (xax

X=0

Y lo que indica es que la suma de momentos de las porciones de varilla a la izquierda del centro de masa es igual
a la suma de momentos de las porciones de varilla a la derecha

a) Despeja « de la ecuacion matematica del equilibrio y demuestra que

_[:: xf(x)dx

) ':z: F(x)dx

b) Obtén w« silalongitud delavarillaes ¢ = 10 ce y su funcidn de densidad lineal de masa es
fx) = 5tan"x g/cm.

. Calcula las siguientes antiderivadas.

a) | x e dx
b) J sec” (W) dt
0 j X ton T (x) dx

d) '[ (Lw(x))zdx
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3.4

Meétodo de sustitucion
trigonomeétrica

La solucion de algunos problemas de ingenieria depende del calculo de integrales en donde

aparecen radicales como los siguientes: \/a” + x°, \Ja' — x° o \x* —a°, que nos
recuerdan las formulas de la longitud de la hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo.
En estos casos es posible cambiar la variable de integracion ‘“x por una nueva variable
“@”, uno de los angulos del triangulo rectangulo y plantear una nueva integral con funciones
trigonométricas que con frecuencia es mas facil de calcular que la integral original. En los
problemas que seran considerados en este tema surgen integrales con este tipo de radicales, lo
que nos dara la ocasion para desarrollar este nuevo método que recibe el nombre de sustitucion

trigonométrica.

Situacion ProBLEMA 11 (SP-11)

La funcién de densidad de masa de una liga estirada
de 10 cme de longitud sobre la cual se ha colocado
un eje x con el origen en su extremo izquierdo es

F(x) = ~ 9/em .
1+ X
liga estirada
/- J
I l X (em o)
0 10

La liga recupera su longitud natural de 7/4 ¢ y
sobre ella se coloca un eje 6 con el origen en su ex-
tremo izquierdo es

lLoa wormal
Y
—

0 /4

0 (ew o)

Todo punto de la liga estirada en el eje x se corres-
ponde con un punto de la liga en su estado natural en
el eje 6 y viceversa mediante la ecuacion
X =10tawn (0);porejemplo, los extremos izquier-
dos se corresponden porque cuando 6 = o tene-
mos que x =10tawn (0) =0 Yy losextremos de-
rechos también porque cuando 6 = 7/4 tenemos
que x=10tan(m/4)=10.

La porcién de liga estiradaentre x 'y x4+ dx tie-
ne una correspondiente porcidn de liga en su estado
natural entre 8 y 6+ 46, con la misma masa adM.

X x+dx

X (en cm)

0 (encom)
18] 0 6+4d60 w4

a) Obtén dos expresiones para el diferencial de
masa dM, unaen términos de x y otra en térmi-
nos de 6.
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b) Plantea dos integrales para la masa M de laliga, una en términos de x y otraen
términos de 6.

Discusion pe LA Situacion ProeLEmA 11 (SP-11)

Considerando a dM como una porcion de la liga estirada tenemos que
5

AM = F(x)dx =
1+

lo que:

dx, pero x=10tan (0) y dx=10s¢ec” 0 df por

2

AM = —2 fx= D 0t (0AO= —2— 10sec”(0)d0 = 50d0
s 1+ tan(0) cec?(6)

Tenemos entonces que:

am = ° —dx=50d0

1+ x°

Con lo que contestamos al inciso @) de la Situaciéon Problema.
Y la masa total M de la liga se puede expresar como:

X=10 O=1/4

M= [am= | ifxzdx= | scds

X=0 6=0

Con lo que contestamos al inciso b) de la Situacién Problema.

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLemA 11 (SP-11)

1. La masa de la liga en la Situacion Problema 11

El planteamiento y discusion de la SP-11 nos ilustran como integrales que dependen
de x se pueden plantear como integrales mas sencillas que dependen de 6 median-
te el empleo de una funcién trigonométrica, en particular la masa de la liga de la
SP-11 es:

O=1/4
M= J s50d0="" =15 57 g.
- 4

=0

2. Método de sustitucién trigonométrica

El método de sustitucion trigonométrica se usa para integrar funciones que contengan

radicales del tipo: Ja@ + x5, Jas - x° y v x~ — a”.Laidea bdsica del método
consiste en realizar un cambio de la variable x por una nueva variable 6 involu-
crando a alguna funcién trigonométrica, en cada caso el cambio de variable serd su-
gerido a través del dibujo de un tridngulo rectdngulo en donde el radical considerado
representa la longitud de alguno de sus lados.

Las ecuaciones bdsicas que nos ayudardn a realizar el cambio de variable se pueden
obtener de la geometria del tridngulo y de las férmulas para las derivadas de las fun-
ciones trigonométricas. En la siguiente tabla se muestran los elementos esenciales
para hacer el cambio de variable en cualquiera de los tres casos (cada radical es un
caso distinto) y luego regresar a la variable original cuando sea necesario.
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camblip de variable cambip de variable camblip de variable

OPpuUesto OPUesto Hipotenusa
SewB:é:/‘P— tuw@:é:& SCCO=£=P—
a  Hipotenusa a Adgacewte a Adgaaewte
a2+ x2 X '\’az—xz
a X X ‘
a a
2 2
a —x
x=atanb x=asech
x=asenb Ax = acec?0d0 dx=acecltanfdd

dx = acos 6046 = 2
Nar+x* =asech X —a =atanb
NJai—x* =acos e
oztm-i(é) 9 =cec | =
a a

0=sew_1(£J
a

En el cédlculo de antiderivadas mediante sustitucion trigonométrica pueden requerir-
se algunas identidades que se ven en los cursos elementales de trigonometria, algu-
nas de ellas se muestran a continuacion.

senO+cos” =1 1+tan 0 =cec” 0 1+cot" 0 =csc” 0
5 1 . i ldentidades Ael
sen 0=5(1—cos(20)) tos 0=5(1+cos(2¢9)) dngulo doble
sen(20)=2senbcosh  cops(20)=cos®O—sen’d 1Aentidades del
angulo medio

3. Las dos formas de proceder en cada caso

Al usar el método de sustitucion trigonométrica se puede proceder de dos maneras
distintas, es decir hay dos cambios de variable posibles que se pueden llevar a cabo
en cada caso. Esto resulta porque el dngulo 6 del tridngulo que se construye para ha-
cer el cambio de variable puede ser cualquiera de los dngulos agudos del tridngulo.
Cuando calculamos el valor de una integral definida se llega al mismo resultado con
cualquiera de los dos cambios de variable, mientras que cuando calculamos solamen-
te la antiderivada o integral indefinida, las expresiones resultantes pudieran parecer
diferentes, aunque en realidad son equivalentes en el sentido de que difieren sélo por
una constante.
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La siguiente tabla complementa la tabla presentada en la Consideracién 2 y muestra

los cambios de variable alternos para cada caso.

camblip de variable

Adgacewte

Hipotenusa

xX=acosl
dx = —asen 6d60

NJai —x" =asenf

6 = cos’i(

Meétodos de Integracion

cambip de variable

cotf =

2
a

Opuesto

x=acoth
dx = —acsc” 0d0

Jai+xT =acsch

0 =cot“1(£)
a

Adgaacwte

camblip de variable

Hipotenusa
cscl = £ _ P—
a Opuesto

x=acsch
dx =—acscOcot0db

NX —a’ =acot

6 = csc“i(é)
a




Problemas
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1. Volumen de un sélido de revolucién

Calcula el volumen que se genera al rotar la region = acotada por la curva

_ VX -1
97 Ix

2

eleje x ylarecta x =+/2, alrededor del eje x.

”
olucion:
H

La siguiente figura muestra la region = que al rotar alrededor del eje x genera al sélido de revolucion.

e
y="=— \

x=1 x=12

De acuerdo a lo visto en el tema 3 de la Unidad 1, la integral que representa el volumen del sélido es:

B 2 Va
4 2 2
X —1 NxT -1
V=jdV=JW— dK=’7TJ—d)(
: VX : X
Para calcular la integral anterior recurrimos al método de sustitucién trigonométrica. Observamos que en el inte-

grando aparece un radical del Caso Il de las tablas que aparecen en las consideraciones, de donde una funcién
trigonométrica que nos da el cambio de variable es

X
sech === x.
1

Empezamos por establecer el tridngulo que nos ayudara a transformar a la integral en una que dependa de la
variable 6.

x=csech
X X -1 dx=cechtanbdd

NXT—1=tanb

0 =cec (x)
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Haciendo las sustituciones correspondientes obtenemos:

=t j%(sec@ tanbdd) = [tans (0)do = [(sec” (0)—2)d0=tano-0+c
X sec

Para obtener la antiderivada en términos de x recurrimos de nuevo a la informacién del triangulo, con lo cual se
obtiene lo siguiente:

_[—'Xz_ld/c=ta nh—-0+c=yx"—1-sec’ (x)+c

X

Finalmente el volumen se obtiene evaluando las antiderivadas obtenidas tanto en términos de 6 comode x en
los limites correspondientes

N T .
V= fdv=w J X—_idxzw[\/xz—i—sea‘l(x)]f =w(1—%)=o.@74u3
X 1

O bien

O=m/4

VvV = J.dV=7T J |:563(;2(0)—1:|01t9=77'[taw(0)—(9]z:”/4 =7T(1—%)=0.674u3

=0
=0

2. Area de una region

Verifica mediante integracion que el drea de un circulo de radio » es mr~.

Solucion:

Sabemos que un circulo de radio r y centro en el origen se expresa con la ecuacion x” + y~ = r7, graficando
esta ecuacion en el plano tenemos:

(%) 2 2 2

(0, —r
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Para facilitar el proceso de evaluacién del érea, calculemos el &rea en el primer cuadrante y el resultado lo multipli-
camos por cuatro. En seguida se muestran los pasos esenciales del proceso de evaluacion del area.

(O,I/)—\ / _
b A=4J.0/A=4J\/r2—)<2dx

(0, 0) (r, 0)

Primero calculamos la antiderivada, que corresponde al Caso |; en seguida se muestran las sustituciones
requeridas:

x=rsenf
¥ X dx =rcosdb

X
sen ==
r N =x" =rcosh

9=sew_l(£)
2 2 r

Sustituyendo en la antiderivada se obtiene:

J.\/V2 —x“dx = j(rcos@)(raos@d@ )=r2_[cos2 040 = rzjé(1+cos(20))d0

[V —xzdx=g|:jd0+ Icos(z@)d@]zg|:0+ésew(:20):|

Ya que del tridngulo no es posible obtener funciones trigonométricas de angulo doble, se procede a sustituir
sewn(26) conunaidentidad en donde el angulo doble se reduzca a la mitad, esto es:

2 2
f\/r2 - x dx =r—[0+i(zsew0ws€)]=r—[0+sew00050]
2 2 2
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Haciendo las sustituciones correspondientes usando el tridangulo construido para regresar a la variable original,
tenemos que:

2 2 2
r (X)), xNF —x r L x) 1
j\/rz—xzdx=— Sﬁwi(—J‘f‘—— =—sew1(—)+—x\/r2—x2

2
2 r r r 2 r 2

Finalmente evaluamos en los limites para obtener el resultado buscado:
r 2 1 r
r _ X — a
A =4 f\/ﬁ - xdx = 4[—sew HE =l —xz] =2risen (1) =2r|—|=7F
M 2 r) 2 . 2
Con lo que se comprueba que el drea de un circulo de radio » es 7 r".

3. Masa de una placa

Una placa tiene la forma y dimensiones que se muestran a continuacion:

Losejes x y y se miden en metrosy la densidad de masa de la placa esta dada por la formula:

p(y)=\y*+-y kg/m".

Establece y calcula la integral que representa la masa de la placa.

Solucion:

Para establecer una integral que evalle la masa de la placa conviene partirla en tiras horizontales, ya que en ellas
la densidad de masa es constante. Una de estas tiras, a una altura Y, semuestraen la siguiente figura:
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Siel grosordelatiraes dy, suareaes dA = (1 — y)dy ysumasaes
am = p(yldA
aM = |4+ -y~ (1—5)015
Si M esla masa total de la placa entonces:
y=1
m=Jam= | Jr—y (:-
y=o

Con lo que queda establecida la integral que representa a la masa de la placa.

Procedamos ahora a calcular la integral planteada
m=[am= ] - Yy =] Je=gay-] gy ay
La integral
[ ye-y ay
la calculamos con el cambio de variable « = 4 — 4 como se muestra a continuacion:

Luego:

['yfe-yay= [-2(4 Y )] = —2(3)” +§(4)” = 0925

o
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La integral

WNEEPR”

la calculamos con el Método de sustitucién trigonométrica. Reconocemos a la integral como una del Caso |, donde

la funcion trigonométrica que nos da el cambio de variable es
Y

senf =<,
2

A continuacién se muestra el proceso de solucion de esta integral.

g=:235w0
y = Y dg=20050d0
sew(ﬂ:; W=20050
0=s€w_1(g]
4=y 2

Sustituyendo en la integral se obtiene:

[ o=y dy=J(2c0c0)(2c056d0)=4]cos 9d0=4j§(1+cos(:29))d0

IW”@:%U”’“ Jcos(QG)dB]=2[0+§5€""(29)]

Ya que del tridngulo no es posible obtener funciones trigonométricas de angulo doble, se procede a sustituir el
término c¢n (20) usando unaidentidad en donde el angulo doble se reduzca a la mitad, esto es:

_[1/4—g2d3=2[0+E(2sew0cosﬂ)]=2[0+sew00050]
2
Y regresamos a la variable original:
o e (y), Nty | A R s
— P dy = JdI+ NI | d |+ = _
J 4-—y dy=2|sen (2)+:2 . 2sen [2)+234 Y

Finalmente evaluamos la integral:

J:de[z sw‘{f]ﬁyw—ﬁ]l s
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Con los dos resultados obtenidos podemos concluir:

M= dez _[JAL—gQ (1—g)d5= _[.M—gg dg—13«14—52013:1.313—0.335=o.97g>

M =0.972 RY

4. Fuerza de atraccion

Consideremos a una varilla de longitud infinita y con una densidad lineal de masa constante e iguala A y a un
cuerpo de masa me colocado a una distancia “4” de la varilla, como se muestra en la siguiente figura.

varilla

v

O

GM@Y‘PO

Calcula la fuerza de atraccion entre la varilla y el cuerpo.

Solucion:

La ley de la gravitacion universal establece que la fuerza de atraccion entre dos cuerpos de masas M y me res-
pectivamente y que se encuentran separados una distanciaigual a x es:

Mm
F=q—
X

En donde &4 esla constante de gravitacion universal,

3

-11 m .
G=6672x10"" ———

kg - seg

Sin embargo en este problema enfrentamos dos dificultades, la primera es que la varilla tiene masa infinita y la se-
gunda es que por las caracteristicas del problema no es facil declarar cudl es la distancia entre la varilla y el cuerpo.
Ambas dificultades pueden ser superadas recurriendo a la estrategia de la toma de un elemento diferencial.

Para iniciar con la solucién del problema, coloquemos un eje x a lo largo de la varilla como se indica en la figura
siguiente e imaginemos a la varilla formada por una infinidad de segmentos de longitud infinitesimal dx. La ley
de la gravitacion universal puede entonces ser aplicada para determinar la magnitud 47 de la fuerza de atrac-
cion entre el cuerpo de masa me y el diferencial de masa dM del segmento de varilla de longitud infinitesimal
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dx, colocado auna distancia x del origen. La magnitud de la fuerza total de atracciéon puede después ser calcula-
da sumando (o sea integrando) todos las magnitudes 47 de fuerzas de atraccion.

ax ax
e,
a Segwmento de
masa amM
arF 6 ar
™\

Aplicando la ley de la gravitacién universal tenemos que la magnitud de la fuerza 47 que ejerce el diferencial de
masa dM sobre el cuerpo de masa me es:

mdmM mamM
aF = q =

(m) 4a2+x2

Como la densidad de masa de la varilla es igual a A, entonces dM = Adx. Sustituyendo el valor de dM en la
férmula que acabamos de obtener para 4 resulta que:

mAdx
AF =G ———
a + x

El vector de fuerza cuya magnitud es dM puede ser descompuesto en dos componentes, un perpendicular a la
varilla con magnitud “AF” y otra paralela a la varilla con magnitud “a# .

arF

Al sumarse (o integrarse) todas las componentes con magnitud 47, la suma debe dar cero, ya que cada com-
ponente con magnitud dF_ en el lado positivo del eje x tiene una contraparte igual y con signo contrario en el
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lado negativo del eje x, véanse las dos figuras anteriores. De esta forma, es suficiente sumar (o integrar) todas las
componentes con magnitud 4F . De las dos figuras anteriores vemos también que:

a

dF, =dFcost y cos(@)=%
a + x°

mAd x ) . .
Y como ya sabemos que dF = g——— lafoérmula anterior para dF, se convierte en:
a + x

mAdx a

aF. =g
a+ X Jat + 5

1

maldx
daF, =

14m

La fuerza total 7 de atraccion entre la varilla y el cuerpo es la suma de todas las magnitudes a7, de las fuerzas
infinitesimales correspondientes a los segmentos de longitud infinitesimal #x a lo largo de toda la varilla, las
cuales pueden sumarse ya que todas se encuentran en la misma direccién. Esto nos conduce al planteamiento de
la siguiente integral:

+oo +o0
gm aldx ax
Felar = [ 25 —gman [ —2
2 2 : 2 2
_w(a +)<) _m(a +)<)
Para calcular la integral se requiere calcular la antiderivada
1 1
P S S

R

y después evaluar con los limites de integracion. Observamos que esta antiderivada tiene la forma del Caso Il en
donde la ecuacién que nos da el cambio de variable es

tanb =
a

En seguida se muestra lo necesario para transformar la antiderivada a una que dependa del dngulo 6.

x=atownb
dx =asec” 0d6

Na +x =acech

0=tan"’ (é)
a

x

tanf ==

pNY
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Aplicando la sustitucién obtenemos que:

J;/d/“ J; dx = J.;(aseazwlt‘))z j;dg
(4 +x7) (Vo +) (asce) a e
mdx=ﬂ%jcosﬁd0=ﬂ%sew0
Integrar con respectoa x de —o a < equivale aintegrar con respectoa 6 de 2 a g.
Por lo que:
+ oo
FI_’-dFl: 4L)\d:(/z:c;yw,a)\ J Ax 3/224‘%”/\[%56%0]2 :24"”/\
() (e XY R
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I
Tarea 14

INIDAD 3 TENVIA .S B

1 Calcula la longitud del arco de la parabola y= x~ que va del punto (o0, 0) al punto (2, 4). (SP-1 del tema

1 de la Unidad 1.) (Primero aplica el método de sustitucidn trigonométrica, la integral resultante _[ sec 640
puede resolverse integrando por partes.)

2. Verifica que el area total encerrada por la elipse

’

B 2
K_+g_=1
9 4

cuya grafica aparece abajo, es: .4 =& 7 unidades cuadradas.

3. El tanque de gasolina de un automdvil tiene la forma de un cilindro circular recto de 8 pulgadas de radio. El
tanque esta dispuesto en forma horizontal. Calcula la fuerza que actua sobre una de las caras circulares
cuando la gasolina alcanza 12 pulgadas de profundidad. Considera que p onzas/pie” es la densidad de la
gasolina.

4. Una persona esta inicialmente en el origen del plano xy sosteniendo en la mano una cuerda de 12 . de
largo, la cual ata a un carrito en su otro extremo, el cual inicialmente se sitda en el punto (12, 0) del plano. La
persona camina en direccion positiva del eje y y como consecuencia, el carrito atado a la cuerda describe una
curva 3(;() cuya derivada es:

g'(x) = d_g = ——W
ax X




Obtén la ecuacién de la curva goc) que describe el carrito.

12

5. Un cuerpo que esta unido a una pared mediante un resorte, se desplaza sobre el suelo en donde se ha colo-
cado a un eje x. El cuerpo se mueve describiendo un movimiento oscilatorio entre los valoresde x =—-¢ vy
X =L m.

La formula para la velocidad del cuerpo en términos de la posicion en donde se encuentra, estd dada por:

V(x) =k L — x° m/seq), para cierto valor de k positivo. Notese que como wv(x) nunca es negativa, la
férmula es vélida sélo cuando el cuerpo se desplaza hacia la derecha.

Si el cuerpo tarda un tiempo 4t en desplazarse de la posicion x a la posicidbn x + dx, tenemos que

V(x)dt = dx obien dt = M

X
Plantea y calcula la integral que representa el tiempo total de una oscilacion completa del cuerpo, suponiendo

que tarda lo mismo para ir del extremo derecho al extremo izquierdo que para ir del extremo izquierdo al de-
recho.
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6. En el problema complementario 4 quedé establecido que la fuerza total de atraccién entre la varilla de lon-
gitud infinita con densidad lineal de masa A y el cuerpo de masa ue que se encuentra a una distancia “a”

26 mA
—

de la varilla, tiene el valor # =
Una forma de validar este resultado es revisando el comportamiento del valor de la fuerza # para valores ex-
tremos de los parametros A, me y a que aparecen en su férmula.

2 mA
a

De acuerdo alaformula £ =

a) {Qué sucede con £ cuando A aumenta?
(Esta tu respuesta de acuerdo con tu intuicién?

b) ;Qué sucede con £ cuando s aumenta?
(Esta tu respuesta de acuerdo con tu intuicién?

¢) ¢Qué sucede con £ cuando 4 aumenta?
(Esta tu respuesta de acuerdo con tu intuicién?

7. Encuentra las antiderivadas, en cada caso propon y lleva a cabo la sustitucidn trigonométrica adecuada.
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3.9}

Meétodo de fracciones
parciales

En algunos problemas de ingenieria es necesario calcular integrales del tipo

J‘ b p(x) dx
a Q(X)

En donde P(x) y @(x) son polinomios sin factores en comin. Si el grado de P(x) es

menor que el grado de @(x), a la fraccién

de obtener antiderivadas de fracciones propias

se le llama Fraccién Propia. Una forma

&(x)

——, consiste en descomponerlas en sumas

de fracciones mas simples (o fracciones parciales). Este procedimiento de antiderivacion o
integracion es llamado Método de Fracciones Parciales.

En el apéndice aparece un resumen de las ideas algebraicas requeridas para descomponer en

fracciones parciales una fraccion propia.

Situacion ProeLEmA 12 (SP-12)
Supongamos que se tiene la fraccion:
5X—4
(x—2)(x+2)

Determina constantes 4 y B tales que:
S5X —4 A B
= +
(x—2)x+2) x-2 x+2

Discusion pe LA Situacion ProeLevia (SP-12)

Para determinar las constantes 4 y B se procede a
sumar las fracciones del lado derecho, esto se mues-
tra a continuacion:

Sx—4 _ A B
(x—2)x+2) x-2 x+2
_A(x+2)+B(x—-2)
C (x-2)(x+2)
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O bien:
5X—4 _A(x+2)+B(Xx—2)
(x=2)(x+2) (x=2)(x+2)

Si cancelamos el denominador comin de ambas
fracciones, nos queda la igualdad de los numerado-
res y desarrollando el numerador del lado derecho,
vemos que nos queda una igualdad de funciones li-
neales, para que esta igualdad se dé, es preciso que
los términos constantes en uno y otro lado de la
ecuacion sean iguales, asimismo, deben ser iguales
los coeficientes de x en ambos lados. Formando las
ecuaciones correspondientes se establece un sistema
de dos ecuaciones en donde las constantes 4 y B
son las incdgnitas, esto es:

SX—4=AX+2A+BX—-2B
=(A+B)x+ (24 —2B)

(B)x+(—4)=(A+B)x+ (24 —2B)
A+B=5
2A-2B=—4



Resolviendo el sistema se tienen las constantes, esto se muestra en seguida:

A+B=5 A +2B =10 =2
= = 4A=c = A==
2A—-—2B=—4 2A4A—2B=—4 2
Luego:
32
B=s-a=5--=2
2
Finalmente:
S5x—4 =/2  F#/2

(x—:z)(x+:2)_x—:2+x+:2

El proceso mostrado en esta discusion se llama Descomposicién de una fraccion en
Fracciones Parciales y se usa para descomponer en fracciones mas simples una frac-
cién propia. Un estudio mas completo de este proceso aparece en el Apéndice. Usa-
remos las Fracciones Parciales como un medio para antiderivar fracciones propias.
En las consideraciones siguientes se presenta la técnica de Integracién mediante Frac-
ciones Parciales.

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmA 12 (SP-12)

1. Consideraciones generales al usar el método de fracciones parciales

a) El método de descomponer una fraccidon en sus fracciones parciales es ttil para

obtener la antiderivada de un cociente de polinomios.

P (x)
@ (x

sea una fraccion propia, es decir, los polinomios 2 (x) y @ (x) no deben te-
ner factores en comin y el grado de 2 (x) debe ser menor que el grado de
@ (x).

Si la fraccién no es propia primero debe efectuarse la division de polinomios y la
fraccion sobrante, que es propia, se descompone en sus fracciones parciales.

b) Para descomponer la fraccién en fracciones parciales es necesario que

los factores del denominador son factores linea-

d) Si en la fraccién propia

les, su descomposicion en fracciones parciales obedece a las siguientes reglas:

i) A cada factor lineal (x — &) en el denominador, no repetido, le correspon-
de una fraccién parcial del tipo:

A

X—a

Donde .4 es una constante.

i) A cada factor lineal (x — a) que se repite p veces (es decir (x = a) es
factor del denominador) le corresponde una suma de p fracciones parciales

de la forma:
A 1 AQ Az + AP
x—a (x—a” (x-a)  x-af

Tema 3.5
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Donde 4, A, A, ..., AP son constantes.

e) El tipo de fracciones parciales que deben proponerse en la descomposicion, cuan-
do hay factores cuadraticos en el denominador de la fraccién propia, difiere del
tipo de fracciones parciales correspondientes a los factores lineales. Aqui nos re-
ferimos a factores cuadréticos que no son factorizables dentro del sistema de los
numeros reales (o con raices complejas). Las fracciones deben proponerse en este
caso de acuerdo a lo siguiente:

i) A cada factor cuadritico (ax” + bx + ¢) no repetido, cuyas raices sean
complejas, le corresponde una fraccion del tipo:

Ax + B

ax’ +bx + ¢

Donde 4 y B son constantes.
ii) A cada factor cuadrtico (ax” + bx + ¢) que se repite p veces (es decir

(ax® + bx + ¢) esfactor del denominador), cuyas raices sean complejas,
le corresponde una suma de p fracciones parciales de la forma:
A X + B, A X+ B A X+ B

+ 2
ax’ +bx+e (axQ + bx + o)‘

- P
(ax* + bx + a)
Donde A4, 4, A, ..., AP y B,B, B, .., BP son constantes.

Una manera simple de determinar si el factor cuadrdtico (ax” + bx + ¢) tieneraices
complejas es a través del signo de su discriminante b° — 4ac¢ si b° — 4ac < 0 las
raices del factor cuadratico son niimeros complejos y proceden las reglas de descom-
posicién aqui descritas; si b — 4ac¢ > o las raices del factor cuadrético son reales
y el factor debe factorizarse como un producto de factores lineales y usar las reglas
de descomposicion mencionadas en el inciso anterior.

2. llustracion del método de fracciones parciales con algunos casos

Caso 1. Contesta los siguientes incisos:

a) Plantea la integral que es necesario resolver para obtener el drea .4 bajo la curva
con ecuacion

_*
X(x + 4)

([j:

y arriba del eje x desde x = 1 hasta x = =.
b) Descompén en fracciones parciales la fraccién propia

_
x(x +4)

c¢) Escribe la integral del inciso @) como una integral equivalente usando el resulta-
do del inciso b).
d) Resuelve las integrales para determinar el drea .4 deseada.
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. 4 . .
Una parte de la gréifica de la curva yy = —————— aparece a continuacion
X(x +4)

.o
olucion:
H

a) El 4rea bajo la grafica de esta ecuacién y por arriba del eje x en el intervalo de
Xx =1 a x ==, lapodemos representar tomando un diferencial de drea dA4
como se ilustra en la figura, cuyo valor estd dado por:

adA = gdx = de
X(x+4)

Y posteriormente plantear el drea .4 como la suma de todos los diferenciales de
drea que podemos inscribir en la regién descrita

b) Para encontrar el valor de la integral, recurrimos a descomponer la fraccion propia

_ 4+
Xx(x+4)

en sus fracciones parciales. Segtn las reglas descritas en la consideracion anterior,
la descomposicion serfa de la forma:

4 A B
XxX(x+4) X  x+4
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Para calcular las incdgnitas 4 y B eliminamos los denominadores multiplican-
do ambos lados de la igualdad por x(x + 4), hacemos los productos en el lado
derecho de la igualdad y sumamos los términos semejantes, quedando:

4= Alx+4) + Bx
4 = Axt4A+Bx
4=(A+B)X + 44

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de x en ambos lados de la 1l-
tima ecuacién, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1) A+B =0
2) 44 =4

De la ecuacién en 2) tenemos que 4 = 1 Yy sustituyendo este valor en la ecua-
cién en 1) se obtiene que B = — 1, por tanto:

4 1 1

x(x+4) X  x+4

¢) Utilizando ahora el resultado del inciso b), la integral del inciso a) puede rescri-
birse como:

3 3
A=J~de=_[(i— = )d}c
L x(x+4) AX x4

d) La integral anterior puede separarse en dos

Y aplicando el teorema fundamental del Célculo tenemos:

= [t -] - [z -n=) ] = 0. 762w

A = ln(x)| —ln(x+4)

1 1
En este problema observamos que el polinomio @(x) se factorizé en dos fac-
tores lineales diferentes, x y x 4+ 4 por eso a este caso de fracciones parciales

se le conoce con el nombre de Fracciones Parciales con Factores Lineales no
Repetidos.

Ahora procederemos a considerar un caso en el que el denominador de la fraccién
propia se factoriza en factores lineales repetidos.

Caso 2. Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo que v(t) centime-
tros por segundo es la velocidad de la particula a los ¢ segundos. Si la férmula de la
velocidad en términos del tiempo es

2+ 3¢t

V(t) =
(t + 27 + 1)
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Obtén la distancia recorrida por la particula desde el tiempo ¢ = 0 seg hasta el
tiempo t = 4 seg.

Solucion:

Si consideramos que la particula se mueve durante un intervalo infinitamente peque-
o de tiempo, es decir un diferencial 4t, a partir del tiempo ¢, en ese intervalo de
tiempo se recorrerd una distancia infinitamente pequefia, un diferencial de distancia
dx 'y como la velocidad es constante en intervalos infinitamente pequefios de tiempo
se tiene:

distancln  dx
U(t) = ——— = —
tlempo dat
Por tanto, como sabemos, la velocidad es la razén de cambio de la posicién. Para en-
contrar el cambio en la posicion desde t = o hasta ¢ = 4, que nos daria, en este
caso, la distancia recorrida en ese tiempo, recurrimos a encontrar la integral de la ve-
locidad desde ¢ = © hasta t = 4.

4 4 2+ =t
x(4) = x(0) = f v(t)dt = f ———adt
°(E+2) (E+1)

Para calcular la integral se requiere separar la fraccién

2+ 3t

(t + 2)7°(t + 1)

en fracciones parciales. De acuerdo a las reglas establecidas en la consideracién an-
terior la descomposicion es de la forma:

2+ =t A B s
- = + — +
(t + 2)°(t + 1) t+ 2 (t + 2)° t + 1

Multiplicando por (¢ + 2)°(t + 1) ambos lados de la igualdad para eliminar de-
nominadores, realizando los productos en el lado derecho de la igualdad y sumando
términos semejantes se obtiene

24+ zt=A+2)(t+ D) +BE+1)+CEF2)

At + BAE+ 24+ BEt+ B+ CE + 4Ct + 4C

2+ 3t

2+ zt=(A+CHt + (A + B+ 4C)t + (24 + B + 4C)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de t para que se satisfaga la igual-
dad entre los polinomios, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones

. A+c =0
2.2A4A+ B+ 4C ==
3.2+ B+4C =2
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Restando a la ecuacion en 2) la ecuacién en 3), tenemos que:

2A + B +4C = =
—-2A - B —4C =-2
A = 1
Sustituyendo este valor .4 = 1 enlaecuaciénen 1), obtenemosque ¢ = —1 y

con los valores de 4 y ¢ conocidos, de la ecuacion en 2) obtenemos que B = 4.
Por lo tanto

2+ 3t 1 4 1

= + —
(E+ 27 + 1) t+2 (t+ 2) t+ 1

Con este resultado el cambio en la posicion x(4) — x(0) que es la distancia re-
corrida en el intervalo de tiempo de ¢ = 0 seg a t = 4 seg, puede escribirse

como
4 2+ 3t 4 1 4 1
o) = o) = [ e = T
O (t+2)(t+1) oVt + 2 (t + 2) t + 1
- -[4 T e+ 4_[4(15 +2) 7 dt — .[4 Tt
ot + 2 o ot + 1

Antiderivando y aplicando el teorema fundamental del Calculo tenemos que:

_1 4
4 (t +2) 4
+ 44— —ln(t + 1)|
2] —1 2]

x(4) = x(0) = ln(t + 2)
x(4) = x(0)=[n(e) = n(2)] - 4[2 - ﬂ — [n(5) = @]

x(4) — x(0) =0.2225 cm.

En este problema observamos que el polinomio del denominador se factorizé en tres
factores lineales, pero uno de ellos se repitié dos veces (& + 2)° por eso a este caso
de fracciones parciales se le conoce con el nombre de Fracciones Parciales con Fac-
tores Lineales Repetidos.

Ahora procederemos a analizar la estrategia que se sigue cuando @(x) se factoriza
en factores cuadréticos que ya no se pueden factorizar por no tener raices reales. Para
ver un ejemplo de este caso consideremos el siguiente problema.

Caso 3. Contesta los siguientes incisos:

a) Plantea la integral que representa el drea 4 de la regién acotada por la curva

2 — X
X+ g

g:

eleje x, eleje y ylarecta x = 1.
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2= X
b) Descompén en fracciones parciales la fraccion — .
X + g
c) Escribe la integral del inciso @) como una integral equivalente usando el resultado
del inciso b).

d) Separa la integral en dos integrales y resuelve cada una de ellas para determinar el
area A.

Solucion:

a) A continuacioén se presenta la grafica de la region limitada por la curva

2= X
g x°+g
eleje x, eleje y ylarecta x = 1.
Y
0-25_\
o024
015+
01+
0.054
t t t t 1 t X
0 0.2 o4 0.6 0.8 1 1.2

El 4rea 4 de la region en el intervalode x =0 a x =1 la podemos repre-
sentar tomando un diferencial de drea 4.4, como se ilustra en la figura y que
puede expresarse como:

2 - x

dA = ,—d/(
X +£

Y posteriormente hacer la suma de todos los diferenciales de drea que podemos
inscribir en esa regién en el intervalo [0, 11.

]‘Q_X
Azfa/A=Om

adx

b) Para obtener el valor de la integral recurrimos a descomponer la fraccion propia
2 - X
X +g

en sus fracciones parciales.
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Primeramente factorizamos el denominador y posteriormente asignamos las frac-
ciones parciales de acuerdo a los factores del denominador segun las reglas esta-
blecidas

2= X 2= X

X +g (x + 2) (x°— 2x +4)

Notemos ahora que el factor cuadritico x* —2x + 4 tiene discriminante nega-
tivo, por lo que hay que tratarlo como un factor cuadrético no factorizable, en con-
secuencia proponemos la siguiente descomposicion.

2 - x 2 - x A Bx + C
+

X +g (x + 2) (X — 2x +4) X+2 X —2x+4

Para calcular las incognitas 4, 8 y ¢ eliminamos los denominadores multipli-
cando ambos lados de la igualdad por (x + 2) (x° — 2x + 4), hacemos los
productos en el lado derecho de la igualdad y sumamos los términos semejantes,
quedando:

2 - x= AKX —2x+4)+ (Bx+C)(x + 2)
2 - X =AX —2Ax + 4A + BX 4+ 2Bx + Cx + 2C

2—-—x=(A+B)Xx + (—24A4+ 2B + C)x+ (44 + 20C)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de x, en ambos lados de la
ecuacion, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1. A+B =0
2. —2A+2B+C=—-1
3. 4A + 20 =2
De la ecuacién en 1) tenemos que 4 = — B y sustituyendo este valor en la

ecuacién en 2) y en la ecuacién en 3) tenemos que:

4. 4B+ Cc=—1
5. —4B+2Cc=2
Sumando 4) y 5)
4B+ C=—1
—4B +2c =2
zCc =1
Se obtiene ¢ = 1/3.
Con este valor y usando las ecuaciones 4) o 5) resulta que: B = — 1/3.

Sustituyendo el valor de & en 1) nos daque A4 = 1/=.
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Por tanto

2 - X 1/= —(1/3 ))c + 1/=
- = + 2
X + g X+ 2 X —2x + 4

¢) Utilizando el resultado del inciso b), la integral del inciso a) puede rescribirse
como:

- ax

T2 - x 1/2 —(1/3) X+ 1/2
a=] "% ax=] +
, X *+£ , |lx T2 X —2x + 4

d) La integral anterior puede separarse en dos

1/3 i —(1/3 ) X+ 1/
A= de + [ — dx
Lox+ 2 X —2x + 4
To1/= I X — 1
= J : dx —( 1/3) I - dx
, X+ 2 , X —2x + 4

1
X — 1
= 1/3 J d}(—(i/E)J. - dx
D;<+:z X —2x + 4
[ 2x — 2
= 1/3 f p/)c— 1/6 I - adx
0;<+:2 X —2x + 4

Y de acuerdo con el teorema fundamental del Calculo

A= (1z)nlx + .:2)‘: —(ve) n(x -2x + 4) 1

= (vz) @) - @] - () ine) - )]

0.122 u

En este problema observamos que el polinomio @(x) tiene en su factorizacién
un polinomio cuadrético que no se factoriza, x* — 2x + 4 y que no se repite.
Cuando aparecen factores cuadraticos no factorizables y no repetidos en la facto-
rizacibnde @(x) se dice que tenemos el caso de Fracciones Parciales con Fac-
tores cuadraticos no Repetidos.

Ahora procederemos a resolver un problema mds de este caso que nos permitird
reforzar el aprendizaje de este método de integracion.

Una particula se mueve a lo largo de una recta de tal modo que su velocidad v(t)
medida en pies por segundo, en cualquier instante t estd dada por la férmula

5t
t+2) 0 + 1)

v(t) =
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Calcula la distancia recorrida por la particula desde t = 0 ceg hasta
t = 1seg.

Solucion:

Si consideramos que la particula se mueve durante un intervalo infinitamente peque-
lo de tiempo, es decir un diferencial 4t a partir de un tiempo ¢, en ese intervalo de
tiempo se recorrerd una distancia infinitamente pequefia dx y como la velocidad es
constante en intervalos infinitamente pequefios de tiempo se tiene:

distancin ax

tlempo at

Por tanto, como sabemos, la velocidad es la razén de cambio de la posicién. Para en-
contrar el cambio en la posicién desde ¢t =0 hasta t=1, que nos daria, en este
caso, la distancia recorrida en ese tiempo, recurrimos a encontrar la integral de la ve-
locidad desde t=0 hasta t=1.

xo-x0) = [vwde = | —F _a
e C(t+2) (£ +1)

Para calcular la integral se requiere separar la fraccion

5t
(t+2) #+ 1)

en fracciones parciales. De acuerdo a las reglas establecidas anteriormente, la des-
composicién es de la forma:

5t A Bt + C
- = +—
t+2)Et +1) t+2 t+1

Ya que el discriminante del factor cuadritico ¢~ + 1 es negativo.

Multiplicando por (¢t + 2)(t° + 1) ambos lados de la igualdad para eliminar de-
nominadores, realizando los productos en el lado derecho de la igualdad y sumando
términos semejantes se obtiene:

5t= At + 1)+ Bt + CNt +2)

5t= At  + A + Bt + 2Bt + Ct + 2C

5t=(A+ Bt + (2B + C)t + (A + 20)

Igualando los coeficientes de las potencias iguales de ¢, para que se satisfaga la
igualdad entre los polinomios, llegamos al siguiente sistema de ecuaciones:

1. A+ B =0
2. 2B+ ¢ =5
3. A+ 20 =0
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Delaecuaciébnen 1) B = — .4, sustituyendo esta igualdad en 2) se obtiene:
4) —2A4 +cCc =5

Sumando a la ecuacién en 3) la ecuacién en 4) multiplicada por 4 = —2.

A+ 2C =0
44 — 20 =—10

54 = —10

Resulta que 4 = —2.

Con este valor obtenido para 4 sustituido en la ecuacién en 1), tenemos que
B = 2.

Y con la ecuacién en 3) y el valor de .4, obtenemos que ¢ = 1.

Con los valores de .4, B y ¢ conocidos, la descomposicién nos queda como:

St -2 2t + 1
+

(t+2)(t2+1)_t+.:2 T+ 1

Con este resultado el cambio en la posicion x(1) — x(0) que es la distancia re-
corrida en el intervalo de tiempo de ¢ = 0 seg a t = 1 seg puede escribirse
como

1 5t 2 2t + 1
x(i)—x(0)=_[ = at = jj - T
C(t+2) t + 1) o t+2 tT 4+ 1
1 . ot 1
=—of° at + |° de+ | —I—at
Ct+ 2 Ot 4+ 1 ot 4+ 1

Antiderivando y aplicando el teorema fundamental del Calculo tenemos que:

1 1
+ Arctan(t)|

]

X(1) — x(0) = —2Ln(t + .:z)|; +ln(t” + 1)

[(m2n(2)) = (~2n@)] + [n@) - n@)] + [Arctanz) - Arctan(o)]
0.6676 ples

Tema 3.5  Método de fracciones parciales ® 253




Problemas
~— COMPLEMENTARIOS

1. Area de una region

A continuacién se muestra la region limitada por el eje x, lasrectas x =1, x = 4 ylagréfica de lafuncién

240
X+ x

f(x) =

Calcula el area de la region.

.z
olucion:
H

Este problema ya fue abordado en el tema 2 de la Unidad 1 calculando el drea de la regiéon de manera aproximada

mediante sumas, ahora lo resolveremos mediante la técnica de Fracciones Parciales. Para calcular el rea se requie-
re la integral:

240 240
A ‘[dA: ]x+x2dx: ;‘.x(l+x)dx

Para evaluar la integral debemos obtener la antiderivada de la funcién

240
x(1+ x)

7

procedemos a aplicar el método de fracciones parciales como se muestra a continuacion:

x(1+/<):;+1+)< x(1+ x) x(1+ x)

240 AL B 240 A1+ x)+BX
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Luego:

240=A(1+X)+BXx = 240=A+AX+BX = 240=A+(A+B)x

De aqui obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

A =240
A+B =0
De donde se concluye que 4 =240 y B =—240.Sustituyendo los valoresde .4 y B setiene:
240 240 240

x(1+x) x 1t+x

Antiderivando tenemos que:

ﬂdx=J‘24de—_|‘24odx=:z4oLw(x)—24oLw(1+x)+c
x(1+ x) X 1+ x
Y finalmente
T 240 ’
X
A= |dA = dx =240 n(x)—240 ln(1+ x =[:240Lw ]
Jaa=] Zzan=[240um00 (2+0)] (1+X)1
T 240 4 1
A=IdA=J 2dx=24oLw(—)—:wom(—):iiz.g w
X+ x 5 2

Notese que en el tema 4 de la Unidad 1 llegamos a la misma respuesta procediendo numéricamente y dividiendo
elintervalode x =1 a x=+4 en wn =1 200 subintervalos.

2. La algoritmia
Calcula cada una de las siguientes antiderivadas.

J 1

(x+1) (x+2)

(x+4)
2 ‘[x(x2 +4)d)(

c) J';a’x

x(x+ 3)2
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Solucion:

1

a) Para calcular IW
x+1) (x+2

dx, primero separamos en Fracciones Parciales el integrando, esto es:

1 A B c
(x+2) (x+2) x+2 x+1 (x+2)

1 _A(xt1) +B(x+2)(x+1)+C(x+2)
(x+1) (x+2) (x+1) (x+2)

1=A(x+1) +B(x+2)(x+1)+C(x+2)

1= A(X +2x+1)+B(X +zx+2)+e(x+2)

1=(A+B) X +(2A4+2B+C)x+(A+2B+2C)

De aqui se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+B=0 3 S
24+z2B+Cc =0 — B=-1
A+2B+2C =1 c=1

Sustituyendo estos valores de 4, B y ¢ en la propuesta de descomposicién tenemos:

1 B ek S
(x+1) (x+2) x+2 x+1 (x+1)

Y finalmente antiderivamos:

[

dx—J : dx+f;dx

(x+1) (x+2) x+2 x+1 (x+1)
J‘mdx=LVL(X+2)—LV\,()C+1)—X+1+C

X+t 4 . . . o et
b) Para obtener J (2—) dx  separamos en Fracciones Parciales la funcion por antiderivar:
x (X7 +4)
X+ 4 A Bxt+c  A(X +4)+(Bxtc)x
x(X+4) x X4 x(x7+4)

Nota que el factor cuadratico x* + 4 no es factorizable.
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Luego:

)<+4=A(x2+4)+(Bx+C)x=A/<2+4A+B)<2+CX

O bien:
x+4=(A+B)x +(C)x+(44)

De aqui se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

A+B=0 A =1
c=1 = B=-1
4A =4 @ =

De este proceso se puede concluirque 4 =1, B=-1 y ¢ =1, luego:

X+ 4 —x+1

1
x(x2+4) X X +4

Antiderivando ahora se obtiene:

X+ 4 _ [z —Xx 1
fm”- Jane [axe [ ax
Y finalmente
+ 4 1 B 1 .
j#d}(=tw(/¥)—;w\l(/{ +4)+5tam (}(/2)+G

¢) Para obtener

1

L ax
x(x"+32)

separamos en una suma de fracciones la funcién por antiderivar:

1 _A BXtC  PxtE Al +2) +(Bx+e) (X +2)x+(Px+E)x

)<()<2+3)2 X X +3 (/v<2+3)2 ,~<(,~<2+3)2
Nota que el factor cuadratico x~ + = no es factorizable.
Luego:
1= A(X +3) +(Bx+e) (X +2)x+(Px+E)x
1=AX +0AX + 9A+BX +32BX +CX +32Cx+Dx +ExX

1=(A+B)X +(C)x +(6A+=2B+D)X +(3C+E)Xx+9A
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De aqui obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

1
A+B=0 A=
c=o0 2
R
cA+zB+D=0 _ B——E
2C+E =0 =0
94 =1 .
D =——
E=o0
De este proceso se puede concluir que:
1 1/9  —(1/9)x+o —(1/z)x+o0
— == +
)<()<2 + 3)2 X X +3 ()c2 &* 3)2

Antiderivando ahora se obtiene:

J;de _ J':L/_jd)( _ J- (r/ 9)xax J- (1/2)xdx

x(x° +2) X +z= (;<’2+3)2
Y finalmente:
1 1 1 1
)(()(2 +3)2 dx == —Lv»(;c)——m(x2 +3)+ &(XQ +3) +c
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INIDAD 3 TEVIA 5 5

1. Calcula el drea de la regién en el primer cuadrante limitada por la curva

4 - x
(x + 27

g:

la cual se muestra en la siguiente figura.

Y

1.04

0.8

0.4

0.2

T X

2. Supongamos que se tiene una varilla de longitud 4 wm cuya densidad de masa p varia con respecto a la dis-
tancia x auno de sus extremos por medio de la formula;

_ 240
P e

Tal y como se muestra en la siguiente figura.

B 240
— PN T DD

g/ v

Calculala masa M de la varilla

3. Una particula se mueve alo largo de una recta de modo que su velocidad v (t) en metros por segundo, es dada
por la férmula

4
V() = ———
t"+4t+3

Calcula la distancia recorrida por la particula desde t= 1 hasta t=z= segundos.




4. Un fenédmeno que puede ser bien estudiado con las técnicas del Célculo es el de la propagacién de enferme-
dades contagiosas. Cuando en una comunidad se propaga una enfermedad contagiosa e incurable, es comun
suponer que la rapidez a la que crece la proporcion 7(o < 2 < 1) de personas contagiadas en la comunidad,
es proporcional tanto al valor # comoalde 1 — 7 estoes

dp
— = kP(1-P)
dt

Un modelo més general que puede ser usado para describir el comportamiento de 7 es
ap
— = kP - PP
dt

Siinicialmente hay 10% de personas contagiadas en la comunidad (estoes, = 0.1 cuando t = 0), el tiem-

po “t. . ...~ (en dias) que tiene que transcurrir para que haya un 50% de personas contagiadas en la comu-

nidad esta dado por

. . OJ‘5 ar
propageion k s Pa(l _ P)lg

Supongamos ahoraque k = o1 calculaelvalorde ¢t . si
a a=1y B=1
b) a=2y B=1

. Calcula las siguientes antiderivadas:
a ] ———

,[ t+z=t ot +7

9x+ X

b
) tT+zt+ 2

= 2
c)j ~ dx
- o2x +x

. Determina el area de la region limitada por la curva

X+4

<[j=

X +4x

eleje x ylasrectas x =1 y x = =.[Sedalagréificadelacurvaenelintervalode x = 0.5 a x = 4].
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7. Un fenédmeno que puede ser bien estudiado con las técnicas del Calculo es el comportamiento de la tempera-
tura de un cuerpo.

La ley de enfriamiento de Newton nos dice que la rapidez con la que decrece la temperatura 7~ de un cuerpo
caliente (en “C/win) esproporcional ala diferencia que hay entre la temperatura del cuerpo y la del medio
ambiente que lo rodea, esto es

d_ =k(T-7,) (7, eslatemperatura del medio ambiente)

t

Sin embargo para altas temperaturas y bajo los efectos de radiacion térmica, la ley que rige el comportamiento
de la temperatura de un cuerpo es la ley de Stefan

ar
d_ =R(T -7, (7, eslatemperatura del medio ambiente)
t
Si un cuerpo se calienta en un medio hasta alcanzar una temperaturade o “c y en ese momento se empieza
amedir el tiempo (estoes 7 = &0 cuando t = 0), eltiempo “tm{nmm” (en minutos) que tiene que trans-
currir para que la temperatura bajea = °c esta dado por

1

tm{v’uzymimto - E

Supongamos ahora que k = —0.001 y que latemperatura del medio ambientees 2 “c.Calcula ¢, .., -
8. Calcula las siguientes antiderivadas:

2X° +2x+1

o [0

dx
X+ X+ x

X+ X+ 2x+=
b J A ax
X +5x +o6
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Aplicaciones

Temas

4.1 Area superficial de un
solido de revolucion

4.2 Trabajo

4.3 Centro de masa
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En esta unidad regresamos al problema original de calcular el valor de una magnitud asociada a un
todo planteado en la Unidad 1, pero ahora con la ampliacién en nuestra visién sobre como abordarlo y
con nuevas formas de resolverlo gracias al trabajo desarrollado en las unidades anteriores. Los nuevos
problemas que abordaremos serdn calcular el drea superficial de un sélido de revolucion y el trabajo que
realiza una fuerza mecdnica.

Por otra parte veremos cdmo las nociones, resultados y procedimientos desarrollados en las primeras
tres unidades, nos permitirdn abordar y resolver nuevos tipos de problemas como el que consiste en
determinar el centro de masa de una placa plana.

Finalmente veremos cémo el Teorema Fundamental del Célculo y la estrategia de la toma de un ele-
mento diferencial desarrollados en la Unidad 2 son el germen de nuevos desarrollos matematicos como
la serie de Taylor y el método de separacion de variables que permiten ampliar la gama de problemas
que podrén ser abordados y resueltos, como lo son muchos de la fisica en donde la primera o segunda
razén de cambio de una magnitud de interés estan explicitamente en términos de la magnitud misma,
problemas que no pueden ser resueltos con lo visto en las unidades anteriores y que dardn la ocasién
para que el estudiante se inicie en el estudio de nuevas ideas y métodos matematicos que forman parte
de los conocimientos del campo de estudio conocido como “Ecuaciones Diferenciales”.




4.1

Area superficial
de un soélido de revolucion

En este tema consideraremos el problema de calcular el area superficial del sélido de
revolucion que se genera cuando una region limitada por una curva, el eje x y dos rectas
verticales, gira alrededor del eje x; para ello usaremos la estrategia de la toma del
elemento diferencial, con ésta estrategia conseguiremos el diferencial de area superficial que
corresponde al area de un cono truncado de grosor infinitesimal. Sumando o integrando éstos
diferenciales de area obtendremos finalmente el area superficial del sélido de revolucion.

Situacion ProBLEMA 13

En la figura de abajo se muestra un cono truncado.
Con las dimensiones que ahi se muestran, el drea
S de su superficie lateral es: s = 7(r + R)C.

[
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Toma en cuenta este resultado y plantea la integral
que representa el drea de la superficie de revolucién
generada cuando la grificade unafuncién y = £(x)
desde x = a4 hasta x = b gira alrededor del eje x.
Empiezapor calcularel diferencial de drea ds som-
breado en la siguiente figura:




Discusion DE LA Situacion ProeLEmA 13 (SP-13)

El diferencial de drea d.s sefialado en la figura de la SP-13 corresponde al 4rea late-
ral de un cono truncado cuyas dimensiones, en relacién a la figura del cono truncado

mostrada, son:

r=y=£wx

R=g+ﬁ/(lj=f()<+d)<)

De donde:

ds =m(r +RIL = w(f(xX)+ F(x+dx) Jdx* + d(zf

d 2
= 7(F(X)+ [F(x)+ F(x0dx]) |1+ [d_yJ dx
X

, dy |
= m(2Ff () + £ (dx) |1+ == | dx
dx

d(zj ) ,
=2mf(X) |1 +|—=| dx+7F (x)

dx

El dltimo término se elimina por contener un diferencial de grado dos, por lo que fi-
nalmente obtenemos que:

ds = 2mf ()1 + (F () dx

De donde el area de la superficie de revolucion es:

x=b

drea= | ds= [ omfx Ji+ (F0O) dx

X=a
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En resumen:

Cuando el tramo de grafica de la funcién y= ), desde el punto (a, £(a)) hasta
el punto (b, #(b)), gira alrededor del eje x, se genera una superficie de revolucion
cuya drea s estd dada por:

x=b
s=]ds= [ 2m 00+ (F0) dx

Es importante sefialar que en la férmula anterior los valores de la funcién #(x) de-
ben ser positivos en el intervalo desde x = a4 hasta x = b.

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEMA 13

1. Un posible error al plantear la integral

Un error que puede cometerse al plantear la integral que representa el drea de la su-
perficie de revolucién, es considerar a las secciones transversales del s6lido como si
fueran discos en lugar de conos truncados.

El origen del error puede explicarse porque al plantear el volumen del sélido de revo-
lucién llegamos a la misma integral si las partes infinitesimales en que se divide al s6-
lido se consideran como conos truncados o como discos, pero esto no sucede con el
area superficial. Si la porcidn de sélido con espesor infinitesimal dx se considera
como un disco, éste tendria radio #(x) o bien #lx + dx)= f(x) + d(zj.

En cualquier caso, el drea de la superficie de revolucion del disco serfa d.s = 27f(x),
lo que puede explicarse si la cubierta del disco se cortara y extendiera, quedandonos
un rectdngulo de dimensiones 27f(x) de largoy dx de ancho como se muestra en
la siguiente figura:

ax

2nfx)

00

ax

Tomando entonces como discos, en lugar de conos, a las secciones transversales del

s6lido, la integral resultante en el planteo del drea superficial serfa J: 2mf(x)dx,

lo cual difiere de la integral J.ij 27 (X1 + (£ (X)) dx, que verdaderamente

representa al drea.

2. Analisis infinitesimal del diferencial de superficie ds

Una forma de interpretar la formula para el drea superficial 4s del cono truncado
de grosor dx, es decir, la féormula: ds = 27F(x) /1 + (£ (x)) dx, consiste en



visualizarla como si fuera un trapecio con las dimensiones mostradas en la siguiente
figura, para ello cada circunferencia en las tapas del cono truncado se extiende hori-

zontalmente y se toma como altura del trapecio a /dx™ + d (zjz

00

: AN Y=
2nf(x) |

El largo inferior del trapecio es 27f(x) y el superior 27[f(x) + dyl, los tridngulos
infinitesimales que pueden recortarse de los extremos para que el trapecio se reduzca

a un rectangulo tienen dimensiones ./dx” + dg: y mdy, el drea de cada tridn-
gulo es:

1 > 1 >
d —| = d d 2 d 2 —| = 7 4 ,z,d 2
4 (2)77 Yy Jax" +dy (2)777‘ (X) L+ IF ()T dx

Por ser un infinitesimal de grado dos, esta drea puede despreciarse al compararse con
el area del rectdngulo reducido, que como puede observarse de la figura, estd dada
por la expresion:

2 (x) \Jdx™ + ol(zj2 =2mf(x) 1+ [F ()T

La cual es un diferencial de primer grado. Esto explica que esta ultima expresion
represente al drea de la superficie del cono truncado.

3. La Integral que representa al area superficial en términos de 4

Cuando la funcién y = £(x) que define el perfil del sélido de revolucién tiene una
gréfica creciente conforme x avanza desde x = a4 hasta x = b, o bien tiene una
grafica decreciente, es posible plantear una integral que representa al drea superficial
del solido de la SP-13 pero en términos de la variable .

Revisando las figuras de la SP-13 podemos ver que el drea 4s del cono truncado de
grosor infinitesimal 4x se puede escribir como:
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ds =m(r+R)L =m(y+(y+dy)) Jax® +0[<1j2

as = 77(:25 + dy)

ds =2 1+ —dxgd + 1 —0[/(2012
= 21T r
Y Ay Y Ay Y

Eliminando el segundo término de la suma en el lado derecho de la ecuacién por con-
tener un diferencial de grado dos obtenemos finalmente que:

adas =2 1+ dxzd
= 7T —_—
Y 4| %Y

. ax . . . , . .
La derivada — incluida en la expresion anterior puede obtenerse despejando pri-

mero x de la ecuacion y = #(x) con lo cual nos quedaria una ecuacién del tipo
x = g(y) y calculando la derivada después; la férmula del diferencial de superfi-
cie ds puede entonces expresarse como:

as =2my ,/1 +[g'(5)‘|2 ay

Finalmente la integral que representa el area de la superficie de revolucién es:

y=r£.(b)

Area = jds = f 2wy 1+ (g (Y) dy
y=rf(a)

Este resultado también puede aplicarse cuando la grifica de y = £(x) es decrecien-
te pero tenemos que integrar de y = £(b) a y = £la).

4. Area superficial cuando se gira alrededor del eje Y

Consideremos ahora a la region acotada a la derecha por la curva con ecuacién x = g( (lj) ,
alaizquierda por el eje y y horizontalmente por las rectas y =¢ y y =d, como
se aprecia en la siguiente figura:




Cuando esa region gira alrededor del eje y se forma un solido de revolucién como
a continuacion se ve.

El 4rea de la superficie de revolucién puede plantearse como una integral siguiendo
un procedimiento idéntico al de la Discusioén de la SP-13 o al procedimiento de la
Consideracién anterior intercambiando en ambos casos los papeles que juegan las va-
riables x y y, haciendo esto obtenemos que:

y=d x=g(d)
Area = J s = J 2mg(y(@ + (g (y) dy = J 2T xy|1+ (F (X)) dx
y=c x=g(e)

En la dltima integral, y = £(x) es la ecuacion que se obtiene despejando “y” de la
ecuacion x = g(y), para poder usar esta ultima integral es preciso que la grafica de

x = gly) sea creciente en el sentido de que conforme “y” avanza desde y = ¢
hasta y= d, los valores de x = g(g) crezcan también.

5. Razon de cambio del area superficial acumulada

Consideremos al sélido de revolucion de la SP-13, si pensamos en el drea de la superfi-
cie de revolucién s desde hasta un valor arbitrario x = 4, la superficie de revolucién
es funcién de la variable x, s = s(x).

Y
= £ ()

‘|
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Podriamos decir que s (x) es un drea acumulada, porque a medida que x crece, se le
afiade el drea nueva al drea que ya se tiene, y por esta razon los valores de la funcion
S(x) van creciendo conforme x se incrementa.

(Cudl es la raz6n a la que cambia el drea acumulada con respecto a x?

Solucion:

Lo que debemos hacer para obtener la respuesta es calcular la derivada de la funcién
S(x), el area acumuladade 4 a x.

_ds  S(x+dx) - s(x)

S'(x) = —
ax ax

Laresta s(x + dx) — S(x) se puede interpretar como el diferencial de superficie
ds del cono truncado de radios £(x) y f(x + dx) y grosor dx, el cual estd dado

por la férmula:
S(x+dx)— s(x) =2mf (X1 + (' (X)) dx

De esta forma tenemos que:

- ; dx ax

d d _ 7 2 d
_ds _sx+dx)—sx) _2mf(x) JI+ O dx ot LT P

Esto es, la razén a la que cambia el drea superficial acumulada s (x) con respecto a

x es S'(x)=2mf(x) 1+ (F X))

Por ejemplo, acumulemos el area superficial de una esfera de radio 4, para ello de-
finamos s (x) como el drea desde —a hasta un valor arbitrario x (entre —a y a)
de la superficie de la esfera que se forma haciendo girar el semicirculo con ecuacién
alrededor del eje, haciendo los cdlculos obtenemos que:

as
S'(x) = —=2mf(x) |J1 + (F (X)) =27a
adx

El hecho de que el area superficial de una esfera cambie a razén constante no deja de
ser sorprendente. La razén de cambio 27 es la misma que tendria la superficie la-
teral acumulada de un cilindro de radio a4 con respecto al largo del cilindro, pero
esto ultimo no deberia sorprendernos.

Tomando en cuenta que S (—4a) = o podemos concluir que S (x) = 2max + 2ma”
para valores de x entre —ay 4.
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1. Superficie lateral de un cono

Verifica la formula s = 7r+\/h™ + v~ parael drea s de la superficie de un cono donde r es el radio de su base
y h la distancia del centro de la base al vértice.

Solucion:

Consideremos al tridngulo de dimensiones # y » mostrado en la siguiente figura y hagdmoslo girar alrededor
del eje x para obtener el cono.

n,r n,r

La ecuacién de la recta, hipotenusa del triangulo, es y= f(x) = % X
La derivada de la funcién #(x) es £(x) = %

Aplicando la integral que nos da el area de la superficie de revolucion, obtenemos que el area s del cono es:

s = jzﬁf(x) 1+ (X)) dx = _[277 (%x 1+(£) dx

x=0 x=0

Y haciendo el célculo de la integral tenemos que:

r r VT r rY x°
s=2w(—) 1+(—) f xdx=27r(—) 1+(—) —
n n) " n) 2

2 2 2
S=mrh /1+(£) = 'rrthh ;r =amridh® +r°
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2. Integrando con respecto a 4 en el problema complementario 1

Resuelve el problema anterior integrando con respectoa 4.

Solucion:
., . ., h
La ecuacion de la recta, hipotenusa del triangulo, es x = g(g) =—Yy.
r

La derivada de la funcion g(g) es 9’(5) = ﬂ

r

Aplicando la integral que nos da el drea de la superficie de revolucién, obtenemos que el drea s del cono es:

vz vz 2
s = J 2y 1+ (g (y)dy = J :277'(%/1+(g) dy
y=o y=0

Y haciendo el calculo de la integral tenemos que:

y=r 5

=r B 2|9~ a 2
Jgdgzzw 1+h—25— =om |- +h =ar\r +h”
- V" 2

pa

2 Y
h r
S =27 |1+ — > =
r o 2

3. Fuerza hidrostatica en un recipiente esférico

Un recipiente de forma hemisférica de radio a4 esta lleno de un liquido de densidad p. Determina la fuerza
debida a la presion del liquido sobre la superficie del recipiente.

Solucion:

Coloquemos un eje s de profundidad que pase por el centro de la esfera y con direcciéon hacia abajo; a una
profundidad /4 consideremos la porcion circular de la pared del recipiente que se encuentra entre h y h +
dh como se muestra en la siguiente figura.

Como el perfil derecho del recipiente que se aprecia en la figura es circular, se puede considerar como la grafica

de la funcién #(h) = Va” —h™ y en consecuencia su érea infinitesimal ds esta dada, por lo discutido en la

Consideracion 2, por la expresion:
As = 2mfh) |1+ £ (T an
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Calculando #' (k) y haciendo los calculos correspondientes se tiene que:

hZZ
ds =omNa - nh 1+ ———dh = 2madhn
a —h

Por otra parte la presién del liquido sobre la porcién circular de pared es:
P = pgh
Por lo que la fuerza debida a la presion del liquido sobre dicha porcion es:
aAF = Pds = pgh(2madh) = 2mapghdh

La fuerza total debida a la presion del liquido sobre toda la pared del recipiente hemisférico es:

= Jor = [ wavghn = rvg

4. Masa de una superficie de revolucion

Una superficie de revolucion tiene la forma que se obtiene cuando la curva con ecuacion y = £x) = x* giraal-
rededor del eje x (medido en metros) desde x = 0 hasta x = 1; su densidad superficial de masa esta dada por
la ecuacion p(x) = x kg/m*. Determina la masa de la superficie.

..
Solucion:

Sabemos por la discusién de la SP-13 y la Consideracion 2 que al tomar una porcion transversal del sélido de grosor
infinitesimal dx, el area superficial correspondiente esta dada por la expresién:

ds = 2mf (X)L + (F (X)) dx = 2mx" 1+ 1ex" dx
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La masa de esa cubierta de grosor infinitesimal estd dada por:
AM = p(x)ds = 2mx° 1 + 1 ex“dx

Y la masa de toda la cubierta es:
M = J am = J‘X:.’,zwx5\/1 +1ex° dx

Haciendo el cambio de variable w« =1 + 16x°, du = 9ex” dx

La integral anterior se reduce a:

M =om I“zi7ﬁ—“du =T 137 =0 97z57ka.
“wo 9 72

5. Vision de la Tierra desde un globo aerostatico

Una persona viaja en un globo manteniendo siempre una altura + con respecto a la corteza terrestre. ;Qué por-

cién de la superficie terrestre alcanza a divisar desde el globo?

Solucion:

Llamemos = al radio de la Tierra y analicemos el siguiente diagrama que muestra al globo y a la Tierra.
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Considerando un eje y vertical con origen en el centro de la Tierra y viendo a la Tierra como el sélido de revo-
lucion esférico que se genera cuando el perfil derecho que se observa en la figura gira alrededor del eje y, el
problema se resuelve aplicando la integral correspondiente del area superficial desde el valor y = / hasta
elvalor y = ~.

Para obtener el valor y = 4 (que corresponde al punto & de la figura) notemos que los tridangulos rectangu-
los A4oc y oc®e son semejantes, de donde:

h_ R
R (R+H)
Por lo que:
P
R+ H
Si 9y = R — g2 , por la Consideracion 4 sabemos que el diferencial de superficie correspondiente ds es:

ds = 2mg(y) NERS (g'(g))2 dy

Y haciendo los célculos obtenemos que:
ds = 2mrRdy

El drea del casquete terrestre que ve la persona que viaja en el globo esta dado por:

y=r
Aven odl cosquete tervestre = J as = f 2TRAY = 2TR(R — h)
y=h

2

Ycomo n = tenemos que:

R+ H

Aven del cosquete tervestre = 2R (ra -
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ﬁ

1. Calcula el area de la superficie de revolucion obtenida cuando la grafica con ecuacion y = £(x) gira alrededor
deleje x desde x =0 hasta x =2

a) y ={) =e~
b) y=f) =x*
9 y=7r)=1x

2. Un recipiente que tiene forma cénica con radio de la base r y altura 4 esta lleno hasta el tope de un liquido
de densidad r (ver la siguiente figura). Calcula la fuerza debida a la presién del liquido sobre la superficie del

cono.

3. Un recipiente de adorno tiene forma hemisférica de radio 4 metros. Colocando un eje »# (en metros) con el
origen en el centro de la esfera y direccion hacia abajo, el perfil derecho del hemisferio que puede apreciarse

en la figura se puede considerar como la gréfica de la funcién #(h) = Va~ — h” . Si la densidad superficial

de masa de la cubierta del recipiente es p(h) = cos (1 ﬂ kg/m?, calcula la masa de la cubierta.
2a )

i8]

) =Na

4. Una superficie de revolucién se forma cuando la grafica de la funciéon y = £(x) = x* gira alrededor del
eje x desde x =0 hasta x = 1.
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La densidad superficial de masa esta dada porlaféormula y = p(x) = x°. ;Paraquévalorde » podemos calcu-
lar facilmente la integral que nos da la masa de la superficie de revolucién haciendo el cambio de variable
u=1+ nx» 22

. Enrelacién al problema complementario 5, en donde se obtuvo que el area del casquete terrestre que alcanza
a divisar una persona en un globo a una altura #, estd dada por la férmula:

Rz\

Aven del cosquete tevestre = 2TR| R — ———
R+ +H J

a) ;Hacia dénde se aproxima el drea del casquete cuando + —> oo ?

b) ;Lo que se obtiene en el inciso a) corresponde con lo que el sentido comun nos dice?




4.2

Trabajo

Cuando levantamos un cuerpo verticalmente desde el suelo hasta una cierta altura, realizamos
un trabajo. Para cuantificarlo se toman en cuenta el peso del cuerpo y la altura a la que fue
levantado, entre mas pesado sea el cuerpo o mas alto se levante, mayor sera el trabajo llevado
a cabo. Una forma de considerar a estos dos factores, peso del cuerpo y altura, para calcular
el trabajo realizado, es efectuando su producto. En general, cuando un cuerpo es desplazado
una distancia ¢ en linea recta como resultado de la accion de una fuerza que se mantiene en
la direccion del desplazamiento con la misma magnitud 7 en todo el trayecto, se dice que se
ha realizado un trabajo v que se cuantifica como el producto de 7 y ¢, es decir W = FL.
Si la fuerza se mide en newtons y el desplazamiento en metros, el trabajo se mide en joules. El
problema que abordaremos en este tema es el de cuantificar el trabajo cuando la fuerza que
produce el desplazamiento, si bien esta siempre en la direccion del movimiento del cuerpo, no
mantiene la misma magnitud a lo largo de todo el trayecto. Como veremos, las ideas desarrolla-
das en las Unidades 1 y 2 nos permitiran abordar y resolver este nuevo problema.

Situacion ProeLEMA 14 (SP-14) lo, jalando un hilo de peso despreciable que sostiene
al cuerpo (figura 1).
Dos personas se encuentran en la azotea de un edifi-

ciode altura 4, cadaunatiene que llevar a cabo una
tarea como a continuacion se indica.

La primera tiene que levantar desde la azotea del
edificio un cuerpo de masa “mt” que estd en el sue-

La segunda tiene que levantar una cadena de
masa “m” y longitud igual a la altura del edificio,
jalando la cadena desde la azotea (figura 2).

i

S S

- t

h frgura 1 h figura 2
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Como puedes ver, las dos personas tienen que levantar la misma masa “m”, la cual

tiene que recorrer la misma distancia “h”.
(Realizardn las dos personas el mismo trabajo? Argumenta tu respuesta.

Discusion pe LA Situacion ProeLEmA 14 (SP-14)

113 B

Ambas personas levantardn la misma masa “sc” ala misma altura “4”. Al principio
ambas personas aplican la misma fuerza, sin embargo, la primera tiene que mante-
ner durante todo el trayecto de elevacion esta fuerza inicial que equivale al peso del
cuerpo. En cambio, la segunda persona aplica una fuerza que va decreciendo durante
el trayecto, ya que sélo tiene que aplicar la fuerza necesaria para jalar la porcion de
cadena que falta por subir. Con este razonamiento es posible afirmar que la segunda
persona realizard un menor trabajo.

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmvA 14 (SP-14)

1. Calculo de los trabajos en la Situacion Problema 14

Para calcular el trabajo que realiza la segunda persona empezamos por reconocer que
la fuerza necesaria que tiene que aplicar para levantar la cadena depende de la altu-
ra x ala que se encuentra su extremo libre como se aprecia en la siguiente figura:

g

H\

(—x—)l

Suponiendo que la masa de la cadena estd uniformemente distribuida a lo largo de

m
ella y que su densidad lineal de masa es p, tenemos que: p = DR

Cuando la cadena ha sido levantada una distancia x, su porcién colgante tiene
longitud # — x, con masa p(h — x) y peso pg(h — x). Esto tltimo es la fuerza
minima que tiene que aplicar la segunda persona para seguir levantando a la cadena.
Como puede verse, la fuerza minima F que tiene que aplicar la segunda persona para
levantar la cadena depende de x y estd dada por la formula F(x) = pg(h — x). Al
inicio, cuando x = o, la fuerza que se tiene que aplicar es todo el peso de la cadena,

F(0) = pgh = % gh = mg, pero esta fuerza va gradualmente decreciendo hasta

Tema 4.2
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llegar a F(h) = o0 cuando x = h, o sea cuando la cadena ha sido totalmente levan-
tada. Esto puede apreciarse en la siguiente grafica de la fuerza aplicada.

Como la fuerza necesaria que tiene que aplicar la segunda persona para levantar la
cadena no es constante, podemos recurrir a la estrategia de la toma del elemento
diferencial para calcular el trabajo que realiza; para ello calculemos el trabajo que
se lleva a cabo para levantar la cadena una distancia infinitesimal #x a partir de una
altura x; por ser ese trayecto infinitamente pequefio podemos asumir que la fuerza
aplicada a lo largo de €l es constante y tiene el valor F(x), de esta forma el trabajo
realizado para levantar la cadena ese trayecto estd dado por F(x)ax, este trabajo es
infinitesimal y lo representaremos por dw/, es decir, AW = F(x)dx.

Adw = Fldx = pgh — x)dx

Pensando ahora que el trayecto total de longitud 4 que tiene que subir la cadena
estd formado por una infinidad de trayectos infinitesimales de x a x + dx, donde x
varia desde o hasta 4, el trabajo total realizado por la segunda persona puede ser
representado por la siguiente integral:

w=[aw =" Foodx =" pgin - xdix

h h
Calculdndola obtenemos que: w = pon__ ™9 .

2 2

Por otra parte el Trabajo que realiza la primera persona se obtiene multiplicando
el peso del cuerpo (mg) por la altura del edifico (4) y esto equivale al doble del
realizado por la segunda persona.

2. Trabajo minimo necesario

En el célculo de los trabajos llevados a cabo en la Consideracion 1, se tomé a la
fuerza aplicada por cada persona como la minima necesaria para realizar cada una
de ellas su propia tarea, las personas pudieron haber aplicado fuerzas mayores a las
requeridas en cada punto del trayecto recorrido, con lo cual hubieran realizado un
mayor trabajo. Esto significa que el trabajo calculado en ambos casos es el minimo
necesario para realizar las tareas. Cada vez que en este libro se calcule o solicite



calcular un trabajo para llevar a cabo una tarea, entenderemos que nos referimos al
trabajo minimo necesario para realizarla.

3. El Trabajo como una Integral

Si un cuerpo se desplaza una distancia ¢ en linea recta como consecuencia de haber
aplicado una fuerza £ que siempre estd en la direccion del desplazamiento pero
cuya magnitud depende de las posiciones del cuerpo a lo largo del trayecto recorrido,
es posible plantear el trabajo realizado mediante una integral.

Para ver esto instalemos un eje x a lo largo del desplazamiento del cuerpo, con el
origen en el punto donde inicia el movimiento.

Si F(x) eslamagnitud de la fuerza aplicada al cuerpo en el punto x del trayecto, el
trabajo realizado a lo largo del tramo infinitesimal de x a x + 4, bajo la considera-
cion de que la fuerza permanece constante en ese tramo, es AW = F(x)dx. Visuali-
zando ahora al trayecto completo como una infinidad de estos tramos infinitesimales,
el trabajo total es la suma de los trabajos realizados en cada uno de ellos, lo que se
escribe como:

w = _[ dw = X_:|.L Fx)dx

X=0

4. Otra manera de calcular el Trabajo para subir la cadena

Otra manera de calcular el Trabajo para subir la cadena consiste en verla formada
por una infinidad de pedacitos, calcular el Trabajo para llevar cada uno de ellos a la
azotea y sumar estos Trabajos.

Para precisar esta idea, tomemos la porcién infinitesimal
de la cadena que estd entre las alturas x y x + dx
como se ilustra en la figura de la derecha, su masa

0«

es dM = pax y su peso es dF = gdM = pgdx, el
trabajo AW para levantar esa porcion de cadena hasta
la azotea, se obtiene multiplicando su peso por la
distancia para llegar hasta la parte superior del edificio

aw = pgh — x)dx

El trabajo total »w se obtiene sumando los trabajos
para levantar todos los pedacitos infinitesimales en que
podemos dividir la cadena es:

w = j aw = T pglh — x)dx

%]

X=0
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5. Razon de cambio del Trabajo con respecto al desplazamiento

Consideremos a un cuerpo que se desplaza horizontalmente al ser jalado por una
fuerza que va en la direccion del desplazamiento. Coloquemos un eje x con el origen
donde inicia el movimiento del cuerpo y sea #(x) la magnitud de la fuerza aplicada
al cuerpo cuando éste se encuentra en la posicion x.

:......: mo{)

Aplicaciones

| |
| x il

El trabajo realizado puede ser visto como una funcién de la variable x, concretamente
definamos:

ool W R E e N e e e R BB

l

W (x) = Trabajo realizado por la fuerza aplicada desde que el cuerpo esta
en el origen hasta que el cuerpo estd en la posicién x.

H" IHH' IH ‘ ‘\ ] ;\

Podriamos pensar que W(x) esun trabajo acumulado, porque a medida que el cuerpo
se va desplazando, al trabajo anterior se le va agregando el nuevo trabajo y por esta
razon los valores de la funcién W (x) van creciendo conforme x se incrementa.

La razén a la que cambia el trabajo W con respecto a x, es decir su derivada

, aw
w'(x) = — es la fuerza F(x).
ax
Veamos cémo se puede argumentar esto:
3 aw 3 WwW(x +dx)—wi(x)
dx ax

W (x)

La resta wW(x — dx) — W(x) se puede interpretar como el Trabajo que realiza la
fuerza para desplazar el cuerpo de x a x + dx, como ese tramo es infinitesimal,
la fuerza es constante a lo largo de €l, dicho valor constante se puede tomar como el
valor de la fuerza en el punto inicial del tramo, es decir #(x), por lo que:

W +dx) — wix) = Flx)dx
De esta forma tenemos que:

_dw wixt+dx)-wix)  Flddx

Ww'ix) = F(x)
dx dx Ax




Problemas
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1. Trabajo para estirar un resorte

Un resorte que esta unido en su extremo izquierdo a una pared vertical se estira horizontalmente una distan-
cia C apartir de su elongacion natural. Calcula el trabajo que se realiza para llevar a cabo esta tarea.

resorte sin estivar

resorte estivaclo

.z
olucion:
H

Y

Coloquemos horizontalmente un eje x con el origen en el extremo derecho del resorte cuando tiene su elonga-
cién natural. Cuando este extremo llega a la posiciéon x al ser estirado el resorte, la fuerza que ejerce el resorte
hacia la izquierda esta dada, de acuerdo a la ley de Hooke, por la férmula 7(x) = kx y esta misma fuerza es la
minima que se tiene que ejercer a la derecha para lograr estirar el resorte.

resorte siwn estirar

resorte estivado

Y

Problemas complementarios ® 283

_— e




De esta forma, de acuerdo a lo planteado en la Consideracion 3 de la SP-14, el trabajo para llevar a cabo esta tarea
estd dado por la siguiente integral:

2

De donde W = ilel, .

2. Trabajo para vaciar un depésito cilindrico

Un depdsito cilindrico con base de radio = y altura + esta lleno de un liquido con densidad volumétrica ,
calcula el trabajo que tiene que realizarse para vaciar el depésito llevando todo el liquido hasta la parte superior
para que se desborde.

Solucion:

Tomemos una franja transversal del depdsito de espesor infinitesimal 4/ aunaaltura arbitraria # como seilustra
en la siguiente figura:

Reciplente Lleno con

Liquido de densidad p Y—\

|‘_I—(’|§

El volumen de la franja es: dV = wrdh.

La masa de la franja es: dM = pdV = mprR=dh.

El peso de la franja es: dF = gdM = mpgr=dh.

El trabajo para llevar esta franja a la parte superior del depésito es: dw = dF(H — h) = mpgrR2(H — h)dh.

El trabajo w para desalojar todo el liquido por la parte superior es la suma de los trabajos para llevar hasta la
parte superior del depdsito todas las franjas de espesor infinitesimal ak en que puede dividirse el depdsito, desde
h = o hasta h = +, lo cual se representa por la siguiente integral:

h=t

W = J TpgR” (H — h)dh

h=0

. - . 1
Al calcularla obtenemos que el trabajo para llevar todo el liquido a la parte superior es: — mpgr™+H".
2
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Otra forma de obtener el mismo resultado consiste en imaginar que el volumen de agua va subiendo, por ejemplo,
por medio de un piston que ejerce una fuerza hacia arriba empezando desde la base. En este caso la fuerza minima
que debe ejercer el pistdn cuando se ha elevado una altura »# corresponde al peso del liquido remanente. Te invi-
tamos a llevar a cabo los calculos apropiados para comprobar que se obtiene el resultado ya obtenido.

Es interesante notar que estas dos versiones para calcular el Trabajo se corresponden con aquellas del caso del
trabajo realizado para subir una cadena.

3. Trabajo para desalojar un depdsito con paredes laterales triangulares

Un recipiente de la forma y dimensiones que se muestran en la siguiente figura estd lleno de un liquido de densi-
dad volumétrica r (en kg/w?). Calcula el trabajo que se requiere para vaciar el contenido del recipiente llevando
todo el liquido hasta la parte superior para que se desaloje.

Reciplente Lleno con
Liquido de densidad p

Solucion:

Tomemos una franja transversal del depdsito de grosor 4k a una altura s, denotemos por ¢ asuanchoy note-
mos que su largo es 8 metros; observa la siguiente figura. Relacionando los lados de los triangulos semejantes en
la cara triangular del depésito que en la figura se aprecian, obtenemos que:

E_2
h =2
De donde:
=2y
3
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Reciplente Lleno con
Liquido de densidad p

El volumen de la franjaes: dV = gtdh = g(z)hdh
3
La masa delafranjaes: dM = pdv = 2plfm/h kg
=

El peso de lafranjaes: 7 = gaM = ﬁpghdh newtons
=)

El trabajo para llevar esta franja a la parte superior del deposito es:
16 ,
Adw = drF(z —h) = — pgh(= — h)dh Joules
B

El trabajo «w para desalojar todo el liquido por la parte superior es la suma de los trabajos para llevar hasta la
parte superior del depésito todas las franjas de grosor infinitesimal dk en que puede dividirse el depdsito desde
h = o hasta h = =, lo cual se representa por la siguiente integral:

-
W= Tﬁ pgh(=— h)dh
e 2

h=0

Al calcularla obtenemos que el trabajo para llevar todo el liquido a la parte superior es 24 pg joules.
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Tarea 14

ITNIDAD 4 T Evin 4 99—

1. De acuerdo a la ley universal de atraccion de masas, la fuerza que se necesita aplicar para mantener a dos cuer-
pos de masas M y m respectivamente, alejados una distancia x entre ellos, es igual a la fuerza con la que

Mm
seatraen: F = g ——. Observa que a medida que x aumenta, 7 disminuye.
X

Si actualmente se esta aplicando una fuerza para mantener separados una distancia de 2 metros a dos cuerpos
demasas M =4 kg y m = zko.

a) Calcula el trabajo que tendré que realizarse al aplicar la fuerza necesaria para que su separacion llegue a ser
de 5 metros.

b) ¢Se podra calcular el trabajo que tendra que realizarse al aplicar la fuerza necesaria para que la distancia
entre los cuerpos sea infinita?

2. Consideremos a un cuerpo que se encuentra unido a una pared mediante un resorte como se ilustra en la
figura.

Sobre el suelo hemos colocado un ejedelas x, elvalorde x = o corresponde ala posicion del cuerpo cuando
el resorte tiene su elongacién natural, esto es, no esta estirado ni comprimido, a esta posicién la llamaremos la
posicion de equilibrio.

Si el cuerpo se recorre x metros a la derecha de la posicién de equilibrio, el resorte se estira y ejerce una fuerza
hacia la izquierda proporcional a x(F = kx). En el caso particular en el que el cuerpo se recorre 0.1 metros a
la derecha, la fuerza que ejerce el resorte es de 5 newtons.

5 newtons

a) Calcula el valor de k.

b) Calcula el trabajo que se necesita realizar para estirar el resorte medio metro hacia la derecha a partir de su
posicién de equilibrio.
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3. Una persona que esta en la azotea de un gran edificio sostiene una cadena de 20 metros de longitud y 40 ki-
logramos de masa. Calcula el trabajo necesario que tiene que realizar la persona para subir toda la cadena a la
azotea del edificio. Considera que la masa esta uniformemente distribuida a lo largo de la cadena.

-«

il

@@Q |
T

4. Un recipiente esférico de 2 metros de radio contiene, hasta la mitad de su capacidad, un liquido con densidad
de masa constante eiguala p = 1200 kg/m*, se desea desalojar el liquido por un orificio que se encuentra en
la parte superior del recipiente. ;Qué trabajo se tiene que realizar para llevar a cabo esta tarea de desalojo?

Sugerencia: para resolver el problema, coloquemos un eje x que pase por el centro de la esfera, con el origen
en el punto inferior de la misma y dividamos el volumen total Vv que debe ser desalojado en una suma de
volumenes de discos con grosor infinitesimal dx. El volumen de un disco tipico se representa por 4V, en la

figura siguiente representamos por la variable “4” al radio del disco.




X

o

a) Calcula el volumen infinitesimal 4V en términos del radio “y” del discoy el grosor dx del disco.

av =

b) De la geometria del problema indicada en la siguiente figura, obtén una relacion entre x y y.

¢) Usalo obtenido en los incisos a) y b) para expresar el volumen infinitesimal 4V en términos de x.

av =

Como p=1200kg/m* esladensidad de masa del liquido, tenemos que la masa del disco infinitesimal con
volumen dV es dM = pdV = 1200 dV vy el peso del disco infinitesimal seria:

aF = gdM = pgdV = 1200 gdV.
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d) Tomando en cuenta que el disco infinitesimal con peso 47 tiene que ser levantado una distancia igual a
4 — x para ser desalojado del recipiente, estima el trabajo infinitesimal dwv (en términosde x y dx) que
se tiene que realizar para lograr este proposito.

dw =

e) Expresa como una integral y calcula el trabajo total «w que tiene que realizarse para desalojar todo el liqui-
do del recipiente.

w =

5. En la parte izquierda de la siguiente figura se muestra un deposito lleno de un liquido de densidad p g/,
su altura es = wmetios y su largo es 10 wetros. En la parte derecha se muestra la pared frontal del depésito.
Calcula el trabajo para desalojar el liquido del depdsito por la parte superior. En las figuras se muestra algunos
elementos que sugieren el procedimiento que se debe llevar a cabo para efectuar el calculo.

gl & / 0o  @o

Vista frontal del depésito
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4.3

Centro de masa

Para cualquier placa plana existe un punto llamado “centro de masa” o “centro de gravedad”
de la placa. No siempre esta ese punto en la placa, pero cuando si esta, si la placa se suspende de
un hilo que parte de ese punto, la placa permanece en equilibrio horizontal. La ubicacién
de ese punto depende de la forma de la placa y de como esté distribuida la masa sobre la
misma. Para ciertas formas de placa es facil advertir dénde se localiza este punto si la masa
esta uniformemente distribuida; por ejemplo, en una placa rectangular el centro de masa
es el punto de interseccion de las diagonales y en una placa circular esta en su centro. Sin
embargo, en general, no es evidente la localizacion de este punto. En este Tema nos avocaremos
a construir las formulas para obtener el centro de masa de una placa con diversas formas y
distribucion de masa uniforme.

Situacion ProeLEmA 15 (SP-15)

Considera la siguiente figura:

X
x|
I
X |
X

Imaginemos que en el vértice superior del tridngu- a) Si juntamos dos placas rectangulares de masas
lo se tiene el punto de apoyo de una balanza y a la My M_ en el lado izquierdo, como se indi-
derecha de éste se encuentran dos placas rectangu- ca en la figura anterior, ;A qué distancia x de
lares delgadas con masas distribuidas uniformemen- la linea vertical que pasa por el punto de apoyo
te M_y M_, que en conjunto llamaremos sistema debe estar el centro de masa de este sistema para
de masas. Denotamos por x y x_  alas distancias de que se establezca el equilibrio en la balanza?

los centros de masa de las placas a la linea punteada.
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D) Si las placas tienen masas iguales, es decir, M = M_= M, ;qué se puede decir
del valor de x obtenido en el inciso anterior?

Discusion pe LA Situacion ProBLEmA 15 (SP-15)

a) Sabemos de la Fisica que para que una balanza esté en equilibrio, la suma de los
momentos del lado izquierdo del punto de apoyo debe ser igual a la suma de los mo-
mentos del lado derecho. Donde el momento de un cuerpo se establece como el
producto de su masa por la distancia horizontal de su centro de masa a la linea
vertical que pasa por el punto de apoyo.

En consecuencia, la distancia x ala que debe colocarse el centro de masa del sistema

de masas a la izquierda del punto de apoyo para que se dé€ el equilibrio debe ser tal

que:

XM M= XM+ XM,

de donde se concluye que:
3 = XM, + x M,
M, + M,
b) Si M = M, =M, de la férmula anterior se tiene que:
XM M Mx +x) XX

M, + M, oM 2

X

Estoes, x es el promedio o media aritmética de las distancias x y x..

De la discusién que hemos hecho podemos concluir que si las dos masas que apare-
cen a la derecha del punto de apoyo a diferentes distancias se colocan en una recta
vertical a una distancia x de la linea vertical que pasa por el punto de apoyo, como
se ilustra en el siguiente diagrama, se obtiene un momento equivalente a la suma de
los momentos de las masas originales.

Puede decirse que concentrando las masas del lado derecho a una distancia x del
punto de apoyo se obtiene el mismo momento que el producido por las dos masas
originales.

x|
[X]
X

x|
xI




El procedimiento para obtener x desarrollado en esta discusion nos permitird calcu-
lar las coordenadas del centro de masa de una placa, como veremos en las siguientes
Consideraciones.

CoONSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA SiTuRAcION ProeLEmA 15 (SP-15)

1. Generalizando a un sistema de ~ placas delgadas

Los resultados obtenidos en la discusion de la SP-15 se pueden generalizar al caso en
que se fengan mas de dos placas rectangulares delgadas. Esto es, si se tiene un sistema
de wn placas de masas M, M_,., M cuyos centros de masa distan Koo Kpooor X, s
respectivamente de la linea vertical que contiene el punto de apoyo, entonces la dis-
tancia x alaque hay que colocar todas las placas a la izquierda del punto de apoyo
para lograr el equilibrio estd dada por:

_ Zij XM
X

XM

La expresion anterior se conoce como el promedio ponderado de las distancias, don-
de las ponderaciones (0 pesos) de las distancias son sus masas respectivas.

)

En el caso de que todas las masas tengan el mismo valor se tiene que:

- ZZ: X
X ==

S

Estoes, x esel promedio o media aritmética de las «» distancias.

Se puede decir de nuevo que si se concentraran todas las masas de la derecha a una
distancia x del punto de apoyo, se produce un momento igual al que producen
las » masas consideradas.

2. Generalizando a una placa irregular

La férmula del centro de masa para un sistema de placas delgadas visto en la Con-
sideracion anterior puede extenderse a una placa cualquiera visualizdndola como el
sistema de masas que se forma al partirla en infinidad de franjas verticales de anchura
infinitesimal dx.

Para ver esto, consideremos a una placa con
densidad superficial de masa o y suponga- Y
mos que al instalar un sistema de coorde-
nadas cartesianas, la longitud vertical de la
placa correspondiente a un valor de x en-
tre a4y b es L(x) como se aprecia en la
figura de la derecha. ()
Correspondiente a ese valor de x tenemos
a una franja vertical de longitud ¢ (x) y an-
chura infinitesimal 4x, que constituye una
de la infinidad de franjas en que la placa ha

sido dividida, el 4rea de esa franja es
dA = L(x)dx y sumasa es: a X

amMm = odA = oL (x)ax.

Tema 4.3

Centro de masa ® 293




294 ° Unidad 4

Aplicaciones

La féormula x === " " para el centro de masa de un sistema de n placas

delgadas puede extenderse para considerar a un sistema de infinidad de franjas vertica-
les con anchura infinitesimal dx, obteniendo que el centro de masa x de la placa es:

T xot(x)dx UT xU(x)dx T xC(x)dx

X=4a

% J.de:
Jp/M xIb

- Xiib x=b
ot (x)dx UJ L(x)dx J L(x)dx

X=a X=a

O sea:

X

Il [

x=b
_[ xt(x)dx
x =55

L(x)dx

a

X

Sila placa estd limitada superiormente por la grafica de la funcién y = #(x) e inferior-
mente por la grafica de la funcion gy = g(x) como se indica en la siguiente figura:

y=1w

'

L (x)




Resulta que ¢ (x) = #(x) — g(x) y la férmula del centro de masa x de la placa
puede escribirse como:

(formula 1)

_[ [£(x)=g(x)]dx

Y en el caso particular de que la placa esté limitada inferiormente por el eje x, o sea
que g(x) = 0, nos queda que:

(formula 2)

Una férmula diferente para el centro de masa x de la placa puede obtenerse vi-
sualizando a la placa como el sistema de masas que se forma al partirla en infinidad
de franjas horizontales de anchura infinitesimal comin 4y, en donde supondremos
que “y” varfade ¢ a d. Eneste caso la longitud horizontal de la placa correspon-
diente aun valorde y entre ¢ y o larepresentamos por L (y) como se aprecia en

la siguiente figura:

Correspondiente aunvalorde y tenemos auna franja horizontal de longitud ¢ (y) y
anchura infinitesimal dy, que constituye una de la infinidad de franjas horizontales
en que ha sido dividida la placa, el drea de esa franja es d4 = L((lj)ﬁ/g, su masa
es dM = odA = oL (y)dy vy su centro de masa estd ubicado en el valor de x que
corresponde a la mitad de la franja, denotemos a este valor por (y). Observa la
siguiente figura:
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ay

i=n

- XM,

delgadas puede extenderse nuevamente considerando para cada franja horizontal con
anchura infinitesimal Ay, que su valor de x (o posicién en el eje x) es su propio

La férmula x = para el centro de masa de un sistema de w placas

centro de masa, o sea E(g) y como la masa de la franjaes aM = o'L(!j)dg obte-
nemos que el centro de masa de la placa es:

5:0{ 5:0{ 5:0{
| eyocigay o] Cyedy | Syeyay
- _ JXdM _ Y= _ y=c _ Y=
X = dM - g:d - g:d - g:d
J oL(yay UJ tyay J tyady
Yy=c y=c y=c

Si la placa estd limitada a la derecha por la grafica de x = £(y) y ala izquierda por
la graficade x = g(y) como se indica en la siguiente figura:




Resulta que C(y) = fly) — gy, ‘:(3) = (1/;2)[75(3) + 9(3)] y la férmula del
centro de masa puede escribirse como:

y=d y=d y=d
[ tyegay | walry+anley-aylay w2 [ y-gwliy
X = g=;=d = = g=d=a
| cyay J [F(y) - atp]ay [ [ry-awlay
y=q y=c

Y en resumidas cuentas:

y=d
E w2 | [F-awliy £
= X = gj:” (férmula 3) B
[ [ry-awlay it
i = = = : __jj‘

En el caso particular de que la placa esté limitada a la izquierda por el eje y, o sea
que g(y) = o, nos queda que:

3. Coordenadas del centro de masa de una placa

Las férmulas para el centro de masa x desarrolladas en la Consideracion 2 se
refieren al punto de equilibrio de una placa irregular en la direccién del eje x, lo
que equivale a concentrar toda la masa de la placa en la linea vertical con ecuacién
x = x, generando de esta manera un momento con respecto al eje y equivalente a
la suma de los momentos con respecto a este eje de las franjas verticales de anchura
infinitesimal 2x en que puede ser dividida la placa.

Por simetria podemos considerar también al centro de masa gy de la placa, con lo
que nos referimos al punto de equilibrio de la placa en la direccion del eje y, lo que
equivale a concentrar toda la masa de la placa en la linea horizontal con ecuacion
Y = Y. generando de esta manera un momento con respecto al eje x equivalente a
la suma de los momentos con respecto a este eje de las franjas horizontales de anchu-
ra infinitesimal 4y en que puede ser dividida la placa.

De manera andloga a como se obtuvieron las féormulas para x, se pueden obtener
también las férmulas para Y, intercambiando simplemente los papeles de las varia-
bles x y y. Al hacer esto obtenemos lo siguiente:

Sila placa estd limitada a la derecha por la grafica de x = £(y) y ala izquierda por
la grifica de x = g(y), para valores de y entre ¢ y 4, como se ve en la figura,
tenemos la siguiente férmula (férmula 5) que es andloga a la férmula 1:
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| ylry - aylay

y=da

J [f(g) r g(g)]dg

g=&

(formula 5)

Si la placa estd limitada superiormente por la grafica de y = £(x) e inferiormente
por la graficade y = g(x), paravalores de x entre 4 y b, como se ve en la figu-
ra, tenemos la siguiente férmula (férmula 6) que es andloga a la férmula 3:

El centro de masa de la placa tomando en cuenta tanto la direccién del eje x como
la direccioén del eje 4 es el punto en el plano con coordenadas (x, ).

4. Teorema de Pappus

Cuando una placa de densidad de masa constante gira alrededor de un eje que no la
atraviesa y que estd en el mismo plano de la placa, se genera un sélido de revolucidn.
De acuerdo al Teorema de Pappus, el volumen V del sélido generado se obtiene
multiplicando el drea .4 de la placa por el factor 27+ donde r es la distancia del
centro de masa (x, ) de la placa al eje de giro.

V = A
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Con base en el Teorema de Pappus, el s6lido de revolucion puede ser comparado con
un cilindro cuya base es la placa de drea 4 y cuyo largoes 2. Esto sugiere pensar
en recortar el sélido de revolucidn en una de sus secciones transversales que tienen la
forma de la placa y desdoblarlo para que adquiera la forma de un cilindro cuya base
es la placa misma, el problema es que al hacer esto no habra un largo uniforme para
el cilindro, cada punto de la placa generard un largo de longitud 27 donde € es
la longitud del punto al eje de giro, los puntos de la placa més alejados del eje de giro
generardn largos mayores que los puntos de la placa mds cercanos a este eje; el lar-
go 2r correspondiente al centro de masa (x, i) de la placa es intuitivamente una
especie de promedio de los largos conseguidos con todos los puntos de la placa.

Las formulas para las coordenadas x y 4y del centro de masa de una placa con
densidad de masa uniforme pueden ser obtenidas del Teorema de Pappus consideran-
do como ejes de giro alos ejes y y x respectivamente.

Si colocamos la placa en el primer cuadrante y la hacemos girar alrededor del

9

eje “y” se genera un solido de revolucion; si Vg es el volumen de este sélido
y A es el drea de la placa, tenemos por el Teorema de Pappus que:

Vg = A(2m7X)
De donde:
VvV
x=—2
2T A

Si el volumen Vg lo obtenemos partiendo el sélido en discos perpendiculares al
eje y, obtenemos la formula 3 de la Consideracion 2 y si lo partimos en cortezas
alrededor del eje y obtenemos la formula 1 de la misma Consideracion.
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Si colocamos de nuevo la placa en el primer cuadrante y la hacemos girar ahora alre-
dedor del eje de las x, se genera un nuevo solido de revolucion; si Vv es el volumen
de este sélido y 4 es el drea de la placa, tenemos por el Teorema de Pappus que:

vV, = A(.:zﬂ'g)
De donde:
_ v,
g 2T A

Si el volumen V/ lo obtenemos partiendo el sélido en discos perpendiculares al
eje X, obtenemos la formula 6 de la Consideracion 3 y si lo partimos en cortezas
alrededor del eje x, obtenemos la férmula 5 de la misma Consideracion.



Problemas
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1. Centro de masa de una placa triangular

Determina las coordenadas (x, g) del centro de masa de la placa triangular sombreada en la siguiente figura.

Solucion:
La hipotenusa del tridangulo corresponde a la grafica de la funcion y = £(x) = %x; luego, la coordenada

x del centro de masa puede calcularse con la férmula 2 de la Consideracion 2 de la siguiente manera:

. I:xf(x)dx _ I:X(;X)d"

ITosa ™ Tz e

La integral del numerador es:

Por otro lado, la integral del denominador corresponde al area del tridngulo, la cual es —, luego:
rh®
_ 3 2h
X = =
rh =2
2

La coordenada Y del centro de masa puede calcularse con la férmula 6 de la Consideracién 3, tomando en la
formula g(x) = o, con lo que obtenemos:
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La integral del numerador es:

1h = 17| X7 g

r r

_ (_ )(2) = __[_} = _’/2[/’
:2'0[142 2nl=] e

. . 1
y la integral del denominador ya sabemos que resulta ser — vk, por tanto
2

. . _ 2h
Asi, las coordenadas del centro de masa de la placa triangular son (x, ) = (— , i).
2 32

2. Centro de masa de un disco semicircular

Usa el Teorema de Pappus para determinar la ubicacién del centro de masa de la mitad de un disco de radio a.

Solucion:

Cologuemos un sistema de coordenadas cartesiano sobre el medio disco de tal forma que el origen coincida con
su centroy el eje x sobre su didmetro, tal y como se muestra en la siguiente figura:

Y

Para obtener el centro de masa del medio disco debemos determinar sus coordenadas (X, g), pero sabemos
por el dibujo que x = o ya que la figura es simétrica con respecto al eje y. Ahora, para determinar la coorde-
nada 4 giremos el medio disco alrededor del eje x (eje de giro) y observemos a la luz del Teorema de Pappus
que:

Elvolumen Vv generado es el de una esfera de radio 4.

El area 4 del medio disco es la que corresponde a medio circulo de radio a.

La distancia del centro de masa del medio disco aleje x es r = .

Por el Teorema de Pappus sabemos que V, = 4(2w}), ydespejando z se tiene:

Y

X

2T A

g:

2

a
, tenemos que:
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gzin=0.4244a
=TT

gzo.4244n

Si comparamos este resultado con la mitad de la altura del disco, 0.52 y notamos que hay mayor masa del
disco en la parte inferior de esta media altura que en la superior, el resultado obtenido: Y=0.4244a, que
estd debajo de la mitad de la altura, suena razonable.

3. Volumen de un dona

Calcula el volumen de la dona mostrada usando el Teorema de Pappus

Solucion:

Una dona es el sélido de revolucidn que se obtiene girando un circulo alrededor de una recta que no lo toca.
Consideremos, como se muestra en la figura anterior, a un circulo de radio 4 cuyo centro estd en el eje x auna
distancia ¢ del eje 5(1, > a).

Como el centro de masa del circulo de radio 2 es su propio centro y la distancia de este centro al eje y es ¢, de
acuerdo al Teorema de Pappus tenemos que el volumen V' de la dona, obtenida cuando el circulo gira alrededor
del eje y, esta dado porlaférmula Vv =4 (27¢), endonde .4 es el area del circulo de radio 4, estoes:

V = 27l (ma?)
V = 2ma‘t
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Vale la pena observar que el volumen de la dona equivale al volumen de un cilindro de 4rea de la base ma*(el area
de nuestro circulo de radio 4) y de largo 27 que corresponde al recorrido circular que hace el centro de masa
del circulo de radio 4 alrededor del eje y.

4. Centro de masa de un cable

Consideremos a un cable delgado que tiene la forma de una curva con ecuacion y = £(x) desde x = a hasta
x = b ycuyadensidad lineal de masa es A(x).

a) Plantea la expresion que representa el centro de masa del cable en la direccion del eje .
,a=0,b=2y Ak =x

2/2

b) Calcula el centro de masa del cable en la direccion del eje x si £(x) = x

.z
olucion:
H

Visualicemos al cable partido en infinidad de tramos infinitesimales con proyeccion comun dx en el eje x, en la
siguiente figura se exhibe a uno de estos tramos, que corresponde a un valor genérico de x, la longitud del tramo

es dl = .|dx’ +al<1j2 y su masa es dM = A(x)dL = A (x),/dx” +a[<1j2 . Poniendo todo en términos de x

tenemos que la masa del tramo esta dada por:

AM = A (1 + [F (0] dx
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AM = A0 1+ [F 0] dx

Yy =fw

/

Entonces el centro de masa x del cable que esta dado por la formula:

J xam

= Tam

Puede escribirse de la siguiente manera:

x=b

P [ xxoos+[£0] dx

X: =)(ﬂ

Jam J o+ [F700] ax

Con los datos delinciso b): #(x) = X%, a=0,b=2y Ax) =x elcentrodemasaconrespectoa x delcable
estaria dado por:

2

XL+ (9/4) x dx

0
=2

X1+ (9/4)xdx

X=0

X

X

R =

x

Ambas integrales pueden calcularse haciendo el cambio de variable « =1 + (9/4)x, du = (9/4)dx, obtenien-
do que:

5.546 _

2.959

X = 1.4
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INIDAD 4 TEvin 43 S

1. Un cuerpo de masa = kg se encuentra colocado en el punto (4, —2) del plano Xy, otro de masa 4 kg en
el punto (—1, —1) y uno de masa 2 kg en el punto (—2, 4). ;En qué punto del plano se debe colocar un
cuerpo de masa 1 kg para que el sistema tenga su centro de masa en el origen?

2. Encuentra el centro de masa de un sistema con una masa de 4 kg colocadaen el punto (o, 0), otrade 5 kg
enelpunto (2, 4) yfinalmenteunade 2 kg en (—1, 2).

3. Considera al tridangulo en el primer cuadrante formado por las rectas y = 2x — 4, x = 4 yelejedelas x.

a) Obtén las coordenadas del centro de masa del triangulo apoyandote en el Teorema de Pappus.

b) Obtén las ecuaciones de dos medianas del triangulo (una mediana es la recta que une un vértice del trian-
gulo con el punto medio del lado opuesto) y verifica que la interseccion de ellas es el centro de masa.

4. Obtén las coordenadas del centro de masa de la region = encerrada por la curva y = x* y la recta
Yy =_9. (Observa que s6lo es necesario calcular una de las coordenadas del centro de masa por la simetria de
la regién.)

5. Una lamina plana, con densidad de masa constante, tiene la forma de la regién en el plano limitada por las
curvas y =€ —x Yy Yy =x

a) Grafica la region.

b) Encuentra el centro de masa de esa lamina.

6. Encuentre las coordenadas del centro de masa de una lamina plana que tiene la siguiente forma:

7. Usa el Teorema de Pappus y determina el volumen del sélido que se obtiene al girar el circulo de ecuacién
x>+ (y —=2)7 = 9 alrededor del eje x.
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8. Usa el Teorema de Pappus para encontrar las coordenadas del centro de masa de un cuerpo plano que tiene
la forma de la cuarta parte de un circulo de radio 1, como se muestra en la figura:

9. Calcula el centro de masa en la direccion del eje x de un alambre delgado que tiene la forma de la curva
y=rx= x>'? desde x = 0 hasta x = 1 y con densidad lineal de masa p(x) = x~.




4.4

Serie de Taylor

Si la ecuacion y= #(t) da cuenta de la manera en que una magnitud “g” cambia conforme
el tiempo ¢ transcurre, el Teorema Fundamental del Calculo que establecimos en la Unidad
2 nos explica como calcular un valor futuro #(4) de la magnitud a partir de un valor
presente #(a) ylarazén ala que la magnitud cambia con respecto al tiempo en todo momento
entre 2 y b. La ecuacion correspondiente es:

Fb) = f@) + [ F©)dt  donde a<t<b

Esta ecuacion puede desplegarse trabajando con la integral del lado derecho, como lo
veremos en este tema, dando lugar a un desarrollo, una suma de términos, en donde un valor
futuro £(b) queda expresado en base a un valor presente f(s) y las razones de cambio
de orden superior de la magnitud en 4. Este desarrollo, que da origen a la llamada Serie de
Taylor, es importante porque constituye la base de un método para calcular valores
aproximados de una funciéon cuando se conocen las razones de cambio sucesivas de ella en

un punto.

Situacion ProeLemA 16 (SP-16)

Consideremos a un automévil que se desplaza hori-
zontalmente en una carretera recta sobre la cual he-
mos instalado un eje x con el origen en un punto o
de referencia. Supongamos que el automdvil se en-
cuentra inicialmente (o sea en el tiempo ¢t = 0) en
la posicion x,.

308 ° Unidad 4  Aplicaciones

a) Movimiento con velocidad constante

Si la velocidad v del automévil, o sea la razén de
cambio de su posicién x con respecto al tiempo ¢,
tiene el valor constante de Vv ; esto es, si en cualquier
momento t se tiene que V(t) = x'(t) = v, obtén
la ecuacién que nos da la posicion x del automévil
en términos del tiempo ¢.

X(t) =

b) Movimiento con velocidad variable pero con
aceleracion constante

Supongamos ahora que no s6lo conocemos la posi-
cién inicial del automoévil x(0) = x,, sino que tam-
bién conocemos su velocidad inicial V(o) = V.

Si la aceleraciéon a del automdovil, o sea la razén de
cambio de su velocidad Vv con respecto al tiempo ¢,
tiene el valor constante de 4 ; esto es, si en cual-



quier momento t se tiene que a(t) = V() = a,, obtén la ecuacion que nos da la
velocidad » del automdvil en términos del tiempo ¢.

V() =

Obtén ahora la ecuacién que nos da la posicién x del automévil en términos del
tiempo ¢t.

X(t) =

Veamos ahora cémo resolver la situacién planteada.

Discusion pe LA Situacion ProeLema 16 (SP-16)

a) Movimiento con velocidad constante

Para resolver el problema en este caso recurrimos al proceso de antiderivacién. Si el
automévil se desplaza con velocidad constante, esto es:

Antiderivamos en ambos lados de la ecuacién x’(t) = v, y obtenemos la férmula
para la posicion, a saber:

xt)=v t+c

La constante de antiderivacién ¢ puede determinarse con la posicion inicial del
automovil, x(0) = x_ resultando que ¢ = x.. Por lo que:

X(tE)=x, +V, ¢t

Como es sabido, el modelo lineal es el que representa a la posicién de un automovil
que se mueve con velocidad constante.

b) Movimiento con velocidad variable pero con aceleracion constante

Para resolver este problema recurrimos dos veces al proceso de antiderivacion. Si el
auto se desplaza con aceleracion constante, esto es:

Antiderivamos en ambos lados de la ecuacién v’(¢t) = a, y obtenemos la férmula
para la velocidad, esto es:

vit)=a t+cC

La constante de antiderivacion ¢ puede determinarse con la velocidad inicial del
automovil, V(o) = v_, resultando que ¢ = v, . Porlo que:

0

viEt)=v, +a,t
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Ahora, como Vv/(t) = x’(t), esta tltima ecuacion puede expresarse como:
X&) =V, +a,t

Y volviendo a antiderivar en ambos lados de la ultima ecuacidn se tiene la férmula
para la posicién:

1
XE)=Vt+—at +c
S A

La nueva constante de antiderivaciéon ¢ puede determinarse con la posicién inicial
del automévil, x(0) = x,, resultando que ¢ = x,. Por lo que:

1 2
xXt)=x,+Vt+—at
2

Como se ve, el modelo cuadrético es el que representa a la posicion de un automévil que
se mueve con velocidad variable pero de tal forma que su aceleracion es constante.

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProeLEmA 16 (SP-16)

1. Construccion de los Polinomios y la Serie de Taylor

Con la idea de generalizar la discusion de la SP-16, consideremos el caso en el que la
aceleracion del automdvil no es constante pero que su razén de cambio con respecto
al tiempo si lo es.

En este caso supondremos que ademds de la posicidninicial del automévil  x(0) = x, y
su velocidad inicial »(0) = v, , también se conoce su aceleracion inicial (o) = a..
Representando ahora a la razén de cambio de la aceleracién 4 con respecto al tiem-
po t por la letra A y suponiendo que €sta tiene el valor constante de A ; esto es,
suponiendo que en todo momento t se tiene que A(t) = a’(t) = A, es posible obte-
ner la férmula de la posicién mediante antiderivaciones sucesivas que inician con esta
ultima ecuacién y en donde se hace uso de la posicion, velocidad y aceleracién inicia-
les, las férmulas resultantes en cada antiderivacion se presentan a continuacion:

La aceleraciéon a del cuerpo en términos del tiempo t es, a(t)=a, + A t.
. . . 1,
La velocidad v del cuerpo en términos del tiempo t es, V(t) =V, + at + — At~
2
La posicién x del cuerpo en términos del tiempo ¢
1 5 1 -
x(t)=x +Vvt+—at +—At"
2 3!
Como se ve, el modelo cubico es el que representa a la posicién de un automévil que

se mueve con velocidad y aceleracion variables, pero de tal forma que la razén de
cambio de la aceleracién con respecto al tiempo es constante.

La expresion 3! que aparece en la dltima de las tres ecuaciones anteriores, se lee “tres
factorial” y es una notacion prictica para el producto de los primeros tres enteros po-
sitivos, estoes, =1 = (3)-(2)-(1).

En general, k! representa el producto de los primeros k enteros positivos.

kRl=kk—1)(k—2)-(1)

En la dltima ecuacién obtenida, que nos da a la posicién del automdvil en términos
del tiempo, podemos identificar a las constantes: V,, a4, y A, como las derivadas

2]



de distintos 6rdenes de la funcién de posiciéon x(¢) evaluadasen t = o, como se
indica en el siguiente diagrama:

X (t) =x +tvt+ z a, £+ i £ Aunque de hecho A, = X"(t)
‘// 2 X 3! \' para todo valor de ¢
’ 1 ” 2 1 I/’
X(t)=x(0>+x(0)t+;x(O)t'+— o)l
Y

” (

Estoes: x, = x(0), v, = x'(0), a, = x"(0) y A, = 0)

Tomando como base lo que hemos realizado hasta ahora, podemos extender la discu-
sién para considerar el caso general en el que, si al ir tomando las sucesivas razones de
cambio de la posicién x(t), se llega a un momento en el que alguna de ellas es cons-
tante, la posiciéon x(t) estd representada por un polinomio cuyos coeficientes estin
determinados por las derivadas sucesivas de x(t) evaluadas en cero.
Concretamente, si la k-ésima razdn de cambio de orden superior de x(t) o sea, la
derivada de orden k de la funcién x(t) (que se denota por x"*(t)) es constante,
entonces:

x(t) = x(0)+ X' (Ot + = X" + — x"(0)t" + -+ + L X% (o)t
21 =1 !

Se puede decir que los polinomios modelan a los movimientos en los que alguna de
las razones de cambio de orden superior de la posicién de un mévil es constante.

Sin embargo se sabe que hay movimientos que no pueden ser modelados por medio
de una funcidén de posicién x(t) polinomial, basta citar al movimiento circular uni-
forme que es modelado por las funciones seno y coseno, de las que sabemos que nin-
guna derivada de orden superior es constante. En casos como éstos podriamos intuir,
tomando en cuenta la discusién anterior, que la suma de términos incluidos en la ex-
presién que representa a x(t) nunca terminaria, o sea que tendriamos una suma in-
finita, dando lugar a lo se conoce como una “Serie de Taylor”.

Para una funciéon x(t) arbitraria, tenemos la siguiente ecuacion de su Serie de Taylor:
’ 1 ” 2 /Il n n
X(E) = X(0) + X0 + — x OF + = X"(OF +-= Y — X (o)t
! =

Endonde x"“(0) representa la enésima derivada de x(t), evaluada en cero.

(Nota: cabe mencionar que en la sumatoria 2 = X! (o)t cuando ~n = 0, esta-
|

bleceremos por convencién que: of =1 yque x'”(0) = x(0).

A las sumas parciales de los primeros términos de la serie las llamaremos polinomios

de Taylor de la funcién de posiciéon x(t). Mds concretamente:

P (t) = x(0) Esel polinomio de Taylor de grado cero

]
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P (t) = x(0) + x'(o)t Es el polinomio de Taylor de grado uno
P (t) = x(0)+ X' (0)t + = x”(0)t* Es el polinomio de Taylor de grado dos
2!

P.(£) = x(0) + X (O)t + — x"(0)" + — x"(0)t" Es el polinomio de Taylor de
21 =l

grado tres y asi sucesivamente.

Como se verd en la Consideracion 2, es posible asegurar bajo condiciones muy gene-
rales, que la diferencia que hay entre la funcién x(¢) y sus polinomios de Taylor se
desvanece para valores de t en algin intervalo que contiene a cero a medida que el
grado del polinomio crece, esto garantiza la buena aproximacién que podemos tener
para x(t) através de sus polinomios de Taylor si tomamos el grado de los mismos
suficientemente grande.

2. Aproximando con la Serie de Taylor y calculo del Residuo

Uno uso importante de la Serie de Taylor es calcular los valores de una funcién a par-
tir del valor de sus derivadas de orden superior en determinado punto.

La construccién anterior de la Serie de Taylor de una funcién no garantiza que la di-
ferencia entre la suma de los primeros términos de la serie (o Polinomio de Taylor) y
la funcion, se reduzca a cero conforme mds y mas términos se consideren en la suma,
o dicho de otra manera, conforme mayor sea el grado del polinomio de Taylor.

Es posible hacer una construccién de la serie de Taylor de una funcién #(t) median-
te integraciones sucesivas que permite apreciar que la diferencia sefialada en el parra-
fo anterior, llamada también Residuo de la serie, se desvanece conforme mayor sea el
grado del Polinomio de Taylor tomado en cuenta.

La clave de esta construccion es el resultado basico obtenido en el Teorema Funda-
mental del Calculo

&) = £+ _ff Flu, Y, donde o=u =t @
Si aplicamos ahora la férmula (1) a #” en lugar de # resulta que:
Fle) =0+ [ ). donde o=uw =u Q)

1

Y sustituyendo el valor de £’(«,) delaecuacion (2) en el integrando de la ecuacion
(1) se obtiene que:

() = £(0)+ j:[f’(o) + j:i 7w, ) ] aAdu,
£ = [£0) + F/0)E ]+ j“ £ )d ] duc. 3)
Aplicando ahora la férmula (1) a #” en lugar de # resulta que:

Frlu) =00+ [“fudde.  donde o0=u =u @)



Y sustituyendo el valorde #”(«.) delaecuacion (4) en el integrando de la ecuacion
(3) se obtiene que:

£ = fore e [ [ [For [« e e e o
£l = FO)+ Foe+ [ #7100 s o [ e e, e [t

Fo=|Fore o 0 e Ju P[] e e e

2

Procediendo recursivamente de esta forma podemos llegar al siguiente resultado:

” ” (n)
t)=|f)+ ’(o)t+f ) t2+f ©) t:‘~+...+_7[ <O)tn i
&) =| o)+ f

2 iyl n!

N 1 A oo P o o o

Como se ve en la ecuacién anterior, la funcion #(t) es la suma de dos términos, el
primero es el polinomio de Taylor de grado » y el segundo, expresado por (n + 1)
integrales anidadas, es el Residuo de Taylor.

Podemos establecer que el Residuo de Taylor se aproxima a cero conforme n
aumenta, para ello expresaremos de una manera muy especial a la integral con res-
pecto a la variable « , , que es la primera que se debe calcular en la expresion del
Residuo y luego procederemos con el calculo convencional de las demds integrales.

Primero veamos que para una funcion g(x) cuya antiderivadaes < (x) tenemos que:
b
G~ aia) = [* glodx

Si ahora analizamos la siguiente grafica de la funcién < (x), obtendremos una expre-
sion equivalente para los términos en ambos lados de la ecuacién anterior.

Y
0, )
§ SN
TTy=4aw
@ g@)
X
a ¢ b

Observando la grificade 4 (x) podemos darnos cuenta que hay un valorentre 4 y
b que representamos por el simbolo &, en donde la recta tangente a la grafica es
paralela a la recta secante que une los puntos (a,g(a)) y (b, g(b)) Esto hecho
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geométrico lo expresamos por medio de la siguiente ecuacion, que indica la igualdad de
las pendientes de estas rectas.

b) —
L) - GO - @)
b—a
O bien:
G(b) — g'(&) (b ) paraun valor & entre 4 y b.

La existencia del nimero ¢ puede asegurarse bajo condiciones muy generales para
la funcion 4(x)

Como sabemos que: «(b) — g(a) = _[b g(x)dx, concluimos que:

Ib g(x)dx = g'(&) (b —a)

Si tomamos ahora a la funcién g como la funcién #“**, la primera integral del
Residuo de Taylor puede expresarse como:

_[ £, N, = £ (u, donde o0<éE<u,

n

La segunda integral en este proceso anidado seria entonces:

[ e, = £ @

La siguiente integral vendria dada por:

Jorroteat = ot

=

Y continuando con este proceso, la penultima integral seria:

[7F i = £ )

(m.—l

Y la dltima de las integrales se puede expresar como:

. - (M. )VL - t_(n+1)
1 d L=
JlFme e, =@ e
(n+1)
Esto es, la expresién para el residuo de Taylor estaria dada por #"(¢) (t o
nw+1)!

Para un valor fijo de t el término (n + 1)! en el denominador del residuo crece
mucho mads rdpido de lo que puede crecer el término t“** que estd en el numerador
y esto asegura que el Residuo se aproxima a cero conforme «» tiende a infinito.

3. Desarrollo de funciones en serie de Taylor

En esta consideracion obtendremos los desarrollos en serie de Taylor de algunas fun-
ciones conocidas y veremos cémo a partir de esos desarrollos se pueden obtener
desarrollos de nuevas funciones.

Recordemos de las consideraciones anteriores que para cualquier funcién y(t), su
desarrollo en serie de Taylor estd dado por:

Y = yo) + Y (O + — 3 i YO + z Yo

n=o



Y que las sumas parciales de este desarrollo representan a los polinomios de Taylor,
concretamente:

P,(t) = y(o) Es el polinomio de Taylor de grado cero

P (t) = <zj(o) + 3'(o)t Es el polinomio de Taylor de grado uno

P(t) = ylo)+ Yy ot + - Y (0)t” Es el polinomio de Taylor de grado dos
21

”n

’ 1 ” 2 i = . .
P(t)=yo)+ y ot + = Yot + - y”(o)t" Esel polinomio de Taylor de

grado tres y asi sucesivamente.

De lo anterior vemos que lo tnico que necesitamos para obtener el desarrollo en se-
rie de Taylor de una funcién Y (t) escalcular el valor de la funciénen ¢ = o0 esde-
cir y(0), asi como también los valores de las derivadas de todos los 6rdenes de la
funciénen t = o, es decir: g’(o) , g”(o) , <g”’(o) , etc., y luego sustituir estos valo-
res en la expresion de la serie de Taylor. Hagamos esto para cada una de las siguien-
tes funciones:

a) 5(t) = e
En este caso g(o) =1.
Derivando ahora secuencialmente a la funcién y evaluando en cero, obtenemos que:

t

yor=ey y=1
g”(t) — et y 5”(0) =1
([j”,(t) — gf y gl’l(o) — 1

t

3(4)(1':) =¢ y g(M(O) =1

y'w=ey yler=z
Es facil inducir de aqui la siguiente férmula general:
y“ ' =¢ey y”o)=1 para n=0 1, 2, =, ...

Por lo que en este caso tenemos que los polinomios de Taylor del grado cero al gra-
do cinco son:

P(t)=1
P)=1+¢t

2

t
PE)=1+t+—
2

t= ot
PE)=1+t+—+—
’ 2 3!

t?, t t_4
Pt)=1+t+—+—+—

2 =3l 4l

t? 32 t4 t5
P)=1+t+—+—+—+—
’ 2 =zl 41 51
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Y la correspondiente serie de Taylor es:

2 2 oo
t”
emiverTata = B
2 2! L nl

by y(t) =

En este caso 5(0) =1

o bien g =(1—¢)"

Derivando secuencialmente y evaluando en cero, obtenemos que:
)= -8 =——— y ylo)=1
g 1 — ) g

2

y't)=20-¢" = m

Y == (1 -t = ﬁ y y”(©) ==

Y= =y Yo

) =51t =y (o) =

Es fécil inducir de aqui la siguiente férmula general:

n!
YU = (@ -ty ””“):W y y“(©)=n! para n=0, 1, 2, =,

(

Por lo que en este caso tenemos que los polinomios de Taylor del grado cero al gra-
do cinco son:

P(t)=1

P)=1+t¢t
P()=1+t+¢

PA) =1+t +t +¢
Pt)=1+t+t +t +¢t"

PH)=1+t+t +t +t +t°

Y la correspondiente serie de Taylor es:

St HE e = YT
1—t

c) g(t) = sen(t)

En este caso 5(0) = 0.
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Derivando secuencialmente y evaluando en cero, obtenemos que:
Y& =cost) y y'o)=
5"(t) =—sen(t) y g"(o) =0
Y ) =—cos(t) y y”(o)=-1
Yyl =cen(t) y yo)=o

YW =cost) y y“
Aqui podemos darnos cuenta que el valor de la funcién seno y el de sus sucesivas de-
rivadas en cero siguen el patrén: 0,1, 0, —1,0,1,0, =1, 0,1, 0, —1, ..., etc. De lo

anterior podemos observar que todas las derivadas pares son cero y por lo tanto no
existen los polinomios de Taylor de grado 2, 4, ¢,...

En este caso este caso tenemos que los polinomios de Taylor del grado cero al grado
cinco son:

P()=o0
P(t)=t
Pt)=t—-—
2!
t° ot
Pt)=t—-—+—
2zl 51
Y la correspondiente serie de Taylor es:
e t5 t_? t"9 ( l)w (’>w+1)
sen(t)=t——+———+——- 2
zl 51 #1091 = (2n+1)

La tarea de construir un catdlogo exhaustivo de funciones con sus respectivos desa-
rrollos en serie de Taylor es ardua. A continuacién mostramos una tabla con los de-
sarrollos en serie de Taylor de las funciones tomadas en cuenta en esta Considera-
cion y ademas el desarrollo de la funcién coseno.

y® Desarrollo en serle de Taylor
t_z £ = g
& 1+t+—+—+ 2_
2 “nl
: T+ e = Yt
1—t -
t° t° t” £ o (_l)mt_(zywr:)
sen () o o= db=— — 00 = z
Bl &1 Fl1 9 = (2n+1)!

oo (_i)thW
cos (&) et Tt T ; (2n)!
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De esta coleccidn bésica es posible obtener nuevos desarrollos, por ejemplo, partien-
do de la ecuacion:
2 <3

£t o
=ttt —+— o = Y —
2 =l

es posible obtener el desarrollo en serie de Taylor de la funcién &%, lo Unico que hay
que hacer es reemplazar t por 5t en la ecuacién anterior, al hacerlo tenemos que:

5t)” 5t — (5t
e\ét:1+5,t+( ) ( ) z( )
2 =l =0
57t 57t > 5
et =1+5t+ + toe =Y
2 z! -
Si partimos ahora de la ecuacion:
Sttt = Y "

11—t

Y sustituimos t por —t, obtenemos el desarrollo en serie de Taylor de la funcién

, a saber:
1+t

=1 —t+t i

1+t

4. Convergencia de la serie de Taylor

Ya hemos visto en las consideraciones anteriores que a una funcion y(t) que tiene
derivadas de todos los drdenes en cero, se le puede asociar un correspondiente desa-
rrollo en serie de Taylor, a saber:

1 ” - i
—y (o)t ; o )

’ 1 ” 2

Yyt) = y) + y'ot + ;!j (o)™ + .
Inherente a esta representacion de la funcion y(t) estd el problema de determinar
para qué valores de la variable ¢, la suma infinita de t€rminos en el desarrollo en se-
rie de Taylor puede calcularse, dando como resultado un nimero real, asi como el de
establecer si el nimero obtenido como resultado de esta suma infinita para un va-
lor t determinado coincide con el valor de y(t). Cuando la suma infinita de los tér-
minos de la serie de Taylor puede calcularse diremos que la serie converge o es con-
vergente y en caso contrario diremos que diverge o es divergente. Analicemos por
ejemplo a la funcién <zj(t') = cen(t).

Recordando lo que hicimos en la Consideracién 3, la serie de Taylor que representa a
esta funcion es:

sen(t) =t ——+ ———+ — — ...

t%’ t_S tr t] 3 i (_ i)nt(2n+1)
2l 51 F1 9l i @+ 1)l



Y los polinomios de Taylor de grado uno al grado siete son:

P(t)=t

tB
P(t)=t——

=1

3 t_5
Pt)=t——+—

2l 5

t° ot

P(t)=t——+———

2l 51 7

Con un recurso computacional se pueden dibujar las graficas de éstos polinomios y
ver qué tan bien aproximan a la grafica de la funcién seno en el intervalo donde t
varfa de — 7 hasta 7. Observa los siguientes dibujos:

-2
-2
-3
Grificas de sen(t) Yy P, () Grificas de sen(t) y P_(t)
1 1
0.5 0.5
E 0 \
1,2 s A = T2 3
—of5
-1
Grificas de sen(t) y P_(t) Graficas de sen(®) y P, (¢)

Como puede observarse, el polinomio de grado siete representa ya una buena aproxi-
macién para la funcién seno en el intervalo considerado y es de esperarse que los
polinomios de grado mayor a siete representen mejores aproximaciones aun.

Es posible ver para el caso de la funcién seno, con ayuda de un recurso computacional
gréfico, que si tomamos un intervalo de valores de ¢, con centro en cero, de mayor
longitud al ya considerado de —7r hasta 7, serd posible aproximar a esta funcién
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con un polinomio de Taylor de grado suficientemente grande, tan bien como el poli-
nomio de grado siete aproxima a la funcion en el intervalo de — 7 hasta .

El andlisis grafico realizado en este caso nos da la pauta para pensar, como realmen-
te sucede, que la serie de Taylor de la funcién seno converge para cualquier valor
de t y el valor obtenido al calcular la suma infinita de términos en la serie coincide

con el valor correspondiente de la funcién seno.
1

Veamos ahora un caso diferente, el de la funcion (tj(t) = .
11—t

Recordando lo que hicimos en la Consideracidn 3, la serie de Taylor que representa a
esta funcién es:

Yyt =

S1Ht+t e = Y "
l_t n=o

Y los polinomios de Taylor de grado cero al grado siete son:
P(t)=1 P)=1+t+t" +t +t°
P)=1+t¢t PH)=1+t+t +t +t +t

P)=1+t+t"

PE)=1+t+t +t +t +t +¢t°

P)=1+t+t +t  P)=1+t+t +t +t +t +t +¢t

En los siguientes dibujos apreciaremos cémo las graficas de algunos de estos polino-

en el intervalo donde

mios se aproximan a la gréfica de la funcién g(t) =
1—-t
t varia desde —2 hasta 2.

got oo
210k & [210s &
401 401
20t 20t
: E ( 2

I
N
[
[Re
D O
o
g
N

— 0]
— 201
—100-

—100+

Grificos de - y Pt Grafleas de — Y Pt
1t -t

100

eot T
cot
401 504
20t

oo !

S ' > ; ; ' !
—201 _2/—1 olo 1/ 2
—20]
=07 50T
.
—1004
—100+4
Crbficos de —— y P.(®) crtifiens de —— y P, (¢)
-t -t



De los dibujos anteriores podemos ver que a medida que crece el grado del polinomio
de Taylor de esta funcion, la grafica del polinomio se acerca a la gréafica de la funcién
pero sélo en el intervalo de valores de ¢ de —z hasta 1. De hecho para los demads
valores de ¢, estoes, para t mayora 1 o t menora —1, la grifica del polinomio
de Taylor se aleja de la grafica de la funcién.

El andlisis gréfico realizado en este caso nos da la pauta para pensar, como realmente

sucede, que la serie de Taylor de la funcion y(t) = converge para los valores

de t entre —1 y 1 y el valor obtenido al calcular la suma infinita de términos en la
serie para estos valores de t coincide con el valor correspondiente de la funcién

"j(t):i—t

para valores de t mayores a 1 o menores que —i.

, también del andlisis se percibe que la serie no converge (o diverge)

Con el andlisis de la convergencia en los dos casos presentados pretendemos hacer
plausible un resultado general para cualesquier funcidn. Antes de presentar este resul-
tado haremos una observacion sobre los casos vistos que nos ayudar a establecerlo.

Para cada una de las funciones consideradas, existe un intervalo en el eje t con centro
en el origen en el cual las gréificas de los polinomios de Taylor se aproximan cada vez
mas a la gréfica de la funcién correspondiente conforme su grado crece. Para la fun-
cion y(t) = sen(t) este intervalo es todo el eje t mientras que para la funcion

este intervalo es sélo el intervalo (—1, 1).

Yyt =

11—t

RESULTADO GENERAL

Si y(t) es una funcion para la cual existen las derivadas de todos los 6rdenes en
t = 0 podemos afirmar, en relacién a su correspondiente serie de Taylor:

’ i ” 2 i ” = i (4) 4
<g(o)+5(o)t+2[5(o)t +3!g (o)t +41g (o)t" +

La existencia de un intervalo de la forma (—=, =) donde 0 < R < =, de tal ma-
nera que la serie converge para valores de t en el intervalo y el valor de la serie para
cada t en dicho intervalo coincide con el valor correspondiente de la funcién. Este
intervalo (-=—, =) es precisamente en donde las graficas de los polinomios de
Taylor se aproximan cada vez més a la grafica de la funcién.

A “r” se le llama “radio de convergencia” de la serie y al intervalo (—=, =) se le
llama “intervalo de convergencia” de la serie.

R \ 0 R

Intervalo de convergencin

En relacién a los dos casos analizados en esta Consideracion podemos afirmar que el
radio de convergencia para la serie de Taylor de y(t) = sen(t) es R = oo yparala

funcién 3(:&) = es R =1.

11—t
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f(t)=|:f(o>+f’(o)t+f”(o) t2+f £ 4t
2

F(t)=F0)+ £ ox +

Aplicaciones

Un procedimiento analitico para calcular el radio de convergencia = de cualquier
serie de Taylor es el siguiente:

Si a,, a,, a.,.. sonlos coeficientes de las potencias de t en orden creciente que
aparecen en la serie de Taylor, entonces:

nw |

|a

R=0CLiLm
n—yoo |a

n+1 |

Por ejemplo, para el caso de la funcién seno, cuyo desarrollo en serie de Taylor es:

ts t5 t';’ ta oo _iwt(2w+1)
Sen(t)=t——+-———+-—— = ZL
3 51 FI 9l = (2n+1)!

(_ l)m, 3 (_ 1)w+1 3 (_ 1)w+1

Tenemos que: a, =

n+i1

(2n + 1)1 T e+ 1)+ 1) (2n+ 3)!
(=)
) |aw| (on + 1)! on+ 2)!
En consecuencia: |a = o = ot D) =2n+z2) 2n+2)
on + =)l
.|

Y claramente = = CLim

L |a = oo, ya que a medida que wn crece, el producto

n+1

(2n + =) (2n + 2) se puede hacer mayor que cualquier cantidad dada.

5. Serie de Taylor con centro diferente al origen

En la Consideracion 2 establecimos la siguiente férmula para la serie de Taylor de
una funcion y = £(t).

t(w+1)

t””:|+f<”) (6)——— o< E<t

(n+1)!

"(0) . £ (0)

iy n!

Alltimo sumando en el lado derecho de la ecuacién lo llamamos residuo y representa
el error que se tiene cuando se aproxima el valor de #(t) por su polinomio de Taylor
de grado .

Probamos que cuando n — <o el residuo se desvanece por lo que podemos afirmar
que si la funcién y = £(t) tiene derivadas de todos los érdenes en cero se tiene que

” m (n) oo (n)
fg(o) P O R i R P Zf—fo)t”
n=o0 w.

3! n!

A este desarrollo se le conoce como la serie de Taylor de y= £(t) centrada en el
origen, ya que las derivadas de la funcién #(t) que aparecen en la férmula estin
evaluadas en el origen.

De manera completamente andloga tenemos las siguientes formulas para la serie de
Taylor de la funcién #(¢) centradas en un valor arbitrario ¢t = 4.



£ (a)

n!

F(t) =[f(ﬂ)+f’(ﬂ) (t - a)+% (t—a)y +--+ (¢ — a)“}+ f“”’(g)(

(n+1)!

Donde a <é<a+t

“(a)

n!

- —

f”(ﬂ)

(n)
FO)= fl@+ @ - a+ T = ar oot ra)

n!

t—ar+o.=Y

El radio de convergencia = de esta serie estaria dado por la misma férmula que se
escribi6 en la Consideracion 4,

R=C0Cim |ﬂ”|

n—roeo |a

n+1 |
Y su intervalo de convergencia serfa (4 — =R, a + R)

6. La validez del método de Euler

El método de Euler que se estableci6é en el Tema 1 de la Unidad 3 para estimar el
valor de la integral Ib M (x)dx puede validarse con ayuda de la férmula de Taylor

que incluye al polinomio de grado 2 y su correspondiente residuo. Lo que queremos
decir es que es posible probar que si tiende a infinito el nimero » de subintervalos

a
de longitud Ax = en que se divide el intervalo [a, b] para estimar la integral

n
por medio de la suma ZL: M’ (x,)Ax, donde x,=ay x,=a+iAx parai =

0,1, 2, ...., n, elerror de estimacion se desvanece.

La clave para esta validacién estd en apoyarnos en el Teorema Fundamental del
Calculo que afirma que

Y en considerar al cambio total M (b) — M (a) como lasuma de los cambios parciales
inducidos por la divisién del intervalo [a,b] en n subintervalos de longitud

_b-a

Ax , asaber:

n

n-1

Mb) = M(a) = Y [M(x,,.) — M(x,)]

L=0

El error “A” al estimar la integral JbM’( x)dx por medio de la suma

2:: M’ (x,)Ax del método de Euler estd dado por:

Tema 4.4

t- a)(vﬁ—i)

(t—a)
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i=0
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n-1 n-1

A =D [Mix,) = Mix)] =D, M(x)Ax

i=o0

A =3[ Mix,) - Mix) = Mx)AX]

Ax® donde x;, <& < x,.. de

Pero M(x. M(E)
2

t+1

)= Mix,)+ M (x)Ax +

acuerdo a la férmula del desarrollo de Taylor con residuo centrada en x,, por lo que
el error A puede escribirse como:

Y tomando en cuenta que el valor absoluto de una suma de términos es menor que la
suma de sus valores absolutos, concluimos que

(M (fg)sz
2

2y

n—1 M”(é‘)
= JLE—— A 2

Si la funcién M”(x) esta acotada en el intervalo [a,b], es decir existe una

cota ¢ tal que |M”(x)| < ¢ paratoda x enelintervalo [a,b], tenemos que:

n—1

S ME) L. L. tWb-—af CWb-a)l

2 2 2 n” 2 n

i=0

O bien:

AS&MZE k:M
2 n w 2

De esta tltima desigualdad vemos que el error A es inversamente proporcional al
nimero de subintervalos usados al estimar la integral por el método de Euler, por lo
que dicho error se desvanece cuando n — oo,
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Veamos ahora la forma en que podemos resolver algunos problemas con todo lo que hemos visto en este tema.

1. Estimacion numérica del cambio de una magnitud
Un recipiente que inicialmente tiene 20 litros de agua se llena mediante una llave que arroja agua al depdsito a una

razén dada por la formula £(t) = Vi) =1+ :Ze_t L/min. Calcula de manera aproximada el volumen total
de agua en el recipiente después de haber transcurrido un minuto.

Solucion:

La cantidad de volumen de agua en el tiempo ¢ = 1 minuto es la cantidad inicial de agua mas el cambio en el
volumen de agua dentro del depésito durante el primer minuto, lo cual se puede escribir matematicamente de la
siguiente manera:

) = i) J-V’(t)dt =20 +J- (1+26" )dt

t?

La idea para efectuar el calculo es determinar una buena aproximacién de la funcién £(t) = V) =1+ 28

mediante uno de sus polinomios de Taylor.

Para obtener la serie de Taylor de la funcién #(t) nos apoyamos en el desarrollo conocido de la funcién exponen-
cial et visto en la Consideracion 3 y sustituimos en la formula de ese desarrollo la variable t por —t* como se
muestra a continuacion:
t tQ t_3 t_4 t5
& =1+t+—+—+—+—+--
2 =2l 41 5l

Cambiando ahora t por —¢* setiene:

e —
£ =1t — - —+— - — 4

Luego:

4 & g 10
e £t
fE)=1+2e" =1+2|1-t2 +—— 4+ = 4.
2 =l 41 51

e t° ot
FE)=1+2e" =z3-2t" +t* ——+
2 12 6o
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Explorando graficamente a los polinomios de Taylor podemos apreciar que el polinomio de grado 8 de la funciéon

#(t) yaes una buena aproximacion de la funcién en el intervalo [o, 1] como se aprecia en la siguiente figura:

FE&) =V(t)=1+2e"

& g

- . . t
Utilizaremos al polinomio 2 (t) =z —2t" +t" — —+
2 12

intervalo [o, 1] esto es, integramos este polinomio de 0 a 1 para obtener que:

como una buena aproximacion de £(t) en el

I - [ £ 2 £t ¢ |
I(1+Qe‘*dtz_[ -2 +tT ——+ dt =[zt-= 2+ ———+ =2.495L.
2 2 12 =} 5 21 10g],

(2]

Finalmente,

V() =Vv()+ jv'(t)dt=:,zo+ j‘(1+;ze‘*p)dt =22.495 L.

(] ]

Por lo que una buena aproximacion del volumen acumulado hasta el minutounoes: V(1) = 22.495 L.

2. Estimacion numérica de una integral

Usa los cuatro primeros sumandos de la serie de Taylor de la funcién: #(x) = sen(x) para calcular un valor aproxi-
mado de la Integral que se muestra a continuacién:
2

J‘ Sen X Ax

1

.z
olucion:
H

De la Consideracién 3 sabemos que la serie de Taylor de la funcion £(x) = sen(x) es:

+oo
3 5 7 9 nw _2n+i
X X —1) X
A =comx=x-2p X X WX -y e
st sl F ol = (an+1)!
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Ya que se requieren sélo los primeros cuatro sumandos para realizar la aproximacion se tiene que:

X x0T x
Flx) =sen(x) = x ——+"——-"—
3zl 51 FI
Luego:
S(’,V\/(X) 2 4 &
SN p = X
X 6 120 5040
L, sen(x) . . N . .
De esta manera la funcion ——— se aproxima mediante su polinomio de Taylor de grado seis y la integral
X

considerada en el problema se puede estimar como se muestra a continuacion:

2 2
sen (x 2 + e = e >
[ | PR SO N ,,,,(=[,<_ x +/<__»<_] 2294
X | 6 120 5040 182 600 35280/,
L . . . osen(x)
Para observar la bondad de la aproximacion podemos graficar en el intervalo [1, 2] la funcion ————
2 4 & )(
. . . p— X X X . . .
el polinomio que la aproxima 7. (x)=1-"—+ — —, estose muestra en la siguiente figura:

& 120 5040’

Aqui las dos gréficas son
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Con base en la grafica anterior podemos afirmar que se ha obtenido una buena aproximacion a la integral consi-
derada, a saber:

T ocen(x)
I—dx =0.6591
X

3. La ley de enfriamiento de Newton

Un cuerpo se calienta hasta alcanzar una temperatura de 110 °c e inmediatamente después es expuesto al
medio ambiente a una temperatura de 10 °c. Si después de una hora la temperatura del cuerpo ha bajado
a ¢o °c, determina la formula de la temperatura 7= del cuerpo en funcion del tiempo ¢, llevando a cabo los
siguientes pasos.

a) Utiliza la ley de enfriamiento de Newton, la cual afirma que la rapidez con la que se enfria un cuerpo es propor-
cional en todo momento a la diferencia que hay entre la temperatura del cuerpo y la del medio ambiente que

) aT , .
lo rodea, para obtener una férmula de 7'(t) = ——, la razén a la que cambia la temperatura del cuerpo con
respecto al tiempo. dt

b) Con laférmula del inciso anterior y la condicion inicial 77(0) = 21 0 °c determina mediante derivaciones su-
cesivas los valoresde 77(0), 77(0), T"(0), etc. Luego obtén la serie de Taylor de 7(¢).

¢) Identifica la férmula para 77(t) a partir de su desarrollo en serie de Taylor. Apdyate en el catdlogo basico que
se construyd en la Consideracion 3.

Solucion:

a) Para traducir la ley de enfriamiento de Newton en una ecuacion matematica que describa a nuestro problema,
identificamos a las siguientes variables:

t = tiempo (en h)
7= temperatura del cuerpo (en grados centigrados)

) . ar - ] .
Observemos que 7~ esfuncionde t yademas que T = 7/(t) nosindica larazén con la que cambia la tem-
t

peratura del cuerpo con respecto al tiempo en cada momento t.

La ley de enfriamiento de Newton nos conduce a la siguiente ecuacion diferencial que involucra a la derivada
de 7 conrespectoa t

7'(t) = k[7T(t) - 1 0] )

endonde k esuna constante de proporcionalidad. Es conveniente percatarse en este momento de la solucién
del problema que la constante k es negativa, ya que por un lado 7'(t) es negativa por ser la temperatura
una funcién decreciente en el tiempo y la expresion [7(t) — 1 0] es positiva porque la temperatura del cuer-
po es siempre mayor que la del ambiente.

b) Para obtener laférmulade 7 (¢) calcularemos, con ayuda de la ecuacién diferencial del inciso a), las derivadas
de todos los érdenes de esta funcién; con esto podremos obtener su desarrollo en serie de Taylor, esto ultimo a
su vez, nos permitird identificar a la funcién desconocida 7(¢t).

Empezamos suponiendo que el tiempo comenzoé a medirse en el preciso instante en el que el cuerpo es expues-
to al medio ambiente, con lo cual tenemos la condicién inicial 7(0) = 11 0.

Con la ecuacién diferencial 77(t) = k [T(t) -1 o] y la condicién inicial 7(0) = 11 0, es posible calcular
todas las derivadas de la funcién 7(¢t) en t = 0 yen consecuencia obtener su serie de Taylor.

Para hacer esto, sustituyamos el valorde t = o en la ecuacién diferencial y obtenemos que:
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T'(0) = k[T(0)-10]=k[110-120] =100k oseaque; T'(0) =100k

Si derivamos en ambos lados de la ecuacion diferencial (1) obtenemos 7”(t) = k 7'(t) y sustituyendo en
esta nueva ecuacion el valorde t = o obtenemos:

T7(0) = kT'(0) = k(100k) = 100k o0seaque; 77(0) = 100k™

Si derivamos ahora en ambos lados de la ecuacion: 77(t) = k 7(t) obtenemos 7" (t) = k 7”(t) Yy sustitu-
yendo en esta nueva ecuacién el valorde t = o obtenemos:

T"(0) = kT"(0) = k(1 00k*) = 10 0kR”

Procediendo de esta manera es posible determinar los valores de todas las derivadas de orden superior de
7(t) en t = o obteniendo que en general, para cualquier » se cumple que:

T"(0) = 100k"

Usando ahora la formula para el desarrollo en serie de Taylor de 7(¢) lacual es:

7(t) = 7(0)+ T (0)t + ) £l ©) t

2! 2!

45 oo

se obtiene:

10 0k" ¢ +1oole3

2! 3!

T(t)=110+100kRt + tT 4

T(t)=110+1oo|:/et+ﬁ+@+...]

2! 3!

La expresion entre corchetes en el rengldn anterior, que estd multiplicada por el factor 100, puede ser reconoci-
da con ayuda del catalogo basico construido en la Consideracién 3 como el desarrollo de la funcién ¢*, salvo
por el término inicial del desarrollo de la funcién exponencial que es un uno, como se justifica a continuacion:

¢ = 1+t+§2+3_3,+"' = g~ = 1+(/et)+—(/et)2 " (kt) .
' 2 2!
Luego: e‘“—1=</et)+(/et) +(’€t)A .
2 =1

Sustituyendo en la ecuacion para 7 (t) se obtiene:
T@)=110+1 000" —1)
T(@)=10+100€""

El valor de la constante k puede ser ahora determinado con exactitud utilizando la informacion de que
T(@) = eo.

T(1)=10+1008€° =60
e _
100€* = 50

kR=0Cn1/2)=—-n(2)

Problemas complementarios ® 329
- .




Finalmente obtenemos que:

Ln(2)t

7T(t)=10+100€

Es conveniente advertir, en relacion a la estrategia que aqui empleamos para descubrir la férmula de una
magnitud, que no debemos esperar siempre reconocer a la magnitud a partir de su desarrollo en serie de
Taylor, ya que no disponemos de un catdlogo de funciones con sus correspondientes desarrollos en serie
de Taylor lo suficientemente exhaustivo. Sin embargo podemos sefalar que cualquier suma parcial que to-
memos del desarrollo serd una aproximacion a la respuesta buscada y que por supuesto entre mas términos
incluyamos en esta suma parcial, mejor sera la aproximacién obtenida.

4. El Oscilador arménico

Consideremos a un cuerpo de masa #t que se encuentra unido a una pared mediante un resorte como se ilustra
en lafigura:

Y Resorte con sw elongacton natural

~

Coloquemos sobre el suelo un eje de las x, de tal forma que el valorde x = o corresponda a la posicion del
cuerpo cuando el resorte tiene su elongacion natural, esto es, no esta estirado ni comprimido; a esta posicion la
Ilamaremos la posicion de equilibrio.

Cuando este sistema, formado por el cuerpo y el resorte, se perturba para provocar el movimiento, recibe el
nombre de “El oscilador armoénico”. Nuestro problema sera determinar la manera en que la posicion x del cuer-
po depende del tiempo t o sea nuestro problema es obtener la férmula para x(¢).

El primer paso para resolver este problema es construir una ecuacion que nos dé informacion de la razén de
cambio (derivada), o razones de cambio de orden superior (derivadas de orden superior) de la funcién de posi-
cion x(t). A esta ecuacion se le conoce con el nombre de ecuacion diferencial. Una vez construida la ecuacién
diferencial, el segundo paso consiste en aplicar métodos matematicos para obtener la formula de  x(t).

Los pasos descritos en el parrafo anterior pueden verse como un procedimiento general para resolver proble-
mas, esto se ilustra en el siguiente diagrama:




Con frecuencin usanetos Aqul usamos Los
leyes de la Flsicn métodos wmatematicos

Problema:
Obtener La formula de priveer paso
una magwituol

Se p/mmea una ceounclo paso Se obtiene La formula
ecuacion diferencial > de la magwituad

Si recordamos el problema anterior de la temperatura de un cuerpo, primero se construyd la ecuacion diferencial
que capturaba la esencia del comportamiento de la temperatura en el tiempo mediante la ley de enfriamiento
de Newton, este fue el primer paso, luego obtuvimos la férmula de la temperatura usando una estrategia que
recurria al empleo de la serie de Taylor, este fue el segundo paso.

En el problema del oscilador arménico veremos que podremos construir una ecuacién diferencial usando la
segunda ley de Newton y la ley de Hooke y luego podremos obtener la formula para la posiciéon  x(t) usando
la misma estrategia que en el problema anterior.

Empecemos con la construccion de la ecuacién diferencial. Cuando el sistema del cuerpo y el resorte es pertur-
bado y el cuerpo estd en movimiento, podemos advertir lo siguiente:

Si el cuerpo estd a la derecha de la posicion de equilibrio, el resorte esta estirado y si estd a la izquierda, el resorte
estd comprimido.

De acuerdo a la ley de Hooke, si el cuerpo se recorre una distancia .x a la derecha de la posicién de equilibrio,
el resorte se estira y ejerce una fuerza proporcional a x y dirigida hacia la izquierda, esto es, Fuerza del resorte
=-kx.

El signo menos en la férmula: # = —k x nos indica que el resorte jala el cuerpo hacia la izquierda.

Usando de nuevo a la ley de Hooke, si el cuerpo se recorre a la izquierda hasta llegar a la posicion x (x tendria
que ser negativa porque el cuerpo estaria a la izquierda de la posicion de equilibrio), el resorte se comprime y
ejerce una fuerza proporcional a x y dirigida hacia la derecha, esto es, Fuerza del resorte = —k x.
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F=-kx

El signo menos en la férmula # = —kR x nos indica que el resorte empuja el cuerpo hacia la derecha, ya que al
ser x negativa, —k x es positiva.

La constante de proporcionalidad k& en la férmula # = —k x es una constante positiva que mide la rigidez
del resorte, un resorte muy rigido tendra un valor de k& grande, mientras que un resorte poco rigido tendra un
valorde k pequefio.

Si despreciamos a todas las demas fuerzas que puedan existir, como la fuerza de resistencia del aire o la friccion
con el suelo, la Unica fuerza considerada, que es la del resorte, 7 = —k x(t) sera la fuerza resultante que
provoca el movimiento y de acuerdo a la segunda ley de Newton, esta fuerza debe ser igual a la masa »t del
cuerpo por su aceleracion x”(¢t).

Tenemos entonces que:

Fuerza resultante = (masa)(aceleracion)

—k x(t) = mx"(t)
o bien,

() = =L )
m

Tomando ahora en cuenta que kR/mt es una cantidad positiva, la representaremos por w™ en donde

o = [Jk/m , de tal forma que la ecuacién anterior puede escribirse de manera mas simple asi:
x"(t) = —” x(t)

Con esto hemos construido la ecuacion diferencial que captura la esencia del movimiento del oscilador arménico.

Debemos notar que la idea de antiderivar dos veces a x”(t) para obtener x(¢) a partir de la ecuacién dife-
rencial, es una idea que no funciona, ya que como se aprecia en la ecuacion, x”(t) esta en términos de la mis-
ma x(t). Si x”(t) hubiera quedado directamente en términos de ¢, como por ejemplo: x”(t) = t~ o bien
x"(t) = ¢ al antiderivar una vez podriamos obtener la formula de x’(t) y volviendo a antiderivar podriamos
obtener la formula buscada de x(t), pero esto no sucede en el caso que nos ocupa.

Sin embargo es posible obtener la formula para x(t) recurriendo a la estrategia que empleamos en la solucion del
problema anterior y en la cual hacemos uso de la serie de Taylor. Planteemos en concreto el siguiente problema.

Supongamos que en el oscilador armonico el cuerpo se estira 5 unidades a la derecha de la posicion de equilibrio
y en el instante ¢ = o se suelta. Como en ese instante la posicion es de 5 unidades a la derecha de la posicion
de equilibrio, tenemos que x(0) = 5 y como el movimiento parte del reposo, la velocidad vale cero al iniciar el
movimiento, esto es, x’(0) = 0. Obtén la férmula
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posicion en el tiempo
/ t=0

X=0 X=5

para la posicion x(t) del oscilador siguiendo los pasos indicados a continuacién.

a)
b)

Con la condicién inicial x(0) = 5 ylaecuacién x”(t) = —w” x(t) obtén el valorde x”(0).

Si derivamos la ecuacién x”(t) = —w” x(t) obtenemos x”(t) = —w”x’(t) con esta nueva ecuacién y la
condicién inicial x’(0) = © obtén el valorde x”(0)

¢) Continua este proceso de derivacion y ve empleando los valores de las derivadas obtenidas en cero para ob-
tener los valores de nuevas derivadas en cero. Una vez que reconozcas el patrén con el que es posible calcular
todas las derivadas de orden superior de x(t) en cero, utilizalo para obtener el desarrollo de x(t) en serie
de Taylor.

d) Reconoce ahora a la funcidon x(t) a partir de su desarrollo en serie de Taylor, apdyate para ello en el cata-
logo bésico desarrollado en la Consideracion 3.

e) Finalmente sustituye w porsuequivalente w = ./k/m enlafuncién x(t) obtenida.

Solucion:

a) Sabemos que x(0) =5 y que x”(t) = —w”x(t) sustituyendo t por cero en la ecuacién diferencial
obtenemos que: x”(0) = —w” x(0) = —5w” esto es:

x"(0) = —50°

b) Sabemos que x’(0) = o0 y que x™(t) = —w”x'(t) sustituyendo t por cero en esta Ultima ecuacién dife-

rencial obtenemos que: x”(0) = —w*x’(0) = 0 esto es:
x"(0) =0
¢) Hasta el momento sabemos que:

x(0) =5 x'(0)=o0

X"(0)=—-50° x"0)=o0

Los valores de las siguientes derivadas de x(t) en cero pueden descubrirse si seguimos derivando la ecuacion
diferencial original y sustituyendo la variable ¢ por cero.

Recordemos que partimos de la ecuacion diferencial original:

X"(t) = —w” x(t)
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La derivamos y obtuvimos:

X"(t) = —w” X'(t)
Si volvemos a derivar obtenemos que:

X (k) = —w” X" (t)
Y al sustituir ¢ por cero en esta ultima ecuacién diferencial, obtenemos que:

x(0) = —w” x"(0) = —0” (—5(02) = 50", estoes:
X(ﬂr)(o) — 5(1)4

Derivando ahora la ecuacion diferencial que contiene a la cuarta derivada de x(t) obtenemos que:

x(t) = —” x"(t)

2 ”l(

Y al sustituir ¢ por cero en esta ultima ecuacién diferencial, obtenemos que: x'”'(0) = —w” x
esto es:

0)=-w (o) =0

x7(0) =0

Continuando con este procedimiento podemos descubrir que todas las derivadas superiores de orden impar
de x(t) evaluadas en cero se anulany que las derivadas superiores de orden par estan dadas por las formulas:

x(0) =5

2

xX"(0) = -5w

X(‘r)(o) — 5(1)4

etcétera.

Cada derivada de orden par evaluada en cero se obtiene de su antecesora (par también), multiplicada por el
factor —w?.

Recordando ahora que la formula general para la serie de Taylor de x(t) es:

”

1 1 - 1 1 1
x(t) = x(0)+ X (0}t + — x"(O)t" + — x"(O)t" + — X (0)t" + — X (0" + — X (O + -+
21 3! 41 & &

Al sustituir los valores que hemos obtenido para las derivadas de orden superior de x(¢t) en cero, nos queda el
siguiente desarrollo para x(t) en términos de potencias pares de t.
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5w 5w
x(t) =5 — t7 + th - o+ =
! 41 &l el
ot (wt) (wt) (wt)f
X(t)=5[1_< F et (@t (e
21 41! &l 1

d) Consultando ahora el catdlogo basico que construimos en la Consideracién 3 de esta tema, descubrimos que:
Xx(t) = 5 cos (wt)
e) Como w = Jle/m tenemos finalmente que:

Xx(t) = 5 cos ( Ie/mt)

La presencia de la funcién coseno en la formula para x(¢) nos indica la naturaleza oscilatoria del compor-
tamiento del cuerpo, nétese que de acuerdo a la respuesta obtenida el cuerpo permanecera oscilando entre
x=-5Y x =5 portiempo indefinido; esto no sucede en la realidad, en donde bien sabemos que el
cuerpo ird poco a poco disminuyendo la amplitud de la oscilacion hasta quedar finalmente en reposo; sin
embargo la respuesta estd de acuerdo a la suposicion que hicimos de que la Unica fuerza existente es la
fuerza del resorte.

Es conveniente advertir, en relacién a la estrategia que aqui empleamos para descubrir la férmula de una
magnitud, que no debemos esperar siempre reconocer a la magnitud a partir de su desarrollo en serie de
Taylor, ya que no disponemos de un catélogo de funciones con sus correspondientes desarrollos en serie de
Taylor lo suficientemente exhaustivo. Sin embargo podemos sefalar que cualquier suma parcial que tome-
mos del desarrollo serd una aproximacién a la respuesta buscada y que por supuesto entre mas términos
incluyamos en esta suma parcial, mejor serd la aproximacién obtenida.
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1. Considera una funcién x(t) para la cual se sabe que: x(0) =4 x'(0)=—-1 x"(0)==z x
y x(0) = ¢. Obtén sus correspondientes polinomios de Taylor de grados cero, uno, dos, tres y cuatro.

INIDAD 242 T EVIA 40 2

” (

0)=—-12

2. Obtén los polinomios de Taylor de grados cero, uno, dos, tres y cuatro para la funcion x(¢) = L n (¢ + 4).

Representa mediante el simbolo de sumatoria 2 a la serie de Taylor de esta funcién.

n=o0

3. Obtén los polinomios de Taylor de grados cero, uno, dos, tres y cuatro para la funcién x(¢) = (a + t)* en

donde 4 y a son constantes.

4.Si Pt)=a,+at+at +at +--+at" es un polinomio de grado n, su polinomio de Taylor de

. a

grado n, que es él mismo, estd dado por la formula:

P”(0) P”(0) . (o
( t° + ( t 4+ ﬁt“. Comparando coeficientes de poten-
2! i) n!

P (t)=P(0)+ P (Ot +

nw

cias de t en las dos expresiones podemos deducir que 2% (o) = (k! Ja, para k=0,1,2,....n.

Obtén a partir del resultado anterior, es decir, sin calcular derivadas, el valor de 2'”(0) si
Pt)=4—3t+5t —gt" +16t’ — ot" +4t°,

. Obtén los primeros 6 polinomios de Taylor de la funcién y(t) = cos(t). Utiliza el patrén al que va obe-
deciendo la construccion de los polinomios y obtén el desarrollo en serie de Taylor de esta funcion. Veri-
fica que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién coseno también se obtiene derivando uno a uno los
términos del desarrollo de la funcién seno.

-

Obtén los primeros 6 polinomios de Taylor de la funcion x(t) = cos(2¢).

b) Del inciso a) utiliza el patron al que va obedeciendo la construcciéon de los polinomios y obtén el
desarrollo en serie de Taylor de esta funcién.

¢) Usa una herramienta computacional y grafica en el mismo sistema coordenado la funcién

x(t) = cos(2 t) y su polinomio de Taylor de grado 6.

. a) Utilizando la ya conocida serie de Taylor de la funcién exponencial, encuentra la serie para la funcion
fx)=e".
b) Utiliza la serie de Taylor del inciso anterior y encuentra la serie para la funcién g(x)= x~ & ™~

¢) Con el polinomio de Taylor de grado 6 de la funcién g(x)= x~ € °* aproxima el valor de la integral

J: X e dx

d) Encuentra el valor exacto de la integral del inciso ¢) utilizando el método de integracion por partes.

. a) Utilizando la ya conocida serie de Taylor de la funcién seno, encuentra la serie para la funcion

= o
f(X) = Sew(z)

- . . am X
b) Con el resultado del inciso a) calcula un valor aproximado para la integral ja xsew(—)dx usando
el polinomio de Taylor de grado 7. 2

¢) Resuelve la integral del inciso b) utilizando el método de integracion por partes.

. Encuentra la serie de Taylor para la funcién #(x)= cos™(x).

. 1
[Recuerda la identidad ¢0s™ (x) = 5(1 + cos (2 X)),
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R . . . alwn (1 +
10. Utiliza la serie de Taylor para aproximar el valor de la integral '[O bwatx) ax

Aproxima con una precision de tres cifras decimales

° X

11. Encuentra la serie de Taylor para las funciones dadas y grafica en un mismo sistema coordenado la funcién
y el polinomio de Taylor de grado 7. Usa una herramienta computacional para graficar.

a) £(x)= arcsen(x) b) £(x)= arctan(x).

12. Una poblacién crece de tal manera que en todo momento su razén de cambio con respecto al tiempo es pro-
porcional a ellamisma.Estoes;si 2(¢) eseltamano de la poblacién eneltiempo t entonces P’(t) = k P(t).
Si al inicio hay 100 seres en la poblacion y después de 20 dias hay 120 seres en la poblacién:

a) Obtén laférmula para 2(t) usando la estrategia de la serie de Taylor.
b) Determina el tiempo que tiene que transcurrir para que haya 140 seres en esta poblacion.

13. Siun cuerpo de masa mt se deja caer desde una gran altura y suponemos que aparte de supeso W = m g
existe una fuerza de resistencia del aire, opuesta al movimiento, que es en todo momento proporcional a la
velocidad » de caida del cuerpo, se puede probar que:

vV'E)=g- Sv(t)

en donde g es la aceleracion debida a la gravedad y k es la constante de proporcionalidad que mide la
resistencia del aire (ver figura).

Utiliza la estrategia de la serie de Taylor y obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para la funcién v(t).

X
E

i

i
Z

mg

14. Una persona tiene que aprender el significado de 100 palabras de un nuevo idioma. Conforme pasa el tiempo,
va aprendiendo el significado de mas palabras de este grupo de 100, sin embargo, la rapidez con la que apren-
de el significado de nuevas palabras es cada vez menor ya que ésta rapidez es en todo momento proporcional
al nUmero de palabras del grupo de las 100 cuyo significado atiin desconoce.

Sea P(t) = El nimero total de palabras del grupo de las 100, cuyo significado ha sido aprendido por la per-
sona en las primeras t unidades de tiempo.
Entonces, de acuerdo a lo antes mencionado, tenemos que

P'(t)=k[1o0-P(t)]

Si k=0.1y P(0)= 0 (estoes, cuando se empieza a medir el tiempo, la persona aun no aprende el signi-
ficado de alguna de las 100 palabras).




a) Obtén el polinomio de Taylor de grado 3 para la funcion P(¢).

b) Utiliza el polinomio del inciso a) para predecir el niUmero de palabras cuyo significado habra aprendido la
persona en las primeras 3 unidades de tiempo.

) ldentifica la férmula para 2(t) a partir de su desarrollo en serie de Taylor.

. Demuestra que el radio de convergencia de la serie de Taylor de la funcién coseno es = = . Usa la férmula

R=CLLm |a"|
n—yoco |a

w+1|

Revisa como se llevé a cabo el célculo del radio de convergencia de la funcion seno en la Consideracion 4 este
tema y sigue un procedimiento similar.

. Demuestra que el radio de convergencia de la serie de Taylor de la funcién x(t) = €° es = = . Usa la

formula =R = Lim |ﬂ”|

| . Revisa cémo se llevo a cabo el calculo del radio de convergencia de la funcién
n—oe g

w+1|

seno en la Consideracion 4 este tema y sigue un procedimiento similar.

. Considera a la siguiente serie de potencias de ¢

THEHRIE + 2 A4 5 = Y nlE”
n=o
. . . a] . .
Utiliza la formula = = ¢ m| para demostrar que en este caso el radio de convergenciaes = = o lo
noe aw+1

cual significa que en este caso la serie de Taylor sélo converge para t =o.
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4.9

Separacion de variables

En la Unidad 2 se establecio el resultado mas importante del Calculo:

y) — yla) = J: <g’(t)o/t donde a<t<b

Este resultado nos indica como podemos calcular el cambio Yy) —y(a) deunamag-
nitud “y” cuya férmula se desconoce, conociendo la formula de su razén de cambio
g’ (t) enelintervalode t = a2 a t = b.

Para que este resultado sea operable es necesario que la razén de cambio 3’ (t) esté
dada por una expresion explicita de la variable t. Sin embargo, en muchos casos de
interés (como lo veremos en este tema) resulta que dicha razéon de cambio sélo se
puede escribir de manera explicita tomando en cuenta a la misma variable y, es
decir, la formula para g’ (t) es del tipo g’ ) = F(¢ g(t)). Esto imposibilita hacer
uso directo del resultado mencionado, ya que al ser desconocida la formula de Y ),
sera desconocida también la formula para 4’ (t). Sin embargo, aiin en este caso, es
posible calcular el cambio 4 (b) — y(a) bajo cierta circunstancia que se describe en
este tema.

Situacion ProeLEMA 17 (SP-17) que el punto inicial del segmento estd en x = x , la
densidad de masa del segmento en x estd dada por la

A lo largo de un segmento de material eldstico de funcién £x) gr/cue.

longitud ¢ ¢ se ha colocado un eje x de tal forma

segmento
4——, X
X, X tL
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El segmento de material eldstico se estira de tal forma que su nueva longitud
es +cm y al colocar un eje y alo largo del segmento estirado, el punto inicial
estien y = y vy la densidad de masa del segmento en y estd dada ahora por
la funcién g(y) gr/cm.

Al hacer la deformacién, cada valor de x en el segmento original se transformé en
un valor de Yy en el segmento estirado, la funcién y= y(x) define a la deforma-
cion realizada. Si la porcién de segmento original de x a x + dx se transform6 en
la porcion de segmento estirado de y a y + dy, es razonable suponer que ambas
porciones tienen la misma masa. Construye en base a este principio una férmula que

) Yy
dé cuenta del valor de g’(x) =—<.
dx
segmento original
ax /—
4H:——, X
X X X+ L
1 y=yw
segmento estivaolo
dg /
_—:—_, Y
Y. Y Y+t

Discusion pe LA Situacion ProeLEMA SP-17

La masa de la porcion de x a x + dx del segmento original es dm_= F(x)dx yla
masa de la porcionde y a y + dy del segmento estirado es dM_ = g(y)dy.

Si el valor de x se convierte en Y mediante la deformacién del segmento, es decir,
si y =y, yademds la porcién de segmento original de x a x + dx se convierte
en la porcion de segmento estirado de y a y + dy, las masas de ambas porciones
deben ser iguales como se indic6 en la SP-17, por lo que dM_ = dM , de donde
obtenemos que:

gydy = fx)ax

O bien:
, a (x)
Y(x) = 24 - f_
dx gy
1y
Con lo cual se establece una férmula que da cuenta del valor de (tj’( X) = d_
X

CoNSIDERACIONES ALREDEDOR DE LA Situacion ProBLEMA SP-17

1. Determinacion de la férmula de g@v)

La importancia de lo planteado en la SP-17 y lo hecho en la discusion de la misma,
estd en que nos da la pauta para llevar a cabo un proceso simbélico con el que se



puede obtener la férmula de la funcién ¢ (x) que define ala deformacion del segmen-
to de material eldstico aunque su razon de cambio y'(x) no esté explicitamente en

o Ay dx) ) .
términos de x, ya que como se ve de la ecuacion — = —), la razén de cambio

dx gy
Y’ ) también estd en términos de y.
Paraverestorazonemosdelasiguiente manera, si y= (zj(,v), laporcionde x a x del
segmento original se transforma en la porcion de y, a y del segmento estirado y
en consecuencia las masas de estas porciones deben ser iguales, con lo que se tiene
que:

T 9lydy = j F(x)dx

Yo

Si F(x) es una antiderivada de #(x) y c;(g) es una antiderivada de g(g), obte-
nemos que:

Gy —aly,) = Fu—Fx)

Esta tltima es una ecuacién en las variables x y y, despejando “y4” de la ecuacion
obtenemos a la funcion y=y (x) que define la deformacién del segmento elastico.

2. Ecuaciones en variables separables

Con frecuencia, como se vera en este tema, nos interesa encontrar la formula de una
magnitud de interés 4 (x) que depende de una variable x, y resulta que con informa-
cioén del contexto es posible construir una expresién para su razén de cambio y' (x)

de la forma , es decir:

gy
_Y _fWwW

"(x)
g dx  gly)

Cuando este es el caso, podemos tener en mente como modelo al problema del seg-
mento eldstico que se estira, donde la magnitud de interés y(x) juega el papel de la
funcién que define la deformacién del segmento, #(x) es la densidad de masa del
segmento original y g(y) es la densidad de masa del segmento estirado.

De la ecuacion:

Ay _ o
dx gy

Pasamos a la ecuacion:

gydy = fax

Que define la igualdad de masas de porciones infinitesimales y correspondientes de
los dos segmentos y sumando estas porciones en los dos segmentos, o integrando,
tomando en cuenta la condicion inicial y(x ) = y , tenemos que:

T glydy = I F(x)dx
Yo Xo

Tema 4.5
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De donde como ya se ha explicado, llegamos a la ecuacién
gy —aly) =Fx —Flx)

y a partir de la cual podemos obtener la formula de la magnitud de interés y(x) des-
pejando para la variable .

dy _ {0
dx gy

explica la relacion que guardan las variables x y y, sin incluir derivadas, se le lla-
ma ecuacion diferencial de variables separables y el procedimiento aqui descrito es
el procedimiento general para obtener la ecuacién que relaciona a las variables x y
Y (sin derivadas) cuando se sabe que g@vﬁ) =Y.

2]

A una ecuacién de la forma en donde lo que se busca es la férmula que

El nombre de “variables separables” para la ecuacién es porque es posible poner a la
ecuacién en la forma g(y)dy = #(x)dx, en donde lo que depende de “y” estd en
un lado de la ecuacién y lo que depende de x en el otro.

3. Interpretacion geométrica

Ay _£x)

La ecuacion en variables separables ——
dx gy

por las funciones z = £(x) y z = g(y) cuyas gréficas se pueden dibujar en los

planos xz y yz, respectivamente, del espacio tridimensional, como se aprecia en

la siguiente figura:

estd completamente determinada

x=1K) ~ \/\

Y, Y
Y
Xo
X
X
Y
La funcion y= g(,() cuya derivada 3’ x) = ; cumple con la ecuacién dife-
. Ay Fx )
rencial —= =-——y que ademds cumple con la condici6n inicial y = ylx),
dx  gly) i

tiene como grafica una curva tal en el plano xy, que para cualquier punto (x, i) de
la curva, las dreas 4 y A4 sombreadas en la siguiente figura, siempre son iguales.



Esto dltimo equivale a decir que se cumple la ecuacion:

4

gydy = | £lodx

Yo
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1. Crecimiento poblacional

En 1985 la poblacién de un pais era de == 5 millones de personas, si la poblacidn crece a una razén proporcional a
su propio tamano y la constante de proporcionalidad, midiendo el tiempo en afos y el tamafio de la poblacién en
millones de personas, es k = 0.009,

a) Determina el tamafo de la poblacién en el afio 2085
b) ;Cuénto tiempo tarda en duplicarse la poblacién existente en 1985?

Solucion:

Si P(t) representa al tamano de la poblacién en el tiempo t, entonces por la ley de crecimiento declarada en el
problema, tenemos que:

P'(t) = 0.009P(t)
O bien

ar
—=0.009P
at =

Si el tiempo (en afos) lo empezamos a medir a partir de 1985 y el tamano de la poblacion lo medimos en millones
de personas, tenemos la condicién inicial 2(0) = 275

ap
Separando las variables en la ecuacion diferencial d_ = 0.009P llegamos a:
t

ar
— =0.009dt
P

E integrando tenemos que:

j. dj:jooﬁdt

27.5 2

Ln(P)—Ln(zF.5)=0.009t
Ln(P)=Ln(z7.5)+0.009

Aplicando ahora la funcién exponencial en ambos lados de la ecuacién tenemos que:

P = gin(ers) + o009t
P(t) = 2~56°°*
El afno 2085 corresponde al tiempo t = 100, asi es que en el afo 2085 habra:
P(100) = 375€%7 = 92.24 willones de personas.

En el ano 1985 habia =75 millones de personas, para determinar el afo en que hay el doble de personas, es decir
#5 millones, igualamos 2(t) a 75y despejamos para t:
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P(t) = 3£5€°° = 75
eo.aqet =3
0.009t = ln(2)
po b nw(2)

= =77.01 0ihos
0.009

Y sumando 77 anos a 1985, concluimos que la poblacion se duplicara en el anho 2062.

2. Ley de enfriamiento de Newton

Recién preparada una taza de café se encuentra a una temperatura de <o °c en un medio ambiente donde la
temperatura es 20 °c. De acuerdo a la ley de enfriamiento de Newton, la temperatura 7~ de la taza de café
cambiard a una razén proporcional a la diferencia entre la temperatura de la taza y la del medio ambiente, es
decir cambiard a una razén proporcional a 77— 20; sila constante de proporcionalidad, midiendo el tiempo en
minutos y la temperaturaen °c, es k = —0.5¢,

a) Determina la temperatura de la taza de café a los 10 minutos.

b) ;Cudl es la temperatura de la taza de café a largo plazo?

o
olucion:
H

Si 7(t) representa la temperatura (en °c) de la taza de café en el tiempo ¢, entonces por la ley de enfriamiento
de Newton tenemos que:

T'@t) = —0.56[T({) — 20]

Notemos que el signo de la constante de proporcionalidad debe ser negativo ya que la diferencia 7(t) — 20
siempre serd positiva (por ser la temperatura de la taza siempre mayor que la del ambiente) mientras que la ra-
zon 7' () ala que cambia la temperatura siempre es negativa (por ser la temperatura de la taza decreciente en
el tiempo).

La ecuacion diferencial planteada también se puede escribir en la forma:

aTr
—=—0.506]T —20]
at

Si el tiempo (en minutos) lo empezamos a medir a partir de que la taza estd a la temperatura de £o °c, tenemos la
condicién inicial 7(0) = <o.

ar
Separando las variables en la ecuacion diferencial e =-0.56[T —20] llegamos a:
ar
—=-0.5cdt
T -20

E integrando tenemos que:

T dT t
(LA

T —20 %

Lw(T —20)—-Ln(eo)=—0.506t

Lw(T- —20)=Lwn(eo)—0.56t
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Aplicando ahora la funcién exponencial en ambos lados de la ecuaciéon tenemos que:

T — 20 = euu(w)fogét
T — 20 = co€ %%
T(t) = 20 + coe >

La temperatura al transcurrir 10 minutos a partir del inicio es:
T(10) =20 + co€™°¢ = 20.22 °C

Tomando en cuenta la férmula de la temperatura de la taza en funcién del tiempo, a saber:
T(t) = 20 + coe >

Podemos notar que cuando t — o, el término ¢ >t se aproxima a cero, por lo que la temperatura de la taza se
aproximaa 20 °c, que es la temperatura del medio ambiente.

3. Velocidad de un cuerpo en caida libre

Un cuerpo con mt kilogramos de masa se suelta de la parte superior de un edificio, aparte de su peso W = mg, el
cuerpo experimenta una fuerza # de resistencia del aire opuesta al movimiento, que es proporcional a la velocidad
con que viaja el cuerpo, #= kv. La fuerza resultante, que va dirigida hacia abajo en todo momento, esta dada en-
tonces por: W — £ = mg — kv. Si x(¢) es la distancia recorrida por el cuerpo desde que se deja caer hasta que
transcurren ¢t segundos, entonces x''(t) = v’ (t) es la velocidad con la que el cuerpo viaja hacia abajo en ese mo-
mentoy x''(t) = v'(t) essu aceleracion. Observa la figura siguiente:

/ Posicibn en el tiempo t =0

[ \
- -
. m 3

kV(t) Xx(t)

\ Posicion en el tiempo t

mg

5

a) Utilizalasegundaley de Newton para obtener una ecuacion diferencial queincluyaalafuncién velocidad v(t) y
a su derivada v’ (¢).

b) Obtén la férmula para la velocidad v(t) del cuerpo separando las variables en la ecuacién del inciso anterior.
¢) Si el edificio fuera muy alto, qué pasa con la velocidad del cuerpo a largo plazo.
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Solucion:

De acuerdo a la segunda ley de Newton, la fuerza resultante en el instante ¢, que es: mg — kv (t), debe ser
igual a la masa por la aceleracion en ese instante, es decir: mv’ (t); porlo que tenemos la siguiente ecuacion:

mg — kv(t) = mv' (t)

O bien
m ﬂ =mg-— kv
at
dv_ kv
at 7 m
Y separando las variables obtenemos:
dv
—_@ = dt
J m

Como el cuerpo parte del reposo tenemos que v(0) = o, eintegrando la ecuacién anterior resulta que:

m
s

-——°r l:g—g:l+ mLn(g) =
Lwl:g——V:I—Lw(g) = —%t

kv Cn(g)-me
g-=— =¢
m
g-Z =g
m
R ygen

By

Cuando t — o el término ¢ * se desvanece y tenemos que la velocidad del cuerpo se estabiliza a largo

g
plazo en el valor &
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4. Velocidad de un cuerpo en una rampa

Una pelota de masa mt, que estd a unaaltura +~ del suelo, se suelta a partir del instante ¢ = o0 para que rue-
de sobre una rampa con ecuacion y = y(x). Obtén la relacién entre la velocidad v que lleva la pelota en la
direccion de la rampa y la distancia vertical # que la pelota desciende. Ve la figura siguiente:

suelo

Solucion:

A medida que la pelota desciende sobre la rampa hay muchas magnitudes que estan relacionadas y cambian
conjuntamente, tomaremos en cuenta a las siguientes para la solucion del problema:

= Tiempo transcurrido desde que se suelta la pelota.

= Velocidad de la pelota en la direccion de la rampa.
Distancia vertical que la pelota desciende.

Distancia recorrida por la pelota a lo largo de la rampa.
Aceleracién de la pelota.

t
v
h
s
a

Analisis de fuerzas

Empezaremos haciendo un analisis de fuerzas en una posicién determinada de la pelota sobre la rampa. El peso
w = mg ylafuerza 7  que ejerce larampa en direccién normal a la pelota son las dos fuerzas presentes, des-
preciaremos la friccion de la rampa. La componente 7 del peso en direccién normal a la rampa se cancela con la
fuerza 7, que ejerce la rampa sobre la pelota y la fuerza resultante que provoca el movimiento es la componen-
te 7 del peso en la direccion de la rampa. Ve la figura siguiente:
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De la figura vemos que £ = mgsen(a) y por la segunda ley de Newton también tenemos que 7 = ma.
Combinando ambas ecuaciones tenemos que: a4 = gsen (o).

Analisis infinitesimal
Consideremos ahora las posiciones de la pelota en un tiempo arbitrario ¢ y un infinitésimo de tiempo después,

es decir, en el tiempo t + dt. En ese lapso de tiempo la pelota recorre una distancia ds y desciende vertical-
mente una distancia dh.

t + dt

ah . a
De la figura anterior tenemos que sen(a) = d_ y del analisis de fuerzas tenemos que sen(a) = —, por
S

9

. . ah a .
lo que combinando ambas ecuaciones tenemos que — = — o bien:

ds g
gdh = ads

Pero ds = vdt, porlo que:
gdh = avdt

, porlo que:

=<
N
1]
m.|&
o+ |

gdh = av vt
at

gdh = vdv

En la ultima ecuacion obtenida las variables v y h ya estan separadas. Como v = o cuando h = o, al inte-
grar obtenemos:
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Como se puede apreciar en el desarrollo realizado, la forma de la rampa no influye en la férmula que relaciona a
la velocidad v de la pelota a lo largo de la rampa con la distancia vertical # descendida por ella.

5. Nivel de agua en un tanque perforado

Un tanque cilindrico de radio = y altura + se esta vaciando por una perforacién de édrea 4 en el fondo, tal
y como se muestra en la figura:

Conforme el tiempo transcurre, el nivel # del agua en el tanque decrece, al igual que la velocidad v con la que el
agua sale por la perforacion, ya que de acuerdo a la ley de Torricelli, v = /2gh.

En un lapso infinitesimal 4t a partir de un tiempo arbitrario ¢, el volumen deagua 4V que sale por la perfora-
cion se puede calcular de dos maneras, la primera es tomando en cuenta el cambio 4k de nivel del agua en ese
lapso (volumen de agua que se pierde en el tanque) y la segunda es apoyandonos en el hecho de que la veloci-
dad v(t) con la que sale el agua en el instante t es constante en el lapso infinitesimal 4t (volumen que sale
por la perforacién), observa la siguiente figura.

— R
~

7
vip)de l
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a) Toma en cuenta la informacion y planteamientos anteriores y obtén una férmula para 4’ (t), la razén a la

que cambia el nivel del agua con respecto al tiempo.

b) Obtén la formula para 4 (t) separando las variables en la ecuacion anterior y tomando en cuenta que en el

tiempo t = o0 el tanque esta totalmente lleno.

¢) Calcula el tiempo que tardara en vaciarse el tanque si en el tiempo t = o esta totalmente lleno.

Solucion:

En el lapso infinitesimal 4t el volumen de agua 4V que se pierde en el tanque forma un disco en el tanque de
espesor h(t)—h(t + dt) = —dh. Recordemos que dh = h(t + dt)—h(t). En consecuencia 4V = —ardh.

Pero AV es también el volumen de agua arrojado por la perforacidn en el lapso 4t y como en el instante ¢
elaguasale con velocidad v(t), elvolumen arrojado en ellapsoinfinitesimal 4t forma uncilindrode drea 4 y

altura v(®)dt, porloque dV = Av(t)dt.
Igualando las dos férmulas para 4V tenemos que:

Av(t)dt = — R dh
Y tomando en cuenta la ley de Torricelli llegamos a:

A [2gh(t) dt = —TR dh

O bien:
an A
— =- [2gm
at TR™ o
Separando las variables obtenemos que:
an A

== at

J2on - arR?

E integrando tomando en cuenta la condicién inicial 4 (0) = +# tenemos que:
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Para determinar el tiempo en que se vaciara el tanque igualamos 4 a cero y despejamos para el tiempo. Obte-

. . TR
niendo que este tiempo es: t =

2 . . z

/—. Es interesante observar que si el tanque esta totalmente
9

desfondado, es decir 4 = 7r* el tiempo que tarda en vaciarse es el mismo que tarda en caer un

objeto en caida libre desde una altura igual a la del tanque, suponiendo que no hay resistencia del aire.

6. Ecuacion de continuidad

Un fluido transita horizontalmente a lo largo de una tuberia como la que se aprecia en la siguiente figura. Un
eje x hasido ahi colocado.

<l

v

<l

flutdo en wovimiento

Si la velocidad v del fluido es cada vez mayor conforme avanza, como lo sugiere la figura, una pregunta que
podemos formularnos es: ;qué sucede con la densidad de masa del fluido? Para contestar la pregunta pense-
mos en lo que sucede con una pizca del fluido, dicha pizca se desplazara horizontalmente, pero los puntos de
la derecha en la pizca se desplazaran siempre con mayor velocidad que los puntos de la izquierda, por lo que
conforme la pizca avanza también se alargard como se ilustra en la siguiente figura:

pizea de fluddo
e .
O O

pizea de fluldo ‘J

Esto sugiere que si la velocidad v del fluido es cada vez mayor conforme avanza, su densidad de masa es cada
vez menor, ya que como se ve en la pizca, la misma masa de fluido ocuparia mas volumen. Similarmente si la
velocidad v del fluido es cada vez menor conforme avanza, su densidad de masa es cada vez mayor, ya que
la misma masa de fluido ocuparia menos volumen.

En general, si la velocidad v del fluido cambia conforme se desplaza, es decir, es una funcién de la variable
X, v =v(x) sudensidaddemasa p(gr/cn”) también esfuncidon delavariable x, p = p(x). Obtén la expre-
sién para p(x) conociendo V(x).
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Solucion:

Si consideramos una seccidn transversal de la tuberia de grosor infinitesimal 4 x como se aprecia en la si-
guiente figura:

El volumen de la secciones d v = 4 d x donde 4 es el area de las caras de la seccion o area transversal de la
tuberia, y la masa de fluido en la seccién es dM = p(x)dV = Ap(x)dx donde x es la posicion a la que esta
la cara izquierda de la seccion.

La masa dM de fluido en la seccién transversal siempre es la misma en todo momento, por lo que la masa que
sale de la seccion por unidad de tiempo (flujo masico saliente) por la cara derecha, debe ser igual a la masa
que entra a la seccion por unidad de tiempo (flujo masico entrante) por la cara izquierda.

Flujo masico saliente por la cara derecha = flujo masico entrante por la cara izquierda
Av(x +dx)p(x +dx) = Av(x)p(x)
De donde:
v(x +dx)p(x +dx) = v(x)p(x)
Y usando la ecuacién fundamental del Célculo del punto 2 de la SP-6 Parte 1, tenemos que:

[v(x) + V' (x)d x] [p(x) + p'(x)d x| = v(x)p(x)

v(x)p(x) + v(x)p"(x)d x + V' (x)p(x)d x + V' (x)p’(x)d x* = v(x)p(x)
Cancelando ahora términos y eliminando al que incluye un diferencial de grado mayor resulta que:

v(x)p' (x)dx + v (x)p(x)dx = o
Y considerando que p’(x) = ;{—p la ecuacion anterior nos queda:
X

v(x)dp + v (x)pdx = o

Separando las variables x y p se obtiene:
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Y suponiendo que cuando x = x, p = p, al integrar tenemos que:

xr)

tdp
;)[7——-'. X)d)(

Xo

n(p) = Lnlp,) = =[Ln@(x)) = Ln@(x,))]

Ln(p)=Ln(p) = ~Lln@w(x))+Llnwix,))

elMp)—ln(po) — e—ln(V(x) Y+in((x,))
P _ vx)
[ 109

Finalmente

v
plx) = L
v(x)
O dicho de otra forma, la densidad de masa p del fluido es inversamente proporcional a su velocidad.

Como caso particular de la ecuacion anterior podemos afirmar que si el fluido es incompresible, es decir si
p(x) = cte entonces el fluido se desplazara con la misma velocidad a lo largo de la tuberia.
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Tarea-17
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1. Obtén la férmula de y en términos de x a partir de la férmula dada para su derivada e y la condicién
X

inicial dada. Utiliza el método de separacién de variables

ay x-1 dy 1

—_— = b —_—— s — =

a) dx gy y)=o ) Ax gD y)=o
dy sen’x d 4y(2x—1)

C) —_— = (O) =i d) g = g =
ax 2y g dx X —x+1 Yyl ==

2. El Uranio se desintegra a una rapidez proporcional a la cantidad presente de este material radioactivo, esto es:

adu
— = kU
at

En donde w«((t) es la cantidad de Uranio (en gramos) en el tiempo ¢, y k es una constante de proporcionalidad
que tiene signo negativo debido a que el valor de ¢¢ decrece con el tiempo.
Siinicialmente hay 10 gramos de Uranio y después de 2 horas se ha perdido el 5% de su masa original, calcula:

a) U b) La cantidad de Uranio después de 5 horas.

3. Un estudiante universitario que padece una enfermedad contagiosa e incurable asiste diariamente a un cam-
pus en donde conviven 2000 personas. La rapidez con la que se propaga la enfermedad se establece mediante
la férmula:

aN
—=0.001N(2000—-N)
dt

Donde N(t) es el nimero de personas contagiadas desde el inicio hasta el instante t y el tiempo se mide en
dias.

a) Calcula el nimero de infectados durante los primeros 5 dias.

b) Dibuja la grafica de la funcion nv(¢).

4. Un cuerpo de masa mt se suelta desde una altura +, el cuerpo encuentra una resistencia del aire proporcio-
nal al cuadrado de su velocidad. Obtén la velocidad del cuerpo en funcién del tiempo.

5. Un tanque de base cuadrada de 2 wetros de ladoy 1 weetro de altura se estd vaciando a través de un orifi-
ciode 1 (ewm?) de drea situado en el fondo. Si el tanque esta lleno inicialmente, ;Cudnto tiempo tardara en
vaciarse?

6. Una gota esférica de agua se evapora a una velocidad proporcional al cuadrado de su superficie. Obtén la for-
mula del radio r de la esfera en funcion del tiempo si al inicio su valoresde 1 cvt y 15 minutos después es
de 0.5 cm.

7. Una pelota que esta a una altura + del suelo, se suelta a partir del instante t = o para que ruede sobre un
plano inclinado. Ve la figura.

a) Obtén laférmula que nos da a la distancia vertical # que la pelota desciende en términos deltiempo ¢. Para
ello obtén una relacion entre el diferencial de tiempo dt y su correspondiente dh. Toma en cuenta

también la férmula: v = J2gh para la velocidad de la pelota en la direccién del plano inclinado que se

obtuvo en el problema complementario 4 de este tema.




b) Obtén laférmula que nos da el tiempo 7~ que tarda la pelota en llegar al suelo. ;Qué sucede con el tiempo 7 a
medida que el 4ngulo B crece?
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Apéndices

Lectura sobre fracciones parciales







INTRODUCCION

La intencion de esta lectura es que el estudiante pueda realizar, cuando se requiera, la
descomposicion de una fraccion algebraica (cociente de dos polinomios) en fracciones
mas simples llamadas fracciones parciales. La lectura es dirigida tanto a estudiantes que
estan familiarizados con el método como aquellos que lo estudian por primera vez.

RAICES Y FACTORES DE UN POLINOMIO:

Se sabe que un polinomio de grado w tiene exactamente w raices (valores de la variable donde el polinomio
toma el valor de cero), las cuales pueden ser reales o complejas (imaginarias). Considerando lo anterior, todo poli-
nomio puede factorizarse, en su forma mas simple, en factores lineales (factores donde la variable tiene potencia 1)
y factores cuadraticos (factores donde la variable tiene potencia 2). Los factores lineales son de la forma (x — a)
donde x = a es una raiz real del polinomio y los factores cuadraticos son de la forma (ax*+ bx+c¢) (o
[x* +al), que corresponden a las raices complejas (o imaginarias) del polinomio.

EJEMPLOS DE POLINCMIOS FACTORIZADOS

1. x +2x5°+x=x(x" +2x+1) = x(x+ 1)
tiene tres raices reales, unasencilla x = 0 yunadoble x =-1.
2. X'+ x =X (xT+ 1)
tiene una raiz real doble x = o ydos raices imaginarias x =v—1 = £, x = —/—1 = —L.

3. x+1=(x+1)(x —x+1)

tiene unaraizreal x = —1 vy, aplicando la férmula general de las cuadréticas al factor x* — x + 1, dos com-
plejas
1t J1-4 1%J-3 1, =, 1 =,
X = = = X=—*+t—Ly X=———1L
2 2 2 2 2 2

Fracciones PARCIALES

En un curso de dlgebra se estudia que la suma de las fracciones

& 2
e

X — 4 X =2

da como resultado la fraccion
99X — 24
(x = 4)(x —2)

Ahora, dada la fraccion

9x — 24
(x —4)(x —2)




nuestro propdsito es descomponerla en las fracciones que sumadas dan lugar a ella. Cuando esto se logra deci-
mos que la fraccion se ha descompuesto en fracciones mas simples llamadas fracciones parciales.

9x — 24 _ & " =
(x —4)(x = 2) X—4 x-2

Observemos que cada factor lineal del denominador en el lado izquierdo de la igualdad sirve también como
denominador de una fracciéon parcial en el lado derecho y que los numeradores de las fracciones parciales son
constantes.

1 1 2x—1

0z 24 . 1
También es facil verificar que la suma + — — — dacomoresultado ——— estoes:
x—1 (x—-1) x x(x—1)

2x—1 _ 1 1 1

= +
x(x—1)7 x—-1 (x—1)7 x

Nos damos cuenta que en este caso al factor linea (x — 1), en el denominador de la fraccién que esta en el lado
izquierdo de la igualdad, le corresponde una suma de fracciones parciales en el lado derecho

1 1
+ 2
Xx—1 (x—1)

. .. . 1 . .
y al factor lineal x le corresponde una sola fraccién parcial —.Todas las fracciones parciales en el lado derecho
tienen una constante en el numerador. ~

2x — 1 2 »
Laresta — - da como resultado la fraccion
X+ 1 X — =

- 7xt1
(X" + (x = 2)

o . . 3 Wi .
Por tanto, la descomposicion en fracciones parciales de la fraccion ————— seria:
(x* +1)(x - 2)

- Fx+1 2x — 1 2

(XK +)(x-3 xT+1 x-2

En este caso observamos que al factor cuadratico (x*+ 1), que aparece en el denominador de la fraccion en el
lado izquierdo de la ecuacion, le corresponde una fraccion del tipo

2x —1
X +1

donde el numerador es una expresion lineal, 2x — 1, y al factor lineal (x — =) una fraccién de la forma

donde el numerador es una constante.




CLasiFicacion DE FrRACCIONES

Podemos observar que en las fracciones tratadas anteriormente para ejemplificar lo que son las fracciones parcia-
les, las cuales eran:

X — 24 2x —1 - Fx+1
(x=4)(x=2)" x(x-1) Y ¥ Dix -2

el grado del numerador es menor al grado del denominador, este tipo de fracciones se llaman fracciones
propias.

Cuando el grado del numerador es mayor o igual al del denominador la fraccion es llamada fraccion impropia,
tales casos serian como:

2x° + 22X —x+16 XX+ X+ X +2x+2
y

7

X +2x -2 X +x 2X°+ x— 3=

En caso de que la fraccion sea impropia esta puede escribirse como un polinomio mas una fraccion propia.

Veamos por ejemplo, dada la fraccion

2x° +2x° —x+ 16

X+ 2x -3
si dividimos el polinomio del numerador entre el polinomio del denominador tenemos

2x —1
X +.:2;<—3\/.:2)<3+ 2XT —x+ 16

—2xX —4x + ox

X + 5x+ 1¢

2

X + 2x - =3
FX O+ 13
y la fraccién puede escribirse como
2x7 +3x° — x+ 16 ’ resiouo
& = coclente + -
X +2x -3 divisor
2x  +3x° —x+106 Fx+13
- =2xX-1 + —«——
X +2x -3 X +2x -3

La fraccidon que nos queda al dividir el residuo entre el divisor es una fracciéon propia (el grado del numerador
es menor al del denominador) y ésta pudiese escribirse como una suma de fracciones mas simples (fracciones
parciales).




REGLA DE DESCOMPOSICION

La regla para descomponer una fraccién propia en fracciones parciales se basa en los factores que aparecen en el
denominador de la fraccion que se descompone. Por los ejemplos vistos cuando se definieron las fracciones par-
ciales, las reglas se establecen de la siguiente manera:

1. A cada factor lineal (x — a) en el denominador le corresponde una fraccion parcial del tipo:

A
X—a

donde 4 es una constante.

2. A cada factor lineal que se repite p veces (x — a)’ le corresponde una suma de fracciones parciales de la
forma:
A
A, A22+ A33+m+_,,
x—a (x-—a) (x — a) (x — a)

donde 4, 4,6 A, ..., AP son constantes.
3. A cada factor cuadratico (ax”+ bx + ¢) cuyas raices son imaginarias, le corresponde una fraccion parcial del
tipo:

AXx + B
ax + bx + ¢
donde 4 y B son constantes.

4. A cada factor cuadratico que se repite p veces (ax”+ bx + ¢)* le corresponde una suma de fracciones par-
ciales de la forma:

A +B X A +B x A, B X
ax>+bx+c (ax +bx+e) T (axt+bx+e)

donde 4, 4, ..., A4,y B, B, ..., 6 B, sonconstantes.

EJEMPLOS

. . . —4X
Ejemplo 1: Descomponer en fracciones parciales — .
-1
Primer paso: Se factoriza el denominador en sus factores mas simples, lineales (si las raices son reales) o cua-
draticos (si las raices son imaginarias).

—AX —4x —4x

4

X -1 D+ D x—Dx+D) X FD

Segundo paso: Se descompone la fraccidn en fracciones parciales de acuerdo a sus factores en el denomina-
dor. Siguiendo la regla tenemos

_ A B cCx + D
4 X + +

(x—1)(x+1) (x+1) x—-1 x+1 X+ 1




Tercer paso: Secalculaelvalordelas 4, B, c y p.

Se multiplican ambos lados de la ecuacién anterior por el denominador de la fraccién del lado izquierdo de la
igualdad (x — 1) (x + 1) (x~ + 1), se eliminan los denominadores de la ecuacién dando

—4x A B Cx+D
(x—1)(x+1)(x" +1) = + +

(x—)(x+1)(x*+1) X—1 x+1  xX+1

(x—1)(x+1)(x*+1)

—4x = Alx+1)(X"+1) + B(x—1)(x* +1) + (ex+D)(x—1) (x+1)

Realizando los productos en el lado derecho de la igualdad y agrupando términos semejantes obtenemos

—4x=AX + Xt x+D+BX - X+ x -1+ (Cx+D) (X —1)
—AX=AX +AX +AX+A+BX —BX +BX—B+CX +DX —Cx—D

—4x=(A+B+C)X+(A-B+DX +(A+B-C)x+(A—B—D)

utilizando el hecho de que dos polinomios son iguales, para todos los valores de x, solo si los coeficientes de las
potencias iguales de x son los mismos tenemos que:

El coeficientede x* enelladoderecho .4 + & + ¢ debe serigual al coeficiente de x* en ellado izquierdo, como
no existe x* en ese lado su coeficiente es cero.

A+B+C =0

siguiendo con este procedimiento, para x* tenemos

A-B+D=0
para x

A+B-C=-—4
y finalmente para el término independiente
A—-B—-D=0
Lo anterior da lugar a un sistema de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incégnitas 4, B, ¢ y » el cual se

resuelve por algiin método conocido

1. A+B+C =0
2. A-B+D=0
3. A+B-C=—+4
4. A —-B-D=0

utilizando el método de sumas y restas para eliminar variables, sia 1) le sumamos 3) y a 2) le sumamos 4) se elimi-
nan las incégnitas ¢ y » quedando dos ecuaciones 5) y 6) con las incégnitas 4 y B

1. A+ B+C=0 2. A—- B+D
3. A+ B—-C=-4

o

A - B- D

5. 24 + 2B = =4 6.24 — 2B =0




si ahora sumamos 5) y 6) obtenemos

5.24+2B=—-4
6. 24 —-2B =0

7. 44 =—4

De 7) tenemos que A =—1,
Sustituyendo este valor en 6) o en 5) se tieneque B = — 1.

Conlos valores de 4 y & conocidos, se sustituyen en 1) o en 3) y se tieneque € = 2.

Finalmente, sustituyendo .4 y B, en la ecuacién 2) o en la 4) obtenemos que » = o.

Con los valores encontrados para las incégnitas, la descomposicion en fracciones parciales de la fraccién propia

—4x
x' =1
queda de la siguiente manera
—4x ot L . _2x
Xt -1 XxX—1 x+1 x+1
X+ 5

Ejemplo 2: Descomponer en fracciones parciales — .
X —2x+2

Primer paso: Factorizamos el denominador x~ — =x + 2.Observamos que una de sus raiceses x=1 ya
que el polinomio toma el valor de cero para este valor de x, portanto (x—1) esun factor. El otro factor se en-
cuentra dividiendo x*— =zx + 2 entre (x—1), quedando

X —2x+2=(x—-1)(x+ x — 2)

como el factor x* + x — 2 puede descomponerse en los factores (x —1)(x + 2) el denominador comple-
tamente factorizado queda como:

=

X —zx+2=(x—1)(x—(x+2) =(x—1)(x+ 2)

y la fraccién puede escribirse en la forma

X+ 5 X+ 5
X —3x+2 (x—1F(x+ 2)

Segundo paso: Se descompone la fraccion en fracciones parciales segun la regla

X+ 5 A B C

(x—17(x+2) x—-1 (x—1F x+2

+




Tercer paso: Se calcula el valor de las constantes 4, B y c.

Se eliminan los denominadores multiplicando ambos lados por (x —1)° (x + 2)
X+5=A(x—-1)(x+2) +B(x+2)+c(x—1)

Otra forma de obtener los valores de las incognitas .4, 2 y ¢ es asignando valores a la variable x en ambos
lados de la igualdad, ya que los polinomios deben ser iguales para todos los valores de la variable. Se eligen estos
valores adecuadamente para que se eliminen algunas de las incégnitas, éstos deben ser los valores de x que ha-
cen ceroalosfactores; x =1 y x = —2. Como hay 3incégnitas 4, B y ¢ ledamosa x otro valor cualquiera,
digamos x = 0.

Si x=1 = e =B(2) = B=2

Six=—-2 = =z2=¢(9) = c=1/z

Six=0 = 5=A4A(-2)+B0Q+c1)=A(-2)+202) +1/2(1) = A=-1/3
o . . X+ 5
La descomposicion en fracciones parciales de — s queda como
—=2x
X+ 5 1/3 2 1/3
3 == + =) +
X —z3x+2 Xx—1 (x—1) X+ 2

. . . +
Ejemplo 3: Descomponer en fracciones parciales ot

Primer paso: Factorizamos el denominador y la fraccion puede escribirse como

4 3 4
X+ x5 X (x+ 1)

Segundo paso: Se descompone la fraccidn en fracciones parciales de acuerdo a la regla

4 A B C D
= +—+

X (x+1) x x X x+1

Tercer paso: Se calculan los coeficientes 4, B, c y b.

Se eliminan denominadores multiplicando ambos lados de la ecuacién por x* (x + 1) quedando
4= AX (x+ 1) + Bx(x+1) +C(x+1)+Dx".
Se realizan los productos del lado derecho y se agrupan los términos semejantes.

AX+ AX + BX +BX+CX+CHDX

(A+ D)X +(A+B)X+(B+C)X + C

Se igualan los coeficientes de las potencias iguales de x

1. A+p=0
2. A+B=0
3. B+c=o0
4. c =4




De 4) setieneque ¢ = 4
Sustituyendo el valor de ¢ en 3) obtenemos B = — 4
Se calcula laincognita 4 sisustituimos el valorde B en2); 4 = 4.

Finalmente con este valor de 4 en 1) se obtiene b = — 4.

L . 4 _
Por tanto la fraccion propia ———— puede escribirse como
X+ x

. ) ) X +x+x +1
Ejemplo 4: Descomponer en fracciones parciales ——— .
X+ x

Primer paso: Como la fraccidén es impropia primero se hace la division.

X+ 1
x3+/<\/x4+ X+ X+
- x" - X"
x + 1
- - x
—X + 1

y la fraccién se escribe en su equivalencia

X+ X7+ X+ ’ resioo
T T = Codente + —

X+ x divisor

11— X

=x+1+-—"

X+ x

1 - X
Segundo paso: Ahora lafraccién m, que ya es una fraccién propia, se descompone en fracciones parcia-

les. Factorizamos el denominador y la fraccion puede escribirse como

11— x 1 —x

X+ x x4+ 1)




Tercer paso: Se descompone en fracciones parciales de acuerdo a la regla

1 —x 4 Bx+cC
- =4y
X+ 1) x X+ 1

Cuarto paso: Se calculan los coeficientes 4, B y cC.

Se eliminan denominadores multiplicando ambos lados de la ecuacién por x (x~ + 1) quedando
1-x = A(X +1) + (Bx+C)x.

Se realizan los productos del lado derecho y se agrupan los términos semejantes.

1 - x=AX + A+BX +Cx

(A +BX +Cx + A

11— X

Se igualan los coeficientes de las potencias iguales de x

1. A+B=0
2. c=-1.
3. A

1

Sustituyendo 3) en 1) tenemos B = —

[N

11— X
Por tanto la fraccion propia ————— puede escribirse como
M ar

1 —x 51l X+ 1
XK+x o ox X+ 1

X+ 7+ x4

y la fraccién original quedaria en la forma

=

X tx

X+ x5+ x+1 1 X+ 1
= x+1+—-—- —-

X+ x x X+t




Ejercicios
PR O P E S Ti0 S o ———————————————————

Descomponer en fracciones parciales las siguientes fracciones propias

X+ 4
X4+jX2

2

X —2x+ 3
X+ 2 +2x

1
x(2x + 3)

4, X
(x + 17 (x* + 1)

Descomponer en fracciones parciales las siguientes fracciones impropias

X —2x
X 4+ zx+2

X' —oxT +4x+1

6.
X= x* - x+1

X+ 4
X+ X
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