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El Célculo es una de las disciplinas que mas ha contribuido al desarrollo de la ciencia y de la matema-
tica misma, por lo que su aprendizaje debe ser una fuente que contribuya a la formacién y desarrollo
del pensamiento 16gico, y como herramienta de trabajo para la construcciéon de modelos matematicos
propios de la disciplina que el estudiante trabaje.

Para el logro de estos objetivos hemos desarrollado el presente trabajo de calculo, construyendo los
conceptos basicos a partir de ejemplos practicos e ideas que el estudiante maneja intuitivamente.
Estos conceptos se presentan de una manera precisa sin caer en formalismos engorrosos.

La metodologia que se desarrolla en el libro facilita el trabajo autodidacta por parte del estudiante, lo
cual refuerza su proceso de formacién y a su vez proporciona elementos didacticos y pedagdégicos al
profesor, haciendo mas productiva su labor docente.

En la presente edicidn, se modifica la tendencia de enfatizar la ensefianza de la parte operativa y me-
canica del calculo de derivadas, limites, primitivas y problemas comunes. Se conjugan elementos ted-
ricos del calculo con problemas de diferentes disciplinas.
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CAPITULO 1

Introduccion

En este capitulo haremos un breve repaso de algunos aspectos del algebra basica necesarios
para los capitulos posteriores. Partiremos desde los axiomas de los nimeros reales para la adi-
cién y la multiplicacidn, y posteriormente abordaremos los de orden que hacen de los nimeros
reales un cuerpo ordenado. Después, mencionaremos algunas de las mas importantes conse-
cuencias de estos axiomas, con énfasis en la utilidad de cada una. Se dejara para la parte final el
axioma de completez, considerado el mas importante de todos.

Nota historica

La idea de nimero es tan antigua como la civilizacién misma. Ya hacia el afio 2000 a. C., los babi-
lonios y egipcios utilizaban fracciones en su aritmética. Los griegos descubrieron con Pitdgoras
(580-500 a. C.), la V2 y demostraron que no era racional (conmensurable). De alli la necesidad
que hubo de dar paso a los nimeros irracionales. Los nimeros negativos ganaron su espacio sélo
a partir del siglo XVII, pues antes se los consideraba absurdos.




CALCULO CON APLICACIONES

La idea de una teoria rigurosa del nimero real se hace fuertemente necesaria cuando aparece
el calculo, particularmente en el estudio de las funciones. Con los trabajos de Richard Dedekind
(1831-1916) sobre cortaduras, Karl Weierstrass (1815-1897) y Georg Cantor (1845-1918), se
percibe un notable progreso en la definicién de ntimero real basada totalmente en los nimeros
racionales.

Hacia 1900, David Hilbert (1862-1943) tom6 un camino muy diferente para la construcciéon de
los nimeros reales sin basarse en los racionales, a la vez que definia un sistema con dieciocho
axiomas. Dieciséis de estos axiomas definian aquello que se conoce como un campo ordenado,
mientras que los otros dos eran el axioma arquimediano y el axioma de completez.

Objetivos

1. Identificar los axiomas que caracterizan a los nimeros reales.
2. Entender por qué el axioma de completez es el mas importante de los nimeros reales.
3. Hacer uso de las consecuencias de los axiomas cuando sea necesario mas adelante.

Sistemas numeéricos

Existen varios métodos para introducir los diferentes sistemas de nimeros. Aqui partimos del
sistema de los nimeros naturales como base, y vamos presentando sistemas mas amplios que
tengan las propiedades deseadas hasta llegar a los nimeros reales.

Posteriormente, estudiamos el sistema de los nimeros reales considerandolos un concepto pri-
mitivo que satisface ciertas propiedades tomadas como axiomas. Esto significa que cualquier
propiedad de los nimeros reales se puede deducir de los axiomas. Luego, se expondran algunas
de las importantes consecuencias de los axiomas que caracterizan a los nimeros reales.

El sistema de los numeros naturales

Es el conjunto N = {0, 1, 2, 3, ...}, que con las operaciones de adiciéon y multiplicacién cumple
las propiedades asociativa, modulativa y conmutativa, ademas de la propiedad distributiva que
relaciona las dos operaciones.

La ecuacion x + a = b con a, b € N no siempre tiene solucién en N. Por ejemplo: no existe un nu-
mero natural x que satisfaga la ecuacién x + 5 = 3.

Si deseamos que ecuaciones de este tipo tengan siempre solucion, se hace necesaria la existencia
de inversos aditivos. Por lo tanto, debemos ampliar el sistema de los nimeros naturales.
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El sistema de los numeros enteros

Esel conjuntoZ=4{...—2,—1,0,1, 2,3,...}, que con las operaciones de adicién y multiplicacién
cumple las mismas propiedades que el sistema de los niimeros naturales, ademas de contar con
la existencia de inversos aditivos (propiedad invertiva de la adicién). La ecuacién ax=b cona, b €
Zy a # 0, no siempre tiene solucién en Z. Por ejemplo: no existe un nimero entero x que satisfaga
la ecuacion 2x = 3.

Si deseamos que ecuaciones de este tipo tengan siempre solucién, se hace necesaria la existencia
de inversos multiplicativos. Por lo tanto, debemos ampliar el sistema de los nimeros enteros.

El sistema de los numeros racionales

a
Es el conjunto Q = {; |la€Zy beEZ; b+ O}, que con las operaciones de adicién y multiplicacion
cumple las mismas propiedades que el sistema de los nimeros enteros, ademas de contar con la
existencia de inversos multiplicativos (propiedad invertiva de la multiplicacién).

Cualquier nimero racional se puede representar en forma decimal y esta representacion

tiene finitas cifras decimales o infinitas cifras decimales periddicas. Por ejemplo: 7 = 0,25;
1

- =0,142857142857142857...
Existen numeros con infinitas cifras decimales no periddicas. Por ejemplo:
0,10110011100011110000. .. (un uno, un cero, dos unos, dos ceros, tres unos, tres ceros, etc.).
Estos niimeros no son racionales puesto que no se pueden expresar como el cociente de dos
numeros enteros. Este hecho exige ampliar el conjunto de los nimeros racionales, creando un
nuevo conjunto que contenga los nuevos nimeros llamados nimeros irracionales y que se nota L.

Una situacion, que muestra que los niimeros racionales son insuficientes para medir, se presenta
al hallar la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1. La medida de la diagonal de un cua-
drado de lado 1 equivale a encontrar x tal que x* = 2.

El valor de x positivo tal que x2= 2 se nota V2. Existen otros niimeros
irracionales como T, €, 2\/3, 1—\/3, etc. En los irracionales no se estu-
dia su estructura algebraica, puesto que la suma y el producto de dos
numeros irracionales no siempre es un niamero irracional.

Ejemplol. Sia=3+V2 y b=3—-v2,
entoncesa+b=6¢€lya-b=7¢lL

< — = —>
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El sistema de los niumeros reales

1.7.1

El conjunto de nimeros que pueden representarse por expresiones decimales finitas o infinitas
(periédicas [racionales] o no periddicas [irracionales]), con sus relaciones de adiciéon y multi-
plicacién (+, -), y con la relacién de orden menor que (<), se denomina sistema de los nimeros
reales. Se nota (R, +, -, <) y se simplifica R.

La representacion geométrica de los nimeros reales se hace usualmente por medio de los puntos
de una recta: se elige un punto para representar el cero y otro (que por costumbre se sitia a la
derecha del cero) para representar el 1, como se indica en la figura. Esta eleccién determina
la escala, y a cada nimero real corresponde uno y s6lo un punto de la recta, y reciprocamente, a
cada punto de la recta le corresponde un nimero real y sélo uno. Por esta razdn la recta se de-
nomina frecuentemente recta real. Es costumbre utilizar las palabras nimero real y punto como
sin6nimos.

- ] ]

0 1

Intuitivamente, la recta sugiere la idea de orden. Un niimero a es mayor que b si en la recta esta
ala derecha de b.

El cero parte el conjunto de los nameros reales en: el 0, los reales positivos RT={x € R | x>0} y
los reales negativos R == {x € R | x < 0}.

El proceso de construccion que se ha desarrollado, se sintetiza en el sistema de los nimeros rea-
les en forma axiomatica de la siguiente manera: el conjunto de los nlimeros reales cuenta con dos
operaciones llamadas adicién y multiplicacidn, tales que para cada par de nimeros reales x e y,
se puede formar, por un lado, la suma de x e y, que es otro numero real inico designado por x +
y; y por el otro, el producto de x por y designado por xy o x - y, que es otro nimero real tnico. Este
numero real inico cumple con las propiedades o los axiomas que se detallan a continuacion.

Axiomas de la adicion y la multiplicacion

Al. (Asociativa) x+ (y+2z)=(x+y)+z paratodox,y,z€R.
A2. (Conmutativa) x+y=y+ x, paratodox,y€R

A3. (Modulativa) Existe 0 € R tal que para cada nimero real x se tiene
0+x=x+0=x

A4. (Existencia de inverso aditivo) Para cada niimero real x existe un nimero real — x tal que
x+(—x)=0

M1. (Asociativa) x-(y-z)=(x-y)-z paratodox,y,z€R.
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M2. (Conmutativa) x-y=y-x, paratodox, y€R.
M3. (Modulativa) Existe 1 € R (1 # 0) tal que para cada nimero real x se tiene:
1-x=x

M4. (Existencia del inverso multiplicativo o reciproco) Para cada nimero real x # 0 existe un
numero real x, tal que

xX-x1=
D. (Distributiva) Para cadax,y, z todos ellos numeros reales, se tiene que:
x-+z)=x-y+x-z
Esta propiedad escrita en el sentido contrario
Xy+x-z=x-(y+2z)

se conoce como factorizacion, es decir, el paso de una suma a un producto. Esta propiedad rela-
ciona las operaciones de adicidon y multiplicacion.

Dados dos nimeros reales a y b, se define a - b = a + (-b). Se denomina la diferencia entre a y b,
donde a es el minuendo y b el sustraendo.

o , ) a
De manera similar, dados dos ntimeros reales ay b, con b # 0 se definea + b = 3= ab™.

Se debe entender a’=a - a, y en general a" con n € N se puede definir inductivamente asi:
i) a'=a.

ii) a®"Y=a"q, cuando n # 1.

. 1 n
Cuando n es un entero negativoya # 0,a™" = (;) :

(R, +, -) con los axiomas anteriores tiene una estructura de cuerpo.

Notese que Q con las operaciones suma y producto también tiene estructura de cuerpo.

A partir de estos axiomas, se aplica el método deductivo con el que es posible demostrar las pro-
piedades de los nimeros reales con respecto a la adicién y a la multiplicacién. A continuacion se
detallan algunas de ellas y sus consecuencias.
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Propiedad 1. —(—a)=a.

Propiedad 2. — (a+ b) = (—a) + (—b) = —a—b.

Estas dos propiedades se utilizan en diferentes circunstancias en las que es necesario agrupar
dos 0 mas términos como una sola expresion para facilitar calculos o simplificar expresiones.

Ejemplo 2. Simplificar la expresiéon x — (a — b + ¢).
Solucién. Como el paréntesis esta precedido por el signo (—), se utiliza la propiedad 2, con
lo cual

x—(a—b+c) =x—a—(-b)—c
y por la propiedad 1 se tiene finalmente
x—a—(—b)—c=x—a+b—c
Ejemplo3. También se puede hacer en el sentido contrario: introducir los términos de la ex-
presién a — b + ¢ en un paréntesis precedido por el signo menos (—).
Solucién. Al aplicar la propiedad 2, se obtiene:

a—b+c=—(—a+b—c)

EJERCICIO 1.1

1.  Simplifique:
a. XX—{—"7xy + [+ (—x*+ 3xy — 2y1)]}
b. —(a+b)+[—3a+b—{—2a+b—(a—b)}+ 2a].

2. Introduzca los términos positivos en un paréntesis precedido por el signo mas (+) y los
términos negativos en un paréntesis precedido por el signo menos (—).

a. 3a+5b+6¢c+7.
b. 5x —4y + 8z — 10.
c. x—y+z—4.

d —6x—3y—4z+ 2.
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e. 12x+4y—5z—8.
f. 12a—6b + 8c—10.

3. Introduzca todos los términos de las expresiones siguientes, con excepcion del 12, en un
paréntesis precedido por el signo menos (—).

a. 4m—2n+3—(—m+n)+ (2m—n).

b. x*—3xy +[(x* —xy) +)?].
1.7.1.1 Ley de los signos

Propiedad 3. a (—b) = —(ab).
Propiedad 4. (—a) (—b) =ab.

Estas dos propiedades constituyen lo que se conoce como la ley de los signos. Algunas aplicacio-
nes son:

Ejemplo 4. Hallar la suma entre (5a + 7b — 6¢) y (—3a + 4b + 6c¢).

Solucion. Al aplicar las propiedades asociativa y conmutativa de la suma tenemos
[5a + (—3a)] + (7b + 4b) + [(—6¢) + 6¢]
Al aplicar la propiedad distributiva y la consecuencia 3, resulta
[(B+(3)-al+[(7+4)-b]+[(—6+6)-c]=2a+11b
Como se puede observar, la suma de expresiones algebraicas se reduce a la suma
de los coeficientes de los términos semejantes. Algunas de sus propiedades son
heredadas del conjunto de donde tomamos sus coeficientes.

Ejemplo 5. Simplificar la expresiéon
—2a—{3a—5b+[-7a+8b+ (—9a+ 2b) — (6a — 10b)]}

Solucién Como la expresidn tiene paréntesis de diferente tipo, eliminamos los mds internos
(por simplicidad), que en este caso son los ordinarios:

—2a—{3a—5b+[-7a+8b—9a+ 2b—6a+ 10b]}
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Ejemplo 6.

Solucion.

Ejemplo 7.

Solucion.

Como todavia hay paréntesis de diferente tipo, eliminamos los mas internos, que
en este caso son los paréntesis rectangulares; después hacemos lo mismo con las
llaves y finalmente reducimos términos semejantes asi (el lector debe identificar
en donde se utilizan las consecuencias):

—2a—{3a—-5b+[-7a+8b—9a+2b—6a+ 10b]}
=—-2a—3a+5b+7a—-8b+9a—2b+ 6a—10b
=17a — 15b.

De 4x — 3y + z,restar 2x+ 52— 6

(4x—-3y+ 2)—(2x+5z— 6)) =4x— 3y+ z—2x— 52+ 6
=2x — 3y —4z + 6

Restar —4a3b3 —%ab +§a2b2 -9 de —%ab +%a2 b? -8

1 3 2 1
_42K2 _ N 33 “a2Kn2 _
(6ab 5ab 8) ( 4a°b +3ab 1Oab 9)
1 3 2 1
= — 2p2 _ _ 31,3 _ " 4212
6ab 5ab 8+ 4a°b 3ab +—1Oab+9
—43b3+1 2 Zp? + 3+1 b+(-8+9
- (6 3)“ ( 5 10)“ ( )

1 1
= 4q3p3 —Eazb2 —Eab +1

EJERCICIO 1.2

1. Halle la suma de:

a. 8a+3b—c; 5a—b+c;,—a—b—c;7a— b+ 4c.

b. 5a*—3a™ — 7a"; —8a*+ 5a™ — 9a"; —11a* + 5a™ + 16a".

2. En cada ejercicio sustraer la primera expresion de la segunda.

a. 3x—1;x—10.

b. 3x+y—9;2x+y—>5.

3 3
c. 0.25x + 3V Xt 1.28y.

d. 4+/5a0—3;12—3+/20a.
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3. Encontrar la expresioén que debe disminuirse en 2m — 2n + 3p para obtener una diferencia
iguala4m+n—2p.

4. Restelasumade5x+6y—8 y 7y—2x—3 delasumade6bx—2y+1 y 5x+7y—9.

5 7 9 7
5. Dea®+a*—a+2> reste —-a’+—a+-
6 8 10 8

6. Reste ——m® +-n° —Zm'n? + ~m?n* — de =m*n? —3m2n* +2n".
13 3 20 14 5 10 7 9
7. (Qué expresion debe sumarse a la primera para obtener la segunda?
a. 2x—y—2;6x—7y—8.
b. 6x—7y—10; —8x + 13y — 6.
c. mt+6m—7m?+8m—9,2md+3m?*—4m—3++/7.

8. Siladiferencia es a® + 3a®> — 2a y el sustraendo es 2a® — 2a? + a —5, halle el minuendo.

1.7.1.2 Exponentes

Propiedad 5. a" - a™ = a™™ para m y n naturales.

Ejemplo 8. Efectuar (3x%) - (— 5x3y?).

Solucion. Al aplicar las propiedades asociativa y conmutativa de los nimeros reales y las
propiedades 4 y 5, tenemos:

(Bx)(—=5x°y?) = (3)(—= 5) ¥ x*y? = — 15x° y*

5
Ejemplo 9.  Efectuar (Exy‘””z) - (4x32y3),

Solucion.

ant2 ., gy3n+2y3 = ﬂx3n+3y4n+5
8

Sx
8 y

5 ..3n+3

— Ex y4n+5
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1.7.1.3

Ejemplo 10.  Efectuar 5x%- (3x%y — 7y).

Solucidn. Al aplicar la propiedad distributiva y la ley de signos, tenemos:
5x?(3x%y — 7y) = (5x*)(3x%y) + (5x*)(=7)

= 15x*y + (—35x2y)
= 15x*y — 35x%y

Ejemplo 11.  Efectuar (3a*> — 7b) - (5a* + 6b).

Solucién. Si vemos la expresion 3a>—7b como un solo término, luego de aplicar la propiedad
distributiva tenemos:

(3a% — 7b) (5a% + 6b) = (3a2 — 7b) (5a2) + (3% — 7h) (6b)
= (15a* — 35a®b) + (18a?b — 42b?%)
= 15a* — 17a%b — 42b*

EJERCICIO 1.3

Efectie en cada caso.
1. (a®*—2ab + 4b?) (a+ 2b).
2. (a*+ a®b + a*b* + ab®*+ b*) (a — b).

3. a— a*! + a**t? por a+ 1.

Productos notables

Propiedad 6. (a + b)*=a*+ 2ab + b*y sudual (a — b)*= a*— 2ab + b*

Ejemplo 12, (2x + 5y% )?= (2x)*+ 2(2x)(5y°) + (5)° )* = 4x*+ 20xy> + 25)°.

Ejemplo 13, (x2+2x+vy—3)? =[(x*+2x)+ (y — 3)]?
= x?+2x)2+2(x%2+2x)(y —3) + (y — 3)2
=xt+4x3 +2x%y —2x? +4xy +y* —12x — 6y + 9
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Propiedad 7. (a+ b)*= a®>+ 3a*b + 3ab*+ b* y sudual
(a—b)*= a®*— 3a’b + 3ab*— b’

Ejemplo 14, (3x% +2y)3 = (3x?)3 + 3(3x?)%(2y) +3(3x%) (2y)? + (2y)3
= 27x% + 54x*y + 36x%y? + 8y3

Ejemplo 15, (5x2™ — 4y3)3 = (5x2™)3 — 3(5x2™)2 (4y3) + 3(5x2") (4y3)? — (4y>)3
= 125x°" — 300x*"y3 + 240x*"y® — 64y°

Ejemplo especial 16.  Un nimero x satisface la igualdad siguiente:

2 1_
X +x—2—7

Encuentre el valor de

x5+ =
x

Solucion.
2

1 1
(x+—) =x*+—5+2=7+2=9
X X

de donde
1 1
i) x+;=3 6 ii) x+;=—3. Para el primer caso tenemos
(+3) = (D) (x+2) @@ =27
el =l Tl e =39 =
3 1 1 1 1
x3+3x+—+—=x3+—+3(x+—) =x3+—+9=27
x  x3 5 X 5
1
x3+—3 =18
x

Ahora
, Iy, 1 . 1 1 . 1
(7)(18)=(x +F)<x +x—3) =4t =3+t
1
126 =3+x°+—
X
de donde
1
x%+— =123
X

Para el segundo caso, véase el numeral 7 del ejercicio 1.4.
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Propiedad 8. (a —b) (a + b) = a* — b? y en general
(a—b)(at+a2b + a3b>+ -+ b")=a"— b

Ejemplo17. (x+y—-2)(x—y+2z) =[x+ —2)][x— ¥y —2)]
=x*=—(y-2)7?
=x2—y%+2yz—z?

Propiedad 9. (a +b) (a*—ab + b*) =a’+ b® y en general
(a + b) (@ — a® b + a?3 b2 — - +b?") = @21 — p2n+1,

Ejemplo 18. (x+2) (x¥*—2x+4)=x3—23=x3—18

Propiedad 10. (x+a) (x+b) = x*+ (a+ b) x+ ab.

Ejemplo19. (x+9)(x—7)=x* +2x—63

Ejemplo 20.  (x? — 7a) (x* — 5a) =x* + (—7a — 5a) x* + (—7a) (-5a)
(x? — 7a) (x> — 5a) = x* — 12ax? + 35a?

Propiedad 11. (ax + b) (cx + d) = acx*+ (ad + bc) x + bd.

Ejemplo 21, (2x +1) B3x — 5) = (2-3)x2 +[2- (=5) + 1-3]x + 1(=5)
=6x>—7x =5

Las propiedades de la 6 hasta la 11 se conocen usualmente como productos notables. Si bien
resultan agiles y practicos para aprenderlos de memoria, lo que no se puede olvidar es lo que
significa cada producto:

Ejemplo 22.  (x +5)? = (x +5)(x + 5)
=x? +5x + 5x + 25
=x?+10x + 25
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EJERCICIO 1.4

1.7.1.4

1.7.1.4.1

En los ejercicios 1 al 6 efecttie:

1. (2x*— 3y?)~

2. (a*+ 3)(a*—3).

3. K+ x+1D)E+x—1).

4. (a—b+c)(a+b+o).

5. (2x + 5) (3x—2).

6. (3m — 2n?)3.

7.  Resolver el segundo caso del ejemplo especial 16.

8.  Muestre que el producto de dos nimeros de la forma a?+3b?* es de nuevo de esta misma

forma.

Factorizacion

Ahora se escribiran los productos notables en el sentido contrario para obtener algunas de las
populares férmulas de factorizacion. Recordar la propiedad distributiva (escrita al revés).

Factor comin

ab + ac =a(b+c)

Ejemplo 23.

Ejemplo 24.

Solucion.

Ejemplo 25.

Solucion.

Ejemplo 26.

10=2-5; x*—2x =x(x—2).
Completar: 3x*— 7 =3 ( ).
3t —7=3x*-7/3).

5 3
Factorizar la expresion ZX3)’4 - Exzyz en la forma a(b + ¢), de tal manera que

el factor b + ¢ contenga sélo coeficientes enteros.

5 3 1
Zx3y4 _ EnyZ — EnyZ(ZOXyZ _ 3)

10b — 30ab? = 10b (1 — 3ab).
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Ejemplo 27.

Ejemplo 28.

Ejemplo 29.

Solucion.

x?2+2)-(m —n) + 2(m — n) (m —n)[(x? + 2) + 2]

(m — n)(x* + 4)

5.3.4_3 22 _ 1 2 2 2

JXy XY = Xty (20xy 3).

Factorizar 72xy* — 180x%y® — 120x3y*.

El maximo divisor comun entre 72, 180 y 120 es 12, por lo tanto el factor comin es

12xy?, luego:
72x — 180x° — 120x* = 12xy* (6 — 153y — 10x?)

1.7.1.4.2 Trinomio cuadrado perfecto

Propiedad 12. a* + 2ab + b*= (a + b)? y sudual a*— 2ab + b* = (a — b)~

Ejemplo 30.
Ejemplo 31.

Solucion.

Ejemplo 32.

Solucion.

X+ dxy+ 4= X+ Ay + (29 = (x+ 2p)2
Factorizar x*+ 3x+2

Veamos como se utiliza en este caso un trinomio cuadrado perfecto

X¥+3x+2=x+2x+1)+ (x+1)
=(x+1)*+ (x+1)
=x+1) (x+1)+1)
= (x+1) (x +2)

Factorizar: (x +y)* — 2(x + y)(a + x) + (a + x)~
(x+y)?=2(x+y)(a+x)+(a+x)? =((x+y]—[a+x])?
=(x+y—a—x)?
= -a?
Algunas veces es posible que una expresion algebraica se pueda convertir en un

trinomio cuadrado perfecto sumandole otra expresion. Si a su vez esta expresion
tiene raiz cuadrada exacta, al restarla da origen a una diferencia de cuadrados.

Propiedad 13. a® + 3a?’b + 3ab*+ b® = (a+ b)? y sudual

a®*—3a*b + 3ab*— b* = (a— b)’.



ALGEBRA BASICA | CAPITULO 1

1.7.1.4.3 Diferencia de cuadrados y algo mas

Propiedad 14. a°— b*= (a — b) (a + b) y en general
a'—b"= (a—b) (a '+ a"*b + a"3b*+ -+ + b"1).
Ejemplo 33, x** —9y*m = (x")* — (3y*m)? = (x" + 3y*") (x" — 3y*™).
Ejemplo34., m+x)? — (x +2)? =[(m+x)+ (x +2)][(m + x) — (x + 2)].
=2x +m+ 2)(m — 2)
Ejemplo 35, m*—81=(m*+9) (m*—9) = (m*+9) (m + 3) (m—3).
Ejemplo 36.  x2—5 no se puede factorizar si se presume que los coeficientes son nimeros en-
teros. Pero si los coeficientes numéricos son nimeros reales, tenemos que:
x* —5= (x+V5) (x—V5)

Ejemplo 37. 8x*—y?= (2x —y) (4x* + 2xy + y?).

Ejemplo 38. 27x%— (2y —32)% = (3x?)® — (2y — 32)3
= [3x2 — (2y — 32)][(3x%)? + (3x2)(2y — 32) + (2y — 32)?]
= [(3x2) — 2y + 3z](9x* + 6x%y — 9x?z + 4y? — 12yz + 9z?).
Ejemplo 39.
a’ — 128y =a’ — (2y)’

= (a—2))[(a®+a®(2y) + a*(2y)? + a*(2y)* + a®(2y)* + a(2y)® + (29)°]
= (a—2y)(a® + 2a°y + 4a*y? + 8a3y? + 16a’y* + 32ay°® + 64y°).

1.7.1.4.4 Suma de cubos y algo mas

Propiedad 15. a3 + b3 = (a + b)(a? — ab + b?) y en general
a2n+1 _ b2n+1 = (a + b)(aZn _ aZn—lb + aZn—3b2 — coo L bZn)_
Ejemplo 40.  27x% 4+ 8y°= (3x + 2y%)(9x* — 6xy° + 4y°).
Ejemplo 41.  Factorizar x* + 6x*y + 12xy* + 8)°.

Solucion. Se debe verificar que dos de los términos del polinomio son cubos, es decir, que
tienen raices cubicas exactas:

X+oexty+ 12x2+ 8y =x3+ 6x2y + 12x*+ (2y)5a=xy b=2y
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Se debe verificar que 3a?b y 3ab? son los términos restantes:
3a’b =3(x)?(2y) = 6x*y y 3ab*=3 (x)(2y)* = 3x (4y?) = 12xy*
Como coinciden, se obtiene que:

X+ 6x°y+ 12xp° 4+ 8y° = (x + 2y)°

El siguiente subtitulo no tiene un nombre corto popular, por lo cual se debe pre-
sentar tal y como es.

1.7.1.4.5 Trinomio de la forma ax? + bx + ¢

Propiedad 16. x*+ (a+ b)x+ ab= (x+ a) (x + b).

Ejemplo 42.

Solucion.

Ejemplo 43.

Ejemplo 44.

Solucion.

Ejemplo 45.

Factorizar: x* + 5x + 6.

Se debe hallar dos ndmeros que multiplicados den 6 y sumados den 5.
X¥+5x+6=x+3)(x +2)

x*—13x+30=(x—10) (x— 3).

Factorizar x*+ 26x + 144.

Es poco probable que por simple inspeccidn, como en los casos anteriores, se
puedan encontrar m y n tales que la suma sea 26 y el producto 144. La dificultad
estriba en que hay varias combinaciones de dos nimeros cuyo producto es 144.
Es necesario hacer la descomposicién de 144 en factores primos y combinar sus

factores hasta obtener x* + 26x + 144 = (x + 18)(x + 8).

a’+7a*— 44 = (a® )+ 7a®— 44 = (a®*+ 11) (a®*— 4).

En su forma un poco mas general, la propiedad 16 se presenta asi:

Propiedad 17. acx*+ (ad + bc) x + ab = (ax + b) (cx + d).

Ejemplo 46.

Factorizar: 6x*— 11x—10.
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1.7.1.4.6

Solucion.

Se multiplica el polinomio por 6 y se lo divide entre 6:

6(6x% —11x —10) _ (6x)% — 11(6x) — 60 _ (6x — 15) - (6x + 4)

6 6 6
= 3(2x—5;: §(3x+2)=x2—11x—1o

(2x —=5)(3x + 2)

Combinacion de casos

Ejemplo 47.

Solucion.

Ejemplo 48.

Solucion.

Ejemplo 49.

Solucion.

Factorizar: ax — bx + ay — by.

Agrupamos (ax — bx) + (ay — by), sacamos factor comun de los términos y tenemos

(ax — bx) + (ay — by) = x(a—b) +y(a—b)
=(@—-b)(x+y)
Factorizar: a® + 2ab +b* — 1.

Al agrupar: a* + 2ab + b*—1 = (a* + 2ab + b*) —1

(a?+2ab+b*) -1 =(a+b)*—1
=((a+b]+1)([a+b)—-1)
=(a+b+1D(a+b-1)

Factorizar: a®> + ax + bx — b

Al agrupar:

a’? + ax + bx — b? = (a? — b?) + (ax + bx)
=(a+b)(a—Db)+x(a+Db)
=(a+b)(a—b+x)

Algunas veces es necesario recurrir a “bautizar” las expresiones, con el fin de visualizar mejor
una factorizacién, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 50.

Solucion.

Comprobar que la factorizacién de la expresion

X+ 2xz4+ 2xy —4x+ 722+ 2yz— 4z + y*— 4y -5

esta dada por

x+y+z—=5)(x+y+z+1).

Al agrupar la expresién dada en la siguiente forma

X2+ 2xy +y) + (2xz+ 2yz) + (— 4x— 4y) + (2 — 4z —5)

factorizamos los tres primeros miembros y tenemos
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Ejemplo 51.

Solucion.

Ejemplo 52.

Solucion.

x+y)P+2zx+y)—4x+y)+ (22— 4z—-05)
Llamemosa x+y =t y asi

t+ 2zt —4t+ 72— 4z—5

Reagrupamos nuevamente

(t*+ 2zt +2)+ (—4t—42z) -5
Factorizamos individualmente

(t+2)2—4(t+2)—5

Esta es una expresién cuadratica en la variable t+z, de tal forma que buscando
dos nimeros que sumados den —4 y multiplicados den —5, se tiene

(t+2)=5)((t+20+1)
Finalmente, al reemplazar t por x+y, tenemos la factorizacién buscada

x+y+z—-5)x+y+z+1)

Factorizar: a* + 3a® + 4.
En principio se verifica si es un trinomio cuadrado perfecto:
a*+3a’+ 4 =(a*)*+ 3a*+ 2

El doble producto de a*y 2 es 4a* # 3a® No es trinomio cuadrado perfecto. Obser-
var que si se suma a? se obtiene un trinomio cuadrado perfecto. Como a? tiene raiz
cuadrada exacta, restar ese término da origen a una diferencia de cuadrados y asi
permite seguir el procedimiento.

a*+3a?+4+a?—a® = (a*+4a® +4) — a?
= (a? +2)? — a?
=[(@®*+2)+a]-[(a®*+2)—d]
=(@*+2+a)-(@a*+2-a)

Factorizar 81x* + 4y*.
81x* + 4y* =(9x2 )% + (2?7 )?

El doble producto es 2 (9x%) (2y?) = 36x% y. Como 36x?y? tiene raiz cuadrada exac-
ta, se suma y resta 36x? y?:
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81x* + 4y* = 81x* + 4y* + 36x2y? — 36x2y?
= (81x* + 36x%y? + 4y*) — 36x2y?
= (9x2 + 2y?)% — 36x%y?
= [(9x% + 2y?) + 6xy][(9x? + 2y?) — 6xY]
= (9x? + 6xy + 2y?)(9x? — 6xy + 2y?)

EJERCICIO 1.5

1. Dado un factor encontrar el factor B, si consideramos coeficientes reales:
a. 3x*—9x=+3xB.
b. 7x*—12x*y = 7x*B.

c. 3(m+n)2—5n(m+n)=1is(m+n)-B.

2. Dado ab+ac halle el factor comun a de tal manera que el factor b+c contenga sélo coefi-
cientes enteros.

4
a xfy -z xy?

3 1
b. 2 py2 — 24243
Se XYt T exTyz

9 15
C x2__",3
e~ zrm

1
d —,2
1Sx +1

En los ejercicios del 3 al 38 factorice la expresién dada.

3. 35m*n® —70m3 9. 1-9a’b*c*ds.
4. 24a®xy* —36x*yt 10. a®—125 b2

5. x*y3z2 4+ 3x2 )4 11. x2—y™

6. (x+1)(x—2)+3yx—2). 12. 1—-27a® b3

7. 4x—4x—3. 13, 4x%" -

9

8. a—a*x+ ax’ 14. 16x°™m — %,




CALCULO CON APLICACIONES ‘

1

15. a®"p*" — -

16. 1 —a*.

17. 36n*—42n+ 10.
18. 81x*— 27x—180.
19. 9x*—8xy —y2.
20. x*—32x%*+ 256.
21. x*—40x% + 144.
22. x*—3x*—340.
23. x*+12xy + 32)2
24. x*—6xy + 9y~
25. x*+ 5xy —50y2
26. m?—2m—168.

27.

28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

1.7.1.5 Fracciones algebraicas

m*— 41m + 400.

x*+ 12x — 364.

(7a+5b)*— 11 (7a + 5b) + 30.
14 12a* b* — 6ab — 8a® b°.
a® + 3a* b® + 3a* b® + b°.

3m — 2n — 2nx* 4+ 3mx>2.
4a®x — 4a* b + 3bm — 3amx.
3x* —9ax* —x + 3a.
X—x*+x—x"

a® —3a* + 8a® — 4a°.

a*+ ab + ax + bx.

ax — 2bx — 2ay + 4by.

Las siguientes propiedades hacen referencia a fracciones de nimeros reales, cuyo comportamien-
to es el mismo que el de los niumeros racionales. Aqui veremos algunos ejemplos con fracciones

algebraicas.

a a
Propiedad 18. Para a, b nimeros reales con b # 0, — - -

a
Propiedad 19. Parag, b, ¢ y dnumerosrealesconb#0yd#0,5+5=

2 3 8+3x

Ejemplo53. Z4Z
x 4

4x

¢ ad+bc
db

La forma mas simple de la propiedad 19 ocurre cuando b = d, lo cual facilita considerablemente

las cosas:

a+c
b b
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Por ello, en la mayoria de las sumas de fracciones, lo que se busca es encontrar un comutn deno-
minador. Para esto, necesitamos de antemano la siguiente propiedad:

Propiedad 20. Paraaq, b, y c nimeros reales conb # 0y c # 0, % =
c

De un lado lo que se hace es simplificar y del otro, amplificar.

Ejemplo 54.  Efectuar la suma: X + 5_x
6
Solucion. Se puede hacer directamente asi:

x 5x 6x+15x 2lx 3(7x) T7x

376 18 18  3(6) 6

Nétese que en el pentltimo paso se utilizé la propiedad 19 (al simplificar el 3).
Por otro lado, el comin denominador de la expresion resulta ser el minimo comun
multiplo (m.c.m.) de 3y 6, con lo cual
x 5x 2(x) 5x 2x 5x T7x

3762376 676 6

Se ha de suponer de manera implicita que todos los denominadores de las fracciones son distintos
de cero.

x? 5—x

Ejemplo 55. Efectie y simplifique: .
Jemp Y AN e Y ¥ —12x + 36

x? 5—x x? 5—x

Solucion. + = +
x2—-36 x2—-12x+36 (x+6)(x—6) (x—6)?

El minimo comtn multiplo (m.c.m.) de (x + 6), (x — 6) y (x — 6)? corresponde al
producto de los factores comunes y no comunes con su mayor exponente, y éste es
(x+ 6) (x— 6)% por lo cual

x? 5-x x*(x—6) (5—x)(x +6)

Gr0)(x—6) =67 (+6)x—67F (x—-62x+6)
_x*(x—6)+(5—x)(x +6)
h (x + 6)(x — 6)2

x3 —6x% 4+ 5x —x®+ 30— 6x

- (x + 6)(x — 6)2
_x3—7x2—x+30
T (x+6)(x — 6)?
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Para hacer una resta de fracciones, utilizamos las propiedades 19 y 20 asi:

d

R R

a ¢ a c a —c a —c ad-—bc
;a5 ()= ()
En realidad, lo que interesa es el ultimo resultado.

x2—-5 x-—3

Ejemplo 56.  Efectuar:

x2—9 x+3
Solucion. x*—=5 x-3 x?-5 x—3
x2—-9 x+3 (x+3)(x—-3) x+3
x?-5 (x —3)((x —3))

T +3)(x—-3) (x+3)(x-3)
_ x?2=5—(x—3)(x—3)

(x+3)(x-3)
_6x—14
T x2-9

Como se habia dicho antes, también podemos utilizar la propiedad 20 para simplificar. Esto su-
giere que tiene que hacerse algun tipo de factorizacion.

9x? —y? (Bx—y)Bx+y) _

Ej lo 57. = 3x —
JEmpo 3x +y (Bx +y) e
) 2x + y 2x+y) 1
Ejemplo 58. 3 = = .
8x3 + y3  (2x+y)(4x? —2xy +y?) 4x?-—2xy+y?
. a®*—=b> (a—b)(a*+a®b+ a’b?+ ab® + b*
Ejemplo 59. _ ¢ ) ) _ a*+ a3b + a’b? + ab® + b*.
a—>b a—>b
24x*y?z

Ej lo 60. Simplificar:
jemplo implificar 8xy?

» 24x*y?z  24x3xy*z
Solucién. - = 7 _ = 3.%3.
8xy? 8 x y?1

72x3%y — 60x%y? + 18xy3
6xy '

Ejemplo 61.  Simplificar:
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Solucion. 72x%y — 60x%y? + 18xy®  72x%y N —60x2%y? N 18xy3

6xy 6xy 6xy 6xy
72x%xy —60xxyy 18xyy?
= + +
6xy 6xy 6xy

=12x? — 10xy + 3y2

x?+ )2 —aBx*+y) .

Ejemplo 62.  Simplificar: 37 1y

Solucién. Bx*+y)? —aBx*+y)  (Bx*+y)? aBx’+y)
3x2+y T 3x%2+4y 3x2+y
=Bx2+y)—a

Propiedad 21. Paraa, b, c y d nameros reales con b#0 y d#0, %% = %.

m? — 49 m3 — 512
m? —64 m?—10m+ 21

Ejemplo 63.  Efectte y simplifique:

Solucion. m?— 49 m3 — 512 (m? — 49)(m3 — 512)

m2—64 m?—10m+21 _ (m?—64)(m?—10m + 21)
_ (m+7)(m—7)(m — 8)(m?* + 8m + 64)
(m+8)(m—-8)(m—7)(m—3)
_ (m+7)(m* + 8m + 64)
(m+8)(m—23)

a c_ad
=—

Propiedad 22. Paraa, b, cy d nimeros realescon b #0,c#0yd # 0, E/E

La propiedad 22 es conocida popularmente como “ley de la oreja”.

y—8 y*-—64

y—15/ y—7 "

Ejemplo 64.  Efectuar y simplificar:
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Solucién. y—8 y*—64  (-8)Uy-7)
y=15' =7 T o-1907 68
=80 -7
C-15)@+8)(y-8)
y—7
Ty —7y—120

Las operaciones de adicion, sustracciéon, multiplicacidn y divisién pueden combinarse. Una for-
ma se da cuando aplicamos la propiedad distributiva. Otra, cuando en la fraccion algebraica el
numerador o el denominador contienen a su vez operaciones con fracciones algebraicas. En este
caso, tenemos fracciones compuestas. Para simplificar una fraccién compuesta, simplificamos el
numerador y el denominador de manera independiente, y finalmente simplificamos la fraccion
algebraica que resulte.

1 b?
Eiemplo 65.  Simplificar: — @2
jemplo implificar a b
b a
Solucién. b? a? — b?
-2 ——Q7z— (@-bHab b
a b~ a?—b>" (a2-bh2)a? a
b a ab

EJERCICIO 1.6

Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

) X21 _ 21 ; (2’2t
T x4yn T (-2x2yz3)3
5, @210 ) xty277
a**1-10 ° T 2x3ytz7
5 HwP-oz? ,  36al0b’
' (x+y)-z —12q2 b8
x +y)° x3y (3x* +5)3
4 EEY 8. y( )

(x+ )t xty 9 (3xt+5)7
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9 —30a%b* — 45a2p? 14 x%-3 2x—1 x+2
—15a2b3 x%2-8x+12  x2-8x+12  x?-8x+12
10 2ax+ay—4bx—-2by 15 3x—-2 x—2 2x+2
" ax—4a-2bx+8b 2x2-5x—3  6x2+x—1 3x2—10x+3
11 2a*b-2ab? 16 (x=»)?-16 6(x=)?~7(x~y)-3
" add-aa’p T O3(x-y)2-11(x-y)—4 2(x—y)?+5(x—y)—-12"
3 x __x
17, _8n®-125 1y *Y %y
25—20n+4n?2 Yy o x
x=y x+y
1
X—4-—— x2+x-2
13. ——————- x2—x—6
x—2—-— XoXxte
xX=2 18. x%+5x+6
x2—9

1.7.1.6 Ecuaciones

Cuando se trata de resolver ecuaciones, el siguiente resultado puede resultar muy util.
Propiedad 23. Sia-b=0 entonces a=0 6 b=0.

Ejemplo especial 66.  Los nimeros reales no nulos a y b satisfacen la igualdad

a®b?

a‘*—2b‘*=1

Encontrar todos los valores tomados por la expresion

aZ_bZ
a? + b?

Solucion.  La primera igualdad se puede escribir como

a’b? = a* — 2b*
a* —2b*—a?’b? =0
(a®? + b?»)(a? —2b*) =0

Como a*+b?*>0, queda sdlo la posibilidad a?=2b? (por la propiedad 23). Con lo
cual a>—b*=b* y a’>+b*=3b? por lo tanto

a?—bp> b2 1

a2+b2=ﬁ_3
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1.7.1.6.1 Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal en una variable x es una ecuacion de la forma ax + b=0. Para resolverla, apli-
camos propiedades de los nimeros reales, presumiendo que a # 0:

ax+b+(—=b) =0+ (—b)

ax+0=-b

ax = —
ax—a( )

-b

X = —

a

b

X =——

a

La ecuacion de primer grado con una incégnita tiene una sola solucion: x = — —.
a

Ejemplo 67. Resolver: 3x + 11 =5.

Solucion. Si sumamos el inverso aditivo de 11 en cada uno de los miembros de la ecuacion,
tenemos:

3x+ 11+ (—11) =54+ (-11)
3x+0 =5-11
3x =—6

Al multiplicar cada uno de los miembros de la ecuacidn por el inverso multiplica-
tivo de 3, tenemos:

! = 6
S 3x =1 (6)
X = 2
. . 2x+a 2
Ejemplo 68. Despejar x: ==
. Pe) bx—-2 5
Solucion.
2x+a_2
bx—2 5

52x+a) =2(bx —2)

10x + 5a = 2bx — 4
10x — 2bx = —4 —5a
x(10 —2b) = —4 —5a

X =
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EJERCICIO 1.7

En los ejercicios del 1 al 14 resuelva la ecuacion para despejar x.

1. 3x—7=12. 13. ax+b+cx=d.
2. 7—9x=34 14, 1-1=1_12
a x x b
3. 2x—5=7x+4. 15. Despejar la incégnita indicada:
4. 3x+7=7x+19 a. A= %bh; despejar b.
5. y43-0+1nO+2)=0 b. A=P (1 + rt); despejar t.

6. 3(x+1)+x*=x*+18. )
c. h= Egtz; despejar g.

1nM_
az’

d F== despejar m.

e. F= EC + 32; despejar C.

9 §'+'—;—-— 6
—_pn
f S =M; despejar a.
10, E_Z_ w
- 2

g =141 despejar t.
11. 3ax+5a=7a. Tros '

ax+b

12. 2 (3x+ 2a) — 3 (x + 3a) = 4a. h. —— = 2; despejar x.

1.7.1.6.2 Solucidén de problemas

Para resolver problemas que conducen al planteamiento de ecuaciones, se sugiere seguir los si-
guientes pasos.

1. Determinar las incognitas y representarlas con variables.

2. Expresar algebraicamente en términos de la(s) variable(s) la informacién que proporciona el
problema.

3. Plantear y resolver la ecuacion.

4. Verificar si la solucién dada cumple las condiciones del problema.

Ejemplo 69. Elinterés anual producido por $24.000 excede en $156 al producido por $17.000.
Si la tasa anual que se aplica a los $17.000 es el 1,8% mayor que la aplicada a los
$24.000, ;cudl es la tasa anual de interés aplicada a cada cantidad?
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Solucion.

1° Determinamos las incégnitas y las representamos con variables. Sea x% la tasa
de interés anual que aplicamos a los $24.000, por lo tanto (x+1,8)% serd la tasa
de interés anual que aplicamos a los $17.000.

2° Expresamos algebraicamente en términos de la variable la informacién que
X

proporciona el problema. El interés que producen los $24.000 es: 24.000 o0 Y

x+18
100 °

el interés que producen los $17.000 es 17.000

3° Planteamos la ecuacién y la resolvemos. Como el interés que producen los
$24.000 excede en $156 a los intereses que producen los $17.000, tenemos:

X x+ 1,8

24. ——17. .
000 100 000

=156

Multiplicando por 100 y resolviendo, tenemos

24.000x — 17.000(x + 1,8) = 15.600
24.000x — 17.000x — 30.600 = 15.600
7.000x = 15.600 + 30.600
7.000x = 46.200
x =46.200/7.000
X =6,6

6,6% es la tasa de interés de los $24.000y 6,6% + 1,8% = 8,4% es el interés de
los $17.000.

4° Verificamos que la solucién dada cumple las condiciones del problema. La tasa
de interés que se aplica a los $17.000 (8,4%) es 1,8% mayor que la aplicada a
los $24.000 (6,6%).

Al 6,6%, $24.000 generan un interés de 24.000-0,066 = 1.584; y al 8,4%, $17.000
generan un interés de 17.000-0,084 = 1.428 y el interés de los $24.000 excede en
$156 al de los $17.000: 1.584 — 1.428 = 156.

Ejemplo 70.  Labase de un rectangulo es 3 metros menor que el doble de la altura, y el perime-
tro es de 42 m. Hallar las dimensiones del rectangulo.

Solucion. Sea x la altura. Como la base es 3 metros menor que el doble de la altura, la base es
(2x — 3). Como el perimetro es 42, planteamos la ecuacién: 2x + 2(2x — 3) = 42,
de donde tenemos:

2x +4x — 6 =42
6x =48
x =8

La altura del rectangulo es de 8 m y la base es 2(8) — 3 = 13. Dejamos al lector la
verificacion de la solucion.




Ejemplo 71.

Solucion.

Ejemplo 72.

Solucién.

Ejemplo 73.

Solucion.

Ejemplo 74.

ALGEBRA BASICA | CAPITULO 1

;Qué numero debe sumarse al numerador y al denominador de la fracciéon 25/73
para que resulte una fraccion igual a 3/7?

2
Sea x el nimero que hay que sumar, luego Stx = E, de donde
73+x 7

725+ x) =3(73 +x)
175+ 7x = 219 + 3x
7x —3x =219 — 175
4x = 44
x =11

El nimero que debe sumarse tanto al numerador como al denominador es 11.

El denominador de una fraccidn simple excede al numerador en 9. Si se suma 4 al
numerador y 5 al denominador, la fraccién es 2/3. Encontrar la fraccion.

Sea x el numerador de la fraccién; entonces el denominador de la fraccién es

x
x+ 9. Porlo tanto la fraccion es 5 Al sumar 4 al numeradory 5 al denominador,

+ 4 2
obtenemos la fraccion 13 Como esta fraccion es igual a 3 planteamos la
ecuacion:
x+4 2
x+14 3
. . L 16
Resolviendo la ecuacion tenemos que x = 16, y la fraccién es 2

El digito de las decenas de un nimero de dos cifras excede en 3 al de las unidades.
Si el nimero se divide entre la suma de sus digitos, el cociente es 6 y el residuo es
7. Hallar el nimero.

Sea x el digito de las unidades, por lo tanto (x + 3) es el digito de las decenas. La
cantidad que representa el nimero es:

(x+3)-10'+x-10° = 11x + 30

La suma de los digitos es (x + 3) + x = 2 x + 3. Como el cociente entre el nimero
(11x 4+ 30) y la suma de los digitos (2x + 3) es 6 y el residuo es 7, planteamos la
ecuacion:

11x +30 N 7
2x+3 2x + 3

Si resolvemos la ecuacion, tenemos que x = 5, por lo tanto el nimero es 85.

Si A es capaz de realizar un trabajo en 3 dias y B puede realizarlo en 6 dias, ;cuanto
demoraran efectuando juntos ese trabajo?
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Solucion.

Ejemplo 75.

Solucion.

A puede efectuar 1/3 del trabajo en 1 dia. B puede efectuar 1/6 del trabajo en 1
dia. Ay Bjuntos pueden hacer 1/x del trabajo en 1 dia. Planteamos la ecuacion

-

X

w| =
[

Al resolver la ecuacién tenemos que x = 2. Por consiguiente, A y B emplearan 2
dias para llevar a cabo el trabajo juntos.

Un tanque se puede llenar, abriendo una llave, en 15 horas y se puede desocupar,
abriendo un desagiie, en 20 horas. ;En cuanto tiempo se llenara el tanque si la
llave y el desagilie se abren simultaneamente?

La llave llena 1/15 del tanque en 1 hora. El desagiie desocupa 1/20 del tanque en
1 hora. Abriendo ambos simultaneamente, se llena 1/x del tanque en 1 hora. Plan-
teamos la ecuacion, teniendo en cuenta que en una hora la cantidad de liquido que
hay en el tanque es igual a la que entra de la llave menos la que sale por el desagiie.
Es decir:

1 1 1
X

15 20

Resolvemos la ecuacion: x = 60. Por consiguiente, el tanque se llena en 60 horas.

Ejemplo especial 76.  Un condenado quedaria en libertad al alcanzar el final de una escale-

Solucion.

ra de 100 escalones. Pero no puede avanzar a su antojo, puesto que
estd obligado a subir un solo escal6n cada dia de los meses impares
y a bajar un escal6on cada dia de los meses pares. Comienza el 1 de
enero de 2001. ;Qué dia quedaria en libertad?

Se puede observar que el primer afio va a moverse entre los escalones
1y 36.El 36 lo alcanza el dia 31 de julio. E1 31 de diciembre de ese afo
llegara al escalon 3. En general, si un 31 de diciembre esta en el escalon
n, el afio siguiente se mueve entre los escalones n+1y n+36 y termina
en el n+3, si ese afio siguiente no es bisiesto. O bien, se mueve entre
los escalones n+1 y n+35, y termina en el n+2, si ese afio siguiente
es bisiesto. Hacemos cuentas y vemos que el 31 de diciembre de 2024
llegara al escalon 66, tras haber pasado el 31 de julio de ese mismo afio
por el escalén 99 como punto mas elevado. A partir de ahi, se observa
lo siguiente respecto al afio 2025: el 31 de enero termina en el escalon
97, el 28 de febrero en el 69 y el 31 de marzo termina finalmente en
el 100.
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EJERCICIO 1.8

1. Halle un nimero tal que:

a. sudoble aumentado en 17 esiguala 71;
b. sutriple disminuido en 11 es igual a 64.

2. Halle dos nimeros tales que:

a. uno es la cuarta parte del otro y su suma es 250;
b. el triple del menor excede al doble del mayor en 50 y su suma es 350;
c. elmenor eslos 3/5 del mayor y su suma es 800.

3. Halle tres nimeros tales que:

a. sean enteros consecutivos y su suma sea 540;
b. sean pares consecutivos y su suma sea 510.

4. Una persona tiene:

a. $3.400 en monedas de $50 y $100. Si tiene en total 47 monedas, ;cuintas monedas tiene
de cada denominacion?

b. $99.000 en billetes de $1.000, $5.000 y $10.000; si tiene 26 billetes, y la cantidad de bille-
tes de $1.000 es el doble de la de $5.000, ;cuantos billetes tiene de cada denominacién?

5. Usted invierte en bonos y acciones asi:

a. Invierte en total 84 millones de pesos. Si la tasa de interés mensual de los bonos es del
2,59% y la tasa de interés de las acciones es del 3,99%, y si la inversion total dejé una
rentabilidad del 3,09% mensual, ;cudnto invirtié en bonos y cuanto en acciones?

b. Invierte en total 400 millones de pesos. La tasa de interés mensual de los bonos es del
2,79% vy la tasa de interés de las acciones es del 3,09%. Si la inversion total dej6 una
rentabilidad mensual de $11’760.000, ;cuanto invirti6é en bonos y cuanto en acciones?

6. A puede caminar cierta distancia en 20 minutos, y B puede caminar la misma distancia en
30 minutos. Si 4 parte 5 minutos después de B, ;cuanto tiempo habra estado caminando B,
antes de que lo alcance A?

7.  Se desea construir una caja abierta de base cuadrada. Si la altura es de 20 cm y la capacidad
esde 12.500 cm3, y si el cm? de la base tiene un costo de $12 y el de las caras laterales es $10,
halle el costo de la caja.

8.  Sielprecio de venta de un lapiz es de $144 y el porcentaje de utilidad sobre el costo es igual
al precio de costo, halle el precio de costo.

9. Atarda5 horas mas que B en realizar un mismo trabajo. Si trabajando juntos tardan 6 horas,
;en cuanto tiempo hace cada uno el trabajo?
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1.7.2

10. Un condenado quedaria en libertad al alcanzar el final de una escalera de 99 escalones. Pero
no puede avanzar a su antojo, puesto que estd obligado a subir un solo escaléon cada dia de
los meses impares y a bajar un escalén cada dia de los meses pares. Comienza el 1 de enero
de 2001. ;Qué dia quedaria en libertad?

Axiomas de orden

1.7.2.1

Este grupo de axiomas se refiere a un concepto por el que se establece un orden entre los nu-
meros reales. Segun este orden, se puede decidir si un nimero real es mayor o menor que otro.
Se introducen aqui las propiedades de orden como un conjunto de axiomas referentes al nuevo
concepto primitivo de positivo, para definir después los conceptos de “mayor que” y “menor que”,
a partir del concepto de positivo.

Supondremos que existe un cierto subconjunto R* de R, llamado conjunto de nimeros positivos.
Los siguientes tres son los axiomas de orden, que hacen de R* un cuerpo ordenado.

01. Sixey pertenecenaR", entonces:x+y y x-y pertenecen a R* (la suma y el producto de
numeros reales positivos son positivos).

02. Paratodo numero real x # 0, o bien x € R* o bien — x € R*, pero no ambas.

03. 0¢R"+

» o«

Ahora podemos definir los simbolos <, >, <, 2, llamados respectivamente “menor que”, “mayor

» o«

que”, “menor o igual que”, y “mayor o igual que”, de la manera siguiente:

x <y significa que y —x pertenece a R*
y > x significa que x <y

x <y significa que x <y 0 xX=y

y > x significaque x <y

Por lo tanto, se tiene que x > 0 siy sélo si x es positivo. Six < 0 se dice que x es negativo. Six =0
se dice que x es no negativo.

El par de desigualdades simultdneas x <y y y <z se escriben frecuentemente en la forma mas

breve x <y < z. Interpretacion analoga se da al par de desigualdades simultaneasx<y y y <z, que
se escribe asi: x< y <z

Intervalos

La representacion geométrica de los nimeros reales nos permite tener una imagen de lo siguiente:

i)  Six estd entre dos numeros reales, por ejemplo 4 y 9, se nota que 4 < x <9, y se representa
asi:
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r——
T C )
4 X 9

0

ii)  El conjunto de todos los nimeros reales comprendidos entre a y b, que pueden ser

o8]

. (a,b) = {x € R| a < x < b}, se denomina un intervalo abierto.

_
J
a

b

b. [a, b] = {x € R| a < x < b}, se denomina un intervalo cerrado.

——

a b
c. [a,b) ={x € R|a<x<b}, sedenomina un intervalo cerrado en a y abierto en b.
)
a b
d. (a,b]={x € R|a<x<b}, sedenomina un intervalo abierto en a y cerrado en b.

1.7.2.2 Operaciones entre intervalos

Como los intervalos son conjuntos de nimeros reales podemos desarrollar las operaciones entre
conjuntos.

Ejemplo 77.  Dados A=(2, 9], B=[5, 11],y C=[11, 18). Hallar A¢; AUB; AnB; AnC; BNC.

Solucidn. ComoA=(2,9]={x|x>2 y x<9}, tenemos que

A={x<20x>9}=(—00, 2] U (9, )

/[ / / [/ / / / [/ [/ [/ [/ [/ /
7777771 77777777
2 9
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AUB=(29]UI5 11] = (2, 11]

(/ [/ J / J0 ) ] /[ /1 /N
L/////l//////J////J
2 5 9 11

ANB=(2,91NI[511] =[5, 9]

(/ / / / /INVVVVVY
7777 7IANANANANANANN YN UN
9

2 5

ANC=(2,9]N[11,18) =D

(/ / [/ / / / [/ / / [/ /] AN N N N O O W N W
V77777777771 | YA YA YA Y Y Y Y
2 9 11 18

BN C=[511]N[11,18) = {11}

I/ /7 /7 / /7 /7 /Z3FN N\ \_\)
777 7 7 7 7 7 7 7 1V VY XN\ VvV
11 18

Ejemplo 78. DadosA=(0,1] v [5,11]yB=[—1,1/2) U (6, o), hallar A5, A U B; AN B.

Solucion.
A¢ = (=00, 0] U (1,5) U (11, =)

AUB=((0,1] U5, 11]) U ([-1,1/2) U (6,0)) = [—1, 1] U [5,00)
AnB=(01/2) U (6,11]

El lector puede comprobar los anteriores resultados haciendo los respectivos graficos

EJERCICIO 1.9

1.  Exprese en la notacién de intervalos, y represente en la recta real, los siguientes conjuntos

a. {xeR:2<sx<3} d {xeR:x=10}.
b. {xeR:x<2}. e. {xeR:6<x<13}.
c. {xeR:—2<x<5} f. {xeR:x<-—-9}
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2. Exprese como conjunto los siguientes intervalos:

a. (—,3].
b. (=9,—5).
¢ [-2, o).
d. [0,5).

3. Enlos ejercicios siguientes represente en la recta real la expresiéon dada como un intervalo,
y expréselo en notacion de conjuntos.

a. {xeR:x<5 6 x<—15}.
b. {xeR:x<—1y x>—2}
c. {xeR:x<6yx>1}

d. {xeR:x<—1yx>1}

4. Efectie:
a. [1,2]n[=2,3).
b. (0, %) U (=5,0].
¢ (=00, —2) [—1, )",
d ((=3,4°N 3, 7))
e. (=3,5]°[—6,8).

. (=3, 1)U 7)) (=1, 1].

5.  Represente en la recta real cada uno de los conjuntos siguientes:
a. [—1,2)-
b. (—o0,—1) N (—oo, —4).
c. [3,10]u (7,9).
d. (0,5)u(27).
e. (0,0) N (2, ).

£ [3,9)U(9, 12).
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1.7.2.3 Ecuaciones de segundo grado

Una ecuacién de segundo grado en la variable x es una expresion de la forma ax?+ bx + ¢ = 0, con
a#0. Si se multiplica cada miembro por g, se tiene

ax’+bx+c =0
(ax)?+abx +ac =0
(ax)? + abx = —ac

Al sumar en cada miembro b*/4

(ax)? + abx + b%/4 = —ac + b?/4

b? — 4ac
(ax + b/2)? =—7
b? — 4ac
(ax+b/2)2—T =0
de donde:
—b —+Vb%—4ac , —b ++Vb?% — 4ac
YT O YT T

siempre que b?>— 4ac = 0. Estas dos soluciones o raices se recogen en la expresion:

—b +Vb?% — 4ac
X=—————
2a

La existencia y el nimero de soluciones dependen de la expresion b’— 4ac. Esta expresion se
denomina discriminante y se nota por D.

Segun sea el discriminante D, tenemos tres casos.

i) SiD >0, entonces existen dos soluciones reales y diferentes.

Ejemplo 79.  Resolver: 6x*—5x—6=0.

Solucion. En esta ecuaciona =6; b =—-5;c=—6

N =—(—5)iJ(—5)2—4-6-(—6)
26
5425 + 144
12
5+ V169
T 12
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de donde se obtienen

5+13 18 3 5—13 -8 =2
MTETR TR Y O RTT T12T 3
3 . —-b 0 _ _ o
ii)  Si D=0, entonces x = a es decir, tenemos una solucion real con multiplicidad de 2:
_ b
T 2a

Ejemplo 80. Resolver: 9x* — 12x+ 4 = 0.

Solucion. En esta ecuaciona=9;b=—-12;c=4.

. —(-12) +/(-12)2-4-9-4
2-9
12 + /144 — 144
- 18
12 ++/0
18

de donde se obtienen

12+0 12
x1=x2= 18 =E=

2
3
iif)  Si D <0, no existe solucién en el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 81. Resolver: 4x*> 4+ 20x + 41 = 0.

Solucion. En esta ecuacién, a = 4; b = 20; ¢ = 41, luego

—20+,/(20)2 —4-4-41
24
—20 + /400 — 656

8
—20 £ V-256
8

no existe en el conjunto de los niimeros reales, porque V(—256) ¢ R.
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Ejemplo especial 82.  Sean g, b, c nimeros reales no nulos con a#b. Suponga que las ecua-
ciones x*+ ax + bc = 0 y x*+ bx + ac = 0 tienen una raiz comun. Verificar que
las restantes raices satisfacen la ecuaciéon x*+ cx + ab = 0.

Solucion.  Seanx, y x, las raices de la ecuacién x*+ ax + bc = 0y x, y x, las raices de la
ecuacion x2+ bx + ac = 0; es decir:
(x—x)(x—x,) =x*+ax+bc y (x—x)(x—x,)=x+bx+ac.
x, debe satisfacer la ecuacion x*+ax+bc—(x*+ bx + ac)=0, de donde resulta:
(a—=b)x,—(a—b)c=0
(a—b) (x,—c)=0
Xx,=cpuesa—b#0

por otro lado

(x—c)(x—x) =x +ax+bc y (x—c)(x —x3) =x%+bx+ac

X2+ (—c—x)x+cx, =x*4+ax+bc y x*+(—c—x3)+cx3 =x%+bx+ac
cx, = bc y cx3; = ac
X, =b y X3 =a

Tenemos que verificar que x*+ cx + ab = (x — x,)(x —x,) = (x — b)(x — a) = 0.
Pero

(x=b)(x—a)=0
x2+(=b—a)x+ab =0

es decir, debemos ver que — b — a = c. Pero c satisface la ecuacién x* + ax + bc
= 0, es decir,

ct+ac+bc =0
c(c+a+b) =0
c+a+b = 0,pues c es positivo
c=-b—a

con lo cual se tiene el resultado deseado.

Existen otras ecuaciones cuya soluciéon conduce a resolver una ecuaciéon de segundo grado. Se
denominan ecuaciones con radicales.

Ejemplo 83.  Resolver: V(5x + 1) = V(x + 1) + 2.
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(V5x+1)? = (Wx+1+2)2
5x+1 =x+1+4vx+1+4
S5x —x+1—1—4 =4Vx+1

4x —4 =4Vx+1
x—1 =vx+1

(x—1)? =[x +1)?
x?—2x+1 =x+1

x?—=3x =0

x(x—3) =0

de donde x=0 6 x=3; al verificar estos valores encontramos que x=3 es solucion,
pero con x=0, resulta

V5-0+1 =V0+1+2
V1 =vV1+42

Como sélo se consideran raices positivas, tenemos que 1# 3,y por lo tanto x=0 no
es solucion.

Ejemplo especial 84.  Analizar la existencia de soluciones para la ecuaciéon

Solucion.

Vx—p)+2V(x*—1) =x
segun los valores del parametro real p, y resolverla siempre que sea posible.

Sip <0 entonces V(x*— p) >x y como 2v/(x*—1)>0, 1a ecuacién no tiene solucion.
Por tanto se debe tener p = 0. Al despejar uno de los miembros de la ecuacién y
elevar al cuadrado a ambos lados, tenemos

2x2—1 =x—[x2—p
4x? —4 =32 —2x/x2—p+x2—p
2x/x2—p =-2x>+4—-p

Elevamos nuevamente al cuadrado:

4x%(x? —p) = 4x* — 4x*(4 —p) + 16 — 8p + p?
4x* — 4x%p = 4x* — 16x? + 4x%p + 16 — 8p + p?
0 = 16x% —8x?p — 16 + 8p — p?
8x*2-p) =(—4)°
lp — 4l

V82 —p)
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Una nueva restriccidn es que p < 2, asi pues

4-p

V82 —p)

Sustituimos en la ecuacidn original

(it Gl D e 2
8(2—-p) 8(2—p) /82 —p)

o de manera equivalente

(4—319)2Jr2 p?  4-p
8(2 —p) 82-p) J82Z-p)
de donde

I4—310|Jr 2p  _ _4-p
V82-p) 82-p) 82-p)

por lo tanto

[4—-3p|l+2p=4—p
[4—3pl=4-3p

de donde se sigue que 4 —3 p=0,conlocual 0 <p<4/3.
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EJERCICIO 1.10

En los ejercicios del 1 al 16 resuelva la ecuaciéon dada.

1. xX*—4x+2=0. 13. V(x*—3x+4)=2.

2. 6x*—5x—6=0. 14. J(x+2)+V(2x+5)=5.

3. x*+5x+3=0. 15. V(x+6)+x—6=0.

4, x*—8x+3=0. 16. Vx+3)—V(x+8)+1=0.

5. x*—6x+13=0. 17. Halle una ecuaciéon que tenga como
solucidn:

6. 9x*—6x+10=0.

7. x*—1=0.
b. x=1/2 6 x=-2/3;
8 x*—2bx+ b*+ m?
c. x=—5yconmultiplicidad de 2;
9. x*—64=0.
d x=24+V2 6 x=2—-v2.
10. x*—81=0.

18. Encuentre los nimeros x tales que
11. Vx+2)+V(9x+7)=7.

12. Vx+2)-Vx+7)=—1. x=(x—%)1/2+ (1_1)

X

1/2

1.7.2.4 Desigualdades de primer grado

Las siguientes dos propiedades son utiles cuando se trata de resolver desigualdades.

Propiedad 24. Si x<y, entoncesx+z<y+ z.

Propiedad 25. Six<y y z> 0, entonces xz > yz. Y su version dual:
six<y y z<0, entonces xz < yz.
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Al resolver la desigualdad a, x + a,> 0 (a, # 0), se tiene que

ayx+ay >0
a;x +ag+ (—ag) >0+ (—ay)
alx > _ao

. Qag Ao
Sia; > 0 entonces x > — g, por lo tanto x € (— 2 00).

a a
Sia; < 0entonces x < — ﬁ, por lo tanto x € (—00,— ﬁ)

Ejemplo 85.  Resolver 2x + 7 > 15.

Solucién. 2x+7+(=7) >15+(-7)
2x > 8

Como 2 >0,

Loty
2 73

x > 4,es decir, x € (4, )

Ejemplo 86. Resolver —2x + 9> 17.

Solucién. —2x+9+(-9) >17+(—9)
—2x >8

1 1
Como—1/2<0 entonces—z (—2x) < -3 8

X< —4esdecirxe (—oo, —4)
Ejemplo 87. Resolver:—3x+7>0y 5x+7>0.

Solucién. -3x+7>0y 5x+7>0
x<7/3y x>-=7/5
X € (—,7/3) N (=7/5,0) =(-7/5,7/3)

1.7.2.5 Desigualdades de segundo grado

Las siguientes dos propiedades se utilizan en la solucién de ciertas desigualdades.

Propiedad 26. Si xy >0, entonces i)x>0 y y>0
iijJx<0 y y<0.
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Propiedad 27. Si xy <0, entonces i) x>0 y y<0
ii) x<0 y y>0.

Como se puede apreciar, estas propiedades presuponen factorizar y comparar con el cero.
Para resolver ax?>+ bx + ¢ > 0, se debe considerar:

1. Si ax*+ bx + c tiene discriminante D = b?>— 4ac = 0, se puede factorizar sobre los reales:

2402

ax2+bx+c=a(x—

Ejemplo 88. Resolver x*— 3x—10 > 0.

Solucidn. X¥—3x—10=x—-5(x+2)>0

Como tenemos dos factores x — 5 y x + 2, para que su producto sea positivo o
mayor que cero, es necesario que ambos factores sean positivos o ambos factores
sean negativos, segun la propiedad 25; es decir,

(x=5>0y (x+2)>0) o (x=5<0y (x+2)<0))
(x>5 yx>-2) o (x<5y x<-=-2)

2 5 2 5

x € (5,0) o x € (—o,—2)
x € (—o0,—2) U (5,0)

Existe un método grafico que consiste en determinar el intervalo para el cual cada uno de los
factores es positivo. El complemento de este intervalo, desde luego, corresponde al intervalo en
el que el factor es negativo o cero; veamos:

Ejemplo 89. Resolver x>*— 3x — 10 > 0.
Solucién. (x—5)(x+2)>0
(Cuando x — 5> 0?7 Si x — 5> 0, entonces x > 5. Es decir, x — 5 es positivo cuando

x>5.;Cudndox + 2> 0? Six+ 2 >0, entonces x > — 2. Es decir, x + 2 es positivo
cuando x > —2. Graficamos y tenemos:

(x—5) — — +
(x+2) — + +

(x+2)(x-5) : - +
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Observemos que (x — 5)(x + 2) es positivo en (— o, — 2) U (5, «).

Los valores en los que cambia de signo la desigualdad se denominan valores criti-
cos y corresponden a las raices del polinomio.

2. Siel discriminante de la expresion cuadratica es negativo, es decir, b>— 4ac < 0, la cuadréatica
es irreducible y en este caso se tendria que:

i) sia> 0, entonces ax?+ bx + ¢ > 0 para todo x real;
ii) sia <0, entonces ax*+ bx + ¢ < 0 para todo x real.

Ejemplo 90.  x?4+ 4 > 0 se cumple para cualquier niimero real.

Ejemplo 91. —x*+ 6x> 10 no tiene solucion en los reales.
Ejemplo 92.  Resolver: —— 2 0.

jemp X2 _9
Solucion. 7—x

GrHa=3 "

(Cuando 7— x> 07 Si 7— x> 0 tenemos que — x >—7; por lo tanto x <7. Es decir, 7— x
es positivo cuando x < 7. ;Cuando x +3 > 0? Si x + 3 > 0, entonces x > — 3. Es decir,
x + 3 es positivo cuando x > —3. ;Cudndo x — 3 > 0?7 Si x—3 > 0, entonces x > 3. Es
decir, x — 3 es positivo cuando x > 3. Graficamos y tenemos:

=3 3 7
(7 —x) + + + —
x—3) = — + +
x+3) - + + +
(7—x)
x—3)(x+3) B * a

Por lo tanto, el conjunto solucién es : (—oo, —3)u (3, 7]
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EJERCICIO 1.11

Resuelva las siguientes desigualdades:

6 — 3x
1. 2x+ <4, 10. x*—3x3+ 2x*> 0.
3x+2 2 !
2. 3x+8>2T°%, Sx. o<
12 x+->1
3. 2x—1>7-—2x 6 2x<—4. x
(x+4)(x—-1)
4. (2x+4<06 5x>20); y 3. ==t
(x>—5 y 3x—17<4). 5
14, EFD S
5. x+7)(x—2)=0. x
2Xx—9)(x + 1 —“<3 X s
6. (2x—9)x+1)<0. 15. 1 y P
7. (5x—7)*>0. x+2 , 3x
16. 7 0 >7
-1 x—2

8. x*+7x<8.
17. x(Bx—1)—-(Bx-2)x+1)>2; vy
9. x*—x<0. x(2x—1)—(x+4)(2x+3)=<0.

1.7.2.6 Problemas de aplicacion

Ejemplo 93.  El fabricante de cierto articulo puede vender todo lo que produce a $60.000 cada
articulo. Gasta $40.000 en materia prima y mano de obra al producir cada articulo
y tiene costos fijos de $3’000.000 a la semana en la operacién de la planta. En-
cuentre el nimero de unidades que deberia producir y vender para obtener una
utilidad de al menos 1’000.000 a la semana.

Solucion. Sea x el niumero de articulos producidos y vendidos a la semana. El costo total de
producir x unidades es de $3'000.000 méas $40.000 por articulo, es decir:

Costo total = 40.000x + 3°000.000

El ingreso obtenido por vender x unidades a $60.000 cada una es de 60.000x.

Utilidad = Ingreso total — Costo total
Utilidad = 60.000x — (40.000x + 3°000.000)
Utilidad = 20.000x — 3°000.000
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Como deseamos obtener una ganancia de al menos 1’000.000 al mes, tenemos la
siguiente desigualdad:

20.000x — 3000.000 > 1'000.000
20.000x = 4000.000
x =200

En consecuencia, el fabricante debera producir y vender al menos 200 unidades
cada semana. Notese que la variable x es discreta: x € {200, 201, 202, 203, ...}.

Ejemplo 94. Eladministrador de una fabrica debe decidir el hecho de producir sus propios em-
paques, que la empresa ha estado adquiriendo a proveedores externos a $1.100
cada uno. La fabricacion de los empaques incrementaria los costos generales de la
empresa en $800.000 al mes, y el costo de material y de mano de obra es de $600
por cada empaque. ;Cuantos empaques debera utilizar la empresa al mes, para
justificar la decisidn de fabricar sus propios empaques?

Solucion. Sea x el numero de empaques utilizados por la empresa al mes. El costo de adqui-
rir x empaques a $1.100 cada uno es 1.100x. Como el costo de fabricar x empaques
es de $600 cada uno, y los costos fijos para su fabricacién son de $800.000 al mes,
el costo total de fabricacion es 600x+800.000. Para justificar la fabricacion de los
empaques en la empresa misma, el costo de fabricaciéon en la empresa debe ser
menor que el costo de adquisicion a proveedores; es decir,

1.100x > 600x + 800.000
1.100x — 600x > 800.000
500x > 800.000
x > 1.600

En consecuencia, la empresa debe requerir al menos 1.601 empaques al mes para
justificar su fabricacion.

Ejemplo 95. La edicién de una revista mensual tiene un costo de $6.050 cada una. El ingreso
por ventas es de $7.000 el ejemplar. Si se venden mas de 20.000 revistas, por cada
revista adicional a las 20.000 se reciben $1.050 por publicidad. ;Cudntos ejem-
plares deberan publicarse y venderse al mes para asegurar una utilidad de por lo
menos 40°000.000?

Solucion. Sea x el nimero de revistas producidas y vendidas. Como la utilidad por revista
es 7.000—6,050=950, si se venden 20.000 revistas, la utilidad es de 19°000.000.
Como se quiere asegurar una utilidad de por lo menos 40°000.000, tenemos que:
x> 20.000.

Ingreso total = 7.000x + 1.050(x — 20.000)
= 8.050x — 21°000.000
Costo Total = 6.050x
Utilidad = Ingreso Total — Costo Total
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1.7.2.7

Por lo tanto,

(8.050x —21'000.000) — 6.050x > 40°000.000
2.000x > 61000.000
x > 30.500

Luego se deben vender al menos 30.501 revistas al mes para asegurar una utilidad
que sobrepase los 40’000.000.

EJERCICIO 1.12

1.  Un fabricante puede vender todas las unidades de un articulo que produce a $7.600 cada
una. Si tiene unos costos fijos de $4’700.000 y unos costos variables por unidad de $4.400,
(cuantos articulos debe producir para obtener utilidad?

2. Elcosto Cde producir x articulos, incluyendo los costos fijos y los costos variables, esta dado
por la férmula € = 20x + 16.000. ;Cudntos articulos se pueden producir, si el costo debe ser
menor que $17.100?

3. Una compaiiia vende un producto al precio unitario p = 600 — 0,5x pesos, donde x es el
numero de unidades del producto vendido. ;Cudntas unidades se deben vender para que
el ingreso por la venta de este producto sea mayor que $100.000?

4.  El costo de publicar cada ejemplar de un periddico semanal es de $350. Los ingresos del re-
presentante de ventas son de $300 por ejemplar y los ingresos de publicidad corresponden
al 40% de los ingresos obtenidos por ventas que excedan los 200.000 ejemplares. ; Cuantos
periddicos se deberan publicar cada semana para obtener utilidades semanales de al menos
$1°000.000?

5.  Una firma industrial fabrica un producto con precio unitario de venta de $16.000 y un costo
unitario de $12.000. Si los costos fijos son de $48’000.000, determine el nimero minimo de
unidades que se deben vender para que la compafiia obtenga utilidad.

Valor absoluto

En los 10 axiomas vistos hasta ahora sobre los nimeros reales, se hace referencia a las caracte-
risticas algebraicas de los nimeros reales. Otro concepto importante es el de distancia. Como
geométricamente la representacion de los niimeros reales se hace por puntos de una recta, se
elige un punto O para representar el cero y otro a la derecha del cero para representar el 1. Esta
eleccion determina la escala y de acuerdo con esta escala, dado un punto M le asignamos el nu-
mero real a. Si a es positivo, el nlimero real que le corresponde geométricamente mide la longitud
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del segmento OM y la distancia entre O y M. Observe que la distancia entre 0 y a es la misma que
entre 0 y —a; este hecho geométrico sugiere la siguiente definicion:

0 M

I I I
-a 0 a

Definicién 1.  Si a es un nimero real, el valor absoluto de g, que se nota |a|, se
define como sigue:

|a|={ a,sia=>0

—-a,sia<0

Ejemplo 96. |—7|=—(—7) =7, pues —7 es negativo.
Ejemplo97. |3 —m| =— (3 —m) =m— 3, pues 3 — T es negativo.

Ejemplo 98. | 2 —+2| =2 —+/2, pues 2 — V2 es positivo.

Propiedades

0. |x]z0y|x|=0siysoélosix=0.
1. x| =|—x|

2. |x—y|l=ly—x|

3. xyl=Ix|l

ol %]

5= o Y7o,

5 |xty|<|x|+H Yy (Desigualdad triangular)

6. |x| <asiysoélosi—a<x<a.Valetambién si cambiamos < por <.

7. |x|>asiysélosix<—a 6 x> a.Valetambién si cambiamos > por =.
8. Siaz0,|x|=asiysblosix=ab6six=—a.

9. |x| < |y| siy sdlo six*< y? Vale también si cambiamos < por <.

Las propiedades 0, 2 y 5 caracterizan plenamente lo que se conoce como una distancia o métrica,
en este caso sobre R.
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Ejemplo 99. Hallarxsi|2x— 7| =5.

Solucidn. Si |2x — 7| = 5 esto significaque 2x — 7 =05 6 2x— 7 = — 5, segin la propiedad 8.
Si sumamos a cada lado 7, tenemos: 2x =12 6 2x = 2. Multiplicamos a cada lado
por 1/2 y obtenemosx=6 6 x=1.

Ejemplo 100. Resolver |2x + 5| =09.

Solucién. Nuevamente por la propiedad 8, de |2x + 5| = 9, se desprende que:

2x+5=9 6 2x+5=—-9
x=2 6 x=-—17.

El conjunto solucidon de la ecuacioén es {2, — 7}.

Ejemplo 101.
=071 =1=Dl- 17|
| — 28| =47
28 =28

EJERCICIO 1.13

1.  Encuentre los valores de las siguientes expresiones:

a. 8]+ ]3] d. L/I_El'
=
b [=9]- 3. . @,a;eo,bqeo.
o |5l
o L e

2. Halle los valores de x tales que:

a.  |x=3|=2. d |x+1]=5.
b.  |Jx—3|=12. e. [2x+7|=9.
¢ |3x+1|=3. £ |3x—6|=18.
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1.7.2.8 Desigualdades con valor absoluto

Ejemplo 102.

Solucion.

Ejemplo 103.

Solucion.

Ejemplo 104.

Solucion.

Resolver |2x — 5| < 7.

De acuerdo a la propiedad 6 del valor absoluto, si tomamos x como 2x — 5y a como
7,|2x — 5| < 7 es equivalente a:

—7<2x—-5<7
—74+5<2x<7+4+5
—-2<2x <12
-1<x<6
x € (-1,6)

Resolver: |7 — 3x| = 8.

Por la propiedad 7 del valor absoluto, |7— 3x| = 8 significa que:

7—3x =8 6 7-—3x <-8
—-3x =>8-—-7 6 —3x <-8-7
—-3x =1 o} —3x < -15
3x <-—-1 0 3x =15
x <-1/3 6 x =5
1
o )
Resol |x_4|<2
esover.zx_3 .

Nétese que se debe tener x # 3 /2, con lo cual, resolver la desigualdad previa seria
equivalente a resolver

[x—4|<2|2x— 3| =|4x— 6|
y con la propiedad 9 del valor absoluto, tenemos que resolver
(x — 4)*< (4x — 6)?
de donde
(x—4)2—(4x—6)? <0

(x—4—-—(4x—-6)(x—4+(4x—-6)) <0
(=3x+2)(5x—10) <0
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y esta tltima desigualdad se resuelve facilmente por el método grafico: —3x + 2>0
siempre que x < 2/3; y 5x — 10 > 0 siempre que x > 2; de tal forma que el grafico
nos queda asi:

2/3 2
(—3x+2) ¥ — —
(5x—10) — — +
(—3x+2)(5x—10) — + —

con lo cual tenemos que la solucién de la desigualdad es (—oo, 2/3) U (2, o0).
Ejemplo 105. Resolver: |x — 4| + |x — 2| > 3.
Solucién. Consideremos los siguientes casos:

i) Supongamos quex —4=20 y x— 22 0; es decir, x = 4. Esto significa que la
soluciéon que obtengamos abajo esta restringida al hecho de que x = 4. En este
caso, la desigualdad se transforma en

x—-4H+x—-2) >3
2x —6 >3
x >9/2

pero como x = 4, la solucién en este caso es (9/2, ©).
ii) Supongamos quex—4 =0 y x— 2 < 0; en este caso no hay soluciones.

iii) Supongamos quex —4 <0 y x — 2 2 0; es decir, x < 2. La desigualdad original
se convierte en

—-x-4)+x—-2) >3
2 >3

pero esto ultimo es absurdo; es decir, que para este caso no hay solucién.

iv) Supongamos quex—4 <0 y x— 2 < 0; es decir 2 < x < 4. La desigualdad origi-
nal se convierte en

—(x-4)—-(x—-2) >3
—2x+6 >3

—2x > -3

x <3/2

pero recordemos que 2 < x < 4. Después de intersectar estos dos conjuntos,
(—0,3/2)y [2, 4], llegamos a que la solucién es el conjunto vacio. La solucion
final seria la unién de las soluciones dadas desde i) hasta iv), que para nuestro
caso serfa (9/2, o).
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Solucidn alternativa.
Nétese que al final de cuentas resultaron tres casos. Estos se pueden obtener asi:
igualamos cada miembro de los valores absolutos a cero; dan como resultado

x =2 6 x =4,y éstos determinan tres intervalos de la recta real:

x<2;,2<x<4x=>4

que son los casos en los que se analiza la desigualdad.

Bolas

Un intervalo abierto (a, b) puede verse como la solucién de una desigualdad de la forma [x —c|<r,
la cual recibe el nombre de bola abierta con centro en cy de radio r. Se escribe asi:

B(gr)y={xe R:lx—c|<r}

En otras palabras, B (¢; r) no es mas que el intervalo (¢ —r, ¢ + r) y graficamente es

( | A

T | J

c-r C c+r
r

Volvemos a nuestro intervalo (a, b), y lo expresamos como una bola abierta: r seria la longitud del

. i . b-a . . . a+b
intervalo dividida por 2; asir = -y el centro seria el punto medio entre a y b; es decir, ¢ = -

La bola abierta también se puede interpretar como el conjunto de puntos que equidistan de c en

menos que r. También se puede definir una bola cerrada con centro en cy de radio r asi:
Blgrl={xeR|x—c|sr}=[c—rc+r]

Ejemplo 106. Expresar el conjunto de los x que satisface |2x — 5| < 7 como una bola abierta.

Solucién. |2x + 5] < 7, al dividir por 2 a ambos lados de la desigualdad tenemos:
e + 5| <! walea | > |< ’
x+5| <7 queequivalea |x ( 2) 5

Es decir, el centro es — 5/2 y el radio r = 7/2. En otras palabras, la bola abierta es
la solucién de la desigualdad original; esto es, el intervalo:

B(_EZ)= (=5/2-7/2,-5/2+7/2) = (—-6,1)
2'2 ' '

El lector puede comprobar efectivamente que la solucién de |2x — 5| < 7 es
justamente el intervalo (— 6, 1).
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EJERCICIO 1.14

1. Resuelvay exprese la solucion en forma de intervalo:

a. |x—3|<2. g. |32_+2;|<4.

b |2x+5]<3. h.  |x+3|< |2 x6].

c. |3-7x|<6. i, |3—2x|<|x+4].

d. |12+5x <1 . 12x—4|+32x

e. x<|x|. k. |x—=1|+|x—2]+|x—3]|=2.
f. | x| <x 1. [x+ | x—1])| + |x] < 3.

2. En cada una de las siguientes desigualdades exprese el conjunto de los x que las satisfacen
en términos de bolas.

a. [x—=3| >2. d |x+1]|>5.
b. [|x—3| =<2 e. [2x+7|<09.
c.  |12x+5]=<13. f.  |3x—6]=18.

Intervalos y el axioma de completez

Hasta aqui, los axiomas que cumplen los niimeros reales no los distinguen de los nimeros racio-
nales, puesto que éstos cumplen también los doce axiomas vistos. En realidad, esa diferencia la
marca el axioma mas importante de los nimeros reales: el axioma de completez, también llama-
do “del extremo superior”. Este axioma no lo satisface Q. Dicho sea de paso, este axioma garan-
tiza la existencia de numeros irracionales. Antes mencionaremos algunos conceptos previos. La
siguiente propiedad es de origen geométrico.

Propiedad arquimediana: Si a es un niumero real cualquiera, y x > 0, existe un
numero entero positivo n tal que nx > a.

En términos geométricos, significa que dado un nimero real a y un segmento de longitud x, por
muy grande que sea a y por pequefio que sea el segmento de longitud x, existe un entero n tal que
n veces x supera la longitud de a.
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Conjuntos acotados

Definicion 2.  Sea A un conjunto de numeros reales no vacio. A es acotado

superiormente, si existe un ndmero real b tal que para cualquier
elemento x de A se tiene que x < b; de manera analoga se define
un conjunto acotado inferiormente. A es acotado si lo es superior e
inferiormente.

Puede verse que si 4 es acotado, existe b € R tal que |x| < b para todo x € A. Todo conjunto finito A
es acotado: basta tomar como cota superior al mayor elemento de A (maxA4) y como cota inferior
al menor elemento de A (minA).

Ejemplo 107.

Los nimeros reales mayores que un numero real a. Este conjunto, que se nota
(a, ), se denomina intervalo infinito abierto en a y es acotado inferiormente.

Ejemplo 108.

L
e

a

Todo niimero real mayor o igual que un numero real a. Este conjunto se nota
[a, ©); se denomina intervalo infinito cerrado en a y es acotado inferiormente.

[a,0)={xe R|x=a}

Ejemplo 109.

hY
A

Ejemplo 110.

e
1

HE—
L

a

Todo nimero real menor o igual que un nimero real b. Este conjunto se nota
(=00, b]; se denomina intervalo infinito cerrado en b y acotado superiormente.

(—oo, b]={xeR | x < b}

b

Los niimeros reales menores que un nimero real b. Este conjunto se nota (—oo, b);
se denomina intervalo infinito abierto en b y acotado superiormente.

(—oo, b) ={x|x<b}

b
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Ejemplo 111. Para el intervalo (— o, 5), algunas cotas superiores son el 5, el 8 y lav703.

Ejemplo especial 112. ;Existe algiin conjunto finito de nimeros reales M que contenga
al menos dos elementos distintos y que cumpla la propiedad de
que para dos numeros a, b cualesquiera de M, el nimero 2a—b?
sea también un elemento de M?

Solucidn (del estudiante espanol Victor Gonzalez Alonso de Burgos)

Como M es finito, necesariamente estara acotado. Sea x = minM e
y = maxM. Si se tuviera x < 0, entonces:

2x < x
2x — k? < x, para cualquier k € M

Pero 2x — k?e M, lo cual contradice el hecho de que x es el minimo
de M. Por lo tanto, debe tenerse x>0 y 0 <x <y. Del razonamien-
to anterior, se deduce necesariamente que

i) x<2x—y*<y ii) x<2y—y?<y

De la primera desigualdad de i) se tiene que

x < 2x—y?

0<x-—y?

y2<x<y

y esto ultimo se tiene siy € (0, 1). De la segunda desigualdad de
ii) se tiene que

2y —y*<y

y<y?

Esta tltima desigualdad implica que y € [1,00). Como i) y ii) deben

tenerse al mismo tiempo, no existe ningin y que sea maximo de
M, por lo tanto M no es acotado y por ende no puede ser finito.

Definicion 3.  Si existe una cota superior b que esta en 4, se dice que b es el
maximo de A.

Ejemplo 113. En el intervalo (1, 7], 7 es el maximo. En el intervalo (—oo, 5) no existe un
maximo. ; Por qué?
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Definicion 4. La menor cota superior de A se denomina el supremo de 4 o cota
superior minima y se nota Sup(4).

En otras palabras, a es una cota superior minima de 4 si i) a es cota superior de Ay ii) a < b para
cualquier otra cota superior b de A. También se puede utilizar otra versién muy cémoda: a es una
cota superior minima de A4 si i) a es cota superior de A y ii) para todo € > 0 existe x €4 tal que
a — € <x. Se puede ver que si A tiene Sup, éste es Unico.

Definicion 5. La mayor cota inferior de A se denomina el infimo de A o cota infe-
rior maxima y se nota Inf{4).

Ejemplo 114. A = (—oo, 5); Sup (A) =5.

Ejemplo 115. B=(1,7]; Sup (B) =7.

C12 Axioma de completez

Todo conjunto no vacio de nimeros reales que sea acotado superiormente tiene supremo.
Ejemplo 116. A = (0,V2); Sup (A) = V2.
Ejemplo 117. En los numeros racionales, este axioma no se cumple; por ejemplo, el conjunto
B={xe Q:x=0yx*<2}
es acotado en Q. Una cota superior es 2 y una inferior es 0; sin embargo, puede

verse (no es facil) que no existe en Q una cota superior minima. El mismo ejemplo
visto en R tiene cota superior minima, que se denomina v'2.

Nota: En la prdctica se trabaja con nimeros racionales finitos y el grado de aproximacién que se
desee; esto es posible por el hecho de que entre dos niimeros reales hay infinitos niimeros racio-
nales. Teéricamente, este hecho se explica diciendo que los ntimeros racionales son un conjunto
denso en los reales.

Se puede demostrar que todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado inferiormente tiene
infimo.
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3n—4
Ejemplo especial 118. Encuentre el Sup del conjunto A = [ n+ 7
n

:nEN}.

3n—4 3

n+1 n+1
veamos que 3 = SupA. Dado £>0, por la propiedad arquimediana existe m € N tal
que me > 7, de donde

Solucioén: < 3, para todo n. Por lo tanto 3 es una cota superior de 4;

7
€= m > m+1
y asi
7
—Es< m+1
7
=< = e
Es decir; hemos encontrado un elemento de A mayor que 3— ¢, a saber,3 — ——,
S _ m+1
lo que implica que 3 = Sup(4).
Ejemplo 119. Encuentre el Sup y el Infdel conjunto A = {x: x*+ x< 1}.
Solucion. En realidad, 4 es el conjunto solucién de la desigualdad x*> + x < 1, lo cual equivale

aresolver x>+ x — 1 < 0, de donde al factorizar:

-1++5 -1-+5
(x——2 >(x——2 ><0

Esta desigualdad tiene como solucidn el intervalo abierto:

-1-+v5 -1++5
(=)
asipues,lnf(A)=_IT_\/5ySup(A]=_17+\/§.

Ejemplo 120. Encuentre el Inf del conjunto (B) = {x*+x+ 1:x€R}.

2

Solucion. x2+x+1= (x - E) +—-= 7 para todo x

2
1 5 . . .
pues (x _E) > 0; de donde , €s una cota inferior y este valor se obtiene
. 1 .5 . 5
precisamente cuando x = > es decir, L es el valor minimo de x*+x+1. Por lo tanto

5

Inf (B) =2
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EJERCICIO 1.15

Encuentre una cota superior y una cota inferior, si existen, para cada uno de los siguientes
conjuntos:

1. {xeR:x*<10}.
2. {xeR:x*—6x<10}.
3. {xeR:3<1-—x*<10}.

4. {xeR:x<006x>1}.

Encuentre el Sup y el Inf de cada uno de los siguientes conjuntos:

n—4
5. A= : N
{2n+1ne }
B = L ‘meN
6. ‘[(3—2")'” ]
1

8. D={x—-x%x€eqQ}

1.7.3.1 Otras operaciones

1.7.3.1.1 Potenciacion

Si a es un ntimero real y n un nimero natural, ya habiamos visto lo que significaba a". Veamos
algunas otras propiedades de esta notacién.

Propiedades

1. Siaz0,a’=1.

La potencia nula del nimero cero no se define y la expresion 0° se considera indeterminada.
2. (@)=am".

3. (a-b)"=a" b*
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. _ 1
4.  a"+a"=a""™ enparticulara™ = —.
a
5. Sia = b entonces a”= b".

En la propiedad 5, la proposicién reciproca no se cumple, por ejemplo,

(-5)?=5¢ y —5=5.

1.7.3.1.2 Radicacién
;Coémo definir a/"?
Si x"= q, hallar x.

Si extendemos las propiedades de la potenciacién con exponentes naturales a exponentes racio-
nales, tendremos lo siguiente:

(x" )1/n= X =x
lo que sugiere que:
si x"= a, entonces (x" )V/"=x = a'/"
Sin embargo, para n par:
i. Si a es negativo x = a'/" no existe; por ejemplo, x* = — 1 no tiene solucién real.
ii.  Si(x")Y" existe, puede no ser unico; por ejemplo:
[(5%)] /2 puede ser 5 6 —5.

Para garantizar la existencia y unicidad de a'/*, definamos a'/" para nimeros reales positivos.

Definicion 6.  Sia >0, a'/" existe y se nota a , que se denomina la raiz n-ésima
de a.

Propiedades de la radicacion
Con estas restricciones, las propiedades de la radicacién son las mismas que se tienen para la
potenciacion con exponente entero.

1

1 1 1
1. Va-Ra=an-am=an*m=qgnm = "artm

Como m-n es multiplo de m y n, podemos reemplazar m-n por el m.c.m. entre my n.




Ejemplo 121. Ya - %a = ¥a®-a? = "Va’.
n n 101 1 n
2. Na-Vb=an-bn=(ab)n = Vab.
Ejemplo 122. V5 -6 =V30.
11 1
3. "/"{/_: (am)n = (aQ)mn = mnrg
Ejemplo 123. ¥ V15="Y15.

CALCULO CON APLICACIONES ‘

EJERCICIO 1.16

1.  Efectde y simplifique:

a. (52)°—[(—4")"].

2

b. )2+ (232 -(025)%

5-30

c 73.7724 e

d (3. [(_z)z +(—05)?].

2. Exprese en potencia racional:

a. V3z

b. 3-V3.
c. 37-5%
d V2-v3.

3.  Exprese en radical:
a. (2a*)*".
b. (a®?)>2

¢ (3/5)%

Simplifique:
a. V4% +32
b. (0257,
c. Vo4

Introduzca bajo el signo radical el
factor racional:

a. 5-V3.
b. 2-%3.
¢ 05-(02)1

Efectie y simplifique:

a. —2v9 +v/8—/50.

b. /5vV48 — V40v12 +v/15v27.
c. 20 —/45 4+ 3+/125.
d. (4V3-+v27)%

e. V7+V13-47-V13.
£ Y20 -3Y72-Y92.
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7.  Simplifique y reduzca los términos d Vx-9)-@F/x+09).
semejantes:
e. (\/ 1+ x)2.
a.  7V5x3 + xv20x + xv/2x — 2x/72x.
1++/x)2
b. x-¥2x —3-vx + Y16x* - 5-V256x. £+
[y 9 _ v —3)2
8.  Efectley simplifique: g (Vxr+2-vx-3)%
a  2Vx.7Vx. h (Vx4 34 7Vx —5)2
b. 5vx. 8Vx. Va _ aZ-ab
i [(a-b)3 ,_, [(a-b)3(x-1)
C. 5- W . 3\/ 2x. (x+1)2 Z+1 xZ2-1 -atb

d V2x (Wx+1).

10. Completar:

e. V2x+1-v2x—1. a. Sia>1 y n>1,entonces a™>

f. V2x+5-v2x -5 b. Sia>1y n>m,entonces a” an.
g Vx—4-vx-9. c. Si0<a<1yn>1,entonces a a’.

3= . 3/ 2
h. 5x 25x%. d. Si0O<a<1yn>m,entoncesa™ a".
9.  Efectiey simplifique: e. Sia>1y n<0,entoncesa"> )

a. B++vVx) - (3-—+x).

b. 2++Vx)-(2—-+x). 11. Encuentre el mayor niimero que puede
construirse con tres “2” solamente; des-
c. (x+1)-Gx—1). pués, lo mismo, con tres “4”solamente.
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1.7.3.1.3 Racionalizacion

Algunas veces es necesario transformar expresiones irracionales en racionales. Este proceso de
transformacion se denomina racionalizacion, y se fundamenta en las siguientes propiedades:

i AT RxS=R/xm+s y Yx™ = x, parax > 0.

i, (x—a)E"'+x"2a+...+xa" 2 +av ) =x"—a"

Ejemplo 124. (Vx—a)(Vx+ a) =x— a?

Ejemplo 125. Racionalizar Vx + h — vVh.

Solucion. Seana =V(x+h) y b=+h;aplicamos el producto notable
(a—Db)(a+ b) =a*>— b?

«/m+\/ﬁ_1
Vi+h+Vh

Es decir, multiplicamos la expresién dada por

(VX + h — Vh). R

Vet h—Vh NG

x+h—h x

T Vxirivh  Vxthivh

Bjemplo 126, (Y& - ¥2) (Va7 + V- Y2+ ¥22) = (V¥ - V2) = x - 2.

(a-b) (a?+a-b+b?) (a®-b3)

1
Ejemplo 127. Racionalizar el denominador de la expresion Sk

Solucion. En este caso necesitamos obtener en el denominador una quinta potencia de una
raiz quinta; para ello multiplicamos la expresion dada por

Va® o1 e s ad
T 1,esdec1r,5‘/?~ TSmO x
Ejemplo 128. Efectuar y simplificar: 1+x\/§ + \/%
Solucion. Al racionalizar el denominador de cada uno de los sumandos tenemos:

Cx—xvx  2Vx+1
x 1-vx 2 Vx+l T t71

1+\/§'1—\/§+\/x+1'\/x+1 =(x—x\/E)(x+1)+2\/x+1(1—x)

1—x?

Para lo Gnico que resultan ttiles estas racionalizaciones es para cuando se desean
determinar ciertos limites, como se vera mas adelante.




Potencias con exponente irracional

:Cémo hallar 3v2?
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a* ha sido definido para x racional. Una manera de hacerlo para x real, consiste en hacer uso del
axioma del extremo superior. Sea a un nimero real positivo mayor que 1y u €R. Consideremos

el conjunto

E (a)={a":reQy r<u}

Puede verse que E (a) es un conjunto no vacio y acotado, con lo cual podemos definir

a'=SupE, (a)

Esta definicion produce el mismo resultado cuando u es racional.

Para las potencias con exponente irracional son validas las propiedades vistas anteriormente.

Ejemplo 129. 7V5 .75 = 7V5+5, 5_\/‘/3 =532, [(\/7)4]” - (7%)4” = 721,
5 2

EJERCICIO 1.17

1.  Encuentre el factor de racionalizacion de:

a. Vx—¥2.
b. Vx+h—+x.
c. Vx-—2.

d. Vx?+ V3x + V.
e. Vx+h+x.

£ Vx—32
g Vx+2.
h V2 +Vx.
i Vs,

2. Racionalice el denominador y simplifique:

Vx+3'

2
b

2x+3
C x+3x

V1+a?—/1-a?
d. Vitaz+/1-a%

1
& Iz

Racionalice el numerador:

2V/x-3

4x-9

Vx+3-2

x2-1

3/ (x+a)2+31/a(x+a)+:i/a_2
x

V2x+1-33
x—1

e
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1.7.3.1.4 Logaritmos
Dados los numeros reales positivos a y b, hallar un nimero real x tal que a*=b.
Sia=1y b=1(1*=1), cualquier nimero real x es solucion.
Sia=1y b#1(1*=b), no existe solucion.

Analicemos el caso en que a # 1. Para cualesquiera a y b nimeros reales positivos, si a # 1, existe
un Gnico nimero real x tal que a*=b; x se denomina logaritmo en base a de b y se nota log_b.

a*=1b siysolosi x =log, b
Ejemplo 130. log 64 = 2 significa que x* = 64.
Sia<0 6 a=1 6 b<0, entonces logab no esta definido.

Ejemplo 131. log_, (—32) = 5 no tiene sentido.

Propiedades

En cada uno de los siguientes enunciados, x, M y N son nimeros positivos.
1. a'o8a¥ = x.

2. log, M=log, N siy solo si M=N.

3. Sia"= Mtenemos que M/ = g, es decir,r =log, M y 1/r=1log,a, porlo tanto: log M - log,,
a=1

4. log, (M-N) =log, M+ log, N.
Partimos de la propiedad a" - a* = a™; tenemos que M = a" y N = a5 es decir

r= loga My s= loga N; reemplazamos en a"- a*= a™; esto significa que M-N = a"**; es decir,
log, (M- N)=r+s.

5. log, (%) =log M —log N

a ifi M _ = es decir log M =
P a SIgmlcaqueF—a ; €S declr, ogaﬁ—r—s.

6. log (M") =n-log M
(a") = a™ significa que M° = a™; es decir, r-s=log M*=s-T.

7. Sia*= @’ entonces x=}).
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_ logpx
- logpa,

8. loggx
Esta propiedad nos permite calcular cualquier logaritmo en términos de alguna base cono-
cida; de ahi que se necesite estudiar en profundidad solamente el logaritmo en alguna base.
Usualmente se acostumbra a trabajar en la base e, lo que conduce al logaritmo natural.

Ejemplo 132. 2'%8,(m = mn,

Ejemplo 133. Silog, M =log, 23, entonces M = 23.

Ejemplo 134. Si (1, 5)* = 225, entonces: log, (1, 5)*=log, 225.

Ejemplo 135. Calcule log,,2.

Solucidn. Como log,, 2 - log, 32 = 1, tenemos que log,, 2 = 1/log, 32 = 1/5.

Ejemplo 136. log, 81243 =log, 81+ log, 243 =4+5=09.

Ejemplo 137. log, 125*=4.log, 125 =4-3 = 12.

Ejemplo 138. Hallar el valor de x en la ecuacion 2 - log, x = log, 50.

2 -logsx =logs50
logsx? = logs50
x? =50
x=V50=5V2 6 x=-5V2

x=—5+/2 se descarta como solucién de la ecuacién inicial, ya que x debe ser po-
sitiva para que log, x exista.

Ejemplo 139. Aplicando propiedades, expresar x en términos de y, en la igualdad

3-log.x—2log. y=1.

Solucion.
logsx® —logsy? =1
3
logsﬁ =1
e
2
x3 = 5y2
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Ejemplo 140. Si log, \/% =3 y log, \/% = —9, calcular: log, y.

Solucién. Al aplicar las propiedades de los logaritmos, tenemos:

X 1 X 1 3

log, 3?=§loga}7=Elogax—zlogay=3 y
y 1 y 1 1

loga\/; =Eloga;=—ilogax+zlogay= -9

Planteamos y resolvemos el sistema

1) llog x—Elog y =3
2 0 2 0
1 1
2) —Elogax +Elogay = -9
—log,y = —6

Tenemos que log, y = 6. Reemplazamos en 2) y tenemos que:

-9

1 1
—Elogax +§6

1
—Elogax =-9-3

1
—Elogax =-12
log,x =24

luego
log,y = log.y

* loggx
1 6 1
%8V =474

Nota: Los logaritmos de base 10 se denominan decimales y en lugar de la designacion log,, M, se

escribe log M. Los logaritmos de base e (e es un niimero irracional, cuyo valor aproximado es
2.718281828459045...) se denominan naturales, y en lugar de la designacién log, N, se escribe
InN.
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EJERCICIO 1.18

Halle el valor de x:

a. 4=1/32.
b. (1/3)x=27.
c. (1/2)>=16.

Verifique si la afirmacidon es verdadera
o falsa; si es falsa dé condiciones para
que sea verdadera:

a. Laraiz ctiibica de un namero posi-
tivo siempre es menor que el nd-
mero.

b. x?> x para cualquier nimero posi-
tivo x.

Escriba las siguientes expresiones en
notacion logaritmica:

a. 5°=1.

b. 42=1/16.

c. 8¥=4.

d p'=t

e. am™t=w.

f. (a+b)"=c
g (@)y=y+z
h. x*= 64.

i. 1072=0,01.

Escriba las siguientes expresiones en
notacién exponencial:

log, 32 =5.
log b=4.

log, (1/9) = 1.
log,. 5 =m.
log, (m+n) =y.
log(m+n) B=-3.

e a0 o

Verifique si las siguientes igualdades
se cumplen:

a. log, 10=1.
b. log,1/8=1/3.

10.

c. log,(—9)=-2

d. log(l/z) 16 = —4.

e. log,(1/8)=-3.

f.  log,, (0,0001) = —4.
Simplifique:

a. b'8»3,

b. bmgbz.

1
C. 3§log 381.

Halle el valor de x:

log 64 =3.
log, x=— 2.
3'98:% = 1/4,

log, 8°x = 4x — 8.

log, (log2 (x+3)) =3.

log x*=6.

log, x =1log, 2 + 3 log, 2 — log, 24.
45" = 100,

F@ ™o e o

En cada caso si x > 0, verifique si se
cumple la igualdad:

a. log(3x*+6x%)= log3+2logx+
log(x2+2).
= 2In7 + 3Inx — In(13).

49x3

b. In -

Exprese el logaritmo dado en funcién de
logaritmos de expresiones mas sencillas:

a. log( iz:i)

b. logb (ﬁ)
¢ In(22)
d. log, (‘/;3‘;:1)

Cuadl es el valor de z, si se sabe que

VA
log .y =6; loga\/; = logai/?—z.
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1.7.3.1.5 Mas ecuaciones logaritmicas y exponenciales
Consideraremos ahora ecuaciones exponenciales y logaritmicas como:
e =1; "= b; 3" 2= V243; In(2x+3) +In (x— 1) = 1.

Para resolver estas ecuaciones utilizamos las propiedades de la potenciacidn y logaritmacién en
los nimeros reales.

Recordemos que para a, b, m y n numeros reales positivos, se tiene lo siguiente:
a=b si y sélosi log a=log b,

a=b si y sélosi a"=b",
a"'=a™ si y sélo si n=m.

Ejemplo 141. Resolver: e#*3 =1,
Solucion.
er+3 — 1
2x+3 =In(1)
2x+3=0
x =-3/2
Ejemplo 142. Resolver:a*=b;a>0 y b>0.
Solucion.
a‘=>b
x=log b
Solucién alternativa. Aplicando In a ambos lados, tenemos

In(a)* =1In(b)
xIn(a) =In(b)
x =In(b)/(In(a)

Ejemplo 143. Resolver: 32 = /243,
Solucidn.
37-7=+243
x*—2 =log, (243)'7*
1
xX*—2 = 3 (log, 3°)
x2—2=5/3

x*—=11/3=0
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de donde
x=+v11/3 6 x=-V11/3

Ejemplo 144. Resolver: 2 log (2x +3) —log (x — 1) = 1.

Solucidn.
2log (2x + 3) —log(x—1) =1
log(2x + 3)*—log(x—1) =1
log [(2x+3)?/(x—1)] =1
((2x+3)%)/(x—1) = 10*
4x*+ 12x+9 =10x— 10
4x*42x+19 =0

El problema se reduce a resolver una ecuacion de segundo grado.

Ejemplo 145. Hallar n en la ecuacién F = P (1 + i)™
Solucidn. F=P(1+i)"
(1+i)"=F/P

In(1+i)"=In (F/P)
nln(1+i) =In (F) — In (P)
n = (In (F) —In (P))/(In(1+1))
Ejemplo 146. Resolver e*—5e*—36=0.
Solucidn. Observemos que
e* = (e*)% al reemplazar, tenemos
e —5e— 36 = (e°)*—5(e") — 36
Esta presentacion hace evidente el cambio de variable e*= z, por lo que se resuelve asi:
e* — 5¢¥— 36 = 0. Esto es equivalente a resolver z2 — 5z — 36 = 0, de donde se obtiene
(z—9)(z+4)=0
z=9 6 z=—4

Para z = 9, tenemos e*= 9, por lo tanto x = In(9). Para z = —4, tenemos e*= —4, por lo tanto
x = In (— 4) no existe.
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EJERCICIO 1.19

1. Resuelvala ecuacion exponencial dada: 2.  Resuelva la ecuacién logaritmica dada:
a. 3v1=81. log x — log (x — 2) = log 2.
b. 2¥2=41, log x + log (x— 1) = log 6.
c. e¥—2e%®—-1=0. In12 —In (x—1) = In (x—2).
log(x — 2) +log (x — 1) = logé6.
log|x + 3| =log14 —log |x — 2|.
log |x| + log |x — 2| =log1.

me a0 o

ﬂS (Seccion opcional) Numeros complejos

El conjunto de los nimeros complejos C se define asi:
C={a+bi/a,beR, e, i’=—1}

Siz = a +bi, a se denomina la parte real de zy se nota Re(z) = a; b se denomina la parte imaginaria
de z y se nota Im(z)=b. Cualquier nimero real a definido en parte real lo podemos expresar como
el nimero complejo a + 0i. Es también conveniente designar el nimero complejo 0 + bi como bi.

Dados dos nimeros complejos z=a + bi yw =c + di,tenemos z=wsiysblosia=c y b =d.
Podemos hacer de C un cuerpo si definimos la suma y el producto de dos nimeros complejos
z=a+ bi y w=c+ di de manera natural, asi

z+w=(a+c)+(b+d)i
z-w=(ac—bd) + (ad + bc) i

Puede verse que el cero complejo (mddulo de la suma) es 0 = 0 + 0i, que se denota por 0, y el
modulo del producto es 1= 1 + 0i, que simplemente se denota por 1. Si z = a + bi # 0, su inverso
multiplicativo z* esta dado por z*' = (a — bi)/(a*+b?). Si z = a + bi, su conjugado se define por
Z = a—bi,y claramente z - Z = (a + bi)(a — bi) = a®*+ b*. También se dice que a + bi y a — bi son
pares conjugados.

ﬁ) Preguntas tipo GRE (Graduate Record Examination)

Usted debe comparar las columnas A y B. Marque
(A4) sila cantidad A es mayor;

(B) sila cantidad B es mayor;

(€) silas dos cantidades son iguales;

(D) sila informacién no permite relacionarlas.
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Columna A Columna B
L (-6 (—6)°

2. %/1000 9,8

3. V(@+b?) a+b

4, 3% (3%)3

En cada una de las siguientes preguntas seleccione la mejor respuesta.

Una persona hace 16 pasos completos 8.
en 10 segundos. A esta tasa, ;cuantos
pasos hara en 72 segundos?

(A) 45.
(B) 78.
(C) 86.
(D) 90.
(E) 115. 9,

La solucién de la desigualdad |x| < x es

(AR
(B)R-.
(C)R+.
(D) 0.
(B) {1}.

La simplificacién de (V24 )—V4?) es

(A) 2.
(B) —2.
(C) 0.

(D) 2V4.
(E) 2V/2.

10.

Resumen

El maximo del conjunto {x eR: x — x’} es

(A)1/2.

(B) 1/4.
(OpE

(D) o.

(E) No existe.

La solucién de la ecuacion 1 = log, (log, x)
esta dada por

(A) 2.
(B) 3.
€ 1.
(D) 32
(E) 2%

Una simplificacién de la suma (4*+4~) es

(A) 4_x+1_
(B) 42
(C) 22x+1_
(D) 4%,
(E) 2%,

(R, +, , <) es un cuerpo ordenado completo; es decir, es un conjunto dotado de dos operaciones
binarias, adicién y multiplicacién, una relaciéon de orden y ademas satisface el axioma de
completez:

Al

(Asociativa) x + (y + z)=(x +y) + z, paratodo x, y, z€R.
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A2.

A3.

A4.

MS5.

Meé.

M7.

M8.

DO.

010.

011.

012.

C13.

(Conmutativa) x + y =y + x, para todo x,y €R.

(Modulativa) Existe 0 € R tal que para cada niimero real x se tiene:
0+x=x+0=x

(Existencia de inverso aditivo) Para cada nimero real x existe un nimero real —x tal que
x+(—x)=0

(Asociativa) x- (y-z) = (x-y) - z, paratodox,y,zeR.

(Conmutativa) x- y =y - x, para todo x, y €R.

(Modulativa) Existe 1 e R (1£0) tal que para cada nimero real x se tiene:
1.x=x

(Existencia del inverso multiplicativo o reciproco). Para cada nimero real x # 0 existe un
numero real x, tal que

x-x1t=1
(Distributiva)Para cada x, y, z nimeros reales se tiene que
x-+z2)=x-y+x-z

Sixeypertenecen aR*, entoncesx+y y x-y pertenecenaR". (La sumay el producto de
numeros reales positivos es positivo).

Para todo nimero real x# 0, 6 xeR* 6 —x eR", pero no ambos.
0¢ R*

(Axioma de completez). Todo conjunto no vacio de nlimeros reales acotado superiormente
tiene Sup.

De estos axiomas se desprenden las siguientes propiedades entre otras:

1.
2.
3.
4,
5.
6.

—(—a) =a.

—(a + b)=(—a)+(—b)=—a—b.
a(— b)=—(ab).

(—a)(—b) =ab.

a’-a™ = a"™™ para my n naturales.

(a + b)?=a*+ 2ab + b? y sudual (a — b)*= a®>— 2ab + b
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7. (a+b)P=a*+3a*b + 3ab’*+ b ysudual
(a —b)*=a®*—3a*b + 3ab*— b>.
8. (a—b) (a+b)=a*— b* y en general
(a—»b) (@ *+a?2b+a3b*+.+b")=a—>b"
9. (a+b)(a*—ab+b*)=a*+b* yen general
(a+ b) (@* — a* b+ a*3 b*—..4+ b*") = a*"*' — h>"*L,
10. (x+a) (x+b)=x*+ (a+b)x+ ab.
11. (ax + b) (cx +d) =acx*+(ad + bc) x + ab.
12. Si x<y,entonces, x+z<y+ z.
13. Six<y y z>0, entonces xz > yz. Y su versién dual
six<y yz <0, entonces xz < yz.
14. Si xy>0,entonces 1)x>0y y>0,06
iNx<0yy<0.
15. Si xy<0,entonces i)x>0y y<0,6
i)x<0yy>0.

Factorizacion
1.  Factor comun: ab + ac=a (b + c).
2. Trinomio cuadrado perfecto:
a*+ 2ab + b?*= (a+b)% y su dual a®>— 2ab + b*= (a—b)>.

3. a*+3a*b+3ab’+ b= (a+ b)® ysudual
a®—3a’b + 3ab*— b*= (a — b)>.

4, Diferencia de cuadrados:

a*— b*= (a — b) (a+b) y en general
a'—b"=(a—>b) (@ *+a?b+ a3 b*+..+b"1).

5.  Suma de cubos y algo mas:

a®+ b*= (a+ b) (a>— ab + b*) y en general
a2n+1 _b2n+1 — (a + b) (a2n — aZn—l b + aZn—3 b2_+ bZn)_

6. Trinomio de la forma ax?*+bx+c:
X+ (a+b)x+ab=(x+a) (x+Db).

7. acx*+(ad + bc) x + ab = (ax + b)(cx + d).
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Fracciones algebraicas

a
1. Para a, b numeros reales con b # 0, — 5 =—=—.

a ¢ ad+bc
2. Paraa,b,cydnﬁmerosrealesconbiOyd;tO,E+ =—

d~  db
ac a
3. Paraa,b,ycnﬁmerosrealesconb;t0yc¢0,E=E-
4 P b d n 1 bx0yd OEE_E
. araa, b, cy d nimeros realesconb # 0y d # 'y d bd'
a , c ad
5. Paraa,b,cydnﬁmerosrealesconb:t0,c¢0yd¢0,;/E=E-

La ecuacion cuadratica

ax*+bx+c=0

tiene soluciones

—b-+b?%-4ac . —b++vb?%—4ac
X= ——— § x= ————
2a 2a

siempre que b?>— 4ac = 0.

Valor absoluto

Si a es un numero real, el valor absoluto de a, que se nota |a|, se define como sigue:

a, sia=0

la| = —a, sia<0’
Propiedades
0. |x|z0y|x|=0siy s6losi x=0.
1.  |x|=]|—x|

2. |x=yl=|y—xl.

3. yl=Ixl Iyl
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5 |x+y|<|x|+]|y|- (Desigualdad triangular)

6. |x| <a siysélosi—a<x<a.Valetambién si cambiamos < por <.

7. |x|>a siysblosix<—a &6 x> a.Valetambién si cambiamos > por 2.
8. Siaz0,|x|=asiysdlosi x=a 6 x=—a.

9. |x| <|y| siysolosi x?<y?% Vale también si cambiamos < por <.

Bolas

Bola abierta con centro en c y de radio r:
B(gr)={xeR:|x—c|<r}=(c—r,c+7r)
Bola cerrada con centro en cy de radio r:

Blcgrl]={xeR:x—c|sr}=[c—rc+T]

Conjuntos acotados

Sea A un conjunto de nimeros reales no vacio. A es acotado superiormente si existe un nimero
real b tal que para cualquier elemento x de A se tiene que x < b; de manera analoga se define un
conjunto acotado inferiormente. A es acotado si lo es superior e inferiormente. A la menor cota

superior de A se denomina el supremo de A4 o cota superior minima y se nota Sup(4). A la mayor
cota inferior de A se denomina el infimo de A o cota inferior maxima y se nota Inf{A).

Potenciacion

1. Siaz0,a’=1.

2. a*am"=a"nm.

3. (@a™)'=am.

4.  (a-b)"=a"-b

5. a'+a"=a"™™, en particular a"= e

6. Sia =b entonces a"= b".
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Radicacion

1
Sia>0, an existey se nota Va , que se denomina la raiz n-ésima de a.

Propiedades
1.Va - Va= a% . a% =agntm = gnm = "R/gntm
n R 1 n
2% \/E= an - bn = (ab)n = “ab
nim Lz 1 mn
3.V Va = (am)n = (a)mn = "Ya
Logaritmos

Paraa>0,a*=y siysolosi x=1log_y.

Propiedades
En cada uno de los siguientes enunciados x, M y N son nimeros positivos.

1.  der=x.
2. log,M=1log, N siy so6lo siM=N.

3. Sia"= Mtenemos que M= g, es decir,r =log, M y 1/r=1log, a, por lo tanto:
log, M -log, a=1.

4. log, (M-N) =log, M+ log, N.

5. log, (K ) =log M —log, N.
N

6. log (M) =n-logM

7.  Sia*= & entonces x = .

_ logpx
" logpa’

8. log, x
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GLOSARIO

Numero real: NGmero que puede representarse por expresiones decimales finitas o infinitas pe-
riddicas o infinitas no periodicas, junto con las operaciones (+, ), la relacion de orden menor que
(<), se denomina el sistema de los nimeros reales.

Intervalo: Conjunto I de nimeros reales que satisfacen la siguiente propiedad: sixey ely x<z<y
entonces z € I.

Bola abierta: Intervalo abierto (todo intervalo abierto es de la forma (c-r, c+r), donde c es el cen-
tro de la bolay r>0 es su radio).

Conjunto acotado: Conjunto para el cual existe ¢>0, tal que |x| < ¢ para todo elemento x del
conjunto.

Axioma de completez: Principal axioma de los nimeros reales que garantiza la existencia de
numeros irracionales: todo subconjunto no vacio de niimeros reales acotado superiormente tiene

supremo.

Niimero complejo: Numero de la forma a+bi, donde a y b son nimeros reales e i =-1.







Introduccion

En este capitulo estudiaremos uno de los conceptos mas importantes en matematicas: el de
funcion. En especial, abordaremos las funciones de valor y variable reales, sus operaciones, sus
graficas, etc. En las aplicaciones se vera claramente que los modelos matematicos vienen dados
generalmente por funciones. La parte grafica se tratara de explorar al maximo para poder brindar
mas claridad en los conceptos.

Nota historica

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) fue el primero en utilizar la palabra funcién en 1673,
aunque su definicidon no fue suficientemente clara. Pero en 1748, Leonhard Euler (1707-1783)
convierte el concepto de funcion en el centro de su obra Introductio in analysis infinitorum, defi-
niéndola asi:

Una funcién de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de cualquier
manera, de una cantidad variable y de niimeros o cantidades constantes.
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El problema radicaba en cual era el significado de “expresion analitica”, concepto que si bien
Leibniz no definia, suponia que el lector entenderia como expresiones construidas con las ope-
raciones basicas de adicion, multiplicacion, radicacion, potencias, etc. Euler dividio las funciones
en dos tipos: algebraicas y trascendentes (exponenciales, logaritmicas, etc.). Sin embargo, a pesar
de todo este avance conceptual, Euler hacia una distincidn entre la funcién y su representacion,
lo que llevaba a confusiones.

Debemos observar que a pesar de que no se tuviera una definicion precisa de funcién, esto no
impedia que se evolucionara en esta direccion. De hecho, se trabajaba con series de potencias, la
expansion de una funcién en serie de Taylor, limites, continuidad, etc. En matematicas siempre
ha sucedido lo mismo: los grandes desarrollos acontecen primero, luego se define la teoria. Euler
decia que primero estaba la idea y después venia el establecimiento de su teoria.

Posteriormente, Agustin Cauchy (1789-1857), como gran exponente del rigorismo matematico,
volvio en 1821 sobre el concepto de funcion. En éste destacaba la dependencia entre las variables
y cubria asi el caso de las funciones explicitas y las implicitas, tan comunes en las soluciones
de muchas ecuaciones diferenciales. No obstante, después de muchas acaloradas discusiones
respecto a lo que era o no una funcioén, y con la necesidad de que ésta cubriera todos los casos,
Edouard Goursat (1858-1936) dio una definicion moderna en 1923. Es la que aparece con mas
frecuencia en los libros de texto:

Se dice que y es una funcién de x, si a un valor de x le corresponde un tnico valor de y. Se indica
esta correspondencia mediante la ecuacidn y = f(x).

Objetivos

1. Entender las diferentes representaciones de una funcion.
2. Aplicar cuando sea necesario el dlgebra basica en problemas relacionados con funciones.
3. Plantear modelos matematicos.

Funciones

Si tenemos un conjunto X no vacio, a x se la denomina variable definida en X, lo cual significa que
podemos identificarla con cualquier elemento de X. Al conjunto X se lo denomina dominio de la
variable.

En los nimeros reales, los intervalos son el dominio mas importante de una variable. En este
caso, decimos que x es una variable continua.

En particular, el dominio de una variable continua puede ser todos los numeros reales
R = (-0, o), o los reales positivos R*= (0, ).
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El dominio de una variable puede tener un niimero infinito no numerable de elementos, por
ejemplo el intervalo (2, 5); o un nimero infinito numerable, por ejemplo los nimeros naturales.
El conjunto X puede ser finito; por ejemplo, si X representa el numero de unidades que se venden
de un articulo, en este caso X ={0, 1, 2,..., n}. Cuando el dominio de la variable X es un conjunto
finito o infinito numerable, decimos que x es una variable discreta.

Definicion 1.  Dados los conjuntos Xy Y (pueden ser iguales), una funcién f de
X en Y es una regla o ley, de acuerdo con la cual a cada valor de x
(variable independiente) del conjunto X se le asigna un tnico valor
bien determinado y (variable dependiente) del conjunto Y.

y = f(x) representa el valor de la funcidon f evaluada en x. Se dice también que y es la imagen de x,
dada por f (o que x es la preimagen de y).

Al conjunto X se lo denomina dominio de la funcién; se nota Dm(f). Al conjunto Y se lo denomina
codominio de la funcidn y se nota CDm(f). Los valores de Y que toma la variable y se denominan
recorrido o rango de la funcién, y se nota Rec(f).

Al recorrido de una funcién se lo denomina también conjunto de imagenes y al dominio, conjun-
to de preimagenes.

Definicién 2.  Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto X; f= g si para
cualquier x en el conjunto X se tiene que f(x) =g(x).

Ejemplo 1.  Sean f y g definidas como f(x) =x* y g(x) = x4 f = g para todo elemento del
dominio.

2

Ejemplo 2. Sean f'y g definidas como f(x) =x+1 y g(x) =

x_l;f=g,paraX=]R—{1}.

Ejemplo 3. Sean f 'y g definidas como f(x) = |x| y g(x) =-x; f =g, six € (-, 0]; sin embargo
f # g si extendemos el dominio a R.

Ejemplo 4. Dada la funcidn f definida como y = f(x) = x* con x € R, calcular:
a. f(2) y f(-2); b. La preimagen de 9; c. Dm(f)y Rec(f).

Solucion.
a. f(2)=2%=4 y f(-2)=(-2)*=4

b. Hallar la preimagen de 9 significa hallar los valores de x para los cuales

f(x) =9, es decir, x*=9. Resolvemos la ecuacién y tenemos:
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x2—-9 =0
x+3)(x-3) =0
x =-3

x =3

c. Como x*=x-x y esta operacion estd definida para cualquier nimero real,
se tiene que Dm(f) = R. Por las propiedades de los nimeros reales setiene que
x-x=x%220, yque cualquier nimero y = 0 se puede expresar de la forma y = x%,
por lo tanto Rec(f) = [0, o).

Ejemplo 5. Dadala funcilén f de variable discreta definida en los numeros enteros como
U=f(x)=— Exz +2.000x -100.000, calcular:
a. f(2) y f(=2)
b. La preimagen de 1.900.000;
c. Dm(f).

Si la funcién f representa utilidad en funcién del nimero de unidades vendidas,
calcular y explicar cada resultado.

d. Dm(f).
e. £(0) y £(200).

f. ;Cuantas unidades se deben vender para obtener una utilidad de $1'400.000?

Solucion. . f(2)=—3 (2)% 2.000(2) ~100.000 = -96.002
1
f(-2)= =3 (=2)% 2.000 - (~2) ~100.000 = ~104.002

b. f(x) =—2x%+ 2.000x - 100.000 = 1'900.000
2

Resolviendo:

1'900.000 (multiplicando por — 2)

1
—Exz + 2.000x — 100.000

x? — 4.000x + 200.000 = —3'800.000
x% — 4000x + 200.000 + 3'800.000 = 0
x% — 4.000x + 4'000.000 =0
(x —2.000)2 =0
x =2.000

c. Como la funcién f se define para x con operaciones definidas en los nimeros
enteros, entonces Dm(f) = Z.
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d. El nimero de unidades vendidas es en este caso un nimero entero mayor o
igual a cero, por lo tanto Dm(f) = Z*w {0} = N.

e. f(0) = —%(0)2 + 2.000 - (0) - 100.000 = - 100.000. Esto significa que si no
venden unidades se tiene una pérdida de 100.000 que usualmente se identifica
con los costos fijos.

f(200) = —%(200)2 + 2.000-(200)-100.000 = 280.000. Esto significa que la
venta de 200 unidades genera una utilidad de 280.000.

f. f(x)=—2%x?+2.000x - 100.000 = 1"400.000 (multiplicando por -2)

x% — 4.000x + 200.000 = —2'800.000
x? — 4000x + 3'000 000 = 0
(x — 3.000) - (x — 1.000) = 0
x =3.000 6 x = 1.000.

Ejemplo 6. Sea X el conjunto de los ndmeros digitos y f la funcién que asigna a cada digito el
numero de letras del nombre del digito. Expresar explicitamente las imagenes.

Solucidn. X={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
El nombre del digito 0 (cero) tiene 4 letras por lo tanto f(0) = 4; f(1) = 3;
f(2)=3,f3)=4f(4)=6; f(5)=5; f(6) =4; f(7) = 5; f(8) =4; f(9) = 5. El con-
junto de imagenes de f es Rec(f) ={3,4,5, 6}.

Ejemplo 7. Hallar el dominio de f definida como f(x) = x* + 3x + 5.

Solucion. En esta funciéon se combinan operaciones definidas en todo R, por lo tanto

Dm(f)=R.

Ejemplo 8. Hallar el dominio de f definida como K = f(C) = C + 273, si la funci6n se considera
la conversion de grados centigrados °C a grados Kelvin °K.

Solucién. En principio, se considera que esta funcién esta definida en todos los reales, pero
como la temperatura minima en la naturaleza es -273 °C, se establece de antema-

no que el dominio de esta funcién es Dm(f) = (-273, o).

La temperatura C=- 273, K= 0 se conoce como el cero absoluto.

Para tener en cuenta:
Es usual decir “dada la funcién f(x)..” lo cual es un error. f(x) es un elemento del recorrido de
la funcién (la imagen de x). La funcion es f.
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Para tener en cuenta:
Cuando una funcién f estd definida por y = f(x), se dice entonces que f estd explicitamente
definida (expresada) en términos de x.

En todos los ejemplos anteriores y en la mayoria de los que siguen ocurre esto.

EJERCICIO 2.1

1. Dadas f, g, h, definidas como f(x) =-x*+9,g(x) = \/m , h (x) = 5x, evalde:
a. f(9).
b. h(3a + 2).
c. gx*+3).
d. g(f(x+5)).
e. f(g(2v2).
£ g(f(-2)).
2. Calcule f(3), f(- 5), f (%), f(2x + 5), para cada una de las siguientes funciones definidas
como:
a. f(x)=x+3.

b. f(x)=-x*+3x+b.

o

. f(x) =In(3x +1).

d. fx)=+xZ—0.

L fx) = e,

@

£ f&x)=01-x)

3. Dadas las funciones definidas como:

X+ 3
feg = 2x — 5
g(x) = x*—6x;
h(x) =2~
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Determine las preimagenes de:

L

3 dada por f.

b. -8dada porg.

c. -13 dadaporg.
d. 1/2 dada por h.
e. 4 dada por h.

f. 1/4 dada por h.

4.  Defina un conjunto X con dos elementos y un conjunto Y con tres elementos.

a. ¢;Cuantas funciones de X en Y se pueden construir?

b. ;Cuantas funciones de Y en X se pueden construir?

ﬁl Funciones de variable y valor reales

A las funciones cuyo dominio y recorrido son el conjunto de los nimeros reales, se las denomina
funciones reales de variable real; es decir,si Xc R, Yc Ry

f:X - Y
x 5 y=f0)

f es una funcidn de valor y variable real.

En adelante s6lo consideraremos este tipo de funciones, a menos que se diga otra cosa.

2.4.1 Funciones polindmicas

El tipo mas sencillo de funcién de variable real es la polinémica (o sencillamente “polinomio”):
- - n n-1 . -
y=fx)=a x+a,_ x"'+.+a x+a;con q, €R,i=0,1,..,n

Tiene como dominio R. Sia, # 0, se dice que n es el grado de f.
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Dentro de las funciones polindmicas tenemos:
- La funcién constante definida como y = f(x) = k; tiene como recorrido Rec(f) = {k}.

- La funcién lineal definida como y = f(x) = mx + b; cuando m # 0, tiene como recorrido
Rec(f) =R (ya que si m = 0, se tiene una funcién constante).

En particular, y = I(x) = x define la funcién idéntica.

- La funcién cuadrdtica definida como y = f(x) = ax?*+ bx + ¢, a # 0; su recorrido depende

. . : . . b? — 4ac
de los parametros a, by c. Por ejemplo, si a > 0, el recorrido es el intervalo | — " 00).
a

Uno de los aspectos mas importantes de las funciones polinémicas, como se vera mas tarde, es
determinar las raices de la ecuacidon f(x) = 0. Explicitamente, si f(c) = 0, se dice que c es una raiz
de la ecuacidn polinémica f(x) = 0, 6 simplemente un cero de f.

Analogamente, asi como funciona el algoritmo de la divisién en nimeros enteros, también se

tiene un resultado en funciones polinémicas: si f(x) (dividendo) y g (x) (divisor) son funciones
polindmicas con g # 0, existen funciones polindmicas q (x) (cociente) y r (x) (residuo) tales que

J)=g(x) q(x) +r(x)

donde el grado de r es menor que el grado de g.

Ejemplo 9. Efectuar 2.758 + 25.

Solucidn. 2.758 + 25 es equivalente a (2 - 103+ 7 - 102+ 5- 10 + 8) + (2 - 10 + 5). El proceso
algoritmico es:

2:-1034+7-10°+5-10+8 [2-10+5
-2-10%-5-107? 1-102+1-10
2-102+5-10+38
-2-102-5-10
8

El procedimiento acaba cuando la potencia de 10 del residuo es menor que la mayor potencia de
10 del divisor. Este procedimiento lo podemos extender a las funciones polindmicas: en lugar
de trabajar con potencias de 10, lo hacemos con una variable cualquiera. Si en el ejemplo anterior
reemplazamos 10 por x tenemos:

2x3+7x>+5x+8 [2x+5

—2x3 — 5x? x%+x
2x2+5x+8
—2x%—"5x
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Ejemplo 10.  Dividir 8x3-36x%*+ 54x - 30 entre 2x - 3.

Solucion. Para efectuar la division, los polinomios deben estar ordenados de acuerdo al
grado.
8x3 —36x% +54x —30 [2x—3
—8x3 + 12x2 4x% —12x+9
—24x? + 54x
+24x? — 36x
18x — 30
—18x + 27
-3

El cociente es Q(x) =4x*-12x+9 y el residuoes r (x) =- 3.
El caso que interesa es cuando g(x) = x - a, de donde resulta:
f=Ek—-—aqgx)+r

La funcidn residuo serfa un polinomio constante (grado cero). Claramente, f(a) = r; es decir, al
dividir f por x—a, el residuo es simplemente f(a) = r. Esto es lo que se conoce como:

Teorema 1 (del residuo). Si f es una funcion polinémicay f (x) = (x —a) q (x)+r,
entonces f (a) =r.

Ejemplo 11. Hallar el residuo que se obtiene al dividir la funcién polindmica f definida por
f(x) =x3+5x2-3x + 5 yla funcidn lineal g definida por g(x) =x — 3.

Solucién. Hallamos f(a) = (3)%+ 5(3)*— 3(3) + 5 = 68. Por lo tanto el residuo es 68.

Y la situacién mas interesante ocurre cuando f(a) = 0, lo que conduce al

Teorema 2 (del factor). Si f es una funcién polindmicay f(x) = (x —a) q (x) +r,
entonces f(a) =0siysolosir=0.

El teorema del factor nos dice que a es un cero de f si y solo (x—a) es un factor (lineal) de f (o
simplemente, si f es divisible por x—a); es decir

f=k=-agX

En otras palabras, si encontramos un cero de f, podemos parcialmente factorizar f. De ahi la im-
portancia de encontrar los ceros de una funcion polinémica (tarea que no es sencilla de llevar a

cabo, pero que gracias a la tecnologia y al analisis numérico se ha facilitado).
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Ejemplo 12, f(x) =x"-a" es divisible entre (x — a) con n € N. En efecto, f(a) = a"- a" = 0.

Ejemplo 13.  f definida por f(x) = x"- a" es divisible entre x + a si n es un par cualquiera. En
efecto, comonespar, (-a)"=a" y f(a)=a"-a"=0.

Sea funa funcién polinémica (en adelante nos referiremos a f sencillamente como el polinomio
f) de grado n, con coeficientes enteros. De la definicién de cero de un polinomio f, se deduce que
este cero es una raiz de la ecuacién polinémica f(x) = 0. Por lo tanto, determinar las raices de
tal ecuacidn es equivalente a hallar los ceros del polinomio f. En la determinacién de las raices
de la ecuacion f(x) = 0, se tiene en cuenta la multiplicidad de la raiz del polinomio f(x). Por ejem-
plo, el polinomio f(x) = x*— 2x + 1, tiene un cero enx, =1 con multiplicidad dos; por lo tanto la
ecuacion x*— 2x + 1 = 0 tiene una unica raiz o solucién x, = 1, con multiplicidad dos.

Ejemplo 14. Resolver x*— 5x*— 36 =0.
Solucién. Factorizamos:

x*—=9) (x*+4)=0
x+3)(x—3)=0

dedondex=-3 6 x=3.
Ejemplo 15. Resolver: x*=8.
Solucién.
x*=8
x*—8=0
(x—2)(x*+2x+4) =0

dedonde x—2=0 6 x*+2x+4=0,conlo cual x=2.Los ceros del otro polinomio
no son reales.

Ejemplo 16.  Hallar los ceros del polinomio p(x) = x*— 3x3+ 3x*—x.
Solucién. Factorizamos:
x(x3*—3x*+3x—1)=0
x (x—1)*=0
x(x—1D)x—1)(x—1)=0
dedondex=0; 6 x=1; 6 x=1; 6 x=1.Tenemos dos soluciones (ceros) x=0

6 x=1, con multiplicidad 3.

Ejemplo especial 17.  Sean a, b, y ¢ numeros reales; probar que si el polinomio
p(x) = x>+ ax*+ bx + c tiene tres ceros reales, entonces 3b < a® 6, de manera
equivalente, que a*—3b = 0.
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Solucion.  Sean @, B y y los ceros de p; sin pérdida de generalidad podemos suponer
a2 B =y de tal forma que:

p(x) = (x-a) (x-P) (x-) = X*~(a+B+y)x* + (aB+ay+By) x - afy
de donde, a=- (a+f+y)yb=af +ay+fy y c=- afy. Ahora:
a’-3b = (a+p+y)’-3(ap +ay +py)
=a’+ [+ yl-af-ay—fy

= (a*- 2ap + p)+(y* + aff - ay - By)
=(a- B+ (a-y)(B-y) 2 0.

Ejemplo especial 18.  Sean ay b los ceros del polinomio f(x) = 3x*+ 3mx + m*>-1 con m eR.
Probar que f(a®) = f(b?), o bien f(a®) — f(b*) = 0.

Solucion.  f(x) =3(x - a)(x - b) = 3x*- 3x (a + b)+ 3ab = 3x*+ 3mx + m*-1,

de donde comparamos coeficiente a coeficiente y tenemos:
m?—1
3

a+b=-my ab=
Asi pues:
f@)-f(b%) =(3a°+3ma*+ m*-1)—(3b° + 3mb*+ m*— 1)

= 3(a%-b®) + 3m (a3-b?)

= 3(a3-b3)(a®+ b?) + 3m(a3-b?)

= 3(a®-b*)(a®+ b+ m)

Pero:

(a®+b*) + m =[(a+ b)>-3ab (a+b)] + m

, m? —1
=—m—3< 3 )(—m)+m

=-m+m=0

Por lo tanto f(a®) — f(b*) = 0.

Observamos en los ejemplos resueltos que las ecuaciones de grado n con coeficientes en los
numerosreales tienen alo mas n soluciones o exactamente n. Si tenemos en cuenta la multiplicidad
de las soluciones, esta propiedad es un caso particular del Teorema Fundamental del 4lgebra.

Ejemplo 19.  Efectuar (p, x>+ p,x* +p, x+p ) + (x - a).
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Solucidn. Aplicamos el método de coeficientes indeterminados. Observamos que existen un
polinomio q(x) de grado dos, q(x) = q,x* + q, x + q,, y una constante r tales que:

P X+ p, X+ p x+p,=(q,x*+q,x+q)(x-a)+r
= qz X3+ (ql_ aqz) XA+ (qo_ aql) X+ (r_ aqo)

p,=4q, por lo tanto q,=D;
p,=4q,-aq, por lo tanto q,=p,*aq,
p,=4q,-aq, por lo tanto q,=p,*aq,
p,=r-aq, por lo tanto r=p,+aq,

Observemos que q, = p, y con este coeficiente g, hallamos g,; con g, hallamos g,y con g, hallamos
r. Este procedimiento lo podemos esquematizar asi:

p3 pZ p1 po |_a
+ aqz aql aqo

q: a1 qo r
Este esquema, que simplifica estos calculos. se denomina divisién sintética (Regla de Ruffini).

Ejemplo 20. Hallar el cociente g(x) y el residuo r (x) al dividir f(x) = 3x*— 8x + 1 entre

gx)=x+2.
Solucidn. Al expresar x + 2 en la forma x - a, tenemos que x + 2 = x—(-2); es decir
a=-2.
3 0 -8 1 |—2
3(=2)  —-6(=2) 4(=2)
3 -6 4 -7

Observemos que 0 es el coeficiente de x% El primer coeficiente 3 se multiplica por -2 para obtener -6,
que sumamos con 0 para obtener -6. A continuacién, multiplicamos —6 por -2 para obtener 12
y lo sumamos con -8 para obtener 4. Finalmente, se multiplica 4 por -2 para obtener -8, y lo
sumamos con 1 para obtener el residuo -7. En consecuencia,

3x*—8x+1=(3x*—6x+4)(x+2)+(-7)

Ejemplo 21.  Dividir p(x) = xX>— 6x>— 4x*—9 entre x + 3. Del resultado de la division, deducir el

valor p(-3).
Solucién.
1 0 —4 -6 0 -9 =3
-3 9 -15 63 —189
1 -3 5 -21 63 —198
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Observemos que
XS —6x2—4x*—9 = (x*—3x3+ 5x*— 21x + 63)(x + 3) + (-198)

Por lo tanto p(-3) = 0 + (—198). El valor de p(-3) es igual al residuo que se obtiene al dividir p(x)
entre x + 3.

Ejemplo 22.  Si x— 3 esun factor de p(x) = 3x3— 4x?— kx — 33, hallar k.

Solucidn. Efectuando la divisién sintética tenemos que:
3 —4 -k -33 13
9 15 3(=k +15)
3 5 —k +15 -3k +12

Como x — 3 es un factor de p(x) = 3x*> — 4x* — kx — 33, por el teorema del factor se deduce que
-3k+12=0,de donde k=4.

EJERCICIO 2.2

1.  Utilice la divisién sintética para encontrar q(x) y r tales que
JE)=x=a)q () +r.
a. f(x)=3x+6x*—10x+7 y a=2.
b. f(x)=3x3+4x*—7x+16 y a=-1.
c. f(x)=2x*—5x*+5x+11 y a=1/2.

2. Sif(x) =x*+2x*—13x + 10, emplee la division sintética para determinar f(-10), f(-5),
f(-2), f(-1), f(0), f(1), f(2), f(5),yf(10). ;Cuales son los factores de f(x)?

3. Sif(x)=2x*—6x*+x+k, determine k tal que f(3) =-2.

4.  Encadauno de los casos determine el valor de k que satisfaga la condicion dada:
a. x—2 seaun factor de f(x) = 3x* + 4x*+ kx - 20.
b. Aldividir f(x) = x}°-kx®+ 4 entre x + 1, el residuo sea 2.001.

5.  Muestre que x—1 es un factor de f(x) = 14x*°- 65x°¢+ 51.

6. Demuestre que el polinomio f(x) = x"+ a" es divisible entre (x + a), si n es impar.
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2.4.1.1 Teorema de las raices racionales

Si todos los coeficientes de un polinomio de grado n, donde n = 1, son nimeros enteros, y a que
es un cero de dicho polinomio es también un nimero entero, entonces el nimero a es divisor del
término independiente del polinomio. Por lo tanto, pueden ser raices enteras de un polinomio
con coeficientes enteros sélo los divisores del término independiente del polinomio.

Ejemplo 23.  Hallar las raices enteras del polinomio f(x) = x*> — x>— 21x + 45.

Solucidn. Como 45 es el término independiente, las posibles raices enteras son los divisores
de 45, es decir el conjunto {#1; +3; +5; +9; £15; +45}.

Utilizando el teorema del residuo verifiquemos cuales de estos términos son raices:
f(1)=13-12-21(1) + 45 = 24; x=1 no es raiz.

f(-1) =64; x=-1 no es raiz.

f(3)=3%-23-21(3) + 45 = 0; x=3 esun cero de f, es decir, f(x) = (x - 3) q(x).

Hallamos q(x) por division sintética:

1 -1 -21 45 3
3 6 —45
1 2 -15 0

Luego f(x) = (x-3)(x*+ 2x - 15).

Observemos que si queda determinada una raiz x,= a del polinomio f(x), dicho polinomio puede
ser escrito en la forma f(x) = (x - a) q (x), donde los coeficientes del polinomio g(x) se calculan
con facilidad por division sintética. Para hallar otras raices del polinomio f(x), encontramos las
raices del polinomio g(x). Es posible que el polinomio q(x) tenga como raiz el mismo nimero a:

q(x) =x*+2x-15= (x+ 5)(x-3)
Por lo tanto:
f(x)=(x-3)(x-3)(x+5)=(x-3)*(x+5)

Silaraiz a se repite m veces decimos que a es un cero con multiplicidad m. En el ejemplo anterior,
x = 3 es una raiz con multiplicidad 2.

Teorema 3 (de las raices racionales). Si f(x) =a x"+a_ x"'+..+a x+a es
un polinomio con coeficientes enteros y p/q es una raiz racional
irreducible de f(x) = 0, entonces p es un divisor de a, y g es un
divisordea,.
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Ejemplo 24. Hallar las raices racionales de f(x) = 24x*- 2x?- 5x+ 1 =0.

Solucidn. Si p/q es un cero racional de f(x), por el teorema de las raices racionales p es un
divisorde a =1y q es un divisor de a, = 24; por lo tanto los posibles valores de p/q
son:

+1,+1/2; +1/3; +1/4; +1/6; +1/8; +1/12; +1/24.

Verificando algunos de estos valores por la division sintética, tenemos:

24 -2 -5 1 A
—24 26 —21
24 —26 21 —20

Como f(-1) =-20, entonces x =1 no es raiz racional.

24 -2 -5 1
24 22 17
24 22 17 18

Como f(1) = 18, entonces x = -1 no es raiz racional.

24 -2 -5 1 |-1/2
—-12 7 -1
24 —14 2 0

Como f(-1/2) =0, entonces x =-1/2 esraiz racional y:
f(x)=(x+1/2) (24x>— 14x+2)

Para hallar otras raices del polinomio f(x), encontramos las raices del polinomio 24x?-14x+2.
Para este polinomio los posibles valores de p/q son:

+1/2;+1/3; £1/4; +1/6; £1/8; +1/12.
Verificamos con estos valores y tenemos que las otras raices son x=1/3 yx=1/4; por lo tanto:
f(x)=24x3-2x>-5x+1=(2x+1)(3x-1)(4x - 1).

Notese que tratar de verificar los candidatos (p/q) del teorema de las raices racionales puede ser
dispendioso. Sin embargo, los siguientes dos teoremas pueden simplificar esto en algo.
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Teorema 4. Sea f una funcién polinémica de grado mayor o igual que uno, y

sea:

f)=k-aglx)+r

Si ry los coeficientes de g son todos no negativos, entonces f no
puede tener ceros positivos mayores que a.

En este caso se dice que a es una cota superior para los ceros positivos de f.

Ejemplo especial 25. Probar que /36 no es racional.

Solucion.

El teorema de las raices racionales nos provee un método sencillo para verificar
la irracionalidad de muchas raices de nimeros naturales. Sea x = /36, de donde
obtenemos x’-36 = 0. Es decir, queremos examinar los ceros de la funcién po-
linémica f(x) = x’-36. Los posibles ceros racionales de la funcién polinémica
f(x) = x’-36 son:

+1; £2; +3; £4; +6; £9; +12; 36

Pero f no puede tener ceros negativos pues x’ - 36 < 0 para x negativos. Esto

descarta cualquiera de los candidatos negativos, y asi quedan sélo los candidatos
positivos. Examinemos el 2:

1 0 0 0o o 0 0 —36 |2

2 4 8 16 32 64 128

1 2 4 8 16 32 64 92

La ultima fila representa los coeficientes de g y r, que son positivos. Esto
significa, de acuerdo al teorema 4, que f no puede tener raices positivas mayores
que 2 (es una cota superior para los ceros positivos de f); por lo tanto, no es
necesario verificar las candidatas restantes positivas. Notese que 1 tampoco
esuncerode f (obsérvese que f(1)=-35). Luego f no tiene raices racionales. Pero
f(¥/36) = 0, de donde 3/36 no puede ser racional. Nétese que también por el
ejemplo anterior, V36<2.

Ejemplo especial 26.  Sea x un nimero real tal que x>+ 2x*+ 10x = 20. Demostrar que tanto

Solucion.

X como X° son irracionales.

Puede verse que xno puede ser un racional por el teorema de las raices racionales;
luego x debe ser irracional. Para ver la irracionalidad de x* es suficiente ver
que:

x(x*+10) = 20 - 2x2
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de donde
x= (20— 2x3)/(x*+ 10)

Si x? fuera racional también lo seria x, lo cual es una contradiccidn.

El teorema 4 también nos permite analizar los ceros negativos de una funciéon polinémica: los
ceros negativos de f(x) seran los ceros positivos de f(-x) (o también los ceros positivos de
-f(-x)). Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 27.

Solucion.

Analice los ceros negativos de la funcion polinémica
f(x)=5x3+7x*—23x—10
Para esto analizamos los ceros positivos de la funciéon

g =-f(x) =-(5(-x)°+7(-x)*-23 (-x) -10)

=-(-5x3+ 7x*+ 23x - 10)
=5x3-7x*-23x+10
Las posibles raices racionales positivas de la ecuacion polinémica

5x3-7x*-23x+10=0

son 1/5,2/5,1, 2,5y 10. Examinemos algunas de ellas para ver qué pasa:

5 -7 -23 10 |1 5 -7 —23 10 |2
5 -2 —25 10 6 —34
5 -2 -25 —15 5 -3 —17 24
5 -7 -23 10 |5
25 90 335
5 18 67 345

Como la ultima fila de la dltima es positiva, significa esto, de acuerdo al teorema
4, que g no puede tener ceros positivos mayores que 5; lo cual significa que f no
puede tener ceros negativos menores que -5 (esto es, -5 es una cota inferior para
los ceros negativos de f).

Antes de mencionar los siguientes dos teoremas es necesario introducir el siguiente concepto:
un cambio de signo de un polinomio f ocurre cuando dos coeficientes consecutivos tienen signos
opuestos (el polinomio debe estar ordenado de la potencia mayor a la menor o viceversa).
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Ejemplo 28.

f(x) = 2x°- 5x*+ x3+ 7x?-x + 10 tiene cuatro cambios de signo. En efecto, si coloca-
mos los signos de los coeficientes en el siguiente arreglo (+,—,+,+,—,+), los cambios
son del primero al segundo, del segundo al tercero, del cuarto al quinto y del quin-
to al sexto. g(x) = x*+ x*- 1 tiene un Uinico cambio de signo (nétese que no interesa
si algln coeficiente es cero; esto no afecta los cambios de signo).

El siguiente teorema es algo bien extrafio por su contenido. Fue mencionado en 1637 por Descar-
tes y demostrado por primera vez en 1728 por I. A. Segner.

Teorema 5 (Regla de los signos de Descartes). Sea f una funcién polinémica con

coeficientes reales y el término constante no nulo. Entonces, el nu-
mero de ceros positivos reales de f es igual al nimero de cambios
de signo de f, o bien es menor que ese ndmero en un entero par.

Automaticamente, se obtiene su dual. El nimero de ceros negativos reales de f es igual al nimero
de cambios de signo de f(-x), o bien es menor que ese nimero en un entero par.

Ejemplo 29.

Ejemplo 30.

Ejemplo 31.

f(x)=2x5-5x*+x3+7x*-x+10 tiene cuatro cambios de signo. Es decir, que f debe
tener cuatro ceros reales positivos o dos ceros reales positivos o ninguno.
f(=x) = -2x°-5x*- x*+ 7x*+ x + 10 tiene un cambio de signo, lo que significa que
tiene exactamente un cero real negativo.

g(x) =x*+x?-1 tiene un Unico cambio de signo, por lo tanto g tiene exactamente un
cero real positivo. g(-x) = x*+ x*- 1 tiene un Unico cambio de signo; por lo tanto g
tiene un Unico cero real negativo.

La funcién definida por f(x) = x’—36, que se vio en un ejemplo anterior, tiene
un Unico cambio; por lo tanto, un Unico cero real positivo (a saber i/%).
f(-x) = - X’ - 36 no tiene ningiin cambio de signo; por lo tanto, ningin cero real
negativo.

Recientemente apareci6 una generalizacion de la regla de Descartes hecha por V. Komornik (véase
Another Short Proof of Descartes’s Rule of Signs, The American Mathematical Monthly; Nov 2006;
113, 9; pag. 829), que se da a continuacion.

Teorema 6.  Seap(x) =a,x’+a, x” +..+a x" unafuncién con coeficientes reales

a, a,, .., a nonulosyexponentesreales b, b,, .., b, que satisfacen
b,> b >..> b . Entonces p no puede tener mas raices positivas (aun
contando la multiplicidad) que el nimero de cambios de signo en la
sucesion ag, a,,...,a

n

Notese que la funcién que aparece en el teorema 6 se generaliza a potencias reales cualesquiera.




FUNCIONES | CAPITULO 2

2.4.1.2 (Seccion opcional) Teorema fundamental del algebra

Aunque en este texto no hemos estado interesados en los nimeros complejos, la garantia de que
una funcién polindmica (real o compleja) siempre tiene ceros (complejos) esta dada por:

Teorema 7 (Teorema fundamental del algebra). Si f(x) =a x"+a_ x"'+..+a,x
+a, es un polinomio con coeficientes complejos y de grado positivo,
entonces f tiene al menos un cero complejo.

En realidad, se puede ver que todo polinomio de grado n positivo tiene exactamente n raices com-
plejas. Cuando los coeficientes del polinomio f son reales y z es un cero de f entonces z también
lo es. En este caso se dice que los ceros de f aparecen por pares conjugados.

Hemos de mencionar que hay una versién compleja del teorema de las raices racionales que apa-
reci6 en el 2003, obra de los matematicos S. Barrs, J. Braselton y L. Braselton (véase A Rational
Root Theorem for Imaginary Roots, The College Mathematics Journal; Nov. 2003; 34, 5). Aqui se
supondra que el lector esta familiarizado con los nimeros complejos.

Teorema 8 (de las raices racionales imaginarias). Sea f(x) =a x"+a_, x""+.+
. . - . . _D
a, x +a,, es un polinomio con coeficientes enteros. Si x = a + i = -
q. . . . . ,
+ - iesunaraiz racional imaginaria de f(x) = 0, donde a y 3 son
racionales, y p, q enteros, entonces r* es un divisor de a, y p*+ ¢*

es un divisor de a,

Debe tenerse en cuenta que si a + i es una raiz de f, también lo es a-fi; es decir, que
(x-(a+ pi)) y (x- (a- pi) son factores de f (debido al teorema del factor); asi mismo

(x-(a+ Bi)) (x = (- Bi)) = (x - @)+ 2= x*- 2ax + @+
es un factor de f.

Ejemplo 32.  g(x) = x*+ 4 = g(-x) no tiene ninglin cambio de signo, por lo tanto g no tiene ce-
ros reales positivos ni negativos segun la regla de Descartes (o sea que los cuatro
ceros que tiene deben ser complejos puros). Los divisores de 4 de la forma p? + ¢
(con p, q racionales) son: 1 = 02+ 12,2 = 12+ 1%, 4 = 0%+ 22, Los divisores de 1 de
la forma r? son 12. Las posibles raices racionales complejas de g(x)=0 (por pares
conjugados) son:

+i, 1+i, —1+i, +2i

y los posibles factores de g, respectivamente, son

X2+ 1, x> —2x+ 2, x>+ 2x+2,x*+4
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Haciendo las divisiones de g por cada uno de estos polinomios los factores resul-
tantes son:
X—2x+2 y Xx*+2x+2

De donde
xXt+4 = (—2x+2)(x*+2x+2)

EJERCICIO 2.3

1. Determine las raices de los siguientes polinomios:

a. f(x)=-x*+16. d. f(x)=(x-1)(x-2)(x-5).
b. f(x)=x*+x-2. e. f(x)=x"*—16.
¢ flx)=(x-1)(x*-3x+2). f. f(x)=(x-1)*-9.

2. Utilizando el Teorema del factor y la division sintética, factorice los siguientes polinomios:
a. f(x)=xt—x*-12.
b. f(x)=x3+ 6x—20.
c. f(x)=x*—11x*—18x—8.
d. f(x)=x3+2x*+2x+ 1.
3. Halle las raices racionales de cada uno de los siguientes polinomios:
a. f(x)=3x>—7x*+8x— 2.
b. f(x)=x3+2x—12.
c. f(x)=x—x>—14x+24.
d. f(x)=5x*—12x*+17x— 10.
4.  Factorice los siguientes polinomios:
a. f(x)=24x*—2x*—5x+1.
b. f(x)=2x*+3x*—11x—6.
c. f(x)=60x>—7x*—6x+ 1.

d. f(x)=15x3+ 16x*—x —2.
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5. Encuentre los ceros de las siguientes funciones:

a. g(x) =e¥*—3e*+ 4e*—4. b. h(x) =2e* + ¥+ e* + 11e*-6.
6. Demuestre que los siguientes numeros son irracionales:

a. V3. b. 18,

c. V2 —+/5. d. Vn, sinno esun cuadrado.

Funciones racionales

2.4.3

fx
La funcién racional es la definida como 7(x) = ﬁ donde f(x) y g(x) son polinomios con
coeficientes reales, y g(x) # 0. Sin embargo, conocer aquellos puntos donde g puede ser cero nos

ofrecera mucha informacidn acerca del comportamiento de r, como se vera mas adelante.

Ejemplo 33.  r(x) = (x*+ x + 1)/(x *— 4)) es una funcién racional definida en R- {2, - 2}.

Otros tipos de funciones

En general, las expresiones algebraicas (enteras, polindmicas, racionales, irracionales) definen
funciones de variable real. Estas funciones se denominan algebraicas.

Otras operaciones entre nimeros reales permiten definir funciones, por ejemplo:

y = f(x) =a* en particular, y = ¢
y=log x,a>0, en particular y =In(x)
y =sen(x)

Las funciones polindmicas, exponenciales, logaritmicas y trigonométricas se consideran funcio-
nes elementales.

Existen otros tipos especiales de funciones de variable real como son:

i. La funcién de Dirichlet que se define como:

1, six es un numero racional
0, six es un numero irracional

y=f(x)={
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ii.  La funcidn signo de x:

1, si x<0
y=f(x)=sign(x)={ 0, si x=0
1, si x>0
iii. La funcion parte entera de x, definida comoy =[y] =n, si n<x<n+1,donde n €Z; por

ejemplo: f(3,7) =[y]1 =3; f(-4,23)=[y] =-5.

iv.  Sea D(n) el nimero de divisores primos de n. D es una funcién de n, en la cual n varia en
los nimeros enteros positivos. Aunque no existe una expresion matematica que permita
calcular D(n), para cualquier n del dominio es posible calcular D(n). Por ejemplo, 210 tiene
como divisores primos a 2, 3, 5y 7; por lo tanto, el nimero de divisores primos de 210 es
cuatro; es decir, D(210) = 4.

Las funciones tratadas hasta ahora han sido funciones de valor real en una variable real, pero es
muy comun tratar con funciones de valor real en varias variables reales. Por ejemplo, la funcién
f definida por:

[y, 2)=x*+2xz+2Xy —4x + 2*+ 2yz — 4z + y*— 4y — 5

es una funcion real que depende de tres variables reales x, y, z.

Grafica de una funcion

Al representar en el plano cartesiano la funcién y = f(x), asignamos a x los valores sucesivos
X,, X, .., X, y obtenemos los valores correspondientes de y, y,,y,, ... V.

Estos valores determinan en el plano los puntos cuyas coordenadas son (x,, y,), (x,, ¥,), -,
x,5,)-

Se denomina grafica de la funcién definida como y = f(x), al conjunto de puntos en el plano (x, y),
donde y = f(x).

Graf (f) = (x y)| y = f(x), x Dm(f).

Geométricamente, a la Graf (f) se la denomina curva. La grafica solo ilustra las propiedades de la
funcién, mas no las demuestra. Debe notarse que en muchos contextos, una funcién f se define
como un conjunto de pares ordenados (x,y) tales que si (x, ) y (x, z) pertenecen a f entonces y =z;
en este caso Graf (f) es la representacidn grafica de todos los pares ordenados que constituyen f.

Para tener en cuenta:
La grdfica de una funcion la construimos usualmente representando en el plano algunos de sus
puntos, y con estos puntos la aproximamos a una curva suave. Esta aproximacion en principio
es un acto de fe, puesto que no se ha determinado que la curva sea suave.
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Ejemplo 34. La funcién f dada por f(x) = x? tiene como dominio R, y como recorrido el interva-
lo [0, o). El dominio de f es R, lo que significa que cualquier linea vertical al eje X
cruza la grafica. Que el recorrido de f es [0, o) equivale a decir que cualquier linea
paralela al eje X cruza la grafica de f siy sdlo si corta al eje Y paralosy = 0.

Ejemplo 35. La funcién f, dada por f(x) = V1 —x? , tiene como dominio [-1, 1] y recorrido
[0, 1].

Ejemplo 36. Trazar la grafica de una funcién f que tenga por dominio Ry recorrido (0, 1).
Solucion. Notese que la grafica dada se “acuesta” asintéticamente sin tocar las rectas hori-

zontales y =0 y y =1, porque el recorrido asi lo exige. Este es tan sélo un ejemplo
de una posible grafica de una funcién, ya que existen muchas.

__________ |

.

Una funcién f: X — R esta definida a trozos cuando se puede definir en la forma:

fi(x), si x€ X,
Fx) = {z(x), 51 x € X,

£.(x) six€X,
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Ejemplo 37.

Solucion.

En este caso se tiene que Dom(f) =X=X, U X,L...U X,y X N X= @ paratodo i #],
es decir que los X, deben ser disyuntos dos a dos.

Sea f definida por:

x+1, six € (=1,0]
f)={x—-2, sixe [1,3]

1, si x € (3,)
Encontrar:
a.  Eldominio de f. b.  f(2), fB)y f(=1).

a. Dom(f)=(-1,0]u[1,3]u(3,0)=(-1,0]uU |1, ).

b. Como 2 €[1, 3] (es decir que x = 2) satisface la segunda condicién.
xe[1,3]), f(2)=2-2=0. 5estdenel intervalo (3, o) y alli fes constante (siempre
vale 1) por tanto f(5) = 1. Por otro lado -1 no pertenece al dominio de la funcién
(no esta en ninguno de los tres intervalos donde f esta definida), es decir, f(-1) no

esta definida.

La grafica de f se bosqueja a continuacion.

A

Los siguientes ejemplos corresponden a graficas de funciones definidas a trozos.

Ejemplo 38.

Solucién.

Trazar la grafica de una funcién f que tenga por dominio R - {0, 1} y recorrido
R.

El lector puede comprobar que la grafica siguiente cumple con los requerimientos.



Ejemplo 39.

Solucion.
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Trazar la gréafica de una funcidn f que tenga por dominio (0, 1) U (2, 3] y recorrido
(1,2).

i) La grafica de f debe estar contenida en los cuadritos punteados que se muestran
a continuacion.

y=2
2_ """ | re====1
e e S [EE
=07 iE= g
y=1
1 2 3

ii) De acuerdo con el dominio, la grafica de f no puede tocar los extremos de los
cuadrados en x = 0, 1 y 2 pero si en x = 3. En concordancia con el recorrido, no
puede tocar los extremos de los cuadradoseny =1 nieny = 2.

iii) Una posible grafica (claro que sin incluir los cuadrados) puede ser:

Una funciéon cuadrética f esta definida por y = f(x) = ax*+ bx + ¢, a # 0. Su gréfica es una parabola
que abre hacia arriba cuando a es positivo y abre hacia abajo cuando a es negativo.

flx) =ax*+bx+c
b)z b? — 4ac

= + —
a(x 2a 4a
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b
Si a es positivo, a(x + 2a 2 > 0,y en este caso, el menor valor que puede tomar f(x) ocurre cuan-
b b b? — 4ac )
dox=— 22 y f|— =g En otras palabras, si a > 0 entonces:

f(x) =2 — (b*— 4ac)/4a paratodo xeR

2a

y se dice que f tiene un punto minimo en x = 2a Andlogamente, si a es negativo, f tiene un
7 : b 7 . - 0
punto maximo en x =— 2a De aqui podemos concluir lo siguiente:

i) Sia > 0, entonces:

b? — 4ac
Rec(f) = [— “2a 00)

\ f

b?-4ac
TV b punto
4a i\minimo
-b/(2a)
ii) Sia <0, entonces
b? — 4ac
=|—00, ———
Rec(f) ( ) 4a
bz_(4ac) punto

e maximo

4a _mf )
/| -b/a) \

Como se habia visto, cuando b?- 4ac = 0, los ceros de la funcién cuadratica en el eje X estan dados

por:
—b ++Vb?% — 4ac
Xz —————

2a

Si b?*- 4ac < 0, la funcién no corta al eje X.

Cuando se trata, en general, de graficas de polinomios y funciones racionales, los ceros de la
funcion junto con el método grafico que se hizo para desigualdades nos proporcionan buenas
herramientas para hacer un bosquejo de la funcién.
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Ejemplo 40. Bosquejar la grafica de la funcién polinémica f definida por

f@=x-1)kx-2)(x-3)(x*+1)

Solucidn. Los ceros de f estan dados por 1, 2, y 3 (éstos son los puntos donde la grafica f
corta al eje X). Si recurrimos al método grafico para resolver desigualdades (sin
tener en cuenta ninguna desigualdad), tenemos:

1 2 3
x—1) — + + +
(x+2) — — + +
x—3) — - — +
x—1Dx—2)x—3)x*+1) — + — +

Aqui no se ha tenido en cuenta el término x?+ 1, pues éste siempre es positivo y
no afecta al signo de f. En la tltima fila, en la cual estamos interesados, los signos
—y +indican que la grafica de f estd por debajo y encima del eje X, respectivamen-
te en aquellos intervalos:

Intervalo (-0, 1) (1,2) (2,3) (3, )
Signo de f — + — +
Posicion de grafica respecto del eje X abajo arriba abajo arriba

Asiun bosquejo rudimentario de f estd dado por la grafica siguiente; por ahora no
sabemos si la forma de las curvas es la que corresponde.
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Ejemplo 41. Bosquejar la grafica de la funcién racional r definida por

® x—1

rx)=————

ACERICED)

Solucion. res cero cuando cuando x = 1 y su dominio esta dado por r — {2, 3}. Recurrimos de

nuevo al método grafico, que es el mismo de la funcion f del ejemplo anterior:

Intervalo (-00,1) (1,2) (2,3) (3, 00)
Signo de g — + — +
Posicion de grafica respecto del eje X abajo arriba abajo arriba

Sin embargo, en los alrededores de los puntos que no hacen parte del dominio, se dan las si-
guientes caracteristicas: cuando se toman valores de x muy cercanos a 2 pero menores que 2,
sus imagenes (signo de g positivo) se hacen grandes positivos (pues el denominador de r se hace
muy pequefio con respecto a su numerador). La situacién ahora cambia si se toman valores muy
cercanos a 2 pero mayores que 2: sus imagenes (signo de g negativo) se hacen grandes en valor
absoluto; algo similar ocurre en los alrededores de 3. Se han dibujado dos lineas punteadas en
x=2yenx=3, que se denominan asintotas verticales de g (no hacen parte de la grafica); aparte
de mostrar la separacién de la curva en tres pedazos, la funcidon g seguira muy de cerca estas
lineas en la medida en que x se aproxime a 2 y a 3 respectivamente. La grafica de g se bosqueja a
continuacidn:

e e e e mmmmccmcmcmcmcm e e m———————————
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Ejemplo 42.

Solucion.
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Bosquejar la grafica de la funcidn racional s definida por:

) x—2

s(x) = —————
x=2)(x-=3)

s nunca es cero, pues el Unico posible candidato serfa x = 2 y éste no esta en su

dominio, que esta dado por R- {2, 3}. Como x # 2, s estaria dada por

s(x) = ~-3

En este caso s tiene signo positivo si x €(3, ) y s tiene signo negativo si
x €(-0, 2) U (2, 3); no olvidemos que x = 2 no hace parte del dominio de s. Sin
embargo, alrededor del punto x = 3, tiene las siguientes caracteristicas: cuando
se toman valores de x muy cercanos a 3 pero menores que 3, sus imagenes se
hacen grandes en valor absoluto (pues el denominador de s se hace muy pequefio
con respecto a su numerador). Ahora, si se toman valores muy cercanos a 3 pero
mayores que 3, sus imagenes se hacen grandes. Adicionalmente, cuando x toma
valores exageradamente grandes (en valor absoluto), sus imagenes se hacen exa-
geradamente pequefias (cercanas a cero); es decir, la grafica de s tiende a pegarse
0 a acostarse sobre el eje X. La grafica se rompe no s6lo en x = 3 sino tambien en
x =2, pero lo hace de manera diferente, como se bosqueja a continuacién:

Z
-
N
S
S
vl
(o))
~
SR
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EJERCICIO 2.4

1. En cada uno de los siguientes ejercicios, trace la grafica de dos funciones que cumplan con

las exigencias pedidas.

a.
b.
c.
d.
e.

2. Dadas las siguientes graficas, encuentre su dominio y recorrido. Algunas de ellas estan

Dm(f) =Ry Rec(f) = R.

Dm(f) = (0,1) y Rec(f) = (2, 3).
Dm(f) = (-0, 0) y Rec(f) = [0, ).
Dm(f) =R y Rec(f) = (0, 1) U (2, 4].

Dm(f) =[-1,0] v [1, 2] y Rec(f) =[O0, 1].

definidas a trozos. Identifiquelas.

a.

1 i
|
P — el E
-1 1
1]
-1 1
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3. Tracelagrafica de cada una de las siguientes funciones definidas como aparecen a continua-

cién.
a. f(x)=x+3.
b. f(x) =Dyl
¢ 0=
d fx)=x.

e. fx)=+vx?—-1.

ﬁb Algebra de funciones

Al igual que combinamos niumeros reales mediante la adicion, sustracciéon, multiplicaciéon y
division, podemos extender este procedimiento a los valores de f(x) y g(x) y obtener los valores
f(x)£g9(x), f(x) - g(x), f(x) + g(x); cong(x) # 0 estos valores permiten definir otras funciones de
variable real asi:

2.6.1 Adicion de funciones

Observemos que la adicién de nimeros reales induce una adicién de funciones. Si f y g son fun-
ciones, la funcién suma de f con g, denotada por f+ g, se define como:

F+9) ) =fx)+gx)

suma suma
de de
funciones reales

2.6.2 Multiplicacion de funciones

Observemos que la multiplicaciéon de nimeros reales induce una multiplicacién de funciones. La
funcién multiplicacién de f con g, denotada por f- g, se define como:

-9 O=fx)-gx)

multiplicaciéon multiplicacién
de de
funciones reales

En particular, si f(x) =k, (k- g)(x) = k- g(x).



CALCULO CON APLICACIONES ‘

2.6.3

Observemos que +, + indican la adicién y multiplicacién entre funciones, mientras que +, - indi-
can la adicion y multiplicacion entre niimeros reales.

Se supone que f(x) y g(x) existen, es decir x e Dm(f) y x € Dm(g); por lo tanto estos valores estan
definidos para los valores de x en Dm(f) N Dm(g).

De acuerdo a como se combinen las operaciones de niimeros reales que definen las funciones,
éstas pueden presentar restricciones para algunos valores, entre los cuales tenemos:

Cociente de funciones

Si f y g son funciones, la funcién cociente de f con g, denotada por f/g, se define como:

() o= 122

g g(x)
—~ ——
cociente cociente
de de
funciones reales

En este caso Dm(f/g) = Dm(f) n Dm(g) n{xeR | g(x) # 0}.

—2x+1
Ejemplo 43.  Hallar el dominio de f definida como f(x) = Y+ 7r—18
Solucion. Resolvemos la ecuacion x* + 7x —18 = 0. Se tiene que x = -9 6 x = 2; por lo tanto
Dm(f)=R-{-9,2}.
5x
Ejemplo 44. Hallar el dominio de f definida como f{x) = 21 4
Solucidn. La ecuacién x? + 4 = 0 no tiene solucién en los reales; por lo tanto Dm(f) = R.

Ejemplo 45. Dadas f y g definidas como f(x) =x*+ 1 y g(x) =x — 1, defina las funciones: f +g,
f=9 19 197 f

Soluciodn.
F+D@=f@)+g@)=@*+D+x-1)=x*+x
F-D@=f@)-g®)=E+D-(x-1)=x>-x+2
FPD@O=fx) g =E+Dx-D=x>-x*+x-1
(F/9)x) = f(x)/g(x) = (x* + 1)/(x — 1) con g(x) # 0, es decir,x # 1
7-NX)=7-f(x)=7(x*+1)=7x*+7
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Ejemplo 46. Dadas f y g definidas como:

x+1, sixe(-1,0]

fo)={x-2 sixe[13] y g(x)z{
1, six € (3, )

x*+x, six€(-21)
2x+3, six =2

defina las funciones: f +g, f-g, f/9,3 - f.

Solucion. Debemos inicialmente encontrar la interseccion de los dos dominios,
Dom(f) N Dom(g). Una manera sencilla de hacer esto consiste en trazar larecta real
y colocar cada uno de los puntos extremos de los intervalos donde las funciones f
y g estan definidas; es decir, los extremos en este caso son: -2, -1, 0, 1, 2, 3. Estos
puntos separan la recta en siete intervalos abiertos disyuntos dos a dos y luego
determinan el valor de cada una de las funciones en dichos intervalos.

Intervalo (-00,-2) (-2,-1) (-1,0) (0,1) (1,2) (2,3) (3, )
Valor de f 2 x+1 2 x—2 x—2 1

2
Valor de g 2 X +x X2 +x X +X 2 2x+3 2x+3

En los espacios donde se ha colocado £ la funcién no esta definida. Asi la inter-
seccion de los dominios contendra los intervalos donde las dos funciones estén
definidas. En este caso: (-1, 0), (2, 3), (3, ). En seguida, determinamos los valores
de f y g en cada uno de los extremos de los intervalos:

-2 -1 0 1 2 3
Valor de f 2 2 0+1 0—2 2—2 1
Valor de g 2 (-1)?%+(-1) 02+0 2 2(2)+3 2(3)+3

De lo cual se sigue que la interseccién de los dominios contendra también los puntos 0, 2y 3. Es
decir que Dom(f) N Dom(g) = (-1, 0] v [2, 3) U [3, ©) = (-1, 0] U [2, o0). Resumimos:

Intervalos (-1, 0] [2,3) [3, =)
Valor de f x+1 x—2 1
Valor de g X2 +Xx 2x+ 3 2x+ 3




CALCULO CON APLICACIONES ‘

De donde los valores de f+g y fg se obtienen facilmente de la tabla:

Intervalos (-1, 0] [2,3) [3, )

Valor de f x+1 x—2 1

Valor de g X +x 2x+3 2x+3

Valor de (f+ g) x+1)+xX*+x)= (x—2)+(2x+3) 1+(2x+3)=2x
X +2x+1 =3x+1 +4

Valor de (fg) X+ (x*+x)= (x—2)+(2x+3) _
X¥+2x+1 =2x*—x—6 L(2x+3)=2x+3

Explicitamente:

x2+2x+1, six€ (—1,0]

F+g)(x) =1 3x+1, si x € [2,3)
2x + 4, si x € [3, o0)
x3+2x2+x, six€e (—1,0]

P =42x2—x—-6, sixe [2,3)

2x + 3, si x € [3, )

Para encontrar f/g, se debe tener en cuenta que g(x) # 0 en Dom(f) N Dom(g) =
(-1,0] U [2,3) U [3, o). Para ello, solucionamos g(x) = 0. Observamos si g se anula
en algiin punto de los intervalos que hacen parte del dominio interseccion:

Sixe(-1,0],g(x) =x*+x=x(x+ 1),y se anula cuando x(x + 1) = 0; es decir, cuando
x=0 6x=-1;comox=0e(-1, 0], la funcién f/g no esta definida en 0; luego f/g
esta definida en (—1, 0).

Six €[2,3), g(x) = 2x + 3, y se anula cuando 2x + 3 = 0; es decir, cuando x = -3/2;
como x =-3/2¢[2, 3), luego la funcién f/g esta definida en [2, 3).

Analogamente, si x € [3, =), g(x) = 2x + 3, y se anula cuando x = -3/2; perox =-3/2
¢ [3, o). Luego la funcidn f/g esta definida en [3, ).

Finalmente, la funcion f/g esta definida asi:

[ x+1 x+1 1
x2+x=x(x+1)=;' six€(=1,0)
x—2
2x + 3’

1

L2x+3

(f/9)x) =

si x € [2,3)

. si x € [3, o)
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La funcién 3f esta definida por
3x+3, sixe(—1,0]

BfH)(x) =4 3x—6, sixe [1,3]
3, si x € (3, )

2.6.4 Composicion de funciones

Si tenemos dos funciones f y g, y evaluamos f en x, x € Dm(f), obtenemos f(x) € Rec(f); si
f(x) e Dm(g) podemos evaluar g en f(x), y obtenemos g(f(x)) que pertenece al Rec(g). En esencia
lo que hacemos es tomar un elemento x, aplicarle una funcién, y a ese resultado aplicarle otra
funcion (que puede ser la misma). Esta operacion, si estd definida, podemos seguir aplicandola
sucesivamente cuantas veces sea necesario.

Ejemplo 47. Supongamos una producciéon en serie que toma un insumo x y lo somete
sucesivamente alos procesos f, f,, f., f,.- Obtenemos como producto final:

F U U, O, (D))

Ejemplo 48.  Un capital x expresado en pesos se coloca en un banco que capta en doélares. Si el
banco paga un interés anual del 5% y la devaluacién del peso con respecto al délar
es del 16% anual, expresar en pesos el valor del capital x en un afio (supongamos
que un délar equivale hoy a 2.500 pesos colombianos).

Solucion. Tenemos x pesos. Lo expresamos en dolares mediante la funcién definida como:
z = f(x) = x + 2.500; los z délares colocados en el banco durante un afio a una
tasa de interés del 5% anual serdn u = g(z) = 1,05z. Finalmente los u ddlares los
convertimos en pesos a un cambio que por el efecto del 16% de devaluacién es
2.500(1,16) =2.900; se convierten en y = h(u) = 2.900u, es decir, y = h(u); como
u =g(z) tenemosy = h (g(z)). Como z = f(x) tenemos:

y = h(g(f(x))) = 2.900 - 1,05(x + 2.500) = 1,2185x.

Definicién 3. Sean X, Y, Z conjuntos no vacios; f: X — Yy g: Y — Z, funciones.
Definimos h: X — Zcomo h(x) =z, siexisteyeY talquey=f(x) y
z = g(y). La funcidén h se llama funcién compuesta de f cong y se
nota:

h =g o f definida por h(x) = (g o f)(x) = g(f (x))

Ejemplo 49. Sean f y g definidas por f(x) =x+ 2, para0<x<1,yg(x)=3x+ 1para4<x<5,
respectivamente. El dominio de f en este caso esta dado por [0, 1], por la misma
definicién de la funcioén; el recorrido de f estd dado por [2, 3], como se puede ve-
rificar facilmente. Sin embargo, g o f no esta definida porque [2, 3] no es igual al

dominio de g, [4, 5].
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Ejemplo 50.

Solucion.

Ejemplo 51.

Solucion.

Ejemplo 52.

Sean f y g funciones definidas como f(x) = X + 3, g(x) = 2x -5. Evaluar:

a. (f 0g)(7).

b. (g0 (3a).

- (fofog)x).

. (fog)(7) = f(g(7)); como g(7) =2(7) -5 = 9, se tiene que:
(fog)(7)=f(9)=9*+3 =84

b. (g0 A3a)=g(f(3a)); pero f(3a) = (3a)*+ 3 =9a*+ 3, por lo tanto

@]

o8]

(gofHBa)=g(9a*+3) =2(9a*+3) -5=18a*+1

(@]

- (fofog)(x) = f(flg(x))) = f(f(2x - 5)); pero
f(2x-5) = (2x — 5)?+ 3 =4x*- 20x + 28
por lo tanto

(fo fo g)(x) =f (4x*-20x+28)=(4x>-20x+28)*+3

Sea s la funcién definida como y = s(x) = Expresarla como la

—
compuesta de dos o mas funciones. Gx+1)

Al evaluar s(x), hallamos primero 3x + 1; a esta expresion la elevamos al cuadrado,
y con la expresion que resulta hacemos el cociente entre 2 y ella; es decir, podemos
definir las funciones:

z=f()=3x+1, u=g()=2, y=hu)=>
tales que

y=h(u)=h(g(z))=h(g (f(x)

Porlotanto s=hogof.

Sean f(x) =x*+5 y g(x) = 2x + 3. Verifique que fog #g o f.
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Solucidn. (goHX)=g(f(x))=g(x*+5)=2(x*+5)+3
luego (gof)(x) =2x*+13,y

(fog)(®) = f(g(x)) = f(2x +3) = (2x+ 3)*+ 5
(fog)(x) =4x*+12x + 14

(o N#(fog)
La composicién de funciones no es commutativa.

Graficamente, la composicion de una funcién f consigo misma se puede tratar de la siguiente
manera: en un mismo plano trazamos las graficas de f y de la funcién identidad /. Para un x dado
en el dominio de f, hallamos su imagen bajo f, f(x). Nos movemos horizontalmente hasta encon-
trar la grafica de la funcion identidad, la cual se encontrara a la izquierda o la derecha (jpero no a
ambos lados!), y desde alli subimos o bajamos hasta encontrar la grafica de f. Esta altura sera la
correspondiente a f(f(x)). Esta visualizacion grafica es muy util en sistemas dinamicos, donde
se requiere calcularx, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), ... etc. De manera similar podemos encontrar gra-
ficamente (g o f)(x), para dos graficas de funciones dadas (con la funcién idéntica de por medio).
La grafica siguiente aclara la situacion descrita.

FFE) -===mmmmmmv .
00 S—

xp--mo—> -

EJERCICIO 2.5

1. Sean fygdefinidas asi: f(x) =2x+5yg(x) = k—3x.
a. Caleule: (f+9)(3); (f-9)(2); (- 9)(-2); (£) (-5).
b. Defina parax: f +g; f—g;f-g;g.

2. Sean fy g funciones definidas asi:
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3x+1,
fx) = {xz.

2x,

x%+1,
gx) = {x -2,

3,

six<—1
sio<x< 1
six>2

six<1
si x € [1, 3]
six> 4

a. Encuentre el dominio de f y el dominio de g.

b. Calcule: f(3), f(1),9(2) y g(0).

C. Definaparax:f+g;f-g;§.

3. Sif(x)=2x*+6y g(x) =7x+ 2. Encuentre:

a. (gof)(4).
b. (fof)(3).
(9 09)(2).
d. (fog)(5).
(g o f)(5).

o

®

£ (fof) ()
g (gof)X).
h. (fog)(x).
i (gog).
j. (gofog)x).

4.  Verifique que (fo fo f)(x) =x si f(x)=1—%-

5. Dada la funcién f, exprésela como la composiciéon de dos o méas funciones, donde f esta

definida como:

a. fx)=33x—7.

b W= G ey )t

c. f(x)=1In®(2x—1)2.

e —x

N

d. f()=
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x?+1
pat

6. Determine cudles de los siguientes puntos estan sobre la gréafica de f(x) =
a. (1,2).
b. (2,5/2).
c. (—1,0).

d. (-2,-5/2).

[¢)

. (3,10/3).

f(X+h})l—f(x)'h¢

0.

7.  En cada una de las siguientes funciones simplifique la expresion
a. f(x)=mx+bh.
b. f(x)=x%
c. f(x)=vVx
d. f(x)=3Vx

8. Dadas las graficas de f y g, encuentre y trace las graficas aproximadas de f +g y f -g.

9. Dadas las gréficas de f y g, bosquejar la graficade fogy deg o f.
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10. Consideremos ‘f como el conjunto de funciones definidas en X
F=f1f:X->X
Verifique o demuestre que (‘f, 0) cumple las propiedades:
a.  Asociativa.
b. Modulativa.

c.  ¢Bajo qué condiciones se cumple la propiedad invertiva?

ﬁ7 Dominio y recorrido de algunas funciones especiales

Cuando definimos la funcién f como y = f(x), se considera que ya esta definido su dominio. Este
ultimo, o bien se indica explicitamente, o debe establecerse de antemano. Sin embargo, cuando
no se indica su dominio, se supone que es un subconjunto “mas grande” de nimeros reales para
los cuales esta definida la funcion.

De las propiedades de los niimeros reales podemos deducir que las funciones polindmicas y ex-

ponenciales se pueden calcular en cualquier nimero real. La funcidn f definida como f(x) = In(x),
se calcula sélo en los reales positivos.

i. La funcién f definida por f(x) = 3/ g(x), para n par.
Esta funcidn esta definida para g(x) = 0.

Ejemplo 53. Hallar el dominio de f definida como f(x) = v/ x? + 3x — 10.

Solucidn. Se debe llegar a que x*+ 3x — 10 = (x + 5)(x — 2) = 0. Resolvemos y tenemos que
X € (-, - 5] U [2, ). Por lo tanto Dm(f) = (-0, -5] U [2, 00).

Ejemplo 54.  Hallar el dominio de f definida como f(x) = T3

Solucion. Para que f(x) esté definida se debe cumplir que x>0 y x # 3, por lo tanto:

Dm(f) = [0, @) N (R—{3}) = [0, ) — {3}

7—x
x2—4

Ejemplo 55.  Hallar el dominio de f(x) =
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- X

Solucion. Para que f(x) esté definida se debe cumplir que o > 0. Resolvemos y tene-

mos que:

Dm(f) = (-0, -2) V (2, 7]
i f()=In(g(x)
Recordemos que la funcién logaritmo esta definida en los reales positivos; por lo tanto:
Dm(f) ={xeR| g (x) > 0}.

Ejemplo 56. Hallar el dominio de f definida como f(x) = In(4 — x?).

Solucién. f esta definida si 4—x% > 0. Si resolvemos la inecuacién, tenemos que

Dpm(f) = (=2, 2).

En lo que se refiere al recorrido de una funcion definida como y = f(x), éste se calcula con base
en el dominio ya establecido.

El recorrido de una funcion se determina por la propia ley (férmula) que define la funcidn,
mientras que el dominio se fija por las condiciones o por el sentido del problema a resolver.

Cuando definimos una funcién como y = f(x), el Rec(f) se forma con los valores que toma y. Por
lo tanto, para hallar el recorrido expresamos x en funcién de y, y hallamos los valores de y para
los cuales x esta definida. Para hallar el recorrido consideraremos algunas funciones en que sea
posible expresar x en funcion de y.

Ejemplo 57. Hallar el recorrido de f definida como y = f(x) 2x +35 .
x _—
Solucién.
_2x +5
v = x—3

y(x—=3)=2x+5
xy—3y =2x+5
xy—2x =3y +5
x(y—2)=3y+5
x_3y + 5

y — 2

Debemos encontrar los valores de y para los cuales y — 2 = 0; esto ocurre cuando
y = 2; por lo tanto, Rec(f) =R — {2}.

Ejemplo 58. Hallar el recorrido de f definida como y = f(x) =+/x2 — 1.Suponemos que y toma
la raiz principal o positiva.
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Solucidn. El recorrido se toma para valores de y mayores o iguales que cero donde x esté
definida.

Il
=

N

|
[EN

Esta desigualdad en particular se cumple para cualquier valor de y mayor o igual a
cero; por lo tanto, Rec(f) = [0, o).

Ejemplo 59. Hallar el recorrido de f definida por y = f(x) = v x? + 4. Se supone que y toma la
raiz positiva.

Solucion.
Yy =4x%2+4
y2=x?>+4
x= Jyi =%
y2—42>0

Resolvemos la inecuacién y tenemos que y e(-o, -2 U 2, o); pero los
valores positivos de y para los cuales x esta definida son [2, o); por lo tanto,

Rec(f) = [2, o).

ﬂS Funciones definidas implicitamente

Si f esta definida explicitamente pory = f(x) = /4 — x2, entonces se tiene la ecuacion x*+ y?= 4.
Se dice que la funcion esta definida implicitamente por la ecuacién anterior. En general, se dice
que una funcidn f estd definida implicitamente por una ecuacidn de la forma F(x, y) = 0 si y s6lo
si para todo x € Dom(f) se cumple que F (x, f(x)) = 0.

Algin comentario se debe hacer con respecto al término “definida”, puesto que la ecuacién no
caracteriza a la funcidn, en el sentido de que puede haber muchas funciones que estan definidas
por una misma ecuacion. En el ejemplo dado, la ecuacion x* + y* = 4 “define” implicitamente dos
funciones (soluciones de la ecuacion x? + y? = 4, al despejar y) tipicas con el mismo dominio, a
saber f y f,, definidas respectivamente por:

fi(x) =4 —x?% para—2<x <2
fo(x) = —J4—x?% para—2<x<2




FUNCIONES | CAPITULO 2

Claramente, se tiene que cada una satisface la ecuacion. Por ejemplo para f,, se tiene
x*+ (f, (x))*= 4, para todo x e Dom (f)). No obstante, la ecuacién también define implicitamente
a g definida por:

9(x) = V4 —x%?  sixesracional conx € [-2,2]
—+v4 —x? sixesirracional conx € [—2,2]

y asi se pueden construir otras funciones bien raras.

En el ejemplo anterior resulté facil resolver y en la ecuacion x*+ y? = 4, y obtener una de las varias
funciones definidas por ésta. En general, no resulta sencillo saber si una ecuacién F (x, y) = 0 defi-
ne implicitamente alguna funcién, y en caso de que exista, el problema es a cudl define. En calculo
avanzado, el teorema de la funcién implicita asegura la existencia de dicha funcidn bajo algunos
supuestos fuertes. Por ejemplo, se puede demostrar que existe una funcién f que esta definida
por la ecuacion F(x, y) = e+ y — xe*— 1= 0, y que satisface f(0) = 0; pero no es posible obtenerla
despejando y en la ecuacion.

Notese que si una funcidn f esta definida explicitamente por la ecuacién y = f(x), entonces tam-
bién esta definida implicitamente por la ecuacién y — f(x) = 0.

EJERCICIO 2.6

1. Halle el dominio de f donde:

a f)=yx2+x+1,
1
b. f(x)=ln(;—3).
2x+3
“ I e
V2x + 3
dIW=5—
x—3
e fW= |3 =%
2x
£ f(x):\/xz—Zx— 35
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x+7
& fW=gm— 1

In(2x + 3)
b SN 7y 12
2. Sean las funciones f y g definidas como f(x) = —x*+9 y g(x) =+ x? — 9. Determine:
a. El dominio de f.
b. El dominio de g.

c. (fog)(x)yeldominiodefog.

3. Paracada una de las siguientes funciones halle el dominio y el recorrido:
2 1
a. y=—-1
Y7x

b. y=vx+4.

x2—1
x

ty= x(x—1)

g y=x*+2x+5.

h. y=|x|-2.

4.  Encuentre en cada caso una funcién que esté definida implicitamente por la ecuacion

dada.
x+2_2
a. y—1 =

b. Jyx+y=x.

c. yP—2xy+1=x%
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ﬂ9 Intersecciones con los ejes

Los puntos del eje X tienen por coordenadas (a, 0), donde a es cualquier nimero real. Por lo tanto,
una funcién f definida por y = f(x) se intersecta con el eje X si y sélo si f(x) = 0. De manera ana-
loga, los puntos del eje Y tienen por coordenadas (0, b), donde b es cualquier nimero real; por lo
tanto, una funcion f definida por y = f(x) se intersecta con el eje Y si y solo si x = 0. Se obtiene
asf el punto (0, f(0)).
Ejemplo 60. Hallar la interseccion con los ejes de la funcién f definida como:

1. f(x) = x* —3x-10.

Con el eje X

x?—3x—10 = 0, resolvemos la ecuacion y tenemos que x=5 6 x=-2; por lo tanto
las intersecciones con el eje X son los puntos (-2, 0) y (5, 0).

ConelejeY

f(0) =-10; la interseccién con el eje Y es el punto (0,-10).
2. f(x) = x*+ 6x+ 10.

Con el eje X

x?+ 6x + 10 = 0; no tiene soluciones reales (x = —3 * i); por lo tanto la funcién no
intersecta al eje X.

ConelejeY
Calculamos £(0) . f(0) = 10; la interseccion con el eje Y es el punto (0, 10).
3. f(x) = >
Con el eje X

e”-1=0; resolvemos la ecuacion y tenemos que 2x -1 = In(0); como In(0) no esta
definido, la funciéon no intersecta al eje X.

ConelejeY
f(0) = e'; lainterseccion con el eje Y es el punto (0, e!).

4. f(x)=x-1n(3 —x).
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Ejemplo 61.

Solucion.

Intervalo

Con el eje X

x - In(3 - x) = 0; resolvemos la ecuacién y tenemos que x = 0 6 In(3 - x) = 0.
Resolvemos In(3 - x) = 0, tenemos que 3 - x =e’=1, de donde x = 2. Por lo tanto
los cortes con el eje Xson (0, 0) y (2, 0).

Conel eje Y
f(0)=0-1In(3) = 0; la interseccién con el eje Y es el punto (0, 0).

Hallar la interseccion con los ejes y bosquejar la grafica de la funcién f definida
como f(x) = x3— 3x*+ 2x.

y = f(x) = x3-3x2 +2x = x(x -1)(x -2). De donde f(0) = 0, y f se anula cuando
x=006x=1 6 x=2. Asipues, el corte con el eje Yes el punto (0, 0) y los cortes con
el eje X estan en los puntos (0, 0), (1, 0) y (2, 0). Las funciones polinémicas tienen
la virtud de ser continuas en todo R. Intuitivamente, esto significa que su grafica
no presenta interrupciones: su grafico es un solo trazo. Esto permite localizar la
grafica cuando se tienen los puntos de corte con el eje X. Un andlisis de los signos
de la expresidn y = x(x -1)(x -2) da como resultado lo siguiente (recuerde el méto-
do gréfico para desigualdades):

(-0, 0) (0,1) (1,2) (2, 00)

Signos de x (x —1) (x —2) — + — @

Esto significa que la grafica de f se encuentra por debajo del eje X en los intervalos
(-0, 0) y (1, 2), puesto que y es negativo en dichos intervalos. Andlogamente, la
grafica de f se encuentra por encima del eje X en los intervalos (0, 1) y (2, ), ya
que y es positivo alli. Un bosquejo de la grafica se muestra en la pagina siguiente.

Hasta ahora no se sabe si en verdad la grafica tiene una sola cresta en el intervalo
(1, 2); sélo se conoce que en este intervalo es positiva y que tiene que pasar por 0
y por 1 en el eje X. Lo mismo ocurre para x > 2: no se sabe si sigue esta tendencia o
si en algiun momento se agacha.

/N

1

\S)

En el ejemplo anterior y en muchos otros casos, encontrar los puntos de corte
con el eje X puede resultar facil (claro, en caso de que la funcidn los tenga). Pero
como en general, esto no es asi, el uso de métodos numéricos (con la ayuda de un
computador) constituye una esperanza alentadora, puesto que se obtienen bue-
nas aproximaciones.
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EJERCICIO 2.7

Halle la interseccion con los ejes de cada una de las siguientes funciones y si es posible trace su

grafica:
1. fx)=x*+x x+ 3
A S
2. f(x)=In(2x—6).
2
3. f(x)=eXx+e—20. 8. f(X)=3x —2’

4. f(x)=x?—x1

9. f®= 4_xx2-
5. f(x)=x'*—4x%

4x? —9 X -
axT =7 10. f()=—
2x+ 4 x“+

ﬁ.m Funcion inversa

Dada una funcién f que asigna a cada x del dominio un y, se puede pensar en la regla inversa al
elemento y; le asignamos x, y tenemos que averiguar si esta nueva regla determina una funcidn.
Pero esto no siempre ocurre. Por ejemplo, la regla f que asigna a cada x su cuadrado x?, tiene la
propiedad f(1) =1 = f(- 1). En este caso, la regla inversa le asignaria al numero 1 tanto el 1 como
-1; por tal motivo no seria funcion.

1
1

6. f(9=

Como estamos interesados en aquellas reglas inversas que mantengan la propiedad de ser inver-
sas, se requiere que f satisfaga una condicion extra: que sea inyectiva.

Definicién 4. Una funcidn f definida de X en Y es uno a uno o inyectiva, si para
cualquierx, y x, de X se cumple que:
six #x, entonces f(x,) # f(x,) o equivalentemente: si f(x,) = f(x,)
entonces x, = X,.

Ejemplo 62.  Determinar si es uno a uno cada una de las siguientes funciones definidas como:
a. f(x)=x4sixeR

b. f(x)=x%sixeR"

2x + 3
x—2

¢ fl)=
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Solucion.

d. Sea X el conjunto de los numeros digitos y f la funcién que asigna a
cada digito el numero de letras del nombre del digito.

a. Como se habia visto, f no es uno a uno, ya que f(-1) = f(1) = 1. Dos elemen-
tos diferentes del dominio tienen la misma imagen. Si no tenemos esta referencia
practica, partiendo de la definicién tenemos que si:

f() = f(x2), x, #0 y

x? = x2

xt—x3=0

(1 +x) (g —x) =0
x1=—x2 6 x1=x2

En particular, existe x, = -x,#X,.

b. Partiendo de la definicién tenemos que si f(x,) = f(x,), x,> 0, x,> 0.

2

x? = x2

x2—x2 =0

(e +x2) (g —x) =0
X1=—x2 éx1=x2

X,= - X, no es solucién porque -x, ¢ Dm(f). La unica solucion es x, = x,, lo que
significa que f es uno a uno.

2x;+3  2x, +3

= , resolvemos:
X, —2 X, —2

c. Sif(x,) = f(x,) tenemos que

2x;+3) (2, —2) (1 —2)-(2x, +3)
2x1 Xy —4x, +3x, —6 = 2x; -x, —4x, +3x;, — 6

Cancelando 2x, x, y -6 a cada lado de la igualdad, se tiene:

—4x,+ 3x, = — 4x, + 3x
—7x1 = —7x2
X1 = Xy

lo que significa que f es uno a uno.

d. Recordemos que X={0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9}; el nombre por ejemplo, del digito
0, cero, tiene 4 letras; por lo tanto f(0) =4 y f(3) = 4, lo que significa que f no es
uno a uno.

Definiciéon 5.  Una funcién f definida de X en Y es una funcién sobreyectiva (o

sobre), si para cualquier y € Y existe un x € X tal que y = f(x).
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En muchos problemas suponemos que el conjunto Y se restringe al recorrido de f, y en este caso
f:X — f(X) es siempre sobreyectiva.

Definicién 6. Una funcion f definida de X en Y es biyectiva si es uno a uno y sobre-
yectiva.

Si f es una funcién uno a uno y sobre definida de X en Y como y = f(x), la ecuaciéon
y = f(x) para x tiene solucidn Unica; en este caso estamos expresando x en funcién de y,
es decir, x = g(y), donde g es una funcion definida de Yen X. La funcién g se denomina
la funcién inversa de f 'y se nota f

f =
X — Y — X
x = y=fx) » x=f1)

Observemos quesi y=f(x) y x=g(y), tenemosy = f(g(y)) y x=g(f(x)); es decir,
fog=l, y gof=I,

notaremos
g=fty f=g"'

3

Ejemplo 63. Si f(x) =3x+ 7, demostrar que g(x) = es su inversa.

Solucion. (£ og)(¥) = flg() = F(25L) = 3(25L) + 7=x
y

Bx +7)-7
GoNX) =g(f() =gBx+7)=—7F—— =*

porlotanto g=f1
Siy = f(x), x es la variable independiente, y es la variable dependiente; en 1, x se

convierte en la variable dependiente, e y en la variable independiente. Es decir, si
y = f(x), al intercambiar x por y, e y por x tenemos que y = ! (x).

2x +5
Ejemplo 64. Hallar la funcién inversa de f definida como f(x) = .

+5 2y + 5
~ —3 ; al intercambiar las variables tenemos x = yj‘ donde

Solucién. Seay =

y=f".
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Despejamos:

x(y—3)= 2y+5
xy—3x = 2y+5
xy—2y = 3x+5
y(x—2)= 3x+5
3x + 5
x — 2

y =
por lo tanto la funcién inversa f esta definida como

3x + 5
x — 2

y=f1x=
Verifiquemos que (f1)of)(x)=f"(f(x)) =x:

2x + 5
3(x—3)+5
2x +5
(x—3) 2
6x + 15 5
x—3 1
2x +5 2
x —3 1
6x + 15+ 5x — 15
x —3
2x + 5—2x +6
x — 3
11x(x —3)

T Tix -3)

_1(2x+ 5)_
x—3/"

Porlotanto flof=1

Ejemplo 65. Hallar la funcién inversa de f definida como f(x) =,/x2 — 4 conx = 2. Considerar
la raiz positiva.

Solucién. y=ix2—-4,y=f(x)
Al intercambiar las variables tenemos x = \/y2 — 4, donde y = f!(x).
Despejamos y:

x%=y%?— 4
y:=x%+4

y =+/x%2+4

Por lo tanto la funcién inversa f! esta definida como y = f'(x) =/x2 + 4.
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Ejemplo 66. Hallar la funcién inversa de f definida como f(x) = x%

Solucidn. Como f no es uno a uno, f! no existe. Observe que al resolver la ecuacién y = x?
para despejar x, tenemos que ésta no tiene soluciéon Uinica a menos que conside-
remos soélo la raiz positiva o sélo la raiz negativa. Esto significa que f! existe si
restringimos el Dm(f) a R*U {0}, en este caso, f™ (x) =+/x; 0a R"U{0}, y en este

caso f! (x) =-vx.

Para tener en cuenta
En los ejemplos anteriores hemos podido resolver (contando con suerte) la ecuacidn y = f(x)
para despejar x, pero esto no siempre es posible. Puede verse que la funcién y = f(x) =x + e*es
inyectiva y por tanto f existe, pero no es posible expresarla de manera explicita; es decir, no es
posible despejar x en dicha ecuacion.

Cuando se tiene acceso a la grafica de f, se puede determinar intuitivamente si es inyectiva. Ser
inyectiva significa que para cualquier y, si y € Rec(f), éste debe ser la imagen de uno y sélo un
punto x € Dm(f). Esto significa que si trazamos cualquier recta paralela al eje X que pase por el
recorrido de f, ésta cortara la grafica de f en un unico punto si y sélo si f es inyectiva.

Las siguientes graficas corresponden a funciones inyectivas:

— \.\

/

Las siguientes graficas corresponden a funciones no inyectivas:

Esta recta la corta mas
de una vez

"""" ﬁ'““/“ Esta recta la corta mas

de una vez
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Cuando se tiene la grafica de una funcidn f biyectiva, se puede trazar en el mismo plano la grafica
de su inversa f}, reflejando el grafico de f a través de la recta y = x (la funcién identidad), puesto
que de esta manera se obtendran los puntos (v, x) del grafico de f~!.

La grafica siguiente muestra la situacion descrita.

L
A

EJERCICIO 2.8

En los ejercicios del 1 al 10 determine en cada caso si la funcidn es uno a uno y en tal caso en-
cuentre su inversa.

=

1
f=1-

2. gx)=—x*+4.

3 hix) = x—4
' ()= 2x + 3.
4. r(x)=2~

5 f(x)=3x+7.

6. f(x)=x3+1.

1
7 W=
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8. f(x)=2"

9. f(x)=In(x—9).

10. f(x)=e™

11. En cada una de las siguientes graficas de funciones biyectivas, trace la funcién inversa.

a.
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12.

===

Wl=—mmmm e e =

Sean los conjuntos X={1, 2,3}, Y={a, b, c,d},y Z={2, 4, 6}.

a.  Construya una funcién de Y en X que sea sobreyectiva.

b.  Construya una funcién de Z en Y que no sea uno a uno y no sea sobreyectiva.
c.  Construya una funcién de Z en Y que no sea biyectiva.

d. ;Esposible construir una funcién f de X en Y que sea uno a uno?

e. (Esposible construir una funcién f de X en Y que sea sobreyectiva?

f.  (Esposible construir una funcién f de X en Y que sea uno a uno y sobre?
g.  (Esposible construir una funcion f de X en Z que sea uno a uno?

h.  ;Esposible construir una funcién f de X en Z que sea sobreyectiva?

i.  ¢Esposible construir una funcién f de X en Z que sea uno a uno y sobre?
j. ¢Es posible construir una funcién f de Y en Z que sea sobreyectiva?

k.  ;Esposible construir una funcién f de Y en Z que sea uno a uno y sobre?
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ﬁ.ll Otros tipos de funciones

2.11.1 Funciones pares e impares

Se dice que un conjunto X — R es simétrico respecto del origen de coordenadas, si —x € X para
cualquier x € X.

Ejemplo 67. R;[-a,a]; R-{0}, {x:|x| = a} son conjuntos simétricos.

Definicion 6.

i) Una funcién f definida en un conjunto simétrico X respecto del origen de
coordenadas es par, si f(x) = f(-x) para cualquier x € X.

ii) Una funcion f definida en un conjunto simétrico X respecto del origen de
coordenadas es impar, si f(-x) = -f(x) para cualquier x € X.

Obsérvese que una funcidn par no puede ser inyectiva, pues x # -x y f(x) = f(-x).

Ejemplo 68.  Verifique que f definida como y=./1 — x2 es par.

Solucion. Dm(f) = -1, 1 es simétricoy f(-x) =/1 — (—x)2 = NE = f(x); por lo tanto fes
par.

Observemos que si y = f(x) es par, su grafica es simétrica respecto del eje Y, es decir, si
(x,y) € Graf(f) entonces (-x, y) € Graf(f).

1
Ejemplo 69.  Verifique que f, definida como y = f(x) = 2 es impar.

1 1
Solucién. Dm(f) = R - {0} es simétrico y f(-x) = — =~ = —f(x) ; por lo tanto f es
impar.
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Observe que cualquier funcién impar y = f(x) es simétrica respecto al origen de coordenadas; es
decir, si (x, y) € Graf(f) entonces (-x, -y) € Graf(f).

N

‘ﬁ

J

Existen funciones que no son pares ni impares, como puede verse en el siguiente ejemplo.
Ejemplo 70. Sea f(x) =y =2~
1 1
f(=x)=2%= 2—x,§¢2",
Es decir, f(—x) # f(x); por lo tanto f no es par. Por otro lado,

1
£ =—(29,~(2) # 55

Es decir, -f(x) # f(-x); por lo tanto f no es impar. Asi fno es ni par ni impar.

Para tener en cuenta

Toda funcién f definida en un conjunto X simétrico respecto del origen de coordenadas puede
ser representada como la suma de dos funciones g y h, cada una de las cuales estd definida en
el mismo conjunto X, y una de las cuales (g) es pary la otra (h) es impar; a saber:

o9 LA ) T 1)

2.11.2 Funciones acotadas

Definicion 7. i) Una funcién f definida en X es acotada inferiormente, si existe
un numero m tal que m < f{x), para todo x € X. El nimero m recibe
el nombre de cota inferior de f.
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ii) Una funcion f definida en X es acotada superiormente, si existe
un nimero M tal que f(x) < M, para todo x € X. El nimero M recibe
el nombre de cota superior de f.

ii) Una funcién f definida en X es acotada, si existe un nimero c tal
que |f(X)]| <c, paratodoxeX. El nimero crecibe el nombre de cota
de f.

Graficamente, si m < f{x) para todo x € X, significa que la grafica de f estd por encima de la recta
y =m, en todo x € X. Analogamente, f(x) < M para todo x € X significa que la grafica de f esta por
debajo de la recta y = M en todo x € X. Finalmente, si m < f(x) < M para todo x € M, la gréfica de f
se encuentra entre lasrectasy=myy = M.

Obsérvese que si una funcidn f es acotada, también lo es inferiormente y superiormente (y tam-
bién reciprocamente), ya que —c < f(x) <c.

Ejemplo 71. Sea f definida por f(x) = x*+ 3. f es acotada inferiormente, puesto que 3 < f(x),
para todo x € R, pero no es acotada superiormente. Ndotese que la grafica de f esta
por encima de la recta y = 3. Cualquier otro nimero menor o igual que 3 hubiese
servido como cota superior para f.

Ejemplo 72.  En el ejemplo anterior la funcién f no es acotada superiormente. Sin embargo,
si obligamos a f a tomar sus valores de x, por ejemplo, en el intervalo [-2, 4], (en
otras palabras, restringimos a f), esta nueva funcion f no sdlo es acotada inferior-
mente por 3 sino que también es acotada superiormente, por ejemplo, por 16, es
decir, 3 < f (x) < 16, para todo x € [-2, 4]. La grafica ilustra mejor esta situacion.

1
N
NG S P, S Y
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2.11.3

Si m o M existen, no necesariamente pertenecen al recorrido de la funcién. Por otro lado, debe-
mos notar que determinar si una funcidn es acotada (en cualquiera de las tres formas) no es un
trabajo sencillo en general. De ahi que si se tiene acceso a la grafica podria resultar sencillo hablar
acerca de su acotabilidad. No obstante, si una funcién f es continua en un intervalo cerrado y
acotado I, entonces la funcion es acotada, como se vera mas tarde.

Ejemplo 73.  Sea f definida por la ecuacién f(x) = PERnEY M =1 es una cota superior para f;

f(0) =1 y m=0 es una cota inferior, pero no existe x tal que f(x) = 0.

Funciones perioddicas

Una funciéon definida como y = f(x) se llama periddica, si existe T > 0 tal que para cualquier x del
dominio, f(x + T) = f(x). El menor de estos T se denomina periodo de la funcién. Una funcién
periédica nunca es inyectiva. ; Por qué?

Ejemplo 74.  f(x) = sen(x) es periddica porque sen(x + 2m) = sen(x), para cualquier nimero real
x; 2m es el periodo.

Ejemplo 75.  El modelo clasico de inventarios CEP (cantidad econémica de pedido), donde Q es
el nivel 6ptimo de pedido para minimizar los costos y T es el tiempo de reabaste-
cimiento, es decir, el tiempo en que este inventario @ se reduce a cero, genera una
funcidn periddica f tal que q = f(t), donde f(t+ T) = f(t), con ¢t > 0.

NSNS

t (tiempo)
T
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EJERCICIO 2.9

1.  Verifique sila funcién dada es par, impar o ni lo uno ni lo otro.
a. f(x)=1x|+3.

b. f(x) =sign(x).

c. f(x)=eW.
1
d. f(x)= e

e. fx)=x*+x.

f. f(x)=x3-x.

2. Paracadauna de las siguientes funciones, haga el analisis (Dom, Rec, intersecciones con los
ejes, si es par, impar y si es uno a uno).

a. f(x =z
b. f(x)=eM.
1
AR
x
d JW=m3T
e. f(x)=e_%xz.
f. fX)=x+x.

3. En cada caso bosqueje la grafica de una funciéon que cumpla las condiciones exigidas.
a. Dm(f)=R Rec(f)=R*ysealal.
b.  Dm(f) = R-{0}, Rec(f) = (0, o). (Es posible que sea uno a uno?

c. Dm(f) = (a, =), Rec(f) = (-, b), corta al eje X en el punto (0, 0). ;Es posible que sea
uno a uno?
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4. Dada la grafica de f, determine: Dm(f), Rec(f). ¢Es uno a uno? ;Es par? ;Acotada?

(Periddica?
a.
1k
4 -3 2 4 1 2 3 4
b.
/1 N
c.
3 2 -1 1 2 3
d.

5. Verifique las siguientes afirmaciones:
a. Lasuma de funciones pares es par.
b. Lasuma de funciones impares es impar.

c.  Lacomposiciéon de funciones pares es par.
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ﬁ.u

Modelos matematicos

2.12.1

Hasta ahora se han construido funciones de variable real partiendo de las operaciones basicas
entre numeros reales (funciones elementales). Combinando estas funciones, obtenemos nuevas
funciones como f+ g, f.g,fog, [}, etc., de acuerdo a conveniencias matematicas o gustos particu-
lares. Pero la necesidad de cuantificar situaciones practicas motiva la construccién de funciones
que las expliquen. A estas funciones las denominamos modelos matematicos.

Representacion del modelo

De acuerdo a como haya sido construida la funciéon que explica el modelo, la representacion del
modelo es usualmente:

1.  Una formula, por ejemplo y = f(x) = x*~7x + 1. En estos casos, se maneja el concepto de
variable dependiente e independiente. Gracias al desarrollo de la geometria analitica y el calculo,
hacemos un andlisis de la funcién y obtenemos una representacion grafica que permita una me-
jor comprension de la formula.

Ejemplo 76.  El ingreso de la venta de un producto depende del nimero de unidades y del pre-
cio unitario; si el precio unitario es de $10.000 y el nimero de unidades vendidas
es x, el ingreso I(x) es I(x) = 10.000x.

2. Una tabulacion: Es posible que se tengan algunos valores de la funcién, que hayan sido
obtenidos a través de la experiencia (datos histéricos). En este caso, lo mas aconsejable es la
tabulacidn y la representacidn grafica de estos valores.

A partir de esta informacion, se construye la formula o el modelo matematico. Este procedimien-
to es objeto de estudio de la estadistica, entre otras, y no lo abordaremos aqui.

3.  Una representacién semdntica o cualitativa: conociendo el comportamiento o algunas
propiedades de la funcién, o algunos valores (condiciones iniciales) del fendmeno que se esté
estudiando, bosquejar el grafico de la funcion.

Ejemplo 77. Sabemos que la cantidad q de un articulo que se fabrica y vende depende de su
precio unitario p. Los fabricantes y consumidores reaccionan de manera diferente
a los cambios de precios, lo que genera dos funciones. Estas se denominan curva
de oferta, que representa, dependiendo del precio, las cantidades que los fabri-
cantes estan dispuestos a ofrecer (a mayor precio se producen mas articulos); y
curva de demanda, que representa, dependiendo del precio, las cantidades que
los consumidores estan dispuestos a comprar (a menor precio se consumen mas
articulos). Con esta descripcion, una representacion grafica es:




CALCULO CON APLICACIONES

q A q A

Curva de

Curva de / demanda

oferta

La costumbre (cosas de economistas) es que la variable independiente p esté en el
eje vertical y la variable dependiente g en el eje horizontal.

¢Cudl de todas estas tres representaciones es la mds apropiada? En principio esto depende de las

conveniencias o de las necesidades. Lo natural es utilizar la que mejor informacién proporcione y a
partir de ésta construir las otras.

2.12.2 Construccion de modelos matematicos

Construir un modelo matematico es partir de alguna informacion que tengamos del fenémeno
que queramos explicar y encontrar la funcion o conjunto de funciones que lo expliquen.

Ejemplo 78.  El costo de franqueo de una carta en funcién de su peso en gramos esta dado por
la funcién f definida como:

100, si 0<x<50
f(x) = {200, si 50<x<100
300, si 100< x <150

Las situaciones practicas también llevan a combinar los valores de dos o mas funciones (que son
ndimeros reales) y a obtener nuevos modelos.

2.12.2.1 Funciones de ingreso, costo y utilidad

Para ingresos: R(x) = mx, donde R es la funcion ingreso; x representa el nimero de unidades
vendidas, y m representa el ingreso por unidad o precio de venta.

Para costos: Costo total = Costos variables + Costos fijos o sea, C(x) = mx + b, donde C es la
funcién de costo total; x representa el nimero de unidades producidas, m representa el costo por
unidad, mx representa los costos variables, y b los costos fijos.

Para utilidad: Utilidad = Ingresos — Costos totales, es decir, U(x) = mx + b, donde U es la funcién
utilidad, x representa el nimero de unidades producidas y vendidas, m representa la utilidad por uni-
dad vendida, y b la pérdida cuando no se venden unidades. Este valor corresponde a los costos fijos.
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Si el costo total C(x) de produccion es mayor a los ingresos R(x), hay pérdida (al producir x unida-
des); si los ingresos son mayores a los costos, hay ganancia.

Cuando los ingresos son iguales a los costos, es decir, R(x) = C(x), o equivalentemente, U(x) = 0,
el valor de x que cumple esta igualdad genera el punto (x, R(x)), que se denomina punto de equi-
librio.

Ejemplo 79.  Si p(x) representa el precio unitario de un articulo para una demanda de x unida-
des, el ingreso por las x unidades esta dado por la expresion R(x) = x - p(x).

Ejemplo 80.  Si un articulo se produce en dos fabricas y f(x) representa la cantidad producida
en una de las fabricas y g(x) la producida en la otra, donde x representa el numero
de dias, la participacidon porcentual de la primera fabrica en un nimero de dias x
esta dada por:

@ .

2.12.2.2 Modelos lineales

Como habiamos notado, una funcién lineal f esta definida por la ecuacién f(x) = mx + b. La grafica
de esta funcion es una linea recta: m es la pendiente o inclinacién de la recta y el punto b es el
punto de corte con el eje Y. Dados dos puntos distintos (x,, y,) y (x,, y,) de la gréfica de una fun-
cién lineal f, se puede ver que

m=3’2‘3’1 b= _3’2_)’1x
—xz ~x y Y1 X, — %, 1
de tal forma que
Y2 =W Y2 = V1 Yo =M1
f(x) xz—x1x Y1 xz—xlxl P (x—x)+»

Cuando se da la pendiente m y un punto (x,, y,) de la grafica de f, la funcién esta definida por

fE)=mx—x)+y,

Debe notarse que rectas verticales no representan la grafica de ninguna funcion. Sin embargo, si
esta recta cruza al eje X en a, la ecuacion de la recta vertical esta dada por x = a.

Ejemplo 81.  El costo de procesar un kilo de café es de US $0,50 y los costos fijos diarios son de
US $300.

a. Hallar la ecuacién de costo y su representacion grafica.

b. Hallar el costo de procesar 1.000 kilos de café en un dia.
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c. Con un presupuesto de US $2.000, ;cudntos kilos se pueden procesar
diariamente?

Solucidn. a. Si C(x) representa el costo en dolares de procesar x kilos de café por dia, de
acuerdo al modelo lineal tenemos que m = 50 centavos de ddlar, o sea US $0,50, y
los costos fijos diarios son b = 300; por lo tanto C(x) = 0.5x + 300.

Para hacer la grafica de la ecuacion, como se trata de una recta es suficiente encon-
trar dos puntos; si reemplazamosx=0 y x =200 en C, tenemos C =300y C=400
respectivamente, que corresponden a los puntos (0, 300) y (200, 400). Por tanto
la grafica que se obtiene es:

400 7/
|
300 i

200

b. Sustituyendo x por 1.000 en C tenemos:

€(1000) =0,5(1000) + 300 = 800. Por lo tanto el costo de procesar 1.000 kilos de
café al dia es de US $ 800.

c. Para un presupuesto de US $2.000, reemplazamos en C(x) = 0.5x + 3000 y

tenemos:
2.000 = 0.5x + 300
0.5x = 1.700

x = 3.400 kilos
Ejemplo 82.  Si definimos las funciones de ingreso R, de costo C y de utilidad U, como R(x)=250x,
C(x) = 150x + 200.000 y U(x) = R(x) - C(x), tenemos que U(x) = 100x - 200.000,
donde x es el nimero de unidades producidas y vendidas. Determinar:
a. ¢Cuantas unidades se deben vender para obtener un ingreso de $2°000.000?

b. ;Cudntas unidades se producen con un capital de $1°850.000?

c. ¢;Cuantas unidades se deben producir y vender para obtener una utilidad de
$500.000?

d. Halle el punto de equilibrio.
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Solucidn. Observemos que en cada una de las preguntas a, b y ¢, conocemos el valor de R(x),
C(x) y U(x). Necesitamos hallar una expresion para calcular el valor de x (el nime-
ro de unidades); es decir, necesitamos R! (x), C* (x), U (x); por lo tanto:

X
a. Siy=R(x)=250x entonces R~'(x) = ——. Para obtener un ingreso de 2°000.000

250
2'000.000

necesitamos vender R (2°000.000) = ~5o - 8.000 unidades.

x —200.000
b. Siy = C(x) = 150x + 200.000, entonces C! (x) = 150 - Con $1’850.000
producimos:

1'850.000 — 200.000

C1'(1’850.000) = 150 =11.000 unidades.

x +200.000
c. Si y=U(x)=100x-200.000, entonces U (x) = 100 Para obtener una
utilidad de $500.000 necesitamos producir y vender:

500.000 + 200.000

U7 (500.000) = =7.000 unidades.

100

d. Para encontrar el punto de equilibrio, resolvemos la ecuaciéon U(x) = 100
x-200.000 = 0, donde x = 2.000. Significa que se deben producir y vender 2.000
unidades, que generan unos ingresos iguales a los costos R(2.000) = €(2.000) =
500.000. El punto de equilibrio es la pareja (2.000, 500.000).

Ejemplo 83. El costo de fabricar 10 articulos al dia es de US $350, mientras que fabricar 20
articulos del mismo tipo cuesta US $600. Suponiendo un modelo de costo lineal,
determine la ecuacidn para calcular el costo total diario.

Solucidn. Si x representa el numero de articulos que se fabrican diariamente y C(x) su costo,
tenemos que cuando x = 10, C(10) = 350 ddlares, y cuando x = 20, C(x) = 600 d6la-

res. Estos valores corresponden a los puntos P, (10, 350) y P,(20, 600). Con estos
puntos hallamos la pendiente de la recta:

_600—350_25
T 20—-10

Reemplazamos en la ecuacion de la recta punto—pendiente:
y_y1= m (X_Xl)l
y tenemos que y — 350 = 25(x — 10); luego y = 25x — 250 + 350; por lo tanto:

Y=C(x)=25x+100
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Si la cantidad de articulos es un nimero entero, la grafica de esta funcién esta
determinada por puntos sobre la recta y = 25x + 100 para valores de x enteros no

negativos.
Tabla
X 0 1 2 3 4
y 100 125 150 175 200
Ve
A
175 77777777 i
]
1
150 [~="" T
! [
1
125 -1
o
Pl
100¢
! 1 ! .
> X
1 2 3

Ejemplo 84. Paraun fabricante de relojes, el costo de mano de obra y materiales por reloj es de
US $15 y los costos fijos son de US $200 al dia. Si vende cada reloj a US $20, ;cuan-
tos relojes debe producir y vender cada dia para obtener ganancias?

Solucién. Sea x el nimero de relojes producidos y vendidos cada dia. Los costos totales de
producir x relojes son C(x) = 15 x + 200. Como cada reloj se vende en US $20, los
ingresos que se obtienen al vender x relojes son R(x) = 20x. El nimero de relojes
que se debe vender diariamente para tener el punto de equilibrio se tiene cuando
20x = 15x + 2000, de donde x = 400. Por lo tanto, se deben vender méas de 400 re-
lojes diarios para obtener ganancias.

o
O
yr (,Psb
X
8.000~~~""""""">7 Y.
A
| Punto de
1 equilibrio
Q\QV' |
'Q)Q.
]

400
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Ejemplo 85. A una compaiifa le cuesta US $75 producir 10 unidades diarias de cierto articulo y
US $120 producir 25 unidades diarias del mismo articulo.

a. Determine la ecuacién de costo si es lineal, e interprete los coeficientes.
b. ;Cuadl es el costo de producir 20 articulos al dia?

Solucidn. a. Si x representa el nimero de articulos que se fabrican diariamente y C(x) su
costo, tenemos que cuando x = 10, C(10) = 75 ddlares; y cuando x = 25, C(25) =
120 ddlares. Estos valores corresponden a los puntos P (10, 75) y P,(25, 120). Con
estos puntos hallamos la pendiente de la recta:

_120-75
-~ 25-10
Reemplazamos en la ecuacion de la recta y = mx + b. Sabemos que m = 3; por lo

tanto, y = 3x + b. Como la recta pasa por el punto (10, 75), reemplazamos y tene-
mos 75 = 3(10) + b, de donde b = 45. La ecuacion de costo total es:

m

Y=C(x) =3x+45

Donde m = 3 representa el costo de producir una unidad, y b =45, los costos fijos
diarios.

b. Six =20 articulos, entonces C(20) =3 (20) + 45 = US $105.

Ejemplo 86. Los costos totales semanales para producir x articulos estan dados por
C(x) = 2.800x + 600.000. Cada articulo se vende a $4.000.

a. Halle el punto de equilibrio

b. Si se tiene un pedido fijo de 600 unidades, ;cudl deberia ser el precio p para
garantizar que esta cantidad de pedido dé el punto de equilibrio?

Solucidn. a. Los ingresos totales son R(x) = 4.000x; la cantidad de equilibrio se tiene cuando
4.000x = 2.800x + 600.000, de donde x = 500, R(500) = C(500) = $2’'000.000. El
punto de equilibrio es la pareja (500, 2’000.000).

b. A un precio p, los ingresos de vender x unidades son R(x) = x - p. Si la cantidad
de equilibrio es x = 600, tenemos que:

600- p = 2.800(600) + 600.000
600- p = 2'280.000
p = 3.800
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Ejemplo 87.  Los costos totales diarios en miles de pesos de producir x sillas son y = 25x + 600.
a. Si cada silla se vende a US $40, ;cudl es el punto de equilibrio?

b. Siel precio de venta se incrementa a US $55 por silla, ;cudl es el nuevo punto de
equilibrio?

c. Sise sabe que al menos 150 sillas pueden venderse al dia, ;qué precio debera
fijarse con el objeto de que no hayan pérdidas ni ganancias?

Solucion. a. Si cada silla se vende a US $40, el ingreso obtenido por la venta de x sillas es
R(x) = 40x, y el punto de equilibrio es 40x = 25x + 600; luego x = 40 sillas.
R(40) = C(40) = 1.600.

b. Si el precio de venta se incrementa a US $55 por silla, el ingreso es
R(x) = 55x, y el nuevo punto de equilibrio se obtiene cuando 55x = 25x + 600;
luego x = 20 sillas. R(20) = €(20) = 1.100.

c. Sea p ddlares el precio fijado a cada silla, entonces R(x) = 150p (ingreso),
y el costo y_= 25 (150) + 600, entonces y = 4.350. En el punto de equilibrio,
150p = 4.350, entonces p = 29.

2.12.2.3 Depreciacion lineal

Cuando una empresa compra equipo o maquinariaregistra el valor de tal equipo como un activo en
su balance general. Al pasar los afios este valor decrece porque el equipo lentamente se desgasta
o se hace obsoleto. Esta reduccidn en el valor de un activo se conoce como depreciacién. Uno de
los métodos ordinarios para calcular la depreciacion es reducir el valor del equipo (depreciarlo)
en una cantidad constante cada afio, de tal manera que el valor se reduzca a un valor cero o de
salvamento al término de la vida util estimada para el equipo. Este método de depreciacién se
denomina depreciacion en linea recta. Para su célculo tenemos que si V,=V(0) es el valor inicial
del equipo, n es la vida ttil en afios del equipo, V(x) es el valor del equipo en x aflos,0 <x<n,y

V(n) -V,
m=———
n

es la depreciacion constante por afio. Se tiene que V(x) = mx + V. El valor V(n) corresponde
al valor del equipo cuando ha terminado su vida util. Este se denomina valor de salvamento. Si
V(n) = 0, decimos que el equipo se deprecia totalmente.

Ejemplo 88. Una empresa compra maquinaria por US $150.000; se espera que la vida ttil de la
magquinaria sea de 12 afios con un valor de salvamento cero.

a. Determine la depreciacién por afo.
b. Halle V(x), valor de la maquinaria después de x afios.

c. Defina una funcién para calcular el valor depreciado después de x afios.
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Solucion.

0 —150.000
a. Depreciacién por afio: m =—————=-12.500.

12
b. Valor después de x afios:
V(x) =-12.500x + 150.000 ddlares.

c. Elvalor depreciado después de x afios es:

D(x) = 12.500x

%4

A

150.000 -
100.000 +

50.000 +-

> X (afios)

4 8 12
Ejemplo 89. Una empresa compré maquinaria nueva por US $15.000, que se deprecia
linealmente en US $750 al afio y tiene un valor de salvamento de US $2.250.
a. ;Cuadl es la vida util de la maquinaria?

b. Halle V(x) y el valor de la maquinaria después de 6 afios de uso.

Solucion. a. Tenemos m =-750; V,= 15.000; V(n) = 2.250, reemplazando en m = @,
oy s V(n) -V,
nos queda que la vida util, n,es n = —
_ 2.250 — 15.000 _ ~
n= 750 =17 afios

b. V(x) = -750x + 15.000; V(6) = -750(6) + 15.000 = US $10.500.
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2.12.2.4 Funciones lineales de oferta y demanda

Las leyes de la oferta y la demanda son dos de las relaciones fundamentales en algunos analisis
econémicos.

Ecuacién de demanda: La cantidad x de cualquier articulo que sera adquirida por los consumi-
dores depende del precio del articulo. Una ecuacién que indique la cantidad de articulos que los
consumidores estan dispuestos a comprar, a varios niveles de precios, se denomina ecuacién o
ley de la demanda.

La ley mas simple es una funcidn lineal, definida por p = mx + b; en donde p es el precio por uni-
dad del articulo en que cierta cantidad x puede venderse, x es la cantidad demandada, x> 0, m es
la variacién del precio por cada unidad adicional que se demande. Como a mayor precio menor
demanda, el valor de m es negativo. b es el mayor valor de p y significa que para valores menores
a p, los consumidores estan dispuestos a demandar el articulo. La grafica de una ley de demanda
se llama curva de demanda.

Ecuacion de la oferta: La cantidad x de cualquier articulo que un fabricante esta dispuesto a
ofrecer depende del precio del articulo. La ecuacién que indica la cantidad ofrecida a varios nive-
les de precios, se denomina ecuacidn o ley de la oferta.

La ley mas simple es una funcién lineal, definida por p = mx + b. En donde p es el precio por
unidad del articulo en que cierta cantidad x puede venderse, x es la cantidad ofrecida, x = 0, m
es la variacion del precio por cada unidad adicional que se ofrece. Como a mayor precio mayor
oferta, el valor de m es positivo. b es el menor valor de p y significa que para valores mayores a
p, el productor esta dispuesto a ofrecer el articulo. La grafica de una ley de oferta se llama curva

de oferta.
P P
A A
m<0
DEMANDA m>0
OFERTA
3 X 3 X
Curva de demanda lineal Curva de oferta lineal
p: precio; x:unidades demandadas La oferta aumenta al subir el precio
Nota: Si el precio por unidad de un articulo aumenta, entonces la demanda disminuye. (Ver grdfica
de demanda).

Si el precio por unidad disminuye entonces la demanda aumenta.
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2.12.2.5 Punto de equilibrio del mercado

Si el precio de un articulo es demasiado alto, los consumidores no lo adquiriran, mientras que si
es demasiado bajo los proveedores no lo venderan. En un mercado competitivo, cuando el precio
por unidad depende sélo de la cantidad demandada y ofrecida, siempre existe una tendencia del
precio a ajustarse por si mismo, de modo que la cantidad demandada por los consumidores sea
igual a la cantidad ofertada por los proveedores. Se dice que el punto de equilibrio del mercado
ocurre en un precio en el que la cantidad demandada es igual a la cantidad ofrecida. Esto corres-
ponde al punto de interseccion de las curvas de la oferta y la demanda.

Ejemplo 90. (Demanda) Se demandan 20 afeitadoras al dia, a un precio de US $25 cada una, y
30 afeitadoras a un precio de US $20. Determine la ecuacién de demanda supo-
niendo que sea lineal.

Solucién. Sea x la cantidad demandada (abscisa x) y sea P el precio (ordenada y); entonces,
_20—-25
P (20,25)y P, (30,20),0sea, m = 30-20" -0,5). Luego:

m=-0,5.Como p =mx + b, entonces 25 =-0,5(20) + b;

b=35; y p=-0.5x+ 35, que es la ecuacion de demanda requerida.

P

A

35

| | T > X
20 40 6070

Ejemplo 91.  Se demandan 200 unidades de cierto articulo a US $30 por unidad, y 250 unidades
a US $27 por unidad. La ecuacidn de oferta para tal articulo es 6p = x + 48.

a. Determine la ecuacién de demanda, suponiéndola lineal.

b. Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

c. Determine el precio y la cantidad de equilibrio, si se ha fijado un impuesto de
US $3,4 sobre el articulo. ;Cudl es el incremento en el precio y la disminucién en la

cantidad demandada?

d. ;Qué subsidio por unidad incrementaria la demanda en 24 unidades?
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Solucion.

Ejemplo 92.

27 —30
a. P, (200,30) y P, (250, 27); entonces m=m = -0,06 ; como

Y —y,=m(x —x,), entonces p - 30 = -0,06(x — 200), es decir, p =30 + 12 — 0.06x,
0 sea p=42—0,06x.

x + 48
6

=42 - 0,06x; entonces x = 150 articulos y p = 33 dédlares.

x; +48

6 )

c P—34= luego 6P -20.4=x, +48. 6P =x, + 68.4;

x; +68.4
6

252 —0.36x,=x, + 68.4; luego, 252 — 68.4 = 1.36x,, 0 sea,

+ 68.4 ,
entonces P, = xlT, osea 42 —0.06 x,= Asi,

183.6 135 + 68.4
X, = 136 Entonces x, = 135, luego P, = — e entonces:
P =US $33,90.
X, +48

d. Ecuacion de oferta: 6p =x+ 48, P,= 6

Ecuacién de demanda: P =42 — 0.06x,, entonces, x,= 150 + 24 = 174, entonces
P,=42—0.06 (174), entonces P,= 42 — 10.44, entonces P,= 31.56.

En oferta:
x + 48 X, +48

P,= 3 , entonces, 31,56 = — t, entonces,
174 + 48

t= 6 31.56, luego t=37-31.56, es decir:

t = US $5,44 en subsidio incrementara la demanda en 24 unidades.

Determine el precio de equilibrio y la cantidad de equilibrio de las funciones de
oferta y demanda siguientes:

Demanda: p = 25 — 2x.

Oferta: p = 3x + 5.
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Solucidn. Tenemos que 3x + 5 = 25— 2x, es decir que la cantidad de equilibrio es de x = 4

unidades.

Ahora sustituimos en la ecuacién de demanda, p = 25 — 2(4) = 17, que es el precio
de equilibrio.

Ejemplo 93.  Silas ecuaciones de demanda D y oferta S son respectivamente

D:3p+5x=22 'y S:2p—3x=2,

determine los valores de x y p en el punto de equilibrio del mercado.

Solucion. Resolviendo el sistema de ecuaciones respecto ax y p, entonces x =2y p = 4. Sus-

tituimos el valor de p en la ecuacién de demanda (D), y obtenemos que el punto de
equilibrio del mercado ocurre cuando p =4y x = 2.

EJERCICIO 2.10

1.  Halle la ecuacion de la recta que:

a.

b.

Pasa por el punto (7, 9), con m = -5.

Pasa por el punto (3,-2) y es perpendicular a la recta que pasa por los puntos
(_1r _3) y (8, 7)

Pasa por el punto (-4, 3) y es paralela a la que pasa por los puntos (0, -3) y (-6, 1).
Pasa por el punto (5, 7) y es paralelaa 3x + 5y + 25 = 0.
Pasa por (-1, 3) yes paralelaa4x+2y=7.

Pasa por (-2, 5) y es paralela a la recta que pasa por los puntos (1, k) y (k, 1).

Pasa por (-1, 6) y es perpendicular a larecta 5x+ 2y — 5 = 0.
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2. Los costos fijos mensuales para producir un articulo son de $4’000.000 y los costos por
unidad de $5.000; el precio de venta por unidad es de $10.000. Halle:

a.

Las ecuaciones de costos e ingresos en funcién del nimero de unidades y represéntelas
en un mismo plano.

El punto de equilibrio.
La funcién de utilidad.

(Cuantas unidades se deben producir y vender para obtener una utilidad mensual de
$1’500.000?

3.  Siprepresenta el precio unitario de un producto y q el nimero de unidades de ese producto,
dadas las ecuaciones p + ¢ =100 y p — q = 20.

a.

Identifique cudl corresponde a oferta y cual a demanda. Explique que significan sus
coeficientes.

Explique parap =40 y p =80. ;Qué sucede?

Halle el punto de equilibrio y represente en un mismo plano las dos ecuaciones.

4. Una maquina se adquiere por $12°000.000 y se deprecia en 15 afios. Halle:

a.

b.

el valor de la maquina y su depreciacion acumulada en funciéon de ¢;

el valor de la maquina y la depreciacion acumulada dentro de 7 afos.

5.  Los costos fijos de un producto son $5'000.000 mensuales y el costo por unidad $6.000. El
precio unitario de venta es $11.000.

a.

b.

Exprese el costo total y el ingreso en funcién del nimero de unidades.
Halle el punto de equilibrio.

Exprese la utilidad en funciéon del niumero de unidades vendidas e interprete los
coeficientes.

(Cuantas unidades se deben producir y vender para obtener una utilidad de
$2°000.000?
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6. Cuando se producen y venden 500 unidades de un producto se tiene una pérdida de
$400.000; cuando se producen y venden 1.000 unidades se tiene una ganancia de $600.000.
Si los costos variables por unidad son $1.000.

a. Exprese el costo total y el ingreso en funciéon del nimero de unidades.

b. Halle el punto de equilibrio.

]

;Qué utilidad tengo cuando vendo 2.500 unidades?
d. ¢;Cuéntas unidades se deben producir y vender para obtener una utilidad de $500.000?
7. Dadas las ecuaciones 2p + q =240 y p—q=30.

a. Identifique cudl corresponde a oferta y cudl a demanda. Explique qué significan sus
coeficientes.

b. Explique parap=40 y p =100 qué sucede.
c. Halle el punto de equilibrio y represente en un mismo plano las dos ecuaciones.

8. Lasecuaciones q + 2p =200y q + 4p = 40 corresponden a ecuaciones de oferta y demanda.
Identifique cada una, encuentre el punto de equilibrio y represéntelas graficamente.

9. Una mdaquina que se compra por un valor de $18'000.000 se deprecia linealmente en 15
afnos.

a. Exprese el valor de la maquina en funciéon del tiempo.
b. Calcule el valor de la maquina al final del cuarto afio.
c. ¢En cuantos afios la maquinaria tendra un costo de $12°000.000?

10. Los costos fijos de fabricacion de un articulo son de US $300 a la semana y los costos totales
por fabricar 20 unidades del mismo articulo a la semana son de US $410. Determine la
relacion entre el costo total y el nimero de unidades producidas, si se supone que es lineal.
¢(Cudl sera el costo de fabricar 30 unidades a la semana?

11. La demanda mensual de un articulo es de 4.000 unidades; los costos fijos mensuales para
producirlo son de $5’000.000, el precio de venta del articulo es de $6.250 y el costo variable
es el 60% del precio de venta.

a. Calcule la utilidad.

b. Si el productor aspira a obtener una utilidad minima del 20% sobre los costos totales,
;se justifica producir?
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2.12.2.6 Modelos cuadraticos

Ejemplo 94. Una compaiifa de dulces vende sus cajas de chocolates a US $2 cada una. Si x es el
numero de cajas producidas a la semana en miles de unidades, entonces los costos
de produccién estan dados por:

y.=1000+ 1300 x + 100x* ddlares.

Determine el nivel de produccién en que la compaiia esta en el punto de equili-
brio.

Solucidn. Los ingresos por vender x miles de cajas a US $2 cada una son: y =2000x, porque
2(1.000) = 2.000; entonces el punto de equilibrio viene dado por y =y ; de alli
2.000x =1.000 + 1.300x +100x%, x>— 7x + 10 = 0; luego, (x — 2)(x—5)=0, es decir,
x=2 y x=5.Porlo tanto, hay dos puntos de equilibrio: 1a compafiia puede decidir
fabricar 2.000 cajas a la semana con ingresos y costos iguales a US $4.000 six = 2,
o puede fabricar 5000 cajas con x = 5, con ingresos y costos de US $10.000.

P

A

10.000 |-————m—mmmm e Y.

4.000 |----=5

v
S

Ejemplo 95. Una empresa de alquiler de TV cobra una cuota de 15 délares por cliente, si sirve
a 1.000 clientes o menos. Si el servicio se presta a mas de 1.000 clientes, por cada
cliente que exceda ese nimero, la cuota disminuira en 1 centavo para cada uno de
los clientes. ;Cuantos clientes proporcionan el ingreso maximo para la empresa?

Solucion. Sea t el nimero de clientes adicionales (a los 1.000), de tal forma que tendriamos
en total 1.000 + ¢t clientes que pagarian cada uno 15 -0.01 ¢; el ingreso total seria

I=(1.000 + £)(15 — 0,01¢) = - 0,012+ 5¢ + 15.000
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En este caso I es una funcién cuadratica con a =-0.01, b = 5y ¢ =15.000; como a es
negativo, / tiene maximo en:

b 5
= —_—_——= —— = 2
t °a 0,02 50, y en este caso

I = (1.000 + 250)(15 — 0,01(250)) = 15.625

En otras palabras, el ingreso maximo es de $15.625, y esto ocurre cuando hay
1.000 + 250 = 1.250 clientes.

EJERCICIO 2.11

1. La demanda mensual de un producto tiene un comportamiento lineal: se sabe que a un
precio de $5.000 la unidad, se demandan 6.000 unidades mensuales y por cada $500 que
se rebaje el precio, la demanda crece en 1.000 unidades. Los costos fijos son de $8’000.000
mensuales y los costos variables de $3.000.

a. Exprese la utilidad en funcién del nimero de unidades demandadas.
b. Represente graficamente esta funcién.
c. ;Cuantas unidades se deben producir para que la utilidad sea maxima?
2. Dadas las ecuaciones de ofertay demanda: 25p + ¢*>=269 y 5p — 2q = 1.
a. ldentifique: ;cudl corresponde a la oferta y cudl a la demanda?
b. Halle el punto de equilibrio y represente en un mismo plano las dos ecuaciones.
c. Sip=7;quéocurre?
3. Dadaslas ecuacionesp=q*+4q+3 y p=-q¢*+33.
a. Identifique cudl corresponde a la oferta y cual a la demanda.
b. Explique para q=2 ypara q=5, ;qué sucede?
c. Halle el punto de equilibrio y represente en un mismo plano las dos ecuaciones.

4.  Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio de las curvas de demanda y oferta siguientes:

a. D:2p+3z=100 y S:p=1/10x+ 2.

b. D:p?+x*=25y S:p=x+1.
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2.12.2.7 Modelos exponenciales

Una funcién exponencial f tiene la forma f(x) = a*, donde a es una constante positiva. Cuando
0 < a < 1 la grafica de f es decreciente, y si a > 1, la grafica de f es creciente. En este caso el
dominio de la funcién es Ry el recorrido es (0, o).

funcién exponencial

casoa<0 casoa>0

/ 1

1\ /

Cuando f(x) =A, e se dice que f tiene un crecimiento (decrecimiento) exponencial (o continuo)
sik>0 (k<0).

Una de las mejores aplicaciones donde se involucran los exponentes y logaritmos es el interés
compuesto o en forma mas general el crecimiento exponencial. Suponga que un capital inicial P,
se invierte a una tasa de interés i por periodo:

al final del primer periodo, el nuevo capital serd P, =P + P i=P (1 +1);
y si este ultimo (P,) se invierte de nuevo, tendremos P,= P, + P, i =P, (1 +1i) =P (1+i)%

y si continuamos de esta manera, después del n-ésimo periodo se tendra P = P (1+0)".

En resumen:
Para una tasa de crecimiento i por periodo, la poblacién (inicial) P, en n periodos es:
P =P(n)=P, (1+1i)"

Ejemplo 96. 1. Suponga que se invierten $2’500.000 a una tasa de interés anual del 8%. Hallar
el capital al cabo de:

a. un afio; b. dos afios; c. n afios.
Solucion. En este caso P,=2'500.000 e i = 8% = 0,08.

a. Equivale a hallar el 8% por encima de 2’500.000, por lo tanto el capital en un
afio es: P(1) = 2’500.000(1,08) = 2°700.000.

b. Equivale a hallar el 8% por encima de P(1):
P(2) = P(1) - (1,08) = P, (1,08)

c. P(n) =P, (1,08)"=2'500.000 (1,08)".
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Ejemplo 97.  ;En cuantos afios se duplica una poblacién P, si crece anualmente en un 10%?

Solucion. P,=P; P =2P;i=0,1 (10%); n=7?. Reemplazando tenemos
2P=P-(1,1)"
Al cancelar P nos queda (1,1)" = 2; calculamos el logaritmo natural a cada lado
In(1,1)"=1n2
y aplicamos propiedades de los logaritmos:
n-In(1,1) =In2
In2

~In(L,1)
= 7,27 afios = 7 ailos 3 meses 7dias

Ejemplo 98.  ;En qué porcentaje anual crecera una poblacion de 5’000.000, si se estima que en
5 afios es de 7°000.000?

Solucion. P, = 5’000.000; P = 7’000.000; n=75; i=7; reemplazando tenemos
7°000.000 = 5°000.000 (1 +1)°

y simplificando

5(1+i)°=7
(1+0)°=7/5
14+i = (1,4)Y°
i =1,0696 —1

i =0,0696 = 6,96% anual

Ejemplo 99.  El valor futuro de un capital de 5’°000.000, colocado a un interés compuesto del
3% mensual, depende del nimero de meses que esté colocado. Si x representa el
numero de meses tenemos:

£(x) =5°000.000 (1,03)*

En particular, si el capital se coloca durante un afio, tenemos que x = 12,y f(12) =
5’000.000(1,03)" =7'128.804,43.

Ejemplo 100. Considere el valor presente de $1 colocado a una tasa de interés i compuesto
anual. Calcular el valor futuro a un afio si se capitaliza:
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Solucion.

a. anualmente; b. semestralmente; c. diariamente;

d. horaahora; e. minuto a minuto; f. continuamente.

a. El periodo de interés es anual, el interés es i, el nimero de periodos es 1 afio,
asi el valor futuro es

Pt)=(1+1)

b. El periodo de interés es semestral, como el afio tiene dos semestres, el interés
es i/2 (semestral), el nimero de periodos es 2 semestres, asi el valor futuro es

P(t) = (1 +i/2)2

c. El periodo de interés es diario, como el afio tiene 365 dias, el interés es i/365
(diario), el nimero de periodos es 365 dias, asi el valor futuro es

P(£) = (1 +i/365)%".

d. El periodo de interés es hora a hora, como el afio tiene 8760 horas, el interés es
i/8760 (por hora), el nimero de periodos es 8760 horas, asi el valor futuro es

P(t) = (1 +1/8760)87¢°
e. El periodo de interés es minuto a minuto, como el afio tiene 525.600 minutos,
el interés es i/525.600 (por minuto), el nimero de periodos es 525.600 minutos,
asi el valor futuro es

P(t) = (1 +1/525 600)525600,

f. Hasta ahora lo que ha ido cambiando es el periodo de capitalizacion. Lo que se
ha hecho no es mas que dividir el afio en n periodos y en tal caso el valor futuro es

P(t)=(1+i/n)"

lo que se quiere ver es qué sucede cuando n es infitamente grande (n — o)y se
puede demostrar que en tal caso, el valor futuro es

P(t)=¢
y se dice que la capitalizacion es continua.

En general, un valor presente P, a una tasa anual i capitalizable continuamente
tiene un valor futuro al cabo de t afios de

P(t) = Pe"



FUNCIONES | CAPITULO 2

EJERCICIO 2.12

1.  Halle el valor futuro en un afio de $1 colocado a una tasa de interés compuesto anual del
36% capitalizable:

a. trimestralmente; b. mensualmente;
c. diariamente; d. continuamente.

2. El namero de bacterias en un cultivo crece exponencialmente. Si inicialmente estan pre-
sentes en un cierto cultivo 5.000 bacterias y 30 minutos después estan presentes 20.000,

halle la tasa de crecimiento por minuto y cuantas bacterias estaran presentes al final de una
hora.

3. Esta previsto que dentro de t afios, la poblacién de un cierto pais sera de P(t) = 50 %%t
millones de habitantes.

a. ¢Cual sera la poblacién dentro de 30 afios?

b. (En cuantos afios se duplica la poblacion?

4.  ;Cuanto dinero se debe invertir en una cuenta en délares que paga un interés anual del 7%
compuesto continuamente, para que dentro de 10 afios el saldo sea de US $40.000?

5. El valor V de una maquina se deprecia exponencialmente en un 8% anual; después de 10
afios su valor es de $20’000.000. Exprese el valor de la maquina en funcién del tiempo en
afios y con base en esta funcion calcule en cuantos afios se deprecia la maquinaria, si tiene

un valor de salvamento del 20% del valor inicial. Encuentre un modelo para la depreciacién
acumulada.

6. Bogota tiene 7 millones de habitantes hoy y un crecimiento del 3,5% anual. ;En cuantos
afios la pob0.15lacion:

a. seduplica? b. crece en un 80%? c. serade 20 millones?

7.  Enel ejercicio anterior calcule la poblacién de Bogota en:

a. 2 anos; b. 9 afios.

8. Determine el valor futuro de $1°000.000 colocados al 1,4% mensual durante dos afios, si el
interés es compuesto.




CALCULO CON APLICACIONES ‘

9.  Sise tiene un capital de $1'000.000 calcule:

a. ¢(En cuanto tiempo se duplica, si gana un interés del 2.5% mensual?

b. (En cudnto tiempo se duplica, si gana un interés del 2% mensual durante los seis

primeros meses y del 3% los restantes?

¢. ;/Quéinterés trimestral reconoce si en un afio genera unos intereses de 360.000?

d. ;/Qué interés mensual paga si en un afio genera intereses por $160.000?

10. Siel salario minimo es hoy de $196 délares y tiene un crecimiento estimado del 9,5% anual,

calcule:

a. Elsalario en 5 afos.

b. (En cuantos afios el salario sera de 1.000 délares?

2.12.2.8 Otros modelos

Ejemplo 101.

Solucion.

Ejemplo 102.

Solucion.

(Analisis del punto de equilibrio no lineal) El costo de producir x articulos al dia
estd dado en ddlares por y = 1.000 + 20+/x + 8x. Si cada articulo puede venderse a
US $20, determine el punto de equilibrio.

¥, = 1.000 + 20+/x +8x; v, = 20x

¥ = ¥, entonces 20x = 1.000 + 20v/x +8x

12x — 20/x —1.000 =0 (dividiendo por 4)

3x —5vVx —250=0 (multiplicando y dividiendo por 3)

(3vx)? = 5(3vx) — 750
3

(3vx —30) (3Vx +25)=0
3vx =30; entonces vx = 10; luego x = 100 articulos

Expresar el area de un tridngulo equilatero en funcion de su lado x.




Ejemplo 103.

Solucion.
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. ‘s 1 ., .
El drea del tridngulo es: A = 7 x -h; para expresar A en funcién de x, debemos escri-
bir h en funcién de x.

X
o s Z3)2 v
Utilizando el teorema de Pitagoras: h? + ( 2 ) =Xx?, entonces h = ;x; reemplazando

V3

en la expresion de 4, tenemos que A = sz.

Un cilindro de 40 centimetros de altura esta inscrito en una esfera de radio x.
Determinar el volumen del cilindro en funcién del radio de la esfera.

El volumen de un cilindro en funcién de su altura y su radio esta dado por V=m r?h.
Como h =40, se tiene que V =401 r% Se quiere expresar Ven funcion de x, entonces
expresamos r en funcién de x.

Aplicando el teorema de Pitagoras

(2r)?+ (40)*= (2x)?

tenemos
r’=x*>—400;

reemplazando en V, tenemos que V=40t (x*— 400).

EJERCICIO 2.13

En los ejercicios del 1 al 6 construir el modelo matematico de acuerdo a la informacién dada.

1. Elareade un rectangulo de 20 m de perimetro, en funcién de la base x.

2. El costo promedio de x unidades, si el costo de x unidades esta dado por la funcién C, defini-
da como C(x) = 350x + 24.500.

3. Una poblaci6n actual P, en funcién del tiempo ¢t en afios, si tiene un crecimiento anual del

4%.




CALCULO CON APLICACIONES

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

200
Elingreso de x unidades si el precio unitario es p = 1+005x

El &rea de un cuadrado inscrito en un circulo de radio r.

El area de un rectangulo de base x y perimetro igual a 200.

Se construye una caja sin tapa de 50 cm de altura, con una base cuadrada de lado x. Si cada
cm? de material de la base tiene un costo de $500, y cada cm? del material de las caras late-
rales tiene un costo de $300, exprese en funcién de x:

a. Elvolumen de la caja.

b. El costo del material.

Exprese el area de un rectangulo de base x, inscrito en una semicircunferencia de 10 cm de
radio.

Exprese el area de un rectangulo de base x inscrito en una circunferencia de radio R, dado.

La suma de dos niimeros es 25. Si uno de los nimeros es x, exprese la suma de los cuadrados
de los nameros en funcion de x.

La diferencia de dos numeros es 12. Si el nimero mayor es x, exprese el cuadrado de la suma
de sus reciprocos en funcién de x.

Con una hoja cuadrada de 1 m de lado se construye una caja abierta, recortando un cuadrado
de lado x en cada uno de sus cuatro vértices. Exprese el volumen de la caja en funcién de x.

Una hoja contiene 352 cm? impresos, con 4 cm de margenes superior e inferior y 2 cm a cada
lado. Si el lado superior de la pagina es x cm, exprese el rea de la hoja en funcion de x.

Con un alambre de 100 cm de longitud se construyen un cuadrado y un tridngulo equilatero;
si el perimetro del cuadrado es x, exprese la suma de las areas del cuadrado y el tridngulo en
funcién de x.

Resuelva el problema anterior si en lugar del tridngulo se construye una circunferencia.

Un tanque de forma cilindrica, con tapas de r cm de radio, tiene una capacidad de 10 litros.
Exprese el area total del tanque en funcién de r. (1 litro equivale a 1 dm?).

Las ecuaciones de oferta y demanda para cierto producto son 2p-x = 10 y
p=8000/(x+ 370), donde p es el precio por unidad en miles de ddlares y x es el nimero de
unidades vendidas al mes.

a. Encuentre el punto de equilibrio.

b. Determine el ingreso total recibido por el fabricante en el punto de equilibrio.
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ﬁ.lS Ejercicios de repaso

1. La demanda de un producto tiene un comportamiento lineal. Se sabe que a un precio de
$5.000 la unidad se demandan 4.000 unidades y por cada $1.000 que se rebaje en el precio,
la demanda crece en 500 unidades.

a. Halle la ecuacién de demanda.

b. (Qué precio maximo se estaria dispuesto a pagar?

c. Paraun precio de $4.500, ;cul es la demanda?

d. Parauna demanda de 5.250 unidades, ;cudl debe ser el precio unitario?

2. Unamaquina se deprecia linealmente en 10 afios; en cinco afios la depreciacién acumulada
es de 20 millones y la maquina tiene un valor de salvamento del 20% de su valor inicial.

a. Exprese el valor de la maquina en funcién del tiempo.
b. Calcule el valor de salvamento.
c. ¢En cuantos afios la maquina tendra un costo de $26’000.000?
3. El costo variable de fabricar una silla es de US $7 y los costos fijos son de US $150 al dia.
Determine el costo total y_de fabricar x sillas al dia. ;Cual es el costo de fabricar 100 sillas al

dia?

4. A una compaiiia le cuesta US $75 producir 10 unidades de cierto articulo al dia y US $120
producir 25 unidades del mismo articulo al dia.

a. Determine la ecuacién de costo suponiendo que es lineal.
b. ¢Cudl es el costo de producir 20 articulos al dia?
c. ¢Cudl es el costo variable y el costo fijo por articulo?

5. Una compaiifa ofrece recepciones a grupos a un costo de US $10 por persona, mas un cargo
extra de US $150. Encuentre el costo y_que fijaria la compafifa a x personas.

6.  El costo variable de producir cierto articulo es de US $0,90 por unidad y los costos fijos son
de US $240 al dia. Cada articulo se vende a US $1,20. ;Cuantos articulos habra que producir

y vender para garantizar que no haya utilidad ni pérdida?

7.  Los costos fijos de produccién de cierto articulo son de US $5.000 mensuales y los costos
variables son de US $3,50 por unidad. Si el productor vende cada uno a US $6:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

a. Encuentre el punto de equilibrio.

b. Determine el nimero de unidades que deben producirse y venderse al mes para obte-
ner una utilidad de US $1.000 mensuales.

c. Obtenga la pérdida cuando sdlo se producen y venden 1.500 unidades al mes.

El costo de producir x articulos estd dado por y_= 2,8x + 600 y cada articulo se vende a
US $4:

a. Encuentre el punto de equilibrio.

b. Si se sabe que al menos 450 unidades se venderan, ;cual deberia ser el precio fijado a
cada articulo para garantizar que no haya pérdida?

El costo de producir x articulos al dia esta dado por y = 80 + 4x + 0,1x* Si cada articulo se
vende a US $10, determine el punto de equilibrio.

Una empresa compré maquinaria por US $15.000. Si se deprecia linealmente en US $750 al
afio y tiene un valor de salvamento de US $2.250, ;por cudnto tiempo estard la maquinaria
en uso? ;Cudl sera el valor VV de la maquinaria después de t afios de uso? ;Y después de 6
afios de uso?

Un fabricante de jabones encuentra que las ventas son de 10.000 paquetes a la sema-
na, cuando el precio es de US $1,20 por paquete, pero que las ventas se incrementan a
US $12.000 cuando el precio se reduce a US $1,10 por paquete. Determine la relacién de
demanda, suponiendo que es lineal.

A un precio de US $2,50 por unidad, una empresa ofrecera 8.000 articulos al mes; y a
US $4,00 cada unidad, la misma empresa producird 14.000 articulos al mes. Determine la
ecuacion de oferta, suponiendo que es lineal.

Un comerciante puede vender 200 unidades de cierto articulo al dia a US $30 por unidad, y
250 unidades a US $27 por unidad. La ecuacién de oferta para tal articulo es 6p = x + 48.

a. Determine la ecuacién de demanda para el articulo suponiendo que es lineal.

b. Encuentre el precio y la cantidad de equilibrio.

Un fabricante tiene costos fijos de US $3.000 y costos variables de US $25 por unidad. En-
cuentre la ecuacion que relaciona los costos a la produccidn. ;Cudl es el costo de producir

100 unidades?

Una compaiiia tiene costos fijos de US $2.500 y los costos totales para producir 200 unida-
des son de US $3.300.

a. Suponiéndola lineal, escriba la ecuacién costo-produccion.
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b. Sicada articulo producido se vende a US $5,25, encuentre el punto de equilibrio.

c. ¢(Cuantas unidades deberd producir y vender de modo que resulte una utilidad de
US $200?

16. Halle el modelo matematico para expresar:
a. Grados Kelvin (°K) en funcién de grados Fahrenheit (°F). Si x representa °F,
recordemos que z = f(x) = 5/9(x—32) expresa grados centigrados (°C) en funcién de
°F; mientras que y = g(z) = z + 273, expresa °K en funcion de °C.

b. Elarea A de un cuadrado en funcién de su diagonal d.

c. El volumen de una esfera en funcion del tiempo ¢, si el radio de la esfera crece en fun-
cion del tiempo, segtin la relacion r=t + V2t

ﬁ.l4— Preguntas tipo GRE (Graduate Record Examination)

1. Sif(x)=x*y g(x) = -x, el conjunto de los x para los cuales g(x) > f(x) estd dado por
(A) (0,1)
(B) (-1,1)
@ (=0
(D) R
(E) ©

2. Considere la funcion polinémica f(x) = 9x°+ ax*+ b, con a y b enteros. Indique cudl de los
siguientes nimeros reales no puede ser un cero de f:

(A) 1/9
(B) -5
(C) 1/4
(D) 1/3

(E) 9
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3. Sif es biyectiva yf(%) = x, entonces f (x) es:
(A) x
1
(B) -

1
© Foo

(D) indefinida
(E) 9
4.  ;Para cuantas funciones f con dominio en [-1, 1] se cumple que (f(x))?= x*?
(A) una
(B) dos
(C) tres
(D) cuatro
(E) infinitas
5. ¢En cudntos puntos se intersectan la funciones definidas por f(x) = 4*y g(x) = x*)?
(A) uno
(B) dos
(C) tres
(D) cuatro

(E) ninguno

6. Sea f definida por f(x) = \/%xz; (cuantos valores hay para los cuales f(x) = 5?
(A) uno
(B) dos
(C) tres
(D) cuatro

(E) ninguno
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7.  ¢Cudl de las siguientes ecuaciones no puede representar la siguiente grafica?

(A) y=x+1
(B) y=x-1
(€ y=2x+1
(D) y=x+3

(E) y=x+2

8.  (Cudl de las siguientes funciones es acotada?
(A) y=x*
(B) y=1/x
(@) y=x
(D) y=1/(x*+1)

(E) y=x3+x
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Resumen

Funciones

Dados los conjuntos Xy Y, una funcién f de X en Y es una regla o ley de acuerdo con la cual a cada
valor de x (variable independiente) del conjunto X se le asigna un tnico valor bien determinado
y (variable dependiente) del conjunto Y. y = f(x) representa el valor de la funcién f evaluada en
x, se dice también que y es la imagen de x, dada por f (o que x es la preimagen de y). Al conjunto
X se lo denomina dominio de la funcién y se nota Dm(f). Al conjunto Y se lo denomina codominio
de la funcidén y se nota Cdm(f). Los valores de Y que toma la variable y se denominan recorrido
o rango de la funciéon, que se nota Rec(f). Sean f y g dos funciones definidas en un conjunto
X; f =g, si para cualquier x en el conjunto X se tiene que f(x) = g(x).

Funciones polinémicas
Una funciéon polinédmica f esta definida como
y=f(x)=ax"+a _ x"'+.+ax+a;conageRi=0,1,..,n

y tiene como dominio R. Si a #0, se dice que n es el grado de f. Algunos tipos especiales son los
siguientes:

1. Lafuncién constante definida como y = f(x) = k tiene como recorrido Rec(f) = {k}.

2. La funcién lineal definida como y = f(x) = mx +b, cuando m # 0, tiene como recorrido
Rec(f) =R (ya que si m = 0, se tiene una funcidn constante).

3. La funcion cuadratica definida como y = f(x) = ax*+ bx + ¢, a # 0; su recorrido depende de

p . . . . b2-4ac
los parametros a, b y c. Por ejemplo, si a > 0, el recorrido es el intervalo [— wa ,00)-

Explicitamente, si f(c) = 0, se dice que c es una raiz de la ecuaciéon polinémica f(x) = 0 o simple-
mente un cero de f.

Teorema 1 (del Residuo). Si f es una funcion polinémicay f(x) = (x—a)q(x) +r,
entonces f(a) =r.

Teorema 2 (del Factor). Si f es una funcién polinémica y f(x) = (x—a)q(x) + r,
entonces f(a) =0siysolosir=0.
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Teorema 3 (de las raices racionales). Si f(x) = a x"+a_, x"'+..+a, x + a, es un
polinomio con coeficientes enteros y p/q es una raiz racional irre-
ducible de f(x) = 0, entonces p es un divisor de a, y q es un divisor
dea,.

Teorema 4 (Regla de los signos de Descartes). Sea f una funcién polinémica con
coeficientes reales y el término constante no nulo, entonces el nu-
mero de ceros positivos reales de f es igual al nimero de cambios
de signo de f, o bien, es menor que ese nimero, en un entero par.

Teorema 5 (Teorema fundamental de algebra). Si f(x)=a x"+a_, x"'+..+a x+a,
es un polinomio con coeficientes complejos y de grado positivo, en-
tonces ftiene al menos un cero complejo.

Grafica de una funcion

Se denomina grafica de la funcién definida como y = f(x) al conjunto de puntos en el plano
(x,y) donde y = f(x).

Graf(f) = {(x,y)[y = f(x), x € Dm(f)}.

Geométricamente, a la Graf (f) se la denomina curva. La grafica sélo ilustra las propiedades de
la funcién, mas no las demuestra. Debe notarse que en muchos contextos una funcion f se define
como un conjunto de pares ordenados (x, y) tales que si (x, y) y (x, z) pertenecen a f, entonces
y = z; en este caso Graf(f) es la representacion grafica de todos los pares ordenados que
constituyen f.

Algebra de funciones

Adicién de funciones. Si f y g son funciones, la funcién suma de f con g, denotada por f + g, se
define como

F+9)x)=fx)+gx)

suma suma
de de
funciones reales
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Multiplicacién de funciones. La multiplicacién de f con g, denotada por f- g, se define como

(f9) (0)=fx) gx).

multiplicacién multiplicacién
de de
funciones reales

En particular, si f(x) =k, (k- g)(x) = k- g(x).

Cociente de funciones. Si f y g son funciones, la funcion cociente de f con g, denotada por E
se define como

f _ f)
(5) ===
g g(x)
—— ——
cociente cociente
de de
funciones reales

Composicion de funciones. Sean X, Y, Z conjuntos no vacios, f: X — Y y g: Y — Z funciones.
Definimos h: X — Z como h(x) = z si existe y e Y tal que y =f(x) y z =g(y). La funcidén h se llama
funcién compuesta de f con g y se nota

h =g o fdefinida por h(x) = (g o f)(x) = g(f (x)).

Funciones definidas implicitamente

Se dice que una funcioén f esta “definida” implicitamente por una ecuacion de la forma F(x, y) = 0
siy solo si para todo x € Dom(f) se cumple que F(x, f(x)) = 0.

Funcion inversa

Una funcién f definida de X en Y es uno a uno o inyectiva, si para cualquierx, y x, de X se cumple
que, si x, #x, entonces f(x,) # f(x,) o equivalentemente: si f(x,) = f(x,) entonces x, = x,. Una fun-
cién f definida de X en Y es una funcién sobreyectiva (o sobre), si para cualquier y €Y existe un
xeX tal que y = f(x). Una funcion f definida de X en Y es biyectiva si es uno a uno y sobreyectiva.
Si f es una funcién biyectiva definida de X en Y como y = f(x), 1a ecuacion y = f(x) para x tiene
solucién tnica; en este caso estamos expresando x en funcidn de y, es decir, x = g(y), donde g es
una funcidén definida de Y en X. La funcidn g se denomina funcién inversa de f y se nota f.
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Funciones acotadas

Una funcion f definida en X es acotada inferiormente, si existe un nimero m tal que m < f(x) para
todo x € X. El nimero m recibe el nombre de cota inferior de f. f definida en X es acotada supe-
riormente, si existe un nimero M tal que f(x) < M para todo x € X. El nimero M recibe el nombre
de cota superior de f. f definida en X es acotada, si existe un nimero c tal que |f(x)| < ¢ para todo
x € X. El nimero c recibe el nombre de cota de f.

Funciones periddicas

Una funcién definida como y =f(x) se llama periddica, si existe T > 0 tal que para cualquier x del
dominio, f(x + T) = f(x). El menor de estos T se denomina periodo de la funcién.

GLOSARIO

Funcion: Una funciéon f de X en Y es una regla que a cada valor de x de X le asigna un tnico valor
ydeY.

Funcion polinomica: Una funcién polindmica f es una funcion de la forma
— -1 . j —
flx) = a x'+a _ x"'+..+a x+a;conaeRi=0,1,..,n
Sia #0,sedice que n es el grado de f.

Teorema fundamental del algebra: Teorema que garantiza la existencia de raices de cualquier
ecuacion polinémica de grado mayor o igual que uno.

Punto de equilibrio: Punto de interseccion de las curvas de oferta y demanda.

Funcion acotada: Una funcién f definida en X es acotada si existe un nimero c tal que
|f(x)] < cparatodoxeX.

Grafica de una funcion: Se denomina grafica de la funcién definida como y = f(x) al conjunto de
puntos en el plano (x, y), donde y = f(x).

Graf (f) = {(x,»)| y =f(x), x e Dm(f)}.







Analisis de
nciones

ﬂ 1 Introduccién

El concepto de funcidn es basico en la formacién matematica de cualquier estudiante y para cual-
quier disciplina, su formalizacién estd mediada por un gran desarrollo histérico y por su potencia
como herramienta de modelacién matematica.

Como estrategia metodolégica, partiremos de la representacion grafica de una funcion de varia-
ble real y valor real; esta representacion permite intuitivamente establecer si una funcién en un
punto es: continua, creciente o decreciente, concava hacia arriba o hacia abajo; en general, esta-
blecer su comportamiento.

Una vez que se establezcan las caracteristicas o propiedades de una funcién a partir de su grafica,
definiremos los conceptos de limite, continuidad, crecimiento, concavidad, maximos, minimos y
puntos de inflexién.

Objetivos

1. Determinar en un punto, dada la grafica de una funcién: continuidad, crecimiento,
decrecimiento, concavidad, puntos criticos.
2. Extender este andlisis a cualquier intervalo o subconjunto del dominio de la funcién.
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Continuidad en un punto

Sean a, b nimeros reales con a < b. Recordemos que un intervalo abierto es cualquiera
de los siguientes conjuntos: (a, b), (a, ), (oo, b). Tienen la caracteristica de ser conjun-
tos conexos (sin rupturas). Por ejemplo: (0, 5), (-9, 2), R* = (0, o), son conexos; en cambio,
R-{0} = (-0, 0) U (0, o) no es conexo porque tiene una ruptura en x = 0.

Recordemos ademas que el intervalo (a, b) es un conjunto acotado que tiene sup e inf pero no
tiene maximo ni minimo. El intervalo (a, o) tiene inf pero no sup, es acotado inferiormente y
no es acotado superiormente; el intervalo (-0, c0) no tiene sup ni inf, ni es acotado.

Definicion preliminar. Intuitivamente, una funcién f definida en un intervalo
(a, b) es continua en x € (a, b), si alrededor del punto de la grafica
(%, f(x)) se puede trazar parte de la grafica sin levantar el lapiz.

f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada valor de x, x € (a, b).

Ejemplo 1. f definida como y = f(x) = x* es continua en todo R = (-0, o).

Y
\

f 0 =x2

Ejemplo 2. f definida como f(x) = ipara x > 0, es continua en cualquier intervalo (a, b) con
O<acs<h.




ANALISIS DE FUNCIONES | CAPITULO 3

Ejemplo 3. f definida como f(x) = e* es continua en todo R.
Y
A
f(x) =ex
1
//
< > X
y
Ejemplo 4.

f(x)=[x]=n,conn<x<n+1y ne Zesta definida en todos los reales pero no es
continua para valores enteros de x que pertenezcan a intervalos abiertos. Observe

que si un intervalo abierto no contiene valores enteros, la funcidn es continua en
todos los puntos de ese intervalo.

Y
A
f(0=14 —°
3-2-1 | : @ | X
1 2 3 4
T R 2
o |2
5 -
\
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Ejemplo 5. f(x) = signo(x) esta definida en todos los reales; el Unico valor de x en el que la
funcién no es continua es en x = 0.
1,si x>0
f(x) =[ 0,six=0
—1,si x <0
Y

f (x) = signo (x)

Observe que f es continua en x#0.

: x,sixeQ . , .
Ejemplo 6. flx) = {—x, six¢gQSe tiene que Domf =R y f sdlo es continua en x = 0. ; Por qué?

Se deja al lector la realizacion de la correspondiente grafica.

ﬁS Continuidad en un conjunto no conexo

En la seccidn anterior, el concepto de continuidad de una funcidn fue considerado para funciones
cuyo dominio es un intervalo (conjuntos conexos); cuando el dominio es un conjunto que no es
conexo, por ejemplo (-0, 0) U (0, ) = R-{0}, la definicién intuitiva sigue siendo valida.

Ejemplo 7. f definida como f(x) = i es continua en todo su dominio:
R-{0} = (=00, 0) U (0, ).




Ejemplo 8.

Ejemplo 9.
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Observe que:

1. En x = 0, la funcién no esta definida; por lo tanto, no tiene sentido hablar de
continuidad en x = 0.

2. No es posible definir f en x = 0 de tal manera que f sea continua en x = 0.

Se acostumbra a denominar erréneamente estos casos como discontinuidades no
evitables.

f definida como f(x) = ’;2%11, con x#1, es continua en su dominio (-o0, 1) U (1,0),
que es un conjunto no conexo con ruptura en x = 1. No tiene sentido decir que f
no es continua en x = 1, porque 1 ¢ domf. Es posible extender el dominio de la
funciéon y definirla en x = 1; s6lo si definimos f(1) = 2, f serd continuaenx=1; en
este caso, f seria continua en todo R.

>

> X
/ !
A4

En estos casos se acostumbra a decir erréneamente que en x = 1 existe una discon-
tinuidad evitable.

Observe que:

1. Si definimos f(1) # 2, la extensién de f no seria continua en x = 2.

f definida como f(x) = li—l es continua en su dominio (-o0, 0) U (0, 00), que es no
conexo. En x = 0, la funcidén no esta definida y no es posible definirla en x = 0 de tal
forma que sea continua.
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Ejemplo 10.  Sea f definida como f(x) = xzx—_g; f es continua en su dominio:
(-00,-3) U (-3,3) U (3, 0) =R-{-3,3},

el cual es un conjunto no conexo. No es posible definir f en x= 3, ni en x=-3, de tal
manera que su extensiéon sea continua en esos puntos.

X

F0)=—

1
Ejemplo 11.  Sea f definida como f(x) = Teiai €S continua en su dominio (-o0, -2) U (2, ).
No tiene sentido hablar de continuidad en [-2, 2] porque la funcién no esta defini-

da en ese intervalo.

>

En los ejemplos 6, 7, 8 y 9, la funcién no esta definida en un conjunto finito de puntos, mientras
que en el ejemplo 10, no esta definida en el intervalo [-2, 2].

Las funciones de los ejemplos 7, 8 y 9 son todas continuas en su dominio, independiente de
que en algunos casos haya una ruptura para uno o mas valores de x. En el ejemplo 10, la ruptura
es un intervalo. Como usualmente en los textos de calculo se define la continuidad en conjuntos
conexos, las funciones anteriores se consideran errbneamente no continuas para los valores de
X que no pertenecen al dominio y donde hay rupturas puntuales.
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Cuando se tienen rupturas en un valor, algunas veces es posible definir la funcién en ese punto,
como en el ejemplo 8, de tal manera que la extension de la funcién sea continua en un intervalo
abierto que contenga ese punto. En estos casos, siguiendo la costumbre, se dice que se tiene una
discontinuidad evitable. En los casos en que no es posible, se dice que se tiene una discontinui-
dad no evitable.

Observe que en el ejemplo 8, en x = 1, se tiene una discontinuidad evitable; en los ejemplos 6, 7 y
9 se tienen discontinuidades no evitables.

2_

Ejemplo 12, f definida como f(x) = );—_24 no esta definida en x = 2. En x = 2 se tiene una discon-
tinuidad evitable, porque se puede definir f en x =2 como f(2) = 4, de tal manera
que f sea continua en x = 2.

x%*_ 4
X — 2

En los siguientes ejemplos, 13, 14 y 15 con Dom(f) = R-{0}, se tiene una discontinuidad no evi-
table, porque no es posible definir f en x = 0 de tal manera que f sea continua en x = 0.

Ejemplo 13.
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. X, six <0
Ejemplo 14. f(x)z{x2+2 six>0

> ~

2(¢

X, six <0

Si definimos f(x) = {xz 42 six>0Se tiene que Domf =R y f no es continuaenx=0.

Ejemplo 15.  f(x) =sen(1/x).

f(x)=sen (1 /x)

A
A

No esta definido en x =0, se tiene una discontinuidad no evitable.



ANALISIS DE FUNCIONES | CAPITULO 3

Continuidad en un intervalo cerrado

Recordemos que un intervalo cerrado es cualquiera de los siguientes conjuntos [a,b], [a,),
(=00, b], que tienen la caracteristica de ser conjuntos conexos. Si ademas de ser cerrado, el inter-
valo es acotado, se dice que el conjunto es compacto; por ejemplo, el intervalo [a, b].

Ejemplo 16.

f(x)

Ejemplo 17.

g(x)

En ambos ejemplos se tiene que el dominio de la funcién es el conjunto cerrado y acotado [1, 3].
La funcioén es continua en el intervalo abierto (1, 3).

En el ejemplo 16, se observa que la funciéon es continua en [1, 3], mientras que la funcién del
ejemplo 17 no es continua en x = 3.

;Cémo definir la continuidad en los extremosx=a y x=b?

Intuitivamente, una funcién f definida en un intervalo (a, b) es continua en x = a, si a partir del
punto (a, f (a)), se puede trazar hacia la derecha de x parte de la grafica sin levantar el lapiz. De
manera analoga, f es continua en x = b si a partir del punto (b, f(b)) se puede trazar hacia la iz-
quierda de x parte de la grafica sin levantar el lapiz.
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ﬂS Funcion creciente y funcion decreciente

Una funciéon f, definida como y = f(x), es creciente en un intervalo X (conjunto conexo), si
x, < x, implica que f(x,) < f(x,) para cualquier par de nimeros x, y x, de X. Analogamente,
Yy = f(x) definida en X es decreciente en este conjunto, si para cualquier x, y x, de X, se
tiene que si x, <x,, entonces f(x,) > f(x,).

Ejemplo 18.  f(x) = In(x) es creciente.

Y
\
f(x) =In(x)
X
y
Ejemplo 19.  f(x) = e es creciente en todo R.
Y
A
f(X) :eZX
J X
(
Ejemplo 20.  f(x) =x es creciente en todo R.
Y
A
f(x)=x
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Ejemplo 21.  f(x) = -x es decreciente en todo R.

Y
\

f)=-x

A
\
o)

\

Ejemplo 22. f(x) = % conx € (-oo, 0) es decreciente.

/

Ejemplo 23.  f(x) = (%)x conx € Res decreciente en todo R.

Y
\

Definicion 1.  Una funcidén f definida como y = f(x), se denomina no decrecien-
te en un conjunto X ¢ Dom(f), si x,<x, implica que f(x,) < f(x,)
para cualquier par de numeros x,, x, en X; analogamente, y = f(x)
se denomina no creciente en este conjunto, si x, <x, implica que

f(x,) 2 f(x,) para cualquier par de nimeros x,, x, en X.
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Ejemplo 24.  Funcion no creciente.

Y
\
< \— - X
\
Ejemplo 25.  Funcién no decreciente:
Y

—

\

Las funciones crecientes, decrecientes, no crecientes y no decrecientes reciben el nombre de funcio-
nes monotonas. Las funciones crecientes y decrecientes se denominan estrictamente mondtonas.

Ejemplo 26.  f(x) = [x], f es no decreciente.

Y
A
—0
()= I
_3 _32 —31 X
o
=0 |2
e "3
\
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x? six<0
Ejemplo 27. f(0) = {—Zx 1, six>0

yen (0, c0).

es no mondtona. Pero f es decreciente en (-0, 0)

Una funcién continua definida en un intervalo (a, b) puede ser creciente en algtn intervalo con-
tenido en (a, b), y decreciente en otro intervalo contenido también en (a, b).

Ejemplo 28.  Sea f(x) = x?+ 1. f es decreciente en el intervalo (-, 0) y creciente en (0, ).

Y
/

f(x)=x2+1

Ejemplo 29.  Sea f definida como f(x) = e, f es creciente en el intervalo (-o0, 0) y decrecien-
te en el intervalo (0, ).

flx) =e=
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Ejemplo 30. Sea f definida como f(x) = x3>-3x2 f es creciente en el intervalo (-, 0) y en el
intervalo (2, o) y decreciente en (0, 2).

Y
\

flx) =x%-3x?

\

Es un error decir que f es creciente en (-oo, 0) U (2, ). ;Por qué?

1
Ejemplo 31. Sea f(x) = xe = f es creciente en el intervalo (-1, 1) y decreciente en (-oo, -1)

yen (1, ).

£(x)=xe X

Ejemplo 32.  Sea g definida por g(x) = |x-2|. g es decreciente en el intervalo (-0, 2) y creciente
en (2, o).

>
>

f(x) =[x -2
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x%, six<?2
—x+6,six>2
(-0, 0) y en el intervalo (2, ) y creciente en el intervalo (0, 2).

Ejemplo 33.  Sea f definida como f(x) = { ; f es decreciente en el intervalo

Y
/

f(x)

Nota: Observe que los intervalos donde la funcion es creciente o decreciente se consideran en el
dominio de la funcion, es decir, sobre el eje X. Ademds estos intervalos son abiertos.

Definicion 2.  Sea f definida sobre un conjunto A c R y ¢ € A. El punto (¢, f(c))
se denomina punto maximo (absoluto) de f sobre 4, si f(c)=f(x)
para todo x € A. Analogamente, (c, f(c)), c €4, se denomina punto
minimo (absoluto) si f(c) < f(x) para todo x € A.

Una funcién puede no tener puntos maximos ni minimos, como es el caso de la funcidn f definida
por f(x) = x* sobre R. Pero si la definimos solamente sobre el conjunto A = [-1, 1], la situacién es
otra: -1 < x* < 1 para todo x € [-1, 1]. Esta desigualdad equivale a f(-1) < f(x) < f(1). En otras
palabras, (-1, -1) es un punto minimo de f y (1, 1)

es un punto maximo de f sobre [-1, 1]. De esta ma- Maximo absoluto
nera, los maximos o minimos de una funcién depen- ‘o
. . Maximo local
den del conjunto donde se definan. /
En algunas funciones existen puntos que sin ser maxi- /\
mos ni minimos, tienen otra caracteristica: resultan

o minimos de una funcién también son locales (aun-
que estamos interesados en maximos locales y mi- /

serlo de manera local. Evidentemente, los maximos \/ \/

nimos locales de una forma muy particular: sobre

intervalos abiertos). Minimo local

Minimo absoluto




CALCULO CON APLICACIONES ‘

Definicién 3.  Un punto (¢, f(c)) es un maximo local o relativo si existe un inter-
valo abierto (a, b) < Dom f tal que ¢ €(a, b) y f(c) = f(x) para
todo xe(a, b).

Ejemplo 34.  Sea f definida como f(x) = -x?+6x-5. El punto (3, 4) es un punto maximo rela-
tivo o local, lo cual significa que existe un intervalo abierto (a, b) € Dom(f) que
contiene el 3 tal que f(x) < f(3) = 4, para todo x en (a, b); el valor f(3) =4 es un
valor maximo relativo o local; como a su vez, f(x) < f(3) para todo x del Dom(f),
decimos que f(3) = 4 es el valor maximo absoluto.

Y
\

f(x)=—x2+ 6x —5

1
1+x2

Ejemplo 35.  Sea f(x) =

El punto (0, 1) es un maximo relativo y a su vez maximo absoluto, porque
f(0) = 12 f (x) para todo x € Dom(f) =R.
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Ejemplo 36.  Seah(x) = x2—1_4. Dom(h) =R —{-2, 2}. El punto (0, - %) es un maximo local; observe

que no es maximo absoluto, porque, por ejemplo, f(3) = 32;

= % que es mayor
1
que f(0) = —_.

-2 2 X

Ejemplo 37.  Sea f(x) = x*- 4x3+ 1. El punto (3, -26) es un punto minimo relativo o local y a su
vez es el minimo absoluto.

Y
A

fx)=x"—4x’+1

— 26
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Ejemplo 38. Sea f(x) = —§x3 + 3x% — 8x + 1. El punto (2,— g) es un minimo relativo o local

13 L, . . 17 ;.
y el punto (4, — ?) es un maximo relativo o local; (2, ) no es minimo absoluto

EY
porque, por ejemplo, f(6) = —11 < — % (4, —13—3) no es maximo absoluto porque

existe, por ejemplo, f(0) =1 > _13_3_

Y
\
f(x)=—(1/3)x*+3x*—8x+1
2 4
\ X
—-13/3
—17/3
(
Ejemplo 39.
Y
\
fx)=x3-12x+2
18

Sea f(x) =x3-12x+2. El punto (2,-14) es un minimo relativo y el punto (-2, 18) esun
maximo relativo. (2, -14) no es minimo absoluto y (-2, 18) no es maximo absoluto.
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Concavidad de una funcion

Dada f, una funcién continua en un intervalo abierto (a, b), se ha observado su crecimiento o de-
crecimiento. Cabe preguntarse, ;como es su crecimiento o decrecimiento en ese intervalo? Vea-
mos algunos ejemplos:

Ejemplo 40.  Considere la funcién f definida pory = f(x) = 2x+1.

y=2x+1

iy = - - _ _ _2 Ay _ fx)—f(xi-1)
Tomamos paraxlosvalores:x=-1,x,=0,x,=1,x,=2,x,=3,x=4,7- = T

que mide la variacion de y con respecto a x. Se tiene que cada vez que x varia en 1,
s A
la variacién de y con respecto a x es constante, ﬁ = 2.Latabla 1 muestra algunos

de estos célculos:

Tabla 1
A
X, f(x) ~
-1 -1

Bw N kO
O© N U1 W =
N N N NN
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Ejemplo 41. Considere la funcidon f definida pory = f(x) = -3x+5.

Y
/

y=-3x+5

Tomamos para x los valores: X, = -2, X, = —1,x3 =0, X, = 1,x5 =2, X, = 3. Tenemos que
, Ly A

cada vez que x varia en 1, la variacién de y con respecto a x es constante, ﬁ =-3.

En la tabla 2 se muestra este hecho.

Tabla 2
X, Fx) =
-2 11
-1 -3
0 -3
1 -3
2 -1 -3
3 -4 -3

Ejemplo 42.  Considere la funcion f definida por y = f(x) = ¢~ Tomamos para x los valores:
X, = -1, X, = 0, X, = 1, X, = 2, X, = 3; tenemos:

Y
A
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Tabla 3
fx) o
-1 0,3676
0 1 0,6321
1 2,7182 1,7182
2 7,3890 4,6708
3 20,0859 12,6965

Se observa que la funcién es creciente y a su vez el crecimiento de y con respecto a
A . .
X, ﬁ es creciente (cada vez crece mas).

Ejemplo 43.  Considere la funcién f definida pory = f(x) = Inx.

Y
\

fx)=In(x)

Tomamos para x los valores: x, = 1,x, = 2,x, = 3,x, = 4,x, = 5, x, = 6; tenemos:

Tabla 4

X fx) =

1 0

2 0,6931 0,6931
3 1,0986 0,4055
4 1,3862 0,2872
5 1,6094 0,2232
6 1,7917 0,1823

N . s g P
Se observa que la funcién es creciente, pero la variacion de su variacion (;) es
decreciente (cada vez crece menos).
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Ejemplo 44.  Considere la funcién f definida pory = f(x) = x%

Y
\
f(x)=x"
- X
(
Tabla 5
A
X, f(x) o
-3 9
-2 4 -5
-1 1 -3
0 0 -1
1 1
2 4
3 9

Esta funcidn es decreciente en (-0, 0) y creciente en (0, ©); observe sin embargo,

o . . . A4 (Ay
que su crecimiento es siempre creciente y constante, x (E) =2

Definicién 4. Sea f una funcion definida en un intervalo abierto (a, b) creciente.

. L. Ay . . .
Si su variacion 7, €S creciente en (a, b), se dice que f es concava ha-

. . . Ay . . p
cia arriba, y si 2 €S decreciente en (a, b), se dice que f es concava

hacia abajo.

Es posible que una funcidn sea céncava hacia arriba en un intervalo y cdncava hacia abajo en otro
intervalo.
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1
1+e X"
el intervalo (-0, 0) y céncava hacia abajo en el intervalo (0, o).

Ejemplo 45.  Seauna funcién logistica f definida por f(x) = f es concava hacia arriba en

Y

<

Ejemplo 46. Seay = f(x) = e™/2. Su grafica se denomina campana de Gauss.

f es céncava hacia arriba en (-0, -1) y en (1, ); y f es céncava hacia abajo en
(-1, 1).

Definicion 5. Los puntos donde la funcién “cambia” de concavidad se denominan
puntos de inflexion.

En la grafica del ejemplo 45, (0, é) es el punto de inflexion.

En la grafica del ejemplo 46, existen dos puntos de inflexion: (-1, /%) y (1, e1/3).
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EJERCICIO 3.1

1.  Para cada caso, bosqueje la grafica de una funcién que cumpla las condiciones dadas.

a.

Dom(f) =R, Rec(f) =R, decreciente y concava hacia arriba. ;Es f uno a uno? ;Est4 defi-
nido f 1-1 en anteriores capitulos?

Dom(f) = R-{0}, Rec(f) = (0, o), creciente en (-oo, 0), decreciente en (0, ) y concava
hacia arriba en (-0, 0) y en (0, ).

Dom(f) = (a, @), Rec(f) = (-0, b), uno a uno, pasa por el punto (0, 0), céncava hacia abajo
en todo el dominio.

Dom(f) =R, Rec(f) = (0, 1), creciente (0, ) y decreciente (-0, 0).

Dom(f) =R, Rec(f) = (0, 1), creciente, concava hacia arriba en R"y céncava hacia abajo
en R".

Dom(f) = R-{0}, Rec(f) = R*, decreciente en (0, o), creciente en (-0, 0), y concava hacia
arriba en (-0, 0) y en (0, o).

Dom(f) = R-{0}, Rec(f) = R-2, creciente en (-o0, 0) y en (0, ).
Dom(f) = R-{0}, Rec(f) = R, creciente en (-0, 0) y en (0, o).
Dom(f) =R--1,1, Rec(f) = R, maximo local en (0, 0).

Dom(f) = (-1, 1), Rec(f) = R, céncava hacia arriba en (-1, 0) y concava hacia abajo en
(0, 1). Bajo estas condiciones, ;f es siempre uno a uno? ;Es f siempre decreciente?

Dom(f) = (-1, 1), uno a uno y acotada, ;puede f tener maximo?.

Dom(f) = (-1, 1), uno a uno y no acotada.
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2. Analice la continuidad de las siguientes funciones dadas sus graficas.
a. b.
Y Y
/ \
e e
o Q X
\ \
c d.
Y Y
A A
o__/—o /\ /O
o— > X — X
—— 0
\ )
e f.
Y Y
A
o—oO0
o—oO0 _ O—-
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3. Dadas las siguientes graficas de funciones, determine:

Dominio.

Recorrido.

Si la funcién es uno a uno.

Intervalos donde la funcidn es creciente y donde es decreciente. Intervalos donde la fun-
cién es concava hacia arriba y cdncava hacia abajo.

e. Puntos maximos, minimos y de inflexion (si existen).

oo o

Y Y
\ \

-« 1/2/ X 4\ L X

=]
-
A
|
w->
|
-
i T
Y
>
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4.  Seauna funcion f continua en un intervalo abierto (a, b). Para cada una de las afirmaciones
siguientes, escriba si es verdadera o falsa y justifique su respuesta.

a. Sif esuno auno, entonces f no tiene maximos ni minimos locales.

b. Sif(x)<0y f(x,)>0conx,x, e (a b),entonces existe c € (a, b), tal que f(c) = 0.

c. Si el punto (r, f(r)) es un minimo relativo o local y r € (a, b), entonces f(r) es un minimo

absoluto.

d. Si el punto (r, f(r)) es un maximo absoluto y r €(a, b), entonces f(r) es un maximo

relativo.

5. Utilice el programa Derive, una calculadora graficadora o tabulacién, para representar cada
una de las siguientes funciones; de acuerdo a la grafica, determine: dominio, recorrido, in-
tervalos donde la funcion es creciente, decreciente, puntos maximos y minimos relativos (si
existen). ;Estan definidos en capitulos anteriores?

a. f(x)=-x"+2x>-1;

¢ f(x)=Ix-3;
e. f(x)=x3-3;
1
g f(x)= (xz_l)z;
i f(x)=3%;
1
k. g(x) = m,
m. y=12 + 2x°- 4;
_ 4x
0- V= vaxes

ﬂ7 Analisis de funciones no continuas

1. f esta definida en un intervalo abierto

Dada la gréfica de f:

b.

d.

£0) = Ix|+[x-3];
00 =V(e-1);
09 =x-9%
fo =2
r(x)=x3-3x-1;
h(x) =x3-12x;
r =2

A
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f esta definida en el intervalo abierto (0, 3). De acuerdo a la definicién intuitiva, f definida en
X =ano es continua en el punto (a, f(a)) porque no es posible desplazarse en ambos sentidos.

Observe que f es continua en otros valores de x € (0, 3); por ejemplo, en x = b, f es continua.

2. Continuidad en conjuntos no conexos

Aunque formalmente estas funciones son continuas en su dominio, por costumbre se considera
que una funcién no es continua en los valores de x en los que f no esta definida; en este caso se
dice que f presenta discontinuidad evitable o no evitable.

2_
Ejemplo 47. f(x) = % no es continua en x = 2. Como ya vimos, f no esta definida en x = 2;
sin embargo, si definimos f(2) = 4, se tiene que f es continua en x = 2. En este caso,
decimos que se tiene una discontinuidad evitable.

x"—4
x—2

\

Ejemplo 48. Las funciones definidas por f(x) = % y g(x) =sen G), no estan definidas en
x=0 yno es posible definir f(0) de tal manera que f sea continua en x = 0. En este
caso, decimos que se tiene una discontinuidad no evitable en x = 0.

Y
/

f(x)=1/x Y

f£(x) =sen (1 /x)

i~
i
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Ejemplo 49. Sea f(x) = f(x) =

x-1
x2-1"

f tiene una discontinuidad evitable en x = 1 y una discontinuidad no evitable en
x=-1.

ﬁB Limites

Hasta ahora se ha presentado un desarrollo intuitivo a partir de graficas, de conceptos tales como
continuidad, no continuidad (discontinuidad evitable, discontinuidad no evitable), funcién cre-
ciente, decreciente, concava hacia arriba y concava hacia abajo.

Para presentar un desarrollo analitico de estos conceptos es necesario construir y definir la no-
cion de limite. Consideraremos los siguientes ejemplos:

Ejemplo 50.  Sea f definida por f(x) = xzx—_g; Dom(f)=R—{—3,3}. Enx=—3 y x =3, se obtie-
. L -3 3
nen las indeterminaciones > Vo

Y
\
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Para ver el comportamiento de f alrededor dex=-3 y x =3, evaluamos la funciéon
en valores proximos a x = -3 y a x = 3, tanto por la izquierda como por la derecha.
Para x = -3, evaluemos f(x) en x=-2,99,x=-2,999 y x =-2,9999 (x se aproxima
a -3 por la derecha, se nota x — -3*):

=299
f(—2,99) = m = 49,9
—2,999
f(—2,999) = m = 499,9
0 -29999
£(=2,9999) = 5.9999)2 =9 = 4.999,9

Observe que cuando x — -3, f toma valores tan grandes como se quiera. Esto se
expresa diciendo que f(x) tiende a infinito y se nota f(x) — oo.

Resumimos: tenemos que f(x) — oo cuando x — -3*.

Parax =-3, evaluemos f enx=-3,01,x=-3,001 y x=-3,0001 (x se aproxima a -3
por la izquierda; se nota x — -37):

3,01) = —3,01 = 50,08
f=30h) = (-301)2—-9 7
3001) = — 9% ch0.08
f( ) ) - (_3’001)2 _ 9 - ]
30001) = — %1 _ < 000,08
f=3 )= (-3,0001)2—-9 T

Observe que cuando x — -37, f(x) — —oo.

Para x = 3, evaluemos f en x = 2,99, x= 2,999 y x=2,9999 (x se aproxima a 3 por
la izquierda y se nota x — 37):

2,99

f(2,99) = m = —49,9165
2,999
2,9999

Observe que cuando x — 37, f toma valores negativos tan grandes como se quiera
(en valor absoluto). Esto se expresa diciendo que f tiende a menos infinito y se
nota f(x) — -oo.

Resumimos, tenemos que f(x) — -c0 cuandox — 3.
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Para x = 3, evaluemos f en x=3,01,x= 3,001 y x=3,0001 (x se aproxima a 3 por
la derecha y se nota x — 3*):

)

3,01) = —————-=50,0831
7 ) (3,01)2 -9
3,001) = —200__ _ 500,0831
f( ’ )_(3‘001)2_9_ ]
3,0001) = —00L__ _ 5 000,0831
F3 )_(3,0001)2—9_ U
Observe que cuando x — 3*, f(x) — oo.
Nota. Cuando una de las siguientes situaciones ocurre, se dice que la funcién f tiene una discontinui-

dad infinita en x = a:

lim f(x) =00 6 lim f(x) =-oo
lim, f(x)=c0 6 lim, f(x) = o0

x—-a

lim_f(x)=00 6 lim_f(x)=-oo
También se dice que x = a es una asintota vertical de f (y ademas f no es acotada).

Ejemplo 51.  Enla funcién f definida como f(x) = Inx, cuyo dominio es (0, o), ocurre que cuan-
do x — 07, f(x) — —oo. La grafica ayuda a ver este hecho de manera clara.
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Ejemplo 52.

Sea f definida como f(x) = J:T_;. Dm(f) =R-{2}.

x%2—4

X —2

En x =2, f no esta definida, pero tenemos una discontinuidad evitable. Evaluemos
fenx=19x=199 y x=1,999.

1oy = LD 4 _ g
FA9) =55 =3
1,99 —(1’99)2_4—399

F(1,99) = 1,99—-2 7
1999) = LD —4 _ 549
f(1,999) = 1,999 -2

Observe que cuando x — 27, f toma valores cada vez mas proximos a 4.

Se observa que f(x) — 4 cuando x — 2~.

Ahora evaluemos f enx=2,01;x=2,001 y x=2,0001.

2,01 —(2’01)2_4—401
f(2,01) = 201—-2 7
2,001 —(2’001)2_4—4001

f(2,001) = 2,001—2 "
2,0001) = (20001)7 — 4 _ 4,0001
f )= 2,0001—2 "

Se observa que f(x) — 4 cuando x — 2*.



Ejemplo 53.
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Notese que f(x) — 4, cuando x — 2, bien sea por la izquierda o por la derecha; se
nota:

lim £(x) = 4

x — 2, significa que x - 2~ y x — 2* es decir, para que en una funcion el li-
mite, cuando x — a, exista, los limites laterales, cuando x — a*, x — a-, deben
ser iguales y finitos.

Algebraicamente, en x = 2 se obtiene la indeterminacién 0/0. Esto significa que
x = 2 es raiz de los polinomios del numerador y del denominador; por lo tanto, si
factorizamos y simplificamos, tenemos:

24 (x+2)(x—2)

_x —_—
f(x) =" o =x+2,x#2

Observe que podemos extender el Dmfa todo R, definiendo f(2) = 4, de tal forma
que f resulte continua en R.

x?—4

fxX)=4x-2

4 ,six=2

,Six #2

Sea f(x) =x+2. f es continua en todo su dominio; en particular en x = 2 se puede
ver que:

lim £(x) = 4

El valor del limite coincide con f(2).
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2
-4 .
Ejemplo 54.  Seaf(x) =4 x—2 ,Shx#2

6 ,six=2

f no es continua en x = 2, pues existe }cl_lg f(x) =4, pero es diferente de f(2).

x, six<2

Ejemplo 55. f(x) = { 4 six>2

f esta definida en x = 2 pero no es continua en x = 2, porque cuando x — 2 se tiene
que:

lim f()=2 y lim, f(x)=4
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En los ejemplos 52, 53 y 54, se puede observar que podemos hacer f tan cercano
como queramos a un unico valor, por ejemplo a 4, si hacemos que x tienda a 2, pero
x # 2. En estos casos se dice que }CI_I}% f(x) = 4 existe.

En el ejemplo 55, se puede ver intuitivamente que }Cl_rg f(x) no existe.

Expresado informalmente, una funcién f tiene limite L cuando x tiende a a. Esto significa que
f(x) se puede hacer tan cercano a L como se quiera, haciendo que x esté suficientemente cerca
de a. Esta vision informal permite entender mejor la siguiente definicién que tardé afios en pre-
sentarse.

Definicion 6 (de limite). Una funcion f tiende hacia el limite L en x = g, si para todo
€>0, existe § > 0 tal que, si 0 < |x-a| < §, entonces |f(x) - L| <.

Esta definicion es tan sofisticada que no es facil de manejar. Presentamos algunos ejemplos sen-
cillos (la dificultad siempre esta en encontrar el famoso § que satisfaga la definicion).

Ejemplo 56. A partir de la definicién de limite probar que:
}Cl_lg (3x-8)=1
Solucién. Paso 1.

Si dado €>0 ya conoce el §, vaya al paso nimero 2, y si no continde. Dado un £>0, se
trata de encontrar un procedimiento o férmula para encontrar el 6. Veamos.

Seae>0, debemos hallar un § > 0 tal que si 0 < |x-3]| < §, entonces |(3x-8) - 1| <e y

[Bx—-8)—1| <¢

[3x —9| < ¢
[3(x —3)| <«
€

_3 < —
x=3] <3

Como por hipdtesis se debe tener que |x-3|<§, escogemos § = €/3.

Paso 2. Prueba formal

Sea € > 0, tomemos § = % es decir, € = 368. Si 0 < |x-3]| < § tenemos que ver
|(3x-8)-1| = |3x-9]| < &. Si [x-3]|<8, se tiene que 3|x-3| < 38 = ¢, por lo tanto,
|3x-9| <€ que eralo que se queria demostrar.

Ejemplo 57.  Probar que gltl_r>r(11 (mx+b) =ma+b, m#0.
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Solucion.

Ejemplo 58.

Solucién.

Ejemplo 59.

Solucion.

Paso 1.

Sea € > 0, debemos encontrar un & > 0 tal que: si 0 < |x-a| < §, entonces:

|[(mx +b) — (ma+b)| =|m(x—a)| < ¢
Im|lx —a|l < ¢

€
[x —al < —

Im|

&
Como por hipétesis se tiene que |x-a|<8, escogemos § = il El lector puede ha-
cer la prueba formal. En particular, si f(x) = x, se tiene:

lim f(x) = .

Probar que lin} (-3x+7) =4.
X—

& . . a
Dado € > 0, tomamos 6 = 3 (con base en el ejemplo anterior) y vamos al paso niimero 2.

En los ejemplos anteriores, se puede verificar que chl_r)rcll f(x) =f(a).

2x%2-5x-3
wises)

Probar que 2313( o

Paso 1.
Dado € > 0, debemos encontrar &§ > 0 tal que:
si 0<|x-3|<§, entonces:

2x% —5x—3
x—3
2x2—12x+18|

- 7‘ < ¢&,para todo x # 3

™

x—3
[2(x = 3)| <
lx = 3] <

TR

Como por hipétesis se tiene que |x-3| < §, hacemos 6 = ¢/2.
Paso 2.
A cargo del lector.

En este ejemplo, observe que f no esta definida en x = 3, pero el limite existe.
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3.8.1 Propiedades de los limites

1. Si el limite existe, éste es Unico.

2. limc=c.
x—a

3. Si ,lcil’%f(x) =L y)lir%g(x) = M se tiene que:
3.1 limc- flx) =clim f(x).

3.2. lim [f(x) +g(x)] = lim f(x) * lim g(x).

Demostracion de 3.2

Sea € > 0; en particular tomemos ¢/2 > 0.

Como )lcl_r)l}l f(x) =L, existe 6,>0, tal que:

si0 < |x-a| <&, entonces |f(x) - L] < % ; y como chi_r}}lg(x) = M, existe §,> 0, tal que:

si 0 < |x-a| < 8,, entonces |g(x)-M|< %

Sea 6 = min {§,, §,}, por lo tanto, si 0 < |x-a| < §, entonces:

lf)+g9x) =L +M)| =|f(x)-L+gkx)—M|
< |If() = LI+ |g(x) — M|
<EiE_¢
22

Por lo tanto, si 0<|x-a|< §, se tiene que |f (x)+g(x)-(L+M)|<¢; es decir:
lim f()+g()=L+M= lim f() +lim g(x)
33 lim f() - g() =lim f() - lim g(x)

fey  MmfQ)

m =
xoa g(x)  lim g(x)

3.4 » si chl_r% g (x)#0.
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3.8.2 Algunos limites notables

1.  Funcidn polinémica.
i - -1 2 i -
Sif(x)=a, x"+a, , x""'+...+a,x*+a, x +a , entonces ;cl_r}}f(x) = f(o).
En efecto, como se tiene que !cl_r)réx = ¢, aplicamos la propiedad 3.3:
lim x" = c"
X-C

Aplicamos las propiedades 2, 3.1 y 3.2 para demostrar el resultado.

Ejemplo 60. }Cl_lg (x*-3x+7) =5%-3(5) + 7 =17
2. Si LI_I‘)I} f(x) existe, se tiene que:

lim [f()]" = [lim f(x)]" si n €Z

Esta propiedad se puede extender para n negativo, si Lm} f)=0.

Paran=p/q € Qes necesario que glcl—r% f(x)>0, sigespar.

. . — T 5 A
Ejemplo 61. lxl_rp3 (Wxz2—-2x+1) \/Ll_lg (x2—2x+1)=V4=2
Seane 7.

a. Sinesimpar se tiene que:

.1 |
lim, — = oo; lim_— = —oo,
x-0" X x-0" X

b. Sin es par entonces:

lim — = o0
x—0 x™
c. lim —=0
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EJERCICIO 3.2

1.  Utilice la definicion de limite para probar que:

a. lim (x*+3x-4) = 6; b.
X2
c. limvx =3; d.
x-9
L1y 1
e. chlzg (E) =3 f.
g. Li_rg\/x —-1=1.
2. Aplique propiedades y calcule:
a. lin}\/Sx2 +13= b.
X—
c. lim iz = d.
xX—=2 X
e. lim|x|= f.
xX—C
3. Si }Cl_r)rtll fx)y=7y chl_r}}l g(x) = 3, calcule:
. _ L SO
a. ;lvlg}l (3f(x) - g(x)) - b ;lvl_r% g(x)z -
L f? o
d. }c1->a gz~ € }cl—r};lz g)-3"~

3.8.3 Limites laterales

lim (3x-5) = 1;

lim [x| =] 2 ;

i 2 _ _ — —6-
chl_l:l’zl (x*=3x—4) 6;

lim Xl c20
x-c x !’

lim (2x2 — 3x + 7)3=
x—2

. 1
lim —=
x—-2 X—2

lim &2 _

x->a gx)2 "~

lim 3/F(0)? g()? =

Ahora analizamos los limites laterales cuando x — a* 6 cuando x — a-. Estos casos se conside-

ran cuando 9lc1—r>r¢11 f(x) no existe, o cuando se quiere analizar una funcién f definida en (a, b) (o en

[a, b]) en los extremos x =a 6 x = b.
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x?, si0<x<2;

Ejemplo 62.  Sea f la funcién tal que f(x) = 5  si2<x <4; segun el grafico que se
presenta —x+1, si4<x<6.
Y
A
5 o—oO0
ot
X

PR Y

El limite cuando x — 2 no existe; sin embargo, se observa que cuando x — 27,
entonces f(x) — 4; y cuando x — 2%, f(x) — 5; en estos casos se tiene que:

lim f()=4 y lim, f(x)=5

Por lo tanto }clfg f(x) no existe.

3.8.4 Definicion de limite lateral

1. Sea f una funcién definida en un intervalo (a, b); J}l_glg f(x)=Lsiysélosiparatodo € > 0 existe
8>0talquesi a<x<a+ 8§, entonces |f(x) - L| <e.

2. linl} f(x) =L siy solo si para todo € > 0 existe § > 0, tal que si b - § < x < b, entonces
X—

|f(x)-Ll<e.
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3.8.5 Limites infinitos

Ejemplo 63.

Para f definida como:

fo) =5~

encontramos que enx=-3 y x =3, se tienen las indeterminaciones %3 y % (véase
ejemplo 50). Al evaluar la funcién en valores proximos ax=-3 y a x =3, tanto
por la izquierda como por la derecha (la grafica muestra claramente este compor-
tamiento), encontramos que:

f(x) > +00 cuando x — -3*y f(x) —» -0 cuando x — -3".
f(x) > +00 cuando x — 3*y f(x) > -0 cuando x — 3~.
En estos casos tenemos limites infinitos y se notan como:
Jim_f()=-c0y Jim,, f(:) = +o0

En general, si enx = g, f tiene una indeterminacién de la forma k/0, con k # 0, la recta x = a es una
asintota vertical.

Ejemplo 64. La funcion f definida como f(x) = Inx tiene como asintota vertical la recta x = 0.
Véase el ejemplo 51.

Si el dominio de una funcién es un intervalo infinito, para el analisis de la funcién es necesario
determinar qué ocurre con f(x) cuando x — —oo 6 cuando x — oo.
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Ejemplo 65. f(x) = ﬁ cuando x — -oo, evaluamos f, por ejemplo en x = -100y x = -1.000.
Obtenemos f(-100) -0,01 y f(-1.000) ~-0,001. Cuando x — oo, evaluamos f,
por ejemplo en x =100 y x=1.000; obtenemos:

f(100)~0,01 y f(1000)~0,001
Resumimos:
f(x) > 0 cuando x - - y f(x) > 0 cuandox — 0.

En estos casos, el limite al infinito existe y se expresa como:

dim £(9=0 y lim f()=0.

En general, si f(x) — k cuando x — -0, 6 f(x) — k cuando x — oo, larecta y = k se llama asintota
horizontal.

Los siguientes limites se usaran mas tarde:

lim e¥ = oo; lim e =0;
X—00 X——00

lim Inx = 0; lim, Inx = -co.
X—00 x-0

No intentaremos dar prueba alguna de estos hechos, mas bien nos conformaremos con su in-
terpretacion grafica, con la cual resulta facil recordarlos. No olvidemos que si f esta dada por
f(x) =Inx, suinversa f! esta dada por f! (x) = ¥ de tal forma que seria suficiente conocer el com-
portamiento de estos limites en una de las dos funciones para conocer el de la otra. Por ejemplo,
cuando x — oo, f(x) — oo, lo cual significa que cuando y = f(x) — oo, entonces f! (y) =x — .
Asimismo, cuando x — 0%, f(x) — -0, lo que significa que cuando y — -oo, f (y) — 0.

Y
\

A
\]
>

fl(x)=ex
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Continuidad de una funcion

3.9.1

Continuidad en un punto

Grafica 1 Grafica 2
Y Y
\ \
fx)
= 5 X - : X
a a

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a a. De acuerdo al analisis grafico,
f no es continua en x = a cuando:

i. Enx=asetiene que 3151—1»91 f(x) no existe y no hay forma de redefinir fen x = a para que exista el
limite (ver grafica 1).

ii. Enx=aq, chl—r};lz f(x) = ¢, pero no coincide con f(a). Pero si definimos f(a) igual al chl_r)rtll fx)=¢

f es continua en x = a (ver grafica 2).

Definicion de continuidad en un punto. Una funcién f definida en un intervalo
abierto que contiene el valor a, es continua en x = a si y sélo si:

lim f(x) = f(a); en otras palabras,

x—a

si para todo £>0 existe 6>0 tal que si |x-a|<§6, entonces |f(x)-f(a)|<e.

Y
\

f (@
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Notese que |x-a|<6 y |f(x)-f(a)|<e, significa tener el intervalo abierto (a-6,a+8) y el inter-
valo abierto (f (a)-¢,f (a)+¢), respectivamente.

En términos de estos intervalos, la proposicion: si 0<|x-a|<6 entonces |f (x)-f(a)|<g, signi-
fica que:

sixe (a-8, a+8) entonces f(x) € (f(a)-¢, f(a)+e); es decir, laimagen de (a-8§, a+8) esta con-
tenida en el intervalo (f (a)-¢, f(a)+g).

De manera equivalente, f es continua en a si cualquier intervalo abierto con centro en f(a) con-
tiene la imagen de algtn intervalo abierto con centro en a.

Definiciéon 7. Una funcién f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es conti-
nua en cada uno de los puntos de dicho intervalo.

Ejemplo 66. Las funciones polinémica, exponencial, logaritmica y valor absoluto son
continuas.
Propiedades

Si f y g son continuas en x = g, se tiene que las siguientes funciones son continuas en x = a:

1. fzxg; 2. f-g; 3. f/g, sig(a)#0.

Continuidad en el intervalo cerrado [a, b]
f es continua en [a, b] si:

i. f escontinua en (a, b);

i lim, f(x)=f(a) y lim_f(x)=f(b).

x—a x—b

Para determinar si f definida en x = a es continua, es necesario tener algin procedimiento para
calcular su limite.

1.  Sif escontinua en x = a el limite coincide con f(a).

x+2, six<2

2

Ejemplo 67. f(x) = { N Six> 2

,¢€es continua en x = 27
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Solucion.

f(2) =2+ 2 = 4. Para algun intervalo abierto que contiene el 2, la funcion esta
definida de manera diferente, por lo tanto, se deben calcular los limites laterales:

!Ci_rg_f(x) = Li_r)l}_ (x+2)=4 y ;Ci_l}%f(x) = Li_r}%xz =4;
por lo tanto, Ll_rg f(x) =4 =f(2), de donde se sigue que f es continua en x = 2.
2. Sif no es continua en x = a puede ocurrir que:
i 3161_13‘11 f(x) no exista;
ii. 91[111(11 f(x) exista pero no coincida con f(a).

Cuando ocurre el caso i se habla de una discontinuidad no evitable, y cuando ocurre el caso
ii la discontinuidad es evitable. Los ejemplos siguientes ilustran estas situaciones.

Ejemplo 68.  f(x) = [x] no es continua en x € Z. En particular, en x = 2 se tiene que f(2) = 2, pero
}CIH% f(x) no existe porque los limites laterales (en 2) son diferentes: lirr%_ [x]=1y
- x—=

lirr%+ [x] = 2. La discontinuidad en este caso es no evitable.
X—
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x+1,six#0

Ejemplo 69. f(x) = ,no es continua en x = 0.
2, six=0
Y
2
1
- X
Solucién. En efecto, ’lcl_r)réx +1 = 1 (existe), pero f(0) = 2. La discontinuidad es evitable; po-

demos redefinir f para que resulte continua en x = 0 de la siguiente manera:

x+1,six+#0

f(x)={1l six=0

En general, cuando chl_r% f(x)=Ly f(a)#L (o f(a) no estad definida) se puede rede-

finir f para que resulte continua en x = a de la siguiente forma:

fx),six#a

fr(x)={L’ six=a

Nétese que la funcion redefinida f, no es la misma funcion original f.

2_
Ejemplo 70. f(x) = ’;—_39 en x = 3, se tiene la indeterminacion g, pero

x%>—9 C(x+3)(x-3)
( )=llm—=llm(x+3)=3+3=6
x —3 x—-3

lim L —

x—3

existe. Tenemos una discontinuidad evitable porque si definimos f(3) = 6, f es
continua en x = 3.

Nota: Cuando en x = a, f(a) es una indeterminacién de la forma 0/0, usualmente se puede simplificar
f(x), aunque esto no significa que el limite exista.
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ﬂm Calculo de limites

Ejemplo 71.

Solucion.

Ejemplo 72.

Solucion.

Ejemplo 73.

Solucion.

Vx-1

Calcular lim
x—1

Racionalizamos el numerador:

. Vx—1  (x=DEx+1)
lim = lim
w1 X1 e (- DEX D
i x—1
1 (- DEE 1)
1 1 1 1
= lim

=1x+1 141 1+1 2

Vx-8
3x-4"

Calcular lim
x—64

Hallamos el m.c.m. de los indices de los radicales, que es 6, y hacemos la sustitu-
cién de x = z% cuando x — 64 se tiene que z° — 64 y z - Y64 = 2, luego:

. Vx—-8  Vz6-8  Z%-8
ergltl w—4 o zggsvz_6_4_ zl—I}% 72 — 4
i (z—-2)(Z*+2z+4)  zZ°+2z+4
TR Z-2Gz+2) m z+2
B 22+2-2+4_4+4+4_12_
B 242 N 4 T4
Calcular:
a. lim e*
X—00

b. Hm g%sia>0.

a. Hacemos la sustitucién y = -x. Cuando x — oo, y — -0, asi que:

lime™*= limeYy=0
X—00 y —>—00
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Ejemplo 74.

Ejemplo 75.

b. Consideraremos dos casos:
i) Sia>1,lna>0 y:

lim g¥= lim exMa
. ., X—00 X—00 ,
hacemos la sustitucién y = xIn a; tenemos que cuando x — o, y — oo, asi que:

lim g*=1im e = lim e’ =0
X—00 X—00 y—)OO
ii) Si0<a<1,lna<0y:
lim g*=lim e*n;
X—00 X—00

de nuevo, hacemos la sustitucién y = xIn a; tenemos que cuando x — o, y — -0,
asi que:

i x = 1§ Ina — i Y =
lim g*=lim e —ylj}zlme =0

X—00 X—00
Resumimos:
limaxz{ @, sia >1
x—00 0,si0<ax<1
Sea f(x) = Iz_l Enx =0, f no esta definida.
Simplificamos y tenemos:
_ ol 1, si x>0
f@ =7 {—1, si x <0

lim f(x)=-1y lim f(x) =1

por lo tanto el limite no existe. En este caso f tiene una discontinuidad no evitable
enx=0.

Sea f(x) = ﬂ.f no esta definida en x = 2 y se tiene la indeterminacion —, k#0. Al
x-2 0

dar valores a x préximos a 2 por la izquierda y por la derecha, se tiene que:
lim-f(x) =—0c0 y lim+f(x) = co.
x—2 x—2

Por lo tanto, en x = 2 se tiene una asintota vertical y el limite no existe.

Consideraremos ahora algunos limites al infinito con funciones racionales, defini-
P(x)

das por f(x) = )

,donde P(x) y Q(x) son polinomios, con Q(x)#0.
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. li x%+5x-3
Ejemplo 76.  Calcular MM P —2xZ130—1

Solucion.

2
x4 5x 3
2 =
. x“+5x—-3 . 37,3 3
lim — "~ = |im —X~ X Xx°
X200 x3_25243x—1 x—o  x3 2x2 3x 1

e .k
Esto dltimo se debe a que lim — = 0.
X—00 X

EJERCICIO 3.3

Sea f continua en (a, b). Verifique si se cumplen las siguientes afirmaciones, y en caso de
que no se cumplan, dé un contraejemplo.

a. f esacotada.

b. Si ,}Ln(} fx)y ’lci_r}llr f(x) existen, se tiene que Rec(f) tiene sup e inf; f toma un valor
maximo y un valor minimo.

2. Resuelva el ejercicio anterior si f es continua en [q, b].
3. En cada una de las siguientes graficas, analice la continuidad de la funcion.

a. b.

>
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>
>

N

N

S

.

/
S

4.  Represente graficamente las siguientes funciones y localice sus puntos de discontinuidad.
Use la notacion de limite para describir el comportamiento de las funciones alrededor a
cada uno de sus puntos de discontinuidad:

0, si—-1<x<1
fx)=42, sil<x<3 1

i

3, si3<x<5 b. f("):m
X, six <2
¢ fm =t d. f()= ~lxt6,six=2
21 _ 2x+1, six<2
e fl)="_ RS { x—1 six>2
{xz sio<x<3
x4 h. f(x)=4{ 6 six=3
& f) =57 9 six>3
—2x+4, six<1
. 1 . — )
L) =55 SNRACY {x2+1, si x>1
1/x, six#0
X =
ko fx) == L {0, six=0
2,si0<x<3
2 o3 5
() = x-1 n. f(x)= x -3 SLs<x<
m.fx—ﬁ_l lsix>5
2
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5. SiDom(f)=R, f(0)=2 y f(2)=-1, se puede afirmar que:
a. fintersecta el eje X en el intervalo (0, 2)?
b.  sif es continua, intersecta el eje X en el intervalo (0, 2)?

c. sifintersecta el eje X, entonces es continua en el intervalo (0, 2)?

x—1, si x<3
2ax, si x >3

6. a. Seaf(x) ={

(Qué valor se le debe asignar a a para que f sea continua en x = 37

b Si flx) =X

o es f continua en x = 4?

¥ i x#5
c. Seaf(x)= { x-5" (Es f continua en x = 5?
—10, si x=5

7. Si ,lci_%f(x) =4, chi_r)rcllg(x) =-2,y chl—r}tlz h(x) = 0, evaltie los siguientes limites:

_ _ @)
_ . 2. lim ——;
a. lim f(x) - g(x); b limg() ¢ e’
. lim —h(x); e. lim f—(x); f lim SR 5
x-a f(x) x-a h(x) x=a (FO)+g ()

8.  En cada caso encuentre dos funciones f y g tales que:
a. chl_r)rll1 fx), chl_r)llll g(x) no existan y se cumpla que 3161_1}'11 (f(x) + g(x)) exista.

b. alcl—»nzlz fx)=k chll};lz g(x) no exista y se cumpla que chl_r}cll (f (%) - g(x)) exista.

Evalue los siguientes limites:

. 3x%2-13x-10 . 1 . x%-x
9. L—>5 2x2-7x-15 10. zl»rPo z—10" 11. chl—1>r11 2x245x-7
2 _ —
12. lim [VxZ + 100x — x]. 13. lim 222 14. lim 22,
X—00 x—1 X“—3x+2 x—4 X°>—64
. V2=x-1 . x%2-25 . 9—x
15. Ll_rg Pt 16. L‘i‘é = 17. }Cl_lg N
2_ _ —
18. lim == 19. lim =2 20. lim 222

¥o1 X2+x—-2 xo1 X¥2-1 xo0 X2+3x
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3 3 3 3
. Nt+a)z -Va? . V2x+1-33 . X+Ax)%—x?
21, lim Y& oV 22, lim 2128, 23, lim &340
t-0 t x—-1 x -1 Ax—0 Ax
. x2-4 .ox3-1 x3-729
li . lim . lim .
24. x—>—2 X2+3x+2 25. x—o1 x—1 26. x—-9 Vx-3
T+x—1 . Vx+7-3 . 1-y1-x2
27. e 28. lim ————. 29. lim————.
x—-0 V4+x-2 x-2 xX-2 x—0 x2
3
. Vh¥1-1 . N2mx—2+x . s%-1
30. lim——. 31, lim ————, 32. lim
h—-0 h x—0 x s—1s5-1
. 8t3-27 . n?  n?+1 . n?-5n+1
33. lim 2 34. lim (— — ) 35. T
t—ﬁ 4t=<-9 n-oo \n+1 n n—-oo 3n+7
2
. 2n?-n+3 . Vn . 2n+3
36. lim ————. 37. lim ———= 38. lim e
_ o0 .
e mEmEn n n+/nevn no0o VR
. 4an®+2n?+n . 5x+10 3 3
. lim —————. . lim ——. . lim V —n.
39 n-ooo  3n3+n? 40 x—00 x+Vx 41 nooco n +2 n
. (y+1)? . x?-5x+1 2x2—x+3
42. lim —F—. 43. lim . 44. 1i .
y—o0 y2+1 x—ooo 3x+7 3%1—1;1;10 x3-8x+5
. x%2-9 . 2x%+1 . x? x2
45. lim =2 46, lim 21 47. lim (= -2),
x—-3 x-3 x—o x4-1 x—o0 \x—1 x+1
x3+1 x?-5x+10 . x2-1
. lim . o lim—————. . .
48 x—>-1 x2+1 49 x—5 x2-25 50 x—-1 x2+3x+2
. x+h)3-x3 . x-1 . 2-Vx-3
51. lim Geth) ~x” 52. lim 53. lim ————.
h—0 h x—-1 x-1 x—7 Xx2-49
.oAx-1 . 3-V5+x . T+x—V/1—
54. lim . 55. lim . 56. lim ———.
x-1 ¥x-1 x—4 1-V5 —x x—0 x
. Vxth—Vx . x—a . Vxrh-¥x
lim ———— lim =——. lim —————=.
57. am A 58. m e 59. pm h
3
60. lim Yt 61. lim =° 62, lim Lot
T xooo X+l T x-64 Vx—4 Coxo1 (-DZT
x . VxZ+1 . 1-/x
. lim =—- . lim ——. . lim .
63 x—o0 Vx2+1 64 x—oo x+1 65 x—1 1—%

. Jx—Ja+Jx—a . . x2-3
66. Ll_l’)r‘ll W. 67. J11_1;1;10 ,/x(x+ a X. 68. Jl(l_l’)Igo m




VxZ+1
69. —_—
x—oo X+1
2x+3
lim ——=.
72. x>0 x+3x
. 3x-9
75. lim
x—-3 x-3
x%+x-56
78.

o7 x2-11x+28

81. lim (x+23).

x-0
84. lim 2.
x--2 X“—4
87. lim 2x%+x-6
T oxo2 x+2
. x+/x-2
90. glcl_rg R
93. lim 2*".
x-0
96. lim ——.

x—oo Vx+1

4_ 4
99. lim =—2

x--a x3+a3

2
102. lim ["— ~1]

x-1 Lx-1  x-1

. 4x?—-6x+3
105. lim ————-
1 16x3+8x—7

x—»E

3_ 2 _
108, lim 283

x—3 x=3
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70. lim x[VxZ+1—x].

73. lim (7x — 6).
x—3

76. lim (-= + =

x—3 x+3  x-37"

(x+2)(x%-x+3)

79 xlier x2+x-2
B2. i
8. lim 137
88. lim ——

x—>3 XZ4+x—12"

3_
91. lim —X

xo2 x3-3x242x

94. lim 2-1/%*

x—0

. 9x45—x%+42
97. lim —————.
x—00 3x*5+x29-19

. 2x%-x-3
100. lim —=> X3
x—>—1 X°+2x“+6x+5

. 3|245x—3x3
103. lim -
x—3 x==1

. 1
106. }CI_I}} Vx + =

71 lim (x+ V1-x%).

74, lim ——

x—-10 X—1

. x—3-2x?
77. lim ———.
x-5 1+43x

80. lim .

83. lim 242

2
. x242x-3
86. lim B .
x—-1 x“—1

2_ N
89, lim ——2*=°

x—3 Xx2-7x+12"

3_.3
92. lim ==%

x-a x2-a?

2%+1
. lim .
95 x—0 2¥-1

98. lim Wx+1—+/x).

101. lim
1

[2x2+5x —3]
6x2 —7x +2]
2

. x+3
104. lim - o

.1
107. lim 3

eoatl
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ﬂ 10 Resumen

Intuitivamente, una funcién f definida en un intervalo (a, b) es continua en x € (a, b), si alrededor
del punto de la grafica (x, f(x)) se puede trazar parte de la grafica sin levantar el lapiz. f es conti-
nua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada valor de x, x € (a, b).

Funciones mondtonas y estrictamente mono6tonas

Una funcién f definida como y = f(x) es creciente en un intervalo X (conjunto conexo), si x,<x,
implica que f(x,)<f(x,), para cualquier par de nimeros x, y x, de X. Anadlogamente, y = f(x)
definida en X es decreciente en este conjunto, si para cualquier x, y x, de X, se tiene que si x,<x,,
entonces f(x,)>f(x,).

Una funcién f definida como y = f(x) se denomina no decreciente en un conjunto X < Dom(f), si
x,<x, implica que f(x,) < f(x,) para cualquier par de nimeros x,, x, en X. Andlogamente, y = f(x)
se denomina no creciente en este conjunto, si x,<x, implica que f(x,)2f(x,) para cualquier par de
numeros X, X, en X. Las funciones crecientes, decrecientes, no crecientes y no decrecientes reci-
ben el nombre de funciones monétonas. Las funciones crecientes y decrecientes se denominan
estrictamente mondétonas.

Maximos locales y minimos locales de una funcién

Sea f definida sobre un conjunto A c Ry ¢ € A. El punto (¢, f(c)) se denomina punto maximo
(absoluto) de f sobre A si f(c)= f(x) para todo x € A. Andlogamente, (¢, f(c)), c € A, se denomina
punto minimo (absoluto), si f(c) < f(x) para todo x € A. El valor f(c) se denomina valor maximo
(minimo) de f sobre A.

Dado un punto (c, f(c)) con ¢ € (a, b), se denomina punto maximo relativo o maximo local si
f(c)=f(x) para todo x € (a, b). Andlogamente, (c, f(c)), c € (a, b), se denomina punto minimo
relativo o minimo local si f(c) < f(x) para todo x € (a, b).

Concavidad de una funcion

.z . . . . . . iz A .
Sea f una funcién continua y definida en un intervalo abierto (a, b). Si su variacién A—y es crecien-
X

. , . . . A . .
te en (a, b), se dice que f es concava hacia arriba; si A—y es decreciente en (a, b), se dice que f es
7 . . X
céncava hacia abajo.

Los puntos donde la funcién cambia de concavidad se denominan puntos de inflexion.
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Limites
Informalmente, una funcién f tiene limite L cuando x tiende a a si f (x) se puede hacer tan cercano

a L como se quiera, haciendo que x esté suficientemente cerca de a. De manera rigurosa, significa
que para todo €>0, existe 6>0 tal que si 0<|x-a|<§, entonces | f (x)-L|<¢; se escribe:

lim f(x) =L
Algunas propiedades de los limites

Si !Ci_rgf(x) =Ly Li_r}r}g(x) =M y kesuna constante, entonces:

1. Ll_r)r} (f+g)(x) = L+M.

2. !Cl_r}} (f9) (x) = LM.

2. limkf(x) = klim f(x) = kL.

3. lim (jg:) (x) =%, siempre que M#0.

X—-C M

4 lim[f]'=[limf(x)]" sineZ
Limites laterales

1. Sea f una funcién definida en un intervalo (a, b); chl_r)g +f(x) = L siy sélo si para todo £>0
existe 6>0 tal que si a<x<a+9, entonces |f (x)-L|<e.

2. lim_ f(x) = L si y s6lo si para todo €>0 existe §>0 tal que si b-8<x<b, entonces

fFl0-Ll<e.

Continuidad de una funcién en un punto

Una funcion f definida en un intervalo abierto que contiene el valor a es continua en
x = a si solo si alcl—l;l}l f(x) = f(a). En otras palabras, si para todo €>0, existe §>0 tal que si
|x-a| < & entonces |f(x)-f(a)| < &. Una funcién f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es
continua en cada uno de los puntos de dicho intervalo.
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Propiedades de las funciones continuas

Si f y g son continuas en x = g, se tiene que las siguientes funciones son continuas en x = a:
1. f=*g

2. f-g

3. f/g sig(a)#0

Continuidad en el intervalo cerrado [a, b]
fescontinua en a, b si:

i.  fescontinuaen (a, b);

i lim f()=f(a) y lim_f(x) = f(b).
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GLOSARIO

Funcion continua: una funcioén f definida en un intervalo (a, b) es continua en c € (a, b), si

limf (x) = f(c).

Funcion creciente: Una funcion f, definida en un intervalo I es creciente en I si x,< x, implica que
flx,) < flx,), para cualquier par de nimeros x, y x, de I.

Funcion decreciente: Una funcion f, definida en un intervalo I es creciente en [ si x,< x, implica
que f(x,) > f(x,), para cualquier par de numeros x, y x, de I.

Funcion no decreciente: Una funcion £, definida en un intervalo I es creciente en I six,<x, implica
que f(x,) <f(x,), para cualquier par de numeros x, y x, de I.

Funcion no creciente: Una funcidn f, definida en un intervalo I es creciente en [ si x,< x, implica
que f(x,) = f(x,), para cualquier par de numeros x, y x, de I.

Funciones monoétonas: Una funcidn fdefinida en un intervalo [ si se cumple alguna de las siguien-
tes propiedades: creciente, decreciente, no creciente o no decreciente.

Méximo de una funcion: Sea fdefinida sobre un conjunto A c R y c €4, el punto (¢, f{c)) se deno-
mina un punto maximo (absoluto) de fsobre A si f{c) = f{x) para todo x € A.

Minimo de una funcion: Sea fdefinida sobre un conjunto A c R y c €4, el punto (c, f{c)) se deno-
mina un punto minimo (absoluto) de f'sobre 4 si f{c) 2 f(x) para todo x € A.

Concavidad de una funcion: Sea funa funcién definida en un intervalo abierto (a, b) creciente. Si
. Ay . . . . . . Ay .
su variacion —= es creciente en (a, b), se dice que fes concava hacia arriba, y si 7. €S decreciente

en (a, b), se dice que fes concava hacia abajo.

Punto de inflexion: Puntos donde la funcién cambia de concavidad se denominan puntos de
inflexién.

Limites de una funcion: Una funcién f tiene limite L cuando x tiende a a, significa que para todo
g > 0, existe §>0 tal que, si 0 < |x — a| < §, entonces|f (x) — L| < £y se escribe

limf(x) = L.

x—a







Introduccion

En este capitulo se introduce el concepto de la recta tangente a una curva, aunque como se vera,
es un concepto muy riguroso desde el punto de vista del calculo: requiere de limites. Histérica-
mente, la derivada aparece en la fisica como la velocidad instantanea (variacién instantanea de la
posicion con respecto al tiempo). Aqui veremos de manera mas detallada el aspecto geométrico y
se mencionaran los teoremas mas importantes que permiten, en la mayoria de los casos, encon-
trar la derivada de una funcioén sin recurrir a su definicién original.

Objetivos

1. Entender el concepto de derivada.
2. Manejar con destreza el dlgebra de derivadas.
3. Saber interpretar los diferentes tipos de variacién.
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Variacion de una variable

Si x representa una variable real que toma valores en el intervalo cerrado [x,, x,], la variacion de x

entre x, y x, se define por Ax = x, - x,. Esta variacion también se denomina absoluta. Si compa-
e Ax . g .
ramos Ax con respecto al valor inicial x, Pt tenemos una variacion relativa, que porcentualmente
1

se expresa: Ax% = % 100%.
1

Ejemplo 1. Si el salario s de un trabajador se incrementa de $500.000 a $600.000, la variacién
absoluta de ses As = s,—s,=600.000 - 500.000 = 100.000, la variacion relativa es
As/s,=100.000/500.000 = 0,20, y la variacion porcentual As % = 0,20x100 % = 20
%. Esto significa que aument6 (variacidn positiva) en un 20 % su salario.

Variacion de una funcion

Si tenemos una funcién f definida en el intervalo [x,, x,], mientras la variable independiente x va-
ria entre x, y x,,lavariable dependiente ylo hace entrey, = f(x,) y y, = f(x,), es decir, la variaciéon
dey = f(x) en el intervalo [x,, x,] es:

y=y,-y,=fx,) - fx)

Ejemplo 2. Siy=f(x)= gx + 32 representa grados Fahrenheit en funciéon de grados cen-
tigrados, calcule la variacion de y si x varia en el intervalo [0, 5], e interprete el

resultado.
Solucion. Ax=5-0=5Ay=f(5)-f(0)=41-32=09.

Significa que mientras la temperatura en grados centigrados crece 5 grados, la
temperatura en grados Fahrenheit crece o tiene un incremento en 9 grados.

Ejemplo 3. Siy = f(x) = — x* + 2x, calcule la Ay en el intervalo [0, 5].
Solucion. Ax=5-0=5Ay=f(5)-f(0)=-15-0= -15.

En el intervalo [0, 5], x tiene un incremento de 5, en tanto que la variable y = f(x)
disminuye en 15. Observe que la variacion de y es negativa.
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Variacion promedio

Para una funcién f puede ocurrir que haya intervalos diferentes donde ella esté definida, tales
que la variacién de x sea igual y la variacién de y sea diferente. También es posible encontrar dos
funciones tales que para un mismo intervalo sus variaciones sean diferentes.

Ejemplo 4. Paray = f(x) = x? si calculamos Ay en los intervalos de igual longitud [0, 2] y [2, 4],
tenemos Ay = 4 para [0, 2] y Ay =12 para [2, 4].

Ejemplo 5. Paralas siguientes funciones definidas comoy = f(x) =2x+ 1y
y =9(x) = x* + 4x + 8, sus variaciones para un mismo intervalo, por ejemplo [0, 2],
sonAf(x) =4y Ag(x) =12.

Ejemplo 6. Si dos méviles A y B recorren una misma trayectoria Y en diferentes tiempos (su-
pongamos que A tarda menos tiempo que B), observe que la variacién del despla-
zamiento es igual para ambos, sin embargo, la variacién del tiempo es diferente. Si
consideramos solo el tiempo que tarda A en recorrer la trayectoria, tenemos una
misma variacién de tiempo para A y B, pero el desplazamiento de A es mayor que el
de B.

Para reflejar las diferencias en cada uno de estos casos se puede observar que Ay no aporta infor-

. s . . . . .. s A
macion suficiente y que es necesario en principio comparar su variacion con respecto a x, é, que
representa la variacion de y con respecto a x en un intervalo [x,, x,]:

A_.V_ Ya=Y1 f(xz)_f(x1)
Ax  x,7x, X, x

Si fijamos x = x ; tenemos que x, = x + Ax, y:

Ay f(x +Ax) —f(x)
Ax Ax

- A .
Geométricamente, A—Z representa la pendiente de la recta que pasa por los puntos (x,, f(x,)) y

(x, f(x,)). Estarecta se denomina recta secante a la grafica de fen esos dos puntos.
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Y
A
\ \ Recta
f(x2/ secante
f(x) X
<z % . ‘) =
\—Y_J
Y Ax

Ejemplo 7. La poblacion p de cierta ciudad en funcion del tiempo x expresado en afios, esta
dada por p(x) = 500.000(1, 2)*. Hallar la variacién promedio de p con respecto a x
durante los primeros cinco afios; luego entre los cinco y los diez afios.

Solucion. Hallar la variacion promedio durante los primeros cinco afos es equivalente a cal-

A .
cular A—Z en el intervalo [0, 5]:

p; = p(0) = 500.000(1, 2)° = 500.000
p, = p(5) = 500.000(1,2)5 = 1'244.160

Por lo tanto:

Ap _ 1/244.160 —500.000
Ax 5-0

= 148.832

i—i = 148.832 significa que durante los cinco primeros afios la poblacién p esta

creciendo a un ritmo promedio anual de 148.832 habitantes. Por otro lado, hallar la

variacion promedio entre los cinco y los diez afos es calcular i—z en el intervalo [5, 10]:
p; = p(5) = 500.000(1,2)° =1'244.160

p. = p(10) = 500.000(1, 2)"° = 3'095.868

y asi:

A 3'095.868 —1'244.160 ~
P e A = 370.342
Ax 10 -5

lo que significa que entre el afio quinto y el décimo la poblacién p esta creciendo a
un ritmo promedio anual de aproximadamente 370.342 habitantes.
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Ejemplo 8.  Hallar i—z siy=f(x)=x*+3x—-7.

Solucidn. Ay f(x +4x) — f(x)
Ax Ax
(x+0x)2+3(x+A0x)—7—(x2+3x—-7)
- Ax
_ X2+ 2xAx + Ax? +3x +30x — 7 —x* —3x +7

Ax

_ 2xAx + Ax? + 3Ax

Ax
_ Ax(2x + Ax + 3)

Ax
=2x+Ax+3

Por lo tanto:

By _f(x +8%) —f(x)

Ax Ax =2x+Ax+ 3

En particular, si el intervalo es en notacion de intervalo: [2, 7], tenemos x =2y Ax=5, y:

Ay _
=22 +5+3=12

. 1
Ejemplo 9. Hallar 4y, Ay/Ax,si y = f(x) = 2.

Solucié Ay = 11 Vx—Vx+Ax
otueton: Y= Vxibx v ribivx

Racionalizamos el numerador:

Ay:(\/?—Vx+Ax).(\/§+\/x+Ax)
Va+Ax Nx  (Vx++Vx +Ax)
x —(x +Ax)

Vx + Ax .Nx (Vx + Ax ++x)
x —x —Ax

Vx +Ax Vx (Wx + Ax ++/x)

—Ax
Vx +Ax x (Wx +Ax ++x)
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Por lo tanto:

Ay _ —Ax
Ax  AxVx +Ax Vx (Vx + Bx + %)
-1

=\/x +Ax Vx (Wx +Ax ++/x)

Ejemplo 10. Dada f definida como f(x) = x*> + x — 6, hallar la pendiente de la recta secante en
x,=-2yx,=5.

Solucion. Como f(-2) = -4, se tiene el punto (- 2, - 4); como f(5) = 24, se tiene el punto

. _ Ay _24-(=4) _
(5, 24); de dondem = 3 =20 =

ﬂS Valor promedio por unidad

Un caso particular de variacién promedio se da en muchos problemas en que una funcién, por
ejemplo C, expresa totales en funcién de x donde x € Z*. En este caso, el valor promedio por uni-

dad es el total dividido entre el nimero de unidades. Si C(x) mide el total correspondiente a x
unidades, el valor promedio por unidad estd dado por: c (x) = €

Ejemplo 11.  SiC(x) = - 0,05x* + 100x + 500 representa el costo total de producir x unidades de
un producto, calcular:

a. El costo de producir 10 unidades; 11 unidades; la unidad No. 11.
b. El costo de producir 100 unidades; 101 unidades; la unidad No. 101.
c. Costo promedio de x unidades; de 10 unidades; de 100 unidades.

Solucién.  a. €(10) = - 0,05(10)2 + 100(10) + 500 = 1.495
C(11) = - 0,05(11)? + 100(11) + 500 = 1.593,95

El costo de producir la unidad No. 11, es decir, una unidad adicional a partir de
x=10,es: C(11) - C(10) = 98,95.

10.000
10.089,95

b. C(100) = - 0,05(100)> + 100(100) + 500
€(101) = - 0,05(101)*> + 100(101) + 500

El costo de producir la unidad No. 101, es decir, una unidad adicional a partir
de x =100, es: C(101) - €C(100) = 89,95.

Observe que el costo de producir una unidad adicional, conocido como costo
marginal, disminuye cuando se producen mas unidades.




DERIVACION | CAPiTULO 4

c. Costo promedio de x unidades:

~ _ 2
C(x) _ (-005x +:00x+500)

500
= -0,05x + 100+ ~

Observe que cuando mas cantidades se producen, el costo promedio por uni-
dad disminuye, hay que calcularlo.

. ~ 500
Para x = 10 unidades C (10) = -0.05 (10) + 100 + — = = 1495

~ 500
Parax =100 unidades € (100) = —0.05 (100) + 100+~

C (100) = 100

EJERCICIO 4.1

1.  Paracada una de las siguientes funciones, calcule lo siguiente:

(s Ay i s . A c s .
Ay (variacion absoluta de y), 5 (variacion relativa de y) y é (variacion promedio de y con

respecto a x), si x varfa en el intervalo [1, 4].

a. f(x)=3x+5; b, f(x)=x2+2x+1; ¢ fe)=3
d. f(x) =log, (®); e f(X)=—; f. f(X)=x2-5x+4;
g fX)=-x+5; h. f(x) = Yx.
2. Encuentre 3> = &0 T
a. f(x)=5x+3; b. f(x)=x2+3x+ 2; ¢ fa)=1;
d. f(x) =Vx; e f(0) == £ f)=x+1/x;
8 f(x)=Vx h. f(x)=ﬁi i. f(x)=xl:;
. f(x)=Vx+5; k. f(x)=k

3. Calcule i—i’ en el intervalo [1, 6] para cada una de las funciones definidas en el ejercicio 2.
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10.

Dada f, una funcién definida en todo R como y = f(x), si se tiene que i—z = k para todo
xe Rk>0 y f(0)=0.

a. Verifique que se tiene una proporcionalidad directa.

b. y, =f(x) v y,=f(x,). Demuestre que la proporcionalidad directa se puede expresar
Y1 _ X1

como - — .
Y2 X2

La funcién definida como y = g expresa una proporcionalidad inversa. Si y, = f(x,) y

. . . Vi _ X1
v, = f(x,), demuestre que la proporcionalidad inversa se puede expresar como v,

En cada uno de los siguientes casos, exprese la relacién de proporcionalidad entre las varia-
bles dadas.

a. Lalongitud I del rectdngulo de area fija con respecto a su altura h.
b. El volumen V de un cubo de lado I con respecto al lado.

c. Elvolumen V' de un cilindro es directamente proporcional a su altura y al cuadrado de su
radio r, donde la constante de proporcionalidad es .

Sea C(x) = -0,005x? + 10.000x + 1.000.000 el costo total de producir x unidades en una se-
mana. Si se producen 500 unidades, calcule:

a. Su costo total y promedio; b. El costo de producir la unidad 501.

Una compaiiia de dulces ha determinado el costo total diario para producir x cajas de cho-

colates como — %xz + 100x + 2.000. Encuentre el costo total, el promedio de producir 100
cajas, el costo de la caja No. 100 y el costo marginal para x = 100.

Dadas la funcién de costo lineal C(x) = ax + b (a>0, b>0) y la funcién de costo cuadratica
C(x) = ax* + bx + ¢, con a>0, b>0, c>0, halle cudl es la variacién promedio para cada una de

ellas, si x varia de x ax, +Ax

Un capital de $10°000.000 se invierte en una entidad financiera durante dos afios, pagando
un interés trimestral del 5 %.

a. Exprese el valor futuro y de este capital en funcion del tiempo x expresado en trimestres.

b. Halle la variacion promedio de y con respecto a x durante el primer afio y durante el
segundo afio. Compare estos resultados y explique su diferencia.
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11. Una poblacién p de cierta ciudad, en funcién del tiempo x expresado en afios, esta decre-
ciendo a una tasa continua del 10 % anual.

a. Expresar la poblacién en funcién del tiempo x.

b. Hallar la variacién promedio de p con respecto a x durante los primeros cinco afios y
luego entre los cinco y diez afios. Compare estos resultados.

12. SiC(x) = - 0,5x* + 10.000x + 5.000 representa el costo total de producir x unidades de un
producto, calcular:

a. Elcosto de producir x, 10, 100 y 1.000 unidades.
b. El costo promedio al producir 10, 100 y 1.000 unidades.

c. El costo marginal parax, 10, 100 y 1.000 unidades. En cada caso explique los resultados.

La derivada

Sea f una funcién continua en un intervalo (a, b); para x € (a, b) sea (x, f(x)) € Graf(f). ;Sera po-
sible trazar una recta tangente (no secante) a (x, f(x)) para algtin intervalo que contenga a x? Si
existe, ;como definirla y calcularla?; ;serd tinica? Si suponemos que la recta existe, sélo se tiene
una informacidn: el punto (x, f(x)). Se necesita la pendiente. En principio, de ser posible, con
puntos cercanos a (x, f(x)) encontramos la pendiente de rectas secantes y a partir de un proceso
de aproximacion de estas rectas se trata de encontrar la pendiente de la recta tangente. Un in-
tento seria buscar en la grafica una recta que pase por (x, f(x)), para algin intervalo que contiene
a x, que no sea secante, es decir, que no intersecte otro punto de la grafica en ese intervalo. Esta
explicacién intuitiva no es del todo satisfactoria.

Ejemplo 12.  Si f(x) =x3 enx = 0 larecta que cumple esta condicién no es precisamente tangen-
te en el sentido usual, pero no es una recta secante porque no contiene dos puntos

de la grafica.
Y

A

f(x) =x3
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Ejemplo 13.  Si f(x) = ¥x larecta es x = 0 y la pendiente de tal recta no existe.

Y

Ejemplo 14.  Si f(x) = |x|, en x = 0 no es posible establecer un proceso de aproximacién con rec-
tas secantes. Existen infinitas rectas que pasan por (0, 0) y no son secantes.

Y
A

fx)=] x|

Y
)

- —

Ejemplo 15.  Si f es una funcién lineal, la recta tangente en cualquiera de sus puntos es ella
misma.




DERIVACION | CAPiTULO 4

ﬂ7 Concepto de derivada

Cuando la recta tangente en (x, f(n)) existe, es Unica, esta se obtiene por un proceso de aproxima-
cién de las rectas secantes o la recta tangente.

Definicion 1. Una funcién f definida como y = f(x) es derivable en x si existe

lim ¥ — |im f&+A0-FC) _ o
A;r—r}O Ax Aa}:r—r}o Ax f (x)

f’(x) se denomina derivada de f calculada en x.

Observe que este limite es un nimero real tinico. En esencia, estamos asignando a un valor de x
un Unico numero real f’(x); por lo tanto, f define una nueva funcién, la derivada de f. Siy = f(x),

f’(x) se nota como % (notacién de Leibniz). También como y’ 6 Df(x) (notacidn de Lagrange).

Definicion 2.  Se dice que f es una funcion derivable en un intervalo (a, b) si es
derivable para todo x en (a, b).

Ejemplo 16.  Hallar f’(x) para cada una de las siguientes funciones:

a. f(x)=x% b. f(x)= mx+b;
¢ f)=%x d. f()= x|
Solucién. a. f'(x) = lim &+a0?-x?
Ax—-0 Ax
= lim 2%Ax +Ax?
Ax—-0 Ax
= lim Ax(2x +Ax)
Ax—0 Ax

= lim 2x + Ax = 2x
Ax—0

Observe que f” es una funciéon y ademads es continua.

’ s +AX) +b —(mx+b) _ 71; Ax _ . .
b. f'(x) = lim ME A0 +b ~(mx+b] — |jm MAY — ;. Bg decir, la derivada de una
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

funcién lineal en cualquier punto coincide con su pendiente.
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3 3
! — 1 Vx +Ax — . . .
c. fi(x)=]im %ﬁ ; al racionalizar el numerador se tiene:
X

Ax—0
£ = Jim 3—""+i’;‘%
~ im Vx +Ax — W'[(i/x +Ax )2 + Y (x +8x) - x + (Vx)?]
4x=0 Ax [(Vx +D8x)2 + 3/(x +Ax) -x + (Yx)?]
—  lim X + Ax —x
220 Ax - [(Vx +8x)% + Y (x +D8x) - x + (Vx)?]
1
32

Observe que fes una funcidn que no esta definida en x = 0. Se tiene la indeter-
minacién 1/0 (derivada infinita).

d. Recordemos que f(x) = |x| = { _;C: : i ; g )
, _(—1,six<0
por lo tanto tenemos que f'(x) = { Lsix>0"

En x =0, f'(x) no existe porque:

lim [ +ax) —f() _ —1= lim [l +Ax) —f(x) _ 1
Ax—0~ Ax Ax—0% Ax

Observe que f es continua en x = 0; sin embargo, f*(0) no existe, lo cual signi-
fica que si una funcién es continua en x = g, la funcién no es necesariamente
derivable en x = a. La proposicion reciproca si se cumple. Veamos:

Teorema 1. Si una funcion f es derivable en x = g, entonces f es continua en x = a.

Demostracion.

Tenemos que llegar a que chl_f}[ll f(x) = f(a),lo cual equivale a demostrar que:

lim f(a+Aa) - f(a)=0

Aa—0

Por lo tanto:

Jim f(a+4a)-f(a) = Jim [@HDS@ 5,
a—

Aa—0 Aa
= lim [@*AD-/@ Jim Aa
Aa—0 Aa Aa—0

:fl(a).ozo
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ﬂS Recta tangente y recta normal

La derivada de una funcién f calculada en x, f’(x), representa geométricamente la pendiente de
una recta que pasa por el punto de la grafica (x, f(x)); esta recta se denomina recta tangente a la
curva en ese punto. La recta perpendicular a la recta tangente en el punto (x, f(x)) se denomina

recta normal.
Y

A

N

Recta
tangente

f(x3

/

Recta
normal

Ejemplo 17. Hallar la ecuacion de la recta tangente de la funcién f definida como f(x) = x*> en el
punto (2, 4).

Solucion.

Como f”(x) = 2x, tenemos que la pendiente de la recta tangente esm = f"(2) =4 en
x =2, el punto (2, 4) € Graf (f), por lo tanto la recta tangente es y = 4x - 4.
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Ejemplo 18. Hallar la ecuacién de la recta tangente de la funcién definida como f(x) = |x|
enx=0.

Solucion.

fx)=1x]|

A

Y
b

Como f7(0) no existe, la recta tangente de f no existe en (0, 0).

Ejemplo 19. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (1, - 3) y son tangentes
a la funcién definida como f(x) = x2.

Solucion.

L
>

y=6x—9

-1 (1,-3) 3




Ejemplo 20.

Solucion.
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El punto (1, - 3) ¢ Graf(f), por lo tanto debemos encontrar puntos (x, x*) de la
grafica de f tales que:

X

= 0 = 2x

m =
X
es decir,
x2+3 )
= 2x
x —1
Resolvemos la ecuaciéon y tenemos quex=3 y x= - 1.

Parax=3, y=9 y m= f’(3) = 6; por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente es:
y=6(x-3)+9=6x-09.

Parax=-1,y=1y m=f’(-1)= - 2; porlo tanto la ecuacién de la recta tangente
es:

y=-2(x+1)+1=-2x-1.

Hallar la ecuacién de una recta que sea tangente a la grafica de y = x* y sea paralela
alarecta3x-y+1=0.

> "<

f(x)=x?
y=3x42"> 1

A
Y
S

<
|
w
<
+
[UnN
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La pendiente de la recta tangente esm = ;—x (x*) = 3x2 Como esta recta es parale-
laalarecta3x-y+1=0 (que es equivalente a y = 3x + 1), que tiene pendiente 3,
se necesita que m = 3 = 3x? (dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente);
resolvemos la ecuacion y tenemos dos soluciones: x, =1 y x,= - 1.

Parax=1,y=1%=1,laecuacion de la tangente es:

y-1=3(xx-1)
y=3x-2

Parax=-1,y = (- 1)®= -1, la ecuacion de la tangente es:

y+1=3x+1)
y=3x+2

Ejemplo 21. Hallar la ecuacion de la recta tangente y la recta normalay = x> en x = 2.

Solucidn. Enx=2, y=8, el punto delagraficaes (2, 8). f'(x) = 3x% por lo tanto la pendiente de
la recta tangente es m = f(2) = 3(2)* = 12. Recordemos que cuando dos rectas son

perpendiculares, el producto de sus pendientes es - 1; por lo tanto la pendiente de
1 1

f1(2) TS

la recta normal es —

Y
A

/

f(x)=3x* —> N
y=12x — 16

Y
La ecuacion de la recta tangente es:
y—8 =12(x —2)
y =12x—-16
La ecuacion de la recta normal es:
= Lo
y—-8 =-=-(x-2)
x+12y—-98 =0
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ﬂ9 Teoremas basicos

Sean u = f(x) y v=g(x) funciones derivables en (a, b) y c € R. Para todo x en (a, b) se cumple

que:
d du
1. —(cu)c=—
dx( ) dx
Demostracion.

Seay=cu=cf(x):

A_y _ cf (x +Ax) —cf (x)

Ax Ax
_c(f(x+4x) - f(x))
- Ax
cAu
T Ax

por lo tanto:

d . A . A . A da
y =2 =lim X =1Ilim = =clim ===
dx Ax—-0 Ax Ax-0 4x Ax—0 Ax dx

dv

d du
2. E(u+v) _E"'dx

Demostracion.
Seay=u+v=f(x)+g(x)=(f +9)(x), entonces:

4y _(F+ 9k +8) - +9)X)

Ax Ax
_fee A+ g +4x) - (F(x) + 9(x)
Ax
_fGetax) —fO) +g(x+4x) —g(x)
Ax

_Au+Av
T Ax
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Por lo tanto:

d_yzd(u+v) - 1 A_y: limAu+Av
dx dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. [Au  Av
= A0 2y tax
Au Av

=t A 4

_ du N dv
T dx  dx
dv du

d
3. E(u-v) —ua+va

Demostracion.
Seay=u-v=f(x)- g)=(f g)(x), entonces:

dy ([ +Ax)—f(x) g(x)
Ax Ax
f(x +4x) g(x + Ax) — f(x) g(x)
Ax

Sumamos y restamos la expresion g(x)f(x + Ax), y tenemos:

4y _fletAx) g+ 4x) — f() g + g(x) f(x + 4x) — g(x) f(x + 4x)

Ax Ax
_ fGe+A0)g Qe+ 4x) —g(x) + gCo)f (x + 4x) — f(x)
Ax
Ax) — Ax) —
_ f(x+ax) glx + 22 g(x)+g(x)f(x+ 22 f(x)
Cuando Ax — 0,

I Ay , ,
Jm = fx) g'(x)+gx) f'(x)

Aqui se utilizo el hecho de que como f es derivable en x, f es continua en x; por esto es que
Am £+ Ax) = £(x).

ydu_ v
4 i(g) _ Ydx dx
) dx \v 2

Demostracion.

Siy= — v(x) # 0, se puede demostrar que (1)’(30 =20

v(x)’ v v2(x)"
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En efecto, ) )
Ay _ va+dn wm _ v@) - v(x +4x) 1
Ax Ax Ax v(x +4x)v(x)
i ) = V') o = — 5
Cuando Ax — 0, se tiene que V' (X) = —V (X 2@ 2@

Para obtener la derivada de% se expresa % =u % y se aplica la derivada del producto.

ﬂm La derivada como coeficiente de variacion

Enla funcién lineal y = f(x) = mx + b, se tiene que m = i—z; sixy y = f(x) representan magnitudes,
y por ejemplo m = 3, significa que y varia 3 veces mas que x. Al generalizar esta idea se tiene
que si x, y son magnitudes y y = f(x) es derivable en x, Z—z representa el coeficiente de variacién
(instantanea) de y con respecto a x. Si y representa el desplazamiento de una particula en funciéon

) d . . .
del tiempo x, é representa la velocidad instantanea.

Ejemplo 22.  Hallar el coeficiente de variacidn del area de un cuadrado con respecto a su lado.
Evaluarloenx=5 y x=10.

Solucidn. La funcién A definida como A(x) = x?, representa el area del cuadrado en funcién
del lado x.

Al(x) =T =2x

representa la razén con que varia A al variar x. Enx =15, A’(5) = 10; es decir que
cuando el lado del cuadrado es 5 su area varia 10 veces mas que el lado. En x =10,
A’(10) = 20; cuando mayor es el lado mas rapido crece su area.

EJERCICIO 4.2

1. Halle f’(x) para cada una de las siguientes funciones:

1
)
x

a. f(x)=5x+3; b. f(x) =x?+3x+2; c f(x)=

d £ = v e )= ffe0=x+%;

X
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g fO0) =V h fO0) = = i f)= o

X

jo f(x)=Vx+5; k. f(x)=k

2. Halle f’(x) para cada una de las siguientes funciones definidas como y = f(x), a partir de la
definicion de derivada.

a y=vx+1; b. y=2\/x; C. y=4x%

d. y= -Vx e. y=r% f. y=14x%

g y=xt+r/y hoy=x+; ioy="0

i — i Kk 1 | _ 1

Y= -V T Ea - YT o
3. a. Estime f'(x) si f(x) =In(x) parax= %, 2, g, 3, %, 4, %, 5.

b. Sif(x) = e calcule f(1), £(2), f(3), f(4), f(1), f'(2), £/ (3), f(4).

4. Siu=x*+5x+3 y v=Vvx+ 1 halleu” y v Conbase en estos resultados, halle la derivada
deuv, u/v, v/uu+v y us

5. Sif'(x)=x*+5 y g'(x) = - x3+x*-5, calcule la derivada de las funciones 2f + 3g, g - f,
Fokt

6.  Halle la ecuacion de la recta tangente y la recta normal de:
a. y=x*+2x-1enelpunto (2,7); b. y=7x%enel punto (1, 7);
c. y=e*enel punto (0, 1).

. d . . d
d. Siy=mx+ b, demuestre que ﬁ es la pendiente; es decir ﬁ =m.

7. Halle la ecuacién de una recta que sea tangente a y = x> + 3 y sea paralela a la recta
3x-y+1=0.

8.  Hallelaecuacion de unarecta que sea tangente ala graficadey = % y sea paralelaalarecta
x+2y-6=0.

9. Halle las ecuaciones de las rectas tangentes a y = 4x — x? y que pasan por el punto (2, 5).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Se traza una recta tangente a la curva y = x* — x en el punto (- 1, 0). ;En qué otro punto inter-
secta esta recta a la curva?

Halle los valores de las constantes a, b y ¢, de la funcion definida por y = ax? + bx + ¢, de tal
forma que pase por el punto (1, 2) y sea tangente a la recta y = x en el origen.

Calcule ¢ para que la curva y = x* + ¢ sea tangente a la rectay = x.

. .z 1
Determine una ecuacién de la tangente ala curvay = x + —enx= 2.

Halle el coeficiente de variacién del volumen de una esfera respecto al radio, cuando r = x;
r=2;r=6.Explique los resultados.

Halle el coeficiente de variacidn del volumen de un cilindro respecto:
a. Desuradiorcuandor=x; r=2; r=4. Explique los resultados.
b. Desualtura h cuando h =x, h = 2, h = 4. Explique los resultados.

(En qué otro punto intersecta a la curva la recta que es normal a y = x2 + 2x - 3 en el punto
P(1,0)?

Derivadas de funciones elementales

Consideramos como funciones elementales combinaciones algebraicas de:

f(x) =x™ para n €Z,
9(x) = In(x),

h(x) = e*,

i(x) =sen(x),

k(x) = cos(x).

. d _
Si y=x" donde n € Z*, entonces d—i =nx" 1,

Demostracion.
dy _fGe+40) - f@)
Ax Ax

(e + A" —x"
B Ax
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comon € Z* se tiene:

Ay (x+4%) —x(x + AX)" 1+ (x + Ax)" x4 4+ (x + Ax)x™2 4 xM7 L
Ax - Ax
Ax(x + A)" 1+ (x + Ax) 2 x+.. 4+ (x + Ax) x4 x0T
- Ax
=@ +A40)" T+ (x +A0)" 2 x4+ (x + Ax) xV2 + x0T

Por lo tanto,

Ay
f'(x) = lim A = XV a2 x x4 L
AX20 BX — 1 oynmlg gl g x1 = gyl
n veces
d _ A
Nota. El resultado de —~ (x™) = nx"~ ! se puede extender para cualquier niimero real n, como lo

veremos mds adelante.

1 i 5) = 4'1 = 0 = . =

Ejemplo 23. = (x°) = 5x o (x) = 1x 1-1=1.

Ejemplo 24. %(x) =1x’=1-1=1.

Ejemplo 25, f(x) = cesunarecta con pendientem=0 y f'(x)=0.
: a2y

Ejemplo 26. = (r9)=0.

iv= v _1
2. Siy=In(x), x> 0 entonces o

Para la demostracion tendremos en cuenta los siguientes resultados, cuya justificacién no esta al
alcance del libro:

k Mg
lim (1 +ﬁ)"=ek y lim <

=1
n-o Ax-0 Ax

Demostracion.
by _fx +60) - f(x)
Ax Ax
_In(x +Ax) —In(x)
B Ax

()

Ax
= ln(l +Ax—x)ALx
1/x ) 1

Ax
1/Ax

= ln(l +
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Por lo tanto,
dy

1
lim . In (1 + i)ﬂ
dx Ax—0" 1/Ax

. 1
Cuando Ax — 0%, se tiene que o~ @ por lo tanto:
d

Y — tim nf1 4 Ve =
_— X =
dx 1 n( 1/Ax) n

——>00
X

Jim (1+ 1/x )Al_x]

1 1
Para n =— y k == tenemos:
Ax X

= In(e'/) =~

d
Y —In
dx

1
lim (1+ Ux)ﬂ
1+ 1/Ax
ax0

Analogamente, el resultado se tiene si Ax — 0.

In(x)

_por lo tanto:
In(a)

Si y = f(x) =log, x, por propiedad del logaritmo se tiene que log x =

! 1 s
y 6 y =

T x In(a)

log e ,
4 - asi:
x

p Lo dy _ 1
2’. Siy=log, (x), x>0, entonces T T

. d
3. Siy=e" entonces ﬁ =e”*,

Demostracion.

dy . eX +Ax __ eX
dx - Alalcr—l}o Ax
. ex+Ax — X
- Alalcrilo Ax
_efe™ - 1)
= lim ——

Ax—0 Ax

) eAx -1
= ¢* lim
Ax—0 Ax

= e¥

. . d
3'. y=a"=¢e" setiene que ﬁ =a* In(a).
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ﬁu Derivadas de funciones algebraicas

Las funciones algebraicas son basicamente las polinémicas:
= n n -1 2
fX)=a x"+a  x""'+.+a,x +ax +a,
y las racionales:

p(x)
T(X) = %

donde p(x) y q(x)#0 son funciones polinémicas. Al aplicar las propiedades de la derivada y la
férmula de la derivada de y = x" para n € Z*, se puede calcular la derivada de cualquier funciéon
racional.
Ejemplo 27. Hallar la derivada de y = 2x3 - 4x* + 5x + 2.
Solucion.
d d d d d
(%% —4x? + 50 +2) = = (2x%) — = (4x2) + = (5%) + - (2)
—2 %3y _ 4942 a 4
= de(x ) 4dx(x )+5dx(x)+dx(2)
=2(3x%)—42x)+5(1)+0
Por lo tanto,

d—y—y’=6x2—8x+5

dx
Ejemplo 28. Hallar la derivada de y = (x* + 8x% - 1)(x* - x - 1).

Solucion. Hacemosu=x*+8x*-1,u'=3x*+16x,v=x*-x-1 y v’'=2x-1;aplicamos la
derivada de un producto (uv)’=uv’+vu’,y tenemos que:

d
a(x3 +8x - —x—-1D=@3+8x2-1D2x—-1)
+(x? —x — 1)(3x? + 16x)
=5x*+28x3 —27x% —18x + 1

Otra forma de resolver el ejercicio consiste en efectuar la multiplicacién y derivar
cada uno de sus términos.

3x2 -2
x2 +1°

Ejemplo 29. Hallar la derivada de y =
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Solucion. Hacemosu=3x*-2, u'=6x,v=x*+1 y v’ =2x
Aplicamos la derivada de un cociente% = vu;u ~ ; tenemos que:
dy _ (x*+1)6x—(3x*-2)2x
dx (x2+1)2
_ 6x3+6x—6x3+4x
- (x2+ 1)2 ’
10x
T (x2+1)2
Ejemplo 30. Hallary = peaE
Solucién. Hacemosu=1,u’=0,v=x*+1y v =2x.
dy (x> +1(0)—-(D2x)  —2x
dx (x%2 +1)? T (x% +1)2

Ejemplo 31. Verificar que la derivada de f(x) =x""es - nx ""!, donde n es un entero positivo.

Solucion.

Y
fo) =xT ==

Aplicamos la derivada de un cociente y tenemos:

d .o x"0)—nx""!' —nx"! nen
&= (xm)? =m0 ™

ﬂlB Derivada de funciones combinadas

Dadas las funciones f y g, por combinacion se entiende el hecho de construir otras funciones
como puedenser f+g,f-g,f/9,f°g, f '(siexiste). Parahallarla derivadade f g, f - g, f/9,
se aplican las propiedades de la derivada.

Ejemplo 32. Hallar la derivada de f(x) = x* e

Solucion. Al aplicar la derivada de un producto tenemos:

f'(x) = 2xe* + x*e* = xe* (2 + X)
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EJERCICIO 4.3

1. Hallar f'(x) para:

a. f(x)=xe5 b. f(x)=xIn(x); ¢ fO=E+1)%
d. f(x)=a (Ink))3 e. f(x)=x% 2 In(x); £ f(x)= "‘;‘jfx;
g f(x) =12, h ) = womarrs i f0)= (3¢ +5x+e )

. f(x) _ xlne".

x+1

2. Halle la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a y = f(x), si se tiene que:

a. y=x’e‘enx=0; b. y=xIn(x)si y'=1;

C. yzxzxien x=1; d. y:xz—lﬂenelpunto (0,1);
3 1 . 1

e. y=3xenx=0; foy=-siy=-—

3. Sif(X)=-x+2 y g(x)=xe calcule:

a. (f+9)X; b. (f* )’ (); ¢ (f/9);

d. 1/(f+9 ) e. (9°®/f)5 f. (29°+3) (0.
4. Siu=u(x) y v=v(x), demuestre que:

pu_,dv
du/v) _ Yax  “dx vr

. (1),
sugerencla: |- = ——<|.
dx dx [ g (v) v2

ﬂlél Derivada de la funcion compuesta (regla de la cadena)

Sean h, f y g funciones derivablesenx, y y=h(x)=(f°g)(x) = f(g(x)). ;Como calcular h’(x)? Si
consideramos h’(x) como la variacién de h(x) con respecto a x, intuitivamente tenemos f"(g(x)),
que representa la variacion de f(g(x)) con respecto a g(x). g’(x) representa la variacion de g(x)
con respecto a x. Si f(g(x)) varia f"(g(x)) veces, g(x) y g(x) varia g’(x) veces x, entonces f(g(x))
varia f'g((x)) - g’(x) veces x. Por lo tanto, el coeficiente de variaciéon de f(g(x)) con respecto a x
es:
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Sig es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces h = fo g es derivable en x, y:
() = fg@) = LL2 = f(g(x)) g'(x)

Otra presentacion se tiene expresando y = h(x) como f(u) donde u = g(x) y g una funcion deri-
vable en x. Veamos:

d f s du .
h(x) = d—z, multiplicamos por —.» se tiene que:

dy _ dydu
dx  dudx

En esta expresion estamos considerando la derivada como un cociente donde dx y dy correspon-
den a las diferenciales de x y de y, concepto que presentaremos en detalle en el capitulo 6. Bajo
las mismas condiciones podemos extender el anterior procedimiento si la funcion h resulta de
componer tres o mas funciones; por ejemplo, siy = h(x) = (f° g °j)(x), tenemos que:

dy _ dy dv du
dx  dv du dx

dondey=f(v),v=g(u) y u=j(x).
Ejemplo 33. Hallary'siy = (g(x)); ne Z y g es una funcién derivable.

Solucidn. Hacemos u = g(x), Z—Z =g'(x).Siy=u", Z—i =nu"l=ngx) 1.

i n— n-1, 7
L I9X)"=ng(x)"" " g'(%).
Ejemplo 34. Hallary’siy = (x® + 2x + 2)*.

Solucién. Hacemos g(x) = x* + 2x + 2, tenemos que y = g(x)*. Aplicamos el resultado del ejem-
plo anterior y obtenemos que:

=400+ 2x+2)- (3% + 2).

Ejemplo 35. Hallary’siy = e*2-5,

., du
Soluciodn. Hacemos u =2x*-5, ol 4x
luego,
ay u 2x%-5
=t —=pt =¢
y " dx
Asi que:

dy _ dy du 2x2-5 2x2-5
—=—=—=¢ dx=4x- e
dx  dudx
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Ejemplo 36.

Solucion.

Ejemplo 37.

Solucién.

Hallar y’siy = In*(3x - 4)° = [In(3x - 4)%]*
Sustituimos

u=3x—4%=3
dx
v=ud, % =3y% = 3(3x — 4)?
du
w=In(), 20 = 1/v = 1/u® = 1/(3x — 4)°

y = W4'2% = 4w3 = 4In3(v) = 4In3(3x — 4)3

Por lo tanto,

1
(3x —4)3

—————— = 4In3(3x — 4)3 - - 3(3x—4)2-3

Ast:
dy _ 36 13 _ )3
=GB In°(3x — 4)

Hallar y’siy =/ (2x2 — 5) - e3*~2,

Hacemos u = (2x? - 5) - ¥ ~% para hallar Z—Z y aplicamos la derivada de un producto:

5 dw
w = 2x“ — 5, entonces — = 4x
dx
dv
v =e3*72 entonces — = e3* 2.3
dx
luego:
du _ d(wv)
dx ~ dx
dw dv
=v—+w—
dx + dx

= 4xe3*2 4+ (2x? — 5) - 3e3* 72
= e3*72(6x% + 4x — 15)

como y = u*/?, entonces:
dy 1

du  2ull?

de donde se sigue que:

dy _ dydu _ e3*"2(6x*+4x —15)
dx  dudx 2\/(2x2-5) e3¥%~2

Cuando la variable x aparece como base o exponente, o cuando la expresidon que
define una funcion se refiere a productos, cocientes y potencias, se sugiere usar la
funcién logaritmo natural.
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Ejemplo 38.  Sea y = f(x) = x5 x>0, hallar f’(x).

Solucidn. Aplicamos In a cada lado:
Inf(x) = In(x*)
= xIn(x);
derivamos:
f'(x)
=x-—+In(x),
e F Rt

fx) =)0 +In(x)
y como f(x) = x*, se tiene que:
F () =x(1+In(x))

_ x=53x3+ )t

Ejemplo 39. Seay = f(x) = m,hallarf (x).
Solucién. Aplicamos la funcién In a cada lado de la igualdad y tenemos que:

_ (2x-5)3 (5x3 + 7)*
In(f() = ln( V3x +7 (3x* +7)3 )

Aplicamos propiedades:

In(f(x)) =In(2x —5)% (5x% + 7)* — In(v3x + 7 (3x* + 7)%)
=In(2x — 5)% + In(5x3 + 7)* — In(3x + 7)'/2 — In(3x* + 7)3
= 3In(2x — 5) + 4In(5x> + 7) — In(3x + 7) — 3In(3x* + 7),

Derivamos a cada lado:

foo o1 1
O Y

1 1

_ 3
3x + 73 33x4+712x

1
15x2 — =
T2

Por lo tanto:

o 6 _oox 3 36x2
@) =I5 s 47 26x v 7) 30047
_@x=53 G+ 6 60x? 3 36x2

V3x+7(Bx*+7)3 12x=5 5x3+7 2@Bx +7) 3x*+7
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ﬂlS Derivada de la funcion inversa

Si una funcién f es uno a uno y continua en un intervalo (a, b), existe su inversa f ~%. Si f es deri-
vable en (a, b), ;como calcular f~1?

Si f~'eslainversa de f, se tiene (fo f~!)(x) = x, por lo tanto:
df (') _

dx B

FETEN ') =1

1

Por lo tanto, .

—1N\/ _ 1
0= T
(f 1) (x) existe si f'(f'(x)) 2 0.

Sinotamos y = f(x), x = f~! (y); utilizamos la notacion de Leibniz y las derivadas son:

dy_, dx_ 1
w=S @y =Y.

Reemplazamos x pory en la ecuacion f'(f! (x)) (f 1) (x) = 1; tenemos:
FUEtonurym=1

de donde se obtiene que:

OO =20=1

dx dy
es decir,
ax _ 1
dy dy
dx

Ejemplo 40. Daday = f(x) = a*con a>0, hallar f'(x).

Solucion.
Iny
=1 = —
X =108, = 1ha

dx 1/y 1/a*
dy Ilna Ina

Expresado en términos de x tenemos que:

p_dy 1y
y—dx—%—alna
dy
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EJERCICIO 4.4

1. Halle la derivada de la funcién f definida como:

i _ _(xt17)® .. 365
i. V= 6—2x+x6)7 ii.  f(t)= (t+4) ;
_ 16 2. . _ x(x +1)(x +2) |
iii. P(2)= (1127_30) ; v g0 = T
1
V- YT e vi. y=/(14x3 — 3x + 8)3;
vii. y=3ye? —x? viii. v = (231;—23)3;
oy =@x -1 +3)% xou= [
i, y=41-V1+x; Xil. [Slx +26]3
X
2_
xiii. y=7% 2\3};#; Xiv. y=§(x2+x+3) AT T xF3;
XV. XVi. g(t)— V2 +6t .
ii = |7=1.
xvii. f(r) = /r+1' xviil. f(t) = t2+1
xix. ¥ =(1-x%)% x. ¥V =(3-3x)%

xxi.  y=x-1)°(x+2)%

X

XXl Yy = ﬂ;
1
XXV. y = —(x2 — 9)1/2;
» 2x

XXVll. 'y = m;

) (x% + 1)/
XXIX. Y= ;

(2x + v+’

xxil. y=(x-1)?2x*+1)3

Xxiv. y=(x*-x)%

. X
XXVL. 'y = m;
2
xxviil. y = (x + 10)10;
X

XXX, y=x>(x* + 3)L
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. d oo .
2. Determine ﬁ para cada una de las siguientes funciones:

a. x=,/1-2y; b. x=(2-3y%)3% c. x=ya?+y?
d. x=y.a+by; e. x=In(ay®+ b); f. x=y’e”
g y=uSu=1+2Vx h. y=u?In(x); u=ax*

3. Hallela derivada que se indica:
a. Siy=x*+ 5 y x=logz encuentre Z—JZ’.
b. Siu=In(y+4) y y=x%encuentre Z—Z.
c. Six=ye” y y=é¢', encuentre Z—:.
d Sis=Vez+1 y t=e¢% encuentre %.
e. Siu=In(y) y y=In(x), encuentre Z—Z.

f. Siy=e'+6 y t=In(x*-6x), encuentre Z—z.

4.  Halle la primera derivada de la funcién que se indica:

a. y= j:: :Z; b. y =In3(x); c. y=10*"*3x+1,
d. s= a+b;“2; e. z=a%; f. y = log(1-2t);
g. y=In (;g) h. r =log(a? — x?)3; i y= %;

j. vy =log(x® — 3x)'/3; k. y= Zln( 1_xe ); L y=xe '3
my= % n. y =log(b —x%)% o. = (x+21)6;

x+3 2.

p-y=(25)%

x-1

y = 21In (x3 + 4x?)'/4,

<
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ﬂ16 Derivacion implicita

Usualmente las funciones de variable real se expresan de la forma y = f(x), donde y es la variable
dependiente y x es la variable independiente; en muchos problemas practicos, como algunos que
se plantean con ecuaciones diferenciales, la solucidn que se obtiene es una funcién expresada de
la forma g(x, y) = ¢, y no es posible en algunos casos expresarla de la forma y = f(x). Este hecho
lleva a clasificar las funciones en:

Explicitas: Cuando se expresan de la forma y = f(x).
Implicitas: Cuando se expresan de la forma g(x, y) = c.

Ejemplo 41. Laecuacion:
x3y? +%+ex/3’+4x—7y=9

no se puede expresar de la formay = f(x).
Cualquier funcién expresada explicitamente se puede expresar implicitamente. Si

Y = f(x), hacemos g(x,y) =y - f(x) = 0.

Ejemplo 42. a. y=3x+ 7 sepuede expresar comoy -3x-7=0;

b. ¥y = V9 — x? se puede expresar como x* + y? =9,

ﬂ 17 Derivada de una funcioén definida implicitamente

Siy = f(x) esta expresada en la forma implicita g(x, y) = 0, en esencia tenemos una combinacién

de funciones; por lo tanto, para hallar Z—z se aplican las propiedades del calculo de derivadas, sin

perder de vista que y estd en funcién de x.

Ejemplo 43. Hallar (y®) siy = f(x).

Solucién. ¥ = f(x)? entonces (y*)' = 3 f(x)? f'(x) =32 Z—z.
Ejemplo 44.  Sig(x,y) =x*+y*-25=0, hallar %.

Solucion 1. dy

a(x2+y2—25) =0

dy
2x+2ya =0

dy x
dx y

Observe que la derivada es a su vez una funcién definida implicitamente.
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Solucion 2. g(x,y)=x*+y*-25=0
define implicitamente dos funciones:

v, = f(x) = /25 — x2 = (25 — x?)1/2
y2=g(x) = _\/ﬂ =—(25— x2)1/2

Por lo tanto,

d 1

Fral (CREPI e
dy 1 -
PRI e

De donde se obtiene que:

dy,  —x

dx 25 — x2

dy, X

dx 25 — x2

Pero como y; =+/25—x2 y y, = —+/25— x?, tenemos que:
s _ _x o dy2 X

dx A dx Y,

Ejemplo 45. Hallar % si xy? —x%2+y=0.

Solucién. 42 24 0y 4y _
xdx(y)+y dx(x) 2x+1dx 0
x2y3—i+y21—2x+3—z=0
2xy2—z+y2—2x+j—i=0
2xy3—i+3—i/=2x—y2

4y — 9y — 2
dx(ny+1) =2x—-y

dy _ 2x-y?
dx 2xy +1

Ejemplo 46. Hallar los puntos en que la funcion x* + xy + y* = 7 corta el eje X, y mostrar que las
tangentes a la curva en estos puntos son paralelas.

Solucion. Para hallar cortes con el eje X, hacemos y = 0; tenemos:
X, = V7 y X,= - V7,

y los puntos son respectivamente (V7,0) y (-V7, 0).
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Si las rectas tangentes son paralelas, sus pendientes deben ser iguales. El valor de
la pendiente es la derivada calculada en los puntos conocidos.
a2 2 _ 7y
= (x“+xy+y“—=7)=0
dy dy _
2xty+x—+2y ~-=0

ay _ 2x +y

dx x +2y

En el punto (- V7, 0), tenemos:

dy _ 2(=V7+0 _ _
dx —7+0

En el punto (V7, 0), tenemos:

dy _ 2J7+0 _ )
dx ~ V740

. . , . d _
Ejemplo 47.  Siresun nimero racional, demostrar que E (N =rx"1,

Solucion.

. P
Como r es racional, se puede expresar en la forma o donde p y q son enteros.
Sea y =x"=x"/%, 1o que equivale a y? = x”. Si derivamos tenemos:

qu‘lj—z =pxP!

dy _pxP™1 p P71
dx _qu_l_q(xp/Q)q_l
=P X _Pip-1-p+p/a
q xP-p/q q

= :—’x”/q‘l =rx"?!

En general, siy =x"conr eR,y = e™; ast:

Vemos que la féormula que habiamos utilizado cuando el exponente era un entero positivo funcio-
na de la misma manera para cualquier real.
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ﬂlS Derivadas de orden superior

Dada una funcién f definida como y = f(x), si existe f’(x) recordemos que f es también una fun-
cion; si existe la derivada de f”, ésta se denomina segunda derivada de f'y se nota f”’; ésta a su
vez es una funcidn.

Si este procedimiento se puede repitir sucesivamente n veces obtenemos la n-ésima derivada de
f 6 derivada superior de orden n, que se nota:

dany  an
FMWx) =22 = aFf y®™(x)

dx™ dxm

2
Ejemplo 48.  Siy=f(x) = e? hallar y" = 37321.

Solucién. ,
y' =2xe*
y' =220 = 26" 4 2x e 2x = 26 (142x7)

i d_y dz_y i x2 —y2 =
Ejemplo 49.  Hallar o Ve sixt oy 25.

Solucion. i(xz —y2 —25)=0
dx dy
2x — ZYE =0
EZ _x
dx __y
d?y ’ ' dy
Para hallar —,hacemosu =x,u' =1L, v=y y v ==
dx dx
d
d?y y-1- x%
dx?2 y2
X
v =45
= %
Y2 — 2
_ Yy
= %
y2 — 2

Como x* - y* = 25, reemplazamos y tenemos que:

Py _ 25
dx?2 y3
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2
Ejemplo 50.  Hallar Z—y 27 si (x+y)?+(x+y)=a

x’ dx?’
Solucion.
Sl +y)?+ (@ +y)*—a? =0
2(x + d ++3+2dy+—0
(x y)dx(x y)+3(x+y) dx(x y) =
dy 5 dy
2(x+y)(1+a)+3(x+y) (1+E)_0
dy
(1 +E)(2(x +)+3x+y)H =0
dy _
1 +E_ 0
Por lo tanto:
v _ _
dx -
y ast:
a%y _
dxz
EJERCICIO 4.5

dy .. . , . s s .
1.  Encuentre -, bara cada una de las siguientes funciones por el método de derivacion implicita.

2 _ X71, 2 _ XY,
a ¥y =0 b. x =iy
c. y=x"Y2+ X134 x4 d (x+y)P+x-y)P=xt+y4
1 1
e. ;+;=1; f. xy*+e¥-(y/x)=0;

g x+y -2xyt+x3=1.

. e s ; d?
2. Por el método de derivacién implicita halle d—xi en cada caso:

a. xX+y’=1; b. x2® +y?3=1; c. yP=x5
d. X2y?=b; €. X+y-xy=2; f. ¥y +xty’=q;
g Xy*=a; h. xy?+y*=a; i x+y)P+x+y)P=a%
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3.  Halle la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a la curva:

g.

h.

16x* + y* =32, en el punto (1, 2).

9x3 - y*=1, en el punto (1, 2).

x2+xy +y? -3y =10, en el punto (2, 3).
(xy)¥3 =14x +y, en el punto (2, - 32).
X}y +y*x=2,enel punto (1, 1).

x*y? + 3xy = 10y, en el punto (2, 1).

X¥3 — y?3 - 2y =2,enel punto (1, - 1).

Vly + xy? =5, en el punto (4, 1).

4.  Determinense las normales a la curva xy + 2x - y = 0, que sean paralelas a la recta 2x + y = 0.

, N , . dy .
5. Por el método de derivacion implicita, halle é Si:

a.

C.

€.

g.

4x? + 9y? = 36; b. xy=4;
b?x*+a*y?=a?b*cona y b constantes; d. xy*- x+16=0;

X =3¢y + 19xy=0; £ 4x3 +11xy2 - 2)% = 0;
Vxy + 3y=10x; h. 6x - V2xy +xy3 =y~

6.  Halle las derivadas de segundo y tercer orden de cada una de las siguientes funciones:

a. f(x)=e5 b. f(x)=e™ c fx)=2+¢€%
d f(x)=3+e™ e. f(x)=2-3e5 f. f(x)=3-2e5
g f(x)=5-3e™ h. f(x)=3-5e™ i. f(x)=In(e*);
j.  f(x)=In(x*); k. f(x) =ln%i L fl)= ﬁ;
m. f(x) = et 2By, n. f(x) = (x*+3x+ 5)e™



DERIVACION | CAPITULO 4

ﬂ 19 Resumen

Variacion absoluta de una variable: Si x representa una variable real que toma valores en el
intervalo cerrado [x,, x,], la variacion absoluta de x entre x, y x, se define por Ax =x, - x,.

Variacion de una funcidn: Sea una funcién f definida en el intervalo x, x,. La variacion de
y=f(x) enelintervalo x,, x, es Ay = f(x,) - f(x,).

R, . Ay _ flx)—f(x1)
Variacion de y = f(x) con respecto a x en un intervalo [x, x,]: 7= = T

. . . . s fEHAD-FX)
Una funcién f es derivable en x si existe el limite AI;QOT = f'(¥)-En tal caso, f'(x) se
llama derivada de f en x y representa la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el
punto (x, f(x)). La recta que es perpendicular a la recta tangente se denomina recta normal a f
en el punto (x, f(x)).

El siguiente cuadro resume algunas de las derivadas de funciones mas usuales en el texto:

fx) S [x)
[ 0
X rx"t

Inx 2

X
log x 2
xIna

e* e*
ar a’lna

Algebra de derivadas: Si f y g son funciones derivables en x entonces:

L (f+9'x)=f(x)+9gx).
2. (f-9)'() =1 (x)gx) + f)g' ().
2. (cf) (x) = c¢f'(x), donde c es una constante.

f _ frx)gx)—f(x)g!(x)
3, (g) (x) = LT Dg' ()

90 ,cong(x) # 0.

Regla de la cadena: Si g es derivable en x y f es derivable en g(x), entonces fo g es derivable en

xy (feg)(¥)=f"(g(x)-g"(x).

Derivada de la funcion inversa: Sea f una funcidon uno a uno continua en un intervalo (a, b) y
suponga que f es derivable en f~! (x) con f(f! (x))#0. Entonces ! es derivable en x y:

1

B
7O T
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GLOSARIO

Variacion absoluta de una variable: Si x representa una variable real que toma valores en el inter-
valo cerrado [x,, x,], la variacion absoluta de x entre x, y x, se define por Ax =x, - x,.

Variacion de una funcion: Sea una funcién f definida en el intervalo [x,, x,]. La variacion de
y=f(x) enelintervalo [x, x,] es Ay = f(x,) - f(x,).

Ay _ f(x2)-f(x1)

Variacion de y = f(x) con respecto a x en un intervalo [x,, x,]: n
X Xp—X1

Costo promedio por unidad: Si C expresa el costo total en funcién de x donde x € Z', el costo pro-

medio por unidad estd dado por: C(x) = £

fx+Ax)—f(x)
Ax

Derivada de una funcion f en un punto x: Esel lim = f'(x) siempre que dicho limite

. Ax—0
exista.

Recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a)): Recta que tiene como pendiente f"(a) y que
pasa por el punto (a, f(a)); es decir, y = f'(a)(x - a) + f(a).
Recta normal a la grafica de fen el punto (a, f(a)): Recta perpendicular a la recta tangente en el

punto (a, f(a)); es decir, ¥ = = == (x = @) + f(@).




Aplicaciones

de

la derivada

Introduccion

En muchos problemas practicos, el modelo matematico que los explica es una funcion. Esto sig-
nifica que para estudiar el problema es necesario determinar el comportamiento de la funcién.
Algunas de las preguntas de interés son: ;qué valores optimizan el modelo?; ;tiene la funcién un
valor maximo, un valor minimo?; ;la funcion es creciente, es decreciente?; ;qué comportamiento
tiene el crecimiento o el decrecimiento (concavidad)? La derivada es la herramienta matematica
que permite dar respuesta a estas preguntas.

Objetivos

1. Hallar los extremos relativos de una funcién continua, mediante el criterio de la primera
derivada.

Trazar graficas de funciones continuas.

Hallar los extremos relativos de una funcién mediante la prueba de la segunda derivada.
Hallar limites que involucren el infinito.

Representar graficamente funciones racionales.

Hallar los extremos absolutos mediante el criterio de maximos y minimos.

Resolver problemas de valor maximo y minimo mediante el uso del calculo.

NN
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Reseia historica

5.2.1

Siguiendo el trabajo de muchos matematicos que durante siglos consideraron los problemas de
determinacion de areas de regiones acotadas por curvas, y que buscaron la manera de encontrar
los valores maximos o minimos de ciertas funciones, dos genios de la tltima mitad del siglo XVII,
Isaac Newton y Gottfried Leibniz crearon la maquinaria del calculo. Con ella se produjo el inicio
del andlisis matematico moderno, que paso a ser objeto de aplicacién en un ntimero creciente de
otras disciplinas.

El problema del maximo o minimo, el del area, y los problemas relacionados con encontrar tan-
gentes y determinar volimenes ya habian sido abordados y solucionados para varios casos es-
peciales durante afios. Aunque cada caso practicamente habia sido solucionado, a veces por los
griegos o por sus sucesores islamicos, la solucién requeria una construccién ingeniosa. Nadie
habia desarrollado un algoritmo que permitiera resolver estos problemas facilmente en nuevas
situaciones. Estas no ocurrian a menudo entre los griegos o los islamicos, ya que estos matema-
ticos tenian pocos modos de describir nuevas curvas o s6lidos en los que hubiera que calcular
tangentes, areas o volimenes. Pero con el advenimiento de la geometria analitica en la mitad del
siglo XVII, de pronto se hizo posible construir todos los tipos de curvas nuevas y de so6lidos. Des-
pués de todo, cualquier ecuacion algebraica determinaba una curva, y un nuevo sélido podia ser
formado, por ejemplo, haciendo girar una curva alrededor de cualquier linea en su plano.

Con infinidad de nuevos ejemplos para tratar, los matematicos del siglo XVII buscaron y descu-
brieron nuevas formas de encontrar maximos, construir tangentes, y calcular areas y volimenes.
Estos matematicos no estaban, sin embargo, preocupados por funciones, sino por curvas defi-
nidas por alguna relacién entre dos variables. En el proceso de encontrar tangentes, a menudo
consideraban otros aspectos geométricos de las curvas.

Algunos teoremas basicos

Teorema del valor medio. Sifes continua en [a, b] y derivable en (q, b), existe al
menos un namero c en (a, b) tal que:

ro =IO 1@
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Y
A
f(b)
fla)p” .
- > X
a c b
Y

Observemos que w corresponde a la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos
—-a

(a, f(a)) y (b, f (b)); es decir, corresponde a la variacién promedio de fen el intervalo [a, b]. Si

f(x) corresponde a una ecuaciéon de movimiento, el teorema significa que la velocidad instantanea

f’(x) en algin momento coincide con la velocidad promedio. Esto ocurre en el momento x = c.

Ejemplo 1. Seaf(x) =5 - 4x2 Hallar todos los valores de c en (1, 4) tales que:

’ _f@®-r()
f/(e) = 1O

Solucion. La pendiente de la recta secante que pasa por (1, (1)) y (4, f (4)) es:

f(4’)_f(1) — -59-1 — _20
4-1 4-1

Como f satisface las condiciones del teorema del valor medio, existe al menos un
ce (1,4)tal que f'(c) = - 20. Resolvemos f” (c) = - 20; tenemos:

f(c)=-8c=-20
c=5/2

Ejemplo 2. Encuentre el nimero ¢ que cumple las condiciones del teorema del valor medio
para f(x) = 2Vx en el intervalo [1, 4].

Solucion.
1

1, _1
o =@5) ==
y

f@-f) _4-2 _2
4-1 3 3
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Ejemplo 3.

Solucion.

Ejemplo 4.

Solucion.

Como fes continua en [1, 4] y derivable en (1, 4), si aplicamos el teorema del valor
medio tenemos que:

[ %\l"‘
|
BlO Wl N

Dada f(x) = x® - x2 - x+1, para x el intervalo [- 1, 2], encuentre los valores de ¢ que
satisfacen las condiciones del teorema del valor medio.

ffx)=3x*-2x-1

y

[@-F1D _3-0 _ 4
2-(-1) 2+1

Si aplicamos el teorema del valor medio, tenemos:

3¢2-2c-1=1
3c¢t-2c-2=0

Resolvemos la ecuacion y tenemos dos soluciones: ¢, = - 0,55 y ¢, = 1,22. Ambas
soluciones estan en el intervalo (- 1, 2).

Un automévil paso porla caseta Aalas 10:00 hy porla caseta B, 1a cual se encuen-
traa175kmde A, alas 11:30 h. En la caseta B se present6 un oficial de transito con
el automovilista y le dijo: “Sefior, usted sabe que la velocidad maxima permitida en
esta carretera es de 95 km/h y usted excedié tal velocidad; por lo tanto tendré que
levantarle una infraccién”. ;En qué se basa el oficial para hacerle tal afirmacién al
automovilista?

Llamemos x = f(t) ala ecuacién de movimiento del automévil, con x en kilémetros
y t en horas. Supongamos que esta funcién es continua y derivable para t = 0. Lo
que hizo el oficial para poder asegurarle al conductor del automévil que habia
excedido el limite de velocidad fue averiguar a qué hora habia pasado el automévil
por la caseta A rumbo a la caseta By el tiempo que tardé en hacer este recorrido.
Aplicé el teorema del valor medio a la funcién x = f(t) en el intervalo [10, 11.5]
tomando x, = f(10) = 0 y x, = f(11.5) = 175. Con este teorema se asegur6 de que
al menos en un instante entre las 10 y las 11.5 horas, la derivada f '(t), que es la
velocidad instantdnea del automévil, fue:

f)—f(a) 175 -0
b—a 115 —10

= 116.667 km/h
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Ejemplo 5. Si f(x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b), y ademas f’(x) = 0 para todo x
entre a y b, entonces f (x) = K (una constante).

Solucidn. La funcién f (x) satisface las hipotesis del teorema del valor medio. Por lo tanto
cualesquiera sean x, y x,tales que a< x, < x,<b, existe un numero ¢

fe2)-fGa) _ £ (0);

con x;<c<Xx, y — x
2 741

pero f’(c) = 0, por consiguiente f(x,) - f(x,) =0, y asi:

f(x,) = f(x,) = K para alguna constante K.

Teorema de Rolle. Un caso particular del teorema del valor medio es cuando
f(a) = f(b). En ese caso tenemos que si fes continua en [a, b], deri-
vable en (a, b), y f(a) = f(b), entonces existe al menos un niumero
cen (a, b) tal que f'(c) = 0.

Ejemplo 6. Dada fdefinida como f (x) = x*+2x - 15, encuentre las raices del polinomio y mues-
tre que se cumple el teorema de Rolle.

Solucion. Hallamos las raices del polinomio x?+2x - 15:
xX*+2x-15=0
(x+5)(x-3)=0

x,=-5 x,=3

Tenemos f(- 5) = f(3) = 0; como fes derivable en el intervalo (- 5, 3) se cumplen
las condiciones del teorema; es decir, existe c € (- 5, 3) tal que f’(c) = 0. Veamos:

f(c)=2c+2=0
c=-1,y-1€ (-5,3)

EJERCICIO 5.1

1.  Verifique que la funcién f'satisface las condiciones del teorema del valor medio en el inter-
valo dado. En el caso de que se cumplan las condiciones, halle los valores de c.

a f(x)=x%[-21]; b, f(x) = x5, [0,1];
o fo == [-32]; d foo) = Ixl, [-1L,1];
e. f(x)=3x+2,[-22]; £ f(x) = :_3 [-2,21;
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g f(O) = =, [-1,4]; h f()= 23 5];

i f@)=x+5[-1,3]; o fO0 =@ +x—4),[-1,2];
ko fo) =x2+2x+1,[~1,4]; L f()==,[15];

m. f(x) =v25-x2,[-5,51; n f(x)=Vx [-1,1];

o. f(x)=5,1[-1,1].

Encuentre, si existen, los valores c tales que f“(c) = 0, y establezca intervalos [a, b] donde se
pueda aplicar el teorema de Rolle.

a. f(x)=x-2x b, f(X)=x*-3x+2;

c. fx)=x-6x2+11x-6; d. fx)=x-x*-2x
e fO)=lxl~1; L= T

g f0)=x—1; h f(x) =x-Vx;

i fen= TR 00 =(x-3)(x+ 102

Utilizando el teorema de Rolle demuestre que la ecuacién:
a. 6x*-7x+1=0 tiene un maximo de dos raices reales;
b. 6x°+13x+ 1 =0 tiene exactamente una raiz real;

c. x*+9x*+33x-8=0 tiene exactamente una raiz real.

Muestre que si una funcion f es derivable en R, y -1<f"(x)<1, entonces se tiene que
[fx,) - fx,)| < |x, - x, | para todo x, y x,,.

Dada la funcion f definida como y = x*/3, muestre que el teorema del valor medio no se cum-
ple para x en el intervalo [- 8, 28]. Explique por qué.
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Formas indeterminadas y la Regla de L'Hopital

Un limite de la forma lim Z E ) donde hm fx)=0y hm g(x) = 0,tiene la forma indeterminada

xX—C

0/0 en x = c. Por ejemplo:

. X . 2 . x

lim = =1 lim X =9 lim = =
2

x-0 X x-0 X x-0 *

. 2 .

lim £ =1 lim © =0 lim =0

x—00 x x>0 X x—00 X

De ahi el nombre de indeterminaciones (puede resultar cualquier cosa). Existen otras formas
indeterminadas que requieren de métodos mas complicados. Por fortuna, hay una técnica para
calcular muchos limites que presentan ciertas indeterminaciones, llamada Regla del Marqués de
L'Hopital (aunque la regla fue descubierta por su maestro J. Bernoulli).

Teorema (Regla de L'Hopital).
Sea (a, b) un intervalo abierto que contiene a c. Sean f'y g funcio-

nes definidas y derivables en (a, b), excepto posiblemente en c. Si

g’ (x)#0 para x#cy }}{}} % tiene la forma indeterminada 9 enx-=c,

N ¢ N 765} lim f@
entonces lim o = lim oo Siempre que ;¢ 7o exista, 0 sea
m @ _
x-c g'(%)
i lim y*¥-1-2
Ejemplo 7. Calcular om s
Solucidn. La forma indeterminada es 0/0. Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:
1 1
- t-2 o 2vx—1 _ 2v5-1_ 1
xo5 X2 —25 x—5 2x 2(5) 40

La Regla de L'Hopital puede aplicarse mas de una vez si las condiciones lo permi-
ten y lo exigen.

Ejemplo 8. Calcular el limite lim X ex.

x—0
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Solucion.

Ejemplo 9.

Solucion.

Ejemplo 10.

Solucion.

Ejemplo 11.

La forma indeterminada es 0/0. Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:

o ox+1-—e* o 1—e*
lim > = lim
x—0 X x—0 2x

De nuevo este ultimo limite tiene la forma indeterminada 0/0, luego:
1—e* . —ef 1

lim = lim = —=
x—0 X x-0 2 2

Un limite de la forma lim ; Ex) donde hm (x) =00y 11m g(x) = oo, tiene la forma
X—-C

indeterminada co/c0 en x = c. Para resolver esta forma 1ndeterm1nada también se
fx) . 1)
aplica la Regla de L'Hopital: llm 9 Ll_r)rg 7@

lim frx) _ —
sea x—-c 9'(x)

li frx)
91(o)’ Siempre que | m exista, o

—c 9'(x)

Ademas, la Regla de L'Hopital se aplica cuando las formas indeterminadas 0/0,
o0 /oo, aparecen en limites laterales o limites al infinito.

Calcular lim i

x—co I
La forma indeterminada es oo /oo. Luego,

X

lim — = lim
X

= lim xe* = oo
xoo INX

X—00

Otras formas indeterminadas son o — o0, 0. 00, 0° c° 1%, las cuales se transfor-
man algebraicamente en 0/0 6 oo/co para poder aplicar la Regla de L'Hopital.

Calcular lim xInx.

x—0%
En este caso la indeterminacion es de la forma 0 - (- o), la cual se puede convertir
a una de las usuales formas indeterminadas 0/0 6 oo/oco (por facilidad a - c0/c0)
de la siguiente manera:

. . Inx
lim xXInx = lim

x-0t x—-0t 1
X
1

. x?

= lim &% = 11m - =

xoot _ 1 0t X

= lim —x=0
x—-0t

1
Calcular lim (1 +x)x.
x-0
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Solucion. En este caso la indeterminacion es de la forma 1%, 1a cual se puede convertir a una
de las usuales formas indeterminadas 0/0 ¢ oo/co.

Utilizando la identidad u = e™

1
lim (1 +x)x lim Lim@+x
x-0t EN-ERN

lim, 1ln(1+2) . .
= e*>0"—— Ahora tenemos la forma indeterminada o-0

lim, In(+x) . . 0
= e*>0" "2 Tiene la forma 1ndeterm1nada5

1
lim 1I¥x

= ex>0" 1 Aplicamos la Regla de L'Hdpital.

1
y obtenemos lim (1 +x)x = e.
x—0%

La Regla de L'Hopital no es infalible: hay ocasiones en que aplicarla sucesivamente
empeora el problema.

1

Ejemplo 12, Calcular lim £
x-0*

Solucion. La indeterminacion tiene la forma 0/0. Pero si aplicamos la Regla de L'Hdpital,
tenemos que:

1 o1
— x
xZ

Rl
®rI=

e e-

lim = lim = lim —
x-0t X x-0% x—0t X

que a su vez tiene la misma forma indeterminada. Aplicamos de nuevo la regla;

obtenemos:
_1 _1
e x
lim — =1 —
xo0t X2 x—ot 2x3

El problema contintia y cada vez empeora mas; asi que de esta manera no lograre-
mos eliminar la indeterminacidn.

Sin embargo, si cambiamos la forma de la indeterminacién por otra (oo /o0):
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Ejemplo 13.

Solucion.

Aplicando la Regla de L'Hopital, tenemos:

= lim —*=—~ = lim — =0

1

+ = + =

xO_2 x=0" o %
X

lim
x—-0%

@
Rl“‘klr—x

Las formas indeterminadas 1, «® y 0®, aparecen en funciones con base variable
y exponente variable. Cuando nos encontremos con ellas, recurrimos a la derivada
logaritmica para hallar sus derivadas, como en el siguiente ejemplo:

1
lim (1 + ;)x; ya sabemos que este limite es e.

X—00

Por sustitucion directa se llega a la forma indeterminada 1. Veamos cémo calcu-
larlo con la regla de L'Hopital. Para comenzar suponemos que el limite existe y es
igualay.

Tomamos logaritmos naturales en ambos lados:
. 1),
lny:ln[llm 1+-
xX—00 x
Al ser continua la funcién logaritmo natural, podemos reescribir la ecuacion asi:

Iny =lim [ln (1+%)x] = lim [x In (1+§)], o lo que es equivalente:

xX—00 xX—00

i in [1+ %] 0 a .
lim {f} = - Luego por la regla de L'Hopital:

ey S |

1 1
lim [_1 +(%)] ,y por lo tanto In y =311_1:101o [_1 +(%)] = 1. Por definicion de logaritmo,

X—00

Iny=1ese; luego lim (1+3)" = e.
Hemos identificado como indeterminadas las formas:

<)
) ;’ 00 — 0o, O'OO; OO; 100; Ooo-

olo

Hay formas de aspecto similar que son, sin embargo, determinadas, tales como:

0 +00 —> 0, —0-0 —>-0, 0°—>0,0°— o0
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EJERCICIO 5.2

1.  ;Ddnde se encuentra el error en la siguiente aplicacion de la regla de L'Hopital?

i x3 — 4x i 3x% —4 i 6x .
m ——= m = m —=
A X2 rx—6 a 2x+1 a2

2. Halle los siguientes limites:

Looxt-1 . ef-1
a. lim 5—; b. lim ;
x-1 xP-1 x-0 X
. Inx . eX
c. lim ; d. lim —;
x—-1 x—1 x—00 X3
. eX=2% . 1 1
e. lim ; f. lim (———);
x—-0 X x—1 \Inx  x-1
In(1+e%) . x? x2
g lim 20*ed, h lim 22— — X,
x—00 4x x—oo X—1 x+1
. . 2 —x2 . . Inx
i lim (x*—=1)e™; j. lim ;
xX—00 x—oo In(Inx)
. In(1+x)—x+x2%/2 . e¥-1-x-x?%/2
k. lim = L lim ——=—=;
x—0 x x—0 x
. In(1+x)-x+x2/2 . eX—1-x-x2%/2
m. lim —————; n. lim ———.
x—0 x x—0 X

ﬁél Extremos de una funcion

Sea fdefinida en un conjunto Sy c €S.
1. f{c) es el minimo absoluto de fen S'si f(c) <f (x) para todo x € S.

2. flc) es el maximo absoluto de fen Ssi f(x) = f(c) para todo x € S.
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El minimo y el maximo de una funcién en un intervalo se llaman valores extremos de la funcién
en ese intervalo.

‘Y Y
‘ A
f®)
f@|"
£ >
- > X <z > X
a x, b a b
Y Y
Grafica 1 Grafica 2
Y
A
f(x))
£x,)
- > X
X1 X9
Y
Gréfica 3

De acuerdo con las graficas, se puede observar que:

1.  Sifes continua en un intervalo cerrado, entonces f tiene valor maximo y minimo en el inter-
valo (grafica 1).

2. Sifescontinuaen [q, b], los extremos pueden ocurrir enx=a 6 x=b, 6 en puntos interiores
del intervalo. Por ejemplo, en la grafica 1 el valor maximo es f(b) y el valor minimo es

f(x).

3.  Es posible que una funcién no tenga valores extremos en un intervalo. Por ejemplo, en la
grafica 2, f no tiene valores extremos en el intervalo (a, b).




5.4.1
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Maximos y minimos relativos o locales

1.  Siexiste un intervalo abierto (a, b) que contenga a c tal que f (x) < f(c) para todo x en (a, b),
el nimero real f(c) es un maximo relativo o local.

Ejemplo 14.  Enla gréfica 3, f(x,) es un maximo local.

2. Siexiste un intervalo abierto (a, b) que contenga a c, tal que f(x) = f(c) para todo x en (a, b),
el namero real f(c) es un minimo relativo o local.

Ejemplo 15, Enla gréfica 3, f(x,) es un minimo local.
Ejemplo 16.  Es claro que para todo x €R, se tiene que:
1<1+x?
de donde se sigue que:

1
<1
1+x2

Es decir, si consideramos la funcién f definida por f(x) = ﬁ, se tiene que
f(x) <1 para todo x. Pero por otro lado, se tiene que:

1
1+x2

f£(0)=1>

lo que significa que f(0) = 1 es el valor maximo (absoluto) de fsobre R.

Definicion de punto critico. Si festa definida en ¢, se dice que ¢ es un niimero criti-
codefsif'(c)=0 6 f'(c) no estadefinida en c. Ala pareja ordenada
(¢, f(c)) se la denomina punto critico.

Observe que los maximos o minimos locales se dan s6lo en ndmeros criticos. Si f tiene un extre-
mo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un ndmero critico de f. La proposicién reciproca no es cierta;
es decir, es posible que f’(x) sea cero o no exista, y que f(x) no sea un maximo o un minimo local.
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Por ejemplo: en la grafica, en x,, f (x,) =0, y en x,, f (x,) no existe. f (x,) y f (x,) ni son maximos
ni minimos locales.

Y

A
f©
fx2)
f(x3)
fxD)

=z > X
X1 X c X3
Y

5.4.2 Calculo de los extremos de una funcion en un intervalo cerrado a, b

Si fes continua en un intervalo cerrado [a, b], para hallar los extremos:

i. Se buscan los valores c del intervalo (a, b) en los que f "(c) sea cero o no exista (nimeros
criticos).

ii.  Seevalua fen cada nimero critico que pertenezca al intervalo (g, b), y enx = a, x = b, que son
los valores extremos del intervalo.

iii. El menor de tales valores es el minimo (absoluto), y el mayor es el maximo (absoluto).

Ejemplo 17. Hallar los extremos de f (x) = x* - 12x - 3 para x €0, 3].
Solucidn. Hallamos f(x) y la igualamos a cero.

fx)=3x*-12=0
X'-4=0
x=-2y x=2

Consideramos so6lo x = 2, que pertenece al intervalo [0, 3]. Evaluamos f en los ex-
tremos del intervalo x = 0, x = 3, y en el punto interior del intervalo x=2. f(0) = - 3;

f(2)=-19;f(3) =-12.




Ejemplo 18.

Solucion.

Ejemplo 19.

Solucion.
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Los valores extremos de frestringida al intervalo [0, 3] son: maximo f(0)=-3y
minimo f(2) = - 19.

—12
—-19

Hallar los valores extremos de la funcion f dada por:
fx) = % para x € [1, 2].

Notemos que fes continua en el intervalo cerrado [1, 2]. f'(x) = _x_12 ;f existey

no se anula en ningun punto x de su dominio. Por lo tanto, fno tiene puntos criti-
cos. Evaluamos fen los extremos del intervalo:

f=1=17 f@ =4

De donde podemos decir que los valores maximo y minimo de f sobre el intervalo

[1,2]son: f(1) =1y f(2) = ;,respectivamente.

Halle los extremos de la funcidn f, dada por f(x) = e* - x, en el intervalo [- 1, 1].

La funcién f es continua (pues es diferencia de dos funciones continuas). La de-
rivada de fexiste para todo x y estd dada por f’(x) = e* - 1. Resolviendo f'(x) = 0,
tenemos:

e -1=0entoncese* =1yx-Ine=1In1esdecir
x-1=0o0seax=0;

Luego x = 0 es un nimero critico de f; y en este caso f (0) = 1. Evaluamos f en los
extremos del intervalo. Obtenemos f (- 1) =e ' +1=1,363 y f(1) =e' - 1~ 1,715.
Al comparar estos tres valores (f (0), f( - 1), f (1)), podemos decir que la funcién
fsobre el intervalo [- 1, 1] tiene un valor maximo de f (1) y un valor minimo de

f(0).
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Ejemplo 20. Las ganancias totales de la compaiia Acrosonic por la fabricaciéon y venta de x
unidades del sistema de sonido modelo F estan dadas por:

P(x) =-0,02x2+300x - 200.000 dolares para 0<x<20.000.

(Cuantas unidades de este sistema debe producir a fin de maximizar las
ganancias?

Solucidn. Para hallar el maximo absoluto de P en [0, 20.000], primero se hallan los puntos
criticos:

P’(x) =-0,04x + 300
P’(x) =0 parax=7.500

A continuaciéon evaluamos P(x) en x = 7.500 y en los extremos del intervalo

[0, 20.000]:
P(0) = - 200.000
P(7500) = 925.000

P(20.000) = - 2'200.000

Luego el valor maximo absoluto de la funcién P es 925.000. Asi al producir 7.500
unidades, Acrosonic obtendra una ganancia maxima de $925.000.

Ejemplo 21. Hallar los valores extremos de la funcién f dada por f(x) = |x| sobre el intervalo
[-1,2].

Solucidn. fes una funcién continua en [- 1, 2]; sin embargo, no es derivable en x = 0. Por lo
tanto, éste es un nimero critico de f, de donde f(0) = 0. Ademas la derivada de f
esta dada por:

1,six >0
—1,six <0

f'x) =

delo cual se sigue que fno se anula en ningin punto x. En los extremos del interva-
lo, f toma los valores f(- 1) =1 y f(2) = 2. Comparamos éstos con el valor critico
f(0) = 0. Obtenemos que f tiene como valor maximo f(2) =2 y como valor minimo

f(0)=0.

Ejemplo 22.  Hallar los valores extremos de f (x) = In(1+x?) sobre el intervalo [1, 2].

Solucidn. fes una funcién continua. Es la compuesta de dos funciones continuas h y g defi-
nidas como h(x) =In(x) y g(x) =1 + x% sobre [1, 2]. La derivada de f existe para
todo xy esta dada por f'(x) = —

— Para hallar los niimeros criticos resolvemos la
+x
ecuacioén:

2x

=0
1+ x2
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De donde:
x=0,

Pero 0 ¢ [1, 2], por lo tanto no lo consideramos. Asi que los extremos de f deben
estar sobre los extremos del intervalo [1, 2]: f(1) =1n2 2 0,693 y f{2) =In5 = 1,609.
Estos son los valores minimo y méaximo, respectivamente, de f sobre el intervalo
[1,2].

EJERCICIO 5.3

1. Represente graficamente en el intervalo dado y halle los puntos criticos de cada una de las
siguientes funciones definidas como:

a. f(x)=2x+1;x€(0,5]; b. f(x)=x?+3;x€ (1, 4);
c. f(x)=x*—6x-7;x€]1,4]; d f(x)=—x*+10x—-21,x€[2,6];
e. f(x)=x*+1;x€ (-1, 3]; f. f(x)=ell;xe[-2,5].

2. Halle los valores extremos de f definida como:

a. f(x)=—-x2+3;x€(1,3]; b. f(x)=1In(x);x € [1, e3];

¢ f(x)=x3—3xx€(=22); d. f0) =1/x;x€[-1,1];

e. f(x)=1/x;x€[1,3]; £ flx) = §x3 —x2 —3x;x € [~4,4];
g fx)=x*-3x+3;x€[L3]; h f(x) =x3%x € [-2,1);

i f(x)=3+x%%x€e[-1,8]; o f(x)=2+4x—x*x€][0,2].

3. Halle los puntos criticos de f definida como:

a. f(x) = - x2+4x; b. f(x) = 2xe ¢ f()=x*-3x
d f(x) = ¥x; e f()= ;x*—x2=3x; f f()=|x|
g f(x)=x3-3x+3; h. f(x) =x3 i f(x) =3+
j. f() = 2+4x - x4 k f(x)=19-%]; L f=e

m. f(x) =x3 - 3x%+3x+7.
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4. Dada f recuerde que f” es una funcién. Halle los puntos criticos de f":

a. f(x) = - X*+4x+5; b. f(x)=xe™; ¢ f(x)=x-3x
d. f(x) =In); e. f()=1/3x-x-3x £ f(x)=]x;

g f(x)=x*-3x+3; h. f(x) =x3 i f(x) =3+
jo F(x) = 2+4xxh k f(x)=3x-1; L f(x) =x+1;
m. f(x) = x* - 3x243x; n f(x)=e 0. f(x)=2/(x*+1).

ﬂs Funcion creciente y funciéon decreciente

Definicion 1. Una funcion fse dice creciente en un conjunto S si para todo x,, x,
de S, se tiene que x, < x, implica que f(x,) < f(x,).
Una funcién f'se dice decreciente en S si para todo x,, x, de S, se
tiene que x, < x, implica que f(x,) > f(x,).

Graficas de funciones crecientes:

Graficas de funciones decrecientes:

NN

< 3 < 3 <

\4

Ejemplo 23.  fdefinida como f(x) = mx + b, es creciente en todo R si m > 0.




Solucion.
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Seanx,, x, € Ry x, <x, Tenemos que:
mx, < mx, (por ser m>0)
mx, + b <mx,+b

flx) <flx,).

Por lo tanto, fes creciente.

fxX)=mx+b

A

> X

Ejemplo 24.  fdefinida como f(x) = x* es decreciente en (- o, 0).

Solucion.

Seanx, x, € (- o0, 0); es decir, x,<0 y x,<0.Six, <x, tenemos que
-X> - X, Como - x1>0 y - x2>0,

(—Xl)(—Xl) > (_Xz)(_xz)

x? > x2

fx) > fx,)

Por lo tanto, fes decreciente.
Y
A

f(x) =x2,parax<0

A

> X




CALCULO CON APLICACIONES

Ejemplo 25.  Sea f la funcidon de Dirichlet.

Fx) = 1, six esracional
0, six esirracional

No existen intervalos abiertos de la forma (a, b) para los cuales la funcion sea cre-
ciente o decreciente. Puesto que siempre es posible encontrar dos niimeros racio-
nales distintos g, p en (a, b) tales que g<p, en tal caso se tiene que f(q) = f(p). En
realidad, lo que sucede es que esta funcién no es inyectiva, por lo cual no puede ser
ni creciente ni decreciente.

Teorema 1. (Derivada y crecimiento de una funcién) Sea f derivable en el in-
tervalo (a, b).

i Sif’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces fes creciente en (a, b).
ii. Si f’(x) < 0 para todo x € (a, b), entonces fes decreciente en (a, b).
iii. Si f’(x) = 0 para todo x € (a, b), entonces fes constante en (a, b).

Recordemos que si fes derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces fes continua en (a, b).

~

Y.
Y.

7

f crece (f'> 0) f decrece (f'< 0) | f crece (f'>0)

Ejemplo 26. Determinar los intervalos en que fdefinida como f (x) = x* - 6x*+7 es:

i. creciente. ii. decreciente.




Solucion.

APLICACIONES DE LA DERIVADA | CAPITULO 5

fes continua en todo Ry también derivable en todo R. Hallamos los ntimeros criti-
cos (igualando a cero la derivada de f):

f'(x)=3x*-12x
f'(x)=3x*-12x=0
3x(x-4)=0

De donde:

x=0y x=4

Estos son los dos Unicos puntos en los cuales se anula la derivada. Como f es con-
tinua (es una funcién polinémica), debe tener un solo signo en cada uno de los
intervalos:

(-0, 0),(0,4) y (4, o).

Si f tuviera signos opuestos (positivo y negativo) en alguno de estos intervalos, f
se anularia en otro punto distinto de los anteriores, lo cual no es posible.

Como f tiene un solo signo en el intervalo (- oo, 0), basta considerar cualquier
punto del intervalo para ver alli el comportamiento de f”. Por ejemplo, six=-1, se
obtiene:

f(-1)=3(-1)(-1-4)=15>0

Esto significa que f’(x) > 0 para todo x € (- oo, 0). Aplicamos el teorema anterior:
fes creciente en el intervalo (- o, 0]. Andlogamente, tomemos un nimero en el
intervalo (0, 4); por ejemplo, x = 1. Reemplazamos en f "y tenemos que:

f(1)=3(1)(1-4)=-9<0

Podemos decir que f’(x) < 0 para todo x € (0, 4), con lo cual fes decreciente en el
intervalo [0, 4]. Finalmente, tomemos x = 5 € (4, o):

f(5)=3(5)(5-4)=15>0

de donde f '(x)>0 para todo x € (4, ), con lo cual fes creciente en el intervalo
[4, o0). La siguiente tabla resume toda esta informacion:

(- ,0) (0,4) (4, )
f’ + — +

f crece decrece crece
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Ejemplo 26.

Solucion.

Podemos decir entonces que:
en (- oo, 0) fes creciente;

en (0, 4) fes decreciente;

en (4, o) fes creciente.

N

\ fx)=x3-6x2+7
| > X

4

Y

Determinar los intervalos en que fdefinida como f (x) = x5, es:
i. creciente. 1ii. decreciente.

fes una funcién continua (pues es una funcién polinémica). Ahora, f’(x) = 3x*(la
derivada existe para todo x € R); la derivada de f es cero cuando:

3x*=0
x=0

luego los intervalos que debemos analizar son:
(=, 0), (0, )

como f'(x) = 3x*>0 en cada uno de estos intervalos, se tiene que fes creciente en
(- o0, 0) y en (0, ). Ahora, tomemos a € (- 0, 0] y b € [0, o0) con a<b; entonces
se tiene que:

a*<0<h3
o bien:

a3<0<h3

de donde a®<b?3. Esto implica que fes creciente en R. En este ejemplo realmente se
han analizado cuatro casos:

a<0<h
a<0<b
a<b<0
O<a<b
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El lector puede decir en donde se ha analizado cada uno de ellos.

Y
A

f)=x

A
7
S

Ejemplo 27.  Determinar los intervalos donde f definida como f (x) = 1 - e * es creciente.

Solucion. fesuna funcién continua en Ry también derivable. f (x) = e * es positiva para todo
x €R, de donde se sigue que fes creciente en todo R.
Y
A
1
fx)=1-e*
< > X
Y
Nétese que:

lIim(1—e™)=1y lim (1—-e™™)=—oo;
X——00

X—00

lo que significa que la recta y = 1 es una asintota horizontal de f.
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Ejemplo 28.

Solucion.

Hallar los intervalos para los cuales fdada por f (x) = In(1+x?) es:

a. creciente; b. decreciente.

En el ejemplo 22, habiamos dicho que el Gnico nimero critico de fera x = 0. Luego,
los intervalos en los cuales vamos a analizar el comportamiento de f (en cuanto a
su signo) son:

(-o0,0)y (0, ).

Si elegimos un punto apropiado en cada uno de estos intervalos y evaluamos luego
en f’, podemos obtener lo siguiente:

(_ m' 0) (OI 00)
f - +
f decrece crece

de donde podemos decir que fes decreciente en el intervalo (- oo, 0) y creciente en
el intervalo (0, o).

Y
A

f)=In(1+x%

Y
>

A

Ejemplo 29.

Hallar los intervalos para los cuales fdada por f(x) = % es:

a. creciente; b. decreciente.
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Solucidn. fesuna funcién continua en su dominio Dm(f) =R - {0}. fes derivable en R- {0} y

1
fl(x) = - 2 <0.
f no tiene nimeros criticos; no obstante, como 0 ¢ Dm(f), nos vemos forzados
a decir que f’ (x)<0 para todo x € (- o, 0), y que también f’(x)<0 para todo

x € (0, ). Con lo cual podemos afirmar que:

f es decreciente en el intervalo (- oo, 0);
f es decreciente en el intervalo (0, o).

(Podemos entonces decir que fes decreciente en R - {0}? La grafica puede decir
bastante:

f=1/x

La primera derivada y los puntos criticos

Sifes continua en ¢, y c es un numero critico de f(es decir, f'(c) =0 6 f'(c) no existe),y cestd en el
intervalo (a, b) en el cual fes derivable excepto posiblemente en c, el comportamiento (del signo)
de la derivada en este intervalo cumple alguna de las siguientes caracteristicas:
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1.  f’(x)>0 paratodo x con a<x<c y f’(x)<0 para todo x con c<x<b; es decir, f cambia de cre-
ciente a decreciente en x = c. Entonces f(c) es un maximo relativo (o local) de f sobre (a, b).
Véase la grafica siguiente.

Y

A
Punto

/ maximo
f©
< H H > X

2 KJ 0
U0 (<0
VE f crece f decrece

2. f’(x) <0 paratodoxcona<x<c y f’(x) >0 para todo x con c<x<b; es decir, f cambia de
decreciente a creciente en x = ¢. Entonces f (c¢) es un minimo relativo (o local) de f sobre
(a, b). Véase la grafica siguiente.

Y
A
Punto
— minimo
f@© —
< > X
a < b
(f’<0) {(f>0)
Y f decrece f crece
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3. f’(x)>0 (6 f'(x)<0) para todo x con a<x<c, y f (x)>0 (6 f (x)<0) para todo x con c<x<b;
es decir, fno cambia de signo, entonces f(c) no es minimo ni maximo relativo. Véanse las

graficas 1y 2:

Y
y A
f(© f@©

N a] c b - X (Ll \(14 \l?
(>0 (f>0) (f’<0) ((f<0)
\r f crece i f crece Y f decrece f decrece

Grafica 1 Grafica 2

Ejemplo 30.  Hallar los puntos maximo y minimo locales de f (x) = x* - 12x - 3.

fes continua en todo R. Hallamos f(x) y la igualamos a cero (para encontrar los

puntos criticos):

Solucion.

ffx)=3x*-12=0

X'-4=0

x=-2y x=2

Para el numero critico x = - 2, f(-2) =13,y parax =2, f(2) = - 19. Luego, los
puntos criticos son (- 2, 13) y (2, - 19). Analizamos el comportamiento de f“ (los
signos de f ") alrededor de estos numeros criticos:

f’(-3)=15>0, luego fes creciente en el intervalo (- o, - 2); f'(- 1) =-9<0, luego
f es decreciente en el intervalo (- 2, 2); f(3) = 15>0, luego f es creciente en el
intervalo (2, o). La siguiente tabla resume esta informacién:

(-, -2) (-2,2) (2, »)
f + — +

f crece decrece crece
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Ejemplo 31.

Solucion.

Por lo tanto, la funcién “cambia” de creciente a decreciente en x = - 2. Aplicando el
criterio anterior, f(- 2) = 13 es un maximo relativo o local, y (- 2, 13) es el punto
maximo relativo o local. Por otro lado, la funcién “cambia” de decreciente a cre-
ciente en x = 2. Por lo tanto, f(2) = - 19 es el minimo relativo o local y (2, - 19) es
un punto minimo relativo o local.

Y
A

fx)=x2-12x-3

13

- 19

Y

Hallar los puntos maximo y minimo de la funcién f definida por:

2 . 7
2 _fxt=1, six<-106 x2=>1
x)=|x*—1] = .
f) = | 1—x% si —1<x<1.
fes una funcién continua en R (puesto que es el resultado de la compuesta de dos
funciones continuas, ;cuales?). Sin embargo, f no es derivable en el punto x = -1,
ni en x = 1. Veamos primero cuando x = 1; debemos evaluar:

f(1+hz—f(1) — lim fa+ny-o _

f(1+h)
h

lim
h—0 h—0

lim
h—0

Pero debido al comportamiento de f alrededor de x = 1, conviene analizar los limi-
tes laterales:

2 2
lim fa+h _ im A+MW° -1 gy ZhERT 2
h—0+ h h—0+ h hoo+ h
1 — 2 —2h — h?
Hmwzlimﬂ :limuz_z

h—0— h h-0" h h—-0" h
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De donde concluimos que f no es derivable en x = 1. Andlogamente, podemos ver
que f no es derivable en x = - 1. En cualquier otro punto, puede verse que la fun-
cion es derivable y:

, [ 2x, six<-=106 x>1
fix) = —2x, si—1<x<1

Por otro lado f’(x) = 0 siempre que - 2x = 0; es decir, cuando x = 0. Por lo tanto,
los nimeros criticos de fsonx=0,x=-1 y x=1.Y los puntos criticos son (0, 1),
(-1,0)y(1,0). En la siguiente tabla aparece el andlisis de los signos de f ‘en los
intervalos determinados por los niimeros criticos:

( = €9, _1) (_1' 0) (0, 1) (1' OO)
f’ — + — +
f decrece crece decrece crece

con lo cual podemos decir que (- 1,0) y (1, 0) son los puntos minimos de f(y tam-
bién son absolutos), y que (0, 1) es un punto maximo relativo de f.
Y

A
f=|x2=1]|

A
Y
>

Ejemplo 32.  Hallar los puntos maximo y minimo relativos de la funcién f definida como
f(x) =x* - 4x3+5.

Solucidn. festa definida en todo R. Hallamos f’(x) y la igualamos a cero.
fx)=4x3-12x*=0

4x*(x-3)=0
x=0y x=3.
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Six=0,f(0) =5y cuando x = 3, f(3) = - 22. Luego, los puntos criticos son (0, 5) y
(3, -22). Al analizar el comportamiento de f”alrededor de los nimeros criti-
cos, tenemos: f (- 1) = - 16<0; luego, f es decreciente en el intervalo (- oo, 0);
f’(2) =-16<0; luego, fes decreciente en el intervalo (0, 3); y f'(4) = 64>0; luego,
fes creciente en el intervalo (3, o). Resumimos:

(-, 0) (0,3) (3, )
f - - +
f decrece decrece crece

La funcidn “cambia” de decreciente a creciente en x = 3; por lo tanto, f(3) = - 22
es el minimo relativo o local, y (3, - 22) es el punto minimo relativo. En x = 0, la
derivada no cambia de signo, por lo tanto en x = 0 no hay maximo ni minimo. Sin
embargo f(0) = 5 es un nimero critico y (0, 5) es un punto critico.

Y
f)=x*—4x3+5

- 22

Y

;Como determinar las caracteristicas del punto (0, 5)?
Recordemos que f “es a su vez una funcién continua (f"(x) = 4x® - 12x?). Parax=0
tenemos: f'(-1)=-16,f7(0) =0, f'(1) = - 8; esto parece indicar que f ‘pasa de ser

creciente en el intervalo (- 1, 0) a ser decreciente en el intervalo (0, 1).

Con estos resultados, se sugiere hacer el andlisis de la funcién f".
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ﬁ7 Concavidad

5.7.1 Analisis de la funcion f~

Sea funa funcidon derivable y creciente en un intervalo abierto (a, b). La grafica de f puede pre-
sentar cualquiera de las siguientes caracteristicas:

coéncava
hacia arriba

coéncava
hacia abajo

concava

hacia arriba concava

hacia arriba

coéncava
hacia abajo

céncava:
hacia abajo

! ! ! :

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4 Fig. 5

1. Enlafigura 1, fes una funcién lineal, f” es una funcién constante y f’(x) # 0 para cualquier x.

2. Enlafigura 2, se puede observar que las pendientes de las rectas tangentes crecen cuando
crece f; es decir, f'es creciente. En este caso, decimos que la funcién es concava hacia arriba.
Si f’es derivable tenemos que fes concava hacia arriba en x = ¢ si f “(c)>0.

3. Enlafigura 3, se puede observar que las pendientes de las rectas tangentes decrecen cuan-
do crece f; es decir, f” es decreciente. En este caso, decimos que la funcidn es concava hacia

abajo. Si f"es derivable tenemos que fes concava hacia abajo en x = ¢, si f “(¢)<0.

4.  Enlafigura 4, se observa que existe c tal que f’(c) = 0; six>c, fes céncava hacia arriba y si
x<c, fes concava hacia abajo.

Si f7existe enx =, f“(c) = 0. ;) Por qué?

5.  Enlafigura 5, se observa que existe c tal que f’(c) no existe; si x<c, fes concava hacia arriba
y si x>c, fes concava hacia abajo.

Sif”existeenx=c, f"(c) =0.

Definicion 2.  Si fes una funcién continua en un intervalo (a, b) y derivable en
(a, b), excepto en un numero finito de puntos, y f “’es continua, los
puntos en los que la funcidn f cambia de concavidad se denominan
puntos de inflexion.
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Si (¢, f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de f, entonces f “(c) = 0, 6 f “no esta definida en
x = c. El reciproco no es cierto; es posible que f“(c) = 0y (¢, f(c)) no sea un punto de inflexidon.

Ejemplo 33.

Solucion.

Para f(x) = x*+1, f“(0) = 0. El punto (0, 1) no es punto de inflexién.

f'(x) =4x3 y 4x*=0 cuando x =0, asi que (0, f(0)) = (0, 1) es un punto critico.
Analizando el comportamiento de f” tenemos que:

(_ CX), 0) (01 00)
f - +
f decrece crece

La funcién es decreciente en (- o, 0) y creciente en (0, o). Si aplicamos el criterio
de la primera derivada, se tiene que (0, 1) es un punto minimo y no un punto de
inflexion.

f)=x*+1

5.7.2 Segunda derivada y puntos criticos

Sea funa funcidn tal que f'(c) = 0 y f“ existe en un intervalo abierto que contiene a c.

1.  Sif”(c)>0 entonces f(c) es un minimo relativo o local.

2. Sif”(c)<0 entonces f(c) es un maximo relativo o local.

3. Sif”(c) = 0 entonces el criterio no decide; sin embargo observe que si f “(c) = 0, se tiene que
(c,f’(c)) es un punto critico de f*. Aplicando el criterio de la segunda derivada a f " tenemos

que:

Sif”(c)<0, f’(c) es un maximo de f”; es decir, la funcién f cambia de cdncava hacia arriba a
concava hacia abajo y (¢, f(c)) es un punto de inflexion.
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Sif”(c)>0, f”(c) es un minimo de f’; es decir, la funcién cambia de céncava hacia abajo a
concava hacia arriba y (c, f(c)) es un punto de inflexion.

Sif”(c) =0, el criterio no decide.

Ejemplo especial. Sean a,,....a, numeros reales no todos cero. Muestre que la ecuacion:
l+ax+-J1+a,x=n

tiene como maximo una raiz real no nula.

Solucion.  Notese que f;(x) = /1 + a;x es concava. Por lo tanto:
f)=yl+ax+-J1+a,x

es concava. Como f (x) existe, hay a lo sumo un punto sobre la curva tal que
f’(x) = 0. Suponga que existe mas de una raiz no nula de la ecuacion f (x) = n.
Como x = 0 es también una raiz, tenemos tres raices reales X, <X, < X,. Al aplicar
el teorema del valor medio a f sobre los intervalos X, X, Y Xy Xy, podemos en-
contrar dos puntos distintos donde f” es cero, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, debe existir como maximo una raiz no nula para la ecuacién f (x) = n.

Resumimos:

Sif"(c)=0yf”(c)# 0, entonces (c, f(c)) es un punto de inflexion.

Sif”(c)=0yf”(c) =0, el criterio no decide y se sugiere aplicar el concepto de la primera derivada
y los puntos criticos.

Ejemplo 34.  Utilice el criterio de la segunda derivada para hallar los puntos maximo y minimo
relativos de f(x) =x*-12x - 3.

Solucidn.
i. Como festa definida en R, hacemos f’(x) = 0:

f'x)=3x*-12=0
3x2-12=3(x*-4)=0
3(x-2)(x+2)=0

de donde:

x=-2 06 x=2.

Encontramos los valores f(-2)=13 y f(2) =- 19, y obtenemos los puntos criticos
(-2,13) y (2,-19).
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13

/ f(x)=x3—-12x—3
< > X

— -

-19

ii. Hallamos f”“(x)ysecalculaf”(-2) y f7(2).f"(x)=6x,f"(-2)=-12<0, sig-
nifica que en x = - 2, f tiene un valor maximo local 13. La pareja (- 2, 13) es
el punto maximo local. f “(2) = 12>0. Significa que en x = 2, f tiene un valor
minimo local - 19, y la pareja (2, - 19) es el punto minimo local.

iii. Hallamos los puntos de inflexion; para ello hacemos f “(x) = 6x = 0. Con esto
se tendrfa 6x = 0, de donde x = 0. En x = 0, f(0) = - 3. Por otro lado, f " (x) = 6,
de donde f " (0) = 6#0. Entonces, podemos decir que (0, - 3) es un punto de
inflexion.

Hacemos un andlisis de los signos de f"y f”. Obtenemos:

(-o0,-2) (-2,2) (2, 0)
il + — +
f crece decrece crece
(-, 0) (0, )
=z _ .
f concava hacia abajo  céncava hacia arriba

Como Dm(f) = R, podemos decir entonces:

1. fes creciente en el intervalo (- oo, - 2) y en el intervalo (2, o0);
2. fesdecreciente en el intervalo (- 2, 2);

3. fesconcava hacia abajo en el intervalo (- oo, 0);

4. fesconcava hacia arriba en el intervalo (0, o);
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Ejemplo 35.  Utilizar el criterio de la segunda derivada. Hallar los puntos maximo y minimo
relativos de f(x) = x* - 4x3+5.

Solucién.
i. Como festa definida en todo R, hacemos f’(x) = 0.

f'(x)=4x3-12x*=0
4x*(x-3)=0
x=0yx=3

Encontramos los valores: f(3) = - 22 y f(0) = 5, y obtenemos los puntos criti-
cos (3,-22) y (0, 5).

Y
A

fx)=xt*+4x3+5

-11

-22

ii. Hallamos f“(x) y calculamos f“(3) y f “(0). f “(x) = 12x* - 24x, f“(3) = 36>0,
significa que en x = 3, f tiene un valor minimo local - 22, y la pareja (3, - 22) es
el punto minimo local. f“(0) = 0; el criterio de la segunda derivada no decide.

Calculamos f”(x) enx=0.f"(x) =24x-24 y f”(0) =-24. Como f “(0)#0, el
punto (0, 5) es un punto de inflexiéon. Como ademas f”(0)<0, en el punto (0, 5)
la funcién f cambia de céncava hacia arriba a cédncava hacia abajo.

iii. Hallamos los puntos de inflexién, haciendo f“(x) = 0:
[ (x)=12x*-24x=0

12x(x-2)=0
x=0,x=2
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Ejemplo 36.

Solucion.

x =0 ya se estudid por ser f'(0) =0.Enx=2, f(2) =- 11, asi que (2, - 11) es un
punto de inflexién. Como Dm(f) =R, si determinamos los puntos criticos podemos
decir que:

. fes decreciente en el intervalo (- oo, 3).

. fescreciente en el intervalo (3, ).

. fes concava hacia arriba en el intervalo (- oo, 0) y en el intervalo (2, ).
. fes concava hacia abajo en el intervalo (0, 2).

BN

Utilizar el criterio de la segunda derivada. Hallar los puntos maximo y minimo
relativos de f (x) = In(1+x?). También analizar la concavidad de f.

Habiamos visto en el ejemplo 22 que f'(x) = %’;2, y que el nimero critico de f

esta dado por x = 0. Derivamos por segunda vez, y obtenemos:

21+ x?) —2x(2x)  2-2x?

160 T+x2) (A +x?)?

de donde f”(0) = 2>0, por lo tanto el punto (0, 0) es un punto minimo (absoluto)
de f. Por otro lado, f”(x) = 0 siempre que

2-2x2=0

de donde:

x=16x=-1

asf que los intervalos que debemos considerar son:
(-, 1), (-1L 1)y (1, »);

analizamos el comportamiento de f “en cada uno de estos intervalos y tenemos
que:

(-, -1) -11) (1, )
f - + -
f concava hacia abajo  cdncava hacia arriba  cdncava hacia abajo

Por lo tanto, (- 1, In2) y (1, In2) son los puntos de inflexion de f (nétese que en
ellos hay un cambio de concavidad).
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f(xX)=In(1+x?)

\ .......... In(2)

A
Y
>

Ejemplo 37.  Sea fdefinida por f (x) = x* - 3x+1. Encuentre el nimero de raices reales distintas
de la ecuacién f(f (x)) = 0.

Solucion. f’(x) = 3x% - 3 la cual tiene puntos criticos (- 1, 3) y (1, - 1). Pero f(- 2) = -1,
f(-1)=3,f/(0)=1, f(1) =-1, f(2) = 3. Por lo tanto, los ceros de f estan en los
intervalos (- 2,-1), (0, 1) y (1, 2). Si contamos el nimero de veces que f pasa por
cada intervalo, ésa serd la respuesta. De hecho f pasa por (- 2, - 1) una sola vez
(cuando x < - 2); pasa por (0, 1) tres veces (cuando-2<x<-1,0<x<1y 1<x<2)
y finalmente pasa por (1, 2) tres veces también. Por lo tanto el nimero de raices
de la ecuacién es 7.

[\

[
[
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5.7.3

Criterio de la n-ésima derivada para el extremo relativo de la funcion
de una variable

Sila primera derivada de una funcién f (x) en x, es f(x,) = 0, y si el primer valor no cero de deri-
vada en x, encontrado en la derivacién sucesiva es el de la n-ésima derivada f ) (x,)#0, entonces
el valor f(x,) sera:

a)  unmaximo relativo sin es un nimero par y f (x ) < 0;

b)  un minimo relativo si n es un nimero pary f (x,) > 0;

c¢) un punto de inflexion si n es impar.

Ejemplo 38.  Determine por medio del criterio de la n—ésima derivada si los puntos criticos de
la funcion f (x) = (7 - x)* son maximos relativos, minimos relativos o puntos de

inflexion.

Solucion. Puesto que f’(x) = - 4(7 - x)* es cero cuando x = 7, tomamos x = 7 como el nimero
critico para la prueba, con f(7) = 0 como valor de la funcién.

Por derivacion sucesiva obtenemos:
f7(x)=12(7-x)> demodoque f“(7)=0
f7(x)=-24(7 -x), f(7)=0
f®(x) =24 f®(7) =24

Puesto que 4 es un nimero pary como f® (7) = 24 es positivo, concluimos que el
punto (7, 0) representa un minimo relativo.

EJERCICIO 5.4

1. Demuestre que si fes derivable en (a, b) y f'(x)>0, para todo x € (a, b), entonces fes crecien-
te en (a, b).

2. Halle los intervalos para los cuales la funcion f es creciente o decreciente, concava hacia
arriba o concava hacia abajo, si festa definida como:

a. f(x)=x3+3x*-9x+1; b. f(x) = x*+4x3+5;
c. f(x)=2xe d. f(x)=-x3+12x+2;
e. f(x)=-x3+3x*-1; f. f(x) =In(x);

g f()=|x*-4f; h. fy=e
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i f(x)=x+1; j- fx) =2x+1;

1
xZ2+1

k. f(x)=ek; L f)=

Halle los maximos locales, minimos locales y puntos de inflexion de:

a. f(x)= -x*+3; b. f(x)=¢% c. f(x)=x3-3x

d. fx)=1/x e. f(x)=2xe" f. f)=|x|;

g fl)=e > he f(x) = x5 i f) =% —x? - 3x;
jo f(x) =10+x%% k. f(x)=2+4x - x4 . f(x)=x3-3x*+3x+7;

m. f(x) =x3-3x+3;

=

f)=19-%%.

Encuentre los puntos criticos de las siguientes funciones y use el criterio de la n-ésima
derivada para determinar si representan maximos relativos, minimos relativos o puntos de
inflexion.

a. f(x)=x°+5; b. f(x)=(x-1)3+16; ¢ fx)=(3-x)%+7;

d. f(x)=(x-2)4 e. f(x)=(5-2x)*+8.

5.7.4 Trazado de graficas

Consideremos funciones cuyo dominio es un intervalo en el cual fes continua y ademas es deriva-
ble excepto posiblemente en un nimero finito de puntos. En estos casos el procedimiento es:

1.

Determinar los intervalos donde f es creciente, decreciente, concava hacia arriba, c6ncava
hacia abajo; hallar los puntos criticos y determinar los maximos y minimos locales.

Determinar el comportamiento de f en los valores extremos del dominio; por ejemplo, si
Dm(f) =R, hallar los limites en el infinito.

Ejemplo 39. Bosquejar la grafica de fdefinida como f(x) = x* - 4x3+7.
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Solucion.

1. Como fes una funciéon polindmica, Dm(f) =R, fes derivable en todo su dominio.
Hallamos f*(x):

f(x) =4x3 - 12x*
Resolvemos la igualdad:
f'(x)=4x3-12x*=0
4x*(x-3)=0
x=006x=3
Analizamos los signos de f“alrededor de estos puntos y obtenemos:

f’(-1) =-16<0, f decreciente en (- o, 0); f (1) = - 8<0, f decreciente en
(0,3); f'(4) = 64>0, f creciente en (3, o):

(-, 0) (0,3) (3, )
f - - +
f decrece decrece crece
La funciéon “cambia” de decreciente a creciente en x = 3; por lo tan-
to f (3) = - 22 es el minimo relativo o local y (3, - 22) es el punto minimo.

Hallamos ahora f “e igualamos a cero:

f7(x) = 12x* - 24x

Resolvemos:
12x*-24x=0
12x(x-2)=0
de donde:

x=06x=2

Veamos el comportamiento de f “alrededor de estos puntos: f “ (- 1) = 36>0;
luego f es concava hacia arriba en el intervalo (- oo, 0); f “(1) = - 12<0; luego f
es concava hacia abajo en el intervalo (0, 2); f“(3) = 36>0; luego f es concava
hacia arriba en el intervalo (2, o). La siguiente tabla resume esta informacion:

(-, 0) (0,2) (2, )
f + — +

f concava hacia arriba concava hacia abajo  concava hacia arriba
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Y
A
fxX)=x*—4x34+7

2. lim f(x) =0 y lim f(x) = oo Elcorte con el eje Y es el punto (0, 7).
X——00 X—00
Ejemplo 40.  Bosquejar la grafica de f definida como f (x) = x* - 6x2+7.
Solucién.
1. Como fes una funcién polinémica, Dm(f) = R, fes continua y fes derivable en
todo su dominio. Hallamos f” (x):
f(x)=3x2-12x

para hallar los puntos criticos, resolvemos:

3x2-12x=0
3x(x-4)=0

de donde:
x=06x=4

Asif(0) =7y f(4) =-25. Luego los puntos criticos son (0, 7) y (4, - 25). Ahora
analizamos los signos de f, utilizando los ndmeros criticos:

(_ 0, 0) (0' 4) (4'v 00)
f’ + — +
f crece decrece crece
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De donde podemos concluir que: fes creciente en (- ©, 0) y en (4, ) y fes
decreciente en (0, 4). El punto (0, 7) es un maximo local y el punto (4, - 25) es
un minimo local.

Hallamos f”(x):
frx)=6x-12
El procedimiento es similar al que se analiz6 en f’. Resolvemos la ecuacion:

6x-12=0
x=2

Determinamos los signos de f “en los intervalos (- o, 2) y (2, ):

(= ,2) (2, )
£ _ _

f concava hacia abajo cdéncava hacia arriba

De donde f es concava hacia abajo en (- oo, 2); f es cdncava hacia arriba en
(2,0).Enx=2,f(2)=-9y (2,-9) es un punto de inflexiéon (hay un cambio de
concavidad).

2. Determinamos el comportamiento de fen los extremos:
lim f(x) =—c0 y lim f(x) =
X—00

X——00

El corte con el eje Y es el punto (0, 7).

Y
A

fx)=x3—6x2+7

T\
< 2 4 X

-9

Y

—25




Ejemplo 41.

Solucion.
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Bosquejar la grafica de f definida como f (x) = xe .

El dominio de fes todo R, fes continua (producto de funciones continuas) y deri-
vable en R. Recuérdese que e"¥>0 para todo x € R, luego f(x) = xe*>0si x>0 y
f(x) = xe**<0 si x<0. Esto significa que la grafica de f yace debajo del eje X si x<0

y estara por encima del eje X si x>0. Notese ademés que f(0) = 0.

Derivamos f y tenemos:

f'(0) =e™" + x(—2xe™*%)
=e ™" — 2x2e™"
=e ¥ (1 —2x?2)

resolvemos f’(x) = 0; encontramos los nimeros criticos:

e¥(1-2x2) =0
e (1 —V2x)(1+V2x) = 0

2
como e * #0, entonces:

(1-v2x)=0 6 (1++/2x) =0, de donde:

V2
2

P lotant,los unts o son (1 () ¥ (<. (<) avesismpi
or lo tanto, los puntos criticos son AW y 7 73 )) Que si simplifica-
mos se convierten, respectivamente, en:

o)y (g

Veamos el comportamiento de f “alrededor de los niimeros criticos. Los intervalos
para analizar son:
(7~)
\/E )

ez ) v

En la tabla siguiente se resume el comportamiento de f":

f decrece crece decrece
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De donde concluimos que: f decrece en (—00, - %) y también en (%, 00);fes cre-
1

. . 11 . [ 1 1o -1 (.
ciente en el intervalo (— ek ﬁ).Ademas, el punto critico (— N 2) es mini-
1
1 1 -5 ;. ,
mo local y el punto (ﬁ, = e 2) es maximo local. ;Por qué?
Consideremos ahora f ™

f'(x) = e *"(=2x)(1 — 2x2) + e " (—4x)
= e (=2x + 4x3) + e ™" (—4x)
= e " (4x3 — 6x)

Resolvemos f “(x) = 0; tenemos:

e (4x3—6x) = 0
e 2x(2x2—3) = 0
2x(V2x = V3)(V2x +V3) = 0

de donde se obtiene que:
x=0, x=\/§,6 x=—\/é
2 2

cuando:

x=0,f(0)=0

RE 31 |3 _%
= z]7z¢
3 3] I3 _%
==z ze
Analizamos los signos de f” en los intervalos:
3 3 3 3
BB ) » (6
Esto arroja como resultado:
=-f) E) bf)
2 2 2
f — + — +

f concava hacia concava hacia concava hacia concava hacia
abajo arriba abajo arriba




APLICACIONES DE LA DERIVADA | CAPITULO 5

De donde obtenemos que:

fes concava hacia abajo en el intervalo (—00, - % )

. . . . 3
fes céncava hacia arriba en el intervalo (—\/; 0)

fes concava hacia abajo en el intervalo (O\E )

. . . . 3
fes concava hacia arriba en el intervalo (\/;, 00)

y podemos concluir que los puntos:
3 [3 32 3 _3
(o, 0),(\E, \Ee 2) y (—\E,—\/;e 2)

son todos de inflexiéon (;por qué?).

Finalmente, veamos el comportamiento de f (x) cuando x — oo y cuando x — —oo:

1
. —x2 . .
1. lim xe™ = lim —= lim ——=0
. —x2 . X . 1
2. lim xe™ = lim — = lim =0
' x—00 X—00 ex X—00 erx

En los dos casos se aplic6 la Regla de L'Hopital. Por lo tanto, la recta y = 0 es una
asintota horizontal.

Un bosquejo de la grafica es:

fA/N2)
fx) =xe -
f(V@E/2)
—(@B/2) —1M2

= \ N2 NG/D X
F(-NGD)

f=1ND)

Y

Nétese que los puntos maximo relativo y minimo relativo son maximo absoluto y
minimo absoluto respectivamente. Por lo tanto, el recorrido de fest4 dado por:

1 1 1
Rec(f) = 5 v Z]




CALCULO CON APLICACIONES ‘

Ejemplo 42.  Bosquejar la grafica de f definida como f(x) = %

Solucién. Dom(f) = [0, ) - {1}; f(0) = 0 (punto de corte con el eje X); f (x)>0 si Vx - 1>0
(puesto que Vx = 0), es decir cuando x>1; f (x)<0 si 0<x<1. Esto significa que la
grafica de f estard por encima del eje X cuando x>1 y estara por debajo del eje X
cuando 0<x<1. Por otro lado, Vx>Vx - 1y si Vx -1>0 (lo que equivale a x >1),
tendriamos entonces que:

fx) = > 1 paratodox>1

Vx
Vx -1

En los alrededores del punto x = 1, f tiene el siguiente comportamiento:

lim —>
m = —
x-17 Wx—1

VX

lim =
-1t Vx—1

lo que significa que x = 1 es una asintota vertical de f.

Hallemos los nimeros criticos de f:

1 1
m(ﬁ—l)—ﬁm_ 1

(Vx — 1)2 /X - 12

f'(x) =

el Dom(f") = (0, ) - {1} (es mas “pequeiio” que el de f). La derivada no se anula
en ningun valor de x. Claramente, la funcién fno es derivable en 0 ni tampoco en
x =1 (pues fno esta definida en x = 1); luego los numeros criticos sonx =0 y
x =1, asi que los intervalos que debemos considerar son:

(0, 1)y (1, )
Al examinar los signos de f” tenemos que:
01 (1, )

f - -

f decrece decrece
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Por lo tanto, fes decreciente en los intervalos (0, 1) y (1, o).

Consideremos ahora f:

1 1
2 —HWx—1D*+2Vx2(Wx—-1)——
e TS VED WE-15 =
[2V% G - D2P?
que si simplificamos se convierte en:

" _ 3Wx-1 . ey .
f'(x) = prEYETN: ey haciendo f “(x) = 0, tenemos que:
3Wx—1=0

1
¥7 9

Asi que los intervalos que debemos considerar para determinar la concavidad de f
son:

(05) G1) v (1)

Al analizar los signos de f” tenemos que:

1) (1,22)
fr + — +

f concava hacia arriba concava hacia abajo  céncava hacia arriba

1. . . . . 11\ o
Enx = 5 tiene un punto de inflexién y éste esta dado por (;,— E)' Notese que f
cambia de concavidad en x = 1, pero aqui no hay ningtin punto de inflexién puesto
que fno es continua en x = 1.

Finalmente, veamos el comportamiento de f (x) cuando x — oo:

vx
X

fim Y i X
X—00 \/E_l X—00 ﬂ_i
Vx o Vx

1

= lim 1 =1
X—00

1+—=
Vx

Es decir, que la recta y = 1 es una asintota horizontal de f.
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Un bosquejo de la grafica es:

Y
A

fG)=

Vvx—1

A

—1/2

EJERCICIO 5.5

1. Bosqueje la gréfica de la funcidn f, definida como:

a. f(x)=x3+3x*-9x+1;
d. f(x)=-x3+12x+2;
g f)=1x-1f;
1
. ) =x3;

m. f(x) =-x*+1;

p. f(x) =3x°—x%—3x

s. f(x) =xVx + 1;
v f(x)=x+3;
v f(0) =5

b. f(x) = X*+4x3+5;
e. f(x)=-x+3x-1;
h fx) =e 7

ko f(x)=e;

n. f(x)=x-3x;

q f(0) =3 +x;

ind

fx)=e-e%
_*

w. f(x) = 1+e‘x;

7. f(0) ="

. f(X) =2xe

f(¥) =In(x);

F(x) =x*+1;

1
xZ2+1’

f(x) =

- f)=es

f(x) =4x-x%

X

. f(x)zm,

f(x) =x*e™;
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2. Sif’(x) = g’(x) para todo x € (a, b), ;podemos afirmar que f (x) = g(x) para todo x € (a, b)?
Explique su respuesta.

3. Encuentre una funcion tal que:
a. f"(x)=2x;
b. f’(x) = 2x y pasa por el punto (2, 3);
c. f’(x) =2x+5 ypasa por el punto (1, - 3).

4.  Demuestre que sifes derivable en (a, b) y f'(x)>0 para todo x € (a, b) entonces fes creciente
en (a, b).

Problemas de maximos y minimos

En problemas de optimizacidn, es decir, donde se requiere hallar un maximo o un minimo de una
funcion, la variable que se quiere optimizar estd en funcién de otras variables independientes, lo
cual origina una funcién que se denomina funcién objetivo. Las variables independientes estan
condicionadas a ciertos valores, o sea, sujetas a restricciones.

Ejemplo 43.  Hallar el rectangulo de drea maxima cuyo perimetro es de 40 metros.

Solucién. El problema es maximizar el drea en funcién de su base y de su altura. Sea x la base
y y la altura del rectdngulo; de aqui se genera que U(x, y) = xy.

T

y

l

Observemos que si se quiere maximizar esta funcion sin restricciones para x y
para y, estas variables pueden tomar valores tan grandes como se quiera y el pro-
blema no tendria sentido; pero sujeto a la restricciéon de que el perimetro sea 40,
es razonable preguntarse qué area maxima se puede obtener.

< X >
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5.8.1

El problema ahora es:
maximizar %(x, y) = xy (funcién objetivo)
sujeto a 2x+2y = 40(restriccion)

0=<x<20y 0=sy<20

De la restriccion tenemos que y = 20 - x; reemplazamos en la funcién objetivo y
tenemos que:

maximizar A(x, y) = A(x) = x(20 - x) = 20x - x*con 0<x<20.
El problema se reduce a hallar el valor maximo de 2 en el intervalo [0, 20].
Hallamos el maximo local de A en el intervalo (0, 20):

A'(x)=20-2x=0
x=10

Debemos garantizar que en x = 10 en efecto hay un maximo. A” (10) = - 2<0, es
decir, en x = 10 hay un maximo local.

Hallamos los valores A(0) = 0, A(20) = 0, A(10) = 100. El valor maximo de A es 100
y las dimensiones del rectangulo son x = 10 (base), y = 10 (altura).

La solucién de este problema sugiere la siguiente metodologia:

Metodologia

Estos problemas se caracterizan por tener que maximizar o minimizar una funcién objetivo de dos
0 mas variables, sujeta a una o mas restricciones en términos de estas variables independientes.

Las restricciones nos permiten expresar las variables independientes en funcién de una sola de
éstas. Reemplazamos en la funcion objetivo y el problema se reduce a calcular el maximo o el
minimo de la funcién de una variable.

Ejemplo 44.

Se va a construir un dep6sito en forma de paralelepipedo rectangular, de base cua-
drada y volumen igual a 144 metros cibicos. El material de las caras cuadradas
cuesta $2.000 el metro cuadrado y el de las caras laterales, $3.000 el metro cua-
drado. Determinar las dimensiones del depésito para que su costo sea minimo.
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Solucidn. Sixes ellado de la base (cuadrada) y y la altura del paralelepipedo tenemos:

volumen: V=x*y = 144

< —>

4

X

<—x—>/

El 4rea total, que denotaremos como A, es la suma del area de las dos caras cua-
dradas con el area de las cuatro caras laterales:

A, =2x*+4xy
El costo total del material en funcién de las dimensiones del paralelepipedo es:
C(x,y) = 2.000(2x*)+3.000(4xy) = 4.000x* + 12.000xy
El problema queda inicialmente planteado asi:

minimizar: € (x,y) = 4.000x2+12.000xy
sujeto a: x*y = 144, x>0 y y>0.

144
x2

€(x,¥) = C(x) = 4.000x* + 12.000x —, es decir

Si x?y = 144, tenemos que y = —-; reemplazamos en la funcion objetivo:

, . 1'728.000
C(x) = 4.000x% + ————

El problema se reduce a calcular el valor minimo de la funcién:
, 1'728.000

C(x) = 4.000x +T, x>0

Derivamos la funcién C:

1'728.000
g\

C'(x) = 8.000x — 2
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De donde:

8.000x%=1'728.000

x¥=216

xX=6

Debemos garantizar que en x = 6 hay un minimo:
C” (x) =8.000 + 3'456.000x ~3

reemplazamos x = 6:

C” (6) = 8.000 + 3'456.00(6) *> 0

. . 144 .
es decir, en x = 6 hay un minimo. Como y = —, reemplazamos y se tiene que
144

Y= 4. El costo minimo del material es:
1'728.000
C(6) = 4.000(6%) + — - $432.000

Ejemplo 45.  Se quiere imprimir hojas sueltas con margenes de 4 centimetros en las partes
inferior y superior, y de 2 centimetros en cada uno de los lados. Si el contenido
escrito es de 500 centimetros cuadrados, ;qué dimensiones debe tener la hoja
para que su area sea minima?

Solucidn. Si denominamos x a la base, y y a la altura del rectangulo con contenido escrito,
tenemos:
A
A
y+8| Y
A4
v “«— X —>
< x+4 >

Area de contenido: xy = 500
Base de la hoja: x + 4

Altura de la hoja: y+8

Area de la hoja: (x+4)(y+8)
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El problema inicialmente planteado queda:

minimizar: Y(x, y) = (x+4) (y+8)
sujeto a: xy = 500, x>0, y>0

Despejamos y en la restriccion; se tiene: y = 500/x; reemplazamos en la funcion
objetivo y obtenemos:

A(x,y) = A(x) = (x + 4) (Sxﬂ n 8) =532 +2.000x""! + 8x

El problema se reduce a calcular el valor minimo de la funcidn:
A(x) =532+2.000x! +8x

Derivamos:

2000
x2

Ax)=-2224+8=0

de donde:

8x%=12.000
x=+V250

De acuerdo a la restriccién se considera s6lo x =V 250. Debemos garantizar que en
x =V 250 hay un minimo. Para ello hallamos A” y luego la evaluamos en x = vV 250:

A”(x) =4.000x"3
luego:

A”(V250) =4.000(V 250) 3 >0;
Es decir, en x = V 250 hay un minimo. Como y = Sxﬁ, reemplazamos x = V250 y

obtenemos:

500 _ 500v250
V250 250

Y= — 2250 = 10V10

Con lo cual tendriamos que el area minima es:

1
A(V250) = 532 + 2.000 —= + 8(V250) = 532 + 16v250
(V250) 7250 (V250)
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Ejemplo 46.

Solucion.

Se ha solicitado un carpintero para construir una caja abierta, con base cuadrada.
Los lados de la caja costaran US $3 por m? y la base costara US $4 por m?. ;Cuales
son las dimensiones de la caja de mayor volumen que pueda ser construida por
US $48?

X

<—x—>/

El volumen de la caja (funcién objetivo) esta dado por:
volumen = x%y

y el costo total CT (restriccién) esta dado por:

CT = 4x*>+12xy = 48

El problema inicialmente planteado queda:

maximizar: V(x, y) = x%y
sujeto a: 4x*+ 12xy =48,x>0,y>0

Despejamos y de la restriccién y tenemos:

48 — 4x2
Y= T 1x

reemplazamos y en la funcién objetivo:

48—4X2): .(4-8—4362) 1

— _ 3
12x 12 Ax —gx

Bx,y) = V) =22 3

El problema se reduce a calcular el valor maximo de la funcién:
1
V(x) = 4x — §x3

derivando e igualando a cero, obtenemos:

Vx)=4-x>=0



Ejemplo 47.

Solucion.
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De donde:
x=26x=-2

_ 48-4(2%) _ 4
=Tho 3 Ahora,

V'(x)=-2x y V' (2) =-4<0,lo que indica que el volumen es maximo cuando

pero soélo consideramos x = 2. Cuando x = 2, y

x = 2, el cual esta dado por:

V() =42) - ;(2*=2m?

Una compaiiia alquila buses modernos de 50 puestos a grupos de 35 o mas per-
sonas. Si un grupo tiene exactamente 35 personas, cada persona paga US $60. En
grupos mayores, la tarifa de todos se reduce en un délar por cada persona que
sobrepase las 35. Determinar el tamafio del grupo para el cual los ingresos de la
compafiia seran mayores.

El ingreso R esta dado por:
R = (nimero de personas) x (tarifa por persona)

Por cada x délares que se reduce la tarifa, el nimero de personas por grupo es de
35+x. Asi que el ingreso esta dado por:

R(x) = (35+x)(60 - x) = 2100+25x - X
En este caso, el problema es:

maximizar: R(x) = 2100 +25x - x?
sujetoa:x20,x €Z.

Notese que en este caso, R es una funcion de variable discreta (su dominio esta
formado por los nimeros enteros positivos). Sin embargo, para aplicar la derivada
asumiremos, en principio, que x € Ry R, (x) = 2100+ 25x - x*; ademas,

Dm(R) < Dm(R,) y asi:

Rl'(x) =25-2x=0,dedondex=12,5
En este punto, R, alcanza su valor maximo (la gréfica de R, es una parabola que

abre hacia abajo, como se aprecia en la figura), pero en nuestro problema original,
12,5 no esta en el dominio de R.
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Ejemplo 48.

Solucion.

R(x) = 2100 + 25x - x2

A
y
S

12 13 60

Como R, es creciente en (- o, 12,5) y decreciente en (12,5, o), podemos afirmar
que el valor maximo de R se encuentra en un vecino entero proximo de 12,5, a
saber,enx =12 6 en x = 13. En este caso tendriamos:

R(12) =2.256 y R(13) = 2.256.

Entonces, para alcanzar el ingreso maximo el grupo puede ser de 35+12 =47 per-
sonas 6 35+13 = 48 personas. Es decir, con cualquiera de estos dos tamaiios el
ingreso maximo es el mismo: US $2.256.

Dos torres sobre terreno horizontal distan entre si 20 metros. Las torres miden de
altura 10 metros y 15 metros, respectivamente (véase figura mas abajo). Se desea
unir la parte superior de ambas torres por medio de un cable que pasa por una
polea en el suelo entre las dos torres. ;Dénde debe fijarse la polea en el suelo para
usar la menor longitud de cable?

Sea x la distancia a la primera torre donde debe fijarse el cable (ver figura). El pro-
blema consiste en minimizar la funcion d = d + d,.
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Aplicamos el teorema de Pitagoras a cada uno de los triangulos rectangulos:

d =100 + x2 4+ /225 + (20 — x)?2

donde 0 < x < 20. Derivamos d:

_ x —(20 —x)
V100 + x2  / 225+ (20 — x)2

!

Igualamos a cero y resolvemos:

x _ 20-x _
J100+x2 J225+(20-x)2
x? (20 — x)?

100 + x? 225+ (20 — x)?

x*225+(20 -x)% = (20 -x)% (100+x?)

225x°+400x* - 40x3+x* = 40.000 - 4.000x+100x*+400x? - 40x3+x*
125 x2+4.000 x - 40.000 =0

_ —324+/ 1024+ 1280 _—32 + V2304

x 2 2

. , s —32+48
de donde consideramos s6lo el valor (positivo) x =

minio de d. Simplificamos d”y podemos ver que:

= 8, de acuerdo al do-

4= x? —20x + 625 — 40x + x? N x? —20x — 100 — x?
V' 625 — 40x + x2 V100 + x2

de donde d” (8)=0,079>0, lo que indica que d tiene su valor minimo en x = 8.

ﬁ9 Algunas aplicaciones en economia y administracion

Sea x el nimero de unidades producidas y vendidas, y p el precio unitario, si I son los ingresos,
I=px.

Si C(x) es el costo de producir x unidades, C(x)/x es el costo promedio por unidad;
U(x) =1- C representa la utilidad.



CALCULO CON APLICACIONES

5.9.1 Marginales
SiAx=1,
Al

Ay fepresenta la variacion del ingreso al vender una unidad adicional.

AC
A Fepresenta la variacion del costo al producir una unidad adicional.

AU
Ax lepresenta la variacion de la utilidad al producir y vender una unidad adicional

Si aproximamos Al ac au mediante la derivada, estas derivadas ar dc v representan el ingre
p Ax’ Ax’ Ax ’ dx’ dx’ dx’ p g

so marginal, el costo marginal y la utilidad marginal.

Ejemplo 49. La utilidad obtenida al vender x unidades de un producto estd dada por
U(x) = 0,002x*+200x. Calcular:

a. Elincremento exacto de la utilidad al incrementar las ventas de 100 a 101 uni-
dades.

b. Aproximar el anterior calculo, utilizando la utilidad marginal, para x = 100.

Solucion.
a. U(101)=0,002(101)%+200(101) = 20.220,402
U(100) = 0,002(100)% + 200(100) = 20.020

Como Ax =1, i—z =20.220,402 -20.020 = 200,402.

b. Z—Z = 0,004x + 200, para x = 100 la utilidad marginal es: Z—Z = 200, 4; ésta es

una buena aproximacién de 200,402 que es el valor exacto.
Ejemplo 50. Una pequefla empresa manufacturera puede vender todos los articulos que pro-
duce a un precio de $6 (en miles) cada uno. El costo de producir x articulos a la
semana (en miles) esta dado por:

C(x) = 1.000+6x - 0,003x2+10°6 x3

;Qué valor de x maximiza las utilidades? ;Cual es esta utilidad?




APLICACIONES DE LA DERIVADA | CAPITULO 5

Solucidn. El ingreso producido por la venta de x articulos a $6 cada uno es R(x) = 6x. La uti-
lidad por semana es:
U(x) R(x) - C(x)
6x - (1.000 + 6x - 0,0003x%+ 10°° x%)
-1.000 + 0,003x* - 10°x3

El problema es maximizar: U(x) = -1.000 + 0,0003x*> - 10 x%, x> 0.
derivamos Uy tenemos:

U(x) =0,006x - 3(10°)x*=0

Resolvemos:

0,003x(2 -0,001x) =0

Tenemos entonces:

x=0 6 x=2.000

Tenemos en cuenta x = 2.000, que esta en el dominio de x. Debemos garantizar que
en x = 2.000 hay un maximo. Para ello, hallamos U” y evaluamos en x = 2.000:

U’(x)=0,006-6-10"°x

de donde:

U”(2.000) = - 0.006<0

Es decir, en x = 2.000 hay maximo.
La utilidad maxima es:

U(2.000) = -1000+0,003(2.000)? - 10 -¢ (2.000)?

3.000 (en miles)

Es decir, la utilidad maxima semanal es de $3°000.000.

Ejemplo 51.  Un cultivador de frutas estima que si se siembran 60 naranjos, la produccion me-
dia por arbol sera de 400 naranjas, la cual disminuira en 4 naranjas por arbol si se
siembra un arbol adicional en la misma area. ;Cuantos arboles deberia sembrar
para maximizar la produccion total?
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Solucidn. Sea x el nimero de arboles adicionales y N(x) la produccién:
Luego:  N(x) = (nimero de naranjas) x (numero de arboles)
N(x) = (400 - 4x)(60 +x)

N(x) =24.000 + 400x - 240x - 4x?
N(x) =24.000 + 160x - 4x?

N(x) =-4x*+ 160x + 24.000

N(x) =-x*+ 40x + 6.000

Hallamos los niimeros criticos:

N'(x)=-2x+40=0
N’(x) =-2x=-40 = x = 20 arboles adicionales

Ahora N”(20)= -2<0.

Luego en x = 20 la funcién N(x) alcanza un maximo.

Por lo tanto, el nimero de drboles que maximizara la produccién total es:
60+x =60+20 =80

Ejemplo 52.  Un librero puede comprarle a una editorial un libro de matematica a un costo de
US $6 por unidad. El librero ofrece el libro a un precio de US $30 por ejemplar, y
a este precio ha vendido 400 libros por mes. El librero planea bajar el precio para
estimular las ventas y calcula que por cada reduccién de US $2 en el precio de ven-
ta al publico, se venderan 40 libros mas en el mes. ;A qué precio deberia el librero
vender el libro para generar la maxima utilidad posible?

Solucion. Sea x el nimero de reducciones de 2 délares en el precio y P(x), la correspondiente
funcién de utilidad.

P(x) = (nimero de libros) x (precio)
P(x) = (400+40x)(30 - 2x - 6) = (400+40x) (24 - 2x)
P(x) = - 80x2+160x+9.600 = 80(- x*+2x+120)

Hallamos los niimeros criticos:

P’(x) =-160x+160=0
P’(x)=-160x=-160
160x =160 = x = 1 reduccién de 2 ddlares

Aplicamos el criterio de la segunda derivada:
P”(1) =-160<0

.. Ellibro debe venderse a 30 - 2x = 30 - 2(1) = 28 ddlares para obtener la mayor
utilidad posible.
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Ahora por otro lado, para que la funcién de utilidad sea positiva es importante
tener en cuenta el intervalo 0<x<12 que aparece al resolver la desigualdad:

80(- x?+2x+120) =0

y si evaluamos la funcién de utilidad en los puntos de frontera que son x = 0,
x=12 y el punto critico x = 1, obtenemos:

P(0) = 9600, P(1) = 9680, P(12) = 0

Luego x = 1 nos produce el maximo absoluto en este intervalo.

Elasticidad de precio de la demanda

En la practica se tiene que la reduccion de p, el precio unitario de venta, incrementa el nimero de
unidades vendidas. En este punto surgen dos problemas basicos:

i. (Hasta qué punto es conveniente bajar el precio unitario?
ii.  ;Qué tan sensible es la demanda a las variaciones de p?
Para resolver estas preguntas tenemos que el nimero de unidades x que se estan dispuestas a

comprar a un precio p origina la funcion de demanda p = f(x). Si existe una variacion del precio
unitario Ap, tenemos:

Ap
? 100% es la variacién porcentual del precio, y

Ax
=~ 100% es la variacion porcentual de la demanda.

Un buen indicador es calcular cdmo cambia la variacién porcentual de la demanda con respecto
a la variacion porcentual del precio:

Ax Ax p

—— 0 == =

X 100% X X

Ap 0 - Mp Ap

D 100% P Ax
Ap _ d H

aproximamos ﬁ a d—z, y obtenemos el valorn = 7.

dx

n (laletra eta en el alfabeto griego) se denomina elasticidad de precio de la demanda; n<0 porque
p =f(x) es una funcién decreciente.
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5.9.3

Andlisis de i

1.  Si|n|>1, se dice que la demanda es elastica. Significa que una disminucion en el precio uni-
tario estd acompafiada por un incremento de las ventas suficiente para que los ingresos

totales aumenten.

2. Si|n|<1, se dice que la demanda es inelastica. Significa que una disminucion en el precio
unitario estd acompafiada por un incremento de las ventas que no es suficiente para que los
ingresos totales aumenten; es decir, los ingresos totales disminuyen.

! ¢ U Utilidad ma
11dad maxima
\ / e
Demanda

Demarlda inelastica

elastich
] Pulnto de utilidad

Costos fijos nula
X X e X
AOStOS
fijos
funcién de ingresos funcién de costos funcién de utilidad

Ejemplo 53. La demanda de computadores viene dada por la ecuacion p = V(3400 - x2), donde
x computadores pueden venderse a un precio de p cada uno. Calcular la elasticidad
de la demanda cuando p = 50 y determinar qué tipo de elasticidad se tiene.

.z dp 1 2 1
Solucién. — =-(3400 — x*) 2(—2x) =
dx 2
p

Comon = dip, entonces:
dx

V3400-x2

_ x

n=—=
V3400-x2

_ 3400
=1 =

_3400-x2

—x2

—X

V3400-x2

Como p =50, reemplazamos en la ecuaciéon de demanda:

50 = V(3400 - x2)
2500 = 3400 - x?
-900=-x

De donde x =30 6 x=- 30, pero como x representa el nimero de computadores,
entonces se descarta el valor negativo y se toma x = 30.




Ejemplo 54.

Solucion.
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3400
(30)?
[n|>1; es decir, | - 2,77| =2,77>1.

Asin=1- de donde n = - 2,77; por lo tanto, la demanda es elastica por ser

La relacion de demanda de teléfonos es p = 100 - x?, donde x teléfonos pueden
venderse a un precio de p cada uno. Determine la elasticidad de la demanda cuan-
do p = 64 y determine qué tipo de elasticidad se tiene.

P
dp _ _ x .
o 2x.Comon = a7 entonces:
dx
100-x2 2
_ x _ 100-x" 1_2
n (-2x) —2x2 2«2

Como p = 64 entonces,

64 =100 - x*
-36=-x%

de dondex=6 6 x=- 6, pero como x representa el nimero de teléfonos, entonces

se toma solamente x = 6. Asin = é— 5—02 de donde n = - 0,88. Como || = 0,88<1,

(6)
por lo tanto la demanda es inelastica.

5.9.4 Problema de inventarios

Ejemplo 55.

Una compaiiia fabrica y vende anualmente 10.000 unidades de un producto. Las
ventas se distribuyen de manera uniforme en todo el afio. En cada proceso de pro-
duccidn se fabrican el mismo nimero de unidades. A este nimero se lo denomina
cantidad econémica de pedido (C.E.P). El costo de produccion de cada unidad es
$20 y los costos de inventario (seguros, intereses, almacenamiento, etc.) se esti-
man en 10% del valor del inventario promedio.

Los costos de preparacion por proceso de produccion son de $40. La compaiiia
desea determinar el nimero de unidades que debe fabricar en cada proceso de
produccion (C.E.P.) con el fin de minimizar la suma de los costos anuales de prepa-
racion y de inventario.
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Solucion.

a/zf

Sea q el nimero de unidades del proceso de produccién. Como las ventas se dis-
tribuyen a una tasa uniforme, se supone que los inventarios varian a un ritmo
constante de g a 0 entre cada proceso de produccion. Por lo tanto, el inventario
promedio es g/2 unidades. Los costos de produccién son de $20 por unidad, por

lo cual el valor promedio del inventario es 20% = 10q.
Los costos de inventario C.I. son el 10% de 10gq.
CL=0,10(109) =¢q

El nimero de corridas de produccién por afio es 10.000/q; por lo tanto los costos
anuales de preparacién C.P. son:

10.000)
q
Los costos anuales de inventario y de preparacion C son

C.P.= 40(

400.000
)

C(q)=C.L+C.P.=qg+ q>0

400.000
q )

El problema es minimizar €(q) = q + q > 0.

400.000 _ q%-400.000

C'(@=1 pe =

haciendo C’(gq) = 0, tenemos:
q*-400.000=0
de donde

q=%=v400.000=%632,5

Como g>0 se considera sélo q = 632,5.
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Se debe garantizar que en q = 632,5 hay un minimo. Calculemos C™:

. 800.000
(@) = ¢

evaluamos C”(632,5):
C”(632,5)>0

es decir, ¢ = 632,5 es el nimero de unidades por pedido que minimiza los costos
anuales de inventario y en este caso C(632,5) = 1264,9110.

Si el nimero de unidades debe ser un niimero entero, para calcular el numero
de unidades por pedido debemos considerar q, = 632y g, = 633, con lo cual
C(632) = 1264,9113 y ((633) = 1264.9115. En este caso la solucion éptima es
q=632.

EJERCICIO 5.6

1.  Encuentre las dimensiones del rectdngulo de area maxima cuyo perimetro es de M metros.

2. Encuentre las dimensiones de una caja de base cuadrada y sin tapa, de un volumen de 4
metros cubicos, de tal manera que el material utilizado sea minimo.

3.  Halle las dimensiones del rectdngulo de 4rea maxima que pueda inscribirse en:
a. una semicircunferencia de radio igual a 5 centimetros;
b. una circunferencia de radio dado R;
c. una circunferencia de radio 6;
d. un tridngulo equildtero de lado conocido L;
e. laregion limitada por el eje Xy la curvay =16 - x%
4.  Halle el perimetro minimo de un rectangulo de 400 metros cuadrados de area.

5. Halle las dimensiones del cono de volumen maximo que se genera al hacer girar un tridngu-
lo rectangulo de hipotenusa 5 alrededor de uno de los catetos.

6. Divida 120 en dos partes tales que el producto de una de las partes por el cuadrado de la
otra sea:

a. maximo; b. minimo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Halle dos nimeros positivos tales que:

a. suproducto sea 20 y la suma de sus cuadrados sea minima;

b. sumen 20 y su producto sea maximo.

Encuentre el valor minimo de la suma entre un nimero y el cuadrado de su inverso multi-
plicativo.

Una varilla de 170 centimetros de longitud se corta en dos partes formando un cuadrado
y un rectangulo. Para el rectdngulo la base es el doble de la altura. Calcule el d&rea minima
formada por las dos figuras.

Un terreno de forma rectangular tiene un muro de piedra en uno de sus lados, ;Qué area
maxima se puede cercar con 1.200 metros de cerca?

Halle tres nimeros positivos tales que sumen 30; el primero mas el doble del segundo, mas
el triple del tercero sumen 60; y el producto de los tres nimeros sea maximo.

Con una hoja cuadrada se quiere hacer una caja abierta del mayor volumen posible, re-
cortando un cuadrado en cada uno de sus cuatro vértices. Halle el lado de los cuadrados
recortados y el volumen maximo si la hoja tiene:

a. un areadada4; b. 20 centimetros de lado.

Una pagina ha de contener 300 centimetros cuadrados de impresos con 2 centimetros de
margen arriba y abajo, y 3 centimetros a los lados. Encuentre las dimensiones de la hoja
para un area minima.

Un alambre de 120 centimetros de longitud se divide en dos partes y con cada una de ellas
se forma:

a. un cuadrado y una circunferencia;

b. un cuadrado y un tridngulo equilatero.
(Cuanto debe medir cada parte para que la suma de las areas sea:
i. maxima? ii. minima?
Se tiene un presupuesto de $48.000 para construir una caja abierta, con base cuadrada. Los

lados de la caja cuestan $3.000 por metro cuadrado y la base cuesta $4.000 por metro cua-
drado. ;Qué dimensiones debe tener la caja para que su volumen sea maximo?

Un fabricante vende x articulos por semana a un precio p = 20.000 - x pesos, siendo su costo
y=10.000x + 200.000 pesos.

a. ¢;Cuantos articulos debe producir para que la utilidad sea maxima?
b. Halle la utilidad marginal para x = 500.

c. Halle n, para x = 200. Explique el resultado y compruébelo.




17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.
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Halle las dimensiones y el area total minima de un tanque de forma cilindrica sin tapa cuya
capacidad es de 3.000 litros.

Un cilindro circular recto con tapa tiene un area de 100 centimetros cuadrados. Halle las
dimensiones para que su volumen sea maximo.

Un cono circular recto tiene un volumen de 120w centimetros cubicos. ;Qué dimensiones
debe tener para que su area lateral sea minima?

Una jarra de vidrio de forma cilindrica tiene una tapa metalica. Si el metal cuesta, por uni-
dad de area, tres veces mas que el vidrio, encuentre la relacion entre el radio y la altura, r/h,
de tal manera que para una capacidad dada el costo sea minimo.

Halle el trapecio is6sceles de area maxima que pueda inscribirse en una semicircunferencia:
a. de 20 centimetros de radio. b. delradio R dado.

Resuelva el problema anterior, si se considera que el trapecio es rectangular.

El interior de una pista de carreras de 400 metros consta de un rectangulo con dos semicir-
culos en dos lados opuestos. Encuentre las dimensiones para las cuales el area del rectan-
gulo es maxima.

Se tiene un triangulo rectangulo de hipotenusa igual a 1. Halle:

a. Ssu area maxima;

b. el valor de los catetos a y b que maximice 2a+b.

Una fabrica posee una capacidad de produccién de 250 articulos por semana. La experiencia
muestra que el precio p en funciéon del numero de articulos x esta dado por p = 100 - 2x. Si
el costo de produccién de x articulos es $(600+10x+x%):

a. ¢Cuantos articulos deben fabricarse cada semana para obtener una utilidad maxima?

b. Halle el ingreso maximo.

c. Halle la elasticidad de la demanda para x = 20 y para x = 40. Explique cada resultado y
compruébelo.

d. Halle la utilidad marginal y el ingreso marginal para x = 25.

En una empresa la utilidad en funcién de la publicidad esta dada por U(x) = 130+80x - x*
(x en miles). Halle la utilidad maxima y a qué inversion en publicidad corresponde.
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27.

28.

209.

30.

31.

32.

33.

En una fabrica el costo diario de produccion de x sillas de lujo talladas esta dado por
C(x)=50.000 + 40.000x. La funcién de demanda es p = 80.000 - 100x.

a. ¢Cuantas sillas deben producirse diariamente para:
i. maximizar la ganancia? ii. maximizar el ingreso?
b. Halle el ingreso marginal y la utilidad marginal para x = 100.
c. Halle un valor de x tal que:
i. n<0; ii. n>0.
Explique cada resultado.

Minimizar el costo de construccién de un depoésito abierto de base rectangular de largo
igual al doble de su ancho y cuyo volumen es 72 metros ctbicos. El costo es $50.000 por
cada metro cuadrado para la base y $25.000 por metro cuadrado para los costados.

El costo total diario de produccién de x grabadoras es 1/3 x*+32x+ 40, y éstas se venden a
$62 cada una. ;Qué produccion diaria daria una ganancia maxima? (Suponer que la compa-
fifa puede vender todos los aparatos que hace).

El costo de levantar un edificio de x pisos se puede modelar con una funciéon cuadratica
f(x) = ax*+bx+c, en donde a, b y ¢ son constantes. ¢ representa costos fijos como costos del
terreno, b representa un costo que es el mismo para cada piso, tales como paredes interio-
res, ventanas, recubrimiento de pisos, y ax* representa costos como elementos estructura-
les, que se incrementan con el cuadrado del nimero de pisos. Calcule el valor que minimiza
el costo promedio por piso. Demuestre que cuando el costo del terreno se incrementa, este
valor 6ptimo de x crece.

Un agente de viajes ofrece un plan de vacaciones a grupos sobre las siguientes bases: para
grupos de tamafio de hasta 50, la tarifa es de US $400 por persona; para grupos mas gran-
des, por cada viajero que exceda de 50, la tarifa se reduce a US $2 para cada uno de los
viajeros. Determine el tamafio necesario del grupo para que el agente de viajes maximice el
ingreso.

Una empresa de alquiler de TV obtiene una utilidad promedio de 15 ddlares por cliente,
si sirve a 1.000 clientes o menos. Si el servicio se presta a mas de 1.000 clientes, por cada
cliente que exceda de ese numero la utilidad promedio disminuye en 1 centavo para cada
uno de los clientes. ; Cuantos clientes proporcionan la utilidad maxima?

Para un producto, la funcién de demanda es p = S y la funcién de costo promedio es
¢=0,50+(1000/q). Determine el precio que maximiza las utilidades y la produccién. A este
nivel, demuestre que el ingreso marginal es igual al costo marginal.
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.
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Una compaiiia alquila buses modernos de 100 puestos a grupos de 70 o mas personas. Si
un grupo tiene exactamente 70 personas, cada persona paga $80.000. En grupos mayores
la tarifa de todos se reduce en $1.000 por cada persona que sobrepase las 70. Determine
el tamafio del grupo para el cual los ingresos de la compaiiia serian maximos, y el maximo
ingreso.

Determine las dimensiones del cilindro de volumen maximo que se puede inscribir en una
esfera de radio R dado.

Halle las dimensiones del cono circular recto de mayor volumen que se puede inscribir en
una esfera de radio R dado.

Dos torres sobre terreno horizontal distan entre si 30 metros, y miden 15 y 20 metros de
altura. Se desea unir la parte superior de ambas torres por medio de un cable que pasa por
una polea en el suelo entre las dos torres. ;Donde debe fijarse la polea en el suelo para usar
la menor longitud de cable?

Se quiere obtener un embudo con la mayor capacidad posible, a partir de un papel de filtro
de forma circular de 7,6 cm de radio. Halle el radio de la base del embudo que cumple con
estas condiciones.

Un pomar tiene 30 arboles por hectarea y la produccion promedio es de 400 manzanas por
arbol. Por cada arbol adicional plantado por hectarea, la producciéon promedio por arbol
se reduce en aproximadamente 10 manzanas. ;Cuantos arboles sembrados por hectarea
maximizan la cosecha de manzanas?

La funcién de costo total de un fabricante esta dada por:

2
¢ (q) =%+ 3q + 400

donde c es el costo total de producir g unidades. ;Para qué nivel de produccidn sera el costo
promedio por unidad un minimo? ;Cual es este minimo?

La ecuacion de demanda para el producto esp = BQT_X, en donde x es el niumero de unidades
y p es el precio por unidad. Halle:

a. La demanda que maximiza el ingreso y el ingreso maximo.

b. La elasticidad de la demanda para x = 20 y para x = 60. Explique cada resultado y
compruébelo.

La compaiiia TV Cable tiene en estos momentos 3.500 suscriptores que pagan una cuota
mensual de US $8. Una encuesta revela que habra 50 suscriptores méas por cada US $0,010
que se disminuyan en la cuota a todos. ;A qué tarifa se lograrian ingresos maximos y cuan-
tos suscriptores habra a ese nivel?
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43.

44,

45,

46.

47.

48.

49,

Supoéngase que la ecuacion de demanda para el producto de un monopolista es p = 400 - 2q
y la funcion de costos promedio ¢ = 0,2q + 4 + 4700, en donde q es el nimero de unidades, y

tanto p como c estan expresadas en dolares por unidad.

a. Determine el nivel de produccién en que maximiza las utilidades.
b. Determine el precio al cual se dan las utilidades maximas.
c. Determine las utilidades maximas.

d. Sipor disposicion del gobierno se marca un impuesto de $22 por unidad al monopolista,
(cudl es el nuevo precio para la maximizacion de utilidades?

Las funciones de costo y de demanda de una empresa son C(x) = 5xy p = 25 - 2x, respecti-
vamente.

a. Encuentre el nivel de produccién que maximizaria las utilidades de la empresa. ;Cudl es
la maxima utilidad?

b. Si se impone un impuesto de t por cada unidad y la empresa lo carga en su costo,
encuentre el nivel de producciéon que maximiza las utilidades de la empresa. ;Cual es la
maxima utilidad?

c. Determine el impuesto por unidad ¢t que debe imponerse para obtener un maximo
impuesto sobre la renta.

Una compaiiia obtiene una utilidad de $5 por cada articulo de su producto que vende. Si
gasta A délares por semana en publicidad, el nimero de articulos que vende por semana
esta dado por:

x=2000(1 - e*) en donde k = 0,001

Determine el valor de A que maximiza la utilidad neta.

Un fabricante vende sacos de alta calidad a una cadena de tiendas. La ecuacién de la deman-
da para esos sacos es p = 400 - 50q, donde p es el precio de venta (en délares por saco) y q

es la demanda (en miles de sacos). Si la funcién de costo marginal del fabricante est4 dada
dc _ 800 L. . i

por .= s demuestre que existe una utilidad maxima y determine el nimero de sacos

que deben venderse para obtener esta utilidad maxima.

2
La funcién de costo total de un fabricante esta dada por ¢ = q: + 3q + 400, donde c es el

costo total de producir g unidades. ;Para qué nivel de produccidén sera el costo promedio
minimo? ;Cudl es este minimo?

La funciéon de demanda para el producto de un monopolista es: p =V 600 - q. Si el mono-
polista quiere producir por lo menos 100 unidades pero no mas de 300, ;cuantas unidades
debe producir para maximizar el ingreso total?

La compafiia exportadora e importadora Dixie es la Unica representante en el pais de la
motocicleta Excalibur de 250 cm?. La gerencia estima que la demanda de estas motocicletas
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es de 10.000 por afio y que se venderan en a razén uniforme durante todo el afio. El costo
de cada pedido de embarque es de $10.000 y el costo anual de almacenamiento de cada
motocicleta es de $200.

La gerencia de Dixie tiene el siguiente problema: si ordena demasiadas unidades, se desper-
dicia un espacio de almacenamiento valioso y se incrementan los costos de almacenamien-
to. Por otro lado, si realiza pedidos con demasiada frecuencia, se incrementan los costos por
realizacion de pedidos. ;De qué tamafio debe ser cada pedido y con qué frecuencia deben
realizarse de modo que los costos de surtido y almacenamiento sean minimos?

50. Elvalor presente del precio de mercado de un edificio de oficinas esta dado por:
P(t) = 300000 e 009Vt/2 0<t<10

Hallar el valor presente ptimo del precio de mercado del edificio.

Variables relacionadas

En muchas de las aplicaciones aparecen dos variables x e y como funciones derivables de otra
variable ¢, o sea x = f(t) e y =g(t). Ademas x e y pueden estar relacionadas entre si por medio de
una ecuaciéon como:

X*-y3-2x+7y?-2=0.

Derivamos con respecto a t y se obtiene una ecuacion en la que aparecen las razones de cambio
respecto a t:

@ _ 3y2® odx w_
2x 3y 2dt+14ydt 0.

d . . (. .
d—Jt’ se llaman variables relacionadas, ya que estan vinculadas o relacionadas
por medio de una ecuacién. Tal ecuaciéon puede usarse para evaluar una de las derivadas cuando

. dx
Las derivadas 4

se conoce la otra.

Ejemplo 56.  Six ey son funciones derivables de t, relacionadas por la ecuacion y = x2+3, hallar

dy dx
_— = — 2_
oL cuandox=1y "

Solucion. Derivamos la ecuacion dada y = x2+3 con respecto a t; tenemos:

d . d 2 43
=2 (3
dx

=2Xx—;
Yt

luego cuandox =1 y% = 2, entonces 3—3; =2(1)(2) =4.
Ejemplo 57.  Una escalera de 20 metros de largo esta apoyada contra la pared de un edificio. La

base de la escalera se desliza horizontalmente a razén de 2 m/s. ;Con qué rapidez
resbala el otro extremo de la escalera cuando se encuentra a 16 metros del suelo?
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Solucion.

Ejemplo 58.

Sea x el desplazamiento horizontal de la escalera e y el desplazamiento vertical.
d . d L
Debemos hallar d—i cuando x = 16; por lo tanto necesitamos expresar d—f en términos

N\

de x.

ly 20 m

X
—>

, dx / s
Como x aumenta a razén de 2 m/s, tenemos que Pl 2m/s (la razo6n es positiva
debido a que x crece). Aplicamos el teorema de Pitdgoras; podemos relacionar las

variablesy y x:

x*+y? =202
dy P - . ;o
Expresamos — en términos de x; derivamos implicitamente:

dx ay _ A,
2x5+2yz—0, (1)

de donde:
dy  xdx
dat  ydt’

También se tiene que x*+y? = 400, de donde:
y = V00 — x7;
cuando x = 16,y = 12, y asi tendriamos que:

dy _ _ 16 =8
dt 12 @ 3 m/s.

Se arroja una piedra a un estanque de agua en calma, dando lugar a ondas en for-
ma de circulos concéntricos. Si cada onda se aleja del centro a una velocidad de 1
dm/s, ;a qué velocidad esta creciendo la superficie total del agua perturbada al
cabo de 4 segundos?



Solucion.

Ejemplo 59.

Solucion.
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Sea r el radio de la onda mayor. El drea de este circulo esta dada por:
A =mr?;

entonces:

dA dar
— =2nr—.
dt dt

. . d
Como el radio de una onda crece a razén de 1dm/s, entonces d—: = 1. Por lo tanto,
en t = 4 segundos, el radio es de r = 4; de donde:

%% = 2m(4dm)(1dm/s) = 8wdm?/s.

El area total del agua perturbada al cabo de 4 s esté creciendo a razéon de 8m dm?/s.
. 1 .
Supdngase que una persona permanece en una carretera recta a- km de una carri-

lera que cruza la carretera en dngulo recto. Si un tren circula a la velocidad cons-
tante de 80 k/h, ;a qué razdn esta cambiando la distancia entre el observador y la

L L 1
maquina, cuando la maquina esta a 3 km pasando el cruce?
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Ejemplo 60.

Solucion.

Si x representa la distancia del tren al cruce y y la distancia del tren a la persona,
y sila persona esta a 1/4 kilémetros del cruce, tenemos que:

y2 =x2 + (%)2

Sabemos que % = 80km/h, entonces debemos hallar % cuando x = %km. Como:
1
y2 =x2 + (Z)Z‘

al derivar con respecto a t, tenemos:

2 dy—z dx+0

ydt = xdt , entonces:
dy _ xdx
dt  ydt

Six = %entonces y= (%)2 + (%)2 = g - Por lo tanto:

ay _

= (80) ~ 71.6 km/h.

NEA.

Un tanque de agua tiene la forma de un cono circular recto de 12 decimetros (dm)
de alto y 6 decimetros de radio en la base. Si se suministra agua al tanque a razén
de 10 dm?® por minuto, ;cudl sera la rapidez de cambio del nivel del agua cuando la
profundidad es de 3 dm?

Sabemos que z—‘: = 10 dm3/min; debemos encontrar % cuando h = 3 dm. El volu-

men V de agua en el tanque que corresponde a una profundidad de h es:

1
V= gm‘zh. Ahora por semejanza de triangulos:



Ejemplo 61.

Solucion.
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h .
entonces 7 = ~;luego reemplazando este valor en V, se tiene que:

V=i (3=t

ahora derivamos con respecto a t:

v _1_,dh
dat 4"t

. dh
de donde despejamos <o Y tenemos:

dh 4 av
dt  mh?dt’
av

ahoracomoh=3y i 10 dm 3 /min, al sustituir estos valores en esta dltima
ecuacion, se tiene que:

dh 4 :
E = ?9)(10) = 1,4’1 dm/mln-

De un tubo sale arena a razén de 16 dm3/s. Si la arena forma en el suelo una pi-

L. - . 1 .z , .
ramide coénica cuya altura es siempre " del didmetro de la base, ;con qué rapidez
aumenta la pirdamide cuando tiene 4 dm de altura?

Tenemos que Z—: = 16dm3/s; debemos hallar % cuando h =4 dm.
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El volumen de un cono esta dado por:

V = —nr?h,

pero hes i del didmetro (2r); es decir:
h = l(21‘) = lr,
4 2
de donde:
r=2h;

al sustituir este valor en la expresion de V, se obtiene:

_1 23 _ 4T3
V—31t(2h)h— 3h,

derivamos V con respecto a t y se tiene que:

dv._ dVdh

dt dhdt
12 hzdh—4h2dh
T T e
av _ 3

comodt—16m/s

16 = 4mh? &
dt

de donde:

dh _ 16 4

dt ~ amh?  mh?’

cuando h = 4, se tiene que:

4 — 1 ~0,07958 dm/s.
dt 4T

Ejemplo 62.  Una particula P se mueve a lo largo de la curva y = Vx% — 4 con x 2 2, de modo
que la abscisa de P aumenta a razén de 5 unidades por segundo. ;Con qué rapidez
aumenta la ordenada de P cuando x = 37




APLICACIONES DE LA DERIVADA | CAPITULO 5

Solucién. Tenemos que % = 5unidades/s. Debemos hallar Z—Z cuando x = 3.

Como y = Vx? — 4, se tiene que:

Y
A

A
Y
S

dy 1 ) dx x dx
it v T o de

dx
como —- = 5, entonces:

dy  5x
dt_ x2—4

)

cuando x = 3, se tiene que:

dy  5(3)
dt  32_-a

15 .
=— ~ 6,7082 unidades/s.
V5

EJERCICIO 5.7

1. Una escalera de 10 metros de largo esta apoyada contra la pared de un edificio, y alcanza
una altura de 9 metros. La parte superior de la escalera se desliza verticalmente a razén de
0,5m/s.

a. Exprese la distancia entre la pared y la base de la escalera al cabo de t segundos.
b. Encuentre la distancia entre la pared y la base de la escalera al cabo de 6 segundos.

c. ¢(En cuanto tiempo se encuentra la base de la escalera a 7 metros de la pared?
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2. Searrojauna piedra a un estanque de agua en reposo. Se forman ondas a manera de circulos
concéntricos. Cada onda se aleja del centro a una velocidad de A m/s.

a. Determine el area de la superficie del agua perturbada al cabo de t segundos.
b. Determine el area al cabo de 3 segundos, si 4 =2 m/s.
c. ¢(En cuanto tiempo el area sera de 40m m2, si A = 80 cm/s?

3. Dosciudades Ay B se encuentran a una distancia de 60 y 80 kilémetros de otra ciudad C. Las
trayectorias AC'y BC son perpendiculares y dos ciclistas parten simultdneamente de Ay B en
direccion hacia C, con velocidades de 20 km/h y 25 km/h.

a. (A qué distancia se encuentran inicialmente los ciclistas?
b. ;A qué distancia se encuentran los ciclistas t horas después?

c. (A qué distancia se encuentran al cabo de 2 horas?

4. Resuelva el problema anterior para el caso en que los ciclistas viajen en direcciones
contrarias.

5. Undeposito tiene forma de cono circular recto de 6 m de altura y 2 m de radio en la base. Si
se vierte agua al depdsito a razén de 50 litros por minuto (1 litro equivale a 1 dm?), resolver
cual es la altura del nivel del agua en funcién del tiempo, si:

a. el vértice del cono esta hacia abajo;
b. el vértice del cono estd hacia arriba.

c. En cada caso, ;qué altura alcanza el nivel del agua cuando su volumen es de 1,57 m3?

6.  Un globo se infla a razén de 500 cm3 por segundo.

dar .z .
a. Halle 2 en funcién del radio.
b. ;En cudntos minutos el volumen es de 3 m3?

7.  Elradio de un circulo crece a razén de 2 metros por minuto. Halle la razén de cambio del
area cuando:

a. r= 6 metros; b. r= 24 metros.
8.  Sobre un montoén cénico cae arena a razén de 10 cm3 por minuto. El diametro de la base
del cono es tres veces su altura. A qué ritmo esta cambiando la altura del montén cuando su

altura es:

a. 15cm. b. x cm.
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9. Todas las aristas de un cubo estan creciendo 3 cm/s. ;Con qué rapidez cambia el volumen
cuando cada arista tiene:

a. 1cm? b. 10 cm? c. xcm?

. ., d . d
10. Un punto se mueve sobre la trayectoria de y = x* con una rapidez d—f = 2cm/min. Halle d—i
cuando:

a. x=0. b. x=3.

Resumen

Silim % tiene una de las formas indeterminadas 0/0, 6 oo/ en x = ¢, se resuelve mediante la

X—C
e O] . i @ = 1i 1160
Regla de L'Hopital: Ll_r)r; 9() Ll_r)rz gr(x)’

También se resuelven mediante la Regla de L'Hépital formas indeterminadas 0.o0, 1*,0°, que que-
dan transformadas algebraicamente en 0/0, 6 co/co.

Criterio de la primera derivada
Si fes continua en ¢, y c es un nimero critico de f y c estd en el intervalo (a, b) en el cual fes deri-
vable excepto posiblemente en c. El comportamiento (del signo) de la derivada en este intervalo

cumple alguna de las siguientes caracteristicas:

1.  f’(x)>0 paratodo x con a<x<c y f’(x)<0 para todo x con c<x<b; es decir, cambia de crecien-
te a decreciente en x = ¢, entonces f{c) es un maximo relativo (o local) de fsobre (a, b)

2. f’(x)<0paratodoxcona<x<c y f'(x)>0 para todo x con c<x<b; es decir, f cambia de decre-
ciente a creciente en x = ¢, entonces f{c) es un minimo relativo (o local) de fsobre (a, b).

3. f'(x)>0 6 f’(x)<0) para todo x con a<x<c, y f'(x)>06 f‘ (x)<0) para todo x con c<x<b; es
decir, fno cambia de signo, entonces f{c) no es minimo ni maximo relativo.

Criterio de la segunda derivada
Sea funa funcidn tal que f'(c) = 0 y f“existe en un intervalo abierto que contiene a c.
1.  Sif"(c)>0 entonces f{c) es un minimo relativo o local.

2. Sif"(c)<0 entonces f{c) es un maximo relativo o local.
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3. Sif"(c) = 0 entonces el criterio no decide; sin embargo observe que si f “(c) = 0, se tiene que
(¢, f’(c)) es un punto critico de f".

Para trazar la grafica de una funcidn el procedimiento es:

se determinan los intervalos donde la funcién es creciente resolviendo f'(x)>0 y donde es decre-
ciernte resolviendo f’(x)<0.

se determinan los intervalos donde es concava hacia arriba resolviendo f ’(x)>0 y donde es con-
cava hacia abajo resolviendo f""(x)<O0.

se determinan los puntos criticos donde f (c)=0 6 f’(c) no esta definida.

se aplica el criterio de la primera derivada o la segunda derivada para determinar maximos y
minimos relativos

se determinan los puntos de inflexién donde f “(x) = 0, 6 f (x) no esta definida.

GLOSARIO

Maximo absoluto: El mayor valor de la funcién en todo su dominio.
Minimo absoluto: El menor valor de la funcién en todo su dominio.
Maximo relativo: El mayor valor de la funcién en un intervalo del dominio.
Minimo relativo: El menor valor de la funcién en un intervalo del dominio.
Punto critico: La pareja ordenada (c, f(c)) tal que f'(c) = 0, 6 f'(c) no esta definida.
Funcion creciente: Para todo x,, x, del dominio de fse tiene que x,< x, implica que
f(x,) < f(x,); es decir f"(x) >0.
Funcion decreciente: Para todo x,, x, del dominio de f'se tiene que x, < x, implica que
fx,) > flx,); es decir f"(x) < 0.
Concava hacia arriba: Si f’es creciente para todo x en el dominio de f; en este caso
f7(x)>0.
Concava hacia abajo: Si f“es decreciente para todo x en el dominio de f; en este caso
f7(x)<0.

Puntos de inflexion: Puntos en los que la funcién cambia de concavidad.
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Introduccion

En muchos problemas practicos en los que pretendemos formular un modelo matematico de la
forma y = f (x) que lo explique, conocemos la forma de su variacidn; es decir, tenemos una expre-
sién para:

d

fle) =4

Ejemplo 1. Si y = f(t) representa el desplazamiento de una particula con respecto al tiem-
po, podemos encontrar diferentes formulas para describir el comportamiento de
d .
2 k; sila
dt
velocidad es directamente proporcional al desplazamiento, como en caida libre,

su velocidad. Por ejemplo, si la velocidad es constante, tenemos que

d . .
tenemos d—jtz = kx (k es la constante de proporcionalidad).

Ejemplo 2. En caidalibre la aceleracion es constante y corresponde a la variacion de la veloci-

dad con respecto al tiempo a(t) = % = g,donde g es la gravedad.
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Ejemplo 3. Cuando se conocen el costo marginal y el ingreso marginal, es posible encontrar
las funciones de costo e ingreso (analisis de marginalidad).

Ejemplo 4.  Enestudios de crecimiento de poblacién se mide la variacién con respecto al tiem-
po y con base en esta variacion se construyen los modelos poblacionales. Un caso
es cuando la variacidn de la poblacion en el momento ¢ es directamente proporcio-

P~ kp

nal a la poblacién en ese momento p(t); es decir, e

Objetivos

1. Manejar los diferentes métodos de integracion.
2. Plantear modelos matematicos con utilizacién de ecuaciones diferenciales y resolverlos
(cuando ello sea posible).

Diferenciales

L - . d
Sea f una funcién definida como y = f(x) derivable en x. Hasta ahora, hemos usado é como un
solo simbolo para indicar f’(x).

En términos geométricos, sabemos que f’(x) representa la pendiente de la recta tangente a la
curva de f en el punto P(x, f(x)). Tiene sentido considerar para cualquier Ax#0, el triangulo PQR
(ver figura) y f’(x) como el cociente:

Y1~y
Ax

Al namero real y, —y se lo denomina la diferencial de y, y se nota como dy; al nimero real Ax se
lo denomina diferencial de x, y se nota como dx. Observe que:

fey=2y dy=f(x)dx

Ademas dy es una funcién que depende de x y de dx. Como Ay también depende de x y Ax, pode-
mos establecer una relacion entre dy y Ay: cuando Ax es cercano a 0, dy es una buena aproxima-
cion de Ay.

dy=ly = f(x+Ax) — f(x)
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f(x+AXx)
Y1 %
Ay
N /R l

y=f
= X X+Ax > X
«—— Ax —>
<« dx —>
\
Definicion 1.  Sea y = f(x) derivable en x, entonces:
a. dx, la diferencial de la variable independiente x, es un

incremento arbitrario de x; esto es, dx = Ax.

b. dy, la diferencial de la variable dependiente y, es funcién de x y
dx; esta definida por dy = f’(x) dx.

c. Si Ax = dx = 0, entonces dy = 0.

Ejemplo 5. Sea f definida como y = f(x) = x. Calcular Ay y dy, cuandox=2 y Ax=dx=0.1.
Solucién. dy=f'(2)-(01)=3(29)(0,1)=1,2. y Ay=f(2,1)—f(2)=1,261.
Ejemplo 6. Utilizar la diferencial para aproximar {/65.

Solucién. Definimos f como y = f(x) = x, y hacemos x = 64 y Ax = dx = 1. Como
dy=x Ay = f(x+Ax) — f(x), tenemos que: f(x+Ax) = x dy+f(x) = f'(x) - dx+f(X).

Reemplazamos y tenemos:

1
f(65)~ f'(64) - (1) + (64) = ———+ V64
3./ 64%

1
=—+4=4,0208333
48 *

El lector puede comparar este valor con el ofrecido por una calculadora.
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Ejemplo 7.

Solucion.

Dadas y = f(x), x = g(t) funciones derivables con f"(x) = % y g'(t) = %, calcular
y’en funcién de t.

y = f(g(t)); por la regla de la cadena sabemos que y* = f’(g(t)) - g'(¢). Utilizando
diferenciales tenemos que:

dy=f'(x)dx y dx=g'(t)dt

Es decir:

dy =f'(x)-g'(t) dt

W ). () = L9
v S g®=

Analisis grafico de las funciones f’y f”

Recordemos que f’y f”son funciones de variable real. Nuestra intencién es la siguiente: dada la
grafica de f’ bosquejar la grafica de f.

Ejemplo 8.

Dada la grafica de f” bosquejar la grafica de f.
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De acuerdo a la grafica de f’ podemos concluir que:
1. f escontinua en todos los reales porque f” existe para todox € R.
2. f esdecreciente en (— oo, a) por ser f"(x) <0.

3. f escreciente en (a, ), por ser f'(x) > 0.

S

. f’(x) =0 en el punto (a, f(a)); como consecuencia de 2y 3, (a, f(a)) es un mi-
nimo local.

5. f es concava hacia arriba por ser f” una funcién creciente.
6. Recordemos que la concavidad en un punto de la grafica estd dado por
la segunda derivada calculada en el punto. Como f’ es una funcién lineal,

f”(x) = k; es decir, su concavidad es constante. De acuerdo a estas caracteristi-
cas, la grafica de f puede tener alguna de las siguientes formas:

-

Resulta ser una familia de curvas “paralelas”; es decir, tienen la misma pen-
diente en un punto de abscisa dado y se diferencian en una constante.

AN f

1 a

1T
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Ejemplo 9.  Dadala grafica de f’ bosquejar la grafica de f.

Yy 2

De acuerdo a la grafica de f” podemos concluir que:

1. f escontinua en todos los reales.

2. f escreciente en el intervalo (— o, 0) y en (a, ) por ser f(x)>0.

3. f esdecreciente en (0, a) por ser f'(x)<O0.

4. Enx=0, f toma un valor maximo. ;Por qué?

5. Enx =g, f toma un valor minimo. ;Por qué?

6. f’es decreciente en (— o, b) por lo tanto f” (x)<0y f es cdncava hacia abajo.
7. f escdncava hacia arriba en (b, ) por ser fcreciente.

8. (b, f(b)) es un punto de inflexiéon porque en €l la funcion cambia de concavi-
dad.
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De acuerdo a estas caracteristicas la grafica de f puede tener alguna de las siguien-

tes formas:
Y2/
| f //
. WS 0 3.5
2+
Ejemplo 10. Dada la grafica de f’ bosquejar la grafica de f.
3 A
Y
24
f
0 f y f y f + f y f y f ; } ¢ >
0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
X

De acuerdo a la grafica de f” podemos concluir que:

f es continua en todos los reales en R* = (0, ).

f es creciente en el intervalo (0, o) por ser f"(x)>0.

f es siempre concava hacia abajo por ser f” decreciente.

f no tiene puntos criticos, porque f’ no intersecta al eje X; es decir, f’(x)#0,
paratodox e R".

B W e




CALCULO CON APLICACIONES

De acuerdo a estas caracteristicas, la grafica de f puede ser alguna de las siguien-
tes curvas:

Ejemplo 11. Dada la grafica de f” bosquejar la grafica de f.

3

Y
I&

S

De acuerdo a la grafica de f” podemos concluir que:

1. f’y f son funciones continuas y derivables, porque existe f“(x) en todo x € R.
2. f esconcava hacia arriba por ser f”(x) = a>0.
3. Como f“(x) =a> 0, se tiene que la grafica de f” es una recta de pendiente igual a a.
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De acuerdo a estas caracteristicas, la grafica de f” pertenece a una familia de rec-
tas. Por cada recta, obtenemos para f una familia de curvas.

v L1 L2

Para larecta L1, se tienen para f curvas de la forma:

4
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Para la recta L2, se tienen para f curvas de la forma:

4. Como f’ es negativa para x<c, y f’ es positiva para x>c, podemos decir que f
tiene un punto minimo en x = c.

Ejemplo 12. Dada la grafica de f” bosquejar la grafica de f.

4+

De acuerdo a la grafica de f” podemos concluir que:

1. f’y f son funciones continuas y derivables.
2. f esconcava hacia arriba en (— oo, a) por ser f”(x)>0.
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3. f esconcava hacia abajo en (a, ) por ser f"(x)<0.

4. (a, f(a)) es un punto de inflexién de f, por ser f“(a) = 0, y la funcién cambia de
concavidad en x = a.

5. De acuerdo a estas caracteristicas, la grafica de f” puede ser:

< oy

Para la curva (1, se tiene para f una familia de curvas paralelas de la forma:

f

4
Y ot

NS
f

-10 T

-12 7
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Para la curva (2, se tiene para f una familia de curvas paralelas de la forma:

f
e ; ; | | >
5 4 3 2 1 { a 2 3 7 8
2T X
4T
6T
8T
10T
12T
-14 T
Para la curva (3, se tiene para f una curva de la forma:
A
Y 6T
T f
o+

: : ——t .' : : : :

-5 -4 -3 -2 -1 a 2 3 4 5
2+ X
4T
6T
8T
10T
A2
14T

Observe que para cada curva C de f’, obtenemos una familia de curvas para f.
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EJERCICIO 6.1

1.  Calcule dy para cada una de las siguientes funciones:

a. y=x+7x+1; b. y= (t*+1)%

c. y=tlng d. y=ue™

e. y=In(z+1); foy=2=;
et e+1

& Y= by =55

i. y=+vx?-—3x; jo y=+vlnx;

k. y=x*—1; . y=+t+1.

2. Dadala grafica de f’ bosquejar la grafica de f y hacer su andlisis.

a. b.

A

f
AN A

A

A
\4

A
A 4
>

> <
> ~<
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e f.

Y Y

A A

f f
1
< > X < > X
-1
\ A\

3. Dadala grafica de f”bosquejar la grafica de f"y f.Hacer el analisis de f.

a. b.
Y Y
A A
F .
L f
< > X < > X
-1
\ 4 \4
c d. v
Y
A A
f" f”
< > X < > X
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4. Dada f’(x), indicar cudl de las siguientes funciones corresponde a f:

a. f'(x)=2xes f(x):x*+ 2; X*—2; 2x+ 1; X*+ x; X*+ ¥

b. f'(x)=3x*+5 es f(x): x*+ 5; x*+5x; x¥*+ 5x+2; x*+5x +da%
¢ f'(x) =% es f(x): xiz; \/iz; In(x); In(kx); In(x) + k;

d. f'(x)=Ce* es f(x):e*+C; e™; Ce*; %ec";

e. f'(x) :%er es f(x):%ecx; CeC*; L gCx.

c2

5. Dada f’(x), intente encontrar f(x):

a. f'(x)=2x+3; b. f'(x) =3x*— 4x+1; c. f'(x)=x%+2x*—a%
d ffx)=e e. f(x)=e* f. f(x)=(2x+1)%
g f'(x)=2x ¥’ h. f'(x)=e%; i fl(x)= x?—1r2.

6. Dada f”(x), intente encontrar f"(x) y f(x):
a. f"(x)=12; b. f(x) = —12x+10; c. f”(x) =g, g constante;

d. f'(x) =e+e™; e. f/xX)=e"—6; f. f7(x)= —kx+r.

7.  Definala funcién y exprese:

a. La velocidad de una particula, si es directamente proporcional al cuadrado de su
desplazamiento.

b. La variacion de la temperatura en funcidn del tiempo, si es directamente proporcional
a la temperatura en ese momento.

c. El costo marginal de un producto, si es constante.

d. Elingreso marginal de un producto, si es una funcién lineal.

ﬂél Antiderivada de una funcion

. . . dF(x .
De una funcién F conocemos su derivada f; es decir, % = f(x) para todo x en un intervalo

abierto I. Ala funcién F se la denomina antiderivada de f en el intervalo L.
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Ejemplo 13.  La funcién F definida como F(x) = §x3/2 es una antiderivada de f dada por

f(x) =x"? en el intervalo abierto (0, ).
Ejemplo 14.  Comprobar que F definida como F(x) = x3+x?+5x+2 es una antiderivada de f defi-
nida como f(x) = 3x*+2x+5 en todo intervalo.
Solucion. F es una antiderivada de f siy sélo si F'(x) = f(x). Derivamos F'y tenemos:
F(x) = 3x*+2x+5 = f(x)
como se requeria.
Observe que la funcion G, definida como:
G(x) = x3+x*+5x+7 = F(x)+5
es también una funcién antiderivada de f. Veamos G’(x) = 3x*+2x+5.

En conclusion, cualquier funcién G definida como G(x) = F(x)+C es antiderivada
de f,y se diferencian s6lo en una constante.

ﬁ'i La integral indefinida

Si F es la antiderivada de f en un intervalo abierto /, y conocemos f, ;cémo calcular F?

=@
De donde:
dF(x) = f(x)dx.

Para hallar F, es necesario efectuar un proceso inverso al de la diferenciacion. A este proceso se
lo denomina integracion y se nota:

dF(x) = f(x)dx
F(x) = ] f(x)dx
| f(x)dx = F(x)+ C siy sélo si % [F(x)+C] = f(x) paratodo x € Dom(f)

|: signo de integral f(x): integrando

C: constante de integracion F(x) + C: integral indefinida
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Ejemplo 15.  Verificar que [dx=[1.dx=C.

Solucion. Veamos: (x40)
d(x+C
0 —1=f
3
Ejemplo 16. [ 3x2dx= x*+ C; veamos: % =3x% = f(x).

En cada ejemplo, el simbolo dx indica que x es la variable con respecto a la cual
va a realizarse la integracion. Si la funcion se expresa en términos de una variable
diferente de x, se emplea una notacién analoga.

Ejemplo 17.
a. [du=u+C; b. [ 3t2dt=t3+C;

c. [rtdx= r* x+C, observe que se integra con respecto a x; por lo tanto, % es una
constante.

Integral de algunas funciones elementales

A partir de la practica que tenemos del calculo diferencial, es posible por inspeccion hallar la
antiderivada de algunas funciones. Consideremos el caso:

[ x dx

. . d@m - -
Al derivar x" se tiene % = nx ""1.Observe que se multiplica por n, que es el exponente de x, y

el exponente de x se disminuye en 1. Queda entonces, n — 1.

Para evaluar [ x" - dx hacemos el proceso inverso. Es decir, debemos aumentar el exponente de x
en 1, n+1, y dividir la expresion entre (n + 1) que es el exponente de x.

n _X""‘l D
fx dx-m+ C;si n#-1y neR

. . . . dad
Sin= —1, recordemos del calculo diferencial que %W = i ; por lo tanto:

f % dx = In|x|+C = In(kx); donde C =In(k)

Ejemplo 18. Calcular fx3dx-

Solucion.

4
4 d(%+c
fx3dx=x7+Cveamos: ;x )=i4x3=x3 =f(x)

—
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Ejemplo 19.  Calcular f%dx.

Solucion.

Veamos:
avx) _ 2 d(x%)
dx - dx
=2 l x%_l
2
1
= x_E
1
=z=/(®
Ejemplo 20.  Calcular [ e dx.
Solucion. Del célculo diferencial sabemos que %x) =e¥; por lo tanto, tenemos que:
X
[erdx=e+C
Ejercicio 21. Calcular [ a*dx; sia>0.
X
Solucidn. Del célculo diferencial sabemos que % = a*In(a); por lo tanto, tenemos que:
@ dx=—2—+C
f In (a)

Propiedades de la integral
1. [of®)dx=c[ f(x)dx

La integral de una constante multiplicada por una funcién es igual a la constante multiplica-
da por la integral de la funcién.

2. JIfx)£g()]dx=][f(x)dx+[g(x) dx

La integral de una suma es igual a la suma de las integrales.
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Ejemplo 22.  Hallar [ (ax*+ bx + c) dx.

Solucion.

f(ax2 + bx + ¢)dx f ax?dx + f bxdx + f cdx

afxzdx+bfxdc+cfdx

—+ + +C2+Cx+C3

Como C1’ Cz, C3 son constantes, tenemos que C1+ C2+ C3 =k es una constante; por lo
tanto:

3 2
f(ax2+bx+c)dx=%+b%+cx+k

Ejemplo 23.  Hallar [ (3x + 5) dx.

Solucion. i
(Bx+5)dx = [ 3xdx + [ 5dx =3[ xdx +5 [ dx =2 +5x+C
2

Ejemplo 24. Hallarf (Sex + z - %xz)dx.

Solucion.
f(3e”+§—%x2)dx = 3f e"dx+2fidx—§f x%dx

3¢ + 2In |x| —%x3 +C

Ejemplo 25.  Evaluar dx.

2x2+3x-2
X

Solucion.

f2x +3x2 _f(zx +———)dx
f2xdx+f3dx—f§dx
x%+3x —1In|x?|+C

Ejemplo 26. Hallary = f(x), e interpretar el resultado si Z—Z =2x+5y f(0) =2
Solucidn. y = (2x+5) dx = Xx*+5x+c

Asi que y = f(x) = x2+5x+c, pero cuando x = 0, y = 2; luego 2 = 02+5(0)+c, de don-
de 2 = ¢; es decir y = f(x) = x*+5x+2; tiene la propiedad: % = 2x + 5. Es la Unica
que satisface f(0) = 2. Recordemos que hay infinitas funciones cuya derivada es

y = 2x+5, pero y = x>+5x+2 es la Uinica cuya grafica pasa por el punto (0, 2).
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6.5.2

EJERCICIO 6.2

Aplique propiedades y evalue las siguientes integrales. En cada caso verifique la respuesta.

a. [ (3x% +5x + 5 +1)dx;
c. J- 3x3—2xxz+7x—1 dx:

1
23x

e. f (3ex + + Sx)dx;

b

d

f.

. f($+\/§—¢%)dx;

. f (6ax? — 4bx + y?)dx;

f (ae‘x +- ;ﬂ+ 4.3% +ez)dx.

En cada caso verifique si la funcién dada corresponde a la antiderivada de f.

2x+1 1
a. [ xz:‘;kz dx = InC(x? + x + k?); b. [ In|x|dx =~ +C;
C. fln|x|dx=xln(x)—x +C; d. fxexdx:xex—ex+C.
Halle y = f(x) e interprete el resultado si:
a Z=2xy f(0) =2 b. Z=e*+3x2—6x y f(0)=3;
dx dx
o 2= _6x+2yFQ) =4 d. Z=2%y £(0) = 1.000
T odx =Y ! T odx y ’ ’
Halle y = f(x) e interprete el resultado si:
a o _6x,f(0)=2 y f(0) = 10;
. 12 = 6, =2y = 10;
aty _ 2 W _ - -0
b. m—e"+12x , dx—3 y ¥y =0, cuando x = 0;

c. ¥vV'=-24y'0)=0 1y y0)=0

Métodos de integracion

Hallar la integral de una funcidn es un problema muy dificil de resolver y en muchos casos no tie-
ne solucién. Existen basicamente dos métodos de integracion: por sustitucion y por partes, que
en esencia son la aplicacion de teoremas. En los ejemplos y ejercicios propondremos funciones
en las que se puedan aplicar estos métodos.
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6.5.2.1 Integracién por sustitucion

Sea h la composicion de dos funciones f'y g; es decir, h(x) = f(g(x)) para todo x en un cierto inter-
valo I; si conocemos la derivada de f sea f'(x) = F(x), o sea:

JFeydx=fe+C ()
Por la regla de la cadena sabemos que:
W) =) g =Flgt) g @ vy
[ Flg(x)) g'()dx = h(x) = f(g(x).
Observe que esta expresion es una generalizacién de [ F(x)dx = f(x)+C.

s d _ . . , :
Hacemos la sustitucion u = g(x) :ﬁ = g'(x); en términos de diferenciales: g’(x)dx = du. La inte-
gral es:

[ Flg(x)) g’(x)dx = [ F(u)du = f(u)+C

que tiene exactamente la forma de (**). Consideremos, en principio, la composicién de funciones
elementales.

6.5.2.1.1 Integralde y = (g(x))" g’ (x)
Siu=g(x) y du=g’(x)dx, tenemos que:
f n _ un+1
udu =——+C, conn # —1
n+1
Sin= —1, tenemos:
[ % =njul+c

Ejemplo 27.  Calcular [V 2x +5 dx.

iy d d -
Solucidn. u=g(x)=2x+5y ﬁ =2;dx = 7”; sustituimos y tenemos:

[ @x+5)2dx = [u'/? 2 du

_1 1/2
—zfu du
3
3/2 >
=lu_ +C=E+C
2 3/2 3

Como u = 2x+5, reemplazamos y tenemos que:

3/2
f\/2x+5dx—%+6

- 3
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Ejemplo 28.

Solucion.

Hallar f x+1 dx.

x2

Seau = x*+1; luego du = 2xdx. Observe que x dx = dz—u ; reemplazamos:

f = =1
x2+1 u 2J u

= §1n|u| +C= §1n|x2 +1/+¢C

luego:

f x dx=%ln|x2+1|+C=ln\/x2+1+C=1nk\/x2+1

xZ2+1

6.5.2.1.2 Integral de la funcién y = e ¥ g’(x)

Siu=g(x) y du=g’(x)dx, tenemos que:

Ejemplo 29.

Solucion.

[evdu=e'+C

Hallar [ e* dx.

Sea u = 4x; luego du = 4 dx. Observe que dx = i—u. Reemplazamos y tenemos:

fe“xdx:if e”du=ie”+C

Sustituimos u por e**. Tenemos:

f et dx = %e‘“‘ +C

6.5.2.1.3 Integral de y = 9™ g’(x) cona >0

Siu=g(x) y du=g’(x)dx, tenemos que:

Ejemplo 30.

Solucion.

wgu=—4_ ¢
= +
Jatdu=1- (@

Evaluar [ 32 2xdx.
Si hacemos u = x*+2, observe que 2xdx es precisamente du; reemplazamos:

f 3%°42. 2y dx = f 3% du
3u
D)
3x2+2
~ @) +C
En muchos ejercicios, la sustitucidon no es tan evidente. La clave para determi-
nar si la sustitucion u = g(x) y du = g’(x)dx es la adecuada, se muestra cuando
al reemplazar en el integrando g’(x)dx por du, esta ultima expresiéon queda en
funcién de u.




Ejemplo 31.

Solucion.

Ejemplo 32.

Solucion.

Ejemplo 33.

Solucion.

Ejemplo 34.

Solucion.
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Evaluar [ xe® dx.)

d
Hacemos u = x?, du = 2xdx. Observe que g'(x)dx = xdx = 7” queda expresado en
términos de u. Sustituimos:

f xe* dx = f evB=louy =104
2 2 2
Evaluar [ xe**! dx.

Si hacemos u = 2x+1, tenemos que du = 2dx y dx = dz—u. Reemplazamos:

fxez"“dx = fxe”dz—u

En este caso, la sustitucion no es la adecuada porque al reemplazar, el integrando
no queda en funcién de u. Si no existe una sustitucion adecuada, se debe intentar
resolver la integral por otro método.

VE
Evaluar f %dx.

1 1
Seau=+vx=x2 y du= %x_i dx; luego g '(x) dx = & 2. du queda en fun-

9 Va
cién de u. Reemplazamos:

N
Zdx = [ 2¢ 2du
_ o1, 2"
T % he
2Vx+1

In(2)

Evaluar [ _du
valuar ) 75
du
Sea v =In|u|, entonces dv = o Reemplazamos:
f du dav
uln|u| - v
=In|v|+C

por lo tanto,

[ -2 = n|inful| + €

uln|u|
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Ejemplo 35.

Solucion.

Ejemplo 36.

Solucion.

Ejemplo 37.

Solucion.

I f dx
Hallar | 5 ms
dx
J‘ dx _ x
xIn|x|In|In|x|| - In|x|In|In|x||

dx . .
Hacemos u = In|x|, entonces du = ot Reemplazamos y aplicamos el ejemplo
anterior:

dx du
| fumm=hMMuH+C

xIn|x|In[In|x||
Sustituimos u = In|x|, entonces:

[ = = In|In|ln|x||| + C

x In|x| In|In|x||
Evaluar [ x* e dx.

Seau = x% luego du = 3x*dx. Observe que x%dx = d3—u. Reemplazamos:

3 du
fxzexdx :fe”?
1 1
=-[etdu=-e"+C
3 3
_ 1 3

=3e + C

Por lo tanto:

f x2eX dx = ge’ﬁ +C

dx
x[Infx[]2”

Evaluar f

f dx _J' dx/x
x Injx|2 ~ J Injx |2

dx
Ahora hacemos u = In|x|,du = Py Reemplazamos:

du du 2
=z = ;—J‘u du

) )
=L yc="4c
-1 u

Luego:
g dx -1

J x[Infx[]?  Infx|

En algunos casos, la integral no parece ser de la forma [ F(g(x)) g’ (x)dx, pero pue-
de simplificarse mediante un cambio de variable.



Ejemplo 38.

Solucion.

Ejemplo 39.

Solucion.

Ejemplo 40.
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Evaluar f xx: dx.

Observamos el ejemplo; parece ser que no es facil hacer la integral por sustitucion,
pero notamos que si hacemos u = x+1, entoncesx=u — 1 y dx = du. Luego:

X u-1 u-1
f—dx= du=| —du
x+1 u+1-1 u

Separamos el numerador sobre el comtin denominador; tenemos que:

fuT_ldu = fldu—f%du = u—Injul+C

Reemplazamos u por x+1:

fidx=x—ln|x+1|+C
x+1

Evaluarf x%\/x — 1dx.

Hacemos u = x — 1; entonces x=u + 1, y dx = du; luego:

[x*Vx=Tdx = [ (u+ 1)*Vudu
= f u?+2u+ 1).u§du
f (ug + ZuE + u%)du

2 7 4 5 2 8
—uzt-uz+-uz+C
7 5 3

reemplazamos u por x — 1:
2 74 502 3
f x?x —1dx =5 (x — 1) +o(-DE+s(r—1z+C

x24+1
Evaluar f —dx.
2x-3
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.. u+3 du
Solucion. Hacemos u = 2x — 3, entonces x = -y dx = - luego:

+3
x2+1 R
f dx = f —[ 2 | —
2x-3
u? eu 9
f [—+—+— 1au

6uU 9 4
_ T+T+4+Z du

u 2

1 (e

-1 (e

= [2du+[Zdu+ [ Zdu

=42 Bl + ¢
reemplazamos u por 2x — 3:

2 2

x“+1 2x-3

f dx = —( )
2x-3 16

32x-3)

+ 1n|2x—3|+C

EJERCICIO 6.3

En los ejercicios del numeral 1 al 119, evalte la integral indicada y compruebe la respuesta:

L = 2. [ (3x+2)%dx; 3. [ e¥dx;
4. [ VAx —1dx; 5. [l 6. [——dx;

: ; N vl : 3xts 0

1— X 2x+3 .

7. [ e'*dx; 8. [ dx;
9. [[(x—15+4+3(x—1)?%+5]dx; 10. [ xe*’dx;
1. [ 12. [ 2xe* ~tdx; 13. [ e(t? + 1)5ds;
14. [ gy, 15. [ 3tVtZ+ 8dt; 16. [ x2(x3 + D)idx;

x—-1

17.

19.

24
[ =22 ay;

y5+1
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20.

23.

26.

29.

32.

35.

38.

41.

44,

47.

50.

53.

56.

59.

62.

65.

68.

71.

74.

) _x
Tz

f t+2tz

l

f 10x3-5x

—= % dx:
Vat-x2+6

f 6u—3 w:
4u2—4u+1

eVx
f ﬁdx,

[ (2 +x)2(2x + Ddx;

dx
-3

x
f 3x2+2 dx;

j'—jl—dx;

x2-1

f (2x— 1)
x(x— 1)

eX—e™X
f eXte—X dx'

f 2xe*’ dx;

f X
(2x+1)5
IL dz:
J3zztez+5
[ e**dx;

1) L dx;

xZ+2x+1

x243x4+1
=

dx;

21.

24.

27.

30.

33.

36.

39.

45.

48.

51.

54.

57.

60.

63.

66.

69.

72.

75.

2

iy
| Gover @

5
x
) dx;
1+x6
f 3u-3
(u2-2u+6)2

In(5x) i
) ——dx;

1
f x(Inx)2 dx;

J- 2xIn(x? +1)d

x2+1

[ xVx?% + 1dx;

dx
[

2x

| =

J‘ — X _dx
(x+1)—Vx+1 "’

f ——j;——dx;

(4x2+3)°

f 8z+3 dZ;
X

f (ex+1)2 dx’

)

2_ 2
) (Gl
2x

[ 2xVx2+1 dx;

22.

25.

28.

31

34.

37.

40.

43.

46.

49.

52.

55.

58.

61.

64.

67.

70.

73.

76.

[ (x + 1)(x? + 2x+5) 2dx;

f 3x*+12x3+6
x5+5x4+10x+12

[ e**dx;

f 6x dx’

(1+x2)3

f x3-1 dx,

x+1

dx
f e¥+1’

2
f1+fcz dx;
dx
fxlnz(x)'
dx
ey
f x+1

f X dx;

3-2x2

| Fem

[ x*V1+ 23 dx;

f—dx

ezx + e—zx

dx;

| =

f (3x+1)2

ex
f eX+1 ax;

f 2x2-5x-7
x +1

f er+3dx;
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xdx -3x . 2
77. [ G 78. [ (14 e™3%) dx; 79. [ o 4
2
80. f@dx; 81. [ (&+3%)dx; 82. [ (xe™? + ex?)dx;
2 oey X g Inx® , Inx?
83. [ (e?—2%e*dx; 84. flnxz dx; 85. [ — dx;
Inx
86. fmdx, 87. [ e*In3dx; 88. fﬁdx
x+
89. f;—:dx; 90. [ e+ 1lgy; 91. [ e3™dx;
_ er
92. [ e3**idyx; 93. [ e %dyx; 94, fes_xdx;
p2%+3 e3 2
95. [ e dx; 96. f(ex_l)zdx; 97. [ tetdt;
3
X" xdx ex
98. [ S=dx; 99. fmdx; 100. [ —dx;
Vx 3 _1)eX?
101. [ Tz dx 102. [ x2e* dx; 103, [ G0 gy,
eSx
104. [ = 1/x2 dx; 105. f(1+ 2y dx; 106. [ S 0%
X
X . X
107. fl_e’z—‘ : 108. [ Zdx; 109. [ s dx;
110. f 4)zdx- 111. fmdx 112. [ xv/x + 1dx;

113. [ (x + D (x — 1)%x; 114. [ (2x +3)V2x — 1dx;  115. [ x*Vx + 1dx;

116. [ (x* — DV2x + 1 dx; 117. [ (2x + 1)Vx — 5dx; 118. [ x%V/x3 + 9dx;

119. [ (1+1)3(3)dt;

6.5.2.2 Integracion por partes

Al evaluar f f(x) dx, es posible que no se pueda resolver por sustitucion, lo que motiva y obliga a
buscar otros métodos. Entre ellos tenemos la integracion por partes.
Del calculo diferencial, sabemos que si u = u(x) y v =v(x) son derivables, se tiene que:

d(uv)

dv du
dx dx dx
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En términos de diferenciales:

d(uv) =udv+v du

Es decir:
udv=d(uv)—vdu
Integramos:
Juadv={dwuv)—[vdu
Luego:

fudv=uv — [ vdu

Ejemplo 41.  Evaluar [ xe* dx.
Solucidn. Seau = x,porlo tanto,du=dx y dv= e*dx; por lo tanto:
v=[e'dx=e+K
Si aplicamos la férmula de integracion por partes, tenemos:

fxe*dx =x(e*+K)— [ (e*+K)dx
=xe*+Kx—e*—Kx+C
=xe*—e*+C
=e*(x—-1+C

Observe que la constante K no aparece en la solucion final. En general, esto ocurre siempre en
este método, por lo que en adelante se omite K.

Al aplicar la férmula de integracién por partes [ u dv=uv— [ vdu, debemos tener en cuenta lo
siguiente:

1. El dv debe contener siempre el dx.

2. Dado el dv en funcion de x, éste se debe poder integrar.

3. Cuando el integrando es el producto de dos funciones, en principio conviene elegir como dv
la de “apariencia mas complicada” y que pueda integrarse. Si este criterio no es muy claro,
intente por ensayo y error; tal vez el mejor criterio para escoger u y dv es resolver muchos

ejercicios.

4.  Sial reemplazar en la férmula, se tiene que [ v du es mas sencilla de resolver que la integral
inicial, la eleccion de u y dv es adecuada.
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Ejemplo 42.  Evaluar [ In(x)dx.

Solucidn. Esta integral no es posible resolverla por sustitucion (jinténtelo!). Como dx siem-
pre forma parte de dv, obviamente tenemos que hacer:

u = In(x) du="=
dv = dx v = f dx =x
Reemplazamos:
f In(x)dx =xIn|x|— | x ‘;—x
=xIn|x| — f dx

=xInjx| —x+C

Ejemplo 43.  Evaluar [ xe™ dx.

Solucion. Una alternativa es hacer:
u=x du = dx
ax
dv = e™dx f dv = f e%dx, de donde v = <=

a

Aplicamos integracion por partes:

fxe“xdx = xeaax— f%dx

ax
- e
xed® 1 [ed*
T a _E(T)
xeax eax

== —= T

a

eux
=?(ax—1)+C

Ejemplo 44. Evaluar [ x2 e~ dx.

Solucion. Una alternativa es hacer:
u = x> du = 2xdx
dv=e>*dx v= —e™*

Aplicamos integracion por partes:
[x*e*dx= —x*e>+2[ xe ™ dx

Aqui para integrar [ xe™ dx, nuevamente utilizamos la integracién por partes; to-
mamos: u=x,du=dx y dv=e*dxyv= — e~ Reemplazamos:

[ x?e™*dx = —x?e ™ + 2(—xe™* + [ e *dx)
=—x%e™ —2xe ¥ —2e"+C
=—e¥(x?2+2x+2)+C
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Ejemplo 45. Evaluarf h\l/gl dx .
Solucion. Una alternativa es hacer:
dx
u =In|x + 1| du =—
x+1
_1 _1
dv=(x+1) zdx fdv=f(x+1) 2 dx

1
De donde v = 2(x + 1) z; aplicamos integracion por partes:

In|x+1| _ 1 1 1
[ dx =2(x+ DZInfx + 1] = 2 [ - (x + Dzdx
1 1
=2(x+1DzInjx+ 1] — 2 (x+ 1) zdx
1 1
=2(x+1zln|lx+ 1| —-4(x+1)2+C

=2vx+1.[In(Jx+1])—-2]+C

Ejemplo 46.  Evaluar [ (In]x|)? dx.

Solucion. Una alternativa es hacer:
u = (In]x|)? du = 21n|x| <
dv = dx fdv=fdx,ded0ndev=x

Aplicamos partes:

[ (In|x|)2dx = x(In]x|)? — [ x.2In|x]| ‘1—"
=x(In|x|)? — 2(xIn|x| —x) + C
Ejemplo 47. Evaluar [ x" e* dx.

Solucion. Sean:
u=x" du = nx™ tdx

dv = e*dx v=e*

Aplicamos integracion por partes, tenemos (una formula de recurrencia):
| x"e*dx = x"e* — n [ x"~'e*dkx.

Esta se puede aplicar hasta que n = 1.
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Ejemplo 48.  Evaluar [ x3e* dx.

Solucidn. Aplicamos la férmula anterior para n = 3:

[ x3e¥dx = x3e* —3 [ x3 le*dx
=x3e* -3 [ x%e¥dx

Aplicamos de nuevo la férmula para n = 2 a la integral | x* e* dx:
[ x3e¥dx = x3e* — 3(x%e* — 2 [ x*"te¥dx)
=x3e* —3x%e¥ + 6 [ xe¥dx
Finalmente, aplicamos la féormula paran = 1:

[ x3e¥dx =x3e* —3x%e* + 6 [ xe*dx
= x3e* — 3x%e* + 6(xe* — [ e*dx)
= x3e* — 3x%e* + 6xe¥ —6e* + C

NOTA.  Silaintegral es de la forma x"e®™®, se haceu =x" y dv =e™™,

EJERCICIO 6.4

Evaluar las siguientes integrales por el método apropiado:

1. [ xe*dx; 2. [ (3x*—1)e3*dx; 3. (::e:)z dx;

4. f tinjelde; 5. [ e*(x+ 1)%dx; 6. J = dx;

7. [ xe™*dx; 8. f% dx; 9. [ z%e 3z

10. [ (x + DlIn|x|dx; 11. [ x™n|x|dx; 12. [ x™n|ax|dx;
13. [ x(3%)dx; 14. [ x%In|2x|dx; 15. [ (x% —5x)e*dx;
16. [ x3e*dx; 17. [ x%e*dx; 18. [ xa*dx;

19. [ xIn|x|dx; 20. [ x3In|x|dx; 21. [ x?*In|x|dx;

22. [ tInje + 1] dt; 23. [ gy, 24. [ Vx Injx|dx;
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InvVx

25. [ x%In|x3| dx; 26. J = dx 27. [ (x*+ 5)In|x|dx;
X

28. [ xe™*dx; 29. [ ozdx; 30. [ e**inxlgy;
31. [ (2x + De3¥dx; 32. [ In|x*|dx; 33. [ xSe¥dx;
34. [ yZe¥dy; 35. [ In(x)%dx; 36. [ In|x*"|dx;
37. [ e*In|e*|dx; 38. [ eV¥dx; 39. feixdx;
40 2 dx; 41, [ xe® dx; a2, [ 2L

. fJ1-_;c2 x; . J xe3* dx; - S ds
43. [ t?e*dt; 44. | z(In|z|)?%dz; 45. [ x%(2%) dx;
46. [ In(x + 1)dx; 47. [ x°(In|x| )%dx; 48. [ x3e* dx;
49. [ x*e *dx; 50. [ x3(In|x|)%dx; 51. [ x%Inx dx.

6.5.2.3 Integracién por fracciones parciales

Sabemos como combinar dos o mas expresiones racionales en una sola mediante adicién o sus-
traccion. Por ejemplo:

3

x+2

7x—1 _ 7x-1
(x+2)(x-3)  x2-x-6

4 f—
x—3

sz . 7x—1 , 3 4
Dada una expresién racional T2 g (como descomponerla en la suma Pt ?

Ademas de querer responder a la pregunta, algunas veces es necesario expresar una sola expre-
sién racional como la suma de dos o més fracciones mas simples denominadas fracciones parcia-
les. Por ejemplo, evaluemos:

f 7x—1 dx

xZ2-x—6
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Pp(x
Tm(x
linomios de grado n y m. Si n < m, decimos que S(x) es una fraccién propia. Si n 2 m, decimos

Consideremos la fraccién racional S(x) definida por S(x) = 5 donde P (x) y T (x) son po-

que S(x) es una fraccion impropia. Al desarrollar la divisién de P (x) entre T (x), tenemos dos
polinomios Q(x) y R(x) tales que:

P, (x)= Q) T, (x)+R(x)

El grado de R(x) es menor que m. Multiplicamos cada miembro de la igualdad por

T (%)
_ Pa@® _ R()
SO = e = (T
R
% es una fraccion propia. Como vemos, podemos descomponer cualquier fracciéon impropia en

la suma de un polinomio y una fraccién propia. Esto permite reducir a las fracciones propias el

problema de hallar fracciones parciales.

. x*-10x%+3x+21
Ejemplo 49. Descomponer —————

x2-4
Solucidn. Al efectuar la division, el cociente Q(x) es x* — 6, y el residuo R(x) es 3x — 3. Por lo
tanto:
x*-10x2+3x4+21 _ . o 3x-3
x2-4 = 6) + x2-4
Ejemplo 50.  Evaluar [ xZ:; dx.
Solucion. Sabemos que:

3 4 7x-1

x+2  x-3  x2-x—6

; 3 4 .. ,
Pero veamos cémo surge esto. Al efectuar ey + o hallamos el minimo comuin

multiplo (m.cm.) entrex+2 y x—3:

3 4 3(x—-3)+4(x+2) 7x —1 o 7Tx—1
x+2 x—-3  (x+2)(x-3)  (x+2)(x—3) x2—x-6

. . 7x—1 .
Para descomponer en fracciones parciales pe— hacemos el proceso inverso.
Factorizamos el denominador:
7x-1  _  7x-1
x2—x—6  (x+2)(x—3)

El denominador (x+2)(x — 3) es el m.c.m. entre los polinomios (x+2) y (x — 3);
por lo tanto, estos polinomios son los posibles denominadores en que podemos
descomponer la fraccién racional. Es decir:

7x-1  _ 7x-1
x2-x-6 (x+2)(x—-3)

A B
= — 4 —_—
x+2 x-3
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Como las fracciones son propias, Ay B deben ser constantes. ;Por qué? Para hallar
Ay B efectuamos la operacion:

A + L_A(x—3)+B(x+2)
x+2 x-3  (x+2)(x-3)
Tenemos la igualdad:
A(x—3)+B(x+2) _ 7x—-1
x+2)(x-3)  (x+2)(x-3)

Esta se cumple si se tiene la identidad:
A(x—3)+B(x+2)=7x—1.

Si x = 3, tenemos que 5B = 20; por lo tanto, B = 4; si x = — 2, tenemos que
—5A = —15; porlo tanto, 4 = 3.

Otra forma de hallar A y B es utilizando coeficientes indeterminados:

Ax—=3)+B(x+2) =7x—-1
Ax —3A+Bx+2B =7x—1
(A+B)x+(—3A+2B) =7x—-1

De donde se debe tener que:

A+B =7
—-34A+2B =-1

Resolvemos el sistema de ecuaciones y tenemos que A=3 y B=4.

fzx—_ldx :fidx + [ 2dx
X“—x—6 x+2 x-3
3Inx+2)+4In(x—-3)+C
= In(x + 2)3 + In(x — 3)* + In(k)

=Ink (x+2)3(x —3)*

P(x) , X
T €N dos o mas fracciones par-

ciales, repetimos el proceso anterior. La dificultad esta en la factorizacion del polinomio; recor-

En general, para descomponer una fraccién propia de la forma

demos que cualquier polinomio de grado n = 2, salvo la multiplicidad, se puede factorizar en
polinomios con coeficiente real de primer grado (lineales) o de segundo grado (cuadraticos irre-
ducibles). De acuerdo a estas condiciones, se dan cuatro casos que se presentan a continuacidn.
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Primer caso

El denominador se puede descomponer en factores lineales no repetidos o de multiplicidad uno.

Ejemplo 51. Evaluarf m = f P 2)(x+1)
Solucién. Descomponemos la expresién racional en fracciones parciales.
x-1 A
X(x—2)(x+1) x| x— 2t m

Multiplicamos cada uno de los miembros de esta igualdad por el m.c.m. de los de-
nominadores, que es x(x — 2)(x+1). Tenemos que:

x—1 =Ax—2)(x+ 1) +Bx(x + 1) + Cx(x — 2)
A(x? —x—2) + B(x? 4+ x) + C(x? — 2x)

= Ax* — Ax — 2A + Bx? + Bx + Cx? — 2Cx

= Ax? + Bx? + Cx?> — Ax + Bx — 2Cx — 2A

= (Ax? + Bx? + Cx?) + (—Ax + Bx — 2Cx) — 2A
=(A+B+C)x*+(-A+B—2C)x —24A

Aplicamos el método de los coeficientes indeterminados y tenemos:

A+B +C =0
—~A+B-2C =
—24 = -1

[u—y

Resolvemos el sistema: 4 = i B =% y C=—-

Luego, la integral queda asi:

f x—1
x(x—Z)(x+1)
d_x 1 dx 2 dx

2 X 6 x—2 3 m
= §1n|x| +§1n|x -2 —§1n|x +1/+C
= =3In|x| + In|x — 2| — 4In|x + 1| + C

x3(x-2)

1

6 (x+1)* +C
1, [x3(x-2)

T 6 (x+1)% +C
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Otra forma de calcular las constantes 4, By C
Al llegar a la expresion:

x—1=A(x—2)(x+1)+Bx(x+1)+Cx(x — 2), para todo x real, (1)
nos fijamos en los puntos donde se indetermina la fracciéon original (x = 0,
x = — 1, x = 2). Estos valores producen lo siguiente, cuando se reemplazan en la
ecuacion (1):six=0,

—1=A(-2)1)
De donde 4 = %;six= —1,
—2=C0(-1(-3)
De donde C = —;; finalmente si x = 2,
1=B(2)(3)

. 1 . . A

De donde se sigue que B = e Nétese que este método es mucho mas practico que
resolver el sistema de ecuaciones, en el caso en que los factores lineales del deno-
minador de la funcién racional sean distintos y con multiplicidad uno.

Utilizando los casos anteriores podemos deducir algunas féormulas como la si-
guiente:

dx dx 1 x—a
f x2-a? f (x—a)(x+a) 2a n |E +C
En efecto: ) P 5
= — 4 —

Luego, multiplicamos por el minimo comtin multiplo, (x — a)(x + a):

1=A(x+a) +B(x—a) (2)

Conx =a, ydespués x = — a en (2), tenemos:
1 1
A= Z y B = _Z
N L
du dx 2a 2a
Luego: [ =75 = [ oore = J wa [ madx

1 dx 1 dx

2aY x-a 2aY x+a

= iln|x —al —ilnlx +al+C
2a 2a
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. dx
De forma semejante podemos evaluar f PRt

dx _ dx
faz_xz __J.xz_az

|
!
|
5

Il
|
=

Segundo caso

Los factores del denominador son lineales y alguno(s) tiene(n) multiplicidad mayor a uno (facto-
res lineales repetidos).

5-1
Ejemplo 53. Evaluarf xszx 2;3 dx.

Solucion. Descomponemos Y22 €N fracciones parciales.

El denominador x* (x — 2)* es el m.c.m. entre x, X3, (x — 2), (x —2)* y (x— 2)3; por

Gt ))
lo tanto podemos descomponer la fraccion 22(x_z)? COMO:

(x3-1) _ A B+ c D E

x2(x-2)3  «x2 x (x=2)3  (x-2)2  (x-2)

Multiplicamos x? (x — 2)® por el m.c.m.,

x3—1 =A(x—2)3+ Bx(x — 2)3 + Cx? + Dx?*(x — 2) + Ex?(x — 2)?
= A(x® — 6x2 4+ 12x — 8) + Bx(x3 — 6x% + 12x — 8) + Cx? +
Dx3 — 2Dx? + Ex?(x? — 4x + 4)
=(B+E)x*+(A—6B+D—4E)x®>+ (—6A+ 12B + C — 2D + 4E)x? +
(124 — 8B)x — 84

Aplicamos coeficientes indeterminados y tenemos que:

B+ E

A— 6B+D—4E

—6A+ 12B + C — 2D + 4E
12A — 8B

-84 = —

Il
RO oOoRr O
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Resolvemos el sistema:

A=2 p=2 ¢c=1 p=2y F=-2
8 16 4 4 16
Luego:
w2 4 k] s _3
X~ — _ 8 4 16 4 16
x2(x=2)3  x2 + (x-2)3 et (x-2)2 = (x-2)
Entonces:
(x3-1) _ lpdx | 3 rdx 7 dx 5 dx 3  dx
fxz(x—2)3 dx = sf PRI +4J. (x—2)3+4-f x-2)2 167 (x-2)
103 7 5 3
= —E+EIH|X| —w—m—ﬁlnlx— 2| +C

Por lo tanto:

(x3-1) d -11x%2+17x—4 3
x = —————+—=In|-—
x2(x-2)3 8x(x—2)2 +16 x—=2

_ -11x?+17x-4 16 x \3
= oot +In ’(x—z) +C

Consideremos de nuevo la expresion:

X

+C

X} —1=A(x—2)*+Bx(x — 2)3+Cx*+Dx* (x — 2)+Ex* (x — 2)* (3)

y tratemos de encontrar los valores de las constantes siguiendo el método descrito
en el primer caso. Cuando hacemos x = 0 en (3), tenemos:

—1=A(—2)*= -84
De donde A = 1/8. Cuando hacemos x = 2 en (3), entonces:
7=4C
De donde C = 7/4. De tal forma que (3) queda de la siguiente manera:
-1 = %(x -2 +Bx(x—2)* + %xz + Dx?(x — 2) + Ex*(x — 2)?

= %(x3—6x2+12x—8)+Bx(x3—6x2+12x—8)+£x2+

Dx® —2Dx? + Ex?(x? —4x + 4)

(B+E)x* + (5 — 6B +D —4E)x* + (—24+ 128 +2— 2D + 4E)x* +
(125 -8B)x—1
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De donde el sistema de ecuaciones lineales que hay que resolver es:

B+E = 0
6B+ D—4E = *
12B —2D + 4E = —1
8 = -3

Asi puede ser mas facil de resolver que a partir del sistema original.

5 4 2
. X2+x"-2x°+1
Ejemplo 54. Evaluarf ——dx.
x*+x
Solucion. Como es una fraccién impropia, hacemos la division y obtenemos que:
xS +xt-2x2+1 xS +xt-2x2+1
[aStteatn [ xtteedin
x4+x3 x3(x+1)
—2x%+1
= f xdx + f ————dx
x3(x+1)
. . . f —2x%41 ,
Resolvemos por fracciones parciales la integral | arn &

-2x*+1 A | B c D
=—-+—=+—=+

x3(x+1)  x x2 0«3 x+1

Entonces:

—2x2+1 =Ax*(x+ 1)+ Bx(x + 1) + C(x + 1) + Dx®
= Ax3+ Ax*+ Bx*+ Bx + Cx + C + Dx3
= (Ax3 + Dx3) + (Ax* + Bx*) + (Bx + Cx) + C
=(A+D)x3+(A+B)x*+(B+0O)x+C

Ahora igualamos los coeficientes:

A+D = 0
A+B = -2
B+C = 0

c = 1

Resolvemos A= —1,B= —1,C=1 y D =1;luego:
[ gy o [ oxdx— [ [yl [
x4 +x3 x x2 x3 x+1
x2 1 1
—-—Inlx|+-——=+Injx+1|+C
2 X 2x
x+1 x*42x-1

=l +E==—+cC
X

2x2

In
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x5-2x2+1
(x—1)*

Ejemplo 55. Evaluarf

Solucion.
x5-2x2+1

-1 (4)

Esta fraccion se puede descomponer como se ha hecho antes. Pero esta vez, recu-
rriremos al siguiente artificio “natural” (ideado por David Rose, Florida Southern
College). Sustituimos x — 1 por t en (4) para obtener la forma:

x5-2x24+1 _ (t+1)5-2(¢+1)2+1 _ t5+5t*+10t3+8t2+¢
(x—-1)* 4 - 4
_t5 st 10t® | 82 ¢
Tt ot 4 e+ et

= t+5+2+ 2+
t t t

De donde sustituimos t por x — 1:

x5-2x%+1 10 8 1
(-1t -D+5+ 7+ (x-1% ' (x-1)3
Con lo cual:
x5-2x2+1 x2 8 1
fwdx —7+4X+ 101n|x— 1| _;_Z(x—l)z +C

Vale la pena que el lector trate de resolverlo por el método tradicional.

Tercer caso

El denominador puede descomponerse en factores lineales y al menos un factor cuadratico irre-
ducible de multiplicidad uno (no repetido).

Si tenemos un factor cuadratico irreducible en el denominador y la fraccién es propia, el numera-
dor es a lo sumo un polinomio de primer grado; es decir, tenemos una expresion de la forma:

Ax + B
x2+bx+c




CALCULO CON APLICACIONES

Ejemplo 56. Evaluarf

t4+6t2+5

Solucion.

j tdt _f tdt _ f A1t+By | Ayt+B; dt
t*+6t2+5 (t245)(t%+1) t2+5 t2+1

Utilizamos coeficientes indeterminados:
t=(A,t+B)(t*+1) + (A,t+B,) (t*+5)
Multiplicamos, asociamos y factorizamos:
t=(A,+A)t>+(B,+B,)t*+(A,+5A,)t+(B,+5B,)

Igualamos los coeficientes y obtenemos las siguientes ecuaciones:

A +A, =0
B, +B, =0
A +54,=1
B, + 5B =0
Resolvemos el sistema 4; = —%, A, = i, B, =0 y B, = 0.Ahoraintegramos:

[P —— ﬁ—_%:()) de + [ 4 K—%HO) dt

(E245)(t2+1)
1

- ft2+5dt+ ft2+1

= —-1n|t2 + 5] +§ln|t2 +1|+C

— l t2+1‘ +C

8 t“+5
. 3x2+x-2

Ejemplo 57. Evaluar f P
Solucion. Con ayuda del teorema del factor y la regla de Ruffini, factorizamos con los

divisores del término independiente 1, que son *1, y los reemplazamos en
P(x) = x> — x*+ x — 1, para ver si se anula el polinomio P(1)=1—-1+1—-1=0.
Luego, por el teorema del factor, P(x) es divisible entre (x — 1). Ahora utilizamos la
regla de Ruffini para la divisién sintética asf:

1—

i

I
=
[ IS

1

Luego, P(x) = (x — 1)(x*+1); de esta manera el denominador de la integral factori-
zado queda:

3x2+x—2
f(x 1)(x2+1)
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Utilizando fracciones parciales:

3x2+x-2 Ay | Axx+As
(x-1)(x2+1)  x-1 x2+1

Multiplicamos por (x — 1)(x?+1) y utilizamos coeficientes indeterminados

3x2+x—2 =A,(x*+ 1D+ (Ayx +43)(x—1)
= Ax? + A+ Apx? 4+ Agx — Ayx — As
= (A% + Ayx?) + (A3x — Ax) + A, — A
= (A + A)x% 4+ (A3 — A)x + A, — A

De donde resultan las ecuaciones:

A1 + Az = 3
A3 - A2 = 1
Al - A3 = =2

Resolvemos el sistema y obtenemos A, =1,4,=2 y A, = 3. Luego:

3x%+x-2 2243 4
f (x—l)(xz+1) J- f xz+1

Resolvemos la integral:

2x+3
fx;c:l _f 2+1d +f 2+1

_f 2+1d +3f xZ+1

+1, du = 2x dx, luego:

2x _ [
fx2+1dx - fu du
Inju| + ¢,
= In|x2+ 1|+ C,

Por otro lado,

dx
vl 3arctan(x) + C,

Finalmente, reunimos todas las integrales con sus respectivos signos:

3x2+x-2 dx 2x+3
e = [ 222
(x—1)(x2+1) x—1 x2+1

In|x — 1| + In|x? + 1| + 3 arctan (x) + C
In|(x — 1)(x%? + 1)| + 3 arctan (x) + C




CALCULO CON APLICACIONES

. x3-2x
Ejemplo 58. Evaluarf e dx.
Solucion. , .
x>-2x x>-2x
fx4—81 dx = f (x—3)(x+3)(x2+9)
= i+i+ C’;+D dx
x-3  x+3  x249
Luego:

3-2x =A(x+3)x*+9)+B(x—3)(x*+9) + (Cx + D)(x + 3)(x — 3)
= A(x®+3x2+9x +27) + B(x® —3x? + 9x — 27) + C(x® — 9x) + D(x? —9)
=(A+B+C)x3+ (BA—3B+D)x?*+ (94 + 9B — 9C)x +(27A — 27B — 9D)

X

Entonces:
A+B+C = 1
34—3B+D = 0
9A+ 9B —-9C = -2
27A—27B—-9D = 0
De donde tenemos:
A=L,B=L c=2 D=0
36 36 18
Integramos:
. S A A S g
(x—3)(x+3)(x2+9) T 367 x-3 36 x+3 187 x2+49

= Zlnlx — 3| +=In|x + 3| + —=In|x2 + 9| + C
36 36 36

= 3—161n|(x -3 (x+3)7(x%+ 91| +C

Cuarto caso

El denominador contiene factores cuadraticos repetidos (con multiplicidad mayor a uno).

dz
z(z2+1)%"

Ejemplo 59. Evaluarf
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Solucion.
f dz _J‘ [Ao Alz+Bl AZZ+BZ]d
z2(z2+1)2 z z2+1 (22+1)2
Entonces:

1 =40(z2+ 1?2+ (A1z+ B)(2)(Z% + 1) + (A2 + By)(2)
=Ag(z*+ 222+ 1)+ A;(z* + z?) + By (23 + 2) + A,z° + B,z
=4y +A)z* + Bz3 + (2Ay + Ay + A))z% + (B + By)z + Ay

Aplicamos coeficientes indeterminados y tenemos los sistemas de ecuaciones

siguientes:
Ay+4; =0
B, =
2A0 + A1 + A2 = 0
Bl + Bz = 0
Al resolver el sistema, A,=1,A,=—1A,= —1y B,=0.Regresamos a la integral:
dz dz zdz zdz
fz(zzﬂ)z = f;— 2 —f @rE = In|z| ——ln|z + 1]
2(z2+1)2 +C

= %ZInZ—ln(z + 1)+ +C

2(z 2+1)

= %l ( 2+1) + 2(z21+1) +C

’ z2 1
= In z2+1 + 2(z2+1) +C

6.5.2.4 (Opcional) Integrales que dan funciones trigonométricas inversas

du

———— =arcsenu+ C

o

J' du  _ arctanu + C

14+ 42

J' dl: = arcsecu +C

uVu?—1
) dx
Ejemplo 60. Evaluarf D2+
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Solucion.

Ejemplo 61.

Solucion.

f f [Ax+B Cx+D]
(x2+1)(x2+4-) xZ+1  x2%+4

Seguimos el procedimiento explicado anteriormente y obtenemos que:

Por lo tanto,

d L -=dx
f(x2+1)fx2+4) =f 32+1 +f x23+4
B _f x2+1 - _f x2+4

1 11 X
= —arctan(x) — - - = arctan(-) +C
3 3 2 2

Existen integrales mas elaboradas en las que se recurre a artificios matematicos,
en aras de llevar la integral a formas estandares. Como un ejemplo especial, damos
el siguiente:

dx
Evaluarf (x2+2x+2)(x%+4x+5)

Tenemos que:

Ax+B Cx+D
xZ24+2x+2  x2+4x+5

f J— f
LuegO:

1 =(Ax +B)(x* +4x + 5) + (Cx + D)(x? + 2x + 2)
= Ax® + 4Ax? + 5Ax + Bx? + 4Bx + 5B + Cx3® + 2Cx? + 2Cx + Dx* + 2Dx + 2D
=(A+C)x>+ (4A+B+2C+D)x*+ (54A+ 4B+ 2C + 2D)x + 5B + 2D

De donde resulta que:

A+C =0
4A+ B+2C+D =0
54+4B+2C+2D = 0
5B+2D =1
Resolvemos el sistema y se obtiene:
2 1 2
A=—--,B=—-, C==-y D=1
5 5 5

Asi pues,

x2+2x+2  x%24+4x+5 x2+2x+2 x2+4x+5

f[ Ax+B | Cx4D ]dx=f —Ex SEETE gy f §x+1 s
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Resolvemos por separado cada una de estas dos integrales. La primera integral del
lado derecho:
2 1
—_— x _——

J‘ 5 5 J‘ 2x+1
xZt2x+2 4X =

xZ+2x+2 dx

ul | = ul | =

J' 2x+2 ‘- 1 J‘ -1
xX242x+2 5 x2+42x+2

|
vl e

2x+2 1 dx
[ e+ [ 5=
X242x42 5 J x2+2x+2

En el numerador, se hizo 1 = 2 — 1. Ahora, en esta ultima expresion - f —x2+ Py

hacemos 2 = 1+1 en el denominador para llevarlo a la forma estandar de

arctan (u). Entonces nos queda:
f dx _ I X
57 xZ+2x+1+1 57 (x+1)2+1

Hacemos u = x + 1; entonces du = dx, y:

1 1
—f —; = garctan(w) +C; = carctan(x + 1) + G,

Ahora en la integral:

f 2x+2
x2+2x+2

Al hacer u = x*+2x+2, entonces du = (2x+2)dx. Al reemplazar queda:

5

1 2x+2 1 du 1
f > x=—=)] —=—=InJu| +C,
X“+2x+2 5 u 5

= —-ln|x? + 2x + 2| + G,

Por lo tanto, la primera parte de la integral propuesta queda asi:

A I 2x 214 ¢+ arct D+c
5fx2+2x+2 = 5n|x+x+ | + 1+5arcam(x+ )+ G,

Ahora se toma la segunda integral:

TX+1 1 2x+5
fx2+4x+5 dx =73 fx2+4x+5 dx
_ 2x+4+1
5 J‘x2+4x+5

f 2x+4 f
x2+4x+5 dx + 57 x2+4x+45 dx

1

1
I 2 - —_—
_5 In|x +4x+5|+5fo+4x+5
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En esta dltima integral, como 5 = 4 + 1, lo reemplazamos y asociamos:

1 dx
_f — Y dx = _f e
5J (x2+4x+4)+1 57 (x+2)%+1

Hacemos u = x+2, entonces du = dx; luego queda:

—f u2+1 == arctan x+2)+C

Ahora reunimos estas dos ultimas integrales:

lf ﬂdx+lf X dx = 1In|x? + 4x + 5| + = arctan (x + 2) + C
5Y x2+4x+5 57 x2+4x+5 5 5

Finalmente, se suman las cuatro soluciones de las integrales que forman la origi-
nal y se obtiene la solucion de la integral propuesta. Por lo tanto:

dx
(x2+2x+2)(x% + 4x +5)

1 1
—glnlx2 +2x + 2| + g arctan (x+1)

1 1
+§ln|x2 +4x + 5| + g arctan x+2)+C

3 11 x2+4x+5+1 . 1
= gy g Ty arcan e+ D

5x2+4x+5+1 t +1 +1 t +2)+C
T 22 5ar‘can(x ) 5arcan(x )

d
Ejemplo 62. Evaluarfﬁ-

Solucion. Sea u = 2x; entonces du = 2dx, de donde dx = dz—u. Luego la integral nos queda asf:

dx f dx
f\/1—4x2 =J Ji1-(2x)?

—du
-l a=
7=

arcsen (u) +C

arcsen (2x) + C

NIR N[R N[R
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Ejemplo 63. Evaluarf 93);2'
Solucidn. Seau = ix, entonces du = idx y dx = 3du; luego, la integral nos queda asi:

dx _f dx _lf dx
5% g =s) v
du

_1f 3du _1f
T9) 14w " 3) 1+ u?

1
= §arctan w+C

1 x
= Earctan (§) +C
1 x
= §arctan (§) +C
dx
Ejemplo 64. Evaluarf ek
Solucion. Sea u = 2x, entonces du = 2dx y dx = dz—u ;luego la integral nos queda asf:

f dx f 2dx
xJaxz-1 2x+/(2x)%2-1
- f dx
h 2x,/(2x)% -1
Lau
2 f 2
uvu?-1
f du
uyuz-1
arcsec (u) + C
arcsec (2x) + C

EJERCICIO 6.5

Evaluar las siguientes integrales:

dx x2 5x-2
1. fx2_4, 2. [ m—adx; 3. [ S—dx,
4x—2 6x2-2x—1 xZ+x+2
4 [ o aodx 5. [ F o dx 6. [ ——dx
dx

NeJ

2_
7. [ 8. [T —dx; N

x3+3x2’
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10

13.

16.

19.

22.

25

28

31

34.

37

40.

43

46.

49.

dt

-fa+nza+n;

J
J

f
f
¥
¥
¥
f
¥
f
¥
f
f

x2+3x+4
x-2

dx;

2x3+3x%-4

x2—4x+3

x%-2x—-1
x2—4x+4

x342
x2+4

X,

X;

x243x+3
(1) (ax2+1) 9%

x%+1
(x-1)3

)

x3-3x+4

(x+1)(x-1)3

xZ

dx;

dx;

x*—5x2+4 "’

x%2-2x+3

(x—1)2(x2+4)

4x3+8x%2-12

(x2+4)2

ZZ

dx;

dx;

1° dx;

4x%+6
x3+3x

2x+2
x2-6x+8

dx;

dx;

11

14.

17.

20

23

26

29

32

35.

38

41.

44

47.

50

x2-3x-7

g A
2x+3)(x+1)

f x3+x2-x-3
x+2

dx;

dx;

f x24+2x+3
x2-3x+2

J- x242x43 .
Y @rp@E-n@-2) %

[ 2x%+3x-1 .
Y a3 (x+2)(x-1)

f x%2-2x-3
@ @ziaxtz) W

f 2x+3 i
! (x+2)(x—1)2 X

. J‘ x3+1 dx:

@212

x%-x+1
f 4_c.31c.2 dx;
x*=5x>+5x“+5x—6
f x3+x?%-2x-3 d
Y (xe+1)2(x—2)2 X
v*-8
y3 +2y2

dx;

t5
. f (t2+4)2 dx;

4x3+2x%+1
[ ———ax;

4x3-x

f 6x2-3x+1
’ (4x+1)(x2+1) X

12.

15.

18.

21

2

27

3

33.

36

39.

42

45.

48

51

J
J

J

4. |

J

0. f

J
N
J
g
f
J
g

I5

(x+1)%2(x—-1)2

x*+3x3-5x2—4x+17
x3+x2-5x+3

dx;

x3-x2%+2x+3
x2+3x+2

4
x*+1
3_xdx;

3x-2 e
(x+2)(x+1)(x-1) %
___Eiii___dx;
(x+1)(x-1)2

x-3

dx;

2x%2-1 X
(x+1)2(x-3)

x3+3x2-2x+1
x*+5x2+4 !
x3-2x%+3x-4

(-1)2(x2+2x+2) 9%

2
xX“=3x+5
dx;

x*-8x2+16

2t%-8t-8
o, o dx;
(t-2)(t%2-2)

4x—2
x3—x2—2de;
x3+3x .
(x2+1)2 7

6x2-15x+22
(x+3)(x2+2)2 X
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Ecuaciones diferenciales

Cuando tenemos una funciéon f, que es la derivada de alguna funcién F que no conocemos (es

d . . .
é =f(x)6 dy = f(x)dx, y x € (a, b), contamos esencialmente con una ecuacién que

contiene la derivada o diferencial de una funcién desconocida (incégnita).

decir,

Definicién 2. Una ecuacién que contenga derivadas de una variable dependiente
con respecto a una o mas variables independientes se denomina
ecuacion diferencial.

Ejemplo 65.  Los siguientes son ejemplos de ecuaciones diferenciales:

Y oy W o Y dy — 52 3
dx—2x, dx—ny,dxz+dx+3y—x + 3y°.

Cuando la ecuacién contiene s6lo la primera derivada, se denomina de primer or-
den. Si contiene sélo una variable independiente con respecto a una variable de-
pendiente, se denomina ordinaria.

Ejemplo 66. y' = Z—z = f(x) es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden.

. dy Ny . . . . .
Ejemplo 67. o 2xy es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden en la que pode-
. dy
mos separar las variables 5= 2xdx,

d?y
dx?

Ejemplo 68. + % + ¥y = x es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden.

Definicién 3. Una funcién F definida como y = F(x) tal que Z—zzf(x) con

. .z Lo d
x € (a, b) se denomina una solucion de la ecuacién ﬁ = f(x).

Ejemplo 69. Dada Z—z = 2x, la familia de funciones F(x) = x>+ C es la solucion de la ecuacién. A

esta familia se la denomina solucidn general de la ecuacion.

Si C toma alguin valor (por ejemplo, C = 5), la funcién F(x) = x* + 5 se denomina
solucidn particular de la ecuacion.
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Ejemplo 70. Dada la ecuacion 3732’ +3 Z—z — 10 y = 0, verifique que y = e*x es solucion particu-

lar de la ecuacion.

d da? ‘s
Y = 2¢2* y =2 = 4¢2% Reemplazamos y en la ecuacién y

Solucién. iy =e*tenem —
Siy =e* tene 0s que -~ Tn2

queda:
4e¥+ 3(2e*) — 10e* = 4e* + 6> — 10e* =0

Luego, se cumple la igualdad; porlo tantoy = e* es solucion de la ecuacion.

6.6.1 Ecuacion diferencial de variables separables

A una ecuacién de la forma:

dy _ f)

== 90 con g(y) #0

que se puede expresar como:
9 dy = f(x) dx
se la denomina ecuacion diferencial de variables separables. Al resolver la ecuacion tenemos:
[90) dy=] f(x)dx.

Gy)+C =Fx)+C,

Evaluamos las integrales:
Hacemos C, — C, =C y se tiene
G(y) = F(x)+C esla solucién general.
Recordemos que, geométricamente, la familia de funciones G(y) = F(x)+C es una familia de curvas
paralelas. Es decir, si un punto (x,,y,) forma parte de la solucion, significa que existe exactamente

una curva o funcién que lo contiene. Esta funcion es una solucién particular de la ecuacion dife-
rencial. Al punto (x,, y,) que permite determinar la constante C se lo denomina condicién inicial.

Ejemplo 71. Resolverj—z = 2x+5,si y=10cuando x=0.

dy

Solucién. ol 2x+5
dy = (2x +5)dx
y =[] @x+5)dx=x2+5x+C

Como y =10 cuando x = 0, reemplazamos y tenemos:
10 = 0%+5(0)+C

De donde C = 10; por lo tanto, y = x>+5x+10 es la solucion particular.




Ejemplo 72.

Solucion.

Ejemplo 73.

Solucion.
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Resolver Z—z = 2xy,siy =400 cuando x=0.

ay _
e 2xy

. dy .
Separamos variables y tenemos que: S = 2x dx;integramos a cada lado:

fi—yszxdx

In(y) =x*+¢C

Ahora, por definicién de logaritmo:

y = X2t C = gx% oC
Hacemos e® = C; entonces y = Coe"2 es la solucién general. Como y = 400 cuando
x=0, reemplazamzos y tenemos 400 = C, €°, de donde se tiene que C, = 400; por lo
tanto, y = 400 e*" es una solucién particular.

Si Z—Z = \/%, siendo p = 2a cuando x = §a3, hallar el valor de p si x = 2a3.

Para hallar p integramos:

fdp = f V;%: f (2ax)_%dx

u=2ax,du=2adx ydx = j—z; luego:

_ Lau
[dp=[u=;
1

p=i“f+c

1
Osea,p = % uz + C;reemplazamos u por 2ax:
1 1
p= ;(Zax)z +C
p=2a cuando x = %a:“, entonces:
1
2a = l(2a &3 @) +C
a 2
1 1
= ;(a‘*)z +C

=—+C
a
=a+C
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Ejemplo 74.

Solucion.

De donde C = a; por lo tanto:
1 1
p(x) = ;(Zax)z +a.

Ahora, si x = 2a3, se tiene que:
p(2a®) =2a+a

= 3a

Hallar la ecuacién de la curva que pasa por el punto P(1, 2), cuya recta tangente en

2
dicho punto tiene m = 5/2 y para la cual ZTZ = Xx.

Recordemos que:

De donde:

d 2
—=fxdx =+ (1)

Como la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de la recta tangente

dy 5

a la curva en ese punto, tenemos que en x = 1, ﬁ =2
5 1)?

tenemos - = —(2) + C;,de donde C, = 2. Por lo tanto:

. Reemplazamos en (1) y

o2y
dx 2
fdy = f (xz—z+2)dx

y = %x3+2x+C2

Como y =2 cuando x = 1, entonces:

2= %(1)3 +2(1) +C,

1
Cy= —1
2 6

Por lo tanto, la ecuacién de la curva es:

=13 _1
y=cx + 2x p
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Ejemplo 75.  Hallar la ecuacién de la curva para la cual ZTJZ] = 6x? que pasa por los puntos
P (0,2)yP,(—1,3).

Solucion. Seguimos el procedimiento del ejemplo anterior:

ay 6 [ x2dx? =2x%+C,

f :11; = f 2x3 + C))dx
De donde:
y =2 +Cx+ G (2)
Como y=2cuandox=0, y y=3cuandox= — 1, reemplazamos en (2):
2 = %(0)4+ C,(0) + G,
C, =2

A continuacion:
3 = (-D*+G(-1)+2
¢ = -3
Por consiguiente, la ecuacion de la curva es:

—1l,a_1
y=3x 2x+2

zz = 11 porque ella se refiere a la pendiente de la secante
27 A1

NOTA:  No se puede aplicar la formulam =
Yy no ala de la recta tangente.

EJERCICIO 6.6

1. Halle la solucidn general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

4y _ 2x+3, v _ _x, dy _ .
a. ——=e ; b. - 5 C. dx—2xy+y,
v _ x| ay _ 2,..3 -2, dy _ 3/2..-2/3.
Cax 1) e. =X (x> +1)7% f. = =x32y25

(x%2+1)2




CALCULO CON APLICACIONES

ar —t. d?s . d%y .
g. dt—\/f+e ; h —=g iS5 =24x+2
LAy _ Yy ay _ Ly : @ o__y¥s .
| L k. o€ Vvx + 1; L. dx  (zx-5)6’
dy 9 dx xt dy teY
L= eY D(x —2)% . = ; . o=
m dx (e” +1)( )% n dt  2t+1’ 0 dt  2t-1

2. Halle la solucién particular de la ecuacion diferencial que satisface la condicién dada.

dy _ oy — C 1. dy _x o — — 4.
a —=Q2x+3)y=12 si x=1; b. o= Sive=y0)=4%
dy . _ p. vy _ 2, . _ ; — 5
¢ =Xy si y(0) = P; d. ot y=1 si x=e¢;
&Y — _10;%/(0) = 100,y (0) = 0; £ Y= 24x;9(0) = 0,y(2) = 10;
e oz = ~10;5(0) =100,y (0) = 0; . 25 =24x%(0) = 0,y(2) = 10;
g. Z—z=y2\/4—x;y:2cuandox=4; h. Z—z:xey‘xz;y=0 si x=1;
cody oyt — e YT 2.
i. E—x(y_l),y—zcuandox—l(sugerenma. y+1—1 y+1),
j- %= tvt+ 1;x =1 cuando t = 0.

3. Verifique las siguientes afirmaciones:

a. y=Ce*essolucion de la ecuacion y”™+y” — 6y =0;
b. Q=B — Ce " es solucién de la ecuacion Z—f =k(B-0Q).

4.  Halle las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a. Z—z = 2x + 1 y contiene el punto (1, 2);

b. Z—z = 3x? + 6x — 2 y contiene el punto (0, 6);
WDo_3_2 -

¢ =X 2 y contiene el punto (1, 3).

5. Halle una funcién polinémica que tenga un maximo relativo en x = 1, y un minimo relativo
enx=4.




6.6.2

10.

11.
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En cada caso halle la ecuacidén de la curva que cumpla la condicién dada:

a. Z—Z = 2x + 3 y su grafica pasa por el punto P(1, 5);
b. % = x?+ x — 1 y su gréfica pasa por el punto P(0, 5);
C. % = 2x — 5 ysu grafica pasa por el punto P(5, 4);

dy s 3
d. e (x 4+ 1)(x + 2) y su gréfica pasa por el punto P(—3, - 5);
e. % = xVx?+ 5 ysu grafica pasa por el punto P(2, 10);

dy _  2x .
f. T Toanz Ysu grafica pasa por el punto P(0, 5).

Si % = 2x — 3,siendo y = 2 cuando x = 3, halle el valor de y cuando x = 5.

3
Halle la ecuacién de la curva para la cual 373; = 2, cuya pendiente de la recta tangente en su
punto de inflexion P(1, 3) es — 2.

. . d? .
Halle la ecuacién de la curva que satisface d—sz’ = :—3 y que tiene como recta tangente a
2x+y =5 en el punto P(1, 3).

Encuentre la ecuacion de la curva que pasa por el punto P(— 1, 2), cuya pendiente de la recta
tangente en cualquier punto de la curva es igual al doble de la abscisa de ese punto.

Encuentre la ecuacidon de la curva que pasa por el punto P(1, 2), cuya pendiente de la recta
tangente en cualquiera de sus puntos es cuatro veces su coordenada x.

Problemas de aplicacion

Algunas aplicaciones del calculo diferencial en economia consistian en mostrar la variacién de
una funcién con respecto a una cantidad de la cual dependia dicha funcién, de lo que resultaban
funciones tales como costo, ingreso y utilidad marginales. Dada la relacién existente entre deri-
vacidn e integracion presentada anteriormente, es posible obtener las funciones de costo, ingreso
y utilidad a partir de sus correspondientes funciones marginales y de una condicién inicial que
proporciona el valor exacto de la constante de integracion, que resulta al solucionar toda integral
indefinida.

De manera similar se procede para encontrar ecuaciones correspondientes al tamafio de una
poblacidn, conocida su tasa de crecimiento, y en algunas aplicaciones de la fisica, como se vera a
continuacion.
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Ejemplo 76.

Solucion.

Ejemplo 77.

Solucion.

Una compaiiia actualmente produce 150 unidades por semana de un producto.
Por experiencia, saben que el costo de producir la unidad nimero x en una semana
(costo marginal) esta dado por:

C'(x) =25 — 0,02x.

Determine el costo extra por semana que deberia considerarse al elevar la produc-
cién de 150 a 200 unidades por semana.

El costo marginal es la derivada de la funcidn de costo. En consecuencia, la funcion
de costo se obtiene al integrar la funcion de costo marginal:

C(x) =JC'(x)dx=[ (25 — 0,02x)dx
=25x —0,01x% + k
k es la constante de integracion. No se tiene informacion suficiente para poder
determinar el valor de k. Sin embargo, se desea calcular el incremento en el costo

que resulta de elevar x de 150 a 200; esto es, C(200) — €(150), es decir:

€(200) = 25(200) — 0,01(200)%+ k = 4.600+k
C(150) = 25(150) — 0,01(150)%+ k = 3.525+k.

Por lo tanto:
C(200) — C(150) = (4.600+k) — (3.525+k)
=1.075

Luego, el incremento en el costo semanal seria de $1.075. Notese que este incre-
mento es independiente de la constante k. ;Por qué?

El ingreso marginal de una empresa esta dado por:
R'(x)=15 — 0,01x
a. Determine la funcién de ingreso.
b. Encuentre la relacién de demanda para el producto de la empresa.

a. La funcién de ingreso R(x) es la integral de la funcién de ingreso marginal.
Asi que:

R(x) = [ R'(x)dx
= [ (15-0,01x)dx

= 15x — 0,005x + k

k es la constante de integracion. Para determinar k, se considera el hecho de
que el ingreso es cero cuando no se venden unidades. Es decir, si x =0, R(0) = 0.
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Reemplazamos:
R(0) = 15(0) — 0,005(0%)+k
De donde k= 0.
Por lo tanto la funcién de ingreso es R(x) = 15x — 0,005x2.

b. Sicada articulo que la empresa produce se vende a un precio p, se tiene que el
ingreso obtenido por la venta de x articulos es R(x) = px. Asi que:

px=15x — 0,005x%
0 sea:
p=15—0,005x.
Esta es la relacién de demanda requerida.
Ejemplo 78. El costo marginal de un articulo cuando se producen g unidades es
— 3¢*+ 60q + 4.000 pesos por unidad. Si el costo total de produccién de las 10
primeras unidades es $90.000, ;cudl es el costo total de produccién de las 50 pri-

meras unidades?

Solucidn. Recordemos que el costo marginal se puede aproximar con la derivada de la fun-
cién de costo total C(q). Es decir,

C'(q) = Z—g = —3¢% + 60g + 4000

De donde:
€(q@) = [ (—3q*+ 60q + 4.000) dq
= —q3 + 30g% + 4.000q + K
Como €(10) =90.000, tenemos:

90.000 = —(10) + 30(10)2 + 4.000(10) + K
= —1.000 + 3.000 + 40.000 + K

De donde K = 48.000. Por lo tanto,

C(q) = — ¢+ 30g*+ 4.000q + 48.000
El costo de produccion de las 50 primeras unidades es de:

C(50) = — (50)%+ 30(50)%+ 4.000(50) + 48.000 = 198.000
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6.6.2.1 Modelos poblacionales

Ejemplo 79.

Solucion.

La poblacion de Bogota esta creciendo a cada instante en forma directamente pro-
porcional a su poblacién de ese momento. Si en 1994 su poblacion era de 5,5 mi-
llones y en 1999 es de 7 millones, calcular:

a. La poblacion de Bogota en el afio 2020.

b. ¢En cuantos anos se duplica la poblacién?

a. Sea P(t) la poblacion de Bogota en funcién del tiempo. Como ésta varia en for-
ma directamente proporcional a su poblaciéon, tenemos que:

ar _

p” = kP

Observe que k es la tasa de crecimiento continua. ;Por qué?
Si consideramos como poblacién inicial la de 1994, tenemos que resolver la
ecuacion:

S —kPconPy=55 y P(5)=7.

. dP .
Si prl kP, separamos variables y tenemos:

apr

= = kdt
P
P
|5 = Jkat
In|P| = kt+C

Como P>0, se tiene que:
P = elt+C = gkt o€

Hacemos ef = C°y queda:

P=C e
P(0) =5,5; reemplazamos:
55=C,¢€°
C,=55

Por lo tanto:
P =5,5ek



LA INTEGRAL | CAPITULO 6

Para hallar la tasa de crecimiento sabemos que P(5) = 7; reemplazamos:

7 = 55
e’k = 1,27
5k = In(1,27)
k = 227 — 0,048

Por lo tanto, la tasa de crecimiento es del 4,8%. La poblacién en funcién del
tiempo es:

P(t) = 5,5e00%

Para el afio 2020, t = 26 y P(26) = 5,5e®%920) = 19,1585 millones de
habitantes.

b. Para determinar en cuéntos afios se duplica la poblacion, hacemos P = 2P,
Reemplazamos:

ZPO — PO e0,048t

20048t — o
0,048t = 1n2
t= 2 _ 14,44 aiios

" 0,048

Ejemplo 80.  Se estima que dentro de x meses la poblacién de cierta ciudad cambiard a una
razén de 2 + 6V/x personas por mes. Si la poblacién actual es de 5.000 personas,
;cudl sera la poblacién dentro de 9 meses?

Solucién. Sea P(x) la poblacién dentro de x meses. Entonces la razén de cambio de ésta con
respecto al tiempo es la derivada:

L _2+6vx
dx

Por lo tanto:
P(x)=f3—zdx
=[(@2+6vx)dx
3
=2x+4xz+C

Para determinar C, sabemos que en la actualidad (cuando x = 0) la poblacién es de
5.000 personas; es decir,

3
5.000 = 2(0) + 4(0)z + C
€ =5.000
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Ejemplo 81.

Solucion.

Por lo tanto: ,
P(x) = 2x + 4xz + 5.000

Dentro de 9 meses la poblacién sera:
P(9) =2(9) +4(27) + 5.000 = 5.126 habitantes

Se recibe un cargamento de 10.000 kg de arroz que se consumiran en un periodo
de 5 meses a raz6n de 2.000 kg por mes. Si el costo de almacenamiento mensual
por cada kilogramo es $2, ;cudnto se debe pagar en costos de almacenamiento en
los préximos 5 meses?

Sea S(t) el costo total de almacenamiento durante t meses. Como el arroz se con-
sume a una razon constante de 2.000 kg al mes, la cantidad de arroz consumida en
tmeses es 2.000¢, y la cantidad de kg de arroz almacenados después de t meses es
(10.000 — 2.000¢). Como el costo de almacenamiento es $2 por kilogramo al mes,
la razén de cambio del costo de almacenamiento con respecto al tiempo es:

as

i (costo por kg)(numero de kg almacenados) = 2(10.000 — 2.000¢)

Por lo tanto:
S() =/ (20.000 — 4.000¢t)dt
= 20.000t — 2.000t% + C

Para determinar C, sabemos que en el momento en que llega el cargamento (cuan-
do t = 0), no hay costos de almacenamiento; es decir, S(0) = 0, de manera que:

0 = 20.000(0) — 2.000(0)?+C, de donde C = 0.

Por lo tanto:
S(t) = 20.000t — 2.000¢%

El costo total de almacenamiento durante los préximos 5 meses sera:

S(5) = 20.000(5) — 2.000(5) = $50.000.

6.6.2.2 Velocidad y aceleracion

Recordemos que si un objeto se mueve en linea recta con desplazamiento s(t), su velocidad esta

ds .z dav
dada porv = S ysu aceleracién pora = —.

Ejemplo 82.

dt

Después de aplicar los frenos, la aceleracion de un carro disminuye a una razén
constante de 6 metros por s% Si en el momento de aplicar los frenos el carro viaja
a 72 km por hora (20 m/s), ;qué distancia recorre el carro antes de detenerse?
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Solucidn. Sea s(t) el desplazamiento (distancia) del carro en t segundos después de aplicar
los frenos. Como el carro desacelera a 5 m por s?, se tiene que a(t)= —6,y:
dav
E = a(t) = -6

v(t) =— [ 6dt = -6t +C,

Para calcular C, obsérvese que v = 20 cuando t = 0, de manera que:
20=v(0) = —6(0)+C,

C, = 20. Asi, lavelocidad en el tiempo tes v(t) = — 6t+20. Para hallar el desplaza-
miento s(t), tenemos:

ds
= = v(t) = —6t +20

s(t) = [ (=6t +20)dt = —3t2 + 20t + C,

Como s(0) = 0 (;por qué?),C,= 0 y s(t) = — 3t*+20t. Para hallar la distancia
recorrida, tenemos en cuenta que el carro se detiene cuando v(t) = 0. Es decir,
v(t) = — 6t+20 =0, de donde t = 3,333 segundos. En ese tiempo ha recorrido:

s(3,333) = — 11(3,333)%+ 20(3,333) = 55,55 m

6.6.2.3 Curva logistica

Muchos problemas, como por ejemplo la propagacién de un rumor (chisme), de un virus conta-
gioso, de un mensaje publicitario, etc., se caracterizan por:

. estar dirigidos a una poblacioén finita, llamémosla B;
. si Q(t) es la poblacién que en el momento ¢t conoce el chisme, tenemos que su variacién con
respecto al tiempo es directamente proporcional a Q (nimero de chismosos) y al nimero de

personas que no conocen el chisme B — Q(t) (si no hay a quien contarle el chisme, asi hayan
muchos chismosos, Q(t) no varia).

De acuerdo a estas condiciones tenemos que:

L — kB -0 3)

de
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con la condicion de que Q(0) = @, (el nimero de chismosos iniciales). k es la constante de propor-
cionalidad; Q(t)>0 y B = Q(t). Separamos variables en la ecuacién (3):

d—Q = kdt
Q(B-Q)
aeQ
— X = [kdt=kt+C -
| g0y =! )
do

Resolvemos la integral f 2(B—q)’ POr fracciones parciales tenemos:

.
Q(B-Q) BLlQ(B-Q) BLQ B-Q

Por lo tanto:

f% = %f %d“%f ﬁd‘z

11 11 B
EH(Q)_E n(B —Q)

1 Q . .
Eln(B — Q) (propiedades de los logaritmos)

Reemplazamos en (**) y nos queda:
IIn (L) =kt+C
B B—Q

O sea,
1n(%) = Bkt + BC
De donde,
Q — eBkt+BC
B-Q — pBktpBC

= A,eP* donde A, = eB¢

Por lo tanto:
Q — (B _ Q)AleBkt — BAleBkt _ QAleBkt

Q + QAleB’“ — AlBeB’“

Q(l + AleBkt) = AlBeth
_ AyBeBKt

Q = 1+4,eBkt

Dividimos el numerador y el denominador entre A ePk se tiene:

B
ﬁe‘Bkt +1

Q=
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1
Hacemos 4 = " resulta:
1

B

PO T

Esta es la llamada funcidn logistica.

La grafica de Q se denomina curva logistica. Se utiliza ademas como modelo de crecimiento de-
mografico cuando los factores ambientales imponen una cota superior del tamafio de poblaciéon
posible.

Q

A

B/2

B/(1+JA_)/

Y
hﬂ

Y

Ejemplo 83. Larazodn a la que se propaga una epidemia en una comunidad es conjuntamente
proporcional a la cantidad de residentes que han sido infectados y al nimero de
residentes propenso a la enfermedad que no han sido infectados. Expresar como
una funcion del tiempo la cantidad de residentes que han sido infectados.

Solucién. Sea Q(t) la cantidad de residentes que han sido infectados en el momento ¢, y B el
numero total de residentes propensos a la enfermedad. Entonces, el nimero total
de residentes propensos que no han sido infectados es B — Q(t). La ecuacion dife-
rencial que describe la propagacion de la epidemia es:

2~ QB - Q)

Su solucién es:
B

1+4e~Bkt

Q) =
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EJERCICIO 6.7

1.  Lafuncidén de costo marginal de una empresa es C’'(x) =30 — 0,05x.

a. Determine la funcion de costo C(x), si los costos fijos de la empresa son de US $2.000
al mes.

b. ;Cuanto costara producir 150 unidades en un mes?

2. El costo marginal de una empresa es 24 — 0,03x+0,006x>. Si el costo de producir 200 unida-
des es de $22.700, encuentre:

a. la funcion de costo;
b. los costos fijos de la empresa;
c. el costo de producir 500 unidades.

3. Elcosto marginal de una compaiiia es C’(x) =3 — 0,001x y el costo de fabricar 100 unidades
es de US $995. ;Cudl es el costo de producir 200 unidades?

4.  El costo marginal de cierta empresa es C(x) = 5+0,002x. ;Cudles son los costos totales varia-
bles de fabricar x unidades?

5. Lafuncidn de ingreso marginal de cierta empresa es: R'(x) =20 — 0,02x — 0,003x2.
a. Determine la funcién de ingreso.
b. ;/Qué ingreso se obtendra por la venta de 100 unidades del producto de la empresa?
¢. ¢;Cudl es la funcion de demanda del producto de la empresa?
6. La funcion de ingreso marginal de cierta empresa es C'(x) = 4 — 0,01x.
a. Determine el ingreso obtenido por la venta de x unidades de su producto.
b. ;Cual es la funciéon de demanda del producto de la empresa?

7.  Lafuncién de ingreso marginal de una cierta mercancia esta dada por R’(x) = 12 — 3x. Si se
demandan x unidades cuando el precio unitario es p ddlares, obtenga:

a. la funcién de ingreso total;
b. la ecuacion de la demanda.

8.  Lafuncidon de costo marginal de cierta mercancia esta dada por C’(x) = 3(5x+ 4)~2. Si el costo
fijo es de US $10, halle la funcién del costo total.
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9.  Obtenga la ecuacion de la demanda de cierta mercancia para la cual la funcién de ingreso
marginal estid dada por R’(x) = 4 + 10(x + 5)~ %

10. La funcién de costo marginal de una mercancia esta dada por C’(x) = 6x — 17. Si el costo de
produccidén de 2 unidades es de US $25, obtenga la funcién de costo total.

11. La funcidén de ingreso marginal esta dada por R’(x) = 16 — 3x2 Halle:
a. la funcion de ingreso total;
b. la ecuacién de la demanda.

12. Lafuncién de costo marginal esta dada por C (x) = 3x*+8x+4, y los costos fijos son de US $6.
Si C(x) ddlares es el costo total de x unidades, halle la funcién de costo total.

13. Una compaiiia ha determinado que la funcién de costo marginal para la produccién de un
articulo esta dada por:

C'(x) = 125 + 10x + ~x2
9

donde C(x) dolares es el costo total de produccién de x unidades del producto. Si los costos
fijos son de US $250, ;cual es el costo de produccién de 15 unidades?

14. La funcién de costo marginal de un fabricante es:

Cl(x) = 4— 25

2x

donde C(x) dolares es el costo total de produccion de x unidades. Los costos fijos son de US
$54. Si se producen 27 articulos, halle:

a. el costo total;
b. el costo promedio.

15. Un fabricante de juguetes tiene un nuevo producto que se introduce al mercado, y del que
desea determinar su precio de venta unitario tal que la utilidad total alcance un valor maxi-
mo. Al analizar el precio y la demanda de otro juguete semejante, se anticipa que si se de-
mandan x juguetes cuando el precio por unidad es de p délares, entonces:

o _ __»*

dx  30.000’

y la demanda debe ser de 1.800 unidades, cuando el precio sea de US $10. Si C(x) ddlares es
el costo total de produccién de x unidades, entonces C(x) = x + 7.500. Calcule el precio que
debe fijarse para que la utilidad del fabricante sea maxima.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Se estima que dentro de t meses la poblacion de cierta ciudad cambiara a una razén de
2

4+-5ts personas por mes. Si la poblaciéon actual es de 100.000 personas, ;cual sera la pobla-

cién dentro de 8 meses?

Un objeto se mueve en linea recta de manera que su velocidad después de t minutos es:
v(t) = 5+2t+3t* metros por minuto.

a. Halle las ecuaciones de aceleracién y distancia.

b. Halle la aceleracién después de dos minutos.

c. ¢(Qué distancia recorre el objeto en los primeros tres minutos?
d. (Y en el tercer minuto?

Un objeto se mueve de manera que su velocidad después de t minutos es: v(t) = 3+2t+6t*
metros por minuto. ;Qué distancia recorre el objeto durante el segundo minuto?

Se recibe un cargamento de 12.000 libras de semillas de soya que se consumirdn a una
razén constante de 300 libras por semana. Si el costo de almacenamiento de las semillas
de soya es $0,5 por libra a la semana, ;cuanto tendra que pagar el minorista en costos de
almacenamiento en las proximas 40 semanas?

Se estima que dentro de t afos, la poblacion de cierta comunidad cambiara a una razén de
0,6t2+0,2t+0,5 miles de personas por afo. Los especialistas en medioambiente han encon-
trado que el nivel de contaminacién aumenta a una razén aproximada de 5 unidades por
cada 1.000 personas. ;En cuanto se incrementara la contaminacién durante los préximos 2
afios, si en la actualidad el nivel de polucién es de 60 unidades?

Un estudio ambiental realizado en cierta comunidad revela que dentro de t afios, el nivel de
mondxido de carbono en el aire cambiara a una razén anual de 0,1t + 0,1 partes por millén.
Si el nivel actual de monoéxido de carbono en el aire es 3,4 partes por millén, ;cudl serd el
nivel de monoéxido de carbono dentro de 3 afios?

Un fabricante estima que el costo marginal es — 10g+1.000 pesos por unidad cuando se han
producido q unidades. Si el costo total (incluidos los costos fijos o indirectos) de producciéon
de las diez primeras unidades es $150.000, ;cudl es el costo total de produccién de las 100
primeras unidades?

1
Un fabricante estima que el ingreso marginal es 100q ™ z délares por unidad cuando el nivel
de produccion es g unidades, y el costo marginal correspondiente es 0,4q délares por uni-
dad. Sila utilidad del fabricante es US $520 cuando el nivel de produccion es de 16 unidades,
(cuadl es la utilidad del fabricante cuando el nivel de produccion es de 25 unidades?




24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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La utilidad marginal (la derivada de la utilidad) de cierta compaifiia es 100 — 2q ddlares por
unidad cuando se producen q unidades. Si la utilidad de la compaifiia es US $700 cuando se
producen 10 unidades, ;cudl es la maxima utilidad posible para la compaiiia?

Supongamos que se ha determinado que el ingreso marginal asociado a la produccién de x
unidades de determinado articulo es R'(x) = 240 — 4x délares por unidad. ;Cual es la fun-
cion de ingreso R(x) si R(0) = 0? ;Qué precio se pagara por cada unidad cuando el nivel de

produccion sea de x = 5 unidades?

La funcién de consumo de determinado pais es C(x), donde x es el ingreso nacional disponi-
ble. Si la propension marginal al consumo es C (x) y se tiene que:

C'(x)=09+ 0,3\/x, el consumo nacional es $100.000 millones cuando x = 0.
a. Halle C(x).
b. Halle el consumo para cuando el ingreso sea 10*? (un billon de pesos).
El valor de reventa de cierta maquinaria decrece a un ritmo que depende del tiempo de uso.
Cuando la maquinaria tiene t afios, el ritmo al que cambia su valor es — 960e~ /5t ddlares
por afio.
a. Exprese el valor de la maquinaria en términos del periodo de uso.

b. Sila maquinaria costaba en principio US $5.200, ;cuanto valdra cuando tenga 10 afios?

En cierta fabrica, el costo marginal es 3(q — 4)? délares por unidad cuando el nivel de pro-
duccioén es q unidades.

a. Exprese el costo total de producciéon en términos de los costos indirectos (el costo de
producir cero unidades) y del numero de unidades producidas.

b. ;Cuél es el costo de producir 14 unidades si los costos indirectos son de US $436?

Cierto pozo de petréleo que produce 400 barriles mensuales de petréleo crudo se secara en
2 afios. En la actualidad, el precio del petroleo crudo es de US $20 y se espera que aumente
a una razon constante de US $0,04 mensuales por barril. Si el petréleo se vende tan pronto
como se extrae, ;cudl sera el ingreso futuro total del pozo?

Una inversion de US $1.000 crece a una razén igual al 7% de su tamafio. Exprese el valor de
la inversién como una funcién del tiempo.
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ﬂ7 Preguntas tipo GRE (Graduate Record Examination)

1.  Silagraficade f” estd dada por:
80 T

60 T

<o

20T

-40

¢;Cual de las siguientes graficas bosqueja mejor a f?

180 T Yy
160 T
140 T 04+
120+
20T
100 T

80 T 10+
60T

. . . . . . . .
w07 5 -4 3 2 - 2 3 4

>l

20T
-10

X 20+

(A) (B)
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© (D)

<ol

(E)

2. Determine cual de las siguientes ecuaciones diferenciales no es de variables separables:

dy 5 24. d_y_x+xy2_
() 2 = x2(1 + y?); (B) & =22
© Z—z =x+y; (D) xydx+e”dy =0;
(E) dx+dy=0.

3. ;Cuantas funciones elementales satisfacen la ecuacién, para todo x e R?

dy _
dx

(A) Una. (B) Dos.
(C) Tres. (D) Cuatro.

(E) Infinitas.
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4. ;Qué sustitucién transforma la integral [ (x2+1)~32 dx en [ (u?+1)~%2 udu?
(A) u=x% (B) u=1/x.
(C) u=x (D) u=x-2

(E) Ninguna.

ﬂS Resumen

Diferenciales

Seay = f(x) derivable en x; entonces dx, la diferencial de la variable independiente x, es un incre-
mento arbitrario de x, esto es, dx = Ax. dy, la diferencial de la variable dependiente y, es funcion de
x y dx. Esta definida por dy = f’(x)dx. Si Ax = dx = 0, entonces dy = 0.

Antiderivada de una funcion

., . . dF(x .
De una funcién F conocemos su derivada f; es decir, %) = f(x), para todo x en un intervalo

abierto I. A la funcion F se la denomina antiderivada de f en el intervalo L.

La integral indefinida

Si F es la antiderivada de f en un intervalo abierto / y conocemos f, ;como calcular F?

dF(x)

7=f(x)

De donde,
dF(x) = f(x)dx

Para hallar F, es necesario efectuar un proceso inverso al de la diferenciacién, a este proceso se le
denomina integracion y se nota:
dF(x) = f(x)dx

F(x) =] f(x)dx

ff(x)dx=F(x) + C siysolo si % [F(x) + C ]= f(x)paratodo x € Dom(f).

: signo de integral, f(x) el integrando, C la constante de integracion, F(x) + C la integral
indefinida.
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Integral de algunas funciones elementales

Las siguientes funciones constituyen la fuente de todas las integrales a las cuales se llegan por los
métodos de integracion:

xn+1

n+1

1. fx"dxz +C;sins—1yneR
2. f%dx=ln|x| + C =In|x|+C = In(kx); donde C = In(k) para algin k>0
3. fe" dx=e*+C

x _a
4, fadx—ln(a)+C

du
5. f = arcsen u+C
1-u?

6. f U _ arctan u+ C
1+u?

7. f M — arcsec u+C

uyu?-1

Propiedades de la integral:
1. [cf(x)dx = cf f(x)dx
2. JIf(x) £g(x)]dx=]f(x) dxz [ g(x) dx.

Métodos de integracion
Integracion por sustitucion

[F(g(x)) g’(x)dx = [ F(u)du = f(u)+C
Al hacer la sustitucién: u = g(x) ;Z—: =g'(x)

Integracion por partes

fudv=uv—[vdu
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Algunas recomendaciones que hay que tener presentes al integrar por partes son:

1. El dvdebe contener siempre el dx.

2. Dado el dv en funcion de x, éste se debe poder integrar.

3. Cuando el integrando es el producto de dos funciones, en principio conviene elegir como dv
la de “apariencia mas complicada” y que pueda integrarse; si este criterio no es muy claro
intente por ensayo y error. Tal vez, el mejor criterio para escoger u y dv es resolver muchos

ejercicios.

4. Laescogenciade uy dv es adecuada si al reemplazar en la férmula, se tiene que [ v du es mas
sencilla de resolver que la integral inicial.

Fracciones parciales

p(x) _ A1 Aqz A1s
(X=a1)51(x=a5)52 . ((x—am)m  (x—a;)* + (x—aq)? ot (x—aq)51
Az1 Az Azs
(x—ay)? + (x—a3)? ot (x—az)s2 ot
Asm1 Asm2 . Asms
(x—am)? (x—am)? (x—am)s1

donde los numeradores de las fracciones del miembro del lado derecho son constantes y la frac-
cion del lado izquierdo es una fraccién propia y ademas a,# a,parai#j.

p(x) —_ A + 42 +...+A7n
(x—a)(x%2+bx+c)™ (x-a)t  (x—a)? (x—a)n
le+C1 B2x+62 Bmx+Cm
(x2+bx+c)t  (x2+bx+c)? (x2+bx+c)™

donde la fraccién del lado izquierdo es una fraccién propia, y b*> — 4c < 0.

Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion que contenga derivadas de una variable dependiente con respecto a una o mas va-
riables independientes se denomina ecuacién diferencial. Una funciéon F definida como y = F(x)
tal que Z—i = f(x)con x € (a, b), se denomina solucion de la ecuacion, Z—z = f(x). A una ecuacion
de la forma:

v _I®»

= oo cong(y)#0

se la denomina ecuacion diferencial de variables separables.
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GLOSARIO

Antiderivada de una funcion f: Una funcién derivable F tal que F '= f.

Métodos de integracion: Métodos que permiten encontrar antiderivadas de muchas funciones.
Entre los principales métodos se tienen: sustitucion y partes.

Ecuacion diferencial: Ecuacion que contiene las derivadas de una variable dependiente (incogni-
ta) con respecto a una o mas variables independientes.







integral
definida

/7 .1 Introduccién

Hasta el momento, el concepto mas general de suma que tenemos es la de n niimeros reales
a, +a,+..+a_.Estaidealapodemos extender (sumas infinitas) sobre una sucesion de nimeros
reales, sea sobre un conjunto infinito numerable a,d, ..da,.,o0 sobre un conjunto no numerable,
como por ejemplo, un intervalo de nimeros reales. La primera extension nos lleva al concepto de
serie y la segunda, al de integral definida.

Para el estudio de estas sumas, es necesario el concepto de sumatoria.

Objetivos

1.  Hallar el area bajo una curva en un intervalo cerrado.

2. Interpretar el area bajo una curva.

3. Evaluar una integral definida.

4. Interpretar las integrales definidas como limites de sumas y aproximarlas como areas de

rectangulos.

Utilizar las propiedades de las integrales definidas.
Hallar el area entre curvas.

7. Solucionar problemas que exigen integrales.

o x
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Reseia historica

El célculo integral surge al tratar de resolver problemas relacionados con el céalculo de areas,
volumenes, etc., siempre vinculado al concepto de medir. Arquimedes (272 - 212 a.C.) es quien
determina el area de un segmento parabdlico. El método que aplica se conoce como exhausion;
consiste en aproximar sucesivamente por exceso y por defecto la figura a medir. A partir de estos
problemas se aborda el problema del concepto de area para figuras mas generales, hasta llegar a
lanocidn de integral aproximadamente 1800 afios después. Esto muestra cémo el calculo integral
se anticipd al calculo diferencial, desde un punto de vista histoérico.

Bonaventura Cavalieri (alumno de Galileo) es uno de los primeros en aproximarse a lo que hoy
entendemos como integral, al considerar que una superficie se puede suponer formada por seg-
mentos rectilineos o indivisibles.

Isaac Newton (1642 - 1727) muestra el primer ejemplo histérico del calculo de un drea mediante
el proceso inverso a la diferenciacién. Por su parte, Leibniz (1646 - 1716) se interesa en siste-
matizar y desarrollar una notacién eficiente, y asi introduce el simbolo [ (una s de suma), y mas
tarde [ y dx.

Son muchos los matematicos a quienes el calculo debe su desarrollo. Entre ellos, Cauchy
(1789 - 1857) es quien separa lo geométrico de la integral del calculo diferencial, al definir la in-
tegral como un limite de sumas. A partir de ahi, Riemann (1826 - 1866), Stieltjes (1856 - 1933) y
Lebesgue (1875 - 1941), entre otros, seran ejes fundamentales al momento de llevar esta nocién
de integral hasta sus ultimas instancias abstractas: la teoria de la medida, fundamental en teoria
de probabilidades.

Sumatoria

Sea a una sucesion (es decir, una funcién real con dominio en los nimeros enteros) tal que
a(k)=a, y a,a,.,a losnprimeros valores de la funcién a. La sumatoria de a, cuando k varia

n

desde k = 1 hasta k = n, se escribe Z Ay y significa:

k=1
n

a, =a; +a+...+a,.
k=1




LA INTEGRAL DEFINIDA | CAPiTULO 7

1 1
Ejemplo 1. Evaluar RZ; kk+ 1) Notese que aqui ax = k(k+ 1)

Solucion.

i __t 1 .1 111 9 3
k_lk(k+1)_1(1+1) 22+1) '3B3+1) 2 6 12 12 4
5

Ejemplo 2. Evaluar Z 3. En este caso tenemos que a; = 3. La sucesion es constante.
k=1
Solucién.

=3+3+343+3=5(3)=15

&
gt
T

w

La sumatoria puede empezar en otro nimero entero diferente de 1.

9
Ejemplo 3.  Evaluar Z (2k?% — k).
k=5

Solucion.
8

Z (2k? = k) = (2(5) = 5) + (2(6") —6) + (2(7>) = 7) + (2(8*) - 8)
= = 45+ 66 + 91 + 120 = 322

7.3.1 Algunas propiedades

n n n
1. Z (ax + by) =Z ap + Zbk
k=1 k=1 k=1

B~

2. Z ca z a;, para cualquier nimero real c.
k=1

n

3. Z ¢ = cn. En este caso a; = ¢,y es una sucesion constante.
k=1

n
4. Z(ak+1 — ) = Apy — 44

nn+1)

n
Ejemplo 4.  Demuestre que Z k= >

k=1
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Solucidn. Aplicamos la propiedad 4 cuando a, = k? tenemos:

a, -a =k+12-K=2k+1,y a,  -a=(n+1)}-

k+1 n+

Asi que: N
Z((k T2 k) = (4 12— 1
k=1
n
Z(2k+1) —m+r1)?-1
n k=1 n
Zzzc +Z(1) —(t1)?-1
k=1 k=1
n
22k+n: m+1D%*-1
k=1
de donde:

z”: (n+1)2—1— _n(m+1)
k= 2
k=1

Dicho en otros términos,
nn+1)
Zk=1+2+3+...+n=T

k=1

De manera analoga, si se tomaa, =k* y a, =k* se puede obtener:

n
nn+1)2n+1
Zk2=12+22+32+...+n2= ( )6( )
k=1
n
n(n + 1)1?
Zk3 =13 +23 433403 = [¥]
k=1
Ejemplo 5.  Demuestre que la suma de los primeros n nimeros impares es n
Solucidn. Aplicamos la propiedad 4 cuando a, = (k - 1) tenemos:

a,, -a=k-(k-1?=2k-1, y a -a =n

k+1

asi que:

Dk k- 1% =
k=1

Z(Zk—1)=1+3+5+7+...+(2n—1)=n2

k=1



Ejemplo 6.

Solucion.

Ejemplo 7.

Solucion.
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n

8
Aplicar las propiedades anteriores para simplificar 2(7 + o k).

k=1
n n n
8
D7+ )=D7+> =k
k=1 k=1 k=1
n
Por la propiedad 3 tenemos que ) 7 = 7n.
k=1

Por otro lado, como % es constante (la variable es k), podemos aplicar la propiedad

2y el ejemplo 4 para obtener:

Sl 8 8 n(n+1)
Yosik=s Y k= B S —dn s
n n n 2

k=1 k=1
Asi que: n 8
D74 k) =Tntan+a=11n+4
=1 n
n—1 n
a—1
MostrarqueZak =1l4+a+a’*+...+a" 1 = o cona# 1.
k=0

En algebra elemental, hemos considerado el siguiente caso de factorizacion:
a'-b*=(a-b)(a" t+a"?bt+a* 3 b*+..+ab""?+b" 1)
Sib=1,
a-1=(@-1(a@a '+a"?+a"3+..+a+1)

como a#1, entonces:

-1 -2 -3 at—1
am '+a" " +a" P+ +a+ 1=

a—1
-1
A k 2 3 -1 a*-1
Za =1l4a+a*+a’+...+a" =a 1
k=0

Si consideramos la suma hasta n, obtenemos:

n n+1_1
Zak:1+a+a2+a3+...+a":ﬁ
k=0

A esta sumatoria se la conoce como progresion geométrica y tiene diversas aplica-
ciones en matematica financiera. Veamos los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 8.

Solucion.

Ejemplo 9.

Solucion.

(Interés compuesto). Hallar el valor futuro de $1°000.000 colocados a un interés
compuesto del 3 % mensual durante un afio.

La informacién que tenemos es:

Valor presente: P=1'000.000.
Interés: i = 3 % = 0,03 (mensual).
Periodos de capitalizacién: n = 12 (meses).

Observe que el valor futuro para el primer, segundo, n-ésimo periodo es:
F,=P(1+1)=1000.000- (1,03) =1°030.000
Si el interés es compuesto, el capital para el segundo periodo es $1°030.000.
F,=P(1+1i)-(1+i)=P(1+i)*=1'000.000 - (1,03)*=1'060.900
Para el periodo n,
F=F =P(1+1i)"=1'000.000 - (1,03)"
Para n = 12, tenemos:
F=1'000.000 - (1,03)** =1'425.760
Observemos que el 3 % mensual compuesto equivale al 42,57 % efectivo anual.

(Capitalizacién con cuotas fijas). Una persona decide ahorrar $4 durante n meses
en una cuenta bancaria que genera un interés i capitalizable mensualmente. ;Qué
saldo tendré4 al cabo de los n meses?

Sea D(k) el dinero ahorrado al cabo de k meses. Asi pues, al cabo del mes:

k=0,D(0) = A4,
k=1,D(1)=DO0)1+i)+A=A4A1+D)+A
k=2,D2)=D(1)(1+i)+A
=(AQ+D+AA+D+A=A0+D)*+A1+D+A
k=3D3)=D2)(1+i)+A
=AQ+D)3+A0+D*+A1+i)+A

;c =n,DM) =A((L+D"+QA+D" T+ @A+ )" *+...+(1+)+ 1)

y utilizando la férmula del ejemplo 7 con a = (1 + i), tenemos:

I CE ) o B ¢ R Lo |
by =A—grpy=7 =4 i

En ** observe que cada uno de los pagos 4 lo llevamos del mes o periodo r en que
se causa al periodo n, mediante la expresion A(1 + i)*, donde k = n - r. La expresion
A(1 + ¥ representa el valor futuro de un pago A colocado durante k periodos a una
tasa de interés i.
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Ejemplo 10.  (Amortizacién con cuotas fijas). Un crédito por un valor de $P se paga en n cuotas
periddicas fijas y vencidas con un interés compuesto i por periodo. Hallar el valor

de la cuota.
Solucidn. Si A es el valor de la cuota fija, el valor presente P lo cancelamos con n cuotas fijas
(valores futuros) que se causan en los periodos 1, 2, 3, ..., n; al llevar cada una de

A
estas cuotas al periodo cero mediante la expresion (1+7yn’ tenemos:

p-_A 4 4 L4
A+i)  dA+0)? (T +0n
A 1 1 1
“aryMMa tare T aro?
A 1 1 1
€ )

“aroMtary taror Tt arog—

__A Z 1 _ A @xpr !

T (1+1) 1+ (1+10) L
k=0 1+

Simplificamos:

P=4. ( 1-— (1_+ i)‘")

i
despejamos A (el valor de la cuota):

i

A=p ———
1-(1+0)™

EJERCICIO 7.1

1. Enlos ejercicios del 1 al 6, encuentre la suma:

a. 26:(31' -2); b. i 3t c. Z 2k —2F1);

i=—2 k=1

d. ZSi(i2+2); e. ij(].iz); £ Z(%—lil)

j=3 i=1
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2. Sean f una funciéon definida sobre el intervalo [a, b] y n un nimero natural. Considere la

siguiente formula:
S()_b—az": Iy b—a
R k—1f(a n )

f(a +k- b%a) denota la imagen de a+ k- b%a bajo la funcién f; por ejemplo, si
f(x) = x% + 2x + 3 se tiene entonces que:

b—a b—a —a
= )2 R
fla+k - )=(a+k - ) +2(a+k - )+3
Para cada una de las siguientes funciones simplifique S(n):
a. f(x) =x+ 2 definida sobre [1, 3]; b. f(x) = x definida sobre [a, b];
¢. f(x) =x*definida sobre [0, b]; d. f(x) = x®definida sobre [0, b].
3. Encuentre 1111_r)rg° S(n) para cada una de las funciones del ejercicio 2.

n

4.  Sila|<1,encuentreel lim ) a'.

n—-oo
i=0
5. Hallela suma de:

a. los primeros cien nimeros impares;
b. los primeros cien nimeros naturales;
c. los primeros cien multiplos de diez;
d. los cuadrados de los primeros veinte enteros positivos;
e. los cubos de los primeros veinte enteros positivos.
6.  Un balén se lanza desde una altura de 81 metros. Cada vez que toca el piso rebota a una
altura aproximadamente igual a 1/3 de la altura anterior. ;Qué distancia ha recorrido en el

instante que ha tocado por décima vez el piso?

7.  Uncrédito de $20°000.000 parala compra de un vehiculo se paga a tres afios en cuotas men-
suales fijas, pagando un interés del 2 % mensual. Calcular el valor de la cuota.
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Sumas infinitas

7.4.1

Series

Sea una sucesion de numeros reales a,a, ..y consideremos:

51=a1
52=a1+a2
S3=a1+a2+a3

. n
Sp=a; +a; +az+...+a, = Zai
i=1

[e2]
Cuando n — oo, tenemos S = lim a; = Z a;.Alaexpresion Z a; sela denomina serie. Esta
n—-oo

i=1 =1 =1
es una suma infinita numerable.

Silim S, existe, decimos que la serie converge en el valor del limite. En caso contrario, la serie
n—-oo

diverge.

Ejemplo 11.  Un caso interesante de suma infinita es la llamada serie geométrica.

0 n n+l_
P P a 1
a” = lIm a” =1l1m —
n-oo n-oo a-l

k=0 k=0

. / . 1
Consideraremos sélo el caso en el cual |a|<1; la serie converge en E.Veamos:

ol an+1 -1
k — li JE—
a” = 1m
n-oo a—1

- 1 a-a*—1
_nlmo a_l
_a-0—1_ -1
T a-1 a-1
_ 1

T 1-a

Si |a|z1, la serie diverge.
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Ejemplo 12.  Hallar la expresion fraccionaria del decimal periédico 0,25 = 0,252525...

Solucié 0%—25+25+25+
olucién. , BET TR T

—25 1+ L + ! + L +
N 02( 100 1002 1003 )

1
1 i 1
T4 100k

ﬁ 5 Laintegral definida

Este concepto aparece cuando hacemos sumas infinitas sobre un conjunto no numerable, como
por ejemplo, al calcular el area bajo una curva.

7.5.1 Area bajo una curva

Estamos familiarizados con el calculo de areas de tridngulos, cuadrilateros, poligonos regulares,
circulos etc. Por ejemplo, para calcular el area de un circulo de radio r aplicamos la formula m - r2.
Pues bien, este resultado se puede obtener al calcular el limite de areas de poligonos regulares,
inscritos y circunscritos, cuando el niimero de lados tiende a infinito. De manera analoga, se de-
ducen féormulas y en general es el procedimiento para calcular el area de figuras planas.

Definicién 1. Sea f una funcidon no negativa definida y acotada en un intervalo
cerrado [a, b]. El area bajo la curva es el area de la region limitada
por la grafica de la funcion f, el eje Xy las rectas x=a, x = b.
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En particular, si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], recordemos que:
e  ftoma un valor minimo m y un valor maximo M en [a, b].

o En [a, b] la funcién toma todos los valores entre my M; es decir, si m < ¢ < M, existe x € [a, b]
tal que f(x) =c.

Ejemplo 13.
Y Y
\
X
M f(x) M % f
m
m /
v @ v a b
Observe que si f(x) 2 0 parax € [a, b] y queremos hallar el rea bajo la curva 4, ,
tenemosquem (b-a)<A  sM(b-a) y m< :C‘T'l; < M.
Ejemplo 14.
Y
\
f(x)
f®)
f(e)
- X
v @ c b

Como en [a, b] la funcién toma todos los valores entre m y M, existe al menos un

ce [a, b] tal que f(c) = :f‘l; ; es decir,

A, = fl)-(b-a)
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Ejemplo 15. Dada la grafica de f, calcular el area bajo la curva.

En general, para hallar el area bajo la curva de la superficie plana limitada por
x=a,x=b,y=0 y f(x), dividimos el intervalo [a, b] en n intervalos [x, = a, x,],
[Xy xz], [xz, x3], e, [xn X = b], de longitudes Ax, = x, - X, DX, = X, = X,...,
Ax =x -x . Para cada intervalo podemos encontrar valores €1y €y CyennsCp) donde
c.€lx,_, xk], conk=1,2,..,n,tales que:

Y
\

=ac; x, ¢ X c, x o x =b

X 2 72 373 n

y“©o

Area del primer rectangulo 4, = f(c;) Ax,

Area del segundo rectangulo A, = f(c,) Ax,

Area del n—ésimo rectangulo A4,, = f(c,) Ax,

n
Sn =A1 +A2++An =Zf(cl')Axi = Aa.b
i=1

En esta expresion existe una gran dificultad: encontrar los c, lo cual equivale a
encontrar el area, que es justamente lo que queremos hacer. Consideramos dos
procedimientos: uno por sumas de Riemann y otro analitico.

7.5.2 Sumas de Riemann

Existe una manera que estima los ¢, (sin que éste sea el objetivo) y que conduce a buenos resulta-
dos: las sumas de Riemann. Veamos.

La idea es simple: aproximar el drea bajo la curva a través de figuras cuya area sea facil de calcu-
lar. Qué mas sencillo que hacerlo con un rectangulo (o un trapecio). Debemos esperar que este
proceso de aproximacion conduzca al area exacta.

Un subconjunto finito P = {x0 =0, X, Xy e X, = b} del intervalo [a, b] con X,<X,<X,<..<X Se llama
particion de [a, b]; el maximo de todas las longitudes X, -x,_,con k=0,1,2,.., nrecibe el nombre
de norma de P,y se denota ||P||. Es decir:

P|| = max (x;, — xj,_
IPIl = max (v = x-1)
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fw,) /

f(w,)
fw)

Si consideramos w, € [x, ,x,]paracadak=1,2,.,n, (w, eselc, estimado), la expresion:

=D )+ =) = D f W)+ (Bxy)

k=1 k=1

recibe el nombre de suma de Riemann y constituye una aproximacién al area bajo la curva f
sobre el intervalo [a, b]. Nétese que S es una suma de areas de rectangulos, donde el rectangulo
k-ésimo tiene base Ax, y altura f(w,) (de alguna manera tenia que utilizarse la funcion f). Para
una funcién f, la suma de Riemann depende de la particion Py de los w,. Esta aproximacion S sera
mejor en la medida en que los Ax, sean pequefios y una forma de asegurar esto es que ||P|| sea
pequefio. Nuestro interés sera conocer el comportamiento de S cuando ||P|| = 0; es decir,

||P||—>o Z fwid) - Ax")

Si es que existe este limite, es importante hacer las siguientes consideraciones:
. El limite no depende de la eleccion del w,.

. La funcién f no necesariamente debe ser no negativa sobre [a, b].

Definicion 2. Sea f una funcion definida y acotada sobre [a, b]. Si existe

||P||—>0 Z fwg) - Axk)

dec1mos que f es integrable sobre [a, b] y se nota:

Zf(wk) ax) f F) dx

IIPIHO

Se lee: 1ntegral definida de f desde a hasta b.
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Cuando f es integrable y no negativa sobre [a, b], el limite es el area bajo la curva.

Hasta ahora no hemos calculado ningun limite y tampoco sabemos qué tipo de funciones son
integrables sobre un intervalo cerrado [a, b]. El siguiente teorema cuya demostracion esta fuera
del alcance de este libro, llena en parte esta necesidad.

Teorema1l. Si f es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces f es
integrable sobre [a, b].

Este resultado nos permite decir que para cualquier funcién continua en un intervalo cerrado, el

0
limite ||Pl|i|m0(z flwy) - Axk). existe. El reciproco no es cierto; es decir, existen funciones que son
—
k=1

integrables sobre un intervalo cerrado, pero no necesariamente continuas. Por ejemplo, el lector

3
puede ver quef [[x]] dx =2,
-1

Y
A
fO)=[x] 3 —
3.2 .1 %% X
2] 72 3 4
p_1
— - 4

En adelante, consideraremos funciones continuas sobre intervalos cerrados [a, b]. Sin perder
generalidad, asumiremos:

o Los Ax, de igual longitud; es decir,
Axj = X — Xg—1 =D_Ta=Ax y
X, = Xg+Ax = a+ Ax
X, = x, +Ax = a+ 2Ax
X3 = X, +Ax = a+ 3Ax

b—a

Xp=Xy1+AMx=a+k-Ax=a+k-
n
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o Para cada subintervalo [xk_ v xk], hacemos w, =X,

Por lo tanto:

|P||—>0 Z fwie) - Axk) = lim (i fxe) - Ax

k=1
n

lim flx) - Ax

n—»oo
k=1

Ejemplo 16.  Calcular la integral definida de la funcién definida como y = f(x) = 2x + 5 en el in-
tervalo [1, 5].

Solucion 1.

lim § = hm f(xk) Ax f (2x +5) dx

n—oo

En este caso:

X
/
Foo) =2x +50x=——=—yx, =1+k-—
luego:
N o 4k
tim (2, £ ax) = ) (2(1+57) +5);
k=1 k=1
de donde:
9 4k 4 AN 8k
tim 2, (205 +8)3) = dim (2, (7+5)
k=1 k:ll .
= oim (Y74 2w)
noe k=1 k=1 n
4 8 %
= Jim 2 (45 ) K)
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Como sabemos que:

tenemos:
3 ({14 ) +5)2) = g 2 s 20D
= lim i(7n+4n+4)
n-o N
= lim (44 +%) = 44

Asi que:

5
f (2x +5) dx = 44
1

Como f(x) 2 0 en el intervalo [1, 5], la integral definida coincide con el &rea bajo la
curva.

Solucioén 2.

, . . ) B+b) h
Por geometria elemental, aplicamos la férmula del trapecio A=¥;

tenemos que: ’
B=f(5)=15b=f(1)=7 y h=5-1=4,de donde se sigue que:

A=(15+2ﬂ=44

2

Ejemplo 17. Calcularf x? dx.
0

Solucidn. Antes de resolver este ejemplo, observe que:

2
e flx)=x*20enelintervalo [0, 2]; porlo tantoJ x? dx coincide con el area bajo
la curva. 0

e Por métodos geométricos elementales no es posible obtener el valor exacto del
area bajo la curva.
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y

En este caso tenemos que f (x) = xZ;luego:

2 n
_L x%dx = Ll_r{loo(z x2 Ax)

k=1

donde:

por lo tanto,

=
=)
—
M=
ks ¥
>
=
Nl
I
Se=
E
i N
A
3|a~
[\J

recordamos que:

z”:kz _nm+1D)(@2n+1)

6
k=1
tenemos: .
. 8 rm(n+1)(2n+1)
2 = —_
Jim () xEaxe) = fim o5 ()
k=1 4
P 2
= rly,l—>12) 32 2n*+3n+1)
.4 3 1y 8
= Jim 22+ +57) =3
Luego:

2
8
f x%dx =-
0 3
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EJERCICIO 7.2

1.  Calcular si existe:

1 1 1 +1+_

b 1 1+1 1+ + 1"+1l+ ;
ot et
°°4_n+1
C.Z
5n
n=0

2. Exprese los nimeros dados como cocientes de enteros:
a. 09=0,9999..; b. 2,127.

3.  Una pelota de caucho se suelta desde una altura de 2 metros y rebota a la mitad de su altura
luego de cada caida. Si la pelota contintia rebotando indefinidamente, encuentre la distancia

total que recorre.

4.  En cada uno de los siguientes ejercicios calcular la integral definida utilizando sumas de

Riemann.
b 1
a. f c dx; b. x? dx;
a -1
1 3
c. f x3 dx; d. f (2x? —x + 1) dx.
-1 0

ﬁ6 Teorema fundamental del calculo

n
Para la mayoria de las funciones, el calculo de 711_)[2) (Z flx) Axk) es dispendioso y en muchos
k=1 5

casos imposible de realizar, como por ejemplo, al calcular f x e?* dx.Esta dificultad ha obligado
0

a buscar procedimientos para efectuarlo y simplificarlo.
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Existen basicamente dos métodos: el analitico y el numérico. Consideraremos so6lo el método
analitico.

Calcular Au’b

Sean f continuaen [a,b], ylasareas4  y A4, ,conxeab y A  =0:

+A
Agxiax = Aax + Axxrnx

A(Aa,x)= Aa,x+Ax - Aa,x = Ax,x+Ax

Para el intervalo [x, x + Ax], existe c tal que A(4,, ) = f(c) Ax, donde Aax) f(o).

Ax
Y
\

a X ¢ x+tAx b

d _ lim AMax) 1 _
£ ()= fim, 8Ce) Jim £(0) = 1)

Por lo tanto la funcion A, satisface la ecuacion diferencial:

d(Agx)
dx

=f(x) conA,, =0

Resolvemos la ecuacion y tenemos que:
A, =fQ)dx=Fx)+C

con:
A, ,=0=Fla)+C( C=-F(a)

a,

reemplazamos:
A, =F(x) - F(a)

si hacemos x = b, tenemos:
Aa’b =F(b) - F(a).

La aplicacién de este método analitico se formaliza en el teorema fundamental del calculo.
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Teorema fundamental del calculo. Sea f una funcidn continua en un intervalo
cerrado [a, b]. Considérese la funcion:

X
Agx = f f@t)dt cona<x<b
a

Entonces:

i) AL x=F'(x) = f(x), para todox € (a, b).

b
ii) f f(0) dx = F(b) — F(a) = F)|_..

La primera parte del teorema nos indica que cualquier funcién continua en un intervalo cerrado
[a, b] posee antiderivada en el intervalo (a, b).

Vi3 + et
Ejemplo 18.  Encontrar la derivada de la funcion definida por F(x) = f il t
1
Solucién. Utilizamos la primera parte del teorema fundamental del calculo:
Flx) = Va3 4 e*
@) = x?+1

Definicion 3.  Sea f una funcidn integrable en [a, b]:

1. f f(x)dx = 0,para todo c € [a, b]

2. Lbf(x)dx = —J;af(x)dx
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ﬂ7 Propiedades

Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de integracion [a, b], entonces:

b b
1. f cf(x)dx = cf f(x)dx, siendo c una constante.
b b b
2 [ f@xgwdi= [ fedrt [ gadx
c b b
3. f fx) dx+f f(x)dx =f f(x)dx, cuandoa<c<bh.
4. Sifesparen [-a,ad], entoncesf f(x)dx = Zf f(x) dx.
-a 0

a
5. Sifesimparen [-a,ad], entoncesf f(x)dx =0.
—-a

2 2
Ejemplo 19.  Evaluar 5f x* dx +f 3 dx.
-1

-1

Solucion.
2 2 2
5f x4dx+f 3dx :f (5x* + 3)dx
-1 -1 -1
= (x5 + 3x)‘: =(32+6)— (-1—3) =42
16 dx
Ejemplo 20. EvaluarJ’ —.
' L VX
Solucién.

16 dx 16
fl \/—;=2«/§|1=2(JE—\/I)=2(4—1)=6

27
Ejemplo 21.  Evaluar Vx dx.
8

Solucién. 27 3 4 3 195
3 Z127
\ \/;dx—Zx38 —1(81—16)—7

14

Ejemplo 22. Evaluar [ (x —13)*dx.
13
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Solucion.

Ejemplo 23.

Solucion.

Ejemplo 24.

Solucion.

4 1 14 _ 1 1
13104y — — (4 — 13)11 10 = —

. (x—13)"dx 11 (x—13) 5 1-0)
1

Calcularf 8x(x? + 1)3dx.
0

Siu=x*+1,du=2xdx y 4du = 8xdx.
Hay que marcar que los limites de integracion hacen referencia a la variable x y no
alavariable u, es decirx=0 y x = 1.Porlo tanto, al calcular la integral se puede

proceder de dos maneras:

e evaluar la integral como una integral indefinida expresada en términos de x y
calcularlaentrex=0 y x=1;

e hallar los valores de u en la sustituciéon cuandox=0 y x=1.
En la primera alternativa, tenemos:

f8x(x2 + 1)3dx = f4u3du =ut+C=x*+1D*+C

En consecuencia,

1
j 8x(x? + 1)%dx = (x% + 1)* (1) =16—-1=15
0

Si se escoge la segunda alternativa, como u = x* + 1, los limites de integracién cam-
bian:six=0, u=1, y six=1,u=2.

1 2
f8x(x2+1)3dx=f 4u3du=u4:=16—1=15
0 1

Evaluar

[

Seau =7 + x5 du = 5x*dx; x4dx:d?u;six:0,u:7 y si x = 1,u = 8; hace-

mos la sustitucion y tenemos que:

7+x° Y d

j 7+X5 f( X573 () dx
= 8u'%ldu=l 8u'%du

7 5 517

(5)(5)

1o (4-199)
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En general, se tiene que:

b u(b)
[, lw@lude=[ " g(du

e+1 x

dx.

Ejemplo 25. Evaluarf2 T —1

Solucion. Seau= x-1,entoncesx = u + 1 y dx = du;ahora,six = e + 1,
u=e+1-1=¢six=2,u=2-1 = 1.Resolvemos:

J“’“ X _f“’ u+1 p _f"’u+1d
, a1 T uvia™ T, T

[ (= 4

= (u+ lnu)E =(e+1ne)—(1+In1)=

e

Inx
Ejemplo 26. Evaluarj de.
1

Solucion. Seau = Inx, entoncesdu = 1/xdx,dx = xdu,u(1) = 0 y u(e) = 1;luego:
felnxd _fl J urpn 1 0_1
X x—ou u—2|0_2 =3

La férmula de integracion por partes tiene su version en una integral definida asi:
b b b
f udv = uv| - f vdu.
a a a

Ejemplo especial 27.  Suponga que f es un polinomio que satisface lo siguiente:

3
f(0)=£f(3),f'(3) = -1 Encontrarf xf" (x)dx.
0

Solucién. Utilicemos integracion por partes conu=x y dv = f"(x)dx, de donde
du=dx y v=f’(x),conlo cual:

[ =aranf- [ s
0

G |, - F),
= (3f'(3) ~ 0f’ (0))— (F3) - f(O)

=3-D-(0) =~
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EJERCICIO 7.3

Hallar el valor de cada una de las siguientes integrales definidas:

1
1. f (x? = 2x + 3)dx;
0
2a
4. f (a+2z)dz;
a
2 1 1
70 (g )
1 X X
6
10.[ x2(x — 1)dx;
0

4
1
13.[ —dt;
o V6t +12

4
16.J (Vz — 2)dz;
1

19 e+l p
[ g

1
22.f ——dx;
. xInx

0
2.[ (3x5 — 3x2 4+ 2x — 1)dx;
-1

9
1
5. f t ——|dt;
(-7
In2
8. J’ (et — e Hdt;
lnl
2
2
ll.f (2x — 4)5dx;
1
3
14.f (26 + 1)(3 — 0) db;
1
1
17.[ (3 + t)yt* + 2t? + 1dt;
0

2
zo.f (t+ 1)(t —2)%dt;
1

1
23.f (x2 + 1)2%dx;

-1

5
3. f (2 + 2t + 3t?)dt;
2

1
6. f (v+ 1)2%dv;
-1

t+1
9. J’ dt;

st

0
12.[ (2x + 6)*dx;
-3

1 X
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ﬂB Aplicaciones

7.8.1 Area entre curvas

Primer caso. Hallar el rea de la region limitada por las curvas y = f(x),x=a,x=b, y el eje X,
donde f(x) =2 0 para todox € [a, b].

De acuerdo a lo expresado al iniciar el capitulo tenemos que:
b b
Ay = | F@dx = FG) = F) - F(@
a

Ejemplo 28. Encontrar el area de la region limitada por las curvas f(x) = x%, eleje X, x =1y
x=3.
Y

>

M\

Solucion. .
x4-
A =f x3dx = —|°
1 4 1

_ 81 1_80_20 dades de 4
=7 7 = 7 = 20unidades de area.
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Ejemplo 29. Hallar el area de la region limitada por las curvas f(x) = 2x + 2 y el eje X, entre
x=0y x=2.

> <

y=2x+2

>

Solucion.

2
A =f (2x+2)dx=(x2+2x)(2)
0
= (2)? +2(2) — 0 = 8 unidades de area.

Segundo caso. Hallar el area de la region limitada por las curvas f(x), g(x), x=a y x=0b,
donde f(x) = g(x) para todo x € [a, b].

Y
\

b
Aoy = f (F() — g(0))dx
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Ejemplo 30. Encontrar el rea de la region limitada por las curvas g(x) = x%, f(x) =x, entrex=0
y x=1.

Solucion.

En el intervalo x € [0, 1], x = x* por lo tanto:

x? x3\pn

A= [ w—xtyae= (G5,
=2 -3y -0

1
= s unidades de area.

Otra solucién consiste en considerar las funciones inversas sobre ese in-
tervalo. En este caso, el problema se reduce a hallar el area entre

1
Fy)=yz,G6(y)=y,y=0y y=1

1
Como yz > y para todoy € [0, 1] tenemos:

N W

1 1 zy y2 1
A=j'07—wdy=(————J
o 3 2 o

1)

1
= 3 unidades de area.
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b b
Ejemplo especial 31. Sib>0 y f xdx = J’ x%dx, hallar el area de la regién sombreada.
0 0

Solucion.

9(x)=x*

fl)=x

Los puntos de corte entre f'y g ocurren cuandox=0 6 cuandox=1.Enlaregion
sombreada, la grafica de g esta por encima de la de f, de tal forma que lo que se
quiere hallar es:

flb (x? — x)dx

b b
f xdx = f x%dx
0 0

Esta igualdad se puede escribir de la siguiente manera, utilizando las propieda-
des 2y 3 de la integral definida en cada uno de los miembros:

b 1 b b 1 b
f xdx =f xdx+f xdx=f x%dx =f xzdx+f x%dx
0 0 1 0 0 1

de donde tenemos que:

1 b 1 b

f xdx+f xdx =f xzdx+f x%dx
0 1 0 1
b b 1 1

J xzdx—f xdx =f xdx—J x%dx
1 1 0 0

Lb(xz—x)dx=f01(x_x2)dx=(%2_%3>|;=

Pero sabemos que:

|
[SSRIE
N

N =
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Ejemplo 32.  Encontrar el 4rea de la regién limitada por las curvas f(x) = Vx y g(x) = x

Solucion.

o>

gx)=x

F09=|/x

V4

Los limites de la integracion corresponden a los valores de x tales que f(x) = g(x).

Resolvemos:
x2 =[x
()2 = (Vx)?
x*=x
x*—x=0
Factorizamos:
x(x*-1)=0

cuyas soluciones realessonx=0 ¢ x=1; por lo tanto, el intervalo de la integra-
cién es [0, 1]. Como Vx = x? para todo x en el intervalo [0, 1], tenemos:

- (V-5 = 16V -G)-o)

1
= 3 unidades de area.
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Ejemplo 33.

Solucion.

Ejemplo 34.

Solucion.

Encuentre el area de la region limitada por las curvas f(x) = % y g(x) = e *entre
x=1y x=2.

A

Como i > e *paratodo x € [1, 2], tenemos:

2

2.1 )
A =f1 (;—e x)dx=ln|x|+e *

1 1
=In|2| +e 2 —[In|1| + e~ =In|2| t- 0 +-
= 0,46 unidades de area.

Hallar el 4rea de la region limitada por las curvasy=0 y f(x).

Y
A

N/

Los limites de integracion x=a y x=b, corresponden a los valores de x tales que
f(x) =0.Como f(x)<0 para todo x € [a, b], tenemos que:

b
A= [ ©o-reni

= —fbf(x)dx
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Si f(x)< 0 para todo x € [a, b], su integral es negativa; por lo tanto su area es:

A=

fbf(x)dx

Ejemplo 35.  Calcular el area de la region limitada por las curvas y?=2x y y=x-4.

Solucion.

gy)=y+4
N

1
A fy)= 75 y?

De acuerdo a la gréfica, las curvas corresponden a funciones. Si las expresamos en
funcién de y, despejamos x en funciéon de y y obtenemos f(y) = %yz, y gy) =y +4.
Hallamos los valores de y para los cuales:

%y2=y+4
y2=2y+8
y2—2y—-8=0
-4l +2)=0
y=4 6 y=-2

El area esta dada por:

A =J:[(y+4)—%y2]dy

o 1
:J’_z(y+4—§y2)dy

()l

8)_ 80 28 108
6 6 6

—(80+16 64) (2 8+
= c )=

= 18 unidades de area.
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Ejemplo 36.

Calcular el area de la region limitada por las curvas y? = 5a® - ax y )? = 4ax
cona>0.

Solucion.

2
)=

N

En este caso resulta mas sencillo considerar las funciones

g =x=5a-2 y f()=x=L

4a

Como en el ejemplo anterior; hallamos los valores de y para los cuales g(y) = f(y):

2 2
vt
5a% —y? y_2

a 4a

20a? — 4y? = y?
20a? = 5y?

de donde,
y=2a 6 y=-2a

El intervalo de integracion es [ - 2a, 2a] y en dicho intervalo g(y) 2 f(y).

Por lo tanto, el area viene dada por:

2a 2 2 2a 5 2
A =f_2a(5a—y7—3;—a)dy:f (Sa—L)dy

-2a 4a
5y3\|2a , 10 , , 10
= (Say—m) T (10a —?a )— (—10a +?a )
20 40

= 20a? — ?az = ?az unidades de area.

En todos los casos anteriores, para determinar el drea de la region limitada por las
curvas f(x), g(x), x=a,x = b, se ha establecido a partir de la grafica, la desigualdad
f(x)<g(x) 6 g(x)<f(x).Si este procedimiento resulta dispendioso, el area es:

b
f
a

f) =g(x) [ d(x)




LA INTEGRAL DEFINIDA | CAPiTULO 7

Tercer caso. Hallar el area de la region limitada por las curvas f(x) y g(x), si éstas se inter-
sectan en tres o mas puntos.

Y
A

Si las funciones se intersectan sélo para tres valores de x, X, <X,<X,, éstos de-
terminan dos regiones cuyos intervalos de integracion son [x,, x,], [x,, x.].
Calculamos el area entre las curvas dadas para cada intervalo siguiendo el pro-
cedimiento del segundo caso. El 4rea entre las curvas es la suma de cada una de
estas areas.

Ejemplo 37.  Calcular el area de la region limitada por las curvas f(x) =x*-4x y g(x) =0.

Solucidn. Hallamos los valores de x para los cuales f(x) = 0.
x3 —4x =0
x(x? —4) =0

x(x+2)(x—2)=0

luego:
X =—2,x2=0 yx3=2

1

"\
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Para el intervalo de integracion [ - 2, 0], f(x)>0, y para el intervalo [0, 2], f(x)<0;
por lo tanto, el area esta dada por:

2
A =f [x3 — 4x | dx

2

-0 2
= f (x® —4x)dx — f (x® — 4x)dx
-2 0

x* 0 x*

- 2 - 2
=7 2x |_2 7 2x|
=0-(4-8)-(4-8)-0

= 4 — (—4) = 8 unidades de area.

2
0

Ejemplo 38.  Calcular el area de la region limitada por las curvas f(x) =x% h(x) =x y g(x) = 2x.

Solucion. Para hallar los intervalos de integracion, resolvemos:

1) f&)=h():

f(x) = x2
~/ g (x)= 2x
7 h(x)=x
X
1 2
¥
x? =x
x2—x =0
x(x—1) =0

x=06x=1

2) g(x) = h(x):

2x =x
2x—x =0
x =
3) f(x)=g(x):
x? =2x

x>—=2x=0
x(x—2)=0
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luego,x=0 6 x=2.
Los intervalos de integracion son: [0, 1] y [1, 2]. Ahora observamos la grafica:

A= fol(Zx—x) dx+f12(2x—x2) dx

3

-
-(3-o)+{-3)--3)

2

= = unidades de area.

Ejemplo 39. Determinar el area de la region comprendida entre el eje X'y

_ x%, si x <2
f(x)_{—x+6, six>2

Solucion. Hallamos las intersecciones de la grafica de f con el eje X:

xX*=06-x+6=0
x=0 6 x=6.

// >

2 6

\
De donde el intervalo de integracién es [0, 6], y f(x)=0 paratodox e [0, 6]; luego
el drea es:

6
A =f0 £(x) dx
=J-2f(x)dx+f6f(x)dx
0 2
:J;zxzdx+f:(—x+6)dx
8

= 3 +8= 33—2 unidades de area.
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EJERCICIO 7.4

1. Determine el area de la region limitada por las curvas f(x) = 2x* - x%, eleje X, x=a y x=b,
donde a y b son las abscisas que corresponden a los puntos minimos de f.

2. Calcule el 4rea de la regi6n limitada por los ejes coordenados y la grafica de Vx + Vy = Va;

x20, y20, a>0.

3. En cada uno de los siguientes ejercicios trace la grafica y halle el area de la region limitada

por las curvas dadas.

a. y=x2-2x-3,y=0,x=0y x=2;
c. y=x,y=0,x=-1y x=2;
e. y=x*-4x+3,x-y-1=0;

g y=2Vx, y=2x-4;
ioy=xt-2,y=2x2+x-4;

k. y=x-x4,y=-x

m. y?=x,y=x%

N, y=x4,y=8-x%y=4x+12;

p. y=x2+3x2+2,y=x>+6x* - 25;
L. y=x-4x,y= -x%

t. y=x-4x+4,y=x%

V. x+y*=0,x+3y?=2;

u.

. y=4-1/3x4,y=0,x=0 y x=3;

.y =V(x-4),y=0,x=8;

y=XLy=Xx+2;

L y=xt-4x,y= -Xx4

x?=2ay,y = 2a, con a>0;

y? = 4ax, x* = 4ay, con a>0;

. X2y=4,y=7-3x;
L y=x+6,y=x3,y=-1/2x
. y=x3-3x*-10x,y = - 6x;

L y=xty= -xXE+4Ax;

y2-4x=4,4x-y =16;

W 4x2+y=4,x'-y=1

4.  Halle el area del tridangulo limitado por la recta y = 4 - 3x y los ejes coordenados.

5.  Halle el 4rea de la region limitada pory = vVx, x=4,x=9 yel eje X.
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Problemas de aplicacién

Muchos modelos matematicos de la forma P(¢t) se obtienen conociendo cdmo es su crecimiento o
razon de cambio por unidades de t.

Ejemplo 40.  Sila poblacién en millones de habitantes de Colombia a partir del censo de 1993
tiene un crecimiento continuo del 5 % anual dado por la expresion 1,75(e*%%):

a. ¢En cuanto crecerd la poblacion entre los afios 2000 y 20207
b. Hallar P(t) si la poblacion inicial es de 35’000.000 habitantes.
Solucién.

a. SiP(t) esla poblacion en funciéon de t, tenemos que:

dap _ 0,05t
i 1,75(e )

P(t) = f1,75e°'°5tdt =35e%%5t + ¢

Si se toma como afio cero a 1993, entre el 2000 y el 2020 la poblacidon crecera:
27

P(27)—P(7) = f 1,75(e%05t)dt
7

27
— 35 0,05t |7 = 35(e135 — £03%)

= 85,3 millones de habitantes.

b. En 1993 sera de P(0) = 35e¢%%©® + (C = 35 millones de habitantes.

35+C =35
c =0

de donde:
P(t) = 35e%0%¢
Ejemplo 41. Un estudio indica que dentro de x meses la poblacién de cierto pueblo crecerd a la

razoén de 2 + 6vx personas por mes. ;En cuanto crecera la poblacién durante los
préximos 4 meses?
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Solucidn. Sea P(x) la poblacion dentro de x meses y P(0) = P, la poblacion inicial. La razén de
cambio de la poblacién con respecto al tiempo es:
dP
— =2+6Vx
dx

La cantidad en que crecera la poblacién durante los préoximos 4 meses sera de:

4
P(4)—P(0) = fo (2 + 63/x)dx
=(2x + 4x3/2)|:

= 2(4) + 4(4)%/2 — 2(0) + 4(0)3/2
= 40 personas.

Ejemplo 42, Lavelocidad de un cuerpo en caida libre estd dada por la expresion (10t +v )m/s,
donde v, es la velocidad inicial. Si desde una altura de 500 m se deja caer un objeto,
calcular la distancia recorrida durante el 1¢ y el 2¢°segundo si:

a. v, =0; b. v, =20 m/s; c. v,=-20 m/s.
. d . L .
Solucién. Recordemos que v(t) = d—i, donde s(t) es el desplazamiento en funcién del tiempo.
d . . . . .
a. d—i = 10t; en el primer segundo la distancia recorrida sera

1
f 10tdt = 5t2 = 5m
0

En el 2% segundo la distancia recorrida sera:

2
f 10tdt=5t2‘i=20—5=15m
1

b. % = 10t + 20; en el primer segundo la distancia recorrida sera:
1
f (10t + 20)dt = (5t + 20t)|; =25m
0
En el 2% segundo la distancia recorrida sera:

2
f (10t + 20)dt = (5t + 20t)|j =60—25=35m
1
C. % = 10t — 20; en el primer segundo la distancia recorrida sera:
! 1
f (10t — 20) dt = (5¢2 — 20t)|0 = —15(15 m hacia arriba)
0

En el 2% segundo la distancia recorrida sera:

2
f (10t — 20)dt = (5t% — 20t)|i = —20 + 15 = —5(5 m hacia arriba)
1
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Aplicaciones en economia

7.9.1

Analisis marginal

Recordemos que en economia se definen utilidad marginal, ingreso marginal y costo margi-
nal como las razones de cambio de la utilidad, de los ingresos y del costo, respecto del nimero de
unidades producidas y vendidas.

Si g es el numero de unidades producidas y vendidas, P el precio unitario y C el costo de produ-
cir q unidades, el ingreso sera el nimero de unidades vendidas por el precio unitario de venta,
I=P-q y U=I-(,lautilidad al vender q unidades.

Z_’ es el ingreso marginal y representa el ingreso adicional al vender una unidad mas a partir de

q
q unidades.

ac . L. . . p .

2q €S el costo marginal y representa el costo adicional al producir una unidad mas a partir de q
unidades.

du

dq
g unidades.

es la utilidad marginal y representa la utilidad adicional al vender una unidad mas a partir de

Ejemplo 43.  En cierta fabrica, el costo marginal de un articulo es - g + 20 d6lares por unidad
cuando el nivel de produccidon es q unidades, con g<20.

a. Sig =12, calcular el costo marginal e interpretar el resultado.

b. ¢En cuanto aumentara el costo total de fabricacion si el nivel de produccién
aumenta de 6 a 10 unidades?

Solucion. a. Paraq=12, el costo marginal es 20 - 12 = 8. Esto significa que el costo de produ-
cir una unidad adicional después de 12 unidades es aproximadamente de US $8.

b. Sea C(q) el costo total de produccién de q unidades. El costo marginal es
dc
dq
unidades, es C(10) - C(6); es decir:

= —q + 20. El incremento en el costo, si la producciéon aumenta de 6 a 10

10
C(10)-C(6) = | (—q+20)dq
6

A2
=—q+20q|20 = 150 — 102 = US $ 48
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7.9.2

Funcion de demanda

Por sentido comun, sabemos que si el precio de un articulo tiende a bajar, su demanda se incre-
menta. Si se establece una funcién para hallar la demanda en funcién del precio q = f(P), que por
costumbre se trabaja como P = D(q), esta funcién es decreciente.

p (ddlares por unidad )

\

p;

\

q (unidades)

Si A(q) es la cantidad total que los consumidores estan dispuestos a pagar por g unidades, obser-
ve que paraq =q,A(q) =P, q, Si cada unidad se compra a un precio P,y corresponde al area del
rectangulo, lo maximo que los consumidores estarian dispuestos a pagar es el area bajo la curva.
En general:

q
A(q) =f0 D(x) dx

(ddlares por unidad )

p

q (unidades)

da
Si la demanda es una funcién continua, A(q) es derivable, y PP D(q).-p = D(q) es la razén de
cambio de A con respecto a q y representa el precio por unidad que los consumidores estan dis-

puestos a pagar cuando el nivel de consumo es de q unidades. D(q) es la disposicion marginal a
gastar.

En términos geométricos, esta disposicion total a gastar es el area de la region bajo la curva de
demanda P = D(q) desde q = 0 hasta q = q,,.




7.9.3

Ejemplo 44.

Solucion.
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Supoéngase que la funcion de demanda de los consumidores de cierto articulo es
P = D(q) = 4(25 - ¢?) por unidad, con g<5 (P en miles de pesos). ;Cuanto estan
dispuestos a pagar los consumidores para obtener 3 unidades del articulo?
3
A® = [ p@dq
0
3
— 4| @5-q?)dg
0

= 4(25q - %q3)|z = $264.000

Valor futuro de un flujo de ingresos

Suponga que se transfiere dinero continuamente a una cuenta durante un periodo 0 <t < T (el
plazo). El valor futuro del flujo de ingresos es la cantidad total (dinero transferido a la cuenta
mas los intereses) a una tasa dada por la funcion f(t). La cuenta gana interés a una tasa anual r,
capitalizada continuamente. Entonces, el valor futuro VF del flujo de ingresos después de T afios
esta dado por la integral definida:

Ejemplo 45.

Solucion.

T T
VF= f F()erT-dt = T f F(H)etdt
0 0

Se transfiere dinero a una cuenta continuamente a una tasa constante de $1.200
por afo. La cuenta gana intereses a una tasa anual del 8 % capitalizado continua-
mente. ;Cuanto habra en la cuenta al cabo de dos afios?

En este caso f(t) =1.200,r=0,08 y T=2.

2
VF= ¢%08 f 1200e 098¢ dt
0
2

120060'08(2) f e~0.08t ¢
0

1200 2
— 0.16 ,—0.08t
~ 08¢ ¢ |o
= —15000(1 — e%1®
~ 2602,66

Luego, al cabo de dos afios habra aproximadamente $2.602,66 en la cuenta.
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7.9.4

Valor presente de un flujo de ingresos

El valor presente de un flujo de ingresos generado a una tasa continua f(t) durante un plazo
especifico de T afios, es la cantidad de dinero que se debe depositar hoy, a la tasa de interés pre-
valeciente, para generar el mismo ingreso que un flujo de ingresos durante el mismo periodo de
T afios. Luego, el valor presente VP de un flujo de ingresos que se deposita continuamente a la
tasa f(t) en una cuenta que gana interés a una tasa anual r capitalizada continuamente, durante
un plazo de T afios esta dado por:

T
VP :f f®)e Ttdt
0

Ejemplo 46. Juanes trata de decidir entre dos inversiones. La primera consiste en $1.000 y se
espera que genere un flujo de ingresos continuo a una tasa de f, (t) = 3000e*%*
ddlares por afio. La segunda inversion consiste en $4.000 y se estima que genere
ingreso a una tasa constante de f, (t) = 4.000 délares por afio. Si la tasa de interés
anual permanece fija a 5 % capitalizado continuamente durante los préximos 5
afios, ;cudl inversidn generara mas ingreso neto durante este periodo?

Solucidn. El ingreso neto generado por cada inversion durante el periodo de 5 afios es el
valor presente de la inversion menos el costo inicial. Para cada inversion se tiene
r=0,05y T=5.

Para la primera inversion:

5
VP —costo = f (3000%03t)e=005¢qt — 1000
0

5
= 3000f e 002tdt — 1000
0

e—0.0Zt

5
= 3000 —5= |, — 1000

= —150000(e %025 — %) — 1000 ~ 13274,39

Para la segunda inversion:

5

VP — costo = f (4000)e~9%%5tdt — 4000
0
—0.05¢t

~0.05
= —80000(e*°5() — ¢%) — 4000 ~ 13695,94

= 4000 |5 — 4000

Entonces, el ingreso neto generado por la primera inversion es de $13.274,39
mientras que la segunda inversién genera un ingreso neto de $13.695,94. La se-
gunda inversion es ligeramente mejor.
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7.9.5 Excedente del consumidor y del productor

Sea P=D(q) la curva de demanda de cierto articulo, y P = S(q) la curva de oferta del mismo articu-
lo, donde q representa la cantidad del articulo que puede venderse o suministrarse a un precio P
por unidad. El equilibrio del mercado (q,, P,) es el punto de interseccion de las curvas de oferta y
demanda, lo cual quiere decir que a un precio de P, por unidad, los consumidores estan dispues-
tos a comprar, y los productores a vender, el mismo numero q, de unidades del articulo.

p=5(q)

P, il [qO» po]

A partir de la grafica de la curva de demanda, se ve como a medida que el precio aumenta, la
demanda baja. Esto implica que hay algunos consumidores que estarian dispuestos a comprar el
articulo a un precio mas alto que el precio de equilibrio del mercado P que es en realidad el que
pagan. La diferencia entre las dos cantidades se conoce en economia como excedente del consu-
midor (EC). Teéricamente, puede considerarse como el ahorro logrado por los consumidores.

Para deducir la féormula del excedente del consumidor, de acuerdo a la grafica, considérese la
cantidad Aq de unidades entre q, y q, + Aq. El area p, Aq del rectangulo ABCD representa la can-
tidad total de dinero que los consumidores pagarian por estas Ag unidades si el precio fuera
p, = D(q,) por unidad. En el precio de equilibrio del mercado P, la cantidad real gastada por los
consumidores en estas Aq unidades es P Ag; asi los consumidores ahorran una cantidad igual a
p, Aq - P, Aq = (D(q,) - P,)Aq. Este ahorro es igual al drea del rectangulo ABEF. Si se divide el
intervalo [0, g,] en un gran numero de subintervalos de longitud Aq, se obtiene un resultado
similar en cada subintervalo: los ahorros de los consumidores son iguales al area de un rectan-
gulo como ABEF situado entre la curva de demanda y la linea horizontal P = P. Sumando todos
estos ahorros entre g =0 y q = q,, se obtiene el monto total o ahorro de los consumidores. Asi,
el excedente del consumidor esta dado por el area entre la curva de demanda P = D(q) y la linea
horizontal P=P,.

fo% [D(@)=po]dq =J;qOD(q)dq—foqopodq

99 9
= f D(@)dq — po q|0
0
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Por lo tanto,
a0
EC =f D(q) dq — po 9o
0

De manera similar, en un mercado de libre competencia existen también productores que esta-
rian dispuestos a vender el articulo a un precio menor que el de equilibrio del mercado P, que es
el que los consumidores en realidad pagan. En tal situacion, tedricamente los productores tam-
bién se benefician. Este beneficio de los productores se denomina excedente del productor (EP).

Andlogamente a lo realizado para el excedente del consumidor, se puede comprobar que la ga-
nancia total del productor o excedente del productor esta dado por:

do
EP = poqo — S(q) dq
0

Geométricamente, el excedente del productor es el drea entre la linea P = P, y la curva de oferta S(q).

P
Curva de
Oferta
Po («‘
D |
|
: Curva de
I Demanda
0 90 Q

Ejemplo 47.  Supodngase que la funcion de demanda de los consumidores de cierto articulo es
D(q) = 4(25 - g?) ddlares por unidad. Hallar el excedente de los consumidores si el
articulo se vende a US $64 por unidad.

Solucion. Primero se halla el nimero de unidades que se compraran; resolvemos la ecuacion
de demanda P = D(q) para q cuando P = US $64 para obtener:

64 = 4(25— q?)
16 = 25— q?
q* =9

q =3
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7.9.6

Es decir, se compraran 3 unidades cuando el precio sea US $64 por unidad. El ex-
cedente correspondiente de los consumidores es:

3 3
f D(q)dqg — 64(3) = 4f (25 — ¢*)dq — 192
0 0

= 4(25¢ - %q3)|2 —~192
= 264 — 192 = US$72

Modelo de ajuste de precios de Evans

Sea P el precio de determinado articulo y S(P) y D(P) las funciones de oferta y demanda de dicho
articulo en un momento dado. Con el tiempo, ;qué tendencias tienen P, Sy D? ;Cémo relacionar-
las en funcién del tiempo? Consideremos los siguientes casos:

i) Silaoferta esigual ala demanda, el precio P no varia y corresponde al punto de
equilibrio.

ii) Sihay mas demanda que oferta, D>Sy D - $>0, el precio P tiende a subir, % >0,

. . o d . .
y cuanto mayor sea la diferencia D - S, la variacién d—f sera mayor; es decir,

d
d—lz= k(D —S),con k>0
iii) Si hay mas oferta que demanda, D<Sy D - 5§<0, el precio P tiende a bajar, % <0,

. . . d .
y cuanto mayor sea la diferencia D - S (en valor absoluto), la variacién d—f sera

mayor (en valor absoluto); es decir,

dp
E—k(D—S), conk >0

Resumimos: a la funciéon D - S se la conoce como funcion de escasez; a la ecuacidon diferencial

Z—f =k(D —S), conk > 0,se la conoce como modelo de ajuste de precios de Evans.

Ejemplo 48.  Supdngase que el precio p(t) de un articulo particular varfa de manera que su
razén de cambio con respecto al tiempo es proporcional a la escasez, D - S,
donde D(p) y S(p) son las funciones lineales de demanda y oferta D=8 - 2p y
S=2+P.
a. Siel precio es US $5 cuando t=0 y US $3 cuando t = 2, hallar p(t).

b. Determinar qué le sucede a p(t) a largo plazo (cuando t —).
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Solucion.

a. Larazdn de cambio de p(t) estd dada por la ecuacidn diferencial:

%:k(D—S),conp(0)=5 y r(2)=3
d
d_‘:=k(p—5)
=k(@B —2p)—(2+p)
= k(6 — 3p)

Al separar las variables y al integrar y despejar p, se obtiene:

dp
f6 — 3p_fkdt

-1
?ln|6 —=3p| =kt +C;
In|6 —3p| = -3kt —3C;
luego,
|6 _ 3p| — e—3kt—3C1

— o3kt =30

— Ce—3kt

De acuerdo alas condiciones, p > 2, es decir, |6 - 3p| = 3p - 6, de lo cual se sigue
que:

3p—6 = Ce 3Kt
1
p(t) =2 +§Ce‘3kt

Para calcular la constante C, se emplea el hecho de que p(0) = 5, de manera

que:
1 1
5=p0)=2+=Ce®=2+=C
3 3
de donde,
C=9
4

P(t) = 2 + 3e 3
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Para hallar k, como P = 3 cuando ¢t = 2, se tiene que:
3=P2)=2+ 3e 3*@D=2+3e

y al resolver esta ecuacion para e ° y luego tomar los logaritmos, se obtiene:

oo 321
3 3

e

—6k = 1n(§) =—1,0986

_ 11,0986

k =0,1831

Asi, el precio en el momento ¢t es:

p(t) = 2 +3e 301831
= D 4 3p 05493t

b. Cuando t crece, e *5*3 tiende a cero y P(t) se aproxima a 2, que es el precio
al cual la oferta es igual a la demanda. Es decir, a largo plazo el precio de P(t)
tiende al precio de equilibrio del articulo.

3
lim ——+2=0+2=2

tooo 05493t

p(t) =2+ 36_0'5493t
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7.9.7

Exceso de utilidad neta

Supongase que dentro de x afios, dos planes de inversion generaran utilidades U, (x) y U, (x) a
razénde R, (x) y R, (x), respectivamente; es decir,

_au = U
Ry(x) = Fr Ry(x) = ax

Si suponemos que para los préximos N afios, R,(x) serd mayor que la razén R, (x), la diferencia
R,(x) - R (x) representa la raz6n a la que la utilidad generada por el segundo plan excede la del
primero. Si hacemos U = U, - U,, el exceso de utilidad neta generado por el segundo plan respecto
al primero es:

R,(x)—R,(x) = Z—:para x <N
U(x) = [ (Ry(x)—Ry(x))dx
Sin < N, durante los proximos n afios el exceso de utilidad neta sera:

Y
\

- > X

n

Un) = f R,(x) — R, (x)dx
0
U(N) sera el exceso de utilidad neta total.
Ejemplo 49.  Supodngase que en los siguientes x afios, un plan de inversion generara utilidades a
larazén de R,(x) = 50 + x* d6lares por afio, mientras que un segundo plan lo hara
alarazon de R,(x) = 200 + 5x délares por afio.

a. ;Durante cuantos aflos sera mas rentable el segundo plan?

b. Calcular el exceso de utilidad neta, si se invierte en el segundo plan en lugar de
en el primero, durante el periodo expresado en el literal a.
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Solucion.
Y
\
/_—R, (x)=200+5
200
Ry (x)=50+x?
50
-« Eal X
\ 15

a. Observe en la grafica que la razén R,(x) genera al principio mas utilidades que
la razon R, (x), por lo tanto el segundo plan sera el mas rentable hasta cuando
R, (x) = R,(x); es decir, hasta:

50 + x? = 200 + 5x
x> —-5x—150 = 0
(x —15)(x+10) =0
x = 15 afos.

No tenemos en cuenta x = - 10 porque no pertenece al dominio de la funcién.

b. Para 0 <x <15, larazon a la que las utilidades generadas por el segundo plan
exceden las del primero es R,(x) - R, (x) d6lares por afio. Por tanto, el exceso de
utilidad neta que genera el segundo plan durante el periodo de 15 afios es:

15 15
f Ry(x) — Ry (x)dx = (200 + 5x) — (50 + x?) dx
0 0
15

= (150 + 5x — x*)dx
0

5 1
_ Y2 _ .3
—(150x+2x SX)

= US$1.687,50

15
0

Ejemplo 50. Cuando tiene x afios, cierta maquinaria industrial genera ingresos a razén de
R(x) = 5.000 - 20x* ddlares por afio, y costos que se acumulan a razén de
C(x) =2.000 + 10x* ddlares por afio.

a. ;Durante cuantos afios es rentable el uso de la maquinaria?

b. ;Cuales son las ganancias netas generadas por la maquinaria durante el perio-

do expresado en el literal a?
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Solucién.
a. Eluso dela maquinaria sera rentable en tanto la razén a la que genera ingresos
sea superior a aquélla en la que se acumulan los costos; es decir, hasta cuando

R(x) = C(x):
5.000 — 20x? = 2.000 + 10x?
30x% = 3.000
x% =100

x = 10 afios.
x = -10 no tiene sentido.

b. Las funciones R(x) y C(x) representan las razones de cambio del ingreso total
y del costo total, respectivamente, y por lo tanto, su diferencia

R(x) - C(x)

representa la razén de cambio de la ganancia neta generada por la maquinaria.
La ganancia neta para los préximos 10 afios sera de:

10 10
f [R(x) = C(x)]dx = f (5.000 — 20x2) — (2.000 + 10x2)dx
0 0
10

= | (3.000 - 30x?)dx
0
= (3.000x — 10x%) (1)" = US$20.000

EJERCICIO 7.5

1. Unestudio indica que dentro de x meses la poblacion de cierta ciudad aumentara a la razén
de 5 + 3x?/3 personas por mes. ; Cuanto crecera la poblacion en los préximos 8 meses?

2. Un objeto se mueve a una velocidad de 5 + 2t + 3t> metros por minuto. ;Qué distancia reco-
rrera el objeto entre el tercero y el quinto minuto?

3. Elvalor de cierta maquinaria industrial decrece durante un periodo de 10 afios a una razén
que cambia con el tiempo. Cuando la maquinaria tiene x afios, la razén a la que cambia su
valor es 200.000 (x - 10) pesos por afo. ;En cuanto se deprecia la maquinaria:

a. durante el segundo afio?

b. durante el tercer afio?

c. entre el segundo y el quinto afio?




10.

11.

12.
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Los promotores de ferias estiman que si las puertas se abren alas 9:00 a.m., t horas después
los visitantes entran a la feria a una razén de - 4(t + 2)° + 54(t + 2)? personas por hora.

a. ¢Cuantas personas entraran a la feria entre las 10 a.m. y las 12 a.m.?
b. Sila feria cierra la entrada a las 7 p.m., jcudntas personas entraran diariamente?

En cierta fabrica, el costo marginal es 6 (¢ - 5)? délares por unidad cuando el nivel de pro-
duccioén es q unidades de un articulo. ;En cuanto aumentara el costo total de fabricacion si
el nivel de produccion se incrementa de 10 a 13 unidades?

Cierto pozo petrolifero que produce 4.000 barriles de crudo al mes se secara en 2 afios. En la
actualidad el precio del petréleo crudo es US $15 por barril y se espera que aumente a una
razén constante de US $0,30 mensuales por barril. Si el petrdleo se vende tan pronto como
se extrae del suelo, ;cudl sera el ingreso futuro total obtenido del pozo?

Se estima que dentro de t dias la cosecha de un agricultor aumentara a la razén de
0,3t* + 0,6t + 1 arrobas por dia. ;En cuanto aumentara el valor de la cosecha durante los
préximos 5 dias si el precio de mercado permanece fijo en US $3 por arroba?

Se calcula que la demanda del producto de un fabricante crece exponencialmente a una ra-
z6n del 2 % anual. Sila demanda actual es de 5.000 unidades por afio y el precio permanece
fijo en US $400 por unidad, ;qué ingresos recibird el fabricante por la venta del producto en
los préoximos 2 afios?

Después de t horas en el trabajo, un obrero de una fabrica puede producir 100te” ** unida-
des por hora. ;Cuantas unidades produce un trabajador entre las 10:00 a.m. y el mediodia,
sillega al trabajo a las 8:00 a.m.?

Una compafiia determina que el ingreso marginal de la produccién de x unidades es de
7 - 3x - 4x? cientos de doélares por unidad y el correspondiente costo marginal es de 5 + 2x
cientos de ddlares por unidad. ;Cuanto cambia la utilidad cuando el nivel de produccién
aumenta de 5 a 9 unidades?

Se proyecta que dentro de t afios la poblacién de una ciudad cambiara a una razén de
t - InV(t + 1) miles de personas por afios. Si la poblacién actual es de 2 millones, ;cuél sera

la poblacién dentro de 5 afios?

Para x afios, un plan de inversion generara utilidades a la razén de R, (x) = 100 + x* d6lares por
afio, mientras que un segundo plan lo hard a la razon de R,(x) = 220 + 2x d6lares por afio.

a. ¢;Durante cuantos afos serd mas rentable el segundo plan?

b. ;Cuanto serd el exceso de utilidad si se invierte en el segundo plan, en lugar de en el
primero, durante el periodo indicado en el literal a?

c. Interprete el exceso de utilidad como el area entre dos curvas.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Para x afios un plan de inversion generara utilidades a la razén de R, (x) = 60e”'* d6lares por
afio, mientras que un segundo plan lo haré a la razén de R,(x) = 160e°°** d6lares por afio.

a. ¢(Durante cuantos afos serd mas rentable el segundo plan?

b. ;Cuanto exceso de utilidad se obtendra si se invierte en el segundo plan, en lugar de en
el primero, durante el periodo sefialado en el literal a?

c. Interprete el exceso de utilidad como el area entre dos curvas.

Una maquinaria industrial de x afios genera ingresos a razén de R(x) = 6.025 - 10x* ddlares
por aflo y origina costos a razén de C(x) = 4.000 + 15x* ddlares por afio.

a. ¢(Durante cuantos afos es rentable el uso de la maquinaria?

b. ;Cuanta ganancia neta genera la maquinaria durante el periodo indicado en el literal a?
Después de t horas en el trabajo, un obrero de fabrica produce Q (t) = 60 - 2(t - 1)* unida-
des por hora, mientras que un segundo obrero produce Q,(t) = 50 - 5t unidades por hora.
Si ambos llegan al trabajo a las 8 a.m. jcuantas unidades mas habra producido el primer
trabajador al mediodia con respecto al segundo?

Se estima que dentro de t semanas, las contribuciones a una campafa de beneficencia se
recibiran a la razon de R(t) = 5.000 e~ %* d6lares por semana, y se espera que los gastos se
acumulen a la razén constante de US $676 por semana.

a. ¢(Durante cuantas semanas sera rentable la campafia de recaudacion de fondos?

b. ;Cuanta ganancia genera la campafia durante el periodo sefialado en el literal a?

Se estima que dentro de t semanas las contribuciones a una obra de beneficencia se recibi-
ran alarazéon de R(t) = 6,537e %3 ddlares por semana, y se espera que los gastos se acumu-
len a la razén constante de US $593 por semana.

a. ¢;Durante cuantas semanas sera rentable la campafia de recaudacion de fondos?

b. ;Cuanta ganancia neta genera la campafia durante el periodo hallado en el literal a?

Dadas la funciones de demanda de los consumidores D(q) y un g, en cada literal calcule
cuanto estan dispuestos a pagar los consumidores para obtener g, unidades del articulo.

a. D(q) =2(64 - g*) délares por unidad, g, = 6 unidades;

300
b. D(q) = 01g+12 dolares por unidad, g, = 5 unidades;
c. D(g)= % doélares por unidad, q,=10 unidades;

d. D(q) = 50e °** délares por unidad, g, = 15 unidades.
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19. Con base en el ejercicio anterior hallar el excedente de los consumidores, si el precio de
mercado del articulo es P, = D(q,) ddlares por unidad.

20. Dadala funcién de demanda de los consumidores F(q) y un P, calcule en cada literal cudnto
estan dispuestos a pagar los consumidores para obtener g, unidades del articulo, y el exce-
dente de los consumidores.

a. D(q) = 2(64 - q*) délares por unidad, P, = US $110 por unidad;

b. D(q) =150 - 2q - 3¢ délares por unidad, P, = US $117 por unidad;

c¢. D(@)= % délares por unidad, P, = US $12 por unidad;

d. D(q) = 0_:3(:2 délares por unidad, P, = US $20 por unidad;
e. D(q) = 40e ** délares por unidad, P, = US $11,46 por unidad;
f. D(q) = 30e ""*addlares por unidad, P, = US $10 por unidad.

21. El precio en ddlares por unidad de un articulo esta dado por P = 110 - g, donde q es el nu-
mero de unidades, y el costo total de produccion de las q unidades es C(q) = q° - 25¢* + 2q.

a. ;Para qué valor de q se maximizan las utilidades del fabricante?

b. Halle el excedente de los consumidores cuando el precio corresponde a la utilidad maxima.

22. Lafuncion de demanda de cierto articulo es D(q) = 32 - g% y la funcién de oferta para el mis-
mo articulo es S(q)= §q2 + 2q + 5 (éste es el precio al cual se colocardn g unidades en el
mercado). Si la cantidad vendida y el precio correspondiente se determinan de manera que
la oferta es igual a la demanda, halle el correspondiente excedente de los consumidores.

23. Resuelva el problema anterior cuando las funciones de demanda y de oferta son:

1
D(q) = -3y S(q)=§(q+1)

q+2

24. Silas funciones de demanda y oferta son D(P) =a-bp y S(P)=r +sp,y las constantes q,
b, ry s, son positivas, suponga que el precio es una funcidn del tiempo t y que la razén de
cambio del precio en el tiempo es proporcional a la escasez D - S.

dp
o K(D —S)

Resuelva esta ecuacion diferencial y trace la grafica de P(t). ;Qué sucede con P(t) a largo

plazo (cuando t — + 00)?
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Sean D e I la deuda y el ingreso nacional, en funcién del tiempo t. Uno de los muchos mo-
delos del economista Evsey para la deuda afirma que las razones de cambio de D e I en el
tiempo son proporcionales a [; es decir,

o _ - odl_
a MY T

sil(0)=1, y D(0)=D,.
a. Resuelva ambas ecuaciones diferenciales y exprese D(t) e I(t) en términos de a, b, I,y D,

D(t
b® cuando t - o?

b. ;Qué sucede con 0

Después de t segundos, un objeto se mueve a una velocidad de t - e~ /2 metros por segundo.
Exprese la distancia que recorre el objeto como una funcién de tiempo.

Después de t horas en el trabajo, un obrero de una fabrica puede producir 100te” ** unida-
des por hora. ;Cudntas unidades producira el trabajador durante las primeras 3 horas?

Después de t semanas, las contribuciones en respuesta a una campaiia local de recaudacion
de fondos llegaron a una razoén de 2.000 te-%* délares por semana. ;Cuanto dinero se recau-
d6 durante las 5 primeras semanas?

Un fabricante descubrié que el costo marginal es 0.5(q + 1)e®37 délares por unidad cuando
se producen q unidades. El costo total de produccion es de US$ 200. ;Cual es el costo total
de produccidn de las 20 primeras unidades?

Las funciones de demanda y oferta en un mercado de competencia pura son respectivamente,
P=14-qg* y P=2q*+2; determine el excedente del consumidor y del productor.

La cantidad demandada g (en cientos) de esferos RFM cada mes se relaciona con el precio
unitario P (en ddlares) como P = 80 - 0,2¢?; la cantidad q (en cientos) que el proveedor esta
dispuesto a poner a la venta se relaciona con el precio unitario P (en ddlares) de la forma
P=0,1¢* + q + 40. Determine el excedente del consumidor y del productor.

280
q+2
y P=20+2,5q respectivamente. Determine el excedente del consumidor y del productor.

La demanda y la oferta de teléfonos celulares viene dada por las ecuaciones p =
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ﬂw Resumen

Propiedades de la sumatoria.

n n n
L D (@+b)=) act ) b
k=1 k=1 k=1
n n
2. z cay=c¢ Z ay, para cualquier niumero real c.
k=1 k=1

n
3. E ¢ = cn.cona, =c (sucesion constante).
k=

[y

n

4. Z (ax41 — ax) = ay4q — a4 (propiedad telescopica).
k=1

Teorema fundamental del calculo.

Sea f una funcidén continua en un intervalo cerrado [a, b]. Considérese la funcion:

X
Agx = f f(t) dt, con asx<bh; entonces:
a

i) A, =F()=f(x), paratodoxe€ (g b).
b x=b
i) | f@dx=F®)-F@=F@|
a
Propiedades de la integral definida.

c
1. f f(x)dx = 0, para todo c € [a, b].
c

2. f  Feodx = - Jb " feodx.
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Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo de integracion [a, b], entonces:
b b
3. f cf(x)dx =c f f(x) dx, c es una constante.
a a
b b b
s [ rwzewan=[ rdrt [ gwax
a a a

5. fcf(x)dx+fbf(x)dx=fbf(x)dx,aSCSb.

6. Sifesparen [-a,a], entonces:
a a
f fx)dx = 2f f(x)dx
-a 0
7. Sifesimparen [-aq,a], entonces:

J_a f(x)dx =0

b u(b)
Sustitucion de una integral definida. f gu))-uv'(x)dx = f g wdu.
a

u(a)

Area entre curvas

Primer caso. El area de la region limitada por las curvas y = f(x),x=a,x=b,y el eje X, donde
f(x) 20 para todox € [a, b]:

Agp = J, fx)dx = F(x)|, = F(b)-F(a)

Segundo caso.  El area de la regién limitada por las curvas f(x), g(x), x = a y x = b, donde
f(x) 2g(x) paratodo x € [a, b].

Agp = [7 (F(X)—g(x))dx

Tercer caso. El area de la region limitada por las curvas f(x) y g(x), si éstas se intersectan
en tres o mas puntos. Si las funciones se intersectan so6lo para tres valores de x,
X< X,< X, Estos determinan dos regiones cuyos intervalos de integracién son
[x,, x,], [x,, x,]. Calculamos el area entre las curvas dadas para cada intervalo si-
guiendo el procedimiento del segundo caso. El drea entre las curvas es la suma
de cada una de estas areas.
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GLOSARIO

Sumatoria: La sumatoria de a, cuando k varia desde k = 1 hasta k = n, se escribe:

n n

Z ay, y significa: Z ap =a; +a+...+a,.
k=1 k=1

[oe]

. e ; a;.
Serie: Es una suma infinita numerable y se expresa asf: Z ¢
i=1

Suma de Riemann: Es una suma de areas de rectangulos, donde el rectangulo k-ésimo tiene base
Ax, y altura f(w,); se expresa asf :

n n
S=F0) - G —xa) = ) fw) - (Ax)
k=1 k=1
Area bajo la curva: Es el area de la regién limitada por la grafica de la funcién f no negativa defi-

nida y acotada en un intervalo cerrado [a, b], el eje X, y las rectas x = a, x = b.

Integral definida de f desde a hasta b: Representa el limite de una suma de Riemann:
b ; 5 )
[P @ dx = fim (X f(wi) - Ax)
siempre que el limite exista, en tal caso se dice que f es integrable.

. al . . . p .
Ingreso marginal: 2q representa el ingreso I adicional al vender una unidad mas a partir de q

unidades.

dc
Costo marginal: 2q epresenta el costo C adicional al producir una unidad mas a partir de q

unidades.

au
Utilidad marginal: 1q Yepresenta la utilidad U, adicional al vender una unidad mas a partir de g
unidades.

Excedente del consumidor: Corresponde a la diferencia entre la curva de demanda y el precio de
equilibrio del mercado. Puede considerarse como el ahorro logrado por los consumidores.

Excedente del productor: Corresponde a la diferencia entre la curva de oferta y el precio de equi-
librio del mercado. Puede considerarse como la ganancia o el beneficio de los productores.
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[ntegrales
Impropias

Introduccion

b

Hemos definido la integral f f(x)dx para [a, b] finitos, si f es integrable en [a, b], para lo cual
a

tiene que ser acotada en ese intervalo. Estas restricciones excluyen gran cantidad de integrales
que aparecen en aplicaciones de las ciencias econdmicas y de probabilidad, por lo que vamos a
generalizar la definicién de integral al permitir que a y b puedan ser infinitos, o que la funcién no
esté acotada en algunos puntos.

Objetivos

1.  Determinar si una integral impropia es convergente o divergente.
2. Solucionar problemas que exigen integrales impropias.
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8.1.1

b
En el calculo de la integral definida f f(x)dx, aplicamos el teorema fundamental del calculo, lo
a

cual supone que fes una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]. ;Qué hacer cuando no se
cumple alguno de estos supuestos? Es decir, cuando:

1.  Elintervalo [a, b] es infinito.

2. f tiene un numero finito de discontinuidades infinitas en [a, b]; es decir, discontinuidades
de la forma:

lim f(x) =0, 6 lim f(x) = oo, 6 parac € (a,b);
x—at x—b

lim, f(x) =00, 6 lim_f(x) = o0, 6 lim f(x) = o0
X—-C X—C X—=C

(De manera similar, si en lugar de oo se tiene —o0).

Las integrales con estas caracteristicas se conocen como integrales impropias.

El intervalo es [a, ©0)

Una estrategia razonable para evaluar esta integral es calcularla como el limite de la integral defi-
nidaentrex=a y x=¢, cuando ttiende a infinito. Si este limite es un nimero real, decimos que
la integral converge en este valor, y si el limite no existe se dice que la integral diverge.

De manera analoga se evalta cuando el intervalo es (—oo, b].

[ee)

Ejemplo 1. Evaluarf e dx.
0

Solucidn. fes continua en el intervalo infinito [0, o).
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oo t
f e¥dx = lim | e *dx
0

t— oo 0
= lim (=¢™)|5
t—oco

= lim (—e"t+1)

t—oo

= lim(—i+1)=0+1=1

t—oo et

Por lo tanto la integral converge en 1.

La funcién f tiene una discontinuidad infinitaenx=a 6 x=b

1
Ejemplo 2. Evaluar la integral f In(x)dx.
0

Y
A
y=In(x)
- / > X
1
Y
Solucion. Como 1irr3+ln x = —oo, f tiene una discontinuidad infinita en x = 0; por lo tanto, la
X—

integral es impropia.

Para evaluar esta integral, se calcula como una integral definidaentrex=t y x=1,
cuando t — 0"

1 1
f Inxdx = lim Inxdx.
0 t=0% J
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Resolvemos por partes con u =In x y dv = dx, de donde du = i—x y v=X;

tenemos:

1
lim Inxdx = lim (xlnx — x)|}
t-0* t-0*

t .
= £T3+(1ln1 —tlnt — (1 —1t))

= £E%+(—t1nt -1+t = ltl_r)l(lﬁ(—t Int) -1

Aplicamos la regla de L'Hopital; tenemos:

lim e = lim R

tl—r>r(1)+ nt= tl—Er()l‘fT
t
1/t

m, =/
= 0=

Por lo tanto:

1
fo Inxdx = P_{I& (—=tlnt) -1
= —0-1=-1

La integral converge en -1.

2

j . dx.
Ejemplo 3 Evaluarj0 T_1 X
Solucidn. Enx=1¢€ (0, 2), f tiene una discontinuidad infinita (y es el tnico punto donde
esto ocurre):
lim_f(x) =—-c0 y lim, f(x)=0o
x—1 x-1

por lo tanto, la integral es impropia y la podemos expresar asi:

21 ! Z 1
fox_ldx=f0x_1dx+flx_1dx
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y=1/(x-1

\\\

Cada una de las integrales del lado derecho es impropia. Para evaluarlas, procede-
mos de manera similar a como se hizo en el ejemplo 2.

La primera expresion se calcula como una integral definida entrex=0 y x= ¢,
cuando ¢ — 1. La segunda expresion se calcula como una integral definida entre
x=t y x = 2,cuando t - 1*. Resolvemos:

fz L g f L 4 +f2 L 4
Ox—lx_ Ox—lx lx—lx
c 1 2
= lim dx + lim dx
c-17 )y x—1 -1t ), x—1

. c . 2

= lcn_n)l_ln lx — 1] |0 + l;_rg)rlnlx — 1||t

= lin}_(lnlc -1/ — Inj0—-1)) + ltiml+(ln|2 -1 — Injt—1])
c— —

= lim In|c — 1| — In|1| +In|1] — lim_ In|t — 1|
=17 t-1t

Es decir,

2
J. dx = lim In|c — 1| — lim , In|t — 1|
0o x—1 -1 t->1t

pero lirrll_ Injc — 1| =0 = ‘I:irr11+ In|t — 1|. Como el limite no existe, la integral
c— -

diverge.
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Integrales impropias con limites de integracion infinitos

o b
Lf(x)dlel)i_r)nm(jaf(x)dx)

Si el limite es un numero real, se dice que la integral converge en ese nimero, y si el limite no

b b
J_mf(x) dx = ii_)lr_lm(f £ () dx).

Si el limite es un niimero real, se dice que la integral converge en ese nimero; si el limite no es un

8.1.3 Resumimos:

8.1.3.1

8.1.3.1.1 Sifes continua en el intervalo [a, ), entonces:
existe, la integral diverge.

8.1.3.1.2 Sifes continua en el intervalo (—oo, b], entonces:
numero real, la integral diverge.

8.1.3.1.3

Si fes continua en el intervalo (—oo, o), entonces:

(o) C (o)
f f(x)dx=J f(x) dx +J f(x)dx
—00 —00 c
donde c es cualquier nimero real. Dicho en otros términos:

oo c b
J f (x)dx = i‘l‘lmj fx)dx + %)iinmf f(x)dx

(o]
La integral f f (x) dx converge si ambos limites son nlimeros reales; si uno de los dos limites
—00

no es un numero real, la integral diverge.

Ej lo 4 Eval f3 dx
jemplo 4. valuar X T
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Y

Enx=1 € [0, 3], tenemos que lim L= y lim L = (larectax=1es
x—1- x—1 x—>1t x-1

una asintota vertical); por lo tanto, la integral es impropia y la podemos expresar

como:
J‘3 dx _J‘l dx +f3 dx
o x—1 Jyx—1 L x=1
donde:
Jl dx i ¢ odx
= lim
o x—1 t-17 Jy x—1

= litn}_lnlx—1||5
= lim_(nl¢— 1] = In| - 1)

= %er}_ln(l —t)=—

1 dx
porque 1— ¢t — 0* cuando t — 1. Por lo tanto, f diverge. Esto implica que:

0o x—1

Ldx _ 3 dx
diverge. (No necesitamos evaluar f )
o x—1 L x—1

Advertencia: Si cometemos el error de no observar que x = 1 es una asintota,
y calculamos esta integral asumiendo que f es continua en el intervalo cerrado
[0, 3], tenemos:

3 dx 3
f ——=In|x—1||. = In2 —Inl =1n2
0o x—1 0

lo cual es falso.
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° 1
j . —=dx.
Ejemplo 5 Evaluarf2 =12 X

Solucién.

x =1 es una asintota vertical, pero 1 ¢ (2, o); por lo tanto no se considera. Ahora:

A

=

por lo tanto, la integral impropia converge en 1.

[ee)

dx.

Ejemplo 6. EvaluarJ; o

=
2 x—1

Solucion.
dx

t

lim dx
t—oo 2

x—1
t
lim [lnlx—1|]|
t—>oo 2
lim [In|t—1|—Inl2—1]]

lim In[t—1|=o0
t—oo
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Y
Por lo tanto, la integral impropia diverge.

[oe] 1 [oe]
Nota: Observe que f de converge, mientras que f dx diverge; cuando
2 - 2

x—1

X — 00, ambas funciones tienden a cero. Esto indica en principio que por inspeccién no es

posible determinar si la integral converge o diverge. Intuitivamente se observa que cuando

X = OO,W — 0 mds “rapidamente” que ﬁ
Ejemplo 7. Evaluarf xe *¥dx.
0

Solucion.

Y

A

y=xe %
. W> p
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Aplicamos integracion por partes:

t—o0

) t
f xe 2Xdx = lim f . xe 2Xdx
0

= lim |_Lxe#|’ + 1 ft e‘zxdx]
t—o> ] 2 0 0

=lim |_Llxezx_ 1 g2 '
t— o ] 2 4 0

= lim _lte_Zt_l e'2f+0+1
t=e | 2 4 4

=1lim _Lee2 _lim _ 1 ezt 1
t—ooo 2 t—> o0 4 4_

= lim [te‘Zf] — 0+ l
4

t—oo

aplicamos la regla de L'Hopital a 1ljllnc>0 [-te?]; tenemos:

lim [te—Zt]Z lim L] = lim [L] =0
t—oo t—oco eZt t— oo zezt

por lo tanto,

xe “Xdx = —
0 4
La integral converge en i.

Ejemplo 8. Evaluarf xe ™ dx.

Solucion.

A
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® 2 . 0 . S e
f xe dx =lim | xe“dx T 1lim | xe ™ dx
—00 t—o-0’ t S>>0
_ - s
=lim |_L1e® ||+ 0im |_L1le™
t— -0 2 ¢ 8 500 2 0

]t

La integral converge en 0.

8.1.3.2 Integral impropia con una discontinuidad infinita

8.1.3.2.1 Sea fcontinua en [a, b) y con una discontinuidad infinita cuando x — b — ; entonces:

b c
fa F(x)dx = 10151)_( L f(x)dx)

Si el limite es un niimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral diverge.

8.1.3.2.2 Sea fcontinua en (a, b] y con una discontinuidad infinita cuando x — a+; entonces:

b b
[ reax=um, ([ reax)

Si el limite es un niimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral diverge.

8.1.3.2.3 Sea fcontinua en [a, ¢) y en (¢, b] con una discontinuidad infinita en c; entonces:

b c1 b
f FOdx = Cllir_r:nc_(f f(x)dx)+clzirllc+( f f(x)dx)

Si cada uno de los limites es un nimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral
diverge.

51
Ejemplo 9. Evaluarf ﬁdx.
0
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Solucidn. f tiene una discontinuidad infinita cuando x — 0%, la integral es impropia y ademas:

5 5
j —dx = lim —dx
0o X a-0+ a X

5

. 1
= lim (——)
a-0t\ X

= lim (—l+l)—oo
= = =

a-0* a

a

Por lo tanto, la integral diverge.

Ejemplo 10.  Eval J-l—
emplo 10. aluar .
] 0 3
Solucién. f tiene una discontinuidad infinita cuando: x — 0% la integral es impropia y

ademas:

1 dx . 213 1
| % = im(z)

3 3
: = _q2/3y = =
M,z (1=a") =3

. 3
La integral converge en -.

2
Ejemplo 11. Evaluarf

—dx
> dx.
X

Solucion. En x = 0 € (-1, 2), f tiene una discontinuidad infinita, la integral es impropia y:

21 01 21
—dx =| —d —d
f_lex f_1x2x+f0x2x

1 1
tim (=2)|°, +lim (=),

[o0]

La integral diverge.

Advertencia: Si cometemos el error de no considerar que la funcién tiene una
discontinuidad infinita en x = 0, y evaluamos la integral como continua en [-1, 2],
tenemos:

—
N
| —
L
=
I
|
| =
N

|
—_
N =
—

|
L~
[a=y
N————
P—

Il

|
N =

|

ey

Il

|
N W

lo cual es falso.
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EJERCICIO 8.1

En los ejercicios del numeral 1 al 18, determine si la integral converge o diverge. Si converge,
calcule su valor.

1. fm;dx; 2. fmSe‘zxdx; 3. fmx3e‘x2dx;
3 (Zx—l)z 0 0

4. fmxe‘xzdx; 5. fw%dx; 6. c>0idx;
0 1 X 1 \/}
© 2 *° 1 *° 1

7. fl x 3dx; 8. fl de; 9. L de;
-1 1 4 1 5 1

10. f_wﬁdx; 11. fo Elpiaad 12.f1 —— 4
e 2 X 8 1

13.J0 x In(x)dx. 14. fz mdx. 15. fo :VB—Txdx;
4-1 e 2 1

16. jo s 17. fo In(x)dx; 18. fo mdﬁa

En los ejercicios 19 y 20, determinar para qué valores de p la integral dada converge.

b1 _ ° 1,
19_J0 x—pdx,conb>0, zo_fl priaZ

En cada uno de los siguientes ejercicios, determine si la integral converge o diverge.

fz 1 dx: fwe—Zxdx. fo 1 d
21| gogpdx 22 ; 23.| Goa®
[ 0 1 ® 1
1— ~X —d
24.f1 (1 —x)e™dx; 25.j_mx2_3x+2dx ze.f3 Zx =12
oo 0o X2 oo x2
27. f Se~2*dx; 28. f oz dx 29. f dx
0 1 (¥ +2) 1 Va3 +2
o e—\/i ) ©
30.f dx 31_f 2xe 3¥dx 32_-[ S5xet0 ¥ dx;
1 Vx 0 0
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33_f x%e ¥dx;
0

0 1
36.f_w—(x ~1)3 dx;

2 1
39'f_wx2 +4dx;
| e
42. ; (14 x2)? o
45.fxe_"dx;
0

48, f e*dx;
1

34_[ el *dx;
1

f, e

37.0 1—X2 X;
0

40.[ e*dx;

=i
4’3.3x2_1 X;

° 1
dx;
6. | ==

49, f xel*dx;
0

Aplicaciones de la integral impropia

J, o
35. o 1+x? o

foo 4x3 d .
38.) gl

© 1
dx;
41.]; ey

f“" x+18 de:
44. . X2 +x—12 o

dx;
47. fl 12

50_[ xZe™ dx.
0

Las siguientes aplicaciones de la integral impropia generalizan algunas de las aplicaciones de la

integral definida que se analizaron en la seccién anterior.

Area bajo la curva

Sea f una funcién continua no negativa definida en un intervalo infinito [a, o), tal que
tlim f(x)=0. Sit>a,el area A(t) bajo la grafica de fentre a y ¢, esta dada por:

A(t) = f £(x) dx
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Y

Si tlim A(t) existe, entonces esto puede interpretarse como el area de la regién que se encuentra
— o0

limitada por: y =f(x),elejeX,x=a y x=tcont— co.

Ejemplo 12. Hallar el area de la region que se encuentra bajo la grafica dey = e sobre el eje X
y alaizquierdadex = 1.

Solucion.

fx)=e”

A= f ' erdx = lim "ot dx

——00
1
= lim e*| = lim [e —e!]
——o00 t to—o

e -0 =e unidades de area.
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1
1+ x2

fw 1d—f° 1d+f°°1d
e 14+ x2 *= oo 1+ x? x o 1+ x? x

1 .z
Como f(x) = ooz esuna funcién par, tenemos que:

f" 1 4 _f°° 1 4
_m1+x2x_o 1+ax2°%

Ejemplo 13. Evaluarj dx.

Solucion.

A

Entonces,

© 1 © 1
—dx = 2 —dx
_001+x2 0 1+ x?

t 1
i dx
toeo J 14X

t
= 2 lim [arctanx]‘0

I
N
j=n
=]

= 2 lim [arctan t— arctan 0]

Como f(x) = 0, este resultado se puede interpretar como el area de la region

limitada poreleje X y f(x) = ﬁ
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Interés continuo

Recordemos que el valor futuro P(t) de un capital P (valor presente) colocado a un interés conti-
nuo del k% por periodo durante un tiempo de t periodos estd dado por:

P(t) = Pe*.
Si conocemos P(t), tenemos que P = P(t)e™.

Ejemplo 14. ;Cudnto dinero se debe colocar en una entidad financiera que reconoce un interés
continuo del 16 % anual para poder retirar a perpetuidad $2’000.000 anuales?

Solucion. Se retiran $2’000.000 cada afio. Esto significa que si llevo a valor presente cada
uno de estos retiros, debo obtener P, Es decir:

Py =2'000.000e~ %M 4 2'000.000 e~ %16+, . +2'000.000 e~ *16M 4

= 2'000.000 Z (e~016)k
k=1

Esta sumatoria es una serie geométrica (ver ejemplo 11 del capitulo 7); como
e%1%< 1, entonces:

P, =2'000.000 Z (e”016)k
k=1

= 2/000.000 (Z (e™016)k —

k=

= 2'000.000 ( 1) ~ 11'526.655,3

1-

Utilizamos sumas de Riemann:

[ee)

2'000.000 Z(e—‘“é(ﬂ)m = 2'000.000 f e~016t gt

t=1 0

b—oo

1 t
_ ! _ . —0,16t
=2 000.000( o1g Jime )|0
= —12'500.000(0 — 1) = $12'500.000

Nota:  Enandlisis marginal, como en integrales definidas, cuando la variable es discreta, la derivaday
la integral son aproximaciones. El cdlculo en diferencias finitasy las series son métodos exactos
para hacer estos cdlculos.
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Hoy, con el gran desarrollo tecnoldgico que existe, es conveniente utilizar los métodos exactos.

Ejemplo 15.

Solucion.

Ejemplo 16.

Solucion.

(Desintegracion exponencial). Una central nuclear produce residuos radiactivos a ra-
z6n de f{t) = 400t kg/mes. Los residuos se desintegran exponencialmente a una razén
del 0,2 mensual. ;Qué le sucedera a la acumulacién de residuos radiactivos de la
central a largo plazo?

Los residuos producidos en el mes t = k estan dados por 400k, parat=N y k<N.
Los residuos producidos en el periodo k se habran desintegrado durante N-k pe-
riodos. Por lo tanto, la cantidad de residuos que se produjeron en el periodo k y
que adn estan presentes en el periodo N es 400ke %20 y ]a cantidad de residuos
después de N meses es:

400(1)e%002(N"1) 4 400(2)e~0002(N=2) 1 . +400(N) = Z 400ke0002(N=F)
k=1
conAk = 1,siN — oo; tenemos:

= N
lim 400ke=0002(N=K) — |im 400 t e~ 0002(N=0) 44

N—-oo N—-o Jg
k=1

Integramos por partes:

=400 lim 500t e~ ®002(N-t) _ (500)26—0,002(1\1—@ N
N—->oo 0

=400 lim (500N — (500)2 + (500)% e~ %002V = oo (diverge)
N—-oo

Esto significa que la cantidad de residuos crece con el tiempo mas rapidamente
que la cantidad que se desintegra.

De acuerdo con laley del inverso de los cuadrados de Newton, la fuerza que ejerce
la tierra sobre una capsula espacial es —k/x?, en donde x es la distancia (en millas,
por ejemplo) desde la capsula al centro de la tierra. Por lo tanto, la fuerza S(x)
requerida para elevar a la capsula es S(x) = —k/x% ;Cuanto trabajo se realiza al
impulsar una capsula de 1.000 libras fuera del campo de atraccion terrestre?

Podemos evaluar k si observamos que en:
x = 3960 millas (el radio de la tierra)

la fuerza es igual al peso de la capsula:

k
(3960)2

1000 =

de donde k= 1000(3960)? = 1.568 x 10
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Por lo tanto el trabajo realizado en millas - libra es:

[ee)

1
1568 x 1010 f — dx
3960 X

(o]

3960

1
lim 1.568 x 101° (— —) |
b—>o X

li 1568x101°< 1.1 )
ooy b 3960
_ 1.568x 10"

~ 3.96 x 10°
3960 3.96 0

Funcion de densidad de probabilidad (fdp)

Los siguientes experimentos:

- lanzar una moneda y determinar la cara superior;

- medir el tiempo que un bombillo tarda en fundirse;

- medir continuamente la temperatura de algin sitio durante un dia y registrarla;
se denominan experimentos aleatorios y se caracterizan porque:
1. sepueden repetir en las mismas condiciones;

2. no se puede establecer con certeza el resultado de un experimento particular, aunque si es
posible determinar los resultados posibles del experimento;

3. cuando el experimento se repite, los resultados parecen ocurrir de manera caprichosa. Pero
si el experimento se repite muchas veces, se muestra alguna regularidad que se explica me-
diante un modelo probabilistico. Por ejemplo, si se repite muchas veces el experimento de
lanzar la moneda, el nimero de caras tiende a ser igual al nimero de sellos.

Definiciéon 1.  En un experimento aleatorio, el conjunto S de todos los resultados
posibles del experimento se denomina espacio muestral.

Ejemplos 17. En el experimento de la moneda, S = {cara, sello}.
En el experimento de la bombilla, S = {t: t = 0} = [0, o0).

En el experimento de la temperatura se establecen para ese sitio las temperaturas
minima m y maxima M; es decir, S = [m, M].
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Los elementos de un espacio muestral no siempre son niumeros, como en el caso de
la moneda. Para asignar alguna medida a los resultados del experimento, se hace
necesario asignar un niimero real a cada resultado del experimento. Por ejemplo,
determinar el nimero de caras en el experimento conduce al conjunto {0, 1}.

Definicién 2. Sea € un experimento y S el espacio muestral asociado a él. Una fun-
cién X que asigne a cada t € S un nimero real X(t) se denomina
variable aleatoria.

Si el recorrido de la funcién es un conjunto numerable, como en el experimento de lanzar una
moneda, la variable se denomina discreta. Si es un conjunto no numerable (un intervalo de
numeros reales), la variable se denomina continua, como en los experimentos de la bombilla y la
temperatura.

Definicién 3.  Si X es una variable aleatoria continua, existe una funcion f llama-
da funcién de densidad de probabilidad (fdp) de X que satisface:

i. f(x)=0 paratodox;
ii.f fx)dx =1;

iii. Sia<b,laprobabilidad de que la variable X tome valores entre ay b es:

b
P(aSXSb)=f f(x) dx.

X
Definicion 4. A la funcién F(x) = P(X < x) = f f(x) dx, se la denomina funcién

de distribucién acumulativa (fda).

,sia<x<b

Ejemplo 18. Demuestre que f(x) = { b—a
0, para cualquier otro valor

es una funcion de densidad de probabilidad.




Solucion.

Ejemplo 19.

Solucion.

Ejemplo 20.

Solucion.
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i. Comob>a, b—a>0,porlotanto, f(x) = 0.

ii. Comof(x)=0parax<a y x> b,tenemos que:

© b1 1 b 1
dx = = = — = 1.
f_wf(x) X .L b_adx 5 X b—a(b a)y=1

—a a

En este caso, decimos que f esta distribuida uniformemente en el intervalo [a, b].

ke, six>0 y k>0

Muestre que f(x) = { 0, en otro caso

es una funcion de densidad de probabilidad.
i. Comoe™ >0paratodox, y k>0,entoncesf(x)=0;

ii. j ke *dx = k =L (lim e‘kb—eo) =—1 lim (e **—1) = 1.
0 k

b—-oo b—-oo

La funcién de densidad de probabilidad de la duracién de las llamadas telefénicas
en cierta ciudad es f (x) = 0,5¢7*%, donde x representa la duracién en minutos de
una llamada seleccionada aleatoriamente.

i. ¢(Qué porcentaje de llamadas dura entre 2 y 3 minutos?

ii. ;Qué porcentaje de llamadas dura mas de 2 minutos?

3 0'5 e—O,Sx
i f 0,5e7%5% dx = s z =—e ¥ 471 x0,1447
2 - )

3

de donde,f 0,5¢7%5% dx = 14,47%
2

(o)
ii. j 05e % dx = lim (—e %%*5) = lim (—e %0 +e7?)
2 b—oo b—oo

= 0+e!'~03678 =36,78%
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ﬂs Valor esperado y varianza

Algunos valores que caracterizan una variable aleatoria X, son: su valor esperado E(X), que indica
en promedio, a qué valor tiende la variable cuando el nimero de experimentos tiende a infinito;
asi como la varianza, V(X), y la desviacién estandar, v(V(X)) = o, que miden de qué manera se
agrupan los datos alrededor del valor esperado.

Si X es una variable aleatoria y fsu fdp, entonces:
E(X) = J xf(x)dx

V(X) = E[(X)- EX)]2 = f_ [x—E(X)]2f (x)dx

Puede demostrarse que:
V(X) = foo x*f(x)dx — (E(X))? = E(X*) — E(X)?

Ejemplo 21. Hallar el valor esperado y la varianza de la variable X distribuida uniformemente
en el intervalo [a, b].

Solucion. Como X estd distribuida uniformemente en [a, b], f (x) = 5= Por lo tanto:

b 1
E(X) = f X dx
« b-—a

1 (b+a)b—-a)
2 b—a
b+a

2

Como V(X) = E(X)- (E(X))? tenemos que:

E(X?) = fbxz
1

Wl o
|
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Por lo tanto:

1b3—a® ,b+a
reo "3 bh_a _( 2 )2
1 (b—a)(b®>+ba+a?) b?+2ba+a®
-3 b—a B 4
_b*+ba+a® b®+2ba+a’
3 4

4b? + 4ba + 4a* — 3b% — 6ba — 3a?
12
b? —2ba+a®  (b-a)?
12 12

V(X) =

Ejemplo 22.  Sea X la variable aleatoria que mide la duracién de llamadas telefénicas en cierta
ciudad, y suponga que X estd distribuida exponencialmente con funciéon de

05e7%%% six>0

densidad de probabilidad: f(x) = { 0 sr=g

a. ¢;Cuanto espera usted que dure una llamada telefénica seleccionada al azar?

b. ;Cudl es la varianza de la variable aleatoria X?

Solucion. a. Elvalor esperado de Xes:

E(X) =f x(0,5e7%%) dx
0
b

=1lim | 0,5xe %5 dx
b—oo 0

b
= lim (—xe~%%%|} +J e 5% dx)
b—oo 0
— 1 -0,5x _ —-0,5x\ |b
= lim(—xe™">* -2e x)|0

b—oo

= lim (—be %% — 27050 4+ 2) =2

b—oo

Por lo tanto, la duracién esperada (promedio) para las llamadas telefénicas en la
ciudad es 2 minutos.
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b, V(X) = f ) x2f(x)dx — (E(X))?

= f 0,5x2% e 9% dx — 4
0

b

= lim | 05x?e %*dx —4
b—-o 0

b
b
= lim (—xze‘°'5"| + Zf xe 95 dx) — 4
b—co 0 0
b
= Igi_r)g[(—xze'o'sx — 4x e )b + 4f e 05 dx] — 4
0
= lim (—x% — 4x — 8)e *>* |5 — 4

b—-oo

= lim [(~b* — 4b —8)e 5" + 8] — 4 = 4

EJERCICIO 8.2

1.

Hallar el drea de la region limitada por las curvas:
a. EjeX,x=1,y=e* paraxz1; b. EjeX,x=0,y=x,y = \/%;

c. EjeX,x=1,y=x?, y=ﬁ six > 1.

Las siguientes inversiones generan ingresos anuales a perpetuidad con una tasa de interés
continuo del 20 % anual. Hallar el valor presente de la inversidn, si el ingreso anual en pesos
es:

a. 67000.000. b. 6°000.000(1,15)"

c. 6°000.000 +1°000.000¢t.

A una especie animal que tiene actualmente una poblacién de 200.000 ejemplares, se le
adicionan anualmente 1.000 ejemplares. Si se sabe que la poblacién esta disminuyendo a un
ritmo continuo del 3 % anual, calcule:
a. Lapoblacién dentro de 120 meses.

b. ;Qué ocurrira con la especie a largo plazo?

Un capital de $30°000.000 reconoce intereses anuales con una tasa de interés continuo del
15 % anual. Calcule el valor presente de los intereses de los préximos diez afios.




10.

11.

12.

13.
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;Cuanto se debe colocar en una entidad financiera que reconoce un interés continuo del
22 % anual para retirar a perpetuidad $16°000.000 anuales?

Calcule cual deberd ser el capital para que genere intereses de $26°000.000 anuales durante
los préoximos cinco afios con un interés continuo del 24 % anual.

La administracion de una cadena nacional de restaurantes de comida rapida esta vendien-
do una franquicia permanente en Seattle, Washington. La experiencia en lugares seme-
jantes sugiere que dentro de t afios, la franquicia estara generando utilidades a razén de
f(t) =12000+900¢ délares por afio. Si la tasa prevaleciente de interés permanece fijaa 5 %
capitalizado continuamente, ;cual es el valor prevaleciente de la franquicia?

Cierta planta nuclear genera desechos radiactivos a razén de 600 libras por afio. Los dese-
chos se desintegran exponencialmente a 2 % por afio. ;Qué cantidad de desechos radiacti-
vos de la planta estara presente a largo plazo?

Estudios demograficos realizados en cierta ciudad indican que la fraccién de residentes que
quedara en la ciudad después de t afios es f (t) = 0,2e™?°. La poblacién actual de la ciudad
es 100.000 habitantes y se estima que dentro de t afios, otras personas llegaran a razén de
100t por afio. Si dicha estimacion es correcta, ;qué le ocurrira a la poblacion de la ciudad a
largo plazo?

La distancia en pies entre autos sucesivos en una autopista estd modelada por la variable

0.25x e*/2, si x>0

aleatoria X, con funcién de densidad de probabilidad f(x) = { 0. otro caso

a. Encuentre la probabilidad de que un par de autos seleccionados al azar disten menos
de 10 pies el uno del otro.

b. ;Cuadl es la distancia promedio entre autos sucesivos en una autopista?

Si la variable aleatoria X esta distribuida uniformemente en el intervalo [0, 6], calcule:

a. P(X>15); b. E(X) y V(X).

ke x>0

,donde k > 0;demuestre que:
0, otro caso

Seala fdp definida como f(x) = {

1 1
E(X) =%V V(X)=ﬁ

La funcion de densidad de probabilidad para la duracién de bombillos fabricados por una
compaififa es f(x) = 0,01e™%°x, donde x representa la duracién en horas de un bombillo selec-
cionado de manera aleatoria.

a. ¢Cual es la probabilidad de que la duracién de un bombillo seleccionado de modo
aleatorio sea entre 50 y 60 horas?
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d.

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidon de un bombillo seleccionado aleatoriamente
sea menor o igual a 60 horas?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidon de un bombillo seleccionado aleatoriamente
sea mayor que 60 horas?

Halle el E(X) y V(X). Explique cada resultado.

14. La funciéon de densidad de probabilidad para la duraciéon de un electrodoméstico es
f(x) =0,2e7%*, donde x representa la duracion en meses de un electrodoméstico selecciona-
do al azar.

15.

16.

(Cudl es la probabilidad de que la duraciéon de un electrodoméstico seleccionado de
modo aleatorio sea entre 50 y 60 horas?

(Cudl es la probabilidad de que la duraciéon de un electrodoméstico seleccionado de
modo aleatorio sea menor a 8 meses?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duraciéon de un electrodoméstico seleccionado de
modo aleatorio sea mayor a 1 afio?

La funcién de densidad de probabilidad para la duracién de las llamadas telefénicas en
cierta ciudad es f(x) = 0,5¢*%, donde x representa la duraciéon en minutos de una llamada
escogida al azar.

a.

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidn de una llamada escogida al azar sea entre 2 y
3 minutos?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracién de una llamada escogida al azar sea 2 minutos
0 menos?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidn de una llamada escogida al azar sea mas de 2
minutos?

La funcién de densidad de probabilidad para el intervalo de tiempo entre las llegadas de
aviones sucesivos a un aeropuerto es f(x) = 0,2¢"%%; x representa el tiempo en minutos entre
las llegadas de dos aviones sucesivos seleccionados aleatoriamente.

a.

¢(Cudl es la probabilidad de que dos aviones sucesivos seleccionados al azar lleguen con
una diferencia de 5 minutos?

¢(Cudl es la probabilidad de que dos aviones sucesivos seleccionados al azar lleguen con
un intervalo de mas de 10 minutos?



17.

18.

19.
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La funcién de densidad de probabilidad para el intervalo de tiempo entre las llegadas de
aviones sucesivos en un aeropuerto es f(x) = 0,3e*%; x representa el tiempo en minutos
entre las llegadas de dos aviones sucesivos seleccionados aleatoriamente.

a.

¢(Cudl es la probabilidad de que dos aviones sucesivos seleccionados al azar lleguen con
una diferencia de 3 minutos?

¢(Cudl es la probabilidad de que dos aviones sucesivos seleccionados al azar lleguen con
un intervalo de mas de 5 minutos?

La funcién de densidad de probabilidad para la duracién de las llamadas telefénicas en
cierta ciudad es f (x) = 0,4¢%*, donde x representa la duracién en minutos de una llamada
escogida al azar.

a.

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidn de una llamada escogida al azar sea entre 1y
2 minutos?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracién de una llamada escogida al azar sea 2 minutos
0 menos?

¢(Cudl es la probabilidad de que la duracidn de una llamada escogida al azar sea mas de 2
minutos?

La funcién de densidad de probabilidad para la vida de los componentes electrénicos
fabricados por una compaiiia es f(x) = 0,02¢7%°%; x representa la vida en meses de un
componente seleccionado de manera aleatoria.

a.

¢(Cudl esla probabilidad de que la vida de un componente seleccionado de modo aleatorio
sea de entre 20 y 30 meses?

¢(Cudl esla probabilidad de que la vida de un componente seleccionado de modo aleatorio
sea menor o igual a 20 meses?

¢(Cudl es la probabilidad de que la vida de un componente seleccionado de modo aleatorio
sea mayor a 20 meses?
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Resumen

En este capitulo se estudiaron las integrales impropias con limites de integracion infinitos.

Si fes continua en el intervalo [a, ), entonces:
o b
f £ (x) dx = lim (f £(x) dx)
a b—oo a

Si el limite es un nimero real, se dice que la integral converge en ese niimero. Si el limite no existe,
la integral diverge.

Si fes continua en el intervalo (—oo, b], entonces:
b b
f £(x) dx = lim ( f £ () dx)
—» a——oo a

Si el limite es un niimero real, se dice que la integral converge en ese nimero. Si el limite no es un
numero real, la integral diverge.

Si fes continua en el intervalo (—oo, o), entonces:
o Cc oo
f f(x)dxzf f () dx+f f(x)dx
—o0 —oo c
donde c es cualquier nimero real. Dicho en otros términos:

0 c b
f f(x)dx = iL“lwf f(x)dx + llJianJ. f(x)dx

{ee)
La integral f f(x) dx converge si ambos limites son ntimeros reales; si uno de los dos limites
—00

no es un numero real, la integral diverge.
También se estudiaron las integrales impropias con una discontinuidad infinita.

Sea f continua en [a, b) y con una discontinuidad infinita cuando x — b~; entonces:
b c
f f(x)dx = lim (f f(x)dx)
a b~ a

Si el limite es un niimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral diverge.
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Sea fcontinua en (g, b] y con una discontinuidad infinita cuando x — a*; entonces:
b b
f F(x)dx = lim ( f f(x)dx)
a coa* Cc

Si el limite es un niimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral diverge.

Sea fcontinua en [a, ¢) y en (c, b] con una discontinuidad infinita en c, entonces:
b c1 b
f f(x)dx = lim (f f(x)dx) + lim (f f(x)dx)
a c1oe”\J, c,—ct e

Si cada uno de los limites es un nimero real, la integral converge; en caso contrario, la integral
diverge.

Como aplicacién importante de las integrales impropias se estudié la funcién de densidad de
probabilidad.

Si X es una variable aleatoria continua, existe una funcion f llamada funcién de densidad de
probabilidad (fdp) de X que satisface:

i.  f(x) 20 paratodo x.
i. f fe)dx = 1.
iii.  Sia < b, la probabilidad de que la variable X tome valores entre a y b es:
b
P(a<X<bh) =J. f(x)dx
a

Algunos valores que caracterizan una variable aleatoria X son: su valor esperado E(X), el cual
indica, en promedio, a qué valor tiende la variable cuando el niimero de experimentos tiende a
infinito; asi como la varianza de X, V(X), y la desviaciéon estandar V(V(X)) = o, que miden de que
manera se agrupan los datos alrededor del valor esperado.




CALCULO CON APLICACIONES

GLOSARIO

Valor futuro P(t) de un capital P (valor presente): es el colocado a un interés continuo del k % por
periodo durante un tiempo de ¢t periodos. Esta dado por:

P(t) = Pe*
Si conocemos P(t), tenemos que P, = P(t)e™.

Espacio muestral: es el conjunto S de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio.

Variable aleatoria: es una funcién X que asigna a cada t € S un namero real X(t).
X

Funcioén de distribuciéon acumulativa: F(x) = P(X < x) = f f(x) dx.

Valor esperado: E(X) = f xf(x)dx.

Varianza: V(X) = E(X —E(X))? = J ’ (x — E(X))* f(x)dx.




Funciones de
varias variables

Introduccion

En este capitulo se presentara una introduccion al calculo diferencial de varias variables, de una
manera muy sencilla y sin recurrir a demasiados formulismos. Se trataran los conceptos mas
relevantes acerca de funciones de valor real de varias variables, como son: dominio, limites, con-
tinuidad, derivadas parciales y algunas aplicaciones de maximos y minimos.

Objetivos

1. Plantear modelos matematicos en varias variables.
2. Manejar con destreza las derivadas parciales.
3.  Plantear y resolver problemas de maximos y minimos con y sin restricciones.
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Funciones de varias variables

Hasta este momento se han considerado funciones de variable real expresadas como y = f(x),
lo cual significa que y (variable dependiente) est4 en funcién de x (variable independiente). Sin
embargo, para la construccién de modelos matematicos que expliquen situaciones practicas, la
variable dependiente y puede estar en funcién de dos o mas variables independientes x,, x,, ...,
x ; es decir, tenemos una funcién expresada como:

y= f(xl, Xy X,.)
A estas funciones se las denomina funciones de varias variables (con valor real).

Ejemplo 1. Para calcular la demanda q de un producto 4, en principio se considera que depen-
de s6lo de su precio unitario p, es decir q = f(p). En la practica se puede dar que el
producto A tenga productos sustitutos 4, 4,, .., A , cuyos precios unitarios p, p,, p,,
.., p, afecten el valor de g (demanda del producto A). Esto significa que q depende
o esta en funcién de p, p,, p,, .., p,; por lo tanto tenemos una funcion de varias va-

riables q = f(p, p,, D,y - D,)-

Ejemplo 2. Sihacemos z igual a la demanda en libras de carne de res, z depende del precio de
la libra de carne de res; si el pollo es un producto sustituto y hay una baja sensible
en el precio de la libra de pollo, la demanda de carne se vera afectada. Esto signifi-
ca que z depende de x, precio de la libra de carne, y de y, precio de la libra de pollo;
por lo tanto z = f(x, y).

Ejemplo 3. Elingreso I de un pedido depende del nimero de unidades x y del precio unitario
p,porlotanto /= f(x,p)=x"p.

Ejemplo 4. El valor de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo depende del valor de sus ca-
tetos. Si z es la hipotenusa y x, y son los catetos, tenemos que:

z=f(x,y) =x*+y* (Teorema de Pitdgoras)

Ejemplo 5. El valor de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo depende de uno de sus angu-
los y su cateto opuesto. Si z es la hipotenusa, ésta esta dada por:

z = f(a, a) = asena

Ejemplo 6. Una estacion de servicio vende tres clases de gasolina: corriente, verde (con baja
concentracion de plomo) y extra, a $2.700, $3.000 y $4.750 por gal6n, respecti-
vamente. Exprese los ingresos totales de la estaciéon por concepto de la venta de
gasolina como una funcién del nimero de galones vendidos de gasolina de cada
clase.
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Solucidn. Seanx,, x, y x, las variables que denotan el nimero de galones vendidos de gaso-
lina regular, verde y extra, respectivamente. Entonces:

Ingresos totales = 2.700x,+3.000x,+4.750x, pesos
Si definimos f como la funcién que calcula los ingresos totales, tenemos:
f(x, x, x,) =2.700x,+3.000x,+4.750x,
En este caso, f es una funcion de tres variables independientes x, x, y x,. Observe
que su dominio es el conjunto de las ternas ordenadas (x,, x,, x,) de nimeros rea-

les no negativos.

Ejemplo 7. Larepresentacion de una funcion de varias variables se puede hacer mediante una
tabla de doble entrada, por ejemplo:

x/y 1 2 3
1 2 3
2 4 6 8
3 6 9 12
4 8 12 16

de tal forma que f(1, 2) = 2, f(3, 4) = 12 (valor correspondiente a la intersecciéon
de la fila donde esta el valor x = 3, con la columna donde se encuentra y = 4. Notese
que una funcion de la forma f(x, y) define de manera natural funciones reales de
una variable (marginales), al dejar fija una de las variables:

h,0)=f(Ly)h, 0)=F(29),h, ) =F(3,Y) h, ) = f(4),
9, =fx1),g9,x)=f(x2)g,(x)=f(x3)9,()=f(x4).

Por ejemplo, para h, y g, se tendrian respectivamente:

y 1 2 3 4
h,(v) f@21)=2 f(22)=4 f(23)=6 [f(2,4)=8

X 1 2 3 4
9;() f3)=3 f(23)=6 f(33)=9 f(43)=12
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9.2.1

Funciones de dos variables de valor real

9.2.1.1

f define una funcién de dos variables reales x, y si existe uno y solamente un valor real z = f(x, y)
para cada pareja ordenada de nimeros reales (x, y) en el dominio de f.

f: RR R
Yy r—z=f(x,y)

f es una funcidn real de dos variables reales.

Grafica de una funcion de dos variables

Si f es una funcidén definida como z = f(x, ), la grafica de f es el conjunto de ternas ordenadas de
numeros reales (x,y, z) tales que z = f(x,)).

Geométricamente, a esta representacion grafica se la denomina superficie en el espacio tridimen-
sional.

En funciones de variable real definidas como y = f(x), cuando se tabulaban algunos valores
(x, f(x)) se obtenia un bosquejo de la grafica de f; en funciones de dos variables este procedi-
miento es infructuoso, pero gracias al avance de la tecnologia se pueden obtener buenas graficas
a través del computador, como las siguientes:

N
/ A \ ‘
‘ ;‘«%‘0’0’0‘&2&%&}«
\(23130:‘%:‘:@);‘:
NN
NN X XA
\\\“‘.' ’ZI 7
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Para casos en los que el nimero de variables independientes es mayor de dos ya no es posible
visualizar la grafica.

En adelante haremos el calculo para estas funciones, teniendo en cuenta lo siguiente:

(»  Enalgunos casos podemos copiar procedimientos desarrollados en el calculo de una variable.

(®  Los procedimientos que se desarrollen con dos variables independientes se pueden exten-
der a funciones reales de tres o mas variables independientes.

®  Se pueden definir mediante una férmula, como por ejemplo z = f(x, y) = x>*—3y?+xy.

Regiones abiertas

En R se estudian funciones definidas en intervalos abiertos que ademdas son conjuntos co-

nexos; analogamente en R? las funciones generalmente las definimos en conjuntos tales como
— - 2 2 2

M, =(a,b)x(a,b,), S, ={(xy) | x*+y*<r’}.

Y
Y
) \
M1 S
r— 1
bzf\ |- - - - - = 1 // \\
| 1 » L \
I I \ T X
| 1 \ wr
| | ~_|_-
v ——-=-=-=-==
( ) X Y
ajs b1

Estas regiones se denominan abiertas, ademas de ser simplemente conexas (sin “rupturas” y sin
“huecos”). En adelante las denominaremos regiones abiertas.

En R? el equivalente de un intervalo cerrado [a, b] se denomina region cerrada. Intuitivamente, se
puede considerar como una region abierta que incluye lo que se entiende como borde o frontera;
por ejemplo, M, = [a,, b,]x[a,, b,] y S,={(xy)|x*+y*<r?}.

Y
A Y

A

M.
X
[ - kj"
a2 ;
[ ] X
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9.2.1.3 Dominio de una funcion de dos variables

Como la imagen de una funcién de dos variables es un niimero real, al definir estas funciones lo
que hacemos es combinar estas variables mediante operaciones de niimeros reales y funciones
de variable real. Las restricciones que pueda haber en el dominio son, en esencia, las mismas que
se tienen cuando las funciones son de variable real.

Ejemplo 8.

Solucion.

Ejemplo 9.

Solucion.

Hallar el dominio de la funcidén f definida como:

xe?Y+In(x?+y?)
zZ = f(x! y) - \/ﬁ
Al igual que en funciones de variable real, el logaritmo natural esta definido en
numeros reales positivos; la raiz cuadrada esta definida en mayores o iguales que
cero, y el denominador para nimeros reales diferentes de cero. Por lo tanto, se tie-
nen las siguientes restricciones: x’+y?>0 y x—y>0. x>+y*>0 se cumple para todo
(x,»)#(0, 0), y x—y>0 se cumple para toda pareja (x,y) tal que x>y.

Dom(f) ={(x.y) € R* [ x>y}

Geométricamente, corresponde a la region abierta:

Si f(x,,x,) = x, e“+3x %, determine el dominio de f y calcule f(—2, 0).

Observe que esta funcion es la combinacion de funciones de variable real (defi-
nidas como X, e?, 3x12), mediante operaciones definidas en los nimeros reales.
Como el dominio de cada una de estas funciones esta integrado por los nimeros
reales, el dominio de f es R?, es decir, todas las parejas ordenadas (x,, x,) de nime-
ros reales.

Para calcular f(—2, 0), se sustituye x, = —2 y x, = 0 en la expresion que define a f,
es decir:

f(=2,0) = —2e°+3(—2)? = 10



FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES | CAPITULO 9

3r2+5s .
——, > determine:

Ejemplo 10. Sea f(r,s,t) =
a. el dominio de f; b. f(2,3, -1).
Solucion.
a. Lafuncion f esta definida siempre que su denominador r—¢t#0.
Dom(f)={(r,s, t)e R¥|r=t}

Por ejemplo, (1, 3, 1) no esta en el dominio de f.

3(2)%2+5(3)
b f(2,3 -1 =222 =09
: VxZ-y . . - .
Ejemplo 11.  Sea f(X,J’):szr(y_l)z- Esta funcion estd definida siempre que y<x? y

x%+(y—1)2#0; esto ultimo ocurre cuando x#0 y y#1. Por lo tanto, el dominio de

f esta dado por:

Dom(f) ={(x, y)|y<x*y (x, y)#(0, 1)}

9.2.1.4 Curvas de nivel

Como se habia mencionado antes, en general no es facil trazar la grafica de una funcién de dos
variables; existe una forma de visualizarla que consiste en intersectar la superficie con planos
paralelos al plano XY, cuyas intersecciones son curvas paralelas al plano XY que se caracterizan
porque su valor f(x, y) es constante. Al proyectar estas curvas sobre el plano XY, se indica el valor
de la constante y obtenemos un conjunto de curvas que se denominan curvas de nivel.

Ejemplo 12.  Obsérvese que cuando el plano z = C intersecta la superficie z = f(x,y), se obtiene
una curva.
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Ejemplo 13.

Ejemplo 14.

Solucion.

En la grafica se han intersectado tres planos con la superficie, obteniendo tres
curvas que al proyectarlas en el plano XY nos generan tres curvas de nivel, con
C=8,C=12y C=20, que representan la altura en la cual se encuentra la curva.

Cuando se tiene un conjunto de n curvas de nivel de una superficie, tenemos n
trayectorias de la superficie que nos permiten hacernos una idea de su grafica.

(>
-

500
300 / \ \
100 / \

Mapa de relieve de una montafia

Suponga que z = f(x, y) representa la superficie de una montafia cuya elevaciéon en
el punto (x, y) esta dada por f(x,y), como se muestra en la figura. La curva de nivel
f(x,y) = C corresponde a la trayectoria en la montafia donde la elevacion es siem-
pre C. Para representar de manera grafica la montafia, las trayectorias de elevacién
constante pueden indicarse trazando la familia de curvas de nivel en el plano. Esta
figura plana se denomina mapa topografico de la superficie z = f(x, y).

Determine las curvas de nivel de la funcién definida como f(x, y) = x*+y?.
Las curvas de nivel tienen por ecuacion x*+ y? = C. Si C = 0, el punto es (0, 0); si C>0,

las curvas de nivel son circunferencias de radio vC. Para C<0 la curva no existe,
porque x2+y?=0 para toda pareja (x, y) de nimeros reales.

Y
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Andlogamente a las curvas de nivel, se hace x=C, 6 y = C,. Podemos obtener cur-
vas transversales proyectadas en los planos XZ y YZ.

En la siguiente figura se muestra la grafica de la superficie z = x2+y2. Las secciones
transversales perpendiculares al eje X (x=C) y al eje Y (y = C) originan las curvas

z = C*+y* y z=x*+C,? que son parabolas.

A esta superficie se la denomina paraboloide circular o tazon.

Ejemplo 15.  Dada f(x,y) = x>—y, trace la curva de nivel f(x,y) = 4.
Solucién. f(x,y) = 4 significa que x*—y = 4; es decir, y = xX*—4.

La gréafica de este polinomio en el plano XY es la curva de nivel que estamos bus-
cando. Esta constituida por todos los puntos (x, y) para los cuales f(x, y) = 4.

>
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Ejemplo 16.  Hallar la curva de nivel de la funcién f, definida como f (x, y) = xy que pasa por el
punto (2, 3).

Solucion. Las ecuaciones de la curvas de nivel de f son de la formaxy=C6Yy = 5 donde C
es una constante. Para hallar la ecuacidén de la curva de nivel particular que pasa
por (2, 3), tenemos que encontrar el valor correspondiente de C. Sustituyendo
x=2 y y=3enlaecuacion de la curva de nivel se encuentra que C = 6. Por lo
tanto, la curva de nivel deseada es la grafica de la funciéon y = g, como se ve en la

figura siguiente:

X

Ejemplo 17. Presentamos algunas graficas con sus curvas de nivel:
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38}

Tl Ui
y /ll”'.‘&\\\'/l"'&:\."“\\\ .
2 A

il

9.2.1.5 Curvas de nivel en economia. Isocuantas y curvas de Indiferencia

Las curvas de nivel surgen de diversas aplicaciones. Por ejemplo, en economia, si la produccién
Q(x,y) de un proceso de produccion estd determinada por dos insumos x y y (por ejemplo, horas
de mano de obra e inversion de capital), entonces la curva de nivel Q(x, y) = C se denomina curva
del producto constante C, o de modo mas simple, isocuanta, y significa que es posible obtener la
cantidad del producto C combinando los insumos x, y de diferentes maneras.

Otra aplicacion de las curvas de nivel en economia incluye el concepto de curvas de indiferencia.
Si un consumidor esta considerando la compra de una cantidad de unidades de cada uno de dos
articulos, la puede asociar con una funcién de utilidad definida como U(x, y), que mide la satis-
faccion total o utilidad que obtendria con x unidades del primer articulo y y unidades del segun-
do. Una curva de nivel U(x, y) = C de la funciéon de utilidad se denomina curva de indiferencia, y
proporciona todas las combinaciones de x y y que conducen al mismo nivel de satisfaccion del

consumidor.
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Ejemplo 18.  Suponga que la utilidad obtenida por un consumidor, de x unidades de un articulo
y de y unidades de un segundo articulo esta dada por la funcién de utilidad defi-
nida como U(x, y) = x¥/2y. Si el consumidor posee actualmente x = 16 unidades del
primer articulo y y = 20 unidades del segundo, halle el nivel actual de utilidad del
consumidor y trace la curva de indiferencia correspondiente.

Solucién. El nivel actual de utilidad es U(16, 20) = (16)*?%(20) = 1.280 y la curva de indiferen-
cia correspondiente es x*/2y = 1.280 6 también y = 1.280 x3/2

>

Esta curva contiene todos los puntos (x, y) donde el nivel de utilidad U(x, y) es
1.280. En las figuras se muestran la curva x3/2y = 1.280 y otras curvas de la familia
x32y=_C.

Otra combinacion posibleesx=4 y y=160.

Y
\

Curvas de indiferencia para la funcién de utilidad U(x, y) = x*/? y para diferentes
valores de C.
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EJERCICIO 9.1

1. Determine el dominio de cada una de las funciones definidas como:

a. f(xy)=x*+2xy+y?; b. f(x,y) =x?+y? =9
c. f(xt)=In(x—0); d f(x,y,z)=x+ \/ﬁ

2. Para cada una de las siguientes funciones, especifique el dominio y calcule los valores indi-
cados.

a. f(x1,%2,%3) = x,(x, — 1)% + 3x,%3, £(1,0,-2), £(0, 8, 4);

xX+y
xX-y

b. g(x, y) = .g(2, —2), g(—l, 1)' g(—l, 3):

c. h(r,s) =+vs?—7r2,h(0,1),h(-1,3);
d. f(x,y,2)= x+y*+vV1—2,f(1,2,0),f(—1,3,-3);

x1— 1
€. g(xl:xz)z m'g(lys);g(z;o);

£ h(r,s t) = te™ + log(t+2), h(In 2,0, -1), h(1, 1, 1).

3. Sea un tridngulo rectdngulo con un angulo agudo 8 y x su cateto adyacente. Encuentre el
area del tridngulo como funciéon de  y x, y el dominio de esta funcién. ;Cuédles son las va-
riables independientes y cual la dependiente?

4.  Considere un paralelepipedo de base cuadrada de lado y y con diagonal x. Exprese el volu-
men del paralelepipedo como funcién dex y y.

5. Dada una cantidad inicial de dinero sometida periédicamente a una tasa de interés del 6 %
anual, determine el valor futuro que se obtendra al cabo de n afios. Indique cudles son las
variables independientes y cudl la dependiente.

6. La produccion diaria de una nueva maquina es directamente proporcional a la raiz cua-
drada del nimero de horas de trabajo de la maquina y al cuadrado de un insumo dado, e
inversamente proporcional a la raiz quinta de la vida util de la maquina. Defina las variables
independientes y exprese la produccidn en términos de éstas.
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Limites

En R cuando decimos que x — g, significa que x — a~ y x — a*; es decir, solamente existen dos
caminos para acercarse a a. En R? si 4 es una regién abierta y (a, b) es un punto de 4, (x, y) tiende
a (a, b), lo cual se nota: (x,y) — (a, b). Esto significa que x — a y y — b por cualquier camino, y
que para ello hay infinitas formas de hacerlo. De modo que calcular un limite de esta forma no
tiene sentido. Intuitivamente, el limite de f(x,y) es L cuando (x, y) tiende a (a, b) en el caso de que
f(x, y) se pueda hacer tan cercano a L al hacer (x, y) suficientemente cercano de (a, b). Esto se
escribe:

lim x,y) =1L
(x,y)*(a,b)f( 2

Para expresar el hecho de que (x, y) esté cerca de (a, b) hay que recurrir a una distancia. En este
caso, consideraremos la distancia pitagdrica, dada por:

J&x —a)? + (y — b)?
Formalmente, decimos que:

lim x,y) =1L
(x.y)*(arb)f( 2

si y sélo si para todo €0, existe un 6>0 tal que si /(x —a)?+ (y —b)? < &, entonces

|(f (% y)—L)|<e.

Si el limite existe, entonces al seguir cualquier trayectoria que “se acerque” al punto dara el mismo
resultado. Esto sugiere que para mostrar que un limite de una funcién no existe en un punto, basta
con encontrar dos trayectorias que “se acerque” al punto y ver que sus limites son distintos.

Ejemplo 19. Muestre que:

2 2

lim ==L no existe.
(x)~(0,0) *¥2+¥?
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Solucién. Para empezar:
Dom(f) = R*—{(0, 0)}
Parala trayectoria dada por el conjunto {(x, 0)|xe R}, es decir el eje X, se tiene que:

fx,0) = 220 _ g

x2+40

lo que significa que:

lim  f(x,y) =1
®,0)=(0.0)

Ahora para la trayectoria {(0, y)| y € R}:

£(0,y) =22 = 2

0+y2

lo que significa que:

lim f(x,y) = -2
©)~(00)

Como los resultados son diferentes para estas dos trayectorias que pasan por el

origen, el limite no existe.

Ejemplo especial 20. Muestre que para:

fx,y) = x32x:;/2 si(x, ) # (0,0)
0 si(xy)=(0,0)

lim f(x,y) =0
(x)-(0,0)

Solucidn.
Debemos considerar que dado € > 0, hay que encontrar § > 0, tal que si

\Jx?% 4+ y? < § entonces

dades para acotar, a la larga, la funcién:

3x%y - .
e 0| < &.Empecemos por las siguientes desigual-

x? < x% +y?,

yS\/FS,/x2+y2

con lo cual:
3x%y | _ | 3x%y | _ 3x2|y| = 3(x2+y D) Jx2+yz 3./xZ ¥ 2
x2+y2 x2+y2 | T xZ4y2 = X2 +y2 - y
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o : 3x%y o ,
Asi que si queremos que |z -7~ 0| < ¢, basta con exigir 3\/x?+y2<¢ ¢
Jx?% 4+ y? < ¢/3. Esto tltimo sugiere que deberiamos tomar 8 = €/3. Lo que

queda ya es sencillo de resolver: dado £>0, toémese § = £/3,y si/x% + y2 < €/3
entonces:

3x2y _3x%|Y| _ 3(x%+y2)/xZ+y?
x2+y2—0| = < =3/x2+y2<3(/3) =¢

x2+y2 = x2+y2

que era lo que se queria demostrar.

Continuidad

Se dice que una funcién definida como z = f(x, y) es continua en el punto (a, b) si:

lim  f(x,y) = f(ab)
(x.y)—(ab)
Ejemplo especial 21. La funcién dada por:
3x2 )
flx,y) = ﬁ si (x,y) # (0,0)
0 si (x,¥) = (0,0)

es continua en (0, 0), pues como se vio en el ejemplo 20,

lim f(x,y) =0 = f(0,0)
(x.)~(0,0)

Una funcion f es continua en una region abierta A del plano xy, si es continua en
cada uno de los puntos de la region A.

El calculo de limites y el estudio de la continuidad de una funcién requieren de
un desarrollo tedrico riguroso que no consideraremos en este texto.
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Derivadas parciales

Si f es una funcion definida como z = f(x, y), continua en una region abierta, y queremos medir
la variacion de z, podemos considerar:

i.  ¢;Como varia z con respecto a x para algin valor constante de y?

A

z=f(xy)

l«— Planoy =}

X

Siy se considera constante (z esta en funcién so6lo de x) y:

lim  fe+axy)-rxy) existe,
AJC—>0 T

se lo denomina derivada parcial de z con respecto a x, y se puede simbolizar de cualquiera
de las siguientes formas:

az of @
0x’ 0x’ dx

fY), £ (6,9, fro 2

Observe que f (x,y) define una funcion de dos variables.

ii. ;Como varia z con respecto a y para algun valor constante de x?

e S
/ " Plano x = x,
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Si x se considera constante (z esta en funcion sé6lo de y) y:

lim  fy+ay)-f(xy) existe,
Ay-o0 —

se denomina derivada parcial de z con respecto a y, y se puede simbolizar de cualquiera de
las siguientes formas:

0z of @

@ l@l @f(x!y)l fy(x:y): fy:zy-

Observe que fy (x,y) define una funci6n de dos variables.

Para hallar la derivada parcial de una funcidn con respecto a una de las variables indepen-
dientes, se considera la otra variable independiente como una constante y se deriva como
una funcién de variable real.

a a
Ejemplo 22.  Siz=5x?)5 calcular i y ﬁ en el punto (2, 1). Explicar cada resultado.

Solucidn. Para calcular Z—i se considera y como una constante, por lo tanto:
0z 0
— =5y3 —(x?) = (5y%)(2x) = 10xy3
i At G Rl Cg €2 xy

Z—i = f,(x,y) = 10xy3; calculada en el punto (2, 1), tenemos:

f:(2,1)=10(2)(1°) = 20

Esto significa que en el punto de la grafica (2, 1, f(2, 1)) = (2, 1, 20), la variacién
instantdnea de z es de 20 cuando x tiene variaciéon positiva y y es constante

y=1.
a
Para calcular £ se considera x como una constante; por lo tanto:
0z d
Y2 e 2 Y 3y = 2 2y — 15x2y2
3y 5x ay(y) (5x*)(3y*) = 15x°y

g—; = f,(x,y) = 15x%y?; calculada en el punto (2, 1), tenemos:
£,(2,1) = 15(2%)(1%) = 60

Significa que en el punto de la grafica (2, 1, f(2, 1)) = (2, 1, 60), la variacién instan-
tanea de z es de 60 cuando y tiene variacidn positiva y x es constante (x = 2).
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dz

a .
Ejemplo 23.  Hallary. ¥ s z=6x7 = 7x%y? + 45,
Solucion.

0z
i —(6x3) - (7y2) (xz) o5 (4y5)

= 18x% — (7y? )(Zx) +0 = 18x% — 14xy?

0z
Para calcular 2y tenemos:

2 = (6x%) = (7x) 35 (V) + 5 (49°)

ay
=0—(7x>(2y) + 20y

92 _ 14,2 4
3 14x“y + 20y

7] a
Ejemplo 24. Hallaraz y 5 si z= (2 +4y?)*,

Solucion. Al aplicar la regla de la cadena,

0z A(x3+4y?)
- 3.2 T )
o = 4(x3 + 4y*)3 - p
= 4(x3 + 4y?)3 - (3x?) = 12x%(x3 + 4y?)3

0z o(x3 + 4y?)
— =4 3 4 2\3 .~ 7 7
3y (x* +4y%) 3y

4(x3 + 4y?)3 - (8y) = 32y(x3 + 4y?)3

X

Ejemplo 25. Hallar y % si z = yev.

Solucion.
0z d X
_— = —\ ey
ox Y ox (e )
0 ( »1L
=y — y
y 5=(e*)
_ e%i(x.l)
=y p y

Il
—_

<

[\

IR
S——— Q)
N
Ss———
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a
Para calcular £ , aplicamos la regla para la derivada de un producto:
2y () +er =)
ay Y dy € ¢ dy

x 9 x
=yey 3 (xy™ ™ +er(D)
E3 E3
=yeY(—xy™?) +e¥
£( x) x
=yey|——|+e¥
y2

X
65(1 —5)
y

0z 0z 0z
: i = pautbvi+cw? = 2z =2
Ejemplo 26. Siz=e , hallar 7, 9y’ ow

Solucion.

0z qu+bvZ+ew? 0(autbvi+cw?) au+bv?+cw?
—=e —_————=qae

Ju ou

9z _ qu+bv?+cw? O(autbv+cw?) 2bp e@utbvi+cw?
5 =€ — =2bve

E — eau+bv2+cw2 6(au+bv2+cw2) =2cw eau+bv2+cw2

ow ow
iii. ¢(Como varia z con respecto a x y y simultineamente?
Six y y varian simultineamente, significa que las variables pueden cambiar en cualquier direc-

cién. Si P = (x,y) es un punto en el plano XY, se determina una direccién indicando el angulo 6 que
forma el segmento PQ con la parte positiva del eje X. Si PQ tiene una longitud igual a uno:

=

Si f es una funcion definida como z = f(x, ), y:

lim f(x+h-cos0,y+h-send)-s(x,y) €xiste,
h—0 h

se lo denomina derivada direccional de z en la direccion de 0, y se simboliza D, f(x, y).
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Teorema 1. Si z = f(x, y) y sus derivadas parciales son continuas, entonces:

D, fx,y)= ﬁ((x,y)'cosG+fy(x,y)~sen6.

Observe que las derivadas parciales son casos particulares de las derivadas direccionales; para
™

f,08=0 yparafy,@:;.
Ejemplo 27. Dada f(x,y) = 2x?+y*—4y+1:
a. Hallar D, f(x,y) enla direccién 6 = 2(600).
b. Calcular D, f en el punto (1, 2).

Soluciodn.
fi&xy)=4xy f (xy)=2y—4

a. Dof(x,¥) = f.(x,) cos(g) + f,(x,¥) sen(g)
=ax(D)+@y-»(E) =2x+V3y-23

b. Reemplazamosena.x=1 'y y=2:D,f(1,2) = 2+2V3-2V3 = 2.

9.5.1 La diferencial total

Sea f definida como y = f(x). Recordemos que Ay = f(x+Ax)—f(x), y que cuando Ax — 0, entonces
Ay se aproximaba mediante la diferencial de x a través de la expresidon dy = f'(x) dx. De manera
andloga, si f es una funcién definida como z = f(x, y), tal que las derivadas parciales existen, y
X,y se incrementan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento correspondiente de z esta dado
por:

Az = f(x+Ax, y+Ay)—f(x, y)

Cuando Ax —» 0 y Ay — 0, Az se puede aproximar mediante las diferenciales de x y y a través de
la expresion:

dz=f dx+fydy

A dz se la denomina diferencial total.
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Ejemplo 28.

Solucion.

Ejemplo 29.

Solucion.

Ejemplo 30.

Solucion.

Dada z = x* + 7xy + 5y*, encontrar la diferencial total dz.

97 _ £ 3y2 9z _ o _ 3
ax—fx—3x +7y y ay—fy—7x+20y
dz = (3x% + 7y) dx + (7x + 20y3) dy

Hallar dz si z = 2x3—4xy? + 3y

% _ 9y2 — gxy

9z _ . 2 4 2
ax—6x 4y y 3

dz = (6x? — 4y?) dx + (9y* — 8xy) dy

El volumen de un cilindro circular recto define la funcién z = f(x, y) = mx?y, donde
x es el radio y y la altura del cilindro.

a. Hallar el volumen de un cilindro de 20 cm de radio y 50 cm de altura.
b. Siseincrementan el radio y la altura en un centimetro, hallar Az, dz y comparar

estos resultados.
a. Six=20 y y=50, el volumen esta dado por f(20, 50) = 20.000m cm?.
b. Six=20, y=50, Ax=dx=1 y Ay=dy=1, tenemos:

Az = f(x+Ax, y+Ay)—f(x,¥) = f(21, 51)—f(20, 50)
Az=22.4911t—20.000T = 2.491n
Si z = mx*y, entonces:
dz = 2mxydx + mx*dy
reemplazamos y tenemos:
dz = £, (20, 50) dx+f (20, 50) dy
dz=2.000m+400m = 2.400m

dz es una buena aproximaciéon a Az; la diferencia entre estos dos valores,

2.491m—2.400m = 91m, da un pequefio error del 0,4 % con respecto al volumen
inicial.
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9.5.2

EJERCICIO 9.2

1. Hallef, fy y la diferencial total en el punto (1, 2) y explique el resultado para cada una de
las siguientes funciones definidas como:

a. f(xy) = X+x2y—y% b. f(x,y) = 2x3—4xy? + 3y%
¢ f(xy) = 7x*+4xy + 12y% d. f(x,y) = 8(2x—5y)%.

2. Hallef, fv , f, y la diferencial total en el punto (1, 2, 3) para cada una de las siguientes fun-
ciones definidas como:

a. f(x,y,2z) = In(x*+y*+z4)V% b. f(xy z) = eV
¢ fxyz)=xP25 d. f(x,y,z) = 5x°)°z*%
3. Bosqueje las curvas de nivel para cada una de las funciones definidas como:

a. z=2x+3y;z=0,1,2,3; b. z=3x—y; z=0,1,-2,3;

c. z=,16—-x%2-v%2=0,1,2,3; d. z=x*+y% z=1,2,3,4.

4. Dadaf(x,y)=x"—y*+4x+2y+ 1:

NE

a. Halle D, f(x,y) enladireccion 6 = ¥ %-

b. Calcule D, f en el punto (2, —7).

Aplicaciones de las derivadas parciales

En curvas de nivel

Siz = f(x,y), las curvas de nivel corresponden a funciones implicitas de dos variablesx y y, que
algunas veces se pueden expresar explicitamente en funcidon de una de las variables x 6 y. Asi,
en el ejemplo 12, la curva de nivel para z = 4 define la funcién f(x, y) = 4, que se puede expresar
como y = x*—4; en el ejemplo 13, la curva de nivel para z = 6 define la funcion f(x, y) = 6, que se
puede expresar como y = g. Si estas funciones son derivables, la derivada resultante Z—z eslapen-
diente de la recta tangente a la curva de nivel, o lo que es equivalente, el ritmo de cambio de y con
respecto a x en la curva de nivel.
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Teorema 2. Sila curva de nivel dada por f(x,y) = C define una funcién implici-

d. .
ta tal que d_z existe, entonces:

dy _ _f
dx fy

. s . fx . o
En economia, si f es la funcién de produccién, — 7, representa la tasa marginal de sustitucién y
se puede interpretar como el nimero de unidades de y que se deben sacrificar para obtener una

mas de x a un mismo nivel de produccion.
Ejemplo 31. Siz=f(x,y) =5x*-3x*y*+ In(xy) paraz = C:

a. Encontrar % .

b. Parael punto (1, 1) defina la curva de nivel y halle Z—z.
Solucion.

a. Las curvas de nivel estan definidas por:

5x3—3x%2y?+In(xy) = C

R C d .
que define implicitamente una funcién; para hallar é aplicamos el teorema:

fr = 15x% — 6xy* +%

fy = —6x%y + :
y
dy f. 15x% — 6xy* + %
dx— f —6x%y + %

b. Parax=1y y=1,z=2, porlo tanto la curva de nivel esta definida por:
5x3—=3xy*+In(xy) =2,y:

dy 15D -6+ 1 o

X gy +1 5




Ejemplo 32.

Solucion.

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES | CAPITULO 9

Con 10x horas-hombre de trabajo calificado y 10y horas-hombre de trabajo no
calificado, un fabricante puede producir f(x, y) = x* y unidades de cierto articulo
cada dia. Actualmente, el fabricante utiliza 160 horas-hombre de trabajo califica-
do y 320 horas-hombre de trabajo no calificado por dia, pero desea aumentar en
10 el nimero de horas-hombre de trabajo calificado utilizado cada dia. Estime el
cambio correspondiente que debe hacer el fabricante en el nivel de la mano de
obra no calificada para que la produccion diaria total permanezca igual.

Actualmente, x = 16 y y = 32, de manera que el nivel de produccién es de

f(16, 32) = 8.192 unidades por dia. La curva de nivel correspondiente
8.192

f(x,¥) =8.192 es la grafica de la funciéon y =

x2

>

Esta curva muestra la relacion entre la cantidad x de mano de obra calificada y la
cantidad y de mano de obra no calificada que debe mantenerse para que la pro-
duccidn se conserve en su nivel actual. Vamos a estimar el cambio en y a lo largo

de esta curva que corresponde a un aumento unitario en x; de x = 16 a x = 17.
dy 16384
dx x3

cuando x = 16 debe ser una aproximacion al cambio deseado en y. Es decir, el cam-

es la tasa de cambio de y con respecto a x; el valor de esta derivada

bio en y es aproximadamente:

16384 _
(16)?

Por lo tanto, para compensar el aumento de 10 horas-hombre de trabajo califica-
do, el fabricante debe disminuir el nivel de trabajo no calificado aproximadamente
en 40 horas-hombre por dia.

. . d . .
En este ejemplo se obtuvo la pendiente ﬁ de una curva de nivel al resolver prime-
ro explicitamente la ecuacion f(x,y) = C paray en términos de la variable x, y luego
se derivé la expresion resultante para y con respecto a x.
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9.5.3

Al aplicar el teorema anterior,

@v_ 2y
dx x2 x
calculada en el punto (16, 32),
dy  2(32)
dx 16

Productos marginales de capital y de mano de obra

Suponga que la produccion diaria Q de una fabrica depende de la cantidad K de capital (medido en

unidades de US $1.000) invertido en planta y equipo, y del tamafio L de la fuerza laboral (medida
9Q
oK
marginales (o productividades marginales) del capital y de la mano de obra, respectivamente.

. . . . )
en horas-trabajador). En economia, las derivadas parciales — y a—g se conocen como productos

. 2 . .
El producto marginal de la mano de obra % es aproximadamente el cambio resultante en la pro-
duccion Q si el nivel de inversion de capital K se mantiene fijo y la mano de obra L se incrementa

en una hora-trabajador.

. . . 10 . .
De igual modo, el producto marginal de capital 6_(1?, es aproximadamente el cambio resultante en la
produccion si el tamafo de la fuerza laboral L se mantiene fijo y la inversion de capital se incre-
menta en una unidad (US $1.000).

Ejemplo 33.  Se estima que la produccién semanal en cierta planta se define por la funcién
Q(x,¥) = 1.200x +500y+x* y—x3*—y? unidades, donde x es el nimero de trabaja-
dores calificados y y, el nimero de trabajadores no calificados empleados en la
planta. En la actualidad, la fuerza laboral estd conformada por 30 trabajadores
calificados y 60 no calificados. Aplique el analisis marginal para calcular el cambio
resultante en la produccién semanal al adicionar un trabajador calificado, si el nt-
mero de trabajadores no calificados no cambia.

Solucién. La derivada parcial:
Q(x,y) = 1.200 + 2xy—3x*

es la razén de cambio de la produccién con respecto al nimero de trabajadores
calificados. Para cualesquiera valores de x y y, ésta es una aproximacion de la
cantidad de unidades adicionales que se producen cada semana si el nimero de
trabajadores calificados aumenta de x a x + 1, mientras que el nimero de trabaja-
dores no calificados se mantiene fijo en y. En particular, para una fuerza laboral de




9.5.4
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30 trabajadores calificados y 60 no calificados, si se incrementan los trabajadores
calificados a 31 y se mantienen constantes los no calificados, el cambio resultante
en la produccién es aproximadamente:
Q,(30,60) =1.200 + 2(30)(60)—3(30)* = 2.100
El calculo exacto de AQ es:
AQ =Q(31, 60)—Q(30, 60) = 2.084
91.469 — 89.400 = 2069

Articulos sustitutos

9.5.5

En economia se dice que dos articulos son sustitutos sila demanda g, del primero crece cuando el
precio p, del segundo crece, y sila demanda q, del segundo crece cuando el precio p, del primero
crece; por ejemplo, si la demanda de carne de res g, esta en funcién del precio de la libra de res
p, ydelalibrade pollo p,; q, = f(p,, p,) y la demanda de pollo también esta en funcién de p, y p,;
q,=9(p,, b,)- Sabemos que un incre;’r;lento en el precio de la carne de pollo p, hace que la gente
consuma mas carne de res, es decir 0, >0, y a su vez un incremento en la carne de res hace que

. . 04z
se incremente la demanda de pollo g,, es decir . >0.

Definicion 1. Dos productos cuyas demandas son q, y q,, y dependen de sus
precios unitarios p, y p,, son sustitutos si:

aq
op2

942

e >0

>0 vy

Ejemplo 34, Suponga que q, y g, definen la demanda de dos articulos con precios unitarios p,

y p, donde:
q, = 3.000 + 22

4 500
p1+3

p2t4

+50p, y g =2.000+ 100p, +

verificar que los articulos son sustitutos.

. a a
Solucién. 2 =50>0 2z —
op2 op1

los son sustitutos.

100 > 0; como ambas derivadas son positivas, los articu-

Articulos complementarios

Se dice que dos articulos son complementarios si la demanda q, del primero decrece cuando el
precio p, del segundo crece, y si la demanda g, del segundo decrece cuando el precio p, del pri-
mero crece. Por ejemplo, si la demanda de mesas de escritorio g, esta en funcion del precio de la
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mesa p, y del precio de la silla p,, tenemos q, = f(p,, p,); la demanda de sillas de escritorio esta
también en funcion de p, y p,: q, = g(p,, p,)- Sabemos que un incremento en el precio de la silla p,

. 0y . .
hace que la gente compre menos mesas, es decir 0, < 0, yasuvez un incremento en el precio de

. . .z . . 0qz
la mesa p, redunda en una disminucion de la demanda de sillas g,, es decir Fe <0.

Definicion 2. Dos productos cuyas demandas son q, y q,, y que dependen de sus
precios unitarios p, y p,, son complementarios si:

] ]
q1 < 0 y QZ
op, op,

Ejemplo 35.  Suponga que q, y q, definen las demanda de dos articulos con precios unitarios p,
y p, donde:

500
=50p; y gz =2.000 ~ 100p; +—

L+ 3 2t 4

g, = 2.000 +

Determinar si los articulos son complementarios.

., 9q 9q . . ;
Solucién. B_pl =-50y # = —100 < 0; como ambas derivadas son negativas, los articulos
2 1

son complementarios.

EJERCICIO 9.3

1.  En cierta fabrica la produccién Q esta relacionada con los insumos x y y por la funcion
Q(x, y) = 2x3+ 3x? y + 2. Si los niveles actuales de insumos son x = 20 y y = 10, aplique el
calculo para estimar el cambio que debe hacerse en el insumo x para compensar un incre-
mento de 0,5 unidades en el insumo y, de manera que la produccién se mantenga en el nivel
actual.

2. Suponga que la utilidad obtenida por un consumidor de x unidades de un articulo y y uni-
dades de un segundo articulo estd dada por la funcién de utilidad U(x, y) = (x+1)(y+2). En
la actualidad, el consumidor posee x = 25 unidades del primer articulo y y = 8 unidades del
segundo. Aplique el calculo para estimar cuantas unidades del primer articulo podria susti-
tuir el consumidor por una unidad del segundo articulo sin afectar la utilidad total.

3.  Undistribuidor de motocicletas ha descubierto que silas motocicletas de clase 10 se venden
a x pesos cada una, y el precio de la gasolina es y centavos por galén, cada mes se venderan
aproximadamente f(x, y) = 200—24v/x +4(0, 1y+5)*2 motocicletas. Se estima que dentro de
t meses las motocicletas se venderan a x = 129+5t pesos cada una, y el precio de la gasolina
seray = 80+10v3t centavos por galdn. ;A qué razon cambiara la demanda mensual de mo-
tocicletas con respecto al tiempo dentro de tres meses?
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4 Laproduccién de cierta planta es Q(x, y) = 0,08x*+ 0,12xy + 0,03y? unidades por dia, donde
x es el nimero de horas de mano de obra calificada que se utiliza y y es el nimero de horas
de mano de obra no calificada. En la actualidad se emplean 80 horas de mano de obra califi-

caday 200 horas de mano de obra no calificada todos los dias. Utilice la diferencial total dQ
1

para estimar el cambio resultante en la produccion, si se adicionan ; hora de mano de obra

calificada y 2 horas de mano de obra no calificada.

5. Lautilidad diaria obtenida por un tendero de la venta de dos marcas de jugo de naranja es
P(x,y) = (x—30)(70—5x+4y)+(y—40)(80+6x—7y) centavos, donde x es el precio por envase
de la primera marcay y es el precio por envase de la segunda. En la actualidad, la primera
marca se vende a 50 centavos por unidad y la segunda a 52 centavos por unidad. Emplee
la diferencial total dP para calcular el cambio generado en la utilidad diaria, si el tendero
aumenta el precio de la primera marca en $1 por envase y el de la segunda marca en $2 por
envase.

9.5.6 Derivadas parciales de segundo orden

Dada una funcién definida como z = f(x, y), derivable en una regién abierta, recordemos que sus
derivadas parciales son funciones de dos variables. Si existen las derivadas parciales de estas
funciones, se las denomina derivadas parciales de segundo orden, y se simbolizan asi:

0 [0z 0%z 92
1-_(_)=_=Zxx f_fxx
dx \ox 0x? 0x2

0 [0z 0%z 0*f

2. ( ) = = Zyy = = fyx
dx \dy dx dy dx dy
9 [0z 0%z 0%*f

3. -(5) = =2, = = foy
dy \ox dy 0x dy ox

d [0z 0%z Bzf
Ll =S =2
4 ay (6y) ayr WY =y

2
NOTA: ai (gz) = aa 3y significa que la funcién se deriva primero con respecto a y, y la funcién resul-
x \dy

tante se deriva con respecto ax. A fxy y fyxse las denomina derivadas parciales mixtas.

. . ‘s o* 0*
Teorema 3 (de Clairaut). Si f es una funcién de x y y tal que 5, afy, Bygx son
continuas en la region abierta R, entonces para cada (x, y) en R,

a%f _ 9%f
axdy  dyox’
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z 0z 0%z 0%z

. .0z 0z 0"z 0%z
Ejemplo 36.  Determinar 9%’ 9y’ oxz Y ay2’

. 2
si z=e"",
Solucion.

0z xy2 0(xy?) 2 xy?

— = e e 2 = e y

0x dx y

0z xy2 0(xy?) 2
92 _ pxy? 0Y%) _ ook
=€ 5 xye

0%z a(exy? 2 d(xy? 2 2
o7z _ 2 ( ):yzexy (aJ’):yZexy y2:y4exy

dx2 dx x

0%z 6(exy2) 2 9(2xy)
972 _ oy 97 ) 4 pxy? 92XY)
ay? xy ay te oy
2 d(xy? 2
= 2xye*Y 9P 4 2xe*¥
oy
3%z 2 2 2 2
= 2xy eV 2xy + 2xe*" = 4x%y?e®V” + 2xe™V

2xe** (2xy? + 1)

Ejemplo 37.  Calcular todas las derivadas parciales de primer y segundo orden, y probar que:

622 _ 022 . _ 4 4 _ 2..2
ooy —ayox’ SLEZ=X +y* —4x‘y
Solucion.

0z d

— =4 3 —4 2 " 2 =4 3 _ 2

P x> +0—4y ax(x) x° — 8xy

0%z

ﬁ=12x2—8y2

0z d
—=0+4y3 - @(4x2y2) = 4y3 — 8x?y

dy

0%z

W = 12y2 — 8x2

0’z 9%z 9 (0xy 16

ayax_ﬁxay_ax(ay)_ XY
0%z 9%z

aydx bxy = oxdy

De donde
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. . 1 0%z _ 0%z
Ejemplo 38. Siz = xy + xe?, comprobar que ;. 5= = 55
Solucion.
0z N %
6x_y ¢
Kl 1 1 1
% a2 xfy )
ay ay =~ yr y?
1 1
0’z 0 62_6( xey)_l ey
axay_ax(ay)_ax )Ty
1
o’z _90n_o( L . &
6y6x_6y(6x)_0y(y ¢ )_ y?
Por lo tanto:
1
0%z ey 0%z

=-1—-——=—
dx dy yZ  dyodx

9.5.7 Funcion armonica

Definicién 3.  Una funcién f definida como z = f(x, y) se llama armoénica si satis-
face la ecuacion:
a*f | 9%*f

F + 52 = 0, ecuacion de Laplace.

Ejemplo 39. Comprobar que f(x,y) = x} y—xy® es armonica.

2 2
Solucion. o1 LT =0

0x%2 = 0y2?

a

i =3x%y —y°

Z—i =x3—3y%x

62

Pl 6xy

0% f

ﬁ = —6bxy

de donde , ,

o°f  0°f
@"'6_3,2_6"3’_63‘3’_0

Luego f es arménica.
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af of 0%*f 0%*f 9%f 0%f

: 5 — 2 v,3 = =
Ejemplo 40.  Si f(x,y) = 5x y,evaluar—ax, oy 952 5y ayox Y oxoy enx=4yy=1
Solucion. of

of

e 3 _— = 3 =

7% 10xy>, entonces (6x)(4,1) 10(4)(1) 40

af — 2.,2 af — 2 2

by 15x“y*, entonces (Oy)(m) = 15(4)*(1)* = 240

0*f 9% f

_— = 3 —_— = 3 =

72 10y°, entonces (E)xz)(4,1) 10(1) 10

0%f 0% f

377 30x“y, entonces (axZ)(4,1) 30(4)*(1) =480
0%z 0%z
Jyox 30xy~, entonces (ay 6x)(4,1) 30(4)(1) 120
0%z 0%z
axdy 30xy*, entonces (ax 6y)(4,1) 30(4)(1) 120

9.5.8 Aplicaciones

Ejemplo 41. Suponga que la produccion Q de una fabrica depende de la cantidad K de capital
invertido en la planta y el equipo, y del tamafio L de la fuerza laboral medida

en horas-trabajador. Dar una interpretacién del signo de la derivada parcial de
02
segundo orden FTEs

Solucion. Para la mayor parte de las fabricas que operan con fuerzas laborales adecuadas,

. a2 . C -
la derivada a—Lf es por lo general negativa. ;Puede dar una explicacién econdmica
. 0% . . )
de este hecho? Por lo tanto, si O—LS es negativa, el producto marginal del trabajo a—f

decrece cuando L crece. Esto implica que para un nivel fijo de inversion de capital,
el efecto provocado en la produccién al adicionar una hora-trabajador de mano de

obra, es mayor cuando la fuerza laboral es pequefia que cuando es grande.
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EJERCICIO 9.4
N w o
1. SiU=xy—In|xy|, calcule = Y 0
. 3%z 0%z _
2. Siz= Tyz' compruebe que Fwe) + 32 = 0.
3 Si _ + % mpr b oz = e
) 12 =Xy T xe”, compruebe que - = = 5 "
4. Siz=2x'—2y"—3x—4 b T
- Siz=2x*-2y’—3x—4xy’, compruebe que ;== = -

5. Si f(X'.y) =x’ ex2+y’ hallefx'fy’ fxy y fyx'

6.  Calcule todas las derivadas parciales de primer y segundo orden, y compruebe que:

’f _ 9%f

axay_ayax
a. f(x,y)= xy+§ con y # 0; b. f(x,y)=+/x?%+y?%
¢ flx,y)=x*+y% d. f(x,y)=% con x #y;
e. f(x, y)—w, f. flx,y)= x2+y2

7.  Compruebe para cada una de las funciones dadas, que x( ) + y( ) = 2z.
1
a. z=(x—2y)? b. z=(x*+y*)z

9z
8. Halle Y 2 Si:

a. z= ye'+xe”; b. z =ev?; C. z=Xy+3xy+4y3
d z=x*+X e. Z=Xxy; f. z=y?-2\
a2 02
9. Sif(x,y)=(y+ax)? e’*™ muestre que a_xJ; =a? ay_];
0%z 3%z 0%z 0%z . 5 3
10. Halle 922 992 9x dy ayox SLEZTX v+ 3xy + 4y°.

11. Halleg—; siz=+1—x2—y2 con x2 +y2< 1.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Calcule f, fy, oo fy " fxy y fyx para las siguientes funciones.

a. f(x,v)=2x?y+x3y? + 2y + 10; b. f(x,y)=%;
24.,2 e3x
c fluy)=e* ™ d feo)= o
e. fx,y)=3Yx+y)% f. flx,y) = xe” + x3y2.
Determine si son armonicas las funciones definidas como:
a. f(xy)=x3y—xy b. f(x,y)=x*—x*y*

3
CalculeZTf si f(x,y) = 3x*y® — 2x%y3.

3

Calcule sl si f(x,y)=2x2%—y?
dy 0x2 24 Yo

. . . of of of o .
Calcule las primeras derivadas parciales 9%’ 0y’ 9z de cada una de las siguientes funciones
f de tres variables.

a. f(x,y, z)=3xy—xyz+y* 72

b. f(xy, z) = In|x*—yz|+e¥~.

- L . 2*f *f
En cada uno de los siguientes ejercicios verifique que - 9y~ oyox
20,3 _ 4345 x1
a. f(x,y)=2x%y> —x°y°. b. f(x,y)=ln(ﬁ) con y# 1.
L. X 0z 0z
En cada una de las siguientes funciones halle ;= ¥V ErE
a. z=xln|x|—ye’ + 3. b. z=x* In|y|—y3+e~
o . af of of
En cada una de las siguientes funciones halle 9%’ 9y’ 02"

a. f(xy, z) =xe”+ye’ —y*+3,

b. f(x,y,z) =x3+)3+7*(x + y)—22%

2 1
Suponga que la produccién Q de una fabrica esta dada por Q(K,L) = K= - L3, donde K es el
capital invertido en planta y equipo, y L la fuerza laboral medida en horas-trabajador. Cal-
cule las derivadas de segundo orden y dé una interpretacion.
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Maximos y minimos de funciones de varias variables

Si g es una funcién de variable real definida como y = g(x) y continua en un intervalo cerrado
[a, b], l1a funcién tiene un maximo y un minimo absoluto. De manera analoga, si tenemos una
funcién definida como z = f(x, y) continua en una region cerrada A del plano, entonces f tiene al
menos un maximo y un minimo absoluto en 4; es decir, existen (x,,y,) vy (x,,5,) en 4, tales que:

fx,y) < fxy)< f(x,y,) para cualquier punto (x,y) en A.
f(x,,y,) es el minimo absoluto en 4 f(x,, y,) es el maximo absoluto en A.

Un nuimero real f(a, b) es un maximo relativo si existe una region abierta R que contenga a (a, b)
tal que f(a, b)=f(x, y) para todo (x, y) en R. Analogamente, un nimero real f(a, b) es un minimo
relativo si existe una region abierta R que contenga a (a, b) tal que f(a, b)<f(x,y) para todo (x, )
enR.

Alos efectos del calculo, consideraremos sdlo funciones tales que sus derivadas parciales de pri-
mer y segundo orden existan, y sean continuas en regiones abiertas. Sus graficas de denominan
superficies suaves.

Si f es una funcién de dos variables con derivadas parciales continuas en (a, b) y f(a, b) es un

L. . . . . . af of
maximo relativo (o minimo relativo), entonces las derivadas parciales —

o Y o, Se anulan en

dicho punto.

Definicién 4. Sea f una funcién definida como z = f(x, y) continua en una re-
gion abierta A. El punto (a, b) de A es un punto critico de f si:

of _ of _
(ﬁ)wrb) =0y (@)(wb) =0

R
X
s

—

X %
*~_ Punto

minimo
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4 .
/ ..',’ P.llllnto de

Como se ve en las graficas, un punto critico puede ser un maximo relativo, un minimo relativo, o
un punto de silla (no es ni maximo ni minimo).

En funciones de variable real, para determinar si un punto critico es maximo, minimo o punto de
silla, se utiliza el criterio de la segunda derivada (aunque en algunos casos no decide). Existe un
criterio analogo para maximos o minimos relativos o locales, dado en el siguiente teorema.

Teorema 4. Sea (a, b) un punto critico de una funcién definida como z = f(x, y)
con derivadas parciales continuas en un conjunto abierto que con-
tiene a (a, b):

xx ’b X, ’b
Aa,b) = };E‘; o ;;EZ | = fex @)y (@ 5) = iy, )2

Entonces:

i) SiA(a, b)>0y f_ (a, b)<O0, f tiene un maximo relativo en (a, b).
ii) SiA(a, b)>0y f_(a, b)>0), f tiene un minimo relativo en (a, b).
iii)  SiA(a, b)<0, f tiene un punto de silla en (a, b).

iv)  SiA(a, b) =0, el criterio no decide.

Ejemplo 42. Hallar los puntos criticos de la funcién dada y clasificarlos como maximos o mini-
mos relativos, o puntos de silla:

fxy) =5—x*—y?

or of

Solucidn. e -2x y 3y —2y;resolvemos el sistema:
—2x=0
-2y =0

cuya solucién es (0, 0) y corresponde al punto critico.




Ejemplo 43.

Solucion.

Ejemplo 44.

Solucion.
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Como las derivadas parciales de f son continuas, aplicamos el teorema 4 para de-
terminar si en (0, 0) hay punto maximo, minimo o de silla.
% f % f

Pro p<0,ZL=2<0y =0,y
0x2 7 oy? dy 0x ro

A(0, 0) = (—2)(—2)—(0)? = 4>0

por lo tanto, en (0, 0) hay un maximo relativo cuyo valor es z = f(0, 0) = 5, que
corresponde al punto de la superficie (0, 0, 5).

Hallar los puntos criticos de la funcidn f y clasificarlos como maximos o minimos
relativos, o puntos de silla, si f(x,y) = 1+x2—y2

of of

P 2x y 3 = —2y;al resolver el sistema:
2x=0
—2y=0

la solucién es (0, 0) y corresponde al punto critico.

Como las derivadas parciales de f son continuas, aplicamos el teorema 4 para de-
terminar si en (0, 0) hay punto maximo, minimo o de silla.

a%f
Byax_

a%f *r .
ﬁ_2>0’ay2_ 2<0y 0,y:
A(0,0) = (2)(—2)—(0)* = —4<0

por lo tanto, en (0, 0) hay un punto de silla cuyo valor es z = f(0, 0) = 1, que corres-
ponde al punto de la superficie (0, 0, 1).

Hallar los puntos criticos de la funcion f y clasificarlos como maximos o minimos
relativos, o puntos de silla:

fx,y) = x*+xy+y?—3x+2

Z_izzx+y—3=0 y Z—£=x+2y=0;alresolverelsistema:
{2x+y:3
x+2y=0

la solucién es (2, —1) y corresponde al punto critico.
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Como las derivadas parciales de f son continuas, aplicamos el teorema 4 para de-
terminar si en (2, —1) hay punto maximo, minimo o de silla.
9% f

2 _ P _ Pr 1
E=2>0,25=2>0y —l=1y

A2, —1) = (2)(2)—(1)? = 350

por lo tanto, en (2, —1) hay un minimo relativo cuyo valores z = f(2, —1) = —1, que
corresponde al punto de la superficie (2, —1, —1).

Ejemplo 45.  Hallar los puntos criticos de la funcién f y clasificarlos como maximos o minimos
relativos, o puntos de silla:

f(xy) =x*+y*—3x*-3y—10

Solucion. Z—ﬁ =3x?-6x=0y Z—£ = 3y? — 3 = 0;al resolver el sistema:

f _ a2 o O _ 9.2 o _
ax—3x 6x=0 vy ay—3y 3=0

de la ecuacion (1) se tiene que x = 0 6 x = 2, y de la ecuacidén (2) se tiene que
y=16y=—1.Porlo tanto, las soluciones del sistema son las parejas (0, 1), (0, —1),
(2,1) y (2,—1), que corresponden a los puntos criticos de f.

Como las derivadas parciales de f son continuas, aplicamos el teorema 4.

a 2 02
T —6x—6 L=6y y ay(;‘xzo, v

A(x,y) = (6x—6)(6y)—0 = 36xy—36y

Para el punto (0, 1):
2
272 =6(0)—6=—-6<0 y A(0,1) =—36 < 0; por lo tanto, en (0, 1) hay un

punto desilla, cuyo valores f(0, 1) =—12, que corresponde al punto de la superficie
(0,1,-12).

Para el punto (0, —1):

2
ng =6(0)—6=—-6<0 y A(0,—1) =36 > 0; por lo tanto, en (0, —1) hay un
punto maximo, cuyo valor es f(0, —1) = —8, que corresponde al punto de la super-

ficie (0, —1, —8).

Para el punto (2, 1):
2
ZTZ =6(2)—-6=6>0 y A(2,1) =36 > 0, por lo tanto en (2, 1) hay un punto

minimo, cuyo valor es f(2, 1) = —26, que corresponde al punto de la superficie
(2,1,-16).
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Para el punto (2, —1):
P/ =6(2)—6=6>0 y A2, —1) = =36 < 0; por lo tanto en (2, —1) hay un

ox?
punto de silla, cuyo valor es f(2, —1) = —24, que corresponde al punto de la super-

ficie (2, —1, —12).

NOTA:  Para hallar los puntos criticos de una funcién de mds de dos variables definida como
z = f(x, X, X, ..., X,), donde cada una de sus derivadas parciales define una fun-
cién continua, al igual que para funciones de dos variables, resolvemos el sistema de
n ecuaciones con n incognitas que resulta de igualar las derivadas parciales a cero.

Si tenemos éxito en resolver el sistema (por lo general no lineal), aplicar el equivalen-
te al criterio de la segunda derivada para determinar si el punto es un mdximo o un mini-
mo, o un punto de silla encierra grandes dificultades de calculabilidad y complejidad.

Usualmente, en los ejercicios de este tipo que se plantean, es posible resolver, sin mucha dificul-
tad, el sistema de ecuaciones y de antemano saber a qué corresponde el punto critico, lo cual
evita aplicar criterios. De hecho, debemos creer en el buen juicio de quien propone el ejercicio.

Ejemplo 46.  Hallar el punto minimo de la funciéon f definida como:
w=f(x,y, z) = x*+y*+z2+5
Solucidn. Hallamos las derivadas parciales:

fx xy 2z)= 2X,fy (x,y,7z)= 2y,fZ (x,y,2) =2z,

que definen funciones continuas. Al resolver, el sistema:

2x =0
2y =0
2z =0

tiene como soluciéon (0, 0, 0), que determina un punto critico. Para determinar
a qué corresponde el punto critico, acudimos al enunciado del problema; por lo
tanto f(0, 0, 0) =5 es un minimo local.

Con un poco de conocimiento de causa se puede corroborar el enunciado, si se
sabe que para todo (x,y, z) €R?,

x2+y*+z%20
por lo que se infiere que el punto (0, 0, 0) es un punto minimo y

f(x,y,z) =x*+y*+z2+5=5
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9.6.1

Problemas de maximos y minimos

En los modelos matematicos que hemos considerado tenemos una variable dependiente z en fun-
cion de dos o mas variables independientes X, Xy oo X ;€S decir, tenemos una funcion de varias
variables y valor real, expresada como:

zZ= f(xl, b S xn)
Al optimizar el modelo (maximizar o minimizar) se pueden presentar dos casos:

(O  Elvalor de z se considera definido en todo su dominio, para lo cual se aplican los criterios
que hemos desarrollado.

(O Elvalor de z esta restringido por condiciones sobre las variables independientes.
Volvamos sobre problemas de maximos y minimos con una sola variable.
Ejemplo 47. Hallar el area maxima de un rectangulo cuyo perimetro es 20.

Solucién. Definimos x>0 y y>0 como la base y la altura del rectangulo, y z = f(x, y), como
el area del rectangulo. El planteamiento del problema queda:

Funcioén objetivo: Maximizar: fxy)=x-y.
Sujeto a: gxy)=2x+2y =20,x>0 y y>0.

La restriccion (el perimetro) define la funcidn implicita g(x, y) = 20, que podemos
expresar como y = 10—x. Alreemplazar y = 10—x en la funcién objetivo f, tenemos
f(x, 10—x) = x(10—x). El problema es equivalente a maximizar la funcién en una
variable definida como:

f(x) =x(10—x) = 10x —x?
Su solucibnesx=5>0,y=5>0 y f(10) =100.

Notese que el reemplazo y = 10—x es valido porque x y y satisfacen la restriccion;
en el fondo, lo que se trata es de hallar el maximo de la funciéon f sobre el conjunto
Dom(f){(x,y):x20,y20 y 2x+2y = 20}.

Metodologia: Hasta ahora, cuando resolvemos problemas de maximos y minimos con restriccio-
nes, la funcién objetivo depende de dos variables z = f(x,y), y la restriccion es una
funcién implicita definida de la forma g(x,y) = C, que se puede expresar de manera
explicitay = h(x). Al reemplazar y = h(x) en la funcién objetivo, z = f(x, h(x)) es una
funcién que depende sdlo de x, por lo tanto el problema se reduce a optimizar sin
restricciones la funcién de una variable real definida como w(x) = f(x, h(x)).
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Siguiendo este esquema consideramos dos casos:

i. Que la funcién objetivo y la restriccion dependan de tres o mas variables y la
podamos reducir a optimizar una funcién con dos variables sin restricciones.

ii. Quelafuncién objetivo dependa de dos variables y la restricciéon dada en forma
implicita no la podamos expresar explicitamente para reducir el problema de
optimizar una funcién de una sola variable dependiente.

Caso i: Sila funcidn objetivo y las restricciones dependen de tres o mas varia-
bles, podemos reducir a optimizar una funcién con dos variables sin restriccio-
nes y copiamos la metodologia que utilizamos para funciones de una variable.

Consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 48.

Solucion.

;Cuales deben ser las medidas de una caja rectangular, sin tapa y con un volumen
de 32 unidades cubicas, si se va a utilizar la minima cantidad de material en su
fabricacion?

Definimos x como la longitud de la base de la caja, y el ancho de la base, y z1a altura
de la caja. Queremos minimizar el area total de la caja, excepto la cara superior.

P

-

De acuerdo con la figura, el area es:

Xy+2xz+2yz
La restriccidon que tenemos es que su volumen xyz sea igual a 32.
Formalmente el planteamiento del problema queda:

Funcio6n objetivo: Minimizar: A(x,y,z) =xy+2xz+2yz.
Sujeto a: gxy,z)=x-y-z=32.

. C s 32 y

Al despejar z de la restriccidn, tenemos que z = po Reemplazamos z en la funcion
objetivo y obtenemos la funcién definida de dos variables. El problema se reduce
a minimizar sin restricciones la funcién que depende de dos variables definida

como:
- 64 N 64
fx,y) =xy v %
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Se calculan las derivadas parciales:

O _ 6t O _ et stema:
WV T2V =X yz,planteamos el sistema:
xly—64=0
xy? —64=0

Multiplicamos la primera ecuacién por —y, y la segunda por x; tenemos:

—x%2y2 + 64y =0
x%y? —64x =0

Sumamos las igualdades y nos queda:
64y—64x =0, es decir, y—x =0 de donde y = x.

Reemplazamos en x* y—64 = 0, tenemos:

x%(x)—64 = 0

x*—64 =0
x3 = 64
x =364 = 4

Cuando x = 4,y = 4, en (4, 4) tenemos un punto critico. Verifiquemos que corres-
ponde a un punto minimo.

Como las derivadas parciales son continuas, aplicamos el teorema 4.

9%f 9%f _ 128 %f .
axz 128x'0x2 a3 y dyox Ly:

_ J9%f _ 128
A(x,y) = 128x 5

En el punto (4, 4):

2
ZT’; =512>0 y A(4,4) =16.383 > 0, por lo tanto en (4, 4) hay punto minimo,
cuyovalores f(4,4) =4-4+ % + % = 48, que corresponde al punto de la super-

ficie (4, 4, 48). Por lo tanto, el area minima es 48.
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Ejemplo 49. Dos productos 1y 2, con costos unitarios US $4 y US $1, se producen y venden
en cantidades x y y, a precios unitarios p y q respectivamente; las demandas en
funcién de los precios unitarios estan dadas por las funciones definidas como:

x=1-p+2q
y=11+p—3q
a. Determinar silos productos son sustitutos o complementarios.

b. Hallar la utilidad maxima, y las cantidades y los precios que maximizan la
utilidad.

Solucion.
a. Para determinar si los productos son sustitutos o complementarios, hallamos
las primeras derivadas parciales:

ox 5 day 1
aq y ap
Zsoy Zso i
Como % Y % » los productos son sustitutos.

b. Los ingresos de un producto corresponden al precio unitario por su cantidad;
el ingreso totales p - x+ q - y, donde p - x representa los ingresos del producto
1y q-y, losdel producto 2.

El costo total es 4x+y, donde 4x representa los costos del producto 1 y y, los
costos del producto 2.

Reemplazamos x y y en funciénde p y g,y tenemos:

(O Para los ingresos:

I(p,q) =p(1—-p+2q9)+q(11+p—3q)
=p-p*+2pq+11g+pq—3¢°
=p—-p*+3pq+11q — 3q?

(© Paralos costos:

Clp,q) =4(1—-p+2q9)+(11+p—3q)
=4—4p+8q+11+p—3q
=15—-3p +5¢q
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La utilidad consiste en los ingresos menos los costos:

U(p,q) = p—p*+3pq+11qg—3q*—15+3p —5¢q
= —p? +4p +3pq + 6q —3q*> — 15

Para maximizar la funcién, hallamos las derivadas parciales y las igualamos a
cero.

6U_ 2 4+3g=0

6U—3 +6—-6g=0

—2p+3q =—4
3p—6qg=-6

La solucion del sistema es p = 14 y q = 8; en (14, 8) se tiene un punto critico.
Veamos que corresponde a un maximo:

o _ 2<062U— 6<0 OZU—3
op? "9q% Y opoq

y A(14, 8) = (—2)(—6)—(3)? = 3>0.
La utilidad maxima es U(14, 8) = 50.

Para hallar las cantidades, reemplazamos en x = 1—p+2q y y = 11+p—3q.
Obtenemosx=3 y y=1.

Caso ii: Que la funcion objetivo dependa de dos variables y no podamos expresar explici-
tamente la restricciéon dada en forma implicita para reducir al problema a optimizar una
funcién de una sola variable dependiente.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Funcién objetivo: Maximizar: z=x%+y2,
Sujeto a: x3+y3—6xy = 0.

Existe una gran dificultad para expresary en funciéon de x 6 x en funcion de y. Esto obliga

a buscar otros métodos de solucion mas sencillos, uno de los cuales se llama multiplicado-
res de Lagrange.

9.6.2 Multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange se emplea para obtener los maximos o los minimos
de las funciones sujetas a restricciones de igualdad.
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Sila funcidén que se quiere optimizar depende de dos variables y esta definida como z = f(x, y). El
planteamiento del problema es:

Funcioén objetivo: Maximizar: z=f(xY).
Sujeto a: g(xy)=0.

Veamos el siguiente caso:

Plantear el problema de hallar el punto de la curva x - y = 20, tal que su distancia
al origen sea minima. Interprete geométricamente el resultado.

La distancia de un punto (x, y) al origen es v (x?+y?). Este valor es minimo cuando
x%+y? es minimo; por lo tanto, el planteamiento del problema es:

Funcioén objetivo: Minimizar: z=Xx%+y2,
Sujeto a: x-y—20=0.

Geométricamente, si tenemos la curva x - y = 20, para hallar la distancia minima
trazamos las curvas de nivel de la funcién objetivo, que son circunferencias con
centro en (0, 0). El radio de la primera de estas circunferencias que haga contacto
con la curva corresponde a la distancia minima.

Y
\

2N
&

Si el punto de contacto es (x, y), tenemos que la recta tangente a las curvas es la misma; es decir,
salvo una constante A, se cumplen las condiciones:

fxy)=A-g,(xy)
L&xy)=L-g,(xy)

ademas de la condicion g(x, y) = 0.
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En esencia, tenemos un sistema de ecuaciones que podemos expresar asi:

fx(xly) -2 gx(x:y) =0
fy(x:y) -1 gy(x;_Y) =0
g(x,y)=0

Observe que este sistema de ecuaciones es el mismo que resulta de minimizar sin restricciones la
funcién definida como F(x, y, A) = f(x,y)—A - g(x, ).

Multiplicadores de Lagrange. Si f y g son funciones con derivadas parciales
continuas, para hallar los puntos criticos de una funcién definida como f(x, y)
sujeta a la restriccion g(x, y) = 0, se construye la funcién:

Flxy,\) = f(xy)=A - g(xy)

y se determinan los puntos criticos de F considerada como una funcién de tres
variables x, y, A.

En general, si queremos optimizar la funcién de varias variables z = f(x, x,, .., X ), ésta puede
. 7 - . . 1 2 n
estar sujeta a un maximo de n—1 restricciones:

9, (xl, Xy o xn) =0,9, (xl, Xy s xn) =0,..9, , (xl, Xy e xn) =0.
Si las funciones f, g, 9., .., tienen derivadas parciales continuas, el problema se reduce a
. . . . 1 . 2 n_l e . .
optimizar sin restricciones la funcién definida como:

n-—1
F(X1, %0,y Xy Ay Ay ooy Apq) = f(xl,xz,...,xn)—igl/'li 9i (%1, %0, ..., Xy)

A las variables reales 7\1, 7\2, )\H, se las denomina multiplicadores de Lagrange.
El valor de Ai, i=1,2,.., n—1representala magnitud del cambio en la funcion objetivo por unidad
de cambio en la restriccién.

Ejemplo 50.  Resolvamos el ejemplo 41, por medio de los multiplicadores de Lagrange. ;Cuales
deben ser las medidas de una caja rectangular, sin tapa y con un volumen de 32
unidades cubicas, para poder utilizar la minima cantidad de material en su fabri-

cacion?
Solucién. De acuerdo a lo hecho anteriormente, el planteamiento del problema es:
Funcioén objetivo: Minimizar: A(x,y,7) =xy+2xz+2yz.

Sujeto a: gxy z)=x-y-z=32.
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La funcién F esta dada por:
F(X;y. Z, 7\) =Xy+2xz+ 2yz—}\(x -y Z—32)

El sistema que debemos resolver es:

F.(x,y,z,1) =0

E,(x,y,2z,4) =0

F,(x,y,z,A) =0

Fy(x,y,2,A) =0

es decir,

y+2z—-24yz =0 (1)
x+2z—Axz =0 (2)
2x+2y—2Axy =0 (3)
x-y-z—32 =0 (4

Multiplicamos la segunda ecuacion por y y la tercera por (—z); sumamos miembro
a miembro y tenemos:

xy+yz(2—-2Ax) =0
—2xz—yz(2—2Ax) =0
xy —2xz =0 (5)

de la ecuacion (5), tenemos que x(y—2z) = 0. Como x>0, se sigue que y = 2z. Ahora
reemplazamos y en la ecuacién (1) y tenemos que:

2z+2z—2Az =

zZ =

>IN ©

de donde se obtiene que y = 2z = %. Reemplazamos z en la ecuacidn (2); se sigue

que:
2 2

22_1x 2=
X+ ﬂ, xl

4

)

Finalmente, reemplazamos x, y, z en la ecuacién (4) y tenemos:

4 4 2 39—
A A2 N
A=1
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Ejemplo 51.

Solucion.

de donde se sigue que x = % =4,y= % =4yz= % = 2,10 cual determina el mis-
mo punto del ejemplo 41. Asi, el area minima esta dada por:

A(4,4,2) =48

Una fabrica produce dos tipos de maquinas en cantidades x y y. La funcién de
costo total estd dada por f definida como f(x, y) = x?+2y?—xy. Para minimizar el
costo, ;cuantas maquinas de cada tipo debe producir, si el total debe ser 8?

Funci6n objetivo: Minimizar: fx,y, z)=x* y+2y*—xy.
Sujeto a: g(x,y)=x+y = 8.

Aplicamos los multiplicadores de Lagrange, con lo cual el problema se reduce a
minimizar:

F(x,y,) =x%>+2y? —xy—A(x +y — 8)
=x2+4+2y?—xy—Ax— Ay + 81

Ahora,
OF _ Ca — OF R
E—Zx y—=A=0y ay—4y x—A=0
Resolvemos el sistema:
2x—y—A4=0
—x+4y—-21=0
x+y=8

que tiene como solucion x=5, y=3 y A=7.Luego, hay un punto critico en
P(5, 3).

Presentamos a continuacion un ejemplo curioso debido a la forma en que se soluciona. Dejamos
al lector que lo resuelva utilizando el método de Lagrange.

Ejemplo especial 52.  Halle el valor minimo de la funcién definida por:

f(xy, z) =x?+2x2+2xy—4x+2*+2yz—4z+y’—4y—5
sujeta a las restricciones:

x+z=2(4+y)
x(z—y)=3
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Solucién.
X*+2xz2+2xy—4x+2%+2yz—4z+y*—4y—5 se puede escribir como:

(x+y+z+1)(x+y+z—5)

Si llamamos t = x+y+z, la expresiéon anterior resulta ser cuadratica en la
variable t:

(t+1)(¢=5) = t2—4t—5

y alcanza su valor minimo en t = 2. El valor minimo de f es —9, de donde
x+y+z =2 O bien x+z = 2—y. De larestriccién x+z = 2(4+y), se obtiene que:

2—y=2(4+y)

con lo cual y = —2. La primera restricciéon queda en x+z =4 6 bienx=4—z,yla
segunda restricciéon queda entonces en (4—z)(z+2) = 3. Resolvemos:

z>—2z—5=0
z=1+V6 6 z=1—/6

sustituimos en x = 4—z y obtenemos x = 3—/6 6 x = 3+V6. En resumen, la
funcién f se minimiza en los puntos:

(3—V6,—2,1+V6) y (3+V6, —2, 1—V6)

con valor minimo —9.

NOTA:  Para optimizar una funcion con restricciones, la convertimos en una funcién sin restricciones
reduciendo variables o agregando nuevas variables. Esto es para tratar de reducir el niimero
de variables. En caso de no ser posible, aplicamos el método de multiplicadores de Lagrange,
que implica agregar variables. En general, los problemas de optimizacién son dificiles de resol-
ver; sin embargo, se han desarrollado herramientas como la programacién lineal y la progra-
macién no lineal, que con la ayuda del computador han tenido gran desarrollo.
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EJERCICIO 9.5

1. Determine los maximos, minimos y puntos de silla (si los hay) para cada una de las siguien-
tes funciones:

a. f(x,y)= 2x*—2xy + y*+ 5x—3y; b. f(x,y) = xy+x—y

¢ f(xy) = 4x+2y—x*+ xy—y% d. f(x,y)=x3—3bxy+y3%

e. f(xy)=x*—y*—2x+4y+6; f. fxy)=xy—2y%

g f(xy) =2x*+y*—8x—2y+14; h. f(xy) = x3+y*—6x*+y —1;
i fO0y) ==y i f(y) = 420y —x;
k fy) =2+t +y% L flxy)=ev.

2. Halle los maximos o los minimos de cada una de la siguientes funciones sujetas a las restric-
ciones dadas, utilizando los multiplicadores de Lagrange.

a. f(x,y)=5x+6y*—xy, six+2y = 24;
b. f(xy)=12xy—3y*—x? six+y = 16;
c. f(xy)= x*+y*— 2xy, si x*+y*=50;
d. f(x,y)= x*~10y?% si x—y=18;
e. f(xy)=3x+4y*—xy, si 2x+ y = 21;
f. f(x,y) = x*+24xy+8y?, si x>+ y* = 25;
g fy)=x+ysix+y’=1;
h. f(x,y) =x*+y? si x¥*+y*—6xy = 0.
3. La funcién de producciéon de una empresa es f(I, k) = 12[+20k—I*—2k? donde [ y
k representan mano de obra (en miles de doélares) y capital (en miles de ddlares),
respectivamente. El costo para la compafiia es de $4 y $8 por cada unidad de I y k

respectivamente. Si la empresa desea que el costo total de los insumos sea $88, calcule la
maxima produccién posible.
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4.  Hallelas cantidades y el precio que maximicen la ganancia, y la maxima ganancia, para cada
uno de los siguientes conjuntos de funciones de demanda y de costo total (C).

a. x=2—2p+4q b. x=11-2p—2q
y=22+2p—6q y=16—2p—3q
C = 8x+2y; C = 3x+y;

c. p=40-2x% d. p=16—x*
q=12-3y q=9-y
C = 8+4x+3y; C = x*+3y?

5. Emplee el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener los puntos criticos de las
siguientes funciones sujetas a las restricciones dadas:

a. f(x,y)=4x*+2y?+5, con la restriccion x*+ y*—2y = 0;

b. f(x,y) =25—x*—y? con la restriccion x* + y>—4y = 0;

c¢. f(x,y)= x*+y,conlarestriccion x*+ y?=9;

d. f(x,y)=x?y, conlarestriccion x? + 8y? = 24;

e. f(xy, z)=x*+y*+ 7% con la restriccion 3x—2y + z—4 = 0;
f. f(x,y z)=x*+y*+ 7% con la restriccion y>—x? = 1.

6.  Para surtir un pedido de 100 unidades de un producto, una empresa desea distribuir la
produccion en dos plantas A y B. La funcién de costo total esta dada por:

C(p,q) =0,1p*+ 7p + 15¢ + 1.000

donde p y g son el nimero de unidades fabricadas en A y B respectivamente. ;C6mo se debe
distribuir la produccién para minimizar los costos?




CALCULO CON APLICACIONES

Resumen

Funciones de varias variables de valor real

La variable dependiente y esta en funcién de dos o mas variables independientes XXy ooy X ;€S
decir, tenemos una funcién expresada como:

y=fx, %, .0 x)

Grafica de una funcion de dos variables

Si f es una funcién definida como z = f(x, ), la grafica de f es el conjunto de ternas ordenadas de
numeros reales (x,y, z) tales que z = f(x,y). Geométricamente, a esta representacion grafica se la
denomina superficie en el espacio tridimensional.

Curvas de nivel

Trazar la grafica de una funcién de dos variables no es facil. Sin embargo, se puede visualizar
intersectando la superficie con planos paralelos al plano XY. Al proyectar estas curvas sobre el
plano XY, con indicacién del valor de la constante, obtenemos un conjunto de curvas que se de-
nominan curvas de nivel.

Curvas de nivel en economia. Isocuantas y curvas de indiferencia.

Las curvas de nivel surgen en diversas aplicaciones. En economia, por ejemplo, si la produccién
Q(x,y) de un proceso de produccion esta determinada por dos insumos x y y (por ejemplo, horas
de mano de obra e inversidn de capital), entonces la curva de nivel Q(x, y) = C se denomina curva
del producto constante C, o de modo mas simple, isocuanta. Esto significa que es posible obtener
la cantidad del producto € combinando los insumos x, y de diferentes maneras.

Otra aplicacion de las curvas de nivel en economia incluye el concepto de curvas de indiferencia.
Si un consumidor esta considerando la compra de una cantidad de unidades de cada uno de dos
articulos, puede asociar la compra con una funcién de utilidad definida como U(x, y), que mide
la satisfaccidn total o utilidad que obtendria con x unidades del primer articulo y y unidades del
segundo. Una curva de nivel U(x, y) = C de la funciéon de utilidad se denomina curva de indiferen-
cia y proporciona todas las combinaciones de x y y que conducen al mismo nivel de satisfaccién
del consumidor.
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Limites

Decimos que:

lim f(x,y) =1L
(xy)=(ab)

si y s6lo si para todo €>0, existe un &>0 tal que si \/(x—a)z + (y — b)? < § entonces

|f (xy)—L)|<e.

Continuidad

Se dice que una funcién definida como z = f(x, y) es continua en el punto (a, b), si:

lim | f(6y) = f(a,b)

Derivadas parciales

Si f es una funcién definida como z = f(x, y), continua en una regién abierta, y queremos medir la
variacion de z, podemos considerar:

1. Derivada parcial de z con respecto a x:

f (x,y) = Ahm f(x+Ax+)f(xy) siempre que dicho limite exista.

2. Derivada parcial de z con respecto a y:

— f (x,y) = AI;,T %y)f(”) siempre que dicho limite exista.

La diferencial total

Si f es una funcidén definida como z = f(x, y), tal que las derivadas parciales existen, y x, y se incre-
mentan en Ax y Ay, respectivamente, el incremento correspondiente a z estd dado por:

Az = f(x+Ax, y+Ay)—f(x,y)

Cuando Ax — 0 y Ay — 0, Az se puede aproximar mediante las diferenciales de x y y a través de
la expresion:

dz=f dx+fydy

dz se denomina diferencial total.
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GLOSARIO

Funciones de varias variables de valor real: Funciéon con dominio en un subconjunto de R" y
codominio en R.

Isocuantas: Curvas de nivel de una funcidn de produccién Q(x, y).

Curvas de indiferencia: Curvas de nivel de una funcién de utilidad U(x, y).
Producto marginal de capital: g—i, donde Q es la funcién produccién y K es el capital.

Producto marginal de mano de obra: Z—S, donde Q es la funcién de producciéon y L es la fuerza
laboral.

Articulos sustitutos: Dos articulos son sustitutos, si la demanda g, del primero crece cuando el
precio p, del segundo crece, y la demanda q, del segundo crece cuando el precio p, del primero
crece.

Articulos complementarios: Se dice que dos articulos son complementarios si la demanda q,
del primero decrece cuando el precio p, del segundo crece, y la demanda g, del segundo decrece
cuando el precio p, del primero crece.

Punto critico: Sea f una funcidn definida como z = f(x, y), continua en una regién abierta A. El
punto (a, b) de A es un punto critico de f si:

of _ of _
(ﬁ)(a,w =0y (@)(a.m =0




Respuestas

CAPITULO I

EJERCICIO 1.1

1. a. 2x*+4xy + 3y? b. a—2b
2. a. 3a—(—5b—6¢c-7) b. 5x—(4y—8z+10) c. x—(y—z+4)
d. —6x— 3y +4z—2) e. —12x—(—4y+5z+8) f. 12a—(6b—8c+10)

3.  a. 4m—[2n+3+(—m+n)—(2m—n)]

b. x*—{3xy—[(x*—xy)+y*]}
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EJERCICIO 1.2

1. a. 19a+ 3c b. 7a™ — 14a*
2. a —2x-9 b.—x + 4
. — By 18y d. 15-10V5a
28 200

_ 3,15 2_ 19 1

4 8x -8y +3 5 a+8a m ”
6. Zmb+ins+Lmin2 —Lipmept 43

16 9 20 5
7. a 4x—6y—6 b. —14x + 20y + 4

c. —m*—4m3+10m?2 —12m+6++7
8. 3a®+a*—-a-5
EJERCICIO 1.3
Efectie en cada caso.
1. a*+8b° 2. a®—Db° 3.0+ a*
EJERCICIO 1.4
1. 4x2—12x%y*+ 9yt 2. a*—9 3.xt+ 283+ x2—1
4. a*+ 2ac— b*+ ¢? 5. 6x2+11x—10
6. 27m?—54m?n®*+ 36mn*— 8n°
7. —123. 8. (a*+3b?)(c*+ 3d?) = (ac + 3bd)*+ 3(ad—bc)~
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EJERCICIO 1.5

10.

11.

12.

14.

16.

18.

20.

22.

24.

26.

28.

30.

33.

36.

a. V3x—3V3
1
a. Exy(le —4y)
1.2
d. = (x*+15)
35m?(n3 - 2m)

x—2)x+3y+1)

12
b. 1 —7}/

b. %xy2(3 — 5xyz)

4. 12xy?(2a* — 3xy?)

7. 2x —3)2x+1)

(1 + 3ab?c3d*)(1 — 3ab?c3d*)

(a? —5bM)(a* + 5a%b? + 25b8®)

c. 45(m+n) — 75n

34203 —
C X (3 —20xm)

5. x2y3(x?z% + 3y)

8. a(x® —ax + a?)

(x =+ +y) (% +xy +y3) (e —xy + y)(x* —x2y? +y*)

(1 —3ab)(1 + 3ab + 9a%b?)
(4 =) (4 +27)

(1 _ an+2)(1 + an+2 + a2n+4)

(9x — 15)(9x + 12)

(x +4)%(x — 4)?

(x — 2v5)(x + 2V5) (x2 + 17)

(x = 3y)*
(m—-14)(m+12)
(x+26)(x —14)

(1 —2ab)?

(ax — b)(4a® — 3m)

a?(a* —3a%? +8a —4)

13. (Zx" -

2x™ + =

)

15. (aann - %) (a”bzn + é)

17. (6n — 2)(6n —5)

19.(x —y)(9x +y)

21 (x —2)(x +2)(x — 6)(x + 6)

23.(x + 4y)(x + 8y)

25. (x + 10y)(x — 5y)

27. (m = 25)(m — 16)

29. (7a + 5b — 5)(7a + 5b — 6)

31. (a* +b3)3
34. (x —3a)(3x%2—1)

37.(a +x)(a + b)

32. (1 +x2)(Bm—2n)
35. x(1 —x)(1 +x?)

38. (x —2y)(a —2b)
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EJERCICIO 1.6

1. xm—yn 2. a**1+10 3. x+y+z
4 32y° X
4. (x+y) 5 — 6. 22
3a8 1
7 T 8 xy8(3x*+5)4 9. 2b+3
2x+y b 4n?+10n+25
10. %o, 11. 3 12. — =
(x-3)(x-2) x+3 2
D (x—4) 4. 15 3a
2xy x—1
16. 1 17.";?:5;i;5 18.;:5
EJERCICIO 1.7
1 x:§ 2. x=-3 3 x:—g 4. x=-35
5 y = l 6 X= 5 7. x= 8 — ﬁ
3 20
9. x=5 10.x=§ 11.x=§ 12. x=3a
13, x=22 14, x =22
a+c a+b
_ 24 _ AP — 2 _ Fa?
15. a. b=— b. t=— c 2 d. =
_ 50 _ s(a-n) _ s __ b+2d
e c=g (F —32) f. =" g t=_— h. = .
EJERCICIO 1.8
1. a 27 b. 25
2. a. 50,200 b. 150, 200 c. 300,500

3. a. 179,180,181 b. 168,170, 172

4. a. 26 monedas de $50 y 21 monedas de $100.
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b. 14 billetes de $1000, 7 billetes de $500 y billetes de $10000.
5. a. 54 millones de pesos en bonos y 30 millones de pesos en acciones.
b. 200 millones de pesos en bonos y 200 millones de pesos en acciones.
6. 15 minutos 7. $27500 8. $80
9.  Ahace le trabajo en 15 horas y B hace el trabajo en 10 horas.

10. El31 dejulio de 2024.

EJERCICIO 1.9

1. a [23] b. (—x, 2) c. [-2,5)
d. [10, o) e. (6,13] f. (—,9]
2. a {xeR|x=s3} b. {xeR| —9<x< -5} c. {xeR|x=z2}
d. {xeR|0<x<5}
3. a (—%,5) b. (—o0, —1)N(—2, ©)=(—2,—1) c. (—%, 6]N(1, ®)=(1, 6]
d. (—o,—1)N(1, ©)=J
4. a [1,2] b. (—5, ) c [-2,1),
d. (—,4)U[7, »), e. (—6,—3]uU[5,8), f. {1}
5 a. ) T
-1 2
AY
b. d
—4
I 1
C. | 1
3 10
d £ ,
0 7
s
e. *
2
f. £ U 7
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EJERCICIO 1.10

1. x=2++2 2.x=%yx:__

4, x=4++13

3. x=%(—5i\/ﬁ)

5. No tiene solucién en los niimeros reales.

6. No tiene solucién en los niimeros reales. 7. x=1.

8. No tiene solucién en los niimeros reales. 9. x=#%2.

10. x=%3 11. x=2 12. x=2 13.x=0,x=3
14. x=2 15. x=3 16. x=1

17. a. x*+2x—15=0 b. 6x%+x—2=0 c. x>+ 10x+ 25=0 d. x>—4x+2=0
18. x=(1+V5)/2.

EJERCICIO 1.11

4. (=5-2)U(47) 5. (—,7] U [2,0)

7. R- {g} 8. (-8,1)

10. (=00,0) U (0,1) U (2, ) 11. (=1,0) U (1, )

13. {0}u[3, ) 14. (0, )

15. (—oo, —g) U(=1,2)u (% oo) 16. (—00,1) U (% oo)

9. (—o,—1) U (0,1)

12. (0, )

17.[-1,0)

EJERCICIO 1.12

1. 1469 o mas articulos.
2. Menos de 55 articulos.

3. Entre 200y 1000 unidades.
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4.  Porlo menos 357142 periddicos.

5. M4s de 12000 unidades.

EJERCICIO 1.13

1. a 11 b. 27 c.30 d.1 e.l f2

2. a {51} b15-9  cf{-33 d. {4, —6) e.{—8,1} f.{—4,8)

EJERCICIO 1.14

1L a (1,5) b. (—4,—1) ¢ [-2.7] d [-2-2
e. (—o,@)=R  f [0,00) g (—o0 -2 u(-300)
h. (=0, 1]U[9, ) i [-3,7] iR k R 1 (=2,4/3)
2. a (B[3;2])F b. B[3; 2] c. B[-5/12; 13/12] d. (B[—1; 5])

@

B(=7/2,9/2)  f (B(2;6))

EJERCICIO 1.15

1. cotainferior —4 y cota superior 4.

2. cotainferior —5 y cota superior 10.

3.  El conjunto es vacio, luego cualquiera puede servir de cota inferior o de cota superior.
4. Noesacotado

5  infld)=—1 ysup(A)=1/2

6. inf(B)=—1ysup(B)=1.

7. inf(C)=0ysup(C)=1/2.

8. inf(D) no existe y sup(D) =1/4.
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EJERCICIO 1.16

1. a 26542841 b. o = d.—
2 8 2 4 11
2. a 3 b. 37 c. 3559 d.25 - 31
3. a. Vaa* b. Va® . 3\/%
4. a5 b. 2 c. 2V2
5. a V375 b. Y96 C. %
6. a —6-3v2 b.v/5v3 c. 1445 d.3
e. 6 f. ’4/266 . 316 . 512. 239
7. a 9xV5x —11xvV2x  b.3xV2x — 83Vx
8. a 14x b. 40x c. 5x3/3 d. V2x2 + 2x
e. Vax?—1 f V4x? —25 g Vx2—13x + 36 h. 5x
9. a 9—x b. 4—x c. x—1 d. Vx% - 81
e. 1+x f.1+x+2Vx g 2x—1-2Vx2—x—6
h. 50x — 242 + 14Vx2 — 2x — 15 i, %
10. a. a b. < c. > d.> e.0
11. 222y 4%

EJERCICIO 1.17

1. a VaZ+V2x+¥4 bVx+h-vx cVx +2 dVx -3
e. Yo+m2—Yxlx+h)+Vx? f. Va3 + V2x2 + Vax + V8
g Yx+2)3 h.[(2 +vx)’ (2 - Vx) iV
. 3VET3 . e . (2x+3)(x2-x ¥+ Va?)

x+3 X x34x




RESPUESTAS

d 1-/1-a* Axz-32x+32
T a? € x+2
) 1 1
3. a yxss b. (x+1)(Vx3+2) C-¥xra-Ya

2
d. 3zt D2+3/3xrn+° 9

EJERCICIO 1.18

31 1 1
2. a Falso,\/;—5>g

Para que sea verdadera el numero positivo a considerar debe ser mayor que 1.

b. Falso, (%)2 = i < %

Para que sea verdadera esta afirmacidn, el nimero positivo x debe ser estrictamente mayor

que 1.
1 2
3. a log1=0 b. log4(1—6) =-2 c. log4 = 3 d. logpt= b'¢
e. logw=m+n f. log,,,c=n g log,(y+z) =x h.log 64 =2

i. log,(0.01)=-2

4. a 25=32 b.x*=b c372=2 d.25"=5
e. Z=m+n f.(m+n)3=B

5. a. Secumple b. No se cumple c. No se cumple d. Se cumple
e. Se cumple f. Se cumple

6. a 3 b. 4 c.9

7. a x=3 b.x = — cx=- d.x=—4

25 4

e. x=253 fx=6 gx=2

h. x=log, (log,100)—4
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8. a. Secumple b. Se cumple
9. a. log(x+1) +log(x—1)—log(x+4)—log(x—4) b. 2log, x—log, (x*+1)
c. Inx+ 2In(x+2)—4In(x—2) d. 2logy (x2 + 1) — 2log,x — log,3
2
10. z=a~

EJERCICIO 1.19

1

1. a x=3 b.x=4 c.x=;ln2
2. a x=4 b.x=3 c.x=5

d x=4 e.x=—5x=4 f.x=1,x=1t\/2
CAPITULO 2

EJERCICIO 2.1

1. a =72 b. 15a+10 c |xIVx2 +6

d V(x2+10x +16)2 -9 e.fno se puede evaluar en g(2V2) pues g(2v2) R
f 4

2. a f(3)=6f(-5)= —2,f(i) =>+3,f(2x+5) =2x+8

b. f(3) =b,f(=5) = b—40,f () =2 £(2x 4 5) = —4x? — 14x — 10+ b

¢. f(3)=In(10),f(~5) no esta definida, f () = In(x + 3) — In(x), f(2x + 5) = In(6x + 16)

d f3)=0(-5)=4f(3)= “l; T"Z, Fx+5) =2VxZ +5x 1 4

e. f(3) no esta definida, f(—=5) = e_%,f (i) = eﬁ,f@x +5) = eﬁ
f. f(3)=64,1(~5) =576,f () = ("Zx;j)z,f(zx +5) = 16(x? + 5x + 6)?

3. a % b.2, 4 c. No tiene preimagenes en R.




RESPUESTAS

d. No tiene preimagenes en R. e.—1,2 f. No tiene preimagenes en R.

4, a. 9 b.8

EJERCICIO 2.2

25
1. a q@)=3x*+12x+14,r=35 b.q(x)=3x*+x—8,r=24 c.q(x)=2x>—4x+3,1= >

2. f(—=10)=—660, f(—5)=0, f(—2)=36, f(—1)=24, f(0)=10, f(1)=0, f(2)=0, f(5)=120,
f(10)=1080. Los factores de f (x) son (x + 5), (x—1), (x—2)

4. a. k=-10 b.k=—-1996

5.  Para f(x)=14x"—65x%°+ 51 tenemos
f(1) =14(1)*—65(1)%+ 51=14—65 + 51 = 0, luego (x—1) es factor de f(x).

6. Sinesimpar (—a)"=—a" para todo a € R, luego f(—a) = 0 y asi f(x) = x"+ a" es divisible por
X +asinesimpar.

EJERCICIO 2.3

1. a =22 b.—2,1 c2,1 d.1,2,5 e.—2,2 f.—2,4
2. a (x—2)x+2)(x*+3) b. (x—2)(x*+ 2x + 10) c(x+1)?x+2)(x—4)

d x+DE*+x+1)

3. a < b.2 c.2,3,—4 d.1

4. a (2x+1)(Bx—1)(5x+2) b. (x—2)(x + 3)(2x + 1)
¢ (3x+1)(4x—1)(5x—1) d. (x+ 1)(3x—1)(5x + 2)

5. a In2. b. —In2.

6. a. Considere el polinomio f(x) = x* — 3, del cual V3 es una raiz. Pero por el teorema de las
raices racionales las posibles raices racionales de fson: +1, +3 y ninguna corresponde
a3, por lo tanto V3 debe ser irracional.
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b. Considere el polinomio f(x) = x* —18, del cual 3V18 es una raiz. Pero por el teorema de
las raices racionales las posibles raices racionales de fson: +1, +2, +3, +6, +9, +18 y
ninguna corresponde a V18, por lo tanto V18 debe ser irracional.

c. Puede verse que x = V2—/5 es una raiz del polinomio f(x) = x* —14x +9 (este polino-
mio se obtiene elevando al cuadrado dos veces en la expresién x = V2 — V/5). Pero por el
teorema de las raices racionales las posibles raices racionales de fson: +1, +3 y ninguna
corresponde a vV2—/5, por lo tanto V2 — V5 debe ser irracional.

d. Considere el polinomio f(x) = x> — n'y Vn es una raiz de éste. Si n no es un cuadrado,
ninguna de las posibles raices racionales podra coincidir con Vn. Por tanto, Vn debe ser
irracional.

EJERCICIO 2.4

1. a
/
b.
3
2




RESPUESTAS

C.
d.
44
2L
__/
e.

2. Dadas las siguientes graficas, encuentre su dominio y recorrido. Algunas de ellas estan de-
finidas a trozos, identifiquelas.

a. Dom(f) = (—oo, 1), Rec(f) = (0, o)
b. Dom(f) = (—1, 1], Rec(f) = [0, 1)

c. Dom(f) = (0, 2)U(2, 3], Rec(f) = [0, 3]
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3. Tracelagrafica de cada una de las siguientes funciones definidas como aparecen a continua-
cién.

U_lu
'
B




RESPUESTAS

]
1 2 3 4 5

y 120+
100
80t
60t
40T
201

-20 1
-40 1
-60 T
-80 1

-100 T

-120 T
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EJERCICIO 2.5

L a (Frg)3)=k+2, ((—9)(2)=15—x, () (~2)=k+6,(£) (=5) = ==
b. (f+g) (X)=k—x+5, (f—g) (X)=5x—k+5, (fg) (x)=—6x2+(2k—15)x+5k, (5) (x) = i"_J;S

2. a. Dom(f)=(—o0,—1)ul[0, 1]U(2, )
Dom(g)=(—o0, 1)U[1, 3]u(4, =).

b. f(3)=6, f(1)=1,9(2)=0y g(0)=1.

Bx+1)/(x*+1) ,x<-1

x2/(x? +1) ,0<x<1
fl9x) =) -1 x=1

2x/(x —2) ,2<x<3

2x/4 x> 4

BGx+D+*+1) ,x<-1

x2+ (x2+1) ,0<x<1
F+p@®=y\o o =1
2x + (x —2) ,2<x<3

2x + 4 x> 4
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BGx+D*+1) ,x< -1

x2(x?+ 1) ,0<x<1
9@ =1 -1 x=1
2x(x —2) ,2<x<3
2x(4) x> 4
3. a 268 b.1158 c.114 d. 2744 e. 394
f. 8x*+48x*+78 g 14x*+ 44 h.98x*+ 56x + 14 i. 499x + 16

j. 686x*+392x+ 100

X

o GereN@=£ () =1 (r(1-3)=r (1) =1 () =1- %=

1+(x—-1)=x
5. a f)=(fyef,)X)=f, (f, (x) ) donde f, (x)=3x—7y f, (x)=5\/x

b. f()=(fy> f,2 f))=F, (f, (f; (x) ) ) donde f, (x)=3x'=2x+4, f, ()=x"y f3(x) =i
¢ fC=(fe o fe HCO=f, (f; (f, (f; () ) ) ) donde f, (x)=2x—1, f, (x)=x*, f, ()=In(x) y

f,(x0)=x°
(e¥—x)?
d. f0)=(fe ), (f, () donde £;(x) =y f(0) =V
6. a,b,d,e.

1 1
7.oam b. 2x+h. ¢ Verhivk 4 YermTe e Va2
8.

f+yg
3+
2 ——
1T
1 2 3
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3
2_
1__
f-9
. i |
1 2 3
-14
-2+
-3 1
9.
gof
1 1 1
fog
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10. a. 1, f,g, heJ, entonces
((Feg)e h)() = (feg)(h(x)) =fg(h(x)) ) =f(g°h)(x)) = (fo(g°h))(X)
b. Definamos

I: X - X
x - L(=x

Entonces:

(Fo 1)@=, () )=f(x), asi [ fo L=
(I, NE=1, () )=f(x), asi Lo f=f
Por tanto I, es un médulo en (3,°)

c. Veamos que si feJ y fes biyectiva entonces existe g € J talque fog=gof=1.

Definase
I: X - X

x > gx=y
Donde:

f) =x ™

Entonces g es una funcion porque f es sobreyectiva, entonces dado x € X existe y € X tal-
que f(y) = x y ademas esta y es Unica, en efecto seany,, y,e X tales que:

9=y, y 9=y,

Entonces f(y,) = f(y,)= x y como f'es uno a uno entonces y, = y,, por tanto g es una fun-
cién.

Ademas:
flg(x) )=f(y) = x, por la definicién de g dada en (¥).

Y si g(f(x) ) =1, entonces por (*) tenemos que f(I) = f(x) y como fes uno a uno x = I. Asi:

9(fx) )=x

Concluimos que fo g =g o f=1,, donde I, es el mdédulo de (3, °) definido en b.
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EJERCICIO 2.6

1. a R b.(0,2) c. R—{-3} d.[-2,e) - (2}
¢ CoEloffs)  comuoe  aR-{]

=

3
~2,00) - {In3,In4}

[\
o
=

b. (—o0, —=3] U [3, )
c. (fog)(x)=—x*+18, Dm(fog)=(—o0, —3]U[3, 9]

Dm(f)=R—{0}, Rec(f)=R—{—1}

Dm(f)=—4, =), Rec(f)=[0, o)

Dm(f)=R—{0, 1}, Rec(f)=(—0o0, —8 JU(0, =)
Dm(f)=[—1, 1], Rec()=[ 0, 1]
Dm(f)=R—{—1, 1}, Rec(f)=(—o0, —1]U(0, )
Dm(f)=R—{0, 1}, Rec(f)=R—{0, —1}
Dm(f)=R, Rec(f)=[4, =)

Dm(f)=R, Rec(f)=[—2, )

o a0 T ®

-

= @

f) =2 b. f(x) = x> —x ¢ flx) =

b
o

EJERCICIO 2.7

1. EjeX:x=0.EjeY:y=0.

2. EjeX:x=§. Eje Y: No corta al eje Y.
3. EjeX:x=In4.EjeY:y=-18.

4. EjeX:x=1. EjeY:No cortaal eje Y.
5. EjeX:x=0,x=4. EjeY:y=0.

6. EjeX:x=2,x=—2FEeYiy=—.

7. EjeX:x=-3.FEeYiy=—
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8. EjeX:notiene. EjeY:y=—1.
9. EjeX:x=0.EjeY:y=0.

10. EjeX:x=1,x=—1. EjeY:y=—1.

EJERCICIO 2.8

1. fesunoaunoyf (x) = i
2. g noesunoauno.

3x+4
1-x

3. hesunoauno h™l(x) =

4. resunoaunoy r '(x) =Inx.

5. fesunoaunoy f 1(x) :x;_7.

6. fesunoaunoy f '(x)=3VYx—1

1-3x

7. fesunoaunoy f '(x) = -

Iny—-1

8. fesunoaunoy f '(x) = .

9. fesunoaunoyf—1(x)=e+09.

10. f noesuno a uno.

11. a. b.
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[UEN S
N f - - - -
[SCT PR

12. a. f: Y - X
a - fla)=1
b - f(b)=2
c = flc)=3
d o~ fd)el
b. f: Z - X
2 - f(2)=a
4 - f(4)=a
6 - f(6)=b
c f: Z - X
2 - f(2)=a
4 - f(4)=b
6 - f(6)=c
d. Sif: X - Y
1 = f(D)=a
2 - f(2)=b
3 - f(3)=c
e. No.
f. No.
g Sif: X - Z
1 - f(H)=2
2 - f(2)=4
3 - f(3)=6

h. Si, la misma funcion del inciso g.

i. Si, la misma funcién del inciso g.




RESPUESTAS

j- Si,f: Y - Z
a - fla)=2
b - f(b)=4
c - flc)=6
d e fd)=2
k. No.
EJERCICIO 2.9
1. a. Pan b. Impar. c. Par. d. Impar.

e. Niparniimpar. f. Impar
2. a. Dm(f)=R—{0}, Rec(f)=(0, =), fno tiene intersecciones con los ejes, fno es uno a uno, f es
par.

b. Dm(f)=R, Rec(f)=(0, 1], fno se interseca con el eje X, f se interseca con el eje Y en (0, 1),
fno es uno auno, fes par.

c. Dm(f)=R, Rec()=(0, 1], fno se interseca con el eje X, f se interseca con el eje Yen (0, 1),
fno es uno a uno, fes par.

d. Dm(f)=R, Rec(f)=[—1/2, 1/2], fse interseca con ambos ejes en (0, 0), fno es uno a uno, f
es impar.

e. Dm(f)=R, Rec(f)=(0, 1], f no se interseca con en el eje X, f se interseca con el eje Y en
(0, 1), fno es uno a uno, fes par.

f. Dm(f)=R, Rec(f)=[—1/4, o), fse interseca con el eje X en (0, 0), (—1, 0) y se interseca
con el eje Yen (0, 0), fno es par ni impar.

3. a
140 +

120 +

100 +

40 +

5
X
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b.
Y 8T
i
6__
5 -
i
.l
.l
4
6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6
X
C.
Yol
2__
1__
-1 1 2 3 4 5
b'e
1+

4. a. Dom(f)=[—4, 4], Rec(f)=[0, 1], no es uno a uno, es par, es acotada, es periddica.
b. Dom(f)=[—-3, 3], Rec(f)=[—1, 1], no es uno a uno, es par, es acotada, no es periddica.
c¢. Dom(f)=(—2, —1]u(0, 1]u(2, 3], Rec(f)=[0, 1), no es uno a uno, no es par, es acotada.

d. Dom(f)=(—5, —1)u(—1, 3), Rec(f)=(—oo, 2], no es uno a uno, no es par, no es acotada, no
es periddica.
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5. a. Seanf yg funciones pares: f(—x)=f(x) y g(—x)=g(x), entonces
(+9) (=) =f(=x)+g(—=x)=f() +g ()= (f+g) (x).

b. Sean f y g funciones impares: f(—x)=—f(x) y g(—x)=—g(x), entonces
(+9) (=) =f(=0)+g (=) =—f()—g (X)==(f+g) ().

c. Sean f y g funciones pares: f(—x)=f(x) y g(—x)=g(x), entonces
(fo 9 (=x)=f(g(=x))=f(g(x))=(f° g) ().

EJERCICIO 2.10

1. a y=-5x+44 b.y=—%x+1—70 c.y=—§x+§
d. y=—§x+10 ey=-2x+1 fy=—x+3

2 32
g y= gx + 5
2. a. Ingresos, I(x)=10000x b. (800, 8000000)
Costos, C(x)=5000x + 4000000
x: Numero de unidades.
c¢. U(x)=5000x—4000000 d. 1100 unidades
3. a. p+@q=100eslaecuacién de demanday p—q=20 es la ecuacion de oferta.
¢ En la ecuacién de demanda p+g=100 el coeficiente de q es 1, es decir por cada unidad que

se demande, el precio se disminuye en 1 y el término independiente de la ecuacion es 100,
es decir, el mayor precio que puede tomar el producto es 100.

¢ En la ecuacion de oferta p—g=20 el coeficiente de q es —1, es decir, por cada unidad que se
ofrezca, el precio del producto aumenta en 1y el término independiente de la ecuacion es
20, es decir, el menor valor que puede tomar el producto es 20.
b. Sien p+q=100 hacemos p=40 entonces g=60, luego hay exceso de demanda.
Si en p—q=20 hacemos p=80 entonces q=60, luego hay exceso de oferta.
c. El punto de equilibrio es p=60, g=40.
4. a. v(t)=—800000t+ 12000000, D(t)=800000t con 0 < t< 15
b. v(t)=6400000, D(7)=5600000¢t
5. a. C(x)=6000x+ 5000000, I(x)=11000

b. El punto de equilibrio es (1000, 11000000)
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10.

11.

c. U(x)=5000x—5000000,donde 5000 eslautilidad por unidad vendiday U(0)=—5000000,
es decir, que si no se venden utilidades, se pierden 5000000.

d. 1400 unidades.
a. C(x)=1000x + 1400000, I(x)=3000x b. (700, 2100000)

c. U(2500)=3600000 d. 950 unidades.

a. La ecuacién de demanda es 2p+q=240, donde el precio maximo que los consumidores
estan dispuestos a pagar es $120 pues para g=0, 2p=240 o bien p=120. Ademas la ecuacién
también nos dice que por cada 2 unidades que se demanden del articulo, el precio disminu-
ye en $1. Por otro lado la ecuacion de oferta p—q=30, donde el precio minimo en el que el
vendedor esta dispuesto a ofrecer el articulo es $30 y ademaés la cantidad ofrecida aumenta
en una unidad cuando el precio del articulo aumenta en una unidad.

b. Cuando el precio es p=$40 la cantidad de demanda es 180, luego hay exceso de demanda
y cuando el precio es p=$100 la cantidad ofrecida es 70, luego hay exceso de oferta.

c. El punto de equilibrio viene dado por p=90, g=60.

Ecuacion de oferta: —q+4p = 40; Ecuacién de demanda: g+2p=200.
El punto de equilibrio es p=40, g=120

a. v(t)=—1200000t+ 18000000,0 <t<15 b. 13200000 c. 5afios.
Dadas las ecuaciones 2p+q=240 y p—q=30.

C(x)=5.5x + 30; US$ 465

a. 5000000 b. Si, porque la utilidad minima es de $4000000.

EJERCICIO 2.11

a. Ulx)=-— %xz + 5000x — 8000000, donde x es el nimero de unidades demandadas.

b. Graficade U(x) = —%xz +5000x — 8000000:
c. 5000 unidades.

a. Ecuacién de oferta: 5p—2g=1; Ecuacién de demanda: 25p+q*=269

b. El punto de equilibrio viene dado por p=5, g=12
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c. Si p=7 entonces hay una cantidad ofrecida de g=17, luego hay exceso de oferta y la can-
tidad demandada es g=v/94<10, entonces hay una demanda baja.

3. a. Ecuacién de oferta: p=g*+4q+3; Ecuacién de demanda: p=—q*+33
b. Sila cantidad ofrecida es g=2, el precio es p=15 el cual es muy bajo y los proveedores no
podran vender. Sila cantidad ofrecida es g=5, el precio es p=48 el cual es muy alto y enton-
ces la demanda serda muy baja. Sila cantidad demandada es g=5, el precio es p=8 el cual es
muy bajo y entonces a los proveedores no le es rentable vender.

c. El punto de equilibrio viene dado por g=3, p=24.

4. a. p=5,x=30 b. p=4, x=3.

EJERCICIO 2.12

1. a $1.41158 b. $1.425761 c.$1.4331 d. $1.4333

2. Latasa de crecimiento por minuto es %lnlh En una hora hay 80000 bacterias.
3. a. Aproximadamente 91106000 millones de habitantes

b. Aproximadamente 35 afios después.
4. $19863.41

5. V(t)=20000000e"82%8 ]a maquinaria se deprecia en 20.118 afios. La depreciacién acumula-
da del valor de la maquina en funcién del tiempo, viene dada por:

D(t)=20000000e*8(1—e=008%)
6. a. 20.14 afios b. 17.08 afios c. 30.51 afos
7. a. 7.498571 millones b. 9.540281472 millones
8. 1.396081975 millones
9. a. 28.07 meses b. 19.43 meses c. 8% aprox.
d. 1.244% aprox.

10. a. 308.56 ddlares b. 18 afios aprox.
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EJERCICIO 2.13

En los ejercicios del 1 al 6 construir el modelo matematico de acuerdo a la informacién dada

1. Area= A= x(10 — x).
2. C(x) =350 + 2222

X .

3. P(t)= (2(0.04)i)P0.

i=o0

4. I(x) _ 200x

T 1+005x%

5. Area=A(x) = 2r%
6. Area = A(x) = x(100 — x).
7. a. 50x? b. 500x%+ 60000x

xv/400-x2

8. Area=A®k)= -

9. Area= A(x) = xV4R? — x2

10. x*+ (25—x)?

11. (i + x—llz)2

12. Volumen = V(x) = x(1 — 2x)?

4x2%+320x
x—8

13. Area = A(x) =

x%  \/3(100-x)2
16 36

14.

2 2
X (100-x)
i + _—
16 41

15.

16. 2 (nr2 + 17°)

17. a. x=30, p=20 b. US$ 600000
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2.13 Ejercicios de repaso

1. a p+2q=13000 b. $13000 . 4250 unidades d. $2500
2. a. v(t)=—4000000t+ 50000000, 0<t<10
b. 10000000 c. 6 afos.
3. y= 150+7x, el costo de fabricar 100 sillas al dia es US$ 850.
4. a. C(x)=3x+ 45, x:nimero de unidades del articulo. b. US$ 105
c. El costo fijo es US$ 45 y el costo variable por articulo es de US$ 3.
5. y=10x+150
6. 800 articulos
7. a. 2000 unidades b. 2400 unidades c. Se pierden US$ 1250
8. a. x=500articulos b. US$ 4.14
9. x=20articulos 6 x =40 articulos.
10. 17 afios; v(t)=—750t + 1500; V(£)=US$ 10500
11. p=1.7—0.00005x
12. p=0.00025x+0.5
13. a. p=—0.06x+42 b. p = US$ 33, x =150 articulos
14. y=25x+3000; US$ 5500

15. a. y=4x+2500 b.x =2000 unidades c.x = 2160 unidades

16. a. y= g(x —32) + 273, expresa °K en funcién de grados Fahrenheit °F.
. 2
b. Sid esladiagonal de un cuadrado, Area del cuadrado: A(x) = d?

c. v(t)= gn(t + \/5)3
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CAPITULO 3

EJERCICIO 3.1

1. a. Graficar f(x) = 27 Esta funcién es uno a uno en R.

b. Graficar f(x) = x—lz
c. Graficar f(x) =b —%, a<0,b=

1

l

d. Graficar
1

Fx) = e x2 ,x <0

e_(ﬁ) ,x=0

1
1+e™

e. Graficar f(x) =

f. Graficar f(x) = iz

X

g. Graficar f(x) =2 —%

h. Graficar
“1ox<o
f@={ x "
x> x>0
. . _ x?
i. Graficar f(x) = pw
j-  Graficar
! -1 si—-1<x<0
PP
1- ! si 0<x<1
V1 — x?

Veamos que las condiciones dadas no garantizan que la funcién sea uno a uno o decreciente.
Si definimos:
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Entonces Dm(g)=(—1, 1), Rec(g)=, g es concava hacia arriba en (—1, 0) y céncava hacia aba-

joen (0, 1) pero g no es uno a uno porque g(0) = -1=g (?) y g tampoco es decreciente

porque 0 < gy sinembargo g(0) = -1<0=g (‘/2—5)

k. Graficar

fr (-1,1) —» R
X I f(x) = arcsin(x)

Nétese que|f(x)| = |arcsin(x)| < % para todo x € (—1, 1), luego fes acotada. Ademas fes

uno a uno.
l. Graficar
1
-1+ si—1<x<0
_ V1 —x?
fx) = 1
1-— si 0<x<1
V1—=x2

Notese que fes uno a uno y no es acotada.

2. a. Continua b. No continua c. No continua d. No continua
e. No continua f. No continua
3. Grafica 1: a.Dm(f)=R b. Rec(f)=[—1, o) c.fno esuno auno

. 1 ) 1 , . .

d. fesdecreciente en (—00, E)’ creciente (5’ 00) y cédncava hacia abajo en R
1 P

e. El punto (E' - 1) es un minimo absoluto de f.

Gréfica 2: a.Dm(f)=R b. Rec(f)=[—1, o) c.fno esuno a uno
d. fesdecreciente en (—oo, —1), creciente (—1, ), concava hacia abajo en (0, %) y concava

hacia arribaenR \ (0, %) .

1 1
e. Elpunto (—1,—1) esun minimo absoluto de (E’ f (;)) es un punto de inflexion.

Gréfica 3: a. Dm(f)=R b. Rec(f)=[0, o) c.fno esuno auno
d. fesdecreciente en (—oo, 0), creciente (0, o) y concava hacia abajo en R
e. El punto (0,0) esun minimo absoluto de f.

Grafica4: a.Dm(f) = [—2, E] b.Rec(f)=[—1,1) c. fno es uno a uno

2
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d. fes decreciente en (—1.4, 1), creciente (—2, —1.4) U (1, 1.5), céncava hacia abajo en
[—2, 0) y cdncava hacia arriba en (0, 1.5)

e. Elpunto (—1.4,1) es maximo absoluto de f; el punto (1, —1) es minimo absoluto de f y
(0, 0) es un punto de inflexion.
Gréfica 5: a. Dm(f)=R\{—1, 1} b. Rec(f)=R c.fno esunoauno

d. fesdecreciente en (—oo, —1),(—1, 0),(2, o), creciente (0, 1), (1, 2), concava hacia abajo
en (—oo, —1), (1, 0) y concava hacia arriba en (—1, 1)
e. El punto (0, 1) es un minimo local de f.

Gréfica 6: a. Dm(f)=R b. Rec(f)=[-2, 2]
c. fesperiddica, por tanto no es uno a uno

d. fesdecreciente en los intervalos [—1+2n, 1+2n], con n entero impar, es creciente en los
intervalos [—1+2n, 1+2n], con n entero par, concava hacia abajo en [2n, 2n+2], con n entero
par y céncava hacia arriba en [2n, 2n+2] con n entero impar

e. Lospuntos (2n, f(2n)) son de inflexién, donde n es un entero par, los puntos (1+, f(1+n))
son maximos absolutos, con n entero par, y minimos absolutos si n es entero impar.

Gréfica 7: a. Dm(f)=R\{0} b. Rec(f)=[2, o) c.fno esuno auno
d. fesdecreciente en los intervalos (—1, 0), (1, ©), cdncava hacia arriba en R\{0}
e. (1,2),(—12) son minimos para f.

Gréfica 8: a.Dm(f)=R b. Rec(f)=(—1,1) c.fesuno a uno
d. fes creciente R, cdncava hacia arriba en (—oo, 0), céncava hacia abajo en (0, )
e. (0, 0) esun punto de inflexién para f.

4. a. Verdadero: Supdngase que f tiene maximo local. Entonces existen c € (a, b) y €>0 tales
que (c—¢, c)c(a, b) y (¢, c+e)c(a, b), fes creciente en (c—¢, ¢) y fes decreciente en (c, c+g),
es decir f(x)<f(c) para todo xe (c—¢, ¢) y f(c)>f(y) para todo y € (c, c+€). Como fes continua,
deben existir x € (c—¢, ¢) y y,€ (¢, c+¢) tales que f(x,) = f(y,) y como los intervalos (c—¢, ¢)
y (¢, c+¢) son disjuntos, entonces x, # y. Es decir f(x,) = f(y,) con x,# y,, luego fno es uno a
uno.

b. Verdadero: Supdngase que f(x)#0 para todo x € (a, b). Como fes continua en (a, b) enton-
ces f(x)>0 para todo x € (a, b) 6 f(x)<0 para todo x € (a, b).

Por unlado si f(x)>0 para todo x € (a, b) entonces no existe x,€ (a, b) con f(x,)<0.

Por otro lado si f(x)<0 para todo x € (a, b) entonces no existe x,€ (a, b) con f(x,)>0

c. Falso: Sea R

X
f(x)=1_—

x2

fes continua en (—1, 1), ademas 0 € (—1, 1) y el punto (0, f{0) )=(0, 0) es un minimo local
para f. Sin embargo el punto (0, 0) no es minimo absoluto porque f(2) = —g < 0= f(0).



RESPUESTAS

d. Falso: Sea
1 si x €(—1,0)

feo=1,__1 g, €10,1)
1—x2

fes continua en el intervalo (—1, 1) y el punto (0, f{0))=(0, 1) es un maximo absoluto para
f, pero no es un minimo relativo para f, porque f no es creciente en (—1, 1).

a. f(x)=—x*+2x*—1. Dm(f)=R, Rec(f)=(—x,0], f es creciente en los intervalos (—oo, —1),
(0, 1), decreciente en los intervalos (—1, 0), (1, o). Los puntos (—1, 0) y (1, 0) son maximos
absolutos y relativos de f. El punto (0, —1) es un minimo relativo de f. f no tiene minimos
absolutos.

b. f(x)=|x|+|x—3|. Dm(f)=R, Rec(f)=[3, =), fes creciente en (3, ©) y decreciente en (—oo, 0).
Los minimos absolutos (no relativos de f) son todos los puntos del conjunto {(x, 3)|0<x<3}.
fno tiene minimos relativos ni maximos relativos o absolutos.

c. fx)=|x|—3. Dm(f)=R, Rec(f)=[—3, =), fes creciente en (0, ) y decreciente en (—oo, 0).
El punto (0, 3) es minimo absoluto y relativo para f. f no tiene maximos relativos ni absolu-
tos.

d. f(x) =vx?2 — 1. Dm(f)=(—o0, —1]U[1, ), Rec(f)=[0, ), fes creciente en (1, o) y de-
creciente en (—oo, —1). Los puntos (—1, 0) y (1, 0) son minimos absolutos para f. fno tiene
minimos ni maximos relativos y tampoco tiene maximos absolutos.

e. f(x)=x>-3. Dm(f)=R, Rec(f)=R, fes creciente en todo R y decreciente en (—oo, 0). fno
tiene maximos absolutos ni minimos absolutos ni maximos relativos ni minimos relativos.

f. fx)—x*—9x. Dm(f)—R, Rec(f)—R, f es creciente en los intervalos (—oo, —1.732),
(1, 732, ) y decreciente en el intervalo (—1.732, 1.732). El punto (—1.732, 10.39) es un
maximo relativo para f y el punto (1.732, —10.39) es un minimo relativo para f. fno tiene ni
minimos ni maximos absolutos.

1
g f(x)= Gz Dm(f)=R—{—1, 1}, Rec(f)=(0, o), f es creciente en los intervalos
(—00,—1),(0,1) y decreciente en los intervalos (—1, 0), (1, o). f tiene un minimo relativo en
el punto (0, 1), fno tiene ni minimos ni maximos absolutos y tampoco maximos relativos.

h. f(x)=2X. Dm(f)=R, Rec(f)=[1, =), fes creciente en el intervalo (0, ) y decreciente en el
intervalo (—oo, 0). ftiene un minimo absoluto y relativo en el punto (0, 1). fno tiene maxi-
mos absolutos ni relativos .

i. f(x)=3" Dm(f)=R, Rec(f)=[1, ), fes creciente en el intervalo (0, ) y decreciente en el
intervalo (—oo, 0). ftiene un minimo absoluto y relativo en el punto (0, 1). fno tiene maxi-
mos absolutos ni relativos .

j. f(®)=x*-3x—1.Dm(f)=R, Rec(f)=R, f es creciente en los intervalos (—oo, —1),(1, ) y de-
creciente en el intervalo (—1, 1). ftiene un maximo relativo en el punto (—1, 1) y un minimo
relativo en el punto (1, —3). fno tiene ni minimos ni maximos absolutos.
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k. f(x)= {=2, 2}, Rec(f) = (—,0) U [ 00) f es creciente en los inter-
valos (0, 2) (2 ) ydecrec1ente en los intervalos (—oo, —2), (—2, 0). f tiene un minimo
relativo en el punto (0, 0.25). f no tiene maximos, ni absolutos ni relativos, ni tampoco tiene
minimos absolutos.

. fx)=x>-12x. Dm(f)=R, Rec(f)=R, f es creciente en los intervalos (—oo, —2),(2, ) y de-
creciente en el intervalo (—2, 2). f tiene un maximo relativo en el punto (—2, 16) y un mini-
mo relativo en el punto (2, —16). f no tiene ni minimos ni maximos absolutos.

m. f(x)=12+2x>—4.Dm(f)=R, Rec(f)=[ 8, =), fes creciente en el intervalo (0, ) y decrecien-
te en el intervalo (—oo, 0). f tiene un minimo absoluto y relativo en el punto (0, 8). fno tiene
maximos, ni absolutos ni relativos.

n f(x)= T Dm(f) R, Rec(f)=[0, 2), f es creciente en el intervalo (0, o) y decreciente
en el intervalo (—oo, 0). El punto (0, 0) es un minimo absoluto y relativo para f. fno tiene
maximos, ni absolutos ni relativos.

o. f(x)= x2 —ors Dm(HD=R—{1, 3}, Rec(f)=(—o0, —7.4641]U[—0.5359, ), f es creciente
en los intervalos (—oo, 1), (1, 1.732) y decreciente en los intervalos (1.732, 3), (3, ). f
tiene un minimo relativo en el punto (—1.732, —0.5359) y un maximo relativo en el punto

(1.732, —7.4641). fno tiene ni minimos ni maximos absolutos.

EJERCICIO 3.2

1. a. Probar que Llinz (x?+3x—4)=6
Sea >0y témese § = %(—7 + /49 + 4¢). Si 0<|x—2|<8 entonces
|x+5|=|(x—2)+7|<|x—2|+7<8+7
Luego:
|(x*+3x—4)—6|=|x*+3x—10|=| (x+5) (x—2) |=|x+5]||x—2|<(6+7)5
Ast:

[(x2+3x—4)—6] < ([+7)
= 6%2+765

1 21

= <E(—7+\/49+4s)> +E(—49+7\/49+4s)
1 1

= Z(49 — 14V49 + 4¢ + 49 + 4¢) +Z(—98 + 14V49 + 4¢)
1 1

= Z(98 — 14V49 + 4¢ + 4¢) + Z(—98 +14V49 + 4¢)

p— 1 p—
= 1(48) =¢



RESPUESTAS

Que era lo que se queria demostrar.
b. Probar que lim (3x —5) =1
x—2

Sea e>0y tomese § = § Si0 < |x — 2] < & entonces

[Bx—5)—1|=13x—6|=3|x—2|<36§=3=-=c¢

€
3
Que eralo que se queria demostrar.
c. Probar que lin; Vx =3

X

Sea e>0 y tomese 6=3¢. Entonces para todo x=0 tal que 0<|x—9|<8 se tiene que

(Vx=3)(Vx +3)| _
Vx+3 |

(x—9) 1) 6 3¢
3

—-3| = < <—=—-=
[Vx =3 Vx+3] Vx+3 ¢

3

Asi queda demostrada la afirmacion.

d. Probar que liII; |x] =2
p g
Sea e>0 y tomese 6=¢. Entonces para todo x € R tal que 0<|x—2|<8 se tiene que
[(|x|—2)|s|x—2|<b=¢

Asi queda demostrada la afirmacion.

. 1
e. Probar quelim -=
x-2 X

Sea O<e<1 y tomese 6=¢. Entonces para todo x €R, x#0, tal que 0<|x—2|<§ se tiene que
—6<x—2<6, 0 bien, —§+2<x<8+2 y como 2—5=2—e>1, entonces

0< ! <1< 1 <1
2+8 x 2-6
Asi:
1 1 2—x1 Jx-—2| 1) 6 ¢
|———:—|:— _— —=—=—<E€
x 2 2x 2|x| 2|lx] 2 2

Si €21, tdmese § = ﬁ Se sabe que para todo x €R, x#0, tal que 0<|x—2|<§ se tiene que

2—8<x<8+2ycomo 2 —§ =2 — ﬁ > 1, entonces
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111 1 1+

0<——=<-< = = <1
§+2 x 2-6 o__¢ 2+¢
e+1
Ast:
|1 1_2—x|_|x—2|< 1) <6<6— £ 1<
x 20T 2 LT 2 S22 S 250 TEev ¢

Que era lo que se queria demostrar.
f. Probar que lim (x? —3x—4) = —6
xX—2

Sea >0y tdbmese § = %(—1 +V1+4¢ ) Si xeRy 0<|x—2]|<6 entonces
[x—1|=]|(x—2)+1|<s|x—2|+1<6+1
Luego:
|(x*—3x—4)—(—6) |=|x*—3x+2|=|(x—1) (x—2) |=]|x—1]||x—2|<(6+1)&
Asi:

[(x? +3x—4)—(—=6)] < (6+1)5
= §%2+6

1 :o1
= (E(—1+\/1+4-£)) +§(—1+\/1+4£)
1 1
= 1(1—2\/1+4£+1+4€)+Z(—2+2\/1+48)
1 1
= Z(2—2w/49+4g+4£)+Z(—2+2\/49+4£)

= %(45) =¢

Que eralo que se queria demostrar.

g. Probar que lirr% Vvx—1=1
xX—

Sea £>0 y tdmese d=¢. Entonces para todo x>1 tal que 0<|x—2|<0 se tiene que

o |1 -T14+1)) | @-2) | [x—2 s ~
Wa—1-1] = Vi—1+1 _|\/x—1+1_|\/x—1+1|<\/x—1+1<6_8

Asi queda demostrada la afirmacién.

2. a 4 b.1sic>0,—1 sic<0 C. d. 729

I
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e. c¢sic=0,—csic<0

£ lim (L) = —oo, lim (Lz) = oo luego lim (ﬁ) no existe

x—27 \X~2 x—2t \x— x-2

3. a 18 b. g P d. ? e. No existe f. Y1323

EJERCICIO 3.3

1. a. Falso
Sea
f(x) =i para x # 0

Entonces fes continua en el intervalo (0, 1). Pero fno es acotada en (0, 1), pues dado M>0,

. 1
si M>1 entonces X = vy € (0,1), luego

f(xM)=f(M;+1)=M+1>M

Y si 0<M<1 entonces Xu =M?c (0, 1), asi
[G) = f(M?) = > = > 1> M
Yu) = TMET M

Esto prueba que fno es acotada en (0, 1).

b. Falso
Sea
f(X) — V1 —x? sixe€ (—1, 1)
1 six=16 x=-1

fes continua en (—1, 1), ademas lim1 f)=0y lim1 f(x) = 0. Sin embargo fno alcan-
xX—= xX—=

za minimo en el intervalo (—1, 1) porque Rec(f)=(0, 1]. Asi, no existe x, € (—1, 1) tal que

f(x,)sf(x) para todo x € (—1, 1).

2. a. Verdadera b. Verdadera

3. a. Continua b. La gréfica tiene discontinuidades, no evitables en todo punto de Z



CALCULO CON APLICACIONES

c. La grafica tiene discontinuidades no evitables en x=—1y x=1
d. La grafica tiene una discontinuidad evitable en x=3
4. a
0 si—-1<x<1

f(x) =72 si 1<x<3
3 si 3<x<5

ftiene discontinuidades no evitables en x=1, x=3 porque lin} fl) y lin} f(x) no existen.
xX— xX—

En efecto:

lim fG)=0=+2=lim f(x) y lim f(x)=3=+2

b. f(x)=—

xX+2
f tiene una discontinuidad no evitable en x = —2, porque lim f (%) no existe.
En efecto:

Jim_ f(x) =—c0 y lim_ f(x) =0

1
(x+2)2

c. flx)=

f tiene una discontinuidad en x = —2, porque lim f(x) = oo,

X six<?2
flo) = ~Zx+6sixz2

f es discontinua en x = 2 porque lim fx) =2+ % = liI;lJrf(x)
x— x—

x%-1
x+1

e. f(x)=

f tiene una discontinuidad evitable en x = —1.

_J2x+1 six <2
f. )= x—1 six>2

f tiene una discontinuidad no evitable en x = 2 porque J}Lr?_ fx)=5#1 =’Clir£1+ f(x)

x+1
x2-1

g fx)=
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f tiene una discontinuidad evitable en x = —1 y una discontinuidad no evitable en x = 1.

Ademaés:

lim f(x) = -1 lim f(x) =00, lim f(x) =—o
x—--1 2 x-1t x—=1

x? si0<x<3
f(x)={6 six=3
9 six>3

f tiene una discontinuidad evitable en x=3. En efecto, }Cl_rg f(x) existe porque

lim f(x) = lim_x?= 9 = lim_f(x)
x-3 x-3 x—3

Y f(3)=6#9=lim f(x)

1
x2+1’

. _f=2x+4 si x<1 . . -
jo f(x) —{ 241 si x> 1/ no tiene discontinuidades.

i f(x)=

fno tiene discontinuidades.

X

k. f(x) =5

x2

f tiene una discontinuidad no evitable en x=0 porque

lim f(x) = o y lim f(x)=—o0
x—0 x—0
L
1 .
Flx) = 7 S x+0
0si x=0

f tiene una discontinuidad no evitable en x=0 porque chl_r)r& f(x) no existe.

En efecto:

lim f(x) = o y lim f(x) =—o
x—-07 X0~

m. () = 5=

f tiene una discontinuidad evitable en x=1, linll fx)=2
xX—

n.
2 si 0<x<3
1
] — si 3<x<5
fx) = =3
> si x>5
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f tiene una discontinuidad no evitable en x=3 porque 1in31_ fx)y=2y lim+ f(x) = oo,
x— x—3

Es decir, lim f(x) no existe.
x—3

5. a. No.

2 six<1
Sea fO)= |1 gix>1

Entonces, no existe x € (0, 2) tal que f (x)=0, es decir, fno interseca al eje X en el intervalo
(0, 2).

b. Si. Por el inciso b. del numeral 4 de los ejercicios 3.1.

c. No.
2 si x<1
Sea f(x)=1 0 si x=1
-1 si x>1

f interseca al eje X en (0, 2) porque f(1)=0. Pero fno es continua en x=1 porque lin} f(x)no
. x—
existe.

b. No, porque lim f(x) =8+ —8 = lim f(x)
x—47% x—4~
c. No. lirrsl f(x) =10+ —10 = f(5)
X—

7. a. 6 b. 4 c.—2 d.0 e. No existe f.

LR

8. a. Sean

fx) =

gx) = —

Rl R+

Entonces f(x)+g(x)=0, para todo x#0 y tenemos que ching f)y )lcirr& 9(x) no existen. Sin

embargo chl_r)% (f(x) + g(x)) =0.

b. Sean
f(x) = x ,xeR
1
gt = 5 ,x#0
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Entonces (f(x)g(x) )=1 para x#0 y tenemos que J161_1)13 fx)y chl_Ig g(x) no existen. Sin embar-
go lim (f(x)g(x)) = 1.

14.

19.

24.

29.

34.

39.

44,

49,

54.

59.

64.

69.

74.

79.

84.

89.

94,

99.

17
13

@ | =

N | =

w s

No existe

N | W

3
X

3x

10.

15.

20.

25.

30.

35.

40.

45.

50.

55.

60.

65.

70.

75.

80.

85.

90.

95.

No existe

N w

N =

No existe
1
2

No existe

100. -1

11.

16.

21.

26.

31.

36.

41.

46.

51.

56.

61.

66.

71.

76.

81.

86.

91.

96.

Nl o

3x?

No existe

No existe

101. -7

12. 50
17. —6
22. 233
27. 2

32. 3

37. 1

42. 1

47. 2

52.

57.

®lH

62.

67.

N

72. 2

77. =3

82. -5

87. =7

92. -a

97. 3

102.2

13. -3

18.

wIN

23. 2x

28.

[N

33, %w/f

38. 2

43, oo

48. 0
53. ——
58. 0
63. 1
68. 1
73. 15

78. 5

83. No existe

88.

N

93. 1

98. 0

103.—%3\/226



CALCULO CON APLICACIONES

104. -9 105. -1 106. 2 107.—% 108.19
CAPITULO 4
EJERCICIO 4.1
—qg & _ Ay _ —01 &y _ Ay _
1. a Ay=09, = 1.125, ol 3 b. Ay = 21, s 5.25, ol 7
_ _3Ay _ 3Ay _ 5 Ay .. Ay 2
L Ay=—5—=—5 —=—- LAy =2,— =Y —
c. Ay 7 ¥ A d. Ay 5, ho esta definido o
e. Ay no esta definido f. Ay =0, % = no esta definido, 2—3’ =0
1 X
_ _ga by _ Ay _ _
g. Ay = —63, o 15.75, s 21
_ 3;p by 3;p Ay _ 10 3
ho Ay =-1+V472= -1+ V45 =2(-1+V4)
Ay _ Ay _ Ay 1
2. a. E_S b.E—2X+AX+3 C. Ax  x(xihx)
y_ 1 Ay _ (2a+Ax)
d. Ax ~ Vx+hx+Jx € ax T X2(x+bn)
Ay 1 1 Ay — 1
£ = 1 s & dx  3[Gcran)Z+3fxlctha)+ Vx?
Ay _ —(x=1)%—(x—1)(x+Ax—1)+(x+Ax—1)?
h = (x-1)3(x+Ax—1)3
. Ay -1 . Ay 1 K Ay
Lo T o) oraxta) ) ax T Vxtbxrsavats “Ax
3 5 b. 10 ! d —=
. d. . C. —g 1476
7 5 1 Ay . .
e~ f. o 8 Iserven h. 2, Noesta definido
1 . 1
b TE - Vot k0
4. a. Veamos que f(x, )=kx,, para todo x e R:




RESPUESTAS

10.

11.

. A .
e Si calculamos A—z en el intervalo [0, x], con x>0, tenemos:

_ Ay _ f&o)=f© _ f(xo) _
k== X0 , porque f{0)=0

Ay .
e Por otro lado, al calcular 2, €N el intervalo [XO, 0], con x,<0, tenemos:

_A_Y_f(o)_f(xo):_f(xo):f(xo)

k= =
Ax 0—xp —Xg X

Ademas, como f{(0)=0=k - 0, entonces podemos concluir que f(x, )=kx,, para todo x e R.

b. Porelinciso a. se sabe que y, = f(x, )=kx, y y,=f(y, )=kf,, con k>0, luego:

n_kn_xn

V2 B kx, _xz

k k
Comoy; = — y Yy, = — entonces:
X1 X2

k
Ni_x _kx_x
Y2 £ kx;  x;
X2
a l= % b. V=B=P- | c. V=mtr*h
a. $5998750,$11997.5 b. $9995

$7000, $70, $0.5

P . Ac
Para c(x)=ax+b su variacién promedio en [x,, x,+Ax] es — = a.
Ax

P . Ac
Para c(x)=ax*+bx+c la variaciéon promedio en [x,, x, +Ax] es oo 2ax, +alAx + b.

a. y=f(x)=10000000(1.05)? donde x es el nimero de trimestres

b. En el intervalo [0, 4], i—z = 538765.625 y en el intervalo [4, 8] tenemos i—z = 654873,
que significa que durante el primer afio el capital crece a un ritmo promedio trimestral de

$538765 aproximadamente y en el segundo afio el capital crece a un ritmo promedio tri-

mestral de $654873.

a. p(x)=p(0) (0.9)*donde p(0)>0 es la cantidad inicial de poblacién y x es el tiempo expre-

sado en afios.
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b. Enel 1ntervalo [0,5] tenemos que — = (—0.081902) - p(0) y en el intervalo [5, 10] te-
nemos que —= =(-0.242) - r(0). Con estos resultados se observa que la poblacién decrece
mas lentamente entre los 5 y los 10 afios y que decrece mas rapido en los 5 primeros afios.

12. a. €(x)=104950, €(100)=1000000, €(1000)=9505000
b. €(10)=10495,C (100)=10000, C (1000)=9505
c. —X— i + 1000, 9989.5, 9899.5, 8999.5. Aqui se ha calculado C(x+1)—C(x) para x, x=10,
x=100 y x=1000 respectivamente.
EJERCICIO 4.2
1. a5 b. 2x+3 c —= d = e. —=
X 2x X
1 3 3 o1 .1
Bl-g & 5 b=z b T Gar - v
k.0
1 Vx Vx
2. a ;= b. == c.6vx d-— e. 0
_3 1 .1 e
f. —7x 2 g.2x hl-— L—= Tz
Vx+1 EVE
K =302 lL——F— =
3x(¥x-1)
3. a 2, i, 3, l, 4, l, 5,i b. e, €% €3 et e, e, e?, e*
2 3 4 5
' ;_ VxHl _ x%+5x+3
4. u' =2x+571v = 2(x+1),(u17) =+x+ 1(2x+ 5+ D) )

(u)’ x/m< 5_xz+5x+3> (v)’_ Vx+1 <2x—5 x2+5x+3)

)= | _ ],
2(x+1) u x2+5x+ 3 2(x+ 1)

Vx+1
2(x+1)

(u+v)=2x+5+

(u?)'= uu'+ uu'=2uu’= 2 (x*+5x+3) (2x+5)=(4x+10) (x*+5x+3)



RESPUESTAS

1

1 1
5. Noétese que f(x) =2x° +5x +¢;, g(x) = —x* + 5x* = 5x + ¢, para algiin par de cons-
tantes ¢, c,€ R.

(2f+39)(x) = —3x*+5x*-5,

G-HE = —x*—10,

7 2 25
(fg)'(x) = —Exﬁ + §x5 + Tx“ —x3 + (1 + ¢)x? = 50x + 5(¢; + ¢3),

' Lxo 410y 01—@ 34+ (c; —c)x?+5(c; +¢3)

f _12 4 3

E (x) - 1 1 2 )

(—Zx‘* +3x% —5x + cz)
, —ix6—£x4+(@—q)x3+(c1—cz)x2 —5(c; +¢3)
(2) () = 12 4 3
- 2
f (%x3 + 5x + cl)
6. a. y=6x—5,x+6y=44 b.y=21x—14, x+21y=14 c.y=x+1,y=—x+1

Y y

d. Como y=mx+b, entonces i—z = Aix ((m(x + Ax) + b) — (mx + b)) = Aix (mAx) = m.

Ast:
dy I Ay
dx ALIEO Ax mn
7. y=3x+1 8. —x+> 9. y=2x+1, y=—2x+9
10. Enel punto (2, 6) 11. a=b=1, c=0 12.c =~

4
3
13. y=zx+1

14. 4mr? 16m. Significa que cuando el radio de la circunferencia es x el volumen de la esfera
varia 4mx? veces mas rapido que el radio y en particular esto se cumple para x=2, x=6.

15. a. 2mxh, 4mh, 8mh. Significa que cuando el radio es x, el volumen del cilindro varia 2mxh
veces mas rapido que el radio. En particular se tiene cuando x=2, x=4.
b. mr? Significa que el volumen del cilindro varia tx* veces mas rapido que la altura h, cual-
quiera que fuese el valor de h.

16. Enel punto P, (— B 17)

4’16
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EJERCICIO 4.3

(x+1) e

c. —2x(x*+1)7?

e. x*>2*(3lnx+x(In2)(Inx)+1)

(5x%+6x+10)
(x2-2)2

i. (6x2+10x+2e*)(6x+€*+5)

2. a. y=0,x=0

b.y=x—1, y=—x+1

b. 1+lnx

d. a*Inx (% + (Ina) (lnx))

e*(1+In+x+xInx +x%Inx)
(x+1)2

h —e *(x%+3x2+4x+6)

(x3+4x+2)2

x(x+2)

j' (x+1)2

c.y=%,x:1 d.y=1,x=0

e. No tiene rectas tangentes en x=0 porque y” no esta definida en x=0 y por supuesto tam-

poco tiene rectas normales en x=0.

f. Rectas tangentes: y = —tx— é, y= —%x + é

25

624

624

Rectas normales: y = 25x — V= 25x + -

. —2x+(x+1)e

x3-x2-2x-2

xZeX
e 2xe¥(-x3+2x+2)
' x*—4x2+4
d (u da 1 d (1 1du
4 — (=) =—{ul- =Uu _
dx dx v dx \v udx
Asi:

b. e¥(x°+5x*—4x3—12x*+4x+4)

2x—xeX—e*
(xe¥—x2+2)2

d.

f. 4x? e’x+4xe*’x—3x*+6

vy cdu
_1;_2 :]Z_Z ugdzx) + 1J(vdzx)
v(3) - (&)
v2
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EJERCICIO 4.4

4(4x*+17)% (~51x5-20x*+72x3+17)

(x6-2x+6)3

394242%

uL. = (1127-30)3

(—9x+24)V2x—6
V. x5(2x-6)2

x a?—x?

2(a?2-x2)

vil. —

ix. (2x—1) (x+3)? (10x+9)

1
XL 4/ 1—1—xV1+x
... (3x2-3x-2)Vx
xiif, —————
2x2
2v/x—2/x+2
XV r2)2(x-2)

. Vr+1vr—1
Xvii.

(r+1)2(r-1)

xix. —x(1—x2)"2

xxi.  (7x+2) (x+2)% (x—1)2

e 1_x2
xxiil. 777z
—xv/x2%2-9
XXV. (22
- a(s-4x?)
xXxVil. © 30y

. (3x2+8x-1) Y 2x+4)3/x%+1
X.

XXl 2(2x+4)(x2+1)

. 34(3t-5)
.=

2(24x%+45x+13)

. (3x-13)%

Vi 3(14x2 —1DV14x3 —3x + 8

... 15(2p-3)*
vill. =5 =
(9+2v-3v?)
X 1 3
* 2(3v-1)2(v2+3)2

3vV5x+6(5x%+12x+5)

Xil. 2(1-x2)2/1-x2
Xiv. 13—0(2x + 1DVx?+x+3

. —3(3t+2)V/2+6t
t2(2+6t)

... 4t (2D (E2+1)?
XVI1I11. 3(62-1)(£2+1)2

xx. 12x(x*—3)3 (x—1)(x+1)

o 2(x—1)(-2x%43x+1)
(x2+1)%

. 1-4x
XXiV. ;303

L (x+2)Vx+1
XXV1. 2(x+1)2

... 10(x?+10)(x%-10
XXVIII.%
X

x%(x2+9)
X "(x213)2
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; [
2. a —J/1-2y b. ~ a2 c. 22t
2./a+by ay?+b ey
d. 3by+2a e 2ay f. y(2-y)
5
g G(HZxM h. a?x3(1 + 4In(x))
4(logz)® 2x —et t
3. a zIn10 b. x2+4 c. e (1-¢)
e?? 1
d. ettt & f. 2x—6
d-b Inx)?
4 A oo b. c. (2x +3)(10+3x+1)In(10)
(3ct2+bt-a)ve 2 _ 2
d —pz e. 2a®’Ina f. — omao
_ 8 h _6x log(a®—x*)? . Vx—1VxHl
& T a—an+ax) . L o2+

(a?-x2)In(10)

: ¥l > (1+x2) 1
) x(x*-3)log(x*~3x) 7 In(10) k. T x(1—x2) l. ez
ﬂ —6x*log(b—x>) p
M. 2 ox+2)t N 3 in(0) 0. 3(x+1)
—-8(x+3) 3x 4 8x '
P o3 Q 2x(x+4)In(x3+4x2) 7
EJERCICIO 4.5
1 1-3x2-2xy Vi 3% Yx
1. a. y(x+1)2 b. T4xZ C. P + - y»
2x3-3x%2-3y? y2 B y(x2y+1)
d. 2y(3x-y2) & — =2 £ x(2x2+4xe4Y 1)
2y*-3x2%-1
& y2(3-sxy)
1
_1 3x(4y2-3x3)
2. a 53 b. Sx%y% c e




15y
T ax?

a. y:—2x+4,y:§x+§

5 11
_x+_

_ 7 29
C. y——gx+?,y—7 -

e. y=—x+2,y=x

g. y=§x—§,y=—2x+1

y=-—2x—3, y=—2x+3

4x

a. 9y

1-y?

2xy

d.

20xy—yvVxy
6xy+x\/Xy

RESPUESTAS

2(y-1) 2y
e. (-0)2 f. =
3y i
h o 10
4 22
b. y——x——,y——;x+?
g y=_382,_3 23 5655
YT 23 23’7 7 352 176
7 9 4 1
f. y——zx+5,y—;x—;
2 25 17
h. y —-—-I;X +-I;'y —-??X'— 33
y _x?
b. =< C e
6xy—19y—3x2 £ 12x2+11y2
e 19x—3x2 Y 6y2-22xy
h V2y-2y3Jxy-12xy
T 6xyZXy—4yxy—VXy
b. e, —e™ c. e e
e. —3¢e%, —3¢* f. —2e%, —2¢*
h. —5e™*, 5e~* i. 0,0
3 2 11 6 2-Inx (Inx)?-6
k.— e + ;l 'F — o Inx L. x(Inx)3’ x2(Inx)*
n. e®*(36x2+132x+218), e®*(216x*+864x+1440)
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CAPITULO 5

EJERCICIO 5.1

j.

3. a

.= b.—

1 8 c -2+V6 —-2-/6

2 27 o2 7 2

f no satisface las condiciones porque no es diferenciable en x=0

Todo numero en el intervalo (—2, 2) f. ?, %\E

f no satisface las condiciones porque no es continua en x=0

1+V2,1—2

f no satisface las condiciones porque no es continua en x=0

1.-1 k2 1.5, —V5 m. 0

f no satisface las condiciones porque no es continua en x=0

Todo numero en el intervalo (—1, 1)

. En[0,2],c=1 b.En[1,2],c =2

En|[1,2],c= 6_3—\/§yen [2,3],c = 6+3—\/§

En[-1,0],c = 1_3—ﬁ yen[0,2],c = 1+Tﬁ e. No existe tal valor de ¢

No existe tal valor de ¢ g. No existe tal valor de ¢
V3

En[-1,0],c = —g yen [0, 1],c=?

En[—1,3],c=—2+V5 yen [-7, —3], c =—2—V5

En[-1,3],c =2 yen [—2, %]c -1

Sea f(x)=6x*"—7x+1y g(x)=12x°—35x?+10x. Entonces g’ (x)=10 f(x), luego toda raiz de g

es raiz de f y viceversa.

Ahora g(x)=x(12x'—35x+10), luego g(0)=0. Ademas si h(x)=12x*—35x+10, entonces
h(0)=10>0y h(1)=—13<0, por tanto existe b € (0, 1) tal que h(b)=0, asi g(b)=bh(b)=0=g(0).
Luego por el teorema de Rolle existe c € (0, b) tal que g'(c)=0, de donde f{c)=0.
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Por otro lado f"(x)=24x>—7>0siy solosix > 3\/224 y f'(x) < Osiysolosix < 3\/224, luego fes
37 317
decreciente en el intervalo <_°°; \/2:4> y creciente en el intevalo <\/2:4 , °°>. Ademaés como fes

3 f 7
continua, posee a lo mas dos raices, una raiz en el intervalo <_°°; Z) y otra en el intervalo

3 , 7
( 22’ °°>. Las raices son x=1y x=c.

b. Sea f(x)=6x°+13x+1 y g(x)=2x°+13x%*+2x. Entonces g’'(x)=2f(x), luego toda raiz de ges
raiz de f y viceversa.

Ahora g(x)=x(2x°+13x+2), luego g(0)=0. Ademas si h(x)=2x°+13x+2, entonces h(0)=2>0y
h(—1)=—13<0, por tanto existe b € (—1, 0) tal que h(b)=0, asi g(b)=bh(b)=0=g(0). Luego
por el teorema de Rolle existe c € (b, 0) tal que g'(c)=2f(c)=0, de donde f{c)=0.

Por otro lado x=c es la tnica raiz real de f. Para verificar esto ndtese que f'(x)=30x*+13>0
para todo x € R, es decir fes creciente en R. Ademas f(0)=1>0, f(—1)= —18<0 y fes conti-
nua en R. Luego la grafica de f corta el eje X exactamente una vez.

c. Sea f(x)=x*+9x*+33x—8 y g(x)=x"+12x3+66x*—32x.

Entonces g’ (x)=4 f(x), luego toda raiz de g” es raiz de f y viceversa.

Ahora g(x)=x(x3+12x*+66x—32), luego g(0)=0.

Ademas si h(x)=x3+12x+66x—32, entonces h(0)=—32<0 y h(1)=47>0, por tanto existe
b €(0, 1) tal que h(b)=0, asi g(b)=bh(b)=0=g(0). Luego por el teorema de Rolle existe
c € (0, b) tal que g'(c)=4 f(c)=0, de donde f{(c)=0.

Porotroladox=c eslatnicaraizreal def. Paraverificar esto, ndtese que f"(x)=3x*+18x+33>0
para todo x € R, es decir fes creciente en R. Ademas f(0)=—8<0, f(1)=35>0y fes continua
en R. Luego la grafica de f corta el eje X exactamente una vez.

4. Seanx,x,€ R Podemos suponer sin perdida de generalidad que x,< x,. Como fes derivable
en R, entonces f es continua en Ry en particular en el intervalo [x,, x,]. Ademas f es dife-
renciable en el intervalo (x,, x, ), luego por el teorema del valor medio, existe c € (x,, x, ) tal
que:

fO) = £() _ fG) = £(x)

X2 —Xq X1 — X2

fi©)=

Como —1<f"(c)<1, entonces |f"(c) |<1, luego:

fx) = f(x2)

X1 — X2

<1

Asi lf(xl)_f(xz) | s |X1—X2|
5.  Notese que f no cumple el teorema del valor medio en el intervalo [—8, 28] porque:

f(28) —f(—8) 3784364 3/98-2
28— (-8) 36 18
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’ 1
YsiceRestal que f'(c) = 18 (3%/% - 2) entonces:

f’(C)=§C_%=1—18(m—2)<1i8(5—2)=%

1 1
Luego ¢ = < i, asi ¢3 > 4 y por tanto ¢ >64, luego c ¢ [-8, 28].
Ademas observese que f no cumple todas las hipotesis del teorema del valor medio en el
intervalo [—8, 28] porque fno es diferenciable en x=0, en efecto:

2 1
f'(x) =§x 3

Y esta funcién no estd definida en x=0.

EJERCICIO 5.2

3x%-4
2x+1

1.  Elerrorradicaen que el cociente

. . . . 0,
no tiene ninguna de las formas indeterminadas 50—
, (o)
en x = 2, ademas

329 -4 8
2)+1 5

Por lo tanto no es aplicable la regla de L'Hopital para dicho cociente y el valor del limite

8
buscado es =

2. a % b.1 c. 1 d. oo e.In3
1 1
k. 0 1.0 m. - n.-
3 6

EJERCICIO 5.3
1. a. f no tiene puntos criticos b. (0, 3) c.(3,—16)

d. (54) e.(0,1) f. (0,1)
2. a. Maximo: (0, 3), minimo: (3, —6) b. Maximo: (€3, 3), minimo: (1, 0)

¢. Maximo: (—1, 2), minimo: (1, —2) d. f no tiene maximos ni minimos

e. Maximo: (1, 1), minimo: (3, %) f. Maximo: (—1,2), minimo: (—4, —73—6)
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g. Méaximo: (3, 21), minimo: (1, 1) h. Maximo: no existe, minimo: (—2, —W)

Maximo: (8, 3+ 16\/7), minimo: (0, 3) j. Maximo: (1, 5), minimo: (2, —6)

—

3. a (2,4 b. (—1, 2e™)
¢ (-1,2),(1,-2) d. (0,0)
e. 3,-9),(-15) £. (0,0)
g (=1,5),(11) h. (0,0)
i. (0,3) j. (1,5)
k. (0,9),(3,0),(-3,0) L. (0,1)
m. (1, 8)
4. a. f’no tiene puntos criticos b. (2,—e™?)
c. (0,-3) d. f" no tiene puntos criticos
e. (1,—-4)
f. el conjunto de puntos criticos de f'es {(x, 1) | x>0} U {(y, —1) | y<0}
g. (0,-3) h. f’ no tiene puntos criticos
i. (0,0) j. (0,4)
k. f’no tiene puntos criticos 1. (0,0)
m. (1, 0) n. (—1,3‘%),(1,—3_%)

o ().,

3

EJERCICIO 5.4

1.  Seanx,x,e(a, b) conx,<x,. Como fes diferenciable en (a, b), entonces f'es diferenciable y
continua en el intervalo [x,, x,]. Por el teorema del valor medio existe c € (x,, x,) tal que

_ f(x2) = f(xq)

X2 — X1

f'©



CALCULO CON APLICACIONES

Como c € (a, b) entonces f'(c)>0, asi

fOe) — f(xq) >0

X2 — X1

Por lo tanto f(x,)< f(x,). Esto demuestra que fes creciente en (a, b).

2. a. Creciente: (—o0, —3), (1, ), decreciente: (—3, 1), concava hacia arriba: (—1, o), céncava
hacia abajo: (—oo, —1).
b. Creciente: (—3, ), decreciente: (—oo, —3), coéncava hacia arriba: (—oo, —2), (0, o),
concava hacia abajo: (—2, 0).
c. Creciente: (—oo, 1), decreciente: (1, ), concava hacia arriba: (2, o), céncava hacia abajo:
(=00, 2).
d. Creciente: (—2, 2), decreciente: (—oo, —2), (2, o), céncava hacia arriba: (—oo, 0), céncava
hacia abajo: (0, ).
e. Creciente: (0, 2), decreciente: (—oo, 0), (2, ), céncava hacia arriba: (—oo, 1), céncava
hacia abajo: (1, ).
f. Creciente en todo su dominio (0, o), cdncava hacia abajo en todo su dominio, (0, ).
g. Creciente: (—2, 0), (2, ), decreciente: (—oo, —2), (0, 2), coéncava hacia arriba:
(=00, —2), (2, ), concava hacia abajo: (—2, 2).
h. Creciente: (—oo, 0), decreciente: (0, o), concava hacia arriba: (—oo, —1), (1, ), céncava
hacia abajo: (—1, 1).
i. Creciente: (0, ), decreciente: (—o, 0), cdncava hacia arriba en todo su domino R.
j.  Creciente en todo su dominio, no es cdncava hacia arriba ni codncava hacia abajo en
ningun intervalo.
k. Creciente: (0, ), decreciente: (—oo, 0), concava hacia arriba en todo su dominio, R.

l. Creciente: (—oo, 0), decreciente: (0, ), concava hacia arriba: (— 00, — \/3_—)' concava hacia
abajo: (?, 00).

3. a. Maximo absoluto en el punto (0, 3). No tiene ni minimos ni puntos de inflexion.
b. No tiene ni maximos, ni minimos ni puntos de inflexion.
c. Maximo relativo en el punto (—1, 2), minimo relativo en el punto (—2, 1). su punto de
inflexion es (0, 0).
d. No tiene ni maximos, ni minimos ni puntos de inflexién.
e. Tiene maximo absoluto en el punto (1, 2e7!), su punto de inflexién es (2, 4e=?) y no tiene
minimos.
f. Tiene minimo absoluto en el punto (0, 0). No tiene maximos ni puntos de inflexion.
g. No tiene ni maximos, ni minimos ni puntos de inflexion.
h. No tiene ni maximos, ni minimos y su punto de inflexion es (0, 0).
i. Tiene maximo relativo en el punto (—1,2), minimo relativo en el punto (3, —9) y su
punto de inflexion es (1, - 13—1)
j. Tiene minimo absoluto en el punto (0, 10). No tiene maximos ni puntos de inflexion.
k. Tiene maximo absoluto en el punto (1, 5). No tiene ni minimos ni puntos de inflexion.

1. No tiene ni maximos, ni minimos y su punto de inflexion es (1, 8).
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m. Tiene maximo relativo en el punto (—1, 5), minimo relativo en el punto (1, 1) y su punto
de inflexién es (0, 3).
n. Tiene maximo relativo en el punto (0, 9), minimos relativos en los puntos (—3, 0), (3, 0)

y sus puntos de inflexién son (-3, 0), (3, 0).

4. a. f(0) =5 minimo relativo
b. f(1) =16 punto de inflexion
¢. f(3) =7 minimo relativo

d. f(2) =0 minimo relativo

®

f (g) = 8 minimo relativo

EJERCICIO 5.5

1. a fX)=x*4+3x*—9x+1

30

e B o A e o
-10 -8 -6 -4 -2 0-\/2 4 6 8 10
] X

-10 -
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b. f(xX)=x*+4x3+5

-10 -8 -6

-30

c. f(x)=2xe™

2 4 6 8 10
X

-10 -8 -6 -4 2 0

'
w
L

2 4 6 8 10
X



d fx)=—x>+12x+2

20+
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-10 -8 -6 -4 2 4 6 8 10
X

_20_

e. fx)=—x+3x"—1

20+

y -

10
_——
-10 -8 -6 -4 2 0] 2 4 6 8 10
| X

-104

-20-
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f. f(x)=In(x)

g f)=|x¥-1]
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h f(x)=e™

Lf)=xt+1
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i f)=x

k. f(x)= e
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m. f(x)=—x*+1

-4
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n. f(x)=x3—3x

0. f(x)=¢"
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p. f(x)=§x3—x2—3x

q f()=3+x




CALCULO CON APLICACIONES

r. f(x)=4x—x*

v
4_
2_
—
-4 2
-2—
-4
s. f(x)=xVx+1
y 3]
2_
1_
—_—
-3 -2 1 0
_1—
_2—
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t. f(x)=e*—e™

-10 -8 -6 -4 2 4 6 8 10
X
X
u. X)=
0= ot
3_
Yy 4
2_
1_
-10 -8 -6 -4 -2 T 2 4 6 8 10
: X
-1
-2 4

'
w
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V.f(X)=X+%
20—
Y -

10
e
-10 -8 -6 -4 2 0] 2 4 6 8 10

X
4
w- f(¥)= 1=

Y

4
; ———

2 4 X
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X. f(x)=x%e™

L e e e e e B L B e o o B e e e B e e e e A s s e |
-8 -6 -4 -2 0 | 2 4 6 8
g X

-4

X

v f(0)= 2

N

4 6 8

X




CALCULO CON APLICACIONES ‘

1

z. f(x)= Py

8]

2. No. Si f(x)=x, g(x)=x+1, entonces f'(x)=g’(x) en cualquier intervalo (a, b). Sin embargo
f(x)#g(x) paratodo x eR.

3. a f)=:x° b. f(x)=x*—1 ¢ f(X)=x?+5x—9

4.  Demostracion, numeral 1, ejercicios 5,4.

EJERCICIO 5.6

1 x—Mm —Mm
. = my=_m.

2. 2mde ancho, 1m de altura.

3. a 5V2cmde base, ¥ cm de altura.
b. RV2de base, RV2 de altura.

c. 6v2de base, 6V2 de altura.
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d. % de base, ? de altura.

e. ? de base, % de altura.
4,  80m.

5. :ﬁ de radio, % de altura.

6. a.40,80 b. 0,120
7. a. 2V5,2V5 b. 10, 10
8. V2+ 3\/%
9. 850cm?

10. 180000 m?

11. 10,10,10
12. a. ﬁ, 24VA b. 2 cm, 2222 ¢m3
6’ 27 3 27

13. 4+10V2 6+15V2

: . o . 480
14. a. i) Para que la suma de las areas sea maxima, la parte para el cuadrado debe medir Py

. . . 1207
cm y la parte para la circunferencia debe medir — cm.
T+4

ii) Para que la suma de las areas sea minima basta con que la parte del cuadrado mida

120 cm.

: . Lo . 480V3
b. i) Para que la suma de las dreas sea maxima, la parte del cuadrado debe medir W

cm y la parte para el tridngulo equilatero debe medir 19(?;\/? cm.

ii) Para que la suma de las dreas sea minima, la parte para el triangulo equilatero debe
medir 120 cm.

15. 2m,§m
16. a. 5000 articulos b. $9000

c. 1(200)=—99, la demanda es elastica porque |7(200) |>1

10%/372 103372

17. ———— mde radio,
T T

m de altura, 300972 de 4rea minima.
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5V6
3

18. cm de radio, 103—‘/6 de altura.

19. V6 64800 cm de radio, 3\/63—% cm de altura.

20.

1
4

21. a. 40 cm de base mayor, 20 cm de base menor, 10v3 c¢m de altura

b. 2R de base mayor, R de base menor, gR de altura.

22. a. 20 +§(—1 + \/73) cm de base mayor, E(—1 + \/73) cm de base menor, 2\/ 70 + 2V73
cm de altura.

23. Las dos semicircunfencias tienen radio lnﬂ m, que determina el ancho del rectangulo. El
largo de el rectangulo es 100 m.

24, a 1 b.a=25p="
4 5 5
25. a. 15 articulos b. $1250
c. n(20) = =20, |n(20) |>1, luego la demanda es eldstica para 20 articulos.

n(40) = —%, [n(40)| < 1, luego la demanda es inelastica para 40 articulos. Esto significa
que producir 20 articulos y disminuir el preco unitario de cada uno de ellos implica un
aumento en la ventas suficiente para que los ingresos aumenten. Sin embargo producir 40
articulos y disminuir el precio unitario de cada uno de ellos implica un aumento en las ven-

tas que no es suficiente para que los ingresos aumenten.
En efecto 1(20)=$(100—2%x20)x20=$60x20=$120.
1(40)=%$(100—2x40)x40=$20x40=$800<$1200=1(20).

d. Utilidad marginal —60, ingreso marginal 0
26. $1730000, $40000
27 a. i) 200 sillas ii) 400 sillas
b. $70000, $20000
c. i)x=700 ii) x=1000
Cuando se producen 700 sillas y se disminuye el precio unitario de cada una de ellas hay
un incremento en las ventas que genera un ingreso. No tiene sentido hablar de 100 sillas

porque como 17(1000)>0, tendriamos p(1000)<0, es decir que se estaria regalando sillas y
dinero adicional.



28.

29.

30.

31

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

RESPUESTAS

$2700000

45 grabadoras.

El valor que minimiza el costo promedio por piso, es el menor nimero natural mayor o igual
a \E, porque el nimero de pisos tiene que ser un nimero natural. Notese que si el costo del
terreno aumenta, digamos de c a c,, tenemos X = \E < E = X1, luego el nuevo 6ptimo es

mayor o igual al 6ptimo anterior.

125
1250

_ _ p . . dx _ 25 . dc _ 0.5
q=2500, p=1. Nétese que el ingreso marginal a0 vy el costo marginal es aq , luego
ax -2 _2_ _ g
dq|g=2500 V2500 50 ' 44| g=2500

75, $5625000

\/?g R de radio, g R de altura

?R es el radio, gR es la altura
A 15 metros de ambos postes
6.21 cm

5 arboles

q =40 unidades; costo promedio minimo es: 23

a. 40,400 b.n(20) = —3,7(60) = —=

3
US$ 4.35, 21750

a. 90 unidades b. $220 c. $17420 d. $230
a. En el nivel de produccién de x = 5 utilidad maxima es de 50.

b. Utilidad méxima — (20 — t)’

c. Unatasa de impuesto de 10 por unidad producird un impuesto sobre la renta.
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45. Elvalor de A que maximiza la utilidad neta es 2300.

46. Deben venderse 3000 sacos.

47. Para el nivel de producciéon g=40 el costo promedio es de 23.

48. Debe producir 300 unidades para maximizar el ingreso total.

49. Dixie debe realizar 10 pedidos por afio, cada uno de 1000 motocicletas.

50. El valor presente éptimo del precio de mercado del edificio es de $600779 y esto ocurrira
dentro de 7.72 afios.

EJERCICIO 5.7

1 a x(t)=;V76+36t—t7 b.x(6)=8m. c.3.717 seg.
2. a. Area(t)=m?A*t b. 36w m2 ¢. 36.06 km.
3. a 100km. b. /(60 — 20t)% + (80 — 25t)2 . 36.06 seg.
4. a 0 b. Y1025t c. 64.03 km.
327t 33
5 a 1’ﬂen metros b. 6 — 3{216—%& metros C. 3\/;m.
dr _ 125 .
6. a. il cm/seg b. 100 minutos
7.  a. 24mm?/min b. 96m m?/min
8 . 40 .
8. a 0T cm/min b. pv—, cm/min
9. a 9cm3/seg b. 900 cm3/seg c. 9x% cm3/seg

10. a. 0 b. 12 cm/min
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CAPITULO 6

EJERCICIO 6.1

1. a
d.
g.
j-
2. a

. dy=(2x+T7)dx b. dy = 8t(t?+ 1)* c. dy=(1+Int)dt
- —u _ 2zdz _ (1-2x-x?)
dy=(1-ue e.dy=—— f.dy = e
_ ue _ —2e™du X _ (2x—3)dx
dy = e h. dy = D i dy = Pl
_ _dx _ _dt
dy = P k. dy = 2xdx . dy = =t
. * fescontinua en R porque f’ existe en todo R.

¢ fescreciente en el intervalo (—oo, m) y decreciente en el intervalo (m, ) porque f” es
positiva en o (—oo, m) y negativa en (m, ).

¢ fes concava hacia abajo en R porque f” es decreciente en todo R.

¢ El punto (m, f(m)) es un maximo relativo de f porque f'(m)=0y f’ cambia de creciente
a decreciente en x = m.

¢ fes continua en R porque f” existe en todo R.

e fes decreciente en R porque f"(x)<0 para todoxeR.

¢ fpertenece a una familia de rectas con pendiente negativa porque f”es constante en R
y tal constante es negativa.

¢ fes continua en todo R porque fexiste en todo R.

e fes creciente en R porque f’(x)>0 para todo x eR.

e fes concava hacia abajo en (—o, a) y coéncava hacia arriba en (g, «0) donde a eR es el
punto tal que (a, f(a)) es minimo de f, porque f es decreciente en (—oo, a) y creciente
en (a, ).

¢ fes continua en todo R porque f existe en todo R.

¢ fes decreciente en cada uno de los intervalo (—oo, a),(b, ¢) porque f” es creciente nega-
tiva en cada uno de estos intervalos.

¢ fes concava hacia arriba en cada uno de los intervalos (—oo, d), (e, ©) porque f’ es
creciente en cada uno de estos intervalos.

¢ fes cdncava hacia abajo en el intervalo (d, e) porque fes decreciente en este intervalo.

¢ El punto (a, f(a)) es un minimo relativo de f porque f "(a)=0, f es decreciente en
(—o0, a) y creciente en (a, b).

¢ El punto (b, f(b)) es un maximo relativo de f porque f'(b)=0, f es creciente en (a, b) y
decreciente en (b, c).

¢ El punto (¢, f(¢) ) es un minimo relativo de f porque f'(c)=0, f es decreciente en (b, c)
y creciente en (c, ©).
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e. ¢ fescontinua en todo R—{0} porque fexiste en todo R—{0}.
¢ fno es necesariamente continua en x=0.
e fes creciente en el intervalo (0, o) porque f'(x)=1>0, para todo x>0.
¢ fes decreciente en el intervalo (—oo, 0) porque f’(x)=—1<0, para todo x<0.
¢ fes concava hacia arriba en cada uno de los intervalos (—o, d), (e, ®) porque f es
creciente en cada uno de estos intervalos.
¢ fno tiene concavidad.

Familia de funciones continuas que cumplen las caracteristicas de f".
Una funcién no continua en x=0 (f(0)=0) que cumple con las caracteristicas de f".

f. e fescontinua en todo R porque fexiste en todo R.
¢ fescreciente en R porque f“(x)>0 para todoxeR.
¢ fes concava hacia arriba en (0, o) porque f‘es creciente en (0, o).
¢ fes concava hacia abajo en (—oo, 0) porque f” es decreciente en (—oo, 0).

3. a. Paraf’se pueden observar tres casos:

I. f“es continua en x=0
Familia de funciones f” que cumplen con la caracteristicas de f . El andlisis de f” estd hecho
en el inciso e. del punto anterior.

La curva correspondiente a L,es creciente en cada no de los intervalos (—o, —a), (a, ©)
donde ay —a son los cortes de L, con en el eje X.
El andlisis para L, y L, fue hecho en el inciso f. del punto anterior.

IL. f" no continua en x=0

Una funcién no continua f”que cumple con las caracteristicas de f . El analisis se esta fun-
cion se realizo en el inciso e. del punto anterior.

En este caso no existe na funcion f talque su derivada f coincide con la funciéon dada en la
grafica. Para ver esto ndtese que la funcion dada tiene la forma:

[ x+a ,x=0
FQx) = —x—b ,x<0
Con a#0, b#0 y a#—b. Ahora, la funcién

x2
?+ax+c ,x =0
F(x) =

x2
—?—bx+d ,x <0

satisface que G'(x)=F(x) para todo x#0.

Sin embargo
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2
60+ —G(0) _ G(N—-G(o) _ 2 tan+c-6(0)

lim lim lim k
h—0t h h—ot h h—0t h
" ph+ d-G(0)
. G(O+h)-G(o . G()-6(o . ———bh+d-
lim O+h) ()=11m (k) ()=11m2—
h—0~ h h—0~ h h—0~ h

Asi, para que G fuese diferenciable en 0, necesitariamos que G(0)=c=d (que es posible)
y a=—b, pero en este caso. a#—b, luego G'(0) no existe. Cualquier otra funcién H tal que
H’(x)=F(x) para x#0, debe tener la forma de G para x#0. Por tanto no existe una funciéon G
tal que G'(x)=F(x) para todo x €R.

I1I. f” no definida en x=0.

¢ " es continua en R—{0} porque f “existe en todo R—{0}.

e " es creciente en (0, ©) porque f '(x)=1>0 para todo x>0.

¢ " es decreciente en (0, ©) porque f(x)=—1<0 para todo x<0.

¢ f’no tiene concavidad.

¢ f es continua en R—{0} porque f ‘existe en todo R—{0}.

¢ f puede o0 no, ser continua en x=0 (en este caso es continua)

¢ [ es creciente en (—, a) porque f'(x)>0 para todo x € (—, a) y f es decreciente en
(a, 0) porque f’(x)<0 para todo x € (g, 0)

¢ fes concava hacia abajo en (—oo, 0) y concava hacia arriba en (0, ) porque f” es de-
creciente en (—oo, 0) y creciente en (0, ).

b. e f’escontinua en R porque f “existe en todo R.
e f”es creciente en R porque f” (x) es una constante positiva para todo R.
e f” pertenece a una familia de rectas de pendiente positiva.
¢ f es continua en R porque f “existe en todo R.
e [ pertenece a una familia de parabolas concavas hacia arriba en todo R, porque f” es
creciente en todo R.

c. * f’escontinua en R porque /" existe en todo R.

¢ f"es creciente en (0, ©) y decreciente en (—oo, 0) porque f “(x)>0 para todo x € (0, o)
yf” (x)<0 para todo x € (—oo, 0).

e f’ pertenece a una familia de parabolas concavas hacia arriba en todo R, porque f " es
creciente en todo R.

e f es continua en R porque f~ existe en todo R.

¢ fescdncava hacia abajo en (—oo, 0) y hacia arriba en (0, ) porque f“es decreciente en
(—00, 0) y creciente en (0, o)

¢ f es creciente en todo R.

d. El analisis de fse realizd en inciso anterior.
¢ fes continua en R porque f” existe en todo R.
e fes céncava hacia arriba en todo R porque f” es creciente en todo R.
e fes creciente en todo R.

La grafica correspondiente a c, es creciente en (a,, ) y decreciente en (—. g, ) donde a, es
el corte de ¢, con el eje X, parai=1,2, 3.
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4. a. f(x) = x2+2; f(x)=x*—2; f(x)=x*—r?
b. f(x) = x3+5x; f(x)=x°+5x+2; f(x)=x3+5x+a’
c. f(x) =In(x); f(x)=In(kx); f(x)=In(x)+k
d. f(x) =ce
e. flx =Cize”‘
5. a f(x)=x*+3x+c b. f(x) = x3—2x*+x+c
¢ fo=S+ix —aPx e d fo)=e+c
e flx)=e* £ f0) = ;@ +D+e
g fx) = e +x h. f(x) = ;e”‘ + k, k constante

. _x3 2
i f(x)—?—r x+c

6. a. f'(x)=12x+c; f(x)=6x+c x+c, C, C, constantes.

b. f’'(x) = —6x*+10x+c ; f(x)=—2x*+5x*+c x+c, C,, c, constantes.

¢ ff=gx+c,fx)= %xz + ¢1x + ¢y, ¢4, ¢, constantes.

d. f'(x) = e+re+c; flx)=e'—e ™ +c x+c2, c,, ¢, constantes.

fx)= ie“" —6x+cy,f(x)= a—ze —3x% + ¢,x + ¢y, ¢4, ¢, constantes.

®

-

, k
f'@®) ==2x* +71x+ ¢y, ¢, ¢, constantes.

7. a. v(t)=k(s(t))? para algun k>0, donde s(t), v(t) son el desplazamiento y la velocidad en
funcién del tiempo.

b. ‘ZT = kT (t) para algun k>0, donde T(t) es la temperatura en funcién del tiempo.
C. Z— = k para algtiin k>0, donde C(t) es el costo de x unidades del producto.
d. Z— = kx para algtin k>0, donde I(x) es el ingreso por vender x unidades del producto.

EJERCICIO 6.2

1. a x3+§x2+§ln(x)+x+c b'_4x_2+ Va3 —2x +c¢
c. x3—x2+7x—In(x)+c d. 2ax® — 2bx? + y?x + ¢
e. 33x+%3\/x2+ﬁ5"+c f. —ae™ + 3\/_3\/ +—3x+e x+c

2. a Si b. No c. Si d. Si




RESPUESTAS

a. f(x) =x*+2

o

. f(X) = =3x%+2In(x)+7

a. f(x) =—x*+2x+10

o

- y() = f)=—12¢

b. f(x) = x*—3x%+e*+1
2%—1
d. f(x) =1000 +~—

b. f(x) = x*+2x+e*—1

EJERCICIO 6.3

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

§v5x—2+c
le3x 4 ¢
3

%\/1+x4+c

—e1=0 4 ¢

%(x—1)6+5x+c
biz(bx—aln(a +bx)) +c
—(t2+1)° +c
Jt2+8)3 +¢
ﬁ+ln(x+1)+c

gln(y5 +1)+c

1
3(y3+45)

+c
2\/t—3(§+§t)+c

glnlx5 +5x*+10x + 12| + ¢

-3
2(u?-2u+6)

gln|2u -1l +¢c

1 6
2. 18(3x+2) +c

4. %w/(4x —1)3+c
6. gln(?)x +5)+¢

8. x+InRx+1)+c
10. %e"z +c

12. "1+ ¢
14. %(x + 124 2Injx — 1| +c¢
4 7
16. —(x3+ s +c
21
18. —%el‘xa +c
20. Vx2+1+c
22. i(x2 +2x+5)3+¢
24. %ln(l +x%) +c¢
26. 5Vx*—x2+6+c
1
28. —e™ + ¢
a

30. %ln(Sx)2 +c
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31

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

-3
2(1+x2)2 te

1
——+c
Inx

%(lnx)3 +c

x—In(e*+1)+c
%w/(x2 +1)34+c¢

2 3
E(x2 +x)z+c

1
In|x|

ve** -2 +¢

%1n|3x2 +2|+¢
x+In|x| + ¢

1 2

;lnlx +1|+¢

In|x — 1| + In|x| + ¢

2In[Vx+ 1| + ¢
Inle* + 1| +¢
eX +¢

§x3—x2+4x—81n|x+2|+c

1
40(4x2+3)5

§V3z2+6z+5+c

+c

1 _ _ _
Eex 242" 24+xe?+c

eX+1

32.

34.

36.

38.

40.

42.

44,

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

60.

62. —

64.

66.

68.

70.

In(Inx) + ¢

3 2
x?—x?+x—21n|x+1|+c

1 2 z
S(In(x?* + D) +c
2V + ¢
In(1+x?) +c

2
—ﬁ+c
§In|3x+1|+c
%xz + 2In|x| + ¢
1 2
Elnlx -1l +c

1 2
—Zln|3—2x | +¢
1 2
E(lnlxl) +c
Inle* +e™| + ¢

% Q+x3)3+c

—x—2Vx+1+c

8x+1
48(2x+1)%

%lnlez" —e | +¢
1

511’1|8Z +3|+¢c
let 4 ¢

4

Inle* + 1| + ¢



71.

73.

75.

77.

79.

81.

83.

85.

87.

89.

91.

93.

95.

97.

99.

101.

103.

105.

107.

%(Zx— 72 +c¢

2 [(s2 3
3J(x +1)3 +¢

1

- 4(x2+1)2 tc

4n|Vx + 4| +c
xZ

elnlx| +=+¢
2e

(e? —=2%e* + ¢

2x+c¢

e*In3 + ¢

ex+c¢

2 _
—-3e W ¢

2_
e+ ¢

1

- 2(e2¥+1) te

~2In|1-e?

+c

72. %x4—2x2+81n|x|+c
74. xz—2+3x+ln|x|+c
76. %ez"+3+c
78. x—%e‘3x+c
80. (2 +Inlx])* + ¢
82. T2 fic
2 X
84. %x+c
86. 2x +c¢
88. —+c¢
90. S txtc
92. le3r+2 4 ¢
94, %e3"‘5+c
96. —%e8‘2x+c

n

98. Le*" 4+ ¢
n
1 2
100. —gex+c
102. %ex3+c
1 -1
104. Ee x4

106. %lnle“ +1|+c¢

108. x +In|x — 1| + ¢

RESPUESTAS




1-x
1009. m-l-c
1 1
111. -x —=In]2x + 1| + ¢
2 4
113 (- DM+ - D +c
2 7 4 5
115. ;(x +1)2 —E(X +1)2+c¢

5 3
117. g(x—5)5+§(x—5)z+c

119. —1(1 +1)4 +c

CALCULO CON APLICACIONES ‘

110. ——/—+In|x — 4| + ¢

x—4

2 5 2 3
112.g(x+1)2—§(x+1)2+c

1 5 4 3
114. E(Zx — 1)z +§(2x— z+c¢

3

116. - (2x + 1)2(5x% — 2x — 11) + ¢

118. g./(x3 +9)3 +¢

x+1

5. e*(x2+ 1 +c
7. —(x+De*+c

9. —%3‘32(922 +6z+2)+c

1
(n+1)2

13, 3 (—) +c

In3  (In3)2

11. x"((n+ Dlnjx| — 1) +¢

15. e*(x>*—-7x+7) +c
17. e*(x?—-2x+2)+c
19. i(szlnlxI —-x)+c

21. %x3(3ln|x| -1D+c

2. —e3*(Bx?+6x+5)+c

>

Le2n)e| — Le2te
2 4

6. —§v1—ex+c

ezx

©4(2x+1)? tc

<o

2
10. x(§+ 1)1n|x|—%—x+c

12. ﬁx"“((n + Dlnjax| —1) + ¢

14. §x3(31n|2x| —D+c
16. ie"z(x2 -1D+c

18. ax(i— ! )+c

Ina  (Ina)?

20. %6(4x4ln|x| —xY+c

(t-1)*
4

22. ;(t2—1)1n|t+1|— +c



RESPUESTAS

2 2 3 4 3
23. —;(lnlxl +1D+c¢ 24. 5x21n|x| —gxztc
25. %x‘*(‘llnlxl -1 +c 26.VxIn|x| — 2vx + ¢
1.3 1.3 X mx 1 mx
27. =x°In|x| 4+ 5xIn|x| —=x° —5x + ¢ 28. =e™ ——=e™ +¢
3 9 m m
29. —ge‘zx—%e‘2x+c 30. e*(x —1) +c
2 3x _2,3x 1, 3x 1.2
31. et —ge e+ 32. oX Qln|x| -1 +¢

33. x%e* —5x%*e* 4+ 20x3e* — 60x2%e* + 120xe* — 120e* + ¢

34. 2—17e3y(9y2 —6y+2)+c 35. 2xln|x| — 2x + ¢
36. ~x3Q@ln|x|— 1) + ¢ 37. e (1x—1)+c
"9 ' 2 4
38. 2(Vx—1)e¥* +c 39. —(x + e +¢
2 7 _2 233 X 3x _ 1 3x
40. —x*V1—x —5(1—x)2+c 41.;6 —gettce
1 1.2 4t ¢ jar 1 a4t
42. —et+c 43. -t“e* —-e*" +—e*" + ¢
4 8 32
1 2 1 1\ , X 2x 2 x
44, (E (In|z)) —Elnlzl +Z)Z +c 45, (1n2 )2 +—(1n2)3)2 +c
46. (x+Dlnjlx+1|—-(x+1)+c 47, ﬁxG(lS(lnlxl)2 —6ln|x|+1) +¢
1.3_3.2,3 3} 2«
48. (2x 2 +4x 8)6 +c
49, —e *(x* +4x3 +12x% +24x +24) + ¢ 50. G (In|x? - %lnlxl + 3%) x*+c

51. ixZ(ZlnlxI -1D+c

EJERCICIO 6.5

1. iIn
4

ﬁ|+c 2. x—2In|x + 3| +2Injx — 2| + ¢
x+2 5 5

x—2

—|+c 4. In|x| +In|lx — 2| —2In|x + 1| + ¢

x+2

Slnlx? — 4| -1
3. 2lnlx 4| 2ln




CALCULO CON APLICACIONES

5. Inlx|—zIn[2x — 1] +>Inj2x — 1| + ¢ 6. x+2Injx —1] —In|x + 1| + ¢
1 1 1 1
7. —-=In|x|—=—+=In|x+ 3| +¢ 8. —+3Injlx—1|+¢
9 3x 9 x
9. llnlxl—lln|3—x|+c 10. L+1n|t+1|+c
3 3 t+2 t+2

11 Injx+ 1] +——1In2x + 3| + ¢

x+1 2
12. %(x+2)2 —ln(|x+1||x+3|)—ﬁ+c 13. %xz +5x + 14In|x — 2| + ¢
14. §x3+%x2+x—51n|x+2|+c
15. %(x—4)2—4ln|x+1|+131n|x+2|+c
16. x2+11x—§ln|x—1|—glnlx—3|+c 17. x —6In|x — 1| + 11In|x — 2| + ¢
18. —x? —Inlx(x? = )| +¢ 19. x +2Injx — 2| + 4

1 11

20. —31n|x—1|+§ln|x+1|+?ln|x—2|+c

21. ;lnlx +1| +§ln|x —1] —glnlx +2|+c¢ 22. %xz — 2In|x? + 4| + arctan (’2—5) +c

1 1 5 1
23. SInlx — 1] —ZInjx + 2|+ 2InJx + 3| + ¢ 24. JIn|x — D
25. %lnlx2 +1|+ %lnlx + 1|+ garctan(x) +c

26. %lnlx2 +2x +2|— %arctan(x +1) - glnlx —1]+¢c

3 x—1 3x-1 1 2
27. St reen| T e 28. — - tlx—1l+c
29. 3(x 1) x: +c 30. —ln|x+1|+4(x+1) —lnlx—3|+c
1 3 1
31. ——ln|x+1|+ ln|x—1|+ 1)2+c 32. Zlnlx — 11+ Znlx + 1] = = +c

33. In|x? + 4| +%arctan (g) - %lnlx2 +1| — garctan(x) +c

1

34. —g

= +2m

x=2
= tc
xX+2

x+1




35.

36.

37.

38.

39.

41.

42.

43.

45.

47.

49.

50.

51

llnlx —1| —llnlx + 1|
4 8

Blnjx — 1] + —— + —1In|x? + 2x + 2| — Zarctan(x + 1) + ¢
25 5(x=1) ' 50 25
» Xy _ 4 _ Znlx2 _
o5 arctan (2) e In|x — 1| + 25lnlx + 4| 5D +c
5
——1n|x+1|+9( o —ln|x—2| (x_2)+c
12—-9x x+2 2 5 x 16—-11x
P | | +c 40. 2In|x* + 4| + S arctan (2) toen T C
%yz —2y+2nly(y + 2)| + % +c
—8In|t — 2| + 2In|t? — 1] + 3v2In |~ |+c
-2 __ 1 1.2 _
In|z — 1] eyt +c 44, t +4|+c
1n| |+ln +c 46. In|x? + 3| + 2In|x| + ¢
1 2x—1
—ln|2x+1|+ln|—|+x+c 48. —lnlx +1| - = t¢
2 x +1
In|x? —6x+8|+41n| |+c
%1n|(4x + 1)(x% + 1)| — arctan(x) + ¢
— Ln|x? 2 5
Inlx + 3| — ZInfx? + 2| + Sﬁarctan( . ) + e

RESPUESTAS

— In|x — 2| +§ln|x— 3l +¢

EJERCICIO 6.6

1
a. y= Eer+3
2
c. y= ceX tx
e = ! c
=Y 3(x3+41)

b. y2=—-x*+c¢
1
dy=x*+1)z2+¢c
3

f.y= (gxg + c)s

h. s=%gt2+cot+c1




CALCULO CON APLICACIONES

ioy=4x3+x%+cx+¢ joy=clx—1),c>0
k. ¥y =-In|-2vx+1+| 1. y:—3+c-exp(—m)

my= —ln|—1+c-exp(—1io(x—2)1°)|,c >0

t 1
n x=cez2t +1)75,¢>0 o. y=—1n|—§—%ln|2t—1|+c|
2. a y=x*+3x+8 b. y2 =x%+16
xZ
c. y=Pez d. y =2In|x| -1
e. ¥y =—5x%+100x £ y=4x3—11x
g y=—-r h. y=—ln|1 +le‘x2—1e_1|
4(4—x)2+3 2 2
; _9er? Lo 4 2 5 2 3
1. —m ] x—exp(E+g(t+1)2—§(t+1)2)
3. a. Verdadera b. Falsa
4. a y=x*+x b.y=x3+3x>-2x+6 c.y=ix4+32—c+2x—z

5. y:§x3—§x2+4x
6. a y=x>+3x+1 b,y=§x3+%x2—x+5 c.y=x*-5x+4

3
d. y:§x3+§x2+2x e.y=1+%(x2+5)§ f.y:—§1n|1—3x2|+5

7. y=12cuandox =5

_1 3 _ .2_ 14
8 y=3x0—x x+3
2
9 y=;+1

10. y=x%2+1

11. y = 2x2




RESPUESTAS

EJERCICIO 6.7

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

a. C(x) =—0.025x2+30x+2000

a. C(x) =0.002x’—0.015x*+24x+2500

c. $260750
US$1275.05

C(x) = 0.001x%*+5x

a. R(x) =20x—0.01x>—0.001x®

c. p(x)=20—0.01x—0.001x>
a. R(x) =4x—0.005x*

a. R(x) =12x —%xz

3

C) =10- 5(5x+4)

10
x2+5x

p(x) =4
C(x) = 3x*—17x+47
a. R(x)=16x—x°
C(x) = X*+4x*+4x+6
US$ 3375

a. US$ 81

Us$ s

100128 personas

a. a(t)=6t+2, s(t)=t3+t*+5t

c. s(3)=51m
s(2)—s(1)—20 m
$ 120000

15 unidades

b. US$ 5937.5

b. $2500

b. US$ 900

b. p(x) =4—0.005x

b. p(x) =12 —%x

b. p(x) = 16—x*
b. US$ 3

b. a(2)=14 m/min?
d. s(3)—s(2)=29 m



CALCULO CON APLICACIONES ‘

21. 4.15 partes por millén
22. $190500
23. US$646.2
24. US$2300

25. R(x) = 240x—2x?% US$ 1150
26. a. C(x) =09x+ 0.2x; + 100000 b. €(10'?)=2000009000001x10°

27. a. v(t) =v(0) — 4800 + 4800e_§ délares, donde v(0) es el valor inicial de la maquina
b. v(10) = 1049.61 ddlares

28. a. C(q) = (q—4)*+64+C(0) b. US$ 1500

29. US$196608

30. i(t) =1000e%7t es la inversion en funcion de t.

CAPITULO 7

EJERCICIO 7.1

1. a. 174 b T c.2"-1
d. 133560 P 0
30 101
2 8n+2 b (b—a)(an+bn+b-a) b3(n+1)(2n+1)
. d. n [ mn C. 6n2
d. b"(ntl)2
4n
bZ_aZ b3
3 a. 8 b 5 ¢ 5
4
d =
4




RESPUESTAS

1-a
5. a. 10000 b. 5050 ¢. 50500
d. 2870 e. 44100

6. 162 m aproximadamente

7. $784657

EJERCICIO 7.2

1. a 2+2 bé c.20
2. a1 b
55
3 6m
4. a c(b—a) b 2 c. 0
33
d 2

1. 2 2. =2 3. 144
3 2
4. 2g2 5 12+§\/7 6 g
7. 342 8. 0 9. 2
2 9
10. 252 11, -2 12, 3888
3 5
13, 228 14, 26 15. &
3 3 27
16. —% 17. 2 18. 3In2
19. e 20, - 2 21. &
110 3
22. 3 23. 2 24. 2
2 15 4




CALCULO CON APLICACIONES

EJERCICIO 7.4

1. — 2. —
120 6
3. a 2 b. 9 ¥
3
d =2 e. 2 £ 2
3 2 2
g. —, siacotamos el area con el eje X h g
i 2 . —a? k =
2 3 3
L g2 m. = n -
3 12 2
n. 64 o. 22 p. 108
131 8 8
@ k3 S 3
t. 8 w 2 v. 2
8 3
104
W, —
15
4, %
3
5. 2
3
EJERCICIO 7.5
1. 98 personas aproximadamente
2. 124m
3. a. $1700000 b. $1500000 c. $3900000
4. a. 1220 personas b. 10240 personas
5. US$774
6. $1785600



RESPUESTAS

7. $75

8. US$4081077.5

9. 132 personas aproximadamente

10. disminuye en US$ 92934 aproximadamente

11. 2008876 personas

12. a. 12afios b. US$ 1008

c. El exceso de utilidad corresponde a la parte sombreada en la grafica, es decir, el area
entre R, (x)=100+x, y R, (x)=220+2x

13. a. 25In (g) ~ 24 afios y medio b. US$ 3241 aproximadamente

c. Elexceso de utilidad es el area entre las curvas R, (x)=60e". 12xy R,(x)=160e°. 08x en el

intervalo [O, 25In (g)]
14. a. 9afos b. US$ 12150

15. 18 unidades

16. a. 10 semanas aproximadamente b. US$ 14857
17. a. 8semanas aproximadamente b. US$ 15069.26
18. a. US$ 624 b. US$ 1000 c. US$ 199.7

d. US$ 564 aproximadamente
19. a. US$ 288 b. US$ 333.334 c. US$129.93
d. US$152.377
20. a. q,=3;los consumidores estan dispuestos a pagar US$ 366, EC=US$ 36
b. q,=3; los consumidores estan dispuestos a pagar US$ 414, EC=US$ 63
c. q,=40; los consumidores estdn dispuestos a pagar US$ 2400, EC=US$ 1920
d. q,=36; los consumidores estan dispuestos a pagar US$ 1842.07, EC=US$ 1122.07
e. q,=25;los consumidores estan dispuestos a pagar US$ 57.08, EC=US$ 28.43

f. q,=25In3; los consumidores estan dispuestos a pagar US$ 500, EC=US$ 225.347



CALCULO CON APLICACIONES ‘

21. a. g¢=18 b. US$ 162
22. —28+13—0\/333

23. —8+ 16In2

=2 _ e k+s)t 4 i —ar
24, p(t) = s ce donde ¢ > 0. Obsérvese que }2?0 p(t) = s
25. a. I(t) = Ie?t,D(t) = D, + %Io(e”‘ -1)
. D(t) _ a
b. tliril3 oo - conb >0
1, 1,
26. x(t) =4—2te 2 —4e 2
27. 176.87=176 unidades
28. US$13212.056
29. 336
30. EC==Ep=2
3 3

31. EC=US$ 1332, EP =US$ 166~
32. EC=280In4 —210~178.1625, EP = 45
CAPITULO 8
EJERCICIO 8.1

1 5 1
1 m 2. 2 3 >
4. 1 5 21 6. Diverge

2 2
7.  Diverge 8. 3 9. Diverge
0. —2 11. Diverge 12. 4

2
13. = 14. 0 15. 6

4



RESPUESTAS

16. Diverge 17. 0 18. Diverge
19. p<1 20. Diverge para todo p eR 21. Diverge
22. % 23. Diverge 24. —e?
25. In2 26. = 27. 2

28. % 29. Diverge 30. 2¢e7!
31. = 32. 5el 33. 2

34. 1 35. Diverge 36. —=

37. Diverge 38. Diverge 39. 3?”

40. 1 41. Diverge 42. 5

43. ~In2 44. Diverge 45. 1

46. Diverge 47. Diverge 48. Diverge
49. e 50. =

EJERCICIO 8.2

1. a —e? b 2 c. o
2 2
2. a. 30000000 b. 99604805.28 c. 30000000

3. a. 22224 ejemplares

b. A largo plazo la especie se extingue, es decir lim P(t) = 0, donde P(t) es el nimero de
ejemplares en t afios. e

4. $5792476.126
5.  $4545454.55

6. $5823381.567



CALCULO CON APLICACIONES ‘

7.  Elvalor prevaleciente de la franquicia es: $ 600.000
9. La poblaciéon aumenta sin limite.

10. a. Laprobabilidad de que un par de autos seleccionados al azar disten menos de 10 pies el
uno del otro es 1—6e° = 0.9596

b. Ladistancia promedio entre autos sucesivos en una autopista es 4 pies.

11. a b. E(x) =3,V(x) =3

B w

12.

[ee)

E(x) = f_ xf (x)dx

kf xe *¥dx
0
M
k lim xe **dx

M-

0
M 1 (M
k lim ——e"‘M+—f e **dx
M- k k 0

. M _ 1
= k lim (—re "M+F(e kM—l))

M—-oo
1
= k<0—ﬁ(0—1))
1
= ()
- 1
Tk
V(x) = —(E(x))2+J- x2f (x)dx
1 A
= ——2+kf xce "*dx
k 0
1 M
= ——+k lim x2ekxdy
k M—-oo 0
~ . M> 2M 2\ .. 2
et T\t te)e T e
= _F+k<0+ﬁ)
12
k2 k2




RESPUESTAS

13. a. 5.77% b. 45.11% c. 54.88%

d. E(X) =100 horas (duracién promedio de la bombilla), y V(X) = 10000 horas cuadradas
(variabilidad, relativamente, muy grande).

14. a. 221% b. 55.07 % c.44.933 %
15. a. 12.151% b.32.968 % c.63.032 %
16. a. 0.63 b.0.14

17. a. 059 b.0.22

18. a. 0.22 b.0.55 c.0.45

19. a. 0.12 b.0.33 c.0.67
CAPITULO 9

EJERCICIO 9.1

1. a f(x,y) =x?+42xy+y*,Dm(f) = {(x,y) | x,y € R}
b. f(x,y) = x +y7=9,Dm(f) = ((x,y) | x* +y* 2 9}
c. f(x,t) =In(x—1t),Dm(f) = {(x,t)| x > t}
d fGoy,2) = x+/yz,Dm(f) = {(x,,2) | yz > 0}

2. a f(xg, x5 x3) = x,(x; — 1)% + 3x,x3, Dm(f) =R3
£(1,0,-2) = 1(0 — 1% + 3(1)(=2) = -5
£(0,8,4) = 0(8 — 1)% + 3(0)(4) = 0

b. g(x,y) = % Dm(g) = {(x,) | x # ¥}

2-2 -1+1 —-1+4+3

2
2+2 —1-1 -1-3 4 2
c. h(r,s) =vs2—7r2,Dm(h) = {(r,s) | s? > r?}
h(0,1) =12—-02=1,h(-1,3) =vV9—1=2 2

d f(x,y,2) =x+y>+vV1—2zDm(f) ={(x,y,2) | z < 1}
£(1,2,00=1+4+1=6f(-1,3,-3) =—-1+9+2 =10




CALCULO CON APLICACIONES ‘

x—1

e. g(xy,x3) :m,
2

f. h(r s, t) = te™+log(t+2), Dm(h)={(r, s, t) |t >—2}
h(In2, 0, —1) = —1e"2*°* +log(—1+2)=—2
h(1,1,1) = e?+log3

Dm(g) = ]Rzig(]-l 5) = 0,g(2, O) = 1

2

2
3. Area:A(6,x) = X tan &

N

5. VF= V0(1,06)", donde
VF : = valor futuro, variable dependiente
V,: = valor presente, variable independiente
n : = tiempo (en afios), variable independiente

TC
,Dom(A)={(6,x)|x>0,0<6<E}

\Jtm?
6. P=k == donde
v
P : = produccidn diaria, variable dependiente
k : = constante
t: = numero de horas de trabajo de la maquina, variable independiente
m : = insumo, variable independiente
v : = vida util, variable independiente

EJERCICIO 9.2

1 a flx,y)=x*+x*y—y> f = 3x2+2xy, f, =x*—3y7?,
df=(3x*+2xy)dx+(x*—3y*)dy.
SiP(1, 2),df=7dx—11dy

b. f(x,y)=2x3—4xy*+3y?, f =6x—4y?, fy =—8xy+9y?,
df=(6x—4y? )dx+(—8xy+9y? )dy

Si P(1, 2), df=—10dx+20dy

C. flx,y)=7x*+4xy+12y° f=14x+4y, f=4x+24y,
df=(14x+4y)dx+(4x+24y)dy

SiP(1, 2), df=22dx+52dy

d. f(x,y)=8(2x—5y)3,fx=48(2x—5y)2,jj,=—120(2x—5y)2,
df=(48(2x—5y)? )dx+(—120(2x—5y)? )dy



RESPUESTAS

Si P(1, 2), df=384dx—960dy
1
2. a f(x,y,z)=1In ((x2 +y%+ 22)5) = iln(x2 +y? + z?)

f S Y d

FUxt4y2 422" x24y2 422777 x2 4 y? 4 22
X VA

df Y

;] d
x?+y?+2z2 x+x2+y2+zz y+x2+y2+zz z
i =L 1 3

Si P(1,2,3),df = 14dx+7dy+14dz

b. f(x,y, z)=ev*

fx =yzeY?, fy =xzeY?, fz =xyev”

df=yzeV* dx+xzev” dy+xye®* dz=e¥* (yzdx+xzdy+xydz)
SiP(1, 2, 3), df=e® (6dx+3dy+2dz)

c. flx,y, z)=xy*7*

/. =y? 73, fy =2xy7z3, f, =3xy*? 7*

df=y* 73 dx+2xyz® dy+3xy* z* dz
SiP(1, 2, 3), df=108dx+108dy+108dz

d. fx,y, z)=5x°y3z*
[=30x° y* 2%, f =15x° y* 2", f =20x° y° 2°
df=30x° y? z* dx+15x° y? z* dy+20x° y® 2% dz
Si P(1, 2, 3), df=19440dx+4860dy+432dz
3. a z=2x+3y,z=0,1,2,3

2x+3y=0 2x+3y=1 2x+3y =2 2x+3y=3

3y = —2x 3y=-2x+1 3y=-2x+2 3y=—-2x+3

2 _2 122 2
y=-3* yE=T3¥rTy YTT3¥Ty YT 73

La grafica corresponde a cuatro rectas paralelas
b. z=3x—y, 2z=0,1,-2,3

3x—y=0 3x—y=1 3x—y=—2 3x—y=3
y=3x y=3x—1 y=3x+2 y=3x—3

La grafica corresponde a cuatro rectas paralelas

c. z=,16—-x%?-vy%2,2=0,1,2,3
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Jie—x2—y2=0 J16—-x2—y2=1 J16—x2—y2=2 J16—x2—-y? =3
16—x2—y2=0 16—x*—-y?=1 16—x*—-y?=4 16—x*>—-y2=9

x2+y?=16 x2+y?=15 x2+y?=12 xt+yt=7

La grafica corresponde a cuatro circunferencias concéntricas centradas en el origen con
radios V7,V12,V15 y 4.

d. z=x*+y? z=1,2,3,4
La grafica corresponde a cuatro circunferencias concéntricas centradas en el origen con
radios 1,\/2,\/3 y 2.

4. f(x,y)=x2—y2+4x+2y+1,ﬁ(=2x+4,fy=—2y+2
a Sif ==
Dyf(x,y) = (2x + 4)cos (%) + (—2y + 2)sin G)
Dof(r,y) =2 (2x+4) +2(=2y +2) =VZ(x -y +3)

Sig==
6

Dof(x,y) = (2x + 4)cos (%) + (=2y + 2)sin (g)

Dof(r,y) =2 (2x + ) +1(-2y+2)= 3x—y+2 3+1

b. 0=7y P(2,—V7),Def(x,y) =V2(2 +V7 +3) = V2(5 +7)

0 =%y P(2,—V7),Def(x,y) =2V3+ V7 + 23+ 1=4V3+V7 +1

EJERCICIO 9.3

1. Q(x,y) =2x3+3x%y +y3,x =20,y = 10,0(20,10) = 29000

a2
2 Y conx = 10,y = 20,5 = —2.4.

dx 3x243y2”’

Comody = 0.5,E =—-24,dx = LD —-0.21
dx 24

2. V) =+D@+2)=xy+2x+y+2

d. 2 d

_y= _&’ conx = 25,3} = 8'—y= —1.
dx x+1 dx

-1 10 26

E_ —% ,dx _E =26
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3
3. f(x,y) =200 —24vVx + 4(0.1y + 5)2
x es el precio de motos de clase 10 ¢/ , x=129+5¢

y es el precio en centavos por galéon c/u,y=80+10\/3t

af _dfdx  dfdy 1 dif ial 1
at  axdatr © ay ac €S el diferencia tota

df 12 1 5\/§>
—=—-——(5)4+6(0.1)(0.1y+5)2| —
4=~ ) 6001y +5) ( 7
Si t=3,x=144 y y=110, luego,

af

T 5 H06(#)(6) = 5+12=7

4. Q(x,y)=0.08x2+0.12xy+0.03y?
dQ=f dx +fy dy +f dz=(0.16x + 0.12)dx + (0.12x + 0.06y)dy
Tenemos que x = 80,y = 200,dx = i, dy = 2, luego
dQ = (0.16 - 80 + 0.12 - 200) (5) + (0.12 - 80 + 0.06 - 200)(2)
dQ =18.4 + 43.2 = 61.6 adicionales.

5. P(x,y)=(x—30)(70—5x+4y)+(y—40)(80+6x—7y)
P(x,y)=70x—5x*+4xy—2100+150x—120y+80y+6xy—7y*—3200—240x+280y
P(x,y)=—20x—5x*+10xy—5300+240y—7y?
dP=(—20—10x+10y)dx+(10x+240—14y)dy

Tenemos que x=50, y=52, dx=1, dy=2
dP=0+24=24 se incrementa.

EJERCICIO 9.4
=xy—In(xy), L=y 22y 1
1. u=xy—Inlxy),~-=Yy x’ay_x y
_ y a_z__ 2xy
2. T oxZey2’ 9x . (x24y2)?

0’z —2y(x* +y»)? +2xy(4x(x* +y?))  2y(x* +yH)(—x? —y? +4x?)  2y(3x* —y?)
x2 (x2 + y2)* - (x2 + y2)2 - (x2 + y2)3
0z _x*+y*—yQy) = x*-y?

ay  (2+y)?2 (k2 +y?)?

0’z 2y(x?+y?)? - (2 —y)(2(x* +yD(2y)) 2y +y)(x? +y* + 2x% — 2y?)
ayz - (xz + y2)4 - (xz + y2)4

_ —2y(3x* —y?)
- (xz + y2)3
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0%z 9%z
Luegoy=z+52 = 0
1 1 1 1
- 0z x — 0z% 1 = 0z = 9%z 1 =
7 = y — = — ey —=1——¢ey,—= y =1—-——¢vy
3. xyi—xe,ay x yze’axay yze'ax yi_e'ayax yze
0z 0z?
LUEgo 6x0y dy 0x
4, z=2x*—2y% —3x —4xy®, L = —4y — 8xy = -8y ——4x—3 4y? oz
. 9y " xdy 6y ’ " Ay ox
022 0z
LUEgo dx dy ayax
— 3,x%+ _ x4+ 4 2 _
5. flx,y)=xe ", fi =e* "V (2x" +3x%), fry = f5
— 3,x%+ _
fy =x’e* y:fyx - fx
x of x(y2—1) %f _ y*-1 of _ 1 9%f _ y?-1
6. a. f(x}’)—xy+y ay ¥z ’oxdy  y2 ‘ox y’ ayox  y?
afz _ or*
Luego dx 6y dy 0x
of y 0% f xy of _  «x o*f xy
b. x — 2 + 2 2 — — [
f(x,y) y "oy JxZ+yZ’oxoy (x2+y2)2 Yox  JxZ+y?’ dyox (x2+y2)%
L afr _ or?
uego dx dy dy ox
o fy)=x2+y,%L=2y i A i
’ ’ 'By " 0x dy ox ’ dy ox
L afr _ or?
uego dx dy dy ox
x+y of 2x 2%f 2(x+y) of -2y %f 2(x+y)
d fby)="—7,—=——, = T oz = o)’
x=y’ 0y (x-y)?’dxdy (y-x)3 dx (x-y)?" dydx (y—x)
L afr _ or?
uego dx dy dy ox
e. flxy) = x af xy a%f _ y(2x? —yz) af _ ¥ a%f _ y(2x?-y?)
. » - —1_ - ) 3 - 5
V0 T e Y apa 0 Gagan WO Gapa)

af? af?

dx dy dy 0x

Luego

= —8y
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7. a z=(x-— 2y)2,g—z =2(x— 2y),g—; = —4(x — 2y),

X

Ahora, 2x(x — 2y) — 4y(x — 2y) = 2(x — 2y)(x — 2y) = 2(x — 2y)? = 2z

1 9z 2x3 0z 2y8
b. z=(x4+y4)2,£: ==

1) — 1)
hiyhz O (et

2x*

4 4 4 1
2o B oty = 2z

1
TttyHz (xt+yh2z (x*+y*)z

Ahora

0z 0z
8. a z=ye*+ xezy,a = ye* + ezy,@ = e* + 2xe?

2 0z 2 0z 2
b. z=e¢e* 9n = y2e*y oy 2xye*y

c. z=x?y+3xy+4y3, Z—iz 2xy+3y,s—;=x2 + 3x + 12y?

2 02

— 43 9z _ —
d z=x>+2, ax_3x’ay_0
=y 2%
e Z=Xy, o=y, =X
— 2 _ 9z _ 9z _
f. z=y*—-24, ax—O,ay—Zy
9. f(x,y) = (y+ax)?ey*te¥, Z—i =ae™Y(ax +y)(ax +y + 2),
o*f 2 2,2 2 of
Iz eV (a®x? +2ax(y +2) +y +4y+2),£=e“x+y(ax+y)(ax+y+2),
aZf ax+y (4242 2
a—yzze (a®*x? +2ax(y +2) + y* + 4y + 2)
o*f o*f
Luego 5z = a* 5
— 52 30z _ 0z _ 5,02 _ 2 2 0%z _
10. z:x y+3xy+4zy,ax—ny+3y,ax2—2y,ay—x +3x+12y,ay2—24y,
0“z 0“z
=2x+3,—=2x+3
d0x 0y dy 0x

11. 7z = }1_x2_y2’%: _#
dx J1-x2-y?
12. a. f(x,y) = 2x%y +x3y% + 2y + 10, f, = 4xy + 3x%y?,f, = 2x* + 2x3y + 2,

frx =4y + 6xY%, f,, = 23, oy = 4x + 6x2Y, f,, = 4x + 6x%y
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13.

14.

e S =2
b. flxy) = x+y'fx N (x+y)2’fy T an)?

B 4y 4x 2(x —y) 2(x —y)
T = = i S G P T G T ey

o floy) =e¥¥ f, = 2xe¥ Y’ f, = 2ye%"*Y7,

frx = (427 + 2)ex2+y2,fyy = (4y? +2)e* " f, = 4xyex2+y2,fyx = 4xye*

3e3x esx 3x

d fl,y) = log|2y| e = loglzyl’fy y(lnz)(logIZyl)Z'fxx - loglzﬂ
e3* ( In2(log|2y])? + yIn2(2log|2y|) (—1 ) @
fyy = 2yInz _ e¥logl2yl(in2log|2y| + 2) _ e**(In2log|2y| + 2)
v = (v(In2) (logl2yD)?)? T O0(n2)(oglzyD?? yX(n2)(ogl2yD?®
_3e3x —3€3x
fxy = fyx =

y(In2)(log|2y[)?’ y(In2)(log|2y|)?

e fEy) =YET0 =+ fi= sy Sy = L+,
4 2 4 2 4 2 4 2
fxx=§(x+y) 3’fyy=§(x+Y) 3ﬂfxy=§(x+y) 3'fyx=§(x+y) 3

f. fx,y) =xe¥ +x3y% f, = e¥ 4+ 3x%y2, f, = xe¥ + 2x3y,

fex = 6XY%, fyy = x€¥ + 2%3, fo), = €7 + 6x%y, f, = €¥ + 6x%y

_ _ f _ of _ .3 _ 2 0%F _
a. f(x,y) =x’y —xy® —=3x"y — y,az—6xy,ay—x 3xy®, 5,7 = —0xy
af 0% f 0
De donde 7z ayZ_
w3 2,40 _ 5 2 4 % _ a0 42 3% 2.2
b. f(x,}’)—x xy,ax—?)x ZXy’ax2_6x 2}’;ay— 4x3’,ay2— 12xy
TN,
De donde 5z + 5.5 # 0

Luego f no es armonica.

2 3
f(x,y) = 3x*y5 — 2x?%y3 ,— = 15x*y x2y? ,— = 60x*y3 — 12x2y,zy—}3c =
180x*y? — 12x?
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15. 0
16. a. f(x,v,2) = 3x%y —xyz + y?z?, Z—i = 6xy — yz,Z—i = 3x2 — xz + 2yz?,

0
of _ —xy + 2y*z

0z
— 2 _ xyz OF _ _ 2% xyz 9 _ xyz,
b. f(x,y,2) =In|x* —yz| +e o yz+yze el xz+xze
of y
_27_'_ Xyz
0z yz—x? xye
2
17. a f(xy)=2x2 —x3y ,——6x y? — 5x3y ,W—12xy —15x%y ,——4xy -
3x%y5,—=— = 12xy? — 15x2y
a*f _ 9%f
LUEgo dx dy - dy 0x
|l ot 9 g0 _ 1 ¥ _
b. f(x'y) _ln|y—1 ’ ay_y—l'axay_O'Eix_x—l'ayax_ 0
0z 0z
18. a. z=xIn(x) +ye’+3, azlnlxl +1,@=e3’(y+1)
2
b. z=x*Inly| —y* + e, —2x1nlyl+e ay x7_3y2
19 — vz XZ __ a2 0_f_ Xz yza_f_ Xz vz __
.a f(x,y,z) =xe¥* +ye y 43, =yze¥ t+e oy =€ + xze 2y,
of %z
- = + yz
2 xy(e™ + e”%)
b. fO,y,2) =x3+y3+2%(x +y) — 225, ——3x + 72 ——3y2+zz,
of 5
azZz(x+y)—6z =2z(x+y—62)
kL _kELE Q _ 215 0%Q _ 215 Q _ 5 9%Q _ 20
20. Qk,L) = ks oKk T 3KP k2 | ok’ oL 313’012 o5l
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EJERCICIO 9.5

1.

a. f(x,y) =2x2—2xy+y2+5x—3y,g—£=4x—2y+5,g—£=—2x+2y—3,

Resolviendo el sistema:

4x —2y+5 0
—2x+2y-3 = 0
1 1 "
Obtenemosx = —1yy = b Luego el punto (—1,5) es critico.

2f; 1 2fr 1 9%f 1
—L(-1,2)=4>0-2(-1-)=2 —1,-)=-2
0x2 ( '2) >0, 0y? ( '2) '6x6y( '2) ’

A (—1,%) = (4)(2) — (=2)? = 4 > 0. Por tanto en (—1,%) hay un minimo

i) ad
b. f(x.y)=xy+x—y,£:y+1,£=x—1,

Resolviendo el sistema:

y+1 = 0
x—1 0

Obtenemos x=1 y y=—1. Luego el punto (1, —1) es critico.

o*f o*f o*f
W(ll_l) - Oia_yz(ll_l) - Oim

A(1,-1) = (0)(0) — (1)? = —1 < 0. Por tanto en (—1,%) hay un punto de silla.

(1’ _1) = 1;

C f(x,y)=4x+2y—x2+xy—y2,g—£=4—2x+y,3—£=2+x—2y,
Resolviendo el sistema:

4—-2x+y =0

24x—-2y =0

10 8 10 8 sos
Obtenemos x = SYy=3 Luego el punto (?'3) es critico.

"Z_f(l_ﬂﬁ)__ '32_f(1_°§)__ 27 (1_0 E)_
ax2\3’3) 2<0'ay2 3’3) 2'6x6y 3’3 =1

A (1?0;2) = (=2)(=2) — (1)? = 3 > 0. Por tanto en (1?0'2) hay un maximo.
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d. f(x,y) =x3—3bxy + y3,3—£ = 3x? — 3by,Z—)yc = —3bx + 3y?,

Resolviendo el sistema:

o

x2—by =
—bx + y?

|
o

Obtenemos x=0 y y=0 6 x=by y=b. Luego los puntos (0, 0) y (b, b) son criticos.
fxx= 6x,j§,y= 6y,fxy= —3b

Para (0, 0),
A(0, 0)=(0)(0)—(3b)2=—9h?<0. Por tanto en (0, 0) hay un punto de silla.

Para (b, b),

Si b>0,j;x>0 y b es un minimo.
Si b<0,j;x<0 y b es un maximo.
A(0, 0)=(0)(0)—(3b)?=—9b?

e. f(x,y) =x2—y2—2x+4y+6,g—£=2x—2,g—§=—2y+4,
Resolviendo el sistema:

2x—2 = 0
-2y +4

|
o

Obtenemos x=1 y y=2. Luego el punto (1, 2) es critico.

0%f o%f 0%f
—(1,2)=2>0,—(1,2) = -2,——(1,2) =
(1D =2>05501,0) =275, =0,

A(1,2) = (2)(—2) — (0)* = —4 < 0. Por tanto en (1, 2) hay un punto de silla.

a a
£ fly) = xy—Zyz'é =y,£ =x—4y,

Resolviendo el sistema:

o

y =
x—4y = 0

Obtenemos x=0 y y=0. Luego el punto (0, 0) es critico.

*f o*f *f
o = _— = —4
92 (0,0) =0, 3y? (0,0) "axdy

0,0 =1,

A(0,0) = (0)(—4) — (1)> = —1 < 0. Por tanto en (0, 0) hay un punto de silla.



CALCULO CON APLICACIONES ‘

— 92 12 _ 9y O 4y g 5y
g f(x,y)=2x*+y*—8x 2y+14,ax—4x 8,ay—2y 2,

Resolviendo el sistema:

4x—-8 = 0
2y —2

|
o

Obtenemos x=2 y y=1. Luego el punto (2, 1) es critico.

o*f o*f o*f

(2,1) =0,
A(2,1) = (4)(2) — (0)2 = 8 > 0. Por tanto en (2, 1) hay un minimo.

h flx,y)=x3+y2—6x2+y— 1,3—2 = 3x?% — 12x,§—£ =2y+1,
Resolviendo el sistema:

3x% — 12x
2y+1

(I
oo

Obtenemosx =0y y = —% 6x=4yy=-— % Luego los puntos (O, - %) y (4, - %) son cri-

ticos.
Para (0, - %),
2 (0-9)=05(0-3) =255 (0-) =0

A (0, —%) = (0)(2) — (0)? = 0. Por tanto el criterio no decide.

Para (4-, - %)
(D) =20k (6-)) =255 (1) =0,

A (4, - %) = (24)(2) — (0)? = 48 > 0. Por tanto en (4-, - %) hay un minimo.

) 1 64 af 1 af 64
i fay) =Tty =gty =5t
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Resolviendo el sistema:

|
2 %l
S

+

<
Il Il

o

Obtenemos x = —% y ¥ = 16. Luego el punto (—%, 16) es critico.

azf( 116)— 128<062f( 116)— ! azf( 116)—1
ax2\ 4’ 7] "oyz\ 4’"°)  32'9xay\ 4’ ) 7

A (—%, 16) =(-128) ( ) —(1)? = 3 > 0.Por tanto en (—%, 16) hay un méaximo.

1
32

i fx,y) = 4xy? — 2x%y —x,Z—f =4y? — 4xy — 1,3—5 = 8xy — 2x2,

X
Resolviendo el sistema:
4y2 —4xy—1 = 0
8xy—2x?> = 0

Obtenemosx =0yy = % 0x=0yy= —%. Luego los puntos (O, %) y (0, —%) son criticos.

Para (0, i)
(03 =-2<05%(05) =07 (05) =4

A (0, é) = (=2)(0) — (4)?> = —16 < 0. Por tanto en (4, - ;) hay un punto de silla.

Para (0, - %),

(0= =2> 055 (0-5) =0T (0.-3) = -

A (0, —%) = (2)(0) — (—4)? = —16 < 0. Por tanto en (0, —%) hay un punto de silla.

_2 .2, .20 _ 2 o ___ 2
k. f(x,y)—xy+x +yi o= x2y+2x,ay— xy2+2y,
Resolviendo el sistema:
—— 42x=0
x2y
2
———+2y = 0
xy

Obtenemos x=1y y=1 6 x=—1y y=—1. Luego los puntos (1, 1) y (—1, —1) son criticos.
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Para (1, 1),

>f _ 2*f - -
ﬁ(lﬂl) - 6 > Oiayz (111) - 6'6x6y (151) - 2r
A(1, 1)=(6)(6)—(2)*=32>0. Por tanto en (1, 1) hay un minimo.

Para (—1,—1),

*f _ Pf a4y — e O 4 4y _
ﬁ(_li_l)_6>olay2( 1! 1)_6'63603/( 11 1)_2r
A(—1,—1)=(6)(6)—(2)?>=32>0. Por tanto en (—1, —1) hay un minimo.

L floy) = exy,§—§ = ye"y,z—; = xe™,

Resolviendo el sistema:

ye*¥ 0
xe®™ = 0

Obtenemos x=0 y y=0. Luego el punto (0, 0) es critico.

62f 62f 62f
W(O' 0) = 0'6_3/2(0' 0) =0, %3y

0,0 =1,

A(O' 0)=(0)(0)_(1)2=—1<0 Por tanto en (0, O) hay un punto dessilla.
2. a. f(x,y)=5x*+6y?—xy. Six+2y=24,

F(x,, N)=5x*+6y"—xy—A(x+2y—24), F=10—y—, F, =12y—x—2],

F}‘=—X—2y+24’

Resolviendo el sistema

100—-y—21 =0
—x+12y—-21 = 0
—Ax—-2y =0

Obtenemos x=6, y=9 y A=51. Hay un punto critico en (6, 9)

of of 02 f *f 0*f
— =10x—vy — = 12y — x, —— =1 — =12
35 = 10X =50 = 12y %5569 = 10> 0,55(6,9) = 12,5

(6,9 =-1,

A(6,9)=(10)(12)—(—1)%=119>0. Por tanto en (6, 9) hay un minimo.
b. f(x,y)=12xy—3y*—x2 Si x+y=16,

F(x,y, \)=12xy—3y*—x*—A(x+y—16), F =12y—2x—A, F =12x—6y—A,
F,=—x—y+16,
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Resolviendo el sistema

12y —2x—-42 =0
12x—6y—4 = 0
—x—y+16 = 0

Obtenemos x=9, y=7 y A=66. Hay un punto critico en (9, 7)

of of 02 f *f 0*f
2 12y —2x,-L = 12x — 6y, —= =-2<0,—-(9,7) = —6,——(9,7) = 12
ax y x: ay X 6% axz (61 9) < 0; ayz (91 ) 6: ax ay (91 ) )

A(9, 7)=(—2)(—6)—(12)?=— 132<0. Por tanto en (9, 7) hay un punto de silla.
¢ flx,y)=x*+y*—2xy. Si x*+y?=50,

F(x, y, )=x*+y*=2xy—A(x*+y*=50), F,=2x—2y—2)x, F =2y—2x—2y,
F)\=_X2_y2+505

Resolviendo el sistema

x(1-1)—-y = 0
-x+y(1-2) = 0
x2+y? = 50

Obtenemos x=5, y=5y A=0; x=5, y=—5 y A=2; x=—5, y=5 y A=2 6 x=—5, y=—5 y A=0. Luego hay
puntos criticos en (5, 5), (5, —5), (=5, 5) y (=5, =5).

d. f(x,y)=x*—10y% Six—y=18
F(x,y, )=x*—10y*—A(x—y—18), F =2x—A, F =—20y+2,
Fx=—x+y+18,

Resolviendo el sistema

2x—1 =0
—20y+4 = 0
-x+y+18 = 0
Obtenemos x = %, y = ;—0. Reemplazando en la restriccion,
A + A +18=0
2 2 B
A=40

Luego x=20 y y=2. Hay un punto critico en (20, 2)

e. f(x,y)=3x*+4y*—xy. Si 2x+y=21,
F(x,y, )=3x*+4y*—xy—A(2x+y—21), F =6x—y—2A, F =8y—x—A,
F,=—2x—y+21




CALCULO CON APLICACIONES ‘

Resolviendo el sistema

6x—y—24 = 0
8y—-x—41 = 0
2x+y = 21

Obtenemos x = 177,3, =4y)= 42—7, Luego hay un punto critico en (g, 4)

of af 9%f (17 9%f 117 9% f /17
—=6x—y—=8y—x-—(—,4)=6>0~—=(—,4) =8 —4)=-1
ox % y'ay J x'axz(Z' ) = 'ayZ(Z' ) '6x6y<2' ) ’

A (g 4) = (6)(8) — (=1)% = 47 > 0. Por tanto en (% 4) hay un minimo.

f. f(x,y) = x? + 24xy + 8y?.Six? + y? = 25,
F(x,y,A) = x* + 24xy + 8y* — A(x® +y* = 25), F, = 2x + 24y — 22x,
F, = 24x + 16y — 21y, F; = —x* — y* + 25

Resolviendo el sistema

Q-MDx+12y = 0
12x +(B8-Dy = 0
x2+y? = 25

Hay puntos criticos en (3, 4) con A=17, (—3. —4) con A=17, (4. —3) con A=—8y (—4, 3) con
A=—8.

g flx,y)=x+ySix?+y?=1,
F,y)=x4+y—-Ax*+y*—1),F,=1-2Ax,F,=1-2y,F, = —x*—y*+1

Resolviendo el sistema

1—-2Ax
1—-2y
x2+y? =

0

0

1
Obtenemosx =y = i\/% = A.Hay un maximo en (—\E, —\E )

h. flx,y) =x2+y%4Six3+y3—6xy=0
F(x,y,2) = x* + y? — 2(x® + y® — 6xy), F, = 2x — 3Ax* + 61y, F, = 2y — 3Ay* + 6Ax, Fy
=—x3—y3+6xy

hay un punto critico en (0, 0),
Fx=2>0,F,=2F,=0

A(0, 0)=(2)(2)—(0)?>=4>0. Por tanto en (0, 0) hay un minimo.



RESPUESTAS

3. f(L k) =12L + 20k — L> — 2k?,Si 4L + 8k = 88
F(L k,A) = 12L + 20k — L? — 2k? — A(4L + 8k — 88)
F, =12 — 2L — 41,F, = 20 — 4k — 81,F, = —4L — 8k + 88

Aquix=8,y=7y A=—1
la maxima produccién es f (8, 7) = 74

4. a. Precio=px+qy, Ganancia=Precio—Costo
Luego, G=p(2—2p+4q)+q(22+2p—6q)—8(2—2p+4q)—2(22+2p—6q)
G(p, )=—2p*—6q*+6pq+14p+2q—60

Gp=—4p+6q+14=0
Gy =-12q+6p2+2=0
23

De dondep = 15y¢q =7

Gpp = =4, Ggq = —12,Gpq = 6
23 23 23
8 (15,%) = (-4)(=12) = (6)* = 12 > 0. Como 4 (15,2) > 0y G, (15,%) < Ol punto

23 s - . 23 158
(15, ?) es un maximo. La maxima ganancia es G (15, ?) =-—-um

b. G(p,q) =p(11—2p —2q) + q(16 — 2p — 3q) — 3(11 — 2p — 2q) — (16 — 2p — 3q)
G(p,q) = —2p? —3q% — 4pq + 19p + 25q — 49

G, =—4p—49+19=0
Gg=—-6q—4p+25=0
Dedondep=£yq=3

Jr . 7 41
La maxima ganancia es G " 3) = 5 um.

c. G(x,y) =x(40—2x?)+y(12 -3y) —8 —4x — 3y
G(x,y) = —2x3+36x—3y?+9y—8

G, =—6x2—36=0,x =6
3
Gy=—6y+9=0,y=§
Comop =40 —2x? =28yq=12—-3y = 12—5, la maxima ganancia es:

6 (V6,2) = 24v6 - 2um

2
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d. G(x,y) =x(16 —x?) +y(9 —y?) —x? —3y? = —x3 —x? + 16x — y3 — 3y2 + 9y

Gy=-3x2—2x+16=0x=—3 6 x =2
G,=-3y*—-6y+9=0y=-36y=1

Se descatan los valores negativos.
Six=2, p=16—(—2)?=12.Siy=1,q=9—(1)*=8
La ganancia maxima es G(2, 1)=25 um.

5. a. f(x,y)=4x*+2y*+5.Si x*+y’—2y =0
F(x,y, )=4x*+2y*+5—A(x*+y*=2y), F = 8x—2)x, F=4y—2My+22, F=—x’—y*+2y

Resolviendo el sistema

8x—-2Ax = 0
4y =2y +24 = 0
x2+y? = 2y

Obtenemos x=0, y=0 y A=0 6 x=0, y=2 y A=4. Hay puntos criticos en (0, 0) y (0, 2).

b. f(x,y) =25—x2—y2Six?+y?—4y=0
F(x,y,A) =25 —x* —y* = A(x* + y* — 4y),F, = —2x — 2Ax,F, = =2y — 22y + 4L, F)
=—x?—y?+4y

Resolviendo el sistema en R

—2x — 2Ax 0
—2y—2ly +41 = O
x2+y? = 4y

Obtenemos x=0, y=0 y A=0 6 x=0, y=4 y A=2. Hay puntos criticos en (0, 0) y (0, 4).

c. flx,y)=x*>+y.Six?+y2=9
Ft,y, ) =x*+y—A(x*+y*—9),F, = 2x = 2Ax,F, =1 - 21y,F; = —x* —y* 4+ 9

Resolviendo el sistema

2x — 2Ax 0
1-2y = 0
x2+y? = 9
Obtenemos
x=0y=3 yl=%,x=0,y=—3yﬂ=—%,x=§,y=%yl=1é
_ V3 1
x——T,y—zyA—l.
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Hay puntos criticos en (0,—3), (0, 3), (?, i) , (— % , %)

d. f(x,y) = x?y.Six? + 8y? =24
F(x,y,A) = x*y — AM(x* + 8y? — 24),F, = 2xy — 2Ax,F, = x* — 164y,
F = —x?—8y* +24

Resolviendo el sistema

2xy —2Ax = 0
x2—-161y = 0
x2+8y? = 24

Obtenemos

x=0,y=vV3yA=0,x=0,y=—/3yA=0x=4y=1yA=1,x=4y=-1
yiA=-1lx=—4y=1yA=16x=—-4y=—-1ydl=-1.

Los puntos criticos son (0, £V3) , (4, 1), (—4, £1).,

e. f(x,y,z2)=x*+y2+2z%Si3x—2y+z=4

F(x,y,z,0) =x* +y* + 2> —A3x — 2y + z — 4),F, = 2x — 31, F, = 2y + 22,
F,=2z—AF=-3x+2y—z+4

Resolviendo el sistema en R

2x — 32 0
2y+24 = 0
2z—2 = 0
3x—-2y+z = 4

6 4 2 4
Obtenemosx =-,y=—-,z=-yA=-
7’y 7 7y 7

Hay un punto critico en (;, - ;,;).

f. flx,y,z)=x2+y?+2z2Siy? —x*=1

F(x,y,2,0) = x* + y* + z* — A(y* — x* = 1), F, = 2x + 2Ax,F,, = 2y — 22y,
F,=2z,F=-y*+x*+1

Resolviendo el sistema en R

2x +2Ax =
2y — 2y
2z

yz — 2

Il
— o oo

Obtenemos x=0, y=1, z=0 y A=1 6 x=0, y=—1, z=0 y A=1.

Hay puntos criticos en (0, =1, 0).




CALCULO CON APLICACIONES

6. C(p,q) =0.1p% +7p + 15q + 1000,sip + g = 100
C(p,q,A) = 0.1p? + 7p + 15q + 1000 — A(p + q — 100)

C,=02p+7-2
C,=15-1=0,A=15
C=-p—q+100

SiA=15, p=40, luego q=60. Se deben distribuir en A=40 y B=60.
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