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El poder de las matematicas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por lo tanto, domina al mundo.

ING. ARTURC SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una insticion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de
regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.
Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidi6 plasmar y
compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo principio
fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por tanto actila con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es ficil aprender matemdticas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro estd formado por cinco capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta siempre
que el estudio de las matematicas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con los cono-
cimientos adquiridos en los anteriores.

Cada capitulo estd estructurado a base de teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son
desarrollados paso a paso, de manera tal que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente
resolver los ejercicios correspondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal
forma que el estudiante puede verificar si los resolvié correctamente y comprobar su aprendizaje. Por otro
lado, en algunos capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer
una vinculacion con casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en
cada tema,

Como recomendacitn se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, algebra,
geometria y trigonometria y geometria analitica que se encuentran al final del libro, para que el lector haga
un diagnostico de sus conocimientos en dichas dreas los cuales son fundamentales para poder iniciar el
aprendizaje del Cdlculo diferencial. De tener algin problema con dichos ejercicios se recomienda retomar
los temas correspondientes y consultarlos en los libros de aritmética y dlgebra, geometria y trigonometria y
geometria analitica de la serie CONAMAT,
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En el primer capitulo se estudian las funciones, su valor, clasificacion grafica, propiedades, operaciones
etc. Enelsegundo, el concepto de limite y su calculo, con esto se da paso para poder estudiar la continuidad
de una funcion en el tercer capitulo,

El cuarto apartado trata la derivada, su definicion, interpretacion geométrica, reglas de derivacion, etc.
En el quinto capitulo se dan las aplicaciones de la derivada, maximos y minimos, ecuaciones de las rectas
tangente y normal, dngulo entre dos curvas, punto de inflexién, problemas de optimizacion y razén de cam-
bio, aplicaciones a la Economia y diferenciales,
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CAPITULO

EIST(')RICA

RELACIONES Y FUNCIONES

la culminacién de un largo proceso, cu-

ya esencia matemdtica inferna consisfio
en la acumulacidn y asimilacion tedrica de
los elementos del célculo diferencial.

I a aparicién del andlisis infinitesimal fue

Para el desarrollo de este proceso se con-
taba con el dlgebra; las t#cnicas de célculo; introduccion a las matema-
ficas variables; el método de coordenades; ideas infinitesimales cldsicas,
especialmente de Arquimedes; problemas de cuadraiuras y la bisqueda
de tangentes. los causas que motivaron este proceso fueron las exigen-
cias de la mecanica newtoniana y la astronomia,

La dlima etopa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el establecimiento
de la relacién e inversibilidad mutua entre las investigaciones diferenciales,
y a partir de aqui la formacién del célculo diferencial.

El calculo diferencial surgié casi simulianeamente en dos formas diferentes:
en la forma de teoria de fluxiones de Newton y bajo la forma del calculo
de diferenciales de G. W. leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)




1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPIFICADAS

Relacién

Regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos,

Ejemplo

Relacidn

Esta relacién se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados
R = {(x}, 1)s (s Wahy (0 ) (%, 3a) (5 33), (s D)}

Funcién

El concepto de funcitn es uno de los mds importantes en el mundo de las matemidticas. Las funciones no sélo repre-
sentan férmulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matemdticos que resuelven problemas de
la vida real.
A continuacién se dan algunas definiciones de funcién:
© Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos. La cual a cada elemento del
primer conjunto {(dominio) le asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio).
© Sean A y B dos conjuntos y funa regla que a cada x & A asigna un tinico elemento f(x) del conjunto B, se
dice que f es una funcién que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f: A — B, donde
d conjunto A = le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas:

= Una funcién es una coleccidn de pares ordenados con la signiente propiedad: Si (a, b) y (a, €) pertenecen a
uma coleccidn, entonces se cumple que b = ¢;es decir, en una funcién no puede haber dos pares con el mismo
primer elemento.
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EJEMPLOS .
1 ®¢ Determina si los siguientes diagramas representan una funcién o una relacién:

£
iﬁ' 1. A B 2: A B
¢ e
3 > o - —
s ‘
5 » 25
3 A B 4 A B

Solucién
El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcién ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un
solo elemento del conjunto B,

En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-
tras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que
estos conjuntos representan una relacion,

2 @ Dxtermina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcién o a una relacin:
A={(-24),(3,9, (4 16), 5, 25)}
B={(3,2), (3, 6).(5 7). (5. 8)}
C=4{2.4).3,4.5.4), (6 4}
M = {(2,4), (6, 2),(7, 3), (4, 12), (2, 6)}

Solucién
Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estin
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacitn grifica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
trata de una funcién o una relacién basta con trazar una recta paralela al eje “Y™ sobre la grafica; si ésta interseca en
dos 0 mds puntos es una relacidn, si sélo interseca un punto serd una funcién.




1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPIFICADAS

3 @ Determina si las signientes graficas representan una relacion o una funcidén.

1. ¥ ¥
¥

AN
N

X

Solucién

Se traza una recta vertical en ambas grificas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la grifica, por
tanto, representa una relacidn y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la gréfica, por consiguiente

representa una funcidn,
b2 % % Recta vertical
k/r I\ x
| Recta vertical
EJERCICIO 1

Identifica si los siguientes conjuntos representan funciones o relaciones.

1. {(0, 3), 2, 3), (-1, 3)...} 4. {(2,5),(V4.,2,3, -3...}

2 f(=3:5,43, 5, (=3,2):.} 5. {{a, 2a), (—2a, 3a), (4a, a}...}

: : 3 6 5

3. {4, 7), (—4, V3, (V2 ,5)...} 6. {(5 1] (4 1] (1 2)}

Identifica qué representa cada gréfica (funcidn o relacidn):

7. B.

=kl
e N

O Verifica tus resultados en la seccién de scludiones correspondiente o

o

6



Cariuo g
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Notacion

Una funcién se denota o escribe como y = f(x), donde:
x: variable independiente.
y: variable dependiente.
J: funcidn, regla de asignacidn o correspondencia.

Clasificacién
Las funciones se clasifican en: algebraicas y rascendentes

Algebraicas
Trigonométricas
Funcidn Inversas trigonométricas
Trascendentes Exponcnciales
Logaritmicas
Ejemplos
Algebraicas
fx) =x3 — 4x fxy= Jjx—4 y= x|
y=3x2-5x—6 g = Yx+1 gy =|x-2|-1
Trascendentes
fx) =cosx fx) =e* s(r) = In(2r — 4)
S(x) = sen(x — %} y=¢e" +2 g(x) = log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser:

< Explicitas
Es cuando la funcidn estd en términos de una variable, por ejemplo:
-3
y=x Jfx)y= ;Ts ¥y =sen3x sy =¢' y=logx
X 1
y=gt= gx) = J; fx) =cos7x gxy =23 Six) = In(3x)
< Implicitas

Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacidn, por ejemplo:

x2—By+16=0 3+yr=3x=0 senx+cosy =1 e¥=x+3
Las funciones que se estudiardn en este libro siempre tomarfn valores de mimeros reales tanto para la variable
independiente como para la dependiente.

Valor de una funcién
El valor real f(x) de una funcién es aquel que toma ycuando se asigna a x un determinado valor real.

7



1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS
EMPLOS *
1 ®#° Obtén f(— 3) para fix) = 3x2 — 5x — 2
E {
2 Solucién

Para obtener f{—3) se sustituye x = —3 en la funcién y se realizan las operaciones indicadas,
A=3=3(-37-5(-3)—-2=274+15-2=40
Por tanto f(—3) = 40, es decir y = 40 cuando x = —3 o lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (-3, 40)
en el plano cartesiano,

Ix-1 3

[ T TX-H - e
2 oo Sif(x) S—x ,encuemmf(4)
Solucién

Se sustituye x = % en la funcidn y se realizan las operaciones:

_s wre 2 {23
_g 1 —17,portamo,cunn x—4,f4 =17
4

3 ®e:5ig(r) = i — 5, determina s(4), s(a + 5)
Solucién
$(4) = /4 —5 =1/~1,1a funci6n no estd definida para r = 4, v/—1 no tiene solucién real
sla+ 5) = \‘n'ﬂ+5_5=VfE

4 ®%°5if(x) = sen (x + %] ,determina f (%]

Solucién
r
Se sustituye x = 3 . en fix) y se utiliza la identidad sen (« + 8) = sen acos B + sen Bcos a
T T T W

™ w7
— | =sen| —+—| = sen— cos— +sen— cos—
f(ﬂ) (3 4) 3 4 4 3

=[£][£]+[ﬁ](l) Frr

202 )2 N2 4 4 4

fla+b)— fla)

3 si f() = Jx

5 ®*:Determina

Solucién
Se obtiene que fla+b)= Ja+b y fla)= Ja
Se sustituyen los valores obtenidos:

fla+b)—fl@) _ Ja+tb—va
b b



Cariuo g

CAICULO DFERENCIAL » Relaciones y funcienes

Unresultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

Jatb—va Jatb+da (Ja*B) -(Ya) .
b Ja+b+va b (Jatb+a)  b(Ja+b+Va)  Ja+b+a

fla+b)=fl@ Ja+tb—va 1
Finalmente, el resultado de b = » \."a+b ¥ \-G
6 @ecgiy= xiz ,encuentra el valor de y cuando x = =2
Solucién
Al evaluar la funcién en x = —2, se obtiene:
=2 __2
Y= 22" 70

La funcién no estd definida para x = —2, ya que la divisién entre cero no estd determinada,

7 @9° 5j f(x) = x2 —l,demuestraqzef( ] - _ f(f

1
x X
Demosiracién
Se sustituye %cnlaﬂmcién:
[1] [1)z 1 1-x  —(-1+¥) g-1
fl1-1=1- _1=F_1= = ==

X X

Pero x? — 1 =f(x)

1
SO

EJEBCICIO 2
Evaliia las siguientes funciones:
1. Si f{x)=2x2— 3, obtén f[—%) J3), f(0)

2. 8i fix) = x? — 5x + 6, determina f{a), fla + b)
Jlx+h)— fix)
h

3. Si fix) = 3x? + 4x — 2, determina f(x + k),

1 1
4. Si fix)= 2i+1 ,determinaf[g] ,f(—i) ,fx + B) — fx)

5. 8i fix) = /¥’ —16 , determina f(5), f(4), f(6), f(3)

fx+h)— fx)

6. Si fix) = \/x* — 3, determina f(x + k), P



1 CapitulO
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7

12,

13.

14.

15,

16.

17.

18

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

10.

11.

. Sif() = ﬁ,determjm w
h —

. 8i f(x) = ,/1—x, determina w

; lx—5] :
. 8if(x) = gy determina f(1), f(0), fix + 5)

Si f(x) = —3x2+ e determina f{—1) f(l

* xt e R

Si f(x) = x — 3x, demuestra que f(3x) — fix — 1) =4(x — I2x + 1)

: 1+ x 1

Sifix) = P demuesira que f(;] = —f{x)

Fi o T2 I

Sif(x) = 1, demmestra que f{—x) = )

Si f(x) = tan x, demuestra que f(x) = f(x + 37)

Si f(x) = cos 2x, demuestra que f[x+%] = —fx)

_ —n Jeth-fx) 1
Demuestra que para f(x} = ,/x—2, k - AN+
Sikx)= ¥ —4,r@x) = Jx +4 , demuesira que h(n+%] +r(n—i] =2n
s—1 Sflm)— f(n) m-—n

P SIS = T demuesta que T T e[ )] 1+mn

Dominio, contradominio y range de una funcién

Dada una funcién f: A — B, se dice que el conjunto A es el dominio (D;) y B ¢l contrademinio (C,} o codominio

de

J. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores posibles para X

mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para ¥,

=]

Rango (R)
Valores del contradominio para los cuales y = fi{(x), siendo f(x) la imagen de x.

Dy G

10




Cariuo g

CAICULO DFERENCIAL » Relaciones y funcienes

EJEMPLOS .
1 ®% ;Cudl es el dominio de la funcién f(x) = 3x2 — 5x — 67
E
iy Solucién
La funcién es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, €l dominio son todos los niimeros reales, es decir
x € Rodicho de otra forma x & {—os, =),
—3
2 ®¢* D:termina el dominio de la funcién f(x) = :Ts'
Solucién
La funcién es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la divisién entre cero no estd definida, por
fanto, se busca el valor para el cual x + 5 = 0 obteniendo x = —35, entonces el dominio es: D_r= {x e R|x¢ -5}o0
bien x & (—=%, —5) U (=5, =).

R g x
3 @2 ;Cudl es el dominio de la funcién f(x) = 52— ?
Solucién
x
Al factorizar el denominador se obtiene: f(x) = m , €l denominador se hace cero para

x=6 o x=—l,Df={xER|x¢—l,x¢6} obien {x & (—=, —1} U (-1, 6) U (6, =)

4 ®*° Determina el dominio de la funcién fix) = /x—5

Solucién
El radicando debe ser mayor o igual a cero (ya que no hay valor real para raices cuadradas de mimeros negativos)
es decirx — 5 =0, de donde x = 5,parlﬂntol)f={xs R|x=S5}obienx e [5, =)

S @9 Encuentra el dominio de Ia funcién f(x} = \/x* —16
Solucién
Se plantea la desigualdad x* — 16 =0, al resolverla se obtiene que el dominio esel conjunto D, = {x & R|x = —40x =4}
obienx e (—=, —4] U [4, =)

& ®° Dxtermina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)
Solucién
Para determinar el dominio de esta funcién se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N > 0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2Zx—=3=20 - 2x>=3 > x>5

Entonces, el dominio es el conjunto D, = {xeR|x>%}, o bien, x [%.W]

11



1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

+1
7 ®¢:Encpentrael rango de la funcién f(x) = 9%
1+3x
Solucién
Se despeja x:
6x+1
y= - ¥1+3x=6+1 —» y+3Ixy=6x+1
1+3x

1-y
ky-x=1-y - Zx(y—-2)=1-y —» x=
3(y-2)

El denominador se hace cero cuando y = 2, por tanto el rango es el conjunto:

R, = {y e R|y#2} obien, y e (—-=,2) U (2, ®)
8 ®#° Determina el rango de la funcién y = /9 —x

Solucién
¥ =0, porque la rafz es positiva o cero, se despeja x
y=9-x = y=9-x 5 x?=9-y? 5 x= 9y

Se plantea la desigualdad 9 — y? =0, al resolverla se obtiene que ¥ e [—3, 3], pero y = 0, por tanto, el rango es el
conjunto R, = {y e R|0=y=3},obien,y [0, 3]

EJERCICIO 3
Determina el dominio de las siguientes funciones:
x—3
L fix) =x—4 10. flx)= 22 +10x
2, fx) =3x3 -2 L= 5
3. fix) = ﬁ 12, s X Fl
—4 e
4 fe) = ;—_; 13, fx) = Jx—6
3
5.5 = T 3g 14, fX)= J2—x
5. fi) = xf:;'x 15. fx) = J12—3x
l S
3 e 16. f) = ¥ —25
8. f&x) = 2;:1, 17. fix)= /¥ —5x—6
X 2
9. fix) = 21 18. fix)= 36—x

12
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4
19. f(x) = 9+ x° 25, fix)= %
1—x
20. f(x) = Ix—1 26. f) = \[3:—5
21 f(x) = 4x—5 27, fix)=1log(3x + 6)
. fo = F=1 28, f(x) = In(5 — 2x)
x—2
2, f() = —= 29, fix) =1 (1]
M= — » Rx)=log| =
24, f(x) = 3r:— 30. fix) = log(3 + 2x — x?)
x"+ 8

Determina el rango de las siguientes funciones:

3L f =x+1 37, y= ¥ +1
32 f(x) =x2—4 B y=-—2-x
33, f(x) =9 — x? 39, y= ,4—x"
1
— —_pd —_——
M fx)=3x—x 40, v o
as _ 10x-1 i 5 x=1
L YT Nx+3
36 i 42 y=|x—4
J@= 0T Ly =|x =4

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Algunos tipos de funciones

Funcién constante
fix) = kconk e Rrepresenta una recta paralela al eje “X” sobre k.

Dominio: Df =R obien x & (—®, o) Rango: Rf = {k}

Y&

k flx)=k

13



1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPIFICADAS

Ejemplo

Obtén la grifica de fix) =4

Solucién

Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4

D =R R, = {4}
¥
fxy =4
X
Funcién lineal
Esta funcidn tiene la forma f(x) = mx + by representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente
y b la ordenada al origen.
Dominio: Df = R obien x e (—%, ©), Rango: R_f =R obien y & (—=, ®)
¥ Y4
m>0 m< 0

/1 BN

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

r

L J

L Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
II. A partir de este punto, se localiza otro, fomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
d incremento horizontal.

14
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MPLOS .
1 ®% Grafica la funcién y = §x+4
Solucién

La pendiente y la ordenada al origen de la funcidn:

el
¥y= 3-"
2 2 incremento vertical
m—3 . T——— . b= 4, representa el punto (0, 4)
Grifica de la funcién
¥y

4
2 ®°° Traza la grifica de la funciény = ——x + 2

5
Solucion
La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:
: + 2
= ——x
I="%
4 —4 —4 decremento vertical
m——s - 5 = 5 et TRzl b = 2, representa el punto (0, 2)

Grifica de la funcién

15



CAPITULO

MATEMATICAS SIMPIFICADAS

Funcién identidad
Es la funci6n lineal f{x) = mx + b,conm = 1y b = 0, es decir: flx)=x
Domi.nio:Df=R o bien x e (—=, x) Rango:R_r=R obien y & (—w=, =)

Y-

45°

Funcién cuadrédtica
Es de la forma f(x) = ax® + bx + ¢ y representa una pardbola c6ncava hacia arriba o hacia abajo
Sia=0 Sia<<0

Y
k L

¥4

L Vi &)
h X X
V{(h, k): son las coordenadas del vértice.
Dominio: ;= R o bien x e (—=, =} Dominio: D, = R o0 bien x & (—c, =)
2 _ 32
Rango: y & o =b 00 Rango: y & _m’4ac d
4a 4a
Para obtener las coordenadas (k, k) del vértice se aplican las siguientes formulas:
b dac — b’
s 2a = da
Ejemplo
Obtén el dominio, rango y la grdfica de la funcién f(x) = x> — dx + 5,
Solucién

Se identifican los valores de los coeficientes de cada términoca =1, b= —4yc=35
a > 0, la pardbola es céncava hacia arriba
Se calculan los valores de k y k:

b =4 _dac—b'  AK5) (=4 _
h da 4(1) B

1
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Hl vértice es el punto V{2, 1) y el dominio y rango son:

dac—b*
da

Df=R o0 bien xE(-—-m,m} JJ'E[ ]_[1 m}

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

f)=x"-dx +5

la funcion fx) = x”
Con “n” entero positivo tiene como: Dominio x & (—o0, o) es decir el conjunto de los reales R y Rango:

y€[0,=) sinespar
(=, 2} sinesimpar

EJEMPLOS .
< -”‘I\'l'f"oménlagrsﬁcadalasﬁmciomsﬂx}=x2 y 809 =x*
& Ssolucién

Se tabula con valores arbitrarios de x:

= foy=2

Al graficar se obtiene:

gl =x* = glx)=x




1 Cariulo

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

2 ®* Obiénla gréfica de las funciones f(x) = x*y g(x) = x3
Solucién
Se tabula para valores arbitrarios de x:

YJL
=¥ T
=x3 -B = 0 1 8 —t—+— t b
flx) = x I 28
Ya
gl =x'
3 3
x ~2 -1 (1] 1 3
= 243 = 243
glx) = x5 Y 1 0 1 3

Funcién racional
Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales,

_Pw
Fix)= o con Q(x)#0

Definicién de asintota
Si la distancia 4 entre unarecta o curva L y el punto mévil Q(x, y)de la funcién tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota.

Existen tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas,

Cuando la grifica de la funcién f{x) se acerca a la curva o recta L(x) y la distancia d entre un punto de f{x) y la
curva o recta L(x) tiende a cero (es decir la grifica no toca a L(x)}, entonces L(x) recibe el nombre de asintota.

18
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Ejemplos
Asintora vertical
Y 4 Asfntota vertical ' Asintora oblicua
i ! y=mx+b
E Asintota E
" : horizontal 1
y=0b"7 = o
= y=1x) :
0 5 X '
x=a x=a
A:sfn:mm vertical
e ¥
L y=fx)
e
a0 y)
7] : X
En este capitulo sélo se estudiarin las asintotas horizontales y verticales,
2 Asintotas verticales
P
Una funcidn de la forma F(x) = ﬁ , tiene asintotas verticales si existen valores Xy Xgs Xys eee 0 X, tal que se
cumple lo siguiente:
gx)=0x)=..=0x)=0

2 Asintotas horizontales

R
Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcién de la forma G(y) = S_g'}} , tal que para los
valores de ¥y, ¥, ¥3, .., ¥, 56 cumpla que:

Srx)=80)=...=5(,)=0

19



1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS
EJEMPLOS .
1
1 ®%° Obién 1a grafica de la funcién f(x) = =
E |
2 Solucién
El dominio de la funcién estd dado por el conjunto D, = {x € R| x# 0}, teniendo una asintota en x = 0, es decir el
eje vertical del plano.

1
Al despejar xse obtiene x = ;
De la cual se deduce que el rango estd dado por R, = {y e R |y #0} y su asintota horizontal es y =0, es decir
el eje horizontal del plano.
Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:

1 1 1 1
X =4 -2 -1 = E = E 0 5 E 1 2 3
1 1 no 1 1
2 3 2 : g . existe 3 2 : 2 3

Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa c6mo la curva se acerca a las
asintotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las recias cada vez méis pequefia,

Y

Y

2x—3
x+2

2 ®%°Determina el dominio, el rango y la grafica de la funcién y =
Solucién
El denominador debe ser diferente de cero,
x + 2#0, entonces x # —2
Por tanto, €l dominio estd dado por:
D ={xeR |x# =2} 0 x & (=, =2) U (=2, =) y la asintota vertical es x = —2
Al despejar xse obtiene el rango y la asintota horizontal:

. SR ... BRSO #2
y= —, - cnlonces x = sy ¥ - ¥

Por tanto, el R, = {¥ € R|y#2)} y la asfntota horizontal es y = 2

20
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Grifica: Se trazan las asinfotas y mediante una tabulacién se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-

guiente curva:
. AY
| y=2
""""""" E-'-":;;:_'_-_mr—'—-
i R "x
r=-2i

Funcién raiz cuadrada
La funcién estd dada por: f{x) = ./g(x),cong(x) =0

EMPLOS -
1 ®%° Obténla grafica de la funcién f(x) = |[x +2
[
= Solucién
Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 = 0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:
{xeR|x=-2}oxe[-2x)
El rango se obtiene despejando x
y=Jx+2 = yl=x4+2 = x=py'-2

La funcidn es una raiz positiva, o cero, es decir y € [0, ==} y el despeje da como resultado una expresién polinomial
donde y € R, por tanto el rango estd definido para y < [0, =}
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x & [—2, ) se obtiene:

g 0 1 2 5 o2 5 Je 7

La grifica que se obtiene es:

Yh
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2 ®%° Determina Ia gréfica de la funcién: f(x) = /x> —x—2

Solucién
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x? — x — 2 = 0, obteniendo que
X e (_ml _1] u [21 CO}

1% .,/4y* 49
2

Al despejar x se obtiene, x =
es:y € {_m: m} n [DI m} = [n: m}

donde y & (—=, =), f(x) es una rafz positiva, o cero, por tanto el rango

x—1
3 @+ Graficala funcién y = —
Solucién
Para obtener el dominio se resuelve la designaldad % = 0, obteniendo que:
x & (==, =1)U[1, =)
Al despejar x para obtener el rango:
L ‘ii_: =k ¥ i__:; - YHx+D=x—-1 = yx+y’=x-1
yhx—x=—1—32
x(yI—1=—-1—»2
o
X= ﬁ. donde y#* 1,

La funcién es una raiz positiva, por tanto, y € [0, =), entonces el rango corresponde a:
ye [0, 1)U, ec)
La funcién tiene una asintota vertical en x = —1 y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:

Nota: Observe que graficamente y = — 1 no es asintota,

22
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Funcién valor absoluto
La funcién es f(x) = |g(x)|, donde x e D, y fx)=0.

EMPLOS .
1 ®%° Obiénla grafica de f(x) = |x + 3|.
E i
= Solucién —
Se parte de la definicién de valor absoluto, en la que [a| = { 7~  ~ . se obtienen las siguientes igualdades:
y=x+3,y= —x— 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los mimeros reales y el rango estd dado

pory € [0, =)
La grifica que se obtiene es:

2 ®2: Obienla gréfica de f(x) = ‘Z‘ .

x
Solucién
% ,estd definido para x # 0, por tanto €l dominio es el conjunto IEI'_r = {x € R|x #0} o bien
x e (—%,0) U (0, =)
Para el rango se despeja x de las igualdades que se obtienen al aplicar la definicion de valor absoluto.
2 2 2

2
y—x—}x—y,dondeyiﬂ, y——;—}x——;,dmdeyiﬂ

También se toma el hechode que f(x) > 0, ya que E‘ =0, por tanto el rango es el conjunto R, = {y € R |y >0}
obieny & (0, =),

La asintota horizontal es y = 0, mientras que la vertical es larectax = 0.

Luego la grifica que se obtiene es:

Y4

23
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3 ®*° Obién In grifica de f(x) = |x2 — 4.
Solucién
y = x? — 4 es una funcién cuadritica con dominio x € Ry rango y & [—4, =), teniendo como grifica:

Y4

F(x)= 0, luegoel rango de la funcién es: y & [0, ), por tanto, al hacer positiva la parte donde x? — 4 es negativa
se obtiene la signiente grafica:

Y

4 ®+ Obtén el dominio, el rango ¥ la grifica de f(x) = P

Solucién

Dominio: Paray =

x+2

X # —2, por tanto €l dominio de la funcién estd dado por:

x e {—w, =2} 1 {-2, =)

Rango: f(x) = 0, por tanto, el rango estd dado por y [0, =], pero al despejar “x™ se obtiene x = 5=

, entonces

y#1, portantoy e [0, 1) U (1, =)
Grifica 1

24
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En la grifica 1 se muestran los intervalos que se analizardn para construir la grifica que se propone.
i} Enelintervalo (—=, —2)lasrectasy =x — 1,y = x + 2, toman valores negativos, es decir

_|x=1] k-1 x-1
foy = [x+2|  —(x+2)  x+2

La porcidn de gréfica en el intervalo (—==, —2) es:

ii} Enel intervalo (=2, 1]
¥ =x — 1 toma valores negativos
¥y =x+ 2 los toma positivos

es decir:
x=1] —@-1) 1-x
[x+2|  +Hx+2) x+2

J&) =

La porcitn de grifica es:

iii} Enel intervalo [—1, =)
y=x=1,y=x+12
toma valores positivos es decir

Cx=1]  4x-p x-1
f&y = [x+2|  +Hx+2)  x+2

25
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Tiene la misma grifica que en el caso i)
La porcién de gréfica es:

Ydh

1 X

Finalmente, la grifica es la unién de las porciones de grifica en cada intervalo,

Yih

Nota: En la grifica aparece unhuecoeny = 1 ya que el rangoes y € [0, 1) U (1, =)

Funcién mayor entero
Tiene la forma: f(x) = [x] con la propiedad de que [x] =nparatodon=x<n+1,conn € Z.

fé-EMFLOS o
1 ®%° Obign la grifica de: f(x) = [x]

E_ ' Dominio: D, = {x | x € R}

w

Rango: R, = {y|y € 2}
3¢ toma un subconjunto del dominio por ejemplo x & [—2, 3] se tiene que:

=2 g —2=x<-—1

-1 s5i —1=x<0

0 s 0=x<1
fR=k1=1 g 1=x<2

2 si 2=x<3

3 s 3=x<4

26
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Grifica:

-2 -1 (01 2 3 X
-1

También recibe el nombre de funcidn escalén.

2 .l“"ﬁazﬂlﬂglﬁﬁ.ca de fix) = |:~23~x:|

Solucién
Hl dominio y el rango de la funcién se definen:
D = {x|xeR}y R = |y eZ}

3e elige el subconjunto del dominio x & [—2, 2] entonces:

=7

-25%){{-1 -Ssx-:-%
~1=2x<0 -3 <x<0 -1
Os%mﬂ stc:% 0
15%:{{2 %sx<3 1
Y
T2
*—0OC
=3 -2 01 2 3 X
*——0
1+-3

27
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EJEBCICIO £
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
1. fx) =4 2, y= 16—
lﬂﬂ=—% 23, fixy= ¥ +x—12
3 f@)=w 24, fixy= +/4x’ —9
4 fx)=3x+35 25, fix)= Jw
1 x—2
5.6 =5x—1 6. f0= \x+2
-2 o i 2
6. fx)=—7 x+2 2. R¥Y= 33
7, fx) = 2% — 4x +3 28, fix) = ;f;
1-x
8 flx) = -2+ 12x— 13 . f0= 15
9. fx) = 4 — x? 30. f(x) = |x|
1&y=% 3L flx)=|x—2
lLﬂﬂ——i R, fx)=|x+4
12. f@x) = xii 3. fx) = |x2 - 1]
11y=§i§ 34, f{x) = |x2 — dx + 3|
x+2
14, fx) = T~ 35 fx)=|2—-xY
X1 +5x+6 1
15. fix) = T g 36, fix)= —
16 : 7. ) = [
i Sl v AR =R
i _ X +2 % _|xt3
S =T Jay =g
x—3
18. fix) = V=x 39. R0 = |47
19, y= jx—4 40. fix) = %x]
20, y==9-x 41, fix) = %x]

21. y= x* =136

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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Funcién caracteristica

Son funciones que estdn seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcidn distinta. Para gmficarla
basta con dibujar la gréifica de cada una de las funciones en el intervalo dado.

Ejemplo
Obténla gréfica de:
=1 s —2=x<2
fixy= 43 si 2<x<4
3x—9 s x=4
Solucién

Se tabula cada una de las funciones en el intervalo dado, se localizan los puntos y se grafican, observa que hay puntos
que no estin incluidos, para esos valores se coloca un circulo abierto.

¥,

22 N

EJERCICIO 5
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
_ = g 0=x<2 _ J2—x si x<2
LI®=1—x+4 s 2=x=4 5 FN=1~27 & =2
1 si x=3 ! s% x=-2
2f=10 si xr<—3 6. flx)= {x*+1 si —2<x=2
2x+1 8 x>2
- —x?si x<0 - Lr—41 _]a s a=0
3 f = {xz i i 7. fixy= T Recwerdaquela|=1_, g <0

2—x si x<-1
4, f(x) = 43 si —1<<x<2
x+1 85 x=2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludonas correspondienta .

29



1 CapitulO
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Gréfica de una funcién a partir de otra conocida

Algunas funciones se grafican a partir de que se conoce la grifica de otra, a través de desplazamientos, alargamientos
oreflexiones de esta dltima.

Cesplazamientos
Sea f(x) una funcién, ¢ = 0y b = 0, si:

a) y = fix) + ¢ entonces se desplaza la grifica de f{x), ¢ unidades hacia arriba,

b) y = fix) — ¢ entonces se desplaza la grifica de f{(x), ¢ unidades hacia abajo.

¢) ¥ = fix + ¢) entonces se desplaza la grifica de f{x), ¢ unidades hacia la izquierda.

d)} y = filx — ¢) entonces se desplaza la grifica de f(x), ¢ unidades a la derecha.

e} ¥y= fix + ¢) + b entonces se desplaza la grafica de f(x), ¢ nnidades hacia la izquierda y b unidades hacia arriba.
f) ¥= fix+ ¢) — b entonces se desplaza la grdfica de f(x), ¢ unidades hacia la izquierda y b unidades hacia abajo.
£) ¥y = fix — ¢) + b entonces se desplaza la grafica de f(x), c unidades hacia la derecha y b unidades hacia arriba.
h) y= fix — ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades hacia la derecha y b unidades hacia abajo.

Y4 YA Y&
¢
ar 1L K
¢
- [ I
fix) fxy—c fixy+c
Ya YA Y4
at i--ta -a
—t e — e ' >
R '1. t p— X e 'K
C c c
fix—c) fix + ¢} flx—c)+b

Alargamientos
Sea fix) una funcién, ¢ > 1, si:

a) y = ¢f(x), se alarga verticalmente la grifica de f(x), ¢ veces.
1 1
by y= Ef(x}, se comprime verticalmente la grifica de f(x), en E
¢} ¥ = flex), se comprime horizontalmente la grafica de f(x), ¢ veces.

1
dyy= f[—l x] ,se alarga horizontalmente la grifica de f(x), en =
¢
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Reflexiones verticales y horizontales

Sea f(x) una funcitn si:

1. y = —fix), se refleja la grifica de f(x) con respecto al eje X.
2. ¥y = fl—x), se refleja la grifica de f{x) conrespecto al eje ¥.

Y iy Y
.-"-:':,‘:: ;
> 7 ‘r'x Ll X
| y=cflx) y=:f&) [/_w=—cf{.r)
Se tomardn como base las siguientes funciones pam graficar otras de la misma forma:
Ya Ye ¥,
fay=at foy=x f@=Vx
*x ' / ——by 'y
Ya Y&
#X ‘x

C fw=1
o X
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EJEMPLOS .
1 ®5° Con base en la funcion f(x) = x2, obtén la grifica de: y = x2 + 2,y = x2 — 2,
E
1
-‘E- y=@x-2 y=x+27 y=20%y= Exz,y= —x3y=xT—-2x—3
Solucién

_ﬂx}:f y=x2+2 y:x’—z

¥ Y4 Y4

—t—t | —E R o
Se desplaza la grdfica f{x) = x Se desplaza la grdfica f{x) = X
dos unidades hacia arriba dos wnidades hacia abajo

y=(x-2 y= (x+2) y=2¢
Y A . ) Yh Y4
st ——
: x : x X
Se desplaza flx) = X dos unidades  Se desplaz fx) = xz dos unidades Se alarga fix) = X verticalmente
hacia la derecha hacia la tzgquierda dos vecex
1
y=3f y==x y=x-2x-3=(@-1Y-4
Ya ¥ Y&
| et — —t \ — / e
i X 1 X
- X -

Se comprime f(x) = Xz a la mitad Se refleja flx) = Xz om respecto al Se desplam f{x) = Xz hacia la derecha
verticalmente efe X unig unidad ¥ baja cuatro unidades
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2 ®9° Determina la gréfica de y = ,{x —3 + 2, a partir de la grifica de y = Vx.

Solucién
La grifica de y = \E es:

Para obtener la gréfica de y = /x— 3 + 2, se toma la grifica de y = +/x , ésta se desplaza 3 unidades a la derecha

¥ 2 unidades hacia arriba
Ya
1 /]
L 3 x
EJERCICIO 6
Utiliza desplazamientos, alargamientos o reflexiones para obtener la gréfica de las siguientes funciones:
l.y=x*-4 By=@x—17+2
1
2. y=(x+3) 9 y= ExS_z
3 y=1-—x2 10 y= Jx—2+2
4 y=x2—6x+ 10 11, y= Jx—3-2
5. y=3xT+ 12x+ 11 12, y=— Jx+3
6. y=—x* 13, y=|x—3|-2
T y=x3+1 14, y=3 — |x + 4|

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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Funciones creciente y decreciente

Una funcién es ereciente en un intervalo I, si para cualquier x,, x, & I,
Sx)) < fix,) donde x; < x,

Una funcitn es decreciente en un intervalo I, si para cualquier x,, x, € I,
flx,) > fix)) donde x, <x,

Ejemplos
Las gréficas de las funciones f{x) = x? y g(x) = x? son:

Y + Y&

f

La funcién f(x) = x?, es decreciente en el intervalo de (—2, 0) y creciente en el intervalo (0, =}, mientras que g (x) = x*
es creciente para toda x de su dominio.

EJERCICIO 7
Con las funciones conocidas determina el intervalo donde crecen o decrecen:
1. fix) = Jx 6. flx)=— Jx+3
2. fix) = x* 7. flxy=9—x?
3 fx)=x 8 fixy=|x—3|-2
4. @) = |x| 9. fixy= 9—#
5 fx) = Jx-2 10. flix)=6

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Funciones inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Funcién inyectiva (uno a uno)
Six,x, e Df y X, ¥ x,, f es una funcién inyectiva si y solo si f(x,} # f{x,), o dicho de otra forma, f(x,) # f{x,) si
y solo si x, #x,.

Se determina si la fincidn es inyectiva al trazar una recta paralela al eje X sobre la gréfica y si toca un solo pun-
to es inyectiva. También se puede decir que una funcién inyectiva es aquella que siempre es creciente 0 siempre
decreciente,
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1 ®%° Determina si la funcién f(x) = x> + 1, es inyectiva.

Solucién

Sean x, # x,, s tiene que (xl}3 +1E (xz}?‘ + 1, ya que no hay niimeros distintos cuyos cubos sean iguales, con este
resultado podemos afirmar que la funcién es inyectiva; por otro lado, si se observa que la grifica es creciente, por
fanto, es inyectiva. Otra forma de saber si la funcién es inyectiva es trazar cualquier recta paralela al eje X, y ésta
debe tocar un solo punto de la grafica.

vt |
| f{x):,\?’+1
%

#; *

* Determina si la funcién f(x) = 2Zx — x?es inyectiva.

Solucién

No es inyectiva, ya que para x, = —1 y x, = 3 se obtiene que f(x,) = f(x;}) = —3, lo que coniradice la definicidn.
Luego, si se traza una recta paralela al eje X, se observa que ésta toca dos puntos de la grifica; por otro lado, no es una
funcidn que sea creciente ni decreciente siempre,

Y&

£
Y
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Funcién suprayectiva

Una funcidén f: A — B es suprayectiva o sobreyectiva si para cada b = Bexiste @ € Atal que f(a) = b; es decir, para

todo elemento de B siempre hay uno de A al cual fue asignado.

Otra forma de reconocer una funcidn suprayectiva es si su contradominio es igual a su rango. Al menos que se
indigue lo contrario el contradominio de las funciones dadas seréin los niimeros reales,

s

EJEMPLOS

'i 1 @ Determina si la funcién f(x} = x? + 1 es suprayectiva.
E.

Solucién

suprayectiva,

El coniradominio de la funcién es el intervalo (—2, %) y su rango el intervalo [1, =), por tanio, la funcién no es

Solucién

suprayectiva,

. ® 9 Determina si la funcién f(x) = x> + 1 es suprayectiva

El contradominio de la funcién es el intervalo (—2¢, o) y su rango el intervalo (—¢, =), por tanto, la funcién es

fo=x'+1
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Funcién biyectiva
Una funcién “f ™ es bivectiva si es inyectiva y suprayectiva.

EJEMPLOS .

'g_ 1 ®*° Determina si 1a funcién f(x) = 3x + 1 es biyectiva.

i§' Solucién

Es una funcidn siempre creciente, por tanto, es inyectiva. El contradominio de la funcidn es (—, =)}y su rango {—=, =)

entonces es suprayectiva,
La funcidn es inyectiva y suprayectiva, por tanto, es biyectiva,

¥

Y

/ X

2 ®#° Determina sila funcion f(x) = \/1— x es biyectiva.
Solucién
Grifica

Y4

Si al trazar una recta paralela al eje X interseca ala curva en un punto es inyectiva; no es suprayectiva, ya que su contra-
dominio son los reales y su rango es el intervalo [0, =). Es inyectiva pero no suprayectiva, entonces no es biyectiva.

3 @ Determina si la funcién f: (—c, 1] — [0, ), tal que fix) = /1—x es biyectiva.
Solucién
La gréfica es la misma de la funcidn del ejemplo anterior, por tanto, la funcién es inyectiva.
En este caso se especifica el contradominio como el intervalo [0, =) el cual es igual al rango, entonces, es su-
Prayectiva,
Es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.
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4 ®% Determinassi la funci6n f; (—o°, 0] — [0, =), tal que f(x) = x?es biyectiva.
Solucién
De la grifica se observa que la funcidn es inyectiva, ya que la recta horizontal sélo toca un punto,
Por otro lado, el contradominio es el intervalo [0, =) el cual es ignal al rango, por tanto, es suprayectiva,
Por 1iltimo, es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.
¥4
fixy =2 \ Il
—oa /] - :X
EJERCICIO 8
Indica cudl de las siguientes funciones es inyectiva, sobreyectiva y bivectiva
L fx)=x 6 fx)=x*—Tx+ 10
2 fix)=3 T fixy=2x—3
3. f(x) = x2 8 fx)= Jx-3
4, fix) = x? 9. f: R —[—1,=), tal que f(x) = x*— 1
5. f) =x%x € [0, =) 10. f: [0, =) — [0, =), tal que f(x) = |x|

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente 4

Operaciones con funciones

Sean [y g dos funciones con dominios D,y D, respectivamente
9 fx) + g(x) = (f + g)x), con dominio: D, N D,

@ flx) — glx) = (f — £){x), con dominio: D, N D,

© fx) - g(x) = (f - £)x), con dominio: D, N D,

1 _(f
? @ _[s]ﬁlcmdomﬂﬂﬂ- {reD,ND,|e()#0}
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MPLOS N
1 ®%° 5ean las funciones f(x) = x? — Tx + 10,y gx) = x — §
Determina
a) fix) + g(x)
b) f(x) — g(x)
c) flx)-g(x)
&)
g(x)
Solucién
Se obtienen los dominios de [y g para efectuar las operaciones.
Df . {_m: m}! Ds. : (_ml t'.b}
a) f+g@=x2=Tx+10)+ (x — 5)
=xI—6x+ 5 conD HDE={—UD,°°}
b fX) — g =2=Tx+10)—(x — 5)
=x? — Bx+ 15, coanl"! D& = (—ww, w)
o fix)- g =(x? = Tx + 10Kx = 5)
=x?—7x?+4+ 10x — 5x2 4+ 35x— 50
=x? = 12x? + 45x = 50, con D, N D, = (—<0, 0)
fx) _ ¥ —7x+10 _(x=5Kx-2) _
d) 2 = po T =y Zcon,{xEDanE|x¢5}
2 @ Sean las funciones f(x) = /9 —x? ¥ g(x) = xdetermina: f(x} + g(x), fix) — g(x), f(x) - gx) ¥ g
Solucién

Se obtienen los dominios de las funciones: Dy: [<3, 3], D,: (=, %) y se realizan las operaciones.
fx) + g(®) = \J9—x* + x, con dominio: D, N D, =[-3,3]N (~= =) =[-3,3]
fx) = 8(9) = J9—x* — x, con dominio: D, N D, =[-3,3] N (~=,®) = [-3,3]
f@) g() = J9—x* x=x,/9—x" , condominio: D, N D, = [3,3] N (=5, ) = [-3, 3]

fx _ Y9—x
g(x) x

,con dominio: {x € [—3, 3]|x+# 0} o bienx  [—3, 0) N (0, 3]

3 @ Scan £ ={(2,3), 3, ~1), (4, =5), (5, ~9} y g ={(1,2), (2. 5), (3, 8), (7, 10)}, determina f + g

Solucién

Los dominios son Df ={2,3,4,5}y D.w = {1, 2, 3, T}, entonces Df+ = {2, 3}, para calcular f(x) + g(x) se susti-

tuyen los valores del dominio de la suma,
fiD+g(2)=3+5=8
fA+gB=-1+8=7
Por tanto, f(x) + g(x) = {(2, 8), (3. 7)}
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EJERCICIO 9
Para las siguientes funciones determina:
Jx) + glx), fix) — g(x), fix) - g(x)y i
g(x)

1, f(x} = 5,8(x) = =2
2, f(x) =2x— 5,g(x) =2x + 5

3. fx) =x2—4x—5,g(x) =x2+ 3x + 2

2x—1 +2
4 f@) = T— o= 5=

5. f) = Jx=3,g(x)= Jx+4

6. f&x) =x+ Jx, g = Jx

7. f(x) =sen? x, g(x) = cosZ x

8. f={(-1,2,(0,3),(1,4), (36,5 Nt g={(-3,6)(—2 8), (—1, 10), (2, 12), (3, 14), (5, 16), (6, 18)}
9. f={(-2, -3} (-1, =3, (0, —-1), (1, 1), (2, 3)}, g = {(—5, 8), (-4, 7), (=3, 6), (=2, 5), (—1, 4, (0, 3)}

10, f= {(—z, ~3her-van(23)(s %)} 8= {(“* 2,002 %)}

Dadas las funciones:

f=x+3g@=x2+5%+6,rx)=x+2s(x)=x>—3x— 10

Determina:
11 f{x) + r(x) 16. g(x) — s(x)
12, fx) — s(x) 17. flx)- rix)
fx)
13, g(x) - s(x) 18. )
&x) 2x)
14, o) 19, )

5(x) 20, 5
) 2w
Dadas las funciones:

x—1 1 —X .
fR =717 .80 =7 ¥ hx)= 3, determina:
21. fx} + g(x) 24, f(x) — h(x)

fx) y
22, P 25, g(x) - h(x)

23, f(x} - g(x) 26. % + h(x)
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h(x)

S 32 - h(x) —
) g(x) Jix) - hix) — g(x)
h(2)— f(1) 13 J(x) +hix)

&(3) ' &(x)
1 1
2, fix+1)- Mx+1) 34, m
1
30. h(x) — g(x) 3s, 1—h(0)

M) g

gx) fx)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Funcién composicién (Funcién de funciones)
Sean f y g funciones cualesquiera que definen una nueva funcidn, la cual recibe el nombre de funcién composicién
de fcon g y se denota con:

(feg)x) = flg(x)

y es la funcién cuyo dominio son los elementos del dominio de g, tal que g(x) pertenece al dominio de f; es decir,
D, {x|xe D yg(x) e D}
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EEMFLOS "
E ] e Sif=4{(12),(3,4),(56)(7.8} y g={3, 1), (=1 3), (=3, 5), (—9 2)}, determina f = g.
2 Solucién
3¢ determinan los pares ordenados de la funcidn g, de tal manera que el segundo término sea el primer término de los
pares ordenados de la funcidn f. Los primeros términos, de cada par ordenado encontrado, forman el dominio de la
funcién composicion.

Los pares ordenados de g que cumplen con la condicidn son:

{31 1}: {_ll 3}: (_51 5}
Por tanto, el dominio de la funcin composicién es:
D, {-5-13}

El dominio se evalia de la siguiente manera:
Por definicién f = g = f(g(x)), entonces el conjunto solucidn son todas las parejas ordenadas de la forma:

(x, f(g(x)))
fg(=5n=f(5)=6
fe(=1))=f@3) =4
fg@n=r1)=2
Finalmente ¢l conjunto es:

Feg={(-56(-1,4), 3 2)}

2 @ Deerminafogig o f: f o f; gog para f) =x + 3, g9 = —— .

x—1
+ e | 4x—3
pos= st =1{ ) = 5 3 EED 4
x+3 x+3

IR =R S = i

Fef=fRfp=fac+3)=x+3)+3=x+6

L R,
x X x—1 x(x—1)
g°g=g(g(x}}=g(x_1] I T ¢ | B T T M
x—1 x—1

Para determinar f o g o i se aplica primero k, después g y, por tiltimo, f
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3 ®%°5i f(x) = x2, g(x) = 2x — 1y h(x) = x — 4, determina f ogo h.
Solucién

(fegeix)= fleth(x)) = flegx - =Ff2x - -1 =fix -8 -1)=f(2x-9)
= (2x — 9)? = 4x? — 36x + 81

4 ..*Sim}= 1,!{1"‘42—_5,delermjnﬁf,g}'htalqueF=fagoh
Solucién

F(x) = \(x+4)" =5 ,la funcién dice suma 4, eleva al cuadrado, resta 5 y obtén la rafz.
Entonces se tiene que:

h(x) =x+ 4 gx)=x2-5 fx) = Jx

Dx tal forma que (f g © h)x) = f(g(h(x))) = flgtx + 4)) = f((x + 4* = 5) = (x+4)' =5

EJERCICIO 10

Determina f e g, g° f,f = f y g ° g para las siguientes funciones:
Lf=3x?-5%-2 y gx)=2x-3

2f@=x y g&x)=x2

Lfx=4 y glx)=12

4.F0=¥"-5 y g@= ¥"+5

S5./=x"+x+1 y gx)= x—1

x—1 1
6.f®="73 ¥ 0=

7.f0) =logc—2) y g&)=x-2

x?—1 x+1
8 flx) = Jm y glo= .,{;:*;

9. () =12,51.(3,6, 47,58} y 2 =4{01,2),(23),G 4,45}
10. f(x) ={(1, 1),(2,4), 3,9), (4, 16)} y g(x)={(-21),(-12),(0,3),(1,4)}
1L f() =400, 1), (1, 3), (=1, =1, (=2, =3)} y & ={3,0.(-2,-2, (1, -1)}

Encuentra f de manera que (f ° g)(x) = F(x)

1—x

3—x
aW =17 Y RT3

13 gx)=x—1 y Fx)= x—1
4. g)=x* ¥y F@)=mx*+b

43



1 CapitulO

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

15 g(x)= ¥ =1 y Fx)=x>-1

1 1-2x
16. g = — ¥ Fx) = | -

Determina f o g o h
17. fe) =x%g(x)=3x y h(x)=3x—1
18, fx) =x*gx}=1—x y hix)=4x*
19. f) = Jx .g(x)=2x—5 y h)=x—2
20. fx) =x% glx)=senx y h(x)=x—2

1 1
2L fx) = ~.8) =5 ¥y h()=cosx

22, fix) =logx, glx) = 10" y h(x)=senx

Funciones par e impar
© Se dice que una funcién f es par si: f(—x) = f(x).
© Se dice que una funcién f es impar si: f{—x) = —f(x)

EMPLOS .

-t
=

1 ®%° () = x? — 4 es funcién par, ya que
|
Fon =ap—d =at —d= 0

2 @2 f(x) = 3x3 + 4xes funcién impar ya que:
f=x=3(—xP +4(—x)= 323 —dx = (3 + ) = —f(»)

3 @2 f(z) = x3 — x? — Sx + 2 no es par ni impar, ya que:
= =(=xP - (—xP2—-5(2)+2=-x}-x2+5x+2=—(x3+2x2-5x - 2)
fER#f@ y (=) 7 =fx)

Observaciones:

Sif y g son funciones pares y k& y r funciones impares, entonces se cumple:
I f-gespar

IL. f - hes impar

MLk - res par
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EJERCICIO 11

Indica si f es par, impar o ninguna.
L fix)=x>—x 0 flx)=(x+ 12+ x3
2. fx)=x*—6x2+8 10. f{x) = x* — 2x
3, flx) =x3 11, fix) =x* — 2x?
4 fx)=—-x2+2x—4 12}‘(x}=E
. : xT+1
5. f)=(x-2P 13, fix} = 3x° — 2
6. f() = i—}} 14, fxy = @ +x°
3_
7.0 = Jx* =9 15, fx) = = xf*

8 flx) = J9—x*

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Funcién inversa

Sea f una funcién inyectiva con dominio A y contradominio B; la funcidn g que satisface f{g(x}) = x, se llama funcidn
inversa de f yse denota f~'(x) con dominio B y contradominio A.

EéEMPLOS *
= | ®% Determina la funcién inversa de f(x) = x* — 3.
s— Solucién

iu
flxy=x3-3
Al emplear la definicidn

AN =x  @P-3=x  (FEP=x+3 @ =3x+3

Y4
fxy=x'-3

ey =x+3

-

X

Observa que f~'(x) es un reflejo de f(x) sobre la funcién identidad y = x.
Comprobacion:
) =f{§fx+3]=(s,&T§.]g —3=x+3-3=x
Otra forma de obtener la funcién inversa es resolver la ecuacion para x dejdndola en términos de y, se intercambia
x por f1(x), y por x.
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2 ®9° Determina la funcidn inversa de f(x) = 3x — 12
Solucién
f=3%x—-125y=3x—125y+12=3x— % +4=x
x
Se intercambia y por x, x por f'(x): (%) = 3 & 4

Comprobacidn:
FOF10) =f[§+4)=3(§+4] —12=x4+12-12=x

3 @+ Determina la funcién inversa de f(x) = x2

Solucién
La funcién no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa,

Propiedades

Sif es una funcién con inversa !, entonces

© Eldominio de f~'es el rango de f yel rango de /™! es el dominio de f.

S (fef N =x (o)) =x

© f'esinvertible y su inversa es f.

© Sif es una funcién real entonces la grifica de f~' es el reflejo de f sobre la funcién y = x

EJERCICIO 12

Determina la funcién inversa (si es posible) para las siguientes funciones:
L fx)=x 9. fix)=(2x — 5¢
2 fxy=2x—5 10, fx)= Ja—x* ,x e [0,2]
3 fx)=x2—9,xe [0,%) 11 fixy = Yx+9
1
4 fx)=x*+3x+2 L8
5 fx) =x? 13, flx)= Jx* —1,xe[l,=)
r—
6. fx) =x° 14 foy=
7. Fix) = x% x € [0, =) 15. fix) = ;i_,l.

8 f&x) = J3—x

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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Funciones trascendentes

Funcién exponencial
Es una funcién de la forma f(x) = a*, con dominio .\‘_'."f 1x & (—=, @) yrangoy & (0, ) (si a = 1, entonces el rango
es {1}) y bdsicamente existen tres tipos:

}'u/ Ya ¥a
: . "\"“v— > >
X X X
fx)=da,a>1 fixy=a"0<a<1 fx)y=1°
EAEMPLOS .
- T..'U"‘é“hsgfﬂﬁcasdaﬂxF 27y gy =2
E .
e Solucién
Se hace una tabulacién para cada gréifica y se obtiene:
« 1 1 1
fix)=2 B a 7 4 2 4 8
g =2-% 8 4 2 1 - 1 i
Yi/ \Y,
— . [P o
f(x) =2* X ) =2+ X
Una de las funciones exponenciales mds comunes es: f(x) = e*, con ¢ = 2,71828
Y&
_...-'"'"} >
X
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2
2 .'“Ohténlasglﬁﬁcasdf:y=e_",y=e’+2,y= Ee:’},= —ef,y=—¢ %

Solucién
Mediante reflexiones, desplazamientos y alargamientos de una funcién se obtienen las siguientes graficas:

¥y
Ya ¥y

% |

e

y=e™* y=e"+2 y= —g

La funcidn exponencial f(x) = a* es inyectiva (ya que es creciente), por tanto, debe tener inversa, la cual es el
logaritmo con base a. Un logaritmo se define como el exponente al que se eleva un miimero llamado base, para obtener
cierto nlimero, de tal forma que aplicado a la funcién exponencial queda:

¥ =a* entonces log y=x, y > 0, por tanto f'(x) = log x
De lo anterior, se define la fincidn logaritmica como:
gx)y= logax Dominio: x € (0, =), Rango: x € (—=, =)

Grifica:

Hilf =
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Pasa por el punto (1, 0), porque log, 1 = 0 ya que &® = 1, es creciente y tiene una asfntota vertical en x = 0
Por ejemplo, las grificas de las funciones: f{x) = log, x y g2(x) = log x son:

Y&
fix}=logsx

% glx) = logx

*

X

Por otro lado In x = log, x, por tanto, si f(x} = e* entonces f'(x) = Inx

¥t

) =e”

E{MFLOS *
: 1 ®%° netermina Ia gréfica de y = log(2x — 5),
ey Solucién

Se determina el dominio; recuerda que log, N = a, entonces N = 0
5 5
— — —_ 00
x=5>0—>x> 2 —)xs(z. ]

Se traza una asintota en x = % y se desplaza la grifica y = log,, x

Ya
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2 ®%° Determina la gréfica de y = log(x — 3) + 2.

Solucién
Se desplaza la gréifica de v = log x dos unidades hacia arriba y tres a la izquierda

Ya

Funciones trigonométricas
Para la grifica de las siguientes funciones trigonomérricas se utilizarin por convencion valores en radianes para x.

Y Ya
T y=cosx T y=senx

N AN, AWAW
VEAY e A ¥

L in
AT
Dominio: xE(—w,m) Dominio: xE(—w,w)
Rango: }rE[—IJ] Rango: y E[—I,}]
Yﬂ YJL
y=tanx y=cotx

Dominio: xERlx#@,nEZ} Dominio: {I‘ERix#mt,nEZ}

R ; yE|—m,w
Rango: yE(—m,m) ey ( )
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Las relaciones y = csc x, y =secx

¥4 Y4
y=cscx y=mrxé
e P T P "
:_Ih;I i;lzz"lrx "_'n:_':::lzlnl-x
-z - NG T LNy
Dominio: xER|x;¢mt,nEZ} Dam_r:néo: ;-Eﬁllx#i-ml:,nEZ}
Rango: y&(-o,-1]u[1,) .

Rango: y€ (-w,—1]U[1,=)

Ejemplo

Determina la grifica de y = 2sen x + 2

Solucién

La funcién f(x) = sen x se alarga 2 unidades verticalmente y se desplaza dos unidades hacia arriba, obteniendo la
siguiente gréfica:

¥;

L

X
EJERCICIO 13
Obtén la gréafica de cada una de las siguientes funciones:

1. f(x) = 3= 8 flx)=1+1logx
2. y=3~ 9. fix)=2+In(x+ 1)
3. y=3"—3 10. fix} =3 cos x — 2
4 fx)=e"+1 11, fix)=—2senx+ 1
5. fx=1-¢ 12, f(x) = —anx
G fxX)=e™+2 13, fix)= —2secx+1
7. f(x) = In(x — 2) 14, f{x) = sen [x+%)

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente »
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Las funciones como modelos mateméticos

Como se afirmd al principio del capitulo, las funciones representan modelos para resolver problemas de la vida real.

EMPLOS *
1 ®% [, aitura de un recipiente cilindrico es el doble que el radio de su base, expresa el volumen del cilindro en funcién

E
B8
i

de su altura,
Solucién
El volumen de un cilindro es:
Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

h=2r>r= 2

h h=2r
Al sustituir r = 2 en el volumen se obtiene:
v i }:T . K . wh
=arth=m|3 =T e
Por consiguiente /”'————r_“"-\
Vi ==
2 8o perimetro de un rectdngulo es de 26 unidades, expresa el drea del rectingulo en funcién de su largo.
Solucién
Se establecen las dimensiones del rectdngulo:
x: largo, y: ancho
El perimetro es
A +2y=265x+y=13
y=13-x *
Hl drea del rectingulo es
A=xy
¥ ¥y

Al sustituir v = 13 — x, se obtiene:
A=x(13 -2 =13 —x?

Por consiguiente,
Al = 13x — x?
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3 ®* Una persona tiene una pared de piedra en un costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar y
desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados. Expresa el drea del corral en términos
del ancho de éste.

Solucién
Sean x y y las dimensiones del corral donde,

x: ancho del corral, y: largo del corral
Entonces,

2 +y=1600—=y=1600 - 2x

-“\\“'

A
. AN AR
el drea del rectdngulo estd dada por: :,-..::‘\:3“:;‘1::‘ e
-~ AR A ol &
SAR A i
P AN S N N S e e e ey
= R o Pl Frl ol P
= WL, et e e e,
A=x 'y s -_\}_“1: SNt T, Tay S lrd e e
x s oty 2557 AT s
b

Al sustituir y = 1 600 — 2x, se obtiene:
A(x) = x(1 600 — 2x) = 1 600x — 2x?

4 80y globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5? .4 30 m del punto del despegue se encuentra
una casa. 5i fes el tiempo en segundos, expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcién del tiempo.
Solucién
Seav= ?, entonces d = vi, donde, des la distancia, v la velocidad, rel tiempo.

Al transcurrir ¢ segundos el globo sube 1.5 fen metros; entonces se aplica el teorema de Pitdgoras para obtener:

d?=(157 + (30 - & [g:) + (30)°

9
S,
d 41 + 900
97" +3600
==

d= %vf+4nn

Por tanto:

d(r) = g‘l'r’ +400
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EJERCICIO 14

10.

11.

12,

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondiente »

1,
2,

El drea de la base de un cilindro es de 40 7 m?, Expresa el volumen en funcién de la altura,

Fluye agua por un tanque cénico de 10 m de radio y 25 m de altura. Cuando el nivel del agua estd a una altura
de hy radio r, expresa el volumen del agua en funcidn de la altura.

. 3i el ancho de un rectiingulo es la quinta parte de su largo, determina el perimetro en funcién de su drea.
. Dada una circunferencia de radio r, precisa el 4rea de la circunferencia en funcién de su didmetro 4.
. Se inscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r. Expresa el volumen de la esfera en funcién de la arista

del cubo.

. Al graficar la recta, cuya ecuacidén es 3x — 2y + 6 = 0, y trazar una linea vertical paralela al eje ¥ en cual-

quier punto sobre el eje X se genera un trisngulo rectdngulo. Expresa el drea de dicho tridngulo en funcién de
Ia abscisa x.

. Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de 2.5 m de altura y a cada extremo del

cilindro van unidas dos semiesferas de radio r. Expresa el volumen del tanque en funcién de r.

. Se inscribe un tridngulo equildtero de lado x en una circunferencia de radio r. Expresa el drea de la circunferencia

en funcidn del lado x.

. Se inscribe un rectingulo en una elipse cuya ecuacién es 9x* + 16y? — 144 = 0, Precisa el drea del rectdngulo

en funcidn de la abscisa x.

Un cartel de base x y altura y tiene un drea de 540 cm” con mérgenes de 2 cm a los lados y 1.5 cm en las partes
superior e inferior. Expresa el drea impresa en funcidn de la base del cartel.

Desde cierto puente de la Ciudad de México un peatén observa un automdvil que viaja a 18 m/s en una avenida
perpendicular al puente peatonal. Si t es el tiempo en segundos, determina la distancia entre el peat6n y el antomdvil
en funcién del tiempo, si la altura del puente es de 4.5 m.

Una lancha es remolcada con un cable hacia un muelle. El cable es enrollado a razén de 0.5 m/s y la lancha se
encuentra a 2 m por debajo del nivel del muelle, Si res el tiempo en segundos, expresa la distancia que le falta
recorrer a la lancha hacia el muelle en funcidn del tiempo.
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|

LIMITES

H nimero e

matemdticas de forma muy discrefa.

Sucedi6 en 1618 cuando, en un apén-
dice al rabajo de Napier sobre logarimos,
aparecié una fabla dando el logarimo na-
ural de varios nimeros.

E | ndmero ellega por primera vez a las

Briggs dio una aproximacién numérica al
logaritmo base diez de e sin mencionar a
e especificamente en su frabajo.

En 1647 SaintVincent calculéd el drea bajo una hipérbola rectangular,
pero no encontré la conexién con los logaritmos, en 1661 Huygens com-
prendié la relacién entre la hipérbola rectangular v el logaritmo. Examind
explicitomente la relacién entre el drea bajo la hipérbola rectangular
yx = 1 y el logaritmo.

la notacién e aparece por primera vez en una carla que le escribié Euler
a Goldbach en 1731, Euler hizo varios descubrimientos respecto a e en
los afios siguientes pero no fue sino hasia 1748 cuando Euler dio un fre-
tamiento completo a las ideas alrededor de e.

Demostré que:

L N N NG
e=1+ T + o1 + 3 +4|, + ... [!E'J.(Hﬁ]
Euler dio una aproximacién de e con 18 decimales,
e= 2.718281828459045235

Leonhard Euler
(1707-1783)
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Definicién intuitiva de limite
Si al aproximar xlo suficientemente cerca de un niimero  (sin ser ) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)}
se aproxima a un niimero L, entonces el limite cuando x tiende al mimero a es L. Esto lo escribimos:
lim f(x) = L

Donde la notacién x — a se lee “xtiende a a”, para decir que: “fiende a a por la izquierda” se utiliza x — a~, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a*, de tal forma que:

Si lim f(x) = lim f(x) = L entonces IEﬂx} =[

Es decir, si los limites laterales exisien y tienden a un mismo mimero L entonces el limite cuando tiende al niimero

aes L. Para que el limite exista no se necesita que la funcidn esté definida para el niimero a, basta que esté definida
para valores muy cercanos,

%EMPLOS .
2 a—

% ] ®%° Determina el limite cuando x tiende a 3 de la funcién f(x) = 2_:

[ Solucién

La funcitn no estd definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcidn en valores muy cercanos por la

izquierda y por la derecha. Por otro lado graficaremos la funcién utilizando la simplificacién:

o= EEHEED g

es decir, gmficamos la recta f(x) = x + 3 conla restriceién x # 3 donde se formard un hueco.

¥
2.9 59 af
2.99 5.99 5‘:_:_:_:_:_:_::_. i
2.999 5.999 7 |
29999 5.9999 : i
2 S
3.0001 6.0001 A i
3.001 6.001 2 TR
3.01 6.01 T
31 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2,9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3.01, 3.1), es decir:

Imfx)=6 y limfx)=6
por tanto lim f(x) = 6
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- Ax+14 si x=-2 _
2 @055 = {_H2 6 x> Getermina lim f()

Solucién
Graficamos la funcién y evaluamos en valores muy cercanos a 2,
4
=21 77}
—-2.01 797
=2.001 7.997
=1.999 3.999
=1.99 399
-1.9 39
Aqui tenemos que: lin}ﬂx}= B y lﬁ:z:!ﬂx}=4

entonces lﬁin} fix)y# Eﬂ* f(x) por tanto 1Ln:zl Jix) no existe

sen
[

3 ®* Determina lim
[T ]

Solucién

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funci6n no estd definida
en = 0 y que los valores serdn fomados como radianes.

e o)
—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985
—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833
I o

0.003 0.9999985 TEE RN S

0.004  0.99999733

0.005  0.999995833

Tenemos: Mﬂ =1 ¥ l[msenﬂ =1
a=0" @ ST |

entonces Hmsen6‘= se:n6‘=lpormw ].{mﬂ=1
[T ] [T ] =0 g
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4 ®9° Para Ia funcién f(x) mostrada en la figura determina: a) lim f(x) y b) lim f(x)

y.i

th

£

70

- N U

Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
Imfix)=4 y limfix)=4
los limites laterales son iguales por tanto ]f_,“i'ﬂx}=4
b) lim fix)=4 y lim f(x) =3

los limites laterales son diferentes, por tanto ]ri.?;' flx) no existe

yi
=
¥
a =
b 2 X
i
r : HY
1
[ |
adaF-F1h
=T T -
il! "
5 i
]
1)! i =
+
! 3 4 [ X
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EJERCICIO 15

1, Hn;(x’ —3x+1)

=3

2. lim —
iy =1

X' —5x+6
a2 x—2

1—cosx
x=0 x

an
5, lfm 22X
*=0 sen x

La gréfica de una funcion f{x) es la siguiente:

[t

Utilizando una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el limite, caleula:

CACULD DFERENCIAL » limites

=R e Uh g =l

|
Th

|
I
tTJ
(]

=y

b

De acuerde con ella determina:
6. lm f(x)
7. lim f(x)
8. lim f(x)
9. lm f(x)

10, E fix)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente a
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Definicién formal de limite

A continuacién se presenta la definicién formal de limite, la cual también es conocida como definicién g-8
{epsilén-delta).
El lim f{x) = L, si para todo & > 0 existe un § > 0, tal gue:

Si0 < |x —a| < &,entonces |f(x) — L|<e
Dicho de otra forma, lim f(x) = L, si para cualquier ntimero Y4

positivo elegido e, por pequefio que sea, existe un niimero positivo y=Jx)
& tal que, siempre que 0 < |x — a| < Sentonces |f(x) — L| <&

Ltg|mmmmmememmmememme =
L= !
1
Log [rmmmmmeeees ;
: 1
1
. & |8 !
: 1
: : o
! a-6 x=a g+ & X'

La definicién nos dice que para lim f{(x} = L existe un niimero 8 > 0 lo suficieniemente pequefio para un niimero
£ = 0 dado, tal que todo xen el intervalo (@ — 8, a + 8) con excepcion posiblemente del mismo a, tendrd su imagen
f(x)enelintervalo (L — g, L + &). Observa que para un 5, < dpara el mismo &, la imagen de un valor xen el intervalo
{a — 8,,a + 8,) estard dentro del intervalo (L — &, L + £) lo cual sélo cambia si tomamos un valor de epsilén distinto,

MPLOS ¢
1 @9 Demuestra que lim (2x — 1) = 5

Solucién
Para un & > 0, se quiere encontrar un § > 0 tal que siempre que 0 < |x — 3| < & entonces:
[2x—1)-5|<e
de donde
(2= 1) - 5 = |26 — 6 = 2 = )| = [2| jr = 3| = 2} —3| < &

& & &
entonces [x — 3| < E,porlothastawcogcr3= = paraque 0 < |[x — a| < 5

Comprobacién

Paral]*:|x—3|<§ tenemos que
k—3l< 7
Ax—3 <e
Rx-3)<e
[2x— 6] <e

k2x— 1) - 5| <e
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X —5x—6
[ I E mea— — _
2 Demuestra que im = +1

Solucién ”
; —53x—9

<h—=(=1=<é —— T <
Si0<|x—(—1) entonces = (- )I &
de donde

¥-5x—6 | _|¢-5x—6+Tx+7| _ | +2x+1
x+1 x+1 | x+1
(x+1)°

=lk+1=k—-(-Dl<e

x+1
Ppor tanio se escoge 6 = &

3 @ lfm (2 — 3x) = —1y & = 0.06, determina el valor de 6.

Solucién
Se aplica la definicién y se obtiene:
Si0 < |x — 1| < 8, entonces [(2 — 3x) — (—1)| < &, donde [3 — x| <e
Blh—x<e
£
1-d< =
1= E
&
Pero [1 — x| = |x — 1], por tanto, x — 1| < 3 ¥ el valor de Sestd determinado por:
A= % = % =0.02
EJEBCICIO 16
Demuestra los siguientes limites:
1, lim (3x+4)=10 6. E;_L{lx—l}=ﬂ
2
2. 1im(2x—5)=-3 7. lim(1-3x)=7
3, im(5—x)=8 8, mez_4g=14
x=—3 =7 =T
4, una[gx+1]=1 9. lim (2a—3x)=8a
2
5, A —xtd 4 10, I =~ |==21
=1 x—1 1|2 2
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= Obtén el valor de 8 o e en los siguientes ejercicios:
11. 8i im(3x—2)==5 y & =0.03, encuentra el valor de &

12, Si lim(5x+1)=—1 y & =0.4, determina el valor de 8
g

13. i lim 2x+7)=7 y & = 0.05, obtén el valor de &

14. i lim(3+2x)=2 y &= 0.8, jcudl es el valor de 57
g

15. Si 13(3x—7}=—1 y & = 0.06, determina el valor de &
16. Si lim(2—7x)=—5 y & = 0.0014, obtén el valor de &
x=+1

17. Si 1[11::(5x+2}=3 y & = 0,05, encuentra el valor de &
; 11
18. Si Hn3{2x+l}=—3- y & =0.001, ;cudl es el valor de &7
AT

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente «

Teoremas
Si f(x) y g(x) son funciones, ¢ una constante y n niimero real, enfonces:
I, lime=¢
2, limx=a
3. lime - f(x) = ¢ - lim f{x)
4. lim [f(x) = g(9] = lim f(x) + lim g()

5. 1im [fx) - g@)] = limf(x) - lim g(x)

Fx) - Hf(ﬂ
6. ]E:g(x} - 712:3(}_) con lin:g(x}aﬁﬂ

7. tim = [1im 0|

x=4a
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limites por evaluacién
El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcién propuesta,
como se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLOS -

%_ ] @9 Utiliza los teoremas anteriores y comprueba que el lim (x* 4+ 3x —4) =6
g o

& Solucién

Se aplican los respectivos teoremas, se evalia el valor de x = 2, y se demuestra que:
1
1[n;1{f +3x—4) = 1[n;x2+1{n33x—]£n;|4 = (u:mzx] +3lfmx — lim 4 =(2F+3H2)—4=6

2 ey = 22X

TZJ: , determina el valor de Ef(x}

2
Solucién
Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

im(3-2x) lm3—lm2x lim3—2limx 3_2[1)
1 1 1 1 1 3

lm 3=2% — ™ e T, B B 7). 3=1_2 1
i 342 lim(34+2x) Um3+1lm2x  Hm342limx 1 341 4 2
2 S wal L pER it 3I+2| =
2 2 2 2 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucion de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

3 ®e-5if(x) = xgi_

3 Jencuentra el valor de 1[:2 Fix)y

Solucion
Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:

lim lim 3 i 3
= -4 1-4

[=0r-%

El limite no existe, ya que la divisién entre cero no estd definida,

4 ®%: Opiénel Hm_H
=1 2x+1
Solucién
Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

=% _V9-GF _ 59 0 _

=3 2x+1  2(3)+1  6+1 7
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EJERCICIO 17

Determina el valor de los siguientes limites:
dz43
2 lim
1. lim (7 —2x) 12, T
JPE+3+4
o m¥" =
2 ]JEI;(‘IXZ 2x—6) 13, M=
3Iz+1
3. lim(6—3x 14, lim——
x=9
lim
4. 1=—1 8+r 15. =3 Ix+1
- 24y +3
5. Uim/77 +14z—7 16, lim =~ 72
12 y=l y=—1
2 senx +1
6. lim (x* - 8)(4x—8) 17, 1m*=7
2
2
7. um(ﬁ—ax{ﬁx-') 18. 1im %%
x=—3 5 J-‘E ‘j’:’
! 1 +1)2 — 2
6.t +2)(s-1) AL
2
o tm(2+1Y2-4 0, tim ZA
iy 2 r = x4+ h
10. lim.[4y" —2y 21, lim 28X
Fi ,-...%SEII x

11. yl_qg(a—y},.’f -9

O Verifica tus resultadeos en la seccién de soludiones correspondiente «

limites indeterminados

0
Son aquellos cuyo resultado es de la forma 0"
Ejemplos
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:
r -9 _ 3y -9 _ 9-9 0

1. lim = = —
=32¢-6 23)-6 6-6 0

2 lim x-1 - '1_1 - JE = E
¥ P =lesd T P=Thad 12l 0

1fm 3 45y _ 3(0)" + 5(0)* el

3= 2yt — 3y 200y - 3(0)* 0

T8 — i =
4 ]im,a'x +52 3 _J@P+5-3_V9-3 0
o

2:=2 0

=

x=32

é4
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0
Se observa que los resultados son de la forma 0 Por consiguiente es necesario eliminar la indeterminacidn.

Una indeterminacién se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcién, para después simplificarla
y obtener el limite.
Casos de factorizacitn:

a) Factor comiin ax” +bx"" = x" ax+b)

b) Diferencia de cuadrados a’—b* = (a+b}a—b)

€) Trinomio cuadrado perfecto a *2ah+b = (axhy

d) Trinomio de la forma XHla+bx+ab = (x+afx+b)
€) Suma o diferencia de cubos a**h’ = (athfa FTab+b")

#) Factorizacién de ¥a — Vb Ya-b=—-—02"2

o
a’+ahi+b?

g) Factorizacién de ¥a + 3b Ya+ib= Ll

A
a*—ahi+b?

k) Factorizacidén de Sa—ip %{E—Q’S= 3 YRV, dz—f L2 17
a‘*+a b +a b +abi+b’

i) Factorizacitn de Ya—13b Ya—b= =] P -—g_zb T a1 a1
a®" +a"b"+a"b"+...+a"h " +b "

%MPLOS *
'! ®%° Obtén el lim ST

=0 2%" +6x* — 7x*
Solucién
Al sustituir x con O en la funcidn, el limite se indetermina:

I +5x" 30y + 5(0) 0

02¢ +6x =7  20) +6(0)F —7(0F O
Para eliminar la indeterminacitn se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacitn del factor comiin:

3 +5x'  x’(3+5x)
2F +6x =7 X @2+6xX —Tx%)
Al simplificar la expresidn se obtiene:
3+ 5%
2+:6x" =T
Luego el limite es:
W +5x 3+5x" _ 3+50)° _3

=0 2% +6x° —Tx° N 2+68 —Tx° 2+6(0F —7(0F 2

Por tanto,
A +5x 3
=0 22" +6x* —Tx* 2
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gt |
2 ®¢:Determina el lim c. bt
=2 x4 2

Solucién
Se sustituye el valor de x = —2en la expresion:
4-¥ _4-(=2)  4-4 0

1 xg+2 —2+2 242 O

Se factoriza el numerador con la aplicacién de la diferencia de cuadrados:
4—x = (2+x02-x)
Se simplifica y sustituye para obtener,

it 4-x _ i 2F0C2-0 _
=2 x+32 x=4-2 x+2

lim@2-x) =2-(-2) =4

Por consiguiente:

-1 x+2
2 —
3 @+ Calcula el valor del lim 2. —2Y*1
1y —dy 43
Solucién
Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacién:

¥ =2y+1 _ P -2M)+1 _ 1-2+1 _0

1y —4y+3 (I —4D+3 1-4+3 0

Al factorizar el numerador (trinomio cuadrado perfecto) y el denominador (trinomio de la forma x? + (a + bx + ab),
se obtiene:

=y —d4y+3  ei(y—3)y-1) my-—3 1-3 -2

- — 1 s -
P e IR o el 158 .0

Finalmente, el resultado es:

2_
]imyz 2y+1 _
oy —4y+3
3_
A 8- Determina el lim —> — >
x=2 2x” —=3x—2
Solucién
Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacidn:
¥-8 (2 -8 8—8 0
lim ] 5 £ —_—
a2 2x' —3x—2 A2F-32)-2 8-6-2 0
Scfaclorizalatﬁfercnciadecuhﬂyeltrinmniodelaformaaxz+bx+c.
X —8={x—2x"+2x+4), 2% —3x—-2=(x-2)2x+1)
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Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

©=8 . (x=2x"+2x+4)_ X +2x+4 _ Q' +2AD+4 _ 12
=227 —3x—2 =2 (x—2)2x+1) =2 2x+1 2(2) +1 5
Por tanto:
-8 _ 12

im—— = =
x=2 3t —3x—2 5

5 @+ (uicula el valor del im —~ —~
=~ 3— [x+7

Solucién
Se sustituye x = 2 en la funcién:

. i (2'-4 _4-4 _
13- [x+7 3- 247 3-3

L

0

Se racionaliza el denominador de la funcién, multiplicando por 3+ ,/x+7 , que es el conjugado de la expresién
5 e i i

F-4 3+ fxt7  @-3+x+7)  (?-9(3+x+7)  (*-4)(3+x+7)
3-0x*7 34547 gy —(fkx7) | 9-&+D 2—x

Se factoriza x? — 4

& =93+ x+7) - +(3+ x+7) @ -x)x+2)(3+ x+7)

2—x 2—x 2—x

Se simplifica la expresidn,
—~2- x)x+2)(3+ Jx+7)
— = —(x+2}(3+,||'x+7]
Se calcula el valor del limite:
P-4
Eﬂm = H[—(x+2]{3+‘.l'x+7]] —2+2)(3+2+7) = —(4)(3+3)=-24
Por consiguiente, el resultado es:
-4 _
13— fx+T
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x -2
6 ®* Dotermina 1 32
=1 x=3
= -2 1
Solucién = (g‘.f;_gl,f—:,]
=2 x—12 =1x—1
1 -2
=lm——
=x =2 34 x 32 4203
1
=lm———r—
x-3+x.32.3+2 3
N 1
25 42%5.2" 425
" 1
2%8 42 1273
|
= 2
3-27
_ 1
ETE
— 1
33a
dx —%’E 1
=2 =72 3%"‘?
EJEBCICIO 18
Determina el valor de los siguientes limites:
i umﬂ 8. lim y+h
=0 5x+6x° s h? —y?
I _ gt —
2 1im 2K —SH +k o, X —2x
w0 Bt — w1 4 —xt
5 3 : - |
3 &Y 10. im &Y
0 Py AW
3 2 _ =y
4. Hmar’;hr! 11, I T —an 14
=0 ex’ + dx =7 =7
b il il X 4+6x+
g, gy St R g o i
=0 2x" — 6x =3 x" +Tx+12
z—1 h—1
6. lim —— 13. lim
= 2 —1 W=l —4h+3
— 2_
7. lig X =4 TR
;-.?é Ix—2 =5 +2x =15

é8
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19,

31.

15, lim

16. lim

17, lim

21, lim

vi—6v+8
v=d 2 — By

x*—Bx+15
=3 x' —Tx+12
4 +ar-3
i 2h—1
Ix-2
e I’ —11x+6

18. lim

9w’ + 9w —4

st I +Tw+ 4

2y* —15y+18
6 3y —17y—6

2x* —13x+15

x=s gt —x—20
o9y’ —1

x-.l—% ﬁx2 +SI+1

y+1
r-'-'y3+l

Bh*—1
ial 1—2h
2

27x° —8
N% 912 —4

w +5w+6
w2 w48

32, lim

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente »

33, lim

34, lim

CMCUO DFERENCIAL » limites

35. lim
"0 — W+
36. um“g_*f‘_’
F=p }l—p
4—2v+v? =2
37. lim
p=il v
X =Tx+6
38 lim——————
g - 4 xt—dx—4
39, ¥m X —x —x+1

40,

-1 x4+ 4x+3

42 -1 —12x+ 36
].['III 3
*=42 =2 —x+2

= —4x+4

41, lim

42, lim

43, lim

44,

45, lim

46,

47, lim

48,

49, lim

50, lim

=1 5 +6xt+5x—12

¥y —6y"+12y—8
=2y — 4y* + 16y —16

Hix+5-2

=+l x—1

=2 3x—12
3

Ifm Jx+T —Hax+19
= x=2
Ix+6-2

=2 :Sﬁx—l =

i2x+3 -1

=l x¥ 4]




2 CapiTULO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

Limites cuando xtiende al infinito
Sea una funcitn f definida en el intervalo (a, «). 8i se tiene que:

lim f(x) =L

entonces significa que los valores de f(x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-
de, sabemos que ° no €s un niimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f(x), cuando x tiende al infinito,
es L".

Cuando en una funci6n x — =, se busca la base de mayor exponente y €sta divide a cada uno de los términos de
la funcitn, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente limite:

L[E—Jgeﬂ,con ¢ constante

EJEMPLOS .
_g- Encuentra el limw
1 @=- e 6x” +2x -1
i Solucién
La base del término con mayor exponente es x2, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador
se dividen entre esta base:
2 3x, 4
2x2—3x+4 T
e 6xT+2x—1  ==6x  2x 1

It

-4 — =
> SR Sl
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
i 4 3 4
2—=+— lim 2 —lim — + lim — —.
lim X x g i X “'“’xz = = n+n=z=l
PRl m::.ﬁ+1tm2 F. S10-0 6 3
x x EETF ST -

1
Por consiguiente, lim ———m8M8—— = —
= Gy +2x—1 3

OO O i
2 @e: == Jx+3
Solucién
La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresion para obtener el valor del Ifmite,

Jfgx’ 5 f _i 1
um\fgx’ -5 - _1[111 _].[ﬂ]\{g x2 x-.ug muxz

x X oG i
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Ix+2
@9 Dejermina el resultado de lim ———
ey 42

Solucién
Se dividen todos los términos entre x?, se simplifica y se obtiene el valor del limite,

Ix ..2 3.2 3 2

w42 _ me_ZJ'? i B e T TR OHO B
x—ouxs+2 Mﬂx-_ i X=hil l+l 1fm 1+ Iim 1 1+0 1

b S x’ xpe R

Finalmente:
Ix+2
e Bl

= x® 42

Si observamos la grifica de la funcién exponencial f{x) = e, tenemos que cuando x — —o=, f{x) tiende a cero.

Va4 f(:c}=e‘

W

entonces J].-[E:I_ fx) =L[|Ee‘ =0
esto cumple también cuando tenemos la funcién g(x) = a*para a > 0, es decir
lim a" =0paraa >0

E o ]

Por otro lado, si tenemos f(x) = e ™% tenemos que cuando x — =, f(x) se aproxima a cero.

f@y=e= |

[
1
n../
r

entonces lime ™ =0
También se cumple lima =0 paraa >0
71
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EJERCICIO 19

Obtén los siguientes limites:
JBE 44— k-4
1 Hm‘?x+8 10, lim4+——ou-y—
== 4x+3 = h
29 =3y + 11x+
2, 1 2S5 1, It
ye y? —Sy+2 a2 4 — Gx
3w’ +5w—12 x
3 lim ——— 12, lim
we= Sy +4w? +1 e (02 g
=2 +3 Ax—2 +1
T i ack 13, g $XT2DGx+D
== 30 + 20 +h e (2x + THx — 2)

18x" —3x+2 28 =27
5 lim ———M— 14, lim ———
xpee 2 4+5 Py, LRI

B .
6. u:m‘“ 2x"+3 1S, 1 ¥ —5x+3

KR 2x+1 At x-l_zxz_l
3+£3—3y" "
7. lim ¥ 16. ax"+..tax+a,
g "—i—ﬂ == b x"+ .. taxt+h,
2
¥
-1 -2 a L]
8. lIm—-ix_:_—Bx 17. mm— conn > i
I +4 mmar"_dx"'
9, 1m Y1 i i

= 3"!-'3—3 =T X

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente o

Asintotas horizontales
Sea la funcién y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en ¥ = ¢, entonces la ecuacién de la asintota es:

y=1lmf(x) o y= lim f(x)

EJEMPLOS .
. ]’ IO s L ccin. o L matios bockzonial de 1 = X 4 1
E | 2x+3
i Solucién
Al aplicar y=Ef(x},sc obtiene:
3x+1 1
3+=
Ix+1 3
= lim - X = Iim X = =
w2 Dy 43 ==dx+3 x-oﬂz_i_g 2
X X
3
Por tanto, la curva tiene una asfntota horizontal en y = 2 02y—3=0
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x

2 ®%° Determina la ecuacién de la asfntota horizontal de ¥

Solucién

3¢ aplica y = ]in; J(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacién:

X 1

K=o 2 EL L 2 -t l
x+1 x_+L 14+— 1

¥ &

Hl resultado y = 0 indica que la asfntota horizontal es el eje X.

X +1
3 ®¢ Obiénla ecuacion de la asintota horizontal de f(x) = ——
Solucién
Se aplica la definicién y = lfm f(x) y se obtiene:
X +1 1
1+ =
_ *+1 £ _ 2 _ 1
J‘.’2 g 12
El limite no existe ya que la divisién entre cero no estd definida.
Hl resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales,
EJERCICIO 20
Encuentra las ecuacicnes de las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
1 _21+3 6 _ax+b
Y= ax =5 Y x—d
S =7 A=
-4
3 flx) = 8 x+2x—1=0
x4 3
4y=—— 9 flxy=2x+5
. I+ 43 +1 - . b ey
@)= e g s ey ra—y

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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Asinfotas oblicuas
Se le denomina asfntota oblicua a aquella recta cuyo dngulo de inclinacidén 6 es diferente de 0°y 90°,

Caso |

Sea una funcién racional de la forma f(x) = % donde el grado de Q(x) es un grado mayor que el grado

de P(x) y P(x) no es factor de ((x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo
R

fy=ax+b+ % si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

1im [ f(x) —(ax+5)| =0 o lim[f(x)—(ax+b)]=0

gEMFLOS .
P2
1 ®#“ Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la gréfica de la funci6n f{x) = xx =

E
i
Solucién
La funcidn no tiene asfntotas horizontales, pero si posee una asintota vertical en x = —1

El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y €ste no es factor del nnmerador,
entonces:
3

f(x}=x—1+—x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualguiera de las dos condiciones:
1im [£x) — (ax + )] = lim [ f(x) - x = 1)]

Pero fix)— (x—1) = — por tanto:

x+1°

3 2
2 |= max s
a=pteel x4 1 =te X +1 x-o+w£ 1
x - T
o

C 140

La funcién tiene una asintota oblicuaenlarectay =x— 1
g , ¥=1@
x=-1
X

.
1
I
1
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3

2 ®%° Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la gréfica de la funcion fGx) = ;, i 11
Solucién
La funcidn carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcidn se representa
e la siguiente forma:
1 1=-x
Ax}=x + T

Para comprobar que y = xes la ecuacitn de la asintota oblicua, se aplica la definicitn:

41 1—x
Iim [f(x) = (ax + B)] = lim [ f(x) = x] —}ET,Lz 1 _x] _E’»(f + 1]

Se obtiene el limite:

el ¥t 41

m[l_x)=um Sl ;"—_li =20 %

Por tanto, la funcién tiene una asintota oblicua eny = x

Y

R

Analicemos otro método; sea una funcién racional de la forma f(x) = % donde €l grado de Q(x) es un grado

mayor que el de P(x} y P(x) no es factor de Q(x), entonces fi(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b,
cuyos valores de a y bestdn dados por:

a= f(}yb—llm[f(x} ax|

htl
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Ejemplo

*+x—3
Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la grifica de f(x) = R

x
Solucién

La funcifn tiene una asiniota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacidn de la asiniota
oblicua se aplican los limites anteriores:

[xz +x—3]
1
. m@=m;=m[L{;—3]=m[l+l_%)=

I X =k x H=hee| X

X X—hem x X—hen

b= ]ﬁ,:[f{x}_x]=1[n:[ﬂ_x]=1rm[w]=m(l_g)=1

Se sustituyen a y ben la ecuacidn y = ax + b, por tanto, la asintotaes: y =x + 1

Gréfica
YA
Caso Il
Sea una funcidn f(x) = % donde el grado de Q(x) es mayor que uno y mayor al grado de P(x), la funcidn tiene
una asintota oblicua no lineal.
Ejemplo

x+1
Determina las ecuaciones de las asfntotas de la funcién f(x) = =

Solucién
Esta funcidn tiene una asintota vertical enx = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:

Entonces:
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Por consiguiente, la funcién tiene una asfntota cuya ecuacién es y = x?

¥Ya .
¢ y=flx)
: -
X
x=0

EJERCICIO 21

De las siguientes funciones determina las ecuaciones de las asintotas y traza sus graficas:

_xX+x+1 _xX+2 _ A=+

1=t s f=E1 7. fr=E3 1
1—x? x*

2 f= 5. f)=—— e
4x' — 4 x r©+1

3 f= i3 6 f=—— 9. flw ="

o Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Limites laterales

limite por la derecha
Sea f(x) una funcitn definida en el intervalo abierto (x , b), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x, por la derecha

es Ly se representa:
lim fix)=L
Xh X,

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,
limite por la izquierdo
Sea una funcién definida en el intervalo abierto (g, x ), el limite de f{x) cuando x se aproxima a x_, por la izquierda

es Ly se representa:
Iim fix) =L
Xh K,

Lo anterior denota que f(x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

Teorema
El limite cuando x — x, de una funcién f(x), existe y es igual a L, si y solo si los lfmites laterales son iguales a L,
es decir

Eﬁ'&f{x} =L & lim fix}= lim f(x}) =L
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zEMFLOS .
] ®%° Determina el lim f(x) si f(x) = {h_f Sf x<2
] X2 S5—x" s x=2
e
Solucién
Se calculan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x —3) =22) =3 =1
lim f() = lim (S—33) =5~ 2P =5-4=1
lim f() = lim f(x) = 1

Por consiguiente el lim f(x) = 1

Y4

3% ]
e

Fo=2x-3 / fy=5-+

3 .
2 @ Calcula el Him ; _ Jy9—x 4 x=0
Rlevla sl IR S i o e

Solucién
Se obtienen los limites laterales:

Iim f(x) = lim 9 —x" =9 —(0)" =3

lim fx) = lim2x+1D)=20)+1 =1

Dado que, E.? Jx)# l“1[1“';:! fix), entonces el ]Jim Jix) no existe.

La existencia de un limite lateral no implica la existencia del otro (ejemplo anterior). Cuando f(x) estd definida
de un solo lado, entonces el ”]J?.E)‘{x}cs igual al limite lateral de dicho lado.
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3 ®* Cuslesel lim f(x) si fix)= \[4—x" 7
Solucién
Esta funcitn estd definida en el intervalo —2 = x = 2, por tanto, los valores de x tienden (inicamente a 2 por la iz-
quierda, entonces el valor del limite es:
— = —_—pd = —_— ? o=
limfx) = lim f(x) = lim J4—x" = J4—(2) =0
lim fix) =0
Y4
/__\f(x)='\l4—xl’
& 4 § § : e
-2 2 X
EJERCICIO 22
Para las siguientes funcicnes, determina el valorde los limites indicados:
. X six<3
1. 8i fix)= {214_5 5 e a) EKXL b) llf'lgl_f{x}, ) mf(x}
x+l iox<—2 a) lim g(x),b) Um g(x), ¢} lim g(x),
2, Slg{x}— 3" —5 si —2=x<1
siox=1 d) lim g(x), ) lim g(x), f) lim g(x)

a) lim h(x), b) lim h(x), ¢) lim h(x),

3. Sih(x)= sil=x=3
o d) lim h(x), ¢) lim h(x), f) lim h(x)

si 3<x

4 Sifoo = { Zr i —1<x=2 a) H* fix).b) Eg] f(x).e) m_llflgi f(x),
si2<x<d d) lim f(x), ) lim f(x)

si x a) lfm f(x),b) lim f(x),c) lim f(x),
5. 8i flx) = i 2<x <4 d) lim f(x), e) lim f(x), f) lm f(x)

Sl I:"“- x=ad x4 x=sd
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¥=3x-10 o
. x+2 -
6. Sif()=13_3, Iim f(x)
— s x>=2
x'=3
nf s a-:%
7. Sih(@) = 2 lim h(6)
—cos 28 si B"-i— =3
33‘ six=0
8. 5igx)= 3+?10g(x+1) si x>0 Hg{x)
4 — 3sen si x<7
3cusx+5 Wi

9. Siwlx)= — 7 % si x=7
lﬂ-log(san J

anx+cmx si x=0

10. Si f(x) = ﬂ i lim f(x)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones cormespondiente »

limites de funciones trigonoméiricas
A continuacion se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los 4ngulos notables, asi como los

singulmdfzﬂ, ) T S—w Y 2@

Angulos en radianes %
Seno 0 5 2 V3 1 0 -1 0
2 2

Coseno 1 ﬁ E ik 0 -1 0 1

2 2

3
Tangente 0 ? 1 V3 MNo existe 0 Mo existe 0
Cotangente No existe JE 1 lg?.' 0 No existe 0 No existe
Secante 1 % 2 2 No existe -1 Mo existe 1

243

Cosecante No existe 2 J2 — 1 Mo existe —1 No existe
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EJEMPLOS “
1 ®%° Encuentra el valor del lim sen 2x
E | -
y Solucién
Se sustituye el valor de x = % en la funcidn:

T T
lﬁ'gsenh—senz(“] —s»m:.2 =1

= —

4
Por consiguiente, el valor del limite es 1.

scnix—Smst?

2 @9 Cusl es el valor del lim
x=40 1+x

Solucién
Al sustituir x = 0, se obtiene:
m_ﬂs:nlx—?-mslx _ %n20)—3cos2(0) _ sen0—3cos0 _ 0—3{1}=_3

x=0 1+ x 1+0 1 1

2x—3 2x

x40 1+x

X
tan— —Ccos 2x
3 ®* Obién lim—2
—E sen x+1

Solucién
n
x 2 o ar
tan= — cos 2x tan——cosz[—] tan— —
o T e Wl . o 15 S
~2 senx+1 I 1+1 1+1 2

Por consigniente, el valor del limite es 1.

EJERCICIO 23

Caleula los siguientes limites:

1, Im| 92X 6. Ifm |—3EBX
=0l ¥4 3 mn‘,}senx+msx
h
2. lim (sen 0+ cos §) 7, lim—ant
3...% ;,_.%sm h—1
+
s, um(mfm] g, iy A O E
W 2 m3‘jT'St31'lJr—cmsx
2 2
=1
4t Yol 0 lim S
w0 tan” w41 w=w] —sen” w
5: l[msen(x—g]cns(x+3] 10. Hmw
2 4 4 g2 tan B—/3

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o
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limites trigonométricos indeterminados
Para evitar la indeterminacién en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcién utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresion

de la siguiente forma:
senxy 1—cosx o cosx—1
%' & x
y utilizar los signientes teoremas:
1- -1
Hmsanv =1 lim msv=umuusv -0
=0 v v=0 v v=30 v

A continuacién se da una lista de las identidades que se pueden utilizar.

Identidades trigonométricas fundamentales Funcienes del dngulo doble
_sena =
tana_cosa san 2a = 2 sen o cos a
cota= 252 ws2e =cosla —senfa
sen a
sena = 1 ws2e =2sena—1
csca
senacsca=1 1
sca= ws2e=1—-2cos? o
1 _ 2tana
wsax= sec o e 1-tanf
cosaseca=1 1
o= sa Funciones de suma o diferencia de éngulos
tana= la senfx * B) =senacos B *sen fcos a
tanacota =1
cota= e wsiax = B) = cos acos B F sen asen B

PR B R Transformaciones de sumas o restas de funciones

sefa+ cosfa=1 trigonométricas a producto
cos?a=1- sen’ a aana+sanﬁ=zaan(5'ziﬂ)m(“—;—ﬁ)
1+1an? @ = sec’a sana—sanﬂ=2cm(%ﬁ)san(“—;-ﬁ)
1+cot? a=csce m“+mﬂ=2m(%ﬁ)m(a_;£)
e 21519
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EélEMPLOS
1 ®# Determina el Iim—— 229
S ] h;senﬂ—cusﬂ
e Solucién
Se sustituye 8 = % , resultando:
T
1-mng _ 17W@L 11 0
s-Zsenf—cosd T T ﬂ_ﬁ 0
4 4 2 2

Para eliminar la indeterminacidn, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresion equi-

valente que no se indetermine:
l_senﬂ oos @ —sen 8
cos 8 cos @ 1

l—tand _ _ cos@ —send o
sen@—cosf  sen® —cosf  —cos@+send  —cos@(cos @—send)  cosd

Se calcula el valor del 1imite:
1—tan @ 1 -1 -1
— = lim| —— ] =P
[ ] 2
2

n..;semﬂ—cosﬂ [ cos @

1—tan @ —_
Por iguiente, lim ————= —y2
consiguien pic r—

& COS W —Ccos 2w
2 8e Calcula el mst,‘nizw

Solucién
Al evaluar el limite:
cosw—cos2w _ cos0—cos2(0) _1-1 O

B )

w0 gen'w B sen’(0) 0y
Se indetermina la funcidn, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonoméfricas, como se ilustra:

cos W —msz w4 sen’w

cos w — (cos® w — sen’w)
= 2
=i sen w

Ccos W — cos 2w
= 2
w=i0 Sen W

lim 3
w40 SEN W
= Ifm cos w(l coszw}+senw = 1im cos w(l 2ODSW}+SEII2W lim cosw(l fosw}+1
w0 ®en w w0l sen w SEN W | w0 l—cos"w
cos w(l—cosw) COS W
= lim +1| = lim| ———+1
w=| 1+ cos wi{1—cos w) w=0| 1 4+ cosw

3¢ aplica el limite:

Cos w

0 1 3
= _— = +l=—4+1=—=4+1 ==
w=l| ]+ cosw 2 2

Finalmente, el valor del limite es ;
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2
%) ® ¢ Obtén el lim w3
Solucién
2sen 3x
Para que limn . adopte la forma Hngsmv,se multiplica por 3 tanto el numerador como el denominador
= x =0y
Zsen3x 3 3
i 2203 3 _ g 003 o FOH gy 6
x40 x 3 x40 3x x=+0
Por tanto, lin:nl@ =6

4 @2yl es el valor del 1im 25D —cos by
y=a }fz

Solucién
Se sustituye y = 0 en la funcién:
cosay—cosby _ cos a(0)— cos b(0) 1-1

lim
e ¥ 0y’ 0

0
0
Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

ay+by)m[ay —b;v) e TR (a= 0P

cos gy —cos by =2 sen(

2 2 2 2
Entonces:
_alatby (a—b)y
mncmay_msby=]im 2 sen ) sen 2
=0 yz =0 yz
genta T Ol ke — by
=—7.1fm 2. 2
FH ¥ ¥
en@tly . (@—by
=—7.1im 2 ifm 2
p=0 b y=0 ¥
on{Et0) @D (b (a=b)
=—7.1fm % . lim i
S @+h) oy (a—b)
2 2
(a+Db)y (a — b)y
=—z(a+b}_um5“—2 ‘(a—b}m*“ 2
2 =0 {a+bly 2 o (a—b)y
2 2
—2(a+b),.. (a—>b)
= 1)- 1
2 1) 2 1)
_—2(a2—.b2} _ p—a
4 =g
= b e |
Pmmm’lhﬁuﬁﬂy cosby _ b —a

340 ¥ 2
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5 ®¢ Determina el valor de unalﬂ";&
=9 X

Solucién

Se evalia la funcién parax =0

1+(x—Deosx _1+(0—1)cos(0) _1+(-1¥1) _1-1

lim it
=0 dx 4(0) 4(0) 0

0
0

Se transforma la expresion de la siguiente forma

1+(x—1)cosx 1+ xcosx—cosx 1—cosx+xcosx _
4x 4x 4x

111-—
=_[ msx+xcosx:|

4 X X
111—
et
4 X
entonces
1+{x—1 1{1—
x=0 4x x40 4
1 1
=—[ omx+l.{moosx:|
4 x=l0 X x=0
1
= —I10+1
Ho+1]
1
= —(1
4(}
2 &
4
Por tanto
]iml+(x—1}cosx=l
x=+0 dx 4
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EJERCICIO 24

Determina el valor de los siguientes limites:
2, 2 _ a2
L 1, lm X =)
w=0cosw—1 =40 ¢O8 ax — cos bx
2. 1im 2% 12, 1im SR
=0 IBII49 x=0 {mn 2:}-
-1
3, M e 13, Hm[f—a]me
x=0 sen x “;‘ 2
4 1 2560 @ —tan 2a & m[ 11 ]
=40 ¥ w0 1an w sen w
1—secv .
5. lim 15. lim

2
w0 v gec v

*=07 tan x —sen 2x

2 —
6. lim*2 9 16, lim228¥-1
#+Z tan a x=0 3x” ¢s¢” x
1 1
- Hm{’(ﬂmx ) 17 1im %R 3%
=0 fan x x40yt
8. i R 18 lim®c2w—1
w—+Z COS W —SEn W w=l W geC 2w
9. lim Lo 14, i S A SCRRE
=0 \fl—smx—\i'1+sanx x=40 2x*
— — _ 2
10. umtan(B + ar)— tan(3 — o) 20, Hm<® 4x—cos” 2x

O Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente «

a=0sen(3 — a) — sen(3 + a)
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CONTINUIDAD

EIST(')RICA

RPN n el siglo XX la matemética se apoya-
- \, ba en la geometria y el dlgebra para

B buscar sustento a sus afirmaciones.
—

— h\

En el cdleulo infinitesimal se siguieron las
linecs que le eran posibles con el sustento
concepiual, como la existencia de funcio-
nes continuas,

Es cuando Weierstrass publica en 1872, gro-
cias a su discipulo Paul Du Bois Reymond,
su teorema sobre la existencia de funciones confinuas que en algunos pun-
tos no tenian derivada; las consecuencias de este teorema fueron de gran
inferés, en su época se decia que una funcién era continua si su gréfica se
podia frazar sin despegar el |apiz del papel, ain en nuestra época esto
da una idea informal de la continuidad de una funcién.

Pero el resultodo de Weierstrass mostré que se podia hablar de la con-
finuidad en un lenguaje totalmente analitico, sin necesidad de recurrir a
imagenes geoméfricas. Esfe lenguaje proporciond la adverencia sobre lo
peligroso que resullaba confiar demasiado en las conclusiones extraidas
de un dibujo.

Karl Weierstrass
(1815-1897)
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Continvidad puntual

Una funcién f(x)es continua en el punto x, & R si cumple con las siguientes condiciones:
1. fix,) estd definida.

2, H Jix) existe.

3. limf(x) = fx,).
x=x,

EJEMPLOS .

'E_ 1 ®#° verifica si f(x) = x* — 1 es continua en x, =12
& Solucién
Se deben verificar las tres condiciones:

1. f@2)=(2)* = 1= 3, por tanto f(x) esid definida para x, = 2
2. Se calcula el valor de cada limite lateral:

lim f() = lim (2 = 1) = (2? = 1=3

lfm f() = lim (2~ 1) = (27 ~1=3

Entonces, kﬁgﬂx}sf existe y Hf(x} =3

3. Como Eﬁn}f{x} = 3y f(2) = 3, entonces ]ﬂﬂx} = f(2), por consiguiente, f{x}es continua en x, =2

Yh

S (xg) 1

Yy
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2x—3six<1 .
e gi r=1 es continua en x, = 1
Soluciéon
Se verifican las condiciones:
L f(1) ==(1)
Sf(1) = —1, la funci6n estd definida en x, = 1

Y4

2 Se determinan los limites laterales:
lim f(¥) = lim (2x = 3) = 2(1) =3 =1

tim ) = lim (~3) = ~(1) = ~1
Por tanto, lfm f(x) = —1
3. Probar que el lim f(x) = £(1) foy=2x-3

lim fx) = f(1) = —1

Finalmente, es continua en X= 1

! si x=1
Determina si la funcién f(x}) = {2x — 3 si 1< x =3 escontimaenx=1yx =23
3 s 3<x

Solucién

Se verifican las condiciones para los puntos x =1y x = 3:
1. f(1) = (1)* = 1, la funcién estd definida enx, = 1

2. limf() = lim(2x—3)=2) -3=-1;

lim f() = lim 2 = (1) = 1
Debido a que el Eﬁﬂx}a& EEKI}’ entonces E,“;‘f(x} no existe.

Por tanto, f(x} no es continua enx, = 1 Yi
f)=x
Se verifica la continuidad en x, = 3
1. f(3) = 2(3) — 3 =3, la funcion estd definida enx, = 3
2. lim f(x)= lim 3 =3; lim f(x) = lim 2x—3) =2(3) -3 =3 fx) =3
Se concluye que,
lim f(x) = lim f(x)

Entonces, 1[1:2_}'{1'} =3

3. limf(x) = 3y f(x) = 3 entonces, limf(x) = f(3)

Por consiguiente, f(x)es continnaenx, =3
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2 ki
senx 51 xX<—

4 ®%Es continua g(x) = enx, =
cosx si x:-;

S AE]

Solucién

Sise verifican los pasos se obtiene:

w
1. g(;) no estd definida, por tanto, la funcién no es confinua enx, =

1k

Discontinuidad evitable o removible

Sea f(x) una funcién racional no continua en x = x,, si mediante una simplificacion algebraica, f{x)se voelve continua
enx = x_, entonces recibe el nombre de discontinuidad evitable o removible.

EJEMPLOS o
'g. 1 ®#: verifica si es continua la funcién f(x) = % enx = %
i Solucién

1, Se evalta la funcién en x = %

1
La funcién se indetermina o no estd definida para el valor de x = 3 . lo cual implica que es discontinua en este punto;
sin embargo, se elimina la indeterminacién mediante una simplificacién algebraica.

6 —=Tx+2 (3x=2)2x-1) g ?&l
WS & Bl ARl
1
Esta simplificacién indica que la gréfica es una linea recta con discontinuidad evitable o removible enx = 3
¥
6x” - 7x +2
JfS=———
Tad
4 >
X
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x—2x—3

2 ®¢: Determina si la funcién f(x)= ey e

es continua en x = 3 y traza su grifica.

1. Se evalia la funciom enx = 3,

(3 -23-3 9-6-3 0
f3) = (37 -53)+6 9-15+6 0

La funcidn no estd definida en x = 3, sin embargo, mediante una simplificacién se puede eliminar la discontinuidad,

Noeagpen | PESRGEEly . Bl
¥ =5x+6 (x—3}x—-2) =x-2

fx) = ,8ix#3

La gréfica de esta funcién es una hipérbola con discontinuidad evitable o removible enx = 3

Yi

Solucién
Se obtienen los limites laterales:
].I’.1:I|:!_f(x}= 1[|:::!{3=x—k}=3{1}—k=3—k
1[1:::!f(x}= 1[1:::!{2kx—3}=2k(1}—3=2k—3
Para que el limite exista:

lim f(x) = lim f(x)

entonces:
3-k=2k-3
—k—2%=-3-3
-3k =—6
_ =6
-3
k=12
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por tanto, para que la funci6n sea continua k = 2, es decir la funcién se debe escribir:

Ix—-2, x=1
4x—3 x=1

fix)= [
Comprobacién
Probemos que la funcion es continua enx = 1
) fly=4(1)-3=4-3=1
i) Uimfix)= lim 3x~2) =3(1) —2=3-2=1
lim fx) = lfm (dx = 3) =4()) =3 =4 -3 =1
Hm () = lim fx) =1
por tanto lim f(x} existe y lim f(x} = 1
i) f(1) = lim fix) =1
Por tanto f(x) es continua en x = 1.
4 ®¢- Determina los valores de a y b para que la funcién sea continua

ax—3 x=-=-2
fix)=4x*—-1 —-2<x<3
bx+1 x=3

Solucién
Se obtienen los limites laterales enx = —2

H‘ﬂ_f(x} = 1[13} (ax— 3 =a(-2)—3=-22-3
lim f(x) = lim (x*—1)=(-2P-1=4-1=3
x=4-2" x—=—1"

Para que el limite exista se debe cumplir:

lim f(x) = lim fx)
Entonces:

Por tanto g = —3
Se obtienen los limites laterales en x = 3

lim f(9) = lim (bx+ 1) =b(3) + 1 =3b + 1
lim (9 = lim (x>~ ) =3P ~1=9-1=8

lim () = lim f(x)
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wa|=a

Por lo tanto b =

CAFiuIO 3
CACULO DFERENCIAL » Continvidad

3b+1=8
3b=8-1
3b =1
o T
b=3

EJERCICIO 25

1 f(x) =2x* —x,enx =10

2 fix)= x*—4 ,enx=2

Ix-1
3 fix)= eg 3 ME= "

SRR

4
4, fix) = ﬁ,cnx=3

2

x —4 o
x_2 LEnX =

3. fx) =

1
6. fix) = E,cnx=21r

2 i
x*=1 s x<2
Tlr'J‘r@‘}={2x—1 i 21 o0¥=2

3 s x=1
8.80) =192 _4 4 x>poo0x=1

3x—2 s x<0

9. h(x) = [2x+3 s x=0'enx=0

X si x<-2

Verifica si las funciones propuestas son continuas en los puntos indicados:

10. f(x) = 4x" =2 si —2=x<2,enx=—-2yx=2

3x—4 s x=2

(2
- si x=<1

x
11, g(x) = <—3x+5 si 1=x<2,enx=1yx=2

Ji_x si x=2

[ T
Sm[x+ E] si x=T

12, h(x) = <cos x

tan[x+£] si x::irr
| 2 2

si w*:xﬂiw JEnX=mwYx= -mw

3
2
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x| si x<-3
13. flx) = ¢x" =2 si —3=x<3,enx=-3yx=3
log(x+7)" si x=3

2
=5x+
14, glx) = %,enx=3

-1
15. kix) = = ,enx =1

x +8
16. glx) = TI_g nx= =2

x—8

17. fix) = m,enx=8
6x’ —x—1 1
P TR PSR A

Determina el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas:

2x+k si x<2
19. &) = 13kx -1 s x=2

F-x si x=0
205 Jeek= {2k+3x si x>0

21, g(x) = {.ll'x+k si o x<3

kx—1 & x=3

Obten el valor de las constantes para que las siguientes funciones sean continuas:
ax+3 si x=—4

22, fix)= {x*—4 si —4<x<1
bx+4 si x=1

ax+b si x=0
23, fix) = 43xb-2 si 0=x<3
Za—x s x=3

ax+2 s x=1
24, fix) = Ja+bx si 1<x<4
ax—2b si x=4

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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Continuidad de una funcién en un intervalo

Continuidad por la derecha
Una funcién f{x) es continua a la derecha de x_ si y solo si para x & Rse cumplen las siguientes condiciones:
1. flx,) existe
2. lim f{x) existe
X=4Xy
3. lim f(x) = fxy)
=

Continvidad por la izquierda

Una funci6n f(x) es continua a la izquierda de x, si y solo si parax e R:
1. f(x,) existe

2, ,1_{.?; Six) existe

3. _ETJ(I} =fx,)

Continvidad de una funcién en un intervalo abierto

Se dice que f(x)es continua en el intervalo abierto (a, b) si y solo si es continua en todos los puntos del intervalo.

EJEMPLOS .
'g_ 1 ®* Demuestra que fix) = J9—x" es continua en el intervalo (—3, 3)
i§' ' Solucion

La funcién f(x} = /9 —x* estd definida en todos los puntos del intervalo (—3, 3), como se ilustra en la grdfica, por
consiguiente, f{x) es continua en dicho intervalo.

Yh
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1
2 es: of = = es continua en el intervalo (-2, 3)7
Solucién
J(x) no estd definida en x = 0; entonces no s continua en este punto, por tanto, no es continua en el intervalo (—2, 3)

YI

I _2 I

Continuidad en un intervalo cerrado
Una funcitén f(x)es continua en el intervalo cerrado [a, ] si es continua en el intervalo abierto (a, ) y ademds

lim f() = f(@) y lim f(x) = &)

EJEMPLOS #
1 ®* peruestra que f(x) = x* — 2xes continua enel intervalo cerrado [— 1, 2]
Eol

i Demostracién

La funcién f{x)es polinomial, lo cual implica que estd definida en el intervalo abierto (— 1, 2), por tanio, es continua
en el intervalo, ahora se prueba la continuidad en los extremos del intervalo,

Parax= —1
a) f(-1) = (-1 = 2A-1) =3
b) lim f()= lim (x*—2x) =3

Y 4

¢) lim, f(x) = f(=1) :\

Parax =2

By

a) f()=@2P -2 =0 1 N2
b) lm fx) = lm (> - 29 =0

¢} Wm fizx) = A2)

J(x) es continua en el intervalo abierto (—1, 2) y es continua a la derecha de —1 y a la izquierda de 2, entonces f{x)
es continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
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2 oo

3 ee.

X i 0
{La funcién fix) = {h—l g ;;n

Solucién

Del intervalo (—2, 3) la funcién f{(x) no es continua en x = 0, ya que:
lim f(x) =0, lim f(x) = —1

Por tanto, lim f(x) no existe.
Si fix) no es continua en el intervalo abierto

Entonces, no es continpa en el intervalo cerrado

| 1—x" si x=0
{La funcién fx) = {l+x si x>0

Solucion
Se prueba la continuidad de la funciénenx =0
L f0)=1-(032=1

2 lmfx)=1+@© =1 limfix)=1-©0P=1

3. f(0) = lim fix) = 1

La funcién es continua en el intervalo (—3, 3)

Ahoma se prueba la continuidad en los extremos:

Parax = =3

L f(=3)=1—(-3P=1—-9= -8
Z lﬁ_n:sl_ﬂx}=l—(3}2=l—9=—8
3. f(=3) = lim f{x)

Parax =3

. f(3=1+3=1+3=4

2. limfi)=1+3=1+3=4

3. f3) = lim fG)

1im ) # lm £
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es continua en el intervalo [—2, 3]7

YJ 3

(2,3

[-2,3]

es continua en el intervalo [—3, 3]7

Yk

La funcién es continua en (—3, 3} y ademds es continua a la derecha de —3 y a la izquierda de 3, por tanto, es continua

en el intervalo [—3, 3]
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Continuidad en un infervalo semiabierto
Para intervalos semiabiertos (a, b] y [a, b)se tiene gue:

1. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto (a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b),
y lim fx) = fi5)

2. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto [a, b) si es continua en el intervalo abierto (a, b),
y lim fx) = fla)

EJEMPLOS e
= ] | TN 2 . , _—
i i Demuestra que f(x) = ~ 3 ¢S continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

i Demostracién
El dominio de la funcién se define D, = {x & R | x # 3}, por tanto f(x) es continua en el intervalo abierto (3, 6)
Se verifica la continuidad por la izquierda en 6

2 2
A f@)=¢"3=3

A

) M= Mm{—] =3

¢) lim fix) = f(6)

Entonces, f(x) es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

Y4
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. 3 s x<2 ; ; s
2 @es ;La funcién fix) = P—1g 2=x<3%8 continua en el intervalo semiabierto (—1, 3]7
Solucién
Se verifica la continnidad en x = 2

1. f(2)=(@2R-1=3
2. lim f(x) = 3; lim fix) =3,

Por tanto, Hﬂx}= 3
3. f(2) = lim f(x), Ia funcién es continua en (~1, 3)

Se prueba la continuidad por la izquierda en x = 3

1. f(3) no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en el intervalo (—1, 3]

Y.Il
-1 23 X
3 80+ veri - : —X si —2=x=0
Werifica la continuidad de la funcién f(x) = ' +4x si O<x<d en[—2,4)
Solucién
Se verifica la continuidad enx = 0 ¥ A&
1. flO)=—=(0)=0

2. lim (—9) =0, lim (~x* + 49 =0
3. Por tanto, lim f(x) = £(0)

La funcidn es continua en el intervalo (-2, 4)
Se prueba la continuidad por la derecha parax = —2

6

L f(-2)=~(-2)=2 22
2. lim (-9 =—~(-2)=2

3. f(=2) = lim (=x)

Por tanto, la funcién f(x) es continua en el intervalo [—2, 4)

¥
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EJERCICIO 26

Verifica si son continuas las siguientes funciones en los intervalos indicados:

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondienta ,

1.

2,

fx)=3x+2en|0, 3) 6. flx)= Jx+3 en[-3,1]
2 2 1
f@ = =g en(-1,3) 7ﬂx}-{4§ ; S X en[-24]
&) = Jx'+4 en[-3,3] 8. flx) = { M o e
2x+1 51 x<0
1 11 si x<2
=5 -3en(-33] 0. /0= {3111 5 153 0D
x i x<1
fix) =x?—x%en[-2,0] 10. flx) = —2x+3 si 1=x=3en(-25)
si x>3

Teorema del valor intermedio

Sea f{x) una funcién continua en el intervalo [a, k], y k un niimero comprendido entre f{a) y f(b) entonces existe un
¢ e [a, b]tal que f(c) = k.

Yi

fb)

Re)=k
fa)

&

EMPLOS
]' ®9°5j f(x) = 3x — 2 es una funci6n definida en el intervalo [—2, 3], obtén el valor de ¢ que cumpla con el teorema del
valor intermedio cuando k= 1

Solucién

!

H
i

Al aplicar el teorema se obtiene:

fley=k—=3¢c—-2=1-=3c=3-¢c=1

Por consiguiente, ¢ = 1 cuando k =1
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2 ®* dala funcién g(x) = x? — 3x — 2, definida en el intervalo [1, 4], determina el valor de k que cumpla con el teorema
del valor intermedio cuando ¢ = 3
Solucién
3¢ aplica el teorema:
floy=k—e?—3c—-2=k

Pero, ¢ = 3 y al sustituir se obtiene el valor de k

B -3 -2=ksk=-2
entonces, k = —2

Y A

EJERCICIO 27

Aplica el teorema del valor intermedio y encuentra el valor de cen los sigulentes ejercicios:
L) =3x—5[-24]conk=1
2. f(0) = Jx* +4;[~3, 3 conk =2

Ix—12
3 flx) = SHE 30,5 conk=2

=2 & x<1
4. f(x) = {—Ix+1 g x=1:["24lconk=0

Ji—x si x=5
5. fx) = =25 si x}s;[D,E]conk=D

Aplica el teorema del valor intermedio y determina el valor de k en los siguientes ejercicios:

6. f(x) = 3x? — 2% [2, 0], e=—1

7. f() = Jx* +9;[—6,0], c=—4
X

8. fly = 5773151, c=2

9, f(x) = cos x; [0, 2], e= %

10. f(x} = log(3 + x) [1, 12], c=7

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente »
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N CAPTUIO 4
LA DERIVADA
HISTORICA
&

g n un periodo de menos de dos afios,
cuando Newton tenia menos de 25
afios, comenzd con avances revolu-

cionarios en matemdtica, éptica, fisica y
o — - astronomia.

Mientras Newion estaba en casa (debido
a una peste que cerrd la Universidad de
Cambridge] establecio las bases del calcu-
lo diferencial e infegral. El mélodo de las fluxiones, como él lo llamé, estaba
basado en su crucial vision de que la infegracién de una funcién era el
procedimiento inverso de su derivacion.

Al considerar a la derivacién como la operacién basica, Newton produjo
sencillos méiodos analificos que unificaban muchas tcnicas diferentes de-
sarrolladas previomente para resolver problemas, en apariencia no relacio-
nados, como calcular érecs, fangentes, longitud de curvas y los méximos
y minimos de funciones. El De Methodis Serierum et Fluxionum de Newton
fue escrito en 167 1, pero Newiton no pudo publicarlo y no aparecié impre-
so hasta que John Colson produjo una fraduccidn al inglés en 1736.

Sir Isaac Newton
(1643-1727)
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Definicién
Sea f{x) una funcién, se define a su derivada f’(x), como:

f(x+Ax) — f(x)
Ax

f@ = lim
Para toda x, siempre que el limite exista y se representa por:
dy
,: h T D
Y Feh o 0Dy

Interpretacion geométrica
El valor de la derivada en cualquier punto de la curva es igual a la pendiente de la recta tangente enese punto.

Donde:
Ax: incremento en x
Ay: incremento en y
. y=f@
A
O - 0 (s & fix+ A0

Ly

—_— 1 PCx, fx)) :
x A

I A I

En la grifica se observa que la pendiente de la recta Les:

by _ flx+An—f(x)
Ax Ax

Si Axtiende a cero, la recta I coincide con L , entonces la pendiente de L, serd el limite de m,.

T i)
s ST,

Por definicién, la derivada es:

dy _ Sflx+ Ax)— fx)
o Ax
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Regla de los cuatro pasos
Sea una funcién y = f(x), entonces:
1, y+Ay=fx+Ax)

2. Ay= flx+Ax)— f(x)

Ay _ flx +4Ax) — f(x)

3, e Ac (razdn de cambio)
B _ iim DY g TE AN () : ;
4, #5 = lim v = lim i (derivada de la funcién)

EMPLOS .
1 ®%° Encuentra la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6

E
i‘.
i

Solucién
Se aplica la regla de los cuatro pasos y se obtiene:
1. y+Ay = 5(x+Ax)—6

2, Ay = (5x+5Ax—6)—(5x—6)

5 Ay _ Gx+5Mx—6)—(5x—6) _ Sx+5Ar—6-5x+6 _ SAx _
N Ax Ax Ax
&y _ i A — -
4, i mnm &m‘_ns 5 (derivada de la funci6n)
Este resultado se obtiene también cuando se utiliza la definicién, como sigue:
[S(x+Ax)—6]—(5x—6) _ Sx+5Ax—6—5x+6 _ 5Ax
Al Ax = lim - = lim =% = lim (5)=5

For tanto, la derivada de la funcién f(x) = 5x —6es: f'(x) =5

2 ®¢° Aplica la definicién y determina la derivada de y = 7x2 — 5x + 9

Solucién

& _ [7(x + Ax)" —5(x + Ax) + 9] — (7x” — 5x + 9)

de A Ax

dy _ - T(x* + 2x(Ax)+ (Ax)Y)— Sx— SAx+9—Tx* + 5x— 9
E T A Ax

Ay _ g TX H14XAX+TA — Sx— SAx+9 - Tx* + 5x 9

dx Ao Ax

dy 14xAx + 7Ax* —5Ax e s
=" ﬁlb{?.:llj Ax = ,,1,{3:.[3{141‘4_?“ 5)=14x-5
Por consiguiente, la derivada es:

Bl
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3 ®¢*Encucnira Ia derivada de Ia fancién f(x) = —— -, aplica Ia definicicn.

Solucién

2(x+ﬁx}—1_2x—l
& _ o XHAx+S  x+S5
dx Axeal Ax

2x+24x—1 2x-1
& _ o XHAtS  x+5
dx Ax—a0 Ax

x4+ 5(2x4+2Ax—1)—2x—1D(x+Ax+5)

dy _ (x+Ax+5)(x + 5) o
& i o™ al simplificar,
dy _ 11Ax _ 11 .
de A= Ax(x + Ax + SKx + 5} ME_E'{J—(x+Ax+5}{x+5} se resuelve el limite
T SR |
il +5)

4 ® o Cudl es la derivada de 1a funcién y = [x+2?

Solucién

Bl& B

F sl wls

lim

Ax=0

se racionaliza la expresidn

Jx+Ax+2-[x+2
Ax

Jr+Ax+2-/x+2 Jx+Ax+2+,x+2
fm0 Ax Jx+Ax+2 + [x+2

{Jx+ﬁx+2]2—{Jx+2]2 - gy
30 Ax(fx ¥ Ax+2+ x+2) a0 Ax([x+Ax+2+ Jx+2)

Ax 1
lim = Iim
b0 Ax((x+Ax+2+[x+2) 80 [x+Ax+2+ [x+2

tal manera que, al resolver el limite se obtiene:

&y _ a1
dx—f(x}—:a='2 o
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EJERCICIO 28

l.y=3x+2

2. y=2a— b
3 y=x?

4, f(x) = 3?2 — 5%

S y=ax’+bhx+c

10, y=(x— 1)}x?+ x + 1)

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

Deriva las siguientes funciones, utiliza la definicién.

CACUIC DFERENCIAL » la derivada

3
11 )= =
-1
12, {5 = oy
13. fix)= /x—2
14, flx)= Jx* —4
15. y= 32x+1
2
16, y= ﬁ
17, y= ¥x
2
& y= o1
x=1
D= xes
20, y= Y

Férmulas para determinar la derivada de una funcién algebraica

La forma directa de obtener la derivada de una funcién algebraica es la aplicacitn de las signientes férmulas:

1. —e=0

107

7. Lop=_1_4dv
nyy'' dx
d 1 dv
8 —fv=—r=
&' 2 dr
9 %{w}a%w%
10, i(ﬁ)=u
dx\ v v
1, £(£]=_£2£
dx\v v odx

1. i(}:]=lﬂ
dx\e) cdx
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EMPLOS "
1 ®#°,Cuiles la derivada de la funcién y = x3 + 2x? — 4x + 57

E
g
il

Solucién
Al aplicar las formulas respectivas se obtiene:

Y _ 8- = & 4 -2 4
— = — (42 —4x+3) dx(fde{nz} dx(4x}+dr{5)

L N WL MO
dx(x }+2dx{x} 4&{x}+dx{5}

=32 + 220 — 41) = 3x2+4x— 4

2 ®9° Deriva la funcién y = e
Solucién

= 1
Aplicamos el hecho de que Yo" = a" ¥y posteriormente @ ™" = P
& oAl w5l e B 3
2 Al )73 37T 3%
3 @ Calcula la derivada de la funcién s = %
Solucién
ds_d i]=£ P N . R
a dr\¥r) @ 5 S

i =£ e B i b ey —fpl-ly = 1 — _i
(x] ) =40 = 4L = =

5 ®9: Determina la derivada de la funcién y = zaﬁ—%
X

Solucién
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6 ®2° ;Cuil es Ia derivada de la funcién y = (3x° —x)” 7

Solucién )

Se aplica la férmula %=nv’“" % y se obtiene:
b g —n Doy = 700 —xys [ PE _&x)| = -
2 =703 =) dx{sf X) = 73x* —x) [dx dr] 735 - )%(6x—1)

= (42x—7H3 —x)°

7 ®%° Encyentra la derivada de la funcién s = 38+ 41 —¢°

Solucién
x L &
%=%{8+4r—:3}3 = %{8+41—13}3 '-%(3+4:—:3} = %(8+41—:3} 3.(4-3r")
_ 4=3
T
B+ 4 —r)3
4347

3 @ +4r—r)

8 @9 Deriva la funcién y = — = 3
TE=3)

—

Solucién

L
dx dx

- —5[—3{ﬁ—x]4-%(wﬂ—x]]
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Q@ @+ Calcula la derivada de la funcién y = x,/x+1

Solucién

Se aplica la férmula %{uv}= u

ﬂ-'—vﬁ
de  dx

110

dy _d d dx 1 x
Z="(xfx+1)=x= H1+ x + 1= = x| —— |+ [x+1 = + Jx+1
dx a'.r(x * ) xdx 4 x dx x[i x+l] * 2. /x+1 i
x+2(x+1)}) x+2x+2  3x+2
o2fe+1 2x+1 2 x+1
oy dy _ 3x+2
Por consiguiente, E_Z.jm
) ) X -5
10 ®*- Obien 1a derivada de la funcidn fix) = m
Solucién
g
Se aplica Ia frmula E(?Fjrf—dx y se obtiene:
o (1-328)2x)— (" —SH-—6x) 2x—6x°+6x°—30x _ 28x
Fx)= {1—3:2}2 = (l_hz}z (1—3.!2}2
EJEBCICIO 29
Deriva las siguientes funciones:
1, y=—10 12, f(x) = 4x?
2.y=35 13, s(1) = 1
5
E
3. fx) = @ 14, y= x*
4
4, 5(1) = b? 15. fx) = x*
3
5. y=6x 16. y = 6x7
3 2
6. y= e 17, flx) = x°
1
7. fx) = ax 18. flx) = 4x%
8. s(r) = b 19. fx)= Jx
9. f(x) = 5x+2 2. s(ry = 4t
10, y = ax /b 21, fx)=5%x
x
11: fin) =x 2. fxy= =
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Bfw="5
IS
2. 5(0)= —
5
5.0 = =5
24
2. £ = =
5
2. f() = —25
3
28. s(r) = %
4
29. f(x) = *
5
30. s(r} = W
31, f(x) = %

32, f(0) = Tx =3x* +3x =12

B =x' -5 +&T—x—-6

M, f(x) = 5" +4x+4mn—2

35, f(x) = 3ax* — dax? — Sbx? + Tex

3
36, f(x) = I__E_‘l_l_l

6 3 9 5
o BB P e
=TT g9 3
2
[ad
38' _— P i iz
L a +b* b
5 9
39. s(r)= “2‘—1——3
6 7 1
4. f) = F————5—— +=
Jx i 2 5
=377 77s
Y 3
42, fix) = 5 =
=3P —6x"=3x+2
43, fix) = X

111
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de.og L A
44, flx)= 2x* +=x ——x ?
fx) 2 3

45. fx) = 8Vx +9 ¥ +4¥x

46. f(x) = ax" +bx""

x* 5x 8
47. fix)= ?'I'T—g

48, fix)= a¥Yx+b¥x

4
49. y= %%’F+§

2 1 3
50. fix)= ﬁ_ﬁ-l-xj
7 5
51. fix)= F"'F
52, fix)= iz+§—2x
X F
3x* +5x+8
33 fx)= 7
3
54, y= Jx"(&——]
¥ =
55 y= (3x—4)

56. y= (2—4x)’

57. y= (3x" —2x*)
58, y= [4x§—2x;']3
59. y=5-37
60. y= I +2

1 -1
6l. y= (x+—]
X
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65. fix) = (x* + 5x—3)°
66. y = 3(2x—3)
67. y= ,/,/d4x+3

68, fix) = (%x+2]

o= (-]

70. f@) = yz' —4
TLy= I+

72, y= [alx2 —%x](9x+8}
(3]
T3 y= (5x—=3)|d4x——
X
T4, y= ¥ (3x+1)

75. f&x) = x 2x+1

76, y= %(Zx +17

7. y= ¥ Jx-1
78. fix) = (3x* =5)'(2x + 1)°
79. f@) = (@ +17(0° -2y

Ja4 =3
P

81 s(1) = r’[% —%]

BO. 5=

4

6
LT e

112

1_3
84._ﬂr}=j;ﬁ
—3
8. 0= 578
6-3
86. flz) = S—Gi
+b
87. f(x) = ::_ =
2 \3x
0=
1-2
89, fir) ﬁ

-2
. RI= 76
0 _ 5x’
)= 2,6 + 2
_ (9 —6)
H = (27— %)
9. f0 = 2a—6x
96, fix) = 2x,4 —x*
2
Ny=Tai—=
X —a
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101, y= ¥ -9 104, y = i3
Y= -3 YT e o
it 2‘If+1 S x2x+1
* PR ES YT Ja-sx
Je+1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Regla de lo cadena
Sea v = g{u), ¥« = f(x), entonces la derivada de v = (g = f)(x) = g( f(x)), se define:

dy _ d d _ dy du
E—dx(gvf}(-?} g{f( ) = T
EEMPLOS -
- ] l"'*Encuentra;—‘isiy=u2—9;u=x2+1
@
Solucién
dy _dy du & _ du _ :
Pordeﬁnmmndx == dx,emonces 5 Zuydx 2x, por tanto:
dy _dy du_ — dur — A(x? — Auru?
= = Qu2N=dux = 407+ Dr=dxG + 1)
2.'°0htén%{y=u°v},siy=u3,u=:T_i,v= x? =1
Solucién

Cuando hay més de dos funciones, la derivada es:

b_& & dv
de  du dv dx
Luego:
Q = @ 2 dv _x
aw T ey Y & 21

Por consiguiente, el resultado es:

_(),auw}-[ ]|:(v+l} ]Lﬁ 1—1] =(v+1§fJiz—1 B (Jx£+1;1]:,42i1
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3 ®¢Derivala funcién y=3x* —2x° + 8, utilizando la regla de la cadena.
Solucién
Al tomar u=x"—2x"+ 8 ,entonces y=3u , luego:

dy 1 du

de 332 &
Al utilizar la regla de la cadena, se obtiene como resultado:

3x? —4x

3 —4x 37 —4x

1 2
—— T i ¢ — Ix " —4 L] —
dx du dx [3%?32][ =T 3’ — 24 +8)

EJERCICIO 30

Determina d—x,]_:naralas siguientes funciones:
1 ) 1 . [¥ -1
_ = - il p — _—
PRI e
F—
u—1 u+l v+2 =
ly_\(u+1’u_ﬁ 8. y= _l,u— v_z,-.-'— =],
2
v
y= 20 -3u,u=x-1 9.y=1.'u—l,u=ﬁ,v=u'r1_:
3 2 1 v—=1 4 s
4, y= F_u_z’u=x+1 1[].y=ﬁ,u= m,v=(x + 3)
u x+1
= =3 2 — =yl = T
5. ¥ uz—l'u X 33 8x 1. y=u"+1,u \E,v o

6. y=J@x—1F +2x—1)

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Derivadas de funciones trascendentes

3¢ clasifican en funciones trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales, por ejemplo:

y=se.113JJ_: v = tan{e® — Inx)
y=h.2x-1 y=3r"=
}[ . eﬂEI

y = arc senfx — 2)
< Trigonométricas

iSf:1:|1l—'=(:|;1ns vﬁ icm v=—csc? vﬂ

dx dx
—C08 V=—Seny— istac: v=sec v tan -.:ﬂ
dx dx dx

—tan v=sec’ v— — csc -.:=—csc:l.u:|::ﬁt-.tE
dx dx dx dx
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acsenv= 2 it arc cot v=-— L &
Jl—v2 dx 1+ dx
1—y*  dx dx v -1 dx
—arc tan v= : ﬂ —mmcv—_; ﬂ
dx 1+ v dx wivi—1 dx
2 Logaritmicas
.i]nv=.1..£ 'ilog,,‘.-‘=lo'gb£ dv
dx v de dx v dx
2 Exponenciales
d dv d dv d _ du dv
e it | J— v;_._‘ s v_ v]n Pt e ) L _+]n l‘_
dxé e e dxd a i ae dxu V- e M- Ix

Derivadas de funciones trigonométricas

EMPLOS °
] ®9%° Determina la derivada de las siguientes funciones:

i

r.pll‘l

¥ =sen 5x%, y = tan 6x, y = cs¢ 4x°

Solucién

Se aplican las férmulas -s;scnv=ous v%, %tﬂn v=sec’ v%, -i-tsc v=-—csC v cot v% acada una de
las funciones:

dixscn Sy = mssz(%Sx’) = cos 5x%(10x)} = 10x cos 5x*

tan 6x =sec’ Gx(i—ﬁx]smz 6x(6) =6sec” 6x

Bl& B RE
Bl Bn

cscdx® =—cscdx’ mt4f(% 4x3] =—cscdx’cotdx’(12x* ) =—12x" cscdx’cotd x*

2 99 Deriva la funcién y =4 cos(x? — 1)

Solucién
Seap]icalafdmmlaicmv=—senvﬁ,conv=x2—l
dx dx
& _d 2 _q = gdeos® =1 _ _pde=n] _ _ —1.
dr—dx‘;ms(x ) =4 e 4[—9:11(1'2 1) " ] 4 sen(x’ —1)-2x
por tanto, % = —B8x - sen(x? — 1)
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SenX—cCcos x

3 ®¢-Encuentra la derivada de la funcién y =
senx +cos x

Solucién
Primero se aplica la férmula del cociente de funciones:
L dv
£(£]=dx_“dr
dx v vz
& _ (sen x + cos x}ﬂﬁ%‘ﬂl e T d(smx;cos x)
dx (sen x + cos x}’

3¢ derivan las funciones con las férmmlas para la funcién seno y coseno:

dsenx _dcosx o R )
dx

(sen x + cos x)’

dsmx+dmsx
dx dx

{senx+oosx}’r

_ (sen x+cos x}(cos x +senx) —(senx — cos x)}(cos x —senx) _ (sen x +cosx)’ +(cos x —senx)’

(sen x +cos x)° (sen x +cos x)°

sen® x +2senxcosx + cos’ x + cos® x — Zsenxcosx +sen” x  2(sen’x + cos’ x)
(sen x + cos x)* (sen x + cos x)'

Bl B RIS

Se aplica la identidad trigonoméirica sen®x + cos®* x = 1 y se obtiene como resultado:

@ __ 2
dt  (senx+ cosx)

4 ®*: Determina la derivada de la funci6n r = mJ(JE—E]

Solucién
Se expresa mns(\@ —9) =|:mn(v@ —G]T y se aplica la férmula iv‘“ =m""

Bls

% _ dm’&f—e] _ d[tan(f—a]]a ., [m(\@_e]]z-dm(‘f—e]

d dv
Se deriva la tangente conla férmula Etﬂn v=sec’ vz y se simplifican los resultados:

& _ 3 it (i-o)-w{g-0)- L2
%=mwﬂqu(.]qumumﬁg]

£~ (22558) (o) (-0

116



Cariuio 4

5 ®¢ Deviva Ia funcién s = cos 2¢ - sen 41

Solucién

dr dr

ds
dt

ds
dr

4 cos 21cos 4 — 2 sen 2tsen 4t

1
6 ®9 Cuil es la derivada de la funcién y = =

: z d dv
Se aplica la férmula para derivar un producto —(uv)=u—+ v—
plic par p ak( ) PR

ds _ d(cos 2r sen 4r) =

CACUIC DFERENCIAL » la derivada

du

dcos 2t
dr

d sen 41

+sen dr-

Se deriva el seno y coseno con sus respectivas férmulas y se obtiene el resultado:

cos2t -|:om4rg-—(-:-?{l]+sen 41 -[ﬂcnmdﬁt}] = cos2t [4ms4!]+scn 41 [—Zsen 2!]

d.,/sen x

dx

Se sustituyen y se obtiene como resultado:

sen x
Solucién
vdu udv
. d (u\_ dx _dx
la férmula —| — |=—=——5=
3¢ aplica la férm dx(v] 3
o 4(1)
dr_dx,u.';;e:nx_ ( :!tﬂ:-x]2
Se realizan las respectivas derivadas:
d(l) _ dysenx 1 dsenx _ 1
dx z dx 2+/sen x

_ (cos x) = COS X
dx 2./senx 2:;sanx

.,u'senx(u}—l[ 2 ] —cosx
dy _ 2./sen x _ 2./sen x _ cos X
dx Sen X sen x 2 sen x,jsen x
1
EJERCICIO 31
Deriva las siguientes funciones trigonométricas:
1. y = sen 8 5. fix) = cot 4x?
2. f(x) =cos 3x? 6. fx) =csc 9
3. f(x) =tanx? 7. fix) = cos ax
4. 5(t) = sec 6r 8. s(t) = tan br?
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= 9, f(x) =6 sec x?
10. f(x) = % csc %
11. f(x) = acos 3x
12. fx) = cot(3x — 5)

13, f(x) = 2 sen g

14, fx) = cm(Sx—%)
15. #(r) = tan(ar + )

16. f(x) =senx + cosx
17. s(t) =sen I

18. f(x) = cot ¥x

19, f(x) =sen 1
X
1
20, 5(r) =cos 7
21, fix) = seei
: Jx
22, f(x) =tan 3x — 3x
23. f(x) = ax + cot ax
24, f(x) =sen(x — 1)*

25. s(1) = cos(3t? + 2)°

26.f(x) = 4 cot \[x—1

27. f(x) = tan (ﬂ]
x—1

ax+b]
ax—b

29. f(x) = sen? 5x

28. f(x) = sec [

30. f(x) = cos?® bx

31, f(¥) = tan® 3x?

32.f(x) = Jsendx
33.f(x) = Jsec5x*
3. f() = Y3tanx’

35.f(x) = xsenx

36, f(x) = x*cos x?

sen 3x
x

7. fx) =

cos5r*
!2

3B. (0=
39. y = sen{ax?)
40. y = a cos (3x)

41,y = tanvx

42, y= %sec x?

1 2x
43, y= — csc—
¥ 2 3

M, y= x +3x—scn(l]
x

45,y = —3cot (1-x")

2 +1
46. y = —sen[x ]

3 x=1
47. y = sen’(2 bx)

48, y = tan*(2x — 1)°

49, y = ,fsec 2x

50, y= 33tan x*

51.y=x-cos’ dx

2,y =
2y S€N ax
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53, y= x+/cselx 64,y = it ki), o )
cos X
54.y= cos{ ) 63.y=2
¥ = sen(rex) .y =2senxcosx
1 CsC x-tan x
Y= T penx 66.y = o x
l+cosx
56.y=xcosx —senx 67.y = >
tan x—1
57.y= e 68.y = cos?(3x + 1) — sen?(3x + 1)
JJ1—sen’x
58. y = xZsen 2x — 4x cos 2x — sen 2x 69.y=T
_ _ Qtim 2y
59. y=cos(2x — 1) - tan(l — 2x) 70y = preraes
60. y = x?seclm — x) TLy= %scnzx—smx+1
3 3
_ [ 3xsenx 2 o
ﬁl.y—[strl] 72y =2cosx+ 2Zxsenx — x*cosx
+1 3 1 1
62, y = cos f: T3.y= gx—gsen 4x+asen Bx
1+ tan®
63 y= —_—=
XSEecx
Q Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente o
Derivadas de funciones inversas trigonoméiricas
EJEMPLOS o
-g- .Iv ...ml’i\"ﬂlﬂﬂmiény = arc senxz
$ " Solucién
; d 1 dv
Se aplica la férmula — (arcsenv) = c—
plic lerr( /] T
dy _ d 1 d(x’) 1 2x
= = Z (arcsenx’) = . . 2x}) = ——
dx  dx J-¢?)y dx iy 1-x*
Por consiguiente, la derivada de la funcién es y' = T
-x
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2 @4 Cuiles la derivada de la funcion y = arc tan (Vx=1)?

3 @ Optén 1a derivada de la funcién r = 92 arc sec @

Solucién
d de*
% - BZE arc sec @ + arc sec 6‘%

arc sen x

4 ®%° Deiermina la derivada de la funcién y =

Solucién
Se aplica la férmula dix(acmnv]=ﬁ%
ay_d oo~ o1 d{x-1) 1 g
;s tan(\"‘ 1] (J;—1]2+1 T (-J;—l]2+1 2ix
dy _ 1
dx 3% [(J;—llz +1]
dy _ 1
dx zﬂ[x—zwj}+z]

= 92|i 1 §]+arcsec a28)

8./0° —14d0
L+26311::stat::6‘
Vo -1

Solucién
d dx x[—l_ﬁ] —arcsen x
ﬁ B XE{ECSCDX] _(BI'CSﬂ'II]E B 1—12 dx
dx x x
%
dy Nﬁ e % _acsenx 1 _ arcsenx
E = < = xQJl—f x = x\h—rz x

EJERCICIO 32

Determina la derivada de las siguientes funciones:
1. ¥y = arc sen 5x

2. f(x) = arc cos 4x2

3, f(x) = arc tan 3x

4, y = arc cotx?

120

5. flx) = arc sec x?
6. f{x) = arc csc 3x2

7. fix) = arc cos E

8. f(x) = arc sen E
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17.

18.

19.

21,

24,
25,

26.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente »

9.

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.

. ¥ = arc tan (h}+arcsen[

f(x) =arc tan =
a

J(x) = 2 arc sec Jx
y=arcsen(3 — x?)
1—x

y = arccos

y=x?arc tan x

y= xarcsenx+,/1—x

X 2

X
1-x"

y= xarccso(x"}+arcmn[

fir= ' -~ +b~arcsm%

¥=x —arc tan x

)

y = arc sen{4ax — 4x?)
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27. fir) = arc sen(r — 2)

28,

29,

30,

31.

32,

33.

34,

35,

36,

37.

38,

39, y=

40,

41,

42,

43,

2x+1]

1
= —arc tan
Y73 (2

y = 4 arc sen (?]—«.‘41—;’2

2 +6) \fdx —x"
e _(x+6) ydx—x
x=2 2
x—1 1
= —j2Zxr—x"+= -1
3 X za'csen(x }

s =3/9-1"+2 arcsenis

6y = 25 arc sen%+ 3x,/25 —9x°

w=2/0+2+2 arctan g2
3 3 2

p= =242 o | 2tnZ
3 6 2

X

¥ = arc sen | cos =
(3]

¥y = xarc cot{tan x)

arc sec (2x)

Jax? -1

x
y= arcsac(hac-z-]

i .
¥ Ix+2

s=rlarccos(l — N+ 2

¥ = arc cos(a + x)
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Derivadas de funciones logaritmicas y exponenciales
A continuacidn se enlistan las propiedades de los logaritmos, las cuales, al aplicarlas, simplifican la funcién al momento
de obtener su derivada.

l' ]'Oga AB = logaA-l-loga B 4' ]'Oga E'IE = lhgaA
n
A
2 lOg,—B = log, A—log, B 5. log", A = (log, A)"

3 log, A" = n-log, A

Las propiedades anteriores también se aplican a los logaritmos naturales.

=2 1 ®%-Encuentra la derivada de la funcién y = In x?
5

Solucion

Al aplicar la férmula = —— ,se obtiene:

2 ®4¢ Cudl es la derivada de y = In?(x? — x)?

Solucién

Se expresa la funcién como: In*(x* — x) = [In(x* — x)]* y s aplica %v’“ =nv""[% v]

ey Wlgeea g _pdn 6’ —x) a_ 1 dx'—x)
—m[h:(x X 2 In(x’ - x) = 2In(x x}f—x =

2 h{x’—x}ﬁ~(2x—l}

2x-1
¥ —x

2In(x*-x)

_2@x=1)-In(x"—x) _ 4x—2 5
X—x X—x =)

Ble ®I& ®& BIS
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3 @9 Obténla derivada de y = x? In{mx)?

Solucién
duv dv du

Se utiliza la férmula del producto — =u— +v—
o & dv dx

OB

(P @) = £ In (e +In(m) - 5°

N PR %
i dx(mr} +In{mx)” - (2x)

BlE RS RIS
I

- = 2(mx)m + 2x In(mx)’ = 2x + 2x In(mx)?
(mx)

Utilizando log, A" = nlog A, se obtiene:

% = 2x 4 2x(2 In(mx)) = 2x + 4x In(mx) = 2x[1 + 2 In(mx)]

4 ®*: Deiermina la derivada de la funcién y = In(sen x)

Solucién
Se deriva la funcién y mediante identidades trigonométricas se obtiene:
dy d 1 d COS X
— = —]n e — = = =
T . (sen x) e dx(scnx} = cos x e cot x
5 .'“Dcrivay=1n[l+senx]
l—senx
Solucién
Al aplicar las propiedades de los logaritmos se obtiene: y = In{1 + senx) — In(1 — sen x)
Se deriva la funcidn:
d d 1 d 1 d
'= —In(l+ ——In(l - = — 1+ == —({1-
y dx SR dx fetetlay [1+scnx}dx( senx] [l—smx]dx( scnx]
; 1 1 COS X COS X
— —_ —_ — -+
* (l+senx o 1—sen x (o s) l+senx 1-senx
y' = cos x (1+senx)+cos x(1—senx) _ cosx+cosxsenx+cosx—cosxsenx
{1+ sen x)(1 —sen x) (14 sen x)(1 —sen x)
, 2cosx 2cosx 2 1
y=— = - = ——=2|— | =28ecx
1—sen x cos X oS X cos X
6 @2 ,Cugl es la derivada de Ia funcion y = ¢~ 17
Solucién
= d v vdv : dy x—1 d r—1 2r—1
la formula —e" = ¢"— btiene: — = —2x-1) = 2=
Se aplica la férm — ¢ = ¢ — ysc obticne: —= & dx(x y=e 2e

pero y = ™! por tanto % =2eF"1=172y
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7 ®%° Determina la derivada de la funcién y = 3v/e™"

Solucién . .
La funcién se puede expresar como y = ¥e™*) = 3¢?  ,se deriva:

1 1
% iy B [g‘ez ] 382 .%(%cm x) = 3,1 .(%{—sﬁnx}] %senx -g?

ﬂ 3 . ooE X
dx

8 @2 Obién la derivada de y = x* -

Solucién 5

Se utiliza la f6rmula del producto %—u£+vﬁ

% = %{x &) = x %e +e g = f-e“';-;:x--»""JE+e""E (%)
% x-e* -z—f+3x’ 5= Exzu'f;-e"g+3f-e";

% = %x’-e"; (\fx_+6]

9 ®¢,;Cuiles laderivada de y = 5+ 5~ 77

Solucién
Se a la férmula i =g"-In @
plica dxa a =

d)’ x* 4557 *+5x-T d
- = =5 ‘InS-— (¥ +5x—7
dx Lo ) . dx( RER

B~

54T . n§ - (2x + 5)

(zx_'_s} _512+5J—'.'|‘ _]_DS

10 ®#- Encuentra la derivada de la funcién y = (sen x)¢*

Solucién
d du dv
Se aplica la formula —x° = vy’ — + Ing-u" - —
aplica u vl M

= ¢*(senx)* %(ﬂmx} + In(senx) - (senx)* -gx-{e‘}

= ¢'(senx)” (senx) '(cosx) + In(sen x} - (senx) (")

= ¢'(senx)’ [ Z: :) +In(senx)- (senx)* (e*) = e(sen x)* cot x + e*(sen x)e* In(sen x}

Ble Bl RIS BIES

= &' sen x)° [cot x + In (sen x}]

124



Cariuio 4

EJERCICIO 33

Obtén la derivada de las siguientes funciones:
1.y=Inx?

2. f(x) = In 4x?
3, f(x) =In(3x2 - 5x + 2)

4. f)=Inx

5. f(x) = log x*®
6. f(x) = log 5x°

7. flx) = log, x
8. f(x) = log, ¥x
9. f(x) =In*x
10. f(x) = In® 5x
11. y=x%Inx
12. y=xInx?
x

2
14, g = 3
15. y=In.b —ax

16, f(x) =Inx*J3x* — 1
17. f(x) = Inax,/ax*> —b

x—5
18, y=In
5 [21+l]

19.y=1In

21. y=Incos 5x

125

25,

26.

27,

28,

29,

30,
31,
32,
33,
34,
35,
36,

37

38,

39,

40,

41,

42,

43,

44,
45,
46,
47,

- ¥
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y=In}x"+8
y= In’(Jx)
y = In[(6x + 4}(33‘2 + 2)]

1—=2x
14+2x

y= log,

y = log (5bx* —3/x)
¥ =x — In{e*cosx)

¥ = Infsen” x)
y=xlnx

¥ = In{sec? 2x - cos® 2x)
y=lnx

¥ = In{sec x + tan x}

y= In,/1—sen2x
y = In(x sen x)
y=xInx

y= In(tan V)’
y=logx
y=20 15

flxy = b*

p=grs

y=5Funs
y=x-2ns
y=x-5
y=¢

=el1'2—2:+1
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49, y= e-\.'zx’—l

50, y = gxtanx

Ix
51, y= —[e" —e

52.y=
53, fix) = e**

54. f0x) = ¥

55. fx) = e¥ 1

56. fx) = &
7. fy = e
58, fix) = Ve

59. ftx) = e‘l_’
60. f(x) = e
61. f(@) = es=n'®
62. f(x) = e %
63, y = g¥*n=
64, fx) = 5

65. f(x) = 7=
66. f(x) = 5
67, y=x¥

68. y= xoosx

69, y= ¥x

221 + 3—21

Q Verifica tus resultados en la seccién de scludiones correspondiente o
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71,

73.

74,

75.

76.

78.

{2
y=mln12
_ £
Y x+1
X
7" T
_ Inx+1
Y= \mx-1
e +1
Y= (e -1
¥ = In(In sen? ax}
y= ehﬂle’ux

?‘g_ y =xzem:

81,

In sen*x

y= h(s:u’ ﬁ]

cy= ¥ +9+3m(x + ¥ +9)

1 1
= Esﬁc 2x tan 2x+31n(seczr+tan2x)

y = xarctan x —In 1+ x°

L y= -E\l’x’_—‘l—lln(x+v"m]
.y = xa‘csacx—]n(x+\f'x’_—1]
= (22

. y= xarccot x+In 1+ x*

L y= xarccsc§+21n(x+‘f;f—_4]
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Derivadas de funciones implicitas
Una funcidn implicita es una relacitn que se expresa en términos de x y v, por ejemplo:
A —y+Sx=x% senx=cosx—ys e t'=x InGx+)= . x-y

En una funcién implicita se derivan término a término los elementos de la ignaldad respecto a la variable que se
indica y al final se despeja la derivada.

E{MFLOS *
l 88 ;Cudl es la derivada % de la funcién implicita 3x? — 6xy + y2 = 2x — y?

:pm

Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:

d 2 a4
E{Sx 6y +¥') dr(lt ¥

43¢ _déxy , dy' _d2x _dy
dx dx dx dx  dx
SO _(dy & dx_dy
dx dx dx dx dx

32x) - 6[ dy+y;"") +2 %=2(1}—%
2. . 5. 0
6x— ﬁxdx 6y +2y dx o

Se agrupan los términos que contienen %,yse despeja:
dy o 4y dy
—6x—=+2y—=+-—==2+6y—
xdr yatr PR y—6x

%(—Gx+2y+1}=2+ﬁy—ﬁx

dy _2—6x+6y

dc 1—6x+2y

Por lo regular, el resultado de la derivada de una funcién implicita se expresa en términos tanto de x como de y.

Es comiin que en algunos casos la expresitn % se represente como y'.
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2 @9 Determina la derivada y* de Ia funcién Jxty =x—y

Solucién
Al derivar ambos miembros de la igualdad se obtiene:

d dx dy
4 -4 & i gy & _dy
¥) — — 1
dx dx 20x+y dx dx 2 /x+y dx

1+
Se despeja y' de la igualdad 2_4’% =1-—y',yel resultado es:

1+y'=2/x+y =2 Jx+y =y +2 Jx+y =2/x+y-1

y(1+2fx+y) = 2/x+y -1

,_ Iyxty-1
Y T lv2)xty
3 @2 Obtén la derivada y’ de la funcién y = e*+¥
Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:
@ d X+ r Xty d r X+
—= =i — =7 —xt — =g+
% ¥ dr( ¥ y (1+y)

Se despeja v’ de la igualdad:
yr=3x+y+},r3x+y 3 y:_yie:+y=ex+y —3 },f{l_e:+y}=ex+y

Donde:

4 ®¢- Encyentra la derivada ¥' de la funcién implicita sen(x + y) = x
Solucién
d dx . .
Esm(x+y}=z -  cos(x+y1+y)=1 —  cos{x+y)+y'cos(x+y) =1
y'cos(x +y) =1 — cos(x + y)
Donde, la derivada

i 1-oosx+y) _ 1 _cos(x+y)

= =sec(x +y)—1
cos(x + ¥) cos(x+y) ocos(x+y)
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5 @ Opténla derivada % de la funcién implicitax — Iny = In x

Solucién
d d dv dlny dlnx 1
—{x—Iny) = —{(lnx — R e = —> 1—= -y'==
a,r{ » dx(ln} T e = Fe=
3¢ despeja la derivada de la igualdad:
_l _yr= l_l 5 _l _y:= 1=x g y:= =y
¥ x b x %

6 @ Determina la derivada respecto a x de la funcién cos(x + y} = sen(x — y)

Solucién
d d
Ems(x+y} = Ese:n(x—y}
x+ A x+y) = x—= LR
—sen(; y}dr( ¥) = oos( y}dx(x )]
—sen(x +y) - (1 +y') =cosx — y)- (1 —y')
—sen(x + ¥} — y'sen(x + y) = cos(x — ¥) — y'cos(x — ¥)
Se despeja la derivada:

y'cos(x —¥) — y'sen(x + y) = cos(x — y) + sen(x + y)
¥'[cos(x — y) —sen(x + )] =cos(x — y) + sen(x + y)

, _ cos{x—y)+sen(x+y)
~ cos(x— y)—sen(x +y)

7 ®¢ Encuentra la derivada de la siguiente funcién implicita «/x + [y =2a

Solucién
d ) 1 1 2.fy
—J_+ =—(2 —+— -y'=0 f= e
d‘(x\fy} dx{a} - z-dl; zﬁ}' - ¥y ZVG
}[’=— l
x
EJERCICIO 34
Deriva las siguientes funciones implicitas respecto a x:
Lx*+y =4 5 32+ 2y —6y2=1
2. 2ov=1 6. (x+ 12+ y—-12=5
+
Syz—gr=u T u=x
xX=¥
4. x7+ 22+ 5x-2y—-1=0 8. fi——;—i=1
a
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9. Yxy=2 30, xe' —y=0
10, ¥ —2x"=x"y+5x"y -y 31, € —xy=2
11, 3 —2xy+ 50 =y—3x 32, sen(e™) - =x
12, vy jx+y=x 33, g7 =3x
13, Jyx+y=xy 34, senlx + a)—cos{y — b) = ab
2x—3y

14. = . —_— —

x 2ty 35. y—cosx=seny
15, Vx —Jy=2x 36, sen¥(4x) + cos?(dy) = 8
16. y=]an_y 37, e™5F — ™Y =geny
17. x%y? = gl 38. sen(xy)—2x=3
18. In(sen{e”)) = x 39, senx—cosy—3=0
19. L= 40, £7V=cosx

e +1

¥ 1+senx

20, hn——=1 41, -
0 X +1 1+seny
21, x+y=Ih{x—y) 42, xarctany—y=0

e +e
22, —=1 43, y=In[sen(x +

e ¥ =In[sen(x + y)]
23, ¥ =] 4, 2-x-3=0
24, x'=2 45, &'+ xy—2y=0

x X
25 y=arcmn; 46, x'—y'=0
26 ylhx—x lny—2=0 47, 2+sen(x+y)=y+cos{x+y)
¥

27, y* =In(In : —x=2

¥ (Inxy 48 e x
28. In{l + ¥}y =e* 49, varccotx—x—2=0
29, Inx"™’ —x=0 50. yarccos(e’)=cos y

O Verifica tus resultados en la seccién de soludenes correspondienta 4
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Derivadas de orden superior

Las derivadas de orden superior se obtienen al derivar una funcién y = f(x), tantas veces como lo indique el orden
requerido.

Bl&

La derivada de una funcién se llama primera derivada y se denota con y' =

A,
e

La derivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con y" =

o

El proceso de hallar derivadas, una tras otra, se llama derivadas sucesivas.

La enésima derivada de una funcién se denota con y™' = % = f"Nx)

EélEMFLOS
1 ®#- Encuentra la segunda derivada :% de la funcién y = cos’ x

:pm

Solucién
3¢ obtiene la primera derivada de la funcion:

dy _ doos’x

dx dr
Finalmente, se deriva el resultado anterior para obtener la segunda derivada:

d2
£y = E{—Scm’xsmx} = —3cos’*x + 6sen? xcos x

= —3coslxsenx

2

2 ®° Determina % de la funcién y = In x

Solucién
Se obtiene la primera derivada:

Se encueniran la segunda y tercera derivadas:

ﬂ=£[l) 1 ﬂ_i_L]_i
a’  dc\x : T odx X

3
2
Finalmente, el resultado es: % =—
x

3 ®°° Encuentra %_‘? de la funcién f(x) = x* + 2x? — x
Solucién
3¢ deriva sucesivamente la funcidn, hasta llegar a la cuarta derivada:
fO=x*+2xr—x f=3T+4x—-1 fax)y=6x+4
fx)y=6
f{=0
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2,
4 @4+, Cudl es el resultado de sz_y dex—3xy+y=17

Solucién
3¢ obtiene la primera derivada implicita: ;—x(xz—ixy+y} = %(l} — 21—3(1%+}r)+% =0
3 ® Y
2x ixdr 3y+d'x 0
%{1—31}=3y—2x
dy _ v—-2x
dx 1-3x
dy  d[3y-2x &y Uﬂx}(’—"%—z)—{ﬂy—zx){—a}
i - 422) - -2l
= y—2x|) _ e g
£y _(1 3x}[3[—1_3x) Z‘I—{Sy 2xH(—3)
a’ (1-3)

d'y _ 3@y —2x)—2(1—3x) —(3y —2x(=3)
ax’ (1=3x)

dy  9y—6x—2+6x+9y—6x
dx? (1-3x)

dy 18y—6x—2
dx’ (1-—3x)

2
5"“Determjm%dex2—x}r+y2=2
Solucién
Se obtiene la primera derivada:
d 3 2 d (dy ] dy
—(x —xy+ = —(2 — - |x—+y|+2y— =0 —
‘k( X +y7) dx(} i y‘k
dy dy dy dy  y—2x
Zx—x— —y+2y— =0 —= -x=y—Xx —=
. 7Y nyk - dr{iy =y Sl o=

dy d
Se obtiene la segunda derivada: 1_23; = %[iy__zi] 3 %}, _ 2y—x) (E _:21:(1}:21'} (Zd—i—l)
Py _ (Zy—x}[zy?x)—@—n}(szx]
2 2y—x)
o % B (2;{—21}3 =_(2y1—2x}*
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EJERCICIO 35

Realiza lo que se te indica:
4

d
1. DeterminaE{,",siﬂx}=x4—zxﬂ—4x2—5x+z

3

2, Obién -j—},siy=4x2—ﬁr+2

3D ) a"z}r A 4x—1

. etermina dxz 8Ly = 5x+3
. dy . _axtb

4, Determina E’ﬂy_ax—b
3

5. Obtén 22 siy = (ax + by

dx’

d*y
6. Determina E .81y =senx + cosx

A
7. Determina —5 , si v = In{sen x}

dx’
. 3

g_z jiy= ——
8. Obtén e By =17

9. Encuentra IciI—:’;,si}r=tm:n:!‘
dx
d
10. ;Cuéles Ia E3;’,six—3.xy+z;.r=l:n-

11. Obtén j—;-z,siy= o-7
12, Determina g,six2+y2 =16

13, Obtén %,siy=xlnx

14. Ca]culalag,sisenx+cosy=ﬂ

di
15. Si y = x?sen x, obtén ﬁ

x_l d3 dn

17. Encuentra y"de xy + y—1=10

18, Siy = In{(cos x), determina %
s &y
19, Slﬂx)— 1+ﬂﬂ1x’0btén?

2. Determina y"y y" dex? + xy + y2 =2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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Derivadas de ecuaciones polares
Sea p = f(#) una funcién en coordenadas polares. La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(r, @) es:
dy

o dy _p'senf+pcos® _ 49
dx  p'cos@—psenf  dx

df
E-EMFLOS
g ] ®%° Determina %,pmﬂhacnacidnpulmp=4cos39
g
Solucién
Por el teorema:
d(4 cos 36)
g +[4cos 3
dy _ df ]scnﬂ Do 9](:06\9_ —12sen3fsenf+4cos30cosf _ 3sen3fsend —cos3fcosd
dx [d(‘“!m?'ﬂ}]cme_“wssﬂ]me —12sen30cos—4cos 39sen®  3sen 38cas @+ cos 30sen §
di
2 .OvEncmmmlapendicntc de la recta tangente ala curvap= 1 + senfenf = %
Solucién
Al utilizar el teorema:
£{1+sm9} sen & + (1+ sen @)cos @
dy _ | df _ cos@senf +cos 8+cosfsenf
- - 2o 0
& [die(l+sen8}]cmﬂ—{l+sm9}sm6‘ ¢ 0~ gen §—gend
_ 2cosfisenf +cosd
cos’ @ —sen’'f —sen @
sen20+cos @
~ cos20—send
k)
Seevalia p'end = )
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EJERCICIO 36

Determina la derivada de las siguientes ecuaciones polares:

a
1. p=2sen® +3cos 6. p= 1—cos@
2. p=4dcsch 7. p=e"®
3. p=asenSd 8 p= 45&:’%
4. p= ,/sen 2@ 9. p=3—-2co0s8
S.p=1+cos@ 10. p= 40

En las siguientes ecuaciones polares, encuentra la pendiente en el punto indicado:

11. p=2cos 6,0 = %

-
12, p=senf —cos 0,8 = 3

13.p=13n6,8=%
14, p= 8=
L a—smﬁ‘e %
= T
15. p=2 ms%,e=—5

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Derivada de ecuaciones paramétricas

La curva y = f(x) se define por las ecuaciones paramétricas x = h(r) y y = g(r); entonces, la pendiente de la recta
tangente en un punto P(x, y)es:

d dy
eplr) =
m=%=a‘}—=%.conaiﬂ
dr dr
EJEMPLOS .
'g. 1 ®¢: Caicula i para la funci6n cuyas ecuaciones paramétricas son x = 1% 4 31,y = =3
e dx ! r+1
Solucién
Se determinan las derivadas respecto a f:
dr (r+1)
Por el teorema:
T
de  dx 2r+3 2r+3)+1)
di
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2 ®#° Determina la pendiente de 1a recta tangente en el punto (v, ¥) a la curva, si sus ecuaciones paramétricas son x = f — 2,
1
y= §r2+ 1en el intervalo —3 = ¢ = 3, para el punto correspondiente a t =2

Solucién
Q ; ; dy dx
Para aplicar el teorema se obtienen las derivadas: % y s
dy  d[l , 1 2t & d
= =—I(+l|=c@) == =— E-_EL4g-n=1
ar dr[ﬁ('} ] s =% 73 a al D

Al sustituir los resultados, se obtiene:

&y
LI
de  dx 1 4
dr
Se evaliia la derivada en f = 2, para obtener el valor de la pendiente
2 1
m=—=—
4 2
EJERCICIO 37
Deriva las signientes funciones paramétricas:
1. { =“’E , reR
y=t —4
x=3 -5
2 2, I=f=3
4
3, {F=VF = teR
=t :
i {x=bsecﬂi 0<g=<3
y=atan@
=1
5. x_: . teR
y=tr—1
Ssenf —cosd
x sen § — cos N
y senf—4cos@’
7. te R
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x= cos~—’ —g—ﬁﬂ{%
y=sen 28
x=5"
9. 4 =3<r<3
J’=_z
34+ 2tan@
10. {y—4+mcﬂ . 0=8=27
En las signientes ecuaciones paramétricas obtén el valor de la pendiente en el punto indicado:
=1+sent
I, e 0=1=2gq, r=E
—l—cmr 3
2
12{ Smedl m=r=n, t=2mn
y=ntta
2— b
13, {x b2 3a<1<2b, .
y=at 2a
14, [x=3’_°°“ 0=r=, t==
y=sent
s 2
i5, 4% 2o é 0=6=2m o=
y=4 cotd 4
—_ ¥ |
16. {‘_5‘ 5 3 pa; r=1
y=r—t

O Verifica tus resultados en la seccién de solucionas correspondiente «
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APUCACIONES DE LA DERIVADA
EIST(')RICA
c ar-4
& .

- "Hopital escribié el primer libro de
célculo en 1696, en el cual eran ob
vias las influencias de sus profesores

— Johann Bernoulli, Jacob Bernoulli y Leibniz.
.\ I'Hopital sirvié como oficial de caballeria,
pero fuvo que refirarse a causa de ser corfo
de visia. Desde ese fiempo dirigi6 su aten-
cién hacia las matemdticas. I'Hopital apren-
di6 calculo de su maestro Johann Bernoulli en 1691
I'Hépital era un excelente matemdtico, en 1692 su fama estd basada en su
libro Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes.
En esfe libro publicé la regla que ahora se conoce como regla de U'Hépifal,
para enconfrar el limite de una funcién racional cuyo numerador y denomi-
nador tienden a cero.
Guillaume Francois Antoine marqués de L'Hopital
(1661-1704)
:—__

-
-
=
f
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Rectas tangente y normal a una curva

Analicemos primero algunas definiciones:

Tangente

Rt:ctaquf: toca a una curva en un punto.

Normal

Recta perpendicular a la recta tangente en el punto de tangencia,
T:recta tangenie
N: recta normal

AP, : longitud de la tangente
BB : longitud de la normal

AQ :longitud de la subtangente
OB : longitud de la subnormal

PO _
© Longitud de la subtangente. En el tridingulo AQP, latan § = A'—-g,pero BQ =y, ytmf=m= %,aldespc—

jar AQ se obtiene, AQ = i’ , por consiguiente:

tan &
A =k
-
dx
© Longitud de la subnormal. Enel tridngulo BOP, la tan # = %,PEIOQ_P: =y ytand=m= f—‘i , por tanto,
1
al despejar OB se cbtiene, 0B = QP - tan 6, por consiguiente:
OF dy
B = —t
QB =n-—
© Longitud de la tangente. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccitn de la recta tangente con

el eje X,
En el tridngulo AQP, por el teorema de Pitdgoras:

(AR) = (AQF + (OR)
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Pero, .A_Q=% y 0P, = ¥,, por consiguiente:
dx
hed B 2 O = 00 [ ()
|| oY (2] o [g][”(fa)]
dx dx dx
Al despejar AF, se obtiene, AP, = i1J1+[QT por tanto
1 .| 1 ﬂ dx 3 1
dx
aF =341
1 J” +yﬂ

= Longitud de la normal. Es 1a distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccién de la recta normal con

el eje X,
Enel tridngulo BOP, por el teorema de Pitigoras:

(BRY* = (BQ)’ +(QP)

7
3
3|
v

e
S|

I
o

i + )P =0 [1 +(ET]

Bl

(BR)’ =(

¥
AT ALLTH i d‘y 1
Al despejar BF, , se obtiene, BF, =y, JH(E:) . por consiguiente:

BP, =y, J1+y?

Ecuacién de la recta tangente
La ecuacidn de la recta tangente a una curva en el punto P,(x,, y,) con pendiente m = = estd dada por:

PRy %(X—II}
Ecuacién de la recta normal
La ecuacitn de la recta normal a una curva en el punto P (x|, y,) con pendiente m = — % estd determinada por:
dx

PPy T {x_xl}

dy

dx
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EMPLOS ®
1 ®#°,Cuiles la pendiente de la recta tangente ala curvax? + xy + y = x — 4enel punto (1, —2)?
g
I.E- Solucién
Se derivan ambos miembros de la ecuacidn:

2 —
e toty). dix &) - 2x+ xQ+y +Q=l — 2r+xg+y+g=l
dx dx dx dx dx dx

oody
Se despeja —
Pe) 7

Ay A e atiniig Y

dx 1+x 1+ x

Al sustituir las coordenadas del punto de tangencia en la pendiente, se obtiene:

I o | | s e SR |
1+1 2

m

2 .hmtcrmimlapcndicntc de la recta tangente a la curva 8 = scn(g—&),cn el punto (E rl-]

3'2
Solucién
Al derivar la ecuacidn de la curva:
T
dl ——8
- wfz-oyls) 3-°) G
— = —— ——r = —— —1=_ e
2 cus(z E] T cusz al—-1 cosz a

se obtiene que: m, = —cm(% —9)

Se sustituye el punto en la pendiente:
m=—cm(£—£)=—ms(£)=—£
2 3 6 2

3 ®9* Encuentra la longitud de la subtangente, la subnormal, 1a tangente y la normal a la curva f(x) = —x? + 6x — 4enel
punto P(1, 1).
Solucién
Se deriva la funcidn y se evalia en el punto para encontrar la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Fxy)==2x+6
Six = 1, entonces,
Fy=-2()+6=-2+6=4
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Por tanto,
sublangente: 2 = subnormal: y, % = (1)4) = 4
dx
b ey o o hel@) =
tangente: ;VH_(dx] ol normal: y"l‘ll+(dx] 7
dx

4 ®*° Determina la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva xy + y — 1=0en el punio (3, %]

Solucién

. . ; T 4 oo i
Al derivar la funcién se obtiene y _x+1 ,potrchﬁmcidnmr _x+l
1
Se evalia en el punto 3l m =——E— =—-l_
m L e 3+1 16

Ecuacidn de la tangente:

1 1 — L H — — — —
Sf:ohtu:ncconP(S,Z) ym.= lﬁ,scsmumyccny b e E(x x,)
1 1
y—z=—E(x—3} - loy—-4=-x+3 — x+1y—-7=0

Ecuacion de la normal:
ScobﬁcnaconP(S,%) ym, = —é = 16, se sustifuye en y — y, = —d_Ly(x—xl}
dx dx

y—%=16{x—3} — dy—1=064&—-192 - 6dxr—dy—191=0

Las ecuaciones de las rectas tangente y normal son: x + 16y — 7 =0y 6dx — 4y — 191 =0

EJERCICIO 38
Calcula la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal de las curvas dadas en el punto indicado.

1. fix) = —x+2enx=13

2 f()=—x>+3x—2enx= -2

3. y=x?—5x+6enel punto (—1, 12)
4, f(x) = x* — 2x? + 3 enel punto (2, 7)

5.y= x—+i en el punto (2, 3)

6. f(x) = v—x enel punto (—9, 3)
7. f(x) = ,/x+ 3 enel punio (1, 2)

B y= lmu::=2
x
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9 fx)= x*—dxenx=3
10. ¥’y—y=2=0 enel punto (2,%]
Determina la ecuacitn de las rectas tangente y normal a la curva en el punto indicado:
11. y=x"+5 enel punto (-2, 9)
12. y=x"—x+1enel punto (0,1)
13. y=4x" —4x+1 enel punto G,n)
14, y=x—x" enel punto (2, 4)
15. y=x"+3x +2x —5x—9 enel punto (—1,—4)

16. f(x) = ,/]9 —x" enel punto (Jg,Z]

17. foy = 25

x—-

1
1 en el punto (3,2)

18. fx) = en el punio (0, 2)

x+1

19. y=sen x enel punto (-g—,l)
20, y=cosx enel lmto(ﬂ- 1]
i P 3'2

21, y=tanx+2 enel punto (%,3]

22, ¥ =y —12=0 enel punto (4,2)

23, xy=1enel punto (1, 1)

24. ¥’ +2xy—4 =0 enel punto de abscisa x = 1
25. ¥y’ —dy+1=0 enel punio de abscisa x = 2
26. Vlﬁm=x+lf:l:lt:l]:lm'm:J1:ieal:i;sicisax=3
27. fix}) = In xen el punto de abscisa x = e

28, xy+x—2=0 enel punio de abscisa x=~;—

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente 4
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Angulo entre dos curvas

Sea P(x_, y,) el punto de interseccitn entre las curvas f(x} y g(x), entonces el dngulo & entre las curvas se obtiene
con:

_ ) —gx)
1+ fi(x,) - 8(x,)

Donde f'(x_)es la pendiente de la recta L,y g'(x,) es la pendiente de la recta L,

Y4

N\

/

EJEMPLOS .

'g_ ] ®#° Determina el dngulo agudo formado por las curvas f(x) = 4 — x?y g(x) = x? en el punto de interseccitn, cuya
Eui ghscisaes x = /2

oy .
Solucién
Se obtienen las derivadas de las funciones:
f0) =422 g(x) = x2
fx=-x g'(x) =2
Se evaliia la abscisa x = /2 en las pendientes (derivadas)
F(N2)=—22 g'(V2)=2.2
Se aplica la férmula, entonces;

=f’(ﬁ]—3'(~’5] _ n2-22 42 _ a2
1+f’(JE]g’(JE] 1+(—2J§](2ﬁ] 1-8 7

tan 8

Al despejar @
Py
7
Por tanto:
9= 38" 56" 32"
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2 ®¢, Cudl es la medida de los Angulos formados por las curvas x? + y* = 4, x? — y? + 6x + 8 = O en los puntos (—1,+/3),

e 1
Solucién
Paso I
3¢ obtienen las pendientes de las curvas al derivar las ecuaciones y evaluar los puntos dados:
Delacurvax? 4+ y2=4,y" = . ydelacurvax?—y? + 6x 4+ 8=0,y' = =
y y
En el punio (—1, \@] ,las pendientes son: ,.,L, ¥ 2 respectivamente.
NERANE]
Y 1 2 .
En el punto (— 1, —-.ﬁ] ,1as pendientes son: — T ¥ — —7= respectivamente.
3 V3
Paso II:
Se obtiene el dngulo al sustitnir el valor de las pendientes en la férmula.
Para el punto (—l, -fi]
- = T
PRSP - (C" - (PR - T (.
2 1 2 5 543
14| —= || — 1+= =
NED R 33

Por consiguiente: § = 19° 6’
Para el punto (—l, —\.'E]

_%_[_%] = 13 o 13 __3

2 1 2 5 543
1+| - — 1+— =
( \‘3][ 3] 3 3

ta

tan @ =

Finalmente: # = 160° 54’

3 @+ Encuenira la medida del dngulo agudo formado por las curvas x2 + y2 =8 =0 y y2 — 2t =0
Solucién
Se obtienen las intersecciones de las curvas mediante un sistema de ecuaciones:
1+y1=-8=0;y'=2x S5 x4+ U -8=0
x+4Ux—-2)=0
x=—-4,x=2

Luego, si x = 2 entonces y = *2 que resultan en los puntos (2, 2) y (2, —2)
Se obtienen las derivadas de cada una de las ecuaciones:

x2+y?—8=0 y—2x=0
2x+2yy' =0 2yy'=2=0
¥ ¥
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Se realiza la evaluacién en los puntos (2, 2) y (2, —2)

2 1
Para el punto (2,2) — }rl"=_5 =_1;},2:=_

2

Luego:

.1,_{_1} ,1_+1 3

tan g = 2 1 =2 1 =%=3;dmﬂcﬂ=arcmn(3}=71°33'

1+ (-1} 1= =

2 2 2

’ 2 ; 1

Para el punto (2, -2) — y,' = S =1y, = 5
Luego,

1 3
=) B g

tan § = = —2 = 2 =3 donde § = arc tan(3) = 71° 33’
2

@22
f+f—a=[ 6=71°33"
§=71°33"

(2,-2) y'-2x=0

EJERCICIO 39

Determina la medida del dngulo agudo y obtuso que forman las curvas dadas en el punto indicado:

1, y=x"+1; y=Jx+1 en el punto (0,1)

2, y=gxz;y=.||'25—xz enel punto (3,4)

3, y=13—x; y=,/18— (x +5)" encl punio (-2,3)

4, ¥ —y' —2=0; y' — x=0 enel punto (2,\5]

5. 3x*+5y=0; 2x+5y+1=0 enel punto [L _g)

xr—

6. xy=1; y= -

1 en el punto (2,%)

7. X +y —=5=0; y —4x=0 en ¢l punto de abscisa 1
8. Determina la medida del 4ngulo obtuso que forma x* +3y" —13=0 y y' —4x=0
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5 Calcula la medida del 4ngulo agudo que formanlas curvas dadas:
9. 3x" +4y' —12=0; 4y*—9x=0
10. xy—x—2=0; xy—1=0
11, x=42y; y=2(x+2)
12 y=x"4+x; y=—x"+5x
13, ¥ =x+1; y" +2x—4=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Curvatura

Radio de curvatura
En geometria plana la longitud de un segmento circular estd dada porla formula: s=r -8 — r=

|

En la figura se observa que s cambia cuando & cambia.
En una curva cualquiera, al tomar un segmento muy pequefio formado por dos puntos de la curva y al relacionar
la férmula anterior se tiene que:

AfB=Ad
A Ag'
As

De la férmula anterior se define Ar como:
As
Ar= —
Af

Luego, si la longitud As es cada vez més pequeiia, es decir, tiende a cero, el radio de curvatura se define como
el signiente limite:
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En la figura se tienen dos puntos, Py @, de la curva, muy préximos entre sf, en cada punto se traza una recta
tangente y su normal. Al punto de interseccion entre las normales se le llama cenfro de curvatura y a la distancia del
centro a cualguiera de los puntos P y O 'se le llama radio de curvaiura.

1 4
La expresién — = d—e recibe el nombre de curvatura.
r by

Para determinar la férmula que permita calcular el radio de curvatura se tiene la siguiente figura,

Ya

fix)

Enla funcitn f(x) se tienen los puntos P y Q infinitamente muy préximos, de manera gue la longitud del segmento
circular dssea igual a 1a longitud del segmento PQ; entonces, de la representacién geométrica de la derivada se tiene
que:

-‘gl=tan9 — 6‘=arclnn£—

Del triingulo POR y el teorema de Pitdgoras se obtiene:

ds =\ (dx)’ +(dy)’ = /[Hgil; ](dx}’ =\!1+(%] dx

\
Luego,
— - =E
ds=r-df — r 40
T 2 17 [ 7T
e : (2] Ji(3)
" JH(JJ] dx ‘|I+(dx) dx {+ ol e
r=d—e —* r=—dy —» F=T — F= d’y
dﬂl‘CtﬂnE — . dx Ez—
2
1+[£]
dx
Finalmente, la férmula para determinar el radio de curvatura es:
2
| 1+[ﬂ) 3
,,J{ )] o _J[1+o7]
d’y 1y
dx’

La longitud del radio de curvatura es una cantidad positiva.
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Circulo de curvatura

Es una curva dada en un punto de tangencia a la circunferencia, que tiene de centro el centro de curvatura y de radio
el radio de curvatura y que pasa por un punto de tangencia, también se le conoce como circunferencia osculatriz o
circulo osculador.

fix)

Centro de curvatura
Para determinar la férmula que permita calcular el centro de curvatura se tiene la signiente figura.

Y4

Y

Donde:
Cla, B): centro de curvatura

Q1(x, y): punto de la curva
r: radio de curvatura

Se obtiene la ecuacién de la recta normal de la recta tangente en el punto Q.

B-y=-S@-3

Se obtiene la ecuacién de la circunferencia de centro el punto C (e, ), radio r y que pasa por el punto Q(x, ¥).
G—af +(y—py=r?

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen las coordenadas del centro de curvatura.

e @] ()

a=x— a‘_zy , B=y+ _d"_zy_
dx’ dx’

Fx_[y’ 1;@’} ] ,e=y+[1+ﬁ"}z]
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1 ®%° Determina el radio de curvatura y la curvatura de Ia curva x2 + y2 = 25 en el punto (3, 4)

Solucién
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la funcidn dada,

&= gy . X4y
dx ¥ dx’ ¥
Hl punto se evalia en cada derivada.
Q L} —E L} —E x
dx y 4’
dx* ¥ 4 64

3 2
14| —= 125
_AO+orT =\“ ( ‘JT %
] 5[ T
64 64
Por tanto, el radio de curvatura es:
r=35

Finalmente, el valor de la curvatura es:

S
-
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2 ®¢:Determinael radio y el centro de curvatura de curva y? = —8x, en el punto (—2, 4)

Solucién
3¢ obtienen la primera y la segunda derivadas de la curva y se evaliia el punto.
d_ 4 _ 4 _
dx ¥ 4
4 _ 8 _ ¥ _.1
er }rl (4}3 4

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula del radio de curvatura.

o [1+-1T . r=?¥

— F =8\.-'ri'

1 1
4 4
Por tanto, el radio de curvatura es:

r=82

Luego, el punto (—2, 4) y los valores de las derivadas, se sustituyen en las férmulas que determinan las coordenadas
del centro de curvatura,

=x—[%] - a=-2-— Lﬁ—l}’] - a=-2—-8=-10

4

B=}'+(l+y(f,}2] - B=4+ -1:“—(%1-3 — B=4-8=—4

4
Por tanto, las coordenadas del centro de curvatura son el punto (—10, —4)

Radio de curvatura en coordenadas paramétricas
Dadas las ecuaciones de una curva en coordenadas paramétricas.
x=frhy=g®
Entonces, al derivar y sustituir en la férmula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

[ T: 7o wd
& oo
ax dy_dy &5 | Y-y

dr d* dr dr?
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3 % Determina el radio de curvatura de la elipse x =2 cos f, y = 3 sen f en ¢l punto correspondiente a 1=

Solucién

e

Se obtienen la primera y la segunda derivadas de cada ecnacidn y se evalidar = % encada una de ellas.

x=2cosf — x'=-2sent — x’=—29en(%)=2(l}=2
x'=—2cost — x”=—20m(%]=2ﬂ3}=0
y=3senr — y=3cosr — y’=300@(%]=3{ﬂ}=0

Y'==3sent — y'= —.?-scn[%]= =31)=-3

Los valores obtenidos se sustituyen en la formula del radio de curvatura:

[Jor+o7 | [Jar+or ] 8

r=

=y T lacn-oo] TR

Por consiguiente, el radio de curvatura de la elipse en el punto correspondiente a f = g

(=

Radio de curvatura en coordenadas polares
Dada la curva con ecuacion de la forma:

p=r@
Se tiene que:
x=pcos@, y=psend

Si se sustituye p = f(#) enestas iiltimas ecuaciones, se obtiene:

x=f(thcos®, y=f(@)send

Entonces, al derivar y sustituir en la férmula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

(%] [ovwr]

. H(@)’_p_{g lp* +2(p')* — pp'|
de ae’

y ==
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EMPLOS "
4 #9° Determina el radio de curvatura de la curva p = cos 26, en el punto correspondiente a 8 = 7

E

2 Solucién

Se determinan la primera y la segunda derivadas de la funcién dada y se evalia 6=%

p=cos28 — p=cosAm) — p=1

pP=—2sen2) — p'=-2sen2w) — p'=0
p'=—dcosly — p'=—dcsm) - g=—4

Los valores se sustituyen en la férmula y se simplifican las operaciones.

[iror] AT 1

1
()F +200)° —(1(—4)] [1+0+4 |5 5

J'=|

Por tanto, el valor del radio de curvatura es:

| -

EJERCICIO 40

Determina el radio de curvatura y la curvatura de las curvas en el punto dado:
1, x2—y?=-3 1,2)
Lxy+y+4=0 @3, -1)
3. x24+4y=0 @ -1
4_}r=x3 (1, 1)
x=cost =
5 [z
=1+t
6. {x i t=12
y=t
T
7.p=cosf 0=—
p=cos >
[ T
8. e — g=—
P 3

Determina el centro de curvatura de las curvas en el punto dado:

9 xI—4y=0 21
10, X2+ 4y2 — 8 =0 =2 1)
T
11. y= —,1
y=senx (2 J
12, y—e*=10 0, 1)
13, y=,[x+1 (3,2)

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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Méximos y minimos de una funcién

Definicién

1. Sedice que una funcién f{x) tiene un maximo local Men x = x , si f(x ) = f(x) para toda xen un intervalo (a, b)
tal que x , pertenezca a dicho intervalo.

2 Se dice que una funcidn f(x) tiene un minimo local men x = x_, si f{x ) = f(x) para toda x en un intervalo (a, b)
tal que x , pertenezca a dicho intervalo.

Y4 Vi

fix,)

Fx) [

fix)

F9) S ) Iosel el

Si f{x) tiene un méximo o minimo local en x , entonces la pendiente de la recta tangente (derivada) en dicho punto
s igual a cero,

Y&
M
/ M Fx)y=0 fx)
E = FE=0
x

Donde:
M = punio méximo
m = punto minimo

Criterio de la primera derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) Si f'(x) >0, paratodax e (a,x,)yf'(x) <0, paratodax € (x,, b) (es decir, laderivada cambia de valores positivos
a negativos), entonces en f{x_)}existe un valor méximo local.

b) Si f'(x) < 0 para todax e (a, x,) y f'(x) > 0, para toda x & (x,, b) (es decir, la derivada cambia de valores negativos
a positivos), entonces en f(x ) existe un valor minimo local.

¢) Siparatodax e (a, b) y f'(x)tiene el mismo signo, entonces f(x) no tiene valor miximo ni minimo local.
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EMPLOS "
1 ®*° Determina los puntos méximos y minimos para la funcién f(x) = 3x2 — 12x + 15, utiliza el criterio de la primera
E derivada,
o
i

Solucién

Paso 1
Se obtiene la derivada de la funcidn:

f@)=6x—12

Paso I
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn:

fX)=6x—12;, 6x—12=0 donde x=2
Este resultado recibe el nombre de valor o punto critico.

Paso ITI
Se da un valor menor y uno mayor proximo al valor critico y se evalianen la derivada.
Para x = 2 se toman los valores 1y 3

fy=6(1)-12=-6<0 y F=63)-12=6>0
El cambio de signo es de negativo a positivo, entonces la funcidén tiene un valor minimo en x = 2,

Paso IV
El valor critico se evaliia en la funcién:

f2) =322 —12(2) + 15
F2y=3

Por consiguiente, el punto minimo es (2, 3)

2 ®2 Obién los puntos méiximos y minimos para Ia funcién f(x) = 2x* = 3x* —=12x+15

Solucion

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcién:

fix)= 6x —6x—12

Paso I
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:

Fl=6x—6x—12 — 6x—6x—12 =0
xX*=x=2=0
(x—2}x+1) =0

Los valores criticos son:
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Paso 1T
3¢ dan valores menores y mayores proximos a los valores criticos y se evaliian en la derivada.

Para x = —1, se toman los valores x = —% yx= —%

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2
La derivada cambia de signo positivo a negativo, entonces la funcién tiene un valor mdximo enx = —1

Pamx=29£:tomanlosvaloregx=%yx=§

Q)43 =5 <o () o o) 2

La derivada cambia de signo negativo a positivo, entonces la funcidn tiene un valor minimo enx = 2

Paso IV
Los valores criticos se evalian en la funcién:

Parax = —1, f(—1) = A —1)*=3(—1—12(-1)+15 =22
Parax =2, f{2) = 2(2)’ — 3(2)’ —12(2)+15 = -5

Por tanto, el punto méximo es (—1, 22) y el punto minimo es (2, —5)

Intervalos donde crece o decrece una funcién

Definicion

1. Una funcién es creciente en el intervalo (a, b), si f'(x) > 0 para toda x  (a, b)

2. Una funcién es decreciente en el intervalo (a, b), si f'(x} <0 para toda x & (a, b)

¥4 ¥

T& L a0

f

) Sty 45

. b X X frakoNh x

Observacidn 1. Existen funciones siempre crecientes, pero su derivada se anula para algiin valor de x.

Ejemplo

La funcién f(x} = 1 + (x — 2)* es siempre creciente, pero su derivada es cero para x = 2
F@=%x=2F - f@=32-2=X0=0

Observacidn 2. Existen funciones siempre decrecientes, pero su derivada se anula pam algiin valor de x.
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1 ®% La funcidn fix) = 1 — (x — 2)es siempre decreciente, pero su derivada es cero parax = 2
' FO=-3x-27 > fAY=-32-22=-30)=0

2 ®¢Indica los intervalos donde la funcién f(x)= %x’ - %x’ —6x escreciente y decreciente.
Solucién
a) Intervalo donde f(x) es creciente.
Pasol
Se obtiene la derivada de la funcién: f'(x) =x2—x—6

Paso II
Por definicién f'(x) > 0
xX—x—6>=0

Al resolver la desigualdad se obtienen los intervalos:

(=, =) U (3, =)
Donde la funcidn es creciente.
b) Intervalo donde f(x) es decreciente.

Pasol
Se obtiene la derivada de la funcién:
Flx)=xT—x-6
Paso II
Por definicidn f'(x) <0

xX—x—6<0

Al resolver la designaldad se obtiene el intervalo:

(=2,3)

Donde la funcidn es decreciente.
Grifica:
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EJERCICIO 41

Encuentra los mdximos, los minimos y los intervalos para los que la funcién es creciente o decreciente.
L f(x)=x—6x+5 9. f(x}=§—§—ﬁr+4
2. fix)==3x"+5x—4 10. f(x}=£—ix3+gf +1
4 8 9
3, flx)=x"—3x 11, y= 3
x—2x
3 2 x+3
4. f(x)=x"—6x 12, f(x)=——0
x=3
5. f(x)=4x"+3x* —6x 19,
' e
6. flx}=4x’—x*—4x+3 14, y=%
2
7. f)==-2"+ A+ 12x—5 15. f(x)=——
x+3

3
8. _f(x}=%—x’ —3x+41

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Criterio de la segunda derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) Daday = f(x)con f'(x,) =0, si f(x,) >0, entonces el punto (x,, f(x,)) representa un punto minimo.
b) Daday= f(x)con f'(x,) =0, si f"(x,) < 0, entonces el punto (x,, f(x,)) representa un punto méximo.

Ejemplo
Determina con el criterio de la segunda derivada los puntos méximos y minimos de la funcién
f)=x3—3x2—24x — 10
Solucién
Pasol
Se obtiene la derivada de la funcidn:
Fx)=3x—6x—24
Paso Il
Se iguala la derivada a cero y se resuelve la ecuacidn:
- —24=0
x2—-2x-8=0
x—4x+2)=0
Los valores criticos son:

x=4 y x=-2
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Paso ITI
3¢ obtiene la segunda derivada y se evaliia con los valores criticos:
J'(x)=6x—6
Parax= -2

f(-2=6(-2) —6=—-18<0

Por tanto, la funcién tiene un valor mdximoenx = —2
Parax=4

F(4) =6(d) —6=18>0
Por tanto, la funci6n tiene un valor minimo en x = 4

Paso IV
Los valores criticos se evaliian en la funcin:
Parax= -2
D=2 -X-2-24-2)-10=18
Parax =4

f(&) = (@) =3(4) ~24(4) ~10 = —90
Entonces, 1a funcién tiene un punto miximo en (—2, 18) y un punto minimo en (4, —90)

Concavidad y punto de inflexién de una funcién

La funcién f(x)es céncava hacia arriba cuando las rectas tangentes a dicha funcidn estin por debajo de la curva.
La funcién f{x)es céncava hacia abajo cuando las rectas tangenies a dicha funcidn estdn por arriba de la curva.

¥ Concava hacia
fx)=0 arriba de (x;, =)
J&)
Fx)r>
Fx)
fx)=>0

Céncava hacia 7] B X
abajo de (—, xg) gk

Donde (x,, f{x,)) es el punto de inflexi6n.
Prueba de concavidad:

1. Una funcién es concava hacia arriba en un intervalo (a, b)si para todo x  (a, b), f'(x}) = 0
2. Una funcién es céncava hacia abajo en un intervalo {(a, b) si para todo x  (a, b), f'(x} <0
3. Una funcién tiene un punto de inflexién en (x_, fix_)) si f(x) =0

Ejemplo
Determina las coordenadas del punto de inflexidn y los intervalos de concavidad para la funcidn:

f(x) = =2x* +9x" + 60x
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Solucién
Punto de inflexién

Paso [
Se obtiene la segunda derivada:

= -6 +18x4+60 — f'@x)= —12x+18

Paso I
La segunda derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn:

—12x+18 =0 — x=

[ SR

Paso 1T 3
Se evalia la funcién con x = 5:

Por consiguiente, las coordenadas del punto de inflexién son (g, %]

Intervalos de concavidad
Intervalo donde la funcién es céncava hacia arriba,
Por def inicién f"(x) > 0, entonces:

—12x+18 =0

Al resolver la designaldad se obtiene que x < % , por tanto, el intervalo donde la funci6n es concava hacia arriba

(=3

Intervalo donde la funcitn es céncava hacia abajo.
Por definicién f"(x) < 0

—12x+18 <0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x > % , entonces, el intervalo donde Ia funcién es céncava hacia abajo

(2
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EJERCICIO 42

g-EMFLOS

s
()

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente o

Dadas las signientes funciones, determina:

a) Puntos méiximos y minimos,

b) Intervalos donde la funcidén crece y decrece.
¢} Intervalos de concavidad.

d) Puntos de inflexidn.

¢) Grifica.
1. fix) = x* —6x+10 7. fxy= 2x =3x —12x+6
2, fix) = —x* +4x+6 8 fix) = (x2 — 12
3 f) = x° =% —9x+1 9. fixy= /¥ +36
4, fix) = 2x* —3x* - 36x+24 10. f{x) = x3(x +2)
5. flx) = x* — 4x3 11. f(x) = sen(2x) en [0, 7]

6.f(x}=x=+i2
X

Optimizacién

Los métodos para obtener puntos miximos y minimos de una funcitn son una herramienta que se emplea para solu-
cionar problemas préicticos donde se va a optimizar una variable.

Hay una gran variedad de problemas, por lo que resulta dificil dar reglas especificas para resolverlos, No obstante

se dan algunas sugerencias:

0000

Leer cuidadosamente el problema y pensar en los hechos que se presentan y las variables desconocidas.
Hacer un diagrama o dibujo geométrico que incluya los datos.

Relacionar los datos con las variables desconocidas, hallando la funcién a maximizar 0 minimizar.
Encontrar los valores criticos y determinar cudl corresponde a un méximo o a un minimo,

1 ®*° Encuentra dos niimeros positivos cuya suma sea 20 y el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro,
sea un valor mdximo,

Solucién
Sean x y y los niimeros buscados, entonces:

I

La suma de los niimeros es 20: x + y =20
El producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, es méximo: P = x%y?
Se despeja y de la primera igualdad y se sustituye en el producto:
x+y=20 — y=20—-x
Por tanto: P = x?y? = x%(20 — x)* serd la funcién a maximizar,
Se obtiene la derivada: P'(x) = x(20 — x)* (40 — 5x)
La derivada se iguala con cero: P’(x) = 0, x(20 — x)%40 — 5x) =0
Al resolver esta iltima ecuacién se obtienen los valores criticos:x =0, x=20,x =8
Se obtiene la segunda derivada: P"(x) = —20x3 + 720x? — 7 200x + 16 000
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Se analizan los valores criticos:

Para x = 0, P*(0) = 16 000 > 0, entonces en x = 0 existe un valor minimo
Para x = 20, P"(20) = 0, entonces en x = 20 no existe valor méximo ni minimo
Para x = 8, P"(B) = —5 760 < 0, entonces en x = § existe un valor mdximo
Por tanto, uno de los valores es x = 8 y al sustituir en y = 20 — x, se obtiene y = 12, entonces los mimeros que
= buscan son:
x=8y=12

2 ®2: D las cuatro esquinas de una limina cuadrada de lado m, se suprimen cuadrados iguales de lado x. Se doblan los
bordes de la ldmina recortada para formar una caja sin tapa. Determina la longitud de x, para que el volumen de la

caja sea maximo,
Solucién
|i|
g _I[ ________ J_ Ix
— —.
.’ < -

m-x

El volumen de la caja en términos de la variable xestd dado por la funcién:
V(x) = (m — 2x)Xm — 2x)x) V(x) = on — 20%%)

V(x) = (x)m — 2x)*

Vix) = (x)im? — dmx + 4x%)

V(x) = m2x — dmx? + 4x? funcién a maximizar.
3¢ encuentra la derivada respecto a la variable x de la funcidn:

Vix) = m? — 8mx + 127
Se iguala a cero la derivada:
Vi) =0; m?—8mx+12x*=0

Al resolver se obtienen los valores criticos:

xX= — x_ﬂ
2 7 6

Se obtiene la segunda derivada y se evalian los valores de x:

V"’(%) =—8m+i’4(§] = —8m + 12m = 4m > 0 minimo

V”(%] = —8m+ 24[%) = —8m + 4m = —4m < 0 mAximo
Por consiguiente, ¢l valor de x para que la caja tenga un volumen médximo es:
m

x=_
6
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3 ®*° Determina el dngulo que deben formar los lados iguales de un tridngulo isdsceles para que su drea sea mAxima,

Solucién
Se construye una figura con los datos:

Sea x la base y yla altura, entonces suéreaes A = %xy
Se toma la mitad del tridngulo:

X
mg=l=i donde, x=2msend cosﬁ‘=l donde, y=mcos @
m 2m m

Al sustituir los valores de x y yse obtiene:

A(9}=%(2m sen@)(mcos@) — A(E}=%m2 [2sen @ cos 6]

1
Pero 2 sen @ cos @ =sen 20, entonces A=Emzsen26‘, ésta es la funcién a maximizar,

3¢ obtiene la derivada y se iguala a cero:
Ay =m’cos20 — A'(®)=0 — m’cos20=0
m# 0; entonces cos 20 =% =0, despejando el dngulo:
cos20=0 26 =cos™'(0)
6= cos™(0)
2

=0

k)
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Se obtiene la segunda derivada y se evalia en & =%

A"(@) = —2m?sen28 — A”(E

Fl drea es méxima para @ = -g y el dngulo que deben formar los lados iguales es de 90°

4 eo- Calcula el volumen médximo del cilindro circular recto gue se puede inscribir en un cono de H cm de altura y R cm de
radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan,
Solucién
Observa la figura,

De acuerdo con ella se hace un corte transversal y se obtiene el tridngulo que se muestra; por construccitn se tienen
rriingulos semejantes que cumplen con la siguiente proporcién:

R—r

R _H
h

El volumen del cilindro es:
V=arlh
Despejando h de la proporcidén y sustituyéndola en la férmula del volumen se obtiene:

wHr®
R

H H
=H——r — V== =-n'r2(H —¥r]=1rHr2—
La cual es la funcién a maximizar.
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Se deriva la funcion:
H 2

V'(r) = 2mHr — }”R’

La derivada se ignala a cero y se resuelve la ecuacidn para r:
2
Vi =0, 2mHr—>T0
R
SiR #0, entonces 27HRr — 3wHr’ =0 — wHr (2R - 3r) =0 = r(ZR—3) =0
Walores criticos:
r=0r= 2 R
3
Se analizan los valores criticos en la segunda derivada:
6mH

Vir)= 2aH -

r

6mH
Para r=0; V(0) = 2aH —ﬂT(D} = 27 H >0, entonces, el volumen es minimo.

2 2 H {2
Para r=§R : V”(ER] = 2wH —ﬁﬂT(ER] = —2wH < 0, entonces, el volumen es médximo.

Entonces, las dimensiones del cilindro de volumen miximo inscrito en el cono son:

3 R R\ 3 3

5 ®° Determina las dimensiones del cono circular recto de frea méxima, que puede inscribirse en una esfera de radio
R=15u

Solucién

Figura

Hl drea del cono de radio r, altura h y generatriz s, estd dada por:
A=7rs

De la figura se toma el triéngulo rectdngulo

h=5+y 5
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Mediante el teorema de Pitdgoras se obtiene:

sT=(5+yP+r? s=J5+yP +r?

De la figum se toma el tridngulo rectdngulo,

Por el teorema de Pitdgoras:

'=r+y 5 F=25-y

BEste resultado se sustituye en: s =./(5+ ¥)* +r*

s=J5+y +@5—y)

yasuvezenA = qrs
A=mrJS+y)+25-y

Maximizar A equivale a maximizar A%, y el problema se reduce a términos simples, es decir:
Al =g [{5 +y) +25- yz] ,pero ¥ = 25—y, entonces:

A= 25—y )[(5+yF +25-y"] > A'=a'(25—y)[25+10y+y +25—*]
A =7(25 — ¥ )(50 + 10y)
A =725 -V NI0X5 + ¥)
A =107(125+ 25y - 5" — %)

Si A' = f(y), entonces, F(¥)=107"(125+ 25y— Sy* —y”) es la funcién a maximizar,

Paso 1
Se obtiene la derivada de la funcidn:

f'0) = 107325 — 10y — 3y?)

Paso 11
La derivada se iguala a cero y se determinan los valores criticos:

=0 = 107225-10y—3H) =0 — y=-—35, y=

| L

Paso IIT
Se evaliian los valores criticos en la segunda derivada para determinar los méximos o minimos de la funcién:

00 = 107%(—10 — 6y)
Paray = —5
f(— 5) = 107%—10 — 6(—5)) = 20072 > 0, minimo,
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Paray = ;,
r(%) = 1072 [—10—6(%)] = —200#* < 0, méximo,

Entonces, paray = % el drea del cono es mixima, sustituyendo en las férmulas: r? = 25 — y2 y h = 5 + y, se obtie-

nen las dimensiones del radio y la altura del cono inscrito en la esfera:

r2=25—}|2 h=5+}'
2
r= 25—(5] h=5+2
3 3
I
v hs B _ B0 _107 20
9 Vo 3 3

Finalmente, el radio y la altura miden respectivamente:

r=%ﬁu h=%u

EJERCICIO 43

Resuelve los siguientes problemas:

1. Encuentra dos mimeros cuya suma sea 40 y su producto sea méximo.

2. Encuentra dos nimeros cuya diferencia sea 50 y su producto minimo,

3. Con una limina cuadrada de aluminio de 12 pulgadas por lado, se quiere construir una caja sin tapa, cortando
cuadrados iguales en las esquinas y doblando los bordes, ; Cudnto deben medir por lado los cuadrados recortados
para obtener un volumen méximo?, ; Cudnto mide dicho volumen?

4. Calcula el volumen méximo de un cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de 72 ¢cm de altura y
24 cm de radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan?

5. Enla construccion de un recipiente cilindrico de hojalata se emplean 100 pulg?, esta cantidad incluye las tapas.
{Cuil es el mayor volumen que podria tener la lata?

6. ;Cudles son las dimensiones que debe tener un cono de volumen méximo cuya drea lateral es de 10 7u??

7. Un cartel tiene una superficie de 150 cm® con mérgenes de 3 cmen las partes superior e inferior y 2 cma los lados.
Calcula el 4rea méxima impresa en el cartel.

8. Considera un tridngulo rectdngulo con sus catetos sobre los ejes de coordenadas y la hipotenusa pasa por el punto
(4, 3). Determina el 4rea minima que puede encerrar tal tridingulo.

9. ;Qué mimero positivo minimiza la suma entre €l y su reciproco?

10. Determina las dimensiones del tridngulo is6sceles de superficie méxima que podria inscribirse en un circulo de
radio r.

11, ;Cudles son los dos puntos sobre la curva y = x? cuyas abscisas difieren en dos unidades, de tal forma que la recta
que los une tiene una pendiente minima?

12. ;Cudl es el drea méxima posible de un rectingulo, cuya base coincide con el eje X y sus vértices superiores estdn
enlacurvay =4 — x27

13. Encuentra las dimensiones del rectdngulo de drea méxima que se puede inscribir en un semicirculo de radio ignal
a 2 unidades.

14. La resistencia de una viga rectangular varfa segiin sus dimensiones. Si la resistencia es proporcional al cuadrado
del ancho de la viga por la altura, jcudles son las dimensiones de la viga mds resistente que podrd cortarse de un
tronco cilindrico con radio de 3 pies?

168



CAFIUIO §

BRER

B

-

3L

b ]

37.

38.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

18,

19,

NOR R ORNB

CAICUIO DFERENCIAL » Aplicaciones de la derivada

. {Cudl es 1a distancia minima que existe entre el punto (5, 1) y la pardbola y = —x??
16.
17.

La suma de dos mimeros es 16. Encuentra los niimeros si la suma de sus cubos es un valor minimo.

{Cudles son las dimensiones del rectingulo de mayor perimetro que se puede inscribir en un semicirculo con radio
de 5 unidades?

Se inscribe un rectingulo en un tridgngulo isésceles, cuyos lados tienen longitudes 5, 5 y 6. Uno de los lados del rec-
tingulo estd sobre la base del tridngulo (lado desigual), ;cudl es el drea mayor que puede abarcar el rectingulo?
Se desea inscribir un cono dentro de otro, El cono exterior tiene una altura de 6 cm y un radio de 4 cm, El cono
interior se inscribe de modo que su ciispide reposa sobre la base del cono exterior. La base del cono interior es
paralela a la base del cono exterior. Los ejes de los conos son colineales. ;Cudl deber4 ser la altura del cono inferior,
afin de que contenga el mayor volumen posible?

. Calcula las dimensiones de un tridngulo isGsceles con un perimetro de 6 unidades que tenga drea mdxima.
. Determina dos mimeros reales positivos, cuya suma sea 40 y su producto sea maximo,
. Encuentra las dimensiones del cono recto circular de mdximo volumen gue puede ser inscrito en una esfera de

radio 6 unidades.

. Obtén las coordenadas del punto de la recta 3x + y — 5 = 0 mds cercano al origen.
. {Cudl es el drea del rectdngulo mayor que se puede inscribir en un tridngulo rectdngulo de lados 5, 12 y 13 cm?

2
. Calcula el drea del rectingulo mayor que se puede inscribir en la elipse, cuya ecuacidn es E:— + 3’2 =

Encuentra la ecuacidn de larecta que pasa por el punto (3, 4) y forma con el primer cuadrante un tridngulo de drea
minima,

. {Cudles son las dimensiones del cilindro circular recto de médxima drea lateral que puede inscribirse en una esfera

de radio de ocho pulgadas?

. Para la hipérbola equildtera x? — y? = g2, considera el punto (0, £) sobre sueje conjugado y determina el punto

més cercano a éste,

. Determina dos niimeros positivos cuyo producio es 16 y tienen suma minima.
. En la construccién de una casa se van a emplear ventanas en forma de rectingulos curvados por semicirculos.

Si el perimetro total de cada ventana es P, ;cudles son las dimensiones més convenientes para que las ventanas
proporcionen mdxima iluminacién?

Una persona tiene una pared de piedra en el costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar
y desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados, ;qué dimensiones debe tener el
corral para tener la mayor drea posible?

. Un alambre de 100 cm de largo se va a partir en dos trozos, una de las partes se va a doblar para formar una cir-

cunferencia, y la otra un trisgngulo equildtero. ; Cémo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
circulo y del triingulo sea mdxima?

. Se desea construir un cono con una generatriz de 10 cm. ; Cudl es el mayor volumen posible para dicho cono?
. Encuentira las dimensiones del rectdngulo inscrito en un circulo con radio de 25 cm que proporcione el drea

méxima.

. Para construir un recipiente cilindrico de hojalata se empleardn 150 pulg?, esta cantidad incluye las tapas. ; Cudles

son las dimensiones del cilindro para que contenga el volumen méximo?

. Un anuncio de 20 metros de altura esti colocado sobre una base que se encuentra 5 metros sobre el nivel de los

ojos de una persona, ;qué tan alejada debe estar la persona para que su dngulo de visién sea miximo?

Un silo consta de un cilindro con una parte superior semiesférica. Determina la longitud del radio del silo con un
volumen V, que tiene la menor drea de superficie, incluye la tapa inferior.

¢Cudles son los puntos sobre la curva y = x? — 4, que estin mds cerca del punto (-2, 1)?
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Movimiento rectilineo uniforme

Si un punto se mueve sobre una recta una distancia s, en un tiempo f con velocidad uniforme v, entonces:
&
= —,deaquis=v-¢
'

Sean (s, 1,) ¥ (8,, I;) dos pares de valores de s y r, tal que:
S, =VL Y 85, =W,
Entonces:
s, =8 =v({t,—1)
Donde:
$3 — 8

v= —=—— = yelocidad uniforme

L=

Hl concepto de velocidad media es mds general que el de velocidad uniforme para cualquier tipo de movimiento
rectilineo,
La distancia dirigida s, de un punto P, desde un origen en un tiempo f, estd dada por:
5= 5(1)
Entonces, a lafuncién s = {{r, s) | s = s(7)} sele denomina “funcién de posicién” del punto P y la velocidad media
de P durante el intervalo [#,, t,] se define como:

=8 _ s()—s@)

ILh—h =5

Sit, —r, = h,entonces t, =1, + hcon h #0, luego s(r,) = s(t; + k) yla velocidad media de P durante el inter-
valo [, ] = [f,, 1, + h]es:

s, +h) —s(t,)
h

Se obtiene el limite:

Iim s(n +h)—s(r)
Bl h

Este limite se llama velocidad instanidnea, rapidez o simplemente velocidad de P en el tiempo f. Un fisico inter-
pretaria esto como el valor limite de las velocidades medias, medidas sobre las porciones de tiempo cada vez menores
alrededor de 1.

Al generalizar:

Si la funcién de posicién de un punto P es:

s={(ts)|s=s0)}
La velocidad de Pen el tiempo ¢ serd:
! ds(r)
winy)=s(1)y = —
(=750 p
La cual se denomina funcién velocidad del punto P,

Puesto que s = s(t), v=v{1) y v(t) = -d-:;{fi , enfonces v = E%Q
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Aceleracién media

v={{v|v=v()}la razén W . se llama velocidad media de P, durante el intervalo [t,, 1,] =
[r,.r, + ]

+h)—
Si existe Hw ,entonces se le denomina aceleracion de P en el tiempo 1, y se denota mediante
a(r,), entonces:
avit,)
a(n) = —&}'!“t =v'(r,) = ")
Por tanto:
dv  d's
a = o— = _2
dt dr
Ejemplo

Una particula se mueve conforme a la expresién s(r) = 2r? — 3r 4 3, donde s se expresa en metros y ren segundos,
Determina:

a) Su posicién inicial,

b) Su velocidad al inicio de su movimiento.

¢) La velocidad que alcanza al transcurrir 3 segundos.

d) La velocidad final a los 5 segundos.
€) Suaceleracidn.

Solucién
a) Su posicidn inicial se determina cuando r = 0, entonces,
S =207-30)+3=3m
b) La velocidad al inicio de su movimiento se obtiene mediante la primera derivada evaluadaenr =0
()= —3r+3 — vir)=4r—3

v0) =40) —3=—3 —
i)
¢) La velocidad cuando ¢ = 3 segundos
m
vin=4-3 5 v =43)-3=9—
5
d) La velocidad cuando f = 5 segundos
vi)=4-3 S  vS)=45-3=172
&
€) Suaceleracitn se obtiene mediante la segunda derivada:

s=22—-3%4+3 S  sSH=4-3 = a=s"{:)=4ﬂi
&
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EJERCICIO 44

Resuelve los siguientes problemas:
1. Laposicién de una particula se expresa mediante la funcién s(r) = 2* — 5 + 10r, con s en metros y f en segundos,
£ Cudl es su rapidez para r = 1, ; .0 segundos?

2. La distancia recorrida por un automévil sobre una carretera en el instante f estd dada por s(f) = 9% — 120 +
43212, ; en qué intervalos su velocidad media es positiva?
3. Latrayectoria de una particula en movimiento rectilineo estd dada por la funcién:

s =1 —97 + 241 42

Encuentra:

a) syacuandov =0
b) syvcuandoa =0
¢) Cuando s aumenia
d) Cuando vaumenta

4, Un proyectil es lanzado con una trayectoria que obedece a la funci6n s(1) = —3¢? + 54¢. a) Calcula en qué tiempo
hace contacto con su objetivo que se encuentra sobre la superficie terrestre y la velocidad que lleva en ese instante,
b) En qué instante logra su altura médxima y cudl es el valor de esta.

5. Un proyectil es lanzado en direccién a una torre de 36 m de altura. El proyectil sigue la trayectoria de acuerdo
con la funcién s = —r? + 12r, después de siete segundos. Indica la velocidad y la altura en la que hace contacto
el proyectil con la torre.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Razén de cambio
Si una cantidad x estd en funcidn del tiempo ¢, la razén de cambio de x con respecto a f estd dada por % . Si dos

0 mds cantidades se relacionan con una ecuacion, la razén de cambio de cada cantidad se obtiene derivando la
ecuacion.
Pasos para resolver problemas de razdén de cambio:

© Se traza un dibujo que contemple todas las variables y constantes que intervengan en el problema.
2 Se elabora un modelo matematico que relacione las variables.
© Se deriva el modelo matemético respecto al tiempo, se despeja la incdgnita a conocer y se sustituyen los datos

dados.
EJEMPLOS
3
'g_ 1 ®* Un cubo de hiclo de 10 cm? de volumen, comienza a derretirse a razén de ﬁcm , jcudl es la razdn de cambio de la
f s
-2- superficie del cubo en ese instante?
Solucién
Se construye un cubo de arista x cuyo volumen es V = 10 cm? y la razén con la que se
derrite es
oV " cm’
dr 8

(El signo indica que el volumen del cubo estd decreciendo.)
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Se deriva el volumen V = x3 respecto al tiempo: B 7
—6 =3’ i—': se despeja %

AV _ o, adx

EG\

&[&

[¥5]
(¥}

x

s . 2
Larazdnconqnedlsmmuyclamsmes:a =
Hl drea total del cubo es A = 6x? y la razén con que cambia el drea es:

dt dt
Pero L4 —— , entonces:
dt x
RPN SR (I A
dr dr X X

Si el volumen es de 10 cm® = x3, entonces x = /10 , por tanto:

2

24
El drea disminuye a razdén de =
Y10 s
3
2 ®%° 5 esti vaciando arena sobre un montén de forma cénica a razén de 30m—_,laalturadelcolncssicmpreigualal
min

radio de su base. ; Con qué rapidez aumenta su altura cuando el montdn tiene tres metros de altura?

Solucion

d ]

1
El volumen del conoes V= — wrzh,pcrur= h, entonces ¥V = —1rh3}' ——=3—
3 dr min
Al derivar el volumen respecto del tiempo:
dr dr dr wh dr
3
atwuaiie B =T ye-ta
dr min
dh 1 30 10
R il R
dr ar{(3) 9 37

10 m
Por consiguiente, la altura aumenta a razén de — —
guie g
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km
3 ®*°Un automévil se dirige al norte de una ciudad a razén de GOT , al mismo tiempo un camién se dirige al este de

la cindad a razén de ml%.i_(:uéles la razén con la gue varia la distancia entre los vehiculos cuando el automavil
y €l cami6n se encuentran a 30 y 40 km, respectivamente, de su punto de partida?

Solucién

Se realiza el dibujo con las camcteristicas establecidas:

!

W Z

Donde,
Ay = a0 0 0 B g™
dt h ar h
dt
La figura representa un tridngulo rectdngulo, por tanto, se aplica el teorema de Pitdgoras para obtener la relacidn:

Se debe encontrar con qué rapidez se separan los vehiculos (dz]

Z2=x2+y2
Se deriva la expresidn respecto al tiempo:
2 2
% — % % — 2 a . ng+2_‘,rd—ir (simplificando)
& _xd& @
dt z dt z &

z= ¥ +y = J@0) +(40) = J900+1600 = 2500 = 50 km

Entonces,
dz _ Mkm(gﬂﬂ) SUkm[mE)
dt  50km h 50 km h
dz _ (40)(80) +(30)(60) _ 3200+1800 _ 5000 _ lmk_m
dt 50 50 50 h
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4 oo Una persona sostiene un extremo de una cuerda de 150 cm de largo y en el otro extremo cuelga un blogque, La cuerda
pasa por una polea que estd a 40 cm de altum directamente sobre la mano de la persona, si ésta se aleja de la polea a

mzén de 10 &= | ;Con qué rapidez se eleva el bloque cuando esté a 6 cm de la polea?
8

s 27 bl

La persona se aleja de 1a polea a 10~u—n entonces,
s

Solucién

En la figura, por el teorema de Pitdgoras, se tiene:
y2=x%+ (40) - yr=x+1600
Luego, la medida de la cuerda estd dada por:
y+z=150 donde, y=150 —z
Este resultado se sustituye en y? = x2 + 1 600
y=x2+1600 — (150 — 2 =x?+ 1600

3¢ deriva respecto al tiempo:

d . d dz dx

— (150 — )  =—(x" +16 -150) = | = 2x—

Las0-27 =27 +1600) > 2Ae-150( %] = 2x
dz _ 2x  dx
dt 2(z—150) dr
dz _  x dx
dt z—150 dr

Cuando z =6 cm
x4+ 1600=(150 -z — x*+1600= (150 — 6)
x2 + 1600 = (144)
x2=20736 — 1600
x2=19136;x = N.'rlgw_ﬂ_ﬁ

Por tanto, la razén con la que se eleva el bloque es de:

de _  x  dx _ 19136 a0y = V19136 (0 S@N29 _ 54299 cm
a (z-150)dr  6-150 144 72 9 s
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5 ®#°yn hombre de 1,70 m de altura se aleja de un poste de alumbrado a razén de 3 mys, la limpara del poste estd a 10 m
de altura. Determina la razdén de cambio a la cual se mueve el extremo de la sombra del hombre,

Solucién

10 m

De acuerdo con la figura % = 3% y la incdgnita es j:
-

Por tridngulos semejantes:

10 m

Se obtiene:

10 X
i — 10(x — z) = 1.7
1.70 xX=z ( 2 O

10x — 10z = 1.70x

10x — 1.70x = 10z

8.30x = 10z
Se deriva la expresitn, resultando:
a0 _ 0%, dx_ 10 &
dr dr 8.30 dr
dz m
L , — = 3— ,enionces,
nego i . en S
dr 8.30 8.30 8

Finalmente, la razén con que se mueve el extremo de la sombra es de 3.61 m/s,

176



CAFIUIO §

CAICUIO DFERENCIAL » Aplicaciones de la derivada

6 ®9° [ 5 distancia que existe entre las bases de un campo de béisbol es de 28 m. Si la pelota se batea por la linea en direc-
ci6n a la tercera base con una velocidad de SZE.E,Conqnémpidezcambialadistnmiaente la pelota y la primera
s

bhase cuando se encuentra a la mitad del camino hacia la tercera base?

Solucion
Ta base P ‘Ja. base
@ ;
x= 14}, Hm
En la figura se observa que:
2 =x? + (280
En la cual, al derivar se obtiene:
5 dz dx dz 2x dx dz x dx
z— = Ty— ey — — —_— e
dr 2z dr dr zdt

Luego, cuando x se encuentra a la mitad del recorrido, la distancia de z es:
2=(14F + (282 =196 +784 — z= 980 =14 /5m

Alsustiirz=145, =14y & = 22 en & = 2% 4 chtienc:
dr s dr zdt

-

b

dz _xdx _[ 14 =L s )
d  zdt (145](32} (JE](H} 5 D

Por consiguiente, la pelota se aleja de la primera base a razén de 3—;\-"5?—
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74 @ Un aviso rectangular que mide 30 m de ancho da vueltas sobre un eje vertical que pasa por el centro del rectingulo a
razdn de 10 rpm, Una persona que observa a distancia el aviso lo ve como un rectingulo de ancho variable, ; Con qué
rapidez cambia el ancho aparente del aviso cuando éste tiene 12 m de ancho, segiin lo ve el observador, y su ancho

estd aumentando?
‘ \ 30m
Observador® 3 & &

Sea y el ancho aparenie del aviso, tambi€n se sabe que gira a 10 rpm, que es lo mismo que 207 rad/min, entonces se
tiene que encontrar la relacién que existe entre y y 0.

Solucion

De la figura:
Aviso
30m
¥
&
Se obtiene:
senf = = —-+ y=30send
30
Derivando la expresion anterior:
dv dae
= SD il
i cos f =
Luego, cuando y = 12 m, entonces:
¥ 12 2
e - = =
s 30 s

Como el ancho del aviso estd aumentando, @ |:U, %:I , por tanto:

| -1 E ]
# = sen [5) 23.5°

4P oy e% = 30 c08(23.5)(20m) = 30(0.9170X20m) = 550 27—
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8 ®*° Unaescalera de 8 m de longitnd estd apoyada sobre un piso horizontal y contra una pared. Si el extremo inferior de

la escalera se aleja del muro a razén de %E . Con qué rapidez desciende el extremo superior en el instante en que
s

su altura sobre el sueloes de 3 m?

Solucién

Sea yla altura generada por la escalera sobre la pared, x la distancia generada por el extremo inferior y la pared,

entonces,

Por el teorema de Pitdgoras:

3¢ deriva la expresidn:

despeja —
Scspf:]adr

Cuando y = 3, el valor de xestd determinado por:

Por tanto,

8 m
¥
I |
1 x 1
(B2 =x2+y? -  64=xT4+y?
2 2
dr dr dr dr dr
& _ _2xds _ xdx
dr 2y dr ¥ dr
8P =x+ 37 64=x24+9
64 — 9 = x?
x= JSE
& _ —xdx &y _ =55 EE)
dr ¥ dr dr 3 2s
& _ IS m
dt 2 ]

Hl signo menos indica que la altura sobre la pared estd decreciendo.
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EJERCICIO 45

10.

11.

12,

13,

1.

Si la altura de un determinado drbol es de 10 \E Jr'5 cm, donde r es el radio de la parte transversal del tronco
1
del drbol. Si el radio aumenta a razén de Eg ,i,con qué rapidez cambia la altura cuando su radio es de 5 cm?
ano

. Un ndnfrago es remolcado hacia un barco con un cable, La proa de donde se jala el cable se encuentra a 7 m del

nivel del mar y el cable es jalado a razén de 121_ . {Con qué rapidez se estd moviendo el ndufrago hacia el
min
barco cuando se encuentra a 20 m de la base del barco?

. Un automévil que viaja a 80 cruza un puente sobre un rio, 20 segundos antes de que un bote que viaja a 402
s s

pase por debajo del puente. Vistos desde arriba, el rio y el puente forman un dngulo recto, ; Con qué rapidez se
estdn separando el antomdévil y el bote 20 segundos después de que el bote pasa por debajo del puente?

3

. Un globo de forma esférica, se infla a razén de 0.16 i . ,Cudl es el volumen del globo cuando su radio estd
min

aumentando a razén de 0.20 l ?

min

. Una escalera de 13 m de largo estd apoyada sobre una pared. Encuentra la rapidez con que baja el extremo superior

de la escalera, cuando su extremo inferior dista 5 m del muro y se separa a razon de SE

. Al caer una piedra a un estanque de aguas tranguilas forma una onda circular, cuyo radio anmenta a razén de l—

{Con qué rapidez aumenta el drea encerrada por la onda cuando el radio es de 5 cm?

. Un tanque cilindrico de 7 m de radio y 10 m de altura se llena de agua. Se hace un agujero en el fondo del tanque, en

3

ese momento el agua sale a razdn de =
min

. . A qué rapidez estd cambiando la altura del liquido en el tanque?

. Un satélite se mueve en una drbita eliptica alrededor de un planeta. La ecuacién de su 6rbita plana es de

9x? + 16_1:2 = 144, Si la rapidez del satélite en una direccién x es de 15— , cuando la coordenada x es

36
de — 137 m . ; Cudl es la rapidez en la direccién yen ese instante?

. Los automéviles A y B salen del mismo punto. El automdvil A viaja hacia el este a razén de SDE]? y el auto-

k
mévil B vigja hacia el norte a ﬁﬂTm . A qué razén estd cambiando la distancia entre los dos a las 14:00 horas,

si:
a) Ay Bsalen alas 12:00 a.m.
b) Asalealas 12 del dia y B sale a la 13:00 horas,

3

Se esté vaciando un depdsito cénico de 1.5 m de radio y 5 m de alfura, a razén de D.IGTE . {C6mo esté bajando

el nivel cuando la profundidad del agua es de 2 m?

En un crucero un camidn sale a las 10:00 horas y viaja hacia el oeste a 60 kmyh. Un automévil sale a las 13:00
horas del mismo lugar y viaja hacia el norte a 80 km/h. ;A qué razdn se estin separando a las 15:00 horas?

Un globo asciende sobre un punto a razén de 6? ; un observador esté situado a 300 m del punto de despegue

del globo. Cuando el globo estd a 400 m de altur, jcon qué rapidez estd cambiando la distancia entre el globo
yel observador?

o |
Se inyecta gas a un globo esférico a razén de TP;:_] . 5i la presidn se mantiene constante. ;Con qué rapidez cam-

bia el radio cuando éste es de 1 pie?
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2
14. El drea de un tridngulo equildtero disminuye a razén de 6°— . Calcula la rapidez de cambio de Ia longitud de
min

sus lados en el momento en gue el drea del tridngulo es de 100 cm?,

15. Un punto se mueve sobre la pardbola semictibica y? = x3 de tal manera que su ordenada aumenta siete unidades
por segundo. Cuando y = 1, jcon qué rapidez cambia su abscisa?

16. Una persona estd de pie en un muelle y jala una lancha por medio de una cuerda, Sus manos estdn a 2 m por en-
cima del amarre de la lancha. Si la persona jala la cuerda a razdén de 0=, {Con qué rapidez se aproxima la
s

lancha al muelle cuando se encuentra a 5 m de €17
17. Un hombre de 1.80 m de estatura camina en linea recta a 1.5-? alejandose de un faro que se encuentra a 8 me-

tros de altura sobre el suelo. ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?, ;Cudl es la rapidez con la
que cambia la longitud de su sombra?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

Aplicaciones a la economia

Sea x el mimero total de unidades producidas por una empresa y m el precio de venta por unidad, el ingreso se obtiene
con la funcién:

I{x)= mx

Siel precio de venta depende linealmente del mimero de unidades producidas, m = ax + b, la funcidn de ingreso
&£ eXpresa comao:

Ix)=mx — Ix)=(ax+b)x — Ix)=ax’+bx
Sea C(x)el costo de producir x unidades, la utilidad de la empresa se expresa:
U(x)= I(x)= C(x)
Y el costo medio por unidad estd dado por la expresin:

cw

X

Q(x)=

Otra forma de expresar la funcitn de costo puede ser:
C = costos variables + costos fijos

Por ejemplo, si se tiene la funcién C(x) = 4x? + 6x + 850, los costos fijos son el término independiente de la
funcidn, es decir, 850, al ser x el miimero de unidades, enfonces x = 0 por consiguiente, el costo fijo de produccién
es C(0) = 850.

Ejemplo
Las funciones de ingreso y costo son I(x)}=—2x"+340x y C(x)=3x" +600.Determina la utilidad mdxima y
e costo minimo en pesos,

Solucién
La utilidad U(x) = I(x) — C(x), x=0
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U(x)=(—2x" + 340x)— (3x* + 600)
Ulx)=—2x"+ 340x— 3x" — 600
U(x)=—5x + 340x — 600
Se obtiene la derivada de la funcidn de la utilidad:
U'(x) = —10x + 340

Se obtiene el valor critico haciendo U'(x) = 0

—10x + 340 =0
—10x = —340
~340
x=———=34
-10

Se evaliia x = 34 en la segunda derivada para verificar si existe un valor méximo,
U'(xy=—10
UGB =-10<0
Entonces para x = 34 existe un valor miximo,
Por consigniente, se necesita producir 34 unidades para obtener una utilidad méxima, la cual es de:
U(34)=—5(34) + 340(34)— 600 =5180
Por tanto, 1a utilidad méxima es de $5 180.00
Por otro lado el costo medio estd dado por:

Q{x}= @
X

3x” + 600

Q{x}=3r+@~
X

Se obtiene la derivada de la funcién de costo medio

iy = a0
Q(x}‘?’xz

Se obtiene el valor critico haciendo @'(x) =0

600
x

' —600 =0

3-2- =0

x= iJ;TEIJ

x= 1042
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Se verifica que sea el valor minimo, esto se obtiene evaluando el valor critico en la segunda derivada

0 = 22
X
; .. Ty B
0"(1042) = (0v2)  ofiosz)  sE

Entonces, para x = lD\E = 14, hay un valor minimo.
Para determinar el costo medio minimo de forma aproximada se sustituye el valor critico en la funcidn de costo
medio:

0w =314+

O(x) =42+ 42.86
O(x)=84.86
Por tanto, el costo minimo aproximado es de $84.86

Costo marginal

3i C(x) es la funcidn de costo total que tiene una empresa por producir x unidades de algiin articulo y la empresa
incrementa el niimero de unidades de x; a x, (x; < x|), el costo se incrementa C(x,) — C(x,), la razén de cambio del
costo es:

ﬁ_C= Clx,) —C(x,) - Cix, +M}—C{xn}
Ax X—Xo Ax

Clx, + Ax) — C(x,)
Ax
de costo marginal C'(x) y representa el incremento del costo al incrementar la produccién.
Para Ax = 1y x, suficientemente grande (tan grande que Ax sea pequefio respecto a x;) se tiene que:
C'{x)) = Clx, + 1)~ C(xy

Luego, el costo de producir x; + 1 unidades es aproximadamente el mismo de producir x; unidades.

En economia, la expresién lim es la derivada de la funcitn de costo total y recibe el nombre
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3_EMPLOS .
1 ®* Una empresa estima que el costo (en pesos) por producir x articulos es de:

b C(x) =0.02x" + 3x +12000

i
Determina el costo marginal en un nivel de produccién de 600 articulos y el costo real de producir el 601é&simo
articulo,
Solucién

Se obtiene la funcién del costo marginal:
C'(x}) = 0.04x+3
El costo marginal aproximado para 600 articulos es:
C'(600) = 0.04(600)+3 =27
Por tanto, el costo marginal aproximado por articulo es de $27.00
costo real de produccién del 601€simo articulo es:
C(601) — C(600) = [0.02(601)" + 3(601) + 12 000] — [0.02(600)" + 3(600) + 12 000]
C(601) — C(600) =21 027.02 — 21 000
C(601) — C(600) = 27.02
Se observa que 27 = 27.02, es decir C'(600) = C(600 + 1) — C(600), lo cual se habia indicado antes.

(x)

El costo por unidad estd dado por la funcién de costo promedio Q{x}=c— . 5i se toma una funcién caracteris-
X

tica de costo promedio ésta podria ser:

Cix)

X

Dicha funcitn tiene un punto critico, si se localiza este punto se tendrd el costo minimo.
Al derivar ((x) se obtiene:

Se iguala con cero O'(x), para obtener el valor C'(x)

') =0 _
x 2

xC'(x)—C(x)=0
xC'(x)=C(x)
C(x)= £45)
X
Pero Q(x}=% ,entonces, C'{x)=Q(x)
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Es decir, cuando el costo promedio es minimo se tiene que es igual al costo marginal, Lo anterior conlleva al
hecho de que si el costo marginal es menor que el costo promedio, entonces se debe producir mds para disminuir el
costo promedio y viceversa, si el costo marginal es mayor que el costo promedio se tendrd que producir menos para
que el costo promedio baje.

2 ®¢ F costo (en pesos) estimado para producir x articulos estd dado por la funcion:
C(x) = 0.002x? + 2x + 3 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 1 200 articulos y calcula el nivel de produccitn para
el cual el costo promedio es el mds bajo y cudl es dicho costo,

Solucion
: C(x)
Hl costo promedio estd dado por la férmula @(x)= . ontonces:
o) = C(x) _ 0.002x* +2x+3000 L QG)=0002x+2+ 3000
x x x
Se evaliia x = 1 200

3000
1200) = 0.002(1 200) + 2+ ——
(1200} =0.0021 200) 1200

Por tanto, el costo promedio de producir 1 200 articulos es de $6.90
Para obtener el costo marginal se determina C'(x) y se evalia x = 1 200
C'(x) =0.004x + 2
C'(1200) = 0.004(1200) +2 =68
Por tanto, el costo marginal de producir 1 200 articulos es de $6.80
Hl costo promedio se minimiza cuando es igual al costo marginal,
000 3000

—  0.00d4x=0.002x +
X X

C'x)=0(x) —> 0.004x+2=0002x+2+°

Zy n.m:-2x=ﬂ - 0,002x" =300
x

s 3000
0.002
Y0.002
Para mostrar que x = 1 225, se obtiene un minimo, se determina Q"(x) y se evalia:
0 =0002x+2+ 220, oy = |:u:n:nz—3—j:2E
X
v _ 6000
Q"(x) =3

Q1225 = TS

Por tanto, para x = 1 225 hay un minimo,
Hl costo promedio se obtiene evaluando x = 1 225 en Q(x).

3000 Q(IEZS}=D.EI32(1225}+2+%=6.89

Q(x)=0002x+2 +
X

Finalmente, el costo promedio minimo por articulo es de $6.89 = $7.00
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De la misma forma existen funciones marginales para el ingreso y la utilidad, en los dos casos es la derivada de
cada funcién.
Ingreso marginal = I'(x)
Utilidad marginal = U/'(x)
Ejemplo
Una empresa estima su ingreso y costo (en pesos) con las funciones I/(x) = —2x? 4+ 340x y C(x) = 3x? + 6 000,
respectivamente. Determina el ingreso obtenido al producir la vigésima primera unidad y aproxima dicho valor con
el ingreso marginal.
Solucién
Se evalian x =20 y x = 21 en la funcién de ingresos:
1(20) = —2(20)* + 340(20) = 6 000
1(21) = —2(21)* + 340(21) = 6 258
El valor de la vigésima primera unidad es:
I(21) — 1(20) = 6 258 — 6 000 = 258
Si se obtiene con el concepto ingreso marginal, se deriva I(x) y se evaldax = 20
I'(x) = —dx + 340
I'(20) = —4(20) + 340 = 260
En el comparativo se observa que el ingreso marginal da un valor muy aproximado a 258 que es el ingreso real
de la vigésima unidad.

EJERCICIO 46

1. Dadas las funciones de ingreso y costo, I(x) y C(x) respectivamente, determina el ingreso méximo, la utilidad
méxima y el costo medio minimo:
a) I(x) = —x? + 300x y C(x)=x?+ 40x + B0
b) Kx) = x(400 — 4x) y C(x) = x% + 20x + 12

Resuelve los siguientes problemas:
2. El costo estimado para producir x articulos estd dado por la funcién:
C(x) = 0.004x? + 5x + 6 000
Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 2 000 articulos y calcula el nivel de produccién para
el cual el costo promedio es el mds bajo y cudl es dicho costo,

3. Unaempresa estimasu ingreso y costo con las funciones /(x) = —4x? + 400x y C(x) = 2x? + 300 respectivamen-
te. Determina el ingreso obtenido al producir la trigésima primera unidad y aproxima dicho valor con el ingreso
marginal,

4. Una empresa de telas estima que el costo para producir x metros de tela es C(x) = 0.001x* — 0.2x? 4+ 24x + 2 400
y que al vender x metros cobrarfa p(x) = 58 — 0.00042x por metro. Determina el nivel de producci6n para obtener
Ingreso sugerido: I'(x) = p(x) - x

5. Un estadio de futbol tiene una capacidad para 60 000 espectadores. El promedio de asistencia fue de 32 000
espectadores, teniendo los boletos un costo de $60.00 por persona, la gerencia decide bajar el precio por boleto a
$40,00, teniendo un promedio de 48 000 espectadores, Determina la funcién lineal de demanda p(x) y calcula el
precio por boleto para minimizar el ingreso.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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Regla de L'Hépital

Sean f y g dos funciones derivables con g'(x)# 0 cerca de a(incluso en a)
Si

lim f£(x)=1im g(x)=0

lim f(x}=%= y Um glx)=%=

¥y para H%,wmmmfmiﬂdﬁwrﬂm&lﬁm

Entonces

=

g8l8

e T R
e g(x) = g(x)

A esto le llamamos regla de L’Hdpital, 1a cual nos dice que el limite de un cociente de dos funciones es igual al
limite del cociente de las derivadas de dichas funciones,
Esta regla es vilida para los limites laterales (x —+a™* o x — a~) y los limites al infinito (x — % o x — —%)

2 Indeterminacién %

Ejemplo
Obtén lim*—2

=3 x—3
Solucién
Al evaluar se obtiene la indeterminacidn % v utilizando la regla se obtiene:

12—9_32;9_9 lﬁnxz_9=1[ﬂ]£(rz_g}= E =£=ﬁ
=3 x=3 3=3 0 43 x—3 x93 1{1_3} =3 ] 1
dx
© Indeterminacién —
Ejemplo
{Cuél es el valor de Eﬂ%?
Solucién
Al evaluar s obticne — ,se aplica la regla y se obtiene:
o
Ix 3 3
o e i T T

2 Indeterminacion 0 - =
Si lim f(x)=0 y lim g(x)= oo, para lim f(x)-g(x) tenemos una indeterminacién del tipo 0 - =. Entonces podemos

utilizar la regla de L’Hdpital transformando el producto de la signiente forma

r-80=L2 o feo- gon =52
2(x) 1@
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Ejemplo
Determina ].{I:ll:l'l+ x'Inx
Solucién
Al evaluar se obtiene
ling. x'Inx =1im} x 'E?. Inx=0-{—=)

Para resolver el limite, se escribe

x’]nx=¥
I
de tal forma que:
d 1 df1 2
dx = x a‘x(f] x°
Entonces:
1
— 3 2
o+ x=0* L x=0* _E x=0* x x=0* e 1
x x*
Ejemplo
Obtén la solucién de ]ing[l]tanx
=0 x
Solucién
1 1
lim| — |tanx=| — |(tan(0})) == -0
“D[x) * (D)( (]]
Al aplicar la regla:
2
x=0 | x a0 X P | 1 1

< Indeterminacidn: o — o
Cuando se obtienen diferencias indeterminadas del tipo ® — o para lim (f(x) — g(x)), siendo Ef{x} =wy
lim g(x) = ¢, se utiliza la regla de L"Hdpital transformando (si es posible) la diferencia a un cociente.

Ejemplo
Calcula el resultado del ling(ctg X— l)
x= X

Solucién
1
m’m[“g“;]—“‘”

Se aplica la regla y se calcula el limite:

lim

=0

= lim

x=40

[—x sen x +Ccosx —msx]

—xsenx |_  —0sen0
xcosx+senx

_0
xcosx+senx OcosO+4+sen0 O
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Se observa que el resultado es % , por consiguiente, se utiliza de nuevo la regla:
lim [ —X COS.X — Sen x]
0| 2cosx —xsenx

Al evaluar nuevamente se obtiene:

2cos0 —0sen0 2

lim —XCOSX —SENnX =—Dcosﬂ—sea10=g
0| Qcosx — xsenx

=0 , entonces, ]ing[ctgx—l]=n
=4 x

< Indeterminaciones del tipo 0°, =°y 1%

Para lim [ f(x) **) se pueden obtener las siguientes formas indeterminadas:

@ Si EE: Ffx)=0y E[lﬂ:: 2(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacién del tipo 0°
2 Si lim f(x) =2 y lim g(x)=0 entonces se obticne una indeterminacién del tipo e
© Si lim f(x)=1y lim g(x) =% sc obticnc una indeterminacién del tipo 1*

Para estos casos se puede aplicar el logaritmo natural en y = [ f(x)]® y aplicar la propiedad In b" = n In b, es decir:
Sea ¥y = [f(x)}#" entonces:
Iny= g(x) In f(x)

De tal forma que esta transformacion nos lleva a un producto indeterminado g(x) In f{x)el cual es del tipo 0 - =
Por otro lado también se puede utilizar la transformacién: [ f(x)]™" = est= A

Ejemplo

Obtén el resultado de H...”n:! {cotx)"
Solucién

Al resolver directamente

o
Iim (cotx)* =0

= obtiene la indeterminacién 0°sea y = (cot x)*, aplicando el logaritmo natural en ambos lados se obtiene
In y = In(cot x)*
Aplicamos la propiedad In 5" = n1n by se tiene:
Iny=xIncot x

Calculamos el limite para In y y se transforma el producto

Incotx

lim In y = lim xIncot x = lim
a=i* a0t

x=a0*

X
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Se aplica la regla de L"Hépital
— o z —
. [mu )( cse” x) (tanx}( szx)
—_— = lim
x=0" l x=0" _l x=0" _i
X x x
( senx ) 1 ] 1
_ oS X sen’x — Jfm — SEn X cOSX
a0t _L =it _l
X X
0" senx cosx 0

Se obtiene la indeterminacion 0’ entonces se utiliza la identidad %sen 2x=senx cosx y se aplica L'Hopital

X x
= lim = lim 25
=0 senxcosx w0 1 o e0%sen2x
2
0" 20082x 2c0s 2(0) 2cos0 2

por tanto 1[1:5 Iny=0

Pero queremos el limite de y, entonces partiendo de la propiedad e'™? = b se escribe y = ¢
Entonces

l[1:nn+(cmx}‘=li1:gj‘y=l[1:53'”=e°=1
Por tanto 1ﬁg(mtx}‘=1

Ejemplo
JCuil es el resultado de 1[133 {1—cosx)™" 7

Solucién
Sea y=(1—cosx)""*,aplicando logaritmo natural en ambos lados se obtiene:

Iny=In{1— cosx)""

Iny = (tan x) In{1 — cos x)
lny=$ In{1—cosx)

i In(1-=cosx)
cotx
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Aplicando el limite y luego la regla de L*Hopital

[1 ](st:nx}
Em]ny=1[mh(l_cmx}=l.[m cosxz 5
x=0* x=30" cot x x=0" —CsC X

Ifm [_(l—omzx}sen x]=
a=sil* 1—cosx

lim [_(1 —cos x}{1+ cos x)sen x] _
x=40* 1—cosx

,h_'f.?'[_(l + cos x)sen x]=—(1 + cos(0))sen(0)
= = (1+1)0) =—2)0)=0

Por tanto lim Iny =0 pero se quiere el limite de v, entonces sea y = ¢"?, entonces
x=0"*
m:n!(l—oosx}“‘=1£nﬂ:‘y=li?‘e'“=e“=1

por tanto lim (1 —cosx)™* =1

Ejemplo

Determina ].[I:II::!(I - 2x)

Solucién
Al sustitnir directamente se obtiene:

1
lim (1—2x)* =1
1
sa y=(1—2x)* ,al aplicar logaritmo natural
1
Iny=In(1—2x)*

Iny="2in(1—2%)
X

ny=20-29
x
Se obtiene el limite de In y y se aplica L."Hdpital:
e R
llmlny=1[m]n{1_2x}=lﬁn 1_2x=1{m _ 2 - 2 =_E=_2
a0 xa* x x=0* 1 =0t 1—2x 1-=2(0) 1

Por tanto 1[1:5]11}*=—2
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Para calcular el limite de yhacemos y = ¢!"¥, entonces

Por tanto
1
- 1
EJERCICIO 47
Obtén los siguientes limites:
3 _
L ].[mx 125 1. Hmix+]nx
x5 gt — 25 == dx—Inx
2 1imE e 12. ]imi.__ﬂli__l
3 ljfl:l:lM 13. (l—scn ]
=1 =7 x=20
%, fifge s 14,
a0 Ay =l 3x senSx
5. lInél{tanx}‘ 15. (l+ )
]n(cosiix} tan x — x
L x=a0 sz 16. x-m( x )
X
7. ling(secx}‘ 17. '( ]
- a s}
8. lim(xcsc3x) 18, mu(l)ln[g”z]
=0 =01 x x+2
9, lim(cosx + sen x)=- 19, unla]‘;xl
. ot O

2

10, 1im M2+ 1D —Inx+2)

Xfmn X

20, 1111:_ (sec x —tan x)

N=h—

2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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Teorema de Rolle

Definicién
Sea f(x) una funcién que satisface las siguientes condiciones:
1. Es continua en el intervalo [a, b].
2. Es derivable en el intervalo {a, b).
3. fla) = fb)=0
4. Entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) =0

EMPLOS -
1 ®#° Verifica el teorema de Rolle para la funcién f(x)=x* —x—6 enel intervalo [—2, 3] y determina el valor de ¢ en
|§' f dicho intervalo.
Solucién
1. f(x) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en todos los mimeros reales, en particular en el intervalo
[-2,3]
2, La derivada de f{x)es f'(x) = 2x — 1; f'(x) es definida en los niimeros reales, en particular estd definida en el
intervalo (—2, 3) y es continua.
3, f—D=(-2 —(-2)-6=4+2-6=0; f(N=03—-(3)—-6=9-3-6=0
4, Por tanto, f{x)satisface el teorema de Rolle.

Para obtener el valor de ¢ se emplea:
fe)y=0 — 2-1=0
Se resuelve la tiltima ecuacidn y se obtiene:

e(-2,3)

b | =

y

b | =
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2 ®%: Verifica si la fancidn f(x)=x"—5x° +2x+8 satisface el teorema de Rolle en los intervalos [—1, 2], [2, 5] y en-
cuentra los respectivos valores de ¢ en estos intervalos,

Solucién
1. fix) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en toda la recta real y en consecuencia es continua en los
intervalos propuestos.
2. La derivada de f(x) es f(x) = 3x? — 10x + 2; esta funci6n es continua en los intervalos (—1, 2) y (2, 5) por
ser una funcién polinomial,

3. Para el intervalo [—1, 2]
=D =(=1P =5(-1P+2(-1)+8=-1-5-2+4+8=0
fA=2r-527+22)+8=8-20+4+8=0
1) =12
El teorema de Rolle se cumple para este intervalo.
Para el intervalo [2, 5]

fi2y=0
=GP —-55P+2A5 +8=125—-125+ 10 +8 =18
F2)# f(5)

En este intervalo no se satisface el teorema de Rolle.
4. Se buscan los valores posibles de cen el intervalo [—1, 2]:

Fley=0 > 3¢2—10c+2=0
Se resuelve la ecuacitn cuadrética para obtener los valores de c,

s —(=10)% (—10)* —4(3)2)

2(3)
10 + /100 —24
6

10+76
6

10 £8.717
6

c=3119

c=0213

EJERCICIO 48

Verifica el teorema de Rolle en los intervalos indicados y halla los posibles valores de ¢ para las siguientes funciones:

1, flxy=x"—4; [-2, 2]
3

2. flx) = 2x" — 3x; [0,5]

3, fx)= x"—5x+6; [2.3]
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4 flx) = 2x* —3x—2;

5 f)=x —9x;

6. f)=x"+5x" —4x—20;
T fix) = x* —13x+12;

8. f) = Jx'—25;

2

X
9.0 ="

10. f(x) =cos x;

4-x
11. gix) = {S_Sx;

1 1
12, Az} = x* —2x*;

O Verifica tus resultados en la seccién de soludonas correspondiente »

Teorema del valor medio
Dada una funcién f(x) tal gue:

1. f(x) es continua en el intervalo [a, b]
2. f(x) es diferenciable en el intervalo (a, b)
3. Entonces existe un niimero ¢ € (g, b) tal que f'(c) =

CACUIO DFERENCIAL » Aplicaciones de la derivada

e[
[-3.0] y [0.2]

[-2. 2]

[~4.1] y [13]

[-5.0], [-5.5]y [0.5]

[_210]! [_2!2] Y [012]

s[5

_x<:1 8
mx‘:-‘-'l’ [—2,5]

[0,16]

Jb) — fla)
b—a

[ [ —

n . P YR |
=
By
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EMPLOS .
1 ®%° verifica que la funcién f{x) = x? — 4 satisfaga el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 3] y encuentra el
| valor de c.

Solucién

1. f(x)es continua en [—1, 3], ya que estd definida en todos los puntos de este intervalo.

2. Como f(x) es una funcién polinomial, entonces es continua y diferenciable en el intervalo (—1, 3), f'(x) = 2x
3, Para buscar a ¢ se sustituye en la formula:

E
.
il

=a
i ool 1)
Pt
g 30
e=2 -1
8

Por tanto, €l valor de ces igual a 1.

2 ®¢: Verifica sila funcién f(x)=x" + x* — 2x satisface el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2] y calcula el
valor de c.
Solucién
1. f(x) es una funcién polinomial, entonces f(x) es continua en fodos los puntos del intervalo [0, 2]

2. Al ser f(x) continua en el intervalo [0, 2] entonces es derivable en el intervalo (0, 2} y f'(x) = 3x? + 2x — 2,
aplicando el teorema del valor medio se obtiene el valor de c.

ADERG | w820

f'(e) =y 2
3 +2c-2 =4
3 +2c—6 =0
Al resolver la ecuacitn para ¢:
. —2%,/2" —4(3(—6) _ —2£.76 _ [e=1.12
2(3) 6 c=-—178

El valor de ¢ que pertenece al intervalo (0, 2)es ¢ = 1.12
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3 @9 Verifica si la funcién F(x) = x? + 5x + 4, satisface el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3] y determina el
valor de c.

Solucién
1, La funcién es continua en el intervalo [1, 3], ya que estd definida en todos los puntos del intervalo.
2. Lafuncién es polinomial y continua en el intervalo [1, 3] entonces, es diferenciable en ese intervalo f'(x) =2x + 5

3. Para encontrar ¢ se aplica la formula: f'(c) = fb)—fla)

b—a
_fé-A) _ 28-10
2e+5= 31 ; e+5= 3—1
2 4+5=9
2e=4
c=12

EJERCICIO 49

Verifica el teorema del valor medio para las signientes funciones en los intervalos indicados y determina el valor
adecuado de c.

1 fix)=x"—3x+72; [0, 3] 6. fix)= x*+5x; [-2, 1]

2. )= 4+2; -1, 7] 7. fix) = sm% : [~m, 7]

3000 = = [, 31 8 W)= ——— [0, 71

- JLX) = % H n - X = {fm » s
4 foy =21, [-2,1] 9, fix) = €% [0, 11
x—=2
5. f0) = Jx+1; [0, 8] 10, f(x} = In{2x + 1); [0, 4]

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Diferenciales

Se define la diferencial de una funcién fen un punto x, como el producto de su derivada por la diferencial de la variable
independiente y se denota por las expresiones df{x) o dy, es decir:

df(x) = f'(x)dx o dv = %aﬁr;pamtodadﬁﬁﬂ
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EMPLOS .
1 @2 Obtén la diferencial de la funcién y = x2 — 5x + 6
E {
2 Solucién
Se obtiene la derivada y se multiplica por dx:

= L =5 +6)-ar
dy= G )
dy = (2x — S)dx

Por tanto, la diferencial es: dy = (2x — 5)dx

2 ®¢Determina la diferencial de la funcién y = Jx*— §

Solucién
Se deriva la funcidn:
dy _dJx'=5 1., _tagx-5_1,, - x
BN "o xl-gf B e (M —5) 12N =
ix 3 2( o o 2( ) 2(2x) Jf——s
Por consiguiente,
dy= e dix
x -5
3 @+ Obién Ia diferencial de la funcién f(8) = 2 sen 6 cos @
Solucién
Se deriva la funcidn:
df(#)  d2senfcosd dcosf dsenf
= =2 +
a0 40 [smﬂ cos @ 40 ]
= 2[sen #(—sen &)+ cos B{cos 8}]

= 2[cos’ § —sen’d]
Pero cos’ @ —sen’ 8 = cos 20, entonces:

6}

=73 2
29 cos 20

Entonces
df(#)= 2 cos 20 d@
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4 ®%- Opienla diferencial de la funcidn y = arc sen{1 — x?)

Solucién
Se deriva la funcidn:

arc sen{l — x%) =

El&

B~
i‘]
T
=
&l

|
"
-

e G
2—x
Por consiguiente, dy = —
EJERCICIO 50
Determina la diferencial de las siguientes funciones:
1. y=ax ll.g(x}=%
2. y=ax?+bx+ i, i
AR = s
ax’ +b

A fm=x—2?+5 13, y= s s

4. 5= r=%
5. h(f) = (5 = 3?)°
6. y=(*-27

1

7 y= (2+§]S
X

B y= le,;f—TZL

9. f(0) = (x — x + 3)*

25—1

10. A(s) = 2543

199

14, fix)=x —cos 2x
15. f(r) = tan® 2¢

16, y= (1 —sec x)?

1—sen x
11 80° 1 s
I
18, s(r) = =

secx—1
190y = Jsm—ﬂ

20. y = log(x? + 5)
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21, y= In/x¥* —3 26, fxy=x2Inx
=
22, y= In [— 27, fix) = arc cos 2x
x+2
=] 2
23, y=¢" 28. y = arctan—
x
24, y= 224 29, y = arc sec/x
er
25 hit) = —— 30, y = arc csc(3x?)
€ —¢€

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Aplicaciones de la diferencial

Sea y = f(x) una funcién, si se da a x un incremento Ax, la variable y recibe un incremento Ay, que se considera un
valor muy préximo a dy, entonces el valor aproximado de f(x + Ax)es:

fae+Ax)=y+Ay=y+ f(x)dc=y+dy
A esta expresion se le llama aproximacitn lineal y sirve para aproximar valores de funciones.

Aproximacién lineal

EJEMPLOS .
=2 1 ®¢- Determina el valor aproximado de 25,020

Eo

& Solucién

Se asocia a la operacion la siguiente funcién:
y=x
Se busca un valor x proximo a 25,020, cuya rafz cuadrada sea exacta, en este caso x = 25,y = x"ri_S = 5; las
veinte milésimas restantes se toman como la diferencial de la variable x.

1
de = 0.020 = —
50

Se obtiene su diferencial:

Los valores se evaliian en la férmula:

Por consiguiente, /25020 = 5.002
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2 ®%° Determina el valor aproximado de 370
Solucién
3¢ asocia a la operacion la signiente funcidn:
y=

Se busca un valor x praximo a 70, cuya raiz ctibica sea exacta, en este caso x = 64, y las seis unidades restantes
son tomadas como la diferencial de la variable x, es decir, dx = 6
Se obtiene la diferencial:
1

dy = ——=dx
)
1 1
dy = ©=
3dea) B
Los valores se evalian en la farmula:
fx+ Ax) =y +dy
Ym=iEa+ey~a+1=3
B 8
Por tanto, &r6_4==§=4.125
3 @2 Obtén el valor aproximado de cos 40°
Solucién
La funcién asociada a la operaci6n es:
Y=cCosXx
Se busca un valor x proximo a 40°, en este casox = 30° = %,y = cos 30° = % ylos 10° = % restantes
s el valor de la diferencial de x.
dx=1
18
Se obtiene su diferencial:
dy = —senxdx

1
d)'=(—sen30°}{%}=(—z—)(%}

S
B="3
Los valores se evaliian en la farmula:
fx+ Ax) =y +dy
cos 40° = cas(30° + 10°) = £—1=M=D.ﬁ8758941
2 36 36

Hlialmente cog i e 0
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Aproximacién del aumento o disminucién de funciones

Ejemplo
Al enfriar una placa cuadrada metdlica de 8 cm de longitud, su lado disminuye un 0,03%. ; Cudnto disminuird por-
centualmente su drea?

Solucién

Se determina cudnto disminuyd el lado de la placa, para ello se obtiene el 0.03% de 8.
(8)(0.0003) = 0.0024

Six = lado de la placa, entonces dx = —0.0024 cm, el signo menos indica que decrece el lado,

Luego:
Hl drea de la placa es:
A=x?
La disminucidén en el drea es:
dA = 2x dx

dA = (8 cm){ —0.0024 cm) = —0.0384 cm?
Por iiltimo, se determina qué porcentaje represenia 0.0384 del drea total de la placa, es decir:
A=x2=(8cm)? = 64 cm?

(0.0384 cm’ }(100%)
64 cm? -

Porcentaje de la disminucién de su drea = 0.06%

Por lo tanto, el drea disminuye 0.06%
Estimacién de emores de magnitudes

Ejemplo
Se calculé la longitud del lado de un cuadrado y éste mide 2.5 cm, con un error de 0.02 cm. Determina el méximo
error que se comete al medir el drea del cuadrado.
Solucién
El drea se determina con la férmula A = x2, se obtiene la diferencial d4 = 2x dx, al sustituir se obtiene
dA = 2(2.5 cm)}(0.02 cm) = 0.1 cm?; dA representa el maximo error cometido en la medicién del drea.
© Error relativo y error porcentual.
dv dv
error relativo = = ; error porcentual = IUDT
Ejemplo
3¢ calculé el radio de una esfera y éste mide 4.5 cm con un error maximo de 0,035 cm, Calcula el error relativo y
porcentual que se obtiene al medir el volumen,
Solucién
Del problema se obtiene:
r=45cm — dr=0.035cm

La férmula del volumen es v = %'m" y su diferencial es dv = dmr2dr
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Entonces, el error miximo cometido al medir el volumen es:
dv = dgridr = 47 (4.5 cm)*(0,035 cm)
dv = 2.8357 e’

Luego, el volumen de la esfera con radio 4.5 cm es:

4
V= 5-::'{4.5 cm)’ = 121.57cm’

Por tanto, el error relativo es:

dv  2.8357cm’ dv
——— e e s _} pev—

= 0,023
v 12157 cm® v 0

Y el error porcentual:

1tmE = 100(0.023) — 1002 = 23%
v v

EJERCICIO 31

12,

14,

16.

17.

1.

h B WM

Calcula el valor mds aproximado de las siguientes operaciones:

86 6. 4130 +2tan63°
335 7. (123.5)
{20 8. sen 53° — cos 44°
. sen 38° 9. sen® 20°
. V6 +cos50° 10, cot 75°

. Una placa circular de radio 3.8 cm, se introduce en un horno, aumentando su radio en 0.012 em. ;Cudl es el

aumento en la superficie de la placa?
La longitud de las aristas de un cubo es de 5.9 cm cada una, se midieron con un error miximo de 0.032 cm.
Determina el méximo error que se cometié al medir su superficie y volumen.

. Se calculd el didmetro de la base de un cilindro circular y éste midié 7.2 cm, con un error mdximo de 0.05 cm.

Calcula el error méximo que se cometié al medir el volumen si la altura es constante e igual a 10 cm.

Se midi6é un lado de un cuadrado y se cometié un error méiximo de 0.012 cm. Calcula la longitud de uno de
sus lados si el error miximo que se cometié al medir su drea es de 0.192 cm?.

. Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el volumen y la superficie de una esfera, si su ra-

dio mide 12cm y el error méximo que se cometi6 al medirlo es de 0.015 cm.
El error relativo que se comete al medir el 4rea de un cuadrado es de 0.18, si el error que se comete al medir la
longitud de uno de sus lados es de 0.01 cm. Encuentra la longitud de cada uno de los lados del cuadrado.

El error relativo al medir el volumen de una esfera es de 0,02, Calcula el error miximo cometido al medir su
didmetro, si éste mide 3 cm.

18, Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el drea lateral de un cilindro de base circular, si al

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

medir el didAmeiro de la base se obfiene 4.5 cm con un error méximo de 0.004 cm y la altura es de 5.6 cm.
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B % HUCS UG )= (reRfen =55 )

9, (—==)={xe R}

Exrcicio 1
1. Funcién 6. Relacién 11. Funcién 10, (—-GG,"—SJU("—S,U]U(U,W]={JCE R|x?ﬁ"‘5,x5ﬁl]}
2. Relacién 7. Funcién 12. Relacién 11. (—o2,—1)U(=1,0)U{0, 1)U (L, *)={xeRlx ¥ —1,x#0,x# 1}
3. Funcién 8. Relacién 13. Funci6n 12, [-1,0)={x=—1}
4. i . Funci 14, Funci
S S B 13. [6,%)={x=6}
5. Funcién 10. Relacién 15. Relacidn
4. (-, 2]={x=<72}
EJErcicio 2
15. (~=, 4]={x=4}
| 5
. f(wij =3 =50 =-3 16. (-2, ~5]U[5,0)={xeR|x=—50x= 5}
2. fla) =a*—5a +6, 17. (===, —1U[6,=)={xeR|x<=—-lox=6}
fla+b)y=a+2ab+b*—5a—56+6 18. [--6,6]={xER|——GSx56}

+ H) = 3x2 + 6hx + 382 + dx + 4h — 2
RN 3 o 19. (—o=,=)={xeR}

Jlx TRy = flx) =6x+3h+4

3. b 2. (—eo, )= {xeR}
4, f(-l—] - Flef[“—l) = No existe 2. [5,0)={xakz=5}
3 3 2 . @.®)={xeRx>2}
4h
e - . (~,3)={xeRx<3
Fo ) = 0= S+ D+ 1) 0,3)={r =Rz <5}

n
3
24, (—o,—U(-2, =) ={xre R x#-2}
25

3. f(5)=3,f(H =0, fi6) = JZ[I =2\|'r5 s . (~,—4]U(3, %) = [xEijS-—d-ux}S}

f(3) = No estd definida

e 3 3
6 fix+h) = x+2h+h -3 26. [l, E]={xeﬂ|l£x{5}
flx+h)— flx) _ Ix+h 7. (2, =)={xeRx=-2}
h Jo R =3+ x* -3 [ 5] { 5}
28, | === |=JxeRx<Z
, fEtB-—f@ _ _ 1 2 2
’ b (x+b+1)x+1) 29. (0,=)={xeR|x>0}
g JEFTW—FG) _ 1 0. (-L3)={xeR|-l<x<3}
h Jl=(x+h)+ A—x 3 [Le)={yeRy=1
32, [4,%)= —4
9-ﬂ1]=%,ﬁ:ﬂ]=§,ﬂx+§]= ij_[? [4,%)={ye R y=—4}
® B, (=,9]={eRy=9
=2 #[l) =3 =
10. f(ﬂ)—z,f[x] f+2f 3x _ (-ao,ﬂ={y-_=nhs%}
Las demostraciones de los ejercicios 11, 12, 13, 14, 15, 16,17 v 18, se " o
dejan al estudiante, . (2, U2, =)={yeR|y#-2}

34
35
1 1 1
S . (o d)ofbe)=perrnd)
(—oe,00) ={xe R} 3. L=)={yeR|y=1}
38
39
40

L.
2, (—oo,)={xeR} . {"W,U]={J'ER|)!£U}

3. (—°, =3 U (-3, =)= {x ER|x= -3}

4. (-0 5)U(5,%) ={re Rx*5} [L2I= N s =2t

5. (—5,—4) U(—4,4)U(4, %) ={x e Rlx % —4,x# 4} - Qu={ero<y=y

6. (==, U0, 5)U(5 =) ={xeR|x#0,x#5} 41. [0,hU(L=)={xeR|0<y<loy=>1}
7. (== DUR, HUG, =) ={xeRx#2, x5} 42. [0,=)={yeR|y=0}
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Exrcicio 4 5.

I X
6.
2 &
’ Yi Al
Ji fx)= —% x+2
X
fn= -2 i
T
3. ra
¥4
f)=m fioy == dx+ 3 \
»X | sl E
4 g i
r?, fy=-2xF +12x- 13
fix)=3x+5 r
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17. 21.

Y
fa=, 1‘2/
X
22,
18, £
A= Jm—x’
X
19 ; 2 YA
fr= Jxlex—12
Axj= fx—4
X
x
20 24,
Y4 Y
A= Jad -9
Joy=- Jo—x
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fo=

Y
l
1
i x—2
x)=
i X x+2
|
1
......... Ty
: e
} —t—t—t »
: X
1
1
1
Yh
i |
|+
H B 7 |
1]
r X
E r K= x+2
o e
o Pk
1 -
L]
bW
L
] N
]
Y4
™ I
| |
|
r |
fw)= x+4 | |
x—3 I
B |
_________________ | P ——
P ! i
T
_________________ (R 4
|
i I
B |

29,
Y4
: -
| 1 I—-x
I J A= x+2
I
I ]
1 L
W N . VI
—— —t
1 ]
I
| -
30.
Y
! _,(;)-|:|
S I o X
31.
Y 4
ﬂ:}-lt—zl
32.

fa= |x+4]
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37.

.'I"'n i'
i I
I
I
I
f= [x* | |
I
I
I
i }
I X
E I
38,
Y
Ya
i fx= |x’—4r+3|
X
B 3o,
¥ a
I
¥4 I
|
11
H=f—x i x—3
A |2 | b A= m'
I
1
' -K
________ o e e e e o
T | L M(_’:
! X
B e e e Ft=———m———=—==
X I
40,
¥ 1
Ya ‘EI]-[FZ]
*—20
*—0
*—0 X
*—0 -
X
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41.
¥
-—
-—0
L )
ENERCICIO 5
1.
¥4
1 1
2
¥4
3.

Ya
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SCIICKIN A LOS EJRCICICS

ExErcicio & 5.
Ya
1.
Y a
y=.‘r’—d’
\ L / T p=3s+R2x+11
} } } } } I = T
X "
—t —+
LA A 1
6.
Y
2.
Ya
FRp e |
!=(I+J}3 F=—x
i X
3
| X
T 1.
3: ¥
Ya
e |
y=I-x* y=x+I
—
Pl o . .4
| X
I 8
i Yi
4, T
Ya 4
y=(x-I+2 |
i - ]
y=x"—6x+I10 | ——+ —+——
1 X
+—t —t+—+—+ s 1
X J
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10.

11.

12,

13.

¥a

LB 4

¥4
y=Jx—2+2
X
Y
y=/x—-3-2
——+

y=—Jx+3
L : L L : L L =.
X
Ya
y=|x—3]-2
N

14,
) 4
X
Exrcicio 7
1. Crece: (0, =)
2. Decrece: (—2,0)

Crece: (0, =)

3. Crece: (—oo, +50)

4. Decrece: (—%,0)
Crece: (0, =)

5. Crece: (2, =)

6. Decrece: (—=, —3)

7. Decrece: (0, =)
Crece: (—22,0)

8. Decrece: (—2,3)
Crece: (3, =)

9. Decrece: (0,3)
Crece: (—3,0)

10. No crece ni decrece, permanece constante

Exncicio 8
. Biyectiva . Ninguna
. Ninguna Biyectiva

Ninguna Inyectiva

b= - - B -

Biyectiva . Suprayectiva
Inyectiva 10. Biyectiva

Pl e REGEE

ExErcicio 9

L fix) +g(x) =3
f&x) —glx) =7
Sfix) - gix) = —10
f&@__3
glxy 2

2. flx) + glx) = 4x
Jx) —glx) = =10
) - g(x) = 42 — 25

1) 2w
glx) 2x+35
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L f)+ g =2 —x—3

flx)— glx) = —T(x + 1)
- g) =x* —x¥ — 15x2 — 23x — 10

fox) _x=3
glx) x+2
A0+ g = 224
6
fx)— glx) = by
6
) ) = w
flx) _6x-3
g(x) 2x+4

L )+ g = Jx=3+/x+4
fx)—glx)= Jx—3—x+4
fO-g) = Jx* +x—12

fx) _ [x—3 _JJ_:-2 +x—12
g(x)_‘qx+4_ x+4

. fx)+ g =x+ 2%
fix)— glx)=x

f - g0 =x+xJx
Fiso P -

s

. fix)+ glx) =sen’x +cos?x =1

fx) — g(x) = sen” x — cos” x = —cos 2x

J"(x)'g(l)=3lm’1'm62x=-}m22x

M =_m2x = tan?

T X
E(x) cos'x

. anDg= {—L.3,5}
F—g={-1-8.(3,-8),(5 -9}
frg={(-1,20),(3,84),(5 112)}

863 62)

; { LS s 3,." . 5’16

. D,NDg = {~2 ~1,0}
Fre={(-20)(-1,1)0,2)r
f-g={(-2,-25),(—1,-12),(0, -3}

Lea-.(-1-2) (o-1)}

10.

21.

2.

30.
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D,ND, ={-1,1,2}
FHe={-L1 1102 1)}
F—g=H-L-3)0, 12,0}

fe= {(—Lﬂzmn).[z.i]}

Lo

X Frx)=2x+5
.ﬁ‘,x)ms(x)=-—12+d=x+l3
. B - 5(x) = x% + 2x3 — 19x2 — 68 — 60

ﬁ=x+3
r(x)
) _
' r(x) =

. g —s(x)=8(x+12)
CfE e =xt+5x+6

Sflx) x+3
r(x)_x+2
Ex)_x+3
sx) x-—35
Fic 0 [c. SPRREN
flx)}  rix)
x+2
fx) +gx) = Xxt2)
@=f——x
2(x) x+2
=1
. fx) - glx) = e
_ 5-5
) =) = )
x—1
. B(x)-h(x) = F
@+h(x)=x’-1f+=u—z
2(x) (x+2¥x—13)
M“_ =12+x+3
T R
2) = f(l) e
8(3)
1 x=2
M e s
x=2x+3
hix) — glx) = -3
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T ED @ ax—1Xx—3)
_ X -3 +2xt6
32, (0 - Bix) — glx) = x(x +2)(x — 3)
3, SO TA) _ >~ 12x—1)
* £(x) (x+2¥x—3)
s, b He=D
gx)+h(x) x' -3
1 _3-x
s 1—h(x) 2
Exrcicio 10

1.

(F o g)x) = 12x% — 46x +40,(g o f)x) = 6x2 — 10x — 7,
(f o)) =27x* — 90x* + 24x2 + 85x + 20,
(geglx)=dx —9

2. (fopdm) =x (g NW=x(foNE) = x.(g° ) =x*
I (fog) =4 (g U =2.(fefMx)=4{gep)x)=2

10.

1.

Afe) =x(ge ) =% (fo )0 = x* ~10

(gop)x) = x* +10

(fea =x+2 [x—1,(go W = (¥ +2

(F o)) = + 20+ 2P, (gogh®) = Jx—1-1

_l=x . _ xt3
o) = (e N = T

_—"'_l a -_—
(fof)x) = 2x+1'{g ) =x

- (f 2 gh) =loglx — 4), (g of x) =loglx —2) —2

(f o)) =loglloglx — 2) — 2], (g ° )Y =x — 4

(o) = =g oK = = = -1

(fohHW) = ,df—}L T

(go)0) = x+x* -1

- (F o) = {(1,5).(2,6),(3,7). (4. 8)}

(g = f)x) = No estd definida, (f /H)x) = {(2. 8)}

(g = g)(x) = {(1,3), (2, 4), (3, 5)}

(feg)x) ={(—2,1),(—1,4),(0,9), (1, 16)}

(g o f)x) = (L, 4).(F =) = {(1,1), (2, 16)}

(goglx) ={(—2,4)}

(F o)) = (3, 1).(—2, —3).(1, —1)}

(g = f)x) = {{0, — 1), (1, 0)}, (f = F)ix) = {(0,3),(— 1, —1}}
(goR0) ={(—2,-2)}

. fegeh=81x?—54x+9
. fegoh=1—12¢ + 48x* + 6426

. fogeh= [2x=9

20. fegoh=sen’(x—2)
21, fegoh=sectx
22, fegoh=senx
Exrcicio 11
1. Ninguna 6. Ninguna
2. Par 7. Par
3. Impar 8. Par
4. Ninguna 9. Ninguna
5. Ninguna 10, Impar
Exrcicio 12
L i =x
i x+5
2. o=
3. )= Jx+9
4. No tiene inversa
5. ' w=
6. =Y
7. o=
8 i =3—x2
9. No tiene inversa
0. i) = J4=x*
1. ffiy=x'—9
2. ;g = 22
2x
13, fFli = Jx* +1
14, f-1x) = lﬂ
1—x
b x*
15. f(x) g
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Esercicio 13 5. v
1.
fw =3
f@=I-¢
X
2
'Y 6; r
xy=e "+ 2
- fr=e"+
X
X
3,
¥
7.
| ¥
y=3-3 | f@=mx-2) |
/ X
X
...... e
4
¥ % YA
f=eel /
; C S X
............................................ B f(r)=1+mr
. ]
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9
Y4
/_ Fix)=2+m(x+ 1)
: X
10.
Y4
fix)=3cosx—2
{ \ )
11.
Y4
fix)=—2senx+1
R R L
X
12,
Y
¢ f(¥) = —tanx

13.

14,

Y4

Flx)= -2secx + 1

-

Exrcacio 14

X

p 8

10.

11.

12,

218

. P(A)=

. Vix)= %m‘r

V(h) =40h

4
Vi = — qh?
(h) 5% .

12+/54
5

_md
A =T

3

3
AW =T G+
.V = fél(arﬂs]

3

wr

. A= =
(x) 3

AW =3x 16X

A = (x— 4}(—5"] —3]
X
9 ==
d@y= >\167 +1

L e
din= = Jr* —16
(t) 3V

fix) =sen (: + E)



2.

Exrcicio 15

1.

2. 016666 =

3.

4. 0

5.

Emxrcicio 16

11.
12,
13.
14,

Eercicio 17

=001
a=008
&= 0025
a=04

o] =

. e=0.
. & =0.0098
. e=025

. & =0,002

27

0

J3

. 32

I
oo | La

. Noexiste

. Noexiste

18

15. 0

16, No existe

B

ol

31.

E

[y
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by

I

=R - ] ultﬂ

| w1

Ll N

36.

37

38.

39,
40,

41.

42,

43,

45.

47.

49,

50.

11,

12,

13.

14,
15.

16.

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS

1

i

NS

[

[=a)
E r
&

o= =

T

3]

Rlw &= 2=

S Gim=n

Dsim<n

Noexistesim™> n
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CAICULO DFERENCIAL

—
]
I

y=fx) ARTES |

Il
S =

=
Z

tiene asintota horizontal

lp.":_l i

2 : Xl I

As. Vertical: x= —
2

- e
Il

&
L=
Il

As, Oblicua: y=2x -1
Ty
8. y=-2

9. No tiene asintota horizontal 4.

Il

S aln
=
1

b |

TR

As. Vertical: x=-2
As. Oblicna: y=x -2

im-32
X
F
. ¥y
As. Vertical: x= -2
As. Oblicua: y=x - 1 ek
2. '
x=3
As, Vertical: x =~ 1
As, Oblicwa: y= x
6.
X Ya

As Verticalix = 3
As. Oblicua: y = —x -3

-

X

As. Vertical: x=1
x==7T

As. Oblicua: y = x

!rll
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ExErcicio 22

As. Oblicua: y=x-1

1. a)11,B)9, ¢) Noexiste
2. a) =1, B) —1,c)—1,d) —6, &) —4, ) No existe

As, Vertical: x = 1
As. Oblicua: y=x" +x

3. 00,52, Noexiste, d) = 2, ) = 2. /) =2

3 5

4. a)1,B) 4,004, d)4,e) 16
5. a)4,5) 4,04, d)8,€)3, f) No existe

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS

=7

L

03

2

10. Mo existe el limite

Exrcicio 23
i 6 2
3
I
5, 2w 7. —443
2
3. =2 3.0
4, —1 9.1
1 :
& _E 10. No existe
EMRCICIO 24
1. =2 11, =2
2 3 12, L
4 "
g 13. 1
2
4. 0 14, 0
1 1
. —= 15 =
: 2 2
6.0 16. 0
7.0 17. 9
8 42 18. 0
n—-m
. =1 19,
9 9 v
10. —seci(3) 20. 0
CAFTUIO 3
EsxErcicio 25

1. Escontinnaenx =0
2. No es continua en x = 2

3. Noescontinuaenx = —

B2 |

. BEscontinuaenx =3

. Continuidad removible en x = 2
. No es continua en x = 247

. Escontinnaenx =2

. Noescontinuaenx =1

Eoee =1 o W

. No es continuaen x = 0
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10, No es continua en x = —2; es continua en x = 2

11. Escontinuaenx = 1; no es contimmaen x = 2

3
12. Escontinnaenx =7 y x = kil

13. No es continua en x = —3; escontinuaenx =3

14, Contimidad removible en x = 3
15. Contimidad removibleenx = 1

16, Contimnidad removible en x = —2

17. Continuidad removible en x = 8

i 1
18, No es continua en x = 5

19. k=1
M. k=00k=2

2. k=1 o0k=-

o k2

M. a=4,b=2

Exercicio 26

g

no
s

il i
B,

Exrcicio 28

1. ' =3
2. ¥y ==b
3.y =X

4 f)=6r—35

5.y =2ax+ b

10.

CAPTULO 4

10.

o -

thia W

no

no

<
8|S

i

y =32-2

=

e B
(x—1)"

yi=3x2

1. f =~%

12, f9 = (124—;‘1)2
15, £ = 1'”2
14, F)= dﬁ

¢

3. Fx=0

4, s'"(N=0

7. fH=a
8. s()=p

9. F) =542
0. y' =ab

1. f'() =5x4
12. F(1) = 12¢2
13. ()= %:3
14, y' = %x

15. fiix = %x’

222

= 33(2x +17

20.

19.

20.

21.

23,

24,

25,

26,

7.

28,

29,

30.

xx
Y= —
3
y'= -
x—1)ix—1
i 2
= 1 3
(x—1)%(x +3)
y= L
At
y' =9x?
2
* f‘(x) - s 3
S4Ux
1
. fi) =
o= %
=1
s = 1,__
47
1
o)==
X
s
. fix) = 7
4x*
o=
s = .
[
20
f'(l') i
X
12
===
x
ro=—
4x
P = —m
1538
__ 2
fx= m
; 5
v



4

41.

43,

45.

47

B B e BB

4

-f(-l-']="—,.—

Ixdx

. ) =21x2—6x+3

F) =4x?— 1522 + 16x — 1

Fix) =10x + 4

. ) =12ax® — 12a¢® — 108x + Tc
_x _6x_4

W=7 75 7

st 4 ¥ w1

W)= et

-+ -
6 5 4 7 9

2x 1
FO) = ==
iy =—3 43
(1) :’+:2
18 3
f(-x]— F+ +x:+?
t 4 6
W= T
A
Fy= 15%"_ P =4
FO=u-G-6- 5
X
5 2
: =3Jx+——+
Fx) VX P ey
RE
. £ = anx=! + b(n — 12
.f'(_x)=%1+$
a b
-+
F) Tl
y= 5:‘&
_a{_

5

1
IO G

. fi) =1dx + 157

ro=-5-32 -
X
_ e 10 _ 8
PO =S s

8

8

61.

2 9 8 B ¥

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS

I
T
. ¥ =15Gx — 4p
Ly = —12(2 — dx)?
. ¥ =725 — 32N — 229’
Ly =123 2x — 1R6x — 1)
, —3x
y 5 —3x?
, x
Jof +2y°
.
R Te
' 4x+6
x 3,22 + 6x
Jrf= [l-'——g..][:r.-'-ﬁ,\,'rx]z
Jx A3
L F@) =
.d(x-t 2)3

65. F'(x) = (6x + 15)x2 + 5x — 31

¥ — .4__
3y2x—-3

¥= .
(4x + 3)*

69.
Z
yo —4
.y = 25 +1
Y + )

72, y' =108x% +55x— 4

7.

75.

223

9
Ly =4 —-12 - =
- 7
yh= 123 + 3x2
3x+1
x) =
r ,f5x+l
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1 3
7. y' = E(2Jc+1)2|[3.1r+1) 97. y' = i;_
x* —a'y
5x° —dx
.y = .
¥ 2. /x—1 98. y' = Tx +21;:‘
78. f(0) = 12x(3x2 — S22 + 17(7x% — 3) 3"+ 3y
8x* +24x +9
9. = (66* — 128)(8% + 1)Y20° + 6 — 2 99, y' = —————
OB X6 + 1Y ) y e
0. 5 = §—0r
& 2,43 100 y' = .‘c-f-Z3
2(x+1)
81. s‘(r)=-:2:+31(3-32J =4- 32 (x+1)
i F§ I P
5 101, y' = =
e
22, =
ro= g
P —2x
bt 02 y'= —————
8. fin= =D =17
aja’ -t ( Pt -1
= 03, y'= — 2
@ o= S
ot —dy
.
85, fiin= 63 104, y' = ¥
L (51+8) m (-.x" -—l)
21 s
%.rO= 5 ar i e s TR
(5—6z) 3
24 — 5x),[2x +1
_ _  2ab
gl f'(ﬂ_ (ﬂ"b]z 106. }.F= ax&___ax:l__z
L ax® —17 @ -1
ol
5 Exrcicio 30
8. = ———— -
1+424),/1 = 4¢ W
(1+24) 1 2 =
100w —
2. fw)= i) (‘:_2)? 5 dy _ 1
" dx  2xJu —1(1+u)
g1, = 2L 348 424 L _ 6=
(3-20) 5
. py= A2 0 8
(s* —6s)’ 4, i e
93-1*‘2")=M s 4y _ (B+12x =32 )u’ +1)
2y +f)£ dx (Hz——l)z
9. F(1) w 6 v _ S +3u
@=a dx \|u3+u
Jab 42
9%. fi)= —— R .
(=37 A Nu( +17
8§ —4x* dy B
946. = g2 = =
O e dx  (u—1Pv-2¢ 2 -1

224



R A A—
d 2xJu—1(v7 —1)°
oY 2x(xt +3)
! Sl -_'—IT___I‘_;'
dx (v+ 1V =1
1. W O
o Jr(x—1y
Exrcicio 31
1. y'=8cos8x
2. f(x) = —6ux sen 3x?
3. f(x) = 3x2sectxd
4, 5'(f) =6 sec 6rtan 67
5. F£(x) = —12x? csc? 4y’
6. f(x) = —9csc Yxcot 9
7. f(x) = —asen ax
8. 5'(f) = 2bt sec” br®
9. f(x) = 12x sec x?tan x?
e Ry o
10. f() =~ 2 osc oot 3
11. f(x) = —3a sen 3x
12. f{x) = =3csc(3x — 5)
13. f(x) =cos>
2
14, f(x)="5m[ix"g]
15. s'(1) = a sec’(at + 7)
16. f'{x) =cosx —senx
17. 5’0 = i&—mw?
1 23
18, F(x) = — ——csc’ ¥
Fix R
19. f(x) =——oos=
U T
20. .l‘(.l)— I—‘&‘JI:—;
| 1
W o Jx
21. ==
Fix) ol
2. fix) =3 sec? 3x — 3 =3 tan? 3x
23, f(x) =a—acsc ax = —acot? ax
24. f() =2(x — L)cos(x — 1)*
25, f(x) = —18¢(312 +2)? sen(3s2 + 2)°
2 § =
26. f'(x]="'—l,Tl(3L‘ \,'x-—l

X

7

2

ke 3 [

&

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS

AT
'ﬂx)_"(xwlfm[xwl]
__ _2ab ax+b ax+b
romgg=(atpla5)
. F'{x) = 10 sen 5x cos 5x = 5 sen 10x

. F'(x) = =3bcos® bxsen bx
F'(x) = 24x tan? 3x? sec? 2x?

2 cosdx =

. F(x) = Sxtan 5x2 |sec 5x°

2x sec” x*
T_2T
39 tan"x

- fix) =

. fiix)=xcosx + senx

. F'(x) = 2xcos x2 — 2x? sen x?

3x cos 3x —sen 3x

. f) = =

41.

43,

45,

47.

_ 10¢” sen 5¢* +2 cos 51

. Fix) = 3

T
. ¥ = 2ax costax?)
. ¥' = —3a sen(3x)

m:r.z \G
2x

’

y =

. ¥ = xsec 3x* tan 3x?

b b BB TR
Y A B

LY =2x+3 + —lzws[l}
X X

y' = —6rescX1 — x?)

. -4 . x+1
YT amy P
y' = 2bsen 4bx

=2 \."ae.n 4x cotdx

48, y' =24(2x — 1) tan'(Zx — 1)? sec?(2x — 1)

49, y' = N
cos” 2x
50, y' = 2x sec’ X
* il.lgt!:nlxz
51, y' =cos 4x(cos? 4x — Gxsen 8x)

225

. ¥ =xcscax(2 — axcot ax)

. ¥ =(1 — xcot 2x) \Jesc 2x
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__ T SEN X SEN MX — N COS X COS MY

sen’my
T L L
4 {1+ sen x)
56. y' = —xsenx
57, 3 sec” x (tanx —1)
¥

mzx____n;
58. y' =(2x? — 6) cos 2x + 10x sen 2x
59, y' = —2cos(2x — 1)
60. y' =xsec(wr —x) - [2 — xtan(w — x)]

6l y' = 8Lx"sen’x[3x" cos x + x cos x +sen x]

(3x +1)°

1 |1+l

- (x—l]ul'xz-lm\l;

6.y = (Ejzcrmx——wu)

X
64. y' = —xsenx+ cosx
65. v' =2cos 2x
66. y' =2secxtanx

O -
2 2

68. y' = —6sen(6x + 2)

+2 cos x
6 ot e ALK T S UL
< v

70. y' = (senx + cos x){tan® x — tan x + 2)

¥

7. y' =—cos'x
¥ =xsenx
¥

' = sent 2x

10.

11.

12,

13.

14.

15.

L6.

17.

L8,

19.

21.

226

2
Flo=- o =1
1
o =———
yb —x
1
= —
J16—2
a
FA= ==
!
[R=ar=
y=— 2x
J-8+6x" —x*
= ~|,—--—-l
\,l---Jtz2
' x
y= g + 2y arc tan x
y' =arcsenx

1 1+x
L ol =g b v
¥ mm[x] YVl=x

y' = xarctan x

‘ (-]
P = e—
W-6)o -2
¥ =1-42
. ¥y =xarcsenx
b—r
— I_
ro \b+r
¥t x
¥ x+1
- 3+6x"
Y 1+ 4x" Y1+ x5
P 1
Z\Ix-—xz
=)
- +ECGG -_
x =1 x
i 4a —8x

. JL—(4ax — 4x°)



2. fin= ———
J=r* +4r=3
1
‘= e ——
B Y Tt
x+2
29, Jf"= S
|..|I"-I""J:2
P o
. ¥ e
-\.'4-:1:-'—):2
3, y'= J2x—x"
2=3
2. 5 = =
b |
3.y = 2591
3 ' = a+5
i D
(8+4)J6+2
1
B[y —
¥ 5+4cosx
COS X
3. y= ——
o 5—3cosx
1
37y ===
Y773
38. y' =arccot(tanx) — x
3, ' = 1 1 _dxarcsec2x
N CI/ T
7—&ms x +cos’ x
o J1-Bwex +oos’s
il 14 —2cos x
41, y'= o
(3x+2),5x* +28x—12
42 5'= —r-'-z—- + 2rarccos(l — 1)+ 2
V=1
43, y'=— A
:I.Il_'(ﬂ'f'x)z
Exrcicio 33
1. Jp": 2
X
2
2. 6= =
6x—35
3. =27
ro 3 —5x+2

4,

5.

6.

7.

8.

9.

10.

1.
12,

13.

14.

15.

16.

227

=
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o
Fix)= 2z
Fog= Sloee

X
)= 3loge

Fa= =5

= KB

)= 4In” x
X

)= 3In’ 5x
P

¥ =x(l +Inx?)

¥ =2(1 +Inx)
, _l=Inx
e 2
2—Inx*
foy="—3=
y*=w;_;
2b—ax) 2Aax—b)
_ -2
f(x]—ﬁ(—hz__u
2ax’ —b
Lf(x)_x‘(ﬂ.xz*"b)
v 1B
(3Ix—52x+1)

_ be
‘f':x)_ P

¥ =cotx
. ¥' = —5tan 5x
o 2x
Y= 7-a
i 3
203x+4)
i 12
23 4x* —9
# 12
YT P48
Fomi
2 2x
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41.

43,

45.

47,

51.

- ¥

¥
¥

.Y =505 +1)
¥
¥

, . A +12x+6
(3x+2)3x" +2)
2log,e

Brri 3

d 4x* =1
, (3082 Jx-3)loge
2 1062’ Jx — 6x
¥ =tanx
¥ =2cotx
¥y=1+x
y' = —2tan 2x
y = —
2):\.'511):
y' =secx
¥ — _ l+sen2x
oos 2x
) Xttanx
+ Xtan x
¥ =2x41 +Inx¥)
,_ 3sec’x _ 3mcxesedx
2 2x tan x 2%
log e
| o
¥ 2x

y =22 (2 +5)

b mb
ro==+
, 3*In3
y —

x
' =(xcosx +senx)- 5" *.In 5

" =201 +1n2)

= z_xg-‘! = ny
"= (6 — 2)e ¥ 2 = (6x —2)y
Sm;:}—l 3y

T = -1 et
' = (xsect x + tan x)y
x>
y=e*+et
o &
(e” + ey

33,
54,
35,

56.

57.

58,

.

61.

2268

g 2 a8 8

2

P =4e*
F) = 10xe*
) =3e*"
o= %ei
oy =33
ro = 4
Fw=-e
- g\r
. Fa= 2\],';

F'(8) = sen 28 « gvet

. filx) = —2sen 2x - g™

}.! = (mx + mxk‘+=‘m‘

F(x) = (31n 55"

. 0 =277
. (%) = (2xIn 5)5°

¥ =2x2(1 + Inx)
' =x"Leps x — xIn x*%)

¥y = %(1 =Inx)

i O 1N
I+x*  1+x
1+2x

2x

72, },i — zg!nﬂ- = 3‘;‘2

x

e
: (x+1)°
e(xlnx+Inx—1)
4, yl= =
ey 2inx
75,y = .
x(lnx —1):ﬁln=x -1
7. y'= ﬁ—f!mx
(l__eﬂJ] ez!l]’_-_l
2a cotax
oy =
¥ 7
S = (1 +cotx) _ y(l+ootx)
v 2 2

228



79. y' = xe*™*(xcosx + 2)
80. y'=cotx
-8
8l.y's =
xx” —4)
2.y = E+3
Jx*+9
83, y' =sec®2x
B4, y'=arctanx
85 y'=x'—4
86. y' =arcsecx
1
3?' S
YT o
88. y' =amccotx
89, y‘=amcsc£
2
Exrcicio 34
1, p'==—=
s Jr‘=-l
x
4
3.y =—
¥
4, yl‘=__.2'_‘,x_i§,
4y—2
5, J'r=___3-x+'3'
x—Gy
B x+1
-y
% e (x—yy +2y
2x
b!
By ==
ay
9. y'=~1
X
, 2% +3x8y +10x°
10, y'=
3y —dxy—x —10xy+1
2z
P 4y =9 —35y-3
Sx—2x" -1
12, y'= 2aty=y
] 2x+3y

13.

14.

15,

18,

9.

21.

31

229

- ¥

- ¥

¥

¥

_ Zyjx+y-—1

1-2x/x+y

2—4x =73y
3x+3

(1—4&}\@

¥
x(2y=1)

R PR
£+y +x

_ Y xliy=y
xlylnx—x
1
xlx

£il+e)
&

- Yx—lny)
xInx

=(e?+1

+
-

™,
I
=

_
-y 1-x

1
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n(l + ”)

T FRee 1

_ &€™cosy—3 1
xe ™ sen y x

1 1
fany xsemy
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41.

43.

45,

47.

+ ¥

[

¥

[

¢

4

[

= Smx+a)
sen(y —b)
_ _=nx =rsenx(cscy+outy]
cosy—1 sen y

sen(4x) cos(2x) _ sen(8x)
sen(2y)cos(2y)  sen(8y)

sen x ™"
cos ¥l + &)

_ 2—ycos(xy) _ Zsecly)—y
X cos(xy) x

COs X
sen y

sen x
sen y- ™’

cosx—seny—1
Xcosy

yr+1

= s s

= cot(x + ¥)
1—cot{x+y)

1 1
Pm2 In2"+In8

¥
e oosy+x—2

B (.t B 5
xlybhx—x ¥\1-ly

= =n(x + y) + cos(x + y)
1 —sen(x +y) —cos{x +y)

tan’(xy) +y" sec’ (xy)
tan(xy) — xysec’(xy)

¥ +y+l
~ (x* +Darccot x

..... y.gx
1 —&*(sen y +arc cos(e™))

Exrcicio 35
4
1092 o
dx
d'y
2. = =0
dx’
5 dy _ 170
Codd 5x+37
4 Ly _ _dab
dx* {ax— b)Y
3
5. % = 24a’(ax + B)
4
6. Zx—f =genx + cosx
7. y* = —cscix
g e

BT

9. y" = e*sec? e"(2e tan e* + 1) = e*sec? e5(2ety + 1)

i Er.o lB2=0,
df  (2-3a
d’y 9
i (5 AT ”
W gy
p $y__ Xty _ 16
dx’ ¥
dly 2
By
¥ 3 k3 1
14 t_f__f_=“$enxaeny+3wsxousy= _‘v[senx*f'
dx* =N’y
3
15. % = —x2cos x — Gixsenx + 6 cosx
6 &y o 12 &y _ 2l
dr  (x+D* " ax" x+1)
2y
17. "=
il T
18. g=—2m2xtxnx
19 ﬂ= 2cos’x SN X _ 2—senx
Todx® {(1+senx)® (l+senx) {1+ sen x)
L =12, =108
Wk =g mmmidh =g o

230

cos” xcosy

b3

sen y

)



Esercicio 36

10.

11.
12,
13.
14.

15.

_ 2sen20+3cos 20
2 cos 20 — 3sen 20

5 sen 0 cos 580 +sen 50 cos @
5 cos @ cos 56 — sen 50 sen @

cos 20 sen 8 + sen 28 cos 8
cos 28cos @ —sen 26sen 8

()

__ oos 20 +cos @ _
sen 24 +sen §

csc @ —cotd

asenf+cosd
acosd—senf

Bl BE& BIE BRlE Bl RlIE EIE

mﬂmgd-maﬂ
L GRR

ke

maﬂtxng-'smlﬂ

3cos 6 —2cos 28
2sn 28 —3send

sen 8 + 20 cos §
cos@—20send

BlE BI&

L

d“j

]
+

3

tea

d

I

PN

Esercicio 37

_ cosf+4send

ant 6. SRl T LY
So0sf +sen @

361" (= +1)
2" =t
21—1

=csc‘g{4-“3w326]

=

gl BlE&E & BRlE BE
I
o0
oy

Bl EE Rl EE& El&

1
—--Etmﬂmt'zﬂ

_ -0 -2t-r")

SOWCKSN A LOS EJERCICIOS

= 1
. 3 14, — -
3
1
I e |
4m’
1 1
TG, i
3 g 10

Exercicio 38

1.

231

. Sub-tangente =

Sub-tangente = 1
Sub-normal = 1

Tangente = /2
Nomal = —w"i

12

. Sub-tangente = e

Sub-normal = —84

60
Tangente = r——?-—\ﬁ

Nommal = —60+/2
12

. Sub-tangente = —?

Sub-normal = —8&4

—

60
Tangente = —Twﬂ

Normal = 602

=

Sub-normal = 28

7417

Tangente = .

Normal = 7417

3
. Sub-tangente = ——

2
Sub-nommal = —6

3
Tangente = —5 J5

Normal = 3./5

. Sub-tangente = —18

Sub-normal = -—%
Tangente = —3,/37

-
Normal = “’T
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7.

10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18.

Sub-tangente = &

Sub-normal = %

Tangente = 2,17

'\.'l

b |

Nomal =

|

. Sub-tangente = —2

1
Sub-normal = ~—v§

3
. Sub-tangente = e

Sub-normal = —6

2
Normal = —3./5

3
Sub-tangente = e

T:8x—y—=12=10
Nix+8—34=0
T:dx+y+8=0
N:x—4—15=0
T: \Sx+2y—9=0
N: 2x—/5y=0
rx+2y—7=0
1 2x—y—4=0
t2x+y—2=0
rx—2y+4=0

o =Ny

19,

21,

y—1=10

2x—w=10
:3\-"ix+ﬁy—(3+\)f—31r)=|]
125 — 63y + (343 —4m) =0
4x—=2y+(6—m)=0
4x+8y—(24+m) =0
2x—y—6=0
x+2y—8=0
x+y—2=0
x—y=0
 6x+2y—9=0

N: 2x—6y+7=0

28 Tix—=2=10

N:Zy=1=0

. T Tx—y—8=0
N: x+Ty—94=0
. T:x—ey=0
N:ex+y—1—¢ =0
. Ti8x+y—7=0
N:2x— 16y +47=0

Exrcicio 39

10.
11.
12.
13,

1
2
3
4
3
6
7
B
)

. Agudo 26° 33, gbtuso 153° 27
. Agudo 73° 42", obtuso 106° 18’
. Agudo 78°41’, obtuso 101° 19
. Agudo 35° 15', obtuso 144° 44
Agudo 28° 23", obtuso 151° 36°
. Agudo 28° 4, obtuso 151° 55'
. Agudo 71°33', obtuso 1047 28’
. 125°32

. 8=63°2¢6'

0=182¢

o= 6°54',57°25'
#=33°41'

8 =54°44

ExErcicio 40

1

ds 289



10.

11.

12,

13,

4 ds 11

C(-2,3)

23
=, -32
C[Z ]

Esercicio 41

1.

6.

Punto minimo (3, —4)
Creciente en (3, %)
Decreciente en {(—o2, 3)

]

6 12

. Punto méximo [-'_' .,E]

Creciente en [ﬁaoﬁ %]

Decreciente en [%,w]

. Punto méximo (—1, 2)

Punto minimo (1, —2)
Creciente en (=22, —=1) U (1, o)
Decreciente en (—1, 1)

. Punto meximo (0, 0)

Punto minimo (4, —32)
Creciente en (—2=, 0) U (4, =)
Decreciente en (0, 4)

. Punto méximo (—1, 5)

Punto minimo l, -2
2° 4

Creciente en (-—-oo,—-l)u(%, co]

11.

12,

14,

233

s (11

. Punto méximo (2, 15)

Punto minimo (—1, —12)
Creciente en (—1,2)
Decreciente en (—2, —1) U (2, =)

. Punto maximo [wl,,%]

Punto minimo (3, —8)
Creciente en (—, —1) U (3, %)
Decreciente en (—1,3)

. Punto miximo [-—2, %]

Pk sifutiog (3,—-'23]
Creciente en (—2, —=2) U (3, %)
Decreciente en (—2, 3)

17
12

Punto minimo (0, 11[391%]

Creciente en (0, 1) U (3,5)
Decreciente en (—==,0) U (1, 3)
Punto médximo (1, —3)
Creciente (—22, 0) U (D, 1)
Decreciente (1, 2) U(2, =)

Mo tiene midximos y minimos
Decreciente en (—22, 3)U (3, =)

1
. Punto miximo [2, 5]

Punto minimo [—2, w%]
Creciente en (—2, 2)

Decreciente en (—=2, —2) U (2, =)
Punto minimo (l], —&]

Creciente en (0,2)U(2,)
Decreciente en (—2¢, —2) U (=2, 0)

. Punto miximo (—6, —12)

Punto minimo (0, 0)
Creciente en (—32, —6) U(0, =)
Decreciente en (—6,—3)U(—3,0)

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS
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Exrcicio 42

L.

Y4

(3 1)
x=3

5k

Punto minimo (3, 1)
Crece (3, =)
Decrece (—e, 3)

Concavidad hacia amiba (—2=, =)

Y 4

@ 1)

A== +dx+6

Punto méximo (2, 10)

Crece (—2, 2)

Decrece (2, =)

Concavidad hacia abajo (—2e, 52)

Y4

Arlmx’-3x" -9x+1

(-1, 6)

(3. - 26)

Punto méximo (—1, 6), Punto minimo (3, —26)
Crece (—=, —1) U (3, )

Decrece (—1,3)

Concavidad hacia abajo (—2=, 1)

Concavidad hacia armriba (1, =2)

Punto de inflexién (1, —10)

fla) =" — 6x + 10

(-2,68) ¥

Jm2a’ - 32— 36x + 24

Punto méximo (—2, 68)
Punto minimo (3, —57)
Crece (—2, =2) U (3, =)
Decrece (-2, 3)

1
Concavidad hacia abajo ["“c‘s EJ
1
Concavidad hacia amiba E; L
: . [ 11 l]
Punto de inflexidn 33
¥4

Aoy=x'—ds

o]

\i/
-25

(3,=27)

Punto minimo (3, —27)

Puntos de inflexién (0, 0), (2, —16)

Crece (3, =)

Decrece (—2,0) U (0,3)

Concavidad hacia abajo (0, 2)
Concavidad hacia arriba (—22, 0) U (2, =)

234



7 5
1,(,:‘}-121-:—3

4,2) [(L2)

-1 | 1 X

Puntos minimos (—1, 2),(1,2)

Crece (~1,0) U (1, )

Decrece (—o, —1) U (0, 1)

Concavidad hacia arriba (—oe, 0) U (0, =)

¥

=1,13)

A =20-3-12x +6

_1 i1 X

2,-14)

Punto méximo (—1, 13)
Punto minimo (2, —14)
Crece (—oe, —1) U (2, 29
Decrece (—1,2)

Concavidad hacia abajo (——m’ l]
2

kl

Concavidad hacia amiba [; ] Punto de inflexién [_ _%]

Y4

Ay =(F-17

bty

-1

Punto méximo (0, 1)
Puntos minimos (—1, 0), (1, 0)
Crece (—1,0) U (1, =)
Decrece (—2, —1) U (0, 1)

235
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Concavidad hacia abajo

)
)
3)

N A

Fory= Jx? + 36
(@, 6}

uﬂ[ i
uﬂ[ e

Concavidad hacia armiba

%
[ %
Punto e inflexién (_%1][

= I
V3
L
3°9, /3

Punto minimo (0, 6)

Crece (0, =)

Decrece {—2, 0)

Concavidad hacia arriba (—22, )

- A =x(x+2)

]

Punto minimo (—

3 27
2" 16

Puntos de inflexién (0, 0),(—1, —1)

Crece [—g,n] U@,

]

Decrece [-—oo -——%]
Concavidad hacia abajo (—1,0)
Concavidad hacia amiba (=22, —1) LI (0, o)



CAICULO DFERENCIAL

11.

Yi 23. P(%%] 31. 400 m, 800 m
g 2. A= 152 3, 1003w L
9+\3r 9+3x
] 20003
o 7 @\ 3= x 25. A=2abu’ a3 S000VH s
4 2 4 27
14 = =
26. dx + 3y —24 =0 34. 252 cm %2542 cm
10
T 27. Radio 42 35, 1= i = e i
47 Jar N
altura = 8 /2 pulgadas
Punto méximo [E,l] £ .
4 28, (E\Ma’-f—.l:l,a] 36. 5+/5m
. i aw
Punto de inflexién [— l]]
’ W
2 29. Nimeros4y 4 37, r= #5:
T
3
[%’Tﬂ] 2P P
L S 38. P(2,0),
o 3 4+ 4+
Crece [ﬂ, —] U[—, 11')
4 4 P[ﬁJﬁ;zﬁ,Eﬁ;]
Concavidad hacia arriba [g w]
Exrcicio 44
Concavidad hacia abajo | 0, Z m 17m _m
2 1. 6—,——,10—
g 23 8
Exracio 43 2.0<r<d4y6<t
2.3 3.a) s=22sit=25=18 si r=4
1. 20y20 2, 4= 28 4 s i T o
a=—6sit=2,a=6s1r=4
2. __25},25 13, Bm=2\5 b) s=20,v=-3s¢=3
B c) “s"crececmando 0 <t <2 o0 t>4
3. 2 pulgadas porlado yel altura = 2 e
il e 1R 1a d) “v'crececuando 0 <r<2 o r>4
4, V =6lddmcm’ 14. 246 y23 & 4. a) 1=18s,v=—5242
5
-
5, y= 208w o 15, d=25 e
9 i
5, v=—2—,5=35
16. 8y 8 ¥ T =
TiT} _ _
Beor=is 17. 25 y 5 unidades
3 Exrcicio 45
i
400
h= 3 — 1 E ITi} 25m
\ g e * O
7. A=54cm? 18, A= 6u?
3 — m :
8. A =242 19. h=2cm 2, =449 — 6. 107 —
5 min s
9, Nimero = 20. Cada lado mide 2u
360 m 3 m
10. Base= 3 r 21, 20y 20 Bot e T e,
¥ 7S 497 min
altuma= —r o
|
= 4 23 8. ,ﬂﬁ
1L (1,1),(=1, =1 22. 442 y8 75\ 8J/14 h

236



4,
9, 4)100— 14 ‘EE?
5 min
820 km
b ——
g W73 h
(L0 jg; Hu
94 min 3 5
11, 90.58 km/h 16, VB2
50 s
12, 482 17. 1952
s s
13, B 43422
44 min
EErcicio 46
1, a) I=315275.00,U =38370.00, 0 = 34790
B) I=$9 42400, U =$7 208.00, 0 = $26.93
Q =$16.00 por articulo
2. Costo promedio minimo = $14.80 por articulo
Se deben producir 1 225 articulos para un costo minimo
3. Ingreso real: I(31) — I(30) = $156.00
Ingreso aproximado: $160.00
4. 59 metros
L
5. =100 - —
Pe) =5
$50.00 por boleto
Exrcicio 47
15 1
L, = 8 = 15.
2 3 5. e
2,2 9 e 16, o=
) | 10. 0 17. —1
|
4, -2 11, 1 18. 1
3 B
5.1 12 ik 19. 1
. - 2
9 =,
., = 13, e? 20. 0
4
7.1 14. 0
Exrcicio 48
3
1. ¢c= 4, c= =
c=0 il
g, gl 5.c==.3
4
3. ¢c= E 6. ¢ =036
2

c==x, = 10.

c=0 11.

c=0 12.

a5
Il

b | 3
=

P | =

L c=3 10.

Exrcicio 50

. dy = adx

2. dy = Qax + b)dx

12,

17.

237

, dy=—

. dh(s) =

. dg{x) = (xz—

. dfx) = (3x? — dx)dx
B O S
L ds= [ZJE 3@'}5] dt
. dh(t) = =361(5 — 32 dt

6x
(x =2y

1L =x !
'dy=_x_“7|‘[21+3] %

= 2(If+l) e
a2

. dfix) = (Tx + 5)x — 1%x +3)% dx

8
"
2
-1y

x+8

2(x+ 3

—2abx

cdy= —————— __dx
e (ax’ —b)jd'x' -5
. dfix) = (1 + 2 sen Zx)dx
. df{r) =6 tan® 2 sec® 2r dt
. dy = —2tan x{sec x — sec” x)dx

=2 cos X

L

SOWCKSN A LOS EJERCICIOS

=1

No es continuaenx = 1

c=1

L e==1

. e=17613

. ¢=21750
. c=05413

c=13204
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—tsent—2cosr

18, ds(f) =
8. ds(r) 21‘2@ drt
9. dfGo =|C X 1
" xX) = =
secx+1 1+ cos x

2
M. PR e
% x’+5hgg

21, dy= dx

3

B e

B, dy= ;v';x'? dr
M. dy=2"+5G3x2In2)dx

2

. dl = = —
- 8 (e—e’y

26. df{x) = x(Inx? + 1)dx

2

7. dfiix) = — dx
iz “I'l—--l-xz
2
B, dy=——"—
oy x+4
2 = 1
?.X.\“IJ:"'[
30, dy=— ,_3 dx
x4y =1

2 =2125
" 3 bt .

=“45+2J:1Lﬂ

%0 =0.620

108+ 37

36 =3.151

76 + 3043 + 27

, m—— =3§.949

15

; =$ = 137225

180(v3 - v2) - {7 +2)
=3 360

8. =0.8549
45 — 37
9. ~ =0y =005
_ A
10. nb,-?ﬂ =0228
943
11. dA =0.286 cm?

12,
13.
14,

15.

16.

17.

18.

238

dA =2.265 cm?, dV =3.341 cm’
dV = 1,87 cm’
Lado =& cm

dA
Emor relative = A= 0,00249,
Ermor porcentual = 0.249%

dv
Ermor relativo = v =0.00374,

Emor porcentual = 0.374%

1
Lado = Ecm
ddr =0.02 cm

dA
Error relativo = Yo 0.00088,

Ermor porcentual = 0.088%






CAICULO DFERENCIAL

MR R R R R R R T T T T T T T T R I R I T T R T T T T T T O S

Operaciones con niimeros enteros:

1.

7.
8.

9.

10,

1.

12,

13,

14,

15.

16.

Descompdn en factores primos los siguientes niimeros:

3.
34,
35.
36,
7.
38,
39,

Determina el MCD de los siguientes nimeros:

47,
48,
49,

Determina el mcm de los siguientes nimeros:

6-4
-8+6

3+7

-5-7
=2-5+6+4

=3 =6=-8+5 +4+7
8+6+3=-5-9=-2
44+5-1+2-7-3

-2+6-8-12+10-3-7
1-5+9-3+16-8+13
3(-2)

(=5)-4)

- 6(5)

(4)(3)5)

2-4)-3)

3-(-4)

6

8

20
50
T2
120
225

24,36 y 42
20,35 y70
32,28y 72

2. 3,10,12
8. 8,9,12y18
54, 2,3,6y12

17.

18,

19,

20,
21,
22,
23,
24,

25,

26,

27.

28,

29,

30,

31,

32,

50,
51,

55,
56,

-12

3
15

=
28

-14
(-3 )- A -1p{ 47
(-2 )+(+5)

-4-(6+8-2)

7-(5+3)-( -1-9+4)+(-8)
5-(—4-3)(7+2-1)
6-2(1-3-4)+(5-2+7)
13+15

7
-3-12-5

10

30+6

9+3

14-2

2+4

B+5+7

6-3-T7

25 -7)+20
543

(4-3)+3(2+4-1)
5(4) -6(3)

460
325
576
980
1000
1120
1800

18,24, 72y 144
12,28, 44 y 120

8,12,16y24
4,6,15y 18
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Efectiia las siguientes operaciones con fracciones:

L R R R R R R RN R R R R |

3 7
..-.+_
2 2

|

13422451

2

6

4

79.

2£+4
7

e
3

.

— =
Ll

LB o

#5243
AR

2l
3

4 "4 4

@ 1243233

3
8

1
l-x2—

3

91,

15

5
16

—-X Lx—x
3 20

4

it
3 6

73.

241
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100,

=
6 4

Efectiia las siguientes operaciones:
103, 62

104, 43

105, (~2)°

106. (-3)’

107.

_5?

4
s, (2]
2

109,

110,

i,

1z,

113,

114,

J81
J64

fi

48

Racionaliza las siguientes expresiones:

126,

27,

128,

129,

130,

131,

132,

N3

I

-
-3

2 R fﬁl”

242

1oL, :
3

102,

115,

116,

117.

118,

119,

120,

121,

122,

123,

124,

125,

133,

134,

135.

136,

137,

138,

139,

55

27
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1-3
140, 1%
1+3

_Jn
141, 342
1-+2

J3-2

142, m

143,

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144, Un niimero aumentado en 6,

145, El triple de un niimero

146, El doble de un niimero disminuido en 5,

147, El producto de dos niimeros,

148, Un nimero excedido en 8,

149, Las tres cuartas partes de un niimero,

150, La diferencia de dos cantidades.

151, El cociente de dos niimeros,

152, Dos nimeros cuya suma es 45,

153, El cuadrado de ina cantidad.

154, La diferencia de los cuadrados de dos nimeros,
155, El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
156, La mitad de la suma de dos nlimeros.

157, Las dos terceras partes de la diferencia de dos nimeros,

158, La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades.

159, Dos nlimeros enteros consecutivos,

160, Dos nimeros enteros pares consecutivos,

161, El quintuple de un niimero aumentado en 3 unidades equivale a 18,

2/543.2

ZM'IE—ME

162, Las dos terceras partes de un niimero disminuidas en 4 equivalen a 6,
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si x= 3, y= =2, 7= 1, w==4

163, 4x-2
164, 6y +8

165, 4z = 3w

166. 3x -2y

167, y+3

168, 2x + 3y—z

169, dx + y + 2w

170, 5x -3y + 2w

171, 2(x-

172, Sx =32z -w)
173, H{x- ¥ =3(z-w)

243

174, 1-3(x— y) +2(3w-2)
175, 22 +3xz—w?

176,

177.

178,

179,

180,

181,

182,

183,

Anexo: Ejercicies preliminares
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> Reduce las siguientes expresiones:

<184, dx-Tx+2x 193, ab® +2bc” +3ab” - 2bc” - dab’

. 185, 9y+3y-y 194, 5x°y 420" -3y +4n’ —257 - 207

T 186, Sab® + Tab® - 16ab? 195, = m?+ Tr* = 9m? = 130" + 5m? - n?

© 187, 4t — 6xiys + Ty 196. 847 - 15ab + 125 + 2% + 6ab — 1452 + 5a + 8ab + 17h?
188, Sx=3y+2z=Tx+8y=5z 197, iabsc‘—%abzc‘—absc‘

: 189, 14a-Bb+9a+2b-6a+b 198, —Jc—E z—lJr.+l +sz

: ’ il e

: s a 54 T 2.1, 2 E T
T 190, Tm?- 10m? + 8w - m® 199. ~Zab- ab"+-a'b+5ab” ~6a’b~~ab
: Jtz 4 2 xz 2%y 6 2

¢ 191, 4x7—Sxy+3y - 3x +day 43y’ 20 %2 Y. * W)

g 9 5 4 3 5
D192, B0+ 56 488 +4a7 — 37 -7
. Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

¢ DL (Sx-Ty-22)+(x-y+7z) 216, (3N~ 5xy)

© o (32" + 20y~ 57 ) #(-2¢" +30y -y 217, @A FN-3 YD)

3. (x*+20-1)+(3x* - 2043 218, (a'c*)(4a"c")

D4 (P -3 -d)e(x 42043 29, (3x'y’)(25')

5. (3x’+2x2—sx +ﬁ]+(—2x’—x’+?x+1} 20, 45.\;"(4x’y)

6. (x+6y+4y° )+ (557 - 31y-4y7) 21, (2a'')(-5a%¢)

W7, (¥ +xy+557 -25° ) +{(-3x'y- 67 +8y) 22, { ][——}z}

EE FEARNPER) 2, (e -20v)
) e (e

(]
st g
=

=]

]

i

La]

L S
|

=g N
=]

un

ﬁh‘
L S

: 210, %xq—§x3+l]+[;x2+%x—%] [%x“i‘h!—b‘z—éx—.i] 225,

AL, (20-8y-52)—(x —6y—-42) 26, @m*n)(Sm* - Imn)

22, (62" +x-5)(3x"-x-3) 227, (4a?b°N-3ab? + 2a°b*)

213, (4;{-‘ —55 +6x+'.|f)—(2x3—6xz +4x+4) 78, (zaza)(saz-?abub’)

5 it [ 3-£+5—*-1]-[£-£+£-;“] 29, (- A(7d -a* +Ta-5)

: 7" § 46 8 5

215, [%xs—%x2+=sl—x+%]—[%x3—gx1+éx+$] 230, —h‘bs(as+4azb—abz—5&3)

244
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Anexo: Ejercicies preliminares

231, ()5 2 i) 6a'b’
. () -Tx) % o
[
B2. (- 5a°b)(a" - 3ab + 9% 240, %
_3): JJ'
B3, @6 - B + 4y oy, 180
3 = mabzcs
o5 %4
B4, Bx=-5)x+T) 242, —EJ.' }I'-c——gx ¥
2
235, (a+6)a-9) P Tl
Zx
2 e 3
B6. (-2x +T)4 - 3%) 244, g“; =2
i
3 2
7. (- 6x - )32 Bx + 1) oy, X e
X
238, (7x' - 4y + N ey - 4y +4y) M6, [%asa’—%azb’—m‘b‘]ﬂasb
Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
247, (x +3)? 254, (3 - 2x)
248, (a-4)* 255, (5x + 4y
249, (y-6) 256. (% -xy)
250, (x+5)° 257, [1 + ';i]
251. (2m=5) 258. [y-'%]
2
252, (3x- 1) 259, [%-3;,.’]
2 5*)
253, (3x +47 i [ S
a 3
Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
261. (x+5)(x-5) 268, (a—-4b)a + 4b)
262. (m—-3)m +3) 269, (3xy - 22)(3xy + 22)
263, (x +6)(x~6) 270, (m—5n)(m + 5n)
264. (= 1)y +1) 271. (3p + 5q)3p - 59)
5 215 2
265, (7 =x)7 +x) 72, [gx—g}l][ix-{-;y]
m n m n
266, (5 + 4x)5 - 4x) 273, [E+§][E_ 5]
267 Sy 3x-5 274 [L.,,i][L_i]
+ (3x + 5y)3x - 5y) J braie| el

245
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o Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

LTS5 (k1) 281, (x+2yP

* 76 (y-2)° 282, (4x-3y)°

. T (x+3) 283, (1 - 5x)°

. 778, (a-4) 284, [%x+y]

; x ¥

. L (5-x1 285, |=—=

. 9. 5-x [3 2]

: Ay

o ®o, 3x-2) 286, [—+ -]

: x ¥

% Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comdin:

. BT, 4x-12 294, 8x' - 240 + 16x

© BB Ix+15 295, 1502 + 254" - 354
. 29, 244 - 36 296, 6a°h - 3ab

* 290, fxy- 16y 297, 12x%y— 18x°

.} U Moy 208, dx’y - Ry + Sxy
©oM2 Py 299, 18a% - 9a*? - 625 + 12ab*
v W o emt-m? 300, 3yt + 662z - 222y
! Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

P | | 308, 100 = x2

* 2 -9 309, 25m*-81n*

T 3. 4-16 310, 9x*— 5

: 1 9

. 04, P-25 3l — - —

p & 16 & 49 y

. l g

. 5. 25— 312, — 22— —w

; » 4 ¢ 25

& 36

« 306, 1667 - 313, Y- —

. Bl ¥ 25

. X 16

+ 307.81- 34, = - —

s & 9 255

: Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

| E A | 323. 9% =24y + 16

P 316, P -dy+4 324.x’+x+i

: 2 1

. ANT.a’+6a+9 325, - SEhg

: x

. 38 AP 10x+25 326, - +4x+16

' 3

D319, ¢ -2ab +b? o A

. 9 n n

. R0, P+12y+36 328.4—2—“&

C B w2+t 329, 14452 4 120xy + 255
T B2 162+ 8x+1

246



Factoriza los trinomios de la forma x@ + bx + ¢
330, %+ Fx+2

331 x2-5x+6

332, 2%+ 9x+20

333, 22— 14x+ 24

334, o + Tm + 12

335, =95+ 18

336, a* + da=12

Factoriza los siguientes trinomios ax® + bx + ¢
344, 3 14x+8

345, 6a” +Ta+2

346, 47— 13x+3

T, 5 -Tx+2

M8, Il - 5x-12

349, 6m’ + 1lm +3

Factoriza los siguientes trinomios ax® + bx + ¢
356, x7+ 1

357, ¥'=8

358, x'- 64

359, v +27
0, 64 - 27

361, 10+ 8y

Simplifica las siguientes expresiones

3x
368, '-2";;

369, Axy
zxz y2
X (x—5)

370, THE

x{(3—x)

371, s

=-2({x+1
372, —(x et

x—2
x—1

373,
¢ (l—x)x

247
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337,y +y-20

338.
339,

n?-2n-63
2= 18=Tz

340, x? - 8x- 48

31, 2% +x-132

342,

a’- 2a-35

343,y + 2y- 168

350,
351,
352,
353,
354,

355.

362,
363.
364,

365.

366,

367.

374,

375,

376.

377,

378,

3,

6b%+ 5525
P -3x =2
52— 12y+4
dx?- 5x -6
Ty + 16y - 15
2050 -x=1

125x7 -
BxS + 2Ty5
1 -a%

X (3x+2)
x(3x+2)

X +3x+2
x+1

X +6x+9
¥ -9

@ —=2x
X —6x+8

9x' — 4
6x' —x—2

8z’ —1
4x' —dx+1
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Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

380 l+ : 396 l] :
"x x+h ‘AxMNx+hn

1 + 1
x+a x—a+h

381.

382, —+

[
[
[
S a9
[
[
[

x—h x+h
b b 1
384, —— +—— 400, | —— =1
y—2 y+2 x+l](xz )
a a 1
_+ —_—
385, Tl g 401, = (x2+x)
S x + x+h 44 x- x
"x—1 x—h-1l Lox S |
x+h+1  x+1 1 1
|7, —+— 403, ey
x+h=1 x—1 x=h x+h
Y S BUCT, g, ot
x+h x—h x—h x
389 1 1 i ¥ Ei
"x x+h xo¥
390 L il - 1 1
“a+b a "x—h -k
a b L1
391, E"E— 401, xX+x x
-2 ¥ -4
e A 408, -+
¥ y—h x+1 x =1
X x+h 1 1
3 —— 409, ~
x+1 x+h+1 x =1 x+1
i a x x
4, — 410, -
x+h+1 x+h-1 x—a x—a

x+h+1 x+1

305 —=
x+h=—1 x-—1

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

a1, Jx 416, {f5x° y*
412, 3x 417, Jx+2
413, ¥ 418, gfa+b
414, [(5x)° 419, g@x—3)
415, ¥2a 420, 7/5x+3y

248



Expresa como radical las siguientes expresiones:

:
21, x*
1

22, x*

43, (ﬁxﬁ

04, (4x3y’)53

2
425, [—3]
Xy

426,

427,

428,

429,

(x+8)
(3x+ 1)

(2a—5by

3
2=x\
x+ty

Anexo: Ejercicies preliminares

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

40, (x)*
481, (b2
42, (So'y

83, x3
44, (2xy)y?

s, [E]
3y

a6, Jx*

@7, Jiex’y'
i
25

a8, [yt

Voot

39, 21x'y

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

M9, x+6=4

450, y-2=0

451, 3x=15

452, 4x-5=3

453, 2x+ 5 =6

454, 6x-2 =2x-12
455, 4+ - 1lx=6x+8
456, 8x==3+ 5x

457. 9 = 10 =Tx +8x
458, 3(x-5)+3=10

459, 5+2 (4x-1)=0

249

440,
441,
442,
443,
444,

445,

446,
447,

448,

460, 6(1 - x) - 2(x—2) = 10

Jr

461, 3(9 +4x)=9=138

462, 3(4x+9)=6+5(2 -x)

463,

464,

465,

466,

467,

468,

469,

470,

2.3
—_—=—f ]
e

£_z.1
12 3 3

Tx

= =3

1
4 8

x
4

x
4

3 4 3
E(Zt— 1)- E(x+2}— I{x-r-l]

x+4 x
4 2
2x~—3+£
6

=9
4
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Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

471, ¥+ 4x+3=0
472, x* - 5x+6=0
473, 2+ Te+12=0
474, x2~ 14x +24 =0
475, X+ 9% +20=0
476, Y- y-56=0
477. 3+ dx=12=0
478, - x+18=0

Resuelve los siguientes sistemas:
487, {x+y=4
x—y=2
x+2y=1
b {x+y=2
3x—y=4
=, {x+3y=-—2

2x—3y+4z=-8
Jx+2y+z=6

250

479, x*-2x-63=0
480, Y +y-20=0
481, a* + 2a=48
482, 52 -Tx+2=0
483, B2 - 5x-12=0
484, 7x* + 16x =
485, G+ Tx==2
486, 200’ - x-1=0

2x —y+3z=1
x=3y—-2z=16
3x+2y+5z=—7

497,

2x—y—3z=-11

6x +2y+z=-—18
x=3y—4z=-3
4x+2y+ 3z=—06

499,

2x+3y—4z=0
Gx —6y +z=35
6x +12y —6z=—1

Sx+y—=2z=-6
498, |3x+4y+2z=13
500, l

x—y=2
501, sx+2z=-—1

x+2y=1
502, {3y—2z=
4x+3z=6

5o x=3=0
"yt +2Zy—x=0

2x —y=0
504, { ey
x +y=8§

x+y-—l =0

505,
X =3y—T=0
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Mplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de "x" en los siguientes trifngulos rectdngulos:

506. 509,
15
3 12
x=7
4
5207, 510,
7
13
Xx=7 XxX=7
24
5
S8,
8

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los dngulos agudos de los siguientes tridngulos
recténgulos:

512, 513,
A A
5 13
3 12
1 1
5

251
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Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:
514, Pasa porel punto (2, 3) y su pendiente es 4,

515. Pasa por el origen y su pendiente es 3.

516, Pasa porel punto (=1, 2) y su pendiente es la unidad.
517. Pasa por el punto (%,—-2] y su pendiente es 2,

518, Pasa porel punto (6, 5) y es paralela al eje x.

519, Pasa porel punto (;* 4] y es paralela al eje y.

520, Pasa por los puntos (2,-3) ¥ (5, 1).

521. Pasa porlos puntos (=2, =1) y (1, 2).

522, Pasa porlos puntos (0, =2) v (3, 5).
1 3 3 1
523, 1 == -—=,——].
Pasa por los puntos (2 4] ¥ [ 2 4]

524. Pasa porlos puntos (u,—%] y [z,g].
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SOLUCIONES A EIERCICIOS PRELMINARES

Operaciones con niimeros enteros:

12
2 -2

3
4,
5,3
6,
E
8,
9. -16

10, 23
11, -6

12, 20

13, -30

14, 60
24
7

18, -3
19, 2
20, 13
21, 3
22, -16

BRORRREE

30, -5
31,12
32, 8

Descompdn en factores primos los siguientes nimeros:

o, 2x3
34, 2

35, P x5
36, 2 x5t
37, Bxat

38, ¥ xAxS
39, xS
40, 22 x5x23
41, 52x13
47, WP

43, P xsu7?
44, 2 x5?
45 P x5x7
46, P x 3 x 52

Determina el MCD de los siguientes nimeros:

47, 2x3 =6
48, 5

49, 22 =4
50, 2x3 =6

51, 22=4

Determina el mcm de los siguientes nimeros:

52, Px3Ax5 =60

53, Px3l=72

54, 22x3=12
55, 2* x3 =48

56, 22x 32 x5 =180

Efectia las siguientes operaciones con fracciones:

57. 5

58, —=2=

59. 6
7

6l, —=3—
62, a9z

63, —=1=

6s. 21
4 2

70, =

7L

72,

73,

74,

75,

76,

T7.

78,

79.

BlL.

82,

aT 9 1
e
2 4 4
CIE

3 3
E-Z,s—

6 6
3. §

a0 15

@ _n_,1
24 8 8
L

45 45

17 gl

8 B
on_,7

12 12

138 13

21 621
n_E

60 15

1

4

Bl

12 12

84, -E--E--J- 94, =
12 3 16
9
85, —
28 9s. 3l
g =g
86. 37;
06, 2=al
i 2 T2
7. =
o7, %
88, !l,
98, g-lg
89, ‘I:.I—z-ii.g—I
€4 @ 99, 2
39 19
90, Z =l 2
2" "3 100, =
19 .1
91, ?.33 01, %
3 5 2
92, = _
g3, 1
18
Efectiia las siguientes operaciones:
03, 36 11, § 121,
04, 64 12, ¢
05, 16 113, 8 122,
06, -27 114, 2
. =23 115, 3 123,
108, % 116, 2
;s o
109 _;ﬂa ||: 3
: 125,
1o, 2 120, 5

Racionaliza las siguientes expresiones:

_—
T3

=
by

127.
128, +2
129,

130,

131, >

253

132,

133,

134,

135,

136,

137,

138,

139,

141,

142,

143,

[ ~ien tlea wi= ®
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Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: »3, ga'5"c 26, 15m'n - 27m*n’
144, x+ 6 152, x, 45 —x 158, Jx+y ¥4 id"b’c‘ 227, -128°0" +8a’B°
145, 3x 153, 1t 10
146, 25— 5 154, 4 - g3 HSEam] ; DR, 10a*h-142°8 + 64’
ot b L R S

147, 2y : o a 29, -7¢ + ¢* ~Ta* + 5a
M8, 148 155, (x-y) Kl Sr+3=18

3x 10, -3’6 —12a°5* + 30’87 +15a°8°
W= 156, X+ 162. 25-4m6 15, & -3a-54
190 55 2 3 1, Wy-l&zjy-Wy

2 26, 6x" —29x+28

151, £ 157, 5(1 - 12, -5a'b+154'F* - 4578 *

y

13, Ma'y' =282"y" +162°" 237, 3x* =26 +25x" +58x -8
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si

x=3, y==2, 7=, w==4 234, 3x* +16x =35
163, 10 7L, 10 ms. 0 4 "
164, 4 72 -3 a5 2i B8, Wa'y-36x"y" +46275° -20:7 )" + 4y’
165, 16 173, 5 180, 5 19, 347" M3 2 43
166, 13 174 —40 IE1, 4 MO, 6 2
167. 1 175. 2 182 3 3 a4, 2po3a
168, —1 176. 5 . B 241, Ea’c 2
169, 2 13 R M5, & =245
170, 13 W53 s B 4 o %
3 6. S -2p =28
Reduce las siguientes expresiones:
184 185, _Sm?— Ta Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
X i = — I
185, 11y 196, 154 - ab + 1567 M7, P +6x+9 255, 251 +40n” +165°
186, —4at?
& st 197, -gnﬁ‘ M8, o* =8a+16 26, Bly* ~18¢8 y +x'
1B8. —2x+35y-3z 249, ¥ 12y +36 4 4
189, 17a-5b 198, Le-ly 4, ol 257, .12+;1+E
190, d4m* 6 27 9 250, 2% 4 10z + 25
- 2 1
- - 28, ¥ — =y =
191, x*—xy+6y* 09, 8825, T 2 251, 4w’ —20m +25 T
192, a®+26%+ ¢ 12 &
52, G- 6r+ 1 £
193, 0 259, L -39 +9y*
2 2 ‘
194, 3y 4 day? - 3yt 0, 2= 3 253, 9¢* +24x+16 4
4 B
254, 9-12x+45" 260, —2-£+_
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: w o
I i W a2 Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
02, & +5xy—-6 213, 2% 427 +2x4+3 o
=6y i , 261, =25 i i
M09, 44" +2 ne, ZP Ll .
TR - 270, m® =25+
W4, P +xt-x-1 263, - 36
ik Lt Lol 771, 9p° -25¢4
W05, O+t + 2+ 7 4 B 24 14 %4, 52— 1
72, Bpe Ay
06, 627 +3ay 216, -15xy* X5, 49— 2 9 25
207, ¥ =22 y- n¢ +6y° 217, -18¢"y' 2 X6, 25 - 1622 773 m 7
4 9
208, i-r’ +%,-g 28, 4°k* %7, 947 -25y° .
T,
A 219, 6"y %8, o -165° T a2yt
09, ==z +=at +Ex-_
4
¢ 6 8 20, =245’y

gip, Mty lpp 132, B 1Y o0 Liodste
127 2 7 0 4

21, x=2y-= n3, -%xzyzz‘

254



Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

775, S+t + 3+ 1

76, -6y + 12y -8

7. 2 +97 + 2T + 27
278, o - 12a° + 4Ba — 64
79, 125 75z + 152 - &
280, 275" - 54x* + 36z 8
81, 2 - 6ady + 1257 - By

B2, 64z 144y + 108y - 275"
B3, 1 - 152y + 7520 - 125

1 3 3
284, =3 -I-—12y+—1}2 +y3
8 4 2

1 9 271 27
B z+5-+—=+—3

© ry »m oy

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor

comiin:
287, Hx-3)

288, 3(x +5)
289, 12¢(2x- 3)
290, Byiz—2)

291, 3a(z-2)

292, yiy+1)

293, min +m’ - 1)

B4, Bz(x’— 3z +2)

M5, 5453 +5a—Ta?)

26, dab2a- 1)

27, fizp(2r - 3y)

298, £'y4 - Bay + 52y

29, 3abl6a®— 3a’h— Jab® + 46%)
00, 11223 + 6z - 2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

W1, @G- 1)z+1)
2, (p—3)y+3)
03, (x— 4}z +4)
M, (21— 52z +5)
A5, (5 -xY5 +3)
6, (4x— 3)dx +3)
307, (9 - 2yN9 +2y)

308, (10 - x)10 + x)

309, (5w - In)(Smr* + 9m)

30, (3= - yH3" +57)

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

318, x+ 1P
36, fy- 27
7. @+3P
38, z-5¢
39, @-b*
320, (y +6)
21, (m +nlf
W, (4x+ 1)

I, 3y-4P

24 (x+1]
= (r-3)
e Ga)
= (5
= (1]

29, (122 + Sy

w | @

Soluciones a ejercicios preliminares

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢

B0, (x+2x+1)
B (3-IHz-2)
B2, (x4 5Kx+4)
B3, (x-12)x-2)
B, (m+4)m +3)
BS. (3-6Hz—3)
B6. (a+6Ma—2)

BT, (y+5)y—4)
38, (n-9n+T)
19, (z-9z+1)
340, (x-12)}x+ 4)
M1, (x4 12)z— 11)
M2, (a—THa +5)
3, (y+ 14)(y-12)

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢

34, (z-4)3x-2)
U5, (Aa+2(2a+ 1)
M6, (z-3)4=-1)
7. (z-105x-2)
HE, (x-4)N2x+3)

MY (2m +3)3m + 1}

350, (26 +5)(3b - 5)
381, (x-2U 2+ 1)
2, (- 2%y -2)
353, (x—2)dx +3)
354, (y+3)Ty-5)

55, (4r— 15z +1)

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

BE, (x+ 1t —x+1)

BT, (p- 2P+ 2+ 4)
BE, (z— 4}z’ + 41 +16)
3O, (y+ 3y -3y+9)
B0, (4 - N16 + 12 + 927
B1, (x+ 29022 - 2y + 4Y)
XD, (Sx-yN252% + Szy + )

363, (224 IpT)dat - Gy + )
364, (1 -1 + 2 2%

[1 ]][12 % ]]
%8 | =-+=-||———+—
2 5/ 4 10 25

Simplifica las siguientes expresiones:

3
368, —
ix

2
369, X
X

2—3
I, —
5
Tl x
72 x+1

¥, ——

"

4. x

255

75, x+2

x+3
76,

.

3x+2
2x +1

78,

42" + 2z +1
2x—1

ne.



CAICULS DIFERENCIAL

Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas:

2x+h
T &+ xh

2x+h

%], ————
(x+aix—a+ k)

atb

22" —2x+h
—Dix—h—1)

2% +2xh—2

ny, —
(x+h—1{x—1)

389,

a’ +ab

2 b3
a —b

ab

301,

2hi+y
hy—y*

—k

o —
{(z+Dzx+h+1)

—2a

"zt h+x+h—1)

2h

WS, ——————
G+h—1DE—1)

W ——

410,

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes

radicales:

11, z*

1
412, (3x)?

3

413, 2
3
414, (52

1
415, (2a)%

]
M6, (5:7y4)*
1
a7, (x+2)
1
418, (a+b)*
2
419, (2x-3)°

]
420, (5x+ 33)-"

Expresa como radical las siguientes expresiones:

296, Jx+8
427, .3'31 +1

@8, Y2a—sb) =(§,fza = Sb}z

29, ﬁl‘[i:;]l =[ﬁlllj:; ]3

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y
radicales para simplificar las siguientes expresiones:

20, 21
B1, 6425

£, 258
1
a3, =

3

11
oy i
mlj

243y"

434,

435,

46, 2
87, 4y

5
438, ;133'

439, 3y’
M40, xJx

a1

42, arax

#3, (32 /3x =9 3z
M4, ax2x

ws, 232’

M6, 5xy5x

M7, 24 [+

MB, x+a)Yaxta

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

MY, z=-2
450, y=2
451, z =5

452 =2

453, = i
4

(¥}

454, z=-—

(=]

1
455, z=——
2

456, z=-1

460, z=0
461, x=0

11
462, r=——
17

"
463, z= —

3
464, No existe solucidn
465, y=—-—

5

2
466, 1= —
5

467, z=—-—

2
T

469, x=-16
30



Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

481, a=-8,a=6

1, x=-3,z=-1
2 z=3,z=2
473, x=—d4 x=-3
4, z=12,z=12
475, x=-5,z=-4
476, y=8,y=-7
47, z=—H,z=12
478, x=6,x=3
479, x=9, x=-7

480, y=-5, y=4

2

B2 z=l,z= —
5

3
483, =4 x=——
2

5
484 x=-3, x= ;

2
485, x=—— x=—~—
3 2

486,

Resuelve los siguientes sistemas:

g
——
M

I
[

g
S
L

x=73
445, 2

Im— gm—_—

Soluciones a ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de

"x" en los siguientes rectangulos:

506, x=5 509, 1=9
07, x=12 510, x=125
508, x=10 511, =445

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
#ngulos agudos de los siguientes tridngulos rectédngulos:

512, 513,
md-i mB-E mﬂ-i smB-E
5 5 13 13
3 4 12 ]
sA=— s Bm— s Am— EB=—
5 5 13 13
tmﬂ-i ﬂlﬁB-E mn;l-i I;NIE-E
3 4 12 5
3 4 12 ]
col Am— cot B= — ol As— ootB=s—
4 3 5 12
5 5 13 13
st Am = sc Bm— tAm— scBm—
3 4 12 3
mcﬂ-i 13,'.91:.3-i MA-E t"-ﬁ.‘-ﬂ-E
4 3 5 12

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:

514, 4z -y-5=0 520, 4x-3y-17=0
515, 3x+y=0 51, x-y+1=0
516, x—y+3=0 522, Tx—3y-6=0
517, 2z y-3=0 23,z Iy+l=0
518, y—5=0 24, Tx- 12y—4 =0
519, 3x-5=0
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El calculo diferencial es una de las ramas de las matematicas con mas aplicaciones, no sélo
dentro de las matematicas sino en la fisica, la quimica y las ciencias sociales. Permite plantear
modelos que resuelven problemas surgidos del mundo real; es decir, al cuantificarlos, se obtienen
conclusiones matematicas que facilitan el analisis y la interpretacién del fenomeno sobre el cual
gira el problema y de esa forma posibilita las predicciones sobre su comportamiento.

Este libro busca convertirse en la referencia inmediata para entender y aprender el calculo dife-
rencial desde una perspectiva practica para posteriormente iniciar con cursos mas avanzados de
matematicas.

Por lo anterior ofrece en cinco capitulos, varios temas como funciones, limites, continuidad, de-
rivada y sus aplicaciones (ecuacion de |a tangente y la normal, maximos y minimos, optimizacién,
razon de cambio etc.). Cada uno se desarrolla con la teoria justa y mantiene la idea de brindar
al lector un gran nimero de ejemplos para facilitar el aprendizaje, ademas de contener gjercicios
preliminares con el material que el estudiante debe manejar previamente para abordar estos
temas sin problema alguno.

Sin duda, este material es una herramienta importante para los profesores que encontraran en
sus paginas una ayuda invaluable para trabajar la parte practica con sus alumnos, asi como para
reforzar aquellos temas que se necesitan para iniciar cursos mas avanzados.

A partir de la premisa de que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y, por
tanto, actia con logica, el libro muestra un enfoque 100% practico. Es decir, se aborda con sen-
cillez la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran al estudiante para resolver
los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje al consultar las respuestas respectivas que se
encuentran al final del libro. También se encontrara con una serie de problemas de aplicacion, los
cuales vinculan las matematicas a situaciones reales.

El Colegio Nacional de Matematicas reune a sus docentes con mayor experiencia para escribir
este libro, que lejos de presunciones formales muestra la parte practica que requiere un estu-
diante y que reforzara los conocimientos adquiridos en el aula.

Por todo ello Calculo Diferencial es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal de
cualquier estudiante o profesor. Ya que es una obra para el que aprende y para el que ensefa.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:
www.conamat.com

ISBN 978-607-442-513-0

Prentice Hall 90000
es una marca de

PEARSON Visitenos en:

30

e .
www.pearsoneducacion.net



