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El poder de las matemdéticas

El que domina los matemdaticas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por tanto, domina al mundo.

ING, ARTURO SANTANA PINEDA






Prefacio

regularizacién en las dreas de Matemadticas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.

Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidié plasmar
y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo princi-
pio fundamental es que la persona que aprende matemdticas, piensa, razona, analiza y por tanto actia con
logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no sdlo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacidn sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas, De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin,

El Colegio Nacional de Matemidticas es una institucidn que, desde su fundacién, ha impartido cursos de

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte prictica que
requiere un estudiante al aprender matemdticas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
enel aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la prictica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por trece capitulos, los cuales llevan un orden especifico que siempre toma en cuenta
que el estudio de las matematicas es un proceso en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los cono-
cimientos adquiridos en los capitulos anteriores,

Cada capitulo estd estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son resueltos
paso a paso para que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los ejercicios corres-
pondientes. Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el estudiante
verifique si los resolvid correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademds, en algunos capitulos aparece
una seccidn de problemas de aplicacion, la cual tiene como objeto hacer una vinculacién con casos de la vida
cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, dlgebra,
geometria y trigonometria y geometria analitica que se encuentran al final del libro, para que el lector haga
un diagndstico de sus conocimientos en dichas dreas, los cuales son fundamentales para iniciar el aprendi-
zaje del calculo. En caso de tener algtin problema con dichos ejercicios se recomienda consultar los temas
correspondientes en los libros de aritmética y dlgebra, geometria y trigonometria y geometria analitica de la
serie CONAMAT.
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CHOUD DFERENCIAL E INTEGRAL

En el primer capitulo se estudian las funciones, su valor, clasificacién grifica, sus propiedades, sus opera-
ciones, etc. En el segundo, el concepto de limite y su cdlculo, con esto se da paso para estudiar la continuidad
de una funcion en el tercer capitulo.

El cuarto capitulo trata la derivada, su definicidn, su interpretacién geométrica, sus reglas de derivacion,
etc. En el quinto capitulo se dan las aplicaciones de la derivada, méximos y minimos, ecuaciones de las rec-
tas tangente y normal, dngulo entre dos curvas, punto de inflexién, problemas de optimizacion y razén de
cambio, aplicaciones a la economia y diferenciales.

El estudio del cdlculo integral comienza en el capitulo 6 con las propiedades de las sumas y la suma de
Reimann. En el capitulo 7 se estudia la forma de resolver integrales inmediatas (formulas de integracion,
cambio de variable, integracién completando el trinomio cuadrado perfecto); posteriormente, en el octavo
capitulo, se ven integrales de diferenciales trigonométricas (casos de potencias trigonométricas) y los méto-
dos de integracion (sustitucidn trigonométrica, integracion por partes, fracciones parciales, sustitucién por
una nueva variable, integrales de diferenciales binomiales y transformaciones) en el noveno. En el capitulo
10 se contemplan las aplicaciones de la integral; drea bajo la curva, entre dos curvas, volimenes, longitud de
arco y aplicaciones de la integral.

En el capitulo 11 se introduce al estudiante a las ecuaciones diferenciales, con la intencién de mostrarle
una aplicacién del célculo y que con ello pueda iniciar un curso formal sobre el tema.

Por dltimo, se incluye el apéndice A que contempla tres capitulos complementarios que son: logaritmos,
progresiones y matrices, los cuales se adicionan puesto que se consideran en muchos planes de estudio.
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RELACIONES Y FUNCIONES

la culminacién de un largo proceso, cu-

ya esencia malemdtica inlerna consistid
en la acumulacién y asimilacién teérica de
los elementos del calculo diferencial.

Lc: aparicién del andlisis infinitesimal fue

Para el desarrollo de esfe proceso se con-
faba con el dlgebra; las técnicas de caleulo; intfroduccion a las matema-
ticas variables; el método de coordenadas; ideas infinitesimales cldsicas,
especialmenie de Arquimedes; problemas de cuadraturas y la bisqueda
de fangentes. Las causas que mofivaron este proceso fueron las exigen-
cias de la mecanica newtoniana y la astronomia.

la ltima etapa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el establecimiento
de la relacién e inversibilidad mutua entre las investigaciones diferenciales,
y a partir de aqui la formacién del céleulo diferencial.

El cdleulo diferencial surgié casi simuliéneamente en dos formas diferentes:
en la forma de teoria de fluxiones de Newton y bajo la forma del céleulo
de diferenciales de G. W. Leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)




CAPITULO

CAICULO DIFERENCIAL

Relacién

Regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos,

Ejemplo

Relacion

Esta relacidn se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados
R= {{xll }'1): (xll yz)l (le ,)'1): (le yz)l {le 3'3): (xdl ya.)' . }

Funcién

H concepto de funcién es uno de los mis importantes en el mundo de las matemdticas. Las funciones no sélo repre-
sentan férmulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matemadticos que resuelven problemas de
Ia vida real,

A continuacién se dan algunas definiciones de funcién:

© Es una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos. La cual a cada elemento del
primer conjunto (dominio) le asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio),

& Sean A y B dos conjuntos y funa regla que a cada x e A asigna un tinico elemento f(x) del conjunto B, se
dice que f es una funcién que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f: A — B, donde
al conjunto A se le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas:

< Una funcidn es una coleccién de pares ordenados con la siguiente propiedad: Si (a, b) y (a, c) pertenecen a
ma coleccion, entonces se cumple que b = c; es decir, en una funcién no puede haber dos pares con el mismo
primer elemento.
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EJEMPLOS

$1ee
5

2 Be-

Relaciones y funciones

' Determina si los siguientes diagramas representan una funcién o una relacién:
1. A B 2, A B
2 4 -
3 > !
4 > i i
5 25

[ —
Solucién
El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcion ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un
solo elemento del conjunto B.

En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-
fras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que
estos conjuntos representan una relacién,

Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcién o a una relacién:
A={(-24).3,9.416), 5, 25)}
B={3,2),(3,6).(,7.5.8}
C={24.3.4,6,4),.6.4}
M ={(2,4),(62),(7,3), (4 12),(2, 6)}

Solucién

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estin
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones.

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion gréfica en el plano cartesiano. Para distinguir si se
frata de una funci6n o una relacién basta con trazar una recta paralela al eje “Y™ sobre la gréfica; si ésta interseca en
dos 0 mds puntos es una relacidn, si sélo inferseca un punto serd una funcidn.



1 Carituio

CAICULO DIFERENCIAL

3 ®°° Determina si las siguientes gréficas representan una relacién o una funcién,

L ¥ 2,
Y

ANTAN
<

\\_/x

Solucion

Se traza una recta vertical en ambas grificas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la grifica, por
tanto, representa una relacién y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la gréfica, por consiguiente

representa una funcién,
L ¥ 2 Y‘ FLR&::M vertical
U=
Recta vertical X
EJERCICIO 1

Identifica si los siguientes conjuntos representan funciones o relaciones.

1. {(0,3),(2,3),(-1,3)...} 4, {(2,5). (V4 ,2), (3, -3)...}

2, {(—3,5).(3,5,(-3,2)...} 5. {(a, 2a), (—2a, 3a), (4a, a)...}

3. 4.7, (=4, V3), (+2,5)...) 6. {(3 1]{3 -1]{1, f]}

2 4 2
Identifica qué representa cada grafica (funcidn o relacién):
T 8. 9. 10, 11.

12, 13. 14, 15,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

6
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Relaciones y funciones

Notacién

Una funcion se denota o escribe como y = f(x), donde:
x: variable independiente,
y: variable dependiente.

f: funcidn, regla de asignacién o correspondencia.

Clasificacion

Las funciones se clasifican en: algebraicas y trascendentes

Algebraicas
Trigonométricas
Funci6n Inversas trigonométricas
Trascendentes Exponenciales
Logaritmicas
Ejemplos
Algebraicas
f) =x — dx fH= Jx—4 vy =|x|
y=%?-5%-6 g =Vx+1 g =|x—-2| -1
Trascendentes
flx) =cosx flx) = e** s(t)=In(2t — 4)
fx) = sen(x — %} y=e* +2 g(x) = log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser:

©  Explicitas
Es cuando la funcién estd en términos de una variable, por ejemplo:
y=x? f= i_’__; ¥ = sen 3x s(ty=¢' y=logx
1
y=x -1 g() = ﬁ ) = cos 5 x gx) =2+ f(x) = In(3x)
< Implicitas

Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacién, por ejemplo:

12—8y+16=(] x3+y2—3x=l:l senx+cosy =1 e¥Y=x4+3

Las funciones que se estudiardn en este libro siempre tomardn valores de niimeros reales tanto para la variable

independiente como para la dependiente.

Valor de una funcién

H valor real f(x) de una funcién es aquel que toma ycuando se asigna a x un determinado valor real.

7
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EJEMPLOS
R/ F 8% Obién f(— 3) paraf() = 32 — 5x — 2
" solucién
Para obtener f{ —3) se sustituye x = —3 en la funcidn y se realizan las operaciones indicadas,
f(=3)=3(-32=5(-3)—-2=27+15-2=40

Por tanto f(—3) = 40, es decir y = 40 cuando x = —3 o lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (—3, 40)

e
en el plano cartesiano.

2 825 fx) = .';x_—l ,ancuenll‘ﬂf("i‘]

Solucién
Se sustituye x = — en la funcidn y se realizan las operaciones:

3(3]—1 2—1 3 3 5

Bl g k-8 =3 8

f(4] 5_2 —S_E—E—”,portanto,cuandox— 4,)‘(4]— 17
4 4 4

3 ®e-5is(r) = 1—5,determina s@), s(a + 5)

Solucién
s@) = [4—5=~1,la funcién no est4 definida para t = 4, v—1 no tiene solucién real
si@a+5) = Ja+5-5=Va

4 8- 5i f(x) = sen (I +‘E] =d"“""""”“f(33£]

Se sustituye x = T .en f(x) y se utiliza la identidad sen (& + B) = sen e cos B8 + sen Bcos a

Solucién
f(%] = sen (%'l'%] = sen%cos% +sen% cos%
(- 852
2 2 2 N2 4 4 4

fatB-f@) s 5

S ®¢° Determina
Solucién
Se obtiene que fla+ b= Ja+b y flay= a
Se sustituyen los valores obtenidos:
fla+b)—f@ Jatb—a
b - b




Cariuc 1

e} @05y =

Relaciones y funciones

Un resultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

Jatb=Va Ja+b+Ja _ (Ja¥b] ~(Va]

b 1

b

fla+tb)—f@) _ Ja+b—+a

Jatb+va = b(Jatb+Va)  bJatb+a) Jatb+a

1

Finalmente, el resultado de

b b
x
+2° encuentra el valor de y cuando x = —2
Solucién
Al evaluar la funcién en x = —2, se obtiene:
-2
Y= o42 T

= Jatb+a

2

0

La funcién no estd definida para x = —2, ya que la divisién entre cero no estd determinada,

1
7 ®°°5if(x) = x2 — l,demueslmquef(;] = —f:‘:
Demostracién
1
Se sustituye 5 en la funcién:
N _ (1Yot 1= _—14x) e
f x) \x S N x’ B x

Pero x2 — 1 = f(x)

-

EJERCICIO 2

Evaliia las siguientes funciones:

1
1. Si flx) = 2x? = 3, ﬂbténf(_a] ,J(3), f(0)

2. 8i flx) = x* — 5x + 6, determina f(a), f(a + b)

SR =32 + A= 2, devermbnn e+ By LT k:- S

(#%]

: 2x -1 ;
.81 flx) = a1 , determina f

=

1 1
(3] .f(‘a] Jx+h) = flx)

. 8i flx) = |/x* —16 , determina £(5), f(4), f(6), f(3)

LA

. 8i f(x) = J¥* =3, determina f(x + k), W

(=

9



1 Carituio

CALCULO DIFERENCIAL
7. 819 = — , determing LI
8. Sif(x) = \/1—x ,determina w
9. Sif(x) = | — | , determina f(1), f(0), fix + 5)

o, 2 _3 e e gy ¢ L
10, Sif(x) = 3::2+J‘z x,determmaf( l},f(x]

11, 8i f(x) = x* — 3x,demuestra que f{i3x) — flx — D =4(x — D2x + 1)

12. Sif(x) = % , demuestra que f G] = —f(x)

13. Siflx) = IL , demuestra que f{—x) = f(lx)

14. Si f(x) = tan x, demuestra que f(x) = f(x + 3m)

15, 8i f(x) = cos 2x,demuestra que,f(x + ] = —f(x)

+h 1
16. Demuestra que para f{x) = ./x f{x ;: 0 _ C fx+ R+ fx)

17. Sih(x) = Jx* —4 ,r(x) = \/x" +4 , demuestra que h(n+i] + r(n—i] =2n

s=1 fm)—f(n) _ m-—n
18. Sif(s) = 7 demuestra que T~ [remlfm]  1+mn

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Dominio, contradominio y rango de una funcién

Dada una funcidén f: A — B, se dice que el conjunto A es el dominio {Df) y B el contradominio {C}.}o codominio
de f. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores posibles para X
mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para ¥,

< Rango (R)
Valores del contradominio para los cuales y = f(x), siendo f(x) la imagen de x.

Dy Cr
O'f.

10




Cariuc 1

Relaciones y funciones

EJEMPLOS .

Solucién

La funcién es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los ndmeros reales, es decir
x € Rodicho de otra forma x e (—as, x),

+

a3

|

2 ®%+ Diermiina el dominio de Ia funcidn FG3) = ;'

L

Solucion

La funcién es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la divisién entre cero no estd definida, por
tanto, se busca el valor para el cual x + 5 =0 obteniendo x = —5, entonces el dominio es: Df= {xe R |x #=5}o
bien x € (—=, —5) U (-5, =),

X

9o, - .. - T S e
3 {Cuil es el dominio de la funcién f(x) oy Ty ?
Solucién
Al factorizar el denominador se obtiene: f(x) = m ,€l denominador se hace cero para

x=6 o x=-1,D;={xeR|x#-1,x#6} obien {xe(-» —~1)U(-1,6)U (6 =)

4 ®°: Determina el dominio de la funcidn f(x) = \Jx—5

Solucién

El radicando debe ser mayor o igual a cero (ya que no hay valor real para raices cuadradas de niimeros negativos)
es decirx — 5 =0, de donde x = 5, por tanto D, = {x & R |x=5}obienx e [5, =)

5 ®¢° Encuentra el dominio de la funcién f(x) = /x> — 16

Solucién

Se plantea la desigualdad x? — 16 = 0, al resolverla se obtiene que el dominio esel conjunto D= {x & R |x=-4ox=4}
obien x € (—=, —4] U [4, =)

6 ®°° Determina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)

Solucién

Para determinar el dominio de esta funcién se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N >0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2x=3>0 = x>3 —> x}E

.. . 3 . 3
Entonces, eldammesalcon;untol)f= {x ER|x>—2—}, obien, x & (E,m]

11



1 Carituio

CAICULO DIFERENCIAL

+1
7 ®%° Encuentra el rango de la funcién f(x) = o
1+3x
Solucién
Se despeja x:

_ 6x+l
1+3x

= ¥l+3x)=6x+1 — y+3xy=6x+1

-y
—x=1—-y —- Zy—-2P=1—-y — zx=
3xy ¥ ¥ 30-2)

H denominador se hace cero cuando y = 2, por tanto el rango es el conjunto:
R = {v e R|y#2} obien, y e (=, 2) U (2, )

8 ®9° Determina el rango de la funcién y = /9 — x?

Solucion
¥ =0, porque la raiz es positiva o cero, se despeja x:
y=9-x = ¥y2=9-x 5 x?=9-) 5 x=.,9-)

Se plantea la designaldad 9 — y? =0, al resolverla se obtiene que y & [—3, 3], pero y =0, por tanto, el rango es el
mnjuntoRf= {v e R|0 =y =3)},0bien,y e [0, 3]

&

EJERCICIO 3
Determina el dominio de las siguientes funciones:
-3
1 flx) =x*—4 10. f(x) = m
2. fx)=33-2 1L f@ =53
3, f(0) = x:-S 12, fx) = Jx+1
x—4
4 fe =5 13. /) = Jx =6
3
5.000= 716 14, f) = \2—x
6. f(x) = xf:.:x 15. f() = 12— 3%
1 2
1. fx) = Z—7x+10 16. f(x) = Jx* =25
8.1 = 5 17. f) = ¥ —5x—6
9. /0= 7y 18. f) = 36— %

12



Cariuc 1

Relaciones y funciones

+4
19. fx) = 9+ 7 25, f(x) = ::_3
2. fx) = Yx—1 %=
J@ = Yx SW =573
21, fix) = #x—35 27. f(x) = log(3x + 6)
-1
2, = X : = In(5 —
&) NFE) 28, f(x) =In(5 — 2x)
g oK S
23, flx) = = 29. fx) = log(x]
x
M. fx) = ——— 30. f(x) = log(3 + 2x —
f&) il,m fx) g3 x5
Determina el rango de las siguientes funciones:
3. fx) =x2+ 1 37y = 2 +1
32.fx)=x*—4 B y=—2-x
3B, fx) =9 — x* 39, y= J4-2
1
— 2 — 42 e
MfH=%=x—-=x Y= A1
10x —1 x—1
35. fx) = 3—5x 41, ¥ g
2x—3
36.f(x)=4i+1 42 v=|x—4d|

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Algunos tipos de funciones

Funcién constanie
J(x)= kcon k e Rrepresenta una recta paralela al eje “X" sobre k.

Dominio: D,=R 0 bien x & (—o=, =) Rango: Rf = {k}

Y4

k j"(x) =k

13



CAPITULO

CALCULO DIFERENCIAL
Ejemplo
Obtén la gréifica de f(x) = 4
Solucion
Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4
D, =R R, = {4}
YI
fixy=4
"X

Funcién lineal

Esta funcién tiene la forma f(x) = mx + b y representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente
¥y bla ordenada al origen.

Dominio: D =R 0 bien x & (—os, ), Rango: R, =R o bien y & (—o0, )
Ya Ya

m=>0 m=<0

Para graficar una funcién lineal se lleva a cabo lo siguiente:

L Se localiza la ordenada al origen, es decir, el punto (0, b).
IL A partir de este punto, se localiza otro, tomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
¢l incremento horizontal,

14



CARITUIO

g
£

Relaciones y funciones

QEMPLOS i
2
1 ®%: Grafica la funciény = = x + 4

3
Solucién
La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:

y= %x + 4
2 2 incremento vertical
m= 3 = T el b = 4, representa el punto (0, 4)

Grdfica de la funcién

2

4
2 ®%° Trazq la grafica de la funcién y = —§x+2

Solucién
La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:
Ry
¥y= 5 *
_ F =4 —4 decremento vertical
MT75 75 T 5 incremento horizontal ’
Grifica de la funcién

b = 2, representa el punto (0, 2)

15



CAPITULO

CAICULO DIFERENCIAL

Funcién identidad
Es la funcién lineal f(x) = mx + b,conm = 1y b =0, es decir: f(x) = x
Dominio: Df = R o bien x & (—, =) Rango: Rf =R obien y & {—%, =)

1" .

45

Funcién cuadrética
Es de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ y representa una pardbola c6ncava hacia arriba o hacia abajo
Sia>0 Sia<0

Y4

Kty ViR " -
h X X
V(h, k). son las coordenadas del vértice.
Dominio: D =R o bien x e (—x, ®) Dominio: D.=R o bien x & (—os, )
Ringo: y = [4ac—b”m] Rango: y (_m,d-ac—b’]
da da

Para obtener las coordenadas (h, k) del vértice se aplican las siguientes férmulas:

Ejemplo

Obtén el dominio, rango y la gréfica de la funcién f(x) = x2 — 4x + 5.

Solucién

Se identifican los valores de los coeficientes de cada término:a = 1,b= —4yc =35
a > 0, la paribola es céncava hacia arriba

Se calculan los valores de hy k:

i B W o o Ml A A
S e T By T R g 4(1) -

(
2a 21 '

16
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Relaciones y funciones

H vértice es el punto V{2, 1) y el dominio y rango son:

D; =R obien x & (—=, =)

dac— b
=
da

,m] =[1,)

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

f@=x"-dc+5

la funcién flx) = x”
Con “n” entero positivo tiene como: Dominio x e (—%, ©)es decir el conjunto de los reales R y Rango:

ye[0,) sinespar
y€(—%,®) sinesimpar

E-EMPLOS ®
”h @9° Obtén la grifica de las funciones f(x) = x2 y g(x) = x*

i Solucién
Se tabula con valores arbitrarios de x:
Yi
) = »? 4 1 0] 7] 4 fio) = 7 i
Al graficar se obtiene: :
Y
glx) = x* % 1 0 1 % glx)=x"




1 Carituio

CAICULO DIFERENCIAL

2 ®°° Obién Ia gréfica de las funciones f(x) = x* y g(x) = x°

Solucion
Se tabula para valores arbitrarios de x:

f=x" 7
fx) =x3 -8 —1 0 1 8 — ; —
] X
_ "
243 243 .
g = L0 »
g =x* —=5 1 o 1 2 X

Funcién racional
Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales.

Fix)= % con Q(x)#0

Definicién de asintota
Sila distancia dentre una recta o curva Ly el punto mdvil Q(x, y) de la funcién tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota,

Existen tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.

Cuando la gréifica de la funcién f(x) se acerca a la curva o recta L (x) y la distancia dentre un punto de f(x) y la
airva o recta L{x) tiende a cero (es decir la grifica no toca a L(x)), entonces L{x) recibe el nombre de asintota,



Cariuc 1

Relaciones y funciones

Ejemplos
Asintota vertical
Y4 Asintota vertical ' Asintota oblicua
E y=mx+bh
E Asintota
; horizontal
y= b- e
E a y =flx)
0 s
x=a

En este capitulo sélo se estudiardn las asintotas horizontales y verticales.
©  Asintotas verticales

P
Una funcién de la forma F(x) = f , tiene asintotas verticales si existen valores x,, x,, x5, ... , ¥, tal que se
cumple lo siguiente:
Q@) =0@x)=...=0@x)=0

©  Asintotas horizontales

Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcién de la forma G(y) = ,&R_g_,}? , tal que para los

valores de y,, ¥, ¥, ..., ¥, se cumpla que:

S{J’I) = s{}'g) = e = S(}'n} =0

19
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CAICULO DFERENCIAL
EJEMPLOS o
1
2/} 82 Obitn 1a préfica de la funcién f(x) = -
ET Solucion
H dominio de la funcién estd dado por el conjunto D= {x € R| x# 0}, teniendo una asintota en x = 0, es decir el
eje vertical del plano.

1
Al despejar x se obtiene x = ;

De la cual se deduce que el rango estd dado por R, = {y € R | ¥ # 0} y su asintota horizontal es y = 0, es decir
el eje horizontal del plano.
Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:

1 1 1 1
X =i —2 =l —‘i —E 0 "3— 5 1 2 3
3] 1 no 1 1
fix) — 3 2 =1 =2 =3 il 3 2 1 7 3

Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa cdmo la curva se acerca a las
asfntotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las rectas cada vez més pequefia,

Y 4

Y

2x-3
x+2

2 ®°° Determina el dominio, el rango y la gréfica de la funcién y =
Solucién
H denominador debe ser diferente de cero,
x+ 2#0, entonces x ¥+ —2
Por tanto, el dominio esti dado por:
D,={xeR | x# -2} 0 x € (—, —2) U (-2, ®) yla asintota vertical es x = —2
Al despejar xse obtiene el rango y la asintota horizontal:

) _ 2y+3
y= < +2 , entonces x = 5

donde 2 —y#0 — y#2

Por tanto, el R, = {y & R|y #2} y laasintota horizontal es y = 2

20
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Grifica: Se trazan las asintotas y mediante una tabulacion se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-
guiente curva:

T L

Funcién rafz cuadrada
La funcién estd dada por: f(x) = \/g(x),con g(x) =0

EJEMPLOS .

-g_ 1 eo- Obtén la grifica de la funcién f(x) = [x+2
i§' Solucién
Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 = 0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:
{xeR|x=-2}ox e [-2,=)

El rango se obtiene despejando x

y= Jx+2 - y=x+2 = x=y?-2

La funcién es una raiz positiva, o cero, es decir y & [0, =) y el despeje da como resultado una expresidn polinomial
donde y e R, por tanto el rango estd definido para y e [0, =)
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x & [—2, ) se obtiene:

X =& == 0 1 2 3 4 5

fd 0 1 V2 3 2 5 J& 7

La grifica que se obtiene es:
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CAICULO DIFERENCIAL

2 ®°° Determina la grifica de la funcién: flx) = \/x* —x—2

Soluciéon
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x? — x — 2 =0, obteniendo que
x e (==, —1]U[2, x)

1+ /4y +9

Al despejar x se obtiene, x = donde y & (—=, =), f(x)es una raiz positiva, o cero, por tanto el rango

2
es: y & (—, =) N[0, =) = [0, =)
e
fix)= .||‘x2 -x-2

x—1

3 @ #° Grafica la funcién y = i

Solucion :
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad ;ﬁ =0, obteniendo que:

x e (== =1)U[L, «)

Al despejar x para obtener el rango:
x—1 x—1
_ 3_ e 2 A
¥ iy X7 x+1—>y2(x+l)xl—>yx+y x—1
Ya—x=-—1=-32
(-1 =—-1-y
®=—g_q »donde y£ 21,

La funcién es una raiz positiva, por tanto, y € [0, =), entonces el rango corresponde a:
yel0, HU(, =)
La funcién tiene una asintota vertical en x = —1 y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:

Nota: Observe que graficamente y = — 1 no es asintota,

22
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Funcién valor absoluto
La funcién es f(x) = |g(x)|], donde x e D, y fx) =0.

EJEMPLOS .
- 1 @2 Obtén 1a grafica de f(x) = |x + 3|.

e Solucién

- a si a=0

Se parte de la definicién de valor absoluto, en la que |a| = [—a si a =0 »S¢ obtienen las siguientes igualdades:
y=x+ 3,y = —x — 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los niimeros reales y el rango estd dado

pory € [0, =)
La grifica que se obtiene es:

y==x-3

2 ®%: Obténla grafica de f(x) = E|

Solucién

2
— ,estd definido para x#0, por tanto el dominio es el conjunto D; = {x & R | x #0} o bien

x
X E {—m, ﬂ) u (U, m}
Para el rango se despeja x de las igualdades que se obtienen al aplicar la definicién de valor absoluto,

2 2 2 2
i = -, £0, =y =—=, #
WG 3 donde y ¥ 2 5 donde y #0

También se toma el hecho de que f(x) =0, yaque
o bien y & (0, =),

La asintota horizontal es y = 0, mientras que la vertical es la rectax = 0,

Luego la grifica que se obtiene es:

2
;‘ >[],p{}rtﬂmot:lrsngocselmnjumoﬂf ={veR iy‘::-l:l}

23
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3 ®°- Obién la gréfica de f(x) = |x? — 4].

Soluciéon
¥ = x? — 4 es una funcién cuadritica con dominio x € R y rango y € [—4, o), teniendo como gréfica:

Y4

b
Ht

kgt A

f(x) =0, luego elrango de la fincién es: y e [0, ), por tanto, al hacer positiva la parte donde x* — 4 es negativa
se obtiene la siguiente grifica:

Y.l

x—1
4 8¢ Obién el dominio, el rango y la gréfica de f(x) = 72
Solucién
Dominio: Paray = —— , x % —2, por tanto ¢l dominio de la funcién esté dado por:

x+

X E {—m, _2) U{—Q,m}
1-2
Rango: f(x) > 0, por tanto, el rango estd dado por y e [0, =], pero al despejar “x” se obtiene x = y—ly

, entonces

¥#1, portanto y e [0, 1) U (1, =)
Griéfica 1

24
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Relaciones y funciones

En la grifica 1 se muestran los intervalos que se analizarin para construir la grifica que se propone.
i) En elintervalo (—o=, —2) las rectas y = x — 1, y = x + 2, toman valores negativos, es decir

_|x—l _ =x-1 x-—1
fO=L0 " vy " 2

La porcién de grifica en el intervalo {(—, —2) es:

ii) En el intervalo (—2, 1]
¥ =x — 1 toma valores negativos

¥ =x + 2 los toma positivos

es decir:
_|x—l _ =x=1)  1-x
fo) = [x+2| T +x+2) ~ x+2
La porcién de grafica es:
___________________ SEe
iii) En el intervalo [~ 1, %)
y=x—1ly=x+2
toma valores positivos es decir
x—1 +(x—1) x—1
foo = P21 =

[x+2] ~ Hx+2)  x+2

25
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Tiene la misma grdfica que en el caso i)
La porcidn de grifica es:

-z J1 X

Fnalmente, la grifica es la union de las porciones de gréfica en cada intervalo.

Nota: En la grifica aparece un hueco en y = 1 ya que el rangoes y & [0, 1) U (1, =)

Funcion mayor entero
Tiene la forma: f(x) = [x] con la propiedad de que [x] = nparatodon =x<n+1,conn e Z.

Dominio: D, = {x|x e R}
Rango: R, = {v|yez}
Se toma un subconjunto del dominio por ejemplo x & [—2, 3] se tiene que:

-2
=1

=2 =x<-1
—1=x<0
0=x<1
1=x<2
2=x<3
I=x<4

f)=kl=

(T T T -

1
2
3

26
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Relaciones y funciones

Grifica:

-2-1 012 32X

También recibe el nombre de funcién escalén,

2 @2 Traz la gréfica de f(x) = [%x]
Solucién
El dominio y el rango de la funcion se definen:

Df={x|,xE R}y R, = {v|yez}
Se elige el subconjunto del dominio x & [—2, 2] entonces:

Longitud del escalén  fix)

—25%::':.—1 —35»:—% -2
—15%3:‘::0 —% =x<0 =
OE%:H-’J 05){{% 0
1= —xco 3 =x<3 1
Y
G
*——0C

-3-2 -1 01 2 3 X
-1

d=3
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CAICULO DIFERENCIAL

EJERCICIO 4

Obtén la gréfica de las siguientes funciones:

1. () =4
2

2. flx) = =

L fxy=mw

4. f) =3 +5

5. flx) = %x— 1

6. flx) = —%x+2
7. f0) =x—4x+3

8. flx) = —2x2 + 12x— 13

9. fix) =4 — x?
10.y= =
1
11. fix) = —;
x
12, f(x) = -2
o =D
3.y = x+4
2
14. f(x) = %
+5x+
15, ) = ZL32 46
1
16. f(x) X +2x
+2
17. fix) = Z—9
18, f(x) = v—x
19. y = Jx—4
20.y=—-9—x
2. y= ¥ -3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

28

2. y= 16— %
23, fx) = Jx'+x—12
24, f(x) = Jd4x* -9

25, f(x) = gm'Tm‘z
26. f(x) = ;;g

27. fix) = 11?

2% o= 223

29, f(x) = ,lt_T;

30. f(x) = |x|

3L @) =x - 2|

32, fG) = |x + 4|

33, fx) = |z = 1]

3, f(x) = |x2 — 4x + 3|

35. fo) =2 — x|
1
36. fx) = =
2
./ =[5
+3
CFORS
|
39, f(x) = ’; o
40. flx) = %x]
41, fix) = gx]




Cariuc 1

Relaciones y funciones

Funcién caracteristica

Son funciones que estin seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcion distinta, Para graficarla
basta con dibujar la grifica de cada una de las funciones en el intervalo dado.

Ejemplo
Obtén la grifica de
=1 si 2=x<2
fn =143 si 2<x<4
3x—9 si x=4
Solucién

Se tabula cada una de las funciones en el intervalo dado, se localizan los puntos y se grafican, observa que hay puntos
que no estin incluidos, para esos valores se coloca un circulo abierto,

YJL

2\ 2 4 X

EJERCICIO §
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
si 0=x<2 2—x si x<2
L fx) = [—x+4 si 2=x=4 3 f= {J— si x=2
. si x<—2
1 =3
2, f(x) = [0 : :{_3 6. f(x)={x"+1 si 2<x=2
2x+1 si x>2
- si x<0 | | a s a=0
3. 1) = {x:‘ g 7. f(&x) =, Recuerda que a| = [—a s a<0

2=—xs8 x<-1
4.fx) =13 s —1<x<2
x+1 si x=2

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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1 Carituio

CAICULO DIFERENCIAL

Grafica de una funcién a partir de ofra conocida

Algunas funciones se grafican a partir de que se conoce la grifica de otra, a través de desplazamientos, alargamientos
oreflexiones de esta tltima,

Desplazamientos
Sea f(x) una funcién, ¢ > 0 y b > 0, si:

a) ¥y = f(x) + ¢ entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia arriba.

b) y = f(x) — c entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia abajo.

¢) y = flx + ¢) entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la izquierda.

d) y = f(x — c) entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades a la derecha,

€) ¥y = fx+ ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la izquierda y b unidades hacia arriba.
) y= flx + ¢) — b entonces se desplaza la grdfica de f(x), cunidades hacia la izquierda y bunidades hacia abajo.
8 ¥ = f(: = ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la derecha y b unidades hacia arriba.
h) y = f(x — ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), cunidades hacia la derecha y b unidades hacia abajo.

Y4 YA Ya
e}
a- 7 +a
l
>, %-x 'r"x
fix) fay—¢ fx)+c
Ya Y Ya
[] J o]
a+ - -k .. ta +a
— p— > " >
pmmrm e o R X
c X ¢ x ¢
fx—-¢) flx+e) flx-e)+b
Alargamientos

Sea f(x) una funcién, ¢ > 1, si:

a) y = cf(x), se alarga verticalmente la grifica de f(x), c veces.
1 1
by y= F f(x), se comprime verticalmente la grifica de f(x), en =
¢) y = f(cx), se comprime horizontalmente la grifica de f(x), c veces,

1
ay= f(%x] »se alarga horizontalmente la gréfica de f(x), en —

30



CARITUIO

Reflexiones verticales y horizontales

Sea f(x) una funcion si:

1. y = —f(x), se refleja la gréfica de f(x) con respecto al eje X.
2. y = f(—x), se refleja la grifica de f(x) con respecto al eje Y.

Ya

|y=dﬁ)

.
L

I "
y=—1k)
[

Y4

Relaciones y funciones

Se tomarin como base las siguientes funciones para graficar otras de la misma forma:

¥Ya

fw=x

Y&

f)=x?
* x + /

Y4

31
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CAICULO DIFERENCIAL

EJEMPLOS .
"g_ 1 ®*° Gonbaseen la funcién f(x) = x2, obtén la grifica de: y = x2 + 2,y = x2 — 2,

ol 1
E y=@-2ly=@+2%y=%%y= Exz,y= - y=x*-2%—3
Solucién
=4 y=x+2 y=+-2

Y4 Y& Y&

T T \/ T T T X
T T T T T T T 'x b
Sedesphmhgn;&aﬁx}:f Se desplaza la grdfica f{x) = x*
dos unidades hacia arriba dos unidade s hacia abajo
y= (-2 y=G+2) y=2¢
Y A : /-'l'| Yi
t E T T "’x 1 1 |: T | T T rx T T T T — -
Se desplaza fix) = x° dos unidades  Se desplaza f{x) = X° dos unidades Se alarga fx) = X° verticaimente
hacia la derecha hacia la izquierda dos veces
y:%xz y=—x y=x-2x-3=(x-11-4

Y4 Y4 Yi

T T T i T T T T rx T T T "X
rx |
Sffwmfﬁx)=xzﬂmﬂ'ﬂmf Sereﬁejuﬁx}:.tzrmrespamal Sede:phmﬂx):fhmr!amderecm
verticalmere eje X una witidad v baja cuatro unidades
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Solucién
La grificade y = x es:

Relaciones y funciones

2 ®%: Deiermina la grifica de y = \[x—3 +2, a partir de la gréficade y = Vx .

y 2 unidades hacia arriba

Ya

v

Para obtener la grifica de y = \x—3 + 2, se toma la grificade y = J;,éstasedcsplaza3unidndesaladﬂmcha

v

EJERCICIO 6

l.y=x2-4
2. y=(x+3y
3.y=1-x2

4. y=x2—6x+10
S5.y=%%+12x+ 11
6.y=—x3
T.y=x3+1

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

33

Utiliza desplazamientos, alargamientos o reflexiones para obtener la grifica de las siguientes funciones:

B.y=(x—1y+2

9. y= %x3—2
10, y= \x—2 +2
. y= Jx=3 -2
Wy Jira

B.y=|x=3|-2

14, y=3 — |x+ 4|




1 Carituio

CAICULO DIFERENCIAL

Funciones creciente y decreciente

Una funcidn es ereciente en un intervalo I, si para cualquier x,, x, € I,
F0) < f(xy) donde x, < x,

Una funcién es decreciente en un intervalo 1, si para cualquier x|, x, € [,
fG&x) > f(x,) donde x, <x,

Eijemplos
Las grificas de las funciones f(x) = x?y g(x) = x* son:
Y + Y&

L

La funcién f(x) = x”, es decreciente en el intervalo de (—, 0) y creciente en el intervalo (0, o), mientras que g (x) =x?
€s creciente para toda x de su dominio.

EJERCICIO 7
Con las funciones conocidas determina el intervalo donde crecen o decrecen:
1. f(x) = Jx 6. fx)=—x+3
2, flx) = x* 7.fx)=9—x?2
3 fx)=x 8. f)=|x=3]-2
4. fx) = |x| 9. f) = J9—2"
5.f0 = Jx—-2 10. f(x) =6

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funciones inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Funcién inyectiva (uno a uno)
Six,x, e Dyx # X, f es una funcién inyectiva si y solo si f(x,) # f(x,), o dicho de otra forma, f{x,) # f(x,) si
y solo six, #x,.

Se determina si la funcidn es inyectiva al trazar una recta paralela al eje X sobre la gréfica y si toca un solo pun-
o es inyectiva. También se puede decir que una funcitn inyectiva es aquella que siempre es creciente o siempre

decreciente.
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Relaciones y funciones

EJEMPLOS -
"8_ 1 ®#° Determina sila funcién f(x) = x> + 1, es inyectiva,
[y

P solucién

Sean x, # x,, se tiene que (x,)* + 1 # (x,)* + 1, ya que no hay nimeros distintos cuyos cubos sean iguales, con este
resultado podemos afirmar que la funcién es inyectiva; por otro lado, si se observa que la grifica es creciente, por
tanto, es inyectiva. Otra forma de saber si la funcién es inyectiva es trazar cualquier recta paralela al eje X, y ésta
debe tocar un solo punto de la grifica.

II‘ fxy=x+1
/

—o—o—lr——o—o—o—o—:-"

2 ®°° Determina si la funcién f(x) = 2x — x es inyectiva.

Solucion

No es inyectiva, ya que para x;, = —1 y x, =3 se obtiene que f(x,) = f(x,) = —3, lo que contradice la definicién.
Luego, si se traza una recta paralela al eje X, se observa que ésta toca dos puntos de la grifica; por otro lado, no es una
funcién que sea creciente ni decreciente siempre.

Y4

[T \ st
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CAICULO DIFERENCIAL

Funcién suprayectiva

Una funcién f: A — B es suprayectiva o sobreyectiva si para cada b € Bexiste a € A tal que f(a) = b; es decir, para

todo elemento de B siempre hay uno de A al cual fue asignado.
Otra forma de reconocer una funcidn suprayectiva es si su contradominio es igual a su rango. Al menos que se

indique lo contrario el contradominio de las funciones dadas serdn los mimeros reales.

EJEMPLOS

-g_ 'I ®9° Determina si la funcién f(x) = x? + 1 es suprayectiva,

§- Solucion

suprayectiva.

El contradominio de la funcién es el intervalo (—=e, =} y su rango el intervalo [1, =), por tanto, la funcién no es

Solucién

suprayectiva.

2 ®°° Determina si la funcién f(x) = x* + 1 es suprayectiva

PJL

El contradominio de la funcién es el intervalo (—oe, =) y su rango el intervalo (—=, o), por tanto, la funcion es

fx)y=x'+1

L ]

36



Carituc 1

Relaciones y funciones

Funcién biyectiva

Una funcidn “f " es bivectiva si es inyectiva y suprayectiva.

EIEMPLOS .

‘g_ 1 ®e- Determina si la funcién f(x) = 3x + 1 es biyectiva.

é— Solucin
Es una funcién siempre creciente, por tanto, es inyectiva, El contradominio de la funcién es (—9e, %) y su rango (—9, o5)
entonces es suprayectiva,

La funcién es inyectiva y suprayectiva, por tanto, es biyectiva.

Y

Y

2 ®%° Determina si la funcién f(x) = /1—x es biyectiva,

Solucion
Grifica

Si al trazar una recta paralela al eje X interseca a la curva enun punto es inyectiva; no es suprayectiva, yaque sucontra-
dominio son los reales y su rango es el intervalo [0, ). Es inyectiva pero no suprayectiva, entonces no es biyectiva,

3 ®+° Determina si la funcién f: (=, 1] — [0, =), tal que f(x) = /1 —x es biyectiva.

Solucion
La grifica es la misma de la funcién del ejemplo anterior, por tanto, la funcién es inyectiva,
En este caso se especifica el contradominio como el intervalo [0, =) el cual es igual al rango, entonces, es su-

prayectiva.
Es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva,
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CAICULO DIFERENCIAL
4 ®°° Determina si la funcién f: (—o, 0] = [0, =), tal que f(x) = x2es biyectiva.
Solucién
De la grifica se observa que la funcién es inyectiva, ya que la recta horizontal sélo toca un punto.
Por otro lado, el contradominio es el intervalo [0, =) el cual es igual al rango, por tanto, es suprayectiva,
Por iltimo, es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva.
YJL
fio = \ |
. T T G T T T -'X
EJERCICIO 8
Indica cuél de las siguientes funciones es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva
1. fx)=x 6. f(x) =x2 = Tx + 10
2. flx)=3 7./0=2x—13
3. flx) =x? 8. flyy= yx-3
4, fx) = x° 9. fiR—[—1,=) tal que fix) =x>— 1
5. f@) = x4 x e [0, ) 10. f: [0, %) = [0, =), tal que f(x) = |x|

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Operaciones con funciones

Sean f'y g dos funciones con dominios D,y D respectivamente
@ f(x) + g () = (f + g)x), condominio: D, N D,

© f(x) — g{x) = (f — gi(x), con dominio: D, N D,

© f() - g = (f - &), con dominio: D, N D,

@ _(f
[+ g {g](x), con dominio: {x & D, N D“g{x}#(]}
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3 oo

* Sean las funciones f(x) = /9 —x" y g(x) = xdetermina: f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) - g(x) ¥ P

Relaciones y funciones

Determina

a) f(x} + g(x)

b) flx) — g(x)

c) flx) - g(x)
fx)

9 g(x)

Solucién
Se obtienen los dominios de f y g para efectuar las operaciones,
Dg: (=%, %), D i (==, )

a) fi)+glx)=@x=Tx+10)+ (x — 5)
=12—6x+5,C0anﬂD3=(—m,m)
B fH-g)=02-Tx+10)—(x—35)
=x2—8x+15,cnannDs={—m,m}
c) flxy-glxy= x2—Tx+10x—5)
= x> = 7% + 10x — 5% + 355 — 50
= x3 — 12¢2 + 45x — 50, con Dfﬁ Ds = (=00, 20)
Jx X =Tx+10 _(x=5)(x—2)
g(x) - x—5 x—5

d) =x—2c0n,{xEDfr‘|Dg|x?‘=5}

fx)

Solucién
Se obtienen los dominios de las funciones: Dy [—3, 3], D, (—=, )y se realizan las operaciones.

f(x) + g(x) = y/9—x* + x con dominio: D; N D, = [—3, 3] N (—, ) = [-3, 3]
f&) — g(x) = /9 —x* — x, con dominio: D.ND = [=3.3] N (—m=, =) = [-3, 3]

f@)-gx)=9-x* -x=x,/9-%", con dominio: D; N D, = [-3,3] N(—»,) =[-3,3]

f@ _ J9-x s .
E = B ,con dominio: {x e [=3, 3]|x #0} o bienx & [=3, 0) N (0, 3]
Sean f = {(2,3), 3, —1), @, =5), (5, =9} y g = {(1, 2), (2, 5), (3, 8), (7, 10)}, determina f + g

Solucién

Los dominios son D, = {2,3,4,5}y D = {1, 2, 3, 7}, entonces Dy, = {2, 3}, para calcular f(x) + g(x) se susti-

tuyen los valores del dominio de la suma.

f@)+g@2)=3+5=8
O+ =-1+8=7

Por tanto, f(x) + g(x) = {2, 8), 3, 7)}
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EJERCICIO 9

Para las siguientes funciones determina:

FG) + g(), f(x) — glx), fx) - gy %

1. f(x) = 5, ) = =2
2.fy)=2x—5,g(x)=2x+ 5

) =x—dx=5zgx) =x>+3x+2

2x—1 x+2

4. flx) = T,g{x) = T

5.f = yx—=3 ,glx) = Jx+4

6. f(x) =x+ Jx,g(x) = Jx

7. f(x) = sen’x, g(x) = cos® x

8. f = {{_ 1, 2)! (n! 3)! (l! 4)! (3! 6)1 (51 J;'I)‘}! g= {(_31 6)! (_2! 3}! (_ 1, 10}! (2! 12}! {31 14}; (5, 16); {6: 18}}
9. f = {{_2! _S}, {_1! _3)! (u! _1}! (1, l}! (2! 3)}! 8= {(_51 8}! {_41 T)! (_3! 6)! (_2! 5)! {_1! 4)! {u! 3}}

S I P S

Dadas las funciones:
f=x+3,gx)=x>+5+6,r(W=x+2,5(x)=x>—3x— 10

Determina:
11. f(x) + r(x) 16. g(x) — s(x)
12. fix) — s(x) 17, f(x) - r(x)
13. g(x) - s(x) 18. %

&) 20
14, ) 19. o

) £, 50
5 TR
Dadas las funciones:

-1 1 1-
F@ =358 =~ ¥ h@) = 3=, determina:

21. f(x) + g(x) 24. fx) — hi(x)

fx) :
22 e 25. g(x) - hix)
23, f(x) - g(x) 26. % + h{x)
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Relaciones y funciones

2. ;}:{'(‘i“; —g(x) 32, f(x) - hi(x) — g(x)

h2)=f@) Jx) +hix)
28. mg 3) 33. —g{x)

1 1
. fa+ D o0 3. Py
1
30. hix) — g(x) 35, T
B _ g0
glx) f(x)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funcién composicién (Funcién de funciones)
Sean f y g funciones cualesquiera que definen una nueva funcién, la cual recibe el nombre de funcién composicién
de fcon g y se denota con:

(f = 8)x) = flg(x)
y es la funcién cuyo dominio son los elementos del dominio de g, tal que g(x) pertenece al dominio de f; es decir,
Df"s: {x|xe Dsy g(x) Df}

Feog
® i @ fl,e
A B c
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CAICULO DIFERENCIAL

EJEMPLOS .
'E_ b @ sif={(1,2),3,4.65.6),(7.8)} y g = {3, 1), (—1,3),(=5,5), (~9, 2)}, determina f = 2.
o Solucion

Se determinan los pares ordenados de la funcidn g, de tal manera que el segundo término sea el primer término de los
pares ordenados de la funcién f. Los primeros términos, de cada par ordenado encontrado, forman el dominio de la
fincién composicidn,
Los pares ordenados de g que cumplen con la condicién son:
(3, 1),(=1,3),(=55)
Por tanto, el dominio de la funcién composicién es:

D, {513}
El dominio se evaliia de la signiente manera:
Por definicién f = g = f(g(x)), entonces el conjunto solucién son todas las parejas ordenadas de la forma:

(x, flgG)
fg(==f5=6
fg(-D)=f3)=4
Re@)=f1)=2
Finalmente el conjunto es:

feg={(-56),(-14,3,2)}

2 8% Determina fog; g o f; fofigeg, para f(x) =x + 3, g(x) = L.

x—1
B B x o x _ x+3x-1)  4x-3
fﬂg—f(g{x})—f(x_l] T ox—-1 T x—1 T ox-1
x+3 x+3

=== e s

Fof=ffeN=fG+H =G+ +3=x+6

X X
x x—1 x—1 x(x—1)
g°g=g{g(x})=g(x_1] T x| T G=D T ig-n
x—1 x—1

Para determinar f ¢ g © hse aplica primero h,después gy, poriiltimo, f
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Relaciones y funciones

3 ®9° 5 f(x) =x%, g(x) =2x — 1 y h(x) = x — 4, determina f e g o h.
Solucién

(fegeh)x) = flglh(x)) = fex— 4 =fRx -4 - D=fx— 8- 1)=f(2x—9)
= (2x— 9 = 4x? — 36x + 81

4 ®0 5 F(x) = J(x+4) =5 ,determina f,gy htalque F = f e goh

Solucion

F(x) = /(x+4) —5 ,lafuncién dice suma 4, eleva al cuadrado, resta 5 y obtén la raiz.
Entonces se tiene que:

O =x+4 gx)=x2-35 f&) = vx

De tal forma que (f = g = h)x) = f(g(h(x))) = flgkx + 4) = flx+ 42 =5) = J(x+4)’ =5

EJERCICIO 10

Determina f ° g, g f, f ° f y g° g para las siguientes fimciones:
Lf®=22-5%-2 y g®=2x-3

2.f0=x y gn=x?

.fm=4 y gw=2

4.f@=F=5 y g=F+5

S.f=x+2x+1 y gx)= Jx—1

=1 1
6.f0="T3 v sw=7

7.00) =logx=2) y gx)=x-2

- 1
B/0= o v s= [
9 S0 = {2 9G.0.UDGH ¥ 80={(1,2,@ 6.4, ¢

10. fG) ={(1, 1), (2,4, (3,9, 4, 16)} y 2(x={(-21),(-12),(0,3),(1,4)}
ll'f{x) = {(0! l)! (1! 3)! (_1! _1)! (_2! _3}} ¥ E{I} = {{3! 0}! {_2! _2}! {1! _1}}

Encuentra f de manera que (f ¢ gix) = F(x)

3—x 1—x

R2.g0=71-, ¥ FO=3;

B.gx)=x—1 y Fx= x—1
4. gx)=x> y Fx)=mx*+b
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CAICULO DIFERENCIAL

15. g(x) = ¥ =1 y F)=x?-1
1-2x
x

1
16. g =7 y Fl=
Determina f ¢ g= h

17. fx) =x% g(x) =3x y h(x)=3x—1

18. f) =x% glx) =1 —x y h{x) =42

19. f) = Vx ., g0 =2%x—-5 y A =x-2

m-f(x)=x2.g{x)=senx y hixy=x-2
1

1
21 fix) = = .8(x) = 7 h(x) = cosx

2. f(x) = log x, () =10 y h(y) = senx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funciones par e impar

< Sedice que mna funcién f es par si: f(—x) = f(x).
2 Sedice que una funcién f es impar si: f(—x) = —f(x)

[ ]

EJEMPLOS
-E_ .|:l @8- f(x) = x? — 4 es funcién par, ya que
5 f=n) = (=07 —4 =x2 = 4 = {3,

2 ®9° f(x) = 3x° + 4xes funcién impar ya que:
FEH =3 4 = = = @ ) =10

3 ®° ;) = x* — x? — 5x + 2 noes par ni impar, ya que:
)= (2P = (=P =5(-0)+2==x -+ S +2=—-(x*+x2=5x-2)
FED#ER) y fE0# ()

Observaciones:

Sif y g son funciones pares y h y rfunciones impares, entonces se cumple:
L f-gespar

IL f - hes impar

LA -res par
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EJERCICIO 11

EJEMPLOS

Indica si f es par, impar o ninguna.

1L fe)=x2—x 9. fx) = (x + 12 + x*
2.f)=x*—6x2+ 8 10, fix) =x* — =

3. ) =x3 11, f(x) = x* — 2x?

4. f) = —x?+ 2 — 4 12, f(x) = E;—;—T
5./00=G—2¢ 13, f(x) = 35 — 2%

—1
6. f() = ;_ﬁ 4. fo) = [ +x°
1
7. f) = Jx* -9 15, f(x) = xx—,x

8 f)=J9-%

c Verifica tus resultados en la seccién de soluci correspondiente

Funcién inversa

Sea f una funcidn inyectiva con dominio A y contradominio B; la funcién g que satisface f{g(x)) = x, se llama fimcidn
inversa de f yse denota f~'(x)con dominio By contradominio A.

1 ®9° Determina la funcién inversa de f(x) = x* — 3.
"~ Solucién

f=x*-3

Al emplear la definicién

N =x Gy —a=x (F'@yY=x+3 e = 3x+3
Y 4
fx)y=x"-3
o =x+3
"X

Observa que f~'(x) es un reflejo de f(x) sobre la funcién identidad y = x.
Comprobacidn:

Fey = (3 +3)=(x+3) —3=x+3-3=x
Otra forma de obtener la funcién inversa es resolver la ecuacién para x dejindola en términos de y, se intercambia
xpor f~(x), y por x.
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2 ®¢° Determina la funcién inversa de f(x) =3x — 12

Solucién
ﬁx)=3x—12~>y=3x—12—>y+12=3x—+§ +4=x

Se intercambia y por x, x por [z} f1(x) = :;‘ +4

Comprobacidn:
e =f(§+4]=3{§+4] -12=x+12-12=%

3 ®°° Determina la funcién inversa de f(x) = x2

Solucién
La funcién no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa.

Propiedades

Si f es una funcién con inversa !, entonces

© El dominio de ' es el rango de f y el rango de /' es el dominio de f.
C(fef M) =x.(feNx)=x

© f~lesinvertible y su inversa es .

© Sif es una funcidn real entonces la grifica de f~! es el reflejo de f sobre la funcién y = x

EJERCICIO 12

Determina la funcién inversa (si es posible) para las siguientes funciones:

1. f(x) = x 9. f(x) = (2x — 5
2.fx)=2x-5 10. fix) = Jd—x" ,x €0, 2]
3. fx)=x*=9,x e [0,%) 11. f(x) = 3x+9

4 fx)=x2+3%x+2 12, fx) = 2x1+3

5 fx) =% 13. f(x) = yx*—1,x e [1,®)

-1

6. flx) = x° 14, f(x) = i—_l_l

7. f©) = x*, x e [0, =) 15. fx) = ﬁ

8. fx)= 3—x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Funciones trascendentes

Funcién exponencial
Es una funcidn de la forma f{x) = a’,cmldum.inion:x & (—=, =)y rango ¥ € (0, =) (sia = 1, entonces el rango

es {1}) y bdsicamente existen tres tipos:
Y4 Ya Ya
] g . i
X X X
fay=d,a>1 fxy=d,0<a<i fo=r
EJEMPLOS
2 }T @9 Obién las gréficas de f(x) = 2° y g(9) = 2%
é ~ Solucién

Se hace una tabulacidn para cada grafica y se obtiene:

«~ 1 1 1
flx) =2 8 4 7 1 2 4 8
- i il 1
glx)=2 8 4 2 1 3 7 8
Y4 Y&
_._'_,_/} N .\"‘--_.___ e
lfxy =2* X g =2" X

Una de las funciones exponenciales mis comunes es: f(x) = e*, con e =2.71828

¥Ya
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2
2 @2 Obién las gréificas de y = e %, y= e + 2,y = —e%,y = —e5,y = —e"

3
Solucion

X

Mediante reflexiones, desplazamientos y alargamientos de una funcién se obtienen las siguientes graficas:

Yk Y i’l
\ |
e ] e
X - &
X
y=e* y=¢+2 y==¢
" Ya
—‘—‘-_\_\_\\\ rx /_'_,_‘—‘—"‘—‘ X
/
| |
| |
y=—¢" y=-¢"

La fisncidn exponencial f(x) = a* es inyectiva (ya que es creciente), por tanto, debe tener inversa, la cual es el
logaritmo con base a. Un logaritmo se define como el exponente al que se eleva un niimero llamado base, para obtener
cierto niimero, de tal forma que aplicado a la funcién exponencial queda:

¥ =a* entonces log y = x,y >0, por tanto f~'(x) = log_x

De lo anterior, se define la fiuncidn logarftmica como:

g(x) =log x Dominio: x € (0, =), Rango: x & (—=, =)

Grifica:

rll

(1.0}
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Pasa por el punto (1, 0), porque log, 1 = 0 ya que a” = 1, es creciente y tiene una asintota vertical en x =0
Por ejemplo, las grificas de las funciones: f(x) = log, x y g(x) = log x son:

Y 4
fix)=log;x

g(x) =log x

X

Por otro lado In x = log, x, por tanto, si f{x) = e*entonces f'(x) = Inx

Y fy=e

sy

fFl=inx

s

EJEMPLOS
-% W®S: .. rnina 1a gréfica de y = log(2x — 5).
i

Solucion
Se determina el dominio; recuerda que log, N = a,entonces N > 0:

5 5
2xx=5>02x> - axs(—,m]
2 2
; _3 S e
Se traza una asintota en x = 2 y se desplaza la grifica y = log, x

Vi Y
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2 ®9° Determina la gréfica de y = log(x — 3) + 2.

Solucién
Se desplaza la grifica de y = log x dos unidades hacia arriba y tres a la izquierda

Ya

Funciones trigonométricas
Puara la grifica de las siguientes fiinciones trigonométricas se utilizardn por convencién valores en radianes para x.
Y4 Y

T y=cosx

ANAW AWA
\VAAVAEE VA A

Dominio: x € (-m,)

Rango: y € [—1,1]

3

y=senx

Dominio: x&€ (+ 00,60 )
Rango: yE[-},I]
Yﬂ.

DOMI.I'!.!O {\:ER' X aﬂm,nEZ}

Dominio: xERlx o m,n EZ}
2 Rango: yE(—mrm)

Range: yE& (-m K )
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Las relaciones y = csc x, ¥y = sec x

Y4 Y&

L y=escx y=secx:

L 4

. G oy — o
—+—1— — >

| :ZTIX I:—IT"_IIIIIZI:I'II_X
e i ; 2 : i

Domm.;o {xE R| x;-e m:,;;ez}

Dominio: 1 x€ Rl Xx# inn,nE Z
Rango: y€(- m,—J]U[I,oo) 2

Rango: y € (- w,- 1] U {I,m)

Ejemplo
Determina la grifica de y = 2 senx + 2
Solucién
La funcién f(x) = sen x se alarga 2 unidades verticalmente y se desplaza dos unidades hacia arriba, obteniendo la
siguiente grifica:

>x

EJERCICIO 13

Obtén la gréfica de cada una de las siguientes funciones:
1. flx) = 3° 8. f() =1+logx
2. y=3> 9. f(x) =2+ In(x + 1)
3.y=3"-3 10. f(x) =3 cosx — 2
4. 1) =e+1 11, f(x) = =2senx + 1
5./ =1—¢ 12. f(x) = —tan x
6. fx)=e*+2 13, flx) = —2secx + 1
7. fx) = In(x — 2) 14, f(x) = sen (x + %]

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Las funciones como modelos matematicos

Como se afirmé al principio del capitulo, las funciones representan modelos para resolver problemas de la vida real,

EOIEMPLOS .
-E_ 1 @ La altura de un recipiente cilindrico es el doble que el radio de su base, expresa el volumen del cilindro en funcién
i de su altura,
[
Solucién
H volumen de un cilindro es:

V= Jn-rzh /——_—_——_—_—_‘\-\

Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

R e
=2r—=r= >

h
Al sustituir r = E en el volumen se obtiene:
hY h wh’
= 2 = -_— = — —
V=arh '?T( 2] h=m 2 h s
Por consiguiente /""____r_\\
Vih) =

4

2 ®e:p perimetro de un rectingulo es de 26 unidades, expresa el drea del rectingulo en funcidn de su largo,

Solucion
Se establecen las dimensiones del rectingulo:

x: largo, y: ancho
H perimetro es
2x+2y=20—=x+y=13
y=13—x *
H drea del rectingulo es
A=xy
¥ ¥

Al sustituir y = 13 — x, se obtiene:

A=x(13—-x)=13x— »?

Por consiguiente,

A(x) = 13x — 22
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3 @ Una persona tiene una pared de piedra en un costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar y
desea hacer un corral rectangular utilizando el mure como uno de sus lados. Expresa el 4rea del corral en términos
del ancho de éste.

Solucién
Sean x y y las dimensiones del corral donde,
x: ancho del corral, y: largo del corral
Entonces,
2x+y=1600—=y=1600 — 2x

el drea del rectdngulo estd dada por:

A=xy
Al sustituir vy = 1 600 — 2x, se obtiene:

A(x) = x(1600 — 2%) = 1 600x — 2x*

m
4 ey globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5 S8 30 m del punto del despegue se encuentra
una casa. Si tes el tiempo en segundos, expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcidn del tiempo,

Solucién
Seav= % ,entonces d = w, donde, 4 es la distancia, vla velocidad, t el tiempo.

Al transcurrir tsegundos el globo sube 1.5 ¢ en metros; entonces se aplica el teorema de Pitigoras para obtener:
3 2
~t| +@30)
(3] +e0
9
¥t
d 0t 900

f9t2+3600
d= G

3 3
= = +
d 3 T 400

d? =(1L.5:)7 + (30 = 42

Por tanto:

d(t) = g,ﬁr’ + 400
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EJERCICIO 14

1

10

11,

12,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. El 4rea de la base de un cilindro es de 40 7 m?. Expresa el volumen en funcién de la altura,
2,

Fluye agua por un tanque cénico de 10 m de radio y 25 m de altura. Cuando el nivel del agua estd a una altura
de hy radio r, expresa el volumen del agua en funcién de la altura.

. Siel ancho de un rectingulo es la quinta parte de su largo, determina el perimetro en funcién de su drea.
. Dada una circunferencia de radio r, precisa el drea de la circunferencia en funcién de su didmetro d.
. Se inscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r. Expresa el volumen de la esfera en funcién de la arista

del cubo.

. Al graficar la recta, cuya ecuacién es 3x — 2y + 6 = 0, y trazar una linea vertical paralela al eje ¥ en cual-

quier punto sobre el eje X se genera un tridngulo rectdngulo. Expresa el drea de dicho tridngulo en funcién de
la abscisa x.

. Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de 2.5 m de altura y a cada extremo del

cilindro van unidas dos semiesferas de radio r. Expresa el volumen del tanque en funcién de r.

. Se inscribe un tridngulo equilétero de lado xen una circunferencia de radio r. Expresa el drea de la circunferencia

en funcidn del lado x.

. Se inscribe un rectingulo en una elipse cuya ecuacién es 9x? + 16y? — 144 = 0, Precisa el 4rea del rectingulo

en funcién de la abscisa x.

Un cartel de base x y altura y tiene un drea de 540 cm? con margenes de 2 cm a los lados y 1.5 cm en las partes
superior e inferior. Expresa el drea impresa en funcion de la base del cartel.

Desde cierto puente de la Ciudad de México un peatdén observa un automdvil que viaja a 18 m/s en una avenida
perpendicular al puente peatonal. Si tes el tiempo en segundos, determina la distancia entre el peatdn y el automdvil
en funcidn del tiempo, si la altura del puente es de 4.5 m.

Una lancha es remolcada con un cable hacia un muelle. El cable es enrollado a razén de 0.5 m/s y la lancha se
encuentra a 2 m por debajo del nivel del muelle. Si t es el tiempo en segundos, expresa la distancia que le falta
recorrer a la lancha hacia el muelle en funcidn del tiempo.
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LIMITES
El nimero e
- | ntmero e llega por primera vez a las
b L matematicas de forma muy discreta.
Sucedié en 1618 cuando, en un apén-
T W dice al frabajo de Napier sobre logaritmes,
— HN aparecié6 una fabla dando el logaritmo na-
tural de varios nimeros.
Briggs dio una aproximacién numérica al
logaritmo base diez de e sin mencionar a
e especificamente en su frabajo.
En 1647 SaintVincent calculé el érea bajo una hipérbola rectangular,
pero no enconfrd ko conexién con los logaritmes, en 1661 Huygens com-
prendit la relacién entre la hipérbola reciangular y el logaritmo. Examiné
explicitamente la relacién entre el Grea bajo la hipérbola rectangular
yx = 1 y el logarimo.
la notacién e aparece por primera vez en una carfa que le escribié Euler
a Goldbach en 1731. Euler hizo varios descubrimientos respecto a e en
los afios siguientes pero no fue sino hasta 1748 cuando Euler dio un tra-
famiento completo a las ideas alrededor de e.
Demostrd que:
D, Bl - o N
e=1+ ntatytgte E_’!‘.,(Hn]
\ - Euler dio una aproximacién de e con 18 decimales,

A _

e =2.718281828459045235

Leonhard Euler
{1707-1783)
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Definicién intuitiva de limite
Si al aproximar x lo suficientemente cerca de un nimero a (sin ser a) tanto del lado izquierdo como del derecho, f(x)
se aproxima a un nimero L, entonces el limite cuando x tiende al mimero a es L. Esto lo escribimos:

lim fix) = L

Donde la notacion x — a se lee *x tiende a a”, para decir que: “tiende a a por la izquierda” se utiliza x — ¢, para
decir que: “x tiende a a por la derecha” utilizamos x — a™, de tal forma que:

8i lim f(x) = lim f(x) = Lentonces limf{x} =L

Es decir, si los limites laterales existen y tienden a un mismo mimero L entonces el limite cuando tiende al niimero
a es L. Para que el limite exista no se necesita que la funcién esté definida para el nimero a, basta que esté definida

para valores muy cercanos.
EJEMPLOS
2 —
g 1 ®#° Determina el limite cuando x tiende a 3 de la funcién f(x) = %
™ Solucién

La funcidn no estd definida para x = 3, sin embargo, podemos evaluar la funcién en valores muy cercanos por la
izquierda y por la derecha, Por otro lado graficaremos la funcitn utilizando la simplificacién:

{(x+3Hx—-13) _
x=3 I

es decir, graficamos la recta f(x) = x + 3 con la restriccién x # 3 donde se formard un hueco.

fix)= x+3

Y
29 5.9 +
2.99 5.99 L eitsinisors 4
2.999 5999 L4 hed

4- il
2.9999 59999 3 ot

-

2T L !
3.0001 60001 | !
3.001 4001 /3 lLazaq %
301 601 i
3.1 6.1

Se observa que para valores de x muy cercanos a 3 por la izquierda (2.9, 2.99, 2.999, 2.9999), f(x) tiende a 6,
lo mismo pasa para valores cercanos por la derecha (3.0001, 3.001, 3,01, 3.1), es decir:

limf)=6 y limfe)=6

por tanto ]l.f_l'I!lf(I) =6
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2 ®e-si fx) = [3x+14 si x==2

—r 42 iy —p detenming 1o )
Solucién
Graficamos la funcidn y evaluamos en valores muy cercanos a 2.
¥
I o
—-2.1 7.7 71
—2.01 7.97 i
54
—2.001 7.997 il
34

2

~1.999 3.999 1 \

=195 3.99 1 t —t— :X
—3-2-1] 1 2\3 4

1.9 39 T

Aqui tenemos que: lim f(x) =8 y limf(x) =4

entonces lfm_f(x)# lim f(x) por tanto lim f{x) no existe

3 ®¢° Determina ].if]:|:|sﬂ;'9
=0 g

Solucion

Evaluamos con valores muy cercanos a 0 por la izquierda y por la derecha. Observe que la funcidén no estd definida
en # = 0 y que los valores serdn tomados como radianes.

(/] f(@)

—0.005 0.999995833
—0.004 0.99999733
—0.003 0.9999985
—0.001 0.999999833

0.001 0.999999833
0.003  0.9999985 NG

0.004 0.99999733
0.005 0.999995833

'Ibnemos:limﬂ=l y limﬂa=l
=0" @ [ ]
senfl senfl senfl
entonces HT—EET—Ipmmm ’]I—T'T_l
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4 ®9° pary la funcién f(x) mostrada en la figura determina: a) lim f(x) y b) lim f(x)

x
5
¥ o
A N
r — o
A St 1 — —
, 23456 x
|
Solucién
a) Calculamos los limites por la izquierda y derecha
lim fx) =4 y NmfG) =4
los limites laterales son iguales por tanto lim f(x) = 4
by lim f(x) =4 y lim f(x) =3
los limites laterales son diferentes, por tanto 111'_’1:31 Jf(x) no existe
y4
5
45> L&
F ! | !d\
T o
Al dp-F-F
F 1 T —t -
o I Ml
£ Y I 1 | ||
| il >
23456 x
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EJERCICIO 15

1. 1{::;(;’ —3x+1)

2, 1fm %3
x—blx —9

X =5x+6
. lim —
3 =2 x—2

At 1—cosx

x—0 X

o SR
x40 senx

La gréfica de una funcién f{x) es la siguiente:

e

Utilzando una tabla con valores muy cercanos al valor que tiende el limite, calcula:

[Imites

i SR I T R |

|
A
|
=
|
T
|
=]
—

oy

3,

De acuerdo con ella determina:
6. lim f(x)

7. lim £(x)
8. 1im f(x)
9. 1m f(x)

10. lim f(x)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Definicién formal de limite

A continuacién se presenta la definicién formal de limite, la coal también es conocida como definicién &-8

{epsilon-delta).
El lim f{x) = L, si para todo & > 0 existe un 6 > 0, tal que:

Si0 < |x — a| < 8,entonces |f(x) — L| < e
Dicho de otra forma, lﬁ_ﬂf{x) = L, si para cualquier niimero Y4

positivo elegido e, por pequefio que sea, existe un niimero positivo
&tal que, siempre que 0 < |x — a| < S entonces | f(x) — L| <&

=]

j' a-6x=aa+d XF—

La definicién nos dice que para lim f{(x) = Lexiste un niimero 8 > 0 lo suficientemente pequefio para un nimero
£ >0 dado, tal que todo xen el intervalo {a — 8,a + &) con excepcién posiblemente del mismo a, tendrd su imagen
fix)enel intervalo (L — g, L + &). Observa que para un 8, < & para el mismo &, la imagen de un valor x en el intervalo
{a — 8,,a + & )estard dentro del intervalo (L — &, L + g) lo cual sélo cambia si tomamos un valor de epsildn distinto,

EJEMPLOS *
1 @+ Demuestra que ﬁ[!l{h -1=5

g
i§' Solucién
Para un & > 0, se quiere encontrar un § >0 tal que siempre que 0 << |x — 3| < S entonces:
(2x = 1) - 5|<e
de donde
f2x =1 =5l=Rx—6l=Rex -3 =12 k=3 =2k -3| <=

entonces |x — 3| < g,porloquebasmescong: % paraque 0 < |x —a| < g

Comprobacion
Para 0 < |x — 3| < % tenemos que
k-31< 3
2k -3 <e
26 - 3)| <&
|2x — 6] <e
k2zx—1)-5|<e
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por tanto se escoge § = &
3 oo

Solucién
Se aplica la definicién y se obtiene:;

x+1

Si lf_ﬂm{Q—B-x}= —1y & = 0.06, determina el valor de &.

— e+ 1| == (-1l <e

Si0 <|x — 1| < &, entonces |2 — 3x) — (—1)| < e,donde |3 — 3z < e

Bl1-x <e

£
1 —x|< =
1 - E

Pero |1 — x| = |x — 1, por tanto, [x — 1| < % y el valor de Sestd determinado por:

*—5x—6
[ T8 ]Imxi s
2 [hmuestrﬂque Him i 7
Solucién
: x'=5x—6
Slnqix_(_l}i‘fsﬂntonccs L —(-T)<e
x+1
e donde
#=53=6_ | _|[#=52-6+72+17| _|@+2e+1|
x+1 x+1 | | 1 I
(x+1)

5= % < % =0.02
EJERCICIO 16
Demuestra los siguientes limites:
L. lim (3x+4)=10 6. lim(2x—1)=0
™
2 1ﬁ1||(2x—5]=—3 7. lim(1-3x=7
_ x' =49 _
3, }_iﬂ(s—x}—s 8. ]EE ~—7 =14
4, lﬁ:l:ul[%x+1]=l 9. lil::zl{2a.—3x)=sa
*—5x+4 1 11
Aim I TR 3 10. lim| == 3x |=—=
5 o 0 £(2 3x] >
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Obtén el valor de & 0 gen los siguientes ejercicios:
11. Si lIm’(Sx —2)y=-5 y £=0.03, encuentra el valor de 8§

12. 8i lim(5x+1)=—1 y &= 0.4, determina el valor de &

5

13. Si ]f_%@x+?}=? y £ =0.05, obtén el valor de 8

14. Si lim(3+2x)=2 y & =028, ;cudl es el valor de 57

2

15. Si ]I_l:g(Sx—?)=—l y & =0.06, determina el valor de &
16. 8i lim(2—7x)=-5 y & =0.0014, obtén el valorde &
x4

17. 8i lim(5x+2)=3 y &= 0.05, encuentra el valor de &
==

5

18. Si 11:3{2”1):% y & =0.001, jcusl es el valor de &?
=5

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teoremas
Si f(x) y g{(x) son funciones, ¢ una constante y n niimero real, entonces:
1. HJ_E c=c¢
2 ]f_[ﬂx =a
3. lil_tgc-ﬂx) =c- Ef(x)
4. 1}}5 [fx) = g(x)] = 15_151'11) + E g(x)
5. lim [f(x) - g(x)] = lim f(x) - lim g(x)

[ _ MmfGx)
6. H,_IE prae ?_E‘@ con li_eg{x}aﬁ(]

7. tim A1 = [t )|
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limites por evaluacién

El limite se obtiene al aplicar los teoremas anteriores y evaluar el valor al cual tiende la variable en la funcién propuesta,
como se muestra en los siguientes ejemplos,

EJEMPLOS
'ﬁ_ 1 ®#- tiliza los teoremas anteriores y comprueba que el lim (x* + 3x —4)=6
§- Solucion
Se aplican los respectivos teoremas, se evalia el valor de x = 2, y se demuestra que:

lim (¢ +3x—4) = lim ¥’ +1im3x—lim4 = (lfmx] +3limx ~1lim4 = Q2P +3@) ~4=6

x—2

2 @00 f(x) = 3 , determina el valor de lim f{x)

+2

Solucién
Se aplican los teoremas y se sustituye el valor de x para obtener el valor buscado:

lim(3-2x) lm3—lim2x lim3—2limx 3_2(1] i

3-2x _ = A e 2) _ _2_1
i 3+2x ]il]il{3+2,x] lf_'u113+g2x gang; 3+2(1] 3+1 4 2
2 2 2 2 2

Estos teoremas nos permiten hacer una sustitucidn de la variable independiente por el valor al que tiende el limite.

3 005 f(x) = encuentra el valor de lim f(x)

-4
Solucién
Se sustituye el valor de la variable independiente y se obtiene el limite:

i 100 =t 4 4

ole

El limite no existe, ya que la divisién entre cero no estd definida.
e B
4 8 Obtén el lfm Vo>
=3 2x+1
Solucién
Se sustituye x = 3 y se realizan las operaciones:

Y9 X Y9 -GF _ -9 o .
=

= 2x+1  23)+1 6+1
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EJERCICIO 17
Determina el valor de los siguientes limites:
4z4+3
1. lim(7 - 2x) 12, m, 27 +1
Jxi+3+4
s lfim ¥* T27%
2. lim (45 —2x—6) 13 ==
3, lim(6—3x) 14 fm 2t
=4 225
-9
3 lim
4. lim\[8+¢ 15 55 3 +1
244y +
5. lim\72* + 14z 7 % ity $8
22 ¥4 y—1
senx+1
6. lim (x* —8)(4x~8) 17. lim ==
2
3 4 cos” X
7. um(s—sx)(—x ] 18. lim
x—3=3 5 r,% 2
8 ,Im(xu,l](x_l] 19, fim & =%
' sl 9 3 Taa x4
2 2
g | 2 [ A X 20, tim >t
—~alr 2 r =h x4+ h
fan x
10, lf_rg~."4y’—2y 21. gmnzx
&

11, y]ﬂ]{lﬁ{f}—y}ﬂl}’z -9

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites indeterminados 5

Son aquellos cuyo resultado es de la forma e

Ejemplos
Se sustituye el valor de la variable independiente en cada caso y se realizan las respectivas operaciones, para obtener:
¥-9 (-9 9-9 0

. 'f»":s‘zx-s T 23)-6 6-6 0

5 x-1 J1—1 Jo 0

T orrl OP—2M+1  1-2+41_ 0

3y +5y* _ 30y +50) _ 0
3, I = o Y
02y —3y' 207 -30) 0

A Hm\;st—s _J@*+5-3 _¥H-3 _0

= x=2 2-2 0 0
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Se observa que los resultados son de la forma Qe consiguiente es necesario eliminar la indeterminacién,
Una indeterminacién se elimina al factorizar o racionalizar (de ser posible) la funcidn, para después simplificarla

y obtener el limite.
Casos de factorizacion:
a) Factor comiin ax" + by = x*ax+b)
b) Diferencia de cuadrados a—-F = (at+bia—b)
¢) Trinomio cuadrado perfecto a +2ab+F = (axh)
d) Trinomio de la forma X +{a+bx+ab = (x+a)x+b)
) Suma o diferencia de cubos @ +b’ = (a=b)d Fab+b)
f) Factorizacién de 3a — b ifc_!—%@=“a‘-—‘“:_“:?“—‘z“
a.3+ﬂ'!b3+b!
g) Factorizacidn de Ya+b %+%=%
a'!_a.Eb'! +b!
¥y Factorizacién de Va — ¥b TP S i A—
g +a B +a B +a B b
i) Factorizacién de ¥a — 4k Va-th=-——+—— ';’ o
a" +a"b"+a*b"+...+ab" +b
EAEMPL’OS *
2 4
1 ee- 1 1If 3x +5x
-% | Obtén e ”'1'1”172;2+6x'—?x‘
i Solucién

Al sustituir x con 0 en la funcidn, el limite se indetermina:

3x%+5x 0P +50F 0

02574+ 6x =78 20007 +60)7 =70 0
Para eliminar la indeterminacién se factorizan el numerador y el denominador con la aplicacién del factor comiin:

3x" + 52 x*(3+5x)

2x°+6x —T7x° X2 +6x7—Tx%)

Al simplificar la expresidn se obtiene:

3+5x"
2+6x° —7a°
Luego el limite es:
3 +5x0 3+ 5x° _ 3+ 5(0)° _3
AT a4 S8 _ d4m 3 5 7 &
=0 2x* + 6x* — Tx =0 24+ 6x" —Tx 2+ 6(0)" = 7(0) 2
Por tanto,

3" + 5x°
a0 237 + 6x* — Ta®

3
2
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i 2
] T8 T P
=2 x+2

Solucion
Se sustituye el valor de x = —2 en la expresidn:
4-x*  4-(-2 4-4 0
=2 x+2 -2+2 -2+2 0
Se factoriza el numerador con la aplicacién de la diferencia de cuadrados:
4—x" = 2+x02-x)

Se simplifica y sustituye para obtener,

4—x’ _ ]j,m{2+x){2—x) _

lim lim(2-x) =2—-(-2)=4
x—=2 x+2 x—+=2 x+2 J—D—Z{ x) { )
Por consiguiente:
T
tim =% —4
=2 x+2

3 ®%° Culcula el valor del 1@@
¥y —4y+3

Solucion

Al sustituir y = 1 se verifica que existe la indeterminacién:

Y =2y+1 _ (O’-2)+1 _ 1-2+1 0

Y —dy+3 (P -HD+3 1-4+3 0

Al factorizar el numerador (frinomio cuadrado perfecto) y el denominador (trinomio de la forma x2 + (a + b)x + ab),

se obtiene:
L —1? — 1—-1
ttm 2, Bl g, BN ey A 0
iy —4y+3 Wy =3y—-1) =ly—73 1-3 -2
Rnalmente, el resultado es:
y2—2y+l —0
1y —d4y+3
3
4 ®*° Determina el lim —> >
TS i 2d —3x-2
Solucién
Al sustituir x = 2 se observa que existe la indeterminacion:
x -8 2y —8 88 0
1fm - : = — = —
=22y =3x=2 2(2)*-32)-2 8-6-2 0
Se factoriza la diferencia de cubos y el trinomio de la forma ax? + bx + c.
X =8=(x—2)x" +2x+4), 25 =3x=2=(x—2)2x+1)
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Se simplifica, se sustituye y se obtiene el valor del limite:

-8 -2+ X +2x+4 | @F+22)+4 12

i — 12
127 —35r—2 =2 (x—-202x+1D) =2 2x+1 22)+1 5
Por tanto:
= 12
Ifm zx 8 _ 12
=2 2y —3x—2 5
2—
5 Bee Culculn ol valor del Ifim —% =%
=1 3—.Jx+7
Solucién

Se sustituye x = 2 en la funcién:

X . Gr—d. ded D
23— [x+7 3-2+47 3-3 0

Se racionaliza el denominador de la funcién, multiplicando por 3+ ./x+ 7, que es el conjugado de la expresion

3I-Jx+7:
=4 3+ x+7 {x’—4}(3+1||'x+'}'] B {x’—4){3+.fx+7] - (,2_4)(3+J,:T7]
3—Jx+? 3+JI+T B (3}2_( rx+?]z - g_{x+7) - 2—x

Se factoriza x2 — 4;

@ =9(3+x+7)_-26+29(3+3+7) - +2(3+3+7)

2—x 2—x 2—x

Se simplifica la expresidn,

~@—x)x+D)(3+x+7)

2=-x

= ~(x+2)(3+.x+7)
Se calcula el valor del limite:
24
E;f — = ﬁ:;[—{x+2)(3+m]]=—(2+2)(3+ J2+7) = —(4)(3+3)=-24

Por consiguiente, el resultado es:

x'—4
lim = —24
=23— Jx+7
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Solucién

1
6 ®¢ Determina mgu

x—2

-2 _ 1 (a4
x=2 _Hx—z(v{;_ﬁ}
1 x=2
=].fl]::!l T [FIRF. 27
STy =2 x4 3253497
=lim—- 1

=2 5 4 x50l 425
_ 1
2342725 497

_ 1
3-2%
_ 1
_3]22
_ 1
334
-2 1
tanto lim———— =
e
EJERCICIO 18
Determina el valor de los siguientes limites:
3x+2x° y+h
1. li 8 Ii
0 5x+ 65 ARy
i HEr 2 2
o ]fmm! 45h1+h 9, T 2::
=0 h —-h =2 4=y
3 ¥ __ &
3. LY 10. im 2 ="
oyt —y? we a—w
2 7 par.
4. m&bxj 11, 1fm 25214
0 ox® + dx =7 z=7
5 53 =37+ 4x" 12, lim X +6x+9
Do 2x" —6x"7 D x4 7x+12
8 Hm ST 13, Hm P
=1 it h? —4h+3
T 2
e 1 T
=i 3x—2 =5 y* +2x —15
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31. lim

32,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

15.
16. lim
17. lim
18. lim
19. I

m—
“_._‘;SWE +Tw+4

21,

limvz —26v+3
—4 Qyt =By

X —8x+15
w3 x7 — Tx+12
4 +4h-3
ﬁ—p% 2h—1

3x—-2
H§ 3x?—11x+6

9w’ +9w—4

2y* =15y +18
6 3y =17y =6

z—
Hmlxz 13x+15
=5y =x=20

9x" —1
m—
H—'!Gx’+5x+1
i y!+l
elyt 1

E
lf.mSh 1
k—b-i 1-2h

27x° —8
2974

lim w +5w+6
w2 4§

!—
i )
sl dx —x
4
\fm x+3-2
x— x—l
y+2
=2 jy+3 —1
lim Jw
wol w43 =43
Jax*+3-2
J—h-;n 21‘-—1

x=5
lim ———
=

69
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X 42x =11 —-12x+ 36

40, lim 5 3
a2 ¥ —2% —x+2
T, L
41, fm > =% dx+4

47.

P+ 62 +55—12

¥ -6y +12y—8
m 4
2y —4y +16y—16

ifm Px+5-2

x=# 1’:—l

it Yx=¥a
mZ 2
—a x" =g

Yox’+4 -2
.c—pzs 31_2

Hm:#y’+3—J2Ty
2 y—2
" dx+h—-4x

m

- e
ifm Jx+7 —34x+19
-2

=2 X

o rr6-2

b ge=1=1

Hm§62x+3—1

e |
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EJEMPLOS

2 1 e
571

limites cuando x tiende al infinito
Sea una funcion f definida en el intervalo (a, ). Si se tiene que:

lim f(x)=L

entonces significa que los valores de f{x) se aproximan a L tanto como se quiera para una x lo suficientemente gran-
de, sabemos que % no es un mimero, sin embargo, se acostumbra decir “el limite de f(x), cuando x tiende al infinito,
es L",

Cuando en una funcién x — o, se busca la base de mayor exponente y ésta divide a cada uno de los términos de
Ia funcidn, después, para obtener el valor del limite, se aplica el siguiente limite:

c
lim — =0, con ¢ constante

J—Mnx

2x* =3x+4
Encuentra el lim ————
el A
Solucién
La base del término con mayor exponente es x 2, por consiguiente, todos los términos del numerador y del denominador
se dividen entre esta base:

2 x4
il P g
== 6y’ +2x—1 oyt 2x 1
R
Se simplifica y aplica el teorema para obtener el limite,
3 4 3 4
. etk md-imev e aepde. 90
m = = S
gri_L  Hn6tlmo—tm C100 63

2% =3x+4 1

Por consiguiente, lim

= Gy +2x—1 3
2 —
Determina el ]1':[1-——".9":5
2 @o- == 2x+3
Solucién

La base del término con mayor exponente es x, por tanto, se dividen los términos entre esta base y se simplifica la
expresion para obtener el valor del 1imite.

9y’ -5 9x*—5 5
e e e R o
o X = lfm = lim X = e’
e ZeER P BER] AN a8 SR 50 i 2 2
X Xx =i N

= -0 8 2

T o240 0 2 2
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3 ."‘Ihtcrminaelmsultadodeliml:+2
x—bm y -+ 2
Solucién
Se dividen todos los términos entre x*, se simplifica y se obtiene el valor del lfmite.
3x 2 3 2 3 2
2= 2 4+Z  lfm=+lim=
Hm3§+2 = lm XX = |im X 1;\:’ - H";’ i I
X X x o= a—o X
Finalmente:
3x+2
oo

Siobservamos la grifica de la funcién exponencial f(x) = &%, tenemos que cuando x — —2=, f(x) tiende a cero.

V4 ) = e

I
(%]
|
—
———
M-
b 4

entonces xl_I.t_an{x) = Lﬁ_nme‘ =0
esto cumple también cuando tenemos la funcién g(x) = a* para a >0, es decir
Ea =0 paraa>0

Por otro lado, si tenemos f(x) = e ¥, tenemos que cuando x — =, f(x) se aproxima a cero.

f{x) _ y4

|
%)

|
—
ko
M-
=¥

entonces lim ™ =0

También se cumple lim a™ =0 paraa >0
X—hoa
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EJERCICIO 19
Obtén los siguientes limites:
JnP+a-n-a

i, fpm 1218 10, 1m ¥

Hm4x+3 A—sm h
5 mg};z_gy+5 i1 Hm11x+6

ey =Sy +2 a0 4 — 6x

2 —

&, jiin W TN D 12, lim —=

v Swe 4+ 4w +1 e 22 g

5h* — 2K +3 (Bx=2)3x+1)

4, fm——— T 13 i SAXT S

= 30 + 20 +h 2%+ 7)x—2)

5. fm M 14, lim 2 _2_
e\ 22 +5 o242
Y =2x"+3 x*—5x+3
6. imY—m—— 15, lim ———
me  2x+1 b

2
+5-3 "
7 ]i'mylis 16. ]Ima"x_ +..taxta;
gt g == b x"+ .. +ax+b
= = ] a L]
B. lfmh_z;ax 17. Hmm conn>m
—sm oy + 4 =@ cx" _dx"
9, ttm Y T O Lol

s - Him =

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Asintotas horizontales
Sea la funcién y = f(x), si la curva tiene una asintota horizontal en y = ¢, entonces la ecuacién de la asintota es:
y=limf(x) o y= lim f(x)

EJEMPLOS
i '?l @9 Encuentra la ecuaci6n de la asintota horizontal de f(x) = ;; I;
i Solucién
Al aplicar y= ]_.‘i_]']i[nf(x) . se obtiene:
3 +1 1

SRS opim
:Hm3x+l e R sk

H02x+3 s—m2x+3 x—m2+§

X X

| e

3
Por tanto, la curva tiene una asintota horizontal en y = 2 oy—3=0
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2 @9 Deiermina la ecuacién de la asintota horizontal de y = ;‘_H
X
Solucién
Se aplica y = Hﬂ Jf(x), entonces la asintota horizontal tiene por ecuacidn:
X 1
& s o T 1
= = lim =lm—%—- = - =0
y J(_Nan_'_l _‘._,mx1+1 _|~—pnnl+L 1
¥ ¥ X
El resultado y = 0 indica que la asintota horizontal es el eje X.
x*+
3 ®¢- Obién la ecuacién de la asintota horizontal de f(x) = T
Solucién
Se aplica la definicién y = E J(x) ¥ se obtiene:
X +1 1
1i ‘tz +1 1im x2 lim l_+;2_ 1
Y =233 ==2x—3 ==1_3 ¢
12 X Iz
El limite no existe ya que la divisién entre cero no estd definida,
El resultado indica que la curva no tiene asintotas horizontales.
EJERCICIO 20
Encuentra las ecuaciones de las asintotas horizontales de las siguientes funciones:
Lye 2x+3 n— ax + b
¥ ax—-5 YT w—d
1 2
2.f0= 1= 13
¥ -4
3= 5

Bxy+2x—1=0
*+3
4.}' x_

= = 9, fxy=2x+5
5. POy = 2 + 37 +3x+1

=1

_ax tax"'+..+a,
N s B bt B

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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1 ®%° Determina las ecuaciones de las asintotas y traza la grafica de la funcién f(x) =

CAICULO DIFERENCIAL

Asintotas oblicuas
S le denomina asintota oblicua a aquella recta cuyo dngulo de inclinacién 6 es diferente de 0° y 90°,

Caso |
(x)

Sea una funcidn racional de la forma f(x) = T’E;i donde el grado de Q(x) es un grado mayor que el grado

de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en la recta y = ax + b siendo

R
fiy=ax+ b+ % si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

lim [f(x)—(ax+5)]=0 o lim [f(x)—(ax+b)]=0

x+2
x+1

Solucién

La funcién no tiene asintotas horizontales, pero si posee una asintota vertical en x = —1
El grado del numerador es un grado mayor que el grado del denominador y éste no es factor del numerador,
entonces:

o
fx)=x l+x+1

Para obtener la asintota oblicua se aplica cualquiera de las dos condiciones:
tim [f(x) = (ax + b)] = lim [f(x) = (x = D]

3
Pero f(x) —(x— 1) = m,portﬂnto:

A+l 1
X X X
0
“iro0 ¢
La funcién tiene una asintota oblicua en larectay = x — 1

i , Y=f®

H!
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X +1

2 @9 Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la gréfica de la funcién f(x) = 21

Solucién
La funcidn carece de asintotas verticales y horizontales, para obtener las asintotas oblicuas la funcién se representa
& la siguiente forma:

1—-x
W =x+ g3

Para comprobar que y = xes la ecuacién de la asintota oblicua, se aplica la definicién:

k| + 1 1 -
lim [£(x) = (ax + b)] = lim [£(x) = x] :J_H.E';[;z e x] :x]i—eﬂ(f +x1]

Se obtiene el limite:

T | Tt ) VA ;__;_x_? | 2 E (=00
xovbel 2 + 1 sl 3 o 1| e 1 1+0
2

2
X X

Por tanto, la funcién tiene una asintota oblicua en y = x

¥

Analicemos otro método; sea una funcién racional de la forma f{x) = %%)2 donde el grado de Q(x) es un grado
mayor que el de P(x) y P(x) no es factor de Q(x), entonces f(x) tiene una asintota oblicua en larecta y = ax + b,
cuyos valores de a y b estin dados por:
g=Tnd® 3 b=t fir—ad]
X=hoo x X—poo
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Ejemplo A
Obtén las ecuaciones de las asintotas y traza la gréifica de f(x) = it S

Solucién

La funcidn tiene una asintota vertical en x = 0 y no tiene asintota horizontal, para obtener la ecuacién de la asintota
oblicua se aplican los limites anteriores:

(x’+x—3]
2 —
a= h&:lm;:m[#]:l{m(l.pl_%]:l
x

== ¥ A X =il X E ] x

5=H[f{x)_x]=ﬁﬂ[¥_x]=ﬁ @ =E(1_3]=1

Se sustituyen a y b en la ecuacién y = ax + b, por tanto, la asintotaes: y=x + 1

Grifica
YA
I
x=0
Caso Il s
x
Sea una funcién f(x) = ;E;) donde el grado de Q(x) es mayor que uno y mayor al gradoe de P(x), la funcién tiene
ma asintota oblicua no lineal.
Eiemplo .2
Determina las ecuaciones de las asintotas de la funcidn f(x) = fx—z"
Solucién
Esta funcidn tiene una asintota vertical en x = 0
Se realiza el cociente y el resultado es:
1
fO=x"+—=
x
Entonces:
()
X—hE x
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Por consiguiente, la funcién tiene una asfntota cuya ecuacién es y = x2
Y ;
: ! i y=fx)
0 y=x2
X
=0
EJERCICIO 21
De las siguientes funciones determina las ecuaciones de las asintotas y traza sus gréficas:
X+x+1 X +2 F—-32+1
L. = e 4, = 7. = ——
f(x) oy F(x) —15 fx)
1—x 4 1
2. fx)=—0 5. f)=— 8 fy=—
_4x’—dx+5 _ X X +1
. fW=——53 6 F®=5 8. J&=53

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Limites laterales

limite por la derecha
Sea f(x) una funcién definida en el intervalo abierto (x, b), el limite de f{x) cuando xse aproxima a x_ por la derecha

es L y se representa:
lim f(x) =L
x—x,

Lo anterior denota que f{x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores mayores que x,
limite por la izquierda

Sea una funcién definida en el intervalo abierto (@, x ), el limite de f(x) cuando x se aproxima a x , por la izquierda
es L y se representa:

lim =L
tim f)
Lo anterior denota que f{x) se aproxima a L cuando x tiende a aproximarse con valores menores que x,

Teorema

El limite cuando x — x,, de una funcion f{x), existe y es igual a L, si y solo si los limites laterales son iguales a L,
es decir

limfe)=L & limf@)= lm f@)=L
b, EE =,

ri
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EJEMPLOS '
-g- ’ . ’ B 2x—3 s x<2
5 1 ®#° Determina el lim fix) si f(x) = {s_x? si x=2
o Solucién
Se calculan los limites laterales:

lim f(x) = lim (2x—3) =2(2) -3 =1
lim f(x) = E(s—x2)=s—(z)2=s_4:1
Eg&f(x}= Jl_f.ﬂzl_f(x)=l

Por consiguiente el l.fl:rzl =1

Do

/::2 X

f@)=2x-3 f) =5-+

N e . _ JN9—x" si x=0
2 Caleuta el 1fm Rx) si fx) {2x+1 si x<0

Solucion
Se obtienen los limites laterales:

lim f(x) = Eﬂdg—xz =J9-(0) =3
r]%f(x)= l_]ig._{2x+l)=2{n}+1 =1

Dado que, }_fg[f{x) #* x_ligl' Jf(x), entonces el ]i_rg f(x) no existe.

La existencia de un limite lateral no implica la existencia del otro (gjemplo anterior). Cuando f(x) estd definida
de un solo lado, entonces el J]im f(x) es igual al limite lateral de dicho lado.
Xa
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[Imites

3 @+ Cuslesel lim f(x) si f(x) = Ja-+12
Solucién
Esta funcién estd definida en el intervalo —2 = x = 2, por tanto, los valores de x tienden tnicamente a 2 por la iz-
quierda, entonces el valor del limite es:
limf() = lim f(x) = lim J4— 5 = J4-@) =0
Ifm f(x) = 0
YA
/‘_\f(x)= V4-x*
— } >
-2 2 X
EJERCICIO 22
Para las siguientes funciones, determina el valor de los limites indicados:
; - i x<3
L. 8i fx) = {;‘H § Ao a) lim f(x),b) lim f(x),c) lim f(x)
x+1 si x<=2 @) lim g(x),b) lim g(x),e) lim g(x),
2. 8igxy=4x"—5 s -2=x<1
-6 si x=1 d) Ifm g(x), ) lim g(x}, f) lfm g(x)
WFTRE = @) tim h(x), b) lim h(x), ©) Tm h(x),
3. Sih(x)=4=—1 sil<x=3 ! = =
ey d) lfm h(x), e) lim h(x), f) lim h(x)
3 si 3<x
S Gt @) Wm f(x),b) lim f(x),c) im f(x),
4. Si fix) = x—1 P X2 P
x° si 2<x<d d) ]fl:lé'l f(x),e) lim f(x)
2 —
o sixs2 a) lim f(),b) lim f(x), o) lfm £(x),
x— A, =t a2
SSifig=nte  sildsisd d) lim f(x), ) lim f(x), ) lim f(x)
Jx+35 si x=4 =7 0 =
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x ;?2 10 . i yed
6. 8if(x) = Lim f(x)
5 si x>-2
g e
senf i a<g
7. Sih() = 2 lfm h(0)
—c0s20 si 627 07
; si x=0
e {3+?log{x+1} si x>0 e
J4—3senx si x<w
9. Siw(x) = L‘st si x=a lim w(x)
l—log(seni]

senx+cosx si x=0

10. Si fix) = {m g wp Eﬁx)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

limites de funciones frigonométricas
A continuacién se muestra la tabla de valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables, asi como los

dngulos de 0, —,1:', 3?17 y2w

T T L w 3T
Angulos en radianes o 5 T 3 7 1 - 25
Seno 0 % iE. ﬁ 1 0] —1 0]

2 2

Coseno 1 E é L 0] -1 0 1

2 2 2

V3 . .
Tangente 0 = 1 3 No existe 0 No existe 0
Cotangente Noexiste 43 1 ? 0 No existe 0] No existe
et 1 % J2 2 Nowdhte -1 Noexdsts i
Cosecante No existe 2 2 % 1 No existe = No existe
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EJEMPLOS -
8. 1 ®* Encucntra el valor del 1im sen 2x
[y Solucién

Se sustituye el valor de x = % en la funcidn:

]In;scnl\: =sen2(%]
==

Por consiguiente, el valor del limite es 1.

2 @+ ;Cuslcs e valor del Ifm 02X —3c08 2%
x40 1+x

Solucién

Al sustituir x = 0, se obtiene:

sen 2x—3cos2x _ sen 2(0)—3cos 2(0)

_ sen0—3cos0 _ 0-3(1)

[Imites

=scn% =1

= 3
a0 1+ x 1+0 1 1
P o, lfmsmlx—licoszx iy
x40 1+x
X
tan— —cos 2x
3 @+ Obtén lim —2
H; sen x +1
Solucién
o
x_ tan-2 —cos 2| = T _
]Imtﬂnz cos2x _ 2 cos 5 _ tﬂIl4 C(E‘IT_I_(_I)ZEZI
=2 sen x+ 1 sen;—r+1 1+1 1+1 2
Por consiguiente, el valor del limite es 1.
EJERCICIO 23
Caleula los siguientes limites:
i “ifin| 2B § i [
=ol x+3 =0\ sen x + cos x
tan
2. lfm (sen.0+ cos 6) % it
8—-% i—%sﬂﬂ k_l
3, um(zmzm] 5 1y EEteesx
oy 2 ,_.L:senx—cusx
¢ 2
4 1™ P! 9, lim—o ¥
w0 tan” w + 1 w+w] —sen” w
s. lﬁm(x-z]cm(ﬁz] 16, fim 2P —c08B
. 4 4 p+Z tan B—/3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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limites trigonométricos indeterminados
Para evitar la indeterminacién en un limite de funciones trigonométricas, se transforma la funcidn utilizando identi-
dades trigonométricas, en ocasiones con esto es suficiente, también se puede simplificar hasta obtener una expresién

¢k la siguiente forma:
senx l—cosx - cosx—1
x x x
y utilizar los siguientes teoremas:
limsa”:l; Hml—cosvzlimCOSV—l <y
= v =+ v =0 v

A continuacién se da una lista de las identidades que se pueden utilizar,

Identidades trigonométricas fundamentales Funciones del éngulo doble

tana = 2:’:: sen 2o =2 sen acos a
cota='::2 00s 20 = cos’ a — sen’a
sena = 1‘! ws2a=2sera—1
senacsca= 1
o 331““ 0s2a=1—2cosa
osa = sela tan2a=—12t:r:
= o
cosaseca =1
Sl Funciones de suma o diferencia de éngulos
tan a = 1ﬂ senfa = B) =senacos f £sen Bcosa
tanacota=1 1
cota = Br o cosla = B) =cosacos B Fsen asen B

serfa=1—cos?a Transformaciones de sumas o restas de funciones
P ] trigonométricas a producto
sen” o a=

cos?a=1-sen?a 93“"4'93"'3:293"(%&)“(“_;&)
1+tafa=seca *““‘mnﬁ:zms(%g)se"(ﬂ_;ﬁ)
1+cotfa=cscta msﬂ+msﬁ=2cos(%'ﬂ—)oos(ﬂ—;'g)

e e
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limites
EJEMPLOS -
—g. 1 @%° Determina el ]Imﬂ
E - 5% sen 6 —cos 6
T Solucién
Se sustituye § = % , resultando:
T
Ifm 1-tand _ l—tan: . _A=1 .0
g_.;}scnﬂ—msﬂ L T 2 _-JE 0
4 4 2 2
Para eliminar la indeterminacidn, se aplican las identidades trigonométricas con el fin de obtener una expresidn equi-
valente que no se indetermine:
_senf cos # —sen 6
l—tanf cos cos 0 _ cos f —sen 1
senfl —cos®  senf—cosf  —cosf+sen  —cosbicosf —send) cos 0
Se calcula el valor del limite:
1{mﬂ el et ] o _—lz__lz—iz—u"i
g_,gsenﬁ—msﬂ -2 cosf cosz E J2
2
Por consiguiente, ]ﬁnﬂ = =2
s~ sen 6 —cos 6
2 ®°: Calcula el Emcosw—cosQw
b sen’w
Solucién
Al evaluar el limite:
]Immsw—cns:!w _cosO—cos2(0) _ 1-1 _ 0
WD sen’w sen’(0) oy 0
Se indetermina la funcidn, por consiguiente, se transforma mediante identidades trigonométricas, como se ilustra:
h,mu:}sw—ms2w - ]Immsw—{coszw—senzw) » hhcosw—mszw+senzw
Wil Sﬂ]zw w1 m]]zw sl Sa]zw
- [cusw(l mr;w)+sen w] 2 Hm[cosw(l zcosw)+senzw]um[cosw{l fosw)+1]
w0 sen w w—l sen”w sen”w | v l=cos"w
cos w(l —cos w) 3 cosw
= lim +1| = lim +1
w=t| (1 +cos w){1 — cos w) w=0| |+ cosw
Se aplica el limite:
ol O gy | o OO0 g T gy Bl d
»=0| 14 cosw 1+cos0 1+1 2 2
. 3
Finalmente, el valor del limite es 2
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3 @+ Obién el 1[m233113x
= x
Solucién
Para que li_tgzsenax adopte la forma ]ﬁ%w,ﬁ: multiplica por 3 tanto el numerador como el denominador
X P+ v
2sen3x 3 6sen 3x sen 3x
1im = = lim = i = 1=
BT 3 e vl THbEe
Por tanto, ]Im2sm3,x =6
= X

4 ®2- ,Cyil es el valor del Ew ?

Solucién
Se sustituye y = 0 en la funcidn:
cosay—cosby _ cosa(0)—cosh(0) _ 1-1

lim F F
arvy Y © 0

Se transforma la diferencia de cosenos en producto,

cosay —cos by =—2 Sﬂl(ay ;by ]sen(ay;by] =-2 san{a ';b)ysm(ﬂ ;b))'

i &
0

Entonces:

ey @tD)y (a—b)y
cosay—cosby _ i 2o 7 e
Y 0 i

i {a+b)y o {a — b)y

-2.1fm & 2
30 ¥ b

lim
=0

sen {a+b)y sen {a—b)y

= —2-lim 2 lfm 2
=0 ¥ i ¥

Sen{a+b)y (a+b) Sﬂn(a—b)y (a—b)

= 2 2. 2 2
i T T i N )
2 2
(a+b)y (a—b)y
~2Aa+b) . o @b,
2 0 (a+b)y 2 w0 (a—b)y
2 2

_ —2a+b)
2
< —2{:22 _bZ} b2 _a2

4 2

fa—b)
= 0

cosay —coshy _ b* —a’
2

Por tanto, lim
Y0l
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[Imites

1+ (x—1)cos x

5 ®¢ Determina el valor de lfm
x—+0 4x

Solucién
Se evalia la funcion parax =0

g LT G Deosx _ 14+(0—Deos(0) _1+(=1)1) _1-1_0
0

= Ay 4(0) a0 0

Se transforma la expresidn de la siguiente forma

l+(x—1jcosx _l+xcosx—cosx l—cosx+xcosx

4x dx 4x
:l[l—cosx+xcosx]
4 X X
1{1-
=_[ﬁ+msx]
4 x
entonces
]Iml+{x—l)cosx = ]iml[l_mx+cusx:|
x40 4x =04 x
= l[,fml-cﬂwmcm]
4| =0 x =0
1
= Jo+1
Hou
1
=i
4(}
_ 1
T4
Por tanto
liml+(x—1)cosx:l
x—0 4x 4
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EJERCICIO 24

10. lim

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determina el valor de los siguientes limites:

2
w

1. lim

w=00os w—1

sen 30
Hm——
-0 tan 40

cosx —1
lim————
=0 sen’x

Hm2sma—tan2a

a0 o

Hml—sacv
""’”VESEG'.'

sen” 6

0% tan’ @

i o8 x—1)*

x—0 '[E]]x

cos 2w
lim ———
o™ COS W — SEn w
4

Ifm fan x

H”\fl—scnx—\fl+sanx

tan(3 + a) — tan(3 — o)
a0 sen(3 —a) — sen(3 + a)
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11. lim

12, lim

13,

14,

15. lim

16. lim

17.

18. lim

19.

20.

cos 4x — cos” 2x
x

)




CAPTULO 3

“ﬂ“;"‘h‘:

CONTINUIDAD

n el siglo XX la matematica se apoya-
ba en la geometria y el dlgebra para
buscar sustento a sus afirmaciones.

En el cdlculo infinitesimal se siguieron las
lineas que le eran posibles con el sustenio
conceptual, como la existencia de funcio-
nes continuas.

Escuando Weierstrass publica en 1872, gra-
cias a su discipulo Paul Du Bois Reymond,
su teorema sobre la existencia de funciones continuas que en algunos pun-
tos no tenian derivada; las consecuencias de este teorema fueron de gran
inferés, en su época se decia que una funcién era continua si su gréfica se
podia trazar sin despegar el lapiz del papel, atn en nuestra época esto
da una idea informal de la continuidad de una funcién.

Pero el resultado de Weiersirass mosiré que se podia hablar de la con-
finuidad en un lenguaje totalmente analitico, sin necesidad de recurrir a
imagenes geoméfricas. Este lenguaje proporcioné la advertencia sobre lo
peligroso que resuliaba confiar demasiado en las conclusiones extraidas

de un dibujo.

Karl Weierstrass
{1815-1897)
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Continuidad puntual

Una funcién f(x) es continua en el punto x, € R si cumple con las siguientes condiciones:
1. f(x,)estd definida,

2, H flx)existe.

3. lim f(x) = f(x ).
s

E.'!EMPLOS ®
'g_ 1 @9 Verifica si f(x) = x2 — 1 es continua en x, = 2
;§- Solucion

Se deben verificar las tres condiciones:

1. f(2) = (2)* = 1 =3, por tanto f(x) estd definida para x, = 2
2 Secalcula el valor de cada limite lateral:

lim f(x) = lfrzrg{x”—l)=(2)2—1=3
Ym fi(x) = lfrzq{xz—l)=(2}2—1=3

Entonces, lim f(x) si existe y lim f(x) = 3
x=52 x=2

3. Como liu% fx) =3 y f(2) = 3, entonces gf(x) = f(2), por consiguiente, f(x)es continua en x, = 2

Yi

S (x) 1

=y
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2 @9 Determina si la funcién f(x) = [

Contfinuidad

2x =38 x<1 ; s
i " xalesmnhnuaanxﬂ—l

Solucion
Se verifican las condiciones:
L f(1)y=—(1)
(1) = —1, la funcidén estd definida en x, = 1

Y4

2. Se determinan los limites laterales:
limf(x}= lim(Zx —-3)=2{1) -3 =~-1
a=l” ="

lim fix) = lim (-x) = —(1) = —1
Por tanto, Eﬂ}f{x} = -1
3. Probar que el lim f(x) = f(1) Jx) = 2x-3

lim fix) = f(1) = =1

Finalmente, es continuaen x, = 1

x g x=1

* Determina si la funcién f(x) = 42x —3 si 1 <x =3 escontinuaenx=1yx=3

3 s 3<x

Solucion
Se verifican las condiciones para los puntosx =1y x = 3:

1. f(1) = (1)* =1, la funcién estd definidaenx, = 1
2, Eni;f{x} = EE;(ZI -3H=2AH-3=-1;
lim f(¥) = lim @ = (1 = 1
Debido a que el &@* fx) # _‘lil::; f(x), entonces l.;i_,u} f(x) no existe.

Por tanto, f(x) no es contimaen x, = 1 Yi

fly=x

-

Se verifica la continuidad en x, = 3

1. f(3)=2(3) —3 = 3, la funci6n estd definida en x, = 3

2, lim f(x) = lim 3 =3; lim f(x)= lim (2x—3)=2(3)—3 =3
x=3" =3 3" =37

Se concluye que,
lim f(x) = lim f(x)

Entonces, lf.u!lﬂx} =3

3. limf(x) =3y f(x) = 3 entonces, lim f(x) = fG3)

Por consiguiente, f(x)es continua en x, = 3
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senx si x{% i
4 ®9 Fs continua glx) = Y
cosx si X>E
Solucién
Si se verifican los pasos se obtiene:

L. g (%] no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en x, = ;—T

EJEMPLOS

g
£

Discontinuidad evitable o removible

Sea f(x)una funcidén racional no continua en x = x,, si mediante una simplificacidn algebraica, f(x) se vuelve continua
en x = x,,entonces recibe el nombre de discontinuidad evitable o removible.

6x* —Tx +2

1
] ®#- Verifica si es continua la funcién flxy= —————— enx = 2

Solucion
1. Seevaliala funcién en x =

Y 1 n_32 37
BYRO R LRt S
13) = R %

2) 1 - 1—-1 1—1
2l = -1
(2]

1
La funcidn se indetermina o no estd definida para el valor de x = 7 lo cual implica que es discontinua en este punto;

b | —

sin embargo, se elimina la indeterminacidn mediante una simplificacidn algebraica,

_ 6 —Tx+2  (3x—22x-1) .o, 1
S0l 7 Bels RO RS
1
Esta simplificacién indica que la grdfica es una linea recta con discontinuidad evitable o removible en x = 3
Y
6x° = 7x +2
x)= ———
fo= ==
!
IE?
b >
X
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Contfinuidad

2 — —
2 ®°° Determina si la funcién f(x) = xz’;'ix% es continua en x = 3 y traza su grifica,
x —5x

1. Seevalia lafuncién enx =3,

(3 =2(3)—3 9—6-13 0
@ = 5 - =
(3 =5(3)+6 9-15+6 0
La funcidn no estd definida en x = 3, sin embargo, mediante una simplificacién se puede eliminar la discontinuidad,

X =23 x=3)x+D)  x+1
f&) = ¥ —=5x+6 (x—3Hx—-2) x-2 nal X #3

La grifica de esta funcidn es una hipérbola con discontinuidad evitable o removible en x = 3

Y

3 ®¢- Determina el valor de k para que la funcién sea continua:

) = [Bx—k, x<l1

2kx =3, x=1
Solucién
Se obtienen los limites laterales:
limf(x) = lim(3x - k)=3(1) - k=3 -k
a—+1 x—+1"
lim f(x) = lim (2kx —3)=2k(1) -3 =2k -3
1" a1
Para que el limite exista:
lim f(x) = lim f(x)
entonces:
3-k=2k-3
—k=2k==-3-3
-3k =-6
—6
=i—
=3
k=2

21
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por tanto, para que la funcion sea continua k = 2, es decir la funcién se debe escribir:

_ |3x—-2, x<I1
f{x}_[d-x—i':, x=1

Comprobacién

Probemos que la funcién es continua enx = 1

D) =41)-3=4-3=1

i) xlIEf{x)= Jl{’th{ilx—2)=3{1)—2=3 -2=1
xlI_Eln*f{x)= Jlj_f'q;{atx—il)=4{l)—3=4—3 =1
lim f(x) = lim f(x} = 1
x4 x4
por tanto ]f_}t:ilf{x)axistcy lf_.u?f(x) =1

i) f(1) = lim flx) = 1

Por tanto f(x) es continuaen x = 1,

4 ®¢° Determina los valores de a y bpara que la funcién sea continua

ax—3 x=-2
fly=4x"—1 —2<x<3
bx+1 x=3

Solucion
Se obtienen los limites laterales enx = —2

lim f(x) = lim (ax—3)=a(—2)—3=—-2a—3
a—=2" a—=2"
lim fix)= Hm (2= =(-22—-1=4—-1=3
x—=2" ==
Para que el limite exista se debe cumplir:

Im_ fG) = 1m f()

Entonces:
-20-3=3
—2a=3+4+13
-2a==6
6
= B
a==-3

Por tantoa = =3
Se obtienen los limites laterales enx = 3

lfm f() = lim (bx + 1) = B3) + 1 =3b + 1
lim f() = lim G2 - 1) =GP -1=9-1=8

lfm f(x) = lfm £()
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entonces
3b+1=28
3b=8-1
3b=7
_7
7 3
Por lo tanto b = 3
EJERCICIO 25

Verifica si las funciones propuestas son continuas en los puntos indicados:
1. fix) =2 — x,enx =0

2. fx)= Jx*—4 ,enx=2

3. ) =

4
4, flx) = ﬁ,enx=3

xz
5. flx) =

1
6. f(x) = s 2w

7. fx)y =

enx=2

{x’ -1 si x<2

2x—1 s x=2'

3 si x=1
8. gx) = P4 g g>1m¥=1

3x—2 si x<0
Q.h{x)=[x six

2%+13 si x=0cnx=0
si x<-=2

2 si 2=x<2,enx=—-2yx=2
3x—4 si x=2

s x<l

11, gix)= 3=3x+5 sl 1=x<2,enx=1yx=2
JQ_x si x=2

se.n(x+;—r] six=sq

3
12, h{x) = {cos x si1r<x£%w,enx=aryx=§ﬂ'

2

tan(x+§] si x> E‘.ﬂ'

93



3 CArTUO

CAICULO DIFERENCIAL

|| si x<-3
13, f(x) = 4x" =2 si —3=x<3,enx=-3yx=3
log(x+7)" si x=3

2
—-5x+
14, g(x) = %.mx=3

X -

15. hix) = F_1mx= 1
e = -2
. gx) = oy Rl
x—8
17. fix) = m,eﬂx—s
6x"—x—1 1

8. W00 = G a1 T 2

Determina el valor de k para que las siguientes funciones sean continuas:

2x+k s x<2
19f(x)= [3&_1 & x:_,.z

_ ¥ =x si x=0
2. fl=) = {2k+3x si x>0

3. g6e) = {,Jxﬂ: si x<3

kx=1 s1 x=3

Obtén el valor de las constantes para que las siguientes funciones sean continuas:
ax+3 si x=—4

. fx)=4x -4 si d4<x<l1
bx+4 si x=1

ax+b s x<<0
23, flx) = 43xb—2 s 0=x<3
2a—x s x=3

ax+2 si x=1
4. fx)y=qa+bx si 1<x<4
ax—2b si x=4

G Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Continuidad de una funcién en un intervalo

Continvidad por la derecha

Una funcién f{x) es continua a la derecha de x_ si y solo si para x & R se cumplen las siguientes condiciones:
L. f(x) existe

2 Eu.l.; filx) existe

3. Eﬁf{-ﬁ) = flxy)

Continuidad por la izquierda

Una funcién f{x) es continua a la izquierda de x, si y solo si parax e R:
L. flx,) existe

Z _,I;{.IE— Jfix) existe

3. rlﬁrgf{x} = f(x)

Continvidad de una funcién en un intervalo abierio

Se dice que f(x) es continua en el intervalo abierto (a, b) si y solo si es continua en todos los puntos del intervalo.

EAEMPL‘OS o
'8_ 1 ®#° Demuestra que f(x} = /9 —x" es continuaen el intervalo (-3, 3)
i§- Solucién

La funcién f(x) = /9 —x estd definida en todos los puntos del intervalo (=3, 3), como se ilustra en la gréfica, por
consiguiente, f{x) es continua en dicho intervalo.

Yi
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1
2 @0, 1) = ~ es continua en e intervalo (~2, 3)?

Solucién
J{x) no estd definida en x = 0; entonces no es continua en este punto, por tanto, no es continua en el intervalo (—2, 3)
Y.I
=9 .
3 X
x=0

Continuidad en un intervalo cerrado
Una funcién f(x)es continua en el intervalo cerrado [a, b] si es continua en el intervalo abierto (a, b) y ademads

lim f(3) = fla) y lim f(x) = f(b)

EAEMPLOS *
"g_ 1 oo Demuestra que f(x) = x> — 2xes continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
i§' Demostracion

La funcidén f(x)es polinomial, lo cual implica que estd definida en el intervalo abierto (—1, 2), por tanto, es continua
en el intervalo, ahora se prueba la continuidad en los extremos del intervalo,

Parax= —1

@) f-1) = (-1P - 2A-1)=3 o :

B lim f(x) = lim (x?=2x)=3 ; -'

¢ lim f(x) =f(-1) 3

Parax =2 \ .

a) f@) =27 - 22)=0 oF N2 ¥
B lim f(x) = lim (> = 2x) =0

9 lm f(x) = f2)

J(x) es continua en el intervalo abierto (—1, 2) y es continua a la derecha de —1 y a la izquierda de 2, entonces f{(x)
&s continua en el intervalo cerrado [—1, 2]
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Contfinuidad
; : i x<0
2 ®e- ¢(La funcién f(x) = {;x—l z ;EIJ

Solucién
Del intervalo (—2, 3} 1a funcién f(x) no es continua en x =0, ya que:

es continua en el intervalo [—2, 3]7

lim f(x) =0, lUim fix) = —1

lim fix)# lim £0x)
Por tanto, lfm_lil';l fix)no existe.
Si f(x) no es continua en el intervalo abierto

(-2,3)

Entonces, no es continua en el intervalo cerrado

[-2,3]
1- 1 x=
3 @0« ;L4 funcién f(x) = {H_f % ;>g ¢4 continua en ¢l intervilo [3, 3]?

Solucién
Se prueba la continuidad de la funcién enx = 0

L fl=1-(?2=1
2 lfmf)=1+@©)= l;PHgl,f(x)=l—(n)2=1

3. f0) = limf(x) = 1

La funcidn es continua en el intervalo (—3, 3)
Ahora se prueba la continuidad en los extremos:

Para x = =3
1. fi-3)=1—-(-32=1-9=-8
2, J_]{:grf{x)=1—{3)2=1—9=—8

3 f=3)= lim f()
Parax =3

L f3)=1+3=1+3=4

2 limfEx)=1+3=1+3=4
3. fG) = lim f(x)

La funcién es continua en ( —3, 3) y ademads es continua a la derecha de —3 y a la izquierda de 3, por tanto, es continua
en el intervalo [—3, 3]
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Continvidad en un intervalo semiabierto
Para intervalos semiabiertos (a, b] y [a, b) se tiene que:

1. Una funcién f(x)es continua en el intervalo semiabierto (@, ] si es continna en el intervalo abierto (a, b),
y lim f) = f(b)

2. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto [a, b) si es continua en el intervalo abierto (a, b),

y lim f(x) = f(a)

2
Demuestra que flx) = -3 continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

Demostraciéon

H dominio de Ia funcién se define D, = {x € R | x#3}, por tanto f(x) es continua en el intervalo abierto (3, 6)
Se verifica la continuidad por la izquierda en 6

w2

2
a) f®)= -3 =
by lim = lim . = E
) M_f{x} =l ——=| =3
¢ lm f(x) = fi6)
Entonces, f(x) es continua en el intervalo semiabierto (3, 6]

Yi

=1
¥
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2 @e-

Continvidad
o Sk si x<2 . i - L. o
¢(La funcién f(x) = Pelsi 2=x<3% continua en el intervalo semiabierto (—1, 3]

Solucion
Se verifica la continuidad en x = 2

L f()=@2P-1=3

2 Mm f0) =3 lim f(5) =3,

Por tanto, 1im f(x) = 3

3 )= E f(x), 1a funcidn es continua en {(—1, 3)
Se prueba la continuidad por la izquierda en x = 3

1. f(3) no estd definida, por tanto, la funcién no es continua en el intervalo (—1, 3]

Ya
-1 2 32 X
. _— ’ —x si —2=x=0
* Verifica la continuidad de la funcién f(x) = —XP +4x si O<x<4 OO [—2, 4)
Solucién
Se verifica la continuidad enx = 0 YA
L fiy=—-(0)=0

2, l_].ifl.i}"{—x}:li], ]ﬁ:gll_(—xz+4x)=ﬂ
3. Por tanto, ]I_'E flx) = f(0)

La funcidén es continua en el intervalo (—2, 4)
Se prueba la continuidad por la derecha para x = —2

L {2 =~(-2)=2 2] y
2 lim (—x)=—(-2)=2

3. f(=2)= lim, (~x)

Por tanto, la funcidn f{x) es continua en el intervalo [—2, 4)

Y
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EJERCICIO 26
Verifica si son continuas las siguientes funciones en los intervalos indicados:
1. fix)=3x+2en][0,3) 6. flx)= Jx+3 en[-3,1]
2 25—t 8l ¥l
2 f) = f—fat en (=1, 3) 7. fG) = {‘;_; oIS enl-24]
si x>0
3. fix)= \xX +4 en[-3,3] 8. flx) = { en [—3, 4]
2x+1 si x<0
1 11 <2
4. fix)= 7= —3en (—E,E] 9. flx) = {|;|\:+l z ;:_2 en (0, 3)
s x<l
5 fxy=x—x’en[-20] 10. f(x) = 2x+3 si I=x=3en(-25
si x>3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Tecrema del valor intermedio

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [a, b], y kun mimero comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe un
¢ € [a, b] tal que f(c) = k.

Y4

fib)

floy=k
fla)

EJEMPLOS *

w

-S_ 1 ®2-5i f(x) = 3x — 2 es una funcién definida en el intervalo [—2, 3], obtén el valor de ¢ que cumpla con el teorema del
E. | valor intermedio cuando &k = 1

iu

Solucién
Al aplicar el teorema se obtiene:

flod=ks3c=-2=153c=323c=1

Por consiguiente, ¢ = 1 cuando k = 1
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Contfinuidad

2 @9 Dadala funcién g(x) = x? = 3x — 2, definida en el intervalo [1, 4], determina el valor de kque cumpla con el tearema
del valor intermedio cuando ¢ = 3

Solucion

Se aplica el teorema:
fley=k—cr=3c-2=k

Pero, ¢ = 3 y al sustituir se obtiene el valor de &
GP-33)—2=k—k=-2

entonces, k = —2
Y A

v

EJERCICIO 27

Aplica el teorema del valor intermedio y encuentra el valor de c en los siguientes ejercicios:
Lfix}y=3x-5;[-2,4]conk =1
2. f(x)= Jx*+4;[-3,3]conk=2

3 _
30w =

2
1 ;[0, 5] conk=2

=2 g x<1
4.1t = {—2x+1 si xal;[_2’4]conk=0

_ JNS—x si x=5 _
5. flx) = {xz—ZS . J.:;_5,[(!,8](:4:}1].#:—l:l

Aplica el teorema del valor intermedio y determina el valor de ken los siguientes ejercicios:

6. f(x) = 33 — 2% [-2, 0], c=-1
7. f0) = ¥ +9:[~6,0], c=—4
8. f(x) = ﬁ;[l,ﬂ, c=2
9. f(x) = cos x; [0, 27], c= %
10, f(x) = log(3 + x% [1, 12], c=17

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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LA DERIVADA

HISTORICA

[ =] -
-l n un periodo de menos de dos afios,
A cuando Newion tenia menos de 25
- afios, comenzd con avances revolu-
A — cionarios en matemdtica, 6ptica, fisica y

astronomia.

Mientras Newion estaba en casa (debido
a una peste que cerrd la Universidad de
Cambridge) establecié las bases del caleu-
lo diferencial e integral. El método de las fluxiones, como él lo llamé, estaba
basado en su crucial visién de que la integracién de una funcién era el
procedimiento inverso de su derivacién.

Al considerar a la derivacién como la operacién basica, Newion produjo
sencillos métodes analiticos que unificaban muchas técnicas diferentes de-
sarrolladas previamente para resolver problemas, en apariencia no relacio-
nados, como calcular éreas, tangentes, longitud de curvas y los maximos

minimos de funciones. El De Methodis Serierum et Fluxionum de Newion
Le escritoen 1671, pero Newton no pudo publicarlo y no aparecié impre-
so hasia que John Colson produje una raduccién al inglés en 1736.

Sir Isaac Newton
{1643-1727)
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Definicién
Sea f(x) una funcién, se define a su derivada f'(x), como:

o= i Lo+ 4910

Para toda x, siempre que el limite exista y se representa por:

¥,z % o Dy

Inferprefacion geométrica

H valor de la derivada en cualquier punto de la curva es igual a la pendiente de la recta tangente en ese punto.

Donde:
Ax: incremento en x

Ay: incremento en y

Y4 y=r= i
T 0 (x+Ax flx+Ay))
&)

Ax

En la grifica se observa que la pendiente de la recta L es:

= 3y _ SOt AX) -~ flx)
r Ax Ax

Si Axtiende a cero, la recta Lcoincide con L,, entonces la pendiente de L, serd el limite de m,.

Hmm = lfmg = ]Imf(x"'m)_f{x)
Ax—0 At Ay Ax—sll Ax

T

Por definicidn, la derivada es:

dy _ . f+An-fx)
dx a]lfvglﬂ Ax

104



CariTuC 4

Regla de los cuatro pasos
Sea una funcién y = f(x), entonces:
L. y+Ay= f(x+ Ax)

2 Ay=fx+Ax)y— f(x)

g Ay _ fO+AD-fx)

e (razén de cambio)

IS
&S B

- lim w (derivada de la fincién)

ElE

= iam
Ax—0

EJEMPLOS ’
= 1 ®% Encuentra la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6

s— Solucién

Se aplica la regla de los cuatro pasos y se obtiene:
L. y+Ay = 5(x+Ax)—6

2, Ay = (5x+5Mx=6)—(5x—6)

_ (5x+5Ax—6)—(5x—6) _ Sx+5Ax—6—-5x+6 _ SAx

Ay Lo
% Ax Ax Ax Ax ?
4. & = limA— = lim 5 =5 (derivada de la funcién)
dx A0 Ay Ax—s0 D
Este resultado se obtiene también cuando se utiliza la definicién, como sigue:
[S(x+ Ax) —6]—(5x—6) Sx+5Ax—6-—5x+6 5
lim = lim = lim —
Ax—sil Ax Ax—s 0 ﬁx Ax—0 Ax

Por tanto, la derivada de la funcién f(x) = 5x — 6 es: f'(x) = 5

2 ®°° pplica la definicién y determina la derivada de y = 7x2 — 5x + 9

Solucién

dy _ o [T+ A9° — 50+ Ax) +9] - (74" — 53+ 9)

dx Ao Ax

dy T +2x(Ax) +(Ax)* ) —5x—SAx + 9 — T2+ 5x—9
dx T Aen Ax

dy _ . 7x* +14xAx + TAx® —5x —5Ax+9—Tx* +5x—9

dt _m—m j_'u:

dy _ . l4xAx+7Ax" —5Ax o am
dx—ﬂ].flil;lu o = lim (14x+7Ax —5) = 14x = 5

Por consiguiente, la derivada es:

B&

ldx — 5

105
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2x—1
3 @2 Encuentra la derivada de la funcién /() = xx+5 , aplica la definicién,

Solucién

Ax+Ax)—1 2x-—1
Y _ gy FTAXFS  x+5
dx Ayl Ax

x+2Ax—1 2x—1
dy _ o xFAxtS x+5
dx Ax—0 Ax
dy _ (x+Ax+5)Xx+5) o
dr i, Ax al simplificar,
dy _ 11Ax _ 1 N
& At tSnED ATt aes terusieellinl
dy _ _ 1
e e~

* {Cudl es la derivada de la funcién y = jx+2 ?

Solucién

B _ gy EHARHDYRHD L tivn In expresion

Pl ) o se racio! expresié

dy _ o JE+Ax+2-Jx+2 fx+Ar+2+Jx+2

dy Ao Ax JE+AX+2 + x+2

PN 2z ) B ) T T
dv b0 Ar(\xt A2+ x+2) S0 A\t Ax+2+ Jx+2)
dy _ Ax B 1

—= = lim = lim

d  so0 Ax([x+ Ax+2+ x+2)  a00 x+Ax+2+ Jx+2
De tal manera que, al resolver el limite se obtiene:

a1
B W= 2Jx+2

106



CariTuC 4

la derivada
EJERCICIO 28

Deriva las siguientes funciones, utilza la definicién.
ly=3+2 ll.f{x}=%
2.y=2-b 12.11"{4r;r=f:*:l

X +1
3.y=x? 13. f) = Jx-2
4, fx) =3x? - 5x 14, f(x) = 2" —4
S.y=ax?+bx+c 15. y = 32x+1
6. y=1x? 16. vy = 32;
7. y=x3—x? 17.y= ¥z
8.y= 2208 18y = 7
10. y=(x— D2 +x+1) 20 y=Yx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Féormulas para determinar la derivada de una funcién algebraica
La forma directa de obtener la derivada de una funcidn algebraica es la aplicacion de las siguientes formulas:

d d 1 dv
1. —e=0 7. —thv= =
d‘:c dx Y né.;v""' dx
d d 1 dv
2, —x= g e e 20
ax el
d dv d dv | du
i g L=+ v
3 w c 9 dx{uv) adx vdx
pdu _ v
g dutv-w) du dv_dw i i[&]zu
dx dx  dx dx dx\v v
d(x") i dc c dv
- i, 28 |=n LBt
3 dx " dx(v] v de
d L dv d(v)_1dv
L gy 1 S Xl
B g g dx(c] e
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EJEMPLOS .
= 1 ®% Cuil s la derivada de la funcién y = x3 + 242 — 4x + 52
i.iET Solucion
Al aplicar las formulas respectivas se obtiene:
dy d 4 d .. d d
Do L+ —ax+5 = L)+ L) -Lun+ S
= dx{x X" —4x+35) dx{x) dx{” (4x) dx{s)
_ 4.3 d 2 d
=2 xy+2 1 4L
dx{x} dx(} () dx(S)

= 352 +2{2x)—4{1)=3x2 +4x — 4

2 @0+ Doriva la funcién y = I%*
Solucion
- 1
Aplicamos el hecho de que i';ja_“ = a" y posteriormente g~ " = a_"

& At A 5] 2 g 2k B B
s dx(Jx_] P 3% 3% 3;3 37
3 ®e- Calcula la derivada de la funcién s = %
Solucién
ds _d df -1 [T 18 1 1
=\t 5 :—_I5 =__Ij=_ﬁ=_55
& dt -{F dt 5 5 o 5t
ds 1
. — -
pl:mff_ Je° -t I%"_,pmmnto dt st
A 8+ Obin 1a derivada de la funcién y = &
X
Solucion
ﬂ:ﬁ.(i]:i 4 =1 = 4....4“ =1 — -_— =1=1 — —4 2 — —i
R dx(x} dx{x}‘i(bc} X =

5 @ Determina Ia derivada de la funcién y = 2 Ix — JL
X

i) £} o) -2

Solucion

ﬂ:
dx

ol g
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6 @ Cules la derivada de la funcién y = (3 —x)" ?

Solucién
dv™)

Se aplica la férmula = =m"' L y se obtiene:

dx

Q: 2__ ﬁ_i 2 = 2 —
= 7(3x" —x) dx{&x x) = T(3x

7 ®e- Encuentra la derivada de 1a funcién s = 38 +4f —¢°

o (120t

loy derivada

= dx] = (3¢ — x)*(6x —1)

= (42x — TH3x* —x)°

Solucién
ds Bl _it 4 o1 S R
35 —(8+4.r ) —3(8+4¢ 1) d:{8+4t 1) 3{8+4‘t £y 4=
___4-3%
38 +dr —1%)F
__ 4-3%
3B +4r-1Y)?
8 ®°° Deriva la funcién y = — 3 3
(V& =)
Solucién
dy_df__ 5 — A s fi=a"] = =54 (/5 —2)"
2 dx[ o 2[-s(va-a)"] = =52 (V= -)
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Solucién

Solucion

Q @¢- Calcula laderivada de la funcién y = x/x=+ 1
y 5 d

Se aplica la férmula ;(m')=u

a

dx

Por consiguiente, —— =

10 @2+ Obién 1a derivada de la funcién f(x) =

M
Se aplica la formula %( =—dv _dx

(x x+1] =x%\f,m+ x+1%

y se obtiene:

(1= 3x")2x) — (" = 5)X=6x) _

1 x
=X +x+1 = ————+ jx+1
[2 x+1] 2)x+1

x+2(x+1) x+2x+2 3x+2

f@=

EJERCICIO 29
l.y=-10
2.y=5
3. f(x) = a?
4, s(r) = b?
5.y=6x
6. y= 'i'x
7. flx) = ax
8. s(t)=b%
9. f(x) = 5x+2
10, y = ax b
11. f(x) = x°

Deriva las siguientes funciones:

110

2x+1 T 2x+1  2fxtl
2x—6x"+6x'—30x _ 28x
1-134)* A=Y
12, f(x) = 423

13, s(r) = %I"

L)

14. y = x?
s
15. f(x) = x°
3
16. y = 6x2
2
17, f(x) = *°
1
18. f(x) = 4x*
19. f(x) = Jx
20. s(t) = 4t

21 fy =5

xﬁ

2.f0)= =
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B.fwW="G
24, (1) = %
5
BfE =7
2
2%.f0) = %
27. fx) = %
28. 5(1) = ?
4
2. f(x) = oY
30, s(t) = ,%
3L fx) = 33_;

32, )= 7% —3x" +3x—-12

B.fe)=x*-5x+82-x-6

34, f(x) = 5x° +4x+4mn -2
35. f(x) = 3ax* — dax® — 5bx? + Tex

37, 5(t) = %—%+§-%+é_%
38, f(x) = af:bz—f+§

39, 5(t) = ;—%—%

41, s() = %—%+%—%
2.qw=-2-2

8. f65) = X =3 —6x" —3x+2

111
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3 1

T os L o
44, = 2y b g2 ey 2
Jx) Rt SR
45, f(xy = 8Vx +9 a7 +4 Yy’

46. f(x) = ax" +bx*"

¥ 5% 8
i e 8
47, fix) 3 75
48 )= atfx+b¥x
49 =l’x’+i
T3 3
2 1 3
— _—— —
Regveh N A
_ 1 .5
51. flx) = P +J.;_.3
52, f(x) = %...,._S__h
X x
3x"+5x+8
53, flx) = i’;

_ = 3
s,y = Jx_[JE 7;]
55. y= (3x—4Y
56. y = (2—4x)

57. y= (3% —-2xY
58, y= (4x5—2x5]
59. y= 5-34"
60. y= Jx'+2

_ "

wre(oe)

62. y= %«&x’ +6x

63.y= (§+6JE]!

64, flx) = Yx* -2
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65. f(x) = (x> +5x— 3’

66. y = J(2x—3)
67. vy = | J4x+3

68, flx) = (%x+2]

qE)

B x X

0. fiz) = |z —4

T y= 32" +3x

T.y= (4;2 —%x](gx +8)
3

MB.y= (5x—3)(4x ——]
x

74, y = x*Gx+1)

75. flx) = x/2x +1

7.y = %{2x+ 1y

M. y=x*x-1

8. fx) = (3x* = 5)'(2x* + 1)°

79. f(@) = (8° +1)°@° - 2)°

43¢
80. s = P
p
81. s(t)= | =—=
(1) [I r’]
6
IO

112

83. fln)= z-ﬂ'a’ -t

84. f(r) = ’:;_34
BS. f(ty = %

8. /0 = oo
87. f(x) = ::f z
88. f() = %—g

J1—2
89)‘{1‘} — ﬁ

90. f(w) = [W - 3]

w+2
92. f(s) = :;__:s
93. f(x) = “fﬁ
95. Jey = 2:11} 6x

96. f(x) = 2x,/4—x°

97. y =

X

99. y = (2x+3) x* +3x

xJx+1

x+1

100. y =
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lo derivada
Xz_g "x“
101, y= 04, y=
‘ x=3 4 ":x" -1
x+1 x2x+1
yx'+1 2x* +1
103, y—r o, 106, y = 2% ¥=—~—

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Regla de la cadena
Sea y = g(u), u = f(x), entonces la derivada de y = (g ¢ f)(x) = g(f{(x)), se define:

ﬁ-l@-

(g o f)0) = —g{f{ ) = ;ﬂ-

ﬁ-lh-

du
dx
EJEMPLOS

-g. T ®9° Encuentra % siv=u?—9%u=x+1

it Solucion
oody _dy du dy _ du _
Ebrdeﬁmcﬂndx e dx,cntonccsdu 2u}rdx 2x , por tanto:
f{:i‘l.__{zu)(gx) dux =42+ Dx=4x(x? + 1)
dx du

-1
2 @2 Opén i— (vouov)siyv=uu= E+1 L= Jxt =1

Solucién
Cuando hay mis de dos funciones, la derivada es:

dy _dy du dv
dv du dv dx
Luoego
G ooy, 2 av__ x
di Prav w+ry Y ax 2

Por consiguiente, el resultado es:

@ONE -1 () -

_{yum)_[gu][{wn][\fx:—l]: T
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& _dy d _| 1 sy
dx  du dx [33,3][3‘

Solucién

Al tomar u =x’ —2x” +8 , entonces y =3u , luego:
Q:—l
du 3%

Al utilizar la regla de la cadena, se obtiene como resultado:

3 ®°° Deriva la funcién y=3x° —2x* + 8 , utilizando la regla de la cadena,

jx—u=3xz—4x

” 3x —dx
W 3 —24 +8)

EJERCICIO 30
Determina o para las siguientes funciones:
1
_ 2 .
l.y=w"—uu =
=1
2 =1 —! —
y u+1 " 2
y=yWwi-3u,u=x2-1
3 2
4}! u—s—u—z,u=x+1
5.y= “ u=x%—6x? -8
: -1

6.y = J@x—1y+@2x -1y
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Derivadas de funciones trascendentes

-1
Ly= ¥ +1
u+l1 v+ 2 5
8. y= u—l'u_ '.'—Z’V_ Jx =1

Jx

.

9}'2 u_lluzvz_ll

1 v—1
i — — — 2
10. y ‘f,;,u '.'+l'v (x +Elu}-2

x+1
1L.y=u2+1,u= v, =

Se clasifican en funciones trigonométricas directas e inversas, logaritmicas y exponenciales, por ejemplo:

y= senﬂ-u';
¥= In,2x-1
yzenusz

< Trigonométricas

dv
—SENV =CO8 V —

dx
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¥ = tan(e* — In x)
y=31—ﬂ

¥y = arc sen(x — 2)
—cot v=—cs¢® v—

—SEC V¥ =s5ec Vv tan véx
dx dx

—d—csc v==csc v cot v v
dx dx
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lo derivada
< Inversas trigonométricas
L . LT I
dx J1 =2 dx 1+v* dx
—arc cos v—=— 1 .@ —arc sec v= 1 .ﬁ
1—v?  dx vy vi—1 dx
——darc fan v= : Q —_8IC C8C V=— ﬁ
dx 1+ dr dx i1
© Logaritmicas
d 1 dv d log, e dv
_]]] —_— e — _]D = il - —
& v ar P dx
© Exponenciales
d dv d dv d _du dv
—e' =e— —a'=a"lna-— —u' =v.u" —+nu-w—
dx dx dx dx dx dx dx
Derivadas de funciones trigonométricas
EAEMPLOS bl
'g_ 1 ®#° Determina la derivada de las siguientes funciones:
.§- y = sen 5x2, y = tan 6x, y = csc 4x?
Solucién
- d oy —cosy® oy A v
Se aplican las férmulas dxsanv—cosvdx, dxtanv SeC’ Voo, —- 080V c::at:vi:cn'pd:‘E a cada una de
las funciones:
% = %s&nﬁf = cosSxZ(%SxZ] = cos 5x2(10x) = 10x cos 5x?
ﬂ:i = 2 i 2 iy b
i l'ixtxzmﬁx sec” 6x dxﬁx sec” 6x(6)=6sec” 6x
dy_ d C 3 £} d I ey 3 L 2 3 3
—&;—Ecscttx =—csc4x’ cotdx Ex—d-x =—csc4x cotdx’(12x”)=—12x" csc4x” cotdx

2 ®°° Deriva la funcién y = 4 cos(x? — 1)
Solucién

Se aplica la férmula g—xcosv=—senv%,conv=x2— 1

B>

2 _ 2
doos(® —1) = 4%1’ - 4[—sen{f —1;%] = —dgen(s® ~1)- 2

por tanto,

e ®le

= —8x -sen(x?— 1)
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3 % Bucucnira la derivada de 1a funcién y = ————— =

sen x + cos x
Solucion
Primero se aplica la férmula del cociente de funciones:
s _ &
i(ﬂ] o a
dx\ v v

d(sen x + cos x)

dy (senx + cos x) B(ptir==0063) i

ay dx
dx (senx + cos x)°

— (sen x — cos x)

Se derivan las funciones con las férmulas para la funcién seno y coseno:

dsenx dcosx
dx dx

{senx+cusx)|- dszlx dc:: x'|

]—(smx—msx)[—+

(sen x + cos x)*

(sen x + cos x)’ (senx +cos x)’

& _
dx
j_d'}'_ {sen x + cos x)cos x + sen x) — (sen x — cos X }(cos X — sen x) {san x+cos x)° + (cosx —senx)’
dx
&
dx

sen” x+ 2 sen xcos x+ cos” x+ cos’ x —2senxcos x+sen” x _ 2(sen’x + cos’ x)
(sen x + cos x)° (senx +cos x)*

Se aplica la identidad trigonométrica sen® x + cos® x = 1 y se obtiene como resultado:
dy 2

dr  (senx+cos x)°

4 @2 Dxermina la derivada de la funcién r = tan’ (V0 — 6)

Solucién

Se expresa tan’(v{a—ﬂ] [ (J_ B]] y se aplica la férmula %v —nv""dv

dx

dr dtan’(JE—ﬂ] . d[t-'m'{::z_—'9]]3 [ (J_ B]]z dtﬂn(u‘r_ G]

do d do
y 7 d . dv i
Se deriva la tangente con la férmula E tan v =sec” v e y se simplifican los resultados:

(f 9)

:; 3 tan® (VB — ) sec?((6 — )

I B =

& = (2552 (-0} (a0
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5 @9 Deriva la funcién s = cos 2¢ - sen 4t

Solucién
Se aplica la férmula para derivar un producto i{nv} = uﬁ + 'u-'E
P P P T el
ds _ d(cos2tsendt) _ dsendr doos2t
5 =& cos2t Sl +sen 4¢ "

Se deriva el seno y coseno con sus respectivas férmulas y se obtiene el resultado:

% = coth-[cos4£%]+s&n 4:-[—5&112:%] = cos2t [4cos4t]+sen 4t [—2sen 2t
ds
E =4 cos 2tcos 41 — 2 sen 2t sen 4¢

6 ®*° Cuiles la derivada de la funcién y =

Solucién

Se aplica la férmula %(E] —_dr _dx

d(ly dJsenx

d 1 senx ———1

& _ _ de ___dx
dx Jsen x { 'IISGDI}
Se realizan las respectivas derivadas:
fﬂ.):u djsenx 1 dsenx_ 1 P cos x

dx ¥ dx _2m'fscnx dx _QJseux

2,/sen x

Se sustituyen y se obtiene como resultado:

COs X =
Jsen x (0)—1 Co6 ¥
3 [2 senx] _ Q:Fsenx o cos X

&l&

sen x ALY 2 sen x,sen x
1

EJERCICIO 31
Deriva las siguientes funciones trigonométricas:
1. y =sen 8x 5. f(x) = cot 4x?
2. f(x) = cos 3x? 6. flx) = csc 9x
3. f(x) = tan x? 7. f(x) = cos ax
4. s(t) = sec 6t 8. 5(1) = tan b2
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9. f(x) = 6 sec x?

CsC

b | =
ENES

10. fix) =
11. f(x) = acos 3x
12. f(x) = cot(3x — 5)

13, f(x) =2 sen %

14. f(x) = ms(Sx - g]
15. s(t) = tan(at + =)

16. f(x) =senx + cos x
17. s(t) = sen Vi
18. f(x) = cot Yx

19. f(x) = sen 1
x
1
20. s(t) = cosF

21. f(x) = sec ::_;

22. f(x) =tan 3x — 3x
23, f(x) = ax + cotax
24, f(x) = sen(x — 1)?
25. s(1) = cos(31® +2)°

26. fix) =4 cot \jx —1

27. fix) zm(._x_j_l]
x—1

28. f(x) = sec(ax +b]

ax—b
29. f(x) = sen® 5x

30. f(x) = cos® bx

118

31.f(x) = tan* 3x2

2.9 = o
33.f() = |Jsec5x?
34.f(x) = Y3an s

35.f(x) = xsenx

36. f(x) = x* cos x2

37.fx) = sen3x
x
38,50 = =
39, y = sen(ax?)
40.y = acos (3x)
41,y = tanx
42,y = lmc 3%
6
43.y = -;-t‘scz—;

44,y = x2+3x—scn(%]

45.y = —3cot (1—x")
_2 x+1

46.y = 35“(;:—1]

47.y = ser®( bx)

48,y = tan*(2x — 1)?

49,y = \fsec 2x
50.y = 3tan x?

51.y=x-cos’4x

xZ

5N ax

52.y=
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53. y= xvesc2x

cos(mx)

My sen(nx)
1

B.y= 1+senx

56.y =xcosx —senx

tan x—1
tan x+1

5l.y=

58.y = x%sen 2x — 4xcos 2x — sen 2x
99, 3= oos(2x — 1) - tan(1 — 2x)

0. y = x? sec{m — x)

3
3xsen x
Bliy= ( 3x+1 ]

la derivada

x (1 +senx)1— sen x)
cos X

4. y=

65.y=2senxcosx

66.y= csc x-tan x
cos X
67.y= 1+C2CBI

68. vy = cos?(3x + 1) — sen®(3x + 1)

y1—sen’x

69, y= 2
1+ tan x)
m.y=7{ L.
sec x

Tl.y= ism’x—sanx+l

2

72.y=2cosx+ 2xsenx— x?cosx

= x+1 s L A
62, y = cos 1 .y i ssen4x+645¢n8x
1+ tan’
63.y= L
XSEcx
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
Derivadas de funciones inversas trigonométricas
EJEMPLOS "
-8. 1 @e- Deriva lafuncién y = arc sen x?
§  Solucién
e d dv
Se aplica la férmula E{ﬂmsenv) = ﬁz
dy d _ 1 dxy 1 . 2x
= = — (arcsenx’) = - = x) = ——
Rk v A RN e N e
ol ; y 2x
Por consiguiente, la derivada de la funcién es y" = 0
-x
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2 @2 Cuil es la derivada de I funcién y = arc tan (Vx —1)?

Solucion
e d 1 v
Se aplica la formula E(mmv]_mg
dy_d IR SR.L s NS SR O
dx “‘mm(ﬁ ) (ﬁ—1]2+1 dx (\,f;_l]ﬂ.l 2Jx
dy _ 1
& 2z |(Vx-1) +1]
dy _ 1
dx 2\;’;[x—2\f§+2]

3 ®2: Obtén la derivada de la funcién r = 62 arc sec

Solucién

dr . d de’ 2 1 df
— T s + T e i 2
0 V] 0 arc sec @ +arc sec 8 0 o [B—J'—B’ : Bl arc sec B(26)

= + 20 arc sec
6 -1
4 ®°° Determina Ia derivada de la funcién y = ™
X
Solucion
1 dx
i x%(msmx]—(mcsanx]% x[ p— E]—msmx
dx x a x*
X
= — arcsen x
dy _ l—x i X _arcsenx 1 arcsenx
dx ¥ S 1-2 -z x1-# *
EJERCICIO 32
Determina la derivada de las siguientes funciones:
1. ¥ = arc sen 5x 5. f(x) = arc sec x?
2. f(x) = arc cos 4x2 6. f(x) =arc csc 3x2
3, f(x) = arc tan 3x 7. f(x) = arc cos E
4, y = arc cotx? 8. f(x) = arc sen g
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16

17.
18.

19,

21,

25,

26.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

9.

10.

11.

12,

13,

14,

15.

f(x) = arc tan =
a

f(x) =2 arc sec Vx

y = arc sen(3 — x?)

¥y = arccosy/l—x

y=xzﬂrctanx

¥y = xarcsenx+./1—x°

b Samcot[\flé;f _x\f162—x’

.y:xamcsc(x")+amtan[ lx I]
-x

SN 2

@ = arccsc§” —1

1
y= g\fl—ttxz +chsen2x

g 2+2
V¥ = x?a:csenx+(x 5 J-\I'I—Iz

firy= b’ =r" +b-ﬂmsen£

., ¥=x—arctan x

. ¥ = arc tan {2x)+mcsen[\|’x—z]
1+x

, ¥y = arsen Jx

1
y= xﬂrcms(—]
x

y = arc sen{4ax — 4x?)
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27. f(r) = arc sen(r — 2)

28,

29.

31.

32,

33,

37.

41.

43,

= -E+dan m(mf]

4 2

2o
y = 4arcsen (E-i—]—-.fél-x—xz

1 (2x+1]
y = —arc tan

2 +6) /4x — x°
.y = Barccsc SR R
x—2 2
-1 1
y= x__2___ 2x—x2+-2—nrcsen(x—1}
s@) = 3912 +2amsal%

6y =253msen3?x +3x,/25 — 9x

.w= 2842+ 2 arc tan ﬂ—lﬁ

3 3 2

2 (1 x]
. ¥ = carc tan| — tan —

3 2

~ arcsen (msf]
& 3

. ¥ = x arc cof(tan x)

_ arc sec 2x)

a1

x
Ly = mt:sac(hﬁ:i]
= 4 arc sen 2grel
4 3 +2
.s=+rarccos(l —f) + 2t

¥y = arc cos{a + x)
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Derivadas de funciones logaritmicas y exponenciales
A continuacidn se enlistan las propiedades de los logaritmos, las cuales, al aplicarlas, simplifican la funcién al momento

de obtener su derivada,
1. log, AB = log, A+log, B 4. log, YA = llcngm,»‘%
n
A
2' logaE = logaA_loga B 5" ]'O-gna A = {IOEEA}“

3. log, A" = n-log, A

Las propiedades anteriores también se aplican a los logaritmos naturales.

EJEMPLOS
=R/ ) ®¢- Ercucntra la derivada de la fancién y = In x2

Solucién

. dlinv 1
Al aplicar la férmula -

@
dx vdx
dy

[
s
[
[&]
(=
=
P
[
ERIY)

&

2 ®%° ,Cyjl es la derivada de y = In2(x2 — x)?

Solucién

Se expresa la funcién como: In*(x? — x) = [In(x?> — x)]’ y se aplica %v“ = m“_’(%v]

dln (x> — x) = 1 d(x*—x)
vt o M =N ¥ | e s, S
dx =) =-x dx

[ln(x*=x)]* = 2 In(x® —x)

&~

2@ —x)

1 ox-1
- X

2
X

-In (x* = x)

Ble Bl Ble BlS
Il
.
%
|
&

22x-1)-In(x"—x) _ 4x—2
X-x X-x
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3 ®¢ Obtén la derivada de y = x2 In(mx)?

Solucion
duv dv du

Se utiliza la férmula del producto b = + v
u rmu produc i udx vdx

—_ d 2 2 —_ 2 d 2 d 2
= E(x In(mx)*) = x Eln{mx)z+ln(mx) =¥

2 1 i 2 2
= dx(m) + In(mx)” - (2x)
=iy - 2(mxym + 2x In{mx)’ = 2x + 2x In(mx)?
(mxy*

Utilizando log, A™ = n log, A, se obtiene:

BE EIE RIS
|

% = 2y + 2v(2 In(mx)) = 2x + 4x In(mx) = 2x[1 + 2 In(mx)]

4 ®¢° Determina la derivada de la funcién ¥ = In(sen x)
Solucién
Se deriva la funcién y mediante identidades trigonométricas se obtiene:
dy

d 1 d 1 cos X
— = —In —_ e — —— - — = t
{sen x) Zoo {sen x) = COS X % cotx

5 ®9° Derivay = 111[1+5mx]

1—senx

Solucién

Al aplicar las propiedades de los logaritmos se obtiene: y = In(1 + sen x) — In{1 — sen x)
Se deriva la funcitn:

’

B

d d (1 \d (1 \d
2,1+ s x)——in(l sanx}—(l+sﬂux]dx(1+smx] {l—smx]dx(l sen x)

1 1 _ COosXx COs X
- [l+smx]{cmx) (l—smx]{ cos x) = l+scnx+l—seux

_ cosx {1+ sen x)+cos x(1 —sen x) _ Cosx+cosxsenx+cosx—cosxsenx
(1 + sen x){1—sen x) (1+sen x)(1 —sen x)

-

,  2cosx  2cosx 2 _ 5
l—sen’x  cos’x  cosx

1
—] =2secx
cos X

6 ®° Cuiles 1a derivada de la funcién y = 2~ 17

Solucién

Se aplica la férmula %e” = e'% y se obtiene: % =% ~%{2x—l) =g 1.0 =021

pero y = ¢~ por tanto % =21 =2y
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7 ®¢° Determina la derivada de la funcién y = 3W/e™*

Solucién | |
La funcién se puede expresar comoy = 3(e™*)? = 3¢7, se deriva:

dy _ df,3=x]| _ a3 df1 _ g (1 I
(36 3e = S Cos X 3e 2{ Sen Xx) S senx-e

Solucién
dv  du

tiliza la fi la del =gty
Se util ormula del producto Rdx vdx
% _ %(Is_e.&] _ x:%e,& +e.'xdixx! _ x!_e;:%\f;_keﬁ_(axz)
ﬂz 3_..'I_L+32_JI=12 _JI_’_ T
5wl T x" e S¥ Vx-e e
% - %xz-e":(\f;+6]

Q ®¢: ,Cuil es la derivada de y = 5+ +51 =79

Solucion
Se aplica la férmula ia" =a’ -I.lmﬂ
5 = dx dx

dy d o ciisr x +Ex =7 d 2

_—= — = -]]] - —_— —

(5 y=25 5 (x"+5x—=7)
— §FtT -In5-(2x+5)

= 2x+5)-57%7 .5

10 ®** Encuentra la derivada de la funcién y = (sen x)*"

Solucién

Se aplica la férmula %u” = y.u” -% + Inu -u" %

% = ¢*(senx)” i—(sanx)+ In(senx) - (senx)” -g—x(e‘ )

% = e"(senx)” (senx) (cosx) +In(senx)- (senx)" ()

@ _ e*(senx)” (E] + In(sen x) - (sen x)°* (")} = &*(sen x)** cot x + e*(sen x)e* In(sen x)
dx sen x

% = ¢*(senx) [cot x + In (sen x)]
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EJERCICIO 33

Obtén la derivada de las siguientes funciones:
I, y=Inx?

2, f(x) = In 4x2
3. f(x) = In(3x2 — 5x + 2)

4, f@®=mx

5, f(x) = log x©
6. f(x) = log 5x*
7. flx) = log, x
8. f(x) = log, ¥x
9, f(x) =In*x
10. f(x) = In? 5x
1. y=x’Inx
12. y=xInx?

Inx
13, y= —
u x

In x*
X

14, f(x) =

18, y=ti,f—om
16. f(x) = Inx*{3x" — 1
17. f(x) = naxjax’ = b

3x—5
2x+1

—-b
19, 5 i |5
4 cx+b

2. y=Insenx
21. y =Incos 5x
2. y=hx*-4)

18. ¥ =1|1[

23, y= I f3x+4

94, 5 2x-3
2x+3
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la derivada

.y=]n@'rx’T8

2. y = In*(J/x)

32,
33.

.y= Jlnx

. ¥ = In(sec x + tan x}
.¥y= In/1—sen2x

37.

&

.y = In[(6x + 4)(3x2 + 2)]

1-2x

2y = logy [——

14+ 2x

.y = log (5b%° —3vx)

. ¥ =x — In(e* cos x)
31,

y = In(sen® x)
y=xhhx
¥ = In(sec? 2x - cos® 2x)

¥ = In(x sen x}

.y=lenx2

39.y= ].n(tan\f;}!

40. y = logx

41.

y:2x2+5:

42, f(x)= b™

&

4

.y=31‘”

. y = 5F=nz
.y=x-21“‘
y=x-5

47,

y=e*

zesﬂ—zx+1
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49, y= e{!ﬁ 70. y= ea’cuuu'
50, y = extuns M, y= 1n(Jxe=*]
B X
51, y= E(e" -e *] 72, y = xein*
&= e
52'}'_311_’_8—1. ?3')'_;+1
xe*
53, fx) = e* 74.y= Ing?
Inx+1
-8 -
M. fx)=e 5. a1
a5 |
55. f(x) = e¥ ! 76. y = e..u
et =1
56. fx) = € 77. y = In(in sen? ax)
57. fiy = e 78, y = gt
58. f(x) = Ve 79. y =x2 e
: In sen*x
59. f(x) = e* 80.y= =~
60. f(5) = €= 81. y = In[3ax* ¥ — 4}
61. f(0) = e=n"0 82, y= J©+9 +3]n(x+\jlx2+9]
62. f(x) = == 83. y= imhtm2x+ih{sm2x+tm2x}
63, y = g*=ns 84. y = xarc tan x — In\/1+ x*
4. f(x) = 5 ss.y=§ x2—4—2]n(x+.fx’—4]
65. fix) =7T= 86. y= xarcsecx—ln(x+.ll'x’—l]
1 2x—3
: = 7. y= —In
6. f0) = 5 S n [2x+3]
61. y=x% 88. y = xarc cot x + Iny1 +%°
68. y = x™* 89.y=xmt:u‘5c§+2h](x+\sz—4]
9. y= ¥x

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Derivadas de funciones implicitas
Una funcién implicita es una relacién que se expresa en términos de x y y, por ejemplo:
W —y+S5=x% snx=cos(x—y; ETr=x Ihx+y=[x—y

En una funcién implicita se derivan término a término los elementos de la igualdad respecto a la variable que se
indica y al final se despeja la derivada.

EJEMPLOS .

% 1 @2 Cuiles la derivada % de la funcién implicita 3x? — 6xy + y2 = 2x — y?

=
=

Solucién
Se derivan ambos miembros de la igualdad:

d d
5(312 —6xy+y2)=a(2x—y)

Il
i
[& &

3{21:)-6(:% +y{;—d:]+2y

dy
—x———Gy+2
6x —6x 6y+2y

Ble Bl

dx
- %
dx
Se agrupan los términos que contienen % , y se despeja:

dy , dy_ dy
—6x2+2y2 1+ 2 =216y-6
J:é: ycb: dx 'y X

%(—61+2y+1)=2+6y—6x

dy _2—6x+6y
dx 1-6x+2y

Por lo regular, el resultado de la derivada de una funcién implicita se expresa en términos tanto de x como de y.

Es comiin que en algunos casos la expresién % se represente como y ',
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2 ®°° Determina la derivada y’ de la funcién Jx+y =x—y

Solucién
Al derivar ambos miembros de la igualdad se obtiene:
d dx  dy
—(x+y) —+
i x+y=£(x—y) -y ﬂ—zg_ﬁ g le_ﬂ
dx dx 2 x+y dxr dx 2 0x+y dx
e deancinart te Indgnalind el Ty bomnd vearitmiioces:
¥ g0 Q\fxTy ¥y :

1+y' = 2x+y =" Jx+y — y’+2y’ﬁ=2x+y—l
y(1+2Jx+y) = 2Jx+y-1

, 2yx+y-1

LA W

3 ®2 Obtén la derivada y' de la funcién y = e* +¥
Soluciéon

Se derivan ambos miembros de la igualdad:
% _ %exﬂ - e‘+’-%{x+y) >y =eM+y)
Se despeja y’ de la igualdad:
y=ettTr+yleity oy —ylettr=gty 4 Yyl -t =erty
Donde:
Rl R

i Xty o ¥ =

1—e I-y

A 9 Encuentra la derivada ¥’ de la funcién implicita sen(x + y) = x

Solucion
d dx
-d—xsan(x+y)=£_— - cos(x+ 1+ y')=1 — cos(x + y) +y'cos(x +y) =1
y'oos(x + ¥} =1 — cos(x + ¥)
Donde, la derivada

y_ 1—cosx+y) _ 1 _oos(x+y)
cos{x+ ¥) cos(x +y) cos(x+y)

=seclx +y)—1

128



CariTuC 4

loy derivada

5 ®9: Obitén la derivada % de la funcién implicitax —Iny = In x

Solucion

R
E

2
B
=3
o

d d dx
— —]n = — — —
! (x ¥ ! (In x) =¥ !

Se despeja la derivada de la igualdad:

6 ®°° Determina la derivada respecto a x de la funcién cos(x + y) = sen(x — y)

Solucion

d soll s
Em(x+y)— dxscn(x ¥

—sm<x+y)%<x 1) = ms(x-y)%{x ~y)

—sen(x + - (1 +y) =cos(x =y - (1 =¥’}
—sen(x + y) — y'sen(x + y) = cos(x — y) — y'cos(x — ¥}
Se despeja la derivada:
y'oos(x = ¥) — y'sen(x + y) = cos(x — ¥) + sen{x + y)
y'[cos(x — ¥) — sen(x + ¥)] = cos(x — y) + sen(x + ¥)

cos(x— ) +sen(x + )
cos(x—y)—sen(x + ¥}

[ —

7 ®°° Encuentra la derivada de la siguiente funcién implicita \x +/y =2a

Solucién
d _i St i
S TaTEee % FEitEp e 2 %

EJERCICIO 34

Deriva las siguientes funciones implicitas respecto a x:

1.x2+y2=4 5.+ 2y—-6yr=1
2. 2y =1 6. (x+1P2 +(y—-12=5
3.}'2—83::0 T_ﬂ:x

x=y

x? 2
4,32+ 22+ 5c—2y—1=0 8. £ -Y =1
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19,

21,

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

11,
12,

13.
14, x
15,
16.

17,

18.

Sy

- Yy =2

10.

Y =2y =xy+ 55y —y
3 =2x"y+5xy=y—3x
yyxty=x

Jx+y=x

_2x-3y
2x+3y

Jr—Jy=2x
y=hnJ/xy
xzyzzehky}

In(sen(e”)) = x

x+y=hnx-y)

E+J_l

: e

L xr=2
_ y:mtﬂni
¥y
. yhx—xIny—2=0
. ¥ = (Inxy

LIn(1 + e?) =e*

. Inx™ - x=0
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30,
a1
32,

33,

35,

36,

37,

38,

39,

41.

42,

43,

45,

47,

49,

50.

xet —y=0
& —xy=2
sen(e*?)— ™Y =x

erosy = 3x

. sen(x + a) — cos(y — b) = ab

¥ —cosx=seny

sen?(4x) + cosX(4y) = 8
guS T — gseny —gen y
sen(xy)—2x =3

senx —cosy—3=0

. e =cosx

l+senx _
1+seny

xarc tan y— y=0

y=In[sen(x + )]

. 2=x-3=0

e +xy—2y =0

X =y =0

2+sen(x+y)=y+cos(x+y)

Yy
tan xy

—x=2

yarccotx—x—2=0

yarccos{e’}=cos y
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Derivadas de orden superior
Las derivadas de orden superior se obtienen al derivar una funcién y = f(x), tantas veces como lo indique el orden
requerido.

La derivada de una funcién se llama primera derivada y se denota con y’ =

dx
d’y
La derivada de la derivada se llama segunda derivada y se denota con y" = el
El proceso de hallar derivadas, una tras otra, se llama derivadas sucesivas,
La enésima derivada de una funcién se denota con '™ = % = "N (x)
EJEMPLOS .
2
-% 1 @ Encuentra la segunda derivada :x_z de la funcién y = cos® x
w Solucién
Se obtiene la primera derivada de la funcién:
d 3
% = c:; 2 — —3cos’xsenx
Finalmente, se deriva el resultado anterior para obtener la segunda derivada:
2,
% = % (—3cos’xsen x) = —3cos® x + 6 sen’ xcos x

3

2 ®¢: Determina % de la funcién y = In x

Solucién
Se obtiene la primera derivada:

Se encuentran la segunda y tercera derivadas:

2 3
d:v:i(l]:_i . ﬂzi(_i]zis

a?  dxlx ° e dx\ 2 x
4’ ¢
Finalmente, el resultado es: E}; = F

3 ®*° Encuentra % de la funcién f(x) = x>+ 22 — x
Solucién
Se deriva sucesivamente la funcion, hasta llegar a la cuarta derivada:
fO=x*+2-x fE=3+4-1 f®=6x+4
=6
fix) =0
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2
4 @2 Cudl es el resultado de % T
Solucién
Sc obtiene la primera derivada implicita: i-{x’ -3ty = i(1) - 2;—3(xﬂ+>']+ﬂ =0
dx dx dx dv

dy dy
2x-3xZ -3+ 2 =9
X xdx 'y e

L
-3 =3y -2

L) '
dx 1-3x
(1=13x) (3@— —2] —(3y—2x4-3)
la de'm.gix_isy_zx fi__ dx
segunda deriv. cs.dxz el T—ag — e =30
3y—2x
1-3x)| 3] =——— |2 |3y —2xX—-3
ﬁ_( x}[[l_h] ]-{y xX=3)
dx’ (1-3x)°

d’y _ 33y —2x)—2A1-3x)—(3y—2x)-3)
dx* (1= 13x)

d’y 9y—6x—2+6x+9y—6x
dx’ (1—-3x)

d’y 18y—6x-2
dx*  (1—-3x)

2
A ®%° Determina % dex?—xy+y*=2

Solucion
Se obtiene la primera derivada:
TN (2 & _
Fmem=al) o (Idx"'}']*zl’dx 0 -
pliop b Boag o Bt e
2x X y+2ydx 0 — dx{zy N=y-x = dx  2y—x
. . dy _dy-2x d’y &y_x)(ﬂ_ﬁ]_{y_h}(zﬁ_l]
&:Dbilemlasﬂgﬂndﬂdcmrada.-&;; _E(Qy—x] - E;z" Qy—2)
_ 3}- | 3x
P ) ) 0=
ax’ 2y—=x)
ot " dy _ _6(¢ —xy+y)
al simplificar se obtiene: e Qy—x7
&y 6(2) 12
-y +y¥ =2 —z =~ =
pero & — xy + @ @y-x @y
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EJERCICIO 35

1

10,
11,
12,
13,
14,

15.

16.

17.

18,

19,

20.

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Determina dxm,my—

. Determina

. Obtén

Realiza lo que se te indica:

4

de* '

.0btén$,siy=4x2—ﬁx+2

d'y 4x—1
5x+3
a’ ., ax+th
d’ YT —b

3

. Obtén g,my—(ax+b}"‘

4

o ;
. Determina ﬁ,m)’=senx+cosx

2

. Determina i—y,my In(sen x)

3 3
?i;'-*"s‘”‘u 17

2

. Encuentra d—y,siy = tan e*

dx’

2
Cidlestn L dix gy Ty =4

dx*’

Obtén jx—,,siyZ J9—F

2

Determina :Ix—‘:l,sixz+y2= 16
4

Obtén g,siy=xlnx

2

Calcula la % sisenx +cosy=20

d’y

z ,obtén —
Sen X, 0 ndx

Siyv=x

3
d’y d"y

Sly—x ,Dbté = &

Encuentra y"dexy +y—-1=10

3

Siy = In(cos x), determina %
dz

1 +Sﬂ]1x ,O‘bte]] E

Si f{x) =

Determina y"y y"de x? + xy + y? =

.l:)etf:rl:r.'l.l.mlﬂ sifir)=x*—23—4x? —5x+2
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Derivadas de ecuaciones polares
Sea p = f(0) una funcidn en coordenadas polares. La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P(r, 6) es:

@

_dy _ plsenb+pcosd _ dp
dx poosf—psent  dx
df

m

EJEMPLOS =

E 1 ®# Determina %,pamlaecmcién polar p = 4 cos 38
" Solucién

Por el teorema:

d(4 cos 30)
=[ do ]mﬂ+[4cm38]m§a_—125&1385&19+4c0536msﬂ_39&1]395&118—(:0338::069

&
dx |.d{4(’::36)JCDSE—[4CDS39]SﬂnG " —12sen30cosf —4 cos send  3sen 36 cos O + cos 30 sen O

2 .."Enwe,utmlapﬂudientedelﬂmctﬂtﬂngmtﬁalﬂcurvﬂp= 1+senfenf = %

Solucién
Al utilizar el teorema:

d
[2-6-{1+scnﬂ)-|mnﬂ+{l+scnﬂ)cosﬂ _ cosfsen -+ cosf+ cos fsen

cos” f— sen’f —sen 0

&
dx [E‘%{l +sen G)Jcosﬂ —(1+sen )sen 6

_ 2cos @ sen 8+ cos @
cos’ 6 —sen’@ —sen 0

_ sen28 +cos @
" cos26—sen @

=13

Se evalia p’'end =
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EJERCICIO 36
Determina la derivada de las siguientes ecuaciones polares:

a
l.p=2senf + 3cosf 6. p= I—cosd
2. p=4cscl 7. p=e"

3. p=asen 50 8 p= 433:7-%
4. p= ,jsen2f 9.p=3-2cosd
5.p=1+cos# 10. p= 40
En las siguientes ecuaciones polares, encuentra la pendiente en el punto indicado:
1. p=2cos 8, 8= =
8

12. p = senf —cos 0,0 = 5

T
13. p=tand, 8 = 1
14, p= a—smﬂ'ezw

15. p= 2 /cos% 0= —%

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Derivada de ecuaciones paramétricas

La curva y = f(x) se define por las ecuaciones paramétricas x = h(t) y ¥ = g(r); entonces, la pendiente de la recta
tangente en un punto P(x, y) es:

d dy
_ay g0
m= T ih{r} = E,ccm o =0
dr dt
EAEMPL‘OS »
1
'% 1 .."Ca]cula%pamlafmciéncuyasecmcionespm'ﬂménicussonx=t2+3.t,y= e
i Solucién
Se determinan las derivadas respecto a ¢:
dx _ SO o 1
dt g dt @t +17
For el teorema:
R
B OF
dv  dx 2t+3 (2t +3)z + 17
dt
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2 @4 Determina la pendiente de la recta tangente en el punto (x, y) a la curva, si sus ecuaciones paramétricas son x = ¢ — 2,

1
y= §12+ 1 en el intervalo —3 = t = 3, para el punto correspondiente a ¢ = 2

Solucién
Para aplicar el teorema se obtienen las derivadas: & Y o
dy d [1 2 ] 1 2t _t dx d
— = = |=@)+1l|==(2) = — = = —=—=(-2)=1
dt  at 8( ) 8( ) 8 4 dt dt( )
Al sustituir los resultados, se obtiene:
@t
L) " S S
de & 1 4
dt
Se evaliia la derivada en ¢ = 2, para obtener el valor de la pendiente:
e e
4 2
EJERCICIO 37
Deriva las siguientes funciones paramétricas:
1 {"z‘f : teR
y=t —4
x=3"-5
2 _t+2 1=r=3
4
S o
3 {x_ k I, te R
y=t
A {x=bse68’ g
y=atan(
:l
5. i t ; te R
y=tjt—1
6. x=SsanG—cusn9’ o
y=senf—4cosd
x= :
|
T i - teR
' +1
TS
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-3 <r<3

0=8=27

0=¢=2m,

m=t=n,

3a <t <2b,

la derivada
P
3
t=2mn
s B
=2
t=a

T
o=
=1

:}\hﬁﬂuhunluhdmlnhsmﬁndnloh i corr diente
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CAPTULO §
APLICACIONES DE LA DERIVADA
- "Hépital escribié el primer libro de
\ N\ chf:lculc en 1696, en el cual eran ob-
- vias las influencias de sus profesores
o — Johann Bernaulli, Jacob Bemoulli y Leibniz.

|'Hapital sirvié como oficial de caballeria,
pero tuvo que refirarse a causa de ser corto
de vista. Desde ese tiempo dirigié su aten-
cién hacia las matematicas. I'Hépital apren-
dié célculo de su maestro Johann Bernoulli en 1691,

I'Hépital era un excelente matemdtico, en 1692 su fama esié basada en su
libro Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes courbes.

En este libro publicé la regla que ahora se conoce como regla de 'Hapital,
para encontrar el limite de una funcién racional cuyo numerador y denomi-
nador tienden a cero.

Guillaume Frangois Antoine marqués de L'Hopital
(1661-1704)
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Rectas tangente y normal a una curva

Analicemos primero algunas definiciones:

Tangente

Recta que toca a una curva en un punto.

Normal

Recta perpendicular a la recta tangente en el punto de tangencia.
T recta tangente
N: recta normal

AP, : longitud de la tangente
P,B : longitud de la normal

AQ : longitud de la subtangente
OB : longitud de la subnormal

v

© Longitud de la subtangente. En el tridngulo AQP, la tan § = %,pﬂm BQ =y,ytanf=m= %,aldﬂspe—

L= . — _ PO -
jar AQ seobtiene, AQ = -m—l']% , por consiguiente:

A—.Q S |

&&=

© Longitud de la subnormal. En el tridgngulo BOP, la tan § = g=g,pem OP, =y, ytanf=m= % , por tanto,
1

al despejar OB se obtiene, QB = QF, - tan 6, por consiguiente:

TR
QB _}']E
< Longitud de la tangente. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccién de larecta tangente con

el eje X,
En el trifngulo AQPF, por el tearema de Pitdgoras:

(AR)" = (AQ)" + (QR)’
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Pero, AQ=2% y OF = y,, por consiguicntc:

|
&g

2
Aldespejar AF, se obtiene, AP, = % 1+(%] , por tanio,
dx

‘é_}:l’:y?' 1+ y”

© Longitud de la normal. Es la distancia que existe entre el punto de tangencia y la interseccidn de larecta normal con
eleje X.
En el tridngulo BQP, por el teorema de Pitigoras:
(BR)' = (BQ) +(QR)

y Q@

]

Pero BQ =y, - =

S

&l&

2
Aldespejar BF, ,se obtiene, BB, =y, |1+ (%] , por consiguiente:

BR, =y \1+y*

Ecuacion de la recta tangente

La ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto P,(x,, y,) con pendiente m = % estd dada por:
=i
YIHTE L)
Ecuacién de la recta normal
La ecuacion de la recta normal a una curva en el punto P (x,, y,) con pendiente m = — % estd determinada por:
dr

x=x)
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EJEMPLOS .
"g_ 1 @9, Cuil es la pendiente de la recta tangente a la curva x> + xy + y = x — 4 en el punto (1, —2)?
ET Solucion

Se derivan ambos miembros de la ecuacidn:

d(x* +xy+y _d(x—4) [d}' ] dy dy dy
= 2x+| xZ+y|+ 2 =1 2x+xZL+y+ 2o
dx dx U ) T T T R
Se despeia <
dy _1-2x—-y & s _1-2x—y
dx 1+x rperdetinicion:m; 1+x

Al sustituir las coordenadas del punto de tangencia en la pendiente, se obtiene:

_1-2)-¢=2) _ 1
B 1+1 = 5

2 ®9° Determina la pendiente de la recta tangente a lacurva 8 = sen (g—ﬂ] .en el punto (%,%]

Solucién

Al derivar la ecuacion de la curva:

dé T d!%—ﬂl m s
—_— CDS(—_a] = C{B(E—ﬂ](—l) = —cm[;—ﬂ]

do 2 o

se obtiene que: m;, = —cos(g = G]

Se sustituye el punto en la pendiente:

ool 5 ol)2

3 ®° Encuentra la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal a la curva f(x) = —x? + 6x — 4 enel
punto P(1, 1).

Solucién

Se deriva la funcidn y se evalia en el punto para encontrar la pendiente de la recta tangente en ese punto.
Fx)=—-2x+6

Six = 1, entonces,

F)=-2D+6=-2+6=4
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Por tanto,

subtangente: subnormal: y] L2 =(1)4) =

e
Bl

I&Ei-

tangente: dy 1+( ] =i\frﬁ normal: ¥, 1+[ ]2 V17

4 ®°° Determina la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva xy + y — 1= 0 en el punto (3, i]

Solucion
Al derivar la funcién s¢ obtienc y' = e , por definicién m, = — wd
x+1 x+1
1
Se evaliia en el punto 31 m,= — £ R
P ] S| T
Ecuacitn de la tangente:

A

16 .se sustituyeeny — y, = fz{x x;)

Se obtiene con P (3, %] y mp=

y——1~=—=!+{x—3) - loy—d4=—x+3 - x+16y—7=0
4 16
Ecuacién de la normal:
; 1 R : 1
Se obtiene con P 3,1 ymy, = _E —lﬁ,sesusutuyaeny—yl——E{x—xl)
dx dx

y—i—=16{x—3} = dy—=1=64x—-192 — Gdx—4dy—191=0

Las ecuaciones de las rectas tangente y normal son: x + 16y — 7 =0y 64x — 4y — 191 =0

EJERCICIO 38

Calcula la longitud de la subtangente, la subnormal, la tangente y la normal de las curvas dadas en el punto indicado.
1. fx) = —x+2enx=3
2. flx)=—-x>+3x —2enx= -2
3.y =x?—5x+ 6enel punto (—1, 12)
4, f(x) = x* — 2x? + 3en el punio (2, 7)

5. y= x—"'i enel punto (2, 3)
—

6. f(x) = V—x en elpunto (=9, 3)
7. fx) = /Jx+3 enelpunto(l, 2)

8.y=lenx=2
X
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9. flx) = x*—4xenx=3
10. x*y—y—2=0 enel punto (2, %]

Determina la ecuacién de las rectas tangente y normal a la curva en el punto indicado:
11. y=x"+35 enel punto (=2,9)

12. y=x"—x+1enel punto (0,1)

13, y=4x"—4x+1 enel punto (%0]

14, y=x"—x" enelpunto (2,4)

15. y=x"+3x"+2x"—5x—9 enel punto (—1, —4)

16. f(x) = /9 —2x" enel punto (\E,z]

+1
17, f(x) = ‘—1 en el punto (3,2)
—

2
18. fix) = i en el punto (0,2)

19, y=sen x en el punto (—g,l]

20. y=cosx en el punto (4_3,-!%]

21. y=tanx+2 en el punto [%,3]

x' =y =12=0 enel punto (4,2)

. xy=1 enel punto (1, 1)

x’ +2xy—4=0 enel puntode abscisax = 1

B R ORBB

. x'y' —4y+1=0 en el punto de abscisa x = 2
26. \Jx+y=x+1enel puntode abscisax =3

27. f(x) = Inxen el punto de abscisa x = e

1
28, xy+x—2=0 en el punto de abscisa Ry

Q Verifica tus resultados en la ién de soluciones correspondiente
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Angulo entre dos curvas

Sea P(x,, y,) el punto de interseccion entre las curvas f(x) y g(x), entonces el dngulo @ entre las curvas se obtiene
con:

fix)—gx,)
1+ f'(x,)-2'(x,)

Donde f'(x,) es 1a pendiente de la recta L, y g'(x,) es la pendiente de la recta L,

tan § =

Yi

N\

v

E‘!EMPLOS .
1 ®#° Determina el dngulo agudo formado por las curvas f(x) = 4 — x2 y g(x) = x?en el punto de intersecci6n, cuya
E abscisaes x = 2
=
Solucién
Se obtienen las derivadas de las funciones:
fy=4-x2 g(x) = »?
o)== g'x) =2

Se evalta la abscisa x = /2 enlas pendientes (derivadas)
Fi(N2)=-242 2(V2)=2+2

Se aplica la f Grmula, entonces;

r(V2)-g(\2) -—27-22 42 _ 42

tan @

B 1+ r(\2) g (V2) B 1+(-2v2)22)  1-8 7

Al despejar §
9 =arc tm:{%]

Por tanto:

0 = 38°56’ 32"
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2 ®¢° Cugl es la medida de los 4ngulos formados por las curvas x* + y? =4, x? — y? + 6x + 8 = 0 en los puntos (—1,\@],

(-1,-3)?
Solucion
Paso I:
Se obtienen las pendientes de las curvas al derivar las ecuaciones y evaluar los puntos dados:
Delacurvax?+y2 =4,y = =X ydola curvar?— y* + 6 + 8=0,y' = 23
¥ ¥
En el punto (— 1, ﬁ] , las pendientes son: ) y 2 respectivamente.
V373
En el punto {— 1, —v@] , las pendientes son: — - y— : respectivamente.
BB
Paso II:
Se obtiene el dngulo al sustituir el valor de las pendientes en la f 6rmula.
Para el punto (—l, v@] :
2 1 1

TECR
Por consiguiente: 6 = 19° 6’
Para el punto (~1,—/3)
_%_(_% _% _% 3
=

Finalmente: 8 = 160° 54’

3 ®¢° Encuentra la medida del dngulo agudo formado por las curvas x* + y2 —8 =0 y y2 — 2x =0
Solucién
Se obtienen las intersecciones de las curvas mediante un sistema de ecuaciones:
x2+y2—8=l];y2=2x - X+ 2x—8=0
x+d)x—2)=0
x=—4x=2

Luego, si x = 2 entonces y = =2 que resultan en los puntos (2, 2) y (2, —2)
Se obtienen las derivadas de cada una de las ecuaciones:

xz+y2—8=ﬂ y2—2x=[]
2x+ 2yy' =0 yy' —2=0
¥ ¥
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Se realiza la evaluacion en los puntos (2, 2) y (2, —2)
Parael punto (2,2) — y,/' = —% ==Ly, = %
Luego:
w2
mng=2—— =2 - = 2 =3 donde § = arc tan(3) = 71° 33’
e (R
2 2 2
2 1
Parael punto (2, —2) — y,/ = —__2 =1y’ = _5
Luoego,
1
1-(-1) 1l 2
tan 6§ = 5 = —2 =2 =3;donde 0 = arc tan(3) = 71°33'
s oz =
1+(1)( 2] =
Ya
(2,2
xz"""?_ng 9=71°33"
X
#=71"33"
(2-2) y¥-x=0
EJERCICIO 39

Determina la medida del dngulo agudo y obtuso que forman las curvas dadas en el punto indicado:
l. y=x"+1; y=,/x+1 enel punto (0,1)

4
5 }.:EIE;}.: /25 — x* enel punto (3, 4)

3. y=13=x*; y=18 = (x+5) enel punto (-2, 3)

4. xz_).z_;_):(];y?—xzu en el punto (2,\6]

5. 3x"+5y=0; 2x+5y+1=0 enel punto (l,—g]

x—1

6. xy=1; y= en el punto (2,%]

7. x*+y —5=0; ¥ — 4x=0 enel punto de abscisa 1
8. Determina la medida del 4ngulo obtuso que forma x* + 3y* =13=0 y ' —4x=0
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Calcula la medida del dngulo agudo que forman las curvas dadas:
9. 3’ +4y —=12=0; 4y =9x=0

10, xy=x=2=0; xy—1=0

11, x=.2y ; y=2(x+2)

12. y=x"+x; y=—x"+5x

13, ¥ =x+1; y¥'+2x=4=0

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Curvatura

Radio de curvatura
En geometria plana la longitud de un segmento circular estd dada por la formula: s=r-0 — r=

[

| @

r

En la figura se observa que s cambia cuando 6 cambia,
En una curva cualquiera, al tomar un segmento muy pequefio formado por dos puntos de la curva y al relacionar
Ia férmula anterior se tiene que:

Af=A6
A8 Ag'
As
As
De la férmula anterior se define Ar como:

— E

Af

Luego, si la longitud As es cada vez mds pequeiia, es decir, tiende a cero, el radio de curvatura se define como

el siguiente limite:
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Aplicaciones de la derivada

En la figura se tienen dos puntos, P y 0, de la curva, muy préximos entre si, en cada punto se traza una recta
mangente y su normal. Al punto de interseccion entre las normales se le llama cenfre de curvatura y a la distancia del
centro a cualquiera de los puntos Py Q se le llama radio de curvatura.

1
La expresitn = i—f recibe elnombre de arrvatura.

Para determinar la férmula que permita calcular el radio de curvatura se tiene la siguiente figura,

Ya

y+dy--

En la funcitn f{x) se tienen los puntos Py Q infinitamente muy proximos, de manera que la longitud del segmento
circular ds sea igual a la longitud del segmento PQ; entonces, de la representacidn geométrica de la derivada se tiene

que:

%=tﬂnﬂ - 6=amtan%

Del tridgngulo POR y el teorema de Pitigoras se obtiene:

ds = @ +(dy)’ = \([1 +i“l);]<dx)= = \/1 +(ﬂ]z dé

(dx) dx
Luego,
disr- sy orm
R O 3 L ) 5]
mwd T HL T
@

Finalmente, la férmula para determinar el radio de curvatura es:

"]

S
dx®

La longitud del radio de curvatura es una cantidad positiva.
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Circulo de curvatura

Es una curva dada en un punto de tangencia a la circunferencia, que tiene de centro el centro de curvatura y de radio
el radio de curvatura y que pasa por un punto de tangencia, también se le conoce como circunferencia osculatriz o
circulo osculador.

fix)

Centro de curvatura
Para determinar la férmula que permita calcular el centro de curvatura se tiene la siguiente figura.

Y4

Donde:
C(a, B): centro de curvatura

Q(x,y). punto de la curva
r: radio de curvatura

Se obtiene la ecuacion de la recta normal de la recta tangente en el punto Q.
B-y= —L(a —X)
Ty
Se obtiene la ecuacidén de la circunferencia de centro el punto C(a, 8), radio r y que pasa por el punto Q(x, y).

x—aY+(y—pBP=r?

Al resolver el sistema de ecuaciones, se obtienen las coordenadas del centro de curvatura.

@l (DY dyY
o rs l+(dx] . 1+ E
R A e
dx’ dx’
Al
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EJEMPLOS

'8_ 1 ®%° Determina el radio de curvatura y la curvatura de la curva x2 + y?
i

Solucion

Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la funcidn dada.

H punto se evalia en cada derivada.

d_y
dx?

d’y

e
L PR )
dx ¥ 4"
2+y2 — _32+42
y v

25
64

Los valores que se obtienen se sustituyen en la férmula de radio de curvatura,

o [l+{y’}

b

Por tanto, el radio de curvatura es:

Finalmente, el valor de la curvatura es;
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2 ®¢° Determina el radio y el centro de curvatura de curva y2 = —8x, en el punto (=2, 4)

Soluciéon
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de la curva y se evalia el punto,

dy _ =4 _ 4 _

dx ¥ 4

#y 16 _ 16 _ 1

Los valores obtenidos se sustituyen en la f drmula del radio de curvatura,

1+ (-1)
——[ ki }T — 242 - r=82

- ‘

Por tanto, el radio de curvatura es:
r=8J2

Luego, el punto (-2, 4) y los valores de las derivadas, se sustituyen en las formulas que determinan las coordenadas
del centro de curvatura.

=x—[%] - a=—2- Li_l)] — a=-2-8=-10

4

B=y+[%] - B=4+ 1+(—11)= — B=4-8=—4

Por tanto, las coordenadas del centro de curvatura son el punto (—10, —4)

Radio de curvatura en coordenadas paramétricas
Dadas las ecuaciones de una curva en coordenadas paramétricas.
x=ft)y=glt)
Entonces, al derivar y sustituir en la férmula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

& e
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EJEMPLOS -
—% 3 @#° Determina el radio de curvatura de la elipse x =2 cos 1, y = 3 sen ¢ en el punto correspondiente a t =
i

ol

Solucién
Se obtienen la primera y la segunda derivadas de cada ecuacion y se evalia t = g en cada una de ellas,

x=2cost — x'=-2sent — f=—2san[%]=2{l)=2
X==2cost = x"=-2 ms(;—r] =2(0)=0

y=3sent — ¥y =3cost — y=3ms(%]=3{ﬂ)=ﬂ

y'=—=3sent — y"=—3sen(3;-]=—3{1)=—3

Los valores obtenidos se sustituyen en la férmula del radio de curvatura:

eor+or] [er+or] s
|x-y" =y -x"] l2X=3)—(0X0) |—6|

Fr=

|

=§=
6

For consiguiente, el radio de curvatura de la elipse en el punto correspondiente a 1 = g es:

|

r=

Radio de curvatura en coordenadas polares
Dada la curva con ecuacién de la forma:

p=5()
Se tiene que:
x=pcosf, y=psend
Si se sustituye p= f(0) en estas tltimas ecuaciones, se obtiene:
x=f(0)cosB , y= f(O)sen

Entonces, al derivar y sustituir en la formula del radio de curvatura en coordenadas rectangulares, se obtiene:

(%)

dpY’ d
P2 E2| —p-LL
P (dﬂ] a6’

=3

L [erer]
[o* + 207" — po|
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EJEMPLOS .
-E_ 4 8% Deiermina el radio de curvatura de la curva p = cos 26, en ¢l punto correspondiente a § = ar
o Solucién

Se determinan la primera y la segunda derivadas de la funcién dada y se evalia 6=

SE

p=cos20 — p=cos2m) — p=1
p'=—2sen20 — p'=—2sen2(m) — p'=0
g=—dcos2m — p"=—dcos(w) —» pg'=-4

Los valores se sustituyen en la férmula y se simplifican las operaciones.

[ror]  _ [6] 1

1
5

r: =
|17 +2007 —(1x—4)| [1+0+4] |5
Por tanto, el valor del radio de curvatura es:
r= -l-
5
EJERCICIO 40
Determina el radio de curvatura y la curvatura de las curvas en el punto dado:
1.x2—y?=-3 {(1,2)
2.xy+y+4=0 3.-n
3.x2+dy=0 2, -1
4.y=x3 a1
x=cost oo
- [y=senr t=m
6 x=1+t L g
) e
= =
7. p=cosf o 2
. i
8. p=senz 0= 5

Determina el centro de curvatura de las curvas en el punto dado:

9. x2 =4y =0

10. x2 + 4y =8 =0

11. y =senx
12,y—-€e*=0

13, y=/x+1

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

21
(=2, 1)

w

2’ 1]
0, 1)
3.2)
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Maximos y minimos de una funcién

Definicién

1. Sedice que una funcién f(x) tiene un maximo local Men x = x_, si f(x,) = f(x) para toda xen un intervalo (a, b)
tal que x, pertenezca a dicho intervalo.

2. Sedice que una funcién f(x) tiene un minimo local m en x = x_, si f(x ) = f(x) para toda xen un intervalo (a, b)
tal que x, pertenezca a dicho intervalo.

4 ¥4

B PR —

fef : '

/ i :

g *ﬂ ' x T ls * b x
A0 <) fe) <)

Si f{x) tiene un mdximo o minimo local en x_, entonces la pendiente de la recta tangente (derivada) en dicho punto
es igual a cero.

Y4
M
/‘. fx)=0 Jix)
: m £ =0
X

Donde:
M = punto miximo
m = punto minimo

Criterio de la primera derivada para encontrar puntos méximos y minimos

a) Sif'(x) >0, paratodax € (a,x,)y f'(x) <0, para toda x € (x,, b) (es decir, la derivada cambia de valores positivos
a negativos), entonces en f(x_)existe un valor miximo local.

b) Sif'(x)<Oparatodaxe (a,x,)y f(x) >0, paratodax € (x,, b)(es decir, la derivada cambia de valores negativos
a positivos), entonces en f(x )} existe un valor minimo local.

¢) Siparatodax e (a,b) y f'(x) tiene el mismo signo, entonces f(x) no tiene valor miximo ni minimo local.
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EJEMPLOS .

"g_ 1 ®#° Determina los puntos méximos y minimos para la funcién f(x) = 3x> — 12x + 15, utiliza el criterio de la primera
E | derivada
i

Solucién

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:

&) = 6x— 12

Paso II
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacién:

f@=6x—-12; 6:—12=0 donde x=2

Este resultado recibe el nombre de valor o punto critico,

Paso I
Se da un valor menor y uno mayor proximo al valor critico y se evalian en la derivada,
Para x = 2 se toman los valores 1 y 3

Fy=6(1)-12=-6<0 y Ff3)=63)-12=6>0
H cambio de signo es de negativo a positivo, entonces la funcidn tiene un valor minimo enx = 2.

Paso IV
H valor critico se evalia en la funcidn:

f) =327 —12(2) + 15
fiy=3

Por consiguiente, el punto minimo es (2, 3)

2 @2 Obitén los puntos méximos y minimos para la funcién f(x) = 2x° —3x* —12x +15

Solucién

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcion:

f1(x) = 6x* —6x—12

Paso 11
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn:

)= 6x —6x—12 — 62 —6x—12 =0
¥=-x=-2=0
(x—2}x+1) =0

Los valores criticos son:

=2x=-1
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Paso I
Se dan valores menores y mayores proximos a los valores criticos y se evaliian en la derivada,

3 1
Para x = —1, se toman los valores x = —5 yx= —5

3 =3 _ (-3 21 1 =1 _ =i 15
| == = T - pu— =i ] == —_ = R = = —
()= G] e gm0 v o) -{5) 3] w2
La derivada cambia de signo positivo a negativo, entonces la funcidn tiene un valor miximo enx = —1

Para x =2 se toman los valores x = % yx= g

1)y ) o -2

La derivada cambia de signo negativo a positivo, entonces la funcidn tiene un valor minimo en x = 2

Paso IV
Los valores criticos se evaliian en la funcion:

Parax = —1, f(—1) = 2(—1P—=X=12—12(-1)+15 =22
Parax =2, f(2) = 2(2)’ = X2’ = 12(2)+15 = =5

Por tanto, el punto méiximo es (—1, 22) y el punto minimo es (2, —5)

Intervalos donde crece o decrece una funcién

Definicion

1. Una funci6n es creciente en el intervalo (a, b), si f'(x) =0 para toda x € (a, b)

2 Una funcidn es decreciente en el intervalo (a, b), si f'(x) <0 para toda x & {(a, b)

Y4 ¥

fx)=0

fx)

- e g,

| SRR

Ll EE e T

X fra<ONb X

x
Observaci6n 1. Existen funciones siempre crecientes, pero su derivada se anula para algiin valor de x.

Ejemplo
La funcién f(x) = 1 + (x = 2)* es siempre creciente, pero su derivada es cero para x = 2

FE=3x-2¢ - f=32-2=3H=0
Observacién 2. Existen funciones siempre decrecientes, pero su derivada se anula para algin valor de x.

157



5 CapTuO

EJEMPLOS

CAICULO DIFERENCIAL

-3_ 1 @2 La funcién f(x) = 1 — (x — 2)* es siempre decreciente, pero su derivada es cero para x = 2

F@=-36-27 > f)=-32-27=-30)=0

2 ®¢- Indica los intervalos donde la funcién f{x)= %x* - %xz — 6x es creciente y decreciente.

Solucion

a) Intervalo donde f(x) es creciente.

Paso I

Se obtiene la derivada de la funcién: f'(x) =x2—x— 6

Paso 11
Por definicién f'(x) >0
xl1=x—-6>0

Al resolver la desigualdad se obtienen los intervalos:

(==, =2) U (3,=)
Donde la funcién es creciente,

b) Intervalo donde f(x) es decreciente.
Paso I
Se obtiene la derivada de la funcién:
fixy=x2—x—-6
Paso II
Por definicidn f'(x) <0
1-x—-6<0
Al resolver la desigualdad se obtiene el intervalo:
(-2.3)
Donde la funcién es decreciente.
Grifica:
v
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EJERCICIO 41

1. f(x)=x"—6x+5
2. f(xy==-3x"+5x—4

3. fx)=x"—3x

4. flx)=x"—-6x"

5. f(x)=4x"+3x —6x

6. flx)y=dx’—x"—dx+3

7. flx)==2x"+3x"+12x—35

8. f(x)=’;—3—x’—3x+1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

9.

10

11,

12,

13,

14,

15,

fo=

X

3

f{x)=xf:—

_x+3
f{x)—m

fx)=

2x

Aplicaciones de la derivada

Encuentra los méximos, los minimos y los intervalos para los que la funcién es creciente o decreciente.

x
??64!4'4

4 , 3,
242y 41
3" T3t

x*+4

o |

¥

f=

C4-x

2

X

X
-+

3

Criterio de la segunda derivada para encontrar punfos maximos y minimos

a) Daday= f{x)con f'(x ) =0, si f"(x ) >0, entonces el punto (x_, f(x )) representa un punto minimo.
b) Daday = f(x) con f'(x,) = 0, si f"(x,} <0, entonces el punto (x_, f{x,)) representa un punto maximo.

Ejemplo

Determina con el criterio de la segunda derivada los puntos méximos y minimos de la funcién

Solucion

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcién:

Paso II

Ffxy=x3—3x2-24x — 10

Fx)=3x2—6x—24

Se iguala la derivada a cero y se resuelve la ecuacién:

Los valores criticos son:

3l —6x—24=0
x1=2x-8=0
x-Hx+2)=0

x=4 y x=-2
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Paso III
Se obtiene la segunda derivada y se evaliia con los valores criticos:
fx)y=6x—6
Parax= -2

f(-2)=6(-2)—6=—18<0
25

Por tanto, la funcién tiene un valor mdximo en x
Parax=4

@ =64)—6=18>0
Por tanto, la funcidn tiene un valor minimo en x = 4

Paso IV
Los valores criticos se evalidan en la funcidén:
Parax = =2
F(=2) = (-2 —3(—2¥ — 24(-2) —10 = 18
Parax=4

F(8) = @) ~3(412 ~24(4) =10 = 90
Entonces, la funcién tiene un punto méximo en (—2, 18) y un punto minimo en (4, —90)
Concavidad y punto de inflexién de una funcién

La funcidn f(x)es concava hacia arriba cuando las rectas tangentes a dicha funcidn estdn por debajo de la curva,
La funcién f(x)es concava hacia abajo cuando las rectas tangentes a dicha funcién estdn por arriba de la curva.

Y4 Céncava hacia
f)=0 arriba de (x;, )
f&
x>
o)
Fx)>0

Concava hacia ¥
abajo de (—2, x,) g P %

Donde (x,, f(x,)) es el punto de inflexion.
Prueba de concavidad:

1. Una funcién es concava hacia arriba en un intervalo (g, b) si para todo x & (a, b), f"(x) = 0
2 Una funcion es céncava hacia abajo en un intervalo (a, b) si para todo x & (a, b), f"(x) <0
3. Una funcién tiene un punto de inflexién en (x,, f(ix ))si f"(x,) =0

Eiemplo
Determina las coordenadas del punto de inflexién y los intervalos de concavidad para la funcidn:

Sy = =22+ 9x" + 60x
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Solucién
Punto de inflexién

Paso I
Se obtiene la segunda derivada:

f)= —6x"+18x+60 — f'(x)= —12x+18

Paso II
La segunda derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacion:

-12x+18 =0 — x=§

Paso III

Se evalia la funcidn con x = % :

(5= =G) G o) - %

3 20?]

Por consiguiente, las coordenadas del punto de inflexion son (E’ =

Intervalos de concavidad

Intervalo donde la funcién es cdncava hacia arriba,
Por definicion f7(x) > 0, entonces:

—-12x+18 =0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x < g , por tanto, el intervalo donde la funcién es cdncava hacia arriba

(=)

Intervalo donde la funcién es céncava hacia abajo.
Por definicion f"(x) < 0

—-12x+18 <0

Al resolver la desigualdad se obtiene que x > % , entonces, el intervalo donde la funcidn es céncava hacia abajo

-2+
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EJERCICIO 42

Dadas las siguientes funciones, determina:

a) Puntos méiximos y minimos,

b) Intervalos donde la funcién crece y decrece.
¢) Intervalos de concavidad,

d) Puntos de inflexidn,

¢) Grifica.
1. f(x) = x* —6x+10 7. f(x) = 2x° =3x* = 12x +6
2. f(x) = —x*+4x+6 8. =@x2—1y
3. () = x* =3 —9x+1 9. f) = Jx*+36
4, f(x) = 2x’ —3x" —36x+24 10. fix) =x3%x +2)
5. f() = x* — &3 11. f(x) = sen(2)en [0, 7]

_apt
6. f(x)= x +}‘_2

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Opfimizacion
Los métodos para obtener puntos médximos y minimos de una funcién son una herramienta que se emplea para solu-
cionar problemas pricticos donde se va a optimizar una variable.

Hay una gran variedad de problemas, por lo que resulta dificil dar reglas especificas para resolverlos, No obstante
se dan algunas sugerencias:

©  Leer cuidadosamente el problema y pensar en los hechos que se presentan y las variables desconocidas.
& Hacer un diagrama o dibujo geométrico que incluya los datos.

2  Relacionar los datos con las variables desconocidas, hallando la funcidn a maximizar 0 minimizar,

<  Encontrar los valores criticos y determinar cudl corresponde a un méximo o a un minimo.

QEMPLOS *

-E_ 1 @9 Encuentra dos mimeros positivos cuya suma sea 20 y el producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro,
E_ / sea un valor maximo,

iu

Solucién

Sean x y y los niimeros buscados, entonces:
La suma de los mimeroses 20: x + y = 20
El producto del cuadrado de uno de ellos por el cubo del otro, es maximo: P = x%y?
Se despeja y de la primera igualdad y se sustituye en el producto:

x+y=120 - y=20-x

Por tanto: P = x?y* = x%(20 — x)* serd la funcién a maximizar.

Se obtiene la derivada: P'(x) = x(20 — x)* (40 — 5x)

La derivada se iguala con cero: P'(x) =0, x(20 — x)*@0 — 5x) =0

Al resolver esta tltima ecuacion se obtienen los valores criticos: x = 0,x =20, x = 8
Se obtiene la segunda derivada: P"(x) = —20x3 + 720x2 — 7 200x + 16 000
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Se analizan los valores criticos:

Para x =0, P"(0) = 16 000 >0, entonces en x = 0 existe un valor minimo
Para x = 20, P"(20) = 0, entonces en x = 20 no existe valor maximo ni minimo
Para x = 8, P"(B) = —5 760 < (), entonces en x = § existe un valor miaximo

Por tanto, uno de los valores es x = 8 y al sustituir en y = 20 — x, se obtiene y = 12, entonces los niimeros que
se buscan son:

x=8,y=12

2 ®%° D¢ I35 cuatro esquinas de una limina cuadrada de lado m, se suprimen cuadrados iguales de lado x. Se doblan los
bordes de la ldmina recortada para formar una caja sin tapa. Determina la longitud de x, para que el volumen de la
caja sea maximo.

Solucién

m-x

H volumen de la caja en términos de la variable x estd dado por la funcién:
V(x) = (m — 2x)(m — 2x)(x) V(x) = (m— 2x%(x)

V() = ()m = 2xp

Vix) = (x¥m? — 4mx + 4x7)

V{x) = m%x — 4mx? + 4x? funcién a maximizar,
Se encuentra la derivada respecto a la variable x de la funcidn:

V'(x) = m? — 8mx + 1247
Se iguala a cero la derivada:
Vi) =0; m?—8mx+12x2=0
Al resolver se obtienen los valores criticos:
T 7 6

Se obtiene la segunda derivada y se evalian los valores de x:

m

W(E] = —$m+24(%] = —8m+ 12m = 4m > 0 minimo

w(%] = —8m + 24(%] = —8m + 4m = —4m < 0 méximo

Por consiguiente, el valor de x para que la caja tenga un volumen miximo es:

xXr=

x
6

163



5 CapTuO

CAICULO DIFERENCIAL

3 @ Determinacl dngulo que deben formar los lados iguales de un tridngulo isdsceles para que su drea sea maxima.

Soluciéon
Se construye una figura con los datos:

Sea xlabase y yla altura, entonces su dreaes A = %xy

Se toma la mitad del tridngulo:

o
E

A
=
2
Se aplican identidades trigpnométricas en el tridngulo para el dngulo @

_ X

donde, x=2msenf c:cnsﬂ=l donde, y=mcosd

B v
A 2m m

ERSTE

Al sustituir los valores de x y yse obtiene:

AB)= %(stcu 6)(mcos6) — A{6)=%m2[2 sen  cos 6]

Pero 2 sen f cos @ =sen 26, entonces A = %mz sen 28, ésta es la funcion a maximizar.

Se obtiene la derivada y se iguala a cero:
A@y=mlcos20 — AB =0 — micos20=0
m #0; entonces cos26= % =0, despejando el dngulo:
cos 260 =0 26 =cos™(0)

ol
B—EC!IB (ﬂ}

e

k-]
I
=3
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Se obtienc la segunda derivada y se evalda en 0 = %

A"0) = —2m2sen20 — A*{%] =—2m sen2(%]
A”(%] ==2m’ sen(%]
Aﬂ(%] = —2m*(1)
A*(E] =—2m’ <0
4

H drea es méxima para # = % y el angulo que deben formar los lados iguales es de 90°

* Calcula el volumen méximo del cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de H cm de altura y Rcm de
radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan,
Solucién
Observa la figura,

De acuerdo con ella se hace un corte transversal y se obtiene el trisngulo que se muestra; por construccién se tienen
ridngulos semejantes que cumplen con la siguiente proporcion:

R
R=r

=z

H volumen del cilindro es:
V=marh
Despejando h de la proporcion y sustituyéndola en la férmula del volumen se obtiene:

wHr?
R

HR — Hr H H
h=———=H-—r —= V=wr'h=mr'|H—-—r|=aHr" -
= = ar '!rr( = ] m

La cual es la funcion a maximizar,
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Se deriva la funcidn:
2
Vi = ot — 2
La derivada se iguala a cero y se resuelve la ecuacidn para r:
3mwHr"

V'ir) =0, 2arHr — =0

Si R+#0, entonces 2wHRr — 3wHr? =0 — wHr2R—3) =0 - r@2R-3)=0
Valores criticos:

2
— ’ __R
r=0,r=

Se analizan los valores criticos en la segunda derivada:

V'(r) = 2gH — 6WTHr

Para r=0;V"(0) = 27H — %{0} = 2arH > (), entonces, el volumen es minimo.

Para r= %R p V"'(%R] = 2@wH — i?—(%ﬂ] = —27H < 0, entonces, el volumen es mdximo.

Entonces, las dimensiones del cilindro de volumen méiximo inscrito en el cono son:

Jr=2b’.},;h=1'-_i’—EJr=H—E gIu’. =lH
3 R R\3 3

5 ®°° Determina las dimensiones del cono circular recto de drea méxima, que puede inscribirse en una esfera de radio
R=5u

Solucion
Figura

H drea del cono de radio r, altura h y generatriz s, estd dada por:
A=mrs

De la figura se toma el tridngulo rectingulo

h=5+y 5
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Mediante el teorema de Pitigoras se obtiene:

.S'2=(.‘:'!+y)2+1!'2 S=\|I|{5+}')z+rz

De la figura se toma el tridngulo rectingulo,

Por el teorema de Pitdgoras:
S =r+y o rF=25-)

Este resultado se sustituye en: s =4/(5 + ¥y’ +r°

s=JG+ 7 +(25-)

YESI]\'GZEDA = Wrs

A=mr J5+yY +25-)

Maximizar A equivale a maximizar A2, y el problema se reduce a términos simples, es decir:
A =7r*[(5 +y) +25-" ], pero r* = 25—y, entonces:
A =m (S -y)(5+y) +25-y"] > A =725 -y)[25 +10y+y +25-y]
A* =125 - y*X50 +10y)
A =7*(25 -y Y10)(5+y)
A*=107°(125 + 25y - 55" — ')

Si A= f(¥), entonces, f(y)=107"(125 +25y—5y" —¥’) es la funcién a maximizar.

Paso I
Se obtiene la derivada de la funcién:
F'O) = 10725 — 10y — 3y?
Paso I
La derivada se ignala a cero y se determinan los valores criticos:
FO)I=0 = 107725 -10y-3%) =0 — y= -5, yzg

Paso III
Se evalidan los valores criticos en la segunda derivada para determinar los méximos o minimos de la funcién:

) = 1072(— 10 — 6y)
Paray = —5
(= 5)=107%—10 — 6(—5)) = 20072 > 0, minimo.
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Para y =

w |t

f“(%] = 1072 {—10 —6(2]] = —20072 < 0, méximo.

Entonces, para y = % el drea del cono es méxima, sustituyendo en las férmulas: r? =25 — y2y h =5 + y, se obtie-
ren las dimensiones del radio y la altura del cono inscrito en la esfera:

r?=25-y? h=5+y
5Y 5
r 25 (3] 5 5

_ [<_25_ [200 102 _20
r=[25 TN 5 3 U h 3P

Finalmente, el radio y la altura miden respectivamente:

r=%-¢5u h=%u

EJERCICIO 43

11,

12,

13,

14,

Resuelve los siguientes problemas:
1.

2,
3.

Encuentra dos mimeros cuya suma sea 40 y su producto sea méximo.

Encuentra dos mimeros cuya diferencia sea 50 y su producto minimo,

Con una ldmina cuadrada de aluminio de 12 pulgadas por lado, se quiere construir una caja sin tapa, cortando
cuadrados iguales en las esquinas y doblando los bordes. ; Cudnto deben medir por lado los cuadrados recortados
para obtener un volumen méximo?, ; Cudnto mide dicho volumen?

. Calcula el volumen mdximo de un cilindro circular recto que se puede inscribir en un cono de 72 cm de altura y

24 cm de radio en su base, de manera que los ejes del cilindro y el cono coincidan?

. En la construccién de un recipiente cilindrico de hojalata se emplean 100 pulg?, esta cantidad incluye las tapas.

{Cudl es el mayor volumen que podria tener la lata?

. {Cuiiles son las dimensiones que debe tener un cono de volumen maximo cuya drea lateral es de 10 7ru??
. Un cartel tiene una superficie de 150 cm?con mérgenes de 3 cm en las partes superior e inferior y 2 cm a los lados.

Calcula el drea médxima impresa en el cartel,

. Considera un tridngulo rectdngulo con sus catetos sobre los ejes de coordenadas y la hipotenusa pasa por el punto

(4, 3). Determina el drea minima que puede encerrar tal tridgngulo.

. {Qué mimero positivo minimiza la suma entre €l y su reciproco?
10,

Determina las dimensiones del tridngulo isdsceles de superficie mdxima que podria inscribirse en un circulo de
radio r.

(Cudles son los dos puntos sobre la curva y = x*cuyas abscisas difieren en dos unidades, de tal forma que la recta
que los une tiene una pendiente minima?

{Cuil es el drea mdxima posible de un rectingulo, cuya base coincide con el eje X'y sus vértices superiores estin
enlacurvay = 4 — x2?

Encuentra las dimensiones del rectingulo de drea méxima que se puede inscribir en un semicirculo de radio igunal
a 2 unidades.

La resistencia de una viga rectangular varfa segiin sus dimensiones. Si la resistencia es proporcional al cuadrado
del ancho de la viga por la altura, ;cudles son las dimensiones de la viga mds resistente que podrd cortarse de un
tronco cilindrico con radio de 3 pies?
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32.

) ]

35.

36.

37.

38,

18,

19,

5 R B BB OREB

Aplicaciones de la derivada

. {Cuil es la distancia minima que existe entre el punto (5, 1) y la pardbola y = —x??
16.
17,

La suma de dos nimeros es 16. Encuentra los mimeros si la suma de sus cubos es un valor minimo.

{Cuiles son las dimensiones del rectingulo de mayor perimetro que se puede inscribir en un semicirculo con radio
de 5 unidades?

Se inscribe un rectdngulo en un tridngulo is6sceles, cuyos lados tienen longitudes 5, 5 y 6. Uno de los lados del rec-
tingulo estd sobre la base del tridngulo (lado desigual), ;cudl es el drea mayor que puede abarcar el rectingulo?
Se desea inscribir un cono dentro de otro. El cono exterior tiene una altura de 6 cm y un radio de 4 cm. El cono
interior se inscribe de modo que su ciispide reposa sobre la base del cono exterior. La base del cono interior es
paralela a la base del cono exterior. Los ejes de los conos son colineales. ; Cuil deberd ser la altura del cono interior,
a fin de que contenga el mayor volumen posible?

. Calcula las dimensiones de un tridgngulo isdsceles con un perimetro de 6 unidades que tenga drea méxima,
. Determina dos niimeros reales positivos, cuya suma sea 40 y su producto sea méximo.
. Encuentra las dimensiones del cono recto circular de miximo volumen que puede ser inscrito en una esfera de

radio 6 unidades.

. Obtén las coordenadas del punto de la recta 3x + y — 5 = 0 mis cercano al origen.
. {Cuil es el drea del rectdngulo mayor que se puede inscribir en un tridngulo rectingulo de lados 5, 12 y 13 cm?

2
Calcula el drea del rectingulo mayor que se puede inscribir en la elipse, cuya ecuacién es x_z + f—z =1
(2

. Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 4) y forma con el primer cuadrante un tridngulo de drea

minima.
{Cuiles son las dimensiones del cilindro circular recto de méxima édrea lateral que puede inscribirse en una esfera
de radio de ocho pulgadas?

. Para la hipérbola equilitera x* — y? = a2, considera el punto (0, k) sobre su eje conjugado y determina el punto

mis cercano a éste,

. Determina dos niimeros positivos cuyo producto es 16 y tienen suma minima,
. En la construccién de una casa se van a emplear ventanas en forma de rectingulos curvados por semicirculos.

Si el perimetro total de cada ventana es P, jcudles son las dimensiones més convenientes para que las ventanas
proporcionen médxima iluminacién?

. Una persona tiene una pared de piedra en el costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar

y desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados, ;qué dimensiones debe tener el
corral para tener la mayor drea posible?

Un alambre de 100 cm de largo se va a partir en dos trozos, una de las partes se va a doblar para formar una cir-
cunferencia, y la otra un tridngulo equildtero. ;Cémo se debe cortar el alambre para que la suma de las dreas del
circulo y del tridngulo sea maxima?

. Se desea construir un cono con una generatriz de 10 cm. ;Cuil es el mayor volumen posible para dicho cono?
. Encuentra las dimensiones del rectingulo inscrito en un circulo con radio de 25 cm que proporcione el drea

méxima.

Para construir un recipiente cilindrico de hojalata se empleardn 150 pulg?, esta cantidad incluye las tapas. ;Cuales
son las dimensiones del cilindro para que contenga el volumen maximo?

Un anuncio de 20 metros de altura estd colocado sobre una base que se encuentra 5 metros sobre el nivel de los
ojos de una persona, /qué tan alejada debe estar la persona para que su dngulo de visién sea méximo?

Un silo consta de un cilindro con una parte superior semiesférica. Determina la longitud del radio del silo conun
volumen V, que tiene la menor drea de superficie, incluye la tapa inferior.

¢ Cuéles son los puntos sobre la curva y = x* — 4, que estdn més cerca del punto (=2, 1)?

o\h'iﬁcnhunlu&.dm-nhs-:cﬁndnloh‘ correspondiente
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Movimiento rectilineo uniforme

Si un punto se mueve sobre una recta una distancia 5, en un tiempo ¢ con velocidad uniforme v, entonces:
s
V= I,chaqufs =v-t

Sean (s,, #,) ¥ (5,, t,) dos pares de valores de 5 y 1, tal que:
5=V Y 5, =V
Entonces:
Sy =8 =vit,— )

Donde:
8T8
L=

= velocidad uniforme

v =

El concepto de velocidad media es més general que el de velocidad uniforme para cualquier tipo de movimiento
rectilineo,
La distancia dirigida s, de un punto P, desde un origen en un tiempo f, estd dada por:
s=25(t)

Entonces, a la funcién s = {{t, 5) | s = s(¢)} se le denomina “funcién de posicién” del punto Py la velocidad media
de P durante el intervalo [#,, #,] se define como:

S8 _ s(1,) — s(1,)
L= -l"z _II

Sit, — t, = h,entonces t, = f; + hcon h #0, luego s(t,) = 5(¢, + h) y la velocidad media de P durante el inter-
valo [t,,1,] = [#,, 7, + h] es:

3{r| +k) . S(Il}
h
Se obtiene el limite:
Iim S{tl * k) — S{ti)

h—0 h

Este limite se llama velocidad instanidnea, rapidez o simplemente velocidad de P en el tiempo t. Un fisico inter-
pretaria esto como el valor limite de las velocidades medias, medidas sobre las porciones de tiempo cada vez menores
alrededor de ¢,

Al generalizar;

Si la funcién de posicién de un punto P es:

s={(t,s)| s =s()}
La velocidad de P en el tiempo ¢ serd:

o dsO)
v{t) = 5'(1) 5

La cual se denomina funcién velocidad del punto P,

Puesto que s = s(t), v=v{f) y v{t) = % ,entonces v = %

170



CariTuio 5

Aplicaciones de la derivada

Aceleraciéon media

v ={(t, v} | v = v(2)} la razén w , se llama velocidad media de P, durante el intervalo [t, 1,] =
[t,,t, + Al
+ h) — W,
Si existe Hw , entonces se le denomina aceleracién de P en el tiempo ¢, y se denota mediante

a(t, ), entonces:

1
a(t) = ?l. =v'(t) = §"(t)
Por tanto:
_dv _ds
dt dr
Ejemplo

Una particula se mueve conforme a la expresién s(t) = 212 — 3t + 3, donde s se expresa en metros y f en segundos.
Determina:

a) Su posicion inicial,

b) Su velocidad al inicio de su movimiento.,

¢) Lavelocidad que alcanza al transcurrir 3 segundos.

d) Lavelocidad final a los 5 segundos.
e) Su aceleracion,

Solucién

a) Su posicién inicial se determina cuando ¢ = 0, entonces,
S)=200-30)+3=3m
b) Lavelocidad al inicio de su movimiento se obtiene mediante la primera derivada evaluada en 1 = 0

sH=22-3+3 — vit)=4t—3
m

v0)=40)-3=-3 =
5
¢) Lavelocidad cuando ¢ = 3 segundos
n
v(t) =4t -3 =  v(3)=43)-3=9 —
§
d) Lavelocidad cuando ¢ = 5 segundos
vi)=4—-3 = vE=45-3=172
8
€) Suaceleracién se obtiene mediante la segunda derivada:

s =22-3+3 o  JH=4-3 o a=s"(t}=4sﬂz
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EJERCICIO 44

Resuelve los siguientes problemas:

EJEMPLOS

<

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

1.

La posicién de una particula se expresa mediante la funcién s{f) = 28 — 5/ + 10¢t,con sen metros y ten segundos.

3
(Cudl es su rapidez parat = 1, 3 ,0 segundos?

. La distancia recorrida por un automévil sobre una carretera en el instante t estd dada por s(t) = 9¢* — 12013 +

43212, ;en qué intervalos su velocidad media es positiva?

. La trayectoria de una particula en movimiento rectilineo estd dada por la funcién:

s =1>—92 + 241 +2
Encuentra:
a) sy acuando v=10
by syvcuandoa =0
¢} Cuando s aumenta
d) Cuando v aumenta

. Un proyectil es lanzado con una trayectoria que obedece a la funcién s(t) = —3¢* + 54, a) Calcula en qué tiempo

hace contacto con su objetivo que se encuentra sobre la superficie terrestre y la velocidad que lleva en ese instante.
b) En qué instante logra su altura mdxima y cudl es el valor de esta.

. Un proyectil es lanzado en direccién a una torre de 36 m de altura. El proyectil sigue la trayectoria de acuerdo

con la funcién s = —1? + 121, después de siete segundos. Indica la velocidad y la altura en la que hace contacto
el proyectil con la torre.

Razén de cambio

Si una cantidad x estd en funcién del tiempo 7, la razén de cambio de x con respecto a r estd dada por j—:.Si dos

o mis cantidades se relacionan con una ecuacidn, la razén de cambio de cada cantidad se obtiene derivando la
ecuacion.

Pasos para resolver problemas de razdn de cambio:

© Se traza un dibujo que contemple todas las variables y constantes que intervengan en el problema.
© Seelabora un modelo matemdtico que relacione las variables,

@

Se deriva el modelo matemitico respecto al tiempo, se despeja la incdgnita a conocer y se sustituyen los datos
dados.

3
1 ®#- Un cubo de hielo de 10 cm® de volumen, comienza a derretirse a razén de 6——— , ;cudl es la razén de cambio de la
-3
superficie del cubo en ese instante?
Solucion
Se construye un cubo de arista x cuyo volumen es V = 10 cm? y la razén con la que se
derrite es
dav cm’
=2 = -5
dt s

(El signo indica que el volumen del cubo esté decreciendo.)
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Se deriva el volumen V = x*respecto al tiempo: %K = 3,1:2?
1 t
dx .odx
—6=73x"— se des| —
TR R g
-5 i
3x* dr
i ; dx 2
La razén con que disminuye la arista es: 5 = —-=
X
Hl drea total del cubo es A = 6x?y la razén con que cambia el drea es:
Lo PR
. dr dt
Pero — = —— ,entonces:
dt :

dA dx 2 24
3L i _gsl =) =
dt Yt x( f] x

Si el volumen es de 10 cm® = x?, entonces x = 310 , por tanto:

dA cm’

dt 10 s
2
Eﬁeaﬁmﬁnuyearmﬁndﬂ%ﬂ

3
2 ®¢° 5e estd vaciando arena sobre un montén de forma cénica a razén de 30 [l; , la altura del cono es siempre igual al
min

radio de su base. ;Con qué rapidez aumenta su altura cuando el monton tiene tres metros de altura?

Solucién

_1 ., N _1 5 dv__ m
H volumen del cono es V = 3™ h, pero r = h, entonces V = 313-}: S e
Al derivar el volumen respecto del tiempo:

dv 2 dh dh 1 dVv
= = donde — = ki
dt a N w T ah dr
%
Al gttt 2L = g5 yh=3m
dt min
dh 1 30 10
dt 47{3)2{ . 9 3
.. ) 10 m
Por consiguiente, la altura aumenta a razén de — —
37 min
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3 ®% Un automévil se dirige al norte de una ciudad a razdn de 60%,31 mismo tiempo un camidn se dirige al este de
Ia ciudad a razén de 80 % . ; Cudl es la razén con la que varia la distancia entre los vehiculos cuando el automavil

y el camidn se encuentran a 30 y 40 km, respectivamente, de su punto de partida?

Solucién
Se realiza el dibujo con las caracteristicas establecidas:

!

¥ £

: e

Donde,

x =40 km, y = 30 km; = 60 = B0

&|&

km km
h h

3B

Se debe encontrar con qué rapidez se separan los vehiculos (%]

La figura representa un tridingulo rectingulo, por tanto, se aplica el teorema de Pitigoras para obtener la relaciéon:

22=x2+y2
Se deriva la expresion respecto al tiempo:
d _ dx | dy & de . dy .
& =2 L 272 = 2y E 40,2 lificand
& & dr ek il o)
a2 _xdt vy &y
dt z dt z dt

Luego, en el momento enque x =40 km; y = 30 km

z= ¥ +y* = J(307 + @0y = [900+1600 = 2500 =50 km

Entonces,
f _ @iy km), i k)
dr 50 km h 50 km h
dz - {40 }BO) + (30)60) - 3200+ 1800 - 5000 ” IUUE
dt 50 50 50 h
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4 @s-ypy persona sostiene un extremo de una cuerda de 150 cm de largo y en el otro extremo cuelga un bloque. La cuerda
pasa por una polea que estd a 40 cm de altura directamente sobre la mano de la persona, si ésta se aleja de la polea a

mzén de 10 <& ¢{Con qué rapidez se eleva el bloque cuando estd a 6 cm de la polea?
5

o e

La persona se aleja de la polea a 1022 entonces, i:-% = 1022
s s

Solucion

En la figura, por el teorema de Pitdgoras, se tiene:
y2 = x? + (409 — yI=x2+1600
Lnego, la medida de la cuerda estd dada por:
y+z=150 donde, y=150—¢
Este resultado se sustituye en y2 = x* + 1 600

yi=x2+1600 — (150 — z* ==x2+4 1600

Se deriva respecto al tiempo:

d ,_d dz dx

— (150 =z =— (1" +1 2(z -1 — | = 22—

dt( 50-7z) df{x2 600y — 2(z SD)(‘#] o
& % i
dt  2(z—150) dt
& __x &
dt z—150 dt

Cuandoz =6 cm
x24+1600 =(150— 7z — x?+1600= (150 — 6)?
x2 4+ 1600 = (144)
x2=20736 —1 600

x2=19136;x = /19136

For tanto, la razén con la que se eleva el bloque es de:

_S(8)v299 - _ 54299 cm
T2 9 s

dz _  x &:_41913{0)_ ,,‘1913

dt  (:-150) &  6-150 =
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5 @2 Un hombre de 1.70 m de altura se aleja de un poste de alumbrado a razon de 3 m/s, la limpara del poste estd a 10 m
de altura, Determina la razén de cambio a la cual se mueve el extremo de la sombra del hombre,

Solucion

10 m
1,70 m
]
1 ]
I x 1
De acuerdo con la figura L. 3= y la incégnita es L]
dt s dt
Por tridngulos semejantes:
10 m
1.70 m
|$_|
| - :
Se obtiene:
10 x
—_— = 10(x = z) = 1.70x
1.70 x-z - Gt}
10x = 10z = 1.70x
10x — 1.70x = 10z
8.30x = 10z
Se deriva la expresion, resultando:
dx dz dx 10 dz
30— = 10— —_— =_——
8 d dr  830df
dz _ .m
Luego, P 3 : ,entonces,
v _ ﬂ(g) o A o 3612
dt 830 8.30 s

Fnalmente, la razén con que se mueve el extremo de la sombra es de 3.61 m/s.
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6 ®¢- 4 distancia que existe entre las bases de un campo de béisbol es de 28 m. Si la pelota se batea por la linea en direc-
ci6n a la tercera base con una velocidad de 32 ,Con qué rapidez cambia la distancia entre la pelota y la primera
s
base cuando se encuentra a la mitad del camino hacia la tercera base?

Solucion
3a. bas; Ve ‘la. base
L
x= 14% 2
En la figura se observa que:
22 =x?+ (28)
En la cual, al derivar se obtiene:
dt dt dt 2z dt dt zdt

Luego, cuando x se encuentra a la mitad del recorrido, la distancia de z es:
=142+ (282 =196 +784 — z= 980 =14 JSm

Alpglnirr =148 x=1a 5y B = 98 (& _XE o e
dt s dt z dt
dz  xdx 14 1 J5
—_— = _—— = | —=(32Y = | = |(32) = —(32
d zdt (14&]( 2 (JE]{ ) s{ )

Por consiguiente, la pelota se aleja de la primera base a razén de %ﬁﬂ
s
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7 ®%: Unayiso rectangular que mide 30 m de ancho da vueltas sobre un eje vertical que pasa por el centro del rectingulo a
razon de 10 rpm. Una persona que observa a distancia el aviso lo ve como un rectingulo de ancho variable. ; Con qué
rapidez cambia el ancho aparente del aviso cuando éste tiene 12 m de ancho, segiin lo ve el observador, y su ancho

estd aumentando?
\ \3‘““
Observador ® y[ 4 \
AR . ¥ aviso

Sea y el ancho aparente del aviso, también se sabe que gira a 10 rpm, que es 1o mismo que 207 rad/min, entonces se
tiene que encontrar la relacién que existe entre y y 6.

Solucion

De la figura:
Aviso
30 m
¥
[od
Se obtiene:
senf= L — y=30send
30
Derivando la expresidn anterior:
dy do
2~ 30cos 8
dr OV
Luego, cuando y = 12 m, entonces:
¥ 12 2
a = —_— = — — —
e T T

Como el ancho del aviso estd aumentando, 8 = [IJ, 1;-] , por tanto:

2
O=sen”!|=| =235°
sen (5]

D _ 30 cos 099 =30 cos(23.5°)20 ) = 30(0.9170)207) = 550 277
dt dt min
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8 ®¢- Una escalera de 8 m de longitud estd apoyada sobre un piso horizontal y contra una pared. Si el extremo inferior de
2 3 —— ; ; ;
la escalera se aleja del muro a razon de 5 ? . { Con qué rapidez desciende el extremo superior en el instante en que

su altura sobre el suelo es de 3 m?

Solucién
Sea y la altura generada por la escalera sobre la pared, x la distancia generada por el extremo inferior y la pared,
entonces,
8m
¥
| 1
| T 1
Por el teorema de Pitdgoras:
B =x+y? - 64 =x2+ y2
Se deriva la expresién:
&t dt at dt dt
dy
Se des —
PR e
gy _ dedx  _xde
dt 2y dt ydt

Cuando y = 3, el valor de x estd determinado por:

@2 =x2+3)? 64=x2+9
64 — 9 =x?
x= 55
Por tanto,
ar. e szﬁpﬂ
dt y dt dt 3 \2s
dy _ 55 m
dt 2 s

El signo menos indica que la altura sobre la pared estd decreciendo.
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EJERCICIO 45

1

10.

11.

12,

13.

. Un globo de forma esférica, se infla a razén de 0.16 N
min

. Si la altura de un determinado drbol es de 10 \Ers cm, donde r es el radio de la parte transversal del tronco

del drbol. Si el radio aumenta a razon de —;~$ , {,con qué rapidez cambia la altura cuando su radio es de 5 cm?
ano

. Un ndufrago es remolcado hacia un barco con un cable. La proa de donde se jala el cable se encuentra a 7 m del

nivel del mar y el cable es jalado a razdn de 121i . {Con qué rapidez se esti moviendo el ndufrago hacia el
min
barco cuando se encuentra a 20 m de la base del barco?

. Un automévil que viaja a 80% cruza un puente sobre un rio, 20 segundos antes de que un bote que viaja a 40%

pase por debajo del puente. Vistos desde arriba, el rio y el puente forman un dngulo recto. ;Con qué rapidez se
estin separando el automdvil y el bote 20 segundos después de que el bote pasa por debajo del puente?

3

. (Cuil es el volumen del globo cuando su radio estd

aumentando a razén de 0.201 ?
min

. Una escalera de 13 m de largo estd apoyada sobre una pared. Encuentm la rapidez con que baja el extremo superior

de la escalera, cuando su extremo inferior dista 5 m del muro y se separa a razén de Sr—n-

. Al caer una piedra a un estanque de aguas tranquilas forma una onda circular, cuyo radio aumenta a razdn de l—

{Con qué rapidez aumenta el drea encerrada por la onda cuando el radio es de 5 cm?

. Un tanque cilindrico de 7 m de radio y 10 m de altura se llena de agua. Se hace un agujeroen el fondo del tanque, en
3

ese momento el agua sale a razén de

. Un satélite se mueve en una drbita eliptica alrededor de un planeta. La ecuacién de su drbita plana es de

9x2 + 16y? = 144. Si la rapidez del satélite en una direccion x es de 15% , cuando la coordenada x es

de % km , ;Cuil es la rapidez en la direccién y en ese instante?

. Los automdviles A y B salen del mismo punto. El automévil A viaja hacia el este a razén de 80 % y el auto-

mavil B viaja hacia el norte a 60% . A qué razon estd cambiando la distancia entre los dos a las 14:00 horas,
si:

a) Ay Bsalena las 12:00 a.m.

b) Asale alas 12 del dia y Bsale a la 13:00 horas.

Se estd vaciando un depdsito cnico de 1.5 m de radio y 5 m de altura, a razén de G.lﬁ%.ﬂ(ﬂdﬂmmﬁ bajando

el nivel cuando la profundidad del agua es de 2 m?
En un crucero un camién sale a las 10:00 horas y viaja hacia el oeste a 60 km/h. Un automdvil sale a las 13:00
horas del mismo lugar y viaja hacia el norte a 80 km/h. ; A qué razon se estdn separando a las 15:00 horas?

Un globo asciende sobre un punto a razdn de 6? ; un observador estd situado a 300 m del punto de despegue

del globo. Cuando el globo estd a 400 m de altura, ;con qué rapidez estd cambiando la distancia entre el globo
y el observador?

. 3
Se inyecta gas a un globo esférico a razon de ?E.Sila}aﬂsiﬁm se mantiene constante. ; Con qué rapidez cam-
min
bia el radio cuando éste es de 1 pie?
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2
14, El drea de un tridngulo equildtero disminuye a razdén de 6, Calcula la rapidez de cambio de la longitud de
min

sus lados en el momento en que el 4rea del tridngulo es de 100 cm?,

15. Un punto se mueve sobre la pardbola semiciibica y? = x*de tal manera que su ordenada aumenta siete unidades
por segundo. Cuando y = 1, ;con qué rapidez cambia su abscisa?
16, Una persona estd de pie en un muelle y jala una lancha por medio de una cuerda. Sus manos estdn a 2 m por en-

cima del amarre de la lancha. Si la persona jala la cuerda a razdn de 702, ¢{Con qué rapidez se aproxima la
)

lancha al muelle cuando se encuentraa 5 m de €17
17, Un hombre de 1.80 m de estatura camina en Iinea rectaa 1,5~ alejdndose de un faro que se encuentra a § me-
s

tros de altura sobre el suelo. ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra?, ;Cuil es la rapidez con la

que cambia la longitud de su sombra?

:) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones a la economia

Sea x el mimero total de unidades producidas por una empresa y m el precio de venta por unidad, el ingreso se obtiene
con la funcién:

I(x)= mx

Si el precio de venta depende linealmente del mimero de unidades producidas, m = ax + b, la funcién de ingreso
¢ eXpresa como:

Ix)=mx — Ix)=(ax+bx — Ix)=ax’ +bx
Sea C(x) el costo de producir yunidades, la utilidad de la empresa se expresa:
Ux)= I(x)—-C(x)
Y el costo medio por unidad esti dado por la expresién:

)
X

Olx)=

Otra forma de expresar la funcién de costo puede ser:
C = costos variables + costos fijos

Por ejemplo, si se tiene la funcién C(x) = 4x? + 6x + 850, los costos fijos son el término independiente de la
funcién, es decir, 850, al ser x el niimero de unidades, entonces x = 0 por consiguiente, el costo fijo de produccién
es C(0) = B50.

Ejemplo
Las funciones de ingreso y costo son I{(x)=—2x"+340x y C(x)=23x" +600. Determina la utilidad méxima y
el costo minimo en pesos.

Solucion
La utilidad U{x)=Kx)—C(x), x=0
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U(x)=(—2x" +340x)— (3x* +600)
U(x)=—2x" +340x —3x* — 600
U(x)=-5x" +340x— 600
Se obtiene la derivada de la funcién de la utilidad:
U'(x) = —10x + 340

Se obtiene el valor critico haciendo U'(x) = 0

—10x +340 =0
~10x = —40
_ —30
0
-10

Se evalia x = 34 en la segunda derivada para verificar si existe un valor médximo.
U'x) =—10
U'34)=-10<0

Entonces para x = 34 existe un valor miximo.
Por consiguiente, se necesita producir 34 unidades para obtener una utilidad maxima, la cual es de:

U{34) = — 5(34)" +340(34) —600 = 5180

Por tanto, la utilidad méxima es de $5 180.00
Por otro lado el costo medio estd dado por:

o=
X

0= @

o=z + 30
X

Se obtiene la derivada de la funcion de costo medio

o=
X

Se obtiene el valor critico haciendo Q'(x) = 0

600
X
3x" =600 =0

x= =200

3= =

x= 1042
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Se verifica que sea el valor minimo, esto se obtiene evaluando el valor critico en la segunda derivada

o'y = 1200

X
. _ 1200 1200 _ 3
0"(102) (1ng]’ @0)(10v2) 52 =0

Entonces, para x = 10v2 =14, hay un valor minimo.
Para determinar el costo medio minimo de forma aproximada se sustituye el valor critico en la funcidn de costo
medio:
600
=3(14)+—
@) =314+
Q(x)=42+42.86
Q(x)=84.86

Por tanto, el costo minimo aproximado es de $84.86

Costo marginal

Si C(x) es la funcidn de costo total que tiene una empresa por producir x unidades de algiin articulo y la empresa
incrementa el mimero de unidades de x; a x, (x; < x,), el costo se incrementa C(x,) — C(x,), la razén de cambio del
costo es:

AC _ C(x)—C(x) _ Cxy + Ax)—C(xy)
Ax X =X Ax

En economia, la expresién lim
Ax—0

Cix, +A::—C(xu) es la derivada de la funcién de costo total y recibe el nombre

de costo marginal C'(x) y representa el incremento del costo al incrementar la produccidn,
Para Ax = 1 y x, suficientemente grande (tan grande que Axsea pequefio respecto a x,) se tiene que:
C'xg) = Clxy + 1) — Clxy)
Luego, el costo de producir x, + 1 unidades es aproximadamente el mismo de producir x, unidades.
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EJEMPLOS -
-E_ 1 ®#° Una empresa estima que el costo (en pesos) por producir x articulos es de:
W C(x)=002x" + 3x +12000
T Determina el costo marginal en un nivel de produccion de 600 articulos y el costo real de producir el 601ésimo
articulo,
Solucion
Se obtiene la funcién del costo marginal:
C'(x)= 0.04x+3
H costo marginal aproximado para 600 articulos es:
C'(600) = 0.04(600)+3 =27
Por tanto, el costo marginal aproximado por articulo es de $27.00
El costo real de produccién del 601é&simo articulo es:
C(601) — C(600) = [0.02(601)" +3(601)+12 000]- [0.02(600)" + 3(600) + 12 000]
C(601) — C(600) =21 027.02 — 21 000
C(601) — C(600) = 27.02

Se observa que 27 = 27.02, es decir C'(600) = C(600 + 1) — C(600), lo cual se habia indicado antes.
El costo por unidad estd dado por la funcién de costo promedio Q(x)= Ger) . Si se toma una funcién caracterfs-
X

fica de costo promedio ésta podria ser:
Y

C(x)

X

Dicha funcién tiene un punto critico, si se localiza este punto se tendrd el costo minimo.
Al derivar Q(x) se obtiene:
*C'(x)— C(x)

Q'(x)= =

Se iguala con cero @ '(x), para obtener el valor C'(x)
xC'(x) = C(x) _ 0

xZ

aC(x)—=C(x)=0
xC'(x)=C(x)
C(x)

X

C'(x)=

Pero Q(x) =@

Jentonces, C'(x)=0(x)
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Es decir, cuando el costo promedio es minimo se tiene que es igual al costo marginal. Lo anterior conlleva al
hecho de que si el costo marginal es menor que el costo promedio, entonces se debe producir mds para disminuir el
costo promedio y viceversa, si el costo marginal es mayor que el costo promedio se tendri que producir menos para
que el costo promedio baje.

“ H costo {en pesos) estimado para producir x articulos estd dado por la funcién:

C(x) = 0.002x? + 2x + 3 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 1 200 articulos y calcula el nivel de produccién para
el cual el costo promedio es el mds bajo y cuil es dicho costo.

Solucién

Hl costo promedio estd dado por la férmula Q(x) = L , entonces:
o= G 00024 42043008 | o oo o 3000
x x x
Se evalida x = 1200
3000
1200)= 21200+ 2 +——
0(1200)=0002(1200) +2-+ 38

Por tanto, el costo promedio de producir 1 200 articulos es de $6.90
Para obtener el costo marginal se determina C'(x) y se evalia x = 1 200
C'(x) = 0.004x + 2
C’(1 200) = 0.004(1 200) + 2 = 6.8
Por tanto, el costo marginal de producir 1 200 articulos es de $6.80
El costo promedio se minimiza cuando es igual al costo marginal,

C)=0() — 0004x+2=0002x+2+-220 _, 0004x=0002x+ 2%
X

3000
x

—  0002x= 0.002x* =300

_ 3000
0.002

3000
= f— =122
* Vo002 3

Para mostrar que x = 1 225, se obtiene un minimo, se determina Q"(x) y se evalda:

0(9=0002x+2+20 9/ = 000232
X X

6000
Q"xy= ——
x
e _ 3000
0"(1225) = —{1225)3 >0
Por tanto, para x = 1 225 hay un minimo.
El costo promedio se obtiene evaluando x = 1225 en Q(x).
0(x)=0002x+2 + 2200 0(1225) =0002(1 225)+ 2 +%=6.89
x

Finalmente, el costo promedio minimo por articulo es de $6.89 = $7.00
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De la misma forma existen funciones marginales para el ingreso y la utilidad, en los dos casos es la derivada de
cada funcidn,

Ingreso marginal = I'(x)
Utilidad marginal = U’(x)
Ejemplo
Una empresa estima su ingreso y costo (en pesos) con las funciones I(x) = —=2x? + 340x y C(x) = 3x? + 6 000,
respectivamente. Determina el ingreso obtenido al producir la vigésima primera unidad y aproxima dicho valor con
el ingreso marginal,
Solucion
Se evalian x = 20 y x = 21 en la funcién de ingresos:
I(20) = —2(20) + 340(20) = 6 000
I(21) = =2(21)? +340(21) =6 258
El valor de la vigésima primera unidad es:
I(21) — 1(20) = 6 258 — 6 000 = 258
Si se obtiene con el concepto ingreso marginal, se deriva I(x) y se evalda x = 20
I'(x) = —dx+ 340
1'(20) = —4(20) + 340 = 260
En el comparativo se observa que el ingreso marginal da un valor muy aproximado a 258 que es el ingreso real
de la vigésima unidad.

EJERCICIO 46

1. Dadas las funciones de ingreso y costo, I(x) y C(x) respectivamente, determina el ingreso maximo, la utilidad
méxima y el costo medio minimo:
a) I(x) = =x?+300x y C(x)=x? + 40x + 80
b) I(x) = x(@d00 — 4x) y C(x) = x? + 20x + 12

Resuelve los siguientes problemas:
2. El costo estimado para producir x articulos estd dado por la funcién:

C(x) =0.004x? + 5x + 6 000

Determina el costo promedio y el costo marginal de producir 2 000 articulos y calcula el nivel de produccién para
el cual el costo promedio es el més bajo y cudl es dicho costo.

3. Una empresa estima su ingreso y costo con las funciones I(x) = —4x? + 400x y C(x) = 2x? + 300 respectivamen-
te. Determina el ingreso obtenido al producir la trigésima primera unidad y aproxima dicho valor con el ingreso
marginal.

4. Una empresa de telas estima que el costo para producir x metros de tela es C(x) = 0.001x* —0.2x2 + 24x + 2 400
y que al vender x metros cobraria p(x) = 58 — 0.00042x por metro. Determina el nivel de produccidn para obtener
umna utilidad méxima.

Ingreso sugerido: I(x) = p(x) - x

5. Un estadio de futbol tiene una capacidad para 60 000 espectadores. El promedio de asistencia fue de 32 000
espectadores, teniendo los boletos un costo de $60.00 por persona, la gerencia decide bajar el precio por boleto a
$40.00, teniendo un promedio de 48 000 espectadores, Determina la funcidn lineal de demanda p(x) y calcula el
precio por boleto para minimizar el ingreso.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Regla de L'Hapital
Sean fy g dos funciones derivables con g'(x)# 0 cerca de a (incluso en a)

Si
lim f(x)=lim g(x)=0
o
lim f(x)=%e y limg(x)=toe
1ASY) 0 =
y para E prp , tenemos una forma indeterminada del tipo E 7
Entonces

o SO )
*e gx) e gl(x)
A esto le llamamos regla de L"Hépital, la cual nos dice que el limite de un cociente de dos funciones es igual al

limite del cociente de las derivadas de dichas funciones,

Esta regla es vélida para los lfmites laterales (x -+ a* o x— a~) y los limites al infinito (x -+ = 0 x— —x)
© Indeterminacién %
Ejemplo

Obtén umxz =2
x—+3 x—3

Solucién
Al evaluar se obtiene la indeterminacion g y utilizando la regla se obtiene:

29 _F-9_0 mez—g_umg(” O e B
3 x —3 3—3 0 =3 x—3 a3 d(x 3} =3 ] 1
dx
© Indeterminacién —
o0
Ejemplo
{Cuil es el valor de ]Imjx, ?
Solucién
Al evaluar se obtiene z,saapﬁmlamglayseobﬁenﬂ:
3x 3 3

© Indeterminacién 0 -
Si lim f(x)=0 y lim g(x)=2= ,para lim f(x)- g(x) tenemos una indeterminacién del tipo 0 - =, Entonces podemos

utilizar la regla de L'H6pital transformando el producto de la siguiente forma
fx)-glx)= @ o f(x)-gx) =@
£ 7
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Ejemplo
Determina ]jfm_ Xlnx

x40

Solucién
Al evaluar se obtiene

Ifm x*Inx = lfm ¥ - lfm Inx=0-(—x)
x—" x=0" x—0"

Para resolver el limite, se escribe

lenx=1DTx
7
de tal forma que:
Bogpped - E[LY. 2
x| X x
Entonces:
1
g 3 2
Vi e = Hhm x| o2 :Hm(_x_]:]ﬁn(_x_] =0
x l X0 _E x—0" 2x x—=0" 2
x? x!
Ejemplo
. 1
Obtén la solucién de lfm(—]tﬂnx
=X
Solucién
1 1
]_fm Al tﬂnx: — 0 =m.[]
ta{ 1 Jone= (5 w0
Al aplicar la regla:

1

lm (l]umx — 1 22Xt
=0l x =0 x x50 1 l

2 Indeterminacién: « — o«
Cuando se obtienen diferencias indeterminadas del tipo = — = para lf_‘_E (f(x) — g(x)), siendo ET fx)y=m=y
lim g(x) = o2, se utiliza la regla de L"Hopital transformando (si es posible) la diferencia a un cociente.

Ejemplo
Calcula el resultado del lim(ctg 3 e 1]
=0 x
Solucién
Hﬂ(ﬂgx_i] =@ —om

Se aplica laregla y se calcula el limite:

lim

x40

=1im

—X SeN X +COSX — COSX
x=

XCOSX + sen x

( —XSenx ] —0sen 0

3 _0
xcosx+senx )| OcosO-+sen0 0O
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0 - .
Se observa que ¢l resultado es e consiguiente, se utiliza de nuevo la regla:

—XCOSX —Senx
lim| ———
*=0| Qcosx —x sen x

Al evaluar nuevamente se obtiene:

—XCOSX —Sen x —0cos0—sen0 0 1
Ifm = =—=0,entonces, lim |ctgx—— |=0
x—vﬂ(Qmsx—xscnx] 2cos0—0sen 2 = x]

© Indeterminaciones del tipo 0°, »°y 1*
Para E [FCx) ) se pueden obtener las siguientes formas indeterminadas:
@ Si lj’.J_tg fx)=0y ]IJ-[.E £(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacién del tipo 0°
@ Si ].E fx)y== y H g(x)=0 entonces se obtiene una indeterminacion del tipo o®
@ Si H,_I.E fx=1y 11;1]: g(x)==o se obtiene una indeterminacion del tipo 1%
Para estos casos se puede aplicar el logaritmo natural en y = [ f(x)]* y aplicar la propiedad In 4* = n In b, es decir:
Sea ¥ = [f(x)]%" entonces:
Iny=n[ f(x)]"”
Iny=g(x)Inf(x)
De tal forma que esta transformacion nos lleva a un producto indeterminado g{(x) In f(x) el cual es del tipo 0 - =
Por otro lado también se puede utilizar la transformacién: [f(x)]' =e**"/®)
Ejemplo
Obtén el resultado de JE_E% (cotx)*

Solucion
Al resolver directamente

lim (cotx)’ ="

se obtiene la indeterminacién 0° sea y = {cot x), aplicando el logaritmo natural en ambos lados se obtiene
In y = In(cot x)*
Aplicamos la propiedad In " = nIn by se tiene:
Iny=xIncot x
Calculamos el limite para In y y se transforma el producto

Incotx

lim In y= lim xIncotx = lim
x40 x=0 =00

1
X
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Se aplica laregla de L"Hépital

Imea 1 =
x x x
senx | 1 1
2
g ].[III COs X SEn X ot ]_'[m SEN X COsXY
x=a* _L x=0" _l
x x°
X 0

=0 senxcosx 0

Se obtiene la indeterminacién — , entonces se utiliza la identidad %Sﬂn 2x =sen x cos x y se aplica L"Hopital

0

2 2 2

tm x — fm —F oy 2x
0" SEN X COS X =0 lseuix x=0" sen 2%

2

4x 40) 0 0

—1f — = T
B S eos 2% 200s20) 20050 2 °

por tanto Jl{g{lny=ﬁ

Pero queremos el limite de y, entonces partiendo de la propiedad e = b se escribe y = ¥
Entonces

lim (cotx)" = lim y= lim £ =¢"=1
x—0 a1 a0

Por tanto Iﬁ# (cotx)* =1

Ejemplo

JCuil es el resultado de J].i-ij@‘_ (1 =cosx)™*?

Solucién
Sea y=(1—cosx)™" ,aplicando logaritmo natural en ambos lados se obtiene:

Iny=In{1—cos x)™"*
In y =(tanx) In(1 — cosx)

1
Iny=——In{l — cosx
e ( )

_ In(1—cosx)

Iny
cotx
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Aplicando el limite y luego la regla de L'Hopital

Indl [1— ](m”)
M = M ( —msx):h:m cosx L

x=a* 0" cotx - —csc’ x
sen x
1_ 2
_ | LTCOSX _ . semxsenx
=t 1 =0 ]=—cosx
sen” x
i _(1—cos’x)senx | _
a0 l—cosx
— tfm (1 —cosx)(1+cos x)senx | _
=0 1-cosx

J]_f'.tli:l'_[— (1 + cos x)sen x] =—(1 + cos{0))sen{0)
= (1+1)0)=—(2)0)=0

Por tanto lim Iny =0 pero se quiere el limite de y, entonces sea y = '™ entonces
lim (1 — cos x)™* = lim y = lim " =" =1
E x—0" x—0"
por tanto J]I_f.g (1 —cosx)™ =1
Ejemplo
1
Determina lim (1 —2x)*
Hﬂ"

Solucion
Al sustituir directamente se obtiene:

1
lim (1 -2y =1"
1
sea y=(1—2x)* ,al aplicar logaritmo natural
&
Iny=In(1-2x)*

Iny=—in{i—2x)
X

]nyzln{l—2x)
x
Se obtiene el limite de In yy se aplica L’Hapital:
.
limlny=limln(l_2x)=lim L W) NN POV H I
PR x—0* x x=sl” 1 x—0* 1—2x 1—=2(0) 1

Por tanto lim In y=-2
a—s0*
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Para calcular el limite de y hacemos y = ¢, entonces

lim y= lim & =7 =
e

QHI —

x—0"
Por tanto
1
- 1
lim (1= 2x)" =—
EJERCICIO 47
Obtén los siguientes limites:
-
1. tm* 125 1. ]Im2x+]nx
=5yt =25 s 2y —Inx
g —e” ¢ —senlx—1
%1 x 1z o In(1 + 2x)
1
i %) 13, m(l—senf]
a2 1—2 =0 2
4. lfm‘ﬁ_zl 14. lim L_ 1
—0 3y 0| 3y sen3x
5. lim(tanx)’ 15, ]Im(l+l]
a0 a—m X
6. 1fm 0% 38) 16, m(m‘,_‘]
=0 2x = X
= T
7. lf_rg{sccx)‘ 17. E(x—;]tmx
2
1 3x+2
i 3 18. lim| — [In
8 ktg{xcsc X) Hu(x] [x+2]
9. lim(cos x + sen x)=* 19. ]ImE
. =iy—1

2

gy 1022+ D~ Inx +2)

x—bam x

10, 20. lim (sec x — tan x)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Teorema de Rolle
Definicién
Sea f(x) una funcién que satisface las signientes condiciones:
1. Es continua en el intervalo [a, b].
2. Es derivable en el intervalo (a, b).
3 fl@=fb)y=0
4. Entonces existe ¢ & (g, b) tal que f'(c) =0

EJEMPLOS
'8. 1 @ Verifica el teorema de Rolle para la funcién f(x)=x> — x—6 en el intervalo [—2, 3] y determina el valor de cen
E J dicho intervalo.
i
Solucién
1. f(x) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en todos los niimeros reales, en particular en el intervalo

[-23]
2. La derivada de f(x)es f"(x) = 2x — 1; f’(x)es definida en los mimeros reales, en particular estd definida en el

intervalo {—2, 3} y es continua.
3. fD=(-2 — (-2~ 6=4+2-6=0; f(H=(3) ~(3)-6=9-3-6=0

4. Por tanto, f{x) satisface el teorema de Rolle.

Para obtener el valor de ¢ se emplea:
fe)=0 = 2c—-1=0

Se resuelve la iiltima ecuacién y se obtiene:

1 1
=~y —e(-2,3
e
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2 ®% Yerifica si la funcién f(x)=x"=5x"+2x+8 satisface el teorema de Rolle en los intervalos [—1, 2], [2, 5] y en-
cuentra los respectivos valores de ¢ en estos intervalos.

Solucion

1.

2.

3.

f(x) es una funcién polinomial, por tanto, es continua en toda la recta real y en consecuencia es continua en los
intervalos propuestos.

La derivada de f(x) es f'(x) = 3x2 — 10x + 2; esta funci6n es continua en los intervalos (—1, 2) y (2, 5) por
ser una funcién polinomial.

Para el intervalo [—1, 2]

fED =P =512 +2(-1)+8==-1-5-2+8=0

f&=@7 -5 +22)+8=8-20+4+8=0

f=D=f2)

El teorema de Rolle se cumple para este intervalo,

Para el intervalo [2, 5]

=0
f =GP =552+25)+8=125-125+10+8=18

f2)#f(5)
En este intervalo no se satisface el teorema de Rolle.
Se buscan los valores posibles de ¢ en el intervalo [—1, 2]:

ffie)=0 = 3c2=10c+2=0
Se resuelve la ecuacion cuadritica para obtener los valores de ¢,

_ —(=10) = (-10)" — 4(3%2)

B 2(3)
10 + ,f100 —24
6

10 + 76
6

10 £8.717
6

c=3.119
e =0213

EJERCICIO

1

2

48
Verifica el teorema de Rolle en los intervalos indicados y halla los posibles valores de ¢ para las signientes funciones:
f)y=x"—4; [-2, 2]
f&) = 2% =3x; [l]%]
fx)= x*—5x+6; [2,3]

3.
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4. fx) = 22" =3x=2; [—3, —%] y [—%, 2]

5. f(0) = x* —9x; [-3,0] y [0,2]

6. fx) = x +5x"—4x-20; [-2, 2]

7. /) = ¥ —13x+12; [-4.1] y [1,3]

8. flx)= Jx*—25; [-5,0], [-5,5] y [0,5]

-4

9. fx) = f"+1 : [-2,0], [-2,2] y [0,2]

10. f(x) = cos x; [~ma] y I:;_T,%T
4-x x<l1 8

T 0= Vg "’lx:-l*[‘z-z]

12, h(x) = x? —2x*; [0,16]

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Teorema del valor medio
Dada una funcién f(x) tal que:
1. f(x) es continua en el intervalo [a, b]

2. f(x)es diferenciable en el intervalo (a, b)

fb) = fla)
b—a

3. Entonces existe un nimero ¢ e (g, b) tal que f'(c) =

Y

f5)
]
)
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EJEMPLOS .
"g_ 1 @2 yerifica que la funcién f(x) = x? — 4 satisfaga el teorema del valor medio en el intervalo [—1, 3] y encuentra el
| valor de c.
e
Solucién

1. f(x)es continua en [—1, 3], ya que estd definida en todos los puntos de este intervalo.
2. Como f{(x) es una funcién polinomial, entonces es continua y diferenciable en el intervalo (—1, 3), f'(x) = 2x
3. Para buscar a ¢ se sustituye en la férmula:

THeE= %
= 1951
_— i—s;.

=2 -1

Por tanto, el valor de ces iguala 1.

2 ®% Yerifica si la funcién f(x)=x" +x" —2x satisface el teorema del valor medio en el intervalo [0, 2] y calcula el
valor de c.

Solucién

1. f(x) es una funcién polinomial, entonces f(x) es continua en todos los puntos del intervalo [0, 2]
2. Al ser f(x) continua en el intervalo [0, 2] entonces es derivable en el intervalo (0, 2) y f'(x) = 2+ 2x -2,
aplicando el teorema del valor medio se obtiene el valor de ¢,

o= LOZIQ L aeyae—y - B0

2-0
3 +2c-2 =4
3 +2c—-6 =0
Al resolver la ecuacidn para c:
_ =22 —4(3X-6) _ —2:+76 _ [c=1.12
€ 2(3) 6 c=—178

H valor de ¢ que pertenece al intervalo (0, 2) esc = 1.12
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3 ®#- Verifica si la funcion f(x) = x% + 5x + 4, satisface el teorema del valor medio en el intervalo [1, 3] y determina el
valor de c.
Solucién

1. La funcién es continua en el intervalo [1, 3], ya que estd definida en todos los puntos del intervalo,
2. La funcidn es polinomial y continua en el intervalo [1, 3] entonces, es diferenciable enese intervalo f'(x) = 2x + 5

3. Para encontrar ¢ se aplica la férmula: f'(c) = w
—a
_ I®-fM _ 28-10
e+ 5= 321 2c+5= A1
2c+5=9
2ce=4
c=2

EJERCICIO 49
Verifica el teorema del valor medio para las siguientes funciones en los intervalos indicados y determina el valor
adecuado de c.
L fx)= x> =3x+2; [0, 3] 6. flxy= x* +5x; [-2.1]
2. f(x) = 4+x7; [-1,2] 7. fx) = sen%; [—, 7]
1
3.0 = < [1.3] 8. ft) = —— [0,7]
x x+1
4.0 =22, 2.1 9. ) = % .11
5. fx) = Jx+1; [0, 8] 10. f(x) = In(2x + 1); [0, 4]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Diferenciales

Se define la diferencial de una funcién f en un punto x, como el producto de suderivada por la diferencial de la variable
independiente y se denota por las expresiones df{(x) o dy, es decir:

df(x) = f'(x)dx o dy = %dx;p&mtodﬂdxiﬂ
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EJEMPLOS ®
"g_ 1 @2 Obtén la diferencial de la funciény = x2 — 5x + 6
i.iET Solucion

Se obtiene la derivada y se multiplica por dx:

dy = E —5x+6)-dx
dy = (2x — S)dx
Por tanto, la diferencial es: dy = (2x — S)dx
2 @4 Determina la diferencial de Ia funcién y = /x* — 5
Solucion
Se deriva la funcidn:
dy_dyx’=5 _1 , gt @G =8 1y g &
o = 2{ Y T % —9@n e
Por consiguiente,
X
dy= dx
d =5
3 ®¢° Obtén Ia diferencial de la funcién f(6) = 2 sen fcos §
Solucién
Se deriva la funcion:
df(®)  d2senfcosd [ dcosd dsen 8
= =2 +
do do T el

= 2[sen 8(—sen #) + cos O(cos §)]
= 2[cos” 0 — sen’]

Pero cos®f —sen® @ = cos 26, entonces:

T sy

Entonces
df(8)=2 cos 26 4B
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4 ®¢- Obién la diferencial de la funcién y = arc sen(l — x2)
Solucién
Se deriva la funcidn:
dy d 3 1 d
= = —arcsenf{]l —3*)= —— — (1 —x
- { ) —d—2) dx( %)
1
= —— ()
JI=(1—2 +x%)
___—2x
2x2_x4
_ 2
X2 =%
___ 2
2-x
g 2
Por consiguiente, dy = — dx
2—x
EJERCICIO 50
Determina la diferencial de las siguientes funciones:
2
l.y= 11. = =
y=ax )= F—
2. y=ax?+ bx + T XD
¥ ¢ .V ,fx+—3
ax’+b
L) =x—2%4+5 13, y= g

4. 5=t =Yt
5. h{t) =(5 — 3)°
6. y={xt—2)73

T.y= (2 +E]!
x

8. y=xx"+2

9. fx) = (x — 1P(x + 3)*
_ 25-1

10, h(s) = 2543
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14, f(x) = x — cos 2x
15. f(1) = tan® 2¢
16. y =(1 — sec xy?

l1—senx
17. 860 = ¥ enx
18. s(1) = '“fs‘t
=

20, v= lt:rg{x2 + 5)
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° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJEMPLOS
4. 1 ®* Determina el valor aproximado de 25020
&

CALCULO DIFERENCIAL
2l.y= Inx* =3 26. f(x) =x*Inx
-1

2.y=1I % 27. f(x) =arc cos 2x
X

3. y= e 28.y= arctanz

X

o W 29, y = arc sec/x

25. h(t) = — = ~ 30. y = arc cse(3x¥)
o

Aplicaciones de la diferencial

Sea y = f{x) una funcidn, si se da a x un incremento Ax, la variable y recibe un incremento Ay, que se considera un
valor muy préximo a dy, entonces el valor aproximado de f(x + Ax) es:

fx+An=y+Ay=y+ f(x)dxc=y+dy
A esta expresidn se le llama aproximacidn lineal y sirve para aproximar valores de funciones.

Aproximacién lineal

Solucién
Se asocia a la operacidn la siguiente funcién:
y=+x
Se busca un valor x préximo a 25,020, cuya raiz cuadrada sea exacta, en este caso x =25, y = 25 = 35; las
veinte milésimas restantes se toman como la diferencial de la variable x,

1

= M 2 =t am———
dx=10.020 %
Se obtiene su diferencial :
1
= —dx
dy P
1 1 1
Y= b (ﬁ] ~ 500
1
Y= S0

Los valores se evalian en la férmula:

flx+ Axy=y + dy

1 2501
V25020 = 25 4 002 =5+ —=—"——=5002
V2 500 500

Por consiguiente, +25020 =5.,002
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2 ®¢: eiermina el valor aproximado de 370
Solucién
Se asocia a la operacitn la siguiente funcién:
y= &

Se busca un valor x prdximo a 70, cuya raiz ciibica sea exacta, en este caso x = 64, y las seis unidades restantes
son tomadas como la diferencial de 1a variable x, es decir, dx = 6

Se obtiene la diferencial:
1
dy= ——dx
3(3x)
1 1
— — 6 = _
dy 3(%‘,_} (6) 3

Los valores se evalian en la férmula:
fx+ Ax)=y+dy

{lﬁﬂffﬁ?—?&imﬂ%:%

Por tanto, 364 =~ % =4125

3 @ Obién el valor aproximado de cos 40°
Solucién

La funcién asociada a la operacién es:

¥ =cosx
Se busca un valor x proximo a 40° en este caso x = 30° = L .y =cos30° = % y los 10° = % restantes
es el valor de la diferencial de x.
m
dx _ —_—
18
Se obtiene su diferencial:
dy = —sen x dx

(= Wy o A
dy = (—sen 309)(32 )= (= 3N 3g)

—
& = 36

Los valores se evalian en la formula;
fx+ Axy=y+dy

cos 40° =cos(30° + 10°) = LE - ng = 15‘25:3 —0,778758941

183 -7

Finalmente, ==
nte, cos 40 %
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Aproximacién del aumento o disminucién de funciones

Ejemplo
Al enfriar una placa cuadrada metilica de 8 cm de longitud, su lado disminuye un 0.03%, ;Cudnto disminuiri por-
centualmente su drea?

Solucién
Se determina cudnto disminuyd el lado de la placa, para ello se obtiene el 0.03% de 8,

(8)(0.0003) = 0.0024
Six = lado de la placa, entonces dv = —0.0024 cm, el signo menos indica que decrece el lado.

Luego:
Hl drea de la placa es:
A= x?
La disminucién en el drea es:
dA = 2x dx

dA = 2(8 cm}—00024 cm) = —0.0384 cm?
Por iiltimo, se determina qué porcentaje representa 0.0384 del drea total de la placa, es decir:
A =x?=(8 cm)® =64 cm?

(00384 cm?)100%)
64 cm’

Porcentaje de la disminucién de su drea = =0.06%

Por lo tanto, el drea disminuye 0.06%
Estimacién de errores de magnitudes

Eiemplo
Se calculd la longitud del lado de un cuadrado y éste mide 2.5 cm, con un error de 0.02 cm, Determina el maximo
error que se comete al medir el drea del cuadrado,

Solucion

El 4rea se determina con la férmula A = 12, se obtiene la diferencial dA = 2x dx, al sustituir se obtiene
dA =2(2.5 cm)0.02 cm) = 0.1 cm?; dA representa el maximo error cometido en la medicién del drea.

© Error relativo y error porcentual,
error relativo = 2 ; erTor porcentual = IUU@
v v
Ejemplo

Se calculd el radio de una esfera y éste mide 4.5 ¢cm con un error maximo de 0.035 cm. Calcula el error relativo y
porcentual que se obtiene al medir el volumen,

Solucion
Del problema se obtiene:
r=45cm — dr =0.035 cm

La férmula del volumen es v = gﬂf y su diferencial es dv = 4ar’dr
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Entonces, el error mdximo cometido al medir el volumen es:

dv = 4mridr = 47(4.5 cm)’(0.035 cm)
dv = 2.8357 cm®

Luego, el volumen de la esfera con radio 4.5 cm es:
et 4 T 3
v= Eqr(4.5 cm)’ = 121.5wcm

Por tanto, el error relativo es:

3
dv _ 285mem 4V _ g0n3
v 121.57 cm v
Y el error porcentual:
100% = 100(0.023) — 100 % = 23%
EJERCICIO 51
Calcula el valor mas aproximado de las siguientes operaciones:
1. V86 6. Y130 +21an63°
2, ¥35 7. (123.5)}
3. 420 8. sen 53° — cos 44°
4. sen 38° 9. sen* 29°
5. 6+ cos50° 10. cot 75°
11. Una placa circular de radio 3.8 cm, se introduce en un horno, aumentando su radio en 0.012 cm. ;Cuil es el

12,
13.
14,
15,
16.
17.

18.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

aumento en la superficie de la placa?

La longitud de las aristas de un cubo es de 5.9 cm cada una, se midieron con un error miximo de 0,032 cm,
Determina el méximo error que se cometié al medir su superficie y volumen.

Se calculé el didgmetro de la base de un cilindro circular y éste midié 7.2 cm, con un error médximo de 0.05 cm.
Calcula el error méximo que se cometi6 al medir el volumen si la altura es constante e igual a 10 cm,

Se midid un lado de un cuadrado y se cometid un error médximo de 0.012 cm. Calcula la longitud de uno de
sus lados si el error méximo que se cometié al medir su drea es de 0,192 cm?,

Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el volumen y la superficie de una esfera, si su ra-
dio mide 12 cm y el error méximo que se cometié al medirlo es de 0.015 cm.

El error relativo que se comete al medir el drea de un cuadrado es de 0.18, si el error que se comete al medir la
longitud de uno de sus lados es de 0.01 cm. Encuentra la longitud de cada uno de los lados del cuadrado.

El error relativo al medir el volumen de una esfera es de 0.02. Calcula el error mdximo cometido al medir su
didmetro, si éste mide 3 cm.

Calcula el error relativo y porcentual que se comete al medir el drea lateral de un cilindro de base circular, si al
medir el didgmetro de la base se obtiene 4.5 cm con un error médximo de 0.004 cm y la altura es de 5.6 cm.
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CAPTUIO 6

SUMAS

3

—_ acié en Breselenz, una aldea cer-

e A
o cana a Dannenberg en el reino
- de Hannover, actualmente parte

de Alemania,

Fue un matemdtico que realiz6 contribucio-
nes muy importantes en andlisis y geometria
diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrollo mas avanzado
de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta,
la integral de Riemann, el lema de Riemann, las variedades de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann.

Los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clésico en las malemdti-
cas y estos resultados se incorporaron a la teoria de la relatividad y gravita-
cién de Einstein. La catedra de Gauss en Gotiingen fue ocupada por Dirichlet
en el afio 1855 y después de su muerte por Riemann. En esos iempos sufrié
de tu:azrcubsis y estuvo sus Glimos afios en lalia en un infento por mejorar
su salud.

George Friedrich Bernhard Riemann
{1826-1866)
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Definicién
La suma
a,+tata,+..+a,
se representa con el simbolo sigma ¥, de la siguiente forma:
Za‘.= a +ta,ta,+..+ta,
i=l

Eiemplo
Determina 252

Solucién
Se sustituye i por los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y se suman los resultados:

isz =(1P+22+@BP+@P+(5rP=1+4+9+16+25=55

=l

De manera que, iiz =55

Propiedades

1, Sk=tr—a+1) 3. Yefi) = ¥ f6)

2 Ylrw+s0)] = 3 f0+ 80 4. O -fG-1] = fm)—£O)
EJEMPLOS

'g_ 1 ®¢ Encuentra is

i Solucion
Al aplicar la propiedad correspondiente a una constante, se obtiene:

_is =(7-3+1)8=40

2 ®°° Precisa el valor de ﬁ(f=+3.a}

Solucién
Se aplican las propiedades de las sumas y se determina que:

3@ +30) = iiz+23.i = iiz+3ii

Se desarrollan,
252 2(1)2+{2)2+(3)2+{4)2=3(];3ij =3(1+2+3+4)=3(10)=30

Fnalmente tenemos que:
4
3 (> +3i) =30+30 =60
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3 ee-

Sumas

n=0

Calcula el valor de i(ﬂn] - -ivn + '?]

Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas, se determina:

3o -Zn7) = fa-$ 20+ 37 =82 50e B

n=0 n-l:l =l

Se desarrollan las sumas,

Qin.] = 2[(0F + (1* + (2 + 3 + (4 + (5] =450;

=0

2 2
= —Z0+1+2+3+4+ 215 =-
32" 20 5 = -2as)

ﬁ‘,? —75-0+1)=76) =42

n =

For tanto, se precisa que:

a=0

2(2n3——§—n+?] =450 — 10 + 42 = 482

* Determina el valor de 2(3(;:7’ +12bi — 3¢)

i=6
Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas se encuentra que:

i(?m’ +12bi —3¢) = iiia: +il2bs—i3{: = 3ai +12b£ :—i}:
imh imh i imb i=6 imh i=6
Se desarrollan las sumas,

Saiiz = (3a)[(6) + (77 + (8)’] = (3a)(149) = 447a;

1255“ i = (12b)6 + 7 + 8) = (12b)21) = 252b; iac = (3c)8 — 6 + 1) = (3c)3) = 9¢

imf i=6

Finalmente el resultado es:

ﬁ:(';'rali2 +12bi — 3c) = 447a + 252b — 9¢

i=6
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CAICULO INTEGRAL

EJERCICIO 1

1. is"

9; im—m

im2

32

o gh2

5. Y@Ei-2)

iml

6. i(u" -4)

=3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Realiza las siguientes sumas:

7.

it:
11.

12,

55

' g[a:b]

Y G —sn+ T

n=3

a(n+1)
L ﬂ+2

i{n’ -n)

nm3

(7 -a-1?)

Suma de Riemann (rectangulos inscritos y circunscritos)

Sea f(x)una funcién definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la grifica de f(x) en el intervalo dado, se obtiene
realizando estimaciones con rectingulos inscritos o circunscritos como se ilustra,

Rectdngulos inscritos
sumas inferiores
Ya
y=f)
//- _hh""‘-—-..__ =]
Area
O a Ax K1 b _i’
X1 K

_ —~(b—a ;

A= HmYy = fla + (i — DAx)
N i
b—a

Donde Ax=

210

Rectingulos circunscritos
sumas superiores
Ya
y=flx
Area
O a Ax Kn-i b i
X-1 X
_ —~(b—a 2
A= lim}y fla+ iAx)
ERar=TL
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Sumas bdsicas

1 Y k=kn

. nm+l) _nt+n
2_ e e T
D=2

Sumas

i=l 2
3 zjz _n(n+1)(2n+1) _2n°+3n+n
R 6 6
2 2 4 25! +n2
4 s_n(ntly _n+
2’ 4 2

s i"' _n(n+1)(2n+ 1)(3n° +3n—1) 6n’+15n* +10n° -n

30

iml

30

EJEMPLOS
i

'g_ 1 ®¢° Encuentra el 4rea limitada por la curva f(x) = x> + 2 y el eje x en el intervalo [1, 4]. Utiliza sumas superiores.

Solucién
Grifica

Finalmente, el drea es A = 2712

Se sustituye en la formula A = lim Z

w3 (5

Donde

Ky—ib—0_d4-1 3

n n "
42+3Ax—l+.t(3]—l+E
n n

. 2
f(a+iAx)=f(l+EJ=(l+2] +2
n n
M L .2 p
% B B
n n
Por consiguiente,
6i 275" 183 9
= lim —+ +3 Ifm
-t - ()
2‘?3 18§ 9
= lim —+
b = n’ .gﬂ gﬂ]
= 272 =+_ 2 ]
e i=1 =l 1-!
3 2 2
— Ifm 23_211 +3n"+n g_n +n+g_n
nsu| g 6 n 2 n
= lfm 2:-'+£+i2 = 27u?
n—pen 2n 2n
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CALCULO INTEGRAL

2 ®e- Aplica sumas inferiores para encontrar el drea limitada por la curva f(x) = 2 =1 y el eje xen el intervalo [1, 4]

Solucién
Y4
1 4 Xx
Se aplica la férmula
limZ( ]f{a+{j—l)ﬂx)
=l
Donde:
NS b—a_4-1_3
n n n
3 3% 3

at(=DAx=1+(@-1-=—-—+1

fla+ = DAY = f[3—§+1] (%—%H]-l

Al sustituir en la férmula se obtiene:

il -2 g A -
g 33T

=Eﬂ2 (18 54]2 (2? 13]2

3 2 2
— g_zn +3n +n+{g_%In +n]+n(§3_gﬂ
hadal 0 6 n n 2 n’ n

= i 9+E+59_2+9+9-§_27+27 E]

2 2
nm| 2n n R n n n n

= lim 13_£+i:| — 1842
2n

e 2n’

Por tanto, A = 18u?
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Sumas

3 ®%° Determina el drea limitada por la recta f(x) = —x + 1 y el eje X, mediante sumas superiores en el intervalo [—2, 3]
Solucién
Al analizar la grifica, se consideran 2 intervalos [—2 1] y [1, 3].
f@=-x+1  y{
< 4

h<1

-2

Cilculo del drea de [—2, 1]

Se aplica la férmula;
A= limZ(b%a]f{a +iAx)
=T
Donde Ax = %
f{a+iAx}=—(—2 +§]+1=—§+3
n n

Al sustituir en la formula, se obtiene:
& (3 3i 9 ,
=lm»|=|| -——+3|==
a3 )55
Se realiza el cdlculo del drea de [1, 3],
Se aplica la formula:

A= @2[5’;—“ ];(a +ikx)

fla+ iAx) = —[1+§]+1 = 5
n n

Se sustituye en la formula y se tiene como resultado:

= “EZEI-%] — 2y

El signo negativo indica que el 4rea se encuentra por debajo del eje x, pero para efectos del cdlculo del drea total, se
considera su valor absoluto,
Por tanto, el 4rea buscada es:

A=A+ A= %uz+2u’ =gu2
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EJERCICIO 2

Emplea sumas superiores para enconirar el 4rea limitada por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado.
Lfxy=4x+5x=2,x=5

2.fey)= x+6:x=1x=4

3 )y =4-x%[-2,2]

4 f)=x—-4x[-11]

5.f()=2—dx+3;x=0,x=2

Calcula el drea limitada por la curva f{x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas inferiores o superiores.
h
6. flx) = B [0, b]
7. fx)=3- %x’; [-3,3]
8. f(0) = (x— 2P + 1;[1,3]
9. f() = x* — &x? + 4x;[0, 3]
10. f(x) = 5x*%[1, 3]

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO 7

INTEGRALFS INMEDIATAS

. atemdtico ruso conocido por sus

W N\ frabajos en teoria de aproxima-
Vot cién de funciones, geometria

0 — diferencial, polinomios ortogonales y pro-

babilidad.

El nombre “Chevichev” es una translitera-
cién del alfabeto cirilico, por lo que a ve-
ces se encuentra con grafias diferentes, por
ejemplo: Chewyshev, Tchebyshef y ofras si-
milares.

Su aportacién en matemdticas es nofable, debido a sus miltiples aplica-
ciones tanto en feoria de la aproximacién de funciones por polinomics,
como en andlisis numérico linversién de matrices, la evaluacién numérica
de integrales, la integracién numérica de ecuaciones diferenciales, o la
mds precisa aproximacién a una funcién).

Pafnuti Lvovich Chevichev murié el 26 de noviembre de 1894 en San
Petersburgo.

Pafnuti Lvovich Chevichev
(1821-1894)
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CAICULO INTEGRAL

Definicién
SiF(x) s una funcidn can derivada f*(x) crionces, Fix) sc lama inkegral indefinida o antiderivada de (5.
La antiderivada de una funcién no es tinica.
Ejemplo
HBr+da,x-1

Son todas antiderivadas de f’(x) = 3x%, puesto que todas las antiderivadas de f'(x) quedan incluidas en F(x) = x* + C,
en donde C se llama constante de integracidn.
Para denotar la integral indefinida de f'(x) se utiliza:

[ 7 e
Entonces,
farax=x+cC
Formulas
1. [(du +dv—dw)= [du+ [dv— [dw 10. [cosvdv=senv+C
2. [adv=a [dv 11. [sec’vdv=tanv+C
3. Id.t=x+C 12, jcsczvdv=—cotv+€.'
xn-l—]
4, Ix‘dx= +C,n #-1 13. jmcvtnnvdv=sacv+f.’
n+l
vu-H
5. I'.r“ dv= +C,n#-1 14, fcscvcotvdv=—m:v+c
n+1
6. I% =M|v|+C 15. jlﬂnvdv=—1nlmsvl+('.'=lnisccv|+(f
Vg @ =
7. [a dv=1—+C 16. [cotvdv=Injsenv|+C
8. Ie"dv=e"+(.’ 17, jmcvdv=]n|sacv+tanv|+(.’
9, Isanvdv=—cusv+£’ 18. jcscvdv=]nicscv—mtv|+(.’
E-EMPLOS s
1 ®%° Determina el resultado de jx"‘dx
[y Solucién
441 5
¢ —x :x_
[x i S e
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Integrales inmediatas

2 ®%Encuentra j 3abixidx

Solucion
4 +1 5
[3ab*x* du=3ab’ [ x* dx =3ab* > +o=3% o
a1 5

3 ..’.{,Cuﬁlesel resultado de j' {5x3 + 2x2 = 6x + 3)dx?

Solucién
J6x* +22 —6x+3)dx = 5[x’de+2[x’dx—6[xdx+3[dx
41 241 141
=5% 42Ff _gX 4ax+c
3+1 241 1+1
i g g HBL
= Zx' 4+ -2+ &+
4x 3x 2x xr+C
= %x"+§x’—3x2+3x+c
4 ® opien [ L
7o
Solucién
1 1
L i 2 1
j%=jﬁ,=jx=dx=‘l +C=2-+C0=28+C=2x+C
* x2 S E | __
2 2
5 @ Cuiles el resultado de [~2% 2
X
Solucién
L B | e M A, B A B R
x % T =3+1 -2 25

Integrales por cambio de variable
Algunas integrales no se pueden resolver de forma inmediata, entonces se tratard de ser posible transformar la integral

aunade las siguientes expresiones

jv“dv=:%ll+c j%=l.n|v|+c

En las integrales que se resuelven por cambio de variable, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se identifica la variable.
2 Se obtiene la diferencial de esta variable y se efectiia el despeje de la misma,
3. Se realiza la sustitucién correspondiente.
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EJEMPLOS .

=2/} ®¢- Realiza la siguiente integral:

& ' jz(z +x2)§xdx

Solucién

Se elige, de la siguiente forma, la nueva variable que se va a integrar:
v=2+x > dv=7xdx

Se realizan las sustituciones y se resuelve la integral para obtener el resultado.

Y 3 £l
E 3 3 2 2 2
J22+x7x dv= @+ 2V 0= [idv=Y—+c =+ 0 =222 4 ¢
2494 3 3
2 2
Por consiguiente,
5
3 R
I2{2+12}51dx=72(2+5x Y ¢

2 ®°° Determina el resultado de [ \fm+ nx d
Solucién
dv
v=m+ nx,dv = ndx donde dx=:

Al realizar las sustituciones se genera la integral:

3 3

_ L. Hapt. of 3l 2 _ 2Am+nxy
I\Il'm'l'n.xdt—j'(m+M]zdx—;IV2dv—;-§+C—¥+C—T+C
2

3
2
Finalmente, j\f'm+nxdx=m%+c

3 @+ Encuentra el resultado de Ix{i! + x*¥dx
Solucién

V=04 =addy  donde  di= %
X

32 zdv dv
Ix{2+x Y dx=jx-v 5;5-:!1;2;

En este ejemplo el cambio de variable no se puede efectuar debido a que lanueva integral tiene dos variables.
Entonces, se realiza el producto indicado y se resuelve la integral.

B
fr@+xYdx = [(4+4x7+ 2% xdx= [(4x+4x" +x")dx = 2x2+%x5+%+C’

Por consiguiente,

fx2+x de=22 +%xﬁ +%+C
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4 ®%- precisa la siguiente integral indefinida:

Integrales inmediatas

j' dx
2+43x
Solucion
v=2+3x,dv=3dx donde %=dx
dx 1 dv_1pdv 1 1
=2 2—C [Z—_p|+C = ]2 +3x]+
2+3x 13 v 315 =M+ = SR +34d+C
Por tanto,
dx 1
=_Inp2+3x|+
J335 —3kk+H+C
5 @ Resuelve la siguiente integral:
j 'df
c+ae
Solucion
dav
v=rc+ae®, dv=ae’dd donde, = =ef90
a
fdo 1 dv 1pdv 1 § ,
jc+ae’_ ﬂ. v _ajv _G]BIVI.'-C h alﬂk-’-ael-’-c
Por consiguiente,
a
j' edﬂszlhk+ms|+c
ct+ae a
6 ®°° Encuentra la primitiva de
sen 5x
1 —ocos5x
Solucién
dv
v=1—cos5x, dv=>5senS5xdx donde 3 = sen Sx dx

Se realiza la sustitucién:

sen Sx

l—cusSxdx:j

Por tanto,

1 dv_1pdv 1 _ L~
E'T_SIv Sl +C = Shofl —cos 5x|+C
senSxydy _ 1

= nf1 - +
l—cos5x 5 H=pos3al+-C
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CALCULO INTEGRAL
EJERCICIO 3
Efectiia las siguientes integrales:
5 3_2_6
1 [xd 20. I(f 7 x]d’
2. [Sxtdx 21, [Var dt
3. j.eu’dx 22, jqﬁdﬁ
4. [Vax'ds 23, [(8x" —5x* —4x’ — 65 —2x—Jdx
5, jadx 24, I{ax’—bx’—.::x+d)dx
6. [22 2. | :ibz—%—h@]dx
a
e 6 =7
7 j? 2. | %]dx
3 2
8. [Uxax 27. | ﬂ?—q]dx
. 4 5
9. [5¢x d 28, j(i—ﬁ]dx
10, j:'i! 29, j(y%—Syg—Qy%—,f;]dy
S z ] L
yZ _y]_yni
11. jx" 30. j[—yz dy
12, (A% 31 [P -3 +)d
X
dx .
13, Iﬁ 32, j’J’T:d:
6 dx ‘
14, j{j; 33, j(3x+4)dx
15, [Vx® v 34. [(@@ —b)'xdx
16. j%f; 35, jf(r’—4}’dt
X
17. % 36. [(a—by)'dy
18. [bx dx 37. [ —6Ydr
19. j(;j-:—at%r’;]dx 38. [x(x+4ydr
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39.

41,

43,

45,

47.

51.

53.

L.u

54,

jx’{x+ 1Y dx

j m + ny dy

J\5x—3adx

j tdt
Jat® +b

j dx

39x —1

-

I(Ex

a) dx

_4)

5dx
j(l!l.x—-fl-)2

j 8x

dx

l:lxz—"

+5)

Jx—b)
J \,f;]d“

dt
. jat+b

xdx
' -4

dx

x+3

4xdx
2x* -6

j {21’
(x'=3x+6)

j(x=—2} X —6x+3dx

3)dx

55. | Y

56.

(ay

je"(l—

J

a +b)|n

e Ydx

Injx+ 3Ydx
x+3

221

58.

; Icsczxm dx

6l.

63.

65.

66.

67.

71.

3.

74,
75.

76.

j cos dx(1 —sen 4x) dx

j'saclxtanﬁx

COs ax

1

j'coi x(2+ In|sen xJ) dx

= SEn ax

sen 2x dx

I{l — cos’x)

j'senzia: cosbx dx

Icmmcsczmxdx

Imsz 4xsendxdx

cosSx

j\..'sen5x+ 4 d

4x+2
ey

j-(sx’ +2) dx

x—1

f(

2

3

Integrales inmediatas

4

(x+1y

TG+

x+1

J
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EJEMPLOS

e
s

CAICULO INTEGRAL

3 4
7. e
I[x+2 Jt+5]fit
3 5
78. I[Qx—l+3x—4]dx

7. [ dx
Iémszx

80, jsen’xsm2xdx

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

81,

dw

Ssenycosy

szjr

83,

|

sen'x
=%

cos? x

84,

jsmzw,."l —cotw

j.,l'l + cos @ do

Integrales de funciones exponenciales

Las siguientes formulas se emplean para integrar funciones exponenciales

Ia"dv=]§—; +C ¥y Ie"dv=e"

%" Encuentra la integral indefinida de [ ¢*'dx

Solucién

+C

Se escoge la variable de acverdo con la férmula que se va a emplear, en este caso,

v =2x,

su diferencial dv = 2dx donde, dx= >

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,

Finalmente,

Solucién

X

=

3 3

jez‘dx je— 2j e'dv= —e +C =

2 ®°° Determina el resultado de [ & dx

Iez‘dx = %eh +C

: dv=ldx donde, 3dv =dx

Por consiguiente, al realizar la sustitucién se obtiene:

Iegdx=3je”dv=3£"+(‘.' =

222
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37 +C
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3 @2 Obtén la funcién primitiva de [a™dx
Solucion

v=nx,dv=ndx donde,

=%

Se realiza la sustitucion,

Por tanto,

4 ®¢: Encuentra el resultado de j%

Solucién

v= —2x,dv= —2dx donde, =dx

Integrales inmediatas

1 1

j;ﬁ =Ie'1‘dx=—%je”dv=—%e"+C=—Ee'z‘+C=F+C

EJERCICIO 4

Realiza las siguientes integrales:
1, je""dx

2, jSe%dx

3. j€u+bd¥

e dx
4. | =

LA

Bx
: jz—hm
6. je‘“"“smtlxdx

7. j2xze"dx

e

[btdx

9, j 3 dx

223

10. j' 2 edx

15. j[%f'e_‘]‘dt
16. [¥(3—e)dx
17. [@x—3)e "> dx

dt
18. I@
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19. jeﬁ sen 2x dx

2. j‘i—‘ﬁ

4

21, [47 dx

. I[e_f+e§]dx
2. [ -2y dx
24, [x-5"dx

25, [ —e™Ydx

26. je“’" sec” x dx

27. [¥57dx

Integrales de funciones trigonométricas

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

28

29,

30.

31.

32,

33,

34,

35

]
J

[ W

(10™ — 2%y dx
e:—a;]dx

et —Sde

1+ x°

; j(s" +3%Ydy

Las funciones trigonométricas se integran con las siguientes férmulas y en algunos casos auxilidndose de un cambio

de variable.

1. jsenvdv=—cusv+C

2 Imsvdv=senv+c

fad

; Iseczvdv=tanv+c

'

. jcsczvdv=—cutv+C'

n

. Isecv tanvdv=secv+C

6. Icsc vootv dv=—csc v+C

=]

. [tanv dv = —In|cosv| + C = In|secy| + C

oo

; Icot vdv=In|senv|+C

=)

; Isecvdv=ln|secv+tanv|+€

10. Icscvdv=ln|cscv—cotv|+c
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Integrales inmediatas

EJEMPLOS .
"% 1 ."Cﬂlténelmsulmdudejcosnwdy
iy

Solucién
Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:

v=my, dv=mdy, donde,

3%

~dy
Se sustituye y se resuelve la integral:

Imsmyd}-=jcosv = lfcosvdv=isenv+c=isﬂ] my+C
m m m

2 ®% Cuiles el resultado de Isec?xdt ?

Solucién

v="Tx, dv="7dx donde, i—v=dx

1 1 1
jsac Txdx= Ejsmvdv=;]n[sccv+tmv|+(’.’= E]nisac?x+ tan7x|+C

3 ®¢- Obién el resultado de Ix cot x°dx

Solucién
dv
v=2x2, dv=2xdx donde, & =xdx

Se realiza el cambio de variable y se resuelve la integral:

dv 1 1 1
Ixmt x'dx =Icotv? =Ej'cutvdv=51n§sm '.-|+C'=51n[sen |+C

tan/x

-J;dx

4 ®¢- Bcuentra el resultado de j

Solucién
La férmula que se va a utilizar es Itanvdv=]n[sccvl+c , de manera que:

_ _ dx dx _
‘.'—\"';,d\-' ZT; dmde, '7; 2dl’

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral:

Itmu{;dx=2‘[tﬂn vdv=2 In|sec |+ C =2 In|sec x|+ C
x
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5 ®¢ Determina j

Solucion
Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonométricas.

J

2 tan x
1—tan” x

2tan x

1—tan®x

1

2sen x-cos” x

2sen x cos x

o senx 2senx
2tanx __ cosx  _ COSX
l—tan’x . _sen’x  cos’x—sen’x

cos” x cos” x

v=2x, dv=2dx; dx=£

Se realiza la sustitucidén y se resuelve la integral.

cos x{cos” x — sen’x)

Al sustituir la identidad encontrada, se tiene jlz:% dx= Itﬂ]] 2x dx ,donde:

’x

2

cos® x —sen’x

sen2x
cos 2x

tan 2x

1 1 1
dx=Im’lxdx:Ejmnvdv:—Eln|c03v|+C=—Eln|w521|+C

EJERCICIO

1

a3

L

se

b=}

L

- [sen 5x dx

; Isenidb:
; Itmhxdx

2 X

sen ax

I dx

2

dx

cos’ bx

 fosc

Isenx
cos X

Icus 6xdx

t i
— cot— dt

4

4

Determina las siguientes integrales:

226

10

11

12,

13

14

15,

16

17

18

? fx sen 4x’dx

. j'xz ws§ dx
jcosx

sen’x

. [secax tanax dx
- [3xsec dxdx
jcscf{ax—l)m
; fwt(ax-b)dx
. Jsecaxdx

: jxcscd-xzdx
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Integrales inmediatas

1+sen’x
19. 30.
9 jcuu csc x dy I[l+cm2x]dx
20. [(cot b0 + tan b9)'d0 31, [(cot’x+cot'x) d
3
21, 3x — cot 3x)%dx 32 [
j(cxc X x) IV’sch
dw
— 2 e ———
2, j(tanﬁx sec 5x)7dx 3. Ism=w(1—4cotw)
sen’x 1—senx
23, M4,
jl—msxdx I[l+scnx]dx
2. [xcos2—¥)d 3. | ydy -
sl 3)oo3)
cos X 2 tan e dox
4 jsmx o Ll Isacza—Etanza

2. [\fi+sen2xdx 37. j:rs%da

”. j- 1+ cos x 18, Ie"sen{eh)dx
1—cosx
2 2
2%, jl:sm[%—x] dx 39, dex
dw Jrsecx
B - rowme— 40, | —
2 jcoszw—mSQw -" 3x dx

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Infegrales con expresiones de la forma

||v2ia2’ FGE_VE’VZ __Faz,ai_vE

Férmulas
1. j:%fimm-zw 5. j_-;:j:ln(w\fm]w

2; jvz‘i"az =%1n|:;2 +C 6. jv va—a’ =%mm§+c
L 7. a7 av= 2= + S stk C

a. | —— —arcsenY +C 8. [ =a av=> fiaziZ—zln(v+W]+C

227
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EJEMPLOS
"3_ 1 .."[htarmmaelmsultadodej

1436
i Solucién
Se utiliza la férmula:

2 — 2

Por consiguiente,

dv
e

vi=x v=x

=larctm]3+(.'
a a

se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen en la formula.

y dv=dx; al=136, a=6

228

1
Ia.n +
If 1% 6 g
o
20 UJtmelresultadodeIlﬁx s
Solucion
Para resolver la integral se utiliza la férmula:
1 v—a
=— +C
v—a® 2a |v+a
se determina la variable y se encuentra su diferencial,
2 _ 2 — — v - P _
vi=16x%, v=dx, dv=4ddx y 3 =dy; a’=9,a=3
Finalmente, se realiza la sustitucién y se resuelve la integral,
1 1 4x—-3 1. [4x-3
— AT -} =—l +
jlﬁf—g ﬂlj'.fz—a2 4 2(3) |(4x+3 b 24 D4x+3‘ £
3 ®¢- Obién el resuliado de Iidx
n’x’ = p*
Solucién

a’=p? a=p v=n%% v=nx,dv=ndrx donde, E=d,!r
n
Se sustituye y se resuelve la integral,
jz'jdx S Ml D e P R Pl
nx*=p* nrivi-a n 2Ap) |mx+p 2np  |mx+p
Se concluye que,
i e ih”x‘f"ﬂg
R’ —p 2np |nx+p
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Solucién
Para resolver la integral se utiliza la formula,

se deduce a, vy la diferencial dv

a?=9,a=3v? =25x% v=">5x,dv=5dx donde, %ﬂtx
& 1. v 1 v g 1 sx
I«fg—Qsz _SI\{QZ_VI smsma"'c Chidaci +C
Por tanto,
dx _ l s_x
I 9 — 25:2 = sarcsens +C
5 @e Ovténel resultado de. [——2
el msltado do |22
Solucion
TR e oS BT B i % ;>
dv
& = 3 _1 dv :l 2
ngx’ +5 _IJv2+az ‘g,j\/v,_l_az 31n|3x+~.|"9x +s]+c
EJERCICIO 6
Realiza las siguientes integrales:
& dx
e ¢ Isva
- dx
% %
jb:v”+.-5f IJW
% dx
3. "
jy’—le jm
& dx
4, S 9. jx ——
& dx
k j?.xz—lﬁ 10. | ——
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11, jﬁ? 23, j?i_:?
12. j;%-—"'_% 24, j’ 4‘?’2?2
13, I}'ﬁﬂ%ﬁi 25. [\ 16— ¢ ax
14 jﬂx{ldfmx} 2. [Ji-25" ax
15. | J% 27. | :fm_i
5
16. | 35—d;x= 28. [J2x+1) —a ax
. jﬁm 29, I\#28+343x"
18. Ijé%" 30. jmf‘”
19, -[25:; 2 31. j%
2. | Ja:f‘—-l-s 32 | m{m_(:‘_mzzr)
21, | s—diyz 33. ls'j_“c‘:'s‘f‘x
». IJ% 34, [JPIn’(30+4 de+ [In(30PIn° (G + 4 dr,

demuestra que:
%Jﬁm’mu +2In(rin(3r) + |7 hf(sr)+4]+c

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales en las que se completa un trinomio cuadrado perfecto

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx + c, se utiliza el método de completar un trinomio
aiadrado perfecto para llegar a las formas:

Wixad, &=V, viEtad,at =V

Segiin sea el caso.
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EJEMPLOS .

| dx
"% .' ®%° Encuentra el resultado de jm
i

Solucion
Se completa el TCP, entonces, el denominador se expresa como:

X H4x+3=("+4x+4) -4 +3=(x+2) -1

Donde,
vi=@@+22v=x+2,dv=dr;al=1,a=1
Por consiguiente,
dx dx 1 x+2-1 1, [x+1
= ol +C==In +
jx2+4x+3- I-;x+2)2—1 21) |x+2+1 =g T ¢
3dx
[ L H ! e
2 Determina el resultado de sz —8x+25
Solucion
La expresién
X —Bx+25=(x"—8x+16)—16 +25=(x—4y +9
Donde,
vi=@—4P,v=x—4dv=dna’=9,a=3
Finalmente,
3dx dx 1 x—4 x—4
=3 =3= + C =arc tan +
Ix2—8x+25 j{x—4)2+9 it O =ar ( 3 ] 4
3 ®°° Encuentra el resultado de la integral indefinida IL
23 = 2x+1

Solucién
Se completa el TCP y el trinomio se convierte a la expresion equivalente.

2x2—2x+1=2(x2—x+%]=2[x2 —x+%—l+l] = 2[(x2—x+1]—l+ 1]

Se utiliza la formula,

—— =—arc tan—+
v +a a a

j' dv 1 v

se obtiene la variable, su diferencial y el valor de a,entonces,
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Se realizan los cambios y se resuelve la integral.

" 1 2x—-1
dx 1 dx 11 T3 2
== o +C= —2 4
i 7§ 1 Fey SRR e
et T 3 2 2
Por tanto, el resultado de la integral es:
dx
m—mtaﬂ{2x—l)+c
4 ®* Obién el resultado de IL
V2 —3x—4x"
Solucién
La expresion
3 1 3 9_9_1
2-3x—4x'=-4| P +x—— |=-4| ¥+ x+——-—=
x —dx [xz4x2] (x 4x64642]
3 41 41 3
(=35 3]
Se deduce entonces la formula que se va a utilizar:
j fv?=amsm3+€
a —v a
Donde,
2
vi=[x+3 v=x+§,dv=dx:az=ﬂ, _ o/
8 8 64 8
Por tanto,
= =53]
J2-3x—4x 41 sy 27 |4 3Y
4 —(x+—] — |
64 8 64 8
x+3 8x+3
1 8 1 1 8x+3
= ~. Bt == +C = - +
) EICSEDE C 5 arc sen i C 5 Sﬂlﬁ— C
8 8
8o (2x+5)dx
5 Encuentra el resultado de Iixg v
Solucién
En este caso, la expresidn se representa como:
2x+5 _  2x+2 3

F+2+5 ¥ +2x+5 ¥ +2x+5
Se ha elegido esta separacién debido a que,
si v=x"+2x+ 5 entonces dv —(2x + 2)dx
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Por consiguiente,

j{2x+5]dx I(2x+2]dx j- dx
F+2x+5 A +2x+5 X +2x+5

(2x +2)dx
Para la inte —— "  serealizael bio,
gmlj'x g el cambio,

dv
=x"+2x+5, dv=(2x+2 =
v=x x+5 {2x )a'.ty{h_'_z] dx

Resultando:

IM = In(x*+2x+5) + C

x*+2x+5

dx

T-I-S , se realiza el siguiente cambio:

Ahora, con la integral I

dx dx 1 +1
=I : &

Ia:2+2,1:+5 j{x2+2x+l)+4 P T L

Finalmente, al sustituir se obtiene:

j{2x+5 I(2x+2 j' dx
X +2x+5 ¥ +2x+5 X +2x+5

= In(x*+2x+5)+3. Em‘ct&nxTH+C

= Toix? +2x+5)+—mtm’T“ +C

Por tanto,

j-(2x+5}dx

x+1
. +2x+5—]]1(x +2x+5)+= aml:m( ]+C

2

Ve + e dx
Je" +6e +5¢

6 ®°° Opién el resultado de j

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera:

j J&* +aJedx _ j' Je (@ + de')dx _ j-{e“+4e‘)dx
Jes +6e* +5¢¢ e Jer +6er+5 7 [ +6e"+5

Se realiza la separacién en el numerador

j(eh+4e’}dx _ j{ez‘+3-e’ +e)dx _ j' (™" + 3¢ )dx j'
Je +6e +5 &+ 66 +5 * 46" +5 Jez‘+6e‘+5
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{82; + k‘}dx

A, el tegstl | e

, s¢ realiza el siguiente cambio:

v=e¥+ 6e*+ 5, dv = (2e¥* + 6e%)dx = 2(e* + 3e5)dx

Entonces,
(™ + 3 )dx _ _ A v% _ L _ =
s =giE =51 =P =
2

e'dx
de variable.

jJez‘+6e‘+5 jJe“+6e‘+9 ~9+5 _IJe2‘+6é‘+9 4 _IJ(5+3) -4
Donde,
w=e*+3,dw = e*dx

Entonces,

e = i = e ] = s @
=1nje‘+3+M|

Por tanto, se concluye que:

I% = JE 6+ +Inle 3+ JF ree 15 + C
& -4 &

Por consiguiente, para la integral Im , se completa el trinomio cuadrado perfecto y se realiza el cambio

EJERCICIO 7
Determina las siguientes integrales:
j' dx . j' dv
x*+6x 25 +9x +4
dx dx
X 7 —————————
sz+8x ja2x2+8a.x+15
3 j' dx j 3e'dx
"I +5x+6 "o+ 94 + 20
j' dx 9 IL
2xr +3x+1 T 13w —2w —15
dx do
. | 10, | ———
3 jx2+5x—14 IS+9&—2az
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dx
o sz —2x+8

jeh + 3e" —3

12.
& +26 — 3

o0s x dx
B | —
< j(scnx—ﬂ-}z—ﬂ-

14, j il

:;—Swz +2w—8§

dx
15, |
j 4x’ —4x+3

dz

16. | Fra
dx

" e

dx

15 jx\flnzx+'?lnx+6
j dw

1II'w2 —9w+5

20, j.,l'x1+4x—3dx

21. j,ll'd- —3x—2x" dx

19,

2. [Bx—x" dx

3. [35 —dxdx

2. fxx'—x' -0 dx
25. [J-x-sx+24ax
26. ”I+%+2dx

j dx

3
VX2 —4x? —21x

27,

235

31.

32,

33,

J«

]

dy

T

3426 —e™ dx

j,#3x=+4x+1dx

]
I
I

. |

35.

37.

41.

42,

43,

i
I
I
I

¥

I
]
]
I

dw
:;.Sw — 2w’

dx

\I’ax’ + 3xax + 2x

dy

3y +13y—10

(6x—5)
3 +4x+1

3x— 4dx

4-"Tx
95" —16

dx

X+ 3x+5
X —4x+1

=2
Ix*+5x—4

x+5
X =Tx+6

2x+21

3x*+27x—15

(3x +2}dx
Jxi—4
3x—11
J4- 9x’
5-2x dx
:.ilﬁxz +25
4-3x
7 -2x"

dx

Integrales inmediatas
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x+6 . 5x+1

s Is+14x—1ux’

5x—11 3
46. Imdx 49. [@x+D¥" —3x+4 dx

47. j 50, j{3x+7} P +7x+6 dx

2x" +5x—1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO 8
INTEGRALES DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS
HISTORICA

§

&
ST\ atemdtico vy fisico francés nacido
W \. en Auxerre y fallecido en Paris,
- conocido por sus trabajos sobre
0 — lo descomposicion de funciones periédicas

en series frigonométricas convergentes lla-
madas series de Fourier,

Participé en la Revolucién Francesa y, gra-
cias a la caida del poder de Robespierre,
se sahvé de ser guillotinado. Se incorporé
a la Escuela Normal Superior de Paris en donde tuvo enfre sus profesores a
Josephlouis Lagrange y Pierre-Simon laplace. Posteriormente ocupé una cd-
tedra en la Escuela Politécnica.

Segin &l, cualquier oscilacién periédica, por complicada que seq, se pue-
de descomponer en serie de movimientos ondulatorios simples y regulares,
la suma de los cuales es la variacién periédica compleja original. Es decir
se expresa como una serie matemdatica en la cual los términes son funciones
frigonométricas. El teorema de Fourier tiene muchas aplicaciones; se puede
uilizar en el esiudio del sonido y de la luz y, desde luego, en cualquier
fenémeno ondulaterio. El estudio matemdtico de fales fenémenos, basado
en el teorema de Fourier se llama andlisis arménico,

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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Integrales de la forma: [sen"vav, fcos’vav, con my nimpar

En aquellas integrales cuya funcion seno o coseno sea una potencia impar, se realiza la separacion en potencias pares
y siempre sobra una lineal, la cual funcionard como diferencial; el resto se transforma mediante las siguientes iden-
tidades trigonométricas:

sen’x=1-cos’ x cos’ x=1-sen’x

EJEMPLOS s
"g. ' ®#° Determina el resultado de Ism’x dx
io Solucion
Se separa la potencia de la siguiente manera:
jscnsx dx= Istmzx sen x dx
Se sustituye sen’x=1—cos x, de esta forma:

v=cosx, dv= —senxdy, —dv =sen x dx

Isen’xdx=jsan2xscnxdx= !{l—cuszx)smxdx I{l—vz){—dv} = j—dv +jv2dv
= —v+%v’+c

1
= —cosx-+ acos’x +C

= %ms]x—msx +C

__ 1
Por consiguiente, jsen’x dx= gmslx —cosx +C

3
2 @ Precisa el resultado de [ < X4
5N X

Solucion

IGOS’xdejmszxmsxdx J'QLSE’_H’M

sen’x sen’x sen’'x

Se realiza el cambio de variable, v =senx y dv = cos x db,

1-vi)dv gy cdv ~ - 1
oo a5 - - bac
Pero v = sen x, entonces,

1 1 1
——+C=cscx ——csc’x+C
sen x 3&311’ 3

cos® x dx 1
u;cx—gcsc’x+C

Finalmente, |

I
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3 ®°* Encuentra el resultado de | ydy
I T
Solucion

- [ ‘ysenydy _ I{sen *y)'sen y dy
JCD\S}' JCCB‘)’

jv’wsy

Se sustituye sen’y=1—cos’ y en la integral:

I{l —cos” y)” sen ydy
Jeosy

se realiza el cambio de variable, v = cos y, dv = —sen v dy, —dv = sen v dy

_j.(l—vz]zdvz_j(l—b’\f;-v*]dv _ —I%+2]v§dv—jv§dv

4 3 22
-2y +=vi-Zyvi+C
5 9
Al factorizar —2 /v de la expresi6n se obtiene:

Finalmente,
i Y e e
J foosy [ Soos’y 9 y] c
EJERCICIO 8
Resuelve las siguientes integrales:
3 :
1. jscn 4x cosdx dx 9. Ims 3(#
2 jms’?:x sen 3xdx 10. Isen’xdx
3, jscu’axdx 11. Ise.n’axdx
4, js&n’.ﬁxdx 12; Iscn’ti-xdx
3 X 5 X
. B jst:.n i 13, jscn e
6. jms’xdt 14, Ims’ydy
7. Joos’ax dx 15. [cos® bx dx
8. jmsaéxdx 16. j'c:(:rﬁE
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17. js.:n?ada 21, jscn’4xcusi4xdx
18. Ist:.n’Sxdx 22, jcos’xsansxdx
5
: 7 03 08 2x
19 j'ms ydy Imdx
20, Ims?d-xdx

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [un'vav, [corvav con n par o impar

En este tipo de integrales se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tan” x =sec” x — 1 cot’x=csc’ ¥ —1

EJEMPLOS 4
1 ®¢" Encuentra el resultado de jtan’xdx

i§' Solucion
Se realiza la separacién de la potencia:
jlﬂn’xdx=jtnnxtﬂn2xdx
Se sustituye tan’x=sec’x —1,
jlﬂnx{seczx—l)dx=Itﬂnx'mc2xdx—jtanxdx
Al aplicar v = tanx, dv = sec® x dx, para la primera integral, entonces:

jtmfxdx = jtanx-saczxdx—jtanxdx = !vdv—jmnxdx=§

—(=Inlcosx)+C

tan’x + Injcos x|+ C

b | -

2 ®°° Obtén el resultado de [ (sec3x + tan3x)’ dx

Solucion
Se desarrolla el binomio al cuadrado y se obtiene:

J(sec? 3x +2sec 3x tan3x + tan” 3x) dx
se realiza el cambio tan” x =sec’x —1
J (sec? 3x + 2500 3x tan 3x + sec” 3x ~ 1)dx

Se simplifican términos semejantes y resulta:

I{2sec23x+2sec31tan3x—l)dx
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Se efectiia el cambio, v = 3x, entonces dv = 3dx y -4—;- =dx

Se procede a integrar

I%Sﬁczvdv+j%sﬁ:vtanvdv—j%

%Ismzvdv+%jsecvtanvdv—%fdv

2 2 1
—tanv -+ — -—v+L;
3 v 3SEC'-" 3\-’

pero v = 3x,entonces finalmente se obtiene:

[(secx + tan30)7 dx = %tm3x+%sm3x-x+€

3 ®#- Determina el resultado de Imtsaa: dx

Solucién
Al separar la integral
jcotf‘ax dx = Icotsax cot’ax dx
Se realiza el cambio cot®ax =csc’ax—1
jcﬂt’ax{csczax —1)dx = jcot’ax csc”ax dx — Icot’axd'.t
De nueva cuenta se tiene una potencia impar, por lo que se vuelve a separar y a sustituir la identidad:
= Icot’ax -osc”ax dx — jmtax cot’axdx = Icot’ax csc’ax dx — jcot ax(csc” ax —1)dx
E jcm’ax-csczax dx — jmiaxcsczax dx + jmmx dx

v=cotax y dv = —acsclaxdx

—ljv’dv+ljvdu+ 1]n|smcu:|+{'.'
a i a

P
a 4 a

1
1Ifvt

2
-"—+11n|sanax|+c
2 a

pero v = cot ax, por lo que finalmente,
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EJERCICIO @

Realiza las siguientes integrales:

1. jm’smx E j'tan’Sxdx
X

2 Itﬂn’de 8. jcot“Sxdx

3. jcmuxdx 9, jum*exdx
3 X 3

4. fcot 3% 10. [ (tan 3x - cot 3x)’dr

5. [cot*6x dx 11. |(tan’2y+tan*2y)dy
y

6. Icmizdy 12. [(cot* 3x+ cot® 3x)dx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [sec'vav, [cx*vdv con npar
En este tipo de integrales se separa en potencias pares y se sustifuye por la identidad trigonométrica respectiva.

sec’ x =1+ tan’x ; csc’x =1+ cot’x

EJEMPLOS .
& 1 @ Precisa el resuliado de [sec* x dx

'E' Solucién
Isec"xdx=j'sac2xmc2xdx
Se realiza el cambio con la identidad sec?x = 1 + tanx
j (1+ tan’x)sec’ x dx

Al efectuar
v = tan x y dv = sec’x dx
se obtiene:
3
1+v3)dv=[dv+ [vViav=v+ 2 +C
Js o= favs [t v

Pero v = tan x, entonces,

1
jsec"xdx=§tan’x+tﬂnx+€'
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2 ®9: Optén el resultado de jcsc" E dx

Solucion
a X, 2 X 2 X 55 2 X 2 X
jmc Idx—jcsc E csc de = j(1+cot I]csc Idx
Donde
x 1 2 X

== = dv=—=— —dy

L ")
entonces:

4
==d|(1+V)dv=—4|dv—4|v' dv =—dv——v'+C
j{ Jv j Iv v 3v
X oo
pamv=cot1,porcm31gumntc

adigen o Ho Xl x
jmcz = —E"-mtz 4wt4+C’

Integrales de la forma: [tan"v-sec’vav, [cot™v-csetvav
con n par y m par o impar
En este tipo de integrales se emplean las siguientes identidades trigonométricas:

sec’x — tanZx = 1: csc?x — cot?x =1

EJEMPLOS .

1 ®%° Demuestra que Itnnzxsec"xdx =-;-tansx+§1'-tan’x +C

g 1
$
i Solucién

En la integral la secante tiene potencia par, entonces se realiza la separacién de una secante cuadrada y se sustituye
por la identidad trigonométrica correspondiente.

Itﬂnzx sec’ xdx= Itanzxsecz xsec” xdx = jt.emzx{l + tan’x)sec” x dx
Al efectuar
v=tanx y dv=sec’xdrx
finalmente se determina que:

— 2 2 — 2 4 _]' 1 _l 5 l 3
= I'.r {1+v)dv = I(v +v )a'v—i-v’ +-§v5 +C —gtan x+-§t.em x+C
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2 ®% Encuentra el resultado de Itan’ -:—sacli-dx
Solucion
En la integral las potencias, tanto de la tangente como de la secante, son impares, por lo que la separacién es para
ambas funciones.
31X 3 X _ 2 X 2 X X X
Luego
tan Y =sec? X —1
W g
Por consiguiente,
— [ Xsec* TranTeec X dy = 2 1 ke TtanX sec X dx
I 4 4 4 4 j 4 4 4 4
Ahora, al hacer
x | el
=sec— y dv=—sec—tan— dx
e ™ i T M
se obtiene:
= 4I{v2—l}vzdv=4jv’dv—4jv2dv=iv’—iv’+C’
5 3
4 x 4 .x
5504 370 %
EJERCICIO 10
Determina las siguientes integrales:
1. Ist:c"Sxdx 8. !csc"%dx
2. jst:c"a.tdx 9, IHDZstac'Sxdx
3, [sec*Z dx 10. |tan® ax sec’ ax dx
Joect% J
4 2 X s X
4. Josc*9x dx 11. [tan o et v
4 sz .151'
5. [esc! brdx 12. [tan St
6. fesc*Zax 13. [tan®5x sec®Sx dx
Josc*2 J
i jsec"—?dx 14. [ tan’ bx sec’bx dx
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Iniegrales de diferenciales trigonométricas

15. X ¥ : 5
5 jum6 A 2. [tan® xsecxdx
16. jlan’4—x m’ﬁdx 27. Itﬂn2xsex;’2xck
7 7
17. jcut’bxcsc’bxdx 28. j'ctg’xm:’xdx
3x dx
18. [cot’ 4xcsc’s Y e
8 jcot xcsc dx dx 29 Icusxlt
&
19. fsec®Z a; (20
9 jseczdx ijT;
«f 36 aq, 4|t
20. jc;sc (7]‘!6 31, j{sat; 3t —csc (E]]dr
21, jzx’sa:‘x’dx 32, jm:"ﬁx—l)dx
1Y de
». j{1+ . ]dx 8. [—=
ctgx sen® g
5)
23, jsec‘amﬂada M, Imc”xdx
2, _[L 35. [~ tan* ) d
cas* 21

25. jcsc" (3x = 1dx

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma: [sen"vav y [cos"vav, con my n par

En estas integrales cuando las potencias de las funciones sen x y cos x son pares, se utilizan las identidades trigono-
métricas del doble de un dngulo:

1 Sl I | S W
senvcos v=—sen2v sen v=———cos2v cos v=—-+—cos2v
2 2 2 2 2

L ]

EJEMPLOS
'E. } 2" Obtén el resultado de [sen’x d
8

Solucién
Se emplea la identidad correspondiente y se integra:

i_s&nEx
2 4

+C

jsanzx dx=j'(% —%mﬂx]dx=%j’dx—%j’cuﬁ 2xdx =
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2 ®¢° Determina el resultado de j'sm"h:dx
Solucién
Isan"2xdx j{sen 2x)dx= I( —ms4x] dx = I( —DDS 4x+ic05 4x]dx
Ahora se transforma la potencia par de cos 4x, utilizando la identidad:
mszv=%+%c052v
Entonces,
j(i —%cos 4x+ %{—; +%cos 81]]4: =j[% = %cus 4x+ %cosSx]dx

Ahora bien, al integrar cada uno de los términos queda:

3  sendx  senSBx
Drdi="y— +
ISED X X

+C

3 ®¢: Encuentra el resultado de Ims“% dx

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera

_"ct}s‘i % d = j(cmz g ]!dx

Se sustituye cus% = %+;c %
jcmagdx = I(%+%c %de
S (SRR )
23 j(;—+§ 2?1+§(%+—;-c 54—;]+ém3%]dx
N j[% +§cus2?x +%cus% +%u;rs2 2?::05%]&
SR R
= I(l—i+§cm?x+% %4_%(:0523_1_% 21;—1 Qg]dx
= I(l—sﬁ +%cus2x +%cus o —%sc %cosz?x]dx
= %fdx + %f 2;:1: %fms%xdx - éj ng%xcos%xdx
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Iniegrales de diferenciales trigonométricas

Se aplica el cambio de variable para cada una de las integrales,
2x = 4 4 2x 2 2x
—_— — d'v: — —_— — —_— - —_— —’ dw: — e
v 3 3 z 31 dz Sd‘: W = sen 5 3“ 3 dx
Entonces,
_ 5. .13 3 _13r.,
—16x+22jcosvdv+16 4jcosztiz SQIde
5 3 9 3wl
e i + — + et i i
Tl e et e k]
5 3 2x 9 4x 1 a2x
= 2x 4+ Zsen=X + Zgen"X - —sen®ZE +
6 T3 ety T3 TC
EJERCICIO 11
Verifica las siguientes integrales:
1. [sen3 15. X ax
jscn x dx 5 Ims 3
Sx
2 B 16. =
jsen ax dx 6 Ims 3 dx
3. jse zgdx 17. Isen“xdt
5 3x 6
4, jse.n de 18. Iscn 4x dx
5 jmszitdx 19. jsenﬁaxdx
. 2bx dx . [sen®®
6. [oos®bx 20. [sen &
2 X 6 3x
7. [ ocos —dx 21. [sen T
2 7x [
8. jms & 2, jmsxdx
9. [sen*8xd 23. [cos’3x dx
10, jsen"axdx 24, j'msﬁbxdx
g X [
115 js&n ?dx 25. Im de
43x 62X
2. [sen = 2. [cos 5o
4 cosx dx
13. Joost9xdx 2. =
14, jms"hxdx 28. j'sen"iixdx
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9, -2 34, [(senx+1Ydx
aY
C8C =—
2
dx 2| X 2| X
t 35, - -
30 Icsch > jsr;n (b]m (b]dx
2
cos” 3x dr i} [i}
3y, fom oe e 36. A S R
jl+tanz3x 6 I[m(s] cm(s]] o
X
2, I2cosz[5]dr 37, jcos’xdx

33, j{a —cosa)da

° Verifica tus resultados en la ién de soluciones correspondiente

Integrales de la forma fsenmx-cosnvdx, [senmx-sennvdx, fcosmxcosn dx
En las siguientes integrales se utilizan las identidades trigonométricas:

cos(m +n)x _ cos(m —n)x +C
2{m—+n) 2(m —n)

Ist:n mx cosnx dx ==—

_sen(m+n)x+san(m—n)x+c
2(m+ n) 2(m—n)

Isen P Sen nx dx =

sen{m +n)x  sen(m—n)x

2m + ) A=) +C,cuandom+#n

Icosmx cosnx dx =

EJEMPLOS
-8_ 1 @2 Encuentra el resultado de Isen 2xcosdxdx

E j

i Solucién
__cos2+4)x cos2—4)x . _ _cosbx cos(=2x)
Isen2xms4xdx— 22+4) A2—4) e 12 -4 e
__cos6x  cos2x
= 5 + n +C
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Iniegrales de diferenciales trigonométricas

2 ®*- Determina el resultado de Ims 3xcosxdx
Solucion
_sen(3+1)x | sen(3—1)x
jcmhmsxdx— 2G+1) + 26-1) +C

_ sendx  sen2x

24 22

_ sendx  sen2x

= 3 + i +C

EJERCICIO 12

Determina las siguientes integrales:

1. fsen2xsen3xdy 6. jsen(%“]cus(g]da

2. [sen xcos3xdx % Icm(gw]cm(iw]dw
3; jsenstenxdx 8. Isen{mx+b)san{m—b)dt
4, jms?ycosilydy 9. Isen{3x+4)sm(3x—4)dx
5. Joos(sx)sen(2x) dx 10. fsen3w sen 2w sen w dw

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTUIO ©
METODOS DE INTEGRACION
HISTORICA
8=
&
-l no de los cientificos matematicos y
A W e . Uﬁsicos italianos més importantes de
Mo

finales del siglo wiil. Inventé y madu-
6 el cdleulo de variaciones y més farde lo
aplicé a una nueva disciplina, la mecanica
celeste, sobre todo al hallazgo de mejo-
res soluciones al problema de tres cuerpos.
También confribuyé sigrificativamente con la
solucién numérica y algebraica de ecuacio-
nes y con la teoria numérica. En su clasica
Mecanique anafyﬁﬁue (Mecdnicas analiticas, 1788), transtormé la mecani-
ca en una rama del andlisis matemdatico. El fratado resumié los principales
resultados sobre mecdnica que se saben del siglo Wil y es nofable por su
uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Otra preocupacién central de
lagrange fueron los fundamentos del céleulo. En un libro de 1797 enfatizéd
la imporfancia de la serie de Taylor y el concepto de funcién. Sus trabaijes
sirvieron de base para los de Augustin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl
Weiersrass en el siguiente siglo.
Joseph Louis Lagrange
{1736-1813)
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Sustitucién trigonométrica

Algunas integrales que involucran expresiones de la forma .faz -u*, Juz +a y Juz —a* , deben resolverse
utilizando las siguientes transformaciones:

Caso Cambio Diferencial Transformacién Tridngulo

a/ |u
a’—u' H=asenz du =acos zdz Ja'—u'=acosz A

2 2
B +a U
u +a’ w=atanz du = aseciz dz Juita® =asecz A

u
u —a H=asecz du = asec ztan z dz Ju'—a*=atanz w-a

EJEMPLOS .
2 1 @2 Obtén el resultado de | -

5 o+ T

i Solucién

Para resolver la integral se utiliza el segundo caso y se hacen los cambios propuestos, entonces
W=y 5 u=y, luego a’=7 = a=+7
Cambiando los elementos, se sustituyen en la integral:
y=+Tinz dy=Tsezdz ¥+7=1Tscz

j\f_sac zdz j dz

Tsecz

dy
I(y!l?)z jr(\:’avT]

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

1})!2 +7

47

%jmszdz; %senz +C

senz =
,ﬁy’ +7
Se concluye que,
d - ¥ _ic
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2 ®°° Regyel A
uelve j:r_xz —
Solucién

w=x? -5 p=xal=4 = a=2

Para resolver la integral se aplica el tercer caso, por tanto, los cambios se sustituyen en la integral:
x=2secH,dr=2secftanfdd y x’—4 =2tand

Entonces,

dx:jaseca)’(zsecema)

it 4
S dp jssec 6do

IJx:—at
= 8[sec’ 0 sec’ 00
= 8] (1+tan’ 6)sec’ 0 df
= 8 (sec? 6+ sec? tan® ) df
= 8[sec’0.d0 + 8 [ tan” 6 sec”6 d6
8

=8mn6+5um’8 +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

/‘m
b

2

En el tridngulo
Gl x'—4

2

Por consiguiente,
x _ ,Uff—.c; E‘fxz—‘i]
jx2_4dx—8[ 5 ]+3[ 5 ]+C
(Ve -4]
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3 ®%° Determina el resultado de j—‘ﬂs_lﬁx dx
X

Solucién
vi=1&x? — v=dral=25 = a=>5

Para resolver la integral se utiliza el primer caso, donde
T %senﬁ,dx= %msﬂdﬂ y (5-16x =5cosd

La nueva integral es:

jmdx _ jgﬂ-%cmﬂdﬂ = sj‘: a9 = 5] Senadﬂ
X

sj(csce —sen §)do
= S{hlrsclﬂ—cot ﬂ| —(—cos8))+C
= Sinjesc  —cot 8] +5 cos 0+ C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del triangulo,

5 dx
]
25-16x2
o ¥
el 4x
g J25-16¥°
- 4x
i \325—516«\'2
Finalmente,
I.hs;wxzdx: 2 —lﬁx |+5 leﬁxz ol
T o o . **2:;16"2 + 25—16x +C
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EJERCICIO 13
Resuelve las siguientes integrales:
dx X +16
1. jw 11. j-x—dx
2 o i 2. [— i
(w2+5)5 X ?—x’
3. jf;‘b’, 3. | "!d}’,
O +3 ©-yy
4, jv’% 14. j'ys..fﬂ-—yzdy

dy
" jy’qy’+25 = I\jﬁx x’

(36 252" i
6. jfdx 2 j,.fw=+'.-'dw
7 j ada! 17. I '_3x_‘xzdx
dx
8. Im pRF v‘ i
0. j xdx 19. Ix’ X +4dx
JE—-16
"—5—92 Inw
10.]' 7 de e Iw,j4+41nw—ln’w

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integracién por partes

Deduccién de la férmula
Sean i y vfunciones, la diferencial del producto es:

dw)=u-dv+v-du
Se despeja u dv
wdv=d(w)—vdu
Al integrar la expresion se obtiene la férmula de integracién por partes,

judv=u-v—jvdu
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Donde:

1. uesuna funcion ficil de derivar.
2. dves una funcidn ficil de integrar.

3. Iv du es mis sencilla que la integral inicial.

La integral por partes se aplica en los siguientes casos:

Algebraicas por trigonométricas.

Algebraicas por exponenciales.

Exponenciales por trigonométricas.

Logaritmicas.

Logaritmicas por algebraicas.

Funciones trigonométricas inversas,

Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

el AN I

EJEMPLOS ¢
1 @2 Obién el resultado de [x sen x d
i§_ Solucién
Se determinan u y dv y mediante una diferencial e integral se obtienen du y v respectivamente,
u=x dv=senxdx
du=dx v=jsmxdx=—cosx
Se aplica Ia férmula:

Ixsenxdx=—xcosx—j—msxdx=—xcosx+jmsxdt

= —xco8x +senx +C

2 ®°° Determina el resultado de [ xe* dx

Solucién
Se eligen u y dv de la siguiente manera:
=y dv = e* dx
du = dx v= Ie’dx=e‘

Se sustituyen los datos en la formula, entonces,
Jxedx=xe"~[e'dx=xe' ¢ +C
por tanto,

Im‘dx=e’{x—l)+€
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3 ee-

4 oo

Métodas de integracién

' Encuentra el resultado de jhu:ah'.
Solucion
u=Inx dv =dx
du = -é:— v= jdx =x
x
Al aplicar la férmula se obtiene:
» dr _ e =
j]nxdx—x]nx —jx-— —xlnx—j-dx—xlnx—x+{'.'— (mx—-1)+C
x
* Obtén el resultado de jmim:xdx
Solucién
u = arc tan x dv =dx
_ _dx _ _
du = W ¥ = j& =X
Por consiguiente,
Iamtanxdx=xarc tﬂnx—jlid;

La nueva integral se resuelve por cambio de variable, entonces se elige
w=1+x% dw=2xdx

Y el resultado es:

xdx
1+ 2°

jarctanxdx=xarctanx—j =xarctanx—lj'@

27w
=xam t.emx—%ln|w]+€'
Por consiguiente,

jarctanxdx = xarc tan x —%lnll +x’| +C
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5 @2 Determina el resultado de Ie*cusxdx
Solucién
u=e* dv=cosxdx
du=e"dx v=jcosxdx =sen x
Por tanto,
je’ msxdx=e‘sanx—je‘sen xdx
La nueva integral se resuelve integrando por partes,
u=¢e* dv=senxdx
du = e* dx V= —COsX
Resulta

j-ef cosx dx=¢'sen x — je‘senxdx =e'senx—(—¢*cosx — j—e‘cosxdx)= &'sen x —(—e‘ cosx +je‘cosx dx]

Entonces,
je‘cosxdx=e"smx+e‘cusx—je‘cosxdx
Se despeja Ie‘cusxdx; je‘msxdt+je‘cosxdx=e‘senx+e‘cusx+c
2Ie‘msxdx=e‘sanx+e‘msx+c
Finalmente,
Ie‘wsxdx=€—(smx+cusx}+€
EJERCICIO 14
Realiza las siguientes integrales:
1; Ixe3‘dt 8. !xmsbxdx
2. Ixe“dx 9. jxms%dx
3. jxegdx 10. szlnxdx
4, jxsenSxdx 11, jﬁxlnx’dx
5. jxsena.xdx 12, jx’]nxdx
6. Ixsan%dx 13, Ix" In5xdx
i Ixmsd-xdx 14, Ix"]nxd.t
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15. jx’e’dx 28, je”sen2ﬂdﬂ
16. jfe”'d}' 29. Ie”cosd-xdt
1 ax tdt

17, jx e dx 30. I\fSt—+3
dx
18. szscnﬂxd.t 31. I{a:+b)'
19. [x* senbx dx 32. I{2x+l)’
2. jxs.:os‘%dx 33, j@dy
21 jxcsczaxdx M, j'xs e
2, jysaczmydy 35. j-mms\r
23, jarcmsaxdx 36. Iel‘msxdx
24, [arc sen by dx 37. [(arccosy)dy
25. [arc tanax dx 38. j“‘“:f'”dx
w:!
26. jmt:sa:mxdx 39, Iﬁdw
27. [arccot>dx 40. [sen’(n x)dx
n

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Integracién por fracciones parciales

Integrales de la forma
P(x)
——dx
I O(x)

Donde P(x) y Q(x)son polinomios tales que el grado de P(x) es menor que el grado de O (x)
© (Caso L. El denominador tiene s6lo factores de ler grado que no se repiten

A cada factor de la forma:
ax + b
Le corresponde una fraccidn de la forma,
A
ax+b

Donde A es una constante por determinar,
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EJEMPLOS ®
-g. 1 ®#- Encuentra el resultado de Iw
I x*+8x+15
wr Solucién
Se factoriza el denominador
Tx+29 _  Tx+29 5 7x+29 _ A + B
¥ +8x+15 (x+5%x+3) (x+5¥x+3) x+5 =x+3
Se resuelve la fraccion,

Tx+29  _ A@x+3)+B(x+35)
(x+5¥x+3) (x+5)x+3)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
Tx+29=A(x+3)+ B(x+ 5)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
Tx+29=x(A+B)+3A+58

Resultando un sistema de ecuaciones,

[A+S=?
3A+58=29
In solucion del sistema es:

A=3 ¥ B=4
Entonces:

(7x+29) 4
= }dx + | ——dx=3ln|x + 5|+ d1n|x + 3|+
sz+3x+l.5 j[x+5 x+3 jx+5 !x+3 gy S

(7x+29)dx 3 4
=In|j(x+5) - (x + 3|+
e
2 8% Obtén el resultado de IM
X —2x
Solucion
Se factoriza el denominador,
4x—2 _ 4x-2 _ 4x -2
2==2x x’-x-2) x(x-2)(x+1)
Se hace la equivalencia como sigue:
o R A B C
Mx=x+1) x x2—2 x+1
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Se resuelve la fraccion,
4x -2 =A{x—2){x+l)+8x(x+l)+(:{x{x—2)
x(x—2)x+1) x(x—2)x+1)
d4x—2 _ AR —x—=2)+ B+ 0)+C(" —2x)
x(x—2)x+1) x(x —=2}x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
dx—2=A(x2—x—2)+ B(x2+ x) + C(x? — 2x)

Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
dy—2=x¥A+B+C)+x(—A+B—-2C)—24

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B+C=0
—A+B-2C=4,
—24=-2

la solucidn del sistema es:

Entonces:

(d4x —2)dx dx dx dx
= -+ -2 — = —_— _
jxa_xz_h: jx jx—? P In|x| + Injx = 2| =2 In|x + 1| + C

= In|x| + Injx —= 2| —In(x+ 1 + C
Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresién:

W) PPN L PO

(x+1y (x+1)°

Por consiguiente:

-2 _¢=23
= In +
X—x-2x (x+17 ¢

© Caso IL Los factores del denominador son todos de ler grado y algunos se repiten
Si se tiene un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla una suma como sigue:
A + B C Z

- + ..+
(ax+by  (ax+by~"  (ax+b)y? ax+b

En donde A, B, C y Zson constantes por determinar,
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Fa[EMPLOS ¢
P4 5x)dx
g 1 ®%- Determina el resultado de: jﬁ
i (x=1)(x+1)
o]
Solucién
+5xr A B C
=D+ x-1 (x+1¥ =x+1
3 +5x  _AGx+D'+Bx—D+Cx—1)x+1)
(x—D(x+17 (x—D(x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad:

Entonces se genera el sistema de ecuaciones:

|

su solucidn es:

_ AR +2x+1)+Bx—-1)+C(* —1)
= Iyx +1Y

i+ Sx=x¥A+C)+x(2A+B)+A—-B-C

A+C=3
2A+ B=35,
A—-B—-C=0

A=2R=1,C=1
finalmente,
(3x7 +5x)dx dx dx dx 1
=2 + =2Infx —1| = ——+ In|x+ 1|+
I{x—l){x+l}z ‘;x—l J.(x+1)’+jx+1 A et U A
1
= In|(x+1)x =17 ———+
|(I Hx )2| T c
- {y
2 8o Rssuel\rej +2y2d'y
Solucién
Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectiia la division.
y»-8 _ +4y2—8
¥ +2y° y 42y
Entonces,
(»* —8)dy Ay —E
‘iy+2yz I[ ’+23F]dy
Se separan las integrales,
—8)dy _ @y’ —8)dy
2[dy+ =
= =2 j Y2y S [ Y 12y
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La integral j{i'yz-—_-s—)dl se resuelve mediante fracciones parciales,

4y’ -8 _ 4y’ -8 49-8 A B C
Y2y yY(t2) | FOo+2 ¥y y+2
4y’ -8 _ Ap+D+BYy+2)+ Y _ y(BHO)+ y(A+2B)+24
yYo+2 Yo+2) Yo+2)

De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:
B+C=4
A+2B=0,
2A=-8

donde
A=-4,B=2yC=2

La integral se separa de la siguiente manera:

@y —8)dy __,rdy  ,rdy dy _
JEAE 4j?+2j?+2jm—

+ 2In|y|+ 2In|y + 2|+

+2(nlyl+Iny+2)+C

+2In|y* +2y|+C

I
u=|+- R

Se concluye que,

j{};,:_i;fy PR A +2111Iy +2y|+C

EJERCICIO 15

Obtén las signientes integrales:
j x+4 7 j{16x’—48x+15}dx
X+ +2x 20 =73 +3x
5 4;?—2,1;+1djt : I(8+3x—f}dx
4x’ —x {(2x+3)(x +2)
4 j(f +11x —30) d 9 12x2-5x+4dx
" X —5x"+6x . x-2)
(12+1nx—2x’)dx 2x* —10x +14
4. 1
j X —4x 0 I (x—13)
(9x—9dx 1 [FHx-1
% j x(x*—9) ' Ix’+2x2+xdx
Tx*—4
g . A 12.
8 jx’+x2—21 I
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13, jgi-:%:{—;‘gdw & Iléﬁf

14. I{y—a)(yd—yz)(y—l) 24, jgx%,%dx
15, 2200 s o Py

6. 32 % [
17. | ;LL“_ 31):*" 27. | %

18. Im-;;:% % j(zijll}

9 [ e A=

s o [T

2. Ix’—gi;t:-_igx—lsdx 3 I%

». j-2x +x —39x — 222" +112x +96

dx
—25x" +38x— 8

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

< Caso IIL El denominador contiene factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite
A todo factor de la forma ax® + bx + ¢, le comresponde una fraccién de la forma:

Ax+B
ax’ +bx+c

En donde A y B son constantes por determinar.

264



CariTuic Q@

Métodes de integracion

EJEMPLOS
5 1 'l'°°0btene1msu1mdudej{4x +6)dx
E x+3x
tar Solucién
La expresién
4x2+6= 4x* + 6
X +3x x(x+3)
entonces:
4x*+6 A+Bx+C'
x*+3) x x+3
4x'+6 _ A +3)+(Bx+O)x
x(x* +3) x(x* +3)
4 +6 _ X(A+B)+Cx+34
x(x" +3) x(x*+3)
la ignaldad resulta el sistema:
A+B=4
=0
3A=6
donde
A=2,B=2,C=0
Entonces,
(45" + 6)dx (2x+ 0)dx ;
j x*+3x I j 2+3 2,[— 2f2+3 =2 In|x| + In(x? + 3) + C
=Inx?+n@x*+3)+C
=lnx*x?+3)+C
Por consiguiente,
(4x" +6)dx g
[ =naa+ 3 +C
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2 ®°* Determina el resultado de jzx—ft;x;x-—-):-l—)
Solucién
Se realiza la separacién mediante fracciones parciales,
¥4+x A Bx+C_AX+DH(Bx+O)x-3)
(x=3Kx*+1 x=3 x*+1 (x — WP +D

_ A(x’+1)+ B¢ —3Bx+Cx—3C
(x=3Xx"+1)

¥+x  _X(A+B)+x(-3B+C)+A-3C
(x=3x"+1) (x—3x"+1)

la igualdad resulta el sistema de ecuaciones:

donde

Al sustituir en la integral, se obtiene:

1 2
j (x® + x)dx :gj' dx +j(_§x+§]d’

=31+ 57x-3 ¥ +1
dx
_"lnl’t 3|_*Ix +1 ij2+1
=—]n|x 3|——]n{x +l)+—:m:tnnx+C
{x—3-)5: + Zarc tan x +C
o+ 1)
Finalmente:
L
j & '”) ln—("‘_g')ﬁ, R 5

< Caso IV. Los factores del denominador son todos de segundo grado y algunos se repiten
Si existe un factor de segundo grado de la forma

(ax?+ bx + )
Se desarrolla una suma de » fracciones parciales, de la forma:

Ax+ B Cx+D 2 Vx+W Yx+Z
ax’’ +bx+ec  (ax’ +bx+e) 7 (ax’ +bx+o)”' (e +bx+c)”
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EJEMPLOS

) (4x* +2x+ 8)dx
-% ] @9 Determina el resultado de IW
[y

Solucién
Se realiza la separacién mediante fracciones parciales:

4x’+2x+s=i Bx+C Dx+E
xx*+2¢  x x*+2  (x*+2)

4x’ +2x+8 _ A(x" +2)" +(Bx +C)x" +2x) +H(Dx+ E)x
x(x* +2) x(x+2)

4x* +2x+8 _ A" +4x” +4)+(Bx" +2Bx" +Cx” +2Cx) + (Dx’ + Ex)
x(x* +2) x(x+2)

Se agrupan términos semejantes,

4x’+2x+8 x'(A+B)+Cx’+x"(4A+2B+ D)+ x(2C+ E)+4A
x(x* +27 x(* +27

la igualdad anterior se obtiene el siguiente sistema:

A+B=0
4A+2B+D=4
2C+E=2
4A=8
Cc=0

donde
A=2,B=-2,C=0,D=0y E=2
La integral se puede separar en:

(4x" + 2x+ 8)dx _ dx
e x( +2) j_ Ix +2 I{12+2)2

= 2In[x|— In|* +2|+2jﬁ

La iltima integral se resuelve por sustitucion trigonométrica y el resultado es:
2
JoZ =i+ —X _+c
427 8 2 4x*+2)
Este resultado se sustituye en la integral,

(4x” +2x +8)dx E x
R = =In|x’| - In¥* +2|+2( = amtanﬂ e +2)] c
Entonces se concluye que:
j(d-x +2x+8)dx _ | |+£mm V2 x N 2
XxZ+2) ) BN ETET
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2 LA Encuentra el resultado de j{-"—-'l'_—d-"j"

Solucion
Como el numerador es més grande en grado que el denominador, se realiza la division,

x - 8x" +16x
(" + 4y (x*+4)

Entonces la integral se puede expresar de la siguiente manera:

j' _j I(Sx +16x) dx
(x’ +4) (x* +4Y
La integral
I(Sx +16x) dx
(x*+4)
se realiza por fracciones parciales,
8x’+16x _Ax+B, Cx+D _ (Ax+BYx'+4)+Cx+D
— + —
& +4) X447 +4) (" +4)°
_ A’ +Bx’ +x(4A+C)+4B+D
(x* +4Y
De la cual se obtiene el sistema de ecuaciones:
A=8
B=0
4A+C=16
4B+D=0
dondeA=8,B=0,C=-16yD=0
(8x” +16x)dx 8
= =41n|x* + 4|+
J (x*+4y ij2+4 j(;;’+42 e +4] +4

Hnalmente, este resultado se sustituye en la integral

I{Sx +16x)dx _ x

(x*+4) 2

8
j(x’+4) = [ xdx [4]n|x +4]+ +4]+C

+C

r2 | M,

— 4|y +4|- 22_4
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Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

EJERCICIO 16
Realiza las siguientes integrales:
dm ¥
Iy e 11.
jm3+m2 Il—y"dy
5 j dm 1 I2x3+9x’+14x+8
“dmi+m (F+2x%x*+2)
—-6x" —6x"—8 Gxt ="+ 8 —4x+4)
3, | ———————dx 13
j x —6x I &+ (x=1)
5 4 3 2 2 _
o I{Qx +x"+37x +28x2 +l?lx+162)dx 14 I{S,: +5x 13
x(x*+9) (x*+2x—1)
j 8 dy s x*=5x+3
"y -16 {(x’ —6x+8)
| dx
65— 1
jx’—x2+9x—9dx s I{x+2}{xz +2x+4)
4x* + 48 17 j~{4x"+x3+30x2+?x+49)
e —xt (' +4Y(x+1)
? 4+ 5y (3x* + x° + 22¢° + 5x + 50)
8 [ 18 dx
j(y’ +1)° ;. I x(x +5)
X +4 dx
% jx"—sz +4d” jﬂf(,a:2+5)=
dx
10. j—x3_8
3x° +13x" + 3217 4+ 8x" —d0x—75 i
. De tra ale a:
2, Dempssin gy | (2 +3x+5)° RS
1 3511 JI1@2x+3) ), 3 4(3x+10)
=—Infx*(x* +3x+5) -2 +2-
S Inp* G o+ 3x 5~ = mm[ 1 ¥ 112 +3x+5)

Integracién por sustitucién de una nueva variable

Algunas integrales que contienen exponentes fraccionarios o radicales no se pueden integrar de manera inmediata; por
lo anterior se hace una sustitucién por una nueva variable, de tal modo que la integral que resulte se pueda integrar
por alguno de los métodos estudiados.

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de x

Una integral que contenga potencias fraccionarias de x, se puede transformar a otra mediante la sustitucién:
x=w"

Donde res el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
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Ejemplo
i B
Demuestra que I — = 2x*+4x* +4In

x% - 1| +C

xt—x*

Solucién

Se obtiene el menor denominador comiin que en este caso es 4, por lo que la sustitucion es:
X=Ww

Luego, ] ’

¥=wl,x*=w y dx=4widw

Por tanto, la nueva integral resulta:

de  pdwidw
jz l_I 2 _
xz—x“ w w
Se integra,
4w’ _ w _ wdw
Iwz_wdw—4f{w+l+w2_w]a\v—4fwdw+4jdw+4_{w2—_w
2
I +dw+4] Ll
wiw—1)
= 2w? + dw + 4jﬂ e
w—1
=22+ dw+Inw—1|+C
1 i 11 1
Pero w=x* , se demuestra que [———=2x? +4x* +4Infx* —1+C
2 G

Diferenciales que contienen potencias fraccionarios de a + bx
Una integral que confenga potencias fraccionarias de a + bx, se puede transformar en otra, mediante la sustitucién:
a-+ bx=w"

Donde n es el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios,

EJEMPLOS *
W

g w413

L
s_ ] ."'[bmcsh‘aquej ~dx =(x+1)—3{x+1)° + 3actanx+1 +C

iy 1+ +1)7?
Solucion
Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de las potencias fraccionarias y se realiza el cambio,
x+1=w?
2
donde dy=3wldw y (x+1)° =w?

270



CARITUIC ©

Métodas de integracién

Por tanto, la nueva integral resulta,

{x+1}

;- dx jH - (3w'dw) = 3 z_Hdw
L4(e+1)3

Se resuelve la divisién y se integra:
w" 1 i 2 2 dw
=w?—3w+3arctanw + C

1
x+ 1 =w3 entonces w=(x+ 1) = gx +1 , por consiguiente se deduce que:

2
=} 1
I—{Hl)!idx =(x+1)=3(x+17 + 3actanix+1 + C

1+ (x+1)°

+4-=2
X x+3 +C
x+2

x+1
2 ®9° Demuestra que Imdx = 2@—]11
Solucién
La sustitucioén que se realiza es:
=x+3
donde,
x+1=w?-2x4+2=w2-1 y dr=2wdw

Por tanto, la nueva integral resulta:

x+1 _ AW =2
J s = [0 wany = 2" 2ay

(x+2),/x+3 l){ )

Ahora bien, al resolver la divisién e integrar, se obtiene:
w —2
2 = 2||1-
o = off1-

= x + 3, entonces w = \/x+ 3 y al sustituir se obtiene:

] = 2jdw 2jw = l.n|:—:_:| +C

sy fFTgen et 3 )
x+3+1
Se racionaliza,
— 5 x+3_]nx+4—2,|'x+3 +C
x+2
Por consiguiente, se comprueba que:
+4 =2 /x+
j~ x+1 B rme B X 3+C
(x+2)x+3 x+2
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EJERCICIO 17
Resuelve las siguientes integrales:
1, Sx’d:: 8. I#
1+ %% 23 —x%+2
5 2 9. [—2%
1+ x° x2—=2x' -3
o P 10. j’ sids
(Bx+1)3 27 +1
4 j' x zdx j-(2x+5}:x
31+ %3 Vaz+5)
5. | = 2. | 1dx T
6{”;!] (x=3)2+(x-3)*
I —1)dr
ft+2

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

14, Demuestra que

[{x +2}!i + 1]E [8{“ +2)8 ~10(x

15. Demuestra que j

j (x +2)“ dx

Vix +2)= +1

equivale a:

1 1
+2)2 +15(x +2)8

T equivale a:
x4+

8

- 1?5]11|(x 125+ N 125 +1

2 X34 3x4 —4xs +6x2 —

L 2
'J_[ xt —%x’ +2x12 =

1
x2+1 +C

12]+12]n

+C
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Integracién de las diferenciales binomias

Son aquellas integrales que contienen expresiones de la forma x"(a+ bx')* cont >0 y se reducen mediante los
cambios de variable que se indican:
© Casol
w1
Si T—L con L e Zsu cambio de variable es:

u=(a+bx')

EI;I‘EMPLOS *
-g- 1 @ Demuestraque I *"dx . =2\|'4+x! +C
é_ @+xy 3

Solucién
En la integral se observa que

entonces,

w+l_ 2+1

=——=1, 1eZ
t 3
Por tanto, el cambio de variable es:
L
u= (4+x°)> donde w?=4+x?

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,
! 2 2
x=(@=4y y dv= Em{u2 —4) * du
Al sustituir en la integral, se obtiene:

T [ Tde= [ - 4

2, 2
S’ = 4) % du
@+ 2y

T
—Ejdu—gu +C

u=(4+x)

por consiguiente:

j Xdx J4+x’ +C

(4+x]
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X dx 3{f+1)3(2x =3

2 ®e- Comprueba que j

(x* +1}1‘I 20
Solucion
En esta integral
w=31=2,p=-1y g=3
entonces
W_H_ﬂzg,z c 7
t 2
H cambio de variable es,

1
u=(1+x")y donde u*=1+x>

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

1
x= (' -1)2 y dx=
2.’ =1

Se sustituye en la integral y se obtiene:

&[0t = [ D)
(x* +1}! w

37,3
- - =
2j(u Ju du 1(]

Pero u = (1+ »*)? , por tanto, al sustituir y simplificar el resultado

x]dxl = %{fﬂ);—%(f +1)‘:=E +C
(*+1p

_3 . 031, 1
= 2P+ S +—-= | +
2(«\: )[s{x )2] C

- AinivBieh . o

Finalmente,

el B +1}3{2x =B,
(63 +1)s L

_13,‘2
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< Casoll
S1 WTH +£= L , L e Zel cambio de variable es:
q
1
[a +-!?Jt*]‘5r
u= y
X
Ejemplo
Demuestra que:
1
433
dx . __+x) +C
X1+ xhH* *
Solucién
En esta integral
w=-2t=4,p=-3yqg=4
entonces,

Por consiguiente, el cambio de variable es,

1
4 N 1 _!d
u={1+f]‘ drlls: P L ..
5 3

Al sustituir en la integral se obtiene,

dx o o 1 % u' < . I P .
jm—jx (1+x) dx _I[tfu‘_l] [u"’—l] 5 Idu H+C

4
Pero u =[ e _,x ] ,entonces de acuerdo con el resultado anterior
x

dx __+xY)* Lo
Fl+xY*

X
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EJERCICIO 18

Determina las siguientes integrales:

i ¥ dy & I(4+3x‘}5dx
(2+y)? *

2. [£J7-5x5" ax 7. IL:

x(¥ +16)*

3 | xid", 8. IL,
(9+x7)* P4 —x')

4. jx’{3+4f}§dx 9, j'x’(3+x)§dx

. j' x’dxl
(3 +1)2

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Transformaciones de diferenciales trigonométricas

Aquellas integrales que tengan una forma racional, cuyos elementos sean funciones trigonométricas seno y coseno, se
emplean las siguientes sustituciones, mediante la transformacidn:
De la identidad trigpnométrica,
o 1= cosa
tan’| — |=
(2 ] 1+ cosa

Se realiza el cambio tﬂﬂ(% ]= t

2= 1—cosa
1+cosa

. 1-£
Se des| i ——
peja cos o, cosa TP

Dada la funcién trigonométrica cos a, se completa el tridngulo rectdngulo de la siguiente figura:

2t 1-¢
Por tanto, sena =—— cosa=
147 1+

luego, tan(g]=r entonces da=2{iz]
2 1+1¢
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EJEMPLOS ®
—8- 1 .'"&cmnh'ﬂalmsultadodejd—a

E | 3—2cosa

i

Solucién
Se emplea el cambio

se sustituye en la integral
2 2

474 e 14+F e o dt 2
I3_2[1—f]‘#_ 5:2+1d£_2.[5¢2+1_§[“‘Emm(‘fh]]+c

1+¢ 1+¢

Pero £=tan(%],por tanto, se deduce que,
dg .2 a
js—zcosa_s[ﬁmm(ﬁm[z]]]"'c

2 @9 Obtén el resultado de jide
S5senf—1

Solucion
Se sustituye
dt 2t
do=2[ = S
b [1+:2] ¥ el 1+¢°
en la integral
2
1+¢ dt dt J6, |¢—2v6 -5
- &t =2 |—— == | —= = - p|—=" -
js 1y j—r2+1m—1 j-(-f-5)2—24 12 206 =s| €
144
P = ]
10 1 =tan 5 , por tanto, se concluye que,
tan E -2J6-5
do J6 2
js =1 12" (o i
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Férmulas equivalentes de transformacién

Otro cambio que se emplea en las integrales en forma racional que contienen funciones trigonométricas seno y coseno

es:
t 1 dr
sena= coso = ,tana=1 y da=
J1+7 J+7 1+
Cuyo tridngulo es,

t I+t

i

2

Se recomienda utilizar estas sustituciones cuando se tienen las expresiones: sen” a, cos’ o y sen @ cos a

EJEMPLOS .
- T 1 resul ay
-: cuentra el resultado de I{S—scnyj{5+scny)

" Solucién

La integral es equivalente a

I dy
25 —sen’y
Entonces,
dt t

Al sustituir en la integral, se obtiene,

dt dt

1+1° ¢ 1+F d 6 2.6
J Y Jares I24u:2+25 N BEmmm[_s_I B
i e I4F

Pero tan y = t, por tanto, se concluye que,

I i = EEu'c:tm:l ﬁtﬂn}- +C
{5 —sen y)(5 +sen y) 60
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(tan” x + 1) dx
3cos” x — 2sen x cosx +sen’x

2 ®°° Determina el resultado de j

Solucién
Se sustituyen las equivalencias en la integral y se simplifican:

(@ +1][l ]

j {tﬂ-ﬂ!x+1]¢ zj'
3cos” x — 2sen xcosx+sen’x 1 . H
3
JI+7 J1+: J1+r " JL+7°
(1+:)dr Wi
:j 1+¢° _j 144 :j(¢3+1)d;
3 x £ 3—=2t+1" P2=2t+3
1+ 1+ 147 1+¢

La integral resultante se expresa de la siguiente manera,

#* + Dt
= —_— |t
jr’—2r+3 I[ —2t+3]d
Se resuelve cada una de las integrales,

1 -1—4
= — +2+
2 jr’ —2t+3

t=1 dt
= — 4+ 2%+ |————dt -4 | —
2 j-r’—zr+3 j-.t’—2r+3

= + 2t 4+ -1n|: 2 +3|—4 j{ =T
=£+2£+—1n|1 —2r+3| amtauI 1+4::
2 2 J2

Pero ¢ = tan x, entonces:

%m2x+2tﬂnx+%htﬂn2x—2tmx +3|—2J5mtan[m‘”'l]+c

NG
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EJERCICIO 19
Determina las siguientes integrales:
df
I j4+5msﬂ
de
' j1+2mu9

I =
" Jsen’a + 8senacosa

=

dx
: Il—ccsx+smx

3
RRE=T

6._[ dw

sen w +cosw —1

s
" Il—tgﬂ

8 IL
3sen 8 —cosd

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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9. |

10

11

12

1

14,

15

16.

3
3|
3

3. |

]
]
J

. de
cos” 8 +sen 20

_db
4secf—1

deo

6 —3sen e+ 4cosa

__dr
24 3secx

1-tanB
1+ tan

dp

sen f d6

sen § —cosf

3senf +4cosd

df
4 sen @ — 3cosf

dw

sen’w— 5 senw - cosw +cos’ w




APLICACIONES DE LA INTEGRAL
HISTORICA
.E -
&
e atemdtico francés, Cauchy fue pio-
WA . \. rero en el andlisis y la feoria de
- permutacién de grupos. También
- investigd la convergencia y la divergencia
S “‘ de las series infinitas, ecuaciones diferen-
' ciales, determinantes, probabilidad vy fisica

matemdtica.

En 1814 publict la memoria de la integral
definida que llegé a ser la base de la teoria
de las funciones complejas. Gracias a Cauchy el andlisis infinitesimal ad-
quiere bases solidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcién, de limite y de continuidad en la
forma actual, toma el concepto de limite como punto de partida del andlisis
y elimina de la idea de funcién toda referencia a una expresién formal,
algebraica o no, para fundarka sobre la nocién de correspondencia. Los
conceptos aritméticos ahora otorgan rigor a los fundamentos del andlisis,
hasta entonces apoyades en una intuicién geométrica que queda elimina-
da, en especial cuando mas farde sufre un rudo golpe al demostrarse que
hay funciones continuas sin derivadas, es decir: curvas sin langente.

Augustin Louis Cauchy
{1789-1857)
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Constante de integracién

Dada la integral indefinida jf’(x) dx = F(x)+ C, representa la familia de funciones de F(x)donde C recibe el nombre
de constante de integracion.

EJEMPLOS

-8_ 1 ®%° Determina la funcién cuya derivada sea e**
i§- Solucién

La derivada de la funcién que se busca es:
Foy=e
Se integra f*(x) para obtener f(x)

fn)=[e* dx

=3¢ +C

SiC = —2 0, 2 se obtiene una famila de curvas para f(x),

Yt fx)=€*+3
f)=e*

f=e*-2

Finalmente, la funcién que se busca es: f(x) = %ez‘ +C

2 % Determina la ecuacién de la curva, cuya pendiente de la recta tangente en el punto (4, 5)es y' = 2x +1
Solucién

Seintegray’ = 2x+1

3
}'=I 2x+1de — y=w+c

3
Al sustituir las coordenadas del punto (4, 5) se obtiene el valor de C,

3
5=ﬂ‘%’i+c =l oy Ok
De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacion de la curva es:

v |

ATEEE
3
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3 ee-

40

Aplicaciones de la integral

Encuentra la ecuacion de la curva cuya pendiente de la recta tangente en el punto (3, 1) es igual a 2xy
Solucién
La derivada es implicita, entonces,
2
&
Ahora, se agrupan las variables,
@ 2xdx
¥y

Se integra la expresion y se obtiene:
jﬂ=j2xdx - hy=x*+cC
¥

Al sustituir las coordenadas del punto (3, 1), se encuentra el valor de la constante de integracion,
m1=3*+C - 0=9+C - C=-9
Por consiguiente, la ecuacidn de la curva es:

hy=x2-9 - y=¢""°

Una motocicleta viaja a razén de 10 = y acelera a un ritmo de (3t — 5) 5;1 . Determina la velocidad a la que viaja
s
la motocicleta al transcurrir 4 segundos.

Solucién

La aceleracion se define como %:— = a,entonces, dv = a dt

Integrando esta expresidn, se obtiene la velocidad v

[av=f@-s)a - v=%:’—s:+c

Para un tiempo inicial ¢ = 0, la velocidad de la motocicleta es 10 | estos datos se sustituyen en la funcién para
cbtener el valor de C. =

1n=%(u)’—5(u)+c donde € =107

Por consiguiente, v = gtz —5t +10, luego, la velocidad de la motocicleta al cabo de 4 segundos es:

g 2 eyt Sy 10 1l
2 s
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EJERCICIO 20

1

10.

11.

12,
13.

14,

15.

16,
17.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

2.

. Encuentra la ecuacidn de la curva que pasa por el punto (%, %] y cuya derivada en dicho punto es x’'= sen"E

. La pendiente de la recta tangente a una curva es x + 3, Obtén la ecuacion de la curva si pasa por el punto (2, 4)

La derivada de una funcién estd dada como f'(x) = cus[x = %J . Encuentra f(x) si ésta contiene al punto de

coordenadas (27, 1)

. Una curva pasa por el punto (3, e?) y su derivada en este punto es igual a xe*. Determina la ecuacién de dicha

curva.

2a 3w

J4a® —9x°

. Precisa la ecuacidn de la curva que pasa por el punto (?, ?] y cuya derivada en este punto es 5
x

. Determina la ecuacién de la curva, cuya derivada es g =3y” — 4y cuando pasa por el punto (—1879, %]
. Obtén la ecuacitn de la curva que pasa por el punto (—In4, 1) y cuya derivada es x'= —%
=

. Precisa la ecuacién de la curva que pasa por el punto (5, % ] y cuya pendiente de la recta tangente en este punto

esy’ = xJx"—9

¥

. Laderivada de una funcidén es ;ﬂ . Encuentra la funcién cuando pasa por el punto (=3, —1).

—-X

2
La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto (0, 4) es i;x_'_yl . Encuentra la ecuacién de la curva.
X

La derivada de una funcién en el punto (0, % ] es x2 sen’ y. Obtén la funcién,

Determina la fincidn del desplazamiento de una particula que lleva una velocidad constante de 11 m/s y al trans-
currir 8 segundos se desplazé 73 m,
Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba y 3 segundos después su velocidad es de 30.6 =, Calcula la velo-
cidad del lanzamiento. *
Una particula parte del reposo y se mueve con una aceleracién de (t + 2) I—[zl- , para un tiempo de 4 segundos su
s

velocidad es de 12 = . Determina la distancia recorrida en este tiempo.

s

En un proceso de enfriamiento, conforme transcurre el tiempo, la rapidez de pérdida de temperatura (T) es el
cuddruplo de los ¢ minutos transcurridos. Si al principio del proceso el material tenia una temperatura de 64° C,
determina la temperatura al transcurrir 7 minutos.

Desde lo alto de un edificio se deja caer un objeto y tarda 6 segundos en llegar al suelo. Calcula la altura del edificio.
Desde la partc més alta de una torre sc arroja hacia ahajouncmrpucunmvclucidadthS? y tarda 3.2 segundos
en tocar al suelo, Calcula la altura de la torre y la velocidad con la que choca el cuerpo contra el suelo,

Nota: g =9.8 ;!;
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EJEMPLOS

<1

§_ f

."[hmuesimque I:{f —xN)dy = B

Aplicaciones de la integral

Integral definida

Representa el drea que forma la funcidn f(x) con el eje X en el intervalo [a, b].

Ya
y=f)

]
Y

Teorema fundamental

[ £y dx=Fb) = F(a)

a = limite inferior
b = limite superior
Célculo de una integral definida

a) Se integra la diferencial de la funcidn,
b) Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los resultados se restan
para obtener el valor de la integral definida.

Propiedades de la infegral definida
[ rax==] fxyax

—

2. I :cf{x} dx=c[F(b)— F(a)] donde ces una constante
3 [lU@zeen=] fedrx [ gxde
a4 ["fwdv=]"fxyde+ [ fx)dx conc e [a, ]

24’
Solucién
3 a
Se integra, Iu (g7 =)= [azx _x?]u
se sustituyen los limites

_ N -2 |-|e20-2| = o= - 28
—[a{a) 3] [a{D) 3] a 3 3
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4
2 ®% Demuestra que: Y e d
8 jz J3x=2 3
Solucion
Se integra y se sustituyen los limites,

: J 2 8.4 0
f\/e,x—‘[‘ . ] 3@=2-3m2 ] = [jw-30] = 3-5 = 5
3 ®#° Verifica que la integral definida jfsmzxdx - "TT‘2
Solucién
Se integra la expresién .
R — [t %
juscnxdx—ju(z 2c:thﬁx]dz [2x 4se.n2x:|u
Se sustituyen los limites
1 1 i Y71 | _ _1
[5“ Isenzx]u ‘[E(EJ Est(III [{u) Ismi{ﬂ)]
= lE AW i _w_1 _ w2
_[s 4 (2]][ mm)] 8§ 4 8
Fnalmente tenemos que:
E 2 2 17_2
f sen’ x dx =

4 ®¢: Dermestra que: I:x]nxdx=:1t(ez +1)
Solucién
Se integra por partes,

Se sustituyen los limites,

X N _[& 1 I? W 0 A P L
[?(‘”‘5]], = [E(]”""'EJ]'[E(]’“'E]]_?(I 5]*17*1—1(* th
Por consiguiente,
!:xlnxdx=%(ez+l}

5 @+ Culculael valor de la integral [ 27

Solucion
Se integra y se sustituyen los limites:

% | = e
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Aplicaciones de la integral

EJERCICIO 21
Determina el valor de las siguientes integrales:
2 g X
L[ —20dx 1. [ édx
2 [ x+Sa 12, | xedr
3, I:(J;+3x]dx 13, Ijzccs’xsenxdx
2 L] dx
4, P —4x+ 14, —_—
=t By,
5 j:senxmsxdx 15, Iﬁ &
T o 4—x2
6 [ 3senxds 16, | ootlos
e x
2 & 1 odx
7 j; T 17 | —=F
(x* +1)
adx s (Tx—11)dx
¥ e 2x % L X =3x+2
9, j;,,‘l+cosxdx 19, j'fmszxdx
2 xdx z 3
ll]. j_’m 2ﬂ. Iuﬁtﬂ.ﬂ {Ex)dx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Area bajo la curva
El drea limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b], el eje X y las rectas x = a,x = b, es:

L &
Area= [ f(xydx=]ydx
El drea limitada por la curva x = f(y) continua en [¢, d], el eje Yy las rectas y = ¢, y = d, es:

Area = [*fdy=| xdy
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EJEMPLOS .
77N ®#- Obicn ¢l drea limitada por Ia rectay = —2x + 3desde x = —2 hasta x = 1

i§_ Solucion

Area = }'f{x)dx

= 1{(—2:: +3)dx=[-x"+3x]

=2

[ +30D] - [—(=2)" + 3-2)]
2— (-1 =124"

2 ®°° Encuentra el drea comprendida entre la curva y = 2x — x2 y el eje X

Solucién
Se buscan los puntos de interseccién de la curva con el eje X,

Y

IR

2t —x*=0,x2-x)=0 donde x=0,x=2

3

Area = _:f{2x—xz}dx=[ e —%]n

Arca = [(zf —%]— [{0)” —%]=4—§=%u2
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Aplicaciones de la integral

3 ®¢ Determina el 4rea limitada por el eje X, la curva f(x) = ,_{":_1“ ylasrectasx =2yx =4
g
Solucién

VE

Arca = ‘!x—ildt=[x+ln{x—l)]:

=[4+In(4 —1)] = [2 + In(2 = 1)]
=2 + In(3) =3.098 u?

4 ®%° Calcula el 4rea limitada por la curva f(x) = —g—z,ﬁnﬂtﬂdaporelejaYylasrectasy=2,y=?
x—-

Solucién
Se despeja x de la funcidn y se obtiene
x=é+2
y
dlY
y=7]
y=21
|
™1
\ |
|
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S ®49° Encuentra el drea limitada por el eje X, la funcién f(x) =cosxy lasrectasx =0 yx =7

Solucién
Se traza la gréfica de la funcién f(x) = cos x
Y -
A
11- l .
0 A : im X
2 : 2

Parte del drea sombreada queda por debajo del eje X, asi que se multiplica por —1
Area,=A, — A, = jfmsxdx—j;cosxdx
2
- [scnx];m_' —[senx]; =|:sen%—scn U]—[sendr—seng]
2

=1=[=1]1=1+1=24?

EJERCICIO 22
Determina las dreas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.
Lf)=2x+1,x=1,x=4 12.y=x,x=1,x=4
2.f(x)=x2,x=0,x=3 13.x=y-1,y=1y=5
3oy =aha=2x=5 14, y=9 —x% eleje X
4 f)= VE,x=0,x=9 L A G
x+1
5.f)=4—-xx=-2,x=2 16. =y} —ypy=-1y=1
6. f)=x2—6x+9,x=3,x=6 17.y={ax}3,x=—3,x= g
a a
-3
7.00) = Jx+3 ,x=-3,x=1 18.x= 1= y=09,y=1s
8 f() = Jx—2,x=2,x=11 19. fx) =x x> =1,x=1,x= /10
_ P g e
Q.f(x)—senx,x—ﬂ,x—E 20.y—x,+2,x—ﬂ,x—4
10. f) =x* =2+ 1,x=-1,x=3 2l x=lny,y=1y=4
11.x=%{5—4y—y2),clcjel’ 22, y= J‘ti—x‘,x=ﬂ,x=l
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o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Aplicaciones de la integral

2y 3y-5
23, x= ,y=0,y=2 W.x="""—,yv=4,y=6
9= y-2y-3"
3x—4
24.y=3sen2x,x=0,x= 7 e i A T
¥ sen 2x, x x=ma fx) x’—x—ﬁx x=6
5 1
25.y=e ,x=0,x=5 3. x=yer,y==2,y=0
4—-x" \f;
26, y = E , x==-2,x=-1 32.y—x_l,x—4,x—9
g
27.x= J4=y ,y==-2,y=2 B.x=—,y=1,y=8
v
w x a8
2. y=x’cosx,x=——,x=0 M S+ =lLx=—-ax=a
2 a b

Formula de frapecios
Determinada la funcién y = f(x), el drea aproximada que estd limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:

A= (%f(anf{x.)+f(x,}+---+%f(x.)]ﬁx donde x,=a,x,=b

n = mimero de partes iguales en las que se divide el intervalo [a, b]

es la longitud de cada parte.

) -1 /_‘;'=.f(x)

Fl) -+




10 CATULO

CALOULO INTEGRAL
EJEMPLOS b
-g. ] ®9° Calcula Lﬁ(% ]dx utilizando la férmula de trapecios, dividiendo el intervalo [2, 5] en 6 partes iguales,
i Solucién
Y ot
, 2 (x)_T
LERD S RT ok
Los datos son:

x,=2,n=6,x,=5

Con los cuales se obtiene la longitud de cada parte:

5-2
SO M
Ax r 5

2
X
Se determinan las ordenadas de los puntos mediante la funcién y = 5

X, 2 25 3 35 4 4.5 5

flx) 2 3.125 45 6.125 8 10.125 125

Se aplica la férmula de trapecios para obtener el drea en el intervalo [2, 5],
F= (%{2) +3.125+4.5+6.125 + 8 +10.125 +%¢125)}n.5)

A =19.5625 u?
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Aplicaciones de la integral

T T 3 2 3 _ «
2 Evaliia la siguiente integral _L! x” + 8dx conn = 10 intervalos.

Solucion

Y&

. F@=Vx'+8
-2 2 X
Los datos son:
x==2, n=10, x,=2

Se obtiene el valor de Ax,

K= 200 gy

10

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x,, sustituyendo en:

fxy=x"+8

X =2 —1.4 = —0.8 —04 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2

n

fix) o 1975 2504 2736 2.817 2.828 2839 2.917 3.118 3477 4

Se aplica la farmula de drea de trapecios,
A= (%{U} +1.975 +2.504 +2.736 +2.817 + 2828 +2 839+ 2917 +3.118 + 3477 + %{4}}3.4

Por consiguiente, el drea es 10.884 u?
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3 ®*- Encuentra jfscn x’dx tomando 5 intervalos,

Solucion
De acuerdo con la integral se tienen los siguientes datos:

Se realiza la tabulacién para obtener las ordenadas de la funcién f(x) = sen x?

o m 3m 27 il
X, 0 10 5 10 5 2
flx,) 0  —05877 —05877 0.5877 05877 0

Entonces, se concluye que,

Area= [%{0)+|—0.$??i+|—058?7| + 05877 +0.5877 +%{n)I%] =0.7385 u?

EJERCICIO 23
Utiliza la formula de trapecios para obtener las siguientes dreas:

1. I:xz dx conn =235

3

i j:(zx—l}dx conn=8

; Iil“'xz +x* dr conn=4
4. j: I

x+4

(]

dx conn=8§

n

; I:ﬁ]nxdx conn=2_§

: IIZ\Hxs—u'{;dxconn=5

7. re‘t_’ dx conn=2=6

[=23

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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: ) 1
Formula de Simpson E

Dada la funcién y = f{x), el drea limitada por la funcién y el eje Xen el intervalo [a, b] estd determinada por:

p Ax

Area = —(f(x) 41 (%) + 2f ) + 4f ) + 2f )+t flxD)
Donde:

x =a, x =b A= . ¥ n = mimero par de intervalos.

EJEMPLOS o
"% 1 @2 Eyala I:\({;dx con n = 4 intervalos.

] Solucion
Los datos son:

| =

Se determina el valor de Ax,

b—a 3-1 _
T _0-5

Se sustituyen los valores de x, en la funcién y = Jx para obtener las ordenadas,

X 1 1:5 2 25 3

n

fix) 1 1.224 1.414 1.581 1.732

Por consiguiente,

Area = “: (1+ 4(1.224) +2(1.414) + 4(1.581) +1.732)

Area = 2,796 u?
2 @4 Eyalda Iz X __ dx con n = 6 intervalos.
1] 3
JF+1
Solucion
2—-0 1
%=0 x,=2, n=6 Mx=——=7,

entonces el drea es:
1
Area= %{0 + 4(0.327) +2(0.585) + 4(0.707 ) + 2(0.726) + 4{0.702) + 0.66)

Area = %(m.zzs) = 1,136 u?
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EJERCICIO 24
Utiliza el método de Simpson % para evaluar las siguientes integrales:

1
3
4, j; x—de conn = 6 intervalos

x+1

1. j': % con n = 4 intervalos

x +1
4 w
2, j. x* =2 dx con n = 6 intervalos 5. ), cosx” dx conn = 4 intervalos

Jxi+1
3. I:x—dx con n = 8 infervalos
x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Area entre curvas planas

Rectangulos de base dx
H drea comprendida entre las curvas f{(x) y g(x), tomando rectingulos de base dx, estd definida como:

A= [fx- g e

g(x

@)

Reciangulos de base dy
H drea comprendida entre las curvas f{y) y g(¥), tomando rectingulos de base dy, se define como:

a= [ o) - dy

Y1 o)
@Baliaaas
Y
i il
gl fop X

Es conveniente graficar las funciones para determinar la férmula que se debe utilizar,
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EJEMPLOS

g
£

Aplicaciones de la integral

4 @+ - Determina el drea limitada entre las curvasy = x* + lyx —y + 1 =10
Solucién
Se buscan los puntos de interseccién de ambas curvas igualando las funciones:
P+l=x+1
x=x=0
X =1)=0
xx—Dx+1)=0
Por consiguiente,
x=0,x=1y x=-1
y=x+1
Y4
y:x+1

H!F

-1 0 b
1)
Se eligen rectdngulos verticales de base dx para calcular el drea, por tanto,
i [y Sy . gy Big s
= [P+ D- G D+ ! [t D= + D] d
~ [l @ -ndr+ [ -2y

IRERPPE URTRN DRNE

entonces,

Area = j;(x—x’}dx+j;(x—x’}dx QIS{x —x")dx

Il
]
F .

. 1
Finalmente, el drea comprendida entre las curvas es Euz
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2 ®9° Obtén el 4rea limitada por las curvas y2 = 4x, dx+ y — 6 = 0

Solucién
Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

Yy _6-y
4 4

Y +y—6=0
(y+3)y=2)=0
y=-%y=2

Y4 Ve

dx+y—-0=0

b W

Se eligen rectingulos horizontales de base dy, para calcular el drea, por tanto,
2{§— ¥ _ yz
j —:[ 4 4 ]dy

12 .
=) ==y

Area= [ [ —x,] v

Y PR

_4_6" 2 3]_3

_ (@ @) _ (g D
_4_(6{2} 2 3] [6{3) 2 3]]
oy 8154927

4| 3 2 3

_ 1[5
3t 6
125 ,
24"

Finalmente, tenemos que el drea comprendida por las curvas es %uz
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3 ®*- Encuenira el drea limitada por las curvas x? + y? — 2x — 24 =0 y 2
Solucién

—8x+16=0

Los puntos de interseccidn entre las curvas se obtienen al resolver el siguiente sistema:
{xz + y —2x—24=0
¥y —8x+16=0
Al multiplicar por —1 la segunda ecuacién y sumar con la primera, se obtiene,
X+6x—40=0 = G+1IOx-4H=0 = x=-10;x=4
Se sustituye el valor de x =4 en la ecuacidn de la paribola,
YV =-8@+16=0
»¥=16=0
vy =4
Por consiguiente, los puntos de interseccién son los puntos (4, 4) y (4, —4) y el drea estd determinada por:

Area = [ (x,—x)dx

Yi
Y-8+ 16=0

R 4

Fx +y —2x-24=0
Se despeja x de ambas ecuaciones:

X+ y —2x—24=0 ¥ —8x+16=0
¥ =2x+1=24—y +1 -8x=-y —16
x=1)"=25-y P
=y
= /25—y +1
Al final se sustituyen en la férmula del drea:

A= [( —y +1)- [*"“’lﬁ]]dy - I:[Jﬂ—%—l]dy

Y _,__ P
[ St

4 - £ SPLE]
[ 25—-4° + 225 s:.en(%]—%—tl-]—[T4 25—{—4)2+%msen{?4]——{;) —{—4)]

— [6+11.59 —2.66 — 4] —[~6 — 11.59 +2.66 + 4] = 21.86 u?
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EJERCICIO 25
Obtén el drea limitada entre las siguientes curvas:
Ly=xhy=x+2 8. 5x7 + 16y =84y dx? — y2 =12
2x=yhxt+y=0 9. 322+ 16y —48 =0;x2 4+ y2 =16
3x
Ly=d&x—xhy=x? 10, y=x%y= —
¥ XY =X ¥ =LY )
4.y —dx—6y+1=0;y=2x+3 1. Y =xxy2+ 2x =3
5. 4x2— 17x — 15y +30 =0;y = x+4 12, Jx+y=2;x2+y2=16
6.12+y2=18;12=6y—9 IEI;.x=S'—3!2;,1'=l—lyz

9
7.x24y1=25)2 —8x+8=0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Volumen de sélidos de revolucién

Se generan al girar un drea plana en torno a una recta conocida como eje de rotacion o revolucidn. Para calcular el
wolumen se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos,

Método de discos
Se utiliza cuando el eje de rotacion forma parte del contorno del drea plana.

Eje de rotacidn, el eje X Eje de rotacién, el eje ¥

Yte; o
¥4 Py e _.of0)
/

N

v=a|'[ff dx v=a|'[ff dy
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Eje de rotacién, larecta y=k Eje de rotacién, larecta x=h
Y

4 )y Y4 Ejel|x=h ‘_ﬁ)’)
!

v=r[[f -k dx v=a["[fo)—H]"dy
EJEMPLOS .
1 ®#° Encuentra el volumen que se genera al hacer girar el 4rea limitada por la pardbola y> = dxy larectax — 2 =0
g alrededor del eje X.
=
Solucién

Al hacer girar el rectingulo de altura f(x) y ancho dx alrededor del eje X, se forma un disco de volumen,
dV =wyldx
Integrando desde x =0 hasta x = 2, se obtiene el volumen del sélido,

V= arj’y?dx = ﬂ'j(ﬂlx)dx =[2m2* | = 8mu®

Y4 x=-2=0
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2 ®°* Encuentra el volumen generado al hacer girar el drea limitada por la paréibola y* = dxen torno a larectax — 2 = 0

Solucion

Para generar el sélido se deben girar los rectingulos alrededor del eje x = 2, que es paralelo al eje ¥, por tanto el
wolumen de los discos es:

dvV =m(2 — x)*dy
Integrando desde y = —2+/2 hastay = 2+/2 se obtiene el volumen del sélido.

Y Eje
yz =dx
dy
—
X
x-2=0

= 2

N
V= ﬁ'j:!ﬁ@ —x)'dy conx = l;— , sustituyendo y simplificando:

Y Y GRSl PRI T RS IR L R s
v—»njm[z -I]dy—zqrju (2 —I]dy—hrju {4 y""+-1-g dy
5 242
{55 -5t
Método de las arandelas

Se emplea cuando el eje de rotacién no es parte del contorno del drea limitada por las curvas, esto significa que se
generan sélidos de revolucién con un hueco en el centro, al tipo de discos con hueco en el centro que se utilizan para
hallar el volumen se denomina, arandela.

Volumen de una arandela
Sea Vel volumen de la arandela, entonces se define como la diferencia de volimenes de los cilindros de radio r, y r,

V=V,-V,=ar’h—ar’h=a(r, - 5)h
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< Eje de rotacién horizontal

Y g(x) Y

H volumen generado en torno al eje X se define como:
v=m| ( [f@] ~[g])ax
<  Eje de rotacién vertical

¥ gy Y
o s

Teon 700 X ¥ Y

H volumen generado en torno al eje ¥ se define como:
v=a]'([fO)I - [0 )ay

Ejemplo
Determina el volumen que se genera al girar el drea limitada por la circunferencia x2 + y2 =25 y larectax — 7y +
25 =0 en torno al eje X,

Solucién




10 CATULO

CAICULO INTEGRAL

Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccion,
Ay =25 x—-Ty+25=0

y=%£25-x y=—x+25

5
+fo5—5 =212

: (x+25Y

(i“lES—xz] :[T]

x2+x—-12=0
@+ 4)x—3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos sonx = —4 y x = 3, los cuales resultan ser los limites de integracicn.
H eje de rotacion no es parte del contorno de la superficie, por lo que se emplea la formula:

v=m] ([foT ~[ew] Jax

Donde f(x)es la circunferencia y g (x) la recta,
Al calcular el volumen se obtiene:

v=al’, [iﬁ]z—[x-;zs]z]dx = wj:(zs—f—wﬁﬂ]dx
= af’, W]dx = %w!i(ﬂ—x—xz)dx
= %ﬁ:ux—x;—x—; :
= %w:[lz(a)—%—%3]—[12(-4)—%-%]]

5 ; 1
Por consiguiente, se deduce que el volumen es igual a: V = %Sﬂn' u’

Méiodo de capas

En este método el volumen de la capa se expresa en funcidn de la circunferencia media, la altura y el espesor de la capa
cilindrica, engendrada al girar el rectingulo en torno al eje de rotacién.

La grifica de la derecha muestra el drea comprendida por la funcién y = f(x) T3
con f(x) > 0,eleje Xy lasrectasx =ayx = b

Al girarla sobre el eje ¥se genera el solido de revolucion, éste se divide en
ncapas o casquetes cilindricos, unos dentro de otros, con la finalidad de obtener fx)
el volumen del sélido.
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kY
|
1

[ i A

H volumen de un casquete cilindrico se define como el volumen del cilindro exterior menos el interior, entonces:
V=V, =V, =mr’h—anh=mh(r} —1})
=whir, +r,Xry—r)
r=r'+Tr2 y Ar=r,—r
entonces:

V =2arhAr

I —

2 Ejede rotacién el eje “y”
En el plano cartesiano se elige el i-€simo casquete cilindrico de dimensiones r = x,, h = f(x;) y Ar = Ax, al sumar
los volimenes de los n casquetes cilindricos cuando n es muy grande se obtiene:

V= lim $\2m x5 = 2mf 'sfCods

< Ejede rotacién el eje “x”

V= 1%22'#3'.-313’,-}&)' = 2‘F,|':Jff oy
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-E_ 1 ®%° Utiliza ¢l método de capas para hallar el volumen que s genera al girar sobre el eje ¥ el 4rea limitada por la curva

5 §
i

y=3x?—2ylasrectasx =0 yx= 1.

Solucién
Grafica del drea a rotar y del solido de revolucién seccionado en capas

Y Y

=

Luego, el volumen se define:
V= Qerj';x{i"xz —2x")dxy = 21rj;(3x’ —2x")dy = 2':1'[%4{‘ - %x’]u

3 2 15—-8 7 7
nl2-3] = 2al 828 < 2u T] = Lo

2 ®°° Obién el volumen que genera el drea plana acotada por la pardbola x2 + 4x — 4y + 8 =0y larecta x + 2y — 4 =0,
al giraren tornoalarectax —1 =10

Solucién
X +dx-dy+8=0Y
+2}'—4:0 +
S
TN
—6 01 X X
x=1

Para encontrar los puntos de interseccitn de la recta y la pardbola se igualan las ordenadas y se resuelve la ecuacién

para x.
*+4x+8 4-
i 4‘ 8. 2" - x2+6x=0 x(x+6)=0

x=0,x=-6
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La altura del rectingulo estd determinada por

4—x_ x+4x+8_  6x+x’
2 4 4

Ya—h=

la distancia del rectdngulo al eje de rotacidn es (1 — x) y suancho d, al aplicar la férmula se obtiene el volumen,

_ 2@ 2 _ 51° i
== T-L(x +5x —6x)dx = [4 +——3x]

v=21rj:(1-x)[— iak ] : ]

4

Finalmente, el volumen resulta ser: V = 72 7u>

3 ®¢: Determina el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar sobre el eje X el 4rca limitada por la curva
x*4+y’=9ylarectay—1=0

| 2ay=9 .
AR ;f ‘M}J}»ﬂu :

H volumen se genera tanto en el lado positivo como en el lado negativo del eje X, por tanto:

V= 2[?21:'3'(\{9—_)'2]@ = %Ilay(ﬂ]d)'

Se resuelve la integral:

373

- _{9—;2)5

Al evaluar se obtiene como resultado

V=dr|-

_©-97° 9)2 (9—1}2 16v2 | _ 642
3 3 4'”[ a -
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EJERCICIO 26

10.

11.

14,
15,

16.
17.
18.
19,

20.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva y = +x de0 a4
alrededor del eje X.

. Calcula el volumen del s6lido que se obtiene al hacer girar la regitn limitada por la curva f(x) = \(x—2 y las

rectas x = 2, x = 11, alrededor del eje X,

. Obtén el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = x? y las rectas

x =0, x =3 alrededor del eje X,

. Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = Jx y

las rectas y = 2, x = 0 alrededor del eje ¥,

. Determina el volumen del s6lido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva f(x) = x?, y las

rectas x = 0, y = 8, alrededor del eje V.

. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva y = x? y las rectas

x =0, y = 16 alrededor del eje Y.

. Determina el volumen que origina la superficie limitada por la pardbola y + x? =0 y la recta y + 4 = 0, al girar

en torno del eje ¥.

. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno al eje X el drea limitada por la curva y = 4 — x? y la recta

y=0.

. Encuentra el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva y = /x* +1 y las rectas

x=—2yx=2entomo al gje X,
Determina el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva x> — y2 + 1 =0 y las rec-
tas y =1.5,y =3 en torno aleje ¥,

Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la semielipse 9x* + 25y2 —
54x — 144 =0 yeleje X.

. Obtén el volumen generado al girar en torno al eje ¥ la superficic limitada por las curvas y = x2yy = Jx.
13.

Encuentra el volumen que se origina al girar en torno al eje X, la superficie limitada por las curvas y = x2 y
y=+x.

Determina el volumen generado por las curvas x> + y> =25 y y> — 6x + 15 =0, al girar en torno al eje Y.
Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por lacurva y = 4x — x? y la
rectax —y =0

Calcula el volumen generado al rotar en torno al eje X, la superficie limitada por la pardbola x> — 6x — 8y +
17=0ylarectax—4y+5=0

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la circunferencia x2 + y? = 1, cuando gira en
fornoalarectax+ 3 =0

Calcula el volumen que se genera al girar la superficie limitada porla pardbola y? + 4x — 6y — 11 =0, y larecta
2x+y—9=0,entornoalarectay+1=0

Obtén el volumen que se genera al rotar en torno a la recta x — 2 = 0, la superficie limitada por la curva
4x2+ y? +48x+ 128 =0

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la primera arcada de la funcién sen x, al girar
en torno a la recta 2x — 37 = 0
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Llongitud de arco

Sea la funcién y = f{x) continua en el intervalo [a, b], entonces la longitud de arco se define como:
L= ["i+[F)]" ar

Demostracién
Se eligen n puntos del arco AB y se unen los puntos adyacentes mediante cuerdas, las cuales tendrin longitud As, la
linea quebrada resultante tendrd longitud

a Y X2 xy % b X

El limite al que tiende esta longitud cuando As, tiende a cero es la longitud (L) del arco AB, siendo

As,= Ay Ay = (i;’ ]Ax

y por el teorema del valor medio:

Ay, — Jlx) = flx,)

Ay, x-x,

= f(x)

para cualquier valor de xque cumpla x, _ | < x < x;, entonces:

r—l

L= lim z,h+[f(x) Ax = [ I+ [F@) dx

En forma semejante, si la curva tiene por ecuacién x = A(y), entonces la longitud de la curva estd determinada por:

L= [+ o) a
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EJEMPLOS .
"g_ 1 ®* Determina la longitud del arco de la curva y = x2 en el intervalo [2, 4]
i Solucién
Se deriva la funcidn y se obtiene
Y=
Al sustituir en la férmula,

L= [ 1+ @) ax=[ |1+4rd
» [%x“'ll+412 +&ln(2x+‘|'ll+4x2]I
= 2@—ﬁ+lmﬂ =12.170 u

4 4+V17

Y4 ye

S

"

_2_

X

3
2 ."‘Obténlalongimd del arco de la curva, cuya ecuacién es x = yE ,entre los puntos (0, 0) y (64, 16)

Solucion
Al derivar con respecto a ¥ se obtiene,

&8
wle

Ahora, se sustituye en la férmula:

L= j:‘jw[gﬁ] b= {1+%ydy =%j:Jr9}vdy
_ [1f(4+9y)lllﬁ

27

o

=66.685u

310



CAPTUO 10

Aplicaciones de la integral

EJERCICIO 27
Encuentra la longitud de arco en los intervalos dados de cada una de las siguientes curvas.
1, y2=4%3 1=x=4
2 =iy 0=x=1
3. flo) = %ﬂ'{x—l)’ l=x=4
a
4, f(x) = 4 x2 O0=x=1
2 3

5 fx) = E(x’—l}* 1=x=3

: =In T oz T
6. f(x) cos X 5 x 1

- T

i =In —_— -y —
7. f&x) sen x 5 eAS g
8. y=Inx? 1=x=<35
9.y=Inx Vi =x=8

3
1

0. y= 2+ — 2=x<5

¥ T x

Q\h‘iﬁcnhﬂnlult-:lm en la seccién de soluci correspondiente

Aplicaciones a la economia

Funcién de costos

El costo total para producir, vender y distribuir un articulo es igual a la suma de los costos fijos més los costos
variables.

C,=C,+C,

Los costos variables dependen del niimero de unidades x, mientras que los costos fijos no. Estos iiltimos permanecen
constantes, algunos son el pago de la renta, el mantenimiento, y otros m4s en los cuales no importa si se produce, vende
y distribuye una pieza, mil o cualquier otra cantidad y se representan, como:

Cx=0)=¢

El costo marginal es el costo para producir una unidad adicional méds cuando ya se tiene un nivel de produccion deter-
minado y se expresa como la derivada del costo total respecto al nimero de unidades:

dC(x)

Costo marginal = dx

De forma contraria, si lo que se conoce es el costo marginal, entonces el costo total es la integral:
Cc=[Cx)dx

Cuando se resuelve esta integral se obtiene una constante de integracidn, la cuoal se puede conocer mediante las con-
diciones iniciales, la cual regularmente es equivalente a los costos fijos,
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CALCULO INTEGRAL
Ejemplo
H costo marginal que emplea un fabricante de pernos estd dado por dﬁi‘t) =302 — 0.04x y el costo fijo es de $12.
Obtén la funcion de costo total,
Solucién

H costo total se obtiene resolviendo la integral:

oe j (302 —0.04x) dx

C=302x —0.02x2+ K
Pero K, en realidad, son los costos fijos Cf, entonces:

Clx= 0) =302(x) — 0.02(x}* + K,
pero se sabe que C(x = 0) = C;, entonces:
C=12=K
Entonces la funcién del costo total es:
C{x)=302x — 0.02x2 + 12

Funcién de ingresos
La demanda de un producto se define como p(x), mientras el ingreso total es el producto del precio, por el nimero
de unidades x, que se venden.

I(x) =p(x)-x
H ingreso marginal estd en funcidn de la cantidad demandada y mateméticamente se representa como la derivada del
ingreso total, con respecto a la cantidad x
di(x)

Ingreso marginal = =

Si lo que se desea obtener es el ingreso total y se tiene el ingreso marginal, entonces se procede a efectuar una inte-
gracién:
Kx) = j I'(x)ydx

En este caso, cuando se integra y se encuentra la constante ésta serd siempre igual a cero, ya que si no se comercializa
ninguna pieza x, no existirdn ingresos.

di(x) _

-8. } ®9° 14 funcién del ingreso marginal al producir una bicicleta estd dada por la funcién = 3x2 — 2x + 20, deter-

mina la funcién del ingreso total y la funcién de demanda total.

Solucién
H ingreso total se obtiene resolviendo la integral:

1) = [(3x —2x+20)dx

)=x3—x2+20x+ C
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Pero f(x = 0) =0, por tanto, se obtiene el valor de C
Ix=0)=(00-©0P +200)+C — 0=C
Entonces la funcién del ingreso total es:
I(x) = x3 — x2 + 20x
Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacidn:

I
I =px-x = p)= %

Entonces, se obtiene:
X —x"+20x

= ————— =x2—x+20
px) . xi—x

2 ®*-yny compaiiia manufacturera sabe que la funcién del ingreso marginal de un producto es I'(x) = 20 — 0.002x,
en donde [’(x) se cuantifica en pesos y xes el nimero de unidades.
Con base en la informacién antes mencionada, determina:

a) La funcién de ingresos totales

b) La funcién de la demanda del producto

¢) Los ingresos totales al venderse 500 unidades
d) El precio, cuando se venden 3 500 articulos

Solucién
a) La funcién de los ingresos totales se obtiene al resolver la integral:

1) = [(20-0002x)dx

I(x) =20x — 0.001x2 + C
La condicidn /(x = 0) =0, por tanto, se obtiene el valor de C

1(0) = 20(0) — (0.001}0P¥ + C — 0=C
Entonces la funcién del ingreso total es:
I(x) = 20x — 0.001x2

b) Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

I
W =pw x> p)=
Entonces, se determina que:
: 3 2
p = 2EZO0OL _ 55 _0.001x
X

¢) Para determinar los ingresos totales al venderse 500 articulos, se sustituye en:
I(x) = 20x — 0.001x2
I(500) = 20(500) — (0.001)(500)?
1(500) = 10 000 — 250
I(500) = %9 750
d) Sise desea obtener el precio, cuando se venden 3 500 unidades, se sustituye en:
pix) =20 -0.001x
p(3500) =20 — 0.001(3 500)
p{(3500)=20-3.5
p(3500) =$16.5
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EJERCICIO 28

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. Una méquina de coser industrial se deprecia en funcién del tiempo ¢, segtin la funcién P'(t) = —

Resuelve los siguientes ejercicios:
1.

El costo marginal para producir un perno metilico estd dado por C'(x) = 20 — x — x2, ademds se sabe que el costo
fijo es $4.00

Determina:

a) La funcion de costo total

b) El costo de producir 5 unidades

. La fincién del ingreso marginal de un cierto producto es I’ (x) = 3x? — 2x + 5, determina la fincién de ingreso

total,

. La funcién f(x) = 4¢%9%% representa el costo marginal de produccién de un buje de cobre, en donde los costos

fijos estdn dados por C; = $200.00. Obtén:
a) La funcion del costo total
b) El costo cuando se producen 500 piezas

. El ingreso marginal que tiene registrado un productor de bicicletas de montafia es: I'(x) = 8 + 3(2x — 3)?, deter-

mina la funcién del ingreso total y la demanda,

. El gerente de una empresa productora de dulces sabe que su costo marginal estd dado por la funcién

dcx) _ 5
dx 2x+1°
ademds sabe que el costo de producir 40 dulces, es $53.00.

Encuentra:
a) La funcion del costo total
b) El costo de fabricar 220 piezas
8160
(3t+2)°
Determina:
a) La funcion del precio P(1), de la mdquina, ¢ afios después de su adquisicién
b) ;Cudl es su valor después de 5 afios?

. Una compaiiia deprecia una computadora en funcién del tiempo # medido en afios, segin la funcién

dP(t) _ 24000
dt @+

en donde P(1), es el precio de la miquina ¢ afios después de su adquisicién, ; Cudl es su valor después de 2 afios?

314



\ |

CAPTULO 11
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tIISTGRICA

ECUACIONES DIFERENCIALES

nventé un método para deferminar aproxk
madamente el tiempo de un fésil. Su teo-
fa (de la datacién o fechamiento con
radiocarbono), estd basada en que la razén
de la cantidad de carbono 14 al carbono
ordinario es consiante de fal forma que la

cantidad proporcional absorbida por los
organismos vivos es igual que la de la atmés-
fera. Por lo que cuando muere un organismo
la absorcién de este elemenio cesa y empieza a desintegrarse [vida media
de un material radiactivo).

De tal forma que solo basta con comparar la cantidad de carbono 14 pre-
sente en el fésil, con la relacién constanie que existe en la atmésfera. Con
base en la vida media del carbono que es aproximadamente de 5600
afios se plantea la variacién de una cantidad inicial C, de carbono 14 en
el fésil con respecto al tiempo, obteniendo una ecuacién diferencial de la
siguiente forma:

Lo — kG, endonde G =G0

la cual resolveremos en este capitulo.

Willard Libby
(1908-1980)
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CAICULO INTEGRAL

Introduccién

Casi cualquier problema del mundo real se puede resolver mediante la formulacién de un modelo matemitico que,
al resolverlo con los conocimientos adquiridos (en particular de cdlculo), permita obtener conclusiones matemdticas,
Ias cuales posteriormente nos permitirin hacer una interpretacién acerca del fendmeno sobre el cual gira el problema
y entonces podremos hacer predicciones sobre el mismo. Estas predicciones siempre se deben verificar con los datos
mievos que se derivan de la préctica. Es decir, si las predicciones no coinciden con los datos nuevos, entonces hay
que ajustar el modelo,

La mayoria de estos problemas a resolver surgen en la fisica, la quimica y las ciencias sociales (crecimiento de
poblacién, decaimiento radiactivo, problemas donde interviene la velocidad y la aceleracién, antigiiedad de un fosil,
etc....). En muchas ocasiones, cuando se utiliza el célculo, es porque se presenta una ecuacién diferencial surgida del
modelo encontrado, por esta razén una de las aplicaciones mas importantes del cdlculo son, sin duda, las ecuaciones
diferenciales.

En este capitulo sdlo se dard una introduccién a las ecuaciones diferenciales (definicion, clasificacién, algunos
métodos de solucién y ejemplos de aplicacién); es decir, no se pretende dar un curso completo, sélo haremos referencia
a lo basico para que el alumno posteriormente pueda iniciar un curso formal de ecuaciones diferenciales.

Definicién

Una ecuacion diferencial es aquella que tiene una funcién desconocida y una o més de sus derivadas,
La representacién de una ecuacién diferencial en su forma general es:

Fx 3y, -y ¥)=0

Con xvariable independiente, y = f(x) variable dependiente (en este caso la funcién desconocida}, ¥, ¥", ", ..., ¥",
sus derivadas,

El orden de una ecuacidn diferencial estd dado por la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacion.

El grado de una ecuacidn diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que aparece en ella,

Por gjemplo:
Ecuacién Orden Grado
% —-x=7 Primero Primero
Zxy'—y=46 Primero Primero
Sﬁ% + 5—% =—4y Segundo Primero
O +207 +2y=x Segundo Segundo
2" =4y —y' =6x Tercero Primero
Si una ecuacién tiene una variable independiente se denomina ecuacidn diferencial ordinaria, ya que sus deri-
vadas son ordinarias,
Por ejemplo:

Y-2=8 Y -¥=x -0 +207 - =0
Si una ecuacidn diferencial tiene dos 0 mas variables independientes, se llama ecuacidn entre derivadas parciales,
ya que las derivadas son parciales:
oz 8z, 9z

Xx—+y—t+—=xp
ix yﬁy it o
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Fcuaciones diferenciales

La soleciénde una ecuacién diferencial es una funcién y = f(x) que junto con sus derivadas sucesivas se fransforma
en una identidad al ser sustituidas en ella.
Ejemplo
Comprueba que y= f(x)=x" + 3x* +6x+1,es solucién de laecuacion 3y —xy'+3=y"+3(2x+ x")
Solucién
Se obtienen la primera y segunda derivada de f{x)
y=f(x)=x"+3x" +6x+1 Funcién
y=f'{x)= 3y +6x+6 Primera derivada
Y= "x)=6x+6 Segunda derivada
Se sustituyen y, y’, ¥" en la ecuacion
Iy—xy +3=y"+3(2x +x%)
x4 38 +6x +1)— x(3x° + 6x +6)+ 3=(6x+6)+ 3(2x + x7)
37 +9x" +18x+ 332" — 63 —6x+3=6x +6 + 6x + 3x°
¥+ 12x+6=3x"+12x+6

Por tanto, y= f(x)=x" + 32" + 6x+ 1 es solucién de la ecuacién.

Una solucién general es una funcién de una variable que tiene un mimero de constantes arbitrarias no conocidas
igual al orden de la ecuacidn y que al sustitnirla en la ecuacidn se transforma en una igualdad.

Una solucién particular es una funcién de una sola variable que se obtiene de la solucion general, obteniendo el
valor de sus constantes y que al sustituirla en la ecuacién la transforma en una identidad.
Ejemplo
Dada la ecuacién diferencial

Y-3+2y=5-2x

Determina cuil de las siguientes funciones es solucidn e indica de qué tipo es:
a) y=Ce&'+Ce"—x+1
by y=—¢-x+1

Solucién

a) Se sustituye y=C,e* + C,e™ — x+ 1 en la ecuacién con sus respectivas derivadas y si se transforma en una
igualdad, entonces si es solucion y serd del tipo general,

y=Ce'+Ce"—x+1
¥ =Ce* +2C,&” -1
Y =Ce" +4Ce”

Y =3y +2y =(Ce" +4C,e™)— HC,e" +2C,e” — 1)+ 2Cie" + Coe™ —x+1)
=Ce" =3Ce +2Ce" +4C, e —6C,e™* +2C,&" +3—-2x+2
=5-2x

C,, C,son constantes no conocidas, por tanto es una solucién general.
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by Se sustitiye y=—¢" —x+1 en la ecuacién con sus respectivas derivadas y si se transforma en una igualdad,
entonces sf es solucidén y serd particular,

y=—e"—x+1
y=—¢ -1
Y==¢

Y =3+2y=(—€)=3—& =D+ 2(—e" —x+1)
—& + 3" =2 +3-2x+2
5-2x

La solucién tiene constantes definidas C; = —1, C, =0, por tanto es una solucion particular.

Ecuacién diferencial de primer orden

Ahora se resolverdn algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método de variables separables
y homogéneas,

Al resolver ecuaciones diferenciales seguramente se necesitardn ciertos métodos de integracién, por ello te suge-
1imos tomarte algunos minutos en repasar los capitulos anteriores.

Variables separables
La técnica mds simple es la aplicada en una ecuacidn diferencial que se reduce a la forma:
M@)dx + N(y)dy =0

Donde M(x) es una funcién que depende de x y N(y) es una fimcién que depende de y. Con ello han sido separa-

das las variables, por lo cual la ecuacién diferencial es del tipo de variables separables. Su solucién se obtiene por
integracion directa;

[ M@+ [Ny =C

Donde C es una constante arbitraria,

1 @4 Resucive Ia ecuacién %=612

Solucién
La ecuacién se transforma a:
dy = 6x2dx
Se integran ambos miembros de la ecuacién
j dy= j 6x°dx
y= I+ C
Por consiguiente la solucidn es:
y=2*%+C
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2 @ Resyelve la ecuacion (1 + y2dx + xydy = 0

Solucion

Se trasponen los términos:
(1 +y'dx + xydy =0

(1 + yhdx = —xydy
1
Se multiplica por m y se simplifica:
1+
4\3{14‘}’2){ yHdx = 13(1"'}’2){ xydy)
= _
x 14y

Se integra cada lado de la igualdad:

f‘“fﬁ“’

Inx= —%ln{l +y)+C,
Se sustituye C, = InC,

lnx=—%1n{l+yz)+ln(','2

Inx +%]n(l+y2}=]n(.',

Se aplica la propiedad In a™ = m In a
Inx+1n,14+y" =InC,
Se aplica la propiedad nab =Ina +In bk
Inxl+y' =InC,

xJl1+y¥ =C

(fi+7 ) =c,»

Se despeja y, se sustituye (C,)* = C

y 1
Por tanto, la solucién general es: y=—,/C — »*
x
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3 @+ Resuelve la ecuacion (y? +xy2}'§i" +x2=yx?=0

Solucion

La ecuacion se transforma en:

0? +xy2)% +x%=yx?=0

Se factoriza cada término
yi1 +x}% +x3(1=y=0
Y1+ x)dy + [x%(1 = y)ldx =0
T 7 1
Se multiplica cada término por A+ =2)
; 2+ +; 2a dx =0
{l+x){l—y)ly( x)]dy (1+xX1—y) [x ¥dx =
oo B
T g B
s S
l—ydy_ 1+x
Al integrar ambos miembros de la igualdad
2
X
Il-"’j L e 1
¥ +x
se divide y se obtiene que
y 1
1-y N 1-y
h 1
1+x i x+1
Regresando a la integral
1 1
—-y=1+— = - -1+——
L M G
- _ dy _ _ _ [
o= o+ 2 = — e a2
1
—Eyz—y—lniy—1|=—5x2+x—]n!x+1[+f.'|
Se multiplica por 2

—y?—2y—2hly — 1| = —x? + 2x — 2 Infx + 1| + 2C,
=y -Zx—-2y+2h+1|-2hly-1|=C
Al aplicar la propiedad In a™ = m In ay al factorizar x> — y? se obtiene:

G+ENE - -2x+N+thx+12-hy-12=C
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Alaplicarlalxopiedadlng' —lna-Inb

+ ¥Hx— ¥} — 2 + +1nM =
= -2x+y o1
{x+y}(x—y—2)+]ngtgz =

+1Y
(x+y}{x—y—2)+ln(;_l] =C

Finalmente, la solucién general es:

(x+y){x—y—2)+]n[;—-|_-i] =

4 ®%: Resuelve (1 + y2dx = xdy

Solucién .
Se multiplica por el factor m , cada término de la ignaldad
i TR .
i+ Y= Sy
i _ &
x  1+y
Al integrar se obtiene:
ars [
x  1+y

Infx| = arc tan(y) + C,
Se aplica la definicion de logaritmo natural, siln b = c,entonces e = b
x = egEctan(y) +
x= egTetanly) . o€,
x=ge™™0. ¢
x = Cemetanly)
Por tanto, la solucién es:
Otra forma de representar la solucién es la siguiente:
Injx| = arc tan(y) + C,
Infx| — C, = arc tan(y)
Se sustituye In C = —C,
Inlx| 4+ In € = arc tan{y)
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Se aplica la propiedad Inab =Ina + In b
In|Cx| = arc tan(y)
S obtiene la tangente de cada término de la igualdad
tan(ln|Cx|) = tan(arc tan(y))

tan(ln|Cx]) = y
Hnalmente, la solucidn es:
tan(In|Cx|) = y
5 @9 Resuelve el +ynH=1
Solucién
Se resuelve el producto
e +y)=1

eT+eTy =1

La ecuacidn se transforma en:

dy

eV +ter— =1

dy

e_}'E =] =g

eVdy=(1—e)dx
ldy _

1—¢™

Se integra cada término de la igualdad

2 - ja

l=e™
Il —e|=x+C,
Il —e™|-C,=x
Injl —e™?| +1njC]=x
Injc(1 —e™)|=x
Cl-e)=e*
Por consiguiente, la solucién es:

ef=C(l—e™)
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6 ®*° Determina la solucion particular de la ecuacién diferencial

para la cual

cuando

Solucion

—

y 2y
y=2
x=0
-
dy 3
de 2y

2y dy = 3x?dx

J2ydy = [3x%ax
y=x}+C

En la solucién general se sustituyen los valores de: y =2, x=0

Por tanto,

y=x}+C
Q@P=0¢+C

C=4

Este resultado se sustituye en la solucién general, se despeja y

Por tanto, la ecuacion particular es:

y2=x3+c

o

y= A5+

y=Jxr'+4
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7 ®%°Cerca de la superficie de la Tierra, la aceleracién debida a la gravedad de un cuerpo que cae es de 9.81 'E':“ ;
esto es posible si se desprecia la resistencia del aire. Si se arroja un cuerpo hacia arriba desde una altura

inicial de 30 m, con una velocidad de 20 % ,determina su velocidad y su altura tres segundos mads farde.

Solucién

La altura s se tomara positiva hacia arriba, entonces la velocidad ves positiva, pero la aceleracién a es negativa ya que
In atraccién de la gravedad tiende a disminuir v, por tanto la solucion esta dada por la ecuacidn diferencial.

dv
T —9.81

Con las condiciones iniciales

m
v=2[’l; y s=30m

dv
La ecuacién S —9.81, se resuelve por el método de variables separables, es decir:
dv

:E = —0.81

dv= —981dt
Jav = - o812 +C
v=—=9811+C
Elalinsmnter=ﬂ,v=2(]?,emunces
v==981:+C
20 = —981(0) + €
c=20
Por tanto

v=-981+ 20

ds
Luego, v= E ,entonces se tiene una segunda ecuacién diferencial.
as _
dt
ds

E = =981 + 20

Al resolver la ecuacién diferencial por variables separables resulta:

s
dt

jds
9.81

s=—T:2+2n.¢+x

—9.81¢ + 20

J(-9.81t + 20yt + K
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Se determina el valor de K, con los valores iniciales s = 30,1 =0

5= —%s2+2m+x

30=- % 0 + 20(0) + K

Por tanto, K = 30, entonces la solucion es:

§= —%r2+20r+30
Finalmente se obtiene el valor de la velocidad y la altura 3 s més tarde.
v=—981f +20 = —9.81(3) + 20 = —29.43 + 20 = —9.43%

9.81 9.81

s=-— 2+ 20 + 30=— =3 (3) + 20(3) + 30=(—4905)9) + 20(3) + 30=—44.14 + 60 + 30=45.86 m

8 ®¢- ge tiene un cultivo con una cantidad Nj, de bacterias, al pasar una hora el mimero de bacterias es de % N, Si la ra-
z6n en la que se reproducen es proporcional al mimero de bacterias, jen cudnto tiempo se cuadriplicard la cantidad

inicial de bacterias?
Solucién
: : B i g dn . ; :
Si la raz6n de reproduccidn, la variacién de N, respecto al tiempo (d—:] , &s proporcional al niimero de bacterias,
entonces se tiene la signiente ecuacién:
dN,
& o
La cual es una ecuacién de variables separables, al resolverla se obtiene:
dN, i
W,
In N, =kt + C,
eh‘+ﬂ'i — Nn
N(t) = ek
Ny = e
donde
Nyr) = Ce

Cuando ¢ = 0 entonces N(0) = Ce*® = Ce® = C(1) = C, pero sabemos que la cantidad inicial de bacterias
es NV, es decir C = N, por tanto N(1) = Nue't". 5
Encontremos el valor de &, para eso tenemos que Ny(1) = 2 N,, de donde
5
Nﬂek{” = 5 Nﬂ
-
2

Nye Ny
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Se divide entre N,
3
et= >
Se aplica logaritmo natural en ambos lados
5
Inek=In 3
5
k=In 2
k=109163

Por tanto. la funcién solucién a nuestro problema es Ny(t) = Ne*'®"
Si queremos saber en cudnto tiempo se cuadriplicard la poblacién, entonces se plantea la siguiente igualdad:

4Nl3 hat Nuellglﬁir

Se divide entre N,

4 = 09163

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros:

In 4 = In 0916
In4 =0.9163¢
n4
09163
t=1.51

En aproximadamente 1.51 horas se cuadriplicari la poblacidn inicial.

@ @9 Alanalizar el hueso de un fésil se encontrd que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original.
(Cuil es la edad del fésil?

Solucion

Existe un método basado en la cantidad de carbono 14 (C — 14) que existe en los fésiles. El quimico Willard Libby
inventd la teoria de la datacién con radiocarbono, la cual se basa en que la razén de la cantidad de carbono 14 en la
atmdsfera es constante, lo que trae como consecuencia que la cantidad de este isdtopo en los organismos es propor-
cional al que existe en la atmdsfera. Al morir un organismo deja de absorber carbono 14, es decir la cantidad absor-
bida de este elemento cesa, y al ser un elemento radiactivo se va desintegrando (recuerda que la vida media de un
elemento radiactivo es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de este elemento). Entonces basta con comparar
Ia cantidad proporcional de carbono 14 en el fisil con la cantidad constante en la atmdsfera. Para hacer esto se toma
en cuenta la vida media del carbono 14 que es aproximadamente de 5600 afios.

Ahora regresemos a muestro problema: digamos que C;; es la cantidad inicial de carbono 14 en el fésil, entonces
Ia variacion de esta cantidad respecto al tiempo es proporcional a la cantidad inicial, es decir:

ac,
& kC,
en donde
C, =C,(M
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La ecuacidén diferencial obtenida es parecida al modelo del ejemplo 10, al resolverlo se obtiene:
C,(t) = Cye™

Para obtener el valor de k, consideremos que la vida media del carbono 14 es de 5600 afios, esto quiere decir
que:

% = C,(5600)
Co _ ~ seone
2 G
Se divide entre C,
1
2 se00k
i

Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros

1
In g = In 3600k

1
lnE = 5600k
gk
“F oy
5600

k= —0.00012378
Por tanto,
Cu{f) — Cﬁe — 00001237 &

Sinos dicen que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original, entonces basta con
plantear la siguiente ignaldad.

C,
L = emho00r

100
1
1

&~ 0000123781
0

[=J

]IIL = 1n e—auwl:ms:

100

1
lnﬁ = —0.00012378¢

In 00

Z000012378 !

de donde
=37 204
Por tanto, el fosil tiene aproximadamente 37 200 afios.
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EJERCICIO 29
& _x ol e
1. ol 11. (—4y + yDdx + x(x — 6)dy =0
d _ 3 KR T
2, & W= 12, 4x° — y°y' =0
dy _ 6% S
1
4. (4 —yHdx— (4 —xDdy =0 14.#&:—;@=n
3 2
5.9 +yhdx + dxydy =0 15, Jdx+ ;dy=(]
2
S N, (s & xr—y
6. (2y* —xy?)y + = yx?=0 16, 5 7+
T x\V=2dc+y ¥ =2 dy=0 17. y' = x?sen 2x
8. e¥(y' +3)=2 18. % =g
g ﬂ o 2 g
el ycos 2x 19, ydx + xInxdy =0
10. y' =cos(x + ) 20. (1 + eDedy’ =y!

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones homogéneas

f{x, ¥)es una funcién homogénea de grado n si flax, ay) = o”f(x, v}

Por ejemplo: f(x,¥) = 3x* — x?y?es homogénea, hagamos la evaluacién:
flax, ay) = 3(ax)* — (axP(ay) = 3ax* — a'x’y = 2'(3x* = xy) = o*f(x, y)
flax, ay) = of(x, y)

por tanto es homogénea de grado 4.
Una ecuacidn diferencial M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se llama homogénea si M(x, ¥) y N(x, y) son homogéneas,
Por ejemplo:
La ecuacién ;amcosidy + xlnidx =0 es homogénea ya que para

2
Mx, y) = x—arcmsf y 1"»‘{;¢',y)=xlni
¥ ¥ ¥

se tiene que:
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2
Ambas son homogéneas de grado 1, por tanto, la ecuacion %an: cusidy +x lnidx =0 es homogénea.
Para resolver una ecuacién homogénea se utiliza la siguiente transformacién:

y=w dedonde dy=vdx+ xdv

Ejemplo
Resuelve la ecuacitn (4x — 3y)dx + (2Zy — 3x)dy = 0
Solucién
Sustituimos y = vx de donde dy = vdx + x dven la ecuacidn:
(4x = 3w))dx + (2vx) — 3xXvdx + xdv) = 0
(dx — 3vxddx + (2vx — 3x)(vdx + xdv) = 0
Se multiplica y simplifica:
dxdx — 3wxdx + 2viadx + 2vx’dv — 3avdx — 3x%dv = 0
(2v2x — 3vx — 3ux + dr)dx + 2vx? — 3x%)dv = 0
(2v2 = 6v + dxdx + (2v — 3x?dv = 0
2(v2 = 3v + 2wdx + (2v — 3ldv =0

Se multiplica por el factor m

207 —3v+ Qxdry | (2v—xPdv
P2 -3v+2) P -+2)

2dx  (2v=3)dv _

X V=3y+2

2dx __ (2v—3)dv

x =3 +2

Se integra

jd_x__ o {(2v—3)dv
zjx v —3v+4

2lnx+ C,= —lnp? =3v + 2|+ C,
2inx+ np2-3v+2|=C,-C,
Se hace la sustitucién C; = C, — C, y se aplican las propiedades In " =nIn a,
Inx¥pv?—3v+2 =C,
Se aplica la definicién de logaritmo In b = ¢ quiere decir e = b

Xvi-3v+2)=¢"
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Se sustituye C = e®:

2=+ 2)=C

De y = vxse despejav,v = % para sustituirla en la funcién.

(BT -)) -

Se factoriza

-2}y —x)=C
Por tanto, la solucion es

-2y —x)=C

Existen ecuaciones que son lineales pero no homogéneas, aunque se pueden reducir a ellas, haciendo una traslacién.
Estas ecuaciones tienen la forma:

{ax + by + ¢e)dx + (ayx + by + c)dy =0
En donde si a,b, — a,b, #0, la ecuacién se reduce a la forma homogénea
(a,x" + byy'Mdx’ + (ayx’ + by')dy' =0
Al hacer una traslacién por medio de las transformaciones:

x=x"+h dx =dx’
y=y +k dy =dy’

(h, k)es el punto de interseccién de las rectas ax + by + ¢, =0,ax + by + ¢, =0
Siab, — a,b, =0, laecuacidn se reduce a una ecuacién de variables separables

P(x, f)dx + Q(x, )dt =0
Mediante la transformacién a x + by = tde donde

_ dt—adx
dy_ bl
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EJEMPLOS -
-8_ 1 ®#° Resuelve la ecuacién
E_ ' @x—y+4Mdx +(Gr+ 2y — Ddy =0
Solucién
Tenemos la ecuacién
@x—y+ddx+Gx+2y - Ddy =0
En donde (2)(2) — (3X—1) = 4 + 3 =7 #0, por tanto resolvemos el sistema de ecuaciones:
Zx—y+4=0
3x+2y—1=0
Al resolverlo se obtiene que el punto (h, k) = (—1, 2), se sustituye en las formulas de transformacidn:

x=x"+h y=y' +k
x=x'—1 y=y' +2
dx = dx’ dy=dy’

Posteriormente en la ecuacidn dada:

QLx' — 11— [y + 2] +ddx’ +G[¥ — 1]+ 20" +2] — Ddy’ =0
(' =2—y =24+ 4)dx" + (' —3+2y'+4-1)dy' =0
@x' = yx’ + (2 +2')dy’ = 0

Se obtuvo una ecuacién homogénea y se sustituye y' = vx' dy’ = vdx' + x'dv
(2x" — vxdx' + Gx" + 2vx’Ywdx' +x'dv) =0
2x'dx’ = vx'dx’ + 3x'vdx’ + 3x"2dv + 2vix'dx’ + 2vx"2dv = 0
v 'dx’ + 2vx'dx’ + 2x'dx’ + 2w %dv + 3x2dv = 0
2Avi+ v+ D'de’ + (2v+ 3x2dv =0

1

Se multiplica por el factor: PR

20" +v+xdy’ | (v+3x’dv _
v+ X +v+D)

2dx’' _ _ Qv + v
x vV oFr+l
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Se integran ambos lados
dY __ r@Qv+3dv
2Ix’ j‘,2+v+1
2v+1+2)dv
2= =
I j V+v+1
2I£=_j(2v+l)dv_ 2dv
x' V+r+1 vV+r+1
j'__ j(2v+l)dv j dv
vi+y+1 1 1
(vz+v+z]+l T
dx _ (2v+Ddv dv
& — -
Ix’ j»-2+-.-+1 zj( 1]2 3
v+=| +=
2 4
v+£
2Inx +C, ==In(v’ +v+1)—2 ﬁamtan \52 +C,
2 2
2v+\ff§
2Inx +InG? +v+1)+2 % —j;— =C,-C,
2v+43 g
].I]I’{\-’ +V+1}+2[TEEED{T]]—C
Al sustituir v = 41,
X
y] i
2 21 = +\'{§
]nx’[(f] +x’+l]+2 ﬁarcbm NE] C
2y +3x'
Inx* £+i+1 +2 ixal.l'l:maln e =C
X V3 J3
2 Yy +x7), 4 2y +3x'| _
Inx [74{12 ]+ﬁmtm(7@x| C
Sesustiuyex’ =x+ 1,y =y -2
(e +17 ({y 2% +(x + 1)y — 2}+{x+l)] anf 20— D+BE+1D
(x+1)? V3Gx+1)
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2 @2 Resuelve la ecuacién:

=2y — Ddx + (3x — 6y + 2)dy =0
Solucién
En la ecuacion se tiene que (1(—6) — (3} —2) = —6 + 6 = 0, entonces utilizamos la transformacién:

T _ dt—adx
by
dt —dx _ _dr—adx
x—2y=1, dy = o >
Se sustifuye en la ecuacién:

@ = 2y = Ddx + B — 2) + 2)dy =0

=1k +{3x+2)[—¢;dx] -0

3 3
tdx — dx — 5:dr+ 5:dx—d:+:br=(]

= R SR
2T 5 i

2tdx — 3tdt + 3tdx — 2dt = 0
Stdx — (3t + 2)dt = 0
Stdx = (3t + 2)dt
Se multiplica por el factor %

1
7 (Stdx = (3t + 2)dp)

Sdx = 3dt + f—dt
Se integran ambos miembros
dex=3_|'dr+2j'%
Sx=3t+2mlnt+ C
S=3x—-2)+2In(x—2y) + C,
S5x=3x—6y+2In{x — 2y} + C,
2x + 6y —2In(x —2y) = C,

1
Se multiplica por el factor 3

1
x+3y—Infx— 2y = EC'
1
Se sustituye C = EC]
x+3y—-l(x-2n=C
Por tanto, la solucion es:
x+3y—Inx-2y)=C
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EJERCICIO 30
1. xdy = (2x + 2y)dx 1. (x—y)y' +(y—2)=0
+ 2
2_%:%-}'— 12.xy' = Jx'+y +y
3.@% =232+ 2y? 13. (x+yy' +y=x
s & z
4. y"' = 2x 14.xdx =y + xe
5 Q:QX_:;E 15 (yz—Sxy)y'—(xy—5x2)=U
Todx x ¥ .
6. (x2—yhy' =xy 16. (x +y + Ddx + (2x + 2y — 1)dy =0
7.{4]:2—511}""}'2)"'12}":0 17. x+y—2)dx+(x—y+4d)dy=0
8. (x2+ yYy’ =2 18, x + y)dx + 3x + 3y —4)dy =0
9. (2x — y)dy = (2y + x)dx 19. 2x =5y + 3da+ (—x—dy + 6)dy =0

0.y =2 +4sec?

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CACULO DFERENCIAL

8 CRHUCSHUG = (e far 5,575

9, (—m,c)={xe R}

Eseraicio 1
1. Funcién 6. Relacién 11. Funcién 10. (—=,=5)U(=50)U(0, =) ={xreRx+*-5x=0}
2. Relacién 7. Funcién 12. Relacién 1L (—e, —DULOUODUL ) ={xeRx=—Lx#0,x#1}
3. Funcidn 8. Relacién 13. Funcién 12, [~Lo)={x=—1}
4, i . Funci 14, Funci

elacion . Funcion on 3. [6,%)={x=6}
5. Funcién 10. Relacién 15. Relacién

14, (—=,2]={x=<2}
Kmaon:d s 15, (—=,4]={x=4}
1

- f[_i) = fA=15.0=-3 16, (-, ~5]U[5,%)={xe R x<—50x=5}
2. fla)=a’>— S5a+6, 17. (—o,—1JU[6,=) ={xeRr=—1lox=6}

flatb)=d*+2ab+b*—5a—5b+6 18, [-6,6]={xe R 6=<x=<6}

+h)y =3+ 6hx+ 302+ 4x+ 4R —2
B * 19. (—w=,=)={xe R}

FetB— O _ 6oy 3n+a

e

h 20. (—o=,=)={xeR}
4, f[i) -3 ,f[_i) = No existe 21 [5,)={xeR|x=5}
: > % . (2,0)={xeR|x>2}
fox+ By — o= o . (w3)={reRz<H

(2x+2h+1)2x+1)

5. f5) =3, fid) =0, f66) = V0 =25,
J(3) = No esté definida
6 flix+h) = Jx*+2xh+h* -3

. (o, —4]U(3,2)= {xeR|x=—dox>3}

: [ %)={1&R11£1<%}

2
23
24, (=, —2)U(—2,0)={xe R x #= 2}
25
26

flx+m)— fix) _ 2x+h 27. (—2,%)={xeRlx=—2}
h Jx+h? =3+ -3 5 5
28, [—m,5]={1sﬂlx‘{5}
5 fatd-f) _ _ 1
' b (x+b+1)(x+1) 29, (0,=)={xeR|x>0}
" fa+B)—fx) _ 1 30. (-L3)={reR|-1<x<3}
h JI—(G+h+1—x 31 [Lw)={yeRy=1}
32, [4,m)= Rly=—4
0. =24 0= 3, poe+5= 5L A=) =re B y=—4}
< 33, (—=,9]1={yeRy=9}
=21y =3 190
10. f( 11—2sf[1) 12"'2“ 3x 34, (—m,%]= {?ERI)*E%}
Las demostraciones de los ejercicios 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 y 18, se _ _
el it 35, (=, 2)U (-2, =) ={yeR|y=—2}
1 1 1
Exracio 3 36. (—"“=5)U(5’°")={J~‘ER|J’#5}
1. (—GD,OD)={1ER} b [Lm)={}’ER|yEI}
2. (—m=)={xeR}
38, (—=,0]= =0
3. (—o, —3)U(-3, ©)={x ER|x# -3} & 1=
4. (=, 5)U(5,=)={xe Rlx=5} B Bll=beki=; <8
5. (—®,—4)U (=4, 4) U(4,®) = (xe Rlx# 4, x # 4} 40. (0.1]={yeF|0<y=1}
6. (—o=, B)U(D, 5)U(5,=)={xreRx=0x=5} 41, [0,DUQ, =) ={xeR0=<y<loy>1}
7. (==, U2, 5HU(S, =)= {xeR|x#2, x =5} 42, [0,=)={ye R|y=0}
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EJercicio 4
1.
Y&
| ," =d
| X
2,
Y&
X
- 2
P
3.
Y&
ﬁ,l') =7
=X
4,
1'1?!
fix)=3x+ 5
X

337

¥4

SOLUCKON A LOS EFRCICIOS

1
moe—y=]
fw= 2 x

X

3
X)= ——x+2
& 4

ﬁx}-x’—dx-t-:i

¥

Y4

fixy==2x" +12x-13

oy
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13.

fx) =4 ¥

14,

A

10.

j_’r)- —

15.

16.

12,

338



I7.

18.

19,

Yi

X
Y
fxy= fx—4
X
¥
i A== [9-x
—_—]

21,

339

SOLUCKON A LOS EFRCICIOS

Y&
fo= [x* -3
X
Y
fo= 16— x?
X
!
o= (xl+x-12
X

¥

= Jd4x? -9
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2. 29,
Yi Y4
fﬂm—mr‘ |
flx)= ‘_';_ | o= 1=-x
| x+2
|
|
I a
! B
f b
X ! =
|
|
26.
Y&
L 3[};
H i
: x=2
i e - =l
1 -
il = i s i |
: b I
b =
: X i
! —t—t— —t—t— ;
2. J
T
, 31.
1 Y&
i 1
E LS x+2
; X
i
28.
Y4 32.
I |
I
x+ 4 |
= ]
& =3 1
I
_________________ | S
i A R I BT
— i -
_________________ [T
I
I
I
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SOLUCION A LOS EFRCICIOS

37.

=
oo
o0
~
|
" p
. 1
.m. 1
fl
v.. x

x+3
x-3

fin)=

39.

x—3
x+1

X

o= p-r]

— e e e

b
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41,
Y
- —0
+ -—0
T 0
} ; ! 4
-—
*—0 T
— -
Exracio 5
|
Yi
] ]
X
Y
ke .—h
X
3.
Y

342
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EJErcicio 6
1.
2,
Ya
r=G+3
3
Ya
y=I1- x
X
4,
Ya
y=x’—6x+10
X

SOLUCION A LOS EFRCICIOS

5
Yai
[ y=3x +12x+11
WL
6.
YJ
y=—x
b
7.
Y
y=x'+1
e s
b
8.

343
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Ya
y-—x’—-‘}
/ x
Y
y=/x—-2+2

—

Y

L

y=Jx-3-2

y=—/x+3
—t —t—t ;
Ya
1 y=|x-3-2

14,
Ya
x
Esercicio 7
1. Crece: (0, x)
2. Decrece: (—o=, 0)

Crece: (0, =)

3. Crece: (—o=, +)

4. Decrece: (—, ()
Crece: (0, =)

5. Crece: (2, =)

6. Decrece: (—o=, —3)

7. Decrece: (0, =)
Crece: (—=, 1)

8. Decrece: (—, 3)
Crece: (3, =)

9. Decrece: (0, 3)
Crece: (—3,0)

10. No crece ni decrece, permanece constante

Esercicio 8
1. Biyectiva
Ninguna
Ninguna . Inyectiva
. Biyectiva . Suprayectiva
. Inyectiva 10. Biyectiva

. Ninguna
. Biyectiva

woE woN
w08 =d h

EJercicio 9

L fl)+ g0 =3
fo) — g =7
f) g =—10
fo_ 3

gx) 2

2. fix)+ g(x) = 4x
fo) — g1 =—10
f@) g0 =dx*— 25

fa) _2x—3
glx) 2x+5

344



L@+ g =2—x—3
fx) — glx) = —T(x + 1)
flx) - glx) =x*— x3—15x2 - 23x — 10

fx) _x-35
gix) x+2
x+1
-fmwm—*T
f0 — g0 = L
26 +3x—2
105 = ZEEZ2
fx) _ 6x—
glx) 2x+4
Lt gn= Jx—3+ x+4

f)—glx)= yx—3—Jx+4
) gl = & +x—12

o) _ _Ftx-12
g(x) x+4 x+4

 f) + g® =x+24x

o) —glx)==x _
f(x)'g(x)=x+1x.l'3:

IO _

glx)

. fx) + g(x) = sen’x + cos’ x = 1

Flx) — g(x) = sen?x — cos? x = —cos 2x
Ffex) - glx) = sen?x - cosix = % sen? 2x

flx) _
glx)

cm’x = tan’ x

3 Dj,ﬂ D£= {—1,3,5}
f+eg={(-1,12),(3,20), (5,23)}
f—g={(—1-8),(3, —8),(5, -9}

f g {(_ 1,21}), (3>84]>(5: 1 IZ)}

{3 63) ()

—2,-1,0}
={(=2,0),(~1,1),(0,2)}
={(-2, - 10). (-1, =7, (0, —4)}
{(=2, —25), (-1, —12),(0, —3)}

a0

% ""h“"h‘"hl‘sj
Ilﬂ'ﬂh

27,

29,

30.

345

. D,ND,={-1,1,2}

SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

f+ 8= {(_ 1, 1)3(13 1),(2, 1)}
=3,(L,1),(2,00}

fig= {(—L—z),u, 0),[141)}

f

-

1
-3y e}

L+ ) =2 +5
 f—st)=—x+4x+ 13

. glx) e s(x) =x*+ 2x% — 1952 — 68x — 60
E=J:-i-f|
r(x)
s _
wm c 0
. g0 — s(x) =8(x +2)
) erm=xt+5c+6
&=x+3
rix) x+2
E=1+3
#x) x—5
B | s _5 g
flx)  rix)
£ +2
~f(t)+g(1)—1u+2)
f _ &=k
g(x) x+2
LX) gl = 2+h
5—5x
: e . A
&) =4 x+2Dx—3
x—1
: G B = ==
f(x] -3t +ax-2
TS x+Dx—3)
h(x) X+x+3
o 9" e
KD—FO __,
g3
1 x—2
e hx+1) x+3
2 —2x+3
ﬁ(x]—g(x)=m
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@_ﬂ=x4—h3+1+6
CE@) fx) xdx—1Dx—3)
- +2x+6
32, flx) - hix) — glx) = T
5 F(x) + hix) - x(x—1}2x—1)
’ £(x) (x+2)x—3)
3, 1 _3—3
gx)+h(x) x -3
1 3=z
2. 1—h(x) 2
Esercicio 10
1. (fog)x) = 12x2 — 46x + 40, (go f)x) = 6x2 — 10x — 7,
(fefXa) =214 - 90;3 + 24x2 + 85¢ + 20,
(g og)x) =4x —
2, (f°g)(1)-x,(g°f)(x)=x, (f o0 = 4, (gog)) = x*
3. (fegd)=4(ge N =2,(fe NNX)=4,(goglx) =
4, (fopdx) =x (g f)xX) =x (fof)x) = Jx' —10

(gog)Xx) = yx* +10
5. (fepd)=x+2 Jx—1,(gefx)= " +2

(fof)) = & +2x + 2%, (g o g)0) = (Y11
x+3
6. (fog)x) = ﬁ,(g i) = —
(fof)x) = —m Agepx)=x
7. (foglx) = log(x —4), (g °f)x) = loglx — 2) —
(fof)x) =logllog(x—2) —2],(gogx) =x—4
1
8. (fog)n) = "J-—“,(s o)) = y—x* —Jx* =1
X
(fof)n) = —xi, 10 estd definida
(gopX) = \x+ @ -1
9. (feg)x) ={(1,5),(2,6),(3,7),(4,8)}
(g °f)(x) = No esté definida, (f ¢ f)}x) = {{2,8)}
(g o g)x) ={(1,3),(2,4),(3,5)}

10. (feg)x) ={(-2,1),(—1,4),(0,9).(1,16)}
(g o)) = (1,4), (fof)x) = {(1,1),(2, 16)}
(gogx) ={(-2,4)}

1L (fegXx) ={(3,1), (—2,—3,(L, - D}
(g o)) ={(0, 1), (1,00}, (f o f)x) =
(g op)n) ={(—2, -2}

{(Ds 3):(_1! _1]}

16. fX) = Jx—2

17. fogeh =81x* — Sdx +9

18, fogoh=1—12x2 + 48x* + 6425
19, ngo};= 2x—9

20. fogoh =ser’(x—2)

21, fogoh=sec’x

L i 18 f&geﬁ:mx

Eieracio 11

1. Ninguna 6. Ninguna
2, Par 7. Par

3, Impar 8. Par

4, Ninguna 9, Ninguna
5. Ninguna 10, Impar
Eiercicio 12

1. fFfiy=x

2 fly= 222

3 = \n'x+9

4, No tiene inversa

5 = Yx

6 Fin=¥x

7. o= Yx

8 fFlo=3-—x2

9. No tiene inversa

10. f~Yx) = J4—x"

11, fFig=x'-9

12, ) = %

13, i = P +1

14, i) = H“

15. ) = %

346
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SOLUCION A LOS EFRCICIOS

Eleracio 13 5. 4
1.
Y
fixy=3
X
fo=1-¢
X
2.
6.
24 b &
y=3* fx)=e*+2
M
X
X
3.
¥
7.
¥
y=3-3 f@=mEx-2) |
!
—0—0—0—0——'-"'—0—0—'
X
4
¥ 8. o
‘r(ﬂ=';+1 /
— — ¥
R f(x)=.l'+hgx
2 i

347
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9.

Ya

fX=24+mlx+1)

10.

Y4

fix)y=3cosx—2

11.

Ya

fix)==2genx+1
12.
¥4

Cf() = —tan x

13.

14,

Y &

/N
\J

Eieracio 14

1.

2.

3.

10.

11.

12,

348

V(h) = 40h

4
Vih) = = ah?

12./54
5

,n_dz

F{A) =

»Ald) = —

4

. Vo) = %11‘;3
3
A = S 2

. Vix) = %(Sr-i- 15)

2
wx

A = =

3

. A(x) =3x 16— x°

A(x) =£x—4](%—3)

ditr= g\nﬁr’ +1

di)= %J:’ —-16



an

Eleraicio 15
1. —1

1
2. 0.16666 = —
6

3 -1
4. 0
51

Eiercicio 16
11, & =001
12. =008
13. & =0025
14, § =04

ull-- §|_ B

g

10.

6.

4

. No existe

. No existe

., e=0.18
. &= 00098

e=0.25

. &=0002

. == 21, —

B
Bl

N

19. 15

e

M

S

29,

31

32

33.

EJercicio 19

g &R B

T

(351
al= &

I~ - “Iﬁ

Sl S PN

4, No existe

349

b | =

36.

37.

38,

39,

41.

42,

43,

45.

47.

49,

50.

SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

|-

=

£

Ble &= 2|= %l"' Galm Wi o
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As. Vertical: x==2
As, Obliena: y =x -1

As. Vertical: x=3
As, Oblicua: y= —x =3

350

¥=flx)

roymde-1

X
As. Vertical: x = %

As. Oblicna: y=2x-1

As. Vertical: x=-2
As, Oblicua: y=x -2

y=fx)

. ¥y
Xx==1
; .
b X
As. Vertical: x= <1
As, Oblicua: y=x
Yy
Xm=1]

As, Ventical: x=1
xm=]

As, Oblicua: y= x

x=1



SOWUCION A LOS BERCICIOS

i) 6. —7
7. 1
8 3
9 2
10. Mo existe el limite
Eseracio 23
1
1. - 6. 2
3
-
2, Hgﬁ 7. — 443
As. Vertical: x=10
As. Oblicua: y=x* = 3x 3 2 8 0
x=0
4, —1 9. 1
8 B 10. No existe
Ya 2
Exraco 24
1 -2 11, -2
3 1
2 = 12, —
K 4 am
1.
N 3. - 13. 1
2
4, 0 4. 0
As. FV=X=
Oblicua: y=x-1 g sk o 1
2 2
6.0 16. 0
9. ) 7. 0 17. 9
y=/fix
N 8. V2 18. 0
y-r*-l-.t %
3 ¥
no—m
—1 1
9 9 3
o 10, —sec’(3) 20. 0
R
. e :
CapituLo 3
As, Vertical: x=1
As, Oblicua: y=x"+x EJercicio 25
1. Escontinuaen x = 0
x=1 2, Noescontinuaen x = 2
3, Nu:;mi::m:mtim.naen_u:=—E
Elercicio 22 2
1. a) 11, )9, ¢) No existe 4. Bscontinuaen x = 3
2. @) —1,b) -1, ¢) — 1, d) —6,¢) —4, f) No existe 5. Continuidad removible enx =2
) 2 2 2 6. Noescontinuaen x = 29
3. “)D’blz"')ﬂ':’“'m’d]_5"")_5’-’9_5 7 RS
4. ﬂ') 1,b)4,c)4,d)4,gj 16 8. Noescontinnaen x = 1
3. a)'q'pb]4>c)4sd]spg)3stNomm 9. Nﬂﬁmtinuﬂell1=u

351
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10. No es continua enx = —2; escontinnaenx = 2 6 1
. . 1. flix)=—— 16. ) = ———
11. Escontinuaenx = 1; no es continuaenx = 2 x xx
: 3
L2 B oomtipa eu = 0T =<0 ¥ L 0= "y
X
13. Noescontinua enx = —3; escontinuaenx = 3 34z
- . 1 -2
14, Continuidad removible en x = 3 13. fi(x) = 18, y' = ———
15. Continuidad removible en x = 1 o L =Tl
16. Continuidad removible en x = —2 4, f) = —> 19, y' = .2 .
17. Continuidad removible en x = 8 x4 G- 1P+ 3
1
i -_—— 2 !
18. No es continua en x 3 0, 5t _ 2. y' = ——
5 Fy 32x+1) nix
M. k=00k=2
9 ) Esercicio 29
a2 __ = 1
21.&—10’[— 9 i.)’a= 16~}’J=912
. 2
g g3 g g 2. 5'=0 I?.f‘(x]—ssf
4
BT g o 3, f(x) =0 18, Fl) =
N, . a= 2 h==-2 e
M a=d,b=2 1
' 4, 5'@0) =0 19, oL
s'(f) Fx) ik
Exraicio 26
1
1. si 6. si 5.5 =6 20, 5'(r) =
2. no 7. s atle
3. s 8 no 6‘—3 213“—1
4. no 9. no BT 'm_{."x_*
5. si 10. si .
5x
1. fx)=a 22~.f'(lJ=T
Exrcicio 27
1.2 i 4x*
3. Y =b2 23_ = —
2.0 7.5 v o=y
3. 4 g 2 £
' 5 9. filx) =542 2. 50 = —
1 J2
4, +.2,— 9. X2
2 2 10. y' =a+b 25, fm=—§
5.5 10. 1
12
11. fi(x) = 5x4 % f@=-
CAPITUIO 4 1
12. f'(x) = 12x2 27. fiix) = s
Exrcicio 28 nE
L y'=3 6. ' =3« 13, #(= 2 B, 50 = —
2, y' =—b 7.y =32—% 5 153
3y =2 g y' = 7
5 14,y = 25t 2. f0) = -~
4, flix)=6x—35 9, y‘=—ﬁ wE
4 3 5
15. ==X 30. s'(f) = —
T, S ¢ 10, 3 =12 H=as SO="27



31.

35,

36.

41.

42,

43,

47,

50.

51.

. fi0 = I R L
dnx

=5 +

. B
' wh

) =212 —6x + 3
 F) = 4 — 1562 + 160 — 1
34,

Fiix)=10x +4

Fiix) = 12ax® — 12ax? — 10bx + T

ro-§-4-3
R a’zib’ 2
=2 +5-%
e ts;f_’ i

09 =22 - 6= 6
X

=
Vo atx

L= %+i+6&

Ix

. () = anx"! + b{n — "2

2 5
, = —x+—
Fix) TR
a b
L= —t
e nix" ! 33[.:_2
o1 3%
T T

= — e 1
ro=-matant

F'(x) = 14x + 15x2

3

PP o
. fllx= s 2

0 8
3x adx

SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

55, y' =15(3x — 4)*

56, ¥ = —12(2 — 4r)*

57. ¥ =(72x5 — 32xH)(3x6 — 24y
58, ' =12x (2x— D6x— 1)

. —3x
R =
3
— X
60, y' = = .
(x* +2)
; 1—x*
e
n ra TAETE
' 322 + 6x
9 | x &
63, y' = [E-I—T)(;'Fﬁv'l;)
X
i
64, g SHE
fix) T 2y

65, F(x) = (6x + 15)(x2 + 5x — 32

4
66, ¥' =
Yy
1
67. ¥' = ;
(4x +3)*

72, y' = 108x2 + 55c — 4

73,y =doy—12— 2
X

74, y' = 12x% + 32
Ix+1

75, Fx) = gy

353
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80, ' = 2\{@
81 50 =(2r+ 3)[3—12) S
f I
6
8. flx)= m
—bt
33. = —_—_—
f‘(ﬂ a az —!2
kR
84, f(r)= r Sr}
¢ =)
6
B L= (51 + 8)°
2
w0 Gmer
2ab
7. o S
e ] p——
1 1
RiW== /%
89, f(f]: _—2
(1+21)1—-ar
_ 10{w—3)
A L) = w+2)
_ 246" —54¢° +24
i
_ 65T +45—12
= (s" —6s)°
k] 3
9. flx) = Il}bx+513
25" +x%)2
(693 — 271)(9r — 6)°
R
9. f'ix) = -(m;)-;
8—dyt
96. =
i e

¥ = %(21+1)2(81+i)
0 Sx* —4x
24 2. /x—1

L 0 =123 — H 2+ DA T2 —3)
79. f1(6) = (66* — 120)(6° + 1)*26° + 6 — 2)

8 —9¢

9

IZ

e 3
97, y' = dx ;
(x* —a*)?
4 3
98. y' = Ix +2?i
A3
99, y' = 8x'+24x+9
2,/x" +3x
100. y' = _t+23
2(x + 1)E
3x—3
01, y' =
4 2,jx—3
—4t
102, ' = 3 T
& — P —1)F
103, 3’ = o™
y 1—x")/x*" -1
Wiloglimn D O 2
m (Q(.t_'—l]
. 2
105, y' = 2x +3E9,1:+8
24 —5x)F 2x 1
|, SRy Jac I
106. y' = 8x" —8x" -2
H4x® —p*@2x® -1y
Esercicio 30
Ly _ 1=
" dx x
P A S
o 20xJut 101+ w
3 dy = x(6u —3)
Tl 2 —3u
ok b
dx uoou
sy _ @+12x-320) +1)
‘ﬁ (M2_1]2
6P _ 5u’ +3u
" dx w.‘l'u3+u
g B 3
Tde o w17
3 dy " 8x
T -1 -2 xR 1

354



0, ® o __ ¥
dx 2 Ju—1*—1)°
0 @ -2+
Tde DV -1
&
dx Gv(x—t)z
Elercicio 31
1. ' =8 cos8x
2. f'(x) = —6xsen 3x?
3. (0 = 3ctsect
4, 5'(f) = 6 sec 6 tan &
5. F'(x) = —12x2 csc? dx?
6. f'(x) = —9cscYxcot 9x
7. fi(x) = —asen ax
8. 5'(f) = 2br sec” bt*
9. F'(x) = 12x sec x> tan x?
A UL L B

13,

14,

15.
16.

17.

18.

19.

8 BeEBEB

e Tes

. f(x) = —3asen 3x
. fix) = —3escX(3x— 5)

") = oog &
f(x)—msg

=5 sen[ix—g]
s'(f) = a sec™{at + W)
fi(x)=cosx —senx
= L
e cosr

1

PO == e oo™ Yo
£169 = = =08
x
31
' = me—,
sec—=tan——
oy = ——E
2xx
L) =3sec?3x — 3 =3 tan®
. fi(x)=a— acsc® ax = —acot® ax
. F'(x) = 2(x — Deos(x — 1)°
. 0 = —181(312 + 2)2sen(32 + 2)3

2
. fllx) = —F cscz,luc—l

27,

29.
30,
31

32

a3.

34,

35.
36.

37.

38.

SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

e 2 _goalaHl
Fa= (x—i]’m[x—i)

_ _ 2ab art+hb ax+h
B ) at)
F'(x) = 10 sen 5x cos 5x = 5 sen 10x

F1(0) = —3b cos? b sen b
F1(x) = 24x tan? 3x2 sec? 3x2
2 cosdx

f':’-':\m

=2 ,sendx cotdx

£1x) = Sxtan 5x2 | sec 5x°

2xsec’x’

iy
Fi(x) =xcosx+ senx
Fi(x) = 2xcos x? — 2x* sen x?

3x 3x —sen 3x
Fo) = ._E’.’i....i_sﬂ_

X

10¢* sen 5¢* + 2 cos 5¢°
f‘(x] o e

39. y' = 2ax cos(ax?)
. ¥ =

40 —3a sen(3x)
T sec’ Jx
1. ' =
2x
42, y' = xsec3x” tan 3x®
oo A 2%
43, y'= 353 cot 3
1 1
44, y' =2 +3+ —,cm[—)
X 9
45, y' = —6resci(l —x?)
—4 x+1
46, y' = ——- —
YT 3@y m[;—i]
47. y' = 2bsen 4bx
48, y' =24(2r — D2 tan’(2x — 1 sec?(2x — 1)
sen 2x
49, y' =
d cos’ 2x
50, v = 2x sec’ x'
g 59'&1‘[212
51. y' = cos 4r(cos? 4x — 6x sen 8x)
52, y' = xcscax(2 — axcot ax)
53. 3" =(1 —x cot 2x) \Josc 2x

355
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—TH SET ALY SCN MY — R COS 1nr COS MY

5oy =

BeJl2M
B
56, y'=—xsenx
,  sec’x(tanx—1)
N
58, y' =(2x®— 6) cos 2x + 10x sen 2x
59, y' = —2cos(2x— 1)
60. y' =xsec{m — x) - [2 — xtan(w — x)]
6l 3" = 81x"sen’x{3x" cos.x + x cos x + sen x]
(3x+1)*
1 [x+1

7T (x—t)Jx’—:m\Jx—l

B

1
8. y' = [SGCTJ:) (x sen x — cos x)
64, y' = —xsenx+cosx
65. y' =2cos2x
66. y' =2 sec?xtan x
1 x

67. y' =— —sen=

Bl

68. y' = —6sen(6x + 2)
,_  xsenx+t2cosx
=== =
x

T0. y' =(sen x + cosx)tan® x — tan x + 2)

71, y' = —cos’x
72, ' =xsenx
73. y' =sen2x
Exrcco 32
1. J;lJ e ;
J1— 255"
—8x
2. filx) = ——
fx) ey
3: =—
r& 1+0x*
S 5
B A P
2

2
6. e
Fix) ") 3
1
7. f(ﬂ:_v{bz—xz
8 ) = ———s
— X
Rfm=£if
1
10. fi(x) =
x.jx—1
2z

11, ' = r———
J-8+6x" —x*

12, y' =

13. y' = + 2xarc tan x

14, y’' =arc senx

X
15. y' =
16 — x*
1 1+
16. y‘=arccsc[—)+ A
x \}l—x

17. y' = xarctanx

18 (P‘__=

- (1-6%)e" -2
19, y' = \,I'Ii—‘lxz

20. y' = x*arcsenx

b—r
21, =
£ b+r
2
X
2, 3= —
T h
, 3+ 6x*
23, y

- (1+4x*¥1+x)

24,y = ——
2jx—x
e ()
-1
da—8x

356



-

7. fll= ——
\Il'—r2+4r—3
Begfmm
g dl v e
x+2
. y'=
* VI'-d-J:—x2
1
30, y'= 1
4x— 2
31 y'= \Zx—xz
2—-3
32, 5% =
-7
33 y'= 25-9x
oy syt g+5
' ©@+4).J6+2
. 1
e 5+ 4dcosx
,_ __COSX
36, y'= _5—30C$1
37. y’=—£

38, y' =arccot(tanx) — x

r 1 1  4xarcsec2x
» oy = 5 —— -
@x-nlx L Jax*—1
«."7_3012314'00321
E N LR 20l Al i b
& 14 —2cos x
41, y' o

i (3x+2)/5x" +28x— 12

lr2
2, 5= + 2tarcecos(l —t)+ 2
pr—¢ !

43, y'=—

357
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SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

F@ =5

ro)= 22
 rop = e
o) = e
o) = e
FICEELE
fw = B

¥ =x(1+ 1Y

. ¥ =2(1+1Inx)
- l1—Inx
S =
2—Inx’
. .f":x]- 2
' a a

YT T 20—an 2a—b)

)
0= s
_ 2ax* — b
R
e Mo,
T Gr—S)2x+1)
Fi == =]
"= cotx
= =5 tan 5x
T
4 -4
; 3
YT 2+ 4
¢ 9
4 45 —9
F= 12
_: »+8
o lnx
YT
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7. s 275 +12x+ 6 53, () = de
YT G+ 3L +2) 54, f(x) = 10xe 3
o 2logse 55. fi(x) = 3e¥!
%3 4y —1 -
56, fi(x) = —&°
,_ (36 Vx —3)ogee 5
¥y = T
10 bx’*x — 6x 57, P = %%g
¥ =tanx
31, y'=2cotx 58. fi(x) = i"e'
32, y'=1+Inx
7 L
33, y'=—2tan2x 59. _f’(x)=—Fe"
H, oy = o x
T 60. fi(x) = ~—=
2x
35, y' =sec
% * 61. f'(6) = sen 20 - g*
' 1+sen2x
36. L e il Bt = — + go0s 2x
¥ ——r 62. f)= —2sen2x- e
63. y' = (sen x + cos x)erreeny
1 ,  x+ttanx
& e 64, £(x) =(31n5)5%

65. f(x) =(2In7)7%

Boy=F1+In
z ! * 66. f'(x) = (2x1n 5)5°

Isec’ Jx  3secxesex

39 y' = = 67, ¥y =21 +hx
- 2./x tan x 2Jx 4 ¢ )
68. y' = xr~(cosx — xlnx*"*)
0. y' = loge &
2% 69. y' = :;5(1 —lnx
41, y' =27%5In2 (2x + 5) i 5
10 y=—7 =
b Inb S T
2. f(x)=
2.Jx 1+2x
Y=
3*In3
43, y' =
x 72, y' = 3ehet =352
44, y'=(xcosx +senx) 5" In5 _ xe*
Y=
45. y' =251+ In2) (e+1y
46, y' =5%(In5 + 1) , _ xhhx+lnx—1)
(ol Sk T
4.y =ZMJ1=ZU x
8. 3 = (6= 22 = (6x— 2y 75, 5= .
= x(lnx—1) In*x—1
N N e 76, 31 = —£"eos
[_ L B g aJ_i
50. y' =(xsec’x + tanx)y SR
2a cot ax
e 77 ¥ =
5. y' = e* te * .4 e
, 8 L oot x) _ 1+ cotx)
52, = e T8, v = -
VT Fteny ’ 2 2
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9. y'=xe* ¥ (xcosx +2) i, 5 2y fx+y—1
80. y' =cotx ¥ Ikt
. axt-g s
8Ly = —r—s gy e R
x(x® —4) 3x+3
x+3
2 y'= = r=1— ¥
o 15, y' = (1 4»&]\[
83, y'=sec’ 2x 16. y‘=#
g x(2y—1)
84, y'=arctanx
= . y =2
86. y' =arcsecx —
1 18. y' = &’
87. y'=
s 4x* —9
19, y' = 3e=
88, y'=arccotx
x 2xy
= —_ 20. "=
B =aao P A
o ATERTEN
Elercicio 34 L 1—y+zx
R )
i ,_ a1—e)
22;}' =£Y-!_'
»e" -1
2.}"=_I [ et
x ¥=—x
4 ¥
3. y'=— ¥ =—
% ¥ x xhhx
2x+5
4.}"=_ ,=—?
4y—2 g Xty tx
Ix+ty
5.y’=—_— . ¥fxhmy—y
8 B x{yhlx—x)
¥
6 y' = — 1
25 27. y' =
1=y Y xlnx
(x—y* +2y
1. y3'= 4 &
’ 2 28, y’=¥=(ﬂ"+l)h{1+e’]
3" }":bz—x 29 F= m_h}‘)
a'y g xlnx
[ y *
9y=—; 30 y‘=:+g r=_‘"_y
xe 1—y
. v 2y + 3y + 100" 7 i
" T A a2 — A 3Ly = 5 1-x
, _ dxy—9x’ —5y—3 1
11. B gios L o
& Sx—2x" —1 2= e
1,y o WEFYY 33, yr= €cosy=3 _1f 1 1
g 2x + 3y xe™*sen y xltany xseny
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41,

43,

45.

47,

3 _ _ cos(xta)
sen(y —b)

,_ _senx _ senx(cscy+coty)
g cos y— 1 sen y
gt sen(4x) cos(2x) - sen(8x)

sen(2y)cos(2y)  sen(8y)
ro— _SOXETT
& cos y(1+ €=')
2 2—ycos(xy) _ 2secly)—y
x 0os(xy) x

f =_msx
¥ s

[ = mx
> sen y - ™7

r So8x—eeny 1
u Xcosy

2
. ¥y +1
= | =—— |arctan
? [.‘Pz-i-l—;) %

gt = SRt
I—cot{x+y)
T 1
Y T Pm2 Wz tms
¥y=- .

& Toosy +x—2

, _ _sen{x+y) +oos(x+y)
1—sen(x+ y) —cos(x+ y)

o _ tan’ () + 5’ sec’(xy)
tan( xy) — xy sec”(xy)

Ayt
¥ = P+ Darccot x

L P )"ej
J1— €™ (sen y + arc cos(e"))

¥

Eiercicio 35
d
i g =24
d!-
5, Z-‘; =0
g X . 1M
dx’ (5x +3)
a &3 _ 4t
dxz (m_b)z
d!-
5, E); = 2da¥ax + b)
4
6. :I_T‘: =genx + cosx
7. ¥ = —cselx
7
8 yr=——
4 -1
9. 3" = e sec? e (2ettan £* + 1) = e* sec? e(2e* y + 1)
2z —
TS . )
dx @3]
d* 9
1. Ix% =-—
©-x)y
p 4y _ Fty 16
. dlz yi yi
d*y 2
R S
d'y sen x sen”y + cos’x cos y [ cos” xcosy
14, 2 —— = P08 X CORY
e sen’y CSC y | senx sen’y
3
15. E = —x2cosx — Gxsenx+ 6Gcosx
dsy 12 d-}’ 2*“1*(_1).-“
65 —= —  — = ————
de (x+1) " a&x” (x+ 1!
2y
17, y" =
YT Gty
3,
18. % = —2 sec? xtan x
d*y 2cos’ x Sen X 2—sen x
19. —= = s =
dx (I+senxy (1+senx) 1+ sen x)
-12 —108x
20, y" = 1=
YT ey T Gy

360
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EJeraiCiO 36

dy _ 2 sen 28 + 3 cos 28
dv  2cos26—3sen 28

1.

2. &y
dx
3 dy = 5 sen @ cos 56 + sen 58 cos @
" dr 5cos®cos56—sen 5@sen @
4 9y _ cos28senf +sen2d cosd
" dv  cos26cos f—sen26sen §
dy cos 28 +cos 8 (39
5. _—E T — = —
dx sen 20 +sen & i 2
dy _
6 — = @—cot@
d: csC
7 dy s asen @ +cos@
" dr  acosf—send
dy m9m2+ms9
g & T
dx msemni—smﬂ
9 dy _ 3cos 8—2cos260
Tk 2sen26—3sen
0 dy _ sen 6 + 28 cos @
" dr  cosf—26send
1. —1
12. 2+ 43
13. 3
14, —a
1
15. o
EJercicio 37
dy dy
1. = =4 . =
~ tt 6 =
) B L . &
de  36¢ dx
dy 21" -1 dy
Y™ g1 Sk
dy _a dy
4 = == , =
P e
3o i
5. LD 10. &
dx 2.)i—1 dx

)

_ cos @+ 4sen @
Scosf +sen

_-va-u-r)

' +1)

=cscg(4—sms15-)

SOWUCION A LOS BERCICIOS

EJercicio 38

361

1,

6.

. Sub-tangente =

Sub-tangente = 1
Sub-normal = 1
Tangente = +/2
Normal = —2

12

. Sub-tangente = — —

7
Sub-normal = —84

Tangente = —i—'}\-‘ﬁ

Normal = —6042
12

. Sub-tangente = 5

Sub-normal = —84

Tangente = —i—oﬂ

Normal = 6042

Bl

Sub-normal = 28
(vl
4

Tangente =

Normal = 7417

. Sub-tangente = —g

Sub-normal = —6
Tangente = —% -.E

Narmal = 345

Sub-tangente = —18

Sub-normal = —%

Tangente = —3./37

Normal = —
2
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7. Sub-tangente = § 19. 'y—1=0
N:2x— 5=
Sub—mnna]=5- =0
2 20. T: 3{3x+ 6y —(3+37)=0
Tangente = 2417 N: 125633y +(3v3 —dw)=0
21, T: 4x—2y+ (6 —mw) =0
I x—2y+ (6 —m)
Normal = —= N: dx+8y — (24 +) =0
22. T: 2x—y—6=0
8. Sub-tangente = —2 N: x+2y—8=0
Sub-n = _i 23 Tix+y—2=0
8 N:x—y=0
7 24, T: 6x+2y—9=
Tagenss— — 3 S =0
2 N:2x—6y+7=0
T 25. T:x—2=0
Barmisl = N:2y—1=0
26, T: Tx—y—8=0
9. Sub-tangente = —g N:x+T7y— =0

271. T: x—ey=0
_ N: ex+y—1—¢& =0
EAlL) 28, T:8c+y—7=0
Tangente = _T - ¥ =
N:2x — 16y +47 =0

Sub-normal = —6

Normal = —3/5
Esercicio 39
10. Sub-tangente = _3 1. Agudo 26° 33', obtuso 153° 27’
4 2. Agudo73° 42', obtuso 106° 18’
3. Agudo 78° 41, obtuso 101° 19’
Sub-normal= _1s . ¥ 4
7 4, Apudo 35° 15, obtuso 144° 44/
a5 5. Agudo 28° 23, obtuso 151° 36’
Tangmte: _1—45 o L] o L]
12 6. Agudo 28° 4, obtuso 151° 55
7. Agudo 71° 33, obtuso 1047 28°
2,145
MNormal = 27 s 125932-
9. 8= 63"26
1, Tidx+y—1=0
10. ¢= 18°26'
Nix—4y +38=0
11. 8= 6°54',57° 25
2. T'x+y—1=0
12, 6= 33°41'
Nix—y+1=0 3 4o
13, Tiy=0 <
N:2x—1=0 Eiercicio 40
4. T:8x—y—12=0 L ,o35 do 35
N:x+8 —34=0 ' 3 'ds 25
15. Tidx+y+8=0 4 17417 d6 817
o R ot
Nix—4y—15=0 8 ds 289
16. T: 5x+2y—9=0
Vixt2y 3. ,=4@§2=£
N: 2x—Sy=0 ds 8
17. T x+2y—7=0 i r_sJﬁ ﬂ_g@
N:2x—y—4=0 : 3 'ds 50
18. T: Zx+y—2=0 de
5 r=l,—=
N:x—2y+4=0 ds
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12. C(—2,3)

23
13, —,—32
C(z )

Eieraicio 41
1. Punto minimo (3, —4)
Creciente en (3, =)
Decreciente en (—o2, 3)
23

2. Punto miéximo (E,__)
6 12

Creciente en [—m,%)
Decreciente en (%,m)

3. Punto méximo (—1,2)
Punto minimo (1, —2)
Creciente en (—o, —1) U (1, =)
Decreciente en (—1, 1)

4, Punto méximo (0, ()
Punto minimo (4, —32)
Creciente en (—oo, (1) U (4, =)
Decreciente en (0, 4)

5. Punto médximo (—1, 5)

5

Punto minimo (i _1)
2 4

Creciente en (—oo, —1) U G, m)

Decreciente en (—l,%)

-

6. Punto miximo [—%, .....)

4
Punto minimo (E’E)
327

363

. Punto médximo (—2, -31)

. Punto médximo [1, E)

. Punto méximo (2, i)

SOWUCION A LOS BERCICIOS

. Punto mdximo (2, 15)

Punto minimo (— 1, —12)
Creciente en (—1,2)
Decreciente en (—se, —1) U (2, =)

. Punto médximo [—1, g)

Punto minimo (3, —8)
Creciente en (—co, —1) U (3, )
Decreciente en (—1, 3)

3
Punto minimo (3, —l—;)
Creciente en (—oo, —2) U (3, o0)
Decreciente en (—2, 3)

12

Punto minimo (0, 11[3,—%)

Creciente en (0, 1) U (3, =)
Decreciente en (—=,0) U (1, 3)

. Punto médximo (1, —3)

Creciente (—o, 0)U (0, 1)
Decreciente (1, 2)U (2, =0)

. No tiene méximos y minimos

Decreciente en {—oo, 3) U (3, 20)

2
Punto minimo [—?, - %)
Creciente en (—2,2)
Decreciente en (—oo, —2)U (2, o)

1 1
. Punto minimo [l}, _I)

Creciente en {0, 2) U(2, =)
Decreciente en (—==, —2)U (-2, 0)

. Punto médximo (—6, —12)

Punto minimo (0, 0)
Creciente en (—o0, —6)U (0, %)
Decreciente en (—6,—3)U(—3,0)
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Exrcicio 42 4.
1 (=2, 68) _Y4
¥4 flx)=x’ = 6x + 10
fir)=2x’ - 327 - 36x + 24
x
30 -
x=3 X
1,- 5
Punto minimo (3, 1) =l
Crece (3, =) Punto méximo (—2, 68)
Decrece ( —, 3:' Punto III]‘]‘I.IJ!‘I.I}(3, —57)
Concavidad hacia arriba (—=, o) Crece (—, —2) U (3,%)
2. Decrece (—2, 3)
¥ 4 1
Concavidad hacia abajo [—"‘%5)
(2, 10)
1
P P Concavidad hacia arriba [5-““)
111
/ Punto de inflexién [E!;)
[ {x=2 1\ X "
Y4
Punto méxi 2,10
w( IZI:( W fw=x —dx
Crece (—,
Decrece (2, o)
Concavidad hacia abajo {—o=, o)
3 ]
¥4 >
N3 i
f=x' =37 -9x+1 —25]
(3,-27)
~1,6
¢ A Punto minimo (3, —27)
3 ; Puntos de inflexién (0, 0), (2, —16)

Crece (3, =)

Decrece (—=,0) U (0, 3)

Concavidad hacia abajo (0,2)
Concavidad hacia arriba (—e2,0) U (2, =)

@, -26)

Punto mdximo (— 1, 6), Punto minimo (3, —26)
Crece (—o2, —1) U (3, =)

Decrece (—1, 3)

Concavidad hacia abajo { —=, 1)

Concavidad hacia arriba (1, 20)
Punto de inflexién (1, —10)
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1,2

=1

Puntos minimos (—1,2),(1,2)

Crece (—1,0) U (1, =)

Decrece (—oo, — 1) LI{D, 1)

Concavidad hacia arriba (—es, 0) U (0, =)

Sy =2 -3 = 12x + 6

(2,= 14)

Punto méximo (— 1, 13)
Punto minimo (2, —14)
Crece (—=, —1) U (2, =)
Decrece (—1,2)

Concavidad hacia abajo (_m, %)
Concavidad hacia arriba [%,m),ﬁmmdr.irtflgxiﬁn (%_
¥

Sy =ix' -1y

1

VAN

=I

My

1

Punto méximo (0, 1)

Puntos minimos (—1,0), (1, 0)
Crece (—1,0) U (1, =)
Decrece (—=, —1) U (0,1)

SOLUCION A LOS EFRCICIOS

Concavidad hacia abajo [—

Concavidad hacia arriba [—an, —

)

. . 1 4
Punto de inflexién | —, —
in [ L

Y4

E :
Punto minimo (0, 6)
Crece (0, =)
Decrece (—=, 0)
Concavidad hacia arriba (—22, =)
10.
YA M)__‘,:(:+2)
-1
1 X
1
2
il 3 27
Punto minimo | —=, ——
’ [ 2 16)

Puntos de inflexién (0,0), (—1, — 1)

Crece (—% n) U (0, )

Concavidad hacia abajo (—1, 0)
Concavidad hacia arriba (—eo, —1) U (0, o)
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Ya
1
@ T @\ I X
4 2 4
=1
Punto minimo (%,—1)
Punto mdximo [%,i)
Punto de inflexién (%,o)
s (4.5
4" 4
T kL
Ch‘ece[l}, 4)1.1( 3 ,11')
Concavidad hacia arriba [g“)
Concavidad hacia abajo [0,32’-)
Eercicio 43
1. 20y20 I I £
2. —25y325 13. Base=2+2
3. 2 pulgadas por lado y el altura = 2
volumen de 128 In?
4, V=6144y cm? 4. 2.6 y23ft
5, v 006w, 15. d=1245
97
16. 8y 8
6. r= 4@ 17. 245 y /5 unidades
400
S | letiiced
" 3
7. A =54 cm? 18, A=6u?
8, A=24y° 19, h=2cm
9, Niimero = 1 20. Cada lado mide 2u
10. Base= /3 r 21. 20y20
altura = EJl-
2
1. (1,1),(—1, -1 2, 442 y8

/(33)

24, A= 1542

2. dx+3y —24=0

27. Radio 42
altura = 8 42 pulgadas

3 rocp
28, (2\1% +k.2)
29, Nimeros 4 y 4

P P

30, ——
d+7 4+

2, 0<r<4yb6<t

31

400 m, 800 m
moJiwm %0
9+3Ir 9+ 3w
3
ZDODm3wmn3
27
. 2502 em X 252 em
i Ay
Jm Jr
5V5m
f3v
= 3] —
’ \sx
. P20,
Je+2 -~ 3
[ 2, 53

3.0 s=2s5r=2,5=18sr=4
a=—6sit=2,a=6s8t=4

B s=20,v=—3s =3

c) “s”crececunando <t <2 o t>4
d) “v"crececuando 0 <f<<2 o0 f >4

4 ) 1= 18$,v=—54?
b)) 1=9s55=243m

m
5. v=—2;,s=35m

Elercicio 45

1. E\,’tﬂlm
2

2 3me ™
5 min

360 m
1T s
LS
75V

366



9. a) 1[31}]:%rl

820 km
iy

4 m

0. — ——

99y min
11, 90.58 km/h
12, 482

5

7 pes

13.
47 min

EJercicio 46

,L
o
5

2|8

Bl w|E

=
f%,] A
le

5
8
w |8

4302
5

1. &) I=$15275.00, U = $8 370,00, O = $47.90
B) 1= $9 42400, U = $7 208.00, Q = $2693

Q = $16.00 por articulo

2. Costo promedio minimo = $14.80 por articulo

Se deben producir 1 225 articulos para un costo minimo

3. Ingreso real: I(31) — I(30) = $156.00

Ingreso aproximado: $160.00
4. 59 metros
1
5. px) =100 — SE X
$50.00 por boleto
Eieraicio 47

Loii— 8.

=
[3=]

3
o
Y

B
|
B
(&)

b | =

=

1.

=
=)

Eleracio 48

L. c=0

R

B
(]
Il
Bl

L
)
I
I+
by

6. c =036

13
7. c==%* |— 10
< 3
g c= 11
9 c= 12
EJercicio 49
3
1 e=2 6
€= 2
1
R 7
)
3 c= 3 8
4, =0 9
5. ¢c=3 10,
Esercicio 50
1. dy= adx

2. dy = (2ax+ b)dx

. dh(s) =

—2x
. dglx) = (IT

. dglx) =

.+ dflx) = (3x? — dx)dx

1 1
5 d.s— [—ﬂ;_.j_{.??]d
. dh(r) = —361(5 — 3P dr

_ . 6x
YTy
S E 2dx
S ?\[[2;+3]
_ A+
xX+2

. df(x) = (Tx+ 5)(x — D¥Yx+ 3 dx

8
— = _ds
(25 +37

t)’dx
x+8

= = dx
2x+3)

(ﬂ:\:z = b)\.m

. dfix) = (1 + 2 sen 2x)dx
. df(f) = 6 tan® 2 sec® 2 dt
. dy = —2tan x(secx — sec’ x)dx

—2ecosx
{1+ sen x)*

SOLUCKON A L1OS EERCICIOS

» C= 9T

. No es continua enx = 1
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LOGARITMOS
HISTORICA
u .
== John Napier
W z._*:_ﬁ_“ \ | término logaritmo lo acuié el matemé-
-~ tico escocés John Napier, a partir de los
e — #rminos griegos légos (razén) y arithmbs

[nimero) para designar a la correspondencia,
que habia descubierto, entre los términos de
una progresién aritmética y ofra geométrica. Al principio los llamé “nimeres
artificiales”, pero luego cambié de opinién.

Al logaritmo que fiene por base el nimero e se le llama, en su honor, ne-
periano.

Pero fue el inglés Henry Briggs, un amigo de Napier, quien comenzé a
usar los logaritmos con base 10. Briggs escribié acerca de su nuevo des-
cubrimiento: “Los logaritmos son nimeros que se descubrieron para facilitar
la solucién de los problemas aritméticos y geométricos, con su empleo se
evitan todas las complejas multiplicaciones y divisiones, y se transforman
en algo completamente simple, a través de la sustitucién de la multiplica-
cién por la adicién y la division por la substraccién. Ademés, el caleulo de
las rafces también se realiza con gran facilidad”.

John Napier (1550-1417)




1 Carituio

ANENO A

Definicién

El log, N =a, es el exponente a, al que se eleva la base b para obtener el argumento N.

log,N=a & N=V

Con N'y b mimeros reales positivos y b diferente de 1

EJEMPLOS
& Forma logaritmica
1. log,243 =5
2. luglé=6
2
3 log l=—3
28
4, logléz.?:
3

2 @ Transforma las siguientes expresiones exponenciales en expresiones logaritmicas:

Forma exponencial Forma logaritmica
1. N=(2) log ,N =3
1 _ 4 e
> @ ogs 155 = 2
. () =25 g 25 4
4. xf=y log,y=p
EJERCICIO 140
Convierte a su forma exponencial los siguientes logaritmos:
1. log,8=3 4, 10g53—16=—2 7. logﬂ\fgzé 10. log, ,,128=7
2, log, 16 =4 5. log 9=4 8 log,(x—1)=2 11. log, 243=5
3. log,81=4 6. log,343=x 9. log, 625=4 12. log,,_,,256=8
Transforma a su forma logaritmica las siguientes expresiones:
13, 17 =a 16, L =N 19, 2°=256 2,2t
16 81
2 2
14, 625=5" 17. (5] == 2. (x-27=8 A, 5+=125
1
15. 647 =4 18, (x+3)=2"° 21, x¥=z 24, 441 =(3x+2)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CARITUIO

EJEMPLOS
w

Aplicacion de la definicién de logaritmo

logaritmos

En los siguientes ejemplos se aplica la definicién de logaritmo para encontrar el valor de la incgnita.

"8_ 1 @+ Encuentra el valor de gen laexpresién: log, 216=3.

H

Solucion

L ]

Se escribe el logaritmo en su forma exponencial y se despeja la incognita:
- Y26 =a - 6=a

log 216 =3

—

Por consiguiente, el resultado es: a=6

Solucién

? ®+-Encuentra el valor de men log , m=3.

216 =a"

Se transforma a su forma exponencial la expresion y se desarrolla el exponente:

log . m=3

Por tanto, el resultado es: m = 242

Solucién

=y

4 v 1
3 @< Determina el valor de x en la expresion: log, 725 =%

La expresion se transforma a la forma exponencial.

El niimero 729 se descompone en factores primos y la ecuacién se expresa como:

De la iiltima igualdad se obtiene: x = -6

1

l°g3_=x

729

31

o,
729

(3 =(3) V3=2%

—

ol
729

1

2F=—o¥=3"

36

EJERCICIO 141

Encuentra el valor de las incégnitas en las siguientes expresiones:

1.

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

log, 25=

log, 64 =

2

3

log,81=4

log, 3125 =-5

log, 32 =

2
2

2
6. log 49=—
Dgﬂ 3

7.

10.

log;x=4

log, m=

3

log,sy=5

log, N =

3
2

389

11.

12,

13,
14,

15,

log,, w= l
Bz 3

log x=-2
2

log,,b=02
log, x=0.333...

log,216=x

16,

17.

18

19.

. log, 0.5=y
10g1512 =X



1 Carituio

ANEXO A
Propiedades
Para cualquier M, N, b>0 y b #0, se cumple que:
1. log,1=0 5. log, MN=log, M +log, N
M
2. log,b=1 6. logbuﬁ=log,,M—log&N
3 log, M'=nlog M 7. log, M =InM, In =logaritmo natural y ¢ =2,718281...

1
4. log, WM =—log, M
n
Importante: las siguientes expresiones no son igualdades.

log, (M + N) #log, M +log, N logb(EJ#M
NJ log, N
Demostraciones de las propiedades de los logaritmos:
l. log,1=0

Demostracién:
Sea log, 1=a, esta expresidn se transforma a su forma exponencial:

log,1=a - 1=b"
Para que 5" = 1, se debe cumplir que a =0, entonces, al sustituir este resultado se determina que:
log,1=a=0
2. log,b=1

Demostracién:
Sea log, b= a, se aplica la definicién de logaritmo y la expresién exponencial es la siguiente:

log,b=a — b=b"

Pero b =b', por consiguiente b' =" y a =1
Al sustituir este resultado se obtiene: log,b=a=1

3. log,M" =nlog, M

Demostracién:
Sea x =log, M, su forma exponencial es b* =M, al elevar esta expresion a la enésima potencia se determina que:

() =M > p==m

La forma logaritmica de esta expresion: log, M" =nx
Se sustituye x=1log, M, y se obtiene: log, M" =nlog, M

1
4. log, M =~log, M
n

Demostracién:

Sea x =log, M, su forma exponencial es b* = M, se extrae la raiz enésima en ambos miembros de la igualdad:

W =M
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logaritmos

El primer miembro de esta igualdad se expresa como: b* =M

Ahora esta nueva igualdad se transforma a su forma logaritmica: log, im==
n

; . 1
Se sustituye x =log, M,y se determina que: log, ¥'M = ;logb M

5. log, MN =log, M +log, N

Demostracién:
Sea x=log, My y =log, N, éstaes la forma exponencial de ambas expresiones:

b'=M ;=N

Al multiplicar estas expresiones se obtiene: (b‘](b’] =MN — b™=MN
Se transforma a su forma logaritmica: log, MN=x+y
Se sustituye x = log, M y y =log, N, éste es el resultado:

log, MN =log, M +log, N
6. log, % =log, M —log, N

Demostracién:
Sea x=log, M y y=log, N ,ésta es suforma exponencial:
V=M ;=N
Se divide la primera expresitn entre la segunda:
b M

L
¥ N
Ademds se transforma a su forma logaritmica la iiltima expresién:
M
long=x—y

Al final se sustituye x=log, M y y=log, N y resulta que:

M
103’5? =log, M —log, N

Aplicacién de las propiedades para el desarrollo de expresiones

El logaritmo de una expresién algebraica se representa de forma distinta mediante sus propiedades y viceversa; una
expresion que contiene varios logaritmos se transforma a otra que contenga un solo argumento.

EJEMPLOS .

1 ®@¢ Con la aplicacién de las propiedades de los logaritmos desarrolla esta expresién: log x'2
Solucién
La base x se encuentra afectada por el exponente 12, por tanto se aplica la propiedad 3 y se obtiene:

log,x” =12log, x
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ANENO A

2 ®e:Desarrolla la siguiente expresién: log, 3x*\/y.
Solucion
Se aplica la propiedad para el logaritmo de un producto (propiedad 5):

log, 3x* [y = log, 3 +log, x* +1log, \Jy
Se aplican las propiedades 3 y 4 y la expresion queda asi:

1
=logz3+41ﬂ:|g2x+510gz y

3 ®e: Desarrollaa su forma més simple la expresion: log, “.,)'(x—S]!.
Solucién
Se aplica la propiedad 4 para el radical:

log, Y(x- 5 logy(x 5

Ahora al aplicar la propiedad 3, se determina que:

=i[31ogy(x—s]]=%10gy(x—5]

(x+3),

(x-y)

4 ®¢-Cul es ¢l desarrolio de la expresién log,

Solucién
Se aplica la propiedad para la divisién (propiedad 6):

log, LE =log,(x+y)’ ~log, (x~y)’
(x=y)

Para obtener la expresitén que muestre el desarrollo final se aplica la propiedad 3:
=3log, (x+y)-2log, (x~y)

*(x+1)T
5 @+ Desarrolla la siguiente expresion: ]n[e g;z ]] .

Solucion
Se aplican las propiedades de los logaritmos y se simplifica al méximo, para obtener:

o

Enseguida se aplica la propiedad del cociente y el producto (propiedades 5 y 6).
=3[Ine™ +In(x+1)-In2x"]
En el sustraendo se aplica nuevamente la propiedad del producto, y resulta que:

=3[Ine* +1n(x+1)~(In2+nx*)]
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logaritmos

Finalmente, se aplica la propiedad del exponente y se eliminan los signos de agrupacién:
=3[3xIne+In(x+1)-In2-2Inx] =9x+3In(x+1)-3In2-6inx

4
& ®e-Desarrolla la siguiente expresién: log sfgiys

Solucion
Se aplica la propiedad para la raiz de un mimero (propiedad 4):

W 1 W
85,7 =31y
Después se aplica la propiedad para el logaritmo de un cociente (propiedad 6):
1
=§(10g3x" - log2y’)
Al aplicar la propiedad para el logaritmo de una multiplicacidn se obtiene:
1
=-§[(10g3 +logx*) —{log2+logy’]]
Se aplica también la propiedad 3 para exponentes:
1
=§[(10g3+ 4log x)-(log2 +5logy)]
Se cancelan los signos de agrupacidn y éste es el desarrollo de la expresién:

=%[10g3+410gx—10g2 -5logy]

ok

4 1 5
310g3+§logx—§lug2 —Elugy

7 ®e Escribe como logaritmo la siguiente expresién: log x +log y —log z.
Solucién
La suma de 2 logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del producto de los argumentos:
lbgx+logy—logz=logxy—logz
La diferencia de logaritmos de igual base, se expresa como el logaritmo del cociente de los argumentos:

log xy ~log z=log 2
Z
Por tanto:

xy

log x +logy —log z=log P

8 ®e Expresa como logaritmo: 2 + 3 log,(a + 1) - i log{a =1).
Solucién
Se sabe que log, @ =1, entonces:
243 kogda+1) % log(a = 1j=2 log.a+ 3 log(a+ 1)= % fopla= 13
(continiia)
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{continuacidn)
Los coeficientes representan los exponentes de los argumentos:
1
=log,a’ +loga + 1)’ —log, (a—1)*

Se aplican las propiedades de los logaritmos para la suma y diferencia:

a(a+1)’° a*(a+1)
= IOEE(—l] = IOE,..(—_I]
(a-1)* ¢
Por consiguiente:
2 +1 3
2+3logla+1) - % log,(a - 1)= logﬂ%

© ®+-Escribe como logaritmo la siguiente expresi6n: % log (x+ 1) + % log (x —2) —2logx —3log(x +3).
Solucion
Al aplicar las propiedades de los logaritmos y simplificar se obtiene:
= log(x+1) T;-I- log(x~1) g—logxz ~log(x+3)°
= log(x+1) Eh log(x~1) ;_—[logxz +log(x +3]3]
= log(x+1) %(x—l) %—logx’{x +3)°

ol () (a-1)’
= xz(x+3]’ = xz(x+3]’
gL

x2(x+3]3

10 ®+-Expresa como logaritmo: x -3 + % In(x-2) - % Inx + 1),

Solucion
Se sabe que In e =1, entonces:

2 1 2 1
¥=3+-h@-2)--hEx+1)=x-3)ne+ —n(x=-2)- - (x+1)
3 3 3 3
Al aplicar las propiedades de los logaritmos, se tiene que:

2
_a) 33 _9)2 A3
ln(x 2) el g (x=2)"e

(x+1)? x+1

2
3

it
ne*? + In(x-2)% - In(x+1)% =

Por consiguiente:

J[z=2

2 1
-3+ —-ln@x-2)-- n(x+1)=In
g sty bl X+l
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EJERCICIO 142

Aplica las propiedades de los logaritmos para expresar los siguientes logaritmos como el logaritmo de un solo argu-

1.

log, 7*

3

. log,3 ?

log, Ye'x

log 5xy*
log,x’y'z
]]](38“]:2 ]I
log(x+3)"(x~2)

log

"=

L
2

w2

€z

mento:

19.

20,

21;

22,

23,

24,

25.

26.
27,

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

2In5+2Inx

3logm—2logn

1 1

3 log, x+3log, y
In8+4x

2
glogm+4logn
2x+log,3

_%k}g&{x + 1] = %k}gb{x*' 2]

log3+logy—logx

log, x—log, y—log, z
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10.

11.

12,

13.

14, lo

15. loj

16.

17. lo

18,

28,

29,

30.

31,

32,

33,

34,

35,
36,

logaritmos

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3 (1-2x)°
lo,
2w Exz -y
log, \3x°y*

log(x+y)*z*

U
E

log

JX+y

g2 {x _y]-i
2

{l'x—ﬁ(x+z]2

g [2+30-5)
(x+6)' Jy-2
1y ez:!'(x+1]‘{x:1]3

exﬂ (xz _1]

l—log‘(m—l]—log‘(m+l]

L e byt

3 E 3 EY 1 EZ
In5+1+Iny-7nx
2—x+3In(x+y)=3In(x-y)

2 4

2 log(x2) - Flog(x +2) +2log(x +1)
1 3

5"'710321_510&3'

1 1 1
1 o e D= loox—1
310g(x+ )+ 5 log(x—1) 6logx

¥ +x+1 -2logx+3log(x+1)
2In9 +4lnm +2Inp-2In7-2Inx-6lny
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Ecuaciones logaritmicas

En estas ecuaciones las incgnitas se encuentran afectadas por logaritmos, su solucién se obtiene al aplicar las pro-

piedades y la definicidn de logaritmo.
EIEMPLOS *
'g_ 1 ®# Resuelve la siguiente ecuacién: log J2x+ 1)=2.
H Solucion
Al aplicar la definicién de logaritmo, la expresién log . (2x+1)=2 se convierte en:
2x+1=5"
Ahora al resolver esta ecuacidn, se obtiene:
2x+1=5" — 2x+1=25
2x=24
x=12

2 ®e:;Cuiles son los valores de xque satisfacen la ecuacién log(x+2) +log(x—1)=17?
Solucién
Se aplica la propiedad 5 para expresarla en término de un solo logaritmo:
log(x+2)+log(x-1)=1 — log(x+2)(x-1)=1 — log(xz +x—2] =1
Se aplica la definicidn de logaritmo y se resuelve factorizando Ia ecuacién que resulta:
log(x* +x-2)=1 — X +x-2=10'
X +x=-2-10=0
P +x-12=0
(x+4)(x-3)=0
x+4=0 y x-3=0
Por consiguiente, los valores que satisfacen las ignaldades son: x=—4y x= 13, y el valor que satisface la ecuacién
esx=3
3 @« Resuelve: log,(4x-5) =log,(2x+1).
Solucién
Se agrupan los logaritmos en el primer miembro de la igualdad y se aplica la propiedad 6:

log,(4x—5)=log!{2x+l] — 10g,{4x—5]—10g3{21+1]=ﬂ - log;;i:f=(]

Se aplica la definicién de logaritmo y se resuelve la ecuacién que resulta:
41—5=3u — 4x_5=l
2x+1 2x+1

- A -5=2x+1
2x=6
x=3
4 ®s-Resuelve la ecuacién: log, 3x—1=1-log, Vx+1.
Solucién
Se agrupan los logaritmos en un solo miembro de la igualdad:

log, V3x—1+log,vx+1=1
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Se aplica la propiedad 5 para expresar la suma de logaritmos como el logaritmo de un producto:
log, (vax=1)(Vx+1)=1
Se transforma la expresién a su forma exponencial y se multiplican los factores:

(Vax=T)(Vx+1)=2" - V3£ +2x-1=2

Para eliminar la raiz se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(Jax’+2x—1]2 =(2)) - 3x'+2x-1=4

Se resuelve la ecuacidn resultante:

¥+ 2x-1=4 - W+ 2x—1-4=0 - 3F +2x=5=0
3 +5x=3x=5=0

M3x+5)-1(3x+5)=0

(Bx+5)x=1)=0

X==—ux=1

3
Por consiguiente, los valores de la incdgnita son: —g y 1, el valor que satisface la ecuacién logaritmica es x= 1

5 @e-Resuelve la ecuacién: In(x+5)=2+Inx.
Solucion
Los logaritmos se colocan de un solo lado de la ignaldad:
In(x+5)-lnx=2
Se aplica la propiedad de divisién de argumentos:

XS,
X

Se transforma a su forma exponencial y se resuelve la ecuacién resultante:

e2=x%s x' =x+5 xe -x=5
xe-1)=5
x= 2
& -1
EJERCICIO 143
Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas:
1. log,(x+3)=2 5. logy/x? +64 =1
2. log,(4-3x)=3 6. log, 81—log,(x—4)=2
3. log, (5x-9)" =4 7. log,(x+9) +log, 49 =4
4. log,V15x+1=2 8. log, 25 —log,(x+100)=~1
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9. log(x+3)" =1+log(3x-11) 18. log . (x—3)+log ;(x+2)=4+log . x
10. log,x + log,(2x—3)= 3 19, log,(x+1) + log,(3x—5) = log,(5x—3)+2
11. log(x + 2) =1+ log(3x—14)° 2. log, (Vx+1)=1+log , Vx—1
12. log,(4-x)° =log,(6+x)’ 21, m(x+1)=1+mx-1)
13. log(2x+10)" —log(1-x)= 2 2. lnx+In(x-3e)=In4+2
14. log,(x—4)+log, (x—1)=log, 5x—log, 3 23. ln(x=2)=In 12 —In (x +2)
15. log, I3x+1=log, ¥10 +log, Ix-2 24, In(x—1)—-In(x-2)= %
16, log(&x+4) +log(7x+16) = log(x—2)" +2 25, In(2x-3)-In(x+1)=¢
17. log, (x —1) —log, (3x+1) =3—log,(6x+2) 26. In (¥’ +x) +Ine =In(x + 1)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Ecuaciones exponenciules

Las ecuaciones que tienen la incégnita en el exponente se llaman ecuaciones exponenciales y su solucion se obtiene
al aplicar los siguientes métodos:

1. Siel argumento o resultado se puede expresar como potencia de la base, sélo se igualan exponentes,
2 Seaplican las propiedades de los logaritmos para encontrar el valor de la incégnita.

EJEMPLOS *
= 1 @+ Encuentra el valor de la incégnitaen la ecuacién: 2**' =32,
5. Solucion

'}

Se expresa a 32 como 2°, se sustituye en la ecuacién:
23+!=32 e 2x+i=25
En la ecuaci6n resultante las bases son iguales, entonces, también los exponentes:
x+1=5

Al resolver esta ecuacion, se determina que: x =4

2 ®@+-Obtén el valorde la incdgnita en la ecuacién: 9" =81,
Solucién
Hl resultado 81" se expresa como 9%, al sustituir la equivalencia:

9'=81" — 9*'=9%
Para que la igualdad se cumpla, tanto bases como exponentes deben ser iguales, entonces:
x-1=2x

Se resuelve la ecuacién y resulta que: x=-1
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3 @« Resuelve la siguiente ecuacién: 4 *=8"'",
Solucion
Ambas bases se descomponen en sus factores primos y la ecuacidn se expresa como:
4772=81"F 5 (YT 5 PeI=FUN
Se eliminan las bases y se igualan los exponentes, para obtener la ecuacion:
2(x=-2)=3(1 -x)
Finalmente se resuelve la ecuacion y se determina el valor de la incégnita:

Ax-2)=3(1 -x)
2x—-4=3-=3x
2x+3x=3+4
5x=7

x:-?-
5

Otra forma de resolver una ecuacién exponencial es aplicar logaritmos, como ilustran los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS
2 1 @+ Resuclve la siguicnte ccuacion: 5° =625,

H Solucién

Se aplican logaritmos a los dos miembros de la igualdad:

log5* =log625°
Se aplica la propiedad 3 para despejar a x y se efectdan las operaciones:
xlog5 =2log 625

oo 2log625 _ 2(2.7959) _
log5 0.6989

Por tanto, x =8

2 ®e.;Cuil es el valor de la incdgnita en la siguiente ecuacién: 3" =77
Solucién
Se aplican logaritmos en ambos miembros de la igualdad,
log3* =log7
Se aplica la propiedad 3, se despeja x y se obtiene como resultado:
(2x-1)log3=1og7 —be—l:%

BT EMP
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3 ®e:;Cuil es el valor de xen la ecuacién 3% —5(3*) +6 =0?

Solucion
Esta ecuacién se expresa como una ecuacién de segundo grado, de la forma:
(B =53%)+6=0
Se factoriza y se resuelven las ecuaciones resultantes:
(3 -3)(3*-2)=0

3-3=0 3F-2=0
3‘:3 31=2
log3* =log3 log3* =log2
xlog3=log3 xlog 3 =log 2
=10g3=0.4'?71=1 x=10g2=0.3010=
log3 04771 log3 04771

Por consiguiente, las soluciones de la ecuacion son: 1y 0.6309

¥
A ®e-Resuelve la ecuacion; ¢ :4 =3,
&
Solucién
La ecuacién se expresa de la siguiente manera:
e +4=3&"
Se despeja el t€rmino
&3P =—4 S Ve i)
=2
En ambos miembros de la igualdad se aplica el logaritmo natural y se obtiene:

In ¥ =1n2 2ylne = In2 2y(1) =In2
2y =In2

1

¥=5 In2
y=in\2
EJERCICIO 144
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
1. 5" =625 8. 77 =343 15, 5* =625
2. ¥ =8 9, =3 16. 49" =7
3. 9%=9¢" 10. 4™ =16"" 17. 25 =5"*
4. 64" =8 11, 57 =4 18, 3*=243"7
5. (237 =2.83 12, 3*=0.15 19, 279 =32+
6. (24) =576 13. (0.125)" =128 20, 3° =729
7. 5 =25 14. 2% =256 31, 27§
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X x+l 3 J_i 16 x+1 x+l 3
22, 25" +5" =750 2= = a3— 3R, H-eti=t -
4 81
3x
23, 6% -36=0 28, 127221728 3, 2 15 =3
e —
: 1 & 3 6
24. 4x +3x LTk ﬂ. S TZx—I =? 5x+2 34. i, 2t
i6 (7)=76") Foi el
25, 73F "' =52 = 35 30, 2427 =2 35, &+ 2/ =1 -¢
= . 2 g=1..2 e+e” 3
26 hg2(9‘1+?]=10g2(3_]+1) 31 2——331'_? % e*_e_l —E

! Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los logaritmos son una herramienta excelente para la solucién de problemas propios de las ciencias, a continuacién

se ejemplifica su uso:
# Quimica
En quimica los logaritmos se emplean para calcular la acidez delas soluciones.
pi =—tog[ 1]
Donde:

pH =acidez de una solucidn,
[ H+] =concentracién de iones de hidrégeno en iones-gramo equivalente por litro.
1 Determina el pH de una solucién, que fiene una concentracion de iones de hidrégeno de 107° iones-g/It.
Solucién
La concentracidn de iones de hidrogeno en la solucidn es de:
[ H*]=10"iones-g/1t
Se sustituye este valor en la formula y se obtiene:
pH=-log[ H']
pH= —log[ 10"] se aplica la propiedad 3

pH =—(-8)log[ 10]=(8)(1)
pH=8

2 Encuentra la concentracién de iones de hidrégeno de una soluci6n, si su pH es de 7.
Solucion
Se sustituye pH =7 en la férmula y se despeja [ H+]
pH=—log[ H']
7=—log[ H']
2=t 1]
antilog(~7) =[ H" |
Por consiguiente, la concentracién de iones de hidrégeno de unasolucidn es:

[ H*]=107 iones-g/It
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# Sismologia
En sismologia los logaritmos se emplean para calcular la intensidad de un sismo por medio del siguiente modelo
matemdtico:
A
Ix = lﬂg';'

Donde:
1, =intensidad del sismo (escala Richter)
A =amplitud (micrémetros)
t =periodo (tiempo en segundos que dura una oscilacién)
3 ({Cuil es la intensidad de un sismo en la escala Richter si su amplitud es de 8 000 micrémetros y su periodo de 0.09
segundos?
Solucién

Se sustituye A =8 000 micrémetros y P =0,09 segundos en la formula:

A 8000
fe=logy le=logggy

= log (88 888.89)
= 495
Por tanto, el sismo tiene una intensidad de 4.95 grados en la escala Richter.
4 Un sismo tiene una intensidad de 5.7 grados en la escala Richter, si la amplitud del movimiento es de 9 021.37
micrémetros, ;cudl es su periodo?
Solucién
Se despeja la amplitud de la férmula:
I, =lug% — antilogl, = %
e A
antilog 7,
Se sustituye en esta tltima formula 7, =5.7 y A =9021.37 micrémetros:
_9021.37
antilog 5.7
_ 902137
501187 23
Por consiguiente, el periodo de una oscilacién es de 0.0179 segundos.
# Decaimiento radiactive
Otra aplicacién de los logaritmos se lleva a cabo en el decaimiento radiactivo. El decaimiento radiactivo de un
material estd dado por la férmula:

=00179

C=Cy(2)~
Donde:
C =cantidad de material radiactivo después de cierto tiempo
t = antigiiedad del material
C,=cantidad presente cuando =0
n =vida media del material
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El tiempo de vida media de un material es de 25 afios, jcudnto de dicho material queda después de haber franscurrido
15 afios?

Solucién

Se sustituye en la formulan =25 y =15 afios:

=k S
c=G@F -  Cc=G2)F
C=Co(2)™
C =C,(0.659)=0.659C,
Por consiguiente, queda 0.659C; o 65.9% del material inicial,

{Cuil es la antigiiedad de una figura de macdera que tiene la cuarta parte de su contenido original de carbono 14, si
la vida media del material es de 5 900 afios?
Solucion
Con las propiedades de los logaritmos se despeja #:

£ & £ c =L
c=C,(2)» - a:(l}n - lug(c—rn]=lug{2]n
C
log| —
c) ¢ " [cn]_
lﬂg[a]-—r—llﬂg{z} s 7k

Se sustimye C= %CD y n=5900 en la iiltima férmula:

1
-
(5900)tog - ;

o

__(5900)10g(0.25) _(-3552.15)

=11 801.16 afios
log2 log2 03010

t=—

Por tanto, la antigiiedad de la pieza es de 11 801.16 afios.
La desintegracién de cierta sustancia radiactiva se rige por el modelo matematico:

p= pne—lwmr

Donde p, es la cantidad inicial de sustancia y 1 es el tiempo en afios. ;Calcula el tiempo de vida media de la
sustancia?

Solucién
El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la mitad de la sustancia se desintegre, es decir p= é—pn,
entonces, se despeja tde la formula;

-0.0072¢ P _ 00072t P, —ooo7at
pP=pe — =g —=Ine
é Po Py
[P
in-£-=—-0.0072¢In -—Fo_ ¢
Po ¢ 00072
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Se sustituye p= % P, ¥ se realizan las operaciones:
L
B w lpu l
t=—B ]
0.0072 00072 00072

Por consiguiente, el tiempo de vida media de dicha sustancia es de 96.27 afios.

# Poblacién

Hl crecimiento de poblacién estd determinado por la formula:
N=N, er'hr

Donde:
N =niimero de habitantes de una poblacién en determinado tiempo
N, =nimero de habitantes en una poblacién inicial, cuando 7 =0
K =constante
t =tiempo

8 El modelo matemitico que rige el crecimiento de una poblacion es:

N =3500""
Calcula el nimero de habitantes que habrd en 20 afios,
Solucién
Se sustituye el valor de t=20 en la férmula:
N =3500¢7%)

=3500&" =5770.52
Por tanto, en 20 afios habrd aproximadamente 5 770 habitantes.

Q El siguiente modelo muestra el crecimiento de una poblacidn de insectos:

N= ssn{alllmt
Donde N es el mimero de insectos y ¢ el tiempo en dias. ;En qué tiempo la poblacién serd de 10 200 insectos?

Solucién

Se despeja rde la férmula:

In X
N .48 N 850
N=850(3""" = —=(3 In——=0.094¢1n(3 =
@) w50~ T G I e v

Se sustituye N =10 200 en la tltima férmula:

B 10200
850 Inl2 24849

" 0.094In(3) ~ 0.0941n(3) ~ 0.1032

t =2407 dias

Por consiguiente, deben transcurrir 24.07 dias para que se incremente la poblacién de insectos a 10 200,
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En un cultive de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacidn inicial de 480 a 1 200 en cinco horas,
{Cuinto tardard la poblacién en aumentara 8 0007

Solucion
Se determina el valor de k para la poblacion inicial, donde N, =480, N=1200,1=5,
N=Noe” > 1200=480¢ %=e’* g =25
Se aplica logaritmo natural para despejar k:
In(*)=n25 —=  Skln(e)=lh25 — k=~]’1§:§~=-n-'~?31f3w=0.183
Entonces, el modelo matemético se expresa como: N = N,¢™*"
Se sustituye en la formula N =8 000 y N, =480
8000 =480
Para despejar ¢ se aplican logaritmos naturales:
1n 8000
8000 ;g 8000 D183t 8000 480
—_—= In——-=In In——=101 t= = 1537
w0 e o b sEE e

Por tanta, en 15.37 horas o en 15 horas 22 minutos 12 segundos, las bacterias aumentardn de 480 a 8 000

# Ley del enfriamiento de Newton
Con esta ley se obtiene la temperatura Tde un cuerpo en funcidn del tiempo #; donde T” es la temperatura ambiente,
el modelo matemitico que la rige es:

T=T'+Ce"

Donde:
T’ = temperatura del ambiente
T'=temperatura del cuerpo después de cierto tiempo, ademis T <T*
C y k=constantes

Una barra de metal se extrae de un horno cuya temperatura es de 250°C. Si la temperatura del ambiente es de 32°C
y después de 10 minutos la temperatura de la barra es de 90°C, jcudl es su temperatura después de 30 minutos?

Solucion

La temperatura del ambiente es T =32°C, la temperatura de la barra al momento de sacarla del horno es de
T=250°Cy t=0. Al sustituir estos valores en la ley del enfriamiento de Newton.

T=T +Cé* 250 =32+ Cet® 250 =324+C
250-32=C
218=C
Se sustituye el valor de C=218°Cen la ley:
T =32+218¢"
Se sustituye ¢ =10 minutos y T=90°Cenla ley y se despeja ')

90 =32 +218¢4 2%—}833 = 02660 = '™
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En Ia tiltima igualdad se aplica logaritmo natural a ambos miembros para despejar a k:

In0.2660
10
01324 =k

Al sustituir este valor se obtiene que la ley del enfriamiento para la barra es:

In0 2660 =Ine'" In0.2660 =10k Ine k

T =32 +218¢™™
Finalmente, se sustituye # = 30 minutos en la férmula anterior:
T =32 +218 240 T =32 +218¢ 57
=32 +218(0.01883)

=32+4.1049
=36.1049°C

Por consiguiente, la temperatura de la barra después de 30 minutos es de: 36.1049°C

EJERCICIO 145

Resuelve los siguientes problemas:

1. Obtén el pH de una solucién, cuya concentracién es de 1.90x10~ iones de hidrégeno/lt.

2. Laconcentracién de una conserva de vinagre de iones de hidrégeno es de 6 x 10™. Determina su pH.
3. ;Cudl es la concentracién de iones de hidrogeno de una sustancia, cuyo pH es de 97
4

. Un sismo se presenta con 6 000 micrémetros de amplitud y un periodo de 0.3 segundos. Determina la intensidad del
movimiento sismico en la escala Richter.

. Encuentra el periodo de un sismo de 90 000 micrémetros con intensidad de 5 grados en la escala Richter.

Un sismo tiene un periodo 0.35 sgundos de duracién y alcanza 4 grados en la escala Richter. ;Cudl es su amplitud?
. El tiempo de vida media de un material es de 40 afios. ; Cudnto de dicho material queda después de 30 afios?

La vida media del tritio es de 12.5 afios. ;Cudnto tardard en desintegrarse 30% de una muestra de este metal?

La desintegracién de una sustancia radiactiva estd dada por el signiente modelo:

© e N e @

V=V,
Donde V, es la cantidad inicial de material y ¢ es el tiempo. ;Cuil es el tiempo de vida media de dicho material?
10. El modelo que rige el crecimiento poblacional de una ciudad es:
N =15 000"
Donde Nes el mimero de habitantes y ¢ el tiempo en afios. ; Cudntos habitantes habrd dentro de 10 afios?

11. En un cultivo de laboratorio las bacterias aumentaron de una poblacién inicial de 150 a 830 en 2 horas. ;Cudnto
tardardn en llegara 3 0007

12. La poblacién actual de ratas en una ciudad es de 40 000; si se duplican cada 8 afios, jcudndo habrd 500 000 wedores?

13. Del horno de una estufa se saca una rosca, cuya temperatura es de 180°C. 8i la temperatura del ambiente es de 25°C,
y después de 8 minutos la temperatura de la rosca es de 100°C, ;cuil es su temperatura después de 15 minutos?
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14. Latemperatura del ambiente una tarde es de 21°C. Si se sirve agua para café con una temperatura de 95°C, y después
de 4 minutos la temperatura del agua es de 80°C, jcudl es su temperatura después de 20 minutos?

15. Una barra de aluminio se encuentra a una temperatura de 400°C y la temperatura ambiental es de 28°C. Si después
de 30 minutos la temperatura de la barra es de 300°C, ;cudntos minutos deben transcurrir para que su femperatura
sea de 120°C?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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CAPTULO D

PROGRESIONES

tIISTGRICA

Sucesién de Fibonacci
Leonurdo de Pisa nacié en lialia y fue

educado en Atrica del norte. Su cbra

principal es liber Apaci (Libro acerca del
&baco, donde expone la importancia del sis-
tema de numeracién indoardbiga. Escrita en
1202 sélo se conserva una versién de 1228, donde aparece un problema
sobre el nacimiento de conejos, que da origen a la sucesién de Fibonacei.
Por muchos afios fue objeto de numerosos estudios que permitieron descubrir
muchas de sus propiedades, ademds de que Kepler la relacioné con la
seccion durea y el crecimiento de las plantas.

la sucesién de Fibonacci se define por:
fut ]
f=f ,+f ,paranz3
cuyos primeros términos son:
el 2,35 8 13, 21, 34 55 89,

Leonardo de Pisa "Fibonacci”
(1170-1250)
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Sucesién infinita
Una sucesién es de la forma:
[+ R ST S e G
donde g, es el término general y se denota por:
a,=f(n) o {a,}
Siendo n un niimero natural, asf: a, representa el primer término, a, el segundo término, a; el tercer término, a,

el vigésimo sexto término y a, el n-ésimo término de la sucesidén.

EJEMPLOS
-g_ 1 @+ -La sucesitn con n—ésimo término a = ﬁ,ccm ne N, se escribe como:

'h§' 1 1

1
s E, 12 ,...4n,...

N

2 @»-Escribe la sucesion con n—ésimo término {3"}.
Solucion

Ya que n es natural entonces toma los valores 1, 2, 3, 4,...,

a =3 a,=3% a,=3 a,=3" a =3

Por consiguiente, la sucesion es:
PR o 39270

3 @+-Encuentra los términos que conforman la sucesién con término general a, = 2n-1 v
Solucién "
El término general es:
_2n-1
* n

Para determinar los elementos de la sucesidn, se sustituyen los mimeros naturales:
2(1)-1  2-1 1

e e

_ 2(2)-1_4-1 _3

Sin=2,4= 2= = 0 = 7

_ 23)-1 _6-1_5

o T T

Sarine—, 3 3
Por tanto, los términos de la sucesion son ,g—, -53~, ’21;—1
n
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Progresiones
A @+ Determina los 4 primeros términos de {(— 1)"* ' = 2n}.
Solucién
Se sustituyen los valores den =1, 2, 3, 4 en el término general:
Sin=1,a,=(-1)" =2(1) = (-1)* -2 =1-2=-1
Sin=2,a,= (-1)""-2(2) = (-1)' -4 =—1-4=-5
Sin=3,a,= (1" -2(3) =(-1)' -6 =1-6=-5
Sin=4,a,= (-1)"" -2(4) = (1)’ -8 =-1-8=-9
Se concluye que los cuatro primeros términos son:
=1;=5,~-5 -8
5 ®@e-Determina los 5 primeros términos de la sucesi6n, sia, =2 y a,, , =3a,.
Solucién
De acuerdo con la regla general se tiene que:
a,=2
a,=3a,=3(2)=6
a,=3a,=3(6)=18
a,=3a;=3(18)=54
a;=3a,=3(54) =162
Por consiguiente, los 5 primeros términos de la sucesién son:
2,6, 18, 54, 162
EJERCICIO 146
Escribe los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones:
1 2
1. a,=— 7. {(n=1)n=-2)} 3. a==,a,,=a,-1
n 3
_ _ = et 'L =27, _ _l
2, a,=10-(0.1) 8. {{ 1) n+l} 14. & 81 =3 %
1 n!
3. am=1+ﬂ—2 9, {m} 15. a,=-1,a,,,=na,
o w1 21 5
a,= ﬂ.+3 10. {{_1] n+1} 16. a,——2,a“+,—{an)
2n-1 a
5 a.= 1. a,=2,a,,,=2a+1 17. a,=4,a,,,= ,|=
ﬂ.! n n n n
0 3 1 3 i
6' {(_l) n } 12" aiz 5 & an+l = E _an 18' al 23’ an+i| =(_ an)

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Suma

Dada una sucesion infinita a,, a,, a,,..., 4,...., la suma de los primeros m términos se expresa como:
L]
Za;. =a,+a,+a,+.. +a,
=1

donde 1 y m son los valores minimo y maximo de la variable de la suma j.

Evaluacién de una suma. Es el resultado de la suma de los primeros m #rminos de una sucesion.

EJEMPLOS *
-3_ 1 @+ Determina la suma: ij.

, Solucién .

i

Se sustituyen los valores 1,2, 3, 4, 5 en el término general y se realiza la suma:
=]
Y7 A2+ P 44457 =1+4+9+16425=55
j=l

Por tanto, la suma es: 55
(]
2 @+ Encuentra el resultado de la suma: E(_} +2).

=3
Solucién "
Se sustituyen los valores: 3, 4, 5, 6 en el término general, y se suman los resultados parciales para obtener como
resultado final:

i(j-}—Z] =(3+2)+(4+2) +(5+2)+(6+2) =5+6+7+8=26

j=3

i
3 @+ Determina la suma: 23.

=1
Solucién i
Debido a que no existe jen la férmula de sustitucion, 3 se suma 7 veces y se obtiene:

7
33=34+34+3434+34+3+3=21

Fi !

5
4 ®e:;Cudleselresultadode Y (j+2)(j—3)?
Solucion a
Se sustituyen los enteros del 1 al 5:

i{ml{j—:ﬂ = (1+2)(1-3) + (242)(2-3) + (3+2)(3-3) + (4+2)(4-3) + (5+2)(5-3)

Se realizan las operaciones de los paréntesis y, por iltimo, se efectiia la suma para obtener:

= (3)(=2) + (4)(-1) + (5)(0) +(6)(1) + (7)(2)
=—6-4+0+6+14
=10

Por tanto: i(j+2}(j—3] =10

=l
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=l

Solucion
Se desarrolla la suma:

Por consiguiente: c =3 y —%

Progresiones

4
5 ®+:Determina el valor de ¢ que cumpla con la siguiente igualdad: Z{q,"—l]2 =214,

(c=1) +(2¢=1)" +(3¢=1)" +(4c-1) =214

Se desarrollan los binomios y se reducen los términos semejantes, para luego resolver la ecuacién resultante:

F=2c+ 144" —de+ 1497 —6c+1 +16¢"—8c +1=214
306 -200-210=0
3¢ =2c-21=0

EJERCICIO 147

Determina las siguientes sumas:

1. ¥ (2j-3) 3, g% 5. ii(,f_m—,j}]

=l J

10 & - El
2. ¥ (7 -4J) 4. Y2 6. Y2
j=0 =1 =
Determina el valor de ¢ que cumpla con las siguientes igualdades:

= e 7 o A
11, ;2“120 12. ;fi 13. é(q 2)<105

=l

7, g(_g]"“' 9. ¥n

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién aritmética o sucesion aritmética

La sucesidn a,, a,, a,,..., a,, € una progresion aritmética si existe un nimero real r, tal que para todo mimero natural

m se cumple que:

a,=da,_,+r
Donde la diferencia comiin o razénesr=a, —a, _,
Ejemplos
Determina si las siguientes sucesiones son aritméticas:
a) 2,6,10,14,....4n -2
b -3,-5-7,-9,...,-2n-1

n+n+2

2 L [ -
) 2,4,7 :
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Solucién
a) De la sucesion: 2, 6, 10, 14,. .., 4n —2, determina la diferencia comiin:

r=a,-a, = [4(m)-2]-[4(m=-1)-2] = [4m-2]-[4m-4-2]
=4m—2—dm+4+2
=4
Esto significa que los términos de la sucesién se encuentran sumando 4 al término anterior, por tanto, la
sucesion es aritmética.

b}y Sedetermina la diferencia comiin de la sucesidn:

r=a,-a,_,=[2(m)-1]-[2(m-1)-1] = [-2m-1]-[-2m+2-1]
==2m-1+2m-2+1
iy
Por consiguiente, la sucesidn es aritmética,

¢) Sedetermina la razdn o diferencia comiin:

2 2 2

La diferencia no es constante, entonces la sucesidn no es aritmética.

Formula para determinar el n—ésimo término en una progresién aritmética

Sea la progresién aritmética + a,, a,, a,,..., 4, con razdn r, entonces el n—ésimo término de la sucesién estd dado

por:
a,=a,+(n-1)r
Para todon> 1
Donde:

a,=n—€simo t€rmino de la progresion

a, = primer término de la progresién

n =niimero de términos en la progresién

r=razén o diferencia comiin - r=a —ga,, =.=t,—-a,=d,—a,
EJEMPLOS .
<2 1 @+ Determina el 8 término de la progresién + 1,4, 7, 10,...
§ Solucién

Se identifica el primer término, el mimero de términos y la razdén para sustituir en la férmula del n—€ésimo término:

a,=1, n=8 y r=4-1=3
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Progresiones
Por consiguiente:
a=a,+{n=-1)r — a,=l+(8—l]{3]
a,=1+(7)(3)
ag=1+21=22
Entonces, el 8° término de la progresidn es 22
1
2 ®+-;Cuiles el 7°término en la progresion 5%% ?
Solucion
Se determinan los valores de los elementos
Gah  mppyyedelel
T2 YTTET2 T3
Al sustituir en la formula, se obtiene:
1 1 1 1
acaso=tr > a=g0-0(5) =5ve()
1
== +2
My
_1+44 5
22
Finalmente, el 7" término es g
3 ®¢-Sien una progresién aritmética el tercer y noveno término son 11 y 35, determina el séptimo término,
Solucién
De acuerdo al problema:
a;=a,+(3-1)r ag=a,+9-1)r
a,=a,+2r a,=a,+8r
11 =a,+2r 35=a,+8r

Se genera un sistema de ecuaciones con incdgnitas a, y r:

a, +2r=11
a, +8r=35
Del cual, al resolverlo, se obtiene que:

a=3yr=4
Luego, el séptimo término es:

a,=a,+(7—1)r=3 +(6)d)=3 +24=27

Formulas para determinar el primer término, nimero de témminos y la razén
Todas estas férmulas se deducen de la férmula a, =a, + (n — 1)r y dependen de los elementos que se tengan como datos.
# Para encontrar el primer término se despeja a;:

a,=a,+(n-1y — a—-m-1)y=a,
Por tanto:

a,=a,—{n=1)r
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# Para encontrar la razén se despeja r:
a,=a,+(n-1y - a,—a,=(n-1yr - rz%
Por consiguiente:
r=t G
n-1

# Para obtener el mimero de términos se despeja n:

a=a+(n=-1)r - ﬁzJI':—l -3 n=ﬁ+l
r

En consecuencia:

nza“_ﬂ’+r

r

EJEMPLOS
w

&
s

-g_ ] ®# Encuentra el primer término de una progresién aritmética, si se sabe que el 13° término es —28 y la razén es - 6.
5 Solucién

Se determinan los valores de los elementos:

a:=—28,n=13 y r=-6
Al sustituir en la férmula se obtiene a,:

a=a,—{n-1)r — a,=—-28—(13 - 1)-6)

a,=—28 —(12(-6)
a=—28+72
a, =44

Por tanto, el primer término es 44

El procedimiento de los despejes es el mismo si se sustituyen los valores directamente en la férmula:
a,=a +(n-1y

2 ®e Determina la razén de la progresién aritmética cuyo primer términoes 6 y el 16”es 9,
Solucién

Se determinan los elementos que se tienen como datos:

a,=a,,=9, a,=6 y n=16
Al sustituir en la férmula y despejar r:

a=a+(n-1)r - 9=6+(16-1)r
9-6=(15)r
. o
15 15 5

s 1
Finalmente, la razdén de la progresién aritmética es —
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3 ®¢-;Cuiles el nimero de términos que tiene la progresion aritmética + 4.5, 6.6,..., 25.57

Solucion

Se obtienen los datos:
a,=45, a, =255y r=66-45=21

Se sustituyen los valores y se despeja n:

a=a+({n-1r — 255=45+(n-1)2.1)
_ 255-45+2.1
- 2.1
s Bl oy
2.1

Entonces, la progresion tiene 11 términos,

RCICIO 148

Determina cudles de las siguientes sucesiones son aritméticas:

1. 4,9, 14,...,5-1 4, 13,2%,3%.... 0

2. 2,4,8,..,7% 5.2,4,6,....2n

2 75 1 1

3. 3°6°3""™ (Eﬂ-'l'g] 6. k+1,2k+3,3k+5,..., nk+2n-1
Encuentra el término que se indica para cada una de las siguientes progresiones aritméticas:

7. El 8°términoen: + 2, 5, 8,... 12. El 7°término en: + 120, 108, 96,...

8 El11°términoen: + 1, %,%,... 13. El 12" término en: + 0.5, 0, = 0.5,...
9 El15"términu;n:lr*—é—ili 14. E1 18’ térmi 1+=522,49

; = 41 1211214!-" 5 TIINne en: < = S

10. El 1(° términoen: =1, 7, 13,... 15. El 13° término en: = 15, 11.5, 8,...
11, El 16" término en: <+ 3, %,% - 16. El 17° término en; + %,03?5, 1,..

Dados algunos elementos de una progresién aritmética, determina el elemento que se pide:
17. El 1% término si el 13° término es 67 y la razén es 5
18. Larazén siel 1" términoes 7 y el 10° es— 11

19. El mimero de elementos de la progresién: + 120, 519,..., 3 312
; . 2 1
20. Larazdn si el ler término es 3 y el 8° —%

21. El11"término siel 3°es -4 yel 7°es — 16

22, El 1” término si el 20° es — 62.5 y la razon es — 2.5

1 11
23. El mimero de términos de la progresio: :+E'§”"’E
24, El 1”7 término siel 5°es =9 y el ¥ es - 25

25. El 1" término siel 11%es _}; y la razén —%

; 1 ; ; ; i i
26, Silarazon es o del mimero de términos y el 1% y iiltimo término son: 0.15 y 3.75, respectivamente, determina el

mimero de términos.
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= # L] l o
27, [amzﬁnmelcuaﬂotcrmmoesl—yalll es2
o 3 27
28. El 5" término siel 2°es g ycloctavo&S—T
29. EI7 términosiel 3 esdn—1yel 10°es 11n—-8
30. E14° término si el 8 es 27— @

yel 15°

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Suma de los n primeros términos en una progresion arimética
Sea la progresitn aritmética:
+ Qyy Ay A3yeey Ay
Entonces, la suma de los primeros n términos se define como:
S.= Eai =a,+a,+a,+...+a,
=l

Demostracién:
Lo A o S AR +a_ +a,
S=a +{a+n)+...... +[a, + (n—2)r] +[a, +(n—1)r]
Al cambiar el orden de los términos y realizar una suma vertical, se obtiene:
S=a,+{g+n+.......... +[a, +{n —=2)] +[a, + (n=1)r]
+ S=la,+n=-1r]+[a,+(n=-2)]+......... +[a,+r]+a,
28 =[2atn-Dr] +[2a+n—-1D+........+[2a,H¢n-1r] +[2a,Hn - 1)r]

n veces |

Por tanto:
25=n[2a,+@n-1)r] =5 Ko g[ﬁa, +Hn-1)r]

Ademds sabemos que a,=a, + (n —1)r, entonces:
n
S= E[ai +a, +{n—l}r]

Luego, la formula para hallar la suma de los primeros n términos estd determinada por:

_ n (a, +aﬂ]
§=7
EJEMPLOS .
-8_ ] @+ Determina la suma de los primeros 12 términos de la progresién aritmética:
+2,7,12,..

Solucién
En esta progresion los datos son:
a=2,n=12 y r=7-2=5

Por consiguiente, el 12° término es:
a,=a, +(n-lr - a,=2+(12 -1)5)
a,=2 +(11%5)
a,=2+55=57
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Luego, para encontrar la suma de los 12 términos se sustituyen en la férmula los siguientes valores:

a=2, a;=57 y n=12

Finalmente,
- n (a,+a,) 5 g 12 (2+57) _ 12(59) ot
2 2 2
Entonces, la suma de los 12 términos es: 354
2 @+ Encuentra la suma de los 15 primeros términos de la progresién:
19 17
-+ ?, ? 5 5 geee
Solucién
De esta progresidn los datos son:
19 17 19 2
= — :1 = e — s ——
a=% ¥ Syr 33 3

Se encuentra el 15° término:

a.=a,+(n-Dr — Fi= §+{15—1][—2] — G= E+{1£I-](—2]

3 3 3
19 28
Bty R
Para encontrar la suma de los 15 términos, se sustituye en la formula:
19
alzg n=15 a,=-3
19 10
15 (—+(-3]] 15(—]
n(a, +a, 3 3
e % - $is= 2 ey e

Entonces, la suma de los 15 primeros términos es 25

EJE

RCICIO 149

Resuelve los siguientes problemas:
1. ;Cudl es la suma de los primeros 8 términos de: +1, 7, 13,...7

. Determina la suma de los 9 términos que conforman la progresion: +-5,...,7

. Encuentra la suma de los primeros 8 términos de: + 3, %,; s
. {Cudl es la suma de los 9 primeros términos de: + 120, 108, 96,...7

. Encuentra la suma de los 13 términos de: + 15, 11.5, §,...

Determina la suma de los 12 primeros términos de la progresién: + 21, 24, 27...
. Determina la suma de los 11 primeros términos de: + —15, =12, -9,...
. {Cuil es la suma de los términos de la progresién: + 1 000, 988,...,—1887

. Determina la suma de los términos en la progresién: +1, 2, 3,...,n
. Encuentra la suma de los términos de la progresion: + 2, 4, 6,...,.2n

—
=
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11. ;Cuil es la suma de los términos de la progresion: + 1, 3, 5,..., 2n—17
12. ;Cudl es el mimero de términos de una progresidn aritmética, cuya suma es 42, Si el tiltimo término es 31 ylarazén es 57

13. Determina el mimero de términos de una progresion aritmética, cuya suma es % , si el primer término es % yla
razén i

14, Lasuma de 32 elementos en una progresién aritméticaes 1 200, i la razén es 3, determina el primer término.

15, Lasuma de 50 términos de una progresitn aritmética es 2 550. Si la razdn es 2, ;cudl es el primer y dltimo término
de la progresién?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un constructor apila cierto mimero de bloques de granito de la siguiente manera: 15 bloques en la base y 2 menos
en cada fila superior a la anterior. Si en la tiltima fila superior colocd 1, encuentra el total de blogues que apildg,

Solucién

El problema indica que el primer término de la progresién aritmética es 15, y que al disminuir de 2 bloques por
fila, resulta:

+15,13,11,...
Los datos conocidos son: a,=15,r =—2y a =1, entonces se debe de calcular el mimero de filas que se pueden

apilar,
n=2%"% 4 n=ﬂ+l =7+1=8
r =2
Luego, la suma estd determinada por:
_n(a+a,) _8(15+1) _ 128
S,= 5 8= 5 =3 64

Entonces, el constructor apild 64 bloques de granito.

EJERCICIO 150

1. Elestacionamiento de un centro comercial tiene la signiente disposicidn de lugares: la primera fila tiene 50, la segun-
da 47, y cada fila subsiguiente tiene 3 menos que la anterior. Si la dltima fila tiene 23 lugares, ;de cudntos lugares
dispone el estacionamiento?

2. Un albaiiil apilard ladrillos de tal forma que la base tenga 50, la segunda capa 48, la fercera 46, y asi sucesivamente
hasta que la capa superior tenga 24, ; cudntos ladrillos en total apilari el albafiil ?

3. Unaempresa va a repartir entre 18 de sus empleados $13 275, como bono de puntualidad. Si la diferencia entre cada
uno de los bonos es de $75, determina cudnto recibi6 el trabajador més puntual.

4. Se apilan 135 rollos de tela de tal manera que la base tendrd el doble de rollos que la iiltima, y la diferencia de rollos
entre cada una de las capas serd de 1. ; Cudntos rollos debe tener la tiltima capa?

5. Se van a colocar en filas los asientos para un auditorio, de tal manera que la primera tenga 20, la segunda 23, la tercera
26 y asi sucesivamente. Si en total se colocaron 819 asientos, ;cudntas filas se formaron?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Inferpolacién de medios arifméticos
Los medios aritméticos son los términos que se encuentran entre el primer y el ltimo término, y dependen directa-

mente del valor de la razdn.
La interpolacién de medios aritméticos consiste en encontrar los términos de toda la progresion a partir de conocer

el primer y dltimo término,

1 ®@s Interpola 4 medios aritméticos entre 5y 32.5.
Solucién
En esta progresidn los elementos dados son:
=3 ya=323
Para encontrar el niimero de términos es necesario sumar los medios aritméticos mds 2 (primer y 1iltimo término),
entonces:
n=6
Con los datos anteriores se encuentra la razén:
r=%"4% - r= i
n-1 6-1
= L
5
r=55

Por tanto, la progresion estd determinada por:

+5, (5 +5.5), (10.5 +5.5), (16 +5.5), (21.5 +5.5), 32.5
+5, 105, 16, 21.5, 27, 325

Y los 4 medios aritméticos son:
10.5, 16, 21.5, 27

2 ®«-Interpola 5 medios aritméticos entre 11 y — 13,

Solucién
Los términos dados son,
a=11, a,==-13 y n=7
Se obtiene la razén,
rza‘—ﬂ] 3 =—13—ll =—_24_=_4
n-1 7-1 6
Por consiguiente, los medios aritméticos son:
7.3,-1,-5,-9
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Media aritmética o promedio aritmético
# Sean los niimeros x, y x,, entonces la media aritmética o promedio aritmético se define por:

X +x
2
# Sea el conjunto de mimeros x,, x,, %,...,X,, €0 consecuencia la media aritmética o promedio aritmético se de-
fermina asi:
X +x x4 tx,
n
EJEMPLOS *
-g_ 1 e+ En el grupo de danza se inscribieron 9 alumnos, cuyas edades son: 12, 13, 13, 14, 15, 12, 14, 15, 11. Determina la edad
s_ promedio del grupo.
n Solucién
Se suman todas las edades y el resultado se divide entre el nimero de éstas, entonces:
, 12413 +13 +14 +15+12 +14 +15 +11
Edad promedio = ; 3 =132

Por tanto, la edad promedio es de 13.2 aiios.

2 @+ Unalumno tiene ensus 4 primeras evaluaciones las siguientes calificaciones: 7.6,9, 8.4 y 7.8,  Qué calificacién necesita
fener en la quinta evaluacién para exentar la materia con 87

Solucién
Sea x la quinta evaluacion y el promedio 8, entonces:

; de las evaluaciones 7.64+9+84+78+x
Promedio = 2= 8=
total de evaluaciones 5

Al despejar x de la expresion se obtiene:

5(8)—(76+9+84+78)=x
40-328=x
Fl=x

Por consiguiente, la calificacién minima que necesita para exentar es 7.2

EJERCICIO 151

Resuelve los siguientes problemas:
1. Interpola 5 medios aritméticos en la progresién, cuyo primer y tltimo término son: 21 y 60.
2. Interpola 7 medios aritméticos en la progresién, cuyos extremos son: 5y 17,
3. Interpola 6 medios aritméticos entre % y3.

5

5

Interpola 6 medios aritméticos entre =3 y 0.5.

7

4. Interpola 7 medios aritméticos entre 0.5 y 8
5:
. . . 1
6. Interpola 3 medios aritméticos entre o -
7.

3
¢ Cuil es el promedio de un alumno cuyas calificaciones son: 6, 9, 8.4, 7.8 y 10?7

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION
La compatiia de dulces La Pasita comprd una méquina registradora a un precio de $12 000. Al cabo de 6 afios la
vendié en $5 520. La depreciacién anual es constante, calcula el valor de la registradora al final de cada afio.
Solucién

Esta es una progresién aritmética, cuyos precios inicial y final son: $12 000 y $5 520 respectivamente, entonces,
se deben interpolar 5 periodos (afios).
En consecuencia:

a,=12000, a,=5520 y n=7
Se encuentra la depreciacion anual (razén):
S = = 552012000 _ -6480 — _1080
n-1 7-1 6

El signo negativo indica que el costo de la miquina va a dismimuir $1 080 por afio.
Por tanto, el valor de la méaquina al final de cada afio es:

1* afio: $ 10920 4°afio: $7 680
2° afio: $9 840 5%afio: $ 6 600
3% afio: $ 8760 6%afio: $5 520

EJERCICIO 152

1. Enun salén de clases de 15 alumnos la edad promedio es 7.8; 9 de ellos tienen 8 afios; la edad de otros 3 es 7. ; Cual
es la edad de los restantes si tienen los mismos afios?

2, ;Cuil es la calificacién que debe obtener un alumno en el cuarto bimestre para exentar con 8.5 la materia de biologia,
sien los 3 primeros bimestres obtuvo las siguientes evaluaciones: 8.7,7.9 y 7.6?

3. Determina el promedio de una progresion aritmética que se conforma de ocho términos, su primer término es 2 y el
tltimo 16,

4. Obtén la media aritmética de la progresién aritmética a,, a,, as,...,4a,.

5. Ellado norte del tejado de una casa lo forman 476 tejas, ordenadas de tal forma que la primera hilera tiene 80 y la
iltima 56, Determina el niimero de hileras y el de tejas que contiene cada hilera,

6. Siel lado norte de un tejado consta de x menos 50 hileras, y x es el mimero de tejas que tiene la primera hilera. Si
las hileras subsecuentes exceden en 4 tejas a la anterior, y el total de tejas utilizadas es de 576, determina el nimero
de hileras y mediante una interpolacion precisa el mimero de tejas de cada hilera,

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién geométrica o sucesion geométrica

Ala sucesién a,, a,, a,,..., a,, se le llama sucesién o progresién geométrica, si para todo a,, que pertenezca a la sucesién
existe una constante r diferente de cero, tal que:

Donde Ia razén comiin es r = S22 y se denota con el simbolo ++
ay
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Ejemplos
Determina cudl de las siguientes sucesiones es geométrica,

a) 3,6, 3.2%"

=1

o 1,4,7,...,3n-2

Solucién
a) Se obtiene la razdn comiin:
b 3_2(w+i}—1 3.2"

a, - 3.9m-1 =3_2n—1

Se observa que los elementos de la progresién: 3,6, 12,..., 3-2"" se obtienen al multiplicar por 2 el término
que le precede, por tanto la progresidn es geométrica.

=2

b) Sedetermina la razén comiin para la comprobacién:

; Significa que los términos subsecuentes de la progresion: - 3% se obtienen al multiplicar por
3 entonces se deduce que es progresién geoméfrica.

¢) Alobtener larazdn de la progresion:

G _ 3{m+l]—2 _3m+3-2  3m+l
a, 3(m)-2  3m-2  3m-2

La progresién no es geométrica, ya que los términos siguientes no se pueden obtener al multiplicar por la
razén resultante.
Formula para obiener el n—ésimo término en una progresion geométrica

Sea la progresidn geométrica ++ a, a,, d,,..., @, y razdn comiin r, entonces el n—€simo término se define como:

n—1

a,= iy r
Donde:
a, = n—€simo término r =razén de la progresion
a, = primer término n =nimero de términos de la progresién
EalEMPLOS *
'8_ 1 ®# Determina el 9° término de la progresién ++10, 20, 40,...
.5_ Solucion
Se obtiene la razon al dividir uno de los elementos entre su antecesor:
40 20
F = i — :2
20 10
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Entonces, los elementos dados son:
a,=10,r=2 y n=9

Al sustituir, se obtiene el 9° término:

a=ar"" — a,= 1002y’ "' = 10(2)"
a,=10(256)
a, =2 560

Finalmente, el 9° término es 2 560
2 ®e:Determina el 7° término de++200, 100, 50,...

Solucién
De la progresién se tienen como datos:

1 1
a,=200,r= % =g n=7

Luego, para encontrar el 7° término se sustituye en la formula:

a, =a,-r*" _— " =(200]{%]7_l
@ ={2ﬂn].G 6
o ) --%
25

Entonces, el 7° término es ?

3 ®+-Sien una progresién geométrica el 3% y 7° términos son 18 y 1458, ;cuil es el 5° término?

Solucién
De acuerdo con el problema
a;=ar’"! a=ar "
18 =a,r? 1458 =ar®
Se obtienen las ecuaciones:
ar’=1% y a,r®=1458

Pero a,r®=ayr™ r*=18r" entonces

18r4=1458 - s 4}% o .

Al sustituir este valor, se obtiene a;:

Il
)

18
a(3) =18 = q =?=2

En consecuencia, el 5° término es:

a=ar'=(2)(3)" = (2)(81) = 162

425



2 Caprituo

ANENO A

Formulas para obtener el 1% término, nimero de términos vy la razén

n-1

Todas las formulas subsecuentes se obtienen de a, = a,-r

# Para encontrar el 1 término:

a, =g -r — a = =5

# Para encontrar la razén;

# Para determinar el nimero de términos que contiene la progresién geométrica;
_loga,—loga, +logr

= r =L —
a,=a.r n ogr
Estas formulas se aplican, segtin las necesidades de los ejercicios que se deben resolver, como se ejemplifica a con-
finuacion:
E&IEMPLOS *
- ; 1 — 1 A
-g_ 1 ®¢ En una progresién geométrica la razén es PR el 8° término es e Calcula el 17 término.
i Solucion
i
Los datos en este problema son:
1 1
e =8 e
a, 2 n r 3
Entonces, al sustituir los valores en nuestra formula, se obtiene:
1 1
a, ] ] 128
a:=r.u—1 = aizls—I:IzT:l&
(5) s

Por tanto, el 1¥ término de la progresién es 16

1

2 ®9¢;Cuil es la razén de la progresién geométrica, cuyo 1%y 7° término es 57 3 125 respectivamente?

Solucién
Los elementos que se tienen como datos son;
alzé a,=3125 n=7

Luego, al sustituir en nuestra férmula se obtiene el valor de la razon, entonces:

r=n-Jg: - r=?_!3-13§=§||'15625=5
a4,

=
5

Finalmente, la razdn de la progresidn es 5
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3 ®+-;De cuéntos términos estd formada la siguiente progresién geométrica?
++ 1,2 ... ,512
Solucién
De la progresidn se tiene:
a; =1 a,=512 r=%=2
Se sustituyen los valores para obterner el niimero de términos.
, log (512)-log (1) +log (2) _ 270920 +3010
log(2) 3010
El nimero de términos de la progresién geométrica es 10
RCICIO 153
De las siguientes sucesiones determina cudl es geométrica:
Lo 2040, ot 4, -4,-2,0,.,2n-6
1 1 3 3':_2 3 3 x| 3
2 3’ -2—, 4,...,5_;: o PO Rl s, LG, |
3. ,2,6,...,n 6. 3,6,12,..., 32"
Determina el término que se indica en cada una de las siguientes progresiones geométricas:
: 1 ; 729 243 81
7. E1§° ==, -1, 3,.. 13, El112° ¢ de = ——, —, — ..
término de 3 término 6’ 32’16
8. El9° términodcﬁ% .1, % . 14. E19° término de ++ 1, —m®, m®, ...
9. El5°término de ++ -5, 10, -20, ... 15. E1 10f término de ++n~", n7%, 1,...
5 -5 5 4
10, E17°término de ++ 2.5, 2’3" 16. E17°término de s+ @ @
n n
11, E110° términode ++ -9, =3, —1,.., 17. El 13" término de +:2*7%, 2%7%, 27°%,
12, El 8°término de ++ 8§, 4, 2,... 18. E19°término de ++ a,, a,rz, a,r",“.
Dados algunos elementos de una progresién geométrica, halla el elemento que se pide:
19. El 17 término, si la razon es —;- y €l 6" término es 1_16

20. El2°término, sisurazénes—2yel T es— 128

21, Larazon, si el 1% término es g yel5%es =8

135
A B 729
22. Larazon,siel 17 términoes -8 y el 7 cs—m
23. El mimero de términos de +—= =2, -6, ..., —162
24 Elmfumzmvciatérmjm:n;.';ilxarﬂchm':es2 t:llutvérmjm:naesl el dltimo o
' 5 27 ®125
25

. El niimero de términos de ++ §°, 5%, ..., 5"
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26,
27,

28,

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

16
729

El 4° término siel 2°es 1 y el 9°es %
m

El 17 término si el 4° es ..227?_ yel7°

. L
El 11° término siel 3 es 25 yelPes 26

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Un cultivo de 20 000 bacterias aumenta su poblacién 25% por hora. ;Cudntas bacterias se generan en la sexta
hora?

Solucién
El cultivo es el 100% inicial de bacterias, a la primera hora aumenta 25%, esto indica que el porcentaje actual es
125% o % de la cantidad inicial; luego, el niimero de elementos que conforman la sucesidén es el término inicial
mis los 6 términos siguientes,
De acuerdo con los datos:
a, =20 000, r = % yn=7

Al sustituir en la férmula para obtener el #—€simo término:

71
a,=ar"" a,=20000 (%] =76293.9 =176 294

Por tanto, al cabo de 6 horas habrd aproximadamente 76 294 bacterias.

EJERCICIO 154

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

1.

Determina la sucesién de 4 términos, cuyo primer y cuarto término sea 9 y — 1, de tal manera que los tres primeros
mimeros formen una progresion geométrica y los ltimos 3, una progresién aritmética.

. Una generacidn celular es la divisién de una célula en 2. Si se tienen 8 c€lulas iniciales, jcudntas células se han

generado tras 10 generaciones celulares?

. Tres nmimeros forman una progresién aritmética con una razén de 2. S8i el segundo mimero se incrementa en 1 y el

tercero en 5, los niimeros resultantes forman una progresién geométrica. Determina los mimeros de la progresion
aritmética

. Determina el mimero de células iniciales si se obtuvieron 98 304 después de 14 generaciones celulares.
. Un cultivo de 25 000 bacterias aumenta 5% en 20 minutos. ;Cudl serd la poblacién de bacterias al transcurrir una

hora 20 minutos?

. Del problema anterior establece la formula general que determina el mimero de bacterias en ¢ horas.
. Se invierten $230 000 a una cuenta que da por concepto de intereses 5% anual. ;Cudnto se tendrd al final de 8 afios?
. En ciertaciudad nacieron 32 500 bebés en el afio 2003, si el nimero de nacimientos se incrementa 20% anual, ; cudntos

bebés se estima que nazcan en el afio 20097

. Se tiene un cuadrado de drea 1 024 cm” y se inscribe otro cuadrado de tal manera que los extremos coincidan con los

puntos medios del primero; después se inscribe otro cuadrado en el segundo con la misma disposicion. Sise conoce
que el drea de un cuadrado inscrito es la mitad del 4rea del cuadrado en el que se inscribe, ;cuil es el drea del noveno
cuadrado inscrito?
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Suma de los n primeros 1érminos de una progresién geométrica

Deduccion de la férmula.
Sea la progresion geométrica ++ a,, &, 4,...., a,, llamemos S a la suma de los primeros n términos, entonces:

§= Zai =g, +a,tdyteeieennenan ta, - (1)

=
Al multiplicar por la razdn la igualdad:
Sor=a- r+a,;r+a;r+ i a,-r - (2)

Al restar a la ecuacion 2 la ecuacion 1, tenemos:

S-r
-5

Il
B
-
+
B
-
+
“E.‘a
-
+

[
I
B
I
=
-
I
RY
o
I
=]
=
d
~

Sr=8§ =a, r—q

Entonces:
&r-l}: a,-r—a Pem a, za]rﬂ_]
Sr=1)=ar"" r—a

Sr=1)=ar"—gq

Finalmente:

EJEMPLOS .
'E_ ] @+ Determina la suma de los primeros 8 términos de la progresién geométrica:

'I!l- -H-i,2,3,...

3
Solucién

En esta progresion los datos son:

Luego, al sustituir en la férmula se obtiene la suma de los 8 términos:

PN CENCCE .

2
: ; ; 6305
Se concluye que la suma de los primeros 8 términos de la progresion es 96
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2 @+ Encuentrael 17 término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 10 términos es 341 y la razdn es — 2.
Solucion
De acuerdo al problema los datos son:

n=10,r=-2 y §=341
Al sustituir en la férmula y despejar a, se obtiene:

_al"-1) _
= W=7

Se simplifica la expresién y se despejaa,:

@ |{-2]’"-1| 21— a,[1024-1] o (=8)a41) 1023

- =3 -3 ! 1023 1023

Por tanto, el 1% término de la progresitn es — 1

3 @+ Determina el nimero de elementos de una progresién geométrica, cuya suma es 1093, su 1% términoes 1 ylarazén es 3.
Solucién
De acuerdo con el problema:

a,=1,r=3 y§=1093
Al sustituir en la férmula de la suma de términos:
" =1 1(3" -1
_a(r-1) e 18H=1]
r=1 3-1
Al simplificar y despejar nse obtiene:

1093 = el

2186=3"-1 2187=3" (3) =3

Por consiguiente, se realizd la suma de los primeros 7 términos de la progresidn,

EJERCICIO 155

Encuentra la suma de los primeros términos que se indican en las siguientes progresiones geométricas:
1. Seis términos de + =9, =3, -1, ...

2
2. Sietetérmjnosdeﬁ%, 1, E’

3. Nueve términos de = -5, 10, =20, ...
4, Diez términos de <=9, 12, 186,...
1 1 1
i i té' i dﬂ' 0 Toor T omee
5. Quince términos 3’22
6. Dieciocho términos de == 2, 4, 8,...
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7. Doce términos de ++ v3,3, V27 ,...
8. Diez términos de ++ 1, =2 ,2,...
9. Veinte términos de ++ n, 1, n’,...
10. Nueve términos de ++ 277, 2'2",...

11. ntérminos de + a,,a,1%, a,;r’,...

. LAY
12.ntérmmusdeﬁ2,4,8.

Resuelve los siguientes problemas:
13. Encuentra el niimero de términos de una progresidn geométrica; si la suma es 255, el 17 término es — 3 y la mzdn -2,

14. Determina la razén comiin de una progresidn geométrica si el 1™ término es —8 y el 6° término —i.

15. ;Cuil es el 1¥ término de una progresién geométrica, cuya suma de los primeros 8 términos es %y la raz6n es %?

Z ; ’ o 3 — 1 |
16. ;Cudl es el iiltimo término de una progresion geométrica cuya suma es o ,su 1% término es 1 y la razén E'?

17. Determina el 17 término de una progresion geométrica si la suma de los primeros 6 términos es 364 y la razon es =3,

; p—— 211 . ’ 2 . . 2
18. Lﬁlﬂcshrﬂzénchumpmgmméngwmamca,mlasumaes*—ﬁ*,al1 témnoes;yelulhmotémnoes%?

: i g Lo g
19. Encuentra el niimero de términos de una progresidn gaumemca,mlnsumaesﬁ, el 1 término es x" y larazén
1
es —,
X

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una compafifa de autos tiene estimado vender 5000 autos en 2010 y durante los 10 afios siguientes incrementar en
5% anual las ventas con respecto al afio anterior. Determina cudntos automéviles pretende vender la compaiiia en ese
periodo.

Solucion
De acuerdo con el problema los datos son:

a, =5000, r=100% + 5% =105% =1.05

1-r"
S, —a.(l_r]
1-1.05'"}

1-1.05

=5 000 (12.5778)
=62 889.46 = 62 890 autos

Por consiguiente la compafiia pretende vender aproximadamente 62 890 autos en los siguientes 10 afios.

S, =5 nun(
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2 Una epidemia ataca a 2 500 habitantes de una poblacién en 2006, y por cada afio que transcurre la clinica de salud
de la entidad observa que las personas que padecen la enfermedad se incrementa en un 5% ;Cuédntos habitantes
habrin padecido la enfermedad para el afio 2010?

Solucién
De acuerdo al problema, los datos son los siguientes:

a,=2500,r=105%=105yn=5
Sustituyendo en la férmula, se obtiene:

s.,=_“'(l“'"]
=T
; _2500(1-105%)
" 1-1.05
2500(1-1.2762) _2500(-02762) :
= = =13814 Il
~005 005 38 bitantes

Por tanto, para el afio 2010 habrin padecido la epidemia 13 814 habitantes aproximadamente,

EJERCICIO 156

1. Un tridngulo equilitero se divide en 4 tridngulos equildteros més pequefios de igual drea, éstos a su vez se dividen
en otros 4 tridngulos cada uno; este procedimiento se repite para cada tridgngulo resultante, ; Cudntos tridngulos se
tendrdn en total después de realizar 6 veces esta operacién?

2. Carolina tiene papd y mam4, a su vez éstos tienen cada uno a su padre y madre, y asi sucesivamente. ; Cudntas per-
sonas en el drbol genealdgico de Carolina existen hasta 7 generaciones atrds, incluyéndola a ella?

3. Encierta poblacidn la produccién de maiz en el afio 2001 fue de 20 000 toneladas; por diversas cuestiones esacantidad
ha tenido una disminucién de 25% anual. ;Qué cantidad de maiz se produjo desde 2001 hasta 20067

4. Durante el afio 2005 cierto hospital atendi6 5 110 partos; sin embargo, este niimero se incrementé 10% anual. ; Cudntos
partos estima el hospital atender desde 2006 hasta el afio 20107

5. La poblacién en México en el afio 2000 estd cuantificada en 100 millones de personas. Si para el afio 2002 las au-
toridades registraron 104 millones de mexicanos, ja qué ritmo estd creciendo la poblacién en nuestro pais? Si se
mantiene este crecimiento, para el afio 2010 ; cudntos habitantes tendr el territorio mexicano?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Progresién geométrica infinita

Sea una progresién geométrica, cuyo 1% valor es a,= 100 y la razén r = % ., qué le sucede a la suma de los primeros
n términos?
El comportamiento de la progresion:

a,—ar"

5, =

1-r

1 ;
Parag, =100y r= = se obtiene:

8, =2a,-2aq, (%]
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S, =20 -mn&] SR
1
=200-200] — in=
Sg 0(256] sin=8
1 .
&n =200 —QGD(m] sin=20

. Iy :
De manera que, conforme n crece, el término [5] se hace mds pequefio y tiende a cero.

Es por eso que para cualquier progresién geométrica infinita, donde la razén es menor que la unidad, se debe
considerar la suma de los primeros n términos igual a:

*“ﬁrVH“
E‘.‘!EMPLOS ]
21 @+ Determina la suma de la progresién geométrica infinita: 9, 3, 1,...
H Solucién

. ; 1
Los datos proporcionados por la progresién sona, =9, r= 3
Como la razén |r| < 1 entonces se utiliza:

En consecuencia, la suma de términos de la progresién geométrica infinita es: ?

2 @¢:Obtén la razén de una progresién geométrica infinita si el 1% término es 4 y la suma es 8.
Solucién
De acuerdo al problema, los datos son:

a,=4,5 =8
Al sustituir en la férmula de la suma de una progresion infinita:
s,,=1‘i—’lr 8= &
Al despejar rde la ecuacion se obtiene:
81-n=4 8-8r=4 e —— r=:‘l,-

EJERCICIO 157

*  Realiza lo siguiente:

= 1. Encuentra la suma infinita de términos de la progresién ++ -6, 3, _?3,
B . .. e . 31 1
: 2. Determina la suma de términos de la progresion infinita ++ 1'3'3"™
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3. ;Cuil es el valor de la suma infinita de términos de la progresién += 6, 2, —i—,...‘?

3
N e
2

L R=]

4, ;Cuil es el valor de la suma de términos de la progresién infinita ++

5. Lasuma de términos de una progresion infinita es 3 y la razdn es Y . Determina el 1% término de la progresién.

6. El 1” término de una progresién infinita es 2 /3 y lasuma de los términos es 5 +/3 . Encuentra la razén.
7. El 17 término de una progresidn infinita es % conb>aya,beNy lasuma es % .{Cuil es la razdn de la progre-
sién?
. . . e - . " < —
8. Un tridngulo equildtero de 4rea 1 cm’ se divide en 4 triangulos equildteros més pequefios de drea i cm’,asu vez, uno
de los 4 tridngulos se divide nuevamente en otros 4 tridngulos de Ecﬂf, y se repite el procedimiento sucesivamente
con 1 de los 4 tridgngulos resultantes. ; Cul es el resultado de la suma de las dreas de los tridngulos?

9. Se tiene un cuadrado de 4rea 1024 cm’ y se inscribe otro cuadrado, de tal manera que los vértices extremos coincidan
con los puntos medios del primero, y asi sucesivamente. Si ya se conoce que el drea de un cuadrado es el doble del
que se inscribe, determina la suma de las dreas de todos los cuadrados que se pueden inscribir de esa manera.

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Interpolacion de medios geométricos

La interpolacién de medios geométricos consiste en encontrar un cierto mimero de términos, entre el 1° y tltimo, para
formar una progresién geométrica.

E-.‘IEMPLOS -
'g_ 1 ®¢ Interpola 4 medios geométricos en la progresién ++—3,..., 96.
£

Solucién
Al interpolar 4 medios geométricos, la progresion estard formada por 6 términos, entonces:
a=-3,n=6ya,=96

Se procede a calcular la razdn, a partir de:

ro= ﬂ—{/g - r= ‘Jg=§f—32 ==2
a, =3

Por tanto, la progresién queda como a continuacion se muestra:

<, -2(-3), -2(6), -2(-12), —2(24), -2(-48)
-3, 6, -12, 24, —48, 96
Los medios geométricos son:
6, —12, 24, - 48

. o — i 1
2 ®+ Interpola 5 medios geométricos en la siguiente progresién: ++ 16,..., ——.

256
Solucién
Los datos de la progresién son: a, = 16, a, = ﬁ yn=7
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1

r = n—]a_'" — rz?_lﬁza;:l
a, 16 4006 4
La progresién que resulta es:
1 1 1 1
16,4,1, —, —, —, —
e P TR

Por consiguiente, los 5 medios geométricos son:
11
"4716° 64

Media geométrica
# Sean los mimeros x, y x,, entonces su media geométrica se define por:
Jxx, six y x,son positivos
—\J%X, six Y x,son negativos

# Sean los nimeros x,, X,, X,,... X,, entonces, su media geométrica se define como:

H'Uxixzxs"“xﬂ
EJEMPLOS .
B/ 85" D tcrmina 1n modia grométrica de 12 y 48,
i§' Solucién

Se busca un término que forme una progresién geométrica con los elementos dados, entonces al aplicar la formula:
Media geométrica= ,/(12)(48) = /576 =24

Esto indica que la progresién geométrica formada es:

12,24, 48
Y se comprueba con la razén:
24 48
F = e = o— =
12 24

Por tanto, la media geométrica es 24

? ®+-Encuentra la media geométrica de los nimeros 3, 9,27 y 81.

Solucién
Se aplica la formula:
Media geométrica = 3/(3)(9)(27)(81)
Al simplificar la raiz se obtiene:

T =T AT =33 =9 B

Finalmente, la media geométrica es: 9 V3
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EJERCICIO 158

Realiza la interpolacién de los medios geométricos que se indican:
1. Cinco medias geométricas entre % y32,

. . 4
2, Tres medias geométricas entre 12 y Tk

3. Cuatro medias geométricas entre —3 y — 96,
4. Cinco medias geoméiricas entre l% y 6 144,

5. Tres medias geométricas entre 2+/3 y 18+/3,

; ; 1 26
, e = y 22—,
6. Cuatro medias geométricas en 2 y 243

7. Seis medias geométricas entre =128 y — 1

6
8. Tres medias geométricas entre (x — 1) y (le)
8

3"

2
9. Tres medias geométricas entre % i

10. Cuatro medias geométricas entre % y 4.

Determina la media geométrica de los siguientes niimeros:
11. 6y9

12, —4y-8

13. 5y25

14, 9y 16

15. 2,3y6

16. 4,8y 32

17. 1,3,9y27

1 1 1 1

B 2337

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Interés compuesto

Una de las aplicaciones mds importantes de las progresiones geométricas es el interés compuesto, por su constante
10 en la economia y la administracién.
Considera un capital inicial de $100, que se invierte en una tasa fija de 10% de interés anual compuesto. Calcula
el interés compuesto por periodo en los primeros 5 afios.
M, =100(1 +0.1)=110 primer afio
M,=110(1 +0.1) =121 segundo afio
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M,=121(1 + 0.1y =133.1 tercer afio
M,=133.1(1 +0.1)=146.41 cuarto afio
M, =14641(1 +0.1) =161.051 quinto afio

Ahora bien, si se desea calcular el monto que genera un capital en determinado tiempo, con una tasa de interés

fija, se utiliza:
i L}
M=C (l + -]
n
Donde:
M =monto generado
C = capital inicial
i=tasa de interés porcentual anual
n=niimero de capitalizaciones al afio

t =tiempo que se invierte el capital

E;:EMFLOS ®
1 @+ Unama de casa ahorra en un banco $5 000, la institucién bancaria le da un interés anual de 6%. Calcula el monto que
.E cbtendrd en 12 afios.
. Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:
C=55000 i=6% anual n=1 periodo t=12 afios
Entonces, al sustituir en la férmula, se obtiene:
M=C (u-i;]m 2 M =5000 (1+Ulﬁ]ﬂm

M=5000 (1.06)"
M =10060.98

Por tanto, esa ama de casa recibird después de 12 afios la cantidad de $10060.98

2 @« Fernando invierte $3 000 en un negocio que le dard 10% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.
{Cuil serd el monto que recibird al cabo de 5 afios?

Solucién
Los datos de este problema son los siguientes:
C=3%3 000 i=10% anual n =2 periodos t=35 afios
Entonces, al sustituir en la formula, se obtiene:
L (25}
M=c(1+i] = M:gnuu(u"'zﬂ]
n

M=3000 (1.05)"
M=4886.68
Finalmente, Fernando recibird después de 5 afios la cantidad de $4 886.68
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3 ®+:Calcula el tiempo para duplicar una inversién de 10% de interés anual capitalizable trimestralmente.

Solucion
Si se quiere duplicar el capital, esto indica que M = 2C, luego la inversidn es capitalizable trimestralmente (n =4),
por tanto:
. ZAr ar
M=C (1+i] N 2c=c(1+@]
n 4
2= (1025)"
Se aplican logaritmos de la siguiente manera para despejar #:
log 2 =log (1.025)" - log 2= 4¢ (log 1.025)
fe D2
4logl.025
t="17 afios

Entonces, se concluye que el tiempo necesario para duplicar la inversidn es de 7 afios.

EJE

RCICIO 159

Determina el monto que se genera en cada uno de los siguientes problemas:
1. $10000 que se invierten a una tasa de 10% de interés compuesto anual, durante 10 afios.

2. $32000 se invierten a 12% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente durante 6 afios.
3. $32 158 que vencen en 7.5 afios, a 6% de interés compuesto anual.

4. $24 000 que vencen en 6% afios, a 9% de interés compuesto anual, capitalizable cuatrimestralmente.
5. $9 500 que vencen en 8% afios, a 4% de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

6. $15400 que vencen en 3 afios, a 6% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

7. $950 que vencen en 2% afios, a 12% % de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente.

8. $6 000 que vencen en 3-3— afios, a 10% % de interés compuesto anual, capitalizable mensualmente.

9. $6 000 que vencen en 3% afios, a 10% % de interés compuesto anual capitalizable cuatrimestralmente.

10. $154 000 que vencen en 3 afios, a 6% % de interés compuesto anual, capitalizable semanalmente.

Resuelve los siguientes problemas:

11. Una compaiiia de seguros presenta a un padre de familia un fideicomiso para que su hijo de 8 afios reciba una cantidad
de $40 000 cuando tenga 22 afios. Determina la cantidad inicial que debe destinar si se le ofrece un contrato con una
tasa de 6% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente.

12. Unadeuda de $9 000 dentro de 5 afios, deberd liquidarse con un pago de $14 747.55, ;a qué tasa de interés trimestral
estd comprometido el préstamo?

13. ;Qué tasa de interés compuesto anual duplica una inversién en 5 afios?
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14. ;Qué tasa de interés compuesto anual, capitalizable trimestralmente, duplica el valor de lainversién en 10 afios?

15. ;Qué tiempo se necesita para triplicar una inversion con rendimiento de 10% de interés compuesto anual, capitalizable
cuatrimestralmente?

16, Elindice de crecimiento que se plantea para una poblacidn de 6 700 habitantes es de 2% anual, ; Cusinto habré crecido
la poblacién en 20 afios?

17, ;Qué tiempo habri transcurrido para que un capital de $5 300 se convirtiera en $5 627.45, con una tasa de interés
compuesto anual de 2%, capitalizable mensualmente?

18. Una empresa pide un préstamo bancario de $400 000 para la compra de maquinaria. Si dicho crédito estd sujeto a
5% de interés compuesto anual, capitalizable semestralmente, y el tiempo para pagarlo es de 10 afios, jcuil serd el
monto que se pagari?

19, Emilia invierte $85 000 durante 3 afios y recibe un monto de $92 881, ; Cuil fue la tasa de interés compuesto anual
ala que fue sometida dicha inversién?

20, ;Cuidl fue el interés que generaron $20 000 si se invirtieron con una tasa de 12% de interés compuesto anual, capi-
talizable mensualmente durante 4 afios?

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Depreciacién

Se define como la pérdida de valor de un activo fisico (automdviles y casas, entre otros), como consecuencia del uso
odel transcurso del tiempo. Muchos de ellos tienen una vida iitil durante un periodo finito.
En este capitulo solo se abordard el método de porcentaje fijo, que se define como:

§=C(1-d)
Donde:
§: valor de salvamento o valor de desecho
C:costo original del activo
d: tasa de depreciacién anual
t:vida qtil calculada en afios
EJEMPLOS o

por una unidad, ;jcudl serd el valor de desecho del automévil al final de su vida 1itil, si se calcula que es de 5 afios?

Solucion
De acuerdo con los datos:

]
-8_ 1 ®# Latasa de depreciacién de un antomévil del afio estd calculada en 8% anual, Si un cliente paga en una agencia $120 000
£

C=120000,d=8% =008 y t=5
Al sustituir los valores en la férmula y desarrollar las operaciones se obtiene:

§=120000 (1-0.08)" =120 000(0.92)" =120 000(0.6590) =79 080
Por tanto, el valor del automévil a los cinco afios es de $79 080

2 ®<-Una pizzeria compra una motocicleta en $42 000 para el reparto de su mercancia. Se calcula que su vida ttil serd
de 4 afios y al final de ella su valor de desecho serd de $15 000, determina la tasa de depreciacién anual de la mo-
tocicleta.

439



2 Caprituo

ANEXO A
Solucién
De acuerdo con los datos:
C=42000,5=15000y t=4
Al sustituir los valores en la formula y despejando d, se obtiene:
15 000
15 000 =42 000 (1-d)"* 1-d= 4/ —— 1-d=0.7730
dral 42 000
d=0.227
d=227%
Por consiguiente, la tasa de depreciacion es de 22.7%
3 @+ % adquirié una mdquina de bordado, cuyo precio fue de $78 600. Si su valor de desecho es de $20 604.50 y la tasa

de depreciacién es de 20% anual, calcula la vida iitil de la bordadora.

Solucion
De acuerdo con los datos:

C=78600, $=2060450 y d=20%=0.20
Al sustituir en la formula:
§=c(1-4)’ 20 604.5 =78 600(1 —0.20)
Se aplican logaritmos para despejar 7:

v log(20 604.5) ~log(78 600) _ "
log(0.80)

Por tanto, la vida itil de la mdquina de bordado es de 6 afios.

EJERCICIO 160

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente

Realiza los siguientes problemas:
1,

La tasa de depreciacion de una maquina estd calculada en 12% anual. 5i su costo es de $200 000, ; cuil serd su valor
de desecho, si tiene una vida 1itil de 10 afios?

. El costo de una impresora es de $8 000 y se calcula que su vida 1til es de 3 afios. Si la tasa de depreciacién es de

23%, determina su valor de desecho.

. Un agricultor comprd un tractor con valor de $300 000 y calcula que tiene una vida 1til de 7 afios, al cabo de los

cuales su valor de desecho es de $40 045, ; Cudl es la tasa de depreciacién del tractor?

. Un edificio tiene un costo de $1 200 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $226 432, y una probable vida

itil de 20 afios. Determina su tasa de depreciacién anual,

. Una escuela adquirié una camioneta en $230 000 para el transporte de material, si la tasa de depreciacidn anual es

de 12%, ;cudl serd su valor al cabo de 3 afios?

. Un automdvil tiene un costo de $96 000, una vida itil de 5 afios y un valor de salvamento de $31 457. Determina la

tasa de depreciacién anual,

. Se adquirié una planta de luz cuyo costo fue de $220 000, se le ha estimado un valor de salvamento de $30 238; si

la tasa de depreciacién es de 18% anual, ;cuil es su vida dtil?
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MATRICES

HISTORICA

g
'S

thur Cayley, matemético britanico. En

1838 ingreso en el Trinig College de

Cambridge, donde estudié matemdti-
aas y fue nombrado profesor de esta discipling;
permanecié en Cambridge durante el resto de
sus dias. Uno de los matemdtices mas prolificos
de la historia, publicé a lo largo de su vida mas de novecientos arficulos
cientificos. Fs considerado como uno de los padres del dlgebra lineal,
introdujo el concepto de matriz y estudi6 sus diversas propiedades. Con
posterioridad empleé esios resuliados para estudiar la geometria analitica
de dimensién n.

Arthur Cayley (1821-1895)
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Definicién
Una matriz es un arreglo rectangular de mimeros de la forma:

a4y Gy 43 . Gy
@y dyp dy ey,
Gy Gy dpm o

a’nl anl aﬂ! e am
Los mimeros a,,, @,,, 4,.... 4 Teciben el nombre de elementos de la matriz. Para simplificar la notacidn, la matriz se

expresa: A = (a;). El primer subindice de cada elemento indica el renglén, y el segundo la columna de la matriz donde
se encuentra el elemento.

& B o c

4y Gy G .. 4, | R

Gy dp Gy . Oy | R,

ay — Columna — Gy Gy .. G, | R,
l : : Eon

Renglén a, @ 4, .. a.| R,

Donde: R, R,, ..., R sonrenglones y C,, C,, ..., C, son columnas.

Ejemplos
Sea la matriz
-2 1 6
|34 s
1 6 =7
-4 0 1

Determina: @y, @;; @33 ¥ dys

Solucion

a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 1, es decir, a,, =—3
a,,: es el valor que se encuentra en el renglén 2, columna 2, es decir, a,, =4
. es el valor que se encuentra en el rengldn 3, columna 3, es decir, a,, =—7
a,;: es el valor que se encuentra en el renglén 4, columna 3, es decir, ag =1

Orden de una matriz

H tamafio de una matriz de m renglones y n columnas se conoce como orden y se denota por m X n.

Ejemplos
[a! a, a, ] :: [ﬂi: Gy ] [an ap au]
R ' ay Gy @y Ay Gy
ay
Orden=1x3 Orden=3 x 1 Orden=2x2 Orden =2 x 3
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Nuomero de elementos de una matriz

En una matriz de m renglones y n columnas, el niimero de elementos es m x n, m veces n elementos.

Eijemplos
ay
a!l ai? all a!! al!
[ﬂn ay, ﬂ|3] :2| [az: azz] [az: a, aﬂ]
31
mxn=1x3=3 mxn=3x1=3 mxn=2x2=4 mxn=2x3=6
3 elementos 3 elementos 4 elementos 6 elementos

Tipos de matrices

3

Matriz cuadrada. Es aquella cuyo mimero de renglones es igual al niimero de columnas; es decir, una matriz de n

renglones con n columnas, recibe el nombre de matriz cuadrada de orden n.

ay dp Ay ay,
. a, 4, d; By dn dn . Gy
[a’;a';] ay 4y ay Gy Oy .. G,
ay) Oy dy : : : :
an] anz an! T a’nn
Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3 Matriz cuadrada de orden n
Eijemplos

- 310
B= A=|2-1-2
4 =5 1 4 1

Matriz cuadrada de orden 2 Matriz cuadrada de orden 3
Matriz renglén. Es aquella de orden 1 x n
[ﬂ" Ay gy dyy e ﬂh]
Ejemplos
A=[12 -15] B=[—37%—18]
Orden=1 x4 Orden=1x5
Matriz columna. Es aquella de ordenm x 1

a]]
ay
as
a,,
Eijemplos
-1
3 2
) [
-5
Orden=2x 1 Orden =4x 1
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Matriz cero (matriz nula). Es aquella en la cual todos los elementos son cero.

Ejemplos
g 000 00
0=[UGU] 0= 0 0=|000 0O=|00
0 000 00
Matriz nula de Matriz nula de Matriz mula de Matriz nula de
orden 1 x3 orden 4 x 1 orden 3 orden 3 x 2

Matriz diagonal. Es aquella matriz de orden n que tiene elementos distintos de cero en la diagonal principal, es decir,
ma matriz cuadrada M=( my; |, donde m, = 0 siempre que i# j

ij )

m, 0 0 0.0

0m 0 0 ..0

o om 0.0

M= 000 m..0

0000 ..m,

Ejemplos

4 0 00
2 0 L2 0 -1 0 0
A=|:|‘3 B=|0 =6 0 CZI:IU—GI:I
B el 0 0 01

Matriz identidad (matriz unidad). Es aquella matriz diagonal de orden n, cuyos elementos distintos de cero son 1,

se denota por I,
10000..0
01000..0
00100..0
L= 00010...0
00000...1
Ejemplos
100
L= :]2] IL=|o010
001
Matriz identidad de orden 2 Matriz identidad de orden 3

Matriz triangular superior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde los elementos a; =0, para i > j, es decir,
todos los elementos debajo de la diagonal principal son cero.
a4, dp dy . @y,
0 ayp ay . ay,
A=10 0 a5 .4

000 .a,
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Ejemplos

=R LY
e ]

(i =T

Matriz superior de orden 2 Matriz superior de orden 3

Matriz triangular inferior. Es aquella matriz cuadrada de orden n, donde a; =0, para i < j, es decir, todos los ele-
mentos por arriba de la diagonal principal son cero.

a, 0 0 . 0

ay ap 0 .. 0
A=|agy ay a3 .. 0

a, G, 4. q

Eijemplos
2000
| 40 _|{5 700
"[—s 3] I=19 410
1361
Matriz inferior de orden 2 Matriz inferior de orden 4
Matriz simétrica. Es aquella matriz cuadrada de orden n, tal que los elementos a,=a;
Ejemplos
a. a bn b]Z b]: 56 -3
AZ[” ]z] B=|b, b, b, C= 61 4
ol by, by, by, -34 2
La matriz A de orden 2, La matriz B de orden 3, La matriz C de orden 3,
es simétrica si: es simétrica si: es simétrica porque:
by, =b,, €2 =Cy =6
{alz = b, =b,, Cy=¢;,, =3
bﬂ:bﬂ Cx 2'332=4
Matrices iguales. Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y sus elementos correspondientes son respecti-
vamente iguales,
EJEMPLOS .
(]
g Ji6 1 5 4 (-1 s

E :
& 1 ®c-Determinasilasmatrices | -1 2 -3|y|-1 V4 -3 |soniguales.
10 3 1 0o ¥

Solucién

Las matrices son iguales porque son del mismo orden y sus elementos son iguales:
Jie 1 5] |4 (=) s
-1 2 =3|=z|-1 < =3

R 77

=T

1
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2 @+ Determina el valor de x, y, w y z, para que:
x+y 6z . -1 2
2w 2x-3y|| 6 -7
Solucion

Las matrices tienen la misma dimensién, al realizar la igualdad de términos se obtiene el siguiente sistema:

x+y=-1
6z=2
2w=6
2x=3y==7

Alrﬁol\rerelsistemarcsultaque,xz—ﬂ,yzl,w=3}rz=%

EJERCICIO 161

Determina los valores de las incégnitas, para que las matrices sean iguales.

S
2 o S0

3. [t+4 6-r 2g+1]=[6-1t 5 7-q]

7 3-x x =4

y -1 2—-y -1
4, =

8 2 8 2

0 z+12 0 10

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién por un escalar
Sea A = (a;) una matriz de orden m x ny Aun niimero real, entonces AA = (ﬁai)es decir, si:

Gy Gy G o 4y, Aa, Aa, Aa; .. Aa,
a?l azz aﬂ Ll azn MZI ‘1022 Mﬂ s, aa?ﬂ
A= |a, a, a, .. a, |entoncesdAA=|2a, 2Aa, Aa, Aa,,
a, 4, 4. - G, Aa,, Aa, Aa,, .. Aa,

Esta nueva matriz también recibe el nombre de matriz escalar.
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EJEMPLOS
.E- 2 -1
.E‘. 1 @e-sia= - 8 determina 34,
i a6 =2
1 3
Solucién
Hl escalar 3 se multiplica por cada uno de los elementos de la matriz,
[2 -1 3(2) 3(-1) 6 -3
34 = 4 6| |3(4) 3(6) | |12 18
[0 =2 [3(0) 3(-2)| |0 -6
3] s 3@ ] L3 o9
6 -3]
Por consiguiente, 34 = 13 _12
3 9 |
2 eesin=|> ¢ tra = B
= 5 -2 1 encuen ‘2' i
Solucién
El escalar % multiplica a cada uno de los términos de la matriz,
1 1 1 3
11 [6 -3 41(3© 3(-3) 3(4] |3 -5 2
B2 21 o 1 o 1
= — o - =] -
2o 22 o) (343
1 3 —% 2
Por tanto, E‘BZ E » l
2 2
Suma
Sean A =(a,) y B =(b,) dos matrices de ordenm x n, la suma de A y B estd determinada por:
A+B=(a)+(b)
Donde A + B es la matriz de orden m X n que resulta de sumar los elementos correspondientes.
EJEMPLOS *
'g_ 1 @ Determina A + B para las matrices:
.5. 36 2 -
i
A=|2 4|yB=|6 -7
-1 0 4 0

Determina A + B
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Solucién
Las matrices tienen el mismo orden, en este caso, 3 %2, entonces la suma se puede realizar; la definicion indica que

cada término de la primera matriz se suma con los términos correspondientes de la segunda matriz, es decir, se suman

a4, +b1:|! alz"'b]z! @, +b2:! ween gy +bs1!

3 6] [2 1] [3+2 6+(-] [5 5

A+B=|2 4|+|6 -7|=|2+6 4+(-7)|=|8 =3

-1 0 4 0 -1+4 0+0 30
5 5
Portanto, A +B=|8 =3
3 0

2 ®+-Sean las matrices:
5 -2 6 -3 -1 -4 8 -5
CZ[-z 8 =7 s]”ﬂz[s 21 -7]
Determina 3C + 2D
Solucién
Se determina cada matriz escalar:
3(5)  3(-2) 3(6) 3(-3 15 -6 18 -9
S =[3{-2] 3((3]] 3(-7) 3Es]l]=[—6 24 =21 24]
S5 [2(-1] 2(-4) 2(8) 2{—5]]:[-2 -8 16 -10]

2(6) 2(2) 2(1) 2(-7) 12 4 2 -14

Las matrices tienen el mismo orden, 2 x 4, al sumar se obtiene:

15 -6 18 =97 [-2 -8 16 =107 [13 14 34 -ig
3"C*'Q‘[":[—«S 24 =21 24]*[12 4 2 —14]:[6 2’ -19 m]

B -14 34 -19
ﬁnalmente,ﬂC+QD—[6 % 19 m]

Inverso aditivo

H inverso aditivo de una matriz A de ordenm xn es — A,
8iA =(a,), entonces — A = (— a,), es decir, el inverso aditivo de una matriz se obtiene al multiplicar cada elemento

por el escalar — 1, en otras palabras, el inverso aditivo de una matriz A es otra matriz — A, talque A + (- A ) =0,

donde 0 es la matriz cero o nula.
Ejemplo
3 s 2 -10
Si.ri=|: 7 2] yB=|-4 5 7|, determina—A, — By verifica que A +(—A) =0,
-10 1 3
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Solucién
Se obtiene la matriz inverso aditivo de la matriz A y B.

o e R e VR ot R

2 -1 0 2 -1 0 -2 1 0
B=|-4 5 7|->-B=(-1)|-4 5 7|>-B=| 4 -5 -7
-10 1 3 -10 1 3 100 -1 -3

Se realiza la operacién A + (— A)

-3 =5 3 5 =3+3 =5+35 00
woenn[3 2[5 12 2
-2 1 0

3
H}Itﬂﬂtﬂ,—:{:[ 7 Z];—Bz 4 =5 =7 )’A.'P{-A_):ﬂ'
o -1 -3

Resta

La diferencia o resta de dos matrices m X n, se define:
A-B=A+(-B)
Donde — B es el inverso aditivo de B.

E‘.‘!EMPLOS

<€ 1 ®¢ Encuentrad -Bsi

E

2

i

L ]

2 -4 2 -5
A:[l 5 3"':[4 2]
Solucién

Para determinar la resta, la segunda matriz se multiplica por el escalar — 1, entonces la nueva matriz se suma con la
primera y queda como resultado:

. P P e R P
ol Fie K A S

0 1
EernsigJiente,A—B:l: 3 3]

-3 1 2 -4
2 .hSaanlasmauicesM:[ 4 S5|yN= [—1 U],detcrminarE!-M—ZN.
01 o 3

Solucién
La operacién 3M — 2N se puede expresar como en 3M + (— 2N), se obtienen las matrices escalares y finalmente se

suman.
-9 3 ~4 8
3M=|12 15| y =2N=[2 0
0 3 0 -6
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{continuacidn)
Entonces,
-9 3 -4 8 -9-4 3+8 =13 11
IM-2N=3M+(-2N)=|12 15|+ 2 O |=|12+2 15+0|=|14 15
0 3 0 -6 0+0 3-6 0 -3

-13 11
Finalmente, 3M -2Nes | 14 15
0 -3

3 ®+:Dada la siguiente igualdad:

m+2 n m—-2 -n 10 8 : : :
3 [ ] 2 [ ] = [ ],detennma el valor de las incdgnitas.

1 4 y 5 37
Solucién
Se realizan las operaciones indicadas.

s [m+2 n] ~ [m—2 —n] _ [3(m+2]—{m—2] 3;;—(—;:)] _ [2m+8 4n]

1 4 y 5 3(1)-y  3(4)-5 3-y 7

i [2m+8 4n] _ [10 8]
L3y 7 37
Los términos resultantes se igualan con los términos comespondientes de la matriz del segundo miembro, y se
cbtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2m + 8 = 10
4n = 8
3y=3

Al resolver el sistema se obtienen los siguientes valores: y=0,m=1yn=2

EJERCICIO 162
Para las siguientes matrices, efectia A+ B, A— B, A— A, 4A-3By 2A-08
-3 1 -3 1 2 -3 -1 1 -6 4
1.A=[0 2],3:[0 2] 4.A='4 6 1],3:[_3 4 7]
2.A=[2 0 1],B=[-6 7 3] LA " % 0
5 8
2 -7 -4 5 1
3.A=[1 n],n:[z —6] BpA=il & By = 8
2 -3 17 7 1, 2 4 3
L3 305 2

En las siguientes igualdades, determina el valor de las incégnitas.
6a—'Ir'Sw23.!’—1—-4-_6';"—11;
“ly-4 1-c a|T |~ 3 o|T|-1 2 s

450



Cariuo 3

Matrices
x+1 1 2 n 2 8-n 1 —w 3 x —4 2 4 -2 5
T.2] 5 0 |-3|y-1 2|=]|-5 6 8. |11 9 121 +|-1 z-1 1|=|10 10 13
3 1-w 2 4 0 -w y =7 2v -1 3 -4 6 -4 v

| Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Multiplicacién
Sea A = (a,) una matriz de orden m x n, y B = (b,) una matriz de orden n X p, la multiplicacién AB da como resultado
la matriz C =(c;) de orden m X p, tal que

c;=ayb +ab,+...+ab

o

Para:
i=1,2,3,4,...,m j=12,3,4,...n
El nimero de columnas de la matriz A, es igoal al nimero de renglones de la matriz B.
Matriz A Matriz B
mxn nxp
L - il
Tamafio de ABesm x p
Ejemplos
2x3 3Ix4 2x4
132 2x3 1x3
hx4 4x2 Ex2
Ix1 Ix1 No definida

“ W23 [2 03
B EI R T

Solucién

A es una matriz de 2 % 2 y B de 2 X 3, por tanto, la multiplicacién se puede realizar. Al aplicar la definicién se procede

de la siguiente manera: se multiplica el primer renglén por cada una de las columnas de 1a segunda matriz.

amol? 312 0 3. [2(2)+3(-1) 2(0)+3(1) 2(3)+3(5)] [1321
s 4|11 5] | -
Se realiza la misma operacién con el segundo renglén,
AB_': 312 o 3] [ '_[ ]
T [5 4] |-t 1 5] [5(2)+4(-1) 5(0)+4(1) 5(3)+4(5)] |64 35

{continiia)
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{continuacidn)
Finalmente, se unen los resultados para obtener la matriz AB,
1 3 21
AB:
6 4 35]
Suordenesde 2 x3
31 -
2 @+ DeterminaR’siR=|0 4 2|
-2 1 0
Solucién
Se transforma R’ en R” = RR; esto es posible si R es una matriz cuadrada y se procede a realizar las operaciones
indicadas en el ejemplo anterior.

31 ]33 1 -1
R=|0 4 2||0 4
1

2
2 1 of[=2 1 o0

3(3)+1(0)-1(=2)  3(1)+1(4)-1(1)  3(-1)+1{2)-1(0)
=| 0(3)+4(0)+2(-2) 0(1)+4(4)+2(1) 0(-1)+4(2)+2(0)
| 2(3)+1(0)+0(=2)  =2(1)+1(4)+0(1) -2(-1)+1(2)+0(0)
(11 6 -1 1 6 -1

=|—4 18 8 |entoncesR'=|—4 18 8§
-6 2 4 -6 2 4

Propiedades de las matrices

Sean las matrices P, @, R de orden m % n, O la matriz nula de m X n, I'la matriz identidad y r, s escalares, entonces:

Conmutativa de la suma P+Q=Q+P
Asociativa de la suma P+(Q+R)=(P+Q)+R
Identidad de la suma P+O=0+P=P
Distributiva zquierda r(P+Q)=rP+rQ
Distributiva derecha (r+s)P=rFP+sP
Inverso aditive P+(-P)=0
Asociativa de la multiplicacién de escalares {r-s)P=r(sP)
Asociativa de la multiplicacién P(OR)=(PQ)R
Identidad de la multiplicacién IP=Pl=P
Distributiva por la zquierda P(Q+R)=PQ+PR
Distributiva por la derecha (Q+R)P=0QP+RP
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EJERCICIO 163
Para las siguientes matrices determina AB, BA, A(B— 2C) y A(BC), en caso de ser posible.
1 a=[s 7yB=| ! fodia[® i [ 9
fi| ]”_—1_ Sl [ L [ T
2.4—3013—3_21 bodim|2 Ay fF =
A=[3 0 ~]yB= A =2 T s 4
L 2 -

S-A—T_ﬂl B—Uzr]l_i; 7,1—-5433—012(.‘—12
S S - e vl Y | m

3 2 .. B B - 11
444—-1233—02:11_21 31—2113—31(:—10
Sl PR TR i - B T e o PR e

: -1 2 0 0 1

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Determinantes

Hl determinante de una matriz A de orden », es un niimero escalar que se relaciona con la matriz, mediante una regla
de operacién, Denotada por detd = | A |

Sea la matriz de orden 2

g [an ay; ]

ay Gn

El determinante de A estd dado por: o
M= a0y —ay - ay

i

Por tanto, ®)
detd = 2: ﬂal:z =yl =yt )
Ejemplo

Evalia el determinante de la matriz:

Solucién
Cada elemento de la matriz se sustituye en la férmula y se realizan las operaciones.

detd = ‘_;ls‘ = (4)(5)=(-2)(1) 20+2=22

Finalmente, el detd =22
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Sea la matriz de orden 3

y G 3
A=|a, an axn
@y dp O3y

Se escribe el determinante de 3 x 3, para resolverlo se repiten los dos primeros renglones y se multiplican las
entradas en diagonal como se indica:

ay Gy s
de't("i]=la2| an an]

4, Gy G (+)
(+)
(+)

Por tanto, el determinante es:

detd = {ﬂil "Gy O3 tay dy Gy 0y 00y 'an]_(azl Oy Oy Ay Oy 8y T8y 'ﬂ.,]
detd = Gy Oyt 0y 0y G 0y, Gy Gy — Gy 8y Oy 8y Oy Oy — 8y By

Ejemplo
2-10
B=|-2 34
=516

Solucion

H determinante de la matriz B, es:
Se forma el siguiente arreglo: se aumentan los dos primeros renglones del determinante, como se indica, después se
rocede a sustituir los términos en la férmula y se realizan las operaciones indicadas en la férmula,

i~

-1 (-)

(=)

det(B)= (i
3 (+)

(+)

Por consiguiente, el determinante es:

det B = (2)(3)(6)+ (=2)( 1)(0)+(-5)(-1)(4)~(-2)(-1)(6)-(2)(1)(4)-(-5)(3)(0)

= 36+0+420-12—-8-0 =36
En consecuencia, el detB =36

Propiedades

1. Sise intercambian dos renglones de una matriz A de orden n, el determinante de la matriz resultante es:
detd = —detA

2 Sisoncero todos los elementos de un renglén o columna de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
3. 5i2 renglones son iguales de una matriz A de orden n, entonces

detd =0
4. Si se tiene una matriz A de orden n, ya sea matriz triangular superior o inferior, entonces

detd = producto de los elementos de la diagonal principal
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5. Siunrengldn de una matriz se multiplica por un escalar A, entonces
detA = 4 detd
6. SiA y B son matrices de orden n, entonces
detAB =detA detB
EJEMPLOS *
i
-g. ; ; . 1 =3
E 1 ®¢-Verifica la propiedad 2 mA:[n CI:|'
T Solucién
Se observa que en uno de los renglones de la matriz todos son ceros, luego se procede a encontrar el determinante de
la matriz A
-,
detd = =(1)(0)-(0)(-3) =0-0=0
(+)

Finalmente, el detd =0, y se verifica la propiedad 2

1
2 ®o-Verifica la propicdad 4 si A = [z 4].

Solucién
Se observa que la matriz es triangular superior, entonces el producto de la diagonal principal es:
(5)(4)=20

Luego, se procede a hallar el determinante de la matriz A

-)
mm:}%E( 5)(4)-(0)(1) =20-0=20

)
Por tanto, detd = (5)(4) =20
Finalmente, se verifica la propiedad 4

132
3 ®e-Verificaqueeldetd=0siA=(2 34 |
132
Solucién
(=)
3 =)
(=)
detd =

(+)
3 (+)
(+)

det A = (1)(3)(2)+(2)(3)(2) +1)(3)(4)-(2)(3)(2)-(1)(3)(4)-(V(3)(2)

=6+12+12-12-12-6=0

Por consiguiente,
detd =0
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EJERCICIO 164

Encuentra el determinante de las siguientes matrices:
3-18 -2 -5 -1
].A.:[i _;] 2B=[_12_$] BCZ[IUD _i] 4 E=|5 & 4 [ 0 [ e e
0 4 -3 1 0 -6

A Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente

Matriz inversa
Dada una matriz cuadrada P de orden n, si existe una matriz Q tal que:
PQ=0QP=1,
Entonces, se dice que la matriz Q es la matriz inversa de P y se denota P, de tal forma que:
PP'=P'P=1]
Donde:
I,: Matriz identidad de ordenn

Para que exista la inversa de la matriz P es necesario que la matriz sea cuadrada y el detP =0

Método de GaussJordan

Se utiliza la matriz aumentada, la cual se obtiene al unir la matriz cuadrada de orden n con la matriz identidad I ;
ma vez aumentada la matriz, por medio de operaciones elementales, se obtiene otra matriz.

10 .20 1
01 .. 0 0

I
i
I
I
I
', . . i}
I
I
I
I
v

Pu Pn = Py

0
Pa Pn o Py 1

0 0
00 i n 2 o Gy
pp] puZ el Pun ﬂ‘ 0 1 1 0 ﬂ ol 1 EQHI qNZ s QW

Si en el proceso algiin elemento de la diagonal principal es cero, enfonces la matriz no tiene inversa,

EJEMPLOS .
-3

% 1 ®+ObténR™ siR [2 l]
. , 81 =1 ’
&

Solucién
Se aumenta la matriz y se efectiian las operaciones indicadas:

2 1:10] H[l -alo 1] 3o 1]
B ol PR | W G ] EETE [ R i O e

=

fud

—
| —— |
—a|=

—

=]

=1 |
b =] | =
! ~3 | =
=1 | b3
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Por tanto, R ™' =

? @e-DeterminaB'siB=|2

Solucién

u:|1
R -E,—R,

2 -10

-1
0 3 =2

i~

Determina la matriz inversa de las siguientes matrices:

| R
oo
= E E A
| e |
— o
E AT i W A
o Mo
e e |
T L —_ o o on P
—1
—
.40_ VNSO 4 P~ o
—
1] Il I
<] = ~
[ o5 o
L) L]
TaT ®ofq
| o — |
1__31 — ] - R o |
.1_22.2]_.1 oo
L )
1] Il Il
S| <3| 3
- i g
| s |
r 1 r 1 e
<+ [=T I
oy
P T wn 1
L J L J L J
1] Il Il
= L LS
- ] P

EJERCICIO 165

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Inversa de una matriz para resolver sistemas de ecuaciones
Sea el sistema:

ay X+ ap X, e X, =0
ay X tapk, +tay X, =c,

a,.% +a,,%, +..+a,,x =c,

Si el sistema se expresa en forma matricial se obtiene:

dy G diy e Gy X o
Gy dp dn . Oy, X s
Gy dn  dm . gy Xl = |6
an] a’n? aw] e a’m xﬂ CF
Sea
4 @ G - Oy X [}
dy Gy dyy ey, X5 C,
A=|a, a, 4 . a, |, X= x|y C=|g
aﬂ] aﬂZ am! amn xl“ c'“
Entonces:
AX=C

Si existe A™, se multiplican por A™ a ambos miembros de la igualdad.
Se obtiene: A~ AX = A7'C, pero AA™ =1 entonces, IX=A"'C. - X=A4"C.

Esta tltima expresion resuelve el sistema de ecuaciones.

2% -3y = 7
2

w
= 1 @+ Resuclve el siguiente sistema: [x +dy = -2

i Solucién B ool g
Sﬂ(hﬁnanhsmahiccsﬁ,XyC,entoncc&:A:[ _] x:[x] C=[ ]

Luego, se obtiene la matriz inversa A

(2 31 n] [1 40 1]
[ = :
1 430 1], 2 3'1 0

i 2R~ Ry~ Ry
< Bk § 1 g} 2 3
1 ) — — 11 11
- STRET! - xR
0 Bl [0 diem =

.
ot
—
—
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A @
Por consiguiente, A™ = 111 121
IETRRT!
Finalmente, para hallar los valores de las incdgnitas se aplica la expresién: X =A™ C
Entonces:
4 3 4 3
1 |7 13lrd FIP=2}| g 2
Y _1o2 (=2 _1 ';.']4.3 _2] = y] |-t
11 11 11 11
Por tanto, las soluciones del sistema son:
x=2,y==1
x+y-2z=—4
2 ®9o-Resuelve el siguiente sistema: 2x—y—z=1
3x—2y +z=7
Solucién
1 1 =2 x| -4
Se definen las matrices A, X y C,entonces: A= |2 -1 -1 | X=|y|yC= 1
3 -2 1 £ 7
Se obtiene la matriz A™
B 1 -2|1 00 (1 1 -2| 1 00
2 -1 -1{0 1 0 ~ 10 -3 3(-2 10
3 =2 1|10 0 1] ,5:pm 0 -5 7(-3 0 1],
- -3R,+ Rioshy = Flaa
i 1 1
% - -0
11—2;':":l ll:l—lii"1
Nul_li_%u ’“ﬂl—ls—iﬂ
0 -5 7 o0 2
i -3 0 IEIﬂ;’ﬂ 1 35 1
] 33 e
L 2.4 & A
10 —13 31‘ 002 2 f
~ 10 1 =1|= == 0 "“DIDE—E—
0 ) 3 13 o 1 6 6 2
L 8 1 o
I 6 6 2laag | 6 6 2
1 11
2 2 2
5 5 7 1
Portanio, A '=|Z —-= =
6 6 2
e &
2
6 6 (confinta)
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{continuacidn)
Finalmente, para hallar los valores de las incognitas se aplica la expresion:
X=A"C
Entonces:
111 _(- ]+(_ ] el (1)
a1 (2 2 2l 1
X=\|y|= % —% % 1|= —(—4]+(——]{1}+—(?] -1
4 1 5 1 7 2
e 5
5 6 2 ReE R OO
Por tanto, las soluciones del sistema son; x =1, y=—1yz=2
EJERCICIO 166
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de la inversa de una matriz.
_ a=2b+c=12
1 [;‘:;;’ ':;2 4. {2a+b-c=3
¥ —b+3c=13
s 2x=y+3z=5
2. [;‘:::-;:;léu 5 {x+dy+z=12
Ix—-5y-2z=7
_ x+2y-z=1
3. [j“_;;i;l'“ 6 ddntyig=-2
x—y+d4z=-6

A Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DEL ANEXO A
CaAPiTULO 1

E)eraicio 140
1.8=2°
2. 16=x"

3.81=34
4, i =672
59 =(u§}"

6.343=7*
7.6 =(a:}%
8x-1=3
9,625 = w?
10.128 = (x- 1)

11,243 = (3
12, 256 = (2x - 1)}

EJercicio 141
l.x=5

6.a=343
T.x=81

Eleraicio 142
1.4log,7
2.-210g,3
3 §+%Icg' x
4. log5 +logx +2log ¥

5. 3log, x + 2log, y +logy 2

6.8+2In3+4Inx

?.3103(r+y:}+lcg{x—

8.log, 7-2log, x
7 7

2)

9.nx+2ny-3-4nz
10, logs 3 + 3 logs x + 6 logs (1-2¥) - logs2 —

»logsx-logss - 5%)

13.log; a=2
14, IQES 625=4

1
15. 10 ==
Bea 3

1
16.logy 1. =2

4
17. Iugé[g]_z
18.log, (x +3)=4
19. log, 256 = x
Zﬂ.Iugtl_z}8=3
2l.log_z=w

1
22, — =i
1083 g1
23.log, 125 ==3x
24, I';'pr ) Ml =2
15.x=13
2
16.a=-=
5
17. x=-6
1
18. y= ==
8.y 1

19.x=-3

ll.%log‘,.i-ﬂcgd x+2log, ¥
12_2hg(x+y}+glogz
1 1
13— Ao
3 slugx zlegy
3 1 2 1
14, = ~logh-= ——logd
2105‘:+2105 SIOE: 3105
1
15,2 log, (x + ¥) ~4log, (x - »)
lﬁ.llogx-%hg(x-&}-zlog[x+z}
1 1 1
1?.5Iogl:x+3:}+Elog(}--5:}-21cg(x+6}-zlug(y-2:}
2 x, 2 7
18_§-§+§1.n(x+1}+§ln(x-l}
4
19, In 2557 28,
el
LL
1]
E-O.Icgﬁz 29, log % f"‘
" -
=4
21.10g, §/¥*¥ 20, rnE:f—
2-x + 3
22, In 8™ M.’ (x f}
(x-2)
a 2
e =2)3 (x+1
23 logn* Ym? 2 Iug(x ) (xq )
(x+2
[a 14
24.log, 3-4* 33. 10g, /25
\
(x+1): (o= 1
1 x+1)3|x~1
25. log, —————— 3, log————
Y+ 1f (x +2) 105
101{"+r+l x+1‘!
26.10g 22 35.Iog—2( )
x x
2
2
gk 3. m[g”’—;’]
= T
Exracio 143
1x=1 9x=17x=7
2. x==20 10_x=§
3v.x=9,..1c=-E 11..&:=8,.J:=?22
4. x=17 12, x=-1
5.x=6,x=-6 13, x=0,x=-35
6.x=13 14 x=6
7.x=40 15.x=3
8 x=25 16.1‘212,1'=1
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17.x=5
18.x=6
19.x=7
20.x=4
Exracio 144

l.x=4

2. x= 3—@
log3
3.x=0

6.x=2
T.x=3
§.x=2
9.x=-1

10.x=3

_ 2log2 + 3log5
2log5s

12. x =-1.72683

11.x

7
13.x=—=
ix 3

l-l.x=2
3

...
il
%
1}
b

16. x=

17.x=

18.x=

b ltn il ks

Eercicio 145

1.pH =4.7212
2.pH =32218
3.1x1077
4.4.3010

5.09 segundos

6. 3 500 micrometros
7.59.46%

8.6.4321 afios

19, x=-
21, x=3,x=-1

3

M ox==Z

s
M x==1,x==-2

25 x=-1

26.x=2
= 1082
2log2-log3
28.x=0,x=2
_2logT7+logh
"7 2log7-logs
30.x=0

27. x

3L.y=Inll-In13
32.x=2,x=1
B.x=mP

M. x=0

35 x=n(1-Ve)

36, x=1n+5

9. 138.62 afios
10. 18321 habitantes
11. 3.5 horas
12, 29.15 afios
13. T=064.762°C
14, T'=9484°C
15. t=133.9 min

CaPITUIO 2

Exracio 146

-
[y

W
R
Bt 2o m
B ° .

o
| =

5

...
St e ClS g wim
|

b |t [T

6.-1,4,-9,16,-25

7.0,0,2,6, 12

gL 2 3 _4 5
2" 3" 4" 5" &

9.1,2,3,4,5

4 3
10.1,-—, -,
0 &
11. 2,5, 11, 23,47

gl i gt
2 2 2
521 4 710
& 3¢ 378 3
1
14.27,-9,3,-1,-
3

83
33

15.-1,-1,-2,-6,-24
16. - 2,4, 16, 256, 65536

1
17.4,2,1, -, —
NAPYI

18.3,1,-1,1,-1
Esxrcicio 147

1.48 8.21

2,165 9.1

3 L 10 M

" 140 T2

4. 126 11.¢=3

5.47-1 12.c=1

6.18 13.c=3

?.-E 14.:=2,-£

2 13

Esxrcicio 148

1.5ies T.az=23 13.a,==5 19.1=9
2.Noes 8_a"=§ 14, ayy = 454 20_1‘=--.1i
3.Sfes 9_3,5=% 15 a3 =-27 2l.a,=-28
4. Noes 10.a,y=55 16_3,7=% 22, 4 ==15
5 Sies ll_u,ﬁ=% 17.a,=7 23.8=10
6. Sies 12, a,=48 18.r=-2 24 a4=7
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17 1
25.!!.2—? 2‘.’.!‘=Z
%.n=10 2%.0,=-2
Eleracio 149

l.Sg=176 6-S|z=450
2.5=9 7.85u=0
5= 8.5 =40600
n(u+1}

4.5g=643 9.S=T
5-5u=-?3 10.S=.'(.'|+ 1)
Eleracio 150

1. 365 lugares

2. 518 ladrillos

3.51375

4 9 rollos

5. 18 filas

Eleracio 151

1 1 1
127, 34,40, 47, 53
27234402 ?532

1 1 1 1
2.65. 3.95, 11,125_ 14,155

Ly2 ool g2
3 3 3 3
i O G s s [ |
41=2= 3= 4= 5= =, T=
2 232 2 262 72
5-25-2,-15-1,-050

31,1

EJercicio 152
1. 8 afios
2, 9.8 de calificacidn
3. Promedio =9

TR o L Ll

29. a,=81-5

20m-7

30-3.|= ]

11, 8=n"
12.8=12
13.n=10

14.a,=-9

15.a,=2,a,= 100

5. 7 hileras y constan de 80, 76, 72, 68, 64, 60, 56 tejas

6. 8 hileras de 58, 62, 66, 70, 74, 78, 82 y 86 tejas

Eleracio 153

1. 8ies 7.a5==81
128

2.8 gy =
Stes T
3. Noes 9.a;=-80
4. Noes llil,raj-=i
128

1

N L

3.Noes T
1
. 5i 12.a3=—
6.5ies ag s

13-3“:%

14, gg=m™
15. ay=n"*

u?
n+l

17, ayy= 20516

18. ag=ayr'®

19.a,=2

20.a;=4

2.r=-—

s ta =

2. r=

Eseraco 154

1.9,2,1,-1
2 4

931,-1

2. 4096 células
3.35.7
4. 6 células

Esercicio 155
= 0
1. 5= =

2059
2.85=22
3. 5,=-855
989527
4 50 ="2187
32767
8

6. 5,5 = 524286

5 J\!ll.|5 =

7. 5= 1092 + 3643

8. 5 =31-312
i —n

n=1

9. 8=

10. 8 = 511-2*"2

Exraicio 156
1. 5461 tridngulos
2, 127 personas
3.65761.7 ton.

4, 34316.76 partos

Selucién a les ejercicios

23.n=5 2'?.34=L"
m
E:—i
4. n=8 23.ﬂ||=2‘
25.n=9
=k
26. a, =
5. 30388 bacterias
6. a,=25000(1.05)*
7.$339814.7
8. 67392 behés

9.4 cm®

=1

2" -1
12, §,= ——
% e
13 =8

1
14 r==
=3

15, =27
1
16. a,= —
"
17.qy==2
3
18. r==
8. r 2

19.n=7

5. 1.01 % per afio, 110.4 millones

Esraicio 157

b
1~
(]
]
s

[l P2

ot G

o i
w3 w|y e wIe

ool
ta
I

5



ANEXO A

Errcicio 158
1.1,2,4,8,16
2434

39
3.-6,-12,-24, - 48
4.6,24,96, 384, 1536

5.6,643 ,18

28 32128

"3'9'27" 81
7.-64,-32,-16,-8,-4,-2
) o) oo

3 9 27
9.‘1',2,;4
a

Eercicio 159
1.$259374
2.$64390.28

3.$49783.2
4,$43346.6
5.$133244
6.518824.8
7.$12922
8.$87232
9.$8682.5
10. $188 542

Bxeraicio 160
1.$55700.19
2.$3652.26
3.25%

4.8%

Errcicio 161
l.a=2b=-1
2. x==2,y=4,2=0

Exrcicio 162

-6 2 0
1.4+ 8= A-B=

0 4

=31
-1.4-33_[ 0 2],2A-0}3'=[

10.1,42,2, 22
11. 36

12, -442

13. 545

14,12

15. Y36

16. 832

11. $17483

i { 2.5% trimestral
1096 anual

13, 1486%

14. T

15, 11.1 afics

16. 9955 habitantes

17. 3 afios

18, $655446.5

19. 3%

20. $12244 5

5. $156738 .56
6. 20%
7. 10 afios de vida ftil

lg=2r=1t=1,
4. x=T7,y=1,2=-2

| et
i

2.4+B=[-4 7 4],4-8=[8 -7 -2],4-4=[0 0 0]

44-38=[26 -21 -5],24-08=[4 0 2]

-2 =2
3 A+B=| 3 -6|,4-8B=|-1
3 4
0 43

6 -12

0o
6|, A=-4=|0 0
-10 00
4 -14

44-3B=(-2 18 |,24-0B={2 0

5 =33

4 6

464

swnal® < 3] yoplt 3 -8] 00
1 -4 8 7 -8 -6
5 6 -16 4 -6 -2
44-38= 24— =
3 [25 -30 -1?]' 1 {s -12 z]
(316 1 741
5 3 8 5 3 8
1 1
5. A+B=| = -2 10|, 4-B=|-- 8 -6
3 3
3, 3 v 3 3
| 3 2 3 5
23 1
000 3 P 3
A-A=|0 0 0|, 44-38=| -1 27 -16
000 8 9
% -3 3
4 1
Z 0 =
: 3
24-0B=|0 6 4
2
4 = 0
5
6{ ﬂ=7_b=2\,;=2,d’=5_v=—3_1ﬂ=4
?.{n:—&,w=—10.x=3.}'=6
B {v=dw=-2x=3y=T,2=2
Exercicio 163
1.A.B'=[-2],BA=[ 5 7]
-5 =7
2. 4B=[5 -5]
e
3. Bd=| -5 0
.-6 l-
‘LAB: -? -T -4]
-5 -5 -8
5. AB= -8 -8 ,HA:[-4 -2]
| <F =4 | -8 -8
6odgal 12 =T m:[l 3]
-5 2 3 13
o o 4 2 0
T.45= "l Bd=ll -1 -3 A(BC}=[
= 7 5 3
11 3 15
B.AB=| 4 2| A(B-2c)=| 4 0| 4(BC)=|8 -2
(20 na
Esercicio 164
1. detd =22
2 detB=8
3. detC=-50
4 detD =43
5. detE =122



Selucién a les ejercicios

Esxracio 166

BE)Ercicio 165

i -

=]

— Lo
=1 - | o~
nn nmmn
L= L T
[RE—— [R——1

o R

-~ -
wo | I e
] 1
® = E =
[E—— —

— e
R S |
Rl T A |
[ I I |
T -
T =32
R —
-
L %o L=
1 I ]
o = o
=]
R e _ e 'S S
S N P -
ey ey .|3_ ey Ju k-3 ._ 11 L}
P L
- o O o P, Y -2 1 D e
L - ! l_ﬂ M b I i I
oo = e i 1
e o
oo i I i gt eSS = Do =0 - ~im
— — [ Bl B = ®|S en w|n — ale
|= — | e el 1 e = e I i i
bl B i I = e e I !

I — I I [ - = (-3
—— —_—— - T LR T z_llmﬂ..&_l l_ma.c_s.aa._s. 4—61“6w_61_3
o= - e e = I e 1 i i I
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I = e
S Gl e —o —i~ 1% i in] WS s o =0 e e Dle ~i1e Bleglm
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= = L 8 kg Iy 1<) o ~
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Operaciones con nlimeros enteros:

L.

10,

11,

12,

13,

14,

15,

16,

Descompén en factores primos los siguientes nlimeros:

33,
34,
35,
36,
37.
38,
39,

Determina el MCD de los siguientes niimeros:

47.
48,
49,

Determina el mcmde los siguientes niimeros:

6-4
-8+6

3+7

-5-7

-2-5+6+4
~3-6-8+5+4+7
8+6+3-5-9-2
4+5-1+2-7-3
-2+6-8-12+10-3-7

1-5+49-3+16-8+13
3(-2)

(-5 (-4

-6(5)

(A(3)(5)

A4 -3)

3—(-4)

6
8
20
50
72
120
225

24,36 y 42
20,35 y 70
32,28y72

52, 3,10,12
53, 8,9,12y 18
54, 2,3,6y12

28,

29,

30.

31,

32,

50,
51,

35.
56,

-12
3
15
s
28
-4

—(-3)#(5)-2(-1)+ -4)+7
(-2)+(+5)
-4-(6+8-2)
7-(543)—(-1-9+4)+ -8)
5—(—4-3)-(7+2-1)
6-2(1-3-4)+(5-2+7)
13+15
7

el

10

30+6
9+3
14-2

2+4
8+5+7
6-3-7
25-7)+20
543
(4-3+32+4-1)
5(4)-6(3)

. 325

576
980
1000
1120
1800

18,24, 72y 144
12,28, 44 y 120

8,12, 16y 24
4,6,15y18



Ejercicios preliminares

uy
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Lot ] o0
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wle BHE aies ., 2le ey ol —t E T x X
i 5 | g —m 1 1_1 St~ wise wls  elen o S 2le ~le ~|& w2 mle wie L
o — | I I — |t x % x * o | % % bs bs + +
gl K L = & <« g = e Fim —e o i AT Sl =l e —m wmlt wibe T8
= 2 2 = =] bt p: S 2 2 > 2 2 = = =} a2 3 S - 5 &
“
o
.m
]
o
n
§
g
Wi
“ | <+
— o
§ o= |
£l o o o | <
2 = e S ~|8 oo
-~ | + s + | | —la —lm +3 1_% !
) + + w|o e o e~ I 11.;8 Sl 1...._..4 v * + w + wy
< Tl whn el ol i + _ _ i _ 1 i ey —leo i alen Clen =@ = e =9
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B e win o= ot WD TaT Slm Se Tg Ml O ot e e =g 3 - —~lon —@ o\l ®n
o
= od =3 1 — i ] ] 3 = od =] 5 o o - w =1 ~
& in i A g o e b 3 8 ] B b 2 = - = = = - = =
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ANEXO B

19 4
| s 101,
ol 3
1.1
100, —+2= 102,
6 4

Efectda las sigulentes operaciones:
103,62 115,

104,4% 116,

105. (-2)" 17.

D T T R A o |

106, (-3)° 118,

107. 5% 119,

4
‘108, [—3] 120
: 2
: 3\
o gl
. 110,44 122
* 1L V25 123,
. 112, 81 124,
* 113, 64 125.
to114 ¥
; Racionaliza las siguientes expresiones:
. 1
AT~ 133,
. V3
s gL 134
: N '
. 2
. ) 135.
: V2
T 136,
¢ J6
- 130, 5 137.
- 5
: 3
P 138,
: 2.3
T 139
- 2 3_\"5 =

470
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Ejercicios preliminares

140, 1-43 142, V3-\2
1+3 Vi+2

4 -2 i 254342
1-42 2J5-2

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:
144, Un niimero aumentado en 6,

145, El triple de un mimero

146, El doble de un niimero disminuido en 5.

147, El producto de dos niimeros,

148, Un niimere excedido en 8,

149, Las tres cuartas partes de un aimera,

150. La diferencia de dos cantidades.

151, El cociente de dos niimeros,

152, Dos niimeros cuya suma es 45,

153, El cpadrado de una cantidad,

154, La diferencia de los cnadrados de dos niimeros.

155, El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.

156. La mitad de la suma de dos niimeros.

157. Las dos terceras partes de la diferencia de dos niimeros,

158, La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades,

159. Dos niimeros enteros consecutivos.

160, Dos niimeros enteros pares consecutivos,

161, El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale a 18,
162, Las dos terceras partes de un nimero disminuidas en 4 equivalen a 6,

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si x=3,y=~2,7=1, w=-4

163, 4x-2 174, 1=-3(x-y) +2{3w-2z)
164, 6y + & 175, x* + 3xz - w?
2
165. 4z - 3w 15 X%
y—w
166. 3x - 2y i Ealyl
¥y w 6
167. y+3z 178, (x+3) —(3z+w)
x] y: 4 W
168, 2x+ 3y -z 179, ?+T+z T
169, 4x + y + 2w 180, +/x*+w’
170, 5x =3y + 2w 181, y* —w'
171, 2x -y) 182, 292
w
172, 5x-3(2z - w) 183, 3“‘—”’]'23
o

173, dx-y) = 3z -w)

471



ANEXO B
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Reduce las siguientes expresiones:
184, 4x - Tx + 2x

185. Oy + 3y -y

186, Sab® + Tab® - 16ab?

187, dotyz® - dyz? + 7 xdy2

188, Sx -3y +2z- Tx+8y- 5z
189, 14g-8b+9a+ 26 -ba+b
190, 7m? - 10m? + 8m? — m*

191, 4x? —5xp+3y° —3x" +dxy+3y°

192. 34" +5b" +8" +4a" -3b" ~ T’
Realiza las siguientes operaciones con polinomioes:
201, (5x=Ty=2z)+(x —y+7z)

( 2+2,xy—5yz)+(—2x2+3xy—yz)
203, (#* +2x-1)+(3x* ~2x+3)
o

x —3x—4)+ x+2x +3)

=

L% 3x3+2x2—5x+6)+(—h’—12+?x+1)

(
: (12+ﬁ¥y+4y2]+(5x2—3xy—4f)
(

g8 R

. .x!+xzy+5,xyE—2f]+(—3x2y—ﬁxyz+8y3]
3, 5 L.y 2.4

—-x +-x-3 ——x+=

g* g )[2‘ 3" 2)

1 4 2 1 5 13 5, 3
| ——x+= |4 =2 x—=
g* ) [x 2% S) [ 3* g tx 4)

7 "277 3
{Zx—ﬂy—jz)—(x—ﬁy—ilz)
212, (6 +x-5)~(3x" —x-5)

(

213, (4x =5 +6x+7) (21 ~6x” +4x +4)
2

214, [;’-‘”—+3-1] ["’3 "+3i-5]
3% ER AR

3 35 1 3 3. 5, 1 1
X ==X +—x+—)—(zx " +Ex+ﬁ)

472

193, @b +2bc” +3ab” - 2bc” —dab’
194, 5x°y 425" =3y +4x” - 257y -2
195, =m2+ Tn3 = 9m? - 1303 + Sm2 -

196, 8a2 - 15ab + 126% + 2a° + 6ab ~ 1462 + 5a® + 8ab + 176%

1 34 3 34 34
197, = aite s
9 4abc 4abc ab ¢

2 5
198, —x——=y—-z—

L LT )
376 AT

VR i ]

5 7

199, —-=a%b— ab+ a’b+5ab” —6a’b——ab”
el At 3

216, Iy~ Sxy)

27, (62N -3 x2)
218, (a'c’)(4a'sc’)

219, (355 )(-2x')
220, ~6ny"(4x")

21, (24%%)( -5
. (5n)- )
23, (ua"a’c’][—%a’a’c)

1 5.3 Y2 4 341 3 4
4. | = = = =
[sabc] 3abc )[2ac)[2ab)

% '—-x +1)+[lx2+§x—§)+{gx'+3x!—2x2—%x—5) 215, (%azb]c)(—gascz)

226. (3m*n)5m>- 9mn)
227, (4a®b)(-3ab>+ 2a°b")

228, (24'5)(5a* ~Tab+36?)

29, (- a)XTa* - a*+Ta-35)

230, 3a'b*(a’ +4a’b—ab’ 50’



B % R 8 & B B B B B 5 B 4 B B B B B B B S E E B B R B FE B R R R EFEEEE S E R R R R R E R R R R EE R B F R AR R E R R R E R R EA R E R B R R R R R RS E R RS R E R E R

231, (4xy)(5x° ~6% - 7x)

232, (- 5a’b)(a® - 3ab + 957)

233, (4y)(6xy* - T + dxy)

234, (3x-5)x+7)

235, {a+6)a-9)

236, (~2x+T)(4 -3x)

237, (1 = 6x - 8)(3x% - 8x + 1)

238, (15 - 4xy + )2y - dxy? + 4y)

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

247, (x +3)
248, (a-4)?
249, (y - 6)2

250, (x +5)?

251, (2m - 50

252, (3x-1)2

253, (3x+4)?

239, ——

241,

2 3
242, —gx!y+—§x2y

3x” +6x
2x
9a’b—6a
gaz
X =2x" +5x
X

243,

246, [% a'b' - %a’b’ —4a’b‘] +3a'b

254, (3 -2x)2
255, (Sx +4y°P
256, (% —x%y)

:
257. (1+§)
258 LY
(-3)

R

259, [5—#]

[ 3

2
260 z_b_]
a 3

Obtén el resultado del producto de binomios conjugades:

261, (x+5)(x=5)
262, (m =3)(m +3)
263, (x +6)(x—6)
264, (y-1)(y+ 1)

265. (7 =x)7+x)

266, (5 + 4x)(5 — 4x)

267, (3x + 5y)(3x - 5y)

268, (a-4b)a +4b)
269, (3xy - 22)(3xy + 22)
270. (m - Sn)(m + 5n)
271. (3p + 59)(3p - 5q)

5 2Ys5 2
Oy o |
4 [3" 5”)[3x 5”]

Ejercicios preliminares
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Desarrolla los siguientes cubos de binomios:
275, (x+ 1)
276. (y-2)°
277, (x+3)

278, (a—4)°

279, (5%

280, (3x-2)}

281, (x + 290
282, (4x - 3y)}
283, (1 = Sy

1 3
284, (Ex +y)

i

25, |[2-2
B-4)
3

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comiin:

287, 4x-12

288, 3x+ 15

289, 24x* - 36x
290, Sxy - 16y
291, 3x* -6
292, 3 + 32

293, m’ + m* - ot
Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
301 -1

302. -9

303, x*- 16

304, 4x2-25
305, 25 - x*
306, 162 -9

307, 81 -4y2

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

315, 0+ +1

316, 2 - dy + 4
317. a*+6a+9
318, 1%~ 10x + 25
319. @ - 2ab + b*

320, y* + 12y + 36

321 m? + 2mn? + nt
322 162+ 8x+ 1

204, 8x% - 2402 + 16x

295, 156 + 25¢° - 354*

296, 6a’b - 3ab

297, 12¢% - 1807

298, dx%y® - Bx'y* + Sxly’

299, 184°b - 9a’b? - 6a%6* + 12ab*
300, 338724 + 66ty z? - 2242

308, 100 - 22
309, 25p - 81n?
310, 9xt -yt

311, —
ag, L. 2o
313, y2 - 25

314,

3
6. J‘T+4u+1ﬁ

S
2=, =
9 n n

1

08 Poxt —

x x+4

329, 144x? + 120xy + 25¢°



Factoriza los trinomios de la forma x? + bx+ ¢
330, X+ 3x 42

331 "= 5x+6

332. 2%+ 9x + 20

333, x2 - 1dx +24

334, m2+Tm+ 12

335, a2 -9x+ 18

336, a*+da-12

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢
344, 3 - 14x+ 8

345, 6a* + Ta+2

346, 4x* - 13x+ 3

347, S5x* - Tx +2

348, 25" - 5x - 12

349, 6m*+ 11m +3

Factoriza los siguientes trinomios ax” + bx + ¢
356, 2+ 1

357.5° -8

358, x* - 64

350, 3% +27
360, 64 - 27x°

361, x5 + 8y
Simplifica las siguientes expresiones

3x
e

4x y*

368,

369,

x(x—5)

370. 5xt

x(3—x)
3—=x

3.

. (x—2)(x+1)
x—2
x—1
"(1-x)x

373

475

337,32 4+y-20

338. n* - 2n - 63
339, 2-18-7z

340, x2 - & - 48
341, P +x-132
342, a*-2a-35
343, Y +2y ~ 168

350, 662 + 5b - 25
351, 27 -3x-2
352, 52— 12y + 4
353, 4¢ - 5x -6
354, 7y* + 16y - 15
355, 2002 -x - 1

362, 12553 -y
363, 8%+ 27y*
364, 1 - x%°

365, = +—
366, =+

1 8
367. w3
7 PR

X (3x+2)

Ak x(3x+2)

X442

% x+1

x*+6x+9
376. g
x—2x

M F =g

ox* —4
" ext—x—2

8x*—1

379, —
4x* —dx+1

Ejercicios preliminares
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Realiza las sigulentes operaciones con fracciones algebraicas:

380,

381,

382,

383,

384,

385,

387,

388,

389,

391,

303,

304,

305,

1 1

x x+h

1

L .
xta x—a-+th

1

ol il
a b

a

+

x—h x+h
e 8
y—2 y+2
e , _a
atl l1—a
x x+h

x+h+1
xt+h—1

b
+
-
o |-

SRR

o

=k w=n
-
I
=

X

+x+1

x—1

x+h

x+1 x+h+1

a

T+h+l x+th-1

x+h+1

x+th—1

a

x+1

x—1

396,

397.

398,

399,

401,

405,

410,

1
S =1
x+i]&l )
1
= (x2+x)
x
x—1 x
x -1
1 . 1
x—h x+h
1 ;E
x—h x
&.a
x 2
1,1
x—h 2§
1 ;1
P4x x
x—Z;xz—4
x+1 2 -1
1,1
2-1 x+1
X 12

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

411,
412,
413,
414,

415,

Jx
J3x
NP
¢x)°
$2a

416.
417,
418,
419,

420,

{f5x° y*
J;IE
Yot
fax—3

I5x+ 3y




Expresa como radical las siguientes expresiones:

426

427

428

2—x
2 [J.'+y]

Ejercicios preliminares

" {x+8)E

. (3x+1f

Wi

. (2a—35b)

e

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

430,

431
432

433,

oy
(4
. (yhy?

13

434, (2xy)2

435,

436,
437,

438,

439,

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

449,

450,
451,

452,

453,

454,

455,

456,

457.

458,

459,

L x+6=4
y=2=0
3x=15

4x-5=3

2x+5="6x
6x=-2=2x-12
4+9x-1lx=6x+8
8x=-3+5x
9-10x="Tx + 8
3x-5)+3=10

542(4x-1)=0

477

440,
441,
442,

460
461
462

463,

465,

467, -=

468,

470,

Jx*
i

L 6(1-x)-2(x-2)=10
L 3(9+4x)-9=18
3(4x+9)=6+5(2-x)




ANEXO B

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

471, X +4x+3=0

472, X -5x+6=0

473, 2+ Tx+12=0
ldx+24=0
475, 2 +9x+20=0

474, x* -

476, -y -56=0

477, 2 +4x-12=0
478, x*—0x+18=0

Resuelve los sigulentes sistemas:

487,

488,

489,

i

xt+y=4
x—y=2

478

479, - 2x-63=0
480, 2+ y-20=0
481, a®+ 2a=48
482, 5x2-7x+2=0
483, 2% - 5x-12=0
484, 73+ 16x= 15
485, 602+ Tr=-2
486,208 - x-1=0

2x—y+3z=1
—3y—2z=16
3x+2y+5z=—7

497,

S5x+y—2z=—6
3x+dy+2z=13
2x—y—3z=—-11

|
|
r K+ 2y +z=—18
!

498,

499, 3y—d4z=—3

dx+2y+3z=—6
2x+3y—4z=0

6x—6y+z=3
6x+12y—6z=—1

1+22——i
3y—z=35

x+2y=1
3y—2z=1

dx+3z=6

503,
504,

{y +Zy —x=0
I

x+y—1=0
505, {1 3y =0



Ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitigoras para determinar el valor de “x” en los sigulentes tridngulos rectangulos:

506. 509,
15
x=7
3 12
x=7
=
4
507. 510,
7
13
x=7 x=7
24
5
508. 511,
= 8
6 x=7? /6\‘=?
8 12

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los dngulos agudos de los siguientes tridngulos
recténgulos:

512, 513.
A A
5 \
3 12
] L1
5 B

479




ANEXC B

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas:
514, Pasa por el punto (2, 3) v su pendiente es 4,

515, Pasa por el origen y su pendiente es =3,

516, Pasa por el punto (=1, 2) v su pendiente es la unidad.
517, Pasa por el punto G,—z) v su pendiente es 2.

518, Pasa por el punto (6, 5) y es paralela al eje x.

519, Pasa por el punto [2,4) y es paralela al eje y.

520, Pasa por los puntos (2, -3) v (5, 1).

521, Pasa por los puntos (-2, -1) y (1,2).

522, Pasa por los puntos (0, ~2) y (3, 5).
13 301
523, Pasa por los puntos (E’I) y [_ E’_I)'

524, Pasa por los puntos ([},—é) y (Z'E)'
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SOLUCIONES A EIERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con niimeros enteros: 4 1

2 5
8, ~— =——==32 e
L2 12, 20 2 3 23 e
0 13, -30 24, 4 9
310 14, 60 25, 28 Breg P |
4 -12 15, 24 26, 4 & i )
53 16, 7 27, 2 86, 5
6 -1 17. 4 28,3 9. 3zl
71 18, -3 29,2 o 1 2 2
&0 19, 2 30, -3 2 5
9 16 20, 13 31,2 7 2
10, 23 21, 3 32.8 gg, 1
i 9
1L -6 22, -16 5 g_=l_53:
Descompén en factores primos los siguientes nimeros: g9, W7 _537
3, 2x3 38, P x3xS 4, Px5xT 0 0 9. 2
M2 39, ¥ x5t 44, x5 9 19 5
35, 22 x5 40, 22 x 5% 23 45, BxS5x7 90, -{0=150' 100, =
36, 2x 52 41, 2x13 46, PxP x5? 2
3 2 & 2
37, P x¥ 42, M x ¥ o1, %3% i
Determina el MCD de los sigulentes nimeros: 18
47, 2x3=6 49, =4 51, =4 9, 3
= 102, 2=1=
48, 3 50, 2x3=6 54 ¢ 1
Determina el mcm de los siguientes nimeros: 93, 11—3
52, 2 x3Ix5=60 54, 2x3=12 56, 2x3? x5=180
53, BxP=72 55, 24x3=48
* % Efectda las sigulentes operaciones:
Efectia las siguientes operaciones con fracciones: 103, 36 111 5 121. 4
57, 5 104, 64 112, 9
¢ 27 1 : 1
—_ Wi 2t mie 105, 16 13 8 122, =
58, Hoa2 12 4 4 106, — 27 3
5 5 114, 2
4 72 212 e 115, 3 123, 8
59, : 3 3 108, 81 116, 2 ¥
3 11,5 lé 117, 2 124 6
a0 6 6 100, 81 118, 3 7
1 4 74, 1 16 119, 3 og
110, 2 120, 5 1
61, B3l g B 4
[TRRST! 0 15
Racionaliza las siguientes expresiones:
62, E=9E 76, £=2=31 i
3 3 24 8 8 \.' \E =
8 3 126, = 132, — 139, 9+347
6, 2=12 7429 & o
5 5 7. E=14_5 : 140, 3-2
o |'3
64, 1 B 133, X2 s
5 3 s 15l - - 13 141, -1-242
65, Sm= 8 8 - _
42 5 128, 2 134, 5 142, 5-2v8
9 1 79, —=7— 25 =
%575 e 26 5 14, 134410
129. — 135, 7 ’ 9
67, -1 g0, 19 _g13 3
. 21 21 . 136, 51
68, E=§=1— 32 8 130 65 ;
4 2 2 81, et T s (a7 N3+l
2
10 5 2 =
69, —===1- 1 J3
6 3 3 5 7 = 138, 31
) |- e |
A H gy B, 1
8§ 8 12 12
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CACULO DFERENCIAL

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223, -8a%Hc 226, 15m%n —2Tm'n?

144, x+ 6 152, 5,45 -5 158. Jx+y 224, L gmgs 227, -124°0 + 8470

145, 3x 153, 2 159 i 10

146, 2¢— 5 184, &= PR ; 228, 10a*h ~142°" +64%5*
o == —_—

147, xy 160, 2x, 2%+ 2 225, 4‘:5’:’ BB T gl 58

148, x + 8 155, ("'J"}z 161, 5x+3=18
W 230, -34"5 ~1245° + 3% +154'8°
149, = 156, X2 162, %x_4=6 . \ 25, ' -3a-54
150, x—y 2 81, 20x'y-24x"y- 284"y
2 236, 62" —29x+28
151, ﬁ 157. G- 232, -5a'b+15a°H — 454 ¥

233, 24x°y* = 28¢7 " +162° )7 237, 3x* =26 +25x° +58x-8
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si

xm3,ym=2,7m1, wa=4 234, 3% +16x-135
163, 10 171, 10 178, 0 " .
T {74 195 24 238, Mx'y-36x"y" +465° 17 = 2047 1 +4n°
165. 16 173, 5 180, 5 239, W 243, 3443
166, 13 174, 40 181, 4 240, _ 6x 2
167. 1 175. 2 182, 3 3 4, 2po3s
168, -1 176, 5 13 241, Edzc 2
169, 2 iy, 15 e 245, 2 -24+5
170, 13 T 2
12 242, 31.' 246, %d’b’ _%54_553
Reduce las siguientes expresiones:
184, - 195, _Sod— 78 Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
185, 11y 196, 1547 — ab+ 1567 247, x* +6x+9 255, 254" +40n” +16y°
186, —dab® 3
197, == 248, o* -8a+16 § _ §
187, Sxd? 97. =S @e 256, 81x° ~18x°y +x*y?
188, 2x+S5y-3z 249, ¥ - 12y + 36 ! 4
189, 17a-Sb 108, Ly-1, 4, S oA
190, 42 PRt A 250, 2%+ 10x + 25 v s
1, ¥ L 258, ' ——y+—
252, 92 -6ix+1 2
193. 0 B g 259, T _ 37 +9y*
194, 3% + dpy? 3y} 200, —-s-—v-g--+y2 253, 9% +24x+16 4
| 4
254, 9-12x+4x" 260, iz-iﬂ’—
Realiza las siguientes operaciones con pelinomios: L
2 21
201, 6x-8y +3s % Wk Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
202, ¥ +5xp-6 213, 2% +x7 +2x+3 -
-6y o 1 B 28 269, 922y -4
203, 4x* +2 L Y =z
x+ 214, i sx +x 3 262, -9 270, it —25n
204, ¥ +x7—x-1 263, 3% - 36
gig, Ly lp 1,5 271, 9p" -25¢°
205, & +4" +2x+7 4 8 24 14 264, -1 . i
a2, Dt
206, 65" +3xy 216, -15x%) 265, 49 -2 (R
207, ¥ -24%y—x" +65° 217, -18+"5°2 266, 25 - 16,2 g, M
T4 9
208, 32 41y3 28, 465" 267, 9x% - 2557
4 e 2 PN B
219, 64"y 268, & —165* C a8y
a9, Lyply L, 9 % 4
6 6 2 & 220, -244°y*

1, 1, 13, 13 19 Sy
210, —x* =% == +—x-— 271, _1045&
ThderL A L o 5

211 x=2y-=z 292, _%xzyzz.t
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Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

275, A+ + 35+ 1 282, 642° — 14457 + 108xy" — 2747
276, y -6y + 12y - 8 283, 1- 15ay + 75577 - 1252%°
277, A+ 92 4+ x4 27 w13y dgray
278, ¢® - 124 + 48a — 64 B 2

279, 125 - Tax+ 1522 - 4 285, x_i_f_:_.+13._2+£

27 6 4 8

280, 27x° - 5427 + 6z - 8
1.9 27 27

281, 40— 6%y + 12y 8y SR o e i
Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor
comiin:

27, 4(x-3) 294, Bx(x*-3x+2)

28, 3(x+3) 295, 5a%(3 + 5a - 7a)

289, 12x(2x - 3) 296, 3ab(2a-1)

20, 8y(x—2) 297, Gxy(2x - 3y)

21, 3x(x-2) 298, 4 - Bay + S5y

292, yy+1) 299, 3ab(6a’ - 3a% — 2al? + 45%)

293, mNm® + ot — 1) 300, 11452038 + 62 -2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

WL (x - Dix+1) 310, (357 -y + )
3Ny +3
202, (y -3}y +3) i [Lx_ini”Ey)
03, (x—4Mx+4) 4 T AT
M, (2x - S)2x+5) 312, mz-Eervl—z‘I-}w)
27 5 A2 5

305, (5-2X3 +x) [

306, (4x - 3)dx+3) 313, (y-%z’)()wgz})
7, (9-2yX9 +2y)

308, (10— xX10 +x)

309, (Sm®— 9N Sm? + 9n)

Factoriza los sigulentes trinomios cuadrados perfectos:

315, (x+ 17 1 2
i 324, [HE)
317, (a+ 37 s [ _1)2
318, (x-5¢ g 5
319, (a-bP 326. G*“)

32.0.(:.%6}2 207 [M 3)2
!

21, (m+a?P L
2

02, (4x+ 17 328, ( -%)

323, (3y-4¢ 329, (12x+ 5y)

Soluciones a efercicios preliminares

Factoriza los trinomies de la forma x? + bx + ¢
330, (x+2)x+ 1) BT, (y+ 5Ky - 4)
331, (x-3x-2)

332 (x+ 5Kz +4)

338, (n-9Hn+T)
339, (z-9Hz+2)
333, (x- 12)x-2) MO, (x - 12)}x+4)
334, (m+4Hm + 3) ML (x+ 120x - 11)
335, (x-6Hx-3)

336, (a+ 60a—2)

M2 (a-THa +3)
M3, (y+ 14Ny — 12)

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢

344, (x-43x-2) 350, (2b + 5)3b - 5)

345, (3a+2)2a+1) 3§51, (x - 22+ 1)
36, (-3 - 1) 82 (- N5y-2)
347, (x-1¥5x-2) 353, (x - 2)4x+3)
8, (x4 2x+ D) 354, (y+ 3Ty -5)

349, 2m+ 33m+ 1) 355, (dx - I}Sx+ 1)

Factoriza las sigulentes sumas y diferencias de cubos:
356, (x+ 1) -x+ 1) 363, (267 4+ 3y7)(4r - 6xy? + )
357, (y -2 + 2y + 4) 364, (1 -a% W1 + 2% +2%5)

358, (v— )02 + dx + 16) i [f+i)[ﬁ_i+i)
L2 sMha 10 25

359, (34 3P = 3y + 9)
360, (4 — 2H16 + 12+ 927 366, [54.1) ﬁ-i+£
S S a2 le 3 2

381, 2 - 4
G me s g [1_BY1 5. 4
362, (3x - yH25x" + Sxy + ¥7) N INFE » &

Simplifica las siguientes expresiones:

3 375, x+2
368, —
+3
2% 376. 5—3
T
)
a7 ;4
-5 x=
370, 1—5—
142
3. = e
371":' 55 4 +2x +1
a7, = i
x
374, x
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CACULO DFERENCIAL

Realiza las sigulentes operaciones con fracciones algebraicas:  Expresa como radical las siguientes expresiones:

2
30, 2tk o 2% an, ¢ =(¥x) 426, Jx+8
x4k (x+h—Dix—1)
. - - . 422, ‘tl'; 427, 83, 4
O ————— ey
+ —a+h 2+ xh ]
(x+alx—a+hk) oy Yor 428, {If(zn_sb)1=(€;2ﬂ—5b]

a+b 1
382 — W, w3 d ii 3 —\3
ab X i 424, il(“x’)") =(3|'4x3)'5] 429‘ 3 Z%I) =[5 E]
2ax x+l rry oy
383, —— o, —— [2
x —k x=1 425, #"3‘
x
T - 9, =
A4 e Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y
2a 400, x-1 radicales para simplificar las sigulentes expresiones:
385,
1-d' 401, x+1 430, 52 49, 3"
s 23 =2y b a0 X 431, 64s8 440, xx
x+1
G=DG—h-1) 432, 25,7 a1, AP
25% +2zh—2 Ft+h 1
e 403, —— 433, —
= x=h e 442, axJax
x 1 1 443, fax =92 3x
age, = 04, — A4, ——g ==y B
W=7 x=k Qo) 4x'y
444, 4x2x
b ¥ 324%
405, — 435, 3, 2
T z 243" 445, 222y
55 406, x+h 436, 2 446, 5x\/5x
1 —
a4 +ab 407, Y 437, 4 M7, (24 1) " 41
291 o 438, 2 £ 4
T - x=1 Rl M8, (x+a)yxta
x+2
302, ""1‘_*;2 . Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
4 409. x=1 449, 3= -2 460, x=0
_&
3 B e = =
W AT, 4y, 218 0.y woLx Ou
i * 451, x=5 462, x=— E
—id
B e
o (x+h+Dix+h=1) 452, x=2 5
5 463, x= 5—
453, x= =
Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes 4 464, No existe solucién
radicales: .- 22
454, x=-= 465‘5_?
1 1
411, #? 416, (5xy*) 1
I , 455.1=—£ 466, x= %
412, (ax)? a7, (x+2) 456, x=-1
p ' 467, x=—
413, 5? 418, (a+b)* AST e
25
3 2 468, x= i1}
— 35 29
414, (5x9 419, 2x-3) ASE, =
1 1 3 469, x=-16
415, (2a) 420, (5x+3) 3
459.1=—E 470, x= %

484



Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

471, x=-3, x=-1 481, a=-8,a=6

472, x=3,x=2 482, r= L a=

47 =4, x=-3

475, 2= -5,x=4

476, y=B,y=-7
477, x=-6,x=2 2
485, X=—— ,X=—
478, x=6,x=3 3
479, x=9,x=-T7 486, 1= _IM.:_
4
480, y=-5,y=4

Resuelve los siguientes sistemas:

487 L
Z =1 498,
=3
43&{’
y=-1
499,
=1
4. 1y =y
x=1
490, =_l 500.
3 2
=7
491, y=2
501
¥==2 N
I
=3
49&{; 502,
=3
x=1
54, {y:-g 503,
=3
195 1y =9 504,
x=1
496, {y=2 505,
z==-1
x=4
197, qy=-2
z=-3

2

5

3
474, x=12,x=2 483,1:4,1:—2

484, x= -3, x= 2
7

Soluciones a efercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitégoras para determinar el valor de
"x" en los sigulentes recténgulos:

506, x=5 500, x=9
507, x=12 510, x=25
508, x=10 S1L, =445

Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
&ngulos agudos de los siguientes trisngulos rectangulos:

512, 513,

4 3 5 12

send =— sen B =— #nA=— senfB=—
5 5 13 13
3 4 12

oos A=— oos B=— s A =— s B =—
5 5 13 13
4 3 5 12

tan A =— tan B =— tan A =— an B =—
3 4 12 5
3 4 12 5

oot A=~ cot B=— ootA=— octB=—
4 3 5 12
5 5 13 13

secA=— e B=— secA=— secHB=—
3 4 12 5
5 5 13 13

e d=— St B=— i Ad=— = —
4 3 5 12

Determina las ecuaciones de las sigulentes rectas:

514, dr-y-5=0 520, 4 -3y -17=0
515, 3x+y=0 52l x-y+1=0
516, x-y+3=0 322 Tx-3y-6=0
517, 2x-y-3=0 523, x-2y+1=0
518, y-5=0 24, Tx - 12y-4=0
519, 3x-35=0
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El Calculo diferencial e integral es, sin duda, una rama de las matematicas con mas aplicaciones,
incluso en la fisica, la quimica y las ciencias sociales. Permite plantear modelos que resuelven
problemas surgidos del mundo real; es decir, al cuantificarlos, se obtienen conclusiones matemati-
cas gue facilitan el analisis y la interpretacion del fendmeno sobre el cual gira el problema y de esa
forma posibilita las predicciones sobre su comportamiento.

Este libro busca convertirse en la referencia inmediata para entender y aprender calculo desde una
perspectiva practica para que en un futuro pueda iniciar con cursos mas avanzados de matematicas.

Esta estructurado de trece capitulos, divididos en dos partes. En la primera se dan temas como fun-
ciones, limites continuidad, derivada y aplicaciones (ecuacion de la tangente y la normal, maximos
y minimos, optimizacién, razén de cambio etc.). En la segunda parte se explican desde las sumas
de Riemann, integrales inmediatas, métodos para integrar, aplicaciones e incluso una introduccion a
las ecuaciones diferenciales para gue el lector pueda iniciar un curso formal de esta materia. Cada
tema esta desarrollado con la teoria justa y la idea de brindar al lector un gran niimero de ejemplos
para facilitar el aprendizaje de esta materia, ademas de contener ejercicios preliminares con el ma-
terial que el estudiante debe manejar previamente para abordar los temas sin problema alguno.

Sin duda este material es una herramienta importante para los profesores que encontraran en sus
paginas, una ayuda invaluable para trabajar la parte practica con sus alumnos, asi como para refor-
zar aquellos temas que se necesitan para iniciar cursos mas avanzados.

A partir de la premisa de que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y, por
tanto, actda con logica, el libro muestra un enfoque 100% préctico. Es decir, se aborda con sencillez
la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran al estudiante para resolver los ejerci-
cios propuestos y verificar su aprendizaje al consultar las respuestas respectivas que se encuentran
al final del libro. También se encontrara con una serie de problemas de aplicacion los cuales vincu-
lan las matematicas a situaciones reales.

Por todo ello, Calculo diferencial e integral es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal

de cualquier estudiante o profesor, ya que es una obra para el que aprende y para el que ensefa.

Para obtener mas informacién acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:
www.conamat.com
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