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PRESENTACION

a integracion de nuevas propuestas y enfoques educativos en los pro-
= gramas de estudio del nivel superior, como es el caso del enfoque por
\ competencias, pone como reto alos profesores disefiar estrategias que
G e ayuden a los estudiantes a obtener conocimientos, habilidades, aptitudes y
N actitudes que fortalezcan sus procesos de aprendizaje. Esto con el objetivo

de que al terminar sus estudios puedan incorporarse de forma mds eficiente
= al sector productivo, al contar con un nivel de desempefio que corresponda
con las altas demandas competitivas de las organizaciones actuales.
) Para apoyar la practica docente y provocar la reflexién de los estudian-
tes en los cursos de dileulo diferencial cuyos programas adoptan el enfoque
por competencias, hemos creado este libro, el cual cuenta con todas las he-
X o rramientas requeridas para estos planes de estudio.
: Por sus caracteristicas, el libro puede ser utilizado como texto en un
e curso de cdlculo diferencial bajo este enfoque porque cuenta con activida-
des de rrabajo y con actividades integradoras, para la prictica constante y
la consolidacién de los conocimientos; referencias al uso de la tecnologfa,
' para la comprensién de los conceptos matemdticos y la resolucién de ejer-
cicios, ademds de problemas de aplicacién en contextos reales. Asimismo,
~— ofrece una secuencia apropiada de ejercicios para la conformacién de un
portafolios que integrard las evidencias generadas durante el desarrollo de
\ las competencias y permitird determinar el grado de avance de los logros
N\ alcanzados; lo mismo que cuestionamientos metacognitivos con los que el
. N\ estudiante puede llevar pleno control de |a forma en la que estd logrando los
N = objetivos de aprendizaje.

T Caracteristicas del enfoque por competencias
3 incnrpnradas en este libro

N La competencia profesional es un saber hacer complejo que exige conocimien-
tos, habilidades, aptitudes y actitudes que garanticen un ejercicio profesio-
nal y responsable que se aproxime a la excelencia. Esta competencia, que se
genera, moviliza y desarrolla continuamente, estd en la estructura mental de
\ cada individuo, es parte de su acervo y de su capital intelectual y humano. Lo
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importante no es su posesién, sino el uso que haga de ella, e incluye el saber
integrar, movilizar y transferir un conjunto de recursos en un contexto dado
con el fin de realizar determinada tarea o hacer frente a problemas especifi-
cos. Por eso, en cada capitulo se propone una gran cantidad de ejercicios y
actividades que permitan al alumno optimizar estos recursos.

Aunado a lo anterior, es necesario que el aprendizaje sea relevante, que
tenga significado, que sea aplicable y que los medios que se utilicen para
lograrlo sean atractivos, por eso se proponen actividades destacadas y signi-
ficativas que el estudiante puede aplicar tanto en su proceso de formacién
escolarizada como en la vida real.

El enfoque por competencias pretende que el alumno transite desde
los niveles receptivos hasta los auténomos para crear una metodologia per-
sonal con la cual alcance el éxito en su formacién; por ello se abordan los as-
pectos propios del cdlculo diferencial con una visién que permite al usuario
incorporar los saberes a través de la practica constante. La finalidad es que,
ante cualquier problema, sea capaz de identificar, comprender y explicar su
contexto para resolverlo con los conocimientos adquiridos, y asf, estar en
condicién de proponer y enfrentar nuevos problemas.

En la propuesta por competencias destaca la capacidad de aprender a
aprender, lo cual se entiende como k capacidad para reconocer los propios proce-
sos de aprendizaje, valorar la necesidad de integrar permanentemente conocimientos y
habilidades, y asi lograr autonomia en el desarrollo de nuevas competencigs. Gracias a
la capacidad de aprender a aprender se pueden actualizar de manera con-
tinua los conocimientos y habilidades. Por ello, en este libro se promueve el
aprender a aprender con secuencias de ejercicios donde se van integrando
los conocimientos previos hasta lograr la resolucién de ejercicios en forma
auténoma.

Secciones del libro

Este libro estd estructurado con secciones que ofrecen elementos para el
aprendizaje tanto desde el punto de vista disciplinar del calculo diferencial
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como desde el enfoque por competencias. A continuacién describiremos las
mds sobresalientes.

Competencias por desarrollar, actividades de aprendizaje y habilidades y
actitudes. Antes de iniciar cada capitulo se describen tanto las competen-
cias por desarrollar como las actividades de aprendizaje, asf como las habili-
dades y las actitudes que guiardn al estudiante hacia el desarrollo de dichas
competencias.

Organizador grifico. Esun diagrama donde se expresan las relaciones entre
los conceptos que se tratardn en el capitulo; de tal manera que se tenga una
visién global de los conceptos que se revisardn, para una mejor comprensién
del contenido.

Antecedentes. Al inicio de cada capftulo se ofrecen algunos ejemplos reales
de la aplicacién de los conceptos que se presentardn y que ponen de mani-
fiesto la relevancia social, econémica o cientffica del estudio de esos temas.
Desarrollo teérico. Enseguida se presenta el desarrollo de los temas apo-
yados por una amplia seleccién de ejemplos resueltos, grificas y recursos
nemotécnicos y visuales; todos seleccionados con gran cuidado una mejor
comprensién de los conceptos.

Portafolios de evidencias. Consiste de una secuencia apropiada de ejerci-
cios para la conformacién de un portafolio donde se integrardn las eviden-
cias de los logros alcanzados durante el desarrollo de las competencias.
Preguntas de metacognicién. Alo largo del texto se incluyen cuestionamien-
tos metacognitivos (es decir, el dominio y regulacién que tiene el sujeto de
sus propios procesos cognoscitivos) con el fin de que el usuario reconozca
la forma como estd logrando el aprendizaje de los objetivos.

Actividades de trabajo. En cada seccién encontrard actividades que refuer-
zan la incorporacién de los saberes con base en una préctica constante.
Actividades integradoras. Al final de cada capitulo se presentan actividades
de trabajo que involucran a todas las secciones, con el propésito de que el
estudiante retome los conceptos estudiados y continde con la prictica de
integracién de los conocimientos para reforzar lo aprendido.

Problemas de aplicaci6n. Es un conjunto de problemas que plantean situa-
ciones reales de diferentes campos del conocimiento, y cuya solucién requie-
re del dominio de las competencias desarrolladas a lo largo del capitulo.
Autoevaluacién. Esta seccién se encuentra al final de cada capitulo. Ofrece
al estudiante la oportunidad de identificar los aspectos que resuelve con fa-
cilidad y aquellos que requieren mayor atencién y estudio.



Recursos en linea

En la pagina web de este libro (www.pearsonenespafiol.com/gil-sevilla) en-
contrard un capitulo completo con informacién valiosa sobre diferentes
dispositivos tecnolégicos y programas matemdticos que ayudan a resolver
cdlculos y elaborar gréficas para una mejor comprensién de los conceptos
abordados en el texto.

También encontrard, para consulta y descarga, la respuesta a cada
uno de los ejercicios de las actividades de trabajo y de las actividades inte-
gradoras. Asimismo, los problemas de aplicacién cuentan con el desarrollo
completo de su solucién.

Presentacdn

vii






CONTENIDO

1 NUMEROS REALES 2

1.1 Clasificacion de los nameros reales 7
Niimeros reales 7
Numeros racionales 7
Numeros irracionales 9
1.2 Propiedades de los nimeros reales 11
Propiedades de orden 11
Propiedades aritméticas 15
1.3 Prioridad de los operadores 18
1.4 La recta numérica 20
1.5 Los intervalos y su representacién grafica 21
1.6 Desigualdades lineales 24
1.7 Desigualdades cuadriticas 28
Estrategia para encontrar los intervalos y bosquejar las desigualdades cuadriticas 29
1.8 Ecuaciones de valor absoluto 32
1.9 Desigualdades de valor absoluto 34
Teorema de desigualdades de valor absoluto 36
Actividad integradora Unidad 1 37
Problemas de aplicacién 40
Autoevaluacién 41

2 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 44

2.1 Concepto de variable, funcién, dominio ¢ imagen de una funcién 49
Variable 49
Funciéon 49
Ecuacion 50
Dominio e imagen 51
2.2 Representacion e identificacion de funciones 53
Notacion de funciones 53
Evaluacién de funciones 53
2.3 Clasificacion de las funciones por su naturaleza 57
Funcion polinomial 59
Funcién racional 67
Funciones irracionales 68
Funciones trigonométricas 70



Contenido

Funciones exponenciales 78
Funciones logaritmicas 80
Funciones implicitas 82
Funcién definida parte por parte 83
Funcién inversa 85
2.4 Estrategia para obtener el dominio ¢ imagen de funciones complejas 88
2.5 Clasificacion de las funciones por sus propiedades 90
Funcidn creciente y decreciente 90
Funcidn simétrica y tipos de simetria 92
Funcidén par ¢ impar 94
Funcién periddica 95
Operaciones con funciones y composicion de funciones 97
Traslaci6én de funciones 99
Actividad integradora Unidad 2 103
Problemas de aplicacién 107
Autoevaluacién 116

3 LIMITES Y CONTINUIDAD 118

3.1 Definicién de limite 123

3.2 Propiedades de los limites y limites especiales 124

3.3 Limites laterales y unilaterales 127

3.4 Asintotas verticales, horizontales y oblicuas 129
Limites infinitos y asintotas verticales 129
Limites al infinito y asintotas horizontales 135
Asintotas oblicuas 141

3.5 Limites por racionalizacién 147

3.6 Continuidad 149

Actividad integradora Unidad 3 153

Problemas de aplicacién 154

Autoevaluacién 155

4 DERIVADAS 156

4.1 Definicién de la derivada 161

Definicion de la recta tangente con pendiente m o definicién analitica de la derivada 163
42 Interpretacién geométrica y fisica de la derivada 165
4.3 Reglas de derivacién de funciones algebraicas 165

Regla de la funcion constante 165

Regla de la funcion identidad 166

Regla de las potencias 167

Regla de una constante por una funciéon 169

Regla para la suma y la diferencia de funciones 171




Contenido

Regla del producto 173
Regla de la divisién 175
Regla de la funcién raiz cuadrada 177
Regla general de la funcién raiz 179
Regla de la cadena para funciones compuestas 180
4.4 Reglas de derivadas de funciones trascendentales 184
Regla de las funciones exponenciales de base 10 y de basee 184
Regla de las funciones logaritmicas 187
Regla de las funciones trigonométricas 189
Regla de las funciones trigonométricas inversas 195
Regla de las funciones hiperbélicas 199
Regla de las funciones hiperbélicas inversas 204
Regla de las funciones implicitas 208
Regla de las derivadas sucesivas o de orden superior 211
4.5 Regla de L’'Hépital 214
4.6 Estrategia para resolver derivadas complejas 218
Actividad integradora Unidad 4 222
Problemas de aplicacién 224
Autoevaluacion 234

5 ESTUDIO GENERAL DE CURVAS 236

5.1 Estudio general de curvas 241

5.2 Recta normal, recta tangente e interseccion de curvas 242
Estrategia para obtener las ecuaciones de la recta tangente y normal a la curva 245
Recta normal y recta tangente de ecuaciones implicitas 248

5.3 Teorema de Rolle 250

5.4 Teorema del valor medio 255

5.5 Méaximos y minimos, Criterio de la primera derivada 261

5.6 Méximos y minimos. Criterio de la segunda derivada 263

5.7 Concavidades y puntos de inflexion 267

Actividad integradora Unidad 5 273

Problemas de aplicacién 274

Autoevaluacién 276

Formulario 278
Bibliografia 278



lvs

) (

i 5
1

m//'lé
=

Il

f { : )))




J(= |

NUMEROS REALES

En este primer capitulo nos enfocaremos en el

S

estudio de los nimeros reales: qué son, cémo
se clasifican, como se ordenan, y para qué nos
sirven. Aprenderemos también acerca de las
desigualdades: tipos y cémo se resuelven (por
método grafico o analitico), y sobre las ecuacio-
nes e inecuaciones de valor absoluto.

1.1 Clasificacién de los nimeros reales
1.2 Propiedades de los nimeros reales
Propiedades de orden
Propiedades aritméticas
1.3 Prioridad de los operadores
1.4 larecta numérica
1.5 Los intervalos y su representacién gréfica
1.6 Desigualdades lineales
1.7 Desigualdades cuadraticas
1.8 Ecuaciones de valor absoluto
1.9 Desigualdades de valor absoluto
Actividad integradora
Problemas de aplicacién

Autoevaluacién
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COMPETENCIAS POR DESARROLLAR

\\N) 77—

COMPETENCIAS

Comprender las propiedades de
los nimeros reales para resolver
desigualdades de primer y segundo
grado con una incégnita y desigual-
dades con valor absoluto, represen-
tando las soluciones en la recta nu-
mérica real,

Comprender las propiedades de los
nimeros reales, de orden y aritmé-
ticas,

Ser capaz de construir e identificar
intervalos en la recta numérica,

Ser capaz de resolver desigualdades
e inecuaciones,

ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

Construir el conjunto de los niime-
ros reales a partir de los naturales,
enteros, racionales e irracionales, y
representarlos en la recta numérica.

Plantear situaciones en las que se
reconozca las propiedades basicas
de los nameros reales; orden, trico-
tomfa, transitividad, densidad y el
axioma del supremao,

Identificar las propiedades de los
numeros reales de orden y aritmé-
ticas.

Representar subconjuntos de ni-
meros reales a través de intervalos
y representarlos graficamente en la
recta numérica.

Resolver desigualdades de primer
grado con una incégnita,

Resolver desigualdades de segundo
grado con una incégnita.

Resolver desigualdades con valor
absoluto y representar la solucién
en la recta numérica.

HABILIDADES
YACTITUDES

El alumno serd capaz de utilizar el
conjunto de los ndmeros naturales
para representar situaciones de la
vida diaria.

E alumno tendrd la habilidad de
representar situaciones de la vida
diaria a través de la recta numérica
y los intervalos.

El alumno desarrollara la habilidad
para resolver e identificar desigual-
dades e inecuaciones.

A través de la asimilacién de los co-
nocimientos de la primera unidad,
el alumno desarrollard en su perso-
na la capacidad de interactuar con
los nimeros realesy solucionar pro-
blemas de la vida diaria que involu-
cren desigualdades e intervalos.
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NUMEROS REALES

La recta numeérica,

Clasificacion de Propiedades de ;
5 j los intervalos y su
los nimeros reales los niimeros reales :
representacién gréfica
Propi . . .
r:f::jﬁﬁ Propiedades Desigualdades | Desigualdades
(tricotomfa) aritméticas lineales cuadrdticas
Prioridad L] Ecuaciones de | Desigualdades de
de los operadores valor absoluto valor absoluto

Teorema de
desigualdades de
valor absoluto
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ANTECEDENTES

a comunicacién es una caracteristica propia del

ser humano; y la comunicacién que se estable-

ce con los ndmeros estan vital para la sociedad
que vivimos con ella todos los dias. Ha llegado a sertan
importante esta comunicacion que inclusive las perso-
nas sin escolaridad la usan en la vida cotidiana para
administrar su dinero, ya sea para cobrar o pagar deu-
das; es decir, cualquier persona que tiene un ingreso
econémico, por medio de un salario o porventas, lo ve
reflejado en mimeros positivos, recibe algo; sin embargo,
cuando esta persona tiene deudas, es decir, tiene que
pagar algo, ve esta comunicacién como niimeros con
signo de “menos”; es decir, es vista mediante mimeros
negativos, Veamos el caso hipotético de “Juan”,

Juan es un trabajador al que cada viemes le entre-
gan su recibo de némina, El se da cuenta que este recibo
estd dividido en dos secciones: percepciones y deduc-
ciones. En la seccién de percepciones mira su salario
base, mds otras entradas de dinero (bonificaciones), y
ve que estas cantidades estdn escritas en nimeros en-
teros y decimales; pero lo que le llama la atencidén es la
otra seccién de su recibo: las deducciones, ya que estas
cantidades estdn con un signo de resta, Juan pregunta
por qué esas cantidades tienen ese signo, a lo que se le
informa que no es un signo de resta sino un signo ne-

gativo, y que este signo representa las cantidades que

Juan ha tenido que pagar por concepto de impuestos y
aportaciones médicas, entre otras cosas.

Pero Juan pregunta cudnto eslo més que le pueden
quitar de su ingreso, y en el departamento de Finanzas
le explican que los descuentos tienen que ser no mayo-
res que el 30% de su ingreso,

Como podemos observar, asi como para Juan es
indispensable comprender el lenguaje que le transmite
su recibo de némina, y puede hacer cuentas sin haber
aprobado los cursos basicos de matematicas, los nu-
meros son un tipo de comunicacién indispensable para
la humanidad.

Veamos ahora un ejemplo mas complejo de como
los ndmeros intervienen en nuestra vida cotidiana.

En un laboratorio de bebidas refrescantes se esta-
blece que el proceso para poder envasar el liquido re-
quiere que esté a 10 grados centigrados bajo cero por
un corto tiempo, para después alcanzar gradualmente
una temperatura de 25 grados centigrados. El encarga-
do dice que necesitan hacer una instruccién con estos
parametros para que cada vez que le hagan limpieza al
sistema puedan volver a configurarlo adecuadamente,
¢Cémo se podrian representar estas dos temperaturas
con tal fin? En este problema vemos la necesidad de sa-
ber cémo manejar otros tipos de niimeros que integran

nuestra vida cotidiana,




CAPITULO 1

1.1 Clasificacion de los niimeros reales

Nimeros reales

Los nimeros reales (denotados por R) son el conjunto de niimeros creados por el hombre para
poder transmitir mediante un lenguaje unificado distintas cantidades, expresadas por una serie
de simbolos y 10 digitos, lo que ha otorgado a la sociedad la capacidad de medicién y exactitud
con que cuenta y se rige hoy en dia. Los niimeros reales se subdividen en dos grandes grupos: los
nimeros racionales y los irracionales.

Nudameros racionales

Los mimeros racionales (denotados por Q) son todos aquellos que se pueden escribir en forma
de fraccién, como £, donde pyqsonenteros y g # 0. Dentro de los niimeros racionales se com-
g

prenden los nliimeros enteros, las fracciones propiamente dichas, y los decimales.

Niimeros enteros

Son los niimeros reales (denotados por Z) que escritos en forma de fraccién se encuentran dividi-

: : : : 12
dos entre 1, y que en el resultado el numerador sigue siendo el mismo. Ejemplo: ? =35, T 12,

-30 ; i g g e
T —30; en otras palabras, todo niimero entero estd siempre dividido entre uno, aunque no lo

escribamos. Estos niimeros los usamos en nuestra vida cotidiana para contar cosas exactas que
tenemos o debemos; por gjemplo: una casa, 10 calcetines, $100.00 la hora, $15,000.00 a la hipo-
teca, ete. Los nlimeros enteros se dividen como sigue:

1. Enteros positives (Z*) Son los nlimeros enteros que usamos para contar lo que tenemos, e
incluyen el cero. Se representan de la siguiente manera: Z* = {0, 1,2, 3,4, 5,6... 9999,...}.

2. Enteros negativos (Z’) Son los niimeros enteros que usamos para contar lo que debemos
o lo que nos falta. Aparecieron con la civilizacion cuando decidi6 que debiamos hacer com-
pras, pagar impuestos, o si le debiamos algo a alguien. Fue una forma de equilibrar lo que
gandbamos con lo que perdiamos. Se representan por Z° = {-1, -2, -3, -4, -5, 6...}.

3. Niimeros naturales () Son los primeros niimeros que se utilizaron para contar; sin em-
bargo sélo se tomaba en cuenta lo que se tenia, es decir, no se consideraban los nimeros
negativos. Los niimeros naturales son un subconjunto de los niimeros enteros positivos ya
que no incluyen al cero. Se designan con la letra N. Ejemplo: {1,2,3,4,5,6, 7...}.

4. Enteros pares Son niimeros que pueden ser enteros positivos o negativos, siempre y cuan-
do sean miltiplos de 2 o que al ser divididos entre 2 el resultado siga siendo un entero.
Ejemplo: {2, 4, 6, -8, -10, —-12,,.}.

5. Enteros impares Corresponden a todos aquellos niimeros enteros que no son miiltiplos
de dos o que al ser divididos entre 2 el resultado es una fraccién o un decimal. Ejemplos:
{1,3,-5,-7,-11...}.

6. Niimeros primos Son todos los nimeros enteros impares, con excepeion del 2 que al divi-
dirlo entre otro niimero diferente de la unidad o de si mismo nos da un decimal u otro entero.
Ejemplos:

17 _ .. 1% TR
o 1?,/},%5 67, ;@1\25 {4 e

MNimeros reales
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NOTA: Observa que al dividir el 17 entre un niimero diferente de 1 o de si mismo nos da un
nlimero decimal, por lo tanto SI es un niimero primo.

15 IS
~———15 — —_= —-—=
>< 5, g5, 223, -

NoOTA: Observa que el 15 se puede dividir entre la unidad y entre sf mismo; sin embargo, al
dividirlo entre 3 o entre 5 también nos da un niimero entero, por lo tanto NO es un niimero
primo (vea la tabla 1.1).

Tabla 1.1 Nimeros primos del 1 al 100,
2 3 5 7 11 13 17 19 23 29
31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 79 83 89 97

Fracciones comunes

Se le llama fraccidn a la razén formada entre dos enteros de la forma E E 4 % etc., donde el
n'r

denominador es diferente de cero. Se pueden presentar tres casos en las fracciones.

1. Fracciones propias Son aquellas en las que el numerador es menor que el denominador
a < b,m<n, N<D;en otras palabras, al efectuar la divisién el resultado es menor que la
unidad. Ejemplos:

e

2. Fracciones impropias Son aquellas en las que el numerador es mayor que el denominador
y al efectuar la division el resultado es mayor que la unidad. Ejemplos:

3. Fracciones iguales Son aquellas en las que el numerador y el denominador son iguales, por
lo tanto el resultado de la divisién corresponde a la unidad. Ejemplos:

Decimales

Los niimeros decimales son aquellas fracciones expresadas mediante ¢l cociente de dos enteros.
Ya que en ocasiones ¢l cociente puede ser muy largo e inexacto, en célculos de matematicas, in-
genieria e industria se acostumbra utilizar fracciones en lugar de decimales.

1. Decimales exactos Son aquellas fracciones para las que el resultado del cociente entre dos
enteros es finita, Ejemplos:
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2. Decimales peribdicos Se denomina asi a la razon entre dos enteros cuyo cociente es infi-
nito y repetitivo. Ejemplos:

1 2 11 1
-=0.3333..., —6=E.6666..., —=1.571428571428..., —=0.01010101...
3 3 7 99

Como resulta imposible escribir todos los decimales, lo que se hace es colocar una tilde
sobre los niimeros que se repiten. Siretomamos el ejemplo anterior, los decimales quedarian
de la siguiente manera:

Tilde sobre los decimales
que se repiten.

Y e a4

= 1 ==
=86, —=1571428, —=0.01
7 99

r
1 - 26
—-=03 =
3 “ 3

Nimeros irracionales

Estos niimeros corresponden a la otra gran divisién de los niimeros reales, y como su prefijo lo
indica, son los que no son racionales; es decir, todos aquellos niimeros que no se puedan expre-
sar en forma de fraccidn.

Irracionales algebraicos

Corresponden a los niimeros decimales que por su complejidad numérica no se pueden expresar
en forma de fraccion ya que provienen de una operacion aritmética distinta a la division, como la

raiz cuadrada, clibica, cuarta, J_ . Ejemplos:

V2,3,

Irracionales trascendentales

Son aquellos simbolos de relevancia matematica que debido a la complejidad de su significado no
se pueden escribir en forma de fraccién. Los simbolos mds comunes son:

Tt =3.14159265 Numero que indica las veces que ¢l radio de un circulo cabe en su
circunferencia.
e=2,71828182846 Niimero que indica crecimiento continuo de los seres vivos,
14/ , . +
Q= =1.61803398 Niimero dureo phi que se encuentra en algunas figuras geométricas de

2
la naturaleza; se relaciona con la belleza y la estética de las cosas.

NoOTA: Entre otros niimeros naturales se encuentran algunos logaritmos o inclusive funcio-
nes exponenciales como In(2) y e™.
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Clasificacidon de los niimeros reales
NUMEROS REALES R

NUMEROS RACIONALES o

FRACCIONES NUMEROS ENTEROS Z
A) PROPIAS
Tl (5250 = B0

NUMEROS C) IGUALES AR EVES A CATVOS NATURALES
IRRACIONALES N
r z
Q'

DECIMALES
A) PERIODICOS PIUMERCS NUMEROS NUMEROS
BiE ENTEROS ENTEROS PRIMOS
) EIACTOS PARES IMPARES

Fgura 1.1 Los nimeros reales.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.1

Realiza las siguientes actividades.

1. Investiga los 15 niimeros trascendentales irracionales.

2. Encuentra los nimeros primos entre el 101 y el 200.

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

1. Presenta un esquema de la clasificacién de los niimeros reales en ¢l que los conjuntos de
niimeros sean incluyentes.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.2

Determina a qué grupo pertenecen los siguientes niimeros.

Coloca una Q' si es irracional, Z" si es entero positivo, Z’ si entero negativo, N si es natu-
ral; o bien, indica si se trata de una fraccién propia, impropia, o de un decimal exacto o
periodico,

NotA: Algunos mimeros pueden caer en mas de una categoria.

10
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! : s 2

2. V4 9. i 16. {0,1,2,3 4...ctc}
3, ? 10. % 17, =7

4 ‘% 1. % 18. 3

5. 1—;’- 12. % 19. {1,3,5,7...etc.}
6 36 13. {1,2,3 4..etc) 20. -

14, — .,

=]

(3]

fo—
—|8
(3]
SI=]

4?‘ ¢Realmente comprend( la importancia de los niimeros reales?
¢Entiendo cudles son los niimeros racionales?
iSoy capaz de definir a los niimeros primos?
¢Soy capaz de explicar qué es una fraccidn propia?
¢Comprendo qué es un mimero decimal periddico?
iSoy capaz de mencionar tres mimeros irracionales trascendentales?

s Tengo claridad sobre la clasificacién de los mimeros reales?

1.2 Propiedades de los niimeros reales

Rail sabe que es el menor de cinco hermanos, y que su hermano mayor es Pablo. No conoce bien el orden
de los hermanos de en medio, pero sabe que Maria es més grande que él pero més chica que José, y que
Melissa es la de en medio. jPodrias usar las matematicas para ayudar a Rail a determinar el orden de sus
hermanos?, ;hay alglin axioma matemdtico que determine quién es el hermano menor y quién el mayor
del conjunto de hermanos?

Propiedades de orden

Las propiedades de orden de los niimeros reales son muy importantes ya que ademas de establecer el or-
den obvio de los nliimeros, nos permite distinguir qué dato o conjunto de datos es mayor o menor que otro,
lo cual otorga un valor o jerarquia a los niimeros. También nos permite formar agrupaciones, comparacio-
nes o distribuciones entre los niimeros; asi mismo, el orden de los nimeros es la base de la recta numérica
y de los sistemas de coordenadas con lo que podemos crear o establecer intervalos, rangos, soluciones

11
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o visualizar un problema utilizando una grafica. Por Gltimo, establece igualdades, diferencias
y modelos matemdticos que nos permiten transformar un problema de la vida real en simbolos y
nimeros para encontrar una posible solucion.

Ley de la tricotomia

Esta ley establece comparaciones no solo entre nliimeros, sino también entre variables, ecuacio-
nes y desigualdades. Basicamente hace referencia a tres simbolos; sin embargo, en mateméticas
existen otros simbolos que también nos permiten hacer comparaciones. La ley de la tricotomia
establece que:

1. Existe un niimero real a menor que b, denotado como a < b.
2. Existe un niimero real a mayor que b, denotado como a > b.
3. Existe un nimero a que es igual que b, denotado como a= b.

Estas comparaciones establecen que un valor es mayor, menor o igual que otro, y nos permi-
ten saber en la vida real qué persona gana mas, o cudl es mayor que otra, ademas; formar interva-
los que nos son ntiles para crear un rango de valores. Por ejemplo, este automévil cuesta mas de
$200,000.00, quiere decir que se pagarian mas de doscientos mil pesos, o bien, como ingeniero,
usted ganard mas de $8,000 y menos de $16,000, lo que se representa como 8,000 < x < 16,000.
En matemdticas, aquellas comparaciones en las que un dato es mayor, menor, mayor igual o
menor igual, forman lo que llamamos desigualdades en las que la solucién al problema es un
conjunto de datos y no soluciones tnicas como sucede en las ecuaciones. Mas adelante veremos
como obtener el conjunto solucion para algunos casos de desigualdades.

Otros simbolos que nos permiten hacer comparaciones son:

Tabla 1.2 Simbolos de comparacién,

Diferente de

2
< Menor o igual que
> Mayor o igual que
<< Mucho menor que
> Mucho mayor que
~ Aproximadamente
= Asintéticamente igual a
= Casi igual a o asintético a
= Aproximadamente igual a
= Idéntico a
Ley de la transitividad

La ley de la transitividad nos permite transferir relaciones de comparacion entre tres elementos,
siempre y cuando éstos se encuentren involucrados en la comparacion.

12
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Matemadticamente, la transitividad es una relacién de un conjunto de elementos, en la cual el
elemento a se relaciona con b y b se relaciona con ¢; por lo tanto, a se relaciona con ¢; s decir,
los elementos del conjunto se encuentran interrelacionados.

Si combinamos las leyes de la transitividad y de la tricotomia podemos llegar a las siguientes
conclusiones:

. Sia<byb<cporlotantoa<e.
Ejemplo: 3 <5y 5 <7 porlotanto 3 <7.
2. Sia>byb>cporlotantoa>c.
Ejemplo: 10 >0 y 0 > =5 por lo tanto 10 >-5.
3. Sia<byb<cporlotantoa<c.
Ejemplo: 2 <4 y 4 <6 por lo tanto 2 <6.
4, Siazbyb=cporlotantoa=ec.
Ejemplo: 1123 y 3 >0 por lo tanto 11 2 0.

Este tipo de comparacién lo podemos visualizar grificamente en la recta numérica de la figura 1.2.

Por lo tanto
—7=<3

T<4y-4<3

oo df— L l 1 1 1 1 1 1 1 l i i 1 L L 1 Il
- | T T T T T T T T T T T T T T ] I T

P
1
-11-1¢ 9 & 7 6 -§ 4 -3 -2 4 ¢ 1 2 3 4 5§ &6 7 8 9 10 1

Figura 1.2

NoOTA: Los ejemplos anteriores recuerdan los ejercicios para mejorar las habilidades del
pensamiento, por ejemplo: Pedro es mds alto que Juan y Hugo es mds alto que Juan, pero
Pedro es el mis alto de todos. ;Podrias concluir el orden de las estaturas?

Axioma del supremo

Este axioma acota un conjunto de datos a en el cual el elemento supremo o cota superior es s, y si
existe cualquier otro elemento superior a s entonces sera igual a s.

Ejemplo: Si a= {1, 2, 3, 4, 5}, el supremo de este conjunto es 5.

Axioma del infimo

Este axioma acota un conjunto de datos aen el cual el elemento infimo o cota inferior es i, y si existe
cualquier otro elemento inferior a i entonces serd igual a 7.

Ejemplo: Si a= {-2,-1,0, 1, 2, 3}, el infimo de este conjunto de elementos es —2,

13
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Densidad de los niimeros reales

A Sergio le estén ensefiando la recta numérica, El ya conoce el orden de los nlimeros enteros; sin
embargo, su profesora le pregunta qué niimero esta entre el 10 y el 12. ;Cual crees que deba ser
la respuesta de Sergio?

La densidad es la propiedad de los nlimeros reales. Por mas cercano que esté un par de niime-
ros reales siempre existe un conjunto infinito de nlimeros reales entre ellos.

Dicho de otra forma, entre dos niimeros cualesquiera siempre existird un niimero entre ellos.
Para comprender esto, imaginemos que tenemos la recta numérica y que en ella hemos represen-
tado dos nameros enteros, digamos €l 3 y el 5. Si preguntamos qué niimero estd entre el 3 y el 5
la mayoria contestard instantdneamente: 4, pero también se encuentran: 3.1,3.2,3.5,4.5,4.7, m,

32 , entre otros. Sin embargo, si pudiéramos acercarnos a la recta numérica con una lupa podria-
mos observar que entre 3 y 3.1 existe otra sucesién infinita de niimeros: 3.01, 3.02, 3.03, 3.04, ...,
yentre 3.01 y 3.02 estdn: 3.011, 3.012, 3.013. .., y asi sucesivamente, en una ola interminable de
mimeros que veriamos cada vez que acercdramos la lupa (vea la figura 1.3).

R P P R s i .
1.5 —0.5 0.5 \f2_1.5 G 25 : 3.5 4.5 ' 5.5
-1 0 1 2 '3 a4 51

= ) €<

| BT 1 1 [ 1] I | N

131 328334 | 3.63.73.839 4.25 475

3 \ 3.5 4 4.5 3
(ITETFITET |ii||i| B AL R R IE~Ii.=|-I'II-|'|;II'I'Ii (i
o - i Tl

317 312 313304 | 316 317 3.8 3,19

315

3 32

Fgura 1.3 La densidad es la propiedad de los nimeros reales que habla de la existencia de un
nimero entre otros dos niimeros, por muy cercanos que éstos se encuentren,

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.3

Resuelve segun sea el caso.

L. Aplica la Ley de la tricotomia y la Ley de transitividad a los siguientes ejercicios.

I Slucwyvews 3 §iAEByB2C: 5 Si%{LZyl.z-r.:g:.
2 Si—3<2y2<7. 4. Sia<b<e<d. 6. Si X>Y y Y=Z..

14
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CAPITULO 1
II. Aplica los axiomas del supremo y del infimo a los siguientes ejercicios:
1. A={0,14,7,11,9,6,3} 3. C={rc,3%,%,—x, n%}
s onfleafal
Propiedades aritméticas

Las propiedades aritméticas son el conjunto de propiedades que poseen los niimeros reales y que
nos facilitan efectuar los célculos aritméticos e inclusive algebraicos, ya que nos permiten asociar
o separar datos, con lo que podemos resolver las operaciones mis cémodamente. Nos ayudan
a simplificar expresiones y son necesarias en el célculo integral para completar el diferencial
mediante su reciproco y, finalmente, son de vital importancia en algunos métodos como la racio-
nalizacién. Aun cuando muchas de estas propiedades te resultardn familiares (puesto que ya las
habras visto en tu trayectoria académica), las recordaremos en esta seccidn porque son la base del
céleulo diferencial, integral y matricial.

Propiedad conmutativa

Esta propiedad descarta la importancia del orden en que se colocan los datos en una suma o en una
multiplicacién. En otras palabras: “el orden de los factores no altera el producto” y “el orden
de los sumandos no altera la suma”.

e Suma:A+B=CesigualqueB+A=C.
© Ejemplol:5+7=1207+5=12
o Ejemplo2:-3+8=508+(-3)=5
e Multiplicacién: A* B=CesigualqueB* A=C,
o Ejemplol:5*4=2004*5=20
o Ejemplo2:-3*7=-2107%*(-3)=-21

Propiedad asociativa

Esta propiedad da capacidad a los elementos, ya sean sumandos o factores, de ser agrupados sin
alterar el resultado. Esta propiedad aplica para tres o mas datos.

e Suma: (A+B)+C=Desigual que A+ (B +C)=D.

o Ejemplol:(1+6)+3=1001+(6+3)=10

o Ejemplo2: (4+6)+(3+5)=180(3+6)+(4+5)=18
e Multiplicacién: (A * B) * C=Des igual que A* (B * C)=D.

o Ejemplo 1:(3*5)*2=3003*(5*2)=30

o Ejemplo2:(2*3)*(4*6)=1440(2*6)*(3*4)=144

15
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Propiedad distributiva

Otra de las propiedades importantes de los niimeros reales es la propiedad distributiva, la cual nos
permite reescribir una expresion en su forma desarrollada o factorizada segtin se requiera. La propie-
dad distributiva se puede aplicar a sumas o restas, siempre y cuando haya un factor que se repita.

e Forma factorizada: X (A + B)
o Ejemplo1: Suma: (4*2+3%2)=2*(4+3)=14
o Ejemplo2: Resta: (7*3-2*3)=3%(7-2)=15
e Forma desarrollada: (AX + BX)
o Ejemplo 1: Suma: 4 * (2 +6)=(4 *2 +4 * 6) =32
o Ejemplo2: Resta:5*(4—-1)=(5*4-5*1)=15

Elemento neutro

Se denomina neutro a aquel elemento de los niimeros reales que al colocarlo en una operacion
aritmética no altera el resultado. En las operaciones de suma o resta ¢l elemento neutro es €l 0, en
tanto que en la multiplicacion y en la division es el 1, Esta propiedad es muy 1til al momento de
reducir algunas expresiones, racionalizar ¢l denominador (como se vera en el capitulo de limites),
oal momento de dividir entre fracciones.

e Sumaoresta: Ax(0=A
o Ejemplo 1: Suma: 37 +0 =37
o Ejemplo 2: Resta: 12 -0=12
e Multiplicacién o divisién: A (1)=A o A/l=A

o Ejemplo 1: Multiplicacion: = %{1): -\%

3
Al multiplicar por un elemento neutro 1=
V3
.l_ o ."_{_3. = .7.."_{._3. el resultado permanece invariable (comprueba
V33 3 con tu caleuladora). En este ejemplo se
» racionalizé el denominador.

o Ejemplo 2: Divisién: 16/1 =16

Propiedad del inverso

El inverso neutro es el contrario al elemento neutro; es decir, en la suma existe un niimero llamado
simétrico que, al sumarlo, el resultado nos dard el elemento neutro, que es el 0, mientras que en
la multiplicacion existe un reciproco que al multiplicarlo nos daré 1.

e Sumaoresta:A+B=0
o Ejemplo 1: 7+ (-7)=0
e Multiplicacién: A (1/A)=1

1
o Ejemplo 2: 42.—=1
3R 42

16
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ACTIVIDAD DETRABAJO 1.4

Resuelve segiin sea el caso.
1. Aplica la propiedad conmutativa o la asociativa a los siguientes gjercicios,
L 3+(8+4)= 3. -14+5= 5. T+(11+44)=
2% §e= 4. (7+3%4+5)= 6. 16+(-7)=

II. Utiliza la propiedad distributiva para expresar en su forma desarrollada o factorizada las si-
guientes expresiones, seglin sea el caso.

L 3(4+7)= 4, (9+1149.2)= 7. (-3+4-(-3+3))=
2. ax+bx—cx= 5. 8(11-3)= 8. —6(13+7)=
3. (4.7-4.5)= 6. —2(3+5)= 9. e(x+y)=

III. Encuentra el elemento neutro o el inverso.

1. 23+ =0 4, —a =1 7. ——e =1
o . 3
2, 35. =] 5. 15+ =15 8. 1 . =£
2 2
3. -8+ =0 6. 23 =23 9 —11- =]

-

@“ ¢Comprendo el orden que establece la ley de la tricotomia?
iSoy capaz de explicar la ley de la transitividad?

JComprendo la propiedad de densidad de los mimeros reales?
¢Comprendo qué establece la propiedad conmutativa?
sComprendo qué establece la propiedad asociativa?

¢Soy capaz de explicar el elemento neutro?

17
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1.3 Prioridad de los operadores

Adrian acaba de ingresar a la universidad y estd en el curso de matematicas introductorias. En una
clase, la profesora le pide que realice ciertas operaciones aritméticas; sin embargo, sus resultados
son diferentes a los del resto de sus compafieros: debe sumar 5 mas 7 y dividirlo entre 2. A sus
compatfieros les da un resultado de 6; mientras que cuando €l introduce los datos en su calculadora
le resulta 8.5, ;Podrias ayudar a Adridn a determinar cudl es su error?

La prioridad de los operadores establece qué operacidn aritmética se debe efectuar primero
y nos permite saber cudles elementos se encuentran agrupados. Asimismo, nos permite saber qué
movimientos algebraicos o aritméticos realizar primero al despejar una ecuacion. La tabla 1.2
muestra la prioridad y los operadores mas utilizados en matematicas.

Tabla 1.3 Operadores matemdticos.

g {...} Llaves
2 [...] Corchetes
3 (...) Paréntesis
4
* Potencias y 'Q»'(_ raices
5 * Multiplicacién y + divisian
6 + Sumay— resta
7 Operadores de comparacion <, >, <, 2, =, etc,
8 Operadores de igualdad =y #
9 Operadores légicos como if, and, or, else, then,
until, etc,, comdnmente usados en programacién
Los paréntesis indican que debemos Por lo tanto, primero debemos
efectuar las operaciones aritméticas resolver la potendia y después
entre estos datos. hacer la suma.
(P4 _(8+4), 1
+5= +5= —+5=6{+)5=11
2 2 | 2
.. Concluifamos con la suma
El siguiente paso seria E
f&ﬂ)hﬁ'li‘\’iﬂ-dﬂ. mdm&pnmdﬂdﬁ.

18
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EJEMPLO 2

I o |

| Después resolvemos :
| larafz. :
|

@42+3 = 16+33=5= J_a—s ; 5 2

. Aunque no resulte obvio, todo el
radicando se encuentra dentro
de paréntesis.

Pnr hltimo hacemos
la resta.

Sin embargo, como habrés observado a lo largo de tu trayectoria académica, al momento de des-
pejar sucede algo muy curioso: la prioridad de los operadores se invierte, lo cual te puede causar
alguna confusion:

4x" -16=7
Para resolver esto debemos seguir un orden inverso de prioridades y de operaciones:
3. Potencia —+ Raiz

1. Resta — Suma 2. Multiplicacién — Divisién

16

4x-16= 4x* =16 4x2=l6=>x2=I=4 x2=4=>.r=w'q=ﬂ

NoTA: Es conveniente resolver primero los datos que se encuentren agrupados antes de
tratar de despejar una variable.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.5

Aplica la prioridad de los operadores para resolver los siguientes ejercicios.

2
1. 1335 4. 23—42+\ﬁ-12
11 4

17+25

v"-_+12

2 (32—%}#2 5, -4%][[\@-2]2-23] 8, sz_%](ﬂJ,s)]_
(

Nimeros reales
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10. V7x+5=12 1. 3{x+5)2—11=64 12. 3-3=|

X
PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

2. Realiza un resumen sobre las propiedades de los niimeros reales y sobre la prioridad de los
operadores.

& I ¢ Comprendo la prioridad de los operadores?

1.4 La recta numeérica

De nuevo, la profesora de Sergio les esta ensefiando la recta numérica, y les explica que en ella se
encuentran todos los nimeros reales. jPodrias ayudar a Sergio a representar los niimeros reales
en la recta numérica?

La recta numérica (figura 1.4) es la representacién grafica y ordenada del conjunto de los
niimeros reales y en ella encontramos los niimeros racionales e irracionales, tanto trascendentales
como algebraicos, enteros positivos y negativos, decimales y fracciones, dispuestos en una suce-
sion infinita de puntos gracias a la propiedad de la densidad de los niimeros racionales. Debido al
orden que brinda la recta, podemos establecer graficamente qué niimero es mayor o menor, cual se
encuentra a la izquierda o a la derecha del cero, que es el niimero que delimita los niimeros positi-
vos y negativos. La importancia de la recta radica en que nos permite localizar graficamente un nii-
mero real en concreto o establecer o sumar intervalos, lo cual, como se verd mas adelante, nos serd
de gran ayuda para encontrar la solucién de las desigualdades, e incluso nos facilitara determinar
el dominio de algunas funciones, como se menciona en la estrategia para funciones complejas.

Esquema de la recta numérica

Decimal periédico Fraccién impropia
Fraccién propia _ Nimeros primos
Nimeros irracionales Decimalgs exactos
\ -
v v “4 & l- " l
MiNENg [ 1T1] |
-2 o3 v | |# 13;-' 65| 75 5
=3 =2 =] 0 1T &0 3 &4l 3 6 7 &8 9 10 a1
| = ~ Nimeros naturales B, 7
———————y = V = ;
Enteros negativos Enteros pares  Enteros positivos Enteros impares

1 i 5 N T & 5
' La recta numérica es la disposicién unidimensional de los nimeros ;
: reales representados en una linea recta horizontal :

_
Figura 1.4 La recta numérica.



ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.6

CAPITULO 1 Nimeros reales

Localiza en la recta numérica los siguientes datos, o aplica la densidad de la recta para

encontrar un niimero que se encuentre entre ambos,

1, l 6. l 11.
7 9
2. 3 7 2 12.
5
-
% = 8: 99 13.
2
4, Nameroentre 0.5y 1 9. m(z) 14,
5. 2ee 10. Numeroentre 2y 2,01 15,

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

2

0.285714

28
9

12

3. Presentar un esquema de la recta numérica con la localizacién de los niimeros reales.

‘ ¢Soy capaz de usar la recta numérica para localizar los niimeros reales?

1.5 Los intervalos y su representacién

graiﬁca

Jorge es un pequefio empresario. Tiene una taqueria y ya lleva un afio trabajando en ella, Hace una
semana escuchd hablar a un par de clientes que comian en su taqueria de las tarjetas de crédito. Al
dia siguiente fue al banco a solicitar informacidn sobre las tarjetas de crédito y, de todas, la que le
llamd la atencidn es la que otorga un crédito de entre $15,000.00 y $30,000.00 inclusive. ;Cémo
podria expresarse matematicamente el crédito que le llamo la atencidn a Jorge?

Este tipo de situaciones puede expresarse con intervalos. Considera esta otra situacién coti-

diana:

Carolina quiere comprar un estuche de belleza, pero su madre le dice que sélo puede ayudarla
si el estuche cuesta entre $500.00 y $800.00. ;Como debe interpretar esto Carolina?
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Un intervalo es un conjunto definido de valores que tienen orden; ademds, el intervalo estd
acotado por un infimo y un supremo a los cuales se les denomina extremos a y b del intervalo,
respectivamente. Existen tres maneras de representar intervalos:

1. Notacién de intervalos.
2. Desigualdades.
3. Grificamente,

Tabla 1.4 Intervalos y su representacién.

Todos los niimeros com-

Abierto (a, b) a<x<b 0;0 prendidos entreay b, sin
— b incluiranib.
E | Todos los niimeros com-
Cerrado [a, b] a<x<b g o prendidos entre ay b,
= b inclusiveayb.
Semiabi f { Todos los nimeros com-
ik (a, b] a<x<b 2 g prendidosentreay b, in-
extremo a z
a b clusive b pero no a,
iabi E ) Todos los nlimeros com-
S'In [a, b) a<x<b  g—->2 ) prendidosentreayb,in-
W i b clusivea pero no b,

En matemadticas o en la vida real un intervalo representa el conjunto de todas las posibles

soluciones que puede tener una ecuacion, una desigualdad o un problema.

Matematicamente, el dominio de una funcién raiz como Vx+2 esta dado por todos los niimeros
reales que hagan que el radicando sea igual o mayor que cero.

El dominio de esta funcion es x = -2, que queda representado por el intervalo [-2,0), tal como
se muestra en la figura 1.5.

N I S N KON SO NN FS Y FORY [ |
. b b o - b o .

NN N RN TN TSN NN (NN AN M SN S

| S N S TR NN N N W A

~11-10-9 -8 -7 65 -4-3-2-10 1 2 3 45 6 7 8 9 10MN
Figura 1.5

El precio p de este libro es mayor que $300.00 y menor que $500.00, lo que quiere decir que el li-
bro puede costar $320.00, $350.00, $400.00, $480.00; inclusive podria costar $301.00 o $499.99,
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CAPITULO 1 Nimeros reales

pero no costard ni $300.00 ni $500.00, ya que estan fuera de las condiciones del problema, repre-
sentado por la desigualdad: 300 < p < 500 y gréficamente por la figura 1.6.

(300, 500)

EJEMPLO 3

La calificacién reprobatoria en ciertas universidades tecnolégicas va de 0 a 69; el minimo aproba-

torio es 70, y el maximo posible es 100, lo cual se representa en las desigualdades que se ilustran
en la figura 1.7.

A Reprobados, 0 < X< 70 B Aprobados, 70 <X< 100

C [70,100] 5
C 1

- [0,70) 1
L ]
*+— i i i i t i i i i —
o 10 20 30 40 50 &0 70 80 a0 100
Figura 1.7

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.7

Representa en la recta numérica los siguientes intervalos.

L (2] 5. (-L4)u[4.11) 9. (—e=3](-L)

2. [-5-2)u(25] 6. X<-5 10. (-m,x)
3. [-33] T X5 11. X<0
4. (2,7) B X 12, (0,5]

iSoy capaz de interpretar un intervalo?

¢Soy capaz de representar grdficamente los intervalos?
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1.6 Desigualdades lineales

Un vacacionista planea rentar un automévil. En una compaiiia le cuesta $150.00 por dia, mientras
que en otra la renta es de $90.00, mis $0.30 por kilometro recorrido. [ A partir de cudntos kiléme-
tros resulta mds barato contratar la primera compafiia? Este tipo de situaciones plantea problemas
cuya solucién requiere utilizar desigualdades lineales.

Las desigualdades lineales forman parte muy importante de nuestra vida cotidiana, al estar
mezcladas con las funciones parte por parte (vea el capitulo 2) y usarse para describir comiin-
mente cada intervalo de la funcién. Estas funciones aparecen en los recibos de electricidad (luz),
agua, teléfono, jornadas laborales, salarios, cuentas de crédito, etc., donde cada escalén forma una
condicién que al excederse cae en el siguiente peldafio, aumentando con esto la tarifa de cobro en
los recibos o en el salario del trabajo (vea el ejemplo del recibo de electricidad en el capitulo 2).

De la misma manera que las ecuaciones lineales tienen solo una solucidn, las desigualdades
lineales s6lo pueden tener un intervalo de soluciones. Su intervalo solucién estard determinado
por la posicién de la linea recta dada por la desigualdad y el eje de las abscisas (gje x). Las si-
guientes graficas muestran los cuatros posibles casos de los intervalos solucion y sus respectivas
desigualdades (vea las graficas 1.1 a 1.4).

¥ Y
2 2
| - x>0
x>0 1 | = o 1
fl |
-2 - 1 2 X = JE 1 2
-1 -1
-2 -2
Grifica 1.1 Grifica 1.2
¥ Y
2 2
1 1
= e 1 2 2 VA
= 1 1 :
x<0 —
= -2 -2
Grifica 1.3 Grifica 1.4
1
—x+1=20
2

1
En esta desigualdad se piden todos los valores de x que hagan que la linea recta y= S%+ 1 esté
por encima del eje x, de modo que y sea igual o mayor que 0.
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CAPITULD 1

Resuelve: %x +120

%xz—l
IE—I(Z)
x=-2

Esto quiere decir que a partir del intervalo [2,0) la linea recta estard por encima del eje x y por
lo tanto la desigualdad tomara valores iguales o mayores que cero (vea la gréfica 1.5).

¥

2 .ll\
" Soludén al
| problema

Grifica 1.5

Comprobacién:
Para comprobar una desigualdad elegimos cualquier niimero comprendido en el intervalo [-2, ).

Six =-1 entonces

1
EI+IE{]

%(—l)+lzﬂ
—0.5+1=20

0520 \/

Ix+2>5x+7

El primer paso serd igualar a cero para saber si el intervalo solucidn seran los valores de x que
estén por encima o por debajo de la funcion.

Ix=5x+2-720
-2x-520

Con esto sabemos que la solucion a la desigualdad serdn los valores de x que estén por encima del
eje x (vea la gréfica 1.6).

2x=35

NOTA: Cuando pasamos dividiendo o multiplicando un niimero negativo en cualquier des-
igualdad, el signo de la desigualdad se invierte.

Nimeros reales

EJEMPLO 2
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Los valores de x que solucionan la desigualdad son los que estdn en (—m,— % ]

Por lo tanto, el intervalo que
hace que la grafica esté por
encima del eje x, se extiende
desde el -;, incluyéndolo, al

menos infinito.

Comprobacién:

Cuando tengas este tipo de desigualdad debes resolverla al mismo tiempo en ambos lados de la

desigualdad:

26

£

N IEE EENT BN R A

-5 - -3

Grifica 1.6

Si x = —3entonces
Ix+2>5x+7

3(-3)+225(-3)+7
—942>-15+7
—7>-8

4£%x+8£20

- 28

4£%x+8£20

4—8£%x£2{}—8,

—4££x£12

=,
4 (3)<x<12 (3)
-12<x<36

BN EJEMPLO 3




cAPfTULO 1

La estrategia para graficar la solucion de este ejercicio es la siguiente:

1. Se forman dos desigualdades de derecha a izquierda, ambas divididas por sus respectivos
signos,

2. Se despejardn ambas desigualdades de modo que del lado izquierdo de la desigualdad que-
den los términos diferentes de cero, y del lado derecho quede cero.

3. Por tltimo, se solucionard y despejara cada desigualdad por separado, como se ilustra en la

grafica 1.7.
1
4<-x+8<20
3
1 1
Paso 1: 5I+8£2‘U‘ ¥y 4£§I+B
1
; 4<—-x+8
-x+8-20<0 |
Paso 2: :;’ ~55-8+4<0
gx—l2£{} 1
——x-4<0
3
[-12, 36] .
R
12 % 4 5 87 8 510N 11131-I151&1?131‘3151111131!?5152?283131313!&!{_%'31
5
[ - 1,
3 4<0 5 3* 1220
. =1
[ =] ly<12
3 3
xz=12 | Nora: Se cambié el sentido de la x <36
' | desigualdad porque se multiplicé
I por un niimero negativo.
Grifica 1.7
Comprobacién:

Six =0 entonces

1
4<x+8<20 [-12,36]

451(0]+sszn

3
4<8<20 \//

Nimeros reales
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.8

Resuelve las siguientes desigualdades lineales.

1. %x—4:>3 5. 1x+8>3x+1 9. 2(x-3)<4x+7
2. 2-Tx<15 6. —x+12<9 10. x+3<14-3x
2 4(x+2]>?x—3 7. -?c%x-S{Z:’; 11, 12<5-x<20
4, 21-4x<15 8. x+5<7x-13 12 —11<3—%x<lﬂ'

. i?‘ ¢ Comprendo el concepto de solucién de una desigualdad?

1.7 Desigualdades cuadraticas

Las desigualdades cuadréticas también pueden formar parte de nuestra vida cotidiana. Cuando
una de las variables estd elevada al cuadrado, resulta un comportamiento distinto y por lo tanto la
solucién del problema es distinta, como se ilustra en las grificas 1.8a 1.11.

Las desigualdades cuadraticas pueden tener uno o dos intervalos de solucién si ésta toca o
corta al eje “x™ como si se tratase de una ecuacidn cuadratica, solo que sus soluciones son inter-
valos y no niimeros concretos. Si la ecuacion cuadratica corta al eje x tiene dos soluciones; si s6lo
toca el vértice tiene una solucién; de lo contrario las soluciones serdn imaginarias. Los cuatro
posibles casos que se pueden presentar en una ecuacion cuadritica son los siguientes.

\ . AL

=]

a +hxte<0 axt + b+ e=0
Grifica 1.8 Grifica 1.9
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CAPITULD 1

I3 o v horect YA ol bxten0

[T AT BV

Gréfica 1.10 Grifica 1.11

Estrategia para encontrar los intervalos y bosquejar
las desigualdades cuadriticas

1. El primer paso es despejar la desigualdad para dejar del lado izquierdo todos los términos
diferentes de cero y del lado derecho cero.

2. Después se factoriza y se resuelve la desigualdad cuadratica para encontrar los puntos donde
su grifica corta al eje x. Para fines practicos, el vértice no se tomard en cuenta sino solo
donde cruce al eje x.

3. Siel término cuadratico es positivo lo bosquejaremos con la forma U, donde cada lado serd
una de las soluciones de la desigualdad cuadrética. Por el contrario, si ¢l término es negativo
tendrd la forma M.

4, Por Gltimo, si la desigualdad es mayor que cero, los intervalos solucién serdn aquellos en
donde la grafica estd por arriba del eje x; de lo contrario, si la desigualdad es menor que cero
los intervalos solucion de la desigualdad seran aquellos en los que la grafica esté por debajo
del gje x.

Los siguientes ejemplos muestran c6mo encontrar los intervalos solucion.

Nimeros reales

Obtén la solucién de:
EJEMPLO1

P=x<l12

Despejamos e igualamos a cero.
P-x=-12<0

Factorizamos para encontrar las soluciones.

$—x—12<0
(x—4)(.x+3)<:ﬂ

.rl=4

Ya que el término cuadrético es positivo, su grafica tendré forma de U cruzando al eje x en (—3,0)
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y (4,0); con estos datos ya podemos bosquejar la funcidn y encontrar graficamente los intervalos

solucion (grafica 1.12).

Como la desigualdad es menor que

cero, el intervalo solucién estard
formado por los valores de x en los

que la grifica se encuentra por debajo
del eje x y que estd comprendida
entre las intersecciones con el gje x.

La solucién es el intervalo (-3, 4).

Comprobacién:

Para comprobar el intervalo solucién elegimos cualquier nimero comprendido entre —3 y 4; por

comodidad elegimos el 0.

Six=0entonces: x -x—12<0
02-0-12<0
=-12<0

Ya que —12 es menor que cero el intervalo solucidén es correcto.

NOTA: Si en este ejemplo la desigualdad hubiera sido mayor que cero, los intervalos solucién

serfan (—o0, =3) y (4, o).

O bien la solucién de:

—x2-2x+8<0
[2—x)(x+4]<_:l}
x =2

x,=—4

Las intersecciones con el eje x seran (2, 0) y (—4, 0) (gréfica 1.13).

30
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CAPITULO 1 Nimeros reales

Ya que el término cuadrdtico es
negativo y la desigualdad es menor
o igual que cero, los intervalos
solucién serdn (—o, —4] y [2, =).

Grafica 1.13

Comprobacién:
Para comprobar, elegimos cualquier niimero que esté comprendido en cada uno de los intervalos.

(4] [2.)

2 —2x+8<0 —x?-2x+8<0
—(-s)" -2(-5)+8<0 -(3)" -2(3)+8<0
-25+10+8<0 —-9-6+8<0

~7<0 v ~7<0
Si hubiéramos elegido como intervalo solucién [—4, 2] obtendriamos lo siguiente:

[-4.2]

x> =2x+8<0
~(0)"~2(0)+8<0
—0—0+8<0

8<0 x

En resumen

1. Si la desigualdad cuadritica es menor que cero y el término cuadritico es positivo, el in-
tervalo soluciones serd uno y estard comprendido por los valores de x que estan entre las
intersecciones de la grafica con el gje x,

2. Si la desigualdad cuadratica es mayor que cero y el término cuadrético es positivo, habra
dos intervalos solucién y estardn comprendidos entre el —co y la primera interseccidn, y la
segunda interseccion y +o.
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3. Si la desigualdad cuadrética es menor que cero y el término cuadritico es negativo, habra
dos intervalos solucién y estardn comprendidos entre el —oo y la primera interseccidn, y la
segunda interseccion y +oo.

4, Si la desigualdad cuadratica es mayor que cero y el término cuadritico es positivo, el inter-
valo solucidn serd uno y estard comprendido entre las intersecciones conel egje x.

ACTIVIDAD DETRABAJO 1.9

Resuelve las siguientes desigualdades cuadraticas.

L (x+3)(x-12)<0 5. —x"+5x+24<0 9. —x’-5x+36<0
2. x*-4x<45 6. x2+9x>10 10. —x*—6x <—40
3. x2-dx>77 7. —x%—12x>-45 11, —x?+2x<—63
4. x*+3x>40 8. x’+8x>33 12. x* +11x>42

. i?‘ ¢Conozco los cuatro casos de desigualdades cuadrdticas?

1.8 Ecuaciones de valor absoluto

Un automdvil tardard el mismo tiempo en recorrer 100 km al norte que 100 km al sur; la distancia recorrida
serd la misma, lo que cambia es la direccion de la trayectoria, ;Qué significa esto mateméticamente?

La recta numérica divide los niimeros a la izquierda y a la derecha del cero en negativos y positivos
de acuerdo con su signo; sin embargo, la distancia que debe recorrerse del 0 al —5 es la misma distancia
que debe recorrerse del 0 al 5 (vea la figura 1.8). A la magnitud o distancia que existe entre ese niimero y
el origen de la recta numérica, sin tomar en cuenta su signo, se le designa valor absoluto de un nimero,

5 unidades

5 unidades

1 1 1 ! | | o [ |
= Bl ok ot | L

L 1 0 1 1 1 |
L L
-1-10-5%-8-76-5-4-3-2-1012 3 4546 7 8 %3101

Figura 1.8

El valor absoluto se denota como | | o abs( )y siempre serd positivo; por lo tanto, una ecuacién que in-
volucre valor absoluto siempre tendrd dos soluciones, una positiva y su correspondiente negativa, la cual,
al estar en valor absoluto y hacer referencia a la magnitud de la cantidad, se tornara positiva,
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B EJEMPLO 1]

[7|=7 =4 psan=11
F71=7  |H4=4  abs-11)=11

si |.r| =2 entonces

porque |2| =2y ILZ‘ =2,
Observa que |a| = —a no existe.

Las ecuaciones de valor absoluto son igualdades que involucran variables dentro del valor absolu-
to. En este caso nos concretaremos a las ecuaciones lineales de valor absoluto y su resolucién.

BN, EJEMPLO 2

x—4|+7=21
e—4|=21-7
x—4|=14
Cnso[+]: Caso(-):
x—4=14 x—4=-14
x=14+4 x=-14+4
II=IB .1:2:-]0
Comprobacién: Comprobacién:
v, —4|+7=21 |x, —4[+7=21
|18—4f+7=21 |-10-4|+7 =21
|14 +7=21 |-14[+7=21
14+7=21 14+7=21
21=21 21=21
5|4x -5 -24=-9
5|4x—5|=-9+24
S|ax—s|=15
‘4x—5|=£=3

g
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Caso(+]: Caso[-]:
4x-5=3 4x-5=-3
4x=3+5 4x=-3+5
dx=8 4x=2
Ny "
852 =12
Cm(+]: Caso(—]:
8—Sx=12 8—5x=—12
—Sx=12-8 —S5x=-12-8
—5x=4 —5x =-20
4 =20
X =—= x=—
5 =3
x, =4
Comprobacién: Comprobacién:
8_5[_1) s [8-5(4) =12
2 820/ =12
8+4|=12 -12=12
12=12 12=12
12=12

En conclusion, para resolver ecuaciones de valor absoluto primero se debe dejar completa-
mente despejado el valor absoluto y estar igualado a un nimero positive; después se procedera
a eliminar el valor absoluto y a formar dos casos, uno con la solucién pesitiva y otro con la solu-

cién negativa, y por tltimo se resolverd la ecuacién.

1.9 Desigualdades de valor absoluto

Las desigualdades de valor absoluto se resuelven de manera similar a lo visto con las ecuaciones
de valor absoluto. De igual manera, se formardn dos casos; sin embargo, cuando se proceda con
la solucién negativa el sentido de la desigualdad también se debera invertir para poder obtener los

intervalos solucién del problema.




CAPITULD 1  Ndmeros reales

Pasos a seguir para resolver la desigualdad de valor abseluto:
1. Despejar el valor absoluto.
2. Formar dos casos, uno positivo y uno negativo.
3, Para el caso negativo se invertird el sentido de la desigualdad.
4. Por ultimo, se resuelve cada caso por separado.

EJEMPLO 1

3‘I+l|25
h+q2§
3
Cambio de
sentidoala
Caso(-i-]: Caso(-): desigualdad.
.1c+12E x+1 =< i
IEE-I x<—-—1
3 3
2 8
1125 IEE—E

Para comprobar, elegimos cualquier niimero dentro de los intervalos.

Comprobacién: Comprobacién:
I+1 =
3‘ * ‘ ; 3-§+l =5
32|25 3
3(6)=5 3—%25
625
3 §J25
\3
525
éx-—z <15
7
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Cm[+]: Cnso(-]:
%x—2<15 %x—Zi:a:-lIS
éxq15+2 éa4::=-—l$+2
7 T

%xcl? §x>—13
3x<17(7) 3x>-13(7)
3x<119 3x>-91
o110 g i

1 3 2 3

(5

Para ¢l caso de las desigualdades de valor absoluto que involucren el signo < o <, el resultado serd

la interseccidn de los dos intervalos, en este caso:
91 119
3”3

Teorema de desigualdades de valor absoluto
El conjunto solucioén de una desigualdad de valor absoluto esta formado por:

Tabla 1.5
Valor absoluto Desigualdad > o 2 Desigualdad < 0 <
Intervalo solucidn (—es, @) W (b, =) (—=, @) N (b, =)
ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.10
Resuelve las siguientes ecuaciones de valor absoluto.
3

L x-3=n 3. —|x-3=-2 5.
2. |x+9|=17 4. 2x+7|-5=-3

36
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=14

6. 7|x-4/-21=-14




CAPITULO 1 Nimeros reales

7. %I4x+5|+5=15 9. [s-12x|=7 11, 3[6x+12/+12=40

8 21[3x-5/-6=8 10. 6]21x-13=24 12. 143-8x+14=52

ACTIVIDAD DE TRABAJO 1.11

Resuelve las siguientes desigualdades de valor absoluto.

1 4)x+2|>8 3. [2x+1>14 5, >12

5
Zx+7
Bx

2. [3x-5<12 4. 712228 6. 3[5x+4|-21225

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

4, Realiza un cuadro sindptico sobre los casos de las desigualdades lineales, cuadréticas y de
valor absoluto.

5. Realiza al menos los gjercicios impares de todas las actividades con ¢l desarrollo completo
de las mismas.

6. Presenta los ejercicios impares de la actividad integradora.

El

¢Comprendo los dos casos para resolver desigualdades de valor absoluto?

iSoy capaz de escribir como intervaloes los resultados de las desigualdades de valor
absoluto?

. ACTIVIDAD INTEGRADORA UNIDAD 1
Resuelve los ejercicios segun se indica.

PARTE 1

Determina la o las clasificaciones a la que pertenecen los siguientes nimeros: @ Racional,
Q’ Irracional, V si es niimero natural, Z* entero positivo, Z* entero negativo, P si es primo,
FP fracci6n propia, FI fraccién impropia, DE decimal exacto, PP decimal periddico, o T si

es un niimero trascendental.
1, % 2. \3 3, 0.128
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4, 87 8. 282 12. 213
: ) 25 =
5, — 9 - |— 13. 0.01136
5 4
-7
6. 97 10. =« 14, —
8
4
7 E 11, 3.142857 15, —
1 J36
PARTE I

Localiza en la recta numérica los siguientes niimeros, o determina un niimero entre ellos.

7 4
L ; 7 1/ i
1. 3 4. Numerocnn'e/gyf,s 7. 25
5, I 5. & 8. 01
4

.4 9
3, = 6. 6.7 9. 3
PARTE III

Aplica la prioridad de los operadores a los siguientes ejercicios y resuélvelos,

, Y 3. 33+\/§+|s 5. [{Sx+2)2-3]—[x2—10)

: {Tsx_i[(&+z)z] : {[[_+5]+[32.

Utiliza las propiedades de los niimeros reales para resolver los siguientes ejercicios.
a) Aplica la propiedad conmutativa o la propiedad asociativa a las siguientes expresiones.

14 3
L 16+(4+38)= 2. 349= 3. —ess

b) Aplica la propiedad distributiva para expresar en forma desarrollada o factorizada las
siguientes expresiones.

L (8*3-7%3)= 3. (6+5+2+5)= 5. —5(7+8)=

% [eerd)= 4. 7014-3)= 6. ((-5+4)-(s-3))=



cAPfTULO 1

¢) Encuentra el elemento neutro o el inverso en las siguientes operaciones.
1 1

1, ——X =1 3, ——x =1 5. 19+ =19
5 —— 9 — -
3. T =0 4 1v o 6. 16 =1
2 P =
PARTE V
Representa en la recta numérica los siguientes intervalos.
L. (-5.7] 4. [—Js_,\@] 7. X25
2. [-8,0)u(0,11] 5. X<3 i R
8 10
3. L,@ 6. -7T<X <11 9. E{X{H
Jo© 2 9 3
PARTE VI
Resuelve las siguientes desigualdades,
1. %.r::? 7. 10-3x<12 13, x?+13x>-40
2. 3—ll.r<_ti.r+6 8. 9x-3<15x+6 14, x*+21x <46
3. —4<2x-3<8 9, 6<5x+12<13 15. 45+12x—x*>0
1
4. 8x-5>13 10. ?:—3:34—3;: 16. x> +8x>9
5. =15514-x<25 1. 49-x*>0 17. x*+x>132
6. lh-%}%xﬂﬁ 12. —x—x><-56 18. x2+5x>—4
PARTE VII
Resuelve las siguientes ecuaciones y desigualdades de valor absoluto.
1
l. —3x—5/+8=-36 5. 5f3x+3|=? 9. 3x+3+2>15
1 1 1
2. —|4x+7|=16 6. —[2-3x|=5 10. —|4x+8/+12<30
% 8 5
3. 21/5x-10/+3=24 % %|4x—zi=|2 11 2|x+4{+20212
4. 214-3x|-15=-3 8. 2[24-6x-16=—4 12, -i|3x+?|+16:=-8

Nimeros reales
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PROBLEMAS DE APLICACION

Convierte las siguientes expresiones dadas en lenguaje comun a intervalos.

L.
2,

b S = AT T

Un banco otorga una tarjeta de crédito, que esta entre $15,000.00 y $30,000.00 inclusive.
En un banco se pide un depésito de $8,000.00 como minimo para poder solicitar un préstamo.

Para concursar en los 100 metros planos de las olimpiadas se debe tener un tiempo menor
que 15 segundos.

Una ldmpara de mano utiliza pilas AA y funciona con un voltaje entre 1.5 y 1.25 volts,
La velocidad de los automéviles en una ciudad es de 60 km/h como méximo.
La hemoglobina del hombre estd entre 13.8 a 17.2 g/dL.

Una motocicleta con motor de 150 ce y un cilindro tiene un rendimiento méximo de 38 km
por litro.

Resuelve los siguientes problemas de aplicacion de desigualdades.

. Un pelota es lanzada hacia arriba a una velocidad de 30 m/s; la velocidad de la pelota esti

dada por la siguiente formula w(#) = 30 —9.8t. ;En qué tiempo la velocidad de la pelota tiene
una velocidad entre 20 y 5 metros por segundo?

. El costo total de producir x unidades de un producto estd dado por la férmula C(x) = 1050

+ 12x. Cada producto se vende en $50.00. Para lograr una utilidad, ¢l total de la venta debe
ser mayor que el costo total. Cudntas unidades deben venderse para obtener utilidades?

Una lampara de salon de 1.2 m de largo pero de ancho desconocido posee 300 watts por
metro cuadrado. jCudl deberia ser el ancho de la lampara si se desea que la intensidad de la
lampara esté entre 1200 y 800 watts?

Una llamada de larga distancia de 3 minutos en una compatiia de celular cuesta $5.00, més
$2.50 por cada minuto adicional. ;Cudnto duré la llamada si el costo oscil6 entre $25.00 y
$55.007

La misma pelota del problema 2 es nuevamente lanzada hacia arriba, ahora a una velocidad
de 70 m/s, y la altura de la misma est4 dada por la férmula A(f) = 70¢— 15¢% ;Cuando estara
la pelota a una altura menor que 80 metros?

. Elingreso por vender x unidades de un producto esta dado por la férmula 7 = 225x mientras

que su costo esta dado por C(x) = 1500 + 80x. Para lograr beneficios, el ingreso debe ser
mayor que el costo. jCudntas unidades se deben vender para obtener beneficios?

Una compatfiia dedicada a la renta de camiones para transporte de mercancia, establece una

relacion de costo C(x), que estd determinada por el kilometraje recorrido v el costo fijo de
mantenimiento. Si C(x)= 50.6x + $4500 donde x son los kilémetros recorridos y 4500 el
costo fijo de mantenimiento, determine la cantidad madxima de kilémetros que debe recorrer
el camion si el arrendatario de los camiones no desea pagar mas de $15,000.



CAPITULO 1 Nimeros reales

. AUTOEVALUACION

Resuelve los ejercicios segin se indica.

1. Determina la o las clasificaciones a las que pertenecen los siguientes niimeros: Q Racional,
Q' Irracional, N si es nlimero natural, Z entero positivo, Z” entero negativo, P si es primo,
FP fraccion propia, FI fraccion impropia, DE decimal exacto, DP decimal periddico, o T
si es un niimero trascendental.

1. —23 3 e 5. —E
7 7
2. cero 4. 1n(2) 6. 021

2. Localiza en la recta numérica los siguientes niimeros, o determina un nimero entre ellos.

1. -% 2z log(ﬁ] 3. Numero entre \Ey J3

3. Aplica la prioridad de los operadores a los siguientes gjercicios y resuelve.

1 ((2+3)+5]I4—2x§ 2, ![%]—[%-6]1:’3 3, \/&(?—%ﬂw

4, Utiliza las propiedades aritméticas de los niimeros reales para resolver los siguientes ejer-
cicios.

a) Aplica la propiedad conmutativa o la asociativa a las siguientes expresiones.
- 1
1. ((15+13)+(2+5]]_ 2. (4*5)+(2%6)= 3, 31+( 3)

b) Aplica la propiedad distributiva para escribir en forma desarrollada o factorizada las
siguientes expresiones.

_ T 2 _
1. -5(7+8)= 2 (2;—; 4}_ 3. (Pe2e)=
¢) Encuentra el elemento neutro o el inverso para obtener el resultado de las siguientes
operaciones,
1. iy =1 2. JE- =] 3. -17+__ =0
11 20—

5. Representa en la recta numérica los siguientes intervalos.

1 1 Vo
L. [—%,2::] 2 (=oS]n(Be) 3 —p<X<p 4 - S<X <2
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6. Resuelve las siguientes desigualdades.
1. —14<2x+3<11 3. ¥*+6x<12 5. 28—3x—x"<0
2 %x+5-¢:3x—8 4. P +15x<16 6. 8B1-x220

7. Resuelve las siguientes ecuaciones y desigualdades de valor absoluto.

1. —7|6-x|+8=3 2. 7)2-x|+14<21 3. 9j6x+5|+7>34
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FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

En este segundo capfitulo veremos cémo los da-
tos de un problema cobran vida a través de sus
representaciones graficas y sus modelos mate-
madticos; esto, con el fin de comprender y visua-
lizar mejor el problema.

Las funciones son una de las herramientas
mas poderosas de las matemdticas, ya que a
través de ellas representamos problemas. En
este capitulo aprenderemos cémo se clasifican;
conoceremos sus propiedades, las caracteristi-
cas principales de sus gréficas, sus operaciones,
y la traslacién de sus graficas.

2.1 Concepto de variable, funcién, dominio
e imagen de una funcién

2.2 Representacién e identificacién de funciones

2.3 Clasificacién de las funciones por su
naturaleza

2.4 Estrategia para obtener el dominio e imagen
de funciones complejas

2.5 Clasificacién de las funciones por sus
propiedades

Actividad integradora
Problemas de aplicacién

Autoevaluacién

i )
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COMPETENCIAS POR DESARROLLAR

\\N) 77—

COMPETENCIAS

Comprenderel concepto de funcién real
y los tipos de funciones, asl como estu-
diar sus propiedades y operaciones,

Reconocer y describir funciones me-
diante palabras, férmulas, tabulaciones
y grificas,

Modelar situaciones reales a través de
funciones,

Comprender y asimilar los diferentes ti-
pos de graficas existentes,

ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

Identificar qué es una funcién,

Identificar el dominio y la imagen de
una funcién,

Construir funciones algebraicas de cada
tipo,

Construir grificas de funciones alge-
braicas trascendentales.

Reconocer las grificas de las funciones
rigonomeétricas circulares y grificas de
funciones exponenciales de base e.

Realizar las operaciones de suma, resta,
multiplicacién, divisién y composicién
de funciones,

Reconocer el cambio grifico de una
funcién cuando ésta se suma cen una
constante,

HABILIDADES
YACTITUDES

El alumno desarrollard la habilidad
para graficar los diferentes tipos de fun-
aones,

El alumno serd capaz de identificar los
diferentes tipos de funciones.

El alumno desarrollard la habilidad
para modelar problemas de la vida real
através de las funciones.

El alumno serd capaz de identificar el do-
minio e imagen de una funcién a través
de las estrategias propuestas,

()

—

—
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ORGANIZADOR GRAFICO =

P

FUNCIONES Y SUS GRAFICAS

Concepto de variable,
funciones, dominio
e imagen de una funcién

Representacidén
e identificacidn
de funciones

/ Y

Clasificacién Clasificacion
de las funciones de las funciones

por su naturaleza / Esceategin pare \\ por sus propiedades

| obtener el dominio
e imagen de

Funcién polinomial, racional, \ funciones complejas
irracional, trigonométrica,
exponenciales, logaritmicas, implicita,
definida parte por parte e inversa

Funcién creciente y decreciente,
funcién simétrica y tipos de simetria,
funcién par e impar, funcién periédica

N

Operacidn
y composicién
de funciones

Traslacidn
de funciones
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ANTECEDENTES

a matemdtica tiene su origen en la sociedad, y

jega un papel muy importante en muchas de las

actividades de la vida, Después de todo, ¢de qué
nos serviria una ciencia sin aplicacién préctica? En este
sentido, las funciones adquieren gran relevancia en la ac-
tividad humana ya que a través de ellas se pueden repre-
sentar problemas con modelos matem dticos o identificar
patrones que nos permiten, incluso, hacer predicciones
sobre el comportamiento de un fenémeno.

Cada tipo de funcién tiene una representacién ca-
racteristica; por ejemplo, las funciones lineales sirven
para situaciones de proporcionalidad directa, como los
modelos de estadistica de correlacidn lineal y = ax + b,
donde si x aumenta, también y aumenta, pero de for-
ma proporcional; estas funciones se encuentran tam-
bién en algunos modelos matemiticos como la Ley de
enfriamiento de Newton. Las funciones cuadraricas se
aplican en los tiros parabélicos como el lanzamiento de
balas o de proyectiles, en los faros de los automdviles,
en cierto tipo de construcciones, en los platos de las
antenas parabdlicas y en algunos tipos de telescopio,
Otras, como las funciones exponenciales, representan
el crecimiento de los seres vivos, el desarrollo pobla-
cional, el crecimiento de bacterias y la desintegracién
radiactiva. Con funciones hiperbdlicas se representa
la trayectoria de los astros, la transmisidn eléctricay la
suspension de cables, entre otros, Por su parte, las fun-
dones logaritmicas son relevantes en geologia para calcu-
lar la intensidad de los sismos, como la magnitud R de
un terremoto, que esta definida como R = log (A/4p)
en la escala de Richter, donde A es la intensidad y A,
€5 una constante; en quimica, las funciones permiten
calcular la concentracién del pH; en actistica se aplican
para calcular la intensidad del sonido.

Las funciones parte por parte son muy comunes
en la vida cotidiana pues con ellas se representan las
tarifas que se cobran por servicios como la luz, el agua
y el teléfono, incluso el pago de las jornadas laborales,

y, en general, las situaciones que dependen de ciertas
condiciones, Las funciones trigonométricas tienen apli-
caciones de gran relevancia, como en el modelado de
la comiente eléctrica y delas ondas de radio, en la nave-
gacion, la geodesia y la astronomia, Por otro lado, las
funciones sirven para el desarrollo de férmulas y ecuacio-
nes, como la férmula del 4rea del circulo, el volumen de
una esfera, de un cilindro, de un paralelepipedo y, en ge-
reral, para las férmulas de perimetro, drea y volumen de
todo tipo de figuras y cuerpos. Asimismo, modelan otros
fenémenos de la vida como, por ejemplo, el cambio de
temperatura, la velocidad y posicién de una particula,
la aceleracidn, la efectividad de un antibidtico y el creci-
miento de cierta poblacién animal. Como se ha dicho,
las funciones estdn presentes en nuestra vida cotidiana,
por eso, si queremos entender en buena medida nuestro
entomo, es indispensable que conozcamos el concep-
to, la notacién, las propiedades, el comportamiento y
la aplicacion de las funciones. Veamos el siguiente caso
para determinar cémo podriamos abordardo mediante
el estudio de las funciones,

Un automovilista parte desde una posicién inicial,
en un tiempo determinado y a cierta aceleracién, ¢Po-
drias determinar algin modelo matematico que exprese
la posicién final del automovilista después de cierto tiem-
po de recorrido?, scudl serd la velocidad del automovilis-
@ en este instante? jJDe qué manera podrias extrapolar
este problema a la vida real?, /Tendria alguna importan-
cia que la carretera fuera recta o curvilinea? ;Qué otros
factores intervendrian para determinar la posicion y la
wvelocidad final del automovilista? jExisten algunos mo-
delos predeterminados para estas situaciones? ;Cémo
se le llama en fisica a este tipo de problemas?

Asi como extrapolamos este problema de la vida
real a modelos matemdticos, la mayoria de las situa-
ciones cotidianas y aplicaciones cientificas se pueden
resolver mediante las funciones matematicas, tema de
estudio de este capitulo.




CAPITULO 2 Fundenes y sus grdficas

2.1 Concepto de variable, funcién, dominio
e imagen de una funcién

Jorge es el de menor estatura de su clase y cada 6 meses se mide en la pared. El ha registrado su
crecimiento conforme ha pasado el tiempo y, con esa informacidn, construy6 una tabla para hallar
una relacion y encontrar un significado.

14.5 1.60

15.0 1.62
15.5 1.65
16.0 1.68
16.5 1.70
17.0 172
17.5 1.75
18.0 1.80

Jorge no sélo nota que existe una relacion entre la edad y la estatura, sino que esta segunda no
¢s constante y que varia conforme pasa el tiempo; también observa que una cambia con respecto
ala otra.

Variable

Una variable es un simbolo cualquiera que puede representar cualquier valor,

Variable independiente es aquella que toma valores independientemente de otros factores
y que no podemos controlar de manera directa, pero podemos controlar su rango para efectos de
estudio de un determinado comportamiento; por ejemplo el tiempo, cuyo efecto incide sobre la
variable dependiente.

Variable dependiente es aquella que toma valores de acuerdo con la funcién o modelo ma-
tematico y el cambio de valores de la variable independiente.

Funcién

1. Una funcidn es un conjunto de pares ordenados de niimeros (x, y) en el que no existen dos o
mas pares ordenados con el mismo valor de x y diferentes valores de y.

2. Una funcidén es una relacion entre dos variables (x, y) de tal manera que a x (la variable in-
dependiente), le corresponde uno y sélo uno de los valores de y (la variable dependiente).

3. Una funcién de X — Y es una relacién entre x y y, con la propiedad de que si dos pares
ordenados tienen el mismo valor de x, entonces también tienen el mismo valor de y.

Ejemplo:
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Figura 2.1

Funcién de X en Y: la condicién de existencia asegura que de cada elemento sale alguna flecha,
y a su vez la de unicidad asegura que sélo sale una.

F™
&
Variable l“x_ j Funcidn que equivaldria
independiente; al proceso del producto
£n este caso,

nuestra materia BRI,

Variable dependiente,
producto terminado

Fgura 2.2 Maquina de funciones.

Ecuacién

Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones algebraicas; puede no existir regla de corres-
pondencia uno a uno como en el caso de la funcién.

Ejemplo:
2+ y2 =1

Modelo matemadtico es la representacién matematica de una situacién del mundo real en términos
de una relacién funcional. Estos modelos suelen incluir las limitaciones fisicas del problema.

Ejemplo:

No existen volimenes negativos o tiempos negativos.
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Dominio e imagen

Dominio es el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente x.
Imagen es el conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente y, una vez asignados
los valores a la variable independiente.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.1

Realiza dindmicas sobre la definicién y busca ejemplos de los conceptos aprendidos.

I. Investiga en una biblioteca, con un limite de 30 a 40 minutos.
II. Forma equipos para sacar conclusiones y organizar un debate.

1. Haz una tarea sobre estos conceptos.

Estrategia para encontrar el dominio y la imagen de cualquier funcion

1. Identifica el nombre o tipo de funcidn.

2. Reconoce las restricciones algebraicas de la funcidn.
+ Si existen raices pares, el contenido del radicando debe ser mayor que o igual a cero.
» Si existen divisiones, ¢l denominador debe ser diferente de cero.
* Los logaritmos deben ser mayores que 0.

3. Sies una funcién compuesta, analiza sus componentes individuales y combina los posibles
dominios.

4, Sila funcion representa un modelo matemaético, incluye las limitantes fisicas del problema.
5. Una vez determinado el dominio, procede a obtener la imagen.

6. La imagen de una funcion estd dada por el valor mayor y el valor menor del dominio,
excepto para aquellos en los cuales €l dominio es simétrico; para tales casos se usard el valor
menor ¢ mayor y la mitad del dominio,

NOTA: En algunas funciones (como en el caso de las funciones racionales y las trigonométricas)
es més factible determinar primero la imagen y luego el dominio.

f(x]=\.'25—x2

Método:

1. Setrata de una funcién raiz cuadrada por lo que el contenido del radicando debe ser mayor
oigual a cero.

51



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

2. Elradicando se iguala a 0.

25-x%=0
3. Se despeja en términos de x.
~x2=-25
Multiplicamos todo por menos uno
x2=25
x=+25=45

Como se dijo antes, el radicando debe ser mayor o igual a cero.

Si evaluamos la funcién dando a x valores que estin en el intervalo [-5, 5] se verifica que
25—x2>0, con lo cual se obtiene el dominio D: [-5, 5].

Como el dominio es simétrico, se sustituyen ya sea el valor mayor o menor, y el niimero que se
encuentre a la mitad de dicho intervalo.

La mitad del intervalo [—5, 5] es el nimero 0.

Primero sustituimos el valor més grande de la ecuacién y resolvemos,

f(x)=u’25—x2 = \/‘25—52 =0

Tomando el valor mayor del dominio se obtiene el primer dato de la imagen que corresponde
al 0.

Ahora sustituimos ¢l valor de en medio, el 0, y procedemos a resolver.

f(x)=V25-0? =25=5
Por ultimo, tomando la mitad del intervalo se obtiene el dato final de la imagen
I:[0, 5]

Todo esto quiere decir que la gréfica se extiende en ¢l eje de lasx desde el =5 hastael 5 y alrededor
del eje de las y desde el 0 hasta el 5.

g‘ ¢Comprendo el concepto de variable dependiente?
¢Comprendo qué es una funcién?
¢Soy capaz de explicar qué es un modelo matemdtico?
2Soy capaz de determinar el dominio de una funcién?

2Soy capaz de determinar la imagen de una funcién?
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2.2 Representacion e identificacion
de funciones

Notacién de funciones

La notacion de funciones permite distinguir la variable dependiente de la independiente, y se
expresa de la siguiente manera;

fE)=2+2,

donde frepresenta el nombre de la funcién (puede ser cualquier otra letra pero por convencion
se denota con la letra f); luego se escribe entre paréntesis la letra de la variable independiente x,
ydespués del signo de igualdad = se escribe el resto del modelo matemético.

Evaluacién de funciones

Evaluar una funcién significa encontrar el valor real que le corresponde a la variable dependiente,
una vez asignado un valor a la variable independiente.

BN EJEMPLO |

Si definimos una funcién f{(x)=—2+3x"——, el valor de la funcién cuando x = 2, serfa:
X

1 1

f(2)=_2+3(2J2—5=—2+12—5,
19
7@)=3

Existen tres maneras de representar ¢ identificar las funciones: analitica, tabular y graficamente,
Cada una expresa la manera en que podemos visualizar los problemas reales utilizando simbolos,
datos ordenados o grificos, con el fin de poder comprender y analizar mejor las situaciones de un
problema,

a) Analiticamente, representa el lenguaje matemético puro a través de simbolos y nimeros
que se expresan mediante una formula matematica.

Ejemplo:
f (x) =x+5
Analiticamente y no representa una funcién de x si al momento de despejar y ésta tiene
exponente par.
Ejemplo:
¥ =3x-2
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b) Tabularmente, a través de un conjunto de pares ordenados (x, ).

x -5 4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
¥ 25 16 9 4 1 ] 1 4 9 16 25

Tabularmente y no representa una funcioén de x si existen dos pares ordenados con dife-
rente valor de x para el mismo valor de y.

Ejemplo:
2,5)y (2, -5).

¢) Grdficamente, ¢s decir, a través del dibujo de los pares ordenados en ¢l plano cartesiano
oen cualquier otro sistema de coordenadas.

-2 -1 1 2 X

-1+

ysirepresenta funcidn de x y no representa funcidn de x
Gréfica 2.1 Grifica 2.2

Gréaficamente y no representa una funcion de x si en la grafica ésta es cruzada dos o mas veces
por una linea vertical (vea las graficas 2.1y 2.2).

Actualmente existe una gran cantidad de software para realizar cualquier tipo de grafica,
sean 2D, 3D, animadas, paramétricas o implicitas; casi 30 sistemas de coordenadas en 3D, y 16
sistemas en 2D, Muchos de estos tipos de software requieren licencia, otros son gratuitos y varios
utilizan el Computer Algebraic System (CAS) que permite manipular datos simbolicos y facilita
efectuar infinidad de célculos. Algunos de estos programas son Winplot, Maple, Derive, Cabri,
Geogebra, Graphmatica y Mathematica. Algunas calculadoras tienen este tipo de graficas y ma-
nejan CAS, como las de Texas Instruments y Hewlett Packard; otras utilizan un sistema llamado
Digital Algebraic System (DAL) que permite hacer manipulaciones numéricas y en menor medi-
da simbélicas, ¢ incluso algunas pueden graficar.
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g ¥
2__
1__
' ! ! . '
-3 -2 -1 A 1 2 L
A1
/A
| \
2t
_3-_
=
Insecto 1 Taroide
Gréfica 2.3 Grifica 2.4
s-sen"‘(ﬁ}msz(w] x=(R+recost)scoss
2
¥ 9 y(R+r-cost)-sens
tau{?} z=resent

Corazén 3D
Grifica 2.5

3
(xz +§y2+z2 —l) —xzza—%yzzz‘ =0{-1.12<x<1.12,-1<y<1,-125<z<1.25
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.2

Realiza los siguientes gjercicios.

I. Identifica si las siguientes expresiones representan una funcién analitica, grafica o
tabularmente, segiin sea el caso.

1. y3—3x2+8=0 4, x3+y2=l 7. y=4x+5
2 y=v2-x 5. 37230 8 y=x

3 y=2 6. y+4axt-2 9. y*+5x*-3=0
II. Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados representan una funcién.

a B s s Pt I e oz i s

3 /3% 96 8| & [ a4 |68 |71 & | 9 5| 55

b) X 0.00 1.00 200 300 400 500 6.00

b4l 0.00 1.00 1.41 1.73 | 2,00 2.24 | 245
ya 0.00 -100 -141 -173 =200 -224 -245

¢) (1,1),(2.2),(3.3), (4,4), (5.5), (6,6)
d} (0!0): (l:l)! (213}! (3:5}: '(l!_l): (2:_3)! (3!_5}

III. Determina si las siguientes graficas son funciones.

Fl= | F2« F3 F4 i
Tools {Zoom| Trace |Regraph [Math|Draw [Pen |+
/ :

HC:B. yc:@.,
a) MAIN DEGRPPROX  FUNC Grifica 2.6

Fl. | F2«] F3 F4 F3. | Fox [FTe]s:
Tools |[Zoam| Trace |Regraph |Math|Draw |Peng-

g

®e:l. yc:a.
b) ™MAIN DEGAPPROH  FUNC Gréfica 2.7
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[ n.]’ Fz.] F3 ‘[ F4 ]FE.IFE- er.!;ﬂ
Tools {Zoom| Trace | Regraph |Math|Oraw [Penk:

ne:-12.368
€) MAIN DEGAPPROK  FUNC Gréfica 2.8

N

d) MAIN DEGAPPROH  FUNC Grifica 2.9

Tools | Zoom | Trace | Regraph | Math | Draw |Pen =-Z“

TTTT T T T T | TFRTRTTY

€) MAIN RAD AUTO FUNC Grifica 2.10

é?" 2Soy capaz de usar y leer la notacién de funciones?
¢Conozco las diferentes representaciones de las funciones?
JSoy capaz de identificar la representacidn analitica de una funcién?
¢Soy capaz de identificar la representacion tabular de una funcion?
¢Soy capaz de identificar la representacion grdfica de una funcién?

2.3 Clasificacion de las funciones
por su naturaleza

Las funciones pueden clasificarse, de acuerdo con su origen, en dos grandes grupos:

1. Algebraicas. Son aquellas cuya regla corresponde a una expresion algebraica. Se subdivi-
dena su vez en:
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L.1. Polinomiales. Estin formadas por polinomios, donde el grado del polinomio lo deter-
mina el mayor exponente de la variable. Dicho exponente debe ser entero y positivo,
Algunas funciones de este tipo son:

1.1.1. Funciones lineales.
1.1,2. Funciones cuadraticas,
1.1.3. Funciones ctibicas.

1.2. Racionales.

1.3. Irracionales.

2. Trascendentales. Corresponden a aquellos casos en los que la funcién no se puede definir
por sus operaciones aritméticas, como son:

2.1, Trigonométricas.

2.2. Trigonométricas inversas.

2.3. Exponenciales.

2.4, Logaritmicas.

A continuacién se presenta un esquema sobre la clasificacion de las funciones.

Fgura 2.3 Esquema de la clasificacién de funciones.
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PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

1. Realiza un resumen de las funciones.

2, Realiza un mapa conceptual sobre la clasificacion de las funciones.

3. Presenta en una hoja blanca y en manuscrito la grafica representativa de cada funcion, con
nombre y férmula.

Funcién polinomial

Son todas aquellas funciones formadas por polinomios, donde el grado del polinomio lo determi-
na el mayor exponente de la variable. Su férmula general es:

f(x]="n‘r"+an—r‘*'H +a, x"..+ax+a,

Donde » es un nimero positivo y a es una constante real. Las siguientes funciones son algunos
casos particulares de este tipo de funcidn.

Funcion constante

Por lo regular las funciones indican ¢l cambio de una variable respecto de otra; pero jqué pasa
cuando no hay una variable?, ;qué sucede si no hay cambio? Por ejemplo, la temperatura del dia
se mantuvo constante en 26 °C; la presion de la llanta del automdévil permanece a 30 Ib; jcomo se
interpreta esto?, /cudl seria su grafica? Para esto se disefi6 el siguiente modelo matematico.

La funcién constante es una linea horizontal a la altura del valor de la constante (vea la gra-

fica 2.11). Su férmula es f[x]= b.

-2

Griéfica 2.11
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Funcion identidad
Es aquella cuya gréfica es una linea recta a 45° (grafica 2.12). La formulaes f [x] = x. Los valo-
res del dominio son idénticos a los de la imagen.

-2 -1 1

-1

Gréfica 2.12

Funcion lineal

Como vimos en el apartado anterior, tanto la funcién lineal como la funcién identidad implican
cambios proporcionales de una variable respecto de otra. Por ejemplo, en la funcién identidad,
a medida que los valores de x cambian también cambian los valores de y. En la funcién lineal su-
cede lo mismo; sin embargo, el cambio de y depende tanto de su valor inicial como de la pendiente
(coeficiente que acompaiie a la x). Por ejemplo, si retomamos el problema del automévil del inicio
de este capitulo, tenemos que:

0 45
60
75
90

105

120

—

o0 Ak W N

donde x representa el tiempo inicial del automévil y y la posicién del mismo. Con esta tabla po-
demos obtener una funcidn tnica de proporcionalidad para este problema. Observa que a cada
unidad de tiempo le corresponden 15 unidades de posicién (que es la proporcién 1 a 15), y que su
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origen es la posicién 45; con estos datos podemos deducir la férmula general del movimiento del
automavil para cualquier tiempo determinado, como veremos en la siguiente seccion.

La funcién lineal es de la forma y =mx + b donde su dominio e imagen son todos los miimeros
reales; es decir, no tiene restriccion alguna. Para graficarla sélo se necesitan dos puntos y pode-
mos recurrir a una de las siguientes alternativas, que se presentan en las graficas 2.13 y 2.14.

a) Ya que su gréifica es una linea recta, podemos asignar dos valores diferentes a x y y para
obtener dos puntos que se unan mediante una linea recta.

b) Elotro caso es intersectar la recta con los ejes.

N EJEMPLO 1]

P1(0,3)
y=-3x+3
Six =0, tenemos que
y=-5(0)+3=3.
La grifica se intersecta con el ¢jey en (0, 3).
Si ahora y = 0, tenemos que .
ﬂ= _5x+ 3 3 ; \I: PZI_-S,IJ] .
=2 -1 1 2 x
-3=-5x
-3 3 -
x=—=-,
=5 5
Por lo tanto, la grifica se intersecta con el gje x en (g ,{}). Gréfica 2.13
y4
5 L
F- 83
2 L
1 L
10 9 -8 26 -5 43 -2 -1 1 2 3 4 *
-1+
=al
-3
41
-5
Gréfica 2.14
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La gréfica 2.14 es otro ejemplo de una funcién lineal. La linea sélida corresponde a la fun-
ciéon y=x+3 y la linea gris corresponde a la funcién y =%x+3 . La razdn de que la segunda

funcién esté mas inclinada es que el coeficiente de la x representa la pendiente que es igual
Ya— N
o
grafica recorrerd mds unidades de x y menos de y. El signo positive o negativo indica si la grafica
crece a la derecha o a la izquierda.

am= ; por lo tanto, si el denominador es mas grande que el numerador significard que la

Funcion cuadrdtica
Las funciones cuadraticas son de las funciones mds interesantes en matemdticas, pues represen-
tan el movimiento de objetos como el tiro parabdlico o de proyectil. En otras palabras, el movi-
miento generado por una bala, el lanzamiento de un cohete, el tiro de una pelota de basquetbol,
de fiatbol, de fiitbol americano y, en general, de cualquier pelota y de cualquier objeto que sea
lanzado.

Todo objeto que es lanzado sigue una trayectoria parabdlica debido a los efectos de la gra-
vedad.

— I

Determina la trayectoria del objeto de la figura 2.4 dadas las coordenadas que se indican.

Fgura 2.4. Imagen romada de las aplicaciones para la calculadora Tl-Inspire CAS,

La funcion cuadritica es aquella de la forma f (x)= ax’ + bx+ ¢ y su dominio son todos los
niumeros reales; es decir, no tiene restriccién alguna, Su gréfica es una parabola (vea la grifica
2.15). Si a > 0 entonces la pardbola es concava hacia arriba. Si a < 0 la pardbola es concava hacia
abajo. Su imagen estd determinada por el miximo o el minimo de la funcidn, el cual se puede
obtener a partir del vértice. Si el coeficiente del término cuadritico es una fraccién, la pardbola
estard més abierta; sucedera lo contrario si su coeficiente es mas grande, Las intersecciones con
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¢l eje x son los ceros de la ecuacion, el vértice (maximo o minimo) de la pardbola estd dado por el
punto (h, k), donde:

EJEMPLO

y=x2-5.r-l4

=G Ao

391:01

Gréfica 2.15

Donde:
a) Es una pardbola concava hacia arriba, ya que a > 0.
b) Intersecta al eje x en —2 y en 7, que son los ceros de la ecuacion.

h=- s

¢) Su vértice estd en 2(')
F(h)=(25)" -5(2.5)-14 =-2025

d) Solamente se necesitan 3 puntos para graficar la funcién: las intersecciones con el eje x y el
vértice.

Funcion aibica

La funcion cibica es un polinomio en el que la variable tiene un exponente de grado tres y pue-
de estar dada por la forma f(x)=ap’ +a,x* +ax' +a,. Al igual que la funcién cuadratica,
su dominio son todos los niimeros reales ya que no tiene restricciones como divisiones o raices; su
imagen también estd dada por todos los nimeros reales.
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La forma de la gréfica varia dependiendo del signo de la variable cilbica y del resto de sus
términos, si solo existe la variable de grado tres puede tener dos formas:

X ¥
flx)=xd 14 1 flx)=—
-2 ~1 1 3 * B h 1 '
-1 -1
Gréfica 2.16 Grifica 2.17

Si existen mds términos en la funcién se pueden observar cambios en la grafica como:

f)=x —5x+1 e J fl) = +5x—1

T

-3

Grifica 2.18 Grifica 2.19

Como se puede observar en las grificas 2.18 y 2.19, ¢l término independiente (en este caso
+1) desplaza la grafica hacia arriba o hacia abajo en el gje y: ¢l término lineal +5x dice qué tan
grandes son las “curvas”, y el signo de la variable ciibica determina si tiene la forma “N” o la
forma “M”. El término cuadratico (si existiera) desplazaria la ecuacién hacia la izquierda o hacia
la derecha.
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La manera de graficar una funcién clibica (al igual que con la cuadratica) es intersectarla con
los ejes. En esta seccidn se obviaran los maximos y los minimos creados por la grifica; solamente
haremos un bosquejo de la grafica a partir de sus intersecciones, para dejar ¢l estudio de maximos
y minimos en el capitulo 5.

Para bosquejar una funcién cibica necesitamos las tres intersecciones con ¢l eje x, la intersec-
ci6n con el gje y, y saber si la variable de grado tres es positiva o negativa; veamos un gjemplo.

Grafica la funcién f(x )=x*+4x” —=11x-30.

Para determinar la forma de la funcién, observamos si el término ctibico es negativo o positi-
vo. Como el término clibico es positivo, la funcién tiene forma de “N”.
Los factores de esta funcién determinan los cruces con ¢l eje x, y estan dados por:

f(x): (x+2)(x —3)(1: +5)

Por lo que las intersecciones son (—2,0), (3,0} y (=5,0). La intereseccién con el eje y estd en
(0, —30). Las intersecciones se colocan en el plano como se muestra en la gréfica 2.20.

J’IL
40
P
Fe 5
8 .q-s.n} '.:-z,u) 0.5 ”ﬁm P
0-30) @ <
-50
Gréfica 2.20
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Después unimos los puntos de tal manera que formen una “N” o el bosquejo de la grifica de
la funcidn ciibica, como se muestra en la grafica 2.21,

40 4 ¥
WER =
A L
!" A o
/ N |
/ A" !
i \ ’
. X !
"* \ 5 /
ad i\ 2.0 0.5 ,r‘ 6 X
(-5.0)/ \ G s (3.0
N\ F
/ A\ /
’ \ ’
’ \ ’
/ \ /
’ \ /
/ \ y
’ \ ‘
! — A} i -
i (o308 7 i
e : W =
s
/
—50
Gréfica 2.21

Si seguimos los puntos adecuadamente y logramos formar nuestra “N™, el bosquejo o el dibu-
jo a mano alzada de la grafica, atin sin conocer los méximos y los minimos, deberd quedar como
se aprecia en la grafica 2.22. (Para hacer la grifica con mayor detalle, consulta el capitulo 5).

fl (x)=x3+4 X -11:x-130

—50
Griéfica 2.22

Si se tratara de una funcién clibica negativa seguiriamos el mismo procedimiento s6lo que los
trazos formarian una “W” (N invertida).
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Funcién racional

Es aquella de la forma f (.r) = i—{%, donde h(x] #0. El dominio de una funcién racional serdn
X

todos los valores reales, con la condicion de que al evaluar h(x) ésta sea diferente de cero, ya

que en ese punto la funcién serd discontinua y habra una asintota (como se muestra en la grifica

2.23).

NOTA: Las aplicaciones de las funciones racionales se verdn con detalle en el capftulo 3.

Propiedades:
a) Toda funcién racional tiene asintotas,
b) Laimagen de una funcidn racional serd (—m m].

Este tipo de funcién serd de gran ayuda en el estudio de limites.

Método para determinar el dominio de una funcién racional
1. Se analiza cada funcién por separado.
2. Se despeja cada ecuacion y se iguala a cero.
3. Se intersectan los valores en caso de haber restricciones en ambas ecuaciones.

EJEMPLO

A Sx+1 ¥
T Sl :;
1. Se analiza cada funcion por separado. :
2. Se despeja cada ecuacion y seiguala a cero. 71
En este caso sélo despejaremos el denominador, z
ya que el numerador es una funcién lineal ar
¥y no tiene restricciones. :J
4-x" =0 i
2 =-13-12-11-10 -8 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 —1 1.2 3 4 5 & :
-x =4 ]
=4
x=4)
3. Se intersectan los valores en caso de haber
restricciones en ambas ecuaciones,
El dominio de esta fancién serd del (—o,-2) U(-2,2) U(2,%), |-,
mientras que la imagen de la funcién es (—mm) ::;-
Grifica 2.23
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Funciones irracionales

Las funciones irracionales, al igual que las funciones cuadraticas, pueden describir el movimiento
de objetos, como en el siguiente caso: un dguila quiere cazar un raton, para lo cual, en su vuelo,
describe el movimiento de una semiparabola concava hacia la derecha. Si el raton se encuentra en
¢l vértice de la pardbola, jcual serd la funcidén que mejor describa el movimiento del dguila?

1 #

X T
1

Figura 2.5

Las funciones irracionales (grafica 2.24) son aquellas cuya expresiéon matematica f(x) pre-

senta un radical: f(x) =ng (x]
Si el indice del radical no es par, el dominio de la funcién estard dado por los valores en los
que g(x) es mayor o igual que cero.

1. Para determinar el dominio, el radical serd igual o mayor que cero.
2. Se iguala el interior de la raiz (radicando) a cero y se determina el dominio.
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flx)=v-1 g

1. Para determinar el dominio, ¢l radical 3
serd igual o mayor que cero.

2. Se iguala el radicando a cero y se
determina d dominio.

=1=0 =3 -2 -1 1 2 F X

2=1
x==+l

El dominio de la funcion es (—m,—l]U[l,M)
y la imagen estard dada por [{l,m).

_3 b
Grifica 2.24

NOTA: La imagen se obtiene al sustituir los valores miximos y minimos del dominio.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.3

I. Identifica en cada caso el tipo de funci6n seglin la clasificacién de funciones por su natura-

leza,
L fx)=log(sx-1) 4 f(x)=4 7. flx)=x"-x-6

1
2, f(x)=x§—;r+2 5. f(x)=1—9 8. f(x):ln(z—x)
3 f(x)=2 6. f(x)=xS+37—x+1 o f(x)=vx>-4

X

II. Grafica y encuentra la interseccion de los ejes y el vértice, en caso de existir, de las siguientes
funciones.
1

L f(x)=log(4x-3) 3. f(x)=§x-5 5. f(x)=5
2 f(x)=x"+5x-14 4 f(x)=2x+1 6. f(x)=x"-4x"+2x+2

EJEMPLO
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7. f(x)=x+x-6 1L f(x)=3"-29x+40

8. f(x)=va?-16 12, f(x)=(x+7)(x-3)

9. f(x]=-(vﬂ) 13. f(x)=x"-2x-35

10. f(x)=-x-7 14. f(x)=2x"-3x"-32x-15

M. Obtén el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

f(x)=1og(7x+4) 6.
f(x)=x>+8x+16 %

f(x]—lx+2 8.

T2

flx)==x 10.

7(%)

=%

o)

Il
Laa
-

L

+
2
“

I
2
=

Funciones trigonométricas

Marcos estudia Ingenieria en electrénica, y se encuentra con el tema de la corriente alterna. Su
maestro le explica que este tipo de corriente tiene una forma senoidal porque de esta manera la
transmision de la energia es més eficiente. ;Podrias explicarle a Marcos qué significa esto?

Otra aplicacion de las funciones trigonométricas es determinar distancias y dngulos de figuras
geométricas, como en el siguiente caso: Luis ha comprado una casa y quiere asegurarse de que las
condiciones del tinaco sean Optimas, pero requiere subir a la azotea y para ello debe pasar una es-
calera por un pasillo en forma de “L”. ;Cudles deben ser las dimensiones méaximas de la escalera
para que pueda pasar por dicho pasillo?

Las funciones trigonométricas son el conjunto de funciones que se definen con base en un
tridngulo rectangulo, o bien, de acuerdo con un circulo unitario, como se muestra en la figura 2.6,

Las funciones trigonométricas son las razones de cambio que sufre una linea recta, cuyo
largo siempre es igual a 1 cuando, dentro de un circulo unitario, se forma un tridngulo
rectangulo imaginario en el que delta y representa nuestro cateto opuesto, delta x el cateto
adyacente y una linea recta (radio) forma la hipotenusa del tridngulo. En otras palabras, si
visualizamos el cambio de los catetos como el cambio entre delta y y delta x, podemos en-
tender mejor el cambio de la funcién trigonométrica (o pendiente m en nuestro caso) y asi
saber qué sucede con las respectivas funciones trigonométricas.
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Vo y=p—p

Cateto opuesto

Cateto adyacente

Figura 2.6

Si tenemos que lo miximo que puede medir cada cateto es 1, dado que hablamos de un circulo
unitario, y que las fimciones trigonométricas estan definidas como

e 1 . )

A csc x2+y2 [mr+b]
cos=£=i= z - x

h S€C |'x2+y2 [mx+b]
pod s 1 ¥

a ¢os cot x

a cos 1 x
cot=—=-—=—=—

o sen tan @y

b1 4y (mxtd)

_a_coa_ X - X

k1 P4y (me+d)

"o sen y

donde “o0” es el cateto opuesto, “a” el cateto adyacente y “#” la hipotensa, entonces el seno serd
1 a los 90°, ya que tanto la hipotenusa como ¢l cateto opuesto tendrén radio 1; por el contrario,
la funci6n coseno sera 1 a los 0° ya que tanto el cateto adyacente como la hipotenusa poseeran la
longitud del radio. Procesos similares sucederdn con el resto de las funciones.

NOTA: Donde los catetos tengan la misma longitud, el valor de las funciones trigonométricas
serd igual.

71



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

sen (45) = cos (45)

La figura 2,7 presenta ¢l resto de los cambios que sufre el tridngulo rectangulo en los diferen-
tes cuadrantes.

: @ : \f :
Cuadrante % @Cuﬁmu v

Figura 2.7

Ahora se pueden introducir los cambios que sufre mwalrededor del circulo.

W™
I 2 "
3 3
5w -
6 &
w O, 29
inw 11_1'3‘
6 6
4 sﬂ_
3 g E)
2
Figura 2.8
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Grificas, dominio e imagen de las funciones trigonométricas

La grifica de la funcién seno (grafica 2.25) siempre cruza el origen. Su dominio es (—m,m) y su

imagen estd dada por [-1,1].

—2+4
Grafica 2.25 Funcidn sen (x)

Si existe una constante dentro de la funcidn seno, afectard la frecuencia de la misma; si es
mayor que un entero aumentara la frecuencia de la funcién, y si es menor la disminuiré (vea las
gréaficas 2.26 y 2.27). Por otra parte, si la constante se encuentra afuera de la funcion afectaré la
imagen de la misma, aumentindola si es mayor que 1 y disminuyéndola si es menor que 1. Este
principio también es vélido para la funcién cos(x).

sen{4x)

Grifica 2.26

Grifica 2.27
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La gréfica de la funcién coseno (grafica 2.28) siempre toca el punto (0,1) si es positiva, pero
si es negativa su gréafica estd en espejo con respecto al eje x y tocard el punto (0,—-1). Su dominio
es (—so,20) y su imagen est4 dada por [-1,1]. Igual que en la funcién seno, su frecuencia y su
amplitud se modifican si existen constantes dentro o fuera de la funcién, respectivamente (grafi-
cas 2.29y 2.30).

k‘b

-1+

2+

Grifica 2.28 Funcidn cos(x)

y
y T
2+ 1+
T I B - L/
| B, S R R[N SRRt <4 -3 <2 1/ 2
B -7 6 -5 -4 -3 -2 - 1 2 3°4.5 6 7 a° A,
-1+
-2+ ~27
-3+ -3+
Griéfica 2.29 ws(0.5x) Gréfica 2.30 —2cos(x)

Luego tenemos las funciones tan(x) (gréfica 2.31) y cot(x). La grifica de la funci6n tan(x), al
igual que la funcidn seno, cruza el origen y su forma se asemeja a una “S” alargada. Su dominio

es {xER‘x#ig,ih

?,} , en tanto que su imagen es (—oo,s).
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N

E ! ) I i '. 4 ! I X
-5 -4 /3 -2 4 1 2 4 5 7 8
==
—21
-3
_4__

Grafica 2.31 Funcidn tan(x)

Al igual que las funciones seno y coseno, su frecuencia se afecta por una constante dentro de
Ia funcidn, y el algarmiento de la “S” (amplitud) varia si la constante se encuentra fuera de la fun-
cién (vea las graficas 2.32 y 2.33). De hecho, este principio es valido para el resto de las funciones
trigonométricas.

y&
I .

6= Y

i 7T

4 :“"

1 I3“- 1 4__

| 2 34

J | 11t 21

| 1 | | ] 1 1 ! I I | 1 | | S -

1 1 j T A | i I 1 | | k= Lt 11
BfF[SS43 2l V2 3 43 & 7 8 A T T T, S RN S VAR T . o
| e | | ] I I I ] ] I I I i ] 1 s
gl —76-5-4-3-2 —_11,,__1 23 45 ¢ x

-3 2

4t 3T

| _4_;-_

_5 _5 A

&5 | g+

=71 L B

Gréfica 2.32 tan(3x) Gréfica 2.33 dtan(x)
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La siguiente funcion corresponde a la grafica de cotangente. Si observamos las funciones
anteriores podemos deducir que:

1. La gréfica de la funcién cotangente serd similar a la gréafica de la funcién tangente.
2. Estard desplazada con respecto a la funcién tangente y no tocard el origen.
3. Estard en espejo respecto de la tangente.

AAALL
VIV

Gréfica 2.34 Funcidn cot(x)

Si afectamos el interior o el exterior de la funcion, obtendremos el mismo resultado que en
la funcién tangente al modificar la frecuencia o amplitud de la misma. El dominio y la imagen de la
funcién estdn dados por {x eR ‘x #0,+m,+ 21:'} y (—aom) respectivamente.

Asi llegamos a las dos Gltimas funciones: secante (gréifica 2.35) y cosecante (grafica 2.36).
Ambas semejan pardbolas, es decir, tienen forma de “U”.

La funcién secante toca el punto (0,1), su dominio es {x ERx# ig,i%‘,...} y su imagen

es (~oi—1]u[12).

o

Grifica 2.35 Funcidn sec(x)
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La grafica, el dominio y la imagen de la cosecante son {x € R|x #0,+7, iZﬂ:,...}y (—ao,—l]u
[l,m] respectivamente, La grafica no cruza el origen.

Y4

|

3l

)

1+

L g

5 -4 -3 -3 -2 1 2 3 .4 5

Gréfica 2.36 Funcidn csc(x)

La imagen de ambas funciones es afectada por una constante fuera de la funcién y la frecuen-
cia se altera si ésta se encuentra dentro de la funcién.

Y& Y
4+ 44
3t 3
21 2
11 1t
-5 4 3 —:2 -1 1 2 3 4 5 i -5 4 3 —:2 -1 1 2 3 4 5 i
Al 1
-2 2L
-3 4
o -4
Gridfica 2.37 3osx) Grifica 2.38 oq(6x)

En resumen

1. Las funciones seno y coseno tienen forma de ondas.
Las funciones tangente y cotagente tienen forma de “S” alargadas.
Las funciones secante y cosecante tienen forma de *“U” (parabolas).

aowoR

. Una constante dentro de cualquiera de las seis funciones trigonométricas afectard su fre-
cuencia.

5. Una constante fuera de la funcidén trigonométrica modificard su amplitud e imagen (excepto
para la tangente y la cotangente),
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Las funciones seno y tangente cruzan el origen.
Las funciones coseno, cotangente, secante y cosecante NO cruzan el origen.

Las funciones coseno y secante tocan el punto (0,1).

it e S

Las funciones cotangente y cosecante estan a los lados del eje y pero no lo tocan,

10. Si tomamos las funciones seno, tangente y secante como bases, las graficas de sus contra-
partes (coseno, cotangente, cosecante) son iguales; solamente estin desplazadas, y en espejo
las funciones tangente y cotangente.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.4

Con base en la teoria, determina como seran el dominio y la imagen de las funciones
trigonométricas, y bosqueja la grafica de la funcién.

L. f[x]=s¢n[5x] 4, f(.t)=—3ms[2x] T f(x)= —4cos[x)
2 f(x)=tan(6x) 5. f(x)=3csc(3x) 8. (x)=sen(3)
3. f(x)=cot(3x) 6. f(x)=-2sen(x) 9. f(x)=2sec(x)

Funciones exponenciales

Este tipo de funciones son particularmente importantes en la vida diaria pues representan el incre-
mento poblacional de los seres vivos.

El papd de Juan tiene una pequefia granja y compra, entre otros animales, una pequefia pareja de
conejos. Sabe que los conejos se reproducen muy rdpido y le preocupa la cantidad de conejos que po-
dria tener ya que la cantidad de alimento y de espacio que dispone es limitado. ; Podrias determinar la
poblacién de conejos en un momento determinado? Como se ha dicho, el crecimiento de la poblacion
de congjos se ajusta a una funcién exponencial, similar a la que se presenta en ¢l problema 2.27.

Lﬁ % .' ﬁ_-- { :L"
ué e
b

Una funcién exponencial (grafica 2.39) se define de manera general como: y = a*, donde a es
la base de la funcidn y es una constante positiva.

Las funciones exponenciales mas utilizadas son:

a) y= 10" funcién exponencial de base 10.

b) y=e" funcién exponencial de base e. (e es la constante del logaritmo Neperiano. Vea la
siguiente seccion: Funciones logaritmicas).
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Conceptos importantes sobre la funcién exponencial
I. La grafica de toda funcion exponencial pasa por el punto (0,1).

II. El dominio son todos lo niimeros reales (e, ).

III. Laimagen son todos los numeros reales positivos (U,ao).

NoOTA: El dominio para las funciones exponenciales siempre serdn todos niimeros reales.

1 )
-4 -3 -2 -1

.i x
Grafica 2.39 Funcidn exponencial de base 10, en negro,
¥ fundidn exponencial de base e, en gris.

Leyes de los exponentes
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Funciones logaritmicas

En 1614 John Napier publica su obra Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio, ejusque usus
in utroque Trigonometria; ut etiam in omni logistica mathematica, amplissimi, facillimi, et expe-
ditissimi explicatio, en la que introduce los logaritmos a los que llamé niimeros artificiales.

Los logaritmos o nimeros artificiales son muy importantes en matemdticas, ya que no sola-
mente facilitan realizar célculos al sustituir la multiplicacién por suma, la division por resta, la
potencia por productos y las raices por divisién; también son muy importantes en sismologia y en
audiologia al permitir el establecimiento de sistemas de medicién en estas disciplinas.

En cierta universidad de México existe la controversia de establecer si el terremoto que se
produjo en 1985 fue mas devastador que el de Japon en 2011; se sabe que el terremoto de México
fue de 8.1 y el de Japén 9.0 en la escala de Richter, por lo cual se discute que no hubo mucha
diferencia en la intensidad de ambos. ;Se podria argumentar esta conclusion utilizando funciones
logaritmicas? Vea el problema 2.43.

La funcién logaritmica (gréfica 2.40) se define como y = log,(x) donde a es la base de la fun-
cidén y una constante positiva.

Las funciones logaritmicas mds utilizadas, al igual que las funciones exponenciales, son las
de base 10 y las de base natural:

a) y=log;y(x) funcion logaritmica de base 10.
b) y=In(x)funcién logaritmica de base e.

Conceptos importantes sobre la funcién logaritmica
I. La grafica de toda funcién logaritmica pasa por el punto (1,0).
II. El dominio son todos los niimeros reales positivos (D,m).

II. Laimagen son todos los ntimeros reales (-m m].

=14+

-2+

Grifica 2.40 Funddn logantmica de base 10, en negro, y funcidn
logaritmica de base e, en gris.
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Método para determinar el dominio de una funcién logaritmica

En una funcién logaritmica diferente de log(x) o In(x), el dominio se determina por ¢l si-

guiente método:

1. Se toma en consideracion sélo el argumento de la funcién logaritmica.

2. La funcidn se iguala a cero.

3. Posteriormente se obtienen las soluciones de la ecuacién.

4. Y el dominio de la funcién logaritmica serd igual o mayor que los valores obtenidos.

f(.r)= Iog(5x+3]
5x+3=0
Sx=-3

3

x=--
5

El dominio de la funcion sera:

B

Y la imagen estard dada por:

(~e=e2)

f(x) =Iog[\f.x—4]

x—4=0

x=4

El dominio de la funcidn sera:

(4.

Y la imagen estara dada por:

(~eiss)

Leyes de los logaritmos
In (ab) =In a+In b

m(%):m a-Inb

NoTA: El dominio para las funciones exponenciales siempre serdn todos niimeros reales.

EJEMPLOS
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Relacién entre la funcién exponencial y 1a funcién logaritmica
L. y=a"sblo six=log(y)
I. y=a"es lainversa de y = log,(x)
ITI. Log.a" =x para toda x
IV. @2¥=x x>0

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.6

Determina el dominio y la imagen de las siguientes funciones, y haz un bosquejo de

ellas.

1. f(x):lﬂg(xﬂ) 4, f(::):log(?;r—ii) 7. f(x]:—iog[x)
2. f(x]:log(%} - f(x]:log( 4-.1:] 8. f(.r):log(xz)
3. f(x)=log[%x) 6. f(x)=in(25—.r2)

Funciones implicitas

El duefio de un terreno rectangular desea cercarlo y dividirlo en dos cuadros, para lo cual dispone de 120 m
de malla. Hace dos recortes para cubrir el largo y tres para cubir el ancho, con lo cual genera el siguiente
csquema:

El duefio llega a la conclusion de que el perimetro estard dado por 120 = 2x + 3y; pero quiere obtener
¢l drea del terreno, y observa que hay dos datos que desconoce. Recuerda de sus clases de matematicas
que sdlo puede trabajar una incégnita cuando ésta depende de la otra. ;Podrias ayudarlo a determinar una
variable respecto de la otra? Mateméaticamente, ;jqué representa esto?

Las funciones implicitas son aquellas que definen implicitamente a la variable independiente; es de-
cir, no se especifica qué variable depende de cudl. Las variables estin “revueltas” en uno o en ambos lados
de la ecuacién y no se utiliza la notacién de funciones.
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x4+2y=1

Una ecuacién serd una funcién explicita si al momento de despejar la variable dependiente ésta
queda con exponente impar, Ejemplo:

X +2y=1
2y=1-x2

Observa que al momento de despejar y queda con exponente 1. A partir del despeje obtenido
podemos empezar a calcular el dominio e imagen para la nueva funcion.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.7

Determina si las siguientes expresiones representan ecuaciones o funciones.

1. y +x-3=0 3. ¥ +3x2-2=0 5. x=4

2. x4y’ =1 4, y+x=3 6. ¥y -x'-4=0

Funcién definida parte por parte

Maria acaba de titularse, renta una casa y sabe que tiene que pagar todos los servicios; sin embargo, cuando
llegan los recibos de teléfono y de electricidad (luz) no sabe como leerlos ni qué significa que estén divi-
didos por secciones, pero como ella era buena en mateméticas empezd por analizar la situacion. [ Podrias
ayudarle a encontrarle significado a dichos recibos?, jexiste algiin modelo matemético que se ajuste para
este tipo de situaciones? Para comprender este tipo de problemas podemos analizar las funciones que
denominamos parte por parte.

Las funciones definidas parte por parte son aquellas que estin compuestas por dos o més funciones,
las cuales se encuentran condicionadas a lo que determina, a su vez, la seleccidn de la funcién que se debe
usar. El dominio de estas funciones se encuentra establecido en las condiciones de la funcién.

Estas funciones son muy (tiles en la vida diaria y las usamos frecuentemente aun sin saberlo. El sala-
rio de una persona cae en este tipo de funcion: si se trabaja 8 horas en un dia, el salario es de $100.00, pero
si se labora tiempo extra, cada hora se paga al doble, y si se trabaja en un dia festivo el pago de cada hora
¢s triple. Otro ejemplo son los recibos de servicios como teléfono y luz, por ejemplo. Respecto del recibo
del teléfono la tarifa puede estar condicionada al uso de larga distancia, niimero de llamadas, duracién de
la llamada y uso de roaming. Para el caso del recibo de luz, el pago esta condicionado por el tipo de tarifa,
los hilos y los kilowatts (figura 2.9).

EJEMPLO
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UB35Y6 15455 14987

COMPROMETIDOS
CON LA WONESTIDAD

CALCULO DEL IMPORTE DE 5U FACTURACION

Conceplo Precio Total

ler. Escalén 0.945 9450
2do. Escalén . 1.145 114 50

Excodente ¥ 1.261 337.54
Cargo fijo (2) P 24.25 48.50

Suma 595.44

Figura 2.9

En este caso del recibo de luz, la ecuacion queda de la siguiente forma:

0.945x+48.50(0< x <100
f(x)=9 1.145x[100 < x<200
1.261x|x > 200

Sustituyendo los valores del gjemplo, tendriamos el costo de la luz mediante 1a funcion parte
por parte:

0.945(100)+48.50/0 <x <100
f(x)={ 1.145100)[100<x<200 =595.44
1.261(268)|x >200

Podriamos aplicar el mismo procedimiento para los recibos de teléfono, agua, pagos banca-
rios, salario y otras muchas aplicaciones de la vida cotidiana.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.8

Grafica las siguientes funciones parte por parte.

x |x =0 x? |x 20
. f(x)_{—x |x <0 > f(x)_{—xz ‘x<{}
250x  |x<8 2e0(a)fr 20
2. f(x)=1500x8<x<12 4. f(x)= s[5
750x  |x>12
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sen(53) 20 -

" _m(%lexco i f(x)={-l et

Funcién inversa

Una funcién es uno a uno si a cada nimero de su imagen le corresponde un solo niimero de su
dominio.

Figura 2.10 Funcién uno a uno.

Criterio de 1a recta horizontal

Una funcién es uno a uno si, y sélo si, una recta horizontal intersecta la gréfica de la funcion a lo
sumo en un punto (vea la grafica 2.41).

-2

Prueba de la recta horizontal
Gréfica 2.41
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Inversa de una funcion

Si fes una funcidn uno a uno, considerindola como el conjunto de pares ordenados (x, y), en-
tonces existe una funcién /' llamada inversa de fque es el conjunto de pares ordenados (y, x)
definida por:

x=f"}(y),siysélosi, y=f(x)

NOTAS:
1. El dominio de ™' es la imagen de £, y la imagen de /™' es el dominio de f.
2. Una funcion tiene inversa si es posible aplicarle el criterio de la recta horizontal.

1. Despejar la funcion en términos de la variable independiente.

2. Sien el despeje la variable independiente posee un exponente par, la funcién no tiene
inversa.

3. De lo contrario, cambiar la variable dependiente por la independiente y viceversa.

— I

Funcion explicita Funci6n inversa
f(x]=5.r—? P il
y=5x-7 3

Como la variable independiente no tiene exponente par, la funcion f(x) tiene inversa si se
cambia la variable independiente por la dependiente y viceversa. De manera gréafica:

ya
4

3

,,-———-'r/

=] =1 1 2 3 x

-1

-2

Gréfica 2.42 En gris tenemos la funcidn f(x) = 5x—1
yen negro lq funcidn inversq.
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y=l-x

Como la variable independiente tiene exponente par, la funcién f(x) no tiene inversa.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.9

Identifica si las siguientes funciones tienen inversa.

1. y=x*-10x+25 5. y=x-7 8 y=-x-1
1 1

2. x*+y°=49=0 6. y=— 9. y+ =15
x x=2

3. y=x>-36 7. y=—x" 10. y=x'-1

4, y=x4—5.t

¢Conozco la clasificacion de las funciones?

2Puedo decir cudles son las funciones polinomiales?
¢Soy capaz de determinar la ecuacidon del vértice de una ecuacion cuadrdtica?
¢Soy capaz de explicar cudles son lgs funciones trigonométricas?

¢ Comprendo cémo cambia una funcion trigonométrica cuando una constante afecta a
x, como en sen(ax)?

2Comprendo cémo cambia una funcion trigonométrica cuando una constante afecta a
la funcién, como en acos(x)?

JReconozco las dos funciones exponenciales representativas?
JReconozco las dos funciones logaritmicas representativas?
2Soy capaz de explicar qué es una funcién implicita?

JSoy capaz de explicar qué es una funcidn parte por parte?

¢Soy capaz de reconocer y describir algunas situaciones reales que se pueden modelar
con funciones parte por parte?
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2.4 Estrategia para obtener el dominio
e imagen de funciones complejas

Hasta ahora s6lo hemos analizado las funciones de manera individual con fines didécticos, pero la
mayoria de las veces nos encontramos con funciones compuestas de dos o mas tipos de funciones,
con lo que pareceria que las reglas anteriores no siempre funcionan.

Para obtener el dominio e imagen de este tipo de funciones propondremos el siguiente método:

1. Analizar de manera general la funcién compuesta.

2. Descomponer la funcién en las funciones que la componen.

3. Obtener ¢l dominio de todas y de cada una de las funciones que la componen.
4

. Si lo desea, puede representar el dominio obtenido de estas funciones en una recta numérica
para una mejor visualizacién, como en la grafica 2.40.

5. Por tltimo, intersectaremos los dominios obtenidos para generar el dominio de la funcién
compuesta.

6. La imagen se obtendré con el valor final e inicial, el valor simétrico o con los intervalos
correspondientes del dominio.

/ 2
f [x) = —ji;x- Funcién compuesta
X =9

Andlisis del dominio como funciones individuales

jl(.r V36 —x2

36-x2=0

£y (x)=\x* -9

2 —
_Iz =_36 . i 9—{]
i
¥ =36 ¥ =9
=+
x=%y36 & _"@
x=%6 x=13
bo[s6]  Di=l=)o(ae)
Ahora graficado en la recta numérica:
Intersecciones
< 0 o » Dy
D'I
e —— L | A ;I (O LSO AN P MM A AN NN OSSN EO O] o
T T e b=l UL [ I I R A R I | P I B
M1 -8-7 H-54-3-2-10 12 3 45 &6 7 8 910N
Figura 2.11
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Las partes comunes del dominio son:
D:[-6,-3)u(36]

Si nuestra suposicién es correcta, serd la Ginica parte del espacio donde haya gréfica.

~4
|
T

R
Gréfica 2.43

Obtendremos la imagen con los intervalos. Como en este caso son simétricos, usaremos el
valor final e inicial del intervalo positivo:

V36-x2

e D:[-6,-3)u(3,6]

flz)=

_N36-6" _ V36-36_ 0 _
J6i—9 36-9 27

£(6) 0

Usaremos un valor aproximado a 3, ya que no puede tocar el 3.

V36-3.001° _ v/36-9.006 _5.196

Joo—9  \o.006-9 077

f(3.001)= = 67.069 — oo

Como se verd en el capitulo de limites, cuanto mds se aproxime la funcién a 3, ésta
tenderd al infinito positivo.
Por tanto, la imagen estara dada por:

I [D,m)

NOTA: Aunque es un ejemplo ilustrativo, este principio se puede usar para cualquier expre-
sién compuesta.
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.10

Obtén el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

X +4

L A V2+x 5. f(x)=1ﬂ[ ! 1) 3, f(x]=|n[ x+1)

; a?J ¢Soy capaz de utilizar las estrategias propuestas para obtener el dominio y la imagen
de yna funcidén?

2.5 Clasificacion de las funciones
por sus Propiedades

Pablo asiste diariamente a una escuela y tiene que subir unas escaleras muy largas. Como es muy inteli-
gente, observa que a medida que avanza en la mafiana, la pendiente aumenta y es mas cansado; sin embar-
go, cuando sale de la escuela y baja las escaleras la caminata es mas ficil. Ahora recuerda que en la clase
de matematicas vio una serie de funciones que darian significado a su observacién.

Funcion creciente y decreciente

Funcion creciente

Una funcién fes creciente sobre un intervalo si para dos niimeros cualesquiera, x; y x en el intervalo,
donde x, <x,, se tiene que f(x;) < f(x,), como se muestra en la grifica 2.44.

T P e e e e (xzr f{xz))

L R (x5 £lxy))

Grifica 2.44
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En esta grifica vemos que, a medida que el valor de x aumenta, la funcién f(x) también au-
menta. Se puede apreciar en la grifica que x; < x; puesto que x; = 1 y x; =2. Se¢ puede observar
también que f(x;) <f(x,).

Funcion decreciente

Una funcidn fes decreciente sobre un intervalo si para dos niimeros cualesquiera, x; y x3, €n ¢l
intervalo x; <x, implica que f (x,) > f(x,), como se presenta en la grafica 2.45.

{3,

Grifica 2.45

Ahora a medida que las x crecen, las y decrecen. Se puede ver que x; = -2 y x, = -1, por
lo tanto x, < x,, pero para y sucede lo contrario; y; =2y y,= 1, por lo tanto y, >y, 0, loque es lo
mismo, f(xy) > f(x,).

Estas propiedades son aplicables a cualquier tipo de funciones, no tinicamente a las lineas
rectas, como se muestra en la grafica 2.46.

Grifica 2.46

Si analizamos la parabola de la grafica 2.46 y aplicas ¢l mismo criterio, comprobaremos que
es creciente en el intervalo del (—mﬁ) y decreciente en el intervalo del (D,m).
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Funcién simétrica y tipos de simetria

Mi gato Tommy es muy vanidoso; a tal grado, que todos los dias se mira en el espejo. Sin embar-
g0, debido a su gran ego, en vez de ver reflejada su imagen real observa la de un leén. En la vida
real hay ocasiones en las que nuestra imagen se refleja ya sea verticalmente como en un espejo o
de manera horizontal, como en un lago, e inclusive en formas mucho mas raras. En geometria y
en algunas otras ramas de las matematicas sucede lo mismo, las figuras se reflejan en un eje o en
un plano, y para que ello suceda se deben cumplir las siguientes condiciones.

Simetria con respecto al eje y

Se dice que una funcién f(x) es simétrica con respecto al eje y si para cada punto (x, y) el punto
(—x, y) también pertenece a la grafica. Eso significa que hay una imagen en espejo respecto al eje
¥, como se aprecia en las graficas 2.47 a 2.50.

rFy
3 B
al
e 1
1 m g g e e B R R I S N O S
4 =14
-4
= 3 ot
Grifica 2.47 Grifica 2.48

Observa que si doblamos las grificas a la mitad con respecto al eje y, obtenemos la misma
imagen.

¥ ¥
“ .
N\ 4 A
™~ 2 P 5 B 2
L . '\.‘\
& /f ™,
N 1 ,-/ > 1
\H /// — -\\‘\
I I . \h\‘a _.» . :‘:&h
-3 2 -1 N 2 3 2 Yiig &
z] \ //
£ al \, \ [
7/ |\ / I(
! \ b 1 !
/ { \\ / |I J
/ol \ /
VAN \ / g
z/l \ /
/ =37 3\ / -2
.'f \\ ."f
' A\ i
_4;
Grifica 2.49 Grifica 2.50
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Simetria con respecto al eje x

Se dice que una funcién f(x) es simétrica con respecto al eje x si para cada punto (x, y) el punto
(x,—y) también pertenece a la grafica. Eso significa que hay una imagen de lago respecto al eje x,
como s¢ aprecia en las grificas 2.51 a 2.53.

A |
=
v

=,

Grifica 2.51 Grifica 2.52

L

Griéfica 2.53

En estos casos el eje x funciona a manera de espejo, como sucede en un lago en el cual se
refleja nuestra imagen.

Simetria con respecto al origen

Se dice que una funcion f(x) es simétrica con respecto al origen, si para cada punto (x, y) el punto
(—x,~y) también pertenece a la grafica. Eso significa que la grifica permanece inalterada si se
efectila una rotacién de 180° respecto al origen, como se aprecia en la grafica 2.54.
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=1

=24

-3+
Grifica 2.54

En estos casos el origen (0,0) acttia como pivote de simetria,

Criterios de simetria

1. La gréfica de una ecuacidn es simétrica respecto al eje y si al sustituir x por —x se obtiene
una ecuacion equivalente.

2, La gréfica de una ecuacion es simétrica respecto al eje x si al sustituir y por —p se obtiene
una ecuacion equivalente.

3. La gréfica de una ecuacién es simétrica respecto al origen si al sustituir x por—x y y por —y
se obtiene una ecuacion equivalente.

4. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al gje y si cada uno de los términos tiene
exponente par (0 es una constante).

Ejemplo: f(x)=x*-4

5. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al origen si cada uno de los términos tiene
exponente impar.

Ejemplo: f(x)=x"

Funcién par e impar
Una funcidn es par si su grafica es simétrica con respecto al eje y.

y= 1) sparsi £(-5)= (2
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Una funcién es impar si su gréfica es simétrica con respecto al origen.
y=1(x) e imparsi 7 (~+)=-1(x)

La gréfica de una funcién de x no puede ser simétrica con respecto al eje x, puesto que enton-
ces violaria la prueba de la recta vertical y por lo tanto no representaria una funcion.

Ejemplo de funcién par;:
£ (%)=l

Observa en la tabulacién que a cada valor positivo o negativo en x le corresponde exactamen-
te €l mismo valor en y.

Ejemplo de funcién impar:
x =5 —4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5
y —125 -64 =27 -8 =1 0 1 8 27 64 125

Observa en la tabulacion que por cada valor positivo en x y en y existe su correspondiente
negativo.

ACTIVIDAD DETRABAJO 2.11

Determina si las siguientes funciones son par, impar o ninguna.

L f(x)=-x 5. f(x)-= {;ijﬂﬂ 5. f(¥)=x
2. f(x)=1-sen () b f(x)=tecosls) & f(x)_{;’:lxj;)

Funcién periédica

Marcos contintia su curso de Ingenieria en electrénica y se entera que otro uso de las funciones trigonomé-
tricas es su aplicacién en la trasmisién de ondas de radio de AM y FM, En el caso de AM, la amplitud de
la onda portadora varia en funcién de la onda moduladora, y en el caso de FM, la frecuencia varia. Ambas
ondas son ciclicas (es decir, periddicas) porque la sefial se repite cada T segundos senoidales.
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Ecuacion de la sefial moduladora AM:

Wi)=A, [ 1+mex, (1) ]scos(w, +1)

Una funcién periodica es aquella cuyo comportamiento se cicla cada determinado intervalo.
Dicha caracteristica es propia de las funciones trigonométricas al estar definidas con base en un
circulo. Como se vio anteriormente, su dominio o su imagen oscilan en intervalos segin sea el
€aso

6bscrva que:
| Funcién | Domimo | magen |
sen(x) (o, %) -1, 1]
tan(x:l T 3ar | (_“"- m:'
{x ERIX #:‘:E, iT,}
cot(x) {xe Rlx=0,tm22m,..}  (—==%)
sec(x) {xERx;EiE,'l_-',’—ﬂ,...} (—oo, —1] U [1, =)
2°7 2
esc(x) {xe Rlx#0, £m*2m..} (-, -1]U[1, )

Del mismo modo, la gréfica se repite en dichos periodos, obteniendo la misma imagen una y
otra vez, como es el caso de la funcion seno.

Aunque esta caracteristica es propia de las funciones trigonométricas, existen otras fiinciones
cuyo comportamiento se repite por intervalos, como seria el caso de la funcién escalon entre otras.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.12

Identifica si las siguientes funciones son peri6dicas.

%3
e ——
e T -

/ / 7/6 -5 443 3 1/

-3 -2 -1 \ 1 X R f ,.'11
-.\ . { / [ -2

f it NS - -3

a) f b) '
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~12T110-08-7-6-5-4-3-2-1f 1334 § * 1

-2

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
4, Realiza un cuadro sindptico de la clasificacion de las funciones por sus propiedades.

Operaciones con funciones y composicién
de funciones

Las operaciones con funciones son muy importantes ya que de nada nos servirian las funciones
aisladas como materias de una reticula escolar si no se les relaciona con la vida diaria. Es su gran
complejidad lo que les da sentido. En su concepto individual sélo se utilizan como estudio ya que
la vida es tan variada que dificilmente encontrariamos un modelo matematico sencillo. Veamos
el siguiente ejemplo.

Juan tira un balin por una pendiente de tal manera que al final sale disparado como un proyec-
til. Este movimiento consiste en dos partes: la primera sigue un movimiento lineal y la segunda
describe una pardbola, por lo que el movimiento final es el resultado de la combinacién de ambos
movimientos. Matemdticamente se puede obtener un solo modelo sumando ambas ecuaciones.

e R . N
| Movimiento . &N
\ rectilineo uniforme f

' Tiro parabélico |
Figura 2.12
Las operaciones con funciones son todos aquellos movimientos algebraicos que pueden rea-
lizarse entre dos o mas funciones, en tanto que la composicién de funcién hace referencia a la

sustitucion de la variable de una funcién por otra funcién que ocupa todas las posiciones de
la variable de la funcién original.
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Suma F(x)+g0x) =(f +g)(x) D=D;N D,
Resta  f(x)=g0)=(f ~g)) D=0,N D,
Multiplicacién  f(x) » g(x) = (f *g)(x) D=D;N D,
Divisién F(x)/glx) = (f/g)x) D=Ds N D, > {x|g(x) # 0}
Composicion  f(x) - g(x) = f(g(x)) D=D,CDs
Tips:
1. Para la suma, resta y producto de funciones, el dominio de la funcién resultante es igual a
los valores comunes de fy g.

2. Parael caso del cociente, el dominio sera todos los valores comunes de los dominios de f(x)
y de g(x)a excepcion de los valores para los cuales g(x) = 0.

3. Para ¢l caso de la composicion de funciones, ¢l dominio serd todos los valores de x del do-
minio de g(x) que estén en el dominio de f(x).

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.13

Realiza las siguientes operaciones.

f(x)+g(x) donde f(x)=4x+4yg(x)=x"
2. f(x)eg(x) donde f(x)=2x-1yg(x)=x
f(x)og(x) donde f(x)=x>+4 y g(x)=x+2
4. f(x)/g(x) donde f(x)=sen(x) y g(x)=cos(x)

xz—l

4-x*

9. f(x]ng(x] donde f(x]= y (x)=3x+1

NOTA: Realiza el resto de las operaciones a manera de prictica.
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rormarouone evioencins [

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
5. Presenta 9 ejercicios con todas las operaciones entre funciones.

Traslaciéon de funciones

Una de las prucbas mds importantes en los juegos olimpicos es la de velocidad. Este tipo de prue-
bas describe un claro ejemplo de traslacion de trayectorias, ya que la distancia recorrida por los
corredores de los carriles externos es la misma que la de los corredores de los carriles internos;
sin embargo, sus posiciones de inicio son distintas para ajustar los cambios ocasionados por la
curvatura de la pista. ;Crees que el corredor de la tltima linea estd en desventaja respecto del
corredor del primer carril?

Definicién de traslacién de funcionas

Se denomina traslacién de funciones a los distintos cambios en el espacio del plano cartesia-
no, u otro sistema de coordenadas, que sufre una funcion representativa (lineal, cuadritica,
rigonométrica, ete.) de acuerdo con los signos, coeficientes y constantes que la acomparfian,

Por gjemplo, observa la funcién lineal original representada por f(x) =x, y que se muestra en
la grafica 2.55.
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¥
3
21
14
4 -3 2 1/ 3 4" | Sufre traslaciones :
-1+ ' dependiendo de la
| pendiente y la constante |
- | I
,  que la acompafia
54 !
Grifica 2.55

Si agregamos la constante 2 a esta funcidn, se obtiene la funcién f(x) =x + 2. El cambio en el

espacio del plano cartesiano se veria afectado como se muestra en la gréafica 2.56.

Y ’
e
\ 7
. ;
254 #
La traslacién de funciones A
equivaldria a tomarla ; [ __-f"
grifica y moveria de un — A s >
lugar a otro segtin las fb/}? —2:—1:-', 1 2 3 4
condiciones dadas; o como Jr' =1
s se trasportara un objeto, ',"r ot
o se viajara en automévil LA
tantas manzanas al oeste e E
y tantas al norte. v -4
Gréfica 2.56

Entre los casos mads representativos de traslacion se encuentran los cambios que sufre una
ecuacion cuadritica.

Las distorsiones en el espacio de una ecuacién cuadrética dependeran de:
1. Elsigno que acompafie a la variable cuadrética.

a) Si el signo es positivo (+), serd una pardbola abierta hacia arriba “ U™, como en la gra-
fica 2.57.

b) Si el signo es negativo (-), serd una parabola abierta hacia abajo “ ™™, como en la gra-
fica 2.58.

2. Siel coeficiente que acompafie a la variable cuadritica es entero o no.

a) Si el coeficiente es mayor que uno, la pardbola serd més angosta. Cuanto mayor sea el
niimero, mas angosta sera la pardbola U , como en la gréfica 2.60.
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b) Si el coeficiente es menor que uno, la pardbola serd mis abierta. Cuanto menor sea el
nimero, mas ancha serd la pardbola N, comoenla grafica 2.59.
3. Eltérmino independiente de la ecuacidn. Si el término independiente es positivo desplazara

la grifica hacia arriba, y si es negativo la desplazara hacia abajo, como en las gréficas 2.61
y 2.62.

4. Si la expresién elevada al cuadrado tiene una constante, su desplazamiento serd hacia la
derecha o izquierda segiin sea el caso.

a) Si tenemos la expresion (x — k)* 1a pardbola se movera hacia la derecha, como en la gra-
fica 2.64.

b) Por el contrario, la expresidn (x + h)? significa un movimiento de la grifica a la izquier-
da, como en la grifica 2.63.

EJEMPLO

)=
¥ |
34 | Siagregamos
un signo menos
5l (~) la funcién
rotard 180°
14+
%
S/ i i ;¥
—al
Gréfica 2.57 Grafica 2.58 p
/(s)=032
y
e e
|'1ﬁ/?/j Q) :
I S T > X |
[ RTR]
{_,,“/ 1 \\\" 7 -
3 3 - i 2 X E R
! 1 L ! [x) =10x7

Gréfica 2.59 Gréfica 2.60
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yil
2-_
1__
S@=x+1 fx)=x2-1
2 =4 1 2 *
Gréfica 2.61 Gréafica 2.62
fG)=(x+5)7 f@=E-57
¥ ¥
54 ST
————— >
a————- Fal 4+
3t FT
51 24
————- T SO *
14
7 ", T R T 1 -1 1 2 3 4 5 & 71
Gréfica 2.63 Gréfica 2.64

Hasta ahora, en este capitulo hemos visto diversos casos de traslaciones y cambios que sufren
las funciones, y los efectos de un coeficiente fuera y dentro de una funcién trigonométrica; de
acuedo con ello, ;podrias deducir los cambios que sufre una funcién chibica?, juna racional?, juna
irracional?

ACTIVIDAD DE TRABAJO 2.14

Expresa como es la nueva grafica segtin la traslacidn de las funciones originales.

1, y=[x—5)2 4, y=4x-3 7. yﬂ-sac[Zx)
2. y=—x 5. y=—2x 8. y=—ix+5
3. y=x*-5 6. y=—\./3_r
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PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

6. Mediante el uso de software, realiza las diferentes traslaciones que sufren las funciones
representativas,

7. Realiza al menos los ejercicios impares de todas las actividades con el desarrollo completo
de las mismas.

8. Presenta solamente los ejercicios impares de la actividad integradora.

9. Elige un problema de la vida real y tradtcelo al tipo de funcién que lo represente para gene-
rar su modelo matematico. Grafica la funcion y determina su dominio y su imagen. Explica
de qué manera embonan las matemdticas en la vida, y cémo a través de ellas se pueden
resolver problemas.

. &?‘ ¢Comprendo qué es una funcidn creciente?
iSoy capaz de explicar los tres tipos de simetria que existen?
¢Soy capaz de reconocer una funcién periédica?
¢Comprendo qué es la composicidn de funciones?
;Comprendo qué elementos determinan el tipo de traslacién de las funciones?

¢Soy capaz de explicar qué cambios sufre una linea recta si se le suma una
constante?

iSoy capaz de explicar qué cambios en el espacio sufre una linea recta si se le
resta una constante?

¢Comprendo cudndo una pardbola es concava hacia arriba o hacia abajo?

. ACTIVIDAD INTEGRADORA UNIDAD 2

PARTE 1
Identifica el nombre, el dominio, la imagen, el vértice y las intersecciones con los ¢jes de las
siguientes funciones.

V36— x2

L f(x)=(2) $IW=TS £(x)==3x+5
2 f(x)_{_ﬁ:((xj] too 5. f(x)=x"-9 8. f(x)= (4_'x2)
3 f(x]=;(1::) 6. f(x)=log(sx-3) 9. f(x)=(x+2) -3
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10.

11.

12.

13. f

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(e)=

Sx+l|x2{}
ftx)={

x+lEx <0

yz +x—3=0

22.

26.

27.

28.

29.

30.

3l

32

33.

_,i"[.ch=J:2 +2

; f(.r)=x2-3:c—lﬂ

f(x] =2 sen(4x)

3cos(x) x>0

1(x)= {—Scos(x] <0

f[x]=2’“

36.

37.

41.

43,

45,

: f(x) =—10?*

. f(x)= A

f(x)=—;log(x—2)

f(x)=-41n(2x+1)

3 f'(x)=31(}g(3—x)

y+x> +4x+4=0

y—x=0
y3+3—3=0
X
3 |x=3
.f(x]=1 1
E ‘I#B
£6) V49-x?|x<0
x]=1 =
V492" x>0
xﬂxkﬂ
f(x)_{—x}|xcﬂ
X —5x—14  |-2<x<7

—x2+5x+14 ]-ZSIST

f(x)={



PARTE I

Determina el tipo de simetria de las siguientes graficas.

11
% X
a) -1
y
4
31
a2
1.
4 3 2 A 4%
=34
2
_3.
b) =41
¥
c)
d)

CAPITULO 2 Fundenes y sus grdficas

Y
2.—
14
3 = 1 2 X
i 1 8
_2--
e)
¥y
1.
= :
1
f)
b4
21
14
S5y =4 s
b J
A
X
By
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PARTE III
Determina los intervalos en los que la funcién es creciente o decreciente.
y
14
_:1 \ X
=1
=2
=3
_4.
-5
a)
o s s a5 2 [ 1454567 485 t0x
b) =
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PARTE IV
Obtén el dominio segin las siguientes operaciones de funciones.
1 f[x]=e’og{x]=x2—4 4, f[x)=x+2!g(x)=xz—l

2. £(x)=tfx)ox(x)=e 5. f{s)=ees(s)=cos(y)

x+§-g{x}=\fx+5
=

3. f(¥)= iang[x)a";ah(x): log(5x—10) 6. f(x)=

X

n PROBLEMAS DE APLICACION

Problemas de funciones

2.1. Encuentra la funcién parte por parte, asi como el total a pagar, del siguiente recibo de elec-

tricidad (luz).
Concepto Kwh Precio Total
ler, Escal6n 100 1,969 196,90
2do. Escaldn 100 2,379 237.90
Excedente 1,294 2,616 3,385.10
Cargo fijo (2) 46,390 92.78
Suma 1,494 3,912,68
Figura 2.13

2.2, Encuentra dos niimeros enteros positivos cuya suma sea igual a 60 y el producto del cubo
del primero por el segundo sea un maximo.

2.3. Encuentra la funcién correspondiente para conseguir que se formen los arcos de aguaen la
fuente de la figura 2.14.

Figura 2.14
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2.4. Calcula ¢l drea de la superficie de un cubo en funcién de:
a) Uno de sus lados x.

b) Su volumen V.

Hexaedro
Figura 2.15

2.5. Una caja rectangular de 4 m® de volumen tiene base cuadrada, Expresa el drea de la super-
ficie de la caja en funcién de uno de los lados x de su base. La caja rectangular carece de
tapa superior, como se ve en la figura 2.16.

AR e e T e

Figura 2.16

2.6. En una maquiladora se desea doblar un tubo de metal de tal manera que se formen un
cuadrado y un circulo como los de las figuras 2.17 y 2.18. Exprese la suma de las dreas
del cuadrado y del circulo como funcién de xsi el tubo mide 120 ecm.

Figura 2.17 Figura 2.18
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2.8.

2.9.

2.10.

211,
212,
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Asumamos que el peso de un cerebro humano es directamente proporcional al peso de su
cuerpo. Si una persona pesa 120 kg, su cerebro es de aproximadamente 3.5 kg.

a) Encuentra el modelo matemético que exprese el peso aproximado
del cerebro como una funcién del peso de una persona,

b) Determina el peso aproximado del cerebro de una persona si esta
persona pesa 70 kg.

El costo de una llamada desde un teléfono mévil por plan es de $1.50 los primeros
60 minutos; después del minuto 60 el precio cambia bruscamente a $4.80 por minuto, y
cada mensaje de texto cuesta $0.80.

a) Encuentra un modelo matematico que exprese el costo de una llamada desde el teléfono
movil,

b) (Cudntos minutos hablé y cuintos mensajes mandé una persona si la cuenta total fue
de $233.007

En cierta ciudad, una pandilla despoja, en menos de 60 minutos, de
108 neumaticos a 34 vehiculos, entre automéviles y motocicletas. En-
cuentra a cuantas motocicletas y a cuantos automéviles le robaron los
neumaticos.

Deduce en cuantos afios la capa de ozono se reducird 75% de su
tamafio actual, si se sabe que cada afio se pierde 0.25%. Pronostica
también en cudntos afios sélo quedara 50% de la capa actual.

Encuentra el valor de la raiz positiva de x = JB+ \/B + 8+ VB +...

Encuentra la diferencia de cuadrados que equivalen a los siguientes niimeros al cubo, y
crea una regla que permita expresar cualquier cubo como la diferencia de sus cuadrados.

b = 16* =
P= 10° = =
4= 112 180
Sl 123 = 19° =
6= 13%= W=
= 143 = 21% =
= 15°= 22* =
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Problemas de geometria

2.13. Encuentra cudntos centimetros debe medir x para que el drea total sea igual el drea de la
region limitada por la linea inclinada que forma el tridngulo ABC (figura 2.19).

1
v

A
7 12
X
Ia
2 C
Figura 2.19

2.14. Una escalera de 5 m se encuentra recargada contra una barda de 3 m y toca una pared ubi-
cada a 1.5 m atrds de la barda. ;Cudl es la distancia del pie de la escalera contra la base de
la barda?

e T

Figura 2.20
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Utiliza las funciones trigonométricas para encontrar la altura de un edificio con los si-
guientes datos:

55m

Problemas de economia y crecimiento

2.16. Siinvierte x pesos al 7% de interés compuesto al afio, entonces la cantidad P(x) de la in-

version después de un afio es P(x) = 1.07x.

Encuentra la composicion de PeP, PePoP, PoPoPeP, ;Qué representa esta composicion?
Encuentra una férmula para la composicidn de n repeticiones de P.

2.17. Una compafiia de autobuses tiene el precio, en Semana Santa, de $350.00 a cierto lugar

2.18.

2.19.

turistico, con un promedio de 170 pasajeros; y en un periodo normal cobra $420.00 con un
promedio de 80 pasajeros. Encuentra la ecuacion de demanda y graficala,

Una compaiiia vende al mayoreo cierto articulo. Si se ordenan hasta 100 piezas, el precio
es de $20 por unidad; pero si son més de 100 piezas el precio es de $17.

a) Encuentra un modelo matematico que exprese ¢l costo total de la orden como una fun-
cién de la cantidad de piezas ordenadas.

b) Obtén la grifica de la funcidn,
¢) (Cual ser4 el costo de ordenar 300 unidades?

Una persona invierte $20,000 en una cuenta de banco que paga el 9% de interés compuesto
anualmente. Eso significa que la cantidad de dinero se multiplicara por 1.09 al final de
cada afio; asi, la cantidad de la cuenta estard dada por la funcién exponencial

P(t)=20000+1.09".
Determina el tiempo necesario para que esa persona tenga $550,000 en el banco.
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2.20.

221,

En una de las mayores cadenas de supermercados, el costo de adquirir cierto televisor es de
$399.99 si se ordenan menos de 200 piezas; sin embargo, si se ordenan mas de 200 piezas
el costo por televisor disminuye a $320.

a) Encuentra un modelo matematico que exprese el costo total de la orden como una fun-
cion de la cantidad de piezas ordenadas.

b) Obtén la grifica de la funcién.

La familia de José¢ decide comprar un automévil compacto de $150,000. José, que estudia
administracién, sabe que el valor presente de una anualidad consiste en # pagos iguales
de R pesos, que generan una tasa de interés por periodo, y que estd dado por la siguiente
formula

1-(14i)"

i
(Cudles serin los pagos que habri determinado José si hubo un pago inicial de $40,000,
con una tasa de interés anual de 3% a un plazo de 5 afios?

VP=R

2.22. Juan decide hacer una inversién en el banco nacional, por lo que realiza un pago de $2,500

223,

224,

225,

112

y sabe, porque estudia administracion, que tiene un interés de 6.8% de interés compuesto
anual cada trimestre, Segin los apuntes de José, la formula para el valor futuro de una
anualidad es ligeramente diferente de la del valor presente y estd dada por la formula

(Cudl serd el valor de la inversién de Juan en 5 afios?

Calcula el tiempo necesario para que la poblacién de osos Panda en cierta regién de China
llegue a 500 ejemplares si tiene una poblacion inicial de 180 osos, y el crecimiento esta
dado por

100,000
P(t)= ———
180+950e

Determina el tiempo # en afios en que determinada ciudad tendra 1 millén de habitantes,
suponiendo que el crecimiento es exponencial y se tienen los siguientes datos:

2000 609,829
2010 701,838

Un secreto nacional se expande a 12,000 personas. La ra-
pidez con que se expande el escindalo es directamente
proporcional a las personas que lo han oido por el nimero de
personas que no lo saben. Si 50 personas conocen el secreto,
éste viajard con una velocidad de 350 personas por hora.

a) Encuentra una funcién que exprese la rapidez con que se
esparce ¢l secreto en relacién con el nimero de personas
que lo han escuchado.
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b) ;Qué tan rapido circula el rumor cuando lo han escuchado 600 personas?
¢) Grafica la funcion.

En 1980 el censo de México estimé que habia 67.5 millones de habitantes y que el creci-
miento era a una tasa anual de 2.6%. Si se estimaba que la poblacion continuaria creciendo
aesatasa, /cudl era la poblacién estimada en México para 2010 si el crecimiento estd dado
por P(f) =64.7(1.026)"? Compara tu resultado con los datos del censo de 2010.

i,

i

Problemas de termodinamica

2.27.

2.28.

2.29.

El volumen de un gas a presidn constante es directamente proporcional a la temperatura
absoluta. A 190° el gas ocupa un volumen de 120 m’.

a) Encuentra el modelo matematico que exprese el volumen ;
como funcién de la temperatura. - [] Y
b) (Cudl es el volumen del gas a una temperatura de 240°7 - Lo 10 |

De acuerdo con la ley de Boyle, la presioén p(Ib/in®) y el volumen ¥{(in®) de cierto gas sa-
tisfacen la condicion pV = 900. ;Cudl es el recorrido de valores posibles de p, dado que
250 F<4507

Las piezas utilizadas en el giro acroespacial deben tener una alta tolerancia a los grandes
cambios de temperatura. Si una barra de aluminio utilizada en un avién militar tiene un
largo de 25 cm a 32 °C y se sabe que los metales se dilatan a mayor temperatura, jcuél
serd la longitud de la barra cuando la temperatura generada por las turbinas sea de 150 °C,
si la longitud de la barra estd dada por la siguiente férmula?

£=25+(rf—r0]xl{r4

e

2.30. La ley de Boyle establece que el volumen y la presién son inversamente proporcionales a

temperatura constante. A 17 Ib/in® el volumen de un gas es de 800 in’. Si tenemos un volu-
men de 1,500 in®, jcudl serd la presion del gas en ese momento si la temperatura permane-
ce constante?
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T
CONSTANTE

Figura 2.22

Problemas de fisica

2.31. Las ecuaciones para la caida libre en la superficie de Marte y Jupiter son g = 1.86¢% y
g = 11.44¢” respectivamente. ;Cuénto tardari una roca en caer desde el reposo para alcan-
zar una velocidad de 47.9 m/s?

2.32. Unos astronautas usaron como experimento el lanzamiento de una pelota verticalmente
hacia arriba con una velocidad de 23 m/s. Se desconoce la gravedad del planeta, pero los

1
exploradores esperaban que la pelota alcanzara una altura de 5=25¢~ > gt” metros,

Después de 7 segundos la pelota alcanzé una altura méxima a los 30 segundos de ser
lanzada. | Podrias determinar el valor de la gravedad del planeta en que se encuentran?

2.32. La misma pelota es lanzada en el mismo planeta con una velocidad inicial de 37 m/s; en-
tonces su altura maxima después de #segundos estd dada por

y=38t—4f
(Cuadles serdn el tiempo y la altura maxima de la pelota lanzada en este nuevo planeta?

Problemas industriales

2.33. ;Cuanto 4cido deberd agregarse a 80 ml de una solucién al 20% para que resulte una mez-
cla acida al 60%?

2.34. Se sabe que la leche es un antidcido de accién leve aunque causa efecto de rebote por el
calcio. Si una persona tiene gastritis y se sabe que el cido géstrico tiene un pH entre 1 y 2,
y la leche es casi neutra con un pH entre 6.6 y 6.8, calcule las diferencias de concentracio-
nes del ion hidrégeno y cudntas veces es mayor la concentracion de iones de hidrégeno del
acido gastrico que el de la leche.
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2.35. Laintensidad de un terremoto estd determinada por la férmula

R=1og(—;—)+ B

donde R corresponde a la escala de Richter, a es la amplitud del terremoto, T es el periodo
de la onda sismica asociada en segundos, y B toma en cuenta el debilitamiento de la onda
sismica con el aumento de la distancia con respecto al centro del terremoto. Determina la
diferencia entre ¢l terremoto de México de 1985 que fue de 8.1 en la escala de Richter y el
de Japdn del 2011 con una magnitud de 9 grados en la escala de Richter,

2.36. Laintensidad del sonido se mide en decibeles, el umbral de la audicion humana es de 10712
W/m?y la férmula de la intensidad del sonido es

B=10log(1/1,)

donde 1, es el umbral de la audicién humana, e 7 es la intensidad del
sonido de otro lugar. Tomando como punto de partida los datos de
la siguiente tabla, determina lo siguiente:

a) (En qué lugar estd una persona cuando hay 150 decibeles?

b) La diferencia del umbral del sonido entre los perros y
los humanos.

¢) (Cudntos decibeles provoca un concierto de rock?

§#h =N

|

Umbral de la audicién humana 1074

Susurroa 5 m 10
Tréfico de una ciudad 107°
Despegue de un avién 10°
Sonido del elefante T
Umbral del dolor 10°
Umbral de audicién del perro 10°°
Concierto de rock 107"
Susurro de las hojas de los 4rboles 107"
Radio funcionando normal en la casa 1078
Automdvil en marcha moderada 1077
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Conversacién ordinaria 31673

Tren en movimiento 1073

Maquina remachadora 0.0316
Fuentes:

http://www.cubasolar.cu/biblioteca/energia/Energial 8/HTML/articulo06.htm
htp://www.lsu.edu/deafness/HearingRange, heml

. AUTOEVALUACION

PARTE 1
Identifica nombre, dominio, imagen, vértice e intersecciones con los ejes de las siguientes fun-
ciones.
W 8.3
1 f(x]— e 4. y X+5_ﬂ
se:c[.r) |x >0
2. =6 : =
e s e
& ix <0
—e* |x <0
3 1| = +3 ] 6. _
A (u’x+5 () e* [x>0
k—eﬁ" ‘x >0
PARTE IT
Determina el tipo de simetria de las siguientes grificas.
1.
3y ik
1 | 1 ; J
B> -1 1 2
2 1 1~ 2 3F 2.
1.
2
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CAPITULO 2 Fundenes y sus grdficas

PARTE 11T
Determina los intervalos en los que la funcién es creciente o decreciente.

B

e
1

4 3 2 1| 1 2 3 4 5

PARTE IV
Obtén el dominio segin las siguientes operaciones de funciones.

117






P i P S

%

— 5\ S -

LIMITES Y CONTINUIDAD

En este capitulo aprenderemos a obtener el limi-
te de las funciones y, sobre todo, cémo graficar
cualquier funcién racional mediante las estrate-
gias propuestas, Unicas y desarrolladas para este
libro. Finalizaremos el tema con la continuidad
de las funciones y de sus gréficas.

3.1 Definicién de limite

3.2 Propiedades de los limites y limites especiales
3.3 Umites laterales y unilaterales

3.4 Asintotas verticales, horizontales y oblicuas
3.5 Limites por racionalizacién

3.6 Continuidad

Actividad integradora

Problemas de aplicacién

Autoevaluacién

i )
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COMPETENCIAS POR DESARROLLAR

\\N) 77—

COMPETENCIAS

Comprender el concepto de limite de
funciones y aplicarlo para determinar
analfticamente la continuidad de una
funcién en un punto o en un intervalo,
y mostrar grificamente los diferentes ti-
pos de discontinuidad,

Comprender los diferentes tipos de casos
en que se presentan los limites,

Comprender los casos en los que una
fincién presenta racionalizacién,

Comprender los diferentes tipos de dis-
cntinuidades.

Explicar y resolver problemas que invo-
lucren el manejo de los limites.

120

ACTIVIDADES DE
APRENDIZAJE

Calcular "de manera préctica” el limi-
te de una funcién (sustituyendo direc-
tamente el valor al que tiende la varia-
ble),

Calcular el limite de una funcién urili-
zando las propiedades basicas de los
limices.

Plantear una funcién que requiere para
el cdleulo de un Iimite el uso de limites
laterales,

Identificar limites infinitos y limites al
infinito,

Reconocer, a través del célculo de limi-
tes, cudndo una funcidn tiene asintotas
verticales y cudndo asintoras horizon-
tales,

Urilizar las estrategias propuestas para
bosquejar los limites.

Plantear funciones donde se muestren
analftica y grédficamente diferentes ripos
de discontinuidad,

HABILIDADES
Y ACTITUDES

El alumno desarrollard la habilidad
para identificar los diferentes tipos de
limites,

El alumno tendrd la capacidad para bos-
quejar con las estrategias propuestas los
diferentes tipos de limites,

El alumno tendrd la capacidad de uti-
lizar sus habilidades algebraicas para
resolver los casos de limites en los que
se presente racionalizacidn,

B alumno podrd resolver las funciones
discontinuas para hacerlas continuas y
graficarlas,

()

—

—
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LIMITES Y CONTINUIDAD

Definicién y
propiedades de los
limites
0 : Asintotas \ :
Limites mﬁnl!;os y horizontales, Aafattas oblicias L!'m 'tef p-u r
asintotas verticales método largo y racionalizacién
abreviado
Estrategia para graficar Estrategia para graficar Estrategia para graficar Estrategia para
asintotas verticales asintotas horizontales asintotas oblicuas resolver |imites por

racionalizacién

Definicidn de

continuidad y tipos
de discontinuidad
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ANTECEDENTES

| origen de los limites se remonta hasta los anti-

guos griegos, que usaban los limites para calcu-

lar dreas; por ejemplo, si querian conocer el drea
de figuras amorfas las descomponian en tridngulos muy
pequenios, de modo que los tridngulos ocuparan la to-
talidad de la figura. Luego sumaban el drea individual
de cada tridngulo para tener una aproximacién del drea
wtal de la figura; es decir, cuando el limite de los tridn-
gulos abarcara la totalidad de la figura.

Los limites se usan de manera cotidiana y son, de
hecho, los que nos rigen y hacen posible que nuestra
sociedad no sea anarquista; por ejemplo, la prueba de
alcoholemia nos dice si una persona estd capacitada
en ese momento para operar un vehiculo automotor,
ya que mide la cantidad de alcohol por cada litro de
sangre, Esta situacin se determina mediante una me-
dicién y se compara con un estandar que establece
que el limite permitido no se puede rebasar o habrd
consecuencias graves. El individuo cree estar bien; sin
embargo, si se rebasan los limites establecidos la per-
sona pierde el sentido del equilibrio, y por lo tanto de
la realidad, lo que lo convierte en un potencial peligro
para si mismo, para los que viajan con él y para los
dem s conductores.

Otro ejemplo es la Ley de la Secretaria del Trabajo y
Prevision Sodal, que enuncia en cada articulo los debe-
res y obligaciones tanto de los patrones como de los
obreros; establece limites para que cada uno se con-
duzca dentro de la misma empresa con la mejor dispo-
nibilidad para lograr un bien comuin. Si cualquiera de
ellos se sale de esta normatividad hay consecuencias
indeseables, como las huelgas, las declaraciones de
quiebra, o serios accidentes que pueden costar hasta
la vida. Inclusive, en el hogar, los padres imponen li-
mites que no se deben pasar, pues de ello depende la
armonia y las relaciones intrafamiliares, Los limites se

utilizan a diario en la produccién, ya que para generar
bienes y servicios se cuenta con recursos que las mas de
las veces no son ilimitados; es decir, se tiene determi-
nada cantidad de ellos, y esos recursos se deben apro-
vechar lo mejor posible para que la productividad de la
empresa se incremente; de lo contrario, la empresa no
obtiene ganancias y podria ir a la quiebra,

Sin embargo, a veces se pasan por alto todas estas
situaciones y no se le encuentra utilidad a los limites,

Matemdticamente, un limite es importante porque
nos ayuda a entender la tendencia de una funcién, y
las funciones nos ayudan a entender cémo se compor-
tan los fendmenos de la vida cotidiana o empresarial
para estudiarlos de una manera mds sencilla; veamos
un ejemplo.

Se sabe que el precio de un disco duro a través del
tiempo t (en meses) estd dado por la funcién:

at +250
PO

Si sabemos que el préximo mes el precio de este ar-
ticulo serd de $1,400.00 yal siguiente serd de $1,250,00;
determina:

a) El precio del articulo para este mes,

b) En qué mes el precio serd de $800.00,

¢) Qué ocurrira con el precio a lo largo de 28 me-

ses,

d) Qué ocurrird con el precio a través del tiempo.

Esto se puede resolver con ayuda de los limites y
otros canocimientos de dlgebra,

La parte mds interesante es cuando queremos con-
testar los incisos ¢ y d, cuyas expresiones matemticas

quedan de la siguiente manera:

0 h}nP(t]=ﬂ+250
t—»28 t+b
at + 250

lim P(t) = ——
d]:—pw l:] t+b



A veces no es facil entender el concepto de Imite
matemdtico; sin embargo, lo que hemos visto hasta aqui
contribuye a que este concepto sea mds claro, Desde
luego, debemos intreducimos en el mundo de los limi-
tes matematicos para poder entenderlos.

En la vida real el conocimiento de los limites tiene
una gran relevancia, ya que nos ayuda a definir concep-
tos fundamentales como la continuidad, la velocidad
instantdnea, las tasas de cambio, asi como el compor-
tamiento exacto o muy aproximado de una funcién

CAPITULO 3 Limites y continuidad

bajo condiciones determinadas y, por supuesto, tam-
bién nos facilita comprender otros conceptos matemd-
ticos importantes para la vida como la derivacién, la
integracion y las sumas, entre otras herramientas ma-
tematicas de gran aplicacion.

Por lo anterior, conocer més de los limites mate-
mdticos es importante para entender fenémenos que
se pueden modelar con una funcién, y tomar decisio-
nes con respecto a los datos arrojados por la aplica-
cion de los limites.

3.1 Definicion de limite

Un limite se denota como los valores de una funcién (hacia donde se dirige y) cuando x se aproxi-
ma a cierto niimero; en otras palabras, el par ordenado que le corresponderia a y cuando x adopta

un valor,

Se pide dibujar la grafica de la funcién f(x) dada por

3

&
fx)=2"" conx#1
=1

Para todos los valores distintos de 1 es posible emplear las técnicas usuales para graficar,
pero cuando x = 1 no sabemos qué esperar (note que cuando x = 1 se indetermina la funcién), y
para esto usamos dos conjuntos de valores de x: uno que se aproxime por la derecha y otro que se

aproxime por la izquierda (tabla 3.1).

x D.75 0.9 0.99 0.999 1
f(x) 23125 27100 29701 29970 ?

3.0030 3.0301 3.3100 3.8125

EJEMPLO

1.01 1.1 1.25

.
o

En esta tabulacion podemos apreciar que la funcion, es decir y, se acerca al valor de 3 si el

dominio de x se acerca tanto como se quiera a 1.

123



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

@ )

Los limites no existen,
so6lo son barreras
imaginarias que nos
impone nuestra
mente, yla
continuidad
lo demuestra.

JLGS.

& :

X

-2 -1
Grifica 3.1

|
T
2

La gréfica de esta ecuacion (grafica 3.1) resulta ser una pardbola con un hueco en el punto
(1,3); por lo que decimos que cuando x tiende a 1, f(x) se aproxima a 3.

Si f(x) se acerca arbitrariamente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢, entonces el limite
de f(x) cuando xse aproxima aces L,

lim f(x)=L
X—c
Existen tres métodos, que estudiaremos mas adelante, para hallar el limite de una funcién:
1. Método numérico (tabla de valores).
2. Método grafico.
3. Método analitico (dlgebra o calculo).

3.2 Propiedades de los limites
y limites especiales

Los limites también tienen propiedades que nos permiten determinar el comportamiento de las
funciones y operar con ellos de una manera mas sencilla,

1. Propiedad de la funcion constante. El limite de una constante es igual al valor de la cons-
tante.

lim b= b donde b es una constante,

X=dC
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Ejemplo: fim3=3

x—4

2. Propiedad de la identidad. El limite de una funcién identidad que se acerca ac, es c.

imx=c
X=C

Ejemplo: limx=4

x=—d

3. Propiedad de la funcion potencia. El limite de una variable elevada a un exponente cuando
x e acerca a ¢, es ¢ elevada al exponente,

imx"=c"

X=C
Ejemplo: limx*> =9
=3
Teorema

Si f(x) y g(x) son funciones tales que los limites lim f(x) y lim g(x) existen y son
X=3c X=C

Iim f(x)=Ly limg(x)=K, entonces:

X0 =0

1. f_s::[bf(x)]:b lim f(x)=bL Propiedad del factor constante
2. lim[ f(x)+g(x)]=lim f(x)£limg(x)=L+K  Propiedad de la suma
e e = y propiedad de la diferencia
3. f_}h[ fx)gk)]= lim f (x) lim g(x) = LK Propiedad del producto
[ fe] Mmf= . .
4, iﬂ[.g{x)]_zfg’:g{x}_K siK#0 Propiedad del cociente

5. Si mes un entero positivo, entonces

lim [ f(x)] = [Hm f(x)]n =7 Propiedad de la potencia
6. lim 41 (x) = oftim f(x)=%L Propiedad de Ia raiz

La propiedad 6 es vélida si » es impar. Si n es par, se puede garantizar s6lo si fim f(x)>0.

=
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Tabla 3.1 Limites rigonométricos.

e ey e

lim sen(x) = sen(c)
lim cos(x) = cos(c) o senlx)
- 0 X B

im tan(x)= tan(c)

lim cot(x) = cot(c)

A=

tn sec(x) =sec(e) Jim 12205(x) _ o
lim ese(x)=esc(c)

e

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.1

L Debate sobre qué significa el limite de una funcién. Encuentra los siguientes limites
unilaterales.
II. Con base en las propiedades de los limites, resuelve los siguientes ejercicios.

1. lim5 4. lim 3x 7. lim ["'2)

- - 5. &n[3x+2xz] 8. lim sen(x)
x==T x-3l x5

3. kmx* 6. flim [x(.rz—l)] 9. lim tan(x)
2 32 32
4

¢Comprendi el concepto de limite?

¢Soy capaz de definir qué es un limite?
¢Soy capaz de usar cualquiera de los tres métodos para hallar un limite?
¢Dénde puedo aplicar los limites en la vida real?
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PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

1. Explica el concepto de limite.

2. Investiga y describe tres actividades industriales en las que se aplican los limites.

3. Elabora fichas de trabajo con las propiedades y teorema de las propiedades de los limites, a
fin de tenerlos a la mano para trabajar de una manera mas sencilla.

4. Resuelve los gjercicios de la actividad 3.1.

3.3 Limites laterales y unilaterales

Supongamos que un comerciante vende jabén liquido a granel. Si le solicitan menos de 10 litros,
cobra $15.00 por cada litro; sin embargo, para promover pedidos cuantiosos, cobra $12.00 por
litro si llevan mas de 10 litros. Asi, si se compran x litros del producto y C(x) es la funcién del
costo total del pedido, entonces:

15x si 0<x<10
12x si x>10

C(x)= {

Al graficar nos damos cuenta que existe una variacién después del punto 10. Debido a esta
situacidn es necesario que al considerar el limite se tomen valores menores que 10, pero muy cer-
canos, y después de 10. Es decir, ¢l limite debe tomarse por la derecha y por la izquierda de 10, lo
que significa que debemos tomar limites laterales,

180
160

140
120 / o

13 /
& P

N

20 4=

ﬂ . T L T L T . T . T : T . T . T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Griéfica 3.2 Gndfica de la funcidn C(x).
Escribimos entonces lim__, . .C(x) y lim__ . C(x).
Esta nomenclatura debe ser clara, por lo que debemos conocer lo basico sobre limites.

Limites unilaterales

Los limites unilaterales indican que la funcion se aproxima a un determinado valor a medida que
x se aproxima a ¢ por la derecha o por la izquierda. Debido a las restricciones del dominio, una
funcién puede tener limites unilaterales, como en el caso de la funcién raiz,
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Limites laterales

Para que el limite exista, tanto el limite por la izquierda como el limite por la derecha deben ser
iguales; en otras palabras, cuando el limite por la izquierda y por la derecha son diferentes, el
limite no existe.

a) Ellimite por la derecha significa que x se aproxima a ¢ tomando valores superiores cada
vez mds cercanos a ¢, y se denota por Iim f(x).

x=c*
b) Ellimite por la izquierda significa que x se aproxima a ¢ tomando valores inferiores cada

vez més cercanos a ¢, y se denota por lim f(x).
X=hc

Este tipo de limite es til para encontrar la continuidad de una funci6n; asimismo, también
sirve para calcular el limite de funciones que contienen raices.

lim Jx-2=0
x—2"

fim \x-2 no existe porque para valores menores que 2 la funcién se indefine.

x—2

Por lo tanto, el limite de /im +x— 2 no existe.

x—2

Por tiltimo, los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de una fun-
¢ion escalon o definida parte por parte,

Teorema de la existencia del limite

Si f'es una funcién y ¢ y L son niimeros reales, el limite de f(x) cuando x se aproxima a ¢
es Lsiy solo si

lim f(x)=L= lim f(x)

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.2

Encuentra los siguientes limites unilaterales,

1, Homslx-3 3. limx 5. lim Vx+4

=3 x—=0r x——4"

2. lim x+6 4. lim

—x2|.r<0 {x+l‘x<{l
6. lim
X7 =7 | 2|z 20 30" | —x+5]20




CAPITULO 3 Limites y continuidad

i? i dComprendo qué es un limite unilateral?
éSoy capaz de calcular un limite por la derecha y un limite por la izquierda?

¢Comprendo cémo determinar si existe el limite de una funcién?

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

5. Resuelve los limites propuestos en la actividad 3.2.
6. Realiza un resumen breve sobre limites unilaterales,

3.4 Asintotas verticales, horizontales
y oblicuas

Limites infinitos y asintotas verticales

En la seccion Antecedentes de este capitulo se plantea como ejemplo un problema de limites con
la siguiente notacién:

; at+ 250
== s

Esta notacion es basica y muy comin en los limites. En el ejemplo este limite define el com-
portamiento de la funcién del precio a través del tiempo. Se podria pensar que si el precio de un
producto baja mes con mes, llegard un momento en que éste sea practicamente nulo; sin embargo,
con ¢l andlisis de los limites podemos percatarnos de que el precio se va a estabilizar en un deter-
minado valor y, por tanto, se tendrd un precio minimo a través del tiempo.

Otra aplicacion de este tipo de limites es cuando se estudia como crece o decrece la poblacién
de alguna especie con ¢l fin de predecir su situacién a través del tiempo, para, con ello, tomar
acciones que prevengan su extincion o sobrepoblacidn y asi evitar que més tarde afecte a todo el
ecosistema.

Limites infinitos

Los limites infinitos son aquellos en los que f(x) crece o decrece sin limite cuando x se aproxima
ac; y se definen como:

Sea f(x) una funcién definida en todo niimero real de un intervalo abierto que contiene a ¢,
excepto en la propia ¢; entonces

lim f(x)=e0 0 lim f(x)=—
b o Yad =

Que el lim f(x)=ec0 oel lim f(x)=—= no significa que el limite existe; de hecho es todo
b Tl xX=c

lo contrario, indica la razén de su no existencia al denotar el comportamiento no acotado o no
limitado de f'(x) cuando x se aproxima a c.
Los limites infinitos estdan relacionados con las asintotas de una funcion.
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Las asintotas son la representacion gréafica en forma de linea punteada de la ausencia de valo-
res de una funcién cuando x se aproxima a un valor c. Es como si la linea punteada representara
un “agujero negro” donde la continuidad de la grafica se ve interrumpida y no cruza jamas dicha
seccion,

Asintota vertical

Si f(x) tiende al infinito cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la izquierda, se dice que la recta
x = ces una asintota vertical de la grafica de la funcidn.

Nora: Come dato curioso, se dice que, en términos matemiticos, una asintota es la mejor
representacién del amor platénico.

Si f(x) y g(x) son funciones en un intervalo que contiene a ¢, tal que f(c) #0 y g(c) =0,

entonces la gréfica de la funcion: h(x) = %ﬁeﬂe una asintota vertical enx =c.
x

EJEMPLO

1 . . .
En la funcion f(x)= — tenemos una asintota vertical en x = 3 cuyos limites unilaterales son
x—

los siguientes: [lim (L) =oco y lim [L) =—oc0,
=¥\ xX- x=3lx=3

Para determinar si f'(x) se aproxima al e 0 —eo, hacemos una tabulacién y, contrario a lo que
proponen otros textos, el método que se sugiere solo necesita dos puntos que muestren el cambio de
signo. Tradicionalmente la tabulacién se realiza acercandose lentamente al valor para el cual se de-
sca observar el comportamiento de la funcién. Resulta més ficil usar ese valor de pivote para tabular
y graficar la funcién para determinar el limite sin necesidad de acercarse lentamente. Un ejemplo de
wma tabulacion v la grafica de una funcién con sus limites y asintotas se muestra en la grafica 3.3,

Propiedades de limites infinitos
Sean ¢ y L nimeros reales, y f(x) y g(x) dos funciones tales que

lim f(x)=cc y limg(x)=L
F=C X=
Entonces:
1. ﬂn |: fx)+ g(.r)] =0 Propiedad de la suma y propiedad de la diferencia
2. lim[kf(x)]=2 sik>0,y lim[kf(x)]=—o= sik<0  Propiedad del miltiplo escalar
= =

3. lim[ f(x)g(x)]=ce siL>0,y lim[ f(x)g(x)]=—= siL<0  Propiedad del producto
X—=C X—

4. lim [g(")] =0 Propiedad del cociente
x=e| f(x)
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x —1.000 0,000 2,000 2,500 2,900 3,000 3100 3,500 4,000 5,000 6,000 7000
f(x) -0.250 -0.333 -1.000 -2.000 -10.000 ? 10,000 2,000 1.000 0.500 0.333 0.250

- P
- L

IIII‘III x
567 8 9101 12

Gréfica 3.3 Asintota vertical.

Estrategia para graficar funciones racionales y sus asintotas verticales

Graficar funciones racionales y sus asintotas puede resultar una labor muy sencilla si conocemos
o podemos predecir el comportamiento de la funcién cerca de las asintotas, de tal manera que las
asintotas nos faciliten el dibujo al servir como “pivotes” para graficar nuestra funcién.

1. El primer paso para bosquejar funciones es identificar las asintotas y colocarlas en nuestro
sistema de coordenadas.

2. Después de identificar las asintotas, por cada una de ellas buscaremos dos puntos: uno por
la derecha y otro por la izquierda del limite. Si la funcién tiene dos asintotas, buscaremos
cuatro puntos: siempre uno por la derecha y uno por la izquierda de cada asintota, y asi
sucesivamente hasta cuatro.

3. Por tltimo, con los valores a la izquierda y a la derecha del limite observamos el cambio del
signo: si el signo es positivo (+) la funcidn tiende a +oo; si el signo es negativo (—) la funcién

tiende a —oo,
EJEMPLO

4
f(-’f}=gfx

Observamos que la funcidn tiene una asintota en x =9 ya que 9 hace 0 al denominador.
Como lo que nos importa es ¢l cambio de signo, asignamos un niimero entero facil de resol-

4
ver f(10)= T —4, lo que se traduce que tiende a —eo,

: 4
Ahora hacemos lo mismo, pero con un entero menor, f(8)=——=4, lo que se traduce que
tiende a oo, =%
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Ahora podemos bosquejar la grafica, colocando primero la asintota en nuestro sistema de

coordenadas (grificas 3.4, 3.5y 3.6).
¥
9t
8+ Primero debemos identificar la
T asintota y colocarla en nuestro
6+ plano cartesiano a manera de
51 linea punteada,
4+
3+
2l
14
P e S M .y S s S e e et e e
4321012345678 9101112131415
—-24
I e
_4_|_
-5+
—&4 .
- Después buscamos los cambios
A de signo antes y después de la
asintota, sefialando las direcciones g
x 8 9 10 correspondientes con una flecha. X
fx) 4.00 ? —4,00 s —=
b - y
Gréfica 3.4 Can 0
3.._
?__
6L
5--
a4+
.

P

—~ Y )

i
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1
i
i
(]
1
"
]
i
i
L]
i
1
]
i
2+ i
1
L]
]
i
i
1
L]
1
i
i
L]
]
i
L)
]
i

e ) i —4-
| - L \\\-‘.:.:\ il
|'I|l "—\| —&—
|- Podemos colocar algunos puntos ! -7+ ©
fr" de adentro hacia afuera y uniros ‘\I
| después. Cuando tengas mds I
'\ experiencia probablemente no /
/= los necesites para realizar el “xH /
( bosquejo. J__/
L% )
\_\q\_\.—.—: II ’.J/"
Nl j_..-"' — B o Nl s g g

Grifica 3.5 f(x) 044 0.80 4.00 ?  -4.00
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Entonces podemos inferir que el resultado de la grafica serd el siguiente.

J
114
10+

9

84

e

6

5

4
3
2
14
...+__
1+
_2__
LA S
—A

12345678 910111213141516"

-5
_6_
—7+
—84
-

PP L Rt FEVSL e - -

Grifica 3.6

De lo anterior podemos obtener las siguientes conclusiones:

1. Aladerechay a laizquierda de la asintota se forman dos L o U y su direccion varia, se pue-
den dirigir ace 0 a —ee,

2. Elntmero de graficas varia de acuerdo con la cantidad de asintotas.

3. Al acercarnos a la asintota, f'(x) se dispara y empieza a crecer o a decrecer rapidamente con
cambios cada vez mas pequefios de x, y la grafica se torna casi vertical.

4, Cuanto mas se alejen de la asintota los valores que toma x, més se acerca f(x)a 0y empieza
a tornarse horizontal.

5. Siexisten mds asintotas, la parte central de la gréifica de f(x) puede tomar forma de Uode S,
oinclusive tomar formas mas raras (vea las graficas 3.7, 3.8 y 3.9).

.
L

¥
1
s 1 o] Sx+1
1 o+
6 f{ll-ﬁ ?- f‘:"-d_x:
5 Z]
4 i:
3 3
2 &1
L L 105 BT 54321/} 1 7 3 4 567 TTT2 &
-7 6 -5 :3\—3 -2 1 2 3 5 & T X 1
-1 31
., | =51
g :g_
-4t -8
-4
=1 e
571 -12
Gréfica 3.7 Funddn en forma de U. Gridfica 3.8 Funcidn en forma de S.
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Grifica 3.9 Funcidn en formas variadas.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.3

I. Dadas las siguientes funciones, encuentra los limites y asintotas verticales.

i 4 il
X= :-;'Ex"—l
¥
1

2. Iim— 5. flmi

=7 2 x—9
Ax+4 1
3, By 6, il
27 X+1 x-31 x‘

1
7. lim 7
=7 x =16

8. lim —
x=1X—

2
9 fpT 2

=17 x-8

IL. Utiliza la estrategia para bosquejar los siguientes limites verticales.

+ 1
1 Bl 3. lim —
x=13—X =71x° -9
2 1
2. Ilim : 4. [lim
1-725—x =19—x

1
5. lim
x—)?.‘l.‘3+l

6. lim =

x=7 Ix‘
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Limites al infinito y asintotas horizontales

Para expresar que el dominio de f(x) se extiende indefinidamente hacia la derecha o hacia la
izquierda de la recta real escribimos:

lim f(x)=L o0 bien lim f(x)=L.

X—jo= X—p—oo

Si la gréfica de f(x) se aproxima a la rectay = L cuando x crece sin limite, la recta y = L recibe
¢l nombre de asintota horizontal.

Una asintota horizontal es aquella linea imaginaria paralela al eje de las abscisas (x) que se
forma por la ausencia de valores en y al extenderse x hacia e 0 —oe,

La recta y = L es una asintota horizontal de la gréafica de fsi

lim f&)=L o lim f(x)=L

NOTA: sélo puede haber dos asintotas horizontales como médximeo.

Si r es un niimero real positivo y ¢ es cualquier niimero real, entonces,

imE =0y lim <=0

X—he2 xr X——oo xr

Existen dos métodos para obtener las asintotas horizontales. El primero, método largo, consiste
en desarrollar el procedimiento completo a fin de aplicar el limite y encontrar la asintota; el segun-
do, método abreviado, consiste en tres reglas abreviadas resultantes del primer procedimiento.

Meétodo largo para encontrar asintotas horizontales
1. El primer paso consiste en encontrar la variable con mayor exponente.

2. Posteriormente se dividen todos y cada uno de los términos entre la variable de mayor ex-
ponente.,

3. Por dltimo, se sustituye el limite con el fin de igualar a 0 todos los términos que difieren de
la variable mas grande, dejando s6lo aquellos términos de la funcién que contaban original-
mente con dicha variable,

Es decir, la asintota serd la razon entre los coeficientes de la variable de mayor exponente.

2 —
Detersingel finiiteds B —
x4y —2
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Como la variable de mayor grado en la funcién es x%, dividimos cada término entre ella.

Ahora sustituimos el limite:

5__
f{'m—";
1—.“4—_-—

(==}

. 2
Por la regla del reciproco de la potencia sabemos que lim (—%) =0y lim (-—): 0,

asi que lim ﬂ_ﬁ
e i &
z—.
Por lo tanto lim -3 =E
—wgx? -2 4

EJEMPLO 2

4.2
Calcula el limite de lim Va3
xoe Sx—2
El exponente de mayor grado en este ejemplo es x, nox”, ya que ésta se encuentra en la raiz;
entonces,
\/ 4x* i 3
Iim 2 x*
e 5x_2
X ¥ o
4+0 4 2
Por lo que Iim = Ji £=i—
x=3= 5=0 X3 5§ 5

Meétodo abreviado para encontrar asintotas horizontales

Como se menciond, ¢ste es un método abreviado del proceso largo (completo), y consiste en tres
sencillas reglas:

1. Siel grado del polinomio del numerador es igual al grado del polinomio del denominador,
entonces la asintota corresponderd a la razén entre los coeficientes de los términos con ma-
yor exponente.
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2

Para lim
x= Jx° —1

mayor grado del numerador y del denominador, respectivamente.

2 ;
la asintota es ~3 ya que -2 y 3 son los coeficientes de los términos de

2. Si el grado del denominador es mayor que el del numerador, entonces el limite serd, por

definicion, cero, ya que al sustituir el limite, el numerador nos dara cero.

3. Si el grado del denominador es menor que el grado del numerador, entonces el limite corres-

La funcién se dirige a
+s0

amedida que xcrecea -3l

—aa

pondera a tee, segiin sea ¢l caso, sin que exista una asintota horizontal, tal como se puede
apreciar en las graficas 3.10 y 3.11.

(Observa el comportamiento de las funciones con diferentes signos).

2x3+4
i B —=

¥ 337 -]

-

=
=
L

]
o
L
t

A medida quex crece a
too

e - I - T = R B TR
e — .
== t—t—t t

—-15——14—-13-——12-11-—10—-9—8—?*6-—5—4-—3-'—2-11 4+ 1234567 8B 9101112131415 *
24

71 la funcidn se dirige a
_-_E 0

Gréfica 3.10

EJEMPLO

EJEMPLO
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257 44
T Sl
= 3+

e

-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2/

Grifica 3.11

Estrategia para graficar funciones racionales con asintotas horizontales

Las asintotas horizontales es el segundo de los tres tipos de asintotas en el tema de limites, Gra-
ficarlas con base en lo aprendido en la estrategia para asintotas verticales no sélo nos ayudara a
definir mejor si la funcidn tiene forma de U o de L; también nos ayudara a entender mejor el com-
portamiento general de la funcién. Al igual que en el método para asintotas verticales, el cruce de
la asintota vertical y la asintota horizontal nos servird como punto de partida para determinar el
comportamiento de la funci6n y para dibujar su grafica,

1. El primer paso consiste en encontrar la o las asintotas verticales igualando a cero el deno-
minador, como vimos en su respectiva seccidn, y posteriormente colocdndola en nuestro
sistema de coordenadas (gréfica 3.12).

2, Después, ya sea usando el método corto o el largo, se obtiene el limite cuando x tiende al
infinito, y se traza la asintota horizontal a manera de una linea horizontal punteada (gréfica
3.12).

3. Luego, igual que en el caso de la asintota vertical: se le da un valor antes y uno después de
cada linea vertical para identificar el cambio de signo; sin embargo, se debe hacer con
valores muy cercanos a ésta para evitar errores.

4. Porltimo, se bosqueja la funcidn a partir de los cambios de signo y siguiendo la linea verti-
cal hasta dar vuelta donde se encuentre la asintota horizontal para formar nuestra L (graficas
3.13 y 3.14).

Vax® +3

Grafica la funcion f(x)= A
S5x—-2
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— . 2
La grafica de esta funcidn tiene dos asintotas horizontales A, H. y = +— Ahora procedemos
aidentificar la asintota vertical A. V., igualando a cero ¢l denominador.
Vax® +3 2 2
f(x)=—— = 5x-2=0 — 5x=2 —» x=— — AV.enx=-—
Sx =2 5 5
Ya con las asintotas, procedemos a colocarlas en el plano cartesiano.
¥ a
6--
54
Colocamos la A, V.
a4l enx=2/5,
X 0 2/5 1 3l
fix) -08 ? 0.8
p
14
f f i i i t I t i t f I I s
LA = (.=, I [ Lt 2.t 5 8 _F
=t = 5
¥ también ambas A, H,
2l ent3/5,
Por dltimo, indicamos el cambio | _34-
ce signo antes y después de la
asintota vertical para empezar a
bosquejar nuestra gréfica. o
_5__
[ okt byt et e =
! Aquflo realmente )
64 F~_  importante esde qué lado :
o existe la funcidn y noel I
™+ cambio de signo, Las |
7+ | asinrotas nos delimitarn el !
1 comportamiento de la :
y funcién, ]
T v —— — - -
Gréfica 3.12
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Observa que la grafica
nunca debe cruzar la
asintota vertical.,

Grifica 3.13

Con estos movimientos, el bosquejo de nuestra grafica deberd quedar de la siguiente manera:

r4
54 |

Gréfica 3.14 Asintota terminada.
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Como podemos observar, graficar funciones con asintotas es muy facil; sélo es cuestion de
ubicar las asintotas en el plano cartesiano y seguirlas a mano alzada para dibujar la gréfica.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.4

Dadas las siguientes funciones, encuentra las asintotas verticales y las asintotas horizon-

tales,
4 1-
L 4 lim —— 7. lim ———
sogoe IEX x—se X+ 4 e X +4x+4
4x— + 2 +
5 =R 5. ﬁmz"—3 8. lim = i
13w ox+4 x*=5x+1 x—ea Sx° =1
2
3. fi T 6. fim — 5 g

X—om I_S i x—bwz—er ‘ x—bw-\fsxz_]

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.5

Utiliza la estrategia para bosquejar los siguientes limites horizontales.

. Voxt+4 . V3+4x? . iBxt—5
1. lim — 3, fim ——— 5. lim
o 5_2I oo l_x I—lw3x2‘9

_ 4
R R N i 6 i

X=hoo 2_.\: ) 1-)“”'3):2_4 ) X=}wa S_sz

Asintotas oblicuas

La grafica de una funcion racional h(x)= % , donde f(x) y g(x) representan polinomios, ten-
ox
drd una asintota oblicua representada por una funcién lineal a la que llamaremos g(x), la cual

resulta a su vez del cociente de la funcién racional, si:
a) No tienen factores comunes.
b) El grado del numerador excede en exactamente un grado al del denominador.
¢) Elresiduo »(x) que resulta de dividi -f;:i}l es diferente de cero.
gix
NoOTA: Toda funcién de este tipo posee una asintota oblicua y una vertical.
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Para determinar la asintota oblicua, usaremos como recurso la divisién larga. Al obtener el
resultado de la division tendremos también la ecuacion de la asintota oblicua.

EJEMPLO

XX +3x+4

Si h(x)= i3 donde f(x)=x" +3x +4 y g(x) = 2x + 2, entonces:

p— En este caso, la asintota
%x+l oblicua es una funcidn lineal,

2x+2ix2+3x+4

g o - il 8

= ——

denominador
de hix). 2x+4
Do P Residuo r(x).
(2)
N

Por lo que la asintota oblicua es y=Jx+1.

Podemos ahora reescribir la funcion racional k(x) como la suma de las funciones que resulta-
ron de la divisién y posteriormente graficarla.

h(x)= 7=[§x+l ;—x]=(§x+l)+2—i%

Cuando x es muy grande, — 0, entonces la grafica tiene como asintota oblicua a la

2x+2
recta 3 x +1 (gréfica 3.15).

Estrategia para graficar funciones racionales con asintotas oblicuas

A diferencia de las grificas de limites, que poseen asintotas verticales y horizontales, al estudian-
te le puede parecer sumamente complicado bosquejar una grafica que posea asintotas oblicuas,
especialmente si la tiene que realizar durante un examen que dura Gnicamente 60 minutos. Efec-
tivamente, el bosquejo de las grificas con este tipo de asintotas requiere un poco mas de trabajo,
por lo que la siguiente estrategia ayudara a realizarlo de manera mas rapida y facil.

1. El primer paso es que el alumno tenga un buen dominio del bosquejo de graficas con asin-
totas verticales y horizontales.

2. Un requisito ineludible es que el alumno sepa dividir polinomios.

3. Para iniciar el bosquejo se recomienda colocar primero la asintota vertical como una linea
punteada en ¢l plano cartesiano.

4. Después debera obtener la funcion lineal de la asintota oblicua mediante la divisién de po-
linomios.
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CAPITULD 3 Limites y continuidad

\ Grafica de la asintota

oblicua dada por la

1 funcidn lineal y=§x+1

—8—':'—15—'5—31—'3—'2—'11 1 2 3 4 5§ & 7°

Gridfica 3.15 Asintotg oblicua.

5. Si la funcioén lineal tiene pendiente positiva, la gréfica de la asintota serd creciente; es decir,
crecerd de izquierda a derecha como en la grafica 3.16; pero si la asintota tiene pendiente
negativa, la grafica serd decreciente como en la grafica 3.17.

3

s

\ 6
5
4

R I AR S, T TR R T -i_l *
=3 -2 :
=3 -3 :
4 -a}
5 -5 i
-6 sl
Gréfica 3.16 Pendiente positiva, funcidn lineal Grifica 3.17 Pendiente negativa, funcdn lineal
credente. decrecente.

6. Posteriormente se grafica la funcion lineal usando la interseccion con los gjes.

7. Por tiltimo obtendra coordenadas antes y después de la interseccién de las dos asintotas para
graficar las dos U inclinadas de la funcién.
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Retomando el ejercicio usado en la explicacién de asintotas oblicuas:

—

Hx) x*+3x+4
X)=———
2x+2
= Sy S =S y
Identificamos la asfntota vertical
igualando a cero el denominador
s_
__x1 +3x+4
W)= 2x4+2 - Graficamos la A, V, 4-
2x+2=0 enx=-1,
Ix=-2 3
x=i=—‘l.'.A.V.=—1 24
14
+ = 5 2 4
—11
-2
g
4
-5
Griéfica 3.18 gy
o
7+
6 +
Asintota horizontal T
eny=1/2x+1, 4l
3__
24
11
A =P o 8 A D = 1 2 3 4 5 8 X
-1+
=4l
_3 -~
—4 4
—-51
—6+
-
Gréfica 3.19
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Como ya hablamos identificado
la funcidn lineal %x +1 ahora ob-
tendremos las intersecciones con
los ejes;

y:%x+1
y=30)+1=1
RA{0,7)
y=3x+1

0 =§x+1
-}x:—'l
¥=-K2)=-2
A(-2,0)

la grdfica se intersecta con los
ejesen (0,1) y (-2,0). Se grafica.




Ahora procedemos a dibujar la gréfica de la siguiente manera:
Se dibujan las U inclinadas a partir de donde se intersectan las dos asintotas.

Gréfica 3.20

Ya

CAPITULD 3

Grifica 3.21

Limites y continuidad
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El resultado de este bosquejo se ilustra en la grafica 3.22.

1+
ﬂ -2+
_3 =3
4+

Griéfica 3.22

Podemos bosquejarlo como se ilustra, a mano alzada u obtener solo algunos puntos para mayor
precision.

Después de esta estrategia, el estudiante debera ser capaz de bosquejar, sin ning(in problema y en
cuestion de minutos, las “dolorosas”™ asintotas oblicuas.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.6

Encuentra los limites y bosqueja las asintotas verticales y oblicuas de las siguientes fun-

ciones.
- 3 2
W . i 4 fo=2 R
x-2 x 2x-6
- U 2 2 iy
2 f(x}=3; 2x 5. f(x)=x 1 8. f(x)=x +3x—7
x+1 x x=1
2P —x+6 _ 5x*—x A%IZ"'IBI_:W
3 f(x)—w- 6. f(x)— Z—x 9, f(x)—T
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CAPITULD 3 Limites y continuidad

f‘ iSoy capaz de explicar qué es un limite infinito y cudl es la diferencia con el
limite al infinito?

¢Comprendo qué es una asintota y soy capaz de explicar su significado?
¢ Conozco los tipos de asintotas que existen?

¢Comprendo el origen de una asintota vertical?

¢Comprendo el origen de una asintota horizontal?

dSoy capaz de obtener la ecuacion de una asintota oblicua?

;Soy capaz de trazar grificas de funciones con ayuda de asintotas?

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

7. Bosqueja las asintotas verticales de los gjercicios impares aplicando la estrategia propuesta.

8. Bosqueja las asintotas horizontales y verticales de los ejercicios impares aplicando la estra-
tegia propuesta.

9. Bosqueja las asintotas oblicuas y verticales de los ejercicios impares aplicando la estrategia
propuesta,

3.5 Limites por racionalizacion

En ocasiones la funcion que describe un evento que se esta estudiando tiene una forma racional en
la que no es posible sustituir el limite directamente. Hay varios casos; uno de ellos es en el que el
denominador es una raiz. En este caso es posible usar ¢l proceso de racionalizacién para encontrar
el limite de la funcién.

Racionalizar una funcién significa multiplicar por el factor que le hace falta a la variable
para completar el entero, de tal manera que se elimine del denominador toda raiz o toda
variable elevada a una fraccion.

El limite por racionalizacion es el proceso que aplicamos a la funcidn racional para elimi-
nar los radicales presentes ya sea en el numerador o en el denominador de toda variable,
con el fin de que mediante este proceso se pueda factorizar y simplificar la expresion y asi
aplicar directamente el limite.
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Estrategia para resolver los limites por medio de la racionalizacion
1. El primer paso es determinar si la funcién necesita racionalizacién o no, lo cual se hace
mediante la sustitucién directa del limite, de lo que debe resultar una indeterminacién.

2. Elsiguiente paso es identificar el radical y multiplicar tanto el numerador como el denomi-
nador de la funcién racional por el conjugado del término que posea el radical.

3. El tercer paso es simplificar términos, con lo cual se espera que se elimine la indetermina-
cion.

4, Por tiltimo, se sustituye el limite en la funcion.

- B

Jx—-4 Jﬁ-at
Pasol: i —f
xiﬂlﬁ x—16 xl_n.ﬁ lﬁ—lﬁ

Al evaluar el valor del limite se indetermina la funcidn; por lo tanto, la funcién necesita raciona-
lizarse.

_ Multiplicamos por
Fdemfuﬁ;.lmcs el su conjugado. ..
Ermino que posee
el radical

Paso 2: lim
x=16 x—16

v§—4(v{;+4) x—16

rva )| "= eamre) Vaa]

..tanto el numerador
como el denominador
para que no se altere
la funcidn,

* 0 Vrg
Paso3: ,’r—!ﬂiﬁw[ﬂ+4]_xﬁm\f+4

Al multiplicar los numeradores y simplificar términos tenemos una nueva expresion para evaluar
el limite.

1 1
Pﬂm‘: l’f'm =—
1616 +4 8

Sustituyendo el valor del limite directamente obtenemos el resultado.
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EJEMPLO 2

x-25 25 25 0
Pasol: lim — Indeterminado
s B 0
x-25 Jx+5 ("‘25)("@"‘25)
Paso2: lim -
x—rES\.',_ \Jf;+5 1—25
x—25)(vx +25
PnsoS:ﬁm( )( )=JI+5
x—25 x—25
Pisodi s EoD e gy J_+5_fsz_s+s_|0
"x25\x -5 1025

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.7

Determina los siguientes limites mediante el proceso de racionalizacion,

3—\"; x2=1 -9

1. i 3. Ik 5. Iim ———

xif:g 9=—x :TI l-—\f; IT}V{_‘-'\JIF;

5 g TN 4 o 229 6 Yo "F
x=1  X=T7 29 X—9 x—)]- %2

3.6 Continuidad

Cuando en genética se estudia la mitosis se dice que la continuidad se mantiene de generacién en
generacion si a lo largo del tiempo de estudio no hay variabilidad en la genética; es decir, si no
hay alteraciones, mutaciones o aberraciones cromosdmicas.

La continuidad también se usa para referir la duracién o permanencia de un evento sin inte-
rrupeion,

Aunque existen diferentes tipos de continuidad, la que nos interesa es la continuidad en las fun-
ciones matematicas, sobre todo porque el hecho de que una funcién sea continua quiere decir que es
derivable, y esto nos lleva a un mejor andlisis de la funcién y, por lo tanto, del evento que representa.

Coloquialmente, decimos que una funcién es continua si su grafica se puede trazar sin tener
que levantar el lapiz del papel.
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Formalmente, una funcién es continua en el punto x = ¢ si se cumplen las tres siguientes
condiciones:

1. f(c) estd definida.
2. El lim f(x) existe.
X=¥

3. dim f(x)=S{c)

Por el contrario, una funcién es discontinua si alguna de las tres condiciones no se cumple:
1. f(¢)no esta definida.
2. El lim f(x) no existe, o si los limites por la derecha y por la izquierda de f(x) cuando x
=

tiende a ¢ son diferentes,
3. El fim f(x)=# f(¢).
=
Existen dos tipos de discontinuidades: la de tipo removible y la de tipo no removible.
El tipo de discontinuidad removible ocurre si, y sélo si, las condiciones que fallansonla 1 y

la 2; en cuyo caso el limite de la funcién cuando x tiende a ¢ si existe y podemos hacer continua
la funcién “rellenando™ la discontinuidad; es decir, haciendo que:

fim f(x)=f(c)

EJEMPLO 1

x% -4
x-2

flx)=

Primero observemos el denominador de la funcién, ya que si existe uno o mas valores para x que
hagan el denominador cero, la funcién se volvera indefinida en esos valores; es decir, la discon-
tinuidad estard en esos puntos.
El andlisis del ejemplo anterior es el siguiente:
1. No esta definida la funcion para x = 2; por lo tanto no se cumple la primera condici6n.

x’-4 22-4 4-4 0

x-2 2-2 0 0

Sin embargo, podemos “rellenar” la funcién para x = 2 factorizando el numerador y eva-
luando la funcién en el valor limite:

x* -4 _("""2)13'-’4}
x=2 =3

f(2)=2+2=4

f(2)=

=x+2

f(x)=
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2. Los limites por la izquierda y por la derecha son iguales:

Fim (Hz)M_xu 4y lim x4 (HZ)M=;+2=4
x—pz' x-2 sy~ X=2 ;A/‘z

El limite existe, por lo tanto si se cumple la segunda condicion,

3. Sise cumple la tercera condicién, ya que el lim f(x)= f(c).

A=

Con lo anterior concluimos que se trata de una discontinuidad removible enx =2.

EJEMPLO 2

f(-r}——z

J(2) no estd definida

B X e Flp s
x=2 X~ =2 X

La segunda condicién no se cumple; por lo tanto, tenemos una funcion discontinua no removible.

EJEMPLO 3

x+2six<5
x)=
) {-.r+l'l}si.r:>5
f(5)=T7 por lo tanto, si st definida
pero fimx+2=7 # lim—x+10=5

=5 x—35"

por lo que f(5) # fir:; f(x).

El limite no existe y la discontinuidad no es removible.

En resumen

1. Una funcion serd continua si cumple con las tres condiciones matématicas de continuidad.
2. Existen dos tipos de discontinuidades, las removibles y las no removibles.

3. Si el limite por la izquierda y el limite por la derecha son iguales, se trata de una funcién
discontinua removible en ese punto.

4. Si el limite por la derecha y el limite por la izquierda son diferentes, se trata de una funcién
discontinua no removible,

5. También podemos determinar la continuidad de una funcién a través de su dominio e imagen.
6. La importancia de la continuidad de una funcién radica en que:
a) Siuna funcidn es continua es diferenciable en ese punto.

b) Siuna funcién es continua es integrable en ese punto (parte del teorema fundamental del
cdlculo).
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2
-1
Con base en lo descrito, ;puedes decir si la funcidn f(x)= x_l es continua o discontinua?
I —

En caso de que se tratara de una funcion discontinua, /puedes decir si esa discontinuidad es
removible?

ACTIVIDAD DE TRABAJO 3.8

Determina si las siguientes funciones son continuas o si se trata de algtin tipo de discon-

tinuidad removible.
, I_S‘I"‘?’ x+1 |x-=:1
L f(x)=%f;+4 5. f(x)= \)9-:2|-3<_-’-x<_:3 9. f(x)= 2 |x=1
—x—3ix<—3 3-x |x:>]
2 - EHE _ e : e B
e x2 +4x+4 % el |x—3 10: i) X +5x+6
_ _x(x+l] X -10x+25
% Sl 7. flx)= - 1. f(x]-w
~3sen(x)|x<0 x+3[x22 ¥ —12x+36
4. = ] = 2. — —
1 {33&1(1}‘:’:20 ) {x—?\xcz l f(x) 2x-12

l. é?“ ¢Soy capaz de explicar a qué se refiere la racionalizacion?
¢Soy capaz de definir coloquialmente la continuidad?
¢Comprendo la definicién matemdtica de continuidad?
¢Reconozco cudndo una funcién es discontinua removible?

¢Soy capaz de hacer removible una discontinuidad?

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.
10. Presenta todos los ejercicios de limites por racionalizacion.

11. Realiza los primeros seis gjercicios de continuidad.

12, Presenta solamente los ejercicios impares de la actividad integradora.
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PARTE 1

1. lim—5x
x—32

2. lim [.:2 +4.r+4]

x=0

3. lim |:.1c2 (x +‘2):|

x-3l

PARTE I

1. lim
x—=1l 1—x

o 2
=3 x"+11x+24

—4
5. lim 2=
x=-5X+5

6. I -

-4
7. lim ———
-3y —x—12

Tx+3

8. lim 2

x=0 2 _ ¥

Oh
=10y —x =110

4,

9.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

. ACTIVIDAD INTEGRADORA UNIDAD 3

Encuentra los siguientes limites segtin se pide.

r (xz +3)
lim
x=T7 X

It

lim log(5x+3)

X

i

9.

17.

18.

19.

20.

21.

23,

24,

CAPITULD 3 Limites y continuidad

Encuentra los limites y las asintotas, y bosqueja las siguientes funciones.

lim X +x
=30
lim \9-x*
= 7
x— ¥
= =3
x= =3
. —cus{x}‘x‘:{}
lim
x= O WE(I)FQO

Encuentra los siguientes limites y asintotas ya sean verticales, horizontales u oblicuas, y bos-
queja las siguientes funciones.

x+1

lim
X=3om —-X

lim 4x'
xre x4+ 1

lim x+3

xow x4y 3]

s
lim
3253

x2

lim ——
x=-lx+1
2
i Tx"+14x-21
e M
x=15 3-2x

. 2x 48
lim
15 2x-3

e 4x% —3x+5

2 3x-2
3

X—3
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2 _ T 2
25, Tim % =2 9%, T = 27, lom>—
et 4-3x =3 2x—6 x=all=x
3
PARTE II1
Racionaliza los siguientes limites.
L m AT g g2 5 i 1575 4l A
x—tSﬁ\E_ﬁ x=+2 .1'2—4 x—+9 x—g x—)lﬁ):—lﬁ
PARTE IV
Deduce si la funcién es continua o no y graficala,
2
x*+2x-15 sec{x)—l\xéﬂ 7x
l. fx)=—"7— 3. flx)= 5. flx)=——
f) x—3 S {—sec{x)+l|x-c{} 1) x—3
2
x’+2[x>1 —x+1jx<1 V25-x7
2. f(x)= . 4. f&x)= | 6. fx)=
—(.r—2) +4|x£l 2?-'|~3’53l x2 =25

. PROBLEMAS DE APLICACION

3.1. Se toma un medicamento y la concentracion de ésta en la sangre esta dada por
8t
243

(Cudl es la cantidad de medicamento inmediatamente después de 6 horas?

f(0)=

3.2. El crecimiento de una poblacién animal estd dado por la siguiente ecuacion:

10
)=
74 5+6e*

a) ;Cudl es la poblacion inicial, en miles, de los animales?
b) ;Se estabilizari la poblacién animal con el paso del tiempo?

3.3. En el problema 2.27 del capitulo 2, Funciones y sus grificas, determina si la poblacién de
osos Panda llegard a estabilizarse,

3.4. Determina la poblacidn inicial de bacterias del problema de aplicacién 4.1 del capitulo 4.

3.5. La poblacion de cierta especie en peligro de extincidn, que se encuentra en una zona pro-
tegida, crece de acuerdo con la siguiente formula:

8(6+20)
14+0.02¢

f)=
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a) ;Cudntos ejemplares de esa especie habra en 10 afios?
b) ;Se estabilizara la poblacién de esta especie?

3.6. Encierta empresa maquiladora la curva de aprendizaje de determinada linea de produccién
estd dada por la siguiente férmula:

£(t)=100-60e"%

a) Determina el niimero de unidades producidas al momento en que un operario ingresa a
trabajar (en t=0).

b) Determina el nimero de unidades producidas después de 12 horas de aprendizaje
(t=12).

PARTE 1
Encuentra los siguientes limites segln se pide.

AUTOEVALUACION

—xz—Z‘x-r:l}
L. fim (sec(x)) 2. lim Vx*-9 3. dim {1 x|x=0
"’é g g x° +2|x>(l'
= =3
- =¥

PARTE 11
Encuentra los siguientes limites y asintotas ya sean verticales, horizontales u oblicuas, y bosqueja
las siguientes funciones.

4
L. fim— 5l B Bme—r— ki
x4 216 H"z(xz—g) x2_4 1-3'5]]1(.1‘—5) x5 2 4 4x°
PARTE IIT
Racionaliza los siguientes limites.
+x—4 -32
1. Mot 2 ffml
15 x-—15 14325_,||'x_'}'
PARTE IV

Deduce si la funcion es continua o no y graficala.

|-]—‘ six=0 .
X =
L =1 2 fG)=22 3 f(x)={_“f;;j)1":fﬁ
—— six<0 - -
E
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DERIVADAS

La derivada, junto con la integral, es una de las
dos partes fundamentales del célculo. La deriva-
da nos sirve para medir tasas de cambio y tan-
gentes. En este capitulo analizaremosla derivada
desde el proceso del limite para ver cambios en
un instante, y posteriormente estudiaremos las
reglas para hallar la derivada de cualquier tipo
de funcién. Asimismo, veremos algunas nemo-
tecnias e identidades que nos facilitardn realizar
cédlculos y simplificar expresiones. Terminaremos
el tema con la Regla de ’Hépital, que nos sirve
para limites indeterminados por medio del uso
de derivadas, y por dltimo propondremos una
estrategia para resolver derivadas de funciones
complejas, desarrollada en exclusiva para este
libro.

4.1 Definicién de la derivada

4.2 Interpretacién geométrica y fisica de la
derivada

4.3 Reglas de derivacion de funciones algebraicas

4.4 Regla de derivadas de funciones
trascendentales

4.5 Regla de 'Hépital

4.6 Estrategia para resolver derivadas complejas
Actividad integradora

Problemas de aplicacién

Auroevaluacién

%

— 5\ S -
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COMPETENCIAS POR DESARROLLAR

R,

COMPETENCIAS

Comprender el concepto de derivada
para aplicarlo como la herramienta
que estudia y analiza la variacién de
una variable con respecto a otra.

Comprender y aplicar el concepto de
razén de cambio para la resolucidn
de problemas,

Comprender y analizar los diferentes
tipos de reglas de derivacién para
usarlos correctamente en los diferen-
tes tipos de problemas,

158

ACTIVIDADES DE

APRENDIZAJE

Reconocer el cociente de incrementos de dos
variables como una razén de cambio.

Reconocer la derivada como el Iimite de un
cociente de incrementos,

Mostrar que el valor de la pendiente de la rec-
ta tangente a una curva en un punto se puede
obtener calculando la derivada de la funcidn
que corresponde a la curva en dicho punto.

Mastrar con una situacién fisica o geométrica
el concepto de incremento de una variable,

Mostrar graficamente las diferencias entre Ax
y dx, asf como entre Ay y dy.

Definir la diferencial de la variable depen-
diente en términos de la derivada de una fun-
cidn.

Demostrar, recurriendo a la definicién, la de-
rivada de la funcién constante y de la funcién
identidad.

Calcular derivadas de funciones de la forma
flx)=x"

Reconocer las propiedades de la derivada y
aplicarlas para el cdlculo de funciones,
Plantear una expresidn en la que se tenga una
funcidn de funcidn y calcular la derivada me-
diante el uso de la regla de la cadena.
Reconocer la férmula que debe usarse para
calcular la derivada de una funcién y obtener
la funcidn derivada.

Calcular la diferencial haciendo uso de
formulas de derivacién,

Calcular las derivadas de orden superior de
una funcidn,

Reconocer, en el cdlculo de limites, una for-
ma indeterminada de “tipo LU'Hépital”,
Aplicar el teorema de L'Hépital para evitar
indeterminaciones.

HABILIDADES
Y ACTITUDES

El alumno desarrollard la habilidad
para identificar qué regla debe usar
para derivar los diferentes ripos de
funciones,

El alumno aplicard correctamente los
diferentes tipos de reglas de deriva-
das,

El alumno hard uso de sus habilida-
des algebraicas para resolver y simpli-
ficar los diversos tipos de derivadas.

El alumno hard uso de sus conoci-
mientos de limites para resolver los
casos de indeterminacidn y aplicar la
regla de L'Hépital.

—




gl Sudl

ORGANIZADOR GRAFICO =

e—

.

Regla de derivacidn
de funciones algebraicas

Regla de la funcién
constante, identidad, porencia,
suma y resta, multiplicacién,
divisién, raiz cuadrada, rafz
general y regla de la cadena

S

DERIVADAS

/

Interpretacién geométrica
y fisica de la derivada

Regla de derivadas
de funciones
trascendentales

Regla de las funciones
exponenciales, logaritmicas,

Rompecabezas - trigonométricas, trigonométricas
trigonométrico inversas, hiperbdlicas,
hiperbdlicas inversas, implicitas
y Sucesivas
Estrategia para
resolver derivadas
complejas

Regla de L'Hépital
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ANTECEDENTES

a derivada es una herramienta muy importante
del célculo; de hecho, junto con la integral, es
una de sus bases, Entre sus muchisimas aplica-
ciones para la vida diaria destacan las relacionadas con
tasas de cambio, la variacién de una vanable con res-
pecto a otra, y la optimizacién de procesos, ya sean de
indole social, econdmico, administrativo o industrial.
Otro uso de la aplicacién de las derivadas en la
vida diaria es en economia, donde se utilizan para re-
solver problemas de costos y de produccién: la deri-
vada representa el costo marginal de una funcién y el
ingreso marginal de otra funcién; y los puntos de inter-
seccion de estas funciones son los puntos de equilibrio
de produccidn, costos e ingresos, como en el siguiente
caso: los costos de produccién y los ingresos obteni-

dos de cierto nimero de partes en una maquiladora

estan dados por las funciones C(x) = 4x + 650 y R(x) =
12x— (x”)/30. El objetivo es encontrar la funcién bene-
ficio y los puntos de equilibrio.

Las derivadas se utilizan en el disefio industrial
para optimizar dimensiones; como cuando se desea
obtener el tamafio dptimo de un refrigerador al que
se le debe reducir el volumen exterior pero maximizar
su espacio interior, En este caso se utilizan las deriva-
das para encontrar los maximos y los minimos, como
veremos en los problemas de las cajas de la seccién de
aplicaciones,

Otro uso de las derivadas como tasas de cambio se-
ria la velocidad instantanea; es decir, la razén que existe
entre la posicién de una particula en un instante dx/dt.
Otro ejemplo relacionado serfa el de la aceleracién, que

es el cambio de velocidad con respecto al dempo dv/dt.
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CAPITULO 4

4.1 Definicion de la derivada

Para encontrar la linea tangente a una curva en un punto P tenemos que encontrar la pendiente
en ese punto, es decir, la ecuacidn punto-pendiente. La pendiente de la linea tangente se puede
aproximar utilizando una linea secante que pasa por ¢l punto de tangencia y un segundo punto
de la curva.

_______

25+ =
20

15+

10+

(e fle))

Si (e, f(c)) es el punto de tangencia y (¢ + Ax, f(c + Ax)) es el segundo punto de la grafica,
la pendiente de la linea secante est4 dada por la ecuacion punto-pendiente donde se sustituyen los
valores de x por ¢y sus incrementos; y los valores de y por f(c) y sus incrementos, de modo que
la ecuacion de la pendiente tenga la siguiente forma:

ot _Sletdx)-1le) _ fle+x)-f(c)

Xy =y (c+:1r)—c Ax

Mediante este proceso podemos encontrar la pendiente de la recta tangente a medida que Ax
tiende a cero (A x — 0), que serd el punto en que la linea secante se convertird en la linea tangente
(graficas 4.2 a 4.8):

Denvadas
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204 €= 3.7143 20 c=3.4286 2%_ c=3.1429
15 154 151
101 104 10
3 \5 E 5
3 2 181 2 3 4 5*¥-3 2 A0 1 2 §% -3 3 -1 2 3 4 5x
J / A
2%, c=2.8571 2§, c=2.5714 2%_ c=22857
154 154 15+
104 10: 104
5 1 . \ 5 ] 5 il
-3 2 -T9—1 2 3 4 5% -3 _3 -T-® 3 2 -T-0—1 2 3 4 5*
i ] 1
¥
20 c=2.ﬂ'0ﬂ'0
151
104
54
LR S i3

Gréficas 4.2 a 4.8

En otras palabras, cuando el limite de Ax tiende a cero, la pendiente de la linea secante es la
pendiente de la linea tangente, o la linea secante es la recta tangente.

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
1. Realiza en computadora una grafica de la interpretacion geométrica de la derivada.
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Definicién de la recta tangente con pendiente m
o definicién analitica de la derivada

Si f'estd definida en un intervalo abierto que contiene a ¢, y si el limite es:

b rlevan)-s(d

lim =2
SH0A% ro0 Ax

=m

entonces, la linea tangente que pasa por (c, f(c)) es la derivada de la funcion.

Encuentra la pendiente de la grifica de f (x) =—x+4x en los puntos (1,3) y (3,3).
Para encontrar la pendiente podemos realizar los siguientes pasos:

Paso 1. Sustituir x porx + Ax en f(x):

Funcién original
f(x)=- _x_z + 4 x Sustitucién de x
I H ‘ | a— porx+Ax

f(.r+ .ﬁx]= —(.1c+:£!uc]2 +4(.r +:ix]=-.r2 —2xAx —(Ax]z +4x +4Ax

Se reescribe la funcién,
pero cada x del problema
es sustituida por x + Ax

Paso 2. Sustituir en la definicién de limite:

e Sy Aqui se reescribe toda la
f(x ¥ m)_/(; ) ..e.-“/ﬁ.lndén original sin olvidar
lim 4 que el signo menos
Ax30 Ax multiplica a toda la fundién

—x® — 2w - (Ax) +4x+ 4Av—(—x? + 4x) —x% —2xAr—(Ax) +4x+4Ax +x7 ~4x

o Ax - Ax

Paso 3. Simplificar:

i A —2xAx—(Ax) 4% +4AxAE" A% —2xAx—(Ax) +4Ax
A:f.a Ax - Ax

Paso 4. Factorizar Ax:

 2x A —(Ax)F +anE
lim =
Ax—0 Ax

=-2x—Ax+4

Denvadas

EJEMPLO
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Paso 5. Determinar el limite para Ax=0:

lim =258 +4<-2x+4|  Que representa la derivada de la furicion original.
Ax—0 S

Para encontrar la pendiente sustituimos cada punto en la derivada; entonces:
f()==2(1)+4=2

f(3)==2(3)+4==2

Y para encontrar las ecuaciones de la recta sustituimos en la féormula punto-pendiente:
y=mx+b

3=2(1)+b

b=1

y=mx+b

3=-2(3)+b

b=9

Entonces tenemos las dos rectas tangentes en los puntos dados:
y=2x+1

y==2x+9

N\ (33

Gréfica 4.9

w1
B“ ¢Comprendo qué es una derivada?

¢Soy capaz de obtener la derivada de una funcién a partir de la definicidn
formal de derivada?

¢Reconozco algunas situaciones reales en las que se aplica la derivada?
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4.2 Interpretacién geomeétrica y fisica
de la derivada

Geométricamente, la derivada de una funcién en un punto representa el valor de la pendiente de
la recta tangente en dicho punto.

Aplicaciones de la derivada

La derivada esta presente en aquellos casos donde es necesario medir la rapidez con que se pro-
duce el cambio de una magnitud o situacién. Es una herramienta de célculo fundamental en los
estudios de fisica, quimica, biologia, y en ciencias sociales, como ¢s ¢l caso de la economia y la
sociologia.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.1

1. Explica el proceso mediante el cual la linea secante se convierte en linea tangente, utilizando
software.

2. Investiga una situacién real en la que esté involucrada la derivada.

é?‘ ¢Comprendo la interpretacion geométrica de la derivada?

4.3 Reglas de derivacion de funciones
algebraicas

Usaremos la definicion analitica o formal de la derivada para derivar algunas funciones; mas ade-
lante veremos que existen reglas basicas muy sencillas para encontrar esas mismas derivadas.

Regla de la funcién constante

CASO1
Cierta universidad realizé un estudio para conocer el rendimiento de sus alumnos. Se encontrd
que el rendimiento promedio de cada alumno en un examen de dos horas es de R(r) =90 — ¢,donde ¢
es el tiempo en minutos.
La universidad quiere determinar en qué momento aumenta o disminuye el rendimiento.
Para resolver este problema necesitamos derivar R(f); es decir, debemos derivar cada término
de la funcion:

()= (o0)-2() - 200)4

@V dt dr di
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d|90
Sobre el primer término, % , s¢ sabe que 90 ¢s una constante.

La constante se puede representar mediante un niimero real o un simbolo, como ©t o 90, de
modo que si la funcién constante es f (.t) =¢, y queremos la derivada f” (x) = % entonces

 S(xrAx)-f(x) e . 0 _
i Ax = AN Y

En otras palabras, la derivada de una funcién constante es 0,

FORMULA EJEMPLO
dfe)_ d(s) _
PPl T
£x)=7 £x)=n £(x)=- £l)=e
d _ d_ d_ 4._
7 . o ok

Regla de la funcién identidad

o & de m(0) =9 (00)- 4 () = 1O0) _a
ParaelcasodclsegundoténnmoadeR(t]—dI(%) ﬂ#(r)— ———
Recordemos que la funcién identidad es de la siguiente forma:

f[.x)=x
por lo que
o JEM)-S(x) L Arbas Ax
0h & i e kT

FORMULA EJEMPLO

4L el
dx dx
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Aunque esta regla parezca muy simple y obvia, no debemos olvidarnos de ella, dado que nos
ayuda a simplificar ¢l uso de otras reglas de mayor complejidad, como es ¢l caso de la regla de las
potencias o la de la cadena.

Regla de las potencias

CASO 2

Se desea construir una cisterna de base cuadrada para almacenar 15,000 m® de agua. Si la tapa
metdlica cuesta el doble que la base de concreto, Jcudles deben ser las dimensiones de la cisterna
para que sea lo mds econémica posible?

Lo primero es bosquejar la cisterna y encontrar la funcién de la forma mas sencilla que des-
criba ¢l problema.

¥ ¥ =x’y =15,000 m’ Esta es la fundén que
degpejandg describe el problema de
# 15,000 Ll
X - x2
¥ =15,000x72

Para obtener la funcién de costo es necesario saber cudl es la superficie total de concreto, por
lo que:

S o rm=.r2+4a.j:

Sustituimos el valor de y:

15,000
Smabmrrm = 'rz + 4I( xz J

Simplificamos:

000
Smmi:mmrem = IE + (60, J
X
Lo siguiente es ver cuél es la funcién de la superficie metalica.
S merdiica (I) =x" puesto que s6lo es la tapa.

La tapa metilica tiene las mismas dimensiones que la base de concreto; sin embargo, debe-
mos recordar que el costo de la tapa es el doble de la base, por lo que la funcion del costo total de
la cisterna es:

60,000 _ , 60,000
T =t
X X

C(I) =2x7+x2+

60,000

X

Esta es la funcién que se

a2 ocupari al final para los
C[x]—?:x + Ld,.lmlus:hlnﬁ costos

Lo mas interesante viene en seguida pues se necesita derivar esta funcion para atacar el pro-
blema: ;cémo derivar cada uno de los términos de la funcién de costo de la manera mas sencilla?
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La derivada de la funcién de costo se puede separar en tantos términos como tenga la funcién.

d|3x’ .
C'(x)= (d: ]+%(m'fw)=3%2+m,muil

Mas adelante veremos que una constante acompafiada de una variable puede entrar o salir de
una derivada sin ningtin problema, pero por el momento daremos més atencién a las siguientes
2 -1
derivadas: % y %, para lo cual utilizaremos la regla de las potencias.
La regla de las potencias se utiliza cuando tenemos una variable elevada a un exponente en-

tero y positivo. En otras palabras, esta formula se aplica a toda funcién polinomial.

Si 7 es un nimero entero positivo, entonces para f(x) = x", su derivada f'(x) es %(x") =

mn-—l

f(:c)=x"

(e Ax)-f(x) X" A Crt (Ax) . (Ax)

oo B Ax

Aol a1 2 G (o )

lim =nmx""!

Ax—0 Ax
f(I)=I2
o S 1) o Kt 2xn e (A A 2xtc (Ax)
mmo B aeg Ax S

2

ﬂuhﬁi;(ﬁx) i

Como Axes cero, entonces 2x + 0 =2x,

Este mismo principio se puede usar incluso cuando se trate de un exponente fraccionario o
negativo.

Regla de las potencias
FORMULA EJEMPLO
a(=) LIS
& T &
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EJEMPLO 2

f(x)= 4x3 —x 2 ' Restamos uno a los exponentes
l_a- = (3)+ 4> (1)

L
dx

Bajamos los exponentes y los multiplicamos por
1 los coeficientes de la variable

 J
Simplificamos y obtenemos: % =12x% -1

En resumen

a) Al exponente de la variable siempre se le resta 1, ya sea que el exponente original sea
positivo, negativo o fraccionario.

b) El exponente original siempre se multiplica por el coeficiente de la variable.
Regla de una constante por una funcién
Del caso 2 se tiene que la funcion de costo es la siguiente:

60,000 _ , 60,000
=3x"+
x x

C'[.r] =222 +x% +
60,000

w2
C(.r)—?ax +7x

Por lo que la derivada queda de la siguiente manera:

2
samierl, f moor)
dx dx x

Para derivar se requirié de la derivada de las potencias, pero también necesitamos saber qué
hacer con los coeficientes de cada término de la funcién.

La regla de la constante por una funcién es una forma abreviada de la regla de las potencias.
Simplemente hace referencia a que, por comodidad, podemos aplicar una de las propiedades de
las derivadas separando antes nuestra constante para derivar mas facilmente nuestra variable, sin
olvidar que al final del proceso de derivacion debemos multiplicar por esa constante, Para evitar
errores, solo es conveniente realizar este proceso si la derivada es muy complicada.

Si f'es una funcién diferenciable y ¢ es un nliimero real, entonces:

d d ;
z Bl B)]=a"():
La regla anterior nos dice que cuando tenemos una constante multiplicando a una funcién su

derivada es la constante por la derivada de la funcién.
Observemos que para derivar ¢f (x):

St (x) [f(”ﬂ")‘f(x]]:czfmf(ﬂﬁx)_f(xtd”(x)
Ax

Ax—0 Ax

= lim ¢
Ax—0 Ax Ax—0
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Para el caso especifico en que la constante ¢ multiplica a su variable x, la derivada sera la
constante c.

f(.r]= cx
P c(x+AxJ—c(xJ = lim fé+c(ﬂx)7é _ c(ﬁ:r) e
Ax—0 Ax Ax—1) Ax Ax

Regla de una constante por una funcién

FORMULA EJEMPLO
dlex) _ 4 7=y
dc dx

- EEIEE

1 Por lo demds, aplicamos los
f(x)=1x§ mismos pasos que en la regla
3 de las potendias
|_. Separamos 1 | d 1 31 15
nuestra 3 dx - 3 3
constante
2 2
Al final multiplicamos nuestra constante por la derivada de la funcion, % - % . %xj s éx_i
ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.2
Resuelve las siguientes derivadas siguiendo el proceso de limite.
I fx)=7 4 flx)=3« 7. flx)=3"+7
2 f(x)=—x 5. f[.r)=4.r+5 8. f[x)=9x2+6x+4
3. f(x)=x+2 6. f(x)=x"+2 9. f(x)=10x-x

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
2, Presenta al menos 8 derivadas utilizando el limite.
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Regla para la suma y la diferencia de funciones

La regla para la suma y diferencia de funciones simplemente nos especifica que cuando tene-
mos dos 0 mas términos separados por los signos + o —, podemos derivar individualmente cada
término. Incluso si debemos aplicar reglas diferentes para sus respectivas derivadas, es decir, si
tenemos un término con raiz, otro término con una funcion trigonométrica y un término mas con
logaritmo, todo lo que hay que hacer es aplicar las reglas individuales y luego sumar o restar las
derivadas de todos los términos. En el siguiente ejemplo tendremos que aplicar la regla de la raiz
més la regla trigonométrica, menos la regla del logaritmo.

FORMULA
d”+

—(Hiv)—

du  dv
Tde dx

i (x ) =‘/;+ ;Sm (I ) ~In (x)
Podemos separar las funciones de acuerdo con los términos separados por + o por —.

1
fi(x]=v’;=x5
134 15 1 1

T

Al final agrupamos nuestros resultados individuales.

f(.r]: 2x* —3x+5
f(x)=8x"-3

f[.r)= (21:-2]2 =4x" —Bx+4
f’(x)=8x—8

Denvadas
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f{x)=(3.r2 —l][;vt:+5)=E’uc?'—.vc+15;74.'2 -5
f'(x)=9x2—l+30x

EJEMPLOS
4 Y 5
4x* -5x* +3
ply) - =543
Aplicamos la regla de las potencias.

=4x>—Sx+ X

f'(x)=8x—5—3x”2 =8;!c-5-xi2

3 3 _U
Flx)=Ur-F=x7-3 3
(0)=-17 -
Aplicamos la regla de las potencias.
_4 _a 3 1 3 1
I
X

de la suma y la diferencia de funciones
: Yy

FORMULA EJEMPLO
d du _dv d
(a w) _ 3xt—x=6x

ACTIVIDAD DETRABAJO 4.3

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las férmulas bésicas.

f(:r)=:r2—4x 4, f(x)=5x3+4x4—3x2+l T f(:r)=x2+8x
2 f(x)=(x+3) 5. f(x)=ax®+bx+c 8. f(x)=-5x2+8x
3. flx)=-3x"+4x 6. f(x)=4-% 9. f(x)=n=x
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Regla del producto

CASO 3

Don Juan desea construir una caja de cartén con una pieza rectangular de 12 cm de ancho por
28 cm de largo; la caja no tendrd tapa, asi que para obtener el volumen maximo debe hallar las
dimensiones 6ptimas para los lados y el fondo.

Para atacar el problema primero debemos saber cudl es el drea de cada una de las figuras que
conforman la caja, y después obtener la ecuacién de volumen para dicha caja.

El 4rea de la caja es:

— A(x) =(28-2x)(12-2x)

3 El volumen esta dado por:
12 —2x

L P’(x) =x(28—2x](12—2x)
4 (x) = (28.1:— sz) (12 - Z.r)

Ahora debemos derivar esta (ltima ecuacién, y para ello necesitamos la regla de derivacién
de la multiplicacion o producto.

Aplicaremos la regla del producto en ocasiones en que haya una multiplicacién de dos o mas
términos. En el caso de que hubiera més de dos términos que se multiplican, lo que se debe hacer es:

a) Desarrollar una parte de la funcion para posteriormente aplicar la regla del producto sélo
una vez.

O bien,
b) Aplicar varias veces la regla del producto.

La derivada del producto es igual al primer término por la derivada del segundo mas el segun-
do término por la derivada del primero.

41 1(e)ale)]=r(e)e )+ 8(e) 2

En realidad, no importa si no se aplica la regla en orden, siempre y cuando se sigan todos los
pasos y se respeten los signos; desde luego, lo recomendable es hacerlo en orden.

£(x)=(x* +3x)(x* -2)
£/(x)=(x* +3x)(2x)+(x*-2)(4x*+3)  Procedemos a desarrollar.
fx)=2x" +6x" +4x° —8x* +3x" —6 Ahora simplificamos,

f'(x):ﬁxs—ﬂf +9x°—6

Denvadas

EJEMPLO 1
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f(x)=(x2 +2x)(x+l)

f'(x)= (J.'z +2x](l] +(x+1)(2x+2) Aplicamos la regla.
f'(x)=x"+2x+2x>+2x+2x+2  Ahorasimplificamos.
f1(x)=3x"+6x+2

F(e)=e+3)(e-1)(+2)

Opcién 1. Desarrollar una parte de la funcién,
flx)= (xz +2x— 3] (xz + 2] Ahora aplicamos la regla del producto.

f(x)= (x2+2x —3)(2x)+(x2 +2)(2x +2) Procedemos a desarrollar.
f'[x)=2t3+4x2—6x +2x +4x+2x7 +4 Simplificamos.
f’(x]= 4x° +6x7 —6x+4

f(x]= (.vc+3)(.vc—l](;vc2 +2)

Opecién 2. Aplicar mas de una vez la regla del producto.

fx)= [{x+3) (x- 1]](;:2 +2) Agrupamos términos y aplicamos la regla.
f(x)= [(x+3] (x- 1)] (2x) +(:c2 + 2][(; +3)(1) +(x- l)(l)] Aplicamos otra vez la regla del producto.

f'(:c)=2x3+4x2—6x+(x2+2](2x+2) Desarrollamos,

7 (.r)=2x3+4.x2—6x+2x3 +4x+2x% +4 Simplificamos.

f'(x]—4x3+6x2—2x+4

La opcidn que se tome al momento de realizar un ejercicio dependera de las propias habi-
lidades y de la complejidad de la funcién, ya que habra ocasiones en las que no sera posible
desarrollar los términos de la funcién. Podriamos enfrentarnos a una multiplicacién que contenga
una funcién polinomial, una raiz y una funcién trigonométrica, por lo cual serd mas sencillo apli-
car dos veces la regla del producto.

L1(¥)e(x)]=1(x)e ()2 ()1 (3)

L&
dx
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.4

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las formulas basicas.

(4x°+72%)(x*-1)

(xz ) J:+l x—l)

Lo f(x)=(x"+2)(x*+3) 6. f(x)

/(%)
)

(3.1:2 +'?) 2.1: ]
(

X =(x3+3x2—5x](2x—1] 9. f(x) 3x+l][2x +3)

)
)
3 f(x)=(x+1)(x-5) 8. fx
)
x)=

Regla de la division

CASO 4

Se calcula que el valor de ciertas acciones financieras en 7 meses después de salir del mercado
vienen dadas por la funcién y(f) en miles de pesos, y se desea saber en qué momento se pueden
comprar las acciones al mejor precio.

V32 +5¢

y(:) B

Para resolver este problema necesitamos derivar la funcion anterior, la cual es una division de
dos funciones. Lo que tenemos que saber es cémo se deriva 3(f), v para ello necesitamos conocer
la regla de la division o cociente.

La regla del cociente se aplica en aquellos casos en que existe una razdén entre dos funciones

f(( % La funcion sera diferenciable en todos los valores de xen los cuales g(x) # 0.
Zlx

La férmula del cociente implica que la derivada estard dada por el denominador multiplicado
por la derivada del numerador, menos el numerador multiplicado por la derivada del denomina-
dor; todo esto dividido entre el cuadrado del denominador.

FORMULA
(3)

v _W v
dx W

En este caso si es imprescindible seguir en estricto orden la regla del cociente,
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A continuacién se muestran algunos ejemplos.

- BEEEE

'Es un error muy comiin olvidar
e el signo de afecta a toda
- -2 ’//—’ :segur::. pﬂrt:::a expresién
f(‘r)_ x3+? = - . -
2 +7])(6x)-| [3x% -2][3x2
f'[x]=( * )( x) |:( . )( )]='5"4+42x"9":+6x2 Ahora simplificamos términos.
(x3+?) (x3+?]
“3x|x?-2x-14
f'(x)=_3x4+6x2':42x= x( xz ] T
( 4+ 7) ( 4+ }') expresion, podemos factorizar.
322 +2
f[x)= 5x+-|;
, (5I+‘](“6I]‘[(“3I2+2)(5)] —30x% —6x+15x> =10 —15x% —6x—10
f[x]= 2 = 2 - 2
(5x+1) (5x+1) (5x+1)
2
re)=5
7(#)= I‘EJ(BIJ‘[(“IZ‘*')(')]=ﬁx1—lﬁx—4x2~l=4x2—|5x—|
(x~2) (x~2) (x-2)°
x+1
fle)=23
fr(x)=(‘x—i)(!)—[[‘x-'-l)(l)]:f"-[_]?"/ﬂ;—]: -2
(x=1)" (x=1)" (xul]2

NOTA: ;Podrias obtener los mismos resultados aplicando la regla del producto?
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NOTA: La regla de la divisién parte de la regla de la multiplicacién para funciones g(x)™'. Es
decir, podemos hacer uso de la ley de los exponentes para expresarlos de una u otra forma,
y aplicar cualquiera de las dos reglas.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.5

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las férmulas basicas.

% 5 2x+3

1. f(I]=i2+2 4, f(I):xx i i7 f[x)=_::2-:_2
x+3)(x-5 3x% +1 +3

2; f(x]=(—x)_(?—l 5. f(x]=( i_s J(T'IB"J') 2 f[x)=x2—i4x+49
35" + 522 +1 3 :

3 £x)= % 6. f(x]=:2+_9 9. f[:r]=(x+5)z

Regla de la funcién raiz cuadrada
En esta seccidn mostraremos como se deriva la funcion raiz,

CASOS5
B EF . Bain b
E 3 +51 = E(Sf +51)

Para esta funcién necesitamos una regla.
Cuando nos enfrentemos a funciones irracionales de la forma f (x) = \l"; su derivada estard
dada por la siguiente formula:

d u'
&
Laregla indica que la derivada de una funcién raiz cuadrada serd igual a:
1. Poner la derivada de todo ¢l radicando como nmumerador, dividido entre
2. Dos veces la funcidn original.
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: Derivade TODO |
u=x>—4x+2 |\dmiundn |
uw=2x-4 ..'_'.« i o

dirovommy e

NoTA: En este tipo de funciones y en las siguientes es conveniente identificar u, ponerla a un

lado de la funcién original y hacer su derivada como en el ejemplo 1.

f(.r)= (x2+l]
u=x"+1
=2z

/) f\f(xzﬂ) \/(.r2+l)

Regla de la funcién raiz cuadrada

4=

dc 2Ju

NoOTA: En los casos en que tengamos funciones compuestas es imprescindible identificar u,
ponerla por separado, derivarla y posteriormente aplicar la regla.
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EJEMPLO 4

x°=3x
x*—3x :
= Recordemos que nuestra u serd todo el radical.
[l—x][2x-—3]—[(.r2 —3.1:](—[]]
u'= 5 Aplicamos la regla del cociente.
(1-2)
2 2 % e g -
,=—2x +5r—=3+x -EI:—A: +2x-3 . Observa que ya esté hecha la
(1- x)z (1- x]?' mitad del trabajo; sélo
I 2 tenemos que encontrar i', :
»—x"+2x-3 ya que el denominador siempre
o (I—.r)z es 2 veces la funcién original |
¥ (x) = Sustituimos ' y tenemos que: — = - : ————-
x =3 x' =3
X :
I-x I-x

EJEMPLO 5

Observa en este ejemplo que en este tipo de derivadas la regla que va a predominar es la del pro-
ducto.

f(x)=(x+3)Ve* -1

2= _ o lA (2x) Reescribimos.

.."’r(.’:]=(.!:2+5);&{J‘E

ﬂ;;):fji_f]ux\/ﬁ

Regla general de la funcién raiz

1
Para una funcién raiz n-sima f|(x)= Ux of (x)=x", podemos aplicar la formula general de la
raiz.

La ventaja de usar la regla general de la raiz sobre la regla de la cadena radica en que la regla
general de la raiz pide solamente sustituir los términos adecuados.
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—

Deriva la siguiente funcién utilizando la regla general de la funcién raiz.

FIrTe————
! & — &

\ ! A un entero se le
_a.2 4 i | resta el exponente
Zlaeal T ) |

: el radical : | Fundién original !

=
=8
i
Ak

r

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.6

Deriva las siguientes funciones utilizando la regla de la raiz cuadrada o la regla general
de la raiz segiin sea ¢l caso.

15 f(x)=\:'x2-4x+5 5. f(x)= (x+2)[x2+3) 9. f(x]=m

x+1

2, f(x] .| o 6 f(x) =v—x? +2 10. f(.r) =Y’ +2x% —x
3. f(x) = (5;\:2 + ?x)!a 7- f(x) =v2x -1 11. f(x) = I;EJ:
4 f(x)=2x-7 8. flx)=(x+3)Vx*+2 12. f(x)=vx

Regla de la cadena para funciones compuestas

CASO 6

La velocidad en km/h que alcanza un automévil en una carrera de 500 m a campo traviesa estd
descrita por la funcién

v(x)=(10x+45)" donde xes la distancia recorrida.

180



CAPITULO 4

(Qué distancia ha recorrido el automévil cuando alcanza su mixima velocidad?, jcudl es la
velocidad méaxima que alcanza?

Para solucionar este tipo de funciones sabemos que se debe derivar. Aunque en este gjemplo
podemos desarrollar el binomio, puede ser que la funcién que se tenga sea mas compleja o que
sea una funcién compuesta.

La regla de la cadena dice quesi y= f (u] es una funcion derivable de w, y u=g (x] esuna
funcién derivable de x, entonces y= f (g [x]] es una funcidn derivable de x, y

d 4 (W s , . dy _dy du
af (g [x]]- f (g(x]]-g (x] 0, equivalentemente, e EE

Si aplicamos la regla de la cadena a aquellas expresiones elevadas a un exponente diferente de 1,
esta formula guarda mucha similitud con la regla de las potencias. Para poder usarla debemos
considerar el interior de la expresién como una sola variable a la que llamaremos » y a la cual
derivaremos usando la regla de la potencia.

De esta forma, si y = f(u) donde f(w) es una funcion derivable de w, y v es una funcion deri-
vable de x, entonces:

d (u")

dx

n-1 du
dx
En este caso, la regla de la cadena sigue los mismos pasos que la regla de las potencias.
1. Bajamos el exponente, cualquiera que éste sea.
2. Le restamos 1 al exponente original.
3. Elinterior de la funcion, es decir nuestra w permanece igual y se reescribe.

4. Por tltimo multiplicamos por la derivada de u.

ol by

le)={ca saff =t 2

S ds..
}/4 o ™ e
a4 .| Multplicar porla
3 Todo el interior | | Bt sda decsicon
u==3x"+2 | esu
. s | respecto de x
ﬁ—u'——ﬁx B
dx
3
L w2 5\ e
Fls)= a2 ¥ (60)- _

4(—3::2 + z)i 2(—3;:2 +2)%

Denvadas

EJEMPLO 1
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o/ E)=r(e) 2 ()

- CIEEEEE

En este caso podemos hacer una de dos cosas: desarrollar una expresion elevada a la 99 potencia,
lo cual seria absurdo, o aplicar la regla de la cadena.

. 99 s e

f (x]=(3:r +5x) Siempre es aconsejable al !
2 | identificar nuestra # escribirla :
u=3x"+5x en una parte junto con su |
|

|

u'=6x+5 derivada

£(x) =99(3x +55)” (63 +3)

EJEMPLO 3

Veamos un caso en el que aplicaran la regla del producto y la regla de la cadena para derivar la
funcién.

fx)= (3:2 +'.r')2 (4x-1)
Regla del producto:

f(x)= (3;;3 ...-,,]2 [(4;;- 1)]’+ (4x- 1){[3';2 & ?]2].
La derivada de (4x—1) es:

[(4:—1)]' =4

2
Para calcular la derivada de (3;:2 + ?) debemos aplicar la regla de la cadena:

{(3:;2 +7)2]' =2(3% +7) 7 (3¢ +7) =2(37 +7) 6x) =(12¢) (36 +7) =36x° + 84x
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Por lo tanto, I

7(x)=(32 +7)" (4) # (42 -1) (362" +842)

Los dos errores mds comunes de los estudiantes
al aplicar la regla de la cadena

1. Olvidar multiplicar por %

(x" - 4x)5 — M Incorrecto.

f (.t) = (x" - 4;1:)5 —5 (x3 —4x)‘ (334:2 - 4) Correcto.

]

£(x)

2. Sustituir % por la propia u y restarle ¢l exponente.

Il

(3.:2 -~ 1)3 - M Incorrecto.

(35~ 1)3—>3(Sx2 -1]2 (6x) Correcto.

£(x)
/(%)

Il

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.7

Deriva las siguientes funciones usando la regla de la cadena.

Il

L f{x) (x2+?)‘s{x—2J 4. f{x)={:r+3)2(x+2] 7. _,i"'(:!c)=(:|:"’+53c5+l'[.‘l.1:"—3.'!:2+1]2

(.vc+l)4

]

(+ss) s f(@)=(x+1)" 8 f(x)

Il

2 J (x]

]
1]

5 1= (542) 6 s(x)=(2-42) 0. Sx)=(0~)"
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4.4 Reglas de derivadas de funciones
trascendentales

Regla de las funciones exponenciales de base 10
y de base e

Funciones exponenciales de base 10

CASO 7

El ritmo o tasa de inflacion anual es, en promedio, de 5% para los préoximos 10 afios; el costo
aproximado C de bienes y servicios durante una década es

c(¢)=P(1.05)

donde ¢ es ¢l tiempo en afios y Pes el costo anual.

Calcula la velocidad con la que aumenta el costo de los bienes en el tiempo.

Antes de empezar a analizar la regla de las funciones exponenciales debemos recordar que
una funcion exponencial es la inversa de una funcién logaritmica de la misma base; es decir, si
tenemos una funcion exponencial:

f(x)=d",suinversa serd f (x) = log, (x)

Donde la base de ambas funciones estd representada por la letra a y la variable por x.

Si y =a”, entonces x = log,, y donde la funcién logaritmica es la inversa de la funcién expo-
nencial para b#1y b>0.

Ahora veamos cémo se obtuvo la férmula directa de la derivada de una funcién exponencial.

y=a*
Aplicamos el logaritmo a ambos lados para eliminar el exponente:
In ( y) =In (ax )
Aplicamos la ley de las potencias de los logaritmos:
In(y)=x1n(a)
Derivamos los dos lados de la ecuacién con respecto a la variable x:
|
2 =n(e)
ydx
dy

Ahora despejamos —:
dx

%= yin(a)

Por tltimo sustituimos y por su valor original, en este caso a™:

=a’]1:|(a)

&

d
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Generalizando, la formula para cualquier caso seria:

f(.r)=a"
%wu%m(a)

Para resolver las derivadas de funciones exponenciales podemos hacer todo el desarrollo o aplicar
la férmula directa; veamos ambos casos,

Desarrollo:
y= 35:
@ (»)= @[35"] Aplicamos el logaritmo a ambos lados para eliminar el exponente.

In(y)=5xIn(3) Aplicamos la ley de las potencias de los logaritmos,

I 1 % =5 in(S) Derivamos ambos lados de la ecuacion con respecto a la variable x.
y —_—

dy ; dy

— =y5In(3 Ahora d —

g y [ ] ora despejamos &

Ya que y = 3%, entonces:

@_ 5
53 5in(3)

Sustitucién en férmula:
- Derivada del exponente

y= 351
& _ = () (3 .
—==P*([5) In(3) ----- - Logaritmo natural
dx ? ( ) ._L)_! de la base
Funcién original

Funciones exponenciales de base e

El rendimiento ¥ (en millones de pies ciibicos por acre) de un bosque de tafios es f° (r] =2¢ 451,
a) Calcular el volumen limite de madera por acre cuando ¢ tiende al infinito.
b) Calcular la velocidad de cambio de ¥ cuando =20 y cuando = 60 afios.

Para encontrar la velocidad hay que derivar esta funcion. Si la descomponemos en dos fun-
ciones podemos derivar cada funcién por separado y al final hacer la suma de ambas. Por un lado
tenemos la funcién 5¢ que no tiene problema para ser derivada; pero alin no sabemos cémo se
deriva la funcién 2¢*,

Denvadas
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La derivada de una funcién exponencial de base e es mas sencilla que la derivada de una fun-
¢ion exponencial de base 10, ya que ¢l logaritmo natural de e es igual a 1, de modo que la formula
directa queda de la siguiente manera:

f(.r)=e"
dy_ n
kg

donde los pasos a seguir para derivar son los mismos:

y=ée'

ln( y) =In (e’ ) Aplicamos el logaritmo a ambos lados para eliminar el exponente.
In(y)=xIn(e) Aplicamos la ley de las potencias de los logaritmos,

i% = ln(e) Derivamos ambos lados de la ecuacién con respecto a la variable x.
1%:]11(.9]:1 El logaritmo natural de ees igual a 1.

% =y Ahora despejamos %

% =é Por tiltimo, sustituimos y por su valor original, en este caso ¢'.

Aligual que en el caso de las funciones exponenciales de base 10, podemos aplicar todos los pa-
sos aunque, obviamente, es mas cémodo aplicar la regla directa, la cual seria:

1. Colocar de nuevo toda la funcion original como estd,

2. Multiplicar por la derivada del exponente, representada por % de la funcién.

La regla directa quedaria entonces como:

y=e2’ ’7 Derivada del exponente
Y [z ((zj} 2|

&

&

N,

Fundén original

Reglas de las funciones exponenciales
FUNCIONES EXPONENCIALES DE BASE 10  FUNCIONES EXPONENCIALES DE BASE e

f(x] =q" f(x)=e"
' wdu, o u du
g &%
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.8

En las funciones impares aplica la regla directa. En las funciones pares aplica el procedi-
miento completo.

L. fx]=2™ 4. flx)=7> 7. flx)=¢(x+1)
2. f(x)=e“3’ 5 f(x)=eh+l 8. _)"'(J:)=--34‘”2
3. f(x)=4e™ 6. flz)=5"" 9. f(x)=9"

Regla de las funciones logaritmicas

CASO 8

El término ¢ en afios de una hipoteca de $200,000 con 7.5% de interés puede aproximarse utili-
zando la siguiente funcién.

L{J x> 1,250, donde x es el pago mensual en délares.

r:lS.S?Sln(
x=1,

Se propone encontrar la razon de cambio instantdnea de ¢ con respecto de x cuando x = $1,300.00
yx=$1,700.00

Para ello debemos derivar la funcion y utilizar la regla de los logaritmos.

Al igual que la regla de la funcidén exponencial, la regla de la funcién logaritmica existe para
el caso de base 10 y de base e y, al igual que en la funcién exponencial, lo més comiin son funcio-
nes de base e. La derivada de una funcién exponencial existe siempre y cuando a#1ya>0.

Ahora veremos la demostracion de la férmula por medio de limites.

log_(x+Ax)—log_(x)
m —
Ax
log, [ (x+Ax)/ (x)]
:rf:ﬂ Ax

1 Ax
lim —1 1+—
xl—%ﬁx Dg“( x J

Regla de logaritmos.

lim log,| 1+—

Regla de los logaritmos log , C"=mlog, C
x=0 \ X

lim log_ (l - E) Regla de una potencia.

x—0
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x
lim lloga (I+E]M

=0 X X
Ax
-l-ffm log, (1+ E) 1/x es fijo.
X x—0 X
1 Ax ax
—log, | lim (l + —) log , es continuo.
X x=0 X
1
;log &

Al igual que con otro tipo de derivadas, como la de la raiz cuadrada, al utilizar la regla del lo-
garitmo la mitad del trabajo ya estd hecha; s6lo debemos encontrar u" y poner la funcién original
en el denominador.

Caso de base natural
f(x)=1“(x2+'] Drivada.dela
o 2x } e funcién original
f(x)_x2+l

—

+\ Funcién original, lo

que denota que la
mitad del trabajo ya
Mismo ejemplo, pero con base 10: estd hecha

F (.r) = lc:ung(;vt:2 + l)
k _2.1:[0 (e) 2x
risl x*fl ° (x2+l)]n(10)

Podemos concluir que ambas reglas son iguales, solo que en el caso del logaritmo de base 10
también debemos multiplicarlo por log(e) o dividirlo entre In(10).

NoTA: Un error muy comiin es forzar a que aparezcea el logaritmo en el resultado; es impor-
tante observar que no existe en el caso del logaritmo de base natural.

FUNCIONES LOGARITMICAS DE BASE 10 FUNCIONES LOGARITMICAS DE BASE e

d(!as#)_n’log_eﬂ d(logu) 1 d(lnu)
& u dc In(10)x dx

u

188



CAPITULO 4 Derivadas

EJEMPLOS

L —f(x)=x"In(x)
s} G+ 2xin(s) =+ 2ein=s{1+20(s)

R G NE

2 = 2
% x

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.9

Aplica la regla de las funciones logaritmicas de base natural o de base 10, segtin sea el
caso.

L ()=t +ared) 4 s(x) =t (se-7) ) 7. f(x)=1n[§—f:)

2 f(x)=tog(s*=7x+1) 5. s(x)=m((3x+5)(4"+6)) 8. f(x):iog((s—xf]

3, f[x]:ln(e’) 6. f(x]=ln( x+l) 9. f(x lﬂs(er)

Regla de las funciones trigonométricas

CASO 9

Para el disefio de una maquina se dice que los extremos de una varilla movil de 1 m de longitud tienen las
coordenadas (x,0) y (0, y). La posicién del extremo que se apoya en el gje x es:

Y

.r(r] = sen%r. donde ¢ se mide en segundos.

(0.)
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(Cuaél es el punto més bajo que alcanza el extremo de la varilla que estd en el eje y?

Encuentra la velocidad del extremo que se mueve por el gje y cuando el otro extremo estd en
(1/4,0).

Primero debemos derivar la funcién; pero para ello necesitamos saber cémo se derivan las
funciones trigonométricas.

Las funciones trigonométricas suelen confundir al estudiante, sobre todo por el uso de las
identidades trigonométricas tanto al momento de simplificar como al de derivar. Veamos ahora un
gjemplo de este caso:

Método 1:
i (x) = sen [Ex]

u=2x
u=2
Aplicamos la formula directa:
¥ i (.x) = 2¢cos (2.1:)
Método 2:
f(x)=sen(2x) =2sen(x)cos(x) Identidad trigonométrica de 4ngulo doble.
Aplicamos la férmula del producto:

'(x)=2(sen(x)(~sen(x)) +cos(x) cos(x))
f1(x)=2 ((-SEI‘IZ (.r]) +cos’ [x]) = 2({:1:»52 () —sen’ (x]) Identidad trigonométrica de 4ngulo doble.
f'(x) =2 coa[2x]

Como podemos observar, hay mas de una forma de obtener ¢l mismo resultado. El problema ra-
dica en qué formula usar, qué identidad usar, y qué y c6mo simplificar. Esta es la raz6n por la que
al final de este capitulo se propone una estrategia sencilla que te sirva para que puedas identificar
las reglas adecuadas y saber qué hacer al momento de derivar.

Por ahora te aconsejamos que consultes el uso de las identidades trigonométricas y consideres
la posibilidad de simplificar la expresion antes de empezar a derivar para evitar pasos innecesa-
rios y operaciones muy complejas. Asimismo, conviene revisar las identidades al momento de
reducir términos, de manera que el resultado final se presente en términos mas sencillos.

La siguiente tabla muestra las seis funciones trigonométricas y sus respectivas derivadas.

Tabla 4.1 Funciones trigonométricas y sus derivadas.

tan(u) sec? (1)
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Tabla 4.1 Funciones trigonométricas y sus derivadas, (Continuacidn),

Estas seis formulas directas de las funciones trigonométricas se obtuvieron, al igual que el
resto de las férmulas, mediante la definicién formal de la derivada. Ejemplificaremos este proceso
utilizando la funcion seno.

)=l
£ (x)= lim flerde)-

f(x)= tim Aplicamos la identidad trigonométrica:
Ax—0 Ax sumatoria de dos angulos.
f(x)= il [sen(x]-ms(ﬂx]+sen(&x)-ms(x))—s¢n(x)
Ax— Ax
()= ﬁﬂo |:¢os (x) senﬂ(jx] —sen(x) Hzxﬂ] Factorizamos y aplicamos el limite.
(x) (x { flm - M)J Sen(x)( Hﬂ%} Resolvemos,

)
(x):oms(x;() sen x)(0) Por lo tanto la derivada de sen (x) serd:

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
3. Demuestra que la derivada de coseno es menos seno, utilizando el limite.

g" ¢Soy capaz de aplicar las reglas de derivacién (regla de la potencia, regla de la

multiplicacion y regla de la raiz)?

¢Conozco las derivadas de las funciones trigonométricas?
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Rompecabezas trigonométrico

Al trabajar con funciones trigonométricas es conveniente saber a qué equivale cada funci6n. Pre-
sentamos una manera muy sencilla de recordarlas, a la cual llamaremos rompecabezas trigono-
métrico:

% SEN  SEC

IL&
O H
H A
Q}O
GC Cos 2
Esto se lee de la siguiente manera:
1. Elseno y la secante se leen de arriba hacia abajo: SEN  SEC
3 o H
H A é’ [ é
csc  cos
2. Lacosecante y el coseno se leen de abajo hacia arriba. SEN SEC

H A
CSC=— COS =— I ‘
0 ¥ I _%{ ‘ I

CSC  Cos

3. Latangente y la cotangente se pueden leer
en forma diagonal.

0 y
TAN = — r=2
7 ¥ eor=5

4, Sin embargo, también podemos leer la tangente y la cotangente como la multiplicaciéon de
las dos funciones contiguas, es decir:

TAN = (SEN )(SEC) %, %y, SN €
0 H O|H
i 20 b = =
B H| HA
&0 ._*}0
cSC Cos 2 CSC Cos D

cor =(cos)(csc)

AH 4
COT=—"—=—
H O 0
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5. O bien, seria lo mismo con la divisién con la funcién de la esquina contraria:

SEN
TAN =——
cos
(@]
TAN=£=%=E 2 | SEN | | SEC
A 4 A S
H O e H
He A cor— COS
re=sal SEN
csc 1cos 1R 5
cor=H _AH _A4
0 oH O
H

6. Por tltimo, y como ya lo habris notado, la funcién contraria es la inversa de la otra funcién,
Es decir, la cosecante es la inversa del seno, de la misma manera que la secante es la inversa
del coseno. Lo mismo podriamos asegurar para la cotangente y la tangente, con lo que la
expresion queda de la siguiente manera:

SEN =—— SEC=——
SEC SEN
1 1
e SEC HE CcosS
1 1
TAN = —— o
cor < TAN

EJEMPLOS

Deriva las siguientes funciones trigonométricas.
1—cos|x
1 7)1l
sen(¥)
En este caso es mds sencillo aplicar las propiedades de las funciones trigonométricas.

f(x)=ﬂx—]—tan(§)

sn(x)

f(.r) = Im:{%) y ahora detivamos.
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Ztan(.r)

l—tan(xz]

2, f(.x) =

En este caso es mas sencillo aplicar las propiedades de las funciones trigonométricas.
2 tan (x]

flx)= l_m(xg] = tan(2x)

x)=tan(2x) y ahora derivamos

S

3. f [x) =In [sen [x)] Se deriva aplicando la regla del logaritmo.

f '[-’f] =¥ ) = = cut[x] Identidad trigonométrica.

4. f(x)=(in(5x))(sen(2x)) Se deriva aplicando la regla del producto.
7/(x) = (1n(5x)(208(24)) (m(zx))(;'c]
5 f (x) = l;:?f;) Aplicamos la regla del cociente.

 cos(x)(~cos(x)~[(1-sen (x))(-sen(x))]
(cos(x))

Wl (x)+sen(x)—sen’ (x)

(cos(x))’

'(x)= —@—s&n(x}+@] . uwﬂﬁmyaphcamm 1# | :
.' (ms (x )]z ; identidades existentes:

Ahora desarrollamos la expresion,

Factorizamos ¢l signo (-),

Ffl e - | sen’(x) + cos’(x) = 1
L sen(s)]_-tasens)
=
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CAPITULO 4 Derivadas

‘ ¢Soy capaz de identificar qué regla debo de aplicar segiin el tipo de funcidn?

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.10

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las reglas bésicas de derivacion.

o) et () 5 )y Sl
2 f(s)-mleos(ss) & f(x)='*£“(%ﬂ 0l mseraenfijslel
st % el sfe)ee(sen(ss
e (U R PR

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS IIIIIIII

Desarrolla ¢ integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.
4. Utiliza el rompecabezas trigonométrico para obtener las 16 funciones trigonométricas.

Regla de las funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas se usan en el calculo moderno con el fin de proporcionar las

formulas necesarias para funciones recurrentes en el cdleulo integral, como y V1-x?, ya que sin

l+.1c2

cllas seria imposible obtener la antiderivada de dichas funciones, lo que seria un verdadero inconveniente
para los problemas de la vida real que asi lo requirieran, En otras palabras, las derivadas de las funciones
trigonométricas inversas se crearon para resolver integrales. Esto nos recuerda la relacion inversa entre
dichos procesos, establecida por Newton y Leibniz, asentada en el teorema fundamental del célculo.

Por otro lado, la relevancia de las funciones trigonométricas inversas queda confinada a las funciones
seno, tangente y secante, como aparece en la mayoria de las tablas de integrales, ya que las funcio-
nes restantes coseno, cotangente y cosecante solo difieren en el signo ( —), como se muestra en la tabla 4.2,
por lo que al momento de integrar resulta mas conveniente factorizar el signo ( — )} que recordar otras tres
formulas mas.
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CALCULO DIFERENCIAL para cursos con anfoque por competencias

Tabla 4.2 Funciones trigonométricas inversas,

Funciones

trigonométricas
nversas

=

e o

A continuacién se ilustran las graficas de las seis funciones trigonométricas inversas,

¥
1-_
- 1 "
sen”(x)
=1
Griéfica 4.10 Grifica 4.11
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CAPITULO 4 Derivadas

y ¥
il
3—.—
cos™' (x)
I i 2 T
1 2 *
t.an"{x) 1+
; : | = —
-2 -1 1 2 3
Grifica 4.12 Gréfica 4.13
¥ ¥
-// 3 | T
i : . . : . :
sec(x) -4 -3 2 4 1 2 31 aF
1 (R
e esc(x
a4 -3 -2 - 1 2 Y, %>
Griéfica 4.14 Gréfica 4.15
EJEMPLO 1
Deriva la siguiente funcién:

o) (a5

-
-

-~
u=4x

u'=4

Para derivar se usa la férmula correspondiente y se hacen las sustituciones:

- Colocamos la derivada :
del dngulo

o KD' 4

M ey~ e

 S—
W

" Sustituimos ¥
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CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

Deriva la siguiente funcién:

f(x] =tan™’ (\fxz —3)

u=+x*-3

2x x

- 2\’12 -3 B \J'lxz—?r

u

X

ety =

* -

x -\
= \/xz—3 - ‘J‘x2—3?

2 —
i l+(\/x2—3

d (I) ) (:14:2 - E)I\/JCT—S

Deriva la siguiente funcién:

f (.r) =sec” [\G)

i

7 = ) | Ley de los extremos
I+x°=-3 x"-2 7.,

-

e -\ Ley de los extremos.

e 1
s
R 1
Pl 2le L _ 2
iu? -1 J;[ ﬁz_l] ﬂ:@
=0
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CAPITULO 4 Derivadas

Deriva la siguiente funcion:

f(.r)=csc_' (?x")
u=Tx"
H'=2BI3
28.7:

( ) W{: Tx \J '.-'.x 49’" -

g?‘ ¢ Soy capaz de derivar las funciones trigonométricas inversas?

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.11

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las formulas bésicas.

LSt a7 st
9 f(x)=cog‘1(|_x2) 5. f(x]=(x2+l)(tan_l(x)) 8. f(x)=tan_l(4x)

3. f(x)=cot™(x+3) 6. f(x)=csc™(7x) 9. f(x)=sec™(-3x)

Regla de las funciones hiperbélicas

Las funciones hiperbdlicas, pese a la similitud en el nombre con las funciones trigonométricas, no
guardan relacién alguna con ellas. En el capitulo 2 estudiamos que las funciones trigonométricas
se definen ya sea a partir de un tridngulo rectdngulo o de un circulo unitario, y una catacteristica
distintiva de ellas es su periodicidad; sin embargo, las funciones hiperbdlicas ni se definen con
base en un tridngulo rectangulo ni son periddicas.

De hecho, las funciones hiperbélicas provienen de la combinacion de dos funciones exponen-
ciales de base natural.

La repeticién de tal combinacién de estas funciones exponenciales ocurre tanto en ingenieria,
que se decidié agruparlas bajo el nombre de funciones hiperbdlicas, las cuales aparecen sobre
todo en los estudios de transmision de electricidad y suspension de cables.

Sin embargo, la terminologia trigonométrica usada para designarlas proviene de la similitud
entre las identidades trigonométricas y estas funciones exponenciales.

EJEMPLO 4
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CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

— I

Identidad trigonométrica Identidad hiperbolica
2] e'—e™
i
E=£=E=tﬂﬂ B&ﬂh= ‘2/ =e“ = =tanh
e 4 & cosh g'ye™ @"4e
H :

En otras palabras, las 16 relaciones que proporciona el rompecabezas trigonométrico se pue-
den aplicar a las funciones hiperbolicas.

% SENH SECH
{3 .
e'—e " | 2
2 ‘ e +e "
CSCH COSH D

La explicacién de la relacion entre las identidades trigonométricas y las hiperbélicas se basa
en su similitud geométrica, la cual de hecho las hace diferir en un signo que provoca la diferencia
entre ¢l circulo de las funciones trigonométricas y la hipérbola:

=

f+ﬁ1 H

-1
Grifica 4.16 Grifica 4.17

De ahi que una identidad muy comiin de las funciones trigonométricas sen’ (.r)+ cos’ (x) =1 difiera de la
correspondiente identidad hiperbolica cosh® (x)=1-senh’(x) sélo en un signo. Con esta identidad cuadritica y
la del rompecabezas ya tenemos 17 identidades hiperbdlicas. Definiremos algunas mas de manera similar.
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Identidades hiperbélicas

1. De términos cuadréticos:
cosh? (x)—smhm (x) =1
sech? (.:] +tanh®(x)=1
coth? (x) - cseh® (x) =1

2. Reduccién de exponente:
st ()= Los(21)-
cosh” (x)= Jeosh(2x)+ 3
et {e) cosh(2x) 1

- cosh(Zx) +1

3. De angulo doble:
senh (2x)=2senh (x)cosh(x)
uush@_x);l +2senh? (x)
cosh(2x)=2cosh? (x) -1

4. De 4ngulos compuestos:
senh(x+y) =senh(x) mah[y)+m{¥jwﬁh(?]g
cos{+.) =cos ) b sk )

Tabla 4.3 Funciones hiperb-ﬁlicas.

CAPITULO 4 Derivadas
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CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

Las grificas 4.18 a 4.23 ilustran las seis funciones hiperbolicas.

¥
2

senh (x)

-2 -1 1

14

4

Grifica 4.18

Griéfica 4.19

coth (%)

1 2

Griéfica 4.20

¥

= -1 1

Grifica 4.21

i

sech ()

I
I
¥
I
I
!
i
i
I
[
i
i
I
L
i
'

1
|

Grifica 4.22

Gréfica 4.23



CAPITULO 4 Derivadas

Deriva la siguiente funcion:

( ) senh( )msh (x) Aplicamos la regla del producto.
J"(x)=senh(x)senh (x) +cosh(x)cosh(x)
S"(x) =senh?(x)+cosh?(x) Y con la identidad de éngulo doble.

f'(.r] cosh (Zx]

EJEMPLO 1

Deriva la siguiente funcion:

Slx)= cosh( () ) Aplicamos la regla del cociente.
1 (x)= s [—mSh (x)g;le(:(;rﬂh (I)] = (x)] Simplificamos.
B e e

cosh?(x ( )

() )] (sson(s) | it e
f(x)‘ ﬂ*—“jsﬂz(x) - mshz(x) ' cosh’(x) — senh’(x) = 1

EJEMPLO 2

Deriva la siguiente funcién:

£(x)=n(esch(x)) At

f(x)= _w(;hj;th(x) =—coth x)

i?‘ ¢Conozco las identidades trigonométricas y las hiperbdlicas y soy capaz
de usarlas para denivar funciones?

¢Comprendo la naturaleza de las funciones hiperbdlicas?

EJEMPLO 3




CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.12

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las férmulas basicas.

L f(x)=1-sech’(x) 6. f(::):%ﬁl)

2 f(x)=In(senh(-3x)) 7. f(x)=sech(3x)cosh (3
- 5. 1(x)=son(7x)

4 1) 9. 7(x)=sent’ (x)

scnh[x)—cosh [x)

i

f (%) = cosh® (sx)

Regla de las funciones hiperbélicas inversas

Al igual que las funciones trigonométricas inversas, la relevancia de las funciones hiperbélicas
inversas radica en que proporcionan la forma primitiva para funciones recurrentes en el cilculo
integral, ya que las funciones hiperbélicas estdn formadas por combinacién (suma o resta) de
funciones exponenciales; las funciones hiperbélicas inversas proporcionan las antiderivadas ne-
. . ) , =\ 1 (1+ +V1-x*
cesarias para funciones logaritmicas del tipo !n(x +Vx? +1 ) . Ein{l—x) y !n[”] -
—X X

De la misma manera que con las funciones trigonométricas inversas, la mayoria de las tablas
de integrales s6lo se expresan en términos de seno, tangente y secante hiperbélica inversa,
ya que las funciones restantes solo difieren en un signo ( — ), como se puede apreciar en la
tabla 4.4,

La relacidn que existe entre las seis funciones hiperbélicas inversas no sélo se refiere a la
funcion sino también a su contenido, estableciéndose de la siguiente forma:

senh"(x] =csch'l(i)
cosh™ (x) =sech™ (1}
tanh~ (x) = coth™ )

La tabla 4.4 ilustra la funcidn, su férmula y su derivada, también se presentan sus respectivas
graficas (4.24 a 4.29).
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CAPITULO 4

Tabla 4.4 Funcién, su férmula y su derivada,

—m

senh” (u) In(x-l— X +1 ) JXZ__H

e i+ ) =

tanh (i) l|,.,(1+_") i |1 <1
2 X 1% 1=%*

eoth(4) %In(i—“::) ﬁz’ x> 1

sech ) |n:1+ :—11: WT_:XZ‘ 0<x<1

esch™'(u) . (i :+x.2 i l_x]\f:—? x#0
\ J

NOTA: Asi como las derivadas de las funciones hiperbélicas son muy similares a las funcio-

nes trigonométricas, las derivadas de las funciones hiperbélicas inversas se asemejan a sus
correspondientes trigonométricas.

Deriva la siguiente funcion:

f(x)=cosh™(x-1)
‘/ Sustituimos en la

u=x—1 , fdrmulaw’ y u

e o)

f(x)=
\fu—l\[ )

e
el

\ ./

Si deseamos factorizar una x podemos llegar a:

I

-1 ) sz —2x4 A ) \f_tz —2x

Denvadas

EJEMPLO 1



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

Deriva la siguiente funcién:

f[.r) =senh™ (1n (x])

u=ln(x)
. 3
e
1 I

f‘(x]= L= X = X .\ Ley de los extremos

Y +1 J(ln{x)]z +1 J[]n(x})z +1/

1

Pl=——

x(nGo))’ +1
Deriva la siguiente funcion:

£ ()= sect™ (vx)
u=x

fme
Tk

1 1 =
Fr(x)e— 2Vx 2yx "\
u

=— = ) | Leyde los extremos
J1-12 i 1_(\);)3 J:_c-x}ll-x:' '
fr(x)=2x-—ll—x

Las graficas 4.24 a 4.29 ilustran las seis funciones hiperbélicas inversas.




CAPITULO 4 Derivadas

y ﬁﬁ‘; &
1 Fl{x}msinh-'{x) g
-10 1 1r':-.= ; [le=eosh™ %
-10 1 10
Gréfica 4.24 Grifica 4.25
y
1
: L2
f 1(x)=tanh-'(x) -10
T Fi(gecothilr)
Grifica 4.26 Grafica 4.27
6.67 ,
7] 6.67
y
A
1 X l:
1 —F -1 ﬂ ! F1()=csch(e)
f1(x)msech-1{x)
Grifica 4.28 Grifica 4.29
Resuelve las siguientes derivadas utilizando las férmulas basicas.
1. f(x) =senh™’ (33:2] 4, f(x] =coth™ (x" ) 6. f(x) =sech™ (ex]
2 f(x)=cosh™ (V2x) 5. f(x)=tanh™ (4x) 7. f(x)=cosh™ (&)

3 f(x)=eseh™(-747)




CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

Regla de las funciones implicitas
CASO 10

En un lote de autos chatarra se desea comprimir un automévil a una forma de base cuadrada. Si
su altura y disminuye 8 cm/min y su volumen permanece constante, ja qué tasa aumenta la arista x
de su base cuando xes de 2.5 m y su alturay es de 1.2 m?

La funcién V= x’y describe la relacién entre x y y. Necesitamos derivar la funcién de volumen
pero no sabemos como se deriva una funcién con dos variables, por lo cual se necesita la deriva-
¢ién implicita.

La regla de las derivadas implicitas se utiliza para aquellas funciones en las cuales la varia-
ble independiente y la dependiente no estan definidas explicitamente por la funcién; es decir, no
existe notacién de funciones como f(x). En dichas funciones puede ser muy laborioso despejar
una variable con respecto a otra, por lo que al momento de derivar se hace al mismo tiempo con
respecto a ambas variables, como si se aplicaran derivadas parciales.

Al igual que con muchas otras derivadas, podemos derivar de mas de una forma. En este caso
existen una estrategia y una férmula directa. Veamos primero la estrategia.

Estrategia para funciones implicitas

1. Se realizan las derivadas parciales con respecto a cada variable (supongamos x, y).

1.1, Cuando se deriva la variable dependiente debemos usar la terminologia i que indica
que estamos derivando la variable dependiente y con respecto a x.

Nora: Cuando realizamos la derivada parcial con respecto a x la y actlia como una cons-
tante, y viceversa.

2. El segundo paso es ordenar la funcion, dejando en el lado derecho todos los términos que
dy

contienen % , ¥ en el izquierdo los que no contienen =

3. Después factorizamos % :

4. Esta factorizacién nos permite pasar dividiendo todas las derivadas parciales con respecto
a y al lado derecho de la ecuacion, con lo que terminamos ¢l proceso de derivacién im-
plicita,



CAPITULD 4

Deriva la siguiente funcion:
ysen(x) +xcos(y) =1
1. En el primer paso hacemos la derivada parcial de x, y aplicamos la regla del producto.

NoOTA: La derivada parcial con respecto a x aparece en gris, y en color sélido la derivada
parcial con respecto a y.

¥ cos(x)r+ % sen(x) + cos(y) + (-sen(y)) % =0

2. Después agrupamos en el lado izquierdo los términos que contiene & ,y enel izquierdo a
los que no lo contiene. dx

% sen(x) — x sen(y) % =— (v cos(x) + cos(y))

dy

3. Factorizamos el —.

% [sen(x) —x sen(y)] = —(ycos(x) + cos(y))

dy

4. Por altimo, despejamos i

& _ - [ycos(x)+cos[y)]
dx sen[x)—xseu[y]

Deriva la siguiente funcion,
4x*y—Sxy+8y° =16
1. Derivada parcial.

2 dy dy dy

By +dx’ 2 —Sy—-5x 2 +16y = =0

RN g, P e g SUANE g
2. Ordenamos.

2P 5 169% g4

* & xa‘x _vdx B
3. Factorizamos@.

gz|:-‘-I-Jt:2—5,1:+Il!5y:|=—(Bg.jy—Sy)

dx

dy

4, Despejamos —.
Pel e

dy _ ~(8xy—5y)
dx 45 -5x+16y

Denvadas

EJEMPLO 1

EJEMPLO 2
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Otro método consiste en utilizar una férmula que nos diga que el resultado de derivar una fun-
cién implicita serd igual a una funcién racional en la que el numerador serd la derivada parcial con
respecto a la variable independiente (por lo comin x) multiplicada por un signo ( — ), en tanto que
el denominador correspondera a la derivada parcial con respecto a la variable dependiente ().

Es importante observar que mientras ¢l resultado expresa la razén de la variable indepen-
diente entre la variable dependiente, la férmula de las derivadas implicitas lo expresa al revés; es
decir, en el numerador se determina cual serd la variable dependiente y en el numerador cuél sera
la variable independiente. Dicho de otra forma, la relacién que existe es cruzada.

dv__—8x
=Koy
- B

T
| respecto a x, entre la derivada |
_ pardal con respecto ay i,

(o) i) oy
2yin(x?)-2 ix(yln(x’-]-l) x(yln(xz)—l]

3y
ey

EJEMPLO 2

In(y/x)+x-e’ =12

1 1-x-e"

3y —=g _ _ y(l—x-e"]
dx Xxly+l_ x-y-':”+1 _x(x-y-e’H)
8.4 y

FORMULA EJEMPLO
ﬂ.:ﬁ 11—2;\;?1+y3=6
dcx 8y

{ fgm ¢Comprendo y soy capaz de aplicar la regla de derivacion de las funciones
implicitas?
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CAPITULO 4 Derivadas

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.14

Resuelve las siguientes derivadas utilizando las férmulas basicas.

L. x*+y*=49 4, xy+2x-2y+3=0 1 Xy+xyp+xpi=6
2 302+ %% =12 5. x=3y=0 8. ¥ —x’p+x’-y’=8
3 x2-yr=2 6. x’y+xyt=4 9. hl(xi_}ﬁ):e-\:v

Regla de las derivadas sucesivas o de orden superior

CASO 11
Un automévil tiene un movimiento descrito por la siguiente funcion:

ft)=5+61-2

Si queremos saber qué velocidad lleva el automévil en cualquier momento, se debe derivar la
funcion; si se quiere saber cudl es la aceleracion del automévil en cualquier momento, entonces
se debe derivar la derivada; es decir, la funcién original se debe derivar dos veces. A este proceso se
le llama derivacién sucesiva.

La regla de las derivadas sucesivas (también llamadas de orden superior) es simplemente una
extension de las reglas anteriores. Es decir, a la derivada de la funcién original se le designa como
primera derivada, pero es posible seguir derivando esta funcién resultante, obteniendo lo que se
conoce como segunda derivada. Y asi podriamos repetir ¢l proceso hasta encontrar la tercera,
cuarta, quinta, o incluso la n derivada.

Para poder identificar en qué ciclo de derivada nos encontramos, es conveniente que nos
acostumbremos a usar la siguiente notacién:

£ (x) es la funcién original
f'(x) es la primera derivada
f"(x) esla segunda derivada
f"(x) eslatercera derivada
f""(x) es la cuarta derivada
P (.r] es la quinta derivada

f"(x) esla n—ésima derivada

NoOTA: La regla de derivacién que utilizaremos en la derivada sucesiva dependeri de la
funcién resultante de la derivada anterior. Este método nos puede llevar a un proceso de
derivacién cada vez mis complejo, més sencillo o incluso permanecer invariable como en el
caso de las funciones trigonométricas y exponenciales.
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f(x)=42" +37 - Tx +5
f'(x)=12x" +6x -7
f"(x) =24x+6
f(x)=24

f(x)=0

f(x]=h1[\f3x2+?x*2)
6x+7

f’[x): 293 +7x -2 _ 6x+7
VP +7x-2 2397 +7x-2)

~(18x2+42x+61)

)= 2(3::2 +:'x-2)z

Pl (6x+ ?](9::2 +20x +ﬁ'.r')

(3)4:2 +7x= 2)3

(9)-

EJEMPLO 3

£(x)=sen(x) fx)=¢

f'(x):cos(x) f'(x)=ex

f*(x)==sen(x) (x)=¢
£"(x)=-cos(x) (x)=¢
f7(x)=mn(x) f(x)=e
f(x)= £(x)=

212
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CAPITULO 4 Derivadas

Por ultimo, es posible que nos enfrentemos al caso de tener que hacer la derivada de una
funcién implicita. Para ello debemos tener en cuenta que cuando derivemos con respecto a y su
derivada serd y'; en otras palabras, la derivada de y serd sustituida por la primera derivada, que
en realidad es y’, eliminando con esto las derivadas de orden inferior. Un ejemplo que aparece de
manera repetitiva en todos los textos de matematicas es la segunda derivada de la ecuacién de un
circulo cualquiera que sea su radio. Veamos:

-
X +y =9
Aplicamos la formula directa de las derivadas implicitas y tenemos que:
dy_~Zx_-x
gy ¥
dzy
La segunda derivada implicita se expresa como E :
Aplicamos la regla del cociente:
-X u Wr —u‘p' —————————————
_=;= 3 _: Sustituimos y' porla |
Y g .,-"'-F-- | primera derivada :
_y+x(-—x]‘-—.-‘- e e =
dry _y()-[=x(v)] _ y
2 - yz - yz
Obtenemos el comtin denominador:
s . —— T\,
i 2 2 .
dy  y __(y i ) _;
d? - yz - y3 .
El numerador de la segunda derivada nos hace pensar en la funcion original, por lo tanto:
ay_-9)
(#2 - y3

De esta manera, el radio de la funcién se convierte en el numerador de la segunda derivada.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.15

Encuentra la derivada sucesiva que se pide, segiin sea el caso.

1. Segunda derivada de x* + y* =12 4. Quinta derivada f(x)=3x"*—4x’+ 22" —x
2. Segunda derivada de x” - y* =7 5. Segunda derivada de f|(x)=1In(cos(2x))
3. Décima derivada de f(x) =sen(x) 6. Segunda derivada def (x)=vx+5
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Acertijo

/Podrias obtener la segunda derivada sucesiva de los gjercicios de la actividad de trabajo
4.147

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.16

Encuentra la derivada sucesiva que se pide, segiin sea el caso.

'6 2 z
L pr e 2 o o 2N rS)
¥ x2(1+2y)
o i 10y(x +y)[3x2+4?’+3y2] - 2(x+y+l)|:3;r2+3x(y +l]-:3y2+3y+1]y
x2(2x+3y] xz(x+2y+l)
T (S 01 2
- (2N e
¥ (:1:2 —2x-y+3_}'2]
4 f"de 2(””2) 0. frde 2
(-2 ;
5. f"deO

2

=u“ 2Soy capaz de obtener la segunda derivada y, en general, las derivadas
sucesivas de una funcién?

4.5 Regla de L’Hﬁpital

Laregla de L'Hopital se utiliza para la resolucién de limites en aquellas funciones del tipo racio-
nal donde tanto el numerador como el denominador tienden a CERO al momento de sustituir el
limite, de lo que resulta una forma indeterminada de la funcién, y en consecuencia el limite no es
aparente por simple inspeccion.

Aunque es posible obtener cualquier limite por medio de tabulacién, es un método muy te-
dioso y meticuloso incrementar x para conseguir el limite de la funcién. La regla de L'Hépital nos
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ofrece una alternativa mas viable al utilizar el método analitico para este tipo de situaciones, en
la que se elimina la indeterminacion por medio de la derivada de manera independiente del nu-
merador y del denominador, y propone que es posible derivar las veces que sea necesario hasta
desaparecer la forma indeterminada de la funcién.

Si x — a produce una forma indeterminada:  Six — % produce una forma indeterminada:
G(x) o

s idizieg

'Entonces aplicamos la regla de L’Hépital

o), ol 6l al)

e H() T (3) ) ()

En otras palabras, el limite de una funcién racional cuando x — a 0 x — o serd igual al limite
de sus derivadas.

l—ms(x]

lim
4 2

x50 xP—x
Al momento de sustituir ¢l limite tenemos que:
i l—cos(ﬂ] _ 1-1 =_{)

=0 0°—0° 0 0

Lo que da por resultado una forma indeterminada.

Por lo cual nos vemos obligados a aplicar la regla de L'Hépital.
Para hacerlo debemos:

1. Derivar el numerador.
2. Derivar el denominador.
3. Sustituir el limite.

4. Si al momento de sustituir el limite vuelve a resultar una forma indeterminada, hay que
repetir los pasos hasta que desaparezca la indeterminacion.

l—cos[:)

f(x)= tim

x=0 x3 —-X

Denvadas

EJEMPLO 1
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Si
g(x)=1-cos(x) y h(x)=x*-x?, entonces
g (5)=sen
K(x)=3x" —2x
Sustituimos en el limite:
sen|.x sen(0
=03y E2]x s 3(0)2 _(2](.;,) -
Por lo que repetimos los pasos anteriores.

I
=N ]

g(x)=eos(s
h"(.r):ﬁx—z
g o ms[.r]_, cos({l] |
f ("‘)‘f‘_’féﬁx-z _1{1—%6([})—2__5
Por lo tanto:
. l—cos|x 1
)=t )]
£ (x)=tim =l

Sig(x]:x—scn(x) yvh x]=cus(x]—l, entonces:

g'(.r)= l—cas(x]

h'(.r] =—S¢D(I)

Sustituimos en el limite:
% - l—cos[x] . l—cos(ﬂ] 0

T~ (o) 0
Entonces repetimos los pasos anteriores.

g'(x)=senfs)

h”[x] = —cos(x)

# m x ¥ #

77() =£*:::.mm((3)=£f:s(‘m(*)) =Hhs|cxelD)) =0
Por lo tanto:

f'(.r)= Iim x —sen(x) _

=0 cos(x] -1
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Flo)=im s

f'(.r): lim -e—x-=e°"

X=—poa I

=00

NOTA: Cuando x — =, e* = =; pero cuandox — —=, ¢* =0

2

¢Comprendo la utilidad de la regla de L’Hépital?
¢Soy capaz de aplicar correctamente la regla de L’Hépital?

ACTIVIDAD DETRABAJO 4.17

Aplica la regla de L'Hopital para determinar los siguientes limites.

1.

S5x-2
2

2x—=
o 5
s

Iim

iTu sen (x)
o seelx) -1

x=0 X

x—0 3)4.'2

l—cos(x)

10.

11.

12. K

CAPITULO 4 Derivadas

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

b ] X

41n(x)
x=e I (?x)
3 ln(Sx)
e ]n[x]
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4.6 Estrategia para resolver derivadas
compleja.s

Ahora que conocemos las reglas de las derivadas, quizi te preguntes qué regla aplicar o qué hacer
en el caso de funciones muy dificiles, como las funciones compuestas, en las cuales no funciona
la regla directa, por lo que te proponemos ¢l siguiente método,

- EEEIEE

l } compuesta por la regla de

1. Primero, imagina que tenemos esta funcién f (x)= ln[ x S
x?+

los logaritmos, raices y divisidn, y para resolverla ficilmente tenemos que pensar en cada
uno de sus componentes de manera individual.

:cz—l

a=
x2+1

b=a
1(2)=m()

2. Ahora empezamos a derivar individualmente ¢l componente mas interno desde adentro ha-
cia afuera, y el resultado serd la u' del siguiente componente; es decir, si tenemos que a es
el componente mas interno, entonces la derivada de a serd la #’ de la funcién de b.

a=— =l aplicamos la regla del cociente.

x°+1

. zx(x2+l)—[2x(x2—l)]=_Hf+2x72§3+2x= 4x

R (2] (1]

Esto serd nuestra siguiente u' y asi sucesivamente. -«

Ya que b estd formada por la Ja aplicamos la regla de la raiz y simplemente sustituimos a
y su derivada.

Ax
- W _ i _ [x2+l)2
2Ju 2Va 4 L%

X2 +1

aplicamos la ley de los extremos.
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3

(,1:2+l)E Jﬂ

Igualmente, b’ serd la u' a usar en la siguiente derivada:

f(x)=In(b) aplicamos la regla de logaritmo natural que dice:

f'(x)= s % para lo cual ya tenemos nuestra &/ <
u
2x
2 2_
(.r2 + l) . \/I =
F u Iz +1 .
f [x] =—= - Aplicamos la ley de los extremos.
3 x =1
x+1
; 2x S
f(x)= = Procedemos a simplificar.
2 -
(xz +1) : 'rz .
x+1
2x

flE)=—07
(x2+])' -(xz—l)
2

. Recuerda que el resultado final estard determinado por la funcién mds externa que es la

regla dominante.

f(x) = sen( Iﬂ[x2 4 2]2)

Cancelamos el cuadrado con el denominador
y obtenemos,

. Si descomponemos la funcién podemos tener:

a=(x2 +2)2
b=In(a)
f(x] = sen(b)

EJEMPLO 2
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2. Ahora procedemos a derivar cada componente y sustituirlo en el siguiente:
a= (xz + 2)2
a’=4x-(x2+2)
3. Sustituimos el resultado en el siguiente componente:

b=In(a)

- dx- |x°2 B 4x
= 7=
(xz & 2) (x + 2)
4, Por tltimo, resolvemos la funcién mas externa:

£ (x)=sen()

()= cos()
4x 4x

f'(x)=m'°ﬂﬂ iﬂ(x2+2)z 0 m-ms(}ln(xz+z))

ACTIVIDAD DE TRABAJO 4.18

Utiliza la estrategia propuesta para resolver los siguientes ejercicios.

1 f(;;):ln[M) 5 f(x]=m( 3x+sJ

4-x2

2 f(x)= [ +1)( +1) 4. J(x)=cosh1n\3? +1)
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Identifica
la regla
oreglas
a utilizar
Sustituye de
adentro hacia
_afuera, sin Regla de IOS Separa en sus
olvidar que la componentes
regla que manda individuales
s la funcién mds 4 Pasos
exterior
Empieza a
derivar de
adentro hacia
afuera

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

5. Utiliza la estrategia para obtener derivadas complejas y solucionar los primeros tres ejerci-
cios.
6. Realiza en equipo, y por computadora, un formulario de todas las reglas vistas.
7. Realiza en equipo, y por computadora, las identidades de las funciones trigonométricas e
hiperbélicas.
8. Realiza al menos, los ejercicios impares de todas las actividades, con su desarrollo completo.
9. Presenta solamente los ejercicios impares de la actividad integradora.
10. Resuelve la mitad de todos los problemas de aplicacion.
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222

. ACTIVIDAD INTEGRADORA UNIDAD 4

Resuelve los siguientes ejercicios segin se indique.

PARTE I
Deriva mediante 1a definicion formal de la derivada.

L flx)=-x*+5

2 f(x]

=5x7

PARTE 11
Aplica directamente las formulas de las derivadas.

1. f(x]=x3—2x2—3.r+2

2. flx)=m(2x+1)
3. f(x)=(x+2)
4. f(x)=vx?-2

3 f(x]= 2x°-5x+16

6. f[.r) = (xz +2x)(x+ l]

y I (x) —sen”! (31:]

8. f(x)

9. f (x)

—_ 3'\"’1

| 3x -1

x3+3

3. flx)=x"+8x

4, f[x]=-—5x"‘ +8x

10. f(x)=

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

21.

26.

27.

o525

7(x)=eoc” (in(x)

7(x)=sen(x)an(s)

» f(x]:(z—xz)a-e“"

. f[.r]=—6x3+15x2—4x+3

rle)-u[ 221)

1

f(x)= (—3.1:2 +z]I
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8. f(x)=(2-2)-(x+2) 35 flx)=(x+2e) 2. f(x)=(+5a?+5
29, f(x]:!n[_:;:::::z} 36. f(x)=mnh“‘(3x3] 8. f(x)=x+3x7-x
30, f(x)=sen*‘[\fr§] 37. f(x)=cos’(2x)sen?(3x) 44, f(x]=i:§

s )=\ +2x-3) 38 s(x)= :nsgj 45. f(x)=325-x

3. f(.r)=!n[xfi : 3. fH:nf:JE?x) 1. f(x)=e

33. f(x)=1n(cos(x)) 40. f(x)=cosh? (3x)osch?(3x) 47, f(x)=coth”(¢*)
34, f(x]=(—3x2+2]-3f 41. f(x)—ln[ x:z__i_z:}

PARTE II1

Obtén las derivadas implicitas.

1. In(szy)—ln[ﬁ]=e‘w 3. sen(x-y)=1

X
2 —
2. y3+x2y2—111(2x]=25 4, xz[l y)=3
¥ (l + .‘E)
PARTE IV
Demuestra o comprueba.
1. Comprucba la derivada de f(x)=coth™ (x) derivando su férmula %m(i—’_’:)

e*cos(y)-e”

2. Encuentra que la derivada de ¢” cos(y)=xe” es iguala ———~——.
xe” +e’sen(y]

3. Comprueba que la derivada de cosh™ (x) mediante su férmula ln(x +x - l] es igual a

cosh™ (x) = :

xz—]
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4. Demuestra por medio de limites que la derivada de coseno es menos seno.

5. Demuestra que la derivada de seno hiperbélico es coseno hiperbolico derivando su formula

e"—e*" h(x)=€u+€_u )

senh(x)= y cos 3

PARTE V
Encuentra las derivadas sucesivas.
1. Encuentra la segunda derivada de f/(x)=cosh™ (x).
2. Encuentra la segunda derivada implicita de:
L+xp+yi=6
3. Deduce la derivada 21 de:
f (.r) = o8 (.r)
4. Encuentra la segunda derivada de:
f (x] = 333{:(2):)
5. Encuentra la segunda derivada implicita de:

P
PARTE VI
Utiliza la regla de L'Hépital para encontrar los siguientes limites,
sen|(x - sen|x|—x
1. lim (x) 2 fim 2% 3 :mﬁ
20 g _ o . 4 x—30 cos[x] -1

. PROBLEMAS DE APLICACION

Problemas de demografia o de crecimiento

4.1. Se agrega un antibidtico experimental a un cultivo de Staphylococcus aureus para probar
su eficacia in vitro. El tamafio inicial de la poblacién en ¢ (horas) es de S() = 10° + 20% —
17° ¢2. Halla las razones del decrecimiento parat=0,t=6y (=28,

4.2. Un paciente tiene un tumor de forma esférica alojado en el cerebro. Si el radio del tumor
mide 0.8 cm, y éste crece a razén de 0.002 cm al dia, jcudl es la intensidad de crecimiento
del volumen del tumor en ese momento?
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4.3. Una cepa de Staphylococcus tiene un radio de 4 um y forma esférica; la bacteria crece en
el cuerpo a razdn de 0.05 um al dia, jcual es la intensidad del crecimiento del volumen de
la célula en ese momento?

Problemas de clectromagnetismo

4.4. La impedancia Z (en ohm) de un circuito en serie se relaciona con la resistencia en R (en

ohm) y la reactancia de X (en ohm) por la ecuacién ZvR?+ X2. Si R crece 5 ohm/s y
X decrece 3 ohm/s, /cudl es la razén de cambio de la impedancia cuando R = 25 ohm
y X =12 ohm?

4.5. Sidos resistores R, y R,, se conectan en paralelo en un circuito ¢léctrico para crear un solo
resistor, la resistencia final puede hallarse con la ecuacién:

1 1

L: E e—
R R R,
Si R, crece a razén de 1.5 ohm/s y R, decrece a razon de 0.8 ohm/s, jcudl es la resistencia
final del circuito cuando R, =90 ohm y R, =45 ohm?

4.6. ;Cudl es el cambio de watts de un reflector con resistencia de 20 ohm y corriente de
4 ampeges, si la corriente disminuye 0.2 amperes? Los watts estdn dados por la formula
W=RI".

4.7, Un circuito eléctrico es alimentado por una bateria £ de 150 volts. La corriente de 1 ampere
satisface la ley de Ohm. Si la resistencia del circuito varia entre 30 < R <75, jcudl es el
rango de valores de los amperes?

4.8. En un circuito la impedancia cambia 4 ohm/s mientras que la reactancia crece 2.5 ohm/s.
Si la resistencia del circuito es de 30 ohm y la reactancia es de 9 ohm, jcudl es el cambio
de la resistencia en ese instante?
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4.9.

4.10.

Tres resistores, R, R, y R, estdn conectados en paralelo en un R1
circuito eléctrico para crear un solo resistor; la resistencia final ‘;’
es de 0.000342 ohm. Encuentra la razén de crecer o decrecer — 1—4¢
de la tercera resistencia cuando R, = 75 ohm, R, = 80 ohm y R3
Ry= 65 ohm, mientras que R, decrece a razdén de —1.5 ohm/s —
y R, crece a razén de 3 ohm/s. : ;
Asociacidn en paralelo
de res resistencias
. Cudl es el cambio en el amperaje de un foco si el voltaje inicial es de 75 voltios con una

resistencia de 35 ohm y hay un aumento de 0.7 v/s en el voltaje?

r

Problemas de fisica

4.11.

4.12.

4.13.

226

Encuentra la velocidad promedio del viaje desde una ciudad a otra con una distancia de
278 km y un tiempo de 3.5 h.

La energia cinética de una particula de masa m se mueve a una rapidez k = 3 mv’. Una
particula con masa de 15 gramos tiene en cierto momento una velocidad de 45 cm/s y una
aceleracion de 7 em/s?. | A qué razén estd cambiando la energia cinética en ese momento?

En un lanzamiento de la NASA, un cohete se rastrea en una estacién de radar a 7 km de
la plataforma de lanzamiento. Si el angulo de elevacién @ de la linea de vision aumenta 5°
por segundo cuando 6 es igual a 75° jcudl es la velocidad del cohete en ese instante?

7 km
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4.14. Un avi6n se dirige horizontalmente hacia su destino mientras es observado por una perso-
na que s¢ encuentra a 11 km de distancia. Si el dngulo de elevacion #de la linea de vision
del observador es de 4° por segundo cuando #es igual a 15°, ;cuil es la velocidad del avién
en ese instante?

11 km

4.15. Unglobo que se eleva verticalmente es observado por una persona que esta a 15 m del pun-
to directamente abajo del globo. ;Cuél es la tasa a la que sube el globo cuando el 4ngulo
entre el suelo y la linea de vision del observador es de 67° y aumenta 2° por segundo?

\9

4,16, Laaltura de un objeto con respecto al suelo esta dada por:
s=—14¢> + 811 +120
Obtén lo siguiente:
a) La velocidad del objeto cuando = 0.
b) Sualtura mixima y cuindo la alcanza.

¢) Su velocidad cuandos=0

15m
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4.17.

418,

4.19,

4.20.

Un automovilista viaja en carretera a 120 kmvh cuando se ve obligado a frenar 6.5 s antes
de un cruce de ganado que se encuentra a 25 m, derrapando cierta distancia hasta detener-
se. La funcién de posicién del automévil esta dada por x(f) = 1207 — 67, ;Alcanz6 a frenar
el automévil antes del cruce, y cual fue su desaceleracién?

El cohete del problema 4.13 tiene una veloci-
dad aproximada de 28,000 km/h, que equivale
a7,777.77 m/s. Sin embargo, en la teoria de la
relatividad espacial la ley de contraceion de Lo-
rentz dice que un objeto (en este caso el cohete)
parece variar de longitud a los ojos de un obser-
vador dependiendo de la velocidad con que se
viaje. Si el cohete en tierra tiene una longitud
de 750 m, ;cudl es la longitud que pareciera te-
ner a los ojos del observador? | A qué velocidad
del cohete variard 4 m su longitud? ;Qué pasa-
ria si la velocidad del cohete se aproximara a la
velocidad de la luz?

En fisica, la energia cinética de un cuerpo estd dada por un medio de la masa por la velo-
cidad al cuadrado, ;cudl seria la velocidad de la particula si tuviera una energia cinética de
16,000 joules y una masa de 800 g?

En ¢ segundos, las posiciones de dos particulas en una recta coordenada son:

B=20+8-Tt+5 Py=—41 -3¢ +61-3

(En qué momento las particulas tienen la misma velocidad?

Problema industnal

421,

En un lote de autos chatarra se desea comprimir un automévil a una forma de base cua-
drada. Si su altura y disminuye 8 cm/min y su volumen permanece constante, ja qué tasa
aumenta la arista x de su base cuando xes de 2.5 m y su altura es de 1.2 m?

Problemas de ingenieria civil

422,

228

Un ingeniero civil necesita construir ciertos departamentos de tal manera que cuenten con
un canal pluvial, ya que la regién es muy lluviosa. El material que se tiene es una larga hoja
de forma rectangular con 18 pulg de ancho; la idea es formar un canal doblando sus lados,
(cudl sera el doblez para obtener la maxima capacidad del canal?

18 - 2x
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4.23. Elmismo ingeniero civil del problema anterior tiene como trabajo realizar otra canaleta de
aluminio y 6 pies de ancho, doblando hacia arriba 2 pies con una inclinacion, Encuentra el
angulo que maximizara el volumen del canal.

4,24, Se desea construir una pista de atletismo para las préximas olimpiadas, Si el perimetro del
terreno es de 200 m y se desea construir una pista central de futbol soccer, jcudles son las
dimensiones que maximizaran el drea del terreno?

4.25. En una iglesia se desean construir ventanas rectangulares con un semicirculo en la parte
superior, /cudles seran las dimensiones méaximas de la ventana si el perimetro con que se
cuenta es de 15 m?

NOTA: Recuerda que se trata de un semicircule, no de un circulo entero.

Ik

q'-"“'i..
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4.26. Se va a construir un oleoducto desde una plataforma marina (la cual se localiza 35 km al

427.

4.28.

230

norte mar adentro), hasta los tanques de almacenamiento en la playa a 18 km al este. Si
el costo de construccion de cada kilémetro de oleoducto en el mar es de $2,500,000 y en
tierra el costo se reduce a $850,000, ;cudl debera ser la distancia del oleoducto para que el
costo de la construccion sea el minimo?

Plataforma
A
1
]
1
1
I
35km |
i
i
a Oleoducto
i
! X 18—x
v Tanque
Playa Salida del oleoducto
B >
18 km

Se requiere construir un nuevo oleoducto en otra region del pais, que vaya desde una plata-
forma marina ubicada 32 km al norte mar adentro, hasta los tanques de almacenamiento en
la playa a 16 km al este. Si el costo de construccién de cada km de oleoducto en el mar es
de $2,700,000, mientras que en tierra el costo se reduce a $900,000, ;cuél serd la distancia
del oleoducto para que el costo de la construccion sea el minimo; cudl es la distancia del
oleoducto y qué angulo forma con la playa?

Se requicre construir una fosa séptica de 120 m* para el aparcadero de casas rodantes en
una regién turistica. El material Jpara construir la base cuadrada y los lados de concreto
tiene un costo de $350.00 por m~, pero el material para construir la tapa, un tipo especial
de acero, tiene un costo de $550.00 m”. ;Cuales son las dimensiones de la fosa séptica que
minimizardn el costo de su construccién?

|| AR —— e =
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4.29. Dos poblados desean conectarse al servicio de television por cable. Estdna 3 y 5 km sobre
los puntos A y B mas cercanos de la linea del cable; sin embargo, se necesitan conectar
sobre una caja que se encuentra en un punto C de la linea del cable, la cual mide 7 km de
largo. ;Cudl debera ser la ubicacién del técnico para colocar la caja C sobre la linea del
cable para minimizar ¢l cable usado?

Skm
3 km

4.30. Auno de los tinacos para agua, con capacidad de 3,500 L, que se colocaron en las nuevas
construcciones departamentales se le rompen las tuberias por las heladas de la temporada
y se vacia en menos de 90 minutos. El volumen del tinaco en ¢ minutos estd dado por la
férmula:

Il

rx[;):%(@rn—:)2 %—Gﬂnz,?ﬂﬂ

Determina la tasa instantinea a que fluye ¢l agua hacia afuera del tanque en el tiempo
t =20 min y ¢ = 80; encuentra también la tasa promedio a que fluye ¢l agua durante ese
lapso.

Problemas de deportes y salud

4.31. Una prueba hecha a un corredor indica que durante una carrera de 10 km la masa corporal
disminuye de acuerdo con la tasa de deshidratacién y la ingesta de liquidos (entre otros
factores, como temperatura, condicion fisica, etc.). Si el nivel inicial de liquidos en el
cuerpo es de 5 L y tiene una ingesta pobre de 0.3 L/h mientras la tasa de sudoracién es de
2,1 L/h con una sudoracion inicial de 0.1 L, encuentra el porcentaje de deshidratacion si la
masa inicial es de 75.8 kg. La férmula esta dada por:

m=myf =(Ly =5,
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432,

433,

434,

4.35.

En un concurso de resistencia, los participantes estdn 4 km mar adentro y tienen que llegar
a un sitio en la orilla de la playa que estd a 9 km al oeste. Si un participante puede nadar
a 6 km/h y correr a 15 km/h ;hacia qué punto de la orilla debe nadar para hacer el menor
tiempo posible?

Participantes
4
4 km
Salida "
del y
Meta iy mar 7 '
- L] L ] (]
e e Skm --—--——-————————— > ¥

En una persona hipertensa, la disminuci6n en la presién sanguinea depende de la cantidad
de un antihipertensivo. Si se administran x miligramos de una sustancia, la disminucién de
la presion estd dada por:

f(x)= %xz (k—x) si x€[0,k), donde kes una constante positiva.

.Cual serd la cantidad de miligramos que minimice mas la presion sanguinea?

A una semana de la noche de graduacidn, una estudiante decide bajar de peso para que le
ajuste bien el vestido, por lo cual decide comprar unas pastillas de dieta y comer 1.2 kg
al dia. Si tiene un peso inicial de 68 kg y lo reduce a 62 kg en tres dias, jcudl es la tasa de
pérdida de peso generada por las pastillas?

Un nifio tiene una infeccidn que inicia con 25 bacterias, las cuales se duplican cada hora.
Cuando empiezan a aparecer sintomas de la infeccion se le administra un antibiético beta-
lactamico que actia de acuerdo con la siguiente férmula:

S =8"-23'7 + 28°¢

({Cual serd el nivel de infeccidn en 24 horas?, ja qué hora la poblacién de bacterias serd 07
P(B)=25.2 S(r)= 8°-23'7 +28° £

Problemas de geometria

4.36.

4.37.
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El volumen de un cilindro recto varia ya que su radio rcrece a una tasa de 5 cm por minuto
y su altura h decrece a una tasa de 6 cm por minuto. jA qué tasa varia el volumen cuando
el radio es de 14 cm y la altura de 9 cm?

El érea de un tridngulo equildtero se incrementa a raz6n de 5 pulg’/min. ;Cual es la razén
a la cual se incrementa uno de sus lados cuando el lado mide 7 pulg?



CAPITULO 4
4.38. Una escalera de 20 pies de longitud esté apoyada contra una pared, de modo que su extre-

mo superior se desliza hacia abajo a una tasa de i pie/s. (Cudl es la tasa de variacién de

medida del angulo formado por la escalera contra el piso cuando el extremo superior estd
a 12 pies sobre el piso?

12 pies

Yy pie/s

4.39. Una escalera de 23 pies de longitud estd apoyada contra una pared, de modo que su extre-
mo superior s desliza hacia abajo a una tasa de J pie/s. ;Cul es la tasa de variacién de
medida del dngulo formado por la escalera contra la pared cuando ¢l extremo superior esta
a 15 pies sobre el piso?

4.40. Un hombre de 1.7 m de estatura camina, a una velocidad de 1.8 m/s, hacia un edificio don-
de se encuentra inclinada una escalera; si a 20 m del edificio hay una limpara en el piso,
(qué tan rapido se acorta la sombra del hombre proyectada en el edificio cuando estd a
10 m de éste?

4.41. Se desea pasar una varilla de un pasillo a otro. El primer pasillo tiene 4 m de ancho, mientras
que el segundo tiene sélo 2 m. ;Cudles son las mayores dimensiones posibles de la varilla?

2

e

L1

St

Denvadas

233



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

442,

4.43.

4.44,

4.45.

Utiliza las derivadas para comprobar que a partir del drea de las
siguientes figuras se puede obtener ¢l perimetro de las mismas.

a) Cuadrado.
b) Circulo.

¢) Deduce la funcion del drea de un triangulo equilatero, en
funcién de su perimetro: jé

Utiliza las derivadas para comprobar que a partir del volumen de las siguientes figuras se
puede obtener su drea:

a) Cubo.

b) Esfera.

¢) Cilindro. x

Se ha inflado un globo a una razén de 175 cm’. ;Cuél es la tasa de cambio del radio del
globo? ;Cudl era la tasa de cambio de su superficie cuando su radio era de 30 em?

Un 4rbol de 22 m se encuentra a 4.5 m de una barda. Durante una tormenta el arbol se
rompe y al caer queda apoyado contra la barda, que mide 3 m, Determina a qué altura
se rompio el drbol si la copa apenas roza lo alto de la barda.

AUTOEVALUACION

Resuelve los siguientes ejercicios seglin se indique.

PARTE 1
Deriva mediante la definicién formal de la derivada.

L f(x)=(x-3) 2. f(x)=5¢

PARTE 11
Aplica directamente las formulas de las derivadas.

234

L f(x]=§ 3. f(x)=1og(Vx-5) 5. f(x)=(x?-9)¥x+7

2, f(x)=senh*'( x—l) 4. f(x)=2snh(4x)cosh(4x) 6. f(x)=2%"



PARTE 111
Obtén las derivadas implicitas.

1. ]n(x"'y)—x-e"+4in(%)=? 2

PARTE IV
Demuestra o comprueba.

1. Encuentra que la derivada de x In(y]- y!n[x] =1 esiguala

2. Comprueba la identidad cuadratica cosh’ (x]- senh’ (I] =1

si se sabe que senh(x)= ycosh(x)=

PARTE Y
Encuentra las derivadas sucesivas de:

1. Encuentra la segunda derivada de:
f(x]= In('-.l'tl-— xz)

2. Encuentra la tercera derivada de:

__senlz)
1) o)

PARTE VI

Utiliza la regla de L’Hdpital para encontrar los siguientes limites.

sech(x) -1 7In(2x)
1, lim———— 2. Hm
x=30 xl X=¥oa ]n(x)

CAPITULO 4 Derivadas
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ESTUDIO GENERAL DE CURVAS

Terminaremos la teorfa del célculo diferencial
con el tema del estudio de curvas. En este tema
se agrupa una serie de herramientas que nos
permiten entender el comportamiento de las
curvas (gréaficas) mediante procesos analiticos.
De esta manera podemos realizar su trazo en el
plano cartesiano gracias al anélisis de maximos
y minimos, intervalos crecientes, decrecientes,

concavidades y puntos de inflexion.

5.1 Estudio general de curvas

5.2 Recta normal, recta tangente e interseccién
de curvas

5.3 Teorema de Rolle
5.4 Teorema del valor medio

5.5 Maximos y minimos. Criterio de la primera
derivada

5.6 Madximosy minimos. Criterio de la segunda
derivada

5.7 Concavidades y puntos de inflexién
Actividad integradora
Problemas de aplicacién

Autoevaluacién

i )
— 5\ SEES -
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COMPETENCIAS POR DESARROLLAR

R,

COMPETENCIAS

Comprender y urilizar el concepto de
andlisis de curvas,

Aplicar el concepto de la derivada
para la solucién de problemas de op-
timizacién y de variacién de funcio-
res, y el del diferencial en problemas
que requieren aproximaciones,
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ACTIVIDADES DE

APRENDIZAJE

Urilizar la derivada para calcular la pendien-
te de rectas tangentes a una curva en puntos
dados.

Aplicar la relacién algebraica que existe entre
las pendientes de rectas perpendiculares para
calcular, a través de la derivada, la pendiente
de la recta normal a una curva en un punto,

Determinar si dos curvas son ortogonales en
su punto de interseccién,

Aplicar el reorema de Rolle en funciones de-
finidas en un cierto intervalo y explicar su in-
terpretacién geométrica.

Aplicar el teorema del valor medio del célcu-
lo diferencial en funciones definidas en un
derto intervalo, y explicar su interpretacién
geomeétrica,

Determinar, a través de la derivada, cudndo
una funcién es creciente y cudndo es decre-
dente en un intervalo,

Obtener los puntos criticos de una funcién.

Determinar cudndo un punto critico es un
méximo o un minimo o un punto de inflexién
{criterio de la primera derivada),

Explicar la diferencia entre méximos y mini-
mos relativos y mdximosy minimos absolutos
de una funcién en un intervalo.

Mostrar, a través de la derivada, cudndo una
funcién es céncava hacia arriba y céncava
hacia abajo.

Determinar, mediante el criterio de la segun-
da derivada, los méximos y los minimos de
una funcién.

Analizar en un determinado intervalo las varia-
ciones de una funcién dada: creciente, decre-
ciente, concavidades, puntos méximos, pun-
tos minimos, puntos de inflexidn y asintotas.
Resolver problemas de optimizacién plan-
rzando el modelo comespondiente y aplican-
do los métodos del cilculo diferencial,
Resolver problemas de aproximacién hacien-
do uso de las diferenciales.

HABILIDADES
Y ACTITUDES

El alumno desarrollard la capacidad
de bosquejar curvas mediante el uso
del célculo,

El alumno serd capaz de resolver pro-
blemas de optimizacién usando el
céleulo.

El alumno serd capaz de resolver pro-
blemas que involucren diferenciales
a través de los diversos conceptos
analizados.

—
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ORGANIZADOR GRAFICO

~ I~

ESTUDIO GENERAL DE CURVAS

Recta normal y Teorema de Rolle y
tangente del valor medio

Mdaximos y minimos,
Criterio de la
primera derivada

Mzximos y minimos,
Criterio de la
segunda derivada

Concavidades y
puntos de inflexién

Problemas de
aplicacién
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ANTECEDENTES

n este capitulo final abordaremos un conjunto

=== de temas conocidos como estudio de curvas y

aplicacién de la derivada. Después de analizar

estos conceptos desarrollaremos el bosquejo correcto

de una funcién utilizando las herramientas vistas a lo
largo de todo el libro.

Para empezar, veremos la aplicacién directa de las
derivadas en la solucién de problemas, es decir, qué
significa la derivada de una funcién en un punto o en
otro; veamos un ejemplo;

En una clase de economia, después de una explica-
cién se deduce que el modelo de produccién de cierta
empresa se comporta como una funcién cdbica; sin
embargo, Enrique, uno de los alumnos, no comprende
qué significa esto, pero nota que el objeto llega a un
punto maximo y empieza a descender hasta otro pun-

o, para luego volver a subir. Econémicamente, jqué

significan para la empresa estos puntos y cémo deberia
interpretar Enrique estos sucesos?

Este ejemplo puede representarse en la grfica 5.1,
donde podemos ver una funcién cibica; interpretar co-
rrectamente el minimo y el maximo es muy importante,
ya que de ello puede depender el beneficio de un pro-
ducto, la produccién méaxima, el costo minimo o los
puntos de equilibrio,

Este serfa un ejemplo de aplicacién de las de-
rivadas, sin embargo el tema va mucho mis alla: las
derivadas son muy utilizadas en la optimizacién de
problemas de tasas de cambio, de disefio, de fisica y
de electromagnetismo, entre muchos otros. Algunas de
estas aplicaciones ya se trataron en el capftulo 4; otras
mis las veremos aqui y dejaremos una buena parte a
la curiosidad del lector para seguir investigando sobre

el tema,
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5.1 Estudio general de curvas

Bajo el concepto de estudio de curvas se agrupa una serie de métodos analiticos que nos
ayudan a comprender y deducir el comportamiento grafico de una funcion.

A lo largo de este libro, principalmente en el capitulo 2, en ¢l que analizamos los diferentes tipos
de funciones y los métodos para graficarlos, y ¢l bosquejo de funciones racionales con el apoyo de
las asintotas, que tratamos en el capitulo 3, ya estards familiarizado con las graficas de los diferen-
tes tipos de funciones. Ahora te preguntards ¢cémo encaja la derivada en la gréafica de funciones.

La derivada prueba ser una poderosa herramienta que ayuda a comprender con exactitud los
cambios en el plano y en el espacio que sufre una funcién.

Mediante la derivada podemos obtener las intersecciones con ¢l gje x; los intervalos en los
cuales las funciones son crecientes, decrecientes o constantes; los puntos en los cuales la pen-
diente de la recta tangente cambia, también llamados puntos de inflexién; deducir concavidades y
concluir los puntos exactos en los que la funci6n tiene un méximo o un minimo. Con estos datos,
obtenidos mediante la aplicacion de la derivada, junto con nuestros conocimientos previos sobre
funciones, podemos lograr un dibujo exacto de la funcién.

En este capitulo analizaremos los métodos de estudio de curvas correspondientes al cdlculo
diferencial; en especial, el criterio de la primera y segunda derivadas, el teorema de Rolle y del
valor medio, y el estudio de la recta normal y tangente a la curva, con los cuales concluiremos la
parte tedrica de este libro.

Finalmente, la mejor manera de entender el comportamiento de las funciones es por medio
de la practica. El uso de software o calculadoras graficadoras serdn de gran ayuda al momento de
iniciar nuestro estudio, permitiéndonos entender y visualizar la funcién y revisar nuestros resul-
tados.

Por ejemplo, si nos encontramos una funcién como la del siguiente parrafo, mediante los
conceptos vistos en el estudio de curvas, podremos obtener los datos suficientes para hacer un
bosquejo exacto de la funcion.

Digamos que tenemos la funcién y = 16x —x° [ £;(x) en la grifica 5.1]. Mediante la factoriza-
cién podemos obtener los puntos de interseccitn con el eje x —4, 0, 4, y con la primera derivada
podemos obtener los puntos criticos x ==2.31 y x =2.31, y con ello determinar si los intervalos
antes o después de esos nlimeros son crecientes o decrecientes. Asi, antes del —2.31, el intervalo
es decreciente y el intervalo posterior creciente, con lo que se forma una concavidad hacia arriba
en la grafica hasta el siguiente nimero critico, y después de este nimero critico se forma otro
intervalo decreciente, formando una concavidad hacia abajo. Posteriormente, mediante el criterio
de la segunda derivada podremos afirmar si ¢l punto en cuestién es un maximo o un minimo vy,
finalmente, si se sustituyen los nlimeros criticos en la ecuacién original obtendremos el par orde-
nado del maximo o el minimo.

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

1. Comenta la importancia que tiene ¢l estudio de curvas.
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F y
Méx = (2.31,24.6)
Intervalo Cdncava
decreciente abajo Intervalo
Intervalo decreciente
creciente
2 i (0,0} ¥
(-4,0) 1 (4,0)
Codncava
Fix}=18 x—x> arriba
Min =
(-2.31,-24.5)
Grifica 5.1

e?‘ ¢Comprendo la utilidad del estudio de curvas?

5.2 Recta normal, recta tangente
e interseccion de curvas

Un automévil viaja por una autopista a una velocidad constante de 120 km/h. Si el automévil
derrapa en la curva, jcudl serd la velocidad y la trayectoria en el momento en que salga de la curva?
La trayectoria del automdvil al derrapar y salir de la curva es un ejemplo de linea tangente, al
instante en que una porcion de la curva toca tangencialmente o en un solo punto, a una recta.

Figura 5.1 Fgura 5.2

Por otro lado, si un automdvil sale de una curva y trata de tomar una carretera que se encuen-
tre a 90° con respecto de la recta de tangencia a la curva en ese punto, la direccién del automévil
serd totalmente perpendicular y se tratard de otro concepto matemético importante que se llama
recta normal,
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Una linea tangente es aquella recta que representa la pendiente o la direccién que tiene en
¢l plano la curva en un punto dado. La importancia de la recta tangente radica en que representa
la variacion de la pendiente de una funcién en un punto, ya que la ecuacién de la recta tangente
proviene directamente de la derivada de una funcién y su relacién con el punto en que la recta toca
la curva (grificas 5.2 y 5.3). Por ejemplo, si tenemos las siguientes graficas:

4.53\4 )

f,{x}:xl—ﬁ-x+4
@ (4.51.75)

y

y

0.2 ¢ x
05 | 05 / 5.5
Recta tangente en x=4.5
Fix)=4-x—16.3
I 1
I I
i I
i I
v v
2,56 y

s (45175

fix)=x’-5x +7 Folx)=4:x-16.3

Gréficas 5.2 y 5.3

Esto significa que si nos acercamos al punto de tangencia, es decir donde la linea recta toca a
la curva, en ese instante la funcion va creciendo de manera similar a como lo hace la linea recta.
En este caso, la ecuacion de la recta tangente es y = 4x — 16.3 [£5(x) en las grificas 5.2 y 5.3], por
lo que la pendiente es 4, de modo que la distancia en y cambia 4 unidades por cada unidad que
cambia en x.
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La otra recta a estudiar es la recta normal, que es aquella recta perpendicular que forma un
angulo de 90° con la recta que toca a la curva en el punto de tangencia.

La ecuacién de la recta normal se obtiene mediante el reciproco negativo de la pendiente de la
recta tangente, con lo que se logra la perpendicularidad entre las rectas (graficas 5.4 y 5.5). Enel
gjercicio anterior la recta tangente es f5(x) =4x — 16.3, la pendiente es 4 y su reciproco negativo
es —1/4; por lo que la interseccion gréifica entre las tres curvas quedaria como se muestra en las
graficas 5.4y 5.5.

4,53 ‘

' Recta normal

fﬂx]:x’ —5-x+4

(4.5,1.75)

f

fifx)=2.88-0.25-x
0.2 x
0.5 0.5 f 5.5
Recta tangente en x=4.5
f)=4x-163
I 1 ]
I | ]
i I I
] | ]
] | ]
v ¥ v
2.3% ¥
Interseccidn
entre las tres
cunas a 90°
\ Recta normal
f3(x)=2.88-0.25-x
{451.75) /

| Recta tangente
[ Flx)=4x-163

FiK)=x—5x+4 /

Gréficas 5.4 y 5.5
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Estrategia para obtener las ecuaciones de la recta
tangente y normal a la curva

El problema de encontrar la linea tangente en un punto ¢ de una curva resulta en una metodologia
sumamente sencilla, Mas atin, encontrar la recta normal en ¢l mismo punto una vez obtenida la ecua-
cién de la recta tangente se traduce en menos pasos debido al uso de algunos valores comunes.
Veamos los pasos a seguir para encontrar la recta tangente a la curva:
1. Evaluar f{(x), ala que llamaremos y,, en ¢l punto inicial x;.

2. Evaluar la derivada de la funcidén en x4, con lo que obtendremos la pendiente de la recta
tangente, que denominaremos m.

3. Encontrar la ordenada al origen b sustituyendo en la férmula b =y, — myx,,

4. Finalmente, la ecuacién de la recta tangente estard dada por la ecuacién de la linea recta de
la forma punto pendiente yr=mpx + b.

NoOTA: Recordemos que la derivada de toda funcién corresponde a la pendiente de la recta
tangente en el punto dado.

EJEMPLO 1

Encontrar la recta tangente a la curva fj(x) =x>— 2xen el punto inicial xo = 1.5.
1. Obtenemos y, evaluando f(1.5)=(1.5)* = 2(1.5)=—0.75 .. y,=—-0.75.

Si x; corresponde al valor de la abscisa de la linea tangente en el punto ¢, y; es el par de la
ordenada en dicho punto (x, ).

2. Si fi(x) = x> = 2x = f'(x) = 2x — 2, entonces evaluamos en la derivada para obtener la
pendiente '(1.5) =2(1.5)~2=1 = mp=1.
3. Determinamos b= ~0.75 —{1)(1.5) =-2.25.

Yo xX

4. Sustituimos my y b en la ecuacién punto pendiente y = myx + b, con lo que la ecuacién de
nuestra recta tangente queda de la siguiente forma:

fHlx)=x-2.25
La representacion grafica de la recta tangente y a la curva quedaria de la siguiente manera:

fife)=x2—2.x

T ) =x—225
0.5 p:

(1.5-0.75)

Grifica 5.6
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Los pasos para encontrar la ecuacién de la recta normal son equivalentes a los que se siguen
para obtener la ecuacion de la recta tangente.

Si ya se tienen los valores de y, y de la pendiente my de la recta tangente, podemos usarlos en
los pasos 1 y 2 para determinar los demas valores de nuestra ecuacién, de lo contrario, deberan
obtenerse previamente.

1. Lapendiente de la recta normal corresponde al reciproco negativo de la pendiente de la recta

. 1
tangente. Para determinarla, sustituimos el valor de myen my =——.

My

2. Encontraremos b con la pendiente de la recta normal y el valor y, sustituyendo los valores
en b =y, — myx;

3. Sustituimos en la férmula punto pendiente yy = my x + b los valores obtenidos para obtener
la ecuacién de la recta normal.

—

Usamos los valores y, y mp obtenidos en el gjemplo 1 para calcular la ecuacion de la recta nor-

2. Laordenada de la recta normal serd b =—0.75 —(=1X1.5) =0.75.
3. Laecuacion de la recta normal en el punto x; = 1.5 queda dada por yyy =0.75 —x.

Ahora procedemos a ilustrar las tres ecuaciones:

-
_f‘{x:l =x2-2.x
0! £ (x)=x-225
05 X
(1.5,-0.75)
F i) =075-x
Grifica 5.7

NOTA: Si al momento de intersectar nuestras rectas tangentes y normales éstas no forman
un dngulo de 90° entre si, habri que revisar el procedimiento.
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Encontrar las ecuaciones de la recta tangente a la curva f(x)=x" —x, en x,= 1.2, y de la recta

normal
flx)=x*-x
3 Evaluamos § (x) con x;

f(12)=(12) -12=0528 para abtaner g

yg =D.528
e . f(x)=3"-1
Para | di
baios Gyl r(12)=3012-1=2
derivada ' &3

83
b=y, —mx, =ﬂ.523—[2—5)[|,z]=-2—5

36

X

Con estos datos podemos formar la ecuacién de la recta tangente:

83

y=—x-144

25

Para formar la recta normal sélo necesitamos my y b con la nueva pendiente.

VR SR RO .
N T (8323) B3

b=y, —myx,=0.528- (-g)(lz] =0.89

La pendiente de la recta normal
serd el reciproco negativo de la
pendiente tangente

| La pendiente es lo que hace
| que la ordenada al origen bsea |
| diferente en las ecuaciones !

Sustituimos los datos en la ecuacion de la recta ordenada al origen para obtener la recta normal:

25
=089-=2
¥ 83"

Ahora, si graficamos ambas ecuaciones éstas deben intersectarse en el punto (1.2,0.528) y

formar un angulo de 90°,

EJEMPLO 3
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83
j','{x] = 5T - x—3.46

(1.2,0.528)

25
fi(x)=0.89 — 5 x

Grifica 5.8

ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.1

I. Obtén la ecuacion de la recta tangente de las siguientes funciones en el punto dado.

. x>45x-3,x=1.5 4, x*+15x—16,x=22 7. x* +5x,x=3.5
2 x3+3x2—?x+5,x=3 5 x—xa,x=2.5 8. 2x4—3x2,.r=2.l
3. 36-x%,x=5 6. 3x’+6x-12,x=128 9. 3™, x=1

I1. Obtén la ecuacioén de la recta normal de las siguientes funciones en el punto dado.

1. 5x*+3x%, x=2 4. 6x°+18x,x=1.4 7. Jx+8,x=-3
2. Bx3—4.=:2,.r=l 5. 4x3+?.r,x=6 8. i"f{;,x=2
3. 27x—9x%,x=3 6. 12x>-3x*,x=0.5 9. 8x—12x2,x=32

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

2. Presenta los ejercicios impares de la ecuacién de la recta tangente.
3. Presenta los ejercicios impares de la ecuacion de la recta normal.

Recta normal y recta tangente de ecuaciones implicitas

Ya vimos c6mo obtener la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal en una ecuacion
explicita, y también como obtener sus definiciones. Ahora veremos una ecuacién en su forma

implicita.
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De la misma forma que con la ecuacion explicita, es posible obtener estas rectas y graficarlas,
siempre y cuando se proporcionen los datos necesarios; para ello se requerird la ecuacion en su
forma implicita y las coordenadas (x,y), como se explica en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO
1
xy+y—1=0 en el punto (3,2)

A 1 El primer paso es obtener
Y= x+1 ' la derivada implicita
| .
i /41 Después sustituimos los valores, con lo que
V= 3+1 16 obtenemos la pendiente de la recta tangente

Utilizamos la ecuacién punto pendiente:

y—-yn=m(x—xo]
1 ‘ —
W I o |
y .,/4_ lﬁ(x 3) | Sustituimos estos tres valores en la ecuacién
o T —— v - . punto pendiente con lo que obtenemos la
I ' ' recta tangente

Para obtener la recta normal, una vez obtenida la pendiente de la recta tangente, se multiplica
por su reciproco negativo y se siguen los mismos pasos:

m, = —=16 = Pendiente de la recta normal
my -
16
L L= - - a3
¥ /4 = lﬁ(x 3) Sustitucién en la forma punto pendiente
64x —191
y= T - Recta normal

Ahora podemos graficar y ver la interseccion de las tres ecuaciones como se ilustra en la gra-
fica 5.9, para comprobar la veracidad de los resultados. Recordemos que el angulo que forman la
recta tangente y la recta normal debe ser de 90° para que el resultado sea correcto.
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4
Ecuacion implicita
xp+y+1=0
¥y Recta normal
Recta tangente Sl
_ =) )
T 1 I
wmm de interseccién
1 l X
Gréfica 5.9

ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.2

Obtén la ecuacion de la recta normal y de la recta tangente de las siguientes ecuaciones

implicitas.
L xy—4y=Ten (2,3) 3. p?-3y+6=0en(34) 5 x'y-mP=2en(2,2)
2. x’y-Sxy+8=0en (-1,2) 4. xy—y=-len (5-7) 6. 5x° —3y=4en (1,4)

. ¢Soy capaz de explicar qué es la recta tangente?
¢Soy capaz de explicar qué es la recta normal?

5.3 Teorema de Rolle

AlJorge, quien actualmente estd viendo el estudio de curvas, le llamé mucho la atencidn el teore-
ma de Rolle porque le parece un tema muy importante y con mucho significado en la vida real.
Este teorema asegura que si una curva cruza o toca dos veces el ¢je x, en algiin punto de la curva
ubicada en el intervalo que delimitan esas intersecciones se podra trazar una linea tangente hori-
zontal, lo que asegura un méximo o un minimo. Por ejemplo, en ¢l caso de curvas que describen el
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volumen de una caja, el costo de produccién o los ingresos, y cuya grafica cruce al menos un par
de veces el gje x, el teorema de Rolle nos asegura que la funcién se maximiza o se minimiza.

El teorema de Rolle supone la existencia de una linea tangente horizontal que se ubica en el
punto ¢ de un méximo o un minimo formado por la union de intervalos crecientes y decrecientes
(graficas 5.10 y 5.11). La importancia de este teorema radica en que afirma la existencia de al
menos una linea horizontal entre cada dos intersecciones con el gje x, siempre y cuando la funcién
sea continua en dichas intersecciones.

Esto se debe a que la continuidad de la funcion entre las intersecciones obliga a la curva a
cambiar de direccidn en el punto en ¢l que la derivada es cero, con lo cual se genera un miximo
oun minimo y se forma, por lo tanto, el punto de tangencia para la recta horizontal.

En otras palabras, para que una curva pueda intersectarse dos veces con el gje x tiene que
existir un intervalo donde la curva es creciente, un punto donde la derivada es cero y un intervalo
donde la curva es decreciente para volver a intersectarse con el eje x. Podemos hacer el mismo
analisis para ¢l caso de un minimo.

Mdiximo Minimo
Gréfica 5.10 Grifica 5.11

La formacion de las rectas tangentes en el teorema de Rolle se puede visualizar en las curvas
de las gréficas 5.12a 5.14.

Extremo inferior 144y

Punto de angencia C

aﬁ%

e
®

0.1

Punto de tangencia C

Extremo su perior

Griéfica 5.12
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44y

Curva en que se forman dos
rectas tangentes al sélo tocar la
0.2 curva el eje x i
3 0.2 3
-1
Gréfica 5.13
44 ¥

Linea tangente horizontal en x=0
y=3

0.2

e, A

-1
Gréfica 5.14

Si una funci6én es continua en un intervalo cerrado [a, b] y derivable en (a, b) tal que
f(a)= f(b), entonces existe un punto c en (a, b) en el que

7'(c)=0
por lo que la recta que toca el punto ¢ serd horizontal.
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Para encontrar la linea horizontal s6lo necesitamos tres pasos:

1. Comprobar que al evaluar en la funcién el extremo superior y el extremo inferior del inter-
valo, el resultado es el mismo.

2. Encontrar los ceros de la derivada.

3. Sustituir las soluciones de la derivada en la funcién original para encontrar la recta horizontal.

EJEMPLO 1

Encontrar la linea tangente horizontal de f(x)=x — x*en el intervalo cerrado [0,1].

1. f(0)=0-0°=0
Si al evaluar los extremos del intervalo
f)=1- ’=0 obtenemos el mismo resultado, procedemos
al siguiente paso; de lo contrario, no existe
una linea horizontal

. ; La solucién de la derivada
2. Derivamos ¢ igualamos a cero: f'(x)=1-2x RS S

1-2x=0 un punto cen el que la recta
e | tangente es horizontal
x==1/-2=¥%
3. Sustituimos el punto ¢ en la funcién original para hallar y graficar la recta:
f@)=x-2
Ecuacién de la recta horizontal fCa) =)~ (4)
»f(x)=0.25

Recuerda que la grifica de toda funcién constante es una linea recta horizontal en ese punto,
como se representa en la gréfica 5.15.

14
Linea horizontal en:
fi{x)y=10.25
0.1 Punto Cenx=0.5 x
-1 0.1
£i(x) =x—x’

Griéfica 5.15
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—

Verificar si la funcién f(x) = 2x* — 3x? cumple con la hipétesis del teorema de Rolle en el inter-
valo cerrado [-4,1].

1. f(-%)=2(-%) - 3(-%) =-1
S(1)=2(1)* -3(1) =1

Cumple con la

/ condidén

2. f(x)=6x"—6x
6x2 — 6x =0
6x(x—1)=0 S
x =04 | Observa que en este .
5 S g e e intervalo hay dos
2 ! soluciones

3. Por tltimo, evaluamos ambas soluciones para encontrar las rectas tangentes.
£(0)=2(0)* —3(0Y=0
f(1)=2(1) -3(1P=-1

Es decir, existirdn dos rectas tangentes horizontales: una en 0 y otra en -1, las cuales se repre-
sentan en la grafica 5.16.

: 11Ly [

[ [
[
[
[
[

[ 0

Extremaninferior 0.5 Extremo.superior 1

E 0.1 J"l{xJ =0 i

A

-1

Filx) =207 —3-x7

i f3{x] =-1 :

Gréfica 5.16
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.3

Determina un punto ¢ que satisfaga las condiciones del teorema de Rolle en los intervalos

de las siguientes funciones,
L f(x)= xsz-xzcnl: 0,1] 7. f(x)=9x-3x" en[1,2]
2. f(x)=7cos(x) en [m37] 8 f(x)=28n(x) en [2 5;‘]

~2x" en [0,2] 9. f(x)

)

4. f(x)=2-x"en[2,2] 10. f(x)=cosh®(x) en [-1,1]
(x)
)

x*—2x" en [-2,2]

x)=x’-x E en[ l] 11, f(x) x> —8x” en [0,2]

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

4, Demuestra el teorema de Rolle.

i?‘ sComprendo la utilidad del teorema de Rolle?

5.4 Teorema del valor medio

Una competencia de kayak empieza desde un punto A del rio y sigue una trayectoria curvilinea
que termina en el punto B. Para grabar esta competencia y asegurarse que los participantes no
hagan trampa, se planea que un automévil situado en la orilla del rio siga una trayectoria recta del
punto A al punto B y observe en todo momento a los kayak. ; Existird otra linea paralela que haga
esto? (Grafica 5.17).

El teorema del valor medio es una generalizacion del teorema de Rolle, A este teorema tam-
bién se le conoce como el teorema de Bonnet-Lagrange, teorema del punto medio o teorema de
los incrementos infinitos. En esencia, el teorema del valor medio afirma la existencia de una recta
inclinada que es tangente a la curva de una funcién continua en el punto ¢. Esta recta es paralela
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a la recta secante que se formaria si uniéramos los puntos que delimitan un intervalo del dominio

de una funcién (grfica 5.17).

Aunque el teorema del valor medio no se utiliza para resolver problemas reales, su importan-
cia en el cdlculo radica en que es 1til para poder probar otros teoremas, como el de Taylor.
El siguiente esquema muestra la hipétesis del teorema del valor medio.

Esquema de la formacién de rectas tangentes en los puntos ¢ descritos por el teorema del

valor medio,

Extremo inferior g
1

—
=
<

son paralelas a la

|
|
rectas tangentes que i
|
recta secante :

-14

: " (3.5,11.4)

;

]

: (-1.89,10.3)

:

l

H Recta secante que une

i los puntos que delimitan

i el intervalo [a, b]

1

X

s (=39) ! Formacién de dos *

(1.89,-10.3) :
Extremo superior b

Gréfica 5.17

s.l

0.2

Bemplo de una grifica en la que
si tomdramos todo el dominio
de la funcién, se formaria una
recta tangente horizontal y
caerfamos en el teorema de
Rolle

-1

-5 (-4,0) 0.2 (4,0)

¥ %

‘---

Grifica 5.18 Teorema de Rolle.
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SaJ Extremo superior b
i

— (1.41,3.74)
R

| Sin embargo, si definimos el
; intervalo [-3, 4], el teorema

i del valor medio sf se cumpliria :

1
I
i I
! I
: I
i 1
1 I
; ! F= 1
| €On una recta tangente : :
| I
: 1
!
!

E inclinada paralela a la linea

, secante

oW

—5 {_"I:ﬂ) El"EfEI'I'IO inferiorga 0.2 (4-:0)
-1
Grifica 5.19 Teorema del valor medio.

. Teorema del valor medio

Si una funcién es continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en (a, b) entonces
existe al menos un punto ¢ en (a, b) tal que la linea tangente a la curva en el punto ¢ es para-
lela a la secante que une a los puntos (a, f(a)) v (b, f(b)). Es decir:

/(8)-1(a)
b—a

1'e)= tal que f'(c) representa los ceros de la derivada = f”(c)= f/(x)

Para aplicar el teorema del valor medio con el fin de encontrar la ecuacién de la linea tangente
paralela a la secante, usamos los siguientes pasos:

1. Evaluamos los extremos de los intervalos en la funcién original.
2. Encontramos f"(c) con la férmula del valor medio.
3. Igualamos la derivada con f"(c) y despejamos x.

EJEMPLO 1

Dada la funcién £ (x) = 3x° — x + 1, encuentra la ecuacién de la linea tangente paralela a la secante
que se forma con los valores que determinan el intervalo cerrado [, 2].

1. Evaluamos f(b)y f(a).
3 o

b|=312) —[2]+1=23 = | Extremo superior e

f( ) ( ) ( )+ o s - inferior del intervalo, |
fla)=3(-1) = (-)#1=14 !
f(b)-(a)

2, Utilizamos la formula b
—-a

para encontrar f'(c).

Donde ¢ representa los ceros |
de la derivada '
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3. Igualamos la derivada de la funcion a f'(c).

—Deni del id
f(x]=3x3—x+] rivada de la fundién

2 .
f'(x]=9x -1
f'&x)=f"(e)
o 9x*~1=8
 Como al igualar la derivada con §'(¢) ! 9.‘!2 |
| obtenemos dos soluciones, quiere '
' dedir que dentro de ese intervalo | x?=1
| existirdn dos lineas tangentes i pe St
| inclinadas a la curva en los puntos : N
X =-1yX =1 . x ==l
R S == x2=[

Por el teorema del valor medio podemos decir que existen dos lineas tangentes a la curva. En-
contremos sus ecuaciones y grafiquemos las ecuaciones de ambas rectas tangentes (grafica 5.20).

Ecuacién de la recta tangente 1 Ecuacién de la recta tangente 2
f(x)=3*-x+1,x =-1 f(x)=38-x+1,x,=1
yl=3(—!)3_(-l)+l=-l y2=3(l)3-(l]+l=3
f'(x)=9x"~1 F(x)=92* -1
my=9(-1) ~1=8 m=9(1)" -1=8
b=y, —mx =—1-(8)(-1)=7 b=y, -mx, =3-(8)(1)=-5
y=8x+7 y=8-3
a1y

Punto de interseccidn
entre las curvas  (1,3) ¢ y=8-x-5

Fl =30 —x+1

x
15 0.1 : 1.5
¥=Bx+74 (11
Punto de interseccidn
entre las curvas
-3
Gréfica 5.20
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EJEMPLO 2

Utiliza el teorema del valor medio para hallar la recta tangente en el intervalo [2,3] que es paralela
ala secante de la funcién f(x) = 3x— 5.

7(3)=3(3)-5(3)" =36
7(2)=3(2)-5(2)" =-14

—36—(-14
2. f'(e)= 3“(2 ]=—22
f(.r) =3¢ -5y’
f'(x)=3-10x | |
3, 3-10x=-22 | Porlo tanto 5/2

~10x=-22-3 | satisface la hipétesis |
2 / del teorema del
x=__s‘=§‘ " valor medio
-10 2 - _

Una vez encontrado ¢l punto ¢ en el que se ubica la recta tangente, lo usamos como x, para
formar la ecuacién de la recta y graficar la interseccion de las curvas,

Ecuacién de la recta tangente

b3 | Lh

f(;r]=3x-5x2,f"(c]=xu=

2
Y 3) 95
w33 -
f1(x)=3-10x

5
=3-10| = |==22
mp=3 D( )

—95 5 125
b=y,~mx,= T-(—ZZ](E)=T
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1.ILJ‘ . \' "

LW

Punto de interseccidn
entre las curvas

(2.5,-23.7)

y:lz-s-'—22-x

-25
Gréfica 5.21

ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.4

Determina un punto ¢ que satisfaga las condiciones del teorema del valor medio en los
intervalos de las siguientes funciones.

1. f(x]=x2—xen [1,3] 7. f[x]=4—x—x2 en [1,3]

2 f(x)=sen(2x) en {o,f}] 8. f(x)=x"-x—2¢n [2-1]
3. f(x)=x"+3xen [1,2] 9. f(x)=In(x+5)en [-1,3]
4, f(x)=x2—9¢n [—1,2] 10 f(x]=—x2+2 en [{} 2]

5 f(x)=\fm en [5,6] 11 f(x)=x4—2x en |:I 3]

6. f(x)=2?—x2¢n|:—l 2] 12, f(x]=x3—x¢n [—1 2]

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla ¢ integra la siguiente actividad a tu portafolio de evidencias.

5. Demuestra el teorema del valor medio.

l'?‘ ¢Comprendo la importancia y la utilidad del teorema del valor medio?
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5.5 Maximos y minimos.
Criterio de la Primera derivada

En una zapateria desean determinar el volumen que maximice una caja de zapatos para sus nuevos
modelos. Uno de sus empleados, Pepe, recuerda que utilizando las derivadas se puede obtener el
volumen maximo, y que formando la ecuacion del volumen a partir de las mediciones del carton
y derivando el resultado sabria si el volumen obtenido seria un maximo o un minimo. Recuerda
también que para el maximo debe tomar los ceros de la derivada y formar intervalos: si el primer
mtervalo es positivo y el segundo negativo, Pepe habra descubierto el volumen méximo de la caja
de zapatos (problema 5.9).

El analisis de la primera derivada es de vital importancia en el estudio de curvas ya que gra-
cias a este criterio podemos deducir los intervalos en que la funcién crece o decrece y, en conse-
cuencia, realizar un bosquejo aproximado de la grafica; sin embargo, debe complementarse con
otros analisis para determinar los puntos exactos de los maximos y minimos, puntos de inflexién
einterseccion con los ejes para que el trazo de la gréafica sea mas exacto.

El primer paso, y el mds importante, para realizar el andlisis de una curva consiste en encon-
trar las intersecciones con los ¢jes, ya sea evaluando la funcién con la variable independiente
igual a cero (x) para encontrar las intersecciones con el eje y, y encontrando los valores de x
que igualen a cero la funcién.

Después, mediante el criterio de la primera derivada podemos deducir si la funcién tiene un
mtervalo creciente o decreciente entre las intersecciones con el gje x.

Para realizar este procedimiento debemos obtener los niimeros criticos, es decir, los valores
de x que igualen a cero la primera derivada de la funcion.

Se denomina niimero critico a aquel niimero real ¢ en el cual la derivada de la funcién es
igual a cero.

fe)=0

El punto correspondiente de la gréafica, es decir las coordenadas en €l plano que se obtienen
al sustituir el nimero critico en la funcién, se denomina punto critico y se define de la si-
guiente manera:

(e, fe)

Utilizamos los niimeros criticos para formar los intervalos. Se sugiere ubicar los nimeros
criticos en una recta numérica y elegir un valor que sea menor, y otro que sea menor para cada
mimero critico. Después se evaluard cada valor elegido en la derivada de la funcién para observar
¢l signo del resultado.

Si al evaluar el niimero elegido el resultado es positivo concluiremos que en ese intervalo la
funcién es creciente; esto quiere decir que a medida que x crece, y también crece. Si al evaluarlo
en la derivada de la funcién el resultado es negativo, concluiremos que en ese intervalo la funcién
es decreciente ya que a medida que x crece, y decrece.



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

INTERVALO DONDE LA CURVA
ES CRECIENTE

INTERVALO DONDE LA CURVA ES o
DECRECIENTE x1 <x; implica que £ (x;) > f (x)

xy <x, implica que f (x;) < f (x)

Mediante las intersecciones con los ejes y el analisis de los signos de la derivada de la funcién
podemos realizar un bosquejo més cercano de la curva, como se observa en la grifica 5.22. Sola-
mente nos faltaria analizar los puntos exactos en los que la funcién tiene maximos o minimos, las
concavidades y puntos de inflexion, temas que dejaremos para las secciones correspondientes.

Bosquejar la grafica de la funcién f(x) =gdea Suan

f'(.r]=3x2+4x—l Obtenemos la primera

derivada y sus soludiones
Bl el cccsssesmse e et i i
! I tro
x =-1.55_ | Colocamos las soluciones sobre la recta numérica | :deladtri‘:m;.ei :
"‘-_‘H- | 2 % T I
x, =0.21 T pare i mm”d_m y elegimos cuslquier : : resultado es positivo, |
niimero dentro de esos intervalos [ |
. Idln:erw]o |
- ¥ » | escreciente, ysies |
(—e=,—1.55) (-1.55,0.21) (0.21,22) :nega.l:ivn,dih 2 :
: es decredente :
. - | ——— .
155 0.21
¥ v
2 2
3(-2) +4(-2)-1=3 3(0) +4(0)-1==1  3(1) +4(1)-1=6
T T sEsbmas
3 \ i \\ i e
| Intervalo crecente | i Intervalo decreciente | | Intervalo creciente |
v / / \ /
Mo —- 4 <155 ~-——m-—-- z e z
b
-"‘ e
B e o BT
0.21
Grifica 5.22

Para bosquejar la gréfica colocamos los intervalos crecientes o decrecientes antes o después
de los ceros de la primera derivada, que representaran los maximos o minimos de dicha funcion.
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ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.5

Determina en los siguientes ejercicios, mediante el criterio de la primera derivada, los
intervalos en los que la funcién crece o decrece.

L f(x)=x"-15x+56 4. f(x)=3"-2x"+6 7. f(x)=6x"-3x"
2, f(x)=%x3—§x2+6x—8 5, f(x)=4x2-5x3 8. f(x]=81x—:-;x3
3 flx)=dx-24 6. f(x)=x*-8x-33 9. flx)=2542

_ g?ﬂ ¢ Comprendo cémo aplicar el criterio de la primera derivada?
¢ Soy capaz de explicar en términos matemdticos qué es un niimero critico?

¢ Soy capaz de determinar los puntos criticos de una funcién?

5.6 Maximos y minimos.
Criterio de la segunda derivada

El patrén de Pepe le pregunta si estd seguro que el dato que encontrd era ¢l méximo volumen posi-
ble de la caja de zapatos. Para comprobarlo, Pepe utilizé de nuevo las derivadas, pero en esta oca-
sion volvid a derivar la primera derivada y sustituyé en ella los niimeros criticos. Si el resultado
es negativo, el volumen serd un maximo, pero si el dato es positivo el volumen serd un minimo.

Encontrar el volumen maximo o minimo de un recipiente no ¢s el tinico uso de las derivadas
ni de los criterios de la derivada; todo lo contrario, son herramientas que nos ayudan a optimizar
problemas; por lo tanto, son itiles en todo tipo de situaciones en las que se requiera conocer la
mejor solucién a problemas de economia, geometria, produccion y costos, entre otros.

Si mediante el criterio de la primera derivada establecemos los intervalos en los cuales la
curva crece o decrece, a través del criterio de la segunda derivada determinaremos si el niimero
critico se trata de un méximo o de un minimo.

Maximo absoluto es aquel punto x, en el plano para el cual no existe f(x,) = f(x,;) dentro
del dominio de la funcion (gréfica 5.23).

Miximo relativo es aquel nlimero critico ¢ tal que f(c) = f(x) dentro de un intervalo [a, b]
de la funcién (gréfica 5.24).
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{?‘ ¢ Comprendo la utilidad del criterio de la segunda derivada?
¢ Soy capaz de determinar el mdximo absoluto de una funcién?

¢ Soy capaz de describir qué es un minimo relativo y la diferencia entre este
concepto y el de minimo absoluto?

5.7 Concavidades y puntos de inflexion

Pepe vuelve con el estudio de la caja y anota en su cuaderno todos los datos. Ahi grafica la ecua-
cion del volumen y observa que se forma una especie de N. Esto le llama la atencién, revisa sus
notas y recuerda que a las curvaturas de las graficas que tienen esta forma se les llama concavida-
des. También recuerda que existen puntos en las graficas donde la pendiente cambia de signo, y
que s¢ les denomina puntos de inflexién. Con este material Pepe tiene, ahora si, bien comprendido
el estudio de curvas. Por cierto, Pepe es también el automovilista que se salié de la curva y el
participante en el kayak, por lo que a estas alturas €l y ti seguramente comprenden bien el andlisis
de curvas.

Concluiremos el estudio de curvas con el anélisis de la estructura de concavidades y los pun-
tos de inflexién, como se presentan en las grificas 5.27 a 5.32.

Una concavidad es la forma de un segmento de curva cuyo trazo en ¢l plano forma una region
geométrica que asemeja a un hueco, depresion o sinuosidad.

Un punto de inflexién es la coordenada en la cual la linea tangente cambia de signo.

Podemos decir que:

Existe una concavidad hacia arriba (aquella formada por un segmento de gréfica decreciente
seguido de uno creciente) si la segunda derivada evaluada en x que estd en el intervalo de la
concavidad, es positiva; es decir, si f"(x) > 0; o mas generalmente, si en aquel intervalo del
dominio de f(x) existe una recta tangente por debajo de un punto xde [a, b].

U

Existe una concavidad hacia abajo (aquella formada por un segmento de grifica creciente
seguido de uno decreciente) si la segunda derivada evaluada en x que estd en el intervalo de
la concavidad es negativa; es decir, si "(x) < 0; 0 mis gencralmente, si en aquel intervalo
del dominio de f(x) existe una recta tangente por arriba de un punto x en [a, b].

n

En un punto de inflexidn, la grafica de la funcién cambia de concavidad. Esto puede ocurrir
si fM(x) =00 si f"(x)}no existe, Es decir, los puntos para los cuales f"(x) =0 o f"(x) no exis-
te, son “candidatos™ viables para ser puntos de inflexidn, lo que significa que puede darse
el caso de que para un valor x del dominio de una fincién, se cumpla que f"(x) es cero pero el
punto (x, /(x)) no es punto de inflexién.
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Minimo absoluto es aquel punto x,en el plano para el cual no existe f(x,) < f(x,) dentro del
dominio de la funcion (grafica 5.25).

Minimo relativo es aquel nliimero critico ¢ tal que f(¢) < f(x) dentro de un intervalo [a, b]
de la funcién (gréfica 5.24).

Ejemplos de grificas de maximos y minimos absolutos y relativos,

Ok ¥
——

v.‘

. = P

\ - Mﬁ:'-nu-hsuhmn,ynqm;
. .} no existe x, tal que :
I' 0.5 x flu) = f(x)
—9 0.5 O s
-1
Grafica 5.23
. L
Ndmero critico en ¢ que representa i
un méximo local, ya que existe un
punto dentro del dominio de la
funcién para el cual f(x) > f(c)
01 1 x
-1 BT, it R e 2.5
' Niimero critico en ¢ que representa |
| un minimo local, ya que existe un |
 punto dentro del dominio de la
funcién para el cual £(x) < f(c)

Grifica 5.24
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4JL y
Minimo absoluta, ya que
no existe f{x) < f
(%) = fx) 7= T
0.2 x
Grifica 5.25 -55 0.5 7
—0.5

Es decir, si al evaluar el niimero critico en la segunda derivada el resultado es positivo, el
nimero critico forma un minimo; pero si el resultado es negativo se trata de un maximo,

Si_f"(x)> 0 entonces x es un minimo relativo.
Si f"(x)< 0 entonces x es un maximo relativo.

Para localizar el punto critico, es decir, las coordenadas exactas del maximo o minimo, debe-
mos evaluar el niimero critico en la funcién original con el fin de obtener el par ordenado corres-
pondiente, es decir y.

A partir de los datos obtenidos mediante estos dos criterios y de las intersecciones con los
¢jes x y y, y con las nociones adquiridas mediante el estudio de las funciones, contamos con las
herramientas suficientes para realizar un bosquejo detallado de la curva. Continuaremos con el
ejemplo de la primera derivada y agregaremos los detalles de la segunda derivada para definir
mejor su trazo en el plano cartesiano,

EJEMPLO

f(x)=x3+2x2 —x+8

f(x)=3x2+4x—l

3x? +4x—-1=0
X ==1.55 Nimeros
x, =021 ooy

f"(x)=6x+4
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f"("*55)=6("-55)+4= -5.3 R Lo que importa al evaluar en la segunda
: derivada es el signo, si es negativo se
. " tratadeun méximo, pero si es positivo

f"(02|)=6(ﬂ,2])+4=5,26 4 hablamos de un minimo

Para hallar las coordenadas exactas del méximo o del minimo evaluamos los niimeros criticos
en la funci6n original (grafica 5.26).

£(-155)=(~1.55)" +2(~1.55)" - (-1.55) +8 =10.63

£(021)=(021)’ +2(0.21)" (0.21) +8=7.89

13.Iky
Méximo
—1,55,10. &
{—1.55,10.6) §
&
- Y
e )] (0.215,7.89)
Minimo
&
§
&
y=x"+2:x—x+8
1
{~3.13,0) ¥
! |02 5
Grafica 5.26

ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.6

Encuentra y determina si los niimeros criticos de las siguientes funciones pertenecen a un
mAximo o a un minimo,

L f(x)=x2—5 4, f(x)=4x3—2x2—8x 1. f(x)=15+3{}x+6.1:2—3x3
2 f(x)=8-(x+3)] 5 s{x)=5-7x7-0x 8. f(x)=8-#

3 f(x)=+"-3 6. f(x)=x"+2 9. f(x)=2+10x+9



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

Sid Ejemplo de una recta tangente a Y4 Ejemplo de una recta tangente a
la grdfica de una funcidn of neava b grdfiea de una funcidn cincava
hacia arriba hadia arriba

x £ x
Griéfica 5.27 Grafica 5.28
¥4
Funddn edncava hada arriba y
su recta tangente en el minimo
absoluto
x
Griéfica 5.29
¥ A
Funcdn cdncava hada abajo y
su recta tangente en &l mdximo
absoluto
x
Grifica 5.30
r4 r4 Ejempla de una rectd tangente
d la grdfica de ung funcidn
afncawt hada abajo
Eemplo de una recta tangente
ala grdfica de una funcidn
aincava hada abajo
H *
Grifica 5.31 Grifica 5.32



Traza la gréfica de la funcién y=15+3x" — x*

f'(x) =6x—4x°
f(x)=6-12x

6—12x> =0

-12x2=-6

;s =6 6 1

X =—am—a—
11 13 2

~— Puntos de inflexién

Céncava hacia Cdncava hacia Cdncava hacia
abajo | arriba | abajo
- [ [ =
—0.707 0.707

o

CAPITULO 5

Estudio general de curvas

20 &Y
(-1.22,17.3)

(1.22,17.3)

{—0.707,16.3) (0.707,16.3)
Punto de inflexidgn | Punto de inflexidn

Concava

) : Concava | y=15+3—x"
hacia abajo ” tucla abalo
hacia arriba
1 0.2 x
3 1 -1 | 4
Grifica 5.33

EJEMPLO 1
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Traza la grifica de la funcién y=x*+x> —20x

f'(.r]=3.x2+2x—20

3x?+2x-20=0
Il = —294 = =
— ———Nimeros criticos
Xy = 227 = —
Intervalo Intervalo Intervalo
) creciente | decreciente | creciente
' | I ’
—2.94 2.27

f’(—3)=3x1+2x-20=1 — (+)
£(0)=3x?+2x-20=-20 — (-)
£1(3)=3% +2x-20=13  —(+)
f(x)=6x+2

6x+2=0

2 1
o o RS
*="% 13

f"(‘l)=6(“1]+2=—6+2=—4<{}

Por lo tanto, la funcién es concava hacia abajo en ese intervalo.
Y f7(0)=6(0)+2=0+2=2>0 por lo tanto, la funcién es concava hacia arriba en ese in-
alo.

Se puede concluir que el punto (—0.333,6.74) es punto de inflexi6n.

504y
(~2.94,42)
o

Concava
hacia abajo
Jr=.r]+ X120

(-0.333.6.74) 5| punco de inflexion

y =

—10 1 1
Concava
hacia arriba

[o]
(2.27,-28.6)

—a5
Gréfica 5.34 Ejemplo 2.
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NOTA: Mientras que el criterio de la primera derivada da los nlimeros criticos, la segunda
derivada puede darte los puntos de inflexién,

Traza la gréfica de la funcion p =-(3-.ac]2 +7

flx)=-x"+6x-2

f'{x)=—2x +6 Primera derivada
-2x+6=0
-2x=-6
x=g=3 S Miimero critico

F()=2 Y optats [ sk oo s |
f"{3)=_2 segunda derivada el resultado es negativo,

L]
]
(]
(]
1
entonces se trata de un mdximo y, por lo |
tanto, de una aurva céncava hacia abajo H

1

1

i

94y
Punto critico
{3,7) :------—-----1
+ 5 * | Recta tangente
Céneava y=—(3-x32+7
hacia abajo
1
X
-2 0.2 8
-4
Grifica 5.35

El qltimo método consiste en obtener la ecuacion de la recta tangente a partir del niimero
critico.

EJEMPLO 3

271
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N EJEMPLO 4

Retomemos la funcién del ejemplo anterior para encontrar la ecuaci6n de la recta tangente.
Al evaluar el niimero critico en la ecuacién y = —x> + 6x — 2 en primera derivada, y sustitu-
yendo los valores resultantes en la ecuacién punto pendiente, obtenemos

vo=—(3) +6(3)-2=7

m.=-2(3)+6=0
b=y —mpxy =7-(0)(3) [ Ecuaciéndela |
el | S )

Por lo tanto, se trata de una recta tangente horizontal en y = 7, como se muestra en la grifica
5.35.

ACTIVIDAD DE TRABAJO 5.7

Realiza el bosquejo de las siguientes curvas. Utiliza los criterios de la primera y la segun-
da derivadas, el analisis de concavidades y la localizacién de los puntos de inflexi6n.

L. f(x)=.t3+5x2—8 4, f(.r)=x"+2x3—4x2+] 7. j"'(.vc)=IS'U+31.'5.=|:J"—3;::'1
2 f(x)=l{}xl+3x4—6x5 B f(x)=xﬁ—l2x4+18x2+15 8. f(x)=x4—5x2—2]

3. flx)=xt-5r+12x4+7 6. flx)=x?+4x-32 9. fx)=x"-64x

PORTAFOLIO DE EVIDENCIAS -

Desarrolla e integra las siguientes actividades a tu portafolio de evidencias.

6. Analiza y grafica 8 funciones mediante el criterio de la primera derivada, segunda derivada,
andlisis de concavidades y de puntos de inflexion.
7. Presenta solamente los ejercicios impares de la actividad integradora.

. i?‘ iSoy capaz de usar los criterios estudiados para determinar las concavidades de una
grdfica?
¢Comprendo el concepto de punto de inflexion?

¢Realmente ya soy capaz de realizar el bosquejo de curvas?
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ACTIVIDAD INTEGRADORA UNIDAD 5

Bosquejo de curvas.

PARTE I

Encuentra la recta tangente y normal a las siguientes curvas.

1. —36-x%,x=42 3, 12—3,;\::—[.5 5. Vx+8,x=21
2. In|x-7|,x=8.5 4. 10x-15x",x=33 6. €, x=18
PARTE I

Encuentra la recta tangente y normal a las siguientes ecuaciones implicitas.

1. x"y—Tay’=3en (38) 2. y-xy=-3en (-2,5)

PARTE TII

Verifica si los siguientes ejercicios cumplen con la hipétesis de Rolle.

1. f(x)=2x"-6xen [-14] 6. f(x)=4x*-4xen[-12]
2. f(x)=3cos(x)~3en [0,27] 7. f(x)=5x"-25xen [-16]
3. flx)=2x*-12en [-1,1] 8. f(x)= x-xieu[ol]
4. (x]=3x x* en [0,3] 9. f(x)=senh?(x) en [-2,2]
5. f(x)=x7+8en[-L1]

PARTE IV

Estudio general de curvas

Verifica si los siguientes ejercicios cumplen con la hipdtesis del teorema del valor medio.

1. f(x)=V¥*-25 en [5,6] 6. f(x)=4x"=5x en [1,3]

2. flx)=x"+3x—6en[1,4] 7. f(x)=-x"+28x-49en [0,2]
3. f(x)=3"+2xen [1,2] 8. f(x)=8x—xen [1,4]

4. f(x)=x*+8x+16en[3,4] 9. f(x)=x"-6x+9en [13]

5. flx)=x+x-42en[6,7]

PARTE V

Utiliza el criterio de la primera y de la segunda derivada para bosquejar las siguientes curvas.
k: f(x)=5x4-4x5 e f(.r)=x4-5x2+4.r+3 5. f(x)=9.r—3.r3

2. _j"‘(.vc)=i'+.'3‘uc2-.1:'1 4. f(x]=x(x+?](x—5) 6. f(.r]=6x5+3x4-5x3-l
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PARTE V1

Realiza ¢l anilisis completo de las siguientes funciones y traza su bosquejo.

L f(x)=3x—8x 4 flx)=5+6>-7x*-4x 6. f(x)=8+5x-42°

2. f[x]=4x2—3x23 5. f(x)=20"-8x 7. flx)=x*-8>+2x-1

3. f(x)=x"-9x+8

PROBLEMAS DE APLICACION

Problemas de economia

5.1

52.

3.3.

En economia el célculo diferencial se utiliza para resolver problemas de costos y de pro-
duccidn. C(x) representa el costo de producir x unidades de un determinado articulo y su
derivada C'(x) se denomina costo marginal; R(x) es el ingreso de la venta de x unidades, y
R '(x)es el ingreso marginal. Por tiltimo, la funcién P(x) = R(x) — C(x) se denomina funcién
de beneficio. Los puntos en los cuales R(x) es igual a C(x) se denominan puntos de equili-
brio.

En una maquiladora, los costos de produccién e ingreso de cierto arnés estdn dados por las

siguientes funciones: C(x) = 3x + 800 y R(x) = 15x — (x’y/40. Encuentra la funcién benefi-
¢io y los puntos de equilibrio.

Encuentra ¢l nivel de produccién éptimo que maximizard ¢l beneficio con un costo de C(x)
= 7x% — 1250x + 840 y un ingreso de R(x) = 1200 — 900x.

El departamento de ingenieria desea obtener el costo marginal de la produccién de 120
piezas de un nuevo articulo, y el costo real de 140 piezas del mismo articulo; la funcion del
costo estd dada por:

2
C(x]:l,2m+30[};r-:§,ﬂ‘—:x‘—:hﬂm ===~~~ Fundén del costo real

X

C'(x)=300- =

< ———————— Funcién del costo marginal

Problemas de disefio industrial

54,

274

El cdlculo diferencial se utiliza en la industria principalmente para resolver problemas de
optimizacion.

Una empresa de hamburguesas propuso a 5 maquiladoras desarrollar una freidora que
maximice el volumen a partir de una hoja de acero inoxidable de 18 pulgadas de ancho
por 24 pulgadas de largo. Para ello hay que cortar un cuadrado en cada esquina y doblar
hacia arriba los lados resultantes. El contrato para producir 100 freidoras serd asignado a la
magquiladora que logre encontrar ¢l mayor volumen al menor costo.
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5.6.

=H B

5.8.

53,
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Un empresario mexicano desea incursionar en ¢l mercado de la venta de bebidas embo-
telladas (refrescos). Sabe que para competir en este campo debe ofrecer un producto con
valor agregado, para lo cual tiene en mente lanzar una presentacion mas grande del pro-
ducto al mismo precio que sus competidores: la lata promedio contiene 355 ml, mientras
que la suya contendra 800 ml. El costo de produccién de cada tapa es de $0.08 por cm?
(centimetro cuadrado) y el del cilindro es de $0.05 por cm’. Encuentra las dimensiones que
minimizaran los costos de produccién.

Una empresa quiere construir una olla de metal para completar su linea de utensilios de
cocina, y desea que esa olla contenga exactamente 2 litros. Obtén las dimensiones que
minimizarn la cantidad de material a utilizar para fabricar esa olla.

S o A=mmr? Area del cuerpo

-

_____ - A war? Area de la base

Cierta empresa de electrodomésticos requiere construir un horno de base cuadrada cuyo
volumen sea de 1.5 m®. Si el material para la base tiene un costo de $120.00 por m? (metro
cuadrado) y el material para los lados es de $75.00 por m% jcudles son las dimensiones
para minimizar el costo del horno, y por lo tanto en de la produccion?

En una magquiladora se elaboran dos productos: un aro dentado y un disco. Si tenemos que
C = 6x? + 72y, donde C es el costo total de produccién de una jornada de 8 horas, x es el
mimero de maquinas utilizadas en la elaboracién del aro, y yes el nimero de maquinas que
s emplean en la elaboracion del disco. Si durante una jornada de 8 horas se dispone de 21
miquinas, /jcuintas de estas miquinas deben trabajar para que el costo total sea el minimo?

Cierta empresa zapatera desea construir una caja con tapa para su nueva linea de zapatos.
A partir de una hoja de cartén con las siguientes medidas, encuentra el volumen méaximo

para la caja.

36cm

275



CALCULO DIFERENCIAL para cursos con ensfoque por competendas

5.10. Una cadena de comida rdpida acaba de poner una franquicia en cierta ciudad y trata de
posicionarse en ¢l mercado ofreciendo una pizza a buen precio y mejor calidad. El tamafio
de la pizza dependera de las dimensiones de la caja. Si cuenta con una hoja de carton de
las dimensiones y dobleces que se presentan en seguida, jcudl debe ser el valor de x y
de los dobleces para obtener las mayores dimensiones posibles de la caja?

50 em

| ! 7}
ST TR Iy
100 cm i

Figura 5.5

Al o e o o o T

5.11. En un puerto pesquero, una cooperativa planea exportar sus productos en latas circulares
que contengan 100 cm’. Si el costo de las tapas es de $0.1 por cm? y el del cilindro es de
$0.05 por cm”. ;Cuéles deben ser las dimensiones de la lata para minimizar los costos?

. AUTOEVALUACION

PARTE 1
Encuentra la recta tangente y normal a las siguientes curvas.
1. sen[Zx)+4,x=% 2 x3+§,x=0.5 3. xz—\f;,x=2
X
PARTE 11

Encuentra la recta tangente y normal a la siguiente ecuacion implicita.
1. 6xy+4xp’=9en (4,3)

PARTE II1
Verifica si los siguientes ejercicios cumplen con la hipotesis de Rolle.

L f(x)=x*~1en[-33] 3. f(x)=8x—x*en[0,2]

2, f(x]=x s -x en [-l,l]
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PARTE IV
Verifica si los siguientes ejercicios cumplen con la hipdtesis del teorema del valor medio.

1. f(x)=V36-x* en [2,3] 3. f(x)=x"-2x-35en[3,5]
2 f(x) =2x"+3x% en [2,3]
PARTE V
Utiliza el criterio de la primera y de la segunda derivada para bosquejar las siguientes curvas.

1. f(x)=x2';(x2—5x—6) 3. f(x)=x3—2x+5

2.
2. f(x)= x/3 =3
PARTE V1
Realiza el andlisis completo de las siguientes funciones y traza su gréfica.

3

V8 —x 3. _j"'(.l:)::::s—-‘l-xE

2. f(x) = x-23 (xz +5x —36]

1. f(.r)
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FORMULARIO

DERIVADAS

d = f[x+ﬁr)-f{x)
LEI{I)_ﬂiTu Ax

Derivadas de funciones bdsicas

d

2 x=I
3.-ii%)=ﬂ
a, “'i;‘hc
5 d(z")=mn.|
" a'(;:"?l ™! %
7 icﬂ=c-ﬂ

dx dx
E.%[uiv):%i%
& %\G=:;

d .y ik u
10. — un =

1. %=m‘"+n’v
{3) v
Vi —vu
12 =
dx v

Derivadas de funciones exponenciales

13 ﬂa—u‘)—:al‘.@.
dx

14, X&) _ p
dx dx

Ina
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Derivadas de funciones
logaritmicas

d(logu) _u'loge o 1

16
dx 17 In [lﬂ)x
dilnw) o
b B el 050
! dx u
Derivadas de funciones
trigpnométricas
18, _d{s;: B a:.::i:-swE
19, ﬂiﬁﬂ =—senu %
d(tanu) 2 du
20, —= —
&
d(cotu) 2 du
21, =— e
& - Mg
LY
d(cscu) du
= tu—
23 o cscucotu =
Derivadas de funciones
triganométricas inversas
5. d(sen'u) __
dx J -2
d(cos™ u) u
25. =~
dx N
% ditan™"u) _
dx 1+2°
g7 dleot™w)
dx 1+u°
o8 disec” u) _ o
dx M W =1
. dcsc™ u) ___
d Vo ~1

Derivadas de funciones hiperbélicas

&+

&+t

e'-'l e e—u

Derivadas de funciones hiperbdlicas
inversds

cnth{u)=

L
=
El
—_—
—
e
]
b -

Derivadas de funciones implicitas

&

&_ 5
de By
x




INTEGRALES

Fdrmulas de integracidn
algebraica

L Jl-:tr=x+c
2% _I'adft =ajtil‘=ax+c

ni1
ax

n—+
m+1

+eonz-—l1
1

3, Jax"cﬁ:=

+en#E-1

u
n+

4, Ju”c&r:
3. J%=Lﬂu+c
6. [(dutdv=[dut[dv

Integracidn de exponenciales

Integracién de funciones
trigonométricas
9. —Isenudu=—ousu+c
10. Joosua&r=senu+c
11, [sec’udu=tanu +c
12. [ esc® udu = —cotu +c
13, Jsecutanua&r=secu+c
14, Jcscuontudu=-cscu+c
15, Jmnuv&:=—m|oosu|+c
=ln|secu‘+.:'
16, Jmtudu=ln]senuf+c
17. _I'secudt=ln|secu+mnu]+c

18. _I'cscm'u= Injese u— cotu]+ ¢

Farmulas de términos cuadrdticos

19._[ & =lsec"£+c
uNul-q* @ ""
20._[ zdu 2 =LL|1 a+"+ i
a—-uw 2a |a-u
21.-J ;ﬁ' 2 =11m1'1£+c
w+a @ a

1 =
22, -J ;ﬁ‘ 7 =-----I11~-—~-t‘Ir 4 +c
Wo—-a 2a u+a
du 1)
23.-_[ = £=se11'—+c
N g

+c

24, -I o =[n‘u+\l'uzia2
25, —I a —udu

=?§v'a2—u2 +Ezisen"§+c
26. —J u +adu

2
=2t +a j:f’z—ln

2

H+\I|td'ziﬂ2

Integracidn por partes

27 —J.ua'°~’=uv—_|lmh

Integracidn por sustitucidn
trigpnométrica

a) SiVa® —u® Hégase u=asenz

VounNa: =t = acosz

b) Si Vu® +a” Higase = atanz

Yerraress \Il.h‘z +d =asecz

¢) Si Vu? —a® Higaseu = asecz

Integral definida:
[ £(x)de = £(8)~1 (a)

+e

Formulano

Fdrmulas de variaciones
trigonomeétricas
n+l
sen”" y

n+l

cos™ " u
n+l

tan™" 4

n+1
31, _[cnt“u[—cscz u)dh =

28, Jsen"u cosu du=

29, Jcos"ﬂ{—senu)cﬁt = +e

30. Im”useczua&:= +e

mt“'u
n+l
32, Isec"usecumnﬂd¢=

+e

41

sec” u
n+1l
33, Imc”u{-cscu onm)du =

n+l

cse"
n+l

+c

+c

Leyes de los logaritmos

In{ab)=1In a+In b

m(EJ =In a—In b
b

In(a)" = nln(a)

Log, (N)=1

Log,, [1): 0

Log, [N)‘ =x

_ log(N)

LGE:[N)— log .t)

Leyes de los exponentes
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Formulanio

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS .
N 1 cos{A+B)=cosdcosB+sen 4A+sen B
h - esc sen A-+sen B=2sen ! (4+ B)cos (4~ B)
a | =
R cos A +cos B=2cos 1 (4+B)cos1(4-B)
=1 1
— sen acos B = ; sen(a+ )+ sen(a - B)
el s cos acos = Lcos(ar+ ) + L cos(a— B)
= e S i :
_O_EEﬂ_tﬂﬂ ﬂmﬂmﬁ:icoﬂ(a_ﬂ)_iom(ﬂ_m
h 1
T & cos Fdrmulas de dngulos compuestos
cacmttnt 1. sen(x+ y) t
=—_——=— : T - x x
o sen sen ¥ SENnx COs y+Ccosxsen y

2 seu{x—y)=senr COS ¥ —COSX sen y
IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
3.sen2x=2senx cosx

De dngulo doble " TP,
sen24=2sen Acos A ; = 2
cos24=cos’ A—sen’ A 5. cos(x+y)=cosx cosy—senx sen y
cos2A=1-2sen’A 6. ms[,r-y)=cﬂﬁx COS y +sen x sen y
C'DSZA=20032A—1 7. cos2x =m2x-ge111x
De Pi 1+
itdgoras g, 0‘}5%=i ;;mx
sen’ A+ cos” A=1 .

x x—
sect A—tan® A=1 9.senx+seny=zsenTycmTy
csc? A—cot’? 4 =1 X+ x=

10, senx—seny=2ms—ysen—y
Reduccidn de exponente 2 2
11. cos x —cos —zmsﬁ—ymsx;y
sen’4=1—Lcos24 . = 2 2
Oﬂﬂz A=%+ém2:§ 12‘ mx_msy:_zsenﬂmﬂ
2 2
tan? A=M 13. Zsenxseny=-m{x+y)+m{x—y)
l+cos2A4
14. 2senx cosy =sen (x+ ) +sen(x - y)
De multiplicacién

15, zcoﬂxseuy=sen{-t +J’)‘5°n{x‘y)
sen AcscA=1
16. 2cosx cos y = cos(x +y)+°ﬂﬁ(x‘3’)

tan Acot 4 =1

sen AcscAd=1 17. tan{x+y)=M-y—
e e At 1—tan x tan y

tanx —tan y
Mitad de un dngulo e tan{.t—y)= 1+ tan x tan y
2 X
m—__l:_lmx lgltanfzx:ﬂ
2X_1_1 1-
oo = g g oAk 20, tan X = —— 5%
2 senx

zseuzj—_:—l=—cnsx
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Diferenciales
dv = Ax
dy # Ay
Ay=y, —y dela curva
dy = y, — y, de la recta tangente
dy= f'(x) - dx

Integracion numérica
1. Regla del punto medio
Jo 7 (e)ae=axlr (7)1 () -1 ()]

b—a _
&I=T;xi =¥+ %)

2, Regla del trapecio
J:f(x)dx= %[f{xu)+2f{x,)+...zf{xn_,)+f(xn):|

b—

a
n

x,=atilx; Ax

3. Regla de Simpson

[ 1(x)ds=
Ax| f (xn)+4f["i)+2f{x3)+4f{x3)+...]
3 Zf{xn_3)+4f(x“_])+f(xn)

b—
donde n es pary M=Ta

Integracién numérica
Tipo 1
a) Si J:_f{x) dx existe para todo mimero { = a..

[or(x) de= tim [! p(x)a

f=fon

Formulano

b) i [ (x) d existe para todo niimero £ < b .

[ 1(e)de= fim [} 1 () e
siempre y cuando haya este limite y sea un
nimero finito

¢) Si J: ¥ {x) dvy _I: I {x) dx convergen entonces
por definicién:
[T r(x)ac=[" rlx)ae+ [ r(x)ar
Tipe 2
a) Sif es continua en [a,b) y discontinua en b,
[ £(e)de= tim [\ £ (x)a
si este limite es un niimero finito,
b) Sif es continua en [a,b} y discontinua en a,
b B
[, 1 ()ae= tim [, 1 (x)as
si este limite es un niimero finito,
¢) Si [ tiene una discontinuidad en¢, ya<c<b,
y si son convergentes tanto J':’ F (x)dr cnmnI: F [I)dx,
por definicion ||/ (x)dv =[" £ (x)as + [* f(x)ax
Aplicacion de la integral
1, Longitud del arco

2

€=J: 1+ % dx

2, Momentos de un drea plana

M = A7; My = AT
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Formulanio

Series
. o | 2 o
l. e —"+-—' --'-+ = —I-c—'-
o 11 2 Lag 1
1 9 v 2k+1 &
2 £ ¥ x X -1
z.sen{x)——-—- —_———.= —{—)—

o3 s & (k)

3 cc@[x) £-£+——— = ZL

o 21 4 67 3 (2k)

Eavacion de la linea recta
y=mx+b
J’z‘.Vl=-’”{x:"I|)

_Ya~h
X —=h

m

Férmula general de las ecuaciones cuadrdticas

Siax’+br+c=0

—b+ B - 4ac

2a

Método de Newton Rapson para localizar raices

__fx)
T
Linealizacidén de f(x)

En (a, f(a))
Lix)=f(a)+ f(a)(x~a)

n(n+1)

2

13+23+33+...n2={n(n+l)}

a+l

14243+, +n=

2

P+22 43+ 40 =—n[n+1)[2n+l)
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Teoremas de cdlculo

1. Teorema del valor intermedio. Si f es continua en [a, b]

y f(a) <N < f(b), existe un niimero ¢ en (a, b) tal que
flo)=

2, Teorema del valor medio. Si a < ¢ < b, entonces

f{bg 4 P
—-a

Teorema de Rolle. Si f(a) = f(b), existe ¢ en (a, b) tal
que f'(e)=0

Teorema del valor medio para integrales. Si fes conti-
nua en [a, b] existe un niimero ¢ en [a, b] tal que:

[ 7(x)de = fe)-(6-a) o
[l 1 ()= 10
Asintotas

X
Si h(x)= M entonces:
glx)
La asintota vertical se localiza haciendo g{x) =0 y se
resuelve para x.
La asintota horizontal se encuentra asi:

a) Sif{x)es de menor grado que g(x), la asintota ho-
rizontal es y = 0; es decir, estd en el gje x.

b) Sif(x) es de igual grado que g(x), la asintota ho-
rzontal es el cociente de dividir el coeficiente de
mayor grado de f(x) entre el coeficiente de mayor
grado de g(x).

¢) Sif(x) es de mayor grado que g(x), la asintota es
oblicua y es el cociente de dividir /'(x) entre g(x)
cuando x —* ee,



Formulario

RELACION ENTRE EL TRIANGULO DE 30°
Y LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

H=2
O=1
= A -3
3p° 60°
T D
2 2
NE} 1
m:-—m- cos:-—
2 2
1
tan= — tan= /3
NE
1
cot=13 cot=—
J3
2
sec=— sec=2
3
2
csc=2 csc=—
V3

, 90
2 RELACION ENTRE EL TRIANGULO DE 45°
Y LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

3w

T,135"
H=42
P O—=1
w,180° 0,27
A=1
- 4 1
vl L] y Al 1} o un: —_—
225 315 5
cos= !
2 2700 T2
tan=1
cot=1
sec= “J’E
CsC = ‘JE
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