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Para los que ensefian y para los que aprenden
ING. ARTURO SANTANA PINEDA






El poder de las matematicas

El que domina las matematicas
piensa, razona, analiza y por ende
actia con légica en la vida cotidiana,
por lo tanto, domina al mundo.

ING. ARTURC SANTANA PINEDA






Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una insticion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de
regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.
Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidi6 plasmar y
compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo principio
fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por tanto actila con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es ficil aprender matemdticas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargp, la prictica puede lograr que este razonamiento se dé mds rdpido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro esta formado por seis capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta siempre que
el estudio de las matematicas es un procesc en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los conoci-
mientos adquiridos en los capitulos anteriores.

Cada capitulo est estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son desarro-
llados paso a paso, de manera tal que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los
gjercicios correspondientes. Las respuestas a los gjercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el
estudiante verifique si los resolvio correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademas, en algunos capitulos
aparece una seccién de problemas de aplicacion, la cual tiene como objeto hacer una vinculacion con casos
de la vida cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, algebra, geo-
metria y trigonometria, geometria analitica y calculo diferencial que se encuentran al final del libro, para que
el lector haga un diagnostico de sus conocimientos en dichas areas los cuales son fundamentales para ini-
ciar el aprendizaje del cdlculo integral. En caso de tener algin problema con dichos gjercicios se recomienda
retomar los temas correspondientes y consultarlos en los libros de aritmética y dlgebra, geometria y trigono-
metria, geometria analitica y calculo diferencial de la serie CONAMAT.
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CAIome NIEGRAL

El estudio del calculo integral comienza con las propiedades de las sumas y la suma de Riemann. En el
segundo capitulo se estudia la forma de resolver integrales inmediatas (formulas de integracion, cambio de
variable, integracion completando el trinomio cuadrado perfecto); posteriormente, en el tercer capitulo, se
ven integrales de diferenciales trigonométricas (casos de potencias trigonométricas); los métodos de inte-
gracion (sustitucion trigonométrica, integracion por partes, fracciones parciales, sustitucion por una nueva
variable, integrales de diferenciales binomiales y transformaciones) en el cuarto. En el capitulo quinto se
contemplan las aplicaciones de la integral: drea bajo la curva, entre dos curvas, volimenes, longitud de arco
y aplicaciones de la integral. Para €l capitulo sexto se introduce al estudiante a las ecuaciones diferenciales,
con la infencion de mostrarle una aplicacion del calculo y que con eso pueda iniciar un curso formal sobre
el tema.
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CAPTULO ]

SUMAS

HISTORICA
=]

acié en Breselenz, una aldea cer-

cana a Dannenberg en el reino

de Hannover, actuclmente parte
de Alemania.

Fue un matemdtico que realizd confribucio-
nes muy imporiantes en andlisis y geomelria
diferencial, algunas de ellas allanaron el
camino para el desarrollo mas avanzado
de la relatividad general. Su nombre estd conectado con la funcién zeta,
la infegral de Riemann, el lema de Riemann, los variedodes de Riemann,
las superficies de Riemann y la geometria de Riemann.

los escritos de Riemann de 1854 llegaron a ser un clésico en las matemdti-
cas y estos resultados se incorporaron a la teoria de la relatividad y gravito-
cién de Einstein, La cétedra de Gauss en Gotiingen fue ocupada por Dirichlet
en el afio 1855 y después de su muerte por Riemann. En esos tiempos sufri6
de tuberculosis y estuvo sus dliimas afios en ltalia en un intento por mejorar
su salud.

George Friedrich Bernhard Riemann
(1826-1866)




1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

Definicién
La suma
a,ta,+a;+ ... +a,

se representa con ¢l simbolo sigma ¥, de la siguiente forma:

iai =a ta,t+a;+..+a
i=1

Ejemplo

=2

Determina is
V=1

Soluciéon
Se sustituye § por los valores de 1 a 5, se eleva cada uno de ellos al cuadrado y se suman los resultados:
is* =(1P+ 2P+ @P+@P+(5=1+4+9+16+25=55

5
De manera que, Eiz =55

Propiedades
1 Yk=(n—a+Di 3. Yef@ = 3 FG)
2, i[f(ﬂ"‘g‘(f}] = 2f(5}+23(5} 4, E[f(f}—f{f—l}] = f(n)— f(0)
i=a i=a i=a i=1

EJEMF'LOS o
% 1 ®¢: Encuentra 28
Eol i=3
o Solucién

Al aplicar la propiedad correspondiente a una constante, se obtiene:

is =(7-3+1)8=40

i=3
4
2 ®¢°Pprecisa el valor de Y, + 30)
i=1
Solucién
3¢ aplican las propiedades de las sumas y se determina que:

i(i’+3i} = ii’+i3& = ii*+3ii

i=1 i=1 i=l

Se desarrollan,
2:‘2 ={1}2+{2}2+{3}2+{4}2=30;3ii =3(1+2+3+4)=310)=30

i=l i=1

Finalmente tenemos que:
i(52+’_’i} =30+430=60

i=1
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CHCULD NTEGRAL & Sumas

3 @+ Culcula el valor de i[z::s —%n+ ‘T]

m=0
Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas, se determina:

i[z:: ——n+?] Zin —Z—n+z zi 3—%in+i?

=0 a=0 n-l'.'l a=0

Se desarrollan las sumas,

23 0% = 20F + (1P + @F + GF + @F + (5] = 450;

m=0

2)’; - —%(n+1+2+3+4+5} = —%(15} =-10

n-El

f,? =75 -0+ 1) =76) = 42

a=0
Por tanto, se precisa que:
5

Z[ —-n+7] 450 — 10 + 42 = 482

4 @2 Determina el valor de f,(sa.iz +12bi —3c)

i=6
Solucién
Al aplicar las propiedades de las sumas se encuentra que:
Ll

f,(sai*ﬂ?m—:w} Zsa: +Elzb;—23c 3::2;+12&i1—23€

=6 =6 i=8 = i=6

Se desarrollan las sumas,

3aY* = Gal6F + (77 + 6P = (a)(149) = Ta;

12&&,: = (12B)(6 + 7 + 8) = (12b)(21) = 252b; ﬁ:w = (Be)8 — 6+ 1) = (3)(3) = 9%

i=8

Finalmente el resultado es:

]
Y. (3ai® +12bi - 3c) = 447a + 252b — 9c

i=6




1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

EJERCICIO 1

Realiza las siguientes sumas:

1. ﬁ"i‘

i=1

2, f,{a;—g.i}

i=2

3

=1

EN

5. ﬁ(s&—z]*

6. i(nz - 4)

L]

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

3

i=4

ai+b
8.
J-I[ 2a ]

9, 2(3.-:’ —5n47)

A=l

0. il‘l(ﬂ +1)

A=l n+2

11. f‘(n3 —n)

a=3

12, i( i —(i-17)

Suma de Riemann [recténgulos inscritos y circunscritos)

Sea f(x) una funcién definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la grafica de f(x) en el intervalo dado, se obtiene
realizando estimaciones con rectdngulos inscritos o circunscritos como se ilustra,

Rectingulos inscritos
sumas inferiores
Y&
y=rx)
/ dlizs -
Area
o a /ax Xu-1 b X
Xi-t M

A= EE[E’_T“) fla+ (i — DARD)

b—a

Donde Ax=

Rectingulos circunscritos
sumas superiores

¥ =fx)

= oy

0 a S Xp-1 b _ir
Xi-r X

A= _ngi[b_“)f{a + iAx)
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Sumas bdésicas
1. Yk=in

. n{n+l) n+n
2 G-t
i=1

" iii _n(n+1)(2n+1) _2n’ +3n’ +n

i=l 6 6
4 < I_3=n2(n+1}z =n" +2n° +n°
g 4 4
s E‘ ""'1](2""'1]{3"24'3"_1] 6n°+150° +10n° - n
' i =l m m
EMPLOS .
- 1 ®%° Encuentra el drea limitada por la curva f(x) = x* + 2 y el eje xen el intervalo [1, 4]. Utiliza sumas superiores.
i§' Solucion
Grifica

Se sustituye en la formula A =1im i[b%a]f(a +iAx)

i=l

Donde
e . o )
n n n
12+1£\x—1+;(3)—1+E
n n
(+3)-0+3)
fla+ihx)=fl1+—|=|1+ + 2
n
i —p i
: S8
n n
Por consiguiente,
9i 27i° 18i 9
A= lim —+— +3 lim + =+
""”;:n(n ] n-omz[ H J‘lz ﬂ]
27 18§ 9
- 1S3 10452)
I-I =1 =

il 2 152 92]

N i=1 Mz

= lim —3' +—2' +—-n
s 6 n 2 n

’27 2+ +n 18 n4n 9 ]

f
=1[mz:r'+£+lz =27u?
ey 2n 2In

Finalmente, el frea es A = 27u?



1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPIFICADAS

2 oo Aplica sumas inferiores para encontrar el drea limitada por la curva f(x) = x? — 1 y el eje xen el intervalo [1, 4]

Solucién
Y
N4 x
Se aplica la férmula
A= limz( )f(a+(f—1}ax}
=l
Donde:
Apabow A= 3
n n n
a+@-Dax=1+G-n32=2_34
n n n

fla + (i — l}ﬂx}=f[%—%+l) (n —§+1)

.2
6] 8 6

n R n ﬂz n

Al sustituir en la férmula se obtiene:

oo B3 - g (- 2) 2
-ufs33(3-5) 3(3-2]

i=1 1 i=l

27 <, 18 54 .. (27 18
=lim| S} "+ - }i+| - .1
m“_nsg [l’.’.2 l’.".3 ];; [J’-’.! nz i =1 ]

I 3 1 2
o] 213 A 13_&1:: ;n]ﬂ(g_g]]

_ns 6 P o oo
27T 9 9 27 27 27 18
= e B et -
H’_g 2n 207 2 n n n " n]
45 9
= lim[18— 22+ = | = 1842
ﬂ—'“_s 2n an] B

Por tanto, A = 18u?
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3 ®*° Determina el drea limitada porla recta f(x) = —x + 1 y el eje X, mediante sumas superiores en el intervalo [—2, 3]
Solucién
Al analizar la grifica, se consideran 2 intervalos [—2, 1] y [1, 3].

fix)= —x+1 ¥4

N

< +

B, -

Célculo del drea de [—2, 1]

Se aplica la férmula:
A=lim (b_—a)f(a +iAx)
e TN
3
Donde Ax = =
n
f(a+m_r}=—(—2+ E]+1=—2+3
n n

Al sustituir en la férmula, se obtiene:

e

LY

Se realiza el cdlculo del drea de [1, 3],

3¢ aplica la férmula:
A=mn2(b_“]f(a+mx}
LTI
2
n
fla +iAx) = —(1+E]+1 .
n n

Se sustituye en la férmula y se tiene como resultado:
w32 2
“ﬂ”jtll n "

El signo negativo indica que el drea se encuentra por debajo del eje x, pero para efectos del célculo del drea total, se
considera su valor absoluto.
Por tanto, el drea buscada es:

9 i3 4

A=A +A =+ ="y
1 AZ 7 o




1 CapitulO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

EJERCICIO 2
Emplea sumas superiores para encontrar el drea limitada por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado.
L fx)=dx+5x=2,x=35

2 fx)= 22 +6;x=1x=4

3. fx) =4 —a%[-2,2]

4 fer=x"—4x[-11]

5 f) =2 —dx+ 3;x=0,x=2

Calcula el drea limitada por la curva f(x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas inferiores o superiores.

6. f@x) = gr, [0, 5]

7. f@) =3 %x% [-3,3]

B =kx-27+1[13]
9, fix) = x* — dx? + 4x [0, 3]
10. fix) = 5x*[1, 3]

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

10



CAPITULO D

INTEGRALES INMEDIATAS

M atemdtico ruso conocido por sus
frabajos en teoria de aproxima-
cién de funciones, geometria
diferencial, polinomios ortogonales y pro-

babilidad.

El nombre “Chevichev’ es una translitera-
cion del alfabeto cirilico, por lo que a ve-
ces se encuenira con grafias diferentes, por
ejemplo: Chevyshev, Tchebyshef y ofras si-
milares.

Su aporfacién en matemdticas es notoble, debido a sus miltiples aplice-
ciones fanto en teoria de la aproximacién de funciones por polinomios,
como en andlisis numérico |inversidn de mafrices, la evaluacion numérica
de integrales, la infegracién numérica de ecuaciones diferencicles, o la
mds precisa aproximacion a una funcién).

Pafnuti Lvovich Chevichev murié el 26 de noviembre de 1894 en San
Petersburgo.

Pafnuti Lvovich Chevichev
(1821-1894)




2 CapiTULO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

Definicién
Si F(x)es una funcién con derivada f'(x) entonces, F(x) se llama integral indefinida o antiderivada de f'(x).
La antiderivada de una funcién no es tinica.
Ejemplo
¥} +dxi-1

Son todas antiderivadas de f'(x) = 3x2, puesto que todas las antiderivadas de f*(x) quedan incluidas en F(x) = x* + C,
en donde Cse llama constante de integracién,
Para denotar la integral indefinida de f'(x) se utiliza:

[ £ @rax
Entonces,
[3ac=x+C
Férmulas
1. I(du+dv—dw}=jd¢+fdv—fdw 10. j'msvdv=senv+c
2, j'aa‘u=aj'dv 11, jsm’udv=mnu+c
3, fa‘.r=x+C 12, f(:gczvdv=—cotv+c
xﬂ+l
4, Ix"dﬁr= +C,n #-1 13, fsacvtanvdv=sccv+f.‘
n+l
m+1
3 jv"dv=" +C,n -1 14, [esovcotvdv =—csov+C
n+1
6. f% =mhv|+C 15. [tanvdv=—In|cos|+ C =Infsecv|+ C
v =L -
7. [a dv=——+C 16. [cot vdv=In[sen | +C
8 [edv=¢+C 17. [secvdv=In|secy + tanv|+C
9. Iscnvdv=—oosv+€ 18. j-cscvdv=l.n[mcv—c0t v+ C
-Eé-EMPLOS .
1 @4 Determina l resultado de [ x*dx
E |
i Solucién
i 4 +1
= +O=24
j =g TeeTHC
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2 @ Encuentra }-Babzx"‘dx

Selucién
4 +1 b
faab’x" dr=3ab’j'x’ de=3ab' 2 4+ 0=29 x +C
4+1 5

3 @ ;Cudl es el resultado de j'(sx3+zx2—6x+3}dx?

Solucién

f5x° +20° —6x+3)dx = 5[x’ax+2[Fdc—6[ xax +3[ax

3+1 +1 1+1
LANPT SRPY ;
3+1 241 1+1

5 +Xx+C

5 23 6 4
= e 3
4x +3x 2x +3x+C

= Ex"+zxs—3x2+3x+c
4 3

4 ®¢: Open j%

Solucién . :
1 e 3 1
%=I£,=fx Ty = J‘l +c="T+c=zx=+c=zJE+c
& 3 ——+1 =
* 2 2
S ®°* Cul es el resultado de }'—Sf‘?
X
Solucién
3 dx dx o T —3x™ 3
——=-3[==-3 =-3 +C= +C=—+
[ L e R

Integrales por cambio de variable

Algunas integrales no se pueden resolver de forma inmediata, entonces se tratard de ser posible transformar la integral
auna de las siguientes expresiones
m+ 1

}-v"dv=:+1+c I?=]n|v|+c

En las integrales que se resuelven por cambio de variable, se sigue el siguiente procedimiento:

1. Se identifica la variable.
2 Se obtiene la diferencial de esta variable y se efectiia el despeje de la misma,
3. Se mealiza la sustitucién correspondiente.

13
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EMPLOS .
1 ®#°Realiza la siguiente integral:
E_ " }'2(2 +x’}§xdr
i
Solucién

Se elige, de la siguiente forma, la nueva variable que se va a integrar:
v=2+x? - dv=12xdx

Se realizan las sustituciones y se resuelve la integral para obtener el resultado,

3 3
Z+1 =

5
i, . a2

._,2
5 5
2

212+ % gxdx= 2+x2£2.‘c = vgdv= +C
2@+ Ja+xyrennx=]|

25
2
Por consiguiente,

I2(2+x=}§x dx=@+c

2 @9 Determina el resultado de j m+ nx dx
Solucién
dv
v =m + nx, dv = ndx donde dr=?

Al realizar las sustituciones s¢ genera la integral:

3 3
1 1 ) il T
j,l'm+nr dr=I(m+nr]5dx=%jvzdv=i-%+c=zi+C=M+C
2

3
7
Finalmente, [ \/m + dx=w+c

3 ®¢-Encuentra el resultado de Ix{2+x3}2dr

Solucién

dav
=2 3’ - 2 de =
v=24x", dv=3x%dx donde e

32 d dv
fx(2+x ) dx=j-x-vzﬁ=fv’§

Eneste ejemplo el cambio de variable no se puede efectuar debido a que la nueva integral tiene dos variables.
Entonces, se realiza el producto indicado y se resuelve la integral,

fx(z+x’}zd.x = j(4+4x3+xﬁ}xdx= f{4x+4x"+x?)dx = 25 +§x5+§+c

Por consiguiente,

-]
[x@+ 2P ac=24 +§x5+%+c

14
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4 ®9° precisala siguiente integral indefinida:

Solucién
dv
v =2+ 3x,dv = 3dx donde ¥
}- 1
24 Sx 3
Por tanto,
S 9% Resuelve la siguiente integral:
Solucién
v=c+ ae?, dv=ae®dd donde,
j- &do =}-l
c+a’ ‘a
Por consiguiente,

6 @ Encuentra la primitiva de

Solucién
v=1—cos 5x, dv=>5senSxdx
Se realiza la sustitucién:

]

sen Sx
1 —cos 5x

Por tanto,

CAICULD INTEGRAL * Infegrales inmediatas

dx
24+ X

dv_

v

1

2

E——1n| |+C = —1n|2+3x|+c

}-v

dx
24+ 3x

-ln}2+3x|+c

&"de
c+ae’

d
AR T
a

dv _ 1 cdv

———]n| |+C

jv

—ln|c+ae"| +C

v a

&do
c+ a.eIil

= l]J'1|c'+a:.ee"| +C
a

J- sen Sx
1—cos5x
donde ? = sen 5x dx

1 dv 1 dv

3 s __EIT__]nlvHC = —]nﬂ cos 5x|+C

]

sen Sx dx

1
—In|l —cos 5x|+
I—=cos3x 35 S

15
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EJERCICIO 3
FEfectiia las signientes integrales:
3 2 6
L o w (G55
2, }'Sx"a‘x 21, jifad:
3. [bxiax 2. [Jor ar
4, jﬁx’dx 23, j{gxf—sx"—u’—ﬁx’—zx—a}dx
5. [aax 24, [(a¥’ —bx' — ex +d)dx
3dx x 3x
6 [ o [ - o e
dx x'—6x —Tx
T 2. | ; ]dx
: 3 2
8 [¥xax 7. | sz—sx]dx
; 4 5
9. [5Yxdx 28 I(Sx—ﬁ]a‘x
10 I¢: 29 F[J’g—Sy%—Zy%—ﬁ]@
7 5 1
11 stffr 30 j-[}’!—}'j_y! %
12, fA& 31 [Ynse =3+ d
X
dx 3
13. jﬁ 32. [Vt dr
6 dx 6
14, ji{} 33, j{3x+4)dx
15, [Vx® dx M. [(@x® —byxdx
dx 3 2
16. jfﬁ 3. [F@’ - a)ar
17. I% 3. [(a—by)'dy
18, [Vbx dx 37. [ —6)ar
19, j(%—ﬁf;}n 38, fx{x+4}2dr

16
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39.

41,

42,

43

47,

jx’(x+1}3dx
j-qll'm + ny dy
[5x=3ax

j- rdr
Jar +b

.jil,;:‘__l
J(vx -

xdx
 Fow o

4]2 dx

)

5dx
j(ix—

4y

I Bxdx

aresy

(2x

(V%

_b]z s

L -
dr
j-m:+.!a

dx
o

49,

51,
52,

53,

54,

ss. [

56.

dx

x+3

dx dx

P

(2x —3)dx
(x*=3x+6)

[ =2 x> —6x +3ax

Id}f

(ay" +b)"

jéh(l ‘-eh}zdr

R

Infx + 3)*dx

x+3

17

58,

59,

60.

61,

62,

63,

64,

65.

66.

67.

68,

69,

70.

71,

72,

73,

74,

75,

fcm 4x(1—sen 4x)dx

jcsczx..f3+mtx dx

CAICULD INTEGRAL * Infegrales inmediatas

j-seclxtﬂnz_t

J1—sec2x

CO8 ax

Ji

—S€n ax

}_e\-'x J_|'£: *_q @

juot x(2+In|sen x|) dx

sen 2x dx

=y

jsenz.&x cos br dx

jcot mx csc” mx dx

Im52 4x sendx dr

08 5x

'F,Iu'scnSx+4 ax

4x+2
fx+2 o

(3" +2)dx

¥=1

dy

yhn'y

dx

ijlnSx

j-f\,flai‘“+bdr

j l——dx
fmc’SxmsSxdt
2 3 4
- +
(x+1F (x40 x+1

76. j[

Jo
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3 4 dw
T _— dx I,
j(x+2 x+5] 8 }-senzw:n-'l—ootw

3 5 3senycosy
o f[zx—1+3x—4]dx 5 j:h—zsm’jdy
sen x
79. j-mdx 83, j.f1+cmada
3
80. fsm’xsenlxdx 84, }-%dx
cost x

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente 4

Integrales de funciones exponenciales
Las siguientes férmulas se emplean para integrar funciones exponenciales

v

a
v il + v == 1.'+
fadv]na(.‘yfedve c
EMPLOS .
| @4 Encuentra la intogral indefinida e [*dx

E 8

oy Solucién

Se escoge la variable de acuerdo con la férmula que se va a emplear, en este caso,
v=2x, sudiferencial dv=2dx donde, dx= %

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,
2x o "dl' _l v _l ¥ o 1 x
j—e dx—je ; —zfe dv—ze +C = Eez +C

Finalmente,
je"dx=%ez‘+c

2 ®4: Determina el resultado de jei dx

Solucién
X

v=§, dv = %dx donde, 3dv=dx

Por consiguiente, al realizar la sustitucién se obtiene:

j-eg dx=3[e" dv=3¢'+C = 365 +C

18
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3 @ Obicn Ia funcién primitiva de [ a™dx
Solucién
v=nx,dv=ndx donde, £=a‘x
H
Se realiza la sustitucién,
j-a“ =l}-avdv=l.i+c= ﬂm +,C
n n Ina nina
Por tanto,
A e ﬂ“
}'a dx MM+C
4 ®*- Encyentra el resultado de jd:
é
Solucién
v==2x,dv=—2dx donde, % =dx
dx Pl —2Irx __l W N e __1 —Ix _ 1
}-F fe dx = zfedv e +C= ze +C—zeh C
EJEBCICIO 4
Realiza las siguientes integrales:
i je‘"dx 10. }'z*e*dx
2. jsefdx 11. Fe‘dx
3. [e*tax 12, j-sfe_’;dx
‘i
e dx dx
4, 13,. o=
j :']S.I jsd(
I
e P
5. je_”dr 14, [~ ax
6. [e* sendxar 15, j'[%’e_ ]“’:‘
7. [26% dx 16. [#(3—e”)dx
£ jb"‘fk 17. f(ix—l!-}e‘z_h“dx
9. [3ax 18, L"“‘ﬂ

19
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2 1
19, fe= son 2xdx 28, [(0* -2%)dx
20. j:;ﬁ 2. | ei—af]dr
21, [4"-e*d . | ez;s]m
=,z 1—g*
22, j[e -'+e=]dx 3. | = ]dx
23, [(e* —27ax 32, }_;::2;
2 e-EEIZI
24, jx-s dax 33, fﬁdx
o g
25. f(e* —e™)dx M, J'-W
26. }'e"‘*‘sacziaxdx 35, j{3h+3"}2dx
27, szs*’dr

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Integrales de funciones trigonométricas

Las funciones trigonoméfricas se integran con las siguientes formulas y en algunos casos auxilidndose de uncambio
de variable,

1. Isenvdv=—msv+€
& Imsvdv=scnv+c

3, jsac’vdu=mnv+c

=

F fmcz vdv =—cotv+C
5: Isacvtanvdv =gecv +C

6. fcsc voot v dv==csc v+C

et |

- jmvdv=—]n|cosv|+ﬁ=]n|sccv|+c

=

jcm vdv=In[sen v|+C

=]

; fsecvdv=]n|sacv+tanv|+c

10. fcscvd‘v=]n}cscv—mtv|+€

20
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E{MPLOS .
1 ®¢° Obiénel resultado de fmsmydy
E 1
g Solucién

Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:

v=my, dv=mdy, donde, % = dy
Se sustituye y se resuelve la integral:
fcos mydy = jcos vﬁ -l Icosvdl.-'= lsm v+ O =lscn my+C
m m m m

2 @+ ;Cugl es el resultado de Isac?xdx?

Solucién

v="Tx, dv="Tdx donde,

dv
— = dx
7

fsec 7xdx=%fsac vdv= %]n|sacv+mm—-|+£‘=_f—'h|sac7x+mnh|+(.‘

3 e Obtén el resultado de fx cot x"dx

Solucién

i

v=x2 dv=2xdr donde, 2 =xdx

Se realiza el cambio de variable y se resuelve la integral:

Jxcot x?dx = [ cot v%=%jcm vdv=%1nlsenvi+c =;—.1n|scn £|+C

tan/x

\Edr

4 ®¢- Encyentra el resultado de }-

Solucién
La férmula que se va a utilizar es ftanvd'v=]n|sccv|+c , de manera que:

dx dx
=Jx, dv= donde, = 2dv
e 2Jx Jx
Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral:

IM’—J”E dx=z}'mn vdv=2In|sec v| + C =2 In|sec Vx| +C
X

21
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. 2 tan x
5 ®¢ Determina I—z
1—tan” x
Solucién
Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonométricas.
o Senx 2senx
2tanx _ Tepsx cosx 2 2sen x-cos” x - 2senxcosx
1—tan’x ,_sem’x  cos'x—sen’x  cos x(cos’x —sen’x)  cos’x—sen’x
cos” x cos’ x
_ senlx
cos 2x
= tan 2x

2tanx

Al sustituir la identidad enconirada, se tiene [ +—dx = [ tan 2x dx , donde:
1—tan" x

v=2, dv=2@x dx=

R &

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

}- 2 tan x

1 1 1
T dr—jtanixdk—iftan vdv=—21n|cos |+ C =~ Incos 24 +C

EJERCICIO 5
Determina las siguientes integrales:
1. }-scnSxdx 10. fxse:n 4x"dx
3
2, fcosﬁxdr 11. j—xzcosx—dx
5
X C0s X
3. jsmzdx 12, }-mnsx
4, }'mnbxatr 13, fsacarmnaxdx
5. [sec?Z 14, [3xsec’ 4xdx
a
6. iz 15. fesc’Bx—1)dx
sen’ax
dx
4. jmssz 16. fmt(ax —b)ix
sen x
8. }-coszxdx 17. fsecardx
I I
9, }-csczcmzdl 18. fxcsctlxzdx

22
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20

21

22

24

29,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

19,

jcmx cscx dx
. [(cot b6+ tan b)Y 6
! j(usc 3x —cot 3x) dx

A j(tan 5x —sec 5x)’ dx

sen’x
Il =COosX

. fxms{z—x’}dx

dx

j--;mzx
s|€en x

: j 14 sen 2x dx

j- 14+cosx
1—ocosx

(-5
e

Infegrales con expresiones de la forma

Férmulas
e
2 Iv*a;va’ =% :+Z 9
Iazdjvz =%h:t: e

2 2
v g,

23

3

3

33

34,

35,

36,

37

38

39.

40,

=

CAICULD INTEGRAL * Infegrales inmediatas

j-[ 1+sen2x ]dt
1+cos2x
: j(mtzx + cot'x) dx
cos’x
" jmdx
dw
’ j-sn:n'lzm.'«{l —4 cot w)
1—senx
j-[1+st:1:|x]'fjJr
dy
LB

j- 2 tan e doe
sec’ o — 2 tan” o

j- sen 20 e
' JJsen®@ +1
' fe"‘sen(el‘} dx

j-se;m(hur’} L

X

j\."';S:::ﬁj; dr
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EMPLOS .
1 ®° Determina el resultado de | L
Sl X +36
i.g' Solucién
Se utiliza la férmula:
dv 1 v
=_ -+
v+al a by a €

s¢ deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen en la férmula,

vi=x v=xydv=dx a®=36, a=6

Por consiguiente,
dx 1 X
=_—arctan= +
Ix’ +36 6 6 4
2 @2 Obién el resultado de j :
16x" —9
Solucién
Para resolver la integral se utiliza la férmula:
v—a
=-— +C
v—a® 2a |v+a
se determina la variable y se encuentra su diferencial,
vi=16x% v =4dx, dv=4ddx y %-E =dv; a’=9,a=3

Finalmente, se realiza la sustitucién y se resuelve la integral.

J- & _1 2dv2=l_ 1, ldx—a] 1, l4x-3
16 -9 47v'—-g° 4 2(3) |4x+3 24 |4x+3
3 ®¢°Obién el resultado de j—dx
Rx —p
Solucion
| F— | — s gy R B — - d‘} -
a’=pr a=p V=n%? v=mx,dv=ndx donde, — =dx

Se sustituye y se resuelve la integral,

1 — —
}-2—__"- bzl ]nnx p+ =i]nu+c
X—p V—a' n 2{p} nx+p 2np  |nx+p
Se concluye que,
mdx m  |nx—p
T +C
jnzxz -p°  2mp nx+p‘

24
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dx
4 9% precisa el resultado de
f :}9 —25x°

Solucion
Para resolver la integral se utiliza la férmula,

dv v
————=gamcsen—+C
Ja —v a

= deduce a, vy la diferencial dv

a?=9a=3;v?=25%% v=">5dv=>5dx donde, % =dx

dx _1 v 1 v i sx
IJQ_ZSIZ_SIJ‘IZ_VQ SEI'CSEI'la'l"C Smscng +C

Por tanto,

dx

J9x* +5

5 @2 Obténel resultado de }-

Solucién
a’=5,a=5;v?=%% v=3xdv=3dx donde, % =dx
dv
= = k! =‘1- Lid = _1. ]
j\flgx2+5 I\{Iv2+a2 SIV{V2+a2 HIll:nlﬂex+ \WI_FC
EJERCICIO 6
Realiza las siguientes integrales:
& dx
1' -Fx*+31 % jsu:z—m
5 &
Zz. jbyz e 7 j’m
2 __dx
3. jf—m 8. Im
& dx
A g

dx dx
e o e

25
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: 4 dx dx
e R Py
2vdy
12, }'v“’_b’ 24, j' 4d_y2yz
dx :
13. jm 25, }-82 lﬁ—e'"dx
dx
14. jm 26. j l_zxzdx
dx
15. f?:_—x_'- 7. | ":'”mz
8__
5
5dx
16. IW 28. j».(l(2x+1}2—azdt

e'dx J28 + 3437
17. ’F—\fe— s 29, j—a‘x

dy di
18. I;sr__#' 30, jﬁ

X

ip fe % __ T e L
25a—a’y’ J5¢ —16
dt dr
20, | —— 32,
I 3P4+ 5 j-csc(lt)-(S—mszzr}
dy sen x dx
21, L
jS—Zyz ¥ j-1+ cos” x
dx 24 2 2
22, 4. [JPm (3 +4 dr + [In(3)JF n’(3r) +4 dr ,
j1,’3x2+4 J J
demuestra que:

r—h?}m+ 2In (rln(ﬂt}+ W]J'C

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Integrales en las que se completa un tinomio cuadrado perfecto

En aquellas integrales con un denominador de la forma ax? + bx + ¢, se utiliza el método de completar un trinomio
cuadrado perfecto para llegar a las formas:

WP, J@ v, v ra @ -V

Segiin sea el caso.
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MPLOS .
dx

.! @9 Encuentra el resultado de }-m

Solucién

Se completa el TCP, entonces, el denominador se expresa como:
FHax+3=0"+4x+4)—4+3=(x+2) -1

Donde,
vi=(x+23v=x+2dv=dr;al=1la=1
Por consiguiente,
}- dx =f drz S U - ot | NP PR 28| S
XHax+3 Tx+2F -1 AN |x+2+1 2 |x+3
3dx
[ 18 3 G . M
2 ®°* Deiermina el resultado de [ ——————
Solucién
La expresidn
X —Bx+25=(x"—8Bx+16)—16+25=(x—4f +9
Donde,
vi=(x—dP,v=x—4d,dv=dv;a’=9,a=3
Finalmente,
X —Bx+125 (x—4)"+9 3 3 3
3 @ Encucnira el resultado de la inicgral indefinida [ —— 2
25" —2x+1

Solucién
Se completa el TCP y el trinomio se convierte a la expresitn equivalente.

Ixz—2x+1=2[xz—x+l]=2[xz—x+l—l+l] =
2 4 4 2

|
=)
| TaEsaEey. |
e
L
|
h
+
|-
I
|
£ | =
+
b | =
| IS

1
)
e
"
|
b | =
i
+
o~
| F—

Se utiliza la férmula,

I zdv 2=1arc tan’ +C
v +a a a

= obtiene la variable, su diferencial y el valor de a, entonces,

2
2 1 1 gl ]
=lx—=],v=x——, =dx-’ =—, —_—
[ 2] 3 dv =% 2
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Se realizan los cambios y se resuelve la integral.

dx 1 dx 1 2
== =_.—_arc tan +C=
e Iy 1 2 1R e
gl vy 2 2
Por tanto, el resultado de la integral es:
dx

— —arctan(Zx—1D+C
szz—21+l ( )

4 ®2 Obién el resuliado de I &
2—3x —4x"
Solucién
La expresién

9

2—3x—4x'=-4 rz+§x—l =-4 J.'2+gx+——i—l
4 2 4 64 64 2

R ER ]

Se deduce entonces la férmula que se va a utilizar:

f & =arcse:n£+c

Ja—=v a
Donde,
= =
V= x+§ v=x+=,dv=dx, a ﬂ, =ﬂ
8 64 8
Por tanto,
j- dx _}- dx =1}' dx
J2-3x—4x’ [ Ta ] 27 [a1 3y
f4 —_—=|xt+= —=—|x+=
\I 64 B 64 8
x+§ Bx+3
1 8 1 8 1 8x+3
= :1'(:Si.=.11|E C 7 arc sen E C 2El'c Jai [ 0
8 8
5 ®¢° Encpentra el resultado de Im
X +2x+5

Solucién
En este caso, la expresion se representa como:

2x+5 L 2x+2 + 3
X+ 2x+5 x*+2x+5 x"+2x+5

Se ha elegido esta separacitn debido a que,
si v=x"+2x+5 entonces dv—(2x +2)dx
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Por consiguiente,

(2x+5)dx _ ¢ (2x+2)dx
Ix +2x+5 Ix +2x+5 Ix’+2x+5

Para la integral M,sﬁ:r&aﬁmdcmﬁm,
x4 2x+5

v=x+2x+5, dv=(2x+2dx y ﬁ=
Resultando:

(2x+2)dx _
o In(x’ +2x+5) +C

Ahora, con la integral f , 8¢ realiza el siguiente cambio:

x*+2x+5
dx dx dx 1 x+1
fxz+21+5 f(f+2x+1}|-4 I(x+1}z+4 2 c

Finalmente, al sustituir se obtiene:

JI-(z;=+5]dx I(2x+z] }-
X +2x4+5 x4+ 2x+5 x’+2x+5

= In(¥* +2x+5)+3- %arctﬂnxTH+C

= In(x¥ +2x+5}+§arc tanxTH+C

Por tanto,
fg‘:;i}f; —hw(x2+21+5}+§arc13n(x—;l]+c
Sx
6 ®°° Obién el resultado de }'7"-:;42&
e+ 6e + 5S¢

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera:

i Jé* +aetax _ | Je' (e +4et)dx _ j(e“+4e‘}dx
Jer+6e +5e5 et Je 168 +5 T [ +6e 45

Se realiza la sepamcién en el numerador

}_(eix+4ex}dr =I(62Jr+%x+ex}dx =J_(82:+Bex}dr }_
Je* +6e"+5 Je +6¢" +5 Jer +6e+5 7 \[é +6e+5
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se realiza el siguiente cambio:

v=eB + 6e* + 5, dv = (2e™ + 6 )dx = 2(e¥ + 3e¥)dx

Entonces,
1
(e™ +3e")dx ledv _ 1 v _ 1
Ixfe“+6e‘+5 I 21
2

e'dx
Por consi nte, la integral ,5¢ completa el trinomio cuadrado perfecto y se realiza el cambio
dmmbli‘“" pemita ol | e Jé +6e+5 PEARY

I.fg +6¢ +5 IJe +66'+9-9+5 _IJez‘+ﬁe +9-4 _I,j(e +3) -4
Donde,

w=¢g*+ 3, dw=¢e"dx

Entonces,

=In [w+w' —4 = |¢+3+m|

I—
= lnle' +3+ e+ 6"+ 5|

jJ{e +3) —4 ’F\fw

Por tanto, se concluye que:

|| Sx f 3
B el JeT+6e +5 +]n‘e‘+3+\||'e2'+6£‘+5‘ +C

e!x +ﬁ€2‘ +5e

EJERCICIO 7
Determina las siguientes integrales:
dx
1. 6 j—
J-J:’Hix -FZx’+9x+4
dx
2, 7 P (R .. S—
X 4+Bx '}-azxz+8m'+15
o _ 3edx
" 45x46 e 19,4+ 20
for— . [rm—as
25 +3x+1 T 13w 2w’ —15
dx dee
5 | — 10, | ——
sz+5x—14 'F5+90—2a2
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dx
1L jf —2x+8

j' i i A 3
e + 26 — 3

j- cos x dx
(senx—3)" -3
14, IL
J=5w’ +22w —8
1s. | 2
dz
16. | T

dx
" e

dx

18,
"-x.jlnzx+ﬂnx+ﬁ

19, j’diw
W —9w+5

2. [ +ax—3dx

21, [J4—3x—25" &
. [J3x-# ds

. [J3° —dxax

24, [xx'—x'-20dx

25. j\']'—xz —5x+24 dx

26. H§+?+2 dx
7. | “':‘3
:.|.'xz-—4x5-—21r

31
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28, Ie“‘ 342 — ™ dx

dy
zaj\m

30 j' 32 +dx+1 dx

31, j' i
,.'Sw—iwz

dx

32,
I\fax’+3xu'a_x+1x

33, IL
3 +13y—-10

a4, [t02—3) o
3 +4x+1

3x—4
3s. I9—x’ dx

4-Tx
36. jgxz__lﬁdx

37, If +3,1’+5
x —4x+1

x—2

. [vse—a

x5
3
o sz*—7x+6

2x+21

40,
ISf +27x— 15

al j--(:-bc+2}

J'XT

42, j-Sx 11

Ja 9x’

I52x

J16x +25
44, j' .

}i—:f &
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¥ x+6 Sx+1
. IE+l4x—1szdx s Ih_zx_x!dr

49, j(2x+1 x?—3x +4 dx

6. I,’x’ +3x—
I.;'zx’ +5x—1

50. j(3x+ NJ+Tx+6 dx

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente 4
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CAPTUO 3

INTE

H
o

GRAIES DE DIFERENCIALES TRIGONOMETRICAS

ISTORICA

M atemdtico y fisico francés nacido
en Auxerre vy follecido en Pars,
conocido por sus trabajos sobre
la descomposicion de funciones peritdicas
en series trigonométricas convergentes llo-

madas series de Fourier,

Participd en la Revolucién Francesa y, gro-
cias a lo caida del poder de Robespierre,
se salvd de ser guillofinado. Se incorpord
a la Escuela Normal Superior de Paris en donde tuvo enfre sus profesores a
Joseph-ouis lagrange y Pierre-Simon Laplace. Posteriormente ocupd una cé-
tedra en la Escuela Politécnica.

Segin él, cualguier oscilacion periédica, por complicada que seq, se pue-
de descomponer en serie de movimienios ondulatorios simples y regulares,
lo suma de los cuales es la variacién periédica compleja original. Es decir
se expresa como una serie matemdtica en la cual los términos son funciones
frigonoméricas. El teorema de Fourier fiene muchas aplicaciones; se puede
utilizar en el estudio del sonido y de la luz y, desde luego, en cualquier
fenémeno ondulatorio. El estudio matemédtico de tales fendmenos, basado
en el teorema de Fourier se llama andlisis arménico.

Jean-Baptiste-Joseph Fourier
(1768-1830)
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Integrales de la forma: [sen"vav, [cos'vav, con my nimpar

En aquellas integrales cuya funcidn seno o coseno sea una potencia impar, se realiza la separacion en potencias pares
¥ siempre sobra una lineal, 1a cual funcionard como diferencial; el resto se transforma mediante las siguientes iden-
tidades trigonométricas:

sen’x=1—cos’ x cos’ x=1—sen’x

QEMPLOS -
'8_ 1 ®#° Determina el resultado de fsmzx dx

§

[ Solucién
Se separa la potencia de la signiente manera:

Isensxdx =jsenzxsrm xdx

Se sustituye sen’x =1—cos’ x, de esta forma:

v=cosx dv=—senxdx, —dv=senxdy

Isensxdx=jsm2xsenxdx= f(l—cos”x}senxdx I{l—vz}{—du} - f—dv-l—j-vzdp

1 s
—v+=v +C
3

—msx+%om3x+c

-:l;cossx —cosx+C
o 1
Por consigniente, fsen*xdx=§msix—msx+£'

3
2 ®¢Precisa cl resultado de IM
sen x

Solucién

}-coijdx j-.:x;u xcasxdx }-{l—sen x)cosx dx
Stqu sen'x sen*x

Se realiza el cambio de variable, v =senx y dv = cos x dx,
1—v*)dv dv 4 . ) _3 1 . i
I%ﬂu_*_f?: = [ s oo s i

Pero v = sen x, entonces,

1 1

1 4
+C=cscx ——csc x+C
senx Jsen’x 3

cos® x dx
sen’x

Finalmente, j- =ﬁcx—%mc3x+c
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5
3 ®¢- Encuentra el resultado de }-scn ydy

eosy

Solucién

sen'y  _ rsen‘ysen ydy _ r(sen’y)'sen ydy
ay=] -
Jeosy Jeosy Jeosy

Se sustituye sen’y =1—cos’ y enla integral:

f{l —cos’ y)" sen y dy
Jeosy

= realiza el cambio de variable, v = cos v, dv = —sen y dy, —dv = sen y dy

_I{l_:f;] @=_I{l—2v£v )dv —I%

+2f1—~; dv—}-v% dv

-} a

- 4 5 7 2
=2Jv+ =V ==y +
N 3 gv c

Al factorizar —2 \'v de la expresién se obtiene:

=—2J1_w[1—§v2 +év‘ ]+C ,PETO v =C0s ¥

Finalmente,
sens}ld}’ 2 ] 1 4
j =—2./cosy|1—=cos’ y+—cos'y |+ C
JJcosy 5 9
EJERCICIO 8
Resuelve las siguientes integrales:
1, *4x cosd ) 2 X
fsen x cosdx dx 9 fms Sdr
2, }-mssﬂpx sen 3x dx 10, J-se:nsxdr
3, fsensaxdtr 11. Ismsardx
4, fsenss.tdx 12, jsmstlxdx
3 X 5 X
5 fsen de 13. Isen de
6. fms’xdr 14, Imsjydy
7, fmssax dx 15. Imsshrdx
. ! 16. sX dx
B fms 6x dx 6 fms 3
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" 17. [sen’0d0 21. [sen*4xcos’ 4x dx
18, jsen"':!xdx 22, fms’xsenjxdr
19. jmsr"ydy j-?m—?;'
20. [cos’ 4xdx

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiante ,

Integrales de la forma: [wn"vav, [cor'vav con n par o impar

Eneste tipo de integrales se separan potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva:

tan’ x =sec’ x —1 cot’x=csc’x—1

EMPLOS
1 @9 Encuentra el resultado de ftansxdr
Et
i Solucién

Se realiza la separacidn de la potencia:
Itﬂnsxdx=jtmulanzxdx
Se sustituye tan’x=sec’x—1,
Itﬂnx(saczx—1)dx=jtm11-sec’xdx—jmxdx

Al aplicar v = tan x, dv = sec? x d, para la primera integral, entonces:

[tan*xdx = [tanx-sec?xdr~ [tanxdx = fva’v—jtmxdx=§—(—]n|msri}+c
= %tanzx+ln|cus x|+C

2 ®9° Obtén el resultado de [ sec3x +tan 3x)dx
Solucién
Se desarrolla el binomio al cuadrado y se obtiene:
I(seczix+zsec3xtm13x+tm123x}dx
se realiza el cambio tan” x =sec’ x —1
I(Sac23x+2$ﬁcﬂrtan3x+sac2 3x—1)dx

Se simplifican términos semejantes y resulta:

j(:sm’3x+zsac3xm3x—1}dx
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dv
Se efectiia el cambio, v = 3x, entonces dv = 3dx y ?=dx
Se procede a integrar

dv

j-isac -.—-dv+j —sec v tanv dv —

;Ismzvdv+§fsmvmvdv—%jdv

Etmw+29.at::v—lv+¢_'.‘;
3 3 3

pero v = 3x, entonces finalmente se obtiene:

j(sacﬂ-x+lan3x}z dx = %tﬂni’a+%smﬂx —-x+C

3 ®°* Determina cl resultado de [cot’ax dx
Solucién
Al separar la integral
j'cotiar dx = jmt’ar cot’ax dx
Se realiza el cambio cot’ax =csc’ax—1
j-n::u:)tsrz'.m'{n::sc:2 ax —1)dx = jmt’ax cse” ax dx — jcotsardx
De nueva cuenta se tiene una potencia impar, por lo que se vuelve a separar y a sustituir la identidad:
= !cmsax resc” ax dx — fcot axcot'axdrx = fcat’ar osc’ ax de — fom ax(esc” ax — 1dx
= fcot’arcsc’axdx—fcol axcsczaxdx+fcotaxdx

v=cotax y dv= —acscaxdx

fip o o 1
——|vdv+— |vdv+—In +
a}-v v ajv - henaﬂ =

1 vt 1

= — - — 4= 1n1su:nar|+
a 4 a 2 a ©
1{v*

= ——|———-In +C,
a[4 > Ise:nar|] C

pero v = cot ax, por lo gue finalmente,

jmtsmdp_l[#_“““ m|sma4]
a
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EJERCICIO 9
Realiza las siguientes integrales:
1. Im35xdx 7. ft.ems.Sxdx
3 X 4
2, jmn S 8. j'om Sxdx
3, }-cm34xdr 9, Ft.nam“I 6x dx
L _ 3
4, jcm 34 10. f{tﬂn.’ix cot 3x)’dx
5. fcmsﬁxdx 11, f{mn22y+tan"2y}dy
6. fcots%dy 12. [(cot* 3x+ oot 3x) dx

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Integrales de la forma: [scvav, [esc"vav con npar
Eneste tipo de integrales se separa en potencias pares y se sustituye por la identidad trigonométrica respectiva.

sect x=1+tan’x ; csc’ x =1+ cot’x

EJEMPLOS .
1 ®%° precisa el resultado de _fsed' xdx

E

oy Solucién

jsac"xdx=}-sac2xseczxdx
Se realiza el cambio con la identidad sec?x = 1 + tan®x
I{1+ tan®x)sec” x dx

Al efectnar
v=tanx ydv = sec’x dx

se obtiene:
3
+V)av=[dv+ [vav=v+L +
j{l v )dv Idv jv v 3 e
Pero v = tan x, entonces,

1
fsm"xdx=§tan3x+tmx+c
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2 ®° Opiénel resultado de fcsc" fdx

Solucién
Icsc" Ed‘x=jmcz§ csczfdx = j-(1+c;n::llz f) csc:z%dx
Donde
v=cot> ¥ dl-'=—lcsc""£dx
4 4 4
entonces:

=—4[@+v)dv=—4[dv—4[v’ dv =—dv— %v’ +C
pero v = cot E , por consiguiente

. 4 .x x
Tax=—cot’Z—4c0tZ+cC
Jese 4 3°% 3 4

Integrales de la forma: [tan™v-secvav, [cot™v-ecvav

con n pary m par o lmpar

En este tipo de integrales se emplean las siguientes identidades trigonométricas:
seciy — tan’x = 1; esc?x — cot®xr =1

E{EMFLOS .
j ®%° Demuestra que fmn’xsec“ xdv= %mn’x+ %tﬂn’x+€

:pm

Solucién
En la integral la secante tiene potencia par, entonces se realiza la separacion de una secante cuadrada y se sustituye
por la identidad trigonométrica correspondiente.
jmnzx sec’ xdx = Itanzxsaczxsecz xdx = j-tanzx(l + tan" x) sec” x dx
Al efectuar
v=tanx y dv=sec’xdx

finalmente se determina que:

R e 2 _ 2 poaggolog o log ol T g
= Iv (14v )dv = f{v +v }dv—sv +5v +C —stﬂn x+§tm:|x+c
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2 ®¢-Epcyentra el resultado de ftans Esac:3 E dx

Solucién
En la integral las potencias, tanto de la tangente como de la secante, son impares, por lo que la separacion es para
ambas funciones.

o X i = fianE see? Zpan Eseet
Itan Escc Ea‘,r—flan 49&: tan scc4dx

4 4
Luego
tanz;—‘=sec:2§—1
por consiguiente,
~ Jian sec® Xan %sec % e = f[sm’%—l}ac:z%tan%sm%dx
Ahora, al hacer
x 1. x %
v=seos ¥ dv=zsecztanzdx
se obtiene:

= 4](1# —1}»de=4fv'dv—4j1? dv=%v’ —%v’ +C

EJERCICIO 10

Determina las siguientes integrales:
L Iﬁqg‘rdr 8. jmc"s—xdr
4
2 jsac"axdx 9, flanzs.tsec"Sxdx
3, jsac'%dr 10. }-t.em2 axsec® ax dx
4, [csc* 9xdx 1. [tan’Z sec* 2 dx
jc&ac 9x }- = sec =

4 2 3x 43X
5, jcs.: bx dx 12, fmn = seet S dx
6. Icsc"%dx 13. [tan’Sx sec’Sx dx
% jsec"%dx 14, fhm’bxsacsbxdx

40



CAFiuIO 3

CAHCIO NTEGRAL » Infegrales de diferenciales trigonométricas

3 X 3 X 5
15. ftan Esec Edt 26. jtﬂ]‘j xsecx dx
16. jmii‘i e A 27. jtaansec’Zxdx
7 7
17. jcmzbrcscjhrfix 28, jctgsxmczxdx
5
18. [cot’ dxesc®dxdx 29, jw
cos 3x
]
dx
19. s X dx p, fEEE
jsec 2 I +/tan x
2. fesc! [E}dﬁ‘ 31, j(scc"ﬂs—csc"[i]]ds
2 2
21. jzfsec“fa‘x 32, j'csc“(zx—l}dx
3
2. [1+ L ax 33, ji
ctg x sen® L
5
23, j—sacﬁacosiada 34, jcscsxdx
u. | & 35. [x(1-tan* )
" cos* 2r '

25. jcsc"{Sx —1)dx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Integrales de la forma: [sen"vav y [cos*vav, con my n par

En estas integrales cuando las potencias de las funciones sen x y cos x son pares, se utilizan las identidades trigono-
métricas del doble de un dngulo:

senvcasv=lsen2v sen2v=l—lcos2v cos’v=l+lcus2v
2 2 2 2 2

EJEMPLOS *
'g_ 1 @2 Obiénel resultado de fscn’xdx
E K
o Solucién
Se emplea la identidad correspondiente y se integra:
5 _rf1 1 _1 _1 _Xx_senlx
ISED xdx—f(i—imsix]dr—zfdx Ejmslxdr 5 —+C
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2 ®¢° Determina el resultado de fsm"!xd‘r
Solucién
1
[sen* 2x dx = [ (sen 20 m—j[ —ms4x] dx = f[ —ms 4x+4cos 4x]dx
Ahora se transforma la potencia par de cos 4x, utilizando la identidad:

L |

2

cos v=—+ —cos2v
2 2

j[l—lcus 4x+l(l+lmsEx]]dr=f[§—lcos4x+lms8x]dx
4 2 412 2 8§ 2 8

Ahora bien, al integrar cada uno de los términos queda:

Entonces,

3 ®#-Encuentra el resultado de IC(‘,ISG % dx

Solucién
La integral se expresa de la siguiente manera

j-msﬁ gdx = f(cosz %]sdx

Se sustituye mszg =14 1oas

W

| -

S
+

| I
a|w

Il
—_ — — — —

+

+
O
II:’
-+
|w
o
8
|-l=-
]
=+
'—n—-
gn
|
e
g
1]
1%
o —
&

o

+—cos—+ —Cos— ——sen" —Ccos—

1
2 3 16 3 8 3 3

& |

Il
| T—

3 dx 1,2 1"]&:

fdx+ j —atx+E os?dr—gfsfm—
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3¢ aplica el cambio de variable para cada una de las integrales,
V= E dvy = zdr = 3 dz= idx w=$en2’ = Ecmz_xdx
3 3 3 3
Entonces,
5 13 3 3 1 35 4
="y 4 =.Z EY g = == wldw
6" Toogl ol ko 4fcmm g 2"
5 3 9 3w
="x+= o -=.Z +C
6 4 T et T 16 3
=+ ZeenZ 4 LoandE - L2y
16 4 3 64 3 16 3
EJEBCICIO 11
Verifica las siguientes integrales:
1. [sen’3xax 15. [cos*Z
fsen X 5 Ims Sdr
5x
2, : 16. adt
fscn ax dx jms 3 dx
3, jsenzfdx 17 jse:nﬁxdr
5
4, jscandK 18, jsmﬁ4xdx
4
5. }-mszsxdx 19. Ismﬁaxdt
e 20. [sen®Z dx
6 fcos bx dx jsan 2
7. }-mszfdx 21. jsmﬁEm
7 2
8. fcoszkdx 22, !ms‘xdx
2
9, fsen"Sxdx 23, fms‘ﬂxd‘x
10. j'sen"axa‘x 24, jms“bxdx
11. jsen‘fdx 25, jmsﬁfdx
7 2
3x 2x
12, f = 26. L]
jsen 5 Ims 5 dx
13, jms"'i'xdx 27. Ims;;a‘x
sec’ x
14. fcos'hxd‘x 28, Isen"ﬂxdx
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2. | & 34, [(sen x+1)'dx
1Y
C8C =
2
dx '3 2(x]
30. 35. X L ax
Jaes fon (55
3
2
1+ tan’ 3x 3 3
1, jm;f(f ]dr 37. [oos® xdx
2

33, j(s —cos @)’ da

O Verifica tus resultadeos en la seccién de soludones correspondiente «

Integrales de la forma [senmx-cosnxdx, [senm-sennxax, [0 mx cosnx dx

En las siguientes integrales se utilizan las identidades trigonométricas:

__cos(m+n)x _ cos(m—n)x
I*“"ﬂmﬂﬂrdr— 2(m+n) 2Am—n) *e
jsm msmm¢=_mm+"}x+8fm(ﬂ:—n}x+c

2m +n) 2{m—n)

jcusmcusnxdx=mm+"}x+sm(m_"}x+c,cmndama&n
2Am+n) 2(m—n)
EMPLOS .
1 ®*° Encuentra el resultado de Isen 2xcosdx dx
E.
iy Solucién
cos(2+4)x cos(2—4)x cos6x cos(—2x)
dxdc=— = fon= 20N SR Py
Jsen2xcosdx 20+4)  20-a '€ 12 i
5 _cosﬁx_i_cu;lx_i_c
12 4
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2 oo Determina el resultado de jcos Ixcos x dx
Solucién

Icm 3xcos xdy

CAHCIO NTEGRAL » Infegrales de diferenciales trigonométricas

sen(3 + 1)x s

sen(3 — 1)x +C

203+1)

23-1)

sen 2x
2(2)

sen 4x
2(4)

sen 4x

8

sen 2x
4

+

+C

EJERCICIO 12

Determina las siguientes integrales:

=31

1. fsm 2xsen 3x dx

el
3l 1o

.+ Jsen(mx +b) sen(mx — b) dx

(]

; fsenxcosﬂxdx

=~

3. j-se.n Sxsenxdx

oo

4. [cosTy cos3y dy 9. [sen(3x+4)sen(3x —4)dx

5. fcos{Sx} sen{2x) dx 10. Ism 3wsen 2w sen w dw

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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DS CAPTUIO 4
METODOS DE INTEGRACION
HISTORICA
e
8
- no de los cientificos mateméticos y
Uﬂsicos italianos mas importantes de
fincles del siglo vill. Inventé y madu-
wo— 16 el cdlculo de variaciones y mas farde lo
T —— aplicé @ una nueva discipling, lo mecénica
3 celeste, sobre todo al hallozgo de mejo-
res soluciones al problema de fres cuerpos.
También contribuyd significativamente con la
solucidn numérica y algebraica de ecuacio-
nes y con la teoria numérica. En su clasica
Mecanique analytique [Mecdnicas analiticas, 1788), ransformé la mecéni-
ca en una rama del andlisis matemdtico. El fratado resumié los principales
resultados sobre mecanica que se saben del siglo xviil y es notable por su
uso de la teoria de ecuaciones diferenciales. Ofra preocupacion central de
Lagrange fueron los fundamentos del célculo. En un libro de 1797 enfatizod
la importancia de la serie de Taylor y el concepto de funcién. Sus frabajos
sirvieron de base para los de Augusfin Cauchy, Niels Henrik Abel, y Karl
Weierstrass en el siguiente siglo.
Joseph Louis Lagrange
(1736-1813)
2

Y. %

p
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Sustitucién trigonométrica

Algunas integrales que involucran expresiones de la forma \Ja* —u’ , Ju’ +a® y Ju’ —a’ , deben resolverse
utilizando las siguientes transformaciones:

Caso Cambio Diferencial Transformacion Trigngulo
Ja' —u' u=asenz du = acos zdz Ja' —u' =acosz
a -

2 2
K +a u
w +a w=gtanz du = asec’zdz Ju'+a* =asecz A

u
W —a H=asecz di = asec ztan z dz Ju' —a* =atanz Au‘uz—az
a

E-EMPLOS

2 .! @9 Dbtén el resultado de I—fy—;

e O +7)7

1 Solucién

Para resolver la inte gral se utiliza el segundo caso y se hacen los cambios propuestos, entonces
ut=y? —» u=y lheg a’=7 — a= J7

Cambiando los elementos, se sustituyen en la integral:
y=+Tunz dy=+Tsedzdz Y +T7=VTsecz

dy _ xﬁsaczzdz_j- dz

dy B 1
f'@z”}% I(w.l'r_vz—”]s_f(ﬁseczls i ?sacz_';'fm”d"‘ zeenz+C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del triingulo, entonces

1,‘3:2+7

7

A

Se concluye que,

dy y
= +C
(y2+7]% '.'Jyz +7
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wl=xr 5 y=x:a’=4 5 a=2

Para resolver la integral se aplica el tercer caso, por tanto, los cambios se sustituyen en la integral:

x=2secf dr=2secfOtan8d8 ¥ Jx’—4 =2tan@

Entonces,
N e R
- Sjseczﬁ‘ sec” 8.d6
= 8}'(1+13n28}sac28d9
= 8(sec?0+sec’ § tan’ 6) dO
= 8fsec’0 a0+ 8 1an"0 sec’0

8tan@ + %tﬂnsﬂ +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridngulo, entonces

7]

2
En el tridngulo
-4
fanf = 5
Por consiguiente,
}' x° dx =8 ¥ —4 +8—ﬂs+c
L 4 2 3l 2
.2—_43
=4(4x’—4]+@+c
={x2+8}\ll"x2—4+c

3
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(25 —
3 ®#- Determina el resultado de fﬁ dx
X

Solucién
v=16x2 -5 v=dxa?=25 = a=S5

Para resolver la integral se utiliza el primer caso, donde
5 5 Y
4x=5senf,x = :scnﬂ,dx= Ecmﬂdﬁ‘ ¥y y25—16x" =5cos @

La nueva integral es:

- 2 —en?
}-\ffzs—lﬁxz — :msﬁ‘ S cosods = sj-cm L Sjl %end
X 25end sen sen @
4SED

5 [(csc 0 —sen 0) do

5(Infesc 6~ cot 8| —(—cos ) + C

Slnlesc @— cot 8|+ Scos @ +C

Este resultado se cambia a términos algebraicos por medio del tridgngulo,

5 dx
a8

25-16x?
cscl= —
cot= ——

4x
vzs—lﬁx’

Cﬂse= T

Finalmente,

454167 o

i 5—25-16x°
X

+,25-165" +C
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EJERCICIO 13

Resuelve las siguientes integrales:
dx Jx2+16

1 j'm i [ s

dw dx
. - 12,
I(WZ +5}E IIIH'T—I:
3. yzdyé 13, j yzdyé
O +3p ©9-y)r

P
| Ve 14, [y’\3-y'ay

s, fL
S

3
6. j(aﬁl—"?xz}z dx 16. [

w
.|‘|Wz+7dw

jm 17.j\fi_fdx
dx
L e %

IF 19. fx’ ¥+ 4 dx
10. j“sez_ezde

Inw

20. d
j-w.j4+ T

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Integracién por partes

Deduccitn de la férmula
Sean u y v funciones, la diferencial del producto es:

d{w)=u-dv+v-du
Se despeja u dv
udv=duv)—vdu
Al integrar la expresion se obtiene la formula de integracién por partes,

fud‘v=u=v—fvd!
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Donde:

1. wes una funcidn féicil de derivar.
2. dves una funcién facil de integrar.

3. [vadu es méssencilla que la integral inicial,

La integral por partes se aplica en los siguientes casos:
Algebraicas por trigonométricas.

Algebraicas por exponenciales.

Exponenciales por trigonométricas,

Logaritmicas,

Logaritmicas por algebraicas.

Funciones trigonométricas inversas.

Funciones trigonométricas inversas por algebraicas.

B

EJEMPLOS .
-g, 1 ®¢- Obtén el resultado de. [ x sen x dx
i Solucién
Se determinan u y dv y mediante una diferencial ¢ integral se obtienen du y vrespectivamente.
H=x dv =senx dx
du = dx v=fst:nxdx=—cosx
Se aplica la férmula:

Ixscnxdx=—xmsx—f—cos xdx=—xmsx+fcosxdx

= —xcosx +senx + C

2 ®°° Determina el resultado de fxe‘ dx
Solucién
Se eligen u y dv de la signiente manera:
H=X dv =e"dx
du = dx v=[edx=¢
Se sustituyen los datos en la férmula, entonces,
Ixe‘dx=m‘ —fe‘dx=xe‘—e‘+£‘
]Ill'tﬂ.ﬂw-

jxe‘dx =g x—1)+C
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3 ®¢ Encuentra el resultado de j-lnxdr

Solucién
u=Inx dv=dx

v= Ia‘,r =x
Al aplicar la férmula se obtiene:

f]nxdx=x]nx—jx-i—x=x]nx—}-dx=xlnx—x+c =(nx-1)+C

4 @+ Obiénel resultado de [ arc tan x dx

Solucién
u = arc tan x dv = dx
dx
e v= |ldy =x
14x° I
Por consiguiente,
farctanxa‘x=xarctanx— i)
14+ x°

La nueva integral se resuelve por cambio de variable, entonces se elige

w=14x2 dw=2xdx

Y el resultado es:
Iarc tﬂnxa‘x=xarctanx—f x d =xarc:tmu:—1 dw
1+x° 24 w
1
=xarctanx—51n|w|+(.‘
Por consiguiente,

fmctanxdx=xarc mnx—%]n|1+xz|+c

53



4 CAPTULO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

5 @9 Determina el resultado de fe‘cnsxd‘r
Solucién
u=e" dv = cos x dx
du = e*dx V= fmsxdx =senx
Por tanto,
fe"cosxdr =¢"sen x — fe'sanxdx
La nueva integral se resuelve integrando por partes,
u=e* dv =senxdx
du = e*dx V= —00sX
Resulta

j-e‘cosxdx=e‘smx—j-e’smxdx=e‘smx—(—e‘cosx—f—e‘cosxdx}=e‘smx—(—e‘ cosx+fe‘cosxdx]

Entonces,
Ie‘omxdx=e‘senx+e‘cosx—fe‘cusxdx
Se despeja Ie‘wsxdx; fe*cosxdx+je‘cmxdx=e‘s¢nx+e‘msx+c
Zje'cusxdx=e‘smx+e‘msx+£‘
Finalmente,

fe‘ cosx dx =§(senx+cosx}+c

EJERCICIO 14

Realiza las siguientes integrales:

L [xe*dx 8. [xcosbrdx
2, fxe“dx 9. fxcm-gdx
3. jxeidr 10. [x* Inxdx
4, [xsenSxd 1. [2xin 2 dr
5. fxsenara‘x 12, fxslnxa‘:
6. Ixsen%dx 13, }-x"]nirdx
7. [xcos 4x d 14, [x"Inxdr
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15. [ e dx 28. [e*sen20.d6
16. fy’e” dy 29, je"msalxdr
17. [ " dx 30. “r;%
dx
18. [ sen 3x d 31, j{a:er}_,
* dx
19. [ senbx dx 32, j.(zt_+1—}5
0. [ ms—;dx 33, j#]’%-ﬂdy
21. fxcsczaxdr 34, Ixsez‘dx
22 fysac’mydy 35, j%ﬁ‘ﬁa‘x
23, jarccosaxdx 36. jez‘cosxa‘.r
24, fa'c sen bx dx 37. f(arc cosy) dy
25. [farc tanax dx 38, jm:f”dx
w
26. j-a'csccnu'dx 39, j- g dw
7, jmcmfdr 40. [sen’(in x) dx
n

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Integracién por fracciones parciales

Integrales de la forma
PO 4
O(x)

Donde P(x) y O(x)son polinomios tales que el grado de P(x) es menor que el grado de Q(x)
© Caso L El denominador tiene sélo factores de ler grado que no se repiten

A cada factor de la forma:
ax+ b
Le corresponde una fraccitn de la forma,
.
ax+b

Donde Aes una constante por determinar,
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E-EMFLOS .
1 @e: Encuentra el resultado de M
E_ { x'+8x+15
[ Solucion
Se factoriza el denominador
Tx+29 - Tx+29 Tx+29 - A + B

F+8x+15 (x+5)x+3)  (x+5(x+3) x+5 x+3

Se resuelve la fraccion,

Tx+29 _ A(x +3)+B(x+5)
{(x+5x+3) {(x+5x+3)

Luego, para que se cumpla la igualdad,
Tx+29=A(x+ 3)+ B(x + 5)
Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
Tx+29=xA+B)+34A+ 58

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B=7
3A+5B=29
la solucidn del sistema es:
A=3 y B=4
Entonces:
(Ix+29)
T + 3In|x + 5|+ 41In|x + 3|+
2 +8x+15 j-[x+5 x+3] .l'- prwL I L be+5| |x+3+C
{Tx+29)dx . p
A =Infx+5P - (x+3)|+
R G e el

2 @+ Obtén el resultado de j Ax—Z)ax

=x=2x
Solucién
Se factoriza el denominador,
4x—2 sz 4x—12 = 4x—12
= =2x x(x*-x-2) x(x=2)(x+1)
Se hace la equivalencia como sigue:

dx—2 =£+ B i 'y
x(x—=2}x+1) x x-2 x+1
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Se resuelve la fraccion,
4x—2 _ Alx —2)(x +1)+ Bx(x +1} + Cx(x —2)
x(x—20x+1) X(x—2¥x+1)
dx—2 _ Alx'—x—2)+ B(x" + x)+ C(x* —2x)
xx—2x+1) x(x—2}x+1)

Luego, para que sc cumpla la igualdad,
4x—2=A@?—x—2)+B(x*+x)+Clx2 - 2x)

Se agrupan y se factorizan los términos semejantes,
4x—2=xXA+B+C)+x(—A+B—2C)—24

Resultando un sistema de ecuaciones,

A+B+C=0
—-A+B-2C=4,
—2A==-2
la solucidn del sistema es:
A=1,B=1,C=-2
Entonces:
(4x—2)dx dx
= ——2— =In|x| + Injx — 2| —2Injx + 1| +
x—xz Zx j x+1 n|x| Ix | |x | ©

=Injx|+Injx—2|—In(x+ 1*+C

Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresidn:

L R i B
(x+1) (x+1)
Por consiguiente:
j-(4x—z]dx WX

e e S

2 Caso IL Los factores del denominador son todos de ler grado y algunos se repiten
Si se tiene un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla una suma como sigue:

A B C zZ
n+ a—1 + n—2 +"'
(ax+ b)Y (ax+b) {ax+b) ax+b

En donde A, B, C'y Zson constantes por determinar.
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EEMPLOS *
1 ®#- Determina el resultado de: }'L‘S‘]‘k
t Solucién
'+5x _ A B c
(x—x+1)" x—-1 (x+1 =x+1
A 45x A+ +BE—1)+Cx—1)}x+1)
(x—x+1) (x—I}x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad:

Entonces se genera el sistema de ecuaciones:

su solucidn es:

finalmente,

(3x* +5x)dx _ ¢ dx

A=

dx

_ AF+ 2+ D+B(x—1)+C(x" = 1)

(x—1x+1)

I +5x=xXA+C)+x(A+B)+A-B-C

{A+C=3

24+ B=5,
A—B-C=0

2,B=1,C=1

dx

I(I—l}(x+1}2 x—l+f

2 ®¢-Resuclve Ig_i__z? dy

Solucion

5

(x+1)

1
=Zlnlx=1|———+Inx+1{+
x+1 Lx | x+1 |x | e

e

= In|(x+1)x—1)|- S

Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se efectiia la divisidn,

4 2
vy —8 4y  —8
0 k, BCSVI, Fn  X
yS +2y2 y y3+2}r2
Entonces,
4
-8 3 _
L PR
¥y 42y ¥y +2y
Se separan las integrales,
f 8]@ ¥ 4y’ —8B)dy
—2[dy+ =Y
= [ydy—2[dy f S on
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La integr.

}'{4}’ S)dy se resuelve mediante fracciones parciales,
2y’

s _aios | ais A, C
¥Y+2y y(y+2) Y(r+2) y y y+2

4y’ =8 _ AQ+2)+By(y+2)+Cy _ Y (B+CO)+y(A+2B)+24

Y(y+2) Yiy+2) Y(y+2)

De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:

B+C=4
A+2B=0,

2A=-8

A=-4B=2yC=2

La integral se separa de la siguiente manera:

4y —8B)dy _ _ rdy dy
Rt il +2|2 42 Z+2In|y|+2In|y+2/+C
S =S T =S 2l + 2y +2
=i+2{]n|yl+]n|y+2|}+c
¥
4 2
==+2m|y’+ 25|+ C
¥
Se concluye que,
o' =8y _»y 4
—2y+ —+ 21n|y? + 2y +
T T i R
EJERCICIO 15
Obtén las siguientes integrales:
x+4 - (16x* —48x +15) dv
437 +2x 3 2 = Tx 4 3
¢ D TR
5 }-41 1 (8+ 3x—x")dx
4x* —x (2x+ I(x+2)°
5 j-(f+1u—30}dr jzf—5x+4dx
X st tex (x—2)°
(12 +10x— 2x")dx 2% —10x+14
4.].' = f—_ =
x —dx (x—3y
(—9x — 9) dx 1 I(x’+x D
x(x* —9) x“+2x2+x
7 —4 dy
6. Ix—3+xz—2x 12, j—{y_ —
m){y —n)
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11jﬁlﬁiému 5 | %=
w —9w+20 16x — x
dy 5—dx
lij@—ag—ﬂ@—n ﬂ'Lu—f—f&
3=5% "
e b = o e
1&]3“’ x.}—J@L—-
w'—w +95'(-5)
(11x — Ty dx (x+2)dx
1’.'."'5?;:3;3 IIIEEE?
widw x+1
I&Im—qﬁ—%} m'hh—ﬁh
8x—3 1+ x°
13 j12Jr=—1r'x+1 = -F(x—l}"
(x —x")dx x
A j 3x® +26x" +64x + 32 # j (x—3%x+ 3}2..3

5x2—5 31 j- r—1

21. [
X =9x"+2%x-15 (x—2)

jzf +x*—39x" —22x" +112x +96

22,
4x* —25x* +38x—8

dx

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

2 Caso IIL El denominador contiene factores de segundo grado y ninguno de ellos se repite
A todo factor de la forma ax? + bx + ¢, le corresponde una fraccién de la forma:

Ax+ B
ax’ +hx+c

En donde A y B son constantes por determinar,
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%MPLOS *
1 ee- P (4% +6)dx
tadl Obtén el resultado de [————= e p
1 -
e Solucién
La expresidn
4x’+6 _ 4x’ +6
X 4+3x x(x"+3)
entonces:
4 +6 _A, Bx+C
xX*+3) x x¥+3
4x°+6 _ AR"+3)+(Bx+O)x
x(x* +3) x(x"+3)
4 +6 _ X(A+B)+Cx+34
xxX+3) x(x*+3)
De la igualdad resulta el sistema:
A+B=4
Cc=0
3A=6
donde
A=2,B=2,C=0
Entonces,
4x' +6 2dx 2x+0
f(x!+31d‘ =+ {x,+;d‘—zj'— 3—21n|x|+1r.(x2+3}+c
=Inx?+In(x2+3)+ C
=hx¥x*+3)+C
Por consiguiente,
ax’ +6
by ol x3+31dr =Inx¥x?+3)+C
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2 @4 Determina el resultado de }.(xz—_|_:}
x—3x +1)
Solucién
Se realiza la separacién mediante fracciones parciales,
g, IR +m+c=A(x’+1}+(Bx+C)(x—3}
(x—=3Hx*+1) x-3 X +1 (x — HF+1)
_ A(x’+1)+Bx’ —3Bx+Cx—3C
(x=3x" +1)
#+x  _X(A+B)+x(-3B+C)+A-3C
(x=3)x*+1 (x—=3)x" +1)
la igualdad resulia el sistema de ecuaciones:
A+ B=1
=3B+ C=1
A=3C=0
donde
6 1 2
A—E,B——g}'c—;
Al sustituir en la integral, se obtiene:
[
2 =Xtz
}- (x" + x)dx =E}- dx +j' 5 5
(x—x +1) 5'x-3 X +1
——ln}r 3| Ix +1 _'Fx +1
tx 3|——ln(x +l}+ “arctanx +C
-{5——}-}—5-+ arc tan x +C
7 +1°
Finalmente:
ji(xz?} dx = m| &= 3}5 + 2 mn R0
A (x* +1)

© Caso IV. Los factores del denominador son todos de segundo grado y algunos se repiten
Siexiste un factor de segundo grado de la forma

{ax® + bx + )"
3¢ desarrolla una suma de n fracciones parciales, de la forma:

Ax+B . Cx+D
a’ +bx+e (@’ +bx+ef = (ax' +bx+c) "

Vx+W Yx+Z
(ax’ +bx+¢)"
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EélEMPLOS )
2
] @9 Determina el resultado de %

:pl‘l‘l

Solucién
Se realiza la sepamacion mediante fracciones parciales:

4x' +2x+8 A K Bx+C  Dx+E
= +
x(x*+27  x X¥42 (P +2)

4x' +2x+8 _A(’ +2)" +(Bx+ C)x* +2x0)+ (Dx + Elx
x(x* +2) A+

4x* +2x+8 _ A(x* +4x’ +4)+(Bx* + 2Bx" + Cx’ +2Cx) + (Dx” + Ex)
x(x*+2) x(x* +2)

Se agrupan términos semejantes,

47 +2x+8 _x*(A+B)+Cx’+x*(4A+ 2B+ D)+ x(2C + E) +4A

x(x2+27 x(x* +2)
De la igualdad anterior se obtiene el siguiente sistema:
A+B=0
4A+2B+ D=4
2C+E=1
44=8
c=0
donde
A=2,B=-2C=0,D=0y E=12
La integral se puede separar en:

j-(4xz+2x+8}a‘x }- 2xdx 2}- dx
X +2)° X +2 (x? +2)

dx
= 2Injx|~In}x* + 2|+ 2| —/——
=l + 242 2
La qiltima integral se resuelve por sustitucidn trigonométrica y el resultado es:

dx \.I'E x x
-[(x’ +27¢ 8 JE+4(x2+2}+C

Este resultado se sustituye en la integral.

(4% +2x +8)dx _ V2 x
j' g Infx’| —Inx’ +2|+2[ = arctmﬁ+4(xz+2}] +C
Entonces se concluye que:

(4x"+2x+8)dx _
x(x* +2) | +2| 4
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2 @ Epcyentra el resultado de I(x’+4}

Solucién
Como el numerador es mis grande en grado que el denominador, se realiza la division,

x° — 8x* +16x
(x*+4) (x’ +4)

Entonces la integral se puede expresar de la signiente manera:

}- J- _ (8x® +16x)dx
x* +4} (x* +4)
La integral
}-(st +16x) dx
(x*+4)
se realiza por fracciones parciales,

8x‘+16x=m+3+ Cx+D _(Ax+B)x"+4)+Cx+D
(+4) X +4 (P +4a) x +4)

_ AC+Bx’ +x(4A+C)+4B+D
x +4)

De la cual se obtiene el sistema de ecuaciones:

A=8§
B=0
4A+C =16
4B+D=0

donde A=8,8=0,C=-16yD=0

xde B
f(x2+4}2 _4hl'2+4|+x’+4

(8x° +16x)dx
I " +4) 8Ix’+4

Finalmente, este resultado se sustituye en la integral

_(8x7 +16x)dx _ x7 2 8
I(x +4y j (x' +4) 2 [‘”n[x +4|+x2+4]+c
%
—E—4ln|x +4|—2—+4+C
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EJERCICIO 16

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludonas correspondiente «

Realiza las siguientes integrales:
dm y
L = 11, | ——
j-m’+m’ j-l—:g.r"{‘\'y
3
2 }- f’m 12, j'lt :—93‘2 +124J:+8dx
m+m x" +2xKx" +2)
X —6x'—6x"—8 (5x* —x*+Bx’'—dx+4)
3. jfdx 13, j T
x —6x (x" +1y(x=1)
1 }-(sz+x"+3‘Tx3+28x2+1‘?1x+162}dx 14, I{sz+5x D
' x(x* + 9y (X +2x—1y
B dy X —5x+3
5. 15 o=,
j-y"—lﬁ I{,:r’—ﬁu:+13}r’
xt—1 dx
—_— dx 16
r—x"+9x-9 I{x+2}{x’+2x+4}2
B rtx2 +48dx ] (4x* + x° +30x° +7x+49)
T (x*+4P(x+1)
¥y +5y 18 I(Sx" + X +225° +5x+50}dx
(o +1) ' x(x* +5)
x*+4 dx
| ——ux 19, | ————
el I e % s
dx
10, jm
3x® +13x* + 32x¢° + Bx* — 40x — 75
. D dx ivale a:
2. Demuesira que I PP+t 5y equivale a

1
=—In|x*(x" + 3x + 5){—
Fnpex =55 11 (x> +3x+5)

%Jﬁmm[ﬁ(h+3}]+§_ 4(3x+10)

Integracién por sustitucién de una nueva variable

Algunas integrales que contienen exponenies fraccionarios o radicales no se pueden integrar de manera inmediata; por
lo anterior se hace una sustitucién por una nueva variable, de tal modo que la integral que resulie se pueda integrar
por alguno de los métodos estudiados.

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de x

Una integral que contenga potencias fraccionarias de x, se puede transformar a otra mediante la sustitucidn:
x=w"

Donde nes el minimo comiin miltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.
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Eijemplo
dx = 2x +4x* +4In

-X

1
Demuestra que j i xi—4+C

Solucién
Se obtiene el menor denominador comiin que en este caso es 4, por lo que la sustitucién es:

Luego,

Por tanto, la nueva integral resulta:

f ldx : =}-4w3dw

.- wi—w
Se integra,
4w’ w wdw
I“.z_wdw—4j(w+1+w2_w]dw—4fwdw+4jdw+4f“3_w
= £+4w+4j idided
2 ww—1)
=22+ 4w + 4j'—dw +C
w—1
=2wl+dw+Inw—1|4+C
' dx LT '
Pero w=1x* ,se demuestra que j i =2x2+4x"+4]nx"—l|+C
xi_x-i_

Diferenciales que contienen potencias fraccionarias de a + bx
Una integral que contenga potencias fraccionarias de @ + bx, se puede transformar en otra, mediante la sustitucion:
a+bx=w"

Donde n es el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de los exponentes fraccionarios.

EJEMPLOS *
z
(x+1)3 1
1 ®°° Demuestra que [————dr =(x+1)=3(x+1)* + 3arctanx+1 +C

1+(x+1)3
Solucién
Se obtiene el minimo comiin miiltiplo de los denominadores de las potencias fraccionarias y se realiza el cambio,

x+1=w?
2

donde de=3wldw y (x+1)° =w?
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Por tanto, la nueva integral resulta,

4
L

z
}' (x+1)*
wl+1

1+(x+1)

dw

dx Ilfw’ (3wldw) = 3}'

2]
]
Se resuelve la divisidn y se integra:

wt 1 dw

=w—3w+3arctanw+ C

1
x+ 1 =w3 entonces w={(x+1)* = 3/x+1 , por consiguiente se deduce que:

2

j'—{”l}szdx =(x+ 1}—3(x+1}5 + 3arctan3x+1 + C
14+ (x+1)
+1 x+4-2,x+3
2 ®¢° Demuestra que }-(x-l-;}—xmdr - zﬁ—mﬁg:+c
Solucién
La sustitucidn que se realiza es:
wl=x+3
donde,

x+1=w?—-2,x+2=w2—-1 y dx=2wdw

Por tanto, la nueva integral resulta:

W =2
W =1(w)

W

x+1 -2
f wi—1

{(x+2),/x+3

Ahora bien, al resolver la divisidn e integrar, se obtiene:

ZI:;:fdw = 2][1—ﬁ]dw = Zjdw—zj“ftl = 2w — ]n‘:—-:l +C

w? =x + 3, entonces w = {x+3 y al sustituir se obtiene:

dx = f Qwdw) = zj dw

Jx+3-1
=2fx+3-mP 2" 4 ¢
Jx+3+1
Se racionaliza,
x+4-2x+3
=2/x+3-Ip}——————| +C
x+2
Por consiguiente, se comprueba que:
—2.f
f x+1 & =1 x+3—]nx+4 2, /x+3 +C
{(x+2),/x+3 x+2
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EJERCICIO 17
Resuelve las siguientes integrales:

1
3
1, [24 8. f——
1+ %7 x'—xt+32
1
3
: jxdxz 9. f— dri
1+ x° x1—=2xt—3
1
2
3. & 10. j xld‘
Bx+1)3 2x3 +1
x (2x + 5)dx
4 dx
J—— Fre+s
31+ x?
5. | = T 2 | de T
Jx[ 1423 (x=-3T4+x-3)*
1
xodx (r—1)dr
6 | 1 : f: t+2
4 4+ x*
dx
7
Foia

ﬁ
14, Demuestra que j- b 2} equivale a:
\x+ 2}3 #1

5 1
R E— 7 ;
[{x+2}§+1] 8(x+2) lﬂ(x-;i} +15(x +2)

+C

15 : 3
- g+ 2T+ 427 +1

equivale a:

15. Demuestra que j i i
xhbx?
1 1 1

1 1
B it —ar 6T —12 xE+I{ +C

]+ 12In

|%f_[ xlz__ zxz_l_lez
7

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente a
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Infegracién de las diferenciales binomias
P
Son aquellas integrales que contienen expresiones de la forma x"(a +bx")? con # > 0 y se reducen mediante los

cambios de variable que se indican:
2 Casol
Si W—H=L con L e Zsucambio de variable es:
!
£
u={(g+bx'y?
EJEMPLOS °
-é' ] % Demuestra que f—i‘?_l=z 4+x+C
& . @+
Solucién

En la integral se observa que

entonces,

Por tanto, el cambio de variable es:
1
u=(4+x’)* donde ul=4+x3
Se despeja la variable x y se determina la diferencial,
1 2 i
x=W-4y y &= -ju{uz—4} * du

Al sustituir en la integral, se obtiene:

j—xzm =[P+ ) =@ —43a) - 2uer -4
@+x%)? 9
=2au=2u+c
3 3
Fero
u= (4+x%?
por consiguiente:

(4+ )
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2 ®¢° Comprueba que }- xzdxl =3(x2+1};;2x2 _3}+C

x? +1)°
Solucién
Enesta integral
w=3tr=2,p==1yg=3
entonces
I 2
El cambio de variable es,

1
u= (1+x')® donde u®=1+x2

Se despeja la variable x y se determina la diferencial,

1
x= (' —12 y dx

3¢ sustituye en la integral y se obtiene:

i ¥ :

| X r=[x0+x7) 2 = @ ~ )7’y - 3‘: du
e _ 3 s 3,
= 5}-(“ Dudu = o ¥ +C

1
Perou = (1+ x)*, por tanto, al sustituir y simplificar el resultado

x* dx

3 i 3 2
T = —m(xz+1}3 ——4{x2+l}3 +C
+17

I e 1
= Z(x*+1P| x4+ |+ C
z(x }[s(x 2]

2
2 Ty d

_ M 41 (2x —3) +C

20

Finalmente,

Fdx _ 3P +1)Px )

o2 +1)3 A
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2 Casoll
s ML P 0w Zolvambio e mrisbiees:
1 g
L
[a+hx*]‘?
u= i
x
Ejemplo
Demuestra que:
L
dx 3=_{1+x‘}' id
X1+ x') *
Solucién
En esta integral
w=-Lt=4p=-3yg=4
entonces,
wtl p _ 241 3_ 1 _3_ |
t g 4 4 4 4
Por consiguiente, el cambio de variable es,
4 'I_ 3
u= l+:r e e ‘1 y dew - duj
x dut =1 (u* 1)

Al sustitnir en la integral se obtiene,

It irararte = s | ()| S| -famere

*(1+x*)
1

1+ x* |4
Pero u=[ + ] , entonces de acuerdo con el resultado anterior

1
de __Q+xY
X

F+xty
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EJERCICIO 18

Determina las siguientes integrales:
_3‘
: y“a‘yi 4 }-{4+3x‘}2dx
@+yy !
2 [2T=5x ax 7, B
(xS +16)
5 [l g [
9+x°) Fa—x'y
4, fx3(3+4x2}§dr 9, jx2(3+x)§dx
g x’dxl
x* +17

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente »

Transformaciones de diferenciales trigonométricas
Aquellas integrales que tengan una forma racional, cuyos elementos sean funciones trigonométricas seno y coseno, se
emplean las siguientes sustituciones, mediante la transformacidn:
De la identidad trigonométrica,
e [E ]= 1—cosa
2 ) 14 cosa

Se realiza el cambio tan[%]=:

2 _ l—cosa

 1+cosa
— Iz
1+
Dada la funcidn trigonométrica cos o, se completa el tridngulo rectdngulo de la siguiente figura:

Se despeja cos @, cosa=

2t T+

2t
Por tanto, sena =
1+

luego, tan| = |=¢ entonces da=2 -
2 1+7
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E-EMPLOS .
@9 Encuentra el resultado de j-—
E 3—2cosa
I.
e Solucién
Se emplea el cambio

di 1-¢?
da=2 co8 =
[1+ ] y 1+1°

= sustituye en la integral

2 2
147 1+ d 2
I3_2 s dr=f5!2+1d:=2j5'2+1=§[\f§urctanl:\.§r)]+c
1+ 1+

Pero !=tan[§],pormmo,se deduce que,
= el i

2 ®9- Opienel resultado de f

Ssenﬂ—l
Solucién
Se sustituye
9= 2[ “ ] y senf=—2_
141 141
en la integral
2
1417 dt J6_ |r—2J6-5
.F B & f_f+1m—1 f{g—s}’—z‘t 12 |+ 296 -5 €

5
147

Pero s=tan[g], por tanto, se concluye que,

}'dﬂ ='JE
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Férmulas equivalentes de fransformacién
Otro cambio que se emplea en las integrales en forma racional que contienen funciones trigonométricas seno y coseno
es:
dt
1+

r 1
sena = cosa = Jdana=¢ y da=
147 J1+7

Cuyo tridngulo es,

I I+¢

Se recomienda utilizar estas sustituciones cuando se tienen las expresiones: sen” , cos® ay sen a cos «

EMPLOS ]
1 ®*° Encuenira el resultado de | &y
5_ _ (5 —sen y)(5+seny)
i Solucién
La integral es equivalente a
.y
25 —sen’y

Entonces,
dr

!
= seny=
LA T i e

Al sustitnir en la integral, se obtiene,

dr dr
1412 141 di Je 2.6
— - o — +
j " ! jz4:’+zs j24:2+7.5 ﬁnmm[ 5 rpre
B—|— 14+1°
J1+1

Pero tan y = ¢, por tanto, se concluye que,

j & - -ﬂm tan[ig—mny]+c
(5 —sen y)}(5+seny) 60
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(tan®x + 1) dx

2 @+ Determina el resultado de | —— ;
3cos” x —2sen x cosx +sen x

Solucién
Se sustituyen las equivalencias en la integral y se simplifican:

j. (tan® x +1)dx _ j- (7 + 1](%]

{w) vl )

3cos’ x —2sen xcosx+sen'x

(1+:} {1+:}
- 1+7 - 2 AR j-(r3+1}d.'t
3 2r ! 3-2r4+r7 £ =21+13
- +
1+ 147 147 1417

La integral resultante se expresa de la siguiente manera,

I(.I' +l}d‘ _}- -5 dt
" =2r+3 : —2r+3
Se resuelve cada una de las integrales,

I

—4
=E+2! }-

=243

di
~ g BETE f—2+3 _4}-:’—2”3

M i 11n|1’—21r+3.|—4 jid'
2 2 =1 +2

IS 1 1 r—1
== +2+ —Inf’ —2r+3|—4—arctn—+C
3 2

o R

Pero r = tan x, entonces:

%m’x+2mx+%]n mnzx—2mx+3|—zﬁarcmn[mx_l ]+C

V2
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EJERCICIO 19

46
j4+5c:(r-6‘

dae
j-1+2c:mu‘3

3 j' dax
" J sen’x + 8 senacosa

&=

dx
jl—cmx+s¢nx

3
* i

6 | i

senw+cosw—1

de
% Il—tgﬂ

3 j' do
3sen @ —cos@

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente .

Determina las siguientes integrales:

76

9. |

10.

11

12

13.

14,

1

16.

]
|
)
I
]

5. |

]

de
cos® @ + sen 20

e
4secd —1

dex
6—3sena+ 4 cosa

_dx
24 3secx

1—tanp
1+tanB

dp

send
sen @ —cos@

3sen @ +4cosd

dd
4 senf —3cosd

dw
sen’w — 5 sen w- cos w + cos® w




CAPTULO 5

APLCACIONES DE LA INTEGRAL

HISTORICA
o -

Mchaméﬁoo francés, Cauchy fue pic-
nero en el andlisis y la teoria de
permutacion de grupos. También
investigd la convergencia y la divergencia
de las series infinitas, ecuaciones diferen-
ciales, deferminantes, probabilidad y fisica
matematica.

En 1814 publicé la memoria de la infegral
definida que llegé a ser la base de la teoria
de las funciones complejas. Gracias a Cauchy el andlisis infinitesimal ad-
quiere bases solidas.

Cauchy precisa los conceptos de funcién, de limite y de continuidad en la
forma aclual, foma el concepto de limite como punto de partida del andlisis
y elimina de la idea de funcién toda referencia @ una expresion formal,
algebraica o no, para fundarla sobre la nocién de correspondencia. los
conceptlos aritméticos ahora oforgan rigor a los fundamentos del andlisis,
hasta entonces apoyados en una intuicién geométrica que queda eliminc-
da, en especial cuando més farde sufre un rudo golpe al demostrarse que
hay funciones continuas sin derivadas, es decir: curvas sin fangente.

Augustin Louis Cauchy
(1789-1857)
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Constante de integracién

Dada la integral indefinida j' f'(x)dx = F(x)+ C, representa lafamiliade funciones de F(x) donde C recibe el nombre
de constante de integracién.

EJEMPLOS -
'ﬁ_ 1 ®#° Determina la funcién cuya derivada sea e

i§|‘ Solucién
La derivada de la funcién que se busca es:

fx)y=e
Se integra f"(x) para obtener f{x)

flx)= jel' dx
f@=2e* +C
28

8iC = —2,0, 2 se obtiene una famila de curvas para f(x),

Y f=e+3
f@)=e*

F@)=e*-2

Finalmente, la funcidn que se busca es: f(x) = %ez‘ +C

2 ®°° Determina la ecuacién de la curva, cuya pendiente de la recta tangente en el punto (4, S)es ¥y’ = | 2x+1

Solucién
Se integray’ = 2x+1

2
}'=}-\-'2x+ldr — y={2x;_1}2 +C

Al sustituir las coordenadas del punto (4, 5) se obtiene el valor de C,
3
7
5=%+c > 5=9+C —» C=-4

De acuerdo con el resultado anterior, la ecuacién de la curva es:

]
(2x+1)?

== 4

3
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3 @9 Encuentra la ecuacién de la curva cuya pendiente de la recta tangente en el punto (3, 1) es igual a 2xy

Solucién
La derivada es implicita, entonces,

dy _

=
Ahora, se agrupan las variables,

b 4
Se integra la expresion y se obtiene:

Q=f2xdr — Iny=x2+C
¥

Al sustituir las coordenadas del punto (3, 1), se encuentra el valor de la constante de integracion,
n1=34C - 0=9+C - C=-9
Por consiguiente, la ecuacién de la curva es:

Iny=x2-9 - y= i

4 9% ypy motocicleta viaja a razdn de ID? y acelera a un ritmo de (3r —5}?; . Determina la velocidad a la que viaja

Ia motocicleta al transcurrir 4 segundos.

Solucién
La aceleracion se define como ‘;ﬂ = g, entonces, dv = a dr
I

Integrando esta expresidn, se obtiene la velocidad v

jdv=j(3:—5}dr Lo =§r’—51+€

Para un tiempo inicial ¢ = 0, la velocidad de la motocicleta es 10 | estos datos se sustituyen en la funcién para
obtener el valor de C. %

10 = g(n}z—smuc donde € =102

Por consiguiente, v = grz — 5t + 10, luego, la velocidad de la motocicleta al cabo de 4 segundos es:

v= 5(4}2 —5(4)+10 = 142
8
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EJERCICIO 20

10.

11.

12,
13,

14,

15.

16.
17.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

1.

2,

. Determina la ecuacion de la curva, cuya derivada es j—x=3y2 —4y cuando pasa por ¢l punto [—E l]
L

, La derivada de una funcién cs i

La pendiente de la recta tangente a una curva es x + 3. Obtén la ecuacidn de la curva si pasa por el punto (2, 4)

La derivada de una funcién estd dada como f'(x) = ms[x —% ] Encuentra f(x) si ésta contiene al punto de
coordenadas (27, 1)

. Una curva pasa por el punio (3, ¢} y su derivada en este punto es igual a xe*, Determina la ecuacién de dicha

curva.
] . 2a 3w ] Jda’ —9x?
. Precisa la ecuacitn de la curva que pasa por el punto 3 y cuya derivada en este punto es Y

8'2
- T

. Obién la ecuacidén de la curva que pasa por el punto (—In 4, 1} y cuya derivada es x’=—%
o,

. Precisa la ecuacién de la curva que pasa por el punto [5,%] y cuya pendiente de la recta tangente en este punto

esy = x/x' -9

s y

. Encuentra la ecuacidn de la curva que pasa por el punto (4 E]ycuyaderivadaendichoplmtocs f=semE

+3

. Encuentra la funcién cuando pasa por el punto (=3, —1).

2

La pendiente de la recta tangente a una curva en el punto (0, 4) es

3 y] . Encuentra la ecuacién de la curva.
x

La derivada de una funcién en el punto [D, E] es x?sen” y. Obtén la funcién,

Determina la funcién del desplazamiento de una particula que lleva una velocidad constante de 11 m/s y al trans-
currir 8 segundos se desplaz6 73 m.

m
Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba y 3 segundos después su velocidad es de 30.6 = .Calcula la velo-
cidad del lanzamiento,

Una particula parte del reposo y se mueve con una aceleracién de (r + Z}SE; . para un tiempo de 4 segundos su

velocidad es de 12 - , Determina la distancia recorrida en este tiempo.
8

En un proceso de enfriamiento, conforme transcurre el tiempo, la rapidez de pérdida de temperatura (T) es el
cuddruplo de los ¢ minutos transcurridos. Si al principio del proceso el material tenia una temperatura de 64° C,
determina la temperatura al transcurrir f minutos,

Desde lo alto de un edificio se deja caer un objeto y tarda 6 segundos en llegar al suelo. Calcula la altura del edificio.
Desde la parte més alta de una tomre seaﬂojahacianhajomcum-pomnlmavelocidaddeE? y tarda 3.2 segundos
en tocar al suelo, Calcula la altura de la torre y la velocidad con la que choca el cuerpo contra el suelo.

m
Nota: g = 9.8 5_2
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Integral definida
Representa el 4rea que forma la funcién f(x} conel eje X en el intervalo [a, b].

Y&
y=fx)

D
R 4

Teorema fundamental

]
[ () dx=F ()~ F(a)
a = limite inferior

b = limite superior

Céleulo de una integral definida

a) Se integra la diferencial de la funcién,
b} Se sustituye la variable de la integral que se obtuvo, por los limites superior e inferior, y los resultados se restan
para obtener el valor de la integral definida.

Propiedades de la integral definida

[

- [P Roae=— rxyax

[

. j:qr{x} dx = [F(b)— F(a)] donde ces una constante

ta

[l reen=]"Feacx [ s ax

-9

3 j:f{x}a'x= j:f{x}a‘x+f:f{x}dx conc € [a, b

%EMPLOS "
! . L | 2 5t 2a’

g ! 9 Demuestra que }-n{a —xMdx = £

R
i Solucion

e o]

= sustituyen los limites

= [f(a}—%]—[az{n}—n—] = f-L - 2
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. T 1 o ﬁ;i.: SR,
2 Demuestra que: L \,@x—z

Solucién

Se integra y se sustituyen los limites,

o dx 2 ¥ 2 2 22 8_4 _4
=2 /=2 = |26 —-2-23@-2|=|2@-2@| =2-2 =2
Js Ax—2 |:3 ]2 [3"‘3{} 3“{3“ ] [3{} 3¢ }] 3 3. 3
3 @ Verifica que la integral definida [ “sen’xdx = "’T_Z
Solucién
3¢ integra la expresion .
R e P, 2 T 7
s 2 Soanpce 1o -]
3¢ sustituyen los limites
[lx—lsenzx]‘ i |l | g ) —F{u}—lsmzm}]
2 4 a 214 4 4 2 4
T 1 T 1 a 1 m—2
‘[E E“‘“(E]] [“ z““‘”}]— § 4 8
Finalmente tenemos que:
[isenteax = T2
g 8
4 ®¢ Demuestra que: f:xlnxdx=%(e2+l}
Solucién
Se integra por partes,
. o Tipe i oo [ B 1|
Lxl.nxdx = —Inx — ELxdx - E lnx—E :
Se sustituyen los limites,
2 e 2 2 2
x_(]_nx_l) = i(me_l) = 1_(]_“1_1] =£_(1_1]+l=i+l=l(e2+1}
2 2/], 2 2 2 2 2 2 4 4 4 4
Por consiguiente,
f:xlnxdx=%(ez+l}
5 @+ Calcula el valor de la integral [ “27dx
Solucién
S¢ integra y se sustituyen los limites:
58 2§+| 2;“ 2%“ 8 2 6
22dy = = — T
v In2 In2 In2 In2 In2 In2
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EJERCICIO 21

Determina el valor de las siguientes integrales:
T IEE P 11, j:e%dr
2. [ a+s)a 12, [ xe'ax
3, j:(JI+3x]dx 13, | ", cos’xsenx dr
2
2 [ dx
R S [
- ] dx
5. - dx 15. .
fzscnxcosx ID —
6. j'.?-st:nxdx 16. IEM
o e X
3 A T
L x4 . "(x*+1}§
4 dy 5 (Tx—11)dx
. 5 B Smren
9. F;,.'l+ausxdr 19, jfcmzxdx
3
: xdx -
0. j_lsz 20. In‘tms{lx}dx

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Area bajo la curva
El 4rea limitada por la curva y = f(x) continua en [a, b], el eje X y las rectas x = a,x = b, es:

] [
Area = j' f(x}dx=fﬂydx
Hl drea limitada por la curva x = f(y) continua en [¢, 4] el eje Yy lasrectas y = ¢,y = d, es:

Area= [“foyay=|"xdy
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EJEMPLOS .
1 ®5° Ohtén el drea limitada por larecta y = —2x + 3 desde x = —2 hastax = 1
E

LB
i

Solucién

= j’(—zx +Nde=[—x"+ zv.x]'_2

= [+ 3] - [(-2" + X-2)]
= 2—(—10)=124"

2 @@ Encuentra el 4rea comprendida entre la curva y = 2x — x2yel eje X

Solucién
3¢ buscan los puntos de interseccidén de la curva con el eje X,

-

RS

x—x2=0,x(2-x)=0 donde x=0,x=2

Area = j-{z.r—xz}dx=|:x’ _x_’I

3

Area = [(2}’ —%]— [{n}z = %]= 4 —% - %u’
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4 ®©° Determina el drea limitada por el eje X, la curva f(x) = ﬁ ylasrectasx =2yx =4

Solucién

Area = !ﬁdx=[x+]n(x—l}]:

=[@+In(d—1)] - [2+In2 - 1)]
=2 + In(3) = 3.098 u?

4 .'°{hlcnlael.§rca]jmitadapquacmvaf{x}= % , limitada por el eje ¥y lasrectas y =2,y =7
=
Solucién
Se despeja x de la funcidn y se obtiene

\

T
Area = }'m'y= j[§+ 2]dy=[3]ny+2y]:

2

i (313[%)“0] u
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5 @9 Bncuentra el drea limitada por el eje X, la funcién f{x) = cos xy lasrectas x =0y x =
Solucién
Se traza la grifica de la funcidon f(x) = cos x

Y4

A

X
As 3n
2

R
_——-I-a

Parte del drea sombreada queda por debajo del eje X, asf que se multiplica por —1
Area,=A, — A, = ffmsxdr—j;msxdr
2
= [senx]:—[smx]; =[scn% —sen D]—[scnﬂ'—scng]
2

=1—-[-1]=1+1=22

EJERCICIO 22

Determina las dreas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.
L fxy=2x+1,x=1,x=4 12, y= Jx,x=1,x=4
2, fx)=x%Lx=0,x=3 13. x=y—1,y=1y=35
Lfy=x}x=2,x=5 4. y=9 —x’eleje X
4 f6) = Jx,x=0,x=9 15. y= —,x=0,x=3
x+1
5. fx)=4—x%x=-2,x=2 16, f=y —-yy=-1,y=1
-, — - e I S
0. fix)=x"—-6x+9x=3x=6 17. y=(axy,x=——,x= —
a a
7. fo) = Jx+3,x=-3,x=1 18.x=;:_;2,y=3,y=5
B fx)= . Jx—2 ,x=2,x=11 19, flx)=xx' -1, x=1x= Jio
9. f(x) = =0,x="1 2 y= 2L co0x=4
'f{x}_scnx!x_ :I_E 2 x2+2:x_ y X =
10, fix} =x2=2x+ 1, x=-1,x=3 21, x=Iny,y=1,v=4
1 g x
11. x= E(S—ﬂl-y—yz},cle]c)’ ﬂ.y=ﬂ,x=ﬂ,x=1
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2y 3y—5
B x= ¥y=0,y=12 9. x=5——F7——,y=4y=6

|'|9—y2 vV —-2y-3
24.y=3sen2x,x=0 30, ks 4,5x=6
.y=3sen2x, x=0,x= LX) = ——— x=dx=
¥ X x=x P x

1

25.y=e2',x=ﬂ,x=5 Il x=ye¥,y=-2,y=0

4-x Jx
26, y= e X==1x=—1 32.y=ﬁ,x=4,x=9

]
2. x= \a-y y=-2y=2 33.x=g;;,y=l.y=3

2

¥

b =l,x=-a,x=a

T
23.y=x2cusx,x=—5,x=ﬂ M S+

=]

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
Férmula de trapecios
Determinada la funcién y = f{x), el drea aproximada que estd limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:
1 1
A= [E Fx) + fx) +f{rz]+---+5f(rn}]ﬁx donde x, =ax =bh

n = niimero de partes iguales en las que se divide el intervalo [a, b]

b—a

n

Ax=

es la longitud de cada parte,

Fo) Ao mmm e /=f(x}
K " / ¥y

Fx) -1
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3-EMFLOS
5 2
S ] - Culcula | (% ]dx utilizando la férmula de trapecios, dividiendo el intervalo [2, 5] en 6 partes iguales,
8.
L

Solucién
2
" | ==
s X
Los datos son:

x,=2n=6x,=5

Con los cnales se obtiene la longitud de cada parte:

2
X
3¢ determinan las ordenadas de los puntos mediante la funcién y = ?,

4.5 5
10.125 12.5

%, 2 25 3 35 4

fix.) 2 3.125 45 6.125 8

Se aplica la férmula de trapecios para obtener el drea en el intervalo [2, 5],
A= [%(2}+ 3125+45+6125+8+10.125 +%(12.5}}(D.5}

A=195625 47
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2 @ Evalta la siguiente integral | [’ +8dx conn = 10 intervalos.

Solucién
YA
I fle)=4x"+8
>
-2 2 X
Los datos son:
x = =2, n=10, xm—z
Se obtiene el valor de Ax,

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x, , sustituyendo en:

fx)y=x +8

X -2 -1.6 =12 —0.8 —0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6

R

fix,) 0 1975 2504 2736 2817 2828 2839 297 3118 3477

3¢ aplica la férmula de drea de trapecios,

A= E{n} 41,975 +2.504 + 2.736 + 2.817 + 2.828 + 2,839 + 2,917 + 3,118 + 3,477 + %{4}}3.4

Por consiguiente, el drea es 10.884 u?
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3 ®°-Encuentra L?senfdx tomando 5 intervalos,

Solucién

De acuerdo con la integral se tienen los siguientes datos:

T
x =0, xﬂ=5 ¥y n=35
La longitud de cada trapecio estd determinada por,
T-o
Ap=2 M
5 10

Se realiza la tabulacién para obtener las ordenadas de la funcién f(x) = sen x?

x 0 = s S =2

n 10 5 10 5

]

fix,) 0 —05877 -0.5877 05877 0.5877 0

Entonces, se concluye que,

1 1
Area = (E(D}Ir |-0.5877|+|-0.5877| + 0.5877+ 0.5877 + E(D}I;’—n] = 0.7385 u?

EJERCICIO 23

Utiliza la férmula de trapecios para obtener las siguientes dreas:

1. L!xz dx conn=35

5]

: f:{h' —1)dx conrn =8

2 Knl’xz +x" dx conn =4

L

3
4, IS—{;—dr conn=2§
o Jx+4

ot

. Lz\.n'lnxdr conn=38§

. Lzafxs—u'f;dxconn=5

7. L:e"z_' dr conn=2~06

L

=]

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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Formula de Simpson %

Dada la funcitén y = f(x), el drea limitada por la funcién y el eje X en el intervalo [a, b] estd determinada por:

Area = A_;(f{x,,H4f(x.}+zf{xz}+4f(rs}+2f(rq}+---+f{‘~)}

Donde:
x,=a, x,=b, Ax=3:;a y n = nimero par de intervalos,
EiEMPI.OS .
1 ®¢ Evalia | x dx conn = 4 intervalos.
E
iﬁ' Solucién
Los datos son:
=l axpemd, w=d
Se determina el valor de Ax,
Ax = o S =05

Se sustituyen los valores de x, en la funcién y = Jx pam obtener las ordenadas,

x il 1.5 2 25 3

fix) 1 1.224 1414  1.581 1.732

Por consiguiente,
Area = %(1 +4(1.224) 4 2(1.414) + 4(1 581) +1.732)

Area = 2,796 u?

2 ®°: Eyalin 27-—-" dx:-conm=6 slcrviios.
'FE \113 + 1

Solucién
2—-0 1
_— D’ _— 2’ =, Ax ==
X x, n==6 P 3
entonces el drea es:
1
Area = %(n +4(0.327)+ 2(0.585)+ 4(0.707 ) + 2(0.726) + 4(0.702) + 0.66)

Area = %(10226} = 1,136 &2
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EJERCICIO 24

Utiliza el método de Simpson % para evaluar las siguientes integrales:

1
yaxi +1
1. r X con n = 4 intervalos 4, }-sx—dx con n = 6 intervalos
x4+ 0 x+1
2, j: {fxs—Za‘x con i = 6§ intervalos 5, f:msfdrconn=4intervalos

3. I:@a’x con n = 8 intervalos

O Verifica tus resultados en la seccién de soludienes correspondiente «

Area entre curvas planas
Rectangulos de base dx

El drea comprendida entre las curvas f{x) y g (x), tomando rectingulos de base dx, estd definida como:
L]
A= [1f()— g ds

Recténgulos de base dy
El drea comprendida entre las curvas f(y) y g(¥). tomando rectdngulos de base dy, se define como:
A= ') - gy

¥t fo
dd------
y; =
i e T
s0p Top X

Es conveniente graficar las funciones para determinar la férmula que se debe utilizar.
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EJEMPLOS .
1 ..,D:tcrmimelﬁrea]imitadﬂenh‘elascmvasy=x3+ lyx—y+1=0

E | Lo
b Solucién
Se buscan los puntos de interseccién de ambas curvas igualando las funciones:
+1=x+1
x*—x=0
x(x* —1)=0
x(x—1x+1)=0
Por consiguiente,
x=0,x=1y x=-1
y=xi+1
Y&
y=x+1

4
A

Se eligen rectdngulos verticales de base dx para calcular el drea, por tanto,
0 1
Areﬂ= I_I{)’|—J’z}dx+fn{}tz—yl}dx siendo J’1=13+1 }_}r2=x+l

b ¥

= ji[{xs+l)—(x+1}] dx+ L.I [(x+1)— (x> +1)]dx

= ffl(xs —x)de+ Inl(x —x*)dx

I K K
entonces,

Area = [ (x—x)x+ [ (x—)ax = 2f (x—)ax

Il

[*)
.1
b | ¥,

|
=
f—

= z[ﬁ_ﬁl}i]
4

2[

Bd | =

Finalmente, el drea comprendida entre las curvas es %uz
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2 ."Ohténel.ﬁrea]jmim:hpm'las curvas y? = dx, dx+y—6=10
Solucién
Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

i G=y
4 4

Y +y—6=0
(y+3Uy—2)=0

y=-3y=2

Ya }'z = 4x

& +y-6=0

o

3¢ eligen rectdngulos horizontales de base dy, para calcular el drea, por tanto,
i~y ¥
J —s[ 4 4 ]dy

R U ol el
S SR

Area = [ [ —x]dx

r 2 372

4_ 2 3 e

1] 2F @ 3 (-3
= —||6(2)——————| - | 6(-3)— -

4_[(} 2 B T 3
- u—z—§+1s+9_—ﬂ]

4| 3 2 3
=1’£]

4\6
Z 125 .

24

1
Finalmente, tenemos que el drea comprendida por las curvas es %Suz
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3 @9 Encuentra el drea limitada por las curvas x2 + y2 —2x —24 =0y y2 — 8 + 16 =0
Solucién
Los puntos de interseccitn entre las curvas se obtienen al resolver el siguiente sistema:
{xz +y' —2x—24=0
Yy —Bx+16=0
Al multiplicar por —1 la segunda ecuacién y sumar con la primera, se obtiene,
24+ —40=0 - (x+10)x—4)=0 — x=-10;x=4
3¢ sustituye el valor de x = 4en la ecuacidn de la pardbola,
Y-8 +16=0
yi—16=0
y=*4
Por consiguiente, los puntos de interseccién son los puntos (4, 4) y (4, —4) y el drea estd determinada por:
Area = j:(xz—xl)a‘:

Y

¥ -8+ 16=0

[+ —2x-24=0

Se despeja x de ambas ecuaciones:
X +y —2x—-24=0 ¥ —Bx+16=0
' =2x +1=24—y"+1 —Bx=—y"—16

(x—172=25—4 x=
g _ 2
x—1=425-y
x=\‘|"2_5—y2”+1
Al final se sustituyen en la férmula del drea:

A= j’:[{dﬂ+1]—[f;’16]]dy = fj‘[ﬁlﬂ—%—l]dy
. Emgmmz_i_i

5 24
3 1 i A3
- |:i .ul'25—4’+§m'c sm[i] = 4——4]—[—4J25 —(—4) + B scn[—4 ]—( 4 —(—4}]
2 2 5 24 2 2 5 24
= [6+11.59 —2.66 —4]—[-6 —11.59 + 2,66+ 4] = 21.86 12
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EJERCICIO 25

Obtén el drea limitada entre las siguientes curvas:

Ly=x%ky=x+2 B, 5x2+ 16y =84;dx2 —y2 =12
2x=yvhixT+y=0 9 2+ 16y—48=0;x2+y2=16
3x
3' = 4y — 2; =yl ID_ = 3; —_—
¥y XRy=x y=xny ~+7
4 yI—dx—6y+1=0y=2x+3 11, v’=x;xy2+ 2x=3
5 4x2— 17x— 15y + 30 =0;y= [x+4 12, Jx+y=2;x2+y2=16
1
6. x24+y=18x"=6y -9 13 x=9—yhx= l—ayz

7.x24+y2 =25y -8 +8=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

Volumen de sélidos de revolucién

Se generan al girar un drea plana en torno a una recta conocida como eje de rotacion o revolucién. Pam calcular el
volumen se puede utilizar cualquiera de los siguientes métodos.

Método de discos
Se utiliza cuando el eje de rotacion forma parte del contorno del drea plana,

Eje de rotacidn, el eje X Eje de rotacidn, el eje ¥

¥a fix)y
;

v=a[[f)f ax v=a[‘[rof &
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Eje de rotacién, larecta y=k Eje de rotacidn, la recta x=h
Y

Y4 Eje|x=h hiAY]

Vv =w}':[ ) —kf dx v =wf:[f(y} — k] dy

EJEMPLOS .
1 ®¢° Encuentra el volumen que se genera al hacer girar el drea limitada por la pardbola y> = dxylarectax —2 =0
i drededor del eje X.
i
Solucién
Al hacer girar el rectdngulo de altura f{x) y ancho dx alrededor del eje X, se forma un disco de volumen,
dav = my?dx

Integrando desde x = 0 hasta x = 2, se obtiene el volumen del sélido,

v ='rrj-yzdx = 1:']2-(4x}a:r= [202 ] =8m’
o o

Y x-2=0
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2 ®* Encyentra el volumen generado al hacer girar el drea limitada por la pardbola y? = dventornoalarectax —2 =0

Solucién
Para generar el sélido se deben girar los rectingulos alrededor del eje x = 2, que es paralelo al eje ¥, por tanto el
volumen de los discos es:

dV=m(2 — x)2dy
Integrando desde y = —2 V2 hastay =2 J2 se obtiene el volumen del sélido.

¥ Eje g

24’5 (m nn
dy

L 1

T T »
X

~a2 ..

x=-2=0

o 3

V= wff;'_,2(2 —x)'dy conx = % , sustituyendo y simplificando:

= 2 %2 5 g %2 I 4
v=nu[" [z—y—] dy 24:}':‘2[2—%] dy = 2n 2[4—y’+i’—6]@

2.2 4

ST 1842
= 1]
15

3
27r[4y—%+-%
o

Método de las arandelas

Se emplea cuando el eje de rotacién no es parte del contorno del drea limitada por las curvas, esto significa que se
generan sdlidos de revolucidn con un hueco en el centro, al tipo de discos con hueco en el centro que se utilizan para
hallar el volumen se denomina, arandela.

Volumen de una arandela
Sea V el volumen de la arandela, entonces se define como la diferencia de voliimenes de los cilindros de radio r, y r,

V=V,~V,=ar'h—ar’h=m(r"—rHh
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2 Eje de rotacién horizontal

¥ 2(x) Y ¥

El volumen generado en torno al eje X se define como:
v=a"( [f0f -[e]) ax

2 Eje de rotacién vertical

- 20) y
IR 76)
b1

i
[

féi(y:} fk;}':} X X X

El volumen generado en torno al eje ¥ se define como:
v=af([fof -[2»f )ay
Ejemplo

Determina el volumen que se genera al girar el drea limitada por la circunferencia x? + y? = 25y larecta x — 7y +
25 = Den torno al eje X.

Solucién
Yk

{2 —
Bx).....

B

(-4, 3)t
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Se resuelve el sistema de ecuaciones para obtener los puntos de interseccién,
X+¥y =25 x—Ty+25=0

y=%[25—% y=x-;25
i fzs_xz =I+25

7

(=2 (5]

x24+x—-12=0

x+4)x—3)=0

Por consiguiente, las abscisas de los puntos son x = —4 y x = 3, los cuales resultan ser los limites de integracitn.
Hl eje de rotacitn no es parte del contorno de la superficie, por lo que se emplea la férmula:

v=a[ ([f] ~[80)])aix

Donde fix)es la circunferencia y g (x) la recta.
Al calcular el volumen se obtiene:

it [im]‘_[x+25]z]dx _ w}-:[zs_xz_f””—x’fﬁ”]&

Vv

7 49

_ ﬂ}-s 600 — 50x — 50x”
4 49

M ]
0 - _¥
49 z 3],

Lo B 4y
[z~ 5- 5 oo -

| 1P i
]dx—“—gfrf_q(lz x—x)dx

Il
|
E

Il
|
5

Par consiguiente, se deduce que el volumenes igual a: V= % mu’

Método de capas

En este método el volumen de la capa se expresa en funcin de la circunferencia media, la altura y el espesor de la capa
cilindrica, engendrada al girar el rectdngulo en torno al eje de rotacidn.

La grdfica de la derecha muestra el drea comprendida por la funciény = f{(x) E
con fix) = 0,eleje Xy lasrectasx =ayx = b,

Al girarla sobre el eje ¥se genera el sdlido de revolucidn, éste se divide en
ncapas o casquetes cilindricos, unos dentro de otros, con la finalidad de obtener fx)
el volumen del sélido.
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El volumen de un casquete cilindrico se define como el volumen del cilindro exterior menos el interior, entonces:
V=V, —V,=am’h —m'h =whr, —1’)
=qh(ry + r)r,=r)

pero

o B y M:r

2 27"

entonces:

= Eje de rotacién el eje *“y”
En el plano cartesiano se elige el i-€simo casquete cilindrico de dimensiones r = x;, h = f(x;) y Ar = Ax, al sumar
los voliimenes de los n casquetes cilindricos cuando nes muy grande se obtiene:

V= 1mY. 2mxf()Ax = 27 o (dx

2 Eje de rotacidn el eje “x”

v=1mY 2y, o)Ay = 20 yfo) dy
i=1
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EMPLOS .

1 ®*- iiliza el método de capas para hallar el volumen que se genera al girar sobre el eje ¥ el drea limitada por la curva
y=3?—2Pylasrectasx=0yx = 1.

Solucién
Gréfica del drea a rotar y del s6lido de revolucidn seccionado en capas

¥ ¥ Y

Luego, el volumen se define:

V=27 x(32@ -2 = 2| (3¢ —2x")dx = 21':'[—.\' —%xﬁ] = 21:[%(1}‘—%(1}5]

4 5 20 20 10

2 ®%° Obtén el volumen que genera el drea plana acotada por la pardbola x2 + 4x — 4y + 8 =0ylarectax + 2y — 4 =0,
al girarentorno alarectax — 1 =0

Solucién

X +dx-dy+8=0 ¥
+2y-4=0 ¢

5 yz

Ly

T i

-6 0]l X X
x=1

Para encontrar los puntos de intersecci6n de la recta y la pardbola se igualan las ordenadas y se resuelve la ecuacién
para x.

X +4x+8 _4-x
4 2

- xX4+6x=0 x(x+6 =0
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La altura del rectingulo estd determinada por

4—x X +4x+8_  6x+x
2 4 4

»=n=

Ia distancia del rectdngulo al eje de rotaciénes (1 — x) y su ancho dx, al aplicar la férmula se obtiene el volumen,

V=2ﬂf:{1—r}(—6x:xz ]a‘r— —j' (x* +5x" —6x)dx = 2[T+%—3x’]

Finalmente, el volumen resulta ser; V=72 7u?

3 ®¢° Determina el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al girar sobre el eje X el drea limitada por la curva
xX4+y?=9ylarectay—1=0

Solucién

m\\\

%JJ )J;)J)JJJJ).'J.I.

Hl volumen se genera tanto enel lado positivo como en el lado negativo del eje X, por tanto:

V=2 jfzwy(.Jg -y )y = wjlsy(,ﬁg—y’]dy
Se resuelve la integral:

— 1y
P E

Al evaluar se obtiene como resultado

V=4dr|-

©-9 , 0-0*|_, [1642] _ 642 .
—g +-——~—-3 44r|:—-3 ] 3 T
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EJERCICIO 26

1.

10.

11.

12,
13,

14,
15.

16,

17.

18.

19,

20.

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «

Resuelve los siguientes problemas:

Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva y = Jx de0ad
alrededor del eje X,

. Calcula el volumen del s6lido que se obtiene al hacer girar la regidn limitada por la curva fi(x) = /x—2 y las

rectas x = 2, x = 11, alrededor del eje X.

. Obtén el volumen del s6lido que se genera al hacer girar la regi6n limitada por la curva f(x) = x? y las rectas

x =0, x =3 alrededor del eje X.

. Determina el volumen del sélido que se obtiene al hacer girar la regién limitada por la curva f{x) = Jx ¥

Ias rectas y = 2, x = Oalrededor del eje Y.

. Determina el volumen del s6lido que se genera al hacer girar la regi6n limitada por la curva f{x) = x?, y las

rectas x = 0, y = 8, alrededor del eje ¥.

. Determina el volumen del sélido que se genera al hacer girar la regién limitada por la curva y = x? y las rectas

x =0, y = 16 alrededor del eje Y.

. Determina el volumen que origina la superficie limitada por la pardbolay + x> =0 yla recta y + 4 =0, al girar

en torno del eje Y.

. Obtén el volumen que se genera al rotar en torno al eje X el drea limitada por la curva y =4 — x? y la recta

¥=0

. Encuentra el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curva y = /x” +1 y las rectas

x= —2yx=2entorno al eje X.

Determina el volumen que se genera al hacer girar la superficie limitada por la curvax? — y2 4+ 1 = 0 y las rec-
ms y = 1.5, y =3 en torno al eje ¥.

Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X 1a superficie limitada por la semielipse 9x? + 25y% —
S4x — 144 =0 y el eje X.

Obtén el volumen generado al girar en torno al eje ¥ la superficie limitada por las curvasy =x%yy = Jx.
Encuentra el volumen que se origina al girar en torno al eje X, la superficie limitada por las curvas y = x2y
y=x.

Determina el volumen generado por las curvas x2 + y? = 25y y? — 6x + 15 = 0, al girar en torno al eje ¥,
Precisa el volumen que se genera al rotar en torno al eje X la superficie limitada por la curva y = 4x — x?y la
rectax—y=0

Calcula el volumen generado al rotar en torno al eje X, la superficie limitada por la pardbola x? — 6x — 8y +
17=0ylarectax—4y+5=0

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la circunferencia x? + y2 = 1, cuando gima en
tornoalarectax+3 =0

Calcula el volumen que se genera al girar la superficie limitada por la pardbola y? +4x —6y — 11 =0, ylarecta
2x+y—9=0,entornpalarectay+ 1=0

Obtén el volumen que se genera al rotar en torno a la recta x — 2 = 0, la superficie limitada por la curva
dx? + y2 + 48x+ 128 =0

Encuentra el volumen que se genera por la superficie limitada por la primera arcada de la funcién sen x, al girar
en tornoa larecta 2x — 37 = 0
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Longitud de arco

Sea la funcién y = f(x) continua en el intervalo [a, b], entonces la longitud de arco se define como:
[ I I
L= ["1+[fa]" ax
Demostracién

Se eligen n puntos del arco AB y se unen los puntos adyacentes mediante cuerdas, las cuales tendrdn longitud As, la
linea quebrada resultante tendrd longitud

S = i m:
=1
T foo) A5 gy
fln) Ay, ¥ = fix)
Ax;
4 B

a o X xg; % b X

Hl limite al gue tiende esta longitud cuando As, tiende a cero es la longitud (L) del arco AB, siendo

= JAx® +Ay? Ax;
);J [Ax‘ ]
y por el teorema del valor medio:

Ay _ Kx)—Fina) o
Ax: X TX fie

para cualquier valor de x que cumpla x;, | < x < x,.entonces:

L= limz,f1+[f'(x} Fax = ["1+[ @] dx

En forma semejante, sila curva tiene por ecuacién x = h(y), entonces la longitud de la curva estd determinada por:

L= ["i+[HON @y
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5 CAPULO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

EMPLOS »
1 ®* Determina la longitud del arco de la curva y = x?,en el intervalo [2, 4]
g
i.% Solucién
3¢ deriva la funcidn y se obtiene

!
R

Al sustituir en la férmula,

[~
Il

j:,.f1+(2x}2 dx=j:,h+4fd

Bx.,fl+4x2 +%ln(2x+ .,f1+4x2]]:

- 2~.J’6_5—\J‘ﬁ+%ms+"{‘E = 12170

4+:17
Y.i
y=2x
/]
1
1
1
1
1
1
1
1
1 1
1 1
=21 4 s

3
2 ®2° Obtén la longitud del arco de la curva, cuya ecuacidn es x = y?, entre los puntos (0, 0) y (64, 16)

Solucion

Al derivar conrespecto a ¥ se obliene,

& B

Ahora, se sustituye en la férmula:
16 3 L A 16 9 1ris

L= | 1+[Ey2] dy=|_ ‘J1+Iydy =E-|'-n Ja+9ydy

_ {.ﬁ(4+9y}3 r

27

= 66,685 u
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EJERCICIO 27

Encuentra la longitud de arco en los intervalos dados de cada una de las siguientes curvas.
1, y2=x3 l=x=4
2, x=y? 0=x=1
3, f(x) = %q’{x—l}s l=x=4
4
4, f(x) =4 x* 0=x=1
2 3
.S.j‘“(x}=5{r2—1}2 1=x=3
m m
6. fix) =Incosx — =xr= —
Sfx) % 7
T ™
7. =In Y s X
J(x) sen x = x 5
8 y=hx? l=x=5
9. y=Inx J3=x=.8
x* 1
10, y= —+— 2=x=
0y 5 g X=3

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludonas correspondiente «

Aplicaciones a la economia

Funcién de costos

Hl costo total para producir, vender y distribuir un articulo es igual a la suma de los costos fijos més los costos
variables.

Cix)y=Cr+C,

Los costos variables dependen del mimero de unidades x, mientras que los costos fijos no, Estos tiltimos permanecen
constantes, algunos son el pago de larenta, el mantenimiento, y otros mds en los cuales no importa si se produce, vende
y distribuye una pieza, mil o cualquier otra cantidad y se representan, comao:

Cx=0)=C;

El costo marginal es el costo para producir una unidad adicional més cuando ya se fiene un nivel de produccidn deter-
minado y se expresa como la derivada del costo total respecto al mimero de unidades:

Costo marginal = d—{:iﬂ

De forma contraria, si lo que se conoce es el costo marginal, entonces el costo total es la integral:
C=[C'(x) ds

Cuando se resuelve esta integral se obtiene una constante de integracion, la cual se puede conocer mediante las con-
diciones iniciales, la cual regularmente es equivalente a los costos fijos.
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EJEMPLOS

'é. 1 ®%° L funcién del ingreso marginal al producir una bicicleta estd dada por la funcién

oy

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

Ejemplo
El costo marginal que emplea un fabricante de pernos estd dado por %@,‘2 =302 — 0.04x y el costo fijoes de $12.
Obtén la funcién de costo total,
Solucién
El costo total se obtiene resol viendo la integral:

€ = [(302-0.04x)dx

C=302x — 0.02x* + K
Pero K, en realidad, son los costos fijos C,, entonces:

C(x =0) = 302(x) — 0.02(x)" + K,
pero se sabe que C(x = 0) = C, entonces:
C=12=K
Entonces la funcidn del costo total es:
C(x) = 302¢ — 0.02¢2 + 12

Funcién de ingresos

La demanda de un producto se define como p(x), mientras el ingreso total es el producto del precio, por el mimero
de unidades x, que se venden.

1) =p(x)-x

El ingreso marginal estd en funcién de la cantidad demandada y matemdticamente se representa como la derivada del
ingreso total, con respecto a la cantidad x

Ingreso marginal = E;—iﬂ

Si lo que se desea obtener es el ingreso total y se tiene el ingreso marginal, entonces se procede a efectuar una inte-
gracidn:
Hx) = jl’(x} dx

En este caso, cuando se infegra y se encuentra la constante ésta serd siempre igual a cero, ya que si no se comercializa
ninguna pieza x, no existirdn ingresos.

2

@ = 3x2 — 2x + 20, deter-
dx

mina la funci6n del ingreso total y la funcién de demanda total,

Solucién
El ingreso total se obtiene resolviendo la integral:

Ix) = f(3x2 —2x+20)dx

Ix)=x>—x*+20x+C
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Pero I{x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C
Ix=0)=0F - (02+2000+C — 0=C
Entonces la funcidn del ingreso total es:
I(x) =x* — x? + 20x
Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacidn:

I(x)
IX=pix)-x — plx)= =

Entonces, se obtiene:
x*—x*+20x

T S
p(x) - x*—x+20

2 @0 Una compaiifa manufacturera sabe que la funcién del ingreso marginal de un producto es 7'(x) = 20 — 0.002x,
en donde /’(x) se cuantifica en pesos y x es el niimero de unidades.
Con base en la informacidn antes mencionada, determina:

a) La funcién de ingresos totales

b) La funcién de la demanda del producto

¢) Los ingresos totales al venderse 500 unidades
d) El precio, cuando se venden 3 500 articulos

Solucién
a) La funcién de los ingresos totales se obtiene al resolver la integral:

I(x) = }'(zn —0.002x) dx

I(x) = 20x — 0.001x2 + C
La condicién I{x = 0) = 0, por tanto, se obtiene el valor de C

1(0) = 20(0) — (0.001}0)* +C — 0=C
Entonces la funcién del ingreso total es:
1(x) = 20x — 0.001x?

b) Para obtener la funcién de demanda se despeja a p(x), de la relacion:

1(x)
IXy=px)-x — plx)= =
Entonces, se determina que:
—0,001x?
px) = Ll 2“0 =20 — 0.001x

¢) Para determinar los ingresos totales al venderse 500 articulas, se sustituye en:
I{x) = 20x — 0.001x2
1(500) = 20(500) — (0.001)(500)*
I{500) = 10 000 — 250
1(500) = $9750
d) Si se desea obiener el precio, cuando se venden 3 500 unidades, se sustituye en:
pix) =20 — 0.001x
p(3 500) = 20 — 0.001(3 500)
p(3500) =20 — 3.5
p(3 500) = $16.5
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MATEMATICAS SIMPUFICADAS

EJERCICIO 28

O Verifica tus resultados en la seccién de soludiones correspondiente «

. Una mdquina de coser industrial se deprecia en funcién del tiempo 1, segin la funcién P'(r) = —

Resuelve los siguientes ejercicios:
1.

El costo marginal para producir un perno metélico estd dado por C'(x} = 20 — x — x? ademds se sabe que el costo
fijo es $4.00

Determina:

a) La funcién de costo total

b) El costo de producir 5 unidades

. La funci6n del ingreso marginal de un cierto producto es I'(x) = 3x? — 2x + 5, determina la funcién de ingreso

total.

. La funcién f(x) = 4e%°%5*, representa el costo marginal de produccién de un buje de cobre, en donde los costos

fijos estdn dados por Cf = $200.00. Obtén:
a) La funcién del costo total
b} El costo cuando se producen 500 piezas

. El ingreso marginal que tiene registrado un productor de bicicletas de montafia es: I'(x) = 8 + 3(2x — 3)?, deter-

mina la funcidn del ingreso total y la demanda,

. El gerente de una empresa productora de dulces sabe que su costo marginal estd dado por la funcitn

dC(x) _ __ 3
dr JZx+1'
ademds sabe que el costo de producir 40 dulces, es $53.00.

Encuentra:
a) La funcién del costo total
b) Elcosto de fabricar 220 piezas
8160
Gr+2)°

Determina:
a) La funcidn del precio P(r), de la miquina, f afios después de su adquisicidn
b) ;Cudl es su valor después de 5 afios?

. Una compaiifa deprecia una computadora en funcién del tiempo 1 medido en afios, segiin la funcidn

dP(n) _ _ 24 000
& e+

en donde P(r), es el precio de la médquina 1 afios después de su adquisicion. ;Cudl es su valor después de 2 afios?
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CAPTULO 6

ECUACIONES DIFERENCIALES

tnm’amm

nventd un método para determinar aproxi-

madamente el fiempo de un fésil. Su teo-

ria [de la datacién o fechamiento con
radiocarbono), estd basada en que la razén
de la cantided de carbono 14 al carbono
ordinario es constante de tal forma que la
cantidad proporcional absorbida por los
organismos vivos es igual que la de la aimés-
fera. Por lo que cuando muere un organismo
la cbsorcion de este elemento cesa y empieza a desintegrarse [vida media
de un material radiactivo).

-
o

o -

De fal forma que solo basia con comparar la canfidad de carbono 14 pre-
sente en el fésil, con la relacién consiante que existe en la amésfera, Con
base en la vida media del carbono que es aproximadamente de 5600
afios se plantea la variacién de una cantidad inicial Cy de carbono 14 en
el fésil con respecio al tiempo, obfeniendo una ecuacion diferencial de la
siguiente forma:

% = kG, endonde G, = Gy0)

La cual resolveremos en esfe capitulo.

Willard Libby
(1908-1980)




6 CaAPMULO

MATEMATICAS SIMPUFICADAS

Introduccién

Casi cualquier problema del mundo real se puede resolver mediante la formulacién de un modelo matemdtico que,
al resolverlo con los conocimientos adquiridos (en particular de cdlculo), permita obtener conclusiones matemdticas,
las cuales posteriormente nos permitirdn hacer una interpretacion acerca del fendmeno sobre el cual gira el problema
y entonces podremos hacer predicciones sobre el mismo. Estas predicciones siempre se deben verificar con los datos
nuevos que se derivan de la préctica. Es decir, si las predicciones no coinciden con los datos nuevos, entonces hay
que ajustar el modelo,

La mayoria de estos problemas a resolver surgen en la fisica, la quimica y las ciencias sociales (crecimiento de
poblacién, decaimiento radiactivo, problemas donde interviene la velocidad y la aceleracién, antigiiedad de un fiésil,
efc....). En muchas ocasiones, cuando se utiliza el célculo, es porque se presenta una ecuacion diferencial surgida del
modelo encontrado, por esta razén una de las aplicaciones méds importantes del cdlculo son, sin duda, las ecuaciones
diferenciales.

En este capftulo sélo se dard una introduccidn a las ecuaciones diferenciales (definicidn, clasificacién, algunos
métodos de solucitn y ejemplos de aplicacion); es decir, no se pretende dar un curso completo, s6lo haremos referencia
alo basico para que el alumno posteriormente pueda iniciar un curso formal de ecuaciones diferenciales,

Definicién
Una ecuacion diferencial es aquella que tiene una funcién desconocida y una o méds de sus derivadas.

La representacidn de una ecuacidén diferencial en su forma general es:

Flx % ¥,y " 1=0

Con x variable independiente, y = f(x) variable dependiente (en este caso la funcién desconocida), ', ¥, ¥", ..., ",
sus derivadas.

El orden de una ecuacién diferencial estd dado por la derivada de mayor orden que aparece en la ecuacién,

El grado de una ecuacitn diferencial es el grado de la derivada de mayor orden que aparece en ella,

Por ejemplo:
Ecuacién Orden Grado
% —x=7 Primero Primero
2y —y=6 Primero Primero

2

%x%_l_ 5%=—4}' Segundo Primero
P+ 20 Y+ 2y=x Segundo Segundo
2y"—4(y") — ¥ =6x Tercero Primero

Si una ecuacidn tiene una variable independiente se denomina ecuacidn diferencial ordinaria, ya que sus deri-

vadas son ordinarias.
Por ejemplo:

¥-2x=8 Y-y=x ¥ —x"+2y(Y —xy=0
Si una ecuacidn diferencial tiene dos o mds variables independientes, se llama ecuacitn entre derivadas parciales,
ya que las derivadas son parciales:
az az dz

Xx—+y—t+—=
ax yﬂy af w
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Lasolucidn de una ecuacién diferencial es una funcién y = f{x) que junto con sus derivadas sucesivas se transforma
en una identidad al ser sustituidas en ella.

Ejemplo

Comprueba que y= f(x)=x*+ 3x* +6x+1,es solucién de la ecuacién 3y—xy' +3=»"+32x+ ")
Solucién

Se obtienen la primera y segunda derivada de fix)}

y=f(x)=x+3x"+6x+1 Funcién

V= f({x)=3x"+6x+6 Primera derivada

V'=fx)=6x+6 Segunda derivada
Se sustituyen y, ¥, ¥ enla ecuaci6n
Iy—xy+3=y"+32x+x")
'+ +6x+1)—x(3x*+6x+6) +3=(6x+6)+32x+ %)
38 +9x" +18x43-3x" —6x" —6x+3=6x+6+6x+3x"
I +12x4+6=32" +12x 46

Por tanto, y= f(x)=x"+ 3x" +6x +1 es solucién de la ecuacidn.

Una solucién general es una funcién de una variable que tiene un niimero de constantes arbitrarias no conocidas
igual al orden de la ecuacidn y que al sustituirla en la ecuacidn se transforma en una igualdad.

Una solucién particular es una funcién de una sola variable que se obtiene de la solucin generl, obteniendo el
valor de sus constantes y que al sustituirla en la ecuacidn la transforma en una identidad.

Ejemplo
Dada la ecuacidn diferencial

¥ =3y +2y=5-2x
Determina cudl de las signientes funciones es solucitn e indica de qué tipo es:
a) y=Cg +Ce”—x+1
b y=—¢€-—x+1
Solucién

a) Se sustitiye y=0C\e” +C,¢™* —x+1 en la ecuacitn con sus respectivas derivadas y si se transforma en una
igualdad, entonces si es solucién y serd del tipo general,

y=Ce*+Cr™ —x+1
y.-=clen: +2C232x _1
Y =Ce" +4C,e™

Y =342y =(Ce" +4C™) = HCie" +2C,e"* — 1)+ 2ACie" + Cye™* —x +1)
=Ce' —3C,e" +2C,e" +4C, ™ —6Cye™ +2C,¢™ +3—2x+2
=5-2x

C,, C, son constantes no conocidas, por tanto es una solucién general.
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b) Se sustituye y=-—¢" —x+1 enla ecunacidn con sus respectivas derivadas y si se transforma en una ignaldad,

entonces sf es solucién y serd particular.
y=—e"—x+1

=gt

y=—g"

V=3 4+2y=(—¢")—H—e —1)+2(—e"—x+1)

=—g"+ 3" =2"4+3—-2x+ 2
=5-2x

La solucidon tiene constantes definidas Cl = -], C2 = (), por tanto es una solucién particular,

Ecuacién diferencial de primer orden

Ahora se resolverdn algunos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden con el método de variables separables
y homogéneas.

Al resolver ecuaciones diferenciales seguramente se necesitardn ciertos métodos de integracién, por ello te suge-

rimos tomarte algunos minutos en repasar los capftulos anteriores.

Variables separables

La técnica mds simple es la aplicada en una ecuacion diferencial que se reduce a la forma:

M@dx + N(y)dy =0
Donde M (x)es una funcién que depende de x y N(y)es una funcitn que depende de y. Con ello han sido separa-

das las variables, por lo cual la ecuacién diferencial es del tipo de variables separables. Su solucidn se obtiene por
integracion directa:

fM(x}dr+fN(y]dy=C

Donde Ces una constante arbitraria.

E-EMFLOS

.! @9 Resuelve la ecuacién % =6x

Solucién
La ecuacién se transforma a:

dy = 6x* dx
Se integran ambos miembros de la ecuacién
[dy=[6x"ax
y=X*+C
Por consiguiente la solucién es:
y=2+C
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2 ®¢- Respelve 1a ecuacion 1+ yhde+ xydy =0

Solucién
Se trasponen los términos:
(1+ y*)dx + xydy =0
(1+y)dx=—
- 1 o
Se multiplica por K+ v se simplifica:
1
—2 1
x(1+y}( + yhix = x{l+y}{ —xydy)
& __ vy
X 1+

Se integra cada lado de la igualdad:

[ 22esc

].nx=—%].n(l+y2}+f.'l
Se sustituye C;, =InC,

1
In x=—Eln(1+y2}+]n €

lnx+%]n(1+y2}=lncz
Se aplica la propiedadlna™ =mIna

mnx+Inyl+y =InC,
3¢ aplicala propiedad lnagh =Ina +In b

Inx /14y’ =InC,

xfl1+y' =C
o 2
(x1+5) =€)
Se despeja y, se sustituye (C,)? =

#(1+y")=C
1+y2=%
y_JC;zxz _ Cx—x’ =l~...'r(.Tx’
Por tanto, la solucién general es: y—% m
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3 ®¢-Resuelve la ecuacion (y2 +xy2}% +x—w?=0

Solucién
La ecuacidn se transforma en:

(y:+x}'2);—‘yx +xt=pi=0

Se factoriza cada término
y2(1+x}% +x¥1—-w=0
Y1 + x)dy + [xX(1 — y)ldx =0
Se multiplica cada término —
i P -
— %1 + +71 &4 dx =0
x — L 3
ax x}(l—y}[v Ndy A+ ai—y [x »l
¥ E
l—ydy+ 1+xdx—ﬂ
¥ x
el
¥ 1+x
Al integrar ambos miembros de la ignaldad
2
Y —
}-l—ydy_ l+xdr
se divide y se obtiene que
2
R
-y peLE 1—-¥
. 1
1+x 7 x+1
Regresando a la integral
1 1
—y—1+—|dy = = [|x—14—— |a@x
I[ ’ l—y]dy f[x +x+1]
dy _ dx
= [ty = [y + 75 = - faax+ Jae— [
- . — In| —1-—l 24+ x—Inx+ 1+
sy =y=hly—1|==cat+x-Inlk+1| +C,
Se multiplica por 2

—y2—2y — 2Inly — 1| = —x2 + 2x — 2 Injx + 1| + 2C,
x2—y2—2x—2y+2Ink+1| -2y —1|=C

Al aplicar la propiedad In a™ = m In a y al factorizar x? — y? se obtiene:
(x+)x —y)—2x+y)+Inkx + 1P —Iny - 12=C
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Alap]icarlapmpiedad]n% =Ina—Inb

G+
(x+y}(x—y}—?(x+y}+ln0_l}z =C
(x+1)
=1y

x+Wx—y—2)+In

x+1Y)
x+yx—y—2)+1In yTl ={

Finalmente, la solucién general es:
2
x+1
(x+y}{x i di 2} +]]:I[ﬁ] =]

4 ®%: Reguelve (1 + y2dx = xdy

Solucién |
Se multipli el factor —————, cada término de la i
plica por w4y gualdad
! (1 + yHdx ! dy
_ S S
xaryy s 7 X1+y)
dv  dy
x 14y
Al integrar se obtiene:
IE i fi
x 1+y*

In|x| = arc tan{y) + C,
Se aplica la definicion de logaritmo natural, si In b = ¢, entonces e = b

x = g™etan(y) +C,

x = gmetan) . ,C,

x= g™ mEl. O

x = Ceg™ Bnty)

Por tanto, la solucién es:
x = Ce™ =
Oftra forma de representar la solucién es la siguiente:
Injx| = arc tan(y) + C,
Injx| — €, = arc tan(y)
Se sustituye In C = —C,
Injx| + In C = arc tan(y)
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Se aplica la propiedadIngh = Ina + In b
In|Cx| = arc tan(y)
Se obtiene Ia tangente de cada término de la igualdad
tan(In|Cx{) = tan(arc tan(y))

tan(In|Cx{) = y
Finalmente, la solucién es:
an(In[Cx]) =y
5 @ Resuelve e (1 +y) =1
Solucién
Se resuelve el producto
e {l+y)=1

e_]"-l- e_yy’ =1
La ecuacidn se transforma en:

e*+e"% =1

e_!-a-; =1 — g ¥
e Ydy={(1—e Ndx
erdy _
1—e™*
Se integra cada término de la igualdad
etdy
Il—e"’ - Idx

Injl1 —eY=x+C,
Infl —e?|—-C =x
Inj1 — 7| + InjC| = x
InjC(1—e™)|=x
C—e?=¢"
Por consiguiente, la solucidn es:
ef=0C(1—e™%)
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6 ®*° Determina la solucién particular de la ecuacidn diferencial

- 2F
b S 2y
para la cual
y=2
cuando
x=0
Solucién
3x2
Y=o
dy _ 3
dx 2y
2ydy = 3x? dx
j'zydy = f:u’atr
vi=x*+C

En la solucién general se sustituyen los valores de: y =2, x=0
yvi=xi+C
2P =@0r+cC
Por tanto,
c=4
Este resultado se sustituye en la solucion general, se despeja y
yvi=x*+C

FEE

p

Por tanto, la ecuacidn particular es:
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7 @e- Cerca de la superficie de la Tierra, la aceleracién debida a la gravedad de un cuerpo que cae es de 9.81 Is; i
esto es posible si se desprecia la resistencia del aire. Si se arroja un cuerpo hacia arriba desde una altura
inicial de 30 m, con una velocidad de ZD?,determimsu velocidad y su altura tres segundos mads tarde.

Solucién

La altura s se tomara positiva hacia arriba, entonces la velocidad ves positiva, pero la aceleracién a es negativa ya que
Ia afraccidn de la gravedad tiende a disminuir v, por tanto la solucitn esta dada por la ecuacidn diferencial.

dv

Y = —9.81
Con las condiciones iniciales
m
v=20 il 30 m
dv
La ecuacién E = —9.81, se resuelve por el método de variables separables, es decir:
i —9.81
a7
dv = —981dr

fdu = —j931m+c

v=—981r+C
m
Enelimtantc:=ﬂ,v=2ﬂ;,entonccs
v==981r+C
20 = —981(0) + C
cC=20
Por tanto
v=—981r+ 20
ds 5 G .
Luego,v = = .entonees se tiene una segunda ecuacitn diferencial,
ds
eV
E = —9.81r+ 20

Al resolver la ecuacitn diferencial por variables separables resulta:

L
dr

Ids
9.81

S=—TI'2+ZD.!+K

—9.81r + 20

[—9.81¢+20)dr + K
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Se determina el valor de K, con los valores iniciales s = 30,1 =0
81
g= —gT:2+2D:+K

81
0= —QT(D}Z+ZD(U}+K

Por tanto, K = 30, entonces la solucién es:

1
s=—%12+21]r+30

Finalmente se obtiene el valor de la velocidad y la altura 3 s mds tarde.

v=—08lr+20 = —9.81(3) + 20 = —29.43 + 20 = —9.43%

9.81 9.81
g £+ 20 + 30=- = (3% + 20(3) + 30=(—4.905)(9) + 20(3) + 30=—44.14 + 60 + 30=45.86 m

8 ®¢- 5 tiene un cultivo con una cantidad N, de bacterias, al pasar una hora el niimero de bacterias es de g N,. Si la ra-
zon en la que se reproducen es proporcional al niimero de bacterias, jen cudnto tiempo se cuadriplicard la cantidad
inicial de bacterias?

Solucién o
Si la razdn de reproduccidn, la variacion de N, respecio al tiempo (Eg') , &s proporcional al niimero de bacterias,
entonces se tiene la siguiente ecuacion:

dN,
=z
La cual es una ecuacidn de variables separables, al resolverla se obtiene:
aN, _
N,
InN,=kt +C,
eh'+CL £ Nﬂ
Nn(.l'} = eh"{"l
Ny(1) = eteC
donde
Ny(f) = Ce"

Cuando ¢ = 0 entonces Ny(0) = Ce®™ = Ce® = C(1) = C, pero sabemos que la cantidad inicial de bacterias
es N,,es decir C = N, por tanto N(r) = Nye". §
Encontremos el valor de &, para eso tenemos que Ny(1) = 2 N, de donde

5
Nﬂet‘:lj= ENﬂ
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Se divide entre N

L)
F
Il
SR

Se aplica logaritmo natural en ambos lados

5
frgkesdns
£ 2

B
TRy

k=109163

Por tanto. la funcién solucién a nuestro problema es Ny(r) = Ne®?16%
Si queremos saber en cudnto tiempo se cuadriplicard la poblacidn, entonces se plantea la siguiente igualdad:
4‘”0 —_— Naell!llﬁﬁu'
Se divide entre N,
4 = 09163
Se aplica el logaritmo natural en ambos miembros:

Ind=1In 80.91631'

In4 = 0.9163¢
In4
09163
r=1,51

En aproximadamente 1.51 horas se cuadriplicard la poblacién inicial.

9 @+ Al analizar el hueso de un f6sil se encontrd que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original.
;Cuil es la edad del fdsil?

Solucién
Existe un método basado en la cantidad de carbono 14 (C — 14} que existe en los fésiles. El quimico Willard Libby
inventd la teorfa de la datacién con radiocarbono, la cual se basa en que la razén de la cantidad de carbono 14 en la
atmdsfera es constante, lo que trae como consecuencia que la cantidad de este isGtopo en los organismos es propor-
cional al que existe enla atmdsfera. Al morir un organismo deja de absorber carbono 14, es decir la cantidad absor-
bida de este elemento cesa, y al ser un elemento radiactivo se va desintegrando (recuerda que la vida media de un
elemento radiactivo es el tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de este elemento). Entonces basta con comparar
la cantidad proporcional de carbono 14 enel fésil con la cantidad constante en la atmésfera. Para hacer esto se toma
en cuenta la vida media del carbono 14 que es aproximadamente de 5600 afios.

Ahora regresemos a nuestro problema: digamos que C, es la cantidad inicial de carbono 14 en el fésil, entonces
Ia variacién de esta cantidad respecto al tiempo es proporcional a la cantidad inicial, es decir:

dcC
mn =kC,
en donde
G = C0
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La ecuacitn diferencial obtenida es parecida al modelo del ejemplo 10, al resolverlo se obtiene:
C, (1) = Cye

Para obtener el valor de &, consideremos que la vida media del carbono 14 es de 5600 afios, esto quiere decir
que:

C
- = G(5600)
C
Se divide entre 'Cu
% = 3600k
3¢ aplica el logaritmo natural en ambos miembros
1
— = |n o 3600k
In 2 Ine
In : 5600k
5=
g
—_— =
5600

k= -0.00012378
Por tanto,
'Co{-'} = Cﬂf —. O 123 T8

Si nos dicen que la cantidad de carbono 14 era la centésima parte de la cantidad original, entonces basta con
plantear la siguiente igualdad.

L — 000012378
00 - &f
3 = ¢ 000012378
100
In L = In e—ﬂ.tll]}ﬂ'?&'
100
In : 0.0001237
T Br
1
100 =4
—0.00012378
de donde
r= 37204

Por tanto, el fisil tiene aproximadamente 37 200 afios,
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EJERCICIO 29

L 11, (—dy + y?)dx + x(x — 6)dy =0
T odx ¥ : o R o) y
dy 3x?
2. = = ——— 12, 4x3 — y3y' =
& y1—x% yy'=0
dy  6x ; 2x+1
L 54y i ¥y +1
1
4. (4—yldx —(4 —xN)dy=0 14, e*dx — ;d)r=0
3 2
5.9+ yhde +dxydy=0 15, ;dx+;dy=ﬂ
dy _ xy—vy
. r A S vl - =
6. 2y —xyy' + 27— yx?=0 16 — e

T.oxY —2dc+yyx* =2 dy=0 17. ' = x%sen 2x

B.e¥(y' +3)=2 18, 2 =2y
dx
dy
0, o =cos’ ycos 2x 19. ydx + xInxdy =0
10. ¥' =cos(x + ¥} 20. (1 + e%e¥y’ =y~!

O Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente »

Ecuaciones homogéneas

Sfi(x, ¥) es una funcién homogénea de grado n si f{ax, ay) = af(x, y)
Por ejemplo: f(x, ¥) = 3x* — x2y2es homogénea, hagamos la evaluaci6n:

flax, ay) = 3(ax)* — (@x)(ay) = 3a'x* — a’xy = a(3x* — x%) = &f(x, )
flax, ay) = a'f(x, ¥)

por tanto es homogénea de grado 4.
Una ecuaci6n diferencial M (x, y)dx + N(x, y)dy = 0 se llama homogénea si M(x, y) y N(x, v} son homogéneas.
Pmejemplo:f . P
La ecuacion ?arc cas;dy+xln;d‘x=ﬂ es homogénea ya que para

2

M(x,y}=x—arccos£ ¥ J'\'nr(x,_',v}\=xlnf
¥y ¥ y

se tiene que:

-]
PPN (- ) T . 0. . DO IO, 1 OO, NP
ay @y  ay ¥ ¥

N(ax, ay) =axIn == = ax In X = aN(x, )
ay y
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Ambas son homogéneas de grado 1, por tanto, la ecuacitn %arc cmidy+xln§dr=ﬂ es homogénea.
Para resolver una ecuacién homogénea se utiliza la siguiente transformacicn:

y=vx dedonde dy= wdx+ xdv

Ejemplo
Resuelve la ecuacidn (dx — 3y)dy + (2y — 3x)dy =0
Solucién
Sustituimos y = vxde donde dy = vdx + x dven la ecuacién:
(4x — 3(wx)dx + (2(vx) — 3x)(vdx + xdv) =0
{4x — 3vxddx + (2vx — 3x)}{vdx + xdv) =0
Se multiplica y simplifica:
dxdx — 3vxdx + 2vixdx 4 2vxZdv — 3xvdx — 3x%dv =0
(2vix — 3ux — 3ux + dx)dr + (2vx? — xDdv =0
(2v2 = 6v + dxdx + (2v — IxZdv =0
2(v2 = 3v + Dxdx + (2v — IxZdv =0

o 1
Se multiplica por el factor 7 7319

20" — 3v + 2)xde L@y —3)dv _
W =3+2) P -+2)

2dx  (2Zv—3)dv
x v —=3v+2

2dx __ (2v—3)dv

X VvV =3u+2

Se integra
Bl ~ s
2Inx+ C,=—Inp? —3v+ 2|+ G,
2inx+Inpy?=3v+2|=C,-C,
Se hace la sustitucién C; = C, — C, y se aplican las propiedades Ina” =n Ina,
Inx3p? —3v + 2| =C,
Se aplica la definicién de logaritmo In b = ¢ quiere decir e = b

I =3v+2) =0
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Se sustituye C = &%
-+ 2)=C

De y = vxse despeja v, v = % para sustituirla en la funcion,
2
xz[(z) —3(3)+2 =C
x x
2
xz[(z) _g{z]” -c
x x

Se factoriza

-y —x)=C
Por tanto, la solucién es

=2}y —x)=C

Existen ecuaciones que son lineales pero no homogéneas, aunque se pueden reducir a ellas, haciendo una traslacion,
Estas ecuaciones tienen la forma:

(ax+by+clde+(ax+by+cldy=0
En donde si a b, — a,b, #0, la ecuacitn se reduce a la forma homogénea
(ax’ + by)dx' + (ax’+ by')dy' =0
Al hacer una traslacidn por medio de las transformaciones:
x=x"+h dx = dx’
y=y +& dy = dy’

(h, k) es el punto de interseccién de lasrectasa x + by + ¢, =0, ax + by + ¢, =0
Siab, —ahb, = 0,laecnacién se reduce a una ecuacion de variables separables

Pix, ndx + Q{x, Ndr =0
Mediante la transformacidn ax+ b}y = tde donde

dr — aydx
b,

@=
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EMPLOS *
1 @9 Resnelve la ecuacién
i§' " (2x—y+ ddx+ (3x+ 2y — D)dy=0
Solucién
Tenemos la ecuacidn

(2x—y+ 4)dx + (3x + 2y — )dy =0

En donde (2)(2) — (3}(—1) =4 + 3 = 7 #0, por tanto resolvemos el sistema de ecuaciones:
2x—y+4=0
Ix+2y—1=0

Al resolverlo se obtiene que el punto (h, k) = (—1, 2), se sustituye en las férmulas de transformacién:

x=x"+h y=y"+k
x=x'-1 y=y+2
dx = dx’ dy = dy’

Posteriormente en la ecuacién dada:

Q' — 1] = [y' +2] + &dx’ + Glx’ — 1] + 2y’ +2] — Ddy’ =0
@' —2-y —2+&d' +(3x' —3+2y +4—1dy’ =0
(Zx' — y'nix’ + (3%’ + 2y' My’ =0

Se obtuvo una ecuacion homogénea y se sustituye y' = wx' dy’ = vdx" + x"dv
(2x" —vx)dx’ + (3x" + 2; Wvdx' + x'dv)=0
Ix'dx’ = vx'dx’ 4 3x'vdx’ + 3x%dv 4+ vix'de’ 4+ 2w Zdv =10
vix'de’ +2ve'dx’ + 2x'dx’ +2vx'%dv + 3x'2dv =0
2w+ v+ Dx'de’ + (2v+ 3x'Zdv =0

1
Se multiplica por el factor: m

200 + v+ l}x’dx’+ (2v+3)xdv _
PV +v+1) X Hv+1)

2ax _ _(2v + 3)av
x' vVHr+1
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Se integran ambos lados
' (v )dv
2[==—
-Fx' -’-v2+v+1
dx’' (2v+142)dv
==
jx’ I v +v+l
2}-£=_I(2V+l}d‘l’_ 2dv
X! vi+v+1 vV v+l
(2v+Ddv dv
=]
X Vvt (v2+v+l)+l—l
4 4
(2v+1)dv dv
2
f Il.—' +v+1 [ 1)2 3
vi—| +-—
4
i v+E
2 X +C, =—In(v’ +v+1)—2 Jy et _332_ +C,
£ ER
2v+43
2
2In ¥ +1In(v* + v+ 1)+ 2| ——arc tan| —2 =C,-C
In( v+1) qgm E 2 1
2
2 2v+43
Inx*(vV +v+D+2 tan =C
(v +v+1) [:E]:m'c [T]]
Al sustituir v = 2};
X
.
YY .Y o)+
m2?|[ L] +L+1]42 - =
ﬁf) = ] 5 ) = c
. 2y'+\ﬁx’
2 I 2
Inx"|=—+=+1|+2| —=arctan =
x [xﬂ g ﬁarc \#3 C
A
12
hfzyﬂ+f{+x +-4 arotan| 2 HF)
x' V3 J3x'

Se sustituyex’ =x+ 1, y' =y—2

1n(x+l}[

(=2 + (x+ D{y— 2+ (x+1) {y=2}+ -.E(x+1}

] ﬁ““"”[

(x+1) Vx+1)
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2 @9 Reguelve la ecuacion:
(x =2y = 1dx+ (3x— 6y + 2dy=0
Solucion

En la ecuacion se tiene que (1)(—6) — (3)}(—2) = —6 + 6 = 0, entonces utilizamos la transformacidn:

dr —adx
ax+by=1, dy=T
dr —dx dr—dx
x_2y=r’ _— £ = 2

Se sustituye en la ecuacidn:
(x—2y— Ddx+ (Hx—2y) + 2dy =0

¢ —1dx+ (3t + 2}(—"‘";&‘] =0

3 3
tdx — dx — Era:r+ E:dr—dr+dr=n

dx E.ta‘+§trzlx dr=20
I S+ o t=

2udx — 3tdt + 3tdx — 2dt =0
Stdx — (3t + 2)dt =0
Stdx = (3t + 2)dr
Scmultip]jcaporclfnctor%

}(sm = (3t + 2)dr)

2
Sdx = 3dr + Td!
Se integran ambos miembros
dt
5 =3|dr+2|—
Jar=3far+af
Sx=3+2Int+C
Sx=3x—2¥) + 2In{x — 2y) + C,
Sx=3x—6y+2In(x —2y) + C,
2x+6y—2In(x—2y)=C,
1
Se multiplica por el factor 3
1
x+3y—ln(x—2y}=EC1
1
Se sustitye C = Ecl
x+Iy—-Inx—2y)=C
Por tanto, la solucidn es:
x+3y—In(x—2y)=C
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EJERCICIO 30

1. xdy = (2x + 2y)dx

2,

s A

R
H
k]

6 =y =xy

7. (4x2 — Sxy + ¥y + xWy' =0
8. (x% +yy’ =y

9. (Zx — y)dy = 2y + x)dx

10, ¥' = % +=lsv.=:n::l
x x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soludones correspondiente «
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11.

12,

13.

14,

15.

16.
17.
18,
19

=y +(y—2x)=0

AR Y

x+yy'+y=x

x;—‘i =y+ mf

(=S’ — oy — =10
(x+y+Dde+ (2x+2y—Ddv =0
(x+y—2)dx+(x—y+4dy=0
(x+wde+ (3x+3y—4)dy =0

(2x — Sy + 3)dx + (—2x — 4y + 6)dy =0




Solucién a los ejercicios
de cdlculo integral
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10. — /15 arc tan -8+
lsu"_Sam 3 6+C
| 2 Jﬁ[z::m —}——3] e
T 11
= x
3.5 Vitan=
12. % f tan 2 4¢

o (g ot} )]

J21-5

16 2 tan w —
; 2 tanw++21 =5

w21
— +C
21

Exrcicio 20
1, Zy=x>+6x—§

2. f(x}=sen(x-g]+2

3. y=ex—1)—¢7

i
fL"‘.
b
+
{¥3 )
8
8
kS
I
P
+
<
& |
I
=]
H,
I
=

5. x=y'=-2r-2

I -y +1F =3
2—y

143
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3
_(xz_g)i_ﬂ
’ 3 3

8. 16x=28 — 3w+ 6y— 8 seny+sen 2y

_4+3x

9,
¥ Z2=x

10, y=4gt s
1. x* +3coty—3 =0

12, s()=111—15

13. 602
-

14, ll]-z-m
3

15, T=64°— 212
16. 1764 m

17. 75.776 m; 39.36 =
5

10. Im,|—

L1,

12,

13,

14.

15.

16.

£

18.

19.

20.

sen(2) — sen(1)

Exrcicio 22

1. 18d?
2, 9
609 .

4, 1807

10, —u
11. 6u®
12,

13. 8u?
14, 36u?
15. In{16) =2.7Tu?

1
6. —?
& 2

17. EI.F[:mlﬂilf?ll
a

EErcicio 23
1. 87207

2. 10u?

3. 0.836u°
4, 241302

Exrcicio 24
1, 113942

2. 1422607
3. 3.52260°

144

18.
19.

0.

21.

22,

23,

24,

25.

26.

27.

28.

29,

30.

31.

32,

33.

34,

(2 —In3p® =0901u’
o’

1.388°

(In 256 — 3? =2 548

mw

L =pa261w
12 6
23 — J5 )
6

%(z-— 1) =0.859u?
ﬁ—% =0.6840°
2

2mu

3
T =8 467
4

]n[E] =177

25

]n(E) = 16737
3

(372 — 1p?

[2-1-]11(%]] =2405

3e? — e)?

(abmyu?

. 15192
. 2.6439y2
. 6850499y

3.2069u?

. 1,2499¢?



103
18

6. 3[3—17 --l)uz
2

7. 21.8490°

5.

EsErcicio 26
1, 8mu’

2. — qu’

10. — wu

19,

20.

. 1333

. (87 — 16)u?

Jaitlly

11.

1.94u2

4 2
. 5(311' =2

. 322

. 6

. 00z’

1287 %°

4o’

SOWCKSN A LOS EJFRCICIOS

Exrcicio 27
1. 7.6337u 6. W2 +1| = 8813u

2. 1478% 7. —In[2—3| = 13169u
3. 4.66u 8. 52563u
4. 4.1493u 9. 12027u

5. du 10, -3?—?-11
20

Exrcicio 28

3
X

_ x
L a) €@ =4 +20x— =%

b) $49.83
2, Ix) =x° —x% + 5x
3. @) C(x) =800(1,00501)" + 200
b) $9945.99
" {I(x)=4x3—1312+3_ﬁ:
plx)=4x* —18x+35
5.a) C)=52x+1 +8

b) $113.00

70
6. a) P(1)= v

b) $160.00
7. $64.00

Exrcicio 29
1L 3xt—dy’=C
2. (1 —xH=C"
3.y -6+ 15y =C
(e=2y+2) _ Gt y=2) _
-2 O G-y +2)
L X9+ =C
. +22+ (v + 27 =C — In[(y — 2)(x — 2)F
B ,lez—z + y‘——z =
. 2—3e¥ = Ce™
tany —senx-cosx=C

c

Wope -1 o a

|
1), i
sen(x -+ y)

o (s -

—cotix+ Y =x+C

145
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12, dxt—yt=C

1B, ¥+ dy=dx’+dx+C
4. y= Ce*'

15. x¥2=C

6. 3y+12Iny=x-3x+C

»
— =
17. Josc2y—cot2y = Ce?

18. 2e¥ -3 =C

e

19, x= &
2. e¥(y— 1)+ Ine~* + 1)=C

Exercicio 30
1. C2—2x—y=0

20x*

2. y= -G

30t =2 —yr=0

Nll-

x—Cx
4, y= T

5. Cxt+3x2—y2=0

10.
11.

12,
13.

14,
15.
16.
17.
18.
19,

146

y=e
In I =
x— =2 =C
. 2
y=-—% xtan[-“-;zmq]+f

Jln‘='l.'.‘-er“E

Y-y +2i=C
y=ci— T
y4+2y—x2=C

Inx| + .g_{ =C

2—yr=C
x+2y+3lmlx+y—=2|+C
Py -y —dx+y=C
x+3y+2In2—x—yN=C
y—x—-3)y+2x—32=C
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Operaciones con niimeros enteros:

1.

7.
8.

9.

10,

1.

12,

13,

14,

15.

16.

6-4
-8+6

3+7

-5-7
=2-5+6+4

=3 =6=-8+5 +4+7
8+6+3=-5-9=-2
44+5-1+2-7-3

-2+6-8-12+10-3-7
1-5+9-3+16-8+13
3(-2)

(=5)-4)

- 6(5)

(4)(3)5)

2-4)-3)

3-(-4)

17.

18,

19,

20,
21,
22,
23,
24,
25,

26,

27.

28,

29,

30,

31,

32,

Descomposicién en factores primos los siguientes nimeros:

3.
34,
35.
36,
7.
38,
39,

Determina el MCD de los siguientes nimeros:

47,
48,
49,

Determina el mcm de los siguientes nimeros:

6

8

20
50
T2
120
225

24,36 y 42
20,35 y70
32,28y 72

2. 3,10,12
8. 8,9,12y18
54, 2,3,6y12

40,
41,
42,
43,
44,
45,

46,

50,
51,

55,
56,

-12

3
15

=
28

-14
(-3 )- A -1p{ 47
(-2 )+(+5)

-4-(6+8-2)

7-(5+3)-( -1-9+4)+(-8)
5-(—4-3)(7+2-1)
6-2(1-3-4)+(5-2+7)
13+15

7
-3-12-5

10

30+6

9+3

14-2

2+4

B+5+7

6-3-T7

25 -7)+20
543

(4-3)+3(2+4-1)
5(4) -6(3)

460
225
576
980
1000
1120
1800

18,24, 72 y 144
12,28, 44 y 120

8,12,16y24
4,6,15y 18



Anexo: Ejercicies preliminares

Efectiia las siguientes operaciones con fracciones:

L R R R R R R RN R R R R |

3 7
..-.+_
2 2

|

13422451

2

6

4

79.

2£+4
7

e
3

.

— =
Ll

LB o

#5243
AR

2l
3

4 "4 4

@ 1243233

3
8

1
l-x2—

3

91,

15

5
16

—-X Lx—x
3 20

4

it
3 6

73.

149
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100,

=
6 4

Efectiia las siguientes operaciones:
103, 62

104, 43

105, (~2)°

106. (-3)’

107.

_5?

4
s, (2]
2

109,

110,

i,

1z,

113,

114,

J81
J64

fi

48

Racionaliza las siguientes expresiones:

126,

27,

128,

129,

130,

131,

132,

N3

I

-
-3

2 R fﬁl”

150

1oL, :
3

102,

115,

116,

117.

118,

119,

120,

121,

122,

123,

124,

125,

133,

134,

135.

136,

137,

138,

139,

55

27
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L o

O s lz, Y3—¥2
1++3 :;34-32
i 432

141, 3=v2 43, NEEHZ
1-+2 2J5-2

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144, Un niimero aumentado en 6,

145, El triple de un nimero,

146, El doble de un niimero disminuido en 5,

147, El producto de dos niimeros,

148, Un nimero excedido en 8,

149, Las tres cuartas partes de un niimero,

150, La diferencia de dos cantidades.

151, El cociente de dos niimeros,

152, Dos nimeros cuya suma es 45,

153, El cuadrado de ina cantidad.

154, La diferencia de los cuadrados de dos nimeros,

155, El cuadrado de Ia diferencia de dos cantidades.

156, La mitad de la suma de dos nlimeros.

157, Las dos terceras partes de la diferencia de dos nimeros,

158, La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades.

159, Dos nlimeros enteros consecutivos,

160, Dos nimeros enteros pares consecutivos,

161, El quintuple de un niimero aumentado en 3 unidades equivale 18,
162, Las dos terceras partes de un niimero disminuidas en 4 equivalen a 6,

Anexo: Ejercicies preliminares

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, six =3, y==2, z2=1, w==4

163, dx-2 174, 1 -3(x— ) +2(3w-2)
164, Gy +8 175, x% +3xz—w?
165, 4z~ 3w 176, Zt2
y—w
166, 3x — 2y iy, 21,1
y w 6B
167, y+3 178, (x+y)
xS 3
168. 2x + 3y z 179, £ 4L 44
3 4
169, 4x + y + 2w 180, x +w
170, 5x -3y + 2w 181, ¥ —w
171, 2(x- ) 182, 22X
W
—y+2
172. 5% -3(2z-w) 183, 2% J'“; 5
—

173, H{x- ¥ =3(z-w)

151
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> Reduce las siguientes expresiones:

<184, dx-Tx+2x 193, ab” +2bc” +3ab” — 2bc” — 4ab’

. 185, 9y+3y-y 194, 5x°y 420" -3y +4n’ —257 - 207

T 186, Sab® + Tab® - 16ab? 195, —m?+ T = 9m? - 130 + 5m? - n?

L 187, dehye 6y + Tty 196, 82 = 15ab + 12b2 + 247 + Gab - 1452 + 5a2 + 8ab + 172
188, Sx-3y+2z-Tx+8y-5z 197. iabsc‘—%abzc‘—absc‘

: 189, 14g-8b +9a+2b-6a+ b 198, —Jc—E z—lJr.+l +sz

: ’ e S T S

: s a 54 T 2.1, 2 E T
T 190, Tm?- 10m? + 8w - m® 199. —Za'b-zab"+7a’b+5ab’ ~6a’b-Sab
: Jtz 4 2 xz 2%y 6 2

¢ 191, 4x7—Sxy+3y - 3x +day 43y’ 20 %2 Y. * W)

g 9 5 4 3 5
D192, B0+ 56 488 +4a7 — 37 -7
. Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

E A, {Sx—Ty—Zz:l-t-(x—y-sz] 216, (3xy)- Sxy)

v M2 (37257 427 +an-y?) 27, @ PH-3 5D

© o, (o +20-1)#[3x - 2x+3) 218, (a'c*)(4a"c")

. M4, (xs—h—4)+(x’+21+3] 219, (Ebtzys)(—bsy‘]

b D5 (304 2x? - sea6) (2 x4 Tx 41) 20. -6°(4xy)

W6, (7 +6xy+dy? )+ (527 - 3ay-47) 01, (2a%"c)(-5e%<)

E (13 +x }'4"51}' —2",!} ( 11'2}!—63]:2 +8y3) 222, {%xzyz][_%}zs}

: 3, 5 1, 2.1 2

: 08, {Ixz +ex- 3] [5x2_§x+2] 223, (lm'bgcs){—iasbsc]

é a9, [éxs []+[12_%x+§]+[_%xs_§xz+x_%] 74, [%szst-‘][—gascz]

210, %x’—%x3+l]+[;x2+%x—%] [%x“i‘h!—b’z—éx—j] 225, [éasbzc][-i-a"bcz][-%ac][%a’bz]
AL, (20-8y-52)—(x —6y—-42) 226, (3m*n) 5m? ~9mn)
22 (6" +x-5)-(3x"-x-3) 227, 4573 - 2a%6)

¢ w3, (4" =507 6247 ) - (207 - 627 +4x+4) 28, (20%)(5a” - Tab+307)

: 214 3-£+5—"-| = £-i+£-i‘ 229, (- a)(7e* = + Ta=5)

: ; 3-8 4 6 8 5 P ?

. oas, [%xs—fix2+éx+%]—[%x3—gx1+éx+%] 20, ~30"5"(a+4a’ ~ab’ - 50"

152
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Anexo: Ejercicies preliminares

6a*s’
B, (ay)(5x’ -6 - Tx) 739, Ewe
lﬂxﬁy!
232, (- 5a°b)(a’ - 3ab + 97 240, .
_3x ),3
IE 32 4
23, @6y - T + d) u. L5
ab ¢
B4, Bx-5)x+7) U2, -x'ye-2ay
2
25, (a+6)(a-9) A
2x
2 3
236, (~2x + T)4 - 3x) 244, 28 ;—zﬁﬂ
i
3 2
27, (- 6x - 8)(3x2-Bx +1) M5, X -2 +5x
X
238, (72 — 4oy + 2 W 2y - dny® + 4y 6, [%ajbs —%asbs —Msb"]{—Basb
Desarrolla los siguientes binomios al cuadrade:
247, (x+3)° 254. (3 - 21"
248, (a—4)? 255, (5x+ 4y
249, (y-67 256, (9 - 2y
250, (x +5)? 257, [x+%]
251, (2m- 5P 258, [y—%)
2
252, (3x- 1) 259, [%—3;3}
2 2
253, (3x +4) 260, [3_1'_}
a 3
Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
261, (x+5)x-15) 268, (a—4b)a + 4b)
262, (m=3)(m +3) 269, (3xy - 22)3xy + 22)
263, (x +6)(x—6) 270, (m - Sm)(m + 5n)
264, (y- L)y +1) 271, (3p + 5g)3p - 5¢)
5 235 .2
265, (7 =x)7 +x) 272, [51—3}'][5):4-3)!]
m n m n
266. (5 + 4x) (5 - 4x) 273, [E+§][5_ 5]

r~

267. (3x + 5y)3x = 53)

1 3 1 3
s [3*5][5 "s—y]

153
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o Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

75, (x+1) 281, (x+2y)

. 76, (y-2)° 282, (4x - 33)°

T ;T (x+3)° 283, (1 = 5x3)°

* £
L 78 (a-4p 284, [%x + y]
: L (5 -7 285, [2-2

: /9. (5-x [ 3 2]

- B0, -2 286, [l + 3]

. Ty

. Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comiin:
. BT 4&x-12 294, 85— 24x? + 16x

* 288, 3x+15 295, 15a° + 254" - 354"

|9, 241 - 36y 296, 6a°b - 3ab
. B0, Bxy-16y 297, 12¢%y - 18x
M1, 3x%- 6x 298, 4x2 - By + Sy’
LMLy 299, 18a% - 9a°b - 6a°b° + 12ab*
R 300, 33 4 665372 - 202
. Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
01, 2-1 308, 100 - »2
Com2 P9 309, 25m* - 8122
03, #-16 310, 9x% - y*
04, 427 -25 311, Lf--?-yz
s 16~ 49
P85 312, iz’—;—sw‘
06, 16:2-9 313, y’—g-g-z"
07, 81 - 42 314, é_%
. Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:
35, 2+ 2+ 1 321, m? +2Zmn* +n*
© 316, Pody+d 322, 167 + Bx + 1
3T, *+6a+9 323, 9y2- 24y + 16

318, 2A-10x+25
319, g* - 2gb + b?

320, ¥ +12y+36

154

324, ¥ +x+i

2.1
325, yz—}v+g

326, J:Tl-J'-ll-J\:-H!S



1
328, x'—x+—
4

29, 144 + 120xy + 25y°

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢

330, 22+ 3x+2

B, A2-5x46

332, 2%+ 9x+20
333, X7 - 1dx + 24
334, m + Tm + 12
335, x2-9x+ 18
336, ¢’ + 4a- 12

Factoriza los siguientes trinomios ax® + bx + ¢

344, 32— 145 + 8
345, 63>+ Ta+2
346, 4= 13x+3
347, 52 -Tx+2
348, 2¢° - 5x- 12
349, 6m” + L1m +3

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

356, '+ 1
357. y*=8
358, - 64

359, ¥ +27

360, 64 - 275

361, x°+ 8y

Simplifica las siguientes expresiones:

3x
368, -ix--z-
4xy*
369, 2%

x(x—15)
5x
x(3i—x)
3—x

370,

371,

372, (x—=2)(x+1)
x—=2
x—1
(1—-x)x

373,
7k x{(3x+2)
Y ox(3x+2)

X +3x+2

375,
L x+1

155

337, P+ y-20

338, n’- 2n-63
339, 22— 18 -7z
340, x* - 8x- 48
341, 224 x- 132
342, gt- 20 -35
343, y+ 2y- 168

350, 662+ 5525
351, 22— 3x -2
352, 52— 12y +4
353, 4 - 5x -6
354, Ty + 16y - 15
355, 2087 -x -1

362, 1257 - ¥
363, 825 +2Ty"
364, 1 —xH?

1
|._

365,

STEREES
B

366,

+
<o nfg

367.

Hul—

376.

377.

378.

379.

Anexo: Ejercicies preliminares

£ +6x+9
¥ =9

r©—2x

¥ —6x+8

0x*—4

6x —x—2

8’ —1

4x —dx+1
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Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes radicales:

380, x
381, 3x
382, Vx'
383, (5%
384, 32a

Expresa como radical las siguientes expresiones:

=
390, x*
X
391, x*

392, (6x)°

393, (4XY)

1
394, [13]’
o

385, 55y
386, Jx+2

387, ffat+b

388. 3/@x—3F

389. 75x+3y

395, (x+8)
1
396, (3x+ 1)

z
397. (2a—5k)°

398, [2_”]
x—y

1

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radicales para simplificar las siguientes expresiones:

399, ()
400, (4%
401, (Syh?

402, x
403, (Zry)?

3y

405. Jx*

406, J16x*y
-
107, [Bysy

408, 275y

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

418, x+6=4

419, y-2=0

420, 3x=15

421, 4x-5=3

422, Ix+5=6x

423, 6x-2 =2x-12
424, 4+ 9~ 1ly=6x+8

156

409, +Jx
410, ¥x*
411, Jan)®

412, J(x)

413, f3zx°
414, Y16x’
415, J125x°
416, J(F +1y

417, Yx+a)

425, &x=-3+5x

426, 9= 10x=Tx+ &

427, 3(x-5)+3=10

428. 5 +2(d&x-1)=0

429, 6(1 —x)-2(x-2) = 10
430, 3(9 +4x)-9=18
431, 3(dx+ N =6+5(2-x)



432,

433,

434,

L e

Resuelve las siguientes ecuaciones de segunde grado:

440, ¥  +dx+3=0

M1, -5 +6=0

M2, X+ Tx+12=0

M3, - 14x+24=0

444, ¥ 4+ O +20=0

45,y -y-56=0

46, 1+ 4x-12=0

M7, ¥ -9 +18=0

Resuelve los siguientes sistemas:

456, {x+}'=4
x—y=2

457, {1+2Jr=l
458, {3""3’
¥

] {3;—-23.:4
. {78y

mE

%2, {41-5}'=

PR {61+2y=2

. {ﬁyfx=4-y-'?

465, {2x—3y+4z=—-8

I +2y+z=6

Anexo: Ejercicies preliminares

a6, =1, 2

3 4 3
437, (=D = ()= 2(x+D)

ik x+4 x 3
T T
2x—3
439, X724 X —9
6 4

448, x* - 2%-63=0
449, Y2 +y-20=0
450, a® +2a =48
451, 57 - Tx+2=0
452, 25 - 5x-12=0
453, T2+ 16x=15
454, 622 + Tx = -2
455, 20 - x-1=0

2x—y+3z=1
466, 1x—3y—2z=16
Ix+2y+52=-—7

S5x+y—2z=—6
Ix+4y+2z=13
2x—y—3z=-11

467.

6x+2y+z=—18
x=3y—4z=-3
4x+2y+3z=—6
2x+3y—4z=0
6x—6y+z=5
6x+12y—6z=—1

469,

Iy—z=35
x+2y=1
Jy—2z=1
4x+3z=6

471,

x—3=0

472,
7 ¥ +2y—x=0

[
I
I
[i:;::wl
|
{
{
{
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Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de “x" en los siguientes trisngulos rectingulos:

475, 478,
15
12
x=7
479,
T
x=7 xX=7
24
480,
/C\
x=7
12

5
Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los dngulos agudos de los siguientes tridngulos

476,

477,

13
XxX=17
6
8

rectingulos:
481, 482,
A A
\ \
3 12
] 1
C 4 B C 5 B

158



Deriva las siguientes funciones:
483, ~d—s
dx
a4, 12
dx 5
d
485, —
dxaz
d
486, —
dxihb
dx
487, —
f dx
d
438, —
dr?o:
d
439, —
9 dx'.'ax
dx 5
0, —=
9 d:xﬁ'x
d
1, —
8 dxbx
dx
2,
4 dx 4
d 2x
3 it
e dax 3
d
4, —
29 dxxz
d
5. =—
2 dxxﬂ
d 2
6, — x*
9 dxx
1
7. %xi
d
g —
Y dxx"’
d
99, E"'a
d
50, —
dxﬁrz
d
01, —
dxsx‘
d 3
m, ==
d'.xd-x‘
T
55, % 3
dar 4
d
54, —
dx:’ur‘
d 1
505, Ex_’
oo L2
dx 3x

507,

508,

509,

510,

511,

512,

513,

514,

515.

516,

517.

518.

519.

520,

521,

522,

523,

524,

525,

526,

527.

528.

529,

530,

F e B 5
1

+
=

+3x-5)

% %

+a?)

Bla Bla Bln B|s EBls B[ B|s Bs

¥
-
-4

d[f 52 x]
o _--—_+_
dx\ 3 2 6
d

3(1’2—5)4
%(J'Q-t-a’}’

£ (243277
%(xhxz-t-x)’
%N."-x+4

d
Ly
=P +5

:‘—\,l'l—-vx“
L v
dx
%“qx‘+lﬁ

%%r?(sz-i-S)

%(x—swcﬂ)

d

4 6+ 6)x-6)

4 2+ 0=1)

dx

4 (5 = 3)(2 + x)
dx

d x
dxx+2
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Anexo: Ejercicies preliminares

532,

533, —

534, —senx

535, —cos2x
536, — secSx
537, — oot 2
538, — tan(¥* - 5)
539,

540,

N,

541,

b

542,

543.

£ % %

1
-

544,

545,

2

546,

LS

+
B

547,

548,

549,

g 5 5
= =
e *

=

550,

Blee Bls Bs Bls Bls Bs Bls Bls Bs B B|s B B~

d
551, —In(x2+5
i ( )]

d
552, - In(x? = 3x)

553, %h(xhz“n



SOLUCIONES A EIERCICIOS PREUMINARES

Operaciones con niimeros enteros:

O N 04 2
1.2 12, 20 23, -3 12 3 3 16
2.-2 13.-30 24 4 g5 0
3.10 14. 60 25.28 "% g Bl
4.-12 15, 24 26. 4 p 22
5.3 16. 7 27.-2 8. 35
6.-1 17. 4 28.3 9. Smal
7.1 18, -3 29.2 1 172
8.0 19.2 30, -5 8.3 p
9.-16 20,13 31,2 o7, 2
10, 23 21, 3 32.8 g8 L 8
E: 9
11. -6 22,416 98. g.lg
Descomposicién en factores primos los siguientes nimeros:  gg 117 _,37
33.2x3 38, Px3Ix5 43 Px5x P bl 9.2
34 2% 39, 3 x5 44 2¥x 5% 39 19
¥, 2
35 275 40, 22 % 523 45 25x5x7 0. oo=1 100, =
0 20 7
36. 2 x5 41, 5 x13 46, 2% 32 x 51
3 2 6 r
7. ¥x3 42, 2%x 3 0. g 3% i i
Determina el MCD de los siguientes nimeros: 15
i 2= 2= 5
47.2x3=6 49 2= 4 51,2'=4 — 1 i, B3
48.5 50.2x3=6 54 3 19
Determina el mem de los siguientes nimeros: 93, lis
52, 2x3x5=60 54, 22x3=11 56, 22 % 3% x5 = 180
3y 32 = 4 = "
3. Fnd= 1k 8 Fx =48 Efectiia las siguientes operaciones:
Efectiia las siguientes operaciones con fracciones: 103. 36 111.5 121. 4
57.5 104, 64 12,9
g Ha2oa1 105. 16 122, 3
58 Zaq2 12 4 4 1138 i
- 3 106, - 27 SR
5 72, Sm12 Wi, =4 115. 3 123, &
o = 24 108, f_; 116. 2 3
73, '_:.zg u7.2 124. 6
Ll i LB 118, 3 7
4 4 74. 1 16 119, 3 i 3
110. 2 120. 5 T
o Ml g B &
TRRET! 0 15
- @ a7 Racionaliza las siguientes expresiones:
- Emgs 76, —=—=3-= = -
3 3 { | =
5 s My 8 as, X2 13z, 32 139, 9437
63. Z=1= iy T, 29 3 6 -
" 45 45 . 5 140, +/3-2
1 A N -
17 _,1 U= S 141, -1-2{2
21 78, — =2
65, —m- E 8 - _
43 o _7 128. /2 134, 243 142, 5-2V6
7 w7l 25
6. 2al 12 12 i 13+4:10
8 8 25 c 143,
139 13 129 ———— 135, /7 9
67. -1 80. =6 3 -
. 212 s 136. V5-1
68, E-E-]— 2 8 130, E r
4 2 2 B s 5 137, Y3+l
Y
10 & 2 I
69, wZm]Z 1 <3 .
6 3 3 Wi 1L o= 138. +3-1
15 .7 25 1
70, —=l= B3, =3 —
8 8 12 12
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Soluciones a ejercicios preliminares

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 23, 88" 226. 15m’n = 27m s’

144, x+ 6 152, x45-x 158, Jx+y 24, -1n’b3.:’ 227, ~124°F +8a°F°
:ﬁ::_s izi ’:z_yz 159, x,x+1 14 » 228, 10a*5-14a’8" +6a%H
147. 3y s 160, 2x, 2x+ 2 25, EH B¢ S R
45,528 155. (x-2) 161. 5x+ 3= 18

149, % 156, X+ . is 230. -34'6° -124°F° +3a°8 +15a'*

150. x—y 2 3 2. 20x'y 24y - 287 y 235, &* —3a-54

151, ; 157. % -3 232, -5a*b+15°8* - 4547 236, 62" -29x 4128

233, M2yt =282 " +162°y B 2 =
Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si & 4 % R I ™ R K

x=3,y==2,z=s1, w==4 234, 3" +16x-35
163, 10 171, 10 178.0 238, Mx'y =365y +4627y" =202y + Ay’
164, —4 172, -3 179, 24 i
9, 3a7F 3
165. 16 173.5 180. 5 9. 34 A 2atd
166, 13 174, -40 181, -4 H0. - 6x
167. 1 175.2 182. 3 iR 244, 2530
168, -1 176. 5 N - 2
169, 2 . "5 ey 245, xM=2x 45
170. 13 12 . =X
: 6. Lo -1pt 2P
Reduce las siguientes expresiones: "9 6 3
184, -« 195, -5m? - 7o
185, 11y 196, 154% = ab + 158
186, —dal® "
187, Srbys? 197, -Ecb 3 Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:
188, —2x+ Sy- 3z e & o 47, 2 +6x+9 255, 25:7 +40%° +16°
189, 17a-5b 198, ~x-=y=—-=z 5
190. dns? 6 27 9 8. a -Ba+lh 256, Blx® —18° y+x'y
191, 5t-ay+ 6F 89 Toa2 49, 9712y + 36 4 4
192. a*+ 28 + & 1. 'Eﬁ i 257. 2* i
193.0 250. 2 + 10x+ 25
: e
194, 353 + day?- 3 il 'E'?”’z 251, dm® -20m+25 = 32_%‘”%
252,92 — 6x+ 1 i
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: 259, —=3nt+ 9t
253, 9% +24x+16 4
1. 6x-8y+ 12 357 +2x 4 48 B
201. 6x-8y+3z * 254, 9125 +442 ABl: i
202. &* +5x—-6y" 213, 2P+ #2543
203, 4" +2 a4 2o -T2, 1
4 B 5
204. ¥+ 27 - x-1 i i b A L F Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:
4T 8 MM
205, 2'31-1:2!-2:1'7 261-1-2-25 270, Mz_zsﬂz
; + 216, -15x" Al
206. 6" +3xy 6. -15x"y" 262, m' -9 271, 9p* - 254"
207, ¥ -2y -n’ +65° 27, 1827y 2 263, - 36 i 4
24, -1 72, Sy
208, Z4telx-2 28, 't : 9" %5
4 6 2 ., 265, 49— 57 - i a
219. -6’y L
m.-%fir%:rzi-%r-g 266, 25 - 165 4 9
4
20, -24xy 267, 9x" - 25y . Lz_ 92
4 Ty | 13 .13 19 i 4x 25y
20, =4+’ =St Sxm 1 -106%% 2 _qezt
T i S e 268, o’ -16b
211, x-2y-z 22, —%xzyzzq' 9. 9%y -4’
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CAICULD NTEGRAL

Desarrolla los siguientes cubos de binomios:

275, 2 +37+3z+1 283, 1- 152y + 755 — 1252
776, -6yt +12y-8

7. £ 497 +27x+27
278, o - 1207 + 4Ba— 64

15008 3
WA, X+ y+ oy +y
g A A

13 1} 2
279, 125 - 75z + 1571 285, E_TyJ'JyT_%
280, 275 - 54x% 4 36x— 8 1 9 27 2
281, 1 - 6x'y+ 125" - By* e e e
. 6455 1442% + 108y - 275 bl 4

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor
comiin:

287, 4x-13) 24, Ba(z'-3z+2)

288, 3(x+5) 295, 5a%3 +5a-Ta?)

289, 12+(2x-3) 296, Aab(2a-1)

290, Bpx-2) 297, Gxy(2z-3y)

21, Iz -2) 298, £y - Bay + 527y

M2 yiy+1) 209, 3abl6a’ - 3a%h - 2ab® + 4b%)
23, mHm +m* - 1) 300, 1132+ 62— 2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

WL - D +1) i LN i
302, ()7—3){}'1-3} 311, [IJ_;".J[EI-F;JI]
03, E-4Wxz+4)
5 i a1 [1z—3w][1z+3w]
W5, (5 - 2)S +x) 2t 5" 2% s
6. (dx—3)4z+3) . .
N, (9 - N9 +2y) 313, [’_523][-"*'32’]
08, (10 - x)Y10 + x)
309, (Sm?— In)(Sm + 9n) _ [5_1][5+1]
30, (32— A 453 S R |
Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:
N5, @17 e
A6, (y-20° 5, [’_5]
37, (@+3P ;
38, @-5P e [i+4]
319, (a- bR 2
320, (y+6) -~
01, m+n’f 327, [g—;]
3, (dx+ 17 0
3, (3y-47 8, [1__2_]

1 2
4. [”5] 09, (12 + SyF

Factoriza los trinomios de la forma x2 + bx + ¢

0, @+ +1) B/, (y+5)y—4)
Bl F-3Mz-2) R, (n-Fn+T)
12, z+5Hz+4) 339, (z-9Nz+2)
I, @-12)x-2) MO, (z— 120z +4)
14, (m+4)m +3) ML (4111
335, (z-6Mz-3) M2, (a—THa+5)
336, (a+6Ma-2) M3, (y+ 14)y-12)

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢

M4, (z-4)3z-2) 380, (2b+5K3b-5)
M5, (Ja+202a+1) 81, (x- 202+ 1)
M6, (z—3)dr-1) 382, (y- 2%y -2)
M7, (z- 1{5x-2) 353, (z— 204z +3)
HB, (x—4)(2xr+3) 384, (y+3INTy-5)
I, 2m+3)3Am+1) 355, (dz—1)(5x+1)

Factoriza las siguientes sumas y diferencias de cubos:

B, (x+ I)(zz—l"'l) ¥ 1 £ g 1
B, (p- 20 +2y+4) 365, [E"E][T'E"’E]
BE, (z— 4N + 4z + 16)

BY, (y+30"-3y+9) AN 416
W0, (4- 3216 + 121 + 92 6 [§+;][1?_§+1_2]

L, (x+ M- 2oy + &)
o semieen o [LARE)
33, (2 4+ 390 (det - Gyt 4 Oyt e N o A
B4, (121 +555 + 159)

Simplifica las siguientes expresiones:

3 375, x+2
%8, —
1z x+3
. M6, —
69, =X
X
I ==
70, 23 .
R
m. x 378, :’;ﬁ
. oz+1
2
1 79, 4x +2x+1
7. - 1
T4, x

Expresa como exponentes fraccionarios los siguientes

radicales:

w0, o s, (525
W G %6, (x+2F

®, & B/, (a+b)

1. (593 ¥, x— 2
34, Qa) %9, (Sx+ 2

Expresa como radical las siguientes expresiones:

390, %l’l_? ={_§.|';]2 395, \III +8
W91, SUG 396, E‘II +1
12, Y6z 7. (22— %) =(32a—38)

o Jary) =(dar)

B
94, | —
B

162



Soluciones a ejercicios preliminares

Aplica los teoremas correspondientes de exponentes y radi- Resuelve los siguientes sistemas:
cales para simplificar las siguientes expresiones:

=13 x=-1
12 456,
ﬁ e aw, zx {y= 467, [;-j
401, 2528 a0, A7 i {,:3 =
1 — o y=—1 x=—2
m I—S 4“, ar yax lﬁs, [Jl=—5
1 1 42, (3P 3x =922 3 a8, 1¥71 z=4
. By Ty A=
¥ 43, 4x2x L=t
3244 x=1 2
404, 0 414, 2:3.'&? 459, 1 1
My - y=—> 9. {y=—3
408, 2 415, S5x+5x =0
406, 42 A6, (Z+1) \||11=+] _— {x=;
5 y=
o A a1 Gradita B x=3
461, {1—_2 0. y=1
408, 3z y=—4 =2
=1
Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado: 462, {;_2 =
= 1, {y=—1
418, x=-2 480, r=0 % z=_2
419, y=2 11 {1=
-t 463,
20, z=5 Hhemain y=-2 {(3,—3)
]
21, z=2 7 ¥=1 * lan
5 kg el { =2
o, x= 3 3 Y i {c-d,—m
B3, No existe solugién o] T4
5
i 22 =
=t =i o (35
a4 L Cle-n
' x-_E 435, = % =4
025 z=-1 466, ==2
g 2 z==—3
s 496, 1= -—
26, x 7 x 29
27, z= % a7, 2= 2 Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de
- " en los siguientes tridngulos rectangulos:
108, 1__1 438, x=-16
z 5, z=5 478, x=9
439, = E
29, z=0 . 3 476, x=12 9, z=25
477, z=10 480, 1=4.5

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

e e Escribe las funciones trigonométricas correspondientes alos

2
Ml z=3,z=2 51, z=1,z= Y #éngulos agudos de los siguientes trifngulos recténgulos:
M2, z=—4 x=-3 3
M3, zmlld, zm2 452 smdzm-o 41, send=2 cscAm senBm> cscB=>
M4, a=-F x=-4 3 4 5 3
M5, y=8,y=-7 453, x=-3 1= cl ik ke P e ]
7 5 3 5 F)
M6, x=-6,x=2 4 E 2 4
M7, z=6,x=3 454 ;__E z__l mﬂ-; MA-E MB-I MB-E
M8, z=9,z=-7 ’ JoSr=
W amand : ) 13 12 13
450, a=-8,a=6 453 . Eh‘-_; 481, sm.-l-% csc.sl-? MB-E MB-E
ms.-l-E mc;l-g mﬂ-i wB-E
13 12 13 5
5 | ) 12 5
tan 4 = — Am—= tan B = — Bu=—
"n 4T3 =5 i
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Deriva las siguientes funciones:
2.0 502, 37 s 536, 5 sec 5x tan S
484, 0 T4 © 2 x+4 537, Zresext
i = . 8, 2 sel(z?- 5)
‘ 0l i
a5, 0 . - Ji +5 539, 3x%cse(l — eot(l - x%)
- -3
487, 1 * i 540, &
= a1,
e T 205, —% \II]_Ji —::
489, Ta i g 542, 5
2 523 s 543, 2ze*
3 306, e :I'(?u_'_l}! 3 1 4
490, 5 x y (Jf—h }] ol 1R
1 a a
wLb o o U, e = % 545, 2*In2
1 v ﬂ(1‘+16:] (!.nx‘+16)]! S46, 37 Ina)
o e 3slz=3 :,-]z D5, 48 + 40z 547, (Z+3)5*¥1n 5)
& * 44 26, 2x-3 1
443, 3 8, -
o2 D7, 22
o= Lo R P T P s19, 3
X
495, 5 510, 9 9, 40 - 3% - fx |
L 511, 3a i
o 3 020, —— B0 13
2 512, 2243 i
2z
513, 2 1.
ol 1_= 531, % © +5
2,7 514, 36z +8 & +1) s
1 515, -84 1 8 552 53,
8 - A A N
Ral? 2 _ 2x+2
9. -2 e so gy, o0 b B e Y P
oAt 517, 10wz + o Tt -4y
500, 12x 518, (6x +9)a? + 3 - TP B4, cosx
501, 20s° 519, (15274 10z + 5K +2% +27 BS, Dsenlz
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La integral es una de las ramas de las matematicas con mas aplicaciones, no solo den-
tro de las matematicas sino en la fisica, la quimica y las ciencias sociales.

Este libro busca convertirse en la referencia inmediata para aprender a integrar de forma
practica y asi entender otros cursos mas avanzados de matematicas.

Por lo anterior ofrece seis capitulos que explican las sumas de Riemann, las integrales
inmediatas, los meétodos para integrar, las aplicaciones e incluso una introduccion a
las ecuaciones diferenciales para gue el lector inicie un curso formal de esta materia.
Cada tema se desarrolla con la teoria justa y practica la idea de brindar al lector un gran
numero de ejemplos para facilitar el aprendizaje de esta materia, ademas de contener
ejercicios preliminares con el material que el estudiante debe manejar previamente para
abordar estos temas sin problema alguno.

Sin duda este material es una herramienta importante para los profesores, guienes en-
contraran en sus paginas una ayuda invaluable para trabajar la parte practica con sus
alumnos, asi como para reforzar aquellos temas que se necesitan para iniciar cursos
mas avanzados.

A partir de la premisa de que la persona que aprende matematicas piensa, razona,
analiza y, por tanto, actia con logica, el libro muestra un enfoque 100% practico. Es
decir, se aborda con sencillez la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que
serviran al estudiante para resolver los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje
consultando las respectivas respuestas que se encuentran al final del libro. También se
encontrara con una serie de problemas de aplicacion los cuales vinculan las matemati-
cas a situaciones reales.

El Colegio Nacional de Mateméticas relne a sus docentes con mayor experiencia para
escribir este libro que lejos de presunciones formales muestra la parte practica que re-
quiere un estudiante y que reforzara los conocimientos adquiridos en el aula.

Por todo ello Calculo Integral es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal de
cualquier estudiante o profesor. Ya que es una obra para el que aprende y para el que

ensena.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:
www.conamat.com
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