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En 1984 el Fondo de Cultura Econdémica concibi6 el proyecto edito-
rial La Ciencia desde México con el proposito de divulgar el conoci-
miento cientifico en espafiol a través de libros breves, con caracter
introductorio y un lenguaje claro, accesible y ameno; el objetivo era
despertar el interés en la ciencia en un publico amplio y, en especial,
entre los jovenes.

Los primeros titulos aparecieron en 1986, y si en un principio la
coleccion se conformé por obras que daban a conocer los trabajos
de investigacion de cientificos radicados en México, diez afios mas
tarde la convocatoria se amplio a todos los paises hispanoamericanos
y cambi6 su nombre por el de La Ciencia para Todos.

Con el desarrollo de la coleccion, el Fondo de Cultura Econémi-
ca establecié dos certamenes: el concurso de lectoescritura Leamos
La Ciencia para Todos, que busca promover la lectura de la coleccion
y el surgimiento de vocaciones entre los estudiantes de educacién me-
dia, y el Premio Internacional de Divulgacion de la Ciencia Ruy Pérez
Tamayo, cuyo propdsito es incentivar la produccion de textos de cien-
tificos, periodistas, divulgadores y escritores en general cuyos titulos
puedan incorporarse al catalogo de la coleccion.

Hoy, La Ciencia para Todos y los dos concursos bienales se man-
tienen y aun buscan crecer, renovarse y actualizarse, con un objetivo
aun mas ambicioso: hacer de la ciencia parte fundamental de la cul-
tura general de los pueblos hispanoamericanos.
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INTRODUCCION

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro che con-
tinuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico l'u-
niverso), ma non si puo intendere se prima non s’impa-
ra a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali é
scritto. Egli é scritto in lingua matematica, e i caratte-
ri son triangoli, cerchi, ed altre figure geometriche, sen-
za i quali mezi é impossibile a intenderne umanamente
parola; senza questi é un aggirarsi vanamente per un
oscuro laberinto.!

—GALILEO GALILEL El ensayador

El libro que el lector tiene en sus manos es resulta-

do de décadas de docencia en el area de las mate-

maticas. El texto intenta mostrarles a los estudiantes

de ciencias e ingenieria que conceptos que hoy en

dia utilizamos casi en forma automatica tienen una larga his-

toria, incluidos sus simbolos. Desde Galileo sabemos que el

mundo de la naturaleza esta escrito en el “lenguaje de las mate-

maticas”. Sin embargo, rara vez nos adentramos en la historia

de esta ciencia, lo cual representa una pérdida doble: por un

lado, cultural, y por el otro, incluso de contenido, ya que si sa-

bemos de donde provienen los conceptos y qué disputas gene-

ré su primera formulacién, estamos mejor preparados para
utilizarlos como parte de nuestro arsenal matematico.

! La filosofia estd escrita en ese libro enorme que tenemos continuamente abierto
delante de nuestros ojos (hablo del universo), pero que no puede entenderse si no
aprendemos primero a comprender la lengua y a conocer los caracteres con que se
ha escrito. Esta escrito en lengua matematica, y los caracteres son triangulos, circu-
los y otras figuras geométricas sin los cuales es humanamente imposible entender
una palabra; sin ellos se deambula en vano por un laberinto oscuro [traduccion de
Aurora Bernardez, tomada de Italo Calvino, Por qué leer a los cldsicos, Siruela, Bar-
celona, 2012].
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Ellibro esta dividido en nueve capitulos con 54 secciones en
total. Cada una de ellas se limita a examinar uno o dos simbolos
matematicos, su historia y las variantes que pueden haber tenido.
Las secciones son autocontenidas, asi que se les puede leer en
cualquier orden. El libro esta concebido precisamente para que
el lector deambule de un capitulo al otro, para que explore el
origen de nuestro lenguaje matematico siguiendo la inspiracién
del momento. Mi experiencia es que estas pequeiias historias
pueden servir también para despabilar a los estudiantes en clase,
para darles un empujon mental cuando comienzan a aburrirse
o quieren claudicar enfrentados al formalismo del pizarrén. Es
siempre interesante escuchar acerca de las matematicas de Leib-
niz o de Gauss, o ver cuan variadas cruces hemos adoptado
como simbolos matematicos.

Esta estrategia de secciones autocontenidas tiene el efecto
colateral de producir una cierta redundancia. Algunas explica-
ciones, o bien la presentacion de algt’m matematico, aparecen en
dos o mas partes del texto. He tratado de limitar las repeticiones
al minimo posible, sin haberlas podido evitar del todo. Apelo a
la paciencia del lector, recordandole que la repeticiéon ayuda
a grabarse mejor las cosas.

Mi primer seminario sobre la historia de los simbolos mate-
maticos lo organicé en Berlin en 1997, hace ya 21 afios. Los temas
aqui reunidos los fui garrapateando a lo largo del tiempo, algu-
nas veces en inglés y otras en aleman. Sin embargo, no estaba
satisfecho porque no lograba encontrar el estilo adecuado para
desarrollar el tema. De plano me regresé al idioma materno,
y fue asi como en 2017 el manuscrito pudo encontrar su for-
ma final, mas fluida y mas amena. Ya habiendo encontrado la
forma correcta de realizar la exposicidn sera mas facil preparar
una edicion en inglés de la obra.

Este libro no es un tratado enciclopédico, como la obra mo-
numental de Florian Cajori de 1928 (A History of Mathematical
Notations), que hasta el dia de hoy no ha sido superada. No se
trata aqui de seguir toda la notacién matematica en el tiempo,
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puntualmente y autor por autor, a veces década por década. Se
trata mas bien de maravillarse con la historia del quehacer ma-
tematico y de conocer a los gigantes en cuyos hombros hoy nos
erigimos. Se trata de entender cdmo se pudo forjar el lenguaje
de las matematicas a través de un esfuerzo colectivo que abarca
mas de veinte siglos y a muchos imperios, algunos ya desapare-
cidos. Lo que queda, lo unico permanente, es el progreso de las
matematicas, siempre a la busqueda de una mejor forma de ex-
presar relaciones entre estructuras abstractas, siempre a la bus-
queda de su propia voz.
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I. Prolegdmena

EL NACIMIENTO DEL ALGEBRA

Al-gebra es una palabra 4rabe. Para entender

su origen tenemos que remontarnos a la épo-

+3=(0 @V al ambiente retratadps en Lgs mil y una

noches, cuando el Imperio islamico se trans-

formo en una potencia militar y cientifica. ;Quién no recuerda

al califa Harun al-Rashid patrullando de noche Bagdad, la ca-

pital del imperio? ;Quién no recuerda a Scheherezade, quien

logra evitar su propia ejecucion, dia con dia, comenzando un re-

lato que deja inconcluso al amanecer? El sultdn Schahriar, de-

seoso de conocer el desenlace de la historia, le perdona la vida

cada mafnana, aunque habia jurado ejecutar a todas sus esposas

después de un solo dia de matrimonio para hacer imposible un
adulterio. Asi durante mil y una noches.

Pero antes de los arabes, el origen de las matematicas se re-
monta a los primeros conocimientos aritméticos, a la invencion
de los niimeros y de las operaciones posibles con ellos. Mds tarde
los griegos desarrollaron la geometria y los rudimentos de mani-
pulaciones simbdlicas en las matematicas. Hace ya 23 siglos que
el legendario Euclides de Alejandria compendi6 los conocimientos
aritméticos y geométricos de su época en su obra magna, los Ele-
mentos. Sin embargo, el algebra tomd mas tiempo, ya que en esta
disciplina se opera con numeros concebidos como entes abstrac-
tos, es decir, como variables que pueden adoptar diferentes valores.
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Fue otro matematico griego quien se atrevio a representar
variables y ecuaciones complejas con combinaciones simbdlicas.
Nos referimos al gran Diofanto, cuya vida se pierde en la bruma
de los tiempos. Ni siquiera estamos seguros de cuando nacid, pero
algunos autores piensan que vivio en el siglo 111 de nuestra era.
Con los 13 libros de su Aritmética, Diofanto aspir6 a alcanzar el
mismo nivel de virtuosismo que Euclides. Y aunque los conoci-
mientos geométricos de los griegos nunca se extraviaron, si se
perdié en Europa la tradicion algebraica de Diofanto, quien fue
redescubierto y traducido al latin apenas en el Renacimiento.

Mientras en Europa se transitaba a tientas por la noche de
la Edad Media, los persas y los arabes se encargaron de rescatar
el legado cientifico de los griegos. Durante la época retratada en
Las mil y una noches, lallamada Edad de Oro del Islam, la cultu-
ra érabe se extendi6 desde el Asia Menor hasta el norte de Afri-
cay la peninsula ibérica. En un intervalo de 600 afios, desde el
siglo viir hasta el x111, los drabes absorbieron la ciencia y la tec-
nologia egipcias, babilonicas, griegas y romanas. Al establecerse
el llamado califato abasi, se dio gran importancia a la ciencia, la
medicina y la educacion. La capital del imperio se traslado de
Damasco a Bagdad, y fue en esta ciudad donde se fundé la Casa
de la Sabiduria, que al principio era simplemente una biblioteca
pero que evoluciond hasta transformarse en un centro de reu-
nién y docta disputa de los ilustrados de aquel tiempo.

Uno de esos sabios fue Abu Abdallah Muhammad ibn Musa
Al-KhwarizmT (ca. 780-850 d.C.), cuya fama perdura hasta la
actualidad y al que evocamos cada vez que hablamos de algorit-
mos, un vocablo derivado de su nombre. De la proveniencia de
Al-KhwarizmT no estamos seguros, pero naci6 en algun lugar
situado entre Persia y Uzbekistan. Era él un erudito universal,
que lo mismo se atare6 realizando observaciones astrondmicas
que levantando mapas y estudiando la geografia del imperio, asi
como las matematicas. La palabra dlgebra es precisamente un
fragmento del titulo del libro mas famoso de Al-Khwarizm: Kitab
al-mukhtasar fi hisab al-jabr wa-lI-muqabala, que algunos tradu-
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FIGURA L.1. Primera pdgina del Algebra de Al-Khwarizmi, ca. 863
d.C. (fuente: John L. Esposito, The Oxford History of Islam, Oxford
University Press, Nueva York, 1999).

cen como Compendio de cdlculos completando y balanceando.
Este libro fue importante porque popularizé el sistema decimal
posicional y porque contiene una exposicion extensa y didacti-
ca de la manera en que se pueden resolver problemas algebraicos
de manera metddica. Siglos después, en Italia, se hablaria de re-
solver problemas numéricos con el dbaco, o bien con papel y tin-
ta, usando algoritmos y guarismos, es decir, cifras decimales.

21



El libro de Al-KhwarizmT procede en forma similar a la de
muchos otros “recetarios” algebraicos posteriores. Plantea un
problema particular y muestra como hallar la solucion. El proble-
ma podria ser encontrar un niimero que reducido tres unidades
se convierte en 2. Lo importante es el método para llegar al re-
sultado, que se puede después extrapolar a situaciones nuevas.
El libro estaba dirigido a los mercaderes, e incluso a los jueces
que tenfan que distribuir herencias de acuerdo con ciertas pro-
porciones. El estilo es el de un manual, no el de una obra de
investigacion. En el caso de las igualdades algebraicas se proce-
de como cuando se tiene una balanza para pesar y comparar
objetos. Si movemos un peso —es decir, un nimero— de un lado
de la balanza al otro, debemos tener cuidado de no destruir la
igualdad. Por eso, la palabra Al-jabr del titulo del libro de

FIGURA 1.2. Pdginas del Algebra de Al-Khwarizmi donde se muestra
‘céomo completar el cuadrado” para resolver una ecuacion (fuente:
The Bodleian Library, Universidad de Oxford).
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Al-KhwarizmT muchos la interpretan como completar, en refe-
rencia a la idea de completar expresiones matematicas para man-
tener el equilibrio. La traduccion al latin del libro de Al-Khwarizm,
realizada en 1145, fue titulada Liber algebrae et almucabola. Es
éste el momento en el que el vocablo “dlgebra” ingresa definiti-
vamente al repertorio verbal europeo.

Con los anos transcurridos, podria parecer que la acepcion
de dlgebra como completar es aceptada universalmente. Pero no
es asi: hace casi ochenta afios los historiadores de la ciencia Sa-
lomoén Gandz y Otto Neugebauer rastrearon, como si fueran
detectives, el origen del término al-jabr y arribaron a un resul-
tado diferente. Los dos investigadores analizaron las fuentes de
Al-Khwarizm, quien se basé en textos babilonicos, asirios y
sumerios. En particular, la palabra asiria gabru-maharu signifi-
ca contraponer o ser igual. Los arabes adoptaron el sonido de la
palabra, pero la escribieron como al-jabr. Ademas, los arabes
tenian su propia expresion con el mismo significado: al-muqa-
bala. Por eso el titulo del libro de Al-Khwarizmt (Kitab al-mukh-
tasar fi hisab al-jabr wa-lI-mugqabala) es en realidad redundante
y se refiere, en suma, a “la ciencia de las ecuaciones”, siendo
al-jabry al-mugqabala los términos asirio y arabe, respectivamen-
te, para denotar la misma cosa: una ecuacion.

Todos los libros tienen una doble historia, la de su escritura
y la de su posterior influencia. Mientras que Al-KhwarizmT no
llegé al nivel de complejidad de Diofanto, si tuvo un impacto
directo mas inmediato. Diofanto podia resolver problemas con
distintas variables y hasta sextas potencias, pero su libro no po-
dia ser utilizado como manual algebraico para los problemas
mas relevantes en la practica. El libro de Al-Khwarizmi, por el
contrario, incidi6 en las matematicas de uso diario en Europa a
través de los popularizadores de su obra.

Muchos escritores se han interesado por la Antigiiedad ara-
be. Jorge Luis Borges escribi6 alguna vez: “En el siglo xv se re-
cogen en Alejandria, la ciudad de Alejandro Magno, una serie
de fabulas. Esas fabulas tienen una historia extrafa, segun se
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supone. Fueron habladas al principio en la India, luego en Persia,
luego en Asia Menor y finalmente, ya escritas en arabe, se com-
pilan en El Cairo. Es el libro de Las mil y una noches”. Edgar
Allan Poe incluso completé las Arabian Nights con una sétira, la
historia de la noche 1002. Habria sido bueno que Borges, tan
aficionado a las matematicas, hubiera extendido también Las mil
y una noches con alguna alucinante historia, como su cuento
sobre el Aleph, pero que tratara de Al-Khwarizmi, Bagdad y los
libros de matematicas que transformaron al mundo.

sCOMO USAMOS LOS SIMBOLOS MATEMATICOS?

En la historia de las matematicas se distinguen
f ( ) tres periodos: las matematicas refdricas, las ma-
ﬁ X tematicas anotadas y nuestra moderna matemati-
ca simbdlica. Los mas antiguos textos matematicos, de la
primera fase, resuelven problemas aritméticos o algebraicos uti-
lizando tnicamente texto, sin simbolos, o un minimo de ellos. El
ejemplo que sigue, tomado de un libro del italiano renacentista
Luca Pacioli (c. 1445-c. 1514), nos da una idea de la forma en
que se argumentaba retdricamente: “Tenemos tres cantidades
en proporcidon continua. Multiplicamos cada una por la suma
de las otras dos y agregamos los resultados. Esto se divide entre
el doble de la suma de las tres cantidades y el resultado final es
siempre la segunda cantidad”. Todo esto es mucho mas dificil
de comprender que cuando vemos la férmula a la que se refiere
el texto y que es relativamente simple:

Si x/y = y/z, entonces Xy+2)+yxt2)+zlety)
2(x+y+2)

En la actualidad no esperamos abrir un libro de matematicas
sin encontrarnos con un sinnimero de expresiones simbolicas.
De hecho, este lenguaje matemadtico resulta oscuro al principio
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para los no iniciados y ha contribuido a ahuyentar al publico del
estudio de la disciplina. Pero quien conoce la simbologia puede
captar de un vistazo la esencia de una expresion; puede incluso
comenzar a operar mentalmente con ella.

Por todo esto, no es extrafio que algunos matematicos hayan
decidido analizar el tipo de expresiones que utilizamos en los
libros e identificar los simbolos mas frecuentemente empleados.
Dicho de otra manera, si abrimos una obra de matematicas en
una pagina cualquiera, ;qué tipo de simbolos encontraremos
con mayor probabilidad? Vivimos en la época del big data, es
decir, de las grandes bases de datos. Existen vastos repositorios
de trabajos matematicos que se pueden utilizar para una eva-
luacion estadistica. Solo hay que tomar la computadora y con-
tar con qué frecuencia aparecen los diversos simbolos. ;Qué nos
dice un analisis de este tipo?

No sorprende que el simbolo mas frecuente sea el de igual-
dad: {94% de las expresiones matematicas lo contienen! Y es que
en las matematicas siempre estamos transformando expresiones
y necesitamos especificar qué cosa es igual a qué otra cosa. Los
dos simbolos siguientes mas usados son los paréntesis, el de
aperturay el de cierre, que nos ayudan a organizar las operacio-
nes para evitar ambigiiedades de calculo. Por eso, casi 60% de
las expresiones matematicas contienen paréntesis. De dichas
expresiones, 93% albergan ademas algun operador aritmético;
de ahi que una expresion tipica en matematicas pudiera ser algo
como esto:

(W+m)-E=NHxMN

donde los cuadrados sélo nos sirven para reservar el espacio
para algun simbolo. Si examinamos todos los simbolos que pue-
den aparecer en una expresion aritmética, esto es lo que nos
dice la estadistica:

* 36% son letras latinas.
¢ 139% son numeros.
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* 6% son letras del alfabeto griego.
« 15% son operadores matematicos.
7% son operadores relacionales.

« 8% son paréntesis.

¢ 3% son flechas.

6% son simbolos de puntuacion.

No asombra que las letras ocupen tanto espacio en una ex-
presion matematica: las utilizamos para indicar variables y cons-
tantes. Los numeros siempre estan ahi, de alguna forma, ya que
nos ayudan a especificar el problema. Las letras latinas y las grie-
gas junto con los nimeros representan, por si solas, 55% de los
caracteres de una expresion matematica. Los operadores rela-
cionales son muy importantes, ya que nos indican igualdad, o
bien, que algo es menor o mayor que otra cosa. También hay
operadores de similitud.

Levantar estos datos no es un ejercicio ocioso: si se quiere
desarrollar reconocedores de caligrafia computarizados que pue-
dan transformar lo escrito en una tableta en una férmula para
un libro o para un calculo, es importante saber cuales son los
simbolos mas importantes, los que encontraremos mas frecuen-
temente. Si mi reconocedor computarizado de escritura es muy
bueno para las letras latinas, pero no para las griegas, tendré
seguramente problemas con 6% de los caracteres. En cuanto a
la estructura de las expresiones matematicas, lo mas importante
es reconocer subindices, potencias y fracciones, ya que en todos
estos casos se pierde la secuencia lineal de la escritura y la f6r-
mula comienza a extenderse en dos dimensiones.

Si ahora inspeccionamos cuales de las letras latinas y griegas
son las mas populares en las expresiones, nos encontramos con
que 7, i, x son las tres mds frecuentes en textos de matematicas,
mientras x, ), n son las tres mas populares en textos de ingenieria.
La variable x, como se ve, es igualmente importante en matema-
ticas que en ingenieria. La letra i es muy utilizada en expresiones
con subindices y sucesiones, al igual que la letra n.
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arXiv, textos de matemdticas Libros de ingenieria

identificadores operadores identificadores operadores
Simbolo Apariciones Simbolo Apariciones Simbolo Apariciones Simbolo Apariciones

n 48150 = 128715 X 49740 = 58988
i 43280 - 116064 y 29481 ( 50843
X 36240 S 112818 n 21152 ) 50838
k 32060 @ 103090 z 18859 - 38243
t 25967 + 79404 t 17100 + 31297
X 23369 =) 43942 f 13092 , 25350
j 23038 * 29210 a 12119 O 17305
p 22832 — 23818 i 9179 O 16213
A 22791 / 23405 u 9147 ; 12401
a 21435 < 20088 c 8985 | 8176
d 19457 ~ 16875 s 8784 / 7508
m 19263 ® 14242 d 8457 ] 7012
f 18235 )3 13560 e 8451 [ 7010
M 18135 > 13528 m 7664 4396
s 17659 ) 13138 k 7194 0 4105
r 17248 - 12451 m 6437 < 3922
C 16915 < 12058 r 5561 < 3808
S 16487 12005 b 5447 I 3732
G 16074 0 11940 V] 4537 oo 3490
a 15943 X 11294 j 4491 b3 3743

FIGURA 1.3. Tabla que muestra las apariciones de los simbolos
e identificadores matemdticos en diversas ecuaciones. La clasificacion
se realiza de acuerdo con el origen de los caracteres, los que
se presentan en un orden de mayor a menor frecuencia de uso.

La tabla de apariciones de simbolos mostrada arriba (para tex-
tos de matematicas en el repositorio arXiv en internet y para textos
de ingenieria) deja ver la importancia de los operadores aritmé-
ticos y contiene algunas sorpresas. De la mayoria de estos simbo-
los tenemos una historia que ofrecer en los capitulos que siguen.
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LAS FORMULAS MATEMATICAS MAS BELLAS

i T Los matematicos saben bien que en su disciplina no
c so6lo existen teoremas y resultados centrales, sino
m también algo que a veces se llama elegancia. Un teo-

rema se puede demostrar en diez paginas, pero si es
posible hacerlo en tres lineas y, ademads, la representacion em-
pleada nos permite avanzar hacia regiones solitarias e inexplo-
radas, lo que tenemos no sélo es una verdad universal, sino ade-
mas un teorema bonito. Es decir, en ocasiones las matematicas
también nos pueden cautivar por su valor estético.
Reflexionando precisamente sobre esto, en el afio 2002 la
matematica rusa Natasha Kondratieva pregunto a varios mate-
maticos distinguidos de todo el mundo cudles serian en su opi-
nion las tres formulas matematicas mas hermosas, tanto por su
expresividad como por su profundidad. Recibié muchas respues-
tas, pero tres expresiones surgieron como claras vencedoras, dos
de ellas relacionadas con el suizo Leonhard Euler y una con el
griego Pitagoras. El teorema de Pitagoras fue quiza la formula
mas sefialada. La identidad se expresa en notacién moderna sen-
cillamente como
24P =2

donde z es la hipotenusa de un triangulo rectangulo y las res-
pectivas longitudes de los lados del triangulo estan representa-
das por las variables x, y. La férmula es una de las primeras que
se aprenden al estudiar geometria. La demostracion del teorema
es sencilla y ademas la férmula invita a ser generalizada (llevan-
donos asi al teorema de Fermat, que afirma precisamente que la
generalizacion no es vélida para argumentos enteros y exponen-
tes enteros mayores que 2). Contemplar esta féormula y todas
sus implicaciones es muy interesante. Por ejemplo, en geome-
trias no euclidianas la férmula pitagoérica no funciona. Por otro
lado, la notacion usada arriba para la expresion pitagorica pre-
supone la geometria analitica y también la notacién de poten-
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a b a b

FIGURA 1.4. Demostracion del teorema de Pitdgoras sin usar palabras.

cias de variables, dos productos del trabajo del matematico
francés René Descartes.

Por si eso no bastara, la demostracion del teorema de Pita-
goras es simple y puede hacerse sin palabras, como se muestra
en la figura 1.4, donde resulta evidente que el area gris (¢?) se
puede redistribuir para representar a® + b Este es precisamen-
te un ejemplo de una demostracion que es elegante por intuitiva.

La segunda féormula muy mencionada por los matematicos
consultados fue la llamada ecuacién o identidad de Euler:

e"+1=0.

En esta identidad encontramos el cero y el uno, los dos en-
teros de los que parte el sistema numérico. Aparece la adicion
como operacion aritmética y ademas los dos niimeros trascen-
dentes e y 71, cuya notacién fue introducida o bien consolidada
por Euler. La letra i nos remite a los nimeros imaginarios y
complejos. Ademas, tenemos en la expresion la funcion expo-
nencial con un exponente complejo.

La identidad de Euler se basa en la relacién de la funcion
exponencial con las funciones trigonométricas y apunta hacia
una posible generalizacion de las mismas, es decir, hacia el senoy
el coseno hiperbdlicos. Hoy en dia, interpretando los nimeros
complejos como vectores en el plano es facil visualizar el teorema.
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FIGURA 1.5. Representacion del niimero complejo cos ¢ + i sen ¢.

Euler postuld la identidad en 1740, cincuenta afios antes de que
Caspar Wessel mostrara como representar nimeros complejos
como vectores en el plano.

Podemos tomar la expresion e = cos ¢ + i sen ¢ como la
definicién de exponenciales con exponente complejo, o se pue-
de partir de las llamadas series de Taylor para obtener la misma
formula. Si el angulo es ¢ = 7, el vector con coordenadas (cos 7,
sen 1) es nada menos que el vector (-1, 0), o sea, simplemente
el namero real —1. De ahi se deriva la identidad de Euler direc-
tamente.

También la tercera féormula mas mencionada como la mas
estética es de Euler; se trata de su célebre ecuacién para poli-
edros:

V-E+F=2.

La férmula nos dice que el nimero de vértices V de un po-
liedro, menos el nimero de sus aristas E, mas el nimero de sus
caras F, es siempre igual a dos. Se puede verificar la ecuacién
empiricamente para los poliedros regulares usando los datos que
se muestran en la figura 1.6.

El mismo Euler quedé fascinado con el resultado. El 14 de
noviembre de 1750 le escribid a su amigo Christian Goldbach:
“Estoy sorprendido de que estas propiedades generales de la es-
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Tetraedro Cubo o hexaedro Octaedro Dodecaedro Icosaedro

V=4 V=8 V=6 V=12 V=20
E=6 E=12 E=12 E=30 E=30
F=4 F=6 F=8 F=20 F=12

FIGURA 1.6. Poliedros regulares, también llamados solidos platénicos

convexos. Este grupo estd conformado por cinco cuerpos geométricos:

tetraedro, cubo o hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Se carac-

terizan por compartir ciertas propiedades bdsicas, entre ellas la regula-

ridad de sus caras, la identidad de todos sus dngulos y la semejanza en

longitud de todas sus aristas (V, niimero de vértices; E, niimero de aris-
tas; F, ntumero de caras).

tereometria no hayan sido percibidas por nadie mas, hasta don-
de estoy enterado”.

En el mundo de las matematicas hay muchas otras férmulas,
ademas de las aqui mencionadas, que por su profundidad y bre-
vedad nos maravillan. Con una notacién poderosa y expresiva,
la belleza de los resultados matematicos salta a la vista y deja
volar nuestra imaginacion.

¢sPOR QUE EXTRAEMOS RAICES?

Un matematico sin ecuaciones es como un qui-
\ mico sin probetas ni matraces, es como un ar-
quitecto sin sus dibujos, es como un ingeniero
civil sin concreto. Hablando de ecuaciones, un
problema matematico que encontramos frecuentemente es el
de resolver igualdades del siguiente tipo:

ax*+bx+c=0.
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En aleman, que siempre se jacta de ser un lenguaje muy ri-
guroso, se dice que queremos encontrar las posiciones nulas, es
decir, aquellas x que resuelven la ecuacién. Sin embargo, en el
mismo idioma también se dice Wurzeln bestimmen, que corres-
ponde a nuestra locucidn encontrar las raices de la ecuacion. En
inglés también se habla de encontrar roots (raices) de la expre-
sion. Es éste un caso que se antoja extravagante de conjuncién
entre las matematicas y la botanica. ;De donde viene esta pecu-
liar forma de expresarnos? Veamos.

Generalmente, los matematicos de la Antigiiedad no podian
resolver el caso general de un problema planteado, como la ecua-
cién cuadratica mostrada arriba con coeficientes variables.
Resolvian por eso casos especiales de cada ecuacion (por ejem-
plo, b = 0 en la expresion anterior) y describian el proceso de
solucién en forma de recetarios verbales. No se manipulaban
simbolos, como hacemos ahora, sino que se relataba el proceso
de solucién con los nimeros dados. Es lo que se llamaba el
dlgebra verndcula, es decir, platicadita.

Los griegos siguieron un camino alternativo y muy peculiar.
Versados en la geometria y provistos de potentes teoremas mate-
maticos, podian convertir muchos problemas numéricos en un

FIGURA 1.7. Método para encontrar la raiz de un niimero utilizando
unicamente instrumentos como regla y compas.
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problema geométrico equivalente. Por ejemplo, para extraer la raiz
cuadrada de 2 basta con dibujar un tridngulo con catetos de lon-
gitud 1 y la hipotenusa del tridngulo es de longitud V2 gracias al
teorema de Pitagoras.

La figura 1.7 muestra un método geométrico mas general
para encontrar la raiz cuadrada de un nimero r cualquiera uti-
lizando unicamente regla y compas. Para ello, los segmentos de
longitud ry 1, respectivamente, se colocan uno tras otro. Se di-
buja el circulo que tiene a esta linea roja como diametro y el re-
sultado buscado es la longitud de la linea verde de la figura, que,
de acuerdo con las leyes de similitud de tridngulos, tiene que tener
la longitud V'r. Este es precisamente el método griego de geormne-
trizar la aritmética para resolver problemas que ahora llamamos
algebraicos.

Los griegos concibieron muchas otras técnicas como ésta, de
regla y compas, con las que se podian realizar adiciones, sustrac-
ciones y multiplicaciones de segmentos que representan niime-
ros. Dados los datos del problema en forma de longitudes de
segmentos, habia entonces que concebir una construccién geomé-
trica adecuada a la interrogante planteada. El resultado buscado
era lalongitud de algiin segmento generado durante la construc-
cién. Por eso los romanos, que tradujeron directamente de los
griegos, llamaban latus a la incégnita de un problema algebraico
(es decir, el lado). Muchos siglos después, el matematico francés
Francois Viéte hablaria también de la soluciéon de una ecuacion
como del latus de la misma.

El que no todos los problemas aritméticos pudieran ser re-
sueltos con regla y compas les provocaba gran ansiedad a los
matematicos griegos. Por ejemplo, la cuadratura del circulo —es
decir, construir un cuadrado con un area igual a la de un circu-
lo dado— no se puede resolver con estas herramientas. Es uno
de los problemas clasicos de la Antigiiedad que sélo después de
siglos seria completamente entendido. Pero aun cuando un pro-
blema si fuera soluble, como el de encontrar un segmento de
longitud 2, la imposibilidad de expresar este nimero como un
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cociente de enteros era fuente de desdicha. Por lo menos para la
hecatombe o sacrificio de cien reses que, segtin la leyenda, la es-
cuela de Pitagoras ofrecio a los dioses para celebrar el descubri-
miento. “Desde entonces tiemblan los bueyes cada vez que una
nueva verdad se revela’, escribid el aleman Ludwig Borne.

Pero regresando a nuestro tema original: llamar a las solu-
ciones de ecuaciones sus raices es uno de los mas peculiares
malentendidos derivados de esta estrategia de geometrizar la
aritmética. Todo comienza en Arabia. Una vez que las culturas
griega y romana entraron en decadencia, los matematicos ara-
bes tomaron la estafeta del desarrollo de las ciencias. En Bagdad
y otras ciudades se tradujeron las obras matematicas de los
griegos. Eruditos como Al-Khwarizmiy el célebre Abu’l-Hasan
Al-Uqlidisi escribieron extensos tratados matematicos. Es ésta
la llamada Edad de Oro de