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PRÓLOGO

AUDIENCIA A LA QUE VA DIRIGIDO

Estadística para los negocios y la economía (6.a edición) se ha escrito para satisfacer la
necesidad de un libro de texto que ofrezca una buena introducción a la estadística para los
negocios que permita comprender los conceptos y haga hincapié en la resolución de pro-
blemas poniendo ejemplos realistas del mundo de la empresa y de la economía.

Programas de máster o de licenciatura que enseñen estadística para los negocios.
Programas de doctorado y de licenciatura de economía.
Programas de MBA ejecutivo.
Cursos de doctorado de estadística empresarial.

CONTENIDO

Hemos escrito este libro con el fin de ofrecer una buena introducción a los métodos esta-
dísticos aplicados para que sus lectores puedan realizar un sólido análisis estadístico en
muchas situaciones empresariales y económicas. Hemos hecho hincapié en la comprensión
de los supuestos que son necesarios para realizar un análisis profesional. Con los ordenado-
res modernos, es fácil calcular a partir de los datos las salidas necesarias para muchos mé-
todos estadísticos. Es tentador, pues, aplicar meramente sencillas «reglas» utilizando estas
salidas, enfoque que se adopta en numerosos libros de texto. El nuestro es combinar los
conocimientos con muchos ejemplos y ejercicios y mostrar que la comprensión de los mé-
todos y de sus supuestos es útil para entender los problemas empresariales y económicos.

NUEVO EN ESTA EDICIÓN

Hemos actualizado y ampliado la sexta edición de este libro para satisfacer mejor las nece-
sidades de los usuarios y ofrecer más flexibilidad. En esta edición, hemos introducido im-
portantes cambios y novedades. Éstos son:

Un nuevo diseño para la presentación de la estadística descriptiva.
En cada apartado, hemos añadido ejercicios básicos antes de los ejercicios aplicados.
Hemos introducido nuevos ejercicios aplicados que colocan a los estudiantes en si-
tuaciones empresariales reales poniendo el énfasis en las aplicaciones informáticas.



Hemos dividido el análisis de los intervalos de confianza y del contraste de hipótesis
en un capítulo dedicado a una población y otro dedicado a dos poblaciones en res-
puesta a las sugerencias de los usuarios y de los revisores.
Presentaciones revisadas y más claras de los métodos de regresión simple y múltiple.
Presentamos el análisis de cartera utilizando valores correlacionados con un extenso
número de ejercicios aplicados.
Hemos adoptado nuevos enfoques para presentar los datos utilizando imágenes grá-
ficas.

A LOS ESTUDIANTES

El CD-ROM que acompaña a este libro contiene todos los ficheros de datos utilizados en
el libro que son necesarios para hacer los problemas y los ejercicios, así como el programa
TreePlan y su documentación. El PowerPoint y otros ficheros relevantes pueden encontrar-
se en la página web del libro (www.prenhall.com/newbold).

A LOS PROFESORES

Los ficheros de las soluciones de los capítulos y las presentaciones en PowerPoint de este
libro se encuentran en formato digital descargable. Visite el Instructor Resource Center en
el catálogo de Prentice Hall (www.prenhall.com). Para registrarse con el fin de utilizar los
recursos del Instructor Resource Center se necesita un código de acceso como educador de
Pearson.

Cada vez mejor

Una vez que se registre, no tendrá que rellenar más formularios o recordar múltiples nom-
bres de usuario y contraseñas para acceder a nuevos títulos y/o ediciones. Como profesor
registrado, puede acceder directamente a los ficheros de recursos y recibir inmediatamente
el acceso y las instrucciones para instalar en el servidor de su universidad el contenido del
gestor del curso.

¿Necesita ayuda?

Contamos con un entregado equipo de apoyo técnico para ayudar a los profesores a re-
solver cuestiones relacionadas con el material auxiliar que acompaña a este libro. Visite
http://247.prenhall.com/ para las respuestas a las preguntas formuladas frecuentemente y
los números de teléfono gratuitos de ayuda.
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Esquema del capítulo

1.1. La toma de decisiones en un entorno incierto
1.2. El muestreo
1.3. Estadı́stica descriptiva e inferencial

Descripción de los datos
Realización de inferencias

Introducción
En nuestra era de la información, el mundo abunda en datos. En los artículos de los
periódicos y en los reportajes de la televisión, se hacen afirmaciones como «El Dow Jo-
nes ha caído 6 puntos hoy» o «El índice de precios de consumo subió un 0,8 por ciento
el mes pasado» o «la última encuesta indica que la tasa de aprobación del presidente es
hoy de un 63 por ciento» o «El 98 por ciento de los pacientes de un estudio clínico no
experimentó ningún efecto secundario significativo con un nuevo medicamento contra el
cáncer de mama». Cada vez es más frecuente que para hacer una valoración inteligente
de los acontecimientos actuales, necesitemos asimilar e interpretar una cantidad consi-
derable de datos. La Administración, las empresas y los investigadores científicos gas-
tan miles de millones de dólares en la recogida de datos. La Administración ha contribui-
do a ello, tanto recogiendo datos ella misma como obligando a las empresas a dar
información. El sector privado también ha tenido que ver en ello. Las aireadas encuestas
Gallup de las actitudes de los votantes y los índices de audiencia de Nielsen de los pro-
gramas de televisión de la semana no son más que la punta de un enorme iceberg de
estudios de mercado. La cantidad de datos recogidos ha aumentado a un ritmo extraor-
dinario en los últimos años.

Debemos explicar todos los datos. La era de la informática nos ha permitido tanto
procesar, resumir y analizar rápidamente los datos como producir y almacenar más da-
tos. Los computadores ponen al alcance de la mano muchos datos, como las cotizacio-
nes bursátiles. Debemos analizarlos e interpretarlos correctamente.



1.1. La toma de decisiones en un entorno incierto

Las decisiones a menudo se basan en información incompleta. Por ejemplo, se supone que
los estudiantes universitarios de primer año, cuando son admitidos en la universidad, selec-
cionan una carrera. Sin embargo, muchos de estos estudiantes pueden no tener una meta
profesional clara. Por poner otro ejemplo, los enfermos de cáncer pueden ser invitados a
participar en un estudio clínico para probar un nuevo medicamento experimental (véase re-
ferencia bibliográfica 1) cuando aún no se dispone de información sobre los efectos secun-
darios, las tasas de supervivencia y las tasas de recurrencia de esta nueva medicación. Asi-
mismo, las decisiones empresariales normalmente se toman en un entorno en el que los
responsables de tomarlas no pueden estar seguros de la futura conducta de los factores que
acabarán afectando al resultado de las distintas opciones consideradas.

Cuando un fabricante presenta una oferta para hacerse con un contrato, no está total-
mente seguro de cuáles serán los costes totales ni de qué ofertas presentarán los competi-
dores. A pesar de esta incertidumbre, debe hacer una oferta. Un inversor no sabe con segu-
ridad si los mercados financieros estarán boyantes, estables o deprimidos. No obstante,
debe elegir las acciones, los bonos y los instrumentos del mercado de dinero de manera
que su cartera esté equilibrada sin saber cómo evolucionará el mercado en el futuro.

Consideremos las siguientes afirmaciones:

«El precio de las acciones de IBM será más alto dentro de seis meses que ahora».
«Si el déficit presupuestario público es tan elevado como se prevé, los tipos de
interés se mantendrán altos el resto del año».
«La renta anual de un titulado universitario será mayor que la renta anual de una per-
sona que no tenga estudios universitarios».

Cada una de estas afirmaciones contiene un lenguaje que sugiere la existencia de una
cantidad espuria de certeza. En el momento en el que se hicieron las afirmaciones, era im-
posible estar seguro de que eran ciertas. Aunque un analista crea que lo que ocurrirá en los
próximos meses será tal que se prevé que el precio de las acciones de IBM subirá durante
ese periodo, no estará seguro de eso. Por lo tanto, las afirmaciones deben modificarse co-
mo indican los siguientes ejemplos:

«El precio de las acciones de IBM probablemente será más alto dentro de seis meses
que ahora».
«Si el déficit presupuestario público es tan elevado como se prevé, es probable que
los tipos de interés se mantengan altos durante el resto del año».
«La renta anual de un titulado universitario probablemente será mayor que la renta
anual de una persona sin estudios universitarios».

Es muy importante pensar bien cómo se dicen las cosas. No es correcto sustituir las
afirmaciones injustificadamente precisas por afirmaciones innecesariamente vagas. Al fin y
al cabo, ¿qué significa «probablemente» o «es probable que»? Debe ponerse especial cui-
dado en expresar las ideas que se pretende expresar, sobre todo cuando se trata de probabi-
lidades o cuando hay incertidumbre.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
1.1. Modifique las afirmaciones siguientes para que re-

flejen una posible incertidumbre:

a) El mejor instrumento para mejorar la cuota de
mercado de este producto es una campaña pu-
blicitaria destinada al grupo de edad 18-24 años.
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b) Si se presenta una oferta de esta cuantía, será
más baja que las del competidor y el contrato
estará asegurado.

c) El coste de la gasolina será más alto en Esta-
dos Unidos dentro de 2 meses.

1.2. Ponga un ejemplo de una decisión de comerciali-
zación que debe tomarse en condiciones de incer-
tidumbre.

1.3. Ponga un ejemplo de una decisión financiera que
debe tomarse en condiciones de incertidumbre.

1.2. El muestreo

Antes de introducir un nuevo producto en el mercado, su fabricante quiere saber cuál será
el nivel probable de demanda y es posible que realice una encuesta de mercado. Lo que le
interesa, en realidad, son todos los compradores potenciales (la población). Sin embargo,
las poblaciones a menudo son tan grandes que es difícil analizarlas; sería imposible o
prohibitivo recoger toda la información de una población. Incluso en las circunstancias en
las que parece que se dispone de suficientes recursos, las limitaciones de tiempo obligan a
examinar un subconjunto (muestra).

Población y muestra
Una población es el conjunto completo de todos los objetos que interesan a un investigador. El
tamaño de la población, N, puede ser muy grande o incluso infinito. Una muestra es un
subconjunto observado de valores poblacionales que tiene un tamaño muestral que viene dado
por n.

Ejemplos de poblaciones son:

Todos los votantes inscritos en un país.
Todos los estudiantes de una universidad.
Todas las familias que viven en una ciudad.
Todas las acciones que cotizan en una bolsa de valores.
Todas las reclamaciones que recibe en un año dado una compañía de seguros médicos.
Todas las cuentas pendientes de cobro de una empresa.

Nuestro objetivo final es hacer afirmaciones basadas en datos muestrales que tengan al-
guna validez sobre la población en general. Necesitamos, pues, una muestra que sea repre-
sentativa de la población. ¿Cómo podemos lograrlo? Uno de los principios importantes que
debemos seguir en el proceso de selección de la muestra es la aleatoriedad.

Muestreo aleatorio
El muestro aleatorio simple es un método que se emplea para seleccionar una muestra de n
objetos de una población en el que cada miembro de la población se elige estrictamente al
azar, cada miembro de la población se elige con la misma probabilidad y todas las muestras
posibles de un tamaño dado, n, tienen la misma probabilidad de ser seleccionadas. Este méto-
do es tan frecuente que generalmente se suprime el adjetivo simple y la muestra resultante se
denomina muestra aleatoria.

El muestreo se utiliza mucho en todas las áreas de los negocios, así como en otras dis-
ciplinas. Para averiguar si un proceso de producción está funcionando correctamente, se se-
lecciona una muestra de bienes producidos. Las auditorías de las cuentas pendientes de co-
bro generalmente se basan en una muestra. Durante los años de elecciones presidenciales,
se hacen estimaciones de las preferencias de los votantes a partir de muestras de votantes;
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también puede hacerse una encuesta a la salida de los colegios electorales para predecir
qué candidato obtendrá más votos. Sin embargo, tomar una muestra es meramente un me-
dio para llegar a un fin. Necesitamos estudiar estadística, no para hacer afirmaciones so-
bre la muestra sino, más bien, para extraer conclusiones sobre la población en general. La
estadística es el estudio de cómo se toman decisiones sobre una población cuando la infor-
mación procede de una muestra. Siempre quedará alguna incertidumbre.

Supongamos que queremos saber cuál es la edad media de los votantes de un país. Es
evidente que el tamaño de la población es tan grande que sólo podríamos tomar una mues-
tra aleatoria, por ejemplo, 500 votantes, y calcular su edad media. Como esta media se ba-
sa en datos muestrales, se llama estadístico. Si pudiéramos calcular la edad media de toda
la población, la media resultante se llamaría parámetro. En este libro veremos cómo se to-
man decisiones sobre un parámetro, basándose en un estadístico. Debemos darnos cuenta
de que siempre habrá una cierta incertidumbre, ya que no se conoce el valor exacto del
parámetro.

Parámetro y estadístico
Un parámetro es una característica específica de una población. Un estadístico es una carac-
terística específica de una muestra.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
1.4. Ponga un ejemplo de un parámetro en cada una de

las siguientes poblaciones:

a) Las rentas de todas las familias que viven en
una ciudad.

b) Los rendimientos anuales de todas las acciones
que cotizan en una bolsa de valores.

c) Los costes de todas las reclamaciones que reci-
be en un año dado una compañía de seguros
médicos.

d) Los valores de todas las cuentas pendientes de
cobro de una empresa.

1.5. Su universidad ha encuestado a sus estudiantes pa-
ra averiguar el tiempo semanal medio que dedican
a navegar por Internet.

a) ¿Cuál es la población?
b) ¿Cuál es la muestra?
c) ¿Cuál es el estadístico?
d) ¿Es el valor de 6,1 horas un parámetro o un es-

tadístico?

1.6. Una compañía aérea sostiene que menos de un 1
por ciento de los vuelos programados que despe-
gan del aeropuerto de Nueva York sale tarde. Se
ha observado que el 1,5 por ciento de una muestra
aleatoria de 200 vuelos salió más tarde de la hora
prevista.

a) ¿Cuál es la población?
b) ¿Cuál es la muestra?
c) ¿Cuál es el estadístico?
d) ¿Es 1,5 por ciento un parámetro o un estadís-

tico?

1.3. Estadı́stica descriptiva e inferencial

Para pensar en términos estadísticos hay que seguir una serie de pasos que van desde la
definición del problema hasta la toma de decisiones. Una vez identificado y definido el
problema, se recogen datos producidos mediante diversos procesos de acuerdo con un dise-
ño y se analizan utilizando uno o más métodos estadísticos. De este análisis se obtiene in-
formación. La información se convierte, a su vez, en conocimiento, utilizando los resulta-
dos de las experiencias específicas, la teoría y la literatura y aplicando métodos estadísticos
adicionales. Para convertir los datos en un conocimiento que lleva a tomar mejores decisio-
nes se utiliza tanto la estadística descriptiva como la inferencial.
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Estadística descriptiva e inferencial
La estadística descriptiva está formada por los métodos gráficos y numéricos que se utilizan
para resumir y procesar los datos y transformarlos en información. La estadística inferencial
constituye la base para hacer predicciones, previsiones y estimaciones que se utilizan para
transformar la información en conocimiento.

Descripción de los datos
En el ejemplo 1.1 vemos una tabla de la producción diaria de una fábrica de cereales.

EJEMPLO 1.1. Producción de cereales (estadística descriptiva)

Un jefe de producción de Cereales de Trigo formó un equipo de empleados para estu-
diar el proceso de producción de cereales. Durante la primera fase del estudio, se pesó
una selección aleatoria de cajas y se midió la densidad del producto. A continuación, el
jefe quería estudiar datos relacionados con las pautas de producción diaria. Se hallaron
los niveles de producción (en miles) de un periodo de 10 días. Represente estos resulta-
dos gráficamente y comente sus observaciones:

Día 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cajas (miles) 84 81 85 82 85 84 109 110 60 63

Solución

En la Figura 1.1, el jefe de producción puede identificar los días de baja producción, así
como los días de mayor producción.

Producción diaria de cereales
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Figura 1.1. Producción diaria de cereales de trigo.

No parecía que hubiera mucha diferencia en el número de cajas producidas en los
seis primeros días. Había variaciones de un día a otro, pero los seis puntos tenían valo-
res numéricos muy parecidos. Sin embargo, en los días 7 y 8 el nivel de producción pa-
recía que era más alto. En cambio, en los días 9 y 10 parecía que era más bajo. Basán-
dose en estas observaciones, el equipo intentó identificar las causas por las que la
productividad era más alta y más baja. Por ejemplo, tal vez en los días 9 y 10 estuvieran
ausentes trabajadores clave o hubiera cambiado el método de producción o hubieran
cambiado las materias primas. También se podrían identificar las causas por las que
aumentó la productividad en los días 7 y 8.
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Realización de inferencias
La estadística inferencial es un proceso, no un mero resultado numérico. Este proceso pue-
de consistir en una estimación, un contraste de hipótesis, un análisis de relaciones o una
predicción. En primer lugar, podemos querer estimar un parámetro. Supongamos que Flo-
rin’s Flower Mart quiere desarrollar una nueva estrategia de comercialización. Podría ser
útil la información sobre los hábitos de gasto de los clientes de la floristería. Florin puede
querer:

Estimar la edad media de los clientes de la tienda.
Estimar la diferencia entre la cantidad media que los clientes cargan a una Visa y la
cantidad media que cargan a American Express.
Estimar la proporción de clientes que están insatisfechos con el sistema de reparto de
la tienda.

En segundo lugar, podemos querer contrastar una hipótesis sobre un parámetro. Por
ejemplo, Florin puede querer:

Contrastar si los clientes tienen este año una preferencia por el color de las rosas dis-
tinta a la del año pasado.
Contrastar si menos del 25 por ciento de los clientes de la tienda son turistas.
Contrastar si las ventas son mayores los fines de semana que el resto de los días de
la semana.
Contrastar si la cantidad media que gastaron los clientes en su última compra superó
los 40 $.

Las respuestas a estos tipos de preguntas pueden ayudar a Florin a lanzar una campaña
publicitaria que le permita reducir los costes, incrementar los beneficios y aumentar la sa-
tisfacción de los clientes.

En tercer lugar, podemos querer analizar las relaciones entre dos o más variables. El
director financiero de General Motors quiere tomar decisiones estratégicas que afectan a
toda la compañía. En esos casos, puede utilizar series de datos macroeconómicos de los
que puede disponerse en fuentes como el Bureau of Economic Analysis del Departamento
de Comercio de Estados Unidos para analizar las relaciones entre variables como el pro-
ducto interior bruto, el tipo de interés, la renta per cápita, la inversión total y la oferta mo-
netaria, que indican la situación general de la economía nacional. El director financiero
puede hacerse las siguientes preguntas:

¿Influye la tasa de crecimiento de la oferta monetaria en la tasa de inflación?
Si General Motors sube un 5 por ciento el precio de los automóviles de tamaño inter-
medio, ¿cómo afectará la subida a las ventas de estos automóviles?
¿Afecta la legislación sobre el salario mínimo al nivel de desempleo?

¿Cómo se comienza a responder a la pregunta sobre el efecto que puede producir una
subida de los precios en la demanda de automóviles? La teoría económica básica nos dice
que, manteniéndose todo lo demás constante, una subida del precio va acompañada de una
reducción de la cantidad demandada. Sin embargo, esa teoría es puramente cualitativa. No
nos dice cuánto disminuye la cantidad demandada. Para avanzar más, hay que recoger in-
formación sobre cómo ha respondido la demanda a las variaciones del precio en el pasado
y evaluarla. Estudiando estadística inferencial, aprenderemos a recoger información y a
analizar relaciones.

En cuarto lugar, podemos necesitar predecir, es decir, hacer predicciones fiables.
Las decisiones de inversión deben hacerse mucho antes de que pueda llevarse un nuevo
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producto al mercado y, evidentemente, es deseable tener predicciones de la situación en la
que se encontrará probablemente el mercado dentro de unos años. Cuando los productos
están consolidados, las predicciones sobre las ventas a corto plazo son importantes para
decidir los niveles de existencias y los programas de producción. Las predicciones de los
futuros tipos de interés son importantes para una empresa que tiene que decidir si emite o
no nueva deuda. Para formular una política económica coherente, el gobierno necesita pre-
dicciones de los resultados probables de variables como el producto interior bruto. Las pre-
dicciones de los futuros valores dependen de las regularidades descubiertas en la conducta
anterior de estas variables. Por lo tanto, se recogen datos sobre la conducta anterior de la
variable que va a predecirse y sobre la conducta de otras variables relacionadas con ella.
Utilizaremos la estadística inferencial para analizar esta información y sugerir entonces las
tendencias futuras probables.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
1.7. Suponga que es dueño de una tienda de alimenta-

ción.
a) Ponga un ejemplo de una pregunta que podría

responderse utilizando la estadística descriptiva.
b) Ponga un ejemplo de una pregunta en la que

sería útil estimar un parámetro.
c) Ponga un ejemplo de una pregunta sobre una

posible relación entre dos variables que tienen
interés para su tienda de alimentación.

d) Ponga un ejemplo de una cuestión en la que
hay que hacer una predicción.

1.8. Averigüe si debe utilizarse la estadística descripti-
va o la inferencial para obtener la siguiente infor-
mación:
a) Un gráfico que muestra el número de botellas

defectuosas producidas durante el turno de día
a lo largo de una semana.

b) Una estimación del porcentaje de empleados
que llegan tarde a trabajar.

c) Una indicación de la relación entre los años
de experiencia de los empleados y la escala sa-
larial.

RESUMEN

Las decisiones deben tomarse en condiciones de incer-
tidumbre. Todas las áreas de negocios, así como otras
disciplinas, utilizan la estadística para tomar esas deci-
siones. Los contables pueden necesitar seleccionar
muestras para realizar auditorías. Los inversores finan-
cieros utilizan la estadística para comprender las fluc-
tuaciones del mercado y elegir entre varias inversiones
de cartera. Los directivos que quieren saber si los clien-
tes están satisfechos con los productos o los servicios
de su compañía pueden utilizar encuestas para averi-
guarlo. Los ejecutivos de marketing pueden querer in-

formación sobre las preferencias de los clientes, sus há-
bitos de compra o las características demográficas de
los compradores por Internet. En cada una de estas si-
tuaciones, debemos definir meticulosamente el proble-
ma, averiguar qué datos se necesitan, recogerlos, resu-
mirlos y hacer inferencias y tomar decisiones basadas
en los datos obtenidos. La teoría estadística es esencial
desde la definición inicial del problema hasta la deci-
sión final y puede llevar a reducir los costes, a obtener
más beneficios, a mejorar los procesos y a aumentar la
satisfacción de los clientes.

TÉRMINOS CLAVE

estadística descriptiva, 5
estadística inferencial, 5
estadístico, 4

muestra, 3
muestra aleatoria, 3
muestreo aleatorio simple, 3

parámetro, 4
población, 3
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EJERCICIO Y APLICACIÓN DEL CAPÍTULO

1.9. Se hizo a una muestra aleatoria de 100 estu-
diantes universitarios una serie de preguntas para
obtener datos demográficos sobre su nacionalidad,
la especialización cursada, el sexo, la edad, el cur-
so en el que están y su nota media hasta ese mo-
mento. También se les hizo otras preguntas sobre
su grado de satisfacción con el aparcamiento del
campus universitario, las residencias del campus y
los comedores del campus. Las respuestas a estas
preguntas sobre su satisfacción se midieron en una
escala de 1 a 5, donde 5 era el nivel de satisfac-
ción más alto. Por último, se les preguntó si, cuan-

do se graduaran, tenían intención de seguir estu-
dios de postgrado en un plazo de 5 años (0: no; 1:
sí). Estos datos se encuentran en el fichero de da-
tos Findstad and Lie Study.
a) Ponga un ejemplo de cómo se aplica la estadís-

tica descriptiva a estos datos.
b) Ponga un ejemplo de una pregunta que conlle-

ve una estimación a la que podría responderse
por medio de la estadística inferencial.

c) Ponga un ejemplo de una relación posible entre
dos variables.

Bibliografı́a
1. The North American Fareston versus Tamoxifen Adjuvant Trial for Breast Cancer.

www.naftatrial.com.
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Esquema del capítulo
2.1. Clasificación de las variables

Categóricas o numéricas
Niveles de medición

2.2. Gráficos para describir variables categóricas
Tablas
Gráficos de barras y gráficos de tarta
Diagramas de Pareto

2.3. Gráficos para describir datos de series temporales
2.4. Gráficos para describir variables numéricas

Distribuciones de frecuencias
Histogramas y ojivas
Diagramas de tallo y hojas

2.5. Tablas y gráficos para describir relaciones entre variables
Diagramas de puntos dispersos
Tablas cruzadas

2.6. Errores en la presentación de datos
Histogramas engañosos
Gráficos de series temporales engañosos

Introducción
Una vez que definimos con cuidado un problema, necesitamos recoger datos. A menudo
el número de observaciones recogidas es tan grande que los resultados efectivos del
estudio no están claros. Nuestro objetivo en este capítulo es resumir los datos de mane-
ra que tengamos una imagen clara y precisa. Queremos reducir lo más posible una ma-
sa de datos, evitando al mismo tiempo la posibilidad de ocultar características importan-
tes por reducirlos excesivamente. Por desgracia, no existe una única «manera correcta»
de describir los datos. La línea de ataque adecuada normalmente es específica de cada
problema y depende de dos factores: el tipo de datos y el fin del estudio.

Se ha dicho que una imagen vale más que mil palabras. Asimismo, un gráfico vale
más que mil cifras. En este capítulo, introducimos tablas y gráficos que nos ayudan a
comprender mejor los datos y que constituyen una ayuda visual para tomar mejores
decisiones. Los informes mejoran con la inclusión de tablas y gráficos adecuados, como
distribuciones de frecuencia, gráficos de barras, gráficos de tarta, diagramas de Pareto,
gráficos de series temporales, histogramas, diagramas de tallo y hojas u ojivas. La vi-
sualización de los datos es importante. Siempre debemos preguntarnos qué sugiere el
gráfico sobre los datos, qué es lo que vemos.

La comunicación a menudo es la clave del éxito y la comunicación de datos no es
una excepción. El análisis y la interpretación correctos de los datos son esenciales para
comunicar los resultados de una manera que tenga sentido. Los gráficos y los diagra-
mas pueden mejorar nuestra comunicación de los datos a los clientes, los proveedores,
los consejos de administración u otros grupos. En capítulos posteriores presentaremos
métodos numéricos para describir los datos.



2.1. Clasificación de las variables

Las variables pueden clasificarse de varias formas. Uno de los métodos de clasificación se
refiere al tipo y la cantidad de información que contienen los datos. Los datos son categóri-
cos o numéricos. Otro método consiste en clasificar los datos por niveles de medición, dan-
do variables cualitativas o cuantitativas.

Categóricas o numéricas

Las variables categóricas producen respuestas que pertenecen a grupos o categorías. Por
ejemplo, las respuestas a preguntas sí/no son categóricas. Las respuestas a «¿Tiene usted
teléfono móvil?» y «¿Ha estado alguna vez en Oslo?» se limitan a un sí o un no. Una com-
pañía de seguros médicos puede clasificar las reclamaciones incorrectas según el tipo de
errores, como los errores de procedimiento y diagnóstico, los errores de información al pa-
ciente y los errores contractuales. Otros ejemplos de variables categóricas son las preguntas
sobre el sexo, el estado civil y la carrera universitaria. A veces, las variables categóricas
permiten elegir entre varias opciones, que pueden ir desde «totalmente en desacuerdo» has-
ta «totalmente de acuerdo». Consideremos, por ejemplo, una evaluación del profesorado en
la que los estudiantes tienen que responder a afirmaciones como «El profesor de este curso
es un buen profesor» (1: totalmente en desacuerdo; 2: un poco en desacuerdo; 3: ni de
acuerdo ni en desacuerdo; 4: un poco de acuerdo; 5: totalmente de acuerdo).

Las variables numéricas pueden ser variables discretas o variables continuas. Una va-
riable numérica discreta puede tener (pero no necesariamente) un número finito de valo-
res. Sin embargo, el tipo más frecuente de variable numérica discreta con el que nos en-
contraremos produce una respuesta que proviene de un proceso de recuento. Ejemplos de
variables numéricas discretas son el número de estudiantes matriculados en una clase, el
número de créditos universitarios obtenidos por un estudiante al final de un cuatrimestre,
el número de acciones de Microsoft que contiene la cartera de un inversor y el número
de reclamaciones de indemnizaciones presentado tras un huracán.

Una variable numérica continua puede tomar cualquier valor de un intervalo dado de
números reales y normalmente proviene de un proceso de medición (no de recuento).
Ejemplos de variables numéricas continuas son la altura, el peso, el tiempo, la distancia y
la temperatura. Una persona puede decir que mide 1,89 metros, pero en realidad puede te-
ner una estatura de 1,81, 1,79 o algún otro número similar, dependiendo de la precisión del
instrumento utilizado para medir la estatura. Otros ejemplos de variables numéricas conti-
nuas son el peso de las cajas de cereales, el tiempo que se hace una persona en una carrera
y la distancia entre dos ciudades. En todos los casos, el valor podría desviarse dentro de un
cierto margen, dependiendo de la precisión del instrumento de medición utilizado. En las
conversaciones diarias tendemos a truncar las variables y a tratarlas como si fueran varia-
bles discretas sin pensarlo ni siquiera dos veces. Sin embargo, la diferencia es muy impor-
tante en estadística, ya que es uno de los factores de los que depende que un método esta-
dístico sea mejor que otro en un determinado caso.

Niveles de medición

También podemos dividir los datos en cualitativos y cuantitativos. Con datos cualitativos,
la «diferencia» entre los números no tiene ningún significado mensurable. Por ejemplo, si a
un jugador de baloncesto se le asigna el número «20» y a otro el número «10», no pode-
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mos extraer la conclusión de que el primero es el doble de bueno que el segundo. Sin em-
bargo, con datos cuantitativos la diferencia entre los números tiene un significado mensura-
ble. Cuando un estudiante obtiene una puntuación de 90 en un examen y otro obtiene una
puntuación de 45, la diferencia es mensurable y tiene un significado.

Veremos que los datos cualitativos pueden ser niveles de medición nominales y ordina-
les. Los datos cuantitativos pueden ser niveles de medición basados en intervalos y en ra-
zones.

Los niveles de medición nominales y ordinales se refieren a los datos que se obtienen
con preguntas categóricas. Las respuestas a preguntas sobre el sexo, el país de origen, la
afiliación política y la propiedad de un teléfono móvil son nominales. Se considera que los
datos nominales son el tipo de datos más bajo o más débil, ya que la identificación numéri-
ca se elige estrictamente por comodidad.

Los valores de las variables nominales son palabras que describen las categorías o cla-
ses de respuestas. Los valores de la variable sexo son hombre y mujer; los valores de «¿Ha
estado alguna vez en Oslo?» son «sí» y «no». Asignamos arbitrariamente un código o un
número a cada respuesta. Sin embargo, este número no se emplea más que para clasificar.
Por ejemplo, podríamos codificar las respuestas sobre el sexo o las respuestas sí/no de la
forma siguiente:

1 % Hombres 1 % Sí
2 % Mujeres 2 % No

Los datos ordinales indican el orden que ocupan los objetos y, al igual que en el caso
de los datos nominales, los valores son palabras que describen las respuestas. He aquí algu-
nos ejemplos de datos ordinales y de códigos posibles:

1. Valoración de la calidad del producto (1: malo; 2: medio; 3: bueno).
2. Valoración de la satisfacción con el servicio de comedor de la universidad (1: muy

insatisfecho; 2: moderadamente insatisfecho; 3: ninguna opinión; 4: moderada-
mente satisfecho; 5: muy satisfecho).

3. Preferencia de los consumidores entre tres tipos de bebidas refrescantes (1: el que
más se prefiere; 2: segunda opción; 3: tercera opción).

En estos ejemplos, las respuestas son ordinales, es decir, siguen un orden, pero la «diferen-
cia» entre ellas no tiene ningún significado mensurable. Es decir, la diferencia entre la pri-
mera opción y la segunda puede no ser igual que la diferencia entre la segunda y la tercera.

Los niveles de medición basados en intervalos y en razones se refieren a los datos en
una escala ordenada, en la que la diferencia entre las mediciones tiene un significado. Una
escala de intervalos indica el orden y la distancia con respecto a un cero arbitrario medidos
en intervalos unitarios. Es decir, se ofrecen datos en relación con un nivel de referencia
determinado arbitrariamente. La temperatura es un ejemplo clásico de este nivel de medi-
ción; los niveles de referencia determinados arbitrariamente se basan, en general, en los
grados Fahrenheit o Celsius. Supongamos que hace 80 grados Fahrenheit en Orlando (Flo-
rida) y sólo 20 en St. Paul (Minnesota). Podemos extraer la conclusión de que la diferencia
de temperatura es de 60 grados, pero no podemos saber si hace el cuádruple de calor en
Orlando que en St. Paul. Supongamos que cuando se estableció la temperatura Fahrenheit,
el punto de congelación se fijó en 500 grados. En ese caso, en nuestro ejemplo de la tem-
peratura de Orlando y St. Paul, ésta habría sido de 548 grados en Orlando y de 488 en St.
Paul (la diferencia sigue siendo de 60 grados). El año es otro ejemplo de un nivel de medi-
ción basado en intervalos; en este caso los niveles de referencia se basan en el calendario
gregoriano o en el islámico.
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Los datos basados en una escala de razones sí indican tanto el orden como la distancia
con respecto a un cero natural y los cocientes entre dos medidas tienen un significado. Una
persona que pesa 80 kilos pesa el doble que una que pesa 40; una persona que tiene 40
años es el doble de vieja que una que tiene 20.

Después de recoger datos, primero tenemos que clasificar las respuestas en categóricas
o numéricas o según la escala de medición. A continuación, asignamos un número arbitra-
rio a cada respuesta. Algunos gráficos se utilizan generalmente para las variables categóri-
cas y otros son adecuados para las variables numéricas.

Obsérvese que los ficheros de datos normalmente contienen «valores perdidos». Por
ejemplo, los encuestados pueden decidir no responder en un cuestionario a ciertas pregun-
tas sobre el sexo, la edad, la renta o algún otro tema delicado. Los valores perdidos requie-
ren un código especial en la fase de introducción de los datos. Si no se resuelve correcta-
mente la cuestión de los valores perdidos, es posible que el resultado sea erróneo. Los
paquetes estadísticos resuelven la cuestión de los valores perdidos de diferentes formas.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
2.1. Indique si cada una de las siguientes variables es

categórica o numérica. Si es categórica, indique el
nivel de medición. Si es numérica, ¿es discreta o
continua?
a. Número de mensajes de correo electrónico en-

viados diariamente por un planificador finan-
ciero.

b) Coste efectivo de los libros de texto de un es-
tudiante para un cuatrimestre.

c) Su factura mensual de electricidad.
d) Las categorías de profesores universitarios (pro-

fesor, profesor asociado, profesor ayudante,
profesor colaborador).

2.2. La oficina de relaciones públicas de un equipo de
baloncesto profesional quiere información sobre
los aficionados que acuden a los partidos después
de la temporada. En los partidos que se celebran
después de la temporada, se entrega a la entrada
un cuestionario a cada aficionado. ¿Es la respuesta
a cada una de las siguientes preguntas categórica o
numérica? Si es categórica, indique el nivel de
medición. Si es numérica, ¿es discreta o continua?
a) ¿Tiene usted una entrada de temporada?
b) ¿Vive en el condado de Orange?
c) ¿Cuánto le costó realmente la entrada para este

partido de después de temporada?

2.3. En una facultad universitaria se ha repartido un
cuestionario entre los estudiantes para averiguar
su grado de satisfacción con diversas actividades y
servicios. Por ejemplo, por lo que se refiere al
«método de matriculación para las clases del pró-
ximo cuatrimestre», se pide a los estudiantes que
pongan una cruz en una de las casillas siguientes:

$ muy satisfecho
$ moderadamente satisfecho
$ neutral
$ moderadamente insatisfecho
$ muy insatisfecho
¿Es la respuesta de un estudiante a esta pregunta
numérica o categórica? Si es numérica, ¿es discre-
ta o continua? Si es categórica, indique el nivel de
medición.

2.4. En una encuesta reciente se pidió al profesorado
de una universidad que respondiera a una serie de
preguntas. Indique el tipo de datos de cada pre-
gunta.
a) Indique su nivel de satisfacción con la carga

docente (muy satisfecho; moderadamente satis-
fecho; neutral; moderadamente insatisfecho;
muy insatisfecho).

b) ¿Cuántos artículos ha publicado en revistas con
evaluación anónima durante el último año?

c) ¿Ha asistido a la última reunión del consejo de
departamento?

d) ¿Cree usted que el proceso de evaluación de la
docencia debe revisarse?

2.5. Se ha formulado una serie de preguntas a una
muestra de clientes de una tienda de helados.
Identifique el tipo de datos que se pide en cada
pregunta.
a) ¿Cuál es su sabor favorito?
b) ¿Cuántas veces al mes toma helado?
c) ¿Tiene hijos de menos de 10 años que vivan

en casa?
d) ¿Ha probado el último sabor de helado?

2.6. La comunidad de propietarios de viviendas ha for-
mulado una serie de preguntas a los residentes de
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una urbanización. Identifique el tipo de datos que
se pide en cada pregunta.

a) ¿Jugó al golf el mes pasado en el nuevo campo
de golf de la urbanización?

b) ¿Cuántas veces ha comido en el restaurante de
la urbanización en los tres últimos meses?

c) ¿Tiene usted una caravana?
d) Valore el nuevo sistema de seguridad de la

urbanización (muy bueno, bueno, malo, muy
malo).

Ejercicios aplicados

2.7. En una universidad se realizó una encuesta a
los estudiantes para obtener información sobre
varias cuestiones relacionadas con la biblioteca.
Los datos se encuentran en el fichero de datos
Library.

a) Ponga un ejemplo de una variable categórica
con respuestas ordinales.

b) Ponga un ejemplo de una variable categórica
con respuestas nominales.

c) Ponga un ejemplo de una variable numérica
con respuestas discretas.

2.8. Un grupo de estudiantes de administración de
empresas realizó una encuesta en su campus uni-
versitario para averiguar la demanda estudiantil de
un producto, un suplemento proteínico para los ba-
tidos («Smoothies» en inglés). Encuestó a una
muestra aleatoria de 113 estudiantes y obtuvo datos
que podrían ser útiles para desarrollar su estrategia
de marketing. Las respuestas a esta encuesta se en-
cuentran en el fichero de datos Smoothies.
a) Ponga un ejemplo de una variable categórica

con respuestas ordinales.
b) Ponga un ejemplo de una variable categórica

con respuestas nominales.

2.2. Gráficos para describir variables categóricas

Las variables categóricas pueden describirse utilizando tablas de distribución de frecuen-
cias y gráficos como gráficos de barras, gráficos de tarta y diagramas de Pareto. Estos
gráficos son utilizados habitualmente por los directivos y los analistas de mercado para
describir los datos procedentes de encuestas y de cuestionarios.

Distribución de frecuencias
Una distribución de frecuencias es una tabla utilizada para organizar datos. La columna de
la izquierda (llamada clases o grupos) contiene todas las respuestas posibles sobre una varia-
ble estudiada. La columna de la derecha es una lista de las frecuencias o número de observa-
ciones correspondientes a cada clase.

Tablas
Las clases que utilizamos para construir tablas de distribución de frecuencias de una varia-
ble categórica son sencillamente las respuestas posibles a la variable categórica.

EJEMPLO 2.1. Las principales empresas de Florida central en 2003
(gráficos de barras y de tarta)

¿Qué empresas ocuparon los primeros puestos en Florida central en 2003?

Solución

El Orlando Sentinel enumera anualmente las principales empresas de Florida central
(véase la referencia bibliográfica 7). La Tabla 2.1 es una distribución de frecuencias de
las cinco empresas que tenían el mayor número de asalariados en esta zona.
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Tabla 2.1. Principales empresas de Florida central en 2003.

Empresa Número de asalariados

Disney World 51.600
Florida Hospital 19.283
Publix Supermarkets Inc. 14.995
Wal-Mart Stores Ind. 14.995
Universal Orlando 12.000

Gráficos de barras y gráficos de tarta

Los gráficos de barras y los gráficos de tarta se utilizan normalmente para describir datos
categóricos. Si nuestro objetivo es llamar la atención sobre la frecuencia de cada categoría,
lo más probable es que tracemos un gráfico de barras. Si es hacer hincapié en la propor-
ción de cada categoría, es probable que elijamos un gráfico de tarta. En un gráfico de ba-
rras, la altura de un rectángulo representa esta frecuencia. No es necesario que las barras se
toquen. La Figura 2.1 es un gráfico de barras de los datos categóricos sobre las empresas
de Florida central de la Tabla 2.1.

Figura 2.1.
Cinco principales
empresas de Florida
central, 2003.
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Tabla 2.2. Número de estudiantes matriculados en tres especialidades de administración
de empresas, 2005 y 2005.

Especialidad 2000 2005

Finanzas 160 250
Marketing 140 200
Contabilidad 100 150

Cuando también interesan los componentes de las distintas categorías, puede utilizarse
una interesante y útil extensión del gráfico de barras simple. Por ejemplo, la Tabla 2.2
muestra el número de estudiantes matriculados en tres especialidades de administración de
empresas de una pequeña universidad privada en dos años distintos.
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Figura 2.2A
Estudiantes
especializados en
finanzas, marketing,
2000, 2005 (gráfico
de barras por
componentes).
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Figura 2.2B
Estudiantes
especializados en
finanzas, marketing
y contabiliad, 2000,
2005 (gráfico de
barras por
componentes).
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Esta información puede mostrarse en un gráfico de barras desagregando el número total
de estudiantes de cada año de manera que se distingan los tres componentes utilizando un
sombreado diferente, como en la Figura 2.2A. Este tipo de gráfico se llama gráfico de ba-
rras por componentes o apilado. La Figura 2.2B muestra los mismos datos en un gráfico
de barras que se denomina gráfico de barras agrupado. Los dos gráficos nos permiten ha-
cer comparaciones visuales de totales y de componentes individuales. En este ejemplo, se
observa que el aumento del número de matriculados que se registró entre 2000 y 2005 fue
bastante uniforme en las tres especialidades.

Si queremos llamar la atención sobre la proporción de frecuencias en cada categoría,
probablemente utilizaremos un gráfico de tarta para representar la división de un todo en
sus partes integrantes. El círculo (o «tarta») representa el total y los segmentos (o «trozos
de la tarta») que parten del centro representan proporciones de ese total. El gráfico de tarta
se construye de tal forma que el área de cada segmento es proporcional a la frecuencia co-
rrespondiente.
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EJEMPLO 2.2. Los gastos de viaje

El gerente de una universidad pidió una desagregación de los gastos de viaje de los pro-
fesores que asistían a diversas reuniones profesionales. Se observó que el 31 por ciento
de los gastos estaba representado por los costes de transporte, el 25 por ciento por los
costes de alojamiento, el 12 por ciento por los gastos de alimentación, el 20 por ciento
por los gastos de matrícula y el resto por costes varios. Represente gráficamente estos
datos.

Solución

La Figura 2.3 es un gráfico de tarta de los gastos de viaje.

Alimentación
12%

Alojamiento
25%

Transporte
31%

Varios
12%

Gastos de matrícula
20%

Figura 2.3. Producción diaria de cereales de trigo.

Diagramas de Pareto

Los directivos que necesitan identificar las principales causas de los problemas e intentar
corregirlas rápidamente con un coste mínimo a menudo utilizan un gráfico de barras espe-
cial llamado diagrama de Pareto. El economista italiano Vilfredo Pareto (1848-1923) se-
ñaló que en la mayoría de los casos un pequeño número de factores es responsable de la
mayoría de los problemas. Ordenamos las barras en un diagrama de Pareto de izquierda a
derecha para poner énfasis en las causas más frecuentes de los defectos.

Diagrama de Pareto
Un diagrama de Pareto es un gráfico de barras que muestra la frecuencia de las causas de
los defectos. La barra de la izquierda indica la causa más frecuente y las de la derecha indican
las causas con frecuencias decrecientes. Los diagramas de Pareto se utilizan para separar lo
«poco vital» de lo «mucho trivial».

El resultado de Pareto se aplica a una amplia variedad de conductas en muchos siste-
mas. A veces se denomina «regla del 80-20». Un fabricante de cereales puede observar que
la mayoría de los errores de empaquetado se deben únicamente a unas cuantas causas. Un
estudiante podría pensar que el 80 por ciento del trabajo de un proyecto de grupo ha sido
realizado únicamente por el 20 por ciento de los miembros del equipo. La utilización de un
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diagrama de Pareto también puede mejorar la comunicación con los empleados o con la
dirección y dentro de los equipos de producción. El ejemplo 2.3 ilustra el principio de Pa-
reto aplicado a un problema de una compañía de seguros médicos.

EJEMPLO 2.3. Errores de tramitación de las reclamaciones a un seguro
(diagrama de Pareto)

Insurance

El análisis y el pago de las reclamaciones a un seguro es un complejo proceso que pue-
de llevar a tramitar incorrectamente algunas reclamaciones. Estos errores provocan un
aumento del tiempo que dedica el personal a obtener la información correcta y posible-
mente a pagar indemnizaciones indebidas. El beneficiario normalmente detecta los erro-
res cuando cobra una indemnización menor de la debida y a menudo puede pasar por
alto las indemnizaciones superiores a las debidas. Estos errores pueden incrementar con-
siderablemente los costes, además de afectar negativamente a las relaciones con los
clientes. Se realizan considerables esfuerzos para analizar la actividad de presentación y
de tramitación de las reclamaciones con el fin de poder desarrollar métodos para reducir
lo más posible los errores. Una importante compañía de seguros médicos se fijó el obje-
tivo de reducir un 50 por ciento los errores. Muestre cómo utilizaría el análisis de Pare-
to para ayudarla a averiguar los factores importantes que contribuyen a eliminar los
errores. Los datos se encuentran en el fichero de datos Insurance.

Solución

La compañía de seguros médicos realizó una intensa investigación de todo el proceso de
presentación de reclamaciones y pago de indemnizaciones. Se seleccionó un equipo de
personas clave de los departamentos encargados de tramitar las reclamaciones, de rela-
ciones con los proveedores y de marketing, de auditoría interna, de procesamiento de
datos y de revisiones médicas. Basándose en su experiencia y en una revisión del proce-
so, los miembros del equipo llegaron finalmente a un acuerdo sobre una lista de posi-
bles errores. Tres de ellos (códigos de procedimiento y diagnóstico, información de los
proveedores e información de los pacientes) están relacionados con el proceso de pre-
sentación de reclamaciones y deben comprobarse revisando los historiales médicos de
los pacientes en las clínicas y los hospitales. Tres posibles errores (tablas de precios, so-
licitudes de contratos y ajustes de los proveedores) están relacionados con la tramitación
de las reclamaciones de indemnización dentro de la oficina de la compañía de seguros.
Los errores de los programas y de los sistemas están incluidos en la categoría «Otros».

Se puso en marcha una auditoría completa de una muestra aleatoria de 1.000 recla-
maciones contrastando cada reclamación con los historiales médicos de las clínicas y
los hospitales hasta llegar a la fase final del pago de la indemnización. Se separaron las
reclamaciones que contenían errores y se anotó el número de errores de cada tipo. Si
una reclamación tenía múltiples errores, se anotaron todos. En este proceso, se tomaron
muchas decisiones sobre la definición de error. Si se había dado a un niño un tratamien-
to que se daba normalmente a los adultos y el sistema informático de procesamiento no
lo detectó, este error debía registrarse como un error 7 (errores de los programas y de
los sistemas) y también como un error 3 (información de los pacientes). Si el tratamien-
to de un esguince estaba codificado como una fractura, debía registrarse como un error
1 (códigos de procedimientos y diagnósticos). La Tabla 2.3 es una distribución de fre-
cuencias de las categorías y el número de errores cometidos en cada categoría.

A continuación, el equipo construyó el diagrama de Pareto de la Figura 2.4.
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Tabla 2.3. Errores en la tramitación de las reclamaciones al seguro médico.

Vemos en la Figura 2.4 que, cuando se van sumando los porcentajes de defectos co-
rrespondientes a los tipos de error (de izquierda a derecha), el ascenso de la línea de fre-
cuencias acumuladas indica la mejora relativa que se obtendría corrigiendo cada uno de los
problemas más frecuentes. En el diagrama de Pareto, los analistas vieron que el error 1
(códigos de procedimientos y diagnósticos) y el error 5 (solicitudes de contratos) eran las
principales causas de los errores. La combinación de los errores 1, 5 y 4 (tablas de precios)
provocaba casi un 80 por ciento de los errores. Examinando el diagrama de Pareto de la
Figura 2.4, los analistas pueden averiguar rápidamente a qué causas debe dedicarse la
mayor parte de los esfuerzos para corregir los problemas. El análisis de Pareto separó las
«pocas causas vitales» de las «muchas triviales».

Pertrechado con esta información, el equipo hizo una serie de recomendaciones para re-
ducir los errores y controlar el proceso.
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Categoría Tipo de error Frecuencia

1 Códigos de procedimientos y diagnósticos 40
2 Información del proveedor 9
3 Información del paciente 6
4 Tablas de precios 17
5 Solicitudes de contratos 37
6 Ajustes de los proveedores 7
7 Otros 4

Figura 2.4. Diagrama de Pareto: errores en la tramitación de las reclamaciones al seguro médico.



1. Se harían sesiones especiales de formación para los encargados de tramitar las
reclamaciones de los hospitales y las clínicas.

2. Se harían auditorías aleatorias por sorpresa para verificar los errores de codifica-
ción.

3. Se evaluaría la posibilidad de imponer sanciones monetarias a las organizaciones
que cometieran excesivos errores.

4. Dos personas prepararían cada una por separado el conjunto completo de tablas de
solicitud de contrato. A continuación, se compararían todas las entradas de las
tablas utilizando un programa informático y se resolverían las diferencias que
hubiera.

5. Se prepararían unos modelos-tipo de reclamación que se utilizarían para verificar
las solicitudes correctas de contrato.

El diagrama de Pareto y las recomendaciones ayudaron a reducir los errores. Se reduje-
ron los casos en los que se pagaban indemnizaciones de más, así como la burocracia nece-
saria para corregir los errores.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

2.9. Los gastos de viaje de una empresa son:

Concepto Porcentaje

Compañías aéreas 41
Alojamiento 25
Comidas 12
Alquileres de automóviles 18
Otros 4

a) Construya un gráfico de tarta.
b) Construya un gráfico de barras.

2.10. Una empresa ha llegado a la conclusión de que
hay siete defectos posibles en una de sus líneas
de productos. Construya un diagrama de Pareto
de las siguientes frecuencias de defectos:

Código de los defectos Frecuencia

A 10
B 70
C 15
D 90
E 8
F 4
G 3

2.11. Se ha pedido a los empleados que indiquen su
grado de satisfacción con el seguro médico ac-
tual. Éstas son las respuestas de una muestra
aleatoria de empleados:

Muy satisfecho 29
Moderadamente satisfecho 55
Ninguna opinión 5
Moderadamente insatisfecho 20
Muy insatisfecho 9

a) Trace un gráfico de barras.
b) Trace un gráfico de tarta.

2.12. El supervisor de una planta ha obtenido una
muestra aleatoria de las edades de los empleados
y del tiempo que tardan en realizar una tarea (en
segundos). Represente los datos con un gráfico
de barras por componentes.

Edad/Tiempo
Menos de

40 segundos

Entre 40 y
menos de

60 segundos

Un minuto
como

mínimo

Menos de 21 10 13 25
21 a 35 16 20 12
35 a 50 18 22 8
50 años o más 10 27 19

Ejercicios aplicados
2.13. Suponga que, según una estimación del gasto pú-

blico, el 46 por ciento se destina a pensiones, el
18 por ciento a defensa, el 15 por ciento a regio-
nes y municipios, el 14 por ciento a intereses de
la deuda, el 6 por ciento a otros gastos de la ad-
ministración central y el 1 por ciento al seguro
de depósitos. Represente gráficamente esta infor-
mación mediante un gráfico de tarta.
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FUENTE: U.S. Fish and Wildlife Service.

2.14. La tabla adjunta muestra una lista parcial del nú-
mero de especies salvajes en peligro de extinción
tanto dentro como fuera de Estados Unidos en
abril de 2004 (véase la referencia bibliográfica 4):

Especie

Especies salvajes
en peligro de

extinción
en EE.UU.

Especies salvajes
en peligro de
extinción en
otros países

Mamíferos 69 251
Aves 77 175
Reptiles 14 64
Anfibios 12 8
Peces 71 11

a) Construya un gráfico de barras del número de
especies salvajes en peligro de extinción en
Estados Unidos.

b) Construya un gráfico de barras del número de
especies salvajes en peligro de extinción fuera
de Estados Unidos.

c) Construya un gráfico de barras para comparar
el número de especies salvajes en peligro de
extinción en Estados Unidos y el de especies
salvajes en extinción fuera de Estados Unidos.

2.15. Jon Payne, entrenador de tenis, registró del
tipo de errores más grave que cometió cada uno
de sus jugadores en un programa de formación
de una semana. Los datos se encuentran en el fi-
chero de datos Tennis.
a) Construya un diagrama de Pareto de los erro-

res totales cometidos por todos los tenistas.
b) Construya un diagrama de Pareto de los errores

totales cometidos por los tenistas masculinos.
c) Construya un diagrama de Pareto de los errores

totales cometidos por los tenistas femeninos.
d) Construya un gráfico de barras por compo-

nentes que muestre el tipo de error y el sexo
del tenista.

2.16. ¿A qué tipo de actividad de Internet dedica usted
la mayor parte del tiempo? Las respuestas de una

muestra aleatoria de 700 usuarios de Internet fue-
ron las siguientes: realizar operaciones de banca
electrónica, 40; comprar un producto, 60; obtener
noticias, 150; enviar o leer correo electrónico, 200;
comprar o realizar una reserva para viajar, 75;
enterarse de los resultados de partidos o de infor-
mación deportiva, 50; y buscar la respuesta a una
pregunta, 125. Describa los datos gráficamente.

2.17. Un grupo de estudiantes de administración
de empresas de una universidad decidió adquirir
experiencia en la gestión de una empresa mon-
tando una para vender batidos («Smoothies») en
el campus universitario. Realizaron una encuesta
a una muestra aleatoria de 113 estudiantes para
obtener datos que ayudaran a desarrollar su estra-
tegia de marketing. Una de las preguntas de la
encuesta les pedía que indicaran su propio nivel
de concienciación sobre su estado de salud. Las
respuestas a esta encuesta se encuentran en el fi-
chero de datos Smoothies.
a) Trace un gráfico de barras.
b) Trace un gráfico de tarta.

2.18. Construya a partir del fichero de datos
Smoothies gráficos de barras por componentes
de las respuestas correspondientes a las siguien-
tes variables:
a) Sexo y nivel de concienciación sobre el esta-

do de salud.
b) Deseo de un suplemento proteínico y nivel de

preocupación por el estado de salud.

2.19. El Statistical Abstract of the United States (véase
la referencia bibliográfica 6) contiene datos sobre
las exportaciones y las importaciones de Estados
Unidos y sobre su balanza comercial de mercan-
cías por países.
a) Represente gráficamente los 10 principales

compradores de exportaciones de Estados Uni-
dos en el año más reciente del que se dispone.

b) Represente gráficamente los 10 principales
proveedores de importaciones de Estados Uni-
dos en el año más reciente del que se dispone.

2.3. Gráficos para describir datos de series temporales
Supongamos que tomamos una muestra aleatoria de 100 cajas de una nueva variedad de
cereales. Si recogemos nuestra muestra en un momento del tiempo y ponderamos cada
caja, las mediciones obtenidas se conocen con el nombre de datos de corte transversal. Sin
embargo, podríamos recoger y medir una muestra aleatoria de 5 cajas cada 15 minutos o
de 10 cajas cada 20 minutos. Los datos medidos en sucesivos momentos del tiempo se de-
nominan datos de series temporales. En el Capítulo 19 estudiaremos en mayor profundidad
este tipo de datos. Pero de momento examinaremos un gráfico de datos de series tempora-
les llamado gráfico de series temporales.
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Gráfico de series temporales
Un gráfico de series temporales representa una serie de datos en varios intervalos de tiem-
po. Midiendo el tiempo en el eje de abscisas y la cantidad numérica que interesa en el de orde-
nadas se obtiene un punto en el gráfico por cada observación. Uniendo los puntos contiguos
en el tiempo por medio de líneas rectas se obtiene un gráfico de series temporales.

La tecnología del siglo XXI permite acceder rápidamente a datos que pueden ayudar a to-
mar decisiones y muchos de estos datos son de series temporales. El comercio electrónico
es importante para todos nosotros. Se puede comprar casi todo: billetes de avión, automó-
viles, electrónica, libros, flores, acciones, etc. Los minoristas del país notifican a las autori-
dades cuánto negocio hacen en línea y esta información se utiliza en los informes oficiales
mensuales sobre la situación de la economía. Estos datos se recogen a intervalos sucesivos
de tiempo.

Numerosas empresas analizan y venden encuestas y datos estadísticos por Internet.
Para desarrollar planes de marketing, muchas empresas necesitan las características demo-
gráficas de los compradores por Internet, así como del resto de los compradores. Muchas
veces las observaciones se miden a sucesivos intervalos de tiempo (anual, mensual o sema-
nalmente, por horas, etc.). Las universidades estudian la evolución de las cifras de matricu-
lados para comprender mejor sus tendencias. Los médicos controlan semanal o mensual-
mente los análisis de sangre de los pacientes de cáncer. Para describir gráficamente todos
estos ejemplos se utiliza un gráfico de series temporales.

EJEMPLO 2.4. Tendencias del número de matriculados en una universidad
(gráfico de series temporales)

University
Enrollments,
1995-2005

El rector de una pequeña universidad privada solicitó datos sobre el número de estu-
diantes de primer año y sobre el número de estudiantes procedentes de otras universida-
des que entraron en la universidad entre 1995 y 2005. Los datos se encuentran en el fi-
chero de datos University Enrollments, 1995-2005.

Solución

En la Figura 2.5 podemos ver que el número de matriculados de primer año ha aumen-
tado desde 2000 y que el máximo que alcanzó el número de estudiantes procedentes de
otras universidades en 2002 fue seguido de un continuo descenso. El personal de admi-
siones debe averiguar cuáles son los factores que explican ambas tendencias.
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Figura 2.5. Estudiantes matriculados por primera vez, 1995-2005.
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EJEMPLO 2.5. Ventas trimestrales de una empresa durante seis años
(gráfico de series temporales)

Quarterly
Sales
2001-2006

La Tabla 2.4 muestra las ventas trimestrales realizadas por una empresa durante un
periodo de 6 años que se encuentran en el fichero de datos Quarterly Sales 2001-2006.
Describa los datos gráficamente.

Solución

La Figura 2.6 es un gráfico de series temporales de los 24 intervalos de tiempo. Obser-
vamos que las ventas del primer trimestre van seguidas sistemáticamente de una dismi-
nución de las ventas en el segundo. Tal vez la estación del año sea una explicación. En
el Capítulo 19 presentaremos métodos para ajustar los datos de series temporales con el
fin de tener en cuenta la estacionalidad, las tendencias, la conducta cíclica o algún otro
componente irregular.

Tabla 2.4 Ventas trimestrales, 2001-2006 (miles).

Trimestre

Año 1 2 3 4

2001 271 199 240 255
2002 341 246 245 275
2003 351 283 353 292
2004 401 282 306 291
2005 370 242 281 274
2006 356 245 304 279

Figura 2.6. Ventas trimestrales, 2001-2006 (gráfico de series temporales).

Si sólo nos interesa comparar las ventas del primer trimestre con las del segundo,
puede ser interesante un gráfico de series temporales como el de la Figura 2.7.
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Ejercicios aplicados
2.22. El fichero de datos Degrees 1998-2005 con-

tiene los títulos concedidos entre 1998 y 2005
por tipo de título en una universidad privada.
a) Represente los datos en un gráfico de series

temporales.
b) ¿Qué conclusiones o qué medidas podría con-

sidera la universidad?

2.23. El Statistical Abstract of the United States
(Section 21: Manufactures) (véase la referencia
bibliográfica 5) contiene información sobre el
producto interior bruto de la industria manufactu-
rera. El U.S. Census Bureau, el Annual Survey of
Manufacturers y el Current Industrials Report
son las principales fuentes de esta información.
a) Utilice un gráfico de series temporales para

representar el producto interior bruto de la in-
dustria manufacturera en dólares corrientes
por industrias de bienes duraderos (como pro-
ductos de madera, muebles y productos afi-
nes, vehículos de motor y equipo) entre 1998
y 2003.

b) Utilice un gráfico de series temporales para
representar el producto interior bruto de la in-
dustria manufacturera en dólares encadenados
(2000) por industrias de bienes no duraderos
(como alimentación, ropa y productos de cue-
ro) entre 1998 y 2003.

2.24. El fichero de datos Exchange Rate muestra
un índice del valor del dólar frente a las monedas
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Figura 2.7. Ventas del primero y del segundo trimestre, 2001-2006
(gráfico de series temporales).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
2.20. Construya un gráfico de series temporales de los

siguientes datos sobre el uso del teléfono móvil
durante el fin de semana o por la noche (en mi-
nutos):

Mes Fin de semana o noche

Enero 575
Febrero 603
Marzo 469
Abril 500
Mayo 586
Junio 540

2.21. ¿Qué porcentaje de antiguos alumnos hizo dona-
ciones a su universidad? La tabla adjunta muestra
los porcentajes que obtuvo una universidad en el
periodo 2001-2005. Trace un gráfico de series
temporales de los datos. ¿Qué medida podría to-
mar la universidad?

Año Porcentaje

2001 26,72
2002 27,48
2003 24,89
2004 25,83
2005 30,22
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de sus socios comerciales durante 12 meses con-
secutivos. Represente los datos mediante un grá-
fico de series temporales.

2.25. El fichero de datos Inventory Sales contie-
ne el cociente entre las existencias y las ventas
de la industria manufacturera y el comercio de
Estados Unidos en un periodo de 12 años. Repre-
sente los datos con un gráfico de series tempo-
rales.

2.26. Seleccione en Internet los rendimientos anuales
de un índice de cotizaciones bursátiles durante
14 años. Represente los datos con un gráfico de
series temporales.

2.27. El fichero de datos Gold Price muestra el
precio del oro (en dólares) a final de año durante
14 años consecutivos. Represente los datos con
un gráfico de series temporales.

2.28. El fichero de datos Housing Starts muestra
las viviendas privadas iniciadas por mil habitan-
tes de la población de Estados Unidos en un
periodo de 24 años. Describa los datos con un
gráfico.

2.29. El fichero de datos Earnings per share con-
tiene los beneficios por acción de una empresa
en un periodo de 28 años. Represente gráfica-
mente la serie y coméntela en el gráfico.

2.4. Gráficos para describir variables numéricas

En este apartado presentamos brevemente histogramas, ojivas y diagramas de tallo y hojas
que resumen y describen datos numéricos. Primero examinamos una distribución de fre-
cuencias de datos numéricos.

Distribuciones de frecuencias
Una distribución de frecuencias de datos numéricos es, al igual que una distribución de fre-
cuencias de datos categóricos (apartado 2.2), una tabla que resume datos enumerando las
clases en la columna de la izquierda y el número de observaciones de cada clase en la co-
lumna de la derecha. Sin embargo, en una distribución de frecuencias de datos numéricos
las clases o intervalos no son fácilmente identificables.

Para decidir los intervalos de una distribución de frecuencias de datos numéricos es ne-
cesario responder a ciertas preguntas: ¿cuántos intervalos deben utilizarse? ¿De qué ampli-
tud debe ser cada intervalo? Hay algunas reglas generales (como las ecuaciones 2.1 y 2.2)
para preparar distribuciones de frecuencias que nos permitan responder más fácilmente a
este tipo de cuestiones, para resumir datos y para comunicar los resultados.

Construcción de una distribución de frecuencias
Regla 1: Decidir k, el número de intervalos (clases).
Regla 2: Los intervalos (clases) deben ser de la misma amplitud, w; la amplitud viene determi-
nada por lo siguiente:

w % Amplitud de los intervalos%
(Número mayor . Número menor)

Número de intervalos
(2.1)

Tanto k como w deben redondearse al alza, posiblemente al siguiente número entero mayor.
Regla 3: Los intervalos (clases) deben ser inclusivos y no solaparse.

Regla 1. Número de intervalos
El número de intervalos (clases) utilizados en una distribución de frecuencias se decide de
una manera algo arbitraria.
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Guía rápida para decidir un número aproximado de intervalos
de una distribución de frecuencias

Tamaño de la muestra Número de intervalos

Menos de 50 5-7
De 50 a 100 7-8
De 101 a 500 8-10 (2.2)
De 501 a 1.000 10-11
De 1.001 a 5.000 11-14
Más de 5.000 14-20

La práctica y la experiencia son la mejor guía. Los conjuntos de datos mayores requieren
más intervalos; los conjuntos de datos menores requieren menos intervalos. Si selecciona-
mos excesivamente pocas clases, las pautas y algunas características de los datos pueden
quedar ocultas. Si seleccionamos demasiadas clases, descubriremos que algunos intervalos
no contienen ninguna observación o tienen una frecuencia muy pequeña.

Regla 2. Amplitud de los intervalos

Después de elegir el número de intervalos, el paso siguiente es elegir la amplitud de los
intervalos:

w % Amplitud de los intervalos %
(Número mayor . Número menor)

Número de intervalos

La amplitud de los intervalos a menudo se redondea a un número entero para facilitar la
interpretación.

Regla 3. Intervalos inclusivos y que no se solapen

Los intervalos deben ser inclusivos y no solaparse. Cada observación debe pertenecer a
uno y sólo un intervalo. Consideremos una distribución de frecuencias de las edades (re-
dondeadas al año más próximo) de un grupo de personas. Si la distribución de frecuencias
contiene los intervalos «20-30 años» y «30-40 años», ¿a cuál de estas dos clases pertenece-
ría una persona de 30 años?

Los límites o extremos de cada clase deben estar claramente definidos. Para evitar sola-
pamientos, los intervalos de edades podrían definirse de la forma siguiente: «20 años pero
menos de 30», seguido de «30 años pero menos de 40», y así sucesivamente. Otra posibili-
dad es definir los intervalos de edad del modo siguiente: «20-29», «30-39», etc. Dado que
la edad es un número entero, no hay ningún solapamiento. La selección de los límites es
subjetiva. Hay que asegurarse simplemente de definir unos límites que permitan compren-
der e interpretar claramente los datos.

No debemos hacer excesivo hincapié en las reglas para determinar el número de inter-
valos y su amplitud o hacer demasiado poco hincapié en la selección del número de clases
que muestren las pautas de los datos más claras.

Dos distribuciones de frecuencias especiales son la distribución de frecuencias acumu-
ladas y la distribución de frecuencias relativas acumuladas.
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Distribuciones de frecuencias relativas, acumuladas
y relativas acumuladas
Se obtiene una distribución de frecuencias relativas dividiendo cada frecuencia por el núme-
ro de observaciones y multiplicando la proporción resultante por 100 por ciento. Una distribu-
ción de frecuencias acumuladas contiene el número total de observaciones cuyos valores
son menores que el límite superior de cada intervalo. Se construye sumando las frecuencias de
todos los intervalos de la distribución de frecuencias e incluyendo el presente intervalo. En una
distribución de frecuencias relativas acumuladas, las frecuencias acumuladas pueden ex-
presarse en proporciones o porcentajes acumulados.

EJEMPLO 2.6. El uso del teléfono móvil (pensar en términos estadísticos)

Jennie Bishop, directora de marketing de una importante compañía de telefonía móvil,
obtuvo los registros de los minutos consumidos por una muestra aleatoria de 110 abona-
dos al plan más barato de la empresa (250 minutos mensuales como máximo en hora
punta). La Tabla 2.5 contiene una lista de los minutos consumidos por cada abonado
de la muestra durante un mes. Los datos se encuentran en el fichero de datos Mobile
Usage. ¿Qué indican los datos?

271 236 294 252 254 263 266 222 262 278 288
262 237 247 282 224 263 267 254 271 278 263
262 288 247 252 264 263 247 225 281 279 238
252 242 248 263 255 294 268 255 272 271 291
263 242 288 252 226 263 269 227 273 281 267
263 244 249 252 256 263 252 261 245 252 294
288 245 251 269 256 264 252 232 275 284 252
263 274 252 252 256 254 269 234 285 275 263
263 246 294 252 231 265 269 235 275 288 294
263 247 252 269 261 266 269 236 276 248 298

Solución

La Tabla 2.5 en sí misma no sirve de mucho a la directora de marketing para desarrollar
una estrategia de marketing. Podemos encontrar alguna información en esa tabla: la can-
tidad mínima de minutos consumidos en hora punta fue de 222 y el tiempo máximo
consumido fue de 298. Sin embargo, necesitamos más información que ésta antes de
presentar un informe a los altos ejecutivos. Para comprender mejor lo que indican los
datos de la Tabla 2.5, primero desarrollamos una distribución de frecuencias.

Basándonos en la guía rápida, desarrollamos una distribución de frecuencias con
ocho clases para los datos de la Tabla 2.5. Según la ecuación 2.1, la amplitud de cada
clase es

w %
299 . 222

8
% 10 (redondeando)

Dado que el valor más bajo es 222, el primer intervalo podría ser «220 pero menos que
230». A continuación, se van añadiendo intervalos de igual amplitud a la distribución de
frecuencias, así como el número de minutos que pertenecen a cada clase. La Tabla 2.6
es una distribución de frecuencias correspondiente a los datos de la Tabla 2.5 sobre el
uso de los teléfonos móviles.
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Tabla 2.6. Distribuciones de frecuencia y de frecuencias relativas del uso
del teléfono móvil

Uso del teléfono móvil
(en minutos) Frecuencia Porcentaje

220 menos de 230 5 4,5
230 menos de 240 8 7,3
240 menos de 250 13 11,8
250 menos de 260 22 20,0
260 menos de 270 32 29,1
270 menos de 280 13 11,8
280 menos de 290 10 9,1
290 menos de 300 7 6,4

El director puede querer saber cuál es el uso del teléfono móvil por debajo (o por
encima) de una cierta cantidad de tiempo. La Tabla 2.7 contiene una distribución de fre-
cuencias acumuladas y una distribución de porcentajes acumulados.

Las distribuciones de frecuencias de las Tablas 2.6 y 2.7 son una mejora con respec-
to a la lista inicial de datos de la 2.5. Hemos resumido al menos 110 observaciones en
8 categorías y podemos decir a Jennie que durante el mes estudiado menos de una cuar-
ta parte (el 23,6 por ciento) de los abonados de la muestra utilizó el teléfono móvil res-
petando los límites de sus planes. La directora de marketing podría sugerir que se pusie-
ra en marcha una campaña publicitaria para promover un plan que conllevara un
aumento de los minutos en hora punta.

Tabla 2.7. Distribuciones de frecuencias acumuladas y de frecuencias relativas
acumuladas del uso del teléfono móvil

Uso del teléfono móvil
(en minutos) Frecuencia Porcentaje

Menos de 230 5 4,5
Menos de 240 13 11,8
Menos de 250 26 23,6
Menos de 260 48 43,6
Menos de 270 80 72,7
Menos de 280 93 84,5
Menos de 290 103 93,6
Menos de 300 110 100,0

Histogramas y ojivas

Una vez desarrolladas las distribuciones de frecuencias, podemos representar gráficamente
esta información. Analizaremos brevemente los histogramas y las ojivas.

Histograma
Un histograma es un gráfico formado por barras verticales construidas sobre una línea recta
horizontal delimitada por los intervalos de la variable mostrada. Los intervalos corresponden a
los de una tabla de distribución de frecuencias. La altura de cada barra es proporcional al nú-
mero de observaciones que hay en ese intervalo. El número de observaciones puede indicarse
encima de las barras.
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Ojiva

Una ojiva, llamada a veces gráfico de frecuencias acumuladas, es una línea que conecta pun-
tos que son el porcentaje acumulado de observaciones situadas por debajo del límite superior
de cada intervalo en una distribución de frecuencias acumuladas.

La Figura 2.8 es un histograma de las frecuencias de uso del teléfono móvil de la
Tabla 2.6. La 2.9 es una ojiva que describe las frecuencias relativas acumuladas de la Ta-
bla 2.7.

La forma de un histograma revela si los datos están repartidos de una manera uniforme
a un lado y a otro del punto medio del gráfico. Es decir, en algunos histogramas veremos
que la mitad o el centro del gráfico los divide en dos «imágenes gemelas», de manera que
la parte de uno de los lados es casi idéntica a la del otro. Los histogramas que tienen esta
forma son simétricos; los que no la tienen son asimétricos o sesgados.

Figura 2.8.
Uso del teléfono
móvil (histograma).
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Figura 2.9.
Uso del teléfono
móvil (ojiva).
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Simetría

Se dice que la forma de un histograma es simétrica si las observaciones están equilibradas,
es decir, distribuidas de una manera uniforme a un lado y a otro del punto medio del histo-
grama.

28 Estadística para administración y economía



Sesgo

Una distribución está sesgada o es asimétrica si las observaciones no están distribuidas simé-
tricamente en ninguno de los lados de la mitad. Una distribución sesgada positivamente tiene
una cola que se extiende hacia la derecha, en la dirección de los valores positivos. Una distri-
bución sesgada negativamente tiene una cola que se extiende hacia la izquierda, en la direc-
ción de los valores negativos.

La Figura 2.10A representa un histograma simétrico. En cambio, el de la 2.10B tiene
una larga cola hacia la derecha, con una disminución mucho más brusca hacia la izquierda.
Esta distribución está sesgada hacia la derecha, es decir, está sesgada positivamente. La
distribución de la Figura 2.10C está sesgada negativamente: las observaciones más bajas
están más extendidas hacia la izquierda. En el Capítulo 3 aprenderemos más sobre los fac-
tores que contribuyen al sesgo y veremos cómo se mide éste numéricamente.

Figura 2.10A
Distribución
simétrica.
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Figura 2.10B. Distribución sesgada positivamente. Figura 2.10C. Distribución sesgada negativamente.

Aunque los histogramas pueden permitirnos conocer la forma de la distribución, es im-
portante recordar que pueden no ser «matemáticamente correctos», ya que a menudo su
escala vertical no puede ajustarse. En el apartado 2.6 hacemos algunas advertencias sobre
los histogramas que distorsionan la verdad.
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Diagramas de tallo y hojas
El análisis exploratorio de datos (AED) consiste en los métodos utilizados para describir
los datos en sencillos términos aritméticos con imágenes fáciles de trazar con lápiz y papel
(véase la referencia bibliográfica 11). Uno de esos métodos es el diagrama de tallo y hojas.
Antes de que existieran los computadores, este método permitía identificar rápidamente las
pautas posibles en pequeños conjuntos de datos. Aquí sólo lo analizamos brevemente.

Diagrama de tallo y hojas
Un diagrama de tallo y hojas es un gráfico AED que es una alternativa al histograma. Los
datos se agrupan de acuerdo con sus primeros dígitos (llamados tallo) y se hace un listado de
los últimos dígitos (llamados hojas) de cada miembro de una clase. Las hojas se muestran indi-
vidualmente en orden ascendente después de cada uno de los tallos.

El número de dígitos de cada clase indica la frecuencia de clase. Los dígitos individua-
les indican la pauta de valores dentro de cada clase. Salvo los casos atípicos extremos (los
valores de datos que son mucho mayores o menores que otros valores del conjunto de
datos), se incluyen todos los tallos aunque no haya observaciones en el subconjunto corres-
pondiente. El número de dígitos del tallo depende del conjunto de datos.

EJEMPLO 2.7. Calificaciones medias (diagrama de tallo y hojas)

Accounting
GPAs

Se han obtenido las calificaciones medias (GPA, por sus iniciales en inglés) en la
especialización de contabilidad de una muestra aleatoria de estudiantes que acaban de
terminar los estudios. ¿Qué información suministra el diagrama de tallo y hojas de la
Figura 2.11? Los datos se encuentran en el fichero de datos Accounting GPAs.

Solución

La calificación media de cada estudiante se ha redondeado a su valor entero más próxi-
mo. La Figura 2.11 muestra la salida Minitab (con este programa pueden obtenerse

Frecuencia
acumulada

Tallo Hoja

1 21 2
3 22 2 9
7 23 3 4 5 9

13 24 0 1 3 4 7 9
19 25 1 2 3 5 5 7
24 26 1 1 1 2 6
30 27 1 2 3 5 6 8
40 28 0 2 3 4 4 4 5 6 9 9
51 29 0 1 2 2 4 4 4 5 7 7 7

(10) 30 1 1 1 2 6 7 8 8 8 9
51 31 0 1 1 1 2 4 5 6 8
42 32 1 1 4 5 6 8 9
35 33 1 2 3 5 7 8 8 9
27 34 0 0 1 1 1 3 3 3 4 6
17 35 1 6 7 7
13 36 0 1 2 5 5 6 6 8 8
4 37 2 3
2 38 0 7

Figura 2.11. Diagrama de tallo y hojas de las calificaciones medias.

30 Estadística para administración y economía



distintas versiones del diagrama de tallo y hojas). Podemos hacer varias observaciones a
partir de la Figura 2.11. Por ejemplo, vemos que una calificación media de 3,25 se re-
gistra como un tallo de «32» y una hoja de «5». La más baja es 2,12 y la más alta 3,87.
La columna situada más a la izquierda de la salida Minitab contiene las frecuencias acu-
muladas, separadas por un número entre paréntesis. En la Figura 2.11, el número 10
(entre paréntesis) nos dice que los datos están centrados en las calificaciones medias
comprendidas entre 3,00 y 3,09. El número 40 de la columna situada más a la izquierda
indica que 40 estudiantes obtuvieron una calificación media de menos de 2,90. El nú-
mero 27 de la columna situada más a la izquierda nos dice que 27 estudiantes obtuvie-
ron una calificación media de al menos 3,40.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

2.30. Utilice la guía rápida para hallar un número
aproximado de clases de una distribución de fre-
cuencias suponiendo que el tamaño de la mues-
tra es:
a) n % 47
b) n % 80
c) n % 150
d) n % 400
e) n % 650

2.31. Halle la amplitud que deben tener los intervalos
para una muestra aleatoria de 110 observaciones
que se encuentran

a) entre 20 y 85 (inclusive)
b) entre 30 y 190 (inclusive)
c) entre 40 y 230 (inclusive)
d) entre 140 y 500 (inclusive)

2.32. Considere los datos siguientes:

17 62 15 65

28 51 24 65

39 41 35 15

39 32 36 37

40 21 44 37

59 13 44 56

12 54 64 59

a) Construya una distribución de frecuencias.
b) Trace un histograma.
c) Trace una ojiva.
d) Trace un diagrama de tallo y hojas.

2.33. Construya un diagrama de tallo y hojas de las
horas que dedican 20 estudiantes a estudiar para
un examen de marketing.

3,5 2,8 4,5 62, 4,8 2,3 2,6 3,9 4,4 5,5
5,2 6,7 3,0 2,4 5,0 3,6 2,9 1,0 2,8 3,6

2.34. Considere la siguiente distribución de frecuencias

Clase Frecuencia

0a 10 8
10a 20 10
20a 30 13
30a 40 12
40a 50 6

a) Construya una distribución de frecuencias re-
lativas.

b) Construya una distribución de frecuencias
acumuladas.

c) Construya una distribución de frecuencias re-
lativas acumuladas.

Ejercicios aplicados

2.35. La tabla siguiente muestra la distribución por
edades de los visitantes de páginas web de agen-
cias de viajes durante diciembre de 2003 (véase
la referencia bibliográfica 12):

Edad Porcentaje

18-24 11,30
25-34 19,11
35-44 23,64
45-54 23,48
55! 22,48
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a) Construya una distribución de frecuencias re-
lativas acumuladas.

b) ¿Qué porcentaje de visitantes de Internet tenía
menos de 45 años?

c) ¿Qué porcentaje de visitantes de Internet tenía
al menos 35 años?

2.36. La demanda de agua embotellada aumenta
durante la temporada de huracanes en Florida. El
director de operaciones de una planta que embo-
tella agua quiere estar seguro de que el proceso
de embotellado de botellas de 1 galón está fun-
cionando correctamente. Actualmente, la compa-
ñía está comprobando el volumen de las botellas
de 1 galón. Se comprueba una muestra aleatoria
de 75 botellas. Estudie el proceso de embotellado
de este producto y presente un informe de sus re-
sultados al director de operaciones. Construya
una distribución de frecuencias, una distribución
de frecuencias acumuladas, un histograma, una
ojiva y un diagrama de tallo y hojas. Incorpore
estos gráficos a un resumen bien redactado. ¿Có-
mo podríamos pensar en términos estadísticos en
esta situación? Los datos se encuentran en el fi-
chero de datos Water.

2.37. El fichero de datos llamado Scores contiene
las puntuaciones obtenidas por 40 estudiantes en
un test.

a) Construya una distribución de frecuencias de
los datos.

b) Construya una distribución de frecuencias
acumuladas de los datos.

c) Basándose en su respuesta al apartado a), cons-
truya un histograma adecuado de los datos.

d) Construya un diagrama de tallo y hojas de los
datos.

2.38. El fichero de datos Returns contiene los ren-
dimientos porcentuales obtenidos en un día espe-
cífico por los fondos de inversión en acciones or-
dinarias de las 25 mayores empresas de Estados
Unidos.
a) Construya un histograma para describir los

datos.
b) Trace un diagrama de tallo y hojas para des-

cribir los datos.
c) Construya una ojiva para describir los datos.

2.39. Ann Thorne, la directora de operaciones de
una fábrica de cremas bronceadoras, quiere ase-
gurarse de que el proceso que se emplea para lle-
nar los botes de 8 onzas (237 ml) de SunProtec-
tor está funcionando correctamente. Suponga que
se selecciona una muestra aleatoria de 100 botes
de esta crema, se miden los contenidos y se al-
macenan los volúmenes (en ml) en el fichero de
datos Sun. Describa los datos gráficamente.

2.5. Tablas y gráficos para describir relaciones
entre variables

En los apartados anteriores hemos desarrollado gráficos para describir una única variable.
Estas «imágenes» nos han ayudado a analizar mejor la información que contenía un gran
conjunto de datos. En este apartado, ampliamos las medidas gráficas para describir las rela-
ciones entre dos variables. En primer lugar, presentamos un diagrama de puntos dispersos
para estudiar las posibles relaciones entre dos variables cuantitativas. A continuación, ana-
lizamos tablas cruzadas de dos variables para examinar posibles relaciones entre variables
cualitativas.

Los análisis empresariales y económicos a menudo se refieren a relaciones entre varia-
bles. ¿Obtienen mejores calificaciones medias en la universidad los alumnos que tienen
mejores notas en el examen de selectividad? ¿Cuánto varía la cantidad vendida cuando va-
ría el precio? ¿Cómo influye en las ventas totales la renta total disponible en una región
geográfica? ¿Aumenta la publicidad las ventas? ¿Cómo varía la mortalidad infantil en los
países en vías de desarrollo cuando aumenta la renta per cápita?

En estos ejemplos, observamos que una variable puede depender en alguna medida de
la otra. Por ejemplo, la calificación media de un estudiante universitario puede depender
de la nota que obtuvo en la prueba de matemáticas de la selectividad. En ese caso, llama-
mos a la calificación media variable dependiente y la representamos por medio de Y y a la

32 Estadística para administración y economía



puntuación obtenida en la prueba de matemáticas de la selectividad variable independiente
y la representamos por medio de X. Asimismo, llamaríamos Y a la cantidad vendida y X al
precio de la mercancía.

Para responder a estas preguntas, reunimos y analizamos muestras aleatorias de datos
recogidos en poblaciones relevantes. Nuestro análisis comienza con la construcción de un
gráfico llamado diagrama de puntos dispersos.

Diagramas de puntos dispersos
Una imagen a menudo muestra la relación que puede existir entre dos variables.

Diagrama de puntos dispersos
Podemos trazar un diagrama de puntos dispersos localizando un punto por cada par de dos
variables que representan una observación del conjunto de datos. El diagrama de puntos dis-
persos es una representación de los datos, que comprende lo siguiente:

1) El rango de cada variable.
2) La pauta de valores existente dentro del rango.
3) Una sugerencia sobre la posible relación entre las dos variables.
4) Una indicación de los casos atípicos (puntos extremos).

Podríamos trazar diagramas de puntos dispersos representando puntos en un papel mili-
metrado. Sin embargo, todos los paquetes estadísticos modernos contienen rutinas para rea-
lizar directamente diagramas de puntos dispersos a partir de un fichero de datos electróni-
co. Como se muestra en el ejemplo 2.8, la realización de un diagrama de ese tipo es una
tarea habitual en cualquier análisis inicial de datos que se realiza al principio de un estudio
económico o empresarial. En el ejemplo citado mostramos un diagrama de puntos disper-
sos de dos variables cuantitativas.

EJEMPLO 2.8. Las notas de los exámenes de admisión en las
universidades en Estados Unidos y las calificaciones
medias de los estudios universitarios (diagramas de puntos
dispersos)

¿Son las notas obtenidas en la prueba de matemáticas del SAT para acceder a la univer-
sidad un buen indicador de éxito en la universidad? En Estados Unidos, todos los estu-
diantes realizan uno o más tests de aptitud para entrar en una universidad. El personal
de admisiones de las universidades utiliza los resultados para admitir o no a los estu-
diantes. La Tabla 2.8 muestra las notas obtenidas en la prueba de matemáticas realizada
antes de ser admitido en la universidad por una muestra aleatoria de 11 estudiantes de

Tabla 2.8. Relación entre la nota de la prueba de matemáticas del SAT y la calificación
media de los estudios universitarios.

Nota de matemáticas
en el SAT 450 480 500 520 560 580 590 600 620 650 700
Calificación media
en los estudios
universitarios 3,25 2,60 2,88 2,85 3,30 3,10 3,35 3,20 3,50 3,59 3,95
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una pequeña universidad del Medio Oeste y la calificación media obtenida al terminar
los estudios universitarios. Trace un diagrama de puntos dispersos e indique qué infor-
mación suministra.

Solución

Utilizando el programa Excel, obtenemos la Figura 2.12, que es un diagrama de puntos
dispersos de la variable dependiente, la calificación media, y la variable independiente,
la nota obtenida en la prueba de matemáticas.

Podemos hacer varias observaciones examinando el diagrama de puntos dispersos de
la Figura 2.12. Las calificaciones medias van desde alrededor de 2,5 hasta 4 y las notas
obtenidas en la prueba de matemáticas van desde 450 hasta 700. Una interesante pauta
es la tendencia ascendente positiva: las calificaciones medias tienden a aumentar direc-
tamente con los aumentos de las notas obtenidas en la prueba de matemáticas. Obsérve-
se también que la relación no suministra una predicción exacta. Algunos estudiantes que
obtienen una baja nota en la prueba de matemáticas tienen una calificación media más
alta que los estudiantes que obtienen una nota mejor en la prueba de matemáticas. Ve-
mos que la pauta básica indica que las notas más altas obtenidas en los exámenes de
admisión predicen mayores calificaciones medias, pero los resultados no son perfectos.
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Figura 2.12. Relación entre la calificación media de los estudios universitarios y la nota
de la prueba de matemáticas del SAT.

Tablas cruzadas

Hay situaciones en las que necesitamos describir relaciones entre variables categóricas u
ordinales. Las empresas de estudios de mercado describen las actitudes hacia los produc-
tos, medidas en una escala ordinal, en función de los niveles de estudios, de medidas del
estatus social, de las zonas geográficas y de otras variables ordinales o categóricas. Los de-
partamentos de personal estudian los niveles de evaluación de los empleados en relación
con las clasificaciones de los puestos, los niveles de estudios y otras variables de los
empleados. Los analistas de producción estudian las relaciones entre los departamentos
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o líneas de producción y las medidas del rendimiento para averiguar las causas de los cam-
bios de los productos, las causas de la interrupción de la producción y la calidad del pro-
ducto. Estas situaciones normalmente se describen por medio de tablas cruzadas y se repre-
sentan mediante gráficos de barras.

Tablas cruzadas
Una tabla cruzada, llamada a veces tabla de contingencia, enumera el número de observacio-
nes correspondiente a cada combinación de valores de dos variables categóricas u ordinales.
La combinación de todos los intervalos posibles de las dos variables define las casillas en una
tabla. Una tabla cruzada de r filas y c columnas se denomina tabla cruzada de dimensión r # c.

EJEMPLO 2.9. La demanda de un producto por zonas residenciales
(tabla cruzada)

Un minorista de materiales de construcción ha estado estudiando un plan para abrir tien-
das en nuevos lugares dentro de su programa de expansión regional. En una ciudad pro-
puesta para la expansión hay tres lugares posibles: norte, este y oeste. El minorista sabe
por experiencia que los tres mayores centros de beneficios de sus tiendas son los de he-
rramientas, madera y pintura. Para seleccionar un lugar, son importantes las pautas de
demanda de las diferentes partes de la ciudad. Ha pedido, pues, ayuda al departamento
de estudios de mercado para obtener y analizar los datos relevantes. Este minorista cree
que tiene una ventaja comparativa en la venta de herramientas.

Solución

La Tabla 2.9 es una tabla de contingencia de 3 # 4 de las variables «lugar residencial»
y «producto comprado». Ha sido realizada por el personal del departamento de estudios
de mercado utilizando datos procedentes de una muestra aleatoria de hogares de tres
grandes zonas residenciales de la ciudad. Cada zona residencial tenía un prefijo telefóni-
co distinto y se eligieron los cuatro últimos dígitos utilizando un generador de números
aleatorios por computador. Si el número no correspondía a una residencia, se generó
aleatoriamente otro número telefónico. Si no contestaba nadie a un número, se llamó
hasta un máximo de cinco veces para garantizar una elevada tasa de participación.

En cada zona residencial, se contactó con 250 hogares por teléfono y se les pidió
que indicaran cuál de tres categorías de productos habían comprado la última vez que
habían ido a una tienda de materiales de construcción. La encuesta se realizó para deter-
minar la demanda de herramientas, madera y pintura. Las tres zonas residenciales con-
tienen el mismo número de hogares y, por lo tanto, la muestra aleatoria de 750 repre-
senta la población de hogares de toda la ciudad.

Tabla 2.9. Tabla cruzada de la demanda de productos por parte de los hogares
por zonas residenciales.

Zona Herramientas Madera Pintura Ninguna Total

Este 100 50 50 50 250
Norte 50 95 45 60 250
Oeste 65 70 75 40 250

Total 215 215 170 150 750
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Cada casilla de la Tabla 2.9 muestra el número de hogares encuestados en cada una
de las zonas residenciales que habían comprado herramientas, madera o pintura el mes
anterior. Si habían comprado artículos de más de una categoría, indicaban la categoría
en la que más habían gastado. Por ejemplo, 100 hogares encuestados en la zona este ha-
bían comprado herramientas y 75 encuestados en la zona oeste habían comprado pintu-
ra. En el lado derecho de cada fila observamos el número total de hogares encuestados
(250) en esa fila. Asimismo, en la parte inferior de cada columna mostramos el número
de hogares encuestados que habían comprado en cada categoría de productos. Los nú-
meros situados en el lado derecho de las filas y en la parte inferior de las columnas se
denominan distribuciones marginales. Estos números son las distribuciones de frecuen-
cias de cada una de las dos variables presentadas en la tabla cruzada.

La Tabla 2.9 contiene un resumen de las pautas de compra de los hogares de los tres
barrios. La Figura 2.13 es un gráfico de barras agrupado de la citada tabla. Si la región
geográfica y los productos comprados no estuvieran relacionados, sería de esperar que
hubiera similitudes en los gráficos de barras.

Sin embargo, observamos que los gráficos de barras sí son diferentes, lo cual induce
a pensar que existe una relación entre estas dos variables. Basándose en esta investiga-
ción, el personal de marketing ahora sabe que la gente de la zona este compra más a
menudo herramientas, mientras que los hogares del norte compran más madera. La de-
manda de pintura es mayor en el oeste. Basándose en estas pautas, el minorista decide
instalar tiendas en el este, debido a que es mayor el potencial de ventas de herramientas.
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Figura 2.13. Demanda de productos por parte de los hogares por zonas residenciales.

EJEMPLO 2.10. Fuentes del consumo de alcohol de los conductores
de vehículos de motor (tabla cruzada)

Un equipo de investigación recibió la tarea de averiguar las fuentes del consumo de al-
cohol de los conductores de vehículos de motor que tenían diversos niveles de alcohol
en la sangre.

Solución

Se obtuvo una muestra aleatoria de automovilistas y se utilizaron los datos resultantes
para preparar la Tabla 2.10. Esta tabla muestra la relación entre la concentración de
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Tabla 2.10. Tabla cruzada de la CAS de los conductores según el lugar en el que
consumieron la primera bebida alcohólica.

CAS

Lugar m0,02% 0,03-0,04% 0,05-0,09% n0,10% Total

Bar
Número 22 25 17 14 78
Porcentaje 28,2 32,1 21,8 17,9 100,0

Restaurante
Número 11 3 9 1 24
Porcentaje 45,8 12,5 37,5 4,2 100,0

En su casa
Número 45 16 11 10 82
Porcentaje 54,9 19,5 13,4 12,2 100,0

En otra casa
Número 42 10 6 0 58
Porcentaje 72,5 17,2 10,3 0 100,0

Total
Número 120 54 43 25 242
Porcentaje 49,6 22,3 17,8 10,3 100,0

alcohol en la sangre y el lugar en el que habían consumido la primera bebida alcohólica
las personas que iban conduciendo por la noche y que habían estado bebiendo. Los
datos de esta tabla proceden de una muestra aleatoria de personas que conducían un
automóvil en el condado Washtenaw (Michigan) entre las 7 de la tarde y las 3 de la
madrugada. Las columnas indican la concentración de alcohol en la sangre (CAS) del
conductor y se obtuvieron por medio de un alcoholímetro. Normalmente, se considera
que cuando estas concentraciones son de m0,02 por ciento, no hay casi ningún alcohol
en la sangre y ninguna merma de la capacidad para conducir; cuando están comprendi-
das entre 0,03 y 0,04 por ciento, hay alcohol en la sangre sin pérdida de capacidad para
conducir en el caso de la mayoría de los conductores; cuando están comprendidas entre
0,05 y 0,09 por ciento, casi todos los conductores sufren una pérdida visible de capaci-
dad para conducir y pueden ser condenados por un tribunal; cuando son de n0,10 por
ciento, todos están seriamente afectados y representan una amenaza para otros vehículos
y peatones. La Tabla 2.10 también indica el porcentaje de conductores que hay en cada
categoría de intoxicación dentro de cada fila. Eso permite comparar fácilmente las dis-
tintas fuentes del consumo de alcohol de los conductores, a pesar de que el número de
conductores de cada fuente es diferente.

La citada tabla permitió obtener algunas indicaciones importantes sobre el consumo
de alcohol y la conducta al volante. La muestra sólo contenía conductores que habían
consumido al menos una bebida alcohólica durante el día. Comenzando por la fila infe-
rior, que resume toda la muestra, más del 70 por ciento no tenía una CAS que redujera
seriamente su capacidad para conducir (por ejemplo, m0,02 por ciento y entre 0,03 y
0,04 por ciento). La fuente más probable de los conductores seriamente afectados eran
los bares. En el caso de las 78 personas que consumieron la primera bebida alcohólica
en un bar, el 17,9 por ciento tenía una CAS de 0,10 por ciento o más. En el caso de los
82 conductores que comenzaron bebiendo en casa, el 12,2 por ciento tenía el nivel de
CAS más alto. Sin embargo, en este grupo de bebedores en casa casi el 75 por ciento
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se encontraba en las dos categorías más bajas de CAS y, por lo tanto, no estaban seria-
mente afectados. Las personas que habían consumido la primera bebida alcohólica en
otra casa eran las que menos probabilidades tenían de presentar un alto nivel de CAS.
Un importante resultado de este análisis es que en los intentos de reducir el número de
conductores seriamente afectados deberían considerarse los bares como una importante
fuente (véase la nota bibliográfica 2).

Los gráficos producen un efecto visual mayor que las tablas cruzadas. El gráfico de ba-
rras por componentes de la Figura 2.14 es, desde luego, una presentación visual más fuerte
del contenido de alcohol en la sangre que la tabla cruzada de la Tabla 2.10.

Los programas informáticos estadísticos pueden realizar la mayoría de estas tablas. En el
Capítulo 16 presentamos métodos estadísticos más poderosos para analizar las tablas cruzadas.

Figura 2.14.
CAS de los
conductores según
el lugar en el que
consumieron la
primera bebida
alcohólica.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
2.40. Realice un diagrama de puntos dispersos con los

datos siguientes:

(5, 53) (21, 65) (14, 48) (11, 66) (9, 46)
(4, 56) (7, 53) (21, 57) (17, 49) (14, 66)
(9, 54) (7, 56) (9, 53) (21, 52) (13, 49)

(14, 56) (9, 59) (4, 56)

2.41. Volviendo al ejemplo 2.9, suponga que los datos
de la encuesta de mercado no fueran los de la
Tabla 2.9 sino los de la tabla adjunta. Explique
las conclusiones de esta encuesta desde el punto
de vista de la estrategia de producción.

Tabla cruzada revisada de la demanda de productos
por parte de los hogares por zonas residenciales

Zona
Herra-
mientas Madera Pintura Ninguno Total

Este 100 40 60 50 250
Norte 70 45 95 40 250
Oeste 75 70 65 40 250
Total 245 155 220 130 750

2.42. Tres subcontratistas, A, B y C, suministraron 58,
70 y 72 piezas, respectivamente, a una planta la
semana pasada. De las piezas suministradas por
el subcontratista A, sólo 4 estaban defectuosas.
De las piezas suministradas por el B, 60 estaban
bien; de las piezas suministradas por el C, sólo 6
estaban defectuosas.
a) Realice una tabla cruzada con los datos.
b) Trace un gráfico de barras.

Ejercicios aplicados

2.43. El supermercado Bishop’s registra el precio
efectivo de los productos de alimentación y las
cantidades vendidas semanalmente. Utilice el fi-
chero de datos Bishop para obtener el diagrama
de puntos dispersos del precio efectivo de un ga-
lón de zumo de naranja y todas las cantidades se-
manales vendidas a ese precio. ¿Sigue el diagra-
ma de puntos dispersos la pauta que indica la
teoría económica?

2.44. Acme Delivery ofrece tres tarifas distintas de en-
vío de paquetes de menos de 5 libras de Maine a
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la costa oeste: ordinario, 3 $; urgente, 5 $; y su-
perurgente, 10 $. Para comprobar la calidad de
estos servicios, un importante minorista de venta
por correo envió 15 paquetes de Maine a Tacoma
(Washington) en momentos elegidos aleatoria-
mente. Los paquetes fueron enviados en grupos
de tres por los tres servicios al mismo tiempo pa-
ra reducir las diferencias resultantes del día del
envío. Los datos siguientes muestran el coste de
envío, x, y el número de días, y, en pares (x, y):

(3, 7) (5, 5) (10, 2) (3, 9) (5, 6) (10, 5)
(3, 6) (5, 6) (10, 1) (3, 10) (5, 7) (10, 4)
(3, 5) (5, 6) (10, 4)

Trace un diagrama de puntos dispersos de los
puntos y comente la relación entre el coste de en-
vío y el momento observado de entrega.

2.45. El fichero de datos Stordata contiene los in-
gresos totales por ventas (en dólares) según el día
de la semana. Realice una tabla cruzada en la
que aparezcan los días de la semana en las filas y
los cuatro intervalos cuartílicos en las columnas.

a) Calcule los porcentajes por filas.

b) ¿Cuáles son las principales diferencias entre
los niveles de ventas de los distintos días de
la semana según los porcentajes por filas?

c) Describa las pautas esperadas del volumen de
ventas a lo largo de la semana basándose en
esta tabla.

2.46. Muchas ciudades pequeñas hacen muchos es-
fuerzos para atraer actividades comerciales, co-
mo centros comerciales y grandes almacenes.
Uno de los argumentos es que estas instalaciones
aumentan las propiedades que puede gravarse y,
por lo tanto, generan más fondos para satisfacer
las necesidades de las administraciones locales.
Los datos del fichero de datos Citydat proceden
de un estudio de la capacidad municipal de gene-
ración de ingresos. Realice un diagrama de puntos
dispersos de la variable «taxbase», o sea, de la ba-
se imponible, es decir, del valor catastral de todas
las propiedades municipales en millones de dóla-
res, en relación con la variable «comper», que es
el porcentaje del valor catastral de las propiedades
que son propiedades comerciales. ¿Qué informa-
ción suministra este diagrama de puntos dispersos
sobre la base imponible y el porcentaje de propie-
dades comerciales que hay en la ciudad?

2.6. Errores en la presentación de datos

Los gráficos mal realizados pueden distorsionar fácilmente la verdad. Hemos examinado
varios gráficos que resumen y presentan datos. Si se emplean de una manera sensata y pru-
dente, pueden ser excelentes instrumentos para extraer la información esencial de lo que,
de lo contrario, sería una mera masa de números. Desgraciadamente, no siempre se intenta
resumir los datos de una manera sensata o prudente. En esas circunstancias, es fácil que la
manera en que se presenta el resumen induzca a error. Debemos extraer de los datos la
imagen más clara y precisa posible. Los gráficos incorrectos pueden ofrecer una imagen
distorsionada y dar una falsa impresión. Es posible transmitir un mensaje erróneo sin ser
deliberadamente deshonesto.

En este apartado presentamos algunos ejemplos de gráficos engañosos, no con el fin de
animar a no utilizarlos sino con el fin de advertir de sus riesgos. El ejemplo 2.11 muestra
que las distorsiones en los histogramas pueden llevar a extraer conclusiones incorrectas. El
2.12 muestra que la elección de una u otra opción para el eje de ordenadas en los gráficos
de series temporales puede llevar a extraer conclusiones diferentes. Existen otras muchas
posibilidades de que los gráficos sean engañosos y para profundizar recomendamos la lec-
tura de Edward Tufte (véase la referencia bibliográfica 10) y de Howard Wainer (véase la
referencia bibliográfica 13), que son líderes en el campo de la presentación de datos. Han
estudiado el diseño adecuado de los gráficos, así como las causas y los riesgos de hacer
deducciones de gráficos mal trazados.
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Histogramas engañosos

Sabemos que la amplitud de todos los intervalos debe ser la misma. Supongamos que un
conjunto de datos contiene muchas observaciones que se encuentran dentro de una parte
relativamente reducida del rango, mientras que otras están muy dispersas. Podríamos tener
la tentación de construir una distribución de frecuencias con intervalos reducidos en los
que se encontrara la mayoría de las observaciones e intervalos más amplios en otra parte.
Aunque recordemos que son las áreas, no las alturas, de los rectángulos del histograma las
que deben ser proporcionales a las frecuencias, nunca es una opción deseable construir un
histograma con diferentes anchos de columnas, ya que puede engañar o distorsionar los
resultados. Incluimos este apartado simplemente para señalar los errores que podemos en-
contrarnos en los histogramas. En el ejemplo 2.11 mostramos cómo se construye un histo-
grama cuando los intervalos no tienen todos ellos la misma amplitud.

EJEMPLO 2.11. Recibos de una tienda de alimentación
(intervalos de distinta amplitud)

La Tabla 2.11 muestra las cantidades en dólares de una muestra aleatoria de 692 recibos
de una tienda de alimentación.

Tabla 2.11. Recibos de una tienda de alimentación (cantidades en dólares).

Cantidad de dólares Número de recibos Proporciones

0 a 10 84 84/692
10 a 20 113 113/692
20 a 30 112 112/692
30 a 40 85 85/692
40 a 50 77 77/692
50 a 60 58 58/692
60 a 80 75 75/692
80 a 100 48 48/692

100 a 200 40 40/92

Uno de los errores que pueden cometerse cuando se realiza un histograma es hacer
que sean proporcionales a las frecuencias las alturas de los rectángulos en lugar de sus
áreas. Vemos este histograma engañoso en la Figura 2.15. La observación de este histo-
grama incorrecto nos da la falsa impresión de que hay una elevada proporción de obser-
vaciones en la clase más alta. Bajo ninguna circunstancia debemos construir nunca un
histograma con este error. Lo ilustramos únicamente como advertencia contra los gráfi-
cos engañosos.

Las continuas mejoras introducidas en los paquetes informáticos han ido acompaña-
das de un aumento del uso y el abuso de los gráficos generados por computador. La Fi-
gura 2.16 muestra un histograma generado por computador, en el que los intervalos tie-
nen la misma amplitud, a pesar de que tres de las clases tienen diferente amplitud. De
nuevo, bajo ninguna circunstancia debemos construir nunca un histograma con este
error. Lo ilustramos únicamente como advertencia contra los gráficos engañosos.

Para construir un histograma, debemos observar que las cantidades de la Tabla 2.11
se interpretan de la manera habitual. Así, de todos estos recibos, 113/692, o sea, el 16,3
por ciento, se encontraba en el intervalo comprendido entre 10 $ y menos de 20 $.
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Figura 2.15. Histograma engañoso de los recibos de una tienda de alimentación
(error: alturas proporcionales a las frecuencias).
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Figura 2.16. Histograma engañoso de los recibos de una tienda de alimentación
(error: amplitud desigual de los intervalos).

Tenemos que representar un histograma de manera que las áreas de los rectángulos
situados sobre los intervalos sean proporcionales a sus frecuencias. Como cada uno de
los seis primeros intervalos tiene una amplitud de 10, podemos trazar rectángulos de al-
turas 84, 113, 112, 85, 77 y 58 sobre estos intervalos. Los dos siguientes intervalos tie-
nen una amplitud de 20, es decir, el doble de la amplitud de cada uno de los seis prime-
ros. Por lo tanto, para que sus áreas sean proporcionales a las frecuencias, los
rectángulos representados sobre estos intervalos deben tener alturas que sean la mitad de
las frecuencias correspondientes, es decir, 37,5 y 24.

Finalmente, el último intervalo tiene una amplitud de 100, diez veces la amplitud de
cada uno de los seis primeros. Por lo tanto, la altura del rectángulo trazado sobre
este último intervalo debe ser un décimo de la frecuencia. Es decir, la altura del último
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Figura 2.17. Recibos de una tienda de alimentación (histograma).

rectángulo debe ser 4. La razón por la que hacemos que las áreas de estos rectángulos
sean proporcionales a las frecuencias se halla en que visualmente asociamos área con
tamaño. En la Figura 2.17 vemos un histograma que evita los errores ilustrados en las
Figuras 2.15 y 2.16.

Gráficos de series temporales engañosos

Seleccionando una determinada escala de medición, podemos dar la impresión en un gráfi-
co de series temporales de que hay una relativa estabilidad o considerables fluctuaciones a
lo largo del tiempo.

EJEMPLO 2.12. Notas obtenidas en la prueba de matemáticas del SAT
de 1986-2006 (elección de la escala para realizar
gráficos de series temporales)

SAT Math
1986-2006

El fichero de datos SAT Math 1986-2006 contiene las notas medias de la prueba de
matemáticas del SAT obtenidas por los estudiantes de primer año de una universidad
entre 1986 y 2006. Represente estos datos con un gráfico de series temporales.

Solución

Mostramos aquí dos gráficos posibles de series temporales para representar las notas de
la prueba de matemáticas del SAT que contiene el fichero de datos SAT Math. La Fi-
gura 2.18 sugiere que las notas medias experimentan grandes fluctuaciones. Esta misma
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Figura 2.18. Notas de la prueba de matemáticas del SAT: estudiantes
de primer año, 1986-2006.
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Figura 2.19. Gráfico de series temporales revisado de las notas de la prueba
de matemáticas del SAT: estudiantes de primer año, 1986-2006.

información se representa en la Figura 2.19, pero ahora con una escala mucho más am-
plia en el eje de ordenadas. La imagen resultante es mucho más plana y sugiere que las
notas medias han variado mucho menos a lo largo del tiempo.

No existe una elección «correcta» de la escala para ningún gráfico de series tempo-
rales. El ejemplo 2.12 lleva a la conclusión de que observar meramente la forma del
gráfico es insuficiente para obtener una imagen clara de los datos. También es necesario
tener presente la escala en la que se hacen las mediciones.
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a) Represente gráficamente los datos con un his-
tograma.

b) Analice los posibles errores.

2.48. La tabla adjunta enumera el número de visitas
diarias realizadas a la nueva página web de una
empresa durante 2006.

a) Represente los datos con un gráfico de series
temporales utilizando una escala vertical de
5.000 a 5.700.

b) Represente los datos con un gráfico de series
temporales utilizando una escala vertical de
4.000 a 7.000.

c) Comente la diferencia entre estos dos gráficos
de series temporales.

Ejercicios aplicados

2.49. El fichero de datos Exchange Rate muestra un
índice del valor del dólar estadounidense frente a
las monedas de sus socios comerciales durante
12 meses consecutivos.

a) Represente estos datos en un gráfico de series
temporales utilizando un eje de ordenadas que
vaya de 92 a 106.

b) Represente estos datos en un gráfico de series
temporales utilizando un eje de ordenadas
que vaya de 75 a 120.

c) Comente estos dos gráficos de series tempo-
rales.

2.50. El fichero de datos Inventory Sales muestra el
cociente entre las existencias y las ventas de la
industria manufacturera y el comercio de Estados
Unidos en un periodo de 12 años. Represente dos
gráficos de series temporales de esta serie con
diferentes escalas verticales. Comente los resul-
tados.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
2.47. Un supervisor de una planta llevaba un registro

del tiempo (en segundos) que necesitaban los
empleados para realizar una determinada tarea.
La tabla adjunta resume los datos:

Tiempo 30a40 40a50 50a60 60a80 80a100 100a150
Número 10 15 20 30 24 20

Mes Número Mes Número

En-06 5,400 Jul-06 5,600
Feb-06 5,372 Ag-06 5,520
Mar-06 5,265 Sep-06 5,280
Abr-06 5,250 Oct-06 5,400
Mayo-06 5,289 Nov-06 5,448
Jun-06 5,350 Dic-06 5,500

RESUMEN

En este capítulo hemos mostrado cómo se describen
datos por medio de gráficos. En primer lugar, hemos
estudiado gráficos como el histograma para resumir
una variable numérica. A continuación, hemos utiliza-
do gráficos de barras, gráficos de tarta y diagramas de
Pareto para describir una variable categórica. Después

hemos examinado la descripción de las relaciones entre
(1) dos variables cuantitativas, (2) una variable cuanti-
tativa y una variable ordinal y (3) dos variables categó-
ricas. Hemos mostrado que los diagramas de puntos
dispersos pueden suministrar valiosa información al co-
mienzo de un estudio sobre la pauta posible de los pun-
tos de datos.

TÉRMINOS CLAVE

cualitativos (datos), 10
cuantitativos (datos), 10
diagrama de Pareto, 16
diagrama de puntos dispersos, 33
diagrama de tallo y hojas, 30
distribución de frecuencias, 24
distribución de frecuencias

acumuladas, 26
distribución de frecuencias relativas, 26

distribución de frecuencias
relativas acumuladas, 26

gráfico de barras, 14
gráfico de series temporales, 21
gráfico de tarta, 14
histograma, 27
niveles de medición, 10
nominal, 11
ojiva, 28

ordinal, 11
sesgo, 29
simetría, 28
tabla cruzada, 35
variable categórica, 10
variable numérica, 10
variable numérica continua, 10
variable numérica discreta, 10
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2.55. ¿Están familiarizados los estadounidenses con la
nueva legislación tributaria? Según una encuesta
(véase la referencia bibliográfica 1), los porcen-
tajes de encuestados que estaban familiarizados
con los cambios de la legislación tributaria eran
los siguientes: el 70 por ciento conocía la deduc-

ción fiscal por hijos, el 52 por ciento la penaliza-
ción por matrimonio, el 51 por ciento las ganan-
cias de capital, el 44 por ciento los dividendos y
el 41 por ciento los tipos impositivos marginales;
el 25 por ciento desconocía los cambios. Repre-
sente los datos gráficamente.

2.56. Un equipo de estudiantes de administración de
empresas recibió el encargo de recomendar cam-
bios que mejoraran el proceso de introducción de
datos en la oficina del catastro provincial. El
equipo identificó varios tipos de errores, como
escribir mal el nombre del titular o el número de
la finca. Se pidió a los tasadores que llevaran un
registro de los errores que contuvieran los datos
que les enviaban. La tabla siguiente es una distri-
bución de frecuencias de los errores:

2.51. Describa gráficamente el tiempo (en horas) que
dedicaron 20 estudiantes a estudiar para un exa-
men de estadística.

6,5 5,8 4,5 6,2 4,8 7,3 4,6 3,9 4,4 5,5
5,2 6,7 3,0 2,4 5,0 3,6 2,9 4,0 2,8 3,6

2.52. Una muestra de 20 analistas financieros ha reci-
bido el encargo de predecir los beneficios por ac-
ción que obtendrá una empresa el próximo año.
La tabla adjunta resume los resultados.

Predicción 9,95 10,45 10,95 11,45 11,95
($ por acción) a10,45 a10,95 a11,45 a11,95 a12,45
Número 2 8 6 3 1

a) Trace el histograma.
b) Halle las frecuencias relativas.
c) Halle las frecuencias acumuladas.
d) Halle e interprete las frecuencias relativas acu-

muladas.

2.53. En una región se observó que utilizaba Internet
el 28 por ciento de las personas que tenían una
renta de menos de 50.000 $, el 48 por ciento de
las que tenían una renta de entre 50.000 $ y
74.999 $ y el 70 por ciento de las que tenían una
renta de 75.000 $ como mínimo. Utilice un gráfi-
co de tarta o un gráfico de barras para represen-
tar estos datos.

2.54. El Dr. James Mallet, profesor y director del Ro-
land George Investment Institute de la Stetson
University, declaró en USA Today (véase la refe-
rencia bibliográfica 3) que los fondos gestiona-
dos por los estudiantes muestran una tendencia
ascendente. Utilice un gráfico de series tempora-
les para describir los rendimientos trimestrales de
un fondo de inversión gestionado por los estudian-
tes del máster de administración de empresas de
una universidad en relación con los del S&P 500:

Nov. Feb. Mayo Ag. Nov.
1998 1999 1999 1999 1999

Fondo de inversión
de estudiantes de
administración
de empresas 16,1% 12,5% 2,5% 3,6% 7,0%
S&P 500 21,6% 6,4% 5,1% 1,4% 5,2%

Error Total

Escribir mal el nombre del titular 23
Escribir mal el número de la finca 21
Propiedad vendida después de que se

enviara por correo la notificación
del impuesto 5

Finca situada fuera de los límites
de la provincia 18

Descripción legal errónea o incompleta 4
Escrituras recibidas después de imprimir

la notificación del impuesto 6
Errores de correspondencia 2
Errores varios 1

a) Construya un diagrama de Pareto de estos de-
fectos en la entrada de datos.

b) ¿Qué recomendaciones sugeriría a la oficina
del catastro provincial?

2.57. ¿Cuáles son las principales páginas de Internet
(medidas por el número total de usuarios que las
visitan realmente durante un mes dado)? La tabla
adjunta indica las seis páginas principales en di-
ciembre de 2003 (véase la referencia bibliográfi-
ca 9). Represente gráficamente los datos.

Página

Número
de visitantes

diferentes (miles)

Páginas de Yahoo! 111.271
Time Warner Network 110.471
Páginas de MSN-Microsoft 110.021
eBay 69.169
Páginas de Google 61.501
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2.58. La tabla adjunta basada en Nielsen/Net Ratings
de enero de 2004 (véase la referencia bibliográfi-
ca 8) muestra el aumento del tráfico semanal de
las cinco principales páginas de Internet dedica-
das a la salud, el estado físico y la nutrición. Re-
presente gráficamente y analice los factores que
pueden haber contribuido a este crecimiento.

Página

Número de
visitantes
diferentes

Número de
visitantes
diferentes

4/1/2004 28/12/2003

eDiets 1.036.000 472.000
Weight Watchers 876.000 445.000
WebMD 853.000 524.000
AOL Health 713,000 448.000
Yahoo! Health 590.000 396.000

2.59. ¿Qué relación existe entre el precio de una pintu-
ra y su demanda? Se ha obtenido una muestra
aleatoria de datos (precio, cantidad) de siete días
de funcionamiento. Trace un gráfico y describa
la relación entre la cantidad y el precio poniendo
énfasis en las observaciones atípicas.

(110, 100) (8, 120) (5, 200) (4, 200)
(10, 90) (7, 110) (6, 150)

2.60. Una empresa de bienes de consumo ha estado es-
tudiando la influencia de la publicidad en los be-
neficios totales. Se han recogido como parte del
estudio datos sobre los gastos publicitarios (mi-
les) y las ventas totales (miles) de un periodo de
cinco meses y son los siguientes:

(10, 100) (15, 200) (7, 80) (12, 120) (14, 150)

La primera cifra son los gastos publicitarios y la
segunda son las ventas totales. Represente gráfi-
camente los datos.

2.61. El presidente de Pavimentos S.A. quiere infor-
mación sobre la relación entre la experiencia en
la venta al por menor (años) y las ventas sema-
nales (en cientos de dólares). Ha obtenido la si-
guiente muestra aleatoria sobre la experiencia y
las ventas semanales:

(2, 5) (4, 10) (3, 8) (6, 18) (3, 6)
(5, 15) (6, 20) (2, 4)

La primera cifra de cada observación son los
años de experiencia y la segunda son las ventas
semanales. Represente gráficamente los datos.

2.62. Una muestra aleatoria de 12 jugadores de béisbol
universitarios participó en un programa especial
de entrenamiento de fuerza en un intento de me-

jorar sus medias de bateo. El programa duró 20
semanas y se realizó inmediatamente antes del
comienzo de la temporada de béisbol. El número
medio de horas semanales y la variación de las
medias de bateo con respecto a la temporada an-
terior son los siguientes:

(8,0, 10) (20,0, 100) (5,4, .10) (12,4, 79)
(9,2, 50) (15,0, 89) (6,0, 34) (8,0, 30)
(18,0, 68) (25,0, 110) (10,0, 34) (5,0, 10)

Represente gráficamente los datos. ¿Le parece
que tuvo éxito el programa de entrenamiento?

2.63. Un banco ofrece cuatro tipos de cuentas corrien-
tes. Suponga que hace poco se hizo una encuesta
a una muestra aleatoria de 300 clientes del banco
y se les formularon varias preguntas. Se observó
que el 60 por ciento de los encuestados prefería
la Cuenta Fácil, el 12 por ciento prefería la
Cuenta Inteligente, el 18 por ciento prefería la
Supercuenta y el resto la Cuenta Moderna. De
los que seleccionaron la Cuenta Fácil, 100 eran
mujeres; un tercio de los que seleccionaron la
Cuenta Inteligente eran hombres; la mitad de los
que seleccionaron la Supercuenta eran hombres;
el 80 por ciento de los que seleccionaron la
Cuenta Moderna eran hombres.

a) Describa los datos con una tabla cruzada.
b) Describa gráficamente los datos.

2.64. ¿Cómo se entera la gente por primera vez de la
existencia de un nuevo producto? Una tienda
preguntó a una muestra aleatoria de 200 clientes
su edad y si se habían enterado de la existencia
del producto por un amigo o por la publicidad
de la prensa local. Los resultados indicaron que
50 encuestados tenían menos de 21 años, 90 te-
nían entre 21 y 35 años y 60 tenían más de 35
años. De los que tenían menos de 21 años, 30 se
enteraron de la existencia del producto por un
amigo y el resto por la publicidad de la prensa
local. Un tercio de las personas del grupo de
edad 21-35 años se enteró por primera vez de la
existencia del producto por la misma publici-
dad; el resto por un amigo. Un amigo habló del
producto por primera vez al 30 por ciento de la
gente de más de 35 años; el resto se enteró por
la publicidad de la prensa local.

a) Describa los datos con una tabla cruzada.
b) Describa gráficamente los datos.

2.65. En una encuesta se pidió a una muestra aleato-
ria de clientes que seleccionara su bebida re-
frescante favorita de una lista de cinco marcas.
Los resultados mostraron que 30 preferían la
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marca A, 50 preferían la B, 46 preferían la C,
100 preferían la D y 14 preferían la E.

a) Construya un gráfico de tarta.
b) Construya un gráfico de barras.

2.66. Partiendo del fichero de datos Smoothies,
construya tablas cruzadas de estas variables:

a) Sexo y nivel de preocupación por la salud.
b) Deseo de suplementos proteínicos y nivel de

preocupación de la salud.

2.67. Construya un gráfico de series temporales del
crecimiento de la población en el estado de
Nueva York desde 1997 hasta la actualidad
(pista: consulte las páginas www.census.gov o
www.bea.doc.gov).

2.68. Partiendo del fichero de datos Florin, cons-
truya lo siguiente:

a) Una tabla cruzada de las variables «método
de pago» y «día de compra».

b) Un gráfico de tarta de la preferencia por el
color «Rosa».

2.69. Un promotor de supermercados ha realizado un
gran estudio para averiguar las preferencias por
las bebidas alcohólicas basándose en el tipo de
vehículo utilizado normalmente para ir a un
centro comercial. Se entrevistó a una muestra
aleatoria de 100 clientes que conducían un auto-
móvil y a una segunda muestra aleatoria de 100
clientes que conducían una camioneta y se les
pidió que indicaran sus preferencias por la cer-
veza o el vino. Los resultados indicaron que el
68 por ciento de los que conducían un automó-
vil prefería el vino, mientras que el 71 por cien-
to de los que llevaban una camioneta prefería la
cerveza. Construya una tabla cruzada y un gráfi-
co de barras con esta información.
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Esquema del capítulo

3.1. Medidas de la tendencia central
Media, mediana, moda
Forma de la distribución

3.2. Medidas de la variabilidad
Rango y rango intercuartı́lico
Varianza y desviación tı́pica
Teorema de Chebychev y regla empı́rica
Coeficiente de variación

3.3. Media ponderada y medidas de datos agrupados
3.4. Medidas de las relaciones entre variables
3.5. Obtención de relaciones lineales

Introducción
En el Capítulo 2 hemos descrito los datos gráficamente. En éste, los describimos numé-
ricamente con medidas de la tendencia central, medidas de la variabilidad, medidas de
datos agrupados y medidas del sentido y del grado de relación entre dos variables.



3.1. Medidas de la tendencia central

A menudo podemos averiguar si los datos tienden a estar centrados o a agruparse en torno
a algún valor construyendo un histograma. Las medidas de la tendencia central suministran
información numérica sobre una observación «típica» de los datos. En este apartado anali-
zamos la media, la mediana, la moda y la simetría de los datos (para la media geométrica,
véase el apéndice de este capítulo).

Media, mediana, moda
En el Capítulo 1 presentamos los términos parámetro y estadístico. Un parámetro se refie-
re a una característica poblacional específica; un estadístico se refiere a una característica
muestral específica. Las medidas de la tendencia central normalmente se calculan a partir
de datos muestrales más que a partir de datos poblacionales. Una de las medidas de la ten-
dencia central que nos viene rápidamente a la mente es la media.

Media aritmética
La media aritmética (o media simplemente) de un conjunto de datos es la suma de los valores
de los datos dividida por el número de observaciones. Si el conjunto de datos es toda la pobla-
ción de datos, la media poblacional, k, es un parámetro que viene dado por

k %

N

;
i%1

xi

N
%

x1 ! x2 ! ñ ! xN

N
(3.1)

donde N % tamaño de la población y G significa «la suma de».
Si el conjunto de datos procede de una muestra, entonces la media muestral, x6 , es un esta-

dístico que viene dado por

x6 %

n

;
i%1

xi

n
%

x1 ! x2 ! ñ ! xn

n
(3.2)

donde n % tamaño de la muestra y G significa «la suma de».

Para localizar la mediana, debemos reordenar los datos en sentido ascendente o des-
cendente.

Mediana
La mediana es la observación que ocupa el lugar central de un conjunto de observaciones or-
denadas en sentido ascendente (o descendente). Si el tamaño de la muestra, n, es un número
impar, la mediana es la observación que se encuentra en el medio. Si el tamaño de la muestra,
n, es un número par, la mediana es la media de las dos observaciones que se encuentran en el
medio. La mediana se encontrará en la

0,50(n ! 1) primera posición ordenada (3.3)

Moda
La moda, si existe, es el valor que aparece con más frecuencia.
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EJEMPLO 3.1. Ejemplo 3.1 Tiempos realizados en una carrera
de 5.000 metros (medidas de la tendencia central)

La Komen Race for the Cure6 Series es la serie de carreras de 5.000 metros más multi-
tudinaria del mundo. La Susan G. Komen Breast Cancer Foundation recauda fondos pa-
ra financiar la lucha contra el cáncer de mama y para darla a conocer; apoya los proyec-
tos de educación, selección y tratamiento en comunidades de todo el mundo; alaba a las
mujeres que han sobrevivido y honra a las que han perdido la batalla contra la enferme-
dad (véase la referencia bibliográfica 3). Halle las medidas de la tendencia central de
una muestra de cinco tiempos (en minutos) que hicieron los participantes en una recien-
te Race for the Cure6:

45 53 45 50 48

Solución

El tiempo medio muestral es

x6 %

n

;
i%1

xi

n
%

45 ! 53 ! 45 ! 50 ! 48

5
% 48,2

Cuando ordenamos los datos en sentido ascendente:

45 45 48 50 53

la mediana es 48; dos números son inferiores a 48 minutos y dos son superiores a 48
minutos. Como la media y la mediana son muy parecidas, no importa mucho el valor
que utilicemos para describir el centro de los datos. La moda es 45 minutos, ya que apa-
rece dos veces y todos los demás tiempos sólo aparecen una vez. Sin embargo, en este
caso, la moda es el valor más bajo y no es el mejor indicador de la tendencia central. Si
la muestra incluyera el tiempo de 53 minutos del sexto participante,

45 45 48 50 53 53

la mediana se encontraría situada en la 0,5(n ! 1) primera posición, o sea, la 3,5.a ob-
servación ordenada, que sería 49 minutos. Ahora vemos que los datos son bimodales y
que las modas son 45 y 53.

¿Cuál es la mejor medida para describir la tendencia central de los datos: la media, la
mediana o la moda? Depende del contexto. Uno de los factores que influyen en la decisión
es el tipo de datos, categóricos o numéricos, definidos en el Capítulo 2. La media general-
mente es la medida preferida para describir datos numéricos, pero no datos categóricos.
Si una persona está totalmente de acuerdo con una afirmación (código 5) y otra está total-
mente en desacuerdo (código 1), ¿es la media «ninguna opinión»? Por poner otro ejemplo,
supongamos que un comité está formado por dos hombres (cada uno responde 1) y tres
mujeres (cada una responde 2). La media aritmética [(1 ! 1 ! 2 ! 2 ! 2)/5 % 1,6] no tie-
ne sentido. Pero la moda de 2 indica que hay más mujeres que hombres en este comité.
Es evidente que los datos categóricos se describen mejor por medio de la moda o de la
mediana. Quizá el uso más obvio de la mediana y la moda sea el de los fabricantes que
producen bienes, como prendas de vestir, de varias tallas. La talla de los artículos que se
venden más a menudo, la moda, es, pues, la más demandada. Saber que la talla media de
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las camisas de los hombres europeos es 41,13 o que el número medio del calzado de las
mujeres estadounidenses es 8,24 no sirve de nada, pero saber que la talla modal de las ca-
misas es 40 o que el número modal del calzado es 7 es valioso para tomar decisiones sobre
las existencias. Sin embargo, la moda puede no representar el verdadero centro de los datos
numéricos. Por este motivo, se utiliza menos que la media o la mediana en las aplicaciones
empresariales.

EJEMPLO 3.2. Variación porcentual de los beneficios por acción
(medidas de la tendencia central)

En una muestra aleatoria de ocho empresas estadounidenses, los beneficios por acción
han experimentado este año las siguientes variaciones porcentuales en comparación con
el año pasado:

0% 0% 8,1% 13,6% 19,4% 20,7% 10,0% 14,2%

Solución

La variación porcentual media de los beneficios por acción de esta muestra es

x6 %

n

;
i%1

xi

n
%

0 ! 0 ! 8,1 ! 13,6 ! ñ ! 14,2

8
% 10,75, o sea, 10,75%

y la variación porcentual mediana de los beneficios por acción es 11,8 por ciento. La
moda es 0 por ciento, ya que aparece dos veces y los otros porcentajes sólo aparecen
una vez. Pero esta tasa porcentual modal no representa el centro de estos datos mues-
trales.

Otro factor que debe considerarse es la presencia de casos atípicos. Siempre que hay
casos atípicos en los datos, hay que buscar las causas posibles. En primer lugar, hay que
averiguar si se ha cometido un error en la introducción de los datos. La media será mayor
si hay grandes casos atípicos y será menor cuando los datos contienen pequeños casos atí-
picos. La mediana es la medida preferida para describir la distribución de la renta en una
ciudad, una región o un país. Como la renta normalmente contiene una pequeña proporción
de valores muy altos, la renta media será más alta. Sin embargo, la renta mediana es el
nivel de renta o de riqueza por encima del cual se encuentra la mitad de los hogares de la
población. Aunque los casos atípicos influyan en la media, en el Capítulo 8 veremos que
en muchas situaciones la media tiene algunas propiedades por las que es más atractiva que
la mediana.

La mediana, a pesar de su ventaja para descontar las observaciones extremas, se utiliza
menos a menudo que la media. La razón se halla en que el desarrollo teórico de los méto-
dos de inferencia basados en la media y las medidas relacionadas con ella es considerable-
mente más sencillo que el desarrollo de métodos basados en la mediana.

Forma de la distribución
En la Figura 2.10 del Capítulo 2 presentamos histogramas que eran simétricos, estaban
sesgados positivamente y sesgados negativamente. La media y la mediana de una distribu-
ción simétrica son iguales, ya que las observaciones están equilibradas, o sea, están distri-
buidas uniformemente en torno al centro. La media de una distribución sesgada positiva-
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mente es mayor que su mediana. La media de una distribución sesgada negativamente es
menor que su mediana.

Las distribuciones de la renta o de la riqueza de los hogares de una ciudad, una región
o un país tienden a contener una proporción relativamente pequeña de valores altos. Una
elevada proporción de la población tiene una renta relativamente modesta, pero, por ejem-
plo, la renta del 10 por ciento superior de todos los perceptores de renta se extiende a lo
largo de un considerable intervalo de valores. Como consecuencia, la media de esas distri-
buciones normalmente es mucho más alta que la mediana. La media, que es inflada por las
personas muy ricas, da una visión demasiado optimista del bienestar económico de la co-
munidad. Se prefiere, pues, la mediana a la media.

Una de las causas posibles del sesgo es la presencia de casos atípicos. Las observacio-
nes excepcionalmente grandes tienden a aumentar la media, lo que provoca posiblemente
un sesgo positivo. Asimismo, si hay observaciones excepcionalmente pequeñas en los da-
tos, el valor de la media disminuye, lo que provoca posiblemente un sesgo negativo. A ve-
ces el sesgo es simplemente inherente a la distribución. Si es cero o cercano a cero, la dis-
tribución es simétrica o aproximadamente simétrica. Si el valor del sesgo es negativo, la
distribución está sesgada hacia la izquierda y, si es positivo, la distribución está sesgada
hacia la derecha.

El cálculo manual del sesgo requiere medidas descriptivas que se presentan más ade-
lante en este capítulo. En el ejemplo 3.3 haremos uso de la tecnología, dejando el análisis
más extenso del sesgo para el apéndice de este capítulo.

EJEMPLO 3.3. El sueldo anual (sesgo)

Los sueldos anuales de una muestra de cinco empleados son

39.000 $ 37.500 $ 35.200 $ 40.400 $ 100.000 $

Describa la tendencia central y la simetría de los datos.

Solución

En primer lugar, verificamos la exactitud de los datos. No encontrando ningún error (el
caso atípico de 100.000 es un sueldo correcto), calculamos el sueldo anual medio,
50.420, un valor que no parece que sea un sueldo «representativo». El sueldo mediano
de 39.000 es la medida preferida de la tendencia central. Estos datos no tienen moda.
Como la media es mucho mayor que la mediana, es de suponer que los datos están ses-
gados positivamente, lo que se confirma en la Figura 3.1, en la que el sesgo es aproxi-
madamente igual a 2,21.

Figura 3.1. Sesgo de los sueldos anuales (salida Excel).
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Queremos insistir en que la elección de la medida de la tendencia central depende del
contexto o del problema. Con eso no queremos decir que siempre deba preferirse la media-
na a la media cuando la población o la muestra está sesgada. Hay veces en las que la
media seguiría siendo la medida preferida aunque la distribución estuviera sesgada. Consi-
deremos el caso de una compañía de seguros que es muy probable que se enfrente a una
distribución de las reclamaciones sesgada hacia la derecha. Si quiere saber cuál es la cuan-
tía de las reclamaciones más representativa, se prefiere la mediana. Pero supongamos que
quiere saber cuánto dinero necesita presupuestar para cubrir las reclamaciones. En ese
caso, se prefiere la media.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

3.1. En una muestra aleatoria de 5 semanas se observó
que una agencia de cruceros recibía el siguiente
número de programas semanales especiales de
cruceros al Caribe:

20 73 75 80 82

a) Calcule la media, la mediana y la moda.
b) ¿Qué medida de la tendencia central describe

mejor los datos?

3.2. El director de unos grandes almacenes tiene inte-
rés en saber cuántas reclamaciones recibe el de-
partamento de atención al cliente sobre la calidad
de los aparatos eléctricos que venden los almace-
nes. Los registros de un periodo de 5 semanas
muestran el siguiente número de reclamaciones se-
manales:

13 15 8 16 8

a) Calcule el número medio de reclamaciones se-
manales.

b) Calcule el número mediano de reclamaciones
semanales.

c) Halle la moda.

3.3. Diez economistas recibieron el encargo de prede-
cir el crecimiento porcentual que experimentará el
índice de precios de consumo el próximo año. Sus
predicciones fueron

3,6 3,1 3,9 3,7 3,5
3,7 3,4 3,0 3,7 3,4

a) Calcule la media muestral.
b) Calcule la mediana muestral.
c) ¿Cuál es la moda?

3.4. Una cadena de grandes almacenes eligió aleatoria-
mente 10 establecimientos situados en una región.
Tras examinar los datos de ventas, observó que
ese año se habían conseguido en las Navidades los

siguientes aumentos porcentuales de las ventas en
dólares con respecto al año anterior:

10,2 3,1 5,9 7,0 3,7
2,9 6,8 7,3 8,2 4,3

a) Calcule el aumento porcentual medio de las
ventas en dólares.

b) Calcule la mediana.
c) Comente la simetría.

3.5. Los porcentajes de la remuneración total corres-
pondientes al pago de pluses de una muestra de 12
altos ejecutivos son los siguientes:

15,8 17,3 28,4 18,2 15,0 24,7
13,1 10,2 29,3 34,7 16,9 25,3

a) Calcule la mediana muestral.
b) Calcule la media muestral.

3.6. La demanda de agua embotellada aumenta durante
la temporada de huracanes en Florida. En una
muestra aleatoria de 7 horas, se observó que en
una tienda se vendió el siguiente número de bote-
llas de 1 galón:

40 55 62 43 50 60 65

a) Describa la tendencia central de los datos.
b) Comente la simetría o el sesgo.

3.7. Un fabricante de radios portátiles obtuvo una
muestra de 50 radios de la producción de una se-
mana. Las radios se examinaron minuciosamente
y el número de defectos encontrados fue el si-
guiente:

Número de defectos 0 1 2 3
Número de radios 12 15 17 6

Halle las medidas de la tendencia central.

3.8. Las edades de una muestra de 12 estudiantes ma-
triculados en un curso de macroeconomía en lí-
nea son

21 22 27 36 18 19
22 23 22 28 36 33
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a) ¿Cuál es la edad media de esta muestra?
b) Halle la edad mediana.
c) ¿Cuál es la edad modal?

Ejercicios aplicados

3.9. El fichero de datos Rates contiene las tasa-
ciones (en porcentaje) que se hicieron en 2005 de
una muestra aleatoria de 40 solares de una zona
comercial.
a) Calcule la tasa porcentual de tasación media,

la mediana y la modal.
b) Describa la asimetría o el sesgo de los datos.

3.10. Una muestra de 33 estudiantes de contabili-
dad anotó el número de horas dedicadas a estu-
diar la materia de la asignatura durante la semana
anterior al examen final. Los datos se encuentran
en el fichero de datos Study.
a) Calcule la media muestral.
b) Calcule la mediana muestral.
c) Comente la simetría o el sesgo.

3.11. El fichero de datos Sun contiene los volúme-
nes de una muestra aleatoria de 100 envases (de
237 ml) de una nueva crema bronceadora.
a) Halle e interprete el volumen medio.
b) Halle el volumen mediano.
c) ¿Son simétricos los datos o están sesgados?

Explique su respuesta.

3.2. Medidas de la variabilidad

La media no es por sí sola una descripción completa o suficiente de los datos. En este
apartado presentamos números descriptivos que miden la variabilidad o dispersión de las
observaciones con respecto a la media. En concreto, incluimos el rango, el rango intercuar-
tílico, la varianza, la desviación típica y el coeficiente de variación. También describimos
los datos numéricamente por medio del resumen de cinco números, con un breve análisis
de las reglas básicas para ayudarnos a hallar el porcentaje de observaciones que se encuen-
tran a diversas distancias de la media.

No existen dos cosas exactamente iguales. Éste es uno de los principios básicos del
control de calidad estadístico. En todas las áreas hay variaciones. En los deportes, el juga-
dor estrella de baloncesto puede anotar cinco canastas de 3 puntos en un partido y ninguna
en el siguiente o puede jugar 40 minutos en un partido y sólo 24 en el siguiente. La varia-
ción es obvia en el sector de la música; el tiempo meteorológico varía mucho de un día a
otro e incluso de una hora a otra; las calificaciones de un examen varían de unos alumnos
a otros dentro de un mismo curso con un mismo profesor; la presión sanguínea, el pulso, el
nivel de colesterol y la ingesta de calorías de una persona varían diariamente.

Aunque dos conjuntos de datos tuvieran la misma media, las observaciones individua-
les de uno de ellos podrían variar con respecto a la media más que las del segundo. Consi-
deremos los dos conjuntos siguientes de datos muestrales:

Muestra A 1 2 1 36
Muestra B 8 9 10 13

Aunque la media es 10 en ambas muestras, es evidente que los datos de la muestra A están
más alejados de 10 que los de la muestra B. Necesitamos números descriptivos para medir
esta dispersión.

Rango y rango intercuartílico

Rango
Rango es la diferencia entre la observación mayor y la menor.
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Cuanto mayor es la dispersión de los datos con respecto al centro de la distribución,
mayor es el rango. Como el rango sólo tiene en cuenta la observación mayor y la menor,
puede estar muy distorsionado si hay una observación excepcionalmente extrema. Aunque
el rango mide la dispersión total de los datos, puede ser una medida insatisfactoria de la
variabilidad (dispersión) debido a que los casos atípicos, o bien muy altos o bien muy ba-
jos, influyen en él. Una manera de evitar esta dificultad es ordenar los datos en sentido as-
cendente o descendente, descartar algunos de los números más altos y algunos de los más
bajos y hallar el rango del resto. El rango intercuartílico mide la dispersión del 50 por
ciento intermedio de los datos.

Rango intercuartílico

El rango intercuartílico (RIC ) mide la dispersión que hay en el 50 por ciento central de los
datos; es la diferencia entre la observación de Q3, el tercer cuartil (o sea, el 75.o percentil) y
la observación de Q1, el primer cuartil (o sea, el 2.o percentil ). Por lo tanto,

RIC % Q3 . Q1 (3.4)

donde Q3 se encuentra situado en la 0,75(n ! 1) primera posición cuando los datos están orde-
nados en sentido ascendente y Q1 está situado en la 0,25(n! 1) primera posición cuando los
datos están ordenados en sentido ascendente.

En la ecuación 3.3 ya hemos visto que la mediana es el 50.o percentil, o sea el segundo
cuartil (Q2), y se encuentra situada en la 0,50(n ! 1) primera posición ordenada.

Resumen de cinco números

El resumen de cinco números se refiere a las cinco medidas descriptivas: mínimo, primer
cuartil, mediana, tercer cuartil y máximo. Es evidente que

Mínimo a Q1 a Medianaa Q3 a Máximo

EJEMPLO 3.4. Tiempos de espera en Comestibles Gilera
(resumen de cinco números)

Comestibles Gilera anuncia que los clientes tienen que esperar menos de 1 minuto para
pagar si utilizan la Caja rápida. La Figura 3.2 es un diagrama de tallo y hojas de una
muestra de 25 tiempos de espera (en segundos). Calcule el resumen de cinco números.

Stem-and-leaf
Minutes   N  = 25
Leaf Unit = 1.0

9    1 1 2 4 6 7 8 8 9 9
(9)   2 1 2 2 2 4 6 8 9 9
7    3 0 1 2 3 4
2    4 0 2

Figura 3.2. Tiempos de espera en Comestibles Gilera.
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Solución

En el diagrama de tallo y hojas vemos que el tiempo mínimo es de 11 segundos y el
máximo es de 42. El primer cuartil, Q1, se encuentra en la 0,25(25 ! 1) primera posi-
ción ordenada % 6,5 primera posición ordenada. El valor es de 18 segundos. El tercer
cuartil, Q3, se encuentra en la 0,75(25 ! 1) primera posición ordenada % 19,5 primera
posición ordenada. El valor es de 30,5 segundos. El tiempo mediano es de 22 segundos.
El rango es 42 . 11 % 31 segundos; el rango intercuartílico es 30,5 . 18 % 12,5 segun-
dos; es decir, el 50 por ciento central de los datos tiene una dispersión de 12,5 segundos
solamente.

Varianza y desviación típica

Aunque el rango y el rango intercuartílico miden la dispersión de los datos, ambas medidas
sólo tienen en cuenta dos de los valores de los datos. Necesitamos una medida que consi-
dere cada uno de los valores de los datos. Esa medida promediaría la distancia total (G)
entre cada observación y la media. Esta distancia sería negativa en el caso de los valores
menores que la media (y la distancia no es negativa). Si se eleva al cuadrado cada una de
estas diferencias, (xi . x6)2, cada observación (tanto por encima como por debajo de la me-
dia) contribuye a la suma de los términos al cuadrado. La media de la suma de los térmi-
nos al cuadrado se llama varianza.

Varianza
Con respecto a la varianza, la varianza poblacional, p2, es la suma de los cuadrados de las
diferencias entre cada observación y la media poblacional dividida por el tamaño de la pobla-
ción, N :

p2
%

N

;
i%1

(xi . k)2

N
(3.5)

La varianza muestral, s2, es la suma de los cuadrados de las diferencias entre cada observa-
ción y la media muestral dividida por el tamaño de la muestra, n, menos 1.

s2
%

n

;
i%1

(xi . x6)2

n . 1
(3.6)

Obsérvese que, en el caso de los datos muestrales, en la ecuación 3.6 la varianza se
halla dividiendo el numerador por (n . 1), y no por n. Como nuestro objetivo es hallar una
media de los cuadrados de las desviaciones en torno a la media, sería de esperar que hubie-
ra que dividir por n. ¿Por qué se calcula entonces la varianza muestral dividiendo por
(n . 1)? Si tomáramos un número muy grande de muestras, cada una del tamaño n, de la
población y calculáramos la varianza muestral, como se hace en la ecuación 3.6 para cada
una de estas muestras, la media de todas estas varianzas muestrales sería la varianza pobla-
cional, p2. En el Capítulo 8 veremos que esta propiedad indica que la varianza muestral es
un «estimador insesgado» de la varianza poblacional, p2. De momento, nos basamos en los
estadísticos matemáticos que han demostrado que, si no se conoce la varianza poblacional,
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una varianza muestral es un estimador mejor de la varianza poblacional si el denominador
de la varianza muestral es (n . 1), en lugar de n.

Para calcular la varianza hay que elevar al cuadrado las distancias, lo que altera la uni-
dad de medición, que ahora son unidades al cuadrado. La desviación típica, que es la raíz
cuadrada de la varianza, hace que los datos vuelvan a su unidad original de medición. Si
las mediciones originales estuvieran en pies, la varianza estaría en pies cuadrados, pero la
desviación típica estaría en pies. La desviación típica mide la dispersión media en torno a
la media.

Desviación típica
Con respecto a la desviación típica, la desviación típica poblacional, p, es la raíz cuadrada
(positiva) de la varianza poblacional y se define de la forma siguiente:

p % ∂p2
%J

N

;
i%1

(xi . k)2

N
(3.7)

La desviación típica muestral, s, es

s % ∂s2
%J

n

;
i%1

(xi . x6)2

n . 1
(3.8)

EJEMPLO 3.5. Calificaciones de los exámenes de un clase de introducción
al marketing (medidas de la variabilidad)

Un profesor enseña a dos grandes grupos de introducción al marketing y selecciona
aleatoriamente una muestra de calificaciones de los exámenes realizados por los dos
grupos. Halle el rango y la desviación típica de cada muestra:

Grupo 1 50 60 70 80 90
Grupo 2 72 68 70 74 66

Solución

Aunque la calificación media de los dos grupos es 70, observamos que las calificaciones
del grupo 2 son más cercanas a la media, 70, que las del grupo 1. Y, como cabría espe-
rar, el rango del grupo 1, 40, es mayor que el del grupo 2, que es 8.

Asimismo, sería de esperar que la desviación típica del grupo 1 fuera mayor que la
del grupo 2.

s1 % ∂s2
1 %J

(50 . 70)2 ! (60 . 70)2 ! (70 . 70)2 ! (80 . 70)2 ! (90 . 70)2

4
%

% ∂250 % 15,8

s2 % ∂s2
2 %J

(72 . 70)2 ! (68 . 70)2 ! (70 . 70)2 ! (74 . 70)2 ! (66 . 70)2

4
%

% ∂10 % 3,16
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El ejemplo 3.6 ilustra una aplicación de la desviación típica en el área de las finanzas.

EJEMPLO 3.6. El riesgo de un activo (desviación típica)

Vanesa y Jimena Mora, dueñas de una tienda de fotografía, están considerando la posi-
bilidad de invertir en el activo A o en el B. No saben cuál de los dos es mejor y le
piden consejo a Sara Nieves, planificadora financiera.

Solución

Sara sabe que la desviación típica, s, es el indicador más frecuente del riesgo o variabi-
lidad de un activo. En las situaciones financieras, la fluctuación en torno a la tasa efecti-
va de rendimiento de las acciones de una empresa y su tasa esperada de rendimiento se
denomina riesgo de las acciones. La desviación típica mide la variación de los rendi-
mientos en torno a la media de un activo. Sara obtiene las tasas de rendimiento de cada
activo de los cinco últimos años y calcula las medias y las desviaciones típicas de cada
uno. La Tabla 3.1 muestra los resultados. Obsérvese que los dos activos tienen la misma
tasa media de rendimiento del 12,2 por ciento. Sin embargo, cuando Sara halla las des-
viaciones típicas, es evidente que el activo B es una inversión más arriesgada.

Tabla 3.1. Tasas de rendimiento: activos A y B.

Tasas de rendimiento

Años Activo A Activo B

Hace 5 años 11,3% 9,4%
Hace 4 años 12,5 17,1
Hace 3 años 13,0 13,3
Hace 2 años 12,0 10,0
Hace 1 años 12,2 11,2
Total 61,0 61,0
Tasa media de rendimiento 12,2% 12,2%
Desviación típica 0,63 3,12

Teorema de Chebychev y regla empírica
Un matemático ruso, Pafnuty Lvovich Chebychev (1821-1894), estableció los intervalos de
datos de cualquier conjunto de datos, independientemente de la forma de la distribución.

Teorema de Chebychev
Para cualquier población de media p, desviación típica p y k b 1, el porcentaje de observacio-
nes que se encuentran dentro del intervalo [k ! kp] es

al menos 100[1 . (1/k2)]% (3.9)

donde k es el número de desviaciones típicas.

Para ver cómo funciona en la práctica el teorema de Chebychev, construimos la Ta-
bla 3.2 para algunos valores de k. Supongamos que la calificación media de un examen es
72 y la desviación típica es 4. Según el teorema de Chebychev, al menos el 75 por ciento
de las calificaciones se encuentra en el intervalo comprendido entre 64 y 80 y al menos
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Tabla 3.2. Teorema de Chebychev para algunos valores de k.

Algunos valores de k 1,5 2 2,5 3

[1 . (1/k2)]% 55,6% 75% 84% 88,9%

el 88,9 por ciento se encuentra en el intervalo comprendido entre 60 y 84. O supongamos
que el salario medio de una muestra de trabajadores es de 33.500 $ y la desviación típica
es de 1.554 $. Por el teorema de Chebychev, al menos el 55,6 por ciento de los salarios
debe encontrarse dentro de (1,5) (1.554 $) % 2.331 $ en torno a la media, es decir, dentro
del intervalo comprendido entre 31.169 $ y 35.831 $. Asimismo, al menos el 75 por ciento
de los salarios de esta población debe encontrarse dentro de 3.108 $ en torno a la media, es
decir, dentro del intervalo comprendido entre 30.392 $ y 36.608 $.

La ventaja del teorema de Chebychev es que puede aplicarse a cualquier población. Sin
embargo, en esa garantía se encuentra su principal inconveniente. En el caso de muchas
poblaciones, el porcentaje de valores que se encuentran dentro de un intervalo determinado
es mucho mayor que el mínimo asegurado por el teorema de Chebychev. En el mundo real,
muchas grandes poblaciones proporcionan datos en forma de campana que son simétricos,
al menos aproximadamente, y muchos de los puntos de datos están agrupados en torno a la
media. En el Capítulo 6, analizaremos una fórmula más exacta, pero de momento sólo in-
troduciremos una regla que se aplica a muchas distribuciones en forma de campana.

Regla empírica (68 por ciento, 95 por ciento o casi todo)
En el caso de muchas grandes poblaciones, la regla empírica da una estimación del porcenta-
je aproximado de observaciones que están contenidas en una, dos o tres desviaciones típicas
de la media:

Alrededor del 68 por ciento de las observaciones se encuentra en el intervalo k u 1p.
Alrededor del 95 por ciento de las observaciones se encuentra en el intervalo k u 2p.
Casi todas las observaciones se encuentran en el intervalo k u 3p.

Supongamos que tenemos una gran población de salarios que tiene una media de
33.500 $ y una desviación típica de 1.554 $. Aplicando la regla empírica, estimamos que
alrededor del 68 por ciento de los salarios se encuentra comprendido entre 31.946 $ y
35.054 $ y que alrededor del 95 por ciento se encuentra comprendido entre 30.392 $
y 36.608 $. Sólo hay una probabilidad relativamente pequeña de que una observación se
aleje de la media más de u2p; cualquier observación que se aleja de la media más de
u3p es un caso atípico.

EJEMPLO 3.7. Tiempo que tarda un paquete en llegar a su destino
(teorema de Chebychev y regla empírica)

Un grupo de 13 estudiantes está estudiando en Estambul (Turquía) durante cinco se-
manas. Como parte de su estudio de la economía local, cada uno ha comprado una
alfombra oriental y ha hecho las gestiones oportunas para que se la enviaran a Estados
Unidos. El tiempo que tardaba en llegar cada alfombra era, en días,

31 31 42 39 42 43 34
30 28 36 37 35 40
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Estime el porcentaje de días que se encuentran dentro de dos desviaciones típicas de la
media. ¿Es probable que se tarde 2 meses en enviar la alfombra?

Solución

La media es de 36 días y la desviación típica es de alrededor de 5 días. Según el teore-
ma de Chebychev, al menos el 75 por ciento de los tiempos de envío estaría comprendi-
do entre 26 y 46 días. Observamos que la mediana también es 36. Se prefiere la regla
empírica, según la cual alrededor del 95 por ciento de las veces se tardará entre 26 y 46
días en enviar la alfombra. Es improbable que se tarde 2 meses, ya que 60 días es un
caso atípico.

Coeficiente de variación

El coeficiente de variación expresa la desviación típica en porcentaje de la media.

Coeficiente de variación

El coeficiente de variación, CV, es una medida de la dispersión relativa que expresa la des-
viación típica en porcentaje de la media (siempre que la media sea positiva).

El coeficiente de variación poblacional es

CV %
p
k

# 100% si k b 0 (3.10)

El coeficiente de variación muestral es

CV %
s

x6
# 100% si x6 b 0 (3.11)

Si se comparan las desviaciones típicas de las ventas de los grandes y los pequeños al-
macenes que venden bienes similares, la desviación típica de los grandes almacenes casi
siempre será mayor. Una sencilla explicación es que los grandes almacenes pueden conce-
birse como un conjunto de pequeños almacenes. La comparación de la variación utilizando
la desviación típica sería engañosa. El coeficiente de variación resuelve este problema te-
niendo en cuenta la escala en la que se miden las unidades poblacionales.

EJEMPLO 3.8. Comparación de acciones (coeficiente de variación)

En el ejemplo 3.6, hemos examinado dos inversiones que tenían la misma tasa media de
rendimiento. Ahora los propietarios están considerando la posibilidad de comprar accio-
nes de la empresa A o de la empresa B que cotizan en bolsa. Basándose en los precios
de cierre de las acciones de las dos empresas de los últimos meses, se observó que las
desviaciones típicas eran muy diferentes: sA % 2,00 $ y sB % 8,00 $. ¿Deben comprarse
las acciones de la empresa A, dado que la desviación típica de las acciones de la B es
mayor?
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Solución

Podríamos creer que las acciones de la empresa B son más volátiles que las de la A. El
precio medio de cierre de las acciones de las dos empresas es x6A%4,00 $ y x6B%80,00 $.
A continuación, se calculan los coeficientes de variación para medir y comparar el ries-
go de estas oportunidades de inversión:

CVA %
2,00 $

4,00 $
# 100% % 50% y CVB %

8,00 $

80,00 $
# 100% % 10%

Obsérvese que el valor de mercado de las acciones de A fluctúa más de un periodo a
otro que el de las acciones de B.

Cuando se trata de grandes conjuntos de datos, recomendamos que se utilice el compu-
tador para obtener las medidas numéricas analizadas en este capítulo. Concluimos este
apartado examinando de nuevo el uso del teléfono móvil (véase el ejemplo 2.6) y los datos
que se encuentran en el fichero de datos Mobile Usage.

EJEMPLO 3.9. El uso del teléfono móvil

Mobile
Usage

Los registros de los minutos consumidos por una muestra de 110 abonados al plan más
barato de de una compañía de telefonía móvil (250 mensuales como máximo en hora
punta) se encuentran en el fichero de datos Mobile Usage (véase el ejemplo 2.6). Des-
criba los datos numéricamente.

Solución

Para describir los datos numéricamente, calculamos la media, la mediana, la moda, el
rango, la varianza, la desviación típica, el sesgo, el coeficiente de variación y el resu-
men de cinco números. La media de 261 minutos es algo menor que la mediana de 263
minutos y, según la Figura 3.3, el sesgo es cercano a 0. El tiempo modal es 252 minutos
y los datos van desde un máximo de 299 minutos hasta un mínimo de 222. La desvia-
ción típica es de 17,5 minutos. La Figura 3.4 incluye el coeficiente de variación, el re-
sumen de cinco números y el rango intercuartílico.

Minutos consumidos

Media

Error típico

Mediana

Moda

Desviación típica

Varianza muestral

Curtosis

Sesgo

Rango
Mínimo

Máximo

Suma

Número de casos

261,0636

1,669741

263

252

17,5124

306.684

0,33805

0,001613

77
222

299

28.717

110

Figura 3.3. El uso del teléfono móvil (salida Excel).
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Descriptive Statistics: Minutes/April

Variable
Minutes

Variable
Minutes

N
110

N*
0

Mean
261.06

SE Mean 
1.67

StDev
17.51

Variance 
306.68

CoefVar 
6.71

Minimum
222.00

Q1
251.75

Median
263.00

Q3
271.25

Maximum
299.00

Range
77.00

IQR
19.50

Skewness
0.00

Figura 3.4. Uso del teléfono móvil (salida Minitab).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

3.12. Calcule la varianza y la desviación típica de los
siguientes datos muestrales:

6 8 7 10 3 5 9 8

3.13. Calcule la varianza y la desviación típica de los
siguientes datos muestrales:

3 0 .2 .1 5 10

3.14. Calcule el coeficiente de variación de los si-
guientes datos muestrales:

10 8 11 7 9

3.15. El tiempo (en segundos) que tardó una muestra
aleatoria de empleados en realizar una tarea es

23 35 14 37 28 45
12 40 27 13 26 25
37 20 29 49 40 13
27 16 40 20 13 66

a) Halle el tiempo medio.
b) Halle la desviación típica.
c) Halle el resumen de cinco números
d) Halle el coeficiente de variación.

3.16. El siguiente diagrama de tallo y hojas contiene
los siguientes datos muestrales:

Unidad de tallo
3 0 1
4 5 8 8
5 0 3 4 5 7 8 9
6 1 4 7 9
7 3 6 9
8 0 3 7

a) Calcule el RIC.
b) Halle el 8.o decil.
c) Halle el 92.o decil.

3.17. Una muestra aleatoria de datos tiene una media
de 75 y una varianza de 25.
a) Utilice el teorema de Chebychev para hallar

el porcentaje de observaciones comprendidas
entre 65 y 85.

b) Si los datos tienen forma de campana, utilice
la regla empírica para hallar el porcentaje
aproximado de observaciones comprendidas
entre 65 y 85.

3.18. Utilice el teorema de Chebychev para calcular
aproximadamente cada una de las siguientes ob-
servaciones suponiendo que la media es 250 y la
desviación típica es 20. ¿Qué proporción aproxi-
madamente de las observaciones se encuentra

a) Entre 190 y 310?
b) Entre 210 y 290?
c) Entre 230 y 270?

3.19. Un conjunto de datos tiene forma de campana y
tiene una media de 450 y una varianza de 625.
Indique qué proporción aproximadamente de las
observaciones es

a) Superior a 425.
b) Inferior a 500.
c) Superior a 525.

Ejercicios aplicados

3.20. Los rendimientos porcentuales anuales de las ac-
ciones ordinarias fueron los siguientes en un pe-
riodo de 7 años:

4,0% 14,3% 19,0% .14,7% .26,5%
37,2% 23,8%

Durante ese mismo periodo, los rendimientos
porcentuales anuales de las letras del Tesoro de
Estados Unidos fueron los siguientes:

6,5% 4,4% 3,8% 6,9% 8,0% 5,8% 5,1%

a) Compare las medias de estas dos distribucio-
nes poblacionales.

b) Compare las desviaciones típicas de estas dos
distribuciones poblacionales.

3.21. Los beneficios por acción de una muestra de
ocho empresas estadounidenses experimentaron
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las siguientes variaciones porcentuales este año
en comparación con el anterior:

13,6% 25,5% 43,6% .19,8%
12,0% 36,3% 14,3% .13,8%

Halle la variación porcentual media muestral de
los beneficios por acción.

3.22. El director de operaciones de una planta em-
botelladora de agua mineral quiere estar seguro
de que el proceso de embotellado de botellas de
1 galón está funcionando correctamente. Se se-
lecciona una muestra aleatoria de 75 botellas y se
mide el contenido. El volumen de cada botella
se encuentra en el fichero de datos Water.

a) Halle el rango, la varianza y la desviación tí-
pica de los volúmenes.

b) Halle el resumen de cinco números de los vo-
lúmenes.

c) Halle e interprete el rango intercuartílico de
los datos.

d) Halle el valor del coeficiente de variación.

3.23. El fichero de datos Stores contiene las califi-
caciones obtenidas por 40 estudiantes en un exa-
men.
a) Halle la calificación media obtenida en este

examen.
b) Halle la desviación típica de las calificaciones

del examen.
c) Halle el coeficiente de variación.
d) Halle e interprete el rango intercuartílico.

3.24. El fichero de datos Rates contiene las tasacio-
nes (en porcentaje) que se hicieron en 2005 de una
muestra aleatoria de 40 solares de uso comercial.
a) ¿Cuál es la desviación típica de las tasaciones?
b) ¿Qué proporción aproximadamente de las ta-

saciones se encontrará dentro de un intervalo
de u2 desviaciones típicas con respecto a la
media?

3.25. Calcule la cantidad media en dólares y la des-
viación típica de las cantidades en dólares carga-
das a una cuenta Visa de Florin’s Flower Shop. Los
datos se encuentran en la base de datos Florin.

3.3. Media ponderada y medidas de datos agrupados

Algunas situaciones requieren un tipo especial de media llamado media ponderada.

Media ponderada

La media ponderada de un conjunto de datos es

x6 %

n

;
i%1

wixi

; wi

%
w1x1 ! w2x2 ! ñ ! wnxn

; wi

(3.12)

donde wi % ponderación de la i-ésima observación.

Una importante situación que requiere el uso de una media ponderada es el cálculo de la
calificación media.

EJEMPLO 3.10. Calificación media (media ponderada)

Suponga que un estudiante que ha realizado 15 créditos en una universidad durante el
primer cuatrimestre ha obtenido una A, una B, una C y una D. Suponga que se asigna
un valor de 4 a A, un valor de 3 a A, un valor de 2 a C, un valor de 1 a D y un valor de
0 a F. Calcule la calificación cuatrimestral media del estudiante.
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Solución

La calificación media calculada por medio de la media simple es

x6 %

n

;
i%1

xi

n
%

x1 ! x2 ! ñ ! xn

n
%

4 ! 3 ! 2 ! 1

4
% 2,5

Pero ésta no es la calificación media correcta. Para calcular la media simple, suponemos
que cada asignatura tiene la misma importancia o «ponderación», pero este supuesto no
tiene en cuenta el hecho de que todas las asignaturas no tienen el mismo número de cré-
ditos. Es decir, la calificación A se obtuvo en un curso de inglés de tres créditos y la B
en un curso de matemáticas de tres créditos, pero la C se obtuvo en un laboratorio de
biología de cuatro créditos y la D, desgraciadamente, en un curso de español de cinco
créditos. Esta información se resume en la Tabla 3.3.

Utilizando los créditos como ponderaciones, es decir, wi % número de créditos, y
Gwi % 15, la calificación media correcta es 2,267 y no 2,5.

x6 %

n

;
i%1

wixi

; wi

%
w1x1 ! w2x2 ! ñ ! wnxn

; wi

%
3(4) ! 3(3) ! 4(2) ! 5(1)

15
%

34

15
% 2,267

Tabla 3.3. Expediente académico cuatrimestral.

Asignatura Calificación Valor Créditos (valor) # Créditos

Inglés A 4 3 12
Matemáticas B 3 3 9
Lab biología C 2 4 8
Español D 1 5 5
Total 15 34

La renta personal per cápita es la renta personal total dividida por la población total a
mediados del año. Los economistas utilizan una media ponderada para calcular la renta
personal per cápita media de un año dado. En Estados Unidos, pueden obtenerse los datos
sobre la renta personal, la renta y el empleo y los perfiles económicos de cada estado
a través del Regional Economic Information System del Bureau of Economic Analysis
(www.bea.doc.gov). Las estimaciones de la población a mediados de año se basan en datos
suministrados por el Bureau of the Census.

EJEMPLO 3.11. Renta personal per cápita en 2 (media ponderada)

La Tabla 3.4 contiene el tamaño de la población y la renta personal per cápita de una
muestra aleatoria de cinco estados de Estados Unidos. Calcule la renta personal per cá-
pita media de 2002 (véanse las referencias bibliográficas 1 y 2).
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Solución

Dado que el tamaño de la población varía de unos estados a otros, la renta personal me-
dia per cápita de 2002 se calcula por medio de una media ponderada, utilizando las po-
blaciones de los estados como ponderaciones.

Media ponderada:

n

;
i%1

wixi

G wi

%
35.001.986(32.989 $) ! ñ ! 616.408(29.764 $)

57.968.797
%

% 31.986,12 $

Tabla 3.4. Población y renta persona per cápita, 2002.

Población Población Renta personal per cápita

California 35.001,986 32.989 $
Florida 16.691.701 29.758
Minnesota 5.024.791 33.322
Dakota del Norte 633.911 26.852
Vermont 616.408 29.764
Total 57.968.797 152.685 $

Por lo tanto, la renta personal per cápita media de 2002 es 31.986,12 $ y no 30.537
como sería si se calculara la media aritmética simple.

Una encuesta puede pedir a los encuestados que seleccionen una categoría de edad co-
mo «18-25» en lugar de indicar su edad específica. En ese caso, no es posible hallar los
valores exactos de la media y la varianza. Sin embargo, es posible calcularlas aproximada-
mente.

Media y varianza aproximadas de datos agrupados
Supongamos que los datos se agrupan en K clases y que las frecuencias son f1, f2, ..., fK . Si
los puntos medios de estas clases son m1, m2, ..., mK , la media poblacional y la varianza po-
blacional de los datos agrupados se estiman de la siguiente manera:

a) Para una población de N observaciones, tal que

N %

k

;
i%1

fi

la media es

k %

K

;
i%1

fimi

N
(3.13)

y la varianza es

p2
%

K

;
i%1

fi(mi . k)2

N
(3.14)
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Población y muestra
b) Para una muestra de n observaciones, tal que

n %

K

;
i%1

fi

la media es

x6 %

K

;
i%1

fimi

n
(3.15)

y la varianza es

s2
%

K

;
i%1

fi(mi . x6)2

n . 1
(3.16)

EJEMPLO 3.12. Análisis de un producto químico para hallar
la concentración de impurezas (media y varianza
de valores agrupados)

Se ha analizado una muestra de 20 lotes de un producto químico para hallar la concen-
tración de impurezas. Los resultados obtenidos son

Porcentaje de impurezas 0 a 2 2 a 4 4 a 6 6 a 8 8 a 10
Lotes 2 3 6 5 4

Halle la media y la desviación típica muestrales de estos niveles porcentuales de impu-
rezas.

Solución

Los cálculos se muestran en la Tabla 3.5.

Tabla 3.5. Lotes de un producto químico (cálculo de datos agrupados).

Clases mi fi mi fi (mi . x6 ) (mi . x6 )2 fi(mi . x6 )2

0 a 2 1 2 2 .4,6 21,16 42,32
2 a 4 3 3 9 .2,6 6,76 20,28
4 a 6 5 6 30 .0,6 0,36 2,16
6 a 8 7 5 35 1,4 1,96 9,8
8 a 10 9 4 36 3,4 11,56 46,24

Suma 20 112 120,8

En esta tabla vemos que

K

;
i%1

fi % n % 20
K

;
i%1

fimi % 112
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La media muestral se estima de la siguiente manera:

x6 %

K

;
i%1

fimi

n
%

112

20
% 5,6

Dado que son datos muestrales, la varianza se estima de la siguiente manera:

s2
%

K

;
i%1

fi(mi . x6 )2

n . 1
%

120,8

19
% 6,3579

Por lo tanto, la desviación típica muestral se estima de la siguiente manera:

s % ∂s2
% ∂6,3579 % 2,52

Se estima, pues, que en esta muestra la concentración media de impurezas es del 5,6 por
ciento y la desviación típica muestral es del 2,52 por ciento.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

3.26. Considere la siguiente muestra de cinco valores y
las ponderaciones correspondientes:

xi

4,6

3,2

5,4

2,6

5,2

wi

8

3

6

2

5

a) Calcule la media aritmética de los xi valores
sin ponderaciones.

b) Calcule la media ponderada de los xi valores.

3.27. Considere la siguiente distribución de frecuencias
de una muestra de 40 observaciones:

Clase

0-4

5-9

10-14

15-19

20-24

Frecuencia

5

8

11

9

7

a) Calcule la media muestral.
b) Calcule la varianza muestral y la desviación

típica muestral.

Ejercicios aplicados

3.28. Halle la renta personal media per cápita pondera-
da de la siguiente muestra aleatoria de siete esta-
dos de Estados Unidos de 2003 (véanse las refe-
rencias bibliográficas 1 y 2):

Per cápita
Estado Población Renta personal

Alabama 4.500.752 26.338
Georgia 8.684.715 29.442
Illinois 12.653.544 33.690
Indiana 6.195.643 28.783
Nueva York 19.190.115 36.574
Pensilvania 12.365.455 31.998
Tennessee 5.841.748 28.455

3.29. Un fabricante de radios portátiles obtuvo una
muestra de 50 radios de la producción de una se-
mana. Las radios se comprobaron minuciosa-
mente y el número de defectos encontrados fue
el siguiente:

Número de defectos 0 1 2 3

Número de radios 12 15 17 6

Calcule la desviación típica.
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3.30. En una muestra aleatoria de 50 pólizas de seguro
de propiedades personales se encontró el siguien-
te número de reclamaciones en los dos últimos
años.

Número de
reclamaciones 0 1 2 3 4 5 6

Número
de pólizas 21 13 5 4 2 3 2

a) Halle el número medio de reclamaciones al
día.

b) Halle la varianza y la desviación típica mues-
trales.

3.31. La tabla adjunta muestra la cantidad de tiempo
(en horas) dedicada a estudiar para un examen
por una muestra aleatoria de 25 estudiantes de
una clase numerosa.

Número
de estudio 0a4 4a8 8a12 12a16 16a20

Número de
estudiantes 3 7 8 5 2

a) Estime la media muestral del tiempo de es-
tudio.

b) Estime la desviación típica muestral.

3.32. Se ha pedido a una muestra de 20 analistas finan-
cieros que hagan una predicción de los beneficios

por acción que obtendrá una empresa el próximo
año. La tabla adjunta resume los resultados:

Predicción
($ por
acción)

9,95 10,45 10,95 11,45 11,95
a10,45 a10,95 a11,45 a11,95 a12,45

Número de
analistas 2 8 6 3 1

a) Estime la predicción media muestral.
b) Estime la desviación típica muestral.

3.33. Un editor recibe de una imprenta un ejemplar de
un libro de texto de 500 páginas. Las pruebas se
leen minuciosamente, se anota el número de erra-
tas que hay en cada página y se obtienen los da-
tos de la tabla siguiente:

Número
de erratas 0 1 2 3 4 5

Número
de páginas 102 138 140 79 33 8

Halle la media y la desviación típica del número
de erratas por página.

3.34. En el ejemplo 3.9 se han calculado la media y la
desviación típica de los minutos utilizados por
una muestra aleatoria de clientes de teléfonos
móviles. Ahora calcule y compare la media y la
desviación típica basándose solamente en la dis-
tribución de frecuencias de la Tabla 2.6.

3.4. Medidas de las relaciones entre variables

En el Capítulo 2 presentamos los diagramas de puntos dispersos para describir gráfica-
mente una relación entre dos variables. En este apartado introducimos la covarianza y la
correlación, que permiten describir numéricamente una relación lineal y a las que presta-
mos más atención en los Capítulos 12 a 14. La covarianza es una media del sentido de una
relación lineal entre dos variables.

Covarianza
La covarianza (Cov) es una medida de la relación lineal entre dos variables. Un valor positivo
indica una relación lineal directa o creciente y un valor negativo indica una relación lineal decre-
ciente.

Una covarianza poblacional es

Cov (x, y) % pxy %

N

;
i%1

(xi . kx)(yi . ky)

N
(3.17)
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donde xi e yi son los valores observados, kx y ky son las medias poblacionales y N es el tama-
ño de la población.

Una covarianza muestral es

Cov (x, y) % sxy %

n

;
i%1

(xi . x6 )(yi . y6 )

n . 1
(3.18)

donde xi e yi son los valores observados, x6 e y6 son las medias muestrales y n es el tamaño de
la muestra.

El coeficiente de correlación muestral nos da una medida estandarizada de la relación
lineal entre dos variables. Generalmente es una medida más útil, ya que indica tanto el sen-
tido como el grado de relación. La covarianza y el coeficiente de correlación correspon-
diente tienen el mismo signo (ambos son positivos o ambos son negativos).

Coeficiente de correlación

El coeficiente de correlación se calcula dividiendo la covarianza por el producto de las des-
viaciones típicas de las dos variables.

Un coeficiente de correlación poblacional, o, es

o %
Cov (x, y)

pxpy

(3.19)

donde px y py son las desviaciones típicas poblacionales de las dos variables.
Un coeficiente de correlación muestral, r, es

r %
Cov (x, y)

sxsy

(3.20)

donde sx y sy son las desviaciones típicas muestrales de las dos variables. Una útil regla prácti-
ca es que existe una relación si

�r � n
2

∂n
(3.21)

El coeficiente de correlación va de .1 a !1. Cuanto más cerca se encuentra r de !1,
más cerca se encuentran los datos de puntos de una línea recta ascendente que indica una
relación lineal positiva. Cuanto más cerca se encuentra r de .1, más cerca se encuentran
los datos de puntos de una línea recta descendente que indica una relación lineal negativa.
Cuando r % 0, no existe ninguna relación lineal entre x e y, pero eso no quiere decir nece-
sariamente que no exista ninguna relación. En el Capítulo 2 presentamos los diagramas de
puntos dispersos, que eran una medida gráfica para determinar la relación. La Figura 3.5
muestra algunos ejemplos de diagramas de puntos dispersos y sus correspondientes coefi-
cientes de correlación. La Figura 3.6 es un diagrama de las ventas trimestrales de una gran
empresa minorista. Obsérvese que las ventas varían según el trimestre del año, reflejando
las pautas de compra de los consumidores. El coeficiente de correlación entre la variable
tiempo y las ventas trimestrales es cero. Vemos la existencia de una relación estacional
muy clara, pero no es una relación lineal.
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Figura 3.5. Diagramas de puntos dispersos y correlación.

Figura 3.6.
Ventas al por menor
por trimestre.
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EJEMPLO 3.13. Planta manufacturera (covarianza y coeficiente
de correlación)

Rising
Hills

Rising Hills Manufacturing Inc. desea estudiar la relación entre el número de trabajado-
res, X, y el número de mesas, Y, producidas en su planta de Redwood Falls. Ha tomado
una muestra aleatoria de 10 horas de producción. Se han obtenido las siguientes combi-
naciones (x, y) de puntos:

(12, 20) (30, 60) (15, 27) (24, 50) (14, 21)
(18, 30) (28, 61) (26, 54) (19, 32) (27, 57)

Calcule la covarianza y el coeficiente de correlación. Analice brevemente la relación
entre el número de trabajadores y el número de mesas producidas por hora. Los datos se
encuentran en el fichero de datos Rising Hills.
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Solución

Los cálculos se indican en la Tabla 3.6.

Tabla 3.6. Cálculos de la covarianza y la correlación.

x y (xi . x6 ) (xi . x6 )2 (yi.y6 ) (yi.y6 )2 (xi.x6 )(yi.y6 )

12 20 .9,3 86,49 .21,2 449,44 197,16
30 60 8,7 75,69 18,8 353,44 163,56
15 27 .6,3 39,69 .14,2 201,64 89,46
24 50 2,7 7,29 8,8 77,44 23,76
14 21 .7,3 53,29 .20,2 408,04 147,46
18 30 .3,3 10,89 .11,2 125,44 36,96
28 61 6,7 44,89 19,8 392,04 132,66
26 54 4,7 22,09 12,8 163,84 60,16
19 32 .2,3 5,29 .9,2 84,64 21,16
27 57 5,7 32,49 15,8 249,64 90,06

GG%213 GG%412 GG%378,1 GG%2.505,6 GG%962,4

Aplicando la ecuación 3.18, tenemos que

Cov (x, y) % sxy %

N

;
i%1

(xi . x6)(yi . y6)

n . 1
%

962,4

9
% 106,93

Aplicando la ecuación 3.20, tenemos que

r %
Cov (x, y)

sxsy

%
106,93

∂42,01 ∂278,4
% 0,989

Aplicando la ecuación 3.21, tenemos que

�0,989 � n
2

∂10
V
% 0,64

Llegamos a la conclusión de que existe una estrecha relación positiva entre el número
de trabajadores y el número de mesas producidas por hora.

EJEMPLO 3.14. Análisis de carteras de acciones (análisis
de los coeficientes de correlación)

Alicia Viera, analista financiera de Títulos Integrados, está examinando diferentes ac-
ciones para un nuevo fondo de inversión que está desarrollando. Una de sus preguntas
se refiere a los coeficientes de correlación entre los precios de las diferentes acciones.
Para hallar las pautas de los precios de las acciones, ha elaborado una serie de diagra-
mas de puntos dispersos y ha calculado el coeficiente de correlación muestral de cada
diagrama. ¿Qué información suministra la Figura 3.7 a Alicia?
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Solución

Alicia ve que es posible controlar la variación del precio medio del fondo de inversión
combinando diferentes acciones en una cartera. La variación de la cartera aumenta si se
incluyen acciones que tienen coeficientes de correlación positivos, ya que los precios
tienden a subir juntos. En cambio, la variación de la cartera es menor si se incluyen ac-
ciones que tienen coeficientes de correlación negativos. Cuando sube el precio de las
acciones de una de las empresas, baja el precio de las de otra y el precio conjunto es
más estable. Los observadores de los precios de las acciones que tienen experiencia po-
drían cuestionar la posibilidad de que existan coeficientes de correlación negativos muy
altos. Nuestro objetivo aquí es ilustrar gráficamente los coeficientes de correlación de
ciertas pautas de datos observados y no describir exactamente un mercado concreto.
Después de examinar estos coeficientes de correlación, Alicia está preparada para co-
menzar a construir su cartera. En el Capítulo 6 mostramos cómo afectan exactamente
los coeficientes de correlación entre los precios de las acciones a la variación de toda la
cartera.

Figura 3.7. Relaciones entre los precios de varias acciones.

Para calcular medidas descriptivas como la covarianza muestral y el coeficiente de co-
rrelación muestral puede utilizarse el programa Minitab, el Excel, el SPSS, el SAS y otros
muchos paquetes estadísticos. La Figura 3.8 muestra la salida Minitab correspondiente a la
covarianza y la correlación.

Si se utiliza el programa Excel para calcular la covarianza, hay que tener especial cui-
dado. Obsérvese que el valor que figura en la salida Excel de la Figura 3.9 da una cova-
rianza de 96,24; sin embargo, sabemos que la covarianza muestral es de 106,93 en el caso
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de estos datos. Excel (XP o 2000) calcula automáticamente la covarianza poblacional
como se indica en la ecuación 3.17. Obtenemos la covarianza muestral multiplicando la
covarianza poblacional de 96,24 por n/(n. 1).

(96,24)
n

n . 1
% (96,24)

10

9
% 106,93

Covarianzas: trabajadores, mesas

Trabajadores 

X, trabajadores
Y, mesas

42,0111
106,9333 278,4000

Correlaciones: trabajadores, mesas

Correlación de x e y en personas  0,989
Valor P  0,000

Número de mesas

Figura 3.8. Covarianza y correlación: trabajadores,
mesas (salida Minitab).

0,988773

1

1

Covarianza: trabajadores, mesas

Correlación: trabajadores, mesas

Trabajadores

Trabajadores

Mesas

Trabajadores

Mesas

Mesas

Trabajadores Mesas

37,81

96,24 250,56

Figura 3.9. Covarianza y correlación: trabajadores,
mesas (salida Excel).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

3.35. A continuación, se presenta una muestra aleatoria
de siete pares (x, y) de puntos de datos:

(1, 5) (3, 7) (4, 6) (5, 8) (7, 9)
(3, 6) (5, 7)

a) Calcule la covarianza.
b) Calcule el coeficiente de correlación.

3.36. A continuación, se presenta una muestra aleatoria
de cinco pares (x, y) de puntos de datos:

(12, 200) (30, 600) (15, 270) (24, 500)
(14, 210)

a) Calcule la covarianza.
b) Calcule el coeficiente de correlación.

3.37. A continuación, se presenta una muestra aleatoria
del precio por tabla de contrachapado, X, y la
cantidad vendida, Y (en miles):

Precio por
trozo (X)

Miles de trozos
vendidos (Y )

6 $ 80
7 60
8 70
9 40

10 0

a) Calcule la covarianza.
b) Calcule el coeficiente de correlación.

Ejercicios aplicados

3.38. Un hospital tiene interés en averiguar la eficacia
de un nuevo medicamento para reducir el tiempo
necesario para recuperarse totalmente de una
operación de rodilla. La recuperación total se mi-
de por medio de una serie de tests de fuerza que
comparan la rodilla operada con la rodilla sin
operar. El medicamento se administró en dosis
diferentes a 18 pacientes durante un periodo de
6 meses. Los datos (x, y) siguientes indican el
número de unidades de medicamento, X, y los
días necesarios para la recuperación total Y de
cada paciente:

(5, 53) (21, 65) (14, 48) (11, 66) (9, 46)
(4, 56) (7, 53) (21, 57) (17, 49) (14, 66)
(9, 54) (7, 56) (9, 53) (21, 52) (13, 49)
(14, 56) (9, 59) (4, 56)

a) Calcule la covarianza.
b) Calcule el coeficiente de correlación.
c) Analice brevemente la relación entre el núme-

ro de unidades de medicamento y el tiempo
de recuperación. ¿Qué dosis deberíamos reco-
mendar basándonos en este análisis inicial?
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3.39. Acme Delivery ofrece tres tarifas distintas de en-
vío de paquetes de menos de 5 libras de Maine a
la costa oeste: ordinario, 3 $; urgente, 5 $, y su-
perurgente, 10 $. Para comprobar la calidad de
estos servicios, un importante minorista de venta
por correo envió 15 paquetes de Maine a Tacoma
(Washington) en momentos elegidos aleatoria-
mente. Los paquetes fueron enviados en grupos
de tres por los tres servicios al mismo tiempo para
reducir las diferencias resultantes del día del en-

vío. Los datos siguientes muestran el coste de
envío, X, y el número de días, Y, en pares (x, y):

(3, 7) (5, 5) (10, 2) (3, 9) (5, 6) (10, 5)
(3, 6) (5, 6) (10, 1) (3, 10) (5, 7) (10, 4)
(3, 5) (5, 6) (10, 4)

a) Describa los datos numéricamente (covarian-
za y correlación).

b) Analice el valor de los servicios de precio
más alto desde el punto de vista del envío
más rápido.

3.5. Obtención de relaciones lineales

Hemos visto cómo puede describirse la relación entre dos variables utilizando datos mues-
trales. Los diagramas de puntos dispersos representan la relación y los coeficientes de co-
rrelación son una medida numérica. En muchos problemas económicos y empresariales se
desea una relación funcional específica.

¿Qué nivel medio de ventas cabe esperar si el precio se fija en 10 $ por unidad?
Si se emplean 250 trabajadores, ¿cuántas unidades cabe esperar?
Si un país en vías de desarrollo aumenta su producción de fertilizantes en 1 millón
de toneladas, ¿cuánto cabe esperar que aumente la producción de cereales?

Los modelos económicos utilizan relaciones funcionales específicas para indicar el
efecto que producen en una variable dependiente, Y, algunas variaciones de la variable in-
dependiente, X. En muchos casos, podemos calcular aproximadamente las relaciones fun-
cionales deseadas mediante una ecuación lineal:

Y % b0 ! b1X

donde Y es la variable dependiente, X es la variable independiente, b0 es la ordenada en el
origen y b1 es la pendiente de la recta, o sea, la variación que experimenta Y por cada va-
riación unitaria de X. En nuestras aplicaciones, partimos del supuesto nominal de que po-
demos fijar X en diferentes valores y a cada uno le corresponderá un valor medio de Y de-
bido a la relación lineal subyacente en el proceso estudiado. El modelo de la ecuación
lineal calcula la media de Y para cada valor de X. Esta idea es la base para obtener muchas
relaciones económicas y empresariales, entre las que se encuentran las funciones de de-
manda, las funciones de producción, las funciones de consumo y las predicciones sobre las
ventas.

Utilizamos regresiones para averiguar cuál es la mejor relación entre Y y X para una
aplicación específica. Para eso es necesario hallar los mejores valores de los coeficientes
b0 y b1. Generalmente, utilizamos los datos del proceso para calcular «estimaciones» o va-
lores numéricos de los coeficientes b0 y b1. Estas estimaciones —b0 y b1— generalmente
se calculan utilizando una regresión por mínimos cuadrados, técnica que se aplica mucho
en paquetes estadísticos como Minitab y en hojas de cálculo como Excel. El método de
mínimos cuadrados selecciona la recta que mejor se ajusta, dado un conjunto de puntos de
datos. Consideremos una representación característica de puntos de un proceso que tiene
una relación lineal mostrada en la Figura 3.10.
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Figura 3.10.
Función lineal y
puntos de datos.

La ecuación lineal representada por la recta es la ecuación lineal que mejor se ajusta.
Vemos que los puntos de datos individuales se encuentran por encima y por debajo de la
recta y que ésta tiene puntos con desviaciones tanto positivas como negativas. La distancia
de cada punto (xi, yi) con respecto a la ecuación lineal es el residuo, ei. Nos gustaría elegir
la ecuación de manera que alguna función de los residuos positivos y negativos fuera lo
más pequeña posible. Eso significa estimar los coeficientes b0 y b1.

Los primeros matemáticos trataron denodadamente de desarrollar un método para esti-
mar los coeficientes de la ecuación lineal. No era útil minimizar simplemente las desvia-
ciones, ya que las desviaciones tienen tanto signo positivo como negativo. También se han
desarrollado algunos métodos que utilizan valores absolutos, pero ninguno ha resultado tan
útil o tan popular como la regresión por mínimos cuadrados. Más adelante veremos que los
coeficientes desarrollados utilizando este método tienen propiedades estadísticas muy úti-
les. Una importante cautela en el caso de los mínimos cuadrados es que los puntos atípicos
extremos pueden tener tal influencia en la recta de regresión que toda la recta se dirija ha-
cia esos puntos. Por lo tanto, siempre debemos examinar los diagramas de puntos dispersos
para asegurarnos de que la relación de regresión no se basa solamente en unos cuantos
puntos extremos.

Desarrollamos ecuaciones para calcular estas estimaciones utilizando el método de
regresión por mínimos cuadrados que presentaremos con mayor profundidad en el Capítu-
lo 12. La regresión por mínimos cuadrados elige los valores de b0 y b1 con los que se mini-
miza la suma de los cuadrados de los residuos.

Regresión por mínimos cuadrados

La recta de regresión por mínimos cuadrados basada en datos muestrales es

y4 % b0 ! b1x (3.22)

b1 es la pendiente de la recta, o sea la variación de y por cada variación unitaria de x, y se
calcula de la forma siguiente:

b1 %
Cov (x, y)

s2
x

%
sy

sx

(3.23)

donde b0 es la ordenada en el origen y se calcula de la forma siguiente:

b0 % y6 . b1x6 (3.24)
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EJEMPLO 3.15. Planta manufacturera (recta de regresión)

Rising
Hills

En el ejemplo 3.13, presentamos el número de trabajadores, X, y el número de mesas
producidas por hora, Y, por una muestra de 10 trabajadores. Si la dirección decide em-
plear 25 trabajadores, estime el número esperado de meses que es probable que se pro-
duzcan. Los datos se encuentran en el fichero de datos Rising Hills.

Solución

En el ejemplo 3.13 hemos calculado la covarianza y la correlación de estos datos mues-
trales:

Cov (x, y) % 106,93

r % 0,989

La covarianza muestra que el sentido de la relación es positivo; la elevada correla-
ción de 0,989 también indica que los puntos de datos muestrales están muy cerca de una
recta ascendente, como se observa en la Figura 3.11.

Con los datos de la Tabla 3.6, calculamos los coeficientes de regresión muestrales:

b1 %
Cov (x, y)

s2
x

%
106,93

42,01
% 2,545

b0 % y6 . b1x6 % 41,21 . 2,545(21,3) %.13,02

De esta expresión se desprende que la recta de regresión muestral es

y4 % b0 ! b1x %.13,02 ! 2,545x

Con 25 trabajadores, es de esperar que se produzcan

y4 %.13,02 ! 2,545(25) % 50,62

o sea, alrededor de 51 mesas.

Figura 3.11. Recta de regresión: trabajadores, mesas (salida Minitab).

Capítulo 3. Descripción numérica de los datos 77



a) Calcule la covarianza.

b) ¿Qué información suministra el coeficiente de
correlación?

c) Calcule e interprete b1.
d) Calcule b0.
e) ¿Qué cantidad de tablas es de esperar que

vendamos si el precio es de 7 $ por tabla?

3.42. Una muestra aleatoria de 7 días de operaciones
produjo los siguientes valores de los datos (pre-
cio, cantidad):

También podemos utilizar un paquete estadístico como Minitab o una hoja de cálcu-
lo como Excel para hallar los mismos coeficientes de regresión y la misma recta de re-
gresión. La Figura 3.12 muestra la salida Minitab obtenida con estos datos.

The regression equation is

Number of Tables 13.0  2.55 (Number of Workers)

Predictor

Constant

Number of Workers

Coef

13.016

2.5454

3.015

0.1360

4.32

18.72

0.003

0.000

SE Coef

S  2.64450 R-Sq  97.8% R-Sq(adj)  97.5%

T P

Figura 3.12. Análisis de regresión: número de mesas en relación con el número
de trabajadores (salida Minitab).

No pretendemos sugerir que siempre podemos introducir cualquier valor de x en una
recta mínimo-cuadrática y tomar una decisión razonable. A veces la relación es meramente
espuria, es decir, el valor de x puede encontrarse fuera de un intervalo aceptable de valo-
res. Por ejemplo, como el número de trabajadores de la planta manufacturera Rising Hills
estaba comprendido entre 12 y 30, no podemos predecir el número de mesas que se produ-
cirían por hora si se emplearan 100 trabajadores.

Al igual que ocurre en todo el capítulo, nuestro objetivo es aprender a describir datos
numéricamente y no a realizar un sofisticado análisis estadístico de modelos de regresión
lineal. Eso ya llegará en el Capítulo 12 y posteriores. Utilizaremos el computador para cal-
cular coeficientes de regresión de datos más realistas, ya que el tamaño de la muestra gene-
ralmente hace que los cálculos sean tediosos.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
3.40. Dados estos pares (x, y) de puntos de datos:

(1, 5) (3, 7) (4, 6) (5, 8) (7, 9)

a) Calcule b1.
b) Calcule b0.
c) ¿Cuál es la ecuación de la recta de regresión?

3.41. Los datos siguientes muestran X, el precio cobra-
do por tabla de contrachapado, e Y, la cantidad
vendida (en miles):

Precio por
tabla (X)

Miles de tablas
vendidos (Y )

6 $ 80
7 60
8 70
9 40

10 0

Precio por litro
de pintura (X) Cantidad vendida (Y )

10 100
8 120
5 200
4 200

10 90
7 110
6 150

78 Estadística para administración y economía



a) Describa los datos numéricamente (calcule la
covarianza y la correlación).

b) Calcule e interprete b1.
c) Calcule e interprete b0.
d) ¿Cuántos litros de pintura es de esperar que

vendamos si el precio es de 7 $ el litro?

Ejercicios aplicados

3.43. Una empresa de bienes de consumo ha estado es-
tudiando la influencia de la publicidad en los be-
neficios totales. En este estudio, se han recogido
los siguientes datos sobre los gastos publicitarios
(en miles) y las ventas totales (en miles) de un
periodo de cinco meses:

(10, 100) (15, 200) (7, 80) (12, 120)
(14, 150)

El primer número son los gastos publicitarios y
el segundo son las ventas totales.
a) Represente gráficamente los datos y calcule el

coeficiente de correlación.
b) ¿Demuestran estos resultados que la publici-

dad influye positivamente en las ventas?
c) Calcule los coeficientes de regresión, b0 y b1.

3.44. El presidente de Pavimentos S.A. quiere informa-
ción sobre la relación entre la experiencia en la
venta al por menor (años) y las ventas semanales
(en cientos de dólares). Ha obtenido la siguiente

muestra aleatoria sobre la experiencia y las ven-
tas semanales:

(2, 5) (4, 10) (3, 8) (6, 18) (3, 6)
(5, 15) (6, 20) (2, 4)

La primera cifra de cada observación son los
años de experiencia y la segunda son las ventas
semanales.
a) Calcule la covarianza y la correlación.
b) Calcule los coeficientes de regresión, b0 y b1.
c) Explique brevemente la ecuación de regresión

que podría utilizarse para predecir las ventas.
Incluya una indicación del rango al que po-
dría aplicarse la ecuación.

3.45. Una muestra aleatoria de 12 jugadores de béisbol
universitarios participó en un programa especial
de entrenamiento de fuerza en un intento de me-
jorar sus medias de bateo. El programa duró 20
semanas y se realizó inmediatamente antes del
comienzo de la temporada de béisbol. El número
medio de horas semanales y la variación de las
medias de bateo con respecto a la temporada an-
terior son los siguientes:

(8,0, 10) (20,0, 100) (5,4, .10) (12,4, 79)
(9,2, 50) (15,0, 89) (6,0, 34) (8,0, 30)
(18,0, 68) (25,0, 110) (10,0, 34) (5,0, 10)

a) Represente gráficamente los datos. ¿Le parece
que tuvo éxito el programa de entrenamiento?

b) Estime la ecuación de regresión.

RESUMEN

El tema de este capítulo son las medidas numéricas que
se emplean para describir datos. Hemos descrito la ten-
dencia central por medio de la media, la mediana y la
moda y la variabilidad por medio del rango, el rango
intercuartílico, la varianza, la desviación típica y el
coeficiente de variación. Hemos presentado el teorema
de Chebychev, la regla empírica, así como métodos pa-
ra calcular una proporción aproximada de los datos
dentro de un cierto intervalo en torno a la media.

Hemos analizado aproximaciones de la media y la va-
rianza de datos agrupados. Por último, hemos introdu-
cido brevemente dos números, la covarianza y el coefi-
ciente de correlación, como medidas numéricas de las
relaciones entre variables. También hemos analizado el
método de regresión por mínimos cuadrados. En el Ca-
pítulo 2 presentamos métodos gráficos para describir
los datos. En el 3 presentamos métodos numéricos para
describirlos.

TÉRMINOS CLAVE

coeficiente de correlación, 70
coeficiente de variación, 61
covarianza, 69
desviación típica, 58
media aritmética, 50
media ponderada, 64

mediana, 50
moda, 50
primer cuartil, 56
rango, 55
rango intercuartílico (RIC), 56
regla empírica, 60

resumen de cinco números, 56
sesgado, 52
simetría, 52
tercer cuartil, 56
varianza, 57
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a) Describa el sentido y el grado de relación en-
tre estas dos variables.

b) Calcule e interprete b1.
c) Calcule b0.
d) Si la nota obtenida por un estudiante es 530,

prediga la calificación media que obtendrá
cuando termine los estudios.

e) Basándonos en los datos, ¿podemos predecir
la calificación media de un estudiante que ob-
tuvo 375 en la prueba de matemáticas?

3.51. Describa numéricamente los datos siguientes:

(5, 53) (21, 65) (14, 48) (11, 66) (9, 46) (4, 56)
(7, 53) (21, 57) (17, 49) (14, 66) (9, 54) (7, 56)
(9, 53) (21, 52) (13, 49) (14, 56) (9, 59) (4, 56)

3.52. El fichero de datos Student GPA contiene la
calificación media obtenida en los estudios uni-
versitarios en relación con la nota obtenida en la
prueba de lengua del SAT por una muestra alea-
toria de 67 estudiantes.

a) Describa gráficamente los datos.
b) Describa numéricamente los datos.
c) Estime la calificación media de un estudiante

que obtuvo una nota de 520 en la prueba de
lengua.

3.53. Considere las cuatro poblaciones siguientes:

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8
1, 1, 1, 1, 8, 8, 8, 8
1, 1, 4, 4, 5, 5, 8, 8
.6, .3, 0, 3, 6, 9, 12, 15

Todas estas poblaciones tienen la misma media.
Sin hacer los cálculos, ordene las poblaciones en

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

3.46. Un importante aeropuerto ha contratado reciente-
mente al consultor Juan Cadaqués para estudiar
el problema de los retrasos en el tráfico aéreo.
Éste ha anotado el número de minutos de retraso
de una muestra de vuelos en la siguiente tabla:

Minutos
de retaso 0a10 10a20 20a30 30a40 40a50 50a60

Número
de vuelos 30 25 13 6 5 4

a) Estime el número medio de minutos de re-
traso.

b) Estime la varianza y la desviación típica
muestrales.

3.47. Snappy Lawn Inc. lleva un registro de lo que
cobra por los servicios profesionales de jardine-
ría. El fichero de datos Snappy contiene una
muestra aleatoria de lo que cobra. Describa los
datos numéricamente.

3.48. El fichero de datos Cotton contiene informa-
ción de la producción de fibra de algodón.

a) Represente gráficamente la producción de al-
godón en relación con el precio al por mayor.
Represente una relación lineal aproximada.

b) Halle la constante y la pendiente de la ecua-
ción de regresión. ¿Qué efecto marginal pro-
duce cada variación unitaria del precio en la
cantidad producida?

c) Estime la relación entre el tejido de algodón
exportado y la producción de fibra de algo-
dón.

3.49. Basándose en el fichero de datos Cotton,

a) Represente gráficamente la relación entre la
producción de algodón y la cantidad exporta-
da de tejido de algodón. Represente una rela-
ción lineal aproximada.

b) Calcule la constante y la pendiente de la
ecuación de regresión. ¿Qué efecto marginal
produce cada variación unitaria de la canti-
dad de tejido exportado en la cantidad produ-
cida?

3.50. ¿Son las notas obtenidas en la prueba de mate-
máticas del SAT un buen indicador de éxito en
la universidad? En el ejemplo 2.8 describimos
gráficamente (diagrama de puntos dispersos) las
variables de las notas obtenidas en la prueba de
matemáticas del SAT y la calificación media
obtenida en los estudios universitarios por una

muestra aleatoria de 11 estudiantes que termina
los estudios universitarios. La tabla siguiente
muestra los datos:

Matemáticas SAT GPA

450 3,25
480 2,60
500 2,88
520 2,85
560 3,30
580 3,10
590 3,35
600 3,20
620 3,50
650 3,59
700 3,95
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función de las magnitudes de sus varianzas, de
menor a mayor. A continuación, calcule manual-
mente cada una de las varianzas.

3.54. Un auditor observa que los valores de las cuentas
pendientes de cobro de una empresa tienen una
media de 295 $ y una desviación típica de 63 $.
a) Halle un intervalo en el que pueda garantizar-

se que se encuentra el 60 por ciento de estos
valores.

b) Halle un intervalo en el que pueda garantizar-
se que se encuentra el 84 por ciento de estos
valores.

3.55. En un año, el crecimiento de los beneficios de las
500 mayores empresas de Estados Unidos fue, en
promedio, de un 9,2 por ciento; la desviación tí-
pica fue de 3,5 por ciento.

a) Halle un intervalo en el que pueda garantizar-
se que se encuentra el 84 por ciento de las ci-
fras de crecimiento de los beneficios.

b) Utilizando la regla empírica, halle un interva-
lo en el que pueda estimarse que se encuentra
aproximadamente el 68 por ciento de estas ci-
fras de crecimiento de los beneficios.

3.56. Los neumáticos de una determinada marca tienen
una duración media de 29.000 kilómetros y una
desviación típica de 3.000 kilómetros.
a) Halle un intervalo en el que pueda garantizar-

se que se encuentra el 75 por ciento de las du-
raciones de los neumáticos de esta marca.

b) Utilizando la regla empírica, halle un interva-
lo en el que pueda estimarse que se encuentra
aproximadamente el 95 por ciento de las du-
raciones de los neumáticos de esta marca.

Apéndice

1. Media geométrica
Otra medida de la tendencia central que es importante en las empresas y en economía, pero
que a menudo se pasa por alto, es la media geométrica. Los analistas de empresas y los
economistas que tienen interés en saber cuál es el crecimiento en una serie de periodos de
tiempo utilizan la media geométrica. Entre las aplicaciones de la media geométrica en las
finanzas se encuentran el interés compuesto a lo largo de varios años, el crecimiento de las
ventas totales y el crecimiento de la población. Una importante cuestión es el crecimiento
anual medio que provoca un cierto crecimiento total en varios años.

Media geométrica
La media geométrica, x6g, es la n-ésima raíz del producto de n números:

x6g %
n
∂(x1

. x2
. ñ . xn) % (x1

. x2
. ñ . xn)

1/n (3.25)

La media geométrica se utiliza para hallar el crecimiento medio de varios periodos, dado el
crecimiento compuesto de cada periodo.

Por ejemplo, la media geométrica de

1,05 1,02 1,10 1,06

es

x6g % [(1,05)(1,02)(1,10)(1,06)]1/4% 1,0571

EJEMPLO 3.16. Tasa anual de crecimiento (media geométrica)

Halle la tasa anual de crecimiento suponiendo que las ventas han crecido un 25 por
ciento en 5 años.
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Solución

La tentación intuitiva, pero ingenua, es dividir simplemente el crecimiento total, 25 por
ciento, por el número de periodos, 5, y concluir que la tasa anual media de crecimiento
es del 5 por ciento. Este resultado es incorrecto porque no tiene en cuenta el efecto
compuesto del crecimiento.

Supongamos que la tasa anual de crecimiento es realmente del 5 por ciento; en ese
caso, el crecimiento total en 5 años será

(1,05)(1,05)(1,05)(1,05)(1,05) % 1,2763

o sea, 27,63 por ciento. Sin embargo, la tasa anual de crecimiento, r, que daría un 25
por ciento en 5 años debe satisfacer esta ecuación:

(1 ! r)5 % 1,25

Primero, hallamos la media geométrica:

x6g % 1 ! r % (1,25)1/5 % 1,046

La tasa de crecimiento es r % 0,046, o sea, 4,6 por ciento.

2. Sesgo

Sesgo
El sesgo es

Sesgo %
1

n

n

;
i%1

(xi . x6 )3

s3 (3.26)

La parte importante de esta expresión es el numerador; el denominador tiene por objeto la
estandarización, que hace que las unidades de medición sean irrelevantes. El sesgo es posi-
tivo si una distribución está sesgada hacia la derecha, ya que las discrepancias medias al
cubo en torno a la media son positivas. El sesgo es negativo en el caso de las distribucio-
nes sesgadas hacia la izquierda y 0 en el de las distribuciones, como la distribución nor-
mal, que son simétricas en torno a la media.
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Esquema del capítulo

4.1. Experimento aleatorio,
resultados, sucesos

4.2. La probabilidad y sus postulados
Probabilidad clásica
Frecuencia relativa
Probabilidad subjetiva

4.3. Reglas de la probabilidad
Probabilidad condicionada
Independencia estadı́stica

4.4. Probabilidades bivariantes
Ventaja (odds)
Cociente de «sobreparticipación»

4.5. El teorema de Bayes

Introducción
En este capítulo desarrollamos modelos de probabilidad que pueden utilizarse para estu-
diar problemas empresariales y económicos cuyos futuros resultados se desconocen.

Consideremos el problema al que se enfrenta Jorge Sánchez, presidente de Desarrollo
de Sistemas Avanzados, S.A. (DSA). La empresa ha presentado cinco propuestas de
proyectos distintos para el próximo año. Jorge sabe que la empresa tendrá que realizar
hasta cinco proyectos el próximo año. Actualmente, el personal de la empresa puede rea-
lizar hasta dos y se podría contratar personal para realizar un tercer proyecto. Pero si se
adjudican cuatro o cinco proyectos a DSA, tendrá que subcontratar o ampliar significativa-
mente la plantilla. En este capítulo desarrollamos conceptos de probabilidad que puede
utilizar Jorge para hallar la ocurrencia probable de los sucesos posibles: la adjudicación de
0, 1, 2, 3, 4 o 5 proyectos. La probabilidad de que ocurra cada suceso es un número com-
prendido entre 0 y 1, de tal manera que las probabilidades de los seis sucesos suman
exactamente 1,0. Cuanto mayor es la probabilidad de que ocurra un suceso, más proba-
ble es que ocurra, en comparación con los demás. Si la probabilidad de que se adjudiquen
exactamente dos contratos es de 0,80, Jorge estará más seguro de que se producirá ese
suceso en comparación con el caso en el que la probabilidad es de 0,20. Pero, en cual-
quiera de los dos casos, Jorge no puede estar seguro de que ocurrirá el suceso.

Un hospital sabe por experiencia que los sábados por la tarde se registra una media
de 1,0 ingresos por hora en la sala de urgencias. La sala de urgencias tiene tres salas de
cuidados intensivos. Si se mantiene esta pauta en el futuro, al hospital le gustaría saber
cuál es la probabilidad de que sean ingresadas más de tres personas en la sala de urgen-
cias en cualquier hora. Si la probabilidad de que ocurra ese suceso es alta, el hospital
necesitará abrir más salas de cuidados intensivos para satisfacer la demanda de los pacien-
tes. Pero si la probabilidad de que haya más de tres ingresos es baja, las caras instalacio-
nes de cuidados intensivos estarán vacías la mayor parte del tiempo, por lo que sería me-
jor utilizar los recursos para otros fines médicos. Las probabilidades de que ocurran estos
sucesos son, pues, muy importantes para decidir el número de salas que deben crearse.

Mostraremos cómo se utilizan modelos de probabilidad para estudiar la variación de
los datos observados de manera que puedan hacerse inferencias sobre el proceso subya-
cente. Nuestro objetivo, tanto en este capítulo como en los dos siguientes, es comprender
las probabilidades y cómo pueden hallarse.



4.1. Experimento aleatorio, resultados, sucesos

Para el directivo, la probabilidad de que ocurra un suceso en el futuro presenta un nivel de
conocimiento. El directivo podría saber con certeza que el suceso ocurrirá; por ejemplo,
habrá un contrato legal. O podría no saber si ocurrirá; por ejemplo, el suceso podría ocurrir
o no como parte de una nueva oportunidad empresarial. En la mayoría de las situaciones
empresariales, no podemos estar seguros de que ocurrirá un suceso en el futuro, pero si se
conoce la probabilidad de que ocurra, tenemos más probabilidades de tomar la mejor deci-
sión posible, en comparación con la situación en la que no conocemos la ocurrencia pro-
bable del suceso. Las decisiones y las políticas empresariales a menudo se basan en un
conjunto implícito o supuesto de probabilidades.

Para hacer afirmaciones sobre las probabilidades en un entorno incierto, necesitamos
desarrollar definiciones y conceptos, como espacio muestral, resultados y sucesos. Éstos
son los elementos básicos para definir y calcular probabilidades.

Para nuestro estudio de la probabilidad examinaremos procesos que pueden tener dos
resultados o más y existe incertidumbre sobre el resultado que se obtendrá.

Experimento aleatorio

Un experimento aleatorio es un proceso que tiene dos o más resultados posibles y existe in-
certidumbre sobre el resultado que se obtendrá.

Ejemplos de experimentos aleatorios:

1. Se lanza una moneda al aire y el resultado puede ser cara o cruz.
2. En el ejemplo de DSA, la empresa tiene la posibilidad de que le adjudiquen entre 0

y 5 contratos.
3. En una hora se ingresa en la sala de urgencias de un hospital un cierto número de

personas.
4. Un cliente entra en una tienda y compra una camisa o no la compra.
5. Se observa la evolución diaria de un índice bursátil.
6. Se selecciona una caja de cereales de una cadena de empaquetado y se pesa para

averiguar si el peso es superior o inferior al que viene indicado en la caja.
7. Se lanza al aire un dado de seis lados.

En cada uno de los experimentos aleatorios citados podemos especificar los resultados
posibles, que denominamos resultados básicos. Por ejemplo, un cliente compra o no una
camisa.

Espacio muestral

Los resultados posibles de un experimento aleatorio se llaman resultados básicos y el con-
junto de todos los resultados básicos se llama espacio muestral y se representa por medio del
símbolo S.

Los resultados básicos deben definirse de tal forma que no puedan ocurrir simultánea-
mente dos resultados. Además, el experimento aleatorio debe llevar necesariamente a la
ocurrencia de uno de los resultados básicos.
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EJEMPLO 4.1. Lanzamiento de un dado al aire (espacio muestral)

¿Cuál es el espacio muestral del lanzamiento al aire de un dado de seis caras?

Solución

Los resultados básicos son los seis números posibles y el espacio muestral es

S % [1, 2, 3, 4, 5, 6]

El espacio muestral contiene seis resultados básicos. No pueden ocurrir dos resultados
simultáneamente y debe ocurrir uno de los seis.

EJEMPLO 4.2. Resultados de una inversión (espacio muestral)

Un inversor sigue el índice bursátil Dow-Jones. ¿Cuáles son los resultados básicos posi-
bles al cierre de la sesión?

Solución

El espacio muestral de este experimento es

S % [{1. El índice será más alto que al cierre de ayer},
{2. El índice no será más alto que al cierre de ayer}]

Debe ocurrir uno de estos dos resultados. No pueden ocurrir simultáneamente. Por lo
tanto, los dos resultados constituyen un espacio muestral.

En muchos casos, nos interesa un subconjunto de los resultados básicos y no los resul-
tados por separado. Por ejemplo, en el caso del lanzamiento de un dado al aire, podría
interesarnos saber si el resultado es par, es decir, 2, 4 o 6.

Suceso

Un suceso, E, es cualquier subconjunto de resultados básicos del espacio muestral. Un suce-
so ocurre si el experimento aleatorio genera uno de los resultados básicos que lo constituyen.
El suceso nulo representa la ausencia de un resultado básico y se representa por medio de �.

En algunas aplicaciones, nos interesa la ocurrencia simultánea de dos o más sucesos.
Por ejemplo, si se lanza un dado al aire, dos sucesos que podrían considerarse son «el nú-
mero resultante es par» y «el número resultante es como mínimo un 4». Una posibilidad es
que ocurran todos los sucesos de interés. Ocurrirán si el resultado básico del experimento
aleatorio pertenece a todos estos sucesos. El conjunto de resultados básicos que pertenecen
a todos los sucesos de un grupo de sucesos se denomina intersección de estos sucesos. La
intersección de los sucesos «el número resultante es par» y «el número resultante es como
mínimo un 4» sería que las caras del dado sean iguales a 4 o a 6.
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Intersección de sucesos

Sean A y B dos sucesos contenidos en el espacio muestral S. Su intersección, representada
por A ç B, es el conjunto de todos los resultados básicos en S que pertenecen tanto a A como
a B. Por lo tanto, la intersección A ç B ocurre si y sólo si ocurren tanto A como B. Utilizaremos
la expresión probabilidad conjunta de A y B para representar la probabilidad de la intersec-
ción de A y B.

En términos más generales, dados K sucesos E1, E2, ..., EK, su intersección,
E1 ç E2 ç ñ ç EK es el conjunto de todos los resultados básicos que pertenecen a todos los Ei

(i % 1, 2, ..., K ).

Es posible que la intersección de dos sucesos sea el conjunto vacío.

Mutuamente excluyentes

Si los sucesos A y B no tienen ningún resultado básico común, se llaman mutuamente ex-
cluyentes y se dice que su intersección, A ç B, es el conjunto vacío que indica que A ç B no
puede ocurrir.

En términos más generales, se dice que los K sucesos E1, E2, ..., EK son mutuamente ex-
cluyentes si todo par (Ei, Ej ) es un par de sucesos mutuamente excluyentes.

La Figura 4.1 ilustra las intersecciones utilizando un diagrama de Venn. En la parte (a)
de la figura, el rectángulo S representa el espacio muestral y los dos círculos representan
los sucesos A y B. Los resultados básicos pertenecientes a A están dentro del círculo A y
los resultados básicos pertenecientes a B están en el círculo B correspondiente. La intersec-
ción de A y B, A ç B, se indica por medio del área sombreada en la que se cortan los círcu-
los. Vemos que un resultado básico pertenece a A ç B si y sólo si pertenece tanto a A como
a B. Así, por ejemplo, cuando se lanza un dado al aire, los resultados 4 y 6 pertenecen am-
bos a los dos sucesos «sale un número par» y «sale como mínimo un 4». En la Figu-
ra 4.1(b), los círculos no se cortan, lo que indica que los sucesos A y B son mutuamente
excluyentes. Por ejemplo, si se audita un conjunto de cuentas, los sucesos «menos del 5
por ciento contiene errores importantes» y «más del 10 por ciento contiene errores impor-
tantes» son mutuamente excluyentes.

Cuando consideramos conjuntamente varios sucesos, otra posibilidad interesante es que
ocurra al menos uno de ellos. Eso sucederá si el resultado básico del experimento aleatorio
pertenece al menos a uno de los sucesos. El conjunto de resultados básicos pertenecientes
al menos a uno de los sucesos se llama unión. Por ejemplo, cuando se lanza un dado al
aire, los resultados básicos 2, 4, 5 y 6 pertenecen todos ellos al menos a uno de los sucesos
«sale un número par» o «sale un número impar».

Figura 4.1.
Diagramas de Venn de
la intersección de los
sucesos A y B :
(a) a ç B es el área
sombreada; (b) A y B
son mutuamente
excluyentes.

A

S

B A

S

BA B

)b()a(
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Unión
Sean A y B dos sucesos contenidos en el espacio muestral, S. Su unión, representada por
A é B, es el conjunto de todos los resultados básicos contenidos en S que pertenecen al me-
nos a uno de estos dos sucesos. Por lo tanto, la unión A é B ocurre si y sólo si ocurre A o B o
ambos.

En términos más generales, dados K sucesos E1, E2, ..., EK, su unión, E1 é E2 ñ é EK, es el
conjunto de todos los resultados básicos pertenecientes al menos a uno de estos K sucesos.

El diagrama de Venn de la Figura 4.2 muestra la unión; se observa claramente que un re-
sultado básico estará en A é B si y sólo si está en A o en B o en ambos.

Si la unión de varios sucesos cubre todo el espacio muestral, S, decimos que estos su-
cesos son colectivamente exhaustivos. Dado que todos los resultados básicos están en S, se
deduce que todo resultado del experimento aleatorio estará al menos en uno de estos suce-
sos. Por ejemplo, si se lanza un dado al aire, los sucesos «el resultado es como mínimo
un 3» y «el resultado es como máximo un 5» son colectivamente exhaustivos.

Colectivamente exhaustivo
Dados K sucesos E1, E2, ..., EK contenidos en el espacio muestral, S, si E1 é E2, é ñ é EK % S,
se dice que estos K sucesos son colectivamente exhaustivos.

Figura 4.2. Diagrama de Venn de la unión de los
sucesos A y B.

Figura 4.3. Diagrama de Venn del complementario
del suceso A.

Podemos ver que el conjunto de todos los resultados básicos contenidos en un espacio
muestral es tanto mutuamente excluyente como colectivamente exhaustivo. Ya hemos se-
ñalado que estos resultados son tales que debe ocurrir uno, pero no puede ocurrir simultá-
neamente más de uno.

A continuación, sea A un suceso. Supongamos que nos interesan todos los resultados
básicos no incluidos en A.

Complementario
Sea A un suceso contenido en el espacio muestral, S. El conjunto de resultados básicos de un
experimento aleatorio perteneciente a S pero no a A se llama complementario de A y se re-
presenta por medio de A1 .

Es evidente que los sucesos A y A1 son mutuamente excluyentes, es decir, ningún resul-
tado básico puede pertenecer a ambos, y colectivamente exhaustivos, es decir, todos los re-
sultados básicos deben pertenecer a uno o al otro. La Figura 4.3 muestra el complementa-
rio de A utilizando un diagrama de Venn.
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Ya hemos definido tres conceptos importantes —la intersección, la unión y el comple-
mentario— que serán importantes en nuestro desarrollo de la probabilidad. Los siguientes
ejemplos ayudan a ilustrar estos conceptos.

EJEMPLO 4.3. El lanzamiento de un dado al aire (uniones,
intersecciones y complementarios)

Se lanza un dado al aire. Sea A el suceso «el número resultante es par» y B el suceso
«el número resultante es como mínimo un 4». En ese caso,

A % [2, 4, 6] y B % [4, 5, 6]

Halle el complementario de cada suceso, la intersección y la unión de A y B y la inter-
sección de A1 y B.

Solución

Los complementarios de estos sucesos son, respectivamente,

A1 % [1, 3, 5] y B1 % [1, 2, 3]

La intersección de A y B es el suceso «el número resultante es par y como mínimo un
4», por lo que

A ç B % [4, 6]

La unión de A y B es el suceso «el número resultante es par o como mínimo un 4 o
ambas cosas a la vez» y, por lo tanto,

A é B % [2, 4, 5, 6]

Obsérvese también que los sucesos A y A1 son mutuamente excluyentes, ya que su inter-
sección es el conjunto vacío, y colectivamente exhaustivos, ya que su unión es el espa-
cio muestral S; es decir,

A é A1 % [1, 2, 3, 4, 5, 6] % S

Puede decirse lo mismo de los sucesos B y B1 .
Consideremos otra intersección de los sucesos A1 y B. Dado que el único resultado

que es «no par» y «como mínimo un 4» es 5, se deduce que A1 ç B % [5].

EJEMPLO 4.4. Índice bursátil Dow-Jones (uniones, intersecciones
y complementarios)

Éstos son cuatro resultados básicos del índice bursátil en 2 días consecutivos:

O1: El índice sube los dos días.
O2: El índice sube el primer día, pero no sube el segundo.
O3: El índice no sube el primer día, pero sube el segundo.
O4: el índice no sube ninguno de los dos días.

Es evidente que debe ocurrir uno de estos resultados, pero no puede ocurrir más de
uno al mismo tiempo. Por lo tanto, podemos representar el espacio muestral de la forma
siguiente: S % [O1, O2, O3, O4]. Consideraremos ahora estos dos sucesos:
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A: El índice sube el primer día.
B: El índice sube el segundo día.

Halle la intersección, la unión y el complementario de A y B.

Solución

Vemos que A ocurre si ocurre O1 u O2 y, por lo tanto,

A % [O1, O2] y B % [O1, O3]

La intersección de A y B es el suceso «el índice sube el primer día y sube el segundo».
Éste es el conjunto de todos los resultados básicos pertenecientes tanto a A como a B,
A ç B % [O1].

La unión de A y B es el suceso «el índice sube como mínimo uno de los días». Éste
es el conjunto de todos los resultados pertenecientes a A o a B o a ambos. Por lo tanto,

A é B % [O1, O2, O3]

Por último, el complementario de A es el suceso «el índice no sube el primer día». Éste
es el conjunto de todos los resultados básicos contenidos en el espacio muestral, S, que
no pertenecen a A. Por lo tanto,

A1 % [O3, O4] y, asimismo, B1 % [O2, O4]

La Figura 4.4 muestra la intersección de los sucesos A1 y B. Esta intersección contiene
todos los resultados que pertenecen tanto a A1 como a B. Claramente, A1 ç B % [O3].

A

S

B

A B

Figura 4.4. Diagrama de Venn de la intersección de A1 y B.

Los diagramas de Venn de las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 muestran tres resultados que implican
uniones e intersecciones de sucesos.

Reultado 1
Sean A y B dos sucesos. Los sucesos A ç B y A1 ç B son mutuamente excluyentes y su unión
es B, como muestra el diagrama de Venn de la Figura 4.5. Claramente,

(A ç B) é (A1 ç B) % B (4.1)

A B

A B A B

S

Figura 4.5. Diagrama de Venn del resultado 1: (A ç B) é (A1 ç B ) % B.
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Resultado 2
Sean A y B dos sucesos. Los sucesos A y A1 ç B son mutuamente excluyentes y su unión es
A ç B, como muestra el diagrama de Venn de la Figura 4.6. Es decir,

A é (A1 ç B) % A é B (4.2)

A

S

B

A A B

Figura 4.6. Diagrama de Venn del resultado 2: A é (A1 ç B) % A é B.

Resultado 3
Sean E1, E2, ..., EK K sucesos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos y A al-
gún otro suceso. Entonces, los K sucesos E1 ç A, E2 ç A, ..., EK ç A son mutuamente ex-
cluyentes y su unión es A. Es decir,

(E1 ç A) é (E2 ç A) é ñ é (EK ç A) % A (4.3)

Podemos comprender mejor la tercera afirmación examinando el diagrama de Venn de
la Figura 4.7. El rectángulo grande representa todo el espacio muestral y está dividido en
rectángulos más pequeños que representan K sucesos mutuamente excluyentes y colectiva-
mente exhaustivos, E1, E2, ..., EK. El suceso A está representado por la primera fila. Vemos
que los sucesos formados por la intersección de A con cada uno de los E sucesos son, de
hecho, excluyentes y que su unión es simplemente el suceso A. Por lo tanto, tenemos que

(E1 ç A) é (E2 ç A) é ñ é (EK ç A) % A

Figura 4.7.
Diagrama de Venn del
resultado 3:
(E1 ç A) é (E2 ç A) é

é ñ é (EK ç A) % A.

A

E

E1∩A E2∩A E3∩A E4∩A E5∩A EK∩A

1 ……………

……………

E2 E3 E4 E5 EK

A

EJEMPLO 4.5. Lanzamiento de un dado al aire (resultados 1 y 2)

Considere el experimento del lanzamiento de un dado al aire del ejemplo 4.3, donde
A % [2, 4, 6] y B % [4, 5, 6]. Demuestre lo siguiente:

a) (A ç B) é (A1 ç B) % B
b) A é (A1 ç B) % A é B

Solución

Sabemos que
A1 % [1, 3, 5]
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Se deduce que

A ç B % [4, 6] y A1 ç B % [5]

Entonces, A ç B y A1 ç B son mutuamente excluyentes y su unión es B % [4, 5, 6]; es
decir,

(A ç B) é (A1 ç B) % [4, 5, 6] % B (resultado 1)

También, A y A1 ç B son mutuamente excluyentes y su unión es

A é (A1 ç B) % [2, 4, 5, 6] % A é B (resultado 2)

EJEMPLO 4.6. Lanzamiento de un dado al aire (resultado 3)

Considere el experimento del lanzamiento de un dado al aire en el que los sucesos A,
E1, E2 y E3 vienen dados por

A % [2, 4, 6] E1 % [1, 2] E2 % [3, 4] E3 % [5, 6]

Demuestre que E1 ç A, E2 ç A y E3 ç A son mutuamente excluyentes y que su unión
es A.

Solución

En primer lugar, observamos que E1, E2 y E3 son mutuamente excluyentes y colectiva-
mente exhaustivos. Entonces,

E1 ç A % [2] E2 ç A % [4] E3 ç A % [6]

Claramente, estos tres sucesos son mutuamente excluyentes y su unión es

(E1 ç A) é (E2 ç A) é (E3 ç A) % [2, 4, 6] % A

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

Para los ejercicios 4.1-4.4 utilice el espacio muestral S
definido de la forma siguiente:

S % [E1, E2, E3, E4, E5, E6, E7, E8, E9, E10]

4.1. Dado A % [E1, E3, E6, E9], defina A1 .

4.2. Dados A % [E1, E3, E7, E9] y B % [E2, E3, E8, E9],

a) ¿Cuál es la intersección de A y B?
b) ¿Cuál es la unión de A y B?
c) ¿Es la unión de A y B colectivamente exhaus-

tiva?

4.3. Dados A1 % [E1, E3, E7, E9] y B1 % [E2, E3, E8, E9],

a) ¿Cuál es la intersección de A y B?
b) ¿Cuál es la unión de A y B?
c) ¿Es la unión de A y B colectivamente exhaus-

tiva?

4.4. Dados A % [E3, E5, E6, E10] y B % [E3, E4, E6, E9],

a) ¿Cuál es la intersección de A y B?
b) ¿Cuál es la unión de A y B?
c) ¿Es la unión de A y B colectivamente exhaus-

tiva?

Ejercicios aplicados

4.5. Una empresa adquiere una nueva máquina que de-
be instalarse y probarse antes de que esté lista pa-
ra su uso. La empresa está segura de que no tarda-
rá más de 7 días en instalarla y probarla. Sea A el
suceso «se necesitarán más de 4 días para que la
máquina esté lista» y B el suceso «se necesitarán
menos de 6 días para que la máquina esté lista».
a) Describa el suceso que es complementario del

suceso A.
b) Describa el suceso que es la intersección de los

sucesos A y B.

Capítulo 4. Probabilidad 91



c) Describa el suceso que es la unión de los suce-
sos A y B.

d) ¿Son los sucesos A y B mutuamente excluyen-
tes?

e) ¿Son los sucesos A y B colectivamente exhaus-
tivos?

f) Demuestre que (A ç B) é (A1 ç B) % B.
g) Demuestre que A é (A1 ç B) % A é B.

4.6. Considere el ejemplo 4.4, en el que éstos son cua-
tro resultados básicos del índice bursátil en 2 días
consecutivos:

O1: El índice sube los dos días.
O2: El índice sube el primer día, pero no sube el

segundo.
O3: El índice no sube el primer día, pero sube el

segundo.
O4: El índice no sube ninguno de los dos días.

Sean los sucesos A y B los siguientes:

A: El índice sube el primer día.
B: El índice sube el segundo día.

a) Demuestre que (A ç B) é (A1 ç B) % B.
b) Demuestre que A é (A1 ç B) % A é B.

4.7. Florencio Frentes tiene una pequeña tienda de
automóviles usados en la que tiene tres Mercedes
(M1, M2, M3) y dos Toyotas (T1, T2). Dos clientes,
César y Andrés, entran en la tienda y selecciona
cada uno un automóvil. Los clientes no se cono-
cen y no hay comunicación entre ellos. Sean A y
B los sucesos siguientes:

A: Los clientes seleccionan como mínimo un
Toyota.

B: Los clientes seleccionan dos automóviles del
mismo modelo.

a) Identifique los pares de automóviles en el espa-
cio muestral.

b) Describa el suceso A.
c) Describa el suceso B.
d) Describa el complementario de A.
e) Demuestre que (A ç B) é (A1 ç B) % B.
f) Demuestre que A é (A1 ç B) % A é B.

4.2. La probabilidad y sus postulados

Estamos ya en condiciones de utilizar el lenguaje y los conceptos desarrollados en el apar-
tado anterior para averiguar cómo se halla una probabilidad efectiva de que ocurra un pro-
ceso. Supongamos que se realiza un experimento aleatorio y que queremos averiguar la
probabilidad de que ocurra un determinado suceso. La probabilidad se mide en una escala
de 0 a 1. Una probabilidad de 0 indica que el suceso no ocurrirá y una probabilidad de 1
indica que el suceso es seguro que ocurra. Ninguno de estos dos extremos es habitual en
los problemas aplicados. Por lo tanto, nos interesa asignar probabilidades comprendidas en-
tre 0 y 1 a los sucesos inciertos. Para ello, es necesario utilizar toda la información de que
podamos disponer. Por ejemplo, si las rentas son altas, será más frecuente que se vendan
automóviles de lujo. Un director de ventas con experiencia puede ser capaz de saber qué
probabilidad tienen las ventas de ser superiores al nivel de rentabilidad que se ha fijado la
empresa como objetivo. En este apartado examinamos tres definiciones de probabilidad:

1. Probabilidad clásica.
2. Frecuencia relativa.
3. Probabilidad subjetiva.

Probabilidad clásica

Probabilidad clásica

La probabilidad clásica es la proporción de veces que ocurrirá un suceso, suponiendo que
todos los resultados contenidos en un espacio muestral tienen la misma probabilidad de ocurrir.
La división del número de resultados contenidos en el espacio muestral que satisface el suceso
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por el número total de resultados contenidos en el espacio muestral se obtiene la probabilidad
de un suceso. La probabilidad de un suceso A es

P(A) %
NA

N
(4.4)

donde NA es el número de resultados que satisfacen la condición del suceso A y N es el núme-
ro total de resultados contenidos en el espacio muestral. La idea importante aquí es que se
puede hallar una probabilidad a partir de un razonamiento fundamental sobre el proceso.

En el método de la probabilidad clásica, hay que contar los resultados contenidos en el
espacio muestral. A continuación, se utiliza el recuento para hallar la probabilidad. El si-
guiente ejemplo indica cómo puede utilizarse la probabilidad clásica en un problema relati-
vamente sencillo.

EJEMPLO 4.7. Selección de un computador (probabilidad clásica)

Carla Alcántara tiene una pequeña tienda de computadores. Un día tiene tres Gateway y
dos Compaq en existencias. Supongamos que entra en la tienda Susana Eslava a com-
prar dos computadores. A Susana le da igual la marca —todos los computadores tienen
las mismas especificaciones técnicas—, por lo que selecciona los computadores pura-
mente al azar: cualquiera de los computadores del estante tiene la misma probabilidad
de ser elegido. ¿Cuál es la probabilidad de que Susana compre un Gateway y un Com-
paq?

Solución

La respuesta puede hallarse utilizando la probabilidad clásica. Primero se define el espa-
cio muestral, que son todos los pares posibles de dos computadores que pueden selec-
cionarse en la tienda. A continuación, se cuenta el número de pares, que es el número
de resultados que satisfacen la condición: un Gateway y un Compaq. Representemos los
tres computadores Gateway por medio de G1, G2 y G3 y los dos Compaq por medio de
C1 y C2. El espacio muestral, S, contiene los siguientes pares de computadores:

S % {G1C1, G1C2, G2C1, G2C2, G3C1, G3C2, G1G2, G1G3, G2G3, C1C2}

El número de resultados contenidos en el espacio muestral es 10. Si A es el suceso «se
elige un Gateway y un Compaq», el número, NA, de resultados que tienen un Gateway y
un Compaq es 6. Por lo tanto, la probabilidad de que ocurra el suceso A —un Gateway
y un Compaq— es

P(A) %
NA

N
%

6

10
% 0,6

El recuento de todos los resultados llevaría mucho tiempo si tuviéramos que identificar
primero todos los resultados posibles. Sin embargo, muchos de los lectores habrán aprendi-
do en cursos anteriores la fórmula básica para calcular el número de combinaciones de n
objetos que se toman k de cada vez.
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Fórmula para hallar el número de combinaciones

El proceso de recuento puede generalizarse utilizando la siguiente ecuación para calcular el
número de combinaciones de n objetos que se toman k de cada vez:

Cn
k %

n!

k!(n . k)!
0! % 1 (4.5)

En el apéndice que se encuentra al final de este capítulo se desarrollan combinaciones;
el lector debe estudiarlo si necesita aprender o repasar las combinaciones.

Ilustramos la ecuación de combinación, la ecuación 4.5, señalando que en el ejem-
plo 4.7 el número de combinaciones de los cinco computadores que se toman dos de cada
vez es el número de elementos contenidos en el espacio muestral:

C5
2 %

5!

2!(5 . 2)!
%

5 . 4 . 3 . 2 . 1

2 . 1(3 . 2 . 1)
% 10

En el ejemplo 4.8, aplicamos la probabilidad clásica a un problema más difícil.

EJEMPLO 4.8. Reconsideración de la selección de un computador
(probabilidad clásica)

Supongamos que ahora en la tienda de Carla hay 10 computadores Gateway, 5 Compaq
y 5 Acer. Susana entra en la tienda y quiere comprar 3. Los selecciona puramente al
azar. ¿Cuál es ahora la probabilidad de que seleccione 2 Gateway y 1 Compaq?

Solución

Utilizaremos la definición clásica de probabilidad. Pero en este ejemplo utilizaremos la
fórmula de las combinaciones para hallar el número de resultados contenidos en el espa-
cio muestral y el número de resultados que satisfacen la condición A: [2 Gateways y
1 Compaq].

El número total de resultados contenidos en el espacio muestral es

N % C20
3 %

20!

3!(20 . 3)!
% 1, 140

El número de formas en que podemos seleccionar 2 computadores Gateway de los 10
que hay se calcula de la forma siguiente:

C10
2 %

10!

2!(10 . 2)!
% 45

Asimismo, el número de formas en que podemos seleccionar 1 computador Compaq de
los 5 que hay se calcula de la forma siguiente:

C5
1 %

5!

1!(5 . 1)!
% 5
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Por lo tanto, el número de resultados que satisfacen el suceso A es

NA % C10
2 # C5

1 % 45 # 5 % 225

Por último, la probabilidad de A % [2 Gateways y 1 Compaq] es

PA %
NA

N
%

C10
2 # C5

1

C20
3

%
45 # 5

1, 140
% 0,197

Frecuencia relativa

A menudo utilizamos la frecuencia relativa para hallar las probabilidades de una determi-
nada población. La frecuencia relativa es el número de sucesos contenidos en la población
que satisfacen la condición dividido por el número total de sucesos. Estas probabilidades
indican la frecuencia con que ocurrirá un suceso en comparación con otros. Por ejemplo, si
el suceso A tiene una probabilidad de 0,40, sabemos que ocurrirá el 40 por ciento de las
veces. Es más frecuente que el suceso B si el suceso B sólo tiene una probabilidad de 0,30
de ocurrir. Pero no sabemos qué suceso, el A o el B, ocurrirá a continuación.

Frecuencia relativa
La frecuencia relativa es el límite de la proporción de veces que ocurre el suceso A en un
gran número de pruebas, n:

P(A) %
nA

n
(4.6)

donde nA es el número de veces que se obtiene A y n es el número total de pruebas o resulta-
dos. La probabilidad es el límite a medida que n se hace más grande (o tiende a infinito).

EJEMPLO 4.9. Probabilidad de que las rentas sean de más de 50.000 $
(probabilidad relativa)

Sara Olmedo está considerando la posibilidad de abrir un nuevo concesionario de auto-
móviles en una ciudad que tiene una población de 150.000 habitantes. La experiencia
de otros muchos concesionarios indica que en ciudades parecidas un concesionario
tiene éxito si al menos el 40 por ciento de los hogares tiene una renta anual de más de
50.000 $. Ha pedido a Pablo Sánchez, consultor de marketing, que estime la proporción
de rentas familiares de más de 50.000 $, o sea, la probabilidad de esas rentas.

Solución

Después de examinar el problema, Pablo llega a la conclusión de que la probabilidad
debe basarse en la frecuencia relativa. Primero examina los datos censales más recientes
y observa que en la ciudad había 54.345 hogares y que 31.496 tenían una renta de más
de 50.000 $. Pablo calcula la probabilidad del suceso A, «renta familiar de más de
50.000 $», de la forma siguiente:

P(A) %
nA

n
%

31.496

54.345
% 0,580
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Como Pablo sabe que hay varios errores en los datos censales, también consulta datos
similares publicados en una revista del sector. Basándose en esta fuente, obtiene 55.100
hogares, de los que 32.047 tienen una renta de más de 50.000 $. Pablo calcula la proba-
bilidad del suceso A a partir de esta fuente de la forma siguiente:

P(A) %
nA

n
%

32.047

55.100
% 0,582

Como estas cifras son parecidas, podría dar las dos. Pablo decide dar una probabilidad
de 0,58.

Este ejemplo muestra que las probabilidades basadas en el enfoque de la frecuencia re-
lativa a menudo pueden obtenerse utilizando las fuentes de datos existentes. También indi-
ca que pueden ocurrir y ocurren diferentes resultados y que los analistas y los directivos
con experiencia tratarán de verificar sus resultados utilizando más de una fuente. Se nece-
sita experiencia y mucho criterio para decidir si los diferentes datos son suficientemente
parecidos.

Probabilidad subjetiva

Probabilidad subjetiva
La probabilidad subjetiva expresa el grado en que una persona cree que ocurrirá un suceso.
Estas probabilidades subjetivas se utilizan en algunos procedimientos empresariales de toma
de decisiones.

Podemos comprender el concepto de probabilidad subjetiva utilizando el concepto de
apuestas justas. Por ejemplo, si afirmo que la probabilidad de que suba el precio de las ac-
ciones de una empresa la próxima semana es 0,5, creo que el precio de las acciones tiene
tantas probabilidades de subir como de bajar. Cuando expreso esta probabilidad subjetiva,
no estoy pensando necesariamente en un experimento repetido sino en el precio que ten-
drán las acciones la próxima semana. La probabilidad subjetiva que expreso implica que
consideraría justa una apuesta en la que hay que pagar 1 $ si el precio baja y se recibe 1 $
si el precio sube. Si recibiera más de 1 $ por una subida del precio, consideraría que la
apuesta me favorece. Asimismo, si creo que la probabilidad de que un caballo gane una
carrera es 0,4, estoy expresando mi opinión personal de que hay una posibilidad del 40 por
ciento de que gane. Dada esta creencia, consideraría justa una apuesta en la que recibiera
3 $ si el caballo ganara y perdiera 2 $ si el caballo perdiera.

Queremos hacer hincapié en que las probabilidades subjetivas son personales. No es
necesario que todo el mundo piense que un suceso tiene las mismas probabilidades. En el
ejemplo del precio de las acciones, la mayoría de la gente llegaría a la conclusión de que la
probabilidad correcta de que suban las acciones es 0,50. Sin embargo, una persona que ten-
ga más información sobre las acciones podría creer otra cosa. En el ejemplo de la carrera
de caballos, es probable que dos apostantes tengan probabilidades subjetivas diferentes.
Pueden no tener la misma información y, aunque la tengan, pueden interpretarla de manera
distinta. Sabemos que los inversores no tienen todos ellos las mismas opiniones sobre la
futura conducta del mercado de valores. Cabría pensar que sus probabilidades subjetivas
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dependen de la información que tienen y del modo en que la interpretan. Los directivos de
diferentes empresas tienen probabilidades subjetivas diferentes sobre las oportunidades de
ventas en un mercado regional y, por lo tanto, toman decisiones diferentes.

Postulados probabilísticos

Necesitamos desarrollar un marco para evaluar y manipular las probabilidades. Para ello,
primero formularemos tres reglas (o postulados) que deben cumplir las probabilidades y
demostraremos que estos requisitos son «razonables».

Postulados probabilísticos

Sea S el espacio muestral de un experimento aleatorio, Oi los resultados básicos y A un suce-
so. Para cada suceso A del espacio muestral, S, suponemos que se define P(A ) y tenemos los
siguientes postulados probabilísticos:

1. Si A es cualquier suceso del espacio muestral, S,

0 m P(A) m 1

2. Sea A un suceso de S y sea Oi los resultados básicos. Entonces,

P(A) % ;
A

P(Oi)

donde la notación implica que el sumatorio abarca todos los resultados básicos conteni-
dos en A.

3. P(S) % 1.

El primer postulado requiere que la probabilidad se encuentre entre 0 y 1. El segundo pue-
de comprenderse por medio de las frecuencias relativas. Supongamos que un experimento
aleatorio se repite N veces. Sea Ni el número de veces que ocurre el resultado básico Oi y
NA el número de veces que ocurre el suceso A. Entonces, dado que los resultados básicos
son mutuamente excluyentes, NA es simplemente la suma de Ni correspondiente a todos los
resultados básicos contenidos en A; es decir,

NA % ;
A

Ni

y dividiendo por el número de pruebas, N, obtenemos

NA

N
% ;

A

Ni

N

Pero según el concepto de frecuenta relativa, NA/N tiende a P(A) y cada Ni /N tiende a
P(Oi) a medida que N se hace infinitamente grande. Por lo tanto, el segundo postulado
puede considerarse un requisito lógico cuando la probabilidad se ve de esta forma.

El tercer postulado puede parafrasearse de la siguiente manera: «cuando se realiza un
experimento aleatorio, algo tiene que ocurrir». Sustituyendo A por el espacio muestral, S,
en el segundo postulado, tenemos que

P(S) % ;
S

P(Oi)
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donde el sumatorio abarca todos los resultados básicos del espacio muestral. Pero como
P(S) % 1 según el tercer postulado, se deduce que

;
S

P(Oi) % 1

Es decir, la suma de las probabilidades de todos los resultados básicos del espacio mues-
tral es 1.

Consecuencias de los postulados

A continuación, enumeramos e ilustramos algunas consecuencias inmediatas de los tres
postulados.

1. Si el espacio muestral, S, está formado por n resultados básicos igualmente proba-
bles, E1, E2, ..., En, entonces

P(Ei) %
1

n
i % 1, 2, ..., n

ya que los n resultados cubren el espacio muestral y son igualmente probables. Por
ejemplo, si se lanza al aire un dado equilibrado, la probabilidad de que salga cada
uno de los seis resultados básicos es 1/6.

2. Si el espacio muestral, S, está formado por n resultados básicos igualmente proba-
bles y el suceso A está formado por nA de estos resultados, entonces

P(A) %
nA

n

Este resultado se deduce de la consecuencia 1 y el postulado 2. Todo resultado bá-
sico tiene la probabilidad 1/n y, por el postulado 2, P(A) es simplemente la suma
de las probabilidades de los nA resultados básicos de A. Por ejemplo, si se lanza al
aire un dado equilibrado y A es el suceso «sale un número par», hay n % 6 resulta-
dos básicos y nA % 3 de ellos se encuentran en A. Por lo tanto, P(A) % 3/6 % 1/2.

3. Sean A y B sucesos mutuamente excluyentes. En ese caso, la probabilidad de su
unión es la suma de sus probabilidades individuales; es decir,

P(A é B) % P(A) ! P(B)

En general, si E1, E2, ..., EK son sucesos mutuamente excluyentes,

P(E1 é E2 é ñ é EK) % P(E1) ! P(E2) ! ñ ! P(EK)

Este resultado es una consecuencia del postulado 2. La probabilidad de la unión de
A y B es

P(A é B) % ;
AéB

P(Oi)

donde el sumatorio abarca todos los resultados básicos de A é B. Pero, dado que A
y B son mutuamente excluyentes, ningún resultado básico pertenece a ambos, por
lo que

;
AéB

P(Oi) % ;
A

P(Oi) ! ;
B

P(Oi) % P(A ) ! P(B)
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4. Si E1, E2, ..., EK son sucesos colectivamente exhaustivos, la probabilidad de su
unión es

P(E1 é E2 é ñ é EK) % 1

Dado que los sucesos son colectivamente exhaustivos, su unión es todo el espacio
muestral, S, y el resultado se deduce del postulado 3.

EJEMPLO 4.10. Lotería (probabilidad)

Una organización benéfica vende 1.000 billetes de lotería. Hay 10 premios grandes y
100 premios pequeños y todos deben repartirse. El proceso de selección de los ganado-
res es tal que al principio todos los billetes tienen las mismas probabilidades de ganar
un premio grande y todos tienen las mismas probabilidades de ganar un premio peque-
ño. Ninguno puede ganar más de un premio. ¿Cuál es la probabilidad de ganar un pre-
mio grande con un único billete? ¿Cuál es la probabilidad de ganar un premio pequeño?
¿Cuál es la probabilidad de ganar algún premio?

Solución

De los 1.000 billetes, 10 ganarán premios grandes 100 ganarán premios pequeños y 890
no ganarán ningún premio. Nuestro único billete es seleccionado de entre 1.000. Sea A
el suceso «el billete seleccionado gana un premio grande» y B el suceso «el billete se-
leccionado gana un premio pequeño». Las probabilidades son

P(A) %
10

1.000
% 0,01

P(B) %
100

1.000
% 0,10

El suceso «el billete gana algún premio» es la unión de los sucesos A y B. Como sólo se
permite un premio, estos sucesos son mutuamente excluyentes y

P(A é B) % P(A) ! P(B) % 0,01 ! 0,10 % 0,11

EJEMPLO 4.11. Reconsideración del índice bursátil Dow-Jones
(probabilidad)

En el ejemplo 4.4, hemos examinado la evolución del índice bursátil Dow-Jones en
2 días y hemos definido cuatro resultados básicos:

O1: El índice sube los dos días.
O2: El índice sube el primer día, pero no sube el segundo.
O3: El índice no sube el primer día, pero sube el segundo.
O4: El índice no sube ninguno de los dos días.

Suponga que estos cuatro resultados básicos son igual de probables. En ese caso, ¿cuál
es la probabilidad de que el mercado suba como mínimo 1 de los 2 días?
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Sea A el suceso «se necesitarán más de 4 días
para que la máquina esté lista para funcionar» y
sea B el suceso «se necesitarán menos de 6 días
para que la máquina esté lista para funcionar».
a) Halle la probabilidad del suceso A.
b) Halle la probabilidad del suceso B.

Solución

El suceso que nos interesa, «el mercado sube como mínimo 1 de los 2 días», contiene
tres de los cuatro resultados básicos, O1, O2 y O3. Como los resultados básicos
son todos igual de probables, se deduce que la probabilidad de este suceso es 3/4, o
sea, 0,75.

EJEMPLO 4.12. Prospecciones petroleras (probabilidad)

En las primeras fases del desarrollo de una plataforma petrolera en el océano Atlántico,
una empresa petrolera estimó que había una probabilidad de 0,1 de que las reservas eco-
nómicamente recuperables superaran los 2.000 millones de barriles. La probabilidad de
que superaran los 1.000 millones se estimó en 0,5. Dada esta información, ¿cuál es la
probabilidad estimada de que las reservas se encuentren entre 1.000 y 2.000 millones de
barriles?

Solución

Sea A el suceso «las reservas superan los 2.000 millones de barriles» y B el suceso «las
reservas se encuentran entre 1.000 y 2.000 millones de barriles». Éstos son mutuamente
excluyentes y su unión, A é B, es el suceso «las reservas superan los 1.000 millones de
barriles». Por lo tanto, tenemos que

P(A) % 0,1 P(A é B) % 0,5

Entonces, dado que A y B son mutuamente excluyentes,

P(B) % P(A é B) . P(A) % 0,5 . 0,1 % 0,4

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
4.8. El espacio muestral contiene 5 A y 7 B. ¿Cuál es

la probabilidad de que un conjunto de 2 seleccio-
nado aleatoriamente contenga 1 A y 1 B?

4.9. El espacio muestral contiene 6 A y 4 B. ¿Cuál es
la probabilidad de que un conjunto de 3 seleccio-
nado aleatoriamente contenga 1 A y 2 B?

4.10. El espacio muestral contiene 10 A y 6 B. ¿Cuál
es la probabilidad de que un conjunto de 4 selec-
cionado aleatoriamente contenga 2 A y 2 B?

4.11. En una ciudad de 120.000 personas hay 20.000
noruegos. ¿Cuál es la probabilidad de que una
persona de la ciudad seleccionada aleatoriamente
sea noruega?

4.12. En una ciudad de 180.000 personas hay 20.000
noruegos. ¿Cuál es la probabilidad de que una
muestra aleatoria de 2 personas de la ciudad con-
tenga 2 noruegos?

Ejercicios aplicados
4.13. Recuerde la empresa del ejercicio 4.5. Su nueva

máquina debe instalarse y probarse antes de que
esté lista para funcionar. La tabla adjunta mues-
tra la valoración del directivo de la probabilidad
del número de días necesarios para que la máqui-
na esté lista para usarla.

Número
de días 3 4 5 6 7

Probabilidad 0,08 0,24 0,41 0,20 0,07
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c) Halle la probabilidad del complementario del
suceso A.

d) Halle la probabilidad de la intersección de los
sucesos A y B.

e) Halle la probabilidad de la unión de los suce-
sos A y B.

4.14. El gestor de un fondo está considerando la posi-
bilidad de invertir en las acciones de una compa-
ñía de asistencia sanitaria. La tabla adjunta resu-
me su valoración de las probabilidades de las
tasas de rendimiento de estas acciones durante el
próximo año. Sea A el suceso «la tasa de rendi-
miento será de más del 10 por ciento» y B el su-
ceso «la tasa de rendimiento será negativa».

a) Halle la probabilidad del suceso A.
b) Halle la probabilidad del suceso B.
c) Describa el suceso que es el complementario

de A.
d) Halle la probabilidad del complementario de A.
e) Describa el suceso que es la intersección de A

y B.
f) Halle la probabilidad de la intersección de A

y B.
g) Describa el suceso que es la unión de A y B.
h) Halle la probabilidad de la unión de A y B.
i) ¿Son A y B mutuamente excluyentes?
j) ¿Son A y B colectivamente exhaustivos?

4.15. Un directivo tiene ocho empleados que podría
asignar a la tarea de supervisar un proyecto. Cua-
tro son mujeres y cuatro son hombres. Dos de los
hombres son hermanos. El directivo va a asignar
la tarea aleatoriamente, por lo que los ocho em-
pleados tienen las mismas probabilidades de ser
elegidos. Sea A el suceso «el empleado elegido
es un hombre» y B el suceso «el empleado elegi-
do es uno de los hermanos».

a) Halle la probabilidad del suceso A.
b) Halle la probabilidad del suceso B.
c) Halle la probabilidad de la intersección de A

y B.

4.16. Si dos sucesos son mutuamente excluyentes, sa-
bemos que la probabilidad de su unión es la suma
de sus probabilidades individuales. Sin embargo,
no es así en el caso de los sucesos que no son
mutuamente excluyentes. Verifique esta afirma-
ción considerando los sucesos A y B del ejerci-
cio 4.2.

4.17. El director de unos grandes almacenes ha exami-
nado el número de reclamaciones que se reciben
semanalmente por la mala calidad del servicio.
La tabla adjunta muestra las probabilidades de los
números de quejas semanales obtenidas en este
examen. Sea A el suceso «habrá como mínimo
una reclamación a la semana» y B el suceso «ha-
brá menos de 10 reclamaciones a la semana».

a) Halle la probabilidad de A.
b) Halle la probabilidad de B.
c) Halle la probabilidad del complementario de A.
d) Halle la probabilidad de la unión de A y B.
e) Halle la probabilidad de la intersección de A

y B.
f) ¿Son A y B mutuamente excluyentes?
g) ¿Son A y B colectivamente exhaustivos?

4.18. Una empresa recibe una pieza en envíos de 100.
Según un estudio, las probabilidades del número
de piezas defectuosas que hay en un envío son las
que se muestran en la tabla adjunta.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que haya menos
de 3 piezas defectuosas en un envío?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que haya más de
1 pieza defectuosa en un envío?

c) Las cinco probabilidades de la tabla suman 1.
¿Por qué debe ser así?

Tasa de
rendi-
miento

Menos Entre Entre Entre Más
de .10% 0% 10% de

10% y 0% y 10% y 20% 20%

Probabi-
lidad 0,04 0,14 0,28 0,33 0,21

Número
de recla-
maciones

Entre Entre Entre Entre Más
0 1 y 3 4 y 6 7 y 9 10 y 12 de 12

Probabi-
lidad 0,14 0,39 0,23 0,15 0,06 0,03

Número
defectuoso 0 1 2 3 Más de 3

Probabi-
lidad 0,29 0,36 0,22 0,10 0,03
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4.3. Reglas de la probabilidad

A continuación presentamos algunas reglas importantes para calcular las probabilidades de
sucesos compuestos. Comenzamos definiendo A como un suceso contenido en el espacio
muestral, S, por lo que A y su complementario, A1 , son mutuamente excluyentes y colecti-
vamente exhaustivos.

P(A é A1 ) % P(A ) ! P(A1 ) % 1

Ésta es la regla del complementario.

Regla del complementario

Sea A un suceso y A1 su complementario. La regla del complementario es

P(A1 ) % 1 . P(A) (4.7)

Por ejemplo, cuando se lanza un dado al aire, la probabilidad de que salga un 1 es 1/6
y, por lo tanto, según la regla del complementario, la probabilidad de no salga un 1 es 5/6.
Este resultado es importante porque en algunos problemas puede ser más fácil hallar P(A1 )
y hallar después P(A), como se observa en el ejemplo 4.13.

EJEMPLO 4.13. Selección de personal (regla del complementario)

Una empresa está contratando directivos para cubrir cuatro puestos clave. Los candida-
tos son cinco hombres y tres mujeres. Suponiendo que todas las combinaciones de hom-
bres y mujeres tienen las mismas probabilidades de ser seleccionadas, ¿cuál es la proba-
bilidad de que se seleccione como mínimo una mujer?

Solución

Resolveremos este problema calculando primero la probabilidad del complementario de
A, «no se selecciona ninguna mujer» y utilizando a continuación la regla del comple-
mentario para calcular la probabilidad de A, «se selecciona como mínimo una mujer».
Esta probabilidad es más fácil de calcular que las probabilidades de que se seleccione
entre una y tres mujeres. Utilizando el método de la probabilidad clásica,

P(A1 ) %
C5

4

C8
4

%
1

14

y, por lo tanto, la probabilidad es

P(A) % 1 . P(A1 ) % 1 .

1

14
%

13

14

Antes hemos demostrado que, si dos sucesos son mutuamente excluyentes, la probabili-
dad de su unión es la suma de las probabilidades de cada suceso:

P(A é B) % P(A ) ! P(B)
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A continuación, queremos averiguar el resultado cuando los sucesos A y B no son mutua-
mente excluyentes. En el apartado 4.1 hemos señalado que los sucesos A y A1 ç B son mu-
tuamente excluyentes —repase el lector el resultado 2 y la Figura 4.6— y, por lo tanto,

P(A é B) % P(A) ! P(A1 ç B)

Además, los sucesos A ç B y A1 ç B son mutuamente excluyentes y su unión es B (repase el
lector el resultado 1 y la Figura 4.5):

P(B) % P(A ç B) é P(A1 ç B)

A partir de esta expresión, obtenemos el resultado

P(A1 ç B) % P(B) . P(A ç B)

Combinando estos dos resultados, tenemos la regla de la suma de probabilidades.

B

BABABA

=

+ –

P(A B)

P(A    B)

P(A) P(B)

S

SSS

A

Figura 4.8. Diagrama de Venn de la regla de la suma: P(A é B) % P(A) ! P(B) . P(A ç B).

La regla de la suma de probabilidades

Sean A y B dos sucesos. Utilizando la regla de la suma de probabilidades, la probabilidad de
su unión es

P(A é B) % P(A) ! P(B) . P(A ç B) (4.8)

El diagrama de Venn de la Figura 4.8 permite comprender intuitivamente la regla de la su-
ma. El rectángulo mayor, S, representa todo el espacio muestral. Los círculos más peque-
ños, A y B, representan los sucesos A y B. Podemos ver que el área en la que A y B se
solapan representan la intersección de las dos probabilidades, P(A ç B). Para calcular la
probabilidad de la unión de los sucesos A y B, primero sumamos las probabilidades de
los sucesos, P(A) ! P(B). Obsérvese, sin embargo, que la probabilidad de la intersección,
P(A ç B), se contabiliza dos veces y, por lo tanto, debe restarse una vez.
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EJEMPLO 4.14. Selección de productos (regla de la suma)

Una cadena de hamburgueserías observó que el 75 por ciento de todos los clientes con-
sume mostaza, el 80 por ciento consume ketchup y el 65 por ciento consume los dos.
¿Cuál es la probabilidad de que un cliente consuma al menos uno de los dos?

Solución

Sea A el suceso «el cliente consume mostaza» y B el suceso «el cliente consume
ketchup». Por lo tanto, tenemos que

P(A) % 0,75 P(B) % 0,80 y P(A ç B) % 0,65

La probabilidad es

P(A é B) % P(A) ! P(B) . P(A ç B)
% 0,75 ! 0,80 . 0,65 % 0,90

Probabilidad condicionada
Consideremos un par de sucesos, A y B. Supongamos que nos interesa saber cuál es la pro-
babilidad de A, dado que ha ocurrido B. Este problema puede analizarse por medio del
concepto de probabilidad condicionada. La idea básica es que la probabilidad de que ocu-
rra cualquier suceso a menudo depende de que hayan ocurrido o no otros sucesos. Por
ejemplo, un fabricante que está considerando la posibilidad de introducir una nueva marca
puede hacer una prueba ofreciendo el producto en unas cuantas tiendas. Este fabricante es-
tará mucho más seguro del éxito de la marca en el mercado en general si tiene una buena
acogida en esas cuantas tiendas que en caso contrario. La valoración de la empresa de la
probabilidad de que las ventas sean altas dependerá, pues, del resultado obtenido en esas
cuantas tiendas.

Si supiéramos que los tipos de interés van a bajar el año que viene, seríamos más opti-
mistas sobre la bolsa de valores que si creyéramos que van a subir. Lo que sabemos o cree-
mos sobre los tipos de interés condiciona nuestra valoración de la probabilidad de la evolu-
ción de los precios de las acciones. A continuación, formulamos en términos formales la
probabilidad condicionada que puede utilizarse para averiguar cómo afectan los resultados
anteriores a la probabilidad.

Probabilidad condicionada
Sean A y B dos sucesos. La probabilidad condicionada del suceso A, dado que ha ocurrido
el suceso B, se representa por medio del símbolo P(A �B) y es

P(A �B) %
P(A ç B)

P(B)
siempre que P(B) b 0 (4.9)

Asimismo,

P(B �A) %
P(A ç B)

P(A )
siempre que P(A) b 0

Podemos comprender mejor estos resultados y los siguientes examinando la Tabla 4.1. La
probabilidad condicionada, P(A �B), es el cociente entre la probabilidad conjunta, P(A ç B)
y la probabilidad de la variable condicionada, P(B). Podemos imaginar que esta probabilidad
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Tabla 4.1. Probabilidad conjunta de A y B.

A A1

B P(A ç B) P(A1 ç B) P(B)

B1 P(A ç B1 ) P(A1 ç B1 ) P(B1 )

P(A) P(A1 ) 1,0

condicionada equivale a utilizar solamente la primera fila de la tabla que se refiere a la
condición B. Podría realizarse un análisis similar con la probabilidad condicionada P(B �A).

Las frecuencias relativas también pueden ayudarnos a comprender la probabilidad con-
dicionada. Supongamos que repetimos un experimento aleatorio n veces y que hay nB ocu-
rrencias del suceso B y nAçB ocurrencias de A y B juntos. En ese caso, la proporción de
veces que ocurre A, cuando ha ocurrido B, es nAçB/nB, y se puede concebir la probabilidad
condicionada de A, dado B, como el límite de esta proporción cuando el número de repeti-
ciones del experimento se vuelve infinitamente grande:

nAçB

nB

%
nAçB/n

nB/n

y entonces, a medida que n se hace grande, el numerador y el denominador del segundo
miembro de esta expresión tienden a P(A ç B) y P(B), respectivamente.

EJEMPLO 4.15. Elección de productos: ketchup y mostaza
(probabilidad condicionada)

En el ejemplo 4.14 hemos señalado que el 75 por ciento de los clientes de la cadena
consume mostaza, el 80 por ciento consume ketchup y el 65 por ciento consume los
dos. ¿Cuáles son las probabilidades de que un consumidor de ketchup utilice mostaza y
de que un consumidor de mostaza utilice ketchup?

Solución

En el ejemplo 4.14 hemos visto que P(A) % 0,75, P(B) % 0,80 y P(A ç B) % 0,65. La
probabilidad de que un consumidor de ketchup utilice mostaza es la probabilidad condi-
cionada del suceso A, dado el suceso B.

P(A �B) %
P(A ç B)

P(B)
%

0,65

0,80
% 0,8125

De la misma forma, la probabilidad de que un consumidor de mostaza utilice ketchup es

P(B �A) %
P(A ç B)

P(A)
%

0,65

0,75
% 0,8667

Estos cálculos también pueden realizarse utilizando la Tabla 4.2, que tiene un for-
mato parecido al de la 4.1. Obsérvese que la probabilidad condicionada de que un
consumidor de ketchup también utilice mostaza es la probabilidad conjunta, 0,65, divi-
dida por la probabilidad de un consumidor de ketchup, 0,80. La otra probabilidad con-
dicionada puede hallarse realizando un cálculo similar. Hemos observado que muchas
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Tabla 4.2. Probabilidad conjunta de la mostaza y el ketchup del ejemplo 4.15.

Mostaza No mostaza

Ketchup 0,65 0,15 0,80
No ketchup 0,10 0,10 0,20

0,75 0,25 1,0

personas piensan que la utilización de una tabla como la 4.2 las anima más y les permi-
te resolver mejor la probabilidad condicionada y los problemas parecidos siguientes.
Utilizando correctamente la tabla, se obtienen exactamente los mismos resultados que
utilizando ecuaciones. El lector puede sentirse absolutamente cómodo utilizando tablas
para resolver los problemas.

Una consecuencia inmediata de la probabilidad condicionada es la regla del producto
de probabilidades, que expresa la probabilidad de una intersección por medio de las proba-
bilidades de sucesos individuales y las probabilidades condicionadas.

La regla del producto de probabilidades

Sean A y B dos sucesos. Utilizando la regla del producto de probabilidades, la probabilidad
de su intersección puede deducirse de la probabilidad condicionada de la forma siguiente:

PA ç B) % P(A �B)P(B) (4.10)

También,

P(A ç B) % P(B �A)P(A)

EJEMPLO 4.16. Elección de productos: ketchup y mostaza II
(regla del producto)

Cuando la probabilidad condicionada del consumo de mostaza, dado el consumo de
ketchup,

P(A �B) %
0,65

0,80
% 0,8125

se multiplica por la probabilidad del consumo de ketchup, tenemos la probabilidad con-
junta tanto del consumo de mostaza como del consumo de ketchup:

P(A ç B) % (0,8125)(0,80) % 0,65

En el ejemplo siguiente vemos una interesante aplicación de la regla del producto de
probabilidades. También reunimos algunas ideas presentadas anteriormente.
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EJEMPLO 4.17. Preguntas delicadas (regla del producto)

Suponga que en una ciudad se realizó una encuesta y que a cada encuestado se le hicie-
ron las dos preguntas siguientes:

a) ¿Es el último dígito del número de su documento nacional de identidad un núme-
ro impar?

b) ¿Ha mentido alguna vez en una solicitud de empleo?

La segunda pregunta es, por supuesto, muy delicada y es de suponer que algunas perso-
nas no dirán la verdad por diversas razones, sobre todo si su respuesta es sí. Para elimi-
nar este posible sesgo, se pidió a los encuestados que lanzaran una moneda al aire y res-
pondieran a la pregunta (a) si el resultado era «cara» y a la (b) en caso contrario. El 37
por ciento de los encuestados respondió «sí». ¿Cuál es la probabilidad de que un en-
cuestado que estaba respondiendo a la pregunta delicada (b), respondiera afirmativa-
mente?

Solución

Definimos los siguientes sucesos:

A : El encuestado responde afirmativamente.

E1: El encuestado responde a la pregunta (a).
E2: El encuestado responde a la pregunta (b).

Por el análisis del problema sabemos que P(A) % 0,37. También sabemos que la elec-
ción de la pregunta se hace lanzando una moneda al aire, por lo que P(E1) % 0,50 y
P(E2) % 0,50. Sabemos, además, cuáles son las respuestas a la pregunta (a). Como el
último dígito de la mitad de todos los números del documento nacional de identidad es
impar, la probabilidad de que la respuesta sea afirmativa, dado que se ha respondido a
la pregunta (a), debe ser 0,50, es decir, P(A�E1) % 0,50.

Sin embargo, necesitamos P(A �E2), que es la probabilidad condicionada de que la
respuesta sea afirmativa, dado que se respondió a la pregunta (b). Podemos hallar esta
probabilidad utilizando dos resultados de los apartados anteriores. Sabemos que E1 y E2

son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos. También sabemos que las
intersecciones E1 ç A y E2 ç A son mutuamente excluyentes y que su unión es A. Por lo
tanto, la suma de las probabilidades de estas dos intersecciones es la probabilidad de A,
por lo que

P(A) % P(E1 ç A) ! P(E2 ç A)

A continuación, utilizando la regla del producto, tenemos que

P(E1 ç A) % P(A �E1)P(E1) % (0,50)(0,50) % 0,25
Y

P(E2 ç A) % P(A) . P(E1 ç A) % 0,37 . 0,25 % 0,12

A continuación, podemos hallar la probabilidad condicionada:

P(A �E2) %
P(E2 ç A)

P(E2)
%

0,12

0,50
% 0,24

Partiendo de este resultado, estimamos que el 24 por ciento de la población encuestada
ha mentido en alguna solicitud de empleo.
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Independencia estadística

La independencia estadística es un caso especial en el que la probabilidad condicionada de
A, dado B, es igual que la probabilidad incondicionada de A. Es decir, P(A �B) % P(A). En
general, este resultado no es cierto, pero cuando lo es, vemos que el hecho de saber que el
suceso B no ha ocurrido no altera la probabilidad del suceso A.

Independencia estadística

Sean A y B dos sucesos. Se dice que estos sucesos son estadísticamente independientes si
y sólo si

P(A ç B) % P(A)P(B)

También se deduce de la regla del producto que

P(A �B) % P(A) (si P(B) b 0)

P(B �A) % P(B) (si P(A) b 0)

En términos más generales, los sucesos E1, E2, ..., EK son independientes estadísticamente
si y sólo si

P(E1 ç E2 ç ñ ç EK) % P(E1)P(E2) ñ P(EK)

Como mejor se ve la base lógica de la definición de independencia estadística es
por medio de las probabilidades condicionadas y como más atractiva resulta es por medio
de la probabilidad subjetiva. Supongamos que creemos que la probabilidad de que ocurra
el suceso A es P(A). Ahora se nos da la información de que ha ocurrido el suceso B. Si
esta nueva información no cambia mi valoración de la probabilidad de A, entonces
P(A) % P(A �B) y la información sobre la ocurrencia de B no tiene ningún valor en la de-
terminación de P(A ). Esta definición de independencia estadística coincide con el concep-
to de sentido común de «independencia». Para ayudar a comprender la independencia,
presentamos en la Tabla 4.3 una versión revisada de nuestro problema de la mostaza y el
ketchup. En este caso, las probabilidades marginales del ketchup y la mostaza son iguales,
pero su consumo es independiente. Obsérvese que las definiciones anteriores de indepen-
dencia llevan a una conclusión de independencia en el caso de la Tabla 4.3, pero no en el
de la 4.2.

En nuestros análisis siguientes llamaremos «independientes» a los sucesos. Por ejem-
plo, los sucesos «el índice Dow-Jones subirá» y «las corbatas son más anchas» son inde-
pendientes. Lo que creamos sobre la probabilidad del segundo no influirá en las posibilida-
des de que ocurra el primero. El ejemplo 4.18 muestra cómo se sabe si dos sucesos son
independientes.

Tabla 4.3. Probabilidad conjunta de la mostaza y el ketchup cuando son independientes.

Mostaza No mostaza

Ketchup 0,60 0,20 0,80
No ketchup 0,15 0,05 0,20

0,75 0,25 1,0
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EJEMPLO 4.18. Probabilidad de los títulos universitarios
(independencia estadística)

Supongamos que las mujeres obtienen el 48 por ciento de todos los títulos de licenciatu-
ra en un país y que el 17,5 por ciento de todos los títulos de licenciatura son de admi-
nistración de empresas. Además, el 6 por ciento de todos los títulos de licenciatura va a
parar a mujeres que se licencian en administración de empresas. ¿Son los sucesos «el
licenciado es una mujer» y «la licenciatura es de administración de empresas» estadísti-
camente independientes?

Solución

Sea A el suceso «el licenciado es una mujer» y B «la licenciatura es de administración
de empresas». Tenemos que

P(A) % 0,48 P(B) % 0,175 P(A ç B) % 0,06

Dado que

P(A)P(B) % (0,48)(0,175) % 0,084 Ç 0,06 % P(A ç B)

estos sucesos no son independientes. La dependencia puede comprobarse por medio de
la probabilidad condicionada:

P(A �B) %
P(A ç B)

P(B)
%

0,06

0,175
% 0,343 Ç 0,48 % P(A)

Por lo tanto, en el país examinado sólo el 34,3 por ciento de las licenciaturas va a parar
a mujeres, mientras que las mujeres constituyen el 48 por ciento de todos los licenciados.

También es importante distinguir entre los términos mutuamente excluyente e indepen-
diente. Dos sucesos son mutuamente excluyentes si no pueden ocurrir conjuntamente; es
decir, la probabilidad de su intersección es 0. Cuando los sucesos son independientes, la
probabilidad de su intersección es el producto de sus probabilidades individuales y, en ge-
neral, esa probabilidad no es 0 (a menos que la probabilidad de uno de los sucesos sea 0, y
ese resultado no es muy interesante). También debe señalarse que si sabemos que dos suce-
sos son mutuamente excluyentes, entonces si ocurre uno, el otro no puede ocurrir, y los
sucesos no son independientes.

En algunas circunstancias, la independencia puede deducirse, o al menos inferirse razo-
nablemente, de la naturaleza de un experimento aleatorio. Por ejemplo, si lanzamos al aire
dos veces o más una moneda equilibrada, la probabilidad de que salga «cara» es la misma
en todos los lanzamientos y en ella no influye el resultado de los lanzamientos anteriores.
En ese caso, la probabilidad de la intersección puede calcularse multiplicando las probabi-
lidades. Este resultado es especialmente útil en el caso de los experimentos repetidos que
son lógicamente independientes.

EJEMPLO 4.19. Reparación de computadores (independencia)

La experiencia dice que el 90 por ciento de los computadores de un determinado mode-
lo funcionan como mínimo 1 año antes de que haya que efectuar alguna reparación. Un
directivo compra tres computadores de este modelo. ¿Cuál es la probabilidad de que los
tres funcionen 1 año sin necesidad de reparación alguna?
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Solución

En este caso, es razonable suponer que las averías de los tres computadores son inde-
pendientes. Los tres se fabricaron en la misma cadena de montaje y su uso en la empre-
sa probablemente es similar. Dado el supuesto de la independencia, sea Ei «el i-ésimo
computador funciona 1 año sin necesidad de ninguna reparación». El supuesto de la in-
dependencia lleva entonces a

P(E1 ç E2 ç E3) % P(E1)P(E2)P(E3) % 0,903
% 0,729

Debemos hacer hincapié en que los sucesos no siempre son independientes. En el ejem-
plo 4.19 los computadores podrían recibir la corriente eléctrica del mismo circuito y ese
circuito puede no estar protegido de las subidas de la tensión. En ese caso, una subida de la
tensión que aumentara la probabilidad de que se averíe un computador provocaría un
aumento de la probabilidad de que se averiaran todos los computadores. Por lo tanto, los
sucesos no son independientes. La condición de la independencia de los sucesos es un su-
puesto y sólo debe utilizarse tras un detenido análisis del proceso examinado.

Los dos ejemplos siguientes muestran cómo podemos simplificar a menudo el cálculo
de la probabilidad de un suceso calculando primero la probabilidad del complementario y
utilizándola después para hallar la probabilidad del suceso que nos interesa.

EJEMPLO 4.20. El problema del día de nacimiento
(regla del complementario)

Una gran pregunta en una fiesta es «¿qué probabilidades hay de que al menos dos per-
sonas de las que se encuentran en esta habitación hayan nacido el mismo día?». Desgra-
ciadamente, será difícil para el lector compartir con los asistentes a la fiesta el método
para hallar la solución.

Para que el problema sea manejable, asignamos todos los nacidos el 29 de febrero al
1 de marzo y suponemos que los 365 días del año son igual de probables en el conjunto
de la población. También suponemos que las personas que hay en la habitación son una
muestra aleatoria, con respecto a las fechas de nacimiento, de la población en general
(estas simplificaciones apenas afectan a los resultados numéricos).

Solución

Sea M el número de personas que hay en el grupo y A el suceso «al menos un par na-
cieron el mismo día». Ahora bien, sería muy tedioso hallar la probabilidad de A directa-
mente, ya que tendríamos que tener en cuenta la posibilidad de que hubiera más de un
par de personas cuya fecha de nacimiento coincidiera. Es más fácil hallar la probabili-
dad de que «todas las M personas nacieran en días diferentes», es decir, A1 .

Como hay 365 fechas de nacimiento posibles para cada persona y cada una puede
relacionarse con todas las fechas de nacimiento posibles de otras personas, el número
total de ordenaciones igualmente probables de M personas es 365M. A continuación, nos
preguntamos cuántos de estos resultados están contenidos en el suceso A1 , es decir, cuán-
tos pares que implican a los M individuos tienen fechas de nacimiento diferentes. Eso es
exactamente lo mismo que preguntar de cuántas formas pueden seleccionarse M fechas
de nacimiento de 365 fechas de nacimiento posibles y ordenarlas. La fecha de naci-
miento de la primera persona puede ocurrir en cualquiera de 365 días, la segunda en
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cualquiera de 364 días, la tercera en cualquiera de 363 días, y así sucesivamente. Por lo
tanto, en el caso de M personas el número de fechas de nacimiento diferentes es

(365) (364) (363) ñ (365 . M ! 1)

El número de fechas de nacimiento posibles de M personas es 365M. Por lo tanto, la
probabilidad de que las M fechas de nacimiento sean diferentes es

P(A1 ) %
(365)(364) ñ (365 . M ! 1)

365M

La probabilidad de que haya al menos dos personas es el complementario

P(A ) % 1 . P(A1 ) % 1 .

(365)(364) ñ (365 . M ! 1)

365M

Las probabilidades de algunos números de personas, M, son

M 10 20 22 23 30 40 60
P(A) 0,117 0,411 0,476 0,507 0,706 0,891 0,994

Si hay al menos 23 personas en el grupo, la probabilidad de que al menos un par nacie-
ra el mismo día es de más de 0,50. Esta probabilidad aumenta vertiginosamente a medi-
da que es mayor el grupo hasta que, cuando está formado por 60 personas, es casi segu-
ro que encontraremos al menos un par. Este resultado es sorprendente para la mayoría
de la gente. La probabilidad de que cualquier par dado de personas haya nacido el mis-
mo día es de 1/365. Pero a medida que aumenta el grupo, el número de posibles coinci-
dencias aumenta hasta que la probabilidad de que haya al menos una coincidencia es
bastante grande. Aquí tenemos un caso de unión de sucesos que son individualmente
improbables, pero que, cuando se consideran conjuntamente, la probabilidad es bastante
grande. La utilización de reglas de probabilidad bastante sencillas a veces da sorpren-
dentes resultados.

EJEMPLO 4.21. Viajes en avión gratuitos (regla del complementario)

En una promoción de una compañía aérea, los clientes y los posibles clientes recibieron
vales. Uno de cada 325 de estos vales contenía un regalo de un billete de ida y vuelta
para viajar a cualquier lugar al que volase la compañía. ¿Cuántos vales necesitaría una
persona para tener un 50 por ciento de probabilidades de conseguir al menos un viaje
gratuito?

Solución

El suceso que nos interesa, A, es «con M vales se consigue al menos un viaje gratuito».
De nuevo, es más fácil hallar primero la probabilidad del complementario, A1 , donde A1

es el suceso «con M vales no se consigue ningún viaje gratuito». La probabilidad de
conseguir un viaje con un vale es 1/325 y, por lo tanto, la probabilidad de no ganar es
324/325. Si el individuo tiene M vales, el suceso de que no se consigue con ninguno de
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ellos es justamente la intersección de los sucesos «No ha conseguido un viaje» para ca-
da uno de los vales. Por otra parte, estos sucesos son independientes y, por lo tanto,

P(A1 ) % A
324

325B
M

y la probabilidad de conseguir al menos un viaje es

P(A) % 1 . P(A1 ) % 1 .A
324

325B
M

Para que P(A) sea al menos 0,5, el individuo necesita como mínimo M % 225 vales.
De nuevo, este resultado es sorprendente. Cabría imaginar que si la probabilidad de

conseguir un viaje con un único vale es 1/325, bastarían 163 vales para tener un 50 por
ciento de probabilidades de ganar. Sin embargo, en ese caso estaríamos suponiendo im-
plícitamente que la probabilidad de una unión es la suma de las probabilidades indivi-
duales y no tendríamos en cuenta que hay que restar las probabilidades correspondientes
a las intersecciones que se han contado dos veces (lo que en este caso implicaría que en
M vales hay más de uno que regala un viaje).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

4.19. La probabilidad de A es 0,60 y la de B es 0,45 y
la de cualquiera de los dos es 0,80. ¿Cuál es la
probabilidad tanto de A como de B?

4.20. La probabilidad de A es 0,40 y la de B es 0,45 y
la de cualquiera de los dos es 0,85. ¿Cuál es la
probabilidad tanto de A como de B?

4.21. La probabilidad de A es 0,60 y la de B es 0,40 y
la de cualquiera de los dos es 0,76. ¿Cuál es la
probabilidad tanto de A como de B?

4.22. La probabilidad de A es 0,60 y la de B es 0,45 y
la de cualquiera de los dos es 0,30. ¿Cuál es la
probabilidad tanto de A como de B?

4.23. La probabilidad de A es 0,60 y la de B es 0,45 y
la de cualquiera de los dos es 0,30. ¿Cuál es la
probabilidad condicionada de A, dado B? ¿Son A
y B independientes en el sentido probabilístico?

4.24. La probabilidad de A es 0,80 y la de B es 0,10 y
la de cualquiera de los dos es 0,08. ¿Cuál es la
probabilidad condicionada de A, dado B? ¿Son A
y B independientes en el sentido probabilístico?

4.25. La probabilidad de A es 0,30 y la de B es 0,40 y
la de cualquiera de los dos es 0,30. ¿Cuál es la
probabilidad condicionada de A, dado B? ¿Son A
y B independientes en el sentido probabilístico?

4.26. La probabilidad de A es 0,70 y la de B es 0,80 y
la de cualquiera de los dos es 0,50. ¿Cuál es la
probabilidad condicionada de A, dado B? ¿Son A
y B independientes en el sentido probabilístico?

Ejercicios aplicados

4.27. Una empresa sabe que una competidora está a
punto de introducir en el mercado un producto
rival. Cree que esta empresa tiene en mente tres
planes posibles de empaquetado (superior, nor-
mal y barato) y que todos son igual de probables.
Además, hay tres estrategias de marketing igual
de probables (publicidad intensa en los medios
de comunicación, descuentos de precios y utili-
zación de un cupón para reducir el precio de fu-
turas compras). ¿Cuál es la probabilidad de que
la empresa competidora emplee un empaquetado
superior junto con una intensa campaña publici-
taria en los medios de comunicación? Suponga
que los planes de empaquetado y las estrategias
de marketing se deciden independientemente.

4.28. Un analista financiero recibió el encargo de eva-
luar las perspectivas de beneficios de siete em-
presas para el próximo año y de ordenarlas en
función de las tasas previstas de crecimiento de
los beneficios.
a) ¿Cuántas ordenaciones son posibles?
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b) Si una ordenación es, de hecho, el resultado
de una conjetura, ¿cuál es la probabilidad de
que esta conjetura resulte correcta?

4.29. Una empresa tiene 50 representantes de ventas.
Decide que el que tuvo más éxito el año pasado
será premiado con unas vacaciones en Hawai en
enero, mientras que el segundo será premiado
con unas vacaciones en Las Vegas. Los demás
representantes deberán asistir a una conferencia
sobre los métodos modernos de ventas que se
celebrará en Buffalo. ¿Cuántos resultados son
posibles?

4.30. Un analista de títulos sostiene que, dada una lista
específica de acciones ordinarias de seis empre-
sas, es posible predecir en el orden correcto las
tres que obtendrán mejores resultados el próximo
año. ¿Qué probabilidades hay de que se haga la
selección correcta por casualidad?

4.31. Un comité de estudiantes tiene seis miembros:
cuatro estudiantes de licenciatura y dos de docto-
rado. Hay que elegir aleatoriamente a un subco-
mité de tres miembros de manera que todas las
combinaciones posibles de tres de los seis estu-
diantes tengan las mismas probabilidades de salir
elegidas. ¿Cuál es la probabilidad de que no
haya estudiantes de doctorado en el subcomité?

4.32. En un torneo de baloncesto que se celebra en una
ciudad participan cinco equipos. Hay que prede-
cir por orden cuáles serán los tres mejores al fi-
nal de la temporada. Dejando a un lado la posibi-
lidad de que haya empates, calcule el número de
predicciones que pueden hacerse. ¿Cuál es la
probabilidad de que se haga la predicción correc-
ta por casualidad?

4.33. Un directivo tiene cuatro ayudantes —Juan, Jor-
ge, María y Javier— para asignar a cuatro tareas.
Cada ayudante es asignado a una de las tareas y
hay un ayudante para cada tarea.

a) ¿Cuántas asignaciones diferentes son posibles?
b) Si las asignaciones se realizan aleatoriamente,

¿qué probabilidades hay de que María sea
asignada a una tarea específica.

4.34. La dirección de una empresa ha decidido que en
el futuro repartirá su presupuesto publicitario en-
tre dos agencias. Actualmente, está considerando
ocho agencias para hacer ese trabajo. ¿Cuántas
elecciones de dos agencias son posibles?

4.35. Suponga que es una de las siete candidatas que
se presentan a una prueba para representar dos
papeles —la heroína y su mejor amiga— en una
obra. Antes de la prueba, no sabe nada de las de-

más candidatas y supone que todas tienen las
mismas probabilidades de representar los papeles.

a) ¿Cuántas elecciones son posibles para repre-
sentar los dos papeles?

b) ¿En cuántas de las posibilidades del apartado
(a) sería elegida para representar la heroína?

c) ¿En cuántas de las posibilidades del apartado
(a) sería elegida para representar a la mejor
amiga?

d) Utilice los resultados de los apartados (a) y
(b) para hallar la probabilidad de que sea ele-
gida para representar a la heroína. Indique
una forma más directa de hallar esta probabi-
lidad.

e) Utilice los resultados de las preguntas (a), (b)
y (c) para hallar la probabilidad de que sea
elegida para representar uno de los dos pape-
les. Indique una forma más directa de hallar
esta probabilidad.

4.36. Para realizar un proyecto de construcción hay
que formar una cuadrilla en la que debe haber
dos oficiales y cuatro peones seleccionados de
un total de cinco oficiales y seis peones.

a) ¿Cuántas combinaciones son posibles?
b) El hermano de uno de los oficiales es peón.

Si la cuadrilla se forma aleatoriamente, ¿cuál
es la probabilidad de que sean seleccionados
los dos hermanos?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que no sea selec-
cionado ninguno de los hermanos?

4.37. Un fondo de inversión tiene seis fondos que in-
vierten en el mercado de Estados Unidos y cua-
tro que invierten en mercados internacionales.
Un cliente quiere invertir en dos fondos estado-
unidenses y dos fondos internacionales.

a) ¿Cuántos conjuntos de fondos de esta empre-
sa podría elegir el inversor?

b) Uno de los fondos estadounidenses y uno de
los fondos internacionales obtendrá muy ma-
los resultados el próximo año, pero el inver-
sor no lo sabe. Si el inversor selecciona fon-
dos para comprar aleatoriamente, ¿cuál es la
probabilidad de que al menos uno de los fon-
dos elegidos obtenga muy malos resultados el
año que viene?

4.38. Se ha estimado que el 30 por ciento de todos los
estudiantes de último curso que hay en una uni-
versidad está realmente preocupado por sus pers-
pectivas de empleo, el 25 por ciento está muy
preocupado por las calificaciones y el 20 por
ciento está muy preocupado por ambas cosas.
¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante de
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esta universidad elegido aleatoriamente esté muy
preocupado al menos por una de estas dos cosas?

4.39. El dueño de una tienda de música observa que el
30 por ciento de los clientes que entran en la
tienda pide ayuda a un dependiente y que el 20
por ciento compra antes de irse. También obser-
va que el 15 por ciento de todos los clientes pide
ayuda y compra algo. ¿Cuál es la probabilidad de
que un cliente haga al menos una de estas dos
cosas?

4.40. Volviendo a la información del ejercicio 4.39,
considere dos sucesos: «el cliente pide ayuda» y
«el cliente compra algo». Responda a las si-
guientes preguntas justificando su respuesta por
medio de las probabilidades de los sucesos rele-
vantes.

a) ¿Son los dos sucesos mutuamente excluyen-
tes?

b) ¿Son los dos sucesos colectivamente exhaus-
tivos?

c) ¿Son los dos sucesos estadísticamente inde-
pendientes?

4.41. Una organización local solicita donaciones por
teléfono. Se ha estimado que la probabilidad de
que cualquier individuo haga inmediatamente
una donación mediante tarjeta de crédito para
una determinada lista de proyectos es de 0,05, la
probabilidad de que no haga una donación inme-
diatamente pero solicite más información por co-
rreo es de 0,25 y la probabilidad de que no
muestre ningún interés es de 0,7. Se envía infor-
mación por correo a todas las personas que la so-
licitan y se estima que el 20 por ciento de estas
personas acabará haciendo una donación. Un
operador hace una serie de llamadas, cuyos re-
sultados puede suponerse que son independien-
tes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que no se reciba
inmediatamente ninguna donación mediante
tarjeta de crédito hasta que se hagan al menos
cuatro llamadas sin éxito?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la primera
llamada que consigue una donación (inmedia-
tamente o finalmente por correo) vaya prece-
dida como mínimo de cuatro llamadas sin
éxito?

4.42. Una empresa de venta por correo considera tres
sucesos posibles al enviar un pedido:

A: Se envía un artículo que no es el solicitado.
B: El artículo se pierde en el camino.
C: El artículo sufre daños en el camino.

Suponga que A es independiente tanto de B como
de C y que B y C son mutuamente excluyentes.
Las probabilidades de los sucesos individuales
son P(A) % 0,02 y P(B) % 0,01 y P(C) % 0,04.
Halle la probabilidad de que ocurra al menos uno
de estos desastres en el caso de un pedido elegi-
do aleatoriamente.

4.43. Un entrenador selecciona para un equipo univer-
sitario a un jugador estrella que está actualmente
en el último curso de secundaria. Para poder ju-
gar el próximo año este jugador debe haber ter-
minado los estudios secundarios con buenas no-
tas y haber aprobado un examen de acceso a la
universidad. El entrenador estima que la probabi-
lidad de que el deportista no obtenga buenas no-
tas en secundaria es 0,02, que la probabilidad de
que no apruebe el examen de acceso a la univer-
sidad es 0,15 y que estos sucesos son indepen-
dientes. Según estas estimaciones, ¿cuál es la
probabilidad de que este estudiante reúna las
condiciones para poder jugar el año que viene en
la universidad?

4.44. Según un estudio de mercado realizado en una
ciudad, en una semana el 18 por ciento de todos
los adultos ve un programa de televisión sobre
temas empresariales y financieros, el 12 por
ciento lee una publicación dedicada a estos te-
mas y el 10 por ciento hace las dos cosas.

a) ¿Qué probabilidad hay de que un adulto de
esta ciudad que vea un programa de televi-
sión sobre temas empresariales y financieros
lea una publicación dedicada a estos temas?

b) ¿Qué probabilidad hay de que un adulto de
esta ciudad que lea una publicación dedicada
a temas empresariales y financieros vea un
programa de televisión sobre estos temas?

4.45. Un inspector examina artículos que salen de una
cadena de montaje. Sus anotaciones revelan que
sólo acepta el 8 por ciento de todos los artículos
defectuosos. También se ha observado que el 1
por ciento de todos los artículos que salen de la
cadena de montaje son defectuosos y son acepta-
dos por el inspector. ¿Cuál es la probabilidad de
que un artículo de esta cadena de montaje elegi-
do aleatoriamente sea defectuoso?

4.46. Un analista recibe listas de cuatro acciones y
cinco bonos. Recibe el encargo de predecir por
orden qué dos acciones obtendrán el mayor ren-
dimiento el próximo año y qué dos bonos ob-
tendrán el mayor rendimiento el próximo año.
Suponga que estas predicciones se hacen alea-
toriamente e independientemente la una de la
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otra. ¿Qué probabilidades hay de que el analista
tenga éxito al menos en una de las dos tareas?

4.47. Un banco clasifica a los prestatarios en dos gru-
pos: de alto riesgo y de bajo riesgo. Sólo conce-
de el 15 por ciento de sus préstamos a prestata-
rios de alto riesgo. El 5 por ciento de todos sus
préstamos no se devuelve y el 40 por ciento de
los que no se devuelven se concedió a prestata-
rios de alto riesgo. ¿Cuál es la probabilidad de
que un prestatario de alto riesgo no devuelva su
préstamo?

4.48. Una conferencia empezó al mediodía con dos se-
siones paralelas. A la sesión sobre gestión de car-
teras asistió el 40 por ciento de los delegados,
mientras que a la sesión sobre «chartismo» asistió
el 50 por ciento. La sesión de la tarde era una
charla titulada «¿Ha muerto el paseo aleatorio?».
A ella asistió el 80 por ciento de todos los dele-
gados.

a) Si la asistencia a la sesión sobre gestión de
carteras y la asistencia a la sesión sobre
«chartismo» son mutuamente excluyentes,
¿cuál es la probabilidad de que un delegado
seleccionado aleatoriamente asistiera al me-
nos a una de estas sesiones?

b) Si la asistencia a la sesión sobre gestión de
carteras y la asistencia a la sesión de la tarde
son estadísticamente independientes, ¿cuál es
la probabilidad de que un delegado seleccio-
nado aleatoriamente asistiera al menos a una
de estas sesiones?

c) El 75 por ciento de los que asistieron a la se-
sión sobre «chartismo» también asistió a la
sesión de la tarde. ¿Cuál es la probabilidad de
que un delegado seleccionado aleatoriamente
asistiera al menos a una de estas dos sesiones?

4.49. Un analista de bolsa sostiene que es experto en
la selección de acciones que obtendrán resultados
mejores de lo normal. Este analista recibe una
lista de acciones de cinco empresas de alta tec-
nología y una lista de acciones de cinco compa-
ñías aéreas y debe indicar por orden cuáles son
las acciones de tres empresas que obtendrán me-
jores resultados en cada una de estas dos listas el
año que viene. El analista sostiene que acertar en
una de estas dos tareas ya sería un gran éxito. Si
elige de hecho aleatoria e independientemente,
¿cuál es la probabilidad de que tenga éxito al
menos en una de las dos tareas meramente por
causalidad? Dado este resultado, ¿qué piensa de
la afirmación del analista?

4.50. Un director de control de calidad observó que el
30 por ciento de los problemas relacionados con
el trabajo ocurría los lunes y que el 20 por ciento
ocurría en la última hora del turno de día. Tam-
bién observó que el 4 por ciento de los proble-
mas relacionados con los trabajadores ocurría en
la última hora del turno del lunes.

a) ¿Qué probabilidades hay de que un problema
relacionado con los trabajadores que ocurre
en lunes no ocurra en la última hora del turno
de día?

b) ¿Son estadísticamente independientes los su-
cesos «el problema ocurre el lunes» y «el
problema ocurre en la última hora del turno
de día»?

4.51. A una empresa le preocupaba el nivel de estudios
básicos de sus trabajadores y decidió ofrecer a un
grupo seleccionado clases de lectura y de mate-
máticas. El 40 por ciento de estos trabajadores se
apuntó a las clases de lectura y el 50 por ciento a
las de matemáticas. El 30 por ciento de los que
se apuntaron a las clases de lectura se apuntó a
las clases de matemáticas.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un trabajador
seleccionado aleatoriamente se apuntara a las
dos clases?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un trabajador
seleccionado aleatoriamente que se apuntara a
las clases de matemáticas se apuntara también
a las de lectura?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un trabajador
seleccionado aleatoriamente se apuntara al
menos a una de estas dos clases?

d) ¿Son estadísticamente independientes los su-
cesos «se apunta a las clases de lectura» y
«se apunta a las clases de matemáticas»?

4.52. Una empresa de trabajos de jardinería ha realiza-
do llamadas telefónicas para captar clientes para
la próxima temporada. Según sus datos, en el 15
por ciento de estas llamadas consiguió nuevos
clientes y el 80 por ciento de estos nuevos clien-
tes había utilizado los servicios de alguna empre-
sa de la competencia el año anterior. También se
estima que el 60 por ciento de todas las personas
a las que llamó habían utilizado los servicios de
una empresa rival el año anterior. ¿Qué probabi-
lidades hay de que una llamada a una persona
que utilizó los servicios de una empresa rival el
año pasado consiga un nuevo cliente?

4.53. Una editorial puede utilizar todas las estrategias
posibles para mejorar las ventas de un libro, al-
gunas o ninguna:
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a) Una cara promoción antes de la publicación.
b) Un caro diseño de cubierta.
c) Una prima a los representantes de ventas que

vendan un número de libros determinado de
antemano.

Hasta ahora estas tres estrategias se han aplicado
simultáneamente sólo al 2 por ciento de los libros
de la editorial. El 20 por ciento de los libros tenía
un caro diseño de cubierta, de los cuales el 80 por

ciento había tenido una cara promoción antes de
su publicación. Una editorial de la competencia
se entera de que un nuevo libro va a tener tanto
una cara promoción antes de la publicación como
un caro diseño de cubierta y ahora quiere saber
qué probabilidades hay de que se introduzca un
sistema de primas para los representantes de ven-
tas. Calcule la probabilidad que le interesa a la
editorial rival.

4.4. Probabilidades bivariantes

En este apartado introducimos una clase de problemas en los que hay dos conjuntos distin-
tos de sucesos, que llamamos A1, A2, ..., Ah y B1, B2, ..., Bk. Estos problemas tienen muchas
aplicaciones en el mundo de la empresa y en economía. Pueden estudiarse construyendo
tablas de doble entrada que permiten solucionar intuitivamente los problemas. Los sucesos
Ai y Bj son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos dentro de sus conjuntos,
pero puede haber intersecciones (Ai ç Bj) entre todos los sucesos de los dos conjuntos. Es-
tas intersecciones pueden considerarse resultados básicos de un experimento aleatorio. Dos
conjuntos de sucesos, considerados conjuntamente de esta forma, se llaman bivariantes y
las probabilidades se denominan probabilidades bivariantes.

También examinamos situaciones en las que es difícil hallar las probabilidades condi-
cionadas deseadas, pero en las que se dispone de probabilidades condicionadas alternativas.
Puede ser difícil hallar las probabilidades porque los costes de enumeración son altos o
porque alguna restricción crítica, ética o legal impide obtener directamente las probabili-
dades.

La Tabla 4.4 ilustra los resultados de sucesos bivariantes llamados A1, A2, ..., Ah y B1,
B2, ..., Bk. Si pueden asignarse probabilidades a todas las intersecciones (Ai ç Bj), entonces
se conoce toda la estructura de probabilidades del experimento aleatorio, por lo que se pue-
den calcular otras probabilidades de interés.

Tabla 4.4. Resultados correspondientes a sucesos bivariantes.

B1 B2 ñ BK

A1 P(A1 ç B1) P(A1 ç B2) ñ P(A1 ç Bk)

A2 P(A2 ç B1) P(A2 ç B2) ñ P(A2 ç Bk)

ó ó ó ó ó
Ah P(Ah ç B1) P(Ah ç B2) ñ P(Ah ç Bk)

Consideremos a modo de ilustración el caso de un publicista que quiere saber cuáles
son las características de renta y otras características relevantes de la audiencia de un de-
terminado programa de televisión. Las familias pueden clasificarse en tres categorías —ven
habitualmente el programa de televisión, lo ven de vez en cuando y no lo ven nunca— uti-
lizando Ai. También pueden clasificarse en tres subgrupos —renta baja, renta media y renta
alta— utilizando Bj. A continuación, pueden mostrarse las clasificaciones cruzadas posi-
bles por medio de una tabla como la 4.4, en la que h % 3 y k % 3. También pueden repre-
sentarse en un diagrama de árbol como el de la Figura 4.9. Lo primero que tenemos a
la izquierda es toda la población de familias. Esta población se divide en tres ramas, que
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Figura 4.9.
Tres diagramas del
ejemplo de ver el
programa de
televisión y la renta.
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dependen de la frecuencia con que ven el programa de televisión. Cada una de estas ramas
se divide a su vez en tres subramas en función del nivel de renta familiar. Hay, pues, nueve
subramas que corresponden a todas las combinaciones de frecuencia con que se ve el pro-
grama de televisión y nivel de renta.

Ahora tenemos que hallar las probabilidades de cada una de las intersecciones de suce-
sos. Estas probabilidades, obtenidas por medio de encuestas a los espectadores, se presen-
tan en la Tabla 4.5. Por ejemplo, el 10 por ciento de las familias es de renta alta y ve de
vez en cuando el programa de televisión. Estas probabilidades se hallan utilizando el con-
cepto de frecuencia relativa, suponiendo que la encuesta es lo suficientemente grande para
que sea posible considerar aproximadamente las proporciones como probabilidades. Basán-
dose en esta información, la probabilidad de que una familia elegida aleatoriamente en la
población tenga una renta alta y vea de vez en cuando el programa es 0,10.

Tabla 4.5. Probabilidades del ejemplo de ver el programa y la renta.

Frecuencia con que
se ve el programa

Renta Renta Renta
alta media baja Total

Habitualmente 0,04 0,13 0,04 0,21
De vez en cuando 0,10 0,11 0,06 0,27
Nunca 0,13 0,17 0,22 0,52
Totales 0,27 0,41 0,32 1,00

Probabilidades conjuntas y marginales

En el contexto de las probabilidades bivariantes, las probabilidades de la intersección,
P(Ai ç Bj ), se llaman probabilidades conjuntas. Las probabilidades de sucesos individuales,
P(Ai ) o P(Bj ), se denominan probabilidades marginales. Las probabilidades marginales se
encuentran en el margen de una tabla como la 4.5 y pueden calcularse sumando la fila o la
columna correspondiente.
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Para hallar las probabilidades marginales de un suceso, sumamos simplemente las co-
rrespondientes probabilidades conjuntas mutuamente excluyentes:

P(Ai ) % P(Ai ç B1) ! P(Ai ç B2) ! ñ ! P(Ai ç Bk)

Obsérvese que eso equivaldría a sumar las probabilidades de una fila de la Tabla 4.5. Si-
guiendo el mismo razonamiento, las probabilidades de Bj son los totales de cada columna.

Continuando con el ejemplo, definamos los subgrupos que ven el programa de televi-
sión: A1, «habitualmente»; A2, «de vez en cuando», y A3, «nunca». Definamos también los
subgrupos de renta: B1, «alta»; B2, «media», y B3, «baja». La probabilidad de que una fa-
milia vea de vez en cuando el programa es

P(A2) % P(A2 ç B1) ! P(A2 ç B2) ! P(A2 ç B3)

% 0,10 ! 0,11 ! 0,06 % 0,27

Asimismo, sumando las otras filas de la Tabla 4.5, tenemos que P(A1) % 0,21 y
P(A3) % 0,52. También podemos sumar las columnas de la Tabla 4.5 y obtener

P(B1) % 0,27 P(B2) % 0,41 y P(B3) % 0,32

También pueden hallarse las probabilidades marginales a partir de diagramas de árbol
como la Figura 4.10, que tiene las mismas ramas que la 4.9. La parte de la derecha contie-
ne todas las probabilidades conjuntas; las probabilidades marginales de los tres sucesos de
frecuencia se introducen en las ramas principales sumando las probabilidades de las sub-
ramas correspondientes. El modelo de las ramas de árbol es especialmente útil cuando hay
más de dos sucesos de interés. En este caso, por ejemplo, al publicista también podría
interesarle la edad del cabeza de familia o el número de hijos. Las probabilidades margina-
les de los distintos sucesos suman 1 porque esos sucesos son mutuamente excluyentes y
mutuamente exhaustivos.

En muchas aplicaciones, observamos que las probabilidades condicionadas tienen más
interés que las probabilidades marginales. A un publicista puede interesarle más la probabi-
lidad de que una familia de renta alta vea la televisión que la probabilidad de que la vea
cualquier familia. La probabilidad condicionada puede obtenerse fácilmente a partir de la

Figura 4.10.
Diagrama de árbol
del ejemplo de ver
el programa y la
renta, que muestra
las probabilidades
conjuntas y
marginales.
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A3: No ve nunca

B1: Renta alta

B2: Renta media

B3: Renta baja
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Tabla 4.6. Probabilidades condicionadas de las frecuencias de ver el programa y la renta,
que muestra las probabilidades conjuntas y marginales.

Frecuencia con que
se ve el programa

Renta Renta Renta
alta media baja

Habitualmente 0,15 0,32 0,12
De vez en cuando 0,37 0,27 0,19
Nunca 0,48 0,41 0,69

tabla porque tenemos todas las probabilidades conjuntas y las probabilidades marginales.
Por ejemplo, la probabilidad de que una familia de renta alta vea habitualmente el progra-
ma es

P(A1 �B1) %
P(A1 ç B1)

P(B1)
%

0,04

0,27
% 0,15

La Tabla 4.6 muestra la probabilidad de los grupos de espectadores condicionada a los
niveles de renta. Obsérvese que las probabilidades condicionadas con respecto a un deter-
minado grupo de renta siempre suman 1, como se observa en las tres columnas de la citada
tabla. Eso siempre es así, como se observa en la siguiente expresión:

h

;
i%1

P(Ai �Bj ) %

h

;
i%1

P(Ai ç Bj )

P(Bj)
%

P(Bj )

P(Bj )
% 1

También pueden calcularse, como muestra la Tabla 4.7, las probabilidades condicionadas
de los grupos de renta, dadas las frecuencias con que se ve el programa, utilizando la defi-
nición de probabilidad condicionada y las probabilidades conjuntas y marginales.

Para hallar las probabilidades condicionadas con respecto a los grupos de renta de la
Tabla 4.5 dividimos cada una de las probabilidades conjuntas de una fila por la probabili-
dad marginal de la columna de la derecha. Por ejemplo,

P(Renta baja �De vez en cuando) %
0,06

0,27
% 0,22

También podemos comprobar utilizando una tabla de doble entrada si los sucesos por
pares son estadísticamente independientes. Recuérdese que los sucesos Ai y Bj son inde-
pendientes si y sólo si su probabilidad conjunta es el producto de sus probabilidades margi-
nales, es decir, si

P(Ai ç Bj ) % P(Ai )P(Bj )

Tabla 4.7. Probabilidades condicionadas de los niveles de renta, dadas las frecuencias
de ver el programa.

Frecuencia con que
se ve el programa

Renta Renta Renta
alta media baja

Habitualmente 0,19 0,62 0,19
De vez en cuando 0,37 0,41 0,22
Nunca 0,25 0,33 0,42
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En la Tabla 4.5, los sucesos conjuntos A2 («de vez en cuando») y B1 («renta alta») tienen
una probabilidad

P(A2 ç B1) % 0,10

y

P(A2) % 0,27 P(B1) % 0,27

El producto de estas probabilidades marginales es 0,0729 y, por lo tanto, no es igual a la
probabilidad conjunta de 0,10; de ahí que los sucesos Ai y Bj no sean estadísticamente in-
dependientes.

Sucesos independientes
Sean A y B un par de sucesos, cada uno dividido en categorías de sucesos mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos representados por A1, A2, ..., Ah y B1, B2, ..., BK. Si
todo suceso Ai es estadísticamente independiente de todo suceso Bj , entonces A y B son su-
cesos independientes.

Dado que A2 y B1 no son estadísticamente independientes, se deduce que los sucesos
«frecuencia de ver» y «renta» no son independientes.

En muchas aplicaciones prácticas, no se conocen con precisión las probabilidades con-
juntas. Se obtiene una muestra de una población y se estiman las probabilidades conjuntas
a partir de los datos muestrales. Queremos saber, basándonos en esta evidencia muestral, si
estos sucesos son independientes unos de otros. Más adelante en este libro presentamos un
método para realizar un contraste de ese tipo.

Ventaja (odds)

La ventaja se emplea para transmitir información sobre las probabilidades en algunas situa-
ciones. Por ejemplo, un comentarista deportivo podría afirmar que la ventaja a favor del
equipo A frente al equipo B es de 2 a 1. La ventaja puede convertirse directamente en pro-
babilidades y las probabilidades pueden convertirse en ventaja utilizando la siguiente ecua-
ción.

Ventaja
La ventaja de un suceso es el cociente entre la probabilidad del suceso dividida por la probabi-
lidad de su complementario. La ventaja a favor de A es

Ventaja %
P(A)

1 . P(A)
%

P(A)

P(A1 )
(4.11)

Por lo tanto, la ventaja de 2 a 1 puede convertirse en la probabilidad de que gane A:

2

1
%

P(A)

1 . P(A)

y aplicando el álgebra básica

2 # (1 . P(A)) % P(A)
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de donde

P(A) % 0,67

Asimismo, si la ventaja a favor de ganar es de 3 a 2, la probabilidad de ganar es 0,60. Ob-
sérvese que 0,60/0,40 es igual a 3/2.

Cociente de «sobreparticipación»

Hay algunas situaciones en las que es difícil hallar las probabilidades condicionadas desea-
das, pero se dispone de probabilidades condicionadas alternativas. Puede ser difícil hallar
las probabilidades porque los costes de enumeración son altos o porque alguna restricción
crítica, ética o legal impide hallar directamente las probabilidades. En algunos de esos ca-
sos, es posible utilizar relaciones probabilísticas básicas para hallar las probabilidades de-
seadas a partir de las probabilidades de las que se dispone. En este apartado presentamos
uno de esos métodos basado en el uso de cocientes de «sobreparticipación» (véase la refe-
rencia bibliográfica 3).

Comenzamos examinando un sencillo ejemplo. Supongamos que sabemos que el 60
por ciento de los que compran nuestro producto ha visto nuestro anuncio, pero sólo lo ha
visto el 30 por ciento de los que no lo compran. El cociente entre 60 y 30 por ciento es el
cociente de «sobreparticipación» del suceso «ha visto nuestro anuncio» en el grupo de los
que compran el producto, en comparación con el grupo que no lo compra. En el análisis
siguiente mostramos que un cociente de «sobreparticipación» mayor que 1,0 es una prueba,
por ejemplo, de que la publicidad influye en la conducta de compra.

El cociente de «sobreparticipación», presentado en la ecuación 4.12, es el cociente de
la probabilidad de un suceso —como ver un anuncio— en el que sólo hay dos resultados
mutuamente excluyentes y complementarios, como la venta de un producto o la no venta
de un producto. Si el cociente de las probabilidades condicionadas no es igual a 1,0, enton-
ces el suceso influye en los resultados. Estos cocientes tienen aplicaciones en algunas si-
tuaciones empresariales, entre las que se encuentran el marketing, la producción y la conta-
bilidad. En este apartado desarrollamos la teoría y la aplicación de los cocientes de
«sobreparticipación».

Cocientes de «sobreparticipación»

La probabilidad del suceso A1, condicionada al suceso B1, dividida por la probabilidad de A1,
condicionada al suceso B2, es el cociente de «sobreparticipación»:

P(A1 �B1)

P(A1 �B2)
(4.12)

Un cociente de «sobreparticipación» mayor que 1:

P(A1 �B1)

P(A1 �B2)
b 1,0

implica que el suceso A1 aumenta la ventaja a favor de B1:

P(B1 �A1)

P(B2 �A1)
b

P(B1)

P(B2)
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Consideremos una empresa que desea averiguar la eficacia de un nuevo anuncio. Se
realiza un experimento en el que se muestra el anuncio a un grupo de clientes y no a otro y
se observa la conducta de compra de los dos grupos. Este tipo de estudios tiene una alta
probabilidad de error; puede estar sesgado porque la gente a menudo se comporta de forma
distinta cuando se la observa de cerca y cuando no se la observa. Sin embargo, es posible
calcular el porcentaje de compradores que han visto un anuncio y el porcentaje de no com-
pradores que lo han visto. Veamos cómo pueden analizarse esos datos para hallar la efica-
cia del nuevo anuncio.

La eficacia de la publicidad se averigua realizando el siguiente análisis. La población
se divide en

B1: Compradores.
B2: No compradores.

y en

A1: Los que han visto el anuncio.
A2: Los que no han visto el anuncio.

La ventaja a favor del comprador en este problema es

P(B1)

P(B2)

Asimismo, podemos definir la ventaja condicionada, en la que utilizamos el cociente de
las probabilidades que son ambas condicionadas al mismo suceso. En este problema, la
ventaja de un comprador condicionada a «haber visto un anuncio» es

P(B1 �A1)

P(B2 �A1)

Si la ventaja condicionada es mayor que la incondicionada, se dice que el suceso condi-
cionante influye en el suceso que nos interesa. Por lo tanto, la publicidad se consideraría
eficaz si

P(B1 �A1)

P(B2 �A1)
b

P(B1)

P(B2)

Los términos del primer miembro son iguales a

P(B1 �A1) %
P(A1 �B1)P(B1)

P(A1)

P(B2 �A1) %
P(A1 �B2)P(B2)

P(A1)

Introduciendo estos últimos términos en la primera ecuación, tenemos que

P(A1 �B1)P(B1)

P(A1 �B2)P(B2)
b

P(B1)

P(B2)

Dividiendo los dos miembros por el cociente de la derecha, tenemos que

P(A1 �B1)

P(A1 �B2)
b 1,0
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Este resultado muestra que si el porcentaje de compradores que han visto el anuncio es
mayor que el porcentaje de no compradores que lo han visto, la ventaja a favor de comprar
condicionada a haber visto el anuncio es mayor que la ventaja incondicionada. Por lo tan-
to, tenemos pruebas de que la publicidad va acompañada de un aumento de la probabilidad
de compra.

En el problema inicial, el 60 por ciento de los compradores y el 30 por ciento de los no
compradores habían visto el anuncio. El cociente de «sobreparticipación» es 2,0 (60/30) y,
por lo tanto, llegamos a la conclusión de que la publicidad aumenta la probabilidad de
compra. Los analistas de mercado utilizan este resultado para evaluar la eficacia de la pu-
blicidad y de otras actividades de promoción de las ventas. Se pregunta a los compradores
de productos si han visto determinados anuncios y se realizan encuestas a hogares basadas
en un muestreo aleatorio a partir de las cuales se halla el porcentaje de personas que han
visto el anuncio y no han comprado el producto.

Consideremos otra situación en la que es difícil, ilegal o poco ético hallar las probabili-
dades.

EJEMPLO 4.22. El alcohol y los accidentes de tráfico
(cocientes de «sobreparticipación»)

Los investigadores de la National Highway Traffic Safety Administration del Departa-
mento de Transporte de Estados Unidos querían averiguar la influencia del alcohol en
los accidentes de tráfico. Es evidente que no sería ético dar alcohol a un grupo de auto-
movilistas y comparar su participación en accidentes con la de un grupo que no hubiera
tomado alcohol. Sin embargo, los investigadores sí observaron que había bebido el 10,3
por ciento de los automovilistas que iban conduciendo de noche por un determinado
condado y el 32,4 por ciento de los automovilistas involucrados en un accidente de un
solo vehículo que iban conduciendo en ese mismo momento por ese mismo condado.
Los accidentes en los que había un solo vehículo involucrado se eligieron para garanti-
zar que el error de un automovilista podía atribuirse solamente a un automovilista, cuyo
consumo de alcohol se había medido. Basándose en estos resultados, querían saber si
había pruebas para concluir que los accidentes aumentaban por la noche cuando los
automovilistas habían bebido. Utilice los datos para averiguar si el consumo de alcohol
aumenta la probabilidad de que haya accidentes (véase la referencia bibliográfica 2).

Solución

Este problema puede resolverse utilizando los cocientes de «sobreparticipación». En pri-
mer lugar, hay que definir los sucesos del espacio muestral:

A1: El automovilista había bebido.

A2: El automovilista no había bebido.

C1: El automovilista se vio involucrado en un accidente.

C2: El automovilista no se vio involucrado en un accidente.

Sabemos que el alcohol, A1, aumenta la probabilidad de que haya un accidente si

P(A1 �C1)

P(A1 �C2)
b 1,0
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4.60. ¿Cuál es la probabilidad condicionada de «habi-
tualmente», dado «renta alta»?

4.61. La probabilidad de una venta es de 0,80. ¿Cuál
es la ventaja a favor de una venta?

4.62. La probabilidad de una venta es de 0,50. ¿Cuál
es la ventaja a favor de una venta?

4.63. Considere dos grupos de estudiantes: B1, estu-
diantes que recibieron una buena nota en los exá-
menes, y B2, estudiantes que recibieron una mala
nota en los exámenes. En el grupo B1, el 80 por
ciento estudia más de 25 horas a la semana y en
el B2 el 40 por ciento estudia más de 25 horas a
la semana. ¿Cuál es el cociente de «sobrepartici-
pación» de los elevados niveles de estudio en las
buenas notas con respecto a las malas notas?

La investigación permite saber que las probabilidades condicionadas son

P(A1 �C1) % 0,324

P(A1 �C2) % 0,103

Utilizando estos resultados, el cociente de «sobreparticipación» es

P(A1 �C1)

P(A1 �C2)
%

0,324

0,103
% 3,15

Basándose en este análisis, hay pruebas para concluir que el alcohol aumenta la proba-
bilidad de que haya accidentes de tráfico.

El cociente de «sobreparticipación» es un buen ejemplo de cómo pueden utilizarse las
manipulaciones matemáticas de las probabilidades para obtener resultados útiles para
tomar decisiones empresariales. La frecuente utilización de métodos automatizados de re-
cogida de datos, incluidos los escáneres de códigos de barras, la segmentación de la
audiencia y los datos censales en cintas y discos, permite calcular muchas probabilidades
diferentes, probabilidades condicionadas y cocientes de «sobreparticipación». Como conse-
cuencia, los análisis parecidos a los que presentamos en este capítulo han pasado a formar
parte de la rutina diaria de los analistas de marketing y de los directores de productos.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

Los ejercicios básicos 4.54 a 4.60 se refieren a la Ta-
bla 4.8.

4.54. ¿Cuál es la probabilidad conjunta de «renta alta»
y «nunca»?

4.55. ¿Cuál es la probabilidad conjunta de «renta baja»
y «habitualmente»?

4.56. ¿Cuál es la probabilidad conjunta de «renta me-
dia» y «nunca»?

4.57. ¿Cuál es la probabilidad conjunta de «renta me-
dia» y «de vez en cuando»?

4.58. ¿Cuál es la probabilidad condicionada de «renta
alta», dado «nunca»?

4.59. ¿Cuál es la probabilidad condicionada de «renta
baja», dado «de vez en cuando»?

Tabla 4.8. Probabilidades del ejemplo de ver el programa y la renta.

Frecuencia con que
se ve el programa

Renta Renta Renta
alta media baja Total

Habitualmente 0,10 0,15 0,05 0,30
De vez en cuando 0,10 0,20 0,10 0,40
Nunca 0,05 0,05 0,20 0,30
Totales 0,25 0,40 0,35 1,00
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4.64. Considere dos grupos de estudiantes: B1, estu-
diantes que recibieron una buena nota en los
exámenes, y B2, estudiantes que recibieron una
mala nota en los exámenes. En el grupo B1, el
40 por ciento estudia más de 25 horas a la se-
mana y en el B2 el 20 por ciento estudia más
de 25 horas a la semana. ¿Cuál es el cociente
de «sobreparticipación» de los elevados nive-
les de estudio en las buenas notas con respecto
a las malas notas?

4.65. Considere dos grupos de estudiantes: B1, estu-
diantes que recibieron una buena nota en los
exámenes, y B2, estudiantes que recibieron una
mala nota en los exámenes. En el grupo B1, el
20 por ciento estudia más de 25 horas a la se-
mana y en el B2 el 40 por ciento estudia más de
25 horas a la semana. ¿Cuál es el cociente de
«sobreparticipación» de los elevados niveles de
estudio en las buenas notas con respecto a las
malas notas?

Ejercicios aplicados

4.66. En una encuesta realizada para un supermercado,
se ha clasificado a los clientes en los que van
frecuentemente o infrecuentemente a la tienda y
los que compran productos genéricos a menudo,
a veces o nunca. La tabla adjunta muestra las
proporciones de personas encuestadas en cada
una de las seis clasificaciones conjuntas.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente sea
un comprador frecuente y compre a menudo
productos genéricos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente
que nunca compra productos genéricos vaya
a la tienda frecuentemente?

c) ¿Son independientes los sucesos «nunca com-
pra productos genéricos» y «va a la tienda
frecuentemente»?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente
que va infrecuentemente a la tienda compre a
menudo productos genéricos?

e) ¿Son independientes los sucesos «compra a
menudo productos genéricos» y «va infre-
cuentemente a la tienda»?

f) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente
vaya frecuentemente a la tienda?

g) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente no
compre nunca productos genéricos?

h) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente
vaya frecuentemente a la tienda o no compre
nunca productos genéricos o ambas cosas?

4.67. Una consultora predice si el próximo año los be-
neficios de las empresas serán excepcionalmente
bajos, excepcionalmente altos o normales. Antes
de decidir si continúa comprando estas prediccio-
nes, un corredor de bolsa compara las prediccio-
nes pasadas con los resultados efectivos. La tabla
adjunta muestra las proporciones en las nueve
clasificaciones conjuntas.

a) ¿En qué proporción se predice que los benefi-
cios serán excepcionalmente altos?

b) ¿En qué proporción han sido los beneficios
excepcionalmente altos?

c) Si una empresa tuviera unos beneficios ex-
cepcionalmente altos, ¿cuál es la probabilidad
de que la consultora predijera correctamente
este suceso?

d) Si la consultora predijera que una empresa va
a tener unos beneficios excepcionalmente al-
tos, ¿cuál es la probabilidad de que se mate-
rializaran?

e) ¿Cuál es la probabilidad de que una empresa
de la que se hubiera predicho que iba a tener
unos beneficios excepcionalmente altos tenga
unos beneficios excepcionalmente bajos?

4.68. A los suscriptores de un periódico local se les
preguntó si leían frecuentemente, de vez en
cuando o nunca la sección económica y si te-
nían acciones ordinarias cotizadas en bolsa (o
participaciones en un fondo de inversión) el año
pasado. La tabla adjunta muestra las proporcio-
nes de suscriptores en las seis clasificaciones
conjuntas.

Compra de productos genéricos
Frecuencia
de las visitas A menudo A veces Nunca

Frecuente 0,12 0,48 0,19
Infrecuente 0,07 0,06 0,08

Predicción

Excepcio-
nalmente

Normales

Excepcio-
nalmenteFrecuen-

temente altos bajos

Excepcional-
mente altos 0,23 0,12 0,03
Normales 0,06 0,22 0,08
Excepcional-
mente bajos 0,01 0,06 0,19
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que un suscriptor
seleccionado aleatoriamente no lea nunca la
sección económica?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un suscriptor
seleccionado aleatoriamente tuviera acciones
cotizadas el año pasado?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un suscriptor
que nunca lee la sección económica tuviera
acciones cotizadas el año pasado?

d) Cuál es la probabilidad de que un suscriptor
que tuviera acciones cotizadas el año pasado
nunca lea la sección económica?

e) Cuál es la probabilidad de que un suscriptor
que no lee habitualmente la sección económi-
ca tuviera acciones cotizadas el año pasado?

4.69. Una empresa recibe habitualmente una pieza de-
licada de tres subcontratistas. Observa que la
proporción de piezas que son buenas o defectuo-
sas del total recibido es la que muestra la tabla
adjunta:

a) Si se selecciona aleatoriamente una pieza de
todas las piezas recibidas, ¿cuál es la probabi-
lidad de que sea defectuosa?

b) Si se selecciona aleatoriamente una pieza de
todas las piezas recibidas, ¿cuál es la probabi-
lidad de que proceda del subcontratista B?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que una pieza
procedente del subcontratista B sea defec-
tuosa?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que una pieza de-
fectuosa seleccionada aleatoriamente proceda
del subcontratista B?

e) ¿Es la calidad de una pieza independiente de
la fuente de suministro?

f) Desde el punto de vista de la calidad, ¿cuál
de los tres subcontratistas es más fiable?

4.70. A los estudiantes de una clase de estadística para
los negocios se les preguntó qué nota esperaban

sacar en el curso y si hacían más problemas de
los que ponía el profesor. La tabla adjunta mues-
tra las proporciones de estudiantes en cada una
de las ocho clasificaciones conjuntas.

a) Halle la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente en esta clase hicie-
ra más problemas.

b) Halle la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente en esta clase espe-
re una A.

c) Halle la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente que hiciera más
problemas espere una A.

d) Halle la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente que espere una A
hiciera más problemas.

e) Halle la probabilidad de que un estudiante se-
leccionado aleatoriamente que hiciera más
problemas espere una calificación de menos
de B.

f) ¿Son independientes «resolución de más pro-
blemas» y «nota esperada»?

4.71. La tabla adjunta muestra las proporciones de
vendedores de computadores clasificados según
su estado civil y según que abandonaran el em-
pleo o permanecieran en él 1 año.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un vendedor
seleccionado aleatoriamente estuviera casado?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un vendedor
seleccionado aleatoriamente dejara el empleo
antes de un año?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un vendedor
soltero seleccionado aleatoriamente dejara el
empleo antes de un año?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que un vendedor
seleccionado aleatoriamente que permaneció
un año estuviera casado?

4.72. La tabla adjunta muestra las proporciones de
adultos que hay en zonas no metropolitanas, cla-

Leer la sección económica

Acciones
cotizadas

Frecuen- De vez en
Nuncatemente cuando

Sí 0,18 0,10 0,04
No 0,16 0,31 0,21

Subcontratista

Pieza A B C

Buena 0,27 0,30 0,33

Defectuosa 0,02 0,05 0,03

Nota esperada

Problemas A B C Menos
realizados de C

Sí 0,12 0,06 0,12 0,02

No 0,13 0,21 0,26 0,08

Estado civil Permaneció 1 año Se fue

Casado 0,64 0,13
Soltero 0,17 0,06

126 Estadística para administración y economía



sificados según que lean o no periódicos y que
votaran o no en las últimas elecciones.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un adulto de
esta población seleccionado aleatoriamente
votara?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un adulto de
esta población seleccionado aleatoriamente
lea periódicos?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un adulto de
esta población seleccionado aleatoriamente
que no lea periódicos no votara?

4.73. Un club de estudiantes universitarios distribuyó
información sobre las condiciones para hacerse
socio entre los nuevos estudiantes que asistieron
a una reunión informativa. El 40 por ciento de
los que recibieron esta información eran hombres
y el 60 por ciento eran mujeres. Posteriormente,
se observó que el 7 por ciento de los hombres y
el 9 por ciento de las mujeres que recibieron esta
información entraron en el club.

a) Halle la probabilidad de que entre en el club
un nuevo estudiante seleccionado aleatoria-
mente que recibe información.

b) Halle la probabilidad de que un nuevo estu-
diante seleccionado aleatoriamente que entra
en el club después de recibir información sea
una mujer.

4.74. Un analista que está intentando predecir los be-
neficios que obtendrá una empresa el próximo
año cree que el negocio de esa empresa es muy
sensible al nivel de los tipos de interés. Cree que
si el año que viene los tipos medios son más de
un 1 por ciento más altos que este año, la proba-
bilidad de que los beneficios crezcan significati-
vamente es 0,1. Si el próximo año los tipos me-
dios son más de un 1 por ciento más bajos que
este año, se estima que la probabilidad de que los
beneficios crezcan significativamente es 0,8. Por
último, si el próximo año los tipos de interés me-
dios se encuentran a una distancia máxima de un
1 por ciento de los tipos de este año, la probabili-
dad de que los beneficios crezcan significativa-
mente es 0,5. El analista estima que la probabili-
dad de que los tipos sean el próximo año más de
un 1 por ciento más altos es 0,25 y que la proba-
bilidad de que sean más de un 1 por ciento más
bajos que este año es 0,15.

a) ¿Cuál es la probabilidad estimada tanto de
que los tipos de interés sean un 1 por ciento
más altos como de que crezcan significativa-
mente?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que los beneficios
de esta empresa crezcan significativamente?

c) Si los beneficios de esta empresa crecen sig-
nificativamente, ¿cuál es la probabilidad de
que los tipos de interés hayan sido más de un
1 por ciento más bajos que este año?

4.75. El 42 por ciento de los obreros de una empresa
está a favor de un plan médico modificado y el
22 por ciento de sus obreros está a favor de una
propuesta para cambiar el horario de trabajo. El
34 por ciento de los partidarios de la modifica-
ción del plan médico es partidario de que se
cambie el horario de trabajo.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un obrero se-
leccionado aleatoriamente esté a favor tanto
del plan médico modificado como del cambio
del horario de trabajo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un obrero se-
leccionado aleatoriamente esté a favor al me-
nos de uno de los dos cambios?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un obrero se-
leccionado aleatoriamente que esté a favor del
cambio del horario de trabajo también sea
partidario del plan médico modificado?

4.76. Se han analizado las calificaciones de una clase
de estudiantes universitarios de primer curso. El
70 por ciento de los estudiantes del cuarto supe-
rior de la clase universitaria había terminado la
enseñanza secundaria en el 10 por ciento supe-
rior de su clase, al igual que el 50 por ciento de
los estudiantes de la mitad central de la clase
universitaria y el 20 por ciento de los estudiantes
del cuarto inferior de la clase universitaria.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un alumno de
primer año seleccionado aleatoriamente estu-
viera en el 10 por ciento superior de su clase
de secundaria?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un alumno de
primer año seleccionado aleatoriamente que
estuviera en el 10 por ciento superior de su
clase de secundaria esté en el cuarto superior
de la clase universitaria?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un alumno de
primer año seleccionado aleatoriamente que
no estuviera en el 10 por ciento superior de su
clase de secundaria no esté en el cuarto supe-
rior de la clase universitaria?

Votaron Lectores No lectores

Casado 0,63 0,13
Soltero 0,14 0,10
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4.77. Antes de que se comercialicen los libros destina-
dos a los niños de preescolar, se observan las
reacciones de un grupo de niños de preescolar.
Estas reacciones se dividen en «favorables»,
«neutrales» o «desfavorables». A continuación,
se dividen las ventas de los libros en «altas»,
«moderadas» o «bajas», según las normas de este
mercado. En el pasado se han evaluado 1.000 li-
bros siguiendo este procedimiento. La tabla ad-
junta muestra sus reacciones y los resultados de
los libros en el mercado.

a) Si la reacción del grupo es favorable, ¿cuál es
la probabilidad de que las ventas sean altas?

b) Si la reacción del grupo es desfavorable,
¿cuál es la probabilidad de que las ventas
sean bajas?

c) Si la reacción del grupo es neutral o mejor,
¿cuál es la probabilidad de que las ventas
sean bajas?

d) Si las ventas son bajas, ¿cuál es la probabili-
dad de que la reacción del grupo fuera neutral
o mejor?

4.78. Un fabricante produce cajas de caramelos, cada
una de las cuales contiene 10 caramelos. Se utili-
zan dos máquinas para empaquetarlas. Después
de producir un gran lote, se descubre que una de
las máquinas, que produce el 40 por ciento de la
producción total, tiene un defecto por el que el
10 por ciento de los caramelos que produce tiene
una impureza. Se selecciona aleatoriamente un
caramelo de una caja y se prueba. Si ese carame-
lo no contiene ninguna impureza, ¿cuál es la pro-
babilidad de que la máquina defectuosa produjera
la caja de la que procede?

4.79. Un estudiante piensa que el 70 por ciento de las
asignaturas universitarias ha sido ameno y el res-
to ha sido aburrido. Este estudiante tiene acceso
a las evaluaciones de los profesores realizadas
por los estudiantes y observa que los profesores
que han recibido anteriormente evaluaciones muy
positivas de sus estudiantes han enseñado el 60
por ciento de sus asignaturas amenas y el 25 por
ciento de sus asignaturas aburridas. El próximo
cuatrimestre el estudiante decide hacer tres asig-
naturas impartidas todas ellas por profesores que
han recibido evaluaciones muy positivas. Supon-
ga que las reacciones del estudiante a las tres
asignaturas son independientes unas de otras.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que este estudian-

te piense que las tres asignaturas son amenas?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que este estudian-

te piense que al menos una de las tres asigna-
turas es amena?

Reacción del grupo

Ventas Favorable Neutral Desfavorable

Altas 173 101 61

Moderadas 88 211 70

Bajas 42 113 141

4.5. El teorema de Bayes

En este apartado introducimos un importante resultado que tiene muchas aplicaciones en
la toma de decisiones empresariales. El teorema de Bayes permite reconsiderar las proba-
bilidades condicionadas utilizando la información de que se dispone. También permite
saber cómo deben ajustarse las estimaciones de la probabilidad, dada la información adi-
cional.

El reverendo Thomas Bayes (1702-1761) desarrolló el teorema de Bayes, publicado
inicialmente en 1763 después de su muerte y de nuevo en 1958 (véase la referencia bi-
bliográfica 1). Como los juegos de azar y, por lo tanto, la probabilidad se consideraban
obras del demonio, los resultados no fueron muy divulgados. Desde la Segunda Guerra
Mundial, se ha desarrollado un importante campo de la estadística y un importante cam-
po de la teoría de las decisiones empresariales, basados en las obras originales de Tho-
mas Bayes. Comenzamos nuestra exposición con un ejemplo seguido de un desarrollo
más formal.
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EJEMPLO 4.23. Pruebas médicas para detectar el consumo
de drogas (teorema de Bayes)

Algunas empresas realizan habitualmente pruebas para detectar si los demandantes de
empleo consumen drogas o tienen algunas enfermedades o ambas cosas. Juana Sánchez,
presidenta de Buen Tiempo, S.A., ha solicitado un análisis para averiguar si se pueden
realizar pruebas a los demandantes de empleo para averiguar si son seropositivos. Los
futuros costes médicos de esas personas pueden aumentar espectacularmente el coste del
seguro médico de los empleados de la empresa y a Juana le gustaría minimizar las pro-
babilidades de tener que incurrir en esos costes. Supongamos que el 10 por ciento de los
demandantes de empleo es seropositivo. Existe, además, una prueba que identifica co-
rrectamente el estado de una persona el 90 por ciento de las veces. Si una persona es
seropositiva, hay una probabilidad de 0,90 de que la prueba la identifique correcta-
mente. Asimismo, si la persona no es seropositiva, hay una probabilidad de 0,90 de que
la prueba identifique correctamente a la persona que no es seropositiva.

Debemos señalar que la negativa a dar empleo basándose en razones de salud puede
plantear cuestiones éticas y legales. Naturalmente, esas cuestiones constituyen una parte
muy importante de la decisión de hacer la prueba. En este caso, nos interesa la posibili-
dad de hacer esa prueba si se ha llegado a la conclusión de que es correcto hacerla, da-
dos el sistema jurídico y el sistema de valores.

Solución

El primer paso del análisis es identificar los sucesos contenidos en el espacio muestral:

H1: La persona es seropositiva.
H2: La persona no es seropositiva.

La prueba propuesta da resultados positivos o negativos:

T1: La prueba dice que la persona es seropositiva.
T2: La prueba dice que la persona no es seropositiva.

Basándose en la información suministrada, pueden definirse las siguientes probabilidades:

P(H1) % 0,10

P(T1 �H1) % 0,90

P(T1 �H2) % 0,10

P(H2) % 0,90

P(T2 �H1) % 0,10

P(T2 �H2) % 0,90

Utilizando estas probabilidades, es posible hacer una tabla de doble entrada que conten-
ga las probabilidades conjuntas:

P(H1 ç T1) % P(T1 �H1)P(H1) % 0,90 # 0,10 % 0,09

P(H1 ç T2) % P(T2 �H1)P(H1) % 0,10 # 0,10 % 0,01

P(H2 ç T1) % P(T1 �H2)P(H2) % 0,10 # 0,90 % 0,09

P(H2 ç T2) % P(T2 �H2)P(H2) % 0,90 # 0,90 % 0,81

Basándose en la Tabla 4.9, es posible averiguar fácilmente la probabilidad condicionada
de ser seropositivo, dado que la prueba dice si una persona es seropositiva, dividiendo
la probabilidad conjunta de H1 y T1 (0,09) por la probabilidad marginal de T1 (0,18):

P(H1 �T1) %
P(H1 ç T1)

P(T1)
%

0,09

0,18
% 0,50
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Tabla 4.9. Subgrupos utilizados para probar el medicamento.

T1 (prueba dice
seropositivo)

T2 (prueba dice
no seropositivo) Total

H1 (seropositivo) 0,09 0,01 0,10
H2 (no seropositivo) 0,09 0,81 0,90
Total 0,18 0,82 1,0

Asimismo, la probabilidad de que una persona no sea seropositiva, dado que la prueba
dice si una persona no es seropositiva, puede hallarse a partir de la segunda columna de
la Tabla 4.9:

P(H2 �T2) %
P(H2 ç T2)

P(T2)
%

0,81

0,82
% 0,988

Estos resultados nos permiten ver que, si la prueba dice que una persona no es sero-
positiva, hay una probabilidad muy alta de que el resultado de la prueba sea correcto.
Sin embargo, si la prueba dice que la persona es seropositiva, sólo hay una probabilidad
del 0,50 de que lo sea. Es un gran aumento con respecto a la probabilidad del 0,10 de
una persona seleccionada aleatoriamente. Sin embargo, está claro que la empresa no
querría rechazar a los demandantes de empleo basándose simplemente en los resultados
de esta prueba. Las posibilidades de que se utilizaran métodos de contratación poco éti-
cos y de que se emprendieran serias acciones legales serían demasiado grandes. La me-
jor estrategia sería hacer una segunda prueba independiente para seleccionar mejor a las
personas que, según la primera, son seropositivas. Hacemos de nuevo hincapié en que la
denegación de empleo a una persona por ser seropositiva plantea serias cuestiones éticas
y médicas.

Con esta información, formulamos a continuación en términos más formales el teorema
de Bayes. En primer lugar, repasamos la regla del producto, la ecuación 4.10:

P(A ç B) % P(A �B)P(B) % P(B �A)P(A)

El teorema de Bayes se deduce de esta regla.

Teorema de Bayes
Sean A y B dos sucesos. El teorema de Bayes establece que

P(B �A) %
P(A �B)P(B)

P(A)
(4.13)

y

P(A �B) %
P(B �A)P(A)

P(B)

Se ha realizado una interesante interpretación del teorema de Bayes en el contexto de
las probabilidades subjetivas. Supongamos que una persona está interesada en el suceso B
y tiene una opinión subjetiva sobre la probabilidad de que ocurra; en este contexto, la
probabilidad P(B) se llama probabilidad a priori. Si obtiene entonces más información
—a saber, que ha ocurrido el suceso A—, eso puede cambiar su opinión personal sobre la
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probabilidad de que ocurra B. Como se sabe que A ha ocurrido, la probabilidad relevante
de B ahora es la probabilidad condicionada de B, dado A, y se denomina probabilidad a
posteriori. Podemos considerar que el teorema de Bayes, visto de esta forma, es un meca-
nismo para actualizar una probabilidad a priori y convertirla en una probabilidad a poste-
riori cuando se dispone de la información de que ha ocurrido A. El teorema establece que
la actualización se logra multiplicando la probabilidad a priori por P(A �B)/P(A).

Sabemos que la gente normalmente hace valoraciones sobre la probabilidad subjetiva y
luego las modifica. Por ejemplo, una parte importante de la labor de un auditor es averi-
guar si la contabilidad es correcta. Antes de examinar una determinada cuenta, el auditor
se habrá formado una opinión, basada en auditorías anteriores, de la probabilidad de que
haya un error. Sin embargo, si observa que el saldo es muy diferente de lo que cabría espe-
rar, dadas las cifras de los últimos años, el auditor creerá que la probabilidad de que haya
un error es mayor y, por lo tanto, prestará especial atención a esa cuenta. En este caso, la
probabilidad a priori se ha actualizado a la luz de la información adicional.

EJEMPLO 4.24. Auditoría de las cuentas de una empresa
(teorema de Bayes)

Basándose en el examen de la contabilidad anterior de una empresa, un auditor observa
que el 15 por ciento contenía errores. Considera que en el 60 por ciento de los saldos
contables que contienen errores, los valores son inusuales a juzgar por las cifras anterio-
res. El 20 por ciento de todos los saldos contables son valores inusuales. Si parece que
la cifra de un saldo contable concreto es inusual según este criterio, ¿cuál es la probabi-
lidad de que sea errónea?

Solución

Sea A «error en el saldo contable» y B «valor inusual a juzgar por las cifras anteriores».
De la información de la que se dispone se deduce que

P(A) % 0,15 P(B) % 0,20 P(B �A) % 0,60

Utilizando el teorema de Bayes,

P(A �B) %
P(B �A)P(A)

P(B)
%

(0,60)(0,15)

0,20
% 0,45

Por lo tanto, dada la información de que el saldo contable parece inusual, la probabili-
dad de que sea erróneo se modifica y pasa de una probabilidad a priori de 0,15 a una
probabilidad a posteriori de 0,45.

El teorema de Bayes se expresa a menudo de una forma diferente, pero equivalente,
que utiliza información más detallada. Sean E1, E2, ..., EK K sucesos mutuamente ex-
cluyentes y colectivamente exhaustivos y sea A algún otro suceso. Podemos hallar la pro-
babilidad de Ei, dado A, utilizando el teorema de Bayes:

P(Ei �A) %
P(A �Ei)P(Ei)

P(A )

Capítulo 4. Probabilidad 131



El denominador puede expresarse por medio de las probabilidades de A, dados los diversos
Ei, utilizando las intersecciones y la regla del producto:

P(A) % P(A ç E1) ! P(A ç E2) ! ñ ! P(A ç EK) %

% P(A �E1)P(E1) ! P(A � E2)P(E2) ! ñ ! P(A �EK)P(EK)

Estos resultados pueden combinarse para obtener una segunda formulación del teorema de
Bayes.

Teorema de Bayes (formulación alternativa)
Sean E1, E2, ..., EK K sucesos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos y sea A
algún otro suceso. La probabilidad condicionada de Ei , dado A, puede expresarse como el teo-
rema de Bayes:

P(Ei �A) %
P(A �Ei)P(Ei)

P(A)
%

%
P(A �Ei)P(Ei)

P(A �E1)P(E1) ! P(A �E2)P(E2) ! ñ ! P(A �Ek)P(Ek)
(4.14)

donde

P(A) % P(A ç E1) ! P(A ç E2) ! ñ ! P(A ç Ek) %

% P(A �E1)P(E1) ! P(A �E2)P(E2) ! ñ ! P(A �Ek)P(Ek)

La ventaja de esta reformulación del teorema se halla en que las probabilidades que
implica a menudo son precisamente las probabilidades de las que se dispone directamente.

Este proceso para hallar la probabilidad condicionada y resolver problemas de Bayes
puede resumirse de la forma siguiente.

Pasos para calcular la probabilidad por medio del teorema de Bayes
1. Se definen los sucesos de los subconjuntos, dado el problema.
2. Se definen las probabilidades de los sucesos definidos en el paso 1.
3. Se calculan los complementarios de las probabilidades.
4. Se aplica el teorema de Bayes para calcular la probabilidad que es la solución del problema.

Aquí seguimos estos pasos para resolver un problema que requiere un detenido análisis.
Consideramos de nuevo el ejemplo 4.23. La primera tarea es identificar los sucesos en el
espacio muestral. En el ejemplo citado, el espacio muestral son los demandantes de empleo
divididos en H1, seropositivos, y H2, no seropositivos. Para eso fue necesario recurrir a un
estudio independiente que determinara qué personas eran realmente seropositivas y cuáles
no. Estos sucesos abarcan el espacio muestral. Los sucesos también se identificaron por
medio de su clasificación en una prueba. Los sucesos son T1, la prueba indica que el indi-
viduo es seropositivo, y T2, la prueba indica que el individuo no lo es. Estos sucesos tam-
bién abarcan el espacio muestral. Obsérvese que un resultado T1, que indica que el indivi-
duo es seropositivo, no garantiza que lo sea, H1.

Una vez definidos los sucesos, hay que examinar la capacidad del método para hacer
predicciones, utilizando los datos. Así, en el ejemplo 4.23 se hizo la prueba a un grupo de
personas que se sabía que eran seropositivas y a otro que se sabía que no lo eran. Estos
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resultados de la prueba dieron las probabilidades condicionadas de los resultados de la
prueba, dado un resultado positivo o no en la prueba. Los datos se convirtieron en informa-
ción sobre la calidad de las predicciones de la prueba utilizando el teorema de Bayes. La
tarea final es expresar una o más cuestiones en forma del teorema de Bayes. En el ejem-
plo 4.23 nos interesaba saber cuál era la probabilidad de que un demandante de empleo
fuera seropositivo, dado que la persona dio un resultado positivo en la prueba. También
nos dimos cuenta de que era importante saber cuál era la probabilidad de que una persona
no fuera seropositiva, dado que dio un resultado positivo en la prueba.

EJEMPLO 4.25. Incentivos en la venta de automóviles (teorema de Bayes)

Un concesionario de automóviles sabe por experiencia que el 10 por ciento de las perso-
nas que entran en la tienda y hablan con un vendedor acaba comprando un automóvil.
Para aumentar las posibilidades de éxito, propusimos ofrecer una cena gratis con un
vendedor a todas las personas que estuvieran dispuestas a escuchar la presentación com-
pleta del vendedor. Sabíamos que algunas personas hacen cualquier cosa por cenar gra-
tis aunque no tengan intención de comprar un automóvil. Sin embargo, algunas prefie-
ren no cenar con un vendedor de automóviles. Por lo tanto, queríamos comprobar la
eficacia de este incentivo. El proyecto se realizó durante seis meses y el 40 por ciento
de las personas que compraron un automóvil cenó gratis. También cenó gratis el 10 por
ciento de las personas que no compraron un automóvil.

Las preguntas para las que queremos encontrar una respuesta son las siguientes:

a) ¿Tienen las personas que aceptan la cena una probabilidad mayor de comprar
un automóvil?

b) ¿Qué probabilidad hay de que una persona que no acepta una cena gratis com-
pre un automóvil?

Solución

Paso 1. Definimos los sucesos de los subconjuntos, dado el problema:

D1: El cliente cena con el vendedor.
D2: El cliente no cena con el vendedor.
P1: El cliente compra un automóvil.
P2: El cliente no compra un automóvil.

Paso 2. Definimos las probabilidades de los sucesos definidos en el paso 1:

P(P1) % 0,10 P(D1 �P1) % 0,40 P(D1 �P2) % 0,10

Paso 3. Calculamos los complementarios de las probabilidades:

P(P2) % 0,90 P(D2 �P1) % 0,60 P(D2 �P2) % 0,90

Paso 4. Aplicamos el teorema de Bayes para calcular la probabilidad que es la solu-
ción del problema.

a) Sabemos que el plan de promoción de las ventas ha aumentado la probabilidad
de que se compre un automóvil si más del 10 por ciento de los que cenaron
compró un automóvil.
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Concretamente, preguntamos si

P(P1 � D1) b P(P1)

P(P1 � D1) b 0,10

Utilizando el teorema de Bayes, observamos que

P(P1 � D1) %
P(D1 �P1)P(P1)

P(D1 � P1)P(P1) ! P(D1 � P2)P(P2)

%
0,40 # 0,10

0,40 # 0,10 ! 0,10 # 0,90

% 0,308

Por lo tanto, la probabilidad de que se compre un automóvil es mayor, dada la
cena con el vendedor.

b) Se pide que calculemos la probabilidad de que se compre un automóvil, P1,
dado que el cliente no cena con el vendedor, D2. Aplicando de nuevo el teore-
ma de Bayes, tenemos que

P(P1 � P2) %
P(D2 �P1)P(P1)

P(D2 � P1)P(P1) ! P(D2 � P2)P(P2)

%
0,60 # 0,10

0,60 # 0,10 ! 0,90 # 0,90

% 0,069

Vemos que los que rechazan la cena tienen menos probabilidades de comprar
un automóvil. Para realizar una evaluación adicional del programa de ventas,
también podríamos comparar las ventas realizadas durante 6 meses con las de
otros concesionarios y con la de otros programas anteriores, dadas unas condi-
ciones económicas similares.

Hemos presentado paso a paso un método lógico o lineal para resolver problemas de
Bayes. Este método funciona muy bien en el caso de las personas que tienen experiencia
en la resolución de este tipo de problema. También puede ayudar a organizar los proble-
mas de Bayes. Sin embargo, los problemas reales en situaciones nuevas no se resuelven
casi ninguno siguiendo un método paso a paso o lineal. Es probable, pues, que el lector
tenga que volver a los pasos anteriores y revisar las definiciones iniciales. En algunos ca-
sos, puede resultar útil formular el teorema de Bayes antes de definir las probabilidades. La
forma matemática define las probabilidades que deben obtenerse de la descripción del pro-
blema. También se puede construir una tabla de doble sentido, como la del ejemplo 4.23.
Cuando el lector se disponga a resolver estos problemas, utilice la estructura, pero aprenda
a ser creativo y a estar dispuesto a volver a repetir los pasos anteriores.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
Los siguientes ejercicios básicos utilizan un espacio
muestral definido por los sucesos A1, A2, B1 y B2.

4.80. Dados P(A1) % 0,40, P(B1 � A1) % 0,60 y
P(B1 �A2) % 0,70, ¿cuál es la probabilidad de
P(A1 �B1)?

4.81. Dados P(A1) % 0,80, P(B1 � A1) % 0,60 y
P(B1 �A2) % 0,20, ¿cuál es la probabilidad de
P(A1 �B1)?

4.82. Dados P(A1) % 0,50, P(B1 � A1) % 0,40 y
P(B1 �A2) % 0,70, ¿cuál es la probabilidad de
P(A1 �B2)?

4.83. Dados P(A1) % 0,40, P(B1 � A1) % 0,60 y
P(B1 �A2) % 0,70, ¿cuál es la probabilidad de
P(A2 �B2)?

4.84. Dados P(A1) % 0,60, P(B1 � A1) % 0,60 y
P(B1 �A2) % 0,40, ¿cuál es la probabilidad de
P(A1 �B1)?

Ejercicios aplicados

4.85. Una editorial envía publicidad de un libro de tex-
to de contabilidad al 80 por ciento de todos los

profesores que imparten la asignatura de contabi-
lidad. El 30 por ciento de los profesores que reci-
be esta publicidad adopta el libro, al igual que el
10 por ciento de los que no la reciben. ¿Cuál es
la probabilidad de que un profesor que adopta el
libro haya recibido la publicidad?

4.86. Un analista bursátil examinó las perspectivas de
las acciones de un gran número de empresas.
Cuando analizó los resultados de estas acciones
un año más tarde, resultó que el 25 por ciento
obtuvo unos resultados mucho mejores que la
media, el 25 por ciento obtuvo unos resultados
mucho peores y el 50 por ciento restante obtuvo
unos resultados parecidos a la media. El 40 por
ciento de las acciones que obtuvieron unos resul-
tados mucho mejores que la media fueron califi-
cados de «buenas compras» por el analista, al
igual que el 20 por ciento de los que obtuvieron
unos resultados parecidos a la media y el 10 por
ciento de los que obtuvieron unos resultados mu-
cho peores que la media. ¿Cuál es la probabili-
dad de que una acción calificada de «buena com-
pra» por el analista obtuviera unos resultados
mucho mejores que la media?

RESUMEN

En este capítulo hemos introducido las ideas básicas de
la probabilidad. Un riguroso conjunto de definiciones y
reglas permite desarrollar métodos para resolver el nú-
cleo de problemas de probabilidad que se plantean en
el mundo de la empresa y en economía. Hemos desa-
rrollado estos métodos para resolver problemas utili-

zando las probabilidades conjuntas, las probabilidades
marginales, la independencia, las probabilidades condi-
cionadas, los cocientes de «sobreparticipación» y el
teorema de Bayes. Los métodos para resolver proble-
mas son las ecuaciones, los diagramas de Venn y las
tablas de doble entrada.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

4.87. Suponga que tiene un amigo inteligente que no
ha estudiado probabilidad. ¿Cómo le explicaría
la distinción entre sucesos mutuamente excluyen-
tes y sucesos independientes? Ilustre su respuesta
con ejemplos adecuados.

4.88. Indique si cada una de las afirmaciones siguien-
tes es verdadera o falsa y arguméntelo.

a) El complementario de la unión de dos sucesos
es la intersección de sus complementarios.

b) La suma de las probabilidades de sucesos co-
lectivamente exhaustivos debe ser igual a 1.

c) El número de combinaciones de x objetos
extraídos de n es igual al número de combi-
naciones de (n . x) objetivos extraídos de n,
donde 1 m x m (n . 1).

d) Si A y B son dos sucesos, la probabilidad de
A, dado B, es igual que la probabilidad de B,
dado A, si la probabilidad de A es igual que la
probabilidad de B.

e) Si un suceso y su complementario son igual
de probables, la probabilidad de ese suceso
debe ser 0,5.

f) Si A y B son independientes, entonces A1 y B1

deben ser independientes.
g) Si A y B son mutuamente excluyentes, enton-

ces A1 y B1 deben ser mutuamente excluyentes.

4.89. Explique detenidamente el significado de proba-
bilidad condicionada. ¿Por qué es importante es-
te concepto en el análisis de la probabilidad de
que ocurra un suceso?

4.90. «El teorema de Bayes es importante, porque es
una regla para pasar de una probabilidad a priori
a una probabilidad a posteriori». Explique esta
afirmación de manera que la entienda perfecta-
mente un compañero que aún no haya estudiado
probabilidad.

4.91. Indique si cada una de las afirmaciones siguien-
tes es verdadera o falsa y arguméntelo:

a) La probabilidad de la unión de dos sucesos no
puede ser menor que la probabilidad de su
intersección.

b) La probabilidad de la unión de dos sucesos
no puede ser mayor que la suma de sus pro-
babilidades individuales.

c) La probabilidad de la intersección de dos su-
cesos no puede ser mayor que cualquiera de
sus probabilidades individuales.

d) Un suceso y su complementario son mutua-
mente excluyentes.

e) Las probabilidades individuales de un par de
sucesos no pueden sumar más de 1.

f) Si dos sucesos son mutuamente excluyentes,
también deben ser colectivamente exhausti-
vos.

g) Si dos sucesos son colectivamente exhaus-
tivos, también deben ser mutuamente ex-
cluyentes.

4.92. Distinga entre probabilidad conjunta, probabili-
dad marginal y probabilidad condicionada. Pon-
ga algunos ejemplos para aclarar las distinciones.

4.93. Indique si cada una de las afirmaciones siguien-
tes es verdadera o falsa y explique su respuesta:
a) La probabilidad condicionada de A, dado B,

debe ser como mínimo tan grande como la
probabilidad de A.

b) Un suceso debe ser independiente de su com-
plementario.

c) La probabilidad de A, dado B, debe ser como
mínimo tan grande como la probabilidad de la
intersección de A y B.

d) La probabilidad de la intersección de dos su-
cesos no puede ser superior al producto de
sus probabilidades individuales.

e) La probabilidad a posteriori de un suceso de-
be ser como mínimo tan grande como su pro-
babilidad a priori.

4.94. Demuestre que la probabilidad de la unión de los
sucesos A y B puede expresarse de la forma si-
guiente:

P(A é B) % P(A) ! P(B) [1 . P(A � B)]

4.95. Una compañía de seguros estimó que el 30 por
ciento de todos los accidentes de tráfico se debía
en parte a las condiciones meteorológicas y que
en el 20 por ciento había heridos. Además, el 40
por ciento de los accidentes en los que había he-
ridos se debía en parte a las condiciones meteo-
rológicas.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que un accidente

seleccionado aleatoriamente se debiera en
parte a las condiciones meteorológicas y en él
hubiera heridos?

b) ¿Son independientes los sucesos «debido en
parte a las condiciones meteorológicas» y
«hubo heridos»?

c) Si un accidente seleccionado aleatoriamente
se debió en parte a las condiciones meteoroló-
gicas, ¿qué probabilidad hay de que hubiera
heridos?
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d) ¿Cuál es la probabilidad de que un accidente
seleccionado aleatoriamente no se debiera en
parte a las condiciones meteorológicas y en él
no hubiera heridos?

4.96. Una empresa hace un pedido urgente de alambre
de dos tipos de grosor que debe enviársele en
cuanto se disponga de él. La experiencia dice
que hay una probabilidad de 0,8 de que al menos
uno de los pedidos llegue antes de una semana.
También se estima que si el alambre más fino
llega antes de una semana, hay una probabilidad
de 0,4 de que el alambre más grueso también lle-
gue antes de una semana. Se estima, además, que
si el alambre más grueso llega antes de una se-
mana, hay una probabilidad de 0,6 de que el más
fino también llegue antes de una semana.

a) ¿Qué probabilidad hay de que el alambre más
grueso llegue antes de una semana?

b) ¿Qué probabilidad hay de que el alambre más
fino llegue antes de una semana?

c) ¿Qué probabilidad hay de que ambos pedidos
lleguen antes de una semana?

4.97. Basándose en una encuesta realizada a estudian-
tes de una gran universidad, se estimó que el 35
por ciento bebe al menos una vez a la semana en
los bares locales y que el 40 por ciento tiene una
calificación media de notable o más. Además, el
30 por ciento de los que beben al menos una vez
a la semana en bares locales tiene una califica-
ción media de notable o más.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
seleccionado aleatoriamente beba al menos
una vez a la semana en bares locales y tenga
una calificación media de notable o más?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
seleccionado aleatoriamente que tenga una
calificación media de notable o más beba al
menos una vez a la semana en bares locales?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
seleccionado aleatoriamente tenga al menos
una de estas características: «bebe al menos
una vez a la semana en bares locales» y «tie-
ne una calificación media de notable o más»?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
seleccionado aleatoriamente que no tiene una
calificación media de notable o más no beba
al menos una vez a la semana en bares locales?

e) ¿Son independientes los sucesos «bebe al me-
nos una vez a la semana en bares locales» y
«tiene una calificación media de notable o
más»?

f) ¿Son mutuamente excluyentes los sucesos
«bebe al menos una vez a la semana en bares

locales» y «tiene una calificación media de
notable o más»?

g) ¿Son colectivamente exhaustivos los sucesos
«bebe al menos una vez a la semana en bares
locales» y «tiene una calificación media de
notable o más»?

4.98. En el comedor de un campus universitario se ob-
servó que el 35 por ciento de todos los clientes
pedía platos calientes y el 50 por ciento eran es-
tudiantes. Además, el 25 por ciento de todos los
clientes que eran estudiantes pedía platos calien-
tes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente se-
leccionado aleatoriamente fuera estudiante y
pidiera platos calientes?

b) Si un cliente seleccionado aleatoriamente pe-
día platos calientes, ¿cuál es la probabilidad
de que fuera estudiante?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente se-
leccionado aleatoriamente no pidiera platos
calientes y no fuera estudiante?

d) ¿Son independientes los sucesos «el cliente
pide platos calientes» y «el cliente es estu-
diante»?

e) ¿Son mutuamente excluyentes los sucesos «el
cliente pide platos calientes» y «el cliente es
estudiante?

f) ¿Son colectivamente exhaustivos los sucesos
«el cliente pide platos calientes» y «el cliente
es estudiante»?

4.99. Se sabe que el 20 por ciento de todas las explota-
ciones agrícolas de una región tiene más de 160
acres y que el 60 por ciento de todas las explota-
ciones agrícolas de esa región pertenece a perso-
nas de más de 50 años. El 55 por ciento de todas
las explotaciones agrícolas de la región de más
de 160 acres es propiedad de personas de más de
50 años.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que una explota-
ción agrícola seleccionada aleatoriamente en
esta región tenga más de 160 acres y sea pro-
piedad de una persona de más de 50 años?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que una explota-
ción agrícola de esta región tenga más de 160
acres o sea propiedad de una persona de más
de 50 años (o ambas cosas)?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que una explota-
ción agrícola de esta región, propiedad de una
persona de más de 50 años, tenga más de 160
acres?

d) ¿Son estadísticamente independientes la ex-
tensión de la explotación y la edad del pro-
pietario en esta región?
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4.100. En una gran empresa, el 80 por ciento de los
empleados son hombres y el 20 por ciento son
mujeres. Por lo que se refiere a los hombres, el
10 por ciento tiene estudios de postgrado, el 30
por ciento tiene una licenciatura y el 60 por
ciento tiene estudios de secundaria. En el caso
de las mujeres, el 15 por ciento tiene estudios
de postgrado, el 40 por ciento tiene una licen-
ciatura y el 45 por ciento tiene estudios de se-
cundaria.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un emplea-
do seleccionado aleatoriamente sea un hom-
bre que sólo tiene estudios de secundaria?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un emplea-
do seleccionado aleatoriamente tenga estu-
dios de postgrado?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un empleado
seleccionado aleatoriamente que tiene estu-
dios de postgrado sea un hombre?

d) ¿Son el sexo y el nivel de estudios de los
empleados de esta empresa estadísticamente
independientes?

e) ¿Cuál es la probabilidad de que un empleado
seleccionado aleatoriamente que no tiene es-
tudios de postgrado sea una mujer?

4.101. Una gran empresa sometió a votación entre to-
dos sus trabajadores un nuevo plan de primas.
Se observó que era partidario del plan el 65 por
ciento de todos los trabajadores del turno de no-
che y el 40 por ciento de todas las mujeres.
Además, el 50 por ciento de todos los trabaja-
dores estaba en el turno de noche y el 30 por
ciento de todos eran mujeres. Por último, el 20
por ciento de todos los trabajadores del turno de
noche eran mujeres.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un empleado
seleccionado aleatoriamente sea una mujer
partidaria del plan?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un emplea-
do seleccionado aleatoriamente sea una mu-
jer o un trabajador del turno de noche (o
ambas cosas)?

c) ¿Es el sexo del trabajador independiente de
que trabaje o no en el turno de noche?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que una emplea-
da trabaje en el turno de noche?

e) Si el 50 por ciento de todos los empleados
varones es partidario del plan, ¿cuál es la
probabilidad de que un empleado seleccio-
nado aleatoriamente no trabaje en el turno
de noche y no sea partidario del plan?

4.102. Hay que elegir a un jurado de 12 miembros de
entre 8 hombres y 8 mujeres.

a) ¿Cuántas selecciones son posibles?
b) Si la selección se hace aleatoriamente, ¿cuál

es la probabilidad de que la mayoría de los
miembros del jurado sean hombres?

4.103. Un envío de 12 componentes electrónicos con-
tiene 1 componente defectuoso. Se seleccionan
aleatoriamente dos para probarlos.

a) ¿Cuántas combinaciones de 2 componentes
podrían seleccionarse?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que se seleccio-
ne el componente defectuoso para probarlo?

4.104. De 100 pacientes que padecían una determinada
enfermedad, se eligieron 10 aleatoriamente para
someterlos a un tratamiento farmacológico que
aumenta la tasa de curación del 50 por ciento
en el caso de los que no reciben el tratamiento
al 75 por ciento en el caso de los que reciben el
tratamiento.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente
seleccionado aleatoriamente se curara y reci-
biera el tratamiento?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un paciente
que se curó hubiera recibido el tratamiento?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que se eligiera
un grupo específico de 10 pacientes para re-
cibir el tratamiento? Exprese sus resultados
en factoriales.

4.105. Las suscripciones a una revista se clasifican en
regalos, renovaciones anteriores, correo directo
o servicio de suscripción. En enero, el 8 por
ciento de las suscripciones que expiraron eran
regalos; el 41 por ciento eran renovaciones an-
teriores; el 6 por ciento era correo directo, y el
45 por ciento era servicio de suscripción. Los
porcentajes de renovaciones en estas cuatro ca-
tegorías eran 81, 79, 60 y 21 por ciento, respec-
tivamente. En febrero de ese mismo año, el 10
por ciento de las suscripciones que expiraron
eran regalos; el 57 por ciento eran renovaciones
anteriores; el 24 por ciento era correo directo, y
el 9 por ciento era servicio de suscripción. Los
porcentajes de renovaciones eran 80, 76, 51 y
14 por ciento, respectivamente.

a) Halle la probabilidad de que una suscripción
seleccionada aleatoriamente que expiraba en
enero se renovara.

b) Halle la probabilidad de que una suscripción
seleccionada aleatoriamente que expiraba en
febrero se renovara.

c) Verifique que la probabilidad del apartado
(b) es mayor que la del apartado (a). ¿Cree
que los directores de esta revista deben con-
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a) Halle la probabilidad de que si se predice
que los beneficios disminuirán se obtendrá
este resultado.

b) Si se predice que los beneficios mejorarán,
halle la probabilidad de que no se obtenga
este resultado.

4.110. Un decano ha observado que el 62 por ciento de
los estudiantes de primer año y el 78 por ciento
de los estudiantes procedentes de programas de
formación profesional acaban licenciándose. El
73 por ciento de todos los nuevos estudiantes
son estudiantes de primer año y los restantes
son estudiantes procedentes de programas de
formación profesional.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un nuevo es-
tudiante seleccionado aleatoriamente sea un
estudiante de primer año que acabará licen-
ciándose?

b) Halle la probabilidad de que un nuevo estu-
diante seleccionado aleatoriamente acabe li-
cenciándose.

c) ¿Cuál es la probabilidad de que un nuevo es-
tudiante seleccionado aleatoriamente sea un
estudiante de primer año o acabe licencián-
dose (o ambas cosas)?

d) ¿Son independientes los sucesos «acaba li-
cenciándose» y «procede de un programa de
formación profesional»?

4.111. Un grupo de estudios de mercado se especializa
en evaluar las perspectivas de los locales para
abrir nuevas tiendas de ropa en centros comer-
ciales. El grupo considera que las perspectivas
son buenas, razonables o malas. Se han exami-
nado las valoraciones realizadas por este grupo
y se ha observado que en el caso de todas las
tiendas que han tenido éxito, el grupo había di-
cho que las perspectivas eran buenas en el 70
por ciento, razonables en el 20 por ciento y ma-
las en el 10 por ciento. De todas las tiendas que
fracasaron, había dicho que las perspectivas
eran buenas en el 20 por ciento, razonables en
el 30 por ciento y malas en el 50 por ciento. Se
sabe que el 60 por ciento de las nuevas tiendas
de ropa tiene éxito y el 40 por ciento fracasa.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el grupo
considere buenas las perspectivas de una
tienda seleccionada aleatoriamente?

b) Si las perspectivas de una tienda se conside-
ran buenas, ¿cuál es la probabilidad de que
tenga éxito?

c) ¿Son estadísticamente independientes los su-
cesos «las perspectivas son buenas» y «la
tienda tiene éxito»?

d) Suponga que se eligen aleatoriamente cinco
tiendas. ¿Cuál es la probabilidad de que al
menos una tenga éxito?

4.112. El director de un restaurante clasifica a los
clientes en bien vestidos, vestidos normalmente
y mal vestidos y observa que el 50, el 40 y el

siderar que el cambio de enero a febrero es
positivo o negativo?

4.106. En una gran ciudad, el 8 por ciento de los habi-
tantes ha contraído una enfermedad. Se realiza
una prueba y el resultado es positivo en el 80
por ciento de las personas que tienen la enfer-
medad y negativo en el 80 por ciento de las
personas que no la tienen. ¿Cuál es la probabili-
dad de que tenga la enfermedad una persona
cuya prueba ha dado un resultado positivo?

4.107. Un vendedor de seguros de vida observa que el
70 por ciento de las personas a las que vende
un seguro ya tiene una póliza. También observa
que el 50 por ciento de todas las personas con
las que contacta y a las que no vende un seguro
ya tiene una póliza. Además, consigue vender
una póliza al 40 por ciento de las personas con
las que contacta. ¿Cuál es la probabilidad de
que venda una póliza a una persona que ya tie-
ne una?

4.108. Un profesor observa que pone una calificación
final de sobresaliente al 20 por ciento de los es-
tudiantes. El 70 por ciento de los que obtienen
una calificación final de sobresaliente obtuvo
una calificación de sobresaliente en el examen
parcial. Además, el 10 por ciento de los estu-
diantes que no obtiene una calificación final de
sobresaliente obtuvo un sobresaliente en el exa-
men parcial. ¿Cuál es la probabilidad de que un
estudiante que obtuvo un sobresaliente en el
examen parcial obtenga una calificación final
de sobresaliente?

4.109. La tabla adjunta muestra el número de predic-
ciones de los beneficios por acción de 1.000
empresas realizadas por analistas financieros y
los resultados (en comparación con el año ante-
rior) divididos en tres categorías.

Predicción

Resultado Mejores
Más o menos

iguales Peores

Mejores 210 82 66

Más o menos
iguales 106 153 75

Peores 75 84 149
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10 por ciento de todos los clientes, respectiva-
mente, pertenecen a estas categorías. Observa
que el 70 por ciento de los clientes bien vesti-
dos, el 50 por ciento de los que van vestidos
normalmente y el 30 por ciento de los que van
mal vestidos piden vino.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un cliente
seleccionado aleatoriamente pida vino?

b) Si se pide vino, ¿cuál es la probabilidad de
que la persona que lo pide vaya bien vestida?

c) Si se pide vino, ¿cuál es la probabilidad de
que la persona que lo pide no vaya bien ves-
tida?

4.113. El dueño de una tienda de discos divide a los
clientes que entran en su tienda en clientes en
edad escolar, clientes en edad universitaria y
clientes mayores y observa que el 30, el 50 y el
20 por ciento de todos los clientes, respectiva-
mente, pertenecen a estas categorías. También
observa que compra discos el 20 por ciento de
los clientes en edad escolar, el 60 por ciento de
los clientes en edad universitaria y el 80 por
ciento de los clientes mayores.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un clien-
te seleccionado aleatoriamente compre un
disco?

b) Si un cliente seleccionado aleatoriamente
compra un disco, ¿cuál es la probabilidad de
que esté en edad escolar?

4.114. Obsérvese que este ejercicio representa una si-
tuación absolutamente imaginaria. Suponga que
en una clase de estadística hay exactamente 8
hombres y 8 mujeres. Ha descubierto que el
profesor ha decidido suspender a 5 personas en
un examen extrayendo aleatoriamente los nom-
bres de un sombrero. Ha llegado a la conclusión
de que es más fácil que calificar todos los tra-
bajos de curso y que todos sus estudiantes tie-
nen los mismos conocimientos de estadística,
pero alguien tiene que suspender. ¿Cuál es la
probabilidad de que los 5 suspendidos sean
hombres?

4.115. Se ha cometido un robo y se le ha encomenda-
do la investigación a Maqueda, un sabueso en
la lucha contra la delincuencia. Descubre que
Sara Manosfrías fue vista portando guantes en
las cercanías poco después del delito, por lo que
llega a la conclusión de que debe ser detenida.
Usted sabe por experiencia que el 50 por ciento
de las personas que Maqueda dice que deben
ser detenidas por robo son realmente culpables.
Antes de realizar la detención, usted pide algu-

nas investigaciones más. Observa que en una
gran población de ladrones convictos el 60 por
ciento llevaba guantes en el momento del delito
y continuó llevándolos durante un tiempo des-
pués. Otra investigación revela que el 80 por
ciento de las personas que se encontraban en las
inmediaciones llevaba guantes en el momento
del delito.

a) Basándose en el hecho de que Sara llevaba
guantes, ¿cuál es la probabilidad de que Sara
cometiera realmente el delito?

b) Si la acusara del delito, ¿cree que un jurado
la condenaría basándose en la evidencia de
los guantes? Explique por qué sí o por qué no.

4.116. Usted es responsable de detectar la fuente del
error cuando falla el sistema informático. De su
análisis se desprende que la fuente del error es
la unidad de disco, la memoria o el sistema
operativo. Sabe que el 50 por ciento de los
errores son errores de la unidad de disco, el 30
por ciento son errores de la memoria y el resto
son errores del sistema operativo. Según las es-
pecificaciones técnicas de los componentes, sa-
be que cuando el error es de la unidad de disco,
la probabilidad de que falle el sistema informá-
tico es de 0,60; que cuando el error es de la me-
moria, la probabilidad de que falle el sistema
informático es de 0,7; y que cuando el error es
del sistema operativo, la probabilidad de que
falle el sistema informático es de 0,4. Dada la
información de las especificaciones técnicas de
los componentes, ¿cuál es la probabilidad de
que el error sea de la unidad de disco, dado que
hubo un fallo en el sistema informático?

4.117. Tras reunirse con los directores regionales de
ventas, Laura András, presidenta de una empre-
sa de computadores, cree que la probabilidad de
que aumenten las ventas un 10 por ciento el
próximo año es de 0,70. Tras llegar a esa con-
clusión, recibe un informe de que Juan Canda-
mo, presidente de una empresa de programas
informáticos, acaba de anunciar un nuevo sis-
tema operativo que estará a la venta dentro de
8 meses. Sabe por experiencia que en las situa-
ciones en las que han acabado aumentando las
ventas, se han anunciado sistemas operativos el
30 por ciento de las veces. Sin embargo, en las
situaciones en las que las ventas no han acaba-
do aumentando, se han anunciado nuevos siste-
mas operativos el 10 por ciento de las veces.
Basándose en todos estos hechos, ¿cuál es la
probabilidad de que las ventas crezcan un 10
por ciento?
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Apéndice: permutaciones y combinaciones

Una dificultad práctica que se plantea a veces cuando se calcula la probabilidad de un su-
ceso es contar el número de resultados básicos en el espacio muestral y el suceso de
interés. En algunos problemas, puede ser útil el uso de permutaciones o de combinaciones.

1. Número de ordenaciones
Comenzamos con el problema de la ordenación. Supongamos que tenemos un número x de
objetos que hay que ordenar. Cada uno sólo puede utilizarse una vez. ¿Cuántas series dife-
rentes son posibles? Podemos imaginar que en este problema se nos pide que coloquemos
cada uno de los objetos en cada una de las x cajas colocadas en fila.

Comenzando por la caja situada a la izquierda en la Figura 4.11, hay x formas de lle-
narla. Una vez que se coloca un objeto en esa caja, quedan (x . 1) objetos, por lo que hay
(x . 1) formas de llenar la segunda caja. Es decir, para cada una de las x formas de colo-
car un objeto en la primera caja, hay (x . 1) formas posibles de llenar la segunda caja, por
lo que las dos primeras cajas pueden llenarse de un total de x # (x . 1) formas. Dado que
las dos primeras cajas están llenas, ahora hay (x . 2) formas de llenar la tercera, por lo
que las tres primeras pueden llenarse de un total de x # (x . 1) # (x . 2) formas. Cuando
llegamos a la última caja, sólo queda un objeto para llenarla. Tenemos finalmente el núme-
ro de ordenaciones posibles.

Figura 4.11.
Las ordenaciones
de x objetos. (X – 1) (X – 2) .  .  . 2X 1

Número de ordenaciones posibles
El número total de formas posibles de ordenar x objetos viene dado por

x(x . 1)(x . 2) ñ (2)(1) % x! (4.15)

donde x ! es «x factorial».

2. Permutaciones
Supongamos que ahora tenemos un número n de objetos con los que podrían llenarse x
cajas ordenadas (siendo n b x). Cada objeto sólo puede utilizarse una vez. El número de
ordenaciones posibles se llama número de permutaciones de x objetos elegidos de n y se
representa por medio del símbolo Pn

x.
Ahora podemos hacer el mismo razonamiento que antes, salvo que habrá n formas de

llenar la primera caja, (n . 1) formas de llenar la segunda, y así sucesivamente, hasta que
llegar a la última caja. En ese momento, quedarán (n . x ! 1) objetos, cada uno de los
cuales podría colocarse en esa caja, como muestra la Figura 4.12.

Capítulo 4. Probabilidad 141



Figura 4.12.
Las permutaciones
de x objetos
elegidos de n.

n (n – 1) (n – 2) .  .  . (n – x + 2) (n – x + 1)

(n – x) objects left over

Permutaciones

El número total de permutaciones de x objetos elegidos de n , Pn
x , es el número de ordenacio-

nes posibles cuando se seleccionan x objetos de un total de n y se ordenan.

Pn
x % n(n . 1)(n . 2) ñ (n . x ! 1) (4.16)

Multiplicando y dividiendo la ecuación 4.16 por

(n . x)(n . x . 1) ñ (2)(1) % (n . x)!

tenemos que

Pn
x %

n(n . 1)(n . 2) ñ (n . x ! 1)(n . x)(n . x . 1) ñ (2)(1)

(n . x)(n . x. 1) ñ (2)(1)

o sea

Pn
x %

n!

(n . x)!
(4.17)

EJEMPLO 4.26. Cinco letras (permutaciones)

Supongamos que hay que seleccionar dos letras de A, B, C, D y E y colocarlas en
orden. ¿Cuántas permutaciones son posibles?

Solución

El número de permutaciones, siendo n % 5 y x % 2, es

P5
2 %

5!

3!
% 20

Éstas son

AB AC AD AE BC

BA CA DA EA CB

BD BE CD CE DE

DB EB DC EC ED
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3. Combinaciones
Supongamos, por último, que nos interesa saber cuál es el número de formas en que pue-
den seleccionarse x objetos de n (donde ningún objeto puede elegirse más de una vez),
pero no nos interesa el orden. Obsérvese que en el ejemplo 4.26 las entradas de la segun-
da fila y la cuarta son simplemente reordenaciones de las que se encuentran directamente
encima de ellas, por lo que podemos dejarlas de lado. Por lo tanto, sólo hay 10 posibilida-
des de elegir 2 objetos de un grupo de 5 si el orden no es importante. El número de selec-
ciones posibles se llama número de combinaciones y se representa por medio de Cn

x, donde
hay que elegir x de n. Para hallar este número, obsérvese primero que el número de permu-
taciones posibles es Pn

x. Sin embargo, muchas son reordenaciones de los mismos x objetos,
por lo que son irrelevantes. De hecho, como x objetos pueden ordenarse de x! formas, sólo
nos interesa una proporción 1/x! de las permutaciones. Eso nos lleva a un resultado antes
formulado, a saber, la ecuación 4.5 del apartado 4.2, que repetimos aquí para que el análi-
sis quede más completo.

Número de combinaciones
El número de combinaciones, Cn

x , de x objetos elegidos de n es el número de selecciones
posibles que pueden realizarse. Este número es

Cn
x %

Pn
x

x!
o simplemente

Cn
x %

n!

x! (n . x)!
(4.18)

EJEMPLO 4.27. Probabilidad de selección de empleados (combinaciones)

Un jefe de personal tiene 8 candidatos para cubrir 4 puestos parecidos. Cinco son hom-
bres y tres son mujeres. Si todas las combinaciones de candidatos tienen las mismas
probabilidades de ser elegidas, ¿cuál es la probabilidad de que no se contrate a ninguna
mujer?

Solución

En primer lugar, el número total de combinaciones posibles de 4 candidatos elegidos de
8 es

C8
4 %

8!

4! 4!
% 70

Ahora bien, para que no se contrate a ninguna mujer, los 4 candidatos seleccionados de-
ben proceder de los 5 hombres. El número de esas combinaciones es

C5
4 %

5!

4! 1!
% 5

Por lo tanto, si al principio cada una de las 70 combinaciones posibles tenía la misma
probabilidad de ser elegida, la probabilidad de que se eligiera 1 de las 5 combinaciones
formadas únicamente por hombres es 5/70 % 1/14.

Capítulo 4. Probabilidad 143



Bibliografı́a

1. Bayes, Thomas, «Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chance», Biometrika,
1958, 45, págs. 293-315 (reproducción de un artículo de 1763).

2. Carlson, William L., «Alcohol Usage of the Night Driver», Journal of Safety Research, marzo,
1972, 4, n.o 1, págs. 12-29.

3. Carlson, William L. y Betty Thorne, Applied Statistical Methods for Business and Economics,
Upper Saddle River, NJ, Prentice Hall, 1997.

144 Estadística para administración y economía



Esquema del capítulo

5.1. Variables aleatorias
5.2. Distribuciones de probabilidad de variables aleatorias discretas
5.3. Propiedades de las variables aleatorias discretas

Valor esperado de una variable aleatoria discreta
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Correlación
Funciones lineales de variables aleatorias
Análisis de carteras

Introducción
En el Capítulo 4 comenzamos nuestro análisis de la probabilidad para representar situa-
ciones en las que los resultados son inciertos. En éste nos basamos en esas ideas para
presentar modelos de probabilidad que ponen énfasis en las variables aleatorias discretas.
En el 6 desarrollamos modelos de probabilidad para variables aleatorias continuas.

Los modelos de probabilidad tienen muchas aplicaciones en algunos problemas em-
presariales; aquí analizamos algunas de ellas. Supongamos que tenemos una tienda que
alquila toda una variedad de equipo. Sabemos por experiencia —frecuencia relativa— que
el 30 por ciento de las personas que entran en nuestra tienda quiere alquilar una carava-
na. Hoy tenemos tres caravanas. Cinco personas que no guardan ninguna relación entre
sí entran en la tienda (la probabilidad de que una de ellas alquile una caravana es inde-
pendiente de la de las demás). ¿Cuál es la probabilidad de que estas cinco personas
quieran alquilar un total de cuatro o cinco caravanas? Si ocurre eso, perderemos oportuni-
dades de alquilar caravanas y los clientes se irán decepcionados. La probabilidad de los
sucesos (número de caravanas deseadas) puede calcularse utilizando el modelo binomial
que presentamos en este capítulo.



5.1. Variables aleatorias

Cuando los resultados son valores numéricos, estas probabilidades pueden resumirse por
medio del concepto de variable aleatoria.

Variable aleatoria
Una variable aleatoria es una variable que toma valores numéricos determinados por el resul-
tado de un experimento aleatorio.

Es importante distinguir entre una variable aleatoria y los valores posibles que puede
tomar. Hacemos la distinción utilizando letras mayúsculas, como X, para representar la va-
riable aleatoria y la correspondiente letra minúscula, x, para representar un valor posible.
Por ejemplo, antes de observar los resultados del lanzamiento de un dado al aire, podemos
utilizar la variable aleatoria X para representar el resultado. Esta variable aleatoria puede
tomar los valores específicos x % 1, x % 2, ..., x % 6, cada uno con una probabilidad

P(X % 2) % ñ % P(X % 6) %
1

6
.

También es importante distinguir entre variables aleatorias discretas y variables alea-
torias continuas. El lanzamiento del dado al aire es un ejemplo de las primeras; sólo hay
seis resultados posibles, cada uno con una probabilidad.

Variable aleatoria discreta
Una variable aleatoria es una variable aleatoria discreta si no puede tomar más que una can-
tidad numerable de valores.

De esta definición se deduce que cualquier variable aleatoria que sólo puede tomar un
número finito de valores es discreta. Por ejemplo, el número de veces que sale cara cuando
se lanza 10 veces al aire una moneda es una variable aleatoria discreta. Aunque el número
de resultados posibles sea infinito pero numerable, la variable aleatoria es discreta. Un
ejemplo es el número de veces que hay que lanzar una moneda al aire para que salga cara
por primera vez. Los resultados posibles son 1, 2, 3 ..., cada uno con una probabilidad (en
el apartado 5.6 se analizará una variable aleatoria discreta que puede tomar un número infini-
to numerable de valores). He aquí algunos otros ejemplos de variables aleatorias discretas:

1. El número de artículos defectuosos de una muestra de 20 artículos procedente de
un gran envío.

2. El número de clientes que llegan a la caja de un supermercado en una hora.
3. El número de errores detectados en las cuentas de una empresa.
4. El número de reclamaciones en una póliza de seguro médico en un año.

Supongamos, por el contrario, que nos interesa saber cuál es la temperatura máxima del
día. La variable aleatoria, «temperatura», se mide en un continuo y por eso se dice que es
continua.

Variable aleatoria continua
Una variable aleatoria es una variable aleatoria continua si puede tomar cualquier valor de un
intervalo.

146 Estadística para administración y economía



En el caso de las variables aleatorias continuas, no podemos asignar probabilidades a
valores específicos. Por ejemplo, la probabilidad de que la temperatura máxima de hoy sea
exactamente 12,537 oC es 0. Naturalmente, la temperatura no será exactamente esa cifra.
Sin embargo, es posible determinar la probabilidad correspondiente a intervalos, por lo que
podemos asignar una probabilidad al suceso «la temperatura máxima de hoy estará entre
10o y 15 oC». He aquí algunos otros ejemplos de variables aleatorias continuas:

1. La renta anual de una familia.
2. La cantidad de petróleo importado en un mes.
3. La variación del precio de las acciones ordinarias de IBM en un mes.
4. El tiempo que transcurre desde que se instala un nuevo componente hasta que se

avería.
5. El porcentaje de impurezas que hay en un lote de productos químicos.

Tal vez parezca bastante artificial la distinción que hemos hecho entre variables aleato-
rias discretas y variables aleatorias continuas. Al fin y al cabo, raras veces se mide realmente
algo en un continuo. Por ejemplo, no podemos medir la temperatura máxima de un día con
más precisión de lo que permite el instrumento de medición. Por otra parte, la renta anual de
una familia es un número entero de centavos. Sin embargo, observaremos que es cómodo
actuar como si las mediciones se hubieran realizado realmente en un continuo cuando las di-
ferencias entre los valores adyacentes son insignificantes. La diferencia entre una renta fami-
liar de 35.276,21 $ y una renta familiar de 35.276,22 $ no tiene mucha importancia y la asig-
nación de probabilidades a cada una de ellas sería un ejercicio tedioso e inútil.

A efectos prácticos, consideramos que las variables aleatorias son discretas cuando tie-
ne sentido asignar probabilidades a los resultados individuales posibles; todas las demás
variables aleatorias se consideran continuas. Como consecuencia de esta distinción, anali-
zamos las dos clases por separado: analizamos las variables aleatorias discretas y las varia-
bles aleatorias continuas en el Capítulo 6.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
5.1. Una tienda vende entre 0 y 12 computadores al

día. ¿Es la venta diaria de computadores una va-
riable aleatoria discreta o continua?

5.2. Un proceso de producción fabril produce un pe-
queño número de piezas defectuosas diariamente.
¿Es el número de piezas defectuosas una variable
aleatoria discreta o continua?

5.3. Indique en cada uno de los casos siguientes cuál
es la mejor definición: una variable aleatoria dis-
creta o una variable aleatoria continua.
a) El número de automóviles que llegan diaria-

mente a un taller de reparación en el que traba-
jan dos personas.

b) El número de automóviles producidos anual-
mente por General Motors.

c) Las ventas diarias totales de una tienda de co-
mercio electrónico en dólares.

d) El número de pasajeros que se quedan sin pla-
za en una compañía aérea específica tres días
antes de Navidad.

5.4. Un actor hace 100 representaciones al año. ¿Es su
programa de trabajo (número de representaciones)
una variable aleatoria discreta?

Ejercicios aplicados

5.5. Ponga cinco ejemplos de variables aleatorias dis-
cretas que podrían observarse en una nueva con-
sultora.

5.6. Defina tres variables aleatorias continuas que de-
bería examinar periódicamente un vicepresidente
de marketing.

5.7. Una encuesta electoral entrevista a 2.000 personas
seleccionadas aleatoriamente. ¿Debe analizarse el
número de personas que apoyan al candidato A
utilizando modelos de probabilidad discreta o con-
tinua?

5.8. Un vendedor entra diariamente en contacto con 20
personas y les pide que compren. ¿Debe analizarse
el número de compras diarias utilizando modelos
de probabilidad discreta o continua?
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5.2. Distribuciones de probabilidad de variables
aleatorias discretas

Supongamos que X es una variable aleatoria discreta y que x es uno de sus valores posi-
bles. La probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor específico x se representa
por medio de P(X % x). La función de probabilidad de una variable aleatoria es una repre-
sentación de las probabilidades de todos los resultados posibles. Esta representación podría
ser algebraica, gráfica o tabular. En el caso de las variables aleatorias discretas, un sencillo
método es enumerar las probabilidades de todos los resultados posibles de acuerdo con los
valores de x.

Función de distribución de probabilidad
La función de distribución de probabilidad, P(x ), de una variable aleatoria discreta X expre-
sa la probabilidad de que X tome el valor x, como una función de x. Es decir,

P(x) % P(X % x), para todos los valores de x (5.1)

En este libro utilizaremos la expresión distribución de probabilidad para representar las funcio-
nes de probabilidad siguiendo la práctica cada vez más habitual de utilizar estos términos indis-
tintamente.

Como la función de probabilidad sólo toma valores distintos de 0 en puntos discretos x,
a veces se denomina función de masa de probabilidad. Una vez que se han calculado las
probabilidades, la función puede representarse gráficamente.

EJEMPLO 1.1. Lanzamiento de un dado al aire (gráfico de la función
de probabilidad)

Represente gráficamente la función de probabilidad correspondiente al lanzamiento al
aire de un dado equilibrado de seis caras.

Solución

Sea la variable aleatoria X el número resultante de un único lanzamiento al aire de un
dado equilibrado de seis caras. Dado que

P(X % 1) % P(X % 2) % ñ % P(X % 6) %
1

6

la función de probabilidad es

P(x) % P(X % x) %
1

6
para x % 1, 2, 3, ..., 6

La función toma el valor 0 en el caso de todos los demás valores de x, que no pueden
ocurrir. La función de probabilidad se representa en la Figura 5.1, en la que las barras

de altura (X % 1) % P(X % 2) % ñ % P(X % 6) %
1

6
representan masas de probabilidad

en los puntos x % 1, x % 2, ..., x % 6.
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x0 2 3 4 5 61

P(x)

Figura 5.1. Gráfico de la función de probabilidad correspondiente al ejemplo 5.1.

La función de probabilidad de una variable aleatoria discreta debe satisfacer las dos propie-
dades siguientes.

Propiedades que deben satisfacer las funciones de probabilidad
de variables aleatorias discretas
Sea X una variable aleatoria discreta que tiene una función de probabilidad P(x ). En ese caso,

1. 0 m P(x) m 1 para cualquier valor x y
2. Las probabilidades individuales suman 1, es decir,

;
x

P (x ) % 1

donde la notación indica que el sumatorio abarca todos los valores posibles de x.

La propiedad 1 establece simplemente que las probabilidades no pueden ser negativas o
mayores que 1. La propiedad 2 se deduce del hecho de que los sucesos «X % x», para to-
dos los valores posibles de x, son mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos.
Las probabilidades de estos sucesos deben sumar, por lo tanto, 1. Este resultado puede ve-
rificarse directamente. Es una sencilla manera de afirmar que, cuando se realiza un experi-
mento aleatorio, debe ocurrir algo.

También es útil otra representación de las distribuciones de probabilidad de variables
aleatorias discretas.

Función de probabilidad acumulada
La función de probabilidad acumulada, F (x0), de una variable aleatoria X, expresa la proba-
bilidad de que X no tenga un valor superior a x0, como una función de x0. Es decir,

F(x0) % P(X m x0) (5.2)

donde la función se evalúa en todos los valores de x0.

EJEMPLO 5.2. Las ventas de automóviles (probabilidades)

Serrano Motor, S.A., es un concesionario de automóviles de una pequeña ciudad.
Basándose en un análisis de su historial de ventas, sus directivos saben que en un día
cualquiera el número de automóviles Vértigo A puede oscilar entre 0 y 5. ¿Cómo puede
utilizarse la función de probabilidad mostrada en la Tabla 5.1 para planificar las exis-
tencias?
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Tabla 5.1. Función de probabilidad de las ventas de automóviles.

x P (x) F (x)

0 0,15 0,15
1 0,30 0,45
2 0,20 0,65
3 0,20 0,85
4 0,10 0,95
5 0,05 1,00

Solución

La variable aleatoria, X, toma los valores de x indicados en la primera columna y la fun-
ción de probabilidad, P(x), se define en la segunda columna. La tercera columna contie-
ne la distribución acumulada, F(x). Este modelo podría utilizarse para planificar las
existencias de automóviles. Por ejemplo, si sólo hay cuatro automóviles en existencias,
Serrano Motor podría satisfacer las necesidades de los clientes de un automóvil el 95
por ciento de las veces. Pero si sólo hay dos automóviles en existencias, no se satisfa-
rían las necesidades del 35 por ciento [(1 . 0,65) # 100] de los clientes.

En el caso de las variables aleatorias discretas, la función de probabilidad acumulada a
veces se denomina función de masa acumulada. Puede verse en la definición que, cuando
x0 aumenta, la función de probabilidad acumulada sólo cambia de valor en los puntos x0

que puede tomar la variable aleatoria con una probabilidad positiva. Su evaluación en estos
puntos se realiza por medio de la función de probabilidad.

Relación entre la función de probabilidad y la función
de probabilidad acumulada
Sea X una variable aleatoria que tiene la función de probabilidad P(x) y la función de probabili-
dad acumulada F(x0). Podemos demostrar que

F(x0) % ;
xmx0

P(x) (5.3)

donde la notación implica que el sumatorio abarca todos los valores posibles de x que son me-
nores o iguales que x0.

El resultado de la ecuación 5.3 es fácil de deducir, ya que el suceso «X m x0» es la
unión de los sucesos mutuamente excluyentes «X % x», para todos los valores posibles de x
menores o iguales que x0. La probabilidad de la unión es, pues, la suma de las probabilida-
des de esos sucesos individuales.

Propiedades de las funciones de probabilidad acumulada
de variables aleatorias discretas
Sea X una variable aleatoria discreta que tiene una función de probabilidad acumulada F(x0).
Podemos demostrar que

1. 0 m F (x0) m 1 para todo número x0; y
2. Si x0 y x1 son dos números tales que x0 a x1, entonces F (x0) m F (x1).
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a) ¿P(3 m x a 6) % ?
b) ¿P(x b 3) % ?
c) ¿P(x m 4) % ?
d) ¿P(2 a x m 5) % ?

5.14. Una compañía aérea le ha pedido que estudie los
retrasos de los vuelos que se registraron en un
aeropuerto la semana antes de las Navidades. La
variable aleatoria X es el número de vuelos retra-
sados por hora.

a) ¿Cuál es la distribución de probabilidad acu-
mulada?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que haya cinco o
más vuelos retrasados?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que haya entre
tres y siete (inclusive) vuelos retrasados?

La propiedad 1 establece simplemente que una probabilidad no puede ser menor que 0
o mayor que 1. Obsérvense, por ejemplo, las probabilidades de la Figura 5.1 correspon-
dientes al lanzamiento de un dado al aire. La propiedad 2 implica que la probabilidad de
que una variable aleatoria no sea mayor que un determinado número no puede ser mayor
que la probabilidad de que no sea mayor que cualquier número más alto.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
5.9. ¿Cuál es la función de probabilidad del número

de caras cuando se lanza al aire una moneda
equilibrada?

5.10. Muestre la función de probabilidad del número
de caras en el lanzamiento al aire de una moneda
equilibrada.

5.11. Muestre la función de probabilidad del número
de caras cuando se lanzan al aire independiente-
mente tres monedas equilibradas.

5.12. Suponga que la variable aleatoria representa el
número de veces que faltará a clase este cuatri-
mestre. Elabore una tabla que muestre la función
de probabilidad y la función de probabilidad acu-
mulada.

Ejercicios aplicados

5.13. El número de computadores vendidos al día en
una tienda viene definido por la siguiente distri-
bución de probabilidad:

X 0 1 2 3 4 5 6

P(x) 0,05 0,10 0,20 0,20 0,20 0,15 0,10

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

P(x) 0,10 0,08 0,07 0,15 0,12 0,08 0,10 0,12 0,08 0,10

5.3. Propiedades de las variables aleatorias discretas

La distribución de probabilidad contiene toda la información sobre las propiedades proba-
bilísticas de una variable aleatoria y el examen gráfico de esta distribución puede ser, des-
de luego, valioso. Sin embargo, a menudo es deseable disponer de alguna medida sintética
de las características de la distribución.

Valor esperado de una variable aleatoria discreta
Para tener una medida del punto central de una distribución de probabilidad, introducimos
el concepto de esperanza de una variable aleatoria. En el Capítulo 3 calculamos la media
muestral como una medida del punto central de datos muestrales. El valor esperado es la
medida correspondiente del punto central de una variable aleatoria. Antes de definirlo,
mostramos el error de una medida alternativa que parece atractiva a primera vista.
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Consideremos el ejemplo siguiente: en una revisión de los libros de texto de un seg-
mento del campo de administración de empresas se observó que el 81 por ciento de todas
las páginas no tenía ninguna errata, que el 17 por ciento contenía una errata y que el 2 por
ciento restante contenía dos erratas. Utilizamos la variable aleatoria X para representar el
número de erratas que hay en una página elegida aleatoriamente en uno de estos libros; sus
valores posibles son 0, 1 y 2 y la función de probabilidad es

P(0) % 0,81 P(1) % 0,17 P(2) % 0,02

Podríamos considerar la posibilidad de utilizar la media simple de los valores como
medida del punto central de una variable aleatoria. En este ejemplo, el número de erratas
que puede haber en una página es 0, 1 y 2. Su media es, pues, una errata. Sin embargo,
basta una breve reflexión para convencer al lector de que esta medida del punto central es
absurda. Al calcular esta media, no hemos prestado atención al hecho de que el 81 por
ciento de todas las páginas no contiene ninguna errata, mientras que sólo el 2 por ciento
contiene dos erratas. Para obtener una medida sensata del punto central, ponderamos los
distintos resultados posibles por las probabilidades de que ocurran.

Valor esperado

El valor esperado, E (X), de una variable aleatoria discreta X se define de la forma siguiente:

E(X ) % k % ;
x

xP(x) (5.4)

donde la notación indica que el sumatorio abarca todos los valores posibles de x.
El valor esperado de una variable aleatoria también se llama media y se representa por

medio del símbolo k.

El valor esperado puede expresarse por medio de frecuencias relativas a largo plazo.
Supongamos que un experimento aleatorio se repite N veces y que el suceso «X % x» ocu-
rre en Nx de estas pruebas. La media de los valores que toma la variable aleatoria en las N
pruebas es la suma de los xNx /N correspondientes a todos los valores posibles de x. Ahora
bien, como el número de repeticiones, N, tiende a infinito, el cociente Nx /N tiende a la
probabilidad de que ocurra el suceso «X % x», es decir, a P(x). De ahí que la cantidad
xNx /N tienda a xP(x). Por lo tanto, podemos concebir el valor esperado como el valor me-
dio a largo plazo que toma una variable aleatoria cuando se realiza un gran número de
pruebas. Recuérdese que en el Capítulo 3 utilizamos la palabra media para referirnos al
promedio de un conjunto de observaciones numéricas. Utilizamos el mismo término para
referirnos a la esperanza de una variable aleatoria.

EJEMPLO 5.3. Erratas de los libros de texto (valor esperado)

Supongamos que la función de probabilidad del número de erratas, X, que hay en las
páginas de los libros de texto de administración de empresas es

P(0) % 0,81 P(1) % 0,17 P(2) % 0,02

Halle el número medio de erratas por página.
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Solución

Tenemos que

k % E(X) % ;
x

xP(x) % (0)(0,81) ! (1)(0,17) ! (2)(0,02) % 0,21

De este resultado se deduce que, si se analiza un gran número de páginas, es de esperar
que haya una media de 0,21 erratas por página. La Figura 5.2 muestra la función de
probabilidad e indica dónde se encuentra la media.

x0 1 2

0,8

0,4

 = 0,21

P(x)

Figura 5.2. Función de probabilidad del número de erratas por página de los libros de texto
de administración de empresas; localización de la media poblacional, k, del ejemplo 5.3.

Varianza de una variable aleatoria discreta

En el Capítulo 3 observamos que la varianza muestral era una medida útil de la dispersión
de un conjunto de observaciones numéricas. La varianza muestral es el promedio de los
cuadrados de las diferencias entre las observaciones y la media. Nos basamos en esta mis-
ma idea para medir la dispersión de la distribución de probabilidad de una variable aleato-
ria. La varianza de una variable aleatoria es el promedio ponderado de los cuadrados de
sus diferencias posibles con respecto a la media, (x . k); la ponderación correspondiente a
(x . k)2 es la probabilidad de que la variable aleatoria tome el valor x. Puede considerarse,
pues, que la varianza, definida en la ecuación 5.5, es el valor medio que tomará la función
(X . k)2 en un número muy grande de pruebas repetidas.

Varianza y desviación típica de una variable aleatoria discreta
Sea X una variable aleatoria discreta. La esperanza de los cuadrados de las diferencias con
respecto a la media, (X . k)2, se llama varianza, se representa por medio del símbolo p2 y vie-
ne dada por

p2
% E[(X . k)2] % ;

x

(x . k)2P(x) (5.5)

La varianza de una variable aleatoria discreta X también puede expresarse de la forma si-
guiente:

p2
% E(X2) . k2

%

% ;
x

x2P(x) . k2k2
x (5.6)

La desviación típica, pX, es la raíz cuadrada positiva de la varianza.
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El concepto de varianza puede ser muy útil para comparar las dispersiones de distribu-
ciones de probabilidad. Consideremos, por ejemplo, que el rendimiento de una inversión en
un año es una variable aleatoria. Aunque dos inversiones tengan los mismos rendimientos
esperados, son muy diferentes si las varianzas de estos rendimientos son muy diferentes. Si
la varianza es mayor, es más probable que los rendimientos sean considerablemente dife-
rentes de la media que si la varianza es pequeña. En este contexto, pues, la varianza del
rendimiento puede guardar relación con el concepto de riesgo de una inversión: cuanto
mayor es la varianza, mayor es el riesgo.

Como señalamos en el Capítulo 3, tomando la raíz cuadrada de la varianza para hallar
la desviación típica se obtiene una cantidad en las unidades originales de medición.

En algunas aplicaciones prácticas, es preferible una fórmula alternativa, pero equiva-
lente, de la varianza para efectuar los cálculos. Esa fórmula alternativa se define en la
ecuación 5.6, que puede verificarse algebraicamente (véase el apéndice del capítulo).

EJEMPLO 5.4. Valor esperado y varianza de las ventas de automóviles
(valor esperado y varianza)

En el ejemplo 5.2, Serrano Motor, S.A., averiguó que el número de automóviles Vértigo
A vendidos diariamente podía oscilar entre 0 y 5 y que las probabilidades se indicaban
en la Tabla 5.1. Halle el valor esperado y la varianza de esta distribución de proba-
bilidad.

Solución

Aplicando la ecuación 5.4, el valor esperado es

k % E(X) ;
x

xP(x) % 0(0,15) ! 1(0,30) ! ñ ! 5(0,05) % 1,95

Aplicando la ecuación 5.5, la varianza es

p2
% (0 . 1,95)2(0,15) ! (1 . 1,95)2(0,3) ! ñ ! (5 . 1,95)2(0,05) % 1,9475

Cuando las distribuciones de probabilidad son más complejas, puede utilizarse el pro-
grama Excel para realizar estos cálculos. Las Figuras 5.3 y 5.4 muestran cómo se obtie-
nen el valor esperado y la varianza de la distribución de la Tabla 5.1.

INSTRUCCIONES
Para hallar el valor esperado

1.  Escribir Ventas (de 0 a 5) en la Columna A y las probabilidades
     correspondientes en la Columna B.
2.  Escribir «Media» en C1 y «Varianza» en D1.
3.  Selecionar C2; Escribir «=A2*B2» y pulsar Intro. Debe aparecer
     el valor «0» en C2. De esa forma se obtiene xP(x) para cada fila.
4.  Arrastrar hacia abajo el contenido de C2 hasta C7.
5.  Seleccionar C8 y pulsar el botón de autosuma (Σ) y pulsar 
     Intro. Debe aparecer el valor esperado «1.95» en C8.

Figura 5.3. Valor esperado de la variable aleatoria discreta de la Tabla 5.1 calculado utilizando
el programa Excel de Microsoft.
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INSTRUCCIONES
Para hallar la varianza

1.  Seleccionar D2, Escribir «=(A2-$C$8)^2*B2» 
     y punsar Intro. Este resultado es (x-mx)2P(x)
     para cada valor de x. Debe aparecer el valor 
     «0.570375» en D2.
2.  Arrastrar hacia abajo el contenido de D2 hasta 
     D7.
3.  Seleccionar D8, pulsar el botón de autosuma ( )
     y pulsar Intro. Debe aparecer la varianza 
     «1.9475» en D8.

Figura 5.4. Varianza de la variable aleatoria discreta de la Tabla 5.1 calculada utilizando
el programa Excel de Microsoft.

Supongamos que modificamos la función de probabilidad de la Tabla 5.1 para que sea
mayor la probabilidad tanto de que las ventas sean bajas como de que sean altas. La Ta-
bla 5.2 muestra las nuevas probabilidades y la Figura 5.5 indica la variación de la media y
de la varianza.

Tabla 5.2. Reconsideración de la función de probabilidad
de las ventas de automóviles.

Ventas P(X)

0 0,30
1 0,20
2 0,10
3 0,05
4 0,15
5 0,20

COMENTARIOS

Valor esperado

Varianza

1.95 2.15

1.9475 3.8275

Afirmación

Una pequeña variación de las medias

Mayor variación de las varianzas

Dado que la varianza utiliza los cuadrados de las desviaciones con respecto a las medias,
los valores extremos de la variable aleatoria producen un efecto mayor que los valores
más cercanos a la media.

Tabla 5.1 Tabla 5.2

Figura 5.5. Comparación de las medias y las varianzas de la variable aleatoria discreta
de la Tabla 5.2 calculadas utilizando el programa Excel de Microsoft.
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Comentarios
En la Tabla 5.2, la probabilidad de que las ventas sean 0 es mayor (0,30 en lugar de 0,15 de
la Tabla 5.1). La probabilidad de que se vendan 5 automóviles también es mayor (0,20 en
lugar de 0,05 de la Tabla 5.1).
La varianza debería aumentar ya que la probabilidad de los valores extremos 0 y 5 aumenta.

Media y varianza de funciones lineales
de una variable aleatoria
El concepto de esperanza no se limita a la propia variable aleatoria sino que puede aplicar-
se a cualquier función de la variable aleatoria. Por ejemplo, un contratista puede no saber
cuánto tiempo tardará en realizar el trabajo estipulado en un contrato. Esta incertidumbre
puede representarse por medio de una variable aleatoria cuyos valores posibles son el nú-
mero de días que transcurren desde el inicio del trabajo estipulado en el contrato hasta su
terminación. Sin embargo, lo que preocupa principalmente al contratista no es el tiempo
que tardará sino, más bien, el coste de cumplir el contrato. Este coste es una función del
tiempo que tardará, por lo que para hallar el valor esperado de la variable aleatoria «coste»
es necesario hallar la esperanza de una función de la variable aleatoria «tiempo que se tar-
dará».

Valor esperado de las funciones de variables aleatorias
Sea X una variable aleatoria cuya función de probabilidad es P(x) y sea g(X ) una función de X.
El valor esperado, E [g (X )], de esa función se define de la forma siguiente:

E [g(X)] % ;
x

g(x)P(x) (5.7)

La ecuación 5.7 define la esperanza de una función de una variable aleatoria X. Es
decir, la esperanza puede concebirse como el valor promedio que tomaría g(X ) en un nú-
mero muy grande de repeticiones de un experimento. A continuación, desarrollamos el va-
lor esperado y la varianza de funciones lineales de una variable aleatoria. Consideremos,
en primer lugar, la función lineal a ! bX, donde a y b son números fijos constantes. Sea X
una variable aleatoria que toma el valor x con una probabilidad P(x) y consideremos una
nueva variable aleatoria Y, definida por

Y % a ! bX

Cuando la variable aleatoria X toma el valor específico x, Y debe tomar el valor a ! bx. A
menudo se necesita la media y la varianza de esas variables. En el apéndice de este capítu-
lo se desarrolla la media, la varianza y la desviación típica de una función lineal de una
variable aleatoria. Los resultados se resumen en las ecuaciones 5.8 y 5.9.

Resumen de las propiedades de las funciones lineales
de una variable aleatoria
Sea X una variable aleatoria de media kx y varianza px

2 y sean a y b unos números fijos cons-
tantes cualesquiera. Definamos la variable aleatoria Y como a ! bX. Entonces, la media y la
varianza de Y son

kY % E(a ! bX ) % a ! bkX (5.8)
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y
p2

Y % Var (a ! bX ) % b2p2
X (5.9)

por lo que la desviación típica de Y es

py % �b �px (5.10)

EJEMPLO 5.5. Coste total de un proyecto (cálculos de las funciones
de variables aleatorias)

Un contratista está interesado en saber cuál es el coste total de un proyecto para el que
pretende presentar una oferta. Estima que los materiales costarán 25.000 $ y su trabajo
900 $ al día. Si el proyecto tarda en realizarse X días, el coste laboral total será de 900X $
y el coste total del proyecto (en dólares) será

C % 25.000 ! 900X

El contratista estima unas probabilidades subjetivas (Tabla 5.3) de la duración probable
del proyecto.

a) Halle la media y la varianza de la duración X.
b) Halle la media, la varianza y la desviación típica del coste total C.

Tabla 5.3. Distribución de probabilidad de la duración.

Duración X (días) 10 11 12 13 14
Probabilidad 0,1 0,3 0,3 0,2 0,1

Solución

a) La media y la varianza de la duración X pueden hallarse mediante las ecuacio-
nes 5.4 y 5.5.

k % E(X ) % ;
x

x P(x) %

% (10)(0,1) ! (11)(0,3) ! (12)(0,3) ! (13)(0,2) ! (14)(0,1) % 11,9 días
y
p2

x % E [(X . k)2] % ;
x

(x . k)2P(x) %

% (10 . 11,9)2(0,1) ! (11 . 11,9)2(0,3) ! ñ ! (14 . 11,9)2(0,1) % 1,29 días

b) La media, la varianza y la desviación típica del coste total, C, se hallan mediante
las ecuaciones 5.8, 5.9 y 5.10.

La media es

kC % E(25.000 ! 900X) % (25.000 ! 900kX)

% 25.000 ! (900)(11,9) % 35.710 $

La varianza es
p2

C % Var (25.000 ! 900X) % (900)2p2
X

% (810.000)(1,29) % 1.044,900

La desviación típica es

pC % ∂p2
C % 1.022,20 $
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a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) Halle la media de la variable aleatoria X.
d) Halle la varianza de X.

5.16. Dada la función de probabilidad

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) Halle la media de la variable aleatoria X.
d) Halle la varianza de X.

Hay tres ejemplos especiales de la función lineal W % a ! bX que son importantes. El
primero considera una función constante, W % a, para cualquier constante a. En esta situa-
ción, el coeficiente b % 0. En el segundo ejemplo, a % 0, de donde W % bX. Las ecuacio-
nes 5.11 y 5.12 definen el valor esperado y la varianza de estas funciones. El tercer ejem-
plo es importante en capítulos posteriores. Las ecuaciones 5.13 y 5.14 definen la media y
la varianza de esta función lineal especial. Por lo tanto, restando de una variable aleatoria
su media y dividiendo por su desviación típica se obtiene una variable aleatoria de media 0
y desviación típica 1.

Resultados sintéticos de la media y la varianza
de funciones lineales especiales
a) Sea b % 0 en la función lineal W % a ! bX. Entonces, W % a (para cualquier constante a).

E(a) % a y Var (a) % 0 (5.11)

Si una variable aleatoria siempre toma el valor a, tendrá una media a y una varianza 0.
b) Sea a % 0 en la función lineal W % a ! bX. Entonces, W % bX.

E(bX ) % bkX y Var (bX ) % b2p2
X (5.12)

La media y la varianza de Z %
X . kkX

ppX

Sea a %.kX /pX y b % 1/pX en la función lineal Z % a ! bX. Entonces,

Z % a ! bX %
X . kX

pX

de manera que

EA
X . kX

pX B%.

kX

pX

!
1

pX

kX % 0 (5.13)

y

VarA
X . kX

pX B%
1

p2
X

p2
X % 1 (5.14)

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
5.15. Considere la función de probabilidad

x 0 1

Probabilidad 0,40 0,60

x 0 1 2

Probabilidad 0,25 0,50 0,25
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5.17. Considere la función de probabilidad

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) Halle la media de la variable aleatoria X.
d) Halle la varianza de X.

5.18. Un concesionario de automóviles calcula la pro-
porción de automóviles nuevos vendidos que se
han devuelto varias veces para que se corrijan los
defectos durante el periodo de garantía. La tabla
adjunta muestra los resultados.

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) Halle la media del número de devoluciones de

un automóvil para que se corrijan los defectos
durante el periodo de garantía.

d) Halle la varianza del número de devoluciones
de un automóvil para que se corrijan los de-
fectos durante el periodo de garantía.

5.19. Una empresa está especializada en la instalación
y el mantenimiento de calefacciones centrales.
Antes de que empiece el invierno, las llamadas al
servicio de mantenimiento pueden dar como re-
sultado el pedido de una nueva caldera. La tabla
adjunta muestra las probabilidades estimadas del
número de pedidos de calderas nuevas generados
de esta forma en las 2 últimas semanas de sep-
tiembre.

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) Halle la probabilidad de que se hagan al me-

nos tres pedidos en este periodo.
d) Halle la media del número de pedidos de una

nueva caldera en este periodo de 2 semanas.

e) Halle la desviación típica del número de pedi-
dos de una nueva caldera en este periodo de 2
semanas.

Ejercicios aplicados

5.20. Una empresa produce paquetes de clips. El nú-
mero de clips por paquete varía, como indica la
tabla adjunta.

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) ¿Cuál es la probabilidad de que un paquete

seleccionado aleatoriamente contenga entre
49 y 51 clips (inclusive)?

d) Se seleccionan dos paquetes aleatoriamente.
¿Cuál es la probabilidad de que al menos uno
de ellos contenga como mínimo 50 clips?

e) Utilice el programa Excel de Microsoft para
hallar la media y la desviación típica del nú-
mero de clips por paquete.

f) El coste (en centavos) de producir un paquete
de clips es 16 ! 2X, donde X es el número de
clips que hay en el paquete. Los ingresos ge-
nerados por la venta del paquete, cualquiera
que sea el número de clips que contenga, son
de 1,50 $. Si los beneficios son la diferencia
entre los ingresos y el coste, halle la media y
la desviación típica de los beneficios por pa-
quete.

5.21. Una empresa municipal de autobuses ha comen-
zado a dar servicio en un nuevo barrio. Se ha re-
gistrado el número de usuarios que hay en este
barrio en el servicio de primera hora de la maña-
na. La tabla adjunta muestra la proporción de ca-
da uno de los días de la semana.

a) Trace la función de probabilidad.
b) Calcule y trace la función de probabilidad

acumulada.
c) ¿Cuál es la probabilidad de que en un día se-

leccionado aleatoriamente haya al menos cua-
tro usuarios del barrio en este servicio?

x 0 1

Probabilidad 0,50 0,50

Número de
devoluciones 0 1 2 3 4

Proporción 0,28 0,36 0,23 0,09 0,04

Número de
pedidos 0 1 2 3 4 5

Probabilidad 0,10 0,14 0,26 0,28 0,15 0,07

Número
de clips 47 48 49 50 51 52 53

Proporción
de paquetes 0,04 0,13 0,21 0,29 0,20 0,10 0,03

Número de
usuarios 0 1 2 3 4 5 6 7

Proporción 0,02 0,12 0,23 0,31 0,19 0,08 0,03 0,02
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d) Se seleccionan dos días aleatoriamente. ¿Cuál
es la probabilidad de que en estos dos días
haya menos de tres usuarios del barrio en este
servicio?

e) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de usuarios de este barrio en este servi-
cio en un día de la semana.

f) Suponiendo que el coste de un viaje es de 50
centavos, halle la media y la desviación típica
del total de pagos de los usuarios de este ba-
rrio en este servicio un día de la semana.

5.22. a) Un gran envío de piezas contiene un 10 por
ciento de piezas defectuosas. Se seleccionan
aleatoriamente dos y se prueban. Sea la varia-
ble aleatoria X el número de defectos encon-
trados. Halle la función de probabilidad de
esta variable aleatoria.

b) Un envío de 20 piezas contiene dos defectuo-
sas. Se seleccionan aleatoriamente dos y se
prueban. Sea la variable aleatoria Y el núme-
ro de defectos encontrados. Halle la función
de probabilidad de esta variable aleatoria. Ex-
plique por qué su respuesta es diferente de la
respuesta del apartado (a).

c) Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria X del apartado (a).

d) Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria Y del apartado (b).

5.23. Un estudiante necesita saber qué tareas ha puesto
el profesor para el próximo día y decide llamar a
algunos compañeros para obtener esa informa-
ción. Cree que la probabilidad de obtener la in-
formación necesaria en una llamada cualquiera
es 0,40. Decide continuar llamando a los compa-
ñeros hasta obtener la información. Sea la varia-
ble aleatoria X el número de llamadas necesarias
para obtener la información.
a) Halle la función de probabilidad de X.
b) Halle la función de probabilidad acumulada

de X.
c) Halle la probabilidad de que sean necesarias

tres llamadas como mínimo.

5.24. Un jugador universitario de baloncesto que tiene
un porcentaje de aciertos del 75 por ciento en sus
tiros libres se sitúa en la línea de lanzamiento de
«uno más uno» (si encesta a la primera, puede ti-
rar otra vez, pero no en caso contrario; se anota
un punto por cada enceste). Suponga que el re-
sultado del segundo lanzamiento, si lo hay, es in-
dependiente del resultado del primero. Halle el
número esperado de puntos resultantes del «uno
más uno». Compárelo con el número esperado de
puntos de una «falta de dos tiros libres», en la

que se permite lanzar una segunda vez, cualquie-
ra que sea el resultado del primer lanzamiento.

5.25. Un profesor tiene un numeroso grupo de alum-
nos y ha previsto un examen a las 7 de la tarde
en un aula diferente. Estime en la tabla las pro-
babilidades del número de estudiantes que lo lla-
marán a casa una hora antes del examen pregun-
tándole en qué aula se realizará.

Halle la media y la desviación típica del número
de llamadas.

5.26. Se ha pedido a los estudiantes de una numerosa
clase de contabilidad que valoren el curso en una
escala de 1 a 5. Una puntuación mayor indica
que los estudiantes dan un valor mayor al curso.
La tabla adjunta muestra las proporciones de es-
tudiantes que puntúan el curso en cada categoría.

Halle la media y la desviación típica de las pun-
tuaciones.

5.27. Un quiosquero tiene un periódico que a veces le
pide un pequeño número de clientes. Cada ejem-
plar le cuesta 70 centavos y lo vende a 90 centa-
vos. Los ejemplares que le quedan al final del
día no tienen ningún valor y se destruyen. El
quiosquero considera que por cada ejemplar que
le piden y no puede vender porque se han agota-
do tiene una pérdida de clientela que valora en 5
centavos. La tabla adjunta muestra la distribu-
ción de probabilidad del número de demandas
del periódico en un día. Si el beneficio diario to-
tal del quiosquero son los ingresos totales gene-
rados por las ventas del periódico menos los cos-
tes totales de los periódicos pedidos, menos la
pérdida de clientela como consecuencia de las
demandas insatisfechas, ¿cuántos ejemplares dia-
rios debe pedir para maximizar los beneficios es-
perados?

Número
de llamadas 0 1 2 3 4 5

Probabilidad 0,10 0,15 0,19 0,26 0,19 0,11

Puntuación 1 2 3 4 5

Proporción 0,07 0,19 0,28 0,30 0,16

Número de
demandas 0 1 2 3 4 5

Probabilidad 0,12 0,16 0,18 0,32 0,14 0,08
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5.28. El director de una fábrica está considerando la
posibilidad de sustituir una máquina caprichosa.
El historial de la máquina indica la siguiente dis-
tribución de probabilidad del número de averías
registradas en una semana.

a) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de averías semanales.

b) Se estima que cada avería le cuesta a la em-
presa 1.500 $ de producción perdida. Halle la
media y la desviación típica del coste sema-
nal de las averías de esta máquina.

5.29. Un inversor está considerando tres estrategias pa-
ra invertir 1.000 $. Se estima que los rendimien-
tos probables son los siguientes:

Estrategia 1: unos beneficios de 10.000 $ con
una probabilidad de 0,15 y una pérdida de
1.000 $ con una probabilidad de 0,85.
Estrategia 2: unos beneficios de 1.000 $ con
una probabilidad de 0,50, unos beneficios de
500 $ con una probabilidad de 0,30 y una pér-
dida de 500 $ con una probabilidad de 0,20.
Estrategia 3: unos beneficios seguros de 400 $.

¿Qué estrategia tiene el mayor beneficio espera-
do? ¿Aconsejaría necesariamente al inversor que
adoptara esta estrategia?

Número
de averías 0 1 2 3 4

Probabilidad 0,10 0,26 0,42 0,16 0,06

5.4. Distribución binomial

A continuación, desarrollamos la distribución de probabilidad binomial que se utiliza mu-
cho en numerosos problemas aplicados empresariales y económicos. Comenzamos desarro-
llando primero el modelo de Bernoulli, que es una pieza esencial de la distribución bino-
mial. Consideramos un experimento aleatorio que puede dar lugar a dos resultados posibles
mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos, que por comodidad llamamos «éxi-
to» y «fracaso». Sea P la probabilidad de éxito, por lo que la probabilidad de fracaso es
(1 . P). Definamos ahora la variable aleatoria X de manera que tome el valor 1 si el resul-
tado del experimento es un éxito y 0 en caso contrario. La función de probabilidad de esta
variable aleatoria es, entonces,

P(0) % (1 . P) y P(1) % P

Esta distribución se conoce con el nombre de distribución de Bernoulli. Su media y su va-
rianza pueden hallarse aplicando directamente las ecuaciones del apartado 5.3.

Obtención de la media y la varianza de una variable aleatoria
de Bernoulli

La media es

k % E(X ) % ;
x

xP(x) % (0)(1 . P) ! (1)P % P (5.15)

y la varianza es

p2
% E[(X . k)2] % ;

x

(x . k)2P(x)

(5.16)
% (0 . P)2(1 . P) ! (1 . P)2P % P(1 . P)
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EJEMPLO 5.6. Venta de un contrato (calcular la media y la varianza
de Bernoulli)

Susana Ferrater, agente de seguros, cree que la probabilidad de vender un seguro en un
contacto específico es 0,4. Si la variable aleatoria X toma el valor 1 si se vende un segu-
ro y 0 en caso contrario, entonces X tiene una distribución de Bernoulli con una proba-
bilidad de éxito P igual a 0,4. Halle la media y la varianza de la distribución.

Solución

La función de probabilidad de X es P(0) % 0,6 y P(1) % 0,4. La media de la distribu-
ción es P % 0,40 y la varianza es p2

% P(1 . P) % (0,4)(0,6) % 0,24.

Una importante generalización de la distribución de Bernoulli es el caso en el que se
realiza varias veces un experimento aleatorio con dos resultados posibles y las repeticiones
son independientes. En este caso, podemos hallar las probabilidades utilizando la distribu-
ción binomial. Supongamos de nuevo que la probabilidad de éxito en una única prueba es
P y que se realizan n pruebas independientes, por lo que el resultado de cualquiera de ellas
no influye en el resultado de las demás. El número de éxitos X resultantes de estas n prue-
bas podría ser cualquier número entero comprendido entre 0 y n y nos interesa saber cuál
es la probabilidad de obtener exactamente X % x éxitos en n pruebas.

Desarrollamos el resultado en dos fases. En primer lugar, observamos que el resultado
de las n pruebas es una secuencia de n resultados, cada uno de los cuales debe ser un éxito
(S) o un fracaso (F). Una secuencia con x éxitos y (n . x) fracasos es

S, S, ..., S
(x veces)

F, F, ..., F
(n . x veces)

En palabras, el resultado de las x primeras pruebas es un éxito, mientras que el del res-
to es un fracaso. Ahora bien, la probabilidad de éxito en una única prueba es P y la proba-
bilidad de fracaso es (1 . P). Dado que las n pruebas son independientes entre sí, la proba-
bilidad de cualquier secuencia de resultados es, por la regla del producto de probabilidades
(Capítulo 4), igual al producto de las probabilidades de los resultados individuales. Por lo
tanto, la probabilidad de observar la secuencia específica de resultados que acabamos de
describir es

[P # P # ñ # P]
(x veces)

# [(1 . P) # (1 . P) # ñ # (1 . P)] % Px(1 . P)(n.x)

(n . x veces)

Según este argumento, la probabilidad de observar cualquier secuencia específica que
contenga x éxitos y (n . x) fracasos es Px(1 . P)n.x. Supongamos, por ejemplo, que hay
cinco pruebas independientes, cada una con una probabilidad de éxito P % 0,60, y hay que
hallar la probabilidad de conseguir tres éxitos exactamente. Utilizando el signo ! para re-
presentar un éxito y 0 para representar un fracaso, los resultados deseados pueden repre-
sentarse de la forma siguiente:

!!!00 o !0!0!

La probabilidad de cualquiera de estos dos resultados específicos es (0,6)3(0,4)2 % 0,03456.
El problema original no era hallar la probabilidad de ocurrencia de una determinada se-

cuencia sino la probabilidad de conseguir x éxitos exactamente, independientemente del
orden de los resultados. Hay varias secuencias en las que podría haber x éxitos entre
(n . x) fracasos. De hecho, el número de esas posibilidades es precisamente el número de
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combinaciones de x objetos elegidos de n, ya que se pueden seleccionar x posiciones de un
total de n en las que colocar los éxitos y el número total de éxitos puede calcularse utili-
zando la ecuación 5.17. Volviendo al ejemplo de tres éxitos en cinco pruebas (P % 0,60),
el número de diferentes secuencias con tres éxitos sería

C5
3 %

5!

3!(3 . 5)!
% 10

La probabilidad de conseguir tres éxitos en cinco pruebas independientes de Bernoulli es,
pues, 10 multiplicado por la probabilidad de cada una de las secuencias que tiene tres éxi-
tos y, por lo tanto,

P(X % 3) % (10)(0,03456) % 0,3456

A continuación, generalizamos este resultado para cualquier combinación de n y x.

Número de secuencias con x éxitos en n pruebas
El número de secuencias con x éxitos en n pruebas independientes es

Cn
x %

n!

x!(n . x)!
(5.17)

donde n! % n # (n . 1) # (n . 2) # ñ # 1 y 0! % 1.
Estas Cn

x secuencias son mutuamente excluyentes, ya que no pueden ocurrir dos al mismo
tiempo. Este resultado se desarrolló en el apéndice del Capítulo 4.

El suceso «se obtienen x éxitos en n pruebas» puede ocurrir de Cn
x maneras mutua-

mente excluyentes, cada una con una probabilidad Px(1 . P)n.x. Por lo tanto, por la regla
de la suma de probabilidades (Capítulo 4), la probabilidad que buscamos es la suma de es-
tas Cn

x probabilidades individuales. El resultado se obtiene mediante la ecuación 5.18.

La distribución binomial
Supongamos que un experimento aleatorio puede tener dos resultados posibles mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos, «éxito» y «fracaso», y que P es la probabilidad de
éxito en una única prueba. Si se realizan n pruebas independientes, la distribución del número
de éxitos resultantes, x, se llama distribución binomial. Su función de probabilidad de la va-
riable aleatoria binomial X % x es

P(x éxitos en n pruebas independientes) % P(x) %

%
n!

x!(n . x)!
Px(1 . P)(n.x) para x % 0, 1, 2, ..., n (5.18)

La media y la varianza se hallan en el apéndice del capítulo y los resultados se obtie-
nen por medio de las ecuaciones 5.19 y 5.20.

Media y varianza de una distribución binomial
Sea X el número de éxitos en n repeticiones independientes, cada una con una probabilidad de
éxito P. Entonces, X sigue una distribución binomial de media

k % E(X ) % nP (5.19)
y varianza

p2
% E[(X . k)2] % nP(1 . P) (5.20)
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La distribución binomial se utiliza mucho en aplicaciones empresariales y económicas
en las que se quiere hallar la probabilidad de ocurrencias discretas. Antes de utilizar la dis-
tribución binomial, debe analizarse la situación específica para ver si

1. En la aplicación se realizan varias pruebas, cada una de las cuales sólo tiene dos
resultados: sí o no, encendido o apagado, éxito o fracaso.

2. La probabilidad del resultado es la misma en cada prueba.
3. La probabilidad del resultado de una prueba no afecta a la probabilidad del resulta-

do de otras pruebas.
En los siguientes ejemplos se muestran algunas aplicaciones representativas.
Las probabilidades de una distribución binomial pueden hallarse utilizando:

1. La ecuación 5.18 (buena cuando los valores de n son bajos); véase el ejemplo 5.7.
2. Las tablas del apéndice (buenas para un valor seleccionado de n y P); véase el

ejemplo 5.8.
3. Probabilidades obtenidas por computador; véase el ejemplo 5.9.

EJEMPLO 5.7. Múltiples ventas de seguros (cálculos binomiales)

Suponga que Susana Ferrater, la agente de seguros del ejemplo 5.6, contacta con cinco
personas y cree que la probabilidad de vender un seguro a cada una es de 0,40. Utilizan-
do la ecuación 5.18:

a) Halle la probabilidad de que venda como máximo un seguro.
b) Halle la probabilidad de que venda entre dos y cuatro seguros (inclusive).
c) Represente gráficamente la función de probabilidad.

Solución

a) P(como máximo 1 venta) % P (X m 1) % P(X % 0) ! P(X % 1) % 0,078 ! 0,259 %

% 0,337, ya que

P(ninguna venta) % P(0) %
5!

0!5!
(0,4)0(0,6)5 % 0,078

P(1 venta) % P(1) %
5!

1!4!
(0,4)1(0,6)4 % 5(0,4)(0,6)4 % 0,259

b) P(2 m X m 4) % P(2) ! P(3) ! P(4) % 0,346 ! 0,230 ! 0,077 % 0,653, ya que

P(2) %
5!

2!3!
(0,4)2(0,6)3 % 10(0,4)2(0,6)3 % 0,346

P(3) %
5!

3!2!
(0,4)3(0,6)2 % 10(0,4)3(0,6)2 % 0,230

P(4) %
5!

4!1!
(0,4)4(0,6)1 % 5(0,4)4(0,6)1 % 0,077

c) La Figura 5.6 muestra la función de probabilidad.
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0,4
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Comentarios

Esta forma es representativa de las 
posibilidades binomiales cuando el valor 
de P no es ni muy grande ni muy 
pequeño.

En los extremos (0 ventas o 5), 
las probabilidades son bastante pequeñas.

Figura 5.6. Gráfico de la función de probabilidad binomial del ejemplo 5.7 (n % 5, P % 0,40).

El cálculo de probabilidades binomiales tiende a ser muy tedioso, a menos que el nú-
mero de pruebas n sea muy pequeño. Las probabilidades binomiales también pueden con-
sultarse en las tablas del apéndice.

EJEMPLO 5.8. Admisiones en una universidad (cálculo de las probabilidades
binomiales por medio de tablas)

A principios de agosto, una universidad descubre que puede admitir a algunos estudian-
tes más. La admisión de esos estudiantes aumentaría significativamente los ingresos sin
incrementar los costes de explotación de la universidad; es decir, no habría que abrir
nuevas clases. La universidad sabe por experiencia que el 40 por ciento de los estudian-
tes admitidos se matricula realmente.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que se matriculen como máximo 6 estudiantes si la
universidad admite a 10 estudiantes más?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que se matriculen más de 12 estudiantes si admite
a 20?

c) Si se matricula el 70 por ciento de los estudiantes admitidos, ¿cuál es la proba-
bilidad de que se matriculen al menos 12 de 15 estudiantes admitidos?

Solución

a) Esta probabilidad puede hallarse utilizando la distribución de probabilidad binomial
acumulada de la tabla 3 del apéndice. La probabilidad de que se matriculen como
máximo 6 estudiantes si n % 10 y P % 0,40 es

P(X m 6 � n % 10, P % 0,40) % 0,945

b) P(X b 12 � n % 20, P % 0,40) % 1 . P(X m 12) % 1 . 0,979 % 0,021.
c) La probabilidad de que se matriculen al menos 12 de 15 estudiantes es igual que la

probabilidad de que no se matriculen como máximo 3 de 15 estudiantes (la proba-
bilidad de que no se matricule un estudiante es 1 . 0,70 % 0,30).

P(X n 12 � n % 15, P % 0,70) % P(X m 3 � n % 15, P % 0,30) % 0,297

La mayoría de los paquetes informáticos buenos pueden calcular probabilidades bino-
miales y de otros tipos para diversas funciones de probabilidad. El ejemplo 5.9 muestra el
método utilizando el programa Minitab, pero también pueden emplearse otros paquetes in-
formáticos.
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EJEMPLO 5.9. Ventas de plazas en una compañía aérea
(cálculo de probabilidades binomiales por medio
del programa Minitab)

¿Ha aceptado el lector alguna vez renunciar a un billete de avión a cambio de un bi-
llete gratis? ¿Ha buscado alguna vez el billete más barato para poder ir a ver a un amigo
especial? El ejemplo siguiente permite analizar los casos en los que se venden más bi-
lletes que plazas hay en un avión y en los que se ofrecen tarifas más bajas en algunos
vuelos.

Suponga que es responsable de la venta de las plazas de avión de una gran compa-
ñía aérea. Cuatro días antes de la fecha del vuelo, quedan 16 plazas libres. Sabemos por
experiencia que el 80 por ciento de las personas que compran un billete en este periodo
de tiempo se presenta el día del vuelo.

a) Si vende 20 billetes más, ¿cuál es la probabilidad de que el número de personas
que se presentan sea mayor que el de plazas o de que haya al menos una plaza
libre?

b) Si vende 18 billetes más, ¿cuál es la probabilidad de que el número de personas
que se presentan sea mayor que el de plazas o de que haya al menos una plaza
libre?

Solución

a) Para hallar P(X b 16), dados n % 20 y P % 0,80, utilizamos el programa Minitab
siguiendo las instrucciones de la Figura 5.7. Con el Minitab, el usuario debe selec-
cionar o Probability [como P(X % 16)] o Cumulative Probability [P(X % 16)], pero
no las dos simultáneamente.

Figura 5.7. Cuadro de diálogo para una probabilidad binomial en la que n % 20, P % 0,80
utilizando el programa Minitab.
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Tabla 5.4. Probabilidades binomiales obtenidas utilizando el programa Minitab,
siendo n % 20, P % 0,80.

X P(X a% X)

10 0,0026
11 0,0100
12 0,0321
13 0,0867
14 0,1958
15 0,3704
16 0,5886
17 0,7939
18 0,9308
19 0,9885
20 1,0000

Comentarios
Hallar la probabilidad de que el número de pasajeros sea mayor que el de plazas vendidas,

P(X b 16) % 1 . P(X a% 16) % 1 . 0,589 % 0,411

Si se venden 20 billetes, eso también significa que la probabilidad de que se presenten 15
personas o menos es

P(X a% 15) % 0,37

Es decir, hay un 37 por ciento de probabilidades de que si se venden 20 billetes, ¡haya al
menos una plaza libre!

b) Para hallar la probabilidad de que vendiendo 18 billetes, el número de personas que
se presentan sea mayor que el de plazas vendidas, seguimos los mismos pasos que
antes. La probabilidad de que el número de pasajeros sea mayor que el de plazas
será del 10 por ciento solamente, ¡pero la probabilidad de que haya al menos una
plaza libre aumentará a un 72,9 por ciento!

La dirección de la compañía aérea debe comparar, pues, el coste de ofrecer más bi-
lletes que plazas (facilitando billetes gratis) con el coste de quedarse con plazas libres
que no generan ningún ingreso. Las compañías aéreas analizan los datos para averiguar
el número de plazas que deben venderse a tarifas más bajas con el fin de maximizar los
ingresos generados por los billetes en cada vuelo. Este análisis es complejo, pero tiene
su punto de partida en análisis como el ejemplo que hemos presentado aquí.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

5.30. Dada una variable aleatoria de Bernoulli que tie-
ne una probabilidad de éxito P % 0,5, calcule la
media y la varianza.

5.31. Dada una función de probabilidad binomial en la
que P % 0,5 y n % 12, halle la probabilidad de

que el número de éxitos sea igual a 7 la probabi-
lidad de que el número de éxitos sea menor que 6.

5.32. Dada una función de probabilidad binomial en la
que P % 0,3 y n % 14, halle la probabilidad de
que el número de éxitos sea igual a 7 y la proba-
bilidad de que el número de éxitos sea menor
que 6.
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5.33. Dada una función de probabilidad binomial en la
que P%0,4 y n%20, halle la probabilidad de que
el número de éxitos sea igual a 9 y la probabili-
dad de que el número de éxitos sea menor que 7.

5.34. Dada una función de probabilidad binomial en la
que P%0,7 y n%18, halle la probabilidad de que
el número de éxitos sea igual a 12 y la probabili-
dad de que el número de éxitos sea menor que 6.

Ejercicios aplicados

5.35. Un director de producción sabe que el 5 por
ciento de los componentes producidos en un de-
terminado proceso de producción tiene algún de-
fecto. Se examinan seis de estos componentes,
cuyas características puede suponerse que son
independientes entre sí.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que ninguno de
estos componentes tenga un defecto?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que uno de estos
componentes tenga un defecto?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos dos
de estos componentes tengan un defecto?

5.36. Un político cree que el 25 por ciento de todos los
macroeconomistas que ocupan altos cargos
apoyará firmemente una propuesta que desea
presentar. Suponga que esta creencia es correcta
y que se seleccionan cinco macroeconomistas
aleatoriamente.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos uno
de los cinco apoye firmemente la propuesta?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la mayoría de
los cinco apoye firmemente la propuesta?

5.37. Una organización de interés público contrata es-
tudiantes para pedir donaciones por teléfono.
Tras un breve periodo de formación, los estu-
diantes llaman a posibles donantes y cobran a co-
misión. La experiencia indica que al principio los
estudiantes tienden a tener poco éxito y que el 70
por ciento deja el trabajo a las dos semanas. La
organización contrata seis estudiantes, que pue-
den concebirse como una muestra aleatoria.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos dos
de los seis dejen el trabajo en las dos prime-
ras semanas?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos dos
de los seis no dejen el trabajo en las dos pri-
meras semanas?

5.38. Suponga que la probabilidad de que el valor del
dólar estadounidense suba frente al yen japonés
es de 0,5 y que el resultado de una semana es in-

dependiente del resultado de cualquier otra.
¿Cuál es la probabilidad de que el valor del dólar
suba en relación con el yen japonés la mayoría
de las semanas durante un periodo de 7 semanas?

5.39. Una empresa instala calefacciones centrales y ha
observado que en el 15 por ciento de todas las
instalaciones es necesario volver para hacer algu-
nas modificaciones. Suponga que los resultados
de estas instalaciones son independientes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que sea necesario
volver en todos estos casos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que no sea nece-
sario volver en ninguno de estos casos?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que sea necesario
volver en más de uno de estos casos?

5.40. Los Verdes van a jugar cinco partidos contra los
Azules. Se estima que la probabilidad de que ga-
nen los Verdes en cualquier partido es 0,4. Los
resultados de los cinco partidos son independien-
tes entre sí.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que los Verdes
ganen los cinco partidos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que los Verdes
ganen la mayoría de los cinco partidos?

c) Si los Verdes ganan el primer partido, ¿cuál
es la probabilidad de que ganen la mayoría de
los cinco partidos?

d) Antes de que comiencen los partidos, ¿cuál es
el número de partidos que se espera que ga-
nen los Verdes?

e) Si los Verdes ganan el primer partido, ¿cuál
es el número de partidos que se espera que
ganen los Verdes?

5.41. Una pequeña compañía aérea tiene aviones que
pueden llevar hasta ocho pasajeros. Ha calculado
que la probabilidad de que no se presente un pa-
sajero con un billete es de 0,2. Vende billetes pa-
ra cada vuelo a las 10 primeras personas que pi-
den un billete. La tabla adjunta muestra la
distribución de probabilidad del número de bille-
tes vendidos por vuelo. ¿En qué proporción de
vuelos de la compañía es mayor el número de
pasajeros que se presentan con billete que el nú-
mero de plazas disponibles? Suponga que el nú-
mero de billetes vendidos y la probabilidad de
que se presente un pasajero con un billete son in-
dependientes.

Número
de billetes 6 7 8 9 10

Probabilidad 0,25 0,35 0,25 0,10 0,05
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5.42. Tras un ensayo, un entrenador de fútbol america-
no universitario tiene la opción de intentar «una
conversión de 2 puntos», es decir, anotar 2 pun-
tos más si el intento tiene éxito y ninguno si fra-
casa. El entrenador cree que la probabilidad de
que su equipo tenga éxito en cualquier intento es
0,4 y que los resultados de los diferentes intentos
son independientes entre sí. En un partido, el
equipo logra cuatro ensayos y en cada uno inten-
ta la conversión de 2 puntos.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que tengan éxito
al menos dos de estos intentos?

b) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero total de puntos resultantes de estos cua-
tro intentos.

5.43. Un concesionario de automóviles organiza una
nueva campaña de promoción. Los compradores
de nuevos automóviles pueden devolverlos en
el plazo de 2 días si no están satisfechos y re-
cuperar todo el dinero pagado. El coste que tiene
para el concesionario la devolución del dinero
es de 250 $. El concesionario estima que el 15
por ciento de todos los compradores devolverá
los automóviles y recuperará el dinero. Suponga
que se compran 50 automóviles durante la cam-
paña.

a) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de automóviles que se devolverán a
cambio del dinero.

b) Halle la media y la desviación típica de los
costes totales de la devolución del dinero de
estas 50 compras.

5.44. Una sociedad de fondos de inversión tiene un
servicio que permite a los clientes hacer transfe-
rencias de dinero de unas cuentas a otras por te-
léfono. Se estima que el 3,2 por ciento de los
clientes que llaman se encuentra con que la línea
está ocupada o se los mantiene tanto tiempo a la
espera que cuelgan. La dirección estima que
cualquier fallo de este tipo es una pérdida de
clientela valorada en 10 $. Suponga que se inten-
ta hacer 2.000 llamadas en un determinado
periodo.

a) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de personas que llaman y que se en-
cuentran con la línea ocupada o cuelgan des-
pués de que se las mantenga a la espera.

b) Halle la media y la desviación típica de la
pérdida total de clientela que experimenta la
sociedad de fondos de inversión en estas
2.000 llamadas.

5.45. Hemos visto que en una distribución binomial
con n pruebas, cada una de las cuales tiene una
probabilidad de éxito P, la media es

kX % E(X) % nP

Verifique este resultado con los datos del ejem-
plo 5.7 calculando la media directamente a partir
de

kX % G xP(x)

demostrando que en el caso de la distribución bi-
nomial las dos fórmulas dan la misma respuesta.

5.46. El jefe de la sección de recaudación del munici-
pio de Callesanchas observa que, de todas las
multas de aparcamiento que se ponen, se paga el
78 por ciento. La multa es de 2 $. En la semana
más reciente, se han puesto 620 multas.

a) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de multas que se pagan.

b) Halle la media y la desviación típica de la
cantidad de dinero que se obtiene por el pago
de estas multas.

5.47. Una empresa recibe un gran envío de componen-
tes. Se comprobará una muestra aleatoria de 16
de estos componentes y se aceptará el envío si
son defectuosos menos de 2 componentes de esta
muestra. Halle cuál es la probabilidad de que se
acepte un envío que contenga:

a) Un 5 por ciento de componentes defectuosos.
b) Un 15 por ciento de componentes defectuo-

sos.
c) Un 25 por ciento de componentes defectuo-

sos.

5.48. Están considerándose las dos reglas de acepta-
ción siguientes para averiguar si se debe aceptar
el envío de una gran remesa de componentes:

Comprobar una muestra aleatoria de 10 com-
ponentes y aceptar el envío únicamente si nin-
guno de ellos es defectuoso.
Comprobar una muestra aleatoria de 20 com-
ponentes y aceptar el envío únicamente si no
hay más de uno defectuoso.

¿Con cuál de estas reglas de aceptación es menor
la probabilidad de aceptar un envío que contenga
un 20 por ciento de componentes defectuosos?

5.49. Una empresa recibe grandes envíos de piezas de
dos fuentes. El 70 por ciento de los envíos proce-
de de un proveedor cuyos envíos normalmente
contienen un 10 por ciento de piezas defectuosas,
mientras que el resto procede de un proveedor
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cuyos envíos normalmente contienen un 20 por
ciento de piezas defectuosas. Un directivo recibe
un envío, pero desconoce la procedencia. Se
comprueba una muestra aleatoria de 20 piezas de

este envío y se observa que una de ellas es defec-
tuosa. ¿Cuál es la probabilidad de que este envío
proceda del proveedor más fiable? Pista: utilice
el teorema de Bayes.

5.5. Distribución hipergeométrica

La distribución binomial presentada en el apartado 5.4 supone que los objetos se seleccio-
nan independientemente y que la probabilidad de seleccionar uno es constante. En muchos
problemas aplicados, estos supuestos pueden satisfacerse si se extrae una pequeña muestra
de una gran población. Pero aquí examinamos una situación en la que es necesario selec-
cionar 5 empleados de un grupo de 15 igual de cualificados: una pequeña población. En el
grupo de 15, hay 9 mujeres y 6 hombres. Supongamos que en el grupo de 5 empleados
seleccionados, 3 son hombres y 2 son mujeres. ¿Cuál es la probabilidad de seleccionar ese
grupo concreto si las selecciones se hacen aleatoriamente sin sesgo alguno? En el grupo
inicial de 15, la probabilidad de seleccionar una mujer es 9/15. Si no se selecciona una
mujer a la primera, la probabilidad de seleccionar una mujer a la segunda es 9/14. Por lo
tanto, las probabilidades varían con cada selección. Como no se cumplen los supuestos de
la distribución binomial, debe elegirse un modelo de probabilidad diferente. Esta distribu-
ción de probabilidad es la distribución de probabilidad hipergeométrica.

Podemos utilizar la distribución binomial en las situaciones que se denominan «mues-
treo con reposición». Si se repone el objeto seleccionado en la población, la probabilidad
de seleccionar ese tipo de objeto sigue siendo la misma y se satisfacen los supuestos bino-
miales. En cambio, si no se reponen los objetos —«muestreo sin reposición»— las proba-
bilidades varían con cada selección y, por lo tanto, el modelo de probabilidad que debe uti-
lizarse es la distribución hipergeométrica. Si la población es grande (N b 10.000) y el
tamaño de la muestra es pequeño (a1%), la variación de la probabilidad después de cada
selección es muy pequeña. En esas situaciones, la distribución binomial es una aproxima-
ción muy buena y es la que se utiliza normalmente. La ecuación 5.21 muestra el modelo de
probabilidad hipergeométrica.

Distribución hipergeométrica
Supongamos que se elige una muestra aleatoria de n objetos de un grupo de N objetos, de los
cuales S son éxitos. La distribución del número de éxitos, X, en la muestra se llama distribu-
ción hipergeométrica. Su función de probabilidad es

P(x) %
CS

xC
N.s
n.x

CN
n

%

S!

x!(S . x)!
#

(N . S)!

(n . x)!(N . S . n ! x)!

N!

n!(N . n)!

(5.21)

donde x puede tomar valores enteros que van desde el mayor de 0 y [n . (N . S)] hasta el
menor de n y S.

En el apartado 4.3 explicamos la lógica de la distribución hipergeométrica utilizando la
definición clásica de probabilidad y las fórmulas de recuento para las combinaciones. En la
ecuación 5.21, los componentes son:
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1. El número de formas en que pueden seleccionarse x éxitos en la muestra de un to-
tal de S éxitos contenidos en la población:

CS
x %

S!

x!(S . x)!

2. El número de formas en que pueden seleccionarse n . x fracasos en la población
que contiene N . S fracasos:

CN.S
n.x %

(N . S)!

(n . x)!(N . S . n ! x)!

3. Y, por último, el número total de muestras de tamaño n que pueden obtenerse en
una población de tamaño N:

CN
n %

N!

n!(N . n)!

Cuando se combinan estos componentes utilizando la definición clásica de probabilidad, se
obtiene la distribución de probabilidad hipergeométrica.

EJEMPLO 5.10. Envío de artículos (cálculo de la probabilidad
hipergeométrica)

Una empresa recibe un envío de 20 artículos. Como es caro inspeccionarlos todos, tiene
la política de comprobar una muestra aleatoria de 6 artículos de ese envío y, si no hay
más de 1 artículo defectuoso en la muestra, no comprueba el resto. ¿Cuál es la probabi-
lidad de que un envío de 5 artículos defectuosos no se someta a una comprobación adi-
cional?

Solución

Si se identifica «artículo defectuoso» con «éxito» en este ejemplo, el envío contiene
N % 20 artículos y S % 5 de los 20 que son éxitos. Se selecciona una muestra de n % 6
artículos. En ese caso, el número de éxitos, X, que hay en la muestra tiene una distribu-
ción hipergeométrica con la función de probabilidad

P(x) %
CS

xC
S
n.x

CN
n

%
C5

xC
15
6.x

C20
6

%

5!

x!(5 . x)!
#

15!

(6 . x)!(9 ! x)!

20!

6! 14!

El envío no se verifica más si la muestra contiene cero éxitos (artículos defectuosos) o
uno, por lo que la probabilidad de que se acepte es

P(envío aceptado) % P(0) ! P(1)
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La probabilidad de que no haya artículos defectuosos en la muestra es

P(0) %

5!

0! 5!
#

15!

6! 9!

20!

6! 14!

% 0,129

La probabilidad de que haya 1 artículo defectuoso en la muestra es

P(1) %

5!

1! 4!
#

15!

5! 10!

20!

6! 14!

% 0,387

Por lo tanto, observamos que la probabilidad de que no se compruebe más el envío
de 20 artículos que contenga 5 defectuosos es P(envío aceptado) % P(0) ! P(1) %

% 0,129 ! 0,387 % 0,516. Esta tasa de error es alta e indica que es necesario mejorar el
proceso.

Las probabilidades hipergeométricas también pueden calcularse utilizando programas
informáticos mediante un método similar al empleado en el ejemplo 5.9 para calcular las
probabilidades binomiales.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

5.50. Calcule la probabilidad de obtener 5 éxitos en
una muestra aleatoria de tamaño n % 12 extraída
de una población de tamaño N % 50 que contie-
ne 25 éxitos.

5.51. Calcule la probabilidad de obtener 7 éxitos en
una muestra aleatoria de tamaño n % 14 extraída
de una población de tamaño N % 60 que contie-
ne 25 éxitos.

5.52. Calcule la probabilidad de obtener 9 éxitos en
una muestra aleatoria de tamaño n % 20 extraída
de una población de tamaño N % 80 que contie-
ne 42 éxitos.

5.53. Calcule la probabilidad de obtener 3 éxitos en
una muestra aleatoria de tamaño n % 5 extraída
de una población de tamaño N % 40 que contie-
ne 25 éxitos.

5.54. Calcule la probabilidad de obtener 8 éxitos en
una muestra aleatoria de tamaño n % 15 extraída
de una población de tamaño N % 400 que contie-
ne 200 éxitos.

Ejercicios de aplicación

5.55. Una empresa recibe un envío de 16 artículos. Se
selecciona una muestra aleatoria de 4 y se recha-
za el envío si cualquiera de estos artículos resulta
defectuoso.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que se acepte un

envío que contiene 4 artículos defectuosos?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que se acepte un

envío que contiene 1 artículo defectuoso?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que se rechace un

envío que contiene 1 artículo defectuoso?

5.56. Hay que formar un comité de ocho miembros de
un grupo de ocho hombres y ocho mujeres. Si los
miembros del comité se eligen aleatoriamente,
¿cuál es la probabilidad de que exactamente la
mitad sean mujeres?

5.57. Un analista de bonos recibió una lista de 12 bo-
nos de empresa. Seleccionó de esa lista 3 cuya
calificación creía que corría el riesgo de que se
rebajara al año siguiente. En realidad, al año si-
guiente se rebajó la calificación de 4 de los 12
bonos. Suponga que el analista hubiera elegido
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simplemente 3 bonos aleatoriamente de la lista.
¿Cuál es la probabilidad de que al menos 2 de
los elegidos se encontraran entre los bonos cuya
calificación se rebajó al año siguiente?

5.58. Un ejecutivo bancario recibe 10 solicitudes de
crédito. Los perfiles de los solicitantes son simi-
lares, salvo que 5 pertenecen a minorías y 5 no.

Al final, el ejecutivo autoriza 6 de las solicitu-
des. Si estas autorizaciones se eligen aleatoria-
mente del grupo de 10 solicitudes, ¿cuál es la
probabilidad de que menos de la mitad de las
autorizaciones sean autorizaciones de solicitudes
de personas que pertenecen a minorías?

5.6. La distribución de Poisson

La distribución de Poisson fue propuesta por primera vez por Siméon Poisson (1781-1840)
en un libro publicado en 1837. El número de aplicaciones comenzó a aumentar a principios
del siglo XX y la aparición del computador ha permitido aumentarlas en el siglo XXI. La
distribución de Poisson es una importante distribución de probabilidad discreta para algu-
nas aplicaciones entre las que se encuentran las siguientes:

1. El número de fallos de un gran sistema informático en un día dado.
2. El número de pedidos de sustitución de una pieza recibido por una empresa en un

mes dado.
3. El número de barcos que llegan a una terminal de carga durante un periodo de

6 horas.
4. El número de camiones de reparto que llegan a un almacén central en una hora.
5. El número de abolladuras, rasguños u otros defectos de un gran rollo de lámina de

metal utilizada para fabricar filtros.
6. El número de clientes que llegan a tomar un vuelo cada 15 minutos entre las 3 y

las 6 de la tarde durante los días de la semana.
7. El número de clientes que llegan a una caja en el supermercado local durante un

determinado intervalo de tiempo.

Podemos utilizar la distribución de Poisson para hallar la probabilidad de cada una de
estas variables aleatorias, que se caracterizan por ser el número de ocurrencias o de éxitos
de un suceso en un intervalo continuo dado (como el tiempo, la superficie o la longitud).

La distribución de Poisson se basa en ciertos supuestos.

Supuestos de la distribución de Poisson
Supongamos que un intervalo está dividido en un gran número de subintervalos de manera que
la probabilidad de que ocurra un suceso de cualquier subintervalo es muy pequeña. Los su-
puestos de la distribución de Poisson son los siguientes:

1. La probabilidad de que ocurra un suceso es constante en todos los subintervalos.
2. No puede haber más de una ocurrencia en cada subintervalo.
3. Las ocurrencias son independientes; es decir, las ocurrencias en intervalos que no se

solapan son independientes entre sí.

Podemos formular directamente la ecuación para calcular las probabilidades de Poisson
a partir de la distribución de probabilidad binomial tomando los límites matemáticos cuan-
do P r 0 y n r ä. Con estos límites, el parámetro j % nP es una constante que especifica
el número medio de ocurrencias (éxitos) en un determinado tiempo y/o espacio. La ecua-
ción 5.22 define la función de probabilidad de Poisson.
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La función, la media y la varianza de la distribución
de probabilidad de Poisson

Se dice que la variable aleatoria X sigue la distribución de probabilidad de Poisson si tiene
la función de probabilidad

P(x) %
e.jjx

x!
para x % 0, 1, 2 (5.22)

donde

P(x) % probabilidad de x éxitos en un tiempo o un espacio dados, dado j
j % número esperado de éxitos por unidad de tiempo o espacio; j b 0
e V

% 2,71828 (la base de los logaritmos naturales)

La media y la varianza de la distribución de probabilidad de Poisson son

k % E(X) % j y p2
% E[(X . k)2] % j

La suma de las variables aleatorias de Poisson también es una variable aleatoria de
Poisson. Por lo tanto, la suma de K variables aleatorias de Poisson, cada una de media j,
es una variable aleatoria de Poisson de media Kj.

EJEMPLO 5.11. Fallos de los componentes de un sistema
(probabilidades de Poisson)

Andrés Gutiérrez, director de un centro informático, informa de que su sistema informá-
tico ha experimentado tres fallos de componentes en los 100 últimos días.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que no haya ningún fallo en un día dado?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que haya uno o más fallos de componentes en un

día dado?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que haya al menos dos fallos en un periodo de tres

días?

Solución

Un sistema informático moderno tiene un gran número de componentes, cada uno de los
cuales puede fallar y provocar así un fallo del sistema informático. Para calcular la pro-
babilidad de que haya fallos utilizando la distribución de Poisson, supongamos que cada
uno de los millones de componentes tiene la misma pequeñísima probabilidad de fallar.
Supongamos también que el primer fallo no afecta a la probabilidad de que haya un se-
gundo fallo (en algunos casos, estos supuestos pueden no cumplirse, en cuyo caso se
utilizarían distribuciones más complejas).

La experiencia dice que el número esperado de fallos al día es 3/100, o sea,
j % 0,03.

a) P(ningún fallo en un día dado) % P(X % 0 � j % 0,03)

%
e.0,03j0

0!
% 0,970446
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b) La probabilidad de que haya al menos un fallo es el complementario de la probabi-
lidad de que haya 0 fallos:

P(X n 1) % 1 . P(X % 0)

% 1 .C
e.jjx

x! D% 1 .C
e.0,03j0

0! D
% 1 . e.0,03

% 1 . 0,970446 % 0,029554

c) P(al menos dos fallos en un periodo de 3 días) % P(X n 2 � j % 0,09), donde la me-
dia en un periodo de 3 días es j % 3(0,03) % 0,09:

P(X n 2 � j % 0,09) % 1 . P(X m 1) % 1 . [P(X % 0) ! P(X % 1)]
% 1 . [0,913931 ! 0,082254]

y, por lo tanto,

P(X n 2 � j % 0,09) % 1 . 0,996185 % 0,003815

Se ha observado que la distribución de Poisson es especialmente útil en los problemas
de listas de espera o de colas. Ejemplos son el número de clientes que llegan a una caja de
un supermercado, el número de camiones de reparto que llegan a un almacén central, el
número de personas que se presentan a los vuelos, el número de estudiantes que aguardan
a comprar libros de texto en la librería universitaria, etc. En la práctica, a menudo es posi-
ble representar los procesos de llegada de este tipo por medio de una distribución de Poisson.

EJEMPLO 5.12. Clientes de una fotocopiadora (probabilidad de Poisson)

Los clientes llegan a una fotocopiadora a una tasa media de dos cada 5 minutos. Supon-
ga que estas llegadas son independientes, que la tasa de llegada es constante y que este
problema sigue un modelo de Poisson, donde X representa el número de clientes que
llegan en un periodo de 5 minutos y la media j % 2. Halle la probabilidad de que lle-
guen más de dos clientes en un periodo de 5 minutos.

Solución

Como el número medio de llegadas en 5 minutos es dos, entonces j % 2. Para hallar la
probabilidad de que lleguen más de dos clientes, primero se calcula la probabilidad de
que lleguen al menos dos en un periodo de 5 minutos y después se utiliza la regla del
complementario.

Estas probabilidades pueden encontrarse en la Tabla 5 del apéndice o pueden calcu-
larse por computador:

P(X % 0) %
e.220

0!
% e.2

% 0,1353

P(X % 1) %
e.221

1!
% 2e.2

% 0,2707

P(X % 2) %
e.222

2!
% 2e.2

% 0,2707
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Por lo tanto, la probabilidad de que lleguen más de dos clientes en un periodo de 5 mi-
nutos es

P(X b 2) % 1 . P(X m 2) % 1 . [0,135335 ! 0,27067 ! 0,27067] % 0,323325

Aproximación de Poisson de la distribución binomial

Antes hemos señalado que la distribución de probabilidades de Poisson se obtiene partien-
do de la distribución binominal, donde P tiende a 0 y n tiende a infinito. Por lo tanto, la
distribución de Poisson puede utilizarse como aproximación de las probabilidades binomia-
les cuando el número de pruebas, n, es grande y al mismo tiempo la probabilidad, P, es
pequeña (generalmente tal que j % nP m 7). Ejemplos de situaciones que satisfarían estas
condiciones son los siguientes:

Una compañía de seguros tiene un gran número de pólizas de seguro de vida de indi-
viduos de una determinada edad y la probabilidad de que una póliza genere una re-
clamación durante el año es muy baja. En este caso, tenemos una distribución bino-
mial con un valor de n grande y un valor de P pequeño.
Una empresa puede tener un gran número de máquinas trabajando simultáneamente
en un proceso. Si la probabilidad de que se averíe cualquiera de ellas en un día es
pequeña, la distribución del número de averías diarias es binomial con un valor de n
grande y un valor de P pequeño.

Aproximación de Poisson de la distribución binominal

Sea X el número de éxitos resultante de n pruebas independientes, cada una con una probabi-
lidad de éxito P. La distribución del número de éxitos, X, es binomial de media nP. Si el número
de pruebas, n, es grande y nP sólo tiene un tamaño moderado (preferiblemente nP m 7), es
posible utilizar como aproximación la distribución de Poisson, en la que j % nP. La función
de probabilidad de la distribución aproximada es, pues,

P(x) %
e.nP(nP)x

x!
para x % 0, 1, 2, ... (5.23)

EJEMPLO 5.13. Probabilidad de quiebra (probabilidad de Poisson)

Un analista ha predicho que el 3,5 por ciento de todas las pequeñas empresas quebrará
el próximo año. Suponiendo que la predicción del analista es correcta, estime la proba-
bilidad de que el próximo año quiebren al menos 3 pequeñas empresas de una muestra
aleatoria de 100.

Solución

La distribución de X, el número de quiebras, es binomial, siendo n % 100 y P % 0,035,
por lo que la media de la distribución es kx % nP % 3,5. Utilizando la distribución de
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Poisson como aproximación de la probabilidad de que haya al menos 3 quiebras, tene-
mos que

P(X n 3) % 1 . P(X m 2)

P(0) %
e.3,5(3,5)0

0!
% e.3,5

% 0,030197

P(1) %
e.3,5(3,5)1

1!
% (3,5)(0,030197) % 0,1056895

P(2) %
e.3,5(3,5)2

2!
% (6,125)(0,030197) % 0,1849566

Por lo tanto,

P(X m 2) % P(0) ! P(1) ! P(2) % 0,030197 ! 0,1056895 ! 0,1849566 % 0,3208431

P(X n 3) % 1 . 0,3208431 % 0,6791569

La probabilidad binominal de X n 3 es

P(X n 3) % 0,684093

La probabilidad de Poisson es simplemente una estimación de la probabilidad binomial
efectiva.

Comparación de la distribución de Poisson
y la distribución binomial
Llegados a este punto, debemos indicar que puede existir confusión a la hora de elegir la
distribución binomial o la distribución de Poisson en una aplicación específica. En muchos
casos, es más fácil elegir repasando atentamente los supuestos de las dos distribuciones de
probabilidad. Por ejemplo, si el problema se basa en una pequeña muestra de observacio-
nes, no es posible hallar una probabilidad límite cuando n es grande y, por lo tanto, la dis-
tribución binomial es la correcta. Además, si tenemos una pequeña muestra y la probabili-
dad de éxito en una única prueba está comprendida entre 0,05 y 0,95, hay más razones
para elegir la distribución binomial. Si supiéramos o pudiéramos suponer que cada uno de
10 clientes seleccionados aleatoriamente en un concesionario de automóviles tienen la mis-
ma probabilidad de comprar un automóvil (supongamos que 0,05 m P m 0,95), el número
de compras de este grupo seguiría una distribución binomial. Sin embargo, si el conjunto
de casos que podrían estar afectados es muy grande —por ejemplo, varios miles— y el nú-
mero medio de «éxitos» en ese gran conjunto de casos es pequeño —por ejemplo, menos
de 30—, hay muchas razones para elegir la distribución de Poisson. Si quisiéramos calcu-
lar la probabilidad de que haya un cierto número de piezas defectuosas en un grupo de
100.000 piezas cuando el número medio de 15 piezas defectuosas por 100.000 piezas re-
presenta un ciclo de producción representativo, utilizaríamos la distribución de Poisson.

En el análisis anterior, hemos señalado que cuando P es menor que 0,05 y n es grande,
podemos utilizar la distribución de Poisson como aproximación de la distribución bino-
mial. También puede demostrarse que cuando n n 20 y P m 0,05 y la media poblacional es
la misma, se observa que los valores de la probabilidad son los mismos con la distribución
binomial que con la distribución de Poisson.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
5.59. Halle la probabilidad de obtener 7 éxitos exacta-

mente en el caso de una variable aleatoria que si-
gue una distribución de Poisson, siendo j % 3,5.

5.60. Halle la probabilidad de obtener 4 éxitos exacta-
mente en el caso de una variable aleatoria que si-
gue una distribución de Poisson, siendo j % 2,5.

5.61. Halle la probabilidad de obtener más de 7 éxitos
en el caso de una variable aleatoria que sigue
una distribución de Poisson, siendo j % 4,5.

5.62. Halle la probabilidad de obtener menos 6 éxitos
en el caso de una variable aleatoria que sigue
una distribución de Poisson, siendo j % 3,5.

5.63. Halle la probabilidad de obtener menos de 9 éxi-
tos o 9 éxitos en el caso de una variable aleatoria
que sigue una distribución de Poisson, siendo
j % 8,0.

Ejercicios de aplicación

5.64. Los clientes llegan a una caja registradora ocupa-
da a una tasa media de tres por minuto. Si las
llegadas siguen una distribución de Poisson, halle
la probabilidad de que en un minuto dado lle-
guen dos clientes o menos.

5.65. El número de accidentes que se producen en una
fábrica tiene una distribución de Poisson con una
media de 2,6 al mes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que haya menos
de dos accidentes en un mes dado?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que haya más de
tres accidentes en un mes dado?

5.66. Un profesor recibe, por término medio, 4,2 lla-
madas telefónicas de los estudiantes el día antes
del examen final. Si las llamadas siguen una dis-
tribución de Poisson, ¿cuál es la probabilidad de
que reciba al menos tres llamadas ese día?

5.67. Los datos indican que en la hora punta de la ma-
ñana se producen, por término medio, 3,2 coli-
siones al día en una vía urbana. Suponga que la
distribución es de Poisson.

a) Halle la probabilidad de que en un día dado
se produzcan menos de dos colisiones en esta
vía durante la hora punta de la mañana.

b) Halle la probabilidad de que en un día dado
se produzcan más de cuatro colisiones en esta
vía durante la hora punta de la mañana.

5.68. Hacienda ha informado de que el 5,5 por ciento
de todos los contribuyentes comete errores al re-
llenar los impresos de declaración de la renta. Si
se eligen aleatoriamente 100 declaraciones, ¿cuál
es la probabilidad de que menos de 3 contengan
errores? Utilice la aproximación de Poisson de la
distribución binomial.

5.69. Una empresa tiene 250 computadores personales.
La probabilidad de que uno cualquiera de ellos
necesite una reparación en una semana dada es
0,01. Halle la probabilidad de que menos de 4 de
los computadores personales necesiten una repa-
ración en una semana dada. Utilice la aproxima-
ción de Poisson de la distribución binomial.

5.70. Una compañía de seguros tiene 6.000 pólizas de
seguro contra las estafas con otras tantas empre-
sas. En un año dado, la probabilidad de que una
póliza genere una reclamación es de 0,001. Halle
la probabilidad de que se presenten al menos tres
reclamaciones en un año dado. Utilice la aproxi-
mación de Poisson de la distribución binomial.

5.71. Por ley, los automovilistas deben tener un segu-
ro. Se ha estimado que, a pesar de la ley, el 7,5
por ciento de todos los automovilistas no tiene
seguro. Se ha tomado una muestra aleatoria de
60 automovilistas. Utilice la aproximación de
Poisson de la distribución binomial para estimar
la probabilidad de que al menos 3 de los automo-
vilistas de esta muestra no estén asegurados. In-
dique también qué cálculos tendría que hacer pa-
ra hallar esta probabilidad exactamente si no
utilizara la aproximación de Poisson.

5.72. Está diseñándose un nuevo almacén y hay que
tomar una decisión sobre el número de zonas de
carga. Hay dos modelos para el uso de este al-
macén, dado que para cargar un camión se nece-
sita 1 hora. El almacén podría contratar a uno de
los muchos miles de camioneros independientes
que llegan aleatoriamente para recoger una carga
y distribuirla. Se sabe que cada hora llega en
promedio uno de estos camiones. La empresa
también podría contratar una flota de 10 camiones
dedicados a tiempo completo a transportar envíos
de este almacén. Partiendo de ese supuesto, los
camiones llegarían aleatoriamente, pero la proba-
bilidad de que llegara uno durante una hora dada
es 0,1. Halle la distribución de probabilidad ade-
cuada para cada uno de estos supuestos y compa-
re los resultados. Los valores de la distribución
de probabilidad pueden consultarse en las Tablas
2 y 5 del Apéndice o calcularse por computador.
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5.7. Distribución conjunta de variables aleatorias discretas
Las aplicaciones empresariales y económicas de estadística a menudo se refieren a las rela-
ciones entre variables. Los precios de los productos de diferentes niveles de calidad se fi-
jan a diferentes intervalos. Los grupos de edad tienen diferentes preferencias por la ropa,
los automóviles y la música. Los rendimientos porcentuales de las acciones de dos empre-
sas distintas pueden tender a estar relacionados y la probabilidad de que los rendimientos
de las acciones de las dos sean más altos puede aumentar cuando el mercado está crecien-
do. También puede ocurrir que, cuando los rendimientos de las acciones de una empresa
están aumentando, los de las acciones de la otra estén disminuyendo. Cuando trabajamos
con modelos de probabilidad para resolver problemas en los que hay relaciones entre varia-
bles, es importante incluir en el modelo el efecto de estas relaciones. Supongamos, por
ejemplo, que un concesionario de automóviles tiene en venta los siguientes automóviles:
(1) un utilitario rojo de dos puertas, (2) un monovolumen azul y (3) un sedán plateado; la
distribución de probabilidad de comprar un automóvil de una mujer que tiene entre 20 y 30
años no sería igual que la de una que tiene entre 30 y 40 y que la de una que tiene entre 50
y 60. Es importante, pues, que los modelos de probabilidad reflejen el efecto conjunto que
producen las variables en las probabilidades.

En el apartado 4.6 analizamos las probabilidades conjuntas. Ahora consideraremos el
caso en el que se examinan dos o más variables aleatorias discretas que pueden estar rela-
cionadas. Cuando hay una única variable aleatoria, las probabilidades de todos los resulta-
dos posibles pueden resumirse en una función de probabilidad, mientras que ahora tenemos
que definir las probabilidades de que las variables aleatorias que nos interesan tomen si-
multáneamente valores específicos. Consideremos el siguiente ejemplo que implica el uso
de una distribución conjunta de variables aleatorias discretas.

EJEMPLO 5.14. Estudio de mercado (probabilidades conjuntas)

A Sara Perales, analista de mercado, le han pedido que desarrolle un modelo de proba-
bilidad para la relación entre la venta de utensilios de cocina de lujo y el grupo de edad.
Este modelo es importante para desarrollar una campaña de marketing para una nueva
línea de utensilios de cocina de lujo. Cree que las pautas de compra de utensilios de
cocina de lujo varían de unos grupos de edad a otros.

Solución

Para representar el mercado, Sara propone utilizar tres grupos de edad —de 16 a 25
años, de 26 a 45 años y de 46 a 65 años— y dos pautas de compra: «comprar» y «no
comprar». A continuación, recoge una muestra aleatoria de personas de 16-65 años y
anota su grupo de edad y su deseo de comprar. El resultado de este conjunto de datos es
la distribución de probabilidad conjunta de la Tabla 5.5. Esta tabla es, pues, un resumen
de la probabilidad de compra y el grupo de edad que será un recurso valioso para el
estudio de mercado.

Tabla 5.5. Distribución de probabilidad conjunta del grupo de edad (X )
frente a la decisión de compra (Y ).

Grupo de edad (X)
Decisión
de compra (Y)

1
(16-25)

2
(26-45)

3
(46-65) P(y)

1 (comprar) 0,10 0,20 0,10 0,40
2 (no comprar) 0,25 0,25 0,10 0,60
P(x) 0,35 0,45 0,20 1,00
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Función de probabilidad conjunta
Sean X e Y un par de variables aleatorias discretas. Su función de probabilidad conjunta
expresa la probabilidad de que simultáneamente X tome el valor específico x e Y tome el valor
y como función de x e y. Señalamos que este análisis es una extensión directa del aparta-
do 4.4, en el que presentamos la probabilidad de la intersección de dos sucesos, P(Ai ç Bj).
Aquí utilizamos variables aleatorias. La notación empleada es P(x, y), de donde

P(x, y) % P(X % x ç Y % y)

A menudo se desea formular las funciones de probabilidad de las variables aleatorias
individuales cuando se analizan variables aleatorias distribuidas conjuntamente.

Obtención de la función de probabilidad marginal
Sean X e Y un par de variables aleatorias distribuidas conjuntamente. En este contexto, la fun-
ción de probabilidad de la variable aleatoria X se llama función de probabilidad marginal y
se obtiene sumando las probabilidades conjuntas correspondientes a todos los valores posi-
bles; es decir,

P(x) % ;
y

P(x, y) (5.24)

Asimismo, la función de probabilidad marginal de la variable aleatoria Y es

P(y) % ;
x

P(x, y) (5.25)

En la fila inferior y la columna derecha de la Tabla 5.5 se muestra un ejemplo de estas funcio-
nes de probabilidad marginal.

Las funciones de probabilidad conjunta deben tener las siguientes propiedades.

Propiedades de las funciones de probabilidad conjunta de variables
aleatorias discretas
Sean X e Y variables aleatorias discretas que tienen una función de probabilidad conjunta
P(x, y).

1. 0 a P(x, y) a 1 para cualquier par de valores x e y.
2. La suma de las probabilidades conjuntas P(x, y) correspondientes a todos los pares po-

sibles de valores debe ser 1.

La función de probabilidad condicionada de una variable aleatoria, dados valores espe-
cíficos de otra, es el conjunto de probabilidades condicionadas.

Función de probabilidad condicionada
Sean X e Y un par de variables aleatorias discretas distribuidas conjuntamente. La función de
probabilidad condicionada de la variable aleatoria Y, dado que la variable aleatoria X toma el
valor x, expresa la probabilidad de que Y tome el valor y en función de y cuando se especifica
el valor x de X. Esta función se representa por medio de P(y � x) y, por lo tanto, por la definición
de probabilidad condicionada

P(y � x) %
P(x, y)

P(x)
(5.26)
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Asimismo, la función de probabilidad condicionada de X, dado Y % y, es

P(x � y) %
P(x, y)

P(y)
(5.27)

Por ejemplo, utilizando las probabilidades de la Tabla 5.5, podemos calcular la proba-
bilidad condicionada de compra (y % 1), dado el grupo de edad 26-45 (x % 2), de la forma
siguiente:

P(1 � 2) %
P(2, 1)

P(2)
%

0,20

0,45
% 0,44

En el Capítulo 4 analizamos la independencia de los sucesos. Este concepto se extiende
directamente a las variables aleatorias.

Independencia de las variables aleatorias distribuidas
conjuntamente
Se dice que las variables aleatorias distribuidas conjuntamente X e Y son independientes si y
sólo si su función de probabilidad conjunta es el producto de sus funciones de probabilidad
marginal; es decir, si y sólo si

P(x, y) % P(x)P(y)

para todos los pares posibles de valores x e y. Y k variables aleatorias son independientes si y
sólo si

P(X1, X2, ..., Xk) % P(X1)P(X2) ñ P(Xk) (5.28)

De la definición de funciones de probabilidad condicionada se deduce que, si las varia-
bles aleatorias X e Y son independientes, la función de probabilidad condicionada de Y, da-
do X, es igual que la función de probabilidad marginal de Y; es decir,

P(y � x) % P(y)

Asimismo, se deduce que

P(x � y) % P(x)

En el ejemplo 5.15 se analizan los rendimientos porcentuales posibles de las acciones
de dos empresas, A y B; muestra cómo se calculan las probabilidades marginales, se hace
un contraste de la independencia y se calcula las medias y las varianzas de dos variables
aleatorias distribuidas conjuntamente.

EJEMPLO 5.15. Los rendimientos de las acciones, la probabilidad
marginal, la media, la varianza (probabilidades conjuntas)

Supongamos que Carlota Reina tiene acciones de dos empresas, A y B. Sean X e Y va-
riables aleatorias de los rendimientos porcentuales posibles (0 por ciento, 5 por ciento,
10 por ciento y 15 por ciento) de las acciones de cada una de estas dos empresas; la
Tabla 5.6 muestra la distribución de probabilidad conjunta.

a) Halle las probabilidades marginales.
b) Averigüe si X e Y son independientes.
c) Halle las medias y las varianzas tanto de X como de Y.

Capítulo 5. Variables aleatorias discretas y distribuciones de probabilidad 181



Tabla 5.6. Distribución de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X e Y.

Rendimiento de Y

Rendimiento de X 0% 5% 10% 15%

0% 0,0625 0,0625 0,0625 0,0625
5% 0,0625 0,0625 0,0625 0,0625

10% 0,0625 0,0625 0,0625 0,0625
15% 0,0625 0,0625 0,0625 0,0625

Solución

a) Este problema se resuelve utilizando las definiciones presentadas en este capítulo.
Obsérvese que para cada combinación de valores de X e Y, P(x, y) % 0,0625. Es
decir, todas las combinaciones posibles de rendimientos x e y tienen un 6,25 por
ciento de probabilidades. Para hallar la probabilidad marginal de que X tenga un
rendimiento de 0 por ciento,

P(X % 0) % ;
y

P(0, y) % 0,0625 ! 0,0625 ! 0,0625 ! 0,0625 % 0,25

Aquí todas las probabilidades marginales de X son del 25 por ciento. Obsérvese que
la suma de las probabilidades marginales es 1. Los resultados son similares en el
caso de las probabilidades marginales de Y.

b) Para contrastar la independencia, tenemos que comprobar si P(x, y) % P(x)P(y) pa-
ra todos los pares posibles de valores x e y.

P(x, y) % 0,0625 para todos los pares posibles de valores x e y

P(x) % 0,25 y P(y) % 0,25 para todos los pares posibles de valores x e y

P(x, y) % 0,0625 % (0,25) (0,25) % P(x)P(y)

Por lo tanto, X e Y son independientes.
c) La media de X es

kX % E(X) % ;
X

xP(x)

% 0(0,25) ! 0,05(0,25) ! 0,10(0,25) ! 0,15(0,25) % 0,075

Asimismo, la media de Y es kY % E(y) % 0,075.
La varianza de X es

p2
X % ;

X

(x . kX)
2P(x) % P(x) ;

X

(x . kX)
2
% (0,25) ;

x

(x . kX)
2

% (0,25)[(0 . 0,075)2 ! (0,05 . 0,075)2(0,10 . 0,075)2 ! (0,15 . 0,075)2]

% 0,003125

y la desviación típica de X es pX % ∂0,003125 % 0,0559016, o sea, 5,59 por cien-
to. Para hallar la varianza y la desviación típica de Y se siguen los mismos pasos.
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Aplicaciones informáticas

Actualmente no existe ningún modelo complementario específico que permita calcular fá-
cilmente las probabilidades marginales, las medias y las varianzas de variables aleatorias
distribuidas conjuntamente. Sin embargo, podemos desarrollar fórmulas en Excel para sim-
plificar el trabajo. Para calcular probabilidades marginales, medias y varianzas de variables
aleatorias distribuidas conjuntamente X e Y por medio del programa Microsoft Excel, síga-
se el ejemplo de la Figura 5.8.

Figura 5.8. Probabilidades marginales, medias y varianzas de X e Y.

Covarianza

La covarianza es una medida de la variabilidad conjunta de dos variables aleatorias. Puede
utilizarse para calcular la varianza de combinaciones lineales de variables aleatorias, como
la varianza del valor total de la combinación de acciones de dos empresas en una cartera.
La covarianza también se utiliza para calcular una medida estandarizada de la variabilidad
conjunta llamada correlación. Primero definimos la covarianza y, a continuación, presenta-
mos algunas aplicaciones importantes. Supongamos que X e Y son un par de variables alea-
torias que no son estadísticamente independientes. Nos gustaría tener alguna medida de la
naturaleza y el grado de relación entre ellas. Eso es bastante difícil de lograr, ya que es
razonable pensar que las variables aleatorias pueden estar relacionadas de diversas formas.
Para simplificar el análisis, nos limitamos a analizar la posibilidad de que tengan una rela-
ción lineal. Por ejemplo, un elevado valor de X podría ir acompañado, en promedio, de un
elevado valor de Y y un bajo valor de X de un bajo valor de Y; en ese caso, si se represen-
taran en un gráfico los valores relacionados entre sí, la línea recta que se trazara pasando
por ellos sería una buena aproximación.

Supongamos que la variable aleatoria X tiene una media kX y la variable aleatoria Y
tiene una media kY y consideremos el producto (X . kX) (Y . kY). Si los valores altos de X
tienden a ir acompañados de valores altos de Y, es de esperar que este producto sea positi-
vo, y cuanto mayor sea la relación, mayor será la esperanza de (X . kX) (Y . kY), definida
de la forma siguiente: E[(X . kX) (Y . kY)]. En cambio, si los valores altos de X van
acompañados de valores bajos de Y y los valores bajos de X van acompañados de valores
altos de Y, el valor esperado de este producto, E[(X . kX) (Y . kY)], sería negativo. Una
esperanza E[(X . kX) (Y . kY)] igual a 0 implicaría la ausencia de una relación lineal entre
X e Y. Por lo tanto, se utilizará el valor esperado, E[(X . kX) (Y . kY)], como medida de la
relación lineal que existe en la población.
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Covarianza
Sea X una variable aleatoria de media kX e Y una variable aleatoria de media kY. El valor espe-
rado de (X . kX) (Y . kY) se llama covarianza entre X e Y y se representa por medio de
Cov (X, Y). En el caso de las variables aleatorias discretas,

Cov (X, Y) % E[(X . kX)(Y . kY)] % ;
x

;
y

(x . kX)(y . kY)P(x, y) (5.29)

Una expresión equivalente es

Cov (X, Y) % E[XY] . kXkY % ;
x

;
y

xyP(x, y) . kXkY

Correlación
Aunque la covarianza indica el sentido de la relación entre variables aleatorias, no tiene un
límite superior o inferior y su magnitud depende extraordiariamente de las unidades en las
que se mide. Existe una estrecha relación lineal cuando los puntos de observación están
cerca de una línea recta. Es difícil utilizar la covarianza para medir el grado de relación
lineal, ya que no tiene límites. Una medida relacionada con ésta, el coeficiente de correla-
ción, es una medida del grado de relación lineal entre dos variables cuyo valor sólo puede
estar entre .1 y 1.

Correlación
Sean X e Y variables aleatorias distribuidas conjuntamente. La correlación entre X e Y es

o % Corr (X, Y) %
Cov (X, Y)

pXpY

(5.30)

La correlación es la covarianza dividida por las desviaciones típicas de las dos varia-
bles aleatorias. El resultado es una medida estandarizada de la relación que puede ir de .1
a !1. Son importantes las siguientes interpretaciones:

1. Una correlación de 0 indica que no existe ninguna relación lineal entre las dos va-
riables aleatorias. Si las dos variables aleatorias son independientes, la correlación
es igual a 0.

2. Una correlación positiva indica que, si una de las variables aleatorias es alta (baja),
la otra tiene una probabilidad mayor de ser alta (baja) y decimos que las variables
son dependientes positivamente. La dependencia lineal positiva perfecta se indica
por medio de una correlación de !1,0.

3. Una correlación negativa indica que, si una de las variables aleatorias es alta (ba-
ja), la otra tiene una probabilidad mayor de ser baja (alta) y decimos que las varia-
bles son dependientes negativamente. La dependencia lineal negativa perfecta se
indica por medio de una correlación de .1,0.

La correlación es más útil que la covarianza para describir relaciones. Con una correla-
ción de !1, las dos variables aleatorias tienen una relación lineal positiva perfecta, y, por
lo tanto, un valor específico de una variable, X, predice la otra, Y, exactamente. Una corre-
lación de .1 indica la existencia de una relación lineal negativa perfecta entre dos varia-
bles; una de las variables, X, predice la negativa de la otra, Y. Una correlación de 0 indica
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que no existe ninguna relación lineal entre las dos variables. Los valores intermedios indi-
can que las variables tienden a estar relacionadas; las relaciones son más estrechas cuando
el valor absoluto de la correlación tiende a 1.

También sabemos que el término correlación se ha convertido en una palabra de uso
común. En muchos casos, se utiliza para indicar que existe una relación. Sin embargo, las
variables que tienen relaciones no lineales no tienen un coeficiente de correlación cercano
a 1,0. Esta distinción es importante para nosotros con el fin de evitar la confusión entre las
variables aleatorias correlacionadas y las variables aleatorias que tienen relaciones no li-
neales.

EJEMPLO 5.16. Distribución conjunta de los precios de las acciones
(cálculo de la covarianza y de la correlación)

Halle la covarianza y la correlación de las acciones de las empresas A y B del ejem-
plo 5.15 con la distribución de probabilidad conjunta de la Tabla 5.6.

Solución

El cálculo de la covarianza es tedioso incluso en un problema como éste, que se ha sim-
plificado de manera que todas las probabilidades conjuntas, P(x, y), sean 0,0625 para
todos los pares de valores x e y. Por definición, tenemos que hallar

Cov (X, Y) % ;
x

;
y

xyP(x, y) . kXkY

% 0[(0)(0,0625) ! (0,05)(0,0625) ! (0,10)(0,0625) ! (0,15)(0,0625)]

! ñ ! (0,15)[(0)(0,0625) ! (0,05)(0,0625) ! (0,10)(0,0625)
! (0,15)(0,0625)] . (0,075)(0,075)

% 0,005625 . 0,005625
% 0

Por lo tanto,

o % Corr (X, Y) %
Cov (X, Y)

pXpY

% 0

Podemos utilizar el programa Microsoft Excel para realizar estos cálculos siguiendo
atentamente el ejemplo de la Figura 5.9.

Figura 5.9. Cálculo de la covarianza y la correlación por medio del programa Microsoft Excel.
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Covarianza e independencia estadística

Si dos variables aleatorias son estadísticamente independientes, la covarianza entre ellas
es 0. Sin embargo, lo contrario no es necesariamente cierto.

La razón por la que el hecho de que una covarianza sea 0 no implica necesariamente
que las variables aleatorias sean estadísticamente independientes se halla en que la cova-
rianza pretende medir una relación lineal y es posible que esta cantidad no detecte otros
tipos de dependencia. Supongamos que la variable aleatoria X tiene la función de probabi-
lidad

P(.1) % 1/4 P(0) % 1/2 P(1) % 1/4

Definamos la variable aleatoria Y de la forma siguiente:

Y % X2

Así pues, para saber cuál es el valor de X hay que saber cuál es el valor de Y y, por lo
tanto, estas dos variables aleatorias no son, desde luego, independientes. Siempre que
X % 0, entonces Y % 0, y si X es .1 o 1, entonces Y % 1. La función de probabilidad con-
junta de X e Y es

P(.1, 1) % 1/4 P(0, 0) % 1/2 P(1, 1) % 1/4

y la probabilidad de cualquier otra combinación de valores es igual a 0. Es sencillo enton-
ces verificar que

E(X) % 0 E(Y) % 1/2 E(XY) % 0

La covarianza entre X e Y es 0.

Funciones lineales de variables aleatorias

Antes hemos definido la esperanza de una función de una única variable aleatoria. Ahora
podemos extender esta definición a las funciones de varias variables aleatorias.

Valor esperado de las funciones de variables aleatorias
distribuidas conjuntamente

Sean X e Y un par de variables aleatorias discretas que tienen la función de probabilidad con-
junta P(x, y). La esperanza de cualquier función g(X, Y) de estas variables aleatorias se define
de la forma siguiente:

E[g(X, Y)] % ;
x

;
y

g(x, y)P(x, y) (5.31)

Para terminar el análisis de las distribuciones conjuntas, consideremos la media y la
varianza de una variable aleatoria que es la suma o la diferencia de otras variables aleato-
rias. Estos resultados se resumen a continuación y pueden obtenerse por medio de la ecua-
ción 5.31.
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Resumen de los resultados relativos a las sumas y las diferencias
de variables aleatorias
Sean X e Y un par de variables aleatorias que tienen las medias kX y kY y las varianzas p2

X y
p2

Y . Se cumplen las siguientes propiedades:

1. El valor esperado de su suma es la suma de sus valores esperados:

E(X ! Y) % kX ! kY (5.32)

2. El valor esperado de su diferencia es la diferencia entre sus valores esperados:

E(X . Y) % kX . kY (5.33)

3. Si la covarianza entre X e Y es 0, la varianza de su suma es la suma de sus va-
rianzas:

Var (X ! Y) % p2
X ! p2

Y (5.34)

pero si la covarianza no es 0, entonces

Var (X ! Y) % p2
X ! p2

Y ! 2 Cov (X, Y)

4. Si la covarianza entre X e Y es 0, la varianza de su diferencia es la suma de sus va-
rianzas:

Var (X . Y) % p2
X ! p2

Y (5.35)

pero si la covarianza no es 0, entonces

Var (X . Y) % p2
X ! p2

Y . 2 Cov (X, Y)

Sean X1, X2, ..., XK K variables aleatorias que tienen las medias k1, k2, ..., kK y las varianzas
p2

1, p2
2, ..., p. Se cumplen las siguientes propiedades:

5. El valor esperado de su suma es

E(X1 ! X2 ! ñ ! XK) % k1 ! k2 ! ñ ! kK (5.36)

6. Si la covarianza entre cada par de estas variables aleatorias es 0, la varianza de su
suma es

Var (X1 ! X2 ! ñ ! XK) % p2
1 ! p2

2 ! ñ ! p2
K (5.37)

EJEMPLO 5.17. Sencilla cartera de inversión (medias y varianzas,
funciones de variables aleatorias)

Un inversor tiene 1.000 $ para invertir y dos oportunidades de inversión, cada una de
las cuales requiere un mínimo de 500 $. Los beneficios por cada 100 $ de la primera
pueden representarse por medio de una variable aleatoria X, que tiene la siguiente fun-
ción de probabilidad:

P(X % .5) % 0,4 y P(X % 20) % 0,6
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El beneficio por cada 100 $ de la segunda viene dado por la variable aleatoria Y, cuya
función de probabilidad es

P(Y % 0) % 0,6 y P(Y % 25) % 0,4

Las variables aleatorias X e Y son independientes. El inversor tiene las siguientes estra-
tegias posibles:

a) 1.000 $ en la primera inversión
b) 1.000 $ en la segunda inversión
c) 500 $ en cada inversión

Halle la media y la varianza de los beneficios generados por cada estrategia.

Solución

La variable aleatoria X tiene la media

kX % E(X) % ;
x

xP(x) % (.5)(0,4) ! (20)(0,6) % 10 $

y la varianza

p2
X % E[(X . kx)

2
% ;

x

(x . kx)
2P(x)

% (.5 . 10)2(0,4) ! (20 . 10)2(0,6) % 150

La estrategia (a) tiene un beneficio medio de E(10X) % 10E(X) % 100 $ y una varian-
za de

Var (10X) % 100Var (X) % 15.000

La variable aleatoria Y tiene la media

kY % E(Y) % ;
Y

yP(y) % (0)(0,6) ! (25)(0,4) % 10 $

y la varianza

p2
Y % E[(Y . kY)

2] % ;
Y

(y . kY)
2P(y)

% (0 . 10)2(0,6) ! (25 . 10)2(0,4) % 150

La estrategia (b) tiene un beneficio medio de E(10Y) % 10E(Y) % 100 $ y una varian-
za de

Var (10Y) % 100Var (Y)% 15.000

Consideremos ahora la estrategia (c): 500 $ en cada inversión. El rendimiento de la
estrategia (c) es 5X ! 5Y, que tiene una media de

E(5X ! 5Y) % E(5X) ! E(5Y) % 5E(X) ! 5E(Y) % 100 $
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Por lo tanto, las tres estrategias tienen el mismo beneficio esperado. Sin embargo,
como X e Y son independientes y la covarianza es 0, la varianza del rendimiento de la
estrategia (c) es

Var (5X ! 5Y) % Var (5X) ! Var (5Y) % 25Var (X) ! 25Var (Y) % 7.500

Esta varianza es menor que las varianzas de las demás estrategias, debido a la disminu-
ción que experimenta el riesgo como consecuencia de la diversificación de una cartera
de inversión. Este inversor debería preferir, desde luego, la estrategia (c), ya que genera
el mismo rendimiento esperado que las otras dos, pero con un riesgo menor.

Análisis de carteras

Los gestores de inversiones realizan considerables esfuerzos para crear carteras de inver-
sión formadas por un conjunto de instrumentos financieros que tengan cada uno de ellos
unos rendimientos definidos por un modelo de distribución de probabilidad. Las carteras se
utilizan para conseguir una inversión combinada que tenga un rendimiento y un riesgo es-
perados dados. Se pueden construir carteras de acciones de alto riesgo combinando varias
acciones cuyos valores tiendan a subir o a bajar a la vez. Con una cartera de ese tipo, un
inversor experimentará grandes ganancias o grandes pérdidas. Se pueden combinar accio-
nes cuyos valores varíen en sentido contrario para crear una cartera que tenga un valor más
estable, lo que implica menos riesgo. Los descensos del precio de una de las acciones son
compensados por las subidas del precio de otra.

Este proceso de construcción y análisis de carteras se realiza utilizando modelos de
probabilidad definidos mediante variables aleatorias y funciones de distribución de proba-
bilidad. El valor medio de la cartera es la combinación lineal de los valores medios de sus
dos acciones. La varianza del valor de la cartera se calcula utilizando la suma de las va-
rianzas y la covarianza de la distribución conjunta de los valores de las acciones. Desarro-
llaremos el método poniendo un ejemplo de una cartera formada por acciones de dos em-
presas.

Consideremos una cartera formada por a acciones de la empresa A y b acciones de la
empresa B. Es importante poder hallar la media y la varianza del valor de mercado, W, de
una cartera, donde W es la función lineal W % aX ! bY. La media y la varianza se obtie-
nen en el apéndice del capítulo.

La media y la varianza del valor de mercado de una cartera
La variable aleatoria X es el precio de las acciones de A y la variable aleatoria Y es el precio de
las acciones de B. El valor de mercado de la cartera, W, viene dado por la función lineal

W % aX ! bY

donde a es el número de acciones de la empresa A y b es el número de acciones de la empre-
sa B.

El valor medio de W es

kW % E[W] % E[aX ! bY]

% akX ! bkY (5.38)
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La varianza de W es

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y ! 2abCov (X, Y) (5.39)

o utilizando la correlación

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y ! 2abCorr (X, Y)pXpY

EJEMPLO 5.18. Análisis de carteras de acciones (medias y varianzas,
funciones de variables aleatorias)

Jorge Téllez tiene 5 acciones de la empresa A y 10 de la empresa B; las variaciones de
sus precios siguen el modelo de distribución de probabilidad de la Tabla 5.7. Halle la
media y la varianza de la cartera.

Tabla 5.7. Precios de las acciones de A y B.

Precio de las acciones de B

Precio de las acciones de A 40 $ 50 $ 60 $ 70 $

45 $ 0,24 0,003333 0,003333 0,003333
50 $ 0,003333 0,24 0,003333 0,003333
55 $ 0,003333 0,003333 0,24 0,003333
60 $ 0,003333 0,003333 0,003333 0,24

Solución

El valor, W, de la cartera puede representarse por medio de la combinación lineal
W % 5X ! 10Y. La media y la varianza de la acción de A son 53 $ y 31,3, respectiva-
mente, mientras que las de la acción de B son 55 $ y 125, respectivamente. La cova-
rianza es 59,17 y la correlación es 0,947. Estos resultados se han obtenido con el pro-
grama Microsoft Excel haciendo cálculos similares a los de la Figura 5.9.

El valor medio de la cartera es, pues,

kW % E[W] % E[5X ! 10Y] % 5(53) ! (10)(55) % 815

La varianza del valor de la cartera es

p2
W % 52p2

X ! 102p2
Y ! 2 # 5 # 10 # Cov (X, Y)

% 52
# 31,3 ! 102

# 125 ! 2 # 5 # 10 # 59,17 % 19.199,5

Jorge sabe que una elevada varianza implica un elevado riesgo. Cree que el riesgo
de esta cartera es demasiado alto, por lo que nos pide que le preparemos una cartera que
tenga menos riesgo. Tras algunas investigaciones, descubrimos un par distinto de accio-
nes cuyos precios siguen el modelo de distribución de probabilidad de la Tabla 5.8.

La media de las acciones de la empresa C es de 53 $, igual que la de las acciones de
la empresa A. Asimismo, la media de las acciones de la empresa D es de 55 $, igual
que la de las acciones de la empresa B. Por lo tanto, el valor medio de la cartera no
varía.
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Tabla 5.8. Nueva cartera de acciones de C y D.

Precio de las acciones de D

Precio de las acciones de C 40 $ 50 $ 60 $ 70 $

45 $ 0,003333 0,003333 0,003333 0,24
50 $ 0,003333 0,003333 0,24 0,003333
55 $ 0,003333 0,24 0,003333 0,003333
60 $ 0,24 0,003333 0,003333 0,003333

La varianza de las acciones de cada empresa también es la misma, pero ahora la co-
varianza es .59,17. Por lo tanto, la varianza de la nueva cartera incluye un término de
covarianza negativa y es

p2
W % 52p2

X ! 102p2
Y ! 2 # 5 # 10 # Cov (X, Y)

% 52
# 31,3 ! 102

# 125 ! 2 # 5 # 10 # (.59,17) % 7.365,5

Vemos que la covarianza negativa reduce la varianza y, por lo tanto, el riesgo de la car-
tera.

La Figura 5.10 muestra cómo varía la varianza de la cartera y, por lo tanto, el riesgo
con diferentes correlaciones entre los precios de las acciones. Obsérvese que la varianza de
la cartera está relacionada linealmente con la correlación. Para ayudar a controlar el riesgo,
los creadores de carteras de acciones seleccionan las acciones basándose en la correlación
entre los precios.

Varianza de la cartera en relación
con la correlación de los precios

de las acciones
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Figura 1.1. Varianza de la cartera en relación con la correlación de los precios de las acciones.

Como hemos visto en el ejemplo 5.18, la correlación entre los precios de las acciones o
entre dos variables aleatorias cualesquiera produce importantes efectos en la variable alea-
toria del valor de la cartera. La existencia de una correlación positiva indica que los dos
precios, X e Y, suben o bajan a la vez. Por lo tanto, se magnifican los valores grandes o
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a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

5.74. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

5.75. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % X ! Y.

5.76. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % 2X ! Y.

5.77. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % 3X ! 4Y.

5.78. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % X ! Y.

pequeños de la cartera, por lo que el rango y la varianza son mayores que cuando la corre-
lación es cero. Y, a la inversa, la existencia de una correlación negativa indica que, cuando
sube el precio de X, baja el precio de Y. Como consecuencia, el rango y la varianza de la
cartera son menores que cuando la correlación es cero. Seleccionando acciones que tienen
determinadas combinaciones de correlaciones, los gestores de fondos pueden controlar la
varianza y el riesgo de las carteras.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

5.73. Considere la distribución de probabilidad conjunta

X

1 2

Y 0 0,25 0,25
1 0,25 0,25

X

1 2

Y 0 0,20 0,25
1 0,30 0,25

X

1 2

Y 0 0,25 0,25
1 0,25 0,25

X

0 1

Y 0 0,30 0,20
1 0,25 0,25

X

1 2

Y 0 0,70 0,0
1 0,0 0,30

X

1 2

Y 0 0,25 0,25
1 0,25 0,25
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5.79. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % 2X ! Y.

5.80. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % 2X . 4Y.

5.81. Considere la distribución de probabilidad conjunta

a) Calcule las distribuciones de probabilidad
marginal de X e Y.

b) Calcule la covarianza y la correlación de X
e Y.

c) Calcule la media y la varianza de la función
lineal W % 10X . 8Y.

Ejercicios aplicados

5.82. Un investigador sospechaba que el número de
tentempiés que tomaban en un día los estudian-
tes durante la época de exámenes finales depen-
día del número de exámenes que tenían que rea-
lizar ese día. La tabla adjunta muestra las
probabilidades conjuntas, estimadas a partir de
una encuesta.

a) Halle la función de probabilidad de X y, por
lo tanto, el número medio de exámenes reali-
zados por los estudiantes ese día.

b) Halle la función de probabilidad de Y y, por
lo tanto, el número medio de exámenes reali-
zados por los estudiantes ese día.

c) Halle e interprete la función de probabilidad
condicionada de Y, dado X % 3.

d) Halle la covarianza entre X e Y.
e) ¿Son el número de tentempiés y el número de

exámenes independientes entre sí?

5.83. Una agencia inmobiliaria tiene interés en saber
cuál es la relación entre el número de líneas de
un anuncio de prensa sobre un apartamento y el
volumen de llamadas de interesados. Represente-
mos el volumen de llamadas por medio de la va-
riable aleatoria X, cuyo valor es 0 cuando el
interés por el anuncio es escaso, 1 cuando es mo-
derado y 2 cuando es grande. La agencia estimó
la función de probabilidad conjunta mostrada en
la tabla adjunta.

a) Halle la función de probabilidad acumulada
conjunta en X % 1, Y % 4 e interprete su re-
sultado.

b) Halle e interprete la función de probabilidad
condicionada de Y, dado X % 0.

c) Halle e interprete la función de probabilidad
condicionada de X, dado Y % 5.

d) Halle e interprete la covarianza entre X e Y.
e) ¿Son el número de líneas del anuncio y el vo-

lumen de llamadas independientes entre sí?

5.84. La tabla adjunta muestra las probabilidades con-
juntas del número de tarjetas de crédito que po-
seen las personas que tienen entre una y tres tar-
jetas de crédito (X) y el número de compras
semanales realizadas con tarjeta de crédito (Y).

X

1 2

Y 0 0,30 0,20
1 0,25 0,25

X

1 2

Y 0 0,0 0,60
1 0,40 0,0

X

1 2

Y 0 0,70 0,0
1 0,0 0,30

Número de exámenes (X)

Número de
tentempiés (Y) 0 1 2 3

0 0,07 0,09 0,06 0,01
1 0,07 0,06 0,07 0,01
2 0,06 0,07 0,14 0,03
3 0,02 0,04 0,16 0,04

Número de llamadas (X)
Número de
líneas (Y) 0 1 2

3 0,09 0,14 0,07
4 0,07 0,23 0,16
5 0,03 0,10 0,11

Capítulo 5. Variables aleatorias discretas y distribuciones de probabilidad 193



a) ¿Cuál es la función de probabilidad del núme-
ro de compras semanales de una persona de
este grupo elegida aleatoriamente?

b) ¿Cuál es la función de probabilidad del nú-
mero de compras semanales de una persona
de este grupo que tenga tres tarjetas?

c) ¿Son el número de tarjetas que posee una per-
sona y el número de compras estadísticamente
independientes?

5.85. Una empresa de estudios de mercado quiere sa-
ber si un nuevo modelo de computador personal
que se anunciaba en un programa que se emitía
de madrugada ha conseguido que sea una marca
más conocida para las personas que veían el pro-
grama habitualmente que para las que no lo
veían. Tras realizar una encuesta, observó que el
15 por ciento de todas las personas veía el pro-
grama habitualmente y podía identificar correcta-
mente el producto. Además, el 16 por ciento de
todas las personas veía habitualmente el progra-
ma y el 45 por ciento de todas las personas podía
identificar correctamente el producto. Defina un
par de variables aleatorias de la forma siguiente:

a) Halle la función de probabilidad conjunta de
X e Y.

b) Halle la función de probabilidad condiciona-
da de Y, dado X % 1.

c) Halle e interprete la covarianza entre X e Y.

5.86. Un vendedor de libros de texto universitarios lla-
ma a los despachos de los profesores y tiene la
impresión de que los profesores tienden más a no
estar en su despacho los viernes que los demás
días laborales. Un repaso de las llamadas, de las
cuales un quinto se realiza los viernes, indica que
en el 16 por ciento de las llamadas realizadas los
viernes, el profesor no está en su despacho,
mientras que eso ocurre únicamente en el caso
del 12 por ciento de las llamadas realizadas los
demás días laborales. Defina las variables aleato-
rias de la forma siguiente:

a) Halle la función de probabilidad conjunta de
X e Y.

b) Halle la función de probabilidad condiciona-
da de Y, dado X % 0.

c) Halle las funciones de probabilidad marginal
de X e Y.

d) Halle e interprete la covarianza entre X e Y.

5.87. El director de un restaurante recibe quejas de vez
en cuando sobre la calidad tanto de la comida
como del servicio. La tabla adjunta muestra las
funciones de probabilidad marginal del número
de quejas semanales de cada categoría. Halle la
función de probabilidad conjunta suponiendo que
las quejas sobre la comida y el servicio son inde-
pendientes entre sí.

5.88. Vuelva a la información del ejercicio 5.87. Halle
la media y la desviación típica del número total
de quejas recibidas en una semana. Llegado a es-
te punto, sospecha que el número de quejas sobre
la comida y sobre el servicio no son indepen-
dientes entre sí. Sin embargo, no tiene ninguna
información sobre la naturaleza de su dependen-
cia. ¿Qué puede decir ahora sobre la media y la
desviación típica del número total de quejas reci-
bidas en una semana?

5.89. Una empresa tiene 5 representantes que cubren
grandes territorios y 10 que cubren territorios
más pequeños. La tabla adjunta muestra las dis-
tribuciones de probabilidad del número de pedi-
dos recibidos por cada uno de estos tipos de
representantes en un día. Suponiendo que el nú-
mero de pedidos que recibe cualquier represen-
tante es independiente del número que recibe
cualquier otro, halle la media y la desviación tí-
pica del número total de pedidos recibidos por la
empresa en un día.

Número de compras semanales (X)Número de tarjetas
de crétido (Y) 0 1 2 3 4

1 0,08 0,13 0,09 0,06 0,03
2 0,03 0,08 0,08 0,09 0,07
3 0,01 0,03 0,06 0,08 0,08

X % 1 si se ve habitualmente
el programa

X % 0 en caso contrario

Y % 1 si se identifica correctamente
el producto

Y % 0 en caso contrario

X % 1 si la llamada se realiza
los viernes

X % 0 en caso contrario

Y % 1 si el profesor no está
en el despacho

Y % 0 en caso contrario

Número
de quejas sobre

la comida
Proba-
bilidad

Número
de quejas sobre

el servicio
Proba-
bilidad

0 0,12 0 0,18
1 0,29 1 0,38
2 0,42 2 0,34
3 0,17 3 0,10

Número
de pedidos

(territorio grande)
Proba-
bilidad

Número de
pedidos (territorio

más pequeño)
Proba-
bilidad

0 0,08 0 0,18
1 0,16 1 0,26
2 0,28 2 0,36
3 0,32 3 0,13
4 0,10 4 0,07
5 0,06
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que se tarde me-
nos de 3 días en terminar un proyecto elegido
aleatoriamente?

b) Halle el tiempo esperado de terminar un
proyecto.

c) Halle la desviación típica del tiempo necesa-
rio para terminar un proyecto.

d) El coste del proyecto del contratista consta de
dos partes: un coste fijo de 20.000 $ más
2.000 $ por cada día necesario para realizar el
proyecto. Halle la media y la desviación típi-
ca del coste total del proyecto.

RESUMEN

En este capítulo hemos presentado modelos de probabi-
lidad discreta. Estos modelos se definen por medio de
una variable aleatoria y una función de distribución de
probabilidad. También hemos definido los valores espe-
rados y las varianzas de estos modelos. Hemos presenta-
do tres importantes modelos de probabilidad discreta
—el binomial, el de Poisson y el hipergeométrico— jun-

to con posibles aplicaciones. Por último, hemos desarro-
llado distribuciones de probabilidad discreta conjunta y
hemos indicado cómo se calcula la covarianza de estos
modelos. Hemos mostrado cómo pueden utilizarse para
hallar la media y la varianza de combinaciones lineales
de variables aleatorias, con una aplicación especial a
las carteras de acciones.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

5.90. Un asesor financiero le dice a un cliente que una
inversión en un fondo tendrá (el próximo año) un
rendimiento esperado más alto que una inversión
en el mercado de dinero. El cliente le hace en-
tonces las siguientes preguntas:
a) ¿Significa eso que el fondo de inversión ten-

drá con seguridad un rendimiento mayor que
una inversión en el mercado de dinero?

b) ¿Quiere decir que debo invertir en el fondo de
inversión y no en el mercado de dinero?

¿Qué le respondería?

5.91. Un contratista estima las probabilidades del nú-
mero de días necesarios para terminar un cierto
tipo de proyecto de construcción:

Tiempo (días) 1 2 3 4 5

Probabilidad 0,05 0,20 0,35 0,30 0,10
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e) Si se realizan tres proyectos, ¿cuál es la pro-
babilidad de que se tarde al menos 4 días en
terminar al menos dos de ellos, suponiendo
que los días que se tarda en terminar un
proyecto y los que se tarda en terminar otro
son independientes?

5.92. Un vendedor de automóviles estima que las pro-
babilidades de vender un número de automóviles
la próxima semana son:

a) Halle el número esperado de automóviles que
venderá en la semana.

b) Halle la desviación típica del número de auto-
móviles que venderá en la semana.

c) El vendedor gana 250 $ a la semana más 300 $
más por cada automóvil que venda. Halle la
media y la desviación típica de su sueldo se-
manal total.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que el sueldo se-
manal del vendedor sea de más de 1.000 $?

5.93. Un examen de tipo test consta de nueve pregun-
tas. En cada pregunta hay que elegir entre cuatro
respuestas posibles. El alumno recibe un punto
por cada respuesta correcta y no se restan puntos
por las respuestas incorrectas. El profesor da un
punto más si el estudiante deletrea su nombre co-
rrectamente. Un alumno que no ha estudiado pa-
ra este examen decide elegir aleatoriamente una
respuesta en cada pregunta.

a) Halle el número esperado de respuestas co-
rrectas del estudiante a estas nueve preguntas.

b) Halle la desviación típica del número de res-
puestas correctas del estudiante a estas nueve
preguntas.

c) El estudiante deletrea su nombre correcta-
mente:

i. Halle la puntuación total esperada de este
estudiante en el examen.

ii. Halle la desviación típica de su puntuación
total en el examen.

5.94. Ponga ejemplos realistas de pares de variables
aleatorias en las que es de esperar que

a) La covarianza sea positiva.
b) La covarianza sea negativa.
c) La covarianza sea cero.

5.95. Una empresa de taxis de larga distancia posee
cuatro vehículos. Éstos son de diferente antigüe-

dad y tienen diferentes historiales de reparacio-
nes. Las probabilidades de que en un día cual-
quiera cada uno esté listo para su uso son 0,95,
0,90, 0,90 y 0,80. El hecho de que un vehículo
esté listo o no es independiente de que lo esté
otro.

a) Halle la función de probabilidad del número
de vehículos listos en un día dado.

b) Halle el número esperado de vehículos listos
en un día dado.

c) Halle la desviación típica del número de ve-
hículos listos en un día dado.

5.96. Los estudiantes de una universidad se clasifica-
ron según el número de años que llevaban en la
universidad (X) y el número de visitas que ha-
bían realizado a un museo el año anterior (Y % 0
en el caso en que no hubieran realizado ninguna
visita, 1 en el caso en que hubieran realizado una
y 2 en el caso en que hubieran realizado más de
una). Se estimaron las probabilidades conjuntas
de estas variables aleatorias que se muestran en
la tabla adjunta.

a) Halle la probabilidad de que un estudiante
elegido aleatoriamente no visitara un museo
el año anterior.

b) Halle la media de las variables aleatorias X
e Y.

c) Halle e interprete la covarianza entre las va-
riables aleatorias X e Y.

5.97. La estrella de un equipo de baloncesto especialis-
ta en lanzamientos de 3 puntos realiza seis lanza-
mientos de 3 puntos en un partido. Histórica-
mente, ha encestado el 40 por ciento de los
lanzamientos de 3 puntos realizados en un parti-
do. Indique al principio qué supuestos ha postu-
lado.

a) Halle la probabilidad de que enceste al menos
dos de sus lanzamientos.

b) Halle la probabilidad de que enceste exacta-
mente tres de sus lanzamientos.

c) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero de encestes realizados.

d) Halle la media y la desviación típica del nú-
mero total de puntos conseguidos como con-
secuencia de estos encestes.

Número de
automóviles 0 1 2 3 4 5

Probabilidad 0,10 0,20 0,35 0,16 0,12 0,07

Número de
visitas (Y)

Años en la universidad (X)

1 2 3 4

0 0,07 0,05 0,03 0,02
1 0,13 0,11 0,17 0,15
2 0,04 0,04 0,09 0,10
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5.98. Se estima que el 55 por ciento de los estudian-
tes que entran en una universidad se licencia a
los cuatro años.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que tres exacta-
mente de una muestra de cinco se licencie a
los cuatro años?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la mayoría
de una muestra de cinco se licencie a los
cuatro años?

c) Se eligen aleatoriamente 80 estudiantes que
entran en la universidad. Halle la media y la
desviación típica de la proporción de estos
80 que se licenciará a los cuatro años.

5.99. En un campeonato de baloncesto participan dos
equipos, el A y el B. El primero que gane cua-
tro partidos, gana el campeonato. Suponga que
el equipo A es el mejor, en el sentido de que
tiene una probabilidad de 0,6 de ganar cualquier
partido. Suponga también que el resultado de
cualquier partido es independiente del de cual-
quier otro.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que gane el
campeonato el equipo A?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que sea necesa-
rio un séptimo partido para decidir el gana-
dor?

c) Suponga que de hecho cada equipo gana dos
de los cuatro primeros partidos.

i. ¿Cuál es la probabilidad de que gane el
campeonato el equipo A?

ii. ¿Cuál es la probabilidad de que sea nece-
sario un séptimo partido para decidir el
ganador?

5.100. Basándose en información detallada sobre el
flujo de caja, un analista financiero sostiene
que es capaz de decir qué compañías son candi-
datas probables a la quiebra. Recibe informa-
ción de 15 empresas y le dicen que 5 quebra-
ron. Selecciona cinco del grupo de 15 como
candidatas a la quiebra. Tres de las cinco selec-
cionadas por el analista estaban de hecho entre
las que quebraron. Evalúe los resultados de este
test sobre la capacidad del analista para detec-
tar las empresas que son candidatas probables a
la quiebra.

5.101. Un equipo de cinco analistas está a punto de
examinar las perspectivas de beneficios de 20
empresas. Cada uno estudiará 4 empresas. Estos
analistas no son igual de competentes. De he-
cho, uno de ellos es una estrella y tiene un ex-
celente historial de previsión de los cambios de
tendencia. A la dirección le gustaría asignar a

este analista las 4 empresas cuyos beneficios se
alejarán más de las tendencias pasadas. Sin em-
bargo, al carecer de esta información, reparte
las empresas aleatoriamente entre los analistas.
¿Cuál es la probabilidad de que asigne al mejor
analista al menos 2 de las 4 empresas cuyos be-
neficios se alejarán más de las tendencias pasa-
das?

5.102. Durante la hora punta, llegan, en promedio, al
mostrador de facturación de una compañía
aérea 2,4 clientes por minuto. Suponga que las
llegadas siguen una distribución de Poisson.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que no llegue
nadie en un minuto?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que lleguen más
de tres clientes en un minuto?

5.103. Según una estimación reciente, el 6,5 por ciento
de todas las personas y parejas que declaran una
renta de más de 200.000 $ no pagó impuestos o
pagó un tipo impositivo de menos del 15 por
ciento. Se tomó una muestra aleatoria de 100
personas del grupo que declaró una renta de
más de 200.000 $. ¿Cuál es la probabilidad de
que más de 2 miembros de la muestra no paga-
ran ningún impuesto o pagaran un tipo impositi-
vo de menos del 15 por ciento?

5.104. Una empresa tiene dos cadenas de montaje, ca-
da una de las cuales se para una media de 2,4
veces a la semana según una distribución de
Poisson. Suponga que el comportamiento de
una de estas cadenas de montaje es indepen-
diente del de la otra. ¿Cuál es la probabilidad
de que al menos una se pare al menos una vez
en cualquier semana dada?

5.105. Jorge Alas le ha pedido que analice su cartera
de acciones, que contiene 10 acciones de la em-
presa D y 5 de la empresa C. La Tabla 5.9
muestra la distribución de probabilidad conjunta

Tabla 5.9. Distribución de probabilidad conjunta
de los precios de las acciones.

Precio de las acciones de D
Precio de las
acciones de C 40 $ 50 $ 60 $ 70 $

45 $ 0,00 0,00 0,05 0,20
50 $ 0,05 0,00 0,05 0,10
55 $ 0,10 0,05 0,00 0,05
60 $ 0,20 0,10 0,05 0,00
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de los precios de las acciones. Calcule la media
y la varianza del valor total de su cartera de ac-
ciones.

5.106. Considere un país que importa acero y exporta
automóviles. El valor por unidad de automóvi-
les exportados se expresa en unidades de miles
de dólares por automóvil por medio de la varia-
ble aleatoria X. El valor por unidad de acero
importado se expresa en unidades de miles de
dólares por tonelada de acero por medio de la
variable aleatoria Y. Suponga que el país expor-
ta anualmente 10 automóviles y 5 toneladas de
acero. Calcule la media y la varianza de la ba-
lanza comercial, donde la balanza comercial es
el total de dólares recibidos por todos los auto-
móviles exportados menos el total de dólares

gastados en todo el acero importado. La Ta-
bla 5.10 muestra la distribución de probabilidad
conjunta de los precios de los automóviles y del
acero.

Tabla 5.10. Distribución conjunta de los precios
de los automóviles y del acero.

Precio de los automóviles (X)
Precio del
acero (Y) 3 $ 4 $ 5 $

4 $ 0,10 0,15 0,05
6 $ 0,10 0,20 0,10
8 $ 0,05 0,15 0,10

Apéndice: Verificaciones

1. Verificación de una fórmula alternativa
de la varianza de una variable aleatoria discreta
(ecuación 5.6)

Comenzamos con la definición original de varianza:

p2
X % ;

x

(x . kX)
2P(x) % ;

x

(x2
. 2kXx ! k2

X)P(x)

% ;
x

x2P(x) . 2kX ;
x

xP(x) ! k2
X ;

x

P(x)

Pero hemos visto que

;
x

xP(x) % kX y ;
x

P(x) % 1

Por lo tanto,

p2
X % ;

x

x2P(x) . 2k2
X ! k2

X

y, por último,

p2
X % ;

x

x2P(x) . k2
X
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2. Verificación de la media y la varianza
de una función lineal de una variable aleatoria
(ecuaciones 5.8 y 5.9)

De la definición de esperanza se deduce que si Y toma los valores a ! bx con las probabi-
lidades PX(x), su media es

E(Y) % kY % ;
x

(a ! bx)P(x)

% a ;
x

P(x) ! b ;
x

xP(x)

Entonces, dado que el primer sumatorio del segundo miembro de esta ecuación es 1 y que
el segundo es la media de X, tenemos que

E(Y) % a ! bkX como en la ecuación 5.8

Además, la varianza de Y es, por definición,

p2
Y % E[(Y . kY)

2] % ;
x

[(a ! bx) . kY]
2P(x)

Sustituyendo kY por a ! bkX, tenemos que

p2
Y % ;

X

(bx . bkX)
2P(x) % b2 ;

X

(x . kX)
2P(x)

Dado que el sumatorio del segundo miembro de esta ecuación es, por definición, la va-
rianza de X, es fácil deducir el resultado de la ecuación 5.9:

p2
Y % Var (a ! bX) % b2p2

X

3. Verificación de la media y la varianza
de la distribución binomial
(ecuaciones 5.19 y 5.20)

Para hallar la media y la varianza de la distribución binomial, es útil volver a la distribu-
ción de Bernoulli. Consideremos n pruebas independientes, cada una de las cuales tiene
una probabilidad de éxito P, y sea Xi % 1 si la i-ésima prueba tiene éxito y 0 en caso con-
trario. Las variables aleatorias X1, X2, ..., Xn son, por lo tanto, n variables de Bernoulli in-
dependientes, cada una de las cuales tiene una probabilidad de éxito P. Además, el número
total de éxitos X es

X % X1 ! X2 ! ñ ! Xn

Por lo tanto, la variable aleatoria binomial es la suma de variables aleatorias de Bernoulli
independientes.
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La media y la varianza de variables aleatorias de Bernoulli pueden utilizarse para hallar
la media y la varianza de la distribución binomial. Aplicando la ecuación 5.15, sabemos
que

E(Xi) % P y p2
xi % P(1 . P) para todo i % 1, 2, ..., n

Entonces, en el caso de la distribución binomial,

E(X) % E(X1 ! X2 ! ñ ! Xn) % E(X1) ! E(X2) ! ñ ! E(Xn) % nP

Dado que las variables aleatorias de Bernoulli son independientes, la covarianza entre cual-
quier par de ellas es cero y

p2
X % p2(X1 ! X2 ! ñ ! Xn)

% p2(X1) ! p2(X2) ! ñ ! p2(Xn)
% nP(1 . P)

4. Verificación de la media y la varianza
del valor de mercado, W, de una cartera
(ecuaciones 5.38 y 5.39)

Recibimos una combinación lineal, W, de las variables aleatorias X e Y, donde
W % aX ! bY y a y b son constantes. La media de W es

kW % E[W] % E[aX ! bY]
% akX ! bkY

y la varianza de W es

p2
W % E[(W . kW)2]

% E[((aX ! bY) . (akX ! bkY))
2]

% E[(a(X . kX) ! b(Y . kY))
2]

% E[a2(X . kX)
2
! b2(Y . kY)

2
! 2ab(X . kX)(Y . kY)]

% a2E[(X . kX)
2] ! b2E[(Y . kY)

2] ! 2abE[(X . kX)(Y . kY)]
% a2p2

X ! b2p2
Y ! 2abCov (X, Y)
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Esquema del capítulo
6.1. Variables aleatorias continuas

La distribución uniforme
6.2. Esperanzas de variables aleatorias continuas
6.3. La distribución normal

Gráficos de probabilidades normales
6.4. La distribución normal como aproximación de la distribución binomial

Variable aleatoria proporcional
6.5. La distribución exponencial
6.6. Distribución conjunta de variables aleatorias continuas

Combinaciones lineales de variables aleatorias

Introducción
En el Capítulo 5, presentamos las variables aleatorias discretas y sus distribuciones de
probabilidad. Aquí extendemos los conceptos de probabilidad a las variables aleatorias
continuas y a sus distribuciones de probabilidad. Los conceptos y las ideas sobre las va-
riables aleatorias discretas también se aplican a las variables aleatorias continuas, por lo
que nos basamos directamente en el capítulo anterior. Muchos indicadores económicos
y empresariales como las ventas, la inversión, el consumo, los costes y los ingresos
pueden representarse por medio de variables aleatorias continuas. Además, las medidas
del tiempo, la distancia, la temperatura y el peso encajan en esta categoría. Las afirma-
ciones sobre la probabilidad de variables aleatorias continuas se especifican en interva-
los. Un ejemplo representativo es la probabilidad de que las ventas se encuentren entre
140 y 190 o sean superiores a 200. La teoría matemática nos lleva a concluir que, en
realidad, las variables aleatorias de todos los problemas aplicados son discretas, porque
las mediciones se redondean a algún valor. Pero para nosotros lo importante es que las
variables aleatorias continuas y sus distribuciones de probabilidad son buenas aproxima-
ciones en muchos problemas aplicados. Por lo tanto, estos modelos son muy importan-
tes y constituyen excelentes instrumentos para las aplicaciones empresariales y econó-
micas.



6.1. Variables aleatorias continuas

Aquí, X es de nuevo una variable aleatoria y x es un valor específico de la variable aleato-
ria. Comenzamos definiendo la función de distribución acumulada. A continuación, defini-
mos la función de densidad de probabilidad, que es análoga a la función de distribución de
probabilidad utilizada para las variables aleatorias discretas.

Función de distribución acumulada
La función de distribución acumulada, F(x), de una variable aleatoria continua X expresa la
probabilidad de que X no sea mayor que el valor de x, en función de x

F(x) % P(X m x) (6.1)

Explicamos la función de distribución acumulada utilizando una sencilla estructura de
probabilidad. Consideremos una estación de servicio que tiene un depósito de 1.000 litros
que se llena todas las mañanas al comienzo de la jornada laboral. El análisis de la historia
pasada indica que no es posible predecir la cantidad de gasolina que se venderá en un día
cualquiera, pero el límite inferior es 0 y el superior es, por supuesto, 1.000 litros, que es el
tamaño del depósito. Además, la historia pasada indica que cualquier demanda comprendi-
da en el intervalo 1 a 1.000 litros es igual de probable. La variable aleatoria X indica las
ventas de gasolina de un día específico en litros. Nos interesa saber cuál es la probabilidad
de algunos niveles de ventas diarias de gasolina, donde la probabilidad de que se venda un
número específico de litros es la misma en el intervalo de 0 a 1.000 litros. Se dice que la
distribución de X sigue una distribución de probabilidad uniforme y la distribución acu-
mulada es

F(x) % E
0 si ñ x a 0

0,001x si ñ 0 m x m 1.000

1 si ñ x b 1.000

Esta función se representa por medio de una línea recta entre 0 y 1.000, como se muestra
en la Figura 6.1. Permite ver que la probabilidad de que se venda entre 0 y 400 litros es

P(X m 400) % F(400) % (0,001)(400) % 0,40

Para hallar la probabilidad de que una variable aleatoria continua X esté comprendida
en un intervalo específico, calculamos la diferencia entre la probabilidad acumulada en el
extremo superior del intervalo y la probabilidad acumulada en el extremo inferior del inter-
valo.

Probabilidad de un intervalo utilizando una función
de distribución acumulada
Sea X una variable aleatoria continua que tiene una función de distribución acumulada F(x) y
sean a y b dos valores posibles de X, siendo a a b. La probabilidad de que X se encuentre
entre a y b es

P(a a X a b) % F(b) . F(a) (6.2)
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Figura 6.1.
Función de
distribución
acumulada de una
variable aleatoria
que toma valores
entre 0 y 1.000 con
distribución de
probabilidad
uniforme.

En el caso de las variables aleatorias continuas, da lo mismo que escribamos «menor que»
o «menor o igual que», ya que la probabilidad de que X sea exactamente igual a b es 0.

En el caso de la variable aleatoria que está distribuida uniformemente en el rango de 0
a 1.000, la función de distribución acumulada en ese rango es F(x) % 0,001x. Por lo tanto,
si a y b son dos números comprendidos entre 0 y 1.000, siendo a a b,

P(a a X a b) % F(b) . F(a) % 0,001(b . a)

Por ejemplo, la probabilidad de que se venda entre 250 y 750 litros es

P(250 a X a 750) % (0,001)(750) . (0,001)(250) % 0,75 . 0,25 % 0,50

como muestra la Figura 6.1.
Hemos visto que la probabilidad de que una variable aleatoria continua se encuentre

entre dos valores cualesquiera puede expresarse por medio de su función de distribución
acumulada. Esta función contiene, pues, toda la información sobre la estructura de probabi-
lidad de la variable aleatoria. Sin embargo, para muchos fines es más útil una función dife-
rente. En el Capítulo 5 analizamos la función de probabilidad de las variables aleatorias
discretas, que expresa la probabilidad de que una variable aleatoria discreta tome un valor
específico cualquiera. Como la probabilidad de un valor específico es 0 en el caso de las
variables aleatorias continuas, ese concepto no es directamente relevante aquí. Sin embar-
go, es posible construir una función relacionada con ésta, llamada función de densidad de
probabilidad, para las variables aleatorias continuas, que permite la interpretación gráfica
de su estructura de probabilidad.

Función de densidad de probabilidad
Sea X una variable aleatoria continua y x cualquier número situado en el rango de valores que
puede tomar esta variable aleatoria. La función de densidad de probabilidad, f (x), de la va-
riable aleatoria es una función que tiene las siguientes propiedades:

1. f (x) b 0 para todos los valores de x.
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2. El área situada debajo de la función de densidad de probabilidad, f (x), cuando se abar-
can todos los valores de la variable aleatoria, X, es igual a 1,0.

3. Supongamos que se representa gráficamente esta función de densidad. Sean a y b dos
valores posibles de la variable aleatoria X, siendo aa b. En ese caso, la probabilidad
de que X se encuentre entre a y b es el área situada debajo de la función de densidad
entre estos puntos.

4. La función de distribución acumulada, F(x0), es el área situada debajo de la función de
densidad de probabilidad, f (x), hasta x0:

F(x0) % I
x0

xm

f (x)dx

donde xm es el valor mínimo de la variable aleatoria X.

Es posible aproximarse a la función de densidad de probabilidad a partir de una distri-
bución de probabilidad discreta en la que se consideran muchos valores cercanos entre sí,
como se observa en la Figura 6.2.

La Figura 6.3 muestra una función de densidad de probabilidad arbitraria de una varia-
ble aleatoria continua. Se muestran dos valores posibles, a y b, y el área sombreada situada
debajo de la curva entre estos puntos es la probabilidad de que la variable aleatoria se en-
cuentre en el intervalo entre ellos (véase el apéndice del capítulo).

f (x) f(x)

Figura 6.2. Aproximación de una función de densidad de probabilidad por medio de una distribución
de probabilidad discreta.

Figura 6.3.
El área sombreada
es la probabilidad
de que X se
encuentre entre
a y b.

0

f(x)

a b x

Áreas situadas debajo de funciones de probabilidad continua
Sea X una variable aleatoria continua que tiene una función de densidad de probabilidad f (x) y
una función de distribución acumulada F(x). Se cumplen las siguientes propiedades:

1. El área total situada debajo de la curva f (x) es 1.
2. El área situada debajo de la curva f (x) a la izquierda de x0 es F(x0), donde x0 es cual-

quier valor que pueda tomar la variable aleatoria.
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Estos resultados se muestran en la Figura 6.4; la 6.4(a) muestra que toda el área situada
debajo de la función de densidad de probabilidad es igual a 1 y la 6.4(b) indica el área
situada a la izquierda de x0.

Figura 6.4.
Propiedades de la
función de densidad
de probabilidad.

La distribución uniforme

A continuación, examinamos una función de densidad de probabilidad que representa una
distribución de probabilidad en el rango de 0 a 1. La Figura 6.5 es una representación grá-
fica de la función de densidad de probabilidad uniforme. Ésta es la función de densidad de
probabilidad del ejemplo de las ventas de gasolina. Dado que la probabilidad es la misma
en cualquier intervalo de ventas que esté comprendido entre 0 y 1, deducimos que la fun-
ción de densidad de probabilidad es constante en el rango de 0 a 1.000; una función como
ésa se llama función de densidad de probabilidad uniforme y puede expresarse de la forma
siguiente:

f(x) %E
0,001 si 0 m x m 1.000

0 en caso contrario

Cualquier variable aleatoria uniforme definida en el rango entre a y b tiene la siguiente
función de densidad de probabilidad:

f(x) % E
1

b . a
si a m x m b

0 en caso contrario

Esta función de densidad de probabilidad puede utilizarse para hallar la probabilidad de
que la variable aleatoria se encuentre dentro de un intervalo específico. Por ejemplo, la Fi-
gura 6.6 muestra la probabilidad de que se venda entre 250 litros y 750. Como la altura de
la función de densidad es f(x) % 0,001, el área situada debajo de la curva entre 250 y 750
es igual a 0,50, que es la probabilidad que buscamos. Obsérvese que este resultado es igual
que el que hemos obtenido antes con la función de probabilidad acumulada.

Hemos visto que la probabilidad de que una variable aleatoria se encuentre entre un par
de valores es el área situada debajo de la función de densidad de probabilidad entre estos
dos valores. Merece la pena señalar dos importantes resultados. El área situada debajo de
toda la función de densidad de probabilidad es 1 y la probabilidad acumulada, F(x0), es el
área situada debajo de la función de densidad a la izquierda de x0.
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Figura 6.5. Función de densidad
de probabilidad de una variable aleatoria
uniforme que toma valores entre 0 y 1.

f(x)

X0 250 750 1.000
0

1

Figura 6.6. Función de densidad
que muestra la probabilidad de que X

se encuentre entre 250 y 750.

EJEMPLO 6.1. Probabilidad de que haya grietas en un oleoducto
(función de distribución acumulada)

Un equipo de reparación es responsable de un tramo de un oleoducto de 2 kilómetros de
largo. La distancia (en kilómetros) a la que surge cualquier grieta puede representarse
por medio de una variable aleatoria distribuida uniformemente, con una función de den-
sidad de probabilidad

f(x) % 0,5

Halle la función de distribución acumulada y la probabilidad de que surja cualquier
grieta dada entre 0,5 kilómetros y 1,5 en este tramo del oleoducto.

Solución

La Figura 6.7 representa la función de densidad de probabilidad; el área sombreada re-
presenta F(x0), la función de distribución acumulada evaluada en x0. Vemos, pues, que

F(x0) % 0,5x0 para 0 a x0 a 2

La probabilidad de que surja una grieta entre 0,5 kilómetros y 1,5 en el oleoducto es

P(0,5 a X a 1,5) % F(1,5) . F(0,5)

% (0,5)(1,5) . (0,5)(0,5) % 0,5

Ésta es el área situada debajo de la función de densidad de probabilidad de x % 0,5 a
x % 1,5.

Figura 6.7. Función de densidad de probabilidad del ejemplo 6.1.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
6.1. Utilizando la función de densidad de probabilidad

uniforme mostrada en la Figura 6.7, halle la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X esté entre
1,4 y 1,8.

6.2. Utilizando la función de densidad de probabilidad
uniforme mostrada en la Figura 6.7, halle la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X esté entre
1,0 y 1,9.

6.3. Utilizando la función de densidad de probabilidad
uniforme mostrada en la Figura 6.7, halle la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X sea menor
que 1,4.

6.4. Utilizando la función de densidad de probabilidad
uniforme mostrada en la Figura 6.7, halle la pro-
babilidad de que la variable aleatoria X sea mayor
que 1,3.

Ejercicios aplicados

6.5. Un analista dispone de dos predicciones, F1 y F2,
de los beneficios por acción que obtendrá una em-
presa el próximo año. Pretende hacer una predic-
ción intermedia que sea una media ponderada de
las dos predicciones. Para hacer esa predicción, dará
la ponderación X a la primera predicción y la ponde-
ración (1 . X) a la segunda, por lo que la predic-
ción intermedia compromiso es XF1!(1.X)F2.
El analista quiere elegir un valor entre 0 y 1 para
la ponderación X, pero no sabe cuál es mejor. Su-
ponga que lo que decide finalmente como mejor
elección posible de la ponderación X puede conce-
birse como una variable aleatoria distribuida uni-
formemente entre 0 y 1, que tiene la función de
densidad de probabilidad

f(x) %E
1 para 0 m x m 1

0 para todos los demás valores de x

a) Trace la función de densidad de probabilidad.
b) Halle y trace la función de distribución acumu-

lada.
c) Halle la probabilidad de que la mejor elección

de la ponderación X sea inferior a 0,25.
d) Halle la probabilidad de que la mejor elección

de la ponderación X sea superior a 0,75.
e) Halle la probabilidad de que la mejor elección

de la ponderación X esté entre 0,2 y 0,8.

6.6. Dentro de la jurisdicción de un equipo de salva-
mento se encuentran las emergencias que se pro-

duzcan en un tramo de un río que tiene 4 kilóme-
tros de largo. La experiencia ha demostrado que la
distancia, expresada en kilómetros desde el punto
situado más al norte, a la que se produce una
emergencia dentro de este tramo puede represen-
tarse por medio de una variable aleatoria distribui-
da uniformemente en el rango 0 a 4 kilómetros.
En ese caso, si X representa la distancia (en kiló-
metros) a la que se produce una emergencia desde
el punto situado más al norte de este tramo del
río, su función de densidad de probabilidad es

f(x) %E
0,25 para 0 a x a 4

0 para todos los demás valores de x

a) Trace la función de densidad de probabilidad.
b) Halle y trace la función de distribución acumu-

lada.
c) Halle la probabilidad de que se produzca una

emergencia como máximo a un kilómetro del
punto situado más al norte de este tramo del
río.

d) La base del equipo de salvamento se encuentra
en el punto medio de este tramo del río. Halle
la probabilidad de que se produzca una emer-
gencia a más de 1,5 kilómetros de esta base.

6.7. Las rentas de todas las familias de un barrio pue-
den representarse por medio de una variable alea-
toria continua. Se sabe que la renta mediana de to-
das las familias de este barrio es de 60.000 $ y
que el 40 por ciento de todas las familias del ba-
rrio tiene una renta de más de 72.000 $.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la renta de una
familia elegida aleatoriamente esté comprendi-
da entre 60.000 $ y 72.000 $?

b) Dado que no se dispone de más información,
¿qué puede decirse sobre la probabilidad de
que una familia elegida aleatoriamente tenga
una renta de menos de 65.000 $?

6.8. Al comienzo del invierno, la propietaria de un pi-
so estima que la probabilidad de que su factura to-
tal de calefacción en los tres meses del invierno
sea de menos de 380 $ es de 0,4. También estima
que la probabilidad de que sea de menos de 460 $
es de 0,6.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la factura total
esté comprendida entre 380 $ y 460 $?

b) Dado que no se dispone de más información,
¿qué puede decirse sobre la probabilidad de
que la factura total sea de menos de 400 $?
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6.2. Esperanzas de variables aleatorias continuas

En el apartado 5.2 presentamos los conceptos de valor esperado de una variable aleatoria
discreta y de valor esperado de una función de esa variable aleatoria. Aquí extendemos
esas ideas a las variables aleatorias continuas. Como la probabilidad de cualquier valor
específico es 0 en el caso de una variable aleatoria continua, tenemos que utilizar la ecua-
ción 6.3.

Justificación de las esperanzas de variables aleatorias continuas
Supongamos que en un experimento aleatorio se obtiene un resultado que puede representar-
se por medio de una variable aleatoria continua. Si se realizan N réplicas independientes de
este experimento, el valor esperado de la variable aleatoria es la media de los valores obteni-
dos, cuando el número de réplicas tiende a infinito. El valor esperado de una variable aleatoria
se representa de la siguiente manera: E(X).

Asimismo, si g(X) es cualquier función de la variable aleatoria X, el valor esperado de esta
función es el valor medio obtenido en pruebas independientes repetidas, cuando el número de
pruebas tiende a infinito. Esta esperanza se representa de la siguiente manera: E [g(X)].

Utilizando el cálculo podemos definir los valores esperados de variables aleatorias conti-
nuas similares a los utilizados en el caso de las variables aleatorias discretas:

E[g(x)] %Ix

g(x) f(x) dx (6.3)

Estos conceptos pueden presentarse claramente si se sabe cálculo integral, como se
muestra en el apéndice del capítulo. Utilizando la ecuación 6.3, podemos calcular la media
y la varianza de variables aleatorias continuas. Las ecuaciones 6.4 y 6.5 presentan la media
y la varianza de variables aleatorias continuas.

Media, varianza y desviación típica de variables aleatorias continuas
Sea X una variable aleatoria continua. Hay dos importantes valores esperados que se utilizan
habitualmente para definir las distribuciones de probabilidad continua.

1. La media de X, representada por kX, es el valor esperado de X:

kX % E(X) (6.4)

2. La varianza de X, representada por p2
X, es la esperanza del cuadrado de la diferencia

entre la variable aleatoria y su media (X . kX)2:

p2
X % E[(X . kX)

2] (6.5)

Otra expresión es:

p2
X % E(X2) . k2

X (6.6)

La desviación típica de X, pX, es la raíz cuadrada de la varianza.

La media y la varianza constituyen dos importantes indicadores sintéticos de una distri-
bución de probabilidad. La media es una medida del centro de la distribución. Considere-
mos la siguiente interpretación física: recortemos el gráfico de una función de densidad de
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probabilidad. El punto del eje de las x en el que la figura está exactamente en equilibrio
sobre un dedo es la media de la distribución. Por ejemplo, en la Figura 6.4 la distribución
uniforme es simétrica alrededor de x % 0,5 y, por lo tanto, kX % 0,5 es la media de la va-
riable aleatoria.

La varianza —o su raíz cuadrada, la desviación típica— es una medida de la dispersión
de una distribución. Así, por ejemplo, si comparamos dos distribuciones uniformes que tie-
nen la misma media, kX % 1 —una en el rango 0,5 a 1,5 y la otra en el rango 0 a 2—,
observaremos que la segunda tiene una varianza mayor porque se distribuye a lo largo de
un intervalo mayor.

Para una distribución uniforme definida en el rango a a b, tenemos los siguientes re-
sultados:

f(x) %
1

b . a

a m X m b

kx % E[X] %
a ! b

2

p2
x % E[(X . kx)

2] %
(b . a)2

12

En el apartado 5.3 mostramos cómo se calculan las medias y las varianzas de funciones
lineales de variables aleatorias discretas. Los resultados son iguales en el caso de las varia-
bles aleatorias continuas, ya que se utiliza el operador del valor esperado. Repetimos aquí
el resumen de los resultados del Capítulo 5.

Funciones lineales de variables aleatorias
Sea X una variable aleatoria continua de media kX y de varianza p2

X y sean a y b unas constan-
tes cualesquiera. Definiendo la variable aleatoria W,

W % a ! bX

la media y la varianza de W son

kW % E(a ! bX) % a ! bkX (6.7)

y

p2
W % Var (a ! bX) % b2p2

X (6.8)

y la desviación típica de W es

pW % �b�pX (6.9)

Un importante caso especial de estos resultados es la variable aleatoria estandarizada

Z %
X . kX

pX

(6.10)

de media 0 y varianza 1.
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EJEMPLO 6.2. Costes de calefacción de una casa
(media y desviación típica)

El propietario de un piso estima que dentro del rango de temperaturas probables, su fac-
tura de calefacción, Y, de enero en dólares será

Y % 290 . 5T

donde T es la temperatura media del mes, en grados Fahrenheit. Si la temperatura media
de enero puede representarse por medio de una variable aleatoria que tiene una media
de 24 y una desviación típica de 4, halle la media y la desviación típica de la factura de
la calefacción de enero de este propietario.

Solución

La variable aleatoria T tiene una media kT % 24 y una desviación típica pT % 4. Por lo
tanto, la factura esperada de la calefacción es

kY % 290 . 5kT

% 290 . (5)(24) % 170 $

La desviación típica es

pY % �.5� pT % (5)(4) % 20 $

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
6.9. El coste total de un proceso de producción es de

1.000 $ más el doble del número de unidades
producidas. La media y la varianza del número
de unidades producidas son 500 y 900, respecti-
vamente. Halle la media y la varianza del coste
total.

6.10. El beneficio de un proceso de producción es de
1.000 $ menos el doble del número de unidades
producidas. La media y la varianza del número
de unidades producidas son 50 y 90, respectiva-
mente. Halle la media y la varianza del beneficio.

6.11. El beneficio de un proceso de producción es de
2.000 $ menos el doble del número de unidades
producidas. La media y la varianza del número
de unidades producidas son 500 y 900, respec-
tivamente. Halle la media y la varianza del bene-
ficio.

6.12. El beneficio de un proceso de producción es de
6.000 $ menos el triple del número de unidades
producidas. La media y la varianza del número
de unidades producidas son 1.000 y 900, respec-
tivamente. Halle la media y la varianza del bene-
ficio.

Ejercicios aplicados

6.13. Un autor recibe de una editorial un contrato, se-
gún el cual recibirá una cantidad fija de 10.000 $
más 1,50 $ por cada ejemplar que se venda de su
libro. Su incertidumbre sobre las ventas totales
del libro pueden representarse por medio de una
variable aleatoria que tiene una media de 30.000
y una desviación típica de 8.000. Halle la media
y la desviación típica de la cantidad total de di-
nero que recibirá.

6.14. Un contratista presenta una oferta para realizar
un proyecto, para el que hay que hacer más in-
vestigación y desarrollo. Se estima que el coste
total del cumplimiento de las especificaciones
del proyecto es de 20 millones de dólares más el
coste de la investigación y el desarrollo adiciona-
les. El contratista considera que el coste de este
trabajo es una variable aleatoria que tiene una
media de 4 millones de dólares y una desviación
típica de 1 millón de dólares. El contratista desea
presentar una oferta tal que su beneficio esperado
sea un 10 por ciento de sus costes esperados.
¿Qué oferta debe presentar? Si se le acepta, ¿cuál
será la desviación típica del beneficio generado
por el proyecto?
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6.15. Una organización benéfica solicita donaciones
por teléfono. Los empleados reciben 60 $ más un
20 por ciento del dinero que generan las llama-
das cada semana. La cantidad de dinero generada
en una semana puede concebirse como una va-
riable aleatoria que tiene una media de 700 $ y
una desviación típica de 130 $. Halle la media y
la desviación típica de la remuneración total de
un empleado en una semana.

6.16. Un vendedor tiene un sueldo anual de 6.000 $
más un 8 por ciento del valor de los pedidos
que reciba. El valor anual de estos pedidos pue-
de representarse por medio de una variable alea-
toria que tiene una media de 600.000 $ y una
desviación típica de 180.000 $. Halle la media
y la desviación típica de la renta anual del ven-
dedor.

6.3. La distribución normal

En este apartado presentamos la distribución de probabilidad normal, que es la distribución
de probabilidad de variables aleatorias continuas que se utiliza más a menudo en economía
y en las aplicaciones empresariales. La Figura 6.8 muestra un ejemplo de la función de
densidad de probabilidad normal.

Figura 6.8.
Función de
densidad de
probabilidad de una
distribución normal.

x0,0

0,1

0,2

0,3

0,4

Son muchas las razones por las que se utiliza frecuentemente.

1. La distribución normal es una aproximación muy buena de las distribuciones de
probabilidad de una amplia variedad de variables aleatorias. Por ejemplo, las di-
mensiones de las piezas y el peso de los paquetes de alimentos a menudo siguen
una distribución normal, por lo que tiene muchas aplicaciones en el control de cali-
dad. Las ventas o la producción a menudo siguen una distribución normal, por lo
que ésta tiene una gran cantidad de aplicaciones en el marketing y en la gestión de
la producción. Las pautas de los precios de las acciones y de los bonos a menudo
se analizan utilizando la distribución normal en grandes modelos informáticos de
contratación financiera. Los modelos económicos utilizan la distribución normal
para algunas medidas económicas.

2. Las distribuciones de las medias muestrales siguen una distribución normal, si el
tamaño de la muestra es «grande».

3. El cálculo de probabilidades es directo e ingenioso.
4. La razón más importante es que la distribución de probabilidad normal ha llevado

a tomar buenas decisiones empresariales en algunas aplicaciones.

La ecuación 6.11 define formalmente la función de densidad de probabilidad
normal.
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Función de densidad de probabilidad de la distribución normal
La función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria X que sigue una distri-
bución normal X es

f(x) %
1

∂2np2
e.(x.k)2/2p2

para .ä a x a ä (6.11)

donde k y p2 son números tales que .ä a k a ä y 0 a p2
a ä y donde e y n son constantes

físicas, e % 2,71828... y n % 3,14159...

La distribución normal representa una gran familia de distribuciones, cada una con una
especificación única de los parámetros k y p2. Estos parámetros tienen una interpretación
muy útil.

Propiedades de la distribución normal
Supongamos que la variable aleatoria X sigue una distribución normal cuyos parámetros son
p2. En ese caso, se cumplen las siguientes propiedades:

1. La media de la variable aleatoria es k:

E(X) % k

2. La varianza de la variable aleatoria es p2:

Var (X) % E [(X . k)2] % p2

3. La forma de la función de densidad de probabilidad es una curva simétrica en forma de
campana centrada en la media, k, como muestra la Figura 6.8.

4. Si conocemos la media y la varianza, podemos definir la distribución normal utilizando
la notación

X V N(k, p2)

La distribución normal tiene algunas características importantes para nuestros análisis
estadísticos aplicados. Es simétrica. Las diferentes tendencias centrales son indicadas por
las diferencias entre las k. En cambio, las diferencias entre las p2 dan como resultado fun-
ciones de densidad de diferentes amplitudes. Seleccionando distintos valores de k y p2, po-
demos definir una gran familia de funciones de densidad normales. Si cambia la media, se
desplaza toda la distribución. Pero cambiando la varianza se obtienen distribuciones de di-
ferentes amplitudes.

La media de la distribución es una medida de la tendencia central y la varianza es una
medida de la dispersión en torno a la media. Por lo tanto, los parámetros k y p2 producen
diferentes efectos en la función de densidad de una variable aleatoria normal. La Figu-
ra 6.9(a) muestra funciones de densidad de dos distribuciones normales que tienen una va-
rianza común y diferentes medias. Vemos que los aumentos de la media desplazan la dis-
tribución sin alterar su forma. En la Figura 6.9(b), las dos funciones de densidad tienen la
misma media, pero diferentes varianzas. Las dos son simétricas en torno a la media común,
pero la que tiene la mayor varianza es más dispersa.

Nuestra siguiente tarea es aprender a hallar las probabilidades de una distribución nor-
mal específica. Primero presentamos la función de distribución acumulada.
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f(x) f(x)

Figura 6.9. Efectos de k y p2 en la función de densidad de una variable aleatoria normal:
(a) Dos distribuciones normales que tienen diferentes medias.
(b) Dos distribuciones normales que tienen diferentes varianzas y media % 5.

Función de distribución acumulada de la distribución normal
Supongamos que X es una variable aleatoria normal de media k y varianza p2; es decir,
X V N (k, p2). En ese caso, la función de distribución acumulada es

F(x0) % P(X m x0)

Ésta es el área situada debajo de la función de densidad normal a la izquierda de x0, como se
muestra en la Figura 6.10. Al igual que ocurre en cualquier función de densidad, el área total
situada debajo de la curva es 1; es decir,

F(ä) % 1

x0 X

f(x)

Figura 6.10. El área sombreada es la probabilidad de que X no sea mayor que x0 en el caso
de una variable aleatoria normal.

No tenemos una expresión algebraica sencilla para calcular la función de distribución
acumulada de una variable aleatoria distribuida normalmente (véase el apéndice del capítu-
lo). La Figura 6.11 muestra la forma general de la función de distribución acumulada. Se
emplea la ecuación 6.12 para calcular las probabilidades normales utilizando la función de
distribución acumulada.

Figura 6.11.
Distribución
acumulada de una
variable aleatoria
normal.

X

1,0

0,5

0,0

f(x)
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Probabilidades de intervalos de variables aleatorias normales
Sea X una variable aleatoria normal que tiene una función de distribución acumulada F(x) y
sean a y b dos valores posibles de X, siendo a a b. Entonces,

P(a a X a b) % F(b) . F(a) (6.12)

La probabilidad es el área situada debajo de la correspondiente función de densidad entre a y
b, como muestra la Figura 6.12.

Figura 6.12. Función de densidad normal en la que el área sombreada indica la probabilidad
de que X se encuentre entre a y b.

Es posible hallar cualquier probabilidad a partir de la función de distribución acumula-
da. Sin embargo, no disponemos de un método cómodo para calcular directamente la pro-
babilidad de cualquier distribución normal que tenga una media y una varianza específicas.
Podríamos utilizar métodos numéricos de integración por computador, pero ese método se-
ría tedioso y pesado. Afortunadamente, podemos convertir cualquier distribución normal en
una distribución normal estándar de media 0 y varianza 1.

La distribución normal estándar
Sea Z una variable aleatoria normal de media 0 y varianza 1; es decir,

Z V N(0, 1)

Decimos que Z sigue la distribución normal estándar.
Si la función de distribución acumulada es F(z) y a y b son dos números tales que a a b,

entonces,
P(a a Z a b) % F(b) . F(a) (6.13)

Podemos hallar las probabilidades de cualquier variable aleatoria distribuida normal-
mente convirtiendo primero la variable aleatoria en la variable aleatoria normal estándar,
Z. Siempre existe una relación directa entre cualquier variable aleatoria distribuida normal-
mente y Z. Esa relación utiliza la transformación

Z %
X . k

p

donde X es una variable aleatoria distribuida normalmente:

X V N(k, p2)

Este importante resultado nos permite utilizar la tabla normal estándar para calcular las
probabilidades de cualquier variable aleatoria distribuida normalmente. Veamos ahora có-
mo pueden calcularse las probabilidades de la variable aleatoria normal estándar Z.
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La función de distribución acumulada de la distribución normal estándar se encuentra
en la Tabla 1 del apéndice. Esta tabla da los valores de

F(z) % P(Z m z)

correspondientes a los valores no negativos de z. Por ejemplo, en la citada tabla vemos que
la probabilidad acumulada de un valor de Z de 1,25 es

F(1,25) % 0,8944

Ésta es el área, representada en la Figura 6.13, correspondiente a los valores de Z inferiores
a 1,25. Como consecuencia de la simetría de la distribución normal, la probabilidad de que
Z b .1,25 también es igual a 0,8944. En general, los valores de la función de distribución
acumulada correspondiente a los valores negativos de Z pueden deducirse utilizando la si-
metría de la función de densidad.

Para hallar la probabilidad acumulada de un valor negativo de Z (por ejemplo,
Z % .1,0), que se define de la forma siguiente,

F(.Z0) % P(Z m .z0) % F(.1,0)

utilizamos el complemento de la probabilidad de Z % !1, mostrado en la Figura 6.14.
De la simetría podemos deducir que

F(.Z) % 1 . P(Z m !Z) % 1 . F(Z)

F(.1) % 1 . P(Z m !1) % 1 . F(1)

La Figura 6.15 indica la simetría de los valores positivos correspondientes de Z.
En la Figura 6.16 podemos ver que el área situada debajo de la curva a la izquierda de

Z % .1 es igual al área situada a la derecha de Z % !1 debido a la simetría de la distri-
bución normal. El área situada muy por debajo de .Z a menudo se llama «cola inferior» y
el área situada muy por encima de !Z se llama «cola superior».

También podemos utilizar tablas normales que indican las probabilidades de los valores
de Z de la mitad superior o positivos a partir de la distribución normal. Dentro de la porta-
da del libro hay un ejemplo de este tipo de tabla. Este tipo de tabla normal se utiliza para
hallar las probabilidades de la misma forma que antes. Cuando los valores de Z son positi-

1,25

0,8944
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Figura 6.13. Probabilidad correspondiente a Z % 1,25
en una distribución normal estándar.

1 – F(z) = 1 – 0,1587 = 0,8413

F(–1) = 0,1587
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Figura 6.14. Distribución normal estándar
cuando Z es igual a .1.

Capítulo 6. Variables aleatorias continuas y distribuciones de probabilidad 215



Figura 6.15.
Distribución normal
estándar cuando Z
es igual a !1.

F(–Z ) = F(–1) = 1 – F(+Z )

F(Z ) = F(+1) = 0,8413
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Figura 6.16.
Valores superior e
inferior simétricos
en una función de
densidad normal.

F(–Z ) = F(–1) = 0,1587

1 – F(+Z ) = 1 – F(+1) = 0,1587
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vos, sumamos 0,50 a los valores que se indican en la tabla que se encuentra dentro de la
portada del libro. Cuando son negativos, utilizamos la simetría de la normal para hallar las
probabilidades deseadas.

EJEMPLO 6.3. Probabilidades del valor de una cartera de inversión
(probabilidades normales)

Un cliente tiene una cartera de inversión cuyo valor medio es de 500.000 $ y cuya des-
viación típica es 15.000 $. Le ha pedido que calcule la probabilidad de que el valor de
su cartera esté entre 485.000 $ y 530.000 $.

Solución

El problema se muestra en la Figura 6.17. Para resolverlo, primero tenemos que hallar
los valores correspondientes de Z de los límites de la cartera. El valor de Z correspon-
diente a 485.000 $ es

z485 %
485.000 . 500.000

15.000
% .1,0

Y el valor de X correspondiente al valor superior, 530.000 $, es

z530 %
530.000 . 500.000

15.000
% !2,0

Como muestra la Figura 6.17, la probabilidad de que el valor de la cartera, X, esté
entre 485.000 $ y 530.000 $ es igual a la probabilidad de que Z esté entre .1 y !2.
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Para hallar la probabilidad, primero calculamos las probabilidades de la cola inferior y
de la cola superior y restamos estas probabilidades de 1. En términos algebraicos, el re-
sultado es

P(485.000 m X m 530.000) % P(.1 m Z m !2) % 1 . P(Z m .1) . P(Z n !2)

% 1 . 0,1587 . 0,0228 % 0,8185

La probabilidad del intervalo indicado es, pues, 0,8185.

–3 –2 –1 0 Z
Valor de la
cartera x

485,000 530,000
1 2 3

0,0

0,1

0,2

F(–1) = 0,1587

P(–1 < Z < +2) = 1 – 0,1587 – 0,228 = 0,8185

P(Z > +2) = 1 – F(+2) = 1 – 0,9772 = 0,0228
0,3

0,4

N
o

rm
al

Figura 6.17. Distribución normal del ejemplo 6.3.

Recuérdese que en el Capítulo 2 presentamos la regla empírica que establece como una
guía aproximada que k u p abarca alrededor del 68 por ciento del rango, mientras que
k u 2p abarca alrededor del 95 por ciento del rango. A todos los efectos prácticos, casi
ningún valor del rango se encuentra a más de 3p de k. Este útil instrumento de aproxima-
ción para las interpretaciones realizadas a partir de los estadísticos descriptivos se basa en
la distribución normal.

Las probabilidades también pueden calcularse por medio de la ecuación 6.14.

Cómo se hallan las probabilidades de variables aleatorias
distribuidas normalmente

Sea X una variable aleatoria distribuida normalmente de media k y varianza p2. La variable
aleatoria Z % (X . k)/p tiene una distribución normal estándar: Z V N(0, 1).

Se deduce que si a y b son dos números tales que a a b, entonces

P(a a X a b) % P A
a . k

p
a Z a

b . k
p B

% F A
b . k

p B. F A
a . k

p B (6.14)

donde Z es la variable aleatoria normal estándar y F representa su función de distribución acu-
mulada.
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EJEMPLO 6.4. Distribución de probabilidad normal
(probabilidades normales)

Si X V N(15, 16), halle la probabilidad de que X sea mayor que 18.

Solución

Esta probabilidad puede calcularse de la forma siguiente:

P(x b 18) % PAZ b

18 . k
p B

% PAZ b

18 . 15

4 B
% P(Z b 0,75)

% 1 . P(Z a 0,75)

% 1 . F(0,75)

En la Tabla 1 del apéndice vemos que F(0,75) es 0,7734 y, por lo tanto,

P(X b 18) % 1 . 0,7734 % 0,2266

EJEMPLO 6.5. La duración de una bombilla (probabilidades normales)

Una empresa produce bombillas cuya duración sigue una distribución normal que tiene
una media de 1.200 horas y una desviación típica de 250 horas. Si elegimos una bombi-
lla aleatoriamente, ¿cuál es la probabilidad de que dure entre 900 y 1.300 horas?

Solución

Sea X la duración en horas. Entonces,

P(900 a X a 1.300) % P A
900 . 1.200

250
a Z a

1.300 . 1.200

250 B
% P(.1,2 a Z a 0,4)

% F(0,4) . F(.1,2)

% 0,6554 . (1 . 0,8849) % 0,5403

Por lo tanto, la probabilidad de que una bombilla dure entre 900 y 1.300 horas es apro-
ximadamente de 0,54.

EJEMPLO 6.6. Calificaciones de un examen (probabilidades normales)

Un grupo muy numeroso de estudiantes obtiene unas calificaciones (de 0 a 100) que si-
guen una distribución normal que tiene una media de 60 y una desviación típica de 15.
¿Qué proporción de los estudiantes obtiene una calificación de entre 85 y 95?
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Solución

Sea X la calificación del examen. En ese caso, la probabilidad puede calcularse de la
forma siguiente:

P(85 a X a 95) % P A
85 . 60

15
a Z a

95 . 60

15 B
% P(1,67 a Z a 2,33)
% F(2,33) . F(1,67)
% 0,9901 . 0,9525 % 0,0376

Es decir, el 3,76 por ciento de los estudiantes obtuvo una calificación comprendida en-
tre 85 y 95.

EJEMPLO 6.7. Puntos de corte de las calificaciones de un examen
(variables aleatorias normales)

Halle el punto de corte del 10 por ciento superior de todos los estudiantes correspon-
diente a las calificaciones del ejemplo 6.6.

Solución

Sea b el punto de corte. Para hallar el valor numérico del punto de corte, primero obser-
vamos que la probabilidad de superar b es 0,10 y, por lo tanto, la probabilidad de no
llegar a b es 0,90. El valor de la cola superior de 0,10 se muestra en la Figura 6.18.
Ahora podemos hallar la probabilidad a partir de la distribución acumulada de la forma
siguiente:

0,90 % P AZ a

b . 60

15 B
% F A

b . 60

15 B
En la Tabla 1 del apéndice vemos que Z % 1,28 cuando F(Z) % 0,90. Por lo tanto, des-
pejando b, tenemos que

b . 60

15
% 1,28

b % 79,2

Llegamos, pues, a la conclusión de que el 10 por ciento de los estudiantes obtiene una
calificación de más de 79,2, como muestra la Figura 6.18.

x10 30

0,10

50 70
79,2

90 110

f(x)

Figura 6.18. Distribución normal de media 60 y desviación tı́pica 15 que muestra
una probabilidad de la cola superior igual a 0,10.
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Debe señalarse que las calificaciones de los exámenes, como las de los ejemplos 6.6 y
6.7, normalmente son números enteros y, por lo tanto, la distribución de las calificaciones
es discreta. Sin embargo, debido al gran número de resultados posibles, la distribución nor-
mal es una aproximación muy buena de la distribución discreta. En la mayoría de los pro-
blemas empresariales y económicos aplicados, utilizamos, de hecho, la distribución normal
como aproximación de una distribución discreta que tiene muchos resultados diferentes.

Gráficos de probabilidades normales

El modelo de probabilidad normal es el más utilizado por las razones antes señaladas. En
los problemas aplicados, nos gustaría saber si los datos proceden de una distribución que se
parece lo suficiente a una distribución normal para garantizar la validez del resultado. Bus-
camos, pues, pruebas que corroboren el supuesto de que la distribución normal es una
aproximación cercana de la distribución desconocida efectiva. Los gráficos de probabilida-
des normales son útiles para contrastar este supuesto y averiguar si puede utilizarse el mo-
delo normal. El uso es sencillo. Si los datos siguen una distribución normal, el gráfico es
una línea recta.

La Figura 6.19 es una representación gráfica de probabilidades normales de una varia-
ble aleatoria de n % 1.000 observaciones extraídas de una distribución normal que tiene
una k % 100 y una p % 25. El gráfico se ha realizado utilizando el programa Minitab. El
eje de abscisas indica los puntos de datos ordenados de menor a mayor. El de ordenadas
indica las probabilidades normales acumuladas de los valores de los datos ordenados si los
datos muestrales proceden de una población cuyas variables aleatorias siguen una distribu-
ción normal. Vemos que el eje de ordenadas tiene una escala normal transformada. El grá-
fico de la Figura 6.19 se parece a una línea recta incluso en el límite superior y en el infe-
rior y ese resultado es una prueba sólida de que los datos siguen una distribución normal.
Las líneas de trazo discontinuo constituyen un intervalo en el que se encontrarían los pun-
tos de datos de una variable aleatoria distribuida normalmente en la mayoría de los casos.
Por lo tanto, si los puntos representados se encuentran dentro de los límites establecidos
por las líneas de trazo discontinuo, podemos concluir que los puntos de datos representan
una variable aleatoria distribuida normalmente.

Figura 6.19.
Gráfico de
probabilidades
normales de una
distribución normal
(salida Minitab).
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A continuación, consideramos una muestra aleatoria de n % 1.000 observaciones extraí-
das de una distribución uniforme cuyos límites son 25 y 175. La Figura 6.20 muestra la
representación gráfica de probabilidades normales. En este caso, la representación de los
datos tiene una forma de S que se desvía claramente de una línea recta, por lo que los da-
tos muestrales no siguen una distribución normal. Las grandes desviaciones en los valores
altos y bajos extremos son un motivo de gran preocupación porque la inferencia estadística
a menudo se basa en pequeñas probabilidades de valores extremos.

Figura 6.20.
Gráfico de
probabilidades
normales de una
distribución
uniforme (salida
Minitab).
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Examinemos a continuación una distribución discreta muy sesgada, como la que mues-
tra la Figura 6.21. En la 6.22 vemos la representación gráfica de probabilidades normales
de esta distribución muy sesgada. Vemos, de nuevo, que no es una línea recta sino que tie-
ne una desviación considerable en los valores altos y bajos extremos. Esta representación
indica claramente que los datos no proceden de una distribución normal.

Los ejemplos anteriores nos dan una indicación de los resultados posibles de una repre-
sentación de probabilidades normales. Si la representación de un problema es similar a la

Figura 6.21.
Función de la
distribución de
probabilidades
discretas sesgadas.
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Figura 6.22.
Gráfico de
probabilidades
normales de una
distribución muy
sesgada (salida
Minitab).
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de la Figura 6.19, se puede suponer sin riesgo a equivocarse que el modelo normal es una
buena aproximación. Obsérvese, sin embargo, que si se desvía de una línea recta, como
ocurre en las Figuras 6.20 y 6.22, no debe utilizarse la distribución normal.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
6.17. Suponga que la variable aleatoria Z sigue una

distribución normal estándar.
a) Halle P(Z a 1,20)
b) Halle P(Z b 1,33)
c) Halle P(Z a .1,70)
d) Halle P(Z b .1,00)
e) Halle P(1,20 a Z a 1,33)
f) Halle P(.1,70 a Z a 1,20)
g) Halle P(.1,70 a Z a .1,00)

6.18. Suponga que la variable aleatoria Z sigue una
distribución normal estándar.
a) La probabilidad de que Z sea inferior a

–––––– es 0,70.
b) La probabilidad de que Z sea inferior a

–––––– es 0,25.
c) La probabilidad de que Z sea superior a

–––––– es 0,2.
d) La probabilidad de que Z sea superior a

–––––– es 0,6.

6.19. Suponga que la variable aleatoria X sigue una
distribución normal que tiene una k % 50 y una
p2

% 64.

a) Halle la probabilidad de que X sea superior a
60.

b) Halle la probabilidad de que X sea superior a
35 e inferior a 62.

c) Halle la probabilidad de que X sea inferior a 55.
d) La probabilidad de que X sea superior a

––––––– es 0,2.
e) La probabilidad de que X esté en el intervalo

simétrico en torno a la media entre ––––––
y ––––– es 0,05.

6.20. Suponga que la variable aleatoria X sigue una
distribución normal que tiene una k % 80 y una
p2

% 100.
a) Halle la probabilidad de que X sea superior a

60.
b) Halle la probabilidad de que X sea superior a

72 e inferior a 82.
c) Halle la probabilidad de que X sea inferior a

55.
d) La probabilidad de que X sea superior a

––––––– es 0,1.
e) La probabilidad de que X esté en el intervalo

simétrico en torno a la media entre ––––––
y ––––– es 0,08.
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6.21. Suponga que la variable aleatoria X sigue una
distribución normal que tiene una k % 0,2 y una
p2

% 0,0025.

a) Halle la probabilidad de que X sea superior a
0,4.

b) Halle la probabilidad de que X sea superior a
0,15 e inferior a 0,28.

c) Halle la probabilidad de que X sea inferior a
0,10.

d) La probabilidad de que X sea superior a

––––––– es 0,2.
e) La probabilidad de que X esté en el intervalo

simétrico en torno a la media entre ––––––
y ––––– es 0,05.

Ejercicios aplicados

6.22. Se sabe que la cantidad de dinero que gastan los
estudiantes en libros de texto en un año en una
universidad sigue una distribución normal que
tiene una media de 380 $ y una desviación típica
de 50 $.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
elegido aleatoriamente gaste menos de 400 $
en libros de texto en un año?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
elegido aleatoriamente gaste más de 360 $ en
libros de texto en un año?

c) Explique gráficamente por qué las respuestas
de los apartados (a) y (b) son iguales.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que un estudiante
elegido aleatoriamente gaste entre 300 $ y
400 $ en libros de texto en un año?

e) Quiere hallar un intervalo de gasto en libros
de texto que incluya el 80 por ciento de todos
los estudiantes de esta universidad. Explique
por qué podría encontrarse cualquier número
de intervalos que lo incluya y halle el más
corto.

6.23. La demanda de consumo de un producto prevista
para el próximo mes puede representarse por me-
dio de una variable aleatoria normal que tiene
una media de 1.200 unidades y una desviación tí-
pica de 100 unidades.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que las ventas su-
peren las 1.000 unidades?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que las ventas se
encuentren entre 1.100 y 1.300 unidades?

c) La probabilidad de que las ventas sean de más
de –––––– unidades es de 0,10.

6.24. La duración de una determinada marca de neu-
máticos sigue una distribución normal que tiene

una media de 35.000 kilómetros y una desvia-
ción típica de 4.000 kilómetros.

a) ¿Qué proporción de estos neumáticos tiene
una duración de más de 38.000 kilómetros?

b) ¿Qué proporción de estos neumáticos tiene
una duración de menos de 38.000 kilómetros?

c) ¿Qué proporción de estos neumáticos tiene
una duración de entre 32.000 y 38.000 kiló-
metros?

d) Represente gráficamente la función de densi-
dad de las duraciones mostrando:

i. Por qué las respuestas de los apartados (a)
y (b) son iguales.

ii. Por qué las respuestas de los apartados (a),
(b) y (c) suman 1.

6.25. Una cartera de inversión contiene acciones de un
gran número de empresas. El año pasado, las ta-
sas de rendimiento de estas acciones siguieron
una distribución normal que tenía una media de
12,2 por ciento y una desviación típica de 7,2
por ciento.

a) ¿De qué proporción de estas empresas fue la
tasa de rendimiento de más del 20 por ciento?

b) ¿De qué proporción de estas empresas fue la
tasa de rendimiento negativa?

c) ¿De qué proporción de estas empresas fue la
tasa de rendimiento de entre el 5 y el 15 por
ciento?

6.26. Una empresa produce sacos de un producto quí-
mico y le preocupa la cantidad de impurezas que
contienen. Se cree que el peso de las impurezas
por saco sigue una distribución normal que tiene
una media de 12,2 gramos y una desviación tí-
pica de 2,8 gramos. Se elige aleatoriamente un
saco.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que contenga me-
nos de 10 gramos de impurezas?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que contenga más
de 15 gramos de impurezas?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que contenga en-
tre 12 y 15 gramos de impurezas?

d) Es posible deducir, sin realizar los cálculos
detallados, cuál de las respuestas a los aparta-
dos (a) y (b) es mayor. ¿Cómo?

6.27. Un contratista considera que el coste de cumplir
un contrato es una variable aleatoria que sigue
una distribución normal que tiene una media de
500.000 $ y una desviación típica de 50.000 $.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el coste de
cumplir el contrato esté entre 460.000 $ y
540.000 $?
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6.34. Un profesor ha observado que el tiempo que de-
dican los estudiantes a hacer un trabajo de curso
sigue una distribución normal que tiene una me-
dia de 150 minutos y una desviación típica de 40
minutos.

a) La probabilidad de que un estudiante elegido
aleatoriamente dedique más de ––––––– mi-
nutos a este trabajo es 0,9.

b) La probabilidad de que un estudiante elegido
aleatoriamente dedique menos de –––––––
minutos a este trabajo es 0,8.

c) Se eligen aleatoriamente dos estudiantes.
¿Cuál es la probabilidad de que al menos uno
de ellos dedique al menos 2 horas a este tra-
bajo?

6.35. Una empresa se dedica a reparar fotocopiadoras.
El examen de sus registros muestra que el tiempo
que tarda en hacer una reparación puede repre-
sentarse por medio de una variable aleatoria nor-
mal que tiene una media de 75 minutos y una
desviación típica de 20 minutos.

a) ¿Qué proporción de reparaciones lleva menos
de 1 hora?

b) ¿Qué proporción de reparaciones lleva más
de 90 minutos?

b) La probabilidad de que el coste de cumplir el
contrato cueste menos de –––––– es 0,2.

c) Halle el intervalo más corto tal que la proba-
bilidad de que el coste de cumplir el contrato
esté en este intervalo sea 0,95.

6.28. Las calificaciones de un examen siguen una dis-
tribución normal. ¿Cuál es la probabilidad de que
un estudiante seleccionado aleatoriamente obten-
ga una calificación mayor que la media más de
1,5 desviaciones típicas?

6.29. Se va a estrenar una nueva serie de televisión.
Un ejecutivo de la cadena cree que su incerti-
dumbre sobre el índice de audiencia que tendrá
este programa durante el primer mes puede re-
presentarse por medio de una distribución nor-
mal que tiene una media de 18,2 y una desvia-
ción típica de 1,6. Según este ejecutivo, la
probabilidad de que la audiencia sea de menos
de ––––––– es 0,1.

6.30. Un ejecutivo de una cadena de televisión está re-
visando las perspectivas de una nueva serie tele-
visiva. En su opinión, la probabilidad de que la
serie tenga una audiencia de más de 17,8 es 0,25
y la probabilidad de que tenga una audiencia de
más de 19,2 es 0,15. Si la incertidumbre del eje-
cutivo sobre la audiencia puede representarse por
medio de una distribución normal, ¿cuáles son la
media y la varianza de esa distribución?

6.31. Las calificaciones de un examen realizado por un
gran número de estudiantes siguen una distribu-
ción normal que tiene una media de 700 y una
desviación típica de 120.

a) Se concede un sobresaliente por una califica-
ción de más de 820. ¿Qué proporción de to-
dos los estudiantes obtiene un sobresaliente?

b) Se concede un notable por las calificaciones
comprendidas entre 730 y 820. Un profesor
tiene un subgrupo de 100 estudiantes que
puede considerarse que son una muestra alea-
toria de todos los estudiantes del grupo gran-
de. Halle el número esperado de estudiantes
de este grupo pequeño que obtendrán un no-
table.

c) Se decide suspender al 5 por ciento de los es-
tudiantes que tienen las calificaciones más ba-
jas. ¿Cuál es la calificación mínima necesaria
para evitar el suspenso?

6.32. Estoy considerando dos inversiones distintas. No
estoy seguro en ninguno de los dos casos del ren-
dimiento porcentual, pero creo que mi incerti-
dumbre puede representarse por medio de distri-

buciones normales que tienen las medias y las
desviaciones típicas mostradas en la tabla adjun-
ta. Quiero hacer la inversión que tenga más pro-
babilidades de generar un rendimiento de al me-
nos un 10 por ciento. ¿Cuál debo elegir?

Media Desviación típica

Inversión A 10,4 1,2
Inversión B 11,0 4,0

6.33. Una empresa puede comprar una materia prima a
dos proveedores y le preocupa la cantidad de im-
purezas que contiene. El examen de los datos de
cada proveedor indica que los niveles porcentua-
les de impurezas de los envíos de la materia pri-
ma recibidos siguen distribuciones normales que
tienen las medias y las desviaciones típicas indi-
cadas en la tabla adjunta. La empresa tiene espe-
cial interés en que el nivel de impurezas de un en-
vío no supere el 5 por ciento y quiere comprar al
proveedor que tenga más probabilidades de cum-
plir esa condición. ¿Qué proveedor debe elegir?

Media Desviación típica

Proveedor A 4,4 0,4
Proveedor B 4,2 0,6
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c) Explique gráficamente por qué las respuestas
de los apartados (a) y (b) son iguales.

d) La probabilidad de que una reparación lleve
más de ––––––– minutos es de 0,1.

6.36. Se sabe que las calificaciones de un examen si-
guen una distribución normal que tiene una me-
dia de 420 y una desviación típica de 80.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que una persona

elegida aleatoriamente obtenga una califica-
ción de entre 400 y 480?

b) ¿Cuál es la calificación mínima necesaria pa-
ra estar en el 10 por ciento superior de todas
las personas que realizan el examen?

c) Indique, sin realizar los cálculos, en cuál de
los intervalos siguientes es más probable que
se encuentre la calificación de una persona
elegida aleatoriamente: 400-439, 440-479,
480-519 o 520-559.

d) ¿En cuál de los intervalos enumerados en el
apartado (c) es menos probable que se en-
cuentre la calificación de esta persona?

e) Se eligen aleatoriamente dos personas que
realizan el examen. ¿Cuál es la probabilidad
de que al menos una de ellas tenga una califi-
cación de más de 500 puntos?

6.37. Se estima que el tiempo que está una conocida
banda de rock, Living Ingrates, en el escenario
en sus conciertos sigue una distribución normal
que tiene una media de 200 minutos y una des-
viación típica de 20 minutos.

a) ¿Qué proporción de conciertos de esta banda
dura entre 180 y 200 minutos?

b) Uno de los espectadores introduce a escondi-
das en un concierto de Living Ingrates una
grabadora con cintas que tienen una capaci-
dad de 245 minutos. ¿Cuál es la probabilidad
de que esta capacidad sea insuficiente para
grabar todo el concierto?

c) Si la desviación típica de la duración de los
conciertos fuera de 15 minutos solamente, in-
dique, sin realizar los cálculos, si la probabili-
dad de que un concierto dure más de 245 mi-
nutos es mayor, menor o igual que la que ha
calculado en el apartado (b). Represente gráfi-
camente su respuesta.

d) La probabilidad de que un concierto de Li-
ving Ingrates dure menos de –––––– minutos
es 0,1. Suponga como antes que la desviación
típica poblacional es de 20 minutos.

6.38. Un numeroso grupo de estudiantes realiza un
examen de economía. Las calificaciones siguen
una distribución normal que tiene una media de
70 y la probabilidad de que un estudiante elegido
aleatoriamente obtenga una calificación de me-
nos de 85 es de 0,9332. Se eligen aleatoriamente
cuatro estudiantes. ¿Cuál es la probabilidad de
que al menos uno de ellos tenga una calificación
de más de 80 puntos en este examen?

6.4. La distribución normal como aproximación
de la distribución binomial

En este apartado mostramos cómo puede utilizarse la distribución normal como aproxima-
ción de las variables aleatorias discretas binomiales y proporcionales que se emplean fre-
cuentemente en el mundo empresarial y en la economía. Esta aproximación puede utilizar-
se para calcular las probabilidades de muestras de mayor tamaño cuando no es fácil
disponer de tablas. La distribución normal como aproximación de la distribución binomial
también es útil para resolver problemas aplicados. Vemos que los métodos basados en la
distribución normal también pueden utilizarse en problemas en los que hay variables alea-
torias binomiales y proporcionales. Por lo tanto, es posible reducir el número de métodos
estadísticos que es necesario aprender para resolver problemas empresariales.

Examinemos un problema con n pruebas independientes, cada una de las cuales tiene
una probabilidad de éxito P. En el apartado 5.4 vimos que la variable aleatoria binomial
X podía expresarse por medio de la suma de n variables aleatorias de Bernoulli indepen-
dientes:

X % X1 ! X2 ! ñ ! Xn
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Figura 6.23.
Una distribución
binomial en la que
n % 100 y
P % 0,50.
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donde la variable aleatoria Xi toma el valor 1 si el resultado de la i-ésima prueba es un
«éxito» y 0 en caso contrario, con las probabilidades respectivas P y 1 . P. El número X
de éxitos resultante sigue una distribución binomial de media y varianza

E(X) % k % nP

Var (X) % p2
% nP(1 . P)

La representación de una distribución binomial cuando P % 0,5 y n % 100 de la Figura
6.23 nos muestra que la distribución binomial tiene la misma forma que la normal. Esta
evidencia visual de que la distribución binomial puede aproximarse con una distribución
normal de la misma media y la misma varianza también ha sido demostrada por estadísti-
cos matemáticos. Una buena regla para nosotros es que la distribución normal es una bue-
na aproximación de la distribución binomial cuando nP(1 . P) b 9.

Para comprender mejor la aproximación de la distribución binomial por medio de la
distribución normal, consideremos las Figuras 6.24(a) y (b). Tanto en (a) como en (b),
mostramos puntos de una función de densidad normal comparados con las probabilidades
correspondientes de una distribución binomial utilizando gráficos realizados con el progra-
ma Minitab. En la parte (a), observamos que el valor de la regla de aproximación es

nP(1 . P) % 100(0,5)(1 . 0,5) % 25 b 9

y que la distribución normal es una buena aproximación de la distribución binomial. En
cambio, en el ejemplo de la parte (b) el valor de la regla de aproximación es

nP(1 . P) % 25(0,2)(1 . 0,2) % 4 a 9

y la distribución normal no es una buena aproximación de la distribución binomial. La evi-
dencia como la que contiene la Figura 6.24 es la razón por la que se utiliza mucho la dis-
tribución normal como aproximación de la distribución binomial. A continuación, explica-
mos el método para aplicarla.
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Figura 6.24.
Comparación de las
aproximaciones
binomial y normal
(salida Minitab):
(a) Binomial en la
que P % 0,50 y
n % 100 y normal
de k % 50 y p % 5.
(b) Binomial en la
que P % 0,20 y
n % 25 y normal de
k % 5 y p % 2.

Utilizando la media y la varianza de la distribución binomial, observamos que si el número
de pruebas n es grande —tal que nP(1 . P) b 9— la distribución de la variable aleatoria

Z %
X . E(X)

∂Var (X)
%

X . nP

∂nP(1 . P)

es aproximadamente normal estándar.
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Este resultado es muy importante, porque nos permite hallar, cuando n es grande, la
probabilidad de que el número de éxitos se encuentre dentro de un intervalo dado. Si que-
remos hallar la probabilidad de que el número de éxitos se encuentre entre a y b, inclusive,
tenemos que

P(a m X m b) % P A
a . nP

∂nP(1 . P)
m

X . nP

∂nP(1 . P)
m

b . nP

∂nP(1 . P)B
% P A

a . nP

∂nP(1 . P)
m Z m

b . nP

∂nP(1 . P)B
Cuando n es grande, la normal estándar es una buena aproximación de Z y podemos hallar
la probabilidad utilizando los métodos del apartado 6.3.

EJEMPLO 6.8. Ventas a clientes (probabilidades normales)

Una vendedora se pone en contacto por teléfono con posibles clientes en un intento de
averiguar si es probable que merezca la pena ir a su casa a verlos. Su experiencia sugie-
re que en el 40 por ciento de los contactos iniciales acaba yendo a casa del cliente. Si se
pone en contacto con 100 personas por teléfono, ¿cuál es la probabilidad de que vaya a
ver a entre 45 y 50 personas?

Solución

Sea X el número de personas a las que va a ver la vendedora. Entonces, X tiene una
distribución binomial tal que n % 100 y P % 0,40. Aproximando la probabilidad que
buscamos, tenemos que

P(45 m X m 50) V
% PA

45 . (100)(0,4)

∂(100)(0,4)(0,6)
m Z m

50 . (100)(0,4)

∂(100)(0,4)(0,6)B
% P(1,02 m Z m 2,04)

% F(2,04) . F(1,02)

% 0,9793 . 0,8461 % 0,1332

Esta probabilidad está representada por el área situada debajo de la curva normal están-
dar de la Figura 6.25.

x45
Número de éxitos

50

f(x)

Figura 6.25. Probabilidad de conseguir entre 45 y 50 éxitos en una distribución binomial
en la que n % 100 y P % 0,4.
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Variable aleatoria proporcional

En algunos problemas aplicados, tenemos que calcular probabilidades de intervalos propor-
cionales o porcentuales. Podemos calcularlas utilizando una extensión directa de la aproxi-
mación de la distribución binomial por medio de la distribución normal. Una variable alea-
toria proporcional, P, puede calcularse dividiendo el número de éxitos, X, por el tamaño de
la muestra, n.

P %
X

n

Utilizando la transformación lineal de variables aleatorias, podemos calcular la media y la
varianza de P de la forma siguiente:

k % P

p2
%

P(1 . P)

n

Podemos utilizar la media y la varianza resultantes con la distribución normal para calcular
la probabilidad deseada.

EJEMPLO 6.9. Predicciones electorales (probabilidades proporcionales)

A menudo hemos observado el éxito de las cadenas de televisión en la predicción de los
resultados electorales. Éste es un buen ejemplo del fructífero uso de los métodos de pro-
babilidad en los problemas aplicados. Veamos cómo pueden predecirse los resultados
electorales utilizando muestras relativamente pequeñas en un ejemplo simplificado. Un
experto en predicciones electorales ha obtenido una muestra aleatoria de 900 votantes,
en la que 500 declaran que votarán a Susana Cinca. ¿Debe prever Susana que ganará las
elecciones?

Solución

En este problema suponemos que sólo hay dos candidatos y, por lo tanto, si más del 50
por ciento de la población apoya a Susana, ésta ganará las elecciones. Calculamos la
probabilidad de que 500 votantes o más de una muestra de 900 apoyen a Susana supo-
niendo que exactamente el 50 por ciento, P % 0,50, de toda la población apoya a Susana.

P(X n 500 � n % 900, P % 0,50) ] P(X n 500 � k % 450, p2
% 225)

% P AZ n

500 . 450

∂225 B
% P(Z n 3,33)

% 0,000

La probabilidad de tener 500 éxitos en 900 pruebas si P % 0,50 es muy pequeña y, por
lo tanto, concluimos que P debe ser mayor de 0,50. Por lo tanto, predecimos que Susana
Cinca ganará las elecciones.
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También podríamos calcular la probabilidad de que más del 55,6 por ciento (500/
900) de la muestra declare su apoyo a Susana si la proporción correspondiente a la po-
blación es P % 0,50. Utilizando la media y la varianza de variables aleatorias proporcio-
nales

k % P % 0,50

p2
%

P(1 . P)

n
%

0,50(1 . 0,50)

900
p % 0,0167

P(P n 0,556 � n % 900, P % 0,50) ] P(P n 0,556 � k % 0,50, p % 0,0167)

% P AZ n

0,556 . 0,50

0,0167 B
% P(Z n 3,33)
% 0,000

Obsérvese que la probabilidad es exactamente igual que la de la variable aleatoria bino-
mial correspondiente. Eso siempre es así porque cada valor proporcional o porcentual
está relacionado directamente con un número específico de éxitos. Como el término
porcentaje es más frecuente que el término proporción en el lenguaje empresarial y eco-
nómico, tenderemos a utilizarlo más a menudo en los ejercicios y los análisis de este
libro de texto.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

6.39. Dada una muestra aleatoria de tamaño n % 900
de una distribución de probabilidad binomial en
la que P % 0,50,

a) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos sea superior a 500.

b) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos sea inferior a 430.

c) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos esté entre 440 y 480.

d) El número de éxitos es inferior a –––––– con
una probabilidad de 0,10.

e) El número de éxitos es superior a –––––– con
una probabilidad de 0,08.

6.40. Dada una muestra aleatoria de tamaño n % 1.600
de una distribución de probabilidad binomial en
la que P % 0,40,

a) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos sea superior a 1.650.

b) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos sea inferior a 1.530.

c) Halle la probabilidad de que el número de
éxitos esté entre 1.550 y 1.650.

d) El número de éxitos es inferior a –––––– con
una probabilidad de 0,09.

e) El número de éxitos es superior a –––––– con
una probabilidad de 0,20.

6.41. Dada una muestra aleatoria de tamaño n % 900
de una distribución de probabilidad binomial en
la que P % 0,10,
a) Halle la probabilidad de que el número de

éxitos sea superior a 110.
b) Halle la probabilidad de que el número de

éxitos sea inferior a 53.
c) Halle la probabilidad de que el número de

éxitos esté entre 55 y 120.
d) El número de éxitos es inferior a –––––– con

una probabilidad de 0,10.
e) El número de éxitos es superior a –––––– con

una probabilidad de 0,08.

6.42. Dada una muestra aleatoria de tamaño n % 1.600
de una distribución de probabilidad binomial en
la que P % 0,40,
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a) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos sea superior a 0,45.

b) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos sea inferior a 0,36.

c) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos esté entre 0,37 y 0,44.

d) El porcentaje de éxitos es inferior a ––––––
con una probabilidad de 0,20.

e) El porcentaje de éxitos es superior a ––––––
con una probabilidad de 0,09.

6.43. Dada una muestra aleatoria de tamaño n % 400
de una distribución de probabilidad binomial en
la que P % 0,20,

a) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos sea superior a 0,25.

b) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos sea inferior a 0,16.

c) Halle la probabilidad de que el porcentaje de
éxitos esté entre 0,17 y 0,24.

d) El porcentaje de éxitos es inferior a ––––––
con una probabilidad de 0,15.

e) El porcentaje de éxitos es superior a ––––––
con una probabilidad de 0,11.

Ejercicios aplicados

6.44. Una compañía de alquiler de automóviles ha ob-
servado que la probabilidad de que un automóvil
necesite una reparación en un mes cualquiera da-
do es 0,2. La compañía tiene 900 automóviles.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que más de 200
automóviles necesiten una reparación en un
mes determinado?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que menos de 175
automóviles necesiten una reparación en un
mes determinado?

6.45. Se sabe que el 10 por ciento de todos los artícu-
los que salen de un determinado proceso de pro-
ducción tiene un defecto. Se eligen aleatoria-
mente 400 artículos de un elevado volumen de
producción de un día.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que al menos 35 de
los artículos seleccionados tenga un defecto?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que entre 40 y 50
de los artículos seleccionados tenga un defecto?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que entre 34 y 48
de los artículos seleccionados tenga un defecto?

d) Sin realizar los cálculos, indique cuál de los
siguientes intervalos de artículos defectuosos
tiene la probabilidad más alta: 38-39, 40-41,
42-43, 44-45, 46-47.

6.46. Se encuesta a una muestra de 100 obreros de una
gran empresa para saber qué piensan de un nuevo
plan de trabajo propuesto. Si el 60 por ciento de
todos los obreros de esta empresa es partidario de
este nuevo plan, ¿cuál es la probabilidad de que
menos de 50 de los miembros de la muestra sea
partidario del plan?

6.47. Un hospital observa que el 25 por ciento de sus
facturas tienen al menos 1 mes de retraso. Se to-
ma una muestra aleatoria de 450 facturas.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que menos de 100
facturas de la muestra tenga al menos 1 mes
de retraso?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el número de
facturas de la muestra que tienen al menos 1
mes de retraso esté entre 120 y 150 (inclusive)?

6.48. La duración de una marca de neumáticos puede
representarse (como en el ejercicio 6.24) por me-
dio de una distribución normal que tiene una me-
dia de 35.000 km y una desviación típica de
4.000 km. Se toma una muestra de 100 neumáti-
cos. ¿Cuál es la probabilidad de que más de 25
tengan una duración de más de 38.000 km?

6.49. Los sacos de un producto químico de una empre-
sa tienen un peso de impurezas que puede repre-
sentarse por medio de una distribución normal
que tiene una media de 12,2 gramos y una des-
viación típica de 2,8 gramos. Se toma una mues-
tra aleatoria de 400 de estos sacos. ¿Cuál es la
probabilidad de que al menos 100 contengan me-
nos de 10 gramos de impurezas?

6.5. La distribución exponencial

A continuación, introducimos una distribución continua, la distribución exponencial, que
se ha observado que es especialmente útil para resolver problemas de listas de espera o
colas. En muchos problemas sobre el tiempo que se dedica a la realización de un servi-
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cio, éste puede representarse por medio de una distribución exponencial. Debemos seña-
lar que la distribución exponencial se diferencia de la normal en dos importantes aspec-
tos: se limita a las variables aleatorias que tienen valores positivos y su distribución no
es simétrica.

La distribución exponencial

La variable aleatoria exponencial T(t b 0) tiene una función de densidad

f(t) % je.jt para t b 0 (6.15)

donde j es el número medio de ocurrencias por unidad de tiempo, t es el número de unida-
des de tiempo hasta la siguiente ocurrencia y e % 2,71828... Se dice que T sigue una distri-
bución de probabilidad exponencial. Puede demostrarse que j es el mismo parámetro
utilizado para la distribución de Poisson en el apartado 5.6 y que el tiempo medio entre las
ocurrencias es 1/j.

La función de distribución acumulada es

F(t) % 1 . e.jt para t b 0 (6.16)

La distribución tiene una media de 1/j y una varianza de 1/j2.

La variable aleatoria T puede utilizarse para representar el tiempo que transcurre hasta
que se termina de realizar un servicio o hasta la siguiente llegada a un proceso de cola,
comenzando en un tiempo arbitrario 0. Los supuestos del modelo son iguales que los de la
distribución de Poisson. Obsérvese que la distribución de Poisson indica la probabilidad de
que haya X éxitos o llegadas durante una unidad de tiempo. En cambio, la distribución ex-
ponencial indica la probabilidad de que haya un éxito o una llegada durante un intervalo de
tiempo t. La Figura 6.26 muestra la función de densidad de una distribución exponencial
que tiene una j % 0,2. El área situada a la izquierda de 10 indica la probabilidad de que
una tarea se realice antes del tiempo 10. Esta área puede hallarse evaluando la función
1 . e.jt para el valor dado de t % 10. La función puede calcularse por medio de una cal-
culadora electrónica. Veamos ahora un ejemplo para mostrar la aplicación de la distribu-
ción exponencial.

Figura 6.26.
Función de
densidad de una
distribución
exponencial en la
que j % 0,2.

f(x)

0,2

0,1

0,0
0 10 20 x
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EJEMPLO 6.10. Tiempo que se dedica a atender al público en el mostrador
de información de una biblioteca
(probabilidades exponenciales)

El tiempo que se dedica a atender al público en el mostrador de información de una bi-
blioteca puede representarse por medio de una distribución exponencial que tiene un
tiempo medio de atención de 5 minutos. ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo de
atención al público sea de más de 10 minutos?

Solución

Sea t el tiempo de atención en minutos. La tasa de atención es j % 1/5 % 0,2 por minu-
to y la función de densidad es

f(t) % je.jt

que se muestra en la Figura 6.26. La probabilidad que buscamos puede calcularse de la
forma siguiente:

P(T b 10) % 1 . P(T a 10)

% 1 . F(10)

% 1 . (1 . e.(0,20)(10))

% e.2,0
% 0,1353

Por lo tanto, la probabilidad de que el tiempo de atención sea de más de 10 minutos es
0,1353.

EJEMPLO 6.11. Tiempo que transcurre entre los accidentes en las fábricas
británicas representativas (probabilidades exponenciales)

En Gran Bretaña, una fábrica de 2.000 asalariados tiene un número semanal medio de
accidentes con baja igual a j % 0,4 y el número de accidentes sigue una distribución de
Poisson. ¿Cuál es la probabilidad de que el tiempo que transcurre entre los accidentes
sea de menos de 2 semanas?

Solución

En este problema, señalamos que el intervalo de tiempo se mide en semanas y nuestra
tasa es j % 0,4 a la semana, lo que da un tiempo medio entre accidentes de k % 1/
(0,4) % 2,5 semanas. Entonces, la probabilidad de que el tiempo que transcurre entre ac-
cidentes sea de menos de 2 semanas es

P(T a 2) % F(2) % 1 . e.(0,4)(2)

% 1 . e.0,8

% 1 . 0,4493 % 0,5507

Por lo tanto, la probabilidad de que transcurran menos de 2 semanas entre los accidentes
es de alrededor del 55 por ciento.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
6.50. Dado un proceso de llegada en el que j % 1,0,

¿cuál es la probabilidad de que se produzca una
llegada en las primeras t % 2 unidades de tiempo?

6.51. Dado un proceso de llegada en el que j % 8,0,
¿cuál es la probabilidad de que se produzca una
llegada en las primeras t % 7 unidades de tiempo?

6.52. Dado un proceso de llegada en el que j % 5,0,
¿cuál es la probabilidad de que se produzca una
llegada en las primeras t % 7 unidades de tiempo?

6.53. Dado un proceso de llegada en el que j % 6,0,
¿cuál es la probabilidad de que se produzca una
llegada en las primeras t % 5 unidades de tiempo?

6.54. Dado un proceso de llegada en el que j % 3,0,
¿cuál es la probabilidad de que se produzca una
llegada en las primeras t % 2 unidades de tiempo?

Ejercicios aplicados
6.55. Un profesor atiende a los estudiantes durante las

horas normales de despacho. El tiempo que dedi-
ca a los estudiantes sigue una distribución expo-
nencial que tiene una media de 10 minutos.
a) Halle la probabilidad de que un estudiante da-

do pase menos de 20 minutos con el profesor.
b) Halle la probabilidad de que un estudiante da-

do pase más de 5 minutos con el profesor.
c) Halle la probabilidad de que un estudiante da-

do pase entre 10 y 15 minutos con el profesor.

6.56. El tiempo que se tarda en recoger información
preliminar sobre los pacientes que entran en una
clínica sigue una distribución exponencial que
tiene una media de 15 minutos. Halle la probabi-
lidad de que se tarde más de 18 minutos en el ca-
so de un paciente elegido aleatoriamente.

6.57. Se sabe que el número de fallos que experimenta
el sistema informático de un laboratorio durante
un mes sigue una distribución de Poisson que tie-
ne una media de 0,8. El sistema acaba de fallar.
Halle la probabilidad de que pasen al menos 2
meses antes de que falle de nuevo.

6.58. Suponga que el tiempo que transcurre entre suce-
sivas ocurrencias de un suceso sigue una distri-
bución exponencial que tiene una media de 1/j
minutos. Suponga que ocurre un suceso.

a) Demuestre que la probabilidad de que trans-
curran más de 3 minutos antes de la ocurren-
cia del siguiente suceso es e.3j.

b) Demuestre que la probabilidad de que trans-
curran más de 6 minutos antes de la ocurren-
cia del siguiente suceso es e.6j.

c) Utilizando los resultados de los apartados (a)
y (b), demuestre que si ya han transcurrido 3
minutos, la probabilidad de que transcurran
otros 3 antes de la siguiente ocurrencia es
e.3j. Explique su respuesta en palabras.

6.6. Distribución conjunta de variables aleatorias continuas

En el apartado 5.7 introdujimos las distribuciones conjuntas de variables aleatorias discre-
tas. Aquí mostramos que muchos de los conceptos y los resultados de las variables aleato-
rias discretas también se aplican a las variables aleatorias continuas. Muchas variables
aleatorias continuas pueden representarse utilizando variables aleatorias que siguen una
distribución conjunta. Los valores de mercado de los precios de varias acciones se repre-
sentan normalmente como variables aleatorias conjuntas. En los estudios de las pautas de
producción y de ventas de varias empresas e industrias se utilizan variables aleatorias con-
tinuas que siguen una distribución conjunta. El número de unidades vendidas por unos
grandes almacenes durante una semana y el precio por unidad pueden representarse por
medio de variables aleatorias conjuntas. En los estudios sobre la conducta de las importa-
ciones y de las exportaciones de varios países normalmente se utilizan variables aleatorias
conjuntas.

Después de presentar algunos conceptos básicos, ponemos algunos ejemplos para mos-
trar la importancia de los métodos y ver cómo se analizan las variables aleatorias continuas
que siguen una distribución conjunta.
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Función de distribución acumulada conjunta
Sean X1, X2, ..., Xk variables aleatorias continuas.

1. Su función de distribución acumulada conjunta, F(x1, x2, ..., xk) define la probabili-
dad de que simultáneamente X1 sea menor que x1, X2 sea menor que x2, y así sucesi-
vamente; es decir,

F(x1, x2, ..., xk) % P(X1 a x1 ç X2 a x2 ç ñ ç Xk a xk) (6.17)

2. Las funciones de distribución acumulada —F(x1), F( x2), ..., F(xk)— de las variables
aleatorias individuales se llaman funciones de distribución marginal. Para cualquier
i, F(xi) es la probabilidad de que la variable aleatoria Xi no sea mayor que el valor espe-
cífico xi.

3. Las variables aleatorias son independientes si y sólo si

F(x1, x2, ..., xk) % F(x1)F(x2) ñ F(xk) (6.18)

El concepto de independencia es en este caso exactamente igual que en el caso discre-
to. La independencia de un conjunto de variables aleatorias implica que en la distribución
de probabilidad de cualquiera de ellas no influyen los valores que tomen las demás. Así,
por ejemplo, la afirmación de que las variaciones diarias consecutivas del precio de las ac-
ciones de una empresa son independientes entre sí implica que la información sobre las va-
riaciones pasadas del precio carece de valor para saber qué ocurrirá probablemente mañana.

El concepto de esperanza se extiende a las funciones de variables aleatorias continuas
que siguen una distribución conjunta. Al igual que ocurre en el caso de las variables alea-
torias discretas, tenemos el concepto de covarianza, que se utiliza para evaluar las relacio-
nes lineales entre pares de variables aleatorias.

Covarianza
Sean X e Y un par de variables aleatorias continuas que tienen las medias kx y kY, respectiva-
mente. El valor esperado de (X . kX)(Y . kY) se denomina covarianza (Cov) entre X e Y. Es
decir,

Cov (X, Y) % E[(X . kX)(Y . kY)] (6.19)

Otra expresión alternativa, pero equivalente, es

Cov (X, Y) % E(XY) % .kXkY (6.20)

Si las variables aleatorias X e Y son independientes, la covarianza entre ellas es 0. Sin em-
bargo, lo contrario no es necesariamente cierto.

En el apartado 5.7 también presentamos la correlación como una medida estandarizada
de la relación entre dos variables aleatorias discretas. Los resultados son los mismos en el
caso de las variables aleatorias continuas.

Correlación
Sean X e Y variables aleatorias distribuidas conjuntamente. La correlación (Corr) entre X e
Y es

o % Corr (X, Y) %
Cov (X, Y)

pXpY

(6.21)
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En el apartado 5.7 presentamos las medias y las varianzas de sumas y diferencias de
variables aleatorias discretas. Los resultados son los mismos en el caso de las variables
aleatorias continuas, ya que se obtienen utilizando esperanzas, por lo que no influye el he-
cho de que las variables aleatorias sean discretas o continuas.

Sumas de variables aleatorias
Sean X1, X2, ..., XK K variables aleatorias que tienen las medias k1, k2, ..., kK y las varianzas
p2

1, p2
2, ..., p2

K. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. La media de su suma es la suma de sus medias; es decir,

E(X1 ! X2 ! ñ ! XK) % k1 ! k2 ! ñ ! kK (6.22)

2. Si la covarianza entre cada par de estas variables aleatorias es 0, entonces la varianza
de su suma es la suma de sus varianzas; es decir,

Var (X1 ! X2 ! ñ ! XK) % p2
1 ! p2

2 ! ñ ! p2
K (6.23)

Sin embargo, si las covarianzas entre pares de variables aleatorias no son 0, la varian-
za de su suma es

Var (X1!X2!ñ!XK)%p2
1!p2

2!ñ!p2
K!2

K.1

;
i%1

K

;
j%i!1

Cov (Xi, Xj) (6.24)

Diferencias entre un par de variables aleatorias
Sean X e Y un par de variables aleatorias que tienen las medias kX y kY y las varianzas p2

X y
p2

Y. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. La media de su diferencia es la diferencia de sus medias; es decir,

E(X . Y) % kX . kY (6.25)

2. Si la covarianza entre X e Y es 0, entonces la varianza de su diferencia es

Var (X . Y) % p2
X ! p2

Y (6.26)

3. Si la covarianza entre X e Y no es 0, entonces la varianza de su diferencia es

Var (X . Y) % p2
X ! p2

Y . 2 Cov (X, Y) (6.27)

EJEMPLO 6.12. Costes totales de un proyecto (media y desviación típica)

Un contratista no está seguro de cuáles son exactamente los costes totales de los mate-
riales o de la mano de obra de un proyecto. Además, la línea total de crédito para finan-
ciar el proyecto es de 260.000 $ y el contratista quiere saber cuál es la probabilidad de
que los costes totales sean de más de 260.000 $. Se cree que los costes de los materiales
pueden representarse por medio de una variable aleatoria distribuida normalmente que
tiene una media de 100.000 $ y una desviación típica de 10.000 $. Los costes laborales
son de 1.500 $ al día y el número de días necesarios para realizar el proyecto puede
representarse por medio de una variable aleatoria distribuida normalmente que tiene una
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media de 80 y una desviación típica de 12. Suponiendo que los costes de los materiales
y de la mano de obra son independientes, ¿cuáles son la media y la desviación típica del
coste total del proyecto (materiales más mano de obra)? Además, ¿cuál es la probabili-
dad de que el coste total del proyecto sea de más de 260.000 $?

Solución

Sean las variables aleatorias X1 y X2 los costes de los materiales y de la mano de obra,
respectivamente. Entonces, la media de X1 es k1 % 100.000 y su desviación típica es
p1 % 10.000. En el caso de la variable aleatoria X2,

k2 % (1.500)(80) % 120.000 y p2 % (1.500)(12) % 18.000

El coste total del proyecto es W % X1 ! X2 y el coste medio

kW % k1 ! k2 % 100.000 ! 120.000 % 220.000 $

y dado que X1 y X2 son independientes, la varianza de su suma es

p2
W % p2

1 ! p2
2 % (10.000)2 ! (18.000)2 % 424.000.000

Tomando la raíz cuadrada, observamos que la desviación típica es 20.591 $.

Dado que X1 y X2 siguen una distribución normal, puede demostrarse que su suma, W,
también sigue una distribución normal. Por lo tanto, la media y la varianza de W pueden
utilizarse para calcular una variable aleatoria normal estándar, Z, y la probabilidad de que
W sea superior a 260.000 $.

Z %
260.000 . 220.000

20.591
% 1,94

Utilizando la tabla de la probabilidad normal acumulada, observamos que la probabilidad
de que el coste total sea de más de 260.000 $ es 0,0262. Como esta probabilidad es peque-
ña, el contratista tiene una cierta seguridad de que el proyecto puede realizarse con la línea
de crédito de que dispone.

EJEMPLO 6.13. Riesgo de una cartera de inversión
(media y varianza de una función lineal)

Enrique Chamizo le ha pedido ayuda para crear una cartera que contenga acciones de
dos empresas. Enrique tiene 1.000 $, que puede repartir en cualquier proporción entre
las acciones de dos empresas. Los rendimientos por dólar de estas inversiones son las
variables aleatorias X e Y. Las dos son independientes y tienen la misma media y la
misma varianza. Enrique desea saber cuál es el riesgo de diversas posibilidades de asig-
nar el dinero. Le señala que el riesgo está relacionado directamente con la varianza y
que, por lo tanto, podría saber la respuesta si supiera cuál es la varianza de algunas po-
sibilidades de asignar el dinero.

Capítulo 6. Variables aleatorias continuas y distribuciones de probabilidad 237



Solución

La cantidad de dinero asignada a la primera inversión es a y, por lo tanto, el resto,
1.000 . a, se asignará a la segunda. El rendimiento total de la inversión es

R % aX ! (1.000 . a)Y

Esta variable aleatoria tiene un valor esperado de

E(R) % aE(X) ! (1.000 . a)E(Y)

% ak ! (1.000 . a)k % 1.000k

Vemos, pues, que el rendimiento esperado de todas las asignaciones del dinero es el
mismo.

Sin embargo, el riesgo o varianza es otra historia.

Var (R) % a2 Var (X) ! (1.000 . a)2 Var (Y)

% a2p2
! (1.000 . a)2p2

% (2a2
. 2.000 a ! 1.000.000)p2

Si a es igual a 0 o a 1.000, de manera que toda la cartera se asigna solamente a las
acciones de una de las empresas, la varianza del rendimiento total es 1.000.000p2. Sin
embargo, si se asignan 500 $ a cada inversión, la varianza del rendimiento total es
500.000p2, que es la varianza más pequeña posible. Repartiendo su inversión entre las
acciones de dos empresas, Enrique puede reducir el efecto que puede producir el hecho
de que los rendimientos de las acciones de una de las empresas sean altos o bajos. Por
lo tanto, es posible obtener el mismo rendimiento esperado con una variedad de niveles
de riesgo.

Combinaciones lineales de variables aleatorias
En el Capítulo 5 desarrollamos la media y la varianza de combinaciones lineales de varia-
bles aleatorias discretas. Estos resultados también se aplican a las variables aleatorias con-
tinuas, ya que su desarrollo se basa en operaciones con valores esperados y no depende de
las distribuciones de probabilidad. Las ecuaciones 6.28 a 6.31 indican las propiedades im-
portantes de las combinaciones lineales.

Combinaciones lineales de variables aleatorias
La combinación lineal de dos variables aleatorias, X e Y, es

W % aX ! bY (6.28)

donde a y b son constantes.
El valor medio de W es

kW % E[W] % E[aX ! bY] (6.29)

La varianza de W es

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y ! 2abCov (X, Y) (6.30)
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o, utilizando la correlación,

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y ! 2abCorr (X, Y)pXpY (6.31)

Si la combinación lineal de la ecuación 6.28 es una diferencia, es decir, si

W % aX . bY (6.32)

entonces la media y la varianza son

kw % E[W] % E[aX . bY]
% akX . bkY (6.33)

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y . 2abCov (X, Y) (6.34)

o, utilizando la correlación,

p2
W % a2p2

X ! b2p2
Y . 2abCorr (X, Y)pXpY (6.35)

Estos resultados proceden directamente de las ecuaciones 6.28 a 6.31 sustituyendo el coefi-
ciente b por un valor negativo en las ecuaciones.

Si tanto X como Y son variables aleatorias distribuidas normalmente, entonces la variable
aleatoria resultante, W, también sigue una distribución normal que tiene la media y la varianza
mostradas. Este resultado nos permite averiguar la probabilidad de que la combinación lineal,
W, esté dentro de un intervalo específico.

EJEMPLO 6.14. Análisis de cartera (probabilidad de una cartera)

Cristina Juárez, gestora de cuentas de la sociedad de valores Norte, tiene una cartera
que contiene 20 acciones de Sistemas Informáticos Albertina y 30 de Ciberanálisis Beta.
Las dos empresas producen dispositivos de acceso a la web que compiten en el mercado
de consumidores. El precio de las acciones de Albertina sigue una distribución normal
que tiene una media kX % 25 y una varianza p2

X % 81. El precio de las acciones de Beta
también sigue una distribución normal de media kY % 40 y varianza p2

Y % 121. Los pre-
cios de las acciones tienen una correlación negativa, oXY % .0,40. Cristina le ha pedido
que halle la probabilidad de que el valor de la cartera sea de más de 2.000.

Solución

El valor de la cartera de Cristina, W, viene definido por la combinación lineal

W % 20X ! 30Y

y W sigue una distribución normal. El valor medio de su cartera de acciones es

kW % 20kX ! 30kY

% 20 # 25 ! 30 # 40 % 1.700

La varianza del valor de la cartera es

p2
W % 202p2

X ! 302p2
Y ! 2 # 20 # 30 Corr (X, Y)pXpY

% 202
# 81 ! 302

# 121 ! 2 # 20 # 30 # (.0,40) # 9 # 11 % 93,780
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y la desviación típica del valor de la cartera es

pW % 306,24

La normal estándar Z de 2.000 es

ZW %
2.000 . 1.700

306,24
% 0,980

Y la probabilidad de que el valor de la cartera sea de más de 2.000 es 0,1635. De la
simetría de la distribución normal se deduce que la probabilidad de que el valor de
la cartera sea de menos de 1.400 también es 0,1635.

Si los precios de las acciones de las dos empresas tuvieran una correlación positiva,
o % !0,40, la media sería la misma, pero la varianza y la desviación típica serían

p2
W % 202p2

X ! 302p2
Y ! 2 # 20 # 30 Corr (X, Y)pXpY

% 202
# 81 ! 302

# 121 ! 2 # 20 # 30 # (!0,40) # 9 # 11 % 188.820
pW % 434,53

La normal estándar Z de 2.000 es

ZW %
2.000 . 1.700

434,53
% 0,690

La probabilidad de que el valor de su cartera sea de más de 2.000 es 0,2451 y la proba-
bilidad de que sea de menos de 1.400 también es 0,2451.

Vemos, pues, que cuando la correlación entre los precios de las acciones es positiva,
la varianza y el riesgo son mayores. En este ejemplo, el riesgo aumenta la probabilidad
de que el valor de la cartera sea de más de 2.000, de 0,1635 a 0,2451. Eso también im-
plica una variación similar de la probabilidad de que el valor de la cartera sea de menos
de 1.400. Cuando el riesgo es mayor, también es mayor la probabilidad de que el valor
de la cartera sea mayor o menor en comparación con la opción en la que el riesgo es
menor.

El ejemplo anterior ilustra un principio fundamental muy importante en la creación de
carteras de inversión. Recuérdese que el riesgo de una inversión está relacionado directa-
mente con la varianza de su valor. En el ejemplo anterior, hemos mostrado que si los valo-
res de los precios de las acciones de dos empresas están correlacionados positivamente, la
cartera resultante tiene una varianza mayor y, por lo tanto, un riesgo mayor. Y si los pre-
cios están correlacionados negativamente, la cartera resultante tiene una varianza menor y,
por lo tanto, un riesgo menor. Los gestores de fondos utilizan a menudo el término cober-
tura para describir este fenómeno. Este importante principio en el caso de una cartera de
acciones de dos empresas se extiende directamente a una cartera de acciones de un gran
número de empresas, pero en ese caso los cálculos son más complejos y normalmente se
realizan utilizando un complejo programa informático. Los gestores de fondos de inversión
utilizan este principio para seleccionar combinaciones de muchas acciones distintas para
hallar el valor y el riesgo que se desea que tenga la cartera y que son los objetivos de un
fondo de inversión.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
6.59. Una variable aleatoria X sigue una distribución

normal de media 100 y varianza 100 y una varia-
ble aleatoria Y sigue una distribución normal de
media 200 y varianza 400. Las variables aleato-
rias tienen un coeficiente de correlación igual a
0,5. Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria

W % 5X ! 4Y

6.60. Una variable aleatoria X sigue una distribución
normal de media 100 y varianza 100 y una varia-
ble aleatoria Y sigue una distribución normal de
media 200 y varianza 400. Las variables aleato-
rias tienen un coeficiente de correlación igual a
.0,5. Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria

W % 5X ! 4Y

6.61. Una variable aleatoria X sigue una distribución
normal de media 100 y varianza 100 y una varia-
ble aleatoria Y sigue una distribución normal de
media 200 y varianza 400. Las variables aleato-
rias tienen un coeficiente de correlación igual a
0,5. Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria

W % 5X . 4Y

6.62. Una variable aleatoria X sigue una distribución
normal de media 500 y varianza 100 y una varia-
ble aleatoria Y sigue una distribución normal de
media 200 y varianza 400. Las variables aleato-
rias tienen un coeficiente de correlación igual a
0,5. Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria

W % 5X . 4Y

6.63. Una variable aleatoria X sigue una distribución
normal de media 100 y varianza 500 y una varia-
ble aleatoria Y sigue una distribución normal de
media 200 y varianza 400. Las variables aleato-
rias tienen un coeficiente de correlación igual a
.0,5. Halle la media y la varianza de la variable
aleatoria

W % 5X . 4Y

Ejercicios aplicados

6.64. Un inversor planea repartir 200.000 $ entre dos
inversiones. La primera genera un beneficio se-
guro del 10 por ciento, mientras que la segunda

genera un beneficio que tiene un valor esperado
de 18 por ciento y una desviación típica de 6 por
ciento. Si el inversor reparte el dinero por igual
entre estas dos inversiones, halle la media y la
desviación típica del beneficio total.

6.65. El propietario de una vivienda ha instalado un
nuevo sistema de calefacción de bajo consumo.
Se estima que este sistema reducirá los costes de
calefacción durante un año en una cantidad que
puede considerarse una variable aleatoria que tie-
ne una media de 200 $ y una desviación típica
de 60 $. Indicando los supuestos que necesite
postular, halle la media y la desviación típica de
la reducción total del coste de calefacción en un
periodo de 5 años.

6.66. Un consultor está comenzando a trabajar en tres
proyectos cuyos beneficios esperados son 50.000 $,
72.000 $ y 40.000 $. Las desviaciones típicas co-
rrespondientes son 10.000 $, 12.000 $ y 9.000 $.
Suponiendo que los resultados son independien-
tes, halle la media y la desviación típica de los
beneficios totales de estos tres proyectos.

6.67. Un consultor tiene tres fuentes de ingresos: unos
cursos breves, la venta de programas informáti-
cos y la consultoría. Los ingresos anuales que es-
pera obtener de estas fuentes son 20.000 $,
25.000 $ y 15.000 $ y las desviaciones típicas
respectivas son 2.000 $, 5.000 $ y 4.000 $. Supo-
niendo que son independientes, halle la media y la
desviación típica de sus ingresos anuales totales.

6.68. Cinco inspectores tienen la responsabilidad de
verificar la calidad de los componentes que pro-
duce una cadena de montaje. El número de com-
ponentes que puede verificar cada inspector en
un turno puede representarse por medio de una
variable aleatoria que tiene una media de 120 y
una desviación típica de 16. Sea X el número de
componentes comprobados por un inspector en
un turno. Entonces, el número total comprobado
es 5X, que tiene una media de 600 y una desvia-
ción típica de 80. ¿Dónde está el error en este
razonamiento? Suponiendo que los rendimien-
tos de los inspectores son independientes entre
sí, halle la media y la desviación típica del nú-
mero total de componentes comprobados en un
turno.

6.69. Se estima que conduciendo normalmente por una
autopista, el número de kilómetros que pueden
recorrer los automóviles de un determinado mo-
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delo con 1 litro de gasolina puede representarse
por medio de una variable aleatoria que tiene una
media de 28 y una desviación típica de 2,4. Se
conducen independientemente 16 automóviles de
este modelo, cada uno con 1 litro de gasolina.
Halle la media y la desviación típica del número
medio de kilómetros que pueden recorrer estos
automóviles.

6.70. Sara Jonás, gestora de cartera, le ha pedido que
analice una cartera recién adquirida para hallar
su valor medio y su variabilidad. La cartera
consta de 50 acciones de Xilófonos Reunidos y
40 de Talleres Yunque. El análisis de la historia
pasada indica que el precio de las acciones de
Xilófonos tiene una media de 25 y una varianza
de 121. Un análisis similar indica que el precio
de las acciones de Yunque tiene una media de 40
y una varianza de 225. Los mejores datos de los
que se dispone indican que los precios de las ac-
ciones tienen una correlación de !0,5.

a) Calcule la media y la varianza de la cartera.
b) Suponga que la correlación entre los precios

de las acciones fuera realmente de .0,5.
¿Cuáles son ahora la media y la varianza de
la cartera?

6.71. Cereales Flores de la Pradera tiene unos ingresos
anuales por ventas de 400.000.000 $. Jorge Seve-
rino, vicepresidente de 58 años, es responsable
de la producción y de las ventas del producto
Cereales Afrutados con Nueces. La producción
diaria en cajas sigue una distribución normal que
tiene una media de 100 y una varianza de 625.
Las ventas diarias en cajas también siguen una
distribución normal que tiene una media de 100
y una desviación típica de 8. Las ventas y la pro-
ducción tienen una correlación de 0,60. El precio
de venta por caja es de 10 $. El coste variable de
producción por caja es de 7 $. Los costes fijos de
producción por día son de 250 $.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que el ingreso to-
tal sea mayor que los costes totales un día
cualquiera?

b) Construya un intervalo de aceptación del 95
por ciento para los ingresos totales por ventas
menos los costes totales.

6.72. Olecarl, país situado en el Pacífico Sur, le ha pe-
dido que analice las pautas de comercio interna-
cional. Primero descubre que todos los años ex-
porta 10 unidades e importa 10 unidades de un
paño maravilloso. El precio de las exportaciones
es una variable aleatoria que tiene una media de

100 y una varianza de 100. El precio de las im-
portaciones es una variable aleatoria que tiene
una media de 90 y una varianza de 400. Descu-
bre, además, que los precios de las importaciones
y las exportaciones tienen una correlación de
o % .0,40. Los precios de las exportaciones y
de las importaciones siguen una distribución nor-
mal. La balanza comercial es la diferencia entre
los ingresos totales generados por las exportacio-
nes y los costes totales de las importaciones.
a) ¿Cuáles son la media y la varianza de la ba-

lanza comercial?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la balanza

comercial sea negativa?

6.73. Le han pedido que halle la probabilidad de que
el «margen de contribución» (la diferencia entre
el ingreso total y el coste variable total) de una
determinada línea de productos sea mayor que el
coste fijo de 2.000 $. El número total de unida-
des vendidas es una variable aleatoria que sigue
una distribución normal que tiene una media de
400 y una varianza de 900 X V N (400, 900). El
precio de venta por unidad es de 10 $. El número
total de unidades producidas es una variable
aleatoria que sigue una distribución normal que
tiene una media de 400 y una varianza de 1.600
Y V N (400, 1.600). El coste variable de produc-
ción es de 4 $ por unidad. La producción y las
ventas tienen una correlación positiva de 0,50.

6.74. El país de Waipo ha creado recientemente un
plan de desarrollo económico que incluye un
aumento de las exportaciones y de las importa-
ciones. Ha realizado una serie de extensos estu-
dios de la economía mundial y de la capacidad
económica de Waipo, tras un extenso programa
decenal de mejora de la educación. El modelo
resultante indica que el próximo año las exporta-
ciones seguirán una distribución normal de me-
dia 100 y varianza 900 (en miles de millones de
yuanes de Waipo). Además, se espera que las
importaciones sigan una distribución normal de
media 105 y varianza 625 en las mismas unida-
des. Se espera que la correlación entre las expor-
taciones y las importaciones sea de !0,70. La
balanza comercial es igual a las exportaciones
menos las importaciones.
a) Halle la media y la varianza de la balanza co-

mercial (exportaciones menos importaciones)
suponiendo que los parámetros del modelo
dados antes son verdaderos.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la balanza
comercial sea positiva?
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RESUMEN

En el Capítulo 6 hemos desarrollado modelos de proba-
bilidad de variables aleatorias continuas que siguen una
pauta similar a la que utilizamos en el caso de los mo-
delos de probabilidad de variables aleatorias discretas
en el Capítulo 5. Hemos desarrollado dos modelos de
distribución de probabilidad paramétricos, el normal y
el exponencial. Hemos mostrado, además, que puede
utilizarse la distribución normal como aproximación de
la binomial cuando el tamaño de la muestra es grande.

Por último, hemos presentado las distribuciones con-
juntas de variables aleatorias continuas. Hemos amplia-
do los modelos de combinaciones de variables aleato-
rias para mostrar cómo podemos utilizar la media y la
varianza para calcular la probabilidad de que la cartera
total esté en un intervalo específico, basándonos en el
modelo de probabilidad normal. Éstas y otras extensas
aplicaciones constituyen una sólida base para utilizar
las variables aleatorias continuas.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

6.75. Un consultor sabe que le costará 10.000 $ cum-
plir un contrato. El contrato se va a sacar a su-
basta y cree que la oferta más baja, excluida la
suya, puede representarse por medio de una distri-
bución que es uniforme entre 8.000 $ y 20.000 $.
Por lo tanto, si la variable aleatoria X representa
la oferta más baja de todas las demás (en miles
de dólares), su función de densidad es

fx(x)%E
1/12 para 8 a xa 20

0 para todos los demás valores de x

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la oferta más
baja de todas las demás sea menor que la esti-
mación del coste de 10.000 $ del consultor?

b) Si el consultor presenta una oferta de 12.000 $,
¿cuál es la probabilidad de que consiga el
contrato?

c) El consultor decide presentar una oferta de
12.000 $. ¿Cuál es el beneficio esperado de
esta estrategia?

d) Si el consultor quiere presentar una oferta que
le permita obtener el máximo beneficio espe-
rado posible, explique qué debe hacer para to-
mar esta decisión.

6.76. Las edades de un grupo de ejecutivos que asisten
a un congreso están distribuidas de una manera
uniforme entre 35 y 65 años. Si la variable alea-
toria X representa las edades en años, la función
de densidad es

fx(x)%E
1/30 para 35 a x a65

0 para todos los demás valores de x

a) Trace la función de densidad de X.
b) Halle y trace la función de distribución acu-

mulada de X.
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c) Halle la probabilidad de que la edad de un
ejecutivo de este grupo elegido aleatoria-
mente esté entre 40 y 50 años.

d) Halle la edad media de los ejecutivos del grupo.

6.77. La variable aleatoria X tiene la función de densi-
dad

fx(x) %E
x para 0 a x a 1

2 . x para 1 a x a 2

0 para todos los demás valores
de x

a) Trace la función de densidad de X.
b) Demuestre que la densidad tiene las propieda-

des de una función de densidad bien definida.
c) Halle la probabilidad de que X tome un valor

entre 0,5 y 1,5.

6.78. Un inversor coloca 2.000 $ en una cuenta que
tiene una tasa de rendimiento fija del 10 por
ciento al año. Invierte otros 1.000 $ en un fondo
que tiene una tasa esperada de rendimiento del
16 por ciento y una desviación típica del 8 por
ciento al año.

a) Halle el valor esperado de la cantidad total de
dinero que tendrá el inversor después de un
año.

b) Halle la desviación típica de la cantidad total
que tendrá después de un año.

6.79. Una hamburguesería vende hamburguesas a 1,45 $
cada una. Las ventas diarias tienen una distribu-
ción de media de 530 y desviación típica de 69.

a) Halle los ingresos totales diarios medios ge-
nerados por la venta de hamburguesas.

b) Halle la desviación típica de los ingresos tota-
les generados por la venta de hamburguesas.

c) Los costes diarios (en dólares) vienen dados
por

C % 100 ! 0,95X

donde X es el número vendido de hamburgue-
sas. Halle la media y la desviación típica de
los beneficios diarios generados por las ventas.

6.80. Una analista predice los beneficios empresariales
y su trabajo se evalúa comparando los beneficios
efectivos con los predichos. Sean

Beneficios efectivos % beneficios predichos !

error de predicción

Demuestre que si los beneficios predichos y el
error de predicción son independientes entre sí,
la varianza de los beneficios predichos es menor
que la varianza de los beneficios efectivos.

6.81. Sean X1 y X2 un par de variables aleatorias. De-
muestre que la covarianza entre las variables
aleatorias (X1 ! X2) y (X1 . X2) es 0 si y sólo si
X1 y X2 tienen la misma varianza.

6.82. Las calificaciones medias de los estudiantes de
una gran universidad siguen una distribución
normal que tiene una media de 2,6 y una desvia-
ción típica de 0,5.

a) Se elige aleatoriamente un estudiante de esta
universidad. ¿Cuál es la probabilidad de que
tenga una calificación media de más de 3,0?

b) Se elige aleatoriamente un estudiante de esta
universidad. ¿Cuál es la probabilidad de que
tenga una calificación media de entre 2,25 y
2,75?

c) Cuál es la calificación media mínima necesa-
ria para que la calificación media de un estu-
diante esté entre el 10 por ciento más alto de
la universidad?

d) Se eligen aleatoriamente una muestra de 400
estudiantes de esta universidad. ¿Cuál es la
probabilidad de que al menos 80 de estos es-
tudiantes tengan una calificación media de
más de 3,0?

e) Se eligen aleatoriamente dos estudiantes de
esta universidad. ¿Cuál es la probabilidad de
que al menos uno de ellos tenga una califica-
ción media de más de 3,0?

6.83. Una empresa repara aparatos de aire acondicio-
nado. Se sabe que el tiempo que tarda en repa-
rarlos sigue una distribución normal que tiene
una media de 60 minutos y una desviación típica
de 10 minutos.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde en repa-
rar un aparato más de 65 minutos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde en repa-
rar un aparato entre 50 y 70 minutos?

c) La probabilidad de que tarde más de ––––––––
minutos en reparar un aparato es 0,025.

d) Halle el intervalo más corto de tiempos que
incluya el 50 por ciento de todos los avisos
de reparación.

e) Se toma una muestra aleatoria de cuatro repa-
raciones de aparatos. ¿Cuál es la probabilidad
de que el tiempo de reparación exactamente
de dos de ellos sea de más de 65 minutos?

6.84. Se ha observado que el tiempo que tarda la gente
en rellenar un impreso de declaración de impues-
tos sigue una distribución normal que tiene una
media de 100 minutos y una desviación típica de
30 minutos.
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a) ¿Cuál es la probabilidad de que una persona
elegida aleatoriamente tarde menos de 85 mi-
nutos en rellenar este impreso?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que una persona
elegida aleatoriamente tarde entre 70 y 130
minutos en rellenar este impreso?

c) El 5 por ciento de todas las personas tarda
más de –––––––– minutos en rellenar este
impreso.

d) Se eligen aleatoriamente dos personas. ¿Cuál
es la probabilidad de que al menos una de
ellas tarde más de una hora en rellenar este
impreso?

e) Se eligen aleatoriamente cuatro personas.
¿Cuál es la probabilidad de que exactamente
dos de ellas tarden más de una hora en relle-
nar este impreso?

f) Indique en el caso de una persona elegida
aleatoriamente en cuál de los intervalos si-
guientes (expresados en minutos) es más pro-
bable que esté el tiempo que tarda en rellenar
el impreso.

70-89 90-109 110-129 130-149

g) Indique en el caso de una persona elegida
aleatoriamente en cuál de los intervalos si-
guientes (expresados en minutos) es menos
probable que esté el tiempo que tarda en re-
llenar el impreso.

70-89 90-109 110-129 130-149

6.85. Una pizzería tiene un servicio de reparto de piz-
zas en una residencia de estudiantes. Los tiempos
de entrega siguen una distribución normal que
tiene una media de 20 minutos y una desviación
típica de 4 minutos.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que tarde en en-

tregar una pizza entre 15 y 25 minutos?
b) La pizzería no cobra la pizza si tarda más de

30 minutos en entregarla. ¿Cuál es la proba-
bilidad de conseguir una pizza gratis en un
único pedido?

c) En la época de los exámenes finales, un estu-
diante planea pedir pizza cinco noches segui-
das. Suponga que los tiempos de entrega son
independientes entre sí. ¿Cuál es la probabili-
dad de que el estudiante consiga al menos
una pizza gratis?

d) Halle el intervalo más corto de tiempos que
contenga el 40 por ciento de todas las entregas.

e) Indique en cuál de los intervalos siguientes
(expresados en minutos) es más probable que
esté el tiempo de entrega de un único pedido.

18-20 19-21 20-22 21-23

f) Indique en cuál de los intervalos siguientes
(expresados en minutos) es menos probable
que esté el tiempo de entrega de un único pe-
dido.

18-20 19-21 20-22 21-23

6.86. Una cadena de videoclubs estima que los gastos
anuales de los socios siguen una distribución
normal que tiene una media de 100 $. También
se ha observado que el 10 por ciento de todos los
socios gasta más de 130 $ al año. ¿Qué porcenta-
je de socios gasta más de 140 $ al año?

6.87. Se estima que la cantidad de dinero que gastan
en gasolina los clientes de una estación de servi-
cio sigue una distribución normal que tiene una
desviación típica de 2,50 $. También se ha ob-
servado que el 10 por ciento de todos los clientes
gasta más de 25 $. ¿Qué porcentaje de los clien-
tes gasta menos de 20 $?

6.88. Una empresa de estudios de mercado ha observa-
do que el 40 por ciento de todos los clientes de
los supermercados se niega a cooperar cuando le
preguntan sus encuestadores. Si éstos abordan a
1.000 compradores, ¿cuál es la probabilidad de
que menos de 500 se nieguen a cooperar?

6.89. Una organización que da seminarios habitual-
mente sobre métodos para vender más observa
que el 60 por ciento de sus clientes ha asistido a
otros seminarios anteriores. ¿Cuál es la probabi-
lidad de que más de la mitad de una muestra de
400 clientes haya asistido a otros seminarios an-
teriores?

6.90. Un servicio de grúa de emergencia recibe una
media de 70 llamadas al día. ¿Cuál es la proba-
bilidad de que en un día cualquiera reciba menos
de 50 llamadas?

6.91. En unos grandes almacenes, el departamento de
atención al cliente recibe, en promedio, seis re-
clamaciones por hora sobre la calidad del servi-
cio. La distribución es de Poisson.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que se reciban en
cualquier hora seis reclamaciones exacta-
mente?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran
más de 20 minutos entre una reclamación y
otra?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que transcurran
menos de 5 minutos entre una reclamación y
otra?

d) El director de los grandes almacenes observa
el departamento de atención al cliente durante
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un periodo de 30 minutos, en el que no se re-
cibe ninguna reclamación. Llega a la conclu-
sión de que una charla que dio al personal so-
bre el tema «El cliente siempre tiene razón»
ha surtido claramente un efecto beneficioso.
Suponga que la charla no ha surtido, en reali-
dad, ningún efecto. ¿Cuál es la probabilidad
de que el director observe un periodo de 30
minutos o más sin ninguna reclamación?

6.92. Una emisora de radio cree que el 40 por ciento
de su audiencia tiene menos de 25 años. Se eli-
gen aleatoriamente 600 oyentes.

a) Si lo que cree la emisora es cierto, ¿cuál es la
probabilidad de que más de 260 de estos
oyentes tenga menos de 25 años?

b) Si lo que cree la emisora es cierto, la probabi-
lidad de que más de ––––––– de estos 600
oyentes tenga menos de 25 años es 0,6.

6.93. Se estima que el tiempo de duración de un parti-
do de béisbol sigue una distribución normal que
tiene una media de 132 minutos y una desviación
típica de 12 minutos.

a) ¿Qué proporción de todos los partidos dura
entre 120 y 150 minutos?

b) El 33 por ciento de todos los partidos dura
más de –––––––– minutos.

c) ¿Qué proporción de todos los partidos dura
menos de 120 minutos?

d) Si se eligen aleatoriamente 100 partidos,
¿cuál es la probabilidad de que al menos 25
duren menos de 120 minutos?

6.94. Un consultor de empresas observó que la canti-
dad diaria de tiempo que dedicaban los ejecuti-
vos a realizar tareas que podían ser realizadas
igual de bien por subordinados seguía una distri-
bución normal que tenía una media de 2,4 horas.
También observó que el 10 por ciento de los eje-
cutivos dedicaba más de 3,5 horas al día a realizar
tareas de este tipo. Halle la probabilidad de que
más de 80 ejecutivos de una muestra de 400 dedi-
que más de 3 horas al día a tareas de este tipo.

6.95. Gestores Financieros S.A. compra y vende nor-
malmente acciones de un gran número de empre-
sas para los distintos fondos que gestiona. La
gestora de carteras Andrea Colson le ha pedido
ayuda para analizar un fondo cuya cartera está
formada en parte por 10 acciones de la empresa
A y 8 de la B. El precio de las acciones de A tie-
ne una media de 10 y una varianza de 16, mien-
tras que el de las acciones de B tiene una media
de 12 y una varianza de 9. La correlación entre
los precios es 0,3.

a) ¿Cuáles son la media y la varianza del valor
de la cartera?

b) Le han pedido a Andrea que reduzca la va-
rianza (el riesgo) de la cartera. Propone ven-
der las 10 acciones de la empresa A y recibe
dos ofertas de las que puede seleccionar una:
10 acciones de la empresa 1 con un precio
medio de 10, una varianza de 25 y una corre-
lación con el precio de las acciones de B
igual a .0,2; o 10 acciones de la empresa 2
con un precio medio de 10, una varianza de 9
y una correlación con el precio de las accio-
nes de B igual a !0,6. ¿Qué oferta debe se-
leccionar?

6.96. Gestores Financieros S.A. compra y vende nor-
malmente acciones de un gran número de empre-
sas para los distintos fondos que gestiona. La
gestora de cartera Sara Barco le ha pedido ayuda
para analizar un fondo cuya cartera está formada
en parte por 10 acciones de la empresa A y 89 de
la empresa B. El precio de las acciones de A tie-
ne una media de 12 y una varianza de 14, mien-
tras que el precio de las acciones de B tiene una
media de 10 y una varianza de 12. La correla-
ción entre los precios es 0,5.

a) ¿Cuáles son la media y la varianza del valor
de la cartera?

b) Le han pedido a Sara que reduzca la varianza
(el riesgo) de la cartera. Propone vender las
10 acciones de la empresa A y recibe dos
ofertas de las que puede seleccionar una: 10
acciones de la empresa 1 con un precio medio
de 12, una varianza de 25 y una correlación
con el precio de las acciones de B igual a
.0,2; o 10 acciones de la empresa 2 con un
precio medio de 10, una varianza de 9 y una
correlación con el precio de las acciones de B
igual a 0,6. ¿Qué oferta debe seleccionar?

6.97. Construcciones El Clavo está construyendo un
gran centro de estudiantes para una famosa uni-
versidad. Durante el proyecto, Cristina Vilches,
la directora del proyecto, pide que se eche un
montón de arena que pesa entre 138.000 kilos y
141.000 en el camino recién construido. Le ha
pedido que halle la probabilidad de que la arena
entregada satisfaga la petición de Cristina. Usted
ha ordenado que se utilice un camión grande y
uno pequeño para llevar la arena. La cantidad de
arena que lleva el camión grande sigue una dis-
tribución normal que tiene una media de 80.000
y una varianza de 1.000.000 y la que lleva el ca-
mión pequeño también sigue una distribución
normal que tienen un peso medio de 60.000 kilos
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y una varianza de 810.000. Sabe por experiencia
que el peso de la arena de los dos camiones tiene
una correlación de 0,40. ¿Cuál es la probabilidad
de que el montón de arena resultante pese entre
138.000 y 141.000 kilos?

6.98. La compañía aérea Vuelos Nocturnos tiene un
vuelo regular de Minneapolis a Francfort que sa-
le a las 18 horas los días laborables. Basándose
en una compleja relación entre Vuelos Nocturnos
y Vuelos Cercanos, una compañía local que vue-
la a algunas pequeñas ciudades, se reservan 100
plazas para los pasajeros de dos de los vuelos de
Vuelos Cercanos que llegan diariamente a las 17

horas. El número de pasajeros del vuelo proce-
dente de Tri-mountain (Montana) sigue una dis-
tribución normal que tiene una media de 40 pa-
sajeros y una varianza de 100. El número de
pasajeros del otro vuelo, procedente de Bighog
(Iowa), también sigue una distribución normal
que tiene una media de 35 pasajeros y una va-
rianza de 144. Los números de pasajeros de estos
dos vuelos tienen una correlación de 0,6.
a) ¿Qué probabilidad hay de que se ocupen las

100 plazas del vuelo de Francfort?
b) ¿Qué probabilidad hay de que se ocupen entre

75 y 90 plazas?

Apéndice

1. Los lectores que tengan conocimientos de cálculo reconocerán que la probabilidad de
que una variable aleatoria se encuentre en un intervalo dado es la integral de la fun-
ción de densidad entre los puntos extremos del intervalo; es decir,

P(a a X a b) %I
b

a

f(x) dx

2. En términos formales, utilizando la notación del cálculo integral,

I
ä

.ä

f(x) dx % 1

La función de distribución acumulada es, pues, la integral

F(x0) %I
x0

.ä

f(x) dx

Se deduce, pues, que la función de densidad es la derivada de la función de distribu-
ción acumulada; es decir,

f(x) %
dF(x)

dx

3. En términos formales, utilizando el cálculo integral expresamos el valor esperado de la
variable aleatoria X de la forma siguiente:

E(X) %I
ä

.ä

x f(x) dx
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y el valor esperado de la función g(X):

E[g(X)] %I
ä

.ä

g(x) f(x) dx

Obsérvese que, en la formación de estas esperanzas, la integral desempeña el mismo
papel que el operador de los sumatorios en el caso discreto.

4. La integral

F(x0) %I
x0

.ä

1

∂2np2
e.(x.k)2/2p2

dx

no tiene una sencilla forma algebraica.
5. Utilizando el cálculo integral, vemos que

P(t m T) %I
T

0
je.jt dt

% 1 . e.jT
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Esquema del capítulo

7.1. Muestreo de una población
7.2. Distribuciones de las medias muestrales en el muestreo

Teorema del lı́mite central
Intervalos de aceptación

7.3. Distribuciones de proporciones muestrales en el muestreo
7.4. Distribuciones de las varianzas muestrales en el muestreo

Introducción
En los Capítulos 4, 5 y 6 desarrollamos modelos de probabilidad que pueden utilizarse
para representar la variabilidad subyacente de algunos procesos empresariales y econó-
micos. En el 3 presentamos estadísticos descriptivos que pueden utilizarse para resumir
muestras de datos procedentes de estos distintos procesos. En este capítulo relaciona-
mos estos conceptos. Esta combinación nos permite construir modelos de probabilidad
para distintos estadísticos calculados a partir de datos muestrales. Estos modelos de
probabilidad se llaman distribuciones en el muestro y se utilizarán para desarrollar diver-
sos métodos de inferencia estadística en el resto de este libro.

Los métodos estadísticos centran la atención en la realización de inferencias sobre
grandes poblaciones de objetos utilizando una pequeña muestra de los objetos. Ejem-
plos representativos de poblaciones son:

1. Todas las familias que viven en una ciudad.
2. Todas las acciones que cotizan en una bolsa de valores.
3. El conjunto de todas las reclamaciones de cobertura de un seguro de accidentes

de tráfico recibidas durante un año.
4. Todos los automóviles de un determinado modelo.
5. Todas las cuentas pendientes de cobro de un gran proveedor de piezas de auto-

móvil.

Podría interesarnos conocer características medidas específicas de individuos de es-
tas poblaciones. Por ejemplo, podríamos querer hacer una inferencia sobre la media y la
varianza de la distribución poblacional de las rentas de las familias de una ciudad o so-
bre la proporción de todas las familias de una ciudad que tienen una renta anual de me-
nos de 20.000 $.



7.1. Muestreo de una población

A menudo utilizamos muestras en lugar de toda la población porque el coste y el tiempo
necesarios para medir todos los miembros de la población serían prohibitivos. Además, en
algunos casos la medición requiere la destrucción de miembros. En general, se consigue
una precisión mayor extrayendo con cuidado una muestra aleatoria de la población que de-
dicando los recursos a medir todos los miembros. La precisión es mayor por dos razones.
En primer lugar, a menudo es muy difícil obtener y medir todos los miembros de una po-
blación e, incluso cuando es posible, el coste es muy alto cuando la población es grande.
Por ejemplo, los estadísticos saben perfectamente que en el censo que se realiza cada 10
años en Estados Unidos algunos grupos tienen una representación muy inferior a la que les
corresponde (véase la referencia bibliográfica 2). En segundo lugar, como vemos en este
capítulo, pueden utilizarse muestras bien seleccionadas para realizar estimaciones medidas
de las características de la población que son muy cercanas a los valores reales. La muestra
ideal para este fin es la muestra aleatoria simple.

Muestra aleatoria simple
Supongamos que queremos seleccionar una muestra de n objetos de una población de N obje-
tos. Se selecciona una muestra aleatoria simple tal que todos los objetos tienen la misma
probabilidad de ser seleccionados y se seleccionan independientemente, es decir, la selección
de un objeto no altera la probabilidad de que sean seleccionados otros objetos.

Las muestras aleatorias simples son el ideal. En algunos estudios por muestreo del mundo
real, los analistas desarrollan métodos alternativos para reducir los costes del muestreo. Pero
la base para saber si estas estrategias alternativas son aceptables es el grado en que los re-
sultados se aproximan a los de una muestra aleatoria simple.

Es importante que una muestra represente al conjunto de la población. Si un director de
marketing quiere evaluar las reacciones a un nuevo producto alimenticio, no muestrea úni-
camente a sus amigos y vecinos. Es improbable que las opiniones de esos grupos represen-
ten las de toda la población y es probable que estén concentradas en un intervalo más re-
ducido. Para evitar estos problemas, seleccionamos una muestra aleatoria simple. El
muestreo aleatorio es nuestra póliza de seguro contra la posibilidad de que los sesgos per-
sonales influyan en la selección.

El muestreo aleatorio simple puede realizarse de muchas formas. Podemos colocar los
N miembros de la población —por ejemplo, bolas de colores— en un gran tonel y mez-
clarlos perfectamente. A continuación, podemos seleccionar en este tonel de bolas perfec-
tamente mezcladas bolas de diferentes partes del tonel. En la práctica, solemos utilizar nú-
meros aleatorios para seleccionar objetos a los que podemos asignar un valor numérico.
Por ejemplo, los grupos de estudios de mercado pueden utilizar números aleatorios para
seleccionar números telefónicos a los que llamar y preguntar por las preferencias por un
producto. Algunos paquetes estadísticos y hojas de cálculo tienen rutinas para obtener nú-
meros aleatorios, que se utilizan generalmente en la mayoría de los estudios por muestreo.
Estos números aleatorios generados por ordenador tienen las propiedades necesarias para
elaborar muestras aleatorias. Las organizaciones que necesitan muestras aleatorias de gran-
des poblaciones humanas —por ejemplo, los candidatos políticos que tratan de averiguar
las preferencias de los votantes— recurren a empresas profesionales de muestreo, que se
dedican a seleccionar y gestionar el proceso de muestreo. Un buen muestreo exige mucho
trabajo y tiene un elevado coste.
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Aquí centramos la atención en los métodos para analizar los resultados de muestras
aleatorias simples con el fin de obtener información sobre la población. Este proceso, so-
bre el que nos extenderemos en los cinco capítulos siguientes, se conoce con el nombre de
inferencia clásica. Estos métodos suponen generalmente que se utilizan muestras aleatorias
simples. Sin embargo, existen otros métodos de muestreo, que es posible que en algunas
circunstancias se prefieran a otros métodos de muestreo.

Las muestras aleatorias protegen contra la posibilidad de que algún grupo de la pobla-
ción esté subrepresentado en la muestra. Si una población se muestrea repetidamente utili-
zando métodos de muestreo aleatorio, ningún subgrupo específico está sobrerrepresentado
o subrepresentado en las muestras. Además, el concepto de distribución en el muestreo nos
permite averiguar la probabilidad de obtener una determinada muestra.

Utilizamos la información muestral para hacer inferencias sobre la población de la que
procede la muestra. La distribución de todos los valores de interés de esta población puede
representarse por medio de una variable aleatoria. Sería demasiado ambicioso intentar des-
cribir toda la distribución poblacional basándonos en una pequeña muestra aleatoria de ob-
servaciones. Sin embargo, podemos muy bien hacer inferencias bastante sólidas sobre im-
portantes características de la distribución poblacional, como la media y la varianza
poblacionales. Por ejemplo, dada una muestra aleatoria del consumo de combustible de 20
automóviles de un determinado modelo, podemos utilizar la media y la varianza muestra-
les para hacer inferencias sobre la media y la varianza poblacionales del consumo de com-
bustible. Esta inferencia se basará en la información muestral. Podemos hacer preguntas
como la siguiente: «Si el consumo de combustible, en kilómetros por litro, de la población
de todos los automóviles de un determinado modelo tiene una media de 25 y una desvia-
ción típica de 2, ¿cuál es la probabilidad de que el consumo medio muestral de combusti-
ble de los automóviles de una muestra aleatoria de 20 sea de menos de 24 kilómetros por
litro?» A continuación, podemos utilizar la distribución de la media muestral en el mues-
treo para responder a esta pregunta.

Necesitamos distinguir entre los atributos de la población y los atributos de la muestra
aleatoria. En el párrafo anterior, la población de mediciones del consumo de combustible
de todos los automóviles de un determinado modelo sigue una distribución que tiene una
determinada media. Esta media, un atributo de la población, es un número fijo (pero des-
conocido). Hacemos inferencias sobre este atributo extrayendo una muestra aleatoria de la
población y calculando la media muestral. Cada muestra que extraigamos tendrá una me-
dia muestral distinta y la media muestral puede considerarse como una variable aleatoria
con una distribución de probabilidad. La distribución de las medias muestrales posibles
constituye la base para realizar inferencias sobre la muestra. En este capítulo, examinamos
las propiedades de las distribuciones en el muestreo.

Distribuciones en el muestreo
Consideremos una muestra aleatoria extraída de una población que se utiliza para realizar una
inferencia sobre alguna característica de la población, como la media poblacional, k, utilizando
un estadístico muestral, como la media muestral, x6 . La inferencia se basa en la comprensión
de que cada muestra aleatoria tiene una x6 distinta y de que, por lo tanto, x6 es una variable
aleatoria. La distribución en el muestreo de este estadístico es la distribución de probabilidad
de las medias muestrales obtenidas de estas muestras posibles del mismo número de obser-
vaciones extraídas de la población.

Ilustramos el concepto de distribución en el muestreo examinando la posición de un su-
pervisor que tiene seis empleados, cuyos años de experiencia son

2 4 6 6 7 8
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Hay que elegir aleatoriamente dos de estos empleados para formar un grupo de trabajo. La
media de los años de experiencia de esta población de seis empleados es

k %
2 ! 4 ! 6 ! 6 ! 7 ! 8

6
% 5,5

Examinemos ahora el número medio de años de experiencia de los dos empleados ele-
gidos aleatoriamente de la población de seis. Podrían seleccionarse 15 muestras aleatorias.
La Tabla 7.1 presenta todas las muestras posibles y las medias muestrales correspondien-
tes. Obsérvese que algunas muestras (como 2, 6) aparecen dos veces porque hay dos em-
pleados en la población que tienen seis años de experiencia.

Todas las 15 muestras de la Tabla 7.1 tienen la misma probabilidad, 1/15, de ser selec-
cionadas. Obsérvese que aparece varias veces la misma media muestral. Por ejemplo, la
media muestral 5,0 aparece tres veces y, por lo tanto, la probabilidad de obtener una media
muestral de 5,0 es 3/15. La Tabla 7.2 presenta la distribución en el muestreo de las medias
muestrales de la población y la Figura 7.1 representa gráficamente la función de probabi-
lidad.

Tabla 7.1. Muestras y medias muestrales de la muestra poblacional de trabajadores
de tamaño n % 2.

Muestra Media muestral Muestra Media muestral

2,4 3,0 4,8 6,0
2,6 4,0 6,6 6,0
2,6 4,0 6,7 6,5
2,7 4,5 6,8 7,0
2,8 5,0 6,7 6,5
4,6 5,0 6,8 7,0
4,6 5,0 7,8 7,5
4,7 5,5

Tabla 7.2. Distribución de las medias muestrales en el muestreo correspondiente
a la muestra poblacional de trabajadores de tamaño n % 2.

Media muestral X1 Probabilidad de X1

3,0 1/15
4,0 2/15
4,5 1/15
5,0 3/15
5,5 1/15
6,0 2/15
6,5 2/15
7,0 2/15
7,5 1/15

Vemos que, mientras que el número de años de experiencia de los seis trabajadores va
de 2 a 8, los valores posibles de la media muestral van de 3,0 a 7,5 solamente. Además, la
mayoría de los valores se encuentran en la parte central del rango.

La Tabla 7.3 muestra que los resultados son parecidos cuando el tamaño de la muestra
es n % 5 y la Figura 7.2 representa gráficamente la distribución en el muestreo. Obsérvese
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Figura 7.1.
Función de
probabilidad de la
distribución de las
medias muestrales
en el muestreo
correspondiente a la
muestra poblacional
de trabajadores de
tamaño n % 2.
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Tabla 7.3. Distribución de las medias muestrales en el muestreo correspondiente
a la muestra poblacional de trabajadores de tamaño n % 5.

Muestra x6 Probabilidad

2, 4, 6, 6, 7 5,0 1/6
2, 4, 6, 6, 8 5,2 1/6
2, 4, 6, 7, 8 5,4 1/3
2, 6, 6, 7, 8 5,8 1/6
4, 6, 6, 7, 8 6,2 1,/6

Figura 7.2.
Función de
probabilidad de la
distribución de las
medias muestrales
en el muestreo
correspondiente a la
muestra poblacional
de trabajadores de
tamaño n % 5.
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que las medias están concentradas en un rango más reducido. Estas medias muestrales es-
tán todas más cerca de la media poblacional, k % 5,5. Veremos que eso siempre es cierto:
la distribución en el muestreo está más concentrada en torno a la media poblacional a me-
dida que aumenta el tamaño de la muestra. Este importante resultado constituye un impor-
tante fundamento para la inferencia estadística. En los apartados y los capítulos siguientes
presentaremos un conjunto de rigurosos instrumentos analíticos que se basan en este funda-
mento.
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En este apartado hemos presentado el concepto básico de distribuciones en el mues-
treo. Los ejemplos procedían de una distribución discreta sencilla en la que es posible
definir todas las muestras posibles de un tamaño dado. Hemos calculado la media mues-
tral de cada muestra posible y hemos construido la distribución de probabilidad de todas
las medias muestrales posibles. Siguiendo este sencillo método, hemos descubierto que,
cuando aumenta el tamaño de la muestra, la distribución de las medias muestrales —la
distribución en el muestreo— está más concentrada en torno a la media poblacional. En
la mayoría de los estudios estadísticos aplicados, las poblaciones son muy grandes y no
es práctico o racional construir la distribución de todas las muestras posibles de un tama-
ño dado. Pero valiéndonos de lo que hemos aprendido sobre las variables aleatorias, po-
demos mostrar que las distribuciones en el muestreo de muestras de todas las poblaciones
tienen las mismas características que las de nuestra población discreta sencilla. Ese resulta-
do constituye la base de las numerosas y útiles aplicaciones que presentaremos en capítu-
los posteriores.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
7.1. Suponga que lanza un par de dados al aire y anota

el valor de las caras de cada uno.

a) ¿Cuál es la distribución poblacional de un dado?
b) Halle la distribución en el muestreo de las me-

dias muestrales obtenidas lanzando dos dados
al aire.

7.2. Suponga que tiene una moneda equilibrada y que
le asigna el valor 1 a la cara y el valor 0 a la cruz.

a) Ahora lanza dos veces la moneda al aire y
anota el valor numérico obtenido en cada lan-
zamiento. Sin tirar realmente la moneda al
aire, anote la distribución de las medias mues-
trales en el muestreo.

b) Repita el apartado (a) lanzando cuatro veces la
moneda al aire.

c) Repita el apartado (a) lanzando 10 veces la
moneda al aire.

Ejercicios aplicados

7.3. Una población contiene 6 millones de 0 y 4 millo-
nes de 1. ¿Cuál es la distribución aproximada de
la media muestral en el muestreo cuando

a) El tamaño de la muestra es n % 5?
b) El tamaño de la muestra es n % 100?

Nota: hay una forma fácil y una forma difícil de
responder a esta pregunta. Le recomendamos la
primera.

7.4. Suponga que un matemático dijera que es imposi-
ble obtener una muestra aleatoria simple de una
población del mundo real. Por lo tanto, es inútil
toda la base para aplicar los métodos estadísticos
a los problemas reales. ¿Qué respondería?

7.2. Distribuciones de las medias muestrales en el muestreo

A continuación, mostramos algunas propiedades importantes de la distribución de las me-
dias muestrales en el muestreo. Nuestro análisis comienza con una muestra aleatoria de n
observaciones de una población muy grande que tiene una media k y una varianza p2; las
observaciones muestrales se representan por medio de X1, X2, ..., Xn. Antes de observar la
muestra, existe incertidumbre sobre los resultados. Esta incertidumbre se recoge concibien-
do las observaciones como variables aleatorias extraídas de una población que tiene una
media k y una varianza p2. Lo que nos interesa principalmente es hacer inferencias sobre
la media poblacional k. Un punto de partida obvio es la media muestral.
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Media muestral
Sean las variables aleatorias X1, X2, ..., Xn una muestra aleatoria de una población. La media
muestral de estas variables aleatorias es

X1 %
1

n

n

;
i%1

Xi

Consideremos la distribución de la variable aleatoria X1 en el muestreo. De momento no
podemos averiguar la forma de la distribución en el muestreo, pero sí su media y su va-
rianza a partir de las definiciones básicas que aprendimos en los Capítulos 5 y 6. En pri-
mer lugar, hallamos la media de la distribución. En los citados capítulos vimos que la es-
peranza de una combinación lineal de variables aleatorias es la combinación lineal de las
esperanzas:

E(X1 ) % E A
1

n
(X1 ! X2 ! ñ ! Xn)B%

nk
n

% k

Por lo tanto, la media de la distribución de las medias muestrales en el muestreo es la me-
dia poblacional. Si se extrae repetida e independientemente muestras de n observaciones
aleatorias e independientes de una población, entonces a medida que aumenta el número
de muestras, la media de las medias muestrales se aproxima a la verdadera media pobla-
cional. Este resultado del muestreo aleatorio es importante e indica la protección que dan
las muestras aleatorias contra las muestras poco representativas. Una única media muestral
podría ser mayor o menor que la media poblacional. Sin embargo, en promedio, no hay
razones para esperar que una media muestral sea mayor o menor que la media poblacional.
Más adelante en este apartado, se demuestra este resultado utilizando muestras aleatorias
obtenidas por ordenador.

EJEMPLO 7.1. Valor esperado de la media muestral (valor esperado)

Calcule el valor esperado de la media muestral del ejemplo del grupo de empleados an-
tes analizado.

Solución

La Tabla 7.2 y la Figura 7.1 muestran la distribución de las medias muestrales en el
muestreo. Partiendo de esta distribución, podemos calcular el valor esperado de la me-
dia muestral de la forma siguiente:

E(X1 ) % ; x6P(x6) % (3,0)A
1

15B! (4,0) A
2

15B! ñ ! (7,5) A
1

15B% 5,5

que es la media poblacional, k. Se puede hacer un cálculo parecido para obtener el mis-
mo resultado utilizando la distribución en el muestreo de la Tabla 7.3.

Una vez demostrado que la distribución de las medias muestrales está concentrada en
torno a la media poblacional, es necesario hallar la varianza de la distribución de medias
muestrales. Supongamos que el consumo medio de combustible de una muestra aleatoria
de 20 automóviles es de 24 kilómetros por litro. Podemos utilizar la media muestral como
estimación de la media poblacional. Pero también queremos saber en qué medida es la me-
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dia muestral x6 % 24 una buena aproximación de la media poblacional. Para saberlo utiliza-
mos la varianza de la distribución de las medias muestrales en el muestreo.

Si la población es muy grande en comparación con el tamaño de la muestra, las distri-
buciones de los miembros de muestras aleatorias son aproximadamente independientes en-
tre sí. En los Capítulos 5 y 6 vimos que la varianza de una combinación lineal de variables
aleatorias independientes es la suma de los cuadrados de los coeficientes lineales multipli-
cados por la varianza de las variables aleatorias. Por lo tanto,

Var (X1 ) % VarA
1

n
X1 !

1

n
X2 ! ñ !

1

n
XnB%

n

;
i%1 A

1

nB
2

p2
i %

np2

n2 %
p2

n

La varianza de la distribución de X1 en el muestreo disminuye a medida que aumenta el
tamaño de la muestra n. Eso quiere decir, en efecto, que cuanto mayor es el tamaño de la
muestra, más concentrada está la distribución en el muestreo. El sencillo ejemplo del apar-
tado anterior muestra este resultado. Por lo tanto, cuanto mayor es la muestra, más seguros
estamos de nuestra inferencia de la media poblacional, como cabía esperar. A medida que
obtenemos más información de una población —de una muestra mayor— podemos cono-
cer mejor las características de la población, como la media poblacional. La varianza de la
media muestral se representa por medio de p2

x6 y la desviación típica correspondiente, lla-
mada error típico de X1 , se halla de la siguiente manera:

pX1 %
p

∂n

Si el tamaño de la muestra, n, no es una pequeña proporción del tamaño de la pobla-
ción, N, los miembros de la muestra no están distribuidos independientemente unos de
otros. Como un miembro de la población no puede incluirse más de una vez en una mues-
tra, la probabilidad de que un miembro específico de una muestra sea la segunda observa-
ción depende del miembro de la muestra elegido como primera observación. Por lo tanto,
las observaciones no se seleccionan independientemente. Puede demostrarse en este caso
que la varianza de la media muestral es

Var (X1 ) %
p2

n
.N . n

N . 1

El término (N . n)/(N . 1) a menudo se llama factor de corrección en el caso de una po-
blación finita.

Hemos presentado ya la media y la varianza de la distribución de X1 en el muestreo. En
la mayoría de las aplicaciones, la media y la varianza definen la distribución en el mues-
treo. Estos resultados de la media y la varianza de la distribución en el muestreo se aplican
a cualquier distribución de probabilidad que defina la pauta de los valores existentes en la
población. Si fuera imposible generalizar más estos resultados, podrían ser interesantes
desde el punto de vista teórico, pero apenas tendrían valor para las aplicaciones prácticas.
Afortunadamente, veremos que con algún análisis más estos resultados pueden ser muy po-
derosos para muchas aplicaciones prácticas. En primer lugar, examinamos estos resultados
suponiendo que la población subyacente sigue una distribución normal. A continuación,
analizamos las distribuciones de la media muestral en el muestreo a medida que aumenta
el tamaño de la muestra. Este segundo caso nos permite obtener algunos resultados muy
importantes para muchas aplicaciones empresariales y económicas prácticas.
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En primer lugar, examinamos los resultados suponiendo que la población de la que
procede la muestra sigue una distribución normal. Esta población es la población de interés
de la que se extrae la muestra aleatoria. Si sigue una distribución normal, la distribución de
las medias muestrales en el muestreo también sigue una distribución normal. Esta conclu-
sión intuitiva procede del resultado perfectamente demostrado de que las funciones lineales
de variables aleatorias que siguen una distribución normal también siguen una distribución
normal. En el Capítulo 6 vimos aplicaciones en los problemas de carteras. Con la distribu-
ción en el muestreo como una distribución de probabilidad normal, podemos calcular la
normal estándar Z de la media muestral. En el Capítulo 6 vimos que podemos utilizar la
normal estándar Z para calcular las probabilidades de cualquier variable aleatoria que siga
una distribución normal. Ese resultado también se aplica a la media muestral.

Distribución normal estándar de las medias muestrales
Siempre que la distribución de las medias muestrales en el muestreo es una distribución nor-
mal, podemos calcular una variable aleatoria normal estandarizada, Z, que tiene una media
de 0 y una varianza de 1:

Z %
X1 . k

pX1

%
X1 . k

p

∂n

(7.1)

Por último, resumimos los resultados de este apartado.

Resultados de la distribución de las medias muestrales
en el muestreo
Sea X1 la media muestral de una muestra aleatoria de n observaciones de una población que
tiene una media kX y una varianza p2. En ese caso,

1. La distribución de X1 en el muestreo tiene la media

E(X1 ) % k (7.2)

2. La distribución de X1 en el muestreo tiene la desviación típica

pX1 %
p

∂n
(7.3)

Se llama error típico de X1 .
3. Si el tamaño de la muestra, n, no es pequeño en comparación con el tamaño de la po-

blación, N, el error típico de X1 es

pX1 %
p

∂n
.J

N . n

N . 1
(7.4)

4. Si la distribución de la población de la que procede la muestra es normal y, por lo tanto,
la distribución de las medias muestrales en el muestreo es normal, la variable aleatoria

Z %
X1 . k

pX1

(7.5)

sigue una distribución normal estándar de media 0 y de varianza 1.
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La Figura 7.3 muestra la distribución en el muestreo de las medias muestrales de mues-
tras de tamaño n % 25 y n % 100 extraídas de una población que sigue una distribución
normal. Las dos distribuciones están centradas en la media, pero a medida que aumenta el
tamaño de la muestra, están más concentradas en torno a la media poblacional, ya que el
error típico de la media muestral disminuye a medida que aumenta el tamaño de la mues-
tra. Por lo tanto, la probabilidad de que una media muestral se encuentre a una determina-
da distancia de la media poblacional disminuye a medida que aumenta el tamaño de la
muestra.

Figura 7.3.
Funciones de
densidad de medias
muestrales de una
población de
k % 100 y p % 5.

999897 101 102 103

n = 100

n = 25

X100

f(X)

EJEMPLO 7.2. Distribuciones de los sueldos de los ejecutivos
(probabilidad normal)

Suponga que las subidas salariales porcentuales anuales de los directores generales de
todas las empresas de tamaño medio siguen una distribución normal que tiene una me-
dia de 12,2 por ciento y una desviación típica de 3,6 por ciento. Se extrae una muestra
aleatoria de nueve observaciones de esta población y se calcula la media muestral.
¿Cuál es la probabilidad de que la media muestral sea inferior a un 10 por ciento?

Solución

Sabemos que

k % 12,2 p % 3,6 n % 9

Sea x6 la media muestral y calculemos su error típico

px6 %
p

∂n
%

3,6

∂9
% 1,2

A continuación, podemos calcular

P(x6 a 10) % P A
x6 . k

px6
a

10 . 12,2

1,2 B% P(Z a .1,83) % 0,0336

donde Z sigue una distribución normal estándar y la probabilidad resultante se obtiene
en la Tabla 1 del apéndice utilizando los métodos desarrollados en el Capítulo 6.

Este análisis nos permite extraer la conclusión de que la probabilidad de que la me-
dia muestral sea inferior a un 10 por ciento es de 0,0336 solamente. Si la media mues-
tral fuera realmente de menos del 10 por ciento, podríamos comenzar a sospechar que la
media poblacional es de menos del 12,2 por ciento.
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EJEMPLO 7.3. Duración de las bujías (probabilidad normal)

Un fabricante de bujías sostiene que la duración de sus bujías sigue una distribución
normal que tiene una media de 36.000 kilómetros y una desviación típica de 4.000 kiló-
metros. Una muestra aleatoria de 16 bujías tenía una duración media de 34.500 kilóme-
tros. Si la afirmación del fabricante es correcta, ¿cuál es la probabilidad de obtener una
media muestral de 34.500 o menos?

Solución

Para calcular la probabilidad, hay que hallar primero el error típico de la media
muestral

px6 %
p

∂n
%

4.000

∂16
% 1.000

La probabilidad deseada es

P(x6 a 34.500) % P A
x6 . k

px6
a

34.500 . 36.000

1.000 B% P(Z a .1,50) % 0,0668

La Figura 7.4(a) muestra la función de densidad de X1 ; el área sombreada indica la pro-
babilidad de que la media muestral sea de menos de 34.500. En la Figura 7.4(b) vemos
la función de densidad normal estándar y el área sombreada indica la probabilidad de
que Z sea de menos de .1,5. Obsérvese, que cuando comparamos estas figuras, vemos
que a cada valor de X1 le corresponde un valor de Z y las afirmaciones comparables so-
bre la probabilidad dan el mismo resultado.

0,0668

x –3 –2 –1 0 1 2 3

0,0668

Z
)b()a(

33.000 35.000 37.000 39.000

Figura 7.4. (a) Probabilidad de que la media muestral sea de menos de 34.500; (b) probabilidad
de que la variable aleatoria normal estándar sea inferior a .1,5.

Utilizando la Z normal estándar, los valores de la probabilidad normal de la Tabla 1
del apéndice y los métodos del Capítulo 6, observamos que la probabilidad de que X1 sea
de menos de 34.500 es 0,0668. Esta probabilidad sugiere que, si las afirmaciones del
fabricante —k % 36.000 y p % 4.000— son ciertas, una media muestral de 34.500 o
menos tiene una pequeña probabilidad. Por lo tanto, dudamos de las afirmaciones del
fabricante. Este importante concepto —la utilización de la probabilidad de estadísticos
muestrales para poner en duda el supuesto original— se analizará más extensamente en
el Capítulo 10.
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Teorema del límite central
En el apartado anterior hemos visto que la media muestral, x6 de una muestra aleatoria de
tamaño n extraída de una población que sigue una distribución normal que tiene una media
k y una varianza p2, también sigue una distribución normal que tiene una media k y una
varianza p2/n. En este apartado presentamos el teorema del límite central, que establece
que la media de una muestra aleatoria, extraída de una población que tiene cualquier distri-
bución de probabilidad, sigue aproximadamente una distribución normal que tiene una me-
dia k y una varianza p2/n, dado un tamaño de la muestra suficientemente grande.

Este importante resultado nos permite utilizar la distribución normal para calcular las
probabilidades de medias muestrales extraídas de muchas poblaciones diferentes. En esta-
dística aplicada, a menudo no se conoce la distribución de probabilidad de la población de
la que se realiza un muestreo y, en particular, no es posible concluir que la distribución
subyacente es normal.

En los análisis estadísticos aplicados, muchas de las variables aleatorias utilizadas pue-
den caracterizarse por medio de la suma o la media de un gran número de variables aleato-
rias. Por ejemplo, las ventas diarias totales de una tienda son el resultado de toda una serie
de ventas a diferentes clientes, cada una de las cuales puede considerarse que es una varia-
ble aleatoria. El gasto de inversión nacional total en un mes es la suma de muchas decisio-
nes de inversión de empresas específicas. Por lo tanto, si X1, X2, ..., Xn representa el resul-
tado de sucesos aleatorios, la variable aleatoria observada

X % X1 ! X2 ! ñ ! Xn

Como vimos en el Capítulo 5,

E(X) % nk Var (X) % np2

El teorema del límite central establece que la suma resultante, X, sigue una distribución
normal y puede utilizarse para calcular una variable aleatoria, Z, que tiene una media de 0
y una varianza de 1:

Z %
X . E(X)

∂Var (X)
%

X . nk

∂np2

Además, si dividimos X por n para obtener una media X1 , también podemos calcular una Z
correspondiente que tiene una media de 0 y una varianza de 1:

Z %
X1 . kX

pX1

%
X1 . kX

pX

∂n

Utilizando estos resultados, tenemos el teorema del límite central.

Formulación del teorema del límite central
Sea X1, X2, ..., Xn un conjunto de n variables aleatorias independientes que tienen distribucio-
nes idénticas con una media k y una varianza p2. Sea X la suma y X1 la media de estas varia-
bles aleatorias. A medida que aumenta n, el teorema del límite central establece que la distri-
bución de

Z %
X1 . kX1

pX1

%
X . nkX

∂np2
(7.6)

tiende a la distribución normal estándar.

260 Estadística para administración y economía



El teorema del límite central constituye la base de muchos análisis estadísticos aplica-
dos. Como hemos indicado, muchas variables aleatorias pueden analizarse como sumas o
medias de variables aleatorias independientes. Por este teorema, la distribución normal a
menudo constituye una buena aproximación de la verdadera distribución. Por lo tanto, la
distribución normal estándar puede utilizarse para calcular los valores de la probabilidad
de muchas medias muestrales o sumas observadas.

El teorema del límite central puede aplicarse tanto a las variables aleatorias discretas
como a las continuas. En el apartado 7.3 utilizamos este teorema con variables aleatorias
discretas cuando desarrollamos las probabilidades de variables aleatorias proporcionales
utilizando métodos similares a los empleados en el caso de las medias muestrales.

El teorema del límite central es el resultado de una demostración matemática formal
que queda fuera del alcance de este libro. Este teorema es un resultado fundamental en el
que se basan muchas aplicaciones estadísticas. Los resultados procedentes de simulaciones
realizadas mediante muestras aleatorias también pueden utilizarse para demostrarlo. Ade-
más, se pueden plantear problemas para hacer caso que permitan al lector realizar un análi-
sis experimental mayor. A continuación, presentamos algunos resultados utilizando simula-
ciones de Monte Carlo para obtener distribuciones en el muestreo. Para obtener cada uno
de estos resultados, seleccionamos 1.000 muestras aleatorias de tamaño n y representamos
las distribuciones en el muestreo en histogramas y gráficos de probabilidad normal. En el
apéndice del capítulo mostramos el método para obtener distribuciones de las medias
muestrales en el muestreo de cualquier distribución de probabilidad. En este apéndice y en
el disco de datos incluimos una macro de Minitab para que el lector obtenga fácilmente
sus propias distribuciones en el muestreo.

Examinemos primero una distribución de probabilidad uniforme en el rango de 1 a 10.
La Figura 7.5 muestra la distribución de probabilidad. Es evidente que los valores de la
variable aleatoria no siguen una distribución normal, ya que son uniformes en el rango de
1 a 10. A continuación, mostramos los resultados de las simulaciones por ordenador que
generaron muestras aleatorias de diversos tamaños a partir de esta distribución de probabi-
lidad, calcularon la media de cada muestra y prepararon en un histograma la distribución
de esas medias muestrales en un muestreo. Este proceso construye distribuciones empíricas
de las medias muestrales en el muestreo. Obsérvense los histogramas de las Figura 7.6 y
7.7, que utilizan 1.000 muestras que tienen primero un tamaño n % 2 y después un tamaño
n % 25. Se representa una función de densidad normal con la misma media y la misma va-
rianza sobre cada histograma a modo de comparación.

Figura 7.5.
Distribución de
probabilidad de una
variable aleatoria
uniforme.
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Figura 7.6.
Distribución de las
medias muestrales
en el muestreo de
una distribución
uniforme siendo
n % 2.
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Figura 7.7.
Distribución de las
medias muestrales
en el muestreo de
una distribución
uniforme siendo
n % 25.
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Vemos en los histogramas que las medias de muestras de tamaño 2 tienden hacia los
valores centrales. Sin embargo, en el caso de las muestras de tamaño 25, el histograma es
simétrico y similar a los histogramas muestrales que se obtendrían a partir de una distribu-
ción normal. Generalmente, en el caso de la distribución de las medias muestrales de dis-
tribuciones uniformes o simétricas, puede utilizarse como aproximación la distribución
normal, con muestras de tamaño 25 o más.

Examinemos a continuación una población que tiene una distribución de probabilidad
sesgada hacia la derecha. En el Capítulo 2 vimos que las distribuciones de observaciones
de muchos procesos empresariales y económicos están sesgadas. Por ejemplo, las rentas fa-
miliares y los precios de la vivienda de una ciudad, una región o un país suelen estar ses-
gados hacia la derecha. Normalmente, hay un pequeño porcentaje de familias que tienen
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Figura 7.8.
Distribución de
probabilidad de una
distribución
sesgada.
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Figura 7.9.
Distribución de las
medias muestrales
en el muestreo:
distribución
sesgada con una
muestra de tamaño
n % 10.
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una renta muy alta y estas familias tienden a vivir en viviendas caras. Consideremos la dis-
tribución de probabilidad discreta que muestra la Figura 7.8. Podría ser una distribución de
rentas familiares de un país en vías de desarrollo. Supongamos que queremos comparar la
renta media de ese país con las medias de un grupo mayor de países que tienen niveles de
estudios similares.

Las distribuciones de las rentas medias en el muestreo se comparan utilizando una
muestra aleatoria de la distribución de probabilidad. La Figura 7.9 muestra un histograma
de 1.000 muestras de tamaño n % 10 y la 7.10 muestra un histograma de 1.000 muestras de
tamaño n % 25. Si utilizamos una muestra aleatoria de tamaño n % 10 y suponemos que la
media muestral sigue una distribución normal, existen muchas posibilidades de estimar in-
correctamente las probabilidades. Estos errores de las estimaciones de las probabilidades
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Figura 7.10.
Distribución de las
medias muestrales
en el muestreo:
distribución
sesgada con una
muestra de tamaño
n % 25.

son especialmente grandes en el caso de las medias muestrales de la cola superior de la
distribución. Obsérvese que el histograma es diferente del que se obtendría con una distri-
bución normal. Pero si utilizamos una muestra aleatoria de tamaño n % 25, los resultados
son mucho mejores. Obsérvese que el segundo histograma —n % 25— se parece mucho
más a una distribución normal. Si obtuviéramos distribuciones en el muestreo de muestras
mayores, los resultados serían incluso mejores. Así pues, incluso cuando la distribución de
observaciones está muy sesgada, la distribución de las medias muestrales en el muestreo se
parece mucho a una distribución normal cuando A n 25.

En el Capítulo 6 vimos que la variable aleatoria binomial sigue una distribución normal
aproximada cuando aumenta el tamaño de la muestra. En el estudio del muestreo aleatorio
de este capítulo y en el estudio anterior de la distribución binomial, tenemos pruebas adi-
cionales para demostrar el teorema del límite central. Muchos estadísticos han realizado en
numerosas ocasiones demostraciones parecidas, por lo que existen abundantes datos empí-
ricos que sustentan la aplicación del teorema del límite central no sólo a los resultados teó-
ricos sino también a las aplicaciones estadísticas reales.

En el análisis aplicado, la cuestión es saber cuál es el tamaño de la muestra necesario
para que las medias muestrales sigan una distribución normal. Sabemos por numerosas in-
vestigaciones y por la experiencia que, si las distribuciones son simétricas, la distribución
normal es una buena aproximación de las medias de las muestras de tamaño n % 20 a 25.
En el caso de las distribuciones sesgadas, el tamaño de la muestra generalmente tiene que
ser algo mayor. Pero obsérvese que en los ejemplos anteriores que utilizan una distribución
sesgada, un tamaño de la muestra de n % 25 producía una distribución de las medias mues-
trales en el muestreo que seguía en gran medida una distribución normal.

En este capítulo hemos comenzado nuestro análisis del importante problema estadístico
que se plantea cuando se hacen inferencias sobre una población basándose en los resulta-
dos de una muestra. A menudo se calcula la media muestral o la proporción muestral para
hacer inferencias sobre medias o proporciones poblacionales. Utilizando el teorema del lí-
mite central, tenemos un argumento para aplicar las técnicas que presentaremos en futuros
capítulos a una amplia variedad de problemas. Los ejemplos siguientes muestran importan-
tes aplicaciones de este teorema.
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EJEMPLO 7.4. Estudio de mercado para Cafés Antílope
(probabilidad normal)

Cafés Antílope, S.A., está considerando la posibilidad de abrir una tienda de cafés en
Villalegre, ciudad de 50.000 habitantes. Según algunos estudios de mercado realizados
anteriormente, sus tiendas tendrán éxito en las ciudades de ese tamaño si la renta anual
per cápita es de más de 60.000 $. También se sabe que la desviación típica de la renta
es de 5.000 $.

Se ha obtenido una muestra aleatoria de 36 personas y la renta media es de 62.300 $.
¿Constituye esta muestra una prueba para concluir que debe abrirse una tienda?

Solución

Se sabe que la distribución de las rentas está sesgada, pero el teorema del límite central
nos permite concluir que la media muestral sigue aproximadamente una distribución
normal. Para responder a esta pregunta necesitamos hallar la probabilidad de obtener
una media muestral de al menos x6 % 62.300 si la media poblacional es k % 60.000.

Primero calculamos el estadístico Z normal estandarizado,

Z %
x6 . k

p

∂n

%
62.300 . 60.000

5.000

∂36

% 2,76

En la tabla normal estándar observamos que la probabilidad de que el valor de Z sea
2,76 o mayor es 0,0029. Como esta probabilidad es muy baja, podemos concluir que es
probable que la renta media de la población no sea de 60.000 $ sino mayor. Este resulta-
do es una poderosa prueba de que la renta media de la población es de más de 60.000 $ y
de que la tienda de café probablemente será un éxito. En este ejemplo, podemos ver la
importancia de las distribuciones en el muestreo y del teorema del límite central para
resolver problemas.

Intervalos de aceptación

En muchas aplicaciones estadísticas, nos gustaría hallar el intervalo en el que es probable
que se encuentren las medias muestrales. La determinación de esos intervalos es una apli-
cación directa de los conceptos de distribución en el muestreo que hemos analizado. Un
intervalo de aceptación es un intervalo en el que es muy probable que se encuentre una
media muestral, dado que conocemos la media y la varianza poblacionales. Si la media
muestral se encuentra dentro de ese intervalo, podemos aceptar la conclusión de que la
muestra aleatoria procede de la población que tiene la media y la varianza poblacionales
conocidas. Es posible calcular la probabilidad de que la media muestral se encuentre den-
tro de un determinado intervalo si las medias muestrales siguen una distribución aproxima-
damente normal.

Los intervalos de aceptación basados en la distribución normal vienen definidos por la
media y la varianza de la distribución. Sabemos por el teorema del límite central que la
distribución de las medias muestrales en el muestreo a menudo es aproximadamente nor-
mal y, por lo tanto, los intervalos de aceptación basados en la distribución normal tienen
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muchas aplicaciones. Suponiendo que conocemos la media poblacional k y la varianza po-
blacional p2, podemos construir un intervalo de aceptación simétrico:

k u Za/2px6

siempre que x6 siga una distribución normal y za/2 sea la normal estándar cuando la probabi-
lidad de la cola superior es a/2. La probabilidad de que la media muestral x6 esté incluida
en el intervalo es 1 . a.

Los intervalos de aceptación se emplean mucho para el control de calidad de muchos
procesos de producción y servicios. Se representa el intervalo

k u Za/2px6

con respecto al tiempo (el resultado se llama gráfico X-barra), que nos da los límites de la
media muestral x6, dada la media poblacional k. Normalmente, el valor de a es muy bajo
(a a 0,01) y en las empresas estadounidenses normalmente se emplea z % 3. Si la media
muestral está fuera del intervalo de aceptación, sospechamos que la media poblacional no
es k. Generalmente, los ingenieros siguen varios pasos para lograr una pequeña varianza
para realizar importantes mediciones de los productos que están relacionadas directamente
con su calidad. Una vez que el proceso se ha ajustado de manera que la varianza es peque-
ña, se establece un intervalo de aceptación para una media muestral —llamado intervalo
de control— en forma de gráfico de control. A continuación, se obtienen muestras aleato-
rias periódicas y se comparan con el intervalo de control. Si la media muestral está dentro
del intervalo de control, se concluye que el proceso está funcionando bien y no se toma
ninguna medida. Pero si la media muestral está fuera del intervalo de control, se concluye
que el proceso no está funcionando bien y se toman medidas para corregirlo. En el Capítu-
lo 18 analizamos los gráficos de control mucho más extensamente.

EJEMPLO 7.5. Control de las reclamaciones presentadas en una compañía
de seguros médicos (intervalo de aceptación)

Carlota Reina, vicepresidenta financiera de una gran compañía de seguros médicos,
quiere controlar los desembolsos diarios por reclamaciones para averiguar si el número
medio de reclamaciones por suscriptor se mantiene estable, está aumentando o está dis-
minuyendo. El número de reclamaciones varía de un día al siguiente y sería ingenuo
extraer conclusiones o cambiar las operaciones basándose en estas variaciones diarias.
Pero en un momento dado los cambios son sustanciales y deben señalarse. Le ha pedido
que desarrolle un método para controlar el nivel de reclamaciones.

Solución

Nuestra investigación inicial indica que las reclamaciones están muy sesgadas y que el
número de grandes reclamaciones es pequeño. Para averiguar si ha habido cambios, pri-
mero tenemos que hallar la media y la varianza históricas de las reclamaciones. Tras
algunas investigaciones, también observamos que la media de muestras aleatorias de
n % 100 reclamaciones sigue una distribución normal. Basándonos en la historia, el ni-
vel medio de reclamaciones, k, es 4.000 $ con una desviación típica de p % 2.000.

Basándonos en esta información, procedemos a desarrollar un sistema de control de
las reclamaciones que obtiene una muestra aleatoria de 100 reclamaciones diarias y
calcula la media muestral. La compañía ha establecido un intervalo de aceptación del

266 Estadística para administración y economía



95 por ciento para el control de las reclamaciones. Un intervalo definido para la normal
estándar utilizando Z % u1,96 incluye el 95 por ciento de los valores. A partir de este
resultado, calculamos el intervalo de aceptación del 95 por ciento para las reclamacio-
nes de la forma siguiente:

4.000 u 1,96
2.000

∂100
% 4.000 u 392

Cada día se calcula la media muestral de 100 reclamaciones seleccionadas aleatoria-
mente y se compara con el intervalo de aceptación. Si la media muestral está fuera del
intervalo 3.608 a 4.392, Carlota Reina puede concluir que las reclamaciones están des-
viándose del patrón histórico. Le explicamos que esta conclusión será correcta el 95 por
ciento de las veces. La media muestral podría estar fuera del intervalo con una probabi-
lidad de 0,05 incluso con una media poblacional de 4.000. En esos casos, la conclusión
de Carlota Reina de que el nivel medio de reclamaciones ha cambiado con respecto al
patrón histórico sería errónea. Para simplificar el análisis, damos a los analistas instruc-
ciones para que representen la media diaria de reclamaciones en un gráfico de control,
mostrado en la Figura 7.11. Utilizando este gráfico, Carlota Reina y su equipo pueden
estudiar las pautas de las medias muestrales y averiguar si hay tendencias y si las me-
dias están fuera de los límites que indica la conducta histórica de las reclamaciones.

Figura 7.11. Intervalo de aceptación del 95 por ciento para las reclamaciones al seguro médico.

EJEMPLO 7.6. Peso de las cajas de cereales de Flores de la Pradera
(intervalos de aceptación)

Cereales Flores de la Pradera, S.A., quiere que el peso de sus cajas de cereales sea co-
rrecto. Las cajas indican que su peso es de 440 gramos y la empresa tiene interés en
controlar el proceso para garantizar que el peso de las cajas es estable.

Solución

Se recoge una muestra aleatoria de cinco cajas cada 30 minutos y se pesa electrónica-
mente cada una. A continuación, se representa el peso medio en un gráfico de control
X-barra como el de la Figura 7.12. Cuando se utiliza un gráfico X-barra para controlar
los límites de la calidad de un producto —y muchas empresas prósperas lo hacen— el
teorema del límite central constituye la razón para utilizar la distribución normal a fin
de establecer los límites de las pequeñas medias muestrales. Así pues, una importante
teoría estadística impulsa un proceso clave de gestión.

En este gráfico, SL es la desviación típica de la media muestral. Los límites superior
e inferior se fijan en u3pX1 en lugar de u1,96pX1 , o sea, un 95 por ciento, que es el
intervalo de aceptación utilizado en el ejemplo anterior. El intervalo X1 u 3pX1 (el pro-
grama Minitab pone dos barras cuando se refiere a la media de toda la población: X2 )
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Figura 7.12. Gráfico X-barra del peso de las cajas de cereales.

comprende casi todas las medias muestrales cuando la distribución es normal, siempre
que la media y la varianza sean estables. Por lo tanto, una media muestral situada fuera
de los límites de control indica que algo ha cambiado y que deben hacerse correcciones.
Dado el número de puntos situados fuera del intervalo de aceptación, recomendamos
que el proceso se detenga y se ajuste.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

7.5. Dada una población de media k % 100 y varianza
p2

% 81, el límite central se aplica cuando el ta-
maño de la muestra es n n 25. Se obtiene una
muestra aleatoria de tamaño n % 25.
a) ¿Cuáles son la media y la varianza de la distri-

bución de las medias muestrales en el mues-
treo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 b 102?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que 98 m x6 m 101?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 m 101,5?

7.6. Dada una población de media k % 100 y varianza
p2

% 900, el límite central se aplica cuando el ta-
maño de la muestra es n n 25. Se obtiene una
muestra aleatoria de tamaño n % 30.
a) ¿Cuáles son la media y la varianza de la distri-

bución de las medias muestrales en el muestreo?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 b 109?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que 96 m x6 m 110?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 m 107?

7.7. Dada una población de media k % 200 y varianza
p2

% 625, el límite central se aplica cuando el ta-
maño de la muestra es n n 25. Se obtiene una
muestra aleatoria de tamaño n % 25.
a) ¿Cuáles son la media y la varianza de la distri-

bución de las medias muestrales en el mues-
treo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 b 209?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que 198mx6m211?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 m 202?

7.8. Dada una población de media k % 400 y varianza
p2

% 1.600, el límite central se aplica cuando el
tamaño de la muestra es n n 25. Se obtiene una
muestra aleatoria de tamaño n % 35.
a) ¿Cuáles son la media y la varianza de la distri-

bución de las medias muestrales en el mues-
treo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 b 412?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que 393mx6m407?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 m 389?
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Ejercicios aplicados

7.9. Cuando un proceso de producción funciona co-
rrectamente, el número de unidades producidas
por hora sigue una distribución normal que tiene
una media de 92,0 y una desviación típica de
3,6. Se ha tomado una muestra aleatoria de cua-
tro horas distintas.

a) Halle la media de la distribución de las me-
dias muestrales en el muestreo.

b) Halle la varianza de la media muestral.
c) Halle el error típico de la media muestral.
d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral sea de más de 93,0 unidades?

7.10. La duración de las bombillas de un fabricante
tiene una media de 1.200 horas y una desvia-
ción típica de 400 horas. La población sigue
una distribución normal. Suponga que compra
nueve bombillas, que puede considerarse que son
una muestra aleatoria de la producción del fabri-
cante.

a) ¿Cuál es la media de la media muestral de la
duración?

b) ¿Cuál es la varianza de la media muestral?
c) ¿Cuál es el error típico de la media muestral?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que esas nueve

bombillas tengan, en promedio, una duración
de menos de 1.050 horas?

7.11. El consumo de combustible, en kilómetros por li-
tro, de todos los automóviles de un determinado
modelo tiene una media de 25 y una desviación
típica de 2. Puede suponerse que la distribución
poblacional es normal. Se toma una muestra
aleatoria de estos automóviles.

a) Halle la probabilidad de que la media mues-
tral del consumo de combustible sea inferior a
24 kilómetros por litro suponiendo que

i. Se toma una muestra de 1 observación.
ii. Se toma una muestra de 4 observaciones.
iii. Se toma una muestra de 16 observaciones.

b) Explique por qué las tres respuestas del apar-
tado (a) son diferentes. Trace un gráfico para
explicar su razonamiento.

7.12. El precio medio de venta de las viviendas nuevas
fue en una ciudad de 115.000 $ durante un año.
La desviación típica poblacional fue de 25.000 $.
Se extrajo una muestra aleatoria de 100 ventas
de viviendas nuevas de esta ciudad.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de los precios de venta fuera de más
de 110.000 $?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de los precios de venta estuviera
comprendida entre 113.000 $ y 117.000 $?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de los precios de venta estuviera
comprendida entre 114.000 $ y 116.000 $?

d) Indique sin realizar los cálculos en cuál de los
intervalos siguientes es más probable que se
encuentre la media muestral de los precios de
venta:

113.000 $-115.000 $ 114.000 $-116.000 $
115.000 $-117.000 $ 116.000 $-118.000 $

e) Suponga que, una vez realizados estos cálcu-
los, un amigo le dijera que es casi seguro que
la distribución poblacional de los precios de
venta de las viviendas nuevas de esta ciudad
no sea normal. ¿Qué respondería?

7.13. Los aspirantes a bomberos tienen que aprobar un
examen escrito de aptitud. Las calificaciones de
este examen siguen una distribución normal que
tiene una media de 280 y una desviación típica
de 60. Se ha tomado una muestra aleatoria de
nueve calificaciones.

a) ¿Cuál es el error típico de la media muestral
de las calificaciones?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de las calificaciones sea superior a
270?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media mues-
tral de las calificaciones sea inferior a 250?

d) Suponga que la desviación típica poblacional
es, en realidad, de 40 en lugar de 60. Indique
sin realizar los cálculos cómo cambiaría eso
sus respuestas a los apartados (a), (b) y (c).
Ilustre gráficamente sus conclusiones.

7.14. Se ha tomado una muestra aleatoria de 16 direc-
tivos de empresas de una gran ciudad para esti-
mar el tiempo medio que tardan diariamente en
desplazarse al trabajo. Suponga que el tiempo
poblacional sigue una distribución normal que
tiene una media de 87 minutos y una desviación
típica de 22 minutos.

a) ¿Cuál es el error típico de la media muestral
de los tiempos de desplazamiento?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea de menos de 100 minutos?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea de más de 80 minutos?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media mues-
tral esté fuera del intervalo 85-95 minutos?

e) Suponga que se toma una segunda muestra
aleatoria (independiente) de 50 directivos. In-

Capítulo 7. Muestreo y distribuciones en el muestreo 269



dique sin realizar los cálculos si las probabili-
dades de los apartados (b), (c) y (d) serían
mayores, menores o iguales que en el caso de
la segunda muestra. Ilustre sus respuestas grá-
ficamente.

7.15. Una empresa produce cereales de desayuno.
El verdadero peso medio de sus cajas de cereales
es de 200 gramos y la desviación típica es de
60 gramos. La distribución poblacional del peso
es normal. Suponga que compra cuatro cajas, que
puede considerarse que son una muestra aleatoria
de todas las que se producen.

a) ¿Cuál es el error típico de la media muestral
del peso?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que el contenido
de estas cuatro cajas pese, en promedio, me-
nos de 197 gramos?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que el contenido
de estas cuatro cajas pese, en promedio, más
de 206 gramos?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que el contenido
de estas cuatro cajas pese, en promedio, entre
195 y 205 gramos?

e) Se eligen aleatoriamente dos de las cuatro ca-
jas. ¿Cuál es la probabilidad de que el conte-
nido de estas dos cajas pese, en promedio, en-
tre 195 y 205 gramos?

7.16. Suponga que la desviación típica de los alquile-
res mensuales que pagan los estudiantes en una
ciudad es de 40 $. Se toma una muestra aleatoria
de 100 estudiantes para estimar el alquiler men-
sual medio que paga toda la población estudiantil.

a) ¿Cuál es el error típico de la media muestral
de los alquileres mensuales?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 5 $ superior a la media
poblacional?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 4 $ inferior a la media
poblacional?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral difiera más de 3 $ de la media po-
blacional?

7.17. El tiempo que dedican los estudiantes a estudiar
la semana antes de los exámenes finales sigue
una distribución normal que tiene una desviación
típica de 8 horas. Se toma una muestra aleatoria
de 4 estudiantes para estimar el tiempo medio de
estudio de la población total de estudiantes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 2 horas superior a la me-
dia poblacional?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 3 horas inferior a la me-
dia poblacional?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral difiera más de 4 horas de la media
poblacional?

d) Suponga que se toma una segunda muestra
aleatoria (independiente) de 10 estudiantes.
Indique sin realizar los cálculos si las proba-
bilidades de los apartados (a), (b) y (c) serían
mayores, menores o iguales que en el caso de
la segunda muestra.

7.18. Un proceso industrial produce lotes de un pro-
ducto químico cuyos niveles de impurezas si-
guen una distribución normal que tiene una des-
viación típica de 1,6 gramos por 100 gramos de
producto químico. Se selecciona una muestra
aleatoria de 100 lotes para estimar el nivel de
impureza medio poblacional.
a) La probabilidad de que la media muestral del

nivel de impurezas sea –––––– mayor que la
media poblacional es de 0,05.

b) La probabilidad de que la media muestral del
nivel de impurezas sea –––––– menor que la
media poblacional es de 0,10.

c) La probabilidad de que la media muestral del
nivel de impurezas difiera en –––––– de la
media poblacional es de 0,15.

7.19. Las relaciones precio-beneficio de todas las em-
presas cuyas acciones cotizan en bolsa siguen
una distribución normal que tiene una desviación
típica de 3,8. Se selecciona una muestra aleatoria
de estas empresas para estimar la relación precio-
beneficio media poblacional.
a) ¿Cuál debe ser el tamaño de la muestra para

garantizar que la probabilidad de que la me-
dia muestral difiera más de 1,0 de la media
poblacional es de menos de 0,10?

b) Indique sin realizar los cálculos si sería nece-
saria una muestra mayor o menor que la del
apartado (a) para garantizar que la probabili-
dad de que la media muestral difiera en más
de 1,0 de la media poblacional es de menos
de 0,05.

c) Indique sin realizar los cálculos si sería nece-
saria una muestra mayor o menor que la del
apartado (a) para garantizar que la probabili-
dad de que la media muestral difiera en más
de 1,5 de la media poblacional es de menos
de 0,05.

7.20. El número de horas que dedican los estudiantes
de una gran universidad a estudiar la semana an-
tes de los exámenes finales sigue una distribu-
ción normal que tiene una desviación típica de
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8,4 horas. Se toma una muestra aleatoria de estos
estudiantes para estimar el número medio de ho-
ras de estudio de esta población.

a) ¿De qué tamaño tiene que ser la muestra para
garantizar que la probabilidad de que la me-
dia muestral difiera en más de 2,0 horas de la
media poblacional es de menos de 0,05?

b) Indique sin realizar los cálculos si sería nece-
saria una muestra mayor o menor que la del
apartado (a) para garantizar que la probabili-
dad de que la media muestral difiera en más
de 2,0 horas de la media poblacional es de
menos de 0,10.

c) Indique sin realizar los cálculos si sería nece-
saria una muestra mayor o menor que la de la
parte (a) para garantizar que la probabilidad
de que la media muestral difiera en más de
1,5 horas de la media poblacional es de me-
nos de 0,05.

7.21. En la Tabla 7.1 y en el ejemplo 7.1, examinamos
muestras de n%2 observaciones de una población
de N%6 valores de años de experiencia de los
empleados. La media poblacional es k%5,5 años.
a) Confirme con los seis valores de la población

que la varianza poblacional es

p2
% 3,92

b) Confirme, siguiendo el método del ejemplo
7.1, que la varianza de la distribución de la
media muestral en el muestreo es

p2
x6 %

15

;
i%1

(x6 i . k)2P(xi) % 1,57

c) Verifique en este ejemplo que

p2
x6 %

p2

n
. N . n

N . 1

7.22. En una muestra de n observaciones de una pobla-
ción de N miembros, la varianza de la distribu-
ción de las medias muestrales en el muestreo es

p2
x6 %

p2

n
. N . n

N . 1

La cantidad
(N . n)

(N . 1)
se llama factor de correc-

ción en el caso de una población finita.
a) Para hacerse una idea de las magnitudes posi-

bles del factor de corrección en el caso de
una población finita, calcúlelo para muestras
de n % 20 observaciones de poblaciones de
N % 20, 40, 100, 1.000 y 10.000 miembros.

b) Explique por qué el resultado correspondiente
a N % 20, que ha obtenido en el apartado (a),

es precisamente el que sería de esperar intui-
tivamente.

c) Dados los resultados del apartado (a), analice
la importancia práctica de la utilización del
factor de corrección en el caso de una pobla-
ción finita con muestras de 20 observaciones
de poblaciones de diferentes tamaños.

7.23. Una ciudad tiene 500 agencias inmobiliarias. El
valor medio de las propiedades vendidas en un
año por estas agencias es de 800.000 $ y la des-
viación típica es de 300.000 $. Se selecciona una
muestra aleatoria de 100 agencias y se anota el
valor de las propiedades que venden en un año.

a) ¿Cuál es el error típico de la media muestral?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral sea de más de 825.000 $?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral sea de más de 780.000 $?
d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral esté comprendida entre 790.000 $ y
820.000 $?

7.24. En un curso de economía hay 250 estudiantes. Se
pide a cada miembro de una muestra aleatoria de
50 de estos estudiantes que estime la cantidad de
tiempo que ha dedicado a hacer los ejercicios
que puso el profesor la semana pasada. Suponga
que la desviación típica poblacional es de 30 mi-
nutos.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 2,5 minutos superior a la
media poblacional?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral sea más de 5 minutos inferior a la
media poblacional?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral difiera en más de 10 minutos de la
media poblacional?

7.25. El tiempo medio de desplazamiento de 600 per-
sonas que asistieron a un concierto fue de 32 mi-
nutos y la desviación típica fue de 10 minutos.
Se tomó una muestra aleatoria de 150 asistentes.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral del tiempo de desplazamiento fuera
de más de 31 minutos?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral del tiempo de desplazamiento fuera
de menos de 33 minutos?

c) Explique gráficamente por qué las respuestas
a los apartados (a) y (b) son iguales.

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral del tiempo de desplazamiento no es-
té comprendida entre 31 y 33 minutos?

Capítulo 7. Muestreo y distribuciones en el muestreo 271



7.3. Distribuciones de proporciones muestrales en el muestreo

En el apartado 5.4 dijimos que la distribución binomial era la suma de n variables aleato-
rias de Bernoulli independientes, cada una de las cuales tenía una probabilidad de éxito P.
Para caracterizar la distribución, necesitamos saber cuál es el valor de P. Aquí indicamos
cómo podemos utilizar la proporción muestral para hacer inferencias sobre la proporción
poblacional. La variable aleatoria proporcional tiene muchas aplicaciones, entre las cuales
se encuentran la cuota porcentual de mercado, el porcentaje de inversiones empresariales
que tienen éxito y los resultados electorales.

Proporción muestral
Sea X el número de éxitos en una muestra binomial de n observaciones cuyo parámetro es P.
El parámetro es la proporción de miembros de la población que tienen una característica de
interés. La proporción muestral es

P4 %
X

n
(7.7)

X es la suma de un conjunto de n variables aleatorias de Bernoulli independientes, cada una
de las cuales tiene una probabilidad de éxito P. Por lo tanto, P4 es la media de un conjunto de
variables aleatorias independientes y se aplican los resultados que hemos obtenido en los
apartados anteriores para las medias muestrales. Además, puede utilizarse el teorema del lími-
te central para sostener que la distribución de probabilidad de P4 puede considerarse una varia-
ble aleatoria que sigue una distribución normal.

En el apartado 6.4 mostramos que el número de éxitos en una distribución binomial y
la proporción de éxitos tienen una distribución de la que la distribución normal es una bue-
na aproximación (véanse las Figuras 6.23 y 6.24). La aproximación es muy buena cuando
nP(1 . P) b 9.

La media y la varianza de la distribución de la proporción muestral P4 en el muestreo
pueden hallarse a partir de la media y la varianza del número de éxitos, X.

E(X) % nP Var (X) % nP(1 . P)

y, por lo tanto,

E(P4 ) % EA
X

nB%
1

n
E(X) % P

Vemos que la media de la distribución de P4 es la proporción poblacional, P.
La varianza de P4 es la varianza de la distribución poblacional de las variables aleato-

rias de Bernoulli dividida por n.

p2
P4 % VarA

X

nB%
1

n2 Var (X) %
P(1 . P)

n

La desviación típica de P4 , que es la raíz cuadrada de la varianza, se llama su error típico.
Dado que la distribución de la proporción muestral es aproximadamente normal cuando

el tamaño de la muestra es grande, podemos obtener una variable aleatoria normal estándar
restando P de P4 y dividiendo por el error típico.

272 Estadística para administración y economía



Distribución de la proporción muestral en el muestreo
Sea P4 la proporción muestral de éxitos en una muestra aleatoria extraída de una población en
la que la proporción de éxitos es P. En ese caso,

1. La distribución de P4 en el muestreo tiene una media P:

E(P4 ) % P (7.8)

2. La distribución de p en el muestreo tiene una desviación típica

pP4 %J
P(1 . P)

n
(7.9)

3. Si el tamaño de la muestra es grande, la variable aleatoria

Z %
P4 . P

pP4

(7.10)

está distribuida aproximadamente como una normal estándar. Esta aproximación es
buena si

nP(1 . P) b 9

Vemos que, al igual que en el apartado anterior, el error típico de la proporción mues-
tral, P4 , disminuye a medida que aumenta el tamaño de la muestra y la distribución está
más concentrada, como se observa en la Figura 7.13. Este resultado es de esperar, ya que
la proporción muestral es una media muestral. Cuando el tamaño de la muestra es mayor,
nuestras inferencias sobre la proporción poblacional mejoran. Sabemos por el teorema del
límite central que la distribución normal puede utilizarse como aproximación de la distri-
bución binomial con las correspondientes media y varianza. Vemos este resultado en los
siguientes ejemplos.

Figura 7.13.
Funciones de
densidad de
proporciones
muestrales.

0,65 0,75 0,85 0,95

n = 400

n = 100

P

EJEMPLO 7.7. Evaluación del estado de la instalación eléctrica
de las viviendas (probabilidad de la proporción muestral)

Se ha extraído una muestra aleatoria de 250 viviendas de una gran población de vivien-
das antiguas para estimar la proporción cuya instalación eléctrica es peligrosa. Si el 30
por ciento de las viviendas tiene realmente una instalación eléctrica peligrosa, ¿cuál es
la probabilidad de que la proporción de edificios de la muestra que tienen una instala-
ción eléctrica peligrosa esté comprendida entre el 25 y el 35 por ciento?

Solución

En este problema, tenemos que

P % 0,30 n % 250
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Podemos calcular la desviación típica de la proporción muestral, P4 :

pP4 %J
P(1 . P)

n
%J

0,30(1 . 0,30)

250
% 0,029

La probabilidad que buscamos es

P(0,25 a P4 a 0,35) % PA
0,25 . P

pP4

a

P4 . P

pP4

a

0,35 . P

pP4 B
% PA

0,25 . 0,30

0,029
a Z a

0,35 . 0,30

0,029 B
% P(.1,72 a Z a 1,72)
% 0,9146

donde la probabilidad del intervalo Z se obtiene en la Tabla 1 del apéndice.
Vemos, pues, que la probabilidad de que la proporción muestral esté comprendida

en el intervalo 0,25 a 0,35, dado P % 0,30, es 0,9146. Este intervalo puede denominarse
intervalo de aceptación del 91,46 por ciento. También podemos señalar que, si la pro-
porción muestral estuviera realmente fuera de este intervalo, podríamos comenzar a sos-
pechar que la proporción poblacional, P, no es 0,30.

EJEMPLO 7.8. Selección de una asignatura en un programa
de administración de empresas (probabilidad
de la proporción muestral)

Se ha estimado que el 43 por ciento de los licenciados en administración de empresas
cree que la asignatura de ética empresarial es muy importante para impartir valores éti-
cos a los estudiantes (véase la referencia bibliográfica 1). Halle la probabilidad de que
más de la mitad de una muestra aleatoria de 80 licenciados crea eso.

Solución

Tenemos que
P % 0,43 n % 80

Primero calculamos la desviación típica de la proporción muestral:

pP4 %J
P(1 . P)

n
%J

0,43(1 . 0,43)

80
% 0,055

A continuación calculamos la probabilidad que buscamos:

P(P4 b 0,50) % PA
P4 . P

pP4

b

0,50 . P

pP4 B
% PAZ b

0,50 . 0,43

0,055 B
% P(Z b 1,27)

% 0,1020
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Esta probabilidad, mostrada en la Figura 7.14, se ha obtenido en la Tabla 1 del
apéndice. La probabilidad de que la mitad de la muestra crea en el valor de la asignatu-
ra de ética empresarial es aproximadamente de 0,1.

Figura 7.14. Probabilidad de que una variable aleatoria normal estándar sea de más de 1,27.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

7.26. Suponga que tenemos una población con una
proporción P % 0,40 y una muestra aleatoria de
tamaño n % 100 extraída de la población.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea superior a 0,45?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea inferior a 0,29?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral esté comprendida entre 0,35 y 0,51?

7.27. Suponga que tenemos una población con una
proporción P % 0,25 y una muestra aleatoria de
tamaño n % 200 extraída de la población.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea superior a 0,31?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea inferior a 0,14?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral esté comprendida entre 0,24 y 0,40?

7.28. Suponga que tenemos una población con una
proporción P % 0,60 y una muestra aleatoria de
tamaño n % 100 extraída de la población.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea superior a 0,66?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea inferior a 0,48?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral esté comprendida entre 0,52 y 0,66?

7.29. Suponga que tenemos una población con una
proporción P % 0,50 y una muestra aleatoria de
tamaño n % 900 extraída de la población.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea superior a 0,52?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea inferior a 0,46?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral esté comprendida entre 0,47 y 0,53?

Ejercicios aplicados

7.30. En 1992, los canadienses votaron en un referén-
dum sobre una nueva constitución. En la provin-
cia de Quebec, el 42,4 por ciento de los que vo-
taron estaba a favor de la nueva constitución. Se
extrajo una muestra aleatoria de 100 votantes de
la provincia.
a) ¿Cuál es la media de la distribución de la pro-

porción muestral a favor de una nueva consti-
tución?

b) ¿Cuál es la varianza de la proporción mues-
tral?

c) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea superior a 0,5?

7.31. Según la Agencia Tributaria, el 75 por ciento de
todas las declaraciones de la renta da lugar a una
devolución. Se ha tomado una muestra aleatoria
de 100 declaraciones de la renta.
a) ¿Cuál es la media de la distribución de la pro-

porción muestral de declaraciones que dan lu-
gar a una devolución?

b) ¿Cuál es la varianza de la proporción mues-
tral?
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c) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea superior a 0,8?

7.32. El propietario de una tienda de discos observa
que el 20 por ciento de los clientes que entran en
su tienda efectúa una compra. Una mañana en-
tran en la tienda 180 personas que pueden consi-
derarse una muestra aleatoria de todos los clientes.

a) ¿Cuál es la media de la distribución de la
proporción muestral de clientes que realizan
una compra?

b) ¿Cuál es la varianza de la proporción mues-
tral?

c) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea inferior a 0,15?

7.33. Un gerente de un gran grupo de hospitales cree
que el 30 por ciento de todos los pacientes gene-
ra facturas que se cobran con 2 meses de retraso
como mínimo. Se toma una muestra aleatoria de
200 pacientes.

a) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral que generará facturas que se cobra-
rán con 2 meses de retraso como mínimo?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea inferior a 0,25?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea superior a 0,33?

d) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral esté comprendida entre 0,27 y 0,33?

7.34. Una empresa recibe 120 solicitudes de trabajo
de personas recién licenciadas en administración de
empresas. Suponiendo que estos demandantes de
empleo pueden considerarse una muestra aleato-
ria de todos esos licenciados, ¿cuál es la probabi-
lidad de que entre el 35 y el 45 por ciento de
ellos sean mujeres si el 40 por ciento de todas las
personas recién licenciadas en administración de
empresas son mujeres?

7.35. Una institución benéfica ha observado que el 42
por ciento de todas las personas que donaron el
año pasado volverán a donar este año. Se ha to-
mado una muestra aleatoria de 300 donantes del
año pasado.

a) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral que donará de nuevo este año?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que más de la mi-
tad de estos miembros de la muestra done de
nuevo este año?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral esté comprendida entre 0,40 y 0,45?

d) Indique sin realizar los cálculos en cuál de los
intervalos es más probable que se encuentre
la proporción muestral: 0,39-0,41, 0,41-0,43,
0,43-0,45, 0,45-0,47.

7.36. Una empresa está considerando la posibilidad de
sacar una nueva emisión de bonos convertibles.
La dirección cree que los términos de la oferta
serán atractivos para el 20 por ciento de todos
sus accionistas actuales. Suponga que está en lo
cierto. Se toma una muestra aleatoria de 130 ac-
cionistas actuales.

a) ¿Cuál es el error típico de la proporción mues-
tral que piensa que esta oferta es atractiva?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea superior a 0,15?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral esté comprendida entre 0,18 y 0,22?

d) Suponga que se hubiera tomado una muestra
de 500 accionistas actuales. Indique sin reali-
zar los cálculos si las probabilidades de los
apartados (b) y (c) habrían sido mayores, me-
nores o iguales que las obtenidas.

7.37. Una tienda ha observado que el 30 por ciento de
todos los compradores de cortacéspedes también
contrata un servicio de mantenimiento. En 1 mes
se venden 280 cortacéspedes a clientes que pue-
den considerarse una muestra aleatoria de todos
los compradores.

a) ¿Cuál es el error típico de la proporción
muestral de clientes que contratarán un servi-
cio de mantenimiento?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea inferior a 0,32?

c) Indique sin realizar los cálculos en cuál de los
siguientes intervalos es más probable que se
encuentre la proporción muestral: 0,29-0,31,
0,30-0,32, 0,31-0,33, 0,32-0,34.

7.38. Se toma una muestra aleatoria de 100 votantes
para estimar la proporción del electorado que es-
tá a favor de una subida del impuesto sobre la
gasolina a fin de obtener más ingresos para repa-
rar las autopistas. ¿Cuál es el valor más alto que
puede tomar el error típico de la proporción
muestral que está a favor de esta medida?

7.39. Vuelva al ejercicio 7.38 y suponga que se decide
que una muestra de 100 votantes es demasiado
pequeña para obtener una estimación suficiente-
mente fiable de la proporción poblacional. Se
exige, por el contrario, que la probabilidad de
que la proporción muestral difiera de la propor-

276 Estadística para administración y economía



ción poblacional (cualquiera que sea su valor) en
más de 0,03 no sea superior a 0,05. ¿De qué ta-
maño debe ser la muestra para que se cumpla es-
te requisito?

7.40. Una empresa quiere estimar la proporción de
personas que es probable que compren maquini-
llas de afeitar eléctricas y que ven los partidos
de fútbol que se retransmiten los fines de sema-
na. Se toma una muestra aleatoria de 120 perso-
nas que se consideraron probables compradoras
de maquinillas de afeitar eléctricas. Suponga que
la proporción de probables compradoras de ma-
quinillas eléctricas en la población que ve los
partidos retransmitidos es 0,25.
a) La probabilidad de que la proporción mues-

tral que ve los partidos retransmitidos sea

––––––– mayor que la proporción poblacio-
nal es de 0,10.

b) La probabilidad de que la proporción mues-
tral sea –––––– menor que la proporción po-
blacional es 0,05.

c) La probabilidad de que la proporción muestral
se diferencie en –––––––– de la proporción
poblacional es 0,30.

7.41. Suponga que el 50 por ciento de todos los ciuda-
danos adultos de un país cree que es esencial re-
visar profundamente el sistema sanitario nacio-
nal. ¿Cuál es la probabilidad de que más del 56
por ciento de una muestra aleatoria de 150 adul-
tos tenga esta opinión?

7.42. Suponga que el 50 por ciento de todos los ciuda-
danos adultos de un país cree que el déficit pre-
supuestario público actual será perjudicial a largo
plazo para la economía nacional. ¿Cuál es la proba-
bilidad de que más del 58 por ciento de una mues-
tra aleatoria de 250 adultos tenga esta opinión?

7.43. Un periodista quería conocer las opiniones de los
directores generales de las 500 mayores empre-
sas de Estados Unidos sobre la contratación in-
formatizada de acciones. En el tiempo de que

disponía sólo pudo contactar con una muestra
aleatoria de 81 de estos directores generales. Si
el 55 por ciento de todos los miembros de la po-
blación cree que la contratación informatizada
debe prohibirse, ¿cuál es la probabilidad de que
menos de la mitad de los miembros de la mues-
tra tenga esta opinión?

7.44. Una pequeña universidad tiene 528 alumnos de
primer curso, de los cuales 211 llevan su propio
ordenador personal al campus. Se ha tomado una
muestra aleatoria de 120 estudiantes de primer
curso.
a) ¿Cuál es el error típico de la proporción

muestral que lleva su propio ordenador perso-
nal al campus?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral sea de menos de 0,33?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción
muestral esté comprendida entre 0,5 y 0,6?

7.45. Una fábrica tiene 438 obreros, de los cuales 239
están preocupados por las futuras prestaciones
sanitarias. Se ha pedido a una muestra aleatoria
de 80 de estos obreros que estime la proporción
poblacional preocupada por las futuras prestacio-
nes sanitarias.
a) ¿Cuál es el error típico de la proporción

muestral preocupada?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral sea inferior a 0,5?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la proporción

muestral esté comprendida entre 0,5 y 0,6?

7.46. Las subidas salariales porcentuales anuales de los
directores generales de todas las medianas em-
presas siguen una distribución normal que tiene
una media de 12,2 por ciento y una desviación tí-
pica de 3,6 por ciento. Se ha tomado una muestra
aleatoria de 81 de estos directores generales.
¿Cuál es la probabilidad de que la mitad de los
miembros de la muestra tenga subidas salariales
de menos del 10 por ciento?

7.4. Distribuciones de las varianzas muestrales en el muestreo

Una vez analizadas las distribuciones de las medias muestrales y de las proporciones
muestrales en el muestreo, examinaremos las distribuciones de las varianzas muestrales en
el muestreo. A medida que las empresas y la industria ponen más énfasis en la producción
de productos que satisfagan los criterios de calidad de los clientes, es mayor la necesidad
de calcular y reducir la varianza poblacional. Cuando la varianza es alta en un proceso,
algunas características importantes de los productos pueden tomar una gama más amplia
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de valores, como consecuencia de la cual hay más productos que no tienen un nivel de ca-
lidad aceptable. Al fin y al cabo, a un cliente le da lo mismo que un producto funcione
bien «en promedio». Lo que le interesa es que funcione el que ha comprado. Se pueden
obtener productos de calidad en un proceso de producción si éste tiene una baja varianza
poblacional, de manera que es menor el número de unidades que tienen un nivel de calidad
inferior al deseado. Comprendiendo la distribución de las varianzas muestrales en el mues-
treo, podemos hacer inferencias sobre la varianza poblacional. Por lo tanto, es posible
identificar y corregir los procesos que tienen una elevada varianza. Además, cuando la va-
rianza poblacional es menor, podemos hacer mejores inferencias sobre las medias pobla-
cionales utilizando medias muestrales.

Comenzamos examinando una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una
población que tiene una media k y una varianza p2 desconocidas. Representamos los
miembros de la muestra por medio de x1, x2, ..., xn. La varianza poblacional es la esperanza

p2
% E[(X . k)2]

que sugiere que consideremos la media de (xi . x6)2 de n observaciones. Dado que la k es
desconocida, utilizaremos la media muestral x6 para calcular la varianza muestral.

Varianza muestral

Sea x1, x2, ..., xn una muestra aleatoria de observaciones procedentes de una población. La
cantidad

s2
%

1

n . 1

n

;
i%1

(xi . x6)2

se llama varianza muestral y su raíz cuadrada, s, se llama desviación típica muestral. Dada
una muestra aleatoria específica, podríamos calcular la varianza muestral y ésta sería diferente
para cada muestra aleatoria, debido a las diferencias entre las observaciones muestrales.

Tal vez nos sorprenda al principio el uso de (n . 1) como divisor en la definición ante-
rior. Una sencilla explicación es que en una muestra aleatoria de n observaciones tenemos
n valores o grados de libertad independientes. Pero una vez que conocemos la media
muestral calculada, sólo hay n . 1 valores diferentes que pueden definirse de forma inde-
pendiente. Puede demostrarse, además, que el valor esperado de la varianza muestral cal-
culado de esta forma es la varianza poblacional. Este resultado se demuestra en el apéndice
del capítulo y se cumple cuando el tamaño de la muestra, n, es una pequeña proporción del
tamaño de la población N:

E(s2) % p2

La conclusión de que el valor esperado de la varianza muestral es la varianza poblacio-
nal es bastante general. Pero para hacer una inferencia estadística nos gustaría saber más
sobre la distribución en el muestreo. Si podemos suponer que la distribución poblacional
subyacente es normal, podemos demostrar que la varianza muestral y la varianza poblacio-
nal están relacionadas a través de una distribución de probabilidad que se conoce con el
nombre de distribución ji-cuadrado.
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Distribución ji-cuadrado de varianzas muestrales y poblacionales
Dada una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una población que sigue una
distribución normal cuya varianza poblacional es p2 y cuya varianza muestral resultante es s2,
puede demostrarse que

(n . 1)s2

p2 %

n

;
i%1

(xi . x6)2

p2

tiene una distribución conocida con el nombre de distribución sss2 (ji-cuadrado) con n . 1 gra-
dos de libertad.

La familia de distribuciones ji-cuadrado se utiliza en el análisis estadístico aplicado
porque establece una relación entre las varianzas muestrales y las varianzas poblacionales.
La distribución ji-cuadrado con n . 1 grados de libertad es la distribución de la suma de
los cuadrados de n . 1 variables aleatorias normales estándar independientes. La distribu-
ción ji-cuadrado anterior y las probabilidades calculadas resultantes de varios valores de s2

requieren que la distribución poblacional sea normal. Por lo tanto, el supuesto de la exis-
tencia de una distribución normal subyacente es más importante para hallar las probabili-
dades de las varianzas muestrales que para hallar las probabilidades de las medias mues-
trales.

La distribución se define únicamente para valores positivos, ya que las varianzas son
todas ellas valores positivos. La Figura 7.15 muestra un ejemplo de la función de densidad.
La función de densidad es asimétrica y tiene una larga cola positiva. Podemos caracterizar
un miembro de la familia de distribuciones ji-cuadrado mediante un único parámetro deno-
minado grados de libertad y representado por medio del símbolo v. Una distribución s2 con
v grados de libertad se representa de la siguiente manera: s2

v. La media y la varianza de
esta distribución son iguales al número de grados de libertad y el doble del número de gra-
dos de libertad.

E(s2
v) % v y Var (s2

v) % 2v

Figura 7.15.
Funciones de
densidad de la
distribución
ji-cuadrado con 4, 6
y 8 grados de
libertad.

0

f ( )

3 6 9 2

2

v = 8

v = 6

v = 4

Utilizando estos resultados de la media y la varianza de la distribución ji-cuadrado, tene-
mos que

E C
(n . 1)s2

p2 D% (n . 1)

(n . 1)

p2 E(s2) % (n . 1)

E(s2) % p2
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Para hallar la varianza de s2, tenemos que

VarC
(n . 1)s2

p2 D% 2(n . 1)

(n . 1)2

p4 Var (s2) % 2(n . 1)

Var (s2) %
2p4

(n . 1)

Podemos utilizar las propiedades de la distribución s2 para hallar la varianza de la distribu-
ción de la varianza muestral en el muestreo cuando la población de la que procede la
muestra es normal.

El parámetro v de la distribución s2 se llama grados de libertad. Para ayudar a com-
prender el concepto de grados de libertad, consideremos primero que la varianza muestral
es la suma de los cuadrados de n valores de la forma (xi . x6). Estos n valores no son inde-
pendientes, porque su suma es cero (como podemos demostrar utilizando la definición de
media). Por lo tanto, si conocemos cualesquiera n . 1 de los valores (xi . x6),

n

;
i%1

(xi . x6) % 0

xn . x6 %
n.1

;
i%1

(xi . x6)

Dado que podemos hallar la n-ésima cantidad si conocemos las n .1 cantidades restantes,
decimos que hay n. 1 grados de libertad —valores independientes— para calcular s2. En
cambio, si conociéramos k, podríamos calcular una estimación de p2 utilizando las cantidades

(x1 . k), (x2 . k), ..., (xn . k)

cada una de las cuales es independiente. En ese caso, tendríamos n grados de libertad de
las n observaciones muestrales independientes, xi. Sin embargo, k no se conoce, por lo que
debemos utilizar su estimación x6 para calcular la estimación de p2. Como consecuencia, se
pierde un grado de libertad al calcular la media muestral y tenemos n . 1 grados de liber-
tad para calcular s2.

En muchas aplicaciones en las que interviene la varianza poblacional, hay que hallar
los valores de la distribución acumulada de s2, sobre todo la cola superior y la inferior de
la distribución; por ejemplo,

P(s2
10 a K) % 0,05

P(s2
10 b K) % 0,05

Para ello tenemos la distribución de la variable aleatoria que sigue una distribución ji-cua-
drado calculada en la Tabla 7 del apéndice. En esa tabla, los grados de libertad se indican
en la columna de la izquierda y los valores críticos de K correspondientes a los diferentes
niveles de probabilidad se indican en las demás columnas. Así, por ejemplo, con 10 grados
de libertad el valor de K correspondiente al intervalo inferior es 3,94. Este resultado se en-
cuentra mirando la fila de 10 grados de libertad en la columna de la izquierda y la colum-
na correspondiente a la probabilidad 0,950. El valor de la ji-cuadrado es 3,94. Asimismo,
en el caso del intervalo superior de 0,05, el valor de K es 18,31. Este resultado se encuen-
tra mirando la fila de 10 grados de libertad en la columna de la izquierda y la columna
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correspondiente a la probabilidad 0,050. El valor de la ji-cuadrado es 18,31. Estas proba-
bilidades se muestran esquemáticamente en la Figura 7.16.

P(s2
10 a 3,94) % 0,05

P(s2
10 b 18,31) % 0,05

Figura 7.16.
Probabilidades
superior e inferior
de una s2

10 con 10
grados de libertad.

El recuadro siguiente resume los resultados de la distribución en el muestreo.

Distribución de las varianzas muestrales en el muestreo
Sea s2 la varianza muestral de una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una
población que tiene una varianza p2. En ese caso,

1. La distribución de s2 en el muestreo tiene una media p2:

E(s2) % p2 (7.11)

2. La varianza de la distribución de s2 en el muestreo depende de la distribución de la po-
blación subyacente. Si esa distribución es normal, entonces

Var (s2) %
2p4

n . 1
(7.12)

3. Si la distribución de la población es normal, entonces
(n . 1)s2

p2 se distribuye como una

s2
(n.1).

Por lo tanto, si tenemos una muestra aleatoria procedente de una población que sigue
una distribución normal, podemos hacer inferencias sobre la varianza muestral p2 utilizan-
do s2 y la distribución ji-cuadrado. Este proceso se muestra en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 7.9. Proceso de control de la calidad de Electrónica Integrada
(probabilidad de la varianza muestral)

Jorge Sánchez es responsable de la garantía de calidad de Electrónica Integrada. Le ha
pedido que cree un proceso de control de la calidad para la fabricación de un mecanis-
mo de control A. La variabilidad de la resistencia eléctrica, expresada en ohmios, es
fundamental para este mecanismo. Las normas de fabricación especifican una desvia-
ción típica de 3,6 y la distribución poblacional de las medidas de la resistencia es nor-
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mal. El proceso de control requiere que se obtenga una muestra aleatoria de n % 6 ob-
servaciones de la población de mecanismos y que se calcule la varianza muestral. Halle
un límite superior de la varianza muestral tal que la probabilidad de que se supere este
límite, dada una desviación típica poblacional de 3,6, sea inferior a 0,05.

Solución

En este problema tenemos que n % 6 y p2
% (3,6)2 % 12,96. Utilizando la distribución

ji-cuadrado, podemos establecer que

P(s2
b K) % PA

(n . 1)s2

12,96
b s2

5B% 0,05

donde K es el límite superior deseado y s2
5 % 11,07 es el valor crítico superior corres-

pondiente al nivel 0,05 de la distribución ji-cuadrado con 5 grados de libertad de la fila
5 de la Tabla 7. El límite superior de s2 que buscamos —representado por K— puede
hallarse resolviendo

(n . 1)K

12,96
% 11,07

K %
(11,07)(12,96)

(6 . 1)
% 28,69

Si la varianza muestral, s2, procedente de una muestra aleatoria de tamaño n % 6 es su-
perior a 28,69, existen pruebas contundentes para sospechar que la varianza poblacional
es superior a 12,96 y que hay que detener el proceso de producción y realizar los debi-
dos ajustes.

EJEMPLO 7.10. Análisis del proceso de producción de Alimentos
Valleverde (probabilidad de la varianza muestral)

Susana Méndez es la directora de garantía de calidad de Alimentos Valleverde, una em-
paquetadora de verduras congeladas. Susana quiere estar segura de que la variación del
peso de las bolsas de verduras es pequeña, de manera que la empresa no produzca una
elevada proporción de bolsas que tengan un peso inferior al indicado. Le ha pedido que
halle el límite superior e inferior del cociente entre la varianza muestral y la varianza
poblacional de una muestra aleatoria de n % 20 observaciones. Los límites son tales que
la probabilidad de que el conciente sea inferior al límite inferior es 0,025 y la probabili-
dad de que sea superior al límite superior es 0,025. Por lo tanto, el 95 por ciento de los
cocientes estará entre estos límites. Puede suponerse que la distribución poblacional es
normal.

Solución

Se nos pide que hallemos los valores KL y KU tales que

PA
s2

p2 a KLB% 0,025 y PA
s2

p2 b KUB% 0,025
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dado que se utiliza una muestra aleatoria de tamaño n % 20 para calcular la varianza
muestral. En el caso del límite inferior, podemos establecer que

0,025 % P C
(n . 1)s2

p2 a (n . 1)KLD% P[s2
19 a (n . 1)KL]

En el caso del límite superior, podemos establecer que

0,975 % PC
(n . 1)s2

p2 b (n . 1)KUD% P[s2
19 b (n . 1)KU]

Estos límites superior e inferior de la ji-cuadrado definen un intervalo tal que si la ji-
cuadrado calculada con la muestra está dentro de ese intervalo, aceptamos el supuesto
de que la varianza del proceso se encuentra en el valor supuesto. Este intervalo se deno-
mina intervalo de aceptación.

Utilizando los límites inferior y superior del intervalo de aceptación basados en la
ji-cuadrado, podemos calcular los límites del intervalo de aceptación, KL y KU, del co-
ciente entre la varianza muestral y la varianza poblacional. Los valores superior e infe-
rior de la distribución ji-cuadrado pueden hallarse en la Tabla 7:

s2
19L % 8,91

s2
19U % 32,85

0,025 % P[s2
19L a (n . 1)KL] % P[8,91 a (19)KL]

Por lo tanto,

KL % 0,469

En el caso del límite superior, tenemos que

0,975 % P[s2
19U b (n . 1)KU] % P[32,85 b (19)KU]

y, por lo tanto,

KU % 1,729

El intervalo de aceptación del 95 por ciento del cociente entre la varianza muestral y la
varianza poblacional es

PA0,469 m

s2

p2 m 1,729B% 0,95

Por lo tanto, la varianza muestral se encuentra entre 46,9 por ciento y 172,9 por ciento
de la varianza poblacional con una probabilidad de 0,95.

Es importante subrayar aquí que en los métodos empleados para hacer inferencias so-
bre la varianza poblacional influye mucho el supuesto de que la población sigue una distri-
bución normal. En las inferencias sobre la media poblacional basadas en la media muestral
no influyen mucho las desviaciones con respecto a la distribución normal. Además, las in-
ferencias basadas en la media muestral pueden utilizar el teorema del límite central, que
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establece que las medias muestrales generalmente siguen una distribución normal si el ta-
maño de la muestra es razonablemente grande. Las inferencias basadas en la media mues-
tral son, pues, robustas con respecto al supuesto de la normalidad. Desgraciadamente, las
inferencias basadas en varianzas muestrales no lo son.

Sabemos que en muchas aplicaciones la varianza poblacional tiene un interés directo
para el investigador. Pero cuando utilizamos los métodos que hemos mostrado, debemos
tener presente que si sólo se dispone de un número moderado de observaciones muestrales,
la existencia de serias desviaciones con respecto a la normalidad en la población de la que
procede la muestra puede invalidar gravemente las conclusiones de los análisis. En estas
circunstancias, el analista cauto deberá tener bastante cuidado al hacer inferencias.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
7.47. Se obtiene una muestra aleatoria de tamaño

n%16 de una población que sigue una distribu-
ción normal de media k%100 y varianza p2

%25.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que x6 b 101?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la varianza

muestral sea superior a 45?
c) ¿Cuál es la probabilidad de que la varianza

muestral sea superior a 60?

7.48. Se obtiene una muestra aleatoria de tamaño
n%25 de una población que sigue una distribu-
ción normal de media k%198 y varianza p2

%100.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral sea superior a 200?
b) ¿Cuál es el valor de la media muestral tal que

el 5 por ciento de las varianzas muestrales se-
ría inferior a este valor?

c) ¿Cuál es el valor de la media muestral tal que
el 5 por ciento de las varianzas muestrales se-
ría superior a este valor?

7.49. Se obtiene una muestra aleatoria de tamaño
n%18 de una población que sigue una distribu-
ción normal de media k%46 y varianza p2

%50.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral sea superior a 50?
b) ¿Cuál es el valor de la varianza muestral tal

que el 5 por ciento de las varianzas muestra-
les sería inferior a este valor?

c) ¿Cuál es el valor de la varianza muestral tal
que el 5 por ciento de las varianzas muestra-
les sería superior a este valor?

7.50. Un proceso produce lotes de un producto quími-
co cuyas concentraciones de impurezas siguen
una distribución normal de varianza 1,75. Se eli-
ge una muestra aleatoria de 20 lotes. Halle la

probabilidad de que la varianza muestral sea su-
perior a 3,10.

7.51. Las tasas mensuales de rendimiento de las accio-
nes de una empresa son independientes de las de
otra y siguen una distribución normal que tiene
una desviación típica de 1,7. Se toma una mues-
tra de 12 meses.
a) Halle la probabilidad de que la desviación tí-

pica muestral sea inferior a 2,5.
b) Halle la probabilidad de que la desviación tí-

pica muestral sea superior a 1,0.

7.52. Se cree que los sueldos que perciben durante el
primer año los contables recién titulados siguen
una distribución normal que tiene una desviación
típica de 2.500 $. Se toma una muestra aleatoria
de 16 observaciones.
a) Halle la probabilidad de que la desviación tí-

pica muestral sea superior a 3.000 $.
b) Halle la probabilidad de que la desviación tí-

pica muestral sea inferior a 1.500 $.

Ejercicios aplicados

7.53. Se va a realizar a todos los estudiantes de primer
año un examen de matemáticas con 100 pregun-
tas de tipo test. Se ha hecho primero un estudio
piloto en el que se ha realizado el examen a una
muestra aleatoria de 20 estudiantes de primer
año. Suponga que la distribución del número de
respuestas correctas de la población de todos los
estudiantes de primer año es normal con una va-
rianza de 250.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la varianza

muestral sea inferior a 100?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que la varianza

muestral sea superior a 500?
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7.54. En una gran ciudad se ha observado que durante
el verano las facturas del consumo de electrici-
dad siguen una distribución normal que tiene una
desviación típica de 100 $. Se ha tomado una
muestra aleatoria de 25 facturas.

a) Halle la probabilidad de que la desviación tí-
pica muestral sea inferior a 75 $.

b) Halle la probabilidad de que la desviación tí-
pica muestral sea superior a 150 $.

7.55. El número de horas que dedican a ver la televi-
sión los estudiantes la semana anterior a los exá-
menes finales sigue una distribución normal que
tiene una desviación típica de 4,5 horas. Se ha
tomado una muestra aleatoria de 30 estudiantes.

a) ¿Es superior a 0,95 la probabilidad de que la
desviación típica muestral sea de más de 3,5
horas?

b) ¿Es superior a 0,95 la probabilidad de que la
desviación típica muestral sea de menos de 6
horas?

7.56. En la Tabla 7.1 hemos examinado las 15 mues-
tras posibles de dos observaciones procedentes
de una población de N % 6 valores de años de
experiencia de los trabajadores. La varianza po-
blacional de estos seis valores es

p2
%

47

12

Calcule para cada una de las 15 muestras posi-
bles la varianza muestral. Halle la media de estas
15 varianzas muestrales, confirmando así que el
valor esperado de la varianza muestral no es
igual a la varianza poblacional cuando el número
de miembros de la muestra no es una pequeña
proporción del número de miembros de la pobla-
ción [de hecho, como puede verificar aquí,
E(s2) % Np2/(N . 1)].

7.57. Un proceso de producción fabrica componentes
electrónicos que emiten señales cuya duración si-
gue una distribución normal. Se ha tomado una
muestra aleatoria de seis componentes y se ha
medido la duración de las señales que emiten.

a) La probabilidad de que la varianza muestral
sea superior a –––––– por ciento de la varian-
za poblacional es 0,05.

b) La probabilidad de que la varianza muestral
sea inferior a ––––––– por ciento de la va-
rianza poblacional es 0,10.

7.58. Se ha tomado una muestra aleatoria de 10 fondos
de inversión. Suponga que las tasas de rendi-

miento de la población de todos los fondos de in-
versión siguen una distribución normal.

a) La probabilidad de que la varianza muestral
sea superior a –––––––– por ciento de la va-
rianza poblacional es 0,10.

b) Halle cualquier par de números, a y b, que
completen la frase siguiente: la probabilidad
de que la varianza muestral esté comprendida
entre a por ciento y b por ciento de la varian-
za poblacional es de 0,95.

c) Suponga que se hubiera tomado una muestra
de 20 fondos de inversión. Indique sin hacer
los cálculos cómo cambiaría eso su respuesta
al apartado (b).

7.59. Se pide a cada uno de los miembros de una
muestra aleatoria de 15 economistas que prediga
la tasa de inflación del próximo año. Suponga
que las predicciones de toda la población de
economistas sigue una distribución normal que
tiene una desviación típica de 1,8 por ciento.

a) La probabilidad de que la desviación típica
muestral sea superior a –––––– es 0,01.

b) La probabilidad de que la desviación típica
muestral sea inferior a ––––––– es 0,025.

c) Halle cualquier par de números tal que la pro-
babilidad de que la desviación típica muestral
se encuentre entre esos números sea de 0,90.

7.60. Se comprueba un instrumento de precisión reali-
zando 12 lecturas de la misma cantidad. La dis-
tribución poblacional de las lecturas es normal.

a) La probabilidad de que la varianza muestral
sea superior a –––––––– por ciento de la va-
rianza poblacional es 0,95.

b) La probabilidad de que la varianza muestral
sea superior a –––––––– por ciento de la va-
rianza poblacional es 0,90.

c) Halle cualquier par de números, a y b, que
completen la frase siguiente: la probabilidad
de que la varianza muestral esté comprendida
entre a por ciento y b por ciento de la varian-
za poblacional es de 0,95.

7.61. Una compañía farmacéutica produce píldoras que
contienen un principio activo. A la compañía le
preocupa el peso medio de este principio por píl-
dora, pero también quiere que la varianza (en
miligramos cuadrados) no sea superior a 1,5. Se
selecciona una muestra aleatoria de 20 píldoras y
se observa que la varianza muestral es de 2,05.
¿Qué probabilidad hay de que la varianza mues-
tral sea tan alta o más que ésta si la varianza po-
blacional es de hecho de 1,5? Suponga que la
distribución de la población es normal.
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7.62. Un fabricante ha comprado materias primas a un
proveedor cuyos envíos tienen unos niveles de
impureza con una varianza de 15,4 (en kilos cua-
drados). Un proveedor rival sostiene que puede
suministrar esta materia prima con el mismo ni-
vel medio de impurezas, pero con una varianza
menor. En una muestra aleatoria de 25 envíos del

segundo proveedor se ha observado que la va-
rianza de los niveles de impureza era de 12,2.
¿Cuál es la probabilidad de que el valor de la va-
rianza muestral sea tan bajo o más si la verda-
dera varianza poblacional es de hecho de 15,4?
Suponga que la distribución de la población es
normal.

RESUMEN

En el Capítulo 7 hemos presentado el concepto de dis-
tribuciones en el muestreo, que son las distribuciones
de probabilidad de estadísticos muestrales. Las distribu-
ciones en el muestreo nos permiten hallar la probabili-
dad de un estadístico muestral, dado un modelo específi-
co de distribución de probabilidad para la distribución
en el muestreo. Hemos relacionado, pues, los estadísti-
cos muestrales analizados en el Capítulo 3 con las distri-
buciones de probabilidad examinadas en el 5 y el 6. En
futuros capítulos veremos que esta relación nos permite
utilizar nuestros estadísticos muestrales para extraer al-

gunas conclusiones o hacer algunas inferencias sobre el
sistema y el proceso que desarrollan una población de
datos de la que procede nuestra muestra. Ésta es la base
de las decisiones objetivas basadas en datos muestrales.
En nuestro análisis, hemos incluido el importante con-
cepto de intervalo de aceptación. Los intervalos de acep-
tación definen un intervalo, con una probabilidad dada,
para los estadísticos muestrales basados en una función
de distribución de probabilidad supuesta. Si el estadístico
muestral está dentro de ese intervalo, «aceptamos» el mo-
delo supuesto de probabilidad y lo consideramos correcto.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

7.63. ¿Qué quiere decir la afirmación de que la media
muestral tiene una distribución en el muestreo?

7.64. Un inversor está considerando seis fondos de in-
versión distintos. El número medio de días al
vencimiento de cada uno de estos fondos es

41 39 35 35 33 38

Se eligen aleatoriamente dos de estos fondos.
a) ¿Cuántas muestras posibles de dos fondos

hay?
b) Enumere todas las muestras posibles.
c) Halle la función de probabilidad de la distri-

bución de las medias muestrales en el mues-
treo.

d) Verifique directamente que la media de la
distribución de las medias muestrales en el
muestreo es igual a la media poblacional.

7.65. ¿Qué importancia tiene el teorema del límite cen-
tral para la distribución de las medias muestrales
en el muestreo?

7.66. Las calificaciones de todos los estudiantes que
realizan un examen de aptitud que se exige para
entrar en una facultad de derecho siguen una dis-
tribución normal que tiene una media de 420 y
una desviación típica de 100. Se toma una mues-
tra aleatoria de 25 calificaciones.
a) Halle la probabilidad de que la media mues-

tral de las calificaciones sea superior a 450.
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b) Halle la probabilidad de que la media mues-
tral de las calificaciones esté comprendida en-
tre 400 y 450.

c) La probabilidad de que la media muestral de
las calificaciones sea superior a ––––––– es
0,10.

d) La probabilidad de que la media muestral de
las calificaciones sea inferior a ––––––– es
0,10.

e) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de las calificaciones sea superior a

–––––– es 0,05.
f) La probabilidad de que la desviación típica

muestral de las calificaciones sea inferior a

––––––– es 0,05.
g) Si se hubiera tomado una muestra de 50 cali-

ficaciones, ¿sería la probabilidad de que la
media muestral de las calificaciones sea supe-
rior a 450 menor, mayor o igual que la res-
puesta correcta al apartado (a)? No es necesa-
rio hacer aquí los cálculos detallados. Ilustre
gráficamente su razonamiento.

7.67. Una empresa repara aparatos de aire acondicio-
nado. Se ha observado que la duración de las re-
paraciones sigue una distribución normal que tie-
ne una media de 60 minutos y una desviación
típica de 10 minutos. Se ha tomado una muestra
aleatoria de la duración de las reparaciones.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de la duración de las reparaciones
sea de más de 65 minutos?

b) La probabilidad de que la media muestral de
la duración de las reparaciones sea de menos
de ––––––– minutos es 0,10.

c) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de la duración de las reparaciones
sea de más de –––––– minutos es 0,10.

d) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de la duración de las reparaciones
sea de menos de ––––––– minutos es 0,10.

e) ¿Cuál es la probabilidad de que más de dos de
estas reparaciones duren más de 65 minutos?

7.68. Un año las tasas porcentuales de rendimiento de
los fondos de inversión siguieron una distribu-
ción normal de media 14,8 y desviación típica
6,3. Se tomó una muestra aleatoria de nueve de
estos fondos.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media

muestral de las tasas porcentuales de rendi-
miento sea de más de 19,0?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral de las tasas porcentuales de rendi-
miento esté comprendida entre 10,6 y 19,0?

c) La probabilidad de que la media muestral de
las tasas porcentuales de rendimiento sea de
menos de –––––– es 0,25.

d) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de las tasas porcentuales de rendi-
miento sea de más de –––––– es 0,10.

e) Si se tomara una muestra de 20 de estos fon-
dos, indique si la probabilidad de que la me-
dia muestral de las tasas porcentuales de ren-
dimiento fuera de más de 19,0 sería mayor,
menor o igual que la respuesta correcta del
apartado (a). Represente gráficamente su ra-
zonamiento.

7.69. Se sabe que la duración de un componente elec-
trónico sigue una distribución normal que tiene
una media de 1.600 horas y una desviación típica
de 400 horas.

a) Halle la probabilidad de que la media mues-
tral de una muestra aleatoria de 16 compo-
nentes sea de más de 1.500 horas.

b) La probabilidad de que la media muestral de la
duración de una muestra aleatoria de 16 com-
ponentes sea de más de ––––––– horas es 0,15.

c) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de la duración de una muestra alea-
toria de 16 componentes sea de más de

––––––– horas es 0,10.

7.70. Utilice el apéndice del capítulo para hallar la me-
dia de la distribución de las varianzas muestrales
en el muestreo de una muestra de n observacio-
nes procedentes de una población de N miembros
cuando la varianza poblacional es p2. Modifican-
do convenientemente el argumento sobre las va-
rianzas del apéndice del capítulo, demuestre que

E(s2) % Np2/(N . 1)

Obsérvese la verosimilitud intuitiva de este resul-
tado cuando n % N.

7.71. Se ha observado que el tiempo que tarda la gente
en rellenar un impreso de declaración de impues-
tos sigue una distribución normal que tiene una
media de 100 minutos y una desviación típica
de 30 minutos. Se ha tomado una muestra aleato-
ria de nueve personas que han rellenado este im-
preso.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que la media
muestral del tiempo que se tarda sea de más
de 120 minutos?

b) La probabilidad de que la media muestral del
tiempo que se tarda sea de menos de ––––––
minutos es 0,20.
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c) La probabilidad de que la desviación típica
muestral del tiempo que se tarda sea de me-
nos de –––––– minutos es 0,05.

7.72. Se ha observado que el 80 por ciento de los estu-
diantes de último año de una universidad acepta
una oferta de trabajo antes de licenciarse. La dis-
tribución de los salarios de los que aceptan ofer-
tas era normal y tiene una media de 29.000 $ y
una desviación típica de 4.000 $.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que menos del 70
por ciento de una muestra aleatoria de 60 es-
tudiantes de último año acepte una oferta?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que menos del 70
por ciento de una muestra aleatoria de 6 estu-
diantes de último año acepte una oferta?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que el salario me-
dio de una muestra aleatoria de 6 estudiantes
de último año que aceptan una oferta fuera de
más de 30.000 $?

d) Se elige aleatoriamente un estudiante de últi-
mo año. ¿Cuál es la probabilidad de que haya
aceptado una oferta de trabajo con un salario
de más de 30.000 $?

7.73. Las bolsas de plástico utilizadas para empaquetar
productos se fabrican de tal manera que su resis-
tencia a los golpes sigue una distribución normal
que tiene una desviación típica de 1,8 kilos por
centímetro cuadrado. Se selecciona una muestra
aleatoria de 16 bolsas.

a) La probabilidad de que la desviación típica
muestral de la resistencia a los golpes sea de
más de ––––––– es 0,01.

b) La probabilidad de que la media muestral sea

––––––– mayor que la media poblacional es
0,15.

c) La probabilidad de que la media muestral di-
fiera en ––––––– de la media poblacional es
0,05.

7.74. Un director de control de calidad tenía interés en
conocer la variabilidad de la cantidad de princi-
pio activo que contenían las píldoras producidas
por un determinado proceso. Se tomó una mues-
tra aleatoria de 21 píldoras. ¿Cuál es la probabili-
dad de que la varianza muestral de la cantidad de
principio activo fuera más del doble de la varian-
za poblacional?

7.75. Se toma una muestra de 100 estudiantes para
averiguar qué marca de cerveza se prefiere en
una cata ciega de dos marcas. Suponga que el 50
por ciento de toda la población de estudiantes
prefiere la marca A.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que más del 60
por ciento de los miembros de la muestra
prefiera la marca A?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que entre el 45 y
el 55 por ciento de los miembros de la mues-
tra prefiera la marca A?

c) Suponga que sólo se dispone de una muestra
de 10 estudiantes. Indique en qué diferiría el
método de cálculo de las probabilidades en
comparación con las soluciones de los aparta-
dos (a) y (b).

7.76. Las calificaciones de un examen realizado por
un gran grupo de estudiantes sigue una distribu-
ción normal que tiene una desviación típica de
40 puntos. Se toma una muestra aleatoria de
16 calificaciones para estimar la calificación me-
dia de la población. Sea X1 la media muestral.
¿Cuál es la probabilidad de que el intervalo
(X1 .10).(X1 !10) contenga la verdadera media
de la población?

7.77. Un fabricante de detergente líquido sostiene que
el peso medio del líquido que contienen los en-
vases vendidos es al menos de 300 gramos. Se
sabe que la distribución poblacional del peso es
normal y tiene una desviación típica de 13 gra-
mos. Para comprobar la afirmación del fabrican-
te, se examina una muestra aleatoria de 16 enva-
ses. La afirmación se pondrá en duda si la media
muestral del peso es de menos de 295 gramos.
¿Cuál es la probabilidad de que se ponga en du-
da la afirmación si la media poblacional del peso
es en realidad de 300 gramos?

7.78. Un año el 40 por ciento de las ventas de vivien-
das fue financiado parcialmente por el vendedor.
Se examina una muestra aleatoria de 250 ventas.

a) La probabilidad de que la proporción mues-
tral sea de más de ––––––– es 0,8.

b) La probabilidad de que la proporción mues-
tral sea de menos de –––––– es 0,9.

c) La probabilidad de que la proporción muestral
difiera en ––––––– de la proporción poblacio-
nal es de 0,7.

7.79. Un candidato a la presidencia tiene intención de
hacer campaña si inicialmente lo apoya más de
un 30 por ciento de los votantes. Se toma una
muestra aleatoria de 300 votantes y se decide ha-
cer campaña si la proporción muestral que apoya
al candidato es de más de 0,28.

a) ¿Cuál es la probabilidad de que se decida no
hacer campaña si el nivel inicial de apoyo es,
en realidad, del 20 por ciento?
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b) ¿Cuál es la probabilidad de que se decida no
hacer campaña si el nivel inicial de apoyo es,
en realidad, del 40 por ciento?

7.80. Se sabe que las rentas de los suscriptores de una
revista siguen una distribución normal que tiene
una desviación típica de 6.600 $. Se toma una
muestra aleatoria de 25 suscriptores.
a) ¿Cuál es la probabilidad de que la desviación

típica muestral de sus rentas sea de más de
4.000 $?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que la desviación
típica muestral de sus rentas sea de menos de
8.000 $?

7.81. Un proceso de producción fabrica lotes de pro-
ductos químicos. Se seleccionan muestras de 20
lotes para examinarlos. Si la desviación típica
del porcentaje de impurezas de los lotes de las
muestras es de más del 2,5 por ciento, el proce-
so de producción se revisa minuciosamente. Su-
ponga que la distribución poblacional de los
porcentajes de impurezas es normal. ¿Cuál es la
probabilidad de que el proceso de producción se
revise minuciosamente si la desviación típica
poblacional de los porcentajes de impurezas es
del 2 por ciento?

Apéndice

1. Realización de simulaciones muestrales
de Monte Carlo por medio del programa Minitab

En el apartado 7.2 presentamos los resultados de las simulaciones muestrales de Monte
Carlo para demostrar el teorema del límite central. En este apéndice mostramos cómo pue-
den realizarse simulaciones similares para una distribución de probabilidad. La simulación
puede realizarse utilizando una macro de Minitab llamada Centlimit.mac, que se encuentra
en el disco que acompaña al libro de texto. Para utilizar esta macro, cópiela en el directorio

MTBWIN\MACROS\

utilizando el Windows Explorer. Esta macro se almacenará entonces con otras macros del
paquete Minitab. Cuando se almacena la macro en este directorio, puede ejecutarse directa-
mente en Minitab. También se puede almacenar en otro directorio y escribir el nombre com-
pleto para ejecutar la macro. Para realizar la simulación muestral, siga los pasos siguientes:

1. Almacene en la columna 1 un conjunto de valores que tengan la frecuencia indica-
da por la distribución de probabilidad que tenga interés en simular. Normalmente,
almacenamos 100 valores, pero podría almacenarse cualquier número. Por ejemplo,
para almacenar una distribución binomial con P % 0,40, almacenaríamos 40 1 y 60
0 en la columna 1. También podríamos almacenar una distribución empírica de nú-
meros de una población estudiada. Otro método para obtener los valores muestrales
es utilizar el comando

CALCbRANDOM DATAb"SELECT PROBABILITY DISTRIBUTION"

De esa forma, obtenemos una muestra aleatoria de una de las posibles distribucio-
nes de probabilidad habituales.

2. En el Minitab Session Window, pulse el comando

MTBb%CENTLIMIT N1 N2 C1-C3

donde N1 es el tamaño de la muestra de las muestras que están simulándose y N2
es el número de muestras cuyas medias van a obtenerse en la simulación. General-
mente, entre 500 y 1.000 muestras dan lugar a una buena distribución muestral,

Capítulo 7. Muestreo y distribuciones en el muestreo 289



Figura 7.17.
Simulación muestral
de Monte Carlo en
Minitab.

pero se puede seleccionar cualquier valor razonable. Obsérvese que cuanto mayor
sea el número de muestras, más se tardará en realizar la simulación. C1 a C3 son
las columnas utilizadas por Minitab para realizar la simulación y la distribución de
probabilidad de interés está en la columna 1. El lector puede utilizar las columnas
que quiera con tal de que la distribución de probabilidad esté en la columna 1.

La Figura 7.17 muestra el resultado de una simulación muestral.
La simulación genera muestras en la columna 2 y calcula la media muestral. La media

de cada muestra se almacena en la columna 3, titulada «Mean». Se calculan estadísticos
descriptivos e histogramas para los valores de la variable aleatoria («random variable») de
la columna 1 y para las medias muestrales de la columna 3. Pinchando en el comando del
menú

WINDOWSbTILE

se puede obtener la pantalla de la Figura 7.18, que es útil para comparar la distribución
inicial y la distribución muestral con una normal comparable.

En la Figura 7.18, vemos claramente que la distribución de la variable aleatoria no es
normal sino que está muy sesgada hacia la derecha. En cambio, la distribución muestral de
las medias se parece mucho a una distribución normal. La Figura 7.19 muestra una copia
de la macro Centlimit.mac de Minitab, que también se encuentra en el disco de datos del
libro de texto. Los usuarios familiarizados con las macros de Minitab pueden modificar
esta macro para obtener salidas diferentes.
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Figura 7.18.
Resultados de la
simulación muestral
de Monte Carlo.

Figura 7.19.
Copia de la macro
Centlimit.mac de
Minitab.

Capítulo 7. Muestreo y distribuciones en el muestreo 291



2. Media de la distribución de las varianzas muestrales
en el muestreo

En este apéndice, mostramos que la media de la distribución de las varianzas muestrales en
el muestreo es la varianza poblacional. Comenzamos hallando la esperanza de la suma de
los cuadrados de las diferencias entre cada miembro de la muestra y la media muestral; es
decir, la esperanza de

n

;
i%1

(Xi . X1 )2 %

n

;
i%1

[(Xi . k) . (X1 . k)]2

%

n

;
i%1

[(Xi . k)2 . 2(X1 . k)(Xi . k) ! (X1 . k)2]

%

n

;
i%1

(Xi . k)2 . 2(X1 . k)
n

;
i%1

(Xi . k) !

n

;
i%1

(X1 . k)2

%

n

;
i%1

(Xi . k)2 . 2n(X1 . k)2 ! n(X1 . k)2

% ; (Xi . k)2 . n(X1 . k)2

Tomando esperanzas, tenemos que

E C
n

;
i%1

(Xi . X1 )2D% E C
n

;
i%1

(Xi . k)2D. nE[(X1 . k)2]

%

n

;
i%1

E[(Xi . k)2] . nE[(X1 . k)2]

Ahora bien, la esperanza de cada (Xi . k)2 es la varianza poblacional, p2, y la esperanza de
(X1 . k)2 es la varianza de la media muestral, p2/n. Por lo tanto, tenemos que

E C
n

;
i%1

(Xi . X1 )2D% np2
.

np2

n
% (n . 1)p2

Por último, el valor esperado de la varianza muestral es

E(s2) % EC
1

n . 1

n

;
i%1

(Xi . X1 )2D
%

1

n . 1
E C

n

;
i%1

(Xi . X1 )2D
%

1

n . 1
(n . 1)p2

% p2

Éste es el resultado que queríamos demostrar.
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Esquema del capítulo

8.1. Propiedades de los estimadores puntuales
Estimador insesgado
Estimador consistente
Estimador eficiente

8.2. Intervalos de confianza de la media: varianza poblacional conocida
Intervalos basados en la distribución normal
Reducción del margen de error

8.3. Intervalos de confianza de la media: varianza poblacional desconocida
Distribución t de Student
Intervalos basados en la distribución t de Student

8.4. Intervalos de confianza de proporciones de la población (grandes muestras)

Introducción
En este capítulo hacemos hincapié en las afirmaciones inferenciales sobre la estimación
de un parámetro poblacional, basadas en la información que contiene una muestra alea-
toria. Centramos la atención en los métodos para estimar una media poblacional o una
proporción de los miembros de la población que poseen una determinada característica.
Por ejemplo, podemos querer una estimación de la demanda semanal media de una de-
terminada marca de zumo de naranja o una estimación de la proporción de empleados
de una empresa que son partidarios de que se modifique el plan de pluses.

En este capítulo presentamos dos métodos de estimación. En primer lugar, estima-
mos un parámetro poblacional desconocido por medio de un único número llamado esti-
mación puntual. En el apartado 8.1 examinamos las propiedades de esta estimación
puntual. En la mayoría de los problemas prácticos no basta con una estimación puntual.
Para comprender mejor el proceso que generó la población también se necesita una
medida de la variabilidad. En el resto del capítulo analizamos un segundo método, que
tiene en cuenta esta variación estableciendo un intervalo de valores en el que es proba-
ble que se encuentre la cantidad que queremos estimar.

En el Capítulo 9 examinamos la estimación de la diferencia entre las medias o las
proporciones de dos poblaciones y la estimación de la varianza.



8.1. Propiedades de los estimadores puntuales

Cualquier inferencia extraída de la población se basa en estadísticos muestrales. La elec-
ción de los estadísticos adecuados dependerá de cuál sea el parámetro poblacional que
interese. El valor de ese parámetro será desconocido y uno de los objetivos del muestreo es
estimar su valor. Debe hacerse una distinción entre los términos estimador y estimación.

Estimador y estimación
Un estimador de un parámetro poblacional es una variable aleatoria que depende de la infor-
mación de la muestra; su valor proporciona aproximaciones a este parámetro desconocido. Un
valor específico de esa variable aleatoria se llama estimación.

Hildebrand y Ott (véase la referencia bibliográfica 4) señalan que existe «una distin-
ción técnica entre un estimador como una función de variables aleatorias y una estimación
como un único número. Es la distinción entre un proceso (el estimador) y el resultado de
ese proceso (la estimación)». Para aclarar esta distinción entre estimador y estimación,
consideremos la estimación de las ventas semanales medias de una determinada marca de
zumo de naranja. Un estimador posible de la media poblacional es la media muestral. Si se
observa que la media de una muestra aleatoria de ventas semanales es de 3.280 litros, en-
tonces 3.280 litros es una estimación de la media poblacional de las ventas semanales.
Otro estimador posible de las ventas semanales medias podría ser la mediana muestral.

En el Capítulo 3 estudiamos otros estimadores, como la varianza muestral, s2, y el coe-
ficiente de correlación muestral, r. Si el valor de la varianza muestral de la demanda sema-
nal de zumo de naranja es de 300 litros, entonces s2 es el estimador y 300 es la estimación.

Cuando se analiza la estimación de un parámetro desconocido, deben considerarse dos
posibilidades. En primer lugar, puede calcularse un único número a partir de la muestra y
considerar que es el más representativo del parámetro poblacional desconocido. Éste se lla-
ma estimación puntual. Un ejemplo es la estimación de 3.280 litros de zumo de naranja.
También podríamos hallar el intervalo o rango que es más probable que contenga el valor
del parámetro poblacional. Por ejemplo, la demanda semanal media de esta marca de zumo
de naranja en esta tienda se encuentra, con un grado especificado de confianza, entre 2.500
y 3.500 litros. Esta estimación por intervalos es un ejemplo de un tipo de intervalo de con-
fianza que analizaremos en este capítulo.

Estimador puntual y estimación puntual
Consideremos un parámetro poblacional como la media poblacional k o la proporción poblacio-
nal P. Un estimador puntual de un parámetro poblacional es una función de la información de
la muestra que genera un único número llamado estimación puntual. Por ejemplo, la media
muestral X1 es un estimador puntual de la media poblacional, k, y el valor que toma X1 para un
conjunto dado de datos se llama estimación puntual, x6 .

Debe señalarse desde el principio que no existe ningún único mecanismo para saber
cuál es el «mejor» estimador puntual en todas las circunstancias. Lo que existe es un con-
junto de criterios con los que pueden evaluarse los estimadores. La media muestral tam-
bién da una estimación puntual de la media poblacional, k. Sin embargo, más adelante
mostramos que la mediana no es el mejor estimador de la media de algunas distribuciones.

296 Estadística para administración y economía



Evaluaremos los estimadores basándonos en tres importantes propiedades: ausencia de
sesgo, consistencia y eficiencia.

Estimador insesgado

Para buscar un estimador de un parámetro poblacional, lo primero que debe ser es un esti-
mador insesgado.

Estimador insesgado
Se dice que un estimador puntual es un estimador insesgado de un parámetro poblacional si
su valor esperado es igual a ese parámetro; es decir, si

E(h4) % h

entonces h4 es un estimador insesgado de h.

Obsérvese que el hecho de que un estimador sea insesgado no significa que un deter-
minado valor de h4 tenga que ser exactamente el valor correcto de h; lo que significa es que
tiene «la capacidad de estimar el parámetro poblacional correctamente en promedio. Un
estimador insesgado es correcto en promedio. Podemos concebir el valor esperado de h4 co-
mo la media de los valores de h4 para todas las muestras posibles o como la media a largo
plazo de los valores de h4 para muestras repetidas. La condición de que el estimador h4 debe
ser insesgado quiere decir que el valor medio de h4 es exactamente correcto. No quiere
decir que un determinado valor de h4 es exactamente correcto» (véase la referencia biblio-
gráfica 4).

A veces h4 sobreestima el parámetro y otras veces lo subestima, pero del concepto de
esperanza se deduce que si se repite muchas veces el método de muestreo, entonces, en
promedio, el valor de un estimador insesgado que se obtenga es igual al parámetro pobla-
cional. Parece razonable afirmar que, manteniéndose todo lo demás constante, es deseable
que un estimador puntual tenga la propiedad de ser insesgado. La Figura 8.1 ilustra las
funciones de densidad de dos estimadores, h41 y h42, del parámetro h. Debería ser evidente
que h41 es un estimador insesgado de h y h42 no lo es.

La media muestral, la varianza muestral y la proporción muestral son estimadores in-
sesgados de sus correspondientes parámetros poblacionales:

1. La media muestral es un estimador insesgado de k, [E(x6) % k].
2. La varianza muestral es un estimador insesgado de p2, [E(s2) % p2].
3. La proporción muestral es un estimador insesgado de P, [E(p4 ) % P].

Un estimador que no es insesgado es sesgado. El grado de sesgo es la diferencia entre
la media del estimador y el verdadero parámetro.

Figura 8.1.
Funciones de
densidad de los
estimadores h41
(insesgado) y h42
(sesgado).

u

u1
^

u
^

u2
^

Capítulo 8. Estimación: una población 297



Sesgo
Sea h4 un estimador de h. El sesgo de h4 es la diferencia entre su media y h; es decir,

Sesgo(h4) % E(h4 ) . h

Se deduce que el sesgo de un estimador insesgado es 0.

No sólo es deseable que un estimador sea insesgado. Puede haber varios estimadores
insesgados de un parámetro poblacional. Por ejemplo, si la población sigue una distribu-
ción normal, tanto la media muestral como la mediana son estimadores insesgados de la
media poblacional.

Estimador consistente
Examinamos a continuación otra propiedad llamada consistencia.

Estimador consistente
Se dice que un estimador puntual h4 es un estimador consistente del parámetro h si la diferen-
cia entre el valor esperado del estimador y el parámetro disminuye a medida que aumenta el
tamaño de la muestra. Es lo mismo que decir que el sesgo disminuye conforme aumenta el
tamaño de la muestra.

Se utilizan estimadores consistentes en los casos en los que es difícil o imposible obte-
ner estimadores insesgados, lo cual ocurre en algunos estudios econométricos avanzados.
No todos los estimadores insesgados son consistentes y, por supuesto, no todos los estima-
dores consistentes son insesgados. Si la varianza muestral se calculara de la forma siguiente

s2
%

; (xi . x6)2

n

sería un estimador sesgado de la varianza poblacional. Sin embargo, es consistente, ya que
a medida que aumenta el tamaño de la muestra, tiende al estimador insesgado

s2
%

; (xi . x6)2

n . 1

En términos generales, el uso de un estimador consistente con una cantidad infinita de
información sobre la muestra da el resultado correcto. En cambio, el uso de un estimador
inconsistente no da el resultado correcto ni siquiera con una cantidad infinita de informa-
ción sobre la muestra. Por este motivo, la inconsistencia de un estimador puntual se consi-
dera negativa.

Estimador eficiente
En muchos problemas prácticos, pueden obtenerse diferentes estimadores insesgados y es
necesario encontrar algún método para elegir entre ellos. En esta situación, es lógico prefe-
rir el estimador cuya distribución esté más concentrada en torno al parámetro poblacional
que se pretende estimar. Es menos probable que los valores de ese estimador difieran, en
cualquier cantidad fija, del parámetro que se pretende estimar que los de sus competidores.
Utilizando la varianza como medida de la concentración, introducimos la eficiencia de un
estimador como criterio para preferir uno a otro.
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Estimador más eficiente y eficiencia relativa
Si hay varios estimadores insesgados de un parámetro, el estimador insesgado que tiene la
menor varianza es el estimador más eficiente o el estimador insesgado de varianza míni-
ma. Sean h41 y h42 dos estimadores insesgados de h, basados en el mismo número de observa-
ciones muestrales. En ese caso.

1. Se dice que h41 es más eficiente que h42 si Var (h41) a Var (h42).
2. La eficiencia relativa de h41 con respecto a h42 es el cociente entre sus varianzas; es

decir,

Eficiencia relativa %
Var (h42)

Var (h41)

EJEMPLO 8.1. Selección entre estimadores insesgados rivales
(eficiencia relativa)

Sea x1, x2, ..., xn una muestra aleatoria extraída de una población que sigue una distribu-
ción normal de media k y varianza p2. ¿Debe utilizarse la media muestral o la mediana
muestral para estimar la media poblacional?

Solución

Suponiendo que la población sigue una distribución normal y es de gran tamaño en
comparación con el tamaño de la muestra, la media muestral, X1 , es un estimador inses-
gado de la media poblacional y tiene una varianza:

Var (X1 ) %
p2

n

También podría utilizarse como estimador la mediana de las observaciones muestrales.
Puede demostrarse que este estimador también es insesgado con respecto a k y que,
cuando n es grande, su varianza es

Var (Mediana) %
n
2

#
p2

n
%

1,57p2

n

La media muestral es más eficiente que la mediana; la eficiencia relativa de la media
con respecto a la mediana es

Eficiencia relativa %
Var (Mediana)

Var (X1 )
% 1,57

La varianza de la mediana muestral es un 57 por ciento mayor que la de la media mues-
tral. Para que la mediana muestral tuviera una varianza tan pequeña como la media
muestral, tendría que basarse en un 57 por ciento más de observaciones. Una de las
ventajas de la mediana frente a la media es que da menos peso a las observaciones ex-
tremas. Un posible inconveniente de la utilización de la mediana muestral como medida
de la tendencia central se encuentra en su eficiencia relativa.

Subrayamos la importancia de la utilización de un gráfico de probabilidad normal
para averiguar si hay alguna evidencia de ausencia de normalidad. Si la población no
sigue una distribución normal, la media muestral puede no ser el estimador más eficien-
te de la media poblacional. En concreto, si los casos atípicos afectan mucho a la distri-
bución poblacional, la media muestral es menos eficiente que otros estimadores (como
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la mediana). La Tabla 8.1 resume algunas propiedades de algunos estimadores puntua-
les. No contiene ni una lista exhaustiva de estimadores ni una lista exhaustiva de las
propiedades que posee un estimador.

Tabla 8.1. Propiedades de algunos estimadores puntuales.

Parámetro
poblacional

Estimador
puntual Propiedades

Media, k X1 Insesgado, consistente, de máxima eficiencia (suponiendo
la existencia de normalidad)

Media, k Mediana Insesgado (suponiendo la existencia de normalidad), pero
no de máxima eficiencia

Proporción, P p4 Insesgado, consistente, de máxima eficiencia (suponiendo
la existencia de normalidad)

Varianza, p2 s2 Insesgado, consistente, de máxima eficiencia (suponiendo
la existencia de normalidad)

EJEMPLO 8.2. Relaciones precio-beneficio (estimadores)

Supongamos que un día seleccionamos aleatoriamente una muestra de acciones que co-
tizan en la bolsa y observamos que las relaciones precio-beneficio de estas acciones son

10 16 13 11 12 14 12
15 14 14 13 13 13

¿Sugiere el gráfico de probabilidad normal la ausencia de normalidad? Halle estimacio-
nes puntuales de la media y la varianza. Analice las propiedades de estos estimadores.

Solución

En el gráfico de probabilidad normal de la Figura 8.2, no se observa nada que indique
ausencia de normalidad. Suponiendo que la distribución es normal, una estimación de
las relaciones medias precio-beneficio es la media muestral, 13.1, y una estimación de
la varianza es s2

% 2,58. Tanto X1 como s2 son estimadores puntuales insesgados, consis-
tentes y eficientes de k y p2, respectivamente.
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Figura 8.2. Ejemplo de relaciones precio-beneficio (Minitab).
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Un problema que se plantea a menudo en la práctica es cómo elegir un estimador pun-
tual adecuado de un parámetro poblacional. Una posibilidad atractiva es elegir el estimador
insesgado más eficiente de todos. Sin embargo, a veces hay problemas de estimación en
los que no es muy satisfactorio ningún estimador insesgado o situaciones en las que no
siempre es posible encontrar un estimador insesgado de varianza mínima. También es posi-
ble que los datos no sigan una distribución normal. En estas situaciones, no es fácil selec-
cionar el mejor estimador puntual y la selección plantea considerables dificultades mate-
máticas que están fuera del alcance de este libro.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
8.1. Considere los datos siguientes:

6 8 7 10 3 5 9 8

a) Busque pruebas de la ausencia de normalidad.
b) Halle una estimación puntual de la media po-

blacional que sea insesgada, eficiente y consis-
tente.

c) Utilice un método de estimación insesgado pa-
ra hallar una estimación puntual de la varianza
de la media muestral.

8.2. Una muestra aleatoria de ocho viviendas de un ba-
rrio tenía los siguientes precios de venta (en miles
de dólares):

92 83 112 127 109 96 102 90

a) Busque pruebas de la ausencia de normalidad.
b) Halle una estimación puntual de la media po-

blacional que sea insesgada y eficiente.
c) Utilice un método de estimación insesgado pa-

ra hallar una estimación puntual de la varianza
de la media muestral.

d) Utilice un estimador insesgado para estimar la
proporción de viviendas de este barrio que se
venden por menos de 92.500 $.

8.3. Una muestra aleatoria de 10 economistas ha reali-
zado las siguientes predicciones del crecimiento
porcentual del producto interior bruto real del pró-
ximo año:

2,2 2,8 3,0 2,5 2,4 2,6 2,5 2,4 2,7 2,6

Utilice métodos de estimación insesgados para ha-
llar las estimaciones puntuales de:
a) La media poblacional.
b) La varianza poblacional.
c) La varianza de la media muestral.
d) La proporción poblacional de economistas que

han predicho un crecimiento del producto inte-
rior bruto real de al menos un 2,5 por ciento.

e) La varianza de la proporción muestral de eco-
nomistas que han predicho un crecimiento del
producto interior bruto real de al menos un 2,5
por ciento.

8.4. Una muestra aleatoria de 12 obreros de una gran
fábrica encontró las siguientes cifras sobre el nú-
mero de horas extraordinarias realizadas el mes
anterior:

22 16 28 12 18 36 23 11 41 29 26 31

Utilice métodos de estimación insesgados para ha-
llar estimaciones puntuales de
a) La media poblacional.
b) La varianza poblacional.
c) La varianza de la media muestral.
d) La proporción poblacional de obreros que tra-

bajaron más de 30 horas extraordinarias en es-
ta fábrica el mes anterior.

e) La varianza de la proporción muestral de obre-
ros que trabajaron más de 30 horas extraordi-
narias en esta fábrica el mes anterior.

Ejercicios aplicados

8.5. Project Romanian Rescue (PRR) es una funda-
ción rumana registrada que atiende las necesida-
des de los niños trágicamente desfavorecidos de
Constanta (Rumanía) (véase la referencia biblio-
gráfica 7). Las actividades de PRR, como misión
cristiana interconfesional que es, son un programa
de contacto, un centro de día, un albergue de ni-
ños (Casa Charis), un albergue de niñas (Casa
Chara) y ayuda educativa individualizada para los
niños de familias pobres. PRR planea abrir un
centro en la vecina Kogalniceanu para albergar a
más niños de la calle. Supongamos que Daniel
Mercado, fundador del proyecto, y Camelia Vilco-
ci, directora ejecutiva del proyecto, disponen de
información como el número de almuerzos repar-
tidos diariamente entre los niños de la calle, el nú-
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mero de niños que asisten al centro de día y la
edad de los niños, y supongamos que el fichero de
datos PRR contiene una muestra aleatoria de esa
información.
a) Compruebe cada variable para averiguar si los

datos siguen una distribución normal.
b) Halle estimaciones insesgadas de la media po-

blacional y de la varianza poblacional.

8.6. Suponga que x1 y x2 son muestras aleatorias de
observaciones extraídas de una población de me-
dia k y varianza p2. Considere los tres estimado-
res puntuales siguientes, X, Y, Z de k:

X %
1

2
x1 !

1

2
x2 Y %

1

4
x1 !

3

4
x2

Z %
1

3
x1 !

2

3
x

a) Demuestre que los tres estimadores son inses-
gados.

b) ¿Cuál de los estimadores es más eficiente?
c) Halle la eficiencia relativa de X con respecto a

cada uno de los otros dos estimadores.

8.7. Al Fiedler, director de planta de LDS Vacuum
Products, que se encuentra en Altamonte Springs
(Florida), aplica la teoría estadística en su centro
de trabajo. LDS, importante proveedor de los fa-
bricantes de automóviles, quiere estar seguro de
que la tasa de incidencia de fugas (en centímetros

cúbicos por segundo) de los enfriadores del aceite
de la transmisión (TOC) satisface los límites de
especificación establecidos. Se comprueba una
muestra aleatoria de 50 TOC y se anotan las tasas
de incidencia de fugas en el fichero llamado TOC
(véase la referencia bibliográfica 3).
a) ¿Existen pruebas de que los datos no siguen

una distribución normal?
b) Halle una estimación puntual insesgada de va-

rianza mínima de la media poblacional.
c) Utilice un método de estimación insesgado pa-

ra hallar una estimación puntual de la varianza
de la media muestral.

8.8. La demanda de agua embotellada aumenta du-
rante la temporada de huracanes en Florida. El di-
rector de operaciones de una planta que embotella
agua potable quiere estar seguro de que el proceso
de embotellado de las botellas de 1 galón está fun-
cionando bien. Actualmente, la compañía está
comprobando el volumen de las botellas de 1 ga-
lón. Suponga que se comprueba una muestra alea-
toria de 75 botellas y que se anotan las medicio-
nes en el fichero de datos Water.
a) ¿Existen pruebas de que los datos no siguen

una distribución normal?
b) Halle una estimación puntual insesgada de va-

rianza mínima de la media poblacional.
c) Halle una estimación puntual insesgada de va-

rianza mínima de la varianza poblacional.

8.2. Intervalos de confianza de la media:
varianza poblacional conocida

Primero suponemos que se toma una muestra aleatoria de una población que sigue una dis-
tribución normal y que tiene una media desconocida y una varianza conocida. Nuestro ob-
jetivo es hallar un intervalo de valores, en lugar de un único número, para estimar una me-
dia poblacional. Este problema a veces es poco realista, ya que en raras ocasiones se
conoce exactamente la varianza poblacional y, sin embargo, la media es desconocida.
A veces sí ocurre, sin embargo, que se han hecho tantas muestras a poblaciones similares
que puede suponerse que la varianza de la población de interés se conoce bastante bien por
experiencia. Cuando el tamaño de la muestra n es bastante grande, pueden utilizarse los
métodos desarrollados para el caso en el que se conoce la varianza poblacional si hay que
estimar esa varianza a partir de la muestra. No obstante, la principal ventaja de comenzar
con este problema se halla en que permite hacer una exposición bastante fácil de los méto-
dos necesarios para hallar intervalos de confianza.

El número medio de automóviles producidos diariamente en una fábrica es una impor-
tante medida. Si ese número es a menudo muy diferente, por encima o por debajo, de la
media, la fábrica puede tener excesivos costes en existencias o pérdidas de ventas. Se ne-
cesita un estimador y una estimación que tengan en cuenta esta variación y que den un
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intervalo de valores en el que parece probable que se encuentre la cantidad que se pretende
estimar. En este apartado, explicamos el formato general de esos estimadores.

Cuando se hace un muestreo de una población, manteniéndose todo lo demás constan-
te, se obtiene una información más segura sobre esa población con una muestra relativa-
mente grande que con una muestra más pequeña. Sin embargo, este factor no se refleja en
las estimaciones puntuales. Por ejemplo, la estimación puntual de la proporción de piezas
defectuosas que hay en un envío sería la misma si se encontrara 1 pieza defectuosa en una
muestra de 10 piezas que si se encontraran 100 piezas defectuosas en una muestra de 1.000
piezas. El grado de precisión de nuestra información sobre los parámetros poblacionales se
refleja en las estimaciones de intervalos de confianza; concretamente, cuanto mayor es el
tamaño de la muestra, menores son, manteniéndose todo lo demás constante, las estimacio-
nes de intervalos que reflejan nuestra incertidumbre sobre el verdadero valor de un pará-
metro.

Estimador de intervalos de confianza

Un estimador de un intervalo de confianza de un parámetro poblacional es una regla para
hallar (basándose en la información muestral) un intervalo que es probable que incluya ese pa-
rámetro. La estimación correspondiente se llama estimación de un intervalo de confianza.

Hasta ahora hemos dicho que es «probable» o «muy probable» que los estimadores de
intervalos de confianza incluyan el valor verdadero, pero desconocido, del parámetro po-
blacional. Para que nuestro análisis sea más preciso, es necesario expresar esas afirmacio-
nes en términos probabilísticos. Supongamos que se ha tomado una muestra aleatoria y
que, basándose en la información muestral, es posible hallar dos variables aleatorias, A y
B, y que A es menor que B. Si los valores muestrales específicos de las variables aleatorias
A y B son a y b, el intervalo de a a b incluye el parámetro o no lo incluye. No lo sabemos
realmente con seguridad.

Supongamos, sin embargo, que se toman repetidamente muestras aleatorias de la pobla-
ción y se hallan de esta misma forma intervalos similares. A largo plazo, un cierto porcen-
taje de estos intervalos (por ejemplo, el 95 o el 98 por ciento) contendrá el valor descono-
cido. Según el concepto de probabilidad basado en la frecuencia relativa, esos intervalos
pueden interpretarse de la manera siguiente: si se hacen repetidos muestreos de una pobla-
ción y se calculan intervalos de esta forma, a largo plazo el 95 por ciento (o algún otro
porcentaje) de los intervalos contendrá el verdadero valor del parámetro desconocido. Se
dice entonces que el intervalo A a B es un estimador de un intervalo de confianza al 95 por
ciento de la proporción poblacional. Este resultado puede generalizarse de inmediato.

Intervalo de confianza y nivel de confianza

Sea h un parámetro desconocido. Supongamos que, basándose en la información muestral, se
hallan variables aleatorias A y B tales que P(A a h a B) % 1 . a, donde a es cualquier número
comprendido entre 0 y 1. Si los valores muestrales específicos de A y B son a y b, entonces el
intervalo de a a b se llama intervalo de confianza de h al 100(1. a)%. La cantidad
100(1 . a)% se llama nivel de confianza del intervalo.

Si se extraen repetidamente muestras aleatorias de la población, el verdadero valor del pa-
rámetro h se encontrará en el 100(1 . a)% de los intervalos calculados de esta forma. El inter-
valo de confianza calculado de esta forma se expresa de la manera siguiente: a a h a b a un
nivel de confianza del 100(1. a)%.
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Conviene tener presente que siempre que se extrae una muestra aleatoria, existe la po-
sibilidad de que haya una diferencia entre el valor de un estimador y el verdadero valor del
parámetro. El verdadero valor de un parámetro desconocido podría ser algo mayor o algo
menor que el valor hallado incluso por medio del mejor estimador puntual. No es sorpren-
dente que, en muchos problemas de estimación, una estimación de intervalos de confianza
del parámetro desconocido adopte la forma siguiente: mejor estimación puntual u un fac-
tor de error.

Intervalos basados en la distribución normal

Sea x1, x2, ..., xn una muestra aleatoria de n observaciones extraídas de una población que
sigue una distribución normal de media k desconocida y varianza conocida p2. Suponga-
mos que queremos un intervalo de confianza de la media poblacional al 100(1 . a)%. En
el Capítulo 7 vimos que

Z %
x6 . k

p/∂n

sigue una distribución normal estándar y za/2 es el valor de la distribución normal estándar
tal que la probabilidad de la cola superior es a/2. Utilizamos el álgebra básica para hallar

1 . a % P(.za/2 a Z a za/2)

% PA.za/2 a

x6 . k

p/∂n
a za/2B

% PA.za/2
p

∂n
a x6 . k a za/2

p

∂nB
% PAx6 . za/2

p

∂n
a k a x6 ! za/2

p

∂nB
En el caso de un nivel de confianza del 95 por ciento, se deduce que

PAx6 . 1,96
p

∂n
a k a x6 ! 1,96

p

∂nB% 0,95

La Figura 8.3 muestra que la probabilidad de que una variable aleatoria normal estándar se
encuentre entre los números .1,96 y 1,96 es 0,95.

Figura 8.3.
P(.1,96aza1,96)%
0,95, donde z es una
variable aleatoria
normal estándar.

0 1,96–1,96

0,0250,025 0,95

Z
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Intervalos de confianza de la media de una población que sigue
una distribución normal: varianza poblacional conocida
Consideremos una muestra aleatoria de n observaciones extraídas de una población que sigue
una distribución normal de media k y varianza p2. Si la media muestral es x6 , entonces el inter-
valo de confianza al 100 (1 . a)% de la media poblacional, cuando la varianza es conoci-
da, viene dado por

x6 . za/2
p

∂n
a k a x6 ! za/2

p

∂n
(8.1)

o, lo que es lo mismo,

x6 u ME

donde ME, el margen de error (también llamado error de muestreo), es

ME % za/2
p

∂n
(8.2)

La amplitud, w, es igual al doble del margen de error:

w % 2(ME) (8.3)

El límite superior de confianza, LSC, es

LSC % x6 ! za/2
p

∂n
(8.4)

El límite inferior de confianza, LIC, es

LIC % x6 . za/2
p

∂n
(8.5)

Es necesario interpretar exactamente los intervalos de confianza. Si se extraen repetida
e independientemente muestras aleatorias de n observaciones de la población y se calculan
intervalos de confianza al 100(1 . a)% mediante la ecuación 8.1, entonces, en un elevado
número de pruebas repetidas, el 100(1 . a)% de estos intervalos contendrá el verdadero
valor de la media poblacional.

La Tabla 8.2 muestra los valores de Za/2, llamados a veces factor de fiabilidad, corres-
pondientes a algunos niveles de confianza. En el caso del intervalo de confianza al 90 por
ciento, la ecuación 8.1 se convierte en

x6 . 1,645
p

∂n
a k a x6 ! 1,645

p

∂n

En el caso del intervalo de confianza al 95 por ciento, la ecuación 8.1 se convierte en

x6 . 1,96
p

∂n
a k a x6 ! 1,96

p

∂n
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Tabla 8.2. Algunos niveles de confianza y los valores de Za/2 correspondientes.

Nivel de confianza 90% 95% 98% 99%

a 0,10 0,05 0,02 0,01
za/2 1,645 1,96 2,33 2,58

EJEMPLO 8.3. Tiempo en la tienda de alimentación
(intervalo de confianza)

Supongamos que el tiempo que permanecen los clientes en una tienda local de alimen-
tación sigue una distribución normal. Una muestra aleatoria de 16 clientes tenía un
tiempo medio de 25 minutos. Supongamos que p % 6 minutos. Halle el error típico, el
margen de error y la amplitud del intervalo de confianza de la media poblacional, k, al
95 por ciento.

Solución

El error típico y el margen de error son

p

∂n
%

6

∂16
% 1,5

ME % za/2
p

∂n
% 1,96(1,5) % 2,94

Por lo tanto, la amplitud es igual a 2(2,94) % 5,88 y el intervalo de confianza al 95 por
ciento es 22,06 a k a 27,94.

¿Cómo debe interpretarse ese intervalo de confianza? Basándonos en una muestra
de 16 observaciones, el intervalo de confianza de la media poblacional desconocida al
95 por ciento va de alrededor de 22 minutos a alrededor de 28 minutos. Ahora bien,
esta muestra no es más que una de las muchas que podrían haberse extraído de la pobla-
ción. Si comenzamos de nuevo y tomamos una segunda muestra de 16 compradores, es
casi seguro que la media de la segunda muestra será diferente de la de la primera. Por
lo tanto, si se calcula el intervalo de confianza al 95 por ciento a partir de los resultados
de la segunda muestra, probablemente será diferente del intervalo anterior. Imaginemos
que tomamos un número muy grande de muestras aleatorias independientes de 16 ob-
servaciones de esta población y que a partir de cada resultado muestral calculamos el
intervalo de confianza al 95 por ciento. El nivel de confianza del intervalo implica que
a largo plazo el 95 por ciento de los intervalos obtenidos de esta forma contiene el ver-
dadero valor de la media poblacional. Es en este sentido en el que se dice que hay una
confianza del 95 por ciento en nuestra estimación del intervalo. Sin embargo, no se sabe
si nuestro intervalo es uno de los que pertenecen al 95 por ciento de los buenos o al 5
por ciento de los malos sin conocer k.

La Figura 8.4 muestra la distribución en el muestreo de la media muestral de n obser-
vaciones procedentes de una población que sigue una distribución normal de media k y
desviación típica p. Esta distribución en el muestreo sigue una distribución normal de me-
dia k y desviación típica p/∂n. El intervalo de confianza de la media poblacional se basa-
rá en el valor observado de la media muestral, es decir, en una observación extraída de
nuestra distribución en el muestreo.
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Figura 8.4. Distribución en el muestreo de la media muestral
de n observaciones procedentes de una distribución normal
de media k, varianza p2 y un nivel de confianza del 95 por ciento.

Figura 8.5. Descripción esquemática
de intervalos de confianza al 95 por ciento.

La Figura 8.5 muestra una descripción esquemática de una secuencia de intervalos de
confianza al 95 por ciento, obtenidos de muestras independientes extraídas de la población.
Los centros de estos intervalos, que son simplemente las medias muestrales observadas, a
menudo estarán muy cerca de la media poblacional, k. Sin embargo, algunos pueden dife-
rir mucho de k. Se deduce que el 95 por ciento de un gran número de estos intervalos con-
tendrá la media poblacional.

EJEMPLO 8.4. Azúcar refinado (intervalo de confianza)

Un proceso produce bolsas de azúcar refinado. El peso del contenido de estas bolsas si-
gue una distribución normal que tiene una desviación típica de 12 gramos. El contenido
de una muestra aleatoria de 25 bolsas tiene un peso medio de 198 gramos. Halle el lími-
te superior de confianza y el inferior del intervalo de confianza al 99 por ciento del ver-
dadero peso medio de todas las bolsas de azúcar producidas por el proceso.

Solución

En el caso del intervalo de confianza al 99 por ciento, el factor de fiabilidad es

z0,005 % 2,58

y con una media muestral de 198, n % 25, y una desviación típica de 12, los límites de
confianza son

LSC % x6 ! za/2
p

∂n
% 198 ! 2,58

12

∂25
% 204,2

LIC % x6 . za/2
p

∂n
% 198 . 2,58

12

∂25
% 191,8

Reducción del margen de error
¿Puede reducirse el margen de error (y, por consiguiente, la amplitud) de un intervalo de
confianza? Consideremos los factores que afectan al margen de error: la desviación típica
poblacional, el tamaño de la muestra n y el nivel de confianza.

Manteniendo todos los demás factores constantes, cuanto más puede reducirse la des-
viación típica poblacional, p, menor es el margen de error. Las empresas se esfuerzan en
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reducir la variabilidad en la medición de los productos (Capítulo 18). Cuando es posible,
ése debe ser el primer paso para reducir la amplitud. Sin embargo, a veces no es posible
reducir la desviación típica poblacional.

Otra manera de reducir el margen de error es aumentar el tamaño de la muestra. De esa
forma se reduce la desviación típica de la distribución de la media muestral en el muestreo
y, por lo tanto, el margen de error. Es decir, manteniendo constantes todos los demás fac-
tores, un aumento del tamaño de la muestra n reduce el margen de error. Cuanta más infor-
mación se obtiene de una población, más precisa debe ser la inferencia sobre su media.
Cuando se examine la ecuación del margen de error, obsérvese que la amplitud del interva-
lo es directamente proporcional a 1/∂n. Por ejemplo, si se multiplica por 4 el tamaño de
la muestra, la amplitud del intervalo se reduce a la mitad. Si el tamaño de la muestra fuera
inicialmente de 100, un aumento de su tamaño de 400 provocaría una reducción de la am-
plitud del intervalo inicial de confianza a la mitad (manteniendo todos los demás factores
constantes). El inconveniente del aumento del tamaño de la muestra es el incremento de
los costes.

Por último, manteniendo todos los demás factores constantes, si se reduce el nivel de
confianza (1 . a), el margen de error disminuye. Por ejemplo, un intervalo de confianza al
95 por ciento es menor que un intervalo de confianza al 99 por ciento basado en la misma
observación. Advertencia: la reducción del nivel de confianza reduce la probabilidad de
que el intervalo contenga el valor del verdadero parámetro poblacional. La Figura 8.6
muestra algunos de los efectos del tamaño de la muestra n, la desviación típica poblacional
p y el nivel de confianza (1 . a) en los intervalos de confianza de la media de una pobla-
cióUn que sigue una distribución normal; la media muestral es en todos los casos 19,80.

Figura 8.6.
Efectos del tamaño
de la muestra, la
desviación tı́pica
poblacional y el
nivel de confianza
en los intervalos de
confianza.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
8.9. Halle el factor de fiabilidad, za/2, en cada uno de

los casos siguientes:
a) un nivel de confianza del 96 por ciento
b) un nivel de confianza del 88 por ciento
c) un nivel de confianza del 85 por ciento
d) a % 0,07
e) a/2 % 0,07

8.10. Calcule el margen de error para estimar la media
poblacional, k, en los casos siguientes:
a) un nivel de confianza del 98 por ciento;

n % 64; p2
% 144

b) un nivel de confianza del 99 por ciento;
n % 120; p % 100.

8.11. Calcule la amplitud para estimar la media pobla-
cional, k, en los casos siguientes:
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a) un nivel de confianza del 90 por ciento;
n % 100; p2

% 169
b) un nivel de confianza del 95 por ciento;

n % 120; p % 25

8.12. Calcule el LIC y el LSC de
a) x6 % 50; n % 64; p % 40; a % 0,05
b) x6 % 85; n % 225; p2

% 400; a % 0,01
c) x6 % 510; n % 485; p % 50; a % 0,10

Ejercicios aplicados
8.13. Un director de personal ha observado que históri-

camente las puntuaciones de los tests de aptitud
realizados a los solicitantes de empleo en los ni-
veles de entrada siguen una distribución normal
con una desviación típica de 32,4 puntos. Una
muestra aleatoria de nueve puntuaciones del gru-
po actual de solicitantes tenía una puntuación
media de 187,9 puntos.
a) Halle el intervalo de confianza al 80 por cien-

to de la media poblacional de las puntuacio-
nes del grupo actual de solicitantes.

b) Basándose en estos resultados muestrales, un
estadístico ha hallado para la media poblacio-
nal un intervalo de confianza que va de 165,8
a 210,0 puntos. Halle el nivel de confianza de
este intervalo.

8.14. Se sabe que la desviación típica de los volúme-
nes de las botellas de 710 ml de agua mineral
embotellada por una empresa es de 6 ml. Se ha
tomado una muestra aleatoria de 90 botellas y se
han medido.
a) Halle el factor de fiabilidad de un intervalo

de confianza al 92 por ciento de la media po-
blacional de los volúmenes.

b) Calcule el error típico de la media.
c) Calcule la amplitud de un intervalo de con-

fianza al 92 por ciento de la media poblacio-
nal de los volúmenes.

8.15. La secretaría de admisiones en un programa de
máster en administración de empresas ha obser-

vado que históricamente los solicitantes tienen
una calificación media en los estudios de licen-
ciatura que sigue una distribución normal con
una desviación típica de 0,45. Se ha extraído una
muestra aleatoria de 25 solicitudes cuya califica-
ción media ha resultado ser 2,90.

a) Halle el intervalo de confianza de la media
poblacional al 95 por ciento.

b) Basándose en estos resultados muestrales, un
estadístico calcula para la media poblacional
el intervalo de confianza que va de 2,81 a
2,99. Halle el nivel de confianza correspon-
diente a este intervalo.

8.16. Se sabe que el peso de los ladrillos que produce
una fábrica sigue una distribución normal con
una desviación típica de 0,12 kilos. Una muestra
aleatoria de 16 ladrillos de la producción de hoy
tenía un peso medio de 4,07 kilos.

a) Halle el intervalo de confianza al 99 por cien-
to del peso medio de todos los ladrillos pro-
ducidos hoy.

b) Explique sin realizar los cálculos si el inter-
valo de confianza al 95 de la media poblacio-
nal tendría más amplitud, menos o igual que
la obtenida en el apartado (a).

c) Se decide que mañana se tomará una muestra
de 20 ladrillos. Explique sin realizar los cál-
culos si el intervalo de confianza al 99 por
ciento del peso medio de la producción de
mañana calculado correctamente tendría más
amplitud, menos o igual que la obtenida en el
apartado (a).

d) Suponga que la desviación típica poblacional
de la producción de hoy es de 0,15 kilos
(no 0,12 kilos). Explique sin realizar los cál-
culos si el intervalo de confianza al 99 por
ciento del peso medio de la producción de
hoy calculado correctamente tendría más am-
plitud, menos o igual que la obtenida en el
apartado (a).

8.3. Intervalos de confianza de la media:
varianza poblacional desconocida

En el apartado anterior hemos explicado los intervalos de confianza de la media de una
población normal cuando se conoce la varianza poblacional. A continuación, estudiamos el
caso en el que no se conoce el valor de la varianza poblacional y que tiene considerable
importancia práctica. Por ejemplo:

1. Los ejecutivos de cadenas de establecimientos minoristas pueden querer estimar
las ventas diarias medias de sus tiendas.
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2. Los fabricantes pueden querer estimar la productividad media, en unidades por ho-
ra, de lo trabajadores que utilizan un determinado proceso de producción.

3. Los fabricantes de automóviles y de camiones pueden querer estimar el consumo
medio de combustible, expresado en kilómetros por litro, de un determinado mo-
delo.

En estos tipos de situaciones, es probable que no exista ninguna información histórica
sobre la media poblacional o sobre la varianza poblacional. Para avanzar es necesario in-
troducir una nueva clase de distribuciones de probabilidad que desarrolló William Sealy
Gosset, estadístico irlandés que trabajó en la Guinness Brewery de Dublín a principios de
la década de 1900 (véase la referencia bibliográfica 5).

Distribución t de Student

Gosset trató de desarrollar una distribución de probabilidad, cuando no se conoce la va-
rianza poblacional p2, de una variable aleatoria que sigue una distribución normal. En
aquella época, estaba comenzando a realizarse tests de laboratorio y a aplicarse el método
científico en la industria cervecera. Gosset, cuyos trabajos aparecieron con el pseudónimo
de «Student», influyó mucho en el desarrollo moderno del pensamiento estadístico y de la
variación de los procesos. «Las circunstancias en las que se elabora la cerveza, con sus va-
riables materias primas y su sensibilidad a los cambios de temperatura [...] subrayan la ne-
cesidad de disponer de un método correcto para tratar muestras pequeñas. No fue, pues, la
casualidad, sino las circunstancias de su trabajo, las que llevaron a Student a centrar la
atención en este problema y a descubrir la distribución de la desviación típica muestral»
(véase la referencia bibliográfica 6). Gosset demostró la conexión entre la investigación es-
tadística y los problemas prácticos. La distribución aún se conoce con el nombre de «dis-
tribución t de Student». La distribución t desarrollada por Gosset es el cociente entre dos
distribuciones, la distribución normal estándar y la raíz cuadrada de la distribución ji-cua-
drado dividida por sus grados de libertad, v (véase el apéndice del capítulo).

El apartado 8.2 se basaba en el hecho de que la variable aleatoria, Z, que viene
dada por

Z %
x6 . k

p/∂n

sigue una distribución normal estándar. En el caso en el que la desviación típica poblacio-
nal es desconocida, este resultado no puede utilizarse directamente. En esas circunstancias,
es lógico considerar la variable aleatoria obtenida sustituyendo la p desconocida por la
desviación típica muestral, s, lo que nos da

t %
x6 . k

s/∂n

Esta variable aleatoria no sigue una distribución normal estándar. Sin embargo, su dis-
tribución se conoce y es, de hecho, un miembro de una familia de distribuciones llamadas t
de Student.
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Distribución t de Student

Dada una muestra aleatoria de n observaciones, de media x6 y desviación típica s, extraída de
una población que sigue una distribución normal de media k, la variable aleatoria t sigue la dis-
tribución t de Student con (n . 1) grados de libertad y viene dada por

t %
x6 . k

s/∂n

Un miembro específico de la familia de distribuciones t de Student se caracteriza por el
número de grados de libertad. Utilizaremos el parámetro v para representar los grados de
libertad y tv para representar una variable aleatoria t de Student con v grados de libertad.
La forma de la distribución t de Student es bastante parecida a la de la distribución normal
estándar. Ambas distribuciones tienen una media de 0 y las funciones de densidad de las
dos son simétricas en torno a sus medias. Sin embargo, la función de densidad de la distri-
bución t de Student tiene una dispersión mayor (reflejada en una varianza mayor) que la
distribución normal estándar, como puede verse en la Figura 8.7, que muestra las funciones
de densidad de la distribución normal estándar y de la distribución t de Student con 3 gra-
dos de libertad.

La dispersión mayor de la distribución t de Student se debe a la incertidumbre adicio-
nal provocada por la sustitución de la desviación típica poblacional conocida por su esti-
mador muestral. A medida que aumenta el número de grados de libertad, la distribución t
de Student es cada vez más parecida a la distribución normal estándar. Cuando el número
de grados de libertad es alto, las dos distribuciones son casi idénticas. Es decir, la distribu-
ción t de Student converge hacia N(0, 1), que es bastante parecida a la t si n es grande.
Este resultado es intuitivamente razonable y se deduce del hecho de que cuando la muestra
es grande, la desviación típica muestral es un estimador muy preciso de la desviación típi-
ca poblacional.

Para basar las inferencias sobre una media poblacional en la distribución t de Student,
se necesitan valores críticos análogos a za/2. De la misma forma que za/2 es el valor de la
distribución normal estándar tal que la probabilidad de la cola superior es a/2, tv, a/2 es el
valor de la distribución t de Student para v (grados de libertad) tal que la probabilidad de
la cola superior es a/2, como muestra la Figura 8.8.

0 t, z1 2 3–3 –2 –1

Normal
estándar

t de Student
con 3 grados 

de libertad

Figura 8.7. Funciones de densidad de la distribución
normal estándar y la distribución t de Student

con 3 grados de libertad.

0

1 – a/2

a/2

ty,a/2 t

Figura 8.8. P(tv b tv, a/2) % a/2, donde tv
es una variable aleatoria t de Student

con v grados de libertad.
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Notación
Una variable aleatoria que tiene la distribución t de Student con v grados de libertad se repre-
senta por medio de tv . tv, a/2 es el factor de fiabilidad, que es el número para el que

P(tv b tv, a/2) % a/2

Supongamos que tenemos que hallar un número tal que una variable aleatoria que si-
gue una t de Student con 15 grados de libertad lo supera con una probabilidad de 0,05. Es
decir,

P(t15 b t15, 0,05) % 0,05

Consultando directamente la tabla de la distribución t de Student, tenemos que

t15, 0,05 % 1,753

También pueden utilizarse muchos programas informáticos para hallar estos valores.

Intervalos basados en la distribución t de Student
Nos encontraremos con muchas situaciones en las que no se conoce la varianza poblacio-
nal. Para hallar el intervalo de confianza al 100(1 . a)% para este tipo de problema se si-
gue exactamente el mismo razonamiento que en el apartado 8.2. La terminología es análoga.

Intervalos de confianza de la media de una población normal:
varianza poblacional desconocida
Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n observaciones extraídas de una
distribución normal de media k y varianza desconocida. Si la media y la desviación típica
muestrales son, respectivamente, x6 y s, entonces los grados de libertad v % n . 1 y el interva-
lo de confianza al 100(1 . a)% de la media poblacional, cuando la varianza es desconoci-
da, viene dado por

x6 . tn.1, a/2
s

∂n
a k a x6 ! tn.1, a/2

s

∂n
(8.6)

o, lo que es lo mismo,

x6 u ME

donde ME, el margen de error, es

ME % tn.1, a/2
s

∂n
(8.7)

Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n observaciones extraída de una po-
blación normal de media k y varianza desconocida y que hay que hallar intervalos de con-
fianza de la media poblacional. El gráfico de probabilidad normal es uno de los métodos
para averiguar si los datos no siguen una distribución normal. En este capítulo hemos su-
puesto en todos los casos que los datos siguen una distribución normal. En las aplicaciones
relacionadas con el mundo empresarial y el político y con las investigaciones médicas y de
otros tipos, hay que comprobar primero si los datos siguen o no una distribución normal.
La terminología de los intervalos de confianza de una media poblacional cuando la varian-
za es desconocida es similar a la terminología que se emplea cuando la varianza es conocida.
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EJEMPLO 8.5. Camiones: consumo de gasolina (intervalo de confianza)

Los precios de la gasolina experimentaron una vertiginosa subida en los primeros años
de este siglo. Supongamos que se ha realizado recientemente un estudio con camioneros
que tenían más o menos el mismo número de años de experiencia para comprobar el
comportamiento de 24 camiones de un determinado modelo en la misma autopista. Esti-
me la media poblacional del consumo de combustible de este modelo de camión con
una confianza del 90 por ciento suponiendo que el consumo de combustible, en millas
por galón, de estos 24 camiones es

15,5 21,0 18,5 19,3 19,7 16,9 20,2 14,5
16,5 19,2 18,7 18,2 18,0 17,5 18,5 20,5
18,6 19,1 19,8 18,0 19,8 18,2 20,3 21,8

Trucks
Los datos se encuentran en el fichero de datos TRUCKS.

Solución

En el gráfico de probabilidad normal de la Figura 8.9 no se observa nada que indique la
ausencia de normalidad. Calculando la media y la desviación típica, tenemos que

x6 % 18,68 s % 1,69526 tn.1, a/2 % t23, 0,05 % 1,714

Aplicando la ecuación 8.6, el intervalo de confianza al 90 por ciento es

x6 u tn.1, a/2
s

∂n
% 18,68 u t23, 0,05

1,69526

∂24
% 18,68 u (1,714) # (0,3460)

% 18,68 u 0,5930
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Figura 8.9. Gráfico de probabilidad normal.

El intervalo de confianza es, pues, 18,1 a k a 19,3. Cuando el conjunto de datos es
mayor, se utiliza el computador. La Figura 8.10 es la salida Minitab y la 8.11 es la sali-
da Excel generadas para el ejemplo 8.5.

La interpretación del intervalo de confianza es importante. Si se seleccionan repeti-
damente muestras aleatorias independientes de 24 camiones de la población y se calcu-
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lan intervalos de confianza de cada una de las muestras, en un número muy grande de
pruebas repetidas el 90 por ciento de estos intervalos contendrá el valor del verdadero
consumo medio de combustible de este modelo de camión. Sin embargo, en la práctica
no se extraen repetidamente muestras independientes.

Figura 8.10. Salida para el fichero de datos Trucks del ejemplo 8.5 (salida Minitab).

71976,81 Media

Error típico       0,346043

56,81 edianaM

5,81 odaM

Desviación típica                           1,695257

Varianza muestral 2,873895

897426,0 Curtosis

20906,0– esgoS

3,7 ognaR

5,41 ínimoM

8,12 áximoM

3,844 mauS

42 Número de casos

Nivel de confianza (90,0%) 0,593073

Figura 8.11. Salida para el fichero de datos Trucks del ejemplo 8.5 (salida Excel).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
8.17. Halle el factor de fiabilidad, tv, a/2, para estimar la

media poblacional, k, en los casos siguientes:
a) n % 20; nivel de confianza del 90%
b) n % 7; nivel de confianza del 98%
c) n % 16; nivel de confianza del 95%
d) n % 23; nivel de confianza del 99%

8.18. Halle el margen de error en los casos siguientes:
a) n % 20; nivel de confianza del 90%; s % 36
b) n % 7; nivel de confianza del 98%; s% 16
c) n % 16; nivel de confianza del 95%; s2

% 43
d) nivel de confianza del 99%; x1 % 15;

x2 % 17; x3 % 13; x4 % 11

8.19. El tiempo (en minutos) que tarda una muestra
aleatoria de cinco personas en desplazarse al tra-
bajo es

30 42 35 40 45

a) Calcule el error típico.

b) Halle tv, a/2 correspondiente a el intervalo de
confianza de la verdadera media poblacional
al 95 por ciento.

c) Calcule la amplitud de un intervalo de con-
fianza al 95 por ciento de la media poblacio-
nal del tiempo que se tarda en desplazarse al
trabajo.

8.20. Halle el LIC y el LSC en los casos siguientes:
a) a % 0,05; n % 25; x6 % 560; s% 45
b) a/2 % 0,05; n % 9; x6 % 160; s2

% 36
c) 1 . a % 0,98; n % 22; x6 % 58; s % 15

8.21. Calcule el margen de error para estimar la media
poblacional, k, en los casos siguientes:
a) un nivel de confianza del 98%; n % 64;

s2 % 144
b) un nivel de confianza del 99%; n % 120;

s2
% 100

c) un nivel de confianza del 95%; n % 200;
s2

% 40
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8.22. Calcule la amplitud en los casos siguientes:

a) n % 6; s % 40; a % 0,05
b) n % 22; s2 % 400; a % 0,01
c) n % 25; s % 50; a % 0,10

Ejercicios aplicados

8.23. Al Fiedler, director de planta de LDS Va-
cuum Products de Altamonte Springs (Florida),
aplica la teoría estadística en su centro de traba-
jo. LDS, importante proveedor de los fabricantes
de automóviles, quiere estar seguro de que la ta-
sa de incidencia de fugas (en centímetros cúbicos
por segundo) de los enfriadores del aceite de la
transmisión (TOC) satisface los límites de espe-
cificación establecidos. Se comprueba una mues-
tra aleatoria de 50 TOC y se anotan las tasas de
incidencia de fugas en el fichero llamado TOC
(véase la referencia bibliográfica 3).
a) Estime con una confianza del 95 por ciento la

tasa media de fugas de este producto.
b) Estime con una confianza del 98 por ciento la

tasa media de fugas de este producto.

8.24. Está estudiándose una empaquetadora de ca-
jas de cereales azucarados de 18 onzas (510 gra-
mos). El peso de una muestra aleatoria de 100
cajas de cereales empaquetadas por esta máquina
se encuentra en el fichero de datos Sugar.
a) Halle el intervalo de confianza al 90 por cien-

to de la media poblacional del peso de los ce-
reales.

b) Indique sin hacer los cálculos si el intervalo
de confianza al 80 por ciento de la media po-
blacional sería mayor, menor o igual que la
respuesta del apartado (a).

8.25. Una tienda de ropa tiene interés en saber cuánto
gastan los estudiantes universitarios en ropa du-
rante el primer mes del año escolar. El gasto me-
dio de una muestra aleatoria de nueve estudiantes
es de 157,82 $ y la desviación típica muestral es
de 38,89 $. Suponiendo que la población sigue
una distribución normal, halle el margen de error
del intervalo de confianza al 95 por ciento de la
media poblacional.

8.26. Preocupa la velocidad a la que se conduce en un
determinado tramo de una autopista. El radar in-
dica la siguiente velocidad de una muestra alea-
toria de siete automóviles en kilómetros por hora:

79 73 68 77 86 71 69

Suponiendo que la población sigue una distribu-
ción normal, halle el margen de error del interva-
lo de confianza al 95 por ciento de la velocidad
media de todos los automóviles que circulan por
este tramo de la autopista.

8.27. Una clínica ofrece un programa de adelgaza-
miento. Según sus historiales, una muestra alea-
toria de 10 pacientes había experimentado las si-
guientes pérdidas de peso en kilos al término del
programa:

18 25 6 11 15 20 16 19 12 17

a) Halle el intervalo de confianza de la media
poblacional al 99 por ciento.

b) Explique sin realizar los cálculos si el inter-
valo de confianza de la media poblacional al
90 por ciento sería mayor, menor o igual que
el obtenido en el apartado (a).

8.28. El director de la oficina de colocación de una es-
cuela de administración de empresas quiere esti-
mar los sueldos anuales medios que perciben los
licenciados cinco años después. Una muestra
aleatoria de 25 licenciados tenía una media
muestral de 42.740 $ y una desviación típica
muestral de 4.780 $. Halle el intervalo de con-
fianza de la media poblacional al 90 por ciento,
suponiendo que la población sigue una distribu-
ción normal.

8.29. Una empresa de alquiler de automóviles tiene
interés en saber cuánto tiempo permanecen sus
vehículos en el taller de reparaciones. Formule
todos los supuestos y halle el intervalo de con-
fianza al 90 por ciento del número anual medio
de días que todos los vehículos de la flota de la
empresa permanecen en el taller de reparaciones
si una muestra aleatoria de nueve automóviles
mostró el siguiente número de días que había per-
manecido cada uno en el taller de reparaciones:

16 10 21 22 8 17 19 14 19

8.4. Intervalos de confianza de proporciones de la población
(grandes muestras)

¿Qué porcentaje de rumanos son partidarios de la entrada de su país en la Unión Europea?
¿Piensan las autoridades académicas que las notas de selectividad son un buen indicador
del éxito académico en la universidad? ¿A qué proporción de los estudiantes de una uni-
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versidad le gustaría que hubiera clase los sábados? En cada uno de estos casos, interesa la
proporción de miembros de la población que posee una característica específica. Si se to-
ma una muestra aleatoria de la población, la proporción muestral constituye un estimador
puntual natural de la proporción de la población. En este apartado, se desarrollan intervalos
de confianza para la proporción de la población.

Utilizando el modelo binomial, sea p4 la proporción de «éxitos» en n pruebas indepen-
dientes, cada una de las cuales tiene una probabilidad de éxito P. Ya hemos visto en este
libro que, si el número n de miembros de la muestra es grande, la distribución de la varia-
ble aleatoria

Z %
p4 . P

J
P(1 . P)

n

es aproximadamente una distribución normal estándar. Si el tamaño de la muestra es lo su-
ficientemente grande para que (n)(P)(1 . P) b 9, se obtiene una buena aproximación si se
sustituye P por el estimador puntual p4 en el denominador; es decir,

J
P(1 . P)

n
]J

p4 (1 . p4 )

n

Por lo tanto, cuando el tamaño de la muestra es grande, la distribución de la variable alea-
toria

Z %
p4 . P

∂p4 (1 . p4 )/n

es aproximadamente una distribución normal estándar. Ahora puede utilizarse este resulta-
do para obtener intervalos de confianza de la proporción de la población. Se obtienen de
manera parecida a los ejemplos anteriores.

1 . a % P(.za/2 a Z a za/2)

% PA.za/2 a

p4 . P

J
p4 (1 . p4 )

n

a za/2B
% PA.za/2 J

p4 (1 . p4 )

n
a p4 . P a za/2 J

p4 (1 . p4 )

n B
% PAp4 . za/2 J

p4 (1 . p4 )

n
a P a p4 ! za/2 J

p4 (1 . p4 )

n B
Por lo tanto, si la proporción muestral observada es p4 , se obtiene un intervalo de confianza
aproximado de la proporción de la población al 100(1 . a)% por medio de la ecuación 8.8
siguiente.
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Intervalos de confianza de la proporción de la población
(grandes muestras)
Sea p4 la proporción observada de «éxitos» en una muestra aleatoria de n observaciones pro-
cedentes de una población que tiene una proporción de éxitos P. En ese caso, si n es lo sufi-
cientemente grande para que (n)(P)(1 . P) b 9, el intervalo de confianza al 100(1. a)% de
la proporción de la población viene dado por:

p4 . za/2 J
p4 (1 . p4 )

n
a P a p4 ! za/2 J

p4 (1 . p4 )

n
(8.8)

o, lo que es lo mismo,

p4 u ME

donde ME, el margen de error, es

ME % za/2 J
p4 (1 . p4 )

n
(8.9)

Las investigaciones recientes sugieren que existen otros intervalos alternativos al inter-
valo de confianza de la ecuación 8.8. Esos intervalos ajustados son útiles tanto con mues-
tras grandes como con muestras pequeñas (véanse las referencias bibliográficas 1 y 2). Se
recomiendan estas lecturas para estudios más avanzados.

Los intervalos de confianza de la proporción de la población están centrados en la pro-
porción muestral. Puede observarse también que, manteniéndose todo lo demás constante,
cuanto mayor es el tamaño de la muestra, n, menor es la amplitud del intervalo de confian-
za, debido a que la información sobre la proporción poblacional obtenida es más precisa a
medida que es mayor el tamaño de la muestra.

EJEMPLO 8.6. Plan de pluses modificado (intervalo de confianza)

La dirección quiere una estimación de la proporción de los empleados de la empresa
que es partidaria de un plan de pluses modificado. Se ha observado que en una muestra
aleatoria de 344 empleados, 261 están a favor de este plan. Halle una estimación del
intervalo de confianza al 90 por ciento de la verdadera proporción de la población que
es partidaria de este plan modificado.

Solución

Si P representa la verdadera proporción de la población y p4 la proporción muestral, los
intervalos de confianza de la proporción de la población se obtienen por medio de la
ecuación 8.8:

p4 . za/2 J
p4 (1 . p4 )

n
a P a p4 ! za/2 J

p4 (1 . p4 )

n

donde, en el caso de un intervalo de confianza al 90 por ciento, a % 0,10, por lo que a
partir de la distribución normal estándar,

a/2 % 0,05 y za/2 % z0,05 % 1,645
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Se deduce que
n % 344 p4 % 261/344% 0,759

y
za/2 % 1,645

Por lo tanto, el intervalo de confianza de la proporción de la población al 90 por ciento
es

0,759 . 1,645 J
(0,759)(0,241)

344
a P a 0,759 ! 1,645 J

(0,759)(0,241)

344

o sea, 0,721 a P a 0,797. En rigor, ¿qué implican estos números? Podríamos decir que
a largo plazo alrededor del 76 por ciento (con un margen de error del 4 por ciento al
nivel de confianza del 90 por ciento) de la población de todos los empleados de esta
empresa es partidario del plan modificado.

En las Figuras 8.12 y 8.13 comparamos los intervalos de confianza al 90 y el 99 por
ciento, respectivamente.

Confidence Interval for Proportion

Sample      X      N  Sample p 90.0% CI   Z-Value  P-Value

1         261    344  0.758721(0.720776,0.796665)     9.60    0.000

Figura 8.12. Plan de pluses modificado del ejemplo 8.6: 90 por ciento (salida Minitab).

Sample      X      N  Sample p 99% CI   Z-Value  P-Value

1         261    344  0.758721 (0.699300, 0.818142)     9.60    0.000

Confidence Interval for Proportion

Figura 8.13. Plan de pluses modificado del ejemplo 8.6: 90 por ciento (salida Minitab).

Vemos que, aumentando el nivel de confianza del 90 al 99 por ciento, también aumen-
ta el margen de error (y la amplitud). El intervalo de confianza al 90 por ciento va aproxi-
madamente de 72,1 a 79,7 por ciento, lo que da un margen de error del 3,8 por ciento,
mientras que el intervalo de confianza al 99 por ciento va aproximadamente de 69,9 a 81,8
por ciento, lo que da un margen de error del 5,95 por ciento. Cuando más amplios son los
intervalos, dada a, mayor es la imprecisión con que conocemos la proporción poblacional.
Se pueden obtener intervalos de confianza más reducidos tomando muestras mayores.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

8.30. Halle el error típico de la proporción en los casos
siguientes:
a) n % 250; p4 % 0,3
b) n % 175; p4 % 0,45
c) n % 400; p4 % 0,05

8.31. Halle el margen de error en los casos siguientes:
a) n % 250; p4 % 0,3; a % 0,05

b) n % 175; p4 % 0,45; a % 0,08
c) n % 400; p4 % 0,05; a % 0,04

8.32. Halle el intervalo de confianza para estimar la
proporción de la población en los casos siguientes:
a) un nivel de confianza del 92,5 por ciento;

n % 650; p4 % 0,10
b) un nivel de confianza del 99 por ciento;

n % 140; p4 % 0,01
c) a % 0,09; n % 365; p4 % 0,50
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Ejercicios aplicados

8.33. Suponga que se preguntó a una muestra aleatoria
de 142 responsables de las admisiones en progra-
mas de postgrado qué papel desempeñan las ca-
lificaciones obtenidas en exámenes normalizados
en la consideración de un candidato. En esta
muestra, 87 miembros respondieron «un papel
muy importante». Halle el intervalo de confianza
al 95 por ciento de la proporción poblacional de
responsables que tienen esta opinión.

8.34. En una muestra aleatoria de 95 empresas manu-
factureras, 67 han indicado que su empresa ha ob-
tenido la certificación ISO en los dos últimos años.
Halle el intervalo de confianza al 99 por ciento de
la proporción poblacional de empresas que han re-
cibido la certificación en los dos últimos años.

8.35. En un estudio reciente de una biblioteca uni-
versitaria, se preguntó a los estudiantes si pensa-
ban que la biblioteca tenía una colección suficien-
te de libros. Los resultados de la encuesta se en-
cuentran en el fichero de datos llamado Library.

a) Halle una estimación puntual insesgada de la
proporción de estudiantes que piensa que la
colección es suficiente (las respuestas se han
codificado de tal forma que 1 significa «sí» y
2, «no»).

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por cien-
to de la proporción de estudiantes que pien-
san que la colección de libros de la biblioteca
es suficiente.

8.36. La escuela de administración de empresas de la
Universidad de Michigan publica cuatro veces al
año el índice estadounidense de satisfacción de
los clientes (ACSI) (véase la referencia biblio-
gráfica 1). Desde 1994 y basándose en miles de
encuestas a clientes, se recogen índices de satis-
facción de los clientes basados en una escala de
0 a 100 en comercios minoristas, supermercados,
servicios financieros, servicios de mensajería,
compañías aéreas, etc. «Comercios con escasez
de personal, dependientes desinformados, líneas
telefónicas automatizadas que van remitiendo
unas a otras» son algunas de las razones por las
que la puntuación de la mayoría de las empresas
bajó entre 1995 y 2000 (véase la referencia bi-
bliográfica 8). Preocupado por este informe, el
director de una tienda local de una cadena mino-
rista nacional encuestó a una muestra aleatoria
de 320 clientes. La encuesta indicó que 80 clien-
tes pensaban que el servicio de atención al clien-
te también estaba empeorando en esta tienda.
¿Qué conclusiones pueden extraerse de estos da-
tos? Indique el nivel de confianza.

8.37. En una muestra aleatoria de 400 posibles votan-
tes de una ciudad, 320 indicaron que en las si-
guientes elecciones votarían a favor de una polí-
tica propuesta.

a) Calcule el LIC de una estimación del interva-
lo de confianza al 98 por ciento de la propor-
ción de la población que está a favor de esta
política.

b) Calcule la amplitud de la estimación del in-
tervalo de confianza al 90 por ciento de la
proporción de la población que está a favor
de esta política.

8.38. En una muestra aleatoria de 198 estudiantes de
marketing, 98 consideraron que no era ético in-
flar las calificaciones. Basándose en esta infor-
mación (véase la referencia bibliográfica 2), un
estadístico calculó el intervalo de confianza de la
proporción poblacional que iba de 0,445 a 0,545.
¿Cuál es el nivel de confianza de este intervalo?

8.39. En un año de elecciones presidenciales, los can-
didatos quieren saber qué votarán los votantes de
diferentes partes del país. Suponga que se pre-
gunta a 420 posibles votantes del noreste si vota-
rían a un determinado candidato si las elecciones
fueran hoy. En esta muestra, 223 indicaron que
votarían a favor de este candidato. ¿Cuál es el
margen de error? Halle la estimación del interva-
lo de confianza al 95 por ciento del apoyo con
que cuenta este candidato en el noreste.

8.39. Suponga que las autoridades sanitarias creen que
este año la epidemia de gripe será menor que du-
rante el mismo periodo del año pasado. Se ha
preguntado a los residentes de una zona metropo-
litana si esta noticia los disuadiría de vacunarse
contra la gripe. Si sólo 40 personas de una mues-
tra aleatoria de 246 declararan que ahora no se
vacunarían, estime con una confianza del 98 por
ciento la proporción de todos los residentes de la
zona metropolitana que ahora consideran innece-
sario vacunarse contra la gripe.

8.41. Es importante que las compañías aéreas respeten
las horas programadas de salida de los vuelos.
Suponga que una compañía ha examinado recien-
temente las horas de salida de una muestra aleato-
ria de 246 vuelos y ha observado que 10 vuelos se
retrasaron debido al mal tiempo, 4 por razones
de mantenimiento y el resto salió a su hora.

a) Estime el porcentaje de vuelos que salieron a
su hora utilizando un nivel de confianza del
98 por ciento.

b) Estime el porcentaje de vuelos que se retrasa-
ron debido al mal tiempo utilizando un nivel
de confianza del 98 por ciento.
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RESUMEN

En este capítulo hemos hecho hincapié en los estima-
dores y en los intervalos de confianza. Hemos anali-
zado tres propiedades de los estimadores, a saber, la
ausencia de sesgo, la consistencia y la eficiencia. Tan-
to la media muestral como la varianza muestral son
estimadores insesgados, consistentes y eficientes de la
media poblacional y de la varianza poblacional, res-
pectivamente. Hemos desarrollado estimaciones de
intervalos de confianza de parámetros como (1) la
media poblacional de una población que sigue una

distribución normal cuando la varianza poblacional se
conoce o no se conoce y (2) la proporción poblacional
con grandes muestras. Generalmente, sumando y res-
tando el error de muestreo del estimador puntual se
obtienen intervalos de confianza. Sin embargo, en el
Capítulo 9 veremos que no ocurre así en el caso de la
varianza poblacional. En este capítulo hemos utilizado
dos tablas, la tabla de la Z normal estándar y la tabla
de la t de Student para desarrollar los intervalos de
confianza.

TÉRMINOS CLAVE

eficiencia relativa, 299
error de muestreo, 305
estimación, 296
estimación puntual, 296
estimador, 296
estimador consistente, 298
estimador eficiente, 298
estimador insesgado, 297
estimador insesgado

de varianza mínima, 299
estimador más eficiente, 299

estimador puntual, 296
factor de fiabilidad, 305
intervalo de confianza, 303

estimación, 303
estimador, 303
de la media, cuando la varianza

es conocida, 305
de la media, cuando la varianza,

es desconocida, 312
de la proporción, 317

límite inferior de confianza, 305
límite superior de confianza, 305
amplitud, 305
margen de error, 305
nivel de confianza, 303
sesgo, 298
t de Student, 310

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

8.42. Existen varios medicamentos para tratar la diabe-
tes. Un experto en ventas de una importante
compañía farmacéutica necesita una estimación
del número de nuevas prescripciones de su nuevo
medicamento contra la diabetes que se hicieron
durante un determinado mes. El número de nue-
vas prescripciones en una muestra de 10 distritos
de ventas es

210 240 190 275 290
265 312 284 261 243

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por cien-
to del número medio de prescripciones de este
nuevo medicamento en todos los distritos de
ventas. Indique los supuestos.

b) Calcule la amplitud de los intervalos de con-
fianza al 95 y el 98 por ciento.

8.43. Suponga que Braulio Mateo, directivo de la
Compañía Lechera Occidental, quiere estimar el
número medio de litros de leche que se venden
en un día representativo. Braulio comprobó los
datos de ventas de una muestra aleatoria de 16

días y observó que el número medio de litros
vendidos es de 150 litros al día; la desviación tí-
pica muestral es de 12 litros. Estime con una
confianza del 95 por ciento el número de litros
que debería tener diariamente en existencias.

8.44. Todo el mundo sabe que el ejercicio físico es im-
portante. Recientemente, se ha encuestado y se
ha preguntado a los residentes de una comunidad
cuántos minutos dedican diariamente a hacer al-
gún tipo de ejercicio riguroso. En una muestra
aleatoria de 50 residentes, el tiempo medio dedi-
cado diariamente a hacer algún tipo de ejercicio
riguroso era de media hora. Se observó que la
desviación típica era de 4,2 minutos. Halle una
estimación del intervalo al 90 por ciento del
tiempo que dedican diariamente estos residentes
a hacer algún tipo de ejercicio riguroso.

8.45. Los datos siguientes representan el número de
pasajeros por vuelo de una muestra aleatoria de
50 vuelos entre Amsterdam y Viena en una com-
pañía aérea:
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163 165 094 137 123 095 170 096 117 129

152 138 147 119 166 125 148 180 152 149

167 120 129 159 150 119 113 147 169 151

116 150 110 110 143 090 134 145 156 165

174 133 128 100 086 148 139 150 145 100

Estime el número medio de pasajeros por vuelo,
así como el intervalo de confianza al 95 por
ciento.

8.46. El supervisor de una planta embotelladora de
botellas de plástico extrajo una muestra aleatoria
para averiguar si estaba presente alguno de los
defectos siguientes: abolladuras, falta de etique-
tado, etiquetado incorrecto y color erróneo. Los
tipos de defectos se encuentran en el fichero de
datos Defects.

a) Estime la proporción de defectos que se de-
ben a un etiquetado incorrecto. Utilice un
riesgo del 5 por ciento.

b) Estime el porcentaje de defectos que se deben
a la falta de etiquetado. Utilice un intervalo
de confianza al 90 por ciento.

8.47. Se han comprobado ocho lotes de un producto
químico seleccionados aleatoriamente para averi-
guar la concentración de impurezas. Los niveles
porcentuales de impurezas encontrados en esta
muestra son

3,2 4,3 2,1 2,8 3,2 3,6 4,0 3,8

a) Halle las estimaciones más eficientes de la
media y la varianza poblacionales.

b) Estime la proporción de lotes que tienen unos
niveles de impurezas de más del 3,75 por
ciento.

8.48. Un ayudante de estudios de mercado de un hos-
pital veterinario encuestó a una muestra aleatoria
de 457 propietarios de animales domésticos. Les
pidió que indicaran el número de veces que van
al veterinario al año. La media muestral de las
respuestas fue de 3,59 y la desviación típica
muestral fue de 1,045. Basándose en estos resul-
tados, se calculó el intervalo de confianza de la
media poblacional de 3,49 a 3,69. Halle la proba-
bilidad que corresponde a este intervalo.

8.49. Se ha preguntado a una muestra aleatoria de 174
estudiantes universitarios por el número de horas
semanales que navegan por Internet en busca de
información personal o de material para realizar
los trabajos de curso. La media muestral de las
respuestas es de 6,06 horas y la desviación típica
muestral es de 1,43 horas. Basándose en estos re-
sultados, se ha calculado el intervalo de confian-

za de la media poblacional que va de 5,96 a 6,16.
Halle el nivel de confianza de este intervalo.

8.50. Una muestra de 33 estudiantes de contabili-
dad anotó el número de horas que dedicaban a
estudiar un examen final. Los datos se encuen-
tran en el fichero de datos Study.

a) Ponga un ejemplo de estimador insesgado,
consistente y eficiente de la media poblacio-
nal.

b) Halle el error de muestreo correspondiente a
una estimación del número medio de horas
dedicadas a estudiar este examen con un in-
tervalo de confianza al 95 por ciento.

8.51. El doctor Miguel Savedra quiere estimar la dura-
ción media de una estancia hospitalaria (el nú-
mero de días) de los pacientes que padecen una
determinada enfermedad contagiosa. En una
muestra aleatoria de 25 historiales de pacientes
observa que el número medio de días que perma-
necen esos pacientes en el hospital es de 6 días
con una desviación típica de 1,8 días.

a) Halle el factor de fiabilidad de una estima-
ción de la media poblacional de la duración
de la estancia con un intervalo de confianza
al 95 por ciento.

b) Halle el LIC de una estimación de la media
poblacional de la duración de la estancia con
un intervalo de confianza al 99 por ciento.

8.52. Suponga que se les preguntó a los aficionados a
la carrera Daytona 500 de NASCAR de esta se-
mana si era la primera vez que asistían a la ca-
rrera. En una muestra aleatoria de 250 aficiona-
dos, 100 respondieron afirmativamente.

a) Halle el error típico para estimar la propor-
ción de la población que asistía por primera
vez.

b) Halle el error de muestreo para estimar la
proporción de la población que asistía por
primera vez.

c) Estime la proporción de aficionados que ya
habían asistido antes con un nivel de confian-
za del 92 por ciento.

8.53. Los datos siguientes representan el número de
pasajeros por vuelo en una muestra aleatoria de
20 vuelos de Viena a Cluj-Napoca (Rumanía)
con una nueva compañía aérea:

63 65 94 37 83 95 70 96 47 29
52 38 47 79 66 25 48 80 52 49

a) ¿Cuál es el factor de fiabilidad de la estima-
ción del número medio de pasajeros por vue-

Capítulo 8. Estimación: una población 321



lo con un intervalo de confianza al 90 por
ciento?

b) Halle el LIC de la estimación del número me-
dio de pasajeros por vuelo con un intervalo
de confianza al 99 por ciento.

8.54. Un grupo de estudiantes de administración de
empresas realizó una encuesta en su campus uni-
versitario para averiguar la demanda estudiantil
de un producto, un suplemento proteínico para
los batidos de frutas (Smoothies en inglés). Uno
de los primeros pasos fue extraer una muestra
aleatoria de 113 estudiantes y obtener datos que
pudieran ser útiles para elaborar su estrategia de
marketing. Las respuestas a esta encuesta se en-
cuentran en el fichero de datos Smoothies.
a) Halle una estimación de la proporción pobla-

cional de estudiantes a los que les gustarían
suplementos como proteínas, creatina o suple-
mentos energéticos con un intervalo de con-
fianza al 95 por ciento.

b) Estime la proporción poblacional de estudian-
tes que consideran que se preocupan por su
salud con un nivel de confianza del 98 por
ciento.

c) De los 113 encuestados, 77 indicaron que
consumen batidos por la tarde. Halle con una
confianza del 90 por ciento una estimación de
la proporción poblacional que consume bati-
dos por la tarde.

8.55. Se ha extraído una muestra aleatoria de 100
estudiantes de una pequeña universidad a los que
se les ha realizado una serie de preguntas como
su situación como su nacionalidad, la especiali-
dad cursada, el sexo, la edad, el curso en el que
están y su nota media hasta ese momento. Se les
han formulado otras preguntas sobre el nivel de
satisfacción con el aparcamiento del campus, las
residencias del campus y los comedores del cam-
pus. Por último, se les ha preguntado si, cuando
se gradúen, tienen intención de seguir estudios
de postgrado en un plazo de cinco años. Estos
datos se encuentran en el fichero de datos Fins-
tad and Lie Study.
a) Estime la nota media de la población con un

nivel de confianza del 95 por ciento.
b) Estime la proporción poblacional de estudian-

tes que estaban muy insatisfechos (código de
respuesta 1) o moderadamente insatisfechos
(código de respuesta 2) con los servicios de
aparcamiento del campus. Utilice un nivel de
confianza del 90 por ciento.

c) Estime la proporción poblacional de estudian-
tes que estaban al menos moderadamente sa-

tisfechos (códigos de respuesta 4 y 5) con el
servicio de comedores del campus.

8.56. En el Capítulo 1 propusimos varias preguntas
que podían ser de interés para el director de Flo-
rin’s Flower Mart. Utilice los datos del fichero
de datos Florin para responder a cada una de las
siguientes preguntas propuestas en el Capítulo 1.

a) Estime la edad media de los clientes de la
tienda.

b) Estime la proporción poblacional de clientes
que están insatisfechos con el sistema de re-
parto de la tienda.

c) Estime la media poblacional de las cantidades
cargadas a una tarjeta de crédito Visa.

8.57. ¿Cuál es el método más frecuente para renovar el
permiso de circulación de los vehículos? Exami-
nando una muestra aleatoria de 500 renovaciones
en una provincia, la consejería de hacienda ob-
servó que 200 se realizaron por correo, 160 se
pagaron en persona y el resto se pagó por Inter-
net. Esta operación no podía realizarse por telé-
fono.

a) Estime la proporción poblacional que paga la
renovación en persona en las oficinas de la
consejería de hacienda. Utilice un nivel de
confianza del 90 por ciento.

b) Estime la proporción poblacional de renova-
ciones por Internet. Utilice un nivel de con-
fianza del 95 por ciento.

8.58. Considere los datos del ejercicio 8.57. Suponga
que calculáramos para la proporción poblacional
que paga la renovación por correo un intervalo
de confianza que fuera de 0,34 a 0,46. ¿Cuál es
el nivel de confianza de este intervalo?

8.59. Considere los datos del ejercicio 8.57. Se ha di-
cho en un periódico local que menos de un tercio
(entre el 23,7 y el 32,3 por ciento) de la pobla-
ción prefiere pagar por Internet. ¿Cuál es el nivel
de confianza de ese intervalo?

8.60. La consejería de hacienda también quiere infor-
mación sobre las tarjetas de aparcamiento de mi-
nusválidos. Suponga que en una muestra de 350
transacciones relacionadas con estas tarjetas se
observó que 250 se pagaron electrónicamente.

a) ¿Cuál es el margen de error de una estima-
ción de la proporción poblacional de tarjetas
pagadas electrónicamente considerando un
intervalo de confianza al 99 por ciento?

b) Indique sin realizar los cálculos si es el mar-
gen de error de una estimación similar a la
anterior pero con un nivel de confianza del
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95 por ciento es mayor, menor o igual que el
obtenido en el apartado (a) en el que el nivel
de confianza era del 99 por ciento.

8.61. ¿Cuál es la edad representativa de una persona
que renueva su carné de conducir por Internet?

En una muestra aleatoria de 460 renovaciones
del carné de conducir, la edad media era de 42,6
y la desviación típica era de 5,4. Calcule la esti-
mación de la edad media de los conductores que
renuevan el carné de conducir por Internet con
un intervalo de confianza al 98 por ciento.

Apéndice

Distribución t de Student
Gosset trató de desarrollar una distribución de probabilidad de las variables aleatorias que
siguen una distribución normal que no incluyera la varianza poblacional p2. Para ello, to-
mó el cociente entre Z, una variable aleatoria normal estándar, y la raíz cuadrada de s2 di-
vidida por sus grados de libertad, v. Utilizando la notación matemática,

t %
Z

∂s2/v

t %
(x . k)/p

∂s2(n . 1)/p2(n . 1)
%

(x . k)

s

El estadístico t resultante tiene n . 1 grados de libertad. Obsérvese que la distribución de
probabilidad de la t se basa en variables aleatorias que siguen una distribución normal. En
las aplicaciones, se utiliza la normal Z cuando se dispone de la varianza poblacional p2 y
se utiliza la t de Student cuando sólo se dispone de la varianza muestral s2. Las investiga-
ciones estadísticas que utilizan muestras aleatorias generadas por computador han demos-
trado que puede utilizarse la t para estudiar la distribución de medias muestrales aunque la
distribución de las variables aleatorias no sea normal.
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Esquema del capítulo

9.1. Intervalos de confianza de la diferencia entre las medias de dos poblaciones normales
Muestras dependientes
Muestras independientes, varianzas poblacionales conocidas

9.2. Intervalos de confianza de la diferencia entre las medias de dos poblacionales
normales cuando las varianzas poblacionales son desconocidas
Muestras independientes, varianzas poblacionales que se supone que son iguales
Muestras independientes, varianzas poblacionales que no se supone que sean
iguales

9.3. Intervalos de confianza de la diferencia entre dos proporciones poblacionales
(grandes muestras)

9.4. Intervalos de confianza de la varianza de una distribución normal
9.5. Elección del tamaño de la muestra

Media de una población que sigue una distribución normal, varianza poblacional
conocida
Proporción poblacional

Introducción
En este capítulo analizamos algunos otros temas relacionados con la estimación. En el Capí-
tulo 8 presentamos métodos basados en intervalos de confianza para estimar algunos pará-
metros de una población. En éste examinamos métodos basados en intervalos de confianza
para estimar algunos parámetros de dos poblaciones. Un importante problema en la inferen-
cia estadística es la comparación de dos medias de poblaciones que siguen una distribución
normal o la comparación de dos proporciones de grandes poblaciones. Por ejemplo:

1. Los ejecutivos de las cadenas minoristas pueden querer estimar la diferencia entre
las ventas diarias medias de dos de sus establecimientos.

2. Los fabricantes pueden querer comparar la productividad media, en unidades por ho-
ra, de los trabajadores del turno de día y del turno de noche de una planta.

3. El director de campaña de un candidato presidencial puede querer comparar el índice
de popularidad de este candidato en dos regiones del país.

4. En el North American Fareston versus Tamoxifen Adjuvant Trial for Breast Cancer
(véase la referencia bibliográfica 5) están comparándose las tasas de recurrencia de
los carcinomas de las supervivientes al cáncer de mama que toman un nuevo medi-
camento, el Fareston, con las tasas de recurrencia de las supervivientes que toman
el Tamoxifen.

5. Una compañía química recibe envíos de dos proveedores. Se seleccionan muestras
aleatorias independientes de lotes procedentes de los dos proveedores y se compa-
ran los niveles de impurezas de los dos lotes.

En este capítulo, también presentamos métodos para estimar la varianza de una población y
hacemos una introducción a la elección del tamaño de la muestra, que analizamos más ex-
tensamente en el Capítulo 20.



9.1. Intervalos de confianza de la diferencia entre las medias
de dos poblaciones normales

Para comparar medias de dos poblaciones, se extraen muestras aleatorias de las dos pobla-
ciones. El método que empleamos para seleccionar las muestras determina el método que
debemos utilizar para analizar inferencias basadas en los resultados muestrales. En este
apartado presentamos dos sistemas de muestreo, uno para las muestras dependientes y otro
para las muestras independientes cuando las varianzas poblacionales son conocidas. En el
apartado 9.2 centramos la atención en los sistemas de muestreo para muestras independien-
tes cuando no podemos suponer que las varianzas poblacionales son iguales.

Muestras dependientes
Consideramos que las muestras son dependientes si en los valores de una de las muestras
influyen los de la otra. En este sistema, los miembros de la muestra se eligen por pares,
uno de cada población, por lo que este método se conoce a menudo con el nombre de da-
tos pareados.

La idea es que, aparte del factor estudiado, los miembros de estos pares deben parecer-
se lo más posible para poder hacer directamente la comparación que interesa. Supongamos
que se quiere medir la eficacia de un curso de lectura rápida. Uno de los enfoques posibles
sería anotar el número de palabras por minuto que lee una muestra de estudiantes antes de
hacer el curso y compararlo con el número de palabras por minuto que leen esos mismos
estudiantes después de hacer el curso. En este caso, cada par de observaciones consiste en
las mediciones realizadas «antes» y «después» de la asistencia de un estudiante al curso.

A continuación, explicamos cómo se estiman los intervalos en el caso general de n pa-
res de observaciones, representadas por (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn), extraídas de poblacio-
nes de medias kX y kY.

Intervalos de confianza de dos medias: muestras dependientes
(datos pareados)
Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n pares de observaciones enlazadas pro-
cedentes de distribuciones normales de medias kX y kY . Es decir, sean x1, x2, ..., xn los valores
de las observaciones de la población que tiene la media kX ; e y1, y2, ..., yn los valores corres-
pondientes de la población que tiene la media kY . Sean d1 y sd la media y la desviación típica
muestrales observadas de las n diferencias di % xi . yi. Si se supone que la distribución pobla-
cional de las diferencias es normal, entonces se obtiene un intervalo de confianza al
100(1 . a)% de la diferencia entre las medias (kd % kX . kY) de la forma siguiente:

d1 . tn.1, a/2
sd

∂n
a kd a d1 ! tn.1, a/2

sd

∂n
(9.1)

o, lo que es lo mismo,

d1 u ME

La desviación típica de las diferencias, sd, y el margen de error, ME, son

sd %J
; (di . d1 )2

nd

ME % tn.1, a/2
sd

∂n
(9.2)
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y tn.1, a/2 es el número para el que

P(tn.1 b tn.1, a/2) %
a
2

La variable aleatoria, tn.1, tiene una distribución t de Student con (n . 1) grados de libertad.

EJEMPLO 9.1. Estudio sobre la reducción del colesterol
(intervalo de confianza)

Se realiza un estudio médico para comparar la diferencia de eficacia de dos medicamen-
tos para reducir el nivel de colesterol. El grupo de investigación utiliza un enfoque de
datos pareados para controlar la variación de la reducción que podría deberse a factores
distintos del medicamento. Los miembros de cada par tienen las mismas características
de edad, peso, estilo de vida y otros factores pertinentes. Se administra el medicamento
X a una persona seleccionada aleatoriamente en cada par y el medicamento Y a la otra
persona del par. Tras un determinado periodo de tiempo, se mide de nuevo el nivel de
colesterol de cada persona. Supongamos que se selecciona de las grandes poblaciones
de participantes una muestra aleatoria de ocho pares de pacientes que tienen problemas
conocidos de colesterol. La Tabla 9.1 muestra el número de puntos en que se ha reduci-
do el nivel de colesterol de cada persona, así como las diferencias, di % xi . yi, corres-
pondientes a cada par. Estime con un nivel de confianza del 99 por ciento la diferencia
media de eficacia entre los dos medicamentos, X e Y, para reducir el colesterol.

Tabla 9.1. Reducción del colesterol.

Par Medicamento X Medicamento Y
Diferencia

(di % xi . yi)

1 29 26 3
2 32 27 5
3 31 28 3
4 32 27 5
5 32 30 2
6 29 26 3
7 31 33 .2
8 30 36 .6

Solución

A partir de la Tabla 9.1, calculamos la media muestral, d1 , y la desviación típica mues-
tral observada, sd, de las diferencias de reducción del colesterol:

d1 % 1,625 y sd % 3,777
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Vemos en la tabla de la distribución t de Student que tn.1, a/2 % t7, 0,005 % 3,499. Utiliza-
mos la ecuación 9.1 y obtenemos el intervalo de confianza al 99 por ciento de la dife-
rencia entre las medias poblacionales:

d1 .
tn.1, a/2 sd

∂n
a kx . ky a d1 !

tn.1, a/2 sd

∂n

1,625 .

(3,499)(3,777)

∂8
a kx . ky a 1,625 !

(3,499)(3,777)

∂8

.3,05 a kx . ky a 6,30

Como el intervalo de confianza contiene el valor de cero, podemos concluir que
kx . ky podría ser positivo, lo que sugeriría que el medicamento X es más eficaz;
que kx.ky podría ser negativo, lo que sugeriría que el medicamento Y es más eficaz; o que
kx . ky podría ser cero, lo que sugeriría que el medicamento X y el Y son igual de efi-
caces. Por lo tanto, no es posible saber si uno de los dos medicamentos es más eficaz
para reducir el nivel de colesterol. En el apéndice del capítulo se presenta un breve aná-
lisis de los datos pareados cuando hay valores perdidos.

Muestras independientes, varianzas poblacionales conocidas
En este sistema, se extraen muestras independientemente de las dos poblaciones que siguen
una distribución normal y tienen varianzas poblacionales conocidas, por lo que en la perte-
nencia a una de las muestras no influye la pertenencia a la otra.

Consideremos el caso en el que se extraen de las dos poblaciones de interés muestras
independientes, no necesariamente del mismo tamaño. Supongamos que tenemos una
muestra aleatoria de nx observaciones procedentes de una población de media kX y varian-
za p2

X y una muestra aleatoria independiente de ny observaciones procedentes de una pobla-
ción de media kY y varianza p2

Y. Sean las medias muestrales respectivas x6 e y6.
Examinemos, en primer lugar, la situación en la que las dos distribuciones poblaciona-

les son normales y tienen varianzas conocidas. Como lo que nos interesa es la diferencia
entre las dos medias poblacionales, es lógico basar una inferencia en la diferencia entre las
medias muestrales correspondientes. Esta variable aleatoria tiene una media

E(X1 . Y1 ) % E(X1 ) . E(Y1 ) % kx . ky

y como las muestras son independientes,

Var (X1 . Y1 ) % Var (X1 ) ! Var (Y1 ) %
p2

X

nX

!
p2

Y

nY

Puede demostrarse, además, que su distribución es normal. Se deduce, pues, que la variable
aleatoria

Z %
(x6 . y6) . (kX . kY)

J
p2

X

nx

!
p2

Y

ny
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sigue una distribución normal estándar. A continuación, puede utilizarse un argumento pa-
ralelo al del Capítulo 8 para hallar el intervalo de confianza de la diferencia entre las me-
dias poblacionales.

Intervalos de confianza de la diferencia entre medias:
muestras independientes (distribuciones normales y varianzas
poblacionales conocidas)
Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias independientes de nX y nY observacio-
nes procedentes de poblaciones que siguen una distribución normal de medias kX y kY y va-
rianzas p2

X y p2
Y . Si las medias muestrales observadas son x6 e y6 , entonces obtenemos un inter-

valo de confianza al 100(1 . a)% de (kX y kY) de la forma siguiente:

(x6 . y6) . za/2 J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

a kX . kY a (x6 . y6) ! za/2 J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

(9.3)

o, lo que es lo mismo,

(x6 . y6) u ME

donde el margen de error, ME, es

ME % za/2 J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

(9.4)

En algunas aplicaciones, pueden utilizarse las varianzas históricas de estudios similares
como las verdaderas varianzas poblacionales.

EJEMPLO 9.2. ¿Qué materia exige más tiempo de preparación
de las clases? (intervalo de confianza)

Se pide a muestras aleatorias independientes de profesores de contabilidad y de profeso-
res de sistemas de información que indiquen el número de horas que dedican a preparar
cada clase. La muestra de 321 profesores de sistemas de información tiene un tiempo
medio de 3,01 horas de preparación y la muestra de 94 profesores de contabilidad tiene
un tiempo medio de 2,88 horas. Basándose en estudios similares anteriores, se supone
que la desviación típica poblacional de los profesores de sistemas de información es
1,09 y que la desviación típica poblacional de los profesores de contabilidad es 1,01.
Representando la media poblacional de los profesores de sistemas de información por
medio de kX y la media poblacional de los profesores de contabilidad por medio de kY,
halle el intervalo de confianza al 95 por ciento de (kX y kY).

Solución

Utilizamos la ecuación 9.3,

(x6 . y6) . za/2 J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

a kx . ky a (x6 . y6) ! za/2 J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

siendo

nx % 321 x6 % 3,01 px % 1,09
ny % 94 y6 % 2,88 py % 1,01
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y para obtener el intervalo de confianza al 95 por ciento

za/2 % z0,025 % 1,96

El intervalo de confianza es, pues,

(3,01.2,88).1,96J
(1,09)2

321
!

(1,01)2

94
akx .ky a (3,01.2,88)!1,96J

(1,09)2

321
!

(1,01)2

94

o sea

.0,11 a kx . ky a 0,37

Este intervalo incluye cero, lo que indica que no existen pruebas contundentes de que
las medias poblacionales sean diferentes.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
9.1. Una muestra aleatoria dependiente extraída de dos

poblaciones que siguen una distribución normal da
los siguientes resultados:

n % 15 d1 % 25,4 sd % 2,8

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
de la diferencia entre las medias de las dos po-
blaciones.

b) Halle el margen de error del intervalo de con-
fianza al 95 por ciento de la diferencia entre
las medias de las dos poblaciones.

9.2. Se desea hallar el intervalo de confianza de la di-
ferencia entre las medias de dos poblaciones que
siguen una distribución normal basándose en las
siguientes muestras dependientes:

Antes Después

6 8
12 14
8 9

10 13
6 7

a) Halle el margen de error a un nivel de confian-
za del 90 por ciento.

b) Halle el LSC y el LIC a un nivel de confianza
del 90 por ciento.

c) Halle la amplitud del intervalo de confianza al
95 por ciento.

9.3. El muestreo aleatorio independiente de de dos po-
blaciones que siguen una distribución normal da
los siguientes resultados:

nx % 64 x6 % 400 px % 20
ny % 36 y6 % 360 py % 25

Halle una estimación del intervalo de confianza al
90 por ciento de la diferencia entre las medias de
las dos poblaciones.

Ejercicios aplicados

9.4. Se elige una muestra aleatoria de 10 pares de vi-
viendas idénticas de una gran ciudad y se instala
un sistema pasivo de calefacción solar en uno de
los miembros de cada par. Se obtienen las facturas
totales de combustible (en dólares) de tres meses
de invierno de estas casas que se muestran en la
tabla adjunta. Suponiendo que las poblaciones si-
guen una distribución normal, halle el intervalo de
confianza al 90 por ciento de la diferencia entre
las dos medias poblacionales.

Par

Sin
calefacción

solar

Con
calefacción

solar Par

Sin
calefacción

solar

Con
calefacción

solar

1 485 452 6 386 380
2 423 386 7 426 395
3 515 502 8 473 411
4 425 376 9 454 415
5 653 605 10 496 441
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9.5. Se controla a una muestra aleatoria de seis vende-
dores que han asistido a un curso sobre técnicas de
venta durante los tres meses anteriores y posterio-
res al curso. La tabla muestra los valores de las
ventas (en miles de dólares) realizadas por estos
seis vendedores en los dos periodos. Suponga que
las distribuciones poblacionales son normales. Ha-
lle el intervalo de confianza al 80 por ciento de la
diferencia entre las dos medias poblacionales.

Vendedores Antes del curso Después del curso

1 212 237
2 282 291
3 203 191
4 327 341
5 165 192
6 198 180

9.6. Un fabricante sabe que los números de artículos
producidos por hora por la máquina A y por la
máquina B siguen una distribución normal con
una desviación típica de 8,4 piezas en el caso de
la máquina A y una desviación típica de 11,3 pie-
zas en el de la máquina B. La cantidad media por
hora producida por la máquina A en una muestra
aleatoria de 40 horas es de 130 unidades; la canti-
dad media por hora producida por la máquina B
en una muestra aleatoria de 36 horas es de 120
unidades. Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la diferencia entre los números medios
de artículos producidos por hora por estas dos má-
quinas.

9.2. Intervalos de confianza de la diferencia entre las medias
de dos poblaciones normales cuando las varianzas
poblacionales son desconocidas

Parece razonable pensar que, si no conocemos las medias poblacionales, lo más probable
es que tampoco conozcamos las varianzas poblacionales. Por lo tanto, en este apartado
centramos la atención en esta situación más frecuente. Existen dos posibilidades: o bien se
supone que las varianzas poblacionales desconocidas son iguales, o bien no se supone que
sean iguales. Presentamos las dos situaciones, pero dejamos para el Capítulo 11 la explica-
ción de cómo se averigua si las varianzas poblacionales son iguales.

Muestras independientes, varianzas poblacionales
que se supone que son iguales
Supongamos de nuevo que tenemos dos muestras aleatorias independientes de nx y ny

observaciones procedentes de poblaciones que siguen una distribución normal de medias
kX y kY y que las poblaciones tienen una varianza común (desconocida) p2, es decir,
p2

x % p2
y % p2. La inferencia sobre las medias poblacionales se basa en la diferencia

(x6 . y6) entre las dos medias muestrales. Esta variable aleatoria sigue una distribución nor-
mal de media (kx . ky) y varianza

Var (X1 . Y1 ) % Var (X1 ) ! Var (Y1 )

%
p2

nx

!
p2

ny

Se deduce, pues, que la variable aleatoria,

Z %
(x6 . y6) . (kx . ky)

J
p2

nx

!
p2

ny
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sigue una distribución normal estándar. Sin embargo, este resultado no puede utilizarse tal
como está porque no se conoce la varianza poblacional.

Dado que p2
x % p2

y % p2, entonces tanto s2
x como s2

y son estimadores de la varianza po-
blacional común p2. Si se utilizara solamente s2

x o solamente s2
y para estimar la varianza

común, no se tendría en cuenta información de la otra muestra. Si las muestras son del
mismo tamaño (nx % ny), entonces podría utilizarse la media de s2

x y s2
y para estimar la va-

rianza común. Sin embargo, en la situación más general en la que las muestras no son del
mismo tamaño, se necesita una estimación que reconozca el hecho de que se obtiene más
información sobre la varianza común de la muestra de mayor tamaño. Por lo tanto, se utili-
za una media ponderada de s2

x y s2
y. Este estimador, s2

p, agrupa los dos conjuntos de infor-
mación muestral y se obtiene mediante la ecuación 9.7.

Intervalos de confianza de dos medias: varianzas poblacionales
desconocidas que se supone que son iguales
Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias independientes de nX y nY observaciones
procedentes de poblaciones que siguen una distribución normal de medias kX y kY y una va-
rianza poblacional común, pero desconocida. Si las medias muestrales observadas son x6 e
y6 y las varianzas muestrales observadas son s2

x y s2
y, entonces se obtiene un intervalo de con-

fianza al 100(1. a)% de (kX . kY) de la forma siguiente:

(x6 . y6) . tnx!ny.2, a/2 J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

a kx . ky a (x6 . y6) ! tnx!ny.2, a/2 J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

(9.5)

o, lo que es lo mismo,

(x6 . y6) u ME

donde el margen de error, ME, es

ME % tnx!ny.2, a/2 J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

(9.6)

y la varianza muestral agrupada, s2
p, es

s2
p %

(nx . 1)s2
x ! (ny . 1)s2

y

nx ! ny . 2
(9.7)

tnx!ny.2, a/2 es el número para el que

P(tnx!ny.2 b tnx!ny.2, a/2) %
a
2

La variable aleatoria, t, es aproximadamente una distribución t de Student con nx ! ny.2 gra-
dos de libertad y t es

t %
(x6 . y6) . (kx . ky)

sp J
1

nx

!
1

ny
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EJEMPLO 9.3. Multas de tráfico (intervalo de confianza)

Los residentes de Orange City se quejan de que las multas de tráfico por exceso de ve-
locidad son más altas en su ciudad que las que se imponen en la vecina DeLand. Las
autoridades acordaron estudiar el problema para ver si las quejas eran razonables. Se
obtuvieron muestras aleatorias independientes de las multas pagadas por los residentes
de cada una de las dos ciudades durante tres meses. Las cuantías de estas multas eran

Orange City 100 125 135 128 140 142 128 137 156 142

DeLand 95 87 100 75 110 105 85 95

Suponiendo que la varianza poblacional es igual, halle el intervalo de confianza al 95
por ciento de la diferencia entre los costes medios de las multas de estas dos ciudades.

Solución

Sea X la población de Orange City e Y la población de DeLand. En primer lugar, utili-
zamos un paquete estadístico como Minitab y concluimos que los gráficos de probabili-
dad normal de ambas muestras no indican que las poblaciones no sigan una distribución
normal.

nx % 10 x6 % 133,30 $ s2
x % 218,0111

ny % 8 y6 % 94,00 $ s2
y % 129,4286

Utilizando la ecuación 9.7, tenemos que la varianza muestral agrupada es

s2
p %

(nx . 1)s2
x ! (ny . 1)s2

y

nx ! ny . 2
%

(10 . 1)(218,011) ! (8 . 1)(129,4286)

10 ! 8 . 2
% 179,2562

y

(x6 . y6) % (133,30 . 94,00) % 39,30 $

Los grados de libertad son nx ! ny . 2 % 16 y t(16, 0,025) % 2,12.
El intervalo de confianza se obtiene por medio de la ecuación 9.5:

(x6 . y6) . tnx!ny.2, a/2 J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

a kx . ky a (x6 . y6) ! tnx!ny.2, a/2 J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

39,3.(2,12) J
179,2562

10
!

179,2562

8
akx.kya39,3!(2,12)J

179,2562

10
!

179,2562

8
39,3 u 13,46

La Figura 9.1 es la salida Minitab de este ejemplo.
A largo plazo, hay una diferencia entre el coste de las multas de Orange City y el de

las multas de DeLand. El coste medio de una multa impuesta en Orange City es entre
25,84 $ y 52,76 $ más alto que el coste medio de una multa similar impuesta en De-
Land.
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N Mean StDev SE Mean
Orange City 10 133.3 14.8 4.7
DeLand 8 94.0 11.4 4.0

Difference  mu Orange City - mu DeLand
Estimate for difference: 39.30
95% CI for difference: (25.84, 52.76)

Figura 9.1. Multas de tráfico (salida Minitab).

Muestras independientes, varianzas poblacionales
que no se supone que sean iguales
En muchas aplicaciones, no es razonable suponer que las varianzas poblacionales son igua-
les. En ese caso, no necesitamos una varianza muestral agrupada. Cuando las varianzas po-
blacionales no se conocen y no se supone que sean iguales, los grados de libertad aproxi-
mados se obtienen aplicando la ecuación 9.9 y se conocen con el nombre de aproximación
de Satterthwaite (véanse las referencias bibliográficas 6 y 7). La mayoría de los paquetes
estadísticos contienen ambos métodos (con y sin varianzas iguales) para hallar intervalos
de confianza de las diferencias entre las medias de muestras independientes.

Intervalos de confianza de dos medias: varianzas poblacionales
desconocidas, no se supone que sean iguales
Supongamos que tenemos dos muestras aleatorias independientes de nX y nY observacio-
nes procedentes de poblaciones que siguen una distribución normal de medias kX y kY y su-
pongamos que las varianzas poblacionales no son iguales. Si las medias y las varianzas mues-
trales observadas son x6 e y6 y s2

x y s2
y, entonces se obtiene un intervalo de confianza al

100(1 . a)% de (kX . kY) de la forma siguiente:

(x6 . y6) . t(v, a/2)J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

a kx . ky a (x6 . y6) ! t(v, a/2)J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

(9.8)

donde el margen de error, ME, es

ME % t(v, a/2)J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

(9.9)

y los grados de libertad, v, son

v %
CA

s2
x

nxB!A
s2
y

nyBD
2

A
s2
x

nxB
2

/(nx . 1) !A
s2
y

nyB
2

/(ny . 1)

(9.10)

Si las muestras son del mismo tamaño, entonces los grados de libertad se reducen a

v %A1 !
2

s2
x

s2
y

!
s2
y

s2
xB

# (n . 1) (9.11)
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EJEMPLO 9.4. Auditores (intervalo de confianza)

La empresa de auditoría Master’s Accounting Firm tomó una muestra aleatoria de factu-
ras pendientes de pago de las oficinas este y oeste de Amalgamated Distributors. Quería
estimar con estas dos muestras independientes la diferencia entre los valores medios de
las facturas pendientes de pago. Los estadísticos muestrales obtenidos fueron los si-
guientes:

Oficina Este
(población X)

Oficina Oeste
(población Y)

Media muestral 290 $ 250 $
Tamaño de la muestra 16 11
Desviación típica muestral 15 $ 50

No suponemos que las varianzas poblacionales desconocidas son iguales. Estime la dife-
rencia entre los valores medios de las facturas pendientes de pago de las dos oficinas.
Utilice un nivel de confianza del 95 por ciento.

Solución

Primero calculamos los grados de libertad por medio de la ecuación 9.10:

v %
CA

s2
x

nxB! A
s2
y

nyBD
2

A
s2
x

nxB
2

/(nx . 1) ! A
s2
y

nyB
2

/(ny . 1)

%
[(225/16! 2.500/11]2

A
255

16 B
2

/15!A
2.500

11 B
2

/10

] 11

Ahora hallamos el margen de error utilizando la ecuación 9.9:

ME % t(v, a/2) J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

% t(11, 0,025)J
225

16
!

2.500

11
% 2,201(15,534967) % 34,19

Aplicando la ecuación 9.8, el intervalo de confianza al 95 por ciento es

(290 . 250) u 34,19 %

5,81 $ a kx . ky a 74,19 $

La Figura 9.2 es la salida Minitab de estos datos.

Two-Sample T-Test and CI

Sample N Mean StDev SE Mean
1 16 290.0 15.0 3.8
2 11 250.0 50.0 15

Difference = mu (1) - mu (2)
Estimate for difference: 40.000
95% CI for difference: (5.8078, 74.1922)
T-Test of difference = 0 (vs not =): T-Value-3.57  P-Value = 0.026  DF = 11

Figura 9.2. Diferencia entre las facturas pendientes de pago de las oficinas este y oeste (salida Minitab).

A largo plazo, el valor medio de las facturas pendientes de pago de la oficina este
son entre 5,81 $ y 74,19 $ mayores que el valor de las facturas pendientes de pago de la
oficina oeste.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
9.7. Suponiendo que las varianzas poblacionales son

iguales, halle el número de grados de libertad en
los casos siguientes:

a) n1 % 12, s21 % 30; n2 % 14, s22 % 36
b) n1 % 6, s21 % 30; n2 % 7, s22 % 36
c) n1 % 9, s21 % 16; n2 % 12, s22 % 25

9.8. Suponiendo que las varianzas poblacionales son
iguales, calcule la varianza muestral agrupada,
s2p, para los apartados (a) a (c) del ejercicio 9.7.

9.9. Suponiendo que las varianzas poblacionales no
son iguales, halle el número de grados de liber-
tad en los casos siguientes:
a) n1 % 12, s21 % 6; n2 % 14, s22 % 10
b) n1 % 6, s21 % 30; n2 % 10, s22 % 36
c) n1 % 9, s21 % 16; n2 % 12, s22 % 25
d) n1 % 6, s21 % 30; n2 % 7, s22 % 36

9.10. Halle el margen de error del intervalo de con-
fianza al 95 por ciento de la diferencia entre las
medias poblacionales en los casos siguientes (su-
ponga que las varianzas poblacionales son igua-
les):
a) n1 % 12, s21 % 6; x61 % 200

n2 % 14, s22 % 10; x62 % 160
b) n1 % 6, s21 % 6; x61 % 200

n2 % 7, s22 % 10; x62 % 160
c) Los tamaños de las muestras del apartado (a)

son el doble de los del (b). Comente sus res-
puestas al apartado (a) en comparación con
sus respuestas al apartado (b).

Ejercicios aplicados

9.11. Se observa que en una muestra aleatoria de seis
estudiantes de un curso de introducción a la eco-
nomía financiera que utiliza técnicas de aprendi-
zaje de grupo la calificación media es de 76,12 y
la desviación típica muestral es de 2,53. En una
muestra aleatoria independiente de nueve estu-
diantes de otro curso de introducción a la econo-
mía financiera que no utiliza técnicas de aprendi-
zaje de grupo, la media y la desviación típica
muestrales de las calificaciones de los exámenes
son 74,61 y 8,61, respectivamente. Estime con
una confianza del 95 por ciento la diferencia en-
tre las dos calificaciones medias poblacionales.
Suponga que las varianzas poblacionales no son
iguales.

9.12. Prairie Flower Cereal Inc. es un fabricante pe-
queño, pero en expansión, de cereales de desayu-
no que sólo deben calentarse para comerlos. Gor-
don Thorson, próspero agricultor que cultiva
cereales, creó la empresa en 1910 (véase la refe-
rencia bibliográfica 3). Se utilizan dos máquinas
para empaquetar cajas de cereales de trigo azu-
carados de 18 onzas (510 gramos). Estime la di-
ferencia entre los pesos medios de las cajas de
este tipo de cereales empaquetados por las dos
máquinas. Utilice un nivel de confianza del 95
por ciento y el fichero de datos Sugar Coated
Wheat. Explique sus respuestas.

9.13. Se encuesta a personas recién licenciadas en ad-
ministración de empresas que trabajan a tiempo
completo y que declaran que su origen socioeco-
nómico es relativamente alto o bajo. La remune-
ración total media de una muestra aleatoria de 16
personas de origen socioeconómico alto es de
34.500 $ y la desviación típica muestral es de
8.520 $. La remuneración total media de una
muestra aleatoria independiente de 9 personas de
origen socioeconómico bajo es de 31.499 $ y la
desviación típica muestral es de 7.521 $. Halle el
intervalo de confianza al 90 por ciento de la dife-
rencia entre las dos medias poblacionales.

9.14. Suponga que en una muestra aleatoria de 200
empresas que revaluaron sus activos fijos, el co-
ciente medio entre la deuda y los activos tangi-
bles era de 0,517 y la desviación típica muestral
era de 0,148. En una muestra aleatoria indepen-
diente de 400 empresas que no revaluaron sus
activos fijos, el cociente medio entre la deuda y
los activos tangibles era de 0,489 y la desviación
típica muestral era de 0,159. Halle el intervalo
de confianza al 99 por ciento de la diferencia en-
tre las dos medias poblacionales.

9.15. Un investigador planea estimar el efecto que pro-
duce un medicamento en las puntuaciones que ob-
tienen los sujetos humanos que realizan una tarea
de coordinación psicomotriz. Administra el medi-
camento antes de la prueba a los miembros de una
muestra aleatoria de 9 sujetos. Su puntuación me-
dia es de 9,78 y la varianza muestral es de 17,64.
Utiliza una muestra aleatoria independiente de 10
sujetos como grupo de control y le administra un
placebo antes de la prueba. La puntuación media
de este grupo de control es de 15,10 y la varianza
muestral es de 27,01. Suponiendo que las distribu-
ciones poblacionales son normales y tienen va-
rianzas iguales, halle el intervalo de confianza al
90 por ciento de la diferencia entre las medias po-
blacionales de las puntuaciones.
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9.3. Intervalos de confianza de la diferencia
entre dos proporciones poblacionales (grandes muestras)

En el Capítulo 8 explicamos cómo se obtienen intervalos de confianza de una proporción
poblacional. A menudo interesa comparar dos proporciones poblacionales. Por ejemplo,
podría interesarnos comparar la proporción de residentes de una ciudad que declaran que
votarán a favor de un determinado candidato presidencial con la proporción de residentes
de otra ciudad que declaran lo mismo. En este apartado, examinamos los intervalos de con-
fianza de la diferencia entre dos proporciones poblacionales con grandes muestras indepen-
dientes extraídas de estas dos poblaciones.

Supongamos que una muestra aleatoria de nx observaciones procedentes de una pobla-
ción que tiene la proporción Px de «éxitos» genera la proporción muestral p4 x y que una
muestra aleatoria independiente de ny observaciones procedentes de una población que tie-
ne la proporción Py de «éxitos» genera la proporción muestral p4 y. Como lo que nos intere-
sa es la diferencia poblacional (Px . Py), es lógico examinar la variable aleatoria
(p4 X . p4 Y). Ésta tiene la media

E(p4 X . p4 Y) % E(p4 X) . E(p4 Y) % PX . PY

y como las muestras se toman independientemente, la varianza

Var (p4 X . p4 Y) % Var (p4 X) ! Var (p4 Y)

%
PX(1 . PX)

nx

!
PY(1 . PY)

ny

Además, si el tamaño de las muestras es grande, la distribución de esta variable aleato-
ria es aproximadamente normal, por lo que restando su media y dividiéndola por su des-
viación típica, obtenemos una variable aleatoria estándar normal. Además, cuando las
muestras son de gran tamaño, esta aproximación sigue siendo válida cuando las proporcio-
nes poblacionales desconocidas Px y Py se sustituyen por las correspondientes cantidades
muestrales. Por lo tanto, la variable aleatoria

Z %
(p4 x . p4 y) . (Px . Py)

J
p4 x(1 . p4 x)

nx

!
p4 y(1 . p4 y)

ny

sigue aproximadamente una distribución normal estándar. Este resultado permite hallar
intervalos de confianza para la diferencia entre las dos proporciones poblacionales cuando
las muestras son de gran tamaño.

Intervalos de confianza de la diferencia entre proporciones
poblacionales (grandes muestras)
Sea p4 x la proporción observada de éxitos en una muestra aleatoria de nx observaciones proce-
dentes de una población que tiene una proporción PX de éxitos y sea p4 y la proporción de éxitos
observada en una muestra aleatoria independiente de ny observaciones procedentes de una
población que tiene una proporción PY de éxitos. En ese caso, si las muestras son de gran ta-
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maño (generalmente al menos 40 observaciones en cada una), se obtiene un intervalo de
confianza al 100(1. aaa)% de la diferencia entre proporciones poblacionales, (PX . PY), de
la forma siguiente:

(p4 x . p4 y) u ME (9.12)

donde el margen de error, ME, es

ME % za/2J
p4 x(1 . p4 x)

nx

!
p4 y(1 . p4 y)

ny

(9.13)

EJEMPLO 9.5. Preferencias electorales (intervalo de confianza)

Durante un año de elecciones generales, se realizan muchos pronósticos para averiguar
cómo perciben los votantes a un determinado candidato. En una muestra aleatoria de
120 posibles votantes del distrito A, 107 declararon que apoyaban al candidato en cues-
tión. En una muestra aleatoria independiente de 141 posibles votantes del distrito B,
sólo 73 declararon que apoyaban a ese candidato. Si las proporciones poblacionales res-
pectivas se representan por medio de PA y PB, halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la diferencia poblacional, (PA . PB).

Solución

De la información muestral se deduce que

nA % 120 y p4 A % 107/120% 0,892; nB % 141 y p4 B % 73/141 % 0,518

En el caso de un intervalo de confianza al 95 por ciento, a % 0,05 y, por lo tanto,

za/2 % z0,025 % 1,96

El intervalo que queremos obtener es, pues,

(0,892 . 0,518) . 1,96J
(0,892)(0,108)

120
!

(0,518)(0,482)

141

a PA . PB a (0,892 . 0,518) ! 1,96J
(0,892)(0,108)

120
!

(0,518)(0,482)

141

o

0,275 a PA . PB a 0,473

El hecho de que cero esté muy fuera de este intervalo sugiere que existe una diferencia
entre las proporciones poblacionales de posibles votantes del distrito A y del distrito B
que apoyan a este candidato. A largo plazo, se estima que la diferencia es nada menos
que de entre un 27,5 por ciento y un 47,3 por ciento.

La Figura 9.3 es la salida Minitab del ejemplo 9.5. Los datos sugieren que hay una
diferencia entre las proporciones poblacionales de posibles votantes del distrito A y del
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distrito B que apoyan a este candidato presidencial. A largo plazo, alrededor del 95 por
ciento de todos esos intervalos contendría el verdadero valor de la diferencia.

Sample      X N Sample p
1 107 120 0.891667
2   73 141 0.517730

Estimate for p(1) - p(2): 0.373936
95% CI for p(1) - p(2): (0.274463, 0.473409)

Figura 9.3. Preferencias electorales del ejemplo 9.5 (salida Minitab).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

9.16. Calcule el margen de error en los casos siguien-
tes:

a) n1%260, p4 1%0,75; n2%200, p4 2%0,68
b) n1%400, p4 1%0,60; n2%500, p4 2%0,68
c) n1%500, p4 1%0,20; n2%375, p4 2%0,25

9.17. Calcule el intervalo de confianza al 95 por ciento
de la diferencia entre las proporciones poblacio-
nales en los casos siguientes:

a) n1%370, p4 1%0,65; n2%200, p4 2%0,68
b) n1%220, p4 1%0,48; n2%270, p4 2%0,52
c) n1%500, p4 1%0,30; n2%325, p4 2%0,25

Ejercicios aplicados

9.18. En una muestra aleatoria de 120 grandes mino-
ristas, 85 utilizan la regresión como método de
predicción. En una muestra aleatoria indepen-
diente de 163 pequeños minoristas, 78 utilizan la
regresión como método de predicción. Halle el
intervalo de confianza al 98 por ciento de la dife-
rencia entre las dos proporciones poblacionales.

9.19. ¿Tienen los estudiantes de último año y los de
primer año las mismas ideas sobre la colección
de libros que hay en la biblioteca de la universi-
dad? Utilizando el fichero de datos Library, es-
time la diferencia entre las proporciones de estu-
diantes de último año y de primer año que
piensan que la biblioteca de la universidad tiene
una colección suficiente de libros. Utilice un ni-
vel de confianza del 90 por ciento.

9.20. «¿Iría más a la biblioteca si se ampliara su hora-
rio de apertura?» En una muestra aleatoria de

138 estudiantes de primer año, 80 declararon que
irían más a la biblioteca de la universidad si se
ampliara su horario. En una muestra aleatoria in-
dependiente de 96 estudiantes de segundo año,
73 respondieron que irían más si se ampliara su
horario. Estime la diferencia entre las proporcio-
nes de estudiantes de primer año y de segundo
año que respondieron afirmativamente a esta pre-
gunta. Utilice un nivel de confianza del 95 por
ciento.

9.21. Una muestra aleatoria de 100 hombres contenía
61 a favor de la introducción de una enmienda
constitucional para reducir la tasa de crecimiento
de los impuestos sobre bienes inmuebles. Una
muestra aleatoria independiente de 100 mujeres
contenía 54 a favor de esta enmienda. Se calculó
el intervalo de confianza

0,04 a Px . Py a 0,10

de la diferencia entre las proporciones poblacio-
nales. ¿Cuál es el nivel de confianza de este
intervalo?

9.22. Se observó a los clientes de un supermercado y
se les encuestó inmediatamente después de que
colocaran un artículo en el carro. En una muestra
aleatoria de 510 clientes que eligieron un produc-
to al precio ordinario, 320 afirmaron que com-
probaban el precio en el momento en el que lo
elegían. En una muestra aleatoria independiente
de 332 que eligieron un producto a un precio
especial, 200 hicieron esta afirmación. Halle el
intervalo de confianza al 90 por ciento de la
diferencia entre las dos proporciones poblacio-
nales.

Capítulo 9. Estimación: otros temas 339



9.4. Intervalos de confianza de la varianza
de una distribución normal

A veces se necesitan estimaciones del intervalo de confianza de la varianza de una pobla-
ción. Como cabría esperar, esas estimaciones se basan en la varianza muestral.

Supongamos que de una población que sigue una distribución normal de varianza p2 se
extrae una muestra aleatoria de n observaciones cuya varianza es s2. La variable aleatoria

s2
n.1 %

(n . 1)s2

p2

sigue una distribución ji-cuadrado con (n . 1) grados de libertad. Este resultado constituye
la base para hallar intervalos de confianza de la varianza poblacional cuando se extrae una
muestra de una población que sigue una distribución normal.

Para desarrollar una fórmula que permita calcular intervalos de confianza de la varian-
za, se necesita una notación adicional, que ilustramos en la Figura 9.4.

Figura 9.4.
Distribución
ji-cuadrado.

Notación
Una variable aleatoria que tiene la distribución ji-cuadrado con v % n . 1 grados de libertad se
representa por medio de s2

v o simplemente s2
n.1. Sea s2

n.1, a el número para el que

P(s2
n.1 b s2

n.1, a) % a

Dada una probabilidad específica a, se necesita un número ji-cuadrado con n . 1 gra-
dos de libertad, es decir, s2

n.1, a. Éste puede hallarse a partir de los valores de la función de
distribución acumulada de una variable aleatoria ji-cuadrado. Supongamos, por ejemplo,
que se necesita saber cuál es el número que es superado con una probabilidad 0,05 por una
variable aleatoria ji-cuadrado con 6 grados de libertad; es decir,

P(s2
6 b s2

6, 0,05) % 0,05

Vemos en la tabla 7 del apéndice que s2
6, 0,05 % 12,59. Asimismo,

P(s2
n.1 b s2

n.1, a/2) %
a
2
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Se deduce que s2
n.1, 1 . a/2 viene dado por

P(s2
n.1 b s2

n.1, 1.a/2) % 1 .

a
2

y, por lo tanto,

P(s2
n.1 a s2

n.1, 1.a/2) %
a
2

Por último,

P(s2
n.1, 1.a/2 a s2

n.1 a s2
n.1, a/2) % 1 .

a
2

.

a
2

% 1 . a

Esta probabilidad se muestra en la Figura 9.5.

Figura 9.5.
Distribución
ji-cuadrado con
n . 1 grados de
libertad y un nivel
de confianza de
(1 . a)%.

Supongamos que se necesita un par de números tal que la probabilidad de que una va-
riable aleatoria ji-cuadrado con 6 grados de libertad se encuentre entre estos números es
0,90. En ese caso, a % 0,10 y

P(s2
6, 0,95 a s2

6 a s2
6, 0,05) % 0,90

Antes hemos observado que s2
6, 0,05 % 12,59. En la tabla 7 del apéndice vemos que

s2
6, 0,95 % 1,64. La probabilidad de que esta variable aleatoria ji-cuadrado esté entre 1,64 y

12,59 es 0,90.
Para hallar intervalos de confianza de la varianza poblacional,

1 . a % P(s2
n.1, 1.a/2 a s2

n.1 a s2
n.1, a/2)

% P As2
n.1, 1.a/2 a

(n . 1)s2

p2 a s2
n.1, a/2B

% P A
(n . 1)s2

s2
n.1, a/2

a p2
a

(n . 1)s2

s2
n.1, 1.a/2B
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Intervalos de confianza de la varianza de una población normal
Supongamos que hay una muestra aleatoria de n observaciones extraídas de una población
que sigue una distribución normal de varianza p2. Si la varianza muestral observada es s2, en-
tonces se obtiene un intervalo de confianza al 100 (1 . a)% de la varianza poblacional de
la siguiente manera:

(n . 1)s2

s2
n.1, a/2

a p2
a

(n . 1)s2

s2
n.1, 1.a/2

(9.14)

donde s2
n.1, a/2 es el número para el que

P(s2
n.1 b s2

n.1, a/2) %
a
2

y s2
n.1, 1.a/2 es el número para el que

P(s2
n.1 a s2

n.1, 1.a/2) %
a
2

y la variable aleatoria s2
n.1 sigue una distribución ji-cuadrado con (n . 1) grados de libertad.

Aunque se supone en este apartado que la población sigue una distribución normal,
siempre debemos comprobar que se cumple este supuesto. Obsérvese que el intervalo de
confianza de la ecuación 9.14 no tiene la forma habitual de ser el estimador puntual mues-
tral u margen de error.

EJEMPLO 9.6. Comparación de las varianzas de la temperatura
(intervalo de confianza)

El director de Aceros Norte, S.A., quiere evaluar la variación de la temperatura en el
nuevo horno eléctrico de la empresa. Se obtiene una muestra aleatoria de 25 temperatu-
ras durante 1 semana y se observa que la varianza muestral es s2

% 100. Halle el inter-
valo de confianza al 95 por ciento de la varianza poblacional de la temperatura.

Solución

En este ejemplo, n % 25 y s2
% 100 y en el caso de un intervalo de confianza al 95 por

ciento, a % 0,05. De la Figura 9.6 basada en la tabla 7 del apéndice de la distribución
ji-cuadrado se deduce que

s2
n.1, 1.a/2 % s2

24, 0,975 % 12,40 y s2
n.1, a/2 % s2

24, 0,025 % 39,36

El intervalo de confianza al 95 por ciento de la varianza poblacional es

(n . 1)s2

s2
n.1, a/2

a p2
a

(n . 1)s2

s2
n.1, 1.a/2

Sustituyendo, tenemos que

(24)(100)

39,36
a p2

a

(24)(100)

12,40
%

60,97 a p2
a 193,53
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Figura 9.6. Producción diaria de cereales de trigo.

Es peligroso seguir el método que acabamos de mostrar cuando la población no sigue
una distribución normal. La validez del estimador de un intervalo de la varianza depende
mucho más del supuesto de la normalidad que la del estimador de un intervalo de la media
poblacional.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
9.23. Halle el límite inferior de confianza para cada

una de las siguientes poblaciones normales:

a) n % 21; a % 0,025; s2
% 16

b) n % 16; a % 0,05; s % 8
c) n % 28; a % 0,01; s % 15

9.24. Halle el límite superior de confianza para los
apartados (a) a (c) del ejercicio 9.23.

9.25. Considere la siguiente muestra aleatoria extraída
de una población normal:

12 16 8 10 9

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por cien-
to de la varianza poblacional.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por cien-
to de la varianza poblacional.

Ejercicios aplicados

9.26. LDS quiere estar seguro de que la tasa de in-
cidencia de fugas (en centímetros cúbicos por se-
gundo) de los enfriadores del aceite de la trans-
misión (TOC) satisface los límites de especifica-
ción establecidos. Se comprueba una muestra
aleatoria de 50 TOC y se anotan las tasas de in-
cidencia de fugas en el fichero llamado TOC
(véase la referencia bibliográfica 4). Estime la
varianza de la tasa de incidencia de fugas con un

nivel de confianza del 95 por ciento (compruebe
la normalidad).

9.27. Una clínica ofrece un programa de adelgaza-
miento. Según sus historiales, una muestra alea-
toria de 10 pacientes había experimentado las
siguientes pérdidas de peso al término del pro-
grama:

18,2 25,9 6,3 11,8 15,4 20,3 16,8 19,5 12,3 17,2

Halle el intervalo de confianza al 90 por ciento
de la varianza poblacional de las pérdidas de pe-
so de los clientes de este programa de adelgaza-
miento.

9.28. El director de control de calidad de una empresa
química ha extraído una muestra aleatoria de
veinte sacos de fertilizante de 100 kilos para esti-
mar la varianza de los kilos de impurezas. Se ha
observado que la varianza muestral es de 6,62.
Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
de la varianza poblacional de los kilos de impu-
rezas.

9.29. Un psicólogo quiere estimar la varianza de las
puntuaciones obtenidas por los empleados en un
test. Una muestra aleatoria de 18 puntuaciones
tenía una desviación típica muestral de 10,4. Ha-
lle el intervalo de confianza al 90 por ciento de
la varianza poblacional. ¿Cuáles son los supues-
tos, si los hay, para estimar este intervalo?
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9.30. Un fabricante está preocupado por la variabilidad
de los niveles de impurezas de los envíos de una
materia prima de un proveedor. Una muestra
aleatoria de 15 envíos ha mostrado una desvia-
ción típica de 2,36 en la concentración de los ni-
veles de impurezas. Suponga que la población si-
gue una distribución normal.
a) Halle el intervalo de confianza al 95 por cien-

to de la varianza poblacional.
b) ¿Sería el intervalo de confianza al 99 por

ciento de esta varianza mayor o menor que el
obtenido en el apartado (a)?

9.31. Un fabricante se dedica a recubrir con plástico
superficies de metal. Se toma una muestra alea-
toria de nueve observaciones sobre el grosor del
recubrimiento de plástico de la producción de
una semana; el grosor (en milímetros) de estas
observaciones es el siguiente:

19,8 21,2 18,6 20,4 21,6 19,8 19,9 20,3 20,8

Halle el intervalo de confianza al 90 por ciento
de la varianza poblacional suponiendo que la po-
blación sigue una distribución normal.

9.5. Elección del tamaño de la muestra

Hemos explicado cómo se obtienen intervalos de confianza de parámetros poblacionales
basándonos en la información que contiene una muestra. Después de ese proceso, puede
que pensemos que el intervalo de confianza resultante es demasiado amplio, por lo que el
grado de incertidumbre sobre el parámetro estimado es excesivo. Normalmente, una de las
maneras de obtener un intervalo más pequeño con un nivel de confianza dado es tomar una
muestra mayor.

En algunas circunstancias, podemos fijar por adelantado la amplitud del intervalo de
confianza, eligiendo una muestra lo suficientemente grande para garantizar esa amplitud.
En este apartado vemos cómo puede elegirse el tamaño de la muestra de esta forma para
dos problemas de estimación de intervalos. Para resolver otros problemas pueden utilizarse
métodos similares. En el Capítulo 20 centraremos la atención en poblaciones que no son
necesariamente grandes.

Media de una población que sigue una distribución normal,
varianza poblacional conocida
Si se toma una muestra aleatoria de n observaciones de una población que sigue una distri-
bución normal de media k y varianza conocida p2, en el Capítulo 8 vimos que se obtiene
un intervalo de confianza al 100(1 . a)% de la media poblacional de la siguiente manera:

x6 .
za/2p

∂n
a k a x6 !

za/2p

∂n

donde x6 es la media muestral observada y Za/2 es el punto de corte adecuado de la distribu-
ción normal estándar. Este intervalo está centrado en la media muestral y su amplitud es B,
el margen de error,

ME %
za/2p

∂n

a cada lado de la media muestral, de manera que ME es la mitad de la amplitud del inter-
valo. Supongamos ahora que el investigador quiere fijar el margen de error, ME, por ade-
lantado. Del álgebra básica se deduce que si

ME %
za/2p

∂n
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entonces

∂n %
za/2p
ME

Elevando al cuadrado los dos miembros de la ecuación, el tamaño de la muestra n es

n %
z2
a/2p

2

ME2

Esta elección del tamaño de la muestra garantiza que la amplitud del intervalo de confian-
za es el doble de ME.

Tamaño de la muestra para estimar la media de una población
que sigue una distribución normal cuando la varianza
poblacional es conocida
Supongamos que se selecciona una muestra aleatoria de una población que sigue una distri-
bución normal de varianza conocida p2. En ese caso, el intervalo de confianza al 100(1. a)%
de la media poblacional tiene una amplitud ME (llamado a veces error de muestreo) a cada
lado de la media muestral si el tamaño de la muestra, n, es

n %
z2
a/2p

2

ME2 (9.15)

Naturalmente, el número de observaciones muestrales debe ser necesariamente un ente-
ro. Si el número n resultante de la fórmula del tamaño de la muestra no es un entero, en-
tonces debe redondearse al siguiente número entero para garantizar que el intervalo de
confianza no es superior a la amplitud deseada.

EJEMPLO 9.7. Longitud de las barras de metal (tamaño de la muestra)

La longitud de las barras de metal producidas por un proceso industrial sigue una distri-
bución normal que tiene una desviación típica de 1,8 milímetros. Basándose en una
muestra aleatoria de nueve observaciones extraídas de esta población, se ha hallado el
intervalo de confianza al 99 por ciento

194,65 a k a 197,75

de la media poblacional de la longitud. Supongamos que un director de producción cree
que el intervalo es demasiado amplio para que tenga utilidad práctica y pide un interva-
lo de confianza al 99 por ciento cuya amplitud a cada lado de la media muestral no sea
de más de 0,50 milímetros. ¿De qué tamaño debe ser la muestra para lograr ese inter-
valo?

Solución

Dado que

ME % 0,50 p % 1,8 y za/2 % z0,005 % 2,576
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la muestra debe tener el tamaño

n %
z2
a/2p

2

ME2

%
(2,576)2(1,8)2

(0,5)2
] 86

Por lo tanto, para satisfacer la exigencia del director, se necesita una muestra de 86 ob-
servaciones como mínimo. Este gran aumento del tamaño de la muestra representa el
coste adicional de lograr una precisión mayor en la estimación del verdadero valor de la
media poblacional, reflejada en un intervalo de confianza más estrecho. Se utiliza el va-
lor 2,576, en lugar de 2,58, para hallar el tamaño de la muestra necesario.

Proporción poblacional
En el Capítulo 8 vimos que para una muestra aleatoria de n observaciones, el intervalo de
confianza al 100(1 . a)% de la proporción poblacional P es

p4 . za/2J
p4 (1 . p4 )

n
a P a p4 ! za/2J

p4 (1 . p4 )

n

donde p4 es la proporción muestral observada. Este intervalo está centrado en la proporción
muestral y su margen de error es:

ME % za/2J
p4 (1 . p4 )

n

a cada lado de la proporción muestral. Ahora bien, este resultado no puede utilizarse direc-
tamente para hallar el tamaño de la muestra necesario para obtener un intervalo de con-
fianza de una determinada amplitud, ya que depende de la proporción muestral, que no se
conoce de antemano. Sin embargo, cualquiera que sea el resultado, p4 (1 . p4 ) no puede ser
superior a 0,25, que es su valor cuando la proporción muestral es 0,5. Por lo tanto, el
mayor valor que puede tener el margen de error, ME, es

ME % za/2J
0,25

n
%

(0,5)za/2

∂n

Supongamos, pues, que se elige una muestra lo suficientemente grande para garantizar que
el intervalo de confianza no tiene una amplitud mayor que ME a cada lado de la propor-
ción muestral. De nuevo, utilizando el álgebra básica, tenemos que

∂n %
0,5za/2

ME

y elevando al cuadrado los dos miembros de esta igualdad, tenemos que

n %
0,25(za/2)

2

(ME)2
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Tamaño de la muestra para estimar la proporción poblacional
Supongamos que se selecciona una muestra aleatoria de una población. Puede garantizarse
entonces un intervalo de confianza al 100(1 . a)% de la proporción poblacional, que tiene una
amplitud máxima ME a cada lado de la proporción muestral si el tamaño de la muestra es

n %
0,25(za/2)

2

ME2 (9.16)

EJEMPLO 9.8. Personal responsable de las admisiones en programas
de postgrado (tamaño de la muestra)

En el ejercicio 8.33 calculamos el intervalo de confianza al 95 por ciento de la propor-
ción de responsables de las admisiones en programas de postgrado que pensaban que las
calificaciones obtenidas en exámenes normalizados eran muy importantes en la conside-
ración de un candidato. Basándose en 142 observaciones, se obtuvo un intervalo de

0,533 a P a 0,693

Suponga que ahora debe garantizarse que el intervalo de confianza al 95 por ciento de
la proporción poblacional tiene una amplitud máxima de 0,96 a cada lado de la propor-
ción muestral. ¿De qué tamaño debe ser la muestra?

Solución

Sabemos que

ME % 0,06 y za/2 % z0,025 % 1,96

Por lo tanto, el número de observaciones muestrales necesario es

n %
0,25z2

a/2

(ME)2
%

0,25(1,96)2

(0,06)2
% 266,78

Para lograr este intervalo de confianza más estrecho, se necesita un mínimo de 267 ob-
servaciones muestrales (un aumento significativo con respecto a las 142 observaciones
iniciales).

Los medios de comunicación a menudo publican los resultados de encuestas de opinión
sobre cuestiones de actualidad, como el índice de aprobación del presidente en cuestiones
nacionales o en política exterior o las opiniones de la gente sobre alguna propuesta fiscal.
Estas encuestas generalmente representan las opiniones de algún subgrupo de la población.
Normalmente, dan estimaciones del porcentaje de la población que tiene determinadas opi-
niones y suelen concluir con afirmaciones como «con un error de muestreo de más o me-
nos 3 por ciento» o «la encuesta tiene un margen de error del 3 por ciento». Concreta-
mente, estos intervalos son el porcentaje muestral, más o menos el error de muestreo o
margen de error indicado. Sin embargo, debemos hacer hincapié en que el margen de error
no incluye los errores que se deben a que la muestra es sesgada o es inadecuada por otras
razones.
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EJEMPLO 9.9. Sistema electoral (tamaño de la muestra)

Supongamos que se realiza una encuesta de opinión tras unas elecciones generales sobre
las opiniones de una muestra de ciudadanos en edad de votar acerca de un cambio del
sistema electoral. Se dice que la encuesta tiene un «margen de error del 3 por ciento».
Eso quiere decir que el intervalo de confianza al 95 por ciento de la proporción pobla-
cional que tiene una determinada opinión es la proporción muestral más o menos un 3
por ciento como máximo. ¿Cuántos ciudadanos en edad de votar debe tener la muestra
para obtener este margen de error del 3 por ciento?

Solución

Aplicando la ecuación 9.16,

n %
0,25z2

a/2

(ME)2
%

(0,25)(1,96)2

(0,03)2
% 1.067,111

Por lo tanto, la muestra debe contener 1.068 ciudadanos en edad de votar para obtener
el resultado deseado.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
9.32. ¿De qué tamaño debe ser una muestra para esti-

mar la media de una población que sigue una
distribución normal en los casos siguientes?

a) ME % 5; p % 40; a % 0,01
b) ME % 10; p % 40; a % 0,01
c) Compare y comente las respuestas a los apar-

tados (a) y (b).

9.33. ¿De qué tamaño debe ser una muestra para esti-
mar la proporción poblacional en los casos si-
guientes?

a) ME % 0,03; a % 0,05
b) ME % 0,05; a % 0,05
c) Compare y comente las respuestas a los apar-

tados (a) y (b).

9.34. ¿De qué tamaño debe ser una muestra para esti-
mar la proporción poblacional en los casos si-
guientes?

a) ME % 0,05; a % 0,01
b) ME % 0,05; a % 0,10
c) Compare y comente las respuestas a los apar-

tados (a) y (b).

Ejercicios aplicados

9.35. Un grupo de investigación quiere estimar la pro-
porción de consumidores que planea comprar un

escáner para su PC durante los tres próximos
meses.
a) ¿De qué tamaño debe ser la muestra para que

el error de muestreo sea como máximo de
0,04 con un intervalo de confianza al 90 por
ciento?

b) ¿De qué tamaño debe ser la muestra si se ele-
va la confianza al 95 por ciento manteniendo
el error de muestreo?

c) ¿De qué tamaño debe ser la muestra si el gru-
po de investigación amplía el error de mues-
treo a 0,05 y quiere un nivel de confianza del
98 por ciento?

9.36. Un político quiere estimar la proporción de elec-
tores que defienden una controvertida medida le-
gislativa. Suponga que se necesita un intervalo
de confianza al 99 por ciento que tenga una am-
plitud de 0,05 como máximo a cada lado de la
proporción muestral. ¿Cuántas observaciones
muestrales se necesitan?

9.37. La delegación de estudiantes de una universidad
quiere estimar el porcentaje de estudiantes que es
partidario de que se introduzca un cambio en el
calendario académico de la universidad el próxi-
mo año académico. ¿Cuántos estudiantes deben
encuestarse si se desea un intervalo de confianza
al 90 por ciento y el margen de error debe ser de
un 3 por ciento solamente?
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RESUMEN

En el Capítulo 8 centramos la atención en la estima-
ción de intervalos de confianza de parámetros basada
en una población. En éste hemos centrado la atención
en otros intervalos de confianza. Hemos presentado
cuatro intervalos de confianza para comparar las me-
dias de dos poblaciones que siguen una distribución
normal basándonos en los siguientes sistemas de mues-
treo: (1) las muestras son dependientes (datos parea-
dos); (2) las muestras son independientes y las varian-
zas poblacionales se conocen; (3) las muestras son
independientes y las varianzas poblacionales no se co-
nocen, pero se supone que son iguales; y (4) las mues-
tras son independientes y las varianzas poblacionales
no se conocen, pero no se supone que las varianzas
sean iguales. También hemos analizado la estimación

de intervalos de confianza de la diferencia entre dos
proporciones poblacionales en el caso en el que las
muestras son grandes, así como la estimación de inter-
valos de confianza de la varianza de una población que
sigue una distribución normal.

Generalmente, sumando y restando el error de mues-
treo del estimador puntual se obtienen intervalos de con-
fianza. Sin embargo, no ocurre así en el caso de la va-
rianza poblacional. En este capítulo hemos utilizado tres
tablas, la tabla de la Z normal estándar, la tabla de la t
de Student y la tabla de la ji-cuadrado, para analizar los
intervalos de confianza. Por último, hemos hecho una
introducción a la elección del tamaño de la muestra para
dos estimaciones de intervalos. En el Capítulo 20 anali-
zaremos otras cuestiones relacionadas con el muestreo.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

9.38. Las muestras aleatorias independientes proceden-
tes de dos poblaciones que siguen una distribu-
ción normal dan los siguientes resultados:

nx % 15 x6 % 400 sx % 20
ny % 13 y6 % 360 sy % 25

Suponga que las varianzas poblacionales desco-
nocidas son iguales y halle el intervalo de con-
fianza al 90 por ciento de la diferencia entre las
medias poblacionales.

9.39. Las muestras aleatorias independientes proceden-
tes de dos poblaciones que siguen una distribu-
ción normal dan los siguientes resultados:

nx % 15 x6 % 400 sx % 10
ny % 13 y6 % 360 sy % 40

Si no suponemos que las varianzas poblacionales
desconocidas son iguales, ¿cuál es el intervalo de

confianza al 90 por ciento de la diferencia entre
las medias poblacionales?

9.40. Las muestras aleatorias independientes proceden-
tes de dos poblaciones que siguen una distribu-
ción normal dan los siguientes resultados:

nx % 10 x6 % 480 sx % 30
ny % 12 y6 % 520 sy % 25

a) Si suponemos que las varianzas poblacionales
desconocidas son iguales, ¿cuál es el intervalo
de confianza al 90 por ciento de la diferencia
entre las medias poblacionales?

b) Si suponemos que las varianzas poblacionales
desconocidas son iguales, ¿cuál es el intervalo
de confianza al 95 por ciento de la diferencia
entre las medias poblacionales?

9.41. Una empresa envía una muestra aleatoria de 12
vendedores a un curso destinado a aumentar su
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9.47. A Remedios Pazos, que trabaja en una gran so-
ciedad de inversión, le gustaría estimar el por-
centaje de nuevos clientes que realizarán un de-
terminado tipo de inversión. Si quiere que el
error de muestreo sea de menos de un 2,5 por
ciento y que el nivel de confianza sea del 90 por
ciento, ¿cuántos clientes debe tener la muestra?
¿De qué tamaño debe ser la muestra para que el
nivel de confianza sea del 85 por ciento?

motivación y, por lo tanto, probablemente su efi-
cacia. Un año más tarde, estas personas generan
unas ventas que tienen un valor medio de
435.000 $ y una desviación típica muestral de
56.000 $. Durante ese mismo periodo, una mues-
tra aleatoria elegida independientemente y for-
mada por 15 vendedores que no asisten al curso
genera unas ventas que tienen un valor medio de
408.000 $ y una desviación típica muestral de
43.000 $. Suponga que las dos distribuciones de
la población son normales y tienen la misma va-
rianza. Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la diferencia entre sus medias.

9.42. Los estudiantes de un curso de introducción a la
economía fueron asignados a clases de prácticas
impartidas por distintos profesores ayudantes.
Los 21 estudiantes de la clase de uno de los pro-
fesores ayudantes obtuvieron una calificación
media de 72,1 en el examen final y una desvia-
ción típica de 11,3. Los 18 del segundo obtuvie-
ron una calificación media en el examen final de
73,8 y una desviación típica de 10,6. Suponga
que estos datos pueden considerarse muestras
aleatorias independientes procedentes de pobla-
ciones que siguen una distribución normal y tie-
nen una varianza común. Halle el intervalo de
confianza al 80 por ciento de la diferencia entre
las medias poblacionales.

9.43. Existen varios medicamentos para tratar la diabe-
tes. Un experto en ventas de una importante
compañía farmacéutica tomó una muestra aleato-
ria de los archivos de 10 distritos de ventas para
estimar el número de nuevas prescripciones del
nuevo medicamento de la compañía contra la
diabetes que se hicieron durante un determinado
mes. El número de nuevas prescripciones era

210 240 190 275 290 265 312 284 261 243

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por cien-
to del número medio de nuevas prescripcio-
nes de este nuevo medicamento que se hicie-
ron en todos los distritos de ventas. ¿Cuáles
son los supuestos?

b) Suponiendo que el nivel de confianza se man-
tiene constante, ¿de qué tamaño debe ser la
muestra para reducir a la mitad el margen de
error del intervalo de confianza del apartado (a)?

9.44. Se va a someter a votación una nueva subida de
los impuestos de 1 centavo para apoyar la investi-
gación sobre el cáncer. Se hace una encuesta a los
residentes de dos ciudades para recabar su opinión.
En una de ellas, una encuesta realizada reciente-

mente a 225 residentes muestra que 140 apoyan la
propuesta, 35 no saben y el resto se opone. En la
ciudad vecina, según los resultados de una muestra
aleatoria de 210 residentes, 120 apoyan la subi-
da, 30 se oponen y el resto no sabe. Estime la di-
ferencia entre los porcentajes de residentes de es-
tas dos ciudades que apoyan esta propuesta.
Utilice un nivel de confianza del 95 por ciento.

9.45. ¿Es la cantidad media que gastan cuatrimestral-
mente en libros de texto los estudiantes de conta-
bilidad muy diferente de la cantidad media que
gastan cuatrimestralmente en libros de texto los
estudiantes de administración de empresas? Res-
ponda a esta pregunta con un intervalo de con-
fianza al 90 por ciento utilizando los datos si-
guientes de muestras aleatorias de estudiantes de
contabilidad o de administración de empresas.
Analice los supuestos.

Contabilidad
Administración

de empresas

Media 340 $ 285 $
Desviación típica 20 $ 30 $
Tamaño de la muestra 40 $ 50 $

9.46. El supervisor de una empresa embotelladora de
zumo de naranja está considerando la posibilidad
de comprar una nueva máquina para embotellar
botellas de medio litro de zumo de naranja puro
del 100 por ciento y quiere una estimación de la
diferencia entre los pesos medios de las botellas
que se llenan con la nueva máquina y los de las
botellas que se llenan con la antigua. Se han to-
mado muestras aleatorias de botellas de zumo de
naranja embotelladas por las dos máquinas. ¿In-
dican los datos siguientes que existe una diferen-
cia entre el peso medio de las botellas llenadas
con la nueva máquina y el de las botellas llena-
das con la antigua? Analice los supuestos.

Máquina
nueva

Máquina
antigua

Media 470 ml 460 ml
Desviación típica 5 ml 7 ml
Tamaño de la muestra 15 12

350 Estadística para administración y economía



9.48. Una academia ofrece a los estudiantes cursos
de preparación para el examen de admisión en un
programa de postgrado. En un experimento para
evaluar las virtudes del curso, se eligieron 12 es-
tudiantes y se dividieron en seis pares cuyos
miembros tenían parecido expediente académico.
Antes de realizar el examen, se eligió aleatoria-
mente un miembro de cada par para que realizara
el curso de preparación y el otro no realizó nin-
gún curso. Las calificaciones obtenidas en el exa-
men se encuentran en el fichero de datos Student
Pair. Suponiendo que las diferencias entre las ca-
lificaciones siguen una distribución normal, halle
el intervalo de confianza al 98 por ciento de la di-
ferencia entre las calificaciones medias de los que
asistieron al curso y las de los que no asistieron.

9.49. La política del gobierno en asuntos internos ha
recibido un índice de aprobación del 65 por cien-
to en una encuesta reciente. Se ha dicho que el
margen de error era de 0,035. ¿De qué tamaño
era la muestra utilizada para hacer esta encuesta
si suponemos que el nivel de confianza era del
95 por ciento?

9.50. Según un artículo de prensa, el 75 por ciento de
400 personas encuestadas en una ciudad se opone
a una decisión judicial reciente. Según ese mis-
mo artículo, sólo el 45 por ciento de 500 perso-
nas encuestadas en otra se opone a esa decisión.
Construya el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la diferencia entre las proporciones po-
blacionales basándose en los datos.

Apéndice

1. La distribución t de Student
Gosset trató de desarrollar una distribución de probabilidad de las variables aleatorias que
siguen una distribución normal que no incluyera la varianza poblacional p2. Para ello, to-
mó el cociente entre Z, una variable aleatoria normal estándar, y la raíz cuadrada de s2 di-
vidida por sus grados de libertad, v. Utilizando la notación matemática,

t %
Z

∂s2/v

t %
(x . k)/p

∂s2(n . 1)/p2(n . 1)
%

(x . k)

s

El estadístico t resultante tiene n . 1 grados de libertad. Obsérvese que la distribución de
probabilidad de la t se basa en variables aleatorias que siguen una distribución normal. En
las aplicaciones, se utiliza la normal Z cuando se dispone de la varianza poblacional p2 y
se utiliza la t de Student cuando sólo se dispone de la varianza muestral s2. Las investiga-
ciones estadísticas que utilizan muestras aleatorias generadas por computador han demos-
trado que puede utilizarse la t para estudiar la distribución de medias muestrales aunque la
distribución de las variables aleatorias no sea normal.

2. Contraste de la t de Student para medias
con varianzas poblacionales desconocidas
que no se supone que sean iguales

Considerando la diferencia entre dos poblaciones, tenemos que

Z %
(x6 . y6) . (kX . kY)

J
p2

X

nx

!
p2

Y

ny

y s2
% s2

X ! s2
Y

Capítulo 9. Estimación: otros temas 351



es la suma de dos variables aleatorias ji-cuadrado independientes extraídas de las dos
muestras aleatorias independientes:

s2
X %

(nx . 1)s2
x

p2
X

s2
Y %

(ny . 1)s2
y

p2
Y

con (nx .1) y (ny .1) grados de libertad, respectivamente. Los grados de libertad de la s2 son
la suma de los grados de libertad de los componentes, v%(nx.1)!(ny.1)%nx!ny.2.

Reuniendo estos componentes, tenemos que

t %
[(x6 . y6) . (kX . kY)]/∂p2

X /nx ! p2
Y/ny

∂[(nx . 1)s2
x /p

2
x ! (ny . 1)s2

y /p
2
y]/(nx ! ny . 2)

Si p2
X % p2

Y, entonces la expresión se reduce a

t %
(x6 . y6) . (kX . kY)

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

3. Datos pareados con valores perdidos
Consideremos el caso en que hay datos pareados con valores perdidos. Supongamos que se
pierde al menos uno de los valores de la primera muestra y que hay exactamente el mismo
número de valores perdidos en la segunda muestra (aunque no de las mismas observacio-
nes). En este caso, los cálculos realizados con Excel darán resultados incorrectos. Primero
hay que eliminar todos los casos de cualquiera de las dos muestras que contienen valores
perdidos. También hay que realizar este mismo método en el Capítulo 11 cuando examine-
mos contrastes de hipótesis realizados con datos pareados.
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Introducción
En este capítulo desarrollamos métodos para contrastar hipótesis que nos permiten con-
trastar la validez de una conjetura o de una afirmación utilizando datos muestrales. Este
tipo de inferencia contrasta con los métodos de estimación desarrollados en los Capítu-
los 8 y 9 y los complementa. El proceso comienza cuando un investigador formula una
hipótesis sobre la naturaleza de una población. La formulación de esta hipótesis implica
claramente la elección entre dos opciones; a continuación, el investigador selecciona
una opción basándose en los resultados de un estadístico calculado a partir de una
muestra aleatoria de datos. He aquí algunos ejemplos de problemas representativos:

1. Cereales Malteados, S.A., fabricante de cereales de desayuno, sostiene que sus
cajas de cereales pesan al menos 16 onzas. La empresa puede contrastar esta
afirmación recogiendo una muestra aleatoria de cajas de cereales, pesando cada
una y calculando el peso medio de los datos de la muestra.

2. Un fabricante de piezas de automóvil quiere verificar su proceso de producción
para garantizar que el diámetro de los pistones cumple las especificaciones so-
bre tolerancia. Podría obtener muestras aleatorias cada 2 horas de la línea de
producción y utilizarlas para averiguar si están cumpliéndose las normas.

Estos ejemplos se basan en un tema común. Formulamos una hipótesis sobre un pa-
rámetro poblacional y utilizamos datos muestrales para contrastar la validez de nuestra
hipótesis.



10.1. Conceptos del contraste de hipótesis

Aquí presentamos un modelo general para contrastar hipótesis utilizando estadísticos cal-
culados a partir de muestras aleatorias. Dado que estos estadísticos tienen una distribución
en el muestreo, tomamos nuestra decisión en presencia de una cierta variación aleatoria.
Por lo tanto, necesitamos unas reglas claras de decisión para elegir entre las dos opciones.

El proceso que desarrollamos aquí tiene una analogía directa con un juicio con jurado.
En un juicio con jurado, suponemos que el acusado es inocente y el jurado decide que una
persona es culpable sólo si existen pruebas muy contundentes en contra de la presunción
de inocencia. Ese proceso para elegir entre la culpabilidad y la inocencia tiene:

1. Rigurosos procedimientos para presentar y evaluar la evidencia
2. Un juez para aplicar las reglas
3. Un proceso de decisión que supone que el acusado es inocente a menos que exista

evidencia que demuestre su culpabilidad más allá de una duda razonable.

Obsérvese que este proceso no condena a algunas personas que, en realidad, son culpables.
Pero si se rechaza la inocencia de una persona y se la halla culpable, tenemos la firme con-
vicción de que es culpable.

Comenzamos el método del contraste de hipótesis considerando un valor de un pará-
metro de la distribución de probabilidad de una población, por ejemplo, la media, k, la va-
rianza, p2, o la proporción, P. Nuestro método empieza con una hipótesis sobre el paráme-
tro —llamada hipótesis nula— que mantendremos a menos que existan pruebas
contundentes en contra de ella. Si rechazamos la hipótesis nula, entonces aceptaremos la
segunda hipótesis, llamada hipótesis alternativa. Sin embargo, si no rechazamos la hipó-
tesis nula, no podemos concluir necesariamente que es correcta. Si no la rechazamos, o
bien es correcta la hipótesis nula, o bien es correcta la hipótesis alternativa, pero nuestro
método de contraste no es suficientemente fuerte para rechazar la hipótesis nula.

Utilizando nuestro ejemplo del fabricante de cereales, podríamos comenzar suponiendo
que el peso medio de los paquetes es de 16 onzas, por lo que nuestra hipótesis nula es:

H0 : k % 16

Una hipótesis, ya sea nula o alternativa, puede especificar un único valor —en este caso,
k % 16— para el parámetro poblacional k. Decimos que esta hipótesis es una hipótesis
simple, que se lee de la siguiente manera: «la hipótesis nula es que el parámetro poblacio-
nal k es igual a un valor específico de 16». En este ejemplo de los cereales, una hipótesis
alternativa posible es que el peso medio de los paquetes se encuentra en el intervalo de
valores superiores a 16 onzas:

H1 : k b 16

Esta hipótesis alternativa se llama hipótesis alternativa compuesta unilateral. Otra posi-
bilidad sería contrastar la hipótesis nula frente a la hipótesis alternativa compuesta bila-
teral:

H1 : k Ç 16

Elegimos estas hipótesis de manera que una o la otra tenga que ser cierta. En este libro,
representamos la hipótesis nula por medio del símbolo H0 y la hipótesis alternativa por
medio del símbolo H1.
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Al igual que ocurre en un juicio con jurado, seguimos un riguroso método para elegir
una hipótesis o la otra. Utilizamos un estadístico calculado a partir de una muestra aleato-
ria, como una media muestral, x6, una varianza muestral, s2, o una proporción muestral, p4 .
El estadístico tendrá una distribución en el muestreo conocida, basada en el método de
muestreo y el valor del parámetro especificado por la hipótesis nula. A partir de esta distri-
bución en el muestreo, hallamos los valores del estadístico que tienen una pequeña proba-
bilidad de ocurrir si la hipótesis nula es verdadera. Si el estadístico tiene un valor que tiene
una pequeña probabilidad de ocurrir cuando la hipótesis nula es verdadera, rechazamos la
hipótesis nula y aceptamos la hipótesis alternativa. Sin embargo, si el estadístico no tiene
una pequeña probabilidad de ocurrir cuando la hipótesis nula es verdadera, no rechazare-
mos la hipótesis nula. La especificación de la hipótesis nula y de la hipótesis alternativa
depende del problema, como indican los siguientes ejemplos.

1. Cereales Malteados quiere averiguar si el peso medio de las cajas es mayor de lo
que éstas indican. Sea k el peso medio poblacional (en onzas) de los cereales por
caja. La hipótesis nula compuesta es que esta media es de 16 onzas como máximo:

H0 : k m 16

y la alternativa evidente es que el peso medio es de más de 16 onzas:

H1 : k b 16

En este problema, buscaríamos pruebas contundentes de que el peso medio de las
cajas es de más de 16 onzas. Por ejemplo, una empresa querría evitar que se em-
prendieran acciones legales contra ella porque el peso de las cajas fuera bajo. Ten-
dría confianza en su creencia si tuviera pruebas contundentes que permitieran re-
chazar H0.

2. Una fábrica de pistones para automóviles ha propuesto un proceso para controlar
periódicamente el diámetro de los pistones. Cada 2 horas se seleccionaría una
muestra aleatoria de n % 6 pistones del proceso de producción y se medirían sus
diámetros. Se calcularía el diámetro medio de los 6 pistones y se utilizaría para
contrastar la hipótesis nula simple:

H0 : k % 3,800

frente a la hipótesis alternativa:

H1 : k Ç 3,800

En este caso, la empresa continuaría funcionando a menos que se rechazara la
hipótesis nula en favor de la hipótesis alternativa. La existencia de pruebas contun-
dentes de que los pistones no están cumpliendo las normas de tolerancia llevaría a
interrumpir el proceso de producción.

Una vez que hemos especificado la hipótesis nula y la hipótesis alternativa y hemos
recogido datos muestrales, debemos tomar una decisión sobre la hipótesis nula. Podemos
rechazarla y aceptar la hipótesis alternativa o no rechazarla. Hay buenas razones por las
que muchos estadísticos prefieren no decir «aceptamos la hipótesis nula» en lugar de «no
rechazamos la hipótesis nula». Cuando no rechazamos la hipótesis nula, o bien ésta es ver-
dadera, o bien nuestro método de contraste no es suficientemente fuerte para rechazarla y

Capítulo 10. Contraste de hipótesis 355



hemos cometido un error. Para seleccionar la hipótesis —nula o alternativa— desarrolla-
mos una regla de decisión basada en la evidencia muestral. Más adelante en este capítulo
presentamos reglas de decisión específicas para varios problemas. En muchos casos, la for-
ma de la regla es bastante obvia. Para contrastar la hipótesis nula de que el peso medio de
las cajas de cereales es de menos de 16 onzas, obtenemos una muestra aleatoria de cajas y
calculamos la media muestral. Si la media muestral es considerablemente superior a 16 on-
zas, podemos rechazar la hipótesis nula y aceptar la hipótesis alternativa. En general, cuan-
to más distante de 16 sea la media muestral, mayor será la probabilidad de rechazar la
hipótesis nula. Más adelante desarrollamos reglas de decisión específicas.

En nuestro análisis de las distribuciones en el muestreo del Capítulo 7, vimos que la
media muestral es diferente de la media poblacional. Con una media muestral solamente,
no podemos estar seguros del valor de la media poblacional. Por lo tanto, sabemos que la
regla de decisión adoptada tiene alguna probabilidad de extraer una conclusión errónea. La
Tabla 10.1 resume los tipos posibles de error. El error de Tipo I es la probabilidad de
rechazar la hipótesis nula cuando ésta es verdadera. Definimos nuestra regla de decisión de
tal forma que la probabilidad de rechazar una hipótesis nula verdadera, representada por a,
es «pequeña». a es el nivel de significación del contraste. La probabilidad de no rechazar
la hipótesis nula cuando es verdadera es (1 . a). También existe otro error posible, llama-
do error de Tipo II, que se comete cuando no se rechaza una hipótesis nula falsa. En una
regla de decisión específica, la probabilidad de cometer ese error cuando la hipótesis nula
es falsa se representa por medio de b. La probabilidad de rechazar una hipótesis nula falsa
es (1 . b) y se denomina potencia del contraste.

Tabla 10.1. Estados de la naturaleza y decisiones sobre la hipótesis nula,
con las probabilidades de tomar las decisiones, dados los estados de la naturaleza.

Estados de la naturaleza
Decisiones sobre
la hipótesis nula La hipótesis nula es verdadera La hipótesis nula es falsa

No rechazar H0 Decisión correcta Error de Tipo II
Probabilidad % 1 . a Probabilidad % b

Rechazar H0 Error de Tipo I Decisión correcta
Probabilidad % a Probabilidad % 1 . b
(a se llama nivel de significación) (1.b se llama potencia del contraste)

Ilustraremos estas ideas por medio del ejemplo anterior. El director de una fábrica
está tratando de averiguar si la media poblacional del peso de las cajas es mayor de lo
que indican éstas. La hipótesis nula es que en la población el peso medio de las cajas es
inferior o igual al de 16 onzas que indican éstas. Se contrasta esta hipótesis nula frente
a la hipótesis alternativa de que el peso medio de las cajas es de más de 16 onzas. Para
contrastar la hipótesis, tomamos una muestra aleatoria independiente de cajas de cerea-
les y calculamos la media muestral. Si ésta es muy superior a 16 onzas, rechazamos la
hipótesis nula. En caso contrario, no la rechazamos. Sea x6 la media muestral. Una regla
de decisión posible es

Rechazar H0 si x6 b 16,13

Supongamos ahora que la hipótesis nula es verdadera. Podríamos observar, aun así,
que la media muestral es superior a 16,13 y, según nuestra regla de decisión, la hipóte-
sis nula se rechazaría. En ese caso, habríamos cometido un error de Tipo I. La probabi-
lidad de rechazo cuando la hipótesis nula es verdadera es el nivel de significación a.
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Supongamos, por el contrario, que la hipótesis nula es falsa y que la media poblacional
del peso de las cajas es de más de 16. Podríamos observar, aun así, que la media mues-
tral es inferior a 16,13 y, según nuestra regla de decisión, la hipótesis nula no se recha-
zaría. Por lo tanto, habríamos cometido un error de Tipo II. La probabilidad de cometer
ese error dependerá de la cuantía exacta en que la media poblacional sea superior a 16.
Veremos que es más probable que se rechace la hipótesis nula, dado el tamaño de la
muestra, si la media poblacional es 16,5 que si es 16,1.

En teoría, nos gustaría que las probabilidades de los dos tipos de error fueran lo más
pequeñas posible. Sin embargo, existe una disyuntiva entre las probabilidades de los dos
tipos de errores. Dada una muestra, cualquier reducción de la probabilidad de cometer
un error de Tipo I, a, provocará un aumento de la probabilidad de cometer un error de
Tipo II, b, y viceversa. Debemos hacer hincapié aquí en que no existe una sustitución
lineal directa (por ejemplo, una reducción de a de 0,02 no provoca normalmente un
aumento de b de 0,02). Por lo tanto, en el ejemplo anterior, la probabilidad de cometer
un error de Tipo I, a, podría reducirse cambiando la regla de decisión por:

Rechazar H0 si x6 b 16,23

Pero es más probable que no se rechace la hipótesis nula, aunque sea falsa. Como con-
secuencia, aumentaría la probabilidad de cometer un error de Tipo II. En la práctica,
seleccionamos una pequeña probabilidad de cometer un error de Tipo I (por ejemplo,
de menos de 0,10) y utilizamos esa probabilidad para fijar la regla de decisión. A conti-
nuación, hallamos la probabilidad de cometer un error de Tipo II, como muestra la Fi-
gura 10.1.

Figura 10.1. Consecuencias de la fijación del nivel de significación de un contraste.

Supongamos que el director de la fábrica quisiera averiguar si el verdadero peso medio
de las cajas de cereales es de más de 16 onzas. Comenzaría el análisis fijando primero la
probabilidad de cometer un error de Tipo I, lo cual es en cierto sentido como decidir las
reglas de un partido de béisbol o de fútbol antes de que comience en lugar de ir estable-
ciendo las reglas a medida que se juega el partido. Tras analizar la naturaleza del proceso e
decisión, podría decidir que la regla de decisión debe tener una probabilidad de 0,05 o me-
nos de rechazar la hipótesis nula cuando es verdadera. Lo haría seleccionando un número
apropiado, K, en la regla de decisión: «rechazar la hipótesis nula si la media muestral es
superior a K onzas». En los apartados siguientes explicamos el método para elegir K. Una
vez elegido el número K, puede calcularse la probabilidad de cometer un error de Tipo II
—para un valor de k incluido en H1— utilizando los métodos que desarrollamos en el
apartado 10.5.

Otro concepto que se utiliza en el contraste de hipótesis es la potencia del contraste,
que es la probabilidad de rechazar H0 cuando H1 es verdadera. Se calcula para valores es-
pecíficos de k que satisfacen la hipótesis nula. La potencia normalmente es diferente para
cada valor de k. Consideremos el problema de los cereales, en el que

H0 : k % 16
H1 : k b 16
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Así, para cualquier valor de k contenido en la hipótesis nula, H1,

Potencia % P (Rechazar H0 � k, (k Ñ H1))

Dado que la regla de decisión depende del nivel de significación elegido para el con-
traste, el concepto de potencia no afecta directamente a la decisión de rechazar o no recha-
zar una hipótesis nula. Sin embargo, calculando la potencia del contraste para niveles de
significación y valores de k específicos incluidos en H1, tendremos valiosa información so-
bre las propiedades de la regla de decisión. Por ejemplo, veremos que aumentando el tama-
ño de la muestra, la potencia del contraste aumentará para un nivel dado de significación,
a. Por lo tanto, sopesaremos el incremento de los costes que implica un aumento del tama-
ño de la muestra y los beneficios de aumentar la potencia del contraste. El cálculo de la
potencia también es útil cuando, dado el tamaño de la muestra, podemos elegir entre dos o
más contrastes que tienen los mismos niveles de significación. En ese caso, sería adecuado
elegir el contraste que tenga la menor probabilidad de cometer un error de Tipo II, es
decir, el contraste que tenga la mayor potencia.

En los apartados 10.2 a 10.4 mostramos cómo pueden formularse reglas de decisión,
dados unos niveles de significación, para algunas clases importantes de problemas de con-
traste de hipótesis. En el 10.5 mostramos cómo puede calcularse la potencia de un contras-
te. A continuación, resumimos los términos y las ideas importantes que hemos presentado
hasta ahora.

Resumen de la terminología del contraste de hipótesis
Hipótesis nula H0: hipótesis que se mantiene que es verdadera, a menos que se obtenga sufi-
ciente evidencia en contra.

Hipótesis alternativa H1: hipótesis frente a la que se contrasta la hipótesis nula y que se
mantiene que es verdadera si se rechaza la hipótesis nula.

Hipótesis simple: hipótesis que especifica un único valor para un parámetro poblacional de
interés.

Hipótesis compuesta: hipótesis que especifica un rango de valores para un parámetro po-
blacional.

Hipótesis alternativa unilateral: hipótesis alternativa que implica todos los valores posibles
de un parámetro poblacional a un lado o al otro (es decir, mayores o menores) del valor espe-
cificado por una hipótesis nula simple.

Hipótesis alternativa bilateral: hipótesis alternativa que implica todos los valores posibles de
un parámetro poblacional distintos del valor especificado por una hipótesis nula simple.

Decisiones de un contraste de hipótesis: se formula una regla de decisión que lleva al in-
vestigador a rechazar o no la hipótesis nula basándose en la evidencia muestral.

Error de Tipo I: rechazo de una hipótesis nula verdadera.
Error de Tipo II: aceptación de una hipótesis nula falsa.
Nivel de significación: probabilidad de rechazar una hipótesis nula que es verdadera. Esta

probabilidad a veces se expresa en porcentaje, por lo que un contraste de nivel de significación
a se denomina contraste de nivel 100a%.

Potencia: probabilidad de rechazar una hipótesis nula que es falsa.

En los resúmenes formales de los resultados de los contrastes, utilizamos los términos
rechazar y no rechazar posibles decisiones sobre una hipótesis nula. Veremos que estos
términos no reflejan correctamente la asimetría de los estatus de hipótesis nula e hipótesis
alternativa o las consecuencias de un método en el que el nivel de significación es fijo y la
probabilidad de cometer un error de Tipo II no se controla. La hipótesis nula tiene el esta-
tus de una hipótesis que se mantiene —que se sostiene que es verdadera— a menos que los
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datos contengan pruebas contundentes para rechazarla. Fijando un bajo nivel de significa-
ción, a, tenemos una pequeña probabilidad de rechazar una hipótesis nula verdadera. Cuan-
do la rechazamos, la probabilidad de cometer un error es el nivel de significación, a. Pero
si sólo hay una pequeña muestra, rechazamos la hipótesis nula solamente cuando es total-
mente errónea. A medida que aumenta el tamaño de la muestra, también aumenta la proba-
bilidad de rechazar una hipótesis nula falsa. Pero si no se rechaza una hipótesis nula, es
mucho mayor la incertidumbre, porque no sabemos cuál es la probabilidad de cometer un
error de Tipo II. Por lo tanto, si no rechazamos una hipótesis nula, o bien es verdadera, o
bien nuestro método para detectar una hipótesis nula falsa no tiene suficiente potencia, por
ejemplo, el tamaño de la muestra es demasiado pequeño. Cuando rechazamos la hipótesis
nula, tenemos pruebas contundentes de que no es verdadera y, por lo tanto, de que la hipó-
tesis alternativa es verdadera. Si buscamos pruebas contundentes a favor de un determina-
do resultado, ese resultado es la hipótesis alternativa, H1, y el otro es la hipótesis nula, H0.
Se denomina argumento contrafactual. Cuando rechazamos H0, existen pruebas contun-
dentes a favor de H1 y estamos seguros de que nuestra decisión es correcta. Pero si no re-
chazamos la hipótesis nula, tenemos una gran incertidumbre. En los siguientes apartados
vemos muchas aplicaciones de esta idea.

La analogía con un juicio es evidente. El acusado goza de la presunción de inocencia
(la hipótesis nula) a menos que existan pruebas contundentes que indiquen que es culpable
más allá de una duda razonable (rechazo de la hipótesis nula). El acusado puede ser decla-
rado inocente bien porque lo es, bien porque las pruebas no son lo bastante poderosas para
condenarlo. La carga de la prueba está en los datos muestrales.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
10.1. María Arnaldo quiere utilizar los resultados de

un estudio de mercado basado en una muestra
aleatoria para buscar pruebas contundentes de
que su marca de cereales de desayuno tiene al
menos un 20 por ciento de todo el mercado. For-
mule la hipótesis nula y la hipótesis alternativa
utilizando P como proporción poblacional.

10.2. El banco central tiene que decidir si baja o no los
tipos de interés para estimular el crecimiento
económico. Formule la hipótesis nula y la hipó-
tesis alternativa sobre el crecimiento económico
que formularía el banco central para tomar su
decisión.

10.3. Juan Estévez, vicepresidente de una empresa, es-
tá buscando pruebas contundentes que apoyen su
opinión de que los nuevos métodos operativos
han reducido el porcentaje de cajas de cereales
que pesan menos de lo indicado. Formule la
hipótesis nula y la hipótesis alternativa e indique
los resultados que constituirían una prueba con-
tundente.

Ejercicios aplicados

10.4. Durante 2000 y 2001, muchos europeos se nega-
ron a comprar alimentos modificados genética-
mente y producidos por agricultores estadouniden-
ses. Los agricultores estadounidenses sostenían
que no existía ninguna prueba científica que lleva-
ra a concluir que estos productos no eran saluda-
bles. Los europeos sostenían que, aun así, podían
plantear problemas.
a) Formule la hipótesis nula y la hipótesis alter-

nativa desde el punto de vista de los euro-
peos.

b) Formule la hipótesis nula y la hipótesis alter-
nativa desde el punto de vista de los agricul-
tores estadounidenses.

10.5. El resultado de las elecciones presidenciales que
se celebraron en 2000 en Estados Unidos fue
muy ajustado y el resultado dependía de lo que
se votara en el estado de Florida. El Tribunal Su-
premo de Estados Unidos declaró finalmente la
victoria de George W. Bush frente a Al Gore,
afirmando que no era adecuado contar a mano
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los votos que habían sido rechazados por las má-
quinas de votar en varios condados. En ese mo-
mento, Bush tenía una pequeña ventaja basada
en los votos que se habían contado. Imagine que
fuera un abogado de George W. Bush. Formule

su hipótesis nula y su hipótesis alternativa sobre
el total de votos de cada candidato. Dadas sus
hipótesis, ¿qué diría sobre los resultados del re-
cuento propuesto si se hubiera realizado real-
mente?

10.2. Contrastes de la media de una distribución normal:
varianza poblacional conocida

En este apartado y en los siguientes, presentamos métodos específicos para desarrollar y
realizar contrastes de hipótesis que pueden aplicarse a problemas empresariales y económi-
cos. Utilizamos una muestra aleatoria de n observaciones que siguen una distribución nor-
mal x1, x2, ..., xn procedentes de una población de k y de varianza p2 conocida. Contrasta-
remos una hipótesis sobre la media poblacional desconocida. Más adelante abandonaremos
en muchos casos nuestro supuesto de la normalidad debido al teorema del límite central.

En el análisis del contraste de hipótesis del apartado 10.1, hemos señalado que, si se
rechaza una hipótesis nula utilizando un contraste con un nivel de significación a, se cono-
ce la probabilidad de cometer un error. En este caso, o bien la decisión es correcta, o bien
hemos cometido un error de Tipo I. Pero si no rechazamos una hipótesis nula, no sabemos
cuál es la probabilidad de cometer un error. Por lo tanto, tenemos pruebas contundentes
para apoyar una postura específica si elegimos la hipótesis nula y la hipótesis alternativa
de tal manera que el rechazo de la hipótesis nula y la aceptación de la hipótesis alternativa
llevan a apoyar nuestra postura específica. Lo demostramos en el siguiente ejemplo.

Consideremos nuestro ejemplo anterior sobre el peso de las cajas de cereales. Suponga-
mos que las normas del sector dicen que si la media poblacional del peso de las cajas es de
16,1 onzas o menos en una población de cajas que indican que su peso es de 16 onzas,
entonces se presentará una demanda contra el fabricante. Por lo tanto, nuestro objetivo es
conseguir pruebas contundentes de que el peso medio de las cajas, k, es superior a 16,1
onzas. En este caso, nuestra hipótesis nula sería

H0 : k % k0 % 16,1

y la hipótesis alternativa,

H1 : k b k0 % 16,1

Formulando nuestra regla de contraste con un nivel de significación a, sabemos que el re-
chazo de la hipótesis nula constituye una prueba contundente de que el peso medio es de
más de 16,1 onzas, ya que la probabilidad de cometer un error tiene un valor pequeño, a.

Nuestro contraste de la media poblacional utiliza la media muestral x6. Si la media
muestral es considerablemente superior a k0 % 16,1, entonces rechazamos la hipótesis nu-
la. Para obtener el valor de decisión adecuado, utilizamos el hecho de que la variable alea-
toria estandarizada

Z %
X1 . k0

p/∂n

sigue una distribución normal estándar de media 0 y de varianza 1, dado que H0 es verda-
dera. Si a es la probabilidad de cometer un error de Tipo I y Z es grande de tal manera que

P(Z b za) % a
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entonces, para contrastar la hipótesis nula, podemos utilizar la regla de decisión

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
b za

Se deduce que la probabilidad de rechazar la hipótesis nula, H0, cuando es verdadera es el
nivel de significación a.

Obsérvese que, mediante una sencilla manipulación algebraica, también podríamos for-
mular la regla de decisión de la forma siguiente:

Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! zap/∂n

El valor x6c a menudo se llama valor crítico de la decisión. Obsérvese que para todo valor
za procedente de la distribución normal estándar, también hay un valor x6c y cualquiera de
las dos reglas de decisión anteriores da exactamente el mismo resultado.

Supongamos que en este problema la desviación típica poblacional es p % 0,4 y obte-
nemos una muestra aleatoria de tamaño 25. Para realizar un contraste de hipótesis unilate-
ral con un nivel de significación a % 0,05, vemos en la tabla de la distribución normal es-
tándar que el valor de za es 1,645. En este caso, nuestra regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
%

x6 . 16,1

0,4/∂25
b 1,645

En otras palabras, la regla es

Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! zap/∂n % 16,1 ! 1,645 # (0,4/∂25) % 16,232

Si rechazamos H0 utilizando esta regla, aceptamos la hipótesis alternativa de que el peso
medio es de más de 16 onzas con la probabilidad de cometer un error de Tipo I de 0,05 o
menos. Ésta es una prueba contundente en la que apoyar nuestra conclusión. Pero el hecho
de no rechazar la hipótesis nula nos lleva a concluir que o bien H0 es verdadera, o bien el
método de contraste seleccionado no es suficientemente sensible para rechazar H0. Las re-
glas de decisión se muestran en la Figura 10.2. A continuación, resumimos el contraste de
hipótesis para una hipótesis nula simple sobre la media poblacional.

a = 0,05

15,86
15,44 16,1 16,26

16,02 16,18 16,34

16,232

x

a = 0,05

–3 –2 –1 0 1 2 3 Z

1,645
Rechazar H0

Rechazar H0

Figura 10.2. Función de densidad normal que muestra los valores tanto de Z como de X1 para la regla de decisión
para contrastar la hipótesis nula H0 : k % 16,1 frente a H1 : k b 16,1.
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Un contraste de la media de una población normal:
varianza conocida
Tenemos una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una población que sigue
una distribución normal de media k y varianza conocida p2. Si la media muestral observada es
x6 , se obtiene un contraste con un nivel de significación a de la hipótesis nula

H0 : k % k0

frente a la alternativa

H1 : k b k0

utilizando la regla de decisión

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
b za (10.1)

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 b k0 ! zap/∂n

donde za es el número para el que

P(Z b za) % a

y Z es la variable aleatoria normal estándar.

Detengámonos un momento a ver qué se entiende por rechazo de una hipótesis nula. En el
problema de la caja de cereales, la hipótesis de que la media poblacional es 16,1 se recha-
zaría con un nivel de significación de 0,05 si x6 b 16,232. Eso no significa, desde luego,
que tengamos una prueba de que la media poblacional del peso sea superior a 16,1 unida-
des. Dada únicamente la información muestral, nunca podemos estar seguros sobre un
parámetro poblacional. Podríamos concluir, más bien, que los datos han puesto en tela de
juicio la veracidad de la hipótesis nula. Si ésta fuera verdadera, vemos que si en una mues-
tra encontramos una media muestral, por ejemplo, de x6 % 16,3 (observemos que
16,3 b 16,232), ésta representaría una única observación improbable extraída de una distri-
bución normal de media 16,1 y desviación típica

p

∂n
%

0,4

∂25
% 0,08

Lo que estamos preguntándonos realmente es qué probabilidad habría de observar un valor
tan extremo si la hipótesis nula fuera en realidad verdadera. Hemos visto que la probabili-
dad de observar un valor medio superior a 16,232 es 0,05. Por lo tanto, al rechazar la hipó-
tesis nula, o bien ésta es falsa, o bien hemos observado un suceso improbable, un suceso
que sólo ocurriría con una probabilidad inferior a la que especifica el nivel de significa-
ción. Éste es el sentido en el que la información muestral ha suscitado dudas sobre la hipó-
tesis nula.

p-valor
Existe otro conocido método para examinar el contraste de la hipótesis nula. Obsérvese
que en nuestro problema de los cereales se rechaza la hipótesis nula al nivel de significa-
ción de 0,05, pero no se habría rechazado al nivel más bajo de 0,01. Si utilizáramos un
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nivel de significación más bajo, reduciríamos la probabilidad de rechazar una hipótesis nu-
la verdadera. Eso modificaría nuestra regla de decisión para que fuera menos probable que
rechazáramos la hipótesis nula independientemente de que fuera verdadera o no. Evidente-
mente, cuanto menor es el nivel de significación al que rechazamos una hipótesis nula,
mayores son las dudas sobre su veracidad. En lugar de contrastar hipótesis a los niveles
preasignados de significación, los investigadores a menudo hallan el nivel menor de signi-
ficación al que puede rechazarse una hipótesis nula.

El p-valor es la probabilidad de obtener un valor del estadístico del contraste igual de
extremo o más que el valor efectivo obtenido cuando la hipótesis nula es verdadera. Por lo
tanto, el p-valor es el menor nivel de significación al que puede rechazarse una hipótesis
nula, dado el estadístico muestral observado. Supongamos, por ejemplo, que en el proble-
ma de las cajas de cereales con una media poblacional igual a 16,1, p % 0,4 y n % 25 y
partiendo de la hipótesis nula hemos obtenido una media muestral de 16,3 onzas. En ese
caso, el p-valor sería

P(x6 b 16,3 � H0 : k % 16,1) % P AZ b

16,3 . 16,1

0,08
% 2,5B

% 0,0062

En la tabla de probabilidad normal vemos que la probabilidad de obtener una media mues-
tral de 16,3 o más si tomamos una distribución normal de media poblacional 16,1 y desvia-
ción típica de la media muestral 0,08 es igual a 0,0062. Por lo tanto, el p-valor de este
contraste es 0,0062. Ahora bien, el p-valor (0,0062) representa el menor nivel de significa-
ción, a, que llevaría a rechazar la hipótesis nula. Cuando calculamos el p-valor, podemos
contrastar la hipótesis nula utilizando la regla

Rechazar H0 si p-valor a a

Esta regla lleva a la misma conclusión que la que se obtiene utilizando la ecuación 10.1.
Existe otra razón más importante por la que se utiliza a menudo el p-valor. El p-valor

suministra información más precisa sobre la fuerza del rechazo de la hipótesis nula resul-
tante de la media muestral observada. Supongamos que en el contraste del peso de las ca-
jas de cereales hubiéramos fijado el nivel de significación en a % 0,05, nivel que se elige
frecuentemente. En ese caso, con una media muestral igual a 16,3, diríamos que la hipóte-
sis nula se ha rechazado con un nivel de significación de 0,05. Sin embargo, en realidad,
ese resultado muestral apunta a una conclusión mucho más fuerte. Podríamos haber recha-
zado la hipótesis nula a un nivel de significación de a % 0,0063. Supongamos, por el con-
trario, que el p-valor calculado basándose en una media muestral diferente hubiera sido
0,07. En ese caso, no podríamos rechazar la hipótesis nula, pero también sabríamos que
casi la rechazaríamos. En cambio, un p-valor de 0,30 nos diría que distaríamos mucho de
rechazar la hipótesis nula. El p-valor se utiliza frecuentemente porque no sólo indica que
se ha aceptado o se ha rechazado la hipótesis nula a un determinado nivel de significación.
A continuación resumimos el p-valor.

Interpretación del valor de la probabilidad o p-valor
El valor de la probabilidad o p-valor es el nivel de significación más bajo al que puede recha-
zarse la hipótesis nula. Consideremos una muestra aleatoria de n observaciones procedente
de una población que sigue una distribución normal de media k y desviación típica p y la media
muestral calculada resultante, x6 . Se ha contrastado la hipótesis nula

H0 : k % k0
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frente a la hipótesis alternativa

H1 : k b k0

El p-valor del contraste es

p-valor % PA
x6 . k0

p/∂n
n zp � H0 : k % k0B (10.2)

donde zp es el valor normal estándar correspondiente al menor nivel de significación al que
puede rechazarse la hipótesis nula. La mayoría de los programas informáticos estadísticos cal-
culan normalmente el p-valor; éste suministra más información sobre el contraste, basándose
en la media muestral observada, por lo que es un instrumento que se utiliza frecuentemente en
muchas aplicaciones estadísticas.

Es importante señalar que el p-valor es una variable aleatoria observada que es diferente
en el caso de cada muestra aleatoria obtenida para realizar un contraste estadístico. Por lo
tanto, dos analistas diferentes podrían obtener sus propias muestras aleatorias y sus propias
medias muestrales de una misma población y, por lo tanto, calcular cada uno un p-valor
diferente.

EJEMPLO 10.1. Evaluación de un nuevo proceso de producción
(contraste de hipótesis)

El director de producción de Ventanas Norte, S.A., le ha pedido que evalúe un nuevo
método propuesto para producir su línea de ventanas de doble hoja. El proceso actual
tiene una producción media de 80 unidades por hora con una desviación típica pobla-
cional de p % 8. El director indica que no quiere sustituirlo por otro método, a menos
que existan pruebas contundentes de que el nivel medio de producción es mayor con el
nuevo método.

Solución

El director sólo adoptará el nuevo método si existen pruebas contundentes a su favor.
Por lo tanto, la hipótesis nula es

H0 : k m 80

y la hipótesis alternativa,

H0 : k b 80

Vemos que si fijamos el nivel de significación a % 0,5 y llegamos a la conclusión de
que el nuevo método es más productivo, nuestra probabilidad de error es de 0,05 o me-
nos. Eso implica que existen pruebas contundentes a favor de nuestra recomendación.

Obtenemos una muestra aleatoria de n % 25 horas de producción utilizando el nuevo
método propuesto y calculamos la media muestral x6, a menudo utilizando un computa-
dor. Con un nivel de significación de a % 0,05, la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . 80

8/∂25
b 1,645
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donde se obtiene z0,05 % 1,645 en la tabla de la normal estándar. También podríamos
utilizar la regla

Rechazar H0 si x6 b k0 ! zap/∂n % 80 ! 1,645 # (8/∂25) % 82,63

Supongamos que la media muestral resultante fuera x6 % 83. Basándonos en ese resultado,

z %
83 . 80

8/∂25
% 1,875 b 1,645

rechazaríamos la hipótesis nula y concluiríamos que tenemos pruebas contundentes para
apoyar la conclusión de que el nuevo método aumenta la productividad. Dada esta me-
dia muestral, también podríamos calcular el p-valor:

p-valor % P(zp b 1,875) % 0,03

Podríamos recomendar, pues, el nuevo método al director de producción.

Un contraste de la media de una distribución normal
(varianza conocida): hipótesis nula y alternativa compuestas
El método adecuado para contrastar a un nivel de significación a la hipótesis nula

H0 : k m k0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k b k0

es precisamente igual que el que se emplea cuando la hipótesis nula es H0 : k % k0. Además,
los p-valores también se calculan exactamente de la misma forma.

Consideremos nuestro ejemplo anterior sobre el peso de las cajas de cereales. Suponga-
mos que las normas del sector establecen que, si el peso medio de las cajas no es de 16
onzas o más en una población de cajas que indican que pesan 16 onzas, se presentará una
demanda contra la empresa. En esta situación, el organismo regulador sólo podría deman-
darla si encontrara pruebas contundentes de que el peso medio de las cajas es de menos de
16 onzas. Por lo tanto, su objetivo es demostrar que el peso medio de las cajas, k, no es de
16,0 onzas o más. En este caso, la hipótesis nula simple sería

H0 : k % k0 % 16,0

o, utilizando la hipótesis compuesta,

H0 : k n k0 % 16,0

y la hipótesis alternativa sería

H1 : k a k0 % 16,0

para la hipótesis simple o para la hipótesis compuesta. Formulando nuestra regla de con-
traste con un nivel de significación a, sabemos que, si rechazamos la hipótesis nula, te-
nemos pruebas contundentes de que el peso medio es de menos de 16,0 onzas, ya que la
probabilidad de cometer un error de Tipo I tiene un pequeño valor, a.
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Nuestro contraste de la media poblacional utiliza la media muestral, x6. Si la media
muestral es considerablemente inferior a k0 % 16,0, rechazamos la hipótesis nula. Para ob-
tener el valor de decisión adecuado, utilizamos el hecho de que la variable aleatoria estándar

Z %
x6 . k0

p/∂n

sigue una distribución normal estándar de media 0 y varianza 1 cuando la media poblacio-
nal es k0. Si z tiene un elevado valor negativo tal que

P(Z a .za) % a

entonces, para contrastar la hipótesis nula, podemos utilizar la regla de decisión

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
a .za

Se deduce que la probabilidad de rechazar la hipótesis nula, H0, cuando es verdadera es el
nivel de significación a.

Obsérvese que realizando una sencilla manipulación algebraica, también podríamos
formular la siguiente regla de decisión:

Rechazar H0 si x6 a x6c % k0 . zap/∂n

El valor x6c es el «valor crítico» de la decisión. Obsérvese que para todo valor .za obteni-
do de la distribución normal estándar, también hay un valor x6c y cualquiera de las reglas de
decisión anteriores da exactamente el mismo resultado.

Supongamos que en este problema la desviación típica poblacional es p % 0,4 y obte-
nemos una muestra aleatoria de tamaño 25. En el caso de un contraste de hipótesis con un
nivel de significación a % 0,05, vemos en la tabla de la distribución normal estándar que el
valor de za % 1,645. En este caso, nuestra regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
%

x6 . 16,0

0,4/∂25
a .1,645

o podríamos utilizar la regla de decisión

Rechazar H0 si x6 a x6c % k0 . zap /∂n% 16,0 . 1,645 # (0,4/∂25) % 15,868

Si rechazamos H0 utilizando esta regla, aceptamos la hipótesis alternativa de que el peso
medio es de menos de 16,0 onzas con la probabilidad de cometer un error de Tipo I de
0,05 o menos. Ésta es una prueba contundente a favor de nuestra conclusión. Esta regla de
decisión se muestra en la Figura 10.3.

Obsérvese que este contraste de hipótesis es el complemento del primer ejemplo. Las
reglas del contraste de hipótesis de las hipótesis alternativas que se refieren a la cola infe-
rior son imágenes gemelas de las reglas de contraste de las hipótesis que se refieren a la
cola superior de la distribución. También pueden calcularse los p-valores utilizando las
probabilidades de la cola inferior en lugar de las probabilidades de la cola superior. Este
resultado se resume en la ecuación 10.3.
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Figura 10.3.
Función de
densidad normal
que muestra los
valores de x6
correspondientes a
la regla de decisión
para contrastar la
hipótesis nula
H0 : k n 16,0 frente
a H1 : k a 16,0.

a = 0,05

15,9215,8415,76 16,0 16,08 16,24

15,868

16,16 x–

x–

Rechazar H0

Los ejemplos de los cereales tenían dos objetivos distintos. En el primer caso, quería-
mos encontrar pruebas contundentes de que el peso medio era de más de 16,1 onzas, por lo
que la hipótesis nula era

H0 : k m 16,1

En el segundo caso, queríamos encontrar pruebas contundentes de que la media era de me-
nos de 16 onzas, por lo que la hipótesis nula era

H0 : k n 16

Este tipo de posibilidades está presente en muchas situaciones en las que hay que tomar
decisiones y el responsable de tomarlas tiene que saber qué opción debe utilizar en el pro-
blema en cuestión.

Un contraste de la media de una distribución normal (varianza
conocida): hipótesis nula y alternativa compuestas o simples
El método adecuado para contrastar al nivel de significación a la hipótesis nula

H0 : k % k0 o k n k0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k a k0

utiliza la regla de decisión

Rechazar H0 si Z %
x6 . k0

p/∂n
a .za

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 a x6c % k0 . zap/∂n (10.3)

donde .za es el número para el que

P(Z a .za) % a

y Z es la variable aleatoria normal estándar.
Además, pueden calcularse los p-valores utilizando las probabilidades de la cola inferior.
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EJEMPLO 10.2. Producción de rodamientos (contraste de hipótesis)

El director de producción de Rodamientos Niquelados, S.A., le ha pedido ayuda para
evaluar un proceso modificado de producción de rodamientos. Cuando el proceso fun-
ciona correctamente, produce rodamientos cuyo peso sigue una distribución normal de
media poblacional 5 onzas y desviación típica poblacional 0,1 onzas. Se ha recurrido a
un nuevo proveedor de materia prima para un lote reciente de producción y el director
quiere saber si, como consecuencia del cambio, el peso medio de los rodamientos es
menor. No hay razón alguna para sospechar que el nuevo proveedor plantea problemas
y el director continuará recurriendo a él a menos que existan pruebas contundentes de
que están produciéndose rodamientos de menor peso que antes.

Solución

En este caso, nos interesa saber si existen pruebas contundentes para concluir que están
produciéndose rodamientos de menor peso. Por lo tanto, contrastamos la hipótesis nula

H0 : k % k0 % 5

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k a 5

Obsérvese cómo nos lleva el concepto de pruebas contundentes a elegir la hipótesis nula
y la hipótesis alternativa. Sólo emprendemos acciones si se rechaza la hipótesis nula y
se acepta la hipótesis alternativa. Se especifica un nivel de significación a % 0,05 y, por
lo tanto, el valor de la variable aleatoria normal estándar correspondiente a la cola infe-
rior es za % .1,645 según la tabla de la distribución normal. En este problema, obtene-
mos una muestra aleatoria de n % 16 observaciones y la media muestral es 4,962. Nues-
tra regla de decisión para este problema es

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
a .1,645

o
Rechazar H0 si x6 a 4,962

4,962 a 4,959

Vemos que no podemos rechazar la hipótesis nula, H0, ya que
4,962 . 5,0

0,1/∂16
% .1,52 y

5 . 1,645 A
0,1

∂16B% 4,959 y, por lo tanto, concluimos que no tenemos pruebas contun-

dentes de que el proceso de producción esté produciendo rodamientos de menor peso
que antes.

También podríamos calcular el p-valor correspondiente a este resultado muestral se-
ñalando que en el caso de la distribución normal estándar

p-valor % P(zp a .1,52) % 0,0643
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Hipótesis alternativa bilateral
Hay algunos problemas en los que las desviaciones demasiado altas o demasiado bajas tie-
nen la misma importancia. Por ejemplo, el diámetro de un pistón de un automóvil no pue-
de ser demasiado grande o demasiado pequeño. En esas situaciones, consideramos el con-
traste de la hipótesis nula

H0 : k % k0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k Ç k0

En este caso, no tenemos razones contundentes para sospechar que hay desviaciones por
encima o por debajo de la media poblacional postulada como hipótesis, k0. Dudaríamos de
la hipótesis nula si la media muestral fuera mucho mayor o mucho menor que k0. De nue-
vo, si la variable aleatoria sigue una distribución normal con una varianza conocida p, ob-
tenemos un contraste con un nivel de significación a utilizando el resultado de que según
la hipótesis nula

P(Z b za/2) %
a
2

y P(Z a .za/2) %
a
2

En este caso, hemos dividido el nivel de significación a por igual entre las dos colas de la
distribución normal. Por lo tanto, la probabilidad de que Z sea superior a za/2 o inferior a
.za/2 es a. La regla de decisión de un contraste con un nivel de significación a es

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n

es superior a za/2 o inferior a .za/2. Estos resultados se resumen en la ecuación 10.4.

Un contraste de la media de una distribución normal frente
a una hipótesis alternativa bilateral (varianza conocida)
El método adecuado para contrastar a un nivel de significación a la hipótesis nula

H0 : k % k0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k Ç k0

utiliza la regla de decisión

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
a .za/2 o Rechazar H0 si

x6 . k0

p/∂n
b za/2 (10.4)

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 a k0 . za/2p/∂n o Rechazar H0 si x6 b k0 . za/2p/∂n

Además, pueden calcularse los p-valores observando que la probabilidad de la cola correspon-
diente se duplicaría para reflejar un p-valor que se refiere a la suma de las probabilidades de la
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cola superior y la cola inferior para los valores positivos y negativos de Z. El p-valor correspon-
diente al contraste de dos colas es

p-valor % 2PAG
x6 . k0

p/∂n Gb zp/2 �H0 : k % k0B (10.5)

donde zp /2 es el valor normal estándar correspondiente a la menor probabilidad de rechazar la
hipótesis nula en cualquiera de las dos colas de la distribución de probabilidad.

EJEMPLO 10.3. Análisis del diámetro de los taladros
(contraste de hipótesis)

El director de producción de Circuitos Ilimitados le ha pedido ayuda para analizar un
proceso de producción. Este proceso consiste en hacer taladros cuyo diámetro sigue una
distribución normal de media poblacional 2 centímetros y desviación típica poblacional
0,06 centímetros. Una muestra aleatoria de nueve mediciones tenía una media muestral
de 1,95 centímetros. Utilice un nivel de significación de a % 0,05 para averiguar si la
media muestral observada es excepcional y sugiere que debe ajustarse la taladradora.

Solución

En este caso, el diámetro podría ser demasiado grande o demasiado pequeño. Por lo
tanto, realizamos un contraste de hipótesis de dos colas planteando la siguiente la hipó-
tesis nula:

H0 : k % 2,0

y la hipótesis alternativa

H1 : k Ç 2,0

La regla de decisión es rechazar H0 en favor de H1 si

x6 . k0

p/∂n
a .za/2 o

x6 . k0

p/∂n
b za/2

y en este problema

x6 . k0

p/∂n
%

1,95 . 2,0

0,06/∂9
% .2,50

para un contraste de nivel del 5 por ciento, a % 0,05 y za/2 % z0,05/2 % 1,96. Por lo tanto,
como .2,50 es menor que .1,96, rechazamos la hipótesis nula y concluimos que es
necesario ajustar la taladradora.

Para calcular el p-valor, primero observamos que en la tabla de distribución normal
la probabilidad de obtener una Z inferior a .2,50 es 0,0062. Aquí queremos el p-valor
para un contraste de dos colas y debemos duplicar el valor de una cola. Por lo tanto, el
p-valor de este contraste es 0,0124 y la hipótesis nula se habría rechazado para un nivel
de significación superior a 1,24 por ciento.

En la Figura 10.10, que se encuentra en el resumen del capítulo, hemos resumido las
distintas alternativas para contrastar hipótesis analizadas en este apartado.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos

10.6. Se obtiene una muestra aleatoria de una pobla-
ción que tiene una varianza p2

% 625 y se cal-
cula la media muestral. Contraste la hipótesis
nula H0 : k % 100 frente a la hipótesis alternati-
va H1 : k n 100 con a % 0,05. Calcule el valor
crítico x6c y formule su regla de decisión para
las siguientes opciones.

a) Tamaño de la muestra n % 25
b) Tamaño de la muestra n % 16
c) Tamaño de la muestra n % 44
d) Tamaño de la muestra n % 32

10.7. Se obtiene una muestra aleatoria de tamaño
n % 25 de una población que tiene una varianza
p2 y se calcula la media muestral. Contraste la
hipótesis nula H0 : k % 100 frente a la hipótesis
alternativa H1 : k n 100 con a % 0,05. Calcule
el valor crítico x6c y formule su regla de deci-
sión para las siguientes opciones.

a) La variable poblacional es p2
% 225.

b) La variable poblacional es p2
% 900.

c) La variable poblacional es p2
% 400.

d) La variable poblacional es p2
% 600.

10.8. Utilizando los resultados de los dos ejercicios
anteriores, indique cómo influye el tamaño de
la muestra en el valor crítico x6c. A continua-
ción, indique cómo influye la varianza pobla-
cional p2 en el valor crítico.

10.9. Se obtiene una muestra aleatoria de una pobla-
ción que tiene una varianza p2

% 400 y se cal-
cula la media muestral x6c % 70. Considere la
hipótesis nula H0 : k % 80 frente a la hipótesis
alternativa H1 : k m 80. Calcule el p-valor para
las siguientes opciones.

a) Tamaño de la muestra n % 25
b) Tamaño de la muestra n % 16
c) Tamaño de la muestra n % 44
d) Tamaño de la muestra n % 32

10.10. Se obtiene una muestra aleatoria de tamaño
n % 25 de una población que tiene la varianza
p2 y se calcula la media muestral x6c % 70. Con-
sidere la hipótesis nula H0 : k % 80 frente a la
hipótesis alternativa H1 : k m 80. Calcule el p-
valor para las siguientes opciones.

a) La varianza poblacional es p2
% 225.

b) La varianza poblacional es p2
% 900.

c) La varianza poblacional es p2
% 400.

d) La varianza poblacional es p2
% 600.

Ejercicios aplicados

10.11. Un fabricante de detergente sostiene que los
contenidos de las cajas que vende pesan, en
promedio, 16 onzas como mínimo. Se sabe que
la distribución del peso es normal y tiene una
desviación típica de 0,4 onzas. Una muestra
aleatoria de 16 cajas ha dado un peso medio
muestral de 15,84 onzas. Contraste al nivel de
significación del 10 por ciento la hipótesis nula
de que la media poblacional del peso es al me-
nos de 16 onzas.

10.12. Una empresa que recibe envíos de pilas com-
prueba una muestra aleatoria de nueve antes de
aceptar un envío. Quiere que la verdadera dura-
ción media de todas las pilas del envío sea al
menos de 50 horas. Sabe por experiencia que la
distribución poblacional de la duración es nor-
mal y tiene una desviación típica de 3 horas. La
duración media de una muestra de nueve pilas
de un envío es de 48,2 horas. Contraste al nivel
del 10 por ciento la hipótesis nula de que la
media poblacional de la duración es al menos
de 50 horas.

10.13. Una empresa farmacéutica quiere que la con-
centración de impurezas de sus píldoras no su-
pere el 3 por ciento. Se sabe que la concentra-
ción de impurezas de un lote sigue una
distribución normal con una desviación típica
del 0,4 por ciento. Se comprueba una muestra
aleatoria de 64 píldoras de un lote y se observa
que la media muestral de la concentración de
impurezas es de 3,07 por ciento.

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que la media poblacional de la
concentración de impurezas es del 3 por
ciento frente a la alternativa de que es de
más del 3 por ciento.

b) Halle el p-valor para este contraste.
c) Suponga que la hipótesis alternativa hubiera

sido bilateral en lugar de unilateral (con una
hipótesis nula H0 : k % 3). Indique sin hacer
los cálculos si el p-valor del contraste sería
mayor, menor o igual que el obtenido en el
apartado (b). Represente gráficamente su ra-
zonamiento.

d) Explique por qué en este problema es más
adecuada una hipótesis alternativa unilateral
que una bilateral.
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10.3. Contrastes de la media de una distribución normal:
varianza poblacional desconocida

En este apartado analizamos el mismo conjunto de contrastes de hipótesis que hemos ana-
lizado en el apartado 10.2. La única diferencia estriba en que la variable poblacional es
desconocida y, por lo tanto, debemos utilizar contrastes basados en la distribución t de Stu-
dent. En el apartado 8.3 presentamos la distribución t de Student y mostramos su aplica-
ción para desarrollar intervalos de confianza. Recuérdese que la distribución t de Student
depende de los grados de libertad para calcular la varianza muestral, n . 1. Además, va
pareciéndose cada vez más a la distribución normal a medida que aumenta el tamaño de la
muestra. Por lo tanto, cuando el tamaño de la muestra es de más de 100, la distribución de
probabilidad normal es una buena aproximación de la distribución t de Student. Utilizando
la media muestral y la varianza muestral, sabemos que la variable aleatoria

tn.1 %
x6 . k

s/∂n

sigue una distribución t de Student. Los métodos para realizar contrastes de hipótesis utili-
zando la varianza muestral se definen en las ecuaciones 10.6, 10.7 y 10.8.

Contrastes de la media de una distribución normal:
varianza poblacional desconocida
Tenemos una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una población normal que
tiene una media k. Utilizando la media muestral y la desviación típica muestral, x6 y s, respecti-
vamente, podemos utilizar los siguientes contrastes con el nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : k % k0 o H0 : k m k0

frente a la alternativa

H1 : k b k0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si t %
x6 . k0

s/∂n
b tn.1, a

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! tn.1, as/∂n (10.6)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : k % k0 o H0 : k n k0

frente a la alternativa

H1 : k a k0
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la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . k0

s/∂n
a .tn.1, a (10.7)

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 a x6c % k0 . tn.1, as/∂n

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : k % k0

frente a la hipótesis nula

H1 : k Ç k0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . k0

s/∂n
a .tn.1, a/2 o

Rechazar H0 si
x6 . k0

s/∂n
b tn.1, a/2 (10.8)

o, lo que es lo mismo,

Rechazar H0 si x6 a k0 . tn.1, a/2s/∂n o

Rechazar H0 si x6 b k0 ! tn.1, a/2s/∂n

donde tn.1,a/2 es el valor de la t de Student con n.1 grados de libertad y probabilidad a/2.

Los p-valores de estos contrastes se calculan de la misma forma que en el caso de los con-
trastes con varianza conocida, con la salvedad de que el valor de la Z normal se sustituye por
el valor de la t de Student. Para hallar el p-valor, a menudo necesitamos interpolar valores con
la tabla de la t o utilizar un paquete informático como el Minitab.

EJEMPLO 10.4. Análisis de las ventas semanales de brócoli congelado
(contraste de hipótesis)

Grand Junction Vegetables es un fabricante de una amplia variedad de verduras conge-
ladas. El presidente de la empresa le ha pedido que averigüe si las ventas semanales de
las bolsas de brócoli congelado de 16 onzas han aumentado. En los 6 últimos meses, se
ha vendido una media semanal de 2.400 bolsas. Ha obtenido una muestra aleatoria de
datos de ventas de 134 tiendas para realizar el estudio. Los datos se encuentran en el
fichero Broccoli.Broccoli

Solución

Dados los objetivos del proyecto, decidimos que hay que contrastar la hipótesis nula de
que la media poblacional de las ventas es 2.400 frente a la alternativa de que las ventas
han aumentado utilizando un nivel de significación a % 0,05. La hipótesis nula es

H0 : k % 2.400
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frente a la hipótesis alternativa

H1 : k b 2.400

La Figura 10.4 muestra la salida Minitab que contiene la media muestral y la va-
rianza muestral. En la salida Minitab vemos que la media muestral es mucho mayor que
la mediana y que el cuartil superior tiene un rango muy amplio. Es evidente, pues, que
la distribución de las observaciones es normal. Pero el tamaño de la muestra es grande
y, por lo tanto, aplicando el teorema del límite central del Capítulo 7, podemos suponer
que la distribución de la media muestral en el muestreo es normal; por lo tanto, sería
adecuado un contraste basado en la t de Student para el contraste de hipótesis. Vemos
que la media muestral es 3.593 y la desviación típica muestral es 4.919. El estadístico t es

t %
3.593 . 2.400

4.919/∂134
% 2,81

Descriptive Statistics: Broccoli

Variable N N* Mean SE Mean StDev Minimum Q1 Median Q3 Maximum
Broccoli 134 0 3593 425 4919 156 707 2181 2300 27254

Figura 10.4. Estadı́sticos descriptivos de las ventas de brócoli (salida Minitab).

El valor de t con n . 1 % 133 grados de libertad y a % 0,05 en el caso de la cola supe-
rior es aproximadamente 1,645. Basándonos en este resultado, rechazamos la hipótesis
nula y concluimos que las ventas medias han aumentado.

Los contrastes presentados en este apartado se resumen en la Figura 10.10, que se
encuentra en el resumen del capítulo.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

10.14. Contraste las hipótesis

H0 : k m 100
H1 : k b 100

utilizando una muestra aleatoria de tamaño
n % 25, una probabilidad de cometer un error
de Tipo I igual a 0,05 y los siguientes estadísti-
cos muestrales.
a) x6 % 106; s % 15
b) x6 % 104; s % 10
c) x6 % 95; s % 10
d) x6 % 92; s % 18

10.15. Contraste las hipótesis

H0 : k % 100
H1 : k a 100

utilizando una muestra aleatoria de tamaño
n % 36, una probabilidad de cometer un error

de Tipo I igual a 0,05 y los siguientes estadísti-
cos muestrales.
a) x6 % 106; s % 15
b) x6 % 104; s % 10
c) x6 % 95; s % 10
d) x6 % 92; s % 18

Ejercicios aplicados

10.16. Un centro de investigación de ingeniería sostie-
ne que, utilizando un nuevo sistema de control
informático, los automóviles deben lograr, en
promedio, 3 kilómetros más por litro de gasoli-
na. Se ha utilizado una muestra aleatoria de
100 automóviles para evaluar este producto.
La media muestral del aumento de los kilóme-
tros por litro logrados es de 2,4 y la desviación
típica muestral es de 1,8 kilómetros por litro.
Contraste la hipótesis de que la media poblacio-
nal es al menos de 3 kilómetros por litro. Halle
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el p-valor de este contraste e interprete sus re-
sultados.

10.17. Una muestra aleatoria de 1.562 estudiantes uni-
versitarios matriculados en un curso de ética
empresarial debe responder en una escala de 1
(totalmente en desacuerdo) a 7 (totalmente de
acuerdo) a esta proposición: «A los altos ejecu-
tivos de las empresas les preocupa la justicia
social». La media muestral de las respuestas es
4,27 y la desviación típica muestral es 1,32.
Contraste al nivel del 1 por ciento la hipótesis
nula de que la media poblacional es 4 frente a
la hipótesis alternativa bilateral.

10.18. Le han pedido que evalúe la respuesta de las
empresas a una nueva obligación legal de incre-
mentar las prestaciones sanitarias que ofrecen a
sus empleados. Tiene una muestra aleatoria de
76 cambios porcentuales de las prestaciones sa-
nitarias prometidas. La media muestral de los
cambios porcentuales es 0,078 y la desviación
típica muestral es 0,201. Halle e interprete el
p-valor de un contraste de la hipótesis nula de
que la media poblacional de los cambios por-
centuales es 0 frente a la hipótesis alternativa
bilateral.

10.19. Se pide a una muestra aleatoria de 172 estu-
diantes de marketing que valoren en una escala
de 1 (nada importante) a 5 (muy importante) las
prestaciones sanitarias complementarias como
característica del empleo. La media muestral de
las valoraciones es 3,31 y la desviación típica
muestral es 0,70. Contraste al nivel de signifi-
cación del 1 por ciento la hipótesis nula de que
la media poblacional de las valoraciones es co-
mo máximo de 3,0 frente a la hipótesis alterna-
tiva de que es superior a 3,0.

10.20. Se plantea a una muestra aleatoria de 170 per-
sonas un problema de predicción. Cada miem-
bro de la muestra tiene que predecir de dos
formas el próximo valor de una variable rela-
cionada con las ventas al por menor. Se les pre-
sentan los 20 valores anteriores tanto en térmi-
nos numéricos como en forma de puntos en un
gráfico. Se les pide que predigan el próximo va-
lor. Se miden los errores absolutos de predic-
ción. La muestra consta, pues, de 170 diferen-
cias entre los errores absolutos de predicción
(numéricos menos gráficos). La media muestral
de estas diferencias es .2,91 y la desviación tí-
pica muestral es 11,33. Halle e interprete el
p-valor de un contraste de la hipótesis nula de
que la media poblacional de las diferencias es 0

frente a la hipótesis alternativa de que es nega-
tiva (la hipótesis alternativa puede ser la hipóte-
sis de que en conjunto la gente tiene más éxito
en la predicción gráfica que en la numérica).

10.21. Las cuentas de una empresa muestran que, en
promedio, las facturas pendientes de cobro as-
cienden a 125,32 $. Un auditor comprueba una
muestra aleatoria de 16 cuentas. La media
muestral es de 131,78 $ y la desviación típica
muestral es 25,41 $. Suponga que la distribu-
ción poblacional es normal. Contraste al nivel
de significación del 5 por ciento la hipótesis nu-
la de que la media poblacional es 125,32 $
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

10.22. Basándose en una muestra aleatoria, se contras-
ta la hipótesis nula

H0 : k % k0

frente a la alternativa

H1 : k b k0

y la hipótesis nula no se rechaza al nivel de sig-
nificación del 5 por ciento.

a) ¿Implica eso necesariamente que k0 está
contenida en el intervalo de confianza al 95
por ciento de k?

b) ¿Implica eso necesariamente que k0 está
contenida en el intervalo de confianza al 90
por ciento de k si la media muestral obser-
vada es mayor que k0?

10.23. Una empresa que vende licencias de un nuevo
programa informático de comercio electrónico
anuncia que las empresas que lo utilizan obtie-
nen, en promedio, durante el primer año un ren-
dimiento del 10 por ciento por sus inversiones
iniciales. Una muestra aleatoria de 10 de estas
franquicias generó los siguientes rendimientos
durante el primer año:

6,1 9,2 11,5 8,6 12,1 3,9 8,4 10,1 9,4 8,9

Suponiendo que los rendimientos poblacionales
siguen una distribución normal, contraste la
afirmación de la empresa.

10.24. Un proceso que produce botes de champú,
cuando funciona correctamente, produce botes
cuyo contenido pesa, en promedio, 200 gra-
mos. Una muestra aleatoria de nueve botes pro-
cedentes de un lote tiene el siguiente peso (en
gramos):

21,4 19,7 19,7 20,6 20,8 20,1 19,7 20,3 20,9

Suponiendo que la distribución poblacional es
normal, contraste al nivel del 5 por ciento la
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hipótesis nula de que el proceso funciona co-
rrectamente frente a una hipótesis alternativa
bilateral.

10.25. Un profesor de estadística tiene interés en cono-
cer la capacidad de los estudiantes para evaluar
la dificultad de un examen que han hecho. Este
examen se ha realizado a un gran grupo de es-
tudiantes y la calificación media ha sido de
78,5. Se pide a una muestra aleatoria de ocho
estudiantes que predigan la calificación media.
Sus predicciones son

72 83 78 65 69 77 81 71

Suponiendo que la distribución es normal, con-
traste la hipótesis nula de que la media pobla-
cional de las predicciones es 78,5. Utilice la
hipótesis alternativa bilateral y un nivel de sig-
nificación del 10 por ciento.

10.26. Un distribuidor de cerveza sostiene que una
nueva presentación, que consiste en una foto de
tamaño real de un conocido cantante de rock,
aumentará las ventas del producto en los super-
mercados en una media de 50 cajas en una se-
mana. En una muestra aleatoria de 20 super-

mercados, las ventas medias aumentaron en
41,3 cajas y la desviación típica muestral fue
de 12,2 cajas. Contraste al nivel del 5 por cien-
to la hipótesis nula de que la media poblacional
del aumento de las ventas es al menos de 50
cajas, indicando los supuestos que postule.

10.27. En las negociaciones con los representantes sin-
dicales, una empresa sostiene que con el nuevo
sistema de incentivos los ingresos semanales me-
dios de todos los trabajadores de los servicios de
atención al cliente son al menos de 400 $. Un re-
presentante sindical toma una muestra aleatoria
de 15 trabajadores y observa que sus ingresos
semanales tienen una media de 381,35 $ y una
desviación típica de 48,60 $. Suponga que la
distribución es normal.

a) Contraste la afirmación de la empresa.
b) Si se hubieran obtenido los mismos resulta-

dos muestrales con una muestra aleatoria de
50 trabajadores, ¿podría rechazarse la afir-
mación de la empresa a un nivel de signifi-
cación más bajo que el utilizado en el apar-
tado (a)?

10.4. Contrastes de la proporción poblacional
(grandes muestras)

Otro importante conjunto de problemas empresariales y económicos consiste en contrastar
proporciones poblacionales. Los ejecutivos tienen interés en saber cuál es la cuota porcen-
tual de mercado de sus productos y las autoridades tienen interés en saber cuál es el por-
centaje de la población que apoya una nueva propuesta. Por lo tanto, la inferencia sobre la
proporción poblacional basada en proporciones muestrales es una importante aplicación del
contraste de hipótesis.

En los Capítulos 6 y 7 vimos que la distribución normal es una aproximación bastante
precisa de la distribución de la proporción muestral. En esta aproximación, P representa la
proporción poblacional y p4 la proporción muestral. Por lo tanto, la proporción muestral p4
estimada a partir de una muestra aleatoria de tamaño n sigue una distribución normal apro-
ximada de P y varianza P(1 . P)/n. El estadístico normal estándar es

Z %
p4 . P

∂P(1 . P)/n

Si la hipótesis nula es que la proporción poblacional es

H0 :P % P0
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se deduce que, cuando esta hipótesis es verdadera, la variable aleatoria

Z %
p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n

sigue aproximadamente una distribución normal estándar. Utilizando ese resultado, pode-
mos definir los contrastes.

Contrastes de la proporción poblacional (grandes muestras)
Comenzamos con una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una población
que tiene una proporción P cuyos miembros poseen un determinado atributo. Si P(1 . P) b 9
y la proporción muestral es p4 , los siguientes contrastes tienen el nivel de significación a:

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis

H0 : P % P0 o H0 : P m P0

frente a la alternativa

H1 : P b P0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
b za (10.9)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : P % P0 o H0 : P n P0

frente a la alternativa

H1 : P a P0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
a .za (10.10)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : P % P0

frente a la alternativa bilateral

H1 : P Ç P0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
b za/2 o

p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
a .za/2 (10.11)

En todos estos contrastes, el p-valor es el nivel de significación más bajo al que puede re-
chazarse la hipótesis nula.

Los contrastes presentados aquí se resumen en la Figura 10.11, página 389.
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EJEMPLO 10.5. Información de los clientes de un supermercado sobre
el precio (contraste de hipótesis utilizando proporciones)

Una empresa de estudios de mercado quiere saber si los compradores son sensibles a los
precios de los artículos que se venden en un supermercado. Obtiene una muestra aleato-
ria de 802 compradores y observa que 378 son capaces de decir el precio correcto de un
artículo inmediatamente después de colocarlo en el carro. Contraste al nivel del 7 por
ciento la hipótesis nula de que al menos la mitad de todos los compradores son capaces
de decir el precio correcto.

Solución

Sea P la proporción poblacional de compradores de los supermercados que son capaces
de decir el precio correcto en estas circunstancias. Contraste la hipótesis nula

H0 : P n P0 % 0,50

frente a la alternativa

H1 : P a 0,50

La regla de decisión es rechazar la hipótesis nula en favor de la alternativa si

p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
a .za

En este ejemplo, n % 802 y p4 % 378/802 % 0,471. En un contraste al nivel del 7 por
ciento, a % 0,07 y za % .1,474, según la tabla de distribución normal.

El estadístico del contraste es

p4 . P0

∂P0(1 . P0)/n
%

0,471 . 0,50

∂0,50(1 . 0,50)/802
% .1,64

Dado que .1,64 es menor que .1,474, rechazamos la hipótesis nula y concluimos que
menos de la mitad de los compradores puede decir correctamente el precio inmediata-
mente después de colocar un artículo en el carro. Utilizando el valor del estadístico del
contraste calculado de .1,64, también observamos que el p-valor del contraste es
0,051.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
10.28. Se obtiene una muestra aleatoria de mujeres y

se pregunta a cada una de ellas si compraría un
nuevo modelo de zapatos. Para averiguar si las
ventas de este nuevo modelo llegarían a superar
la cifra del 25 por ciento para cumplir así los
objetivos de beneficios de la empresa, se realiza
el siguiente contraste de hipótesis al nivel

a % 0,03 utilizando la proporción muestral de
mujeres que contestaron afirmativamente, p4 .

H0 : P m 0,25
H1 : P b 0,25

¿Qué valor tiene que tener la proporción mues-
tral, p4 , para rechazar la hipótesis nula, dados los
siguientes tamaños de la muestra?
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a) n % 400
b) n % 225
c) n % 625
d) n % 900

10.29. Una empresa está tratando de averiguar si debe
seguir fabricando un modelo de zapatos que an-
tes tenía mucha aceptación. Se obtiene una
muestra aleatoria de mujeres a las que se les
pregunta si comprarían este modelo. Para averi-
guar si se debe seguir fabricando ese modelo, se
realiza el siguiente contraste de hipótesis a un
nivel a % 0,05 utilizando la proporción muestral
de mujeres que contestó afirmativamente, p4 .

H0 : P n 0,25
H1 : P a 0,25

¿Qué valor debe tener la proporción muestral,
p4 , para rechazar la hipótesis nula, dados los si-
guietes tamaños de la muestra?

a) n % 400
b) n % 225
c) n % 625
d) n % 900

Ejercicios aplicados

10.30. En una muestra aleatoria de 361 propietarios de
pequeñas empresas que se habían declarado en
quiebra, 105 declararon que no habían hecho
ningún estudio de mercado antes de abrir el ne-
gocio. Contraste al nivel a % 0,05 la hipótesis
de que el 25 por ciento como máximo de todos
los miembros de esta población no realizó estu-
dios de mercado antes de abrir el negocio.

10.31. En una muestra aleatoria de 998 adultos de Es-
tados Unidos, el 17,3 por ciento de los miem-
bros discrepa de la siguiente afirmación: «La
globalización es más que un sistema comercial
económico; incluye las instituciones y la cultu-
ra». Contraste al nivel del 5 por ciento la hipó-
tesis de que al menos el 25 por ciento de todos
los adultos estadounidenses discreparía de esta
afirmación.

10.32. En una muestra aleatoria de 160 estudiantes de
administración de empresas, 72 miembros se
mostraron en alguna medida de acuerdo con la
siguiente afirmación: «Las calificaciones de un
examen de selectividad son menos importantes
para las posibilidades de éxito académico de

un estudiante que las calificaciones obtenidas
en el bachillerato». Contraste la hipótesis nula
de que la mitad de todos los estudiantes de ad-
ministración de empresas estaría de acuerdo
con esta afirmación frente a la hipótesis alter-
nativa bilateral. Halle e interprete el p-valor
del contraste.

10.33. En una muestra aleatoria de 199 auditores, 104
se mostraron en alguna medida de acuerdo con
la siguiente afirmación: «El flujo de caja es un
importante indicador de la rentabilidad». Con-
traste al nivel de significación del 10 por ciento
la hipótesis nula de que la mitad de los miem-
bros de esta población estaría de acuerdo con
esta afirmación frente a la alternativa bilateral.
Halle e interprete también el p-valor de este
contraste.

10.34. Se ha preguntado a una muestra aleatoria de 50
responsables de la admisión en programas de
postgrado por lo que se espera en las entrevistas
que se realizan a los solicitantes. En esta mues-
tra aleatoria, 28 miembros estaban de acuerdo
en que el entrevistador normalmente espera que
el entrevistado haya realizado labores de volun-
tariado. Contraste al nivel a % 0,05 la hipótesis
nula de que la mitad de todos los entrevistado-
res tienen esta expectativa frente a la alternativa
de que la proporción poblacional es de más de
la mitad.

10.35. En una muestra aleatoria de 172 profesores de
enseñanza primaria, 118 declararon que el
apoyo de los padres era la fuente más importan-
te de éxito de un niño. Contraste al nivel
a % 0,05 la hipótesis de que el apoyo de los pa-
dres es la fuente más importante de éxito de un
niño al menos para el 75 por ciento de los pro-
fesores de enseñanza primaria frente a la alter-
nativa de que el porcentaje poblacional es infe-
rior al 75 por ciento.

10.36. Se ha preguntado a una muestra aleatoria de
202 profesores de una escuela de administra-
ción de empresas si debe exigirse a los estu-
diantes que asistan a un curso de lengua extran-
jera. En esta muestra, 140 miembros piensan
que sí debe exigirse. Contraste al nivel
a % 0,05 la hipótesis de que al menos el 75 por
ciento de todos los profesores defiende esta
idea.
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10.5. Valoración de la potencia de un contraste

En los apartados 10.2 a 10.4 hemos presentado varios contrastes de hipótesis con un nivel
de significación a. En todos estos contrastes, hemos formulado reglas de decisión para re-
chazar la hipótesis nula en favor de una hipótesis alternativa. Cuando realizamos estos
contrastes, sabemos que la probabilidad de cometer un error de Tipo I cuando rechazamos
la hipótesis nula es como máximo igual a un determinado valor a que suele ser pequeño.
Además, también podemos calcular el p-valor del contraste y, por lo tanto, sabemos cuál
es el nivel mínimo de significación al que puede rechazarse la hipótesis nula. Cuando re-
chazamos la hipótesis nula, concluimos que existen pruebas contundentes para apoyar
nuestra conclusión. Pero si no rechazamos la hipótesis nula, sabemos que la hipótesis nula
es verdadera o hemos cometido un error de Tipo II al no rechazar la hipótesis nula cuando
la alternativa es verdadera.

En este apartado examinamos las características de algunos de nuestros contrastes
cuando la hipótesis nula no es verdadera. Aprendemos a calcular la probabilidad de come-
ter un error de Tipo II y a averiguar la potencia de un contraste de hipótesis. Naturalmente,
sólo puede cometerse un error de Tipo II si la hipótesis alternativa es verdadera. Por lo
tanto, consideraremos el error de Tipo II y la potencia que se dan cuando el parámetro po-
blacional adopta valores específicos que están incluidos en la hipótesis alternativa.

Contrastes de la media de una distribución normal:
variable poblacional conocida

Siguiendo los métodos del apartado 10.2, queremos contrastar la hipótesis nula de que la
media de una población normal es igual a un valor específico, k0.

Determinación de la probabilidad de cometer un error de Tipo II
Consideremos el contraste

H0 : k % k0

frente a la alternativa

H1 : k b k0

Utilizando la regla de decisión

Rechazar H0 si
x6 . k0

p/∂n
b za o x6 b x6c % k0 ! zap/∂n

hallamos los valores de la media muestral que llevan a no rechazar la hipótesis nula. Ahora
bien, dado cualquier valor de la media poblacional definido por la hipótesis alternativa, H1, ha-
llamos la probabilidad de que la media muestral esté en la región de no rechazo de la hipótesis
nula. Ésta es la probabilidad de cometer un error de Tipo II. Por lo tanto, consideramos una
k % k* tal que k* b k0. Entonces para k* la probabilidad de cometer un error de Tipo II es

b % P(x6 a x6c � k % k*)

% P Az a

x6c . k*

p/∂n B (10.12)
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y

Potencia % 1 . b

El valor de b y la potencia serán diferentes para todo k*.

Consideremos un ejemplo en el que contrastamos la hipótesis nula de que la media po-
blacional del peso de los rodamientos de un proceso de producción es de 5 onzas frente a
la hipótesis alternativa de que es de más de 5 onzas. Realizamos el contraste con una
muestra aleatoria de 16 observaciones y un nivel de significación del 0,05. Se supone que
la distribución poblacional es una distribución normal que tiene una desviación típica de
0,1 onzas. Por lo tanto, la hipótesis nula es

H0 : k % 5

frente a la hipótesis alternativa

H1 : k b 5

y la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . 5

0,1/∂16
b 1,645 o x6 b 5 ! 1,645(0,1/∂16) % 5,041

Ahora bien, si la media muestral es menor o igual que 5,041, entonces, utilizando nuestra
regla, no rechazaremos la hipótesis nula.

Supongamos que queremos hallar la probabilidad de que no se rechace la hipótesis nu-
la si el verdadero peso medio es de 5,05 onzas. Es evidente que la hipótesis alternativa es
correcta y queremos hallar la probabilidad de que no rechacemos la hipótesis nula y, por lo
tanto, cometamos un error de Tipo II. Es decir, queremos hallar la probabilidad de que la
media muestral sea de menos de 5,041 si la media poblacional es realmente 5,05. Utilizan-
do las 16 observaciones, calculamos la probabilidad de cometer un error de Tipo II:

b %P(X1 m 5,041 � k % 5,05) % P AZ m

5,041 . 5,05

0,1/∂16 B
% P(Z m .0,36)
% 1 . 0,6406 % 0,3594

Por lo tanto, utilizando la regla de decisión anterior, podemos demostrar que la probabili-
dad, b, de cometer un error de Tipo II cuando la media poblacional es de 5,05 onzas es
0,3594. Dado que la potencia de un contraste es 1 menos la probabilidad de cometer un
error de Tipo II, tenemos que cuando la media poblacional es 5,05,

Potencia % 1 . b % 1 . 0,3594 % 0,6406

Estos cálculos de la potencia se muestran en la Figura 10.5. En la parte (a) vemos que,
cuando la media poblacional es 5, la probabilidad de que la media muestral sea superior a
5,041 es 0,05, que es el nivel de significación del contraste. La parte (b) de la figura mues-
tra la función de densidad de la distribución de la media muestral en el muestreo cuando la
media poblacional es 5,05. El área sombreada de esta figura muestra la probabilidad de
que la media muestral sea superior a 5,041 cuando la media poblacional es 5,05: la poten-
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Figura 10.5.
Distribución de la
media muestral en
el muestreo de 16
observaciones
cuando p % 0,1.

a = 0,05

xm0 = 5,00 5,041

1 – b = 0,6406

f(x)

x5,041 m1 = 5,05

(b)(a)

f(x)

cia del contraste. Podrían realizarse unos cálculos similares para hallar la potencia y la pro-
babilidad de cometer un error de Tipo II con cualquier valor de k superior a 5,0.

Calculando la potencia de un contraste para todos los valores de k incluidos en la hipó-
tesis nula, puede generarse la función de potencia, mostrada en la Figura 10.6. La función
de potencia tiene las siguientes características:

1. Cuanto más lejos se encuentra la verdadera media de la media postulada k0, ma-
yor es la potencia del contraste, manteniéndose todo lo demás constante. La Figu-
ra 10.6 ilustra este resultado.

2. Cuanto menor es el nivel de significación (a) del contraste, menor es la potencia,
manteniéndose todo lo demás constante. Por lo tanto, la reducción de la probabili-
dad de cometer un error de Tipo I (a) aumenta la probabilidad de cometer un error
de Tipo II (b), pero la reducción de a en 0,01 no aumenta generalmente b en 0,01;
los cambios no son lineales.

3. Cuanto mayor es la varianza poblacional, menor es la potencia del contraste, man-
teniéndose todo lo demás constante.

4. Cuanto mayor es el tamaño de la muestra, mayor es la potencia del contraste, man-
teniéndose todo lo demás constante. Obsérvese que las muestras de mayor tamaño
reducen la varianza de la media poblacional y, por lo tanto, aumentan las posibili-
dades de que rechacemos H0 cuando no es correcta. La Figura 10.7 presenta un
conjunto de curvas de potencia correspondientes a los tamaños de la muestra de 4,
9 y 16 que ilustran el efecto.

5. La potencia del contraste al valor crítico es igual a 0,5 porque la probabilidad de
que una media muestral sea superior a (k0 % x6c) es, por supuesto, 0,50.

5,00
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Figura 10.6. Función de potencia del contraste
H0 : k % 5 frente a H1 : k b 5 (a % 0,05, p % 0,1, n % 16).
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Figura 10.7. Funciones de potencia del contraste
H0 : k % 5 frente a H1 : k b 5 (a % 0,05, p % 0,1)

para los tamaños de la muestra 4, 9 y 16.
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Muchos paquetes estadísticos tienen rutinas programadas que permiten calcular la po-
tencia de un contraste. Por ejemplo, la Figura 10.8 muestra la salida Minitab del ejemplo
analizado. Las pequeñas diferencias entre los valores de la potencia son el resultado del
error de redondeo.

Figura 10.8.
Cálculo de la
potencia por
computador (salida
Minitab).

Power and Sample Size

1-Sample Z test

Testing mean = null (versus > null)
Calculating power for mean = null + difference
Alpha = 0.05 Assumed standard deviation = 0.1

 Sample
Difference Size Power
0.05 16 0.638760

Minitab steps 
1. stat 
2. Power and Sample Size 
3. 1 Sample Z 
4. Enter Sample Size 16 
5. Difference 0.05
6. Standard Deviation 0.1. 
7. Options Greater than

Potencia de los contrastes de proporciones poblacionales
(grandes muestras)
En el apartado 10.4 hemos presentado contrastes de hipótesis y reglas de decisión para
contrastar si la proporción poblacional tenía ciertos valores. Utilizando métodos parecidos
a los del apartado anterior, también podemos hallar la probabilidad de cometer un error de
Tipo II para los contrastes de proporciones. La probabilidad, b, de cometer un error de Ti-
po II dada una proporción poblacional P1 incluida en H1 se halla de la forma siguiente:

1. Partiendo de la regla de decisión del contraste, se halla el intervalo de valores de la
proporción muestral que llevan a no rechazar la hipótesis nula.

2. Utilizando el valor P1 de la proporción poblacional —donde P1 está incluida en la
hipótesis alternativa— se halla la probabilidad de que la proporción muestral esté
en el intervalo de no rechazo hallado en el paso (1) para muestras de n observacio-
nes cuando la proporción poblacional es P1.

En el siguiente ejemplo mostramos cómo se utiliza este método.

EJEMPLO 10.6. Predicciones de los beneficios de Inversores
Electrónicos S.A. (potencia y error de Tipo II)

El presidente de Inversores Electrónicos le ha pedido que analice las predicciones de los
beneficios empresariales por acción realizadas por un grupo de analistas financieros. Es-
tos analistas tenían interés en saber tanto cuál era la proporción de predicciones que
eran superiores al nivel efectivo de beneficios como la proporción de predicciones que
eran inferiores al nivel efectivo de beneficios.

Solución

Comencemos nuestro análisis construyendo un contraste de hipótesis para averiguar si
existen pruebas contundentes que permitan concluir que la proporción de predicciones
que son superiores a los beneficios efectivos es diferente del 50 por ciento. Represen-
tando por medio de P la proporción de predicciones superiores al nivel efectivo, la
hipótesis nula es

H0 : P % P0 % 0,50
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y la hipótesis alternativa es

H1 : P Ç 0,50

La regla de decisión es

Rechazar H0 si
p4 x . P0

J
P0(1 . P0)

n

b za/2 o
p4 x . P0

J
P0(1 . P0)

n

a .za/2

Se obtiene una muestra aleatoria de n % 600 predicciones y se averigua que 382 son su-
periores a los beneficios efectivos. Utilizando un nivel de significación de a % 0,05, la
regla de decisión es rechazar la hipótesis nula si

p4 x . 0,50

J
(0,50)(0,50)

600

b 1,96 o
p4 x . 0,50

J
(0,50)(0,50)

600

a .1,96

También se rechaza H0 si

p4 x b 0,50 ! 1,96J
(0,50)(0,50)

600
% 0,50 ! 0,04 % 0,54

o sea

p4 x a 0,50 . 0,04 % 0,46

La proporción muestral observada es

p4 x %
382

600
% 0,637

y, por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula al nivel del 5 por ciento.
Ahora queremos hallar la probabilidad de cometer un error de Tipo II cuando se uti-

liza esta regla de decisión. Supongamos que la verdadera proporción poblacional es
P1 % 0,55. Queremos hallar la probabilidad de que la proporción muestral se encuentre
entre 0,46 y 0,54 si la proporción poblacional es 0,55. Por lo tanto, la probabilidad de
cometer un error de Tipo II es

P(0,46 m p4 x m 0,54 � P % 0,55) % P C
0,46 . P1

J
P1(1 . P1)

n

m Z m

0,54 . P1

J
P1(1 . P1)

n D
% P C

0,46 . 0,55

J
(0,55)(0,45)

600

m Z m

0,54 . 0,55

J
0,55(0,45)

600 D
% P(.4,43 m Z m .0,49) % 0,3121
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Dada la regla de decisión, la probabilidad de cometer un error de Tipo II si no se recha-
za la hipótesis nula cuando la verdadera proporción es 0,55 es b % 0,3121. La potencia
del contraste con este valor de la proporción poblacional es

Potencia % 1 . b % 0,6879

Esta probabilidad puede calcularse para cualquier proporción P1. La Figura 10.9
muestra la función de potencia de este ejemplo. Como la hipótesis alternativa es bilate-
ral, la función de potencia tiene una forma distinta a la de la Figura 10.6. Aquí, estamos
considerando valores posibles de la proporción poblacional a cualquiera de los dos la-
dos del valor postulado, 0,50. Como vemos, la probabilidad de rechazar la hipótesis nu-
la cuando es falsa aumenta cuanto más lejos esté la proporción poblacional verdadera
del valor postulado.

Figura 10.9. Función de potencia del contraste de H0 : P % 0,50 frente a H1 : P Ç 0,50 (a % 0,05, n % 600).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
10.37. Considere el siguiente contraste de hipótesis

H0 : k % 5
H1 : k b 5

y la regla de decisión

Rechazar H0 si
x . 5

0,1/∂16
b 1,645 o

x6 b 5 ! 1,645(0,1/∂16) % 5,041

Calcule la probabilidad de cometer un error de
Tipo II y la potencia en el caso de las medias
poblacionales verdaderas.
a) k % 5,10
b) k % 5,03
c) k % 5,15
d) k % 5,07

10.38. Considere el ejemplo 10.6 en el que la hipótesis
nula es

H0 : P % P0 % 0,50

y la hipótesis alternativa es

H0 : P Ç 0,50

La regla de decisión es

Rechazar H0 si
p4 x . 0,50

J
(0,50)(0,50)

600

b 1,96 o

p4 x . 0,50

J
(0,50)(0,50)

600

a .1,96

y el tamaño de la muestra es n % 600. Calcule
la probabilidad de cometer un error de Tipo II
si la proporción poblacional efectiva es

a) P % 0,52
b) P % 0,58
c) P % 0,53
d) P % 0,48
e) P % 0,43
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Ejercicios aplicados

10.39. Una empresa que recibe envíos de pilas contras-
ta una muestra aleatoria de nueve de ellas antes
de aceptar un envío. Quiere que la verdadera
duración media de todas las pilas del envío sea
al menos de 50 horas. Sabe por experiencia que
la distribución poblacional de la duración es
normal y tiene una desviación típica de 3 horas.
La duración media de una muestra de nueve pi-
las de un envío es de 48,2 horas.

a) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula de que la media poblacional de la
duración es al menos de 50 horas.

b) Halle la potencia de un contraste al nivel del
10 por ciento cuando la verdadera duración
media de las pilas es de 49 horas.

10.40. Una empresa farmacéutica quiere que la con-
centración de impurezas de sus píldoras no
supere el 3 por ciento. Se sabe que la concen-
tración de impurezas de un lote sigue una dis-
tribución normal que tiene una desviación típi-
ca del 0,4 por ciento. Se comprueba una
muestra aleatoria de 64 píldoras de un lote y se
observa que la media muestral de la concentra-
ción de impurezas es del 3,07 por ciento.

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que la media poblacional de la
concentración de impurezas es del 3 por
ciento frente a la alternativa de que es de
más del 3 por ciento.

b) Halle la probabilidad de que un contraste re-
chace al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula cuando la verdadera concentración me-
dia de impurezas es del 3,10 por ciento.

10.41. Una muestra aleatoria de 1.562 estudiantes uni-
versitarios matriculados en un curso de ética
empresarial debe responder en una escala de 1
(totalmente en desacuerdo) a 7 (totalmente de
acuerdo) a esta proposición: «A los altos ejecu-
tivos de las empresas les preocupa la justicia
social». La media muestral de las respuestas es
4,27 y la desviación típica muestral es 1,32.

a) Contraste al nivel del 1 por ciento la hipóte-
sis nula de que la media poblacional es 4
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

b) Halle la probabilidad de que un contraste
acepte al nivel del 1 por ciento la hipótesis
nula cuando la verdadera respuesta media
es 3,95.

10.42. En una muestra aleatoria de 802 compradores
en supermercados había 378 que preferían las
marcas genéricas si su precio era más bajo.
Contraste al nivel del 10 por ciento la hipótesis
nula de que al menos la mitad de todos los
compradores prefería las marcas genéricas fren-
te a la alternativa de que la proporción pobla-
cional es de menos de la mitad. Halle la poten-
cia de un contraste al nivel del 10 por ciento si
el 45 por ciento de los compradores es capaz
realmente de indicar el precio correcto de un
artículo inmediatamente después de colocarlo
en el carro.

10.43. En una muestra aleatoria de 998 adultos de Es-
tados Unidos, el 17,3 por ciento de los miembros
discrepaba de la siguiente afirmación: «La globa-
lización es más que un sistema comercial eco-
nómico: incluye las instituciones y la cultura».

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis de que al menos el 25 por ciento de to-
dos los adultos estadounidenses discreparía
de esta afirmación.

b) Halle la probabilidad de rechazar la hipóte-
sis nula con un contraste al nivel del 5 por
ciento si el 20 por ciento de todos los adul-
tos estadounidenses discrepara realmente de
esta afirmación.

10.44. En una muestra aleatoria de 199 auditores, 104
se mostraron en alguna medida de acuerdo con
la siguiente afirmación: «El flujo de caja es un
importante indicador de la rentabilidad».

a) Contraste al nivel de significación del 10 por
ciento la hipótesis nula de que la mitad de
los miembros de esta población estaría de
acuerdo con esta afirmación frente a la alter-
nativa bilateral. Halle e interprete también el
p-valor de este contraste.

b) Halle la probabilidad de aceptar la hipótesis
nula con un contraste al nivel del 10 por
ciento si el 60 por ciento de todos los audi-
tores estuviera realmente de acuerdo en que
el flujo de caja es un importante indicador
de la rentabilidad.

10.45. Una cadena de comida rápida comprueba dia-
riamente que el peso medio de sus hamburgue-
sas es de 320 gramos como mínimo. La hipóte-
sis alternativa es que el peso medio es de
menos de 320 gramos, lo que indica que es ne-
cesario utilizar nuevos métodos. Puede suponer-
se que el peso de las hamburguesas sigue una
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distribución normal que tiene una desviación tí-
pica de 30 gramos. La regla de decisión adopta-
da es rechazar la hipótesis nula si la media
muestral del peso es de menos de 308 gramos.

a) Si se seleccionan muestras aleatorias de
n % 36 hamburguesas, ¿cuál es la probabili-
dad de que se cometa un error de Tipo I uti-
lizando esta regla de decisión?

b) Si se seleccionan muestras aleatorias de
n % 9 hamburguesas, ¿cuál es la probabili-
dad de que se cometa un error de Tipo I uti-
lizando esta regla de decisión? Explique por
qué su respuesta es diferente de la respuesta
del apartado (a).

c) Suponga que el verdadero peso medio es de
310 gramos. Si se seleccionan muestras
aleatorias de 36 hamburguesas, ¿cuál es la
probabilidad de que se cometa un error de
Tipo II utilizando esta regla de decisión?

10.46. Un vinicultor sostiene que la proporción de
clientes que no saben distinguir su producto del
zumo de uva congelada es como máximo de
0,10. Decide contrastar esta hipótesis nula fren-
te a la alternativa de que la verdadera propor-
ción es de más de 0,10. La regla de decisión
adoptada es rechazar la hipótesis nula si la pro-
porción muestral que no sabe distinguir entre
los dos sabores es de más de 0,14.

a) Si se elige una muestra aleatoria de 100
clientes, ¿cuál es la probabilidad de que se
cometa un error de Tipo I utilizando esta re-
gla de decisión?

b) Si se elige una muestra aleatoria de 400
clientes, ¿cuál es la probabilidad de que se
cometa un error de Tipo I utilizando esta re-
gla de decisión? Explique verbal y gráfica-
mente por qué su respuesta es diferente de
la respuesta del apartado (a).

c) Suponga que la verdadera proporción de
clientes que no saben distinguir entre estos
sabores es de 0,20. Si se elige una muestra
aleatoria de 100 clientes, ¿cuál es la probabi-
lidad de que se cometa un error de Tipo II?

d) Suponga que, en lugar de utilizar la regla de
decisión dada, se decide rechazar la hipóte-
sis nula si la proporción muestral de clientes
que no saben distinguir entre los dos sabores
es de más de 0,16. Se selecciona una mues-
tra aleatoria de 100 clientes.

i. Indique sin realizar los cálculos si la pro-
babilidad de cometer un error de Tipo I
será mayor, menor o igual que en el
apartado (a).

ii. Si la verdadera proporción es 0,20, ¿será
la probabilidad de cometer un error de
Tipo II mayor, menor o igual que en el
apartado (c)?

RESUMEN

En este capítulo hemos presentado la metodología para
realizar contrastes clásicos de hipótesis, comenzando
con los argumentos para tomar decisiones en condicio-
nes de incertidumbre. Se definen decisiones que impli-
can la elección entre dos opciones. Las decisiones se
toman rechazando una hipótesis nula si hay pruebas
contundentes a favor de la hipótesis alternativa. Pueden
cometerse dos tipos de error: un error de Tipo I, que se
comete cuando se rechaza la hipótesis nula cuando es
verdadera, y un error de Tipo II, que se comete cuando
no se rechaza la hipótesis nula cuando no es verdadera.
Hemos presentado diversos métodos y reglas de deci-
sión específicos para realizar contrastes. Son contrastes
de la media cuando las varianzas son conocidas y des-
conocidas y contrastes de proporciones. Hemos anali-

zado los métodos para hallar la potencia y la probabili-
dad de cometer un error de Tipo II partiendo de dife-
rentes supuestos sobre la media o la proporción pobla-
cionales efectivas.

Las reglas de decisión se resumen en las Figuras
10.10 y 10.11. En la 10.10, se presentan reglas de deci-
sión para contrastar hipótesis relacionadas con una me-
dia poblacional, k. Obsérvese que se examinan contras-
tes de los tres tipos de hipótesis y de los casos en los
que se conoce y se desconoce la variable poblacional.
En la 10.11, se formulan reglas de decisión para con-
trastar hipótesis relacionadas con una proporción po-
blacional, P. Obsérvese de nuevo que se examinan con-
trastes de tres tipos de hipótesis.
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Figura 10.10. Directrices para elegir la regla de decisión adecuada para una media poblacional.

TÉRMINOS CLAVE

argumento contrafactual, 359
contraste de la media de una

distribución normal (varianza conocida):
hipótesis nula y alternativa compuestas, 365

contraste de la media de una distribución
normal (varianza conocida): hipótesis nula
y alternativa compuestas o simples, 367

contraste de la media de una población normal:
varianza conocida, 362

contraste de la media de una distribución normal
frente a una hipótesis alternativa bilateral:
varianza conocida, 369

contrastes de la media de una distribución
normal: varianza poblacional desconocida, 372

contrastes de la proporción poblacional
(grandes muestras), 377

determinación de la probabilidad de cometer
un error de Tipo II, 380

error de Tipo I, 356
error de Tipo II, 356
estados de la naturaleza y decisiones sobre

la hipótesis nula, 356
función de potencia, 383
interpretación del valor de la probabilidad

o p-valor, 363
hipótesis alternativa, 354
hipótesis compuesta, 354
hipótesis nula, 354
hipótesis simple, 354
potencia, 357
terminología del contraste de hipótesis, 358
valor crítico, 361
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Figura 10.11.
Directrices para
elegir la regla de
decisión adecuada
para una proporción
poblacional.

Formular las hipótesis:

Formular a

H0: P = P0
H1: P ≠ P0

H0: P ≤ P0
H1: P > P0

H0: P ≥ P0
H1: P < P0

1

31

2

2 3

Tipo de
hipótesis

P = P0(1  P0)
n

Regla de decisión

o rechazar H0
y aceptar H 1

rechazar H0
y aceptar H 1

< z

s

Si p p0

p0(1 p0)/n
>z /2a

Regla de decisión
Si p p0

p0(1 p0)/n
>z ,a

rechazar H0
y aceptar H 1

Regla de decisión
Si p p0

p0(1 p0)/n

p p0

p0(1 p0)/n /2a

< z ,a

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

10.47. Explique detenidamente la distinción entre cada
uno de los pares de términos siguientes:
a) Hipótesis nula e hipótesis alternativa
b) Hipótesis simple e hipótesis compuesta
c) Alternativa unilateral y bilateral
d) Errores de Tipo I y de Tipo II
e) Nivel de significación y potencia

10.48. Explique detenidamente qué significa el p-valor
de un contraste y analice el uso de este concep-
to en el contraste de hipótesis.

10.49. Una muestra aleatoria de 10 estudiantes contie-
ne las siguientes observaciones en horas sobre
el tiempo que dedican a estudiar durante la se-
mana antes de los exámenes finales.

28 57 42 35 61 39 55 46 49 38

Suponga que la distribución poblacional es nor-
mal.
a) Halle la media muestral y la desviación típi-

ca muestral.

b) Contraste al nivel de significación del 5 por
ciento la hipótesis nula de que la media po-
blacional es 40 horas frente a la alternativa
de que es mayor.

10.50. Indique si cada una de las afirmaciones siguien-
tes es verdadera o falsa.
a) El nivel de significación de un contraste es

la probabilidad de que la hipótesis nula sea
falsa.

b) Se comete un error de Tipo I cuando se re-
chaza una hipótesis nula verdadera.

c) Se rechaza una hipótesis nula al nivel de
0,025, pero no se rechaza al nivel de 0,01.
Eso significa que el p-valor del contraste se
encuentra entre 0,01 y 0,025.

d) La potencia de un contraste es la probabili-
dad de aceptar una hipótesis nula que es ver-
dadera.

e) Si se rechaza una hipótesis nula frente a una
alternativa al nivel del 5 por ciento, entonces
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utilizando los mismos datos debe rechazar-
se frente a la alternativa al nivel del 1 por
ciento.

f) Si se rechaza una hipótesis nula frente a una
alternativa al nivel del 1 por ciento, entonces
utilizando los mismos datos debe rechazar-
se frente a la alternativa al nivel del 5 por
ciento.

g) El p-valor de un contraste es la probabilidad
de que la hipótesis nula sea verdadera.

10.51. Una compañía de seguros tiene agentes a comi-
sión. Sostiene que el primer año de trabajo los
agentes perciben una comisión media de 40.000 $
como mínimo y que la desviación típica pobla-
cional no supera los 6.000 $. Considerando la
comisión percibida el primer año, se observa
que en una muestra aleatoria de nueve agentes,

9

;
i%1

xi % 333 y
9

;
i%1

(xi . x6)2 % 312

donde xi se expresa en miles de dólares y puede
suponerse que la distribución de la población es
normal. Contraste al nivel del 5 por ciento la
hipótesis nula de que la media poblacional es
de 40.000 $ como mínimo.

10.52. Los defensores de un nuevo molino de viento
afirman que puede generar como mínimo una
media de 800 kilovatios diarios de energía. Se
supone que la generación diaria de energía si-
gue una distribución normal que tiene una des-
viación típica de 120 kilovatios. Se toma una
muestra aleatoria de 100 días para contrastar es-
ta afirmación frente a la hipótesis alternativa de
que la verdadera media es de menos de 800
kilovatios. La afirmación no se rechaza si la
media muestral es de 776 kilovatios o más y se
rechaza en caso contrario.

a) ¿Cuál es la probabilidad a de que se cometa
un error de Tipo I utilizando la regla de
decisión si la media poblacional es, en reali-
dad, de 800 kilovatios diarios?

b) ¿Cuál es la probabilidad b de que se cometa
un error de Tipo II utilizando la regla de
decisión si la media poblacional es, en reali-
dad, de 740 kilovatios diarios?

c) Suponga que se utiliza la misma regla de
decisión, pero con una muestra de 200 días
en lugar de 100.

i. ¿Sería el valor de a mayor, menor o
igual que el obtenido en el apartado (a)?

ii. ¿Sería el valor de b mayor, menor o
igual que el obtenido en el apartado (b)?

d) Suponga que se toma una muestra de 100
observaciones, pero que se cambia la regla
de decisión, de manera que la afirmación no
se rechaza si la media muestral es de al me-
nos 765 kilovatios.

i. ¿Sería el valor de a mayor, menor o
igual que el obtenido en el apartado (a)?

ii. ¿Sería el valor de b mayor, menor o
igual que el obtenido en el apartado (b)?

10.53. En una muestra aleatoria de 545 contables dedi-
cados a elaborar presupuestos municipales, 117
indicaron que la tarea más difícil era estimar el
flujo de caja.

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que al menos el 25 por ciento de
todos los contables considera que la tarea
más difícil es estimar el flujo de caja.

b) Basándose en el método utilizado en el apar-
tado (a), calcule la probabilidad de que la
hipótesis nula se rechace si el verdadero
porcentaje de contables que consideran que
la tarea más difícil es estimar el flujo de ca-
ja es del

i. 20 por ciento
ii. 25 por ciento
iii. 30 por ciento

10.54. En una ocasión se preguntó a una muestra alea-
toria de 104 vicepresidentes de marketing de
grandes empresas de la lista de 500 empresas de
la revista Fortune por la futura situación del cli-
ma empresarial. De los miembros de la muestra,
50 declararon que estaban de acuerdo en alguna
medida con la siguiente afirmación: «Las em-
presas concentrarán sus esfuerzos en el flujo de
caja más que en los beneficios». ¿Cuál es el ni-
vel de significación más bajo al que puede re-
chazarse la hipótesis nula, según la cual la ver-
dadera proporción de ejecutivos que estaría de
acuerdo con esta afirmación es la mitad, frente
a la hipótesis alternativa bilateral?

10.55. En una muestra aleatoria de 99 partidos de la li-
ga profesional de béisbol, el equipo de casa ga-
nó 57 partidos. Contraste la hipótesis nula de
que el equipo de casa gana la mitad de todos
los partidos frente a la hipótesis alternativa de
que gana la mayoría.

10.56. En una muestra aleatoria de 150 licenciados en
administración de empresas, 50 estaban de
acuerdo o muy de acuerdo en que las empresas
deben concentrar sus esfuerzos en buscar estra-
tegias innovadoras de comercio electrónico.
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Contraste al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula de que el 25 por ciento como máximo de
todos los licenciados en administración de em-
presas estaría de acuerdo con esta afirmación.

10.57. En una muestra aleatoria de 142 responsables
de la admisión de estudiantes en programas de
postgrado, 39 declararon que dedican en prome-
dio 15 minutos o menos a estudiar cada solici-
tud. Contraste la hipótesis nula de que el 20 por
ciento a lo más de todos los responsables dedi-
can tan poco tiempo a estudiar las solicitudes.

10.58. Franquicias Nororientales, S.A., tiene algunos
clientes que utilizan su proceso para producir
cenas noruegas exóticas para clientes de todo el
mundo. El coste de explotación del proceso
franquiciado tiene un coste fijo de 1.000 $ a la
semana más 5 $ por cada unidad producida. Re-
cientemente, algunos dueños de restaurantes
que utilizan el proceso se han quejado de que el
modelo de costes ya no es válido y de que los
costes semanales son, en realidad, más altos. Su
trabajo es averiguar si existen pruebas contun-
dentes que apoyen la afirmación de los dueños
de los restaurantes. Obtiene una muestra aleato-
ria de n % 25 restaurantes y averigua sus cos-
tes. También sabe que el número de unidades
producidas en cada restaurante sigue una distri-
bución normal de media k % 400 y varianza
p2

% 625. La media de los costes semanales ob-
tenida con la muestra aleatoria (n % 25) es de
3.050 $. Elabore y aplique un análisis para ave-
riguar si existen pruebas contundentes que per-
mitan concluir que los costes son mayores de lo
que predice el modelo de costes.

10.59. Prairie Flower Cereal Inc. le ha pedido que es-
tudie la variabilidad del peso de las cajas de ce-
reales producidas en la planta 2 que se encuen-
tra en una zona rural de Malasia. Se sabe que el
peso de las cajas sigue una distribución normal.
Utilizando una muestra aleatoria de tamaño
n % 71, observa que la media muestral del peso
es 40 y la varianza muestral es 50.

El vicepresidente de marketing sostiene que
existe una probabilidad muy pequeña de que la
media poblacional del peso sea de menos de 39.
Utilizando un análisis estadístico adecuado, co-
mente su afirmación.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

10.60. Se pide a dos analistas financieros que pre-
digan los beneficios por acción que tendrá una
muestra aleatoria de 12 empresas el próximo

año. Para evaluar la calidad de sus predicciones
se utiliza como indicador el error porcentual ab-
soluto de predicción, que se define de la forma
siguiente:

100 .A
�Efectivos . Predichos �

Efectivos B
Los errores porcentuales absolutos de predic-
ción cometidos se encuentran en el fichero de
datos Analyst Prediction. Indique los supuestos
que postule y contraste la hipótesis nula de que
la media poblacional de los errores porcentuales
absolutos de predicción de los dos analistas fi-
nancieros es la misma frente a la hipótesis alter-
nativa bilateral.

10.61. BBW Ltd. controla la calidad de las barras
de pan que produce. El fichero de datos llama-
do BBWltd, que se encuentra en su disco de
datos o en el sistema informático local, contiene
datos recogidos como parte de su análisis del
mercado. Las variables del fichero son:

1. «Dbread», que contiene una muestra aleato-
ria del peso en gramos de su pan negro reco-
gida en los expositores de los supermercados.

2. «Sbread», que contiene una muestra aleatoria
del peso en gramos de su pan especial recogi-
da en los expositores de los supermercados.

3. «Csbread», que contiene una muestra aleato-
ria del peso en gramos del pan especial de su
competidor recogida en los expositores de
los supermercados.

La empresa garantiza que su pan negro tiene un
peso de 100 gramos o más. Basándose en la
muestra, ¿tiene la empresa pruebas contunden-
tes, a % 0,05, de que cumple la garantía? Apor-
te como prueba un resultado basado en un con-
traste de hipótesis.

10.62. Big River Inc., importante transformador de
pescado de Alaska, está intentando averiguar el
peso del salmón del río Northwest Green. Se
obtiene una muestra aleatoria de salmón y se
pesa. Los datos se encuentran en el fichero titu-
lado Bigfish. Utilice un contraste clásico de
hipótesis para averiguar si existen pruebas con-
tundentes que permitan concluir que la media
poblacional del peso del pescado es superior a
40. Utilice una probabilidad de cometer un
error de Tipo I igual a 0,05.

Trace una curva de potencia del contraste.
Pista: halle los valores de la media poblacional
correspondientes a b%0,50, b%0,25, b%0,10 y
b % 0,05 y represente esas medias en relación
con la potencia del contraste.
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Esquema del capítulo

11.1. Contrastes de la diferencia entre dos medias poblacionales
Dos medias, datos pareados
Dos medias, muestras independientes, varianzas poblacionales conocidas
Dos medias, poblaciones independientes, varianzas desconocidas que se supo-
ne que son iguales
Dos medias, muestras independientes, varianzas poblacionales desconocidas
que se supone que no son iguales

11.2. Contrastes de la diferencia entre dos proporciones poblacionales (grandes
muestras)

11.3. Contrastes de la varianza de una distribución normal
11.4. Contrastes de la igualdad de las varianzas entre dos poblaciones distribuidas

normalmente
11.5. Algunas observaciones sobre el contraste de hipótesis

Introducción

En este capítulo presentamos métodos para contrastar las diferencias entre las medias
o proporciones de dos poblacionales y para contrastar varianzas. Este tipo de inferencia
contrasta con los métodos de estimación presentados en el Capítulo 9 y los complemen-
ta. El análisis de este capítulo es paralelo al del Capítulo 10 y se supone que el lector
está familiarizado con el método para contrastar hipótesis desarrollado en el apartado
10.1. El proceso para comparar dos poblaciones comienza con la formulación de una
hipótesis sobre la naturaleza de las dos poblaciones y la diferencia entre sus medias o
proporciones. La formulación de la hipótesis implica claramente la elección entre dos op-
ciones sobre la diferencia; a continuación, se toma una decisión basándose en los resul-
tados de un estadístico calculado a partir de muestras aleatorias de datos de las dos po-
blaciones. Los contrastes de hipótesis relativos a las varianzas son cada vez más
importantes, ya que las empresas tratan de reducir la variabilidad de los procesos con el
fin de garantizar que todas las unidades producidas son de alta calidad. He aquí dos
ejemplos de problemas representativos.

1. Un profesor tiene interés en saber si las calificaciones que obtienen sus estu-
diantes en los exámenes mejoran cuando da trabajos para realizar en casa. Po-
dría poner trabajos para casa a un grupo y a otro no. En ese caso, recogiendo
datos de las dos clases, podría averiguar si existen pruebas contundentes de
que las calificaciones mejoran cuando pone trabajos para casa.



11.1. Contrastes de la diferencia entre dos medias
poblacionales

Existen algunas aplicaciones en las que queremos extraer conclusiones sobre las diferen-
cias entre medias poblacionales en lugar de conclusiones sobre los niveles absolutos de las
medias. Por ejemplo, podemos querer comparar la producción de dos procesos diferentes
cuyas medias poblacionales no se conocen. También podemos querer saber si una estra-
tegia de marketing aumenta las ventas más que otra sin conocer la media poblacional de
las ventas de ninguna de las dos. Estas cuestiones pueden abordarse eficazmente mediante
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Supongamos que el profesor supone que la realización de trabajos en casa
no aumenta la calificación total. Sea k1 la calificación media del examen final
en la clase en la que el profesor da trabajos para casa y k2 la calificación me-
dia del examen final en la clase en la que no da trabajos para casa. La hipóte-
sis nula es la hipótesis compuesta

H0 : k1 . k2 m 0

La alternativa de interés es que la realización de trabajos en casa aumenta
realmente la calificación media y, por lo tanto, la hipótesis alternativa es

H1 : k1 . k2 b 0

En este problema, el profesor decidiría dar trabajos para casa sólo si existen
pruebas contundentes de que eso mejora la calificación media de los exáme-
nes. El rechazo de H0 y la aceptación de H1 es una prueba contundente.

2. Un periodista quiere saber si una reforma tributaria atrae de la misma forma a
los hombres que a las mujeres. Para contrastarlo, recaba la opinión de una
muestra aleatoria de hombres y mujeres y utiliza estos datos para obtener una
respuesta. El periodista podría afirmar, como hipótesis de trabajo, que una
nueva propuesta tributaria atrae por igual a los hombres y a las mujeres. Si P1

es la proporción de hombres que defienden la propuesta y P2 es la proporción
de mujeres que defienden la propuesta, la hipótesis nula es

H0 :P1 . P2 % 0

Si el periodista no tiene ninguna razón de peso para sospechar que el apoyo a
la propuesta proviene principalmente de los hombres o de las mujeres, contras-
taría esta hipótesis nula frente a la hipótesis alternativa compuesta bilateral

H1 :P1 . P2 Ç 0

En este ejemplo, el rechazo de H0 sería una prueba contundente de que hay
una diferencia entre los hombres y las mujeres en su respuesta a la propuesta
tributaria.

Una vez especificada la hipótesis nula y la hipótesis alternativa y una vez recogidos
datos muestrales, debe tomarse una decisión sobre la hipótesis nula. Se puede recha-
zar y aceptar la hipótesis alternativa o no rechazar la hipótesis nula. Cuando no se re-
chaza la hipótesis nula, o bien es verdadera, o bien nuestro método para realizar el
contraste no es lo suficientemente fuerte para rechazarla y se ha cometido un error.
Para rechazar la hipótesis nula hay que formular una regla de decisión basada en evi-
dencia muestral. Más adelante en este capítulo, presentamos reglas de decisión espe-
cíficas para varios problemas.



algunos métodos de contraste de hipótesis. Como vimos en el apartado 9.1, cuando se
calculan intervalos de confianza de las diferencias entre dos medias poblacionales, pueden
postularse varios supuestos. Estos supuestos llevan generalmente a utilizar métodos espe-
cíficos para calcular la varianza poblacional de la diferencia entre medias muestrales.
Hay contrastes de hipótesis paralelos que implican la utilización de métodos similares para
calcular la varianza. Nuestro análisis de los distintos métodos para contrastar hipótesis es
paralelo a las estimaciones de los intervalos de confianza del apartado 9.1.

Dos medias, datos pareados

Aquí suponemos que se obtiene una muestra aleatoria de n pares de observaciones enlaza-
das procedentes de poblaciones que tienen las medias kx y ky. Las observaciones se repre-
sentan de la forma siguiente: (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn). Cuando tenemos observaciones
pareadas y los pares están correlacionados positivamente, la varianza de la diferencia entre
las medias muestrales

d1 % x6 . y6

es menor que cuando se utilizan muestras independientes, debido a que algunas de las ca-
racterísticas de los pares son similares y, por lo tanto, esa parte de la variabilidad desapare-
ce de la variabilidad total de las diferencias entre las medias. Por ejemplo, cuando exami-
namos medidas de la conducta humana, las diferencias entre los gemelos normalmente son
menores que las diferencias entre dos personas seleccionadas aleatoriamente. En general,
las dimensiones de dos piezas producidas en la misma máquina son más parecidas que las
dimensiones de las piezas producidas en dos máquinas diferentes seleccionadas aleatoria-
mente. Por lo tanto, siempre que sea posible, preferiríamos utilizar observaciones pareadas
cuando comparemos dos poblaciones porque la varianza de la diferencia es menor. Al ser
menor, es mayor la probabilidad de que rechacemos H0 cuando la hipótesis nula no es ver-
dadera. Este principio se formuló en el apartado 10.5 cuando se analizó la potencia de un
contraste. Las reglas de decisión específicas de diferentes tipos de contraste de hipótesis se
resumen en las ecuaciones 11.1, 11.2 y 11.3.

Contrastes de la diferencia entre medias poblacionales:
datos pareados
Supongamos que tenemos una muestra aleatoria de n pares de observaciones enlazadas de
distribuciones que tienen las medias kx y ky. Sean d1 y sd la media muestral y la desviación típi-
ca muestral observadas de las n diferencias (xi . yi). Si la distribución poblacional de las dife-
rencias es una distribución normal, los siguientes contrastes tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky m D0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky b D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
d1 . D0

sd/∂n
b tn.1, a (11.1)
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2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky n D0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky a D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
d1 . D0

sd/∂n
a .tn.1, a (11.2)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : kx . ky % D0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : kx . ky Ç D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
d1 . D0

sd/∂n
a tn.1, a/2 o

d1 . D0

sd/∂n
b tn.1, a/2 (11.3)

Aquí, tn.1, a es el número para el que

P(tn.1 b tn.1, a) % a

donde la variable aleatoria tn.1 sigue una distribución t de Student con (n . 1) grados
de libertad.

Cuando queremos contrastar la hipótesis nula de que las dos medias poblacionales son igua-
les, igualamos D0 a 0 en las fórmulas.

Los p-valores de estos contrastes son la probabilidad de obtener un valor al menos tan ex-
tremo con el obtenido, dada la hipótesis nula.

EJEMPLO 11.1. Actividad cerebral y recuerdo de la publicidad televisiva

Unos investigadores realizaron un estudio para estimar la relación entre la actividad ce-
rebral de un sujeto mientras veía un anuncio de televisión y su capacidad posterior para
recordar su contenido. Se mostró a los sujetos dos anuncios comerciales de 10 produc-
tos. Se midió la capacidad para recordar cada anuncio 24 horas después y se llamó a
cada miembro de un par de anuncios comerciales vistos por un sujeto específico «bien
recordado» o «mal recordado». La Tabla 11.1 muestra un índice de la cantidad total de
actividad cerebral de la muestra aleatoria de sujetos mientras veían estos anuncios. Los
investigadores querían saber si la actividad de las ondas cerebrales era mayor en el caso
de los anuncios bien recordados que en el de los anuncios mal recordados.
Solución

Sea kx la media poblacional de los anuncios bien recordados y ky la media poblacional
de los anuncios mal recordados. Entonces, las diferencias di (i % 1, ..., 10) son una
muestra aleatoria de 10 observaciones procedentes de una población que tiene una me-
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Tabla 11.1. Actividad cerebral de los sujetos que ven 10 pares de anuncios
de televisión.

Observación del producto X bien recordado Y mal recordado

1 141 55
2 139 116
3 87 83
4 129 88
5 51 36
6 50 68
7 118 91
8 161 115
9 61 90

10 148 113

dia (kx . ky). Partiendo de estos supuestos, podemos contrastar la hipótesis nula de que
no existe ninguna diferencia entre los niveles de actividad del cerebro

H0 : kx . ky % 0

frente a la alternativa de que la actividad cerebral es, en promedio, mayor en el caso de
los anuncios bien recordados; es decir,

H1 : kx . ky b 0

En este contraste, calculamos la desviación típica muestral de las diferencias y, por lo
tanto, utilizamos la distribución t de Student para realizar el contraste.

Response to
Commercials

La pauta de los datos pareados se encuentra en la Tabla 11.1 y en el fichero de da-
tos Response to Commercials. A cada sujeto se le asignó un anuncio bien recordado y
uno mal recordado y los datos se enlazaron por medio del número de observación. La
Figura 11.1 muestra la salida Minitab de este problema. El contraste se basa en el esta-
dístico

t %
d1 . D0

sd/∂n
%

23

33,0/∂10
% 2,21

Vemos en la Tabla 8 del apéndice que el valor t9, 0,05 % 1,833. Como 2,21 es mayor que
este valor, rechazamos la hipótesis nula y aceptamos la hipótesis alternativa. Por lo tan-
to, llegamos a la conclusión de que existen considerables pruebas para concluir que la
actividad cerebral es mayor en el caso de los anuncios bien recordados que en el de los

Minitab Instructions 
1.   Stat 
2.   Basic statistics 
3.   Paired t

Paired T-Test and Cl: X, Y

Paired T for X - Y

 N Mean St Dev SE Mean
X 10 108.500 42.506 13.441 
Y 10 85.500 26.471 8.371 
Difference 10 23.0000 32.9848 10.4307 

95% lower bound for mean difference: 3.8793 
T-Test of mean difference = 0 (vs > 0): T-Value = 2.21  P-Value = 0.027

Figura 11.1. Contraste de la hipótesis de las diferencias entre ondas cerebrales (salida Minitab).
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mal recordados. Observamos que el p-valor de este contraste es 0,027, como muestra la
salida Minitab.

Por último, debemos señalar que la existencia de datos perdidos es un problema que
suele plantearse en los estudios estadísticos aplicados. Supongamos, por ejemplo, que la
medición de las ondas cerebrales se perdiera en el caso de uno de los dos anuncios vis-
tos por un sujeto. Normalmente, se eliminaría toda la observación y se realizaría el aná-
lisis con nueve observaciones pareadas.

Dos medias, muestras independientes, varianzas poblacionales
conocidas

A continuación, analizamos el caso en el que tenemos muestras aleatorias independientes
procedentes de dos poblaciones que siguen una distribución normal. La primera población
tiene una media kx y una varianza p2

x y obtenemos una muestra aleatoria de tamaño nx. La
segunda población tiene una media ky y una varianza p2

y y obtenemos una muestra aleato-
ria de tamaño ny.

En el apartado 9.1 demostramos que si las medias muestrales son x6 e y6, la variable
aleatoria

Z %
(x6 . y6) . (kx . ky)

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

sigue una distribución normal estándar. Si se conocen las dos varianzas poblacionales, los
contrastes de la diferencia entre las medias poblacionales pueden basarse en este resultado,
utilizando los mismos argumentos que antes. Generalmente, nos conformamos con utilizar
varianzas poblacionales conocidas si el proceso estudiado se ha mantenido estable durante
un tiempo y hemos obtenido mediciones similares de la varianza durante este tiempo. Y
como consecuencia del teorema del límite central, los resultados presentados aquí son váli-
dos cuando las muestras son de gran tamaño aunque las poblaciones no sean normales.
Cuando las muestras son de gran tamaño, la aproximación es bastante satisfactoria cuando
se utilizan las varianzas muestrales en lugar de las varianzas poblacionales. Naturalmente,
también podemos realizar un contraste de hipótesis de la varianza, como se muestra en el
apartado 11.3. Eso nos permite realizar contrastes que tienen numerosas aplicaciones y que
se resumen en las ecuaciones 11.4, 11.5 y 11.6.

Contrastes de la diferencia entre medias poblacionales:
muestras independientes (varianzas conocidas)

Supongamos que tenemos muestras aleatorias independientes de nx y ny observaciones pro-
cedentes de distribuciones normales que tienen las medias kx y ky y las varianzas p2

x y p2
y, res-

pectivamente. Si las medias muestrales observadas son x6 e y6 , entonces los siguientes contras-
tes tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky m D0
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frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky b D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

b za (11.4)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky n D0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky a D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

a .za (11.5)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : kx . ky % D0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : kx . ky Ç D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

a .za/2 o
x6 . y6 . D0

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

b za/2 (11.6)

Si los tamaños de las muestras son grandes (n b 100), puede obtenerse una buena aproxi-
mación al nivel de significación a si se sustituyen las varianzas poblacionales por las varianzas
muestrales. Además, el teorema del límite central permite obtener buenas aproximaciones aun-
que las poblaciones no sigan una distribución normal.

Los p-valores de todos estos contrastes son la probabilidad de obtener un valor al menos
tan extremo como el obtenido, dada la hipótesis nula.

EJEMPLO 11.2. Comparación de dos fertilizantes (contraste de hipótesis
de diferencias entre medias)

Sara Briones, economista agraria, quiere comparar el uso de estiércol de vaca con el de
pavo como fertilizantes. Históricamente, los agricultores han utilizado estiércol de vaca
en los maizales. Recientemente, un importante criador de pavos vende el estiércol a un
precio favorable. Los agricultores han decidido que sólo utilizarán este nuevo fertilizante
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si existen pruebas contundentes de que la productividad es mayor que cuando se utiliza
estiércol de pavo. Le han pedido a Sara que realice el estudio y el análisis estadístico
para hacerles una recomendación.

Solución

Para comenzar el estudio, Sara especifica un contraste de hipótesis con una hipótesis
nula

H0 : kx . ky m 0

frente a una hipótesis alternativa

H1 : kx . ky b 0

donde kx es la media poblacional de la productividad utilizando estiércol de pavo y ky

es la media poblacional de la productividad utilizando estiércol de vaca. H1 indica que
el estiércol de pavo aumenta la productividad. Los agricultores no cambiarán de fertili-
zante a menos que existan pruebas contundentes de que aumenta la productividad. Sara
decide antes de recoger los datos que utilizará para este contraste un nivel de significa-
ción de a % 0,05.

Utilizando este diseño, Sara realiza un experimento para contrastar la hipótesis. Uti-
liza estiércol de vaca en un conjunto de ny % 25 explotaciones agrícolas seleccionadas
aleatoriamente. La media muestral de la productividad es y6 % 100. Basándose en la
experiencia, supone que la varianza de la productividad de estas explotaciones es
p2

y % 400. Utiliza estiércol de pavo en una segunda muestra aleatoria de nx % 25 explo-
taciones y la media muestral de la productividad es x6 % 115. Basándose en algunos es-
tudios publicados, se supone que la varianza de estas explotaciones es p2

x % 625. Los
dos conjuntos de muestras aleatorias son independientes. La regla de decisión es recha-
zar H0 en favor de H1 si

x6 . y6

J
p2

x

nx

!
p2

y

ny

b za

Los estadísticos calculados para este problema son

nx % 25 x6 % 115 p2
x % 625

ny % 25 y6 % 100 p2
y % 400

z %
115 . 100

J
625

25
!

400

25

% 2,34

Comparando el valor calculado de z % 2,34 con z0,05 % 1,645, Sara llega a la conclusión
de que se rechaza claramente la hipótesis nula. De hecho, observamos que el p-valor de
este contraste es 0,0096. Existen, pues, pruebas contundentes de que la productividad es
mayor con el estiércol de pavo que con el de vaca.
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Dos medias, poblaciones independientes, varianzas
desconocidas que se supone que son iguales
En los casos en los que no se conocen las varianzas poblacionales y el tamaño de las
muestras es inferior a 100, tenemos que utilizar la distribución t de Student. Hay algunos
problemas teóricos cuando se utiliza la distribución t de Student para contrastar las diferen-
cias entre medias muestrales. Sin embargo, estos problemas pueden resolverse utilizando el
método siguiente si se puede suponer que las varianzas poblacionales son iguales. Este su-
puesto es realista en muchos casos en los que comparamos grupos. En el apartado 11.4
presentamos un método para contrastar la igualdad de las varianzas de dos poblaciones
normales.

La principal diferencia se encuentra en que este método utiliza un estimador agrupado
común de la varianza poblacional igual. Este estimador es

s2
p %

(nx . 1)s2
x ! (ny . 1)s2

y

(nx ! ny . 2)

El contraste de hipótesis se realiza utilizando el estadístico t de Student de la diferencia
entre dos medias

t %
(x6 . y6) . (kx . ky)

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

Obsérvese que la forma de este estadístico es similar a la del estadístico Z, que se utiliza
cuando se conocen las varianzas poblacionales. A continuación, se resumen los distintos
contrastes en los que se utiliza este método.

Contrastes de la diferencia entre medias poblacionales:
varianzas poblacionales desconocidas e iguales
En estos contrastes, se supone que tenemos muestras aleatorias independientes de nx y ny
observaciones extraídas de poblaciones que siguen una distribución normal que tiene las me-
dias kx y ky y una varianza común. Se utilizan las varianzas muestrales s2

x y s2
y para calcular un

estimador agrupado de la varianza:

s2
p %

(nx . 1)s2
x ! (ny . 1)s2

y

(nx ! ny . 2)
(11.7)

Hacemos hincapié aquí en que s2
p es la media ponderada de las dos varianzas muestrales, s2

x
y s2

y.
A continuación, utilizando las medias muestrales observadas x6 e y6 , los siguientes contras-

tes tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky m D0

frente a la alternativa

H1 : kx . ky b D0
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la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

b tnx!ny.2, a (11.8)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky n D0

frente a la alternativa

H1 : kx . ky a D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

a .tnx!ny.2, a (11.9)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : kx . ky % D0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : kx . ky Ç D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 .y6 .D0

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

a.tnx!ny.2, a/2 o
x6.y6.D0

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

b tnx!ny.2, a (11.10)

Aquí, tnx!ny.2, a es el número para el que

P(tnx!ny.2 b tnx!ny.2, a) % a

Los p-valores de todos estos contrastes son la probabilidad de obtener un valor tan extremo
como el obtenido, dada la hipótesis nula.

EJEMPLO 11.3. Pautas de ventas al por menor (contraste de hipótesis
de las diferencias entre medias)

Una tienda de artículos de deportes se encuentra en un centro comercial de mediano ta-
maño. Para planificar el volumen de personal, el director le pide que le ayude a averi-
guar si existen pruebas contundentes de que las ventas son mayores los lunes que los
sábados.

Solución

Para responder a esta pregunta, decidimos recoger muestras aleatorias de 25 sábados y
25 lunes de una población de varios años de datos. Las muestras se extraen indepen-
dientemente. Decidimos contrastar la hipótesis nula

H0 : kM . kS m 0
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frente a la hipótesis alternativa

H1 : kM . kS b 0

donde los subíndices M y S representan las ventas de los lunes y los sábados. Los esta-
dísticos muestrales son

x6M % 1.078 sM % 633 nM % 25

y6S % 908,2 sS % 469,8 nS % 25

La estimación de la varianza agrupada es

s2
p %

(25 . 1)(633)2 ! (25 . 1)(469,8)2

25 ! 25 . 2
% 310.700

El estadístico del contraste es

t %
x6 . y6

J
s2
p

nx

!
s2
p

ny

%
1.078 . 908,2

J
310.700

25
!

310.700

25

% 1,08

Utilizando un nivel de significación de a % 0,05 y 48 grados de libertad, observamos
que el valor crítico de t es 1,677. Así pues, llegamos a la conclusión de que no existen
pruebas suficientes para rechazar la hipótesis nula y, por lo tanto, no existe razón algu-
na para concluir que las ventas medias sean mayores los lunes.

EJEMPLO 11.4. Estudio sobre la actividad cerebral (contraste de hipótesis
de las diferencias entre medias)

En este ejemplo analizamos el efecto de la utilización de diferentes supuestos para la
realización de contrastes de las diferencias entre medias poblacionales basados en la t
de Student. Recuérdese que en el ejemplo 11.1 realizamos el análisis suponiendo que
las observaciones muestrales estaban pareadas. Observamos que existían pruebas para
rechazar la hipótesis de que no había ninguna diferencia entre las medias poblacionales
y para aceptar la hipótesis de que la media poblacional de la actividad cerebral era
mayor en el caso de los anuncios bien recordados. Aquí reconsideramos el ejemplo 11.1
postulando otros supuestos (utilizamos el fichero de datos Response to Commercials).

Response to
Commercials

Solución

Primero abandonamos el supuesto de que las observaciones muestrales son datos parea-
dos y están correlacionadas. Suponemos, sin embargo, que las dos varianzas poblacio-
nales son iguales. Estamos contrastando la misma hipótesis que en el ejemplo 11.1. La
Figura 11.2 muestra la salida Minitab. El valor de la t de Student calculado es 1,45, el
p-valor es 0,082 y los grados de libertad son 18. Por lo tanto, con un nivel de significa-
ción de 0,05 no podemos rechazar la hipótesis nula y no hay pruebas contundentes de
que exista una diferencia en la actividad cerebral. Sin el supuesto de las muestras parea-
das y correlacionadas positivamente, la varianza de la diferencia es demasiado grande
para concluir que la diferencia es significativa.
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Two-Sample T-Test and Cl: X,Y

Two-sample T for X vs Y

X 10 108.5 42.5  13 
Y 10  85.5 26.5 8.4

Difference = mu (X) - mu (Y)
Estimate for difference:   23.0000 
95% lower bound for difference:  -4.4587 
T-Test of difference = 0 (vs >): T-Value = 1.45  P-Value = 0.082  DF = 18 
Both use Pooled StDev = 35.4079

Minitab Instructions 
1.   Stat 
2.   Basic statistics 
3.   2-sample t
4.   Assume equal variances

Figura 11.2. Estudio sobre las ondas cerebrales: muestras independientes, varianzas poblacionales
iguales (salida Minitab).

Dos medias, muestras independientes, varianzas poblacionales
desconocidas que se supone que no son iguales
Los contrastes de hipótesis de diferencias entre medias poblacionales cuando las varianzas
individuales son desconocidas y no son iguales requieren una modificación del cálculo de
las varianzas y de los grados de libertad. El cálculo de la varianza muestral de la diferencia
entre medias muestrales varía. La determinación de los grados de libertad del valor crítico
del estadístico t de Student es muy compleja. La forma de calcularlos se presentó en el
apartado 9.1. Las ecuaciones 11.11 a 11.14 resumen los métodos.

Contrastes de la diferencia entre medias poblacionales: varianzas
poblacionales desconocidas que se supone que no son iguales
Estos contrastes suponen que tenemos muestras aleatorias independientes de nx y ny observa-
ciones procedentes de poblaciones normales que tienen las medias kx y ky y varianzas desi-
guales. Se utilizan las varianzas muestrales s2

x y s2
y. Los grados de libertad v del estadístico t

de Student vienen dados por

v %
CA

s2
x

nxB!A
s2
y

nyBD
2

A
s2
x

nxB
2

/(nx . 1) !A
s2
y

nyB
2

/(ny . 1)

(11.11)

A continuación, utilizando las medias muestrales observadas x6 e y6 , los siguientes contrastes
tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky m D0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky b D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

b tv, a (11.12)
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2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : kx . ky % D0 o H0 : kx . ky n D0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : kx . ky a D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

a .tv, a (11.13)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : kx . ky % D0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : kx . ky Ç D0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
x6 . y6 . D0

J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

a .tv, a/2 o
x6 . y6 . D0

J
s2
x

nx

!
s2
y

ny

b tv, a/2 (11.14)

Aquí, tr, a es el número para el que

P(tr b tr, a) % a

El análisis del ejemplo 11.4 se realiza de nuevo sin suponer que las varianzas poblacio-
nales son iguales. La Figura 11.3 muestra la salida Excel. Aquí el único cambio importante
es que los grados de libertad son menores, por lo que el p-valor es algo más alto.

Instrucciones de Excel 

2.   Análisis de datos 
1.   Herramientas 

3.   Prueba t para dos muestras
suponiendo varianzas desiguales 

Prueba t para dos muestras suponiendo varianzas desiguales

Media
Varianza
Observaciones
Diferencia hipotética de las medias
Grados de libertad
Estadístico t
P(T t) una cola
Valor crítico de t (una cola)
P(T t) dos colas
Valor crítico de t (dos colas)

108,5
1806,72222

10
0

15
1,45248674
0,0834817

1,75305104
0,1669634

2,13145086

85,5
700,7222222

10

Variable 1 Variable 2

Figura 11.3. Estudio de las ondas cerebrales: muestras independientes (salida Excel).
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos

11.1. Le han pedido que averigüe si dos procesos de
producción diferentes producen una media dife-
rente de unidades por hora. El proceso 1 tiene
una media k1 y el 2 tiene una media k2. La hipó-
tesis nula y la hipótesis alternativa son

H0 : k1 . k2 % 0

H1 : k1 . k2 b 0

Utilizando una muestra aleatoria de 25 observa-
ciones pareadas, las medias muestrales de las po-
blaciones 1 y 2 son 50 y 60. ¿Puede rechazar la
hipótesis nula utilizando una probabilidad de co-
meter el error de Tipo I a % 0,05 si

a) La desviación típica muestral de la diferencia
es 20?

b) La desviación típica muestral de la diferencia
es 30?

c) La desviación típica muestral de la diferencia
es 15?

d) La desviación típica muestral de la diferencia
es 40?

11.2. Le han pedido que averigüe si dos procesos de
producción diferentes producen una media dife-
rente de unidades por hora. El proceso 1 tiene
una media k1 y el 2 tiene una media k2. La hipó-
tesis nula y la hipótesis alternativa son

H0 : k1 . k2 n 0

H1 : k1 . k2 a 0

Utilizando una muestra aleatoria de 25 observa-
ciones pareadas, las medias muestrales de las po-
blaciones 1 y 2 son 56 y 50. ¿Puede rechazar la
hipótesis nula utilizando una probabilidad de co-
meter el error de Tipo I a % 0,05 si

a) La desviación típica muestral de la diferencia
es 20?

b) La desviación típica muestral de la diferencia
es 30?

c) La desviación típica muestral de la diferencia
es 15?

d) La desviación típica muestral de la diferencia
es 40?

Ejercicios aplicados

11.3. En un estudio en el que se compararon bancos de
Alemania y Gran Bretaña, se tomó una muestra

de 145 pares de bancos. Cada par contenía un
banco de Alemania y uno de Gran Bretaña. Los
datos se parearon de manera que los dos miem-
bros fueran lo más parecidos posible en cuanto a
tamaño y antigüedad. Se calculó el cociente entre
los préstamos totales pendientes y los activos to-
tales de cada uno de los bancos. La diferencia
entre las medias muestrales de este cociente (ale-
mana-británica) era 0,0518 y la desviación típica
muestral de las diferencias era 0,3055. Contraste
la hipótesis nula de que las dos medias poblacio-
nales son iguales frente la hipótesis alternativa
bilateral.

11.4. Se ha elaborado un método de selección para
medir las actitudes de los directivos hacia las
minorías. Una elevada puntuación indica una ac-
titud negativa y una baja puntuación indica una
actitud positiva. Se han tomado muestras aleato-
rias independientes de 151 analistas financieros
varones y 108 analistas financieros mujeres. En
el caso del primer grupo, la media muestral y la
desviación típica muestral de las puntuaciones
son 85,8 y 19,13, mientras que en el segundo
son 71,5 y 12,2. Contraste la hipótesis nula de
que las dos medias poblacionales son iguales
frente a la hipótesis alternativa de que la verda-
dera puntuación media es mayor en el caso de
los hombres que en el de las mujeres.

11.5. En una muestra aleatoria de 125 empresarios bri-
tánicos, el número medio de cambios de empleo
es 1,91 y la desviación típica muestral es 1,32.
En una muestra aleatoria independiente de 86 di-
rectivos británicos, el número medio de cambios
de empleo es 0,21 y la desviación típica muestral
es 0,53. Contraste la hipótesis nula de que las
medias poblacionales son iguales frente a la
hipótesis alternativa de que el número medio de
cambios de empleo es mayor en el caso de los
empresarios británicos que en el de los directivos
británicos.

11.6. Un profesor de ciencia política tiene interés en
comparar las características de los estudiantes
que votan en las elecciones nacionales y las de
los que no votan. En una muestra aleatoria de
114 estudiantes que afirman que han votado en
las últimas elecciones presidenciales, observa
una media de las calificaciones medias de 2,71 y
una desviación típica de 0,64. En una muestra

406 Estadística para administración y economía



aleatoria independiente de 123 estudiantes que
no han votado, la media de las calificaciones
medias es 2,79 y la desviación típica es 0,56.
Contraste la hipótesis nula de que las medias po-
blacionales son iguales frente a la hipótesis alter-
nativa bilateral.

11.7. Ante las quiebras recientes de grandes empresas,
los auditores están cada vez más preocupados
por la posibilidad de que existan fraudes. Los
auditores pueden averiguar más fácilmente las
posibilidades de que existan fraudes si calculan
minuciosamente el flujo de caja. Para evaluar es-
ta posibilidad, unas muestras de auditores de ni-
vel medio que trabajan en empresas de auditoría
reciben información sobre el flujo de caja de un
caso de fraude y se les pide que indiquen la posi-
bilidad de que haya un fraude material en una es-
cala de 0 a 100. Una muestra aleatoria de 36
auditores utiliza la información sobre el flujo de
caja. Su valoración media es de 36,21 y la des-
viación típica muestral es 22,93. En el caso de
una muestra aleatoria independiente de 36 audi-
tores que no utilizan la información sobre el flu-
jo de caja, la media muestral y la desviación típi-
ca muestral son 47,56 y 27,56, respectivamente.
Suponiendo que las dos distribuciones poblacio-
nales son normales y tienen la misma varianza,
contraste la hipótesis nula de que las medias po-
blacionales son iguales frente a la hipótesis alter-
nativa bilateral.

11.8. Se examinan folletos de ofertas públicas de venta
de acciones. En una muestra aleatoria de 70 fo-
lletos en los que se revelan las predicciones so-
bre las ventas, el cociente medio entre la deuda y
el capital propio antes de la oferta es 3,97 y la
desviación típica muestral es 6,14. En una mues-
tra aleatoria independiente de 51 folletos en los
que no se revelan las predicciones sobre las ven-
tas, el cociente medio entre la deuda y el capital
propio es 2,86 y la desviación típica muestral es
4,29. Contraste la hipótesis nula de que las me-
dias poblacionales de los cocientes de los que no
revelan las predicciones sobre las ventas y los de
las que sí las revelan son iguales frente a la hipó-
tesis alternativa bilateral.

11.9. Una editorial tiene interés en saber cómo afectan
a las ventas los manuales universitarios que con-
tienen más de 100 ficheros de datos. La editorial
planea producir 20 manuales sobre administra-
ción de empresas y elige aleatoriamente 10 para
introducir en ellos más de 100 ficheros de datos.

Los 10 restantes no llevarán más de 100 ficheros
de datos. En el caso de los primeros, las ventas
son, en promedio, de 9.254 durante el primer año
y la desviación típica muestral es 2.107. En el
caso de los segundos, las ventas son, en prome-
dio, de 8.167 durante el primer año y la desvia-
ción típica muestral es 1.681. Suponiendo que las
dos distribuciones poblacionales son normales y
tienen la misma varianza, contraste la hipótesis
nula de que las medias poblacionales son iguales
frente a la hipótesis alternativa de que la verda-
dera media es mayor en el caso de los manuales
que contienen más de 100 ficheros de datos.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

11.10. El centro de colocación de una universidad
quiere averiguar si los licenciados y las licen-
ciadas en economía reciben, en promedio, ofer-
tas salariales diferentes en el primer empleo.
Selecciona aleatoriamente ocho pares de licen-
ciados en administración de empresas de tal
manera que las calificaciones, los intereses y el
origen socioeconómico de cada par sean lo más
parecidos posible. El fichero de datos Salary
Pair contiene la oferta salarial más alta recibida
por cada miembro de la muestra al final de la
ronda de reclutamiento. Suponiendo que las dis-
tribuciones son normales, contraste la hipótesis
nula de que las medias poblacionales son igua-
les frente a la hipótesis alternativa de que la
verdadera media de los hombres es mayor que
la de las mujeres.

11.11. Una academia ofrece a los estudiantes cur-
sos de preparación para el examen de admisión
en un programa de postgrado. En un experimen-
to para evaluar las virtudes del curso, se eligie-
ron 12 estudiantes y se dividieron en seis pares
cuyos miembros tenían parecido expediente
académico. Antes de realizar el examen, se eli-
gió aleatoriamente un miembro de cada par pa-
ra que realizara el curso de preparación y el
otro no realizó ningún curso. Las calificaciones
obtenidas en el examen se encuentran en el fi-
chero de datos Student Pair. Suponiendo que
las diferencias entre las calificaciones siguen
una distribución normal, contraste al nivel del 5
por ciento la hipótesis nula de que las dos me-
dias poblacionales son iguales frente a la hipó-
tesis alternativa de que la verdadera media es
mayor en el caso de los estudiantes que asisten
al curso de preparación.
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11.2. Contrastes de la diferencia entre dos proporciones
poblacionales (grandes muestras)

A continuación, presentamos métodos para comparar dos proporciones poblacionales. Exa-
minamos un modelo aplicable a una muestra aleatoria de nx observaciones procedentes de
una población que tiene una proporción Px de «éxitos» y una segunda muestra aleatoria
independiente de ny observaciones procedentes de una población que tiene una proporción
Py de «éxitos».

En el Capítulo 6 vimos que, cuando las muestras son grandes, las variables aleatorias
que siguen una distribución normal son una buena aproximación de las proporciones, por
lo que

Z %
(p4 x . p4 y) . (Px . Py)

J
Px(1 . Px)

nx

!
Py(1 . Py)

ny

sigue una distribución normal estándar.
Queremos contrastar la hipótesis de que las proporciones poblacionales Px y Py son

iguales. Sea P0 su valor común. Entonces, partiendo de esta hipótesis,

Z %
(p4 x . p4 y)

J
P0(1 . P0)

nx

!
P0(1 . P0)

ny

sigue aproximadamente una distribución normal estándar.
Por último, la proporción desconocida P0 puede estimarse por medio de un estimador

agrupado

p4 0 %
nxp4 x ! nyp4 y

nx ! ny

En estos contrastes, la hipótesis nula supone que las proporciones poblacionales son igua-
les. Si la hipótesis nula es verdadera, entonces puede obtenerse un estimador insesgado y
eficiente de P0 combinando las dos muestras aleatorias y, como consecuencia, se calcula p4 0
utilizando esta ecuación. En ese caso, podemos sustituir la P0 desconocida por p4 0 para ob-
tener una variable aleatoria que tiene una distribución parecida a la normal estándar, cuan-
do el tamaño de la muestra es grande.

A continuación se resumen los contrastes.

Contraste de la igualdad de dos proporciones poblacionales
(grandes muestras)
Tenemos muestras aleatorias independientes de tamaño nx y ny que tienen una proporción de
éxitos p4 x y p4 y . Cuando suponemos que las proporciones poblacionales son iguales, una esti-
mación de la proporción común es

p4 0 %
nxp4 x ! nyp4 y

nx ! ny

Cuando el tamaño de la muestra es grande —nP0(1 . P0) b 9—, los siguientes contrastes tie-
nen un nivel de significación a.
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1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : Px . Py % 0 o H0 : Px . Py m 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 :Px . Py >0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(p4 x . p4 y)

J
p4 0(1 . p4 0)

nx

!
p4 0(1 . p4 0)

ny

b za (11.15)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : Px . Py % 0 o H0 : Px . Py n 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : Px . Py a 0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(p4 x . p4 y)

J
p4 0(1 . p4 0)

nx

!
p4 0(1 . p4 0)

ny

a .za (11.16)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : Px . Py % 0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : Px . Py Ç 0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(p4 x . p4 y)

J
p4 0(1 . p4 0)

nx

!
p4 0(1 . p4 0)

ny

a .za/2 o

(p4 x . p4 y)

J
p4 0(1 . p4 0)

nx

!
p4 0(1 . p4 0)

ny

b za/2 (11.17)

También es posible calcular e interpretar los p-valores como la probabilidad de obtener un va-
lor al menos tan extremo como el obtenido, dada la hipótesis nula.
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EJEMPLO 11.5. El humor en los anuncios publicados en revistas
británicas y estadounidenses (contrastes de hipótesis
de diferencias entre proporciones)

Se ha realizado un estudio para averiguar si existe alguna diferencia entre el contenido
humorístico de los anuncios de las revistas británicas y las estadounidenses. En una
muestra aleatoria independiente de 270 anuncios de revistas estadounidenses, 56 eran
humorísticos. En una muestra aleatoria independiente de 203 anuncios de revistas britá-
nicas, 52 eran humorísticos. ¿Constituyen estos datos una prueba de que existe una dife-
rencia entre las proporciones de anuncios humorísticos de las revistas británicas y las de
las revistas estadounidenses?

Solución

Sean Px y Py las proporciones poblacionales de anuncios británicos y estadounidenses
humorísticos, respectivamente. La hipótesis nula es

H0 : Px . Py % 0

y la hipótesis alternativa es

H1 : Px . Py Ç 0

La regla de decisión es rechazar H0 en favor de H1 si

(p4 x . p4 y)

J
P0(1 . P0)

nx

!
P0(1 . P0)

ny

a .za/2 o b za/2

Los datos de este problema son

nx % 203 p4 x % 52/203% 0,256 ny % 270 p4 y % 56/270% 0,207

La estimación de la varianza común P0 según la hipótesis nula es

p4 0 %
nxp4 x ! nyp4 y

nx ! ny

%
(203)(0,256) ! (270)(0,207)

203 ! 270
% 0,228

El estadístico del contraste es

(p4 x . p4 y)

J
p4 0(1 . p4 0)

nx

!
p4 0(1 . p4 0)

ny

%
0,256 . 0,207

J
(0,228)(1 . 0,228)

203
!

(0,228)(1 . 0,228)

270

% 1,26

En un contraste de dos colas con a % 0,10, el valor de z0,05 es 1,645. Por lo tanto, no es
posible rechazar la hipótesis nula, por lo que tenemos pocas pruebas de que exista una
diferencia entre los anuncios humorísticos de los dos países.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
11.12. Contraste las hipótesis

H0 : Px . Py % 0
H1 : Px . Py b 0

utilizando los siguientes estadísticos de mues-
tras aleatorias:
a) p4 x % 0,42, nx % 500; p4 y % 0,50, ny % 600
b) p4 x % 0,60, nx % 500; p4 y % 0,64, ny % 600
c) p4 x % 0,42, nx % 500; p4 y % 0,49, ny % 600
d) p4 x % 0,25, nx % 500; p4 y % 0,34, ny % 600
e) p4 x % 0,39, nx % 500; p4 y % 0,42, ny % 600

Ejercicios aplicados

11.13. Las muestras aleatorias de 900 personas de Es-
tados Unidos y de Gran Bretaña indican que el
60 por ciento de los estadounidenses ve con op-
timismo el futuro de la economía, mientras que
la cifra es del 66 por ciento en el caso de los
británicos. ¿Es esta información una prueba
contundente de que los británicos ven con más
optimismo el futuro de la economía?

11.14. Una muestra aleatoria de 1.556 personas del
país A debe responder a la siguiente afirma-
ción: «El aumento del comercio mundial puede
aumentar nuestra prosperidad per cápita». El
38,4 por ciento de los miembros de esta mues-
tra está de acuerdo con esta afirmación. Cuando
se presenta la misma afirmación a una muestra
aleatoria de 1.108 personas del país B, el 52,0
por ciento está de acuerdo. Contraste la hipóte-
sis nula de que las proporciones poblacionales
que están de acuerdo con esta afirmación son
las mismas en los dos países frente a la hipóte-
sis alternativa de que la proporción que está de
acuerdo es mayor en el país B.

11.15. En Estados Unidos, se encuestó a las pequeñas
empresas 6 meses después de que fuera posible
contratar los servicios telefónicos de larga dis-
tancia con otras compañías telefónicas distintas
de AT&T. De una muestra aleatoria de 368 pe-
queñas empresas usuarias de AT&T, 92 decla-
raron que estaban intentando obtener más infor-
mación sobre sus opciones, al igual que 37 de
una muestra aleatoria independiente de 116
usuarias de otras compañías telefónicas. Con-
traste al nivel de significación del 5 por ciento
la hipótesis nula de que las dos proporciones
poblacionales son iguales frente a la hipótesis
alternativa bilateral.

11.16. Los empleados de una cadena de venta de ma-
teriales de construcción a punto de cerrar fueron
encuestados para conocer su opinión sobre un
plan de compra de la empresa. Algunos se com-
prometieron a aportar 10.000 $ a este plan, en-
tregando inmediatamente 800 $, mientras que
otros declararon que no tenían intención de
aportar nada. En una muestra aleatoria de 175
empleados que se comprometieron a aportar di-
nero, 78 ya habían sido despedidos, mientras
que 208 de una muestra aleatoria de 604 que no
se comprometieron a aportar nada ya habían si-
do despedidos. Contraste al nivel del 5 por
ciento la hipótesis nula de que las proporciones
poblacionales que ya han sido despedidas son
iguales en los dos grupos frente a la hipótesis
alternativa bilateral.

11.17. En una muestra aleatoria de 381 opciones sobre
acciones de alta calidad, 191 tenían una deuda de
menos del 30 por ciento. En una muestra aleatoria
independiente de 166 opciones sobre acciones de
alto riesgo, 145 tenían una deuda de menos del 30
por ciento. Contraste la hipótesis nula de que
las dos proporciones poblacionales son iguales
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

11.18. Se preguntó a muestras aleatorias independien-
tes de consumidores si estaban satisfechos con
su sistema informático de dos formas algo dis-
tintas. Las respuestas posibles eran las mismas
en los dos casos. Cuando se les preguntó hasta
qué punto estaban satisfechos con su sistema in-
formático, 138 de 240 miembros de la muestra
declararon «muy satisfecho». Cuando se les
preguntó hasta qué punto estaban insatisfechos
con su sistema informático, 128 de 240 miem-
bros de la muestra declararon «muy satisfecho».
Contraste al nivel de significación del 5 por
ciento la hipótesis nula de que las dos propor-
ciones poblacionales son iguales frente a la
hipótesis alternativa bilateral evidente.

11.19. En una muestra aleatoria de 1.200 daneses, 480
tenían una actitud positiva hacia los vendedores
de automóviles. En una muestra aleatoria de
1.000 franceses, 790 tenían una actitud positiva
hacia los vendedores de automóviles. Contraste
al nivel del 1 por ciento la hipótesis nula de que
las proporciones poblacionales son iguales fren-
te a la hipótesis alternativa de que la proporción
de franceses que tienen una actitud positiva ha-
cia los vendedores de automóviles es mayor.
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11.3. Contrastes de la varianza de una distribución normal

Además de la necesidad de realizar contrastes basados en la media muestral, hay algunas
situaciones en las que queremos saber si la varianza poblacional es un valor específico o
un conjunto de valores. En los estudios modernos de control de calidad, esta necesidad es
especialmente importante, ya que un proceso que tiene, por ejemplo, una varianza excesi-
vamente grande puede producir muchos artículos defectuosos. Aquí presentamos métodos
para contrastar la varianza poblacional p2 basándonos en la varianza muestral s2

x, calculada
utilizando una muestra aleatoria de n observaciones extraídas de una población que sigue
una distribución normal. La base para realizar contrastes específicos se halla en el hecho
de que la variable aleatoria

s2
n.1 %

(n . 1)s2

p2

sigue una distribución ji-cuadrado con (n . 1) grados de libertad. Si la hipótesis nula es
que la varianza poblacional es igual a un valor específico p2

0, es decir,

H0 : p2
% p2

0

entonces, cuando esta hipótesis es verdadera, la variable aleatoria

s2
n.1 %

(n . 1)s2

p2

sigue una distribución ji-cuadrado con (n . 1) grados de libertad. Los contrates de hipóte-
sis se basan en valores calculados de este estadístico. Si la hipótesis alternativa es que la
varianza poblacional es mayor que p2

0, sospecharíamos de la hipótesis nula si la varianza
muestral es muy superior a p2

0. Si el valor calculado de s2
n.1 fuera alto, se rechazaría la

hipótesis nula. Y a la inversa, se aceptaría la hipótesis alternativa de que la varianza pobla-
cional es inferior a p2

0 y se rechazaría la hipótesis nula si el valor de s2
n.1 fuera bajo. En el

caso de una hipótesis alternativa bilateral de que la varianza poblacional es diferente de p2
0,

rechazaríamos la hipótesis nula si el valor fuera excepcionalmente alto o excepcionalmente
bajo. Los contrastes basados en una distribución ji-cuadrado son más sensibles al supuesto
de la normalidad en la distribución subyacente que los contrastes basados en una distribu-
ción normal estándar. Por lo tanto, si la población subyacente se desvía considerablemente
de la normal, los niveles de significación calculados utilizando la distribución ji-cuadrado
pueden desviarse de los niveles de significación correctos basados en la distribución exacta.

La justificación de la realización de contrastes adecuados sigue la lógica del aparta-
do 11.2 y utiliza la notación de la distribución ji-cuadrado desarrollada en el apartado 9.3.
s2

v, a representa el número que es superado con una probabilidad a por una variable aleato-
ria ji-cuadrado con v grados de libertad. Es decir,

P(s2
v b s2

v, a) % a y/o P(s2
v a s2

v, 1.a) % a

y en el caso de los contrates de dos colas,

P(s2
v b s2

v, a/2 o s2
v a s2

v, 1.a/2) % a

Estas probabilidades se muestran en la Figura 9.5 y los distintos contrastes se resumen en
las ecuaciones 11.18, 11.19 y 11.20.
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También es posible hallar p-valores para el contraste ji-cuadrado de varianzas. Del re-
sultado general que acabamos de formular se deduce que el p-valor del contraste ji-cuadra-
do es la probabilidad de obtener un valor al menos tan extremo como el obtenido, dada la
hipótesis nula.

Contrastes de la varianza de una población normal

Tenemos una muestra aleatoria de n observaciones procedentes de una población que sigue
una distribución normal que tiene una varianza p2. Si observamos la varianza muestral s2, los
siguientes contrastes tienen el nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : p2
% p2

0 o H0 : p2
m p2

0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : p2
b p2

0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(n . 1)s2

p2
0

b s2
n.1, a (11.18)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : p2
% p2

0 o H0 : p2
n p2

0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : p2
a p2

0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(n . 1)s2

p2
0

a s2
n.1, 1.a (11.19)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : p2
% p2

0

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : p2
Ç p2

0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
(n . 1)s2

p2
0

b s2
n.1, a/2 o

(n . 1)s2

p2
0

a s2
n.1, 1.a/2 (11.20)

donde s2
n.1 es una variable aleatoria ji-cuadrado y P(s2

n.1 b s2
n.1, a) % a.

El p-valor es la probabilidad de obtener un valor al menos tan extremo como el obtenido,
dada la hipótesis nula.
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EJEMPLO 11.6. Varianza de las impurezas de un producto químico
(contrastes de hipótesis de varianzas poblacionales)

El director de control de calidad de Industrias Químicas Asociadas le ha pedido que
averigüe si la varianza de las impurezas de sus envíos de fertilizante está dentro de la
norma establecida. Esta norma establece que la varianza de los kilos de impurezas de
los sacos de 100 kilos no puede ser superior a 4.

Solución

Se obtiene una muestra aleatoria de 20 sacos y se miden los kilos de impurezas de cada
saco. Se calcula que la varianza muestral es 6,62. En este problema, contrastamos la
hipótesis nula

H0 : p2
m p2

0 % 4

frente a la hipótesis alternativa

H1 : p2
b 4

Basándonos en el supuesto de que la población sigue una distribución normal, la re-
gla de decisión para un contraste de nivel de significación a es rechazar H0 en favor de
H1 si

(n . 1)s2
x

p2
0

b s2
n.1, a

Para este contraste, con a % 0,05 y 19 grados de libertad, el valor crítico de la variable
ji-cuadrado es 30,14, según la Tabla 7 de la ji-cuadrado del apéndice. Entonces, utili-
zando los datos del contraste, observamos que

(n . 1)s2
x

p2
0

%
(20 . 1)(6,62)

4
% 31,45 b s2

n.1, a % 30,14

Por lo tanto, rechazamos la hipótesis nula y concluimos que la variabilidad de las impu-
rezas es superior a lo que establece la norma. Como consecuencia, recomendamos que
se estudie el proceso de producción y se hagan mejoras para reducir la variabilidad de
los componentes del producto.

El p-valor de este contraste es la probabilidad de obtener un estadístico ji-cuadrado
con 19 grados de libertad que sea mayor que el observado 31,45:

p-valor % PA
(19)s2

x

p2
0

b s2
19 % 31,45B% 0,036

El p-valor de 0,036 se ha calculado utilizando la función de distribución de probabilidad
Minitab para la distribución ji-cuadrado.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
11.20. Contraste las hipótesis

H0 : p2
m 100

H1 : p2
b 100

utilizando los siguientes resultados de una
muestra aleatoria.

a) s2 % 165; n % 25
b) s2

% 165; n % 29
c) s2

% 159; n % 25
d) s2

% 67; n % 38

Ejercicios aplicados

11.21. Ante la insistencia de un inspector de trabajo,
se instala un nuevo mecanismo de seguridad en
una cadena de montaje. Tras la instalación, se
toma una muestra aleatoria de la producción de
8 días y se obtienen los siguientes resultados
sobre el número de componentes acabados pro-
ducidos:

618 660 638 625 571 598 639 582

A la dirección le preocupa la variabilidad de la
producción diaria y considera negativa cual-
quier varianza superior a 500. Contraste al nivel
de significación del 10 por ciento la hipótesis
nula de que la varianza poblacional de la pro-
ducción diaria no es superior a 500.

11.22. El plástico que produce una máquina se revisa
periódicamente para ver si fluctúa su grosor. Si
la verdadera varianza del grosor es de más de
2,25 milímetros cuadrados, hay motivos para
preocuparse por la calidad del producto. Se rea-
lizan mediciones del grosor de una muestra
aleatoria de 10 rollos de plástico producidos en
un turno y se obtienen los siguientes resultados
(en milímetros):

226 226 232 227 225
228 225 228 229 230

a) Halle la varianza muestral.
b) Contraste al nivel de significación del 5 por

ciento la hipótesis nula de que la varianza
poblacional es 2,25 como máximo.

11.23. Una manera de evaluar la eficacia de un profe-
sor ayudante es examinar las calificaciones que
obtienen sus estudiantes en el examen final del
curso. Evidentemente, es interesante la califica-
ción media. Sin embargo, la varianza también
contiene información útil: algunos profesores

tienen un estilo que da muy buenos resultados
con los estudiantes más capacitados, pero no
con los menos capacitados o motivados. Un
profesor pone al final de cada cuatrimestre el
mismo examen para todos los grupos del curso.
La varianza de las calificaciones de este exa-
men normalmente es muy cercana a 300. Un
nuevo profesor ayudante tiene una clase de 30
estudiantes, cuyas calificaciones tienen una va-
rianza de 480. Considerando las calificaciones
obtenidas por estos estudiantes en el examen
como una muestra aleatoria extraída de una po-
blación normal, contraste la hipótesis nula de
que la varianza poblacional de sus calificacio-
nes es de 300 frente a la hipótesis alternativa
bilateral.

11.24. Una empresa produce aparatos eléctricos que se
pueden regular con un termostato. La desvia-
ción típica de la temperatura a la que se pone
en marcha el termostato no debe sobrepasar los
2 oF. En una muestra aleatoria de 20 de estos
termostatos, la desviación típica muestral de las
temperaturas a las que se pone en marcha es de
2,36 oF. Indicando los supuestos que necesite
postular, contraste al nivel del 5 por ciento la
hipótesis nula de que la desviación típica pobla-
cional es 2,0 frente a la hipótesis alternativa de
que es mayor.

11.25. Un profesor ha decidido introducir un compo-
nente mayor de estudio independiente en un
curso de microeconomía intermedia para ani-
mar a los estudiantes a trabajar por su cuenta y
a estudiar más detenidamente la materia. Un
colega le advierte de que ese método puede
aumentar la variabilidad del rendimiento de los
estudiantes. Sin embargo, el profesor le respon-
de que es de esperar que la variabilidad sea me-
nor. Ha observado en sus datos que antes las
calificaciones de los estudiantes en el examen
final de este curso seguían una distribución nor-
mal con una desviación típica de 18,2 puntos.
En una clase de 25 estudiantes en que utilizó
este nuevo método, la desviación típica de las
calificaciones del examen final era de 15,3 pun-
tos. Suponiendo que estos 25 estudiantes pue-
den considerarse una muestra aleatoria de todos
los que podrían tener que seguir el nuevo méto-
do, contraste la hipótesis nula de que la desvia-
ción típica poblacional es al menos de 18,2
puntos frente a la hipótesis alternativa de que es
menor.
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11.4. Contrastes de la igualdad de las varianzas
entre dos poblaciones distribuidas normalmente

Hay algunas situaciones en las que nos interesa comparar las varianzas de dos poblaciones
distribuidas normalmente. Por ejemplo, en el contraste basado en la t de Student del apar-
tado 11.1 hemos supuesto que las varianzas eran iguales y hemos utilizado las dos varian-
zas muestrales para calcular un estimador agrupado de las varianzas comunes. Veremos
que las comparaciones de las varianzas también son importantes métodos inferenciales pa-
ra el análisis de regresión (véanse los Capítulos 12 y 13) y para el análisis de la varianza
(véase el Capítulo 17). En los estudios del control de calidad a menudo se trata de saber
qué proceso tiene la menor varianza.

En este apartado presentamos un método para contrastar el supuesto de que las varian-
zas poblacionales de muestras independientes son iguales. Para realizar esos contrastes, in-
troducimos la distribución de probabilidad F. Comenzamos suponiendo que s2

x es la varian-
za muestral de una muestra aleatoria de nx observaciones procedentes de una población
que sigue una distribución normal que tiene una varianza poblacional p2

x, y s2
y una varianza

muestral de una segunda muestra aleatoria independiente de tamaño ny procedente de una
población normal que tiene una varianza poblacional p2

y. En ese caso, la variable aleatoria

F %
s2
x /p

2
x

s2
y /p

2
y

sigue una distribución conocida con el nombre de distribución F. Esta familia de distribu-
ciones, que se utiliza frecuentemente en el análisis estadístico, se identifica por los grados
de libertad del numerador y los grados de libertad del denominador. Los grados de libertad
del numerador están relacionados con la varianza muestral s2

x y son iguales a (nx . 1). Asi-
mismo, los grados de libertad del denominador están relacionados con la varianza muestral
s2
y y son iguales a (ny . 1).

La distribución F es el cociente entre dos variables aleatorias ji-cuadrado, dividida ca-
da una por sus grados de libertad. La distribución ji-cuadrado relaciona la varianza mues-
tral con la varianza poblacional de una población que sigue una distribución normal. Los
contrastes de hipótesis que utilizan la distribución F dependen del supuesto de una distri-
bución normal. Las características de la distribución F se resumen a continuación.

La distribución F
Tenemos dos muestras aleatorias independientes con nx y ny observaciones procedentes de
dos poblaciones normales que tienen las varianzas p2

x y p2
y. Si las varianzas muestrales son s2

x
y s2

y, entonces la variable aleatoria

F %
s2
x /p

2
x

s2
y /p

2
y

(11.21)

sigue una distribución F con (nx . 1) grados de libertad en el numerador y (ny . 1) grados de
libertad en el denominador.

Una distribución F con v1 grados de libertad en el numerador y v2 grados de libertad en el
denominador se representa de la forma siguiente: Fv1,v2

. Fv1, v2, a es el número para el que

P(Fv1, v2
b Fv1, v2, a) % a

Debemos hacer hincapié en que este contraste es muy sensible al supuesto de la normalidad.
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Los puntos de corte de Fv1, v2, a cuando a es igual a 0,05 y 0,01 se encuentran en la Ta-
bla 9 del apéndice. Por ejemplo, vemos en la tabla que para 10 grados de libertad en el
numerador y 20 en el denominador,

F10, 20, 0,05 % 2,35 y F10, 20, 0,01 % 3,37

Por lo tanto,

P(F10, 20 b 2,35) % 0,05 y P(F10,20 b 3,37) % 0,01

La Figura 11.4 contiene una descripción esquemática de la distribución F correspondiente
a este ejemplo.

Figura 11.4.
Función de
densidad de la
distribución F con
10 grados de
libertad en el
numerador y 20
grados de libertad
en el denominador.

0 1 2 2,35

a = 0,05

3 4 F

En las aplicaciones prácticas, normalmente colocamos la varianza muestral mayor en el
numerador y la menor en el denominador. Por lo tanto, sólo necesitamos utilizar los puntos
de corte superiores para contrastar la hipótesis de la igualdad de las varianzas. Cuando las
varianzas poblacionales son iguales, la variable aleatoria F se convierte en

F %
s2
x

s2
y

y este cociente entre las varianzas muestrales se convierte en el estadístico del contraste.
La idea intuitiva en la que se basa este contraste es bastante sencilla: si una de las varian-
zas muestrales es muy superior a la otra, debemos concluir que las varianzas poblacionales
no son iguales. A continuación, resumimos los contrastes de hipótesis de la igualdad de las
varianzas.

Contrastes de la igualdad de las varianzas de dos poblaciones
normales
Sean s2

x y s2
y las varianzas muestrales observadas de muestras aleatorias independientes de

tamaño nx y ny de poblaciones distribuidas normalmente que tienen las varianzas p2
X y p2

Y. Sea
s2

x la varianza mayor. En ese caso, los siguientes contrastes tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : p2
X % p2

Y o H0 : p2
X m p2

Y

frente a la hipótesis alternativa

H1 : p2
X b p2

Y
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la regla de decisión es

Rechazar H0 si
s2
x

s2
y

b Fnx.1, ny.1, a (11.22)

2. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : p2
X % p2

Y

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : p2
X Ç p2

Y

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
s2
x

s2
y

b Fnx.1, ny.1, a/2 (11.23)

donde s2
x es la mayor de las dos varianzas muestrales. Dado que cualquiera de las dos varian-

zas muestrales podría ser mayor, esta regla se basa en realidad en un contraste de dos colas
y, por lo tanto, utilizamos a/2 como la probabilidad de la cola superior.

En este caso, Fnx.1,ny.1 es el número para el que

P(Fnx.1, ny.1 b Fnx.1, ny.1, a) % a

donde Fnx.1, ny.1
tiene una distribución F con (nx . 1) grados de libertad en el numerador y

(ny . 1) grados de libertad en el denominador.
En todos estos contrastes, un p-valor es la probabilidad de obtener un valor al menos tan

extremo como el obtenido, dada la hipótesis nula. Dada la complejidad de la distribución F,
sólo se calculan los valores críticos para unos cuantos casos especiales. Por lo tanto, normal-
mente los p-valores se calculan utilizando un paquete estadístico como Minitab.

EJEMPLO 11.7. Estudio de Inversores Inmediatos sobre las varianzas
de los vencimientos (contrastes de hipótesis
de dos varianzas)

El personal de investigación de Inversores Inmediatos, sociedad de contratación finan-
ciera en línea, tenía interés en averiguar si existe una diferencia entre las varianzas de
los vencimientos de los bonos industriales AAA y la de los bonos industriales CCC.

Solución

Para este ejercicio hay que diseñar un estudio que compare las varianzas poblacionales
de los vencimientos de los dos tipos de bonos. Contrastaremos la hipótesis nula

H0 : p2
X % p2

Y

frente a la hipótesis alternativa

H1 : p2
X Ç p2

Y

donde p2
X es la varianza de los vencimientos de los bonos AAA y p2

Y es la varianza de
los vencimientos de los bonos CCC. El nivel de significación del contraste elegido es
a % 0,02.
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La regla de decisión es rechazar H0 en favor de H1 si

s2
x

s2
y

b Fnx.1, ny.1,a/2

Obsérvese que cualquiera de las dos varianzas muestrales podría ser mayor y, por lo
tanto, estar en el denominador. Así pues, la probabilidad de esta cola superior es a/2.
En una muestra aleatoria de 17 bonos AAA, la varianza muestral es s2

x % 123,35 y en
una muestra aleatoria independiente de 11 bonos CCC, la varianza muestral es
s2
y % 8,02. El estadístico del contraste es, pues,

s2
x

s2
y

%
123,35

8,02
% 15,38

Dado un nivel de significación de a % 0,02, observamos que el valor crítico de F,
calculado mediante interpolación en la Tabla 9 del apéndice, es

F16, 10, 0,01 % 4,53

Es evidente que el valor calculado de F (15,38) es superior al valor crítico (4,53), por lo
que rechazamos H0 en favor de H1. Existen, pues, pruebas contundentes de que las va-
rianzas de los vencimientos de estos dos tipos de bonos son diferentes.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
11.26. Contraste la hipótesis

H0 : p2
x % p2

y

H1 : p2
x b p2

y

utilizando los datos siguientes:
a) s2x % 125, nx % 45; s2

y % 51, ny % 41
b) s2x % 125, nx % 45; s2

y % 235, ny % 44
c) s2x % 134, nx % 48; s2

y % 51, ny % 41
d) s2x % 88, nx % 39; s2

y % 167, ny % 25

Ejercicios aplicados

11.27. Se parte de la hipótesis de que cuanto más ex-
perto es un grupo de personas que examinan las
declaraciones del impuesto sobre la renta, más
variables son sus opiniones sobre su exactitud.
Se eligieron muestras aleatorias independientes,
de 30 personas cada una, de grupos que tenían
diferentes niveles de experiencia. El grupo con
«poca experiencia» estaba formado por perso-
nas que acababan de terminar su primer curso
de contabilidad intermedia. Los miembros del
grupo de «mucha experiencia» habían termina-

do los estudios universitarios y trabajaban en
empresas auditoras de prestigio. Se pidió a los
miembros de las muestras que juzgaran la exac-
titud de las declaraciones del impuesto sobre la
renta. La varianza muestral del grupo con poca
experiencia era de 451,770, mientras que la del
grupo con mucha experiencia era 1.614,208.
Contraste la hipótesis nula de que las dos va-
rianzas poblacionales son iguales frente a la
hipótesis alternativa de que la verdadera varian-
za es mayor en el caso del grupo con mucha ex-
periencia.

11.28. Se parte de la hipótesis de que las ventas totales
de una empresa deben variar más en una indus-
tria en la que haya competencia de precios que
en una que sea un duopolio y en la que haya
colusión tácita. En un estudio de la industria de
producción de barcos mercantes, se observó que
en cuatro años de competencia de precios la va-
rianza de las ventas totales de la empresa A era
114,09. En los siete años siguientes, durante los
cuales hubo duopolio y colusión tácita, esta va-
rianza fue 16,08. Suponga que los datos pueden
considerarse como una muestra aleatoria inde-
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pendiente procedente de dos distribuciones nor-
males. Contraste al nivel del 5 por ciento la
hipótesis nula de que las dos varianzas pobla-
cionales son iguales frente a la hipótesis alter-
nativa de que la varianza de las ventas totales
es mayor en los años en los que hay competen-
cia de precios.

11.29. En el ejercicio 11.7, hemos partido del supuesto
de que las varianzas poblacionales de las valo-
raciones de la posibilidad de que exista un frau-
de material de los auditores que utilizaban in-
formación sobre el flujo de caja y de los que no
la utilizaban eran iguales. Contraste este su-
puesto frente a la hipótesis alternativa bilateral.

11.30. En el ejercicio 11.9, hemos supuesto que las va-
rianzas poblacionales de las ventas de manuales
que contenían más de 100 ficheros de datos y

de las ventas de manuales que no contenían más
de 100 ficheros eran iguales el primer año.
Contraste este supuesto frente a la hipótesis al-
ternativa bilateral.

11.31. Un equipo universitario de investigación estaba
estudiando la relación entre la generación de
ideas por parte de los grupos con y sin modera-
dor. En una muestra aleatoria de cuatro grupos
con moderador, el número medio de ideas gene-
radas por grupo era de 78,0 y la desviación típi-
ca era de 24,4. En una muestra aleatoria de cua-
tro grupos sin moderador, el número medio de
ideas generadas era de 63,5 y la desviación típi-
ca era de 20,2. Contraste el supuesto de que las
dos varianzas poblacionales son iguales frente a
la hipótesis alternativa de que la varianza pobla-
cional es mayor en los grupos con moderador.

11.5. Algunas observaciones sobre el contraste de hipótesis

En este capítulo hemos presentado varias aplicaciones importantes de la metodología del
contraste de hipótesis. Esta metodología es en un importante sentido fundamental para to-
mar decisiones y para el análisis cuando hay variabilidad aleatoria, por lo que los métodos
pueden aplicarse a muchas decisiones de investigación y de gestión. Son relativamente fá-
ciles de utilizar y algunos procesos informáticos facilitan la realización de los cálculos. Te-
nemos, pues, un instrumento que es atractivo y bastante fácil de utilizar. Sin embargo, hay
algunos sutiles problemas y motivos de preocupación que es necesario examinar para no
cometer graves errores.

La hipótesis nula desempeña un papel fundamental en el modelo de contraste de hipó-
tesis. En una investigación, normalmente fijamos el nivel de significación, a, en un bajo
valor. A continuación, obtenemos una muestra aleatoria y utilizamos los datos para calcu-
lar un estadístico del contraste. Si el estadístico está fuera de la región de aceptación (de-
pendiendo de la dirección del contraste), rechazamos la hipótesis nula y aceptamos la hipó-
tesis alternativa. Cuando rechazamos la hipótesis nula, tenemos pruebas contundentes
—una pequeña probabilidad de error— en favor de la hipótesis alternativa. En algunos ca-
sos, no podemos rechazar drásticamente las hipótesis nulas falsas simplemente porque sólo
tenemos una reducida información muestral o porque el contraste tiene poca potencia. Pue-
de haber importantes casos en los que este resultado es adecuado. Por ejemplo, no cambia-
ríamos un proceso existente que está funcionando eficazmente a menos que tuviéramos
pruebas contundentes de que uno nuevo sería claramente incluso mejor. Sin embargo, en
otros casos, el estatus especial de la hipótesis nula no está justificado ni es adecuado. En
esos casos, podríamos considerar los costes de cometer tanto errores de Tipo I como erro-
res de Tipo II en un proceso de decisión. También podríamos considerar otra especifica-
ción de la hipótesis nula, recordando que el rechazo de la hipótesis nula constituye una
prueba contundente a favor de la hipótesis alternativa. Cuando tenemos dos alternativas,
podríamos elegir inicialmente cualquiera de las dos como hipótesis nula. En el ejemplo del
peso de las cajas de cereales que ponemos al principio del Capítulo 10, la hipótesis nula
podría ser o bien que

H0 : k n 16
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o bien que

H0 : k m 16

En el primer caso, el rechazo sería una prueba rotunda de que la media poblacional del
peso es inferior a 16. En el segundo caso, el rechazo constituiría una prueba contundente
de que la media poblacional del peso es superior a 16. Como hemos indicado, el no recha-
zar cualquiera de estas dos hipótesis nulas no sería una prueba contundente. También hay
métodos para controlar simultáneamente tanto los errores de Tipo I como los de Tipo II
(véase, por ejemplo, la referencia bibliográfica 1).

A veces se dispone de abundante información muestral y se rechaza la hipótesis nula
incluso cuando las diferencias casi no son importantes. Necesitamos, pues, contrastar la
significación estadística con una definición más amplia de significación. Supongamos que
se utilizan muestras muy grandes para comparar las rentas familiares medias anuales de
dos ciudades. Uno de los resultados podría ser que las medias muestrales se diferencian en
2,67 $ y esa diferencia podría llevarnos a rechazar una hipótesis nula y a concluir, pues,
que una de las ciudades tiene una renta familiar media más alta que la otra. Aunque ese
resultado podría ser estadísticamente significativo, es evidente que en la práctica no lo es
con respecto al consumo o la calidad de vida.

Cuando se especifica una hipótesis nula y una regla de contraste, se definen las condi-
ciones del contraste antes de examinar los datos muestrales generados por un proceso que
contiene un componente aleatorio. Por lo tanto, si examinamos los datos antes de definir la
hipótesis nula y la hipótesis alternativa, ya no tenemos predeterminada la probabilidad de
error y el concepto de «evidencia contundente» resultante del rechazo de la hipótesis nula
no es válido. Por ejemplo, si decidimos el nivel de significación de nuestro contraste des-
pués de haber visto los p-valores, no podemos interpretar nuestros resultados en términos
probabilísticos. Supongamos que un economista compara cinco programas de mejora de la
renta con respecto a un nivel mínimo básico utilizando un contraste de hipótesis. Después
de recoger los datos y de calcular los p-valores, decide que la hipótesis nula —una renta
no superior al nivel mínimo básico— puede rechazarse en el caso de uno de los cinco pro-
gramas con un nivel de significación de a % 0,20. Es evidente que este resultado va en
contra del uso adecuado del contraste de hipótesis. Pero hemos visto que esto lo hacen
economistas supuestamente profesionales.

Al aumentar la capacidad de los instrumentos de cálculo, hay algunas nuevas formas de
violar el principio de especificar la hipótesis nula antes de ver los datos. La reciente popu-
laridad de la «minería de datos» (data mining) —la utilización de un programa informático
para buscar relaciones entre variables en un gran conjunto de datos— introduce nuevas po-
sibilidades de cometer abusos. La «minería de datos» puede suministrar una descripción de
subconjuntos y diferencias en una muestra de datos especialmente grande. Sin embargo,
después de ver los resultados de una operación de ese tipo, los analistas pueden tener la
tentación de definir contrastes de hipótesis que utilicen muestras aleatorias procedentes del
mismo conjunto de datos. Eso viola claramente el principio que establece que hay que de-
finir el contraste de hipótesis antes de ver los datos. Una compañía farmacéutica puede se-
leccionar un gran número de tratamientos médicos y descubrir que 5 de cada 100 medica-
mentos producen efectos significativos en el tratamiento de enfermedades para las que no
estaban pensados. Ese resultado podría utilizarse legítimamente para identificar posibles te-
mas de investigación para un nuevo estudio de investigación con nuevas muestras aleato-
rias. Sin embargo, si los datos originales se utilizan entonces para contrastar una hipótesis
sobre los beneficios de los 5 medicamentos, tenemos una grave violación de la aplicación
correcta del contraste de hipótesis y ninguna de las probabilidades de error es correcta.
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Para definir la hipótesis nula y la hipótesis alternativa hay que considerar detenida-
mente los objetivos del análisis. Por ejemplo, podríamos encontrarnos ante una propuesta
para introducir un nuevo proceso de producción. En uno de los casos, el proceso actual po-
dría contener mucho equipo nuevo, trabajadores bien formados y la creencia de que el pro-
ceso funciona muy bien. En ese caso, la productividad del proceso actual sería la hipótesis
nula y el nuevo proceso sería la hipótesis alternativa. Adoptaríamos el nuevo proceso sólo
si existen pruebas contundentes —rechazo de la hipótesis nula con una pequeña a— de
que el nuevo tiene una productividad mayor. En el otro caso, el proceso actual podría ser
viejo y contener equipo que hay que reponer y algunos trabajadores que necesitan más for-
mación. En ese caso, podríamos utilizar como hipótesis nula la productividad del nuevo
proceso. Continuaríamos, pues, manteniendo el viejo proceso sólo si existen pruebas con-
tundentes de que su productividad es mayor.

Cuando trazamos gráficos de control para controlar la calidad de un proceso, como ve-
remos en el Capítulo 20, consideramos que el nivel deseado del proceso es la hipótesis nu-
la y fijamos también un nivel de significación muy bajo: a a 0,01. Por lo tanto, sólo re-
chazamos la hipótesis nula cuando hay pruebas muy contundentes de que el proceso ya no
funciona bien. Sin embargo, estos contrastes de hipótesis basados en gráficos de control
sólo se realizan después de que se han hecho grandes esfuerzos para controlar el proceso y
minimizar su variabilidad. Por lo tanto, estamos bastante seguros de que el proceso funcio-
na correctamente y no queremos cambiarlo en respuesta a pequeñas variaciones de los da-
tos muestrales. Pero si encontramos un estadístico basado en los datos muestrales cuyo
contraste se sitúa fuera del intervalo de aceptación y, por lo tanto, rechazamos la hipótesis
nula, podemos estar bastante seguros de que algo ha ido mal y de que es necesario cambiar
el proceso inmediatamente.

Los contrastes presentados en este capítulo se basan en el supuesto de que la distribu-
ción subyacente es normal o de que se aplica el teorema del límite central para la distribu-
ción de las medias muestrales o las proporciones. Cuando el supuesto de la normalidad ya
no se cumple, esas probabilidades de error pueden no ser válidas. Como no podemos estar
seguros de que la mayoría de las poblaciones sean exactamente normales, podría preocu-
parnos seriamente la validez de nuestros contrastes. Muchas investigaciones han demostra-
do que los contrastes de medias no dependen mucho del supuesto de la normalidad. Se di-
ce que estos contrastes son «robustos» con respecto a la normalidad. Sin embargo, los
contrastes de varianzas no lo son. Por lo tanto, hay que tener mayor precaución cuando se
utilizan contrastes de hipótesis basados en varianzas.

RESUMEN

En este capítulo hemos continuado presentando nuestra
metodología para realizar contrastes de hipótesis clási-
cos. Basándonos en el Capítulo 10, hemos analizado
métodos para comparar medias poblacionales y propor-
ciones poblacionales. Hemos presentado contrastes de
hipótesis de las diferencias entre medias poblacionales
y entre proporciones poblacionales. También hemos
mostrado métodos para contrastar varianzas poblacio-
nales utilizando varianzas muestrales. Por último, he-
mos presentado métodos para comparar varianzas po-
blacionales de dos poblaciones diferentes. Hemos
examinado, además, las características del entorno en

el que se plantea el problema y hemos señalado las
aplicaciones adecuadas e inadecuadas del contraste de
hipótesis.

La Figura 11.5 muestra un diagrama de flujos para
seleccionar el contraste de hipótesis adecuado cuando
se comparan medias poblacionales y la 11.6 muestra
otro diagrama que indica la forma de seleccionar un
contraste de hipótesis adecuado cuando se comparan
dos proporciones poblacionales. Los dos constituyen un
buen resumen de las distintas opciones para contrastar
hipótesis y podrían resultar útiles al lector en su futuro
trabajo.
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Figura 11.5. Diagrama de flujo para seleccionar el contraste de hipótesis adecuado cuando se comparan dos medias
poblacionales.
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Formular a

1 3

2

Formular la hipótesis:

H0: P1  P2 = 0
H1: P1  P2 ≠ 0

1
H0: P1  P2 ≤ 0
H1: P1  P2 > 0

2
H0: P1 P2 ≥ 0
H1: P1 P2 < 0

3

Calcular

p p1 p2=

s p = P1(1 P1 )
n1

P2(1 P2)
n2

+

sa= zPcrit Pa

a

Pu = +z /2 P

Regla de decisión
Si oPup >

p < PL,
rechazar H   0
y aceptar H .1

Regla de decisión
Si ,Pcritp <
rechazar H   0
y aceptar H .1

Regla de decisión
Si ,Pcritp >
rechazar H   0
y aceptar H .1

Tipo de
hipótesis

Calcula valores
críticos 

Calcula valor
crítico 

Calcula valor
crítico 

PL = z /2 P

s

s

Pcrit= z Psa

Figura 11.6. Diagrama de flujo para seleccionar el contraste de hipótesis adecuado cuando se comparan
dos proporciones poblacionales.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

Nota: Si no se indica la probabilidad de cometer un
error de Tipo I, seleccione un nivel que sea adecuado
para la situación descrita.

11.32. Un estadístico contrasta la hipótesis nula de que
la proporción de hombres partidarios de una re-
forma tributaria propuesta es igual que la de
mujeres. Basándose en datos muestrales, se re-
chaza la hipótesis nula al nivel de significación
del 5 por ciento. ¿Implica eso que hay al menos
una probabilidad de 0,95 de que la hipótesis nu-
la sea falsa? En caso contrario, formule una
afirmación probabilística correcta.

11.33. Un proceso produce cable para la compañía te-
lefónica local. Cuando el proceso está funcio-
nando correctamente, el diámetro del cable si-
gue una distribución normal de media 1,6
centímetros y desviación típica 0,05 centíme-
tros. En una muestra aleatoria de 16 trozos de
cable, los diámetros tenían una media muestral
de 1,615 centímetros y una desviación típica
muestral de 0,086 centímetros.

a) Suponiendo que la desviación típica pobla-
cional es de 0,05 centímetros, contraste al
nivel del 10 por ciento la hipótesis nula de
que la media poblacional es de 1,6 centíme-
tros frente a la hipótesis alternativa bilateral.
Halle también el nivel de significación más
bajo al que puede rechazarse esta hipótesis
nula frente a la hipótesis alternativa bilateral.

b) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula de que la desviación típica pobla-
cional es de 0,05 centímetros frente a la
hipótesis alternativa de que es mayor.

11.34. Cuando un proceso de producción funciona nor-
malmente, produce pastillas en las que el peso
medio del principio activo es de 5 gramos y la
desviación típica es de 0,025 gramos. En una
muestra aleatoria de 12 pastillas, se encontraron
los siguientes pesos del principio activo:

5,01 4,69 5,03 4,98 4,98 4,95
5,00 5,00 5,03 5,01 5,04 4,95

a) Sin suponer que se conoce la varianza po-
blacional, contraste la hipótesis nula de que
la media poblacional del peso del principio
activo por pastilla es de 5 gramos. Utilice
una hipótesis alternativa bilateral y un nivel
de significación del 5 por ciento. Indique los
supuestos que postule.

b) Indicando los supuestos que postule, con-
traste la hipótesis nula de que la desviación
típica poblacional es de 0,025 gramos frente
a la hipótesis alternativa de que la desvia-
ción típica poblacional es de más de 0,025
gramos. Utilice un nivel de significación del
5 por ciento.

11.35. Una compañía de seguros tiene agentes a comi-
sión. Sostiene que el primer año los agentes
perciben una comisión media de 40.000 $ como
mínimo y que la desviación típica poblacional
no supera los 6.000 $. En una muestra aleatoria
de nueve agentes se observa que en lo que se
refiere a la comisión percibida el primer año,

9

;
i%1

xi % 333 y
9

;
i%1

(xi . x6)2 % 312

expresada en miles de dólares. Puede suponerse
que la distribución poblacional es normal.

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que la media poblacional es al
menos de 40.000 $.

b) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula de que la desviación típica pobla-
cional es como máximo de 6.000 $.

11.36. En un estudio sobre el índice de rendimiento la-
boral de antiguos fumadores, una muestra alea-
toria de 34 antiguos fumadores tenía un índice
medio de 2,21 y una desviación típica muestral
de 2,21. En una muestra aleatoria independiente
de 86 personas que hacía mucho tiempo que ha-
bían dejado de fumar, el índice medio era de
1,47 y la desviación típica muestral era de 1,69.
Halle el nivel de significación más bajo al que
la hipótesis nula de la igualdad de las dos me-
dias poblacionales puede rechazarse frente a la
hipótesis alternativa bilateral.

11.37. Se pide a muestras aleatorias independientes de
directivos de empresas y profesores universita-
rios de economía que valoren en una escala de
1 (totalmente en desacuerdo) a 7 (totalmente de
acuerdo) la siguiente afirmación: «Las califica-
ciones obtenidas en los cursos de economía
avanzada son buenos indicadores de la capaci-
dad analítica de los estudiantes». En una mues-
tra de 70 directivos de empresa, la respuesta
media es de 4,4 y la desviación típica muestral
es de 1,3. En una muestra de 106 profesores de
economía, la respuesta media es de 5,3 y la des-
viación típica muestral es de 1,4.
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a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que la media poblacional de las
respuestas de los directivos de empresa es
como máximo de 4,0.

b) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que las medias poblacionales son
iguales frente a la hipótesis alternativa de
que la media poblacional de las respuestas
es mayor en el caso de los profesores de
economía que en el de los directivos de em-
presa.

11.38. En un estudio, se tomaron muestras aleatorias
independientes de titulados medios y de titula-
dos superiores en estadística que empezaron
trabajando en una gran empresa actuarial y des-
pués pasaron a una compañía de seguros. En
una muestra de 44 titulados medios, el número
medio de meses que tardaron en cambiar de
empleo fue de 35,02 y la desviación típica
muestral fue de 18,20. En una muestra de 68 ti-
tulados superiores, el número medio de meses
que tardaron en cambiar de empleo fue de
36,34 y la desviación típica muestral fue de
18,94. Contraste al nivel del 10 por ciento la
hipótesis nula de que la media poblacional del
número de meses que tardaron los dos grupos
en cambiar de empleo es la misma frente a la
hipótesis alternativa bilateral.

11.39. Un estudio pretendía evaluar la influencia del
tamaño y de las características de los grupos en
la generación de conceptos publicitarios. Para
evaluar la influencia del tamaño del grupo, se
compararon grupos de cuatro y ocho miembros.
En una muestra aleatoria de cuatro grupos de 4
miembros, el número medio de conceptos pu-
blicitarios generados por grupo fue de 78,0 y la
desviación típica muestral fue de 24,4. En una
muestra aleatoria independiente de cuatro gru-
pos de 8 miembros, el número medio de con-
ceptos publicitarios generados por grupo fue de
114,7 y la desviación típica muestral fue de
14,6 (en los dos casos, los grupos tenían un mo-
derador). Indicando los supuestos que necesite
postular, contraste al nivel del 1 por ciento la
hipótesis nula de que las medias poblacionales
son iguales frente a la hipótesis alternativa de
que la media es mayor en el caso de los grupos
de 8 miembros.

11.40. Se calcula un índice de dificultad de lectura de
un texto escrito siguiendo estos pasos:

i. Se halla el número medio de palabras por
frase.

ii. Se halla el porcentaje de palabras que tie-
nen cuatro sílabas o más.

iii. El índice es un 40 por ciento de la suma de
(i) y (ii).

Una muestra aleatoria de seis anuncios de la re-
vista A tenía los siguientes índices:

15,75 11,55 11,16 9,92 9,23 8,20

Una muestra aleatoria independiente de seis
anuncios de la revista B tenía los siguientes ín-
dices:

9,17 8,44 6,10 5,78 5,58 5,36

Indicando los supuestos que necesite postular,
contraste al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula de que la media poblacional de los índices
es la misma frente a la hipótesis alternativa de
que la verdadera media es mayor en el caso de
la revista A que en el de la B.

11.41. En el ejercicio 11.40, los índices de una mues-
tra aleatoria de seis anuncios de la revista C
eran los siguientes:

9,50 8,60 8,59 6,50 4,79 4,29

En una muestra aleatoria independiente de seis
anuncios de la revista D, los índices eran los si-
guientes:

10,21 9,66 7,67 5,12 4,88 3,12

Indicando los supuestos que necesite postular,
contraste la hipótesis nula de que las medias po-
blacionales de los índices son iguales frente a
una hipótesis alternativa bilateral.

11.42. Se pide a muestras aleatorias independientes de
profesores de administración de empresas y de
economía que valoren en una escala de 1 (total-
mente en desacuerdo) a 4 (totalmente de acuer-
do) la siguiente afirmación: «La amenaza y la
realidad de las absorciones de empresas que co-
tizan en bolsa obligan a los consejos de admi-
nistración y a los directivos a maximizar el va-
lor de las empresas para los accionistas». En
una muestra de 202 profesores de administra-
ción de empresas, la respuesta media fue de
2,83 y la desviación típica muestral fue de 0,89.
En una muestra de 291 profesores de economía,
la respuesta media fue de 3,00 y la desviación
típica muestral fue de 0,67. Contraste la hipóte-
sis nula de que las medias poblacionales son
iguales frente a la hipótesis alternativa de que la
media es mayor en el caso de los profesores de
economía.

11.43. Se pregunta a muestras aleatorias independien-
tes de pacientes a los que se les han colocado
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prótesis de rodilla y de cadera que valoren la
calidad del servicio en una escala de 1 (baja) a
7 (alta). En una muestra de 83 pacientes opera-
dos de rodilla, la valoración media es de 6,543
y la desviación típica muestral es de 0,649. En
una muestra de 54 pacientes operados de cade-
ra, la valoración media es de 6,733 y la desvia-
ción típica muestral es de 0,425. Contraste la
hipótesis nula de que las medias poblacionales
de las valoraciones de estos dos tipos de pacien-
tes son iguales frente a la hipótesis alternativa
bilateral.

11.44. En una muestra aleatoria de 148 estudiantes de
contabilidad, 75 consideran que tener sentido
del humor es una característica muy importante
para su carrera. En una muestra aleatoria inde-
pendiente de 178 estudiantes de economía fi-
nanciera, 81 piensan lo mismo.

a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que al menos la mitad de todos
los estudiantes de economía financiera con-
sideran que el sentido del humor es muy im-
portante.

b) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula de que las proporciones poblacionales de
los estudiantes de contabilidad y de econo-
mía financiera que consideran que el sentido
del humor es muy importante son iguales
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

11.45. En un estudio cuyo objetivo era ver si los bene-
ficios estaban disminuyendo mucho, se tomó
una muestra aleatoria de 23 empresas en las que
estaban disminuyendo considerablemente y en
las que el rendimiento medio de los activos en
los tres años anteriores había sido de 0,058 y la
desviación típica muestral de 0,055. En una
muestra aleatoria independiente de 23 empresas
en las que los beneficios no estaban dismi-
nuyendo considerablemente, el rendimiento me-
dio había sido de 0,146 y la desviación típica de
0,058 durante ese mismo periodo. Suponga que
las dos distribuciones poblacionales son norma-
les y tienen las mismas desviaciones típicas.
Contraste al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula de que las medias poblacionales de los ren-
dimientos de los activos son iguales frente a la
hipótesis alternativa de que la verdadera media
es mayor en el caso de las empresas en las que
los beneficios no estaban disminuyendo consi-
derablemente.

11.46. En un estudio se extrajeron muestras aleatorias
de empleados de restaurantes de comida rápida

en los que el empresario da formación. En una
muestra de 67 empleados que no habían termi-
nado los estudios secundarios, 11 habían parti-
cipado en un programa de formación de la em-
presa. En una muestra aleatoria independiente
de 113 empleados que habían terminado los es-
tudios secundarios, pero no habían ido a la uni-
versidad, habían participado 27. Contraste al ni-
vel del 1 por ciento la hipótesis nula de que las
tasas de participación de los dos grupos son
iguales frente a la hipótesis alternativa de que la
tasa es mucho más baja en el caso de los que no
habían terminado los estudios secundarios.

11.47. En una muestra aleatoria de 69 sociedades de
seguros médicos, 47 tenían su propio departa-
mento de relaciones públicas, al igual que 40 de
una muestra aleatoria independiente de 69 so-
ciedades de seguros de accidentes. Halle e
interprete el p-valor de un contraste de la igual-
dad de las proporciones poblacionales frente a
la hipótesis alternativa bilateral.

11.48. En un estudio, se tomaron muestras aleatorias
independientes de hombres y mujeres clientes
de Centro de Iniciativa Empresarial. Estos
clientes estaban considerando la posibilidad de
montar una empresa. De 94 hombres clientes,
53 montaron de hecho una empresa, al igual
que 47 de 68 mujeres clientes. Halle e interpre-
te el p-valor de un contraste de la igualdad de
las proporciones poblacionales frente a la hipó-
tesis alternativa de que la proporción de muje-
res clientes que montaron realmente una empre-
sa es mayor que la de hombres.

11.49. Se calcula un índice de dificultad de lectura de
un texto escrito siguiendo estos pasos:

i. Se halla el número medio de palabras por
frase.

ii. Se halla el porcentaje de palabras que tie-
nen cuatro sílabas o más.

iii. El índice es un 40 por ciento de la suma de
(i) y (ii).

Una muestra aleatoria de seis anuncios de la re-
vista A tenía los siguientes índices:

15,75 11,55 11,16 9,92 9,23 8,20

Una muestra aleatoria independiente de seis
anuncios de la revista B tenía los siguientes ín-
dices:

9,17 8,44 6,10 5,78 5,58 5,36

Contraste la hipótesis nula de que la desviación
típica poblacional del índice de anuncios de la

Capítulo 11. Contraste de hipótesis II 427



revista A es igual que la desviación típica po-
blacional del índice de anuncios de la revista B
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

11.50. Se pide a dos analistas financieros que pre-
digan los beneficios por acción que tendrá una
muestra aleatoria de 12 empresas el próximo
año. Para evaluar la calidad de sus predicciones
se utiliza como indicador el error porcentual ab-
soluto de predicción, que se define de la forma
siguiente:

100 #
�Efectivos . Predichos �

Efectivos

Los errores porcentuales absolutos de predic-
ción cometidos se encuentran en el fichero de
datos Analyst Prediction.

Contraste la hipótesis nula de la igualdad de
las varianzas poblacionales de los errores por-
centuales absolutos de predicción de los dos
analistas financieros.

11.51. Una persona es responsable del desarrollo eco-
nómico rural en un país que está desarrollándo-
se rápidamente y utilizando el petróleo recién
encontrado para desarrollar todo el país. Una de
sus responsabilidades es averiguar si existen
pruebas de que los nuevos métodos de cultivo
del arroz han aumentado la producción por hec-
tárea. Se plantó una muestra aleatoria de 27
arrozales utilizando el viejo método y la media
muestral de la producción fue de 60 por hectá-
rea con una varianza muestral de 100. Durante
el segundo año, se utilizó el nuevo método en
los mismos arrozales y la media muestral de la
producción fue de 64 por hectárea con una va-
rianza muestral de 150. La correlación muestral
entre los dos arrozales fue de 0,38. Se supone
que las varianzas poblacionales son iguales y
debe utilizarse ese supuesto para el análisis del
problema.

a) Utilice un contraste de hipótesis con una
probabilidad de cometer un error de Tipo
I % 0,05 para averiguar si hay pruebas con-
tundentes que permitan concluir que el nue-
vo método aumenta la producción por hectá-
rea e interprete los resultados.

b) Partiendo del supuesto de que las varianzas
poblacionales son iguales, construya un
intervalo de aceptación al 95 por ciento del
cociente entre las varianzas muestrales.
¿Nos llevan las varianzas muestrales obser-
vadas a concluir que las varianzas poblacio-
nales son iguales? Explique su respuesta.

11.52. La presidenta de Comercios Planetarios Reuni-
dos (CPR), Susana Perales, le ha pedido ayuda
para estudiar el grado de penetración del nuevo
teléfono móvil de la empresa en el mercado. Le
ha pedido que estudie dos mercados y averigüe
si la diferencia entre las cuotas de mercado si-
gue siendo la misma. Históricamente, en el
mercado 1, situado en el oeste de Polonia, CPR
ha tenido una cuota de mercado del 30 por
ciento. En el mercado 2, situado en el sur de
Austria, ha tenido una cuota de mercado del 35
por ciento. Obtiene una muestra aleatoria de
clientes potenciales de cada zona. En el merca-
do 1, 258 de una muestra total de 800 declaran
que comprarán el teléfono de CPR. En el mer-
cado 2, 260 de 700 declaran que comprarán el
teléfono de CPR.

a) Utilizando una probabilidad de error a%0,03,
contraste la hipótesis de que las cuotas de
mercado son iguales frente a la hipótesis de
que no son iguales (mercado 2 .mercado 1).

b) Utilizando una probabilidad de error
a % 0,03, contraste la hipótesis de que las
cuotas de mercado son iguales frente a la
hipótesis de que la cuota del mercado 2 es
mayor.

11.53. En un experimento agrícola van a probar
dos variedades de maíz de alto rendimiento y a
medir las mejoras de ese rendimiento. El expe-
rimento se organiza de tal forma que cada va-
riedad se siembra en 10 pares de parcelas simi-
lares. Los datos que se encuentran en el fichero
de datos Corn Yield son los aumentos porcen-
tuales del rendimiento obtenidos con estas dos
variedades. Indicando los supuestos que postule,
contraste al nivel del 10 por ciento la hipótesis
nula de que las dos medias poblacionales de los
aumentos porcentuales del rendimiento son
iguales. Utilice la hipótesis alternativa bilateral.

11.54. Usted es el director de producto de la marca
4 de una gran empresa de productos alimenti-
cios. El presidente de la empresa se ha quejado
de que una marca rival, llamada marca 2, tiene
unas ventas medias mayores. El departamento
de datos ha almacenado las cifras más recientes
sobre las ventas («saleb2» y «saleb4») y sobre
los precios («apriceb2» y «apriceb4») en un fi-
chero llamado Storet, que se encuentra en su
disco de datos o en el sistema informático local.
a) Basándose en un contraste de hipótesis esta-

dístico, ¿tiene el presidente pruebas contun-
dentes que apoyen su queja? Muestre todo el
trabajo y el razonamiento estadísticos.
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b) Después de analizar los datos, observa que
en la muestra de la marca 2 hay un gran ca-
so atípico de valor 971. Repita el apartado
(a) una vez eliminada esta observación ex-
trema. ¿Qué conclusión extrae ahora sobre
la queja del presidente?

11.55. Joe Ortega es el director de producto para
Helados Ole. Le ha pedido que averigüe si He-
lados Ole tiene más ventas que Helados Carl,
que es un fuerte competidor. El fichero de datos
Ole contiene datos sobre las ventas y los pre-
cios semanales de las marcas rivales del año en
tres cadenas de supermercados. Estos datos
muestrales representan una muestra aleatoria de
todas las ventas de helado de las dos marcas.

a) Diseñe y realice un análisis para averiguar si
existen pruebas contundentes que permitan
concluir que las ventas medias de Helados
Ole son mayores que las de Helados Carl
(a % 0,05). Explique su método y muestre
todos los cálculos. Puede incluir una salida
Minitab si es adecuado para apoyar su análi-
sis. Explique sus conclusiones.

b) Diseñe y realice un análisis para averiguar si
los precios que cobran las dos marcas son
diferentes (a % 0,05). Explique detenida-

mente su análisis, muestre todos los cálculos
e interprete sus resultados.

11.56. María Perlas es responsable de preparar harina
mezclada para hacer pan exótico. El proceso
consiste en tomar dos tipos diferentes de harina
y mezclarlas para lograr un pan de alta calidad.
Para uno de los productos, se mezcla harina A y
harina B. El paquete de harina A procede de un
proceso de empaquetado que tiene un peso me-
dio poblacional de 8 onzas con una varianza po-
blacional de 0,04. El paquete de harina B tiene
un peso medio poblacional de 8 onzas y una va-
rianza poblacional de 0,06. Los pesos de los pa-
quetes tienen una correlación de 0,40. Los pa-
quetes A y B se mezclan para obtener un
paquete de 16 onzas de harina exótica especial.
Cada 60 minutos se selecciona una muestra
aleatoria de cuatro paquetes de harina exótica
en el proceso y se calcula el peso medio de los
cuatro paquetes. Prepare un intervalo de acepta-
ción del 99 por ciento para un gráfico de con-
trol de calidad para las medias muestrales de la
muestra de cuatro paquetes. Muestre todos los
pasos que sigue y explique su razonamiento.
Explique cómo se utilizaría este gráfico de
aceptación para garantizar que el peso de los
paquetes continúa cumpliendo las normas.
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Esquema del capítulo

12.1. Análisis de correlación
Contraste de hipótesis de la correlación

12.2. Modelo de regresión lineal
12.3. Estimadores de coeficientes por el método de mı́nimos cuadrados

Cálculo por computador del coeficiente de regresión
12.4. El poder explicativo de una ecuación de regresión lineal

El coeficiente de determinación R2

12.5. Inferencia estadística: contrastes de hipótesis e intervalos de confianza
Contraste de hipótesis del coeficiente de la pendiente poblacional utilizando
la distribución F

12.6. Predicción
12.7. Análisis gráfico

Introducción
Hasta ahora hemos centrado la atención en el análisis y la inferencia relacionados con
una única variable. En este capítulo extendemos nuestro análisis a las relaciones entre
variables. Comenzamos con una breve introducción al análisis de correlación, seguido
de la presentación del análisis de regresión simple. Nuestra presentación es paralela a
la del Capítulo 3, en el que hicimos hincapié en las relaciones descriptivas, incluido el
uso de diagramas de puntos dispersos, coeficientes de correlación y la regresión lineal
como instrumentos para describir las relaciones entre variables. Suponemos que el lec-
tor está familiarizado con ese capítulo.

En el análisis de los procesos empresariales y económicos se utilizan a menudo las
relaciones entre variables. Estas relaciones se expresan en términos matemáticos de la
forma siguiente:

Y % f (X )

donde la función puede adoptar muchas formas lineales y no lineales. En algunos de
esos casos, la forma de la relación no se conoce exactamente. Aquí presentamos análi-
sis que se basan en relaciones lineales. En muchos casos, las relaciones lineales consti-
tuyen un buen modelo del proceso. En otros casos, nos interesa una parte limitada de
una relación no lineal a la que podemos aproximarnos mediante una relación lineal. En
el apartado 13.7 mostramos que algunas relaciones no lineales importantes también
pueden analizarse utilizando el análisis de regresión. Por lo tanto, los métodos de corre-
lación y de regresión pueden aplicarse a una amplia variedad de problemas.



12.1. Análisis de correlación

En este apartado utilizamos los coeficientes de correlación para estudiar las relaciones en-
tre variables. En el Capítulo 3 utilizamos el coeficiente de correlación muestral para des-
cribir la relación entre variables indicada en los datos. En el 5 y en el 6 aprendimos lo que
era la correlación poblacional. Aquí presentamos métodos inferenciales que utilizan el coe-
ficiente de correlación para estudiar relaciones lineales entre variables.

En principio, dos variables aleatorias pueden estar relacionadas de diversas formas. Es
útil postular al comienzo del análisis una forma funcional de su relación. A menudo es ra-
zonable suponer, como buena aproximación, que la relación es lineal. Si se examina un par
de variables aleatorias, X e Y, entre las que existe una relación lineal, en un diagrama de
puntos dispersos las observaciones conjuntas sobre este par de variables tenderán a estar
concentradas en torno a una línea recta. Y a la inversa, si no existe una relación lineal, no
estarán concentradas en torno a una línea recta. No todas las relaciones que estudiaremos
estarán muy concentradas en torno a una línea recta. El diagrama de puntos dispersos de
muchas relaciones importantes muestra una tendencia hacia una relación lineal, pero con
una considerable desviación con respecto a una línea recta. En los diagramas de puntos
dispersos del Capítulo 2 vimos algunos ejemplos.

Las correlaciones tienen muchas aplicaciones en el mundo de la empresa y en la eco-
nomía. En muchos problemas económicos aplicados, afirmamos que hay una variable inde-
pendiente o exógena X, cuyos valores son determinados por actividades realizadas fuera
del sistema económico examinado y que hay una variable dependiente o endógena Y, cuyo
valor depende del valor de X. Si preguntamos si las ventas aumentan cuando bajan los pre-
cios, estamos analizando una situación en la que un vendedor ajusta de una forma delibera-
da e independiente los precios en sentido ascendente o descendente y observa cómo varían
las ventas. Supongamos ahora que los precios y las cantidades vendidas son el resultado de
equilibrios de la oferta y la demanda como propone el modelo económico básico. En ese
caso, podríamos analizar los precios y las cantidades como variables aleatorias y pregun-
tarnos si estas dos variables aleatorias están relacionadas entre sí. El coeficiente de correla-
ción puede utilizarse para averiguar si existe una relación entre variables en cualquiera de
estas dos situaciones.
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Las relaciones lineales son muy útiles para muchas aplicaciones empresariales y
económicas, como indican los siguientes ejemplos. El presidente de Materiales de Cons-
trucción, S.A., fabricante de placas de yeso, cree que la cantidad anual media de placas
de yeso vendidas en su región es una función lineal del valor total de los permisos de
edificación expedidos durante el año anterior. Un vendedor de cereales quiere saber có-
mo afecta la producción total al precio por tonelada. Está desarrollando un modelo de
predicción que utiliza datos históricos. El departamento de marketing necesita saber
cómo afecta el precio de la gasolina a sus ventas totales. Utilizando datos semanales
sobre los precios y las ventas, planea desarrollar un modelo lineal que muestre cuánto
varían las ventas cuando varía el precio.

Con la aparición de muchos y buenos paquetes estadísticos y hojas de cálculo como
Excel, hoy es posible para casi todo el mundo calcular estadísticos de correlación y de
regresión. Desgraciadamente, también sabemos que no todo el mundo sabe interpretar
y utilizar correctamente estos resultados obtenidos por computador. Aquí el lector apren-
derá algunas ideas fundamentales que lo ayudarán a utilizar el análisis de regresión.
Comenzaremos examinando el análisis de correlación.



Supongamos que tanto X como Y son determinados simultáneamente por factores que
se encuentran fuera del sistema económico analizado. Por lo tanto, suele ser más realista
plantear un modelo en el que tanto X como Y sean variables aleatorias. En el Capítulo 5
presentamos el coeficiente de correlación oxy como medida de la relación entre dos varia-
bles aleatorias, X e Y. En esos casos, utilizamos el coeficiente de correlación poblacional,
oxy, para indicar la existencia de una relación lineal sin que ello quisiera decir que una de
las variables era independiente y la otra dependiente. En las situaciones en las que una de
las variables es dependiente lógicamente de otra, el siguiente paso lógico después del aná-
lisis de correlación es la utilización del análisis de regresión para desarrollar el modelo li-
neal. Éste es el tema del siguiente apartado. Aquí presentamos métodos de inferencia esta-
dística que utilizan correlaciones muestrales para averiguar las características de las
correlaciones poblacionales.

Contraste de hipótesis de la correlación
El coeficiente de correlación muestral

r %
sxy

sxsy

sxy %
; (xi . x6)(yi . y6)

n . 1

es una medida descriptiva útil de la fuerza de la relación lineal en una muestra. También
podemos utilizar la correlación para contrastar la hipótesis de que no existe una relación
lineal en la población entre un par de variables aleatorias; es decir,

H0 : o % 0

Esta hipótesis nula de que no existe una relación lineal entre un par de variables aleato-
rias es muy interesante en algunas aplicaciones. Cuando calculamos la correlación muestral
a partir de datos, es probable que el resultado sea diferente de 0 aunque la correlación po-
blacional sea 0. Nos gustaría, pues, saber en qué medida debe ser diferente de 0 una corre-
lación muestral para contar con una prueba de que la correlación poblacional no es 0.

Podemos demostrar que cuando la hipótesis nula es verdadera y las variables aleatorias
siguen una distribución normal conjunta, la variable aleatoria

t %
r∂(n . 2)

∂(1 . r2)

sigue una distribución t de Student con (n . 2) grados de libertad. Las ecuaciones 12.1 a
12.3 muestran los contrastes de hipótesis adecuados.

Contrastes de la correlación poblacional nula
Sea r el coeficiente de correlación muestral, calculado a partir de una muestra aleatoria de n
pares de observaciones de una distribución normal conjunta. Los siguientes contrastes de la
hipótesis nula

H0 : o % 0

tienen un valor de significación a:
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1. Para contrastar H0 frente a la hipótesis alternativa

H1 : o b 0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
r∂(n . 2)

∂(1 . r2)
b tn.2, a (12.1)

2. Para contrastar H0 frente a la hipótesis alternativa

H1 : o a 0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
r∂(n . 2)

∂(1 . r2)
a .tn.2, a (12.2)

3. Para contrastar H0 frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : o Ç 0

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
r∂(n. 2)

∂(1 . r2)
a .tn.2, a/2 o

r∂(n. 2)

∂(1 . r2)
b tn.2, a/2 (12.3)

Aquí, tn.2, a es el número para el que

P(tn.2 b tn.2, a) % a

donde la variable aleatoria tn.2 sigue una distribución t de Student con (n . 2) grados
de libertad.

4. Si introducimos tn.2, a/2 % 2,0 en la ecuación 12.3, podemos demostrar que una «regla
práctica» aproximada para contrastar la hipótesis anterior de que la correlación pobla-
cional es 0 es

�r� b
2

∂n

EJEMPLO 12.1. Valoración del riesgo político (contraste de hipótesis
de la correlación)

Un equipo de investigación estaba intentando averiguar si el riesgo político existente en
los países está relacionado con su inflación. En esta investigación, se realizó una en-
cuesta a analistas del riesgo político que permitió elaborar una puntuación media del
riesgo político de 49 países (los datos proceden del estudio mencionado en la referencia
bibliográfica 2).

Solución

Cuanto más alta es la puntuación, mayor es el riesgo político. La correlación muestral
entre la puntuación del riesgo político y la inflación de estos países era de 0,43.
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Queremos averiguar si la correlación poblacional, o, entre estas medidas es diferente
de 0. Concretamente, queremos contrastar

H0 : o % 0

frente a

H1 : o b 0

utilizando la información muestral

n % 49 r % 0,43

El contraste se basa en el estadístico

t %
r∂(n . 2)

∂(1 . r2)
%

0,43∂(49 . 2)

∂1 . (0,43)2
% 3,265

Dado que hay (n . 2) % 47 grados de libertad, vemos en la tabla 8 de la t de Student
del apéndice que

t47, 0,005 a 2,704

Por lo tanto, podemos rechazar la hipótesis nula al nivel de significación del 0,5 por
ciento. Tenemos, pues, pruebas contundentes de que existe una relación lineal positiva
entre la inflación y la valoración de los expertos del riesgo político de los países. Obsér-
vese que de este resultado no podemos extraer la conclusión de que una de las variables
es la causa de la otra, sólo que están relacionadas.

Antes hemos señalado que la hipótesis nula H0 : o % 0 puede rechazarse utilizando la

regla práctica aproximada �r� b 2/∂n. Este resultado proporciona un rápido contraste para
averiguar si dos variables están relacionadas linealmente cuando se examinan una o más
correlaciones muestrales. Así, por ejemplo, en el caso de una muestra de tamaño n % 25, el

valor absoluto de la correlación muestral tendría que ser superior a 2/∂25 % 0,40. Pero en
el caso de una muestra de tamaño n % 64, el valor absoluto de la correlación muestral ten-

dría que ser superior a 2/∂64 % 0,25 solamente. Se ha observado que este resultado es útil
en muchas aplicaciones estadísticas.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

12.1. Dados los pares siguientes de (x, y) observacio-
nes, calcule la correlación muestral.

a) (2, 5), (5, 8), (3, 7), (1, 2), (8, 15).
b) (7, 5), (10, 8), (8, 7), (6, 2), (13, 15).
c) (12, 4), (15, 6), (16, 5), (21, 8), (14, 6).
d) (2, 8), (5, 12), (3, 14), (1, 9), (8, 22).

12.2. Contraste la hipótesis nula

H0 : o % 0 frente a H1 : o Ç 0

dada

a) Una correlación muestral de 0,35 en una mues-
tra aleatoria de tamaño n % 40

b) Una correlación muestral de 0,50 en una mues-
tra aleatoria de tamaño n % 60
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c) Una correlación muestral de 0,62 en una mues-
tra aleatoria de tamaño n % 45

d) Una correlación muestral de 0,60 en una mues-
tra aleatoria de tamaño n % 25

12.3. El profesor de un curso de estadística puso un
examen final y también pidió a los estudiantes
que realizaran un proyecto. La tabla adjunta
muestra las calificaciones de una muestra aleato-
ria de 10 estudiantes. Halle la correlación mues-
tral entre las calificaciones del examen y las del
proyecto.

Examen 81 62 74 78 93 69 72 83 90 84

Proyecto 76 71 69 76 87 62 80 75 92 79

Ejercicios aplicados

12.4. En el estudio de 49 países analizado en el ejem-
plo 12.1, la correlación muestral entre la valora-
ción del riesgo político realizada por los expertos
y la tasa de mortalidad infantil de estos países
era 0,75. Contraste la hipótesis nula de que no
existe ninguna correlación entre estas cantidades
frente a la hipótesis alternativa de que existe una
correlación positiva.

12.5. En una muestra aleatoria de 353 profesores de
enseñanza secundaria, se observó que la correla-
ción entre las subidas salariales anuales y las
evaluaciones de la docencia era de 0,11. Contras-
te la hipótesis nula de que estas cantidades no
están correlacionadas en la población frente a la
hipótesis alternativa de que la correlación pobla-
cional es positiva.

12.6. Se observa que la correlación muestral de 68 pa-
res de rendimientos anuales de acciones ordina-
rias del país A y del país B es de 0,51. Contraste
la hipótesis nula de que la correlación poblacio-
nal es 0 frente a la hipótesis alternativa de que es
positiva.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

12.7. La tabla adjunta y el fichero de datos Dow
Jones muestran las variaciones porcentuales (xi)
del índice Dow-Jones registradas en los cinco
primeros días de sesión de cada uno de los años
de un periodo de 13 años y las correspondientes
variaciones porcentuales (yi) del índice a lo largo
de todo el año.

x y x y

1,5 14,9 5,6 2,3
0,2 .9,2 .1,4 11,9

.0,1 19,6 1,4 27,0
2,8 20,3 1,5 .4,3
2,2 .3,7 4,7 20,3

.1,6 27,7 1,1 4,2

.1,3 22,6

a) Calcule la correlación muestral.
b) Contraste al nivel de significación del 10 por

ciento la hipótesis nula de que la correlación
poblacional es 0 frente a la hipótesis alternati-
va bilateral.

12.8. Una universidad distribuye en todos sus cur-
sos un cuestionario de evaluación para que lo re-
llenen los estudiantes. La tabla adjunta y el fi-
chero de datos Student Evaluation muestran
tanto la valoración media del profesor (en una
escala de 1 a 5) como la calificación media espe-
rada (en una escala de A % 4 a E % 0) de una
muestra aleatoria de 12 cursos.

Valoración
del profesor 2,8 3,7 4,4 3,6 4,7 3,5 4,1 3,2 4,9 4,2 3,8 3,3

Calificación
esperada 2,6 2,9 3,3 3,2 3,1 2,8 2,7 2,4 3,5 3,0 3,4 2,5

a) Halle la correlación muestral entre las valora-
ciones de los profesores y las calificaciones
esperadas.

b) Contraste al nivel de significación del 10 por
ciento la hipótesis de que el coeficiente de
correlación poblacional es 0 frente a la hipó-
tesis alternativa de que es positivo.

12.9. En un estudio sobre la publicidad, los investi-
gadores querían saber si existía una relación en-
tre el coste per cápita y los ingresos per cápita.
Se midieron las siguientes variables en una
muestra aleatoria de programas de publicidad:

xi % coste de la publicidad $ n.o de preguntas
recibidas

yi%ingresos generados por las preguntas$n.o de
preguntas recibidas

Los datos muestrales se encuentran en el fichero
de datos Advertising Revenue. Halle la correla-
ción muestral y contraste la hipótesis nula de que
la correlación poblacional es 0 frente a la alter-
nativa bilateral.
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12.2. Modelo de regresión lineal

Para medir la fuerza de cualquier relación lineal entre un par de variables aleatorias se uti-
lizan coeficientes de correlación. Las variables aleatorias se tratan de una forma totalmente
simétrica y da lo mismo que hablemos de «la correlación entre X e Y» que de «la correla-
ción entre Y y X». En el resto de este capítulo, continuamos analizando la relación lineal
entre un par de variables, pero desde el punto de vista de la dependencia de una de la otra.
Ahora dejamos de tratar las variables aleatorias de una forma simétrica. La idea es que,
dado que la variable aleatoria X toma un valor específico, esperamos una respuesta de la
variable aleatoria Y. Es decir, el valor que toma X influye en el valor de Y. Podemos pen-
sar que Y depende de X. Las variables dependientes o endógenas —Y— tienen valores que
dependen de variables independientes o exógenas —X—, cuyos valores son manipulados o
influidos, a su vez, por factores externos a un proceso económico específico.

Los modelos lineales no son tan restrictivos como podría parecer para el análisis em-
presarial y económico aplicado. En primer lugar, los modelos lineales a menudo consti-
tuyen una buena aproximación de una relación en el intervalo examinado. En segundo
lugar, en los Capítulos 13 y 14 veremos que algunas funciones no lineales pueden conver-
tirse en funciones lineales implícitas para el análisis de regresión.

En este capítulo realizamos un estudio formal del análisis de regresión y de la corres-
pondiente inferencia estadística en el caso de modelos lineales sencillos. En los Capítulos
2 y 3 introdujimos los instrumentos de los diagramas de puntos dispersos, la correlación y
la regresión simple para describir datos. En el 13 aplicaremos estas ideas a los modelos de
regresión múltiple que tienen más de una variable de predicción y en el 14 presentamos
métodos y aplicaciones avanzados que aumentan nuestra capacidad para analizar proble-
mas empresariales y económicos.

Este análisis comienza con un ejemplo que muestra una aplicación representativa del
análisis de regresión y el tipo de resultados que pueden obtenerse.

EJEMPLO 12.2. Predicción sobre las ventas de Northern Household
Goods (estimación de un modelo de regresión)

El presidente de Northern Household Goods le ha pedido que desarrolle un modelo que
prediga las ventas totales de las nuevas tiendas que se propone abrir. Northern es una
cadena de grandes almacenes en rápida expansión y necesita una estrategia racional pa-
ra averiguar dónde deben abrirse nuevas tiendas. Para realizar este proyecto, necesita
estimar una ecuación lineal que prediga las ventas al por menor por hogar en función de
la renta disponible del hogar. La empresa ha obtenido datos de una encuesta nacional
realizada a los hogares y para desarrollar el modelo se utilizarán las variables de las
ventas al por menor (Y) y la renta (X) por hogar.

Solución

La Figura 12.1 es un diagrama de puntos dispersos que muestra la relación entre las
ventas al por menor y la renta disponible de las familias. Los datos efectivos se mues-
tran en la Tabla 12.1 y se encuentran en el fichero de datos llamado Retail Sales. SegúnRetail

Sales la teoría económica, las ventas deben aumentar cuando aumenta la renta disponible y el
diagrama de puntos dispersos apoya en gran medida esa teoría. El análisis de regresión
nos proporciona un modelo lineal que puede utilizarse para calcular las ventas al por
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Figura 12.1. Ventas al por menor por hogar en relación con la renta disponible per cápita.

Tabla 12.1. Datos sobre la renta disponible por hogar (X) y ventas al por menor
por hogar (Y).

Año Renta (X) Ventas al por menor (Y) Año Renta (X) Ventas al por menor (Y)

1 9.098 5.492 12 11.307 5.907
2 9.138 5.540 13 11.432 6.124
3 9.094 5.305 14 11.449 6.186
4 9.282 5.507 15 11.697 6.224
5 9.229 5.418 16 11.871 6.496
6 9.347 5.320 17 12.018 6.718
7 9.525 5.538 18 12.523 6.921
8 9.756 5.692 19 12.053 6.471
9 10.282 5.871 20 12.088 6.394

10 10.662 6.157 21 12.215 6.555
11 11.019 6.342 22 12.494 6.755

menor por hogar correspondientes a varios niveles de renta disponible. La recta del dia-
grama representa el modelo de regresión simple

Y % 1.922,39 ! 0,381517X

donde Y son las ventas al por menor por hogar y X es la renta disponible por hogar. Por
lo tanto, la ecuación de regresión nos proporciona, a partir de los datos, el mejor mode-
lo lineal para predecir las ventas correspondientes a una renta disponible dada. Obsérve-
se que este modelo nos dice que cada aumento de la renta familiar disponible per cápita
de 1 $, X, va acompañado de un aumento del valor esperado de las ventas al por menor,
Y, de 0,38 $. Es evidente que el resultado es importante para predecir las ventas al por
menor. Por ejemplo, observamos que una renta familiar de 50.000 $ predeciría que las
ventas al por menor serán de 20.997 $ (1.922 ! 50.000 # 0,3815).
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Llegados a este punto, debemos hacer hincapié en que los resultados de la regresión
resumen la información que contienen los datos y no «demuestran» que el aumento de la
renta sea la «causa» del aumento de las ventas. La teoría económica sugiere que existe una
relación causal y estos resultados apoyan esta teoría. Los diagramas de puntos dispersos,
las correlaciones y las ecuaciones de regresión no pueden demostrar la existencia de una
relación causal, pero pueden aportar pruebas a su favor. Así pues, para extraer conclusio-
nes, necesitamos conjugar la teoría —la experiencia en la administración de empresas y el
análisis económico— con un buen análisis estadístico.

Sabemos por nuestros estudios de la economía que la cantidad comprada de bienes, Y,
en un mercado específico puede representarse por medio de una función lineal de la renta
disponible, X. Si la renta tiene un nivel específico, xi, los compradores responden compran-
do la cantidad yi. En el mundo real, sabemos que hay otros factores que influyen en la can-
tidad efectiva comprada. Son factores identificables como el precio de los bienes en cues-
tión, la publicidad y los precios de los bienes rivales. También hay otros factores
desconocidos que pueden influir en la cantidad efectiva comprada. En una ecuación lineal
simple, representamos el efecto de estos factores, salvo la renta, por medio de un término
de error llamado e.

La Figura 12.2 muestra un ejemplo de un conjunto de observaciones generadas por un
modelo lineal subyacente de un proceso. El nivel medio de Y, para todo X, se representa
por medio de la ecuación poblacional

Y % b0 ! b1X

El modelo de regresión lineal permite hallar el valor esperado de la variable aleatoria Y
cuando X toma un valor específico. El supuesto de la linealidad implica que esta esperanza
puede expresarse de la forma siguiente:

E(Y � X % x) % b0 ! b1X

donde b0 representa la ordenada en el origen Y de la ecuación y b1 es la pendiente. El va-
lor observado efectivo de Y para un valor dado de X es igual al valor esperado o media
poblacional más un error aleatorio, e, que tiene una media 0 y una varianza p2:

yi % b0 ! b1xi ! ei

El término de error aleatorio e representa la variación de Y que no es estimada por la rela-
ción lineal.

Figura 12.2.
Modelo de
regresión lineal
poblacional.

Capítulo 12. Regresión simple 439



La regresión por mínimos cuadrados nos proporciona un modelo estimado de la rela-
ción lineal entre una variable independiente o exógena y una variable dependiente o endó-
gena. Comenzamos el proceso de formulación de la regresión partiendo de un modelo po-
blacional en el que X tiene unos valores predeterminados y para todo X hay un valor medio
de Y más un término de error aleatorio. Utilizamos la ecuación de regresión estimada
—mostrada en la Figura 12.1— para estimar el valor medio de Y para todo valor de X. Los
puntos no están alineados siempre en esta recta debido a que existe un término de error
aleatorio que tiene una media 0 y una varianza común para todos los valores de X. El error
aleatorio representa todos los factores que influyen en Y que no están representados por la
relación lineal entre Y y X. Los efectos de estos factores, que se supone que son indepen-
dientes de X, se comportan como una variable aleatoria cuya media poblacional es 0. Las
desviaciones aleatorias ei en torno al modelo lineal se muestran en la Figura 12.2 y se
combinan con la media de Yi para todo Xi para obtener el valor observado yi.

Regresión lineal basada en un modelo poblacional
En la aplicación del análisis de regresión, se representa el proceso estudiado por medio de un
modelo poblacional y se calcula un modelo estimado utilizando los datos de que se dispone y
realizando una regresión por mínimos cuadrados. El modelo poblacional es

yi % b0 ! b1xi ! ei (12.4)

donde b0 y b1 son los coeficientes del modelo poblacional y e es un término de error aleatorio.
Para todo valor observado, xi, el modelo poblacional genera un valor observado, yi. Para reali-
zar la inferencia estadística, como veremos en el apartado 12.4, se supone que e sigue una
distribución normal de media 0 y varianza p2. Más adelante, veremos que puede utilizarse el
teorema del límite central para abandonar el supuesto de la distribución normal. El modelo de
la relación lineal entre Y y X viene definido por los dos coeficientes, b0 y b1. La Figura 12.2 lo
representa esquemáticamente.

En el modelo de regresión por mínimos cuadrados suponemos que se seleccionan valo-
res de la variable independiente, xi, y para cada xi existe una media poblacional de Y. Los
valores observados de yi contienen la media y la desviación aleatoria ei. Se observa un con-
junto de n(xi, yi) puntos y se utiliza para obtener estimaciones de los coeficientes del mo-
delo utilizando el método de mínimos cuadrados. Ampliamos los conceptos de la inferen-
cia clásica presentados en los Capítulos 8 a 11 para hacer inferencias sobre el modelo
poblacional subyacente utilizando el modelo de regresión estimado. En el Capítulo 13 ve-
remos cómo pueden considerarse simultáneamente varias variables independientes utilizan-
do la regresión múltiple.

El modelo de regresión estimado y mostrado esquemáticamente en la Figura 12.3 viene
dado por la ecuación

yi % b0 ! b1xi ! ei

donde b0 y b1 son los valores estimados de los coeficientes y e es la diferencia entre el
valor predicho de Y en la recta de regresión

y4 i % b0 ! b1xi

y el valor observado yi. La diferencia entre yi e y4 i para cada valor de X es el residuo

ei % yi . y4 i
% yi . (b0 ! b1xi)
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Figura 12.3.
Modelo de
regresión estimado.
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Por lo tanto, para cada valor observado de X hay un valor predicho de Y a partir del mode-
lo estimado y un valor observado. La diferencia entre el valor observado de Y y el predi-
cho es el residuo, ei. El residuo, ei, no es el error del modelo, e, sino la medida combinada
del error del modelo y los errores de la estimación de b0 y b1 y, a su vez, los errores de la
estimación del valor predicho.

Hallamos el modelo de regresión estimado obteniendo estimaciones, b0 y b1, de los
coeficientes poblacionales utilizando el método llamado análisis de mínimos cuadrados,
que presentamos en el apartado 12.3. Empleamos, a su vez, estos coeficientes para obtener
los valores predichos de Y para todo valor de X.

Resultados de la regresión lineal
La regresión lineal da dos importantes resultados:

1. Los valores predichos de la variable dependiente o endógena en función de la variable
independiente o exógena.

2. La variación marginal estimada de la variable endógena provocada por una variación
unitaria de la variable independiente o exógena.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.10. Dada la ecuación de regresión

Y% 100 ! 10X

a) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
!3?

b) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
.4?

c) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 12?

d) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 23?

e) ¿Demuestra esta ecuación que una variación
de X provoca una variación de Y?

12.11. Dada la ecuación de regresión

Y % .50 ! 12X

a) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
!3?

b) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
.4?

c) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 12?

d) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 23?

e) ¿Demuestra esta ecuación que una variación
de X provoca una variación de Y?

12.12. Dada la ecuación de regresión

Y% 43 ! 10X
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a) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
!8?

b) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
.6?

c) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 11?

d) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 29?)

e) ¿Demuestra esta ecuación que una variación
de X provoca una variación de Y?

12.13. Dada la ecuación de regresión

Y% 100 ! 21X

a) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
!5?

b) ¿Cuál es la variación de Y cuando X varía en
.7?

c) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 14?

d) ¿Cuál es el valor predicho de Y cuando
X % 27?

e) ¿Demuestra esta ecuación que una variación
de X provoca una variación de Y?

Ejercicios aplicados

12.14. ¿Qué diferencia existe entre un modelo lineal
poblacional y un modelo de regresión lineal es-
timado?

12.15. Explique la diferencia entre el residuo ei y el
error del modelo ei.

12.16. Suponga que hemos estimado una ecuación de la
regresión de las ventas semanales de «palm pi-
lot» y el precio cobrado durante la semana. Inter-
prete la constante b0 para el director de la marca.

12.17. Se ha estimado un modelo de regresión de las
ventas totales de productos alimenticios con res-
pecto a la renta disponible utilizando datos de
pequeñas ciudades aisladas del oeste de Estados
Unidos. Elabore una lista de los factores que po-
drían contribuir al término de error aleatorio.

12.3. Estimadores de coeficientes por el método de mı́nimos
cuadrados

La recta de regresión poblacional es un útil instrumento teórico, pero para las aplicaciones
necesitamos estimar el modelo utilizando los datos de que se disponga. Supongamos que
tenemos n pares de observaciones, (x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn). Nos gustaría encontrar la
línea recta que mejor se ajusta a estos puntos. Para ello, es necesario encontrar estimadores
de los coeficientes desconocidos b0 y b1 de la recta de regresión poblacional.

Hallamos los estimadores de los coeficientes b0 y b1 con ecuaciones obtenidas utilizan-
do el método de mínimos cuadrados. Como mostramos en la Figura 12.3, hay una desvia-
ción, ei, entre el valor observado, yi, y el valor predicho, y4 i, en la ecuación de regresión
estimada para cada valor de X, donde ei % yi . y4 i. A continuación, calculamos una función
matemática consistente en elevar al cuadrado todos los residuos y sumar las cantidades re-
sultantes. Esta función —cuyo primer miembro se denomina SCE— incluye los coeficien-
tes b0 y b1. La cantidad SCE se denomina suma de los cuadrados de los errores. Los esti-
madores de los coeficientes b0 y b1 son los estimadores que minimizan la suma de los
cuadrados de los errores.

Método de mínimos cuadrados

El método de mínimos cuadrados obtiene estimaciones de los coeficientes de la ecuación li-
neal b0 y b1 en el modelo

y4 i % b0 ! b1xi (12.5)

minimizando la suma de los cuadrados de los errores ei:

SCE % ; e2
i % ; (yi . y4 i)

2 (12.6)
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Los coeficientes b0 y b1 se eligen de tal manera que se minimice la cantidad

SCE %

n

;
i%1

e2
i %

n

;
i%1

[yi . (b0 ! b1xi)]
2 (12.7)

Utilizamos el cálculo diferencial para obtener los estimadores de los coeficientes que minimizan
la SCE. En el apéndice del capítulo se explica cómo se obtienen los estimadores por medio del
cálculo.

El estimador del coeficiente resultante es

b1 %

n

;
i%1

(xi . x6)(yi . y6)

n

;
i%1

(xi . x6)2
%

Cov (x, y)

s2
x

%

n

;
i%1

(xi . x6)

n

;
i%1

(xi . x6)xi

yi

Obsérvese que el numerador del estimador es la covarianza muestral de X e Y y el denomi-
nador es la varianza muestral de X. La tercera línea muestra que el coeficiente b1 es una
función lineal de las Y. Dedicamos mucho tiempo al coeficiente de la pendiente porque es-
te resultado es clave para muchas aplicaciones. El coeficiente de la pendiente b1 es una
estimación de la variación que experimenta Y cuando X varía en una unidad. Por ejemplo,
si Y es la producción total y X es el número de trabajadores, entonces b1 es una estimación
del aumento marginal de la producción por cada nuevo trabajador. Este tipo de resultados
explica por qué la regresión se ha convertido en un instrumento analítico tan importante.

Con algunas manipulaciones algebraicas podemos demostrar que el estimador del coe-
ficiente también es igual a

b1 % r
sy

sx

donde rxy es la correlación muestral y sy y sx son las desviaciones típicas muestrales de X e
Y. Este resultado es importante porque indica cómo está relacionada directamente la rela-
ción estandarizada entre X e Y, la correlación rxy, con el coeficiente de la pendiente.

En el apéndice del capítulo también mostramos que el estimador de la constante es

b0 % y6 . b1x6

Sustituyendo b0 por este valor en la ecuación lineal, tenemos que

y % y6 . b1x6 ! b1x
y . y6 % b1(x . x6)

En esta ecuación vemos que cuando x % x6, entonces y % y6 y que la ecuación de regresión
siempre pasa por el punto (x6, y6). El valor estimado de la variable dependiente, y4 i, se obtie-
ne utilizando

y4 i % b0 ! b1xi
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o utilizando
y4 i % y6 ! b1(xi . x6)

Esta última forma pone de relieve que la recta de regresión pasa por las medias de X e Y.

Estimadores de coeficientes por el método de mínimos cuadrados
El estimador del coeficiente de la pendiente es

b1 %

n

;
i%1

(xi . x6)(yi . y6)

n

;
i%1

(xi . x6)2
% r

sy

sx

y el estimador de la constante u ordenada en el origen es

b0 % y6 . b1x6

También señalamos que la recta de regresión siempre pasa por la media x6 , y6 .
El método de mínimos cuadrados podría utilizarse para calcular estimaciones de los coefi-

cientes b0 y b1 utilizando cualquier conjunto de datos pareados. Sin embargo, en la mayoría de
las aplicaciones queremos hacer inferencias sobre el modelo poblacional subyacente que for-
ma parte de nuestro problema económico o empresarial. Para hacer inferencias, es necesario
que estemos de acuerdo en ciertos supuestos. Dados estos supuestos, puede demostrarse
que los estimadores de los coeficientes por mínimos cuadrados son insesgados y tienen una
varianza mínima.

Supuestos habituales en los que se basa el modelo
de regresión lineal
Para hacer inferencias sobre el modelo lineal poblacional utilizando los coeficientes del modelo
estimados se postulan los siguientes supuestos.

1. Las Y son funciones lineales de X más un término de error aleatorio

yi % b0 ! b1xi ! ei

2. Las x son números fijos o son realizaciones de la variable aleatoria X que son indepen-
dientes de los términos de error, ei. En el segundo caso, la inferencia se realiza condi-
cionada a los valores observados de las x.

3. Los términos de error son variables aleatorias que tienen la media 0 y la misma varian-
za p2. El segundo supuesto se llama homocedasticidad o varianza uniforme.

E[ei] % 0 y E[e2
i ] % p2 para (i % 1, ..., n)

4. Los términos de error aleatorio, ei, no están correlacionados entre sí, por lo que

E[eiej] % 0 para todo i Ç j

Generalmente, se considera, con razón, que el segundo de estos supuestos es cierto,
aunque en algunos estudios econométricos avanzados es insostenible (el supuesto no se
cumple, por ejemplo, cuando no es posible medir xi con precisión o cuando la regresión
forma parte de un sistema de ecuaciones interdependientes). Sin embargo, aquí considera-
remos que se satisface este supuesto.
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Los supuestos 3 y 4 se refieren a los términos de error, ei, de la ecuación de regresión.
El término de error esperado es 0 y todos los términos de error tienen la misma varianza.
Por lo tanto, no esperamos que las varianzas de los términos de error sean más altas en el
caso de algunas observaciones que en el de otras. La Figura 12.2 muestra esta pauta: los
errores correspondientes a todos los valores de X proceden de poblaciones que tienen la
misma varianza. Por último, se supone que las discrepancias no están correlacionadas entre
sí. Así, por ejemplo, la aparición de una gran discrepancia positiva en un punto de obser-
vación no nos ayuda a predecir los valores de ninguno de los demás términos de error. Los
supuestos 3 y 4 se satisfacen si los términos de error, ei, pueden concebirse como una
muestra aleatoria procedente de una población que tiene de media 0. En el resto de este
capítulo, estos supuestos se cumplen. La posibilidad de abandonar algunos de ellos se exa-
mina en el Capítulo 14.

Cálculo por computador del coeficiente de regresión
La extensa aplicación del análisis de regresión ha sido posible gracias a los paquetes esta-
dísticos y a Excel. Como sospechará el lector, los cálculos para obtener estimaciones de
los coeficientes de regresión son tediosos. Las ecuaciones de los estimadores y otros im-
portantes cálculos estadísticos están incluidos en los paquetes informáticos y en Excel y se
utilizan para estimar los coeficientes de problemas específicos. El programa Excel puede
utilizarse para realizar análisis básicos de regresión sin demasiadas dificultades. Pero si se
desea utilizar métodos de análisis de regresión aplicado avanzado o un perspicaz análisis
gráfico, debe utilizarse un buen paquete estadístico. Dado que nos interesan principalmente
las aplicaciones, nuestra tarea más importante es realizar un análisis adecuado de los cálcu-
los de regresión para estas aplicaciones. Este análisis debe realizarse conociendo las ecua-
ciones de los estimadores y el análisis relacionado con ellas. Sin embargo, no utilizamos
estas ecuaciones para calcular realmente las estimaciones u otros estadísticos de la regre-
sión. Dejamos los cálculos para los computadores; nuestra tarea es pensar, analizar y ha-
cer recomendaciones.

La Figura 12.4 muestra una parte de las salidas Minitab y Excel correspondientes al
ejemplo de las ventas al por menor. Obsérvese la localización de las estimaciones de la
constante, b0, y el coeficiente de la pendiente, b1, en la salida informática. Los conceptos
restantes de cada línea ayudan a interpretar la calidad de las estimaciones y se explican en
apartados posteriores.

En esta regresión, la constante estimada, b0, es 1.922 y el coeficiente de la pendiente
estimado, b1, es 0,382. Estos valores se calculan utilizando las ecuaciones de los estimado-
res de los coeficientes antes presentadas. La ecuación estimada puede expresarse de la for-
ma siguiente:

y4 % 1.922 ! 0,382x

o, utilizando las medias x6 % 10.799 e y6 % 6.042, de la forma siguiente:

y4 % 6.042 ! 0,382(x . 10.799)

Normalmente, los modelos de regresión sólo deben utilizarse en el rango de los valores
observados de X en el que tenemos información sobre la relación porque la relación puede
no ser lineal fuera de este rango. La segunda forma del modelo de regresión está centrada
en las medias de los datos con una tasa de variación igual a b1. Utilizando esta forma, cen-
tramos la atención en la localización media del modelo de regresión y no en la ordenada
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Regression Analysis: Y Retail Sales versus X Income

The regression equation is
Y Retail Sales = 1922 + 0.382 X Income

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1922.4 274.9 6.99 0.000
X Income 0.38152 0.02529 15.08 0.000

S = 147.670     R-Sq = 91.9%    R-Sq(adj) = 91.5%

Coeficientes b0, b1

Results for: retail sales.MTW

(a)

Coeficientes b0, b1

(b)

Figura 12.4. Análisis de regresión de las ventas al por menor (a) por medio de Minitab y (b) por medio de Excel.

en el origen con el eje de las Y. Los usuarios ingenuos del análisis de regresión a veces
intentan hacer interpretaciones de la constante b0, extrayendo ciertas conclusiones sobre la
variable dependiente cuando la variable independiente tiene un valor de 0. Consideremos
la regresión de las ventas al por menor con respecto a la renta disponible del ejemplo.
¿Afirmaríamos realmente que las ventas al por menor son de 1.922 $ cuando la renta dis-
ponible es de 0? En realidad, sencillamente no tenemos datos para afirmar que se vende
algo cuando la renta disponible es 0. Éste es otro ejemplo de la importancia de un buen
análisis en lugar de interpretaciones tontas. Como analistas profesionales, debemos tener
cuidado de no defender resultados que sencillamente no existen.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.18. Calcule los coeficientes de una ecuación de re-

gresión por mínimos cuadrados y formule la
ecuación, dados los siguientes estadísticos
muestrales:
a) x6 %50; y6%100; sx%25; sy%75; rxy%0,6;

n%60
b) x6 %60; y6 %210; sx%35; sy%65; rxy%0,7;

n%60

c) x6%20; y6 %100; sx%60; sy%78; rxy%0,75;
n%60

d) x6 %10; y6%50; sx%100; sy%75; rxy%0,4;
n%60

e) x6%90; y6%200; sx%80; sy%70; rxy%0,6;
n%60

Ejercicios aplicados
12.19. Una empresa fija un precio distinto para un sis-

tema de DVD en ocho regiones del país. La ta-
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bla adjunta muestra los números de unidades
vendidas y los precios correspondientes (en
cientos de dólares).

Ventas 420 380 350 400 440 380 450 420

Precio 5,5 6,0 6,5 6,0 5,0 6,5 4,5 5,0

a) Represente estos datos y estime la regresión
lineal de las ventas con respecto al precio.

b) ¿Qué efecto sería de esperar que produjera
una subida del precio de 100 $ en las ventas?

12.20. Dada una muestra de 20 observaciones mensua-
les, un analista financiero quiere realizar una re-
gresión de la tasa porcentual de rendimiento (Y)
de las acciones ordinarias de una empresa con
respecto a la tasa porcentual de rendimiento (X)
del índice Standard and Poor’s 500. Dispone de
la siguiente información:

20

;
i%1

yi % 22,6
20

;
i%1

xi % 25,4

20

;
i%1

x2
i % 145,7

20

;
i%1

xiyi % 150,5

a) Estime la regresión lineal de Y con respecto
a X.

b) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión muestral.

c) Interprete la ordenada en el origen de la rec-
ta de regresión muestral.

12.21. Una empresa realiza un test de aptitud a todos
los nuevos representantes de ventas. La direc-
ción tiene interés en saber en qué medida es ca-
paz este test de predecir su éxito final. La tabla
adjunta muestra las ventas semanales medias
(en miles de dólares) y las puntuaciones obteni-
das en el test de aptitud por una muestra aleato-
ria de ocho representantes.

Ventas semanales 10 12 28 24 18 16 15 12

Puntuación 55 60 85 75 80 85 65 60

a) Estime la regresión lineal de las ventas se-
manales con respecto a las puntuaciones del
test de aptitud.

b) Interprete la pendiente estimada de la recta
de regresión.

12.22. Se ha formulado la hipótesis de que el número
de botellas de una cerveza importada que se

vende cada noche en los restaurantes de una
ciudad depende linealmente de los costes me-
dios de las cenas en los restaurantes. Se han ob-
tenido los siguientes resultados de una muestra
de n % 17 restaurantes que son aproximada-
mente del mismo tamaño, siendo

y % número de botellas vendidas por noche
x % coste medio, en dólares, de una cena

x6 % 25,5 y6 % 16,0

n

;
i%1

(xi . x6)2

n . 1
%350

n

;
i%1

(xi . x6)(yi . y6)

n . 1
%180

a) Halle la recta de regresión muestral.
b) Interprete la pendiente de la recta de regre-

sión muestral.
c) ¿Es posible dar una interpretación que tenga

sentido de la ordenada en el origen de la rec-
ta de regresión muestral? Explique su res-
puesta.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

12.23. Vuelva a los datos del ejercicio 12.7 sobre
la variación porcentual (X) del índice Dow-
Jones en los cinco primeros días de sesión del
año y la variación porcentual (Y) del índice en
el conjunto del año.

a) Estime la regresión lineal de Y con respecto
a X.

b) Interprete la ordenada en el origen y la pen-
diente de la recta de regresión muestral.

12.24. El viernes 13 de noviembre de 1989, caye-
ron vertiginosamente las cotizaciones en la bol-
sa de Nueva York; el índice Standard and
Poor’s 500 cayó un 6,1 por ciento ese día. El fi-
chero de datos New York Stock Exchange
Gains and Losses muestra las pérdidas porcen-
tuales (y) que experimentaron los 25 mayores
fondos de inversión el 13 de noviembre de
1989. También muestra las ganancias porcen-
tuales (x), suponiendo que los dividendos y las
ganancias de capital de estos mismos fondos se
reinvirtieron en 1989 hasta el 12 de noviembre.

a) Estime la regresión lineal de las pérdidas re-
gistradas el 13 de noviembre con respecto a
las ganancias obtenidas hasta el 13 de no-
viembre de 1989.

b) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión muestral.
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12.25. Ace Manufacturing está estudiando el ab-
sentismo laboral. Los datos del fichero Em-
ployee Absence se refieren a la variación anual
de la tasa total de absentismo y la variación
anual de la tasa media de absentismo por enfer-
medad.

a) Estime la regresión lineal de la variación de
la tasa media de absentismo por enfermedad
con respecto a la variación de la tasa de ab-
sentismo.

b) Interprete la pendiente estimada de la recta
de regresión.

12.4. El poder explicativo de una ecuación de regresión lineal

El modelo de regresión estimado que hemos presentado puede concebirse como un intento
de explicar los cambios de una variable dependiente Y provocados por los cambios de una
variable independiente X. Si sólo tuviéramos observaciones de la variable dependiente, Y,
la tendencia central de Y se representaría por medio de la media y6 y la variabilidad total en
torno a Y se representaría por medio del numerador del estimador de la varianza muestral,
G(yi . y6)2. Cuando también tenemos medidas de X, hemos demostrado que la tendencia
central de Y ahora puede expresarse en función de X. Esperamos que la ecuación lineal es-
té más cerca de los valores individuales de Y y que, por lo tanto, la variabilidad en torno a
la ecuación lineal sea menor que la variabilidad en torno a la media.

Estamos ya en condiciones de desarrollar medidas que indiquen la eficacia con que la
variable X explica la conducta de Y. En nuestro ejemplo de las ventas al por menor mostra-
do en la Figura 12.1, las ventas al por menor, Y, tienden a aumentar con la renta disponi-
ble, X y, por lo tanto, la renta disponible explica algunas de las diferencias entre las ventas
al por menor. Sin embargo, los puntos no están todos en la línea, por lo que la explicación
no es perfecta. Aquí desarrollamos medidas basadas en la descomposición de la variabili-
dad, que miden la capacidad de X para explicar Y en una regresión específica.

El análisis de la varianza, ANOVA, para una regresión de mínimos cuadrados se reali-
za descomponiendo la variabilidad total de Y en un componente explicado y un componen-
te de error. En la Figura 12.5 mostramos que la desviación de un valor de Y con respecto a
su media puede descomponerse en la desviación del valor predicho con respecto a la media
y la desviación del valor observado con respecto al valor predicho

yi . y6 % (y4 i . y6) ! (yi . y4 i)

Figura 12.5.
Descomposición de
la variabilidad.

xi xx

+

y

y
yi – y

y = b0 + b1 x

yi – y
ei = yi – yi

STC

SCR

SCE
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Elevamos al cuadrado los dos miembros de la ecuación —ya que la suma de las desviacio-
nes en torno a la media es igual a 0— y sumamos el resultado obtenido en los n puntos

n

;
i%1

(yi . y6)2 %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 !

n

;
i%1

(yi . y4 )2

Tal vez algunos lectores se hayan dado cuenta de que la elevación al cuadrado del primer
miembro debe incluir el producto de los dos términos además de sus cantidades al cuadra-
do. Puede demostrarse que el término del producto de los dos términos es igual a 0. Esta
ecuación puede expresarse de la forma siguiente:

STC % SCR ! SCE

Aquí vemos que la variabilidad total —STC— puede dividirse en un componente —SCR—
que representa la variabilidad que es explicada por la pendiente de la ecuación de regre-
sión (la media de Y es diferente en distintos niveles de X). El segundo componente
—SCE— se debe a la desviación aleatoria o sin explicar de los puntos con respecto a la
recta de regresión. Esta variabilidad es una indicación de la incertidumbre relacionada con
el modelo de regresión. El primer miembro es la suma total de los cuadrados:

STC%

n

;
i%1

(yi . y6)2

La cantidad de variabilidad explicada por la ecuación de regresión es la suma de los cua-
drados de la regresión y se calcula de la forma siguiente:

SCR %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 % b2
1

n

;
i%1

(xi . x6)2

Vemos que la variabilidad explicada por la regresión depende directamente de la magnitud
del coeficiente b1 y de la dispersión de los datos de la variable independiente, X. Las des-
viaciones en torno a la recta de regresión, ei, que se utilizan para calcular la parte no expli-
cada, o sea, la suma de los cuadrados de los errores, pueden definirse utilizando las si-
guientes formas algebraicas:

SCE %

n

;
i%1

(yi . (b0 ! b1xi))
2
%

n

;
i%1

(yi . y4 i)
2
%

n

;
i%1

e2
i

Dado un conjunto de valores observados de las variables dependientes, Y, la STC es fi-
ja e igual a la variabilidad total de todas las observaciones con respecto a la media. Vemos
que en esta descomposición, cuanto más altos son los valores de SCR y, por lo tanto, cuan-
to más bajos son los valores de SCE, mejor «se ajusta» o se aproxima la ecuación de regre-
sión a los datos observados. Esta descomposición se muestra gráficamente en la Figura
12.5. En la ecuación de SCR vemos que la variabilidad explicada, SCR, está relacionada
directamente con la dispersión de la variable independiente o X. Por lo tanto, cuando exa-
minamos aplicaciones del análisis de regresión, sabemos que debemos tratar de obtener da-
tos que tengan un gran rango para la variable independiente de manera que el modelo de
regresión resultante tenga una variabilidad sin explicar menor.
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Análisis de la varianza
La variabilidad total en un análisis de regresión, STC, puede descomponerse en un componen-
te explicado por la regresión, SCR, y un componente que se debe a un error sin explicar, SCE:

STC % SCR ! SCE (12.8)

cuyos componentes se definen de la forma siguiente.
Suma total de los cuadrados:

STC%

n

;
i%1

(yi . y6)2 (12.9)

Suma de los cuadrados de los errores:

SCE %

n

;
i%1

(yi . (b0 ! b1xi))
2
%

n

;
i%1

(yi . y4 i)
2
%

n

;
i%1

e2
i (12.10)

Suma de los cuadrados de la regresión:

SCR %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 % b2
1

n

;
i%1

(xi . x6)2 (12.11)

Retail Sales

Volvamos con esta información a nuestro ejemplo de las ventas al por menor (ejem-
plo 12.2) con el fichero de datos Retail Sales y veamos cómo utilizamos la descomposi-
ción de la variabilidad para averiguar en qué medida explica nuestro modelo el proceso
estudiado. La Tabla 12.2 muestra los cálculos detallados de los residuos, ei; las desviacio-
nes de Y con respecto a la media, y las desviaciones de los valores predichos de Y con
respecto a la media. Éstos nos proporcionan los componentes para calcular SCE, STC y
SCR. La suma de los cuadrados de las desviaciones de la columna 5 es SCE % 436.127.
La suma de los cuadrados de las desviaciones de la columna 6 es STC % 5.397.561.
Por último, la suma de los cuadrados de las desviaciones de la columna 7 es
SCR % 4.961.434. La Figura 12.6 presenta las salidas Minitab y Excel del análisis de re-
gresión, incluido el análisis de la varianza.

El coeficiente de determinación R 2

Hemos visto que el ajuste de la ecuación de regresión a los datos mejora cuando aumenta
SCR y disminuye SCE. El cociente entre la suma de los cuadrados de la regresión, SCR,
y la suma total de los cuadrados, STC, es una medida descriptiva de la proporción o por-
centaje de la variabilidad total que es explicada por el modelo de regresión. Esta medida
se llama coeficiente de determinación o, en términos más generales, R2.

R2
%

SCR

STC
% 1 .

SCE

STC

A menudo se considera que el coeficiente de determinación es el porcentaje de la variabi-
lidad de Y que es explicado por la ecuación de regresión. Antes hemos demostrado que
SCR aumenta directamente con la dispersión de la variable independiente X:

SCR %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 % b2
i

n

;
i%1

(xi . x6)2
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Tabla 12.2. Valores efectivos y predichos de las ventas al por menor por hogar
y residuos calculados a partir de su regresión lineal con respecto a la renta por hogar.

Año Renta (X)

Ventas al
por menor

(Y)

Ventas al
por menor
predichas Residuo

Desviación
observada

con respecto
a la media

Desviación
predicha

con respecto
a la media

1 9.098 5.492 5.394 98 .550 .649
2 9.138 5.540 5.409 131 .502 .633
3 9.094 5.305 5.392 .87 .737 .650
4 9.282 5.507 5.464 43 .535 .578
5 9.229 5.418 5.444 .26 .624 .599
6 9.347 5.320 5.489 .169 .722 .554
7 9.525 5.538 5.557 .19 .504 .486
8 9.756 5.692 5.645 47 .350 .397
9 10.282 5.871 5.846 25 .171 .197

10 10.662 6.157 5.991 166 115 .52
11 11.019 6.342 6.127 215 300 84
12 11.307 5.907 6.237 .330 .135 194
13 11.432 6.124 6.284 .160 82 242
14 11.449 6.186 6.291 .105 144 248
15 11.697 6.224 6.385 .161 182 343
16 11.871 6.496 6.452 44 454 409
17 12.018 6.718 6.508 210 676 465
18 12.523 6.921 6.701 220 879 658
19 12.053 6.471 6.521 .50 429 479
20 12.088 6.394 6.535 .141 352 492
21 12.215 6.555 6.583 .28 513 541
22 12.494 6.755 6.689 66 713 647

Suma de los cuadrados de los valores 436.127 5.397.561 4.961.434

Vemos, pues, que R2 también aumenta directamente con la dispersión de la variable inde-
pendiente. Cuando buscamos datos para estimar un modelo de regresión, es importante ele-
gir las observaciones de la variable independiente que abarquen la mayor dispersión posi-
ble de X con el fin de obtener un modelo de regresión con el mayor R2.

Coeficiente de determinación R2

El coeficiente de determinación de una ecuación de regresión es

R2
%

SCR

STC
% 1 .

SCE

STC
(12.12)

Esta cantidad varía de 0 a 1 y los valores más altos indican que la regresión es mejor. Las
interpretaciones generales de R 2 deben hacerse con cautela, ya que un valor alto puede de-
berse a que SCE es bajo o a que STC es alto o ambas cosas a la vez.

R2 puede variar de 0 a 1, ya que STC es fijo y 0 a SCE a STC. Cuando R2 es alto,
significa que la regresión es mejor, manteniéndose todo lo demás constante. En la salida
del análisis de regresión vemos que el R2 de la regresión de las ventas al por menor es
0,919, o sea, 91,9 por ciento. Normalmente, se considera que R2 es la variabilidad porcen-
tual explicada.
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Regression Analysis: Y Retail Sales versus X Income

The regression equation is
Y Retail Sales = 1922 + 0.382 X Income

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1922.4 274.9 6.99 0.000
X Income 0.38152 0.02529 15.08 0.000

Source DF SS MS F P
Regression 1 4961434 4961434 227.52 0.000
Residual Error 20 436127 21806
Total 21 5397561

S = 147.670  R-Sq = 91.9%    R-Sq(adj) = 91.5%

se, Error típico de la estimación

s2
e, Varianza del error del modelo

R2, Coeficiente de determinación
Analysis of Variance

Unusual Observations

Y
Retail

Obs X Income Sales Fit SE Fit Residual St Resid
12 11307 5907.0 6236.2 34.0 —329.2 —2.29R

R denotes an observation with a large standardized residual.

Results for: retail sales.MTW

(a)

se, Error típico de la estimación

s2
e, Varianza del error del modelo

R2, Coeficiente de determinación

SRC = 4,961,434
SCE =    436,127
STC = 5,397,561

SRC = 4,961,434
SCE =    436,127
STC = 5,397,561

(b)

Figura 12.6. Análisis de regresión de las ventas al por menor con respecto a la renta disponible: (a) salida Minitab;
(b) salida Excel.

La segunda forma de la ecuación pone de manifiesto que R2 depende del cociente entre
SCE y STC. R2 puede ser alto porque SCE es bajo —el objetivo deseado— o porque STC
es alto o por ambas cosas a la vez. Las interpretaciones generales de R2 que se aplican a
todas las ecuaciones de regresión son peligrosas. Dos modelos de regresión que tengan el
mismo conjunto de yi observadas siempre pueden compararse utilizando el coeficiente de
determinación R2, y el modelo cuyo R2 sea más alto explica mejor la variable Y. Pero las
comparaciones generales de R2 —que afirman que un modelo es bueno porque su R2 es
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superior a un determinado valor— son engañosas. Generalmente, los analistas con expe-
riencia han observado que R2 es 0,80 o más en los modelos basados en datos de series tem-
porales. En los modelos basados en datos de corte transversal (por ejemplo, ciudades, re-
giones, empresas), el valor de R2 oscila entre 0,40 y 0,60 y en los modelos basados en
datos de personas individuales a menudo oscila entre 0,10 y 0,20.

Para ilustrar el problema de las interpretaciones generales de R2, consideremos dos mo-
elos de regresión —cuyos gráficos se muestran en la Figura 12.7—, cada uno de los cuales
se basa en un total de 25 observaciones. En ambos modelos, SCE es igual a 17,89, por lo

Figura 12.7.
Comparación del R2

de dos modelos de
regresión;
(a) R2 alto;
(b) R2 bajo.

(a)

Regression Model with High R Squared

Regression Model with Low R Squared

(b)
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que el ajuste de la ecuación de regresión a los puntos de datos es el mismo. Pero en el
primer modelo, la suma total de los cuadrados es igual a 5.201,05, mientras que en el se-
gundo es igual a 68,22. Los valores de R2 de los dos modelos son los siguientes.

Modelo 1:

R2
% 1 .

SCE

STC
% 1 .

17,89

5.201,05
% 0,997

Modelo 2:

R2
% 1 .

SCE

STC
% 1 .

17,89

68,22
% 0,738

Dado que SCE es igual en ambos modelos y, por lo tanto, la bondad del ajuste es la misma
en los dos, no podemos afirmar que el modelo 1 se ajusta mejor a los datos. Sin embargo,
en el modelo 1 el valor de R2 es mucho más alto que en el modelo 2. Como vemos aquí, la
interpretación general de R2 debe hacerse con mucha cautela. Obsérvese que los dos inter-
valos diferentes del eje de ordenadas de la Figura 12.7 se deben a valores diferentes de
STC.

También puede establecerse una relación entre el coeficiente de correlación y el R2,
observando que la correlación al cuadrado es igual al coeficiente de determinación. Otra
interpretación de la correlación es que es la raíz cuadrada de la variabilidad porcentual ex-
plicada.

Correlación y R2

El coeficiente de determinación, R2, de la regresión simple es igual al cuadrado del coeficiente
de correlación simple:

R2
% r2 (12.13)

Este resultado establece una importante conexión entre la correlación y el modelo de regre-
sión.

La suma de los cuadrados de los errores puede utilizarse para obtener una estimación
de la varianza del error del modelo ei. Como veremos, el estimador de la varianza del error
del modelo se utiliza para realizar la inferencia estadística en el modelo de regresión. Re-
cuérdese que hemos supuesto que el error poblacional, ei, es un error aleatorio que tiene
una media 0 y una varianza p2. El estimador de p2 se calcula de la forma siguiente:

Estimación de la varianza del error del modelo
La cantidad SCE es una medida de la suma total de los cuadrados de las desviaciones en tor-
no a la recta de regresión estimada y ei es el residuo. Un estimador de la varianza del error
poblacional del modelo es

p4 2 % s2
e %

n

;
i%1

e2
i

n . 2
%

SCE

n . 2
(12.14)

Se divide por n . 2 en lugar de n. 1 porque el modelo de regresión simple utiliza dos paráme-
tros estimados, b0 y b1, en lugar de uno. En el siguiente apartado vemos que este estimador de
la varianza es la base de la inferencia estadística en el modelo de regresión.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.26. Calcule SCR, SCE, s2

e y el coeficiente de deter-
minación, dados los siguientes estadísticos cal-
culados a partir de una muestra aleatoria de pa-
res de observaciones de X e Y:

a)
n

;
i%1

(yi . y6)2 % 100.000; r2 % 0,50; n % 52

b)
n

;
i%1

(yi . y6)2 % 90.000; r2
% 0,70; n % 52

c)
n

;
i%1

(yi . y6)2 % 240; r2
% 0,80; n % 52

d)
n

;
i%1

(yi . y6)2 % 200.000; r2
% 0,30; n % 74

e)
n

;
i%1

(yi . y6)2 % 60.000; r2
% 0,90; n % 40

Ejercicios aplicados

12.27. Sea la recta de regresión muestral

yi % b0 ! b1xi ! ei % y4 i ! ei (i % 1, 2, ..., n)

y sean x6 e y6 las medias muestrales de las varia-
bles independiente y dependiente, respectiva-
mente.

a) Demuestre que

ei % yi . y6 . b(xi . x6)

b) Utilizando el resultado del apartado (a), de-
muestre que

n

;
i%1

ei % 0

c) Utilizando el resultado del apartado (a), de-
muestre que

n

;
i%1

e2
i %

n

;
i%1

(yi . y6)2 . b2
n

;
i%1

(xi . x6)2

d) Demuestre que

y4 i . y6 % bi(xi . x6)

e) Utilizando los resultados de los apartados (c)
y (d), demuestre que

STC% SCR ! SCE

f) Utilizando el resultado del apartado (a), de-
muestre que

n

;
i%1

ei(xi . x6) % 0

12.28. Sea

R2
%

SCR

STC

el coeficiente de determinación de la recta de
regresión muestral.

a) Utilizando el apartado (d) del ejercicio
12.27, demuestre que

R2
% b2

1

n

;
i%1

(xi . x6)2

n

;
i%1

(yi . y6)2

b) Utilizando el resultado del apartado (a), de-
muestre que el coeficiente de determinación
es igual al cuadrado de la correlación mues-
tral entre X e Y.

c) Sea b1 la pendiente de la regresión por míni-
mos cuadrados de Y con respecto a X, b*1 la
pendiente de la regresión por mínimos cua-
drados de X con respecto a Y y r la correla-
ción muestral entre X e Y. Demuestre que

b1
. b*1 % r2

12.29. Halle e interprete el coeficiente de determina-
ción de la regresión de las ventas del sistema de
DVD con respecto al precio, utilizando los da-
tos siguientes.

Ventas 420 380 350 400 440 380 450 420

Precio 5,5 6,0 6,5 6,0 5,0 6,5 4,5 5,0

12.30. Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación de la regresión de la variación porcen-
tual del índice Dow-Jones en un año con res-
pecto a la variación porcentual del índice en los
cinco primeros días de sesión del año, conti-
nuando con el análisis del ejercicio 12.7. Com-
pare su respuesta con la correlación muestral
obtenida con estos datos en el ejercicio 12.7.
Utilice el fichero de datos Dow Jones.

12.31. Basándose en los datos del ejercicio 12.24,
halle la proporción de la variabilidad muestral
de las pérdidas porcentuales experimentadas por
los fondos de inversión el 13 de noviembre de
1989 explicada por su dependencia lineal de las
ganancias porcentuales obtenidas en 1989 hasta
el 12 de noviembre. Utilice el fichero de datos
New York Stock Exchange Gains and Losses.
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12.32. Vuelva a los datos sobre la tasa de absentis-
mo laboral del ejercicio 12.25. Utilice el fichero
de datos Employee Absence.

a) Halle los valores predichos, y4 i, y los resi-
duos, ei, de la regresión por mínimos cua-
drados de la variación de la tasa media de
absentismo por enfermedad con respecto a
la variación de la tasa de desempleo.

b) Halle las sumas de los cuadrados STC, SCR
y SCE y verifique que

STC % SCR ! SCE

c) Utilizando los resultados del apartado (a),
halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

12.33. Vuelva a los datos sobre las ventas semanales y
las puntuaciones obtenidas en un test de aptitud
por los representantes de ventas del ejercicio
12.21.

a) Halle los valores predichos, y4 i, y los resi-
duos, ei, de la regresión por mínimos cua-

drados de las ventas semanales con respecto
a las puntuaciones del test de aptitud.

b) Halle las sumas de los cuadrados STC, SCR
y SCE y verifique que

STC % SCR ! SCE

c) Utilizando los resultados del apartado (a),
halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

d) Halle directamente el coeficiente de correla-
ción muestral entre las ventas y las puntua-
ciones del test de aptitud y verifique que su
cuadrado es igual al coeficiente de determi-
nación.

12.34. En un estudio se demostró que en una muestra
de 353 profesores universitarios, la correlación
entre las subidas salariales anuales y las evalua-
ciones de la docencia era de 0,11. ¿Cuál sería el
coeficiente de determinación de una regresión
de las subidas salariales anuales con respecto a
las evaluaciones de la docencia en esta mues-
tra? Interprete su resultado.

12.5. Inferencia estadı́stica: contrastes de hipótesis
e intervalos de confianza

Una vez desarrollados los estimadores de los coeficientes y un estimador de p2, estamos ya
en condiciones de hacer inferencias relativas al modelo poblacional. El enfoque básico es
paralelo al de los Capítulos 8 a 11. Desarrollamos estimadores de la varianza para los esti-
madores de los coeficientes, b0 y b1, y utilizamos los parámetros y las varianzas estimados
para contrastar hipótesis y para calcular intervalos de confianza utilizando la distribución t
de Student. Las inferencias realizadas a partir del análisis de regresión nos ayudarán a
comprender el proceso analizado y a tomar decisiones sobre ese proceso. Suponemos ini-
cialmente que los errores aleatorios del modelo, e, siguen una distribución normal. Más
adelante, sustituiremos este supuesto por el del teorema del límite central. Comenzamos
desarrollando estimadores de la varianza y formas útiles de contraste. A continuación, los
aplicamos utilizando nuestros datos sobre las ventas al por menor.

En el apartado 12.2 definimos la regresión simple correspondiente al modelo pobla-
cional:

yi % b0 ! b1xi ! ei

en la que las xi tienen valores predeterminados, pero no son variables aleatorias. En los Ca-
pítulos 5 y 6 sobre las funciones lineales de variables aleatorias vimos que si ei es una va-
riable aleatoria que sigue una distribución normal de varianza p2, entonces yi también si-
gue una distribución normal que tiene la misma varianza. El segundo miembro es una
función lineal de X, salvo por la variable aleatoria ei. Si sumamos una función de X a una
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variable aleatoria, no cambiamos la varianza. En el apartado 12.3 observamos que el esti-
mador del coeficiente de la pendiente, b1, es

b1 %

n

;
i%1

(xi . x6)(yi . y6)

n

;
i%1

(xi . x6)2

% ;A
(xi . x6)

; (xi . x6)2B yi

% ; aiyi

donde

ai %
(xi . x6)

n

;
i%1

(xi . x6)2

En este estimador, vemos que b1 es una función lineal de la variable aleatoria yi cuya
varianza es p2. Las yi son variables aleatorias independientes. Por lo tanto, la varianza de
b1 es una transformación simple de la varianza de Y. Utilizando los resultados del Capítu-
lo 6, la función lineal puede expresarse de la forma siguiente:

b1 %

n

;
i%1

aiyi

ai %
(xi . x6)

n

;
i%1

(xi . x6)2

p2
b1

%

n

;
i%1

a2
i p

2

p2
b1

%

n

;
i%1 A

(xi . x6)
n

;
i%1

(xi . x6)2
B

2

p2
%

n

;
i%1

(xi . x6)2

A
n

;
i%1

(xi . x6)2B
2 p2

%
p2

n

;
i%1

(xi . x6)2

Dado que yi sigue una distribución normal y b1 es una función lineal de variables normales
independientes, esta función lineal implica que b1 también sigue una distribución normal.
De este análisis podemos deducir la varianza poblacional y la varianza muestral.
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Distribución en el muestreo del estimador de los coeficientes
por mínimos cuadrados
Si se cumplen los supuestos habituales de la estimación por mínimos cuadrados, entonces b1
es un estimador insesgado de b1 y tiene una varianza poblacional

p2
b1

%
p2

n

;
i%1

(xi . x6)2
%

p2

(n . 1)s2
x

(12.15)

y un estimador insesgado de la varianza muestral

s2
b1

%
s2
e

n

;
i%1

(xi . x6)2
%

s2
e

(n . 1)s2
x

(12.16)

El estimador de la constante de la regresión, b0, también es una función lineal de la
variable aleatoria yi y, por lo tanto, puede demostrarse que sigue una distribución normal, y
su estimador de la varianza puede obtenerse de la forma siguiente:

s2
b0

%A
1

n
!

x62

(n . 1)s2
xB s2

e

Es importante observar que la varianza del coeficiente de la pendiente, b1, depende de dos
importantes cantidades:

1. La distancia de los puntos con respecto a la recta de regresión medida por s2
e.

Cuando los valores son más altos, la varianza de b1 es mayor.
2. La desviación total de los valores de X con respecto a la media medida por

(n . 1)s2
x. Cuanto mayor es la dispersión de los valores de X, menor es la varianza

del coeficiente de la pendiente.

Estos dos resultados son muy importantes cuando hay que elegir los datos para realizar
un modelo de regresión. Antes hemos señalado que cuanto mayor era la dispersión de la
variable independiente, X, mayor era R2, lo que indicaba que la relación era más estrecha.
Ahora vemos que cuanto mayor es la dispersión de la variable independiente —medida por
s2
x—, menor es la varianza del coeficiente estimado de la pendiente, b1. Por lo tanto, cuanto

menores sean los estimadores de la varianza del coeficiente de la pendiente, mejor es el
modelo de regresión. También debemos añadir que muchas conclusiones de investigacio-
nes y muchas decisiones de política económica se basan en la variación de Y que se debe a
una variación de X, estimada por b1. Por lo tanto, nos gustaría que la varianza de esta im-
portante variable de decisión, b1, fuera lo más pequeña posible.

En el análisis de regresión aplicado, nos gustaría saber primero si existe una relación.
En el modelo de regresión, vemos que si b1 es 0, entonces no existe una relación lineal: Y
no aumentaría o disminuiría continuamente cuando aumenta X. Para averiguar si existe una
relación lineal, podemos contrastar la hipótesis

H0 : b1 % 0
frente a

H1 : b1 Ç 0
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Dado que b1 sigue una distribución normal, podemos contrastar esta hipótesis utilizando el
estadístico t de Student

t %
b1 . b1

sb1

%
b1 . 0

sb1

%
b1

sb1

que se distribuye como una t de Student con n . 2 grados de libertad. El contraste de
hipótesis también puede realizarse con valores de b1 distintos de 0. Una regla práctica es
extraer la conclusión de que existe una relación si el valor absoluto del estadístico t es su-
perior a 2. Este resultado se obtiene exactamente en el caso de un contraste de dos colas
con un nivel de significación a % 0,05 y 60 grados de libertad y constituye una buena
aproximación cuando n b 30.

Base para la inferencia sobre la pendiente de la regresión
poblacional
Sea b1 la pendiente de la ecuación poblacional y b1 su estimación por mínimos cuadrados ba-
sada en n pares de observaciones muestrales. En ese caso, si se cumplen los supuestos habi-
tuales del modelo de regresión y puede suponerse también que los errores, ei, siguen una dis-
tribución normal, la variable aleatoria

t %
b1 . b1

sb1

(12.17)

se distribuye como una t de Student con (n . 2) grados de libertad. Además, el teorema del
límite central nos permite concluir que este resultado es aproximadamente válido para una am-
plia variedad de distribuciones no normales y muestras de un tamaño suficientemente grande, n.

La mayoría de los programas que se emplean para estimar regresiones calculan normal-
mente la desviación típica de los coeficientes y el estadístico t de Student para b1 % 0. La
Figura 12.8 muestra las salidas Minitab y Excel correspondientes al ejemplo de las ventas
al por menor.

En el caso del modelo de las ventas al por menor, el coeficiente de la pendiente es
b1 % 0,382 con una desviación típica sb1

% 0,02529. Para saber si existe relación entre las
ventas al por menor, Y, y la renta disponible, X, podemos contrastar la hipótesis

H0 : b1 % 0
frente a

H1 : b1 Ç 0

En la hipótesis nula, el cociente entre el estimador del coeficiente, b1, y su desviación típi-
ca sigue una distribución t de Student. En el ejemplo de las ventas al por menor, observa-
mos que el estadístico t de Student calculado es

t %
b1 . b1

sb1

%
b1 . 0

sb1

%
0,38152 . 0

0,02529
% 15,08

El estadístico t de Student resultante, t % 15,08, mostrado en la salida del análisis de regre-
sión, constituye una prueba contundente para rechazar la hipótesis nula y concluir que
existe una estrecha relación entre las ventas al por menor y la renta disponible. También
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Regression Analysis: Y Retail Sales versus X Income

The regression equation is
Y Retail Sales = 1922 + 0.382 X Income

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 1922.4 274.9 6.99 0.000
X Income 0.38152 0.02529 15.08 0.000

Source DF SS MS F P
Regression 1 4961434 4961434 227.52 0.000
Residual Error 20 436127 21806
Total 21 5397561

S = 147.670  R-Sq = 91.9%    R-Sq(adj) = 91.5%

sb1
, Error típico del coeficiente de la pendiente

sb1
, Error típico del coeficiente de la pendiente

1

1

b , Coeficiente de la pendiente

b , Coeficiente de la pendiente

tb1
, Estadístico t de Student 

s2
e, Varianza del error del modelo

se, Error típico de la estimación

SCR, Suma de los cuadros de la regresión

Analysis of Variance

Unusual Observations

Y
Retail

Obs X Income Sales Fit SE Fit Residual St Resid
12 11307 5907.0 6236.2 34.0 —329.2 —2.29R

R denotes an observation with a large standardized residual.

SCE, Suma de los cuadros de los errores

Results for: retail sales.MTW

(a)

se

se, Error típico de la estimación

(b)

SCR, Suma de los cuadros de la regresión

SCE, Suma de los cuadros de los errores

, Varianza del error del modelo

tb1
, Estadístico t de Student 

Figura 12.8. Modelos de ventas al por menor: estimadores de las varianzas de los coeficientes:
(a) salida Minitab; (b) salida Excel.

señalamos que el p-valor de b1 es 0,000, lo que es una prueba alternativa de que b1 no es
igual a 0. Recuérdese que en el Capítulo 10 vimos que el p-valor es el menor nivel de sig-
nificación al que puede rechazarse la hipótesis nula.
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También podrían realizarse contrastes de hipótesis relativos a la constante de la ecua-
ción, b0, utilizando la desviación típica desarrollada antes y mostrada en la salida Minitab.
Sin embargo, como normalmente nos interesan las tasas de variación —medidas por b1—,
los contrastes relativos a la constante generalmente son menos importantes.

Si el tamaño de la muestra es lo suficientemente grande para que se aplique el teorema
del límite central, podemos realizar esos contrastes de hipótesis aunque los errores, ei, no
sigan una distribución normal. La cuestión clave es la distribución de b1. Si b1 sigue una
distribución normal aproximada, es posible realizar el contraste de hipótesis.

Contrastes de la pendiente de la regresión poblacional
Si los errores de la regresión, ei, siguen una distribución normal y se cumplen los supuestos
habituales del método de los mínimos cuadrados (o si la distribución de b1 es aproximada-
mente normal), los siguientes contrastes tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : b1 % b*1 o H0 : b1 m b*1
frente a la hipótesis alternativa

H1 : b1 b b*1
la regla de decisión es

Rechazar H0 si
b1 . b*1

sb1

n tn.2, a (12.18)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : b1 % b*1 o H0 : b1 n b*1
frente a la hipótesis alternativa

H1 : b1 a b*1
la regla de decisión es

Rechazar H0 si
b1 . b*1

sb

m .tn.2, a (12.19)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : b1 % b*1

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : b1 Ç b*1

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
b1 . b*1

sb1

n tn.2, a/2 o
b1 . b*1

sb1

m .tn.2, a/2 (12.20)

Podemos obtener intervalos de confianza para la pendiente b1 de la ecuación poblacio-
nal utilizando los estimadores de los coeficientes y de las varianzas que hemos desarrolla-
do y el razonamiento realizado en el Capítulo 8.
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Intervalos de confianza de la pendiente
de la regresión poblacional b1

Si los errores de la regresión, ei, siguen una distribución normal y se cumplen los supuestos
habituales del análisis de regresión, se obtiene un intervalo de confianza al 100(1 . a)% de la
pendiente de la recta de regresión poblacional b1 de la forma siguiente:

b1 . tn.2, a/2sb1
a b1 a b1 ! tn.2, a/2sb1

(12.21)

donde tn.2, a/2 es el número para el que

P(tn.2 b tn.2, a/2) % a/2

y la variable aleatoria tn.2 sigue una distribución t de Student con (n . 2) grados de libertad.

En la salida del análisis de regresión de las ventas al por menor con respecto a la renta
disponible de la Figura 12.8, vemos que

n % 22 b1 % 0,3815 sb % 0,0253

Para obtener el intervalo de confianza al 99 por ciento de b1, tenemos 1 . a % 0,99 y
n . 2 % 20 grados de libertad y, por lo tanto, vemos en la tabla 8 del apéndice que

tn.2, a/2 % t20, 0,005 % 2,845

Por lo tanto, tenemos el intervalo de confianza al 99 por ciento

0,3815 . (2,845)(0,0253) a b1 a 0,3815 ! (2,845)(0,0253)

o sea

0,3095 a b1 a 0,4535

Vemos que el intervalo de confianza al 99 por ciento del aumento esperado de las ventas
al por menor por hogar que acompaña a un aumento de la renta disponible por hogar de
1 $ abarca el intervalo de 0,3095 $ a 0,4353 $. La Figura 12.9 muestra los intervalos de
confianza al 90, al 95 y al 99 por ciento de la pendiente de la regresión poblacional.

Figura 12.9.
Intervalos de
confianza de la
pendiente de la
recta de regresión
poblacional de las
ventas al por menor
a los niveles de
confianza del 90, el
95 y el 99 por
ciento.

Intervalo de confianza al 90% 

Intervalo de confianza al 95% 

Intervalo de confianza al 99%

0,3379 0,3815

0,3815

0,38150,3095 0,4535

3434,07823,0

0,4251
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Contraste de hipótesis del coeficiente de la pendiente
poblacional utilizando la distribución F

Existe otro contraste de la hipótesis de que el coeficiente de la pendiente, b1, es igual a 0:

H0 : b1 % 0
H1 : b1 Ç 0

Este contraste se basa en la descomposición de la variabilidad que hemos presentado en
el apartado 12.4. Este contraste parte del supuesto de que, si la hipótesis nula es verdade-
ra, entonces pueden utilizarse tanto SCE como SCR para obtener estimadores indepen-
dientes de la varianza del error del modelo p2. Para realizar este contraste, obtenemos
dos estimaciones muestrales de la desviación típica poblacional p, que se denominan tér-
minos cuadráticos medios. La suma de los cuadrados de la regresión, SCR, tiene un gra-
do de libertad, ya que se refiere al coeficiente de la pendiente, y el cuadrado medio de la
regresión, CMR, es

CMR %
SCR

1
% SCR

Si la hipótesis nula —ausencia de relación— es verdadera, entonces CMR es una estima-
ción de la varianza global del modelo, p2. También utilizamos la suma de los cuadrados de
los errores al igual que antes para hallar el error cuadrático medio, ECM:

ECM %
SCE

n . 2
% s2

e

En el apartado 11.4 introdujimos la distribución F, que era el cociente entre estimacio-
nes muestrales independientes de la varianza, dadas varianzas poblacionales iguales. Puede
demostrarse que CMR y ECM son independientes y que en H0 ambas son estimaciones de
la varianza poblacional, p2. Por lo tanto, si H0 es verdadera, podemos demostrar que el co-
ciente

F %
CMR

ECM
%

SCR

s2
e

sigue una distribución F con 1 grado de libertad en el numerador y n . 2 grados de liber-
tad en el denominador. También debe señalarse que el estadístico F es igual al cuadrado
del estadístico t del coeficiente de la pendiente. Esta afirmación puede demostrarse alge-
braicamente. Aplicando la teoría de la distribución, podemos demostrar que una t de Stu-
dent al cuadrado con n . 2 grados de libertad y la F con 1 grado de libertad en el numera-
dor y n . 2 grados de libertad en el denominador son iguales:

Fa, 1, n.2 % t2a/2,n.2

La Figura 12.8(a) muestra el análisis de varianza de la regresión de las ventas al por
menor procedente de la salida Minitab. En nuestro ejemplo de las ventas al por menor, la
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suma de los cuadrados de los errores se divide por los 20 grados de libertad para calcular
el ECM:

ECM %
436.127

20
% 21.806

A continuación, se calcula el cociente F, que es como el cociente entre dos cuadrados me-
dios:

F %
CMR

ECM
%

4.961.434

21.806
% 227,52

Este cociente F es considerablemente mayor que el valor crítico de a % 0,01 con 1 grado
de libertad en el numerador y 20 grados de libertad en el denominador (F1, 20, 0,01 % 8,10)
según la Tabla 9 del apéndice. La salida Minitab —Figura 12.8(a)— de la regresión de las
ventas al por menor muestra que el p-valor de esta F calculada es 0,000, lo que constituye
una prueba alternativa para rechazar H0. Obsérvese también que el estadístico F es igual a
t2, siendo t el estadístico del coeficiente de la pendiente, b1:

F % t2

227,52 % 15,082

Contraste F del coeficiente de regresión simple
Podemos contrastar la hipótesis

H0 : b1 % 0

frente a la alternativa

H1 : b1 Ç 0

utilizando el estadístico F

F %
CMR

ECM
%

SCR

s2
e

(12.22)

La regla de decisión es

Rechazar H0 si F n F1, n.2, a (12.23)

También podemos mostrar que el estadístico F es

F % t2b1
(12.24)

en cualquier análisis de regresión simple.

Este resultado muestra que los contrastes de hipótesis relativos al coeficiente de la pen-
diente poblacional dan exactamente el mismo resultado cuando se utiliza la t de Student
que cuando se utiliza la distribución F. En el Capítulo 13 veremos que la distribución F
—cuando se utiliza en un análisis de regresión múltiple— también brinda la oportunidad
de contrastar la hipótesis de que varios coeficientes poblacionales de la pendiente son si-
multáneamente iguales a 0.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.35. Dado el modelo de regresión simple

Y % b0 ! b1X

y los resultados de la regresión siguientes, con-
traste la hipótesis nula de que el coeficiente de
la pendiente es 0 frente a la hipótesis alternativa
de que es mayor que cero utilizando la probabi-
lidad de cometer un error de Tipo I igual a 0,05
y halle los intervalos de confianza bilaterales al
95 y al 99 por ciento.

a) Una muestra aleatoria de tamaño n % 38 con
b1 % 5 y sb1

% 2,1
b) Una muestra aleatoria de tamaño n % 46 con

b1 % 5,2 y sb1
% 2,1

c) Una muestra aleatoria de tamaño n % 38 con
b1 % 2,7 y sb1

% 1,87
d) Una muestra aleatoria de tamaño n % 29 con

b1 % 6,7 y sb1
% 1,8

12.36. Utilice un modelo de regresión simple para con-
trastar la hipótesis

H0 : b1 % 0

frente a

H1 : b1 Ç 0

suponiendo que a % 0,05, dados los siguientes
estadísticos de la regresión:

a) El tamaño de la muestra es 35, STC%100.000
y la correlación entre X e Y es 0,46.

b) El tamaño de la muestra es 61, STC%123.000
y la correlación entre X e Y es 0,65.

c) El tamaño de la muestra es 25, STC%128.000
y la correlación entre X e Y es 0,69.

Ejercicios aplicados

12.37. Considere la regresión lineal de las ventas del
sistema DVD con respecto al precio del ejerci-
cio 12.29.

a) Utilice un método de estimación insesgado
para hallar una estimación de la varianza de
los términos de error en la regresión pobla-
cional.

b) Utilice un método de estimación insesgado
para hallar una estimación de la varianza del
estimador por mínimos cuadrados de la pen-
diente de la recta de regresión poblacional.

c) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la pendiente de la recta de regre-
sión poblacional.

12.38. Una cadena de comida rápida decidió realizar
un experimento para averiguar la influencia de
los gastos publicitarios en las ventas. Se intro-
dujeron diferentes cambios relativos en los gas-
tos publicitarios en comparación con el año an-
terior en ocho regiones del país y se observaron
los cambios que experimentaron las ventas co-
mo consecuencia. La tabla adjunta muestra los
resultados.

Aumento
de los gastos
publicitarios (%) 0 4 14 10 9 8 6 1

Aumento de
las ventas (%) 2,4 7,2 10,3 9,1 10,2 4,1 7,6 3,5

a) Estime por mínimos cuadrados la regresión
lineal del aumento de las ventas con respec-
to al aumento de los gastos publicitarios.

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la pendiente de la recta de regre-
sión poblacional.

12.39. Un vendedor de bebidas alcohólicas al por
mayor tiene interés en averiguar cómo afecta el
precio de un whisky escocés a la cantidad ven-
dida. En una muestra aleatoria de datos sobre
las ventas de ocho semanas se obtuvieron los
resultados de la tabla adjunta sobre el precio,
en dólares, y las ventas, en cajas.

Precio 19,2 20,5 19,7 21,3 20,8 19,9 17,8 17,2

Ventas 25,4 14,7 18,6 12,4 11,1 15,7 29,2 35,2

Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
de la variación esperada de las ventas provoca-
da por una subida del precio de 1 $.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

12.40. Continúe el análisis del ejercicio 12.30 de la
regresión de la variación porcentual del índice
Dow-Jones en un año con respecto a la varia-
ción porcentual del índice en los cinco primeros
días de sesión del año. Utilice el fichero de da-
tos Dow Jones.

a) Utilice un método de estimación insesgado
para hallar una estimación puntual de la va-
rianza de los términos de error de la regre-
sión poblacional.
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b) Utilice un método de estimación insesgado
para hallar una estimación puntual de la va-
rianza del estimador por mínimos cuadrados
de la pendiente de la recta de regresión po-
blacional.

c) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 95 por ciento de la pendiente de la recta
de regresión poblacional.

d) Contraste al nivel de significación del 10
por ciento la hipótesis nula de que la pen-
diente de la recta de regresión poblacional
es 0 frente a la hipótesis alternativa bila-
teral.

12.41. Considere el modelo de las pérdidas experimen-
tadas por los fondos de inversión el 13 de no-

viembre de 1980 del ejercicio 12.24. Utilice el
fichero de datos New York Stock Exchange
Gains and Losses.
a) Utilice un método de estimación insesgado

para hallar una estimación puntual de la va-
rianza de los términos de error de la regre-
sión poblacional.

b) Utilice un método de estimación insesgado
para hallar una estimación puntual de la va-
rianza del estimador por mínimos cuadrados
de la pendiente de la recta de regresión po-
blacional.

c) Halle los intervalos de confianza al 90, al 95
y al 99 por ciento de la pendiente de la recta
de regresión poblacional.

12.6. Predicción

Los modelos de regresión pueden utilizarse para hacer predicciones o previsiones sobre la
variable dependiente, partiendo de un valor futuro supuesto de la variable independiente.
Supongamos que queremos predecir el valor de la variable dependiente, dado que la varia-
ble independiente es igual a un valor específico, xn!1, y que la relación lineal entre la va-
riable dependiente y la variable independiente continúa manteniéndose. El valor correspon-
diente de la variable dependiente será, entonces,

yn!1 % b0 ! b1xn!1 ! en!1

que, dado xn!1, tiene la esperanza

E[yn!1 � xn!1] % b0 ! b1xn!1

Existen dos opciones interesantes:

1. Podemos querer estimar el valor efectivo que se obtendrá con una única observa-
ción, yn!1. Esta opción se muestra en la Figura 12.10.

2. Podemos querer estimar el valor esperado condicionado, E[yn!1 � xn!1], es decir, el
valor medio de la variable dependiente cuando la variable independiente es fija e
igual a xn!1. Esta opción se muestra en la Figura 12.11.

Dado que los supuestos habituales del análisis de regresión continúan cumpliéndose, se
obtiene la misma estimación puntual en las dos opciones. Sustituimos simplemente los b0

y b1 desconocidos por sus estimaciones por mínimos cuadrados, b0 y b1. Es decir, estima-
mos (b0 ! b1xn!1) por medio de (b0 ! b1xn!1). Sabemos que el estimador correspondiente
es el mejor estimador insesgado lineal de Y, dado X. En la primera opción, nos interesa
saber cuál es la mejor predicción de una observación del proceso. Pero en la segunda op-
ción, nos interesa saber cuál es el valor esperado o media a largo plazo del proceso. En
ambas opciones, un buen estimador puntual con nuestros supuestos es

y4 n!1 % b0 ! b1xn!1

ya que no sabemos nada útil sobre la variable aleatoria, en!1, salvo que su media es 0. Por
lo tanto, sin otra información utilizaremos 0 como estimación puntual.
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6.800
Y

6.501

X

6.300

5.800

5.300
9.000 10.200 11.400 12.600

12.000

Figura 12.10. Recta de regresión estimada por mı́nimos
cuadrados de las ventas al por menor con respecto a la renta

disponible: aplicación a un único valor observado.

6.800

6.501

X

6.300

5.800

5.300
9.000 10.200 11.400 12.600

12.000

Y

Figura 12.11. Recta de regresión estimada por mı́nimos
cuadrados de las ventas al por menor con respecto a la renta

disponible: valor esperado.

Sin embargo, normalmente queremos intervalos, además de estimaciones puntuales, y
para eso las dos opciones son diferentes, ya que los estimadores de la varianza de dos can-
tidades diferentes estimadas son diferentes. Los resultados de estos estimadores diferentes
de la varianza llevan a los dos intervalos diferentes. En la primera opción, el intervalo ge-
neralmente es un intervalo de predicción porque estamos prediciendo el valor de un único
punto. El intervalo de la segunda opción es un intervalo de confianza porque es el interva-
lo del valor esperado.

Intervalos de confianza de las predicciones e intervalos de predicción
Supongamos que el modelo de regresión poblacional es

yi % b0 ! b1xi ! ei (i % 1, ..., n ! 1)

que se cumplen los supuestos habituales del análisis de regresión y que los ei siguen una distri-
bución normal. Sean b0 y b1 las estimaciones por mínimos cuadrados de b0 y b1, basadas en
(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn). En ese caso, puede demostrarse que los intervalos al 100(1. a)%
son los siguientes:

1. Para la predicción del valor efectivo resultante de Yn!1, el intervalo de predicción es

y4 n!1 u tn.2, a/2JC1 !
1

n
!

(xn!1 . x6)2

n

;
i%1

(xi . x6)2D se (12.25)

2. Para la predicción de la esperanza condicional E(Yn!1�xn!1), el intervalo de confianza
es

y4 n!1 u tn.2, a/2JC
1

n
!

(xn!1 . x6)2

n

;
i%1

(xi . x6)2D se (12.26)

donde

x6 %

n

;
i%1

xi

n
y y4 n!1 % b0 ! b1xn!1
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EJEMPLO 12.3. Predicción de las ventas al por menor
(predicción basada en un modelo de regresión)

Mostramos cómo se calculan los intervalos utilizando el ejemplo 12.2 sobre las ventas
al por menor y la renta disponible. Le han pedido que haga una predicción de los valo-
res de las ventas al por menor por hogar cuando la renta disponible por hogar es de
12.000 $: el valor efectivo del año que viene y el valor esperado a largo plazo. También
le han pedido que calcule intervalos de predicción e intervalos de confianza para estas
predicciones. Utilice el fichero de datos Retail Sales.Retail

Sales
Solución

Los valores predichos para el próximo año y para el largo plazo son

y4 n!1 % b0 ! b1xn!1

% 1.922 ! (0,3815)(12.000) % 6.501

Por lo tanto, observamos que las ventas estimadas son de 6.501 $ cuando la renta dispo-
nible es de 12.000 $. También observamos que

n % 22 x6 % 10.799 ; (xi . x6)2 % 34.110.178 s2
e % 21.806

Por lo tanto, el error típico de una única observación predicha de Y es

JC1 !
1

n
!

(xn!1 . x6)2

n

;
i%1

(xi . x6)2D se %JC1 !
1

22
!

(12.000 . 10.799)2

34.110.178 D∂21.806 % 154,01

Asimismo, observamos que el error típico del valor esperado de Y es

JC
1

n
!

(xn!1 . x6)2

n

;
i%1

(xi . x6)2D se %JC
1

22
!

(12.000 . 10.799)2

34.110.178 D∂21.806 % 43,76

Supongamos que se necesitan intervalos del 95 por ciento para las predicciones su-
poniendo que a % 0,05 y

tn.2, a/2 % t20, 0,025 % 2,086

Utilizando estos resultados, observamos que el intervalo de predicción al 95 por ciento
para las ventas al por menor del próximo año cuando la renta disponible es de 12.000 $
se calcula de la forma siguiente:

6.501 u (2,086)(154,01)
6.501 u 321

Por lo tanto, el intervalo de predicción al 95 por ciento para las ventas de un único año
en el que la renta es de 12.000 $ va de 6.180 $ a 6.822 $.

En el caso del intervalo de confianza del valor esperado de las ventas al por menor
cuando la renta disponible es de 12.000 $, tenemos que

6.501 u (2,086)(43,76)
6.501 u 91

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95 por ciento del valor esperado va de 6.410 $
a 6.592 $.
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Las Figuras 12.10 y 12.11 muestran la distinción entre estos dos problemas de estima-
ción de intervalos. Vemos en ambas figuras la recta de regresión estimada para nuestros
datos sobre las ventas al por menor y la renta disponible. También vemos en la Figura
12.10 una función de densidad que representa nuestra incertidumbre sobre el valor que to-
marán las ventas al por menor en cualquier año específico en el que la renta disponible sea
de 12.000 $. La función de densidad de la Figura 12.11 representa nuestra incertidumbre
sobre las ventas al por menor esperadas o medias en los años en los que la renta disponible
es de 12.000 $. Naturalmente, tenemos más incertidumbre sobre las ventas de un único año
que sobre las ventas medias y eso se refleja en la forma de las dos funciones de densidad.
Vemos que ambas están centradas en las ventas al por menor de 6.501 $, pero que la fun-
ción de densidad de la Figura 12.10 tiene una dispersión mayor. Como consecuencia, el
intervalo de predicción de un valor específico es mayor que el intervalo de confianza de
las ventas al por menor esperadas.

Podemos extraer algunas conclusiones más estudiando las formas generales de los
intervalos de predicción y de confianza. Como hemos visto, cuanto más amplio es el inter-
valo, mayor es la incertidumbre sobre la predicción puntual. Basándonos en estas fórmulas,
hacemos cuatro observaciones:

1. Manteniéndose todo lo demás constante, cuanto mayor es el tamaño de la muestra
n, más estrecho es el intervalo de confianza. Vemos, pues, que cuanta más infor-
mación muestral tengamos, más seguros estaremos de nuestra inferencia.

2. Manteniéndose todo lo demás constante, cuanto mayor es s2
e, más amplio es el

intervalo de confianza. Una vez más, es de esperar, ya que s2
e es una estimación de

p2, la varianza de los errores de la regresión, ei. Dado que estos errores

ei % yi . b0 . b1xi

representan la discrepancia entre los valores observados de las variables depen-
dientes y sus esperanzas, dadas las variables independientes, cuanto mayor es la
magnitud de esta discrepancia, más imprecisa será nuestra inferencia.

3. Consideremos ahora la cantidad (
n

;
i%1

(xi . x6)2. Esta cantidad es simplemente un

múltiplo de la varianza muestral de las observaciones de la variable independiente.
Cuando la varianza es grande, significa que tenemos información sobre un amplio
rango de valores de esta variable, lo que nos permite hacer estimaciones más preci-
sas de la recta de regresión poblacional y, por lo tanto, calcular intervalos de con-
fianza más reducidos.

4. También vemos que cuanto mayores son los valores de la cantidad (xn!1 . x6)2,
más amplios son los intervalos de confianza de las predicciones. Por lo tanto, los
intervalos de confianza son más amplios a medida que nos alejamos de la media
de la variable independiente, X. Dado que nuestros datos muestrales están centra-
dos en la media x6, es de esperar que podamos hacer inferencias más definitivas
cuando la variable independiente está relativamente cerca de este valor central que
cuando está a alguna distancia de él.

No se recomienda extrapolar la ecuación de regresión fuera del rango de los datos utili-
zados para realizar la estimación. Supongamos que se nos pide que hagamos una predic-
ción de las ventas al por menor por hogar en un año en el que la renta disponible es de
30.000 $. Volviendo a los datos de la Tabla 12.1 y a la recta de regresión de la Figura
12.11, vemos que 30.000 $ se encuentra muy fuera del rango de los datos utilizados para
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desarrollar el modelo de regresión. Un analista sin experiencia podría utilizar los métodos
antes presentados para hacer una predicción o estimar un intervalo de confianza. En las
ecuaciones podemos ver que los intervalos resultantes serían muy amplios y, por lo tanto,
la predicción tendría escaso valor. Sin embargo, las predicciones que se realizan fuera del
rango de los datos originales plantean un problema más fundamental: no tenemos sencilla-
mente ninguna prueba que indique cómo es la naturaleza de la relación fuera del rango de
los datos. No hay ninguna razón en la teoría económica que exija absolutamente que la re-
lación siga siendo lineal con la misma tasa de variación cuando nos salimos del rango de
los datos utilizados para estimar los coeficientes del modelo de regresión. Cualquier extra-
polación del modelo fuera del rango de los datos para predecir valores debe basarse en otra
información o evidencia, además de la que contiene el análisis de regresión basado en los
datos de que se dispone. Cuando los analistas intentan hacer este tipo de extrapolación,
pueden cometer graves errores.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.45. Dado un análisis de regresión simple, suponga

que hemos ajustado el siguiente modelo de re-
gresión:

y4 i % 12 ! 5xi

y

se%9,67 x6%8 n%32
n

;
i%1

(xi.x6)2%500

Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
y el intervalo de predicción al 95 por ciento pa-
ra el punto en el que x % 13.

12.43. Dado un análisis de regresión simple, suponga
que hemos ajustado el siguiente modelo de re-
gresión:

y4 i % 14 ! 7xi

y

se%7,45 x6%8 n%25
n

;
i%1

(xi.x6)2%300

Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
y el intervalo de predicción al 95 por ciento pa-
ra el punto en el que x % 12.

12.44. Dado un análisis de regresión simple, suponga
que hemos ajustado el siguiente modelo de re-
gresión:

y4 i % 22 ! 8xi

y

se%3,45 x6%11 n%22
n

;
i%1

(xi.x6)2%400

Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
y el intervalo de predicción al 95 por ciento pa-
ra el punto en el que x % 17.

12.45. Dado un análisis de regresión simple, suponga
que hemos ajustado el siguiente modelo de re-
gresión:

y4 i % 8 ! 10xi

y

se%11,23 x6%8 n%44
n

;
i%1

(xi.x6)2%800

Halle el intervalo de confianza al 95 por ciento
y el intervalo de predicción al 95 por ciento pa-
ra el punto en el que x % 17.

Ejercicios aplicados

12.46. Se toma una muestra de 25 obreros de una fá-
brica. Se pide a cada obrero que valore su satis-
facción en el trabajo (x) en una escala de 1 a
10. Se averigua también el número de días que
estos obreros estuvieron ausentes del trabajo (y)
el año pasado. Se estima la recta de regresión
muestral por mínimos cuadrados para estos
datos.

y4 % 12,6 . 1,2x

También se ha observado que

x6%6,0
25

;
i%1

(xi . x6)2 % 130,0 SCE % 80,6

a) Contraste al nivel de significación del 1 por
ciento la hipótesis nula de que la satisfac-
ción en el trabajo no produce un efecto li-
neal en el absentismo frente a una hipótesis
alternativa bilateral adecuada.

b) Un obrero tiene un nivel de satisfacción en
el trabajo de 4. Halle un intervalo al 90 por
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ciento del número de días que este obrero
estaría ausente del trabajo en un año.

12.47. Los médicos tienen interés en saber qué rela-
ción existe entre la dosis de un medicamento y
el tiempo que necesita un paciente para recupe-
rarse. La tabla adjunta muestra las dosis (en
gramos) y el tiempo de recuperación (en horas)
de una muestra de cinco pacientes. Estos pa-
cientes tienen parecidas características, salvo la
dosis del medicamento administrada.

Dosis 1,2 1,0 1,5 1,2 1,4

Tiempo de recuperación 25 40 10 27 16

a) Estime la regresión lineal del tiempo de re-
cuperación con respecto a la dosis.

b) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 90 por ciento de la pendiente de la recta
de regresión poblacional.

c) ¿Sería útil la regresión muestral obtenida en
el apartado (a) para predecir el tiempo de re-
cuperación de un paciente al que se le admi-
nistran 2,5 gramos de este medicamento?
Explique su respuesta.

12.48. En el caso del problema de la tasa de rendi-
miento de las acciones del ejercicio 12.20, se
observó que

20

;
i%1

y2
i % 196,2

a) Contraste la hipótesis nula de que la pen-
diente de la recta de regresión poblacional
es 0 frente a la hipótesis alternativa de que
es positiva.

b) Contraste la hipótesis nula de que la pen-
diente de la recta de regresión poblacional
es 1 frente a la hipótesis alternativa bila-
teral.

12.49. Utilizando los datos del ejercicio 12.21, con-
traste la hipótesis nula de que las ventas sema-
nales de los representantes no están relaciona-
das linealmente con su puntuación en el test de
aptitud frente a la hipótesis alternativa de que
existe una relación positiva.

12.50. Vuelva a los datos del ejercicio 12.41. Contras-
te la hipótesis nula de que las pérdidas que ex-
perimentaron los fondos de inversión el viernes
13 de noviembre de 1989 no dependían lineal-
mente de las ganancias obtenidas anterior-

mente en 1989 frente a la hipótesis alternativa
bilateral.

12.51. Sea r la correlación muestral entre un par de
variables aleatorias.

a) Demuestre que
1 . r2

n . 2
%

s2e
STC

b) Utilizando el resultado del apartado (a), de-
muestre que

r

∂(1 . r2)/(n. 2)
%

b

se/∂; (xi . x6)2

c) Utilizando el resultado del apartado (b), de-
duzca que el contraste de la hipótesis nula
de la correlación poblacional 0, presentado
en el apartado 12.1, es igual que el contraste
de la pendiente de la recta de regresión po-
blacional 0, presentado en el apartado 12.5.

12.52. En el problema del ejercicio 12.22 sobre las ven-
tas de cerveza en los restaurantes se observó que

; (yi . y6)2

n . 1
% 250

Contraste la hipótesis nula de que la pendiente
de la recta de regresión poblacional es 0 frente
a la hipótesis alternativa bilateral.

12.53. En una muestra de 74 observaciones mensuales,
se estimó la regresión del rendimiento porcen-
tual del oro (y) con respecto a la variación por-
centual del índice de precios (x). La recta de
regresión muestral, obtenida por mínimos cua-
drados, era

y % .0,003 ! 1,11x

La desviación típica estimada de la pendiente
de la recta de regresión poblacional era 2,31.
Contraste la hipótesis nula de que la pendiente
de la recta de regresión poblacional es 0 frente
a la hipótesis alternativa de que la pendiente es
positiva.

12.54. Vuelva a los datos del ejercicio 12.39. Contras-
te al nivel del 5 por ciento la hipótesis nula de
que las ventas no dependen linealmente del pre-
cio de este whisky escocés frente a la hipótesis
alternativa bilateral apropiada.

12.55. Vuelva a los datos del ejercicio 12.29.

a) Halle una estimación puntual del volumen
de ventas cuando el precio del sistema DVD
es de 480 $ en una región dada.
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b) Si el precio del sistema se fija en 480 $, ha-
lle intervalos de confianza al 95 por ciento
del volumen efectivo de ventas en una re-
gión y el número esperado de ventas en esa
región.

12.56. Continúe con el análisis del ejercicio 12.7. Si el
índice Dow-Jones sube un 1,0 por ciento en los
cinco primeros días de sesión de un año, halle
intervalos de confianza al 90 por ciento de la
variación porcentual efectiva y la esperada del
índice en todo el año. Analice la distinción en-
tre estos intervalos.

12.57. Vuelva a los datos del ejercicio 12.25 (fi-
chero de datos Employee Absence). Halle para
un año en el que no varía la tasa de desempleo

intervalos de confianza al 90 por ciento de la
variación efectiva de la tasa media de absentis-
mo laboral por enfermedad y de la variación es-
perada.

12.58. Utilice los datos del ejercicio 12.20 para hallar
intervalos de confianza al 90 y al 95 por ciento
del rendimiento esperado de las acciones de la
empresa cuando la tasa de rendimiento del ín-
dice Standard and Poor’s 500 es del 1 por
ciento.

12.59. Un nuevo representante de ventas de la empresa
del ejercicio 12.21 obtiene 70 puntos en el test
de aptitud. Halle intervalos de confianza al 80 y
al 90 por ciento del valor de las ventas semana-
les que conseguirá.

12.7. Análisis gráfico

Hemos desarrollado los métodos teóricos y analíticos que permiten realizar análisis de re-
gresión y construir modelos lineales. Utilizando contrastes de hipótesis e intervalos de con-
fianza, podemos averiguar la calidad de nuestro modelo e identificar algunas relaciones
importantes. Estos métodos inferenciales suponen inicialmente que los errores del modelo
siguen una distribución normal. Pero también sabemos que el teorema del límite central
nos ayuda a realizar contrastes de hipótesis y a construir intervalos de confianza mientras
las distribuciones muestrales de los estimadores de los coeficientes y los valores predichos
sean aproximadamente normales. El modelo de regresión también se basa en un conjunto
de supuestos. Sin embargo, las aplicaciones del análisis de regresión pueden ser erróneas
por muchas razones, incluidos los supuestos que no se satisfacen si los datos no siguen las
pautas supuestas.

El ejemplo de la regresión de las ventas al por menor con respecto a la renta disponible
—Figura 12.1— tiene un diagrama de puntos dispersos que sigue la pauta supuesta en el
análisis de regresión. Sin embargo, esa pauta no siempre se produce cuando se estudian
nuevos datos. Una de las mejores formas de detectar posibles problemas en el análisis de
regresión simple es realizar diagramas de puntos dispersos y observar la pauta. Aquí exa-
minamos algunos instrumentos analíticos y ejemplos de análisis de regresión que pueden
ayudarnos a preparar mejores aplicaciones del análisis de regresión.

En este apartado utilizamos el análisis gráfico para mostrar cómo afectan al análisis de
regresión los puntos que tienen valores extremos de X y los puntos que tienen valores de Y
que se desvían considerablemente de la ecuación de regresión por mínimos cuadrados. En
capítulos posteriores mostramos cómo puede utilizarse el análisis de los residuos para exa-
minar otras desviaciones con respecto a las pautas normales de los datos.

Los puntos extremos son puntos en los que los valores de X se desvían considerable-
mente de los valores de X de los demás puntos. Volvamos a la ecuación 12.26, que presen-
ta el intervalo de confianza del valor esperado de Y correspondiente a un valor específico
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de X. Para este intervalo de confianza es fundamental un término llamado normalmente va-
lor de influencia (leverage), hi, de un punto, que se define de la forma siguiente:

hi %
1

n
!

(xi . x6)2

n

;
i%1

(xi . x6)2

Este valor de influencia aumenta la desviación típica del valor esperado cuando los puntos
de datos están más lejos de la media de X y, por lo tanto, llevan a un intervalo de confian-
za más amplio. Se considera que un punto i es un punto extremo si el valor de h de ese
punto es muy diferente de los valores de h de todos los demás puntos de datos. Vemos en
el ejemplo siguiente que el programa Minitab identifica los puntos que tienen un elevado
valor de influencia con una X si hi b 3 p/n, donde p es el número de predictores, incluida
la constante. La mayoría de los paquetes estadísticos buenos permiten identificar estos
puntos, pero no así el programa Excel. Utilizando esta opción, es posible identificar los
puntos extremos, como muestra el ejemplo 12.4.

Los puntos atípicos son los puntos que se desvían considerablemente en la dirección de
Y con respecto al valor predicho. Normalmente, estos puntos se identifican calculando el
residuo normalizado de la forma siguiente:

eis %
ei

se∂1 . hi

Es decir, el residuo normalizado es el residuo dividido por el error típico del residuo. Ob-
sérvese que en la ecuación anterior los puntos que tienen un elevado valor de influencia
—un elevado hi— tienen un error típico del residuo menor, porque los puntos que tienen
un elevado valor de influencia probablemente influyen en la localización de la recta de re-
gresión estimada y, por lo tanto, el valor observado y el esperado de Y estarán más cerca.
Minitab marca las observaciones que tienen un valor absoluto del residuo normalizado su-
perior a 2,0 con una R para indicar que son casos atípicos. También las marcan la mayoría
de los buenos paquetes estadísticos, pero no el Excel. Utilizando esta opción, es posible
identificar los puntos atípicos, como muestra el ejemplo 12.5.

En los dos ejemplos siguientes, veremos que los puntos extremos y los casos atípicos
tienen una gran influencia en la ecuación de regresión estimada en comparación con otras
observaciones. En cualquier análisis aplicado, estos puntos inusuales forman parte de los
datos que representan el proceso estudiado o no forman parte de ellos. En el primer caso,
deben incluirse en el conjunto de datos y en el segundo caso no. El analista debe decidir.
Normalmente, para tomar estas decisiones hay que comprender bien el proceso y hacer una
buena valoración. En primer lugar, debe examinarse detenidamente cada punto y compro-
barse su fuente. Estos puntos inusuales podrían deberse a errores de medición o de recogi-
da de datos y, por lo tanto, se eliminarían o se corregirían. Una investigación más profunda
puede revelar circunstancias excepcionales que no se espera que formen parte del proceso
habitual y eso indicaría la exclusión de los puntos de datos. Las decisiones sobre qué es un
proceso habitual y otras decisiones afines exigen una valoración y un examen detenidos de
otra información sobre el proceso estudiado. Un buen analista utiliza los cálculos estadísti-
cos anteriores para identificar las observaciones que deben examinarse más detenidamente,
pero no se basa exclusivamente en estas medidas de identificación de las observaciones
inusuales para tomar la decisión final.
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EJEMPLO 12.4. El efecto de los valores extremos de X
(análisis mediante un diagrama de puntos dispersos)

Nos interesa saber cómo afectan los valores extremos de X a la regresión. En este ejem-
plo, se analiza el efecto de los puntos que tienen valores de X que son muy diferentes
de los otros puntos utilizando dos muestras que sólo se diferencian en dos puntos. Estos
ejemplos comparativos, aunque son algo excepcionales, se utilizan para poner énfasis en
el efecto que producen los puntos extremos en un análisis de regresión.

Solución

La Figura 12.12 es un diagrama de puntos dispersos con una recta de regresión trazada
sobre los puntos y la 12.13 es la salida del análisis de regresión calculada con los datos.
La pendiente de la recta de regresión es positiva y R2

% 0,632. Pero obsérvese que dos
puntos extremos parecen determinar la relación de regresión. Examinemos ahora el
efecto de un cambio de los dos puntos de datos extremos, mostrado en las Figuras 12.14
y 12.15.

Puntos
extremos

Figura 12.12. Diagrama de puntos dispersos con dos puntos extremos de X: pendiente positiva.

Regression Analysis: Y2 versus x2

Fitted Line: y2 versus x2

The regression equation is
Y2 = 11.74 + 0.9145 x2

Source DF SS MS F P
Regression 1 3034.80 3034.80 42.86 0.000
Error 25 1770.26 70.81
Total 26 4805.05

S = 8.41488  R-Sq = 63.2%  R-Sq(adj) = 61.7%

Analysis of Variance

Figura 12.13. Análisis de regresión con dos puntos extremos de X : pendiente positiva (salida Minitab).
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Puntos
extremos

Figura 12.14. Diagrama de puntos dispersos con dos puntos extremos de X: pendiente negativa.

Regression Analysis: Y versus X 

The regression equation is
Y1 = 53.2 — 0.463 X

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 53.195 3.518 15.12 0.000
X1 —0.4626 0.1042 -4.44 0.000

s = 6.27612  R-Sq = 44.1%  R-Sq(adj) = 41.9%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 776.56 776.56 19.71 0.000
Residual Error 25 984.74 39.39
Total 26 1761.30

Unusual Observations

Obs X Y Fit Se Fit Residual St Resid
7 35.5 49.14 36.78 1.27 12.37 2.01R
26 80.0 10.00 16.19 5.17 —6.19 —1.74 X

R denotes an observation with a large standardized residual.
X denotes an observation whose X value gives it large influence.

La observación 26
es un punto 
extremo con gran 
influencia

Figura 12.15. Análisis de regresión con dos puntos extremos de X : pendiente negativa (salida Minitab).
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Como consecuencia del cambio de dos puntos de datos solamente, ahora la relación
tiene una pendiente negativa estadísticamente significativa y las predicciones serían muy
diferentes. Sin examinar los diagramas de puntos dispersos, no sabríamos por qué la pen-
diente que se obtiene es positiva o negativa. Podríamos haber pensado que nuestros resul-
tados representaban una situación de regresión normal como la que hemos visto en el dia-
grama de puntos dispersos de las ventas al por menor. Obsérvese que en la Figura 12.15 la
observación 26 se ha denominado observación extrema mediante el símbolo X.

Este ejemplo muestra un problema que se plantea habitualmente cuando se utilizan da-
tos históricos. Supongamos que X es el número de trabajadores que trabajan en un turno de
producción e Y es el número de unidades producidas en ese turno. La mayor parte del
tiempo la fábrica tiene una plantilla relativamente estable y la producción depende en gran
parte de la cantidad de materias primas existentes y de las necesidades de ventas. La pro-
ducción se ajusta al alza o a la baja en un rango estrecho en respuesta a las demandas y a
la plantilla existente, X. Por lo tanto, vemos que en la mayoría de los casos el diagrama de
puntos dispersos cubre un estrecho rango de la variable X. Pero a veces hay una plantilla
muy grande o muy pequeña, o el número de trabajadores se ha registrado incorrectamente.
Esos días la producción puede ser excepcionalmente grande o pequeña o puede registrarse
incorrectamente. Como consecuencia, tenemos puntos extremos que pueden influir mucho
en el modelo de regresión. Estos pocos días determinan los resultados de la regresión. Sin
los puntos extremos, la regresión indicaría que la relación es pequeña o nula. Si estos pun-
tos extremos representan extensiones de la relación, el modelo estimado es útil. Pero si es-
tos puntos se deben a condiciones excepcionales o a errores de recogida de datos, el mode-
lo estimado es engañoso.

En una aplicación podemos observar que estos puntos extremos son correctos y deben
utilizarse para trazar la recta de regresión. Pero el analista tiene que tomar esa decisión sa-
biendo que ninguno de los demás puntos de datos apoya la existencia de una relación sig-
nificativa. De hecho, es necesario realizar un estudio detenido para comprender el sistema
y el proceso que generaron los datos y para evaluar los datos de los que se dispone.

EJEMPLO 12.5. El efecto de los valores atípicos de la variable Y
(análisis mediante un diagrama de puntos dispersos)

En este ejemplo consideramos el efecto de los valores atípicos en sentido vertical. Re-
cuérdese que el modelo del análisis de regresión supone que toda la variación se produ-
ce en el sentido de las Y. Sabemos, pues, que los valores atípicos en el sentido de las Y
tendrán grandes residuos y éstos residuos darán como resultado una estimación mayor del
error del modelo. En este ejemplo, veremos que los efectos pueden ser aún más extremos.

Solución

Para comenzar, observemos el diagrama de puntos dispersos y el análisis de regresión
de las Figuras 12.16 y 12.17. En este ejemplo, tenemos una estrecha relación entre las
variables X e Y. El diagrama de puntos dispersos apoya claramente la existencia de una
relación lineal, estimándose que b1 % 11,88. Además, el R2 del modelo de regresión es
cercano a 1 y el estadístico t de Student es muy alto. Es evidente que tenemos pruebas
contundentes para apoyar un modelo lineal.
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Figura 12.16. Diagrama de puntos dispersos con una pauta prevista.

Regression Analysis: Y1  versus X1

The regression equation is
Y1 = —4.96 + 11.88 X1

s = 64.7786  R-Sq = 91.7%  R-Sq(adj) = 91.4%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 1160171 1160171 276.48 0.000
Error 25 104907 4196
Total 26 1265077

Fitted Line: Y1 versus X1

Figura 12.17. Regresión con una pauta prevista (salida Minitab).

Veamos ahora cómo afecta un cambio de dos observaciones a los puntos atípicos,
como muestra la Figura 12.18, que podría deberse a un error en la recogida de los datos
o a la presencia de unas circunstancias muy poco habituales en el proceso estudiado.

La pendiente de la recta de regresión sigue siendo positiva, pero ahora b1 % 6,40 y
la estimación de la pendiente tiene un error típico mayor, como muestra la Figura
12.19. El intervalo de confianza es mucho más amplio y el valor predicho a partir de la
recta de regresión no es tan preciso. Ahora el modelo de regresión correcto no está tan
claro. El programa Minitab identifica las observaciones 26 y 27 como observaciones
atípicas imprimiendo una R al lado del residuo normalizado. Los residuos normalizados
cuyo valor absoluto es superior a 2 se indican en la salida. Si los dos puntos extremos
ocurrieron realmente en el funcionamiento normal del proceso, deberíamos incluirlos en
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nuestro análisis. Pero el hecho de que se desvíen tanto de la pauta indica que debemos
investigar atentamente las situaciones de los datos que generaron esos puntos y estudiar
el proceso examinado.

Puntos
atípicos

Figura 12.18. Diagrama de puntos dispersos con puntos atı́picos de Y.

Regression Analysis: Y1  versus X1

The regression equation is
Y1 = 184 + 6.40 X1

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 183.92 82.10 2.24 0.034
X1 6.400 2.126 3.01 0.006

S = 192.721  R-Sq = 26.6%  R-Sq(adj) = 23.7%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P
Regression 1 336540 336540 9.06 0.006
Residual Error 25 928537 37141
Total 26 1265077

Unusual Observations

Obs X1 Y1 Fit Se Fit Residual St Resid
26 2.0 850.0 196.7 78.3 653.3 3.71R
27 55.0 0.0 535.9 57.3 —535.9 —2.91R

R denotes an observation with a large standardized residual.

Casos atípicos
marcados con una R

Figura 12.19. Regresión con puntos atı́picos de Y (salida Minitab).
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Podríamos proponer otros muchos ejemplos. Podríamos observar que el diagrama de
puntos dispersos sugiere la existencia de una relación no lineal y, por lo tanto, sería un
modelo mejor para un problema específico. En los Capítulos 13 y 14, veremos cómo puede
utilizarse la regresión para analizar relaciones no lineales. Observaremos muchas pautas de
datos a medida que examinemos distintas aplicaciones del análisis de regresión. Lo impor-
tante es que debemos seguir regularmente los métodos del análisis —incluida la realiza-
ción de diagramas de puntos dispersos— que puedan suministrar la mayor información po-
sible. Como buen analista, debe «¡Conocer sus datos!» En el capítulo siguiente vemos
cómo pueden utilizarse también los residuos gráficamente para realizar más contrastes de
los modelos de regresión.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
12.60. Frank Anscombe, alto ejecutivo encargado

de la investigación, le ha pedido que analice los
cuatro modelos lineales siguientes utilizando los
datos que contiene el fichero de datos Ans-
combe.

Y1 % b0 ! b1X1

Y2 % b0 ! b1X1

Y3 % b0 ! b1X1

Y4 % b0 ! b1X1

Utilice su paquete informático para estimar una
regresión lineal para cada modelo. Trace un
diagrama de puntos dispersos de los datos utili-
zados en cada modelo. Escriba un informe, in-
cluyendo los resultados del análisis de regresión
y el gráfico, que compare y contraste los cuatro
modelos.

Ejercicio aplicado

12.61. John Foster, presidente de Public Research
Inc., le ha pedido ayuda para estudiar el nivel
de delincuencia existente en diferentes estados
de Estados Unidos antes y después de la reali-
zación de elevados gastos federales para reducir
la delincuencia. Quiere saber si se puede prede-
cir la tasa de delincuencia en el caso de algunos
delitos después de realizados los gastos utilizan-
do la tasa de delincuencia existente antes de
realizar los gastos. Le ha pedido que contraste
la hipótesis de que la delincuencia existente an-
tes predice la delincuencia posterior en el caso
de la tasa total de delincuencia y de las tasas de
asesinato, violación y robo. Los datos para su
análisis se encuentran en el fichero de datos
Crime Study. Realice el análisis adecuado y
escriba un informe que resuma sus resultados.

RESUMEN

En este capítulo hemos desarrollado los modelos de
dos variables o de mínimos cuadrados simples. Nos
hemos basado en algunos de los conceptos descripti-
vos iniciales presentados en el Capítulo 3. El modelo
de regresión simple supone que un conjunto de varia-
bles exógenas o independientes tiene una relación li-
neal con el valor esperado de una variable aleatoria
endógena o dependiente. Desarrollando estimaciones
de los coeficientes de este modelo, podemos com-
prender mejor los procesos empresariales y econó-
micos y podemos predecir los valores de la variable
endógena en función de la variable exógena. En
nuestro estudio, hemos desarrollado estimadores de

los coeficientes y de las variables dependientes.
También hemos desarrollado medidas de la bondad
del ajuste de la regresión: análisis de la varianza y
de R2.

Después de ese estudio, hemos presentado métodos
de inferencia estadística: contraste de hipótesis e inter-
valos de confianza de los estimadores de regresión fun-
damentales. También hemos examinado el análisis de
correlación, analizando simplemente la relación entre
dos variables. Por último, hemos examinado la impor-
tancia de los diagramas de puntos dispersos y el análi-
sis gráfico del desarrollo y el contraste de modelos de
regresión.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

12.62. ¿Qué significa la afirmación de que un par de
variables aleatorias están correlacionadas positi-
vamente? Ponga ejemplos de pares de variables
aleatorias en los que espera que exista

a) una correlación positiva
b) una correlación negativa
c) una correlación nula

12.63. Una muestra aleatoria de cinco conjuntos de ob-
servaciones de un par de variables aleatorias dio
los resultados de la tabla adjunta.

X 4 1 0 1 4

Y .2 .1 0 1 2

a) Halle el coeficiente de correlación muestral.
b) Teniendo en cuenta el hecho de que cada

valor de yi es el cuadrado del valor corres-
pondiente de xi, comente su respuesta al
apartado (a).

12.64. En una muestra aleatoria de 53 tiendas de una
cadena de grandes almacenes se observó que la
correlación entre las ventas anuales en euros por
metro cuadrado de superficie y el alquiler anual
en euros por metro cuadrado de superficie era
0,37. Contraste la hipótesis nula de que estas
dos cantidades no están correlacionadas en la
población frente a la hipótesis alternativa de
que la correlación poblacional es positiva.

12.65. En una muestra aleatoria de 526 empresas, se
observó que la correlación muestral entre la
proporción de directivos que son consejeros y
una medida del rendimiento de las acciones de
la empresa ajustada para tener en cuenta el ries-

go era de 0,1398. Contraste la hipótesis nula de
que la correlación poblacional es 0 frente a la
hipótesis alternativa bilateral.

12.66. En una muestra de 66 meses se observó que la
correlación entre los rendimientos de los bonos
a 10 años de Canadá y de Hong Kong era de
0,293. Contraste la hipótesis nula de que la co-
rrelación poblacional es 0 frente a la hipótesis
alternativa de que es positiva.

12.67. En una muestra aleatoria de 192 mujeres traba-
jadoras, se observó una correlación muestral de
.0,18 entre la edad y una medida de la dispo-
sición a cambiar de empleo. Basándose única-
mente en esta información, extraiga todas las
conclusiones que pueda sobre la regresión de la
disposición a cambiar de empleo con respecto a
la edad.

12.68. Basándose en una muestra de n observaciones,
(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn), se calcula la regre-
sión muestral de y con respecto a x. Demuestre
que la recta de regresión muestral pasa por el
punto (x % x6, y % y6), donde x6 e y6 son las medias
muestrales.

12.69. Una empresa realiza normalmente un test de
aptitud a todo el nuevo personal en formación.
Al final del primer año en la empresa, este per-
sonal en formación es valorado por sus supervi-
sores inmediatos. En una muestra aleatoria de
12 personas en formación, se obtuvieron los re-
sultados mostrados en el fichero de datos Em-
ployee Test.
a) Estime la regresión de la valoración realiza-

da por el supervisor con respecto a la pun-
tuación obtenida en el test de aptitud.
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b) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión muestral.

c) ¿Es posible dar una interpretación útil a la
ordenada en el origen de la recta de regre-
sión muestral?

d) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación de esta regresión.

e) Contraste la hipótesis nula de que la pen-
diente de la recta de regresión poblacional
es 0 frente a la hipótesis alternativa unilate-
ral obvia.

f) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la valoración que daría el supervi-
sor a una persona en formación que tuviera
una puntuación de 70 en el test de aptitud.

12.70. Se ha intentado evaluar la tasa de inflación co-
mo predictor del tipo al contado en el mercado
de letras del Tesoro alemanas. Partiendo de una
muestra de 79 observaciones trimestrales, se ob-
tuvo la regresión lineal estimada

y4 % 0,0027 ! 0,7916x
donde

y % variación efectiva del tipo al contado
x % variación del tipo al contado predicha por

la tasa de inflación

El coeficiente de determinación era 0,097 y la
desviación típica estimada del estimador de la
pendiente de la recta de regresión poblacional
era 0,2759.

a) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión estimada.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Contraste la hipótesis nula de que la pen-

diente de la recta de regresión poblacional
es 0 frente a la hipótesis alternativa de que
la verdadera pendiente es positiva e inter-
prete su resultado.

d) Contraste la hipótesis nula de que la pen-
diente de la recta de regresión poblacional
es 1 frente a la hipótesis alternativa bilateral.

12.71. La tabla muestra las compras por comprador de
ocho cosechas de un vino selecto (y) y la valo-
ración del vino realizada por el comprador en
un año (x).

x 3,6 3,3 2,8 2,6 2,7 2,9 2,0 2,6

y 24 21 22 22 18 13 9 6

a) Estime la regresión de las compras por com-
prador con respecto a la valoración realizada
por el comprador.

b) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión estimada.

c) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

d) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 90 por ciento de la pendiente de la recta
de regresión poblacional.

e) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de las compras esperadas por compra-
dor de una cosecha a la que el comprador da
una valoración de 2,0.

12.72. En una muestra de 306 estudiantes de un curso
básico de estadística, se obtuvo la recta de re-
gresión muestral

y % 58,813 ! 0,2875x
donde

y % calificación final de los estudiantes al ter-
minar el curso

x % calificación en un examen de posición rea-
lizado al principio de curso.

El coeficiente de determinación era 0,1158 y la
desviación típica estimada del estimador de la
pendiente de la recta de regresión poblacional
era 0,04566.

a) Interprete la pendiente de la recta de regre-
sión muestral.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) La información dada permite contrastar la

hipótesis nula de que la pendiente de la rec-
ta de regresión poblacional es 0 de dos for-
mas distintas frente a la hipótesis alternativa
de que es positiva. Realice estos contrastes y
muestre que llegan a la misma conclusión.

12.73. Basándose en una muestra de 30 observaciones,
se estimó el modelo de regresión poblacional

yi % b0 ! b1xi ! ei

Las estimaciones por mínimos cuadrados obte-
nidas fueron

b0 % 10,1 y b1 % 8,4

La suma de los cuadrados de la regresión y la
suma de los cuadrados de los errores fueron

SCR % 128 y SCE % 286

a) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

b) Contraste al nivel de significación del 10
por ciento la hipótesis nula de que b1 es 0
frente a la hipótesis alternativa bilateral.
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c) Halle
30

;
i%1

(xi . x6)2

12.74. Basándose en una muestra de 25 observaciones,
se estimó el modelo de regresión poblacional

yi % b0 ! b1xi ! ei

Las estimaciones por mínimos cuadrados obte-
nidas fueron

b0 % 15,6 y b1 % 1,3

La suma total de los cuadrados y la suma de los
cuadrados de los errores fueron

STC % 268 y SCE % 204

a) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

b) Contraste al nivel de significación del 5 por
ciento la hipótesis nula de que la pendiente
de la recta de regresión poblacional es 0
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

c) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de b1.

12.75. Un analista cree que el único determinante im-
portante de los rendimientos de los activos (Y)
del banco es el cociente entre los préstamos y
los depósitos (x). En una muestra aleatoria de 20
bancos se obtuvo la recta de regresión muestral

Y % 0,97 ! 0,47x

con el coeficiente de determinación de 0,720.
a) Halle la correlación muestral entre los rendi-

mientos de los activos y el cociente entre los
préstamos y los depósitos.

b) Contraste la hipótesis nula de que no existe
una relación lineal entre los rendimientos y
el cociente frente a una hipótesis alternativa
bilateral.

c) Halle
se

∂; (xi . x6)2

12.76. Comente la siguiente afirmación:
Si se estima una regresión del rendimiento
por acre del maíz con respecto a la cantidad
de fertilizante utilizada empleando las canti-
dades de fertilizante utilizadas normalmente
por los agricultores, la pendiente de la recta
de regresión estimada será, desde luego, po-
sitiva. Sin embargo, es bien sabido que si se
utiliza una cantidad muy grande de fertili-
zante, el rendimiento del maíz es muy bajo.
Por lo tanto, las ecuaciones de regresión no
son muy útiles para hacer predicciones.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

12.77. El departamento de economía de una uni-
versidad está intentando averiguar si los conoci-
mientos verbales o matemáticos son más impor-
tantes para predecir el éxito académico en los
estudios de economía. El profesorado del depar-
tamento ha decidido utilizar como medida del
éxito la calificación media (GPA) obtenida por
los licenciados en los cursos de economía. Los
conocimientos verbales se miden por medio de
las calificaciones obtenidas en dos exámenes
estandarizados: el SAT verbal y el ACT de in-
glés. Los conocimientos matemáticos se miden
por medio de las calificaciones obtenidas en el
SAT de matemáticas y en el ACT de matemáti-
cas. El fichero de datos llamado Student GPA,
que se encuentra en su disco de datos, contiene
los datos de 112 estudiantes. El nombre de las
columnas de las variables se indica al comienzo
del fichero de datos. Debe utilizar el paquete
estadístico que utilice habitualmente para reali-
zar el análisis de este problema.

a) Represente gráficamente la GPA de econo-
mía en relación con cada una de las dos cali-
ficaciones de los conocimientos verbales y
cada una de las dos calificaciones de los co-
nocimientos matemáticos. ¿Qué variable es
el mejor predictor? Observe las pautas poco
habituales que haya en los datos.

b) Calcule los coeficientes del modelo lineal y
los estadísticos del análisis de regresión para
los modelos que predicen la GPA de econo-
mía en función de cada calificación en cono-
cimientos verbales y cada calificación en co-
nocimientos matemáticos. Utilizando tanto
las medidas matemáticas y verbales del SAT
como las medidas de matemáticas e inglés
del ACT, averigüe si los conocimientos ma-
temáticos o verbales son el mejor predictor
de la GPA de economía.

c) Compare los estadísticos descriptivos —la
media, la desviación típica, el cuartil supe-
rior y el inferior, el rango— de las variables
consideradas predictoras. Observe las dife-
rencias e indique cómo afectan estas diferen-
cias a la capacidad del modelo lineal para
realizar predicciones.

12.78. Los responsables de la National Highway
Traffic Safety Administration (NHTSA) de Es-
tados Unidos quieren saber si los diferentes ti-
pos de vehículos de un estado tienen relación
con la tasa de mortalidad en carretera del esta-
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do. Le han pedido que realice varios análisis de
regresión para averiguar si el peso medio de los
vehículos, el porcentaje de automóviles impor-
tados, el porcentaje de camiones ligeros o la
antigüedad media de los automóviles están rela-
cionados con las muertes en accidente ocurridas
en automóviles y camionetas. Los datos del
análisis se encuentran en el fichero de datos lla-
mado Crash, que está en su disco de datos. Las
descripciones y las localizaciones de las varia-
bles se encuentran en el catálogo del fichero de
datos del apéndice.

a) Represente gráficamente las muertes en ac-
cidente en relación con cada una de las va-
riables potenciales de predicción. Observe la
relación y cualquier pauta excepcional en los
puntos de datos.

b) Realice un análisis de regresión simple de
las muertes totales en accidente con respecto
a las variables potenciales de predicción. In-
dique si alguna de las regresiones muestra
una relación significativa y, en caso afirma-
tivo, cuál.

c) Muestre los resultados de su análisis y orde-
ne las variables de predicción según su rela-
ción con las muertes totales en accidente.

12.79. El Departamento de Transporte de Estados
Unidos desea saber si los estados que tienen un
porcentaje mayor de población urbana tienen
una tasa más alta de muertes totales en acciden-
te ocurridas en automóviles y camionetas. Tam-
bién quiere saber si existe alguna relación entre
la velocidad media a la que se conduce por las
carreteras rurales o el porcentaje de carreteras
rurales que están asfaltadas y las tasas de muer-
tes en accidente. Los datos de este estudio se
encuentran en el fichero de datos Crash alma-
cenado en su disco de datos.
a) Represente gráficamente las muertes en ac-

cidente en relación con cada una de las va-
riables potenciales de predicción. Observe la
relación y cualquier pauta excepcional en los
puntos de datos.

b) Realice un análisis de regresión simple de
las muertes en accidente con respecto a las
variables potenciales de predicción.

c) Muestre los resultados de su análisis y orde-
ne las variables de predicción según su rela-
ción con las muertes totales en accidente.

12.80. Un economista desea predecir el valor de
mercado de las viviendas de pequeñas ciudades
del Medio Oeste ocupadas por sus propietarios.
Ha reunido un conjunto de datos de 45 peque-

ñas ciudades que se refieren a un periodo de
dos años y quiere que los utilice como fuente
de datos para el análisis. Los datos se encuen-
tran en el fichero Citydat, que están en su disco
de datos. Quiere que desarrolle dos ecuaciones
de predicción: una que utilice el tamaño de la
vivienda como predictor y otra que utilice el ti-
po impositivo como predictor.

a) Represente gráficamente el valor de merca-
do de las viviendas (hseval) en relación con
el tamaño de la vivienda (sizense) y en rela-
ción con el tipo impositivo (taxrate). Obser-
ve cualquier pauta excepcional en los datos.

b) Realice análisis de regresión para las dos va-
riables de predicción. ¿Qué variable predice
mejor el valor de las viviendas?

c) Un promotor industrial de un estado del Me-
dio Oeste ha afirmado que los tipos del im-
puesto local sobre bienes inmuebles de las
pequeñas ciudades debe bajarse porque, en
caso contrario, nadie comprará una vivienda
en estas ciudades. Basándose en su análisis
de este problema, evalúe la afirmación del
promotor.

12.81. Stuart Wainwright, vicepresidente de com-
pras para una gran cadena nacional de tiendas
de Estados Unidos, le ha pedido que realice un
análisis de las ventas al por menor por estados.
Quiere saber si el porcentaje de desempleados o
la renta personal per cápita están relacionados
con las ventas al por menor per cápita. Los da-
tos para realizar este estudio se encuentran en el
fichero de datos llamado Retail, que está alma-
cenado en su disco de datos y se describe en el
catálogo del fichero de datos del apéndice.
a) Trace gráficos y realice análisis de regresión

para averiguar las relaciones entre las ventas
al por menor per cápita y el porcentaje de
desempleados y la renta personal. Calcule
intervalos de confianza al 95 por ciento para
los coeficientes de la pendiente de cada
ecuación de regresión.

b) ¿Cómo afecta una disminución de la renta
per cápita de 1.000 $ a las ventas per cápita?

c) ¿Cuál es el intervalo de confianza al 95 por
ciento en la ecuación de la renta per cápita
de las ventas al por menor correspondientes
a la renta media per cápita y a un nivel que
esté 1.000 $ por encima de la renta media
per cápita?

12.82. Un importante proveedor nacional de mate-
riales de construcción para la construcción de
viviendas está preocupado por las ventas totales
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del próximo año. Es bien sabido que las ventas
de la empresa están relacionadas directamente
con la inversión nacional total en vivienda. Al-
gunos banqueros de Nueva York están predi-
ciendo que los tipos de interés subirán alrededor
de 2 puntos porcentuales el próximo año. Le
han pedido que realice un análisis de regresión
para poder predecir el efecto de las variaciones
de los tipos de interés en la inversión en vivien-
da. Los datos de series temporales para realizar
este estudio se encuentran en el fichero de datos
llamado Macro2003, que está almacenado en
su disco de datos y se describe en el apéndice
del Capítulo 14.

a) Desarrolle dos modelos de regresión para
predecir la inversión en vivienda utilizando
el tipo de interés preferencial para uno y el

tipo de interés de los fondos federales para
el otro. Analice los estadísticos de la regre-
sión e indique qué ecuación hace las mejores
predicciones.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del coeficiente de la pendiente en
ambas ecuaciones de regresión.

c) Basándose en cada modelo, prediga cómo
afecta una subida de los tipos de interés de
2 puntos porcentuales a la inversión en vi-
vienda.

d) Utilizando ambos modelos, calcule interva-
los de confianza al 95 por ciento de la varia-
ción de la inversión en vivienda provocada
por una subida de los tipos de interés de 2
puntos porcentuales.

Apéndice

En este apéndice mostramos cómo se estiman por mínimos cuadrados los parámetros po-
blacionales de regresión. Queremos hallar los valores b0 y b1 tales que la suma de los cua-
drados de las discrepancias

SCE %

n

;
i%1

e2
i %

n

;
i%1

(yi . b0 . b1xi)
2

sea lo más pequeña posible.
En primer lugar, mantenemos constante b1 y diferenciamos con respecto a b0, lo que

nos da
LSCE

Lb0
% 2

n

;
i%1

(yi . b0 . b1xi)

% .2A; yi . nb0 . b1 ; xiB
Dado que esta derivada debe ser 0 para obtener un mínimo, tenemos que

; yi . nb0 . b1 ; xi % 0

Por lo tanto, dividiendo por n resulta que

b0 % y6 . b1x6

Introduciendo este resultado de b0 en la expresión anterior, tenemos que

SCE %

n

;
i%1

[(yi . y6) . b1(xi . x6)]2
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Diferenciando esta expresión con respecto a b1, obtenemos

LSCE

Lb1
% 2

n

;
i%1

(xi . x6)[(yi . y6) . b1(xi . x6)

% .2A; (xi . x6)(yi . y6) . b1 ; (xi . x6)2B
Esta derivada debe ser 0 para obtener un mínimo, por lo que tenemos que

; (xi . x6)(yi . y6) % b1 ; (xi . x6)2

Por lo tanto,

b1 %
; (xi . x6)(yi . y6)

; (xi . x6)2
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Introducción
En el Capítulo 12 presentamos el método de regresión simple para obtener una ecua-
ción lineal que predice una variable dependiente o endógena en función de una única
variable independiente o exógena; por ejemplo, el número total de artículos vendidos en
función del precio. Sin embargo, en muchas situaciones, varias variables independientes
influyen conjuntamente en una variable dependiente. La regresión múltiple nos permite
averiguar el efecto simultáneo de varias variables independientes en una variable de-
pendiente utilizando el principio de los mínimos cuadrados.



13.1. El modelo de regresión múltiple

Nuestro objetivo es aprender a utilizar la regresión múltiple para crear y analizar modelos.
Por lo tanto, aprendemos cómo funciona la regresión múltiple y algunas directrices para
interpretarla. Comprendiendo perfectamente la regresión múltiple, es posible resolver una
amplia variedad de problemas aplicados. Este estudio de los métodos de regresión múltiple
es paralelo al de la regresión simple. El primer paso para desarrollar un modelo es la espe-
cificación de ese modelo, que consiste en la selección de las variables del modelo y de la
forma del modelo. A continuación, se estudia el método de mínimos cuadrados y se anali-
za la variabilidad para identificar los efectos de cada una de las variables de predicción.
Después se estudia la estimación, los intervalos de confianza y el contraste de hipótesis. Se
utilizan frecuentemente aplicaciones informáticas para indicar cómo se aplica la teoría a
problemas realistas. El estudio de este capítulo será más fácil si se ponen en relación sus
ideas con las que presentamos en el Capítulo 12.

Especificación del modelo
Comenzamos con una aplicación que ilustra la importante tarea de la especificación del
modelo de regresión. La especificación del modelo consiste en la selección de las variables
exógenas y la forma funcional del modelo.
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Existen muchas aplicaciones importantes de la regresión múltiple en el mundo de la
empresa y en la economía. Entre estas aplicaciones se encuentran las siguientes:

1. La cantidad vendida de bienes es una función del precio, la renta, la publicidad,
el precio de los bienes sustitutivos y otras variables.

2. Existe inversión de capital cuando un empresario cree que puede obtener un be-
neficio. Por lo tanto, la inversión de capital es una función de variables relaciona-
das con las posibilidades de obtener beneficios, entre las que se encuentran el
tipo de interés, el producto interior bruto, las expectativas de los consumidores,
la renta disponible y el nivel tecnológico.

3. El salario es una función de la experiencia, la educación, la edad y el puesto de
trabajo.

4. Las grandes empresas del comercio al por menor y la hostelería deciden la loca-
lización de los nuevos establecimientos basándose en los ingresos previstos por
ventas y/o en la rentabilidad. Utilizando datos de localizaciones anteriores que
han tenido éxito y que no lo han tenido, los analistas pueden construir modelos
que predicen las ventas o los beneficios de una nueva localización posible.

El análisis económico y empresarial tiene algunas características únicas en com-
paración con el análisis de otras disciplinas. Los científicos naturales trabajan en un la-
boratorio en el que es posible controlar muchas variables, pero no todas. En cambio, el
laboratorio del economista y del directivo es el mundo y las condiciones no pueden con-
trolarse. Por lo tanto, necesitan instrumentos como la regresión múltiple para estimar el
efecto simultáneo de varias variables. La regresión múltiple como «instrumento de la-
boratorio» es muy importante para el trabajo de los directivos y de los economistas. En
este capítulo veremos muchas aplicaciones específicas en los ejemplos y los ejercicios.

Los métodos para ajustar modelos de regresión múltiple se basan en el mismo princi-
pio de los mínimos cuadrados que aprendimos en el Capítulo 12 y, por lo tanto, las
ideas presentadas en ese capítulo se extenderán directamente a la regresión múltiple.
Sin embargo, se introducen algunas complejidades debido a las relaciones entre las
distintas variables exógenas. Éstas requieren nuevas ideas que se desarrollan en este
capítulo.



EJEMPLO 13.1. Proceso de producción (especificación del modelo
de regresión)

El director de producción de Circuitos Flexibles, S.A., le ha pedido ayuda para estudiar
un proceso de producción. Los circuitos flexibles se producen con un rollo continuo de
resina flexible que lleva adherida a su superficie una fina película de material conductor
hecho de cobre. El cobre se adhiere a la resina pasando la resina por una solución de
cobre. El grosor del cobre es fundamental para que los circuitos sean de buena calidad.
Depende en parte de la temperatura de la solución de cobre, de la velocidad de la línea
de producción, de la densidad de la solución y del grosor de la resina flexible. Para con-
trolar el grosor del cobre adherido a la superficie, el director de producción necesita sa-
ber qué efecto produce cada una de estas variables. Le ha pedido ayuda para desarrollar
un modelo de regresión múltiple.

Solución

La regresión múltiple puede utilizarse para hacer estimaciones del efecto que produce
cada variable en combinación con las demás. El desarrollo del modelo comienza con un
análisis detenido del contexto del problema. El primer paso en este ejemplo sería una
extensa conversación con los ingenieros responsables del diseño del producto y de la
producción, con el fin de comprender detalladamente el proceso del que se pretende de-
sarrollar un modelo. En algunos casos, se estudiaría la literatura existente sobre el pro-
ceso. Éste debe ser comprendido y aceptado por todos los interesados antes de poder
desarrollar un modelo útil utilizando el análisis de regresión múltiple. En este ejemplo,
la variable dependiente, Y, es el grosor del cobre. Las variables independientes son la
temperatura de la solución de cobre, X1; la velocidad de la línea de producción, X2; la
densidad de la solución, X3, y el grosor de la resina flexible, X4. Los ingenieros y los
científicos que comprendían la tecnología del proceso de recubrimiento identificaron es-
tas variables como posibles predictores del grosor del cobre, Y. Basándose en el estudio
del proceso, la especificación del modelo resultante es

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4

En el modelo lineal anterior, las bñj son coeficientes lineales constantes de las Xj que
indican el efecto condicionado de cada variable independiente en la determinación de la
variable dependiente, Y, en la población. Por lo tanto, las bñj son parámetros en el modelo
de regresión lineal. A continuación, se produciría una serie de lotes para hacer mediciones
de distintas combinaciones de las variables independientes y la variable dependiente (véase
el análisis del diseño experimental en el apartado 14.2).

EJEMPLO 13.2. Localización de las tiendas (especificación del modelo)

El director de planificación de una gran cadena de comercio al por menor estaba insatis-
fecho con su experiencia en la apertura de nuevas tiendas. En los cuatro últimos años, el
25 por ciento de las nuevas tiendas no había conseguido las ventas previstas en el perio-
do de prueba de dos años y se había cerrado con cuantiosas pérdidas económicas. El
director quería desarrollar mejores criterios para elegir el emplazamiento de las tiendas
y llegó a la conclusión de que debía estudiarse la experiencia histórica de las tiendas
que habían tenido éxito y las que habían fracasado.
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Solución

Hablando con un consultor, llegó a la conclusión de que podían utilizarse los datos de
las tiendas que habían conseguido las ventas que estaban previstas y los datos de las
que no las habían conseguido para desarrollar un modelo de regresión múltiple. El con-
sultor sugirió que debía utilizarse como variable dependiente, Y, las ventas del segundo
año. Se emplearía un modelo de regresión para predecir las ventas del segundo año en
función de varias variables independientes que definen la zona que rodea a la tienda.
Sólo se abrirían tiendas en los lugares en los que las ventas predichas superaran un ni-
vel mínimo. El modelo también indicaría cómo afectan varias variables independientes
a las ventas.

Tras hablar largo y tendido con personas de la empresa, el consultor recomendó las
siguientes variables independientes:

1. X1 % tamaño de la tienda
2. X2 % volumen de tráfico de la calle en la que se encuentra la tienda
3. X3 % apertura de la tienda sola o en un centro comercial
4. X4 % existencia de una tienda rival a menos de 500 metros
5. X5 % renta per cápita de la población residente a menos de 8 kilómetros
6. X6 % número total de personas que residen a menos de 8 kilómetros
7. X7 % renta per cápita de la población que reside a menos de 15 kilómetros
8. X8 % número total de personas que residen a menos de 15 kilómetros

Se utilizó la regresión múltiple para estimar los coeficientes del modelo de predic-
ción de las ventas a partir de datos recogidos en todas las tiendas abiertas en los ocho
últimos años. En el conjunto de datos había tiendas que seguían abiertas y tiendas que
se habían cerrado. Se desarrolló un modelo que podía utilizarse para predecir las ventas
del segundo año. Este modelo contenía estimadores, bñj, de los parámetros del modelo,
bñj. Para aplicar el modelo

y4 i % b0 !

8

;
j%1

bjxji

se hicieron mediciones de las variables independientes de cada nueva localización pro-
puesta y se calcularon las ventas predichas de cada localización. Se utilizó el nivel pre-
dicho de ventas, junto con el criterio de los analistas de marketing y de un comité de
directores de tiendas de éxito, para elegir el lugar en el que se abrirían tiendas.

En la estrategia para especificar un modelo influyen los objetivos del modelo. Uno de
los objetivos es la predicción de una variable dependiente o «de resultado». Entre las apli-
caciones se encuentran la predicción de las ventas, de la producción, del consumo total, de
la inversión total y otros muchos criterios de los resultados empresariales y económicos. El
segundo objetivo es estimar el efecto marginal de cada variable independiente. Los econo-
mistas y los directivos necesitan saber cómo cambian las medidas de los resultados cuando
varían las variables independientes, Xj, donde j % 1, ..., K. Por ejemplo:

1. ¿Cómo varían las ventas como consecuencia de una subida del precio y de los gas-
tos publicitarios?

2. ¿Cómo varía la producción cuando se alteran las cantidades de trabajo y de capital?
3. ¿Disminuye la mortalidad infantil cuando se incrementan los gastos en asistencia

sanitaria y en servicios de saneamiento?
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Objetivos de la regresión

La regresión múltiple permite obtener dos importantes resultados:

1. Una ecuación lineal estimada que predice la variable dependiente, Y, en función de K
variables independientes observadas, xj, donde j % 1, ..., K.

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

donde i % 1, ..., n observaciones.
2. La variación marginal de la variable dependiente, Y, provocada por las variaciones de

las variables independientes, que se estima por medio de los coeficientes, b ñj . En la re-
gresión múltiple, estos coeficientes dependen de qué otras variables se incluyan en el
modelo. El coeficiente bj indica la variación de Y, dada una variación unitaria de xj, des-
contando al mismo tiempo el efecto simultáneo de las demás variables independientes.

En algunos problemas, ambos resultados son igual de importantes. Sin embargo, normal-
mente predomina uno de ellos (por ejemplo, la predicción de las ventas de las tiendas, Y, en el
ejemplo de la localización de las tiendas).

La variación marginal es más difícil de estimar porque las variables independientes es-
tán relacionadas no sólo con las variables dependientes sino también entre sí. Si dos varia-
bles independientes o más varían en una relación lineal directa entre sí, es difícil averiguar
el efecto que produce cada variable independiente en la variable dependiente.

Examinaremos detalladamente el modelo del ejemplo 13.2. El coeficiente de x1 —es
decir, b1— indica la variación que experimentan las ventas del segundo año por cada va-
riación unitaria del tamaño de la tienda. El coeficiente de x5 indica la variación que experi-
mentan las ventas por cada variación unitaria de la renta per cápita de la población que
reside a menos de 8 kilómetros, mientras que la de x7 indica la variación de las ventas por
cada variación de la renta per cápita de la población que reside a menos de 15 kilómetros.
Es probable, por supuesto, que las variables x5 y x7 estén correlacionadas. Por lo tanto, en
la medida en que estas variables varíen ambas al mismo tiempo, es difícil averiguar la con-
tribución de cada una de ellas a la variación de los ingresos generados por las ventas de las
tiendas. Esta correlación entre variables independientes complica el modelo. Es importante
comprender que el modelo predice los ingresos generados por las ventas de las tiendas uti-
lizando la combinación de variables que contiene el modelo. El efecto de una variable de
predicción es el efecto que produce esa variable cuando se combina con las demás. Por lo
tanto, en general, el coeficiente de una variable no indica el efecto que produce esa varia-
ble en todas las condiciones. Estas complejidades se analizarán más detenidamente cuando
se desarrolle el modelo de regresión múltiple.

Desarrollo del modelo

Cuando aplicamos la regresión múltiple, construimos un modelo para explicar la variabili-
dad de la variable dependiente. Para eso queremos incluir las influencias simultáneas e in-
dividuales de varias variables independientes. Supongamos, por ejemplo, que queremos de-
sarrollar un modelo que prediga el margen anual de beneficios de las sociedades de ahorro
y crédito inmobiliario utilizando los datos recogidos durante un periodo de años. Una espe-
cificación inicial del modelo indicaba que el margen anual de beneficios estaba relaciona-
do con los ingresos netos por dólar depositado y el número de oficinas. Se espera que el
ingreso neto aumente el margen anual de beneficios y se prevé que el número de oficinas
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reducirá el margen anual de beneficios debido al aumento de la competencia. Eso nos lle-
varía a especificar un modelo de regresión poblacional

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! e

donde

Y % margen anual de beneficios
X1 % ingresos anuales netos por dólar depositado
X2 % número de oficinas existentes ese año

Savings
and Loan

La Tabla 13.1 y el fichero de datos Savings and Loan contienen 25 observaciones
por año de estas variables. Utilizaremos estos datos para desarrollar un modelo lineal que
prediga el margen anual de beneficios en función de los ingresos por dólar depositado y
del número de oficinas (véase la referencia bibliográfica 4).

Tabla 13.1. Datos de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.

Año
Ingresos
por dólar

Número
de oficinas

Margen de
beneficios Año

Ingresos
por dólar

Número
de oficinas

Margen de
beneficios

1 3,92 7.298 0,75 14 3,78 6.672 0,84
2 3,61 6.855 0,71 15 3,82 6.890 0,79
3 3,32 6.636 0,66 16 3,97 7.115 0,7
4 3,07 6.506 0,61 17 4,07 7.327 0,68
5 3,06 6.450 0,7 18 4,25 7.546 0,72
6 3,11 6.402 0,72 19 4,41 7.931 0,55
7 3,21 6.368 0,77 20 4,49 8.097 0,63
8 3,26 6.340 0,74 21 4,70 8.468 0,56
9 3,42 6.349 0,9 22 4,58 8.717 0,41

10 3,42 6.352 0,82 23 4,69 8.991 0,51
11 3,45 6.361 0,75 24 4,71 9.179 0,47
12 3,58 6.369 0,77 25 4,78 9.318 0,32
13 3,66 6.546 0,78

Pero antes de poder estimar el modelo, es necesario desarrollar y comprender el mé-
todo de regresión múltiple. Para comenzar, examinemos el modelo general de regresión
múltiple y observemos sus diferencias con el modelo de regresión simple. El modelo de
regresión múltiple es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

donde ei es el término de error aleatorio que tiene la media 0 y la varianza p2, y las bñj

son los coeficientes o efectos marginales de las variables independientes o exógenas, xj,
donde j % 1, ..., K, dados los efectos de las demás variables independientes. Las i indi-
can las observaciones, siendo i % 1, ..., n. Utilizamos las minúsculas xji para indicar los
valores específicos de la variable Xj en la observación i. Suponemos que las ei son inde-
pendientes de las Xj y entre sí para que las estimaciones de los coeficientes y sus va-
rianzas sean correctas. En el Capítulo 14 explicamos qué ocurre cuando se abandonan
estos supuestos.
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El modelo muestral estimado es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

donde ei es el residuo o diferencia entre el valor observado de Y y el valor estimado de
Y obtenido utilizando los coeficientes estimados, bj, donde j % 1, ..., K. El método de
regresión obtiene estimaciones simultáneas, bj, de los coeficientes del modelo poblacio-
nal, bj, utilizando el método de mínimos cuadrados.

En nuestro ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario, el modelo
poblacional para los puntos de datos individuales es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

Este modelo reducido con dos variables de predicción solamente brinda la oportunidad
de comprender mejor el método de regresión. La función de regresión puede represen-
tarse gráficamente en tres dimensiones, como muestra la Figura 13.1. La función de re-
gresión se representa mediante un plano en el que los valores de Y son una función de
los valores de la variables independientes X1 y X2. Para cada par posible, x1i, x2i, el va-
lor esperado de la variable dependiente, yi, se encuentra en el plano. La Figura 13.2
ilustra específicamente el ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.
Un aumento de X1 provoca un aumento del valor esperado de Y, condicionado al efecto
de X2. Asimismo, un aumento de X2 provoca una disminución del valor esperado de Y,
condicionada al efecto de X1.

Para completar nuestro modelo, añadimos un término de error e. Este término de
error reconoce que no se cumplirá exactamente ninguna relación postulada y que es
probable que haya otras variables que también afecten al valor observado de Y. Por lo
tanto, cuando aplicamos el modelo, observamos el valor esperado de la variable depen-
diente, Y —representado por el plano en la Figura 13.2—, más un término de error alea-
torio, e, que representa la parte de Y no incluida en el valor esperado. Como consecuen-
cia, el modelo de datos tiene la forma

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

x1

x2

y

Figura 13.1. El plano es el valor esperado de Y
en función de X1 y X2.

x1

x2

y

i

yi

yi

Figura 13.2. Comparación del valor observado y el
esperado de Y en función de dos variables independientes.
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El modelo de regresión poblacional múltiple
El modelo de regresión poblacional múltiple define la relación entre una variable depen-
diente o endógena, Y, y un conjunto de variables independientes o exógenas, xj, donde j % 1,
..., K. Se supone que las xji son números fijos; Y es una variable aleatoria definida para cada
observación, i, donde i % 1, ..., n, y n es el número de observaciones. El modelo se define de
la forma siguiente:

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei (13.1)

donde las bj son coeficientes constantes y las e son variables aleatorias de 0 y varianza p2.

En el ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario, con dos variables
independientes, el modelo de regresión poblacional es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

Dados valores específicos de los ingresos netos, x1i, y el número de oficinas, x2i, el margen
de beneficios observado, yi, es la suma de dos partes: el valor esperado, b0 ! b1x1i ! b2x2i,
y el término de error aleatorio, ei. El término de error aleatorio puede concebirse como la
combinación de los efectos de otros muchos factores sin identificar que afectan a los már-
genes de beneficios. La Figura 13.2 ilustra el modelo; el plano indica el valor esperado de
varias combinaciones de las variables independientes y la ei es la desviación entre el plano
—el valor esperado— y el valor observado de Y —marcado con un punto grande— de un
punto de dato específico. En general, los valores observados de Y no se encuentran en el
plano sino por encima o por debajo de él, debido a los términos de error positivos o negati-
vos, ei.

La regresión simple, presentada en el capítulo anterior, no es más que un caso especial
de la regresión múltiple con una única variable de predicción y, por lo tanto, el plano se
reduce a una línea. Así pues, la teoría y el análisis que hemos desarrollado para la regre-
sión simple también se aplican a la regresión múltiple. Sin embargo, existen algunas inter-
pretaciones más que desarrollaremos en nuestro estudio de la regresión múltiple. Una de
ellas se ilustra en el siguiente análisis de los gráficos tridimensionales.

Gráficos tridimensionales

Tal vez sea más fácil comprender el método de regresión múltiple mediante una imagen
gráfica simplificada. Observe el rincón de la habitación en la que está sentado. Las líneas
formadas por las dos paredes y el suelo representan los ejes de dos variables independien-
tes, X1 y X2. La esquina que forman las dos paredes es el eje de la variable dependiente, Y.
Para estimar una recta de regresión, reunimos conjuntos de puntos (x1i, x2i e yi).

Representemos ahora estos puntos en su habitación utilizando las esquinas de las pare-
des y el suelo como los tres ejes. Con estos puntos suspendidos en su habitación, buscamos
un plano en el espacio que se aproxime a todos ellos. Este plano es la forma geométrica de
la ecuación de mínimos cuadrados. Con estos puntos en el espacio, ahora subimos y baja-
mos un plano y lo hacemos girar en dos direcciones: todos estos movimientos los hacemos
simultáneamente hasta que tenemos un plano que está «cerca» de todos los puntos. Recuér-
dese que en el Capítulo 12 hicimos esto con una línea recta en dos dimensiones para obte-
ner una ecuación

y4 % b0 ! b1x
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A continuación, extendemos esa idea a tres dimensiones para obtener una ecuación

y4 % b0 ! b1x1 ! b2x2

Este proceso es, por supuesto, más complicado que en el caso de la regresión simple. Pero
los problemas reales son complicados y la regresión permite analizar mejor la complejidad
de estos problemas. Queremos saber cómo varía Y cuando varía X1. Pero sabemos que en
estas variaciones influye, a su vez, la forma en que varía X2. Y si X1 y X2 siempre varían a
la vez, no podemos saber cuánto contribuye cada variable a las variaciones de Y.

Las interpretaciones geométricas de la regresión múltiple son cada vez más complejas
a medida que aumenta el número de variables independientes. Sin embargo, la analogía
con la regresión simple es extraordinariamente útil. Estimamos los coeficientes minimizan-
do la suma de los cuadrados de las desviaciones de la dimensión Y en torno a una función
lineal de las variables independientes. En la regresión simple, la función es una línea recta
en un gráfico bidimensional. Con dos variables independientes, la función es un plano en
un espacio tridimensional. Cuando consideramos más de dos variables independientes, te-
nemos varios hiperplanos complejos que son imposibles de visualizar.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.1. Dado el modelo lineal estimado

y4 % 10 ! 3x1 ! 2x2 ! 4x3

a) Calcule y4 cuando x1 % 20, x2 % 11 y x3 % 10.
b) Calcule y4 cuando x1 % 15, x2 % 14 y x3 % 20.
c) Calcule y4 cuando x1 % 35, x2 % 19 y x3 % 25.
d) Calcule y4 cuando x1 % 10, x2 % 17 y x3 % 30.

13.2. Dado el modelo lineal estimado

y4 % 10 ! 5x1 ! 4x2 ! 2x3

a) Calcule y4 cuando x1 % 20, x2 % 11 y x3 % 10.
b) Calcule y4 cuando x1 % 15, x2 % 14 y x3 % 20.
c) Calcule y4 cuando x1 % 35, x2 % 19 y x3 % 25.
d) Calcule y4 cuando x1 % 10, x2 % 17 y x3 % 30.

13.3. Dado el modelo lineal estimado

y4 % 10 ! 2x1 ! 12x2 ! 8x3

a) Calcule y4 cuando x1 % 20, x2 % 11 y x3 % 10.
b) Calcule y4 cuando x1 % 15, x2 % 24 y x3 % 20.
c) Calcule y4 cuando x1 % 20, x2 % 19 y x3 % 25.
d) Calcule y4 cuando x1 % 10, x2 % 9 y x3 % 30.

13.4. Dado el modelo lineal estimado

y4 % 10 ! 2x1 ! 12x2 ! 8x3

a) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x1 aumenta
en 4?

b) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x3 aumenta
en 1?

c) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x2 aumenta
en 2?

13.5. Dado el modelo lineal estimado

y4 % 10 . 2x1 . 14x2 ! 6x3

a) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x1 aumenta
en 4?

b) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x3 dismi-
nuye en 1?

c) ¿Cuál es la variación de y4 cuando x2 dismi-
nuye en 2?

Ejercicios aplicados

13.6. Una empresa aeronáutica quería predecir el nú-
mero de horas de trabajo necesario para acabar el
diseño de un nuevo avión. Se pensaba que las
variables explicativas relevantes eran la veloci-
dad máxima del avión, su peso y el número de
piezas que tenía en común con otros modelos
construidos por la empresa. Se tomó una muestra
de 27 aviones de la empresa y se estimó el si-
guiente modelo:

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! b3x3i ! ei

donde

yi % esfuerzo de diseño en millones de horas de
trabajo

x1i % velocidad máxima del avión, en kilómetros
por hora

x2i % peso del avión, en toneladas
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x3i % número porcentual de piezas en común con
otros modelos

Los coeficientes de regresión estimados eran

b1 % 0,661 b2 % 0,065 b3 % .0,018

Interprete estas estimaciones.

13.7. En un estudio de la influencia de las institucio-
nes financieras en los tipos de interés de los bo-
nos alemanes, se analizaron datos trimestrales de
un periodo de 12 años. El modelo postulado era

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

donde

yi % variación de los tipos de interés de los bo-
nos en el trimestre

x1i % variación de las compras de bonos por par-
te de las instituciones financieras en el tri-
mestre

x2i % variación de las ventas de bonos por parte
de las instituciones financieras en el trimestre

Los coeficientes de regresión parcial estimados
eran

b1 % 0,057 b2 % .0,065

Interprete estas estimaciones.

13.8. Se ajustó el siguiente modelo a una muestra de
30 familias para explicar el consumo de leche
por familia:

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

donde

yi % consumo de leche, en litros a la semana

x1 % renta semanal en cientos de dólares
x2 % tamaño de la familia

Las estimaciones de los parámetros de la regre-
sión por mínimos cuadrados eran

b0 % .0,025 b1 % 0,052 b2 % 1,14

a) Interprete las estimaciones b1 y b2.
b) ¿Es posible hacer una interpretación de la es-

timación b0 que tenga sentido?

13.9. Se ajustó el siguiente modelo a una muestra de
25 estudiantes utilizando datos obtenidos al final
de su primer año de universidad. El objetivo era
explicar el aumento de peso de los estudiantes.

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! b3x3iei

donde

yi % aumento de peso en kilos durante el primer
año

x1i % número medio de comidas a la semana
x2i % número medio de horas de ejercicio a la se-

mana
x3i % número medio de cervezas consumidas a la

semana

Las estimaciones de los parámetros de la regre-
sión por mínimos cuadrados eran

b0 % 7,35 b1 % 0,653
b2 % .1,345 b3 % 0,613

a) Interprete las estimaciones b1, b2 y b3.
b) ¿Es posible hacer una interpretación de la es-

timación b0 que tenga sentido?

13.2. Estimación de coeficientes

Los coeficientes de regresión múltiple se calculan utilizando estimadores obtenidos me-
diante el método de mínimos cuadrados. Este método de mínimos cuadrados es similar al
que presentamos en el Capítulo 12 para la regresión simple. Sin embargo, los estimadores
son complicados debido a las relaciones entre las variables independientes Xj que ocurren
simultáneamente con las relaciones entre las variables independientes y la variable depen-
diente. Por ejemplo, si dos variables independientes aumentan o disminuyen al mismo
tiempo —correlación positiva o negativa— mientras que al mismo tiempo la variable de-
pendiente aumenta o disminuye, no podemos saber qué variable independiente está relacio-
nada realmente con la variación de la variable dependiente. Como consecuencia, observa-
mos que los coeficientes de regresión estimados son menos fiables si hay estrechas
correlaciones entre dos variables independientes o más. Las estimaciones de los coeficien-
tes y sus varianzas siempre se obtienen por computador. Sin embargo, dedicaremos bastan-
tes esfuerzos a estudiar el álgebra y las formas de calcular la regresión por mínimos cua-
drados. Estos esfuerzos permitirán comprender el método y averiguar cómo influyen las
diferentes pautas de los datos en los resultados. Comenzamos con los supuestos habituales
del modelo de regresión múltiple.
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Supuestos habituales de la regresión múltiple

El modelo de regresión poblacional múltiple es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

y suponemos que se dispone de n conjuntos de observaciones. Se postulan los siguientes su-
puestos habituales para el modelo.

1. Las xji son o bien números fijos, o bien realizaciones de variables aleatorias, Xj, que son
independientes de los términos de error, ei. En el segundo caso, la inferencia se realiza
condicionada a los valores observados de las xji.

2. El valor esperado de la variable aleatoria Y es una función lineal de las variables inde-
pendientes Xj.

3. Los términos de error son variables aleatorias cuya media es 0 y que tienen la misma
varianza, p2. Este último supuesto se denomina homocedasticidad o varianza uniforme.

E[ei] % 0 y E[e2
i ] % p2 para (i % 1, ..., n)

4. Los términos de error aleatorios, ei, no están correlacionados entre sí, por lo que

E[eiej] % 0 para todo i % j

5. No es posible hallar un conjunto de números que no sean iguales a cero, c0, c1, ..., cK,
tal que

c0 ! c1x1i ! c2x2i ! ñ ! cKxKi % 0

Ésta es la propiedad de la ausencia de relación lineal entre las Xj.

Los cuatro primeros supuestos son esencialmente iguales que los que postulamos en el
caso de la regresión simple. Sin embargo, el supuesto 5 excluye algunos casos en los que
existen relaciones lineales entre las variables de predicción. Supongamos, por ejemplo, que
tenemos interés en explicar la variabilidad de las tarifas que se cobran por el envío de
maíz. Una variable explicativa evidente sería la distancia a la que se envía el maíz. La dis-
tancia podría medirse en diferentes unidades como millas o kilómetros. Pero no tendría
sentido utilizar como variables de predicción tanto la distancia en millas como la distancia
en kilómetros. Estas dos medidas son funciones lineales una de la otra y no satisfarían el
supuesto 5. Además, sería una tontería tratar de evaluar sus efectos independientes. Como
veremos, las ecuaciones para calcular las estimaciones de los coeficientes y los programas
informáticos no funcionan si no se satisface el supuesto 5. En la mayoría de los casos, la
especificación adecuada del modelo evitará que se viole ese supuesto.

Método de mínimos cuadrados

El método de mínimos cuadrados para la regresión múltiple calcula los coeficientes esti-
mados para minimizar la suma de los cuadrados de los residuos. Recuérdese que el resi-
duo es

ei % yi . y4 i
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donde yi es el valor observado de Y e y4 i es el valor de Y predicho a partir de la regresión.
En términos formales, minimizamos SCE:

SCE %

n

;
i%1

e2
i

%

n

;
i%1

(yi . y4 i)
2

%

n

;
i%1

(yi . (b0 ! b1x1i ! ñ ! bKxKi))
2

Esta minimización consiste en hallar el plano que mejor represente un conjunto de pun-
tos en el espacio, como hemos visto en nuestro análisis de los gráficos tridimensionales.
Para realizar el proceso formalmente, utilizamos derivadas parciales para desarrollar un
conjunto de ecuaciones normales simultáneas que se resuelve para obtener los estimado-
res de los coeficientes. Para los que tengan buenos conocimientos de matemáticas, en el
apéndice del capítulo presentamos algunos de los detalles del proceso. Sin embargo, se
pueden extraer importantes conclusiones dándose cuenta de que queremos encontrar la
ecuación que mejor represente los datos observados. Afortunadamente, en las aplicacio-
nes estudiadas en este libro, los complejos cálculos siempre se realizan utilizando un pa-
quete estadístico como Minitab, SAS o SPSS. Nuestro objetivo es comprender cómo se
interpretan los resultados de las regresiones y utilizarlos para resolver problemas. Lo ha-
remos examinando algunos de los resultados algebraicos intermedios para ayudar a com-
prender los efectos que producen distintas pautas de datos en los estimadores de los coe-
ficientes.

Estimación por mínimos cuadrados y regresión muestral múltiple
Comenzamos con una muestra de n observaciones (x1i, x2i, ..., xKi, yi, donde i % 1, ..., n) me-
didas para un proceso cuyo modelo de regresión poblacional múltiple es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

Las estimaciones por mínimos cuadrados de los coeficientes b1, b2, ..., bK son los valores
b0, b1, ..., bK para los que la suma de los cuadrados de las desviaciones

SCE %

n

;
i%1

(yi . b0 . b1x1i . b2x2i . ñ . bKxKi)
2 (13.2)

es la menor posible.
La ecuación resultante

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi (13.3)

es la regresión muestral múltiple de Y con respecto a X1, X2, ..., XK.

Consideremos de nuevo el modelo de regresión con dos variables de predicción sola-
mente.

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i
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Los estimadores de los coeficientes pueden resolverse utilizando las formas siguientes:

b1 %
sy(rx1y . rx1x2

rx2y)

sx1
(1 . r2

x1x2
)

(13.4)

b2 %
sy(rx2y . rx1x2

rx1y)

sx2
(1 . r2

x1x2
)

(13.5)

b0 % y6 . b1x61 . b2x62 (13.6)

donde

rx1y % correlación muestral entre X1 y Y
rx2y % correlación muestral entre X2 e Y
rx1x2

% correlación muestral entre X1 y X2

sx1
% desviación típica muestral de X1

sx2
% desviación típica muestral de X2

sy % desviación típica muestral de Y

En las ecuaciones de los estimadores de los coeficientes, vemos que la estimación del
coeficiente de la pendiente, b1, no sólo depende de la correlación entre Y y X1 sino que
también la afecta la correlación entre X1 y X2 y la correlación entre X2 e Y. Si la correla-
ción entre X1 y X2 es igual a 0, los estimadores de los coeficientes, b1 y b2, serán iguales
que los estimadores de los coeficientes que se obtendrían en las regresiones simples corres-
pondientes: debemos señalar que esto raras veces ocurre en el análisis empresarial y eco-
nómico. Y a la inversa, si la correlación entre las variables independientes es igual a 1, los
estimadores de los coeficientes serán indefinidos, pero eso se deberá únicamente a que la
especificación del modelo es incorrecta y violará el supuesto 5 de la regresión múltiple. Si
las variables independientes están correlacionadas perfectamente, ambas experimentan va-
riaciones relativas simultáneas. Vemos que en ese caso no es posible saber qué variable
predice la variación de Y. En el ejemplo 13.3 vemos el efecto de las correlaciones entre las
variables independientes examinando el problema de las asociaciones de ahorro y crédito
inmobiliario, cuyos datos se muestran en la Tabla 13.1.

EJEMPLO 13.3. Márgenes de beneficios de las asociaciones de ahorro
y crédito inmobiliario (estimación de los coeficientes
de regresión)

El presidente de la confederación de asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario le ha
pedido que identifique las variables que afectan al margen porcentual de beneficios.

Solución

En primer lugar, desarrollamos una especificación del modelo de regresión múltiple que
predice los beneficios como una función lineal del porcentaje de ingresos netos por dó-
lar depositado y el número de oficinas. Utilizando los datos de la Tabla 13.1 que se en-
cuentran en el fichero de datos Savings and Loan, hemos estimado un modelo de re-
gresión múltiple, que se observa en las salidas Minitab y Excel de la Figura 13.3.

Savings
and Loan

Los coeficientes estimados se identifican en la salida de los programas informáticos.
Vemos que cada aumento unitario de los ingresos, X1, provoca un aumento de los bene-
ficios porcentuales de 0,237 —si la otra variable no varía— y un aumento unitario del
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Regression Analysis: Y profit versus X1 revenue, X2 offices

The regression equation is
Y profit = 1.56 + 0.237 X1 revenue - 0.000249 X2 offices

Predictor
Constant
X1 revenue
X2 offices

Coef
1.56450
0.23720

-0.00024908

SE Coef
0.07940
0.05556

0.00003205

T
19.70
4.27
-7.77

P
0.000
0.000
0.000

S = 0.0533022 R-Sq = 86.5% R-Sq(adj) = 85.3%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2

22
24

SS
0.40151
0.06250
0.46402

MS
0.20076
0.00284

F
70.66

P
0.000

Coeficientes
de regresión
b0, b1, b2

Coeficientes de regresión
b0, b1, b2

RESUMEN

Coeficiente 
de correlación múltiple
Coeficiente 
de determinación R
R ajustado
Error típico
Observaciones

ANÁLISIS DE VARIANZA

Regresión
Residuos
Total

Intercepción
X1 ingresos
X2 número de oficinas

0,930212915

0,865296068
0,853050256
0,053302217

25

Grados 
de libertad

Suma 
de cuadrados

Promedio 
de los cuadrados F Valor crítico 

de F

Coeficientes Error típico Estadístico t Probabilidad Inferior 95% Superior 95%

2
22

24

1,564496771
0,237197475

–0,000249079

0,079395981
0,055559366
3,20485E-05

19,70498685
4,269261695

–7,771949195

1,81733E-15
0,000312567
9,50879E-08

1,399839407
0,121974278

–0,000315544

1,72915414
0,35242067

–0,00018261

0,40151122
0,06250478

0,20075561 70,66057082 2,64962E-10
0,002841126

0,464016

Estadísticos de la regresión

Figura 13.3. Ecuación de regresión de los beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario:
(a) salida Minitab; (b) salida Excel.

número de oficinas reduce los beneficios en 0,000249. Consideremos ahora los dos mo-
delos de regresión simple de las Figuras 13.4 y 13.5, en los que hacemos una regresión
de Y con respecto a cada variable independiente por separado. Consideremos primero la
regresión de Y con respecto a los ingresos, X1, de la Figura 13.4. En esta regresión sim-
ple, el coeficiente de X1 es .0,169, que es claramente diferente de !0,237 de la regre-
sión múltiple. Más abajo, vemos que la correlación entre X1 y X2 es 0,941. Esta gran
correlación produce un gran efecto en el coeficiente de X1 en la ecuación de regresión
múltiple.

Consideremos a continuación la regresión de Y con respecto a X2 solamente de la
Figura 13.5. En esta regresión simple, el coeficiente de la pendiente del número de ofi-
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Regression Analysis: Y profit versus X1 revenue

The regression equation is
Y profit = 1.33 — 0.169 X1 revenue

Predictor
Constant
X1 revenue

Coef
1.3262

-0.16913

SE Coef
0.1386
0.03559

T
9.57
-4.75

P
0.000
0.000

S = 0.100891 R-Sq = 49.5% R-Sq(adj) = 47.4%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
1

23
24

SS
0.22990
0.23412
0.46402

MS
0.22990
0.01018

F
22.59

P
0.000

Coeficiente
de regresión b1

Figura 13.4. Regresión de los beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario
con respecto a los ingresos.

Regression Analysis: Y profit versus X2 revenue

The regression equation is
Y profit = 1.55 — 0.000120 X2 offices

Predictor
Constant
X2 offices

Coef
1.5460

-0.00012033

SE Coef
0.1048

0.00001434

T
14.75
-8.39

P
0.000
0.000

S = 0.0704917 R-Sq = 75.4% R-Sq(adj) = 74.3%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
1

23
24

SS
0.34973
0.11429
0.46402

MS
0.34973
0.00497

F
70.38

P
0.000

Coeficiente
de regresión b2

Figura 13.5. Regresión de los beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario
con respecto al número de oficinas.

cinas, X2, es .0,000120, mientras que en la regresión múltiple es .0,000249. Este
cambio de los coeficientes, aunque no es tan grande como en el caso del coeficiente de
X1, también se debe a la estrecha correlación entre las variables independientes.

Las correlaciones entre las tres variables son

Y Beneficios X1 Ingresos

X1 Ingresos .0,704
X2 Oficinas .0,868 0,941

Vemos que la correlación entre X1 y X2 es 0,941. Por lo tanto, las dos variables tienden
a variar a la vez y no es sorprendente que los coeficientes de la regresión múltiple sean
diferentes de los coeficientes de la regresión simple. Debemos señalar que los coeficientes
de la regresión múltiple son coeficientes condicionados; es decir, el coeficiente estimado
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b1 depende de las demás variables incluidas en el modelo. Eso siempre es así en la regre-
sión múltiple, a menos que dos variables independientes tengan una correlación muestral
de cero, algo que es muy improbable.

Estas relaciones también pueden estudiarse utilizando un «gráfico matricial» de Mini-
tab, como el que muestra la Figura 13.6. No existen gráficos de este tipo en Excel. Obsér-
vese que la relación simple entre Y y X2 es claramente lineal, mientras que la relación sim-
ple entre Y y X1 es algo curvilínea. Esta relación no lineal entre X1 e Y explica en parte por
qué el coeficiente de X1 de la regresión simple es tan distinto del de la regresión múltiple.
Vemos en este ejemplo que las correlaciones entre variables independientes pueden influir
considerablemente en los coeficientes estimados. Por lo tanto, si es posible elegir, deben
evitarse las variables independientes muy correlacionadas. Pero en muchos casos no es po-
sible elegir. Las estimaciones de los coeficientes de regresión siempre dependen de las de-
más variables de predicción del modelo. En este ejemplo, los beneficios aumentan en fun-
ción de los ingresos porcentuales por dólar depositado. Sin embargo, el aumento
simultáneo del número de oficinas —que redujo los beneficios— ocultaría el aumento de
los beneficios si se utilizara un análisis de regresión simple. Por lo tanto, es muy importan-
te especificar correctamente el modelo, es decir, la elección de las variables de predicción.
Para especificar el modelo es necesario comprender el contexto del problema y la teoría.

Instrucciones de Minitab

Matrix Plot of X1 revenue, X2 offices, Y profit

1. Pulsar Graph
2. Seleccionar Matrix plot
3. Seleccionar Simple
4. Seleccionar Matrix options
5. Seleccionar Lower Left

Figura 13.6. Gráficos matriciales de las variables de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

13.10. Calcule los coeficientes b1 y b2 del modelo de
regresión

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i

dados los siguientes estadísticos sintéticos:

a) rx1y % 0,60; rx2y % 0,70; rx1x2
% 0,50;

sx1
% 200; sx2

% 100; sy % 400
b) rx1y % .0,60; rx2y % 0,70; rx1x2

% .0,50;
sx1

% 200; sx2
% 100; sy % 400

c) rx1y % 0,40; rx2y % 0,450; rx1x2
% 0,80;

sx1
% 200; sx2

% 100; sy % 400
d) rx1y % 0,60; rx2y % .0,50; rx1x2

% .0,60;
sx1

% 200; sx2
% 100; sy % 400
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Ejercicios aplicados

13.11. Considere las ecuaciones de regresión lineal es-
timadas

Y % a0 ! a1X1

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2

a) Muestre detalladamente los estimadores de
los coeficientes de a1 y b1 cuando la correla-
ción entre X1 y X2 es igual a 0.

b) Muestre detalladamente los estimadores de
los coeficientes de a1 y b1 cuando la correla-
ción entre X1 y X2 es igual a 1.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

13.12. Amalgamated Power Inc. le ha pedido que
estime una ecuación de regresión para averiguar
cómo afectan algunas variables de predicción a
la demanda de ventas de electricidad. Realiza
una serie de estimaciones de regresión y analiza
sus resultados utilizando los datos trimestrales
de las ventas de electricidad de los 17 últimos
años que se encuentran en el fichero de datos
Power Demand.

a) Estime una ecuación de regresión utilizando
las ventas de electricidad como variable de-
pendiente y el número de clientes y el precio
como variables de predicción. Interprete los
coeficientes.

b) Estime una ecuación de regresión (ventas de
electricidad) utilizando solamente el número
de clientes como variable de predicción.
Interprete el coeficiente y compare el resul-
tado con el del apartado (a).

c) Estime una ecuación de regresión (ventas de
electricidad) utilizando el precio y los gra-
dos-días como variables de predicción.
Interprete los coeficientes. Compare el coe-
ficiente del precio con el que ha obtenido en
el apartado (a).

d) Estime una ecuación de regresión (ventas de
electricidad) utilizando la renta y los grados-
días como variables de predicción. Interprete
los coeficientes.

13.13. Transportation Research Inc. le ha pedido
que formule algunas ecuaciones de regresión
múltiple para estimar el efecto de algunas varia-
bles en el ahorro de combustible. Los datos pa-
ra este estudio se encuentran en el fichero de
datos Motors y la variable dependiente son las
millas por galón —milpgal— conforme a la
certificación del Departamento de Transporte.

a) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce la potencia de los vehículos — horsepo-
wer— y el peso de los vehículos —weight—
como variables independientes. Interprete
los coeficientes.

b) Formule una segunda ecuación de regresión
que añada el número de cilindros —cylin-
der— como variable independiente a la
ecuación del apartado (a). Interprete los coe-
ficientes.

c) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce el número de cilindros y el peso del ve-
hículo como variables independientes. Inter-
prete los coeficientes y compare los resulta-
dos con los de los apartados (a) y (b).

d) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce la potencia de los vehículos, el peso de
los vehículos y el precio como variables de
predicción. Interprete los coeficientes.

e) Escriba un breve informe que resuma sus re-
sultados.

13.14. Transportation Research Inc. le ha pedido
que formule algunas ecuaciones de regresión
múltiple para estimar el efecto de algunas varia-
bles en la potencia de los vehículos. Los datos
para este estudio se encuentran en el fichero de
datos Motors y la variable dependiente es la
potencia —horsepower— conforme a la certifi-
cación del Departamento de Transporte.

a) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce el peso de los vehículos —weight— y las
pulgadas cúbicas de desplazamiento de los
cilindros —displacement— como variables
de predicción. Interprete los coeficientes.

b) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce el peso de los vehículos, el desplazamien-
to de los cilindros y el número de cilindros
—cylinder— como variables de predicción.
Interprete los coeficientes y compare los re-
sultados con los del apartado (a).

c) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce el peso de los vehículos, el desplazamien-
to de los cilindros y las millas por galón
—milpgal— como variables de predicción.
Interprete los coeficientes y compare los re-
sultados con los del apartado (a).

d) Formule una ecuación de regresión que utili-
ce el peso de los vehículos, el desplazamien-
to de los cilindros, las millas por galón y el
precio como variables de predicción. Inter-
prete los coeficientes y compare los resulta-
dos con los del apartado (c).

e) Escriba un breve informe que presente los
resultados de su análisis de este problema.
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13.3. Poder explicativo de una ecuación de regresión múltiple

La regresión múltiple utiliza variables independientes para explicar la conducta de la varia-
ble dependiente. Observamos que la variabilidad de la variable dependiente puede expli-
carse en parte mediante la función lineal de las variables independientes. En este apartado
desarrollamos una medida de la proporción de la variabilidad de la variable dependiente
que puede explicarse por medio del modelo de regresión múltiple.

El modelo de regresión estimado a partir de la muestra es

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

También podríamos expresarlo de la siguiente manera:

yi % y4 i ! ei

donde

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

es el valor predicho de la variable dependiente y el residuo, ei, es la diferencia entre el
valor observado y el predicho. La Tabla 13.2 contiene en las tres primeras columnas estas
cantidades correspondientes al ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.

Tabla 13.2. Valores efectivos, valores predichos y residuos en la regresión
de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.

yI y4 i ei % yi . y4 i yi . y6 y4 i . y6

0,75 0,677 0,073 0,076 0,003
0,71 0,713 .0,003 0,036 0,039
0,66 0,699 .0,039 .0,014 0,025
0,61 0,672 .0,062 .0,064 .0,002
0,7 0,684 0,016 0,026 0,010
0,72 0,708 0,012 0,046 0,034
0,77 0,740 0,030 0,096 0,066
0,74 0,759 .0,019 0,066 0,085
0,9 0,794 0,106 0,226 0,120
0,82 0,794 0,026 0,146 0,120
0,75 0,798 .0,048 0,076 0,124
0,77 0,827 .0,057 0,096 0,153
0,78 0,802 .0,022 0,106 0,128
0,84 0,799 0,041 0,166 0,125
0,79 0,754 0,036 0,116 0,080
0,7 0,734 .0,034 0,026 0,060
0,68 0,705 .0,025 0,006 0,031
0,72 0,693 0,027 0,046 0,019
0,55 0,635 .0,085 .0,124 .0,039
0,63 0,613 0,017 .0,044 .0,061
0,56 0,570 .0,010 .0,114 .0,104
0,41 0,480 .0,070 .0,264 .0,194
0,51 0,437 0,073 .0,164 .0,237
0,47 0,395 0,075 .0,204 .0,279
0,32 0,377 .0,057 .0,354 .0,297

Suma de los cuadrados: 0,0625 (SCE) 0,4640 (STC) 0,4015 (SCR)
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Restando la media muestral de la variable dependiente de ambos miembros, tenemos
que

(yi . y6) % (y4 i . y6) ! ei

% (y4 i . y6) ! (yi . y4 i)

que puede expresarse de la siguiente manera:

Desviación observada
con respecto a la media muestral %

desviación predicha con
respecto a la media muestral ! residuo

A continuación, elevando al cuadrado los dos miembros y sumando con respecto al índice,
i, tenemos que

n

;
i%1

(yi . y6)2 %

n

;
i%1

(y4 1 . y6)2 ! (yi . y4 1)
2

%

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 !

n

;
i%1

e2
i

que es la descomposición de la suma de los cuadrados presentada en el Capítulo 12.

STC % SCR ! SCE

Suma total de los cuadrados %
suma de los cuadrados
de la regresión !

suma de los cuadrados
de los errores

Esta descomposición simplificada se debe a que y e y4 son independientes y, por lo tanto,

; (y4 i . y6)(yi . y4 i) % 0

Descomposición de la suma de los cuadrados
y coeficiente de determinación
Comenzamos con el modelo de regresión múltiple ajustado mediante mínimos cuadrados

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei % y4 i ! ei

donde las bj son las estimaciones por mínimos cuadrados de los coeficientes del modelo de
regresión poblacional y las e son los residuos del modelo de regresión estimado.

La variabilidad del modelo puede dividirse en los componentes

STC % SCR ! SCE (13.7)

donde estos componentes se definen de la forma siguiente.
Suma total de los cuadrados:

STC%

n

;
i%1

(yi . y6)2 (13.8)

%

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 !

n

;
i%1

(yi . y4 i)
2 (13.9)
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Suma de los cuadrados de los errores:

SCE %

n

;
i%1

(yi . y4 i)
2
%

n

;
i%1

e2
i (13.10)

Suma de los cuadrados de la regresión:

SCR %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2 (13.11)

Esta descomposición puede interpretarse de la forma siguiente:

Variabilidad muestral total % variabilidad explicada! variabilidad no explicada

El coeficiente de determinación, R2, de la regresión ajustada es la proporción de la variabilidad
muestral total explicada por la regresión

R2
%

SCR

STC
% 1 .

SCE

STC
(13.12)

y se deduce que

0 m R2
m 1

La suma de los cuadrados de los errores también se utiliza para calcular la estimación
de la varianza de los errores del modelo poblacional, como muestra la ecuación 13.13. Al
igual que ocurre en la regresión simple, la varianza de los errores poblacionales se utiliza
para la inferencia estadística de la regresión múltiple.

Estimación de la varianza de los errores
Dado el modelo de regresión poblacional múltiple

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

y los supuestos habituales de la regresión, sea p2 la varianza común del término de error, ei.
Entonces, una estimación insesgada de esa varianza es

s2
e %

n

;
i%1

e2
i

n . K . 1
%

SCE

n . K . 1
(13.13)

donde K es el número de variables independientes en el modelo de regresión. La raíz cuadra-
da de la varianza, se, también se llama error típico de la estimación.

Llegados a este punto, también podemos calcular el cuadrado medio de la regresión de
la forma siguiente:

CMR %
SCR

K

Utilizamos el CMR como medida de la variabilidad explicada ajustada para tener en cuenta
el número de variables independientes.
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La media muestral de la variable dependiente de los beneficios de las asociaciones de
ahorro y crédito inmobiliario es y6 % 0,674, y hemos utilizado este valor para calcular las
dos últimas columnas de la Tabla 13.2. Utilizando los datos de esta tabla y los componen-
tes, podemos demostrar que

SCE % 0,0625 STC % 0,4640 R2
% 0,87

En estos resultados, vemos que en esta muestra el 87 por ciento de la variabilidad de los
beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario es explicado por las relacio-
nes lineales con los ingresos netos y el número de oficinas. Obsérvese que también podría-
mos calcular la suma de los cuadrados de la regresión a partir de la identidad

SCR % STC . SCE % 0,4640 . 0,0625 % 0,4015

También podemos calcular una estimación de la varianza de los errores p2 utilizando la
ecuación 13.13:

s2
e %

n

;
i%1

e2
i

n . K . 1
%

SCE

n . K . 1
%

0,0625

25 . 2 . 1
% 0,0284

La Figura 13.7 presenta la salida Minitab y Excel del análisis de regresión correspondiente
al problema de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario e indica las distintas su-
mas de los cuadrados calculadas. Los paquetes estadísticos calculan habitualmente estas
cantidades; incluimos los detalles de la Tabla 13.2 únicamente para indicar cómo se calcu-
lan las sumas de los cuadrados. A partir de ahora, suponemos que las sumas de los cuadra-
dos se calculan mediante un paquete estadístico.

Los componentes de la variabilidad tienen sus correspondientes grados de libertad. La
cantidad STC tiene n . 1 grados de libertad porque se necesita la media de Y para calcu-
larla. El componente SCR tiene K grados de libertad porque los coeficientes K se necesitan
para calcularla. Por último, el componente SCE tiene n . K . 1 grados de libertad porque
se necesitan los K coeficientes y la media para calcularla. Obsérvese que en la Figura 13.7
se incluyen los grados de libertad (DF) correspondientes a cada componente.

Utilizamos el coeficiente de determinación, R2, habitualmente como estadístico des-
criptivo para describir la fuerza de la relación lineal entre las variables independientes X y
la variable dependiente, Y. Es importante hacer hincapié en que R2 sólo puede utilizarse
para comparar modelos de regresión que tienen el mismo conjunto de observaciones mues-
trales de yi, siendo i % 1, ..., n. Este resultado se observa en la forma de la ecuación

R2
% 1 .

SCE

STC

Vemos, pues, que el valor de R2 puede ser alto bien porque SCE es pequeña —lo que indi-
ca que los puntos observados están cerca de los puntos predichos—, bien porque STC es
grande. Hemos visto que SCE y s2

e indican la cercanía de los puntos observados a los pun-
tos predichos. Cuando dos o más ecuaciones de regresión tienen la misma STC, R2 es una
medida comparable de la bondad del ajuste de las ecuaciones.

La utilización de R2 como medida global de la calidad de una ecuación ajustada puede
plantear un problema. Cuando se añaden variables independientes a un modelo de regre-
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Figura 13.7. Salida Minitab (a) y salida Excel (b) del análisis de regresión correspondiente
al problema de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario.
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sión múltiple —en casi todas las situaciones aplicadas—, la suma explicada de los cuadra-
dos, SCR, aumenta aunque la variable independiente adicional no sea una variable de pre-
dicción importante. Por lo tanto, podríamos encontrarnos con que R2 ha aumentado espu-
riamente después de que se ha añadido una o más variables de predicción poco importantes
al modelo de regresión múltiple. En ese caso, el aumento del valor de R2 sería engañoso.
Para evitar este problema, el coeficiente de determinación ajustado puede calcularse como
muestra la ecuación 13.14.

Coeficiente de determinación ajustado

El coeficiente de determinación ajustado, R1 2, se define de la forma siguiente:

R1 2 % 1 .

SCE/(n. K . 1)

STC/(n. 1)
(13.14)

Utilizamos esta medida para tener en cuenta el hecho de que las variables independientes irre-
levantes provocan una pequeña reducción de la suma de los cuadrados de los errores. Por lo
tanto, el R1 2 ajustado permite comparar mejor los modelos de regresión múltiple que tienen dife-
rentes números de variables independientes.

Volviendo a nuestro ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario, ve-
mos que

n % 25 K % 2 SCE % 0,0625 STC % 0,4640

y, por lo tanto, el coeficiente ajustado de determinación es

R1 2 % 1 .

0,0625/22

0,4640/24
% 0,853

En este ejemplo, la diferencia entre R2 y R1 2 no es muy grande. Sin embargo, si el modelo
de regresión hubiera contenido algunas variables independientes que no fueran importantes
predictores condicionados, la diferencia sería grande. Otra medida de la relación en la re-
gresión múltiple es el coeficiente de correlación múltiple.

Coeficiente de correlación múltiple

El coeficiente de correlación múltiple es la correlación entre el valor predicho y el valor ob-
servado de la variable dependiente

R % r(y4 , y) % ∂R2 (13.15)

y es igual a la raíz cuadrada del coeficiente múltiple de determinación. Utilizamos R como otra
medida de la fuerza de la relación entre la variable dependiente y las variables independientes.
Por lo tanto, es comparable a la correlación entre Y y X en la regresión simple.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.15. Un análisis de regresión ha producido la si-

guiente tabla del análisis de la varianza:
Analysis of Variance

Source DF SS MS
Regression 3 4500
Residual Error 26 500

a) Calcule se y s2
e.

b) Calcule STC.
c) Calcule R2 y el coeficiente ajustado de de-

terminación.

13.16. Un análisis de regresión ha producido la si-
guiente tabla del análisis de la varianza:
Analysis of Variance

Source DF SS MS
Regression 2 7000
Residual Error 29 2500

a) Calcule se y s2
e.

b) Calcule STC.
c) Calcule R2 y el coeficiente ajustado de de-

terminación.

13.17. Un análisis de regresión ha producido la si-
guiente tabla del análisis de la varianza:
Analysis of Variance

Source DF SS MS
Regression 4 40000
Residual Error 45 10000

a) Calcule se y s2
e.

b) Calcule STC.
c) Calcule R2 y el coeficiente ajustado de de-

terminación.

13.18. Un análisis de regresión ha producido la si-
guiente tabla del análisis de la varianza:
Analysis of Variance

Source DF SS MS
Regression 5 80000
Residual Error 200 15000

a) Calcule se y s2
e.

b) Calcule STC.
c) Calcule R2 y el coeficiente ajustado de de-

terminación.

Ejercicios aplicados

13.19. En el estudio del ejercicio 13.6, en el que las
estimaciones por mínimos cuadrados se basaban
en 27 conjuntos de observaciones muestrales, la

suma total de los cuadrados y la suma de los
cuadrados de la regresión eran

STC % 3,881 y SCR % 3,549

a) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

b) Halle la suma de los cuadrados de los erro-
res.

c) Halle el coeficiente ajustado de determina-
ción.

d) Halle e interprete el coeficiente de correla-
ción múltiple.

13.20. En el estudio del ejercicio 13.8, en el que las
estimaciones por mínimos cuadrados se basaban
en 30 conjuntos de observaciones muestrales, la
suma total de los cuadrados y la suma de los
cuadrados de la regresión eran

STC% 162,1 y SCR % 88,2

a) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

b) Halle el coeficiente de determinación ajustado.
c) Halle e interprete el coeficiente de correla-

ción múltiple.

13.21. En el estudio del ejercicio 13.9, se utilizaron 25
observaciones para calcular las estimaciones
por mínimos cuadrados. La suma de los cuadra-
dos de la regresión y la suma de los cuadrados
de los errores eran

SCR % 79,2 y SCE % 45,9

a) Halle e interprete el coeficiente de determi-
nación.

b) Halle el coeficiente de determinación ajustado.
c) Halle e interprete el coeficiente de correla-

ción múltiple.

13.22. Vuelva a los datos de las asociaciones de ahorro
y crédito inmobiliario de la Tabla 13.1.

a) Estime por mínimos cuadrados la regresión
del margen de beneficios con respecto al nú-
mero de oficinas.

b) Estime por mínimos cuadrados la regresión
de los ingresos netos con respecto al número
de oficinas.

c) Estime por mínimos cuadrados la regresión
del margen de beneficios con respecto a los
ingresos netos.

d) Estime por mínimos cuadrados la regresión
del número de oficinas con respecto a los in-
gresos netos.
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13.4. Intervalos de confianza y contrastes de hipótesis
de coeficientes de regresión individuales

En el apartado 13.2 hemos desarrollado y analizado los estimadores puntuales de los pará-
metros del modelo de regresión múltiple

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

A continuación, desarrollamos intervalos de confianza y contrastes de hipótesis de los coe-
ficientes de regresión estimados. Estos intervalos de confianza y contrastes de hipótesis de-
penden de la varianza de los coeficientes y de la distribución de probabilidad de los coefi-
cientes. En el apartado 12.5 mostramos que el coeficiente de regresión simple es una
función lineal de la variable dependiente, Y. Los coeficientes de regresión múltiple, bj,
también son funciones lineales de la variable dependiente, Y, pero el álgebra es algo más
compleja y no se presentará aquí. En la ecuación de regresión múltiple anterior, vemos que
la variable dependiente, Y, es una función lineal de las variables X más el error aleatorio e.
Para un conjunto dado de variables X, la función

b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

es en realidad una constante. También vimos en los Capítulos 5 y 6 que sumando una
constante a una variable aleatoria e se obtiene la variable aleatoria Y que tiene la misma
distribución de probabilidad y la misma varianza que la variable aleatoria original e. Como
consecuencia, la variable dependiente, Y, sigue la misma distribución normal y tiene la
misma varianza que el término de error, e. Se deduce, pues, que los coeficientes de regre-
sión, bj —que son funciones lineales de Y—, también siguen una distribución normal y su
varianza puede obtenerse utilizando la relación lineal entre los coeficientes de regresión y
la variable dependiente. Este cálculo se realizaría siguiendo los mismos pasos que en el
caso de la regresión simple del apartado 12.5, pero el álgebra es más compleja.

Basándonos en la relación lineal entre los coeficientes e Y, sabemos que las estimacio-
nes de los coeficientes siguen una distribución normal si el error del modelo, e, sigue una
distribución normal. Como consecuencia del teorema del límite central, generalmente ob-
servamos que las estimaciones de los coeficientes siguen aproximadamente una distribu-
ción normal, aunque e no la siga. Por lo tanto, los contrastes de hipótesis y los intervalos
de confianza que desarrollamos no son afectados seriamente por las desviaciones con res-
pecto a la normalidad en la distribución de los términos de error.

Podemos considerar que el término de error, e, del modelo de regresión poblacional in-
cluye las influencias conjuntas en la variable dependiente de multitud de factores no in-
cluidos en la lista de variables independientes. Estos factores pueden no tener por separado
una gran influencia, pero su efecto conjunto puede ser importante. El hecho de que el tér-
mino de error esté formado por un gran número de componentes cuyos efectos son aleato-
rios es un argumento intuitivo para suponer que los errores de los coeficientes también si-
guen una distribución normal.

Como hemos visto antes, los estimadores de los coeficientes, bj, son funciones lineales
de Y, y el valor predicho de Y es una función lineal de los estimadores de los coeficientes
de regresión. El computador realiza los cálculos resultantes de las complejas relaciones.
Sin embargo, estas relaciones a veces pueden plantear problemas de interpretación, por lo
que dedicamos algún tiempo a explicar la forma de calcular las varianzas. Si no compren-
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demos cómo se calculan las varianzas, no podremos comprender perfectamente los con-
trastes de hipótesis y los intervalos de confianza.

La varianza de una estimación de un coeficiente depende del tamaño de la muestra, de
la dispersión de las variables X, de las correlaciones entre las variables independientes y
del término de error del modelo. Por lo tanto, estas correlaciones afectan tanto a los inter-
valos de confianza como a los contrastes de hipótesis. Antes hemos visto que las correla-
ciones entre las variables independientes influyen en los estimadores de los coeficientes.
Estas correlaciones entre variables independientes también aumentan la varianza de los es-
timadores de los coeficientes. Una importante conclusión es que la varianza de los estima-
dores de los coeficientes, además de los estimadores de los coeficientes, depende de todo
el conjunto de variables independientes del modelo de regresión.

El análisis anterior de los gráficos tridimensionales hacía hincapié en los complejos
efectos que producen varias variables en la varianza de los coeficientes. A medida que son
estrechas las relaciones entre las variables independientes, las estimaciones de los coefi-
cientes son más inestables, es decir, tienen una varianza mayor. A continuación, presenta-
mos un análisis más formal de estas complejidades. Para obtener buenas estimaciones de
los coeficientes —estimaciones que tengan una baja varianza— debemos buscar un amplio
rango para las variables independientes, elegir variables independientes que no estén estre-
chamente relacionadas entre sí y buscar un modelo que esté cerca de todos los puntos de
datos. En la práctica, cuando se realizan estudios estadísticos aplicados en el mundo de la
empresa y la economía, a menudo hay que utilizar datos que distan de ser ideales, como
los del ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario. Pero conociendo los
efectos aquí analizados, podemos contar con elementos para determinar en qué medida son
aplicables nuestros modelos.

Para comprender algo el efecto de las correlaciones de variables independientes, exa-
minamos los estimadores de las varianzas a partir del modelo de regresión múltiple estima-
do con dos variables de predicción:

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i

Los estimadores de las varianzas de los coeficientes son

s2
b1

%
s2
e

(n . 1)s2
x1
(1 . r2

x1x2
)

(13.16)

s2
b2

%
s2
e

(n . 1)s2
x2
(1 . r2

x1x2
)

(13.17)

y las raíces cuadradas de estos estimadores de las varianzas, sb1
y sb2

, se denominan errores
típicos de los coeficientes.

La varianza de los estimadores de los coeficientes aumenta directamente con la distan-
cia a la que se encuentran los puntos de la línea, medida por s2

e, la varianza de los errores
estimados. Además, una dispersión mayor de los valores de las variables independientes
—medida por s2

x1
o por s2

x2
— reduce la varianza de los coeficientes. Recuérdese que estos

resultados también se aplican a los estimadores de los coeficientes de regresión simple.
También vemos que la varianza de los estimadores de los coeficientes aumenta con los
aumentos de la correlación entre las variables independientes del modelo. A medida que
aumenta la correlación entre dos variables independientes, es más difícil separar el efecto
de cada una de las variables para predecir las variables dependientes. Cuando aumenta el
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número de variables independientes en un modelo, las influencias en la varianza de los
coeficientes continúan siendo importantes, pero la estructura algebraica se vuelve muy
compleja y no se presenta aquí. El efecto de las correlaciones hace que los estimadores de
las varianzas de los coeficientes dependan de las demás variables independientes del mo-
delo. Recuérdese que los estimadores efectivos de los coeficientes también dependen de las
demás variables independientes del modelo, una vez más debido al efecto de las correla-
ciones entre las variables independientes.

A continuación, resumimos la base para la inferencia de los coeficientes de la regresión
poblacional. Normalmente, nos interesan más los coeficientes de regresión bj que la cons-
tante u ordenada en el origen b0. Por lo tanto, centraremos la atención en los primeros, se-
ñalando que la inferencia sobre la segunda se realiza de una manera parecida.

Base para la inferencia de los parámetros
de la regresión poblacional

Sea el modelo de regresión poblacional

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

Sean b0, b1, ..., bK las estimaciones por mínimos cuadrados de los parámetros poblacionales y
sb0

, sb1
, ..., sbK

las desviaciones típicas estimadas de los estimadores por mínimos cuadrados.
Entonces, si se cumplen los supuestos habituales de la regresión y si los términos de error, ei,
siguen una distribución normal,

tbj
%

bj . bj

sbj

(j % 1, 2, ..., K) (13.18)

se distribuye como una distribución t de Student con (n . K . 1) grados de libertad.

Intervalos de confianza

Pueden obtenerse intervalos de confianza de los bj utilizando la ecuación 13.19.

Intervalos de confianza de los coeficientes de regresión

Si los errores de la regresión poblacional, ei, siguen una distribución normal y se cumplen los
supuestos habituales de la regresión, los intervalos de confianza bilaterales al 100(1 . a)% de
los coeficientes de regresión, bj, son

bj . tn.K.1, a/2sbj
a bj a bj ! tn.K.1, a/2sbj

(13.19)

donde tn.K.1, a/2 es el número para el que

P(tn.K.1 b tn.K.1, a/2)%
a
2

y la variable aleatoria tn.K.1 sigue una distribución t de Student con (n . K . 1) grados de li-
bertad.
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EJEMPLO 13.4. Desarrollo del modelo de las asociaciones de ahorro
y crédito inmobiliario (estimación de intervalos
de confianza)

Se nos ha pedido que calculemos intervalos de confianza de los coeficientes del modelo
de regresión de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario presentado en el ejem-
plo 13.3.

Solución

La Figura 13.8 muestra la salida Minitab del análisis de regresión correspondiente al
modelo de regresión de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario. Los estimado-

Figura 13.8. Regresión de problema de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario
(salidas Minitab y Excel).
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res de los coeficientes y sus desviaciones típicas correspondientes a las variables de pre-
dicción de los ingresos, b1, y el número de oficinas, b2, son

b1 % 0,2372 sb1
% 0,05556; b2 % .0,000249 sb2

% 0,00003205

Vemos, pues, que la desviación típica de la distribución en el muestreo del estimador
por mínimos cuadrados de b1 se estima en 0,05556 y la de b2 se estima en 0,00003205.

Para obtener intervalos de confianza al 99 por ciento de b1 y b2, utilizamos el valor
t de Student de la Tabla 8 del apéndice.

tn.K.1, a/2 % t22, 0,005 % 2,819

Basándonos en estos resultados, observamos que el intervalo de confianza al 99 por
ciento de b1 es

0,237 . (2,819)(0,05556) a b1 a 0,237 ! (2,819)(0,05556)
o sea,

0,080 a b1 a 0,394

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 99 por ciento del aumento esperado del margen
de beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario provocado por un
aumento de los ingresos netos de 1 unidad, dado un número fijo de oficinas, va de
0,080 a 0,394. El intervalo de confianza al 99 por ciento de b2 es

.0,000249 . (2,819)(0,0000320) a b2 . 0,000249 ! (2,819)(0,0000320)
o sea

.0,000339 a b2 a .0,000159

Vemos, pues, que el intervalo de confianza al 99 por ciento de la disminución esperada
del margen de beneficios provocada por un aumento de 1.000 oficinas, dado un nivel
fijo de ingresos netos, va de 0,159 a 0,339.

Contrastes de hipótesis
Pueden desarrollarse contrastes de hipótesis de los coeficientes de regresión utilizando las
estimaciones de las varianzas de los coeficientes. Especialmente interesante es el contraste
de hipótesis

H0 : bj % 0

que se utiliza frecuentemente para averiguar si una variable independiente específica es
importante en un modelo de regresión múltiple.

Contrastes de hipótesis de los coeficientes de regresión
Si los errores de la regresión, ei, siguen una distribución normal y se cumplen los supuestos
habituales del análisis de regresión, los siguientes contrastes de hipótesis tienen el nivel de
significación a:

1. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : bj % b* o H0 : bj m b*
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frente a la hipótesis alternativa

H1 : bj b b*

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
bj . b*

sbj

b tn.K.1, a (13.20)

2. Para contrastar cualquiera de las dos hipótesis nulas

H0 : bj % b* o H0 : bj n b*

frente a la hipótesis alternativa

H1 : bj a b*

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
bj . b*

sbj

a .tn.K.1, a (13.21)

3. Para contrastar la hipótesis nula

H0 : bj % b*

frente a la hipótesis alternativa bilateral

H1 : bj Ç b*

la regla de decisión es

Rechazar H0 si
bj . b*

sbj

b tn.K.1, a/2 o
bj . b*

sbj

a .tn.K.1, a/2 (13.22)

Muchos analistas sostienen que si no podemos rechazar la hipótesis condicionada de
que el coeficiente es 0, debemos concluir que la variable no debe incluirse en el modelo de
regresión. El estadístico t de Student de este contraste normalmente se calcula en la mayo-
ría de los programas de regresión y se indica al lado de la estimación de la varianza de los
coeficientes; además, normalmente se incluye el p-valor del contraste de hipótesis. Éstos se
muestran en la salida Minitab de la Figura 13.8(a). Utilizando el estadístico t de Student
indicado o el p-valor, podemos saber inmediatamente si una variable de predicción es sig-
nificativa, dadas las demás variables del modelo de regresión.

Existen claramente otros métodos para decidir si una variable independiente debe in-
cluirse en un modelo de regresión. Vemos que el método de selección anterior no tiene en
cuenta el error de Tipo II: el coeficiente poblacional no es igual a 0, pero no rechazamos la
hipótesis nula de que es igual a 0. Éste es un problema importante cuando un modelo basa-
do en la teoría económica o en otra teoría y especificado con cuidado incluye ciertas varia-
bles independientes. En ese caso, debido a un gran error, e, y/o a las correlaciones entre
variables independientes, no podemos rechazar la hipótesis de que el coeficiente es 0. En
este caso, muchos analistas incluirán la variable independiente en el modelo porque creen
que debe primar la especificación original del modelo basada en la teoría o la experiencia
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económicas. Se trata de una cuestión difícil que exige hacer una buena valoración basán-
dose tanto en los resultados estadísticos como en la teoría económica sobre la relación sub-
yacente analizada.

EJEMPLO 13.5. Desarrollo del modelo de las asociaciones de ahorro
y crédito inmobiliario (contrastes de hipótesis
de coeficientes)

Se nos ha pedido que averigüemos si los coeficientes del modelo de regresión de las
asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario son predictores significativos de los bene-
ficios.

Solución

En el contraste de hipótesis para esta cuestión utilizaremos los resultados de la regre-
sión realizada con el programa Minitab mostrados en la Figura 13.8(a). En primer lugar,
queremos averiguar si los ingresos totales aumentan significativamente los beneficios
dado el efecto del número de oficinas, es decir, descontando la influencia de éste. La
hipótesis nula es

H0 : b1 % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : b1 b 0

El contraste puede realizarse calculando el estadístico t de Student del coeficiente,
dado H0:

tb1
%

b1 . b1

sb1

%
0,237 . 0

0,05556
% 4,27

En la Tabla 8 de la t de Student del apéndice podemos ver que el valor crítico del esta-
dístico t de Student es

t22, 0,005 % 2,819

La Figura 13.8(a) también indica que el p-valor del contraste de hipótesis es inferior a
0,005. Basándonos en esta evidencia, rechazamos H0 y aceptamos H1 y concluimos que
los ingresos totales son un predictor estadísticamente significativo del aumento de los
beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario, dado que hemos tenido
en cuenta el efecto del número de oficinas.

También podemos averiguar si el número total de oficinas reduce significativamente
los márgenes de beneficios. La hipótesis nula es

H0 : b2 % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : b2 a 0
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El contraste puede realizarse calculando el estadístico t de Student del coeficiente,
dado H0:

tb2
%

b2 . b2

sb2

%
.0,000249 . 0

0,0000320
% .7,77

En la Tabla 8 del apéndice podemos ver que el valor crítico del estadístico t de Student
es

t22, 0,005 % 2,819

La Figura 13.8(a) también indica que el p-valor del contraste de hipótesis es inferior a
0,005. Basándonos en esta evidencia, rechazamos H0 y aceptamos H1 y concluimos que
el número de oficinas es un predictor estadísticamente significativo de la reducción de
los beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario, dado que hemos te-
nido en cuenta el efecto de los ingresos totales.

Es importante hacer hincapié en que los dos contrates de hipótesis se basan en el
conjunto de variables incluidas en el modelo de regresión. Por ejemplo, si se incluyeran
más variables de predicción, estos contrastes ya no serían válidos. Con más variables en
el modelo, las estimaciones de los coeficientes y sus desviaciones típicas estimadas se-
rían diferentes y, por lo tanto, también lo sería el estadístico t de Student.

Obsérvese que en la salida Minitab del análisis de regresión mostrada en la Figura
13.8(a), el estadístico t de Student de la hipótesis nula —H0 : bj % 0— es el cociente en-
tre el coeficiente estimado y el error típico del coeficiente estimado, que se encuentra
en las dos columnas situadas a la izquierda del estadístico t de Student. También se
muestra la probabilidad o p-valor del contraste de hipótesis de dos colas: Hj : bj Ç 0. Por
lo tanto, cualquier analista puede realizar estos contrastes de hipótesis directamente exa-
minando la salida del análisis de regresión múltiple. El estadístico t de Student y el p-
valor se calculan en todos los paquetes estadísticos modernos. La mayoría de los analis-
tas buscan estos resultados habitualmente cuando examinan la salida del análisis de re-
gresión de un programa estadístico.

EJEMPLO 13.6. Factores que afectan al tipo del impuesto sobre bienes
inmuebles (análisis de los coeficientes de regresión)

Un ayuntamiento encargó un estudio para averiguar los factores que influyen en los im-
puestos urbanos sobre los bienes inmuebles de las ciudades de 100.000-200.000 habi-
tantes.

Solución

Utilizando una muestra de 20 ciudades de Estados Unidos, se estimó el siguiente mode-
lo de regresión:

y4 % 1,79 ! 0,000567x1 ! 0,0183x2 . 0,000191x3
(0,000139) (0,0082) (0,000446)

R2
% 0,71 n % 20

donde
y % tipo efectivo del impuesto de bienes inmuebles (impuestos efectivos divididos

por el valor de mercado de la base impositiva)
x1 % número de viviendas por kilómetro cuadrado
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x2 % porcentaje de los ingresos municipales totales representado por las ayudas pro-
cedentes de las administraciones de los estados y de la administración federal

x3 % renta personal per cápita mediana en dólares

Los números entre paréntesis que se encuentran debajo de los coeficientes son los erro-
res típicos de los coeficientes estimados.

La presentación anterior constituye un buen formato para mostrar los resultados de
un modelo de regresión. Los resultados indican que las estimaciones condicionadas de
los efectos de las tres variables de predicción son las siguientes:

1. Un aumento de una vivienda por kilómetro cuadrado eleva el tipo efectivo del
impuesto sobre bienes inmuebles en 0,000567. Obsérvese que los tipos del im-
puesto sobre bienes inmuebles normalmente se expresan en dólares por cada
1.000 $ de valor catastral de la propiedad. Así, un aumento de 0,000567 indica
que los tipos del impuesto sobre bienes inmuebles son 0,567 $ más altos por
1.000 $ de valor catastral de la propiedad.

2. Un aumento de los ingresos municipales totales de un 1 por ciento procedente
de las ayudas de las administraciones de los estados y de la administración fe-
deral eleva el tipo impositivo efectivo en 0,0183.

3. Un aumento de la renta personal per cápita mediana de 1 $ provoca una dismi-
nución esperada del tipo impositivo efectivo de 0,000191.

Hacemos de nuevo hincapié en que estas estimaciones de los coeficientes sólo son váli-
das en un modelo que incluya las tres variables de predicción anteriores.

Para comprender mejor la exactitud de estos efectos, construiremos intervalos de
confianza al 95 por ciento condicionados. En el modelo de regresión estimado, el error
tiene (20 . 3 . 1) % 16 grados de libertad. Por lo tanto, el estadístico t de Student para
calcular los intervalos de confianza es, como se observa en el apéndice, t16, 0,025 % 2,12.
El formato del intervalo de confianza es

bj . tn.K.1, a/2sbj
a bj a bj ! tn.K.1, a/2sbj

Por lo tanto, el coeficiente del número de viviendas por kilómetro cuadrado tiene un
intervalo de confianza al 95 por ciento de

0,000567 . (2,12)(0,000139) a b1 a 0,000567 ! (2,12)(0,000139)
0,000272 a b1 a 0,000862

El coeficiente del porcentaje de ingresos representados por las ayudas tiene un intervalo
de confianza al 95 por ciento de

0,0183 . (2,12)(0,0082) a b2 a 0,0183 ! (2,12)(0,0082)
0,0009 a b2 a 0,0357

Por último, el coeficiente de la renta personal per cápita mediana tiene un intervalo de
confianza al 95 por ciento de

.0,000191 . (2,12)(0,000446) a b3 a .0,000191 ! (2,12)(0,000446)
.0,001137 a b3 a 0,000755

Una vez más hacemos hincapié en que estos intervalos dependen de que se incluyan las
tres variables de predicción en el modelo.
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Vemos que el intervalo de confianza al 95 por ciento de b3 incluye 0 y, por lo tanto,
podríamos no rechazar la hipótesis de dos colas de que este coeficiente es 0. Basándo-
nos en este intervalo de confianza, concluimos que X3 no es una variable de predicción
estadísticamente significativa en el modelo de regresión múltiple. Sin embargo, los
intervalos de confianza de las otras dos variables no incluyen 0 y, por lo tanto, conclui-
mos que éstas son estadísticamente significativas.

EJEMPLO 13.7. Efectos de los factores fiscales en los precios
de la vivienda (estimación de los coeficientes del modelo
de regresión)

Northern City (Minnesota) tenía interés en saber cómo afectaba la promoción inmobilia-
ria local al precio de mercado de las viviendas de la ciudad. Northern City es una de las
numerosas ciudades no metropolitanas pequeñas del Medio Oeste de Estados Unidos
cuya población oscila entre 6.000 y 40.000 habitantes. Uno de los objetivos era averi-
guar cómo influiría un aumento de la cantidad de locales comerciales en el valor de las
viviendas locales. Los datos se encuentran en el fichero de datos Citydat.Citydat

Solución

Para responder a esta pregunta, se recogieron datos de algunas ciudades y se utilizaron
para construir un modelo de regresión que estima el efecto de variables clave en el pre-
cio de la vivienda. Para este estudio se obtuvieron las siguientes variables de cada ciudad:

Y (hseval) % precio medio de mercado de las viviendas de la ciudad
X1 (sizehse) % número medio de habitaciones de las viviendas
X2 (incom72) % renta media de los hogares
X3 (taxrate) % tipo impositivo por mil dólares de valor catastral de las viviendas
X4 (comper) % porcentaje de propiedades inmobiliarias imponibles que son comer-

ciales

La Figura 13.9 muestra los resultados de la regresión múltiple, obtenidos por medio del
programa Minitab. El coeficiente del número medio de habitaciones de las viviendas es
7,878 y la desviación típica del coeficiente es 1,809. En este estudio, los valores de las
viviendas se expresan en unidades de 1.000 $ y la media de todas las ciudades es de
21.000 $. Así, por ejemplo, si el número medio de habitaciones de las viviendas de una
ciudad es mayor en 1,0, el precio medio es mayor en 7.878 $. El estadístico t de Student
resultante es 4,35 y el p-valor es 0,000. Por lo tanto, se rechaza la hipótesis condiciona-
da de que este coeficiente es igual a 0. Se obtiene el mismo resultado en el caso de las
variables de la renta y del tipo impositivo. La variable «incom72» está expresada en
unidades de dólares y, por lo tanto, si la renta media de una ciudad es mayor en 1.000 $,
el coeficiente de 0,003666 indica que el precio medio de la vivienda es 3.666 $ mayor.
Si el tipo impositivo aumenta un 1 por ciento, el precio medio de la vivienda se reduce
en 1.720 $. Vemos que el análisis de regresión lleva a la conclusión de que cada una de
estas tres variables es un importante predictor del precio medio de la vivienda de las
ciudades incluidas en este estudio. Sin embargo, vemos que el coeficiente del porcenta-
je de locales comerciales, «comper», es .10,614 y la desviación típica del coeficiente
es 6,491, lo que da un estadístico t de Student igual a .1,64. Obsérvese que este resul-
tado permite establecer una importante conclusión. El coeficiente tendría un p-valor de
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Regression Analysis: hseval versus sizehse, income72, taxrate, Comper

The regression equation is
hseval = -28.1 + 7.88 sizehse + 0.000367 incom72 - 172 taxrate -10.6 Comper

Predictor
Constant
Sizehse
incom72
taxrate
Comper

Coef
-28.075

7.878
0.003666
-171.80
-10.614

SE Coef
9.766
1.809

0.001344
43.09
6.491

T
-2.87
4.35
2.73
-3.99
-1.64

P
0.005
0.000
0.008
0.000
0.106

S = 3.67686 R-Sq = 47.4% R-Sq(adj) = 45.0%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
4

85
89

SS
1037.49
1149.14
2186.63

MS
259.37
13.52

F
19.19

P
0.000

Figura 13.9. Modelo de regresión del precio de la vivienda (salida Minitab).

una cola de 0,053 o un p-valor de dos colas de 0,106. Por lo tanto, parece que reduce
algo el precio medio de las viviendas. Dado que se han incluido los efectos del tamaño
de las viviendas, la renta y el tipo impositivo en el precio de mercado de las viviendas,
vemos que el porcentaje de locales comerciales no eleva los precios de la vivienda. Por
lo tanto, este análisis no apoya el argumento de que el valor de mercado de las vivien-
das aumentará si se construyen más locales comerciales. Esa conclusión sólo es cierta
en un modelo que incluya estas cuatro variables de predicción. Obsérvese también que
los valores de R2

% 47,4 por ciento y se (error típico de la regresión) % 3,677 están in-
cluidos en la salida del análisis de regresión.

Los defensores de un aumento de la promoción de locales comerciales también sos-
tenían que el aumento de la cantidad de locales comerciales reduciría los impuestos pa-
gados por las viviendas ocupadas por sus propietarios. Esta tesis se contrastó utilizando
los resultados de la regresión de la Figura 13.10 obtenidos con el programa Excel. Se
indican los estimadores de los coeficientes y sus errores típicos. Los estadísticos t de
Student de los coeficientes del tamaño de la vivienda y el tipo impositivo son 2,65 y
6,36, lo cual indica que estas variables son importantes predictores. El estadístico t de
Student de la renta es 1,83 con un p-valor de 0,07 para un contraste de dos colas. Por lo
tanto, la renta tiene alguna influencia como predictor, pero su efecto no es tan fuerte
como el de las dos variables anteriores. Vemos de nuevo que hay margen para extraer
conclusiones sólidas. La hipótesis condicionada de que un aumento de los locales co-
merciales reduce los impuestos sobre las viviendas ocupadas por sus propietarios puede
contrastarse utilizando el estadístico t de Student de la variable «comper» en los resulta-
dos de la regresión. El estadístico t de Student es .1,03 con un p-valor de 0,308. Por lo
tanto, la hipótesis de que un aumento de los locales comerciales no reduce los impues-
tos sobre la vivienda no puede rechazarse. No existen pruebas en este análisis de que
los impuestos sobre las viviendas disminuirían si se construyeran más locales comerciales.

Basándose en los análisis de regresión realizados en este estudio, los consultores lle-
garon a la conclusión de que no existían pruebas de que un aumento de los locales co-
merciales elevaría el valor de mercado de las viviendas o reduciría los impuestos sobre
bienes inmuebles de las viviendas.
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SCE
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b0, b1, b2, b3, b4

Figura 13.10. Modelo de regresión de los impuestos sobre las viviendas (salida Excel).

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.23. Los resultados del análisis de un modelo de re-

gresión son los siguientes:

y4 % 1,50 ! 4,8x1 ! 6,9x2 . 7,2x3
(2,1) (3,7) (2,8)

R2
% 0,71 n % 24

Los números entre paréntesis situados debajo de
las estimaciones de los coeficientes son los
errores típicos muestrales de las estimaciones
de los coeficientes.
a) Calcule intervalos de confianza al 95 por

ciento bilaterales de los tres coeficientes de
la pendiente de regresión.

b) Contraste para cada uno de los coeficientes
de la pendiente las hipótesis

H0 : bj % 0 frente a H1 : bj b 0

13.24. Los resultados del análisis de un modelo de re-
gresión son los siguientes:

y4 % 2,50 ! 6,8x1 ! 6,9x2 . 7,2x3
(3,1) (3,7) (3,2)

R2
% 0,85 n % 34

Los números entre paréntesis situados debajo de
las estimaciones de los coeficientes son los
errores típicos muestrales de las estimaciones
de los coeficientes.
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a) Calcule intervalos de confianza al 95 por
ciento bilaterales de los tres coeficientes de
la pendiente de regresión.

b) Contraste para cada uno de los coeficientes
de la pendiente las hipótesis

H0 : bj % 0 frente a H1 : bj b 0

13.25. Los resultados del análisis de un modelo de re-
gresión son los siguientes:

y4 % .101,50 ! 34,8x1 ! 56,9x2 . 57,2x3
(12,1) (23,7) (32,8)

R2
% 0,71 n % 65

Los números entre paréntesis situados debajo de
las estimaciones de los coeficientes son los
errores típicos muestrales de las estimaciones
de los coeficientes.

a) Calcule intervalos de confianza al 95 por
ciento bilaterales de los tres coeficientes de
la pendiente de regresión.

b) Contraste para cada uno de los coeficientes
de la pendiente las hipótesis

H0 : bj % 0 frente a H1 : bj b 0

13.26. Los resultados del análisis de un modelo de re-
gresión son los siguientes:

y4 % .9,50 ! 17,8x1 ! 26,9x2 . 9,2x3
(7,1) (13,7) (3,8)

R2
% 0,71 n % 39

Los números entre paréntesis situados debajo de
las estimaciones de los coeficientes son los
errores típicos muestrales de las estimaciones
de los coeficientes.

a) Calcule intervalos de confianza al 95 por
ciento bilaterales de los tres coeficientes de
la pendiente de regresión.

b) Contraste para cada uno de los coeficientes
de la pendiente las hipótesis

H0 : bj % 0 frente a H1 : bj b 0

Ejercicios aplicados

13.27. En el estudio del ejercicio 13.6, los errores típi-
cos estimados eran

sb1
% 0,099 sb2

% 0,032 sb3
% 0,002

a) Halle intervalos de confianza al 90 y el 95
por ciento de b1.

b) Halle intervalos de confianza al 95 y el 99
por ciento de b2.

c) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, el peso
del avión no tiene una influencia lineal en su
esfuerzo de diseño frente a la hipótesis alter-
nativa bilateral.

d) La suma de los cuadrados de los errores de
esta regresión era 0,332. Utilizando los mis-
mos datos, se ajustó una regresión lineal
simple del esfuerzo de diseño con respecto
al número porcentual de piezas comunes, lo
que dio una suma de los cuadrados de los
errores de 3,311. Contraste al nivel del 1 por
ciento la hipótesis nula de que la velocidad
máxima y el peso, considerados conjunta-
mente, no contribuyen nada en un sentido li-
neal a la explicación del esfuerzo de diseño,
dado que el número porcentual de piezas co-
munes también se utiliza como variable ex-
plicativa.

13.28. En el estudio del ejercicio 13.8, en el que la re-
gresión muestral se basaba en 30 observaciones,
los errores típicos estimados eran

sb1
% 0,023 sb2

% 0,35

a) Contraste la hipótesis nula de que, dado el
tamaño de la familia, el consumo de leche
no depende linealmente de la renta frente a
la hipótesis alternativa unilateral adecuada.

b) Halle intervalos de confianza del 90, el 95 y
el 99 por ciento de b2.

13.29. En el estudio de los ejercicios 13.9 y 13.21, en
los que la regresión muestral se basaba en 25
observaciones, los errores típicos estimados
eran

sb1
% 0,189 sb2

% 0,565 sb3
% 0,243

a) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, las horas
de ejercicio no influyen linealmente en el
aumento de peso frente a la hipótesis alter-
nativa unilateral adecuada.

b) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, el consu-
mo de cerveza no influye linealmente en el
aumento de peso frente a la hipótesis alter-
nativa unilateral adecuada.

c) Halle intervalos de confianza del 90, el 95 y
el 99 por ciento de b1.

13.30. Vuelva a los datos del ejemplo 13.6.

a) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, la renta
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personal per cápita mediana no influye en el
tipo efectivo del impuesto sobre bienes in-
muebles frente a una hipótesis alternativa bi-
lateral.

b) Contraste la hipótesis nula de que las tres
variables independientes, consideradas con-
juntamente, no influyen linealmente en el ti-
po efectivo del impuesto sobre bienes in-
muebles.

13.31. Vuelva a los datos del ejemplo 13.7 que se
encuentran en el fichero de datos Citydat.

a) Halle intervalos de confianza al 95 y al 99
por ciento de la variación esperada del pre-
cio de mercado de las viviendas provocada
por un aumento del número medio de habi-
taciones de 1 unidad cuando no varían los
valores de todas las demás variables inde-
pendientes.

b) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, la renta
media de los hogares no influye en el precio
de mercado frente a la hipótesis alternativa
de que cuanto mayor es la renta media de los
hogares, más alto es el precio de mercado.

13.32. En un estudio de los ingresos generados por las
loterías nacionales, se ajustó la siguiente ecua-
ción de regresión de 29 países que tienen lote-
rías:

y4%.31,323!0,04045x1!0,8772x2.365,01x3.9,9298x4
(0,00755) (0,3107) (263,88) (3,4520)

R2
% 0,51

donde
y % dólares de ingresos anuales netos per cápi-

ta generados por la lotería
x1 % renta personal media per cápita del país
x2 % número de hoteles, moteles, hostales y al-

bergues por mil habitantes del país
x3 % ingresos anuales gastables per cápita gene-

rados por las apuestas, las carreras y otros
juegos de azar legalizados

x4 % porcentaje de la frontera nacional que li-
mita con un país o países que tienen una
lotería

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente estimado de x1.
b) Halle e interprete el intervalo de confianza

al 95 por ciento del coeficiente de x2 en la
regresión poblacional.

c) Contraste la hipótesis nula de que el coefi-
ciente de x3 en la regresión poblacional es 0
frente a la hipótesis alternativa de que este
coeficiente es negativo. Interprete sus resul-
tados.

13.33. Se realizó un estudio para averiguar si podían
utilizarse algunas características para explicar la
variabilidad de los precios de los hornos. Se es-
timó para una muestra de 19 hornos la siguiente
regresión:

y4 %.68,236!0,0023x1!19,729x2!7,653x3
(0,005) (8,992) (3,082)

R2
% 0,84

donde

y % precio en dólares
x1 % potencia del horno en BTU por hora
x2 % coeficiente de eficiencia energética
x3 % número de posiciones

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la subida esperada del precio re-
sultante de un aumento de las posiciones
cuando los valores de la potencia y el índice
de eficiencia energética se mantienen fijos.

b) Contraste la hipótesis nula de que, mante-
niéndose todo lo demás constante, el índice
de eficiencia energética de los hornos no
afecta a su precio frente a la hipótesis alter-
nativa de que cuanto más alto es el índice de
eficiencia energética, más alto es el precio.

13.34. En un estudio de la demanda nigeriana de im-
portaciones se ajustó el siguiente modelo a 19
años de datos:

y4 % .58,9 ! 0,20x1 . 0,10x2 R1 2 % 0,96
(0,0092) (0,084)

donde

y % cantidad de importaciones
x1 % gastos personales de consumo
x2 % precio de las importaciones $ precios

interiores

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de b1.

b) Contraste la hipótesis nula de que b2 % 0
frente a la hipótesis alternativa unilateral
adecuada.
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13.35. En un estudio de las tenencias extranjeras en
bancos británicos, se obtuvo la siguiente regre-
sión muestral, basada en 14 observaciones
anuales

y4 %.3,248!0,101x1.0,244x2!0,057x3 R2
%0,93

(0,0023) (0,080) (0,00925)

donde

y % proporción de activos a final del año en fi-
liales de bancos británicos en manos de
extranjeros en porcentaje de los activos to-
tales

x1 % variación anual, en miles de millones de
libras, de la inversión extranjera directa en
Gran Bretaña (excluidos finanzas, seguros
y bienes inmuebles)

x2 % relación precio-beneficios de los bancos
x3 % índice del valor de cambio de la libra

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de b1 e interprete su resultado.

b) Contraste la hipótesis nula de que b2 es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es ne-
gativo e interprete su resultado.

c) Contraste la hipótesis nula de que b3 es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es po-
sitivo e interprete su resultado.

13.36. En un estudio de las diferencias entre los nive-
les de demanda de bomberos por parte de las
ciudades, se obtuvo la siguiente regresión mues-

tral, basada en datos de 39 ciudades de Mary-
land:

y4 % .0,00232 . 0,00024x1 . 0,00002x2 ! 0,00034x3
(0,00010) (0,000018) (0,00012)

! 0,48122x4 ! 0,04950x5 . 0,00010x6 ! 0,00645x7
(0,77954) (0,01172) (0,00005) (0,00306)

R1 2 % 0,3572

donde
y % número de bomberos a tiempo completo

per cápita
x1 % salario base máximo de los bomberos en

miles de dólares
x2 % porcentaje de población
x3 % renta per cápita estimada en miles de dólares
x4 % densidad de población
x5 % cantidad de ayudas intergubernamentales

per cápita en miles de dólares
x6 % número de kilómetros de distancia hasta la

capital de la región
x7 % porcentaje de la población que son varones

y tienen entre 12 y 21 años
Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.
a) Halle e interprete el intervalo de confianza

al 99 por ciento de b5.
b) Contraste la hipótesis nula de que b4 es 0

frente a la hipótesis alternativa bilateral e
interprete su resultado.

c) Contraste la hipótesis nula de que b7 es 0
frente a la hipótesis alternativa bilateral e
interprete su resultado.

13.5. Contrastes de los coeficientes de regresión

En el apartado anterior hemos mostrado cómo puede realizarse un contraste de hipótesis
condicionado para averiguar si el coeficiente de una variable específica es significativo en
un modelo de regresión. Existen, sin embargo, situaciones en las que nos interesa saber
cuál es el efecto de la combinación de varias variables. Por ejemplo, en un modelo que
predice la cantidad vendida, podría interesarnos saber cuál es el efecto conjunto tanto del
precio del vendedor como del precio del competidor. En otros casos, podría interesarnos
saber si la combinación de todas las variables es un útil predictor de la variable dependiente.

Contrastes de todos los coeficientes
En primer lugar, presentamos contrastes de hipótesis para averiguar si los conjuntos de va-
rios coeficientes son todos simultáneamente iguales a 0. Consideremos de nuevo el modelo

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei
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Comenzamos examinando la hipótesis nula de que todos los coeficientes son simultá-
neamente iguales a cero:

H0 : b1 % b2 % ñ % bk % 0

La aceptación de esta hipótesis nos llevaría a concluir que ninguna de las variables de pre-
dicción del modelo de regresión es estadísticamente significativa y, por lo tanto, que no
suministran ninguna información útil. Si eso ocurriera, tendríamos que volver al proceso
de especificación del modelo y desarrollar un nuevo conjunto de variables de predicción.
Afortunadamente, en la mayoría de los casos aplicados esta hipótesis se rechaza porque el
proceso de especificación normalmente lleva a la identificación de al menos una variable
de predicción significativa.

Para contrastar la hipótesis anterior, podemos utilizar la descomposición de la variabili-
dad desarrollada en el apartado 13.3:

STC % SCR ! SCE

Recuérdese que SCR es la cantidad de variabilidad explicada por la regresión y SCE es la
cantidad de variabilidad no explicada. Recuérdese también que la varianza del modelo de
regresión puede estimarse utilizando

s2
e %

SCE

(n . K . 1)

Si la hipótesis nula de que todos los coeficientes son iguales a 0 es verdadera, entonces el
cuadrado medio de la regresión

CMR %
SCR

K

también es una medida del error con K grados de libertad. Como consecuencia, el cocien-
te de

F %
SCR/K

SCE/(n. K . 1)

%
CMR

s2
e

sigue una distribución F con K grados de libertad en el numerador y n . K . 1 grados de
libertad en el denominador. Si la hipótesis nula es verdadera, tanto el numerador como el
denominador son estimaciones de la varianza poblacional. Como señalamos en el aparta-
do 11.4, el cociente entre las varianzas muestrales independientes de poblaciones que tie-
nen varianzas poblacionales iguales sigue una distribución F si las poblaciones siguen una
distribución normal. Se compara el valor calculado de F con el valor crítico de F de la
Tabla 9 del apéndice a un nivel de significación a. Si el valor calculado es mayor que el
valor crítico de la tabla, rechazamos la hipótesis nula y concluimos que al menos uno de
los coeficientes no es igual a 0. Este método de contraste se resume en la ecuación 13.23.
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Contraste de todos los parámetros de un modelo de regresión
Consideremos el modelo de regresión múltiple

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

Para contrastar la hipótesis nula

H0 : b1 % b2 % ñ % bK % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 % Al menos un bj Ç 0

a un nivel de significación a, utilizamos la regla de decisión

Rechazar H0 : si
CMR

s2
e

b FK, n.K.1, a (13.23)

donde FK,n.K.1, a es el valor crítico de F de la Tabla 9 del apéndice para el que

P(FK, n.K.1 b FK, n.K.1, a) % a

La variable aleatoria calculada FK,n.K.1 sigue una distribución F con K grados de libertad en el
numerador y (n . K . 1) grados de libertad en el denominador.

EJEMPLO 13.8. Modelo de predicción de los precios de la vivienda
(contraste simultáneo de coeficientes)

Durante el desarrollo del modelo de predicción de los precios de la vivienda para
Northern City, los analistas querían saber si existían pruebas de que la combinación de
cuatro variables de predicción no era un predictor significativo del precio de la vivien-
da. Es decir, querían contrastar la hipótesis

H0 : b1 % b2 % b3 % b4 % 0

Solución

Este método de contraste puede ilustrarse mediante la regresión de los precios de la vi-
vienda de la Figura 13.9 realizada utilizando el fichero de datos Citydat. En la tabla del
análisis de la varianza, el estadístico F calculado es 19,19 con 4 grados de libertad en el
numerador y 85 grados de libertad en el denominador. El cálculo de F es

F %
259,37

13,52
% 19,19

Citydat

Este valor es más alto que el valor crítico de F % 3,6 para a % 0,01 de la Tabla 9 del
apéndice. Obsérvese, además, que el Minitab —y la mayoría de los paquetes estadísti-
cos— calcula el p-valor, que en este ejemplo es igual a 0,000. Por lo tanto, rechazaría-
mos la hipótesis de que todos los coeficientes son iguales a cero.
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Contraste de un subconjunto de coeficientes de regresión

En los apartados anteriores hemos desarrollado contrastes de hipótesis de parámetros de re-
gresión individuales y de todos los parámetros en conjunto. A continuación, desarrollamos
un contraste de hipótesis de un subconjunto de parámetros de regresión, como el ejemplo
del conjunto de precios que acabamos de analizar. Utilizamos este contraste para averiguar
si el efecto conjunto de varias variables independientes es significativo en un modelo de
regresión.

Consideremos un modelo de regresión que contiene las variables independientes Xj y
Zj:

yi % b0 ! b1x1i ! ñ ! bKxKi ! a1z1i ! ñ ! arzri ! ei

La hipótesis nula que se contrasta es

H0 : a1 % a2 % ñ % ar % 0 dados bj Ç 0, j % 1, ..., K

Si H0 es verdadera, las variables Zj no deben incluirse en el modelo de regresión porque no
suministran ninguna información para explicar la conducta de la variable dependiente más
que la que suministran las variables Xj. El método para realizar este contraste se resume en
la ecuación 13.24 y se analiza detalladamente a continuación.

El contraste se realiza comparando la suma de los cuadrados de los errores, SCE, del
modelo de regresión completo, que incluye tanto las variables X como las variables Z, con
la SCE(r) de un modelo restringido que sólo incluye las variables X. Primero realizamos
una regresión con respecto al modelo de regresión completo anterior y obtenemos la suma
de los cuadrados de los errores, SCE. A continuación realizamos la regresión restringida,
que excluye las variables Z (obsérvese que en esta regresión se aplica la restricción de que
los coeficientes aj son iguales a 0):

yi % b0 ! b1x1i ! ñ ! bKxKi ! e*j

A partir de esta regresión obtenemos la suma restringida de los cuadrados de los erro-
res, SCE(r). A continuación, calculamos el estadístico F con r grados de libertad en el nu-
merador (r es el número de variables eliminadas simultáneamente del modelo restringido)
y n . K . r . 1 grados de libertad en el denominador (los grados de libertad del error en
el modelo que incluye tanto las variables independientes X como Z). El estadístico F es

F %
(SCE(r) . SCE)/r

s2
e

donde s2
e es la varianza estimada del error del modelo completo. Este estadístico sigue una

distribución F con r grados de libertad en el numerador y n . K . r . 1 grados de liber-
tad en el denominador. Si el valor de F calculado es mayor que el valor crítico de F, en-
tonces se rechaza la hipótesis nula y concluimos que las variables Z como conjunto deben
incluirse en el modelo. Obsérvese que este contraste no implica que las variables Z indivi-
duales no deban excluirse, por ejemplo, utilizando el contraste t de Student antes analiza-
do. Además, el contraste para todas las Z no implica que no pueda excluirse un subconjun-
to de las variables Z utilizando este método de contraste con un subconjunto diferente de
variables Z.
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Contraste de un subconjunto de los parámetros de regresión
Dado un modelo de regresión con la descomposición de las variables independientes en los
subconjuntos X y Z,

yi % b0 ! b1x1i ! ñ ! bKxKi ! a1z1i ! ñ ! arzri ! ei

Para contrastar la hipótesis nula

H0 : a1 % a2 % ññ % ar % 0

de que los parámetros de regresión de un subconjunto son simultáneamente iguales a 0, frente
a la hipótesis alternativa

H1 :Al menos un aj Ç 0 ( j % 1, ..., r)

comparamos la suma de los cuadrados de los errores del modelo completo con la suma de los
cuadrados de los errores del modelo restringido. Primero, hacemos una regresión para el mo-
delo completo, que incluye todas las variables independientes, y obtenemos la suma de los
cuadrados de los errores, SCE. A continuación, hacemos una regresión restringida, que ex-
cluye las variables Z cuyos coeficientes son las a: el número de variables excluidas es r. A par-
tir de esta regresión obtenemos la suma restringida de los cuadrados de los errores, SCE(r). A
continuación, calculamos el estadístico F y aplicamos la regla de decisión para el nivel de sig-
nificación a:

Rechazar H0 si
(SCE(r) . SCE)/r

s2
e

b Fr, n.K.r.1, a (13.24)

Comparación de los contrastes F y t
Si utilizáramos la ecuación 13.24 con r % 1, podríamos contrastar la hipótesis de que una
única variable, Xj, no mejora la predicción de la variable dependiente, dadas las demás va-
riables independientes del modelo. Por lo tanto, tenemos el contraste de hipótesis

H0 : bj % 0 � bl Ç 0, j Ç 1

H1 : bj Ç 0 � bl Ç 0, j Ç 1

Antes hemos visto que este contraste también podía realizarse utilizando un contraste t de
Student. Utilizando métodos que no presentamos en este libro, podemos demostrar que los
contrastes F y t correspondientes permiten llegar exactamente a las mismas conclusiones
sobre el contraste de hipótesis de una única variable. Además, el estadístico t calculado pa-
ra el coeficiente bj es igual a la raíz cuadrada del estadístico F calculado correspondiente.
Es decir,

tbj
% ∂Fxj

donde Fxj
es el estadístico F calculado utilizando la ecuación 13.24 cuando se excluye la

variable xj del modelo y, por lo tanto, r % 1. Demostramos este resultado numérico en el
ejemplo 13.9.

La teoría estadística de la distribución también demuestra que una variable aleatoria F
con 1 grado de libertad en el numerador es el cuadrado de una variable aleatoria t cuyos
grados de libertad son iguales al denominador de la variable aleatoria F. Por lo tanto, los
contrastes F y t siempre llevan a las mismas conclusiones sobre el contraste de hipótesis de
una única variable independiente en un modelo de regresión múltiple.
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EJEMPLO 13.9. Predicción del precio de la vivienda en las pequeñas
ciudades (contrastes de hipótesis de subconjuntos
de coeficientes)

Los promotores del modelo de predicción del precio de la vivienda del ejemplo 13.8
querían averiguar si el efecto conjunto del tipo impositivo y del porcentaje de locales
comerciales contribuye a la predicción después de incluir previamente los efectos del
tamaño de la vivienda y de la renta.

Solución

Continuando con el problema de los ejemplos 13.7 y 13.8, tenemos un contraste condi-
cionado de la hipótesis de que dos variables no son predictores significativos, dado que
las otras dos son predictores significativos:

H0 : b3 % b4 % 0 � b1, b2 Ç 0

Este contraste se realiza utilizando el método de la ecuación 13.24. La Figura 13.9 pre-
senta la regresión del modelo completo con las cuatro variables de predicción. En esa
regresión, SCE % 1.149,14. En la Figura 13.11 tenemos la regresión reducida en la que
las únicas variables de predicción son el tamaño de la vivienda y la renta. En esa regre-
sión, SCE % 1.426,93. La hipótesis se contrasta primero calculando el estadístico F
cuyo numerador es la suma de los cuadrados de los errores del modelo reducido
[SCE(r)] menos la SCE del modelo completo.

F %
(1.426,93 . 1.149,14)/2

13,52
% 10,27

Regression Analysis: hseval versus sizehse, income72

The regression equation is
hseval = -42.2 + 91.4 sizehse + 0.000393 incom72

Predictor
Constant
Sizehse
incom72

Coef
-42.208

9.135
0.003927

SE Coef
9.810
1.940

0.001473

T
—4.30
4.71
2.67

P
0.000
0.000
0.009

S = 4.04987 R-Sq = 34.7% R-Sq(adj) = 33.2%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2
87
89

SS
759.70
1426.93
2186.63

Source
sizehse
incom72

DF
1
1

 Seq SS
643.12
116.58

MS
379.85
16.40

F
23.16

P
0.000

SCE(r)

Figura 13.11. Regresión del precio de la vivienda: modelo reducido (salida Minitab).
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El estadístico F tiene 2 grados de libertad —correspondientes a las dos variables
contrastadas simultáneamente— en el numerador y 85 grados de libertad en el denomi-
nador. Obsérvese que el estimador de la varianza, s2

e % 13,52, se obtiene a partir del
modelo completo de la Figura 13.9, en la que el error tiene 85 grados de libertad. Ve-
mos en la Tabla 9 del apéndice que el valor crítico de F con a % 0,01 y 2 y 85 grados
de libertad es aproximadamente 4,9. Como el valor calculado de F es mayor que el va-
lor crítico, rechazamos la hipótesis nula de que el tipo impositivo y el porcentaje de lo-
cales comerciales no están en la combinación significativa. El efecto conjunto de estas
dos variables sí mejora el modelo que predice el precio de la vivienda. Por lo tanto, el
tipo impositivo y el porcentaje de locales comerciales deben incluirse en el modelo.

También hemos calculado esta regresión excluyendo la variable «compr» y hemos ob-
servado que la SCE resultante era

SCE(1) % 1.185,29

El estadístico F calculado de esta variable era

F %
(1.185,29 . 1.149,14)/1

13,52
% 2,674

La raíz cuadrada de 2,674 es 1,64, que es el estadístico t calculado para la variable
«compr» en la salida del análisis de regresión de la Figura 13.9. Utilizando el estadístico F
calculado o el estadístico t calculado, obtendríamos este resultado para las hipótesis de esta
variable:

H0 : bcompr % 0 � bl Ç 0, l Ç compr

H1 : bcompr Ç 0 � bl Ç 0, l Ç compr

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.37. Suponga que ha estimado coeficientes para el

siguiente modelo de regresión:

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3

Contraste la hipótesis de que las tres variables
de predicción son iguales a 0, dadas las siguien-
tes tablas del análisis de la varianza.
a) Análisis de la varianza

Source DF SS MS
Regression 3 4500
Residual Error 26 500

b) Análisis de la varianza
Source DF SS MS
Regression 3 9780
Residual Error 26 2100

c) Análisis de la varianza
Source DF SS MS
Regression 3 46000
Residual Error 26 25000

d) Análisis de la varianza
Source DF SS MS
Regression 3 87000
Residual Error 26 48000

Ejercicios aplicados

13.38. Vuelva al estudio del esfuerzo de diseño de
aviones de los ejercicios 13.6 y 13.19.
a) Contraste la hipótesis nula

H0 : b1 % b2 % b3 % 0

b) Muestre la tabla del análisis de la varianza.
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13.39. Para el estudio de la influencia de las institucio-
nes financieras en los precios de las acciones
del ejercicio 13.7, se utilizaron 48 observacio-
nes trimestrales y se observó que el coeficiente
corregido de determinación era R2

% 0,463.
Contraste la hipótesis nula.

H0 : b1 % b2 % 0

13.40. Vuelva al estudio del consumo de leche, descri-
to en los ejercicios 13.8, 13.20 y 13.28.

a) Contraste la hipótesis nula

H0 : b1 % b2 % 0

b) Muestre la tabla del análisis de la varianza.

13.41. Vuelva al estudio del aumento de peso, descrito
en los ejercicios 13.9, 13.21 y 13.29.

a) Contraste la hipótesis nula

H0 : b1 % b2 % b3 % 0

b) Muestre la tabla del análisis de la varianza.

13.42. Vuelva al ejercicio 13.32. Contraste la hipótesis
nula de que las cuatro variables independientes,
consideradas en conjunto, no influyen lineal-
mente en los ingresos generados por las loterías
nacionales.

13.43. Vuelva al ejercicio 13.33. Contraste la hipótesis
nula de que las tres variables independientes,
consideradas en conjunto, no influyen lineal-
mente en el precio de los hornos.

13.44. Vuelva al estudio del ejercicio 13.34. Contraste
la hipótesis nula de que los gastos personales de
consumo y el precio relativo de las importacio-
nes, considerados en conjunto, no afectan li-
nealmente a la demanda nigeriana de importa-
ciones.

13.45. Vuelva al estudio de los determinantes de la de-
manda de bomberos en una ciudad analizado en
el ejercicio 13.36. Contraste la hipótesis nula

H0 : b1 % b2 % b3 % b4 % b5 % b6 % b7 % 0

e interprete sus resultados.

13.46. Se realiza una regresión de una variable depen-
diente con respecto a K variables independien-
tes utilizando n conjuntos de observaciones
muestrales. SCE es la suma de los cuadrados de
los errores y R2 es el coeficiente de determi-
nación de esta regresión estimada. Queremos
contrastar la hipótesis nula de que K1 de estas
variables independientes, consideradas en con-
junto, no afectan linealmente a la variable

dependiente, dado que las demás variables inde-
pendientes (K . K1) también se utilizan. Su-
pongamos que se vuelve a estimar la regresión
excluyendo las K1 variables independientes de
interés. Sea SCE* la suma de los cuadrados de
los errores y R*2 el coeficiente de determina-
ción de esta regresión. Demuestre que el esta-
dístico para contrastar nuestra hipótesis nula, in-
troducido en el apartado 13.5, puede expresarse
de la forma siguiente:

(SCE* . SCE)/K1

SCE/(n. K . 1)
%

R2
. R*2

1 . R2
. n . K . 1

K1

13.47. En el estudio de los ejercicios 13.8, 13.20 y
13.28 sobre el consumo de leche, se añadió al
modelo de regresión una tercera variable inde-
pendiente: el número de niños en edad preesco-
lar que había en el hogar. Cuando se estimó es-
te modelo ampliado, se observó que la suma de
los cuadrados de los errores era 83,7. Contraste
la hipótesis nula de que, manteniéndose todo lo
demás constante, el número de niños en edad
preescolar que hay en el hogar no afecta lineal-
mente al consumo de leche.

13.48. Suponga que una variable dependiente está rela-
cionada con K variables independientes a través
de un modelo de regresión múltiple. Sea R2 el
coeficiente de determinación y R1 2 el coeficiente
corregido. Suponga que se utilizan n conjuntos
de observaciones para ajustar la regresión.

a) Demuestre que

R1 2 %
(n . 1)R2

. K

n . K . 1

b) Demuestre que

R2
%

(n . K . 1)R1 2 ! K

n . 1

c) Demuestre que el estadístico para contrastar
la hipótesis nula de que todos los coeficien-
tes de regresión son 0 puede expresarse de la
forma siguiente:

SCR/K

SCE/(n. K . 1)
%

n . K . 1

K
.R

1 2 ! A

1 . R1 2

donde

A %
K

n . K . 1
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13.6. Predicción

Una aplicación importante de los modelos de regresión es predecir los valores de la varia-
ble dependiente, dados los valores de las variables independientes. Las predicciones pue-
den realizarse directamente a partir del modelo de regresión estimado utilizando las esti-
maciones de los coeficientes de ese modelo, como muestra la ecuación 13.25.

Predicciones a partir de los modelos de regresión múltiple
Dado que se cumple el modelo de regresión poblacional

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei (i % 1, 2, ..., n)

y que los supuestos habituales del análisis de regresión son válidos, sean b0, b1, ..., bK las esti-
maciones por mínimos cuadrados de los coeficientes del modelo, bj, siendo j % 1, ..., K, basa-
dos en los puntos de datos x1i, x2i, ..., xKi (i % 1, ..., n). En tal caso, dada una nueva observa-
ción de un punto de datos, x1, n!1, x2, n!1, ..., xK, n!1, la mejor predicción lineal insesgada de
y4 n!1 es

y4 n!1 % b0 ! b1x1, n!1 ! b2, n!1x2, n!1 ! ñ ! bKxK, n!1 (13.25)

Es muy arriesgado hacer predicciones que se basan en valores de X fuera del rango de los
datos utilizados para estimar los coeficientes del modelo, ya que no tenemos pruebas que
apoyen el modelo lineal en esos puntos.

Además de querer conocer el valor predicho de Y para un conjunto de xj, a menudo nos
interesa calcular un intervalo de confianza o un intervalo de predicción. Como señalamos
en el apartado 12.6, el intervalo de confianza incluye el valor esperado de Y con la proba-
bilidad 1 . a. En cambio, el intervalo de predicción incluye los valores individuales predi-
chos: los valores esperados de Y más el término de error aleatorio. Para hallar estos inter-
valos, es necesario calcular estimaciones de las desviaciones típicas del valor esperado de
Y y los puntos individuales. Estos cálculos son similares en la forma a los utilizados en la
regresión simple, pero las ecuaciones de los estimadores son mucho más complicadas. Las
desviaciones típicas de los valores predichos, sy4 , son una función del error típico de la esti-
mación, se; la desviación típica de las variables de predicción; las correlaciones entre las
variables de predicción; y el cuadrado de la distancia entre la media de las variables inde-
pendientes y las X para la predicción. Esta desviación típica es similar a la desviación típi-
ca de las predicciones de la regresión simple del Capítulo 12. Sin embargo, las ecuaciones
de la regresión múltiple son muy complejas y no se presentan aquí; lo que hacemos es cal-
cular los valores utilizando el programa Minitab. La mayoría de los paquetes estadísticos
buenos calculan las desviaciones típicas del intervalo de predicción y del intervalo de con-
fianza y los correspondientes intervalos. Excel no permite calcular la desviación típica de
las variables predichas.

EJEMPLO 13.10. Predicción del margen de beneficios de las asociaciones
de ahorro y crédito inmobiliario (predicciones
del modelo de regresión)

Le han pedido que haga una predicción del margen de beneficios de las asociaciones de
ahorro y crédito inmobiliario para un año en el que el porcentaje de ingresos netos es
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4,50 y hay 9.000 oficinas, utilizando el modelo de regresión de las asociaciones de aho-
rro y crédito inmobiliario. Los datos se encuentran en el fichero Savings and Loan.

Savings
and Loan

Solución

Utilizando la notación de la ecuación 13.25, tenemos las variables

x1, n!1 % 4,50 x2, n!1 % 9.000

Utilizando estos valores, observamos que nuestro predictor puntual del margen de bene-
ficios es

y4 n!1 % b0 ! b1x1, n!1 ! b2x2, n!1

% 1,565 ! (0,237)(4,50) . (0,000249)(9.000) % 0,39

Por lo tanto, en un año en el que el porcentaje de ingresos netos por dólar depositado es
4,50 y el número de oficinas es 9.000, predecimos que el margen porcentual de benefi-
cios de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario es 0,39.

Los valores predichos, los intervalos de confianza y los intervalos de predicción
pueden calcularse directamente por medio del programa Minitab.

La Figura 13.12 muestra la salida del análisis de regresión. Se presenta el valor pre-
dicho, y4 % 0,39 y su desviación típica, 0,0277, junto con el intervalo de confianza y el

Figura 13.12. Predicciones e intervalos de predicción de la regresión múltiple (salida Minitab).
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intervalo de predicción. El intervalo de confianza —CI— es un intervalo del valor espe-
rado de Y en la función lineal definida por los valores de las variables independientes.
Este intervalo es una función del error típico del modelo de regresión, la distancia a la
que se encuentran los valores de xj de sus medias muestrales individuales y la correla-
ción entre las variables xj utilizadas para ajustar el modelo. El intervalo de predicción
—PI— es un intervalo para un único valor observado. Por lo tanto, incluye la variabili-
dad del valor esperado más la variabilidad de un único punto en torno al valor predicho.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.49. Dada la ecuación de regresión múltiple estimada

y4 % 6 ! 5x1 ! 4x2 ! 7x3 ! 8x4

calcular el valor predicho de Y cuando
a) x1 % 10, x2 % 23, x3 % 9, x4 % 12
b) x1 % 23, x2 % 18, x3 % 10, x4 % 11
c) x1 % 10, x2 % 23, x3 % 9, x4 % 12
d) x1 % .10, x2 % 13, x3 % .8, x4 % .16

Ejercicios aplicados

13.50. Utilizando la información del ejercicio 13.9,
prediga el aumento de peso de un estudiante de
primer año que come una media de 20 comidas
a la semana, hace ejercicio durante una media
de 10 horas a la semana y consume una media
de 6 cervezas a la semana.

13.51. Utilizando la información del ejercicio 13.8,
prediga el consumo semanal de leche de una
familia de cuatro personas que tiene una renta
de 600 $ a la semana.

b0 % 0,578

13.52. En la regresión del esfuerzo de diseño de avio-
nes del ejercicio 13.6, la ordenada en el origen
estimada era 2,0. Prediga el esfuerzo de diseño
de un avión que tiene una velocidad máxima de
mach 1,0 pesa 7 toneladas y tiene un 50 por
ciento de piezas en común con otros modelos.

13.53. Una agencia inmobiliaria afirma que en su ciu-
dad el precio de venta de una vivienda en dóla-
res (y) depende de su tamaño en metros cuadra-
dos de superficie (x1), el tamaño del solar en
metros cuadrados (x2), el número de dormito-
rios (x3) y el número de cuartos de baño (x4).
Basándose en una muestra aleatoria de 20 ven-
tas de viviendas, se obtuvo el siguiente modelo
estimado por mínimos cuadrados:

y4 % 1.998,5 ! 22,352x1 ! 1,4686x2!6.767,3x3
(2,5543) (1,4492) (1820,8)

! 2.701,1x4
(1996,2) R2

% 0,9843

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.
a) Interprete en el contexto de este modelo el

coeficiente estimado de x2.
b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Suponiendo que el modelo está especificado

correctamente, contraste al nivel del 5 por
ciento la hipótesis nula de que, mantenién-
dose todo lo demás constante, el precio de
venta no depende del número de cuartos de
baño frente a la hipótesis alternativa unilate-
ral adecuada.

d) Estime el precio de venta de una vivienda
de 1.250 metros cuadrados de superficie, un
solar de 4.700 metros cuadrados, 3 dormito-
rios y un cuarto de baño y medio.

13.7. Transformaciones de modelos de regresión no lineales

Hemos visto cómo puede utilizarse el análisis de regresión para estimar relaciones lineales
que predicen una variable dependiente en función de una o más variables independientes.
Estas aplicaciones son muy importantes. Sin embargo, hay, además, algunas relaciones
económicas y empresariales que no son estrictamente lineales. En este apartado desarrolla-
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mos métodos para modificar algunos formatos de los modelos no lineales con el fin de po-
der utilizar los métodos de regresión múltiple para estimar los coeficientes del modelo. Por
lo tanto, el objetivo de los apartados 13.7 y 13.8 es ampliar la variedad de problemas que
pueden adaptarse a un análisis de regresión. De esta forma vemos que el análisis de regre-
sión tiene aun mayores aplicaciones.

Examinando el algoritmo de mínimos cuadrados, vemos que manipulando con cuidado
los modelos no lineales, es posible utilizar los mínimos cuadrados en un conjunto más am-
plio de problemas aplicados. Los supuestos sobre las variables independientes en la regre-
sión múltiple no son muy restrictivos. Las variables independientes definen puntos en los
que medimos una variable aleatoria Y. Suponemos que hay una relación lineal entre los ni-
veles de las variables independientes Xj, donde j % 1, ..., K, y el valor esperado de la varia-
ble dependiente Y. Podemos aprovechar esta libertad para ampliar el conjunto de modelos
que pueden estimarse. Por lo tanto, podemos ir más allá de los modelos lineales en nues-
tras aplicaciones del análisis de regresión múltiple. En la Figura 13.13 se muestran tres
ejemplos:

(a) Las funciones de oferta pueden no ser lineales.
(b) El aumento de la producción total con un aumento del número de trabajadores

puede ser cada vez menor a medida que se añaden más trabajadores.
(c) El coste medio por unidad producida a menudo se minimiza en un nivel de pro-

ducción intermedio.
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Figura 13.13. Ejemplos de funciones cuadráticas.

Transformaciones de modelos cuadráticos

Hemos dedicado bastante tiempo al desarrollo del análisis de regresión para estimar ecua-
ciones lineales que representan diversos procesos empresariales y económicos. También
hay muchos procesos que pueden representarse mejor mediante ecuaciones no lineales. El
ingreso total tiene una relación cuadrática con el precio y el ingreso máximo se obtiene en
un nivel intermedio de precios si la función de demanda tiene pendiente negativa. En mu-
chos casos, el coste mínimo de producción por unidad se obtiene en un nivel de produc-
ción intermedio y el coste por unidad es decreciente a medida que nos aproximamos al
coste mínimo por unidad y después aumenta a partir de ese coste mínimo por unidad. Po-
demos analizar algunas de estas relaciones económicas y empresariales utilizando un mo-
delo cuadrático:

Y % b0 ! b1X1 ! b2X
2
1 ! e
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Para estimar los coeficientes de un modelo cuadrático para aplicaciones de este tipo, pode-
mos transformar o modificar las variables, como muestran las ecuaciones 13.26 y 13.27.
De esta forma, un modelo cuadrático no lineal se convierte en un modelo que es lineal en
un conjunto modificado de variables.

Transformaciones de modelos cuadráticos
La función cuadrática

Y % b0 ! b1X1 ! b2X
2
1 ! e (13.26)

puede transformarse en un modelo lineal de regresión múltiple definiendo nuevas variables:

Z1 % X1

Z2 % X2
1

y después especificando el modelo

yi % b0 ! b1z1i ! b2z2i ! ei (13.27)

que es lineal en las variables transformadas. Las variables cuadráticas transformadas pueden
combinarse con otras variables en un modelo de regresión múltiple. Por lo tanto, podemos
ajustar una regresión cuadrática múltiple utilizando variables transformadas. El objetivo es en-
contrar modelos que sean lineales en otras formas matemáticas de una variable.

Transformando las variables, podemos estimar un modelo lineal de regresión múltiple
y utilizar los resultados como un modelo no lineal. Los métodos de inferencia para los mo-
delos cuadráticos transformados son los mismos que hemos desarrollado para los modelos
lineales. De esta forma, evitamos la confusión que se tendría si se utilizaran unos métodos
estadísticos para los modelos lineales y otros para los modelos cuadráticos. Los coeficien-
tes deben combinarse para poder interpretarlos. Así, si tenemos un modelo cuadrático, el
efecto de una variable, X, es indicado por los coeficientes tanto de los términos lineales
como de los términos cuadráticos. También realizamos un sencillo contraste de hipótesis
para averiguar si un modelo cuadrático es una mejora con respecto a un modelo lineal. La
variable Z2 o X2

1 no es más que una variable adicional cuyo coeficiente puede contrastarse
—H0 : b2 % 0— utilizando la t de Student condicionada o el estadístico F. Si un modelo
cuadrático se ajusta a los datos mejor que un modelo lineal, el coeficiente de la variable
cuadrática —Z2 % X2

1— será significativamente diferente de 0. El método es el mismo si
tenemos variables como Z3 % X3

1 o Z4 % X2
1X2.

EJEMPLO 13.11. Costes de producción (estimación de un modelo
cuadrático)

Arnold Sorenson, director de producción de New Frontiers Instruments Inc., tenía
interés en estimar la relación matemática entre el número de montajes electrónicos pro-
ducidos en un turno de 8 horas y el coste medio por montaje. Esta función se utilizaría
después para estimar el coste de varios pedidos de producción y averiguar el nivel de
producción que minimizaría el coste medio. Los datos se encuentran en el fichero de
datos Production Cost.

Production
Cost
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Solución

Arnold recogió datos de nueve turnos durante los cuales el número de montajes osciló
entre 100 y 900. También obtuvo en el departamento de contabilidad el coste medio por
unidad en que se incurrió durante esos días. Estos datos se presentan en un diagrama de
puntos dispersos realizado por medio del programa Excel y mostrado en la Figura
13.14. Sus estudios de economía y su experiencia lo llevaron a sospechar que la función
podría ser cuadrática con un coste medio mínimo intermedio. Diseñó su análisis para
considerar tanto una función de coste medio de producción lineal como una cuadrática.

La Figura 13.15 es la regresión simple del coste como una función lineal del núme-
ro de unidades. Vemos que la relación lineal es casi plana, lo que indica que no existe
una relación lineal entre el coste medio y el número de unidades producidas. Si Arnold
hubiera utilizado simplemente esta relación, habría cometido graves errores en sus mé-
todos de estimación del coste.

La Figura 13.16 presenta la regresión cuadrática que muestra el coste medio por
unidad como una función no lineal del número de unidades producidas. Obsérvese que
b2 es diferente de 0 y, por lo tanto, debe incluirse en el modelo. Obsérvese también que
el R2 del modelo cuadrático es 0,962, mientras que en el modelo lineal es 0,174. Utilizan-
do el modelo cuadrático, Arnold ha elaborado un modelo de coste medio mucho más útil.

Número de
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Figura 13.14. Coste medio de producción en función del número de unidades.

Regression Analysis: Mean Cost per Unit versus Number of Units

The regression equation is
Mean Cost per Unit = 4.43 - 0.000855 Number of Units

Predictor
Constant
Number of Units

Coef
4.4330

-0.0008547

SE Coef
0.3994

0.0007029

T
11.10
-1.22

P
0.000
0.263

S = 0.547614 R-Sq = 17.4% R-Sq(adj) = 5.6%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
1
7
8

SS
0.4433
2.0992
2.5425

MS
0.4433
0.2999

F
1.48

P
0.263

Figura 13.15. Regresión lineal del coste medio en función del número de unidades (salida Minitab).
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Regression Analysis: Mean Cost per Unit versus Number of Units,
No Units Squared

The regression equation is
Mean Cost per Unit = 5.91 - 0.000884 Number of Units + 0.000008
No Units Squared

Predictor
Constant
Number of Units 
No Units Squared

Coef
5.9084

-0.0088415
-0.00000793

SE Coef
0.1614

0.0007344
0.00000071

T
36.60
-12.04
11.15

P
0.000
0.000
0.000

S = 0.126875 R-Sq = 96.2% R-Sq(adj) = 94.9%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2
6
8

SS
2.4459
0.0966
2.5425

MS
1.2230
0.0161

F
75.97

P
0.000

Figura 13.16. Modelo cuadrático del coste medio en función del número de unidades (salida Minitab).

Transformaciones logarítmicas

Algunas relaciones económicas pueden analizarse mediante funciones exponenciales. Por
ejemplo, si la variación porcentual de la cantidad vendida de bienes varía linealmente en
respuesta a las variaciones porcentuales del precio, la función de demanda tendrá una for-
ma exponencial:

Q % b0P
b1

donde Q es la cantidad demandada y P es el precio por unidad. Las funciones de demanda
exponenciales tienen elasticidad constante y, por lo tanto, una variación del precio de un 1
por ciento provoca la misma variación porcentual de la cantidad demandada en todos los
niveles de precios. En cambio, los modelos lineales de demanda indican que una variación
unitaria de la variable del precio provoca la misma variación de la cantidad demandada en
todos los niveles de precios. Los modelos exponenciales de demanda se utilizan mucho
en el análisis de la conducta del mercado. Una importante característica de estos modelos es
que el coeficiente b1 es la elasticidad constante, e, de la demanda Q con respecto al precio P:

e %
LQ/Q

LP/P
% b1

Este resultado se desarrolla en la mayoría de los libros de texto de microeconomía. Los
coeficientes del modelo exponencial se estiman utilizando transformaciones logarítmicas,
como muestra la ecuación 13.29.

La transformación logarítmica supone que el término de error aleatorio multiplica el
verdadero valor de Y para obtener el valor observado. Por lo tanto, en el modelo exponen-
cial el error es un porcentaje del verdadero valor y la varianza de la distribución del error
aumenta cuando aumenta Y. Si este resultado no es cierto, la transformación logarítmica no
es correcta. En ese caso, debe utilizarse una técnica de estimación no lineal mucho más
compleja. Estas técnicas están fuera del alcance de este libro.
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Transformaciones de modelos exponenciales
Los coeficientes de los modelos exponenciales de la forma

Y % b0X
b1
1 Xb2

2 e (13.28)

pueden estimarse tomando primero el logaritmo de los dos miembros para obtener una ecua-
ción que es lineal en los logaritmos de las variables:

log (Y) % log (b0) ! b1 log (X1) ! b2 log (X2) ! log (e) (13.29)

Utilizando esta forma, podemos hacer una regresión del logaritmo de Y con respecto a los lo-
garitmos de las dos variables X y obtener estimaciones de los coeficientes b1 y b2 directamente
del análisis de regresión. Dado que los coeficientes son elasticidades, muchos economistas uti-
lizan esta forma del modelo en la que pueden suponer que las elasticidades son constantes en
el rango de los datos. Obsérvese que este método de estimación requiere que los errores alea-
torios sean multiplicativos en el modelo exponencial original. Por lo tanto, el término de error, e,
se expresa como un aumento o una disminución porcentual y no como la adición o la sustrac-
ción de un error aleatorio, como hemos visto en los modelos lineales de regresión.

Otra importante aplicación de los modelos exponenciales es la función de producción
Cobb-Douglas, que tiene la forma

Q % b0L
b1Kb2

donde Q es la cantidad producida, L es la cantidad utilizada de trabajo y K es la cantidad
de capital. b1 y b2 son las contribuciones relativas de las variaciones del trabajo y de las
variaciones del capital a las variaciones de la cantidad producida. En un caso especial, co-
rrespondiente a los rendimientos constantes de escala, se plantea la restricción de que la
suma de los coeficientes sea igual a 1. En ese caso, b1 y b2 son las contribuciones porcen-
tuales del trabajo y el capital al aumento de la productividad.

La estimación de los coeficientes cuando su suma es igual a 1 es un ejemplo de estima-
ción restringida en los modelos de regresión. La ecuación 13.29 es modificada por la res-
tricción

b1 ! b2 % 1

y, por lo tanto, se incluye la sustitución de la forma

b2 % 1 . b1

y la nueva ecuación de estimación se convierte en

log (Y) % log (b0) ! b1 log (X1) ! (1 . b1) log (X2) ! log (e)
log (Y) . log (X2) % log (b0) ! b1[log (X1) . log (X2)] ! log (e)

logA
Y

X2B% log (b0) ! b1 logA
X1

X2B! log (e) (13.30)

Vemos, pues, que el coeficiente b1 se obtiene haciendo una regresión de log (Y/X2) con res-
pecto a log (X1/X2). A continuación, se calcula b2 restando b1 de 1,0.

Todos los buenos paquetes estadísticos pueden calcular fácilmente las transformaciones
necesarias de los datos para los modelos logarítmicos. En el ejemplo siguiente utilizamos
el programa Minitab, pero podrían obtenerse resultados similares utilizando otros muchos
paquetes.
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EJEMPLO 13.12. Función de producción de Minong Boat Works
(estimación del modelo exponencial)

Minong Boat Works comenzó a producir pequeños barcos de pesca a principios de la
década de 1970 para los pescadores del norte de Wisconsin. Sus propietarios desarrolla-
ron un método de producción de bajo coste para producir barcos de calidad. Como con-
secuencia, ha aumentado su demanda con el paso de los años. El método de producción
utiliza una terminal de trabajo con un conjunto de plantillas y herramientas eléctricas
que pueden ser manejadas por un número variable de trabajadores. El número de termi-
nales (unidades de capital) ha aumentado con el paso de los años de 1 a 20 para satisfa-
cer la demanda de barcos. Al mismo tiempo, la plantilla se ha incrementado de 2 traba-
jadores al año a 25. Ahora los propietarios están considerando la posibilidad de
aumentar sus ventas en otros mercados de Michigan y Minnesota. Por lo tanto, necesi-
tan saber cuánto tienen que aumentar el número de terminales y el número de trabajado-
res para lograr diversos aumentos del nivel de producción.

Solución

Boat
Production

Su hija, licenciada en economía, sugiere que estimen una función de producción Cobb-
Douglas restringida utilizando datos de años anteriores. Explica que esta función de
producción les permitirá predecir el número de barcos producidos con diferentes niveles
de terminales y de trabajadores. Los propietarios están de acuerdo en que ese análisis es
una buena idea y le piden que lo realice. Comienza el análisis recogiendo los datos his-
tóricos de producción de la empresa, que se encuentran en el fichero de datos Boat Pro-
duction. Para estimar los coeficientes, primero debe transformar la especificación origi-
nal del modelo en una forma que pueda estimarse mediante una regresión por mínimos
cuadrados. El modelo de la función de producción Cobb-Douglas es

Y % b0L
b1Kb2

con la restricción

b2 % 1 . b1

donde Y es el número de barcos producidos al año, K es el número de terminales (uni-
dades de capital) utilizadas cada año y L es el número de trabajadores utilizados cada
año.

La función de producción Cobb-Douglas restringida se transforma en la forma de
estimación:

log A
Y

KB% log (b0) ! b2 logA
L

KB
para hacer una estimación por mínimos cuadrados.

La estimación del modelo de regresión se muestra en la Figura 13.17 y la ecuación
resultante es:

log A
Y

KB% 3,02 ! 0,845 log A
L

KB (13.31)

En este resultado, vemos que el coeficiente del modelo estimado, b1, es 0,845. Por lo
tanto, b2 % 1 . 0,845 % 0,155. Por último, log (b0) % 3,02. Este análisis muestra que el
84,5 por ciento del valor de la producción procede del trabajo y el 15,5 por ciento del
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Figura 13.17. Análisis de regresión de la función de producción restringida (salida Minitab).

capital. Tras realizar las oportunas transformaciones algebraicas, el modelo de la fun-
ción de producción es

Y % 20,49K0,845 L0,155 (13.32)

Esta función de producción puede utilizarse para predecir la producción esperada utili-
zando diversos niveles de capital y de trabajo.

La Figura 13.18 muestra una comparación del número observado de barcos y el nú-
mero predicho de barcos a partir de la ecuación de regresión transformada. El número
predicho de barcos se ha calculado utilizando la ecuación 13.32. Ese análisis también
indica que el R2 de la regresión del número de barcos con respecto al número predicho
de barcos es 0,973. Este R2 puede interpretarse exactamente igual que el R2 de cualquier
modelo de regresión lineal y, por lo tanto, vemos que el número predicho de barcos
constituye un buen ajuste de los datos observados sobre la producción de barcos. El R2

de los datos de la regresión transformada de la Figura 13.17 no puede interpretarse fá-
cilmente como un indicador de la relación entre el número de barcos producidos y las
variables independientes del trabajo y el capital, ya que las unidades están expresadas
en logaritmos de cocientes.

Figura 13.18. Comparación de la producción observada y la predicha.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.54. Considere las dos ecuaciones siguientes estima-

das utilizando los métodos desarrollados en este
apartado.

i. yi % 4x1,5

ii. yi % 1 ! 2xi ! 2x2
1

Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6,
8, 10.

13.55. Considere las dos ecuaciones siguientes estima-
das utilizando los métodos desarrollados en este
apartado.

i. yi % 4x1,8

ii. yi % 1 ! 2xi ! 2x2
i

Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6,
8, 10.

13.56. Considere las dos ecuaciones siguientes estima-
das utilizando los métodos desarrollados en este
apartado.

i. yi % 4x1,5

ii. yi % 1 ! 2xi ! 1,7x2
i

Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6,
8, 10.

13.57. Considere las dos ecuaciones siguientes estima-
das utilizando los métodos desarrollados en este
apartado.

i. yi % 3x1,2

ii. yi % 1 ! 5xi ! 1,5x2
i

Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6,
8, 10.

Ejercicios aplicados

13.58. Describa un ejemplo extraído de su experiencia
en el que un modelo cuadrático sea mejor que
un modelo lineal.

13.59. Juan Sánchez, presidente de Estudios de Merca-
do, S.A., le ha pedido que estime los coeficien-
tes del modelo

Y % b0 ! b1X1 ! b2X
2
1 ! b3X2

donde Y son las ventas esperadas de suministros
de oficina de un gran distribuidor minorista de
suministros de oficina, X1 es la renta total dis-
ponible de los residentes que viven a menos de
5 kilómetros de la tienda y X2 es el número to-
tal de personas empleadas en empresas cuya ac-
tividad se basa en la información que se en-
cuentran a menos de 5 kilómetros de la tienda.

Según los estudios recientes de una consultora
nacional, los coeficientes del modelo deben te-
ner la siguiente restricción:

b1 ! b2 % 2

Describa cómo estimaría los coeficientes del
modelo utilizando el método de mínimos cua-
drados.

13.60. En un estudio de los determinantes de los gas-
tos de los hogares en viajes de vacaciones, se
obtuvieron datos de una muestra de 2.246 hoga-
res (véase la referencia bibliográfica). El mode-
lo estimado era

log y % .4,054 ! 1,1556 log x1 . 0,4408 log x2
(0,0546) (0,0490)

R2
% 0,168

donde

y % gasto en viajes de vacaciones
x1 % gasto total anual de consumo
x2 % número de miembros del hogar

Los números entre paréntesis que se encuentran
debajo de los coeficientes son los errores típicos
de los coeficientes estimados.

a) Interprete los coeficientes de regresión esti-
mados.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Manteniéndose todo lo demás constante, ha-

lle el intervalo de confianza al 95 por ciento
del aumento porcentual de los gastos en via-
jes de vacaciones provocado por un aumento
del gasto anual total de consumo de un 1 por
ciento.

d) Suponiendo que el modelo está especificado
correctamente, contraste al nivel de signifi-
cación del 1 por ciento la hipótesis nula de
que, manteniéndose todo lo demás constan-
te, el número de miembros de un hogar no
afecta a los gastos en viajes de vacaciones
frente a la hipótesis alternativa de que
cuanto mayor es el número de miembros
del hogar, menor es el gasto en viajes de va-
caciones.

13.61. En un estudio, se estimó el siguiente modelo
para una muestra de 322 supermercados de
grandes zonas metropolitanas (véase la referen-
cia bibliográfica 3):

Log y % 2,921 ! 0,680 log x R2
% 0,19

(0,077)
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donde

y % tamaño de la tienda
x % renta mediana del distrito postal en el que

se encuentra la tienda

Los números entre paréntesis que figuran deba-
jo de los coeficientes son los errores típicos de
los coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente estimado de log x.
b) Contraste la hipótesis nula de que la renta

no influye en el tamaño de la tienda frente a
la hipótesis alternativa de que un aumento
de la renta tiende a ir acompañado de un
aumento del tamaño de la tienda.

13.62. Un economista agrícola cree que la cantidad
consumida de carne de vacuno (y) en toneladas
al año en Estados Unidos depende de su precio
(x1) en dólares por kilo, del precio de la carne
de porcino (x2) en dólares por kilo, del precio
del pollo (x3) en dólares por kilo y de la renta
por hogar (x4) en miles de dólares. Se ha obte-
nido la siguiente regresión muestral por míni-
mos cuadrados utilizando 30 observaciones
anuales:

Logy%.0,024.0,529log x1!0,217 log x2!0,193 log x3
(0,168) (0,103) (0,106)

! 0,416 log x4 R2
% 0,683

(0,163)

Los números entre paréntesis que se encuentran
debajo de los coeficientes son los errores típicos
de los coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente de log x1.
b) Interprete el coeficiente de log x2.
c) Contraste al nivel de significación del 1 por

ciento la hipótesis nula de que el coeficiente
de log x4 en la regresión poblacional es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es po-
sitivo.

d) Contraste la hipótesis nula de que las cuatro
variables (log x1, log x2, log x3, log x4) no tie-
nen, en conjunto, ninguna influencia lineal
en log y.

e) Al economista también le preocupa que la
creciente concienciación de las consecuen-
cias del consumo frecuente de carne roja pa-
ra la salud pueda haber influido en la de-
manda de carne de vacuno. Si eso es así,
¿cómo influiría en su opinión sobre la regre-
sión estimada original?

13.63. Le han pedido que desarrolle una función de
producción exponencial —forma Cobb-Dou-

glas— que prediga el número de microprocesa-
dores producidos por un fabricante, Y, en fun-
ción de las unidades de capital, X1; las unidades
de trabajo, X2, y el número de informáticos que
realizan investigación básica, X3. Especifique la
forma del modelo e indique con cuidado y ex-
haustivamente cómo estimaría los coeficientes.
Hágalo utilizando primero un modelo sin res-
tricciones y a continuación incluyendo la res-
tricción de que los coeficientes de las tres va-
riables deben sumar 1.

13.64. Considere el siguiente modelo no lineal con
errores multiplicativos.

Y % b0X
b1
1 Xb2

2 Xb3
3 Xb4

4 e

b1 ! b2 % 1

b3 ! b4 % 1

a) Muestre cómo obtendría estimaciones de los
coeficientes. Deben satisfacerse las restric-
ciones de los coeficientes. Muestre todo lo
que hace y explíquelo.

b) ¿Cuál es la elasticidad constante de Y con
respecto a X4?

Se recomienda que los siguientes ejercicios se
resuelvan con la ayuda de un computador.

13.65. Angelica Chandra, presidenta de Benefits
Research Inc., le ha pedido que estudie la es-
tructura salarial de su empresa. Benefits Re-
search ofrece consultoría y gestión de los pro-
gramas de seguro médico y de jubilación para
los empleados. Sus clientes son grandes y me-
dianas empresas. Primero le pide que desarrolle
un modelo de regresión que estime el salario es-
perado en función de los años de experiencia en
la empresa. Debe examinar modelos lineales,
cuadráticos y cúbicos y averiguar cuál es más
adecuado. Estime modelos de regresión adecua-
dos y escriba un breve informe que recomiende
el mejor modelo. Utilice los datos del fichero
Benefits Research.

13.66. El fichero de datos German Imports mues-
tra las importaciones reales alemanas (y), el
consumo privado real (x1) y el tipo de cambio
real (x2) en dólares estadounidenses por marco
de un periodo de 31 años. Estime el modelo

log Yt % b0 ! b1 log x1i ! b2 log x2t ! ei

y escriba un informe sobre sus resultados.
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13.8. Utilización de variables ficticias en modelos de regresión

En el análisis de la regresión múltiple, hemos supuesto hasta ahora que las variables inde-
pendientes, xj, existían en un rango y contenían muchos valores diferentes. Sin embargo,
en los supuestos de la regresión múltiple la única restricción a la que están sujetas las va-
riables independientes es que son valores fijos. Por lo tanto, podríamos tener una variable
independiente que tomara solamente dos valores: xj % 0 y xj % 1. Esta estructura se deno-
mina normalmente variable ficticia, y veremos que constituye un valioso instrumento para
aplicar la regresión múltiple a situaciones en las que hay variables categóricas. Un impor-
tante ejemplo es una función lineal que varía en respuesta a alguna influencia. Considere-
mos primero una ecuación de regresión simple:

Y % b0 ! b1X1

Supongamos ahora que introducimos una variable ficticia, X2, que toma los valores 0 y 1 y
que la ecuación resultante es

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2

Cuando X2 % 0 en esta ecuación, la constante es b0, pero cuando X2 % 1, la constante es
b0 ! b2. Vemos, pues, que la variable ficticia desplaza la relación lineal entre Y y X1 en el
valor del coeficiente b2. De esta forma, podemos representar el efecto de los desplazamien-
tos en nuestra ecuación de regresión. Las variables ficticias también se llaman variables de
indicador. Comenzamos nuestro análisis con un ejemplo de una importante aplicación.

EJEMPLO 13.13. Análisis de la discriminación salarial
(estimación de un modelo utilizando variables ficticias)

El presidente de Investors Ltd. quiere averiguar si existe alguna prueba de la presencia
de discriminación salarial en los salarios de las mujeres y los hombres analistas finan-
cieros. La Figura 13.19 muestra un ejemplo de los salarios anuales de los analistas en
relación con sus años de experiencia. Véase el fichero de datos Gender and Salary.

Gender
and
Salary

Solución

Examinando los datos y el gráfico, vemos dos subconjuntos diferentes de salarios y pa-
rece que los salarios de los hombres son uniformemente más altos cualesquiera que sean
los años de experiencia.

Este problema puede analizarse estimando un modelo de regresión múltiple del sala-
rio, Y, en función de los años de experiencia, X1, con una segunda variable, X2, que to-
ma dos valores:

0 Mujeres analistas
1 Hombres analistas

El modelo de regresión múltiple resultante

y4 % b0 ! b1x1 ! b2x2

puede analizarse utilizando los métodos que hemos aprendido, señalando que el coefi-
ciente b1 es una estimación del aumento anual esperado del salario por año de experien-
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Figura 13.19. Ejemplo de una pauta de datos que indica la existencia de discriminación salarial.

cia y b2 es el aumento que experimenta el salario medio cuando el analista es un hom-
bre en lugar de una mujer. Si b2 es positivo, eso indica que los salarios de los hombres
son uniformemente más altos.

La Figura 13.20 presenta el análisis de regresión múltiple de Minitab para este pro-
blema. En este análisis vemos que el coeficiente de x1 —gender— tiene un estadístico t
de Student igual a 14,88 y un p-valor de 0, lo que nos lleva a rechazar la hipótesis nula
de que el coeficiente es igual a 0. Este resultado indica que los salarios de los hombres
son significativamente más altos. También vemos que b2 % 4.076,5, lo que indica que
el valor esperado del aumento anual es 4.076,50 $ y que b1 % 14.638,7, lo que indica
que los salarios de los hombres son, en promedio, 14.683,70 $ más altos. Este tipo de
análisis se ha utilizado con éxito en algunos juicios sobre discriminación salarial, por lo
que la mayoría de las empresas realizan análisis parecidos a éste para averiguar si existe
alguna prueba de discriminación salarial.

Este tipo de ejemplos tiene numerosas aplicaciones en algunos problemas entre los
que se encuentran los siguientes:

1. Es probable que la relación entre el número de unidades vendidas y el precio se
desplace si entra un nuevo competidor en el mercado.

2. La relación entre el consumo agregado y la renta disponible agregada puede
desplazarse en tiempos de guerra o como consecuencia de algún otro gran acon-
tecimiento nacional.

3. La relación entre la producción total y el número de trabajadores puede desplazar-
se como consecuencia de la introducción de una nueva tecnología de producción.

4. La función de demanda de un producto puede variar como consecuencia de una
nueva campaña publicitaria o de la publicación de una noticia relativa al pro-
ducto.

Este análisis ha introducido el concepto de regresión utilizando variables ficticias como
un método para ampliar nuestra capacidad de análisis. El método se resume a continuación.
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The regression equation is
Annual Salary (Y) = 23608 + 14684 Gender (X2) 0=Female 1=Male
      + 4076 Years Experience (X1)

Predictor
Constant
Gender (X2) 0=Female 1=Male

Coef
23608

14683.7
4076.5

SE Coef
1434
987.0
121.3

T
16.46
14.88
33.61

P
0.000
0.000
0.000

S = 1709.48 R-Sq = 99.3% R-Sq(adj) = 99.2%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2
9
11

SS
394824096
26300913

3974541710

MS
1974120398

2922324

F
675.53

P
0.000

Year Experience (X1)

Figura 13.20. Análisis de regresión del ejemplo de la discriminación salarial: salario anual en relación
con los años de experiencia y el sexo (salida Minitab).

Análisis de regresión utilizando variables ficticias
La relación entre Y y X1

Y % b0 ! b1X1 ! e

puede desplazarse en respuesta a un cambio de una determinada condición. El efecto del des-
plazamiento puede estimarse utilizando una variable ficticia que tiene el valor 0 (no se cumple
la condición) y 1 (se cumple la condición). Como muestra la Figura 13.19, todas las observa-
ciones del conjunto superior de puntos de datos tienen la variable ficticia x2 % 1, y las observa-
ciones de los puntos inferiores tienen la variable ficticia x2 % 0. En estos casos, la relación en-
tre Y y X1 es especificada por el modelo de regresión múltiple

y4 i % b0 ! b2x2i ! b1x1i (13.33)

El coeficiente b2 representa el desplazamiento de la función entre el conjunto de puntos inferior
de la Figura 13.19 y el superior. Las funciones de cada conjunto de puntos son

y4 % b0 ! bx1 cuando x2 % 0
y

y4 % (b0 ! b2x2) ! b1x1 cuando x2 % 1

En la primera función, la constante es b0, mientras que en la segunda es b0 ! b2. En el Capítu-
lo 14 mostramos cómo pueden utilizarse las variables ficticias para analizar problemas que tie-
nen más de dos categorías discretas.

Esta sencilla especificación del modelo de regresión lineal es un instrumento muy po-
deroso para resolver los problemas que implican un desplazamiento de la función lineal
provocado por factores discretos identificables. Además, la estructura de regresión múltiple
es un método directo para realizar un contraste de hipótesis, como hemos hecho en el
ejemplo 13.13. El contraste de hipótesis es

H0 : b2 % 0 � b1 Ç 0
H1 : b2 Ç 0 � b1 Ç 0
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El rechazo de la hipótesis nula, H0, lleva a la conclusión de que la constante de los dos
subconjuntos de datos es diferente. En el ejemplo 13.13 hemos visto que esta diferencia
entre las constantes llevaba a la conclusión de que existía una diferencia significativa entre
los salarios masculinos y los femeninos una vez eliminado el efecto de los años de expe-
riencia.

Diferencias entre las pendientes
Podemos utilizar variables ficticias para analizar y contrastar las diferencias entre las pen-
dientes añadiendo una variable de interacción. La Figura 13.21 muestra un ejemplo repre-
sentativo. Para contrastar tanto las diferencias entre las constantes como las diferencias en-
tre las pendientes, utilizamos un modelo de regresión más complejo.

Figura 13.21. Datos salariales anuales de Systems Inc.

Regresión utilizando variables ficticias para contrastar
las diferencias entre las pendientes
Para averiguar si existen diferencias significativas entre las pendientes de dos condiciones dis-
cretas, hay que expandir nuestro modelo de regresión a una forma más compleja:

Y % b0 ! b2X2 ! (b1 ! b3X2)X1 (13.34)

Ahora vemos que la pendiente de x1 contiene dos componentes, b1 y b3X2. Cuando X2 es igual
a 0, la pendiente es el b1 habitual. Sin embargo, cuando X2 es igual a 1, la pendiente es igual a
la suma algebraica de b1 ! b3. Para estimar el modelo, necesitamos en realidad crear un nue-
vo conjunto de variables transformadas que sean lineales. Por lo tanto, el modelo utilizado real-
mente para la estimación es

y4 i % b0 ! b2x2i ! b1x1i ! b3x2ix1i (13.35)
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El modelo de regresión resultante ahora es lineal con tres variables. La nueva variable, x1x2, a
menudo se llama variable de interacción. Obsérvese que cuando la variable ficticia x2 % 0, esta
variable tiene un valor de 0, pero cuando x2 % 1, esta variable tiene el valor de X1. El coeficien-
te b3 es una estimación de la diferencia entre el coeficiente de X1 cuando x2 % 1 y el coeficien-
te de X1 cuando x2 % 0. Por lo tanto, puede utilizarse el estadístico t de Student de b3 para
contrastar las hipótesis

H0 : b3 % 0 � b1 Ç 0, b2 Ç 0

H1 : b3 Ç 0 � b1 Ç 0, b2 Ç 0

Si rechazamos la hipótesis nula, concluimos que existe una diferencia entre las pendientes de
los dos subgrupos. En muchos casos, nos interesará tanto la diferencia entre las constantes
como la diferencia entre las pendientes y contrastaremos las dos hipótesis presentadas en es-
te apartado.

EJEMPLO 13.14. Modelo de los salarios para Systems Inc.
(estimación de un modelo utilizando variables ficticias)

El presidente de Systems Inc. está interesado en saber si las subidas salariales anuales
de las ingenieras de la empresa han sigo iguales que las de los ingenieros. Ha habido
algunas quejas tanto de los ingenieros como de las ingenieras de que los salarios de és-
tas no han subido al mismo ritmo que los de aquéllos.

Gender
and
Salary
Increase

Solución

La Figura 13.21 muestra los datos de la empresa y un diagrama de puntos dispersos.
El diagrama sugiere que la pendiente es más alta en el caso del subgrupo superior, que
representa a los ingenieros. En la Figura 13.22 presentamos el análisis de regresión múl-
tiple realizado con el programa Excel, que puede utilizarse para contrastar la hipótesis
de que las tasas de subida de los dos subgrupos de ingenieros son iguales. En este análi-
sis vemos que la experiencia multiplicada por el sexo tiene un estadístico t de Stu-

Análisis de regresión

Coeficiente 
de correlación múltiple
Coeficiente 
de determinación R
R ajustado
Error típico
Observaciones

ANÁLISIS DE VARIANZA

Regresión
Residuos
Total

Intercepción
Sexo (X2) 0 = Mujer
Experiencia x sexo
Años de experiencia (X1)

0,9993

0,9985
0,9980

936,5446

12

Grados 
de libertad

Suma 
de cuadrados

Promedio 
de los cuadrados F Valor crítico 

de F

Coeficientes Error típico Estadístico t Probabilidad Inferior 95% Superior 95%

3
8

11

23459,68
7053,17
1886,82

1043,57
1475,83
132,89

22,48
4,78

14,20

0,00
0,00
0,00

21053,20

0,00

3649,90
1580,37

25866,15
10456,44
2193,27

2590,81 93,97 27,57 0,00 2374,11 2807,50

4773061717
7016926 877116

1591020572 1813,92

4780078643

Estadísticos de la regresión

Figura 13.22. Análisis de regresión del salario anual en relación con la experiencia y el sexo (salida Excel).
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dent de 14,20 y un p-valor de 0. Rechazamos la hipótesis nula de que, a medida que
aumenta la experiencia, los salarios de los ingenieros y de las ingenieras han subido al
mismo ritmo. Por lo tanto, será importante tomar medidas para abordar la discrimina-
ción salarial que es evidente en los datos. Los datos se encuentran en el fichero Gender
and Salary Increase.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.67. ¿Cuál es la constante del modelo cuando la va-

riable ficticia es igual a 1 en las siguientes
ecuaciones, donde x1 es una variable continua y
x2 es una variable ficticia que toma un valor de
0 o 1?

a) y4 % 4 ! 8x1 ! 3x2

b) y4 % 7 ! 6x1 ! 5x2

c) y4 % 4 ! 8x1 ! 3x2 ! 4x1x2

13.68. ¿Cuál es la constante del modelo y el coeficien-
te de la pendiente de x1 cuando la variable ficti-
cia es igual a 1 en las siguientes ecuaciones,
donde x1 es una variable continua y x2 es una
variable ficticia que toma un valor de 0 o 1?

a) y4 % 4 ! 9x1 ! 1,78x2 ! 3,09x1x2

b) y4 % .3 ! 7x1 ! 4,15x2 ! 2,51x1x2

c) y4 % 10 ! 5x1 ! 3,67x2 ! 3,98x1x2

Ejercicios aplicados

13.69. El siguiente modelo se ajustó a las observacio-
nes de 1972-1979 en un intento de explicar la
conducta de la fijación de los precios.

y4 % 37x1 ! 5,22x2
(0,029) (0,50)

donde

y % diferencia entre el precio del año actual y
el precio del año anterior en dólares por
barril

x1 % diferencia entre el precio al contado en el
año actual y el precio al contado en el año
anterior

x2 % variable ficticia que toma el valor 1 en
1974 y 0 en los demás, para representar el
efecto específico del embargo del petróleo
de ese año

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

Interprete verbal y gráficamente el coefi-
ciente estimado de la variable ficticia.

13.70. Se ha ajustado el siguiente modelo para explicar
los precios de venta de los pisos de una muestra
de 815 ventas.

y4 % .1.264 ! 48,18x1 ! 3.382x2 . 1.859x3
(0,91) (515) (488)

! 3.219x4 ! 2.005x5
(947) (768) R1 2 % 0,86

donde

y4 % precio de venta del piso, en dólares
x1 % metros cuadrados útiles
x2 % tamaño del garaje en número de automóviles
x3 % antigüedad del piso en años
x4 % variable ficticia que toma el valor 1 si el

piso tiene chimenea y 0 en caso contrario
x5 % variable ficticia que toma el valor 1 si el

piso tiene suelos de madera y 0 si tiene
suelos de vinilo

a) Interprete el coeficiente estimado de x4.
b) Interprete el coeficiente estimado de x5.
c) Halle el intervalo de confianza al 95 por

ciento del efecto de una chimenea en el pre-
cio de venta, manteniéndose todo lo demás
constante.

d) Contraste la hipótesis nula de que el tipo de
suelo no afecta al precio de venta frente a la
hipótesis alternativa de que, manteniéndose
todo lo demás constante, los pisos con suelo
de madera tienen un precio de venta más al-
to que los pisos con suelo de vinilo.

13.71. Se ha ajustado el siguiente modelo a datos so-
bre 32 compañías de seguros.

y4 % 7,62 . 0,16x1 ! 1,23x2 R2
% 0,37

(0,008) (0,496)

donde

y % relación precio-beneficios
x1 % volumen de activos de las compañías de

seguros, en miles de millones de dólares
x2 % variable ficticia que toma el valor 1 en el

caso de las compañías regionales y 0 en el
de las nacionales.
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Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente estimado de la va-
riable ficticia.

b) Contraste la hipótesis nula de que el verda-
dero coeficiente de la variable ficticia es 0
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

c) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula b1%b2%0 e interprete su resultado.

13.72. El decano de una facultad de derecho quería
evaluar la importancia de factores que podrían
ayudar a predecir el éxito en los estudios de
postgrado en derecho. Se obtuvieron datos de
una muestra aleatoria de 50 estudiantes cuando
terminaron sus estudios de postgrado en dere-
cho y se ajustó el siguiente modelo:

Yi % a ! b1x1i ! b2x2i ! b3x3i ! ei

donde

Yi % calificación que refleja el rendimiento glo-
bal de los estudiantes en sus estudios de
postgrado en derecho

x1i % calificación media de los estudios de grado
x2i % calificación en el examen de acceso a la

universidad
x3i % variable ficticia que toma el valor 1 si las

cartas de recomendación del estudiante
son excepcionalmente buenas y 0 en caso
contrario

Utilice la parte de la salida de la regresión esti-
mada mostrada aquí para escribir un informe
que resuma los resultados de este estudio.

SOURCE DF
SUM OF

SQUARES
MEAN

SQUARE F VALUE R-SQUARE

MODEL 3 641.04 213.68 8.48 .356
ERROR 46 1159.66 25.21
CORRECTED
TOTAL 49 1800.70

PARAMETER ESTIMATE
T FOR HO:

PARAMETER % 0
STD. ERROR
OF ESTIMATE

INTERCEPT 6.512
X1 3.502 1.45 2.419
X2 0.491 4.59 0.107
X3 10.327 2.45 4.213

13.73. El siguiente modelo se ajustó a datos de 50 es-
tados de Estados Unidos.

y4%13.472!547x1!5,48x2!493x3!32,7x4!5.793x5
(124,3) (1,858) (208,9) (234) (2.897)

.3.100x6 R2
% 0,54

(1.761)

donde

y % sueldo anual del fiscal general del estado
x1 % sueldo anual medio de los abogados en

miles de dólares
x2 % número de leyes aprobadas en la legislatu-

ra anterior
x3 % número de actuaciones de los tribunales de

los estados que dieron lugar a una anula-
ción de legislación en los 40 años anterio-
res

x4 % duración del mandato del fiscal general
del estado

x5 % variable ficticia que toma el valor 1 si los
magistrados del tribunal supremo del esta-
do pueden ser cesados por el gobernador,
por el consejo del poder judicial o median-
te una votación por mayoría del tribunal
supremo y 0 en caso contrario

x6 % variable ficticia que toma el valor 1 si los
magistrados del tribunal supremo son de-
signados tras unas elecciones en las que
intervienen los partidos políticos y 0 en
caso contrario

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente estimado de la va-
riable ficticia x5.

b) Interprete el coeficiente estimado de la va-
riable ficticia x6.

c) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que el verdadero coeficiente de
la variable ficticia x5 es 0 frente a la hipóte-
sis alternativa de que es positivo.

d) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que el verdadero coeficiente de
la variable ficticia x6 es 0 frente a la hipóte-
sis alternativa de que es negativo.

e) Halle e interprete un nivel de confianza del
95 por ciento del parámetro b1.

13.74. Un grupo consultor ofrece cursos de gestión fi-
nanciera para los ejecutivos. Al final de estos
cursos, los participantes deben hacer una valo-
ración global del valor del curso. Se estimó pa-
ra una muestra de 25 cursos la siguiente regre-
sión por mínimos cuadrados.

y4 % 42,97 ! 0,38x1 ! 0,52x2 . 0,08x3 ! 6,21x4
(0,29) (0,21) (0,11) (0,359)

R2
% 0,569

donde

y % valoración media realizada por los partici-
pantes en el curso
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x1 % porcentaje del tiempo del curso dedicado a
sesiones de discusión en grupo

x2 % dinero, en dólares, por miembro del curso
dedicados a preparar el material del curso

x3 % dinero, en dólares, por miembro del curso
gastado en comida y bebida

x2 % variable ficticia que toma el valor 1 si
interviene en el curso un profesor visitante
y 0 en caso contrario.

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Interprete el coeficiente estimado de x4.
b) Contraste la hipótesis nula de que el verda-

dero coeficiente de x4 es 0 frente a la hipóte-
sis alternativa de que es positivo.

c) Interprete el coeficiente de determinación y
utilícelo para contrastar la hipótesis nula de
que las cuatro variables independientes, con-
sideradas en conjunto, no influyen lineal-
mente en la variable dependiente.

d) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 95 por ciento de b2.

13.75. En un estudio, se estimó un modelo de regre-
sión para comparar el rendimiento de los estu-
diantes que asistían a un curso de estadística
para los negocios: un curso normal de 14 se-
manas o un curso intensivo de 3 semanas. Se
estimó el siguiente modelo a partir de las obser-
vaciones sobre 350 estudiantes (véase la refe-
rencia bibliográfica 5):

y4 % .0,7052 ! 1,4170x1 ! 2,1624x2 ! 0,8680x3
(0,4568) (0,3287) (0,4393)

! 1,0845x4 ! 0,4694x5 ! 0,0038x6 ! 0,0484x7
(0,3766) (0,0628) (0,0094) (0,0776)

R2
% 0,344

donde

y % calificación obtenida en un examen nor-
malizado sobre los conocimientos de esta-
dística después de asistir al curso

x1 % variable ficticia que toma el valor 1 si se
asistió a un curso de 3 semanas y 0 si se
asistió a un curso de 14 semanas

x2 % calificación media del estudiante
x3 % variable ficticia que toma el valor 0 o 1,

dependiendo de cuál de dos profesores im-
partiera el curso

x4 % variable ficticia que toma el valor 1 si el
estudiante es varón y 0 si es mujer

x5 % calificación obtenida en un examen nor-

malizado sobre los conocimientos de ma-
temáticas antes de asistir al curso

x6 % número de créditos semestrales que había
completado el estudiante

x7 % edad del estudiante

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

Escriba un informe analizando lo que puede
aprenderse con esta regresión ajustada.

Se recomienda que los siguientes ejercicios
se resuelvan con la ayuda de un computador.

13.76. En un estudio de 27 estudiantes de la Uni-
versidad de Illinois se obtuvieron resultados so-
bre la calificación media (y), el número de ho-
ras semanales dedicadas a estudiar (x1), el nú-
mero medio de horas dedicadas a estudiar para
los exámenes (x2), el número de horas semana-
les pasadas en los bares (x3), el hecho de que
los estudiantes tomen notas o subrayen cuando
leen los libros de texto (x4 % 1 si sí, 0 si no) y
el número medio de créditos realizados por se-
mestre (x5). Estime la regresión de la califica-
ción media con respecto a las cinco variables
independientes y escriba un informe sobre sus
resultados. Los datos se encuentran en el fiche-
ro de datos Student Performance de su disco
de datos.

13.77. Le han pedido que desarrolle un modelo pa-
ra analizar los salarios de una gran empresa.
Los datos para desarrollarlo se encuentran en el
fichero llamado Salorg.

a) Utilizando los datos del fichero, desarrolle
un modelo de regresión que prediga el sala-
rio en función de las variables que seleccio-
ne. Calcule los estadísticos F y t condiciona-
dos del coeficiente de cada variable de
predicción incluida en el modelo. Muestre
todo lo que hace y explíquelo minuciosa-
mente.

b) Contraste la hipótesis de que las mujeres tie-
nen un salario anual más bajo condicionado
a las variables de su modelo. La variable
«Gender–1F» toma el valor 1 en el caso de
las mujeres y 0 en el de los hombres.

c) Contraste la hipótesis de que la tasa de subi-
da salarial de las mujeres ha sido más baja
condicionada a las variables del modelo de-
sarrollado en el apartado (b).
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13.9. Método de aplicación del análisis de regresión múltiple

En este apartado presentamos un extenso caso práctico que indica cómo se realizaría un
estudio estadístico. El estudio detenido de este ejemplo puede ayudar a utilizar muchos de
los métodos presentados en este capítulo y en los anteriores.

El objetivo de este estudio es desarrollar un modelo de regresión múltiple para predecir
las ventas de tejido de algodón. Los datos para el proyecto proceden del fichero de datos
Cotton, que se encuentra en el disco de datos de este libro. Las variables del fichero de
datos sonCotton

quarter Trimestre del año
year año de observación
cottonq cantidad de tejido de algodón producida
whoprice índice de precios al por mayor
impfab cantidad de tejido importado
expfab cantidad de tejido exportado

Especificación del modelo
El primer paso para desarrollar el modelo es seleccionar una teoría económica adecuada
que sirva de base para el análisis del modelo. Este proceso de identificación de un conjun-
to de variables de predicción probables y la forma matemática del modelo se conoce con el
nombre de especificación del modelo. En este caso, la teoría adecuada se basa en la de los
modelos económicos de demanda. La teoría económica indica que el precio debe producir
un importante efecto: una subida del precio reduce la cantidad demandada. Es probable
que también haya otras variables que influyan en la cantidad demandada de algodón. Es de
esperar que la cantidad importada de tejido de algodón reduzca la demanda de tejido
interior y que la cantidad exportada de tejido de algodón aumente la demanda de tejido
interior. En el lenguaje económico, las importaciones y las exportaciones de tejido despla-
zan la función de demanda. Basándonos en este análisis, nuestra especificación inicial in-
cluye el precio con un coeficiente negativo, el tejido exportado con un coeficiente positivo
y el tejido importado con un coeficiente negativo. Se especifica inicialmente que todos los
coeficientes tienen efectos lineales. Por lo tanto, el modelo tiene la forma

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! b3x3i ! ei

donde x1 es el precio al por mayor, x2 es la cantidad de tejido importado y x3 es la cantidad
de tejido exportado.

También existe la posibilidad de que la cantidad demandada varíe con el tiempo, y, por
lo tanto, el modelo debe incluir la posibilidad de una variable temporal para reducir la va-
riabilidad no explicada. Para este análisis queremos utilizar una variable que represente el
tiempo. Como el tiempo es indicado por una combinación de año y trimestre, utilizamos la
transformación

Time % Year ! 0.25*Quarter

para producir una nueva variable del tiempo que sea continuamente creciente.
El paso siguiente en el análisis es hacer una descripción estadística de las variables y

de sus relaciones. Excluimos el año y el trimestre de este análisis porque han sido sustitui-
dos por el tiempo y su inclusión sólo introduciría confusión en el análisis. Utilizamos el
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programa Minitab para obtener medidas de la tendencia central y de la dispersión y tam-
bién para comprender algo la pauta de las observaciones. La Figura 13.23 contiene la sali-
da Minitab. El examen de la media, la desviación típica y el mínimo y el máximo indica la
región potencial de aplicación del modelo. El modelo de regresión estimado siempre pasa
por la media de las variables del modelo. Los valores predichos de la variable dependiente,
«cottonq», pueden utilizarse dentro del rango de las variables independientes.

El paso siguiente es examinar las relaciones simples existentes entre las variables utili-
zando tanto la matriz de correlaciones como la opción de los gráficos matriciales. Éstos
deben examinarse conjuntamente para averiguar la fuerza de las relaciones lineales (corre-
laciones) y para averiguar la forma de las relaciones (gráfico matricial).

La Figura 13.24 contiene la matriz de correlaciones de las variables del estudio elabo-
rada utilizando Minitab. El p-valor mostrado con cada correlación indica la probabilidad
de que la hipótesis de la correlación 0 entre las dos variables sea verdadera. Utilizando
nuestra regla de selección basada en el contraste de hipótesis, podemos concluir que un p-
valor de menos de 0,05 es una prueba de la existencia de una estrecha relación lineal entre
las dos variables. Examinando la primera columna, observamos que existen estrechas rela-
ciones lineales entre «cottonq» y tanto «whoprice» como «time». La variable «expfab» tie-
ne una posible relación simple marginalmente significativa. Una buena regla práctica, mos-
trada en el apartado 12.1, para examinar los coeficientes de correlación es que el valor

Figura 13.23.
Estadı́sticos
descriptivos de las
variables del
mercado del
algodón (salida
Minitab).

Results for: Cotton.MtW 
Descriptive Statistics: cottonq, whoprice, impfab, expfab, time

Variable
cottonq
whoprice
impfab
expfab
time

Variable
cottonq
whoprice
impfab
expfab
time

N
28
28
28
28
28

N*
0
0
0
0
0

Mean
1779.8
106.81

7.52
274.0

69.625

SE Mean
54.9
1.16
1.38
20.3
0.389

StDev
290.5
6.11
7.33
107.7
2.056

Minimum
1277.0
98.00
1.30
80.0

66.250

Q1
1535.3
100.45

2.78
190.5
67.813

Median
1762.5
107.40

4.85
277.1
69.625

Q3
2035.0
112.20

9.05
358.1
71.438

Maximum
2287.0
115.80
27.00
477.0

73.000

Figura 13.24.
Correlaciones de las
variables del
mercado del
algodón (salida
Minitab).

Correlations: cottonq, whoprice, impfab, expfab, time

whoprice

impfab

expfab

time

Cell Contents: Pearson correlation
P—Value

—0.950
0.000

—0.392
0.039

—0.238
0.222

0.992
0.000

0.370
0.052

—0.285
0.142

0.291
0.133

—0.950
0.000

—0.439
0.019

cottonq whoprice impfab expfab

0.181
0.357
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absoluto de la correlación debe ser superior a 2 dividido por la raíz cuadrada del tamaño
de la muestra, n. En este problema, el valor de selección es 2/∂28 % 0,38.

La segunda tarea es averiguar si existen estrechas relaciones simples entre los pares de
variables de predicción posibles. Vemos una estrechísima correlación entre «time» y
«whoprice» y relaciones significativas entre «impfab» y tanto «time» como «whoprice».
Estas elevadas correlaciones hacen que la varianza de los estimadores de los coeficientes
tanto de «time» como de «whoprice» sea alta si se incluyen ambos como variables de pre-
dicción.

También podemos examinar las relaciones entre las variables utilizando los gráficos
matriciales mostrados en la Figura 13.25. Los diagramas de puntos dispersos individuales
muestran simultáneamente las relaciones entre diferentes variables. Constituyen, pues, un
tipo de presentación parecido a una matriz de correlaciones. La ventaja del diagrama de
puntos dispersos radica en que incluye todos los puntos de datos. También se puede ver,
pues, si existe una relación no lineal simple entre las variables y/o si existe algún agrupa-
miento extraño de observaciones. Todas las variables, excepto «year» y «quarter», están
incluidas en el mismo orden que en la matriz de correlaciones, por lo que hay una compa-
ración directa entre la matriz de correlaciones y los gráficos matriciales.

Obsérvese la correspondencia entre las correlaciones y los diagramas de puntos disper-
sos. Tanto «whoprice» como «time» tienen estrechas relaciones lineales con «cottonq». Sin
embargo, la estrecha relación lineal positiva entre «whoprice» y «time» tendrá una gran
influencia en los coeficientes estimados, como se muestra en el apartado 13.2, y en los
errores típicos de los coeficientes, como se muestra en el apartado 13.4. No existe ninguna
estrecha relación simple entre las variables de predicción potenciales. Ni las importaciones
ni las exportaciones están correlacionadas con el precio al por mayor, con el tiempo o en-
tre sí.

Figura 13.25.
Gráficos matriciales
de las variables del
estudio (salida
Minitab).

Regresión múltiple
El paso siguiente consiste en estimar el primer modelo de regresión múltiple. La teoría
económica para este análisis sugiere que la cantidad producida de tejido de algodón debe
estar relacionada inversamente con el precio y con la cantidad importada de tejido y rela-
cionada directamente con la cantidad exportada de tejido. Además, la estrecha correlación
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entre el tiempo y la producción de tejido de algodón indica que la producción disminuyó
linealmente con el paso del tiempo, pero que el precio al por mayor también subió lineal-
mente con el paso del tiempo. La estrecha correlación positiva resultante entre el tiempo y
el precio al por mayor influye en ambos coeficientes en una ecuación de regresión múlti-
ple. Seleccionamos «cottonq» como variable dependiente y «whoprice», «impfab», «exp-
fab» y «time», por ese orden, como variables independientes. El primer análisis de regre-
sión múltiple se muestra en la Figura 13.26.

El análisis de los estadísticos de la regresión indica que el valor de R2 es alto y el error
típico de la estimación (S) es igual a 78,91, en comparación con la desviación típica de
290,5 (Figura 13.23) de «cottonq», cuando se considera de forma aislada. Las variables
«impbaf» y «expfab» son ambas significativas y tienen signos que corresponden a la teoría
económica. Los pequeños estadísticos t de Student de «whoprice» y «time» indican que, en
realidad, existe un grave problema. Ambas variables no pueden incluirse como predictores
porque representan el mismo efecto.

Las reglas para eliminar variables se basan en una combinación tanto de las teorías
subyacentes al modelo como de indicadores estadísticos. La regla estadística sería eliminar
la variable que tiene el menor t de Student absoluto, es decir, «time». La teoría económica
defendería la inclusión de una variable del precio en un modelo para predecir la cantidad
producida o la cantidad demandada. Vemos que en este caso ambas reglas llevan a la mis-
ma conclusión. No siempre ocurre así, por lo que es muy importante valorar bien los resul-
tados y tener claros los objetivos del modelo.

Figura 13.26.
Modelo inicial de
regresión múltiple
(salida Minitab).

Regression Analysis: cottonq versus whoprice, impfab, expfab, time

The regression equation is
cottonq =8876 — 24.3 whoprice — 5.57 impfab + 0.376 expfab — 65.5 time

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 8876 2295 3.87 0.001
whoprice —24.31 24.45 —0.99 0.331
impfab —5.565 2.527 —2.20 0.038
expfab 0.3758 0.1595 2.36 0.027
time —65.51 70.24 —0.99 0.361

Source DF SS MS F P
Regression 4 2134572 533643 85.69 0.001
Residual Error 23 143231 6227
Total 27 2277803

Source DF Seq SS
whoprice 1 2055110
impfab 1 44905
expfab 1 29141
time 1 5417

Unusual Observations

S = 78.9141   R—Sq = 93.7%  R-Sq(adj) = 92.6%

Analysis of Variance

Obs Whoprice Cottonq Fit SE Fit Residual St Resid
18 110 1810.0 1663.3 29.6 146.7 2.00R

R denotes an observation with a large standardized residual.

Nota
Esta tabla indica 
la variabilidad explicada 
condicionada de cada variable, 
dado el orden de entrada 
utilizado para este análisis 
de regresión.
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Es importante formular claramente las razones por las que se seleccionan las variables
antes de examinar los resultados. En los modelos económicos de demanda o de oferta co-
mo el que examinamos aquí, desearíamos fervientemente seguir la teoría económica e in-
cluir el precio, a menos que los resultados estadísticos fueran muy contrarios a esa deci-
sión previa. Por ejemplo, si el valor absoluto del estadístico t de Student del tiempo fuera
superior a 2,5 o 3 y el valor absoluto del estadístico t de Student del precio al por mayor
fuera inferior a 1, habría pruebas contundentes en contra de la teoría de que el precio es
una importante variable.

Basándose en este análisis, se estima un segundo modelo de regresión, mostrado en la
Figura 13.27, en el que se excluye el tiempo como variable de predicción. Ahora vemos
que la variable «whoprice» es muy significativa y que los estadísticos s y R2 son esencial-
mente iguales que los del primer análisis de regresión (Figura 13.26). Obsérvese también
que la suma de los cuadrados de la regresión explicada (SCR) y la suma de los cuadrados
de los errores residuales (SCE) son esencialmente iguales. La desviación típica del coefi-
ciente de «whoprice» ha disminuido de 24,45 a 2,835 y, como consecuencia, la t de Stu-
dent es considerablemente mayor. Como hemos visto en el apartado 13.4, cuando existen
correlaciones estrechas entre variables independientes, las varianzas de los estimadores de
los coeficientes son mucho mayores. Vemos aquí ese efecto. Obsérvese también que en es-
te modelo de regresión, la estimación del coeficiente del precio al por mayor cambia de
.24,31 a .46,956. En el apartado 13.2 hemos visto que las correlaciones entre variables
de predicción producen un complejo efecto en las estimaciones de los coeficientes, por lo

Figura 13.27.
Modelo final del
análisis de
regresión (salida
Minitab).
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que no siempre existe una diferencia tan grande. Sin embargo, las correlaciones entre va-
riables independientes siempre aumentan el error típico de los coeficientes. Los errores tí-
picos de los otros dos coeficientes no han cambiado significativamente, debido a que las
correlaciones con el tiempo no eran grandes.

El programa Minitab también contiene una lista de observaciones con residuos extre-
mos. Vemos en la observación 18 que el valor observado de «cottonq» es muy superior al
valor que predice la ecuación. En este caso, podríamos decidir volver a los datos originales
y tratar de averiguar si hay un error en los datos del fichero. Esa investigación también
podría ayudar a comprender el proceso estudiado utilizando la regresión múltiple.

Efecto de la eliminación de una variable estadísticamente
significativa

En este apartado examinamos el efecto de la eliminación de una variable significativa del
modelo de regresión. En la Figura 13.27 hemos visto que «expfab» es una predictor esta-
dísticamente significativo de la cantidad producida de algodón. Sin embargo, el análisis de
regresión de la Figura 13.28 ha eliminado «expfab» del modelo de regresión de la Figu-
ra 13.27.

Obsérvese que, como consecuencia de la eliminación de «expfab», el error típico de la
estimación ha aumentado de 78,70 a 84,33 y R2 ha disminuido del 93,5 al 92,2 por ciento.
Estos resultados indican que el término de error del modelo ahora es mayor y, por lo tanto,
ha empeorado la calidad del modelo.

El estadístico F condicionado de «expfab» puede calcularse utilizando las tablas del
análisis de la varianza de los modelos de las Figuras 13.27 y 13.28. En la siguiente ecua-
ción, definimos la regresión lineal a partir de la Figura 13.27 como modelo 1 y la regre-
sión de la Figura 13.28, eliminado «expfab», como modelo 2. Utilizando estas convencio-
nes, el estadístico F condicionada de la variable «expfab», X3, en la hipótesis nula de que
su coeficiente es 0, puede calcularse de la forma siguiente:

Fx3
%

SCR1 . SCR2

s2
e

%
(2.129.156 . 2.100.015)

6.194
% 4,705

Figura 13.28.
Análisis de
regresión con la
eliminación del
tejido exportado
(salida Minitab).

Regression Analysis: cottonq versus whoprice, impfab, expfab, time

The regression equation is
cottonq = 6995 — 48.4 whoprice — 6.20 impfab

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 6994.8 324.6 21.55 0.000
whoprice —48.388 2.955 —16.38 0.000
impfab —6.195 2.465 —2.51 0.019

Source DF SS MS F P
Regression 2 2100015 1050007 147.65 0.000
Residual Error 25 177788 7112
Total 27 2277803

S = 84.3299   R—Sq = 92.2%  R-Sq(adj) = 91.6%

Analysis of Variance
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También podemos calcular el estadístico t de Student condicionado de la variable x3 to-
mando la raíz cuadrada de la Fx3

condicionada:

tx3
% ∂4,705 % 2,169

y, naturalmente, vemos que es igual que el estadístico t de Student de la variable «expfab»
(x3) de la Figura 13.27. El contraste F condicionado de una única variable independiente
siempre es exactamente igual que el F condicionado, ya que una F con 1 grado de libertad
en el numerador es exactamente igual a t2.

Análisis de los residuos

Después de ajustar el modelo de regresión, es útil examinar los residuos para averiguar có-
mo se ajusta realmente el modelo a los datos y los supuestos de la regresión. En el aparta-
do 12.7, examinamos el análisis de los casos atípicos y los puntos extremos en la regresión
simple. Esas ideas también se aplican directamente a la regresión múltiple y deben formar
parte del análisis de los residuos. Recuérdese que los residuos se calculan de la forma si-
guiente:

ei % yi . y4 i

Con el programa Minitab o con cualquier otro buen paquete estadístico se puede calcular
una variable que contenga los residuos de un análisis de regresión. Se ha hecho para el
modelo final de regresión de la Figura 13.27. El primer paso consiste en examinar la pauta
de los residuos construyendo un histograma, como el de la Figura 13.29. Vemos que la dis-
tribución de los residuos es aproximadamente simétrica. La distribución también parece al-
go uniforme. Obsérvese que se debe en parte al pequeño tamaño de la muestra utilizada
para construir el histograma.

Figura 13.29.
Histograma de los
residuos del modelo
final de regresión.
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Figura 13.30.
Gráfico de
probabilidad normal
de los residuos del
modelo.

La realización de un gráfico de probabilidad normal, como el de la Figura 13.30, es útil
para averiguar la pauta de los residuos. El gráfico indica la existencia de una relación li-
neal aproximada y, por lo tanto, no es posible rechazar el supuesto de que los residuos si-
guen una distribución normal.

También es bueno representar los residuos en relación con cada una de las variables
independientes incluidas en el análisis. Eso permite comprobar que no había unos cuantos
puntos de datos excepcionales o una compleja relación no lineal condicionada de una de
las variables independientes. Si el modelo se ha especificado y se ha estimado correcta-
mente, esperamos que no exista ninguna pauta de relación entre las variables independien-
tes y los residuos. La Figura 13.31 muestra el gráfico de los residuos en relación con la
variable del precio al por mayor. No observamos ninguna pauta excepcional en este gráfi-
co, salvo el elevado caso atípico positivo cuando el precio al por mayor es aproximada-
mente 110.

En la Figura 13.32 mostramos el gráfico de los residuos en relación con el tejido im-
portado. Una vez más, no vemos ninguna pauta excepcional de los residuos, pero sí obser-
vamos que la mayoría de las importaciones están concentradas entre 0 y 10. Por lo tanto,

Figura 13.31.
Diagrama de puntos
dispersos de los
residuos en relación
con el precio al por
mayor.
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Figura 13.32.
Diagrama de puntos
dispersos de los
residuos en relación
con el tejido
importado.

los valores más altos del tejido importado podrían producir un gran efecto en el coeficiente
de la pendiente de la recta de regresión. Por último, en la Figura 13.33 vemos un gráfico
de los residuos en relación con el tejido exportado. De nuevo, la pauta de los residuos no
sugiere una alternativa a la relación lineal.

El análisis final de los residuos examina la relación entre los residuos y la variable de-
pendiente. Consideramos un gráfico de los residuos en relación con el valor observado de
la variable dependiente en la Figura 13.34 y en relación con el valor predicho de la varia-
ble dependiente en la 13.35. Podemos ver en la 13.34 que existe una relación positiva entre
los residuos y el valor observado de «cottonq». Hay más residuos negativos en los valores
bajos de «cottonq» y más residuos positivos en los valores altos de «cottonq». Es posible
demostrar matemáticamente que siempre existe una correlación positiva entre los residuos
y los valores observados de la variable dependiente. Por lo tanto, un gráfico de los residuos
en relación con el valor observado no suministra ninguna información útil. Sin embargo,
siempre se deben representar los residuos en relación con los valores predichos o ajustados
de la variable dependiente. De esa forma se averigua si los errores del modelo son estables
en el rango de los valores predichos. En este ejemplo, obsérvese que no existe ninguna re-
lación entre los residuos y los valores predichos. Por lo tanto, los errores del modelo son
estables en el rango.

Figura 13.33.
Diagrama de puntos
dispersos de los
residuos en relación
con el tejido
exportado.
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Figura 13.34.
Diagrama de puntos
dispersos de los
residuos en relación
con el valor
observado del
algodón.

Figura 13.35.
Diagrama de puntos
dispersos de los
residuos en relación
con el valor
predicho del
algodón.

En el Capítulo 14 utilizaremos el análisis de los residuos para identificar dos situacio-
nes del modelo de regresión, la heterocedasticidad y la autocorrelación, que violan el su-
puesto del análisis de regresión de que la varianza de los errores es la misma en el rango
del modelo.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
13.78. Suponga que se incluyen dos variables indepen-

dientes como variables de predicción en un aná-
lisis de regresión múltiple. ¿Cómo cabe esperar
que afecte a los coeficientes de la pendiente es-
timados cuando estas dos variables tienen una
correlación igual a

a) 0,78?
b) 0,08?
c) 0,94?
d) 0,33?

13.79. Considere un análisis de regresión con n % 34 y
cuatro variables independientes posibles. Su-
ponga que una de las variables independientes
tiene una correlación de 0,23 con la variable de-
pendiente. ¿Implica eso que esta variable inde-
pendiente tendrá un estadístico t de Student
muy pequeño en el análisis de regresión con las
cuatro variables de predicción?

13.80. Considere un análisis de regresión con n % 47 y
tres variables independientes posibles. Suponga
que una de las variables independientes tiene
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una correlación de 0,95 con la variable depen-
diente. ¿Implica eso que esta variable indepen-
diente tendrá un estadístico t de Student muy
grande en el análisis de regresión con las tres
variables de predicción?

13.81. Considere un análisis de regresión con n % 49 y
dos variables independientes posibles. Suponga
que una de las variables independientes tiene
una correlación de 0,56 con la variable depen-
diente. ¿Implica eso que esta variable indepen-
diente tendrá un estadístico t de Student muy
pequeño en el análisis de regresión con las dos
variables de predicción?

Ejercicios aplicados

13.82. Para averiguar cómo influye en un estado el po-
der económico de una compañía de seguros de
accidentes en su poder político, se desarrolló el
siguiente modelo y se ajustó a los datos de los
50 estados de Estados Unidos.

Y%b0!b1x1!b2x2!b3x3!b4x4!b5x5!e
donde

Y % cociente entre el pago de los impuestos
estatales y locales de la empresa, en miles
de dólares, y los ingresos fiscales estatales
y locales totales en millones de dólares

x1 % coeficiente de concentración estatal de las
compañías de seguros (que mide la con-
centración de los recursos bancarios)

x2 % renta per cápita del estado en miles de dó-
lares

x3 % cociente entre la renta no agrícola y la su-
ma de la renta agrícola y no agrícola

x4 % cociente entre la renta neta después de im-
puestos de la compañía de seguros y las
reservas de seguro (multiplicado por
1.000)

x5 % media de las reservas de seguro (dividida
por 10.000)

Aquí se muestra parte de la salida informática
de la regresión estimada. Realice un informe
que resuma los resultados de este estudio.

R-SQUARE% 0.515

Parameter Estimate

Student’s t
for HO:

Parameter%0
Std. Error
of Estimate

Intercept 10.60 2.41 4.40
X1 .0.90 .0.69 1.31
X3 .13.85 .2.83 4.18
X4 0.080 0.50 0.160
X5 0.100 5.00 0.020

13.83. Se pidió a una muestra aleatoria de 93 estudian-
tes universitarios de primer año de la Universi-
dad de Illinois que valoraran en una escala de 1
(baja) a 10 (alta) su opinión general sobre la vi-
da en la residencia universitaria. También se les
pidió que valoraran su nivel de satisfacción con
los compañeros, con la planta, con la residencia
y con el director de la residencia (se obtuvo in-
formación sobre la satisfacción con la habita-
ción, pero ésta se descartó más tarde, porque no
suministraba más información para explicar la
opinión general). Se estimó el siguiente modelo:

Y % b0 ! b1x1 ! b2x2 ! b3x3 ! b4x4 ! e

donde

Y % opinión general sobre la residencia
x1 % satisfacción con los compañeros
x2 % satisfacción con la planta
x3 % satisfacción con la residencia
x4 % satisfacción con el director de la residen-

cia

Utilice la parte de la salida informática de la re-
gresión estimada que se muestra a continuación
para realizar un informe que resuma los resulta-
dos de este estudio.

DEPENDENT VARIABLE: Y OVERALL OPINION

SOURCE DF
SUM OF

SQUARES
MEAN

SQUARE F VALUE R-SQUARE

MODEL 4 37.016 9.2540 9.958 0.312
ERROR 88 81.780 0.9293
TOTAL 92 118.79

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.
ERROR OF
ESTIMATE

INTERCEPT 3.950 5.84 0.676
X1 0.106 1.69 0.063
X2 0.122 1.70 0.072
X3 0.092 1.75 0.053
X4 0.169 2.64 0.064

13.84. En un estudio, se ajustó el siguiente modelo a
47 observaciones mensuales en un intento de
explicar la diferencia entre los tipos de los cer-
tificados de depósito y los tipos del papel co-
mercial:

Y % b0 ! b1x1 ! b2x2 ! e
donde

Y % tipo de los certificados de depósito menos
tipo del papel comercial

x1 % tipo del papel comercial
x2 % cociente entre los préstamos y las inversio-

nes y el capital
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Utilice la parte de la salida informática de la re-
gresión estimada que se muestra a continuación
para escribir un informe que resuma los resulta-
dos de este estudio.

R-SQUARE%0.730

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.
ERROR OF
ESTIMATE

INTERCEPT .5.559 .4.14 1.343
X1 0.186 5.64 0.033
X2 0.450 2.08 0.216

13.85. Se le ha pedido que desarrolle un modelo de
regresión múltiple para predecir el número
anual de muertes en carretera en Estados Uni-
dos en función del total de millas recorridas y
de la velocidad media. El fichero de datos
Traffic Death Rate contiene 10 años de datos
anuales sobre las tasas de mortalidad por 100
millones de millas-vehículo (y), la distancia to-
tal recorrida en miles de millones de millas-ve-
hículo (x1) y la velocidad media en millas por
hora de todos los vehículos (x2). Calcule la re-
gresión múltiple de y con respecto a x1 y x2 y
realice un informe que analice sus resultados.

13.86. El fichero de datos Household Income con-
tiene datos de los 50 estados de Estados Unidos.
Las variables incluidas en el fichero son el por-
centaje de mujeres que participan en la pobla-
ción activa (y), la mediana de la renta personal
de los hogares (x1), el número medio de años de

estudios de las mujeres (x2) y la tasa de desem-
pleo de las mujeres (x3). Calcule la regresión
múltiple de y con respecto a x1, x2 y x3 y realice
un informe sobre sus resultados.

13.87. Le han pedido que desarrolle un modelo de
regresión múltiple que prediga la oferta moneta-
ria real de Alemania en función de la renta y
del tipo de interés. El fichero de datos Real
Money contiene 12 observaciones anuales sobre
el dinero real per cápita (y), la renta real per cá-
pita (x1) y los tipos de interés (x2) de Alemania.
Utilice estos datos para desarrollar un modelo
que prediga el dinero real per cápita en función
de la renta per cápita y del tipo de interés y rea-
lice un informe sobre sus resultados.

13.88. Las Naciones Unidas le han contratado co-
mo consultor para ayudar a identificar los facto-
res que predigan el crecimiento de la industria
manufacturera de los países en vías de desarro-
llo. Ha decidido utilizar una regresión múltiple
para desarrollar un modelo e identificar las va-
riables importantes que predicen el crecimiento.
Ha recogido los datos de 48 países en el fichero
de datos Developing Country. Las variables in-
cluidas son el crecimiento porcentual de la in-
dustria manufacturera (y), el crecimiento agrí-
cola porcentual (x1), el crecimiento porcentual
de las exportaciones (x2) y la tasa porcentual de
inflación (x3) de 48 países en vías de desarrollo.
Desarrolle un modelo de regresión múltiple y
escriba un informe sobre sus resultados.

RESUMEN

En este capítulo hemos sentado las bases necesarias pa-
ra comprender y aplicar los métodos de regresión múl-
tiple. Hemos comenzado analizando detalladamente los
supuestos del modelo y las consecuencias de esos su-
puestos. A partir de ahí, hemos presentado el método
de mínimos cuadrados y los métodos para obtener esti-
maciones de los coeficientes. Con esas bases, hemos
desarrollado métodos para averiguar cómo se ajusta el
modelo de regresión a los datos observados, lo cual nos
ha llevado a desarrollar los métodos clásicos de infe-
rencia para contrastar hipótesis sobre los coeficientes y
para construir intervalos de confianza. Eso nos ha lle-
vado a presentar métodos para realizar predicciones de
la variable dependiente a partir del modelo e inferen-
cias sobre los valores predichos.

Con estas bases y comprendiendo el modelo básico,
hemos pasado a examinar algunas técnicas importantes.
Hemos presentado métodos para transformar modelos
cuadráticos en funciones lineales. También hemos de-
sarrollado transformaciones para modelos lineales loga-
rítmicos. Por último, hemos comenzado a presentar
métodos para utilizar variables ficticias para represen-
tar variables de predicción categóricas. El capítulo ter-
mina con un extenso modelo de aplicación que muestra
cómo realizaría un analista todo el proceso de desarro-
llo del modelo de regresión. Este proceso comienza con
sencillos estadísticos descriptivos, técnicas gráficas y la
aplicación de métodos de regresión y termina con un
análisis de los residuos para examinar la compatibilidad
del modelo con los datos y los supuestos del modelo.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

13.89. El método de mínimos cuadrados se utiliza mu-
cho más a menudo que cualquier otro para esti-
mar los parámetros de un modelo de regresión
múltiple. Explique la base de este método de es-
timación y explique por qué se utiliza tanto.

13.90. Es habitual calcular una tabla del análisis de la
varianza junto con una regresión múltiple esti-
mada. Explique detenidamente qué información
puede extraerse de esa tabla.

13.91. Indique si cada una de las afirmaciones siguien-
tes es verdadera o falsa.

a) La suma de los cuadrados de los errores de-
be ser menor que la suma de los cuadrados
de la regresión.

b) En lugar de realizar una regresión múltiple,
podemos obtener la misma información a
partir de regresiones lineales simples de la
variable dependiente con respecto a cada va-
riable independiente.

c) El coeficiente de determinación no puede ser
negativo.

d) El coeficiente de determinación ajustado no
puede ser negativo.

e) El coeficiente de correlación múltiple es la
raíz cuadrada del coeficiente de determina-
ción.

13.92. Si se añade una variable independiente más, por
irrelevante que sea, a un modelo de regresión
múltiple, la suma de los cuadrados de los erro-
res es menor. Explique por qué y analice las
consecuencias para la interpretación del coefi-
ciente de determinación.

13.93. Se hace una regresión de una variable depen-
diente con respecto a dos variables indepen-
dientes. Es posible que no puedan rechazarse
las hipótesis H0 : b1 % 0 y H0 : b2 % 0 a niveles
bajos de significación y, sin embargo, pueda re-
chazarse la hipótesis H0 : b1 % b2 % 0 a un nivel
muy bajo de significación. ¿En qué circunstan-
cias podría darse este resultado?

13.94. [Para hacer este ejercicio es necesario haber
leído el apéndice del capítulo]. Suponga que se
estima el modelo de regresión por mínimos cua-
drados:

Y1 % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

Demuestre que los residuos, ei, del modelo
ajustado suman 0.

13.95. Se realizó un estudio para evaluar la influencia
de algunos factores en la creación de nuevas
empresas en la industria de chips de computa-
dor. Se estimó el siguiente modelo para una
muestra de 70 países:

y4 % .59,31 ! 4,983x1 ! 2,198x2 ! 3,816x3 . 0,310x4
(1,156) (0,210) (2,063) (0,330)

.0,886x5 ! 3,215x6 ! 0,085x7 R2
% 0,766

(3,055) (1,568) (0,354)

donde
y % creación de nuevas empresas en la indus-

tria
x1 % población en millones
x2 % tamaño de la industria
x3 % medida de la calidad de vida económica
x4 % medida de la calidad de vida política
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x5 % medida de la calidad de vida medioam-
biental

x6 % medida de la calidad de vida sanitaria y
educativa

x7 % medida de la calidad de vida social

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes estimados.

a) Interprete los coeficientes de regresión esti-
mados.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Halle el intervalo de confianza al 90 por

ciento del aumento de la creación de empre-
sas provocado por un aumento de la calidad
de vida económica de 1 unidad, mantenién-
dose todas las demás variables constantes.

d) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que, manteniéndose todo lo de-
más constante, la calidad de vida medioam-
biental no influye en la creación de empresas
frente a la hipótesis alternativa bilateral.

e) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-
sis nula de que, manteniéndose todo lo de-
más constante, la calidad de vida sanitaria y
educativa no influye en la creación de empre-
sas frente a la hipótesis alternativa bilateral.

f) Contraste la hipótesis nula de que estas siete
variables independientes, consideradas en
conjunto, no influyen en la creación de em-
presas.

13.96. Una empresa de sondeos realiza habitualmente
estudios sobre los hogares por medio de cues-
tionarios por correo y tiene interés en conocer
los factores que influyen en la tasa de respuesta.
En un experimento, se enviaron 30 juegos de
cuestionarios a posibles encuestados. El modelo
de regresión ajustado al conjunto de datos resul-
tantes era

Y % b0 ! b1x1 ! b2x2 ! e
donde

Y% porcentaje de respuestas recibidas
x1 % número de preguntas realizadas
x2 % longitud del cuestionario en número de pa-

labras

A continuación se muestra una parte de la sali-
da del programa SAS de la regresión estimada.

R-SQUARE%0.637

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.
ERROR OF
ESTIMATE

INTERCEPT 74.3652
X1 .1.8345 .2.89 0.6349
X2 .0.0162 .1.78 0.0091

a) Interprete los coeficientes de regresión esti-
mados.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Contraste al nivel de significación del 1 por

ciento la hipótesis nula de que las dos varia-
bles independientes, consideradas en conjun-
to, no influyen linealmente en la tasa de res-
puesta.

d) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 99 por ciento de b1.

e) Contraste la hipótesis nula

H0 : b2 % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : b2 a 0

e interprete sus resultados.

13.97. Una consultora ofrece cursos de gestión finan-
ciera para ejecutivos. Al final de estos cursos,
se pide a los participantes que hagan una valo-
ración global del valor del curso. Para ver cómo
influyen algunos factores en las valoraciones, se
ajustó el modelo

Y % b0 ! b1x1 ! b2x2 ! b3x3 ! e

para 25 cursos, donde

Y % valoración media realizada por los partici-
pantes en el curso

x1 % porcentaje del curso dedicado a realizar
sesiones de discusión en grupo

x2 % cantidad de dinero (en dólares) por asis-
tente al curso dedicado a la preparación
del material del curso

x3 % cantidad de dinero por asistente al curso
dedicado a la provisión de material no re-
lacionado con el curso (comida, bebidas,
etc.)

A continuación se muestra una parte de la sali-
da del programa SAS de la regresión ajustada.

R-SQUARE%0.579

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.
ERROR OF
ESTIMATE

INTERCEPT 42.9712
X1 0.3817 1.89 0.2018
X2 0.5172 2.64 0.1957
X3 0.0753 1.09 0.0693

a) Interprete los coeficientes de regresión esti-
mados.

b) Interprete el coeficiente de determinación.
c) Contraste al nivel de significación del 5 por

ciento la hipótesis nula de que las tres varia-
bles independientes, consideradas en conjun-
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to, no influyen linealmente en la valoración
del curso.

d) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 90 por ciento de b1.

e) Contraste la hipótesis nula

H0 : b2 % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : b2 b 0

e interprete su resultado.

f) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula

H0 : b3 % 0

frente a la hipótesis alternativa

H1 : b3 Ç 0

e interprete su resultado.

13.98. Al final de las clases, los profesores son
evaluados por sus estudiantes en una escala de
1 (malo) a 5 (excelente). También se les pre-
gunta a los estudiantes qué calificación esperan
obtener y éstas se codifican de la forma siguien-
te: A% 4, B % 3, etc. El fichero de datos Tea-
cher Rating contiene las evaluaciones de los
profesores, las calificaciones medias esperadas
y el número de estudiantes de las clases de una
muestra aleatoria de 20 clases. Calcule la regre-
sión múltiple de la evaluación con respecto a la
calificación esperada y el número de estudiantes
y realice un informe sobre sus resultados.

13.99. Sistemas Informáticos Voladores, S.A., quiere
saber cómo afectan algunas variables a la efi-
ciencia del trabajo. Basándose en una muestra
de 64 observaciones, estimó el siguiente mode-
lo por mínimos cuadrados:

y4%.16,528!28,729x1!0,022x2.0,023x3.0,054x4

.0,077x5!0,411x6!0,349x7!0,028x8 R2
%0,467

donde

y % índice de eficiencia directa del trabajo en
la planta de producción

x1 % cociente entre las horas extraordinarias y
las horas ordinarias realizadas por todos
los obreros

x2 % número medio de trabajadores por hora en
la planta

x3 % porcentaje de asalariados que participan en
algún programa de calidad de vida laboral

x4 % número de reclamaciones recibidas por ca-
da 100 trabajadores

x5 % tasa de acciones disciplinarias
x6 % tasa de absentismo de los trabajadores

por hora
x7 % actitudes de los trabajadores asalariados,

desde baja (insatisfechos) hasta alta, me-
didas por medio de un cuestionario.

x8 % porcentaje de trabajadores por hora que
hacen al menos una sugerencia en un año
al programa de sugerencias de la planta.

También se obtuvo por mínimos cuadrados un
modelo ajustado a partir de estos datos:

y4%9,062.10,944x1!0,320x2!0,019x3 R2
%0,242

Las variables x4, x5, x6, x7 y x8 son medidas de
los resultados de un sistema de relaciones la-
borales de la planta. Contraste al nivel del 1
por ciento la hipótesis nula de que no contri-
buyen a explicar la eficiencia directa del traba-
jo, dado que también se utilizan x1, x2 y x3.

13.100. Basándose en las calificaciones obtenidas por
107 estudiantes en el primer examen de un
curso de estadística para los negocios, se estimó
el siguiente modelo por mínimos cuadrados:

y4%2,178!0,469x1!3,369x2!3,054x3 R2
%0,686

(0,090) (0,456) (1,457)

donde

y % calificación efectiva del estudiante en el
examen

x1 % calificación esperada por el estudiante en
el examen

x2 % horas semanales dedicadas a estudiar pa-
ra el curso

x3 % calificación media del estudiante

Los números entre paréntesis situados debajo
de los coeficientes son los errores típicos de
los coeficientes estimados.

a) Interprete la estimación de b1.
b) Halle e interprete el intervalo de confianza

al 95 por ciento de b2.
c) Contraste la hipótesis nula de que b3 es 0

frente a una hipótesis alternativa bilateral e
interprete su resultado.

d) Interprete el coeficiente de determinación.
e) Contraste la hipótesis nula de que

b1 % b2 % b3 % 0

f) Halle e interprete el coeficiente de correla-
ción múltiple.

g) Prediga la calificación de un estudiante que
espera una calificación de 80, estudia 8 ho-
ras a la semana y tiene una calificación
media de 3,0.
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13.101. Basándose en 25 años de datos anuales, se in-
tentó explicar el ahorro en la India. El modelo
ajustado era

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

donde

y % variación del tipo real de los depósitos
x1 % variación de la renta real per cápita
x2 % variación del tipo de interés real

Las estimaciones de los parámetros por míni-
mos cuadrados (con los errores típicos entre
paréntesis) eran (véase la referencia bibliográ-
fica 1)

b1 % 0,0974(0,0215) b2 % 0,374(0,209)

El coeficiente de determinación corregido era

R1 2 % 0,91

a) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 99 por ciento de b1.

b) Contraste la hipótesis nula de que b2 es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es
positivo.

c) Halle el coeficiente de determinación.
d) Contraste la hipótesis nula de que

b1 % b2 % 0.
e) Halle e interprete el coeficiente de correla-

ción múltiple.

13.102. Basándose en datos de 2.679 jugadores de ba-
loncesto de centros de enseñanza secundaria,
se ajustó el siguiente modelo:

Yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! b9x91 ! ei

donde

y % minutos jugados en la temporada
x1 % porcentaje de tiros de 2 puntos convertidos
x2 % porcentaje de tiros libres
x3 % rebotes por minuto
x4 % puntos por minuto
x5 % faltas por minuto
x6 % robos de balón por minuto
x7 % tapones por minuto
x8 % pérdidas de balón por minuto
x9 % asistencias por minuto

Las estimaciones de los parámetros por míni-
mos cuadrados (con los errores típicos entre
paréntesis) son

b0 % 358,848 (44,695) b1 % 0,6742 (0,0639)
b2 % 0,2855 (0,0388) b3 % 303,81 (77,73)
b4 % 504,95 (43,26) b5 % .3.923,5 (120,6)
b6 % 480,04 (224,9) b7 % 1.350,3 (212,3)
b8 % .891,67 (180,87) b9 % 722,95 (110,98)

El coeficiente de determinación es

R2
% 0,5239

a) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 90 por ciento de b6.

b) Halle e interprete el intervalo de confianza
al 99 por ciento de b7.

c) Contraste la hipótesis nula de que b8 es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es
negativo. Interprete su resultado.

d) Contraste la hipótesis nula de que b9 es 0
frente a la hipótesis alternativa de que es
positivo. Interprete su resultado.

e) Interprete el coeficiente de determinación.
f) Halle e interprete el coeficiente de correla-

ción múltiple.

13.103. Basándose en datos de 63 regiones, se estimó
el siguiente modelo por mínimos cuadrados:

y4 % 0,58 . 0,052x1 . 0,005x2 R2
% 0,17

(0,019) (0,042)

donde

y % tasa de crecimiento del producto interior
bruto real

x1 % renta real per cápita
x2 % tipo impositivo medio en porcentaje del

producto nacional bruto

Los números entre paréntesis situados debajo
de los coeficientes son los errores típicos de
los coeficientes estimados.

a) Contraste la hipótesis nula de que b1 es 0
frente a una hipótesis alternativa bilateral.
Interprete su resultado.

b) Contraste la hipótesis nula de que b2 es 0
frente a una hipótesis alternativa bilateral.
Interprete su resultado.

c) Interprete el coeficiente de determinación.
d) Halle e interprete el coeficiente de correla-

ción múltiple.

13.104. En un estudio, se ajustó el siguiente modelo de
regresión a los datos de 60 golfistas amateurs:

y4%164.683!341,10x1!170,02x2!495,19x3.4,23x4
(100,59) (167,18) (305,48) (90,0)

.136.040x5.35.549x6!202,52x7 R1 2%0,516
(25.634) (16.240) (106,20)

donde

y % ganancias por torneo en dólares
x1 % longitud media del golpe
x2 % porcentaje de veces en que el golpe aca-

ba en la pista
x3 % porcentaje de veces en que se llega en

buena posición al «green» («regulation»)
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x4 % porcentaje de veces en que se consigue el
par después de haber caído en zona de
arena

x5 % número medio de «putts» realizados en
los «greens» a los que se ha llegado en
buena posición

x6 % número medio de «putts» realizados en
los «greens» a los que no se ha llegado
en buena posición

x7 % número de años que lleva jugando el gol-
fista amateur.

Los números entre paréntesis situados debajo
de los coeficientes son los errores típicos de
los coeficientes estimados.

Realice un informe que resuma lo que ha
aprendido con estos resultados.

13.105. El Departamento de Economía quiere de-
sarrollar un modelo de regresión múltiple para
predecir la calificación media (GPA) de los es-
tudiantes en los cursos de economía. El profe-
sorado del departamento ha reunido datos de
112 licenciados, que contienen las variables
GPA de economía, SAT verbal, SAT de mate-
máticas, ACT de inglés, ACT de ciencias so-
ciales y puesto obtenido en el bachillerato
(rank). Los datos se encuentran en el fichero
de datos llamado Student GPA de su disco de
datos. El apéndice contiene una descripción de
las variables.

a) Utilice las variables SAT y «rank» para
averiguar cuál es el mejor modelo de pre-
dicción. Elimine las variables independien-
tes que no sean significativas. ¿Cuáles son
los coeficientes, su estadístico t de Student
y el modelo?

b) Utilice las variables ACT y «rank» para
averiguar cuál es el mejor modelo de pre-
dicción. Elimine las variables independien-
tes que no sean significativas. ¿Cuáles son
los coeficientes, su estadístico t de Student
y el modelo?

c) ¿Qué modelo predice mejor la GPA de
economía? Aporte pruebas para apoyar su
conclusión.

13.106. El fichero de datos Salary Model contiene
una variable dependiente y siete variables in-
dependientes. Tiene que desarrollar el «mejor»
modelo de regresión que prediga Y en función
de las siete variables independientes. Los datos
se encuentran en su disco de datos.

La variable dependiente se llama «Y» en el
fichero y las variables independientes también

tienen su propio nombre. Utilice un análisis de
regresión para averiguar qué variables deben
estar en el modelo final y para estimar los coe-
ficientes. Muestre el contraste F condicionado
y el contraste t condicionado de cualquier va-
riable eliminada. Analice los residuos del mo-
delo por medio de gráficos. Muestre sus resul-
tados y analice sus conclusiones. Transforme
las variables si los residuos indican una rela-
ción no lineal. Presente claramente su modelo
final, mostrando los coeficientes y los estadís-
ticos t de Student de los coeficientes.

13.107. Utilice los datos del fichero Citydat para
estimar una ecuación de regresión que pueda
utilizarse para averiguar el efecto marginal que
produce el porcentaje de locales comerciales
en el valor de mercado por vivienda ocupada
por su propietario. Incluya en su ecuación de
regresión múltiple el porcentaje de viviendas
ocupadas por su propietario, el porcentaje de
locales industriales, el número mediano de ha-
bitaciones por vivienda y la renta per cápita
como variables de predicción adicionales. Las
variables están en su disco de datos y se des-
criben en el apéndice. Indique cuáles son sig-
nificativas. Su ecuación final debe incluir úni-
camente las variables significativas. Analice e
interprete su modelo final de regresión e indi-
que cómo seleccionaría una ciudad para com-
prar su vivienda.

13.108. Los responsables de la National Highway
Traffic Safety Administration (NHTSA) de Es-
tados Unidos quieren saber si los diferentes ti-
pos de vehículos de un estado tienen relación
con la tasa de mortalidad en carretera del esta-
do. Le han pedido que desarrolle varios análi-
sis de regresión múltiple para averiguar si el
peso medio de los vehículos, el porcentaje de
vehículos importados, el porcentaje de camio-
nes ligeros y la antigüedad media de los auto-
móviles están relacionados con las muertes en
accidente ocurridas en automóviles y camione-
tas. Los datos del análisis se encuentran en el
fichero de datos llamado Crash, que está en
su disco de datos.

a) Prepare una matriz de correlaciones de las
muertes en accidente y las variables de pre-
dicción. Observe las relaciones simples en-
tre las muertes en accidente y las variables
de predicción. Indique además cualquier
problema posible de multicolinealidad en-
tre las variables de predicción.

Capítulo 13. Regresión múltiple 569



b) Realice un análisis de regresión múltiple de
las muertes en accidente con respecto a las
variables de predicción posibles. Elimine
en el modelo de regresión cualquier varia-
ble de predicción no significativa, una de
cada vez. Indique su mejor modelo final.

c) Exponga las conclusiones de su análisis y
analice la importancia condicionada de las
variables desde el punto de vista de su rela-
ción con las muertes en accidente.

13.109. El Departamento de Transporte de Estados
Unidos quiere saber si los estados que tienen
un porcentaje mayor de población urbana tie-
nen una tasa más alta de muertes totales en ac-
cidente ocurridas en automóviles y camione-
tas. También quiere saber si la velocidad
media a la que se conduce por las carreteras
rurales o el porcentaje de carreteras rurales
que está asfaltado están relacionados con las
tasas de muertes en accidente, dado el porcen-
taje de población urbana. Los datos de este es-
tudio se encuentran en el fichero de datos
Crash almacenado en su disco de datos.

a) Prepare una matriz de correlaciones y esta-
dísticos descriptivos de las muertes en acci-
dente y las variables de predicción posi-
bles. Señale las relaciones y cualquier
problema posible de multicolinealidad.

b) Realice un análisis de regresión múltiple de
las muertes en accidente con respecto a las
variables de predicción posibles. Averigüe
cuáles de las variables deben mantenerse
en el modelo de regresión porque tienen
una relación significativa.

c) Muestre los resultados de su análisis desde
el punto de vista de su modelo final de re-
gresión. Indique qué variables son signifi-
cativas.

13.110. Un economista desea predecir el valor de
mercado de las viviendas de pequeñas ciuda-
des del Medio Oeste ocupadas por sus propie-
tarios. Ha reunido un conjunto de datos de 45
pequeñas ciudades que se refieren a un perio-
do de dos años y quiere que los utilice como
fuente de datos para el análisis. Los datos se
encuentran en el fichero Citydat, que está en
su disco de datos. Quiere que desarrolle una
ecuación de predicción basada en una regre-
sión múltiple. Las variables de predicción po-
sibles son el tamaño de la vivienda, el tipo im-
positivo, el porcentaje de locales comerciales,
la renta per cápita y el gasto público municipal
total.

a) Calcule la matriz de correlaciones y esta-
dísticos descriptivos del valor de mercado
de las viviendas y las variables de predic-
ción posibles. Señale los problemas posi-
bles de multicolinealidad. Defina el rango
aproximado para su modelo de regresión
utilizando la regla siguiente: medias de las
variables u 2 desviaciones típicas.

b) Realice análisis de regresión múltiple utili-
zando las variables de predicción. Elimine
las variables que no sean significativas.
¿Qué variable, el tamaño de la vivienda o
el tipo impositivo, tiene la relación condi-
cionada más estrecha con el valor de las vi-
viendas?

c) Un promotor industrial de un estado del
Medio Oeste ha afirmado que los tipos de
los impuestos locales sobre bienes inmue-
bles de las pequeñas ciudades deben bajar-
se, ya que, de lo contrario, nadie comprará
una vivienda en estas ciudades. Basándose
en su análisis de este problema, evalúe la
afirmación del promotor.

13.111. Stuart Wainwright, vicepresidente de com-
pras para una gran cadena nacional de tiendas
de Estados Unidos, le ha pedido que realice un
análisis de las ventas al por menor por estados.
Quiere saber si el porcentaje de desempleados
o la renta personal per cápita están relaciona-
dos con las ventas al por menor per cápita.
Los datos para realizar este estudio se encuen-
tran en el fichero de datos llamado Retail, que
está almacenado en su disco de datos.

a) Prepare una matriz de correlaciones, calcu-
le los estadísticos descriptivos y realice un
análisis de regresión de las ventas al por
menor per cápita con respecto al porcentaje
de desempleados y a la renta personal. Cal-
cule intervalos de confianza al 95 por cien-
to de los coeficientes de la pendiente de ca-
da ecuación de regresión.

b) ¿Cuál es el efecto condicionado de una dis-
minución de la renta per cápita de 1.000 $
en las ventas per cápita?

c) ¿Mejoraría la ecuación de predicción aña-
diendo la población de los estados como
una variable de predicción adicional?

13.112. Un importante proveedor nacional de ma-
teriales de construcción para la construcción
de viviendas está preocupado por las ventas
totales del próximo año. Es bien sabido que
las ventas de la empresa están relacionadas di-
rectamente con la inversión nacional total en
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vivienda. Algunos banqueros de Nueva York
están prediciendo que los tipos de interés subi-
rán alrededor de 2 puntos porcentuales el pró-
ximo año. Le han pedido que realice un análi-
sis de regresión para poder predecir el efecto
de las variaciones de los tipos de interés en la
inversión en vivienda. Usted cree que, además
del tipo de interés, el PNB, la oferta moneta-
ria, el gasto público y el índice de precios de
los bienes acabados podrían ser predictores de
la inversión en vivienda, por lo que llega a la
conclusión de que necesita dos modelos de
regresión múltiple. Uno incluirá el tipo de
interés preferencial y otras importantes varia-
bles. El otro incluirá el tipo de interés de los
fondos federales y otras importantes variables.
Los datos de series temporales para realizar
este estudio se encuentran en el fichero de da-
tos llamado Macro2003, que está almacenado
en su disco de datos y se describe en el apén-
dice del Capítulo 14.

a) Desarrolle dos modelos de regresión para
predecir la inversión en vivienda utilizando
el tipo de interés preferencial para uno y el
tipo de interés de los fondos federales para
el otro. Los modelos finales de regresión
deben incluir solamente variables de pre-
dicción que produzcan un efecto condicio-
nado significativo. Analice los estadísticos
de la regresión e indique qué ecuación hace
las mejores predicciones.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del coeficiente de la pendiente del
tipo de interés en ambas ecuaciones de re-
gresión.

13.113. La Congressional Budget Office (CBO) de
Estados Unidos tiene interés en saber si las ta-
sas de mortalidad infantil de los estados están
relacionadas con el nivel de recursos médicos
de que dispone cada uno. Los datos para el es-
tudio se encuentran en el fichero de datos lla-
mado State, que está almacenado en su disco
de datos. La medida de la mortalidad infantil
son las muertes de niños de menos de 1 año
por cada 100 nacidos vivos. El conjunto de va-
riables de predicción posibles son los médicos
por 100.000 habitantes, la renta personal per
cápita y los gastos totales de los hospitales (es-
ta variable debe expresarse en magnitudes per
cápita dividiendo por la población del estado).

a) Realice un análisis de regresión múltiple y
averigüe qué variables de predicción deben
incluirse en el modelo de regresión múlti-

ple. Interprete su modelo final de regresión
y analice los coeficientes, sus estadísticos t
de Student, el error típico de la estimación
y el R2.

b) Identifique dos variables más que podrían
ser predictores adicionales si se añadieran
al modelo de regresión múltiple. Contraste
su efecto en un análisis de regresión múlti-
ple e indique si sus sospechas iniciales eran
correctas.

13.114. Desarrolle un modelo de regresión múlti-
ple para predecir el salario en función de otras
variables independientes utilizando los datos
del fichero Salary Model, que se encuentra en
su disco de datos. Para este problema no utili-
ce los años de experiencia sino la edad como
sucedáneo de la experiencia.

a) Describa los pasos seguidos para obtener el
modelo final de regresión.

b) Contraste la hipótesis de que la tasa de va-
riación de los salarios femeninos en fun-
ción de la edad es menor que la tasa de va-
riación de los salarios masculinos en
función de la edad. Debe formular su con-
traste de hipótesis de manera que aporte
pruebas contundentes de la existencia de
discriminación de las mujeres [nota: las
mujeres se indican mediante un «1» en la
variable «sexo» en la columna 5; el con-
traste debe realizarse condicionado a las
demás variables de predicción significati-
vas del apartado (a)].

13.115. Un grupo de activistas de Peaceful (Mon-
tana) está tratando de aumentar el desarrollo
de su prístino enclave, que ha sido objeto de
algún reconocimiento nacional en el programa
de televisión Four Dirty Old Men. Sostienen
que un aumento del desarrollo comercial e in-
dustrial traerá mayor prosperidad e impuestos
más bajos a Peaceful. Concretamente, sostie-
nen que un aumento del porcentaje de locales
comerciales e industriales reducirá el tipo del
impuesto sobre bienes inmuebles y aumentará
el valor de mercado de las viviendas ocupadas
por sus propietarios.

Le han contratado para analizar sus afirma-
ciones. Para ello ha obtenido el fichero de datos
Citydat, que contiene datos de 45 pequeñas
ciudades. Con estos datos, primero desarrolla
modelos de regresión que predicen el valor me-
dio de las viviendas ocupadas por sus propieta-
rios y el tipo del impuesto sobre bienes inmue-
bles. A continuación, averigua si y cómo la
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adición del porcentaje de locales comerciales y
del porcentaje de locales industriales afecta a
la variabilidad en estos modelos de regresión.
El modelo básico para predecir el valor de
mercado de las viviendas (c10) incluye como
variables independientes el tamaño de la vi-
vienda (c4), el tipo impositivo (c7), la renta
per cápita (c9) y el porcentaje de viviendas
ocupadas por sus propietarios (c12). El modelo
básico para predecir el tipo impositivo (c7) in-
cluye como variables independientes el valor
catastral (c6), los gastos municipales actuales
per cápita (c5/c8) y el porcentaje de viviendas
ocupadas por sus propietarios (c12).

Averigüe si el porcentaje de locales comer-
ciales (c14) y el porcentaje de locales indus-
triales (c15) mejoran la variabilidad explicada
en cada uno de los dos modelos. Realice un
contraste F condicionado de cada una de estas
variables adicionales. Primero estime el efecto
condicionado del porcentaje de locales comer-
ciales por sí solo y, a continuación, el de loca-
les industriales por sí solo. Explique detenida-
mente los resultados de su análisis. Incluya en
su informe una explicación de por qué es im-
portante incluir todas las demás variables en el
modelo de regresión en lugar de examinar sim-
plemente el efecto de la relación directa y sim-
ple entre el porcentaje de locales comerciales
y el de locales industriales en el tipo impositi-
vo y en el valor de mercado de la vivienda.

13.116. Utilice los datos del fichero de datos lla-
mado Student GPA, que se encuentra en su
disco de datos y se describe en el apéndice, a
fin de desarrollar un modelo para predecir la
calificación media (GPA) de economía de un
estudiante. Comience con las variables «ACT
scores», «gender» y «HSpct».

a) Utilice métodos estadísticos adecuados para
elegir un subconjunto de variables de pre-
dicción estadísticamente significativas.
Describa su estrategia y defina minuciosa-
mente su modelo final.

b) Explique cómo podría utilizar la comisión
de admisiones de la universidad este mode-
lo para tomar sus decisiones.

13.117. Un economista estimó para una muestra alea-
toria de 50 observaciones el modelo de regre-
sión

Log y4 i % a ! b1 log x1i ! b2 log x2i ! b3 log x3i

! b4 log x4i ! ei

donde

y % ingresos brutos generados por una prácti-
ca médica

x1i % número medio de horas trabajadas por
los médicos en la práctica

x2i % número de médicos en la práctica
x3i % número de personal sanitario auxiliar

(como enfermeras) empleado en la prác-
tica

x4i % número de habitaciones utilizadas en la
práctica

Utilice la parte de la salida informática mos-
trada aquí para realizar un informe sobre estos
resultados.

R-SQUARE%0.927

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.

ERROR OF

ESTIMATE

INTERCEPT 2.347

LOG X1 0.239 3.27 0.073

LOG X2 0.673 8.31 0.081

LOG X3 0.279 6.64 0.042

LOG X4 0.082 1.61 0.051

Apéndice

1. Obtención de los estimadores por mı́nimos
cuadrados

Los estimadores de los coeficientes de un modelo con dos variables de predicción se obtie-
nen de la forma siguiente:

y4 1 % b0 ! b1x1i ! b2x2i
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Se minimiza

SCE %

n

;
i%1

[yi . (b0 ! b1x1i ! b2x2i)]
2

Aplicando el cálculo diferencial, obtenemos un conjunto de tres ecuaciones normales que
pueden resolverse para hallar los estimadores de los coeficientes:

LSCE

Lb0
% 0

2
n

;
i%1

[yi . (b0 ! b1x1i ! b2x2i)](.1) % 0

n

;
i%1

yi . nb0 . b1

n

;
i%1

x1i . b2

n

;
i%1

x2i % 0

nb0 ! b1

n

;
i%1

x1i ! b2

n

;
i%1

x2i %

n

;
i%1

x1i

LSCE

Lb1
% 0

2
n

;
i%1

[yi . (b0 ! b1x1i ! b2x2i)](.x1i) % 0

n

;
i%1

x1iyi . b0

n

;
i%1

x1i . b1

n

;
i%1

x2
1i . b2

n

;
i%1

x1i x2i % 0

b0

n

;
i%1

x1i ! b1

n

;
i%1

x2
1i ! b2

n

;
i%1

x1ix2i %

n

;
i%1

x2iyi

LSCE

Lb2
% 0

2
n

;
i%1

[yi . (b0 ! b1x1i ! b2x2i)](.x2i) % 0

n

;
i%1

x2iy1 . b0

n

;
i%1

x2i . b1

n

;
i%1

x1ix2i . b2

n

;
i%1

x2
2i % 0

b0

n

;
i%1

x2i ! b1

n

;
i%1

x1i x2i ! b2

n

;
i%1

x2
2i %

n

;
i%1

x2iyi

Como consecuencia de la aplicación del algoritmo de los mínimos cuadrados, tenemos un
sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas, b0, b1 y b2:

nb0 ! b1

n

;
i%1

x1i ! b2

n

;
i%1

x2i %

n

;
i%1

yi

b0

n

;
i%1

x1i ! b1

n

;
i%1

x2
1i ! b2

n

;
i%1

x1i x2i %

n

;
i%1

x1iyi

b0

n

;
i%1

x2i ! b1

n

;
i%1

x1i x2i ! b2

n

;
i%1

x2
2i %

n

;
i%1

x2iyi
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Se resuelven las ecuaciones normales para obtener los coeficientes deseados calculando
primero los distintos cuadrados de X e Y y los términos que incluyen los productos entre
ellas.

El término de la ordenada en el origen se estima de la forma siguiente:

b0 % y6 . b1x61 . b2x62

2. Variabilidad total explicada
El término SCR de la variabilidad explicada en la regresión múltiple es más complejo que
el término SCR calculado en la regresión simple.

En el modelo de regresión con dos variables independientes

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2

observamos que

SCR %

n

;
i%1

(y4 i . y6)2

%

n

;
i%1

[b0 ! b1x1i ! b2x2i . (b0 ! b1x61 ! b2x62)]
2

%

n

;
i%1

[b2
1(x1i . x61)

2
! b2

2(x2i . x61)
2
! 2b1b2(x1i . x61)(x2i . x62)]

% (n . 1)(b2
1s

2
x1

! b2
2s

2
x2

! 2rx1x2
b1b2sx1

sx2
)

Vemos que la variabilidad explicada tiene una parte relacionada directamente con cada
una de las variables independientes y una parte relacionada con la correlación entre las dos
variables.
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Introducción
En los Capítulos 12 y 13 presentamos la regresión simple y la regresión múltiple como
instrumentos para estimar los coeficientes de modelos lineales para aplicaciones empre-
sariales y económicas. Ahora comprendemos que el fin de ajustar una ecuación de
regresión es utilizar la información sobre las variables independientes para explicar la
conducta de las variables dependientes y para hacer predicciones de la variable depen-
diente. Los coeficientes del modelo también pueden utilizarse para estimar la tasa de va-
riación de la variable dependiente como consecuencia de las variaciones de una variable
independiente, siempre y cuando el conjunto específico de otras variables independien-
tes incluidas en el modelo se mantenga fijo. En este capítulo estudiamos un conjunto de
especificaciones alternativas. Consideramos, además, situaciones en las que se violan
los supuestos básicos del análisis de regresión.

El lector puede seleccionar los temas de este capítulo para complementar su estudio
del análisis de regresión. A casi todo el mundo le interesará el análisis de la construc-
ción de modelos del apartado siguiente. El proceso de construcción de modelos es fun-
damental para todas las aplicaciones del análisis de regresión, por lo que comenzamos
con esas ideas. El apartado sobre las variables ficticias y el diseño experimental contie-
ne métodos para extender las aplicaciones de los modelos. Los apartados como el de la
heterocedasticidad y las autocorrelaciones indican cómo se aborda la cuestión de las
violaciones de los supuestos.



14.1. Metodologı́a para la construcción de modelos

Aquí desarrollamos una estrategia general para construir modelos de regresión. Vivimos en
un mundo complejo y nadie cree que podamos recoger exactamente las complejidades de
la conducta económica y empresarial en una o más ecuaciones. Nuestro objetivo es utilizar
un modelo relativamente sencillo que refleje la compleja realidad con la suficiente preci-
sión como para que aporte útiles ideas. El arte de la construcción de modelos reconoce la
imposibilidad de representar todos los factores que influyen en una variable dependiente y
trata de seleccionar las variables más influyentes. A continuación, es necesario formular un
modelo para representar las relaciones entre estos factores. Queremos construir un sencillo
modelo que sea fácil de interpretar, pero no tan excesivamente simplificado que no tenga
en cuenta las influencias importantes.

El proceso de construcción de modelos estadísticos depende de cada problema. Nuestro
enfoque depende de la información de que se dispone sobre la conducta de las cantidades
estudiadas y de los datos existentes. En la Figura 14.1 presentamos las distintas fases de la
construcción de modelos.

Figura 14.1.
Fases de la
construcción de
modelos
estadı́sticos.
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Se desarrollan modelos de regresión en aplicaciones empresariales y económicas
para aumentar la comprensión y servir de orientación para tomar decisiones. Para desa-
rrollar estos modelos, es necesario comprender bien el sistema y el proceso estudiados.
La teoría estadística sirve de nexo entre el proceso subyacente y los datos observados
en ese proceso. Esta relación entre el contexto del problema y un buen análisis estadís-
tico normalmente requiere un equipo interdisciplinar que pueda aportar sus conocimien-
tos sobre todos los aspectos del problema. Los autores piensan por experiencia que es-
tos equipos sólo tendrán éxito cuando todos sus miembros aprendan unos de otros: los
expertos en producción deben tener unos conocimientos básicos de los métodos esta-
dísticos y los estadísticos deben comprender el proceso de producción.



Especificación del modelo

El análisis comienza con el desarrollo de la especificación del modelo. Comprende la se-
lección de la variable dependiente y de las variables independientes y la forma algebraica
del modelo. Buscamos una especificación que represente correctamente el sistema y el
proceso estudiados. Los ejemplos de los Capítulos 12 y 13 que se refieren a las ventas al
por menor, la rentabilidad de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario y la produc-
ción de algodón postulaban todos ellos una relación lineal entre la variable dependiente y
las variables independientes. Los modelos lineales a menudo reflejan bien el problema de
interés. Pero no siempre es así.

La especificación del modelo comienza con la comprensión de la teoría que constituye
el contexto para el modelo. Debemos estudiar detenidamente la literatura existente y ente-
rarnos de qué se sabe sobre la situación de la que tratamos de desarrollar un modelo. Este
estudio debe incluir la realización de consultas a los que conocen el contexto, a los que
han hecho investigaciones sobre el tema y a los que han desarrollado modelos parecidos.
Cuando se trata de estudios aplicados, también debe entrarse en contacto con los profesio-
nales con experiencia que conocen en la práctica el sistema que se pretende estudiar.

La especificación del modelo normalmente exige un profundo estudio del sistema y del
proceso que subyace al problema. Cuando tenemos complejos problemas en los que inter-
vienen varios factores, es importante que el equipo interdisciplinario analice minuciosa-
mente todos los aspectos del problema. Puede ser necesario realizar más investigaciones y
quizá incluir a otros que tengan ideas importantes. La especificación requiere un estudio y
un análisis serios. Éste también es el momento en el que es necesario decidir los datos ne-
cesarios para el estudio. En muchos casos, eso puede significar decidir si los datos existen-
tes —o los que podrían obtenerse— serán adecuados para estimar el modelo. Si no sabe-
mos lo que queremos hacer o no comprendemos el contexto del problema, hay sofisticados
instrumentos analíticos y analistas competentes que nos darán la mejor respuesta posible.
Los analistas sin experiencia a menudo realizan cálculos por computador antes de analizar
minuciosamente el problema. Los analistas profesionales saben que con ese enfoque se ob-
tienen resultados inferiores.

Estimación de los coeficientes

Un modelo estadístico, una vez especificado, normalmente tiene algunos coeficientes des-
conocidos, llamados parámetros. El paso siguiente del ejercicio de construcción de un mo-
delo es emplear los datos de los que se dispone en la estimación de estos coeficientes. De-
ben realizarse estimaciones puntuales y estimaciones de intervalos para el modelo de
regresión múltiple

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bkxki ! ei

Desde el punto de vista estadístico, los objetivos del modelo de regresión pueden dividirse
en la predicción de la media de la variable dependiente, Y, o la estimación de uno o más
de los coeficientes individuales, bj. En muchos casos, los objetivos no son totalmente inde-
pendientes, pero estas alternativas identifican importantes opciones.

Si el objetivo es la predicción, queremos un modelo en el que el error típico de la esti-
mación, se, sea pequeño. No nos preocupa tanto que las variables independientes estén
correlacionadas, porque sabemos que la precisión de la predicción será la misma con una
serie de diferentes combinaciones de variables correlacionadas. Sin embargo, necesitamos
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saber si las correlaciones entre las variables independientes continuarán cumpliéndose en
futuras poblaciones. También necesitamos que las variables independientes tengan una am-
plia dispersión para que la varianza de la predicción sea pequeña en el rango deseado de la
aplicación del modelo.

Si el objetivo es la estimación, la estimación de los coeficientes de la pendiente nos
lleva a considerar una variedad mayor de cuestiones. En la desviación típica estimada, sbj

,
de los coeficientes de la pendiente influye directamente el error típico del modelo e inver-
samente la dispersión de las variables independientes y las correlaciones entre las variables
independientes, como se observa en el apartado 13.4. La multicolinealidad —las correla-
ciones entre variables independientes— es una cuestión fundamental, como veremos en el
apartado 14.5. También veremos en el apartado 14.4 que cuando no se incluyen importan-
tes variables de predicción, el estimador de los coeficientes de las variables de predicción
incluidas en el modelo es un estimador sesgado. Estos dos resultados llevan a un problema
estadístico clásico. ¿Incluimos una variable de predicción que está estrechamente correla-
cionada con las demás para evitar una estimación sesgada de los coeficientes pero aumen-
tamos también considerablemente la varianza del estimador de los coeficientes? ¿O exclui-
mos una variable de predicción correlacionada para reducir la varianza del estimador de
los coeficientes pero aumentamos el sesgo? La selección del equilibrio adecuado entre el
sesgo del estimador y la varianza a menudo es un problema en la construcción de un mo-
delo aplicado.

Verificación del modelo

Cuando desarrollamos la especificación del modelo, incorporamos ideas sobre la conducta
del sistema y el proceso subyacentes. Cuando se trasladan estas ideas a formas algebraicas
y cuando se seleccionan datos para estimar el modelo, se realizan algunas simplificaciones
y se postulan algunos supuestos. Como algunos pueden resultar insostenibles, es importan-
te comprobar la adecuación del modelo.

Después de estimar una ecuación de regresión, podemos observar que las estimaciones
no tienen sentido, dado lo que sabemos del proceso. Supongamos, por ejemplo, que el mo-
delo indica que la demanda de automóviles aumenta cuando suben los precios, lo cual es
contrario a la teoría económica básica. Ese resultado puede deberse a que los datos no son
adecuados o a que existen algunas correlaciones estrechas entre el precio y otras variables
de predicción. Éstas son las razones por las que el signo de los coeficientes puede ser inco-
rrecto. Pero el problema también puede deberse a que el modelo no se ha especificado co-
rrectamente. Si no se incluye el conjunto adecuado de variables de predicción, los coefi-
cientes pueden estar sesgados y los signos ser incorrectos. También es necesario verificar
los supuestos postulados sobre las variables aleatorias del modelo. Por ejemplo, los supues-
tos básicos del análisis de regresión establecen que los términos de error tienen todos ellos
la misma varianza y no están correlacionados entre sí. En los apartados 14.6 y 14.7 vemos
cómo pueden comprobarse estos supuestos utilizando los datos existentes.

Si obtenemos resultados inverosímiles, tenemos que examinar nuestros supuestos, la
especificación del modelo y los datos. Eso puede llevarnos a considerar otra especificación
del modelo. Así, en la Figura 14.1 lo indicamos con una flecha de retroalimentación en el
proceso de construcción de modelos. A medida que adquiramos experiencia en la construc-
ción de modelos y en la resolución de otros difíciles problemas, descubriremos que estos
procesos tienden a repetirse y que se vuelve a fases anteriores hasta que se desarrolla un
modelo satisfactorio y se soluciona el problema.
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Interpretación del modelo e inferencia

Una vez que se ha construido un modelo, puede utilizarse para obtener alguna información
sobre el sistema y el proceso estudiados. En el análisis de regresión, puede significar bus-
car intervalos de confianza para los parámetros del modelo, contrastar hipótesis de interés
o predecir los futuros valores de la variable dependiente, dados los valores supuestos de las
variables independientes. Es importante reconocer que este tipo de inferencia se basa en el
supuesto de que el modelo está especificado y estimado correctamente. Cuanto más graves
son los errores de especificación o de estimación, menos fiables son las inferencias realiza-
das a partir del modelo estimado.

También deberíamos reconocer que algunos resultados de nuestro análisis basado en
los datos existentes pueden no estar de acuerdo con lo que se sabía hasta entonces. Cuando
eso ocurre, es necesario comparar minuciosamente nuestros resultados con lo que se sabía
hasta entonces. Las diferencias pueden deberse a que la especificación del modelo es dife-
rente o incorrecta, a errores de los datos o alguna otra deficiencia. Pero también podríamos
descubrir algunos importantes resultados nuevos debido a que la especificación del modelo
es mejor o a nuevos datos que representan un cambio del contexto estudiado. En cualquier
caso, debemos estar dispuestos a hacer correcciones o a presentar nuestros nuevos resulta-
dos de una manera lógica.

14.2. Variables ficticias y diseño experimental

En el apartado 13.8 introdujimos las variables ficticias en aplicaciones en las que había
modelos de regresión aplicados a dos subconjuntos diferentes de datos. Por ejemplo, vimos
cómo podrían utilizarse para averiguar la existencia de discriminación sexual en el ejemplo
de los salarios.

En este apartado ampliamos las aplicaciones potenciales de las variables ficticias. En
primer lugar, presentamos una aplicación en la que se aplica un modelo de regresión a más
de dos subconjuntos de datos. A continuación, mostramos cómo pueden utilizarse las va-
riables ficticias para estimar los efectos estacionales en un modelo de regresión aplicado a
datos de series temporales. Por último, mostramos cómo pueden utilizarse las variables fic-
ticias para analizar datos de situaciones experimentales, definidas por variables categóricas
que contienen múltiples niveles.

EJEMPLO 14.1. Demanda de productos de lana (análisis del modelo
utilizando variables ficticias)

Un analista de marketing para la Asociación de Fabricantes de Productos de Lana tiene
interés en estimar la demanda de productos de lana en algunas ciudades en función de
la renta total disponible de la ciudad. Se han recogido datos de 30 áreas metropolitanas
seleccionadas aleatoriamente. En primer lugar, el analista especifica un modelo de re-
gresión de la relación entre las ventas y la renta disponible:

Y % b0 ! b1X1

donde X1 es la renta disponible anual per cápita de una ciudad e Y son las ventas per
cápita de productos de lana en la ciudad. Tras algunas conversaciones más, el analista
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se pregunta si los niveles totales de ventas varían de unas regiones geográficas a otras:
norte, centro y sur.

Solución

El análisis comienza colocando cada una de las ciudades en una de las tres regiones. La
Figura 14.2 es un diagrama de puntos dispersos de las ventas per cápita en relación con
la renta disponible. Los datos parecen estar divididos en tres subgrupos que correspon-
den a las regiones geográficas. Se utilizan dos variables ficticias para identificar cada
una de las tres regiones siguientes:

Norte x2 % 0, x3 % 1
Centro x2 % 1, x3 % 0
Sur x2 % 0, x3 % 0
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Figura 14.2. Ventas per cápita de lana en relación con la renta disponible per cápita.

En general, pueden identificarse perfectamente k regiones o subconjuntos con k . 1
variables ficticias. Si tratamos de utilizar k variables ficticias para representar k subgru-
pos distintos, obtenemos una relación lineal entre las variables de predicción y es impo-
sible estimar los coeficientes, como se señaló en el apartado 13.2. Eso a veces se deno-
mina «trampa de las variables ficticias».

Los desplazamientos de la constante del modelo podrían estimarse utilizando el mo-
delo

Y % b0 ! b2X2 ! b3X3 ! b1X1

Aplicando este modelo al norte, se convierte en

Y % b0 ! b2(0) ! b3(1) ! b1X1

% (b0 ! b3) ! b1X1

En la región central, observamos que

Y % b0 ! b2(1) ! b3(0) ! b1X1

% (b0 ! b2) ! b1X1

580 Estadística para administración y economía



Por último, en el caso de la región meridional el modelo es

Y % b0 ! b2(0) ! b3(0) ! b1X1

% b0 ! b1X1

Resumiendo estos resultados, las constantes de las distintas regiones son:

Norte b0 ! b3

Centro b0 ! b2

Sur b0

Esta formulación define el sur como la constante «base»; b3 y b2 definen el desplaza-
miento de la función de las ciudades del norte y el centro, respectivamente. Podrían uti-
lizarse contrastes de hipótesis, utilizando el estadístico t de Student de los coeficientes,
para averiguar si hay diferencias significativas entre las constantes de las diferentes re-
giones en comparación, en este caso, con la constante de la región del sur. Podrían obte-
nerse constantes para más regiones utilizando variables ficticias que continúen esta pau-
ta. Podríamos especificar las variables ficticias de manera que cualquier nivel fuera el
nivel base con el que se comparan los demás niveles. En este problema, la especifica-
ción del sur como condición base es natural, dados los objetivos del problema.

El modelo en el que se incluyen diferencias entre los coeficientes de la pendiente y
las constantes es

Y % b0 ! b2X2 ! b3X3 ! (b1 ! b4X2 ! b3X3)X1

% b0 ! b2X2 ! b3X3 ! b1X1 ! b4X2X1 ! b5X3X1

Aplicando este modelo a la región del norte, vemos que

Y % b0 ! b2(0) ! b3(1) ! (b1 ! b4(0) ! b5(1))X1

% (b0 ! b3) ! (b1 ! b5)X1

En el caso de la región central, el modelo es

Y % b0 ! b2(1) ! b3(0) ! (b1 ! b4(1) ! b5(0))X1

% (b0 ! b2) ! (b1 ! b4)X1

Por último, en el caso de la región del sur

Y % b0 ! b2(0) ! b3(0) ! (b1 ! b4(0) ! b5(0))X1

% b0 ! b1X1

El coeficiente de la pendiente de X1 de las ciudades de diferentes regiones es:

Norte b1 ! b5

Centro b1 ! b4

Sur b1
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Una vez más, el sur es la condición base que tiene la pendiente b1. Pueden utilizarse
contrastes de hipótesis para averiguar la significación estadística de las diferencias entre
los coeficientes de la pendiente y la condición base, que en este caso es la región del
sur. Utilizando este modelo de regresión que contiene variables ficticias, el analista pue-
de estimar la relación entre las ventas y la renta disponible por regiones.

Utilizando la muestra de 30 áreas metropolitanas divididas por igual entre las tres
regiones geográficas, se estimó un modelo de regresión múltiple con variables ficticias
utilizando Minitab. Los resultados se muestran en la Figura 14.3. A partir del modelo de
regresión podemos averiguar las características de las pautas de compra de lana. Pueden
utilizarse contrastes de hipótesis condicionados de la forma

H0 : bj % 0 � bl Ç 0, l % 1, ..., K, l Ç j

H1 : bj Ç 0 � bl Ç 0, l % 1, ..., K, l Ç j

para averiguar los efectos condicionados de los distintos factores en la demanda de lana.
El coeficiente de la variable ficticia X3, b3 % 138,46, indica que las personas del norte
gastan una media de 138,46 $ más que las del sur. Asimismo, las personas de la región
central gastan una media de 96,33 $ más que las del sur. Estos coeficientes son signifi-
cativos. El coeficiente de la renta disponible es 0,0252, lo que indica que, en el caso de
las personas del sur, cada dólar de aumento de la renta per cápita incrementa la compra
de productos de lana en 0,025, y este resultado es significativo. En el caso de las perso-
nas del norte, cada dólar de aumento de la renta incrementa el gasto en productos de
lana en 0,042 (0,0252 ! 0,0168) y la diferencia entre los aumentos de la pendiente es
significativa. La tasa estimada de aumento de la compra por dólar de aumento de la ren-
ta también es mayor en el caso de las personas que viven en la región central que en el
de las que viven en la región del sur. Sin embargo, esa diferencia no es significativa.
Utilizando estos resultados, las ventas por región pueden predecirse con mayor pre-
cisión que con un modelo que combine todas las regiones y sólo utilice la renta per cá-
pita.

The regression equation is
Per Capita Wool Sales = 12.7 + 138 North X3 + 96.3 Central X2

Predictor
Constant
North X3
Central X2
Disposab
NorX3 Inc
CentX2 In

Coef
12.73

138.46
96.33

0.025231
0.016839
0.006085

StDev
27.74
39.22
39.22

0.002680
0.003790
0.003790

T
0.53
3.53
2.46
9.42
4.44
1.61

P
0.600
0.022
0.002
0.000
0.000
0.121

S = 12.17 R-Sq = 99.4% R-Sq(adj) = 99.2%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
5

24
29

SS
553704
3555

557259

MS
110741

148

F
747.71

P
0.000

+ 0.0252 Disposable Income + 0.0168 NorX3Inc + 0.00608 CentX2Inc

Figura 14.3. Modelo de regresión múltiple utilizando variables ficticias par estimar el consumo de lana
per cápita (salida Minitab).
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EJEMPLO 14.2. Predicción de las ventas de productos de lana
(variables ficticias estacionales)

Tras acabar el análisis de las ventas regionales, el analista decidió estudiar la relación
entre las ventas y la renta disponible utilizando datos de series temporales. Tras realizar
algunos análisis, se dio cuenta de que las ventas varían de unos trimestres a otros. Por
ejemplo, durante el cuarto trimestre son altas en previsión de los regalos de Navidad y
de la bajada de la temperatura. Le ha pedido que lo ayude a realizar el estudio.

Solución

Tras analizar el problema, le recomienda que represente los cuatro trimestres de cada
año por medio de tres variables ficticias. De esta forma, puede utilizarse el modelo de
regresión múltiple para estimar las diferencias entre las ventas de los diferentes trimes-
tres. Concretamente, le propone una estructura similar a la del modelo de variables ficti-
cias regionales:

Primer trimestre: x2 % 0, x3 % 0, x4 % 0
Segundo trimestre: x2 % 1, x3 % 0, x4 % 0
Tercer trimestre: x2 % 0, x3 % 1, x4 % 0
Cuarto trimestre: x2 % 0, x3 % 0, x4 % 1

Los coeficientes de las variables ficticias son estimaciones de los desplazamientos de la
función de consumo de lana entre los trimestres en el modelo de los datos

Y % b0 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4 ! b1X1

donde Y son las ventas totales de productos de lana y X1 es la renta disponible. Las
constantes de los distintos trimestres son:

Primer trimestre: b0

Segundo trimestre: b0 ! b2

Tercer trimestre: b0 ! b3

Cuarto trimestre: b0 ! b4

Modelos de diseño experimental

Los métodos de diseño experimental han sido una importante área de investigación y prác-
tica estadísticas durante algunos años. Los primeros estudios se referían a investigaciones
agrícolas. Los esfuerzos realizados por estadísticos como R. A. Fisher y O. L. Davies en
Inglaterra durante la décaca de 1920 sentaron las bases de la metodología del diseño expe-
rimental y de la práctica estadística en general. Los experimentos agrícolas requieren una
temporada entera de cultivo para obtener datos. Era, pues, importante desarrollar métodos
que pudieran dar respuesta a una serie de cuestiones y conseguir una gran precisión. Ade-
más, la mayoría de los experimentos definían la actividad utilizando variables con niveles
discretos en lugar de continuos. Los métodos de diseño experimental también se han utili-
zado mucho para estudiar la conducta humana y para realizar algunos experimentos indus-
triales. El énfasis reciente en la mejora de la calidad y la productividad ha aumentado la
actividad en esta área de la estadística con importantes aportaciones de grupos como el
Center for Quality and Productivity de la Universidad de Wisconsin.
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Diseño experimental
La regresión utilizando variables ficticias puede emplearse como instrumento en los estudios
de diseño experimental. Los experimentos tienen una única variable de resultado, que contiene
todo el error aleatorio. Cada resultado experimental corresponde a una combinación discreta
de las variables experimentales (independientes), Xj.

Existe una importante diferencia de filosofía entre los diseños experimentales y la mayoría
de los problemas que hemos examinado. El diseño experimental intenta identificar las causas
de las variaciones de la variable dependiente, especificando previamente combinaciones de
variables independientes discretas cuyos valores se utilizan para medir la variable dependien-
te. Un importante objetivo es elegir puntos experimentales, definidos por variables indepen-
dientes, que constituyan estimadores de las varianzas mínimas. El orden en el que se realizan
los experimentos se elige aleatoriamente para evitar sesgos introducidos por variables no in-
cluidas en el experimento.

Los resultados experimentales, Y, corresponden a combinaciones específicas de niveles
de las variables de tratamiento y de bloqueo. Una variable de tratamiento es una variable
cuyo efecto tenemos interés en estimar con una varianza mínima. Por ejemplo, podríamos
querer saber cuál de cuatro máquinas de producción es más productiva por hora. En ese
caso, el tratamiento son las máquinas de producción representadas por una variable categó-
rica de cuatro niveles, Zj. Una variable de bloqueo representa una variable que forma parte
del entorno y, por lo tanto, no puede preseleccionarse el nivel de la variable. Pero quere-
mos incluir el nivel de la variable de bloqueo en nuestro modelo, con el fin de eliminar la
variabilidad de la variable de resultado, Y, que está relacionada con los diferentes niveles
de las variables de bloqueo. Podemos representar una variable de tratamiento o de bloqueo
de K niveles utilizando K . 1 variables ficticias. Consideremos un sencillo ejemplo que
tiene una variable de tratamiento de cuatro niveles, Z1, y una variable de bloqueo de tres
niveles, Z2. Estas variables podrían representarse por medio de variables ficticias, como se
muestra en la Tabla 14.1. A continuación, utilizando estas variables ficticias, podría esti-
marse el modelo de diseño experimental mediante el modelo de regresión múltiple

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! b3x3i ! b4x4i ! b5x5i ! ei

Tabla 14.1. Ejemplo de especificación de las variables ficticias
para las variables de tratamiento y de bloqueo

Z1 X1 X2 X3

1 0 0 0
2 1 0 0
3 0 1 0
4 0 0 1

Z2 X4 X5

1 0 0
2 1 0
3 0 1

En este modelo, por ejemplo, el coeficiente b3 es una estimación de la cantidad en la
que la productividad del nivel de tratamiento 4 es mayor que la del nivel de tratamiento 1,
para la variable de tratamiento categórica, Z1. Naturalmente, si b3 es negativo, sabemos
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que el nivel de tratamiento 1 tiene una productividad mayor que el 4. Siguiendo la lógica
de la regresión múltiple, sabemos que las variables X4 y X5 explican parte de la variabili-
dad de Y y, por lo tanto, el estimador de la varianza es menor. Este modelo puede expan-
dirse fácilmente para incluir varias variables de tratamiento simultáneamente con algunas
otras variables de bloqueo. Además, si hay una variable continua —por ejemplo, la tempe-
ratura ambiente— que afecta a la productividad, esa variable también puede añadirse di-
rectamente al modelo de regresión. En muchos casos, se replica varias veces el diseño bá-
sico para obtener suficientes grados de libertad para el error. Este proceso se muestra en el
ejemplo 14.3.

EJEMPLO 14.3. Programa de formación de los trabajadores
(especificación del modelo utilizando variables ficticias)

María Cruz es la directora de producción de una gran fábrica de piezas de automóvil.
Tiene interés en saber cómo afecta un nuevo programa de formación a la productividad
de los trabajadores. Existen muchas investigaciones que apoyan la conclusión de que en
la productividad influyen el tipo de máquina y la cantidad de formación que ha recibido
el trabajador.

Solución

María define las siguientes variables para el experimento:

Y El número de unidades producidas por turno de 8 horas
Z1 El tipo de formación

1. Clase tradicional en un aula y presentación de películas
2. Enseñanza interactiva asistida por computador (CAI)

Z2 Tipo de máquina

1. Máquina de tipo 1
2. Máquina de tipo 2
3. Máquina de tipo 3

Z3 Nivel de estudios de los trabajadores
1. Nivel de estudios secundarios
2. Al menos un año de estudios postsecundarios

La variable Z1 se llama variable de tratamiento porque el principal objetivo del estudio
es evaluar el programa de formación. Las variables Z2 y Z3 se llaman variables de blo-
queo porque se incluyen para ayudar a reducir o bloquear parte de la variabilidad sin
explicar. De esta forma se reduce la varianza y el contraste de los principales efectos
del tratamiento tiene mayor potencia. La expresión variable de bloqueo proviene de los
experimentos agrícolas en los que las parcelas se dividían en pequeños bloques, cuyo
suelo tenía unas condiciones que variaban de unos a otros. También es posible estimar
el efecto de estas variables de bloqueo. Por lo tanto, no se pierde información llamando
a ciertas variables «variables de bloqueo» en lugar de «variables de tratamiento».

Las observaciones del diseño experimental se definen previamente utilizando las va-
riables independientes. La Tabla 14.2 contiene una lista de las observaciones, en la que
cada observación se designa utilizando los niveles de las variables Z. En este diseño,
que se llama diseño factorial completo, hay 12 observaciones, una para cada combina-
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Tabla 14.2. Diseño experimental para el estudio de la productividad.

Producción Y Formación Z1 Máquina Z2 Nivel de estudios Z3

Y1 1 1 1
Y2 1 1 2
Y3 1 2 1
Y4 1 2 2
Y5 1 3 1
Y6 1 3 2
Y7 2 1 1
Y8 2 1 2
Y9 2 2 1
Y10 2 2 2
Y11 2 3 1
Y12 2 3 2

ción de las variables de tratamiento y de bloqueo. Las Yi observaciones representan las
respuestas medidas en cada una de las condiciones experimentales. En los datos, el mo-
delo Yi contiene el efecto de las variables de tratamiento y de bloqueo más un error
aleatorio. En muchos diseños experimentales, esta pauta de 12 observaciones se replica
(se repite) para obtener más grados de libertad para el error y estimaciones más bajas de
las varianzas de los efectos de las variables de diseño. Este diseño también puede anali-
zarse utilizando los métodos del análisis de la varianza. Sin embargo, aquí mostramos
cómo puede realizarse el análisis recurriendo a la regresión basada en variables ficticias.

Los niveles de cada una de las tres variables de diseño —Z1, Z2 y Z3— pueden ex-
presarse como un conjunto de variables ficticias. Definamos las siguientes variables fic-
ticias:

z1 % 1 r x1 % 0
z1 % 2 r x1 % 1
z2 % 1 r x2 % 0 & x3 % 0
z2 % 2 r x2 % 1 & x3 % 0
z2 % 3 r x2 % 0 & x3 % 1
z3 % 1 r x4 % 0
z3 % 2 r x4 % 1

Utilizando estas relaciones, el modelo de diseño experimental de la Tabla 14.2, que uti-
liza las variables Z, puede representarse por medio de variables ficticias, como muestra
la Tabla 14.3. Utilizando estas variables ficticias, podemos definir un modelo de regre-
sión múltiple:

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4

Los coeficientes de regresión se estiman utilizando las variables especificadas previa-
mente. Los 12 experimentos u observaciones definidos en las Tablas 14.2 y 14.3 son
una réplica del diseño experimental. Una réplica contiene todos los experimentos indivi-
duales que se incluyen en el diseño experimental. A menudo se realizan varias réplicas
del diseño para estimar con mayor precisión los coeficientes y obtener suficientes gra-
dos de libertad para estimar la varianza. En el modelo basado en variables ficticias, esti-
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Tabla 14.3. Diseño experimental para el estudio de la productividad
utilizando variables ficticias.

Productividad Y X1 X2 X3 X4

Y1 0 0 0 0
Y2 0 0 0 1
Y3 0 1 0 0
Y4 0 1 0 1
Y5 0 0 1 0
Y6 0 0 1 1
Y7 1 0 0 0
Y8 1 0 0 1
Y9 1 1 0 0
Y10 1 1 0 1
Y11 1 0 1 0
Y12 1 0 1 1

mamos cuatro coeficientes y una constante y quedan n . 4 . 1 grados de libertad para
estimar la varianza. Con una réplica, n % 12 y tenemos 7 grados de libertad para esti-
mar la varianza. Con dos réplicas del diseño, n % 24 y tenemos 19 grados de libertad
para estimar la varianza, y con tres réplicas tenemos 31 grados de libertad. Normal-
mente, se necesitan al menos 15 o 20 grados de libertad para obtener estimaciones esta-
bles de la varianza. Utilizando las definiciones de las variables ficticias, observamos
que los coeficientes de regresión estimados se interpretan de la forma siguiente:

1. b1 es el aumento de la productividad provocado por el nuevo tipo de formación
CAI en comparación con la formación tradicional en el aula.

2. b2 es el aumento de la productividad provocado por la máquina de tipo 2 en
comparación con la de tipo 1.

3. b3 es el aumento de la productividad provocado por la máquina de tipo 3 en
comparación con la de tipo 1.

4. b4 es el aumento de la productividad provocado por la educación postsecundaria
en comparación con la secundaria solamente.

Cualquiera de estos «aumentos» podría ser negativo, lo que implica una disminución.
La importancia de cada uno de estos efectos puede contrastarse utilizando nuestros

métodos tradicionales de contraste de hipótesis. Obsérvese que si se pierde o falla una
observación experimental, puede seguir utilizándose el mismo modelo de regresión para
estimar los coeficientes. Sin embargo, en ese caso tenemos una varianza mayor y, por lo
tanto, los contrastes de hipótesis tienen menos potencia.

También es posible añadir al modelo variables continuas u otras variables relaciona-
das. Supongamos que María sospecha que el número de años de experiencia de los tra-
bajadores y la temperatura ambiente también influyen en la productividad. Se pueden
medir estas dos variables continuas para cada experimento y añadir al modelo de regre-
sión basado en variables ficticias. El modelo de regresión se convierte entonces en

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4 ! b5X5 ! b6X6
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donde X5 son los años de experiencia y X6 es la temperatura ambiente. Si estas últimas
son importantes, reducirán la varianza y aumentarán la potencia de los contrastes de
hipótesis de los efectos de otras variables.

Otra extensión posible es la inclusión de efectos de interacción. Supongamos que
María sospecha que la formación CAI es más beneficiosa para los trabajadores que uti-
lizan la máquina de tipo 3. Para contrastar este efecto, puede incluir una variable de
interacción, X7 % X1X3. Los valores de X7 son el producto de las variables X1 y X3.
Por lo tanto, en la Tabla 14.3 añadiríamos una columna para X7, que tomaría el valor 1
en el caso de la 11.a observación y la 12.a y 0 en el del resto. Si también sospecha que
la formación CAI beneficia más a los trabajadores que tienen un nivel de estudios más
alto, puede definir otra variable de interacción, X8 % X1X4. Esta variable añade otra co-
lumna a la Tabla 14.3, que tomaría el valor 1 en el caso de la 8.a observación, la 10.a

y la 12.a y 0 en el del resto. Es posible añadir otras variables y términos de interac-
ción. Por lo tanto, el número de opciones con estos diseños experimentales es muy
grande.

Con todas estas adiciones, el modelo de regresión es

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4 ! b5X5 ! b6X6 ! b7X7 ! b8X8

En esta ecuación, hay que estimar ocho coeficientes y una constante y sólo quedan 3
grados de libertad para estimar la varianza si sólo se realiza una réplica del diseño. En
las situaciones en las que las mediciones pueden realizarse con precisión y los distintos
efectos son grandes, este diseño incluso con una réplica puede suministrar útil informa-
ción sobre los factores que influyen en la productividad. En la mayoría de los casos, es
deseable hacer más de una réplica. Con un número mayor de observaciones, las estima-
ciones de los coeficientes son mejores y la varianza de los coeficientes es menor. Sin
embargo, en una situación industrial es posible que haya que realizar experimentos en
toda la fábrica, por lo que pueden ser muy caros. Los analistas tratan de conseguir la
máxima información posible en cada conjunto de experimentos.

En este apartado hemos introducido los diseños experimentales y su análisis utilizando
variables ficticias. El diseño experimental es una importante área de la estadística aplicada
que puede estudiarse en otros muchos cursos y libros. Los programas estadísticos, como el
Minitab, normalmente contienen un extenso conjunto de rutinas para desarrollar distintos y
sofisticados modelos de diseño experimental. Deben utilizarse únicamente después de co-
nocer sus detalles e interpretaciones específicos. Sin embargo, incluso con la introducción
que hemos realizado aquí, el lector tiene un poderoso instrumento para abordar algunos
importantes problemas de productividad.

Las aplicaciones del diseño experimental han cobrado una creciente importancia en las
operaciones manufactureras y otras operaciones empresariales. Los experimentos para
identificar las variables relacionadas con el aumento de la producción y la reducción de los
defectos son importantes para mejorar las operaciones de producción. El uso de variables
ficticias y de la regresión múltiple para el análisis del diseño experimental amplía los tipos
de problemas que pueden abordarse sin aprender más técnicas de análisis. Ésta es una im-
portante ventaja más de los métodos basados en variables ficticias.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos

14.1. Formule la especificación de un modelo y defina
las variables de un modelo de regresión múltiple
para predecir la calificación media obtenida en la
universidad en función de la nota media obtenida
en el bachillerato y del año de estudios universi-
tarios: primer año, segundo año, tercer año, cuar-
to año.

14.2. Formule la especificación del modelo y defina
las variables de un modelo de regresión múltiple
para predecir los salarios en dólares estadouni-
denses en función de los años de experiencia y
del país de empleo (Alemania, Gran Bretaña, Ja-
pón, Estados Unidos y Turquía).

14.3. Formule la especificación del modelo y defina las
variables de un modelo de regresión múltiple para
predecir el coste por unidad producida en función
del tipo de fábrica (tecnología clásica, máquinas
controladas por computador y manipulación del
material controlada por computador) y en función
del país (Colombia, Sudáfrica y Japón).

14.4. Un economista quiere estimar una ecuación de
regresión que relacione la demanda de un pro-
ducto (Y) con su precio (X1) y la renta (X2). Tie-
ne que basarse en 12 años de datos trimestrales.
Sin embargo, se sabe que la demanda de este
producto es estacional, es decir, es mayor en
unos momentos del año que en otros.

a) Una posibilidad para tener en cuenta la esta-
cionalidad es estimar el modelo

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! b3x3t ! b4x4t

! b5x5t ! b6x6t ! et

donde x3t, x4t, x5t y x6t son valores de las va-
riables ficticias, siendo

x3t % 1 en el primer trimestre de cada año, 0
en el resto

x4t % 1 en el segundo trimestre de cada año, 0
en el resto

x5t % 1 en el tercer trimestre de cada año, 0
en el resto

x6t % 1 en el cuarto trimestre, 0 en el resto

Explique por qué este modelo no puede esti-
marse por mínimos cuadrados.

b) Un modelo que puede estimarse es

yt%b0!b1x1t!b2x2t!b3x3t!b4x4t!b5x5t!et

Interprete los coeficientes de las variables fic-
ticias de este modelo.

Ejercicios aplicados
14.5. Sharon Parsons, presidente de Gourmet Box Mi-

ni Pizza, le ha pedido ayuda para desarrollar un
modelo que prediga la demanda de la nueva piz-
za llamada Pizza1. Este producto compite en el
mercado con otras tres marcas que llamaremos
B2, B3 y B4. Actualmente, los productos son
vendidos por tres grandes cadenas de distribu-
ción llamadas 1, 2 y 3 para identificarlas. Estas
tres cadenas tienen diferentes cuotas de mercado
y, por lo tanto, es probable que las ventas de ca-
da distribuidor sean diferentes. El fichero de da-
tos Market contiene datos semanales recogidos
en las 52 últimas semanas en las tres cadenas de
distribución. A continuación, se definen las va-
riables del fichero de datos.

Utilice la regresión múltiple para desarrollar
un modelo que prediga la cantidad de Pizza1
vendida a la semana por cada distribuidor. El
modelo sólo debe contener variables de predic-
ción importantes.

Distribuidor Identificador numérico del distribuidor

Weeknum Número secuencial de la semana en la que se
recogieron los datos

Sales Pizza1 Número de unidades de Pizza1 vendidas por
el distribuidor durante la semana

Price Pizza1 Precio al por menor de Pizza1 cobrado por el
distribuidor durante esa semana

Promotion Nivel de promoción de la semana: 0 significa
Ninguna promoción; 1 significa Anuncios en
televisión; 2 significa Exposición en las tien-
das; 3 significa Anuncios en la televisión y
Exposición en las tiendas

Sales B2 Número de unidades de la marca 2 vendidas
por el distribuidor durante la semana

Price B2 Precio al por menor de la marca 2 cobrado
por el distribuidor durante la semana

Sales B3 Número de unidades de la marca 3 vendidas
por el distribuidor durante la semana

Price B3 Precio al por menor de la marca 3 cobrado
por el distribuidor durante la semana

Sales B4 Número de unidades de la marca 4 vendidas
por el distribuidor durante la semana

Price B4 Precio al por menor de la marca 4 cobrado
por el distribuidor durante la semana

14.6. Le han pedido que desarrolle un modelo de re-
gresión múltiple para predecir las ventas per cá-
pita de cereales de desayuno en las ciudades de
más de 100.000 habitantes. En primer lugar, ce-
lebra una reunión con los principales directivos
de marketing que tienen experiencia en la venta
de cereales. En esta reunión, descubre que se es-
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pera que en las ventas per cápita influyan el pre-
cio de los cereales, el precio de los cereales ri-
vales, la renta media per cápita, el porcentaje de
titulados universitarios, la temperatura anual me-
dia y la pluviosidad anual media. También se en-
tera de que la relación lineal entre el precio y las
ventas per cápita se espera que tenga una pen-
diente diferente en las ciudades que se encuen-
tran al este del río Misisipi. Se espera que las
ventas per cápita sean mayores en las ciudades
que tienen una renta per cápita alta y baja que en
las ciudades que tienen una renta per cápita in-
termedia. También se espera que las ventas per
cápita sean diferentes en los cuatro sectores si-
guientes del país: noroeste, sudoeste, noreste y
sudeste.

Formule una especificación del modelo cuyos
coeficientes puedan estimarse por medio de la re-
gresión múltiple. Defina cada variable completa-
mente e indique la forma matemática del modelo.
Analice su especificación, indique qué variables
espera que sean estadísticamente significativas y
explique las razones por las que lo espera.

14.7. Máximo Márquez, presidente de Piezas Buenas,
S.A., le ha pedido que desarrolle un modelo que
prediga el número de piezas defectuosas por tur-
no de 8 horas de su fábrica. Cree que existen di-
ferencias entre los tres turnos diarios y entre los
cuatro proveedores de materias primas. Además,
se piensa que cuanto mayor es la producción y
mayor el número de trabajadores, mayor es el
número de piezas defectuosas. Máximo visita la
fábrica varias veces en los tres turnos para obser-
var las operaciones y dar consejos. Le ha facilita-
do una lista de los turnos que ha visitado y quie-
re saber si el número de piezas defectuosas
aumenta o disminuye cuando visita la fábrica.

Describa por escrito cómo desarrollaría un
modelo para estimar y contrastar los distintos
factores que pueden influir en el número de pie-
zas defectuosas producidas por turno. Defina de-
tenidamente cada coeficiente de su modelo y el
contraste que utilizaría. Indique cómo recogería
los datos y cómo definiría cada variable utilizada
en el modelo. Analice las interpretaciones que
haría a partir de su especificación del modelo.

14.8. Maderas de Calidad, S.A., lleva 40 años en el
sector. Hace muebles de madera de encargo de
alta calidad e interiores de armarios y trabajos de
madera de interiores de muy buena calidad para
viviendas y oficinas caras. La empresa ha tenido
mucho éxito debido en gran parte a la elevada
cualificación de los artesanos que diseñan y

producen sus productos en consulta con sus
clientes. Muchos de sus productos han recibido
premios nacionales por la calidad de su diseño y
el trabajo bien hecho. Cada producto hecho de
encargo es producido por un equipo de dos arte-
sanos o más que primero se reúnen con el clien-
te, realizan un primer diseño, lo revisan con el
cliente y después fabrican el producto. Los clien-
tes también pueden reunirse con los artesanos
varias veces durante la producción.

Los artesanos tienen una buena formación y
han adquirido excelentes cualificaciones en el
trabajo de la madera. La mayoría tienen título
universitario y se han formado con artesanos
cualificados. Los empleados se clasifican en tres
niveles: 1. Aprendiz, 2. Profesional y 3. Maestro.
Los salarios de los niveles 2 y 3 son más altos y
los trabajadores normalmente ascienden confor-
me adquieren experiencia y cualificación. Ac-
tualmente, la empresa tiene una plantilla diversa,
en la que hay trabajadores blancos, negros y lati-
nos y tanto hombres como mujeres. Cuando co-
menzó hace 40 años, todos los trabajadores eran
blancos. Hace unos 20 años, comenzó a contratar
artesanos negros y latinos, y hace unos 10 años
contrató artesanas. Los trabajadores blancos va-
rones tienden a estar sobrerrepresentados en las
clasificaciones de los puestos de trabajo más al-
tas debido en parte a que tienen más experiencia.
Actualmente, la plantilla tiene un 40 por ciento
de hombres blancos, un 30 por ciento de hom-
bres negros y latinos, un 15 por ciento de muje-
res blancas y un 15 por ciento de mujeres negras
y latinas.

Recientemente, algunos han expresado su
preocupación por la discriminación salarial. Con-
cretamente, dicen que las mujeres y los que no
son blancos no están recibiendo una remunera-
ción acorde con su experiencia. La dirección de
la empresa sostiene que todas las personas co-
bran en función de los años de experiencia, del
nivel de clasificación del puesto de trabajo y de
la capacidad personal. Sostiene que no existen
diferencias salariales basadas en la raza o el sexo
por lo que se refiere al salario base o al incre-
mento por cada año de experiencia.

Explique cómo realizaría un análisis para
averiguar si la afirmación de la dirección es cier-
ta. Muestre los detalles de su análisis y razónelos
claramente. Indique los datos que deben recoger-
se y los nombres y las descripciones de las varia-
bles que utilizará en el análisis. Indique clara-
mente los contrastes estadísticos que utilizaría
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para averiguar cuál es la verdadera situación e
indique las reglas de decisión basadas en los con-
trastes de hipótesis y los resultados de los datos.

14.9. Le han pedido que haga de consultor y de testigo
experto en un juicio por discriminación salarial.
Un grupo de mujeres latinas y negras ha deman-
dado a su empresa, Distribuidores Reunidos, S.A.
Las mujeres, que tienen entre 5 y 25 años de
antigüedad en la empresa, alegan que su subida
salarial anual media ha sido significativamente
menor que la de un grupo de hombres blancos y
un grupo de mujeres blancas. Los puestos de tra-
bajo de los tres grupos contienen diversos com-
ponentes administrativos, analíticos y directivos.
Todos los empleados tenían titulación universita-
ria de primer ciclo cuando empezaron a trabajar
y los años de experiencia son un importante fac-
tor para predecir el rendimiento y la productivi-
dad de los trabajadores. Le han facilitado el sala-
rio mensual actual y el número de años de
experiencia de todos los trabajadores de los tres

grupos. Además, los datos indican los miembros
de los tres grupos que tienen un máster en admi-
nistración de empresas. Observe que en este pro-
blema no realiza ningún análisis de los datos.

a) Desarrolle un modelo y un análisis estadísti-
cos que permitan analizar los datos. Indique
los contrastes de hipótesis que pueden utili-
zarse para aportar pruebas contundentes de la
existencia de discriminación salarial si es que
existe. La compañía también ha contratado a
un estadístico como consultor y testigo exper-
to. Describa su análisis de una forma exhaus-
tiva y clara.

b) Suponga que sus contrastes de hipótesis apor-
tan pruebas contundentes que apoyan la tesis
de sus clientes. Resuma brevemente las ob-
servaciones clave que hará en su comparecen-
cia en el juicio. Es de esperar que el abogado
de la empresa le contrainterrogue con la ayu-
da de su estadístico, que enseña estadística en
una prestigiosa universidad.

14.3. Valores retardados de las variables dependientes
como regresores

En este apartado examinamos las variables dependientes retardadas, un importante tema
cuando se analizan datos de series temporales, es decir, cuando se realizan mediciones de
las cantidades a lo largo del tiempo. Por ejemplo, podemos tener observaciones mensuales,
observaciones trimestrales u observaciones anuales. Los economistas normalmente utilizan
variables de series temporales como los tipos de interés, medidas de la inflación, la inver-
sión agregada y el consumo agregado para realizar análisis y desarrollar modelos. Especifi-
camos las observaciones de series temporales utilizando el subíndice t para indicar el tiem-
po en lugar de la i que empleamos para indicar los datos de corte transversal. Por lo tanto,
un modelo de regresión múltiple sería

yt % b0 ! btx1t ! b2x2t ! ñ ! bKxKt ! et

En muchas aplicaciones de series temporales, la variable dependiente en el periodo t a
menudo también está relacionada con el valor que tomó esta variable en el periodo ante-
rior, es decir, con yt.1. El valor de la variable dependiente en un periodo anterior se llama
variable dependiente retardada.

Regresiones que contienen variables dependientes retardadas
Consideremos el siguiente modelo de regresión que relaciona una variable dependiente, Y, con
K variables independientes:

yt % b0 ! bt x1t ! b2x2t ! ñ ! bKxKt ! cyt.1 ! et (14.1)
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donde b0, b1, ..., bK , c son coeficientes fijos. Si se generan datos con este modelo:

a) Un aumento de la variable independiente Xj de 1 unidad en el periodo t, manteniéndose
fijas todas las demás variables independientes, provoca un aumento esperado de la va-
riable dependiente de bj en el periodo t, bjc en el periodo (t ! 1), bjc

2 en el periodo
(t ! 2), bjc

3 en el periodo (t ! 3), etc. El aumento total esperado en todos los periodos
actuales y futuros es

bj

(1 . c)

b) Los coeficientes b0, b1, ..., bK , c pueden estimarse por mínimos cuadrados como siem-
pre.

c) Pueden calcularse intervalos de confianza y contrastes de hipótesis para los coeficien-
tes de regresión exactamente igual que en el modelo de regresión múltiple ordinario (en
rigor, cuando la ecuación de regresión contiene variables dependientes retardadas, es-
tos métodos sólo son aproximadamente válidos. La calidad de la aproximación mejora,
manteniéndose todo lo demás constante, cuando aumenta el número de observaciones
muestrales).

d) Cuando se utilizan intervalos de confianza y contrastes de hipótesis con datos de series
temporales, hay que tener cautela. Existe la posibilidad de que los errores de las ecua-
ciones, ei, ya no sean independientes entre sí. En el apartado 14.7 sobre las autocorre-
laciones examinamos esta cuestión. En particular, cuando los errores están correlacio-
nados, las estimaciones de los coeficientes son insesgadas, pero no eficientes. Por lo
tanto, los intervalos de confianza y los contrastes de hipótesis ya no son válidos. Los
económetras han desarrollado métodos para hacer estimaciones en estas condiciones,
que se introducen en el apartado 14.7.

Para ilustrar el cálculo de las estimaciones y de la inferencia basada en la ecuación de
regresión ajustada cuando el modelo contiene variables dependientes retardadas, examina-
mos el extenso ejemplo 14.4 (véase la referencia bibliográfica 1).

EJEMPLO 14.4. Los gastos publicitarios en función de las ventas al
por menor (modelo de regresión con variables retardadas)

Un investigador tenía interés en predecir los gastos publicitarios en función de las ven-
tas al por menor, sabiendo que la publicidad del año anterior también había influido.

Solución

Se creía que la publicidad local por hogar dependía de las ventas al por menor por ho-
gar. Además, como los publicistas pueden no querer o no poder ajustar sus planes a los
cambios repentinos del nivel de ventas al por menor, se añadió al modelo el valor de los
gastos publicitarios locales por hogar del año anterior. Por lo tanto, los gastos publicita-
rios de este año están relacionados con las ventas al por menor (xt) de este año y con los
gastos publicitarios (yt.1) del año anterior. El modelo que hay que ajustar es, pues,

yt % b0 ! b1x1t ! cyt.1 ! et

donde

yt % publicidad local por hogar en el año t
xt % ventas al por menor por hogar en el año t
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Los datos sobre la publicidad y las ventas al por menor se encuentran en un fichero
de datos Minitab llamado Advertising Retail. El valor retardado yt.1 puede generarse

Advertising
Retail

en Minitab utilizando la función retardo (lag) en las rutinas de la calculadora y en todos
los demás buenos paquetes estadísticos utilizando procedimientos similares. Después de
realizar la transformación del retardo, el fichero de datos incluye la variable retardada.
La observación 1 de la variable retardada es inexistente, por lo que el conjunto de datos
sólo tiene 21 observaciones. Siempre será así cuando se creen variables retardadas. Na-
turalmente, podríamos tener acceso a datos del año anterior —del año 0 en este ejem-
plo— y ese valor podría sustituir al valor que faltaba. Ahora ya están listos los datos
para realizar una regresión múltiple utilizando los comandos convencionales de Mini-
tab. La Figura 14.4 muestra la salida del análisis de regresión resultante.

The regression equation is
Advertising Y(t) = -43.8 + 0.0188 Retail Sales X(t) + 0.479 lag advertising

Predictor
Constant
Retail S
lag adve

Coef
-43.766

0.018777
0.47906

SE Coef
9.843

0.002855
0.08732

T
-4.45
6.58
5.49

P
0.000
0.000
0.000

S = 3.451 R-Sq = 96.3% R-Sq(adj) = 95.9%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2

18
20

SS
5559.1
214.3
5773.4

Source
Retail S
lag adve

Unusual observations

R denotes an observation with a large standardized residual

DF
1
1

Seq SS
5200.7
358.4

MS
2779.5

11.9

F
233.43

P
0.000

obs
4

20

Retail S
5507
6394

Advertis
119.220
145.370

Fit
112.716
151.853

SE Fit
1.222
1.774

Residual
6.504
-6.483

St Resid
2.02R
-2.19R

21 cases used 1 cases contain missing values

Figura 14.4. Gastos publicitarios en función de las ventas al por menor y de los gastos publicitarios
retardados (salida Minitab).

La regresión resultante de este problema (con la ausencia de la primera observación) es

y4 t % .43,8 ! 0,0188xt ! 0,479yt.1
(0,0029) (0,087)

Los números que figuran debajo de los coeficientes de regresión son las desviaciones
típicas de los coeficientes. El estadístico t de Student de cada coeficiente es bastante al-
to y los p-valores resultantes son 0,00, lo que indica que podemos rechazar la hipótesis
nula de que los coeficientes son 0. Con 18 grados de libertad para el error, el valor críti-
co del estadístico t de Student de una hipótesis de dos colas suponiendo que a % 0,05 es
t % 2,101.
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En los modelos de series temporales, el coeficiente de determinación R2 puede ser
algo engañoso. Por ejemplo, el elevado valor de R2

% 96,3 por ciento del presente pro-
blema no indica necesariamente que exista una estrecha relación entre la publicidad lo-
cal y las ventas al por menor. Es un hecho empírico perfectamente conocido que los
gráficos de muchas series temporales empresariales y económicas muestran una pauta
evolutiva bastante uniforme a lo largo del tiempo. Este mero hecho es suficiente para
que el coeficiente de determinación tenga un valor alto cuando se incluye una variable
dependiente retardada en el modelo de regresión. A efectos prácticos, aconsejamos al
lector que preste relativamente poca atención al valor de R2 en esos modelos.

La regresión estimada para este problema puede interpretarse de la siguiente mane-
ra. Supongamos que las ventas al por menor por hogar aumentan 1 $ este año. El efecto
esperado en la publicidad local por hogar es un aumento de 0,0188 este año, otro
aumento de

(0,479)(0,0188) % 0,0090 $

el próximo año, otro aumento de

(0,479)2 (0,0188) % 0,0043 $

dentro de dos años, y así sucesivamente. El efecto total en los futuros gastos publicita-
rios totales por hogar es un aumento esperado de

0,0188

1 . 0,479
% 0,0361 $

Vemos, pues, que el efecto esperado de un aumento de las ventas es un aumento inme-
diato de los gastos publicitarios, un aumento menor durante el próximo año, un aumento
aún menor dentro de dos años, etc. La Figura 14.5 ilustra este efecto geométricamente
decreciente de un aumento de las ventas este año en la publicidad de futuros años.
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Figura 14.5. Aumentos futuros esperados de la publicidad local por hogar.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
14.10. Considere los siguientes modelos estimados uti-

lizando un análisis de regresión aplicado a datos
de series temporales. ¿Qué efecto produce a lar-
go plazo un aumento de x de 1 unidad en el
periodo t?

a) yt % 10 ! 2xt ! 0,34yt.1

b) yt % 10 ! 2,5xt ! 0,24yt.1

c) yt % 10 ! 2xt ! 0,64yt.1

d) yt % 10 ! 4,3xt ! 0,34yt.1

14.11. Un analista de mercado tiene interés en saber
cuál es la cantidad media de dinero que gastan
al año los estudiantes universitarios en ropa.
Basándose en 25 años de datos anuales, se ha
obtenido la siguiente regresión estimada por
mínimos cuadrados:

yt % 50,72 ! 0,142x1t ! 0,027x2t ! 0,432yt.1
(0,047) (0,021) (0,136)

donde

y % gasto por estudiante, en dólares, en ropa
x1 % renta disponible por estudiante, en dólares,

tras el pago de la matrícula, las tasas y la
manutención

x2 % índice de publicidad sobre ropa destinada
al mercado estudiantil

Los números entre paréntesis que se encuentran
debajo de los coeficientes son los errores típicos
de los coeficientes.
a) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-

sis nula de que, manteniéndose todo lo de-
más constante, la publicidad no afecta a los
gastos en ropa en este mercado frente a la
hipótesis alternativa unilateral obvia.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del coeficiente de x1 de la regresión
poblacional.

c) Manteniendo fija la publicidad, ¿cuál sería
el efecto esperado con el paso del tiempo de
un aumento de la renta disponible por estu-
diante de 1 $ en el gasto en ropa?

Ejercicios aplicados

14.12. Utilice los datos del fichero Retail Sales pa-
ra estimar el modelo de regresión

yt % b0 ! b1xt ! cyt.1 ! et

y contraste la hipótesis nula de que c % 0, donde
yt % ventas al por menor por hogar
xt % renta disponible por hogar

14.13. Utilice el fichero de datos Money UK, que
contiene observaciones del Reino Unido sobre
la cantidad de dinero, en millones de libras (Y);
la renta, en millones de libras (X1); y el tipo de
interés de las autoridades locales (X2). Estime el
modelo (véase la referencia bibliográfica 5)

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! cyt.1 ! et

y realice un informe sobre sus resultados.

14.14. El fichero de datos Pension Funds contiene
datos sobre el rendimiento de mercado (X) de
las acciones y el porcentaje (Y) que representan
las acciones ordinarias al valor de mercado a fi-
nales de año en la cartera de los fondos priva-
dos de pensiones. Estime el modelo

yt % b0 ! b1xt ! cyt.1 ! et

y escriba un informe sobre sus resultados.

14.15. El fichero de datos Income Canada mues-
tra observaciones trimestrales sobre la renta (Y) y
sobre la oferta monetaria (X) de Canadá. Estime
el modelo (véase la referencia bibliográfica 3)

yt % b0 ! b1xt ! cyt.1 ! et

y realice un informe sobre sus resultados.

14.16. El fichero de datos Births Australia mues-
tra observaciones anuales sobre el primer parto
de un nacido vivo del matrimonio actual (Y) y
el número de primeros matrimonios (de muje-
res) registrado en el año anterior (X) en Austra-
lia. Estime el modelo (véase la referencia bi-
bliográfica 4)

yt % b0 ! b1xt ! cyt.1 ! et

y realice un informe sobre sus resultados.

14.17. El fichero de datos Pinkham Sales muestra
observaciones anuales sobre las ventas unitarias
(Y) y sobre los gastos publicitarios (X), ambos
en miles de dólares, de Lydia E. Pinkham. Esti-
me el modelo

log yt % b0 ! b1 log xt ! c log yt.1 ! et

y realice un informe sobre sus resultados (véase
la referencia bibliográfica 2).

14.18. El fichero de datos Thailand Consumption
muestra 29 observaciones anuales sobre el con-
sumo privado (Y) y la renta disponible (X) de
Tailandia. Ajuste el modelo de regresión

log yt % b0 ! b1 log x1t ! c2 log yt.1 ! et

y realice un informe sobre sus resultados.
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14.4. Sesgo de especificación

La especificación de un modelo estadístico que describa correctamente la conducta del
mundo real es una tarea delicada y difícil. Sabemos que ningún modelo sencillo puede des-
cribir perfectamente la naturaleza de un proceso y los determinantes de sus resultados.
El objetivo de la construcción de modelos es descubrir una formulación sencilla que re-
fleje correctamente el proceso subyacente para las cuestiones de interés. Sin embargo,
también debemos señalar que hay algunos casos en los que existe una divergencia consi-
derable entre el modelo y la realidad que puede llevar a extraer conclusiones seriamente
erróneas.

Hemos visto anteriormente algunas técnicas para especificar un modelo que refleje me-
jor el proceso. Nuestro uso de variables ficticias en los apartados 13.8 y 14.2 y las trans-
formaciones de modelos no lineales en lineales en el 13.7 son importantes ejemplos. En
este apartado examinamos las consecuencias de no incluir importantes variables de predic-
ción en nuestro modelo de regresión.

Para formular un modelo de regresión, un investigador intenta relacionar la variable de-
pendiente de interés con todos sus determinantes importantes. Por lo tanto, si adoptamos
un modelo lineal, queremos incluir como variables independientes todas las variables que
podrían influir considerablemente en la variable dependiente de interés. Para formular el
modelo de regresión

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

suponemos implícitamente que el conjunto de variables independientes, X1, X2, ..., XK, con-
tiene todas las cantidades que afectan significativamente a la conducta de la variable de-
pendiente, Y. Sabemos que en cualquier problema aplicado real hay otros factores que tam-
bién afectan a la variable dependiente. La influencia conjunta de estos factores se absorbe
dentro del término de error, ei. Puede plantearse un grave problema si se omite una varia-
ble importante de la lista de variables independientes.

Sesgo provocado por la exclusión de variables de predicción
importantes
Cuando se omiten en el modelo variables de predicción importantes, las estimaciones de coefi-
cientes por mínimos cuadrados incluidas en el modelo normalmente están sesgadas y las afir-
maciones inferenciales habituales basadas en los contrastes de hipótesis o en los intervalos de
confianza pueden ser seriamente engañosas. Además, el error del modelo estimado incluye el
efecto de las variables omitidas y, por lo tanto, es mayor. En el raro caso en el que las varia-
bles omitidas no están correlacionadas con las variables independientes incluidas en el modelo
de regresión, no existe este sesgo en la estimación de los coeficientes.

Examinemos un sencillo ejemplo sobre el mercado al por menor de gasolina. Suponga-
mos que somos propietarios de la estación de servicio A, que vende gasolina, y que la esta-
ción de servicio B, que se encuentra a 100 metros de distancia, también vende gasolina.
Creemos firmemente que si bajáramos el precio, las ventas unitarias aumentarían y que si
lo subiéramos, las ventas unitarias disminuirían. Pero si la estación B subiera y bajara
su precio, este precio también influiría en la variación de nuestras ventas unitarias. Por lo
tanto, si no tenemos en cuenta el precio de la estación B y sólo consideramos nuestros pre-
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cios cuando intentamos predecir las ventas unitarias, normalmente cometeremos graves
errores en nuestra estimación de la relación entre nuestro precio y nuestras ventas unita-
rias. A continuación, mostramos este resultado matemáticamente.

Mostramos cómo se produce el sesgo en la estimación de los coeficientes de regresión
mostrando el efecto de la omisión de una variable en un modelo con dos variables inde-
pendientes:

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

Supongamos que en esta situación el analista excluye la variable x2 y estima, en su lugar,
el modelo de regresión

yi % a0 ! a1x1i ! ki

Obsérvese que hemos utilizado dos símbolos diferentes para hacer hincapié en el hecho de
que los estimadores de los coeficientes serán diferentes. En el modelo de regresión simple,
el estimador del coeficiente de x1 es

a4 1 %

n

;
i%1

(x1i . x6)yi

n

;
i%1

(x1i . x6)2

Sustituyendo el modelo correcto con dos variables de predicción y determinando el valor
esperado, observamos que

E[a4 1] % EC
n

;
i%1

(x1i . x61)yi

n

;
i%1

(x1i . x61)
2D% E C

n

;
i%1

(x1i . x61)(b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei)

n

;
i%1

(x1i . x61)
2 D

Cuando calculamos el valor esperado, observamos que

E[a4 1] % b1 ! b2C
n

;
i%1

(x1i . x61)x2i

n

;
i%1

(x1i . x61)
2 D

Vemos, pues, que el coeficiente de la variable X1 está sesgado a menos que la correlación
entre X1 y X2 sea 0.

Los resultados matemáticos anteriores muestran el sesgo de las estimaciones de los
coeficientes que se produce cuando se omite una variable importante. En el Capítulo 13
mostramos matemáticamente y de una forma intuitiva que en las estimaciones de los coe-
ficientes de un modelo de regresión múltiple influyen todas las variables independientes
incluidas en el modelo. Por lo tanto, si omitimos una variable independiente importante,
los coeficientes estimados del resto de las variables serán diferentes. El ejemplo 14.5
muestra este resultado numéricamente y debe estudiarse atentamente.

Capítulo 14. Otros temas del análisis de regresión 597



EJEMPLO 14.5. Modelo de regresión de las asociaciones de ahorro
y crédito inmobiliario con una variable omitida
(error de especificación del modelo)

Consideremos el ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario utilizado
en el Capítulo 13. En ese ejemplo se hacía una regresión del margen porcentual anual
de beneficios (Y) de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario con respecto a sus
ingresos porcentuales netos por dólar depositado (X1) y el número de oficinas (X2).
En el ejemplo 13.3 estimamos los coeficientes de regresión y observamos que el mode-
lo era

y4 % 1,565 ! 0,237x1 . 0,000249x2 R2
% 0,865

(0,0556) (0,0000321)

Una de las conclusiones de este análisis es que, dado un número fijo de oficinas, un
aumento de los ingresos netos por dólar depositado de 1 unidad provoca un aumento
esperado del margen de beneficios de 0,237 unidades. ¿Qué ocurriría si hiciéramos una
regresión del margen de beneficios únicamente con respecto a los ingresos netos por dó-
lar depositado utilizando los datos almacenados en el fichero Savings and Loan?

Savings
and Loan

Solución

Utilizando los datos, hemos hecho una regresión del margen de beneficios (Y) con res-
pecto a los ingresos netos por dólar depositado (X1) y hemos observado que el modelo era

y4 % 1,326 . 0,169x1 R2
% 0,50

(0,036)

Comparando los dos modelos ajustados, observamos que una de las consecuencias de
omitir X2 es que la variabilidad porcentual explicada, R2, disminuye considerablemente.

La omisión produce, sin embargo, un efecto más serio en el coeficiente de los ingre-
sos netos. En el modelo de regresión múltiple, un aumento de los ingresos netos de
1 unidad elevó los beneficios en 0,237, mientras que en el modelo de regresión simple
el efecto fue una disminución de 0,169. Este resultado va claramente en contra de la
intuición: no es de esperar que un aumento de los ingresos netos reduzca el margen de
beneficios. En los dos modelos, rechazaríamos la hipótesis nula de que no existe una
relación. Aquí vemos el resultado del estimador sesgado del coeficiente que se obtiene
cuando no se incluye una variable importante, X2, en el modelo. Sin incluir el efecto
condicionado del número de oficinas, obtenemos un estimador sesgado.

Este ejemplo ilustra magníficamente la cuestión. Si no se incluye una variable explica-
tiva importante en el modelo de regresión, cualquier conclusión que se extraiga sobre los
efectos de otras variables independientes puede ser seriamente engañosa. En este caso, he-
mos visto que la introducción de otra variable relevante más podría muy bien alterar la
conclusión de la existencia de una relación negativa significativa y sustituirla por la con-
clusión de la existencia de una relación positiva significativa. Observando los datos de la
Tabla 13.1, es posible obtener más información. En la segunda parte del periodo, al menos,
el margen de beneficios disminuyó y los ingresos netos aumentaron, lo que sugiere la exis-
tencia de una relación negativa entre estas variables. Sin embargo, los datos revelan un
aumento del número de oficinas durante ese mismo periodo, lo que sugiere la posibilidad
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de que este factor fuera la causa de la disminución del margen de beneficios. La única for-
ma legítima de distinguir los efectos de estas dos variables independientes en la variable
dependiente es analizarlas conjuntamente en una ecuación de regresión. Este ejemplo
muestra la importancia de utilizar el modelo de regresión múltiple en lugar de la ecuación
de regresión lineal simple cuando hay más de una variable independiente relevante.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
14.19. Suponga que el verdadero modelo lineal de un

proceso era

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3

y que ha estimado incorrectamente el modelo

Y% a0 ! a1X2

Interprete y contraste los coeficientes de X2 es-
timados en los dos modelos. Muestre el sesgo
que se produce utilizando el segundo modelo.

14.20. Suponga que una relación de regresión viene
dada por

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! e

Si se estima la regresión lineal simple de Y con
respecto a X1 a partir de una muestra de n ob-
servaciones, la estimación resultante de la pen-
diente b1 generalmente está sesgada. Sin em-
bargo, en el caso especial en el que la
correlación muestral entre X1 y X2 es 0, no ocu-
rre así. De hecho, en ese caso la estimación es
la misma independientemente de que se incluya
o no X2 en la ecuación de regresión.
a) Explique verbalmente por qué es cierta esta

afirmación.
b) Demuestre algebraicamente que esta afirma-

ción es cierta.

Ejercicios aplicados

14.21. Transportation Research Inc. le ha pedido
que formule algunas ecuaciones de regresión
múltiple para estimar el efecto de algunas varia-
bles en el ahorro de combustible. Los datos pa-

ra realizar este estudio se encuentran en el fi-
chero de datos Motors y la variable dependien-
te está en millas por galón —milpgal— confor-
me a la certificación del Departamento de
Transporte.
a) Formule una ecuación de regresión que uti-

lice la potencia de los vehículos —horse-
power— y el peso de éstos —weight— co-
mo variables independientes. Interprete los
coeficientes.

b) Formule una segunda regresión sesgada que
no incluya el peso de los vehículos. ¿Qué
conclusiones puede extraer sobre el coefi-
ciente de la potencia?

14.22. Utilice los datos del fichero Citydat para
estimar una ecuación de regresión que permita
averiguar el efecto marginal del porcentaje de
locales comerciales en el valor de mercado por
vivienda ocupada por su propietario (Hseval).
Incluya en su ecuación de regresión múltiple el
porcentaje de viviendas ocupadas por sus pro-
pietarios (Homper), el porcentaje de locales in-
dustriales (Indper), el número mediano de habi-
taciones por vivienda (sizehse) y la renta per
cápita (Incom72) como variables de predicción
adicionales. Las variables están incluidas en su
disco de datos. Indique qué variables son signi-
ficativas. Su ecuación final debe incluir sola-
mente las variables significativas. Haga una se-
gunda regresión excluyendo el número mediano
de habitaciones por vivienda. Interprete el nue-
vo coeficiente del porcentaje de locales comer-
ciales que se obtiene en la segunda regresión.
Compare los dos coeficientes.

14.5. Multicolinealidad

Si se especifica correctamente un modelo de regresión y se satisfacen los supuestos, las es-
timaciones por mínimos cuadrados son las mejores que pueden lograrse. No obstante, en
algunas circunstancias ¡pueden no ser muy buenas!
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Para ilustrarlo supongamos que queremos desarrollar un modelo para predecir las ven-
tas unitarias en función de nuestro precio y del precio del competidor. Imaginemos ahora
que estamos en la afortunada posición del científico de laboratorio, que somos capaces de
diseñar el experimento para estudiar este problema. El mejor enfoque para seleccionar las
observaciones depende algo de los objetivos del análisis, pero hay mejores estrategias.

Existen, sin embargo, opciones que no elegiríamos. Por ejemplo, no elegiríamos los
mismos valores de las variables independientes para todas las observaciones. Tampoco
seleccionaríamos variables independientes que estén muy correlacionadas. En el apar-
tado 13.2 vimos que sería imposible estimar los coeficientes si las variables independientes
estuvieran perfectamente correlacionadas. Y en el 13.4 vimos que la varianza de los esti-
madores de los coeficientes aumenta a medida que la correlación se aleja de 0. En la Figu-
ra 14.6 vemos ejemplos de correlación perfecta entre las variables X1 y X2. En estos gráfi-
cos vemos que las variaciones de una variable están relacionadas directamente con las
variaciones de la otra. Supongamos ahora que estuviéramos intentando utilizar valores de
las variables independientes como éstos para estimar los coeficientes del modelo de regre-
sión

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

La inutilidad de esa tarea es evidente. Si X1 varía al mismo tiempo que X2, no podemos
saber cuál de las variables independientes está relacionada realmente con la variación de Y.
Si queremos evaluar los efectos de cada variable independiente por separado, es esencial
que no varíen exactamente al unísono en el experimento. Los supuestos habituales del aná-
lisis de regresión múltiple excluyen los casos de correlación perfecta entre variables inde-
pendientes.

Figura 14.6.
Dos diseños con
correlación perfecta.
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3,0 3,2 3,4

El uso de las variables independientes en la Figura 14.6 sería una mala elección. La
14.7 muestra un caso algo menos extremo. Aquí los puntos del diseño no se encuentran en
una única línea recta, pero casi. En esta situación, los resultados suministran alguna infor-
mación sobre la influencia de cada variable independiente, pero no mucha. Es posible cal-
cular estimaciones por mínimos cuadrados de los coeficientes, pero estas estimaciones ten-
drían una elevada varianza. Como consecuencia, los coeficientes estimados no serán
estadísticamente significativos, incluso aunque las relaciones sean muy estrechas. Este fe-
nómeno se llama multicolinealidad. En el Capítulo 13 analizamos extensamente los efec-
tos de las variables independientes correlacionadas.
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Figura 14.7.
Dos diseños con
una elevada
correlación.
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En la inmensa mayoría de los casos prácticos relacionados con el mundo de la empresa
y la economía, no podemos controlar la elección de las observaciones de las variables sino
que nos vemos obligados a trabajar con el conjunto de datos que el destino nos ha dado.
En este contexto, pues, la multicolinealidad es un problema que no se debe a que se hayan
elegido mal los datos sino a los datos de que se dispone para hacer el análisis. En el ejem-
plo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario del Capítulo 13, había una elevada
correlación entre las variables independientes, pero ésa era la realidad del contexto del pro-
blema. En términos más generales, en las ecuaciones de regresión en las que hay varias
variables independientes, el problema de multicolinealidad se debe a la existencia de pau-
tas de estrechas intercorrelaciones entre las variables independientes. Quizá el aspecto más
frustrante del problema, que puede resumirse en la existencia de datos que no suministran
mucha información sobre los parámetros de interés, radique en que normalmente es poco
lo que se puede hacer para resolverlo. Sin embargo, aun así es importante ser conscientes
del problema y vigilar por si se plantea.

Hay algunos elementos que indican la posibilidad de que haya multicolinealidad. En
primer lugar, siempre debe examinarse, por supuesto, una matriz de correlaciones simples
de las variables independientes para averiguar si cualquiera de ellas está correlacionada in-
dividualmente, como hicimos en el extenso ejemplo del apartado 13.9. Otra indicación de
la probable presencia de multicolinealidad es que parezca que un conjunto de variables in-
dependientes consideradas como un grupo ejerce una influencia considerable en la variable
dependiente y que cuando se examinan por separado, por medio de contrastes de hipótesis,
parezca que todas son individualmente insignificantes. En este caso, podría utilizarse una
función lineal de las distintas variables para calcular una variable que sustituya a las distin-
tas variables correlacionadas. Otra estrategia es hacer una regresión de las variables indivi-
duales independientes con respecto a todas las demás variables independientes del modelo.
Eso puede mostrar complejas situaciones de multicolinealidad. Dada la presencia de multi-
colinealidad, en estas circunstancias sería imprudente extraer la conclusión de que una de-
terminada variable independiente no afecta a la variable dependiente. Es preferible recono-
cer que el grupo en su conjunto es claramente influyente, pero los datos no son lo
suficientemente informativos para poder distinguir con precisión los efectos de cada uno
de sus miembros por separado.

Existe otro problema relacionado con éste si se incluyen en un modelo variables de
predicción redundantes o irrelevantes. Si estas variables innecesarias están correlacionadas
con las demás variables de predicción —y a menudo lo están—, la varianza de las estima-
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ciones de los coeficientes de las variables importantes aumentará, como se señala en el
apartado 13.4. Como consecuencia, disminuirá la eficiencia global de las estimaciones de
los coeficientes. Debe tenerse cuidado de no incluir variables de predicción irrelevantes.

En las situaciones en las que la multicolinealidad es un problema, pueden utilizarse di-
versos enfoques. En todos ellos, es necesario analizar y valorar atentamente los objetivos
del modelo y el entorno del problema que representa. En primer lugar, se puede eliminar
una variable independiente que está estrechamente correlacionada con una o más variables
independientes. Eso reducirá la varianza de la estimación de los coeficientes, pero, como
se muestra en el apartado 14.4, se podría introducir un sesgo en la estimación de los coefi-
cientes si la variable omitida es importante en el modelo. Se podría construir una nueva
variable independiente que fuera una función de varias variables independientes estrecha-
mente correlacionadas. Se podría sustituir por una nueva variable independiente que repre-
sente la misma influencia, pero no esté correlacionada con otras variables independientes.
Ninguno de estos enfoques es siempre la solución perfecta. La multicolinealidad y las va-
riables omitidas del apartado anterior son cuestiones que requieren una buena especifica-
ción del modelo basada en una buena valoración, en la experiencia y en la comprensión
del contexto del problema.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
14.23. En el modelo de regresión

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! e

es posible averiguar en qué medida existe mul-
ticolinealidad hallando la correlación entre X1 y
X2 en la muestra. Explique por qué es así.

14.24. Un economista estima el modelo de regresión

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ei

Las estimaciones de los parámetros b1 y b2 no
son muy grandes en comparación con sus erro-
res típicos respectivos. Pero el tamaño del coe-
ficiente de determinación indica la existencia de
una relación bastante estrecha entre la variable
dependiente y el par de variables independien-
tes. Una vez obtenidos estos resultados, el eco-
nomista tiene firmes sospechas de la presencia
de multicolinealidad. Como lo que más le
interesa es saber cómo influye X1 en la variable
dependiente, decide que evitará el problema de
multicolinealidad haciendo una regresión de Y

con respecto a X1 solamente. Comente esta es-
trategia.

14.25. Basándose en los datos de 63 países, se estimó
el siguiente modelo por mínimos cuadrados:

y4 % 0,58 . 0,052x1 . 0,005x2 R2
% 0,17

(0,019) (0,042)
donde
y % tasa de crecimiento del producto interior

bruto real
x1 % renta real per cápita
x2 % tipo impositivo medio en porcentaje del

producto nacional bruto
Los números situados debajo de los coeficientes
son los errores típicos de los coeficientes. Una
vez eliminada en el modelo la variable indepen-
diente X1, la renta real per cápita, se estimó la
regresión de la tasa de crecimiento del producto
interior bruto real con respecto a X2, el tipo im-
positivo medio, y se obtuvo el modelo ajustado

y4 % 0,060 . 0,074x2 R2
% 0,072

(0,34)

Comente este resultado.

14.6. Heterocedasticidad

El método de estimación por mínimos cuadrados y sus métodos inferenciales se basan en
los supuestos tradicionales del análisis de regresión. Cuando se cumplen estos supuestos, la
regresión por mínimos cuadrados proporciona un poderoso conjunto de instrumentos analí-
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ticos. Sin embargo, cuando se viola uno o más de estos supuestos, los coeficientes estima-
dos pueden ser ineficientes y las inferencias realizadas pueden ser engañosas.

En este apartado y en el siguiente, consideramos los problemas que plantean los su-
puestos relacionados con la distribución de los términos de error ei en el modelo

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

Concretamente, hemos supuesto que estos errores tienen una varianza uniforme y no están
correlacionados entre sí. En el siguiente apartado, examinamos la posibilidad de que exis-
tan errores correlacionados. Aquí analizamos el supuesto de la varianza uniforme.

Existen muchos ejemplos que sugieren la posibilidad de que la varianza no sea unifor-
me. Consideremos una situación en la que nos interesa conocer los factores que afectan a
la producción de una industria. Recogemos datos de varias empresas que contienen medi-
das de la producción y otras posibles variables de predicción. Si estas empresas son de di-
ferente tamaño, la producción total varía. Es probable, además, que la varianza de la medi-
da de la producción sea mayor en las grandes empresas que en las pequeñas. Eso se debe a
la observación de que hay más factores que afectan a los términos de error en una empresa
grande que en una pequeña. Por lo tanto, los términos de error serán mayores tanto en los
términos positivos como en los negativos.

Se dice que los modelos en los que los términos de error no tienen todos la misma va-
rianza muestran heterocedasticidad. Cuando este fenómeno está presente, el método de
mínimos cuadrados no es el más eficiente para estimar los coeficientes del modelo de re-
gresión. Además, los métodos habituales para obtener intervalos de confianza y contrastes
de hipótesis de estos coeficientes ya no son válidos. Necesitamos, pues, métodos para ave-
riguar si existe heterocedasticidad. La mayoría de los métodos habituales comprueban el
supuesto de la varianza constante de los errores frente a alguna alternativa razonable. Po-
demos observar que la magnitud de la varianza de los errores está relacionada directamente
con una de las variables de predicción independientes. Otra posibilidad es que la varianza
aumente con el valor esperado de la variable dependiente.

En nuestro modelo de regresión estimado, podemos obtener estimaciones de los valores
esperados de la variable dependiente utilizando

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

Y podemos estimar, a su vez, los términos de error, ei, mediante los residuos

ei % yi . y4 i

A menudo observamos que las técnicas gráficas son útiles para detectar la presencia de
heterocedasticidad. En la práctica, trazamos diagramas de puntos dispersos de los residuos
en relación con las variables independientes y los valores predichos, y4 i, de la regresión.
Consideremos, por ejemplo, la Figura 14.8, que muestra posibles gráficos del residuo, ei,
en relación con la variable independiente X1i. En la parte (a) de la figura, vemos que la
magnitud de los errores tiende a aumentar conforme mayores son los valores de X1, lo que
indica que las varianzas de los errores no son constantes. En cambio, la parte (b) de la fi-
gura muestra que no existe una relación sistemática entre los errores y X1. Por lo tanto, en
la parte (b) no existen pruebas de que la varianza no sea uniforme.

En el Capítulo 13 desarrollamos un modelo de regresión por mínimos cuadrados para
estimar la relación entre el margen de beneficios de las asociaciones de ahorro y crédito
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Figura 14.8.
Gráficos de los
residuos en relación
con una variable
independiente.

ei

x1i

(a) Heterocedasticidad (b) Ninguna heterocedasticidad evidente

x1i

ei

inmobiliario (Y) y los ingresos netos por dólar depositado (X1) y el número de oficinas (X2)
por medio del modelo

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i

Consideremos el modelo de regresión estimado de la Figura 13.3. Calculamos los resi-
duos de todas las observaciones utilizando el método expuesto en el extenso problema del
apartado 13.9. En las Figuras 14.9 y 14.10 presentamos diagramas de puntos dispersos de
los residuos en relación con los ingresos por dólar depositado y en relación con el número
de oficinas. El examen de estos diagramas indica que no parece que exista ninguna rela-
ción entre la magnitud de los residuos y cualquiera de las dos variables independientes. La
Figura 14.11 presenta un diagrama de puntos dispersos de los residuos en relación con el
valor predicho de la variable dependiente. De nuevo, no parece que exista ninguna relación
entre el valor predicho de Y y la magnitud de los residuos. Basándonos en el examen de
los gráficos de los residuos, no encontramos pruebas de la existencia de heterocedasticidad.

A continuación, examinamos un método más formal para detectar la presencia de hete-
rocedasticidad y para estimar los coeficientes de los modelos de regresión cuando se tienen
firmes sospechas de que se viola el supuesto de las varianzas constantes de los errores.
Hay muchos tipos de heterocedasticidad que pueden detectarse por medio de diversos mé-
todos. Examinaremos uno de ellos que puede utilizarse para detectar la presencia de hete-
rocedasticidad cuando la varianza del término de error tiene una relación lineal con el va-
lor predicho de la variable dependiente.

Figura 14.9. Gráfico de los residuos en relación
con los ingresos por dólar depositado.

Figura 14.10. Gráfico de los residuos en relación
con el número de oficinas.
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Figura 14.11.
Dos diseños con
una elevada
correlación.

Contraste de la presencia de heterocedasticidad
Consideremos un modelo de regresión

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! ei

que relaciona una variable dependiente con K variables independientes y se basa en n conjun-
tos de observaciones. Sean b0, b1, ..., bK la estimación por mínimos cuadrados de los coefi-
cientes del modelo, con los valores predichos

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

y sean los residuos del modelo ajustado

ei % yi . y4 i

Para contrastar la hipótesis nula de que los términos de error, ei, tienen todos ellos la mis-
ma varianza frente a la alternativa de que sus varianzas dependen de los valores esperados

y4 i % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi

estimamos una regresión simple. En esta regresión, la variable dependiente es la raíz cuadra-
da de los residuos —es decir, e2

i — y la variable independiente es el valor predicho, y4 i ,

e2
i % a0 ! a1y4 i (14.2)

Sea R2 el coeficiente de determinación de esta regresión auxiliar. En ese caso, en un con-
traste de nivel de significación a, la hipótesis nula se rechaza si nR2 es mayor que s2

1, a, donde
s2

1, a es el valor crítico de la variable aleatoria ji-cuadrado con 1 grado de libertad y una probabi-
lidad de error a.

Pondremos un ejemplo de este contraste utilizando el ejemplo de las asociaciones de
ahorro y crédito inmobiliario. La Figura 14.12 muestra un subconjunto de la salida Minitab
del análisis de regresión. Se empleó el programa Minitab para calcular los cuadrados de
los residuos y se realizó una regresión de los residuos con respecto al valor predicho.

A partir de la regresión de los cuadrados de los residuos con respecto a los valores pre-
dichos, obtenemos el modelo estimado

e2
% 0,00621 ! 0,00550y4 R2

% 0,066
(0,00433)
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Figura 14.12.
Regresión de los
cuadrados de los
residuos con
respecto al valor
predicho (salida
Minitab).

The regression equation is
ResSquared = 0.00621 - 0.00550 FITS1

Predictor
Constant
FITS1

Coef
0.006211

-0.005503

SE Coef
0.002970
0.004327

T
2.09
-1.27

P
0.048
0.216

S = 0.002742 R-Sq = 6.6% R-Sq(adj) = 2.5%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
1

23
24

SS
0.000012158
0.000172939
0.000185097

MS
0.000012158
0.000007519

F
1.62

P
0.216

La regresión contiene n % 25 observaciones y, por lo tanto, el estadístico del contras-
te es

nR2
% (25)(0,066) % 1,65

En la Tabla 7 del apéndice observamos que para un contraste al nivel de significación del
10 por ciento

s2
1, 0,10 % 2,71

Por lo tanto, no podemos rechazar la hipótesis nula de que en el modelo de regresión los
valores predichos tienen una varianza uniforme. Eso confirma nuestras conclusiones inicia-
les basadas en el examen de los diagramas de puntos dispersos de los residuos de las Figu-
ras 14.9, 14.10 y 14.11.

Supongamos ahora que hubiéramos rechazado la hipótesis nula de que la varianza era
uniforme. En ese caso, el método ordinario de mínimos cuadrados no sería el método de
estimación adecuado para el modelo inicial. Existen varias estrategias de estimación de-
pendiendo de cómo sean de poco uniformes los errores. La mayoría de los métodos impli-
can la transformación de las variables del modelo de manera que los términos de error ten-
gan una magnitud uniforme en el rango del modelo. Consideremos el ejemplo en el que la
varianza de los términos de error es directamente proporcional al cuadrado del valor espe-
rado de la variable dependiente. En este caso, podríamos expresar aproximadamente el tér-
mino de error del modelo de la forma siguiente:

ei % y4 idi

donde di es una variable aleatoria que tiene una varianza uniforme en el rango del modelo
de regresión. Utilizando este término de error, el modelo de regresión sería

yi % b0 ! b1x1i ! b2x2i ! ñ ! bKxKi ! y4 idi

En esta aproximación, el término de error aumenta linealmente con el valor esperado, lo
cual implica que la varianza aumenta con el cuadrado del valor esperado. Aquí podemos
obtener un término de error cuya magnitud es uniforme en el modelo dividiendo cada tér-
mino de los dos miembros de la ecuación por y4 i. Cuando se parte de esta forma concreta,
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se utiliza un sencillo método de dos etapas para estimar los parámetros del modelo de
regresión. En la primera etapa, se estima el modelo por mínimos cuadrados de la forma
habitual y se registran los valores predichos, y4 i, de la variable dependiente. En la segunda
etapa, se estima la ecuación de regresión

yi

y4 i
% b0

1

y4 i
! b1

x1i

y4 i
! b2

x2i

y4 i
! ñ ! bK

xKi

y4 i
! di

con un término de error que satisface los supuestos habituales del análisis de regresión. En
este modelo, hacemos una regresión de yi/y4 i con respecto a las variables independientes
1/y4 1, x1i/y4 1, x2i/y4 1, ..., xKi/y4 1. Este modelo no incluye una constante y la mayoría de los pa-
quetes estadísticos tienen una opción que calcula estimaciones de los coeficientes ex-
cluyendo el término constante. Los coeficientes estimados son las estimaciones de los coe-
ficientes del modelo original. Existen otros muchos métodos en cualquier buen libro de
econometría en el apartado dedicado a los «mínimos cuadrados ponderados».

También pueden aparecer errores heterocedásticos si se estima un modelo de regresión
lineal en circunstancias en las que es adecuado un modelo logarítmico-lineal. Cuando el
proceso es tal que es adecuado un modelo logarítmico-lineal, debemos hacer las transfor-
maciones y estimar un modelo logarítmico-lineal. Tomando logaritmos, disminuye la in-
fluencia de las grandes observaciones, sobre todo si éstas se deben al crecimiento porcen-
tual con respecto a momentos anteriores: una pauta de crecimiento exponencial. El modelo
resultante a menudo parecerá que está libre de heterocedasticidad. Los modelos logarítmi-
co-lineales a menudo son adecuados cuando los datos estudiados son series temporales de
variables económicas, como el consumo, la renta y el dinero, que tienden a crecer expo-
nencialmente con el paso del tiempo.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

14.26. En el Capítulo 12, se estimó por mínimos cua-
drados la regresión de las ventas al por menor
por hogar con respecto a la renta disponible por
hogar. Los datos se encuentran en la Tabla 12.1
y la 12.2 muestra los residuos y los valores pre-
dichos de la variable dependiente.

a) Averigüe gráficamente si existe heterocedas-
ticidad en los errores de regresión.

b) Averigüe si existe heterocedasticidad utili-
zando un contraste formal.

14.27. Considere un modelo de regresión que utiliza
48 observaciones. Sea ei los residuos de la re-
gresión ajustada e y4 i los valores predichos de la
variable dependiente dentro del rango de la
muestra. La regresión por mínimos cuadrados

de e2
i con respecto a y4 i tiene un coeficiente de

determinación de 0,032. ¿Qué conclusiones
puede extraer de este resultado?

14.28. El fichero de datos Household Income con-
tiene datos de 50 estados de Estados Unidos.
Las variables incluidas en el fichero son el por-
centaje de mujeres que participan en la pobla-
ción activa (y), la mediana de la renta personal
de los hogares (X1), el número medio de años
de estudios de las mujeres (X2) y la tasa de de-
sempleo de las mujeres (X3).

a) Calcule la regresión múltiple de Y con res-
pecto a X1, X2 y X3.

b) Compruebe gráficamente la presencia de he-
terocedasticidad en los errores de regresión.

c) Utilice un contraste formal para detectar la
presencia de heterocedasticidad.
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14.7. Errores autocorrelacionados

En este apartado, vemos qué ocurre con el modelo de regresión si los términos de error
están correlacionados entre sí. Hasta ahora hemos supuesto que los errores aleatorios de
nuestro modelo son independientes. Sin embargo, en muchos problemas empresariales y
económicos utilizamos datos de series temporales. Cuando se analizan datos de series tem-
porales, el término de error representa el efecto de todos los factores, salvo las variables
independientes, que influyen en la variable dependiente. En los datos de series temporales,
la conducta de muchos de estos factores puede ser bastante parecida en varios periodos de
tiempo y el resultado sería una correlación entre los términos de error que están cerca en el
tiempo.

Para hacer hincapié en el hecho de que las observaciones son observaciones de series
temporales, colocamos el subíndice t y formulamos el modelo de regresión de la siguiente
manera:

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bkxkt ! et

En la regresión múltiple, los contrastes de hipótesis y los intervalos de confianza suponen
que los errores son independientes. Si no lo son, los errores típicos estimados de los coefi-
cientes están sesgados. Por ejemplo, puede demostrarse que, si existe una correlación posi-
tiva entre los términos de error de observaciones de series temporales adyacentes, la esti-
mación del error típico de los coeficientes por mínimos cuadrados es demasiado pequeña.
Como consecuencia, el estadístico t de Student calculado para el coeficiente es demasiado
grande. Eso puede llevarnos a concluir que algunos coeficientes son significativamente di-
ferentes de 0 —rechazando la hipótesis nula bj % 0— cuando, en realidad, no debe recha-
zarse. Además, los intervalos de confianza estimados serían demasiado estrechos.

Es, pues, fundamental en las regresiones con datos de series temporales contrastar la
hipótesis de que los términos de error no están correlacionados entre sí. El hecho de que
los errores de primer orden estén correlacionados a lo largo del tiempo se conoce con el
nombre de problema de errores autocorrelacionados. Cuando estudiamos este problema,
es útil tener presente alguna estructura de correlación. Un modelo atractivo es que el error
en el periodo t, et, esté estrechamente correlacionado con el error del periodo anterior, et.1,
pero menos correlacionado con los errores de dos o más periodos anteriores. Definimos

Corr (et , et.1) % o

donde o es un coeficiente de correlación y, por lo tanto, su rango es de .1 a !1, como
vimos en el Capítulo 12. En la mayoría de las aplicaciones, nos interesan sobre todo los
valores positivos del coeficiente de correlación. En el caso de los errores que están separa-
dos por l periodos, la autocorrelación puede definirse de la siguiente manera:

Corr (et , et.l) % ol

Como consecuencia, la correlación disminuye rápidamente a medida que aumenta el nú-
mero de periodos de separación. Vemos, pues, que la correlación entre los errores que es-
tán separados en el tiempo es relativamente débil, mientras que la correlación entre los
errores que están próximos en el tiempo posiblemente sea bastante estrecha.

Ahora bien, si suponemos que los errores et tienen todos ellos la misma varianza, es
posible demostrar que la estructura de autocorrelación corresponde al modelo

et % oet.1 ! ut
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donde la variable aleatoria ut tiene una media de 0 y una varianza constante p2 y no está
autocorrelacionada. Este modelo de conducta autocorrelacionada se denomina modelo
autorregresivo de primer orden. Examinando esta ecuación, vemos que el valor que toma
el error en el periodo t, et , depende de su valor en el periodo anterior (el grado de depen-
dencia depende del coeficiente de correlación o) y de un segundo término aleatorio kt. Es-
te modelo se muestra en la Figura 14.13, que contiene gráficos temporales de errores gene-
rados por el modelo para valores de o % 0, 0,3, 0,6 y 0,9. El caso o % 0 corresponde a la
ausencia de autocorrelación de los errores. En la parte (a) de la figura podemos ver que no
existe una pauta evidente en la progresión de los errores a lo largo del tiempo. El valor que
toma uno no influye en los valores de los demás. A medida que pasamos de una autocorre-
lación relativamente débil (o % 0,3) a una autocorrelación bastante estrecha (o % 0,9), en
las partes (b), (c) y (d), la pauta que muestran los errores a lo largo del tiempo es cada vez
menos irregular, de manera que en la parte (d) está bastante claro que es probable que el
valor de un error esté relativamente cerca de su vecino inmediato.

ât

t

(a) r = 0

ât

t

(c) r = 0,6

ât

t

(b) r = 0,3

ât

t

(d) r = 0,9

Figura 14.13. Gráficos temporales de los residuos de regresiones cuyos términos de error
siguen un proceso autorregresivo de primer orden.

El examen de la Figura 14.13 sugiere que los métodos gráficos pueden ser útiles para
detectar la presencia de errores autocorrelacionados. Lo ideal sería poder representar gráfi-
camente los errores del modelo, et , pero éstos son desconocidos, por lo que normalmente
examinamos el gráfico de los residuos del modelo de regresión. En concreto, podríamos
examinar un gráfico temporal de los residuos como el que muestra la Figura 14.14 en el
caso de la regresión de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario. Este gráfico de
series temporales se ha realizado utilizando el programa Minitab.
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Figura 14.14.
Gráfico de series
temporales de los
residuos de la
regresión de las
asociaciones de
ahorro y crédito
inmobiliario.

Examinando el gráfico de series temporales de la Figura 14.14, no vemos ninguna
autocorrelación de los residuos sino la pauta irregular de la Figura 14.13(a). Ésta es una
prueba en contra de la existencia de autocorrelación. Sin embargo, como el problema es
tan importante, es deseable tener un contraste más formal de la hipótesis de que no existe
ninguna autocorrelación en los errores de un modelo de regresión.

El contraste que más se utiliza es el contraste de Durbin-Watson, basado en los resi-
duos del modelo, et . El estadístico del contraste, d, se calcula de la siguiente manera:

d %

n

;
t%2

(et . et.1)
2

n

;
t%1

e2
t

y el método de contraste se describe a continuación.
Podemos demostrar que el estadístico de Durbin-Watson puede expresarse aproximada-

mente de la forma siguiente:

d % 2(1 . r)

donde r es la estimación muestral de la correlación poblacional, o, entre los errores adya-
centes. Si los errores no están autocorrelacionados, entonces r es aproximadamente 0 y d
es aproximadamente 2. En cambio, con una correlación positiva los valores de d son bajos
y 0 es el límite inferior y con una correlación negativa, los valores de d son altos y 4 es el
límite superior. Hay una dificultad teórica cuando se basan los contrastes de los errores
autocorrelacionados en el estadístico de Durbin-Watson. El problema estriba en que la dis-
tribución muestral efectiva de d, incluso cuando la hipótesis de la ausencia de autocorrela-
ción es verdadera, depende de los valores de las variables independientes. Es evidente-
mente inviable calcular la distribución correspondiente a todos los conjuntos posibles de
valores de las variables independientes. Afortunadamente, se sabe que cualesquiera que
sean las variables independientes, la distribución de d se encuentra entre las distribuciones
de otras dos variables aleatorias cuyos puntos porcentuales pueden calcularse. La Tabla 12
del apéndice muestra los puntos de corte de estas variables aleatorias en el caso de los con-
trastes a niveles de significación del 1 y el 5 por ciento. La tabla indica los valores de dL y
dU correspondientes a diversas combinaciones de n y K. Se rechaza la hipótesis nula de
que no existe ninguna autocorrelación frente a la hipótesis alternativa de que existe una
autocorrelación positiva si el valor calculado de d es menor que el de dL. Se acepta la
hipótesis nula si el valor de d es mayor que el de dU y menor que 4 . dU, mientras que el
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contraste no es concluyente si d se encuentra entre dL y dU. Por último, si el estadístico d
es mayor que 4 . dL, concluiríamos que no existe ninguna autocorrelación negativa. Esta
compleja pauta se muestra en la Figura 14.15.

Figura 14.15.
Regla de decisión
para el contraste de
Durbin-Watson.

r = 0r > 0

00 dL dU

d
4 – dU 4 – dL 4

r < 0

Contraste no concluyente Contraste no concluyente

Contraste de Durbin-Watson
Consideremos el modelo de regresión

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bkxkt ! et

basado en conjuntos de n observaciones. Nos interesa averiguar si los términos de error están
autocorrelacionados y siguen un modelo autorregresivo de primer orden

et % oet.1 ! ut

donde ut no está autocorrelacionado.
El contraste de la hipótesis nula de que no existe autocorrelación

H0 : o % 0

se basa en el estadístico de Durbin-Watson:

d %

n

;
t%2

(et . et.1)
2

n

;
t%1

e2
t

(14.3)

donde los et son los residuos cuando la ecuación de regresión se estima por mínimos cuadra-
dos. Cuando la hipótesis alternativa es que existe una autocorrelación positiva de los errores,
es decir,

H1 : o b 0

la regla de decisión es la siguiente:

Rechazar H0 si d a dL
Aceptar H0 si d b dU
Contraste no concluyente si dL a d a dU

donde dL y dU corresponden a los valores de n y K y los niveles de significación del 1 y el 5 por
ciento que se encuentran en la Tabla 12 del apéndice.

A veces queremos hacer un contraste frente a la hipótesis alternativa de que existe una
autocorrelación negativa, es decir,

H1 : o a 0
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En ese caso, la regla de decisión es la siguiente:

Rechazar H0 si d b 4 . dL
Aceptar H0 si d a 4. dU
Contraste no concluyente si 4 . dL b d b 4 . dU

La mayoría de los programas informáticos calculan opcionalmente el estadístico d de
Durbin-Watson como parte de la estimación de la regresión. La Figura 14.16 muestra la
salida Minitab del ejemplo de las asociaciones de ahorro y crédito inmobiliario con el esta-
dístico d de Durbin-Watson calculado. Éste es igual a 1,95 y en el apéndice vemos que
cuando a % 0,01, k % 2 y n % 25, los valores críticos son dL % 0,98 y dU % 1,30. Por lo
tanto, H0 : o % 0 no puede rechazarse, por lo que concluimos que los términos de error no
están autocorrelacionados.

Figura 14.16.
Cálculo del
estadı́stico de
Durbin-Watson d
(salida Minitab).

The regression equation is
Y profit = 1.56 + 0.237 X1 revenue -0.000249 X2 offices

Predictor
Constant
X1 reven
X2 offit

Coef
1.56450
0.23720

-0.00024908

StDev
0.07940
0.05556

0.00003205

T
19.70
4.27
-7.77

P
0.000
0.000
0.000

S = 0.05330 R-Sq = 86.5% R-Sq(adj) = 85.3%

nalysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2

22
24

SS
0.40151
0.06250
0.46402

Durbin-Watson statistic = 1.95

MS
0.20076
0.00284

F
70.66 0.000

Estimación de las regresiones con errores autocorrelacionados

Cuando concluimos, basándonos en el contraste de Durbin-Watson, que tenemos errores
autocorrelacionados, hay que modificar el método de regresión para eliminar el efecto de
estos errores autocorrelacionados. Normalmente, se hace mediante una transformación ade-
cuada de las variables utilizadas en el método de estimación de la regresión. Desarrollamos
el método básico en los pasos siguientes. En primer lugar, consideramos un modelo de re-
gresión múltiple con errores autocorrelacionados:

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bkxkt ! et

El mismo modelo de regresión en el periodo t . 1:

yt.1 % b0 ! b1x1, t.1 ! b2x2, t.1 ! ñ ! bkxk, t.1 ! et.1

Multiplicando los dos miembros de esta ecuación por o, la correlación entre los errores
adyacentes nos da

o yt.1 % b0 ! b1ox1, t.1 ! b2ox2, t.1 ! ñ ! bkoxk, t.1 ! oet.1
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A continuación, restamos esta ecuación de la primera para obtener

yt . oyt.1 % b0(1 . o) ! b1(x1t . ox1, t.1) ! b2(x2t . ox2, t.1)

! ñ ! bk(xkt . oxk, t.1) ! kt

donde
ut % et . oet.1

y la variable aleatoria ut tiene una varianza uniforme y no está autocorrelacionada. Vemos
que ahora tenemos un modelo de regresión que relaciona la variable dependiente
(yt . oyt.1) y las variables independientes (x1t . ox1, t.1), (x2t . ox2, t.1), ..., (xkt . xk, t.1).
Los parámetros de este modelo son exactamente los mismos que los del modelo original,
salvo que el término constante es b0(1 . o) en lugar de b0. Más importante es el hecho de
que en este modelo los errores no están autocorrelacionados y, por lo tanto, puede utilizar-
se el método de regresión múltiple por mínimos cuadrados para estimar los coeficientes del
modelo. Los métodos inferenciales por mínimos cuadrados para hallar intervalos de con-
fianza y realizar contrastes de hipótesis son adecuados para este modelo transformado.

Basándonos en este análisis, vemos que el problema de los errores autocorrelacionados
puede evitarse estimando la regresión por mínimos cuadrados utilizando la variable de-
pendiente (yt . oyt.1) y las variables dependientes (x1t . ox1, t.1), (x2t . ox2, t.1), ...,
(xkt . oxk, t.1). Desgraciadamente, este enfoque plantea un problema en la práctica porque
no conocemos el valor de o. En diferentes programas informáticos se utilizan distintos mé-
todos para estimar o. Aquí, mostramos un sencillo método en el que utilizamos

r % 1 .

d

2

para estimar o.

Estimación de modelos de regresión con errores autocorrelacionados
Supongamos que queremos estimar los coeficientes del modelo de regresión

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bkxkt ! et

cuando el término de error et está autocorrelacionado.
Podemos estimarlos en dos etapas de la forma siguiente:

1. Estimamos el modelo por mínimos cuadrados, obteniendo el estadístico de Durbin-
Watson y, por lo tanto, la estimación

r % 1 .

d

2
(14.4)

del parámetro de autocorrelación.
2. Estimamos por mínimos cuadrados una segunda regresión en la que la variable de-

pendiente es (yt . ryt.1) y las variables independientes son (x1t . rx1, t.1),
(x2t . rx2, t.1), ..., (xkt . rxk, t.1).

Los parámetros b1, b2, ..., bk son los coeficientes de regresión estimados en este segundo mo-
delo. Se obtiene una estimación de b0 dividiendo la constante estimada en el segundo modelo
por (1 . r). Los contrastes de hipótesis y los intervalos de confianza de los coeficientes de re-
gresión pueden realizarse utilizando los resultados de la segunda regresión.
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EJEMPLO 14.6. Modelo de regresión de series temporales
(análisis de regresión con errores correlacionados)

En este ejemplo extenso, mostramos cómo se realiza un análisis de regresión, utilizando
el programa Minitab, cuando los errores están autocorrelacionados. En este ejemplo,
queremos desarrollar un modelo que prediga el consumo agregado de bienes duraderos
en función de la renta disponible y del tipo de interés de los fondos federales.

Solución

Los datos de este proyecto se encuentran en un fichero llamado Macro2003. Las varia-
bles de este fichero se describen en el apéndice del capítulo. Utilizamos las variables

Macro2003 CDH Gastos personales de consumo: bienes duraderos (dólares reales de 1996)
YPDH Renta personal disponible (dólares reales de 1996)
FFED Tipo efectivo de los fondos federales

El fichero de datos contiene datos trimestrales desde el primer trimestre de 1946 hasta
el segundo de 2003, pero queremos estimar el modelo utilizando datos del periodo com-
prendido entre el primer trimestre de 1980 y el segundo de 2003. Por lo tanto, nuestra
primera tarea es obtener un subconjunto de estos datos utilizando el programa Minitab.

A continuación, hacemos la regresión múltiple y mostramos la salida en la Figu-
ra 14.17.

The regression equation is
CDH = -654 + 0.224 YPDH + 6.71 FFED

Predictor
Constant
YPDH
FFED

Coef
-653.52

0.224220
6.709

SE Coef
46.47

0.006785
1.893

T
-14.06
33.05
3.54

P
0.000
0.000
0.001

S = 41.4305 R-Sq = 96.3% R-Sq(adj) = 96.2%

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2
92
94

SS
4139436
157917
4297352

Durbin-Watson statistic = 0.284994

MS
2069718

1716

F
1205.79

P
0.000

Regression Analysis: CDH versus YPDH, FFED

Figura 14.17. Regresión múltiple para predecir el consumo de bienes duraderos: datos originales
(salida Minitab).

El estadístico de Durbin-Watson de este modelo es 0,28, lo que indica que existe
una autocorrelación positiva. Por lo tanto, es necesario utilizar transformaciones para
obtener variables apropiadas para realizar la regresión. Se calcula un valor estimado de
la correlación serial, r, utilizando la relación de la ecuación 14.4:

r % 1 .

d

2
% 1 .

0,28

2
% 0,86
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A continuación, se calculan las variables transformadas en el programa Minitab uti-
lizando el valor estimado r % 0,86. Como la transformación utiliza un valor retardado
de cada variable, perdemos la primera observación del conjunto de datos. Ésa es la ra-
zón por la que incluimos el cuarto trimestre de 1979 en el conjunto de datos selecciona-
dos. La Figura 14.18 presenta el modelo de regresión preparado utilizando las variables
modificadas.

The regression equation is
cdhadj = -68.2 + 0.201 ypdhadj - 1.78 FFEDadj 

Predictor
Constant
Ypdhadj
FFEDadj

Coef
-68.21

0.20060
-1.777

SE Coef
11.13

0.01318
1.886

T
-6.13
15.22
-0.94

P
0.000
0.000
0.349

S = 19.5675 R-Sq = 74.3% R-Sq(adj) = 73.7%

94 cases used, 1 cases contain missing values

Analysis of Variance

Source
Regression
Residual Error
Total

DF
2
91
93

SS
100696
34843
135538

Durbin-Watson statistic = 2.38972

MS
50348

383

F
131.50

P
0.000

Regression Analysis: cdhadj versus ypdhadj, FFEDadj

Figura 14.18. Regresión múltiple para predecir el consumo de bienes duraderos:
variables transformadas sin autocorrelación (salida Minitab).

La comparación de las salidas de las Figuras 14.17 y 14.18 indica claramente los
problemas que plantean los modelos de regresión que tienen errores autocorrelaciona-
dos. El primer análisis de regresión es

CDH % .654 ! 0,224 YPDH! 6,71 FFED
(0,006785) (1,893)

R2
% 0,963 d % 0,28

Obsérvese que los números que figuran debajo de los coeficientes son los errores esta-
dísticos de los coeficientes.

La primera regresión tiene un estadístico d de Durbin-Watson de 0,28, lo que indica
que existe una fuerte autocorrelación positiva. Basándonos en los estadísticos de los
coeficientes estimados concluimos que tanto la renta disponible (b1 % 0,224) como el
tipo de interés de los fondos federales (b2 % 6,71) son predictores estadísticamente sig-
nificativos de los gastos de consumo en bienes duraderos.

Sin embargo, el segundo análisis de regresión —basado en datos del modelo sin
errores autocorrelacionados— lleva a una conclusión diferente:

CDHadj % .68,2 ! 0,201 YPDHadj. 1,78 FFEDadj
(0,01318) (1,886)

R2
% 0,743 d % 2,39
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Obsérvese que los nombres de las variables se han modificado para reflejar el hecho de
que se han transformado en variables que producirán un modelo que no tendrá autoco-
rrelación. Obsérvese también que el estadístico d de Durbin-Watson es 2,39, lo que in-
dica que no existe autocorrelación. Vemos que el coeficiente estimado de la renta dispo-
nible, b1 % 0,201, es similar al de la primera regresión y que el error típico del
coeficiente es 0,01318. El estadístico t de Student resultante, 15,22, nos lleva a concluir
que la renta disponible es un predictor importante del consumo de bienes duraderos. En
cambio, el coeficiente del tipo de interés de los fondos federales es b2 % .1,78 con un
estadístico t de Student de .0,94. Por lo tanto, no podemos rechazar la hipótesis nula
de que el coeficiente del tipo de los fondos federales es 0 y de que debemos eliminar
esa variable como predictor en el modelo de regresión.

En este ejemplo, hemos visto que la autocorrelación lleva a extraer una conclusión
incorrecta sobre la importancia del tipo de interés de los fondos federales. Sin ajustar
los datos para eliminar la correlación, habríamos utilizado el estadístico t de Student del
modelo con los datos originales y ese estadístico t de Student de la regresión sin ajustar
sobreestima el estadístico t de Student de la regresión ajustada. El estadístico t de Stu-
dent del coeficiente de la renta disponible de la primera regresión también está sobrees-
timado. Sin embargo, tras realizar los ajustes pertinentes para obtener el estimador co-
rrecto, observamos que el coeficiente sigue siendo considerablemente diferente de 0.

Algunos paquetes estadísticos como Eviews3 y SAS, que están pensados para trabajar
con datos de series temporales, tienen rutinas que estiman automáticamente el coeficiente
de autocorrelación y realizan los ajustes necesarios para tener en cuenta la autocorrelación.
Muchas de estas rutinas tienen rutinas de cálculo iterativas, por lo que generan estimacio-
nes de los coeficientes y de las varianzas del modelo mejores que con la rutina mostrada
aquí. Así pues, si el lector tiene acceso a un programa de ese tipo, le resultará más fácil la
estimación que con el Minitab o el Excel. En general, esos otros programas informáticos
obtienen estimaciones más eficientes de los coeficientes.

Errores autocorrelacionados en los modelos con variables
dependientes retardadas

Cuando tenemos un modelo de regresión con variables dependientes retardadas en el se-
gundo miembro y también tenemos errores autocorrelacionados, los métodos habituales de
mínimos cuadrados pueden plantear problemas incluso más graves. Además de los proble-
mas habituales que plantea la estimación de los errores de los coeficientes, también sabe-
mos que los estimadores de los coeficientes están sesgados y no son consistentes, debido a
que existe una correlación entre el error del modelo y una variable de predicción y eso in-
troduce un sesgo en la estimación de los coeficientes. Desgraciadamente, en esta situación
en que hay variables dependientes retardadas, los métodos antes analizados para detectar la
presencia de errores autocorrelacionados no son válidos, por lo que presentaremos breve-
mente un método adecuado.

Consideremos el modelo

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bkxkt ! cyt.1 ! et
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Supongamos que se ajusta este modelo a n conjuntos de observaciones muestrales por mí-
nimos cuadrados. Sea d el estadístico de Durbin-Watson habitual con

r % 1 .

d

2

y sea sc la desviación típica estimada del coeficiente estimado c de la variable dependiente
retardada. Nuestra hipótesis nula es que el parámetro autorregresivo o es 0. Un contraste
de esta hipótesis, aproximadamente válido en las grandes muestras, se basa en el estadísti-
co h de Durbin:

h % r∂n/(1. ns2
c)

En la hipótesis nula, este estadístico tiene una distribución de la que la distribución normal
estándar es una buena aproximación cuando las muestras son grandes. Así, por ejemplo, se
rechaza la hipótesis nula de que no existe autocorrelación frente a la hipótesis alternativa
de que o es positivo al nivel de significación del 5 por ciento si el estadístico h es superior
a 1,645.

Si el error autorregresivo es

ut % et . oet.1

entonces, utilizando una modificación del método antes desarrollado para el ajuste para te-
ner en cuenta la autocorrelación, podemos desarrollar el siguiente modelo:

yt % oyt.1 % b0(1 . o) ! b1(x1t . ox1, t.1) ! b2(x2t . ox2, t.1) ! ñ
! bk(xkt . oxk, t.1) ! c(yt.1 . oyt.2) ! dt

Uno de los enfoques posibles para estimar los parámetros, que sólo requiere un programa
ordinario de estimación por mínimos cuadrados, es introducir, a su vez, en la ecuación an-
terior los valores posibles de o, por ejemplo, 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 y 0,9. En ese caso, la regre-
sión de la variable dependiente (yt . oyt.1) y las variables independientes (x1t . ox1, t.1),
(x2t . ox2, t.1), ..., (xkt . oxk, t.1), (yt.1 . oyt.2) se ajusta por mínimos cuadrados para ca-
da valor posible de o. El valor de o elegido es aquel con el que la suma resultante de los
cuadrados de los errores es menor. La inferencia sobre bj se basa entonces en la regresión
ajustada correspondiente.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

14.29. Suponga que se realiza una regresión con tres
variables independientes y 30 observaciones. El
estadístico de Durbin-Watson es 0,50. Contraste
la hipótesis de que no hay autocorrelación. Cal-
cule una estimación del coeficiente de autoco-
rrelación si los datos indican que hay autocorre-
lación.
a) Repita con un estadístico Durbin-Watson

igual a 0,80.

b) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,10.

c) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,25.

d) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,70.

14.30. Suponga que se realiza una regresión con tres
variables independientes y 28 observaciones.
El estadístico de Durbin-Watson es 0,50. Con-
traste la hipótesis de que no hay autocorrela-
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ción. Calcule una estimación del coeficiente de
autocorrelación si los datos indican que hay
autocorrelación.

a) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 0,80.

b) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,10.

c) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,25.

d) Repita con un estadístico Durbin-Watson
igual a 1,70.

Ejercicios aplicados

14.31. En una regresión basada en 30 observaciones
anuales, se relacionó la renta agrícola de Esta-
dos Unidos con cuatro variables independien-
tes: las exportaciones de cereales, las subven-
ciones federales, la población y una variable
ficticia de los años de mal tiempo. El modelo
se ajustó por mínimos cuadrados, lo que dio co-
mo resultado un estadístico de Durbin-Watson
de 1,29. La regresión de e2

i con respecto a y4 i dio
un coeficiente de determinación de 0,043.

a) Realice un contraste de la heteroscedastici-
dad.

b) Realice un contraste de la existencia de erro-
res autocorrelacionados.

14.32. Considere el modelo de regresión

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! ñ ! bKxKt ! et

Demuestre que si

Var (e) % Kx2
i (K b 0)

entonces

VarA
ei

xiB% K

Analice la posible relevancia de este resultado
en el tratamiento de un tipo de heterocedastici-
dad.

14.33. Vuelva al ejercicio 14.13. Sea ei los residuos de
la regresión ajustada e y4 t los valores predichos
dentro del rango de la muestra. La regresión por
mínimos cuadrados de e2

i con respecto a y4 i tiene
un coeficiente de determinación de 0,087. ¿Qué
conclusión puede extraer de este resultado?

14.34. Vuelva al ejercicio 14.13 sobre la oferta
monetaria del Reino Unido. ¿Qué conclusión
puede extraer del estadístico de Durbin-Watson
de la regresión ajustada? (Fichero de datos,
Money UK).

14.35. Vuelva al ejercicio 14.18 sobre el consumo
en Tailandia. Contraste la hipótesis nula de que
no existen errores autocorrelacionados frente a la
alternativa de que existe una autocorrelación posi-
tiva (fichero de datos, Thailand Consumption).

14.36. Un empresario creía que sus costes de produc-
ción unitarios (y) dependían del salario (x1), de
los costes de otros factores (x2), de los costes
generales (x3) y de los gastos publicitarios (x4).
Se obtuvo una serie de 24 observaciones men-
suales y se realizó una estimación por mínimos
cuadrados del modelo que dio los siguientes re-
sultados:

yt%0,75!0,24x1t!0,56x2t.0,32x3t!0,23x4t
(0,07) (0,12) (0,23) (0,05)

R2
% 0,79 d % 0,85

Las cifras entre paréntesis situadas debajo de
los coeficientes estimados son sus errores típi-
cos estimados. ¿Qué conclusiones puede extraer
de estos resultados?

14.37. El fichero de datos Advertising Retail
muestra 22 años consecutivos de datos sobre las
ventas (y) y la publicidad (x) de una empresa de
bienes de consumo.

a) Estime la regresión

yt % b0 ! b1xt ! et

b) Averigüe si hay errores autocorrelacionados
en este modelo.

c) Si es necesario, estime de nuevo el modelo,
teniendo en cuenta la posible existencia de
errores autocorrelacionados.

14.38. La omisión de una variable independiente im-
portante en un modelo de regresión de series
temporales puede provocar la aparición de erro-
res autocorrelacionados. En el ejemplo 14.5, he-
mos estimado el modelo

yt % b0 ! b1x1t ! et

que relaciona el margen de beneficios con los
ingresos netos basándose en nuestros datos de
las asociaciones de ahorro y crédito inmobilia-
rio. Realice un contraste de Durbin-Watson de
los residuos de este modelo. ¿Qué puede inferir
de los resultados?

14.39. Vuelva al ejercicio 14.11 sobre el dinero que
gastan los estudiantes en ropa. El estadístico de
Durbin-Watson del modelo de regresión ajusta-
do es 1,82. Contraste la hipótesis nula de que no
hay errores autocorrelacionados frente a la alter-
nativa de que hay una autocorrelación positiva.
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RESUMEN

En este capítulo hemos mostrado que la construcción
de modelos de regresión consiste en algo más que en
los métodos básicos presentados en los Capítulos 12 y
13. En la práctica, la construcción de un buen modelo
tiene mucho de arte y exige hacer un detenido análisis.
En particular, no deben dejarse de lado importantes va-
riables explicativas. Algunos problemas exigen la utili-
zación de variables ficticias o de variables indepen-
dientes retardadas. Recuérdese que en el Capítulo 13
mostramos que también pueden utilizarse modelos
transformados que incluyan formas cuadráticas y for-
mas logarítmico-lineales.

Como hemos visto, debemos comprobar también,
en la medida de lo posible, cualquier supuesto postula-

do sobre la conducta de los términos de error. Pueden
realizarse contrastes de heterocedasticidad y errores
autocorrelacionados si se sospecha que existe alguno
de los dos problemas. Y si existen, es necesario estimar
de nuevo el modelo utilizando métodos adecuados de-
sarrollados en este capítulo y en textos avanzados.

Aquí hemos analizado algunas de las circunstancias
posibles en las que es deseable desviarse del análisis de
regresión tradicional. Hay otros muchos métodos que
se explican en los libros de texto de econometría. Si el
lector tiene alguna incertidumbre sobre los supuestos
de un método concreto, debe consultar un libro de tex-
to avanzado o a un económetra familiarizado con esos
métodos avanzados.

TÉRMINOS CLAVE

contraste de Durbin-Watson, 610
contraste de la presencia

de heterocedasticidad, 605
diseño experimental, 584
errores autocorrelacionados, 608
errores autocorrelacionados con

variables dependientes retardadas, 616
especificación del modelo, 577

estimación de coeficientes, 577
estimación de modelos

de regresión con errores
autocorrelacionados, 613

heterocedasticidad, 603
interpretación del modelo

e inferencia, 578
multicolinealidad, 600

regresiones que contienen
variables dependientes
retardadas, 591

sesgo provocado por la exclusión
de variables de predicción
importantes, 596

variables ficticias, 579
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

14.40. Escriba breves informes con ejemplos explican-
do cómo se utilizan en la especificación de los
modelos de regresión de:
a) Las variables ficticias
b) Las variables dependientes retardadas
c) La transformación logarítmica

14.41. Considere el ajuste del modelo

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! b3X3 ! e
donde
Y % ingresos fiscales en porcentaje del produc-

to nacional bruto de un país
X1 % exportaciones en porcentaje del producto

nacional bruto del país
X2 % renta per cápita del país
X3 % variable ficticia que toma el valor 1 si el

país participa en algún tipo de integración
económica y 0 en caso contrario.

Ésta es una forma de tener en cuenta los efectos
que produce en los ingresos fiscales la partici-

pación en algún tipo de integración económica.
Otra posibilidad sería estimar la regresión

Y % b0 ! b1X1 ! b2X2 ! e

por separado para los países que participan y no
participan en algún tipo de integración econó-
mica. Explique en qué se diferencian estos en-
foques del problema.

14.42. Analice la siguiente afirmación: «En muchos
problemas prácticos de regresión, la multicoli-
nealidad es tan grave que sería mejor realizar
regresiones lineales simples independientes de
la variable dependiente con respecto a cada va-
riable independiente».

14.43. Explique la naturaleza de cada uno de los si-
guientes problemas y las dificultades que plan-
tean:

a) La heterocedasticidad
b) Los errores autocorrelacionados
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14.44. Se ha ajustado el siguiente modelo a los datos
de 90 empresas químicas alemanas:

y4 % 0,819 ! 2,11x1 ! 0,96x2 . 0,059x3 ! 5,87x4
(1,79) (1,94) (0,144) (4,08)

! 0,00226x5 R2
% 0,410

(0,00115)

donde los números entre paréntesis son los erro-
res típicos de los coeficientes estimados y

y % precio de la acción
x1 % beneficios por acción
x2 % flujo de fondos por acción
x3 % dividendos por acción
x4 % valor contable por acción
x5 % medida del crecimiento

a) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula de que el coeficiente de x1 es 0 en
la regresión poblacional frente a la hipótesis
alternativa de que el verdadero coeficiente
es positivo.

b) Contraste al nivel del 10 por ciento la hipó-
tesis nula de que el coeficiente de x2 es 0 en
la regresión poblacional frente a la hipótesis
alternativa de que el verdadero coeficiente
es positivo.

c) La variable X2 se ha eliminado del modelo
original y se ha estimado la regresión de Y
con respecto a (X1, X3, X4, X5). El coeficien-
te estimado de X1 es 2,95 con un error típico
de 0,63. ¿Cómo puede conciliarse este resul-
tado con la conclusión del apartado (a)?

14.45. Se ha ajustado el siguiente modelo a los datos
de 28 países correspondientes a 1989 para ex-
plicar el valor de mercado de su deuda en ese
momento:

y % 77,2 . 9,6x1 . 17,2x2 . 0,15x3 ! 2,2x4
(8,0) (2,73) (0,056) (1,0)

R2
% 0,84

donde

y % precio en el mercado secundario, en dóla-
res, en 1989 de 100 $ de deuda del país

x1 % 1 si los reguladores bancarios de Estados
Unidos han obligado a los bancos de Esta-
dos Unidos a amortizar los activos que tie-
nen del país, 0 en caso contrario

x2 % 1 si el país suspendió el pago de los
intereses de la deuda en 1989, 2 si sus-
pendió el pago de los intereses de la deu-
da antes de 1989 y aún sigue suspendido
y 0 en caso contrario

x3 % cociente entre la deuda y el producto na-
cional bruto

x4 % tasa de crecimiento del producto nacional
bruto real, 1980-1985

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes.

a) Interprete el coeficiente estimado de x1.
b) Contraste la hipótesis nula de que, mante-

niéndose todo lo demás constante, el cocien-
te entre la deuda y el producto nacional bru-
to no influye linealmente en el valor de
mercado de la deuda de un país frente a la
alternativa de que cuanto más alto es este
cociente, menor es el valor de la deuda.

c) Interprete el coeficiente de determinación.
d) La especificación de la variable ficticia x2

no es ortodoxa. Una alternativa sería susti-
tuir x2 por el par de variables (x5, x6):

x5 % 1 si el país suspendió el pago de los
intereses de la deuda en 1989, 0 en ca-
so contrario

x6 % 1 si el país suspendió el pago de los
intereses de la deuda antes de 1989 y
aún sigue suspendido, 0 en caso con-
trario

Compare las implicaciones de estas dos especi-
ficaciones alternativas.

14.46. Se ha intentado construir un modelo de regre-
sión que explique las calificaciones obtenidas
por los estudiantes en los cursos de economía
intermedia (véase la referencia bibliográfica 6).
El modelo de regresión poblacional suponía que

Y % calificación total de los estudiantes en los
cursos de economía intermedia

X1 % calificación en matemáticas en el examen
normalizado SAT

X2 % calificación en lengua en el examen nor-
malizado SAT

X3 % calificación obtenida en álgebra en la uni-
versidad (A % 4, B % 3, C % 2, D % 1)

X4 % calificación obtenida en la asignatura de
principios de economía de la universidad

X5 % variable ficticia que toma el valor 1 si el
estudiante es mujer y 0 si es hombre

X6 % variable ficticia que toma el valor 1 si el
profesor es hombre y 0 si es mujer

X7 % variable ficticia que toma el valor 1 si el
estudiante y el profesor son del mismo se-
xo y 0 en caso contrario

Este modelo se ajustó con datos de 262 estu-
diantes. A continuación, indicamos los estadísti-
cos ti que son el cociente entre la estimación de
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bi y su error típico estimado correspondiente.
Estos cocientes son

t1 % 4,69 t2 % 2,89 t3 % 0,46 t4 % 4,90

t5 % 0,13 t6 % .1,08 t7 % 0,88

El objetivo de este estudio era evaluar la in-
fluencia del sexo del estudiante y del profesor
en el rendimiento. Realice un breve informe es-
bozando la información que ha obtenido sobre
esta cuestión.

14.47. Se ha ajustado la siguiente regresión por míni-
mos cuadrados a 32 observaciones anuales so-
bre datos de series temporales:

log yt % 4,52 . 0,62 log x1t ! 0,92 log x2t ! 0,61 log x3t
(0,28) (0,38) (0,21)

! 0,16 log x4t
(0,12)

R1 2 % 0,683 d % 0,61

donde

yt % cantidad de trigo exportada por Estados
Unidos

x1t % precio del trigo de Estados Unidos en el
mercado mundial

x2t % cantidad cultivada de trigo en Estados
Unidos

x3t % medida de la renta en los países que im-
portan trigo de Estados Unidos

x4t % precio de la cebada en el mercado mun-
dial

Los números situados debajo de los coeficientes
son los errores típicos de los coeficientes.

a) Interprete el coeficiente estimado de log x1t

en el contexto del modelo supuesto.
b) Contraste al nivel del 5 por ciento la hipóte-

sis nula de que, manteniéndose todo lo de-
más constante, la renta de los países que im-
portan trigo no influye en las exportaciones
de trigo de Estados Unidos frente a la hipó-
tesis alternativa de que un aumento de la
renta eleva las exportaciones esperadas (no
tenga en cuenta de momento el estadístico d
de Durbin-Watson).

c) ¿Qué hipótesis nula puede contrastarse por
medio del estadístico d? Realice este con-
traste en el presente problema, utilizando un
nivel de significación del 1 por ciento.

d) Dados los resultados obtenidos en el aparta-
do (c), comente sus conclusiones del aparta-
do (b). ¿Cómo contrastaría la hipótesis nula
del apartado (b)?

14.48. Se ha ajustado la siguiente regresión por míni-
mos cuadrados a 30 observaciones anuales so-
bre datos de series temporales:

log yt % 4,31 ! 0,27 log x1t ! 0,53 log x2t . 0,82 log x3t
(0,17) (0,21) (0,30)

R1 2 % 0,615 d % 0,49
donde

yt % número de quiebras de empresas
x1t % tasa de desempleo
x2t % tipo de interés a corto plazo
x3t % valor de los nuevos pedidos realizados

Los números situados debajo de los coeficientes
son los errores típicos de los coeficientes.

a) Interprete el coeficiente estimado de log x3t

en el contexto del modelo supuesto.
b) ¿Qué hipótesis nula puede contrastarse por

medio del estadístico d? Realice este con-
traste en el presente problema utilizando un
nivel de significación del 1 por ciento.

c) Dados los resultados del apartado (a), ¿es
posible contrastar con la información dada
la hipótesis nula de que, manteniéndose todo
lo demás constante, los tipos de interés a
corto plazo no influyen en las quiebras de
empresas?

d) Estime la correlación entre los términos de
error adyacentes en el modelo de regresión.

14.49. Un corredor de bolsa tiene interés en saber cuá-
les son los factores que influyen en la tasa de
rendimiento de las acciones ordinarias de los
bancos. Se ha estimado por mínimos cuadrados
la siguiente regresión con una muestra de 30
bancos:

y % 2,37 ! 0,84x1 ! 0,15x2 . 0,13x3 ! 1,67x4
(0,39) (0,12) (0,09) (1,97)

R2
% 0,317

donde

y % tasa porcentual de rendimiento de las ac-
ciones ordinarias del banco

x1 % tasa porcentual de crecimiento de los be-
neficios del banco

x2 % tasa porcentual de crecimiento de los acti-
vos del banco

x3 % pérdidas por préstamos en porcentaje de
los activos del banco

x4 % 1 si la central del banco está en Nueva
York y 0 en caso contrario

Los números situados debajo de los coeficientes
son los errores típicos de los coeficientes.

a) Interprete el coeficiente estimado de x4.
b) Interprete el coeficiente de determinación y

utilícelo para contrastar la hipótesis nula de
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que las cuatro variables independientes, con-
sideradas en conjunto, no influyen lineal-
mente en la variable dependiente.

c) Sea ei los residuos de la regresión ajustada e
y4 1 los valores predichos de la variable de-
pendiente dentro del rango de la muestra. La
regresión de mínimos cuadrados de e2

i con
respecto a y4 1 generó un coeficiente de deter-
minación de 0,082. ¿Qué conclusiones pue-
den extraerse de este resultado?

14.50. Un analista de mercado está interesado en saber
cuál es la cantidad media de dinero que gastan
anualmente los estudiantes en ocio. Se ha esti-
mado por mínimos cuadrados la siguiente regre-
sión con datos anuales de 30 años:

yt % 40,93 ! 0,253xt ! 0,546yt.1 d % 1,86
(0,106) (0,134)

donde

yt % gasto por estudiante, en dólares, en ocio
xt % renta disponible por estudiante, en dólares,

una vez pagada la matrícula, las tasas y la
manutención

Los números situados debajo de los coeficientes
son los errores típicos de los coeficientes.

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del coeficiente de xt en la regresión
poblacional.

b) ¿Qué efecto es de esperar que produzca a lo
largo del tiempo un aumento de la renta dis-
ponible por estudiante de 1 $ en el gasto en
ocio?

c) Contraste la hipótesis nula de que no existe
ninguna autocorrelación en los errores frente
a la hipótesis alternativa de que existe una
autocorrelación positiva.

14.51. A una empresa local de servicios públicos le
gustaría ser capaz de predecir la factura men-
sual media en electricidad de una vivienda. El
estadístico de la empresa ha estimado por míni-
mos cuadrados el siguiente modelo de regre-
sión:

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! et

donde

y % factura mensual media en electricidad, en
dólares

x1 % factura bimestral media en gasolina para
automóviles

x2 % número de habitaciones de la vivienda

El estadístico obtuvo la siguiente salida SAS
basándose en una muestra de 25 viviendas:

PARAMETER ESTIMATE

STUDENT’S t
FOR HO:

PARAMETER % 0

STD.
ERROR OF
ESTIMATE

INTERCEPT .10.8030
X1 .0.0247 .0.956 0.0259
X2 10.9409 18.517 0.5909

a) Interprete, en el contexto del problema, la
estimación por mínimos cuadrados de b2.

b) Contraste la hipótesis nula

H0 : b1 % 0

frente a la hipótesis alternativa bilateral.
c) El estadístico está preocupado por la posibi-

lidad de que exista multicolinealidad. ¿Qué
información se necesita para evaluar la posi-
ble gravedad de este problema?

d) Se sugiere que la renta de los hogares es un
importante determinante de la cuantía de la
factura de electricidad. De ser eso cierto,
¿qué puede decirse sobre la regresión esti-
mada por el estadístico?

e) Dado el modelo ajustado, el estadístico ob-
tiene las facturas predichas de electricidad,
y4 , y los residuos, e. A continuación, hace una
regresión de e2 con respecto a y4 , y observa
que la regresión tiene un coeficiente de deter-
minación de 0,0470. Interprete este resultado.

14.52. El fichero de datos Indonesia Revenue
muestra 15 observaciones anuales de Indonesia
sobre los ingresos fiscales totales, salvo los ge-
nerados por el petróleo (y), la renta nacional
(x1) y el valor añadido por el petróleo en por-
centaje del producto interior bruto (x2). Estime
por mínimos cuadrados la regresión

log yt % b0 ! b1 log x1t ! b2 log x2t ! et

Realice un informe que resuma sus resultados,
incluido un contraste de la existencia de hetero-
cedasticidad y otro de la existencia de errores
autocorrelacionados.

14.53. El fichero de datos German Income mues-
tra 22 observaciones anuales de la República
Federal de Alemania sobre la variación porcen-
tual de los sueldos y salarios (y), el crecimiento
de la productividad (x1) y la tasa de inflación
(x2) medida por medio del deflactor del produc-
to nacional bruto. Estime por mínimos cuadra-
dos la regresión

yt % b0 ! b1x1t ! b2x2t ! et

Escriba un informe que resuma sus resultados,
incluido un contraste de la existencia de hetero-
cedasticidad y un contraste de la existencia de
errores autocorrelacionados.
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14.54. El fichero de datos Japan Imports muestra
35 observaciones trimestrales de Japón sobre la
cantidad de importaciones (y), el cociente entre
los precios de las importaciones y los precios
interiores (x1) y el producto nacional bruto real
(x2). Estime por mínimos cuadrados la regresión

log yt%b0!b1 log x1t!b2 log x2t!c logYt.1!et

Realice un informe que resuma sus resultados,
incluido un contraste de la existencia de errores
autocorrelacionados.

14.55. Se ha realizado un estudio sobre los costes por
hora de trabajo de las auditorías realizadas a los
bancos por el banco central. Se han obtenido
datos sobre 91 auditorías. Algunas han sido rea-
lizadas directamente por el banco central y en
otras han intervenido auditores externos. Los
auditores han calificado la dirección de los ban-
cos de buena, satisfactoria, correcta o insatisfac-
toria. El modelo estimado es

log y%2,41!0,3674 log x1!0,2217 log x2!0,0803 log x3
(0,0477) (0,0628) (0,0287)

.0,1755x4!0,2799x5!0,5634x6.0,2572x7
(0,2905) (0,1044) (0,1657) (0,0787)

R2
% 0,766

donde
y % horas de trabajo de los auditores del banco

central
x1 % total de activos del banco
x2 % número total de oficinas del banco
x3 % cociente entre los préstamos clasificados

como dudosos y los préstamos totales del
banco

x4 % 1 si la valoración de la dirección es «bue-
na» y 0 en caso contrario

x5 % 1 si la valoración de la dirección es «co-
rrecta» y 0 en caso contrario

x6 % 1 si la valoración de la dirección es «insa-
tisfactoria» y 0 en caso contrario

x7 % 1 si la auditoría se realizó conjuntamente
con auditores externos y 0 en caso contrario

Los números entre paréntesis situados debajo de
los coeficientes son los errores típicos de los
coeficientes.

14.56. El fichero de datos Britain Sick Leave
muestra datos de Gran Bretaña sobre el número
de días de baja por enfermedad por persona (Y),
la tasa de desempleo (X1), el cociente entre las
prestaciones y los ingresos (X2) y el salario real
(X3). Estime el modelo

log yt%b0!b1 log x1t!b2 log x2t!b3 log x3t!et

y realice un informe sobre sus resultados. In-
cluya en su análisis una comprobación de la po-

sibilidad de que haya errores autocorrelaciona-
dos y, si es necesario, una corrección para re-
solver este problema.

14.57. El Departamento de Comercio de Estados
Unidos le ha pedido que desarrolle un modelo
de regresión para predecir la inversión trimes-
tral en producción y equipo duradero. Las va-
riables de predicción sugeridas son el PIB, el ti-
po de interés preferencial, el índice de precios
de las mercancías industriales y el gasto públi-
co. Los datos de su análisis se encuentran en el
fichero de datos Macro2003, que está almace-
nado en su disco de datos y se describe en el
diccionario de datos del apéndice de este capí-
tulo. Utilice datos del periodo de tiempo com-
prendido entre el primer trimestre de 1976 y el
segundo de 2003.

a) Estime un modelo de regresión utilizando
solamente el tipo de interés para predecir la
inversión. Utilice el estadístico de Durbin-
Watson para contrastar la existencia de auto-
correlación.

b) Halle la mejor ecuación de regresión múlti-
ple para predecir la inversión utilizando las
variables de predicción indicadas anterior-
mente. Utilice el estadístico de Durbin-Wat-
son para contrastar la existencia de autoco-
rrelación.

c) ¿Qué diferencias hay entre los modelos de
regresión de los apartados (a) y (b) desde el
punto de vista de la bondad del ajuste, la ca-
pacidad de predicción, la autocorrelación y
la contribución a comprender el problema de
inversión?

14.58. Un economista le ha pedido que desarrolle
un modelo de regresión para predecir el consu-
mo de servicios en función del PNB y de otras
variables importantes. Los datos para hacer el
análisis se encuentran en el fichero de datos
Macro2003, que están almacenados en su disco
de datos y se describen en el apéndice del capí-
tulo. Utilice datos del periodo comprendido en-
tre el primer trimestre de 1003 y el cuarto de
2000.

a) Estime un modelo de regresión utilizando
solamente el PIB para predecir el consumo
de servicios. Contraste la existencia de auto-
correlación utilizando el estadístico de Dur-
bin-Watson.

b) Estime un modelo de regresión múltiple uti-
lizando el PNB, el consumo total retardado
1 periodo y el tipo de interés preferencial
como predictores adicionales. Contraste la
existencia de autocorrelación. ¿Reduce esta
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regresión múltiple el problema de la autoco-
rrelación?

14.59. Jack Wong, inversor de Tokio, está conside-
rando la posibilidad de establecer una planta de
acero primario en Japón. Tras revisar la pro-
puesta inicial, le preocupa la combinación pro-
puesta de capital y trabajo. Le ha pedido que
formule varias funciones de producción utili-
zando algunos datos históricos de Estados Uni-
dos. El fichero de datos Metals contiene 27 ob-
servaciones de la producción, medida por el
valor añadido, de la cantidad de trabajo y del
valor bruto de la planta y equipo de cada fábrica.
a) Utilice una regresión múltiple para estimar

una función de producción lineal haciendo
una regresión del valor añadido con respecto
al trabajo y el capital.

b) Represente gráficamente los residuos en re-
lación con el trabajo y el equipo. Señale las
pautas excepcionales que pueda haber.

c) Utilice una regresión múltiple con variables
transformadas para estimar una función de
producción Cobb-Douglas de la forma

y % b0L
b1Kb2

donde y es el valor añadido, L es la cantidad
de trabajo y K es la cantidad de capital.

d) Utilice una regresión múltiple con variables
transformadas para estimar una función de
producción Cobb-Douglas con rendimientos
constantes de escala. Observe que esta fun-
ción de producción tiene la misma forma
que la función estimada del apartado (c), pe-
ro tiene la restricción adicional de que
b1 ! b2 % 1. Para desarrollar el modelo de
regresión transformado, exprese b2 en fun-
ción de b1 y convierta la expresión a un for-
mato de regresión.

e) Compare las tres funciones de producción
utilizando gráficos de los residuos y un error
típico de la estimación expresado en la mis-

ma escala. Tendrá que convertir los valores
predichos de los apartados (c) y (d) (que es-
tán en logaritmos) en las unidades origina-
les. A continuación, puede restar los valores
predichos de los valores originales de Y para
obtener los residuos. Utilice los residuos pa-
ra calcular errores típicos comparables de la
estimación.

14.60. Las autoridades de una pequeña ciudad le
han pedido que identifique las variables que in-
fluyen en el valor medio de mercado de las vi-
viendas de las ciudades pequeñas del Medio
Oeste. El fichero de datos Citydat contiene da-
tos de algunas pequeñas ciudades. Las variables
de predicción candidatas son el tamaño medio
de la vivienda (sizehse), el tipo del impuesto so-
bre bienes inmuebles (taxrate) (el impuesto di-
vidido por el valor catastral total), los gastos to-
tales en servicios municipales (totexp) y el
porcentaje de locales comerciales (comper).
a) Estime el modelo de regresión múltiple utili-

zando todas las variables de predicción indi-
cadas. Selecciones únicamente las variables
estadísticamente significativas para formular
su ecuación final.

b) Según un economista, como los datos proce-
den de ciudades que tienen diferente número
de habitantes, es probable que su modelo
contenga heterocedasticidad. Sostiene que
los precios medios de las viviendas de las
ciudades mayores tendrían una varianza me-
nor, ya que el número de viviendas utiliza-
das para calcular los precios medios de la vi-
vienda sería mayor. Realice un contraste de
la existencia de heterocedasticidad.

c) Estime la ecuación de regresión múltiple
utilizando mínimos cuadrados ponderados
con la población como variable de pondera-
ción. Compare los coeficientes de los mo-
delos de regresión múltiple ponderado y no
ponderado.

Apéndice

Diccionario de datos del fichero de datos Macro2003
El fichero de datos contiene datos trimestrales que van del primer trimestre de 1946 al se-
gundo de 2003. Salvo que se indique lo contrario, los datos están expresados en dólares
de 1996 utilizando el nuevo índice de precios encadenado. Algunas series no comienzan
en 1946, lo cual se indica diciendo que tienen menos de 218 observaciones.
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FM2 serie M Cantidad de dinero: M2 (desestacionalizada,
mm $)

FFED serie M Tipo [efectivo] de los fondos federales (%
anual)

FBPR serie M Tipo preferencial de los préstamos bancarios (%
anual)

CDH serie Q Gastos personales de consumo: bienes duraderos
(TAD —tasa anual desestacionalizada—, mm $
de 1996 encadenados)

CNH serie Q Gastos personales de consumo: bienes no dura-
deros (TAD, mm $ de 1996 encadenados)

CSH serie Q Gastos personales de consumo: servicios (TAD,
mm $ de 1996 encadenados)

CH serie Q Gastos personales de consumo (TAD, mm $ de
1996 encadenados)

Chtot Q CDH ! CNH! CSH

FNH serie Q Inversión no residencial fija privada (TAD, mm
$ de 1996 encadenados)

FRH serie Q Inversión privada fija en viviendas (TAD, mm $
de 1996 encadenados)

VH serie Q Variación de las existencias de las empresas
(TAD, mm $ de 1996 encadenados)

IH serie Q Inversión bruta interior privada (TAD, mm $ de
1996 encadenados)

IHTOT Q FNH! FRH ! VH

XH serie Q Exportaciones de bienes y servicios (TAD, mm
$ de 1996 encadenados)

MH serie Q Importaciones de bienes y servicios (TAD, mm
$ de 1996 encadenados)

GH serie Q Gasto público de consumo/inversión bruta
(TAD, mm $ de 1996 encadenados)

GDPH serie Q Producto interior bruto (TAD, mm $ de 1996
encadenados)

Gdphtot Q CHTOT ! IHTOT ! GH ! XH . MH

JGDP serie Q Producto interior bruto: índice de precios enca-
denado (desestacionalizado, 1996 % 100)

YP serie Q Renta personal (TAD, mm $ de 1996)

YPD serie Q Renta personal disponible (TAD, mm $ de
1996)

YPDH serie Q Renta personal disponible (TAD, mm $ de 1996
encadenados)

YPSV serie Q Ahorro personal (TAD, mm $ de 1996)

YPO serie Q Gasto personal (TAD, mm $ de 1996)
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Esquema del capítulo

15.1. Contraste de signos e intervalo de confianza
Contraste de signos de muestras pareadas o enlazadas
Aproximación normal
Contraste de signos de una mediana poblacional
Intervalo de confianza de la mediana

15.2. Contraste de Wilcoxon basado en la ordenación de las diferencias
Minitab (contraste de Wilcoxon)
Aproximación normal

15.3. Contraste U de Mann-Whitney
15.4. Contraste de la suma de puestos de Wilcoxon
15.5. Correlación de orden de Spearman

Introducción
En el Capítulo 2 vimos que los datos se clasifican en numéricos y cualitativos. Los méto-
dos estadísticos que hemos estudiado hasta ahora requieren el uso de datos numéricos.
En el caso de esos datos, las medias, las varianzas y las desviaciones típicas tienen sen-
tido. Sin embargo, en el de los datos cualitativos (nominales u ordinales), no pueden apli-
carse los métodos paramétricos. En este capítulo introducimos contrastes no paramétricos
que suelen ser el método necesario para extraer conclusiones inferenciales sobre datos
nominales u ordinales. A menudo se obtienen datos de ese tipo en muchos contextos, co-
mo los estudios de mercado, las encuestas a empresas y los cuestionarios.

En los Capítulos 10 y 11 introdujimos algunos contrastes de hipótesis que dependían
del supuesto de la normalidad de las distribuciones poblacionales. El supuesto de la nor-
malidad a menudo es razonable. Además, en virtud del teorema del límite central, muchos
de estos métodos de contraste siguen siendo más o menos válidos cuando las muestras
son grandes aunque la distribución poblacional no sea normal. Si embargo, puede darse
el caso de que en las aplicaciones prácticas sea insostenible el supuesto de la normali-
dad. En estas circunstancias, es deseable basar las inferencias en contrastes no paramé-
tricos que son válidos en una amplia variedad de distribuciones de la población subyacen-
te. Esos contrastes suelen denominarse contrastes que no dependen de la distribución.

En este capítulo describimos algunos de los contrastes no paramétricos que son
adecuados para analizar datos nominales, datos ordinales o datos numéricos cuando no
puede postularse el supuesto de la normalidad de la distribución de probabilidad de la
población. En capítulos posteriores analizamos otros contrastes no paramétricos. No es
nuestro objetivo aquí intentar describir toda la amplia variedad de métodos no paramétri-
cos que existen. Nuestra aspiración es más modesta: que el lector se haga una idea de
algunos métodos no paramétricos, entre los que se encuentran el contraste de signos, el
contraste de Wilcoxon basado en la ordenación de las diferencias, el contraste U de
Mann-Whitney, el contraste de la suma de puestos de Wilcoxon y el contraste de corre-
lación de orden de Spearman. Éstas son alternativas no paramétricas a los distintos mé-
todos introducidos antes en el libro.



15.1. Contraste de signos e intervalo de confianza

El contraste no paramétrico más sencillo de realizar es el contraste de signos. Se utiliza
principalmente para contrastar hipótesis sobre la posición central (mediana) de una distri-
bución poblacional o para analizar datos de muestras pareadas. El contraste de signos se
emplea en los estudios de mercado para averiguar si los consumidores prefieren uno de dos
productos. Dado que los encuestados manifiestan simplemente su preferencia, los datos son
nominales y se prestan a métodos no paramétricos.

Contraste de signos de muestras pareadas o enlazadas

Supongamos que se toman muestras pareadas o enlazadas de una población y se descartan
las diferencias iguales a 0, por lo que quedan n observaciones. El contraste de signos pue-
de utilizarse para contrastar la hipótesis nula de que la mediana poblacional de las diferen-
cias es 0 (lo que sería cierto, por ejemplo, si las diferencias procedieran de una población
cuya distribución fuera simétrica en torno a una media de 0). Sea ! una diferencia positi-
va y . una diferencia negativa. Si la hipótesis nula fuera verdadera, nuestra secuencia de
diferencias ! y . podría concebirse como una muestra aleatoria extraída de una pobla-
ción en la que las probabilidades de ! y . fueran cada una de 0,5. En ese caso, las ob-
servaciones constituirían una muestra aleatoria extraída de una población binomial en la
que la probabilidad de ! sería de 0,5. Por lo tanto, si P representa la verdadera proporción
de ! que hay en la población (es decir, la verdadera proporción de diferencias positivas),
la hipótesis nula es simplemente

H0 : P % 0,5

El contraste de signos se basa entonces en el hecho de que el número de observaciones
positivas, S, que hay en la muestra sigue una distribución binominal (donde P % 0,5 según
la hipótesis nula).

Contraste de signos de muestras pareadas
Supongamos que se toman muestras aleatorias pareadas o enlazadas de una población y que
se descartan las diferencias iguales a 0, por lo que quedan n observaciones. Calculamos la di-
ferencia para cada par de observaciones y anotamos el signo de esta diferencia. El contraste
de signos se utiliza para contrastar

H0 : P % 0,5

donde P es la proporción de observaciones no nulas en la población que son positivas. El esta-
dístico del contraste S para el contraste de signos de muestras pareadas es simplemente

S % número de pares que tienen una diferencia positiva

donde S sigue una distribución binomial, donde P % 0,5 y n % número de diferencias no nulas.

Tras contrastar la hipótesis nula y la hipótesis alternativa y hallar un estadístico del
contraste, el paso siguiente es calcular el p-valor y extraer conclusiones basadas en una re-
gla de decisión.
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Cálculo del p-valor de un contraste de signos
El p-valor de un contraste de signos se halla utilizando la distribución binomial con n % nú-
mero de diferencias no nulas, S % número de diferencias positivas y P % 0,5.

a) En un contraste de la cola superior

H1 :P b 0,5 p-valor % P(x n S) (15.1)

b) En un contraste de la cola inferior

H1 :P a 0,5 p-valor % P(x m S) (15.2)

c) En un contraste de dos colas

H1 :P Ç 0,5 2(p-valor) (15.3)

EJEMPLO 15.1. Preferencia por un producto (contraste de signos)

Un restaurante italiano cercano a un campus universitario está considerando la posibili-
dad de utilizar una nueva receta para hacer la salsa que echa a las pizzas. Se elige una
muestra aleatoria de ocho estudiantes y se pide a cada uno que valore en una escala de
1 a 10 su opinión sobre la salsa original y sobre la salsa propuesta. La Tabla 15.1 mues-
tra las valoraciones obtenidas en la comparación; los números más altos indican que
gusta más el producto.

¿Indican los datos una tendencia general a preferir la nueva salsa a la original?

Solución

La Tabla 15.1 también muestra las diferencias de valoración de los estudiantes y los
signos de estas diferencias. Así, se asigna un ! si se prefiere la salsa original, un . si
se prefiere la nueva y 0 si se valoran los dos productos por igual. En este experimento,
dos estudiantes prefieren la salsa original y cinco la nueva; uno las valora por igual.

Tabla 15.1. Valoración de la salsa de pizza por parte de los estudiantes.

Valoración

Estudiante
Producto
original

Producto
nuevo

Diferencia
(original-nuevo)

Signo
de la diferencia

A 6 8 .2 .

B 4 9 .5 .

C 5 4 1 !

D 8 7 1 !

E 3 9 .6 .

F 6 9 .3 .

G 7 7 0 0
H 5 9 .4 .

La hipótesis nula de interés es que en la población en general no hay una tendencia
general a preferir un producto al otro. Para evaluar esta hipótesis, comparamos los nú-
meros que expresan una preferencia por cada producto, descartando los que valoran los

Capítulo 15. Estadística no paramétrica 629



productos por igual. En este ejemplo, los valores del estudiante G se omiten y el tamaño
efectivo de la muestra se reduce a n % 7. La única información muestral en la que se
basa nuestro contraste es que dos de los siete estudiantes prefieren el producto original.
Por lo tanto, el estadístico del contraste es S % 2.

La hipótesis nula puede concebirse como la hipótesis de que la mediana poblacional
de las diferencias es 0. Si la hipótesis nula fuera verdadera, nuestra secuencia de dife-
rencias ! y . podría concebirse como una muestra aleatoria extraída de una población
en la que las probabilidades de ! y . son 0,5 cada una. En ese caso, las observaciones
constituirían una muestra aleatoria extraída de una población binomial en la que la pro-
babilidad de ! es 0,5. Por lo tanto, si P representa la verdadera proporción de ! que
hay en la población (es decir, la verdadera proporción de la población que prefiere la
salsa original), la hipótesis nula es simplemente

H0 : P % 0,5 No hay una tendencia general a preferir uno de los productos al otro

Se utiliza un contraste de una cola para averiguar si existe una tendencia general a pre-
ferir la nueva salsa a la original. La alternativa de interés es que la mayoría de la po-
blación prefiere el nuevo producto. Esta alternativa se expresa de la forma siguiente:

H1 : P a 0,5 La mayoría prefiere el nuevo producto (o menos del 50% prefiere
el producto original)

A continuación, hallamos la probabilidad de observar en la muestra un resultado tan
extremo o más que el que se obtendría si la hipótesis nula fuera, en realidad, verdadera.
Este valor es el p-valor del contraste. Si representamos por medio de P(x) la probabili-
dad de observar x «éxitos» (!) en n % 7 pruebas binomiales, cada una con una proba-
bilidad de éxito de 0,5, entonces la probabilidad binomial acumulada de observar dos
o menos ! puede obtenerse utilizando la fórmula binomial, una tabla binomial o un
programa informático como Microsoft Excel. El p-valor se halla por medio de la ecua-
ción 15.2:

P-valor % P(x m 2) % P(x % 0) ! P(x % 1) ! P(x % 2)

% 0,0078 ! 0,0547 ! 0,1641 % 0,2266

Con un p-valor tan grande, no podemos rechazar la hipótesis nula y concluimos que los
datos no son suficientes para sugerir que los estudiantes prefieren la nueva salsa. Asi-
mismo, podríamos haber dicho que si adoptamos la regla de decisión «rechazar H0 si
hay dos o menos ! en la muestra», entonces la probabilidad de que la hipótesis nula se
rechace cuando en realidad es verdadera es 0,2266. Por lo tanto, ese contraste tiene un
p-valor de 22,66 por ciento. Dado que el p-valor es el nivel de significación más bajo al
que puede rechazarse la hipótesis nula, en este ejemplo la hipótesis nula puede recha-
zarse al 22,66 por ciento o más. Es improbable que alguien estuviera dispuesto a acep-
tar un nivel de significación tan alto. Una vez más, concluimos que los datos no son
estadísticamente significativos para recomendar un cambio de salsa. Quizá nuestra deci-
sión se debe a que tenemos un pequeño número de observaciones muestrales.

Para ilustrar un contraste de dos colas, supongamos que queremos averiguar si hay en
la población una preferencia general por cualquiera de los dos productos. En ese caso,
H1 : P Ç 0,5 y, por la ecuación 15.3, el p-valor % 2P(x m 2) % 2(0,2266) % 0,4532.
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Obsérvese también que

p-valor % P(x m 2) ! P(x n 5) % P(0) ! P(1) ! P(2) ! P(5) ! P(6) ! P(7) % 0,4532

Ese elevado p-valor sugeriría que los datos no son suficientes para pensar que los estu-
diantes prefieren una de las salsas a la otra. Sólo podríamos rechazar la hipótesis nula y
concluir que se prefiere una de las salsas con un nivel de significación del 45,32 por ciento.

Aproximación normal
Como consecuencia del teorema del límite central, puede utilizarse la distribución normal
como aproximación de la distribución binomial si la el tamaño de la muestra es grande.
Los expertos discrepan sobre la definición exacta de «grande». Sugerimos que la aproxi-
mación normal es aceptable si el tamaño de la muestra es de más de 20. Un factor de co-
rrección de continuidad del estadístico del contraste compensa la estimación de datos dis-
cretos con una distribución continua y permite aproximarse más al p-valor.

El contraste de signos: aproximación normal (grandes muestras)
Si el número n de observaciones muestrales no nulas es grande, el contraste de signos se ba-
sa en la aproximación normal de la binomial de media y desviación típica:

Media: k % nP % 0,5n Desviación típica: p % ∂nP(1 . P) % ∂0,25n % 0,5∂n

El estadístico del contraste es

Z %
S* . k

p
%

S* . 0,5n

0,5∂n
(15.4)

donde S* es el estadístico del contraste corregido para tener en cuenta la continuidad y se defi-
ne de la forma siguiente:

a) En un contraste de dos colas

S* % S ! 0,5 si S a k o S* % S . 0,5 si S b k (15.5)

b) En un contraste de la cola superior

S* % S . 0,5 (15.6)

En un contraste de la cola inferior

S* % S ! 0,5 (15.7)

EJEMPLO 15.2. El helado (contraste de signos: aproximación normal)

Se ha pedido a una muestra aleatoria de 100 niños que comparen dos nuevos sabores de
helado: mantequilla de cacahuete y chicle. Cincuenta y seis miembros de la muestra
prefieren el helado de mantequilla de cacahuete, 40 el de chicle y 4 no manifiestan nin-
guna preferencia. Utilice la aproximación normal para averiguar si existe una preferen-
cia general por cualquiera de los dos sabores. Compare su resultado con las probabilida-
des binomiales obtenidas utilizando tanto Excel como Minitab.
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Solución

Para contrastar si existe en esta población una preferencia general por uno de los dos
sabores, las hipótesis son

H0 : P % 0,5 Los niños no tienen ninguna preferencia por ninguno de los dos sabores

H1 : P Ç 0,5 Los niños tienen preferencia por uno de los dos sabores

Sea P la proporción de la población que prefiere el helado de chicle, por lo que S % 40
(P también podría haber sido la proporción de la población que prefiere el helado de
mantequilla de cacahuete; en ese caso S % 56). Utilizando las ecuaciones 15.4 y 15.5,

k % nP % 0,5n % 0,5(96) % 48

p % 0,5∂96 % 4,899

Z %
S* . k

p
%

40,5 . 48

4,899
% .1,53 dado que 40 a 48, S* % 40,5

De la distribución normal estándar se deduce que el p-valor aproximado %2(0,0630) %

%0,126. Por lo tanto, puede rechazarse la hipótesis nula a todos los niveles de signifi-
cación superiores a 12,6 por ciento. Si no se utiliza ningún factor de corrección de con-
tinuidad, el valor Z se convierte en Z % .1,633, lo que da un p-valor algo menor:
0,1024.

Minitab y Excel (contraste de signos) Dado que el contraste de signos se basa en la
distribución de probabilidad binomial, el uso de Minitab o de Excel es sencillo. En la
salida Minitab (Figura 15.1A) se observa que el p-valor % 2(0,0626728) % 0,1254 y en
la salida Excel (Figura 15.1B) se observa que el p-valor % P(x m 40) ! P(x n 56) %

% 0,0626728 ! 0,0626728 % 0,1253456. Los dos p-valores son cercanos al p-valor de
0,126 obtenido utilizando las ecuaciones 15.4 y 15.5. Los datos no son suficientes para
sugerir que los niños tienen una preferencia general por uno de los sabores o por el otro.

x
40,0

P (  x  <=  x  )
0,0626728

Figura 15.1A. Ejemplo del helado: n % 96, P % 0,5, S % 40 (salida Minitab).

Figura 15.1B. Ejemplo del helado: n % 96, P % 0,5, S % 40 (salida Excel).
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Contraste de signos de una mediana poblacional
El contraste de signos también puede utilizarse en el caso de una muestra para contrastar la
hipótesis de que la mediana es un valor dado.

EJEMPLO 15.3. Ingresos iniciales de personas recién licenciadas
(contraste de signos)

El decano de la facultad de administración de empresas de una universidad querría tener
información sobre los ingresos iniciales de las personas recién licenciadas. Éstos son los
sueldos iniciales de una muestra aleatoria de 23 licenciados:

29250 29900 28070 31400 31100 29000 33000 50000 28500 31000
34800 42100 33200 36000 65800 34000 29900 32000 31500 29900
32890 36000 35000

¿Indican los datos que la mediana de los ingresos iniciales es diferente de 35.000 $?
Los datos para hacer este problema se encuentran en el fichero de datos Income.Income

Solución

Dado que la distribución de los ingresos a menudo está sesgada, se utilizará el contraste
de signos. La hipótesis nula y la hipótesis alternativa son

H0 : Mediana % 35.000 $

H1 : Mediana Ç 35.000 $

Aquí contrastamos la hipótesis nula utilizando una distribución binomial en la que
P % 0,50. Primero obtenemos una respuesta aproximada utilizando las ecuaciones 15.4
y 15.5. Obsérvese que hay 17 estudiantes que indicaron que tenían unos ingresos inicia-
les de más de 35.000 $, 5 que tenían unos ingresos iniciales de menos de 35.000 $ y 1
que tenía unos ingresos iniciales de 35.000 $. El tamaño de la muestra se reduce a
n % 22 y S % 17. Se observa que la media y la desviación típica son

k % nP % 0,5n % 0,5(22) % 11

p % 0,5∂22 % 2,345

Dado que S % 17 b k % 11, el estadístico de contraste de la aproximación normal es

Z %
16,5 . 11

2,345
% 2,35

Utilizando la tabla de la distribución normal estándar, el p-valor aproximado es
2(0,0094) % 0,0188. La Figura 15.2 muestra los resultados obtenidos utilizando el pro-
grama Excel para resolver este problema:

P(X m 5 � n % 22, P % 0,5) % P(X n 17 � n % 22, P % 0,5) % 0,0845

En este ejemplo, que es de dos colas, el p-valor % 2(0,00845) % 0,0169 (algo menor
que el p-valor de 0,0188 obtenido por medio del método de la aproximación normal).
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Figura 15.2. Ejemplo de los ingresos iniciales (salida Excel).

La Figura 15.3 muestra la salida Minitab de este ejemplo.

Sign test of median = 35000 versus not = 35000

N   Below  Equal  Above     P      Median

23  17      1      5 0.0169   32000

Figura 15.3. Ejemplo de los ingresos iniciales (salida Minitab).

Tanto Excel como Minitab calculan el p-valor utilizando las probabilidades bino-
miales. Si n b 50, entonces Minitab calcula el p-valor utilizando la aproximación
normal.

Intervalo de confianza de la mediana
Para calcular intervalos de confianza de la mediana basados en el contraste de signos pue-
de utilizarse el programa Minitab. Consideremos los ingresos iniciales que se indican en el
ejemplo 15.3 y se encuentran en el fichero de datos Income. Obsérvese que en la salida
Minitab de la Figura 15.4 se incluyen tres intervalos de confianza. La primera fila indica el
nivel de confianza obtenido (0,9069) justo por debajo del deseado (0,95); la tercera indica
el nivel de confianza alcanzable (0,9653) justo por encima del deseado (0,95). «El cálculo
del primero y el tercer intervalo se realiza con un método parecido al de los signos que se
emplea cuando se hace un contraste de hipótesis de la mediana. Primero se ordenan las ob-
servaciones. El intervalo que va de la d-ésima observación más pequeña a la d-ésima ob-
servación más grande tiene una confianza de 1 . 2P(X a d) utilizando la distribución bi-
nomial en la que P % 0,5. Los intervalos que tienen coeficientes de confianza justo por
encima y por debajo del deseado son los que se seleccionan. Sólo raras veces puede lograr-
se la confianza deseada con estos intervalos» (véase la referencia bibliográfica 7). En nues-
tro ejemplo, el intervalo que va de la octava observación más pequeña a la octava más
grande tiene un nivel de confianza de 0,9069, donde X sigue una distribución binomial,
siendo n % 23 y P % 0,5. El intervalo intermedio establece que los ingresos medianos se
encuentran entre 30.393 $ y 34.442 $ con una confianza del 95 por ciento. Asimismo, el
intervalo que va de la séptima observación más pequeña a la séptima más grande tiene un
nivel de confianza de 0,9653, donde X sigue una distribución binomial, siendo n % 23 y
P % 0,5.

634 Estadística para administración y economía



Figura 15.4.
Intervalo de
confianza del
ejemplo de los
ingresos iniciales
(salida Minitab).

Sign confidence interval for median

                             Achieved
               N   Median   Confidence    Confidence interval   Position
Incomes       23    32000     0.9069      (   31000,   34000)          8

0.9500      (   30393,   34442)        NLI
                              0.9653      (   29900,   34800)          7

Hettmansperger y Sheather desarrollaron el método de interpolación no lineal utilizado
por Minitab para hallar el intervalo de confianza intermedio (véase la referencia bibliográ-
fica 3). También se obtienen de una manera parecida otros intervalos de confianza para
métodos no paramétricos analizados en este capítulo.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

15.1. Se pide a una muestra aleatoria de 12 analistas
financieros que predigan cuánto subirán en tér-
minos porcentuales los precios de las acciones
ordinarias de dos empresas el próximo año. La
tabla muestra los resultados obtenidos. Utilice el
contraste de signos para contrastar la hipótesis
nula de que en la población de analistas no hay
una preferencia general por la subida del precio
de las acciones de una de las empresas o por la
subida del precio de las acciones de la otra.

Analista Acción 1 Acción 2 Analista Acción 1 Acción 2

A 6,8 7,2 G 9,3 10,1
B 9,8 12,3 H 1,0 2,7
C 2,1 5,3 I .0,2 1,3
D 6,2 6,8 J 9,6 9,8
E 7,1 7,2 K 12,0 12,0
F 6,5 6,2 L 6,3 8,9

15.2. Una organización ofrece un programa destinado
a aumentar el nivel de comprensión de los estu-
diantes cuando leen trabajos técnicos rápida-
mente. Se da a cada uno de los miembros de una
muestra aleatoria de 10 estudiantes 30 minutos
para leer un artículo. A continuación, se realiza
un contraste del nivel de comprensión logrado.
Este proceso se repite una vez que estos estu-
diantes terminan el programa. La tabla adjunta
muestra los niveles de comprensión obtenidos
antes y después de asistir al programa. Utilice el
contraste de signos para contrastar la hipótesis
nula de que en esta población no hay una mejora
general de los niveles de comprensión después
de asistir al programa.

Estudiante Antes Después Estudiante Antes Después

A 62 69 F 53 61
B 63 72 G 49 63
C 84 80 H 58 59
D 70 70 I 83 87
E 60 69 J 92 98

15.3. Se pregunta a una muestra de 11 encargados de
supermercados que tienen una caja rápida si sus
clientes tienen una actitud positiva hacia la caja
rápida. Siete contestan «sí» y cuatro contestan
«no». Contraste la hipótesis nula de que, en la
población de encargados, las respuestas se repar-
ten por igual entre «sí» y «no» frente a la hipóte-
sis alternativa bilateral.

15.4. Se ha examinado una muestra de 60 empresas
que recompraron franquicias. En estos casos, los
rendimientos de las acciones ordinarias en torno
a la fecha de anuncio de la recompra fueron po-
sitivos 39 veces, negativos 18 y cero 3. Contras-
te la hipótesis nula de que los rendimientos posi-
tivos y los negativos son igual de probables
frente a la hipótesis alternativa de que los positi-
vos son más probables (véase la referencia bi-
bliográfica 2).

15.5. En una muestra aleatoria de 130 votantes, 44
eran partidarios de una subida de los impuestos
para aumentar los gastos en educación, 68 eran
contrarios y 18 no manifestaron su opinión. Con-
traste la hipótesis nula de que los votantes están
repartidos por igual en esta cuestión frente a una
hipótesis alternativa bilateral.

15.6. Se ha pedido a una muestra aleatoria de 60 eco-
nomistas profesionales que predigan si la tasa de
inflación será el próximo año más alta, más baja
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o más o menos igual que la de este año. Los re-
sultados se muestran en la tabla adjunta. Contras-
te la hipótesis nula de que los economistas están
divididos por igual en esta cuestión.

Predicción Número
Más alta 20
Más baja 29
Más o menos igual 11

15.2. Contraste de Wilcoxon basado en la ordenación
de las diferencias

Uno de los inconvenientes del contraste de signos es que sólo tiene en cuenta una cantidad
muy reducida de información, a saber, los signos de las diferencias. Por ejemplo, en la Ta-
bla 15.1 el contraste de signos indica simplemente qué producto se prefiere y no tiene en
cuenta el grado de preferencia. Cuando el tamaño de la muestra es pequeño, es de esperar,
pues, que el contraste no sea muy poderoso. El contraste de Wilcoxon basado en la ordena-
ción de las diferencias es un método para incorporar información sobre la magnitud de las
diferencias entre pares enlazados. Sigue siendo un contraste que no depende de la distribu-
ción. Al igual que muchos contrastes no paramétricos, se basa en las ordenaciones.

El contraste de Wilcoxon en el caso de muestras pareadas
El contraste de Wilcoxon puede emplearse cuando se dispone de una muestra aleatoria de
pares enlazados de observaciones. Supongamos que la distribución poblacional de las diferen-
cias en estas muestras pareadas es simétrica y que queremos contrastar la hipótesis nula de
que esta distribución está centrada en 0. Descartando los pares entre los que la diferencia es
0, ordenamos las n diferencias absolutas restantes en sentido ascendente; en caso de empate,
el puesto asignado es la media de los puestos que ocupan en la ordenación. Se calculan las
sumas de los puestos correspondientes a las diferencias positivas y negativas y la menor de
estas sumas es el estadístico de Wilcoxon, T, es decir,

T % min (T!, T.) (15.8)

donde

T
!

% suma de los puestos correspondientes a diferencias positivas
T

.
% suma de los puestos correspondientes a diferencias negativas

n % número de diferencias no nulas

Se rechaza la hipótesis nula si T es menor o igual que el valor de la Tabla 10 del apéndice.

EJEMPLO 15.4. Preferencia por un producto (contraste de Wilcoxon)

Resuelva el ejemplo 15.1 de la valoración de una salsa de pizza utilizando el contraste
de Wilcoxon.

Solución

Prescindimos, al igual que en el contraste de signos, de cualquier diferencia de 0, por lo
que eliminamos el estudiante G del estudio y el tamaño de la muestra se reduce a
n % 7. A continuación, ordenamos en sentido ascendente las diferencias absolutas no
nulas. Es decir, asignamos un «1» al valor absoluto más bajo. Si dos o más valores son
iguales, se les asigna la media de los puestos correspondientes. En nuestro ejemplo, las
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dos diferencias absolutas más pequeñas son iguales. Por lo tanto, el puesto que les asigna-
mos es la media de los puestos 1 y 2, es decir, 1,5. Asignamos el 3 al siguiente valor
absoluto, y así sucesivamente. Ordenamos todas las diferencias y obtenemos la Tabla 15.2.

Tabla 15.2. Cálculo del estadístico de contraste de Wilcoxon para los datos
sobre las preferencias.

Estudiante Diferencia Puesto (!) Puesto (.)

A .2 3
B .5 6
C 1 1,5
D 1 1,5
E .6 7
F .3 4
G 0
H .4 5

Suma de los puestos 3 25
Estadístico T de Wilcoxon % mínimo (3, 25) % 3

Los puestos de las diferencias positivas y negativas se suman por separado. La me-
nor de estas sumas es el estadístico T de Wilcoxon. En este ejemplo, T % 3.

A continuación, suponemos que la distribución poblacional de las diferencias parea-
das es simétrica. La hipótesis nula que vamos a contrastar es que el centro de esta dis-
tribución es 0. En nuestro ejemplo, pues, suponemos que las diferencias de valoración
de los dos productos siguen una distribución simétrica y queremos contrastar si esa dis-
tribución está centrada en 0, es decir, si no hay ninguna diferencia entre las valoracio-
nes. Sospecharíamos de la hipótesis nula si la suma de los puestos correspondientes a
diferencias positivas fuera muy diferente de la suma de los puestos correspondientes a
diferencias negativas. Por lo tanto, se rechazará la hipótesis nula en el caso de los valo-
res bajos del estadístico T.

Los puntos de corte de la distribución de esta variable aleatoria se encuentran en el
apéndice y se refieren a los contrastes de que la distribución poblacional de las diferen-
cias pareadas está centrada en algún número mayor que 0 o en algún número menor que
0 frente a la hipótesis alternativa unilateral. Cuando el tamaño de la muestra es n, la
tabla muestra el número Ta tal que P(T a Ta) % a correspondiente a distintas probabili-
dades a. Por ejemplo, si suponemos que a % 0,05, vemos en la tabla que cuando n % 7,
P(T m 4) % 0,05. Como el estadístico del contraste de Wilcoxon es T % 3, se rechaza la
hipótesis nula frente a la hipótesis alternativa unilateral al nivel del 5 por ciento. Es pro-
bable que, en conjunto, las valoraciones del nuevo producto sean mayores.

Minitab (contraste de Wilcoxon)

Para realizar un contraste de Wilcoxon puede utilizarse el programa Minitab. Considere-
mos de nuevo las valoraciones que hacen los estudiantes de una salsa de pizza y que se
muestran en la Tabla 15.1 (ejemplo 15.1) y se repiten aquí:

Estudiante A B C D E F G H
Valoración (original) 6 4 5 8 3 6 7 5
Valoración (nueva) 8 9 4 7 9 9 7 9
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En el caso de las muestras pareadas, se introducen los datos de cada par en columnas
separadas en una hoja de trabajo de Minitab y se utiliza Calc para obtener las diferencias
entre las columnas o se introducen simplemente las diferencias de las dos columnas si se
dispone fácilmente de ellas. La Figura 15.5 muestra la salida Minitab del contraste de Wil-
coxon. En este caso, el p-valor es 0,038 para un contraste unilateral de la cola inferior. Ob-
sérvese que la información adicional que suministran los paquetes informáticos permite re-
chazar la hipótesis nula a un nivel de significación mucho más bajo que el que es posible
con el contraste de signos. Sabemos que aunque el programa informático suministra infor-
mación como el p-valor, la interpretación correcta es responsabilidad del lector. Éste es
frecuentemente el caso en los estudios que se publican en revistas de investigación (véase
la referencia bibliográfica 4). La interpretación correcta es fundamental.

Figura 15.5.
Ejemplo de la salsa
de pizza (salida
Minitab).

Wilcoxon Signed Rank Test for Pizza Sauce Example

Test of median = 0.000000 versus median  <  0.000000

N for   Wilcoxon           Estimated
                N   Test   Statistic    P      Median
   Pizza Sauce  8    7       3.0    0.038  -2.250

Aproximación normal
Cuando el número n de diferencias no nulas en la muestra es grande (n b 20), la distribu-
ción normal constituye una buena aproximación del estadístico de Wilcoxon T en el caso
de la hipótesis nula de que las diferencias poblacionales están centradas en 0. Cuando esta
hipótesis es verdadera, la media y la varianza de esta distribución se hallan por medio de
las ecuaciones siguientes.

Contraste de Wilcoxon: aproximación normal (grandes muestras)
En la hipótesis nula de que las diferencias poblacionales están centradas en 0, el contraste de
Wilcoxon tiene una media y una varianza que vienen dadas por

E(T) % kT %
n(n ! 1)

4
(15.9)

y

Var (T) % p2
T %

n(n ! 1)(2n ! 1)

24
(15.10)

Entonces, cuando el tamaño de la muestra, n, es grande, la distribución de la variable aleato-
ria, Z, es aproximadamente normal estándar donde

Z %
T . kT

pT

(15.11)

Si el número, n, de diferencias no iguales a cero es grande y T es el valor observado del esta-
dístico de Wilcoxon, los siguientes contrastes tienen un nivel de significación a.

1. Si la hipótesis alternativa es unilateral, se rechaza la hipótesis nula si

T . kT

pT

a .za
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2. Si la hipótesis alternativa es bilateral, se rechaza la hipótesis nula si

T . kT

pT

a .za/2

EJEMPLO 15.5. Métodos de postauditoría (contraste de Wilcoxon)

En un estudio se compararon empresas que tenían sofisticados métodos de postauditoría
y empresas que no tenían métodos de ese tipo. Se examinó una muestra de 31 pares de
empresas. Se calculó el cociente entre la valoración de mercado y los costes de reposi-
ción de los activos de cada una y se utilizó como medida de los resultados de las em-
presas. En cada uno de los 31 pares, una de las empresas utilizaba un sofisticado méto-
do de postauditoría y la otra no. Se calcularon las 31 diferencias entre los cocientes y se
ordenaron las diferencias absolutas. La menor de las sumas de los puestos, 189, corres-
pondió a los pares en los que el cociente era mayor en el caso de la empresa que carecía
de sofisticados métodos de postauditoría. Contraste la hipótesis nula de que la distribu-
ción de las diferencias entre los cocientes está centrada en 0 frente a la hipótesis alter-
nativa de que tiende a ser menor en las empresas que carecen de sofisticados métodos
de postauditoría (véase la referencia bibliográfica 8).

Solución

Dada una muestra de n % 31 pares, el estadístico de Wilcoxon tiene, según la hipótesis
nula, la media

kT %
n(n ! 1)

4
%

(31)(32)

4
% 248

y la varianza

Var (T)% p2
T %

n(n ! 1)(2n ! 1)

24
%

(31)(32)(63)

24
% 2.604

por lo que la desviación típica es

pT % 51,03

El valor observado del estadístico es T % 189. Se deduce de las ecuaciones 15.9-15.11
que se rechaza la hipótesis nula frente a la hipótesis alternativa unilateral si

Z %
T . kT

pT

%
189 . 248

51,03
%

.59

51,03
% .1,16 a za

Suponiendo que a % 0,05

za % .1,645

El resultado del contraste no es suficiente para rechazar la hipótesis nula. Utilizando la
distribución normal estándar, la hipótesis nula puede rechazarse a todos los niveles de
significación de 12,3 por ciento o más.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
15.7. Irvine y Rosenfeld (véase la referencia bibliográ-

fica 4) estudiaron «la influencia de la emisión de
Monthly Income Preferred Stock (MIPS) en los
precios de las acciones ordinarias de las empre-
sas emisoras». El fisco ha permitido deducir de
los impuestos los dividendos de las MIPS desde
el momento en que las introdujo por primera vez
Goldman Sachs en 1993. Por lo tanto, «la emi-
sión de MIPS permite a la empresa aumentar su
capital social con un coste después de impuestos
casi igual al de la deuda a largo plazo». Uno de
los aspectos de su estudio es una comparación de
algunas características financieras de las empre-
sas que habían emitido MIPS (un total de 185)
con las de empresas similares que no habían emi-
tido MIPS antes del 1 de enero de 1999. Las em-
presas emisoras de MIPS también se dividieron
entre empresas industriales que cotizan en bolsa
y empresas de servicios públicos, como las tele-
fónicas, las eléctricas, las de gas y las de agua.
La tabla adjunta es una lista parcial de algunos
resultados de este estudio:

N de las
empresas

MIPS

Media
de las

empresas
MIPS

Empresas
similares

Contraste
de signos

Contraste
de la

diferencia
de

ordena-
ciones

Activos totales (miles de millones)
Todas las empresas que emiten MIPS 185 26,47 19,42 0,01 0,01
Empresas de servicios públicos 83 10,45 8,65 0,01 0,01
Empresas industriales 102 39,60 28,26 0,01 0,01
Cobertura de intereses
Todas las empresas que emiten MIPS 164 5,53 7,71 0,04 0,01
Empresas de servicios públicos 83 4,44 5,15 0,01 0,01
Empresas industriales 81 6,63 10,25 0,06 0,01
Cociente entre deuda a corto plazo
y activos totales (%)
Todas las empresas que emiten MIPS 185 23,5 21,4 0,06 0,03
Empresas de servicios públicos 83 32,6 29,3 0,03 0,01
Empresas industriales 102 16,1 14,9 0,19 0,28

Analice los resultados de esta parte del estudio.

15.8. Se pide a una muestra aleatoria de 10 estudiantes
que valoren en una cata a ciegas la calidad de
dos marcas de cerveza, una nacional y una im-
portada. Las valoraciones se basan en una escala
de 1 (mala) a 10 (excelente). La tabla adjunta
muestra los resultados. Utilice el contraste de
Wilcoxon para contrastar la hipótesis nula de que
la distribución de las diferencias pareadas está
centrada en 0 frente a la hipótesis alternativa de
que la población de todos los estudiantes bebedo-
res de cerveza prefiere la marca importada.

Estudiante Nacional Importada Estudiante Nacional Importada

A 2 6 F 4 8
B 3 5 G 3 9
C 7 6 H 4 6
D 8 8 I 5 4
E 7 5 J 6 9

15.9. Dieciséis estudiantes universitarios de primer
año se agruparon en ocho pares de tal forma
que los dos miembros de cada par fueran lo
más parecidos posibles en lo que se refería a su
expediente académico —medido por medio de
las calificaciones obtenidas en la enseñanza se-
cundaria y en el examen de acceso a la univer-
sidad— y a sus orígenes sociales. La principal
diferencia existente dentro de los pares era que
uno de los estudiantes procedía de la región en
la que estaba la universidad y el otro no. Al fi-
nal del primer año de universidad, se registra-
ron las calificaciones medias obtenidas por es-
tos estudiantes; los resultados se muestran en la
tabla. Utilice el contraste de Wilcoxon para
analizar los datos. Analice las implicaciones de
los resultados del contraste.

Par
De la
región

De fuera
de la región Par

De la
región

De fuera
de la región

A 3,4 2,8 E 3,9 3,7
B 3,0 3,1 F 2,3 2,8
C 2,4 2,7 G 2,6 2,6
D 3,8 3,3 H 3,7 3,3

15.10. En un estudio se pidió a una muestra aleatoria
de 40 estudiantes de administración de empre-
sas que acababan de cursar las asignaturas de
introducción tanto de estadística como de conta-
bilidad que valoraran el interés de cada una en
una escala de 1 (nada interesante) a 10 (muy
interesante). Se calcularon las 40 diferencias
entre los pares de valoraciones y se ordenaron
las diferencias absolutas. La suma menor, que
era la de los estudiantes que pensaban que la
asignatura de contabilidad era la más interesan-
te, era 281. Contraste la hipótesis nula de que la
población de estudiantes de administración de
empresas valoraría estos cursos por igual frente
a la hipótesis alternativa de que el curso de es-
tadística se considera el más interesante.

640 Estadística para administración y economía



15.11. Un consultor tiene interés en saber cómo afec-
ta la introducción de un programa de gestión
total de la calidad a la satisfacción de los tra-
bajadores en el trabajo. Se pide a una muestra
aleatoria de 30 trabajadores que evalúe el nivel
de satisfacción en una escala de 1 (muy insa-
tisfecho) a 10 (muy satisfecho) tres meses an-
tes de que se introduzca el programa. Se pide a
los miembros de esta misma muestra que ha-
gan esta evaluación de nuevo tres meses des-
pués de la introducción del programa. Se cal-
culan las 30 diferencias entre los pares de
valoraciones y se ordenan las diferencias abso-
lutas. La suma menor de todas las sumas de
los puestos, que es la de los que están más sa-
tisfechos antes de la introducción del progra-

ma, es de 160. ¿Qué conclusiones pueden
extraerse de este resultado?

15.12. Se toma una muestra aleatoria de 80 propieta-
rios de magnetoscopios. Se pide a cada uno de
los miembros de la muestra que valore la canti-
dad de tiempo que dedica al mes a ver los pro-
gramas de televisión que ha grabado y a ver las
cintas alquiladas. A continuación, se calculan
las 80 diferencias entre las cantidades de tiem-
po y se ordenan sus valores absolutos. La me-
nor de las sumas de los puestos correspondien-
tes a los programas de televisión grabados es
de 1.502. Analice las implicaciones de este re-
sultado.

15.3. Contraste U de Mann-Whitney

En el Capítulo 11 vimos cómo podía compararse la posición central de dos distribuciones
poblacionales cuando se disponía de una muestra aleatoria de datos pareados. En este apar-
tado introducimos un contraste del mismo problema cuando se toman muestras aleatorias
independientes de las dos poblaciones, el contraste U de Mann-Whitney. La distribución
del estadístico de Mann-Whitney, U, se aproxima a la distribución normal a un ritmo bas-
tante rápido a medida que aumenta el número de observaciones muestrales. La aproxima-
ción es adecuada si cada muestra contiene al menos 10 observaciones. Por lo tanto, sólo
consideraremos aquí las muestras en las que n1 n 10 y n2 n 10. Para contrastar la hipótesis
nula de que la posición central de las dos distribuciones poblacionales es igual, suponemos
que, aparte de la existencia de cualquier posible diferencia entre las posiciones centrales,
las dos distribuciones poblacionales son idénticas.

Estadístico U de Mann-Whitney

Supongamos que, aparte de la existencia de posibles diferencias entre las posiciones centra-
les, las dos distribuciones poblacionales son idénticas. Supongamos que se dispone de n1 ob-
servaciones de la primera población y n2 observaciones de la segunda. Se juntan las dos
muestras y se ordenan las observaciones en sentido ascendente, asignando, en caso de em-
pate, la media de los puestos correspondientes. Sea R1 la suma de los puestos de las observa-
ciones de la primera población. En ese caso, el estadístico U de Mann-Whitney se define de
la forma siguiente:

U % n1n2 !
n1(n1 ! 1)

2
. R1 (15.12)

Puede demostrarse entonces que, si la hipótesis nula es verdadera, la variable aleatoria
U tiene la media y la varianza definidas en las ecuaciones 15.13 y 15.14.
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Contraste U de Mann-Whitney: aproximación normal
Suponiendo como hipótesis nula que las posiciones centrales de las dos distribuciones pobla-
cionales son iguales, el estadístico U de Mann-Whitney tiene la media y la varianza siguientes:

E(U) % kU %
n1n2

2
(15.13)

Var (U) % p2
U %

n1n2(n1 ! n2 ! 1)

12
(15.14)

Entonces, cuando las muestras son de gran tamaño (ambas son como mínimo de 10), la distri-
bución normal es una buena aproximación de la distribución de la variable aleatoria

Z %
U. kU

pU

(15.15)

Las reglas de decisión del estadístico del contraste de Mann-Whitney, U, se indican en
las ecuaciones 15.16 a 15.18.

Reglas de decisión del contraste U de Mann-Whitney
Se supone que las dos distribuciones poblacionales son idénticas, aparte de las diferencias
que puedan existir entre sus posiciones centrales. Para contrastar la hipótesis nula de que las
dos distribuciones poblacionales tienen la misma posición central, las reglas de decisión para
un nivel de significación dado son las siguientes:

1. Si la hipótesis alternativa es la hipótesis de la cola superior unilateral, la regla de deci-
sión es

Rechazar H0 si
U . kU

pU

a .za (15.16)

2. Si la hipótesis alternativa es la hipótesis de la cola inferior unilateral, la regla de deci-
sión es

Rechazar H0 si
U . kU

pU

b za (15.17)

3. Si la hipótesis alternativa es la hipótesis bilateral, la regla de decisión es

Rechazar H0 si
U. kU

pU

a .za/2 o Rechazar H0 si
U . kU

pU

b za/2 (15.18)

EJEMPLO 15.6. Horas de estudio (contraste U de Mann-Whitney)

La Tabla 15.3 muestra el número de horas semanales que los estudiantes afirman que
dedican a estudiar las asignaturas de introducción a la economía financiera y a la conta-
bilidad. Los datos proceden de muestras aleatorias de 10 estudiantes de economía finan-
ciera y 12 de contabilidad.

Hours ¿Indican los datos la existencia de una diferencia en el número mediano de horas
semanales que dedican los estudiantes a estudiar las asignaturas de introducción a la
economía financiera y a la contabilidad? El fichero de datos se llama Hours.
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Tabla 15.3. Número de horas semanales dedicadas a estudiar las asignaturas
de economía financiera y de contabilidad.

Economía financiera 10 6 8 10 12 13 11 9 5 11
Contabilidad 13 17 14 12 10 9 15 16 11 8 9 7

Solución

Nuestra hipótesis nula es que las posiciones centrales (medianas) de las dos distribucio-
nes poblacionales son idénticas.

H0 : Mediana (1) % Mediana (2) Los estudiantes dedican la misma cantidad de tiempo
a estudiar las asignaturas de economía financiera y de contabilidad

Se juntan las dos muestras y se ordenan las observaciones en sentido ascendente dando
a los empates el mismo tratamiento que antes. Las ordenaciones resultantes se muestran
en la Tabla 15.4.

Tabla 15.4. Número de horas semanales dedicadas a estudiar las asignaturas
de economía financiera y de contabilidad

Economía
financiera (Puesto) Contabilidad (Puesto)

10 (10) 13 (17,5)
6 (2) 17 (22)
8 (4,5) 14 (19)

10 (10) 12 (15,5)
12 (15,5) 10 (10)
13 (17,5) 9 (7)
11 (13) 15 (20)
9 (7) 16 (21)
5 (1) 11 (13)

11 (13) 8 (4,5)
9 (7)
7 (3)

Suma de puestos 93,5 Suma de puestos 159,5

Ahora, si la hipótesis nula fuera verdadera, sería de esperar que las ordenaciones
medias de las dos muestras fueran muy parecidas. En este ejemplo, el puesto medio de
los estudiantes de economía financiera es 9,35, mientras que el de los estudiantes de
contabilidad es 13,29. Como ocurre siempre que se contrastan hipótesis, queremos saber
cuál es la probabilidad de que hubiera una discrepancia de esta magnitud si la hipótesis
nula fuera verdadera.

No es necesario calcular las dos sumas de los puestos, pues si conocemos una, pode-
mos deducir la otra. Por ejemplo, en este caso los puestos deben sumar lo mismo que la
suma de los enteros de 1 a 22, es decir, 253. Por lo tanto, cualquier contraste de la hipó-
tesis puede basarse simplemente en una de las sumas de puestos. Si la economía finan-
ciera es la primera muestra, entonces

n1 % 10 n2 % 12 R1 % 93,5
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por lo que el valor observado del estadístico de Mann-Whitney es, de acuerdo con la
ecuación 15.12,

U % n1n2 !
n1(n1 ! 1)

2
. R1 % (10)(12) !

(10)(11)

2
. 93,5 % 81,5

Utilizando la hipótesis nula de que las posiciones centrales de las dos distribuciones po-
blacionales son iguales y la ecuación 15.13, la distribución del estadístico tiene una
media

E(U) % kU %
n1n2

2
%

(10)(12)

2
% 60

y una varianza

Var (U) % p2
U %

n1n2(n1 ! n2 ! 1)

12
%

(10)(12)(23)

12
% 230

Se deduce que

U . kU

pU

%
81,5 . 60

∂230
% 1,42 y p-valor % 0,1556

Por lo tanto, la hipótesis nula puede rechazarse a niveles de significación superiores a
15,56 por ciento. Con el nivel de significación habitual de 0,05, el resultado del contras-
te no es suficiente para concluir que los estudiantes dedican más tiempo a estudiar una
de estas materias que la otra. Podríamos haber utilizado un factor de corrección de con-
tinuidad en la aproximación normal. El p-valor será de algo más de 0,1556.

Si los estudiantes de contabilidad son la población 1, por lo que n1 % 12 y
R1 % 159,5, el resultado es el mismo, ya que z % .1,42. El p-valor sigue siendo
0,1556.

Minitab (contraste U de Mann-Whitney) Minitab calcula el valor z utilizando un
factor de corrección de continuidad. La Figura 15.6 es la salida Minitab del ejemplo
15.6. Obsérvese que el p-valor es algo más alto.

Mann–Whitney Test: Finance, Accounting

Finance    N =  10     Median =      10.000

Accounting   N =  12     Median =      11.500

Point estimate for ETA1-ETA2 is      -2.000
95.6 Percent CI for ETA1-ETA2 is (-5.001,1.000)

W = 93.5

Test of ETA1 = ETA2  vs  ETA1 not = ETA2 is significant at 0.1661
The test is significant at 0.1643 (adjusted for ties)

Figura 15.6. Ejemplo del número de horas de estudio (salida Minitab).
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
15.13. En un estudio se compararon empresas que te-

nían un comité de auditoría con empresas que
no lo tenían. Se midió en muestras de empresas
de cada tipo el grado de participación de los
consejeros en la propiedad por medio del núme-
ro de acciones que poseía el consejo de admi-
nistración en porcentaje del número total de ac-
ciones emitidas. En la muestra, la participación
de los consejeros era, en conjunto, mayor en las
empresas que no tenían comité de auditoría. Pa-
ra contrastar la significación estadística, se cal-
culó el estadístico U de Mann-Whitney. Se ob-
servó que (U . kU)/pU era 2,01 (véase la
referencia bibliográfica 1). ¿Qué conclusiones
pueden extraerse de este resultado?

15.14. Un analista bursátil elaboró a comienzos del
año una lista de acciones para comprar y otra
de acciones para vender. En una muestra alea-
toria de 10 acciones de la «lista de compra»,
los rendimientos porcentuales a lo largo del año
eran los siguientes:

9,6 5,8 13,8 17,2 11,6

4,2 3,1 11,7 13,9 12,3

En una muestra aleatoria independiente de 10
acciones de la «lista de venta», los rendimien-

tos porcentuales a lo largo del año eran los si-
guientes:

.2,7 6,2 8,9 11,3 2,1

3,9 .2,4 1,3 7,9 10,2

Utilice el contraste de Mann-Whitney para
interpretar estos datos.

15.15. En una muestra aleatoria de 12 titulados en ad-
ministración de empresas de una universidad
privada, los sueldos de partida aceptados des-
pués de licenciarse (en miles de dólares) fueron
los siguientes:

26,2 29,3 31,3 28,7 27,4 25,1

26,0 27,1 27,5 29,8 32,6 34,6

En una muestra aleatoria independiente de 10
titulados en administración de empresas de una
universidad pública, los sueldos de partida
aceptados después de licenciarse (en miles de
dólares) fueron los siguientes:

25,3 28,2 29,2 27,1 26,8

26,5 30,7 31,3 26,3 24,9

Analice los datos utilizando el contraste de
Mann-Whitney y comente los resultados.

15.4. Contraste de la suma de puestos de Wilcoxon

El contraste de la suma de puestos de Wilcoxon es parecido al contraste U de Mann-
Whitney. Los resultados son los mismos con ambos contrastes. Lo incluimos aquí para
completar el análisis, ya que es posible que se prefiera este contraste por su sencillez.

Estadístico T de la suma de los puestos de Wilcoxon
Supongamos que se dispone de n1 observaciones de la primera población y n2 observaciones de la
segunda. Se juntan las dos muestras y se ordenan las observaciones en sentido ascendente, asignando,
en caso de empate, la media de los puestos correspondientes. Sea T la suma de los puestos de las obser-
vaciones de la primera población (T en el contraste de la suma de puestos de Wilcoxon es igual que R1
en el contraste U de Mann-Whitney). Suponiendo que la hipótesis nula es verdadera, el estadístico de la
suma de puestos de Wilcoxon, T, tiene la media

E(T) % kT %
n1(n1 ! n2 ! 1)

2
(15.19)
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y la varianza

Var (T) % p2
T %

n1n2(n1 ! n2 ! 1)

12
(15.20)

Entonces, cuando las muestras son de gran tamaño (n1 n 10 y n2 n 10), la distribución normal
es una buena aproximación de la distribución de la variable aleatoria

Z %
T . kT

pT

(15.21)

Cuando hay un gran número de empates, la ecuación 15.20 puede no ser correcta (véase la
referencia bibliográfica 6).

En el caso de los datos de la Tabla 15.4, T % R1 % 93,5 y

E(T) % kT %
n1(n1 ! n2 ! 1)

2
%

10(23)

2
% 115

y

Var (T)% p2
T %

n1n2(n1 ! n2 ! 1)

12
% 230

Obsérvese que la varianza de la distribución muestral del estadístico de la suma de
puestos de Wilcoxon, T, es igual que la varianza de la distribución muestral del estadístico
de Mann-Whitney, U. Se deduce que

T . kT

pT

%
93,5 . 115

∂230
% .1,42 y p-valor % 0,1556

EJEMPLO 15.7. Beneficios de dos empresas
(contraste de la suma de puestos de Wilcoxon)

En un estudio que pretendía comparar los resultados de empresas que revelan las pre-
dicciones de la dirección sobre los beneficios con los resultados de las que no las reve-
lan, se tomaron muestras aleatorias de 80 empresas de cada una de las poblaciones. Se
midió la variabilidad de la tasa de crecimiento de los beneficios en los 10 periodos ante-
riores en cada una de las 160 empresas y se ordenaron estas variabilidades. La suma de
los puestos de las empresas que no revelan las predicciones de la dirección sobre los
beneficios era 7.287 (véase la referencia bibliográfica 5). Contraste la hipótesis nula de
que las posiciones centrales de las distribuciones poblacionales de las variabilidades de
los beneficios son las mismas en los dos tipos de empresas frente a la hipótesis alterna-
tiva bilateral. Demuestre que estos resultados son iguales que los del contraste U de
Mann-Whitney y los del contraste de la suma de puestos de Wilcoxon.
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Solución

Dado que tenemos que n1 % 80, n2 % 80 y R1 % 7.287, el valor calculado del estadístico
de Mann-Whitney es

U % n1n2 !
n1(n1 ! 1)

2
. R1 % (80)(80) !

(80)(81)

2
. 7.287 % 2.353

Según la hipótesis nula, el estadístico de Mann-Whitney tiene la media

kU %
n1n2

2
%

(80)(80)

2
% 3.200

y la varianza

p2
U %

n1n2(n1 ! n2 ! 1)

12
%

(80)(80)(161)

12
% 85.867

En este caso, tenemos que

z %
2.353 . 3.200

∂85.867
% .2,89

En la Tabla 1 de la distribución normal estándar del apéndice, vemos que el valor de
a/2 correspondiente a un valor de z de 2,89 es 0,0019, por lo que el p-valor es 0,0038.
Por lo tanto, la hipótesis nula puede rechazarse a todos los niveles de más del 0,38 por
ciento.

El contraste de la suma de puestos de Wilcoxon utiliza las ecuaciones 15.19 a 15.21.
La media de T es

E(T) %
n1(n1 ! n2 ! 1)

2
%

80(161)

2
% 6.440

La varianza de T es igual que la de U (la ecuación 15.14 es igual que la 15.20). Por lo
tanto, por la ecuación 15.21,

T . kT

pT

%
7.287 . 6.440

∂85.867
% 2,89

y, de nuevo, puede rechazarse la hipótesis nula a todos los niveles de más del 0,38 por
ciento. Se obtienen los mismos resultados utilizando el contraste U de Mann-Whitney
que utilizando el de la suma de los puestos de Wilcoxon. Estos datos constituyen, pues,
una prueba contundente en contra de la hipótesis de que las posiciones centrales de las
distribuciones de las variabilidades poblacionales de las tasas de crecimiento de los be-
neficios de las empresas que revelan las predicciones de los beneficios son iguales que
las de las empresas que no las revelan.

Ahora bien, si se nos hubieran dado los datos efectivos en lugar de simplemente los
puestos en la ordenación, podríamos haber realizado un contraste de la hipótesis nula
utilizando los métodos del Capítulo 11. Sin embargo, utilizando el contraste de Mann-
Whitney, hemos observado que la hipótesis nula puede rechazarse sin el supuesto de la
normalidad de la población.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
15.16. Una empresa entrevista tanto a expertos en mar-

keting como a expertos en economía financiera
para cubrir el puesto de dirección general. Un
equipo de altos directivos de la empresa realiza
una larga entrevista y un largo examen a una
muestra aleatoria de 10 expertos en marketing y
a una muestra aleatoria independiente de 14 ex-
pertos en economía financiera. A continuación,
ordena a los candidatos de 1 (el mejor para cu-
brir el puesto) a 24, como muestra la tabla ad-
junta. Contraste la hipótesis nula de que, en
conjunto, los altos directivos de la empresa no
tienen ninguna preferencia por los expertos en
marketing o por los expertos en economía fi-
nanciera frente a la hipótesis alternativa de que
prefieren los expertos en economía financiera.

1. economía financiera 13. marketing
2. economía financiera 14. economía financiera
3. marketing 15. economía financiera
4. economía financiera 16. economía financiera
5. economía financiera 17. marketing
6. marketing 18. marketing
7. economía financiera 19. economía financiera
8. marketing 20. economía financiera
9. marketing 21. economía financiera

10. marketing 22. marketing
11. economía financiera 23. marketing
12. economía financiera 24. economía financiera

15.17. Un profesor pidió a una muestra aleatoria de 15
alumnos y a una muestra aleatoria independien-
te de 15 alumnas que escribieran un ensayo al
final de un curso de escritura. A continuación,
el profesor ordenó estos ensayos de 1 (el mejor)
a 30 (el peor). Ésta es la ordenación.

Alumnos 26 24 15 16 8 29 12 6 18
11 13 19 10 28 7

Alumnas 22 2 17 25 14 21 5 30 3 9
4 1 27 23 20

Contraste la hipótesis nula de que en conjunto
el orden de los alumnos y el de las alumnas es el
mismo frente a la hipótesis alternativa bilateral.

15.18. Un boletín informativo califica los fondos de
inversión. Se eligen muestras aleatorias inde-
pendientes de 10 fondos que tienen la máxima
calificación y 10 que tienen la peor califica-
ción. Las cifras siguientes son las tasas porcen-
tuales de rendimiento que obtendrán estos 20
fondos el próximo año.

Mejor calificado 8,1 12,7 13,9 2,3 16,1 5,4 7,3
9,8 14,3 4,1

Peor calificado 3,5 14,0 11,1 4,7 6,2 13,3 7,0
7,3 4,6 10,0

Contraste la hipótesis nula de que no existe ningu-
na diferencia entre las posiciones centrales de las
distribuciones poblacionales de las tasas de ren-
dimiento frente a la hipótesis alternativa de que
los fondos mejor calificados tienden a obtener
mayores tasas de rendimiento que los peor cali-
ficados.

15.19. Se pregunta a una muestra aleatoria de 50 estu-
diantes qué sueldo debería estar dispuesta la
universidad a pagar para atraer a la persona idó-
nea para entrenar al equipo de fútbol. Se hace la
misma pregunta a una muestra aleatoria inde-
pendiente de 50 profesores. A continuación, se
juntan las 100 cifras sobre el sueldo y se orde-
nan (asignándose 1 al sueldo más bajo). La su-
ma de los puestos de los profesores es 2.024.
Contraste la hipótesis nula de que no existe nin-
guna diferencia entre las posiciones centrales de
las distribuciones de los sueldos propuestos por
los estudiantes y por los profesores frente a la
hipótesis alternativa de que en conjunto los es-
tudiantes propondrían un sueldo más alto para
atraer a un entrenador.

15.20. En un estudio se comparó el tiempo (en días)
que tardaba una muestra aleatoria de 120 em-
presas australianas que tienen buenos informes
de auditoría en publicar desde finales de año un
informe preliminar sobre los beneficios con el
que tardaba una muestra aleatoria independiente
de 86 empresas cuyos informes no eran buenos.
Se juntaron los tiempos que tardaban las 206
empresas y se ordenaron, asignándose al tiempo
más corto el puesto 1. La suma de los puestos
de las empresas cuya auditoría no era buena era
9.686 (véase la referencia bibliográfica 9). Con-
traste la hipótesis nula de que las posiciones
centrales de las dos distribuciones poblacionales
son idénticas frente a la hipótesis alternativa de
que las empresas cuya auditoría no era buena
tardaban más en publicar un informe preliminar
sobre sus beneficios.
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15.21. Se comparan los sueldos de partida de licencia-
dos en administración de empresas de dos des-
tacadas facultades de administración de em-
presas. Se toman muestras aleatorias de 30 estu-
diantes de cada una y se juntan y ordenan los

60 sueldos de partida. La suma de los puestos
de los estudiantes de una de las facultades es
1.243. Contraste la hipótesis nula de que las po-
siciones centrales de las distribuciones pobla-
cionales son idénticas.

15.5. Correlación de orden de Spearman

El coeficiente de correlación muestral puede verse seriamente afectado por las observacio-
nes extremas. Además, los contrastes basados en él recurren para su validez al supuesto de
la normalidad. Puede obtenerse una medida de la correlación en la que no influyen seria-
mente los valores extremos y en la que pueden basarse contrastes válidos de distribuciones
poblacionales muy generales utilizando los puestos en ordenaciones. El contraste resultante
será en ese caso no paramétrico.

Correlación de orden de Spearman

Supongamos que se toma una muestra aleatoria (x1, y1), ..., (xn, yn) de n pares de observacio-
nes. Si las xi y las yi se ordenan en sentido ascendente y se calcula la correlación muestral de
estos puestos, el coeficiente resultante se llama coeficiente de correlación de orden de
Spearman. Si no hay empates, una fórmula equivalente para calcular este coeficiente es

rs % 1 .

6
n

;
i%1

d2
i

n(n2
. 1)

(15.22)

donde las di son las diferencias entre los puestos de los miembros de los distintos pares.
Los siguientes contrastes de la hipótesis nula H0 de que no existe ninguna relación en la

población tienen un nivel de significación a.

1. Para contrastar la hipótesis nula de que no existe ninguna relación frente a la hipótesis
alternativa de que existe una relación positiva, la regla de decisión es

Rechazar H0 si rs b rs, a (15.23)

2. Para contrastar la hipótesis nula de que no existe ninguna relación frente a la hipótesis
alternativa de que existe una relación negativa, la regla de decisión es

Rechazar H0 si rs a .rs, a (15.24)

3. Para contrastar la hipótesis nula de que no existe ninguna relación frente a la hipótesis
alternativa bilateral de que existe alguna relación, la regla de decisión es

Rechazar H0 si rs a .rs, a/2 o rs b rs, a/2 (15.25)
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EJEMPLO 15.8. Promoción de los cruceros (correlación de orden
de Spearman)

Para promover los cruceros por el Mediterráneo, supongamos que una empresa de cru-
ceros se anuncia en 17 revistas de viajes. Se invita a los lectores a pedir folletos y lite-
ratura. Las dos variables que se quiere relacionar son:

X: coste de la publicidad y la distribución, en miles de dólares
Y: rendimiento de la publicidad

donde este último se define de la forma siguiente:

Y % (ingresos estimados de las solicitudes de información .

. coste de la publicidad) $ coste de la publicidad

La Tabla 15.5 enumera los puestos de estas dos variables de los 17 anuncios de revistas.
Calcule el coeficiente de correlación de orden de Spearman y contraste la relación entre
las variables.

Tabla 15.5. Cálculos de la correlación de orden del ejemplo de los cruceros.

Revista Orden (xi) Orden (yi) Di % orden (xi) . orden (yi) d2
i

1 14 2 12 144
2 8 4 4 16
3 1 16 .15 225
4 16 1 15 225
5 17 5 12 144
6 13 6 7 49
7 15 8 7 49
8 2 11 .9 81
9 7 9 .2 4

10 3 13 .10 100
11 6 12 .6 36
12 9 17 .8 64
13 5 3 2 4
14 4 7 .3 9
15 11 14 .3 9
16 12 15 .3 9
17 10 10 0 0

Suma 1.168

Solución

Dado que no hay empates, utilizamos la ecuación 15.22 y obtenemos

rs % 1 .

6
n

;
i%1

d2
i

n(n2
. 1)

% 1 .

6(1.168)

17[(17)2 . 1]
% .0,431
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Dado que hay 17 pares de observaciones, los puntos de corte (véase la Tabla 11 del
apéndice) en los contrastes al nivel del 10 por ciento y del 5 por ciento son, respectiva-
mente,

rs, 0,05 % 0,412 y rs, 0,025 % 0,49

La hipótesis nula de que no existe ninguna relación puede rechazarse frente a la hipóte-
sis alternativa bilateral, según la regla de decisión, al nivel del 10 por ciento, pero no al
nivel del 5 por ciento. Nuestras conclusiones no se basan en el supuesto de la normali-
dad de la población.

Si no hay empates, entonces es sencillo calcular la correlación de orden de Spearman
con el programa Minitab o con el Excel. Si hay empate, calculamos la correlación simple
(apartado 12.1) entre los puestos.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
15.22. Los estudiantes de un curso de tecnología de

comercio electrónico tienen que hacer un exa-
men final escrito y un proyecto para obtener la
calificación final. Las calificaciones de una
muestra aleatoria de 10 estudiantes tanto en el
examen como en el proyecto son

Examen 81 62 74 78 93 69 72 83 90 84

Proyecto 76 71 69 76 87 62 80 75 92 79

a) Halle el coeficiente de correlación de orden
de Spearman.

b) Contraste la relación.

15.23. La tabla adjunta muestra el rendimiento por-
centual de una muestra aleatoria de 20 fondos
de inversión a largo plazo en un periodo de 12

meses y los activos totales (en millones de dó-
lares).

Rendimiento Activos Rendimiento Activos Rendimiento Activos

29,3 300 16,0 421 12,9 75
27,6 70 15,5 99 11,3 610
23,7 3.004 15,2 756 9,9 264
22,3 161 15,0 730 7,9 27
22,0 827 14,4 436 6,7 71
19,6 295 14,0 143 3,3 719
17,6 29 13,7 117

a) Calcule el coeficiente de correlación de or-
den de Spearman.

b) Realice un contraste no paramétrico de la
hipótesis nula de que no existe ninguna rela-
ción en la población frente a una hipótesis
alternativa bilateral.

c) Analice las ventajas de un contraste no para-
métrico de estos datos.

RESUMEN

Los contrastes no paramétricos analizados en este capí-
tulo representan un subconjunto muy pequeño de los
métodos no paramétricos que se utilizan actualmente.
En capítulos posteriores, encontraremos algunos otros
contrastes que no dependen de la distribución.

Es instructivo comparar los contrastes de este capí-
tulo con los de los Capítulos 10 y 11, en los que exa-
minamos el problema de contrastar la igualdad de dos
medias poblacionales, suponiendo que las distribucio-
nes poblacionales son normales. También puede consi-
derarse que los contrastes desarrollados en este capítulo

son contrastes de esta hipótesis nula, pero suponiendo
solamente que las dos distribuciones poblacionales tie-
nen la misma forma. Ésta es la principal ventaja de los
métodos no paramétricos. Son adecuados con una am-
plia variedad de supuestos sobre las distribuciones po-
blacionales subyacentes.

Entre las ventajas de los contrastes no paramétricos
se encuentran las siguientes:

1. Menos supuestos sobre la población
No es necesario el supuesto de la normalidad. Es-
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tos contrastes no paramétricos son adecuados con
una amplia variedad de supuestos sobre las distri-
buciones poblacionales subyacentes.

2. Los cálculos son más sencillos
Los contrastes no paramétricos pueden realizarse
bastante deprisa, especialmente el contraste de
signos.

3. Pueden contrastarse datos nominales u ordinales
Por ejemplo, si todo lo que se sabe en un estudio
de comparación de productos es qué producto se
prefiere, puede aplicarse inmediatamente el con-
traste de signos. En muchas situaciones prácticas,
sólo se dispone de datos en forma de ordenaciones,
lo que lleva lógicamente a utilizar métodos como
el contraste de Wilcoxon o el de Mann-Whitney.

4. Influyen menos los casos atípicos
De la misma forma que en la media pueden influir
las observaciones extremas, lo mismo ocurre con
las inferencias basadas en los contrates t de los Ca-
pítulos 10 y 11. En cambio, los contrastes basados
en los puestos dan mucho menos peso a los valores
muestrales atípicos.

Uno de los inconvenientes de los contrastes no pa-
ramétricos es que, con el supuesto de la normalidad de
la población, los métodos no paramétricos son menos

poderosos. En el caso de las poblaciones que siguen
una distribución normal, los contrastes paramétricos
del Capítulo 11 son más poderosos que los contrastes
basados en ordenaciones, ya que estos últimos descar-
tan parte de la información de los datos. Es decir, los
contrastes paramétricos tienen más capacidad para de-
tectar los incumplimientos de la hipótesis nula. Sin em-
bargo, al menos en las muestras de moderado tamaño,
los contrastes como el de Wilcoxon y el de Mann-
Whitney sólo son algo menos poderosos que los con-
trastes t cuando las distribuciones poblacionales son
normales. Por esta razón, así como porque pueden apli-
carse en muchos más casos, estos contrastes no para-
métricos son muy conocidos. Además, cuando la distri-
bución poblacional se aleja mucho de la normal,
pueden tener mucho más poder que los contrastes co-
rrespondientes basados en la distribución normal. Los
programas informáticos también han aumentado el uso
de los contrastes no paramétricos.

Dado que los métodos no paramétricos son bastante
difíciles de extender a los problemas que implican la
construcción de complejos modelos, los métodos tradi-
cionales de los Capítulos 10 y 11, cuyo desarrollo es
mucho más sencillo, siguen constituyendo los elemen-
tos principales del análisis estadístico.

TÉRMINOS CLAVE

coeficiente de correlación
de orden de Spearman, 649

contraste de signos, 628

contraste de la suma de puestos
de Wilcoxon, 645

contraste U de Mann-Whitney, 641

contraste de Wilcoxon basado
en la ordenación
de las diferencias, 636

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

15.24. ¿Qué significa que un contraste no sea paramé-
trico? ¿Cuáles son las ventajas relativas de esos
contrastes?

15.25. Ponga un ejemplo realista de un problema esta-
dístico del mundo de la empresa en el que sea
preferible un contraste no paramétrico al con-
traste paramétrico alternativo.

15.26. En una muestra aleatoria de 12 analistas, 7
creen que las ventas de automóviles en Estados
Unidos probablemente serán mayores el año
que viene que éste, 2 creen que serán mucho
menores y los demás prevén que serán más o
menos iguales que este año. ¿Qué conclusión
podemos extraer de estos datos?

15.27. En una muestra aleatoria de 16 analistas de los
tipos de cambio, 8 creen que el yen japonés será
una excelente inversión este año, 5 creen que
será una mala inversión y 3 no tienen ninguna
opinión decidida sobre esta cuestión. ¿Qué con-
clusiones podemos extraer de estos datos?

15.28. En una muestra aleatoria de 100 estudiantes
universitarios, 35 esperan disfrutar de un nivel
de vida más alto que el de sus padres, 43 espe-
ran disfrutar de un nivel de vida más bajo y 22
esperan tener el mismo nivel de vida que sus
padres. ¿Son estos datos una prueba contunden-
te de que en la población de estudiantes es
mayor el número de estudiantes que esperan te-
ner un nivel de vida más bajo que el de sus pa-
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dres que el número de estudiantes que esperan
tener un nivel de vida más alto?

15.29. En una muestra aleatoria de 120 profesores de
administración de empresas, 48 creen que la ca-
pacidad de análisis de los estudiantes ha mejo-
rado en la última década, 35 creen que ha em-
peorado y 37 no ven ningún cambio perceptible.
Evalúe la fuerza de la evidencia muestral que
sugiere que el número de profesores que creen
que la capacidad de análisis ha mejorado es
mayor que el número de profesores que creen
que ha empeorado.

15.30. Se pide a una muestra aleatoria de 10 analistas
de empresas que valoren en una escala de 1
(muy malas) a 10 (muy buenas) las perspectivas
de su propia empresa y las de la economía en
general en el presente año. Los resultados obte-
nidos se muestran en la tabla adjunta. Utilizan-
do el contraste de Wilcoxon, analice la proposi-
ción de que en conjunto los analistas de
empresas son más optimistas sobre las perspec-
tivas de sus propias empresas que sobre las
perspectivas de la economía en general.

Analista
Propia

empresa
Economía
en general Analista

Propia
empresa

Economía
en general

1 8 8 6 6 9
2 7 5 7 7 7
3 6 7 8 5 2
4 5 4 9 4 6
5 8 4 10 9 6

15.31. Se construyen nueve pares de perfiles hipotéti-
cos de empleados de empresas que solicitan la
admisión en un máster de administración de
empresas. Dentro de cada par, los perfiles son
idénticos; lo único que varía es que uno de los
candidatos es un hombre y el otro es una mujer.
En las entrevistas realizadas en el proceso de
admisión, se evalúa en una escala de 1 (poca) a
10 (mucha) la idoneidad de los candidatos para
el programa. Los resultados se muestran en la
tabla adjunta. Analice estos datos utilizando el
contraste de Wilcoxon.

Entrevista Hombre Mujer Entrevista Hombre Mujer
1 8 8 6 9 9
2 9 10 7 5 3
3 7 5 8 4 5
4 4 7 9 6 2
5 8 8
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Esquema del capítulo

16.1. Contrastes de la bondad del ajuste: probabilidades especificadas
16.2. Contrastes de la bondad del ajuste: parámetros poblacionales

desconocidos
Un contraste de normalidad

16.3. Tablas de contingencia
Aplicaciones informáticas

Introducción

En este capítulo analizamos algunos contrastes que se basan en la distribución ji-cua-
drado. En primer lugar, examinamos un contraste de la hipótesis de que los datos son
generados por una distribución de probabilidad totalmente especificada. Los analistas de
mercado utilizan a menudo esta técnica para averiguar si los productos son preferidos
por igual por los posibles clientes o para averiguar si las cuotas de mercado de diversas
marcas de un producto han cambiado en un determinado periodo de tiempo.

A continuación, contrastamos la hipótesis de que los datos son generados por alguna
distribución, como la binomial, la distribución de Poisson o la normal sin suponer que se
conocen los parámetros de esa distribución. En estas circunstancias, pueden utilizarse
los datos de que se dispone para estimar los parámetros poblacionales desconocidos.
Cuando se estiman parámetros poblacionales, se utiliza un contraste de la bondad del
ajuste.

El contraste de la ji-cuadrado puede extenderse para abordar un problema en el que
se toma una muestra de la población y cada uno de sus miembros puede clasificarse de
manera inequívoca de acuerdo con un par de atributos. La hipótesis que se contrasta es
que no existe ninguna relación en la población entre las posesiones de estos atributos.
Los profesionales de las empresas utilizan este método frecuentemente. Para las tablas
de contingencia mayores, es cómodo utilizar un programa informático para calcular el
estadístico del contraste y el p-valor.



16.1. Contrastes de la bondad del ajuste:
probabilidades especificadas

Ilustramos el contraste más sencillo de este tipo con un estudio en que se observó una
muestra aleatoria de 33 sujetos que compraban una bebida refrescante. De estos sujetos, 8
seleccionaron la marca A, 10 seleccionaron la marca B y el resto seleccionó la marca C.
Esta información se muestra en la Tabla 16.1.

Tabla 16.1. Selección de una marca.

Categoría (marca) A B C Total

Número de sujetos 8 10 15 33

En términos más generales, consideremos una muestra aleatoria de n observaciones que
pueden clasificarse en K categorías. Si el número de observaciones que hay en cada cate-
goría es O1, O2, ..., OK, la clasificación es la que muestra la Tabla 16.2.

Tabla 16.2. Clasificación de n observaciones en K categorías.

Categoría 1 2 ñ K Total

Número de observaciones O1 O2 ñ OK n

Los datos muestrales se utilizan para contrastar una hipótesis nula que especifica las
probabilidades de que una observación pertenezca a cada una de las categorías. En el
ejemplo de los 33 sujetos que compran una bebida refrescante, la hipótesis nula (H0) po-
dría ser que un sujeto elegido aleatoriamente tiene las mismas probabilidades de seleccio-
nar cualquiera de las tres variedades. Esta hipótesis nula especifica, pues, que la probabili-
dad de que una observación muestral pertenezca a una de las tres categorías es de un
tercio. Para contrastar esta hipótesis, es lógico comparar el número observado con el que
se esperaría si la hipótesis nula fuera verdadera. Dado un total de 33 observaciones mues-
trales, el número esperado de sujetos en cada categoría si se cumple la hipótesis nula sería
(33)(1/3) % 11. La Tabla 16.3 resume esta información.

Tabla 16.3. Número observado y esperado de compras de tres marcas de bebidas
refrescantes.

Categoría (marca) A B C Total

Número observado de sujetos 8 10 15 33
Probabilidad (según H0) 1/3 1/3 1/3 1
Número esperado de sujetos (según H0) 11 11 11 33

En el caso general en el que hay K categorías, supongamos que la hipótesis nula espe-
cifica las probabilidades P1, P2, ..., PK de que una observación pertenezca a las categorías.
Supongamos que estas posibilidades son mutuamente excluyentes y colectivamente ex-
haustivas, es decir, cada observación debe pertenecer a una de las categorías y no puede
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pertenecer a más de una. En este caso, las probabilidades supuestas deben sumar 1; es
decir,

P1 ! P2 ! ñ ! PK % 1

Entonces, si hay n observaciones muestrales, el número esperado en cada categoría, se-
gún la hipótesis nula, es

Ei % nPi (i % 1, 2, ..., K)

como se muestra en la Tabla 16.4.

Tabla 16.4. Número observado y esperado en el caso de n observaciones y K categorías.

Categoría 1 2 ñ K Total

Número observado O1 O2 ñ OK n
Probabilidad (según H0) P1 P2 ñ PK 1
Número esperado de sujetos (según H0) E1 % nP1 E2 % nP2 ñ EK % nPK n

La hipótesis nula sobre la población especifica las probabilidades de que una observa-
ción muestral pertenezca a cada categoría. Las observaciones muestrales se utilizan para
contrastar esta hipótesis. Si los valores muestrales observados en cada categoría son muy
parecidos a los esperados si la hipótesis nula fuera verdadera, este hecho apoyaría esa
hipótesis. En esas circunstancias, los datos constituyen un buen ajuste de la distribución de
probabilidad que hemos supuesto que sigue la población. Los contrastes de la hipótesis nu-
la se basan en una valoración del grado de ajuste y generalmente se conocen con el nom-
bre de contrastes de la bondad del ajuste.

Ahora bien, para contrastar la hipótesis nula, es lógico examinar las magnitudes de las
discrepancias entre lo que se observa y lo que se espera. Cuanto mayores son estas discre-
pancias en valor absoluto, más sospechamos de la hipótesis nula. La variable aleatoria de
la Ecuación 16.1 se conoce con el nombre de variable aleatoria ji-cuadrado.

Variable aleatoria ji-cuadrado
Se selecciona una muestra aleatoria de n observaciones, cada una de las cuales puede clasifi-
carse exactamente en una de K categorías. Supongamos que el número observado en cada
categoría es O1, O2, ..., OK. Si una hipótesis nula (H0) especifica las probabilidades P1, P2, ...,
PK de que una observación pertenezca a cada una de estas categorías, los números espera-
dos en las categorías, si se cumple H0, serían

Ei % nPi (i % 1, 2, ..., K)

Si la hipótesis nula es verdadera y el tamaño de la muestra es suficientemente grande para
que los valores esperados sean al menos de 5, la variable aleatoria relacionada con

s2
%

K

;
i%1

(Oi . Ei)
2

Ei

(16.1)

se aproxima bastante bien a una distribución ji-cuadrado con (K . 1) grados de libertad.
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Intuitivamente, el número de grados de libertad se deduce del hecho de que las Oi de-
ben sumar n. Por lo tanto, si se conoce el número de miembros de la muestra, n, así como
el número de observaciones que pertenecen a cualquiera (K . 1) de las categorías, también
se conoce el número que pertenece a la K-ésima categoría. La hipótesis nula se rechazará
cuando el número observado sea muy diferente del esperado, es decir, cuando los valores
del estadístico de la ecuación 16.1 sean excepcionalmente altos. A continuación, se mues-
tra el contraste de la bondad del ajuste.

Un contraste de la bondad del ajuste: probabilidades especificadas
Un contraste de la bondad del ajuste, de nivel de significación a, de H0 frente a la hipótesis
alternativa de que las probabilidades especificadas no son correctas se basa en la regla de
decisión

Rechazar H0 si
k

;
i%1

(Oi . Ei)
2

Ei

b s2
K.1, a

donde s2
K.1, a es el número tal que

P(s2
K.1 b s2

K.1, a) % a

y la variable aleatoria s2
K.1 sigue una distribución ji-cuadrado con (K . 1) grados de libertad.

Para ilustrar este contraste, consideremos de nuevo los datos de la Tabla 16.3 sobre la
selección de una marca. La hipótesis nula es que las probabilidades de las tres categorías
son las mismas. El contraste de esta hipótesis se basa en

s2
%

3

;
i.1

(Oi . Ei)
2

11
!

(8 . 11)2

11
!

(10 . 11)2

11
!

(15 . 11)2

11
% 2,36

Hay K % 3 categorías, por lo que los grados de libertad de la distribución ji-cuadrado son
K . 1 % 2. En la Tabla 7 del apéndice vemos que

s2
2, 0,10 % 4,61

Por lo tanto, según nuestra regla de decisión, la hipótesis nula no puede rechazarse al nivel
de significación del 10 por ciento. Estos datos no contienen ninguna prueba contundente en
contra de la hipótesis de que un sujeto elegido aleatoriamente tiene las mismas probabili-
dades de seleccionar cualquiera de las tres marcas de bebidas refrescantes.

EJEMPLO 16.1. Compañía de gas (ji-cuadrado)

Una compañía de gas, basándose en la experiencia, ha llegado a la conclusión de que al
final del invierno ha cobrado el 80 por ciento de sus facturas, cobrará el 10 por ciento
un mes más tarde, el 6 por ciento 2 meses más tarde y el 4 por ciento más de 2 meses
más tarde. Al final de este invierno, la compañía ha comprobado una muestra aleatoria
de 400 facturas y ha observado que ha cobrado 287, que cobrará 49 dentro de 1 mes, 30
dentro de 2 meses y 34 dentro de más de 2 meses. ¿Sugieren estos datos que este invier-
no no está siguiéndose la pauta de años anteriores?
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Solución

Según la hipótesis nula de que las proporciones del presente invierno siguen la pauta
histórica, las respectivas probabilidades de las cuatro categorías son 0,8, 0,1, 0,06 y
0,04. Según la hipótesis, los números esperados de facturas de cada categoría, en una
muestra aleatoria de 400 facturas, serían

400(0,8) % 320 400(0,1) % 40 400(0,06) % 24 400(0,04) % 16

Los números observado y esperado son

Número de meses 0 1 2 Más de 2 Total

Número observado 287 49 30 34 400
Probabilidad (según H0) 0,80 0,10 0,06 0,04 1
Número esperado (según H0) 320 40 24 16 400

El contraste de la hipótesis nula (H0) se basa en

s2
%

4

;
i.1

(Oi . Ei)
2

Ei

%
(287 . 320)2

320
!

(49 . 40)2

40
!

(30 . 24)2

24
!

(34 . 16)2

16
% 27,17

Aquí hay K % 4 categorías, por lo que hay K . 1 % 3 grados de libertad. En la Tabla 7
del apéndice vemos que

s2
3, 0,005 % 12,84

Dado que 27,178 es mucho mayor que 12,84, la hipótesis nula se rechaza clara-
mente, incluso al nivel de significación del 0,5 por ciento. Estos datos no constituyen,
desde luego, una prueba contundente para sospechar que la pauta de cobro de las factu-
ras del gas de este año es diferente de la histórica. El examen de los números de la tabla
muestra que este año hay más facturas que se cobrarán más tarde que en años anteriores.

Conviene hacer una advertencia. Las cifras utilizadas para calcular el estadístico del
contraste en la ecuación 16.1 deben ser el número observado y el número esperado en ca-
da categoría. No es correcto, por ejemplo, utilizar los porcentajes de miembros que hay en
cada categoría.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

16.1. Un profesor está pensando utilizar un nuevo libro
para el curso de contabilidad financiera y tiene
tres posibilidades: Contabilidad financiera fácil,
Contabilidad financiera sin lágrimas y Contabi-
lidad financiera para obtener un beneficio y por
placer. Se pone en contacto con una muestra
aleatoria de 60 estudiantes que ya han asistido al
curso y le pide a cada uno que eche una ojeada a

los tres libros y le indique cuál es el que más
prefiere. La tabla muestra los resultados obteni-
dos. Contraste la hipótesis nula de que en esta
población sus primeras preferencias están distri-
buidas por igual entre los tres libros.

Libro Fácil
Sin

lágrimas
Beneficio
y placer

Número de primeras
preferencias 17 25 18
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16.2. En un estudio, se seleccionó una muestra aleato-
ria de 75 fondos de inversión cuyo rendimiento
en el periodo 1998-2000 se encontraba en el 20
por ciento más rentable de todos los fondos. Se
observó su rendimiento durante los 3 años si-
guientes. Suponga que en este segundo periodo
13 de los fondos de la muestra se clasificaron en
el 20 por ciento más rentable, 20 en el segundo
20 por ciento, 18 en el tercer 20 por ciento, 11
en el cuarto 20 por ciento y el resto en el 20 por
ciento inferior. Contraste la hipótesis nula de que
un fondo del 20 por ciento más rentable en 1998-
2000 seleccionado aleatoriamente tiene las mis-
mas probabilidades de pertenecer a cada una de
las cinco categorías posibles de rendimiento en
los 3 años siguientes.

16.3. Una compañía de seguros quería averiguar la im-
portancia que tenía el precio en la elección de un
hospital de una zona. Pidió a una muestra aleato-
ria de 450 consumidores que seleccionaran una
respuesta entre «ninguna importancia», «es im-
portante» o «mucha importancia». Los números
respectivos que seleccionaron estas respuestas
fueron 142, 175, 133. Contraste la hipótesis nula
de que un consumidor elegido aleatoriamente tie-
ne las mismas probabilidades de seleccionar cada
una de estas tres respuestas.

16.4. Los datos de producción indican que el 93 por
ciento de los componentes electrónicos que se
producen no tiene ningún defecto, el 5 por ciento
tiene un defecto y el 2 por ciento tiene más de
un defecto. En una muestra aleatoria de 500
componentes producidos en una semana, se ob-
servó que 458 no tenían ningún defecto, 30 te-
nían un defecto y 12 tenían más de un defecto.
Contraste al nivel del 5 por ciento la hipótesis
nula de que la calidad de la producción de esta
semana es conforme a la pauta habitual.

16.5. Una institución benéfica solicita donaciones por
teléfono. Se ha observado que el 60 por ciento de
todas las personas contactadas por teléfono se
niega a hacer una donación, el 30 por ciento pide
más información por correo con la promesa de
considerar al menos la posibilidad de donar y el
10 por ciento hace inmediatamente una donación
por medio de una tarjeta de crédito. En una
muestra aleatoria de 100 llamadas realizadas esta
semana, 65 se negaron a donar, 31 solicitaron
más información por correo y 4 hicieron inme-
diatamente una donación por medio de una tarje-
ta de crédito. Contraste al nivel del 10 por ciento
la hipótesis nula de que la pauta de resultados de
esta semana es similar a la de semanas anteriores.

16.6. El gerente de una universidad ha observado que
el 60 por ciento de todos los estudiantes conside-
ra que los cursos son muy útiles, el 20 por ciento
considera que son algo útiles y el 20 por ciento
considera que son inútiles. En una muestra alea-
toria de 100 estudiantes que asisten a los cursos
de administración de empresas, 68 piensan que el
curso en cuestión es muy útil, 68 piensan que es
algo útil y 14 que es inútil. Contraste la hipótesis
nula de que la distribución poblacional de los
cursos de administración de empresas es la mis-
ma que la de todos los cursos.

16.7. En un supermercado se venden varios tipos de
yogur. El dueño del supermercado sabe, por un
estudio anterior sobre los sabores elegidos por
los clientes, que el 20 por ciento pidió el sabor
A, el 35 por ciento pidió el sabor B, el 18 por
ciento pidió el sabor C, el 12 por ciento pidió el
sabor D y el resto pidió el sabor E. Ahora el due-
ño, que piensa que las preferencias de los clien-
tes han cambiado, toma una muestra aleatoria de
80 clientes y observa que 12 prefieren el A, 16
prefieren el B, 30 prefieren el C, 7 prefieren el E
y el resto prefiere el D. Averigüe si las preferen-
cias de los clientes han cambiado desde el estu-
dio anterior.

16.8. En una encuesta de mercado reciente, se dieron a
probar cinco bebidas refrescantes para averiguar
si los clientes preferían alguna de ellas. Se pidió
a cada persona que indicara cuál era su bebida
favorita. Los resultados fueron los siguientes: be-
bida A, 20; bebida B, 25; bebida C, 28; bebida
D, 15, y bebida E, 27. ¿Existe una preferencia
por alguna de estas bebidas refrescantes?

16.9. Un equipo de estudiantes de marketing debía
averiguar qué pizza gustaba más a los estudian-
tes matriculados en su universidad. Hace dos
años, se hizo un estudio parecido y se observó
que el 40 por ciento de todos los estudiantes de
esta universidad prefería la pizza de Bellini, el
25 por ciento prefería la pizza de Anthony, el
20 por ciento prefería la pizza de Ferrara y el
resto la pizza de Marie. Para ver si han cambia-
do las preferencias, se seleccionaron aleatoria-
mente 180 estudiantes y se les pidió que indica-
ran sus preferencias en el caso de la pizza. Los
resultados fueron los siguientes: 40 selecciona-
ron la pizza de Ferrara, 32 seleccionaron la de
Marie, 80 seleccionaron la de Bellini y el resto
seleccionó la de Anthony. ¿Indican los datos que
las preferencias han cambiado desde el estudio
anterior?
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16.10. Se ha pedido a una muestra aleatoria de profe-
sores de estadística que hagan una encuesta con
preguntas sobre el contenido del plan de estu-
dios, la integración del uso de computadores y
las preferencias por los programas informáticos.
De las 250 respuestas, 100 profesores han indi-

cado que prefieren el paquete estadístico M y
80 el programa informático E, mientras que el
resto está repartido por igual entre el programa
informático S y el P. ¿Indican los datos que los
profesores prefieren alguno de estos programas
informáticos?

16.2. Contrastes de la bondad del ajuste:
parámetros poblacionales desconocidos

En el apartado 16.1 hemos contrastado la hipótesis de que los datos son generados por una
distribución de probabilidad totalmente especificada. En este contraste, la hipótesis nula
especifica la probabilidad de que una observación muestral pertenezca a cualquiera de las
categorías. Sin embargo, a menudo hay que contrastar la hipótesis de que los datos son ge-
nerados por alguna distribución, como la binomial, la distribución de Poisson o la normal,
sin suponer que se conocen los parámetros de esa distribución. En estas circunstancias, no
puede aplicarse el apartado 16.1, pero pueden utilizarse los datos de que se dispone para
estimar los parámetros poblacionales desconocidos. A continuación, formulamos el con-
traste de la bondad del ajuste que se utiliza cuando se estiman parámetros poblacionales.

Contrastes de la bondad del ajuste cuando se estiman
parámetros poblacionales
Supongamos que una hipótesis nula especifica las probabilidades de diferentes categorías que
dependen de la estimación (a partir de los datos) de m parámetros poblacionales desconoci-
dos. El contraste de la bondad del ajuste cuando se estiman parámetros poblacionales
es precisamente el del apartado 16.1, con la salvedad de que el número de grados de libertad
de la variable aleatoria ji-cuadrado es

Grados de libertad % (K . m . 1) (16.2)

donde K es el número de categorías.

Consideremos un contraste para averiguar si los datos son generados por la distribución
de Poisson. Un método para intentar resolver las cuestiones relacionadas con los conflictos
sobre la autoría de un texto es contar el número de veces que aparecen determinadas pala-
bras en distintos párrafos del texto y compararlo con los resultados de pasajes cuyo autor
se conoce; a menudo puede realizarse esta comparación suponiendo que el número de ve-
ces que aparecen determinadas palabras sigue una distribución de Poisson. Un ejemplo de
este tipo de investigación es el estudio de The Federalist Papers (véase la referencia bi-
bliográfica 10).

EJEMPLO 16.2. Federalist Papers (ji-cuadrado)

En una muestra de 262 párrafos (cada uno de los cuales tenía alrededor de 200 pala-
bras) de The Federalist Papers (véase la referencia bibliográfica 10), el número medio
de veces que aparecía la palabra may era de 0,66. La Tabla 16.5 muestra el número de
veces que aparece esta palabra en los 262 párrafos de la muestra. Contraste la hipó-
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Tabla 16.5. Número de veces que aparece la palabra may en 262 párrafos
de The Federalist Papers.

Número de apariciones 0 1 2 3 o más

Frecuencia observada 156 63 29 14

tesis nula de que la distribución poblacional de las veces que aparece es una distribu-
ción de Poisson, sin suponer que se conoce previamente la media de esta distribución.

Solución

Recuérdese que si la distribución de Poisson es adecuada, la probabilidad de x aparicio-
nes es

P(x) %
e.jjx

x!

donde j es el número medio de apariciones. Aunque esta media poblacional es descono-
cida, puede estimarse por medio de la media muestral de 0,66. En ese caso, sustituyen-
do j por 0,66 es posible estimar la probabilidad de cualquier número de apariciones si
se cumple la hipótesis nula de que la distribución poblacional es de Poisson. Por ejem-
plo, la probabilidad de dos apariciones es

P(2) %
e.0,66(0,66)2

2!

%
(0,5169)(0,66)2

2
% 0,1126

También pueden hallarse las probabilidades de que la palabra no aparezca nunca y de
que aparezca una vez, por lo que la probabilidad de que aparezca tres veces o más es

P(X n 3) % 1 . P(0) . P(1) . P(2)

Estas probabilidades se muestran en la segunda fila de la Tabla 16.6.

Tabla 16.6. Frecuencia observada y esperada en The Federalist Papers.

Número de apariciones 0 1 2 3 o más Total

Frecuencias observadas 156 63 29 14 262
Probabilidades 0,5169 0,3412 0,1126 0,0293 1
Frecuencias esperadas según H0 135,4 89,4 29,5 7,7 262

Las frecuencias esperadas si se cumple la hipótesis nula se obtienen entonces, exac-
tamente igual que antes, de la siguiente manera:

Ei % nPi (i % 1, 2, ..., K)
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Así, por ejemplo, la frecuencia esperada de dos apariciones de la palabra may en 262
párrafos del texto es (262) (0,1126) % 29,5. Dado que la propia variable es un número
entero, es mejor no redondear estos valores esperados a valores enteros. La fila inferior
de la Tabla 16.6 muestra estas frecuencias esperadas. El estadístico del contraste es

s2
%

4

;
i%1

(Oi . Ei)
2

Ei

%
(156 . 135,4)2

135,4
!

(63 . 89,4)2

89,4
!

(29 . 29,5)2

29,5
!

(14.7,7)2

7,7
%16,0

Dado que hay cuatro categorías y se ha estimado un parámetro, el número aproximado
de grados de libertad del contraste es 2. En la Tabla 7 del apéndice vemos que

s2
2, 0,005 % 10,60

Por lo tanto, la hipótesis nula de que la distribución poblacional es de Poisson puede
rechazarse al nivel de significación del 0,5 por ciento. Los datos son una prueba real-
mente contundente en contra de la hipótesis.

Para resolver el ejemplo 16.2 utilizando el programa Excel, véase el apéndice de este
capítulo.

Un contraste de normalidad

La distribución normal desempeña un importante papel en estadística y tanto la validez co-
mo algunas propiedades de optimalidad de muchos métodos prácticos dependen del su-
puesto de que los datos muestrales siguen una distribución normal. En el Capítulo 6 anali-
zamos representaciones gráficas de probabilidades normales para buscar pruebas de la
ausencia de normalidad. En el 8 (Figuras 8.2 y 8.9) buscamos visualmente pruebas de la
ausencia de normalidad averiguando si los puntos de los gráficos de los distintos cuartiles
estaban «cerca» de la línea recta. A continuación, examinamos un contraste del supuesto
de la normalidad adaptando el método ji-cuadrado. Este contraste es fácil de realizar y es
probablemente más poderoso.

Supongamos que tenemos una muestra X1, X2, ..., Xn de n observaciones de una pobla-
ción. Nuestro enfoque se basa en averiguar si estos datos reflejan dos características de la
distribución normal. La primera es la simetría en torno a la media. Utilizando la informa-
ción muestral, el sesgo de una población se estima de la siguiente manera:

Sesgo %

n

;
i%1

(xi . x6)3

ns3

donde x6 y s son la media y la desviación típica muestrales, respectivamente. La parte im-
portante de esta expresión es el numerador; el denominador tiene por objeto simplemente
la estandarización, de tal forma que las unidades de medición sean irrelevantes. El sesgo
será positivo si una distribución está sesgada hacia la derecha, ya que el promedio de los
cubos de las diferencias en torno a la media muestral es positivo. El sesgo será negativo en
las distribuciones sesgadas hacia la izquierda y 0 en las distribuciones, como la normal,
que son simétricas en torno a la media.

Capítulo 16. Contrastes de la bondad del ajuste y tablas de contingencia 663



Dado que hay diferentes distribuciones simétricas, es necesaria otra característica para
distinguir una distribución normal. Para calcular la varianza muestral, se utilizan los cua-
drados de las diferencias en torno a la media, mientras que el sesgo se basa en el cubo de
las diferencias en torno a la media. El paso lógico siguiente es observar estas diferencias
elevadas a la cuarta potencia, lo que da lugar al concepto de curtosis muestral:

Curtosis %

n

;
i%1

(xi . x6)4

ns4

La curtosis es una medida del peso de las colas de una función de densidad. Se sabe que
en el caso de la distribución normal la curtosis poblacional es 3.

El sesgo y la curtosis muestrales pueden calcularse a partir de los datos utilizando estas
fórmulas. También se incluyen automáticamente en la salida de la mayoría de los paquetes
estadísticos. Sin embargo, en los paquetes estadísticos pueden utilizarse otras fórmulas pa-
ra hallar estos valores. Un contraste que tiene en cuenta tanto el sesgo como la curtosis es
el estadístico del contraste de la normalidad de Bowman-Shelton, que se obtiene aplicando
la ecuación 6.3.

Contraste de la normalidad de Bowman-Shelton
El contraste de la normalidad de Bowman-Shelton se basa en la cercanía del sesgo mues-
tral a 0 y en la cercanía de la curtosis muestral a 3. El estadístico del contraste es

B % nC
(Sesgo)2

6
!

(Curtosis . 3)2

24 D (16.3)

Se sabe que cuando el número de observaciones muestrales es muy grande, este estadístico
tiene, si se cumple la hipótesis nula de que la distribución poblacional es normal, una distribu-
ción ji-cuadrado con 2 grados de libertad. La hipótesis nula se rechaza, por supuesto, cuando
los valores del estadístico son altos.

Desgraciadamente, la ji-cuadrado como aproximación de la distribución del estadístico
del contraste de Bowman-Shelton, B, sólo es buena cuando la muestra es de gran tamaño.
La Tabla 16.7 muestra las diferentes relaciones entre los tamaños muestrales y los niveles
de significación del 5 y el 10 por ciento. El método recomendado es calcular el estadístico,
B, en la ecuación 16.3 y rechazar la hipótesis nula de la normalidad si el estadístico es su-
perior al valor correspondiente de la Tabla 16.7.

Tabla 16.7. Puntos de significación del estadístico de Bowman-Shelton
(véase la referencia bibliográfica 1).

Tamaño
muestral n

Significación
del 10%

Significación
del 5%

Tamaño
muestral n

Significación
del 10%

Significación
del 5%

20 2,13 3,26 200 3,48 4,43
30 2,49 3,71 250 3,54 4,51
40 2,70 3,99 300 3,68 4,60
50 2,90 4,26 400 3,76 4,74
75 3,09 4,27 500 3,91 4,82

100 3,14 4,29 800 4,32 5,46
125 3,31 4,34 ä 4,61 5,99
150 3,43 4,39
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EJEMPLO 16.3. Tasas de rendimiento (contraste de normalidad)

Supongamos que una muestra aleatoria de 300 tasas diarias de rendimiento de un con-
trato de futuros de cítricos tenía un sesgo de 0,0305 y una curtosis de 3,08. Contras-
te la hipótesis nula de que la verdadera distribución de estas tasas de rendimiento es
normal.

Solución

Hallamos el estadístico de Bowman-Shelton, B:

B % 300 C
(0,0305)2

6
!

(0,08)2

24 D% 0,1265

La comparación de este resultado con los puntos de significación de la Tabla 16.7 da,
desde luego, pocas razones para pensar que la distribución poblacional no sea normal.

Existen otros muchos contrates de la normalidad, entre los que se encuentran el de
Kolmogorov-Smirnov, el de Anderson-Darling y el de Ryan-Joiner. Estos métodos, que
no se explican aquí, pueden utilizarse por medio de programas como Minitab.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

16.11. Durante un periodo de 100 semanas, se observó
el número semanal de averías de una máquina y
se anotó en la tabla adjunta. Se observó que el
número semanal medio de averías era 2,1. Con-
traste la hipótesis nula de que la distribución
poblacional de las averías es de Poisson.

Número de averías 0 1 2 3 4 5 o más

Número de semanas 10 24 32 23 6 5

16.12. En un periodo de 100 minutos, pasó por el
puesto de peaje de una autopista un total de
190 vehículos. La tabla adjunta muestra la fre-
cuencia de llegadas por minuto en este periodo.
Contraste la hipótesis nula de que la distribu-
ción poblacional es de Poisson.

Número de llegadas
en minutos 0 1 2 3 4 o más

Frecuencia observada 10 26 35 24 5

16.13. En un estudio, se pidió a una muestra aleatoria
de 50 estudiantes que estimaran la cantidad de
dinero que gastaban en libros de texto en un
año. Se observó que el sesgo muestral de estas
cantidades era 0,83 y la curtosis muestral era
3,98. Contraste al nivel del 10 por ciento la
hipótesis nula de que la distribución poblacional
de las cantidades gastadas es normal.

16.14. Se tomó una muestra aleatoria de 100 medicio-
nes de la resistencia de los componentes elec-
trónicos producidos en una semana. El sesgo
muestral era 0,63 y la curtosis muestral era
3,85. Contraste la hipótesis nula de que la dis-
tribución poblacional es normal.

16.15. Utilice el contraste de Bowman-Shelton pa-
ra averiguar si las cantidades gastadas en tien-
das de alimentación por una muestra aleatoria
de clientes de Bishop’s Supermarket sigue una
distribución normal. Utilice el fichero de datos
Bishop.

16.16. Una muestra aleatoria de 125 saldos de titulares
de una tarjeta de crédito indica que el sesgo
muestral es 0,55 y la curtosis muestral es 2,77.
Contraste la hipótesis nula de que la distribu-
ción poblacional es normal.
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16.3. Tablas de contingencia

Supongamos que se toma una muestra de una población, cuyos miembros pueden clasifi-
carse de forma inequívoca de acuerdo con un par de atributos, A y B. Debe contrastarse la
hipótesis de que no existe ninguna asociación o dependencia en la población entre la pose-
sión del atributo A y la del atributo B. Por ejemplo, una agencia de viajes puede querer
saber si hay alguna asociación entre el sexo de los clientes y el método que emplean para
hacer una reserva de avión. Una empresa de auditoría puede querer examinar la relación
entre la edad de las personas y el tipo de declaración de la renta que hacen. O en un estu-
dio médico, una compañía farmacéutica puede querer saber si el éxito de un medicamento
utilizado para controlar el colesterol depende del peso de la persona. Una empresa de estu-
dios de mercado puede averiguar si la elección de los cereales por parte de un cliente de-
pende de alguna manera del color de la caja de cereales. Quizá existe una relación entre la
afiliación política y el apoyo a una enmienda que se va a someter a votación en las próxi-
mas elecciones.

Supongamos que hay r categorías en A y c categorías en B, por lo que es posible hacer
un total de rc cruces de categorías. El número de observaciones muestrales que pertenecen
tanto a la i-ésima categoría de A como a la j-ésima categoría de B se representa por medio
de Oij, donde i % 1, 2, ..., r y j % 1, 2, ..., c. La Tabla 16.8 se llama tabla de contingencia
r # c. Por comodidad, hemos añadido en ella los totales de las filas y de las columnas y
los representamos, respectivamente, por medio de R1, R2, ..., Rr y C1, C2, ..., Cc.

Tabla 16.8. Clasificación cruzada de n observaciones en una tabla de contingencia r # c.

Atributo B
Atributo A 1 2 ñ c Total

1 O11 O12 ñ O1c R1

2 O21 O22 ñ O2c R2

ó ó ó ñ ó ó

r Or1 Or2 ñ Orc Rr

Total C1 C2 ñ Cc n

Para contrastar la hipótesis nula de que no existe ninguna asociación entre los atri-
butos A y B, preguntamos cuántas observaciones esperaríamos encontrar en cada cruce
de categorías si esa hipótesis fuera verdadera. Esta pregunta tiene sentido cuando los to-
tales de las filas y de las columnas son fijos. Consideremos la clasificación conjunta co-
rrespondiente a la i-ésima fila y la j-ésima columna de la tabla. Hay un total de Cj ob-
servaciones en la j-ésima columna y, suponiendo que no existe ninguna asociación,
sería de esperar que cada uno de estos totales de las columnas estuviera distribuido en-
tre las filas en proporción al número total de observaciones de cada i-ésima fila. Por lo
tanto, sería de esperar que una proporción Ri/n de estas Cj observaciones estuviera en la
i-ésima fila. Por consiguiente, el número esperado estimado de observaciones en cada
una de las categorías del cruce es

Eij %
RiCj

n
para (i % 1, 2, ..., r; j % 1, 2, ..., c)

donde Ri y Cj son los totales de las filas y de las columnas.
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Nuestro contraste de la hipótesis nula de que no existe ninguna asociación se basa
en las magnitudes de las diferencias entre los números observados y los que serían de
esperar si esa hipótesis fuera verdadera. La variable aleatoria de la ecuación 16.4 es una
versión generalizada de la que hemos introducido en el apartado 16.1.

Variable aleatoria ji-cuadrado en el caso de tablas de contingencia
Puede demostrarse que si se cumple la hipótesis nula, la variable aleatoria relacionada con

s2
%

r

;
i%1

c

;
j%1

(Oij . Eij)
2

Eij

(16.4)

se aproxima bastante a una distribución ji-cuadrado con (r . 1)(c . 1) grados de libertad. La
aproximación funciona bien si no más del 20 por ciento de los números esperados estimados
Eij es de menos de 5. A veces pueden agregarse clases contiguas para satisfacer este supuesto.

El doble sumatorio de la ecuación 16.4 implica que el sumatorio abarca todas las rc
casillas de la tabla. El número de grados de libertad se debe a que los totales de las filas y
de las columnas son fijos. Si éstos se conocen y también se conocen las (r . 1) (c . 1)
entradas correspondientes a las (r . 1) primeras filas y (c . 1) primeras columnas, es po-
sible deducir el resto de las entradas de la tabla. Es evidente que la hipótesis nula de la
ausencia de una asociación se rechazará en el caso de que las grandes diferencias absolutas
entre los números observados y los esperados sean grandes, es decir, en el caso de los va-
lores altos del estadístico de la ecuación 16.4. A continuación, se resume el método de
contraste.

Un contraste de asociación en las tablas de contingencia
Supongamos que se clasifica una muestra de n observaciones según dos atributos en una ta-
bla de contingencia r # c. Sea Oij el número de observaciones que hay en la casilla que está
en la i-ésima fila y la j-ésima columna. Si la hipótesis nula es

H0 : no existe ninguna asociación entre los dos atributos en la población

el número esperado estimado de observaciones en cada casilla, si se cumple H0, es

Eij %
RiCj

n
(16.5)

donde Ri y Cj son los totales de las filas y de las columnas. Un contraste de asociación a un
nivel de significación a se basa en la siguiente regla de decisión:

Rechazar H0 si
r

;
i%1

c

;
j%1

(Oij . Eij)
2

Eij

b s2
(r.1)(c.1), a

EJEMPLO 16.4. American Traveler Survey (contraste de asociación)

La American Traveler Survey de 1999 realizada por Plog Research Inc. suministra in-
formación basada en una muestra aleatoria de 10.536 adultos (de 18 años o más) esta-
dounidenses sobre sus hábitos en los viajes por motivos de negocios y por placer, el uso
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de la tecnología y las pautas de gasto en los viajes y una comparación de los hábitos de
los que recurren a agencias de viajes con los de los que no recurren a ellas (véase la
referencia bibliográfica 6). Supongamos que en un estudio parecido una agencia de via-
jes tomara una muestra aleatoria de individuos de su mercado para averiguar si existe
alguna asociación entre el sexo de los encuestados y los métodos utilizados por ellos
para hacer reservas de avión para su último viaje de placer, ya sea nacional o interna-
cional. La Tabla 16.9 muestra los números de observaciones de cada uno de los seis
cruces posibles. Por comodidad, también se indican los totales de las filas y de las co-
lumnas. Contraste la hipótesis nula de que no existe ninguna asociación entre estos atri-
butos, en este caso, que no existe ninguna asociación entre el sexo de los sujetos y el
método utilizado para hacer reservas de avión.

Tabla 16.9. Reservas de avión por sexo y método de reserva.

Método de reserva Mujeres Hombres Total

Agencia de viajes 256 74 330
Internet 41 42 83
Número de teléfono gratuito de la compañía aérea 66 34 100
Total 363 150 513

Solución

La hipótesis nula que se contrasta implica que en la población la proporción de reservas
de avión que hace el cliente a través de una agencia de viajes, la que hace por Internet o
la que hace llamando al número gratuito de una compañía aérea sería la misma indepen-
dientemente de que fuera hombre o mujer. Para contrastar la hipótesis nula de que no
existe ninguna asociación entre los atributos, nos preguntamos cuántas observaciones
esperaríamos encontrar en un cruce de categorías si esa hipótesis fuera verdadera.

Por ejemplo, si no existiera ninguna asociación entre el sexo y el método utilizado
para hacer una reserva de avión en la Tabla 16.9, esperaríamos, dado que 363 de las
513 reservas fueron realizadas por mujeres, que una proporción de 363/513 de las 330
reservas realizadas a través de una agencia de viajes se debiera a mujeres; es decir,

E11 %
(330)(363)

513
% 233,5

Los demás números esperados se calculan de la misma forma y se muestran en la Ta-
bla 16.10 junto con los números observados correspondientes.

Tabla 16.10. Número observado (y esperado) en cada cruce de categorías.

Método de reserva Mujeres Hombres Total

Agencia de viajes 256 (233,5) 74 (96,5) 330
Internet 41 (58,7) 42 (24,3) 83
Número de teléfono gratuito de la compañía aérea 66 (70,8) 34 (29,2) 100
Total 363 150 513
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El contraste de la hipótesis nula de que no existe ninguna asociación se basa en las
magnitudes de las diferencias entre los números observados y los que se esperarían si
esa hipótesis fuera verdadera. Extendiendo la ecuación 16.1 para incluir cada uno de los
seis cruces de categorías, obtenemos el valor del estadístico del contraste de la ji-cua-
drado:

s2
%

(256 . 233,5)2

233,5
!

(74 . 96,5)2

96,5
!

(41 . 58,7)2

58,7
!

(42 . 24,3)2

24,3

!
(66 . 70,8)2

70,8
!

(34 . 29,2)2

29,2
% 26,8

Los grados de libertad son (r. 1) (c . 1). Aquí, hay r % 3 filas y c % 2 columnas en la
tabla, por lo que el número correcto de grados de libertad es

(r . 1)(c . 1) % (3 . 1)(2 . 1) % 2

Vemos en la Tabla 7 del apéndice que

s2
2, 0,005 % 10,60

Por lo tanto, se rechaza claramente la hipótesis nula de que no existe ninguna asocia-
ción, incluso al nivel del 0,5 por ciento. Las pruebas en contra de esta hipótesis son
abrumadoras.

Debe señalarse que, al igual que en el caso de los contrastes de la bondad del ajuste de
los apartados anteriores, las cifras utilizadas para calcular el estadístico deben ser los nú-
meros efectivos observados y no, por ejemplo, los porcentajes del total.

Aplicaciones informáticas

Las organizaciones profesionales de investigación utilizan diversos programas informáticos
para los tipos de métodos analizados en este capítulo. El ejemplo 16.5 ilustra el Minitab en
el caso de un estudio sobre una biblioteca universitaria.

EJEMPLO 16.5. Estudio sobre una biblioteca: curso frente a variedad
(Minitab)

Un equipo de estudiantes recibió el encargo de realizar una encuesta en su campus uni-
versitario. Se les pidió que realizaran un informe sobre su biblioteca: ¿debe ampliarse el
horario de apertura? ¿Es fácil localizar los libros en la biblioteca? ¿Existen suficientes
bases de datos para investigar? ¿Está al día la tecnología? Los resultados se encuentran
en el fichero de datos Library (véase la referencia bibliográfica 14). ¿Existe alguna
asociación entre el curso en el que se encuentran los estudiantes (1: primer año; 2: se-
gundo año; 3: tercer año; 4: cuarto año) y las respuestas a la pregunta «¿Tiene la biblio-
teca una variedad suficiente de libros? 1: sí; 2: no».

Library
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Solución

En el fichero de datos Library, vemos que un total de 355 estudiantes respondió a am-
bas preguntas. La Figura 16.1 muestra la salida Minitab del cruce de las respuestas. Ca-
da uno de los valores esperados es superior a 5. Si este supuesto no fuera válido, apare-
cería un mensaje de advertencia en la salida Minitab y podrían agregarse clases
contiguas. El bajo p-valor indica el rechazo de la hipótesis nula de que no existe ningu-
na asociación.

Tabulated Statistics: Class Rank, Adequate Variety

 Rows: Class      Columns: Adequate
       Rank                Variety

          No      Yes      All

 1        73       71      144
       54.76    89.24   144.00

 2        26       76      102
       38.79    63.21   102.00

 3        19       47       66
       25.10    40.90    66.00

 4        17       26       43
       16.35    26.65    43.00

 All     135      220      355
      135.00   220.00   355.00

Chi-Square = 19.040, DF = 3, P-Value = 0.000

Figura 16.1. Curso frente a suficiente variedad (salida Minitab).

Aunque el uso del contraste ji-cuadrado de asociación indique que existe una relación
entre dos variables, este método no indica el sentido o el grado de relación.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
16.17. ¿Fomentan los programas de televisión por ca-

ble libres de anuncios la ciudadanía en los niños
en edad escolar? Véase la referencia bibliográfi-
ca 7. Muchos profesores y autoridades creen
que el uso de programas de televisión por cable
sin anuncios puede aumentar el interés del estu-
diante por el proceso democrático en los años
anteriores a la edad de votar. Otros educadores
piensan que la televisión es el enemigo de la
educación. Suponga que en un estudio realizado
en Texas, se preguntó a una muestra aleatoria
de 150 profesores de historia de enseñanza se-
cundaria «¿Le gustaría utilizar programas de te-

levisión por cable sin anuncios en su clase?».
La tabla de contingencia adjunta indica las res-
puestas de los profesores a esta pregunta, así
como sus opiniones sobre si esa programación
mejora la ciudadanía. ¿Existen pruebas de la
presencia de una relación entre las respuestas a
estas dos preguntas?

¿Uso de programas de TV
por cable sin anuncios?

Efecto Sí No

Fomenta la ciudadanía 78 25
No fomenta la ciudadanía 37 10
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16.18. Las autoridades universitarias han recogido la
siguiente información sobre la calificación me-
dia de los estudiantes y la facultad del estu-
diante.

Facultad
Calificación
media a 3,0

Calificación
media 3,0 o más

Letras 50 35
Administración

de empresas 45 30
Música 15 25

Averigüe si existe alguna relación entre la cali-
ficación media y la facultad.

16.19. ¿Debe obligarse a todos los estudiantes univer-
sitarios a tener computador portátil? Una escue-
la de administración de empresas ha encuestado
recientemente a sus estudiantes para averiguar
su reacción a esta política. Las respuestas se en-
cuentran en la tabla adjunta, junto con la espe-
cialidad del estudiante.

¿Obligar a tener
computador portátil?

Especialidad Sí No

Contabilidad 68 42
Economía financiera 40 15
Dirección de empresas 60 50
Marketing 30 25

¿Indican los datos que existe una asociación en-
tre la especialidad del estudiante y la respuesta
a esta pregunta?

16.20. ¿Cómo se enteran los clientes de la existencia
de un nuevo producto? Se ha encuestado a una
muestra aleatoria de 200 usuarios de un nuevo
producto para averiguarlo. También se han re-
cogido otros datos demográficos como la edad.
Los encuestados eran 50 personas de menos de
21 años y 90 de entre 21 y 35; el resto tenía
más de 35 años. El 60 por ciento de las perso-
nas de menos de 21 años había oído hablar del
producto a un amigo y el resto había visto un
anuncio en la prensa. Un tercio de las personas
del grupo de edad 21-35 había visto el anuncio
en la prensa. Los otros dos tercios habían oído
hablar a un amigo. Sólo el 30 por ciento de las
personas de más de 35 años había oído hablar a
un amigo, mientras que el resto había visto el
anuncio en la prensa. Elabore una tabla de con-
tingencia para las variables edad y forma de en-
terarse de la existencia del producto. ¿Existe
una asociación entre la edad del consumidor y
el método por el que se enteró de la existencia
del nuevo producto?

16.21. Tras un debate electoral entre dos candidatos,
se preguntó a la gente por el sentido de su voto
en las siguientes elecciones. ¿Existe alguna aso-
ciación entre el sexo del encuestado y la elec-
ción del candidato presidencial?

Sexo

Preferencia por candidato Hombre Mujer

Candidato A 150 130
Candidato B 100 120

RESUMEN

En este capítulo hemos estudiado algunas de las aplica-
ciones de la distribución ji-cuadrado. Hemos utilizado
contrastes de la bondad del ajuste para contrastar la
hipótesis de que los datos son generados por una distri-
bución poblacional totalmente especificada. Esta técni-
ca es utilizada a menudo por los analistas de mercado
para averiguar si los clientes prefieren por igual los
productos o para averiguar si las cuotas de mercado de
varias marcas de un producto han cambiado en un de-
terminado periodo de tiempo.

También hemos utilizado el método de la bondad
del ajuste para averiguar si los datos son generados por

alguna distribución, como la binomial, la distribución
de Poisson o la distribución normal, sin suponer que se
conocen los parámetros de esa distribución. Hemos
presentado el contraste de normalidad de Bowman-
Shelton. También pueden realizarse otros contrastes de
normalidad con diversos paquetes estadísticos.

Por último, hemos analizado los contrastes de aso-
ciación entre dos variables. En el caso de grandes ta-
blas de contingencia, es cómodo utilizar un paquete es-
tadístico para hallar el estadístico del contraste y el p-
valor.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

16.22. Suponga que se clasificara una muestra aleato-
ria de empresas que tienen activos insolventes
según que los amorticen discrecionalmente y
también según que haya o no pruebas de una fu-
sión o adquisición posterior. Utilizando los da-
tos de la tabla adjunta, contraste la hipótesis nu-
la de que no existe ninguna asociación entre
estos atributos.

¿Fusión o adquisición?

Amortizar Sí No

Sí 32 48
No 25 57

16.23. Un fabricante de un producto tiene tres fábricas
en el país. Los defectos de este producto se de-
ben a tres grandes causas, que podemos llamar
A, B y C. Durante una semana reciente, se en-
contró el siguiente número de cada uno de los
tres defectos en las tres fábricas:

Fábrica 1 A, 15; B, 25; C, 23
Fábrica 2 A, 10; B, 12; C, 21
Fábrica 3 A, 32; B, 28; C, 44

Basándonos en estas frecuencias, ¿podemos
extraer la conclusión de que las pautas de de-
fectos son las mismas en las tres fábricas?

16.24. El departamento de recursos humanos está in-
tentando averiguar si la carrera universitaria de
un empleado influye en su rendimiento. Las
principales carreras examinadas son administra-
ción de empresas, economía, matemáticas y el
resto. Las valoraciones del personal son exce-
lente, bueno y medio. Las clasificaciones se ba-
san en los empleados que tienen entre dos y
cuatro años de experiencia:

Administración de empresas excelente, 21; bueno, 18; medio, 10
Economía excelente, 19; bueno, 15; medio, 5
Matemáticas excelente, 10; bueno, 5; medio, 5
Resto excelente, 5; bueno, 15; medio, 13

¿Indican estos datos que existe una diferencia
entre las valoraciones basadas en la carrera es-
tudiada?

16.25. Se ha pedido a una muestra aleatoria de perso-
nas que ocupan tres puestos de trabajo diferen-
tes llamados A, B y C que indiquen sus prefe-
rencias por tres marcas de linternas de camping:
Big Star, Lone Star y Bright Star. Las preferen-
cias son las siguientes:

Grupo A Big Star, 54; Lone Star, 67; Bright Star, 39
Grupo B Big Star, 23; Lone Star, 13; Bright Star, 44
Grupo C Big Star, 69; Lone Star, 53; Bright Star, 59

¿Indican estos datos que existe una diferencia
entre las preferencias de los tres grupos?

16.26. Una universidad tenía interés en saber si los li-
cenciados en historia y en economía seguían
programas de doctorado diferentes. Encuestó a
una muestra aleatoria de licenciados y observó
que un gran número hizo un doctorado de admi-
nistración de empresas, de derecho y de teolo-
gía. La tabla adjunta muestra el número de ve-
ces que aparecen las personas en las distintas
combinaciones. Basándose en estos resultados,
¿existe alguna prueba de que los licenciados en
economía y en historia siguen programas de
doctorado diferentes?

Estudios de doctorado

Licenciado
Administración

de empresas Derecho Teología

Economía 30 20 10
Historia 6 34 20

16.27. Suponga que ha recogido datos de encuesta so-
bre el sexo y la compra de un producto. Realice
un contraste de la ji-cuadrado para averiguar si
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la probabilidad de compra varía de los hombres
a las mujeres. Incluya en su respuesta los valo-
res esperados si se cumple la hipótesis nula.

Sexo

Decisión Hombre Mujer

Compra 150 150
No compra 50 250

16.28. Sara Sánchez es una avezada directora de cam-
paña electoral. En las elecciones primarias, hay
cuatro candidatos. Desea averiguar si las prefe-
rencias de los votantes son diferentes en cuatro
grandes distritos. La tabla de contingencia
muestra el número de veces que aparece cada
preferencia por distrito tras realizar una encues-
ta a una muestra aleatoria. Realice un contraste
estadístico adecuado para averiguar si las prefe-
rencias por los candidatos están relacionadas
con el distrito.

Preferencia por los candidatos
en las elecciones primarias

Distrito A B C D Total

1 52 34 80 34 200
2 33 15 78 24 150
3 66 54 141 39 300

16.29. Un fabricante de electrodomésticos quería saber
si existía relación entre el tamaño de las fami-
lias y el tamaño de la lavadora que compraban.
Estaba preparando unas directrices para el per-
sonal de ventas y quería saber si éste debía ha-
cer recomendaciones específicas a los clientes.
Se preguntó a una muestra aleatoria de 300 fa-
milias por su tamaño y por el tamaño de la la-
vadora. En las 40 familias en las que había una
o dos personas, 25 tenían una lavadora de 5
kilos, 10 tenían una lavadora de 6 kilos y 5 te-
nían una lavadora de 7 kilos. En las 140 fami-
lias que tenían tres o cuatro personas, 37 tenían
una lavadora de 5 kilos, 62 tenían una lavadora
de 6 kilos y 41 tenían una lavadora de 7 kilos.
En las 120 familias restantes en las que había
cinco personas o más, 8 tenían una lavadora de
5 kilos, 53 tenían una lavadora de 6 kilos y 59
tenían una lavadora de 7 kilos. Basándose en
estos resultados, ¿qué conclusiones pueden
extraerse sobre el tamaño de la familia y el ta-
maño de la lavadora? Construya una tabla de
doble entrada, formule la hipótesis, calcule el
estadístico y extraiga su conclusión.

16.30. El departamento de engranajes de una gran em-
presa produce engranajes de gran calidad. El
número que produce un mecánico por hora es 1,
2 o 3, como muestra la tabla. La dirección de la
empresa está interesada en saber cómo influye
la experiencia de los trabajadores en el número
de unidades producidas por hora. La experien-
cia de los trabajadores se clasifica en tres sub-
grupos: 1 año o menos, entre 2 y 5 años y más
de 5 años. Utilice los datos de la tabla para ave-
riguar si la experiencia y el número de piezas
producidas por hora son independientes.

Unidades producidas por hora

Experiencia 1 2 3 Total

m 1 año 10 30 10 50
2-5 años 10 20 20 50
b 5 años 10 10 30 50
Total 30 60 60 150

16.31. Ángeles Lara ha estado elaborando un plan para
abrir nuevas tiendas dentro de su programa de
expansión regional. En una ciudad en la que
propone expandirse hay tres posibles localiza-
ciones: norte, este y oeste. Sabe por experiencia
que los tres grandes centros de beneficio de sus
tiendas son las herramientas, la madera y la pin-
tura. Para seleccionar la localización, son im-
portantes las pautas de demanda de las diferen-
tes partes de la ciudad. Encarga un estudio
sobre la ciudad, a partir del cual elabora una ta-
bla de doble entrada de las variables localiza-
ción residencial y producto comprado. Esta ta-
bla es realizada por el departamento de estudios
de mercado utilizando datos procedentes de la
muestra aleatoria de hogares de las tres grandes
zonas residenciales de la ciudad. Cada zona re-
sidencial tiene un prefijo telefónico distinto y se
eligen los cuatro últimos dígitos utilizando un
generador informático de números aleatorios.
¿Existe una diferencia entre las pautas de de-
manda de los tres grandes artículos de las dife-
rentes zonas de la ciudad?

Demanda del producto

Zona Herramientas Madera Pintura

Este 100 50 50
Norte 50 95 45
Sur 65 70 75

16.32. Una empresa de mensajería está realizando un
estudio de sus operaciones de envío de paque-
tes. En este estudio, ha recogido datos sobre el
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tipo de paquete según la fuente de procedencia
en un día de operaciones de una oficina del su-
deste. Estos datos se muestran en la tabla. Las
principales fuentes de procedencia son (1) ciu-
dades pequeñas (ciudades), (2) barrios financie-
ros urbanos (BFU), (3) polígonos industriales
(fábricas) y (4) zonas residenciales. Existen tres
grandes tipos de paquetes según su tamaño y ta-
rifa. Los sobres urgentes deben pesar 3 kilos o
menos y tienen una tarifa fija de 12 $ cualquie-
ra que sea el destino. Los paquetes pequeños
pesan entre 4 y 10 kilos y tienen limitaciones
sobre su tamaño. Los paquetes grandes pueden
pesar entre 11 y 75 kilos y tienen la tarifa
más baja por kilo y son los que más tardan en
llegar.

Tamaño del paquete

Fuente de procedencia m 3 4-10 11-75 Total

Ciudades 40 40 20 100
BFU 119 63 18 200
Fábricas 18 71 111 200
Zonas residenciales 69 64 17 150

a) ¿Existe alguna diferencia entre las pautas de
los paquetes procedentes de los diferentes
lugares?

b) ¿Qué dos combinaciones tienen la mayor
desviación porcentual con respecto a una
pauta uniforme?

16.33. Una agencia de viajes tomó una muestra alea-
toria de personas de su mercado y le hizo la si-
guiente pregunta: «¿Reservó su último vuelo a
través de una agencia de viajes?». Cruzando
las respuestas a esta pregunta con las respues-
tas al resto del cuestionario, la agencia obtuvo
datos como los de la siguiente tabla de con-
tingencia:

¿Reservó su último vuelo
a través de una agencia

de viajes?

Edad Sí No

Menos de 30 15 30
Entre 30 y 39 20 42
Entre 40 y 49 47 42
Entre 50 y 59 36 50
60 o más 45 20

Averigüe si existe relación entre la edad del en-
cuestado y la reserva de su último vuelo a tra-
vés de una agencia de viajes.

16.34. Cuando en Estados Unidos se aprobó una ley
para dar el mismo estatus jurídico a las firmas
electrónicas que a las manuales, casi el 60 por
ciento de los propietarios de pequeñas empresas
pensaba que las firmas digitales no le ayudarían
a hacer negocios por Internet (véase la referen-
cia bibliográfica 13). Suponga que se obtienen
los siguientes datos en un estudio similar de
propietarios de pequeñas empresas clasificadas
según el número de años de antigüedad y la
opinión del empresario sobre la capacidad de
las firmas electrónicas de aumentar el negocio.

¿Influirán positivamente
las firmas digitales

en su negocio?

Antigüedad de la empresa Sí No No sabe

Menos de 5 años 80 68 10
Entre 5 y 10 años 60 90 15
Más de 10 años 72 63 12

¿Existe alguna relación entre la antigüedad de
la empresa y la opinión de su propietario sobre
la eficacia de las firmas electrónicas?

16.35. La American Society for Quality (ASQ) ofrece
a sus miembros instrumentos exclusivos de re-
clutamiento por Internet. «Sólo los miembros
que pretenden contratar profesionales de calidad
pueden anunciar sus puestos de trabajo en estos
boletines gratuitos y sólo ellos tienen acceso a
estos puestos de trabajo por Internet» (véase la
referencia bibliográfica 2). Suponga que se to-
ma una muestra aleatoria de empresas y se les
pide que indiquen si han recurrido a una empre-
sa de Internet para buscar empleados. También
se les hace preguntas sobre la tarifa que se paga
por utilizar la página. ¿Existe relación entre el
uso de una página de ese tipo y la opinión de
los empresarios sobre la tarifa que se paga por
utilizarla?

¿Ha recurrido a una empresa
de Internet para buscar empleados?

Tarifa Sí No

La tarifa es
demasiado alta 36 50

La tarifa es más
o menos correcta 82 28

16.36. Business Florida es la guía oficial del creci-
miento y el desarrollo empresarial de Florida.
Es publicada anualmente por Enterprise Florida
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Inc.; el Florida Economic Development Coun-
cil, Inc.; y la revista Florida Trend. En Busi-
ness Florida 2001 (véase la referencia biblio-
gráfica 12), se dan 10 razones para animar a
una empresa a seleccionar Florida «para desa-
rrollarse y expandirse». Suponga que en un es-
tudio de seguimiento se encuesta a una muestra
aleatoria de empresas situadas en Florida en los
tres últimos años. ¿Muestran los datos de la ta-
bla de contingencia adjunta la existencia de al-
guna relación entre la razón principal del trasla-
do de la empresa a Florida y el tipo de sector?

Tipo de sector

Razón principal Industria
Comercio al
por menor Turismo

Tegnología emergente 53 25 10
Deducciones fiscales 67 36 20
Mano de obra 30 40 33

16.37. ¿Deben los grandes comercios minoristas ofre-
cer servicios bancarios? Los gigantes del co-
mercio al por menor, como Nordstrom y Fede-
rated Department Stores (la empresa matriz de
Macy’s y Bloomingdale’s), comenzaron a ofre-
cer algunos servicios bancarios a finales de
2000 (véase la referencia bibliográfica 3). Algu-
nos de los incentivos para atraer a los clientes
eran la posibilidad de retrasar los pagos, meno-
res comisiones por servicios como las transfe-
rencias por cable y la concesión de préstamos
para adquirir automóviles o para reformar vi-
viendas. A los bancos pequeños les preocupa su
futuro si entran más comercios minoristas en el
mundo de la banca. Suponga que una empresa
de estudios de mercado ha realizado una en-
cuesta nacional para un comercio minorista que
está considerando la posibilidad de ofrecer ser-
vicios bancarios a sus clientes. Pide a los en-
cuestados que indiquen el proveedor (banco,
comercio minorista, otros) al que recurrirían
con mayor probabilidad para ciertos servicios
bancarios (suponiendo que la tarifa no in-
fluye). ¿Existe alguna relación entre estas dos
variables?

Proveedor

Servicio Banco
Comercio
minorista Otro

Cuenta corriente 100 45 10
Cuenta de ahorro 85 25 45
Crédito hipotecario 30 10 80

16.38. Muchos productos de adelgazamiento rápido no
son más que ardides publicitarios que atraen a
la gente con la esperanza de adelgazar rápida-
mente. Los grupos de la industria de productos
dietéticos, los profesionales sanitarios y las
autoridades advierten de que la publicidad en-
gañosa puede llevar a los consumidores a utili-
zar productos peligrosos (véase la referencia bi-
bliográfica 4). Suponga que se pregunta a una
muestra aleatoria de habitantes de una ciudad si
han utilizado alguna vez un producto para adel-
gazar rápidamente. A continuación, se les pre-
gunta si piensan que deben controlarse más es-
trictamente los anuncios para prohibir la
publicidad engañosa de productos de adelgaza-
miento.

¿Ha utilizado
un producto de

adelgazamiento rápido?

Publicidad Sí No

Es necesario un control
más estricto 85 40

No es necesario un control
más estricto 25 64

¿Dependen las opiniones de los encuestados so-
bre los controles de la publicidad de que hayan
utilizado o no un producto de adelgazamiento
rápido?

16.39. «Nerviosas por la tambaleante bolsa de valores,
las empresas en línea han iniciado lo que sin
duda será una larga serie de despidos» (véase la
referencia bibliográfica 5). Aunque la economía
es nueva, parece que en las empresas punto.com
está recurriéndose al viejo método de ajuste de
plantillas. Estas empresas sostienen que los des-
pidos son necesarios para aumentar los benefi-
cios y ahorrar costes. Suponga que la tabla de
contingencia adjunta muestra el número de
despidos de tres empresas punto.com y los me-
ses de antigüedad de los empleados despedi-
dos. ¿Existe alguna relación entre estas dos va-
riables?

Empresa punto.com

Edad A B C

Menos de 6 meses 23 40 12
Entre 6 meses y 1 año 15 21 12
Más de 1 año 12 9 6
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16.40. Algunos estudios de mercado indican el «efecto
positivo de la penetración de las marcas blancas
en la rentabilidad de las tiendas medida por me-
dio de la cuota de mercado» (véase la referen-
cia bibliográfica 8). Hace dos años, el director
de un supermercado local que vende tres mar-
cas nacionales (A, B y C) y una marca blanca
(D) de zumo de naranja observó que las marcas
A y C se preferían por igual; el 33 por ciento
prefería la marca B, y el 27 por ciento prefería
la marca blanca D. Ahora el director piensa que
han cambiado las preferencias de los clientes y
que la preferencia por la marca blanca ha
aumentado y quizá contribuyen positivamente
al aumento de los beneficios. Los resultados de
una muestra aleatoria reciente de compradores
indican las siguientes preferencias.

Marca favorita A B C D (marca blanca)

Número 56 70 28 126

¿Han cambiado las preferencias de los clientes
desde el estudio realizado hace 2 años?

16.41. A finales del otoño de 2000, los clientes que
querían servicio inalámbrico de Internet podían
elegir entre cuatro categorías básicas de equi-
pos: la agenda electrónica Palm y sus suceso-
ras, que utilizan el sistema operativo de Palm;
la agenda Pocket-PC; los teléfonos con acceso
a la Web, y los aparatos móviles de lectura del
correo electrónico (véase la referencia biblio-
gráfica 11). Analizando los datos adjuntos, pro-
cedentes de una encuesta a los usuarios de ser-
vicios inalámbricos de Internet, ¿depende la
satisfacción del tipo de equipo seleccionado?

¿Está satisfecho
con su compra?

Tipo de equipo Sí No

Agenda electrónica Palm 128 40
Agenda Pocket-PC 45 15
Teléfonos con acceso a la Web 30 8
Aparatos móviles de lectura del correo

electrónico 30 6

16.42. En un estudio exploratorio de mercado, se
pidió a los estudiantes de un campus universita-
rio que respondieran a una breve encuesta sobre
su biblioteca (véase la referencia bibliográfica
14). Una de las preguntas era si pensaban que
debía ampliarse el horario de apertura de la bi-
blioteca.

a) ¿Existe relación entre las respuestas de los
estudiantes a esta pregunta y el curso en el
que se encuentran? Los datos se encuentran
en el fichero de datos Library.

b) ¿Qué recomendaciones haría al personal de
la biblioteca?

16.43. ¿Puede un estudiante encontrar fácilmente
los libros en la biblioteca universitaria? Esta
pregunta también se incluyó en la encuesta so-
bre la biblioteca universitaria (véase la referen-
cia bibliográfica 14).

a) ¿Existe relación entre las respuestas de los
estudiantes a esta pregunta y el curso en el
que se encuentran? Los datos se encuentran
en el fichero de datos Library.

b) ¿Qué recomendaciones haría al personal de
la biblioteca?

16.44. La Institutional Research Office (IRO) de
una importante universidad realiza anualmente
encuestas a los estudiantes de primer año, de
segundo año y de tercer año para averiguar su
nivel de satisfacción con los servicios a los es-
tudiantes, las instalaciones y la política de la
universidad. Los estudiantes de último año son
encuestados por separado. Suponga que el di-
rector de la IRO de una universidad facilita a
los administradores, al profesorado y al perso-
nal de la universidad análisis de las tendencias,
comparaciones y otros datos útiles para mejorar
continuamente la universidad.

La encuesta sobre la satisfacción de los es-
tudiantes realizada en la primavera de 2002 en-
tre mediados de marzo y principios de mayo se
envió a una muestra aleatoria de 600 estudian-
tes (200 estudiantes de primer año, 200 de se-
gundo año y 200 de tercer año). Las respuestas
recibidas fueron 248, lo que supone una tasa de
respuesta del 42,5 por ciento (tras ajustar las ci-
fras para tener en cuenta las encuestas que no
pudieron mandarse o no pudieron entregarse
por alguna otra razón). Contenía información
demográfica sobre la carrera que estaba cursan-
do el estudiante, la edad y el sexo. Suponga que
el fichero de datos IRO contiene alguna infor-
mación de la encuesta de 2002 sobre la satisfac-
ción de los estudiantes. Se pidió a los estudian-
tes que indicaran si estaban muy satisfechos,
medio satisfechos o poco satisfechos con el sis-
tema de matrícula por Internet, la librería de la
universidad, el servicio de comida, la oficina de
atención al estudiante, la planificación financie-
ra de los estudiantes, el programa de estudio-
trabajo y algunos otros proveedores de servicios
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del campus. Con estos datos pueden investigar-
se numerosas relaciones. Analice los datos, se-
leccione y contraste varias relaciones posibles y
resuma los resultados que deben presentarse al
rector de la universidad. Incluya en su informe
un análisis de la relación, si existe, entre la sa-
tisfacción del estudiante con el horario de aper-
tura de la biblioteca y el curso en el que se en-
cuentra, su nivel de satisfacción con las tutorías,
la existencia de becas de investigación, la matrí-
cula por Internet y los programas internaciona-
les. Puede mejorar su informe por medio de me-
didas, gráficos y estimaciones.

16.45. Según un estudio reciente sobre el uso de los
computadores (véase la referencia bibliográfica
9), «los niños de 2 a 5 años pasaban una media
de 27 minutos al día en el computador, mientras
que los de 6 a 11 pasaban 49 minutos al día y
los de 12 a 17 pasaban una media de 63 minu-
tos al día». Actualmente, la mayoría de las es-
cuelas están conectadas a Internet, pero la for-
ma en que se utilizan estos computadores en
clase varía de unos centros a otros. Según Jay
Becker, profesor de la Universidad de Califor-
nia en Irvine, «las escuelas en las que había ni-
ños pobres tendían más a hacer hincapié en las
tareas de procesamiento de textos y en otras
sencillas tareas, mientras que en las escuelas en
las que había estudiantes de familias más aco-
modadas se enseñaba a usar el computador para
resolver problemas y comprender mejor una
asignatura». Suponga que un equipo de pedago-
gos bajo la dirección de Joy Haugaard realizó
una encuesta para contrastar esta hipótesis. El
estudio se basó en 225 escuelas tanto de comu-
nidades pobres como de comunidades más aco-
modadas. La tabla adjunta indica sus respuestas
a la pregunta «Por lo que se refiere al uso del
computador, ¿es más probable que su escuela
haga hincapié en tareas básicas como el proce-
samiento de textos o en la utilización del com-
putador para resolver problemas?».

Nivel económico

Énfasis en el
contenido

Comunidad
pobre

Comunidad
acomodada

Tareas básicas
(procesamiento
de textos) 75 40

Dominio del computa-
dor

(resolución de
problemas) 30 80

¿Coinciden los datos de este estudio con las
conclusiones de Becker?

16.46. En Estados Unidos, la gente puede utilizar dis-
tintos métodos para hacer la declaración de la
renta. Un método habitual es rellenar el impreso
1040. Algunas personas utilizan otros métodos
como la presentación telemática. Otras piden
simplemente una prórroga (ampliar la fecha de
entrega de la declaración hasta después del 15
de abril). Suponga que en una localidad se reali-
zó un estudio de 200 contribuyentes selecciona-
dos aleatoriamente. Su edad era una importante
variable en este estudio. Basándose en la distri-
bución por edades de la población de la región,
el estudio incluyó 50 personas de menos de 25
años y 90 de 25-45; el resto tenía más de 45. En
el grupo de personas de menos de 25 años, 35
utilizaron un impreso 1040, 8 utilizaron otro
método y el resto pidió una prórroga. Dos ter-
cios de las personas de la categoría 25-45 años
utilizaron el impreso 1040, 20 utilizaron un mé-
todo diferente y el resto pidió una prórroga. El
75 por ciento de las personas de más de 45 años
utilizó el impreso 1040, 4 pidieron una prórroga
y el resto utilizó un método diferente. Averigüe
si existe alguna asociación entre la edad de una
persona y el método utilizado para hacer la de-
claración de la renta.

Apéndice

Podemos resolver el ejemplo 16.2 utilizando el programa Excel. Para obtener las probabili-
dades de Poisson mostradas en la Figura 16.2, hemos utilizado los argumentos de función,
como muestra la Figura 16.3 para x % 0, para cada una de las ocurrencias (x % 0, 1, 2 y 3).
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Figura 16.2.
Salida Excel para
averiguar si la
distribución
poblacional es de
Poisson.

Figura 16.3.
Probabilidades de
Poisson obtenidas
con los argumentos
de función de Excel.
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Esquema del capítulo

17.1. Comparación de las medias de varias poblaciones
17.2. Análisis de la varianza de un factor

Modelo poblacional en el caso del análisis de la varianza de un factor
17.3. El contraste de Kruskal-Wallis
17.4. Análisis de la varianza bifactorial: una observación por celda, bloques

aleatorizados
17.5. Análisis de la varianza bifactorial: más de una observación por celda

Introducción

En las aplicaciones empresariales modernas del análisis estadístico, hay algunas situa-
ciones que requieren hacer comparaciones de procesos en más de dos niveles. Por
ejemplo, al director de Circuitos Integrados S.A. le gustaría saber si cualquiera de cinco
procesos para montar componentes aumenta la productividad por hora y reduce el nú-
mero de componentes defectuosos. Los análisis para responder a estas cuestiones se
conocen con el nombre general de diseño experimental. Un importante instrumento para
organizar y analizar los datos de este experimento se llama análisis de la varianza,
que es el tema de este capítulo. El experimento también podría extenderse a un diseño
que incluyera la cuestión de cuál de cuatro fuentes de materias primas aumenta más la
productividad en combinación con los diferentes métodos de producción. Esta cuestión
podría responderse con un análisis de la varianza de dos factores. Por poner otro ejem-
plo, el presidente de una empresa de cereales tiene interés en comparar las ventas se-
manales de cuatro marcas diferentes en tres tiendas distintas. Una vez más, tenemos
un diseño de un problema que puede analizarse utilizando el análisis de la varianza. En
el apartado 14.2 mostramos que también podían utilizarse variables ficticias para anali-
zar problemas de diseño experimental.



17.1. Comparación de las medias de varias poblaciones

En el apartado 11.1 vimos cómo se contrasta la hipótesis de la igualdad de dos medias po-
blacionales. De hecho, presentamos dos contrastes, que eran adecuados dependiendo del
diseño experimental, es decir, del mecanismo empleado para generar las observaciones
muestrales. Concretamente, nuestros contrastes partían de observaciones pareadas o de
muestras aleatorias independientes. Esta distinción es importante y, para aclararla, nos de-
tendremos a examinar un sencillo ejemplo. Supongamos que nuestro objetivo es comparar
el consumo de combustible de dos tipos de automóviles: A y B. Podríamos seleccionar
aleatoriamente 10 personas para que recorrieran una determinada distancia con estos auto-
móviles, asignando a cada una un automóvil de cada tipo, de manera que cada una condu-
jera tanto un automóvil A como un automóvil B. Las 20 cifras de consumo de combustible
resultantes consistirán en 10 parejas, cada una de las cuales corresponde a un conductor.
Éste es el diseño por parejas enlazadas y su atractivo reside en su capacidad para hacer una
comparación entre las cantidades de interés (en este caso, el consumo de combustible de
los dos tipos de automóvil), teniendo en cuenta al mismo tiempo la posible importancia de
otro factor relevante (las diferencias entre los conductores). Así, si se observa la existencia
de una diferencia significativa entre el comportamiento de los automóviles A y el de los B,
tenemos alguna seguridad de que no se debe a diferencias de conducta de los automovilis-
tas. Otro diseño sería tomar 20 conductores y asignar aleatoriamente 10 a los automóviles
A y 10 a los automóviles B (aunque, en realidad, no es necesario hacer el mismo número
de pruebas con cada tipo de automóvil). Las 20 cifras de consumo de combustible resul-
tantes constituirían un par de muestras aleatorias independientes de 10 observaciones cada
una sobre los automóviles A y B.

En el apartado 11.1 analizamos métodos adecuados para contrastar la hipótesis nula de
la igualdad de un par de medias poblacionales en estos dos tipos de diseño. En este capítu-
lo, nuestro objetivo es extender estos métodos al desarrollo de contrastes de la igualdad de
la media de varias poblaciones. Supongamos, por ejemplo, que nuestro estudio incluyera
un tercer tipo de automóvil, el automóvil C. La hipótesis nula de interés sería en ese caso
que la media poblacional del consumo de combustible de los tres tipos de automóviles es
igual. Mostramos cómo pueden realizarse contrastes de esas hipótesis, comenzando con el
caso en el que se toman muestras aleatorias independientes. En el apartado 17.5 analiza-
mos la extensión del contraste basado en datos pareados.

Supongamos que a 7 de 20 conductores se les asigna un automóvil A, a 7 un automóvil
B y a 6 un automóvil C. Utilizando los datos de la Tabla 17.1, calculamos

Media muestral de los automóviles A %
146,3

7
% 20,9

Media muestral de los automóviles B %
162,4

7
% 23,2

Media muestral de los automóviles C %
137,4

6
% 22,9

Naturalmente, estas medias muestrales no son todas iguales. Sin embargo, como siempre,
cuando se contrastan hipótesis, interesa saber cuál es la probabilidad de que las diferencias
de ese tipo surgieran por casualidad aunque se cumpliera en realidad la hipótesis nula.
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Tabla 17.1. Cifras de consumo de combustible de tres muestras aleatorias independientes
en kilómetros por litro.

Automóviles A Automóviles B Automóviles C

22,2 24,6 22,7
19,9 23,1 21,9
20,3 22,0 23,2
21,4 23,5 24,1
21,2 23,6 22,1
21,0 22,1 23,4
20,3 23,5 —

Sumas 146,3 162,4 137,4

Si se llega a la conclusión de que sería muy improbable que surgieran diferencias de ese
tipo por casualidad, dudaríamos considerablemente de que la hipótesis nula sea verdadera.

Para aclarar las cuestiones que plantea este análisis, consideremos la Figura 17.1, que
representa dos conjuntos hipotéticos de datos. Las medias muestrales de la parte (a) de la
figura son exactamente iguales que las de la parte (b). La diferencia fundamental se halla
en que en la primera las observaciones están muy concentradas en torno a sus respectivas
medias muestrales, mientras que en la segunda la dispersión es mucho mayor. El examen
visual de la parte (a) sugiere que los datos proceden, en realidad, de tres poblaciones que
tienen diferentes medias. En cambio, observando la parte (b), no nos sorprendería mucho
saber que estos datos proceden de una población común.

Esta ilustración sirve para señalar la propia esencia del contraste de la igualdad de las
medias poblacionales. El factor crítico es la variabilidad de los datos. Si la variabilidad en
torno a las medias muestrales es pequeña en comparación con la variabilidad entre las me-
dias muestrales, como en la Figura 17.1(a), nos inclinamos a dudar de la hipótesis nula de
que las medias poblacionales son iguales. Si la variabilidad en torno a las medias muestra-
les es grande en comparación con la variabilidad entre ellas, como en la Figura 17.1(b), no
hay pruebas contundentes para rechazar la hipótesis nula. Si eso es así, parece razonable
esperar que el contraste se base en el valor de la varianza. Y así es, en efecto, por lo que la
técnica general empleada se conoce con el nombre de análisis de la varianza.
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Figura 17.1. Dos conjuntos de datos muestrales sobre el consumo de combustible de tres tipos de automóvil.
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17.2. Análisis de la varianza de un factor

El problema presentado en el apartado 17.1 puede tratarse de una forma bastante general.
Supongamos que queremos comparar las medias de K poblaciones, que se supone que
tienen todas ellas la misma varianza. Se toman muestras aleatorias independientes de n1,
n2, ..., nK observaciones de estas poblaciones. Utilizamos el símbolo xij para representar la
j-ésima observación de la i-ésima población. Entonces, utilizando el formato de la Ta-
bla 17.1, podemos presentar los datos muestrales como en la Tabla 17.2.

Tabla 17.2. Observaciones muestrales de muestras aleatorias independientes
de K poblaciones.

Población

1 2 ñ K
x11 x21 ñ xK1
x12 x22 ñ xK2

ó ó ó
x1n x2n ñ xKn

El método para contrastar la igualdad de las medias poblacionales en este contexto se
denomina análisis de la varianza de un factor, expresión que resultará más clara cuando
examinemos otros modelos de análisis de la varianza.

El modelo para un análisis de la varianza de un factor
Supongamos que tenemos muestras aleatorias independientes de n1, n2, ..., nK observaciones
de K poblaciones. Si las medias poblacionales son k1, k2, ..., kK, el análisis de la varianza de
un factor pretende contrastar la hipótesis nula

H0 : k1 % k2 % ñ % kK

H1 : ki Ç kj Para al menos un par ki, kj

En este apartado presentamos un contraste de la hipótesis nula de que las medias de K
poblaciones son iguales, dadas muestras aleatorias independientes de esas poblaciones. El
primer paso obvio es calcular las medias muestrales de los K grupos de observaciones. Es-
tas medias muestrales se representan por medio de x61, x62, ..., x6K. En términos formales,

x6 i %

ni

;
j%1

xij

ni

(i % 1, 2, ..., K)

donde ni representa el número de observaciones muestrales del grupo i. En esta notación,
ya hemos observado con los datos de la Tabla 17.1 que

x61 % 20,9 x62 % 23,2 x63 % 22,9

Ahora bien, la hipótesis nula de interés especifica que las K poblaciones tienen una
media común. Un paso lógico es, pues, estimar esa media común a partir de las observa-
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ciones muestrales. Ésta es simplemente la suma de todos los valores muestrales dividida
por su número total. Si n representa el número total de observaciones muestrales, entonces

n %

K

;
i%1

ni

En nuestro ejemplo, n % 20. La media global de las observaciones muestrales puede expre-
sarse entonces de la forma siguiente:

x6 %

K

;
i%1

ni

;
j%1

xij

n

donde el doble sumatorio indica que sumamos todas las observaciones de cada grupo y las
de todos los grupos, es decir, sumamos todas las observaciones existentes. Una expresión
equivalente es

x6 %

K

;
i%1

nix6 i

n

En el caso de los datos de la Tabla 17.1 sobre el consumo de combustible, la media global es

x6 %
(7)(20,9) ! (7)(23,2) ! (6)(22,9)

20
% 22,305

Por lo tanto, si, en realidad, la media poblacional del consumo de combustible de los auto-
móviles A, B y C es igual, estimamos que la media común es de 22,31 kilómetros por litro.

Como indicamos en el apartado 17.1, el contraste de la igualdad de las medias pobla-
cionales se basa en una comparación de dos tipos de variabilidad de los miembros de la
muestra. El primero es la variabilidad en torno a las medias muestrales individuales dentro
de los K grupos de observaciones. Es cómodo llamarla variabilidad dentro de los grupos.
En segundo lugar, nos interesa la variabilidad entre las medias de los K grupos. Ésta se
llama variabilidad entre los grupos. A continuación, buscamos medidas, basadas en los da-
tos muestrales, de estos dos tipos de variabilidad.

Consideremos, en primer lugar, la variabilidad dentro de los grupos. Para medir la va-
riabilidad en el primer grupo, calculamos la suma de los cuadrados de las desviaciones de
las observaciones en torno a su media muestral x61, es decir,

SC1 %

n1

;
j%1

(x1j . x61)
2

Asimismo, en el caso del segundo grupo, cuya media muestral es x62, calculamos

SC2 %

n2

;
j%1

(x2j . x62)
2

y así sucesivamente. Así pues, la variabilidad total que existe dentro de los grupos, deno-
minada SCD, es la suma de las sumas de los cuadrados de los K grupos; es decir,

SCD % SC1 ! SC2 ! ñ ! SCK
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o sea

SCD %

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2

En el caso de los datos sobre el consumo de combustible, tenemos que

SC1 % (22,2 . 20,9)2 ! (19,9 . 20,9)2 ! ñ ! (20,3 . 20,9)2 % 3,76

SC2 % (24,6 . 23,2)2 ! (23,1 . 23,2)2 ! ñ ! (23,5 . 23,2)2 % 4,96

SC3 % (22,7 . 22,9)2 ! (21,9 . 22,9)2 ! ñ ! (23,4 . 22,9)2 % 3,46

La suma de los cuadrados dentro de los grupos es, pues,

SCD % SC1 ! SC2 ! SC3 % 3,76 ! 4,96 ! 3,46 % 12,18

A continuación, necesitamos una medida de la variabilidad que existe entre los grupos.
Una medida lógica se basa en las diferencias entre las medias individuales de los grupos y
la media global. En realidad, al igual que antes, estas diferencias se elevan al cuadrado,
por lo que

(x61 . x6)2, (x62 . x6)2, ..., (x6K . x6)2

Para calcular la suma total de los cuadrados entre los grupos, SCG, ponderamos cada dife-
rencia al cuadrado por el número de observaciones muestrales del grupo correspondiente
(de manera que damos más peso a las diferencias correspondientes a los grupos en los que
hay más observaciones), por lo que

SCG %

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2

Por lo tanto, en el caso de nuestros datos sobre el consumo de combustible,

SCG % (7)(20,9 . 22,305)2 ! (7)(23,2 . 22,305)2 ! (6)(22,9 . 22,305)2

% 21,55

A menudo se calcula otra suma de los cuadrados. Es la suma de los cuadrados de las
diferencias de todas las observaciones muestrales en torno a su media global. Ésta se deno-
mina suma total de los cuadrados y se expresa de la forma siguiente:

STC %

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6)2

De hecho, en el apéndice de este capítulo mostramos que la suma total de los cuadrados es
la suma de los cuadrados dentro de los grupos y la suma de los cuadrados entre los grupos;
es decir,

STC % SCD ! SCG

Por lo tanto, en el caso de los datos sobre el consumo de combustible, tenemos que

STC % 12,18 ! 21,55 % 33,73
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Descomposición de la suma de los cuadrados en el análisis
de la varianza de un factor

Supongamos que tenemos muestras aleatorias independientes de n1, n2, ..., nK observaciones
de K poblaciones. Sean x61, x62, ... , x6K las medias muestrales de los K grupos y x6 la media
muestral global. Definimos las siguientes sumas de los cuadrados:

Dentro de los grupos: SCD %

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2 (17.1)

Entre los grupos: SCG %

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2 (17.2)

Total: STC %

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6)2 (17.3)

donde xij representa la j-ésima observación muestral del i-ésimo grupo.
Entonces,

STC % SCD ! SCG (17.4)

La descomposición de la suma total de los cuadrados en la suma de dos componentes
—las sumas de los cuadrados dentro de los grupos y entre los grupos— constituye la base
del contraste de la igualdad de las medias poblacionales de los grupos basado en el análisis
de la varianza. Podemos considerar que esta descomposición expresa la variabilidad total
de todas las observaciones muestrales en torno a su media global como la suma de la va-
riabilidad dentro de los grupos y la variabilidad entre los grupos. La Figura 17.2 lo muestra
esquemáticamente.

Figura 17.2.
Descomposición de
la suma de los
cuadrados en el
análisis de la
varianza de un
factor.

Nuestro contraste de la igualdad de las medias poblacionales se basa en el supuesto de
que las K poblaciones tienen una varianza común. Si la hipótesis nula de que las medias
poblacionales son iguales es verdadera, cada una de las sumas de los cuadrados, SCD y
SCG, puede utilizarse como base para estimar la varianza poblacional común. Para obtener
estas estimaciones, deben dividirse las sumas de los cuadrados por el número correspon-
diente de grados de libertad.

En primer lugar, en el apéndice del capítulo mostramos que se obtiene un estimador
insesgado de la varianza poblacional si se divide SCD por (n . K). La estimación resultan-
te se denomina media de los cuadrados dentro de los grupos y se representa por medio de
MCD, de manera que

MCD %
SCD

n . K
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En el caso de nuestros datos, tenemos que

MCD %
12,18

20 . 3
% 0,7165

Si las medias poblacionales son iguales, se obtiene otro estimador insesgado de la va-
rianza poblacional dividiendo SCG por (K . 1), que también se muestra en el apéndice del
capítulo. La cantidad resultante se llama media de los cuadrados entre los grupos y se re-
presenta por medio de MCG; por lo tanto,

MCG %
SCG

K . 1

En el caso de nuestros datos sobre el consumo de combustible,

MCG %
21,55

3 . 1
% 10,78

Cuando las medias poblacionales no son iguales, la media de los cuadrados entre los gru-
pos no constituye una estimación insesgada de la varianza poblacional común. El valor es-
perado de la variable aleatoria correspondiente es mayor que la varianza poblacional co-
mún, ya que también contiene información sobre los cuadrados de las diferencias de las
verdaderas medias poblacionales.

Si la hipótesis nula fuera verdadera, ahora tendríamos dos estimaciones insesgadas de
la misma cantidad, la varianza poblacional común. Sería razonable esperar que estas esti-
maciones fueran muy parecidas. Cuanto mayor es la diferencia entre estas dos estimacio-
nes, manteniéndose todo lo demás constante, mayor es nuestra sospecha de que la hipótesis
nula no es verdadera. El contraste de la hipótesis nula se basa en el cociente entre las me-
dias de los cuadrados (véase el apéndice del capítulo):

F %
MCG

MCD

Si este cociente es cercano a 1, hay pocas razones para dudar de la hipótesis nula de la
igualdad de las medias poblacionales. Sin embargo, como ya hemos señalado, si la variabi-
lidad entre los grupos es grande en comparación con la variabilidad dentro de los grupos,
sospechamos que la hipótesis nula es falsa. Lo es cuando el cociente F tiene un valor muy
superior a 1. En ese caso, se rechaza la hipótesis nula.

Cabe deducir un contraste formal del hecho de que si la hipótesis nula de la igualdad
de las medias poblacionales es verdadera, la variable aleatoria sigue una distribución F
(analizada en el apartado 11.4) con (K . 1) grados de libertad en el numerador y (n . K)
grados de libertad en el denominador, suponiendo que las distribuciones poblacionales son
normales.

Contraste de hipótesis basado en el análisis de la varianza
de un factor
Supongamos que tenemos muestras aleatorias independientes de n1, n2, ..., nK observaciones
de K poblaciones. Sea n el tamaño total de la muestra, de manera que

n % n1 ! n2 ! ñ ! nK
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Definimos las medias de los cuadrados de la forma siguiente:

Dentro de los grupos: MCD %
SCD

n . K
(17.5)

Entre los grupos: MCG %
SCG

K . 1
(17.6)

La hipótesis nula que se contrasta es que las K medias poblacionales son iguales; es decir,

H0 : k1 % k2 % ñ % kK

Postulamos los siguientes supuestos adicionales:

1. Las varianzas poblacionales son iguales.
2. Las distribuciones poblacionales son normales.

La regla de decisión de un contraste de nivel de significación a es:

Rechazar H0 si
MCG

MCD
b FK.1, n.K, a (17.7)

donde FK.1,n.K, a es el número para el que

P(FK.1, n.K b FK.1, n.K, a) % a

y la variable aleatoria FK.1, n.K sigue una distribución F con (K . 1) grados de libertad en el
numerador y (n . K) grados de libertad en el denominador.

El p-valor de este contraste es el grado más bajo de significación que nos permitiría recha-
zar la hipótesis nula.

En el caso de los datos sobre el consumo de combustible, observamos que

MCG

MCD
%

10,78

0,7165
% 15,04

Los grados de libertad del numerador y del denominador son, respectivamente,
(K . 1) % 2 y (n . K) % 17. Por lo tanto, para un contraste al nivel de significación del
1 por ciento, vemos que en la Tabla 9 del apéndice,

F2, 17, 0,01 % 6,11

Por lo tanto, estos datos nos permiten rechazar al nivel de significación del 1 por ciento la
hipótesis nula de que la media poblacional del consumo de combustible de los tres tipos de
automóvil es igual.

Es muy cómodo resumir los cálculos realizados para hacer este contraste en una tabla
del análisis de la varianza de un factor. La forma general de la tabla se muestra en la
Tabla 17.3. La 17.4 contiene el análisis de la varianza correspondiente a los datos sobre el
consumo de combustible. Obsérvese que, en algunas exposiciones, la suma de los cuadra-
dos dentro de los grupos se denomina suma de los cuadrados de los errores.
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Tabla 17.3. Formato general de la tabla del análisis de la varianza de un factor.

Fuente
de variación

Suma
de los cuadrados

Grados
de libertad

Media
de los cuadrados Cociente F

Entre los grupos SCG K . 1 MCG %
SCG

K . 1

MCG

MCD

Dentro de los grupos SCD n . K MCD %
SCD

n . K

Total STC n . 1

Tabla 17.4. Tabla del análisis de la varianza de un factor correspondiente
a los datos sobre el consumo de combustible.

Fuente
de variación

Suma
de los cuadrados

Grados
de libertad

Media
de los cuadrados Cociente F

Entre los grupos 21,55 2 10,78 15,04
Dentro de los grupos 12,18 17 0,7165
Total 33,73 19

EJEMPLO 17.1. Dificultades para leer los anuncios de las revistas
(análisis de la varianza de un factor)

El índice fog se utiliza para medir la dificultad para leer un texto escrito: cuanto más
alto es el valor del índice, más difícil es el nivel de lectura. Queremos saber si las tres
revistas Scientific American, Fortune y New Yorker tienen un índice distinto de dificul-
tad de lectura.

Solución

Se toman muestras aleatorias independientes de 6 anuncios de Scientific American, For-
tune y New Yorker, se miden los índices fog de los 18 anuncios y se anotan en la Ta-
bla 17.5 (véase la referencia bibliográfica 2).

Tabla 17.5. Índice fog de la dificultad de lectura de tres revistas.

Scientific American Fortune New Yorker

15,75 12,63 9,27
11,55 11,46 8,28
11,16 10,77 8,15
9,92 9,93 6,37
9,23 9,87 6,37
8,20 9,42 5,66

Basándose en estos datos, se puede elaborar la tabla del análisis de la varianza utili-
zando un programa estadístico como Minitab. La Figura 17.3 contiene la salida del aná-
lisis de la varianza. Para contrastar la hipótesis nula de que las medias poblacionales de
los índices fog son iguales, debemos comparar el cociente —F . F % 6,97— de la tabla

690 Estadística para administración y economía



del análisis de la varianza con los valores tabulados de la distribución F con (2, 15) gra-
dos de libertad. En la Tabla 9 del apéndice vemos que

F2, 15, 0,01 % 6,36

Por lo tanto, rechazamos la hipótesis nula de la igualdad de las medias poblaciona-
les de los índices fog de las tres revistas al nivel de significación del 1 por ciento. Ob-
sérvese también que el p-valor calculado, como se ve en la Figura 17.3, es 0,007. Tene-
mos pruebas contundentes de que la dificultad de lectura es diferente: el índice más
bajo corresponde a New Yorker. Obsérvese que la salida Minitab contiene una represen-
tación gráfica de las medias de los subgrupos y sus intervalos de confianza. Esta salida
contiene una presentación visual de las diferencias entre las medias de los subgrupos,
señalando en este caso que New Yorker se diferencia mucho de Scientific American y
Fortune.

Source
Factor
Error
Total

DF
2

15
17

SS
48.53
52.22

100.75

MS
24.26
3.48

F
6.97

P
0.007

S = 1.866 R-Sq = 48.17% R-Sq(adj) = 41.26%

Level
SCIENTIFIC AMERI
FORTUNE
NEW YORKER

N
6
6
6

Mean
10.968
10.680
7.350

StDev
2.647
1.202
1.412

Pooled StDev = 1.866

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

)

)

)

(

(

(

*

*

*

6.0 8.0 10.0 12.0

One-way ANOV A: S CIENTIFIC AM ERICAN, FORTUNE, N EW Y ORKER

Figura 17.3. Análisis de la varianza de un factor de la dificultad de lectura de Scientific American, Fortune
y New Yorker (salida Minitab).

Modelo poblacional en el caso del análisis de la varianza
de un factor

Es útil observar el modelo del análisis de la varianza de un factor desde una perspectiva
diferente. Sea la variable aleatoria Xij la j-ésima observación de la i-ésima población y ki la
media de esta población. En ese caso, Xij puede concebirse como la suma de dos partes: su
media y una variable aleatoria eij de media 0. Por lo tanto, podemos escribir

Xij % ki ! eij

Ahora bien, como se toman muestras aleatorias independientes, las variables aleatorias eij

no están correlacionadas entre sí. Además, dado nuestro supuesto de que las varianzas po-
blacionales son iguales, se deduce que las eij tienen todas ellas las mismas varianzas. Por lo
tanto, estas variables aleatorias satisfacen los supuestos habituales (véase el apartado 13.3)
impuestos a los términos de error de un modelo de regresión múltiple. Esta ecuación puede
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verse como un modelo de regresión con los parámetros desconocidos k1, k2, ..., kK. La
hipótesis nula de interés es

H0 : k1 % k2 % ñ % kK

El supuesto añadido de la normalidad facilita el contraste de estos parámetros.
El modelo puede expresarse de una forma algo distinta. Sea k la media global de las K

poblaciones combinadas y Gi la diferencia entre la media poblacional del i-ésimo grupo y
esta media global, de manera que

Gi % ki . k o ki % k ! Gi

Sustituyendo en la ecuación original, tenemos que

Xij % k ! Gi ! eij

por lo que una observación está formada por la suma de una media global k, un término
específico del grupo Gi y un error aleatorio eij. Entonces, nuestra hipótesis nula es que cada
media poblacional ki es igual que la media global, o sea

H0 : G1 % G2 % ñ % GK % 0

La Figura 17.4 muestra este modelo poblacional y algunos de los supuestos. El consu-
mo efectivo de combustible de cada tipo de automóvil registrado en una prueba cualquiera
puede representarse por medio de una variable aleatoria que sigue una distribución normal.
Las medias poblacionales del consumo medio de combustible de los automóviles A, B y C,
k1, k2 y k3, respectivamente, determinan los centros de estas distribuciones. Según nuestro
supuesto, estas distribuciones poblacionales deben tener las mismas varianzas. La Figu-
ra 17.4 también muestra la media k de las tres poblaciones combinadas y las diferencias Gj

entre las medias poblacionales individuales y la media global. Por último, en el caso de los
automóviles B, hemos marcado con un punto la i-ésima observación muestral. La variable
aleatoria eij es, pues, la diferencia entre el valor observado y la media de la subpoblación j
de la que proMcede.

Figura 17.4.
Ilustración del
modelo poblacional
en el caso del
análisis de la
varianza de un
factor.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
17.1. Dada la siguiente tabla del análisis de la va-

rianza:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre los grupos 1.000 4
Dentro de los grupos 750 15
Total 1.750 19

calcule los cuadrados medios entre los grupos y
dentro de los grupos. Calcule el cociente F y
contraste la hipótesis de que las medias de los
grupos son iguales.

17.2. Dada la siguiente tabla del análisis de la va-
rianza:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre los grupos 879 3
Dentro de los grupos 798 16
Total 1.677 19

calcule los cuadrados medios entre los grupos y
dentro de los grupos. Calcule el cociente F y
contraste la hipótesis de que las medias de los
grupos son iguales.

17.3. Dada la siguiente tabla del análisis de la va-
rianza:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre los grupos 1.000 2
Dentro de los grupos 743 15
Total 1.743 17

calcule los cuadrados medios entre los grupos y
dentro de los grupos. Calcule el cociente F y
contraste la hipótesis de que las medias de los
grupos son iguales.

Ejercicios aplicados

17.4. Un fabricante de cereales tiene que elegir entre
tres colores para las cajas de cereales: rojo, ama-
rillo y azul. Para averiguar si el color influye en
las ventas, se eligen 16 tiendas de tamaño pareci-
do. Se envían cajas rojas a 6 de estas tiendas, ca-
jas amarillas a 5 y cajas azules a las 5 restantes.
Después de unos días, se comprueba el número

de cajas vendidas en cada tienda. La tabla adjun-
ta muestra los resultados (en decenas de cajas)
obtenidos.

Rojo Amarillo Azul

43 52 61
52 37 29
59 38 38
76 64 53
61 74 79
81

a) Calcule la suma de los cuadrados dentro de
los grupos, entre los grupos y total.

b) Complete la tabla del análisis de la varianza y
contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de los niveles de ventas de las
cajas de los tres colores son iguales.

17.5. Un profesor tiene una clase de 23 estudiantes. Al
comienzo de cada cuatrimestre asigna a cada es-
tudiante aleatoriamente a uno de los cuatro pro-
fesores ayudantes que tiene: Sánchez, Hervás,
Alarcos o Blázquez. Anima a los estudiantes a
reunirse con su profesor ayudante para que les
explique la materia difícil del curso. Al final del
cuatrimestre, se hace un examen. La tabla adjun-
ta muestra las calificaciones obtenidas por los es-
tudiantes que trabajan con estos profesores ayu-
dantes.

Sánchez Hervás Alarcos Blázquez

72 78 80 79
69 93 68 70
84 79 59 61
76 97 75 74
64 88 82 85

81 68 63

a) Calcule la suma de los cuadrados dentro de
los grupos, entre los grupos y total.

b) Complete la tabla del análisis de la varianza y
contraste la hipótesis nula de la igualdad de
las medias poblacionales de las calificaciones
de estos profesores ayudantes.

17.6. Tres proveedores suministran piezas en envíos de
500 unidades. Se han comprobado minuciosa-
mente muestras aleatorias de seis envíos de cada
uno de los tres proveedores y se ha anotado el
número de piezas que no se ajustan a las normas.
La tabla muestra este número.
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Proveedor A Proveedor B Proveedor C

28 22 33
37 27 29
34 29 39
29 20 33
31 18 37
33 30 38

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza de
estos datos.

b) Contraste la hipótesis nula de que la igualdad
de las medias poblacionales del número de
piezas por envío de los tres proveedores no se
ajustan a las normas.

17.7. Una empresa está tratando de elegir entre tres ti-
pos de automóvil para su flota: nacionales, japo-
neses o europeos. Se piden cinco automóviles de
cada tipo y, después de recorrer 10.000 kilóme-
tros con ellos, se calcula el coste de explotación
por kilómetro de cada uno. Se obtienen los si-
guientes resultados en centavos por kilómetro.

Nacionales Japoneses Europeos

18,0 20,1 19,3
176 17,6 17,4
17,4 16,1 17,1
19,1 17,3 18,6
16,9 17,4 16,1

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza de
estos datos.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de los costes de explotación
medios por kilómetro de los tres tipos de
automóviles son iguales.

17.8. Se toman muestras aleatorias de siete estudiantes
universitarios de primer año, siete de segundo
año y siete de tercero que asisten a una clase de
estadística para los negocios. La tabla adjunta
muestra las calificaciones obtenidas en el exa-
men final.

Estudiantes
de primer año

Estudiantes
de segundo año

Estudiantes
de tercer año

82 71 64
93 62 73
61 85 87
74 94 91
69 78 56
70 66 78
53 71 87

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza de
estos datos.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las calificaciones de los tres
grupos son iguales.

17.9. Se pide a muestras de cuatro vendedores de cua-
tro regiones distintas que predigan los aumentos
porcentuales del volumen de ventas de sus terri-
torios en los próximos 12 meses. La tabla adjun-
ta muestra las predicciones.

Oeste Norte Sur Este

6,8 7,2 4,2 9,0
4,2 6,6 4,8 8,0
5,4 5,8 5,8 7,2
5,0 7,0 4,6 7,6

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las cuatro predicciones del
crecimiento de las ventas de las cuatro regio-
nes son iguales.

17.10. Se pide a muestras aleatorias independientes de
seis profesores ayudantes, cuatro profesores
asociados y cinco profesores titulares que esti-
men la cantidad de tiempo que dedicaron a sus
responsabilidades docentes fuera del aula la se-
mana pasada. La tabla adjunta muestra los re-
sultados en horas.

Ayudante Asociado Titular

7 15 11
12 12 7
11 15 6
15 8 9
9 7

14

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de los tiempos de los tres tipos
de profesores son iguales.

17.11. Dos academias ofrecen cursos para prepararse
para el examen de acceso a la universidad. Para
comprobar la eficacia de sus cursos, se eligen
15 estudiantes. Cinco se asignan aleatoriamente
a la academia A, cinco a la B y el resto no asis-
te a ningún curso. La tabla adjunta muestra las
calificaciones obtenidas en el examen, expresa-
das en porcentajes.
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Academia A Academia B Academia C

79 74 72
74 69 71
92 87 81
67 81 61
85 64 63

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las calificaciones de los tres
grupos son iguales.

17.12. En el estudio del ejemplo 17.1 se toman mues-
tras aleatorias independientes de seis tipos de
anuncios. La tabla adjunta muestra los índices
fog de estos anuncios. Contraste la hipótesis nu-
la de que las medias poblacionales de los índi-
ces fog de los tres tipos de anuncios son iguales.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

12,89 9,50 10,21
12,69 8,60 9,66
11,15 8,59 7,67
9,52 6,50 5,12
9,12 4,79 4,88
7,04 4,29 3,12

17.13. En el modelo del análisis de la varianza de un
factor, expresamos la j-ésima observación del i-
ésimo grupo de la forma siguiente:

Xij % k ! Gi ! eij

donde k es la media global, Gi es el efecto es-
pecífico del i-ésimo grupo y eij es el error alea-
torio de la j-ésima observación del i-ésimo gru-
po. Considere los datos del ejemplo 17.1.
a) Estime k.
b) Estime Gi de cada una de las tres revistas.
c) Estime e32, el término de error correspon-

diente a la segunda observación (8,28) del
New Yorker.

17.14. Utilice el modelo del análisis de la varianza de
un factor para examinar los datos del ejercicio
17.12.
a) Estime k.
b) Estime Gi de cada uno de los tres tipos de

anuncios.
c) Estime e13, el término de error correspon-

diente a la tercera observación (11,15) del
primer tipo de anuncio.

17.3. El contraste de Kruskal-Wallis

Como ya hemos señalado, el contraste del análisis de la varianza de un factor del aparta-
do 17.2 generaliza al caso en el que hay varias poblaciones el contraste t utilizado para
comparar dos medias poblacionales cuando se dispone de muestras aleatorias independien-
tes. El contraste se basa en el supuesto de que las distribuciones poblacionales subyacentes
son normales. En el apartado 15.3 introdujimos el contraste de Mann-Whitney, un contras-
te no paramétrico que es válido para comparar las posiciones centrales de dos poblaciones
basado en muestras aleatorias independientes, incluso cuando las distribuciones poblacio-
nales no son normales. También es posible desarrollar una alternativa no paramétrica al
contraste del análisis de la varianza de un factor. Este contraste se conoce con el nombre
de contraste de Kruskal-Wallis y se emplea cuando un investigador tiene poderosas razo-
nes para sospechar que las distribuciones poblacionales subyacentes pueden ser muy dife-
rentes de la normal.

Al igual que la mayoría de los contrastes no paramétricos que ya hemos visto, el con-
traste de Kruskal-Wallis se basa en los puestos ocupados por las observaciones muestrales
en las ordenaciones correspondientes. Mostraremos cómo se calcula el estadístico del con-
traste utilizando los datos sobre el consumo de combustible de la Tabla 17.1. Los valores
muestrales se juntan y se ordenan en sentido ascendente, como en la Tabla 17.6, utilizando
la media de los puestos en caso de empate.

El contraste se basa en las sumas de los puestos R1, R2, ..., RK de las K muestras. En el
ejemplo del consumo de combustible,

R1 % 32 R2 % 101,5 R3 % 76,5
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Tabla 17.6. Cifras de consumo de combustible (en kilómetros por litro) y puestos
de tres muestras aleatorias independientes.

Automóviles A Puesto Automóviles B Puesto Automóviles C Puesto

22,2 11 24,6 20 22,7 12
19,9 1 23,1 13 21,9 7
20,3 2,5 22,0 8 23,2 14
21,4 6 23,5 16,5 24,1 19
21,2 5 23,6 18 22,1 9,5
21,0 4 22,1 9,5 23,4 15
20,3 2,5 23,5 16,5

Suma de los puestos 32 101,5 76,5

La hipótesis nula que debe contrastarse es que las tres medias poblacionales son iguales.
Sospecharíamos de esa hipótesis si hubiera notables diferencias entre las medias de los
puestos de las K muestras. De hecho, nuestro contraste se basa en el estadístico, donde ni

son los tamaños muestrales de los K grupos y n es el número total de observaciones mues-
trales. Sea W

W %
12

n(n ! 1)

K

;
i%1

R2
i

ni

. 3(n ! 1)

La hipótesis nula sería dudosa si el valor de W fuera alto. La base del contraste se deduce
del hecho de que, a menos que los tamaños de las muestras sean muy pequeños, la variable
aleatoria correspondiente al estadístico del contraste sigue, según la hipótesis nula, una dis-
tribución de la que es una buena aproximación la distribución s2 con (K . 1) grados de
libertad.

El contraste de Kruskal-Wallis
Supongamos que tenemos muestras aleatorias independientes de n1, n2, ..., nK observaciones
de K poblaciones. Sea

n % n1 ! n2 ! ñ ! nK

el número total de observaciones muestrales. Sean R1, R2, ..., RK las sumas de los puestos de
las K muestras cuando se juntan las observaciones muestrales y se ordenan en sentido ascen-
dente. El contraste de la hipótesis nula, H0, de la igualdad de las medias poblacionales se basa
en el estadístico

W %
12

n(n ! 1)

K

;
i%1

R2
i

ni

. 3(n ! 1) (17.8)

La regla de decisión de un contraste al nivel de significación a es

Rechazar H0 si W b s2
K.1, a (17.9)

donde s2
K.1, a es el número que es superado con la probabilidad a por una variable aleatoria s2

con (K . 1) grados de libertad.
Este método es aproximadamente válido, siempre que la muestra contenga al menos cinco

observaciones de cada población.

696 Estadística para administración y economía



En el caso de nuestros datos sobre el consumo de combustible, tenemos que

W %
12

(20)(21) C
(32)2

7
!

(101,5)2

7
!

(76,5)2

6 D. (3)(21) % 11,10

Aquí, tenemos (K . 1) % 2 grados de libertad, por lo que en el caso de un contraste al ni-
vel de significación del 0,5 por ciento, vemos en la Tabla 7 del apéndice que

s2
2, 0,005 % 10,60

Por lo tanto, la hipótesis nula de que las medias poblacionales del consumo de combustible
de los tres tipos de automóviles son iguales puede rechazarse incluso al nivel de significa-
ción del 0,5 por ciento. Naturalmente, también rechazamos esta hipótesis utilizando el con-
traste del análisis de la varianza del apartado 17.2. Sin embargo, aquí hemos sido capaces
de rechazarlo sin imponer el supuesto de la normalidad de las distribuciones poblacionales.

EJEMPLO 17.2. Importancia de las marcas (contraste de Kruskal-Wallis)

Se ha realizado un estudio para averiguar si las mujeres de diferentes subgrupos profe-
sionales dan diferentes niveles de importancia a las marcas cuando compran bebidas re-
frescantes.

Solución

Se pidió a muestras aleatorias independientes de 101 empleadas de oficina, 112 admi-
nistrativas y 96 profesionales que valoraran en una escala de 1 a 7 la importancia que
daban a la marca cuando compraban bebidas refrescantes. El valor del estadístico de
Kruskal-Wallis de este estudio era 25,22. Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las valoraciones de los tres subgrupos son iguales.

El estadístico del contraste calculado es

W % 25,22

Dado que hay K % 3 grupos, tenemos para un contraste al 0,5 por ciento

s2
K.1, a % s2

2, 0,005 % 10,60

Por lo tanto, la hipótesis nula de que las medias poblacionales de las valoraciones de los
tres subgrupos son iguales se rechaza claramente con los datos de esta muestra, incluso
al nivel de significación del 0,5 por ciento. Tenemos pruebas contundentes de que las
mujeres de diferentes subgrupos profesionales dan diferentes niveles de importancia a
las marcas.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
17.15. Considere un problema con tres subgrupos en el

que la suma de los puestos de cada uno de los
subgrupos es igual a 45, 98 y 88 y el tamaño de
los subgrupos es igual a 6, 6 y 7. Complete el

contraste de Kruskal-Wallis y la hipótesis nula
de que los puestos de los subgrupos son iguales.

17.16. Considere un problema con cuatro subgrupos en
el que la suma de los puestos de cada uno de
los subgrupos es igual a 49, 84, 76 y 81 y el ta-
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maño de los subgrupos es igual a 4, 6, 7 y 6.
Complete el contraste de Kruskal-Wallis y la
hipótesis nula de que los puestos de los subgru-
pos son iguales.

17.17. Considere un problema con cuatro subgrupos en
el que la suma de los puestos de cada uno de
los subgrupos es igual a 71, 88, 82 y 79 y el ta-
maño de los subgrupos es igual a 5, 6, 6 y 7.
Complete el contraste de Kruskal-Wallis y la
hipótesis nula de que los puestos de los subgru-
pos son iguales.

Ejercicios aplicados
17.18. Basándose en los datos del ejercicio 17.4, utili-

ce el contraste de Kruskal-Wallis de la hipótesis
nula de que las medias poblacionales de los ni-
veles de ventas de las cajas de los tres colores
son iguales.

17.19. Basándose en los datos del ejercicio 17.5, utili-
ce el contraste de Kruskal-Wallis de la hipótesis
nula de que las medias poblacionales de las ca-
lificaciones de los estudiantes asignados a los
cuatro profesores ayudantes son iguales.

17.20. Basándose en los datos del ejercicio 17.6, reali-
ce un contraste de la hipótesis nula de la igual-
dad de las medias poblacionales del número de
piezas por envío de los tres proveedores que no
se ajustan a las normas sin suponer que las dis-
tribuciones poblacionales son normales.

17.21. Basándose en los datos del ejercicio 17.7, con-
traste la hipótesis nula de que las medias pobla-
cionales de los costes de explotación por kiló-
metro de los tres tipos de automóvil son iguales
sin suponer que las distribuciones poblacionales
son normales.

17.22. Basándose en los datos del ejercicio 17.8, reali-
ce un contraste no paramétrico de la hipótesis
nula de la igualdad de las medias poblacionales
de las calificaciones de los estudiantes de pri-
mer año, de segundo año y de tercer año.

17.23. Basándose en los datos del ejercicio 17.9, utili-
ce el método de Kruskal-Wallis para contrastar
la hipótesis nula de la igualdad de las medias
poblacionales de las predicciones para las cua-
tro regiones.

17.24. Vuelva al ejercicio 17.10. Sin suponer que las
distribuciones poblacionales son normales, con-
traste la hipótesis nula de que las medias pobla-
cionales del tiempo que dedican los ayudantes,
los asociados y los titulares a las responsabili-
dades docentes fuera del aula son iguales.

17.25. Basándose en los datos del ejercicio 17.11, rea-
lice el contraste de Kruskal-Wallis de la hipóte-
sis nula de la igualdad de las medias poblacio-
nales de las calificaciones obtenidas en el
examen de acceso a la universidad por los estu-
diantes que no van a una academia y los que
van a la academia A y a la academia B.

17.26. Se pide a muestras aleatorias independientes de
101 estudiantes universitarios de primer año,
112 de segundo año y 96 de tercer año que va-
loren en una escala de 1 a 7 la importancia que
conceden a la marca cuando compran un auto-
móvil. El valor del estadístico de Kruskal-
Wallis obtenido es 0,17.

a) ¿Qué hipótesis nula puede contrastarse utili-
zando esta información?

b) Realice el contraste.

17.4. Análisis de la varianza bifactorial: una observación
por celda, bloques aleatorizados

Aunque lo que nos interesa principalmente es el análisis de un aspecto de un experimento,
podemos sospechar que hay un segundo factor que influye significativamente en el resulta-
do. En los apartados anteriores de este capítulo hemos analizado un experimento en el que
el objetivo era comparar el consumo de combustible de tres tipos de automóviles. Hemos
recogido datos de tres muestras aleatorias independientes de pruebas y los hemos analizado
por medio de un análisis de la varianza de un factor. Hemos supuesto que la variabilidad
de los datos muestrales se debía a dos causas: a la existencia de verdaderas diferencias en-
tre los tres tipos de automóviles y a una variación aleatoria. De hecho, podríamos sos-
pechar que parte de la variabilidad aleatoria observada se debe a las diferencias entre los
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hábitos de los conductores. Si fuera posible aislar este último factor, disminuiría la cantidad
de variabilidad aleatoria del experimento. Eso permitiría, a su vez, detectar más fácilmente
las diferencias de rendimiento entre los automóviles. En otras palabras, diseñando un expe-
rimento para tener en cuenta las diferencias entre las características de los conductores,
confiamos en conseguir un contrate más poderoso de la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del consumo de combustible de todos los tipos de automóviles son iguales.

De hecho, es bastante sencillo diseñar un experimento que pueda tener en cuenta la in-
fluencia de un segundo factor de este tipo. Supongamos, una vez más, que tenemos tres
tipos de automóvil (por ejemplo, automóviles a, automóviles b y automóviles c) cuyo con-
sumo de combustible queremos comparar. Consideramos un experimento en el que se rea-
lizan seis pruebas con cada tipo de automóvil. Si se realizan estas pruebas utilizando seis
conductores, cada uno de los cuales conduce un automóvil de los tres tipos, es posible, da-
do que cada tipo de automóvil será probado por cada conductor, extraer de los resultados
información sobre la variabilidad de los conductores, así como información sobre las dife-
rencias entre los tres tipos de automóvil. La variable adicional —en este caso, los conduc-
tores— se denomina a veces variable de bloqueo. Se dice que este experimento está orga-
nizado en bloques; en nuestro ejemplo, habría seis bloques, uno por cada conductor.

Este tipo de diseño por bloques puede utilizarse para obtener información sobre dos
factores simultáneamente. Supongamos, por ejemplo, que queremos comparar el consumo
de combustible de diferentes tipos de automóvil, pero también de diferentes tipos de con-
ductores. En concreto, es posible que nos interese saber cómo influye la edad de los con-
ductores en el consumo de combustible. Para eso, podemos subdividir los conductores en
grupos de edad. Podríamos utilizar los seis grupos de edad siguientes (en años):

1. 25 años o menos

2. 26-35

3. 36-45

4. 46-55

5. Más de 65

A continuación, podemos organizar nuestro experimento de tal forma que un automóvil de
cada grupo sea conducido por un conductor de cada grupo de edad. De esta forma, además
de contrastar la hipótesis de que las medias poblacionales del consumo de combustible de
todos los tipos de automóvil son iguales, podemos contrastar la hipótesis de que las medias
poblacionales del consumo medio de combustible de todos los grupos de edad son iguales.

De hecho, independientemente de que cada uno de los seis conductores conduzca un
automóvil de cada tipo o un conductor de cada una de las seis clases de edad conduzca un
automóvil de cada tipo, el método para contrastar la igualdad de las medias poblacionales
del consumo de combustible de los tipos de automóviles es el mismo. En este apartado uti-
lizamos el segundo diseño a modo de ilustración.

La Tabla 17.7 contiene los resultados de un experimento realizado con tres tipos de
automóvil y conductores de seis grupos de edad. El objetivo principal es comparar los ti-
pos de automóvil y la variable de bloqueo es la edad de los conductores.

Este tipo de diseño se llama diseño por bloques aleatorizados. La aleatoriedad se de-
be a que seleccionamos aleatoriamente un conductor del primer grupo de edad para condu-
cir un automóvil a, un conductor del segundo grupo de edad para conducir un automóvil a,
y así sucesivamente. Este procedimiento se repite con cada grupo de edad y con cada tipo
de automóvil. Si es posible, las pruebas deben realizarse siguiendo un orden aleatorio, no
bloque por bloque.
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Tabla 17.7. Observaciones muestrales sobre el consumo de combustible
de tres tipos de automóviles conducidos por conductores de seis clases.

Tipo de automóvil

Clase de conductores Automóviles a Automóviles b Automóviles c Suma

1 25,1 23,9 26,0 75,0
2 24,7 23,7 25,4 73,8
3 26,0 24,4 25,8 76,2
4 24,3 23,3 24,4 72,0
5 23,9 23,6 24,2 71,7
6 24,2 24,5 25,4 74,1

Suma 148,2 143,4 151,2 442,8

Supongamos que tenemos K grupos y que hay H bloques. Representaremos por medio
de xij la observación muestral correspondiente al i-ésimo grupo y el j-ésimo bloque. Por lo
tanto, los datos muestrales pueden mostrarse como en la Tabla 17.8. Obsérvese que este
formato es simplemente una extensión del que utilizamos para realizar el contraste de ob-
servaciones pareadas del apartado 11.1, en el que sólo teníamos dos grupos para poder
contrastar la igualdad de varias medias poblacionales.

Tabla 17.8. Observación muestral sobre K grupos y H bloques.

Grupo

Bloque 1 2 ñ K

1 x11 x21 ñ xK1
2 x12 x22 ñ xK2

ó ó ó ó ó
H x1H x2H ñ xKH

Para desarrollar un contraste de la hipótesis de que las medias poblacionales de todos
los K grupos son iguales, necesitamos las medias muestrales de estos grupos. Para repre-
sentar la media del i-ésimo grupo, utilizamos la notación x6 i., por lo que

x6 i. %

H

;
j%1

xij

H
(i % 1, 2, ..., K)

Basándonos en la Tabla 17.7, tenemos que

x61. %
148,2

6
% 24,7 x62. %

143,4

6
% 23,9 x63. %

151,2

6
% 25,2

También nos interesan las diferencias entre las medias de los bloques poblacionales.
Por lo tanto, necesitamos las medias muestrales de los H bloques. Representamos por me-
dio de x6.j la media muestral del j-ésimo bloque, por lo que

x6.j %

K

;
i%1

xij

K
( j % 1, 2, ..., H)
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En el caso de los datos sobre el consumo de combustible de la Tabla 17.7, tenemos que

x6.1 %
75,0

3
% 25,0 x6.2 %

73,8

3
% 24,6 x6.3 %

76,2

3
% 25,4

x6.4 %
72,0

3
% 24,0 x6.5 %

71,7

3
% 23,9 x6.6 %

74,1

3
% 24,7

Por último, necesitamos la media global de las observaciones muestrales. Si n repre-
senta el número total de observaciones, entonces

n % HK

y la media muestral de las observaciones es

x6 %

K

;
i%1

H

;
j%1

xij

n
%

K

;
i%1

x6 i.

K
%

H

;
j%1

x6.j

H

En el caso de los datos de la Tabla 17.7,

x6 %
442,8

18
% 24,6

Antes de preguntarnos cuál es el contraste adecuado de la hipótesis que nos interesa, es
útil examinar el modelo poblacional en el que nos basamos implícitamente. Supongamos
que la variable aleatoria Xij corresponde a la observación del i-ésimo grupo y el j-ésimo
bloque. Se considera que este valor es la suma de los cuatro componentes siguientes.

1. Una media «global» k.
2. Un parámetro Gi, que es específico del i-ésimo grupo y que mide la diferencia en-

tre la media de ese grupo y la media global.
3. Un parámetro Bj, que es específico del i-ésimo bloque y que mide la diferencia en-

tre la media de ese bloque y la media global.
4. Una variable aleatoria eij, que representa el error experimental, o sea la parte de la

observación que no es explicada ni por la media global ni por la pertenencia a los
grupos o los bloques.

Podemos escribir, pues,

Xij % k ! Gi ! Bj ! eij

Se supone que el término de error eij satisface los supuestos habituales del modelo de regre-
sión múltiple. En concreto, pues, se supone que las varianzas son independientes e iguales.

En tal caso, podemos formular la expresión anterior de la forma siguiente:

Xij . k % Gi ! Bj ! eij

A continuación, dados los datos muestrales, estimamos la media global k por medio de la
media muestral global x6, por lo que (xij . x6) es una estimación del primer miembro. La
diferencia Gj entre la media poblacional del i-ésimo grupo y la media poblacional global se
estima por medio de la correspondiente diferencia entre las medias muestrales, (x6 i. . x6).
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Asimismo, Bj se estima por medio de (x6.j . x6). Por último, restando, estimamos el término
de error:

(xij . x6) . (x6 i. . x6) . (x6.j . x6) % xij . x6 i. . x6.j ! x6

Tenemos, pues, considerando los miembros muestrales, que

(xij . x6) % (x6 i. . x6) . (x6.j . x6) ! (xij . x6 i. . x6.j ! x6)

Para ilustrarlo, consideremos el consumo de combustible de un conductor del tercer
grupo de edad con un automóvil a. Según la Tabla 17.7,

x13 % 26,0

El término del primer miembro es

x13 . x6 % 26,0 . 24,6 % 1,4

El efecto del grupo (automóvil) es

x61. . x6 % 24,7 . 24,6 % 0,1

Obsérvese que este término será el mismo siempre que se conduzca el automóvil a. El
efecto del bloque (conductor) es

x6.3 . x6 % 25,4 . 24,6 % 0,8

Por último, el término de error es

x13 . x61. . x6.3 ! x6 % 26,0 . 24,7 . 25,4 ! 24,6 % 0,5

Por lo tanto, tenemos para esta observación

1,4 % 0,1 ! 0,8 ! 0,5

Podemos interpretar esta ecuación de la forma siguiente: cuando un conductor del tercer
grupo de edad probó el automóvil a, consumió 1,4 kilómetros por litro más que la media
de todos los automóviles y los conductores. Se estima que de esta cantidad 0,1 se debe al
automóvil, 0,8 al grupo de edad del conductor y el resto, 05, a otros factores, que atribui-
mos a la variabilidad aleatoria o a un error experimental.

Ahora, si elevamos al cuadrado los dos miembros y sumamos las n observaciones
muestrales, puede demostrarse que el resultado es

K

;
i%1

H

;
j%1

(xij . x6)2 % H
K

;
i%1

(x6 i. . x6)2 ! K
H

;
j%1

(x6.j . x6)2 !

K

;
i%1

H

;
j%1

(xij . x6 i. . x6.j . x6)

En esta ecuación, la variabilidad muestral total de las observaciones en torno a la media
global es la suma de las variabilidades que se deben a las diferencias entre los grupos, a las
diferencias entre los bloques y al error, respectivamente. Es en la descomposición de estas
sumas de los cuadrados en la que se basa el análisis de experimentos de este tipo. El análi-
sis se llama análisis de la varianza bifactorial, ya que los datos se clasifican de dos formas,
por grupos y por bloques.

En la Figura 17.5 mostramos esta importante descomposición de la suma de los cuadra-
dos. Obsérvese que, a diferencia de la descomposición del análisis de la varianza de un
factor, la descomposición de la suma total de los cuadrados de las observaciones muestra-
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Figura 17.5.
Descomposición de
la suma de los
cuadrados de un
análisis de la
varianza bifactorial
con una
observación por
celda.

Suma total de los cuadros

Suma de los cuadrados
entre bloques

Suma de los cuadrados
de los errores

Suma de los cuadrados
entre grupos

les en torno a su media global se divide aquí en tres componentes, que resumimos en las
ecuaciones 17.10 a 17.14; el componente extra se debe a nuestra capacidad para extraer de
los datos información sobre las diferencias entre los bloques.

En el caso de los datos sobre el consumo de combustible de la Tabla 17.7, tenemos que

STC % (25,1 . 24,6)2 ! (24,7 . 24,6)2 ! ñ ! (25,4 . 24,6)2 % 11,88
SCG % 6[(24,7 . 24,6)2 ! (23,9 . 24,6)2 ! (25,2 . 24,6)2] % 5,16
SCB % 3[(25,0 . 24,6)2 ! (24,6 . 24,6)2 ! ñ ! (24,7 . 24,6)2] % 4,98

por lo que, restando,

SCE % STC . SCG . SCB % 11,88 . 5,16 . 4,98 % 1,74

Descomposición de la suma de los cuadrados del análisis
de la varianza bifactorial
Supongamos que tenemos una muestra de observaciones y que xij es la observación del i-ési-
mo grupo y el j-ésimo bloque. Supongamos que hay K grupos y H bloques, lo que hace un to-
tal de

n % KH

observaciones. Sean las medias muestrales de los grupos x6 i . (i % 1, 2, ..., K), las medias
muestrales de los bloques x6 .j (j % 1, 2, ..., H) y la media muestral global x6 .

Definimos las siguientes sumas de los cuadrados:

Total: STC %

K

;
i%1

H

;
j%1

(xji . x6)2 (17.10)

Entre grupos: SCG % H
K

;
i%1

(x6 i. . x6)2 (17.11)

Entre bloques: SCR % K
H

;
j%1

(x6.i . x6)2 (17.12)

Error: SCE %

K

;
i%1

H

;
j%1

(xij . x6 i. . x6.j ! x6)2 (17.13)

Entonces

STC % SCG ! SCB ! SCE (17.14)

Capítulo 17. Análisis de la varianza 703



A partir de aquí, los contrastes relacionados con el análisis de la varianza bifactorial se
realizan de la misma forma que los contrastes relacionados con el análisis de la varianza
de un factor del apartado 17.2. En primer lugar, obtenemos la media de los cuadrados divi-
diendo cada una de las sumas de los cuadrados por el número correspondiente de grados
de libertad. En el caso de la suma total de los cuadrados, los grados de libertad son 1 me-
nos que el número total de observaciones, es decir, (n . 1). En el caso de la suma de los
cuadrados entre grupos, los grados de libertad son 1 menos que el número de grupos, o sea
(K . 1). Asimismo, en el caso de la suma de los cuadrados entre bloques, el número de
grados de libertad es (H . 1). Por lo tanto, restando, los grados de libertad correspondien-
tes a la suma de los cuadrados de los errores son

(n . 1) . (K . 1) . (H . 1) % n . K . H ! 1

% KH . K . H ! 1

% (K . 1)(H . 1)

La hipótesis nula de que las medias poblacionales de los grupos son iguales puede con-
trastarse entonces por medio del cociente entre la media de los cuadrados de los grupos y
la media de los cuadrados de los errores, como muestra la ecuación 17.18. A menudo se
incluye una variable de bloqueo en el análisis simplemente para reducir la variabilidad de-
bida al error experimental. Sin embargo, a veces también tiene interés la hipótesis de que
las medias poblacionales de los bloques son iguales. Esta hipótesis puede contrastarse por
medio del cociente entre la media de los cuadrados de los bloques y la media de los cua-
drados de los errores de la ecuación 17.19. Al igual que ocurre en el caso del análisis de la
varianza de un factor, la comparación proviene de la probabilidad de una cola de la distri-
bución F.

En el caso de los datos sobre el consumo de combustible, la media de los cuadrados es

MCG %
SCG

K . 1
%

5,16

2
% 2,58

MCB %
SCB

H . 1
%

4,98

5
% 0,996

MCE %
SCE

(K . 1)(H . 1)
%

1,74

10
% 0,174

Para contrastar la hipótesis nula de que las medias poblacionales del consumo de com-
bustible de los tres tipos de automóviles son iguales, necesitamos

MCG

MCE
%

2,58

0,174
% 14,83

En el caso de un contraste al nivel de significación del 1 por ciento, vemos en la Tabla 9
del apéndice que

FK.1, (K.1)(H.1), a % F2, 10, 0,01 % 7,56
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Contrastes de hipótesis en el caso del análisis de la varianza
bifactorial
Supongamos que tenemos una observación muestral para cada combinación grupo-bloque en
un diseño que contiene K grupos y H bloques:

xji % k ! Gj ! Bi ! eji

donde Gj es el efecto del grupo y Bi es el efecto del bloque.
Definamos las siguientes medias de los cuadrados:

Entre grupos: MCG %
SCG

K . 1
(17.15)

Entre bloques: MCB %
SCB

H . 1
(17.16)

Error: MCE %
SCE

(K . 1)(H . 1)
(17.17)

Suponemos que los términos de error eij del modelo son independientes entre sí y tienen la
misma varianza. Suponemos, además, que estos errores siguen una distribución normal.

La regla de decisión de un contraste al nivel de significación a de la hipótesis nula, H0, de
que las K medias poblacionales de los grupos son iguales es

Rechazar H0 si
MCG

MCE
b FK.1, (K.1)(H.1), a (17.18)

La regla de decisión de un contraste al nivel de significación a de la hipótesis nula, H0, de
que las H medias poblacionales de los bloques son iguales es

Rechazar H0 si
MCB

MCE
b FH.1, (K.1)(H.1), a (17.19)

Aquí, Fv1, v2, a es el número que es superado con la probabilidad a por una variable aleatoria que
sigue una distribución F con v1 grados de libertad en el numerador y v2 grados de libertad en el
denominador.

Por lo tanto, basándose en estos datos, se rechaza claramente al nivel de significación del 1
por ciento la hipótesis de que las medias poblacionales del consumo de combustible de los
tres tipos de automóviles son iguales.

En este ejemplo, la hipótesis nula de la igualdad de las medias poblacionales de los
bloques es la hipótesis de que las medias poblacionales del consumo de combustible de to-
dos los grupos de edad son iguales. El contraste se basa en

MCB

MCE
%

0,996

0,174
% 5,72

En el caso de un contraste al 1 por ciento, vemos en la Tabla 9 del apéndice que

FH.1, (K.1)(H.1),a % F5, 10, 0,01 % 5,64

Por lo tanto, la hipótesis nula de la igualdad de las medias poblacionales de los seis grupos
de edad también se rechaza al nivel de significación del 1 por ciento.
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Una vez más, es muy cómodo resumir los cálculos en una tabla. La Tabla 17.9 muestra
la organización general de la tabla del análisis de la varianza bifactorial y la Figura 17.6
muestra este análisis de la varianza basado en los datos sobre el consumo de gasolina. El
número de grados de libertad depende del número de grupos y de bloques. Las medias de
los cuadrados se obtienen dividiendo las sumas de los cuadrados por sus grados de libertad
correspondientes. La media de los cuadrados de los errores es el denominador en el cálculo
de los dos cocientes F en los que se basa nuestro contraste.

Tabla 17.9. Formato general de la tabla del análisis de la varianza bifactorial.

Fuente
de variación

Suma
de los cuadrados

Grados
de libertad

Media
de los cuadrados Cociente F

Entre grupos SCG K . 1 MCG%
SCG

K . 1

MCG

MCE

Entre bloques SCB H . 1 MCB %
SCB

H . 1

MCB

MCE

Error SCE (K . 1)(H . 1) MCE %
SCE

(K . 1)(H . 1)

Total STC N . 1

Figura 17.6.
Resultados del
análisis de la
varianza bifactorial
correspondiente al
ejemplo 17.3 (salida
Minitab).

Two-way ANOVA: Mileage versus Car, Driver

Source
Car
Driver
Error
Total

DF
2
5

10
17

SS
5.16
4.98
1.74

11.88

MS
2.580
0.996
0.174

F
14.83
5.72

P
0.001
0.009

S = 0.4171 R-Sq = 85.35% R-Sq(adj) = 75.10%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

)( *

)( *

)( *

)( *

)( *

)( *

)( *

)( *
)( *

24.00 24.60 25.20 25.80

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Driver
1
2
3
4
5
6

Mean
25.0
24.6
25.4
24.0
23.9
24.7

23.80 24.50 25.20 25.90

Car
1
2
3

Mean
24.7
23.9
25.2
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EJEMPLO 17.3. Consumo de combustible de los automóviles
(análisis de la varianza bifactorial)

Queremos averiguar si existen pruebas contundentes para concluir que hay diferencias
entre los niveles de consumo de combustible de diferentes automóviles conducidos por
diferentes conductores.

Solución

Los datos sobre el consumo de gasolina de la Tabla 17.7 pueden analizarse utilizando el
programa Minitab y la salida mostrada en la Figura 17.6. Esta figura también muestra
las distintas sumas de los cuadrados y los cocientes F.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos

17.27. Considere un análisis de la varianza bifactorial
con una observación por celda y bloques aleato-
rizados con los siguientes resultados:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre grupos 231 4
Entre bloques 348 5
Error 550 20
Total 1.129 29

Calcule los cuadrados medios y contraste la
hipótesis nula de que las medias entre grupos
son iguales y las medias entre bloques son
iguales.

17.28. Considere un análisis de la varianza bifactorial
con una observación por celda y bloques aleato-
rizados con los siguientes resultados:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre grupos 380 6
Entre bloques 232 5
Error 387 30
Total 989 41

Calcule los cuadrados medios y contraste la
hipótesis nula de que las medias entre grupos
son iguales y las medias entre bloques son
iguales.

17.29. Considere un análisis de la varianza bifactorial
con una observación por celda y bloques aleato-
rizados con los siguientes resultados:

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre grupos 131 3
Entre bloques 287 6
Error 360 18
Total 778 27

Calcule los cuadrados medios y contraste la
hipótesis nula de que las medias entre grupos
son iguales y las medias entre bloques son
iguales.

Ejercicios aplicados

17.30. Se pide a cuatro analistas financieros que predi-
gan el crecimiento de los beneficios de cinco
compañías petroleras el próximo año. La tabla
adjunta muestra sus predicciones, expresadas en
porcentaje.
a) Elabore la tabla del análisis de la varianza

bifactorial.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las predicciones de los be-
neficios de todas las compañías son iguales.

Analista

Compañía petrolera A B C D

1 8 12 7 13
2 9 9 8 12
3 12 10 9 10
4 11 10 10 12
5 9 8 10 14

17.31. La tabla adjunta muestra los resultados (en
quintales por acre) de un experimento agrícola
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destinado a valorar las diferencias de rendi-
miento de cuatro variedades diferentes de maíz,
utilizando tres fertilizantes distintos.

Variedad

Fertilizante A B C D

1 86 88 77 84
2 92 91 81 93
3 75 80 83 79

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza
bifactorial.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del rendimiento de las cuatro
variedades de maíz son iguales.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del rendimiento de las tres
marcas de fertilizante son iguales.

17.32. Una empresa ha hecho un estudio de mercado
de tres nuevos tipos de sopa en algunas tiendas
durante un periodo de 1 año. La tabla muestra
las ventas (en miles de dólares) de cada una de
las tres sopas en cada trimestre del año.

Sopa

Trimestre A B C

1 47 57 65
2 63 63 76
3 79 67 54
4 52 50 49

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza
bifactorial.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las ventas de los tres tipos
de sopas son iguales.

17.33. Un fabricante de una bebida refrescante sin azú-
car quiere comparar la influencia en las ventas
de las latas de tres colores distintos: rojo, ama-
rillo y azul. Se seleccionan cuatro regiones y se
eligen aleatoriamente tres supermercados en ca-
da región para vender en cada uno de ellos latas
de uno de los colores. La tabla adjunta muestra
las ventas (en decenas de latas) realizadas al fi-
nal del periodo del experimento.

Color de la lata

Región Rojo Amarillo Azul

Este 47 52 60
Sur 56 54 52
Norte 49 63 55
Oeste 41 44 48

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza
bifactorial.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las ventas de las latas de
los tres colores son iguales.

17.34. Un profesor de economía tiene que elegir entre
tres libros de texto. También tiene que elegir
entre tres tipos de exámenes: tipo test, redaccio-
nes y una mezcla de los dos. Durante el año, da
clase a nueve grupos y asigna aleatoriamente a
cada grupo una combinación de libro de texto y
tipo de examen. Al final del curso obtiene las
evaluaciones realizadas por los estudiantes de
cada grupo. La tabla adjunta muestra estas eva-
luaciones.

Libro de texto

Examen A B C

Tipo test 4,8 5,3 4,9
Redacción 4,6 5,0 4,3
Mezcla 4,6 5,1 4,8

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza
bifactorial.

b) Contraste la hipótesis nula de la igualdad de
las medias poblacionales de las evaluaciones
correspondientes a los tres libros de texto.

c) Contraste la hipótesis nula de la igualdad de
las medias poblacionales de las evaluaciones
correspondientes a los tres tipos de exáme-
nes.

17.35. Hemos introducido para el análisis de la varian-
za bifactorial el modelo poblacional

Xij . k % Gi ! bj ! eij

Basándose en los datos del ejercicio 17.33, ob-
tenga las estimaciones muestrales de cada tér-
mino del segundo miembro de esta ecuación co-
rrespondientes a la combinación región este-lata
roja.

17.36. Basándose en los datos del ejercicio 17.34, ob-
tenga las estimaciones muestrales de cada tér-
mino del segundo miembro de la ecuación utili-
zada en el ejercicio anterior correspondientes
a la combinación libro de texto C-examen tipo
test.

17.37. Se pide a cuatro agencias inmobiliarias que va-
loren 10 viviendas situadas en un determinado
barrio. En la tabla se muestran los resultados
de las valoraciones, expresadas en miles de dó-
lares.
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Fuente de variación Suma de los cuadrados

Entre agentes 268
Entre viviendas 1.152
Error 2.352

a) Complete la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las valoraciones de estas
cuatro agencias son iguales.

17.38. Se evalúan cuatro marcas de fertilizantes. Se
utiliza cada marca en seis parcelas de tierra de
diferentes tipos. A continuación, se mide el
aumento porcentual del rendimiento del maíz en
las 24 combinaciones marca-tipo de tierra. La ta-
bla adjunta muestra los resultados obtenidos.

Fuente de variación Suma de los cuadrados

Entre fertilizantes 135,6
Entre tipos de tierra 81,7
Error 111,3

a) Complete la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales del aumento del rendimiento
del maíz son iguales con los cuatro fertili-
zantes.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del aumento del rendimiento
del maíz son iguales en los seis tipos de tierra.

17.39. Se proyectan con carácter experimental tres se-
ries de televisión a audiencias de cuatro regio-
nes del país: este, sur, norte y oeste. Basándose
en la reacción de la audiencia, se obtiene una
puntuación de cada programa (en una escala de
0 a 100). Las sumas de los cuadrados entre los
grupos (programas) y entre los bloques (regio-
nes) son

SCG % 95,2 y SCB % 69,5

y la suma de los cuadrados de los errores es

SCE % 79,3

Elabore la tabla del análisis de la varianza y
contraste la hipótesis nula de que las medias po-
blacionales de las puntuaciones de las reaccio-
nes de la audiencia a los tres programas son
iguales.

17.40. Suponga que en el análisis de la varianza bifac-
torial con una observación por celda, hay sola-
mente dos grupos. Demuestre que en este caso
el cociente F para contrastar la igualdad de las
medias poblacionales de los grupos es exacta-
mente el cuadrado del estadístico del contraste
analizado en el apartado 11.1 para contrastar la
igualdad de las medias poblacionales, dada una
muestra de datos pareados. Por lo tanto, deduz-
ca que los dos contrastes son equivalentes en
este caso concreto.

17.5. Análisis de la varianza bifactorial:
más de una observación por celda

En el análisis de la varianza bifactorial del apartado 17.4, hemos visto que los datos se
pueden tabular (como los de las Tablas 17.7 y 17.8) en celdas y que cada celda se refiere a
una combinación grupo-bloque. Así, por ejemplo, los resultados obtenidos cuando un con-
ductor del cuarto grupo de edad conduce un automóvil b constituyen una única celda. Una
característica del diseño analizado en el apartado 17.4 es que cada celda contiene sola-
mente una observación muestral. Así, por ejemplo, un conductor del cuarto grupo de edad
prueba un automóvil b solamente una vez.

En este apartado, consideramos la posibilidad de reproducir el experimento de manera
que, por ejemplo, los automóviles b sean conducidos por más de un conductor del cuarto
grupo de edad. Los datos resultantes de ese diseño implicarían entonces más de una obser-
vación por celda. La extensión de la muestra de esta forma tiene dos grandes ventajas. En
primer lugar, cuando se dispone de más datos muestrales, las estimaciones resultantes son
más precisas y podemos distinguir mejor las diferencias entre las medias poblacionales. En
segundo lugar, un diseño con más de una observación por celda permite aislar otra fuente
más de variabilidad: la interacción entre los grupos y los bloques. Se producen esas inter-
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acciones cuando las diferencias entre los efectos de los grupos no están distribuidas unifor-
memente entre los bloques. Por ejemplo, los conductores que consiguen unas cifras de
consumo de combustible mejores que la media pueden conseguir mejores cifras cuando
conducen un automóvil a que cuando conducen un automóvil b. Por lo tanto, estas cifras
mejores que la media no están distribuidas de una manera uniforme entre todos los tipos de
automóviles sino que son más manifiestas en unos tipos que en otros. Esta posibilidad de
interacción puede tenerse en cuenta en un análisis basado en más de una observación por
celda.

Para ilustrar el tipo de datos que pueden analizarse, la Tabla 17.10 contiene los resulta-
dos del consumo de combustible de conductores de cinco grupos de edad de tres tipos de
automóviles: automóviles X, automóviles Y y automóviles Z. Las tres observaciones de
cada celda se refieren a pruebas independientes realizadas por conductores de un grupo
de edad dado con automóviles de un determinado tipo.

Tabla 17.10. Observaciones muestrales sobre el consumo de combustible de tres tipos
de automóviles conducidos por cinco clases de conductores; tres observaciones por celda.

Tipo de automóvil

Clase de conductor Automóviles X Automóviles Y Automóviles Z

1 25,0 25,4 25,2 24,0 24,4 23,9 25,9 25,8 25,4
2 24,8 24,8 24,5 23,5 23,8 23,8 25,2 25,0 25,4
3 26,1 26,3 26,2 24,6 24,9 24,9 25,7 25,9 25,5
4 24,1 24,4 24,4 23,9 24,0 23,8 24,0 23,6 23,5
5 24,0 23,6 24,1 24,4 24,4 24,1 25,1 25,2 25,3

Para representar las observaciones muestrales individuales, necesitamos un subíndice
triple, por lo que xijl representa la l-ésima observación de la ij-ésima celda, es decir, la
l-ésima observación de la celda correspondiente al i-ésimo grupo y el j-ésimo bloque. Al
igual que antes, K representa el número de grupos y H el número de bloques. L representa
el número de observaciones por celda. Por lo tanto, en el ejemplo de la Tabla 17.10,
K % 3, H % 5 y L % 3. Esta notación se muestra en la Tabla 17.11.

Tabla 17.11. Observaciones muestrales sobre K grupos y H bloques;
L observaciones por celda.

Grupo

Bloque 1 2 ñ 3

1 x111x112 ñ x11L x211x212 ñ x21L ñ xK11xK12 ñ xK1L
2 x121x122 ñ x12L x221x222 ñ x22L ñ xK21xK22 ñ xK2L

ó ó ó ó

H x1H1x1H2 ñ x1HL x2H1x2H2 ñ x2HL ñ xKH1xKH2 ñ xKHL

Basándonos en los resultados de un experimento de este tipo, podemos contrastar tres
hipótesis nulas: ninguna diferencia entre las medias de los grupos, ninguna diferencia entre
las medias de los bloques y ninguna interacción entre los grupos y los bloques. Para reali-
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zar estos contrastes, calculamos de nuevo varias medias muestrales, que se definen y se
calculan de la forma siguiente.

1. Medias de los grupos
La media de todas las observaciones muestrales del i-ésimo grupo se representa
por medio de x6 i. ., por lo que

x6 i.. %

H

;
j%1

L

;
l%1

xijl

HL

Basándonos en la Tabla 17.10, tenemos que

x61. . %
25,0 ! 25,4 ! ñ ! 23,6 ! 24,1

15
% 24,86

x62. . %
24,0 ! 24,4 ! ñ ! 24,4 ! 24,1

15
% 24,16

x63. . %
25,9 ! 25,8 ! ñ ! 25,2 ! 25,3

15
% 25,10

2. Medias de los bloques
La media de todas las observaciones muestrales del j-ésimo bloque se representa
por medio de x6.j., por lo que

x6.j. %

K

;
i%1

L

;
l%1

xijl

KL

Basándonos en la Tabla 17.10, tenemos que

x6.1. %
25,0 ! 25,4 ! ñ ! 25,8 ! 25,4

9
% 25,00

x6.2. %
24,8 ! 24,8 ! ñ ! 25,0 ! 25,4

9
% 24,53

x6.3. %
26,1 ! 26,3 ! ñ ! 25,9 ! 25,5

9
% 25,57

x6.4. %
24,1 ! 24,4 ! ñ ! 23,6 ! 23,5

9
% 23,97

x6.5. %
24,0 ! 23,6 ! ñ ! 25,2 ! 25,3

9
% 24,47

3. Medias de las celdas
Para comprobar la posibilidad de que haya interacciones entre los grupos y los blo-
ques, es necesario calcular la media muestral de cada celda. Sea x6 ij. la media
muestral de la (ij)-ésima celda. En ese caso,

x6 ij. %

L

;
l%1

xijl

L
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Por lo tanto, basándonos en los datos de la Tabla 17.10, tenemos que

x611. %
25,0 ! 25,4 ! 25,2

3
% 25,2

x612. %
24,8 ! 24,8 ! 24,5

3
% 24,7

y asimismo,

x613. % 26,2 x614. % 24,3 x615. % 23,9
x621. % 24,1 x622. % 23,7 x623. % 24,8 x624. % 23,9 x625. % 24,3
x631. % 25,7 x632. % 25,2 x633. % 25,7 x634. % 23,7 x635. % 25,2

4. Media global
La media de todas las observaciones muestrales se representa por medio de x6, por
lo que

x6 %

K

;
i%1

H

;
j%1

L

;
l%1

xijl

KHL

En el caso de nuestros datos, esta cantidad se calcula más fácilmente hallando la
media de las medias muestrales de los tres grupos, lo que lleva al resultado si-
guiente:

x6 %
24,86 ! 24,16 ! 25,10

3
% 24,71

Ahora bien, para comprender mejor el análisis, es útil basarnos en el modelo poblacio-
nal supuesto. Sea Xjil la variable aleatoria correspondiente a la l-ésima observación de la
ij-ésima celda. En ese caso, el modelo supuesto en nuestro análisis es

Xijl % k ! Gi ! Bj ! Iij ! eijl

Los tres primeros términos del segundo miembro son exactamente los mismos que los del
modelo en el que no había repeticiones. Representan, al igual que antes, una media global,
un factor específico del grupo y un factor específico del bloque. El término siguiente, Iij,
representa el efecto de estar en la ji-ésima casilla, dado que ya se tienen en cuenta el efec-
to global, el efecto del grupo y el efecto del bloque. Si no hubiera ninguna interacción en-
tre los grupos y los bloques, este término sería 0. Su presencia en el modelo nos permite
averiguar si hay interacción. Por último, el término de error, eijl, es una variable aleatoria
que representa el error experimental.

Replanteamos el modelo en forma de desviaciones con respecto a la media:

Xijl . k % Gi ! Bj ! Iij ! eijl

Se demuestra que la suma total de los cuadrados puede descomponerse en la suma de cua-
tro términos, que representan la variabilidad que se debe a los grupos, a los bloques, a la
interacción entre los grupos y los bloques y al error.

En las ecuaciones 17.20 a 17.25 se muestra la descomposición en la que se basan los
contrastes sin indicar en detalle cómo se obtienen.
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Análisis de la varianza bifactorial: varias observaciones por celda
Supongamos que tenemos una muestra de observaciones sobre K grupos y H bloques y L ob-
servaciones por celda. Sea xijl la l-ésima observación de la celda del i-ésimo grupo y el j-ésimo
bloque. Sea x6 la media muestral global, x6 i .. las medias muestrales de los grupos, x6 .j . las me-
dias muestrales de los bloques y x6 ij . las medias muestrales de las celdas.

A continuación, definimos las siguientes sumas de los cuadrados y los grados de libertad
correspondientes:

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Total: STC% ;
i

;
j

;
l

(xjil . x6)2 KHL . 1 (17.20)

Entre grupos: SCG % HL
K

;
i%1

(x6 i.. . x6)2 K . 1 (17.21)

Entre bloques: SCB % KL
H

;
j%1

(x6.j. . x6)2 H . 1 (17.22)

Interacciones: SCI % L
K

;
i%1

H

;
j%1

(x6 ij. . x6 i.. ! x6)2 (K . 1)(H . 1) (17.23)

Error: SCE % ;
i

;
j

;
l

(xijl . x6 ij.)
2 KH(L . 1) (17.24)

Entonces

STC % SCG ! SCB ! SCI ! SCE (17.25)

Dividiendo las sumas de los cuadrados de los componentes por sus grados de libertad co-
rrespondientes, tenemos las medias de los cuadrados MCG, MCB, MCI y MCE.

Los contrastes de las hipótesis de que no hay efectos de los grupos, de los bloques y de la
interacción se basan en los respectivos cocientes F:

MCG

MCE

MCB

MCE

MCI

MCE

Los contrastes se realizan comparando estas cifras con las distribuciones F con los correspon-
dientes grados de libertad del numerador y el denominador. Su validez se basa en el supuesto
de que los eijl se comportan como una muestra aleatoria extraída de una distribución normal.

La Figura 17.7 muestra que la descomposición de la suma total de los cuadrados de las
observaciones muestrales en torno a su media global es la suma de cuatro componentes. Se
diferencia de la Figura 17.5 en que, cuando se replica el experimento, ahora podemos ais-
lar la suma de los cuadrados de las interacciones.

Los cálculos pueden resumirse, al igual que antes, en una tabla del análisis de la va-
rianza. La Tabla 17.12 muestra la forma general de la tabla cuando hay L observaciones
por celda en un análisis de la varianza de dos factores.

De hecho, existen fórmulas más sencillas para calcular las distintas sumas de los cua-
drados. No obstante, los cálculos aritméticos son bastante tediosos y deben realizarse por
computador. No entraremos aquí en más detalles sino que nos limitaremos a mostrar en
la Figura 17.8 los resultados de los cálculos basados en nuestros datos. En la práctica, los
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Figura 17.7.
Descomposición de
la suma de los
cuadrados de un
análisis de la
varianza bifactorial
con más de una
observación por
celda.

Tabla 17.12. Formato general de la tabla del análisis de la varianza bifactorial
con L observaciones por celda.

Fuente
de variación

Suma
de los cuadrados

Grados
de libertad

Media
de los cuadrados Cociente F

Entre grupos SCG K . 1 MCG %
SCG

K . 1

MCG

MCE

Entre bloques SCB H . 1 MCB %
SCB

H . 1

MCB

MCE

Interacción SCI (K . 1)(H . 1) MCI %
SCI

(K . 1)(H . 1)

MCI

MCE

Error SCE KH(L. 1) MCE %
SCE

KH(L . 1)

Total STC KHL. 1

cálculos del análisis de la varianza normalmente se realizan utilizando un paquete estadís-
tico como Minitab, por lo que raras veces la complejidad aritmética limita los análisis
prácticos.

Los grados de libertad de la Figura 17.8 se deducen del hecho de que en el caso de
estos datos tenemos que

K % 3 H % 5 L % 3

Las medias de los cuadrados se obtienen dividiendo las sumas de los cuadrados por los
grados de libertad correspondientes. Por último, los cocientes F se obtienen dividiendo, a
su vez, cada una de las tres primeras medias de los cuadrados por la media de los cuadra-
dos de los errores.

Utilizando la Figura 17.8, podemos contrastar las tres hipótesis nulas de interés. En pri-
mer lugar, contrastamos la hipótesis nula de que no existe ninguna interacción entre los
conductores y el tipo de automóvil. Este contraste se basa en el cociente F calculado,
21,35, y el p-valor de 0,000. Dado que los grados de libertad del numerador y del denomi-
nador son 8 y 30, respectivamente, vemos en el apéndice que

F8, 30, 0,01 % 3,17

La hipótesis nula de que no existe ninguna interacción entre el tipo de automóvil y el con-
ductor se rechaza claramente al nivel de significación del 1 por ciento.
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Figura 17.8.
Análisis de la
varianza de los
datos sobre el
consumo de
combustible de la
Tabla 17.10 (salida
Minitab).

Car
Driver
Interaction
Error
Total

DF
2
4
8

30
44

SS
7.156

13.148
6.604
1.160

28.068

MS
3.57800
3.28700
0.82550
0.03867

F
92.53
85.01
21.35

P
0.000
0.000
0.000

S = 0.1966 R-Sq = 95.87% R-Sq(adj) = 93.94%

Individual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Car
1
2
3

Mean
24.86
24.16
25.10

)( *

)( *

)( *

)( *

)( *
)( *

)( *
)( *

24.30 24.60 25.90 25.20

24.00 24.50 25.00 25.50

Indiviual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Driver
1
2
3
4
5

Mean
25.0000
24.5333
25.5667
23.9667
24.4667

Two-way ANOVA: Mileage versus Car, Driver

A continuación, contrastamos la hipótesis nula de que las medias poblacionales del
consumo de combustible de los automóviles X, Y y Z son iguales. El contraste se basa en
el cociente F calculado, 92,53. Vemos en la Tabla 9 del apéndice que en el caso de un
contraste al 1 por ciento con 2 y 30 grados de libertad en el numerador y en el denomina-
dor, respectivamente,

F2, 30, 0,01 % 5,39

Por lo tanto, se rechaza abrumadoramente la hipótesis nula de la igualdad de las medias
poblacionales del consumo de combustible de los tipos de automóvil al nivel de significa-
ción del 1 por ciento.

Por último, contrastamos la hipótesis nula de que las medias poblacionales del consu-
mo de combustible de los cinco grupos de edad de los conductores son iguales. Vemos en
la Figura 17.8 que el contraste se basa en el cociente F calculado, 85,01. Por lo tanto, los
grados de libertad del numerador y del denominador son 4 y 30, respectivamente, por lo
que en un contraste al nivel de significación del 1 por ciento,

F4, 30, 0,01 % 4,02

La hipótesis nula de la igualdad de las medias poblacionales del consumo de combustible
de los grupos de edad de los conductores se rechaza claramente al nivel de significación
del 1 por ciento.
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Nuestros datos permiten extraer claramente las tres conclusiones siguientes:

1. El consumo medio de combustible de los automóviles X, Y y Z no es el mismo.
2. El consumo medio de combustible de los conductores de todos los grupos de edad

no es el mismo.
3. Las diferencias entre los conductores no están distribuidas uniformemente entre los

tres tipos de automóviles sino que es probable que un conductor de un grupo de
edad obtenga unos resultados relativamente mejores en un tipo de automóvil que
en otro en comparación con otros conductores.

En este apartado hemos supuesto hasta ahora que todas las celdas tenían el mismo nú-
mero de observaciones. Sin embargo, esta restricción no es necesaria y a veces puede ser
incómoda para el investigador. De hecho, las fórmulas para calcular las sumas de los cua-
drados pueden modificarse para que las celdas no tengan todas ellas el mismo número de
observaciones. No nos interesa aquí entrar en los detalles técnicos del cálculo de las sumas
de los cuadrados. Generalmente, los investigadores disponen de paquetes estadísticos para
realizarlo. Lo que nos interesa es el análisis de los resultados.

EJEMPLO 17.4. Nivel de satisfacción de los trabajadores
(análisis de la varianza de dos factores)

Existe un estudio (véase la referencia bibliográfica 1) en el que se comparan los niveles
de satisfacción de los trabajadores introvertidos y extrovertidos que realizan tareas esti-
mulantes y no estimulantes. Para realizar este estudio, se utilizaron dos tipos de trabaja-
dores y dos tipos de tareas, lo que nos da cuatro combinaciones. Las medias muestrales
de los niveles de satisfacción declarados por los trabajadores de estas cuatro combina-
ciones fueron:

Trabajador introvertido, tarea no estimulante (16 observaciones): 2,78
Trabajador extrovertido, tarea no estimulante (15 observaciones): 1,85
Trabajador introvertido, tarea estimulante (17 observaciones): 3,87
Trabajador extrovertido, tarea estimulante (19 observaciones): 4,12

La tabla siguiente muestra las sumas de los cuadrados calculadas y los grados de li-
bertad correspondientes. Complete la tabla del análisis de la varianza y analice los re-
sultados de este experimento.

Fuente de variación Suma de los cuadrados Grados de libertad

Tarea 62,04 1
Tipo de trabajador 0,06 1
Interacción 1,85 1
Error 23,31 63
Total 87,26 66

Solución

Una vez más, las medias de los cuadrados se obtienen dividiendo las sumas de los cua-
drados por sus grados de libertad correspondientes. Los cocientes F se deducen de la
división de las medias de los cuadrados de las tareas, de los tipos de trabajadores y de
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las interacciones por la media de los cuadrados de los errores. Ahora podemos comple-
tar la tabla del análisis de la varianza.

Fuente de variación
Suma de

los cuadrados
Grados

de libertad
Media de

los cuadrados Cociente F

Tarea 62,04 1 62,04 167,68
Tipo de trabajador 0,06 1 0,06 0,16
Interacción 1,85 1 1,85 5,00
Error 23,31 63 0,37
Total 87,26 66

La tabla del análisis de la varianza puede utilizarse para contrastar tres hipótesis nu-
las. En el caso de la hipótesis nula de la igualdad de las medias poblacionales de los
niveles de satisfacción con los dos tipos de tarea, el cociente F calculado es 167,68. Te-
nemos 1 grado de libertad en el numerador y 63 en el denominador, por lo que vemos
en el apéndice que en un contraste al 1 por ciento

F1, 63, 0,01 % 7,07

Por lo tanto, se rechaza claramente la hipótesis nula de la igualdad de las medias pobla-
cionales de los niveles de satisfacción con las tareas estimulantes y no estimulantes. Es-
te resultado no es sorprendente. Sería lógico esperar que los trabajadores estuvieran más
satisfechos realizando tareas estimulantes que realizando tareas no estimulantes.

A continuación, contrastamos la hipótesis nula de que las medias poblacionales de
los niveles de satisfacción de los trabajadores introvertidos y extrovertidos son iguales.
En este caso, el cociente F calculado es 0,16. Una vez más, los grados de libertad son 1
y 63, por lo que en el caso de un contraste al 5 por ciento,

F1, 63, 0,05 % 4,00

La hipótesis nula de la igualdad de los niveles medios de satisfacción de los trabajado-
res introvertidos y extrovertidos no puede rechazarse al nivel de significación del 5 por
ciento.

En muchos estudios, el término de interacción no es en sí mismo muy importante.
Se incluye en el análisis principalmente para «absorber» parte de la variabilidad de los
datos y poder detectar así más fácilmente las diferencias que pueda haber entre las me-
dias poblacionales. Sin embargo, en este estudio la interacción es muy interesante. La
hipótesis nula de que no existe ninguna interacción entre la tarea y el tipo de trabajador
en la determinación de los niveles de satisfacción de los trabajadores se contrasta por
medio del cociente F calculado de 5,00. Una vez más, los grados de libertad del nume-
rador y del denominador son 1 y 63, respectivamente. Por lo tanto, la comparación con
los valores calculados de la distribución F revela que la hipótesis nula de que no existe
ninguna interacción puede rechazarse al nivel del 5 por ciento, pero no al nivel de signi-
ficación del 1 por ciento.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
17.41. Considere un experimento en el que los factores

de tratamiento son A y B y el factor A tiene
cuatro niveles y el B tiene tres niveles. La tabla
del análisis de la varianza adjunta resume los
resultados del experimento.

Calcule las medias de los cuadrados y con-
traste las hipótesis nulas de que no hay ningún
efecto de ninguno de los dos tratamientos y nin-
gún efecto de interacción.

Fuente de
variación

Suma de los
cuadrados

Grados
de libertad

Grupos de tratamiento A 71 3
Grupos de tratamiento B 63 2
Interacción 50 6
Error 280 60
Total 464 71

17.42. Considere un experimento en el que los factores
de tratamiento son A y B y el factor A tiene
cinco niveles y el B tiene seis niveles. La tabla
del análisis de la varianza adjunta resume los
resultados del experimento.

Fuente de
variación

Suma de los
cuadrados

Grados
de libertad

Grupos de tratamiento A 86 4
Grupos de tratamiento B 75 5
Interacción 75 20
Error 300 90
Total 536 119

Calcule las medias de los cuadrados y contraste
las hipótesis nulas de que no hay ningún efecto
de ninguno de los dos tratamientos y ningún
efecto de interacción.

17.43. Considere un experimento en el que los factores
de tratamiento son A y B y el factor A tiene
tres niveles y el B tiene siete niveles. La tabla
del análisis de la varianza adjunta resume los
resultados del experimento.

Fuente de
variación

Suma de los
cuadrados

Grados
de libertad

Grupos de tratamiento A 37 2
Grupos de tratamiento B 58 6
Interacción 57 12
Error 273 84
Total 425 104

Calcule la media de los cuadrados y contraste
las hipótesis nulas de que no hay ningún efecto
de ninguno de los dos tratamientos y ningún
efecto de interacción.

Ejercicios aplicados

17.44. Suponga que analiza las puntuaciones dadas por
los jueces en los saltos de esquí de las olimpia-
das de invierno. Suponga que hay 22 participan-
tes y nueve jueces. Cada juez puntúa a cada
participante en siete pruebas. Las puntuaciones
pueden analizarse, pues, en el marco de un aná-
lisis de la varianza de dos factores con 198 cel-
das participante-juez, siete observaciones por
celda. La tabla adjunta muestra las sumas de los
cuadrados.

Fuente de variación Suma de los cuadrados

Entre participantes 364,50
Entre jueces 0,81
Interacción 4,94
Error 1.069,94

a) Complete la tabla del análisis de la varianza.
b) Realice los contrastes F correspondientes e

interprete sus resultados.

17.45. Vuelva al ejercicio 17.44. En la competición de
patinaje artístico participan doce parejas. Una
vez más, hay nueve jueces y se puntúa a los
participantes en siete pruebas. Las sumas de los
cuadrados entre los grupos (parejas de partici-
pantes) y entre los bloques (jueces) son

SCG % 60,10 y SCB % 1,65

mientras que la suma de los cuadrados de las
interacciones y de los errores son

SCI % 3,35 y SCE % 31,61

Analice estos resultados e interprete verbal-
mente las conclusiones.

17.46. Un psicólogo está trabajando con tres tipos de
tests de aptitud que pueden hacerse a las perso-
nas que solicitan empleo. Una cuestión impor-
tante para estructurar los tests es la posibilidad
de que exista interacción entre los que solicitan
empleo y el tipo de test. Si no hubiera ninguna
interacción, sólo sería necesario un tipo de test.
Se realizan tres tests de cada tipo (A, B y C) a
los miembros de cada uno de los cuatro grupos
de solicitantes de empleo. Éstos se distinguen
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por las valoraciones de malo, regular, bueno y
excelente en las entrevistas preliminares. Las
puntuaciones obtenidas se muestran en la tabla
adjunta.

Tipo de test

Tipo de sujeto A B C

Malo 65 68 62 69 71 67 75 75 78
Regular 74 79 76 72 69 69 70 69 65
Bueno 64 72 65 68 73 75 78 82 80
Excelente 83 82 84 78 78 75 76 77 75

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que no existe

ninguna interacción entre el tipo de sujeto y
el tipo de test.

17.47. Se pide a muestras aleatorias de dos estudiantes
universitarios de primer año, dos de segundo
año, dos de tercer año y dos de cuarto año de
cuatro residencias universitarias que valoren en
una escala de 1 (mala) a 10 (excelente) la cali-
dad del ambiente de la residencia para estudiar.
La tabla muestra los resultados.

Residencia

Año A B C D

Primer año 7 5 8 6 9 8 9 9
Segundo año 6 8 5 5 7 8 8 9
Tercer año 5 4 7 6 6 7 7 8
Cuarto año 7 4 6 8 7 5 6 7

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las valoraciones de las cua-
tro residencias son iguales.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las valoraciones de los cua-
tro tipos de estudiantes son iguales.

d) Contraste la hipótesis nula de que no existe
ninguna interacción entre el año de estudios
y la valoración de la residencia.

17.48. En algunos experimentos con varias observacio-
nes por celda, el analista está dispuesto a supo-
ner que no existe ninguna interacción entre los
grupos y los bloques. Las interacciones que
pueda haber se atribuyen a un error aleatorio.
Cuando se postula ese supuesto, el análisis se
realiza como siempre, con la salvedad de que se
suma lo que antes eran las sumas de los cuadra-
dos de las interacciones y de los errores para
formar una nueva suma de los cuadrados de los
errores. También se suman los grados de liber-

tad correspondientes. Si el supuesto de la ausen-
cia de interacciones es correcto, este enfoque
tiene la ventaja de que aumentan los grados de
libertad de los errores y, por lo tanto, los con-
trastes de la igualdad de las medias de los gru-
pos y de los bloques son más poderosos. Para
estudiar el ejercicio 17.47 supongamos que aho-
ra postulamos el supuesto de que no hay inter-
acciones entre la valoración de la residencia y
el año de estudios del alumno.

a) Explique verbalmente las implicaciones de
este supuesto.

b) Dado este supuesto, elabore la nueva tabla
del análisis de la varianza.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las valoraciones de las cua-
tro residencias son iguales.

d) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las valoraciones de los cua-
tro tipos de estudiantes son iguales.

17.49. Vuelva al ejercicio 17.31. Una vez realizado el
experimento para comparar el rendimiento me-
dio por acre de cuatro variedades de maíz y tres
marcas de fertilizante, un investigador agrario
sugirió que podía existir alguna interacción en-
tre la variedad y el fertilizante. Para comprobar
esta posibilidad, se realizó otra serie de pruebas,
que dieron los rendimientos que se muestran en
la tabla.

Variedad

Fertilizante A B C D

1 80 88 73 88
2 94 91 79 93
3 81 78 83 83

a) ¿Qué implicaría una interacción entre la va-
riedad y el fertilizante?

b) Combine los datos de los dos conjuntos de
pruebas y elabore una tabla del análisis de la
varianza.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del rendimiento de las cuatro
variedades de maíz son iguales.

d) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales del rendimiento de las tres
marcas de fertilizante son iguales.

e) Contraste la hipótesis nula de que no existe
ninguna interacción entre la variedad de
maíz y la marca del fertilizante.

17.50. Vuelva al ejercicio 17.33. Suponga que se aña-
de al estudio una segunda tienda para cada
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combinación de región y color de las latas y se
obtienen los resultados que muestra la tabla ad-
junta. Combinando estos resultados con los del
ejercicio 17.33, realice los cálculos del análisis
de la varianza y analice sus resultados.

Color de la lata

Región Rojo Amarillo Azul

Este 45 50 54
Sur 49 51 58
Norte 43 60 50
Oeste 38 49 44

17.51. Una vez realizado el estudio del ejercicio 17.34,
el profesor decidió repetirlo un año más tarde.
La tabla muestra los resultados obtenidos. Com-
binando estos resultados con los del ejercicio
17.34, realice los cálculos del análisis de la va-
rianza y analice sus resultados.

Libro de texto

Examen A B C

Tipo test 4,7 5,1 4,8
Redacción 4,4 4,6 4,0
Mezcla 4,5 5,3 4,9

RESUMEN

En este capítulo hemos presentado los componentes bá-
sicos del método del análisis de la varianza. El análisis
de la varianza permite averiguar si uno o más factores
cuya dimensión es discreta influyen en la medición de
los resultados. Estos procedimientos son fundamentales
para el diseño experimental y son utilizados frecuente-
mente por la industria para saber cuáles son las mejo-
res prácticas para maximizar la productividad y reducir
lo más posible los defectos. El análisis de la varianza
de un factor es un método para comparar simultánea-
mente las medias de tres procesos o más. También he-
mos incluido el contraste de Kruskal-Wallis por ser un
útil método no paramétrico para comparar tres o más

grupos utilizando datos ordenados. El análisis de la va-
rianza bifactorial considera el efecto que producen dos
factores que pueden adoptar varios valores en la medi-
ción de los resultados. Podemos considerar el efecto de
cada factor por separado y, utilizando celdas con múlti-
ples observaciones, también podemos examinar la
interacción entre combinaciones específicas de niveles
de los factores. Los métodos del análisis de la varianza
son un complemento del análisis de regresión múltiple.
También pueden lograrse los mismos objetivos utili-
zando los procedimientos de las variables ficticias, ana-
lizados en el Capítulo 14.

TÉRMINOS CLAVE

análisis de la varianza de un factor, 684
análisis de la varianza bifactorial:

una observación por celda, 698
análisis de la varianza bifactorial:

varias observaciones por celda, 713
contraste de hipótesis del análisis

de la varianza de un factor, 688

contraste de Kruskal-Wallis, 695
contrastes de hipótesis del análisis

de la varianza bifactorial, 705
media de los cuadrados, 705
descomposición de la suma de los

cuadrados en el análisis de la
varianza de un factor, 687

descomposición de la suma de
los cuadrados en el análisis
de la varianza bifactorial, 703

diseño de bloques aleatorizados, 699
interacción, 709
tabla del análisis de la

varianza bifactorial, 706

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

17.52. Distinga detenidamente entre el análisis de la
varianza de un factor y el bifactorial. Ponga
ejemplos distintos a los que se analizan en el li-
bro y formule problemas empresariales para los
que podría ser adecuado cada uno.

17.53. Explique detenidamente qué se entiende por
efecto de interacción en el análisis de la varian-
za bifactorial con más de una observación por
celda. Ponga un ejemplo de este efecto en pro-
blemas relacionados con el mundo de la empresa.
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17.54. Considere un estudio que pretende evaluar la
facilidad de lectura de los mensajes de los in-
formes financieros. La eficacia del mensaje es-
crito se evalúa utilizando un procedimiento tra-
dicional. Se entregan informes financieros a
muestras aleatorias independientes de tres gru-
pos: auditores, analistas financieros y responsa-
bles de la concesión de préstamos de bancos
comerciales en periodo de formación y se
anotan las puntuaciones de los miembros de las
muestras. La hipótesis nula que se pretende
contrastar es que las medias poblacionales de
las puntuaciones de los tres grupos son idénti-
cas. Contraste esta hipótesis, dada la informa-
ción de la tabla adjunta.

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre grupos 5.165 2
Dentro de grupos 120.802 1.005
Total 125.967 1.007

17.55. En un experimento realizado para evaluar las
ayudas que reciben los profesores universitarios
en sus entrevistas con los alumnos graduados a
los que supervisan, se asignaron aleatoriamente
entrevistadores a uno de los tres tipos de entre-
vistas: con información sobre entrevistas ante-
riores, planteando objetivos para la entrevista y
grupo de control. En el caso del primer tipo de
entrevista, los entrevistadores podían examinar
y discutir las reacciones de los estudiantes a en-
trevistas anteriores. En el caso del segundo ti-
po, se les animaba a fijar objetivos para la si-
guiente entrevista. En el caso del grupo de
control, las entrevistas se realizaron como siem-
pre sin conocer las entrevistas anteriores y sin
fijar objetivos. Una vez terminadas las entrevis-
tas, se valoraron los niveles de satisfacción de
los estudiantes con las entrevistas. El nivel me-
dio de satisfacción de las 45 personas del grupo
que realizó el primer tipo de entrevista era de
13,98. El de las 49 personas del grupo que rea-
lizó el segundo tipo de entrevista era de 17,12,
mientras que el de los 41 miembros del grupo
de control era de 13,07. El cociente F calculado
a partir de los datos era 4,12.

a) Elabore la tabla completa del análisis de la
varianza.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de los niveles de satisfacción
de los tres tipos de entrevistas son iguales.

17.56. En un estudio se clasificó a 134 abogados en
cuatro grupos basándose en la observación y en
una entrevista. Se consideró que los 62 aboga-
dos del grupo A tenían un elevado nivel de estí-
mulo y de apoyo y un nivel medio de espíritu
cívico. Los 52 abogados del grupo B tenían un
bajo nivel de estímulo, un nivel medio de
apoyo y un elevado nivel de espíritu cívico. El
grupo C contenía 7 abogados que tenían un ni-
vel medio de estímulo, un bajo nivel de apoyo
y un bajo nivel de espíritu cívico. Los 13 abo-
gados del grupo D tenían un bajo nivel en los
tres aspectos. Se compararon los sueldos de es-
tos cuatro grupos. Las medias muestrales eran
7,87 en el caso del grupo A, 7,47 en el del gru-
po B, 5,14 en el del grupo C y 3,69 en el del
grupo D. El cociente F calculado a partir de es-
tos datos era 25,60.

a) Elabore la tabla completa del análisis de la
varianza.

b) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de los sueldos de los abogados
de estos cuatro grupos eran iguales.

17.57. En un estudio para estimar la influencia del
consumo de tabaco en la salud, se clasificaron
los empleados en empleados fumadores, em-
pleados que han dejado de fumar reciente-
mente, empleados que dejaron de fumar hace
tiempo y empleados que nunca han fumado. Se
tomaron muestras de 96, 34, 86 y 206 miem-
bros de estos grupos. Se observó que el número
mensual medio de visitas al médico era de
2,15, 2,21, 1,47 y 1,69, respectivamente. El co-
ciente F calculado a partir de estos datos era
2,56.
a) Elabore la tabla completa del análisis de la

varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de la igualdad de

las medias poblacionales de las tasas de ries-
go para la salud de los cuatro grupos.

17.58. En un país existen restricciones sobre los anun-
cios de bebidas alcohólicas. Sin embargo, du-
rante un tiempo, se suprimieron estas restriccio-
nes. Se recogieron datos sobre las ventas totales
de vino en tres periodos: durante el periodo de
restricciones de la publicidad, durante el perio-
do en el que se eliminaron las restricciones y
durante el periodo en que volvieron a estable-
cerse. La tabla adjunta muestra las sumas de los
cuadrados y los grados de libertad. Suponiendo
que se satisfacen los requisitos habituales del
análisis de la varianza —en concreto, que las
observaciones muestrales son independientes
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entre sí—, contraste la hipótesis nula de la
igualdad de las medias poblacionales de las
ventas de estos tres periodos de tiempo.

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre grupos 11.438,3028 2
Dentro de grupos 109.200,0000 15
Total 120.638,3028 17

17.59. Se toman muestras aleatorias de los precios de
venta de las viviendas de cuatro distritos. La ta-
bla adjunta muestra los precios de venta (en mi-
les de dólares). Contraste la hipótesis nula de
que las medias poblacionales de los precios de
venta de los cuatro distritos son iguales.

Distrito A Distrito B Distrito C Distrito D

73 85 97 61
63 59 86 67
89 84 76 84
75 70 78 67
70 80 76 69

17.60. Basándose en los datos del ejercicio 17.59, uti-
lice el contraste de Kruskal-Wallis para contras-
tar la hipótesis nula de que las medias poblacio-
nales de los precios de venta de las viviendas
de los cuatro distritos son iguales.

17.61. Un estudio pretendía valorar los niveles de sa-
tisfacción con los horarios laborales en una es-
cala de 1 (muy insatisfecho) a 7 (muy satisfe-
cho) de los profesores interinos, asociados y
ayudantes. El nivel medio de satisfacción de
una muestra de 25 interinos era de 6,60; el de
una muestra de 24 asociados era de 5,37; el
de una muestra de 20 ayudantes era de 5,20. El
cociente F calculado a partir de estos datos era
6,62.

a) Elabore la tabla completa del análisis de la
varianza.

b) Contraste la hipótesis nula de la igualdad de
las medias poblacionales de los niveles de
satisfacción de los tres grupos.

17.62. Considere el análisis de la varianza de un fac-
tor.

a) Demuestre que la suma de los cuadrados
dentro de los grupos puede expresarse de la
forma siguiente:

SCD %

K

;
i%1

ni

;
j%1

x2
ji .

K

;
i%1

nix6
2
i

b) Demuestre que la suma de los cuadrados en-
tre los grupos puede expresarse de la forma
siguiente:

SCG %

K

;
i%1

nix6
2
i . nx6 2

c) Demuestre que la suma total de los cuadra-
dos puede expresarse de la forma siguiente:

STC %

K

;
i%1

ni

;
j%1

x2
ij . nx6 2

17.63. Considere el análisis de la varianza de dos fac-
tores con una observación por celda.

a) Demuestre que la suma de los cuadrados en-
tre los grupos puede expresarse de la forma
siguiente:

SCG % H
K

;
i%1

x6 2i. . nx6 2

b) Demuestre que la suma de los cuadrados en-
tre los bloques puede expresarse de la forma
siguiente:

SCB % K
H

;
j%1

x6 2.j . nx6 2

c) Demuestre que la suma total de los cuadra-
dos puede expresarse de la forma siguiente:

STC %

K

;
i%1

H

;
j%1

x2
ji . nx6 2

d) Demuestre que la suma de los cuadrados de
los errores puede expresarse de la forma si-
guiente:

SCE%

K

;
i%1

H

;
j%1

x2
ji.H

K

;
i%1

x6 2i..K
H

;
j%1

x6 2.j.nx6 2

17.64. Se ha obtenido de una muestra aleatoria de 125
consumidores información sobre su satisfacción
con tres grupos de precios de la cerveza: alto,
medio y bajo. La tabla adjunta muestra las su-
mas de los cuadrados de estas medidas de la sa-
tisfacción. Complete la tabla del análisis de la
varianza y contraste la hipótesis nula de que los
niveles medios de satisfacción con los tres gru-
pos de precios son iguales.

Fuente de variación Suma de los cuadrados

Entre los consumidores 37.571,5
Entre las marcas 32.987,3
Error 55.710,7
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17.65. Se pide a tres agencias inmobiliarias que valo-
ren cinco viviendas de un barrio. La tabla
muestra los resultados en miles de dólares. Ela-
bore una tabla del análisis de la varianza y con-
traste la hipótesis nula de que las valoraciones
medias de las tres agencias son iguales.

Agencia

Vivienda A B C

1 210 218 226
2 192 190 198
3 183 187 185
4 227 223 237
5 242 240 237

17.66. Los estudiantes se clasifican en función de tres
grupos de renta de sus padres y de tres notas
posibles en el examen de acceso a la universi-
dad. Se elige aleatoriamente un estudiante de
cada una de las nueve combinaciones posibles
y se anota la calificación media al final del
primer año. La tabla adjunta muestra los resul-
tados.

Grupo de renta

Nota de acceso
a la universidad Alta Moderada Baja

Muy alta 3,7 3,6 3,6
Alta 3,4 3,5 3,2
Moderada 2,9 2,8 3,0

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las calificaciones medias
del primer año de los estudiantes de los tres
grupos de renta son iguales.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las calificaciones medias
del primer año de los estudiantes de los tres
grupos de notas de acceso a la universidad
son iguales.

17.67. En el modelo del análisis de la varianza bifacto-
rial con una observación por celda, expresamos
la observación del i-ésimo grupo y del j-ésimo
bloque de la forma siguiente:

Xij % k ! Gi ! Bj ! eij

Vuelva al ejercicio 17.65 y considere la obser-
vación sobre la agencia B y la vivienda 1
(x21 % 218).

a) Estime k.
b) Estime e interprete G2.
c) Estime e interprete B1.
d) Estime e21.

17.68. Vuelva al ejercicio 17.66 y considere la obser-
vación sobre el grupo de renta moderada y una
nota alta en el examen de acceso a la universi-
dad (x22 % 3,5).

a) Estime k.
b) Estime e interprete G2.
c) Estime e interprete B1.
d) Estime e21.

17.69. Considere el análisis de la varianza bifactorial
con L observaciones por celda.

a) Demuestre que la suma de los cuadrados en-
tre los grupos puede expresarse de la forma
siguiente:

SCG % HL
K

;
i%1

x6 2i . . . HKLx6 2

b) Demuestre que la suma de los cuadrados en-
tre los bloques puede expresarse de la forma
siguiente:

SCB % KL
H

;
j%1

x6 2.j. . HKLx6 2

c) Demuestre que la suma de los cuadrados de
los errores puede expresarse de la forma si-
guiente:

SCE %

K

;
i%1

H

;
j%1

L

;
l%1

x2
ijl . L

K

;
i%1

H

;
j%1

x6 2ij.

d) Demuestre que la suma total de los cuadra-
dos puede expresarse de la forma siguiente:

STC %

K

;
i%1

H

;
j%1

L

;
l%1

x2
ijl . HKLx6 2

e) Demuestre que la suma de los cuadrados de
las interacciones puede expresarse de la for-
ma siguiente:

SCI%L
K

;
i%1

H

;
j%1

x6 2ij..HL
K

;
i%1

x6 2i . ..KL
H

;
j%1

x6 2.j..HKLx6 2

17.70. Unos agentes de compra reciben información
sobre un sistema de telefonía móvil y se les pi-
de que valoren su calidad. La información que
reciben es idéntica, salvo por dos factores: el
precio y el país de origen. En el caso del pre-
cio, hay tres posibilidades: 150 $, 80 $ y nin-
gún precio. En el caso del país de origen, tam-
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bién hay tres posibilidades: Estados Unidos,
Taiwán y ningún país. Aquí se muestra parte de
la tabla del análisis de la varianza de las valora-
ciones de la calidad realizadas por los agentes
de compra. Complete la tabla del análisis de la
varianza y realice un análisis completo de estos
datos.

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre los precios 0,178 2
Entre los países 4,365 2
Interacción 1,262 4
Error 93,330 99

17.71. En el estudio del ejercicio 17.70, también se da
información a estudiantes de un máster de ad-
ministración de empresas. Aquí se muestra par-
te de la tabla del análisis de la varianza de las
valoraciones de la calidad realizadas por los es-
tudiantes. Complete la tabla del análisis de la
varianza y realice un análisis completo de estos
datos.

Fuente de
variación

Suma de
los cuadrados

Grados
de libertad

Entre los precios 0,042 2
Entre los países 17,319 2
Interacción 2,235 4
Error 70,414 45

17.72. Una vez realizado el estudio del ejercicio 17.66,
el investigador decide tomar una segunda mues-
tra aleatoria independiente de un estudiante de
cada una de las nueve categorías renta-nota del
examen de acceso a la universidad. La tabla
adjunta muestra las calificaciones medias obte-
nidas.

Grupo de renta

Nota de acceso
a la universidad Alta Moderada Baja

Muy alta 3,9 3,7 3,8
Alta 3,2 3,6 3,4
Moderada 2,7 3,0 2,8

a) Elabore la tabla del análisis de la varianza.
b) Contraste la hipótesis nula de que las medias

poblacionales de las calificaciones medias
del primer año de los estudiantes de los tres
grupos de renta son iguales.

c) Contraste la hipótesis nula de que las medias
poblacionales de las calificaciones medias
del primer año de los estudiantes de los tres
grupos de notas del examen de acceso a la
universidad son iguales.

d) Contraste la hipótesis nula de que no existe
ninguna interacción entre el grupo de renta
y la nota del examen de acceso a la univer-
sidad.

17.73. Se realiza un experimento para contrastar los
efectos que producen en los rendimientos cinco
variedades de maíz y cinco tipos de fertilizante.
Se utilizan para cada combinación variedad-
fertilizante seis gráficos y se anotan los rendi-
mientos. La tabla muestra los resultados.

Tipo de
fertilizante

Variedad de maíz

A B C D E

1 75 77 74 67 93 90 79 83 72 77
79 83 73 65 87 82 87 88 79 83
85 78 79 80 86 88 86 90 78 86

2 80 72 71 69 84 88 77 82 70 75
76 73 75 62 90 79 84 87 80 80
70 74 77 63 83 80 82 83 74 81

3 85 87 76 73 88 94 81 86 77 83
80 79 77 70 89 86 90 90 87 79
87 80 83 80 89 93 87 88 86 88

4 80 79 74 77 86 87 80 77 79 85
82 77 69 78 90 85 90 84 88 80
85 80 74 76 83 88 80 88 87 82

5 75 79 75 80 92 88 82 78 80 87
86 82 84 80 89 94 85 86 90 83
79 83 72 77 86 90 82 89 86 83

a) Contraste la hipótesis nula de que los rendi-
mientos medios de las cinco variedades de
maíz son iguales.

b) Contraste la hipótesis nula de que los rendi-
mientos medios de las cinco marcas de ferti-
lizante son iguales.

c) Contraste la hipótesis nula de que no existe
ninguna interacción entre la variedad y el
fertilizante.
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Apéndice

1. Suma total de los cuadrados

STC%

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6)2

%

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i ! x6 i . x6)2

%

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2
!

K

;
i%1

nj

;
j%1

(x6 i . x6)2 ! 2
K

;
i%1

(x6 i . x6)
ni

;
j%1

(xij . x6 j)

%

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2
!

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2

STC% SCD ! SCG

Nota:
nj

;
j%1

(xij . x6 i) % 0

2. Media de los cuadrados dentro de los grupos (MCD)

Para cada subgrupo i

p2
% E C

ni

;
j%1

(xij . ki)
2

ni D
% E C

ni

;
j%1

(xij . x6 i ! x6 i . ki)
2

ni D
% E C

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2

ni D!
p2

ni

(ni . 1)p2

ni

% E C
ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2

ni D
p4 2 %

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2

ni . 1
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Sumando los valores de los K subgrupos

p4 2 %

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i)
2

n . K
%

SCD

n . K

p4 2 % MCD

3. Media de los cuadrados entre los grupos (MCG)
ki % k i % 1, ..., K

Entonces

p2
% E C

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6)2

n . 1 D
% E C

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 i ! x6 i . x6)2

n . 1 D
% E C

K

;
i%1

ni

;
j%1

(xij . x6 j)
2

n . 1
!

K

;
i%1

ni

;
j%1

(x6 i . x6)2

n . 1 D
%

(n . K)p4 2

n . 1
!

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2

n . 1

(K . 1)p4 2

n . 1
%

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2

n . 1

p4 2 %

K

;
i%1

ni(x6 i . x6)2

K . 1

p4 2 % MCG %
SCG

K . 1

4. Cociente entre las medias de los cuadrados
Si

H0 : k1 % k2 % ñ % kK
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es verdadera, entonces MCG —con K . 1 grados de libertad— es un estimador de p2 y

s2
K.1 %

(K . 1)MCG

p2

Además, MCD con n . K grados de libertad es un estimador de p2 y, por lo tanto,

s2
n.K %

(n . K)MCD

p2

Por lo tanto,

FK.1, n.K %

s2
K.1

K . 1

s2
n.K

n . K

%
MCG

MCD
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Introducción

En este capítulo introducimos métodos estadísticos que son bastante sencillos y que
distan de ser nuevos. Estos métodos, llamados tradicionalmente control estadístico de
procesos o control estadístico de la calidad, actualmente se incluyen, junto con otras
técnicas de mejora de los procesos, en el estudio del control de la gestión y la calidad.
Antes las empresas manufactureras aplicaban muchos métodos de mejora de los proce-
sos para controlar los procesos de producción. Pronto se comprendieron los beneficios,
y los centros educativos, los servicios sanitarios, los organismos públicos, el poder judi-
cial, el sector del entretenimiento, el turismo, los transportes y otras muchas entidades
de servicios, con fines de lucro y sin fines de lucro, adoptaron los principios de la cali-
dad. Las empresas de transporte y las compañías aéreas controlan la llegada puntual de
los paquetes y de los aviones; los restaurantes controlan la calidad de los alimentos, el
tiempo de preparación y el servicio; los hoteles y los hospitales se preocupan por la sa-
tisfacción de los clientes. Las empresas y las organizaciones tienen clientes y los clien-
tes demandan bienes y servicios de calidad. La calidad es esencial en todas las áreas y
se aplica a todos los segmentos de la sociedad. Dado que es fundamental en la comuni-
dad en general, la continua mejora de los procesos de producción, de los productos y de
los servicios tiene una importancia primordial.



18.1. La importancia de la calidad

¿Qué tienen en común las siguientes empresas?: Nokia Mobile Phones, Europa y África
(Finlandia); Inland Revenue, Account Office Cumbernauld (Reino Unido, Escocia); Bur-
ton-Apta Refractory Manufacturing Ltd. (Hungría); STMicroelectronics, Inc. (Carrollton,
Texas); BI (Minneapolis, Minnesota); The Ritz-Carlton Hotel Company, L.L.C. (Atlanta,
Georgia); Sunny Fresh Foods (Monticello, Minnesota); Motorola, Inc. (Schaumburg, Illi-
nois); Texas Nameplate Company, Inc. (Dallas, Texas); Solectron Corporation (Milpitas,
California); Xerox Business Services (Rochester, Nueva York); Wainwright Industries, Inc.
(St. Peteres, Misuri); y Operations Management International, Inc. (que tiene oficinas en
29 estados de Estados Unidos, Brasil, Canadá, Egipto, Israel, Malasia, Nueva Zelanda, Fi-
lipinas y Tailandia)? Algunas son empresas manufactureras; otras son organizaciones de
servicios. Algunas son grandes; otras son pequeñas. Algunas son estadounidenses; otras
son europeas. Pero el denominador común de todas ellas (y ésta es una lista parcial) es que
han recibido un prestigioso premio por su excelencia en la gestión y la continua mejora de
la calidad. Por ejemplo, en el foro de la European Foundation for Quality Management
(EFQM) celebrado en septiembre de 2000 en Estambul, Nokia Mobile Phones, Inland Re-
venue y Burton-Apta Refractory se sumaron a la lista de las organizaciones europeas más
destacadas tanto del sector público como del sector privado que han recibido el Premio
Europeo a la Calidad. La European Foundation ha concedido este premio por la gestión de
la calidad desde 1992 (para más información, véase su página web en www.efqm.org). Las
otras empresas mencionadas no son más que algunas de las que han recibido el Malcolm
Baldrige National Quality Award, que es el principal premio estadounidense a la excelen-
cia y la calidad, que se otorga desde 1988. Existen otros muchos premios a la calidad en
los países y en las empresas. La calidad y la mejora continua tienen una importancia inter-
nacional.

Los líderes de la calidad

Consideremos la industria manufacturera. Es evidente que el objetivo no es simplemente
inspeccionar un producto acabado. Para entonces poco puede hacerse salvo descartarlo o
rehacer los artículos defectuosos, lo que supone un despilfarro considerable. Es esencial,
por el contrario, controlar el proceso de producción en cada una de las fases en las que se
produce un producto intermedio que debe satisfacer unas normas verificables. El objetivo
es garantizar la calidad en cada fase del proceso de producción, para no perder tiempo y
dinero en la producción de productos que no satisfacen las normas de calidad. En la mejo-
ra continua de los procesos, pues, se considera que cada fase de producción genera un pro-
ducto cuya calidad debe evaluarse.

En la industria manufacturera de Estados Unidos, los métodos estadísticos de control
de la calidad no se extendieron hasta la década de 1980, una década que fue testigo de una
explosión del interés por estas técnicas. Sin embargo, como hemos indicado, los métodos
estadísticos de control de la calidad no son, desde luego, nuevos. Tampoco son difíciles de
entender o de aplicar. De hecho, los métodos básicos —los que se utilizan más a menudo
hoy— no son más que aplicaciones bastante rutinarias de las técnicas estadísticas analiza-
das en capítulos anteriores de este libro. Aunque los métodos estadísticos de control de la
calidad se menospreciaron en Estados Unidos durante muchos años, su desarrollo inicial se
debió a un estadounidense, Walter A. Shewhart, quien en la década de 1920 defendió los
métodos que subyacen a la metodología que hoy ha logrado una aceptación general.
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De hecho, la aplicación general de las ideas de Shewhart en la industria manufacturera pri-
vada se logró primero en Japón tras la Segunda Guerra Mundial.

El control de la calidad está en la raíz de la ascensión de Japón hasta convertirse en un
líder económico mundial. Su aplicación se debió mucho a la influencia de otro estadístico
estadounidense, W. Edwards Deming, antiguo colega de Shewhart. Dos de los conceptos
más importantes de Deming (véanse las referencias bibliográficas 2, 3 y 11) son:

1. La calidad es el resultado de un minucioso estudio de todo el proceso de produc-
ción y de la intervención directa de la dirección para corregir todos los pequeños
problemas que contribuyen a los defectos.

2. Es necesario recoger datos periódicamente y analizarlos mediante métodos estadís-
ticos adecuados para garantizar que el proceso funciona de una manera estable con
una varianza mínima. Siempre que se identifican desviaciones de la norma, es ne-
cesario corregirlas inmediatamente.

Aparte de los estudios de W. Edward Deming, también contribuyeron al pensamiento
moderno sobre la calidad los esfuerzos de Joseph Juran (véanse las referencias bibliográfi-
cas 7 y 8), Philip Crosby, Armand V. Feigenbaum, Kaoru Ishikawa y otros muchos. A pe-
sar de las diferencias entre Deming, Juran y Crosby, todos coincidían en que el compromi-
so de los altos directivos es absolutamente necesario; en que la responsabilidad de la
calidad corresponde a la dirección, no a los trabajadores; y en que la mejora es intermina-
ble (véase la referencia bibliográfica 5). Sus actividades introdujeron un importante cambio
en la filosofía del control de la calidad. Tradicionalmente, se ponía el énfasis en la inspec-
ción de los productos finales, bien de todas las unidades, bien de una muestra aleatoria.
Mediante esta inspección, se identificaban las unidades defectuosas, se eliminaban o se re-
paraban o se achatarraban. Según Deming, contrario a este enfoque, «la inspección con el
objetivo de encontrar las unidades malas y eliminarlas es demasiado tardía, ineficaz y cara.
En primer lugar, no se pueden encontrar las unidades malas, no todas ellas. En segundo
lugar, cuesta demasiado. La calidad no se consigue inspeccionando sino mejorando el pro-
ceso» (véase la referencia bibliográfica 11). Si sólo se recurre a la inspección final, los tra-
bajadores de las fases anteriores del proceso de producción pueden tener la tentación de
tener menos interés en la calidad del producto. Deming insistió en que la calidad era res-
ponsabilidad de todos los miembros de la organización y en que la dirección tenía que or-
ganizar el proceso para garantizar que los niveles de calidad son siempre altos. El viejo
método de la detección de los errores debía ser sustituido por el criterio de la prevención
de los errores (véanse las referencias bibliográficas 2 y 11).

Posteriormente, se prestó mucha atención a la mejora de la calidad en la industria ma-
nufacturera japonesa y se desarrollaron y aplicaron algunos refinamientos y modificaciones
de los métodos originales. Por ejemplo, Genichi Taguchi, ingeniero japonés, describió el
coste de la variación en términos monetarios en lo que a menudo se conoce con el nombre
de función de pérdida de Taguchi (véanse las referencias bibliográficas 4, 8 y 10). Su vi-
sión de la calidad, basada en implicaciones económicas del incumplimiento de las especifi-
caciones fijadas como objetivo, se refería al diseño del producto. La premisa de Taguchi es
«diseñar el producto para lograr una elevada calidad a pesar de la variación que se produz-
ca en la línea de producción» (véase la referencia bibliográfica 5).

A finales de la década de 1970, la industria estadounidense estaba enfrentándose, como
nunca hasta entonces, a una feroz competencia extranjera dentro de sus mercados. Las im-
portaciones de bienes manufacturados crecieron espectacularmente, mientras que muchas
industrias estadounidenses no lograron un éxito comparable en los mercados exteriores.
Las consecuencias fueron profundas. Desde el punto de vista macroeconómico, Estados
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Unidos tuvo déficit comerciales durante algún tiempo. Desde el punto de vista microeco-
nómico, industrias enteras entraron en declive, mientras que otras se vieron obligadas a
realizar rápidos y, en ocasiones, dolorosos ajustes para hacer frente a la competencia. En
estas circunstancias, no es sorprendente que los estadounidenses se fijaran en su competi-
dor más próspero: Japón. Existen, por supuesto, muchas diferencias entre las organizacio-
nes sociales y económicas de Japón y Estados Unidos. El análisis detenido de estas dife-
rencias para intentar explicar el éxito relativo de la industria japonesa nos llevaría muy
lejos. Para nuestros fines basta señalar que muchos productos japoneses que pueden adqui-
rirse en el mercado de Estados Unidos llegaron a adquirir una envidiable reputación por su
calidad. El reconocimiento en muchas industrias estadounidenses de la necesidad de hacer
frente a este reto es lo que explica el rápido crecimiento de la aplicación de métodos esta-
dísticos en Estados Unidos desde la década de 1980.

Algunos de los beneficios de estos métodos deberían ser obvios:

1. Aumento de la productividad. Si se detectan en seguida y se corrigen las piezas
que no cumplen las normas, puede evitarse mucha pérdida de tiempo y de materia-
les. La aplicación de un control estadístico satisfactorio de los procesos puede per-
mitir la producción de un volumen mayor con una calidad mejor sin aumentar el
coste o el esfuerzo de los trabajadores.

2. Aumento de las ventas. La reputación merecida por la calidad del producto es un
activo enorme en el competitivo mercado. Esa reputación generalmente es difícil
de conseguir, pero en muchas industrias su ausencia puede resultar fatal.

3. Aumento de los beneficios. El efecto neto de la reducción de los costes unitarios de
producción y del aumento de las ventas se deja sentir, desde luego, en los balances
finales de las empresas. Los métodos de control de la calidad están hoy muy exten-
didos porque son rentables.

Variación

La calidad comienza con un análisis completo del sistema y del proceso utilizados para
producir bienes o servicios. Un sistema es un número de componentes que están relaciona-
dos entre sí lógica y a veces físicamente con algún fin y un proceso es un conjunto de acti-
vidades que operan en un sistema que transforma factores en productos. El objetivo es
identificar todos los factores que contribuyen a la producción del producto final y contri-
buyen así a la calidad del producto. Los problemas que hacen que los productos tengan
defectos deben identificarse y corregirse. «En todos los procesos intervienen factores a los
que el proceso añade valor para producir el producto [...] Los indicadores de los resultados
miden la producción del proceso y esa información se reintroduce en el proceso para ajus-
tarlo y para eliminar los defectos que impiden lograr lo que quiere el cliente» (véase la
referencia bibliográfica 6). Este modelo general de los procesos se muestra en la Figu-
ra 18.1 (véase la referencia bibliográfica 6).

En el proceso por el que los factores se transforman en productos, la dirección utiliza
la teoría estadística (véase la referencia bibliográfica 9) para controlar y mejorar el proce-
so. Obsérvese en la Figura 18.1 que la dirección primero debe saber si el factor satisface
las normas de calidad o las supera, es decir, el viejo problema de «si lo que entra es basu-
ra, lo que sale es basura». Por ejemplo, los fabricantes de automóviles exigen a los provee-
dores de factores, como juntas de goma para las puertas, que cumplan unas normas especi-
ficadas. El programa espacial y los fabricantes de aviones exigen a los proveedores de
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Figura 18.1.
Modelo general
de los procesos.

piezas, como fuelles metálicos soldados, que certifiquen las normas de calidad de sus pro-
ductos. En todas las fases del proceso, se utilizan métodos estadísticos para controlar y co-
rregir los defectos. La constante retroalimentación de la información contribuye a la mejo-
ra continua del proceso y del producto o del servicio.

Uno de los principios fundamentales del pensamiento estadístico es que existe varia-
ción en todos los procesos (véase la referencia bibliográfica 9). Es importante comprender
la variación para predecir el funcionamiento futuro del proceso. Para comenzar a estudiar
los instrumentos estadísticos que se utilizan para mejorar los procesos, primero examina-
mos dos causas de su variación: las causas comunes y las causas asignables.

Causas comunes y asignables de la variación

Las causas comunes de la variación (también llamadas causas aleatorias o incontrolables)
son las causas que ocurren aleatoriamente y son inherentes a todos los procesos. El respon-
sable de estas causas es la dirección, no los trabajadores. Las causas asignables de la va-
riación (también llamadas causas especiales) son el resultado de fuerzas externas, es decir,
de fuerzas ajenas al sistema. Estas causas pueden y deben detectarse y hay que tomar medi-
das correctoras para eliminarlas del proceso. De lo contrario, aumentará la variación y empeo-
rará la calidad.

En el modelo general de los procesos de la Figura 18.1, se eliminan los defectos que se
deben a causas asignables y se realizan los ajustes necesarios en el proceso. Ejemplos de
causas comunes son las condiciones de trabajo desagradables (demasiado calor o demasia-
do frío) y los errores humanos aleatorios. Ejemplos de causas asignables son un lote defec-
tuoso de materias primas, errores de los operadores y errores de ajuste de las máquinas.
Las causas asignables deben eliminarse; las causas aleatorias siempre son inherentes a un
proceso. Un proceso sólo es estable cuando se eliminan todas las causas asignables.
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Proceso estable

Un proceso es estable (está controlado) si se eliminan todas las causas asignables; por lo tan-
to, la variación sólo se debe a causas comunes.

Aunque se ha analizado la importancia de la calidad del producto, aún no está claro
dónde entran en escena los métodos estadísticos. Entran en escena porque el método repre-
sentativo de control de la calidad, una vez que se aplica, debe implicar necesariamente un
muestreo y un análisis estadístico. El objetivo es controlar un proceso de producción ope-
rativo. Casi inevitablemente, será inviable medir las características de todos los artículos
producidos. Se extraen de vez en cuando muestras relativamente pequeñas de artículos y se
realizan mediciones, con el fin de poder representar gráficamente el progreso a lo largo del
tiempo y observar e investigar los cambios que hayan podido ocurrir. Lo importante es que
la inferencia sobre la conducta del proceso se basa en datos estadísticos. Además, dado que
las mediciones de los productos se realizan en la planta —y, en teoría, las valoraciones de-
ben realizarse bastante deprisa—, es deseable que se utilicen métodos relativamente senci-
llos, como gráficos de control.

Un gráfico de control es un gráfico de la evolución temporal de una característica de
un proceso, como la tendencia central o la variación. Existen varios tipos de gráficos de
control y su aplicabilidad depende del tipo de datos de los que se disponga y de las varia-
bles que se quiera controlar. En este capítulo, introducimos cuatro gráficos de control que
son los que se utilizan más a menudo. Son el gráfico X1 (para las medias), el gráfico s (para
la variación), el gráfico p (para la proporción de artículos que no se ajustan a las normas) y
el gráfico c (para el número de ocurrencias de un suceso, como las imperfecciones). En el
apéndice de este capítulo, se analiza el gráfico R (para los intervalos). Todos los gráficos
de control tienen una línea central (LC), un límite de control inferior (LCI) y un límite de
control superior (LCS). Las mediciones tomadas a intervalos periódicos se representan en
gráficos de control y se examinan en busca de pautas que sugieran la existencia de un po-
sible problema provocado por causas asignables.

La importancia de las ideas estadísticas en el control de la calidad reside en la com-
prensión de la variabilidad y la aleatoriedad. El proceso de producción que fabrica artícu-
los idénticos no se ha inventado y nunca se inventará. Es inevitable, en la práctica, que
haya alguna variabilidad en las características de los artículos. Por lo tanto, para buscar
cambios en las características de la producción a lo largo del tiempo, es importante no de-
jarse engañar por la mera variabilidad aleatoria.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
18.1. Seleccione 1 de los 50 estados de Estados Uni-

dos que conceden un premio a la calidad. Escriba
un breve ensayo indicando el nombre del premio,
los criterios utilizados para concederlo, la fecha
en que se creó, los tipos de organizaciones que
pueden recibirlo y una breve sinopsis de un ga-
lardonado recientemente con ese premio. ¿Por
qué recibió esa organización ese premio? Incluya
bibliografía y direcciones de páginas web.

18.2. Seleccione un premio a la calidad europeo o
asiático. Escriba un breve ensayo indicando el
nombre del premio, los criterios utilizados para
concederlo, la fecha en que se creó, los tipos de
organizaciones que pueden recibirlo y una bre-
ve sinopsis de un galardonado recientemente
con ese premio. ¿Cuáles fueron las iniciativas
de calidad de este galardonado que se recono-
cieron con este premio? Incluya bibliografía y
direcciones de páginas web.
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18.3. Analice los 14 puntos de Deming para las orga-
nizaciones de calidad (véanse las referencias bi-
bliográficas 2 y 11).

18.4. Entre al menos en tres páginas web de la lista
mencionada al final de este capítulo. Analice

el tipo de información que contienen estas pá-
ginas.

18.5. Analice al menos cinco páginas web pertinentes
para la calidad, aparte de las de la lista que se
encuentra al final de este capítulo.

18.2. Gráficos de control de medias y desviaciones tı́picas

Consideremos ahora un proceso de producción que genera un producto cuya característica
de interés puede medirse en un continuo. Se desea establecer un sistema de control de la
calidad para ese proceso. Puede lograrse tomando, a lo largo del tiempo, una secuencia de
pequeñas muestras del producto. A menudo se toman muestras de 4 o 5 observaciones y,
para establecer un registro razonable del funcionamiento, es deseable tener 20 muestras o
más. La frecuencia con que se toman las muestras depende de las características del proce-
so de producción. A la dirección le interesará tanto el funcionamiento medio de proceso
como la variabilidad del funcionamiento. Si hay demasiada variabilidad, están producién-
dose muchos artículos que no se ajustan a las normas, aunque el funcionamiento medio sea
satisfactorio.

En este apartado, se utilizan las medias y las desviaciones típicas muestrales para con-
trolar el funcionamiento del proceso. Estas cantidades se representan en gráficos de con-
trol. Se fijan límites de control para ayudar a comprender las fluctuaciones a lo largo del
tiempo de la media muestral y de la desviación típica muestral. Sin embargo, antes de se-
guir debe señalarse que, aunque es bastante frecuente que se utilice la media, en algunas
aplicaciones se utiliza el rango en lugar de la desviación típica para evaluar la variabilidad.
El atractivo de esta opción probablemente se halla en que el rango —es decir, la diferencia
entre la observación muestral más grande y la más pequeña— se calcula más fácilmente en
la planta, donde se realizan ejercicios de control en el trabajo. Sin embargo, es posible que
ya no sea así, dada la existencia de calculadoras electrónicas, que calculan automáticamente
medias muestrales y desviaciones típicas muestrales, a partir de las observaciones muestrales.
La construcción de gráficos de control cuando se utiliza el rango en lugar de la desviación
típica se explica detalladamente en el apéndice del capítulo. Los principios de la construc-
ción de gráficos de control y su interpretación son esencialmente los mismos cualquiera que
sea la medida de la variabilidad que se emplee, aunque los detalles son algo distintos.

Tres medidas que se utilizan para realizar gráficos de control de medias y desviaciones
típicas son la media global, la desviación típica muestral media y la desviación típica del
proceso.

Media global, desviación típica muestral media y desviación típica
del proceso
Se toma una secuencia de K muestras, cada una de n observaciones, a lo largo del tiempo
sobre una característica mensurable del producto de un proceso de producción. Las medias
muestrales, representadas por x6 i para i % 1, 2, ..., K, pueden representarse gráficamente en un
gráfico X1 . La media de estas medias muestrales es la media global de todas las observacio-
nes muestrales:

x66 %
K

;
i%1

x6 i/K (18.1)
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Las desviaciones típicas muestrales, representadas por si para i % 1, 2, ..., K, pueden repre-
sentarse gráficamente en un gráfico s. La desviación típica muestral media es

s6 %
K

;
i%1

si/K (18.2)

La desviación típica del proceso, p, es la desviación típica de la población de la que proce-
den las muestras y debe estimarse a partir de datos muestrales.

Una estimación de la desviación típica del proceso
Para fijar límites de control tanto en el gráfico X1 como en el gráfico s, es necesario estimar
la desviación típica del proceso, p. Una de las posibilidades es basar esta estimación en la
desviación típica muestral global de todas las observaciones. Sin embargo, en los estudios
aplicados del control de la calidad es más habitual basar una estimación de p en s6, la des-
viación típica muestral media. Cualquiera que sea la estimación que se utilice, recuérdese
que la desviación típica muestral es un estimador sesgado de la desviación típica poblacio-
nal. Es deseable intentar corregir este sesgo. De hecho, cuando se sabe que la distribución
poblacional es normal, es posible hallar una expresión del valor esperado de la desviación
típica muestral. Si la desviación típica muestral si se basa en n observaciones, puede de-
mostrarse que

E(si) % c4p

donde c4 es un número que puede calcularse como una función del tamaño de la muestra
n. Se deduce inmediatamente que

E(s6) % c4p

y, por lo tanto, que una estimación insesgada de la desviación típica del proceso es p4 %s6 /c4.
Naturalmente, la distribución poblacional puede no ser exactamente normal. No obstante,
se piensa que esta corrección merece la pena y que normalmente reduce el sesgo inherente
a la desviación típica muestral como estimador del parámetro poblacional correspondiente.

Estimación de la desviación típica del proceso basada en s
Una estimación de la desviación típica del proceso, p4 , es

p4 % s6 /c4 (18.3)

donde s6 es la desviación típica muestral media; la constante del gráfico de control, c4, que de-
pende del tamaño de la muestra n, puede hallarse en la Tabla 18.1 o en la Tabla 13 del apén-
dice. Si la distribución de la población es normal, el estimador es insesgado.

La Tabla 18.1 muestra los valores de c4 correspondientes a tamaños muestrales que van
de 2 a 10. También muestra las constantes de otros gráficos de control que se analizarán en
este capítulo. La Tabla 13 del apéndice contiene una tabla más completa de constantes. En
los estudios prácticos de control de la calidad, se dispone de tablas de las constantes de los
gráficos de control que se utilizan habitualmente.

En este capítulo nos referiremos al siguiente ejemplo, basado en el fichero de datos
Signal.

736 Estadística para administración y economía



Tabla 18.1. Constantes de los gráficos de control.

n c4 A3 B3 B4

2 0,789 2,66 0 3,27
3 0,886 1,95 0 2,57
4 0,921 1,63 0 2,27
5 0,940 1,43 0 2,09
6 0,952 1,29 0,03 1,97
7 0,959 1,18 0,12 1,88
8 0,965 1,10 0,18 1,82
9 0,969 1,03 0,24 1,76

10 0,973 0,98 0,28 1,72

EJEMPLO 18.1. Señal emitida por un componente electrónico (x66 , s6 , p4 )

La duración, en milisegundos, de una señal emitida por un componente electrónico de
una secuencia de 20 muestras, cada una de las cuales tiene cinco observaciones, se
muestra en la Tabla 18.2 y se encuentra en el fichero de datos Signal. Halle la media
global, la desviación típica muestral media y una estimación de la desviación típica del
proceso.

Signal

Tabla 18.2. Duración, en milisegundos, de la señal emitida por un componente electrónico.

Número
muestral

Media
muestral

Desviación típica
muestral

1 297 296 297 303 298 298,2 2,77
2 301 301 300 304 297 300,6 2,51
3 297 306 296 302 304 301,0 4,36
4 296 302 299 298 309 300,8 5,07
5 305 304 293 309 293 300,8 7,36
6 298 294 303 306 305 301,2 5,07
7 297 304 299 298 306 300,8 3,96
8 292 292 307 295 300 297,2 6,38
9 295 297 307 304 306 301,8 5,45

10 296 297 309 297 305 300,8 5,85
11 299 301 290 298 297 297,0 4,18
12 303 307 296 298 294 299,6 5,32
13 301 292 313 302 307 303,0 7,78
14 299 298 300 301 295 298,6 2,30
15 299 299 306 303 298 301,0 3,39
16 301 303 297 298 304 300,6 3,05
17 300 296 301 300 304 300,2 2,86
18 295 293 300 299 289 295,2 4,49
19 298 298 306 297 295 298,8 4,21
20 296 303 300 304 299 300,4 3,21

Solución

La Tabla 18.2 contiene la media muestral y la desviación típica muestral correspondien-
tes a cada periodo de observación. La media muestral global, que es simplemente la
media de las 100 observaciones muestrales, es

x66 %
(298,2 ! 300,6 ! ñ ! 300,4)

20
% 299,9
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La media de las desviaciones típicas muestrales es

s6 %
(2,77 ! 2,51 ! ñ ! 3,21)

20
% 4,48

Basándonos en la Tabla 18.1, vemos que con n % 5 observaciones,

c4 % 0,940

Por lo tanto, la desviación típica del proceso es

p4 %
s6

c4
%

4,48

0,940
% 4,77

Gráficos de control de medias

La Tabla 18.2 muestra las duraciones medias de las señales de una secuencia de 20 mues-
tras de cinco observaciones cada una a lo largo del tiempo. En los estudios de control de la
calidad, para facilitar la interpretación, esa información se representa invariablemente en
un gráfico temporal, por ejemplo, en un gráfico X1 o en un gráfico s. En primer lugar, estu-
diamos los métodos estadísticos para obtener gráficos de control y, a continuación, expli-
camos cómo se interpretan los gráficos para encontrar indicios de inestabilidad del pro-
ceso.

Para la gestión de la producción, es importante buscar indicaciones de empeoramiento
de la calidad. Una de las indicaciones posibles de que hay un problema es una media
muestral que se desvía considerablemente de su valor «habitual». Por ejemplo, en la Ta-
bla 18.2 la media de la decimoctava muestra es 295,2, que es un valor algo más bajo que
los anteriores. ¿Es éste el tipo de resultado que sería razonable esperar como consecuencia
de la variabilidad muestral? En el control de la calidad, esta valoración se hace realizando
comparaciones con los límites de control trazados en los gráficos de control.

Para fijar los límites de control de los gráficos X1 , se supone que el proceso ha venido
funcionando a un nivel constante durante todo el periodo de observación y que puede con-
siderarse que todas las observaciones muestrales se han extraído de la misma distribución
normal. La media de esa distribución se estima por medio de la media global, x6, de todas
las observaciones muestrales y la desviación típica se estima por medio de p4 de la ecua-
ción 18.3.

Consideremos ahora una única muestra de cinco observaciones y consideremos que se
han extraído de una distribución normal de media x66 y desviación típica p4 . La distribución
muestral de esta media muestral es una distribución normal de media x66 y error típico
p4 /∂n % p4 /∂5. Este resultado sirve de base para fijar los límites de control.

Cuando existen indicios de que hay un problema, hay que hacer alguna investigación,
que puede implicar la interrupción y el estudio exhaustivo del proceso de producción, lo
cual puede ser bastante caro. Naturalmente, no es deseable que haya que hacerlo frecuente-
mente cuando el proceso funciona, en realidad, satisfactoriamente. Para que no aparezcan
demasiadas «señales falsas» de este tipo, es habitual en los estudios de control de la cali-
dad fijar unos límites de control equivalentes a tres errores típicos en cualquiera de los la-
dos de la media de la distribución muestral (a veces se llaman límites 3p). En ese caso, si
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la distribución del estadístico muestral —en este caso, la media muestral— es normal, la
probabilidad de obtener un valor situado fuera de los límites 3p es

P(Z b 3) ! P(Z a .3) % 2(0,0014) % 0,0028

donde Z es una variable aleatoria normal estándar. Por lo tanto, si se fijan límites de esta
forma, partiendo de los supuestos postulados, la probabilidad de que aparezca una señal
falsa en cualquier muestra es de menos de 3 por 1.000. Desde luego, estos supuestos gene-
ralmente no son absolutamente ciertos, por lo que este valor sólo es aproximado. No obs-
tante, debe ser una guía razonable y el uso de límites 3p es muy frecuente.

Volviendo ahora a la construcción de gráficos de control de medias muestrales, la dis-
tribución muestral está centrada en la media global, x66, y esta línea central se traza en el
gráfico. Por lo tanto, si se utilizan límites de tres errores típicos, los límites de control son

x66 u 3p4 /∂n% x66 u 3s6 /(c4 ∂n) % x66 u A3s6 donde A3 %
3

c4 ∂n

Gráfico X1
El gráfico X1 es un gráfico temporal de la secuencia de medias muestrales. La línea central es

LCX1 % x66 (18.4)

Además, hay límites de control de tres errores típicos. El límite de control inferior es

LCIX1 % x66 . A3s6 (18.5)

y el límite de control superior es

LCSX1 % x66 ! A3s6 (18.6)

Algunos valores de A3 se encuentran en la Tabla 18.1 o en la Tabla 13 del apéndice.

EJEMPLO 18.2. Gráfico de control de las señales para las medias
(gráfico X1 )

Construya el gráfico X1 del ejemplo de las señales con el fichero de datos Signal.

Signal Solución

Basándose en la Tabla 18.1 y en los cálculos anteriores, con un tamaño muestral de cinco,

x6 6 % 299,9 s6 % 4,48 A3 % 1,43

La línea central es

LCX1 % x66 % 299,9

El límite de control inferior es

LCIX1 % x66 . A3s6 % 299,9 . (1,43)(4,48) % 293,5)
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y el límite de control superior es

LCSX1 % x66 ! A3s6 % 299,9 ! (1,43)(4,48) % 306,3

A continuación, se representa cada una de las medias muestrales, x6 i, en el gráfico X1 de
la Figura 18.2.

Figura 18.2. Gráfico X1 del ejemplo de las señales.

Gráficos de control de desviaciones típicas

Para evaluar el progreso de la variabilidad de un proceso a lo largo del tiempo, también
pueden representarse las desviaciones típicas en un gráfico de control llamado gráfico s.
La línea central de este gráfico es la desviación típica muestral media, s6, y es habitual fijar
límites de tres errores típicos.

Gráfico s
El gráfico s es un gráfico temporal de la secuencia de desviaciones típicas muestrales. La
línea central de un gráfico s es

LCs % s6 (18.7)

En el caso de los límites de tres errores típicos, el límite de control inferior es

LCIS % B3s6 (18.8)

y el límite de control superior es

LCSs % B4s6 (18.9)

Los valores de las constantes B3 y B4 del gráfico de control se muestran en la Tabla 18.1.
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Cuando el tamaño de la muestra es n m 5, restando tres errores típicos de s6 se obtiene
un número negativo. Evidentemente, las desviaciones típicas no pueden ser negativas, por
lo que se considera que el límite inferior es 0. En la práctica, raras veces preocupa que
haya demasiado poca variabilidad, por lo que el límite inferior normalmente no tiene mu-
cho interés.

EJEMPLO 18.3. Gráfico de control de las señales para las desviaciones
típicas (gráfico s)

Utilice el fichero de datos Signal para trazar el gráfico s correspondiente al ejemplo de
las señales.

Signal

Solución

Para construir el gráfico s correspondiente a los datos del fichero Signal (Tabla 18.2),
se deduce que

s6 % 4,48 B3 % 0 B4 % 2,09

Por lo tanto, las tres líneas de nuestro gráfico son

LCs % 4,48 LCIs % 0 LCSs % (2,09)(4,48) % 9,36

A continuación, se representa cada una de las desviaciones típicas, si, en un gráfico de
control, en el que LCs % 4,48, LCIs % 0 y LCSs % 9,36. El gráfico s se parece al de la
Figura 18.3, que se ha obtenido utilizando el programa Minitab.
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Figura 18.3. Gráfico s del ejemplo de las señales.

Interpretación de los gráficos de control
Una vez desarrollados gráficos de control iniciales para controlar el funcionamiento medio
y su variabilidad, es necesario profundizar en su análisis y su interpretación. La experien-
cia y la valoración personal, junto con la comprensión de las pautas de los gráficos de con-
trol, permiten hacer mejoras. A continuación, analizamos brevemente algunas cuestiones
que podrían plantearse. La principal es una valoración del funcionamiento del proceso en
el periodo de observación.

Si un proceso es estable, los puntos de un gráfico de control fluctuarán aleatoriamente
entre el límite de control superior y el inferior, por lo que no seguirán una pauta que no
sea aleatoria. En esta fase, el analista busca esencialmente una pauta de puntos de datos
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distribuidos más o menos aleatoriamente en torno a la línea central y generalmente bien
alejados de los límites de control. Desde este punto de vista, las Figuras 18.2 y 18.3 pare-
cen bastante razonables. En esas circunstancias, el proceso estudiado parece estar bajo
control, lo cual significa que su funcionamiento es bastante estable. El control estadístico
de calidad puede concebirse como un medio para averiguar si un proceso está bajo control,
como una ayuda para mantenerlo bajo control y como un mecanismo para reducir la varia-
bilidad de la calidad del producto.

Si un proceso no es estable, es posible que los datos no sean fiables o que el proceso
que ha generado los datos tenga graves problemas operativos. Esos datos pueden darnos
una indicación fiable de lo que cabe esperar cuando el proceso funciona normalmente. Se
llama la atención a la dirección sobre las causas asignables que pueden contribuir a la ines-
tabilidad del proceso por medio de diversas pautas de los gráficos de control. Por lo tanto,
la interpretación de los gráficos de control comienza por comprender algunas pautas que
indican una situación fuera de control.

Hay varias pautas de los puntos de datos de un gráfico de control que indican que un
proceso puede estar fuera de control. Aquí sólo examinamos tres pruebas para analizar esta
posibilidad. Para más pruebas y un estudio más extenso véanse las notas de este capítulo.

Pautas fuera de control
Algunas pautas de los puntos de datos de un gráfico de control indican que el proceso puede
estar fuera de control. A continuación, mostramos tres:

1. Un valor fuera de los límites de control (un punto que esté alejado más de 3 sigmas de
la línea central).

2. Una tendencia de los estadísticos muestrales (seis puntos consecutivos, todos crecien-
tes o decrecientes).

3. Demasiados puntos en uno de los lados de la línea central (nueve puntos consecutivos
en el mismo lado de la línea central).

1. Un valor fuera de los límites de control. Consideremos la Figura 18.4A. La
mayoría de los estadísticos muestrales (en este ejemplo, las medias muestrales) es-
tán dentro de los límites de control. Sin embargo, en el caso de la muestra 7 el
estadístico está fuera de estos límites; es decir, la media muestral es mayor que la
media más 3p, que es el límite de control superior, 308,5. Con límites de tres erro-
res típicos, esto sería muy poco habitual en un proceso que está bajo control. Es un
fenómeno que exige una investigación. El analista tiene que hacer algún trabajo de
detective y buscar la causa de este valor extremo. Probablemente se observará que
no es una mera variabilidad aleatoria sino que se debe a alguna causa asignable
peculiar. Conviene comprobar primero si esa causa asignable es simplemente que
el valor de una observación no se ha registrado correctamente.

2. Una tendencia de los estadísticos muestrales (seis puntos consecutivos, todos
crecientes o decrecientes). La Figura 18.4B es claramente una figura en la que no
hay aleatoriedad. Los estadísticos muestrales no parecen estar dispersos aleatoria-
mente en torno a la línea central. Tienden, por el contrario, a aumentar con el
tiempo y los siete últimos son crecientes. Esta variabilidad creciente es un motivo
de preocupación, aunque ningún valor muestral esté fuera de los límites de control.
Quizá la causa sea que la maquinaria está deteriorándose.

3. Demasiados puntos en uno de los lados de la línea central (nueve puntos con-
secutivos en el mismo lado de la línea central). En la Figura 18.4C, nueve puntos
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Figura 18.4A.
Un valor fuera de
los lı́mites de
control.
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consecutivos (que representan desviaciones típicas muestrales) se encuentran por
debajo de la línea central. La investigación de las causas asignables puede revelar
la existencia de problemas.

Sólo es razonable seguir adelante cuando existe alguna seguridad de que un proceso de
producción está bajo control. Si observamos de nuevo las Figuras 18.2 y 18.3, no vemos
ninguna indicación de que existan pautas fuera de control. Parece que no existe ningún
motivo importante de preocupación. Ninguna de las medias muestrales está fuera de los lí-
mites de control y, de hecho, la inmensa mayoría de las medias muestrales están dentro de
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esos límites. Antes nos hemos preguntado si la media de la muestra 18, 295,2, era un moti-
vo para preocuparse. Aparentemente, no existe ningún motivo de alarma. Asimismo, no
parece que esté justificada la preocupación por la variabilidad del proceso, indicada en el
gráfico s de la Figura 18.3. Las desviaciones típicas muestrales observadas generalmente
están muy por debajo del límite de control superior. Parece que aumenta la variabilidad en
la parte central del periodo de observación, por lo que quizá merezca la pena buscar una
explicación para comprender mejor el proceso de producción. Ninguno de los dos gráficos
de control correspondientes al fichero de datos Signal sugiere que haya causas asignables
en el sistema.

En el siguiente apartado explicamos cómo se averigua si un proceso estable cumple las
especificaciones del diseño.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

18.6. Se ha observado el proceso de producción de un
componente y se ha medido la fuerza de la emi-
sión eléctrica de los componentes. Se dispone de
resultados de una secuencia de 30 muestras, cada
una de las cuales tiene siete observaciones.
La media global de las observaciones muestrales
es 192,6 y la desviación típica muestral media
es 5,42.
a) Utilice un estimador insesgado para estimar la

desviación típica del proceso.
b) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico X1 .
c) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.

18.7. Se toman medidas de la resistencia, en ohmios,
de un componente eléctrico. Se obtiene una se-
cuencia de 25 muestras, cada una de las cuales
tiene seis observaciones. La media global de las
observaciones muestrales es 93,2 y la desviación
típica muestral media es 3,67.
a) Utilice un estimador insesgado para estimar la

desviación típica del proceso.
b) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico X1 .
c) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.

18.8. Se pesan muestras de fruta enlatada. Se toma una
secuencia de 16 muestras, cada una de las cuales
tiene ocho observaciones. La media global de las
observaciones muestrales es de 19,86 onzas y
la desviación típica muestral media es de 1,23
onzas.
a) Utilice un estimador insesgado para estimar la

desviación típica del proceso.

b) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico X1 .

c) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico s.

18.9. Recuerde el ejercicio 2.39. Ann Thorne, la
directora de operaciones de una fábrica de cre-
mas bronceadoras, quiere asegurarse de que el
proceso que se emplea para llenar los botes de
un nuevo producto, SunProtector, funciona co-
rrectamente. Actualmente, la empresa está com-
probando los volúmenes de los botes de 8 onzas
(237 ml) de SunProtector. Se hacen mediciones
del volumen de los botes de 8 onzas. Se toma
una secuencia de 20 muestras de cinco observa-
ciones cada una. La media global de las obser-
vaciones muestrales es de 230,5 ml y la desvia-
ción típica muestral media es de 1,75 ml. Los
volúmenes (en ml) se encuentran en el fichero
de datos Sun.
a) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.
b) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico X1 .
c) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.

18.10. La tabla adjunta muestra las medias y las
desviaciones típicas muestrales de una secuen-
cia de 30 muestras de ocho observaciones cada
una sobre una característica de la calidad de un
producto. El fichero de datos es Exercise 18-10.
a) Halle la media global de las observaciones

muestrales.
b) Halle la desviación típica muestral media.
c) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.
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d) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior para un gráfico X1 .

e) Trace el gráfico X1 y analice sus característi-
cas.

f) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico s.

g) Trace el gráfico s y analice sus caracterís-
ticas.

Muestra x6 s Muestra x6 s

1 148,2 2,26 8 149,2 4,71
2 146,4 4,37 9 153,9 5,82
3 149,9 7,93 10 150,6 4,98
4 152,8 6,79 11 156,0 4,79
5 148,7 5,31 12 150,4 3,92
6 150,6 3,17 13 148,7 8,31
7 151,5 6,15 14 151,1 7,29

15 147,2 3,80 23 151,3 6,20
16 152,9 4,87 24 150,8 7,39
17 150,7 3,88 25 147,2 6,97
18 147,2 8,93 26 141,9 9,68
19 149,4 6,85 27 152,7 4,28
20 154,3 7,29 28 148,6 6,51
21 148,7 6,28 29 150,2 7,29
22 149,7 8,92 30 148,6 4,73

18.11. La tabla adjunta muestra las medias y las
desviaciones típicas muestrales de una secuen-
cia de 20 muestras de seis observaciones cada

una sobre el peso de las latas de verduras, en
onzas. El fichero de datos es Exercise 18-11.

Muestra x6 s Muestra x6 s

1 20,2 1,9 11 18,8 2,9
2 18,9 2,7 12 19,3 1,1
3 19,6 1,7 13 19,8 1,3
4 20,8 2,3 14 20,2 1,2
5 19,4 1,2 15 20,7 1,9
6 19,8 2,1 16 19,3 2,2
7 20,9 1,6 17 19,9 3,1
8 21,0 2,3 18 18,8 2,9
9 20,6 1,4 19 19,6 2,2

10 19,1 2,7 20 20,1 1,1

a) Halle la media global de las observaciones
muestrales.

b) Halle la desviación típica muestral media.
c) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.
d) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior para un gráfico X1 .
e) Trace el gráfico X1 y analice sus caracterís-

ticas.
f) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.
g) Trace el gráfico s y analice sus caracterís-

ticas.

18.3. Capacidad de un proceso

En el apartado 18.2 nos hemos ocupado del uso de gráficos de control, ayudados por lími-
tes de control, para averiguar si un proceso está bajo control, es decir, si su funcionamiento
es estable. Sin embargo, esta información es insuficiente para saber si el proceso está cum-
pliendo como es debido las normas para las que se diseñó. Al fin y al cabo, un funciona-
miento sistemático podría ser sistemáticamente mediocre o incluso sistemáticamente malo.
Antes de seguir con un programa de control de calidad o de mejora de la calidad, es im-
portante averiguar si el proceso de producción funciona de acuerdo con las especificacio-
nes exigidas. Si un proceso está actualmente bajo control, ¿es capaz de cumplir estas espe-
cificaciones? Esta valoración se hace basándose en los datos generados por un proceso que
parece que está bajo control. Por lo tanto, si los datos muestrales contienen observaciones
extremas debidas a causas asignables, estos problemas deben corregirse antes de evaluar la
capacidad del proceso. Más en serio, cuando parece que las cosas han ido mal en el perio-
do de observación como, por ejemplo, en los casos ilustrados en las Figuras 18.4B y
18.4C, puede que sea necesario que los ingenieros tomen medidas. Sólo cuando se ha esta-
blecido un método de control, es posible evaluar la capacidad del proceso.

En este apartado, analizamos un problema frecuente que puede abordarse analizando
las medias muestrales y las desviaciones típicas muestrales. Normalmente, la dirección fija
un intervalo de valores de alguna característica del proceso productivo, acotado por unos
límites de especificación inferior y superior. En el caso de la duración de la señal emitida
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por un componente electrónico, la dirección puede fijar un intervalo de valores tolerables
de 280 a 320 milisegundos para garantizar la calidad del producto. Un proceso capaz de
cumplir estas especificaciones es un proceso que probablemente producirá resultados den-
tro de este intervalo.

En el caso de un proceso que está fuera de control, es lógico basar la evaluación de la
capacidad en todas las observaciones muestrales y, en concreto, en estimaciones de la me-
dia y la desviación típica del proceso basadas en estas observaciones. En el caso de los
datos sobre la señal, las estimaciones son

x66 % 299,9 p4 % 4,77

En ese caso, si se supone que la distribución del proceso es normal, alrededor del 99,72
por ciento de toda la producción deberá estar en un margen más/menos tres desviaciones
típicas con respecto a la media. Es frecuente, pues, en los estudios de control de la calidad
calcular el intervalo x66 u 3p4 . En nuestro ejemplo,

(x66 . 3p4 , x66 ! 3p4 ) % (285,6, 314,2)

Éstos son los límites dentro de los cuales el proceso funcionará normalmente. La amplitud
de este intervalo

6p4 % (6)(4,77) % 28,6

a veces se llama tolerancia natural del proceso. Es una medida de la variabilidad de las
especificaciones del producto que cabe esperar.

Una vez utilizados los datos muestrales para saber qué puede hacer realmente un pro-
ceso de producción, sólo es necesario comparar este resultado con las especificaciones de
lo que debe hacer el proceso establecidas por la dirección. Lo que se necesita es que el
intervalo x66 u 3p4 esté, preferiblemente de una manera holgada, entre los límites de especifi-
cación inferior y superior. Los datos sobre las señales parecen bastante satisfactorios desde
este punto de vista. El intervalo de 285,6 a 314,2 está holgadamente entre 280 y 320 mili-
segundos. Parece que el proceso es capaz de satisfacer estas especificaciones. Obsérvese
que la media muestral global de 299,9 está muy cerca del centro, 300 milisegundos, del
intervalo de tolerancia. En esas circunstancias, se dice que el intervalo de funcionamiento
está centrado en el rango de tolerancia. Normalmente, está centrado y a menudo es desea-
ble que lo esté. Sin embargo, no es necesario para que el proceso sea capaz de satisfacer
las normas.

Hay medidas más formales de la capacidad de un proceso y son el índice de capacidad
y el índice Cpk. En las empresas que se dedican a mejorar procesos, los empleados conocen
estas medidas de la capacidad de un proceso y comprenden su importancia.

Medidas de la capacidad de un proceso
Supongamos que la dirección fija unos límites de tolerancia inferior (I) y superior (S) para el
funcionamiento de un proceso. La capacidad del proceso se valora por el grado en que x66 u 3p4
se encuentra dentro de estos límites.

1. Índice de capacidad (Cp). Esta medida es adecuada cuando los datos muestrales es-
tán centrados entre los límites de tolerancia, es decir, x66 ] (I ! S)/2. El índice es

Cp %
S . I

6p4
(18.10)
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Normalmente se considera que un valor satisfactorio de este índice es un valor de 1,33
como mínimo [eso implica que la tolerancia natural del proceso no debe ser más de
un 75 por ciento de (S . I), la amplitud del intervalo de valores aceptables].

2. Índice Cpk. Cuando los datos muestrales no están centrados entre los límites de tole-
rancia, es necesario tener en cuenta el hecho de que el proceso está funcionando más
cerca de uno de los límites de tolerancia que del otro. La medida resultante, llamada
índice Cpk, es

Cpk % Min C
S . x66

3p4
,
x66 . I

3p4 D (18.11)

Una vez más, se considera que es satisfactorio si su valor es de 1,33 como mínimo.

EJEMPLO 18.4. Capacidad del proceso de producción de señales
(índices de capacidad)

Considere de nuevo el caso de la duración de una señal emitida por un componente
electrónico y suponga que la dirección fija un intervalo de valores tolerables que va de
280 a 320 milisegundos. Averigüe si el proceso de producción del ejemplo de las seña-
les, que se encuentra en el fichero de datos Signal (Tabla 18.2), es capaz de satisfa-
cer las especificaciones. Utilice las medidas de la capacidad de las ecuaciones 18.10
y 18.11.

Signal

Solución

En el caso de los datos sobre las señales,

x66 % 299,9 p4 % 4,77 I % 280 S % 320

Por lo tanto, el índice de capacidad es

Cp %
S . I

6p4
%

320 . 280

6(4,77)
% 1,398

El índice Cpk es

Cpk % Min C
S . x66

3p4
,
x66 . I

3p4 D% Min (1,405, 1,391) % 1,391

En este caso concreto, como los datos muestrales están, a todos los efectos, centrados,
los dos índices son casi idénticos. Ambos son holgadamente superiores a 1,33, lo que
indica que el proceso de producción es capaz de satisfacer las especificaciones.

Las Figuras 18.5 y 18.6 son salidas Minitab que dan los valores tanto de Cp como de
Cpk del ejemplo 18.4. En la Figura 18.6 vemos, además de los valores de los índices de
capacidad, tanto el gráfico X1 como el gráfico s, un gráfico de los 20 últimos subgrupos, el
histograma de la capacidad y el gráfico de probabilidad normal.

Una vez evaluada la capacidad del proceso, éste es capaz de satisfacer las especifica-
ciones o las normas o no lo es. Supongamos que observamos que el proceso no es capaz
de satisfacer las especificaciones. Este tipo de problema debe comunicarse a la dirección
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Figura 18.5.
«Capability
Analysis»
(distribución
normal) del ejemplo
de las señales.

Figura 18.6.
«Capability
Sixpack»
(distribución
normal) del ejemplo
de las señales.

para que lo analice a fondo y lo corrija. No es un problema para los trabajadores de la
planta, que pueden ser capaces de señalar el problema, pero que es improbable que puedan
resolverlo. Puede que el equipo de capital no sea adecuado para hacer ese trabajo, posible-
mente porque se ha deteriorado. Puede que las normas de funcionamiento que se han fija-
do sean excesiva e innecesariamente optimistas. Cualquiera que sea la razón, no es muy
útil continuar manteniendo el proceso y analizándolo en su estado actual.

748 Estadística para administración y economía



El resultado mejor es que se observe que el proceso de producción es capaz de satisfa-
cer las normas de funcionamiento. En ese caso, puede mantenerse el proceso de control de
calidad. Se debe controlar periódicamente y se deben trazar gráficos de calidad. De vez en
cuando, es deseable calcular de nuevo los límites de control de estos gráficos. También de-
be comprobarse periódicamente la capacidad del proceso. El control de calidad no es me-
ramente una actividad pasiva. Tampoco es sólo un mecanismo para detectar los problemas,
aunque es valioso, desde luego, para ese fin. El objetivo de un ejercicio de control de la
calidad es la mejora de la calidad, que puede concebirse como una reducción de la toleran-
cia natural del proceso. Estas mejoras pueden conseguirse concienciándose más de la im-
portancia de la calidad y de sus fuentes y comprendiéndolas mejor cuando los trabajado-
res participan en la recogida y la interpretación de datos para los estudios de control de
calidad.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
18.12. Vuelva al ejercicio 18.6. La dirección ha espe-

cificado que la fuerza de la emisión eléctrica de
los componentes producidos por este proceso
debe estar entre 170 y 215.
a) Calcule el intervalo x66 u 3p4 y comente su re-

sultado.
b) Halle el índice de capacidad Cp y analice el

resultado.
c) Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.13. Vuelva al ejercicio 18.7. La dirección ha espe-
cificado que la resistencia de los componentes
producidos por este proceso debe estar entre 85
y 100 ohmios.
a) Calcule el intervalo x66 u 3p4 y comente su re-

sultado.
b) Halle el índice de capacidad Cp y analice el

resultado.
c) Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.14. Vuelva al ejercicio 18.8. La dirección ha espe-
cificado que el peso de la fruta enlatada debe
estar entre 18 y 22 onzas.

a) Calcule el intervalo x66 u 3p4 y comente su re-
sultado.

b) Halle el índice de capacidad Cp y analice el
resultado.

c) Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.15. Vuelva al ejercicio 18.10. La dirección ha espe-
cificado que los valores de las características de
la calidad de este proceso deben estar entre 130
y 170. El fichero de datos es Exercise 18-10.
a) Calcule el intervalo x66 u 3p4 y comente su re-

sultado.
b) Halle el índice de capacidad Cp y analice el

resultado.
c) Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.16. Vuelva al ejercicio 18.11. La dirección ha especi-
ficado que el peso debe estar entre 16 y 24 onzas.
Utilice el fichero de datos Exercise 18-11.
a) Calcule el intervalo x66 u 3p4 y comente su re-

sultado.
b) Halle el índice de capacidad Cp y analice el

resultado.
c) Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.4. Gráfico de control de proporciones

En lugar de analizar datos numéricos que midan alguna característica de un producto, con-
sideremos ahora las situaciones en las que se valoran los productos por separado para ver
si se ajustan o no a las especificaciones. Una vez más, se toma una secuencia de muestras
a lo largo del tiempo para evaluar la calidad del producto y se representan los resultados
en un gráfico de control. Es importante distinguir entre los términos defecto y defectuoso.
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Defecto y defectuoso

«Un defecto es una única característica de la calidad de un producto que no se ajusta a las
especificaciones. Un producto puede tener varios defectos. El término defectuoso se refiere a
los productos que tienen uno o más defectos» (véase la referencia bibliográfica 5).

Lo que nos interesa es la proporción de productos de cada muestra que no se ajustan a
las especificaciones, o sea, que son defectuosos. Evidentemente, es deseable que esta pro-
porción sea lo más pequeña posible, por lo que cualquier tendencia ascendente a lo largo
del tiempo debe ser motivo de preocupación. Se utiliza el gráfico p para controlar la pro-
porción de artículos defectuosos. En el siguiente apartado se analiza el gráfico c, que se
utiliza para controlar los defectos.

Una importante diferencia entre el desarrollo de gráficos de control de proporciones y
el de gráficos del apartado 18.2 es que se necesitan muestras mucho mayores, ya que un
proceso de producción bien desarrollado no va a generar una elevada proporción de pro-
ductos que no se ajustan a las especificaciones. Por lo tanto, para hacer una evaluación ra-
zonable de esta medida de la calidad, es esencial que la muestra sea relativamente grande.
En muchas aplicaciones, se recomienda que la muestra tenga entre 50 y 200 artículos, aun-
que a menudo es necesario que sea mayor. Una regla práctica que suele emplearse es que
el número medio de artículos defectuosos por muestra sea, al menos, de cinco o seis. Así,
por ejemplo, si se espera que alrededor del 1 por ciento de todos los artículos no se ajuste
a las normas, se necesitan muestras de, al menos, 500 o 600 artículos. Una de las conse-
cuencias de la necesidad de que la muestra sea mayor es que puede ser deseable tomar
muestras de distinto tamaño. Por ejemplo, puede ser necesario inspeccionar toda la produc-
ción de un día o de un turno para tener suficientes observaciones. Normalmente, estos nú-
meros no permanecen constantes. Aquí centramos la atención por comodidad en el caso en
el que las muestras son del mismo tamaño, aunque es bastante sencillo extender el análisis
al caso en el que las muestras son de tamaño distinto.

Otra cuestión importante para desarrollar gráficos de control de proporciones de artícu-
los defectuosos es el elemento de subjetividad inherente a la generación de datos. Los ar-
tículos son valorados por inspectores y, dado el elemento de subjetividad que implica la
valoración, es probable que las valoraciones varíen de unos inspectores a otros, por lo que
en los gráficos podría haber variabilidad de más o podría parecer que no hay control. Es
importante ser consciente de esta posibilidad cuando se interpretan gráficos de control de
proporciones. Cuando los datos van a ser generados por más de un inspector, es necesario
ser lo más específico posible al principio en la formulación de los criterios para decidir si
un artículo es defectuoso o no.

La ecuación 18.12 permite hallar la media de proporciones muestrales.

Media de proporciones muestrales
Se toma a lo largo del tiempo una secuencia de K muestras, de n observaciones cada una, y
se calculan las proporciones de miembros de las muestras que no se ajustan a las normas.
Estas proporciones muestrales, representadas por p4 i para i % 1, 2, ..., K, pueden representarse
en un gráfico p. Si las muestras son del mismo tamaño, la media de las proporciones mues-
trales es la proporción global de artículos defectuosos. Es decir,

p6 %
K

;
i%1

p4 i
K

(18.12)
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Si el proceso ha funcionado correctamente durante todo el periodo de observación,
puede considerarse que cada una de las muestras se ha extraído de una población común.
La proporción de artículos defectuosos que hay en esa población se estima por medio de la
media de las proporciones muestrales, p6 . Por lo tanto, recordando nuestro análisis anterior
de la distribución muestral de proporciones muestrales, las proporciones muestrales indivi-
duales pi tienen una distribución muestral de media estimada p6 y error típico

p4 p %J
p6(1 . p6)

n

Al igual que en el caso de otras aplicaciones del control de calidad, normalmente en los
gráficos de control se fijan límites de tres errores típicos.

Gráfico p
El gráfico p es un gráfico temporal de la secuencia de proporciones muestrales de artículos
defectuosos en el que el límite central es LCp % p6 . Los límites de control inferior y superior son

LCIp % p6 . 3J
p6(1 . p6)

n
y LCSp % p6 ! 3J

p6(1 . p6 )

n
(18.13)

La fórmula del límite de control inferior de la ecuación 18.13 puede dar un valor negativo,
que es, por supuesto, un valor imposible para una proporción. En ese caso, el límite de
control inferior se fija en 0. En todo caso, la superación del límite inferior normalmente no
es motivo de preocupación. Podría significar que el proceso es más fiable. Sin embargo,
otra posibilidad podría ser que los inspectores no saben detectar los artículos defectuosos.

EJEMPLO 18.5. Componentes electrónicos defectuosos (gráfico p)

Se toman a lo largo del tiempo veinte muestras, de 200 observaciones cada una, de un
componente electrónico. El número y la proporción de componentes de cada muestra
que no se ajustan a las normas se muestran en la Tabla 18.3 y se encuentran en el fiche-
ro de datos Nonconforming Components. Construya el gráfico p correspondiente a es-
tos datos.

Tabla 18.3. Artículos defectuosos en las muestras de 200 componentes electrónicos.

Muestra
N.o de artículos

defectuosos p4 Muestra
N.o de artículos

defectuosos p4

1 18 0,090 11 19 0,095
2 15 0,075 12 26 0,130
3 23 0,115 13 11 0,055
4 9 0,045 14 28 0,140
5 17 0,085 15 22 0,110
6 29 0,145 16 14 0,070
7 11 0,055 17 25 0,125
8 21 0,105 18 17 0,085
9 25 0,125 19 23 0,115

10 14 0,070 20 18 0,090
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Solución

La media de estas proporciones muestrales es

p6 % (0,090 ! 0,075 ! ñ ! 0,090)/20 % 0,09625

La Figura 18.7 muestra el gráfico p correspondiente a los datos de la Tabla 18.3. La
línea central del gráfico es

LCp % p6 % 0,09625

El límite de control inferior es

LCIp % p6 . 3J
p6(1 . p6 )

n
% 0,09625 . 3J

(0,09625)(0,90375)

200
% 0,09625 . 0,06256

% 0,03369

y el límite de control superior es

LCSp % p6 ! 3J
p6 (1 . p6)

n
% 0,09625 ! 3J

(0,09625)(0,90375)

200
% 0,09625!0,06256

% 0,15881

En la Figura 18.7 puede verse que todas las proporciones muestrales se encuentran
entre los límites de control y que la inmensa mayoría se encuentran muy lejos de estos
límites. Parece que hay una variabilidad holgadamente alta en la calidad, que podría
merecer una investigación en profundidad. Sin embargo, viendo el gráfico sería razo-
nable concluir que el proceso está bajo control. En ese caso, en las condiciones actua-
les, alrededor del 9,6 por ciento de todos los artículos producidos no se ajusta a las
normas.

Figura 18.7. Gráfico p de los datos de los componentes defectuosos de la Tabla 18.3.
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La interpretación de los gráficos p es similar a la de los gráficos del apartado 18.2. Se
investigan con mayor profundidad los valores muestrales que se encuentran fuera de los
límites de control y, si se encuentran las causas asignables de los valores extremos, se eli-
minan y se calculan de nuevo los límites de control. Un motivo de especial preocupación
sería la aparición de una tendencia ascendente a lo largo del tiempo en un gráfico p. Esa
tendencia sugeriría que puede estar aumentando la proporción de artículos defectuosos, es
decir, que puede estar empeorando la calidad. Una vez que se ha llegado a la conclusión
de que el proceso está bajo control, pueden utilizarse los límites para evaluar más datos.
Sin embargo, al igual que ocurre con otros gráficos de control, es bueno calcular los lími-
tes de control periódicamente para tener en cuenta las mejoras del funcionamiento a medi-
da que avanza el estudio de control de calidad.

Naturalmente, este análisis de los artículos defectuosos puede revelar que están produ-
ciéndose demasiados artículos que no se ajustan a las normas. En ese caso, puede ser de-
seable y posible hacer un análisis más detenido por medio de diagramas de Pareto. En el
Capítulo 2 vimos que este tipo de gráfico es esencialmente un gráfico de barras, que aísla
las causas por las que hay artículos defectuosos. Se enumeran los distintos problemas de
estos artículos y se calcula el número de artículos que hay en cada categoría. Los gráficos
de barras pueden organizarse para mostrar el número de productos que tienen diferentes
tipos de defectos o los costes totales de corregir estos defectos. Con estos gráficos, la di-
rección debe ser capaz de hacerse rápidamente una idea de dónde es necesario concentrar
los esfuerzos para lograr la máxima reducción de la tasa de productos defectuosos o del
coste de rehacer esos productos. De esta manera, el estudio de control de calidad habrá he-
cho una valiosa contribución a la resolución de los problemas.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

18.17. En el estudio de componentes de automóviles,
se tomaron 30 muestras de 250 observaciones
cada una. La media de las proporciones mues-
trales de piezas defectuosas era 0,056. Halle la
línea central y los límites de control inferior y
superior del gráfico p.

18.18. En el estudio de las piezas de aviones, el fabri-
cante tomó 25 muestras de 500 observaciones
cada una. La media de las proporciones mues-
trales de piezas defectuosas era 0,018. Halle la
línea central y los límites de control inferior y
superior del gráfico p.

18.19. El fichero de datos Exercise 18-19 muestra
las proporciones de artículos defectuosos de una
secuencia de 30 muestras de 200 observaciones
cada una.

a) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior del gráfico p.

b) Trace el gráfico p y analice sus caracterís-
ticas.

18.20. El fichero de datos Exercise 18-20 muestra
las proporciones de artículos defectuosos de una
secuencia de 20 muestras de 500 observaciones
cada una.

a) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior del gráfico p.

b) Trace el gráfico p y analice sus caracterís-
ticas.

18.21. El fichero de datos Exercise 18-21 muestra
el número de artículos defectuosos de una se-
cuencia de 25 muestras de 250 observaciones
cada una.

a) Halle la media de las proporciones muestrales.
b) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior del gráfico p.
c) Trace el gráfico p y analice sus caracterís-

ticas.
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18.5. Gráficos de control del número de ocurrencias

Recuérdese que la distribución de Poisson a menudo es útil para representar el número de
ocurrencias de un suceso. Una aplicación habitual en el control de la calidad es inspeccio-
nar un producto acabado y contar el número de defectos o imperfecciones de un determi-
nado tipo. Si se inspeccionan artículos a lo largo del tiempo y se cuenta el número de im-
perfecciones de cada uno, esta información puede presentarse en un gráfico de control,
llamado gráfico c.

He aquí algunas notaciones generales que se utilizan en los gráficos de control del nú-
mero de ocurrencias.

Número medio muestral de ocurrencias
Se inspecciona a lo largo del tiempo una secuencia de K artículos. Se anota el número de ocu-
rrencias de algún suceso, como una imperfección, en cada artículo. Estos números de
ocurrencias se representan por medio de ci para i % 1, 2, ..., K. El número medio muestral de
ocurrencias es

c6 %
K

;
i%1

ci

K
(18.14)

El número medio muestral de ocurrencias, c6, es una estimación de la media poblacional.
Además, si la distribución del número de ocurrencias es una distribución de Poisson, la
desviación típica de la distribución es la raíz cuadrada de la media:

p4 c % ∂c6

El gráfico de control del número de ocurrencias puede construirse de la forma habitual.

Gráfico c
El gráfico c es un gráfico temporal del número de ocurrencias de un suceso. La línea central es

LCc % c6 (18.15)

Para los límites de tres errores típicos, el límite de control inferior es

LCIc % c6 . 3∂c6 si c6 b 9

LCIc % 0 si c6 m 9
(18.16)

y el límite de control superior es

LCSc % c6 ! 3∂c6 (18.17)

EJEMPLO 18.6. Gráfico c de un fabricante de textiles (gráfico c)

Un fabricante de textiles produce rollos de tela. Periódicamente inspecciona detenida-
mente un rollo y anota el número de imperfecciones. La Tabla 18.4 muestra una se-
cuencia de 20 resultados anotados a lo largo del tiempo. En este tipo de situaciones,
conviene que sea el mismo inspector el que examine cada pieza. En ese caso, las ten-
dencias aparentes que se observen no se deberán a diferencias de criterio o de experien-
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Tabla 18.4. Número de imperfecciones de los rollos de tela.

Rollo
de tela

N.o de
imperfecciones

Rollo
de tela

N.o de
imperfecciones

Rollo
de tela

N.o de
imperfecciones

1 8 8 2 15 1
2 8 9 3 16 7
3 6 10 10 17 9
4 8 11 7 18 11
5 9 12 6 19 9
6 5 13 8 20 6
7 7 14 2

cia de los inspectores. Construya el gráfico c. Los datos se encuentran en el fichero de
datos Cloth.

Cloth
Solución

En este ejemplo, el número medio de imperfecciones por rollo de tela es c6 % (8 ! 8 !

! ñ ! 6)/20 % 6,6.
Ésta es una estimación natural de la media poblacional del número de imperfeccio-

nes por rollo. La desviación típica del número de ocurrencias se estima de la siguiente
manera:

∂c6 % ∂6,6 % 2,569

Dado que c6 . 3∂6,6 sería negativo, el límite de control inferior es LCIc % 0. El límite
de control superior es

LCSc % c6 ! 3∂c6 % 6,6 ! 3∂6,6 % 14,31

La Figura 18.8 muestra el gráfico c correspondiente a los datos de la Tabla 18.4.
La inspección de este gráfico c sugiere que no hay motivo alguno de preocupación.

Las observaciones se encuentran todas ellas muy por debajo del límite de control supe-
rior y no existen pruebas de que esté aumentando el número de imperfecciones con el
paso del tiempo. Parece, pues, que el proceso de producción está bajo control.

Figura 18.8. Gráfico c del fabricante de textiles.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
18.22. Un proceso produce rollos de papel recu-

bierto. Se inspecciona en distintos periodos de
tiempo una secuencia de 20 rollos y se anota el
número de imperfecciones. Los resultados se
encuentran en el fichero de datos Paper.
a) Halle el número medio muestral de imper-

fecciones por rollo.
b) Halle la línea central y los límites inferior y

superior de un gráfico c.
c) Trace el gráfico c y analice sus caracterís-

ticas.

18.23. El lector de un periódico lo ha leído deteni-
damente durante 20 semanas. En la edición de
los miércoles ha contado el número de errores
tipográficos. Los resultados se encuentran en el
fichero de datos Newspaper.

a) Halle el número medio muestral de errores
de estas 20 ediciones.

b) Halle la línea central y los límites inferior y
superior de un gráfico c.

c) Trace el gráfico c y analice sus caracterís-
ticas.

18.24. Un proceso fabrica bollitos de pasas. Perió-
dicamente se inspecciona uno y se cuenta el nú-
mero de pasas que contiene. El fichero de datos
Raisins muestra los resultados de 15 bollitos.

a) Halle el número medio muestral de pasas
por bollito.

b) Halle la línea central y los límites inferior y
superior de un gráfico c.

c) Trace el gráfico c y analice sus caracterís-
ticas.

RESUMEN

Los gráficos de control estadístico de este capítulo su-
ministran la información necesaria para hacer un aná-
lisis documentado del nivel actual de calidad. Estos
métodos no son difíciles de entender y el énfasis en
los gráficos hace que la interpretación de los datos sea
relativamente sencilla. Eso es importante, ya que per-
mite acceder a la información a una amplia variedad
de empleados sin necesidad de que entiendan difíciles
conceptos estadísticos. De hecho, la comprensión de
la variabilidad y de sus causas debería ser de gran
ayuda para interpretar de una forma inteligente los da-
tos. Ningún proceso genera productos absolutamente
idénticos. Es inevitable que haya alguna variabilidad
natural atribuible al azar. Un importante elemento del
control de calidad es el reconocimiento de pautas en
las mediciones que probablemente no se deban a la
variabilidad natural sino que sean un indicio de la
existencia de alguna causa estructural que debe inves-
tigarse.

Este capítulo no es más que una introducción a al-
gunos métodos estadísticos que se emplean en la mejo-
ra continua de los procesos. Los gráficos de control no
son en modo alguno los únicos instrumentos de los que
se dispone. Para un programa de mejora de un proceso
son esenciales los gráficos de flujos, los diagramas de
Ishikawa (que suelen llamarse diagramas de espina de
pescado o de causa-efecto), los diagramas de Pareto
(Capítulo 2), los diagramas de puntos dispersos (Capí-
tulo 2) y otras técnicas que quedan fuera del alcance de
este libro. Para profundizar en estas cuestiones, véanse
las notas y algunas páginas web que se indican al final
del capítulo con el fin de obtener información sobre las
ideas relativas a la calidad, los premios a la calidad, los
seminarios en línea, los libros sobre la calidad y orga-
nizaciones como el Deming Institute y el Juran Institute.

En este capítulo hemos utilizado el programa Mini-
tab por su sencillez y precisión. También existen otros
paquetes estadísticos.

TÉRMINOS CLAVE

causas asignables de la variación, 733
causas comunes de la variación, 733
defecto, 750
defectuoso (que no se ajusta

a las especificaciones), 750

desviación típica del proceso, 736
estimación de la desviación típica

del proceso basada en intervalos, 761
estimación de la desviación típica

del proceso basada en s, 736

gráfico c, 754
gráfico p, 751
gráfico R, 759
gráfico s, 740
gráfico X1 , 739
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índice Cp, 746
índice Cpk, 747
índice de capacidad, 746

límites de especificación, 745
no se ajusta a las especificaciones, 750
pautas fuera de control, 742

proceso estable, 734
tolerancia natural, 747

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

18.25. Un fabricante de tornillos de precisión debe
producir tornillos para un automóvil de lujo que
tengan una fuerza media de 60.000 libras por
pulgada cuadrada (psi). Cada 15 minutos se
comprueba la fuerza de cuatro tornillos. El fi-
chero de datos Bolts contiene los datos de un
periodo de 3 horas. Trace el gráfico X1 y el grá-
fico s utilizando el programa Minitab.

18.26. Vuelva al fichero de datos Bolts del ejerci-
cio 18.25. Halle los siguientes índices de capa-
cidad del proceso utilizando el programa Mini-
tab con LCI % 58.500 y LCS % 61.500.
a) «Capability Analysis» (distribución normal).
b) «Capability Sixpack» (distribución normal).

18.27. Construya e interprete el gráfico p utilizan-
do el programa Minitab o algún otro para el fi-
chero de datos Exercise 18-21.

18.28. Halle el gráfico c utilizando el programa
Minitab o algún otro para los ficheros de datos:
a) Paper (ejercicio 18.22).
b) Newspaper (ejercicio 18.23).
c) Raisin (ejercicio 18.24).

18.29. Distinga entre cada uno de los siguientes pares
de términos:
a) Un proceso bajo control y un proceso capaz

de funcionar de acuerdo con unas especifica-
ciones.

b) Variabilidad natural y causas asignables.

18.30. En los estudios de control de calidad es habitual
emplear límites de tres errores típicos para tra-
zar los gráficos. Explique la razón y las conse-
cuencias.

18.31. El fichero de datos Exercise 18-31 contiene
las medias y las desviaciones típicas muestrales
de una sucesión de 20 muestras de cinco obser-
vaciones cada una sobre una característica de la
calidad de un producto.
a) Halle la media global de las observaciones

muestrales.
b) Halle la desviación típica muestral media.
c) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.

d) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico X1 .

e) Trace el gráfico X1 y analice sus caracterís-
ticas.

f) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico s.

g) Trace el gráfico s y analice sus caracterís-
ticas.

h) La dirección ha especificado que el valor de
la característica de la calidad para este pro-
ceso debe estar entre 115 y 125.
i. Calcule el intervalo x7 u 3p4 y comente

su resultado.
ii. Halle el índice Cp y analice el resultado.
iii. Halle el índice Cpk y analice el resultado.

18.32. El fichero de datos Exercise 18-32 muestra
las medias y las desviaciones típicas muestrales
de una sucesión de 25 muestras de ocho obser-
vaciones cada una sobre una característica de la
calidad de un producto.

a) Halle la media global de las observaciones
muestrales.

b) Halle la desviación típica muestral media.
c) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.
d) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico X1 .
e) Trace el gráfico X1 y analice sus caracterís-

ticas.
f) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.
g) Trace el gráfico s y analice sus caracterís-

ticas.
h) La dirección ha especificado que el valor de

la característica de la calidad para este pro-
ceso debe estar entre 325 y 375.
i. Calcule el intervalo x7 u 3p4 y comente

su resultado.
ii. Halle el índice Cp y analice el resultado.
iii. Halle el índice Cpk y analice el resultado.
iv. Utilice el programa Minitab para respon-

der a los apartados (a) a (h).

18.33. El fichero de datos Exercise 18-33 muestra
las proporciones de artículos defectuosos en una
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secuencia de 20 muestras de 500 observaciones
cada una.

a) Halle la media de las proporciones muestra-
les.

b) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico p.

c) Trace el gráfico p y analice sus caracterís-
ticas.

d) Utilice el programa Minitab para trazar el
gráfico p.

18.34. Unos grandes almacenes han registrado el
número de reclamaciones que han presentado
los clientes en un periodo de 18 semanas. Los
resultados se encuentran en el fichero de datos
Complaints.

a) Halle el número semanal medio muestral de
reclamaciones.

b) Halle la línea central y los límites de control
inferior y superior de un gráfico c.

c) Trace el gráfico c y analice sus caracterís-
ticas.

d) Utilice el programa Minitab para trazar el
gráfico c.

18.35. El fichero de datos Exercise 18-35 muestra
las observaciones muestrales de una secuencia
de 16 muestras de cuatro observaciones cada
una sobre una característica de la calidad de un
producto.

a) Halle las 16 medias muestrales y desviacio-
nes típicas muestrales.

b) Halle la media global de las observaciones
muestrales.

c) Halle la desviación típica muestral media.
d) Utilice un estimador insesgado para estimar

la desviación típica del proceso.
e) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico X1 .
f) Utilice el programa Minitab o algún otro pa-

ra trazar el gráfico X1 y el gráfico s.
g) Halle la línea central y los límites de control

inferior y superior de un gráfico s.
h) Trace el gráfico s y analice sus caracterís-

ticas.

18.36. Averigüe si es más probable que cada una de
las causas siguientes sea una causa común o
una causa asignable:

a) Mala iluminación
b) Elevado grado de humedad
c) Sustitución de un operario
d) Ajuste incorrecto de la máquina
e) Anotación incorrecta de los datos

18.37. Un producto de consumo que ha prosperado
en los últimos años es el agua mineral embote-
llada. Jon Thorne es el director general de una
empresa que vende agua mineral embotellada.
Ha pedido un informe del proceso mediante el
cual se llenan las botellas de 24 onzas (710 ml)
para asegurarse de que están llenándose correc-
tamente. Para comprobar si el poceso debe
ajustarse, Emma Astrom, que lo controla, toma
muestras aleatorias y pesa cinco botellas cada
15 minutos durante un periodo de 5 horas.
Los datos se encuentran en el fichero de datos
Bottles.

a) Trace el gráfico X1 y el gráfico s de este pro-
blema.

b) Busque las causas asignables y averigüe si
el proceso es estable.

c) Si el límite de especificación inferior es
685 ml y el superior es 730 ml, halle la ca-
pacidad del proceso.

18.38. Prairie Flower Cereal Inc. es un productor
pequeño, pero en expansión, de cereales de de-
sayuno que sólo deben calentarse para comer-
los. Gordon Thorson, próspero agricultor que
cultiva cereales, creó la empresa en 1910 (véase
la referencia bibliográfica 1). Se le ha pedido
que compruebe el proceso de empaquetado de
cajas de cereales de trigo azucarados de 18 on-
zas (510 gramos). En el proceso de empaqueta-
do se utilizan dos máquinas. Se toman aleato-
riamente veinte muestras de cinco cajas cada
una y se pesan. Los datos se encuentran en el
fichero Sugar Coated Wheat. Los límites de
especificación inferior y superior se han esta-
blecido en 500 y 525 gramos, respectivamente.

a) Averigüe si el proceso de empaquetado de la
máquina 1 está bajo control.

b) Averigüe si el proceso de empaquetado de la
máquina 2 está bajo control.

c) ¿Es la máquina 1 capaz de cumplir los lími-
tes de especificación?

d) ¿Es la máquina 2 capaz de cumplir los lími-
tes de especificación?

e) ¿Qué recomendaciones haría a Prairie Flo-
wer Cereal Inc. sobre el proceso de empa-
quetado de cereales de trigo azucarados?

18.39. Otro producto empaquetado por Prairie Flo-
wer Cereal Inc. es el de cereales con canela y
manzana. Para comprobar el proceso de empa-
quetado de cajas de este cereal de 40 onzas
(1.134 gramos), se toman aleatoriamente 23
muestras de seis cajas cada una y se pesan.
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Los límites de especificación inferior y superior
se han fijado en 1.120 y 1.150 gramos, respecti-
vamente. Los datos se encuentran en el fichero
de datos Granola.

a) ¿Es estable el proceso de empaquetado?
b) Si es estable, averigüe la capacidad del proce-

so para satisfacer las especificaciones dadas.

18.40. Al Fiedler, director de planta de LDS Va-
cuum Products, que se encuentra en Altamonte
Springs (Florida), aplica la teoría estadística en

su centro de trabajo. LDS, importante proveedor
de los fabricantes de automóviles, quiere estar
seguro de que la tasa de incidencia de fugas (en
centímetros cúbicos por segundo) de los enfria-
dores del aceite de la transmisión (TOC) satisfa-
ce los límites de especificación establecidos. Se
comprueban muestras aleatorias de enfriadores
y se registran las tasas de incidencia de fugas en
el fichero de datos TOC. Compruebe si el pro-
ceso es estable. El tamaño de los subgrupos es
de cinco.

Apéndice
Antes de que existieran los programas informáticos, para examinar la variabilidad de los
procesos se utilizaban más a menudo gráficos R de los intervalos que gráficos s de las des-
viaciones típicas, ya que para los trabajadores de la planta era más fácil calcular la diferen-
cia entre el mayor valor muestral y el menor que calcular las desviaciones típicas muestra-
les. Si el gráfico R mostraba que el proceso era estable, se examinaba el gráfico X1 basado
en intervalos muestrales. Aquí analizamos el gráfico R para completar el estudio.

1. Gráfico R
Las ecuaciones 18.18 y 18.19 son la línea central y los límites de control del gráfico R.

Gráfico R
El gráfico R es un gráfico temporal de la secuencia de intervalos que tiene la línea central

LCR % R1 (18.18)

y los límites de control

LCIR % D3R1 LCSR % D4R1 (18.19)

donde las constantes D3 y D4 se indican en la Tabla 13 del apéndice. La Tabla 18.5 contiene
algunas constantes del gráfico de control.

Tabla 18.5. Algunas constantes de los gráficos de control.

n d2 A2 D3 D4

2 1,128 1,88 0 3,27
3 1,693 1,02 0 2,57
4 2,059 0,73 0 2,28
5 2,326 0,58 0 2,11
6 2,534 0,48 0 2,00
7 2,704 0,42 0,08 1,92
8 2,847 0,37 0,14 1,86
9 2,970 0,34 0,18 1,82

10 3,078 0,31 0,22 1,78
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A continuación hallamos el gráfico R correspondiente al fichero de datos Signal (ejem-
plo 18.1). Los intervalos muestrales se indican en la Tabla 18.6.

Tabla 18.6. Intervalos muestrales correspondientes al ejemplo de las señales.

Muestra R Muestra R Muestra R Muestra R

1 7 6 12 11 11 16 7
2 7 7 9 12 13 17 8
3 10 8 15 13 21 18 11
4 13 9 12 14 6 19 11
5 16 10 13 15 8 20 8

El intervalo muestral medio es

R1 % (7 ! 7 ! ñ ! 8)/20% 10,9

Utilizando las ecuaciones 18.18 y 18.19, la línea central del gráfico R es

LCR % R1 % 10,9

Si el tamaño de los subgrupos es n % 5, los límites de control son

LCIR % D3R1 % 0(10,9) % 0 y LCSR % D4R1 % (2,11)(10,9) % 23

Trazamos los intervalos muestrales en el gráfico R o utilizando el programa Minitab y ob-
tenemos la Figura 18.9.

Figura 18.9.
Gráfico de
intervalos del
ejemplo de las
señales.

2. Gráfico X1 y gráfico R
Dado que la inspección del gráfico R no indica que haya motivo alguno para preocuparse,
ahora desarrollamos el gráfico X1 basado en intervalos.
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Gráfico X1 basado en intervalos
El gráfico X1 basado en intervalos es un gráfico temporal de la secuencia de medias que tie-
ne la línea central

LCX1 % x7 (18.20)

y los límites de control

LCIX1 % x7 . A2R1 y LCSX1 % x7 ! A2R1 (18.21)

donde A2 se encuentra en la Tabla 13 del apéndice. La Tabla 18.5 muestra algunos valores de
A2. Puede demostrarse que

A2 %
3

d2∂n
(18.22)

En el ejemplo 18.1 observamos que la media global era x7 % 299,9 y en la Tabla 13 del
apéndice o en la 18.5 vemos que con n % 5, el valor de la constante A2 es 0,58. Los límites
de control son, pues,

LCIX1 % x7 . A2R1 % 299,9 . (0,58)(10,9) % 293,6

y

LCSX1 % x7 ! A2R1 % 299,9 ! (0,58)(10,9) % 306,2

Ahora utilizamos los datos de Signal para obtener tanto el gráfico X1 como el R juntos
(véase la Figura 18.10).

Figura 18.10.
Gráfico X1 y gráfico
R del ejemplo
de las señales.
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XBar-R Charts for Timing Signal Example

Estimación de la desviación típica del proceso basada en intervalos
La ecuación 18.23 es una estimación de la desviación típica del proceso basada en inter-
valos:

p4 % R1 /d2 (18.23)

donde d2 se encuentra en la Tabla 13 del apéndice.
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En el ejemplo de las señales, la estimación de la desviación típica del proceso es, pues,

p4 % R1 /d2 % 10,9/2,326% 4,69

Ahora puede calcularse la capacidad del proceso, Cp y Cpk, por medio de las ecuaciones
18.10 y 18.11, utilizando esta estimación de la desviación típica del proceso.
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Esquema del capítulo

19.1. Números ı́ndice
Índice de precios de un único artı́culo
Índice de precios agregado no ponderado
Índice de precios agregado ponderado
Índice de cantidades agregado ponderado
Cambio del periodo base

19.2. Un contraste no paramétrico de aleatoriedad
19.3. Componentes de una serie temporal
19.4. Medias móviles

Extracción del componente estacional por medio de medias móviles
19.5. Suavización exponencial

Modelo de predicción por medio de la suavización exponencial con el método
Holt-Winters
Predicción de series temporales estacionales

19.6. Modelos autorregresivos
19.7. Modelos autorregresivos integrados de medias móviles

Introducción

En este capítulo presentamos métodos para analizar conjuntos de datos que contienen
mediciones de varias variables a lo largo del tiempo. Ejemplos de datos de series tem-
porales son las ventas mensuales de un producto y los tipos de interés, los beneficios
empresariales trimestrales y el consumo agregado y las cotizaciones al cierre de la bolsa.

Serie temporal

Una serie temporal es un conjunto de mediciones, ordenadas en el tiempo, sobre una canti-
dad de interés. En una serie temporal, la secuencia de observaciones es importante, a diferen-
cia de lo que ocurre en los datos de corte transversal, en el que la secuencia de observaciones
no es importante.

Los datos de series temporales normalmente poseen características especiales
—relacionadas con la secuencia de observaciones— que exigen el desarrollo de méto-
dos de análisis estadístico especiales. Casi todos los métodos de análisis de datos y de
inferencia que hemos desarrollado se basan en el supuesto de que las muestras son



19.1. Números ı́ndice

Nuestro análisis comienza con el desarrollo de números índice. Consideremos, a modo de
introducción, la siguiente pregunta: ¿qué variaciones ha experimentado el precio de los
automóviles fabricados en Estados Unidos en los 10 últimos años? Ni que decir tiene que
ha subido, pero ¿cómo puede describirse cuantitativamente esta subida? A primera vista,
no parece que sea muy difícil responder a esta pregunta. El primer paso sería recoger in-
formación sobre el precio de estos automóviles en cada uno de los 10 últimos años y repre-
sentarlo en un gráfico temporal.

Sin embargo, el análisis detenido del problema podría plantear algunas preguntas. En
primer lugar, observamos que los automóviles no son homogéneos, por lo que es necesario
definir con más precisión el tipo de automóvil. Existe claramente una amplia variedad de
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aleatorias, en concreto, de que los errores de las observaciones son independientes. El
supuesto de la independencia raras veces es realista en el caso de los datos de series
temporales. Consideremos, por ejemplo, una serie de ventas mensuales de un producto
manufacturado y observemos las razones posibles por las que no son independientes.
Si el mes pasado las ventas fueron superiores a la media, es razonable esperar que
continúen siendo altas, ya que no es probable que cambie bruscamente la situación de
la economía y de las empresas. Por lo tanto, es de esperar que las ventas de meses
contiguos sean similares. También observamos que las ventas de muchos productos tie-
nen una pauta estacional: los pantalones cortos y los bañadores se venden más en pri-
mavera y a principios del verano que en invierno. Muchas tiendas minoristas venden
más en el cuarto trimestre debido a las compras de regalos de Navidad. Éstos y otros
muchos ejemplos demuestran la ausencia de independencia.

La ausencia de independencia entre las observaciones de series temporales plantea
serios problemas si se utilizan con datos de series temporales los métodos estadísticos
convencionales, que suponen que las observaciones son independientes. Ya vimos el
problema en el apartado 14.7 cuando analizamos las dificultades que se plantean si se
utilizan métodos convencionales de regresión cuando los errores están correlacionados.
El supuesto de la independencia es fundamental; también pueden plantearse otros pro-
blemas serios si se utilizan métodos convencionales cuando las observaciones son de-
pendientes. En este capítulo, centramos la atención en los métodos de análisis de series
temporales que se utilizan cuando hay una única serie temporal.

Hemos analizado el aspecto negativo de los tipos de pautas de dependencia que es
probable que aparezcan en los datos de series temporales. Estos problemas son reales
y requieren métodos especiales. Sin embargo, esta dependencia también puede explo-
tarse para realizar predicciones de los futuros valores de los datos de series temporales
cuya varianza es menor. Por ejemplo, si hay una correlación entre errores de meses
contiguos en una serie de ventas al por menor, esa correlación puede utilizarse para ha-
cer una predicción de las ventas del próximo mes mejor que una predicción basada en
una muestra aleatoria. Presentaremos métodos basados en el supuesto de que las pau-
tas anteriores de relación entre mediciones de una serie temporal se mantendrán en el
futuro y pueden utilizarse para hacer predicciones, lo cual es como afirmar que podemos
aprender en realidad del estudio de la historia.

En el primer apartado desarrollamos números índice, que se utilizan en algunos estu-
dios económicos. Los métodos de análisis de series temporales que se presentan en los
apartados posteriores no requieren el conocimiento de los números índice. Se incluyen
aquí para hacer una presentación completa de los temas relacionados con el análisis de
series temporales.



precios y de calidades y la variación del precio medio de todos los automóviles vendidos
podría deberse meramente a un cambio de la pauta de compra: ¿se venden automóviles de
precio más alto? En este caso, el precio medio subiría, porque tenemos automóviles de pre-
cio más alto. Otros cambios de la combinación de mercado podrían provocar otras varia-
ciones de la media. La Tabla 19.1 muestra un sencillo ejemplo hipotético de un mercado
en el que sólo hay automóviles de precio bajo y automóviles de precio alto. Obsérvese que
el precio medio baja, pero que esta bajada se debe a que en la mezcla hay más automóviles
de precio bajo y menos de precio alto. Esta forma de comparar el precio de los automóvi-
les de dos años diferentes no es especialmente útil.

Tabla 19.1. Datos hipotéticos sobre los precios y las ventas de automóviles.

Automóviles pequeños Automóviles de lujo Todos los automóviles

Año

Precio
(miles de
dólares)

Número
vendido
(miles)

Precio
(miles de
dólares)

Número
vendido
(miles)

Precio medio
(miles de dólares)

1 10 5 30 15 25,0
2 11 15 33 5 16,5

Otra solución es calcular el precio medio considerando un único automóvil de cada ti-
po, como en la Tabla 19.2. Este método también tiene problemas, porque tenemos un mer-
cado en el que los automóviles pequeños son considerablemente más populares que los de
lujo. El precio de los primeros es el mismo en los dos años, mientras que el de los segun-
dos se duplica. Como consecuencia, la media calculada considerando un único automóvil
de cada tipo es mucho más alta en el segundo año. Pero esta media no refleja exactamente
la situación, ya que da el mismo peso a los dos tipos de automóvil cuando, en realidad, los
automóviles pequeños se compran mucho más a menudo.

Tabla 19.2. Datos hipotéticos sobre los precios y las ventas de automóviles:
igual ponderación.

Automóviles pequeños Automóviles de lujo Todos los automóviles

Año

Precio
(miles de
dólares)

Número
vendido
(miles)

Precio
(miles de
dólares)

Número
vendido
(miles)

Precio medio de
cada tipo de automóvil

(miles de dólares)

1 10 100 24 1 17
2 10 100 48 1 29

Estos ejemplos demuestran que, para hacernos una idea fiable de la pauta general de
los precios a lo largo del tiempo, hay que tener en cuenta las cantidades compradas en ca-
da periodo. Veremos cómo pueden calcularse medias ponderadas adecuadas.

Se plantea el mismo problema si los compradores compran más automóviles con más
extras el segundo año que el primero. En ese caso, compran implícitamente automóviles de
mayor calidad que en el primer año. Podríamos examinar solamente los precios de los
automóviles sin extras para hacer una comparación válida.

Las mejoras tecnológicas plantean otra dificultad. No es sorprendente observar que los
automóviles actuales consumen menos gasolina y duran más que los que se fabricaban ha-
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ce 20 o 30 años. Por lo tanto, los cambios de la calidad pueden influir mucho en las subi-
das de los precios. Es muy importante tenerlos en cuenta cuando se hacen comparaciones
de precios, pero las técnicas para analizar su influencia quedan fuera del alcance de este
libro.

Hemos puesto ejemplos de un único producto para ilustrar el problema, pero esas com-
paraciones normalmente sólo tienen interés para las personas relacionadas directamente
con la compraventa de ese producto. Nos dedicaremos, pues, a comparar las variaciones de
los precios de unos productos con las variaciones de los precios de otros.

El problema de números índice que examinamos a continuación tiene por objeto com-
parar las variaciones de los precios de un grupo de mercancías. Por ejemplo, el precio de
las acciones de empresas que cotizan en bolsa varía en un mes. Nos gustaría desarrollar
una medida de la variación agregada de los precios. Los números índice pretenden resolver
esos problemas.

Índice de precios de un único artículo

Comenzamos nuestro análisis de los números índice con un sencillo caso. La Figura 19.1
es una hoja de cálculo Excel que muestra el cálculo de un índice de precios de las acciones
de Ford Motor Company en un periodo de 12 semanas. La segunda columna contiene el
precio efectivo de las acciones. Es algo difícil interpretar estos números, pero esta tarea
puede simplificarse calculando un índice de precios utilizando el precio de la primera se-
mana como periodo base. En la tercera columna, vemos el índice de precios calculado.
Así, el índice de precios de la segunda semana es

100A
19,875

20,25 B% 98,1

basándose en el precio de la segunda semana de 19,875. Los porcentajes calculados de esta
forma se llaman números índice del precio. La elección del periodo base es arbitraria. Po-
dríamos haber elegido cualquier otra semana como base y haber expresado todos los pre-
cios en porcentaje del precio de esa semana.

La ventaja de utilizar aquí números índice reside en que es más fácil interpretar los nú-
meros. Por ejemplo, en la Figura 19.1 vemos inmediatamente que el precio de las acciones
de Ford Motor Company fue un 13,6 por ciento más alto en la semana 12 que en la 1.

Figura 19.1.
Precios e ı́ndice de
precios de las
acciones de Ford
Motor Company en
12 semanas.
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Cálculo de índices de precios de un único artículo

Supongamos que tenemos una serie de observaciones a lo largo del tiempo del precio de un
único artículo. Para construir un índice de precios, elegimos como base un periodo de tiempo y
expresamos el precio de cada periodo en porcentaje del precio del periodo base. Por lo tanto,
si p0 representa el precio del periodo base y p1 el precio del segundo periodo, el índice de pre-
cios del segundo periodo es

100 A
p1

p0B

Índice de precios agregado no ponderado

A continuación, vemos cómo se representan las variaciones de los precios agregados de un
grupo de artículos. La Figura 19.2 es una hoja de cálculo Excel que muestra los precios
pagados a los agricultores estadounidenses, en dólares, por quintal por el trigo, el maíz y la
soja en 10 años. La tabla también muestra una manera de lograr un índice de precios agre-
gado de estos cultivos. Calculamos el precio medio de cada año y utilizamos esa media
para construir un índice de la media, utilizando el primer año como base.

Figura 19.2.
Precios por quintal
de tres cultivos en
10 años: ı́ndice de
precios agregado
no ponderado.
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Media simple

Es fácil calcular el índice de precios agregado no ponderado, como muestra la Figu-
ra 19.2. Expresa el precio medio de cada año en porcentaje del precio medio del año base.
Sin embargo, no tiene en cuenta las diferencias entre las cantidades cultivadas de estos
productos. La fórmula de la Figura 19.2 indica la división de las sumas de los precios. Eso
es, por supuesto, lo mismo que dividir por las medias de estos precios. Estas medias serían
el resultado de dividir las sumas del numerador y del denominador por 3.

Un índice de precios no ponderado

Supongamos que tenemos una serie de observaciones en el tiempo sobre los precios de un
grupo de K artículos. Se elige como base un periodo de tiempo.

El índice de precios agregado no ponderado se obtiene calculando el precio medio de
estos artículos en cada periodo de tiempo y calculando a continuación un índice de estos pre-
cios medios. Es decir, el precio medio de cada periodo se expresa en porcentaje del precio
medio del periodo base. Sea p0i el precio del i-ésimo artículo en el periodo base y p1i el precio
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de este artículo en el segundo periodo. El índice agregado no ponderado de precios de este
segundo periodo es

100 A
K

;
i%1

p1i

K

;
i%1

p0iB
Índice de precios agregado ponderado
En general, nos gustaría ponderar los precios por alguna medida de la cantidad vendida.
Una posibilidad es utilizar las cantidades medias de algunos de los periodos en cuestión o
de todos. En muchos casos, es caro obtener cantidades, por lo que los índices se basan en
cantidades de un único periodo. Cuando estas cantidades proceden del periodo base, el ín-
dice resultante se llama índice de precios de Laspeyres.

El índice de Laspeyres compara, en efecto, el coste total de comprar las cantidades del
periodo base en el periodo base con el coste total de comprar estas mismas cantidades en
otros periodos. Para ilustrarlo, consideremos los datos de la Figura 19.2 sobre los precios
de los cultivos con la información adicional de que la producción en el año 1 fue de 1.352
millones de quintales de trigo, de 4.152 millones de quintales de maíz y de 1.127 millones
de quintales de soja. Por lo tanto, el coste, en millones de dólares, de la producción total
del año 1 fue

(1.352)(1,33) ! (4.152)(1,33) ! (1.127)(2,85) % 10.532

En el año 2, a los precios vigentes entonces, el coste total de comprar las cantidades del
año base habría sido

(1.352)(1,34) ! (4.152)(1,08) ! (1.127)(3,03) % 9.711

El índice de precios de Laspeyres del año 2 es, pues,

100A
9.711

10.532B% 92,2

La Figura 19.3 muestra el índice completo correspondiente a estos datos calculado de esta
forma.

El índice de precios de Laspeyres
Supongamos que tenemos un grupo de K mercancías de las cuales se dispone de información
sobre los precios que tenían en un periodo de tiempo. Se selecciona un periodo como base del
índice. El índice de precios de Laspeyres en cualquier periodo es el coste total de comprar
las cantidades comerciadas en el periodo base a los precios del periodo de interés, en porcen-
taje del coste total de comprar estas mismas cantidades en el periodo base.

Sea p0i el precio y q0i la cantidad comprada del i-ésimo artículo en el periodo base. Si p1i es
el precio del i-ésimo artículo en el segundo periodo, el índice de precios de Laspeyres del
periodo es

100A
K

;
i%1

q0ip1i

K

;
i%1

q0ip0iB
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Figura 19.3.
Índice de precios de
Laspeyres de tres
cultivos.

2.92
532,10

711,9
100 =







Es útil comparar la fórmula del índice de precios de Laspeyres con la del índice de pre-
cios agregado no ponderado. La diferencia es que, cuando se calcula el índice de Laspey-
res, el precio de cada artículo se pondera por la cantidad comerciada en el periodo base.

Vemos que el índice de precios de Laspeyres utiliza únicamente la información sobre
la cantidad del periodo base. Eso es valioso cuando es difícil obtener esa información de
cada periodo. Podría ser un inconveniente si las cantidades del periodo base no fueran re-
presentativas de la serie temporal examinada. Por lo tanto, el índice de precios podría que-
darse anticuado. Este problema puede resolverse calculando un índice de precios de Las-
peyres móvil, en el que el periodo base se cambia de vez en cuando obteniendo
información sobre la cantidad de los nuevos periodos base. Muchos de los índices de pre-
cios oficiales que se publican, como el índice de precios de consumo, se calculan esencial-
mente de esta forma.

Índice de cantidades agregado ponderado
Los índices de precios constituyen una representación de la evolución de los precios agre-
gados de un grupo de mercancías. También podríamos querer una representación de la
evolución de las cantidades totales comerciadas. De nuevo, es probable que cualquier enfo-
que razonable de este problema dé como resultado un índice de cantidades ponderado, ya
que probablemente querríamos dar más peso a un cambio de la cantidad comprada de un
artículo muy caro que a un cambio de la misma cantidad comprada de un artículo barato.
Un método para lograrlo es el índice de cantidades de Laspeyres, que ilustramos con las
cantidades producidas de trigo, maíz y soja de la Figura 19.4.

El índice de cantidades de Laspeyres pondera las cantidades por los precios del periodo
base. Las ponderaciones de los precios son 1,33, 1,33 y 2,85 en el caso del trigo, el maíz y
la soja, lo que da como resultado un valor total en el año 1 de 10.532 millones de dólares.
Para obtener un índice de cantidades del año 2, lo comparamos con el valor total de la pro-
ducción del año 2, si hubieran estado vigentes los precios del año 1; es decir,

(1.618)(1,33) ! (5.641)(1,33) ! (1.176)(2,85) % 13.006
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Figura 19.4.
Producción, en
millones de
quintales, e ı́ndice
de cantidades.

5.123
532,10

006,13
100 =








El índice de cantidades de Laspeyres del año 2 es, pues,

100A
13.006

10.532B% 123,5

La Figura 19.4 muestra las cantidades producidas y el índice de cantidades de un periodo
de 10 años.

El índice de cantidades de Laspeyres
Tenemos datos sobre la cantidad de un conjunto de artículos recogidos durante un conjunto de
K años. Se selecciona un periodo como periodo base. El índice de cantidades de Laspeyres
en cualquier periodo es el coste total de las cantidades comerciadas en ese periodo, basado
en los precios del periodo base y expresado en porcentaje del coste total de las cantidades del
periodo base.

Sean q0i y p0i la cantidad y el precio del i-ésimo artículo en el periodo base y q1i la cantidad
de ese artículo en el periodo de interés. El índice de cantidades de Laspeyres de ese periodo
es, pues,

100A
K

;
i%1

q1ip0i

K

;
i%1

q0ip0iB
Cambio del periodo base
Las series oficiales de números índice se actualizan cambiando el periodo base por uno
más reciente. En estos casos, normalmente se calcula el valor del índice original en el
periodo que ahora se toma como base. Obsérvese a modo de ilustración el cálculo de la
columna F de la Figura 19.5, que muestra los índices de precios del trigo, el maíz y la soja.
La columna F muestra el índice de precios de los cultivos de los años 1 a 6, utilizando el
año 1 como base comenzando por la fila 14 de la columna F. La columna H indica el índi-
ce de precios de Laspeyres de los años 6 a 10, utilizando el año 6 como base. Estos índices
se representan en la Figura 19.6, en la que es evidente la discontinuidad en el año 6.
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Figura 19.5.
Índice de precios
agregado de
Laspeyres utilizando
diferentes años
base.

5.198

243.0
0.100 4.122=







Examinando la Figura 19.6, es difícil comprender claramente las pautas de precios de
todo el periodo. Por lo tanto, preferiríamos examinar un índice de precios enlazado que
tuviera el año 6 como año base. En el índice original basado en el año 1, el índice del año
6 era 198,5 como se ve en la Figura 19.5. Para transformar el índice del año 6 basado en el
año 1 en un índice del año 6 tomando como base el año 6, dividimos por 198,5 y multipli-
camos por 100. También podemos convertir todos los demás índices cuya base es el año 1
a una base del año 6 dividiendo por 198,5 y multiplicando por 100. Por ejemplo, el nuevo
índice del año 5 es

100,0A
243,0

198,5B% 122,4

Figura 19.6.
Gráfico temporal del
ı́ndice de precios
agregado de
Laspeyres con los
años 1-6 (año base
1) y los años 6-10
(año base 6).
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La Figura 19.7 representa el índice enlazado que se obtiene utilizando como base el
año 6. Este gráfico es una representación más clara de la pauta de variación de los precios
en el periodo de 10 años.

Figura 19.7.
Índice de precios
agregado de
Laspeyres enlazado
del trigo, el maı́z y
la soja (año
6 % 100).
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
19.1. Suponga que está analizando un mercado y en-

cuentra un índice de precios de Laspeyres que se
calculó utilizando el año 2000 como periodo ba-
se. Interprete los resultados suponiendo que el
índice de 2003 es:
a) 134,5
b) 97,4
c) 101,7

19.2. Vuelva a la Figura 19.4. Calcule el índice de
cantidades de Laspeyres revisado de los años 1 a
6 suponiendo que los precios del año 1 son 1,45
(trigo), 1,21 (maíz) y 2,98 (soja).

19.3. Las universidades tienen muchos costes, entre los
cuales se encuentran los costes de la energía, los
libros, el laboratorio y demás equipo, el material
de oficina y la mano de obra. Suponga que le pi-
den que muestre cómo han variado los niveles de
precios a los que se enfrenta su universidad en
los 10 últimos años. ¿Qué dificultades esperaría
encontrarse y cómo intentaría resolverlas?

Ejercicios aplicados
Nota: los ejercicios 19.4 a 19.7 deben realizarse me-
diante el programa Excel.

19.4. La tabla adjunta muestra el precio por acción del
Banco de Nueva York, Inc., de 12 semanas.

Semana Precio Semana Precio Semana Precio

1 35 5 35 9 34 6/8
2 35 7/8 6 34 7/8 10 35 2/8
3 34 6/8 7 35 11 38 6/8
4 34 3/8 8 34 6/8 12 37 1/8

a) Calcule un índice de precios utilizando la se-
mana 1 como periodo base.

b) Calcule un índice de precios utilizando la se-
mana 4 como periodo base.

19.5. Un restaurante ofrece tres platos especiales: bis-
tec, pescado y pollo. La tabla adjunta muestra
sus precios medios (en dólares) en los 12 meses
del año pasado.
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Mes Bistec Pescado Pollo

Enero 7,12 6,45 5,39
Febrero 7,41 6,40 5,21
Marzo 7,45 6,25 5,25
Abril 7,70 6,60 5,40
Mayo 7,72 6,70 5,45
Junio 7,75 6,85 5,60
Julio 8,10 6,90 5,54
Agosto 8,15 6,84 5,70
Septiembre 8,20 6,96 5,72
Octubre 8,30 7,10 5,69
Noviembre 8,45 7,10 5,85
Diciembre 8,65 7,14 6,21

La tabla adjunta muestra el número mensual de
pedidos de estos platos especiales. Tome enero
como base.

Mes Bistec Pescado Pollo

Enero 123 169 243
Febrero 110 160 251
Marzo 115 181 265
Abril 101 152 231
Mayo 118 140 263
Junio 100 128 237
Julio 92 129 221
Agosto 87 130 204
Septiembre 123 164 293
Octubre 131 169 301
Noviembre 136 176 327
Diciembre 149 193 351

a) Halle el índice de precios agregado no ponde-
rado.

b) Halle el índice de precios de Laspeyres.
c) Halle el índice de cantidades de Laspeyres.

19.6. La tabla adjunta muestra los salarios por hora de
tres tipos de empleados de una pequeña empresa
en 6 años.

Año Obreros Administrativos Supervisores

1 10,60 8,40 16,40
2 11,10 8,70 19,50
3 11,80 9,10 19,90
4 11,90 9,20 18,80
5 12,30 9,60 19,00
6 12,50 9,70 19,30

Tome el año 1 como base. Ese año había 72
obreros, 23 administrativos y 10 supervisores.
a) Halle el índice de salarios por hora no ponde-

rado.
b) Halle el índice de salarios por hora de Las-

peyres.

19.7. La tabla adjunta muestra un índice de precios de
un grupo de mercancías en 6 años. Calcule un ín-
dice enlazado utilizando el año 4 como base.

Año 1 2 3 4 5 6

Año base 1 100 108,4 114,3 120,2
Año base 2 100 103,5 107,8

19.8. Explique por qué es útil desarrollar un índice
de precios de un grupo de productos, por ejem-
plo, un índice de precios de la energía. ¿Cuáles
son las ventajas de un índice de precios ponde-
rado?

19.2. Un contraste no paramétrico de aleatoriedad

Para analizar datos de series temporales, hay que realizar en primer lugar un contraste de
aleatoriedad de las series temporales. Presentamos el contraste de rachas, que es un con-
traste no paramétrico especialmente fácil de realizar.

Para mostrar el contraste, examinaremos primero una serie de 16 observaciones diarias
sobre un índice del volumen de acciones negociadas en la bolsa. Los datos se muestran en
la Tabla 19.3 y se representan en la Figura 19.8. En esta figura, se ha trazado una línea en
la mediana. La mediana de un número par de observaciones es la media del par central
cuando las observaciones se ordenan en sentido ascendente. En este caso, es

Mediana %
107 ! 108

2
% 107,5

Si esta serie fuera aleatoria, el volumen negociado en un día sería independiente del
volumen negociado en cualquier otro día. En concreto, un día de un elevado volumen de
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Tabla 19.3. Índice del volumen de acciones negociado.

Día Volumen Día Volumen Día Volumen Día Volumen

1 98 5 113 9 114 13 109
2 93 6 111 10 107 14 108
3 82 7 104 11 111 15 128
4 103 8 103 12 109 16 92

Figura 19.8.
Índice del volumen
de acciones
negociado según el
dı́a.
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contrataciones no tendría más probabilidades que cualquier otro día de ir seguido de otro
día de un elevado volumen de contrataciones. El contraste de rachas que presentamos aquí
divide las observaciones en un subgrupo situado por encima de la mediana y un subgrupo
situado por debajo de la mediana, como muestra la Figura 19.8; la mediana es 107,5. Si !

representa las observaciones situadas por encima de la mediana y . las observaciones si-
tuadas por debajo de la mediana, observamos la siguiente pauta a lo largo de los días con-
secutivos:

....!!..!.!!!!!.

Esta secuencia está formada por una racha de cuatro «.», seguida de una racha de dos
«!», una racha de dos «.», una racha de un «!», una racha de un «.», una racha de
cinco «!» y, finalmente, una racha de un «.». En total, hay, pues, R % 7 rachas.

Si, como cabría sospechar aquí, existe una relación positiva entre las observaciones
contiguas en el tiempo, sería de esperar que hubiera relativamente pocas rachas. En nuestro
ejemplo, nos preguntamos qué probabilidad hay de observar siete rachas o menos si la se-
rie es realmente aleatoria. Para eso es necesario saber cuál es la distribución del número de
rachas cuando la hipótesis nula de la aleatoriedad es verdadera. La Tabla 14 del apéndice
muestra los valores tabulados de la distribución acumulada. En esa tabla vemos que, cuan-
do n % 16 observaciones, la probabilidad según la hipótesis nula de encontrar 7 rachas o
menos es 0,214. Por lo tanto, la hipótesis nula de la aleatoriedad sólo puede rechazarse
frente a la alternativa de una relación positiva entre las observaciones contiguas al nivel de
significación del 21,4 por ciento. Éste no es suficientemente pequeño para que sea razona-
ble rechazar la hipótesis nula ni suficientemente grande para apoyar firmemente la hipóte-
sis nula. No hemos encontrado simplemente pruebas contundentes para rechazarla. Los
contrastes de aleatoriedad basados en muestras pequeñas como ésta tienen poca potencia.
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El contraste de rachas
Supongamos que tenemos una serie temporal de n observaciones. Representemos las obser-
vaciones situadas por encima de la media con el signo «!» y las observaciones situadas por
debajo de la media con el signo «.». Utilicemos estos signos para definir la secuencia de ob-
servaciones de la serie. Sea R el número de rachas que hay en la secuencia. La hipótesis nula
es que la serie es un conjunto de variables aleatorias. La Tabla 14 del apéndice indica el nivel
de significación más bajo al que puede rechazarse esta hipótesis nula frente a la alternativa de
una relación positiva entre las observaciones contiguas, como una función de R y n.

Si la alternativa es una hipótesis bilateral sobre la ausencia de aleatoriedad, el nivel de sig-
nificación debe duplicarse si es de menos de 0,5. Si el nivel de significación a de la tabla es
superior a 0,5, el nivel de significación adecuado para el contraste frente a la alternativa bilate-
ral es 2(1 . a).

En el caso de las series temporales en las que n b 20, la distribución normal es una
buena aproximación de la distribución del número de rachas según la hipótesis nula. Puede
demostrarse que según la hipótesis nula

Z %

R .

n

2
. 1

J
n2

. 2n

4(n . 1)

sigue una distribución normal estándar. Este resultado es un contraste de aleatoriedad.

El contraste de rachas: grandes muestras
Dado que tenemos una serie temporal de n observaciones y n b 20, el número de rachas, R,
es el número de secuencias que se encuentran por encima o por debajo de la mediana. Quere-
mos contrastar la hipótesis nula

H0 : la serie es aleatoria

Los siguientes contrastes tienen un nivel de significación a.

1. Si la hipótesis alternativa es una relación positiva entre las observaciones contiguas, la
regla de decisión es

Rechazar H0 si

R .

n

2
. 1

J
n2

. 2n

4(n . 1)

a .za (19.1)

2. Si la hipótesis alternativa es una hipótesis bilateral de ausencia de aleatoriedad, la regla
de decisión es

Rechazar H0 si

R .

n

2
. 1

J
n2

. 2n

4(n . 1)

a .za/2 o

R .

n

2
. 1

J
n2

. 2n

4(n . 1)

b za/2 (19.2)
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EJEMPLO 19.1. Análisis de los datos sobre las ventas
(contraste de rachas)

Le han pedido que averigüe si los 30 años de ventas anuales siguen una pauta aleatoria
de una observación a la siguiente en una serie temporal.

Pinkham
Sales Data

Solución

Los datos para realizar este estudio se encuentran en un fichero de datos llamado Pink-
ham Sales Data y en el disco de datos. La Figura 19.9 es un gráfico de series tempora-
les de los datos en el que se ha trazado la mediana. El examen de este gráfico sugiere
que las observaciones no son independientes, ya que parece que siguen una pauta. Los
estadísticos del contraste de rachas pueden calcularse utilizando el programa Minitab u
otro paquete estadístico. Realizando un análisis por computador u observando la Figu-
ra 19.9, vemos que la serie tiene ocho rachas y que la hipótesis nula de una serie tempo-
ral aleatoria se rechaza con un p-valor % 0,0030.
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Figura 19.9. Datos sobre las ventas de Lydia Pinkham a lo largo del tiempo.

También podríamos utilizar el número de rachas y el estadístico del contraste para
calcular el valor de Z del contraste:

Z %

R .

n

2
. 1

J
n2

. 2n

4(n . 1)

%
8 . 15 . 1

J
900 . 60

116

% .2,97

y en la Tabla 1 del apéndice vemos que el p-valor resultante de un contraste de dos co-
las es 0,0030. Vemos, pues, que las pruebas a favor de la hipótesis de que la serie no es
aleatoria son abrumadoras.

776 Estadística para administración y economía



EJERCICIOS

Ejercicios básicos

19.9. Una serie temporal contiene 18 observaciones.
¿Cuál es la probabilidad de que el número de
rachas sea

a) inferior a 5?
b) superior a 11?
c) inferior a a 8?

19.10. Una serie temporal contiene 50 observaciones.
¿Cuál es la probabilidad de que el número de
rachas sea

a) inferior a 14?
b) inferior a 17?
c) superior a 38?

19.11. Una serie temporal contiene 100 observaciones.
¿Cuál es la probabilidad de que el número de
rachas sea

a) inferior a 25?
b) inferior a 41?
c) superior a 90?

Ejercicios aplicados

19.12. El fichero de datos Exchange Rate muestra
un índice del valor del dólar estadounidense
frente a las monedas de sus socios comerciales
durante 12 meses consecutivos. Utilice el con-
traste de rachas para hacer un contraste de alea-
toriedad de esta serie.

19.13. El fichero de datos Inventory Sales muestra
el cociente entre las existencias y las ventas de
la industria y el comercio de Estados Unidos en
un periodo de 12 años. Realice un contraste de
aleatoriedad de esta serie utilizando el contraste
de rachas.

19.14. El fichero de datos Stock Market Index
muestra los rendimientos anuales de un índice
bursátil durante 14 años. Realice un contraste de
aleatoriedad utilizando el contraste de rachas.

19.15. El fichero de datos Gold Price muestra el
precio del oro (en dólares) vigente a finales de
año de 14 años consecutivos. Utilice el contras-
te de rachas para realizar un contraste de aleato-
riedad de esta serie.

19.3. Componentes de una serie temporal

En los apartados 19.3 a 19.5 presentamos algunos métodos descriptivos para analizar datos
de series temporales. La serie de interés se representa por medio de X1, X2, ..., Xn y en el
periodo t el valor de la serie es Xt.

Un modelo convencional de la conducta de las series temporales identifica varios com-
ponentes de la serie. Tradicionalmente, en la mayoría de las series temporales se represen-
tan cuatro componentes al menos en parte:

1. El componente tendencial
2. El componente estacional
3. El componente cíclico
4. El componente irregular

Macro2000

Muchas series temporales muestran una tendencia a aumentar o a disminuir a un rit-
mo bastante continuo durante largos periodos de tiempo, lo que indica la existencia de un
componente tendencial. Por ejemplo, los indicadores de la riqueza nacional, como el pro-
ducto interior bruto, normalmente crecen con el paso del tiempo. Las tendencias a menu-
do se mantienen y, en ese caso, este componente es importante para hacer predicciones.
La Figura 19.10 muestra la serie temporal del producto interior bruto trimestral de más
de 50 años procedente del fichero de datos Macro2000 que se encuentra en el disco de
datos. Esta pauta muestra claramente una fuerte tendencia ascendente que es mayor en
unos periodos que en otros. Este gráfico temporal revela un notable componente tenden-
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Figura 19.10.
Evolución del
producto interior
bruto a lo largo del
tiempo que indica la
existencia de una
tendencia.
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cial que es importante para el análisis inicial y que normalmente va seguido de análisis
más sofisticados, como mostramos en futuros apartados.

Otro importante componente es la pauta estacional. La Figura 19.11 muestra los bene-
ficios trimestrales por acción de una empresa. Los beneficios del cuarto trimestre son con-
siderablemente más altos y los del segundo trimestre son algo más altos que los de los de-
más periodos. Obsérvese que esta pauta continúa repitiéndose en el ciclo de cuatro
trimestres que representa cada año. Además del componente estacional, también hay una
notable tendencia ascendente en los beneficios por acción. Nuestro tratamiento de la esta-
cionalidad depende de nuestros objetivos. Por ejemplo, si es importante predecir cada tri-
mestre de la forma más precisa posible, incluimos un componente de estacionalidad en
nuestro modelo. En el apartado 14.2, por ejemplo, mostramos que pueden utilizarse varia-
bles ficticias para estimar un componente de estacionalidad en una serie temporal. Por lo
tanto, si prevemos que la pauta de estacionalidad continuará, debemos incluir la estimación
del componente de estacionalidad en nuestro modelo de predicción.

Figura 19.11.
Beneficios
trimestrales por
acción de una
empresa que
indican la existencia
de un componente
estacional.
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Para algunos otros fines, la estacionalidad puede ser una molestia. En muchas aplica-
ciones, el analista requiere una valoración de las variaciones globales de una serie tempo-
ral, que no esté contaminada por la influencia de factores estacionales. Supongamos, por
ejemplo, que acabamos de recibir las cifras más recientes de los beneficios del cuarto tri-
mestre de la empresa de la Figura 19.11. Ya sabemos que éstas serán probablemente mu-
cho más altas que las del trimestre anterior. Lo que nos gustaría hacer es averiguar qué
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parte de este aumento de los beneficios se debe a factores puramente estacionales y qué
parte representa un verdadero crecimiento subyacente. En otras palabras, nos gustaría pro-
ducir una serie temporal libre de la influencia estacional. Se dice que una serie de ese tipo
está desestacionalizada. En el apartado 19.5 nos extenderemos algo más sobre el ajuste es-
tacional.

Las pautas estacionales en una serie temporal constituyen una forma de conducta osci-
latoria regular. Además, muchas series temporales empresariales y económicas muestran
pautas oscilatorias o cíclicas que no están relacionadas con la conducta estacional. Por
ejemplo, muchas series económicas siguen pautas cíclicas ascendentes y descendentes. En
la Figura 19.9 vemos una pauta cíclica en los datos sobre las ventas de Lydia Pinkham.
Observamos una disminución de las ventas hasta un mínimo en 1936, seguida de un
aumento hasta un máximo a mediados de los años 40 y, a partir de entonces, una disminu-
ción continua. Esta pauta es una serie temporal cíclica frecuente y podemos describir la
conducta histórica por medio de los movimientos cíclicos. Sin embargo, no estamos sugi-
riendo que en esas pautas históricas exista suficiente regularidad para poder hacer una pre-
dicción fiable de los futuros máximos y mínimos. De hecho, los datos de los que se dispo-
ne inducen a pensar que no es así.

Hemos analizado tres fuentes de variabilidad en una serie temporal. Si pudiéramos ca-
racterizar las series temporales principalmente por medio del componente tendencial, el es-
tacional y el cíclico, las series variarían de una manera uniforme con el paso del tiempo y
podríamos hacer predicciones utilizando estos componentes. Sin embargo, los datos efecti-
vos no se comportan de esa forma. La serie muestra, además de los principales componen-
tes, componentes irregulares, inducidos por multitud de factores que influyen en la conduc-
ta de cualquier serie real y que muestran pautas que parecen impredecibles basándose en la
experiencia anterior. Puede considerarse que estas pautas son similares al término de error
aleatorio de un modelo de regresión. En todos los ejemplos de componentes que hemos re-
presentado hasta ahora, podemos ver claramente el componente irregular añadido a los
componentes estructurales.

Análisis de los componentes de las series temporales
Una serie temporal puede describirse mediante modelos basados en los siguientes componen-
tes:

Tt Componente tendencial
St Componente estacional
Ct Componente cíclico
It Componente irregular

Utilizando estos componentes, podemos decir que una serie temporal es la suma de sus com-
ponentes:

Xt % Tt ! St ! Ct ! It

En otras circunstancias, también podríamos decir que una serie temporal es el producto de sus
componentes, representado a menudo como un modelo de suma logarítmica:

Xt % TtStCtIt

No tenemos que limitarnos a estas dos formas estructurales. Por ejemplo, en algunos casos
podríamos tener una combinación de formas aditivas y multiplicativas.
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Una gran parte de los primeros análisis de series temporales trataban de aislar los com-
ponentes de una serie, lo que permitía expresar en cualquier momento del tiempo el valor
de la serie en función de los componentes. Este enfoque, en el que a menudo se utilizaban
medias móviles, que analizamos en los dos apartados siguientes, se ha sustituido en gran
parte por enfoques más modernos. Una excepción es el problema de la desestacionaliza-
ción, que requiere la extracción del componente estacional de la serie y que analizamos en
el apartado 19.5.

El enfoque más moderno del análisis de series temporales implica la construcción de
un modelo formal, en el que están presentes, explícita o implícitamente, varios componen-
tes, para describir la conducta de una serie de datos. Cuando se construyen modelos, hay
dos formas posibles de tratar los componentes de una serie. Una es considerarlos fijos a lo
largo del tiempo, de tal manera que una tendencia podría representarse por medio de una
línea recta. Este enfoque a menudo es útil para analizar datos físicos, pero dista de ser ade-
cuado en las aplicaciones empresariales y económicas, en las que la experiencia sugiere
que cualquier regularidad aparentemente fija es con demasiada frecuencia ilusoria cuando
se examina detenidamente. Para ilustrarlo, supongamos que examinamos solamente los da-
tos de Lydia Pinkham correspondientes a los años 1936-1943. Vemos en la Figura 19.9
que en este periodo parece que hay una tendencia ascendente fija y continua. Sin embargo,
si esta «tendencia» se hubiera proyectado hacia delante unos cuantos años a partir de 1943,
las predicciones resultantes de las futuras ventas habrían sido muy inexactas. Sólo mirando
el gráfico de los años siguientes vemos lo inadecuado que habría sido un modelo de ten-
dencia fija.

Cuando se trata de datos empresariales y económicos, es preferible tratar de otra forma
los componentes regulares de una serie temporal. En lugar de considerar que son fijos per-
manentemente, suele ser más sensato pensar que evolucionan continuamente con el tiem-
po. Por lo tanto, no necesitamos estipular pautas tendenciales o estacionales fijas sino que
podemos tener en cuenta la posibilidad de que estos componentes cambien con el tiempo.
Examinaremos este tipo de modelos después de haber analizado las medias móviles.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
19.16. El fichero de datos Housing Starts muestra

las viviendas iniciadas por mil habitantes en Es-
tados Unidos en un periodo de 24 años.
a) Utilice la variante del contraste de rachas

con grandes muestras para realizar un con-
traste de aleatoriedad de esta serie.

b) Trace un gráfico temporal de esta serie y co-
mente los componentes de la serie que reve-
la este gráfico.

19.17. El fichero de datos Earnings per Share
muestra los beneficios por acción obtenidos por
una empresa en un periodo de 28 años.
a) Utilice la variante del contraste de rachas

con grandes muestras para realizar un con-
traste de aleatoriedad de esta serie.

b) Trace un gráfico temporal de esta serie y co-
mente los componentes de la serie que reve-
la este gráfico.

19.4. Medias móviles

El componente irregular de algunas series temporales puede ser tan grande que oculte las
regularidades subyacentes y dificulte la interpretación visual del gráfico temporal. En estas
circunstancias, el gráfico real parecerá bastante irregular y es posible que queramos suavi-
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zarlo para tener una imagen más clara. Podemos reducir este problema utilizando una me-
dia móvil.

Podemos suavizar el gráfico utilizando el método de las medias móviles, que se basa
en la idea de que cualquier gran componente irregular en cualquier momento del tiempo
ejercerá un efecto menor si promediamos el punto con sus vecinos inmediatos. El método
más sencillo que podemos utilizar es una media móvil centrada simple de (2m ! 1) puntos.
Es decir, sustituimos cada observación xt por la media de sí misma y sus vecinas, de mane-
ra que

x*t %
1

2m ! 1

m

;
j%.m

xt!j

%
xt.m ! xt.m!1 ! ñ ! xt ! ñ ! xt!m.1 ! xt!m

2m ! 1

Por ejemplo, si fijamos m en 2, la media móvil de 5 puntos es

x*t %
xt.2 ! xt.1 ! xt ! xt!1 ! xt!2

5

Dado que la primera observación es x1, la primera media móvil sería

x*3 %
x1 ! x2 ! x3 ! x4 ! x5

5

Ésta es la media de las cinco primeras observaciones. En el caso de los datos sobre las
ventas de Lydia Pinkham del ejemplo 19.1, tenemos que en 1933

x*3 %
1.806 ! 1.644 ! 1.814 ! 1.770 ! 1.518

5
% 1.710,4

Asimismo, x*4 es la media de la segunda a la sexta observación, y así sucesivamente. La
Tabla 19.4 muestra la serie original y la serie suavizada. Obsérvese que en el caso de las
medias móviles centradas perdemos la primera y la última m observaciones. Por lo tanto,
aunque la serie original va de 1931 a 1960, la serie suavizada va de 1933 a 1958.

Medias móviles centradas simples de (2m! 1) puntos
Sean x1, x2, x3, ..., xn observaciones de una serie temporal de interés. Puede obtenerse una
serie suavizada utilizando una media móvil centrada simple de (2m ! 1) puntos.

x*t %
1

2m ! 1

m

;
j%.m

xt!j (t % m! 1, m ! 2, ..., n . m) (19.3)

Las medias móviles pueden hallarse utilizando el programa Minitab, como muestra la
Figura 19.12. Vemos tanto la serie original como la serie suavizada —la serie de medias
móviles de 5 puntos— representadas en relación con el tiempo. Como puede observarse, la
serie de medias móviles es de hecho más suave que la serie original. Por lo tanto, la serie
de medias móviles ha eliminado el componente irregular subyacente de la serie para mos-
trar mejor los componentes estructurales.
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Tabla 19.4. Ventas anuales de Lydia Pinkham con la media móvil centrada simple
de 5 puntos.

Año Ventas Media1 Año Ventas Media1

1931 1.806* 1946 2.177 2.232,4
1932 1.644* 1.947 1.920 2.125,6
1933 1.814 1.710,4 1948 1.910 1.955,6
1934 1.770 1.569,8 1949 1.984 1.858
1935 1.518 1.494,2 1950 1.787 1.847,2
1936 1.103 1.426 1951 1.689 1.844,4
1937 1.266 1.356,6 1952 1.866 1.784,4
1938 1.473 1.406,4 1953 1.896 1.753,6
1939 1.423 1.618 1954 1.684 1.747,2
1940 1.767 1.832 1955 1.633 1.687,8
1941 2.161 2.057,8 1956 1.657 1.586,6
1942 2.336 2.276,8 1957 1.569 1.527,2
1943 2.602 2.450,8 1958 1.390 1.458,4
1944 2.518 2.454 1959 1.387*
1945 2.637 2.370,8 1960 1.289*

Figura 19.12.
Media móvil
centrada simple de
5 puntos de los
datos sobre las
ventas de Lydia
Pinkham.
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El tipo de media móvil que analizamos en este apartado no es más que uno de los mu-
chos que podrían utilizarse. A menudo se considera deseable utilizar una media ponderada,
en la que se da la mayor parte del peso a la observación central y el peso de otros valores
disminuye conforme están más lejos de la observación central. Por ejemplo, podríamos uti-
lizar una media ponderada como

x*t %
xt.2 ! 2xt.1 ! 4xt ! 2xt!1 ! xt!2

10

En todo caso, el objetivo al utilizar medias móviles es la eliminación del componente
irregular con el fin de tener una imagen más clara de las irregularidades subyacentes en
una serie temporal. La técnica quizá sea más valiosa con fines descriptivos, en la elabora-
ción de gráficos como el de la Figura 19.12.

782 Estadística para administración y economía



Extracción del componente estacional por medio
de medias móviles
A continuación, presentamos un método para utilizar medias móviles con el fin de extraer
los componentes estacionales de las series empresariales y económicas. Los componentes
estacionales pueden ser molestos y el analista puede querer eliminarlos de la serie para
apreciar mejor la conducta de otros componentes. Recuérdese también que en el aparta-
do 14.2 mostramos que pueden utilizarse variables ficticias para estimar y controlar los
efectos estacionales.

Consideremos una serie temporal trimestral que tiene un componente estacional. Nues-
tra estrategia para eliminar la estacionalidad es calcular medias móviles de cuatro puntos
para reunir los valores estacionales en una única media móvil estacional. Por ejemplo, uti-
lizando los datos de la Tabla 19.5 sobre los beneficios por acción, el primer miembro de la
serie sería

0,300 ! 0,460 ! 0,345 ! 0,910

4
% 0,50375

y el segundo miembro sería

0,460 ! 0,345 ! 0,910 ! 0,330

4
% 0,51125

La Tabla 19.5 muestra la serie completa.
Esta nueva serie de medias móviles debería estar libre de estacionalidad, pero aún hay

un problema. La localización en el tiempo de los miembros de la serie de medias móviles
no corresponde exactamente a la de los miembros de la serie original. El primer término es
la media de las cuatro primeras observaciones y, por lo tanto, podríamos considerar que
está centrado entre la segunda observación y la tercera:

x*2,5 %
x1 ! x2 ! x3 ! x4

4

Asimismo, el segundo término podría expresarse de la forma siguiente:

x*3,5 %
x2 ! x3 ! x4 ! x5

4

Este problema puede superarse centrando nuestra serie de medias móviles de 4 puntos,
lo cual puede hacerse calculando las medias de pares contiguos, que en el caso del primer
valor es

x*3 %
x*2,5 ! x*3,5

2
%

0,50375 ! 0,51125

2
% 0,5075

Este valor es la media móvil centrada correspondiente a la tercera observación de la serie
original. El resto de la serie de medias móviles centradas está en la primera columna de la
Tabla 19.5. Obsérvese de nuevo que con este método se pierden dos observaciones de cada
extremo de la serie.

La Figura 19.13 representa la serie de medias móviles centradas, junto con la serie ori-
ginal. Es evidente que se ha eliminado el componente estacional. Además, como hemos
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Tabla 19.5. Beneficios efectivos por acción de una empresa y media móvil centrada
de 4 puntos.

Trimestre
del año Beneficios

Medias móviles
de 4 puntos

Medias móviles
centradas de 4 puntos

1,1 0,3 * *
1,2 0,46 * *
1,3 0,345 0,50375 0,5075
1,4 0,91 0,51125 0,5219
2,1 0,33 0,53250 0,5444
2,2 0,545 0,55625 0,5725
2,3 0,44 0,58875 0,6094
2,4 1,04 0,63000 0,6469
3,1 0,495 0,66375 0,6769
3,2 0,68 0,69000 0,7206
3,3 0,545 0,75125 0,7581
3,4 1,285 0,76500 0,7888
4,1 0,55 0,81250 0,8269
4,2 0,87 0,84125 0,8781
4,3 0,66 0,91500 0,9200
4,4 1,58 0,92500 0,9400
5,1 0,59 0,95500 0,9763
5,2 0,99 0,99750 1,0163
5,3 0,83 1,03500 1,0375
5,4 1,73 1,04000 1,0475
6,1 0,61 1,05500 1,0663
6,2 1,05 1,07750 1,1163
6,3 0,92 1,15500 1,1663
6,4 2,04 1,17750 1,2000
7,1 0,7 1,22250 1,2400
7,2 1,23 1,25750 1,2925
7,3 1,06 1,32750 1,3425
7,4 2,32 1,35750 1,3800
8,1 0,82 1,40250 1,4263
8,2 1,41 1,45000 1,5013
8,3 1,25 1,55250 *
8,4 2,73 * *

Figura 19.13.
Media móvil
centrada de 4
puntos y serie
original de los
beneficios por
acción de una
empresa.
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utilizado medias móviles, también se ha suavizado el componente irregular. La imagen re-
sultante nos permite, pues, juzgar las regularidades no estacionales de los datos. Vemos
que en la serie suavizada domina una tendencia ascendente. Un examen más detenido
muestra un crecimiento continuo de los beneficios en la primera parte de la serie, una parte
central de crecimiento bastante más lento y una reanudación en la última parte del periodo
de una pauta similar a la primera.

Método de desestacionalización mediante medias móviles simples
Sea xt (t % 1, 2, ..., n) una serie temporal estacional del periodo s (s % 4 en el caso de los da-
tos trimestrales y s % 12 meses en el caso de los datos mensuales). Se obtiene una serie de
medias móviles centradas de s puntos, x*t , siguiendo estos dos pasos, en los que se supone
que s es par:

1. Calcular las medias móviles de s puntos:

x*t!0,5 %

s/2

;
j%.(s/2)!1

xt!j

s At %
s

2
,
s

2
! 1, ..., n .

s

2B (19.4)

2. Calcular las medias móviles centradas de s puntos:

x*t %
x*t.0,5 ! x*t!0,5

2 At %
s

2
! 1,

s

2
! 2, ..., n .

s

2B (19.5)

Hemos visto que la serie de medias móviles centradas de s puntos pueden ser útiles pa-
ra comprender la estructura de una serie temporal. Como está libre en gran medida de la
estacionalidad y se ha suavizado el componente irregular, es adecuada para identificar un
componente tendencial o cíclico. Esta serie de medias móviles también constituye la base
de muchos métodos prácticos de desestacionalización. El método específico depende de
una serie de factores, entre los que se encuentran el grado de estabilidad que se supone que
tiene la pauta estacional y si la estacionalidad se considera aditiva o multiplicativa. En el
segundo caso, a menudo tomamos logaritmos de los datos.

A continuación, analizamos un método de desestacionalización que se basa en el su-
puesto implícito de que la pauta estacional es estable a lo largo del tiempo. El método se
conoce con el nombre de método del índice estacional. Suponemos que en cualquier mes o
trimestre, en cada año, el efecto de la estacionalidad es un aumento o una reducción de la
serie en el mismo porcentaje.

Ilustraremos el método del índice estacional utilizando los datos sobre los beneficios de
la empresa. La serie desestacionalizada se calcula en la Tabla 19.6. Las dos primeras co-
lumnas contienen la serie original y la media móvil centrada de 4 puntos. Para evaluar la
influencia de la estacionalidad, expresamos la serie original en porcentaje de la serie de
medias móviles centradas de 4 puntos. Así, por ejemplo, en el caso del tercer trimestre del
año 1, tenemos que

100A
x3

x*3B% 100 A
0,345

0,5075B% 67,98

Estos porcentajes también se encuentran en la Tabla 19.7, en la que se muestra el cálculo
del índice estacional. Para evaluar el efecto de la estacionalidad en el primer trimestre, ob-
servamos la mediana de los siete porcentajes de ese trimestre. Éste es el cuarto valor cuan-
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Tabla 19.6. Ajuste estacional de los beneficios por acción de una empresa
mediante el método del índice estacional.

Trimestre
del año Xt x*t

100A
xt

x*t B
Índice

estacional
Serie

ajustada

1,1 0,300* 61,06 0,4913
1,2 0,460* 96,15 0,4784
1,3 0,345 0,5075 67,98 72,95 0,4729
1,4 0,910 0,5219 174,37 169,84 0,5358
2,1 0,330 0,5444 60,62 61,06 0,5405
2,2 0,545 0,5725 95,20 96,15 0,5668
2,3 0,440 0,6094 72,20 72,95 0,6032
2,4 1,040 0,6469 160,77 169,84 0,6123
3,1 0,495 0,6769 73,13 61,06 0,8107
3,2 0,680 0,7206 94,37 96,15 0,7072
3,3 0,545 0,7581 71,89 72,95 0,7471
3,4 1,285 0,7888 162,91 169,84 0,7566
4,1 0,550 0,8269 66,51 61,06 0,9008
4,2 0,870 0,8781 99,08 96,15 0,9048
4,3 0,660 0,9200 71,74 72,95 0,9047
4,4 1,580 0,9400 168,09 169,84 0,9303
5,1 0,590 0,9763 60,43 61,06 0,9663
5,2 0,990 1,0163 97,41 96,15 1,0296
5,3 0,830 1,0375 80,00 72,95 1,1378
5,4 1,730 1,0475 165,16 169,84 1,0186
6,1 0,610 1,0663 57,21 61,06 0,9990
6,2 1,050 1,1163 94,06 96,15 1,0920
6,3 0,920 1,1663 78,88 72,95 1,2611
6,4 2,040 1,2000 170,00 169,84 1,2011
7,1 0,700 1,2400 56,45 61,06 1,1464
7,2 1,230 1,2925 95,16 96,15 1,2793
7,3 1,060 1,3425 78,96 72,95 1,4531
7,4 2,320 1,3800 168,12 169,84 1,3660
8,1 0,820 1,4263 57,49 61,06 1,3429
8,2 1,410 1,5013 93,92 96,15 1,4665
8,3 1,250* 72,95 1,7135
8,4 2,730* 169,84 1,6074

Tabla 19.7. Cálculo del índice estacional de los datos sobre los beneficios
por acción de la empresa.

Trimestre

Año 1 2 3 4 Sumas

1 67,98 174,36
2 60,62 95,20 72,20 160,77
3 73,13 94,37 71,89 162,91
4 66,51 99,08 71,74 168,09
5 60,43 97,41 80,00 165,16
6 57,21 94,06 78,88 170,00
7 56,45 95,16 78,96 168,12
8 57,49 93,92

Mediana 60,43 95,16 72,20 168,09 395,88
Índice estacional 61,06 96,15 72,95 169,84 400
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do se ordenan en sentido ascendente, es decir, 60,43. También hallamos la mediana de xt

en porcentaje de x*t para cada uno de los demás trimestres.
Para calcular los índices estacionales, también ajustamos los índices de manera que su

media sea 100. Vemos en la Tabla 19.7 que las cuatro medianas sólo suman 395,88. Pode-
mos calcular los índices finales —que tienen una media de 100— multiplicando cada me-
diana por (400/395,88). En el caso del primer trimestre tenemos que

Índice estacional % 60,43A
400

395,88B% 61,06

Esta cifra estima que la estacionalidad reduce los beneficios del primer trimestre a un
61,06 por ciento de los que se habrían obtenido en ausencia de factores estacionales.

Los índices estacionales de la última fila de la Tabla 19.7 se encuentran en la quinta
columna de la 19.6. Obsérvese que se utiliza el mismo índice para cualquier trimestre de
cada año. Por último, obtenemos nuestro valor desestacionalizado:

Valor ajustado % 100 A
Valor original

Índice estacionalB
Por ejemplo, en el caso del tercer trimestre del año 1, el valor desestacionalizado es

100A
0,345

72,95B% 0,4729

La serie desestacionalizada completa que se obtiene de esta forma se muestra en la úl-
tima columna de la Tabla 19.6 y se representa en la Figura 19.14. Obsérvese que parece
que sigue quedando una cierta estacionalidad en la última parte del periodo, lo cual induce
a pensar que podría ser deseable un enfoque más elaborado, que tuviera en cuenta los cam-
bios de las pautas estacionales.

Figura 19.14.
Beneficios
ajustados
estacionalmente por
cada acción de una
empresa.
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El método del índice estacional aquí presentado es una sencilla solución al problema de
los índices. Muchas series temporales importantes —como el producto interior bruto y sus
componentes, el empleo y el desempleo, los precios y los salarios— tienen un fuerte com-
ponente estacional. Generalmente, los organismos oficiales publican datos sobre esas canti-
dades tanto desestacionalizados con sin desestacionalizar. Los métodos oficiales de ajuste,
aunque son más complejos que el que hemos descrito aquí, normalmente se basan en me-
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dias móviles. El método de desestacionalización que se utiliza más a menudo en las publi-
caciones oficiales de Estados Unidos es el método del Censo X-11. Se diferencia del méto-
do del índice estacional en que tiene en cuenta el posible cambio de la pauta estacional a
lo largo del tiempo. Puede demostrarse que en su versión aditiva X-11 estima de una ma-
nera bastante aproximada el componente estacional de una serie temporal mensual por me-
dio de

St %
zt.36 ! 2zt.24 ! 3zt.12 ! 3zt ! 3zt!12 ! 2zt!24 ! zt!36

15

donde

Zt % Zt . X*t

siendo xt el valor original de la serie en el periodo t y x*t la media móvil centrada de 12
puntos. Naturalmente, si se utiliza ese método, es necesario dar un tratamiento especial a
los valores que se encuentran al final de la serie, ya que la expresión del factor estacional
implica valores de la serie temporal que aún no han ocurrido. Una forma posible de lograr-
lo es sustituir los valores futuros desconocidos de la media móvil por predicciones basadas
en los datos de los que se dispone.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
19.18. El fichero de datos Quarterly Earnings

19.18 muestra las ventas trimestrales realizadas
por una empresa en un periodo de 6 años.
a) Trace un gráfico temporal de esta serie y

analice sus características.
b) Utilice el método del índice estacional para

desestacionalizar esta serie. Represente grá-
ficamente la serie desestacionalizada y ana-
lice sus características.

19.19. El fichero de datos Quarterly Sales mues-
tra las ventas trimestrales realizadas por una
empresa en un periodo de 6 años.
a) Trace un gráfico temporal de esta serie y

analice sus características.
b) Utilice el método del índice estacional para

desestacionalizar esta serie. Represente grá-
ficamente la serie desestacionalizada y ana-
lice sus características.

19.20. Calcule una serie de medias móviles centra-
das simples de 3 puntos de los datos sobre el
precio del oro del ejercicio 19.15. Represente la
serie suavizada y analice el gráfico resultante.

19.21. Calcule una serie de medias móviles centra-
das simples de 5 puntos de los datos sobre la
construcción de viviendas del ejercicio 19.16.
Trace un gráfico temporal de la serie suavizada
y comente sus resultados.

19.22. Calcule una serie de medias móviles centra-
das simples de 7 puntos de los datos sobre los
beneficios de la empresa del ejercicio 19.17.
Basándose en un gráfico temporal de la serie
suavizada, ¿qué puede decirse de sus compo-
nentes regulares?

19.23. Sea

x*t %
1

2m ! 1

m

;
j%.m

xt!j

una media móvil centrada simple de (2m ! 1)
puntos. Demuestre que

x*t!1 % x*t
xt!m!1 . xt.m

2m ! 1

¿Cómo podría utilizarse este resultado en el
cálculo eficiente de la serie de medias móviles
centradas?

19.24. El fichero de datos Quarterly Earnings
19.24 muestra los beneficios por acción obteni-
dos por una empresa en un periodo de 7 años.
a) Trace un gráfico temporal de estos datos.

¿Sugiere su gráfico la presencia de un fuerte
componente estacional en esta serie de bene-
ficios?

b) Utilizando el método del índice estacional,
obtenga una serie de beneficios desestacio-
nalizada. Represente gráficamente esta serie
y comente su conducta.
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19.25. a) Demuestre que la serie de medias móviles
centradas de s puntos del apartado 19.4 pue-
de expresarse de la forma siguiente:

x*t %
xt.(s/2)!2(xt.(s/2)!1!ñ!xt!(s/2).1.xt!(s/2)

2s
b) Demuestre que

x*t!1%x*t !
xt!(s/2)!1!xt!(s/2).xt.(s/2)!1.xt.(s/2)

2s

Analice las ventajas de esta fórmula, desde
el punto de vista del cálculo, para desesta-
cionalizar series temporales mensuales.

19.26. El fichero de datos Monthly Sales muestra
las ventas mensuales de un producto en un
periodo de 3 años. Utilice el método del índice
estacional para obtener una serie desestacionali-
zada.

19.5. Suavización exponencial

A continuación analizamos algunos métodos para utilizar los valores actuales y pasados de
una serie temporal para predecir sus valores futuros. Este problema, fácil de formular, pue-
de ser muy difícil de resolver satisfactoriamente. Generalmente, se utiliza una amplia va-
riedad de métodos de predicción y la elección final de uno de ellos depende en gran medi-
da del problema, de los recursos y de los objetivos del analista y de la naturaleza de los
datos de los que dispone.

Nuestro objetivo es utilizar las observaciones existentes, x1, x2, ..., xt, sobre una serie
para predecir los valores futuros desconocidos xt!1, xt!2, ... La predicción tiene una impor-
tancia fundamental en el mundo de la empresa como base racional para tomar decisiones.
Por ejemplo, la predicción de las ventas mensuales de un producto es la base de la política
de control de las existencias. Las predicciones sobre los futuros beneficios se utilizan cuan-
do se toman decisiones de inversión.

En este apartado, introducimos un método de predicción que se conoce con el nombre
de suavización exponencial simple que da buen resultado en algunas aplicaciones. Consti-
tuye, además, la base de algunos métodos de predicción más complejos. La suavización
exponencial es adecuada cuando la serie no es estacional y no tiene una tendencia ascen-
dente o descendente sistemática.

En ausencia de tendencia y de estacionalidad, el objetivo es estimar el nivel actual de
la serie temporal y utilizar esta estimación para predecir los futuros valores. Nuestra posi-
ción es que nos encontramos en el periodo t, estamos observando retrospectivamente la se-
rie de observaciones xt, xt.1, xt.2, ..., y queremos tener una idea del nivel actual de la se-
rie. Para empezar, consideramos dos posibilidades extremas. En primer lugar, podríamos
utilizar simplemente la observación más reciente para predecir todas las futuras observa-
ciones. En algunos casos, como en el de los precios de los mercados especulativos, es posi-
ble que sea lo mejor que podemos hacer, pero el resultado no tiene mucho éxito. Sin em-
bargo, en muchas series que tienen componentes irregulares, probablemente querríamos
utilizar algunas observaciones anteriores de la serie. Eso identificaría las pautas que pudie-
ran existir en la serie temporal y evitaría utilizar solamente una fluctuación aleatoria como
base de nuestra predicción.

En el extremo opuesto, podríamos utilizar la media de todos los valores pasados como
estimación del nivel actual. Basta una breve reflexión para pensar que a menudo eso no
sería útil, ya que todos los valores pasados se tratarían por igual. Así, por ejemplo, si inten-
táramos predecir las futuras ventas mediante este procedimiento, daríamos la misma im-
portancia a las ventas de hace muchos años que a las ventas recientes. Parece razonable
que la experiencia más reciente influya más en nuestra predicción.
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La suavización exponencial simple es una solución intermedia entre estos extremos;
hace una predicción basada en una media ponderada de los valores actuales y de los pasa-
dos. Cuando se calcula esta media, se da más peso a la observación más reciente, bastante
menos al valor inmediatamente anterior, menos al valor anterior, y así sucesivamente. Esti-
mamos el nivel del periodo actual t de la siguiente manera:

x4 t % (1 . a)xt ! a(1 . a)xt.1 ! a2(1 . a)xt.2 ! ñ

donde a es un número comprendido entre 0 y 1. Por ejemplo, suponiendo que a % 0,5, la
predicción de las futuras observaciones es

x4 t % 0,5xt ! 0,25xt.1 ! 0,125xt.2 ! ñ

por lo que en el cálculo de las predicciones se aplica a las observaciones actuales y pasa-
das una media ponderada con unos pesos cada vez menores.

En este modelo, vemos que la predicción de la serie en cualquier periodo t se estima de
la siguiente manera:

x4 t % (1 . a)xt ! a(1 . a)xt.1 ! a2(1 . a)xt.2 ! ñ

y, asimismo, el nivel del periodo anterior (t . 1) se estimaría de la forma siguiente:

x4 t.1 % (1 . a)xt.1 ! a(1 . a)xt.2 ! a2(1 . a)xt.3 ! ñ

Multiplicando por a, tenemos que

ax4 t.1 % a(1 . a)xt.1 ! a2(1 . a)xt.2 ! a3(1 . a)xt.3 ! ñ

Por lo tanto, restando estas dos ecuaciones, tenemos que

x4 t . ax4 t.1 % (1 . a)xt

Y mediante una sencilla manipulación, tenemos la ecuación para calcular la predicción ba-
sada en la suavización exponencial simple:

x4 t % ax4 t.1 ! (1 . a)xt para 0 a a a 1

Esta expresión es un útil algoritmo recursivo para calcular predicciones. El valor predicho,
x4 t, del periodo t es una media ponderada de la predicción del periodo anterior x4 t.1 y la
última observación xt. Las ponderaciones dadas a cada uno dependen de la elección de a,
que es la constante de suavización. Obsérvese que un elevado valor de a da más peso a
x4 t.1, que se basa en la historia pasada de la serie, y un peso menor a xt, que representa los
datos más recientes.

Podemos ilustrar el método utilizando los datos sobre las ventas de Lydia Pinkham su-
poniendo que el valor de a % 0,4. El proceso comienza fijando el primer elemento de la
serie

x41 % x1 % 1.806

El segundo valor de la predicción sería

x4 2 % 0,4x4 1 ! 0,6x2

% (0,4)(1.806) ! (0,6)(1.644) % 1.708,8
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Y este proceso continúa con toda la serie de manera que

x4 3 % 0,4x4 2 ! 0,6x3

% (0,4)(1.708,8) ! (0,6)(1.814) % 1.771,9

Predicción por medio de una suavización exponencial simple
Sea x1, x2, ..., xn un conjunto de observaciones de una serie temporal no estacional sin ningu-
na tendencia ascendente o descendente sistemática. El método de suavización exponencial
simple para hacer predicciones es el siguiente:

1. Se obtiene la serie suavizada x4 t:

x4 1 % x1

x4 t % ax4 t.1 ! (1 . a)xt (0 a a a 1; t % 2, 3, ..., n) (19.6)

donde a es una constante de suavización cuyo valor se fija entre 0 y 1.
2. A partir del periodo n, se obtienen predicciones de los futuros valores, xn!h, de la serie

de la siguiente manera:

x4 n!h % x4 n (h % 1, 2, 3, ...)

Hasta ahora apenas nos hemos referido a la elección de la constante de suavización, a,
en las aplicaciones prácticas. En las aplicaciones, esta elección puede basarse en razones
subjetivas u objetivas. Una posibilidad es basarse en la experiencia o en el criterio perso-
nal. Por ejemplo, un analista que quiera predecir la demanda de un producto puede haber
trabajado muchas veces con datos sobre líneas de producto similares y puede basarse en
esa experiencia para seleccionar el valor de a. La inspección visual de un gráfico de los
datos de los que se dispone también puede ser útil para elegir el valor de la constante de
suavización. Si la serie parece que contiene un componente irregular considerable, no que-
remos dar demasiado peso únicamente a la observación más reciente, ya que podría no in-
dicar qué esperamos en el futuro. Eso sugiere que debemos elegir un valor relativamente
alto para la constante de suavización. Pero si la serie es bastante suave, daríamos un valor
más bajo a a para dar más peso a la observación más reciente.

Un enfoque más objetivo es probar con diferentes valores y ver cuál ha conseguido
predecir mejor los movimientos históricos de la serie temporal. Por ejemplo, podríamos
calcular la serie suavizada con los valores de a de 0,2, 0,4, 0,6 y 0,8 y elegir el valor que
predice mejor la serie histórica. Calcularíamos el error de cada predicción:

et % xt . x4 t.1

Una posibilidad es calcular, para cada valor de a utilizado, la suma de los cuadrados de los
errores:

SC %

n

;
t%2

e2
t %

n

;
t%2

(xt . x4 t.1)
2

El valor de a que minimiza la suma de los cuadrados de los errores es el que se utiliza-
rá para hacer futuras predicciones. La suavización exponencial simple puede realizarse uti-
lizando el programa Minitab. La Figura 19.15 muestra un gráfico de la serie original y de
la serie suavizada utilizando un valor de a % 0,1, que se ha elegido probando diferentes
valores y hallando el que producía un ajuste satisfactorio. El indicador MSD de la Figura
19.15 es la suma de los cuadrados de los errores dividida por el número de observaciones.
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Figura 19.15.
Datos sobre las
ventas de Lydia
Pinkham: valores
originales y valores
suavizados
siguiendo el método
exponencial simple.

Cualquiera que sea el valor de la constante de suavización que se utilice, la ecuación
19.6 puede considerarse un mecanismo de actualización. En el periodo (t . 1), el nivel de
la serie se estima por medio de x4 t.1. En el siguiente periodo, se utiliza la nueva observa-
ción xt para actualizar esta estimación, por lo que la nueva estimación del nivel es una me-
dia ponderada de la estimación anterior y la nueva observación.

Modelo de predicción por medio de la suavización exponencial
con el método Holt-Winters
Muchos métodos de predicción que se utilizan en el mundo de la empresa se basan en ex-
tensiones de la suavización exponencial simple. La suavización exponencial por medio del
método de Holt-Winters tiene en cuenta la tendencia y posiblemente también la estaciona-
lidad de una serie temporal.

Consideremos, en primer lugar, una serie temporal no estacional. Queremos estimar no
sólo el nivel actual de la serie sino también la tendencia, que es la diferencia entre el nivel
actual y el nivel anterior.

Representamos el valor observado por medio de xt y la estimación del nivel por medio
de x4 t. La estimación de la tendencia se representa por medio de Tt. El principio en el que
se basa la estimación de estas dos cantidades es igual que el del algoritmo de la suaviza-
ción exponencial simple. Las dos ecuaciones de estimación son

x4 t % a(x4 t.1 ! Tt.1) ! (1 . a)xt (0 a a a 1)

Tt % bTt.1 ! (1 . b)(x4 t . x4 t.1) (0 a b a 1)

donde a y b son constantes de suavización cuyos valores se fijan entre 0 y 1.
El método de Holt-Winters, comparable a la suavización exponencial simple, utiliza es-

tas ecuaciones para actualizar las estimaciones anteriores utilizando una nueva observa-
ción. La estimación del nivel, x4 t.1, realizada en el periodo (t . 1), tomada junto con la
estimación de la tendencia, Tt.1, sugiere un nivel (x4 t.1 ! Tt.1) en el periodo t. Esta esti-
mación se modifica, a la luz de la nueva observación, xt, para obtener una estimación ac-
tualizada del nivel, x4 t, utilizando la ecuación dada.

Asimismo, se estima la tendencia en el periodo (t . 1) como Tt.1. Sin embargo, una
vez que se dispone de la nueva observación, xt, la estimación de la tendencia es la diferen-
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cia entre las dos estimaciones más recientes del nivel. La tendencia estimada en el periodo
t es, pues, la media ponderada indicada.

Comenzamos los cálculos estableciendo que

T2 % x2 . x1 y x4 2 % x2

A continuación, aplicamos las ecuaciones anteriores, para t % 3, 4, ..., n. Mostramos estos
cálculos en el ejemplo 19.2. A continuación, resumimos todo el procedimiento.

Predicción con el método de Holt-Winters: series no estacionales
Sea x1, x2, ..., xn un conjunto de observaciones sobre una serie temporal no estacional. El mé-
todo de Holt-Winters para realizar predicciones consiste en lo siguiente.

1. Se obtienen estimaciones del nivel x4 t y de la tendencia Tt de la forma siguiente:

x4 t % x2 T2 % x2 . x1

x4 t % a(x4 t.1 ! Tt.1) ! (1 . a)xt (0 a a a 1; t % 3, 4, ..., n)

Tt % bTt.1 ! (1 . b)(x4 t . x4 t.1) (0 a b a 1; t % 3, 4, ..., n) (19.7)

donde a y b son constantes de suavización cuyos valores se fijan entre 0 y 1.
2. A partir del periodo n, se obtienen predicciones de los futuros valores, xn!h, de la serie

por medio de

x4 n!h % x4n ! hTn (19.8)

donde h es el número de periodos futuros.

EJEMPLO 19.2. Predicción del crédito al consumo (suavización
exponencial con el método Holt-Winters)

Se le ha pedido que haga una predicción del crédito al consumo pendiente utilizando el
método de suavización exponencial de Holt-Winters.

Solución

Los cálculos siguientes se basan en los datos sobre el crédito al consumo de la Ta-
bla 19.8, que también contiene los cálculos del método de Holt-Winters.

Las estimaciones iniciales del nivel y de la tendencia del año 2 son

x4 2 % x2 % 155

y

T2 % x2 . x1 % 155 . 133 % 22

Esta aplicación de la suavización utiliza los valores de a % 0,3 y b % 0,4 y las ecuaciones

x4 t % 0,3(x4 t.1 ! Tt.1) ! 0,7xt

Tt % 0,4Tt.1 ! 0,6(x4 t . x4 t.1)
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Tabla 19.8. Cálculos del crédito al consumo pendiente basados en el método
de Holt-Winters (a % 0,3, b % 0,4) y realizados a partir de la salida Minitab.

t xt x4 t Tt

1 133
2 155 155 22
3 165 169 17
4 171 175 11
5 194 192 14
6 231 223 25
7 274 266 36
8 312 309 40
9 313 324 25

10 333 338 18
11 343 347 13

Para t % 3,

x4 3 % 0,3(x4 2 ! T2) ! 0,7x3

% (0,3)(155 ! 22) ! (0,7)(165)

% 168,6

y, además,

T3 % 0,4T2 ! 0,6(x4 3 . x4 2)

% (0,4)(22) ! (0,6)(168,6 . 155)

% 16,96

Para t % 4,

x4 4 % 0,3(x4 3 ! T3) ! 0,7x4

% (0,3)(168,6 ! 16,96) ! (0,7)(171)

% 175,4

y, además,

T4 % 0,4T3 ! 0,6(x4 4 . x4 3)

% (0,4)(16,96) ! (0,6)(175,4 . 168,6)

% 10,86

Los cálculos restantes se hacen de la misma forma, fijando t % 5, 6, ..., 11. La Ta-
bla 19.8 muestra los resultados de estos cálculos.

Utilicemos ahora estas estimaciones del nivel y de la tendencia para predecir las fu-
turas observaciones. Dada una serie x1, x2, ..., xn, las estimaciones más recientes del ni-
vel y de la tendencia son x4 t y Tn, respectivamente. En la realización de predicciones se
supone que esta tendencia más reciente se prolongará a partir del nivel más reciente.
Por lo tanto, hacemos una predicción utilizando la relación

x4 n!1 % x4 n ! Tn
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y para el periodo siguiente

x4 n!2 % x4 n ! 2Tn

y, en general, para h periodos venideros

x4 n!h % x4 n ! hTn

En la Tabla 19.8 vemos que las estimaciones más recientes del nivel y de la tenden-
cia son

x4 11 % 347 T11 % 13

Las predicciones para los tres periodos siguientes son

x4 12 % 347 ! 13 % 360

x4 13 % 347 ! (2)(13) % 373

x4 14 % 347 ! (3)(13) % 386

El método de Holt-Winters puede calcularse utilizando el programa Minitab y la Fi-
gura 19.16 muestra el gráfico de series temporales y las predicciones. El método del
Minitab es algo distinto del que acabamos de describir. En primer lugar, las entradas del
nivel y de la tendencia son

Nivel % 1 . a
Tendencia % 1 . b

Actual   

Predicted

Forecast 

Actual   

Predicted
Forecast 

151050

450

350

250

150

C
re

d
it

Time

MSD:
MAD:
MAPE:

Gamma (trend): 0.600
Alpha (level): 0.700
Smoothing Constants

354.837
 16.487
  7.108

Double Exponential Smoothing for Credit

Figura 19.16. Crédito al consumo pendiente observado y predicho.

Además, el Minitab calcula una estimación para el primer periodo utilizando el siguien-
te método:

1. El Minitab ajusta un modelo de regresión lineal a datos de series temporales
(variable y) en relación con el tiempo (variable x).

2. La constante de esta regresión es la estimación inicial del componente del nivel;
el coeficiente de la pendiente es la estimación inicial del componente tendencial.
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Como consecuencia, los valores calculados con el programa Minitab, que se muestran
en la Tabla 19.9, son algo distintos de los que figuran en la 19.8. El método del Minitab
generalmente hace predicciones algo mejores que el método más simplificado que he-
mos mostrado. Si el lector utiliza otros paquetes estadísticos, compruebe los algoritmos
específicos utilizados para asegurarse de que comprende lo que calcula. Normalmente,
puede hacerse pulsando la opción Ayuda.

Tabla 19.9. Cálculos del crédito al consumo pendiente (a % 0,3, b % 0,4)
y realizados con el programa Minitab.

Periodo
Crédito al consumo

observado
Valor esperado

del nivel Tendencia Predicciones

1 133 130 28
2 155 156 27
3 165 170 19
4 171 177 12
5 194 192 14
6 231 224 24
7 274 266 35
8 312 309 40
9 313 324 25

10 333 338 18
11 343 347 13
12 360
13 373
14 385

Predicción de series temporales estacionales
A continuación, examinamos una extensión del método de Holt-Winters que tiene en cuen-
ta la estacionalidad. En la mayoría de los problemas prácticos, el factor estacional se con-
sidera multiplicativo, por lo que, por ejemplo, cuando se analizan cifras de ventas mensua-
les, se puede considerar que las ventas de enero son una proporción de las ventas
mensuales medias. Se supone, al igual que antes, que el componente tendencial es aditivo.

Al igual que en el caso no estacional, utilizamos los símbolos xt, x4 t y Tt para represen-
tar el valor observado y las estimaciones del nivel y de la tendencia, respectivamente, del
periodo t. El factor estacional es Ft, por lo que si la serie temporal contiene s periodos al
año, el factor estacional del periodo correspondiente del año anterior es Ft.s.

En el modelo de Holt-Winters, las estimaciones del nivel, de la tendencia y del factor
estacional se actualizan por medio de las tres ecuaciones siguientes:

x4 t % a(x4 t.1 ! Tt.1) ! (1 . a)
xt

Ft.s

(0 a a a 1)

Tt % bTt.1 ! (1 . b)(x4 t . x4 t.1) (0 a b a 1)

Ft % cFt.s ! (1 . c)
xt

x4 t
(0 a c a 1)

donde a, b y c son constantes de suavización cuyos valores están comprendidos entre 0 y 1.
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El término (x4 t.1 ! Tt.1) es una estimación del nivel del periodo t calculada en el
periodo anterior t . 1. Esta estimación se actualiza cuando se dispone de xt. Pero también
eliminamos la influencia de la estacionalidad deflactándola por la estimación más reciente,
Ft.s, del factor estacional de ese periodo. La ecuación de actualización de la tendencia, Tt,
es la misma que antes.

Por último, el factor estacional, Ft, se estima utilizando la tercera ecuación. La estima-
ción más reciente del factor, que es la del año anterior, es Ft.s. Sin embargo, dividiendo la
nueva observación, xt, por la estimación del nivel, x4 t, se obtiene un factor estacional xt/x4 t.
La nueva estimación del factor estacional es una media ponderada de estas dos cantidades.

Predicción con el método de Holt-Winters: series estacionales
Sean x1, x2, ..., xn un conjunto de observaciones sobre una serie temporal estacional del perio-
do s (siendo s % 4 en el caso de los datos trimestrales y s % 12 en el de los datos mensuales).
El método de Holt-Winters para realizar predicciones utiliza un conjunto de estimaciones re-
cursivas a partir de la serie histórica. Estas estimaciones utilizan una constante del nivel, a; una
constante de la tendencia, b, y una constante estacional multiplicativa, c. Las estimaciones re-
cursivas se basan en las siguientes ecuaciones:

x4 t % a(x4 t.1 ! Tt.1) ! (1 . a)
xt

Ft.s

(0 a a a 1)

Tt % bTt.1 ! (1 . b)(x4 t . x4 t.1) (0 a b a 1) (19.9)

Ft % cFt.s ! (1 . c)
xt

x4 t
(0 a c a 1)

donde x4 t es el nivel suavizado de la serie, Tt es la tendencia suavizada de la serie y Ft es el
ajuste estacional suavizado de la serie. Los detalles del cálculo son tediosos y lo mejor es ha-
cerlo por computador. Hemos mostrado el algoritmo que utiliza el programa Minitab, pero nu-
merosos paquetes estadísticos de calidad emplean métodos parecidos. Estos métodos pueden
diferir en la forma en que abordan la generación de constantes para los periodos iniciales de
una serie temporal observada y, por lo tanto, debe consultarse la documentación del programa
para averiguar cuál es exactamente el programa utilizado. Minitab utiliza un método de regre-
sión mediante variables ficticias para obtener estimaciones de los periodos iniciales.

Una vez que el método inicial genera las constantes del nivel, la tendencia y la estacionali-
dad a partir de una serie histórica, podemos utilizar los resultados para predecir los futuros va-
lores de h periodos futuros a partir de la última observación, xn, de la serie histórica. La ecua-
ción de predicción es

x4 t!h % (x4 t ! hTt)Ft!h.s (19.10)

Observamos que el factor estacional, F, es el generado para el periodo de tiempo estacional
más reciente.

El método que hemos desarrollado aquí puede aplicarse utilizando el procedimiento del
Minitab llamado «Winters method». Concretamente, el método aquí descrito utiliza la op-
ción «multiplicative». El método Winters emplea un componente del nivel, un componente
tendencial y un componente estacional de cada periodo. Utiliza tres ponderaciones o pará-
metros de suavización para actualizar los componentes de cada periodo. Los valores inicia-
les del componente del nivel y del componente tendencial se obtienen a partir de una re-
gresión lineal con respecto al tiempo. Los valores iniciales del componente estacional se
obtienen a partir de una regresión mediante variables ficticias utilizando datos desestacio-
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nalizados. Las ecuaciones de suavización del método de Winters para el modelo multipli-
cativo son las antes utilizadas.

Este método se mostrará utilizando los beneficios por acción de una empresa en el pro-
grama Minitab. En la Figura 19.17 se muestra un gráfico de los valores observados y ajus-
tados, junto con predicciones para los cuatro periodos siguientes. Se realizan predicciones
utilizando las estimaciones más recientes de la tendencia y del nivel y se ajustan para tener
en cuenta el factor estacional. Dada una estación que contiene s periodos de tiempo, la pre-
dicción para un periodo en el futuro sería

x4 t!1 % (x4 n ! Tt)Ft!1.s

Figura 19.17.
Historia y
predicción de los
beneficios de una
empresa utilizando
el método de
Holt-Winters.
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Winter’s Multiplicative Model for Earnings

Los datos de nuestro ejemplo contienen 32 periodos de tiempo y un factor estacional
s % 4, lo que indica que son datos trimestrales. Por lo tanto, para predecir la siguiente ob-
servación después del final de la serie, utilizamos la expresión

x4 33 % (x4 32 ! T32)F29

Esta predicción es para el primer trimestre; por lo tanto, utilizamos el factor estacional del
primer trimestre más reciente y es F29. En general, si estamos prediciendo h periodos en el
futuro, realizamos la predicción de la siguiente manera:

x4 n!h % (x4 n ! hTn)Fn!h.s

La predicción utiliza una constante del nivel, a % 0,5, una constante de la tendencia,
b % 0,5 y una constante estacional, c % 0,3.

Por último, en la Tabla 19.10 mostramos los resultados detallados del cálculo de los
factores de la tendencia, del nivel y el factor estacional de cada periodo.

Las predicciones efectivas realizadas por medio del método de Holt-Winters dependen
de los valores específicos elegidos para las constantes de suavización. Al igual que en
nuestro análisis anterior de la suavización exponencial, esta elección podría basarse en cri-
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Tabla 19.10. Resultados de la aplicación del método de suavización de Holt-Winters
en Minitab.

Trimestre
del año

Beneficios
de la empresa

Valor
suavizado

Estimación
del nivel

Estimación
de la tendencia

Estimación
estacional Predicción

1,1 0,300 0,043 0,387 0,242 0,713
1,2 0,460 0,360 0,562 0,208 0,851
1,3 0,345 0,433 0,609 0,128 0,628
1,4 0,910 1,055 0,631 0,075 1,529
2,1 0,330 0,450 0,584 0,014 0,609
2,2 0,545 0,498 0,619 0,024 0,872
2,3 0,440 0,389 0,672 0,039 0,646
2,4 1,040 1,028 0,696 0,031 1,505
3,1 0,495 0,424 0,770 0,053 0,633
3,2 0,680 0,671 0,801 0,042 0,856
3,3 0,545 0,518 0,843 0,042 0,646
3,4 1,285 1,269 0,869 0,034 1,486
4,1 0,550 0,550 0,886 0,025 0,624
4,2 0,870 0,758 0,964 0,052 0,888
4,3 0,660 0,623 1,019 0,053 0,648
4,4 1,580 1,514 1,067 0,051 1,482
5,1 0,590 0,666 1,032 0,008 0,588
5,2 0,990 0,916 1,077 0,026 0,910
5,3 0,830 0,697 1,193 0,071 0,681
5,4 1,730 1,767 1,215 0,047 1,441
6,1 0,610 0,714 1,150 .0,009 0,548
6,2 1,050 1,047 1,147 .0,006 0,914
6,3 0,920 0,782 1,246 0,046 0,721
6,4 2,040 1,795 1,354 0,077 1,487
7,1 0,700 0,741 1,355 0,039 0,526
7,2 1,230 1,238 1,370 0,027 0,902
7,3 1,060 0,988 1,433 0,045 0,734
7,4 2,320 2,131 1,519 0,066 1,515
8,1 0,820 0,799 1,572 0,059 0,523
8,2 1,410 1,419 1,597 0,042 0,889
8,3 1,250 1,172 1,671 0,058 0,744
8,4 2,730 2,531 1,765 0,076 1,537
9,1 0,963
9,2 1,705
9,3 1,48
9,4 3,18

terios subjetivos u objetivos. La experiencia del analista en el análisis de conjuntos de da-
tos similares podría ayudarlo a dar valores adecuados a las constantes de suavización.
También podría probar diferentes conjuntos de valores posibles con los datos históricos de
que dispone y hacer las predicciones utilizando el conjunto de valores que dieran las mejo-
res predicciones de esos datos. Esta estrategia es fácil de poner en práctica utilizando un
paquete estadístico, como muestra el ejemplo que hemos presentado con el programa Mi-
nitab.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
19.27. Basándose en los datos del ejercicio 19.13,

utilice el método de la suavización exponencial
simple para hacer predicciones del cociente en-
tre las existencias y las ventas de los 4 próxi-
mos años. Utilice una constante de suavización
de a % 0,4. Represente gráficamente la serie
temporal y las predicciones.

19.28. Utilice el método de la suavización expo-
nencial simple con una constante de suaviza-
ción de a % 0,3 para predecir el precio que ten-
drá el oro en los 5 próximos años, basándose en
los datos del ejercicio 19.15.

19.29. Utilizando los datos del ejercicio 19.16, uti-
lice el método de la suavización exponencial
simple con una constante de suavización
a % 0,5 para predecir la construcción de vivien-
das de los 3 próximos años.

19.30. El fichero de datos Earnings per Share
19.30 muestra los beneficios por acción que ob-
tendrá una empresa en un periodo de 18 años.

a) Utilizando las constantes de suavización
a % 0,2, 0,4, 0,6 y 0,8, realice predicciones
basándose en la suavización exponencial
simple.

b) ¿Cuál de las predicciones elegiría?

19.31. a) Si las predicciones se basan en una suaviza-
ción exponencial simple y x4 t representa el
valor suavizado de la serie en el periodo t,
demuestre que el error cometido en la pre-
dicción de xt, realizada en el periodo (t . 1),
puede expresarse de la forma siguiente:

et % xt . x4 t.1

b) Por lo tanto, demuestre que podemos escri-
bir x4 t % xt . aet, donde vemos que se utiliza
la observación más reciente y el error de
predicción más reciente para calcular la pre-
dicción siguiente.

19.32. Suponga que en el método de la suavización ex-
ponencial simple la constante de suavización a
se fija en un valor igual a 1. ¿Qué predicciones
se obtendrán?

19.33. Comente la siguiente afirmación: «Sabemos que
todas las series temporales empresariales y eco-
nómicas muestran variabilidad a lo largo del
tiempo. Sin embargo, si se utiliza el método de
la suavización exponencial simple, se obtienen

las mismas predicciones de todos los futuros
valores de las series temporales. Dado que sabe-
mos que todos los futuros valores no serán
iguales, eso es absurdo».

19.34. El fichero de datos Industrial Production
Canada muestra un índice de producción indus-
trial de Canadá correspondiente a un periodo de
15 años. Utilice el método de Holt-Winters con
las constantes de suavización a % 0,3 y b % 0,5
para hacer predicciones para los 5 próximos
años.

19.35. El fichero de datos Hourly Earnings mues-
tra los ingresos por hora de la industria manu-
facturera de Estados Unidos correspondientes a
un periodo de 24 meses. Utilice el método de
Holt-Winters con las constantes de suavización
a % 0,3 y b % 0,4 para hacer predicciones para
los 3 próximos meses.

19.36. El fichero de datos Food Prices muestra un
índice de los precios de los alimentos desesta-
cionalizado de Estados Unidos correspondiente
a un periodo de 14 meses. Utilice el método de
Holt-Winters, con las constantes de suavización
a % 0,5 y b % 0,5, para hacer predicciones para
los 3 próximos meses.

19.37. El fichero de datos Profit Margins muestra
los márgenes porcentuales de beneficios de una
empresa correspondientes a un periodo de 11
años. Realice predicciones para los 2 próximos
años utilizando el método de Holt-Winters con
las constantes de suavización a % 0,6 y
b % 0,6.

19.38. Utilice el método estacional de Holt-Win-
ters para realizar predicciones de las ventas para
dentro de ocho trimestres, basándose en los da-
tos del ejercicio 19.18. Emplee las constantes
de suavización a % 0,6, b % 0,5 y c % 0,4.
Represente gráficamente los datos y las predic-
ciones.

19.39. Utilice el método estacional de Holt-Win-
ters para hacer predicciones de las ventas para
dentro de ocho trimestres, basándose en los da-
tos del ejercicio 19.19. Emplee las constantes
de suavización a % 0,5, b % 0,4 y c % 0,3.
Represente gráficamente los datos y las predic-
ciones.
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19.6. Modelos autorregresivos

En este apartado presentamos otro enfoque para hacer predicciones de series temporales.
Este enfoque implica la utilización de los datos de los que se dispone para estimar paráme-
tros de un modelo del proceso que podría haber generado la serie temporal. En este aparta-
do examinamos un método muy utilizado, los modelos autorregresivos, que se basa en el
enfoque de la construcción de modelos.

En el apartado 14.3 introdujimos el uso de variables dependientes retardadas en los
modelos de regresión múltiple y ese enfoque es la base de los modelos que analizamos
aquí. La idea es esencialmente considerar las series temporales como series de variables
aleatorias. A efectos prácticos, a menudo podríamos estar dispuestos a suponer que estas
variables aleatorias tienen todas ellas las mismas medias y las mismas varianzas. Sin em-
bargo, no podemos suponer que son independientes entre sí. Ciertamente, si consideramos
una serie de ventas de un producto, es muy probable que las ventas de periodos contiguos
estén relacionadas entre sí. Las pautas de correlación como las que hay entre periodos con-
tiguos a veces se conocen con el nombre de autocorrelación.

En principio, es posible cualquier número de pautas de autocorrelación. Sin embargo,
unas son considerablemente más probables que otras. Se plantea una posibilidad especial-
mente atractiva cuando se examina una correlación bastante estrecha entre observaciones
contiguas en el tiempo, una correlación menos estrecha entre observaciones separadas por
dos periodos, una correlación más débil aún entre los valores separados por tres periodos,
etc. Surge una sencilla pauta de autocorrelación de este tipo cuando la correlación entre
valores contiguos es algún número —por ejemplo, h1— que entre valores separados por
dos periodos es h

2
1, que entre valores separados por tres periodos es h

3
1, y así sucesiva-

mente. Por lo tanto, si xt representa el valor de la serie en el periodo t, tenemos en este
modelo de autocorrelación que

Corr (xt, xt.j) % h
j
1 ( j % 1, 2, 3, ...)

Esta estructura de autocorrelación da lugar a un modelo de series temporales de la forma

xt % c ! h1xt.1 ! et

donde c y h1 son parámetros fijos y las variables aleatorias et tienen una media de 0 y una
varianza fija para todo t y no están correlacionadas entre sí. El fin del parámetro c es tener
en cuenta la posibilidad de que la serie xt tenga alguna media distinta de 0. Por lo demás,
éste es el modelo que utilizamos en el apartado 14.7 para representar la autocorrelación de
los términos de error de una ecuación de regresión. Se llama modelo autorregresivo de pri-
mer orden.

El modelo autorregresivo de primer orden expresa el valor actual, xt, de una serie en el
valor anterior, xt.1, y una variable aleatoria no autocorrelacionada, et. Dado que la variable
aleatoria et no está autocorrelacionada, es impredecible. En el caso de las series generadas
por el modelo autorregresivo de primer orden, las predicciones de los futuros valores sólo
dependen del valor más reciente de la serie. Sin embargo, en muchas aplicaciones querría-
mos utilizar más de una observación como base para hacer predicciones. Una extensión
obvia del modelo sería hacer depender el valor actual de la serie de las dos observaciones
más recientes. Por lo tanto, podríamos utilizar un modelo

xt % c ! h1xt.1 ! h2xt.2 ! et
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donde c, h1 y h2 son parámetros fijos. Este modelo se llama modelo autorregresivo de se-
gundo orden.

En términos más generales, dado un entero positivo cualquiera p, el valor actual de la
serie puede hacerse dependiente (linealmente) de los p valores anteriores por medio del
modelo autorregresivo de orden p:

xt % c ! h1xt.1 ! h2xt.2 ! ñ ! hpxt.p ! et

donde c, h1 y h2, ..., hp son parámetros fijos. Esta ecuación describe el modelo autorregre-
sivo general. En el resto de este apartado, consideramos el ajuste de esos modelos y su uso
para predecir los valores futuros.

Supongamos que tenemos una serie de observaciones x1, x2, ..., xn. Queremos utilizarlas
para estimar los parámetros desconocidos c, h1, h2, ..., hp para los que la suma de los cua-
drados de las diferencias son

SC %

n

;
t%p!1

(xt . c . h1xt.1 . h2xt.2 . ñ . hpxt.p)
2

sea la menor posible. Por lo tanto, la estimación puede realizarse utilizando un programa
de regresión múltiple. Mostramos este método en el ejemplo 19.3 utilizando los datos so-
bre las ventas de Lydia Pinkham.

Modelos autorregresivos y su estimación
Sea xt (t % 1, 2, ..., n) una serie temporal. Un modelo que puede utilizarse a menudo eficaz-
mente para representar esa serie es el modelo autorregresivo de orden p:

xt % c ! h1xt.1 ! h2xt.2 ! ñ ! hpxt.p ! et (19.11)

donde c, h1, h2, ..., hp son parámetros fijos y las et son variables aleatorias que tienen una me-
dia de 0 y una varianza constante y que no están correlacionadas entre sí.

Los parámetros del modelo autorregresivo se estiman por medio de un algoritmo de míni-
mos cuadrados, tal que los valores de c, h1, h2, ..., hp minimizan la suma de los cuadrados
siguiente:

SC %

n

;
t%p!1

(Xt . c . h1Xt.1 . h2Xt.2 . ñ . hpXt.p)
2 (19.12)

EJEMPLO 19.3. Predicción de los datos sobre las ventas
(modelo autorregresivo)

Se le ha pedido que desarrolle un modelo autorregresivo para predecir los datos sobre
las ventas de Lydia Pinkham (véase el fichero de datos Pinkham Sales Data).Pinkham

Sales Data
Solución

Para utilizar un modelo autorregresivo que permita hacer predicciones de los futuros va-
lores, es necesario fijar un valor para p, el orden de la autorregresión. Debemos elegir
un valor de p lo suficientemente alto para tener en cuenta toda la conducta importante
de autocorrelación de la serie. Pero tampoco queremos que p sea tan grande que in-
cluyamos parámetros irrelevantes y que la estimación de los parámetros importantes sea
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ineficiente como consecuencia. En general, se prefieren los modelos «parsimónicos»
—sencillos, pero suficientes para lograr el objetivo— para hacer buenas predicciones de
datos de series temporales.

Una posibilidad es fijar el valor de p arbitrariamente, quizá basándose en la expe-
riencia anterior con conjuntos de datos similares. Otro enfoque es fijar un orden máxi-
mo, K, de la autorregresión y estimar, a su vez, modelos de orden p%K, K.1, K.2, ...
Se contrasta para cada valor de p la hipótesis nula de que el último parámetro de la
autorregresión, hp, del modelo es 0 frente a la alternativa bilateral. El procedimiento
concluye cuando hallamos un valor de p para el que esta hipótesis nula no se rechaza.
Nuestro objetivo es, pues, contrastar la hipótesis nula

H0 : hp % 0

frente a la alternativa

H1 : hp Ç 0

En el Capítulo 12 presentamos métodos para contrastar la hipótesis nula, H0. Sabemos
básicamente que el cociente entre la estimación del coeficiente y la desviación típica
del coeficiente sigue una distribución t de Student. La salida Minitab del análisis de re-
gresión —y la salida del análisis de regresión de cualquier paquete estadístico— incluye
ese cálculo de la t de Student y, además, la probabilidad de que la hipótesis nula sea
verdadera —el p-valor de la hipótesis nula— dada la t de Student calculada.

Predicción a partir de modelos autorregresivos estimados
Supongamos que tenemos las observaciones x1, x2, ..., xt de una serie temporal y que se ha
ajustado un modelo autorregresivo de orden p a estos datos. Expresamos el modelo estimado
de la siguiente manera:

xt % c4 ! h4 1xt.1 ! h4 2xt.2 ! ñ ! h4 pxt.p ! et (19.13)

Partiendo del periodo n, hacemos predicciones de los futuros valores de la serie de la si-
guiente manera:

x4 t!h % c4 ! h4 1x4 t!h.1 ! h4 2x4 t!h.2 ! ñ ! h4 px4 t!h.p (h % 1, 2, ...) (19.14)

donde para j b 0, x4 n!j es la predicción de xt!j partiendo del periodo n, y para j m 0, x4 t!j es sim-
plemente el valor observado de xt!j.

La Figura 19.18 muestra copias abreviadas de la salida Minitab del análisis de regre-
sión para modelos autorregresivos utilizando los datos sobre las ventas de Lydia Pinkham
y suponiendo que p % 1, 2, 3, 4.

Aplicaremos este método a los datos sobre las ventas de Pinkham utilizando un nivel
de significación del 10 por ciento para nuestros contrastes. Basándonos en los resultados
de la Figura 19.18, comenzamos con la regresión suponiendo que p % 4. Observamos que
el coeficiente de xt.4 tiene un estadístico t de Student de .1,39 y un p-valor de 0,180. Por
lo tanto, no podemos rechazar la hipótesis nula de que el coeficiente es 0 y pasamos a la
regresión suponiendo que p % 3. En este caso, vemos que el coeficiente de Xt.3 tiene un
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Figura 19.18.
Modelos
autorregresivos
para los datos
sobre las ventas de
Lydia Pinkham
(salida Minitab).

Regression with p = 1

Sales = 193 + 0.883 Salelag1
29 cases used 1 cases contain missing values

Predictor Coef StDev T P
Constant 193.3 189.0 1.02 0.316
Salelag1 0.8831 0.1024 8.62 0.000

S = 207.0 R-Sq = 73.4% R-Sq(adj) = 72.4%

Regression with p = 2
Sales = 314 + 1.18 Salelag1 - 0.358 Salelag2
28 cases used 2 cases contain missing values

Predictor Coef StDev T P
Constant 313.7 192.5 1.63 0.116
Salelag1 1.1801 0.1870 6.31 0.000
Salelag2 -0.3578 0.1914 -1.87 0.073

S = 199.6 R-Sq = 76.9% R-Sq(adj) = 75.1%

Regression with p = 3
Sales = 322 + 1.19 Salelag1 - 0.317 Salelag2 - 0.057 Salslag3
27 cases used 3 cases contain missing values

Predictor Coef StDev T P
Constant 322.3 215.7 1.49 0.149
Salelag1 1.1881 0.2065 5.75 0.000
Salelag2 -0.3168 0.3081 -1.03 0.315
Salslag3 -0.0574 0.2098 -0.27 0.787

S = 203.0 R-Sq = 78.1% R-Sq(adj) = 75.2%

Regression with p = 4
Sales = 446 + 1.19 Salelag1 - 0.439 Salelag2 + 0.286 Salslag3 - 0.291
Salelag4
26 cases used 4 cases contain missing values
Predictor Coef StDev T P
Constant 446.2 232.8 1.92 0.069
Salelag1 1.1937 0.2108 5.66 0.000
Salelag2 -0.4391 0.3238 -1.36 0.190
Salslag3 0.2859 0.3174 0.90 0.378
Salelag4 -0.2914 0.2101 -1.39 0.180
S = 202.6 R-Sq = 80.1% R-Sq(adj) = 76.3%

estadístico t de Student igual a .0,27 y un p-valor de 0,787. Una vez más, no podemos
rechazar la hipótesis nula de que este coeficiente es 0. En el caso del modelo de regresión
en el que se supone que p % 2, vemos que el coeficiente de xt.2 tiene un estadístico t de
Student de .1,87 y un p-valor de 0,073. Por lo tanto, podemos rechazar la hipótesis nula
de que el coeficiente de xt.2 es 0. El modelo elegido es el modelo con dos valores retarda-
dos, p % 2. La ecuación final es

x4 t % 313,7 ! 1,1801xt.1 . 0,3578xt.2

Ahora que tenemos el modelo, queremos aplicarlo para hacer predicciones con los datos
sobre las ventas de Lydia Pinkham. Comenzamos señalando que los dos últimos valores de
la serie de datos son

x29 % 1.387 y x30 % 1.289
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Ahora podemos predecir el siguiente valor x31:

x4 31 % 313,68 ! 1,180x30 . 0,358x29

% 313,68 ! (1,180)(1.289) . (0,358)(1.387) % 1.338,2

Reconocemos que el valor predicho del término de error, et, es 0. Ahora podemos predecir
el siguiente valor de la serie siguiendo el mismo procedimiento, con la salvedad de que
ahora debemos utilizar el valor predicho de x31, es decir, x4 t:

x4 32 % 313,68 ! 1,180x4 31 . 0,358x30

% 313,68 ! (1,180)(1.338,2) . (0,358)(1.289) % 1.431,29

Estos cálculos pueden realizarse directamente mediante el programa Minitab —o mediante
cualquier otro buen paquete estadístico— y los resultados se muestran en la Figura 19.19.

Podemos continuar con este proceso y hacer predicciones para tantos periodos futuros
como queramos. La serie temporal de ventas y las predicciones para seis periodos se mues-
tran en la Figura 19.20.

Figura 19.19.
Valores predichos a
partir de un modelo
autorregresivo para
los datos sobre las
ventas de Pinkham
(salida Minitab).

Sales = 314 + 1.18 Salelag1 - 0.358 Salelag2

28 cases used 2 cases contain missing values

Predictor        Coef       StDev          T        P
Constant        313.7       192.5       1.63    0.116
Salelag1       1.1801      0.1870       6.31    0.000
Salelag2      -0.3578      0.1914      -1.87    0.073

S = 199.6       R-Sq = 76.9%     R-Sq(adj) = 75.1%

Predicted Values

     Fit  StDev Fit         95.0% CI             95.0% PI
  1338.6       63.5   (  1207.7,  1469.4)  (   907.1,  1770.1)

Figura 19.20.
Ventas de Lydia
Pinkham y
predicciones
basadas en el ajuste
de un modelo
autorregresivo de
segundo orden.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
19.40. Basándose en los datos de la Tabla 19.10, esti-

me un modelo autorregresivo de primer orden
para calcular el índice del volumen de acciones
negociadas. Utilice el modelo ajustado para ha-
cer predicciones para los 4 próximos días.

19.41. El fichero de datos Trading Volume mues-
tra el volumen de transacciones (en cientos de
miles) de acciones de una empresa realizadas en
un periodo de 12 meses. Estime con estos datos
un modelo autorregresivo de primer orden y uti-
lice el modelo ajustado para hacer predicciones
del volumen para las 3 próximas semanas.

19.42. Basándose en el fichero de datos Housing
Starts del ejercicio 19.16, estime modelos auto-
rregresivos de órdenes 1 a 4. Utilice el método
de este apartado para contrastar la hipótesis de
que el orden de la autorregresión es (p . 1)
frente a la alternativa de que es p, con un nivel
de significación del 10 por ciento. Seleccione
uno de estos modelos y haga predicciones de la
construcción de viviendas para los 5 próximos
años. Trace un gráfico temporal que muestre las
observaciones originales junto con las predic-
ciones. ¿Serían diferentes las predicciones si se
utilizara un nivel de significación del 5 por
ciento para los contrastes del orden autorregre-
sivo?

19.43. Basándose en el fichero de datos Earnings
per Share del ejercicio 19.17 sobre los benefi-
cios por acción de una empresa, ajuste modelos
autorregresivos de órdenes 1 a 4. Utilice el mé-
todo de este apartado para contrastar la hipóte-
sis de que el orden de la autorregresión es
(p . 1) frente a la alternativa de que el verda-
dero orden es p, con un nivel de significación
del 10 por ciento. Seleccione uno de estos mo-
delos y haga predicciones de los beneficios por
acción para los 5 próximos años. Trace un grá-
fico que muestre las observaciones originales
junto con las predicciones. ¿Serían diferentes
los resultados si se utilizara un nivel de signifi-
cación del 5 por ciento para los contrastes?

19.44. Vuelva al fichero de datos Earnings per
Share 19.30 del ejercicio 19.30 sobre los bene-
ficios por acción de una empresa. Ajuste mode-
los autorregresivos de órdenes 1, 2 y 3. Utilice
el método del apartado 19.6 para contrastar la
hipótesis de que el orden de la autorregresión es

(p . 1) frente a la alternativa de que es p, con
un nivel de significación del 10 por ciento y se-
leccione un valor para el orden autorregresivo.
Utilice el modelo seleccionado para hacer pre-
dicciones de los beneficios por acción para den-
tro de 4 años. Trace un gráfico temporal de las
observaciones y las predicciones. ¿Serían dife-
rentes los resultados si se utilizara un nivel
de significación del 5 por ciento para los con-
trastes?

19.45. En la Figura 19.18, se muestran modelos
autorregresivos ajustados de órdenes 1 a 4 para
datos sobre las ventas anuales. A continuación,
seleccionamos un modelo contrastando la hipó-
tesis nula de una autorregresión de orden
(p . 1) frente a la alternativa de una autorregre-
sión de orden p al nivel de significación del 10
por ciento. Repita este procedimiento, pero ha-
ga un contraste al nivel de significación del 5
por ciento.

a) ¿Qué modelo autorregresivo se selecciona
ahora?

b) Realice predicciones de las ventas para los 3
próximos años basándose en este modelo se-
leccionado.

19.46. Se ha observado que las ventas anuales de un
producto podrían muy bien describirse por me-
dio de un modelo autorregresivo de tercer or-
den. El modelo estimado es

Xt%202!1,10Xt.1 . 0,48Xt.2 ! 0,17Xt.3!et

En 1993, 1994 y 1995, las ventas fueron de 867,
923 y 951, respectivamente. Calcule las predic-
ciones de las ventas para los años 1996 a 1998.

19.47. En el caso de muchas series temporales, espe-
cialmente en el de los precios de los mercados
especulativos, se ha observado que el modelo
del paseo aleatorio representa satisfactoria-
mente los datos efectivos. Este modelo es

xt % xt.1 ! et

Demuestre que, si este modelo es adecuado, las
predicciones de Xn!h, partiendo del periodo n,
vienen dadas por

x4 n!h % xn (h % 1, 2, 3, ...)

19.48. Vuelva al fichero de datos Hourly Earn-
ings del ejercicio 19.35, que muestra los benefi-
cios de 24 meses. Sean xt (t % 1, 2, ..., 24) las
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observaciones. A continuación, construya la se-
rie de primeras diferencias:

zt % xt . xt.1 (t % 2, 3, ..., 24)

Ajuste modelos autorregresivos de órdenes 1 a
4 a la serie Zt. Utilizando el método de este
apartado para contrastar la hipótesis de que el

orden autorregresivo es (p . 1) frente a la alter-
nativa de orden p, con un nivel de significación
del 10 por ciento, seleccione uno de estos mo-
delos. Utilizando el modelo seleccionado, reali-
ce predicciones para Zt, donde t % 25, 26 y 27.
Realice predicciones de los beneficios para los
3 próximos meses.

19.7. Modelos autorregresivos integrados de medias móviles

En este apartado introducimos brevemente un método para hacer predicciones de datos de
series temporales que se utiliza mucho en las aplicaciones empresariales. Los modelos que
analizamos incluyen como caso especial los modelos autorregresivos que hemos estudiado
en el apartado 19.6.

En un libro clásico, George Box y Gwilyn Jenkins introdujeron una metodología lo su-
ficientemente versátil para que un usuario moderadamente hábil obtenga buenos resultados
en una amplia variedad de problemas de predicción que se plantean en la práctica (véase la
referencia bibliográfica 1). La esencia del método de Box-Jenkins es el examen de una am-
plia clase de modelos a partir de los cuales pueden realizarse predicciones, junto con una
metodología para elegir, en función de las características de los datos de los que se dispo-
ne, un modelo adecuado para cualquier problema de predicción.

La clase general de modelos es la clase de modelos autorregresivos integrados de me-
dias móviles (ARIMA). Son extensiones bastante naturales de los modelos autorregresivos
del apartado 19.6. Además, la suavización exponencial simple y los predictores de Holt-
Winters pueden obtenerse a partir de miembros específicos de esta clase general, al igual
que otros muchos algoritmos que se utilizan frecuentemente para hacer predicciones. Los
modelos y las técnicas de análisis de series temporales de Box-Jenkins pueden generalizar-
se para tener en cuenta la estacionalidad y también para analizar series temporales relacio-
nadas, por lo que es posible predecir los futuros valores de una serie a partir de informa-
ción no sólo sobre su propio pasado sino también sobre el pasado de otras series
relevantes. Esta última posibilidad permite adoptar un enfoque para realizar predicciones
que generaliza los métodos de regresión analizados en los Capítulos 12 a 14.

No es posible en el espacio de que disponemos analizar exhaustivamente la metodolo-
gía de Box-Jenkins (para una introducción a esta metodología, véase la referencia biblio-
gráfica 3). Consta, esencialmente, de tres fases:

1. Basándose en estadísticos sintéticos que son fáciles de calcular a partir de los datos
de que se dispone, el analista selecciona un modelo específico de la clase general.
No se trata simplemente de seguir automáticamente una serie de reglas sino que
hace falta un cierto grado de criterio personal y de experiencia. Sin embargo, el
analista no se compromete para siempre a seguir el modelo elegido en esta fase sino
que puede abandonarlo en favor de otro en una fase posterior si parece deseable.

2. El modelo específico elegido tiene casi invariablemente algunos coeficientes des-
conocidos. Éstos deben estimarse a partir de los datos de los que se dispone utili-
zando técnicas estadísticas eficientes, como mínimos cuadrados.

3. Por último, hay que averiguar si el modelo estimado es una representación adecua-
da de los datos de series temporales de los que se dispone. Cualquier indicio de
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que no lo es en esta fase puede sugerir alguna especificación alternativa y el proce-
so de selección del modelo, de estimación de los coeficientes y de comprobación
del modelo se repite hasta que se encuentra uno satisfactorio.

El enfoque de Box-Jenkins para hacer predicciones tiene la gran ventaja de la flexibili-
dad: existe una amplia variedad de predictores y la elección entre ellos se basa en los da-
tos. Además, cuando se ha comparado este enfoque con otros métodos, utilizando series
temporales económicas y empresariales efectivas, normalmente se ha observado que fun-
ciona muy bien. Por lo tanto, puede decirse que ha superado la prueba de fuego: ¡en la
práctica, funciona!

Para concluir este breve análisis, obsérvese que existen programas informáticos para
realizar análisis de series temporales ajustando a los datos modelos ARIMA, incluido un
conjunto de procedimientos del programa Minitab. Sin embargo, el método tiene un incon-
veniente en comparación con otros más sencillos analizados en apartados anteriores de este
capítulo. Como hay flexibilidad para elegir un modelo adecuado de la clase general, el en-
foque de Box-Jenkins es más caro que los métodos que imponen una única estructura del
modelo a todas las series temporales porque debe ser utilizado por personas cualificadas.

RESUMEN

Este capítulo es una introducción al análisis de los da-
tos de series temporales. Hemos presentado, en primer
lugar, los números índice como medida estandarizada
de las variaciones a lo largo del tiempo. En el resto del
capítulo, hemos mostrado algunos útiles métodos para
predecir datos de series temporales.

Los números índice constituyen una base coherente
a lo largo del tiempo para representar precios, cantida-
des y otras medidas importantes. Los números índice
simples son una medida del cambio con respecto a un
periodo de tiempo fijo. Los números índice pondera-
dos, como el índice de Laspeyres, parten de proporcio-
nes de bienes constantes e indican cómo influyen las
variaciones de los precios de cada bien en el precio
agregado de la cesta de mercado.

Hemos comenzado la predicción de datos de series
temporales con un análisis de los principales compo-
nentes de las series temporales: tendencial, cíclico, es-
tacional e irregular. A continuación, hemos presentado
una serie de instrumentos aplicados que han demostra-
do ser eficaces para hacer predicciones. Hemos mostra-

do algunas versiones de los modelos de medias móviles
ponderadas y los modelos exponenciales. Hemos visto
cómo pueden utilizarse algunas variantes de estos mé-
todos para controlar y estimar el efecto de los principa-
les componentes.

Hemos introducido los modelos autorregresivos pa-
ra ilustrar el enfoque estocástico de las predicciones de
datos de series temporales. En ese enfoque, estimamos
parámetros de un modelo que podrían haber generado
la serie temporal. Un enfoque consiste en utilizar mo-
delos autorregresivos en los que se plantea que una
medida en el periodo t es una función lineal de las ob-
servaciones pasadas más un término de error aleatorio.
El desarrollo del modelo implica la especificación del
modelo, la estimación y a continuación la realización
de un contraste para averiguar la eficacia del modelo
para hacer predicciones. Por último, hemos ofrecido
una visión panorámica de los modelos integrados auto-
rregresivos de medias móviles, que son la base de una
amplia variedad de especificaciones de modelos, depen-
diendo de la estructura que se crea que tiene el proceso.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

19.49. Vuelva al ejercicio 19.35 y al fichero de da-
tos Hourly Earnings, que muestra los ingresos
mensuales por hora de la industria manufactu-
rera.
a) Calcule un índice con el mes 1 como base.
b) Calcule un índice con el mes 5 como base.

19.50. Una biblioteca compra libros y revistas.
La tabla adjunta y el fichero de datos Library
Purchases muestran los precios medios (en dó-
lares) pagados por cada uno y las cantidades
compradas en un periodo de 6 años. Utilice el
año 1 como base.

Libros Revistas

Año Precio Cantidad Precio Cantidad

1 20,4 694 30,1 155
2 22,3 723 33,4 159
3 23,3 687 36,0 160
4 24,6 731 39,8 163
5 27,0 742 45,7 160
6 29,2 748 50,7 155

a) Halle el índice de precios agregado no pon-
derado.

b) Halle el índice de precios de Laspeyres.
c) Halle el índice de cantidades de Laspeyres.

19.51. Explique la afirmación de que puede conside-
rarse que una serie temporal está formada por
varios componentes. Ponga ejemplos de series
temporales empresariales y económicas en las
que es de esperar que sean importantes determi-
nados componentes.

19.52. En muchas aplicaciones empresariales, las pre-
dicciones de los futuros valores de las series
temporales, como las ventas y los beneficios,
se hacen exclusivamente con información pasa-
da sobre la serie temporal en cuestión. ¿Qué ca-
racterísticas de la conducta de las series tempo-
rales se explota en la producción de esas
predicciones?

19.53. Una persona encargada del control de las exis-
tencias solicita predicciones mensuales de las
ventas de varios productos para los 6 próximos
meses. Esta persona tiene datos sobre las ventas
mensuales de cada uno de estos productos de
los 4 últimos años. Decide utilizar como predic-
ciones para cada uno de los 6 próximos meses
las ventas mensuales medias de los 4 últimos
años. ¿Cree que es una buena estrategia? Expli-
que su respuesta.

19.54. ¿Qué se entiende por ajuste estacional de una
serie temporal? Explique por qué los organis-
mos oficiales realizan muchos esfuerzos para
desestacionalizar las series temporales económi-
cas.

19.55. El fichero de datos US Industrial Produc-
tion muestra un índice de producción industrial
de Estados Unidos de 14 años.
a) Realice un contraste de aleatoriedad de esta

serie utilizando el contraste de rachas.
b) Trace un gráfico temporal de estos datos

y analice las características que revela el
gráfico.

c) Calcule la serie de medias móviles centradas
simples de 3 puntos. Represente gráfica-
mente esta serie suavizada y analice su con-
ducta.

19.56. El fichero de datos Product Sales muestra
24 observaciones anuales sobre las ventas de un
producto.
a) Utilice la variante del contraste de rachas

para grandes muestras para hacer un contras-
te de aleatoriedad de esta serie.

b) Trace un gráfico temporal de los datos y
analice las características de la serie mostra-
da en este gráfico.

c) Calcule la serie de medias móviles centradas
simples de 5 puntos. Represente gráfica-
mente esta serie suavizada y analice su con-
ducta.
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19.57. El fichero de datos Quarterly Earnings
19.57 muestra los beneficios trimestrales por ac-
ción de una empresa en 7 años.

a) Represente gráficamente estos datos. ¿Sugie-
re este gráfico la presencia de un fuerte
componente estacional?

b) Utilice el método del índice estacional para
obtener una serie desestacionalizada.

19.58. El fichero de datos Price Index muestra 15
valores mensuales del índice de precios de una
mercancía.

a) Calcule la serie de medias móviles centradas
simples de 3 puntos.

b) Trace un gráfico temporal de la serie suavi-
zada y comente sus características.

19.59. Vuelva al ejercicio 19.56 y al fichero de da-
tos Product Sales. Utilice la suavización expo-
nencial simple con una constante de suavización
a % 0,5 para hacer predicciones de las ventas
para los 3 próximos años.

19.60. Vuelva al ejercicio 19.58 y al fichero de da-
tos Price Index. Utilice el método de Holt-
Winters con las constantes de suavización
a % 0,3 y b % 0,4 para hacer predicciones del
índice de precios para los 4 próximos meses.

19.61. Vuelva al ejercicio 19.57 y al fichero de da-
tos Quarterly Earnings 19.57. Utilice el méto-
do estacional de Holt-Winters con las constantes
de suavización a % 0,4, b % 0,4 y c% 0,2 para
hacer predicciones de esta serie de beneficios
por acción para los cuatro próximos trimestres.

19.62. Basándose en el fichero de datos Product
Sales del ejercicio 19.59, estime modelos auto-
rregresivos de órdenes 1 a 4 para las ventas del
producto. Utilizando el método del apartado
19.6 para contrastar la hipótesis de que el orden
autorregresivo es (p . 1) frente a la alternativa
de que el orden es p, con un nivel de significa-
ción del 10 por ciento, elija uno de estos mode-
los. Haga predicciones para los 3 próximos años
a partir del modelo elegido.
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Esquema del capítulo

20.1. Pasos básicos de un estudio realizado por muestreo
20.2. Errores de muestreo y errores ajenos al muestreo
20.3. Muestreo aleatorio simple

Análisis de los resultados de un muestreo aleatorio simple
20.4. Muestreo estratificado

Análisis de los resultados de un muestreo aleatorio estratificado
Afijación del esfuerzo muestral a los distintos estratos

20.5. Elección del tamaño de la muestra
Tamaño de la muestra para el muestreo aleatorio simple: estimación de la media
o total poblacional
Tamaño de la muestra para el muestreo aleatorio simple: estimación de la pro-
porción poblacional
Tamaño de la muestra para un muestreo aleatorio estratificado con un grado de
precisión especificado

20.6. Otros métodos de muestreo
Muestreo por conglomerados
Muestreo bietápico
Métodos de muestreo no probabilı́sticos

Introducción

Una gran parte de la inferencia estadística se refiere a problemas en los que
se hacen afirmaciones sobre una población basándose en información pro-
cedente de una muestra. Hasta ahora hemos tratado de una manera bastan-
te superficial dos importantes temas. En primer lugar, apenas nos hemos re-
ferido a la forma en que se seleccionan realmente los miembros de la
muestra. En segundo lugar, hemos supuesto en general que el número de
miembros de la población es muy grande en comparación con el número de
miembros de la muestra. En este capítulo examinamos el problema del in-
vestigador que quiere descubrir algo sobre una población que no es necesa-
riamente grande. El investigador pretende reunir información únicamente so-
bre un subconjunto de la población y necesita orientación para saber cómo
debe reunirla.



20.1. Pasos básicos de un estudio realizado por muestreo

Los analistas de mercado a menudo estudian las poblaciones humanas para obtener infor-
mación sobre sus preferencias por un producto. Los auditores normalmente seleccionan
una muestra de facturas pendientes de cobro de una empresa. Se hacen inferencias sobre la
población correspondiente basándose en estas muestras. Los directores de personal requie-
ren información sobre las actitudes de los empleados hacia los nuevos métodos de produc-
ción propuestos y les resulta útil tomar una muestra de la plantilla. Naturalmente, el uso de
métodos de muestreo está muy extendido y va más allá del campo de la empresa. Tal vez
los ejemplos más conocidos sean las encuestas que se hacen periódicamente sobre las pre-
ferencias de los votantes antes de las elecciones. La información recogida tiene interés no
sólo para el público en general sino también para los asesores de los candidatos que tratan
de averiguar dónde deben concentrar más los esfuerzos. Esas encuestas a los votantes han
aumentado tanto que se recaba la opinión de los votantes sobre todos los aspectos de la
política y los encuestadores profesionales se han convertido en una importante figura en el
séquito del político.

Antes de preguntar cómo debe tomarse una muestra de una población, tal vez se pre-
gunte el lector por qué hay que tomar una muestra. La alternativa es intentar obtener infor-
mación de todos los miembros de la población. En ese caso, hablaríamos de censo y no de
muestra. Hay varias razones por las que a menudo se prefiere una muestra a un censo. En
primer lugar, en muchas aplicaciones sería enormemente caro tomar un censo completo, a
menudo prohibitivo. En segundo lugar, muchas veces es necesario disponer de información
bastante deprisa; un censo completo, incluso aunque sea económicamente viable, puede
tardar tanto en realizarse que el valor de los resultados puede disminuir seriamente. Otra
razón para tomar una muestra es que con los métodos estadísticos modernos generalmente
es posible obtener resultados con el grado deseado de precisión por medio del muestreo. El
tiempo y el dinero necesarios para obtener números cuya precisión aparente es mayor que
la que necesita el investigador podrían dedicarse mejor a otras cosas. Además, si se toma
una muestra relativamente pequeña, los beneficios que se obtendrían haciendo un esfuerzo
mayor para conseguir información precisa de los miembros de la muestra podrían muy
bien ser mayores que los beneficios de obtener información de un grupo mayor que puede
ser menos fiable debido a las limitaciones de tiempo y de costes. En cuarto lugar, algunos
muestreos son destructivos y los sujetos contrastados se destruyen en el estudio. Así suce-
dería si se tratara de contrastar la duración de las bombillas, la duración de una determina-
da marca de neumáticos o la resistencia de los tubos de vidrio a las roturas. Estos factores
—coste, tiempo, precisión y carácter destructivo— considerados en conjunto llevan a pre-
ferir en muchas ocasiones las muestras a los censos.

Supongamos ahora que se necesita información sobre una población y que se ha deci-
dido tomar una muestra. Es cómodo considerar que un estudio realizado por muestreo
consta de los seis pasos siguientes, cada uno destinado a dar una respuesta a una pregunta.
La Figura 20.1 muestra estos pasos.

1. Primer paso: ¿qué información se necesita?
2. Segundo paso: ¿cuál es la población relevante y existe un listado de esa población?
3. Tercer paso: ¿cómo deben seleccionarse los miembros de la muestra?
4. Cuarto paso: ¿cómo debe obtenerse información de los miembros de la muestra?
5. Quinto paso: ¿cómo debe utilizarse la información muestral para hacer inferencias

sobre la población?
6. Sexto paso: ¿qué conclusiones pueden extraerse sobre la población?
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Figura 20.1.
Pasos en un estudio
realizado por
muestreo.

Sexto paso: ¿conclusiones?

Quinto paso: ¿inferencias de la muestra?

Cuarto paso: ¿obtener información?

Tercer paso: ¿selección de la muestra?

Segundo paso: ¿población relevante?

Primer paso: ¿información necesaria?

Se analiza cada uno de esos pasos en relación con un problema de un estudio de mer-
cado. Supongamos que un editor pretende publicar un nuevo libro de texto de estadística y
quiere información sobre la situación actual del mercado. La información valiosa podría
ser el número de estudiantes matriculados en los cursos de estadística para los negocios, la
penetración de los textos existentes en el mercado y las opiniones de los profesores sobre
los temas que son más importantes para sus cursos. Supongamos que el editor quiere reco-
ger datos de una muestra de campus universitarios.

1. ¿Qué información se necesita?

La respuesta a esta pregunta es tanto el motivo como el punto de partida para realizar el
estudio. Si la información necesaria ya existe o es imposible de obtener, no tiene sentido
realizar el estudio. Por muy sencilla que parezca la pregunta, a menudo es necesario lograr
un equilibrio bastante delicado en esta fase. El investigador puede estar pensando en un
único tema o puede haber varios temas de interés. Pero dado que va a realizarse el estudio,
con todos sus costes, normalmente merece la pena preguntarse si puede obtenerse en el es-
tudio más información potencialmente útil con un gasto adicional mínimo. En el caso del
editor del libro de estadística para los negocios, las preguntas más útiles se refieren al ta-
maño del mercado, a la situación de los competidores y a los temas que los profesores con-
sideran más importantes. Dado que hay que entrar en contacto con los miembros de la
muestra para recabar esta información, puede merecer la pena hacer algunas preguntas
más. Éstas pueden ser si el curso es de un cuatrimestre o de dos, si es optativo u obligato-
rio, el departamento del profesor, el método para adoptar el libro y el tiempo que lleva uti-
lizándose el libro actual. Una vez elegido ese camino, se puede tener la tentación de dejar
que la lista de preguntas aumente espectacularmente, ya que eso generalmente no incre-
menta mucho el coste del estudio. Sin embargo, puede tener un problema. Es más probable
que los encuestados cooperen en un estudio en el que se hacen relativamente pocas pre-
guntas, ya que se les quita poco tiempo. Es importante, pues, para el investigador buscar el
equilibrio, es decir, hacer preguntas sobre cuestiones centrales (pues, si se descubre una
omisión importante, puede ser demasiado caro repetir todo el ejercicio) y conseguir que el
número de preguntas sea tolerable para los encuestados.
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2. ¿Cuál es la población relevante y existe un listado
de esa población?

Parece bastante trivial señalar que para hacer inferencias sobre una población, ésa es la po-
blación que debe muestrearse. No obstante, a menudo se han extraído dudosas conclusio-
nes tras un análisis, por lo demás absolutamente respetable, de los datos de encuesta preci-
samente porque no se ha tenido en cuenta este punto elemental. Muchas publicaciones
piden la opinión de sus lectores sobre determinadas cuestiones. Sin embargo, sería peligro-
so generalizar sus respuestas a la población en general. La población estudiada en este ca-
so es simplemente la de lectores de la publicación y es probable que estos lectores no sean
representativos del público en general. En muchos estudios prácticos, la población real de
interés puede ser imposible de definir. Por ejemplo, una organización que intenta predecir
el resultado de unas elecciones presidenciales sólo está interesada realmente en la pobla-
ción que votará. Aunque ésta es la población relevante, sus miembros no son fáciles de
distinguir. Una posibilidad es, por supuesto, preguntar a un miembro de una muestra si tie-
ne intención de votar. Si embargo, es bien sabido que la proporción que responde afirmati-
vamente a una pregunta de ese tipo es mayor que la proporción que acaba votando. Otra
posibilidad es preguntar si el encuestado votó en las elecciones anteriores, pero esta pre-
gunta también dista de ser totalmente satisfactoria.

Es probable que el editor del libro de texto considere que la población relevante son
todos los profesores (o quizá todas las universidades) que imparten cursos de estadística
para los negocios. La población es bastante fácil de identificar y, como consecuencia de
actividades de marketing anteriores, el editor tendrá casi con toda seguridad un listado bas-
tante preciso de sus miembros.

3. ¿Cómo deben seleccionarse los miembros de la muestra?

Una gran parte del resto de este capítulo se dedica a responder a esta pregunta. En pocas
palabras, no existe una única forma de conseguir el «mejor» sistema de muestreo. La elec-
ción correcta depende generalmente del problema en cuestión y de los recursos del investi-
gador. Ya hemos introducido anteriormente el concepto de muestreo aleatorio simple, en
el que todos los miembros de una población tienen la misma probabilidad de ser elegidos
para la muestra. De hecho, todos los instrumentos para analizar los datos que hemos intro-
ducido hasta ahora se basaban en el supuesto de que la muestra se elegía de esta forma.
Existen, sin embargo, muchas circunstancias en las que podría preferirse otro sistema de
muestreo. Supongamos que a nuestro editor le interesan las diferencias entre el tratamiento
que se da a la estadística empresarial en las escuelas universitarias de grado medio y el que
se le da en las facultades de grado superior. Sería importante que la muestra contuviera
suficientes centros de cada tipo para poder extraer conclusiones fiables sobre ambos. Sin
embargo, el muestreo aleatorio simple no garantiza en modo alguno que se logre ese obje-
tivo. Por ejemplo, es absolutamente posible que la muestra elegida contenga una preponde-
rancia de facultades. Para evitar esta posibilidad, pueden extraerse muestras aleatorias sim-
ples de las respectivas poblaciones de los dos tipos. Éste es un ejemplo de muestreo
estratificado, que se analiza más detalladamente en el apartado 20.4. Otra cuestión que hay
que decidir en esta fase es el número de miembros de la muestra. En este caso, la elección
depende esencialmente del grado de precisión necesario y de los costes que implica. Esta
cuestión se aborda en el apartado 20.5.
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4. ¿Cómo debe obtenerse información de los miembros
de la muestra?

Esta pregunta es extraordinariamente importante y ha sido objeto de muchas investigacio-
nes. En términos generales, plantea dos importantes cuestiones. En primer lugar, el investi-
gador quiere obtener respuestas de la mayor proporción posible de los miembros de la
muestra. Si el número que no responde es alto, será difícil estar seguro de que los que han
respondido son representativos de la población en general. Por ejemplo, los profesores que
no facilitan información al editor del libro de texto pueden estar más dedicados a la inves-
tigación, a la consultoría o a otras actividades y sus preferencias sobre los libros pueden
muy bien ser diferentes de las de sus colegas. Recuérdese que el número de preguntas for-
muladas en una encuesta puede afectar a la tasa de respuesta. También influye la forma en
que se contacta con los miembros de la muestra. A menudo los cuestionarios se envían por
correo a las personas seleccionadas para la muestra y a menudo ocurre que la proporción
que responde es decepcionantemente baja. Muchos investigadores intentan mejorar la tasa
de respuesta adjuntando una carta en la que explican los fines del estudio y solicitan ayuda
educadamente. La garantía del anonimato también puede ser valiosa. La inclusión de un
sobre con el franqueo pagado para devolver el cuestionario generalmente merece la pena;
también puede prometerse algún pequeño incentivo monetario o regalo. No obstante, habrá
casi inevitablemente una proporción de personas que no respondan y es una buena práctica
instituir un estudio de seguimiento para tratar de obtener más información sobre ellas. Es
probable que los métodos de contacto más caros, como las llamadas telefónicas o las visi-
tas de los entrevistadores a las casas, logren un nivel de respuesta más alto. Sin embargo,
esos métodos pueden ser caros en tiempo y dinero y la decisión de cómo recoger informa-
ción debe depender de los recursos del investigador y del grado en que se piense que la
falta de respuesta puede ser un problema serio.

El editor del libro de texto puede decidir enviar cuestionarios por correo a los miem-
bros de la muestra. Sería barato, por lo que podría extraerse una muestra inicial relativa-
mente grande. La esperanza es que la proporción de personas que no responden no sea de-
masiado alta y que las respuestas obtenidas sean razonablemente representativas. Si se
teme que la falta de respuesta introduzca un sesgo considerable si se envía un cuestionario
por correo, se podría tomar una muestra inicial más pequeña y hacer un esfuerzo mayor
para contactar con sus miembros. Una estrategia viable es pedir a los representantes de la
empresa, que visitan periódicamente los campus, que realicen entrevistas con miembros de
la muestra en su siguiente visita. Ese método debería garantizar una tasa de respuesta bas-
tante alta. Su principal dificultad estriba en el tiempo necesario para realizar todas las en-
trevistas más que en el coste adicional, que sería bastante bajo.

El segundo punto es obtener respuestas que sean lo más exactas y sinceras posible. No
sirve de nada hacer un sofisticado análisis estadístico de información que no es fiable. For-
mular las preguntas, ya sea para enviarlas por correo o para que las realice un encuestador,
de tal forma que se consigan respuestas sinceras y exactas es todo un arte. Es importante
que las preguntas se formulen de la manera más clara e inequívoca posible, de modo que
los sujetos entiendan lo que se les pregunta. También se sabe perfectamente que la formu-
lación de las preguntas o el tono del entrevistador pueden inducir a los encuestados a dar
determinadas respuestas. Los entrevistadores no deben dar en modo alguno la impresión de
que tienen firmes ideas sobre el tema en cuestión o de que quieren una respuesta concreta.
También es importante no predisponer a los encuestados: las preguntas deben formularse
de la forma más neutral posible. Por poner un ejemplo extremo, consideremos los dos mé-
todos siguientes para preguntar esencialmente lo mismo:
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a) ¿Qué tres temas considera más importantes en su curso de estadística para los ne-
gocios?

b) ¿Está de acuerdo en que los métodos modernos de gestión de la calidad, debido a
su enorme importancia en el mundo de la empresa, ahora deben considerarse uno
de los más importantes en cualquier curso de estadística para los negocios?

Naturalmente, nadie que tenga interés en tener una idea precisa de las opiniones de los
profesores haría la segunda pregunta. Sin embargo, se ha observado que formulaciones que
tienen un sesgo mucho menos claro que el de ésta influyen significativamente en las res-
puestas de los sujetos.

5. ¿Cómo debe utilizarse la información de la muestra
para hacer inferencias sobre la población?

Hemos dedicado la mayor parte de este libro a dar respuesta justamente a esta pregunta.
En los apartados posteriores de este capítulo, analizamos métodos de inferencia de diseños
de muestreo específicos. El objetivo principal del presente apartado es señalar la importan-
cia de otros aspectos de un estudio por muestreo.

6. ¿Qué conclusiones pueden extraerse sobre la población?

Por último, cerramos el círculo y preguntamos qué puede decirse sobre la población estu-
diada como consecuencia de una investigación estadística. ¿Ha dado el estudio claras res-
puestas a las preguntas que lo motivaron? ¿Han surgido otras cuestiones importantes en el
curso del estudio? En esta fase, el investigador tiene la tarea de resumir y presentar la in-
formación recogida. Para eso pueden ser necesarias estimaciones puntuales o por interva-
los, así como tablas o gráficos que resuman los principales resultados. ¿Cuál es la mejor
estimación del número de estudiantes matriculados en los cursos de estadística para los ne-
gocios y pueden estimarse intervalos de confianza en torno a esta estimación? ¿Cuáles son
los libros de texto más populares en este momento? ¿Qué temas consideran más importan-
tes los profesores? ¿Existen diferencias significativas entre los mercados de las escuelas
universitarias y las facultades? En esta fase, la tarea es informar sobre los resultados del
estudio y decidir cómo proceder. Puede que el análisis sugiera la conveniencia de recoger
más información.

A menudo surgen importantes cuestiones imprevistas durante el curso del estudio que
inducen al investigador a estudiar en mayor profundidad la población. Ésta es la razón por
la que nuestro editor hace una pregunta abierta como la siguiente: «Nuestra empresa está
considerando la posibilidad de introducir en el mercado un nuevo libro de texto de econo-
mía. ¿Hay alguna característica que le gustaría que tuviera ese libro?». Supongamos, ade-
más, que cuando se devuelven los cuestionarios, un número considerable menciona la posi-
bilidad de que se venda simultáneamente una gran base de datos que contenga datos sobre
problemas reales del mundo de la empresa. Analizando estos datos, los estudiantes podrían
adquirir experiencia práctica en temas del curso. Antes de incurrir en el coste de producir
este programa informático, al editor podría merecerle la pena tomar otra muestra para eva-
luar las probabilidades de éxito de este proyecto.
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EJERCICIOS

Ejercicios básicos
20.1. Suponga que quiere realizar un estudio para co-

nocer las opiniones de los estudiantes de admi-
nistración de empresas de su campus sobre la ne-
cesidad de que la asignatura de estadística sea
obligatoria. Analice los pasos que seguiría para
realizar este estudio, los problemas que esperaría
encontrar y las técnicas que podría utilizar para
resolver los problemas.

20.2. Las autoridades universitarias tienen interés en
conocer las opiniones de los estudiantes sobre al-
gunos servicios universitarios (como la matrícu-
la, los comedores o el servicio médico). Le han
pedido que haga una encuesta. Sugiera cómo se-
guiría los seis pasos de un estudio de muestreo.

20.3. El director de una tienda de ropa situada en el
campus está considerando la posibilidad de intro-
ducir algunos artículos más de marca y quiere
evaluar la demanda de estos artículos por parte
de los estudiantes. Se le ha encargado que diseñe
una encuesta para obtener esta información. Ex-
plique detalladamente lo que haría.

20.4. Una empresa de servicios financieros está con-
siderando la posibilidad de introducir tres nue-

vos tipos de fondos de inversión. Se cree que, al
menos inicialmente, la mayor parte del apoyo
probablemente provendría de sus clientes actua-
les. A la empresa le gustaría evaluar el grado
de interés que tienen estos clientes en los nue-
vos productos propuestos y preferiblemente co-
nocer también las características relevantes de
las personas más interesadas. Le han encargado
un estudio con un presupuesto limitado. ¿Qué
haría?

20.5. A los ejecutivos de una compañía de seguros,
conscientes de que han aumentado significativa-
mente algunos tipos de primas de seguro en los
últimos años, les preocupa la imagen pública de
su sector y la posibilidad de que tenga repercu-
siones políticas. Se ha decidido lanzar una cam-
paña de relaciones públicas para informar al pú-
blico sobre las causas de los incrementos de los
costes. Sin embargo, existe mucha incertidumbre
sobre los temas que más preocupan a la gente y
sobre el grado en que se comprenden los factores
que subyacen a las subidas de los precios. Expli-
que cómo podría organizar un estudio para obte-
ner información relevante. Siga los pasos básicos
de un plan de muestreo.

20.2. Errores de muestreo y errores ajenos al muestreo

Cuando se toma una muestra de una población, no es posible saber cuál es exactamente el
valor de cualquier parámetro poblacional, como la media o la proporción. Cualquier esti-
mación puntual tendrá inevitablemente un error. Recuérdese que una de las fuentes de
error, llamado error de muestreo, se debe a que sólo se dispone de información sobre un
subconjunto de todos los miembros de la población. Dados ciertos supuestos, la teoría esta-
dística nos permite caracterizar la naturaleza del error de muestreo y hacer afirmaciones
probabilísticas bien definidas sobre los parámetros poblacionales, como los intervalos de
confianza analizados en los Capítulos 8 y 9. En apartados posteriores de este capítulo, ana-
lizamos métodos de inferencia estadística para varios sistemas importantes de muestreo.
Sin embargo, es importante reconocer primero otra fuente posible de error, que no puede
analizarse de una forma tan exacta o clara.

En los análisis prácticos, puede haber errores que no tengan que ver con el tipo de sis-
tema de muestreo utilizado. De hecho, esos errores podrían cometerse también si se tomara
un censo completo de la población. Son errores ajenos al muestreo. En cualquier encues-
ta, existe la posibilidad de que haya en algunos lugares un error ajeno al muestreo. He aquí
algunos ejemplos:

1. La población de la que se hace realmente el muestreo no es la relevante. En
1936, ocurrió un conocido caso de este tipo, cuando la revista Literary Digest pre-
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dijo con seguridad que Alfred Landon ganaría las elecciones frente a Franklin
Roosevelt. Sin embargo, Roosevelt ganó por un amplio margen. Este error de pre-
dicción se debió a que los miembros de la muestra de Digest se habían tomado de
las guías de teléfono y de otros listados, como las listas de suscriptores a revistas y
los registros de automóviles. En estas fuentes, estaban claramente subrepresentados
los pobres, que eran predominantemente demócratas. Para hacer una inferencia so-
bre una población (en este caso, sobre el electorado estadounidense), es importante
hacer una muestra de esa población y no de algún subgrupo, por muy cómodo que
parezca esto último.

2. Los sujetos de la encuesta pueden dar una respuesta inexacta o falsa. Eso po-
dría ocurrir porque las preguntas se formulan de una manera difícil de entender o
de una forma que parece que una respuesta es más agradable o más deseable. Ade-
más, muchas preguntas que uno querría hacer son tan delicadas que sería impru-
dente esperar que todas las respuestas fueran sinceras. Supongamos, por ejemplo,
que un jefe de planta quiere evaluar las pérdidas anuales de la empresa que se de-
ben a robos de los empleados. En principio, se podría seleccionar una muestra
aleatoria de empleados y preguntar a sus miembros «¿qué ha robado en esta planta
en los 12 últimos meses?». ¡Ésta no es, desde luego, la forma más fiable de conse-
guir la información necesaria!

3. Falta de respuesta a las preguntas de la encuesta. Los sujetos de una encuesta
pueden no responder a ninguna pregunta o pueden no responder a algunas. Si ocu-
rre en muchos casos, puede haber más errores de muestreo o errores ajenos al
muestreo. El error de muestreo se debe a que el tamaño de la muestra logrado será
menor que el pretendido. El error ajeno al muestreo puede deberse a que la po-
blación de la muestra no es la población que interesa. Los resultados obtenidos
pueden considerarse una muestra aleatoria de la población que está dispuesta a
responder. Estas personas pueden ser diferentes en importantes aspectos de la po-
blación en general. En ese caso, habrá un sesgo en las estimaciones resultantes.

No existe ningún método general para identificar y analizar los errores ajenos al mues-
treo, pero éstos pueden ser importantes. El investigador debe tener cuidado en cuestiones
como la identificación de la población relevante, el diseño del cuestionario y la falta de
respuesta para reducir lo más posible su importancia. En el resto de este capítulo, supone-
mos que se tiene ese cuidado, por lo que en nuestro análisis centramos la atención en el
tratamiento de los errores de muestreo.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
20.6. Vuelva al estudio del ejercicio 20.2.

a) Dentro del sistema de muestreo que ha dise-
ñado, ¿ve la posibilidad de que haya errores
ajenos al muestreo? En caso afirmativo, ¿qué
medidas tomaría para reducir lo más posible
su magnitud?

b) ¿Es probable que la falta de respuesta sea una
cuestión grave en este estudio? En caso afir-
mativo, ¿qué podría hacerse para resolverla?

20.7. Vuelva al estudio del ejercicio 20.3.
a) Analice las causas probables de los errores

ajenos al muestreo e indique cómo podrían
reducirse lo más posible.

b) ¿Es de esperar que la falta de respuesta sea
un problema grave para realizar este estudio?
En caso afirmativo, ¿cómo podría paliarse el
problema?

20.8. En el caso del estudio del ejercicio 20.5, anali-
ce la posibilidad de que haya errores ajenos al
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muestreo y falta de respuesta. Indique qué haría
para reducir lo más posible estos problemas.

20.9. Un método para hacer frente a un tipo de falta de
respuesta es el método del recuerdo. Se realiza
una encuesta a los hogares en la que los entrevis-
tadores llaman el jueves por la tarde. Se vuelve a

llamar el jueves siguiente a los hogares en los
que no hay nadie en casa. Este proceso puede
continuar hasta que se logra hablar el jueves si-
guiente con los hogares con los que no se pudo
hablar los dos jueves anteriores. ¿Cuál podría ser
el valor de la información obtenida de esta forma?

20.3. Muestreo aleatorio simple

En el resto de este capítulo, analizamos problemas en los que se extrae una muestra de n
individuos u objetos de una población que contiene un total de N miembros. En las aplica-
ciones prácticas, se han utilizado muchos sistemas para seleccionar esas muestras. Nuestros
análisis centrarán en gran parte la atención en los métodos de muestreo probabilístico, que
son métodos en los que se utiliza algún mecanismo en el que interviene el azar para deci-
dir los miembros de la muestra y se sabe cuál es la probabilidad de obtener una determina-
da muestra. Hacemos de nuevo hincapié en el concepto de muestreo aleatorio simple y en
la forma en que se toma una muestra aleatoria simple de una población finita, debido a su
importancia.

Muestreo aleatorio simple
Supongamos que tenemos que seleccionar una muestra de n objetos de una población de N
objetos. Un método de muestreo aleatorio simple es aquel en el que todos los miembros de
una población tienen la misma probabilidad de ser elegidos para la muestra.

Supongamos que nuestra población está formada por 1.000 individuos, numerados del
1 al 1.000 y que se necesita una muestra aleatoria simple de 100 miembros de la pobla-
ción. El programa Minitab puede generar fácilmente una muestra aleatoria simple. Por
ejemplo, una lista parcial de los 100 números aleatorios que generamos con Minitab in-
cluye las personas que tienen los números

457 229 843 460 918 311

Sólo consideraremos el muestreo sin repetición, en el que se excluye cualquier número que
ya ha salido y el proceso continúa hasta que se obtienen 100 números diferentes. No anali-
zamos aquí la alternativa, el muestreo con repetición, que permite incluir un individuo en
la muestra más de una vez.

El muestreo sistemático es un método de muestreo estadístico que se utiliza a menudo
como alternativa al muestreo aleatorio.

Muestreo sistemático
Supongamos que la lista de la población se ordena de una forma que no tiene ninguna relación
con el tema de interés. El muestreo sistemático implica la selección de todo j-ésimo sujeto de
la población, donde j es el cociente entre el tamaño de la población N y el tamaño que se de-
sea que tenga la muestra, n; es decir, j % N /n. Se selecciona aleatoriamente un número del 1
al j para obtener el primer sujeto que va a incluirse en la muestra sistemática.
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Supongamos que se desea que el tamaño de la muestra sea de 100 y que la población
está formada por 5.000 nombres en orden alfabético. En ese caso, j % 50. Seleccionamos
aleatoriamente un número del 1 al 50. Si el número es el 20, seleccionamos ese número y
los sucesivos números obtenidos sumando 50 al número inicial; de esa manera, se obtiene
una muestra sistemática formada por los elementos que llevan los números 20, 70, 120,
170, etc. hasta que se seleccionan los 100 sujetos. Una muestra sistemática se analiza de la
misma forma que una muestra aleatoria simple, ya que, en relación con el tema investiga-
do, la lista de la población ya está en orden aleatorio. El peligro está en que exista alguna
relación sutil e inesperada entre el orden de la población y el tema estudiado. En ese caso,
habría un sesgo si se empleara un muestreo sistemático. Las muestras sistemáticas consti-
tuyen una buena representación de la población si la población no experimenta ninguna va-
riación cíclica.

Análisis de los resultados de un muestreo aleatorio simple

En este apartado se amplían las estimaciones del intervalo de confianza desarrolladas en el
Capítulo 8. Sin embargo, aquí se analizan los casos en los que el número de miembros de
la muestra no es una proporción insignificante del número de miembros de la población.
Por lo tanto, se utiliza el factor de corrección en el caso de una población finita,
(N . n)/N. Se supondrá que la muestra es lo suficientemente grande para poder recurrir al
teorema del límite central.

Estimación de la media poblacional, muestra aleatoria simple
Sean x1, x2, ..., xn los valores observados en una muestra aleatoria simple de tamaño n, toma-
da de una población de N miembros que tiene una media k.

1. La media muestral es un estimador insesgado de la media poblacional, k. La estima-
ción puntual es

x6 %
1

n

n

;
i%1

xi

2. Un método de estimación insesgada de la varianza de la media muestral genera la esti-
mación puntual

p4 2x6 %
s2

n
#

N . m

N
(20.1)

3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, los intervalos de confianza al
100(1 . a)% de la media poblacional son

x6 . za/2p4 x6 a k a x6 ! za/2p4 x6 (20.2)

EJEMPLO 20.1. Créditos hipotecarios (intervalo de confianza)

En una ciudad, se solicitaron 1.118 créditos hipotecarios el año pasado. Una muestra
aleatoria de 60 de estos créditos era de una cuantía media de 87.300 $ y tenía una des-
viación típica de 19.200 $. Estime la cantidad media de todos los créditos hipotecarios
solicitados en esta ciudad el año pasado y halle el intervalo de confianza al 95 por ciento.
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Solución

Sea k la media poblacional. Se sabe que

N % 1.118 n % 60 x6 % 87.300 $ s % 19.200

Para obtener estimaciones de intervalos, utilizamos la ecuación 20.1:

p4 2x6 %
s2

n
#

(N . n)

N
%

(19.200)2

60
#

1.058

1.118
% 5.814.268

y tomamos la raíz cuadrada para hallar el error típico estimado,

p4 x6 % 2.411

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95 por ciento de la cantidad media de todas las
hipotecas solicitadas en esta ciudad el año pasado es

87.300 $ . (1,96)(2.411) a k a 87.300 $ ! (1,96)(2.411)

o sea

82.574 $ a k a 92.026 $

Es decir, el intervalo va de 82.574 $ a 92.026 $.

A menudo, lo que interesa es el total poblacional en lugar de la media. Por ejemplo, el
editor de un libro de texto de estadística para los negocios querrá una estimación del nú-
mero total de estudiantes que asisten a los cursos de estadística para los negocios en todo
el país. Es fácil hacer una inferencia sobre el total poblacional. Los resultados relevantes
se deducen del hecho de que en nuestra notación, el total poblacional % Nk.

Estimación del total poblacional, muestra aleatoria simple

Supongamos que se selecciona una muestra aleatoria simple de tamaño n de una población
de tamaño N y que la cantidad que se quiere estimar es el total poblacional Nk.

1. Un método de estimación insesgada del total poblacional Nk genera la estimación pun-
tual Nx6 .

2. Un método de estimación insesgada de la varianza de nuestro estimador del total po-
blacional genera la estimación puntual:

N2p4 2x6 %
s2

n
N(N . n) (20.3)

3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, se obtiene un intervalo de confianza
al 100(1 . a)% del total poblacional de la forma siguiente:

Nx6 . za/2Np4 x6 a Nk a Nx6 ! za/2Np4 x6 (20.4)
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EJEMPLO 20.2. Número de matriculados en los cursos de estadística
para los negocios (intervalo de confianza)

Supongamos que hay 1.395 universidades en un país. En una muestra aleatoria simple
de 400 universidades, se observa que la media muestral del número de matriculados el
año pasado en los cursos de estadística para los negocios era de 320,8 estudiantes y que
la desviación típica muestral era de 149,7 estudiantes. Estime el número total de estu-
diantes matriculados en estos cursos durante el año y halle el intervalo de confianza al
99 por ciento.

Solución

Si la media poblacional es k, para estimar Nk se utilizan los datos siguientes:

N % 1.395 n % 400 x6 % 320,8 s % 149,7

Nuestra estimación puntual del total es

Nx6 % (1.395)(320,8) % 447.516

Se estima que hay un total de 447.516 alumnos matriculados en los cursos. Para obtener
estimaciones de intervalos, se utiliza la ecuación 20.3 para calcular la varianza del esti-
mador:

N2p4 2x6 %
s2

n
N(N . n) %

(149,7)2

400
(1.395)(995) % 77.764,413

Tomando la raíz cuadrada, tenemos que

Np4 x6 % 8.818,4

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 99 por ciento del total poblacional se obtiene
aplicando la ecuación 20.4, siendo za/2 % 2,58:

Nx6 . Za/2Np4 x6 a Nk a Nx6 ! Za/2Np4 x6

o sea

447.516 . (2,58)(8.818,4) a Nk a 447.516 ! (2,58)(8.818,4)

o sea

447.516 u 22.751

424.765 a Nk a 470.267

Por lo tanto, nuestro intervalo va de 424.765 a 470.267 estudiantes.

Consideremos, por último, el caso en el que hay que estimar la proporción p de indivi-
duos de la población que poseen una característica específica. La inferencia sobre esta pro-
porción debe basarse en la distribución hipergeométrica cuando el número de miembros de
la muestra no es muy pequeño en comparación con el número de miembros de la pobla-
ción. Supongamos, de nuevo, que el tamaño de la muestra es lo suficientemente grande para
poder invocar el teorema del límite central.
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Estimación de la proporción poblacional, muestra aleatoria simple
Sea p4 la proporción que posee una determinada característica en una muestra aleatoria de n
observaciones de una población que tiene una proporción, P, que posee esa característica.

1. La proporción muestral, p4 , es un estimador insesgado de la proporción poblacional, P.
2. Un método de estimación insesgada de la varianza de nuestro estimador de la propor-

ción poblacional genera la estimación puntual

p4 2p4 %
p4 (1 . p4 )

n . 1
#

(N . n)

N
(20.5)

3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, los intervalos de confianza del
100(1 . a)% de la proporción poblacional son

p4 . za/2p4 p4 a P a p4 ! za/2p4 p4 (20.6)

EJEMPLO 20.3. Cursos anuales de estadística para los negocios
(intervalo de confianza)

Se ha observado en una muestra aleatoria simple de 400 universidades de las 1.395 que
hay en nuestra población que el curso de estadística para los negocios era un curso
anual en 141 de las universidades de la muestra. Estime la proporción de todas las uni-
versidades en la que el curso es anual y halle el intervalo de confianza al 90 por ciento.

Solución

Dados

N % 1.395 n % 400 p4 %
141

400
% 0,3525

nuestra estimación puntual de la proporción poblacional, P, es simplemente p4 % 0,3525.
Es decir, el curso es anual en alrededor del 35,25 por ciento de todas las universidades.
Para calcular estimaciones de intervalos, la varianza de nuestra estimación se halla me-
diante la ecuación 20.5:

p4 2p4 %
p4 (1 . p4 )

n . 1
#

(N . n)

N
%

(0,3525)(0,6475)

399
#

995

1.395
% 0,0004080

por lo que
p4 p4 % 0,0202

En el caso de un intervalo de confianza al 90 por ciento, za/2 % z0,05 % 1,645. El interva-
lo de confianza al 90 por ciento se halla por medio de la ecuación 20.6:

p4 . za/2p4 p a P a p4 ! za/2p4 p4
o sea

0,3525 . (1,645)(0,0202) a P a 0,3525 ! (1,645)(0,0202)
o sea

0,3193 a P a 0,3857

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 90 por ciento del porcentaje de todas las uni-
versidades en las que el curso de estadística para los negocios es anual va del 31,93 al
38,57 por ciento.
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EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
20.10. Consulte un periódico económico para obtener

un listado de todas las acciones que cotizan en
bolsa. Utilice el programa Minitab para obtener
una muestra aleatoria simple de 20 acciones.
Halle la subida porcentual media que experi-
mentó el precio de las acciones de esta muestra
la semana pasada.

20.11. Obtenga en su periódico local un listado de to-
dos los anuncios de viviendas en venta en su
ciudad. Utilice el programa Minitab para obte-
ner una muestra aleatoria simple de 15 anuncios
y halle la media muestral de los precios anun-
ciados.

20.12. Un campus tiene 12.723 estudiantes. Quiere una
muestra aleatoria de 100 de un listado completo
de estos estudiantes. Explique cómo utilizaría el
programa Minitab para obtener esa muestra
aleatoria.

20.13. Tome una muestra aleatoria de 50 páginas de
este libro y estime la proporción de todas las
páginas que contienen cifras.

20.14. Una empresa tiene 189 contables. En una mues-
tra aleatoria de 50 de ellos, el número medio de
horas extraordinarias trabajadas en una semana
fue de 9,7 y la desviación típica muestral fue de
6,2 horas. Halle el intervalo de confianza al 95
por ciento del número medio de horas extraor-
dinarias trabajadas por cada contable en esta
empresa esa semana.

20.15. Un auditor, examinando un total de 820 factu-
ras pendientes de cobro de una empresa, tomó
una muestra aleatoria de 60. La media muestral
era de 127,43 $ y la desviación típica muestral
era de 43,27 $.

a) Halle una estimación de la media poblacio-
nal utilizando un método de estimación in-
sesgada.

b) Halle una estimación de la varianza de la
media muestral utilizando un método de es-
timación insesgada.

c) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la media poblacional.

d) Un estadístico obtuvo un intervalo de con-
fianza de la media poblacional que iba de
117,43 $ a 137,43 $. ¿Cuál es el contenido
probabilístico de este intervalo?

20.16. Un día una organización de consumidores reci-
bió 125 llamadas. Se observó que en una mues-
tra aleatoria de 40 llamadas, el tiempo medio
dedicado a dar la información solicitada era de
7,28 minutos y la desviación típica muestral era
de 5,32 minutos. Halle el intervalo de confianza
al 99 por ciento del tiempo medio por llamada.

20.17. Indique si es verdadera o falsa cada una de las
afirmaciones siguientes:

a) Dado un número de miembros de una pobla-
ción y dada una varianza muestral, cuanto
mayor es el número de miembros de la
muestra, mayor es el intervalo de confianza
al 95 por ciento de la media poblacional.

b) Dado un número de miembros de una pobla-
ción y dado un número de miembros de la
muestra, cuanto mayor es la varianza mues-
tral, mayor es el intervalo de confianza al 95
por ciento de la media poblacional.

c) Dado un número de miembros de una mues-
tra y dada una varianza muestral, cuanto
mayor es el número de miembros de la po-
blación, mayor es el intervalo de confianza
al 95 por ciento de la media poblacional.

d) Dado un número de miembros de una pobla-
ción, dado un número de miembros de la
muestra y dada una varianza muestral, un
intervalo de confianza al 95 por ciento de la
media poblacional es mayor que un interva-
lo de confianza al 90 por ciento de la media
poblacional.

20.18. Demuestre que nuestra estimación de la varian-
za de la media muestral puede expresarse de la
forma siguiente:

p4 2x6 % s2A
1

n
.

1

NB
20.19. Basándose en los datos del ejercicio 20.14, ha-

lle el intervalo de confianza al 99 por ciento del
número total de horas extraordinarias trabajadas
por los contables en la empresa durante la se-
mana de interés.

20.20. Basándose en los datos del ejercicio 20.15, ha-
lle el intervalo de confianza al 95 por ciento de
la cuantía total de estas 820 facturas pendientes
de cobro.

20.21. Basándose en los datos del ejercicio 20.16, ha-
lle el intervalo de confianza al 90 por ciento de
la cantidad total de tiempo dedicado a respon-
der a estas 125 llamadas.
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20.22. Un alto directivo, responsable de un grupo de
120 ejecutivos, está interesado en saber cuánto
tiempo dedican en total cada semana estas per-
sonas a reuniones internas. Se pide a una mues-
tra aleatoria de 35 ejecutivos que anoten dia-
riamente sus actividades la próxima semana.
Cuando se analizan los resultados, se observa
que estos miembros de esta muestra dedican un
total de 143 horas a reuniones internas. La des-
viación típica muestral es de 3,1 horas. Halle el
intervalo de confianza al 90 por ciento del nú-
mero total de horas dedicadas a reuniones inter-
nas por los 120 ejecutivos durante la semana.

20.23. Una muestra aleatoria simple de 400 universi-
dades de un total de 1.395 contenía 39 que uti-
lizaban el libro de texto Estadística difícil y
aburrida. Halle el intervalo de confianza al 95
por ciento de la proporción de universidades
que utilizaban este libro.

20.24. El decano de una escuela de administración de
empresas está considerando la posibilidad de
proponer un cambio de los requisitos para obte-
ner el título. Actualmente, los estudiantes tienen
que cursar una asignatura de ciencias elegida de

una lista de asignaturas posibles. La propuesta
es que se sustituya por una asignatura de ecolo-
gía. La escuela tiene 420 estudiantes. En una
muestra aleatoria de 100 estudiantes, 56 han de-
clarado que son contrarios a esta propuesta. Ha-
lle el intervalo de confianza al 90 por ciento de
la proporción de todos los estudiantes que se
oponen al cambio de los requisitos.

20.25. En una residencia universitaria, 257 de los resi-
dentes son estudiantes de primer año. En una
muestra aleatoria de 120 de ellos, 37 declaran
que tienen mucho interés en vivir en la residen-
cia el próximo año. Halle el intervalo de confian-
za al 95 por ciento de la proporción de estudian-
tes de primer año de esta residencia que tienen
mucho interés en vivir en ella el próximo año.

20.26. Una clase tiene 420 estudiantes. El examen fi-
nal es optativo: si se hace, la nota puede subir,
pero nunca bajar. En una muestra aleatoria de
80 estudiantes, 31 declararon que harían el exa-
men final. Halle el intervalo de confianza al 90
por ciento del número total de estudiantes de
esta clase que tienen intención de hacer el exa-
men final.

20.4. Muestreo estratificado

Supongamos que decidimos investigar las opiniones de los estudiantes de nuestro campus
universitario sobre algún tema delicado y que puede ser difícil formular las preguntas. Es
probable que queramos hacer varias preguntas a cada miembro de la muestra y, dada la
limitación de recursos, sólo es posible tomar una muestra bastante pequeña. Probablemente
elegiríamos una muestra aleatoria simple, por ejemplo, de 100 estudiantes de una lista de
todos los estudiantes del campus. Supongamos, sin embargo, que tras examinar más dete-
nidamente los expedientes de los miembros de la muestra, observamos que sólo dos estu-
dian administración de empresas, aunque la proporción poblacional de estudiantes de ad-
ministración de empresas es mucho mayor. Nuestro problema en esta fase es doble. En
primer lugar, podemos muy bien tener interés en comparar las opiniones de los estudiantes
de administración de empresas con las del resto de la población de estudiantes. Eso es difí-
cilmente viable, dada su mínima representación en nuestra muestra. En segundo lugar, po-
demos sospechar que las opiniones de los estudiantes de administración de empresas sobre
esta cuestión serán diferentes de las de sus compañeros. Si fuera así, nos preocupará la fia-
bilidad de la inferencia basada en una muestra en la que este grupo está seriamente subre-
presentado.

Tal vez podríamos consolarnos pensando que, como hemos tomado una muestra aleato-
ria, cualquier estimador obtenido de la forma habitual será insesgado, por lo que la inferen-
cia resultante, en el sentido estadístico, será estrictamente válida. Sin embargo, basta una
breve reflexión para convencernos de que apenas sirve de consuelo. Lo que significa que
el estimador es insesgado es que si se repite el método de muestreo muchas veces y se
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calcula el estimador, su media será igual al valor poblacional correspondiente. Pero en
realidad no vamos a repetir el método de muestreo muchas veces. Tenemos que basar
nuestras conclusiones en una única muestra, y el hecho de que los estudiantes de adminis-
tración de empresas pudieran haber estado sobrerrepresentados en otras muestras que hu-
biéramos podido tomar, lo que a largo plazo habría compensado, no es muy útil.

Existe una segunda y tentadora posibilidad que es preferible en muchos sentidos a la de
utilizar la muestra original. Podríamos descartar simplemente la muestra original y tomar
otra. Si la constitución de la muestra lograda en el segundo intento parece más representa-
tiva de la población en general, puede muy bien que sea mejor trabajar con ella. Ahora la
dificultad estriba en que el método de muestreo que hemos adoptado —se muestrea la po-
blación hasta que se logra una muestra que nos gusta— es muy difícil de formalizar, por lo
que los resultados de la muestra son muy difíciles de analizar con alguna validez estadísti-
ca. Ya no es un muestreo aleatorio simple, por lo que los métodos del apartado 20.3 no son
estrictamente válidos.

Afortunadamente, existe un tercer sistema de muestreo para no tener este tipo de pro-
blema. Si se sospecha al principio que algunas características identificables de los miem-
bros de la población están relacionadas con el tema de investigación o si algunos subgru-
pos de la población tienen un interés especial para el investigador, no es necesario (y
probablemente no es deseable) conformarse con el muestreo aleatorio simple para seleccio-
nar a los miembros de la muestra. En lugar de eso, se puede dividir la población en sub-
grupos o estratos y tomar una muestra aleatoria simple de cada estrato. El único requisito
es que sea posible identificar que cada miembro de la población pertenece a un estrato y
sólo a uno.

Muestreo aleatorio estratificado
Supongamos que una población de N individuos puede subdividirse en K grupos mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos o estratos. Un muestreo aleatorio estratificado es
la selección de muestras aleatorias simples independientes de cada estrato de la población. Si
los K estratos de la población contienen N1, N2, ..., NK miembros, entonces

N1 ! N2 ! ñ ! NK % N

No es necesario tomar el mismo número de miembros de la muestra de cada estrato. Sea el
número de la muestra n1, n2, ..., nK. En ese caso, el número total de miembros de la muestra es

n1 ! n2 ! ñ ! nK % n

La población de estudiantes cuyas ideas se quieren conocer podría dividirse en dos es-
tratos: estudiantes de administración de empresas y resto. También es posible hacer una es-
tratificación menos sencilla. Supongamos que, en algún otro tema, creemos que el sexo y
el curso del estudiante (cuarto curso, tercer curso, segundo curso o primer curso) pueden
ser relevantes. En ese caso, para satisfacer el requisito de que los estratos sean mutuamente
excluyentes y colectivamente exhaustivos, se necesitan ocho estratos: mujeres de cuarto
curso, hombres de cuarto curso, etc.

Más adelante en este apartado, nos preguntamos cómo se reparte el esfuerzo de mues-
treo entre los estratos. Una atractiva posibilidad, empleada a menudo en la práctica, es la
asignación proporcional: la proporción de miembros de la muestra perteneciente a cual-
quier estrato es igual que la proporción de miembros de la población perteneciente a ese
estrato.
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Análisis de los resultados de un muestreo aleatorio estratificado

El análisis de los resultados de una muestra aleatoria estratificada es relativamente senci-
llo. Sean k1, k2, ..., kK las medias poblacionales de los K estratos y x61, x62, ..., x6K las medias
muestrales correspondientes. Consideremos un estrato, por ejemplo, el i-ésimo estrato. Da-
do que se ha tomado una muestra aleatoria simple en este estrato, la media muestral del
estrato es un estimador insesgado de la media poblacional kj. Utilizando un método de es-
timación insesgada de la varianza de la media muestral del estrato, la estimación puntual es

p2
x6j %

s2
j

nj

#
(Nj . nj)

Nj

donde s2
j es la varianza muestral del j-ésimo estrato. Es posible, pues, hacer una inferencia

sobre los estratos individuales de la misma forma que en el apartado 20.3.
Generalmente, tienen interés las inferencias sobre la media poblacional k del conjunto

de la población, que es

k %
N1k1 ! N2k2 ! ñ ! NKkK

N
%

1

N

K

;
j%1

Njkj

Una estimación puntual natural es

x6st %
1

N

K

;
j%1

Njx6 j

Un estimador insesgado de la varianza del estimador de k se deduce del hecho de que las
muestras de cada estrato son independientes entre sí y la estimación puntual es

p4 2x6st %
1

N2

K

;
j%1

N2
j p4

2
x6j

Las inferencias sobre la media del conjunto de la población pueden basarse en estos resul-
tados.

Estimación de la media poblacional, muestra aleatoria estratificada
Supongamos que se toman muestras aleatorias de nj individuos de estratos que contienen Nj
individuos ( j % 1, 2, ..., K ). Sea

K

;
j%1

Nj % N y
K

;
j%1

nj % n

Sean las medias y las varianzas muestrales de los estratos x6 j y s2
j ( j % 1, 2, ..., K ) y la media

del conjunto de la población k.

1. Un método de estimación insesgada de la media del conjunto de la población k genera
la estimación puntual

x6st %
1

N

K

;
j%1

Njx6 j (20.7)
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2. Un método de estimación insesgada de la varianza de nuestro estimador de la media
del conjunto de la población genera la estimación puntual

p4 2x6st %
1

N2

K

;
j%1

N2
j p4 2x6j (20.8)

donde

p4 2x6 j %
s2
j

nj

#
(Nj . nj)

Nj

(20.9)

3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, se obtienen intervalos de confianza
al 100(1 . a)% de la media poblacional de muestras aleatorias estratificadas de la
forma siguiente:

x6st . za/2p4 x6st a k a x6st ! za/2p4 x6st (20.10)

EJEMPLO 20.4. Cadena de restaurantes (estimación)

Una cadena de restaurantes tiene 60 en Illinois, 50 en Indiana y 45 en Ohio. La direc-
ción está considerando la posibilidad de añadir un nuevo plato a su menú. Para averi-
guar cuál es la demanda probable de este plato, se introduce en el menú de muestras
aleatorias de 20 restaurantes de Illinois, 10 de Indiana y 9 de Ohio. Utilizando los
subíndices 1, 2 y 3 para representar Illinois, Indiana y Ohio, respectivamente, las me-
dias y las desviaciones típicas muestrales del número de pedidos de este plato por res-
taurante en los tres estados en una semana es

x61 % 21,2 s1 % 12,8

x62 % 13,3 s2 % 11,4

x63 % 26,1 s3 % 9,2

Estime el número medio de pedidos semanales por restaurante, k, en todos los restau-
rantes de esta cadena.

Solución

Se sabe que

N1 % 60 N2 % 50 N3 % 45 N % 155

n1 % 12 n2 % 10 n3 % 9 n % 31

Nuestra estimación de la media poblacional es

x6st %
1

N

K

;
j%1

Njx6 j %
(60)(21,2) ! (50)(13,3) ! (45)(26,1)

155
% 20,1

Por lo tanto, el número medio estimado de pedidos semanales por restaurante es 20,1.
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El paso siguiente es calcular las cantidades

p4 2x61 %
s2
1

n1
#

(N1 . n1)

N1
%

(12,8)2

12
#

48

60
% 10,923

p4 2x62 %
s2
2

n2
#

(N2 . n2)

N2
%

(11,4)2

10
#

40

50
% 10,397

p4 2x63 %
s2
3

n3
#

(N3 . n3)

N3
%

(9,2)2

9
#

36

45
% 7,524

Estas cantidades, junto con las medias muestrales de cada estrato, pueden utilizarse para
calcular intervalos de confianza de las medias poblacionales de los tres estratos, exacta-
mente como en el ejemplo 20.1 (aunque en este caso el tamaño de la muestra es dema-
siado pequeño por comodidad). Centramos la atención en la media del conjunto de la
población. Para obtener intervalos de confianza para esta cantidad,

p4 2x6st %
1

N2

K

;
j%1

N2
j p4 2x6j

%
(60)2(10,923) ! (50)2(10,397) ! (45)2(7,524)

(155)2
% 3,353

y, tomando la raíz cuadrada,

p4 x6st % 1,83

Por lo tanto, el intervalo de confianza al 95 por ciento del número medio de pedidos por
restaurante realizados en una semana es

20,1 . (1,96)(1,83) a k a 20,1 ! (1,96)(1,83)

o sea

16,5 a k a 23,7

El intervalo de confianza al 95 por ciento va de 16,5 a 23,7 pedidos por restaurante.

Dado que el total poblacional es el producto de la media poblacional y el número de
miembros de la población, estos métodos pueden modificarse fácilmente para poder esti-
marlo.

Estimación del total poblacional, muestra aleatoria estratificada
Supongamos que se toman muestras aleatorias de nj individuos de estratos que contienen Nj
individuos ( j % 1, 2, ..., K ) y que la cantidad que quiere estimarse es el total poblacional, Nk.

1. Un método de estimación insesgada de Nk genera la estimación puntual

Nx6st %
K

;
j%1

Njx6 j (20.11)
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2. Un método de estimación insesgada de la varianza de nuestro estimador del total po-
blacional genera la estimación

N2p4 2x6st %
K

;
j%1

N2
j p4 2x6j (20.12)

3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, se obtienen intervalos de confianza
al 100(1 . a)% del total poblacional de muestras aleatorias estratificadas de la for-
ma siguiente:

Nx6st . za/2Np4 x6st a Nk a Nx6st ! za/2Np4 x6st (20.13)

EJEMPLO 20.5. Número anual total de matriculados en estadística
para los negocios (estimación)

De las 1.395 universidades que hay en un país, 364 son escuelas universitarias, en las
que la duración de los estudios es de 2 años, y 1.031 son facultades, en las que la dura-
ción de los estudios es de 4 años. Se toma una muestra aleatoria de 40 escuelas univer-
sitarias y una muestra aleatoria simple independiente de 60 facultades. La tabla adjunta
muestra las medias muestrales y las desviaciones típicas muestrales del número de estu-
diantes matriculados el año pasado en la asignatura de estadística para los negocios. Es-
time el número total anual de matriculados en esa asignatura.

Escuelas universitarias Facultades

Media 154,3 411,8
Desviación típica 87,3 219,9

Solución

Se sabe que

N1 % 364 n1 % 40 x61 % 154,3 s1 % 87,3

N2 % 1.031 n2 % 60 x62 % 411,8 s2 % 219,9

Nuestra estimación del total poblacional es

Nx6st %
K

;
j%1

Njx6 j % (364)(154,3) ! (1.031)(411,8) % 480.731

A continuación,

p4 2x61 %
s2
1

n1
#

(N1 . n1)

N1
%

(87,3)2

40
#

324

364
% 169,59

p4 2x62 %
s2
2

n2
#

(N2 . n2)

N2
%

(219,9)2

60
#

971

1.031
% 759,03

Por último,

N2p4 2x6st %
K

;
j%1

N2
j p4 2x6st % (364)2(169,59) ! (1.031)2(759,03) % 820.289.284
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y, tomando la raíz cuadrada,

Np4 2x6st % 28.797

En el caso del intervalo de confianza al 95 por ciento,

za/2 % z0,025 % 1,96

El intervalo al 95 por ciento que buscamos es, pues,

480.731 . (1,96)(28.797) a Nk a 480.731 ! (1,96)(28.797)

o sea

424.289 a Nk a 537.173

Por lo tanto, nuestro intervalo de confianza al 95 por ciento va de 424.289 a 537.173
estudiantes matriculados.

Consideremos ahora el problema de estimar una proporción poblacional basándonos en
una muestra aleatoria estratificada. Sean P1, P2, ..., PK las proporciones poblacionales de
los K estratos y p4 1, p4 2, ..., p4 K las proporciones muestrales correspondientes. Si P representa
la proporción de la población total, su estimación se basa en el hecho de que

P %
N1P1 ! N2P2 ! ñ ! NKPK

N
%

1

N

K

;
j%1

NjPj

A continuación, se muestran los métodos para estimar la proporción poblacional a partir de
una muestra aleatoria estratificada.

Estimación de la proporción poblacional, muestra aleatoria
estratificada
Supongamos que se toman muestras aleatorias de nj individuos de estratos que contienen Nj
individuos ( j % 1, 2, ..., K ). Sea Pj la proporción poblacional y p4 j la proporción muestral en el
j-ésimo estrato de los que poseen una determinada característica. Si P es la proporción de la
población total:

1. Un método de estimación insesgada de P genera

p4 st %
1

N

K

;
j%1

Njp4 j (20.14)

2. Un método de estimación insesgada de la varianza de nuestro estimador de la propor-
ción de la población total es

p4 2p4 st %
1

N2

K

;
j%1

N2
j p4 2p4 j (20.15)

donde

p4 2p4 j %
p4 j(1 . p4 j)

nj . 1
#

(Nj . nj)

Nj

(20.16)

es la estimación de la varianza de la proporción muestral del j-ésimo estrato.
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3. Siempre que el tamaño de la muestra es grande, se obtienen intervalos de confianza
al 100(1. a)% de la proporción poblacional de muestras aleatorias estratificadas
de la forma siguiente:

p4 st . za/2p4 p4 st a P a p4 st ! za/2p4 p4 st (20.17)

EJEMPLO 20.6. Estadística impartida en los departamentos de economía
(estimación)

Supongamos que en el estudio del ejemplo 20.5 observamos que la asignatura de esta-
dística para los negocios se imparte en el departamento de economía de 7 escuelas uni-
versitarias y de 13 facultades de la muestra. Estime la proporción de todas las universi-
dades en las que se imparte esta asignatura en el departamento de economía.

Solución

Se sabe que

N1 % 364 n1 % 40 p4 1 %
7

40
% 0,175

N2 % 1.031 n2 % 60 p4 2 %
13

60
% 0,217

Nuestra estimación de la proporción poblacional es

p4 st %
1

N

K

;
j%1

Njp4 j %
(364)(0,175) ! (1.031)(0,217)

1.395
% 0,206

Por lo tanto, se estima que en el 20,6 por ciento de todas las escuelas universitarias el
departamento de economía imparte la asignatura.

A continuación,

p4 2p4 1 %
p4 1(1 . p4 1)

n1 . 1
#

(N1 . n1)

N1
%

(0,175)(0,825)

39
#

324

364
% 0,003295

p4 2p4 2 %
p4 2(1 . p4 2)

n2 . 1
#

(N2 . n2)

N2
%

(0,217)(0,783)

59
#

971

1.031
% 0,002712

Estos valores, junto con las proporciones muestrales de cada estrato, pueden utilizarse
para calcular intervalos de confianza de las proporciones de la población de los dos es-
tratos, exactamente como en el ejemplo 20.3. Aquí centramos la atención en la estima-
ción por intervalos de la proporción de la población total, para la que

p4 2p4 st %
1

N2

K

;
j%1

N2
j p4 2p4 j %

(364)2(0,003295) ! (1.031)2(0,002712)

(1.395)2
% 0,001706

por lo que, tomando la raíz cuadrada, tenemos que

p4 p4 st % 0,0413
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En el caso del intervalo de confianza al 90 por ciento,

za/2 % z0,05 % 1,645

y el intervalo de confianza al 90 por ciento de la proporción poblacional de una muestra
aleatoria estratificada es

(0,206) . (1,645)(0,0413) a P a (0,206) ! (1,645)(0,0413)

0,138 a P a 0,274

Este intervalo va del 13,8 al 27,4 por ciento de todas las universidades.

Afijación del esfuerzo muestral a los distintos estratos
Queda por analizar la cuestión del reparto del esfuerzo muestral entre los estratos. Supo-
niendo que se selecciona un total de n miembros, ¿cuántas de estas observaciones muestra-
les deben asignarse a cada estrato? En realidad, el estudio en cuestión puede tener muchos
objetivos, lo cual significa que no existe una clara respuesta. No obstante, es posible espe-
cificar unos criterios de elección que el investigador debe tener presentes. Si se sabe poco
o nada de antemano sobre la población y si no hay ningún requisito para la producción de
información acerca de estratos poco poblados, es lógico elegir una afijación proporcional.

Afijación proporcional: tamaño de la muestra
La proporción de miembros de la muestra que hay en un estrato es igual que la proporción de
miembros de la población que hay en ese estrato. Por lo tanto, considerando el j-ésimo estrato,

nj

n
%

Nj

N
(20.18)

por lo que el tamaño de la muestra del j -ésimo estrato utilizando la afijación proporcio-
nal es

nj %
Nj

N
# n (20.19)

Este mecanismo de afijación intuitivamente razonable se emplea frecuentemente y per-
mite, por lo general, realizar un análisis satisfactorio. Obsérvese que en el ejemplo 20.4
utilizamos la afijación proporcional. Dividimos un total de N % 155 restaurantes en tres es-
tratos (Illinois, Indiana y Ohio). Seleccionamos una muestra de n % 31, siendo

n1 %
60

155
# 31 % 12 n2 %

50

155
# 31 % 10 n3 %

45

155
# 31 % 9

A veces la utilización estricta de la afijación proporcional produce relativamente pocas
observaciones en los estratos que le interesan especialmente al investigador. En ese caso,
la inferencia sobre los parámetros poblacionales de estos estratos podría ser bastante im-
precisa. En estas circunstancias, puede ser preferible afijar más observaciones a esos estra-
tos que las que dicta la afijación proporcional. En los ejemplos 20.5 y 20.6, 364 de las
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1.395 universidades son escuelas universitarias y se toma una muestra de 100 observacio-
nes. Si se hubiera utilizado la afijación proporcional, el número de escuelas incluidas en la
muestra habría sido

n1 %
N1

N
# n %

364

1.395
# 100 % 26

Dado que al editor le interesaba especialmente obtener información sobre este mercado, se
pensó que no sería adecuada una muestra de 26 observaciones solamente. Por esta razón,
40 de las 100 observaciones muestrales se afijaron a este estrato.

Si el único objetivo de un estudio es estimar con la mayor precisión posible un paráme-
tro relativo al conjunto de la población, como la media, el total o la proporción, y si se
tiene bastante información sobre la población, es posible establecer una afijación óptima.

Afijación óptima: tamaño de la muestra del j-ésimo estrato,
media o total del conjunto de la población
Si lo que se necesita es estimar una media o un total del conjunto de una población y si las
varianzas poblacionales de los estratos individuales se representan por medio de p2

j , puede de-
mostrarse que los estimadores más precisos se obtienen con la afijación óptima. El tamaño de
la muestra del j-ésimo estrato utilizando la afijación óptima es

nj %
Njpj

K

;
i%1

Nipi

# n (20.20)

Esta fórmula es razonable intuitivamente. Comparada con la afijación proporcional,
asigna relativamente más esfuerzo muestral a los estratos en los que la varianza poblacio-
nal es mayor. Es decir, se necesita una muestra de mayor tamaño donde la variabilidad po-
blacional es mayor. Así, en el ejemplo 20.4, en el que hemos utilizado la afijación propor-
cional, si las diferencias observadas en las desviaciones típicas muestrales reflejaran
correctamente las diferencias que existen en las cantidades poblacionales, habría sido pre-
ferible tomar menos observaciones en el tercer estrato y más en el primero.

El uso de la ecuación 20.20 plantea inmediatamente una objeción. Requiere conocer las
desviaciones típicas poblacionales, pj, mientras que antes de que se tome la muestra, a me-
nudo ni siquiera se dispone de estimaciones de estos valores que merezcan la pena. Esta
cuestión se analiza en el último apartado del capítulo.

A continuación, se examina el tamaño de la muestra necesario en la afijación óptima
correspondiente a una proporción poblacional.

Afijación óptima: tamaño de la muestra del j-ésimo estrato,
proporción poblacional
Para estimar la proporción de la población total, se obtienen estimadores con la menor varian-
za posible por medio de una afijación óptima. El tamaño de la muestra del j-ésimo estrato
de la proporción poblacional utilizando la afijación óptima es

nj %
Nj ∂Pj(1 . Pj)

K

;
i%1

Ni ∂Pi(1 . Pi)

# n (20.21)
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Esta fórmula, en comparación con la afijación proporcional, asigna más observaciones
muestrales a los estratos en los que las verdaderas proporciones poblacionales son más cer-
canas a 0,5, pues si una proporción es cercana a 0 o a 1, puede saberse con bastante seguri-
dad con una muestra relativamente pequeña. La dificultad que plantea el uso de la ecua-
ción 20.21 estriba en que implica las proporciones desconocidas Pj para ( j % 1, 2, ..., K),
que son las propias cantidades que el estudio pretende estimar.

No obstante, a veces la información anterior sobre la población puede permitir hacerse
al menos una idea aproximada de qué estratos tienen proporciones más cercanas a 0,5. En
el ejemplo 20.6, las proporciones muestrales sugieren que el número de escuelas universi-
tarias que hay en la muestra debería haber sido menor que el número resultante de la afija-
ción proporcional. Se llega a la misma conclusión en este estudio cuando se comparan las
desviaciones típicas muestrales del ejemplo 20.5 con la ecuación 20.20. A pesar de eso, se
decidió incluir en la nuestra más escuelas universitarias en lugar de menos. La razón era
que en este estudio el editor quería tener información fiable tanto sobre el mercado de es-
cuelas universitarias como sobre el de facultades.

Esta ilustración es un ejemplo de una importante cuestión. Aunque la división del es-
fuerzo muestral que sugieren las ecuaciones 20.20 y 20.21 a menudo se denomina afija-
ción óptima, sólo es óptima con respecto al estricto criterio de la estimación eficiente de
los parámetros correspondientes al conjunto de la población. A menudo, los estudios tienen
objetivos más amplios que ése, en cuyo caso puede muy bien ser razonable no utilizar la
afijación óptima.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
20.27. Una pequeña ciudad contiene un total de 1.800

hogares. La ciudad está dividida en tres distri-
tos, que contienen 820, 540 y 440 hogares, res-
pectivamente. Una muestra aleatoria estratifica-
da de 300 hogares contiene 120, 90 y 90
hogares, respectivamente, de estos tres distritos.
Se pide a los miembros de la muestra que esti-
men su factura total de electricidad consumida
en los meses de invierno. Las respectivas me-
dias muestrales son 290 $, 352 $ y 427 $ y las
respectivas desviaciones típicas muestrales son
47 $, 61 $ y 93 $.

a) Utilice un método de estimación insesgada
para estimar la factura media de electricidad
consumida en los meses de invierno por to-
dos los hogares de esta ciudad.

b) Utilice un método de estimación insesgada
para estimar la varianza del estimador del
apartado (a).

c) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la media poblacional de las factu-
ras de electricidad consumida en invierno
por los hogares de esta ciudad.

20.28. Una universidad tiene 152 profesores ayudan-
tes, 127 titulares y 208 catedráticos. Las autori-
dades universitarias están investigando la canti-
dad de tiempo que dedican estos profesores a
reuniones en un cuatrimestre. Se pide a mues-
tras aleatorias de 40 profesores ayudantes, 40 ti-
tulares y 50 catedráticos que lleven la cuenta
del tiempo que dedican a reuniones en un cua-
trimestre. Las medias muestrales son 27,6 horas
en el caso de los profesores ayudantes, 39,2 en
el de los titulares y 43,3 en el de los catedráti-
cos. Las desviaciones típicas muestrales son 7,1
horas en el caso de los profesores ayudantes,
9,9 en el de los titulares y 12,3 en el de los ca-
tedráticos.
a) Halle un intervalo de confianza al 90 por

ciento del tiempo medio dedicado a reunio-
nes por los catedráticos de esta universidad
en un cuatrimestre.

b) Utilice un método de estimación insesgada
para estimar el tiempo medio dedicado a
reuniones por todos los profesores de esta
universidad en un cuatrimestre.

c) Halle intervalos de confianza del 90 y el 95
por ciento del tiempo medio dedicado a reu-
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niones por todos los profesores de esta uni-
versidad en un cuatrimestre.

20.29. Una empresa de autobuses está planificando
una nueva ruta para dar servicio a cuatro ba-
rrios. Se toman muestras aleatorias de hogares
de cada barrio y se pide a los miembros de las
muestras que valoren en una escala de 1 (total-
mente en contra) a 5 (totalmente a favor) su
reacción al servicio propuesto. La tabla adjunta
muestra los resultados.

Barrio 1 Barrio 2 Barrio 3 Barrio 4

Ni 240 190 350 280
ni 40 40 40 40
x6i 2,5 3,6 3,9 2,8
si 0,8 0,9 1,2 0,7

a) Halle un intervalo de confianza al 90 por
ciento de la reacción media de los hogares
de la barrio 1.

b) Utilice un método de estimación insesgada
para estimar la reacción media de todos los
hogares a la nueva ruta.

c) Halle intervalos de confianza al 90 y al 95
por ciento de la reacción media de todos los
hogares a la nueva ruta.

20.30. En una muestra aleatoria estratificada de estu-
diantes de una pequeña universidad, se pide a
los miembros de la muestra que valoren en una
escala de 1 (pocas) a 5 (muchas) las oportuni-
dades para realizar actividades extracurricula-
res. La tabla adjunta muestra los resultados.

Estudiantes de primer
y segundo año

Estudiantes de tercer
y cuarto año

Ni 632 529
ni 50 50
x6 i 3,12 3,37
si 1,04 0,86

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la valoración media que harían to-
dos los estudiantes de primer y segundo año
de este campus.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la valoración media que harían to-
dos los estudiantes de tercer y cuarto año de
este campus.

c) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la valoración media que harían to-
dos los estudiantes de este campus.

20.31. Vuelva al ejercicio 20.28.

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la cantidad total de tiempo dedica-
da a reuniones por todos los profesores cate-
dráticos de esta universidad en un cuatri-
mestre.

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la cantidad total de tiempo dedica-
da a reuniones por todos los profesores de
esta universidad en un cuatrimestre.

20.32. Una empresa tiene tres divisiones y los audito-
res están intentado estimar la cantidad total de
facturas pendientes de cobro de la empresa. Se
toman muestras aleatorias de estas facturas en
cada una de las tres divisiones y se obtienen los
resultados que muestra la tabla.

División 1 División 2 División 3

Ni 120 150 180
ni 40 45 50
x6 i 237 $ 198 $ 131 $
si 93 $ 64 $ 47 $

a) Utilice un método de estimación insesgada
para hallar una estimación puntual del valor
total de todas las facturas pendientes de co-
bro de esta empresa.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del valor total de todas las facturas
pendientes de cobro de esta empresa.

20.33. De las 1.395 universidades que hay en un país,
364 son escuelas universitarias. En una muestra
aleatoria de 40 escuelas universitarias, se obser-
va que en 10 de ellas se utiliza el libro de texto
La estadística puede ser divertida. En otra
muestra aleatoria de 60 facultades, se utiliza es-
te libro de texto en 8 de ellas.

a) Estime la proporción de todas las universi-
dades que utilizan este libro de texto em-
pleando un método de estimación insesgada.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la proporción de todas las escuelas
universitarias que utilizan este libro de texto.

20.34. Una consultora ha desarrollado un curso breve
sobre métodos modernos de predicción para
ejecutivos de empresa. Al primer curso han
asistido 150 ejecutivos. Con la información su-
ministrada por ellos, se ha llegado a la conclu-
sión de que las cualificaciones técnicas de 100
asistentes al curso eran más que suficientes para
seguir la materia, mientras que las de los 50
restantes no lo eran. Después de terminar el
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curso, se han enviado cuestionarios a muestras
aleatorias independientes de 25 personas de ca-
da uno de estos grupos para obtener informa-
ción con el fin de mejorar la presentación de los
cursos posteriores. Seis del grupo más cualifica-
do y 14 del grupo menos cualificado han indi-
cado que creen que el curso es demasiado teó-
rico.
a) Estime la proporción de todos los asistentes

al curso que tienen esta opinión utilizando
un método de estimación insesgada.

b) Halle intervalos de confianza al 90 por cien-
to y al 95 por ciento de esta proporción po-
blacional.

20.35. Una universidad tiene 152 profesores ayudan-
tes, 127 titulares y 208 catedráticos. Un perio-
dista del periódico estudiantil tiene interés en
saber si los profesores están realmente en su
despacho a las horas indicadas. Decide investi-
gar muestras de 40 profesores ayudantes, 40 ti-
tulares y 50 catedráticos. Envía estudiantes vo-
luntarios a los despachos de los miembros de la
muestra durante las horas indicadas. Se observa
que 31 de los profesores ayudantes, 29 de los
titulares y 34 de los catedráticos están real-
mente en su despacho a esas horas.
a) Utilice un método de estimación insesgada

para hallar una estimación puntual de la pro-
porción de todos los profesores que están en
su despacho a las horas indicadas.

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento y al 95 por ciento de la proporción de
todos los profesores que están en su despa-
cho a las horas indicadas.

20.36. Vuelva al ejercicio 20.28. Si se toma una mues-
tra total de 130 profesores, averigüe cuántos son
catedráticos utilizando cada uno de los sistemas
siguientes:
a) Afijación proporcional.
b) Afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas poblacionales de los estra-

tos son iguales que los valores muestrales
correspondientes.

20.37. Vuelva a los datos del ejercicio 20.29. Si se to-
ma una muestra total de 160 hogares, averigüe
cuántos deben ser del barrio 1 utilizando cada
uno de los sistemas siguientes:
a) Afijación proporcional.
b) Afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas poblacionales de los estra-
tos son iguales que los valores muestrales
correspondientes.

20.38. Vuelva al ejercicio 20.30. Si se toma una mues-
tra total de 100 estudiantes, averigüe cuántos
son estudiantes de primero y de segundo año
utilizando cada uno de los sistemas siguientes:
a) Afijación proporcional.
b) Afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas poblacionales de los estra-
tos son iguales que los valores muestrales
correspondientes.

20.39. Vuelva a los datos del ejercicio 20.32. Si se to-
ma una muestra total de 135 facturas pendientes
de cobro, averigüe cuántas deben ser de la divi-
sión 1 utilizando cada uno de los sistemas si-
guientes:
a) Afijación proporcional.
b) Afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas poblacionales de los estra-
tos son iguales que los valores muestrales
correspondientes.

20.40. Vuelva a los datos del ejemplo 20.5. Si se toma
una muestra total de 100 universidades, averi-
güe cuántas serán probablemente escuelas uni-
versitarias (en vez de facultades) por medio de
los siguientes sistemas:
a) Afijación proporcional.
b) Afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas poblacionales de los estra-
tos son iguales que los valores muestrales
correspondientes.

20.5. Elección del tamaño de la muestra

Un importante aspecto de la planificación de cualquier estudio es la elección del número
de miembros de la muestra. Hay varios factores que pueden ser relevantes. Si se piensa
que con el método utilizado para contactar con los miembros de la muestra probablemente
la tasa de falta de respuesta será alta, debe tenerse en cuenta esta posibilidad. En muchos
casos, los recursos de los que dispone el investigador, en lo que se refiere a tiempo y dinero,
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limitan los resultados. Sin embargo, en este apartado dejamos de lado estas consideracio-
nes y relacionamos el tamaño de la muestra con las varianzas de los estimadores de los
parámetros poblacionales y, por consiguiente, con la amplitud de los intervalos de confian-
za resultantes.

Tamaño de la muestra para el muestreo aleatorio simple:
estimación de la media o el total poblacional
Consideremos el problema de estimar la media poblacional a partir de una muestra aleato-
ria simple de n observaciones. Si la variable aleatoria x6 representa la media muestral, en el
Capítulo 7 vimos que la varianza de esta variable aleatoria es

Var (x6) % p2
x6 %

p2

n
#

(N . n)

(N . 1)

Si se conoce la varianza poblacional p2, resolviendo la ecuación Var (x6), podemos hallar el
tamaño de la muestra, n, que se necesita para lograr cualquier valor específico de s2

x6 para la
varianza de la media muestral. Existen métodos parecidos si la cantidad que nos interesa es
el total poblacional.

Tamaño de la muestra: media o total de la población,
muestreo aleatorio simple
Consideremos la estimación de la media de una población de N miembros, que tiene la varian-
za p2. Si se especifica la varianza deseada, s2

x6 , de la media muestral, el tamaño de la muestra
necesario para estimar la media poblacional por medio de un muestreo aleatorio simple
es

n %
Np2

(N . 1)p2
x6 ! p2 (20.22)

1. A menudo es útil especificar directamente la amplitud de los intervalos de confianza de
la media poblacional en lugar de p2

x6 . Eso se logra fácilmente, ya que, por ejemplo, el
intervalo de confianza al 95 por ciento de la media poblacional tiene una amplitud de
aproximadamente 1,96px6 a cada lado de la media muestral.

2. Si el objeto de interés es el total poblacional, la varianza del estimador muestral de
esta cantidad es N2p2

x6 y el intervalo de confianza al 95 por ciento de ella tiene una am-
plitud de aproximadamente 1,96Npx6 a cada lado de la Nx6 .

Una dificultad obvia que plantea el uso práctico de la ecuación 20.22 es que implica la va-
rianza poblacional, p2, que normalmente no se conoce. Sin embargo, un investigador a menu-
do tiene una idea aproximada de cuál es el valor de esta cantidad. A veces la varianza pobla-
cional puede estimarse a partir de una muestra preliminar de la población.

EJEMPLO 20.7. Créditos hipotecarios (tamaño de la muestra)

Supongamos, como en el ejemplo 20.1, que en una ciudad se solicitaron 1.118 créditos
hipotecarios el año pasado y que se toma una muestra aleatoria simple para estimar la
cantidad media de créditos hipotecarios. Basándose en estudios anteriores realizados
con esas poblaciones, se estima que la desviación típica poblacional es de 20.000 $
aproximadamente. El intervalo de confianza al 95 por ciento de la media poblacional
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debe tener una amplitud de 4.000 $ a cada lado de la media muestral. ¿Cuántas observa-
ciones muestrales se necesitan para lograr este objetivo?

Solución

En primer lugar,

N % 1.118 p % 20.000 1,96px6 % 4.000

El tamaño de la muestra necesario es, pues,

n %
Np2

(N . 1)p2
x6 ! p2 %

(1.118)(20.000)2

(1.117)(2.041)2 ! (20.000)2
% 88,5

Por lo tanto, debería ser suficiente una muestra aleatoria simple de 89 observaciones pa-
ra alcanzar nuestro objetivo.

Tamaño de la muestra para el muestreo aleatorio simple:
estimación de la proporción poblacional

Consideremos un muestreo aleatorio simple para estimar una proporción poblacional P.
Recuérdese que ya hemos visto antes en este libro que

Var (p4 ) % p2
p4 %

P(1 . P)

n
#

(N . n)

(N . 1)

Despejando n, tenemos el tamaño de la muestra de las ecuaciones 20.23 y 20.24.

Tamaño de la muestra: proporción poblacional, muestreo aleatorio
simple

Consideremos la estimación de la proporción P de individuos de una población de tamaño N
que poseen un cierto atributo. Si se especifica la varianza deseada, p2

p4
, de la proporción mues-

tral, el tamaño de la muestra necesario para estimar la proporción poblacional mediante un
muestreo aleatorio simple es

n %
NP(1 . P)

(N . 1)p2
p4 ! P(1 . P)

(20.23)

El mayor valor posible de esta expresión, cualquiera que sea el valor de P, es

nmax %
0,25N

(N . 1)p2
p4 ! 0,25

(20.24)

El intervalo de confianza al 95 por ciento de la proporción poblacional debe tener una amplitud
de aproximadamente 1,96 pp4

a cada lado de la proporción muestral.

Capítulo 20. Otros temas relacionados con el muestreo 839



EJEMPLO 20.8. Estudio sobre la estadística en las universidades
(tamaño de la muestra)

Supongamos, al igual que en el ejemplo 20.3, que se toma una muestra aleatoria simple
de 1.395 universidades que hay en un país para estimar la proporción en la que la asig-
natura de estadística para los negocios es anual. Cualquiera que sea la verdadera propor-
ción, el intervalo de confianza al 95 por ciento no debe tener una amplitud de más de
0,04 a cada lado de la proporción muestral. ¿Cuántas observaciones muestrales deben
tomarse?

Solución

Sabemos que

1,96pp4 % 0,04

o sea

pp4 % 0,0204

El tamaño de la muestra necesario es, pues,

nmax %
0,25N

(N . 1)p2
p4 ! 0,25

%
(0,25)(1.395)

(1.394)(0,0204)2 ! 0,25
% 420,1

Por lo tanto, se necesita una muestra de 421 observaciones.

Tamaño de la muestra para un muestreo aleatorio estratificado
con un grado de precisión especificado
También es posible obtener fórmulas para hallar el tamaño de la muestra necesario para
lograr un grado de precisión especificado cuando se utiliza el muestreo aleatorio estratifi-
cado.

Varianza del estimador de la media poblacional,
muestreo estratificado
Sea la variable aleatoria X1

st el estimador de la media poblacional obtenido mediante un
muestreo estratificado y sea X1

j ( j % 1, 2, ..., K) las medias muestrales de los estratos indivi-
duales. Dado que

X1 st %
1

N

K

;
j%1

NjX1 j (20.25)

se deduce que la varianza de X1
st es

Var (X1 st) % p2
X1 st

%
1

N2

K

;
j%1

N2
j Var (X1 j) %

1

N2

K

;
j%1

N2
j

p2
j

nj

#
(Nj . nj)

Nj . 1
(20.26)

donde las p2
j son las varianzas poblacionales de los K estratos.

Ahora puede utilizarse la ecuación 20.26, dada cualquier elección de n1, n2, ..., nK, para
hallar la varianza correspondiente del estimador de la media poblacional. Sin embargo, el

840 Estadística para administración y economía



tamaño total de la muestra, n, necesario para obtener un determinado valor de esta varian-
za dependerá de la manera en que se repartan las observaciones muestrales entre los estra-
tos. En el apartado 20.4 hemos analizado dos métodos que se emplean frecuentemente, la
afijación proporcional y la afijación óptima. En cualquiera de los dos casos, sustituyendo
los nj en la ecuación 20.26, podemos resolver la ecuación resultante y hallar el tamaño de
la muestra, n. Los resultados se indican en las ecuaciones 20.27 y 20.28.

Tamaño total de la muestra para estimar la media global
(varianzas poblacionales de los estratos especificadas),
muestreo aleatorio estratificado
Supongamos que se subdivide una población de N miembros en K estratos que contienen N1,
N2, ..., NK miembros. Sea p2

j la varianza poblacional del j-ésimo estrato y supongamos que se
desea obtener una estimación de la media del conjunto de la población. Si se especifica la
varianza deseada, p2

X1 st
, del estimador muestral, el tamaño total de la muestra necesario, n, se

obtiene de la forma siguiente:

1. Afijación proporcional:

n %

K

;
j%1

Njp
2
j

Np2
X1 st

!
1

N

K

;
j%1

Njp
2
j

(20.27)

2. Afijación óptima:

n %

1

NA
K

;
j%1

NjpjB
2

Np2
X1 st

!
1

N

K

;
j%1

Njp
2
j

(20.28)

EJEMPLO 20.9. Cadena de restaurantes en tres estados
(tamaño de la muestra)

Tomemos, al igual que en el ejemplo 20.4, una muestra aleatoria estratificada para esti-
mar el número medio de pedidos por restaurante de un nuevo plato cuando el número
de restaurantes que hay en los tres estados es

N1 % 60 N2 % 50 N3 % 45

Supongamos también que la experiencia de la cadena de restaurantes sugiere que las
desviaciones típicas poblacionales de los tres estados es probable que sean aproximada-
mente

p1 % 13 p2 % 11 p3 % 9

Si se necesita un intervalo de confianza al 95 por ciento de la media poblacional cuya
amplitud sea de tres pedidos por restaurante a cada lado de la estimación puntual mues-
tral, ¿cuántas observaciones muestrales se necesitan en total?
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Solución

Obsérvese que

1,96pX1 st
% 3, por lo que pX1 st

% 1,53
K

;
j%1

Njp
2
j % (60(13)2 ! (50)(11)2 ! (45)(9)2 % 19.835

y

1

N A
K

;
j%1

NjpjB
2

%
[(60)(13) ! (50)(11) ! (45)(9)]2

155
% 19.421

En el caso de la afijación proporcional, el tamaño de la muestra necesario es

n %

K

;
j%1

Njp
2
j

Np2
X1 st

!
1

N

K

;
j%1

Njp
2
j

%
19.835

(155)(1,53)2 ! 19.835/155
% 40,4

Por lo tanto, bastará una muestra de 41 observaciones para conseguir el nivel de preci-
sión necesario.

Si se utiliza la afijación óptima, el tamaño de la muestra necesario es

n %

1

NA
K

;
j%1

NjpjB
2

Np2
X1 st

!
1

N

K

;
j%1

Njp
2
j

%
19.421

(155)(1,53)2 ! 19.835/155
% 39,6

por lo que puede conseguirse el mismo grado de fiabilidad con 40 observaciones si se
utiliza este método de afijación. En este caso concreto, como las desviaciones típicas
poblacionales son bastante cercanas, la afijación óptima sólo representa un ahorro muy
pequeño en comparación con la afijación proporcional.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
20.41. Debe estimarse la cantidad media de los 812

créditos hipotecarios solicitados en una ciudad
el año pasado. Basándose en la experiencia, una
agencia inmobiliaria sabe que es probable que
la desviación típica poblacional sea de alrede-
dor de 20.000 $. Si el intervalo de confianza al
95 por ciento de la media poblacional debe te-
ner una amplitud de 2.000 $ a cada lado de la
media muestral, ¿cuántas observaciones mues-
trales se necesitan si se toma una muestra alea-
toria simple?

20.42. Un concesionario de automóviles tiene unas
existencias de 400 automóviles usados. Para es-
timar el número medio de kilómetros de estos
vehículos, pretende tomar una muestra aleatoria
simple de automóviles usados. Los estudios an-
teriores sugieren que la desviación típica pobla-
cional es de 10.000 kilómetros. El intervalo de
confianza al 90 por ciento de la media pobla-
cional debe tener una amplitud de 2.000 kiló-
metros a cada lado de su estimación muestral.
¿De qué tamaño debe ser la muestra para satis-
facer este requisito?
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20.43. Un club de campo quiere encuestar a una mues-
tra aleatoria de 320 socios para estimar la pro-
porción que es probable que asista a una fun-
ción a principio de temporada. El número de
observaciones muestrales debe ser lo suficiente-
mente grande para garantizar que el intervalo
de confianza al 99 por ciento de la población
tiene una amplitud máxima de 0,05 a cada lado
de la proporción muestral. ¿De qué tamaño de-
be ser la muestra?

20.44. Un profesor de una clase de 417 alumnos está
considerando la posibilidad de hacer un examen
final que los alumnos puedan realizar en casa.
Quiere tomar una muestra aleatoria de alumnos
para estimar la proporción que prefiere este tipo
de examen. Si el intervalo de confianza al 90
por ciento de la proporción poblacional debe te-
ner una amplitud máxima de 0,04 a cada lado
de la proporción muestral, ¿de qué tamaño debe
ser la muestra?

20.45. Un auditor quiere estimar el valor medio de las
facturas pendientes de cobro de una empresa.
La población se divide en cuatro estratos, que
contienen 500, 400, 300 y 200 facturas, respec-
tivamente. Basándose en la experiencia, se esti-

ma que las desviaciones típicas de los valores
de estos estratos serán 150 $, 200 $, 300 $
y 400 $, respectivamente. Si el intervalo de
confianza al 90 por ciento de la media del con-
junto de la población debe tener una amplitud
de 25 $ a cada lado de la estimación muestral,
halle el tamaño total de la muestra necesario
utilizando tanto la afijación proporcional como
la óptima.

20.46. Debe estimarse la renta media de los hogares de
una ciudad que puede dividirse en tres distritos.
La tabla muestra la información relevante.

Distrito
Tamaño de
la población

Desviación típica
estimada ($)

1 1.150 4.000
2 2.120 6.000
3 930 8.000

Si el intervalo de confianza al 95 por ciento de
la media poblacional debe tener una amplitud
de 500 $ a cada lado de la estimación muestral,
halle el número de observaciones muestrales
que se necesitan en total utilizando la afijación
proporcional y la óptima.

20.6. Otros métodos de muestreo

Hemos analizado brevemente el muestreo aleatorio simple y el estratificado. Éstos no son
los únicos métodos que se utilizan para elegir una muestra. En este apartado se analizan
algunos otros.

Muestreo por conglomerados

Supongamos que un investigador quiere estudiar una población que se encuentra repartida
en una amplia zona geográfica, como una gran ciudad o una región. Si se utiliza una mues-
tra aleatoria simple o una muestra aleatoria estratificada, se plantean dos problemas inme-
diatos. En primer lugar, para extraer la muestra, el investigador necesita una lista razona-
blemente precisa de los miembros de la población. Puede no disponer de esa lista o es
posible que pueda conseguirla con un elevado coste. En segundo lugar, aunque el investi-
gador posea una lista de la población, los miembros de la muestra resultante estarán repar-
tidos casi inevitablemente por una gran zona. En ese caso, será bastante caro que los entre-
vistadores contacten con cada uno de los miembros de la muestra. Naturalmente, este
último problema no se plantea si se envía el cuestionario por correo. Sin embargo, con este
medio de contacto también puede ocurrir que la tasa de falta de respuesta sea inaceptable-
mente alta y que el investigador prefiera por ese motivo las entrevistas personales.
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Ante el dilema de no tener una lista fiable de la población o querer hacer entrevistas
personales con miembros de la muestra cuando los recursos presupuestarios son limitados,
el investigador puede recurrir a otro método de muestreo que se conoce con el nombre de
muestreo por conglomerados. Este método es atractivo cuando una población puede subdi-
vidirse en unidades relativamente pequeñas y geográficamente compactas llamadas conglo-
merados. Por ejemplo, una ciudad podría subdividirse en distritos o en barrios, incluso
aunque no se disponga de una lista completa de los residentes o de los hogares.

En un muestreo por conglomerados, se selecciona una muestra aleatoria simple de la
población y se contacta con cada individuo de cada uno de los conglomerados de la mues-
tra; es decir, se realiza un censo completo en cada uno de los conglomerados elegidos. En
las siguientes ecuaciones, mostramos cómo pueden hacerse inferencias válidas sobre la
media poblacional y la proporción poblacional a partir de los resultados de una muestra de
conglomerados.

Estimadores en el muestreo por conglomerados
Se subdivide una población en M conglomerados, se selecciona una muestra aleatoria simple
de m de estos conglomerados y se obtiene información de cada miembro de los conglomera-
dos de la muestra. Sean n1, n2, ..., nn el número de miembros de la población que hay en los m
conglomerados de la muestra. Sean las medias de estos conglomerados x61, x62, ..., x6m y las
proporciones de miembros de los conglomerados que poseen un atributo de interés P1, P2, ...,
Pm. El objetivo es estimar la media k y la proporción P de la población total.

1. Utilizando métodos de estimación insesgada, tenemos que

x6c %

k

;
i%1

njx6 i

m

;
i%1

ni

(20.29)

y

p4 c %

k

;
i%1

njPi

m

;
i%1

ni

(20.30)

2. Las estimaciones de la varianza de estos estimadores, basadas en métodos de estima-
ción insesgada, son

p4 2x6c %
M . m

Mmn62 A
m

;
i%1

n2
j (x6 i . x6c)

2

m . 1 B (20.31)

y

p4 2p4 c %
M . m

Mmn62 A
m

;
i%1

n2
j (Pi . p4 c)

2

m . 1 B (20.32)

donde n6 %
m

;
i%1

nj /m es el número medio de individuos que hay en los conglomerados

de la muestra.
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Basándose en estos estimadores, se obtienen los intervalos de confianza utilizando el
muestreo por conglomerados.

Estimación de la media poblacional, muestreo por conglomerados
Siempre que el tamaño de la muestra es grande, el intervalo de confianza al 100(1 . a)% de
la media poblacional utilizando el muestreo por conglomerados es

x6c . za/2p4 x6c a k a x6c ! za/2p4 x6c (20.33)

También se hallan intervalos de confianza de la proporción poblacional utilizando el
muestreo por conglomerados.

Estimación de la proporción poblacional,
muestreo por conglomerados
Siempre que el tamaño de la muestra es grande, el intervalo de confianza al 100(1 . a)% de
la proporción poblacional utilizando el muestreo por conglomerados es

p4 c . za/2p4 p4 c a P a p4 c ! za/2p4 p4 c (20.34)

Obsérvese que pueden hacerse inferencias con una información previa relativamente pe-
queña sobre la población. Lo único que se necesita es una división en conglomerados identifi-
cables. No es necesario saber cuál es el número total de miembros de la población. Basta con
saber cuál es el número que hay en cada uno de los conglomerados de la muestra y éste pue-
de averiguarse durante el estudio, ya que se toma un censo completo en cada conglomerado
de la muestra. Además, dado que los miembros de la muestra están geográficamente cerca
unos de otros dentro de los conglomerados, es relativamente barato para los entrevistadores
contactar con ellos.

EJEMPLO 20.10. Muestreo por conglomerados en el caso
de las rentas familiares (estimación)

Se toma una muestra aleatoria simple de 20 manzanas de una zona residencial que con-
tiene un total de 1.100 manzanas. A continuación, se entra en contacto con cada hogar
de las manzanas de la muestra y se obtiene información sobre la renta familiar. El fi-
chero de datos Income Clusters contiene la renta anual media y la proporción de fami-
lias que tienen una renta de menos de 15.000 $ al año y que viven en las manzanas de
la muestra. Estime la renta familiar media y la proporción de familias que tienen una
renta de menos de 15.000 $ al año en esta zona residencial.

Income
Clusters

Solución

Se sabe que

m % 20 y M % 1.100

El número total de hogares que hay en la muestra es

m

;
i%1

ni % (23 ! 31 ! ñ ! 41) % 607
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Para obtener estimaciones puntuales,

m

;
i%1

nix6 i % (23)(26.283) ! (31)(19.197) ! ñ ! (41)(16.493) % 15.848.158

y
m

;
i%1

nip4 i % (23)(0,1304) ! (31)(0,4516) ! ñ ! (41)(0,3659) % 153

Nuestras estimaciones puntuales son, pues,

x6c %
; nix6 i
; ni

%
15.848.158

607
% 26.109

p4 c %
; nip4 i
; ni

%
153

607
% 0,2521

Por lo tanto, basándose en esta evidencia muestral, se estima que en esta zona residen-
cial la renta anual media de los hogares es de 26.109 $ y el 25,21 por ciento de los ho-
gares tiene una renta de menos de 15.000 $ al año.

Para obtener estimaciones de intervalos de la media poblacional, el tamaño medio
de los conglomerados debe ser

n6 %
; ni

m
%

607

20
% 30,35

Además,

m

;
i%1

n2
i (x6i.x6c)

2

m.1
%

(23)2(26.283.26.109)2!ñ!(41)2(16.493.26.109)2

19
%69.270.551.000

por lo que

p2
x6c %

M . m

Mmn62
#

; (n2
i (x6 i . x6c)

2

m . 1
%

(980)(69.270.551.000)

(1.000)(20)(30,35)2
% 3.684.914

y tomando la raíz cuadrada,

p4 x6 % 1.920

El intervalo de confianza al 95 por ciento de la media poblacional es

26.109 . (1,96)(1.920) a k a 26.109 ! (1,96)(1.920)

o sea

22.346 a k a 29.872

El intervalo de confianza al 95 por ciento de la renta media de todas las familias de esta
zona va, pues, de 22.346 $ a 29.872 $.
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Para obtener estimaciones de intervalos de la proporción poblacional,
m

;
i%1

n2
i (p4 i . p4 c)

2

m.1
%

(23)2(0,1304 . 0,02521)2 ! ñ ! (41)2(0,3659 . 0,2521)2

19
%38,1547

De donde

p4 2p4 c %
M . m

Mmn62 A
m

;
i%1

n2
i (p4 i . p4 c)

2

m . 1 B
%

(980)(38,1547)

(1.000)(20)(30,35)2
% 0,0020297

y tomando la raíz cuadrada,

p4 p4 c % 0,0451

El intervalo de confianza al 95 por ciento de la proporción poblacional es

0,2521 . (1,96)(0,0451) a P a 0,2521 ! (1,96)(0,0451)

o sea

0,164 a P a 0,340

Nuestro intervalo de confianza al 95 por ciento del porcentaje de hogares cuya renta
anual es de menos de 15.000 $ va de 16,4 a 34,0 por ciento.

El muestreo por conglomerados se parece superficialmente al muestreo estratificado.
En ambos casos, la población se divide primero en subgrupos. Sin embargo, la similitud es
bastante ilusoria. En el muestreo aleatorio estratificado, se toma una muestra de cada es-
trato de la población en un intento de garantizar que se da el debido peso a importantes
segmentos de la población. En cambio, en el muestreo por conglomerados se toma una
muestra aleatoria de conglomerados, por lo que algunos conglomerados no tienen miem-
bros en la muestra. Dado que dentro de los conglomerados los miembros de la población
probablemente son bastante homogéneos, se corre el riesgo de que importantes subgrupos
de la población no estén representados en absoluto o estén muy subrepresentados en la
muestra final. En consecuencia, aunque la gran ventaja del muestreo por conglomerados se
encuentra en su comodidad, esta comodidad puede muy bien conseguirse a costa de una
imprecisión mayor de las estimaciones muestrales. Otra distinción entre el muestreo por
conglomerados y el muestreo estratificado es que en el primero se toma un censo completo
de miembros del conglomerado, mientras que en el segundo se toma una muestra aleatoria
de miembros del estrato. Sin embargo, esta diferencia no es esencial. De hecho, a veces un
investigador puede extraer una muestra aleatoria de miembros de un conglomerado en lu-
gar de tomar un censo completo.

Muestreo bietápico
En muchas investigaciones, la población no se encuesta en una sola etapa sino que a me-
nudo es cómodo realizar primero un estudio piloto en el que se contacta con una propor-
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ción relativamente pequeña de los miembros de la muestra y se analizan los resultados ob-
tenidos antes de realizar la mayor parte del estudio. El principal inconveniente de ese mé-
todo es que puede llevar mucho tiempo. Sin embargo, tiene varias ventajas que compensan
este factor. Una de las ventajas importantes es que el investigador puede probar, con un
pequeño coste, el cuestionario propuesto para asegurarse de que las distintas preguntas se
entienden perfectamente. El estudio piloto también puede sugerir otras preguntas cuya im-
portancia se había pasado por alto. Además, este estudio también debe dar una estimación
de la tasa probable de falta de respuesta. Si ésta fuera inaceptablemente alta, podría ser de-
seable modificar algo el método para recabar las respuestas.

La realización de un estudio bietápico, comenzando con un estudio piloto, se conoce
con el nombre de muestreo bietápico. Este enfoque tiene otras dos ventajas. En primer
lugar, si se emplea un muestreo aleatorio estratificado, el estudio piloto puede utilizarse
para obtener estimaciones de las varianzas de los distintos estratos. Éstas pueden utilizarse,
a su vez, para estimar la afijación óptima de la muestra a los distintos estratos. En segundo
lugar, los resultados del estudio piloto pueden utilizarse para estimar el número de obser-
vaciones necesarias para obtener estimadores de los parámetros poblacionales con un nivel
especificado de precisión. Los ejemplos siguientes sirven para ilustrar estas cuestiones.
Consideremos una sencilla situación en la que se utiliza una muestra aleatoria simple para
estimar una media poblacional. Al principio, la información sobre esta población es relati-
vamente escasa, por lo que se realiza una encuesta piloto para hacerse una idea del tamaño
que debe tener la muestra.

EJEMPLO 20.11. Valor medio de las facturas pendientes de cobro
(tamaño de la muestra)

Un auditor desea estimar el valor medio de las facturas pendientes de cobro en una po-
blación total de 1.120 facturas. Quiere hallar un intervalo de confianza al 95 por ciento
de la media poblacional que tenga una amplitud de aproximadamente 4 $ a cada lado de
la media muestral. Para empezar, toma una muestra aleatoria simple de 100 facturas y
observa una desviación típica muestral de 30,27 $. ¿Cuántas facturas más debe tener la
muestra?

Solución

En el apartado 20.5, hemos visto que el tamaño de la muestra necesario es

n %
Np2

(N . 1)p2
x6 ! p2

donde N % 1.120 es el número de miembros de la población en este caso. Para que el
intervalo de confianza al 95 por ciento tenga la amplitud exigida,

1,96px6 % 4

por lo que px6, la desviación típica de la media muestral, debe ser

px6 %
4

1,96
% 2,04
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La desviación típica poblacional, p, se desconoce. Sin embargo, como consecuencia del
estudio inicial de 100 facturas pendientes de cobro, se estima que es 30,27. El número
total de observaciones muestrales necesario es, pues,

n %
Np2

(N . 1)p2
x6 ! p2 %

(1.120)(30,27)2

(1.119)(2,04)2 ! (30,27)2
% 184,1

Dado que ya se han tomado 100 observaciones, serán suficientes 85 más para satisfacer
el objetivo del auditor.

EJEMPLO 20.12. Renta (tamaño de la muestra)

Un investigador quiere tomar una muestra aleatoria estratificada para estimar la renta
familiar media de una ciudad en la que el número de familias que hay en cada uno de
los tres distritos es

N1 % 1.150 N2 % 2.120 N3 % 930

Para empezar, el investigador hace un estudio piloto, tomando una muestra de 30 hoga-
res de cada distrito y obteniendo desviaciones típicas muestrales de 3.657 $, 6.481 $ y
8.403 $, respectivamente. Supóngase que el objetivo es obtener, con el tamaño más pe-
queño posible, un intervalo de confianza al 95 por ciento de la media poblacional que
tenga una amplitud de 500 $ a cada lado de la estimación muestral. ¿Cuántas observa-
ciones adicionales deben tomarse en cada distrito?

Solución

El requisito de que debe conseguirse un grado especificado de precisión con el menor
número de observaciones muestrales posible implica que debe utilizarse la afijación óp-
tima. Recuérdese que en la ecuación 20.20 hemos visto que los números n1, n2 y n3 que
deben muestrearse en los tres estratos son los siguientes:

nj %
Njpj

K

;
i%1

Nipi

# n ( j % 1, 2, 3)

donde las pi son las desviaciones típicas poblacionales de los estratos. Utilizando nues-
tras estimaciones muestrales en lugar de estas cantidades,

n1 %
(1.150)(3.657)

(1.150)(3.657) ! (2.120)(6.481) ! (930)(8.403)
# n % 0,163n

n2 %
(2.120)(6.481)

(1.150)(3.657) ! (2.120)(6.481) ! (930)(8.403)
# n % 0,533n

n3 %
(930)(8.403)

(1.150)(3.657) ! (2.120)(6.481) ! (930)(8.403)
# n % 0,303n

Hemos especificado las propiedades de la muestra total que debe afijarse a cada estrato
con el sistema óptimo. Queda por averiguar el número total n de observaciones mues-
trales.
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Métodos de muestreo no probabilísticos

Hemos analizado algunos sistemas de muestreo en los que es posible especificar la proba-
bilidad de que se extraiga una determinada muestra de la población. Esta característica de
los métodos de muestreo permite hacer inferencias estadísticas válidas basadas en los re-
sultados muestrales. De lo contrario, no podrían obtenerse estimaciones puntuales insesga-
das e intervalos de confianza con un contenido probabilístico especificado que tuvieran
una estricta validez estadística.

No obstante, en muchas aplicaciones prácticas se utilizan métodos no probabilísticos
para seleccionar miembros de la muestra, principalmente por comodidad. Supongamos, por
ejemplo, que queremos evaluar las reacciones de los estudiantes de nuestra universidad a
algún tema de interés. Una posibilidad sería preguntar a nuestros amigos cuál es su opi-
nión. Este grupo no constituiría una muestra aleatoria de la población de todos los estu-
diantes. Por lo tanto, si analizamos los datos como si procedieran de una muestra aleatoria,
la inferencia resultante carecería de validez estadística.

Las organizaciones que realizan encuestas utilizan a menudo una versión más sofistica-
da del enfoque que acabamos de describir, llamada muestreo por cuotas. Se asignan en-
cuestadores a un lugar y se les dice que contacten con un número especificado de personas
de una determinada edad, raza y sexo. Estas cuotas asignadas representan las proporciones
del conjunto de la población que se consideran adecuadas. Sin embargo, una vez decididas
las cuotas, los entrevistadores tienen flexibilidad para elegir los miembros de la muestra.
Su elección normalmente no es aleatoria. El muestreo por cuotas puede producir y a menu-
do produce estimaciones bastante precisas de los parámetros poblacionales. Su inconve-
niente es que, como no se elige la muestra utilizando métodos probabilísticos, no existe
una forma válida de averiguar la fiabilidad de las estimaciones resultantes.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

20.47. Una empresa de estudios de mercado quiere es-
timar la cantidad semanal media de tiempo que
están encendidos los televisores en los hogares
de una ciudad que contiene 65 barrios. Se selec-
ciona una muestra aleatoria simple de 10 barrios
y se pregunta a cada hogar de cada barrio de la
muestra. La tabla adjunta muestra los resultados.

Barrio
Número

de hogares
Tiempo medio de uso
del televisor (horas)

1 28 29,6
2 35 18,4
3 18 32,7
4 52 26,3
5 41 22,4
6 38 31,6
7 36 19,7
8 30 23,8
9 23 25,4

10 42 24,1

a) Halle una estimación puntual de la media
poblacional de la cantidad de tiempo que

están encendidos los televisores en esta
ciudad.

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la media poblacional.

20.48. Un dirigente sindical quiere estimar el valor
medio de las primas pagadas a los administrati-
vos de una empresa en el primer mes de un
nuevo plan. Esta empresa tiene 52 subdivisio-
nes y se toma una muestra aleatoria simple de
8. A continuación, se obtiene información de
las nóminas de cada administrativo de cada
subdivisión de la muestra. La tabla adjunta
muestra los resultados.

Subdivisión
Número de

administrativos
Prima media

(dólares)
1 69 83
2 75 64
3 41 42
4 36 108
5 59 136
6 82 102
7 64 95
8 71 98
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a) Halle una estimación puntual de la prima
media por administrativo de este mes.

b) Halle el intervalo de confianza al 99 por
ciento de la media poblacional.

20.49. En el estudio del ejercicio 20.47, se pregunta a
los hogares si tienen televisión por cable. La ta-
bla adjunta muestra el número que tiene televi-
sión por cable.

Barrio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Número 12 11 10 29 15 13 20 14 9 26

a) Halle una estimación puntual de la propor-
ción de todos los hogares de la ciudad que
tienen televisión por cable.

b) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de esta proporción poblacional.

20.50. En el estudio del ejercicio 20.48, se preguntó a
los administrativos de las ocho subdivisiones de
la muestra si estaban satisfechos con el funcio-
namiento del plan de primas. La tabla adjunta
muestra los resultados.

Subdivisión 1 2 3 4 5 6 7 8

Número
satisfecho 24 25 11 21 35 44 30 34

a) Halle una estimación puntual de la propor-
ción de todos los administrativos satisfechos
con el plan de primas.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de esta proporción poblacional.

20.51. Una ciudad está dividida en 50 subdivisiones
geográficas. Se necesita una estimación de la
proporción de los hogares de la ciudad interesa-
dos en un nuevo servicio de jardinería. Una
muestra aleatoria de tres subdivisiones contiene
611, 521 y 734 hogares, respectivamente. El
número que expresa interés por el servicio es
128, 131 y 172, respectivamente. Halle el inter-
valo de confianza al 90 por ciento de la propor-
ción de todos los hogares de la ciudad interesa-
da en el servicio de jardinería.

20.52. Un banco tiene 720 créditos hipotecarios para la
adquisición de viviendas en situación de moro-
sidad. Necesita una estimación del valor catas-
tral medio de estas viviendas. Al principio, se
considera una muestra aleatoria de 20 y se halla
una desviación típica muestral de 37.600 $. Si
el banco requiere un intervalo de confianza al
90 por ciento de la media poblacional que tenga
una amplitud de 5.000 $ a cada lado de la me-
dia muestral, ¿cuántas viviendas más deben
considerarse?

20.53. Una universidad tiene 3.200 estudiantes de gra-
do y 800 estudiantes de postgrado. Los investi-
gadores tienen interés en saber cuánto dinero se
gastan estos estudiantes en un año en libros de
texto. Al principio se toman muestras aleatorias
simples de 30 estudiantes de grado y 30 de
postgrado. Las desviaciones típicas muestrales
de las cantidades gastadas son 40 $ y 58 $, res-
pectivamente. Se necesita un intervalo de con-
fianza al 90 por ciento de la media del conjunto
de la población que tenga una amplitud de 5 $ a
cada lado de la estimación puntual muestral.
Estime el menor número total de observaciones
muestrales adicionales necesario para lograr es-
te objetivo.

20.54. Una empresa tiene una flota de 480 automóvi-
les: 100 pequeños, 180 de tamaño intermedio y
200 grandes. Para estimar los costes totales
anuales medios de reparación de estos automó-
viles, se toma una muestra aleatoria preliminar
de 10 automóviles de cada tipo. Las desviacio-
nes típicas muestrales de los costes de repara-
ción son 105 $ en el caso de los automóviles
pequeños, 162 $ en el de los automóviles de ta-
maño intermedio y 183 $ en el de los automóvi-
les grandes. Se necesita un intervalo de confian-
za al 95 por ciento del coste total anual medio
de reparación por automóvil que tenga una am-
plitud de 20 $ a cada lado de la estimación pun-
tual muestral. Estime el menor número total de
observaciones muestrales adicionales que deben
tomarse.

RESUMEN

En este capítulo, hemos centrado la atención en el pro-
blema de un investigador que quiere descubrir algo de
una población que no es necesariamente grande. El in-
vestigador pretende recoger información solamente de
un subconjunto de miembros de la población y pide
asesoramiento para hacerlo. En primer lugar, deben

considerarse los pasos necesarios en un plan de mues-
treo. A continuación, deben distinguirse los errores de
muestreo y los errores ajenos al muestreo; deben for-
mularse ecuaciones para estimar una media poblacio-
nal, un total poblacional y una proporción poblacional
para el muestreo aleatorio simple, así como para el
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muestreo estratificado; debe decidirse el tamaño de la
muestra para estimar una media poblacional, un total
poblacional y una proporción poblacional utilizando
el muestreo aleatorio simple o el muestreo estratifica-
do si se especifica la varianza deseada de la media
muestral; debe considerarse el muestreo por conglo-
merados y las ecuaciones establecidas para hallar los
intervalos de confianza de la media poblacional y de
la proporción poblacional, si el tamaño de la muestra

es grande. Hemos mencionado brevemente el método
de muestreo bietápico y el método de muestreo no
probabilístico.

Dado que la estadística se ocupa en gran parte de
los problemas que plantean las afirmaciones sobre una
población a partir de la información muestral, nos
interesa comprender este capítulo. Para un análisis más
detallado de los diseños de muestreo, véanse las notas
que se encuentran al final de este capítulo.

TÉRMINOS CLAVE

estimación:
media poblacional, aleatorio, 820
media poblacional, conglomerado, 845
media poblacional, estratificado, 827
proporción poblacional, aleatorio, 823
proporción poblacional,

conglomerado, 845
proporción poblacional,

estratificado, 831
total poblacional, aleatorio, 821
total poblacional, estratificado, 829

error ajeno al muestreo, 817
error de muestreo, 817
factor de corrección en el caso

de una población finita, 820
métodos no probabilísticos, 850
muestreo aleatorio simple, 819
muestreo aleatorio estratificado, 826
muestreo por conglomerados, 844
muestreo por cuotas, 850
muestreo bietápico, 848
muestreo sistemático, 819

tamaño de la muestra:
afijación óptima, 834
afijación proporcional, 833
media poblacional,

aleatorio, 838
media poblacional,

estratificado, 840
proporción poblacional,

aleatorio, 839

EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

20.55. Ha recibido el encargo de diseñar y realizar una
encuesta en su ciudad sobre la eficacia de una
campaña publicitaria por radio destinada a pro-
mocionar una nueva película.

a) Explique qué haría.
b) Analice las posibilidades de que haya erro-

res ajenos al muestreo y los medios para re-
ducir lo más posible su importancia.

c) ¿Hasta qué punto espera que la falta de res-
puesta sea un problema en esta encuesta?

20.56. Basándose en una muestra aleatoria de 10
miembros de su clase, estime la cantidad media
de dinero que gastan los miembros de la clase
en libros de texto cada cuatrimestre.

20.57. Explique minuciosamente la distinción entre
muestreo aleatorio estratificado y muestreo por
conglomerados. Ponga ejemplos de problemas
de muestreo en los que podría ser útil cada una
de estas técnicas.

20.58. Se hace un examen a 90 estudiantes y se toma
una muestra aleatoria de 10 calificaciones:

93 71 62 75 81 63 87 59 84 72

a) Halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la media poblacional de las califi-
caciones.

b) Sin hacer los cálculos, indique si el intervalo
de confianza al 95 por ciento de la media
poblacional sería más amplio o más estrecho
que el obtenido en el apartado (a).

20.59. Una empresa tiene 272 facturas pendientes de
cobro en una determinada categoría. Se toma
una muestra aleatoria de 50 facturas. La media
muestral es de 492,36 $ y la desviación típica
muestral es de 149,92 $.
a) Halle el intervalo de confianza al 99 por

ciento de la media poblacional del valor de
estas facturas pendientes de cobro.

b) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del valor total de estas facturas pen-
dientes de cobro.

c) Indique sin hacer los cálculos si el intervalo
de confianza al 90 por ciento del total pobla-
cional sería más amplio o más estrecho que
el intervalo obtenido en el apartado (b).

20.60. En el Senado de Estados Unidos hay 100 sena-
dores. Se obtuvo información de los individuos
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responsables de gestionar la correspondencia de
61 despachos de senadores. De éstos, 38 indica-
ron que debían recibir un número mínimo de
cartas sobre una cuestión antes de escribir una
carta en respuesta.

a) Suponga que estas observaciones consti-
tuyen una muestra aleatoria de la población
y halle el intervalo de confianza al 90 por
ciento de la proporción de despachos de se-
nadores que siguen esta política.

b) En realidad, no se obtuvo información de
una muestra aleatoria de despachos de sena-
dores. Se enviaron cuestionarios a los 100
despachos, pero sólo respondieron 61. ¿Có-
mo influye esta información en su respuesta
al apartado (a)? Véase la referencia biblio-
gráfica 2.

20.61. Una empresa tiene 148 representantes de ven-
tas. Se toma una muestra aleatoria de 60 y se
observa que en el caso de 36 de los miembros
de la muestra, el volumen de pedidos de este
mes es mayor que el del mismo mes del año pa-
sado. Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento de la proporción poblacional de repre-
sentantes de ventas que tienen un volumen de
pedidos mayor.

20.62. Una empresa tiene tres subdivisiones, en las que
hay un total de 970 directivos. Se toman mues-
tras aleatorias independientes de directivos de
cada subdivisión y se halla el número de años
que lleva en la empresa cada miembro de las
muestras. La tabla adjunta muestra los resul-
tados.

Subdivisión 1 Subdivisión 2 Subdivisión 3

Ni 352 287 331
ni 30 20 30
x6 i 9,2 12,3 13,5
si 4,9 6,4 7,6

a) Halle el intervalo de confianza al 99 por
ciento del número medio de años que llevan
en la empresa los directivos de la subdivi-
sión 1.

b) Halle el intervalo de confianza al 99 por
ciento del número medio de años que llevan
en la empresa todos los directivos.

20.63. De las 300 páginas de un libro, 180 son princi-
palmente poco técnicas, mientras que el resto es
técnico. Se toman muestras aleatorias indepen-
dientes de páginas técnicas y no técnicas y se
anota el número de erratas por página. La tabla
resume los resultados.

Técnicas No técnicas

Ni 120 180
ni 20 20
x6i 1,6 0,74
si 0,98 0,56

a) Halle el intervalo de confianza al 95 por
ciento del número medio de erratas por pá-
gina de este libro.

b) Halle el intervalo de confianza al 99 por
ciento del número total de erratas del libro.

20.64. En el análisis del ejercicio 20.63, se observa
que 9 de las páginas técnicas de la muestra y
15 de las páginas no técnicas de la muestra no
contienen ninguna errata. Halle el intervalo de
confianza al 90 por ciento de la proporción de
todas las páginas de este libro que no contiene
erratas.

20.65. Vuelva a los datos del ejercicio 20.62. Si se to-
ma una muestra de un total de 80 directivos,
averigüe cuántos miembros de la muestra perte-
necerían a la subdivisión 1 utilizando cada uno
de los siguientes sistemas:

a) La afijación proporcional y
b) La afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas de los estratos son iguales
que las cantidades muestrales correspon-
dientes.

20.66. Vuelva a los datos del ejercicio 20.63. Si se to-
ma una muestra de un total de 40 páginas, ave-
rigüe cuántas páginas de la muestra serían téc-
nicas utilizando cada uno de los siguientes
sistemas:

a) La afijación proporcional y
b) La afijación óptima, suponiendo que las des-

viaciones típicas de los estratos son iguales
que las cantidades muestrales correspon-
dientes.

20.67. Se pretende tomar una muestra de los estudian-
tes de su universidad para conocer su opinión
sobre la cantidad de espacio que hay en la bi-
blioteca. Se decide utilizar una muestra estrati-
ficada por año: estudiantes de primer año, de
segundo año, etc. Analice los factores que se
tendrían en cuenta para decidir el número de
observaciones muestrales que deben tomarse en
cada estrato.

20.68. Un concesionario de automóviles tiene unas
existencias de 328 automóviles usados. Hay
que estimar el número medio de kilómetros de
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estos vehículos. La experiencia dice que es pro-
bable que la desviación típica poblacional sea
de unos 12.000 kilómetros. Si el intervalo de
confianza al 90 por ciento de la media pobla-
cional debe tener una amplitud de 2.000 kiló-
metros a cada lado de la media muestral, ¿de
qué tamaño debe ser la muestra si se emplea el
muestreo aleatorio simple?

20.69. Debe tomarse una muestra aleatoria simple de
527 estudiantes de administración de empresas
de una universidad para estimar la proporción
que es partidaria de que se ponga más énfasis
en la ética empresarial en el programa de estu-
dios. ¿Cuántas observaciones son necesarias pa-
ra garantizar que el intervalo de confianza al

95 por ciento de la proporción poblacional tiene
una amplitud máxima de 0,06 a cada lado de la
proporción muestral?

20.70. Suponga que la junta electoral debe ayudar a re-
solver un conflicto electoral entre dos candida-
tos (o quizá una persona debe hacer de experto
estadístico en un juicio relacionado con el resul-
tado de unas reñidas elecciones). Son muchas
las cuestiones que se plantean. ¿Deben recontar-
se todos los votos de todas las circunscripcio-
nes? Si sólo se recuentan los de algunas, ¿cuá-
les? Analice las ventajas y los inconvenientes
de algunos diseños muestrales que podrían utili-
zarse para seleccionar los votos que van a re-
contarse.
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Introducción

Podría decirse que el tema de este capítulo recoge la esencia de los problemas de ges-
tión que se plantean en cualquier organización. De hecho, su aplicabilidad va mucho
más allá, ya que afecta a muchos aspectos de nuestra vida diaria. Analizaremos situa-
ciones en las que una persona, un grupo o una empresa tienen varios cursos de acción
posibles y deben elegir uno de ellos en un mundo en el que hay incertidumbre sobre la
futura conducta de los factores que determinan las consecuencias del curso de acción
que se elija. En este capítulo analizamos cuatro criterios para tomar decisiones. El crite-
rio maximin y el criterio de la pérdida de oportunidades minimax son criterios no probabi-
lísticos para tomar decisiones. Es decir, estos criterios «no tienen en cuenta la probabili-
dad de los resultados de cada alternativa; centran meramente la atención en el valor
monetario de los resultados» (véase la referencia bibliográfica 4). Dos criterios para to-
mar decisiones que incluyen información sobre las probabilidades de que se produzca
cada resultado son el criterio del valor monetario esperado y el criterio de la utilidad es-
perada.



21.1. La toma de decisiones en condiciones de incertidumbre

Todos nos vemos obligados a actuar en un entorno cuyo rumbo futuro es incierto. Por
ejemplo, podemos estar considerando la posibilidad de ir a un partido de fútbol, pero duda-
mos porque existe la posibilidad de que llueva. Si supiéramos que no va a llover, iríamos
al partido; si estuviéramos seguros de que va a llover durante varias horas, no iríamos. Pe-
ro no podemos predecir con absoluta seguridad el tiempo que va a hacer, por lo que debe-
mos tomar la decisión contemplando un incierto futuro. Por poner otro ejemplo, en algún
momento al final de los estudios universitarios, el estudiante tiene que decidir qué va a ha-
cer cuando se gradúe. Es posible que ya tenga varias ofertas de empleo. Hacer el doctorado
también es una posibilidad. La decisión es claramente importante. Recabará, desde luego,
información sobre las opciones. Sabrá qué sueldos de partida se ofrecen y se habrá entera-
do de cuáles son las actividades de las empresas entre las que puede elegir y de cómo en-
caja en esas actividades.

Sin embargo, nadie tiene una idea muy clara de dónde estará dentro de uno o dos años
si acepta una determinada oferta. Esta importante decisión se toma, pues, en condiciones
de incertidumbre sobre el futuro.

En el mundo empresarial, a menudo existen circunstancias de este tipo, como muestran
los siguientes ejemplos:

1. En una recesión, una empresa debe decidir si despide o no a algunos trabajadores.
Si la recesión económica va a ser breve, puede ser preferible quedarse con estos
trabajadores, que pueden ser difíciles de sustituir cuando mejore la demanda. Sin
embargo, si se prolonga la recesión, conservarlos sería caro. Desgraciadamente, el
arte de la predicción económica no ha llegado a la fase en la que es posible prede-
cir con un alto grado de certeza la duración o la gravedad de una recesión.

2. Un inversor puede creer que los tipos de interés han alcanzado un máximo. En ese
caso, los bonos a largo plazo parecerían muy atractivos. Sin embargo, es imposible
estar seguro de cómo evolucionarán en el futuro, y si continuaran subiendo, la
decisión de invertir en bonos a largo plazo sería subóptima.

3. Los contratistas a menudo deben hacer ofertas para conseguir la adjudicación de
un proyecto. Tienen que decidir la cuantía de la oferta. En este caso, hay dos cues-
tiones inciertas. En primer lugar, el contratista no sabe de qué cuantía tiene que ser
la oferta para conseguir el contrato. En segundo lugar, no puede estar seguro de
cuánto le costará cumplir el contrato. De nuevo, a pesar de la incertidumbre, debe
tomar alguna decisión.

4. El coste de hacer prospecciones petroleras en alta mar es enorme y, a pesar de con-
tar con excelente asesoramiento geológico, las compañías petroleras no saben, an-
tes de hacer las prospecciones, si se descubrirá una cantidad comercialmente via-
ble. La decisión de hacer o no prospecciones petroleras debe tomarse en un
entorno incierto.

Nuestro objetivo es estudiar los métodos para abordar el tipo de problemas de toma de
decisiones que acabamos de describir. Una persona que tiene que tomar una decisión se
enfrenta a un número finito, K, de acciones posibles, que llamaremos a1, a2, ..., aK. En el
momento en que tiene que elegir una acción, no sabe cómo evolucionará en el futuro un
factor que determinará las consecuencias de la acción elegida. Se supone que un número
finito, H, de estados de la naturaleza posibles puede caracterizar las posibilidades de este
factor. Éstos se representan por medio de s1, s2, ..., sH. Por último, se supone que la perso-
na que tiene que tomar la decisión es capaz de especificar la recompensa monetaria o ren-
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dimiento de cada combinación acción-estado de la naturaleza. Sea Mij el rendimiento de la
acción ai en el supuesto de que ocurra el estado de la naturaleza sj. Las acciones, los esta-
dos de la naturaleza, los rendimientos monetarios y las tablas de rendimientos forman parte
del marco general para analizar cualquier problema de toma de decisiones.

Marco para analizar los problemas de toma de decisiones
1. La persona que tiene que tomar una decisión tiene K cursos de acción posibles: a1, a2, ..., aK.

Las acciones a veces se llaman alternativas.
2. Hay H estados de la naturaleza inciertos posibles: s1, s2, ..., sH . Los estados de la natura-

leza son los resultados posibles que el que toma la decisión no controla. A veces se llaman
sucesos.

3. Cada combinación posible acción-estado de la naturaleza tiene un resultado que represen-
ta un beneficio o una pérdida, llamado rendimiento monetario, Mij , que corresponde a la
acción ai y al estado de la naturaleza sj. La tabla de todos los resultados de un problema
de decisión se llama tabla de rendimientos.

La Tabla 21.1 muestra la forma general de una tabla de rendimientos.

Tabla 21.1. Tabla de rendimientos de un problema de decisión en el que hay
K acciones posibles y H estados de la naturaleza posibles.

Acción Estado de la naturaleza

ai /si s1 s2 ñ sH

a1 M11 M12 ñ M1H
a2 M21 M22 ñ M2H

ó ó ó ó ó
aK MK1 MK2 ñ MKH

Cuando una persona que tiene que tomar una decisión se encuentra ante distintos cur-
sos de acción, la elección correcta dependerá en gran medida de los objetivos. Es posible
describir varias líneas de ataque que se han empleado en la solución de problemas de toma
de decisiones empresariales. Sin embargo, debe tenerse presente que cada problema tiene
sus propias características y que los objetivos de los que toman las decisiones pueden va-
riar considerablemente y ser, de hecho, bastante complejos. Se plantea una situación de es-
te tipo cuando se observa la posición de un directivo intermedio de una gran empresa. En
la práctica, sus objetivos pueden ser algo distintos de los de la empresa. Al tomar decisio-
nes, es muy probable que sea consciente de su propia posición, así como del bien general
de la empresa.

A pesar del carácter individual de los problemas de toma de decisiones, es posible eli-
minar algunas acciones que no se considerarán en ningún caso.

Acciones admisibles e inadmisibles
Si el rendimiento de una acción aj es al menos tan alto como el de ai, cualquiera que sea el
estado de la naturaleza, y si el rendimiento de aj es mayor que el de ai al menos en un estado
de la naturaleza, se dice que la acción aj domina a la acción ai. Se dice que cualquier acción
que es dominada de esta forma es inadmisible. Las acciones inadmisibles se eliminan de la
lista de posibilidades antes de seguir analizando un problema de toma de decisiones. Se dice
que cualquier acción que no es dominada por alguna otra y que, por lo tanto, no es inadmisible
es admisible.
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En este capítulo nos basaremos en el ejemplo siguiente.

EJEMPLO 21.1. Un fabricante de teléfonos móviles (acciones admisibles)

Consideremos un fabricante que planea introducir un nuevo teléfono móvil. Puede ele-
gir entre cuatro procesos de producción, A, B, C y D, que van desde una modificación
relativamente pequeña de las instalaciones existentes hasta una gran ampliación de la
planta. La decisión sobre el curso de acción debe tomarse en un momento en el que no
se conoce la demanda posible del producto. Por comodidad, decimos que esta demanda
potencial puede ser «baja», «moderada» o «alta». También se supone que el fabricante
puede calcular para cada proceso de producción el beneficio durante la vida de la inver-
sión correspondiente a cada uno de los tres niveles de demanda. La Tabla 21.2 muestra
estos niveles de beneficios (en dólares) para cada combinación proceso de producción-
nivel de demanda. Averigüe si hay alguna acción inadmisible.

Tabla 21.2. Beneficios estimados de un fabricante de teléfonos móviles
correspondientes a diferentes combinaciones de proceso-demanda.

Acción Estado de la naturaleza

Proceso de producción Demanda baja Demanda moderada Demanda alta

A 70.000 120.000 200.000
B 80.000 120.000 180.000
C 100.000 125.000 160.000
D 100.000 120.000 150.000

Solución

En este ejemplo, hay cuatro acciones posibles que corresponden a los cuatro procesos
de producción posibles y tres estados de la naturaleza posibles que corresponden a los
tres niveles de demanda del producto posibles.

Consideremos el proceso de producción D de la Tabla 21.2. El rendimiento de este
proceso será exactamente igual que el de C si hay un bajo nivel de demanda y más bajo
que el del proceso C si el nivel de demanda es moderado o alto. Por lo tanto, no tiene
sentido elegir la opción D, ya que hay otra opción con la que los rendimientos no pue-
den ser menores y podrían ser mayores. Dado que la acción C es necesariamente al me-
nos tan rentable como la D y posiblemente más, se dice que la acción C domina a la D.
Dado que el proceso de producción D es dominado por otra alternativa, el proceso de
producción C, se dice que el D es inadmisible. Esta acción no debe seguir considerán-
dose, ya que sería subóptimo adoptarla. Por lo tanto, se eliminará y, en el análisis pos-
terior del problema, sólo se considerará la posibilidad de adoptar el proceso A, el B o
el C.

El problema de toma de decisiones esbozado es esencialmente de carácter discreto.
Es decir, sólo hay un número finito de alternativas y un número finito de estados de la
naturaleza posibles. Sin embargo, muchos problemas prácticos son continuos. Por ejem-
plo, es posible que sea mejor medir el estado de la naturaleza en un continuo que des-
cribirlo por medio de una serie de posibilidades discretas. En el ejemplo del fabricante
de teléfonos móviles, es posible prever un intervalo de niveles posibles de demanda en
lugar de especificar simplemente tres niveles. En algunos problemas, como mejor se re-
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presentan las acciones posibles es en un continuo; por ejemplo, en el caso en el que un
contratista debe decidir la cuantía de la oferta para conseguir la adjudicación de un con-
trato. En el resto de este capítulo centramos la atención en el caso discreto. Los princi-
pios que implica el análisis del caso continuo no son diferentes. Sin embargo, los deta-
lles de ese análisis se basan en el cálculo y no se examinan más aquí.

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
21.1. Un inversor está considerando tres alternativas

—un certificado de depósito, un fondo de accio-
nes de bajo riesgo y un fondo de acciones de alto
riesgo— para una inversión de 20.000 $. Consi-
dera tres estados de la naturaleza posibles:
s1: mercado de valores fuerte
s2: mercado de valores moderado
s3: mercado de valores débil
La tabla de rendimientos (en dólares) es la si-
guiente:

Acción Estado de la naturaleza

Alternativas de inversión posibles s1 s2 s3

Certificado de depósito 1.200 1.200 1.200
Fondo de acciones de bajo riesgo 4.300 1.200 .600
Fondo de acciones de alto riesgo 6.600 800 .1.500

¿Es inadmisible alguna de estas acciones?

21.2. Un fabricante de desodorantes está a punto de
ampliar la capacidad de producción para fabricar
un nuevo producto. Tiene cuatro procesos de
producción alternativos. La tabla adjunta muestra
los beneficios estimados, en dólares, de estos
procesos correspondientes a tres niveles de de-
manda del producto posibles.

Acción Estado de la naturaleza

Proceso de
producción

Demanda
baja

Demanda
moderada

Demanda
alta

A 100.000 350.000 900.000
B 150.000 400.000 700.000
C 250.000 400.000 600.000
D 250.000 400.000 550.000

¿Es inadmisible alguna de estas acciones?

21.2. Soluciones que no implican la especificación
de probabilidaes: criterio maximin, criterio de la pérdida
de oportunidades minimax

Antes de elegir el proceso de producción, es probable que nuestro fabricante de teléfonos
móviles se pregunte cuáles son las probabilidades de que se materialice realmente cada
uno de estos niveles de demanda. Este capítulo se ocupa en su mayor parte de analizar las
soluciones a un problema de toma de decisiones que requiere la especificación de las pro-
babilidades de los resultados correspondientes a los diversos estados de la naturaleza. Sin
embargo, en este apartado se presentan dos criterios de decisión que no se basan en esas
probabilidades y que, en realidad, no tienen ningún contenido probabilístico. Estos enfo-
ques (y otros del mismo tipo) sólo dependen, más bien, de la estructura de la tabla de ren-
dimientos.

Los dos métodos examinados en este apartado se llaman criterio maximin y criterio de
la pérdida de oportunidades minimax. Se examinan en relación con la tabla de rendimien-
tos del fabricante de teléfonos móviles del ejemplo 21.1 dejando de lado la estrategia inad-
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misible de elegir el proceso de producción D. El fabricante debe elegir, pues, entre las tres
acciones posibles, enfrentándose a tres estados de la naturaleza posibles.

Criterio maximin
Consideremos el peor resultado posible de cada acción, cualquiera que sea el estado de la
naturaleza que se materialice. El peor resultado es simplemente el menor rendimiento que
es razonable pensar que podría obtenerse. El criterio maximin selecciona la acción que
tiene el rendimiento mínimo, es decir, maximizamos el rendimiento mínimo.

En el caso del problema del fabricante de teléfonos móviles, el menor rendimiento,
cualquiera que sea el proceso de producción que se emplee, se obtiene cuando el nivel de
demanda es bajo. Es evidente que, como muestra la Tabla 21.3, el valor máximo de estos
rendimientos mínimos es 100.000 $. Se obtiene si se utiliza el proceso de producción C.
Por lo tanto, el criterio maximin selecciona el proceso de producción C.

Tabla 21.3. Aplicación del criterio maximin al ejemplo 21.1.

Acción Estado de la naturaleza Rendimiento mínimo

Proceso
de producción

Demanda
baja

Demanda
moderada

Demanda
alta

Rendimiento mínimo
de cada proceso

A 70.000 120.000 200.000 70.000
B 80.000 120.000 180.000 80.000
C 100.000 125.000 160.000 100.000 (máximo)

Dado que el valor máximo del rendimiento mínimo de cada proceso de producción es
100.000 $, se deduce que con el criterio maximin se selecciona el proceso de producción C
como curso de acción.

EJEMPLO 21.2. Oportunidad de inversión (maximin)

Un inversor quiere elegir entre invertir 10.000 $ durante un año a un tipo de interés ga-
rantizado del 12 por ciento e invertir la misma cantidad durante ese periodo en una car-
tera de acciones ordinarias. Si elige el tipo de interés fijo, tendrá con seguridad un
rendimiento de 1.200 $. Si elige la cartera de acciones, el rendimiento dependerá del
comportamiento del mercado durante el año. Si el mercado está boyante, se espera
un beneficio de 2.500 $; si el mercado se mantiene estable, el beneficio esperado es de
500 $; y si está deprimido, se espera una pérdida de 1.000 $. Elabore la tabla de rendi-
mientos de este inversor y halle la elección de la acción mediante el criterio maximin.

Solución

La Tabla 21.4 muestra los rendimientos (en dólares); un rendimiento negativo indica
una pérdida.

El rendimiento mínimo de la inversión a un tipo de interés fijo es de 1.200 $, ya que
éste es el rendimiento que se obtendrá independientemente de lo que ocurra en la bolsa
de valores. El rendimiento mínimo de la cartera de acciones es una pérdida de 1.000 $,
o sea, un rendimiento de .1.000 $, que se produce cuando el mercado está deprimido.
Dado que el mayor rendimiento mínimo es el de la inversión a un tipo de interés fijo, se
deduce que se selecciona el tipo de interés fijo como curso de acción mediante el crite-
rio maximin.
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Tabla 21.4. Aplicación del criterio maximin al ejemplo 21.2.

Acción Estado de la naturaleza Rendimiento mínimo

Opción
de inversión

Estado
boyante

Estado
estable

Estado
deprimido

Rendimiento mínimo de
cada opción de inversión

Tipo de interés fijo 1.200 1.200 1.200 1.200 (máximo)
Cartera de acciones 2.500 500 .1.000 .1.000

En estos ejemplos, se observa claramente la forma general de la regla de decisión basa-
da en el criterio maximin. El objetivo del criterio maximin es maximizar el rendimiento
mínimo.

Regla de decisión basada en el criterio maximin
Supongamos que una persona que tiene que tomar una decisión tiene que elegir entre K accio-
nes admisibles a1, a2, ..., aK, dados H estados de la naturaleza posibles s1, s2, ..., sH. Sea Mij el
rendimiento correspondiente a la i-ésima acción y el j-ésimo estado de la naturaleza. Debe
buscarse el menor rendimiento posible de cada acción. Por ejemplo, en el caso de la acción a1,
éste es el menor de M11, M12, ..., M1H. Sea este mínimo M*1, donde

M*1 % Min (M11, M12, ..., M1H)

En términos más generales, el menor rendimiento posible de la acción ai viene dado por

M*i % (Mi1, Mi2, ..., MiH)

El criterio maximin selecciona la acción ai cuyo M*1 es mayor (es decir, la acción cuyo rendi-
miento mínimo es mayor).

La característica positiva del criterio maximin para tomar decisiones es que genera el
mayor rendimiento posible que puede garantizarse. Si se utiliza el proceso de producción C,
el fabricante de teléfonos móviles tiene asegurado un rendimiento de al menos 100.000 $,
cualquiera que sea al final el nivel de demanda. Asimismo, en el caso del inversor del
ejemplo 21.2, la elección del tipo de interés fijo genera un beneficio seguro de 1.200 $. En
ninguno de los dos ejemplos, ninguna acción alternativa puede garantizar tanto.

Sin embargo, es precisamente dentro de esta garantía donde surgen las reservas sobre
el criterio maximin, ya que a menudo debe pagarse un precio por esa garantía. El precio es
aquí la pérdida de la oportunidad de percibir un rendimiento mayor, eligiendo alguna otra
acción, por muy improbable que parezca que es la peor situación posible. Así, por ejemplo,
el fabricante de teléfonos móviles puede estar casi seguro de que la demanda será alta, en
cuyo caso el proceso de producción C sería una mala elección, ya que genera el menor
rendimiento con este nivel de demanda.

Puede considerarse, pues, que el criterio maximin es una estrategia muy cauta para ele-
gir entre distintas acciones alternativas. Esa estrategia puede ser adecuada en algunas cir-
cunstancias, pero sólo un pesimista extremo la utilizaría invariablemente. Por este motivo,
a veces se llama criterio del pesimismo. «El criterio maximin se utiliza frecuentemente en
situaciones en las que el planificador piensa que no puede permitirse equivocarse (la plani-
ficación militar podría ser un ejemplo, al igual que la inversión de los ahorros de toda
nuestra vida). El planificador elige una decisión que obtenga los mejores resultados posi-
bles en el peor caso posible (más pesimista)» (véase la referencia bibliográfica 1).
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Criterio de la pérdida de oportunidades minimax

La persona que tiene que tomar decisiones y quiere utilizar el criterio de la pérdida de
oportunidades minimax debe imaginar que se encuentra en una situación en la que ha ele-
gido una acción y se ha producido uno de los estados de la naturaleza. Puede mirar la deci-
sión tomada con satisfacción o con decepción porque, tal como se han desarrollado las co-
sas, habría sido preferible una acción alternativa. La persona que toma decisiones
determina entonces el «pesar» o pérdida de oportunidades de no tomar la mejor decisión,
dado el estado de la naturaleza, y elabora una tabla de pérdidas.

Tabla de pérdidas de oportunidades
Supongamos que elaboramos una tabla de rendimientos de forma rectangular, en la que las
filas corresponden a las acciones y las columnas a los estados de la naturaleza. Si se resta
cada rendimiento de la tabla del rendimiento mayor de su columna, la tabla resultante se llama
tabla de pérdidas de oportunidades.

Considerando la diferencia entre el rendimiento monetario efectivo de una decisión y el
rendimiento óptimo correspondiente al mismo estado de la naturaleza, la persona que toma
decisiones puede seleccionar la acción que minimiza la máxima pérdida.

Regla de decisión basada en el criterio criterio de la pérdida
de oportunidades minimax
Dada la tabla de pérdidas, las acciones dictadas por el criterio de la pérdida de oportunida-
des minimax se encuentran de la forma siguiente:

1. Se halla en cada fila (acción), la máxima pérdida.
2. Se elige la acción correspondiente al mínimo de estas pérdidas máximas.

El criterio de la pérdida de oportunidades minimax selecciona la acción cuya pérdida máxi-
ma es menor; es decir, el criterio de la pérdida de oportunidades minimax produce la menor
pérdida de oportunidades posible que puede garantizarse.

Consideremos de nuevo el caso del fabricante de de teléfonos móviles del ejem-
plo 21.1. Mostraremos que se selecciona el proceso B mediante el criterio de la pérdida de
oportunidades minimax. Supongamos que el nivel de demanda del nuevo producto es bajo.
En ese caso, la mejor elección de una acción habría sido el proceso de producción C, que
generaba un rendimiento de 100.000 $. Si se hubiera elegido esa acción, el fabricante ha-
bría tenido una pérdida de 0. Si se hubiera elegido el proceso A, el beneficio resultante
habría sido de 70.000 $ solamente. El grado de pérdida del fabricante, en este caso, es la
diferencia entre el mejor rendimiento que podría haberse obtenido (100.000 $) y el rendi-
miento de lo que finalmente fue una peor elección. Por lo tanto, la pérdida sería igual a
100.000 $ . 70.000 $ % 30.000 $. Asimismo, dada una baja demanda, si se hubiera elegi-
do el proceso B, la pérdida sería

100.000 $ . 80.000 $ % 20.000 $

Continuando de esta forma, se calculan las pérdidas que implican el nivel moderado de
demanda y el nivel alto de demanda. En cada caso, la pérdida es igual a 0 en el caso de la
mejor elección de la acción (el proceso C en el caso de la demanda moderada y el A en el
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de la demanda alta). Estas pérdidas de oportunidades por no tomar la mejor decisión, dado
un estado de la naturaleza, se muestran en la Tabla 21.5, cuya última columna indica la
máxima pérdida de un proceso dado.

Es evidente que el criterio de la pérdida de oportunidades minimax selecciona el proce-
so de producción B, ya que la pérdida máxima de este proceso es la menor de los procesos
A, B y C.

Ni el criterio maximin ni el criterio de la pérdida de oportunidades minimax permiten a
la persona que toma las decisiones introducir en el proceso de toma de decisiones sus opi-
niones personales como la probabilidad de que se produzcan los estados de la naturaleza.
Dado que la mayoría de los problemas empresariales prácticos se producen en un entorno
con el que está al menos algo familiarizado el responsable de tomar las decisiones, eso re-
presenta un despilfarro de pericia. En el siguiente apartado analizamos las probabilidades
de los resultados de cada acción alternativa.

Tabla 21.5. Aplicación del criterio de la pérdida de oportunidades minimax al ejemplo 21.1.

Acción Estado de la naturaleza Pérdida

Proceso
de producción

Demanda
baja

Demanda
moderada

Demanda
alta

Pérdida máxima
de cada proceso

A 30.000 5.000 0 30.000
B 20.000 5.000 20.000 20.000 (mínimo)
C 0 0 40.000 40.000

EJERCICIOS

Ejercicios básicos
21.3. Considere el ejercicio 21.1, en el que un inversor

está considerando tres alternativas —un certifica-
do de depósito, un fondo de acciones de bajo
riesgo y un fondo de acciones de alto riesgo—
para hacer una inversión de 20.000 $. Considera
tres estados de la naturaleza posibles:
s1: mercado de valores fuerte
s2: mercado de valores moderado
s3: mercado de valores débil
La tabla de rendimientos (en dólares) es la si-
guiente:

Acción Estado de la naturaleza

Alternativas de inversión posibles s1 s2 s3

Certificado de depósito 1.200 1.200 1.200
Fondo de acciones de bajo riesgo 4.300 1.200 .600
Fondo de acciones de alto riesgo 6.600 800 .1.500

a) ¿Qué acción se selecciona mediante el criterio
maximin?

b) ¿Qué acción se selecciona mediante el crite-
rio de la pérdida de oportunidades minimax?

21.4. Considere el fabricante de desodorantes del ejer-
cicio 21.2 que está a punto de ampliar la capaci-
dad de producción para fabricar un nuevo pro-
ducto. Tiene cuatro procesos de producción
alternativos. La tabla adjunta muestra los benefi-
cios estimados, en dólares, de estos procesos co-
rrespondientes a tres niveles de demanda del pro-
ducto posibles.

Acción Estado de la naturaleza

Proceso de
producción

Demanda
baja

Demanda
moderada

Demanda
alta

A 100.000 350.000 900.000
B 150.000 400.000 700.000
C 250.000 400.000 600.000
D 250.000 400.000 550.000

a) ¿Qué acción se selecciona mediante el criterio
maximin?

b) ¿Qué acción se selecciona mediante el crite-
rio de la pérdida de oportunidades minimax?

21.5. Otro criterio para seleccionar una decisión es el
criterio maximax, llamado a veces criterio del
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optimismo. Este criterio elige la acción que tiene
el mayor rendimiento posible.
a) ¿Qué acción elegiría el fabricante de teléfo-

nos móviles con los rendimientos de la Tabla
21.2 según este criterio?

b) ¿Y el inversor del ejemplo 21.2?

Ejercicios aplicados

21.6. El fabricante de teléfonos móviles del ejemplo
21.1 tiene tres acciones admisibles: los procesos
A, B y C. Cuando se consideran conjuntamente,
se elige el proceso B según el criterio de la pér-
dida de oportunidades minimax. Suponga ahora
que hay una cuarta alternativa admisible, el pro-
ceso de producción E. Los rendimientos estima-
dos de esta acción son 60.000 $ en el caso en el
que la demanda es baja, 115.000 $ en el que es
moderada y 220.000 $ en el que es alta. De-
muestre que cuando se consideran conjuntamente
los procesos A, B, C y E, se elige el A según el
criterio de la pérdida de oportunidades minimax.
Por lo tanto, aunque la introducción del proceso
E entre las acciones no lleva a elegir ese proce-
so, sí lleva a elegir una acción diferente a la que
se habría elegido. Comente el atractivo intuitivo
del criterio de la pérdida de oportunidades mini-
max a la luz de este ejemplo.

21.7. Considere un problema de decisión que tiene dos
acciones posibles y dos estados de la naturaleza.
a) Ponga un ejemplo de una tabla de rendimien-

tos en la que ambas acciones son admisibles y
se elige la misma acción tanto según el crite-
rio maximin como según el criterio de la pér-
dida de oportunidades minimax.

b) Ponga un ejemplo de una tabla de rendimien-
tos según la cual se eligen diferentes acciones

según el criterio maximin y según el criterio
de la pérdida de oportunidades minimax.

21.8. Considere un problema de decisión que tiene dos
acciones admisibles y dos estados de la naturale-
za posibles. Describa la forma que debe tener la
tabla de rendimientos para que se elija la misma
acción con el criterio maximin que con el criterio
de la pérdida de oportunidades minimax.

21.9. Un empresario tiene la posibilidad de abrir una
zapatería en centro comercial consolidado y de
éxito. Pero también puede abrirla con un coste
más bajo en un nuevo centro, que acaba de inau-
gurarse. Si resulta que el nuevo centro tiene mu-
cho éxito, se espera que los beneficios anuales
que obtenga la zapatería por estar en ese centro
sean de 130.000 $. Si el centro sólo tiene un éxi-
to moderado, los beneficios anuales serían de
60.000 $. Si no tiene éxito, la pérdida anual sería
de 10.000 $. Los beneficios que se espera obte-
ner abriendo la zapatería en el centro comercial
consolidado también dependen en alguna medida
del grado de éxito del nuevo, ya que los clientes
podrían sentirse atraídos por él. Si el nuevo cen-
tro no tuviera éxito, los beneficios esperados de
la zapatería situada en el centro consolidado se-
rían de 90.000 $. Sin embargo, si el nuevo centro
tuviera un éxito moderado, los beneficios espera-
dos serían de 70.000 $, mientras que si tuviera
mucho éxito serían de 30.000 $.
a) Elabore la tabla de rendimientos del problema

de toma de decisiones del dueño de esta zapa-
tería.

b) ¿Qué acción se elige según el criterio maxi-
min?

c) ¿Qué acción se elige según el criterio de la
pérdida de oportunidades minimax?

21.3. Valor monetario esperado; TreePlan

Un importante ingrediente del análisis de muchos problemas de toma de decisiones empre-
sariales probablemente sea la valoración que hace el responsable de tomarlas de la proba-
bilidad de que se produzcan los distintos estados de la naturaleza relevantes en la determi-
nación del rendimiento final. Los criterios analizados en el apartado 21.2 no permiten
incorporar este tipo de valoración al proceso de toma de decisiones. Sin embargo, un direc-
tivo casi siempre tendrá una buena impresión del entorno en el que se toma la decisión y
querrá tenerlo en cuenta antes de decidir un curso de acción. El análisis de este apartado
supone que cada estado de la naturaleza tiene una probabilidad de ocurrencia y demostrará
cómo se emplean estas probabilidades para tomar una decisión.
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Generalmente, cuando hay H estados de la naturaleza posibles, debe asignarse una pro-
babilidad a cada uno. Estas probabilidades se representan por medio de P1, P2, ..., PH, por
lo que la probabilidad Pj corresponde al estado de la naturaleza sj. La Tabla 21.6 muestra
el planteamiento general de este problema de toma de decisiones.

Tabla 21.6. Rendimientos con probabilidades de los estados de la naturaleza.

Acción Estado de la naturaleza

ai /si s1(P1) s2(P2) ñ sH(PH)

a1 M11 M12 ñ M1H
a2 M21 M22 ñ M2H

ó ó ó ó ó
aK MK1 MK2 ñ MKH

Dado que debe ocurrir uno y sólo uno de los estados de la naturaleza, estas probabili-
dades suman necesariamente 1, por lo que

H

;
j%1

Pj % 1

Cuando la persona que toma la decisión elige una acción, verá que cada elección tiene
una probabilidad específica de recibir el rendimiento correspondiente y, por lo tanto, podrá
calcular el rendimiento esperado de cada acción. El rendimiento esperado de esta acción
es, pues, la suma de los rendimientos individuales, ponderados por sus probabilidades.
Estos rendimientos esperados a menudo se llaman valores monetarios esperados de las
acciones.

Criterio del valor monetario esperado (VME )
Supongamos que una persona que tiene que tomar una decisión tiene K acciones posibles, a1,
a2, ..., aK y se enfrenta a H estados de la naturaleza. Sea Mij el rendimiento correspondiente a
la i-ésima acción y el j-ésimo estado y Pj la probabilidad de que ocurra el j-ésimo estado de la

naturaleza, cumpliéndose que
H

;
j%1

Pj % 1. El valor monetario esperado de la acción ai,

VME(ai), es

VME(ai) % P1Mi1 ! P2Mi2 ! ñ ! PHMiH %

H

;
j%1

PjMij (21.1)

El criterio del valor monetario esperado adopta la acción que tiene el mayor valor monetario
esperado; es decir, dada una elección entre acciones alternativas, el criterio del VME dicta la
elección de la acción cuyo VME es mayor.

Volvamos al fabricante de teléfonos móviles del ejemplo 21.1 y calculemos el VME de
cada uno de los procesos de producción. El fabricante probablemente tendrá alguna expe-
riencia en el mercado de su producto y, basándose en esa experiencia, podría hacerse una
idea de la probabilidad de que la demanda sea baja, moderada o alta. Supongamos que sa-
be que el 10 por ciento de todas las veces que se ha introducido antes este tipo de producto
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tuvo una baja demanda, el 50 por ciento tuvo una demanda moderada y el 40 por ciento
tuvo una demanda alta. A falta de más información, es razonable postular, en el caso de la
introducción de este nuevo tipo de teléfono móvil, las siguientes probabilidades de los es-
tados de la naturaleza:

P1 % P(s1) % probabilidad de que la demanda sea baja % 0,1

P2 % P(s2) % probabilidad de que la demanda sea moderada % 0,5

P3 % P(s3) % probabilidad de que la demanda sea alta % 0,4

Dado que debe ocurrir uno y sólo uno de los estados de la naturaleza, estas probabilidades
suman necesariamente 1; es decir, los estados de la naturaleza son mutuamente excluyen-
tes y colectivamente exhaustivos. Estas probabilidades se añaden a la tabla de rendimien-
tos (Tabla 21.2) y dan la Tabla 21.7.

Tabla 21.7. Rendimientos y probabilidades de los estados de la naturaleza
correspondientes al ejemplo 21.1 del fabricante de teléfonos móviles.

Acción Estado de la naturaleza

Proceso
de producción

Demanda baja
(P % 0,10)

Demanda moderada
(P % 0,50)

Demanda alta
(P % 0,40)

A 70.000 120.000 200.000
B 80.000 120.000 180.000
C 100.000 125.000 160.000

Si el fabricante de teléfonos móviles adopta el proceso de producción A, recibirá un
rendimiento de 70.000 $ con una probabilidad de 0,1, 120.000 $ con una probabilidad de
0,5 y 200.000 $ con una probabilidad de 0,4. En el caso del fabricante de teléfonos móvi-
les, los valores monetarios esperados de las tres acciones admisibles son:

VME (Proceso A) % (0,1)(70.000) ! (0,5)(120.000) ! (0,4)(200.000) % 147.000 $

VME (Proceso B) % (0,1)(80.000) ! (0,5)(120.000) ! (0,4)(180.000) % 140.000 $

VME (Proceso C) % (0,1)(100.000) ! (0,5)(125.000) ! (0,4)(160.000) % 136.500 $

El fabricante de teléfonos móviles elegiría el proceso de producción A. Es interesante
señalar que ni el criterio maximin ni el criterio de la pérdida de oportunidades minimax
llevan a esta elección. Sin embargo, se ha añadido la información de que parece que hay
muchas más probabilidades de que el nivel de demanda sea alto que de que sea bajo, por
lo que el proceso A es una opción relativamente atractiva.

Árboles de decisión
El análisis de un problema de decisión por medio del criterio del valor monetario esperado
puede representarse gráficamente mediante un mecanismo llamado árbol de decisión.
Cuando se analizan decisiones en condiciones de riesgo, el diagrama del árbol es un instru-
mento gráfico que obliga a la persona que toma las decisiones a «examinar todos los resul-
tados posibles, incluidos los desfavorables. También la obliga a tomar decisiones de una
manera lógica y consecutiva» (véase la referencia bibliográfica 4). Los árboles de deci-
sión son especialmente útiles cuando debe tomarse una sucesión de decisiones. Todos
contienen
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� Nodos de decisión (o de acción). Estos cuadrados indican que debe tomarse una
decisión y a veces se llaman nodos cuadrados.

� Nodos de sucesos (estados de la naturaleza). Estos empalmes circulares, de los
que salen ramas, representan un estado de la naturaleza posible, al que se asigna la
probabilidad correspondiente. Estos nodos a veces se llaman nodos circulares.

�� Nodos terminales. Una barra vertical representa el final de la rama decisión-suceso.
Originalmente, se utilizaba un triángulo para representar este punto. A veces no se
representa de ninguna forma.

Después de definir rigurosamente un problema, la persona que toma la decisión traza el
árbol de decisión, asigna probabilidades a los sucesos (estados de la naturaleza) posibles y
estima el rendimiento de cada combinación decisión-suceso posible (cada combinación de
acción y estado de la naturaleza). Ahora el responsable de tomar la decisión está preparado
para encontrar la decisión óptima. Ese proceso se llama «resolver el árbol» (véase la refe-
rencia bibliográfica 1). Para resolver un árbol de decisión, hay que trabajar hacia atrás (lo
que se llama plegar el árbol). Calculemos el valor monetario esperado (VME) de cada esta-
do de la naturaleza comenzando por la parte situada más a la derecha del árbol de decisión
y retrocediendo hasta los nodos de decisión situados a la izquierda.

La Figura 21.1 muestra un diagrama de árbol del fabricante de teléfonos móviles. Se
dan los siguientes pasos para elegir la acción que tiene el mayor VME:

1. Comenzando por el lado izquierdo de la figura, vemos que salen ramas del nodo
de decisión (indicado con un cuadrado) que representan las tres acciones posibles:
proceso A, proceso B y proceso C. A continuación, salen los nodos de sucesos (re-
presentados por un círculo), de los que salen ramas que representan los estados de
la naturaleza (los niveles de demanda) posibles.

Figura 21.1.
Árbol de decisión
del fabricante de
teléfonos móviles
(*la acción que
tiene el máximo
VME).

Baja (0,1)

Moderada (0,5)

Alta (0,4)

Baja (0,1)

Moderada (0,5)

Alta (0,4)

Baja (0,1)

Moderada (0,5)

Alta (0,4)

VME = 140.000 $VME = 147.000 $

VME = 147.000 $
  70.000 $

120.000 $

200.000 $

  80.000 $

120.000 $

180.000 $

100.000 $

125.000 $

160.000 $

VME = 136.500 $

*Proceso A

Proceso B

Proceso C

RendimientosAcciones

Estados 

de la naturaleza

(probabilidades)
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2. Se asigna la probabilidad correspondiente a cada estado de la naturaleza (baja,
moderada, alta).

3. En la parte situada más a la derecha se insertan los rendimientos correspondientes
a las combinaciones acción-estado de la naturaleza.

4. Los cálculos se realizan de derecha a izquierda, comenzando por estos rendimien-
tos. Se calcula en cada empalme circular la suma de las probabilidades de las dis-
tintas ramas multiplicadas por su rendimiento. De esa manera, se obtiene el VME
de cada acción.

5. La decisión óptima es la que tiene el VME más alto y se indica en el punto en el
que hay un cuadrado. Por lo tanto, se elige el proceso A mediante el criterio del
valor monetario esperado. La elección de esta acción da como resultado un valor
monetario esperado o beneficio esperado de 147.000 $ para el fabricante de teléfo-
nos móviles.

La utilización de TreePlan para resolver un árbol de decisión

TreePlan, desarrollado por Michael Middleton (véase la referencia bibliográfica 3) e inclui-
do en este libro, es un complemento de Excel que puede utilizarse para trazar árboles de
decisión. Calcula el VME e indica la decisión óptima. Entre en la página web www.tree-
plan.com para la documentación y los detalles que permitirán continuar utilizando este
complemento una vez concluido este curso (véase la referencia bibliográfica 5).

EJEMPLO 21.3. Oportunidad de inversión (criterio del VME)

El inversor del ejemplo 21.2 tenía que decidir entre una inversión a un tipo de interés
fijo y una cartera de acciones. Supongamos que este inversor es, de hecho, muy opti-
mista sobre la futura evolución del mercado de valores y cree que la probabilidad de
que el mercado esté boyante es 0,6, mientras que la probabilidad de cada uno de los
otros dos estados es 0,2. La tabla adjunta muestra los rendimientos y las probabilidades
de los estados de la naturaleza:

Acción Estado de la naturaleza

Inversión Estado boyante
(P % 0,60)

Estado estable
(P % 0,20)

Estado deprimido
(P % 0,20)

Tipo de interés fijo 1.200 1.200 1.200
Cartera de acciones 2.500 500 .1.000

¿Qué inversión debe elegir según el criterio del valor monetario esperado?

Solución

Dado que el rendimiento de la inversión a un tipo de interés fijo es de 1.200 $, indepen-
dientemente de lo que ocurra en la bolsa de valores, el valor monetario esperado de esta
inversión es 1.200 $. El VME de la cartera de acciones es

VME (Cartera de acciones) % (0,6)(2.500) ! (0,2)(500) ! (0,2)(.1.000) % 1.400 $
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Dado que éste es el valor monetario esperado más alto, el inversor elegirá la cartera de
acciones ordinarias, según el criterio del valor monetario esperado.

Resolvamos ahora este ejemplo con el TreePlan. Una vez instalado el TreePlan, la
forma más fácil de acceder a él es abrir una nueva hoja de cálculo Excel y pulsar Ctrl-t
(el árbol comenzará donde aparezca el cursor; asegúrese de que tiene suficiente espacio
para la tabla de decisión y para el árbol). Pulse en «New Tree» y aparecerá el árbol con
dos nodos de decisión (Figura 21.2). El árbol de decisión completo se encuentra en la
Figura 21.3.

A continuación, analizamos un problema que requiere una sucesión de decisiones.

Figura 21.2. Inicio del programa TreePlan.

Figura 21.3. Árbol de decisión del ejemplo 21.3 elaborado utilizando TreePlan; decisión óptima:
seleccionar la cartera de acciones.

Capítulo 21. Teoría estadística de la decisión 869



EJEMPLO 21.4. Fabricante de medicamentos (criterio del VME)

Un fabricante de medicamentos tiene los derechos de patente de una nueva fórmula que
reduce los niveles de colesterol. El fabricante puede vender la patente por 50.000 $ o
realizar pruebas intensivas sobre la eficacia del medicamento. El coste de realizar estas
pruebas es de 10.000 $. Si se observa que el medicamento es ineficaz, no se comerciali-
zará y el coste de las pruebas se considerará una pérdida. Hasta ahora, las pruebas reali-
zadas con medicamentos de este tipo han sido eficaces en un 60 por ciento e ineficaces
en un 40 por ciento.

Si las pruebas revelaran ahora que el medicamento es eficaz, el fabricante tiene de
nuevo dos opciones. Puede vender los derechos de patente y los resultados de las prue-
bas por 120.000 $ o puede comercializar él mismo el medicamento. Si lo comercializa,
se estima que los beneficios generados por las ventas (excluidos los costes de las prue-
bas) ascenderán a 180.000 $ si la campaña de ventas tiene mucho éxito, pero sólo a
90.000 $ si tiene un éxito moderado. Se estima que estos dos niveles de penetración en
el mercado son igual de probables. Según el criterio del valor monetario esperado, ¿qué
debe hacer el fabricante del medicamento?

Solución

Lo mejor es abordar el problema construyendo un árbol de decisión. La Figura 21.4
muestra el árbol completo.

Figura 21.4. Árbol de decisión del ejemplo 21.4; decisión óptima: conservar la patente y, si las pruebas de-
muestran que el medicamento es eficaz, comercializarlo (VME % 71.000 $).

El fabricante puede decidir vender la patente, en cuyo caso no tiene que hacer nada
más, o quedársela y realizar pruebas sobre la eficacia del medicamento. Hay dos esta-
dos de la naturaleza posibles: el medicamento es eficaz (con una probabilidad de 0,6) o
es ineficaz (con una probabilidad de 0,4). En el segundo caso, ahí termina todo. Sin em-
bargo, si el medicamento demuestra ser eficaz, hay que tomar una segunda decisión: co-
mercializarlo o vender los derechos de patente y los resultados de las pruebas. Si se
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adopta la primera opción, el nivel de éxito de la comercialización determina el resultado
final, que puede ser moderado o alto (cada uno con una probabilidad de 0,5).

A continuación, se examinan los rendimientos de todas las combinaciones acción-
estado de la naturaleza. Comencemos por la parte inferior del árbol de decisión. Si la
decisión inicial del fabricante es vender la patente, recibe 50.000 $. Si se queda con
ella, pero el medicamento resulta ineficaz, el fabricante tiene una pérdida de 10.000 $,
que es el coste de las pruebas. Esta pérdida se muestra como un rendimiento negativo
de esa cuantía. Si se observa que el medicamento es eficaz y se vende la patente y los
resultados de las pruebas, el fabricante recibe 120.000 $, de los que debe restarse el cos-
te de las pruebas, por lo que queda un rendimiento de 110.000 $. Por último, si se co-
mercializa el medicamento, los rendimientos en los casos de éxito moderado y grande
son 90.000 $ y 180.000 $, respectivamente, menos el coste de las pruebas, por lo que
quedan 80.000 $ y 170.000 $, respectivamente.

Una vez llegados a este punto, el problema de decisión se resuelve yendo hacia atrás
de derecha a izquierda. Este paso es necesario, ya que no puede saberse cuál es la ac-
ción que debe elegirse en el primer punto de decisión hasta que se conoce el valor mo-
netario esperado de la mejor opción en el segundo punto de decisión.

Comencemos, pues, suponiendo que inicialmente se conserva la patente y que las
pruebas demuestran que el medicamento es eficaz. Si se vende la patente y los resulta-
dos de las pruebas, se obtiene un beneficio de 110.000 $. El valor monetario esperado
de la comercialización del medicamento es

VME % (0,5)(170.000) ! (0,5)(80.000) % 125.000 $

Dado que es de más de 110.000 $, la mejor opción en esta fase, según el criterio del
valor monetario esperado, es comercializar el medicamento. Esta cantidad se introduce,
pues, en el nodo cuadrado del segundo punto de decisión y se considera que es el rendi-
miento que obtiene el fabricante si su decisión inicial es conservar la patente y las prue-
bas indican que el medicamento es eficaz. Aquí mostramos la tabla de rendimientos co-
rrespondiente a la decisión inicial con las probabilidades de los estados de la naturaleza.
El valor monetario esperado de la venta de la patente son los 50.000 $ seguros, mien-
tras que el valor monetario esperado de conservar la patente es (0,6)(125.000) !

! (0,4)(.10.000) % 71.000 $. En ese caso, según el criterio del valor monetario espe-
rado, debe conservarse la patente.

Estado de la naturaleza

Acción Medicamento eficaz (P % 0,60) Medicamento ineficaz (P % 0,40)

Conservar la patente 125.000 .10.000
Vender la patente 50.000 50.000

Si el objetivo del fabricante es maximizar el valor monetario esperado (es decir, el
beneficio esperado), debe conservar la patente. Si las pruebas demuestran que el medi-
camento es eficaz, el fabricante debe comercializarlo. Esta estrategia genera un benefi-
cio esperado de 71.000 $.

En la Figura 21.4 se obtiene el mismo resultado utilizando el TreePlan.
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Análisis de sensibilidad
En el caso del fabricante de teléfonos móviles, éste ha seleccionado el proceso de produc-
ción A utilizando el criterio del valor monetario esperado. Esta decisión se basa en el ren-
dimiento estimado de cada combinación acción-estado de la naturaleza y en la probabili-
dad estimada de que ocurra cada estado de la naturaleza. Sin embargo, a menudo la
persona que tiene que tomar una decisión no está segura de esas estimaciones, por lo que
es útil preguntarse en qué intervalo de especificaciones de un problema de decisión es ópti-
ma una determinada acción según el criterio del valor monetario esperado. El análisis de
sensibilidad trata de responder a esas preguntas y el caso más sencillo es aquel en el que
se permite que varíe una única especificación del problema.

Para ilustrarlo, supongamos que el fabricante de teléfonos móviles está de acuerdo con
que la probabilidad de que la demanda sea alta es de 0,4, pero está menos seguro en el
caso de los otros dos estados de la naturaleza. Sea P la probabilidad de que la demanda sea
baja, por lo que la probabilidad de que sea moderada debe ser (0,6 . P). Según el criterio
del valor monetario esperado, ¿en qué intervalo de valores de P sería óptima la adopción
del proceso A? Utilizando los rendimientos de la Tabla 21.7, los valores monetarios espe-
rados son

VME(A) % (P)(70.000) ! (0,6 . P)(120.000) ! (0,4)(200.000) % 152.000 . 50.000P

VME(B) % (P)(80.000) ! (0,6 . P)(120.000) ! (0,4)(180.000) % 144.000 . 40.000P

VME(C) % (P)(100.000) ! (0,6 . P)(125.000) ! (0,4)(160.000) % 139.000 . 25.000P

La elección del proceso A seguirá siendo óptima siempre que el VME correspondiente sea
mayor que el de cada uno de los otros dos procesos. Por lo tanto, para que se prefiera el
proceso A al proceso B, debe cumplirse que

152.000 . 50.000P n 144.000 . 40.000P

o sea

8.000 n 10.000P

por lo que

P m 0,8

Este resultado debe cumplirse, ya que, según nuestros supuestos, la probabilidad de que la
demanda sea baja no puede ser de más de 0,6. Asimismo, para que se prefiera el proceso A
al proceso B,

152.000 . 50.000P n 139.000 . 25.000P

o sea

13.000 n 25.000P

por lo que

P m 0,52

Si los rendimientos son los que indica la Tabla 21.7 y la probabilidad de que la demanda
sea alta es 0,4, entonces la mejor elección según el criterio del valor monetario esperado es
el proceso de producción A, siempre que la probabilidad de que la demanda sea baja no
sea de más de 0,52.
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Supongamos ahora que el fabricante de teléfonos móviles no está seguro del rendi-
miento estimado de 200.000 $ si elige el proceso A y la demanda es alta. Veamos en qué
intervalo de rendimientos el proceso A será la elección óptima, cuando se mantienen todas
las demás especificaciones del problema en sus niveles iniciales, mostrados en la Ta-
bla 21.7. Si M es el rendimiento del proceso A cuando la demanda es alta, el valor mone-
tario esperado de este proceso es

VME(A) % (0,1)(70.000) ! (0,5)(120.000) ! 0,4M % 67.000 ! 0,4M

Los valores monetarios esperados de los procesos B y C son, al igual que antes, de
140.000 $ y 136.500 $. Por lo tanto, el proceso A será la mejor elección según el criterio
del valor monetario esperado, siempre que

67.000 ! 0,4M n 140.000

o sea

0,4M n 73.000

o sea

M n 182.500

Si todas las demás especificaciones siguen siendo las que muestra la Tabla 21.7, se selec-
cionará el proceso de producción A según el criterio del valor monetario esperado, siempre
que el rendimiento del proceso A cuando la demanda es alta sea al menos de 182.500 $.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados
21.10. Un estudiante ya tiene ofertas de trabajo. Ahora

debe decidir si va a otra entrevista en otra em-
presa. Considera que el tiempo y el esfuerzo de
acudir a otra entrevista tienen un coste de 500 $,
en los que incurrirá independientemente de que
acepte el trabajo que ofrece esa empresa. Si el
empresario ofrece un puesto preferible a sus de-
más alternativas, se consideraría que es un be-
neficio que vale 5.000 $ (de los que debe restar-
se el coste de 500 $). De lo contrario, habría
despilfarrado el tiempo y el esfuerzo.

a) Elabore la tabla de rendimientos del proble-
ma de decisión del estudiante.

b) Suponga que el estudiante cree que la proba-
bilidad de que este empresario le ofrezca un
trabajo preferible a otras alternativas es de
0,05. Según el criterio del valor monetario
esperado, ¿debe ir a ver a este empresario?

21.11. Un directivo tiene que elegir entre dos acciones,
a1 y a2. Hay dos estados de la naturaleza posi-
bles, s1 y s2. La tabla adjunta muestra los rendi-

mientos. Si el directivo cree que los dos estados
de la naturaleza son igual de probables, ¿qué
acción debe elegir, según el criterio del valor
monetario esperado?

Estado de la naturaleza

Acción s1 s2

a1 72.000 51.000
a2 78.000 47.000

21.12. El inversor del ejercicio 21.1 cree que la proba-
bilidad de que la bolsa de valores esté fuerte es
de 0,2, la probabilidad de que esté moderada es
de 0,5 y la probabilidad de que esté débil es 0,3.
a) ¿Qué acción debe elegir según el criterio del

valor monetario esperado?
b) Construya el árbol de decisión del problema

del inversor.

21.13. El fabricante de desodorantes del ejercicio 21.2
sabe que históricamente el 30 por ciento de los
nuevos productos de este tipo ha tenido una ele-
vada demanda, el 40 por ciento ha tenido una
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demanda moderada y el 30 por ciento ha tenido
una demanda baja.

a) Según el criterio del valor monetario espera-
do, ¿qué proceso de producción debe utili-
zarse?

b) Construya el árbol de decisión del problema
de este fabricante.

21.14. Considere un problema de decisión con dos ac-
ciones admisibles y dos estados de la naturaleza
posibles, que tienen ambos la misma probabili-
dad de ocurrir.

a) Averigüe si es verdadera o falsa cada una de
las siguientes afirmaciones en un problema
de ese tipo.

i. La acción elegida según el criterio del
valor monetario esperado siempre será
igual que la acción elegida según el cri-
terio maximin.

ii. La acción elegida según el criterio del
valor monetario esperado siempre será
igual que la acción elegida según el cri-
terio de la pérdida de oportunidades mi-
nimax.

iii. La acción elegida según el criterio del
valor monetario esperado siempre será
aquella que tenga el mayor rendimiento
medio posible.

b) ¿Sería su respuesta sobre la afirmación (iii)
del apartado (a) la misma si los dos estados
de la naturaleza no tuvieran la misma proba-
bilidad de ocurrir?

21.15. Un problema de decisión tiene K acciones posi-
bles y H estados de la naturaleza posibles. Si
una de estas acciones es inadmisible, demuestre
que no puede elegirse según el criterio del valor
monetario esperado.

21.16. El empresario del ejercicio 21.9 cree que la pro-
babilidad de que el nuevo centro comercial ten-
ga mucho éxito es de 0,4, que la probabilidad
de que tenga un éxito moderado es de 0,4 y que
la probabilidad de que no tenga éxito es de 0,2.

a) Según el criterio del valor monetario espera-
do, ¿dónde debe abrir la zapatería?

b) Construya el árbol de decisión.

21.17. Vuelva al problema de decisión de los ejerci-
cios 21.1, 21.3 y 21.12. Este inversor está de
acuerdo con la valoración de que la probabili-
dad de que el mercado esté fuerte es de 0,2. Sin
embargo, está menos seguro de las valoraciones
de la probabilidad de los otros dos estados de la
naturaleza. ¿En qué intervalo de probabilidades
de que el mercado de valores esté débil da el

criterio del valor monetario esperado la elec-
ción de la acción del ejercicio 21.12?

21.18. Vuelva al problema del fabricante de desodo-
rantes de los ejercicios 21.2, 21.4 y 21.13.

a) El fabricante está de acuerdo con la valora-
ción de que la probabilidad de que la de-
manda sea baja es de 0,3, pero está menos
seguro de las probabilidades de los otros dos
niveles de demanda. ¿En qué intervalo de
probabilidades de que la demanda sea mode-
rada generará el criterio del valor monetario
esperado la elección de la acción del ejerci-
cio 21.13?

b) Considere dado el resto de las especificacio-
nes del problema de los ejercicios 21.2 y
21.13. ¿En qué intervalo de beneficios de una
demanda alta cuando se utiliza el proceso A
dará el criterio del valor monetario esperado
la elección de la acción del ejercicio 21.13?

21.19. Vuelva al problema del empresario de los ejer-
cicios 21.9 y 21.16.

a) El dueño de la zapatería está contento con la
valoración de que la probabilidad de que el
nuevo centro comercial no tenga éxito es de
0,2, pero está menos seguro de las valoracio-
nes de la probabilidad de los otros dos esta-
dos de la naturaleza. ¿En qué intervalo de
probabilidades de que el nuevo centro co-
mercial tenga mucho éxito llevará el criterio
del valor monetario esperado a la elección
de la acción del ejercicio 21.16?

b) Suponiendo que las demás especificaciones
del problema son las de los ejercicios 21.9 y
21.16, ¿en qué intervalo de niveles de bene-
ficios correspondientes a la instalación en el
nuevo centro si resulta que tiene mucho éxi-
to llevará el criterio del valor monetario es-
perado a la elección de la acción del ejerci-
cio 21.16?

21.20. Un fabricante recibe habitualmente contratos
para entregar grandes pedidos de piezas a la in-
dustria automovilística. El proceso de produc-
ción del fabricante es tal que cuando funciona
correctamente, el 10 por ciento de todas las pie-
zas producidas no satisface las especificaciones
de la industria. Sin embargo, es propenso a te-
ner un determinado fallo, cuya presencia puede
comprobarse al comienzo de una serie de pro-
ducción. Cuando el proceso funciona con este
fallo, el 30 por ciento de las piezas producidas
no satisface las especificaciones de la industria.
El fabricante ofrece piezas para un contrato por
el que obtendrá un beneficio de 20.000 $ si sólo
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es defectuoso el 10 por ciento de las piezas y
un beneficio de 12.000 $ si es defectuoso el 30
por ciento de las piezas. El coste de comprobar
el fallo es de 1.000 $ y, si se observa que es ne-
cesaria una reparación, ésta cuesta otros 2.000 $.
Si se incurre en estos costes, deben restarse del
beneficio. Históricamente, se ha observado que
el proceso de producción funciona correcta-
mente el 80 por ciento del tiempo. El fabricante
debe decidir si comprueba el proceso al co-
mienzo de una serie de producción.

a) Según el criterio del valor monetario espera-
do, ¿cuál es la decisión óptima?

b) Construya el árbol de decisión.
c) Suponga que no se sabe cuál es la propor-

ción de ocasiones en las que el proceso de
producción funciona correctamente. ¿En qué
intervalo de valores de esta proporción sería
óptima la decisión seleccionada en el aparta-
do (a) según el criterio del valor monetario
esperado?

21.21. Un contratista tiene que decidir si presenta una
oferta para la adjudicación de un proyecto de
construcción. El coste de la preparación de la
oferta es de 16.000 $. Incurrirá en este coste in-
dependientemente de que se le adjudique o no
el contrato. El contratista pretende hacer una
oferta que generará 110.000 $ de beneficios
(menos el coste de la preparación de la oferta).
Sabe que el 20 por ciento de las ofertas prepa-
radas de esta forma ha tenido éxito.

a) Elabore la tabla de rendimientos.
b) ¿Debe prepararse y presentarse una oferta se-

gún el criterio del valor monetario esperado?
c) ¿En qué intervalo de probabilidades de que

la oferta tenga éxito debe prepararse y pre-
sentarse una oferta según el criterio del va-
lor monetario esperado?

21.22. El jueves por la tarde, el jefe de una pequeña
sucursal de una agencia de alquiler de coches
observa que tiene seis coches para alquilar al
día siguiente. Sin embargo, puede pedir que le
envíen más coches de la central con un coste de
20 $ cada uno. Cada coche que se alquila gene-
ra un beneficio esperado de 40 $ (el coste de
envío del coche debe restarse de este beneficio).
Cada cliente que pide un coche cuando no hay
ninguno disponible se cuenta como una pérdida
de 10 $ de fondo de comercio. Revisando los
datos de los viernes anteriores, el jefe observa
que el número de coches solicitados ha ido de 6
a 10; los porcentajes se muestran en la tabla ad-
junta. El jefe debe decidir si pide coches a la
central y, en caso afirmativo, cuántos.

Número de pedidos 6 7 8 9 10

Porcentaje 10 30 30 20 10

a) Elabore la tabla de rendimientos.
b) Si se utiliza el criterio del valor monetario

esperado, ¿cuántos coches deben pedirse?

21.23. Un contratista ha decidido presentar una oferta
para la adjudicación de un proyecto. Las ofertas
deben presentarse en múltiplos de 20.000 $. Se
estima que la probabilidad de que se consiga el
contrato con una oferta de 240.000 $ es de 0,3,
la probabilidad de que se consiga con una oferta
de 220.000 $ es de 0,3 y la probabilidad de que
se acepte una oferta de 200.000 $ es de 0,5. Se
piensa que cualquier oferta de menos de
200.000 $ tendrá éxito con toda seguridad y que
cualquier oferta de más de 240.000 $ fracasará
con toda seguridad. Si el fabricante consigue el
contrato, debe resolver un problema de diseño
con dos opciones posibles en esta fase. Puede
contratar consultores externos, que le garantiza-
rán una solución satisfactoria, por un precio de
80.000 $. O puede invertir 30.000 $ de sus pro-
pios recursos en un intento de resolver el pro-
blema internamente; si fracasa este intento, de-
be contratar a los consultores. Se estima que la
probabilidad de resolver con éxito el problema
internamente es de 0,6. Una vez que ha resuelto
este problema, el coste adicional de cumplir el
contrato es de 140.000 $.

a) Este contratista tiene potencialmente dos
decisiones que tomar. ¿Cuáles son?

b) Construya el árbol de decisión.
c) ¿Cuál es el curso de acción óptimo según el

criterio del valor monetario esperado?

21.24. Considere un problema de decisión con dos ac-
ciones, a1 y a2, y dos estados de la naturaleza,
s1 y s2. Sea Mij el rendimiento correspondiente
a la acción ai y el estado de la naturaleza sj. Su-
ponga que la probabilidad de que ocurra el esta-
do de la naturaleza s1 es P, por lo que la proba-
bilidad de que ocurra el estado s2 es (1 . P).

a) Demuestre que se selecciona la acción a1 se-
gún el criterio del VME si

P(M11 . M21) b (1 . P)(M22 . M12)

b) Demuestre, pues, que si a1 es una acción ad-
misible, existe una probabilidad, P, de que
se elija. Sin embargo, si a1 no es admisible,
no puede elegirse, cualquiera que sea el va-
lor de P.
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21.4. Información muestral: análisis y valor bayesianos

Las decisiones que se toman en el mundo de la empresa pueden suponer a menudo una
cantidad considerable de dinero y el coste de tomar una decisión subóptima puede ser ele-
vado. Ésa es la razón por la que puede muy bien compensarle a la persona que tiene que
tomar una decisión hacer un esfuerzo para conseguir la mayor información relevante posi-
ble antes de tomar la decisión. En concreto, querrá informarse lo más posible sobre las
probabilidades de que ocurran los distintos estados de la naturaleza que determinan el ren-
dimiento final.

Esta característica del examen detenido de un problema de decisión no ha sido evidente
hasta ahora en nuestro análisis. El fabricante de teléfonos móviles del apartado 21.3 valo-
raba las probabilidades de que la demanda del nuevo teléfono móvil fuera baja, moderada
y alta en 0,1, 0,5 y 0,4, respectivamente. Sin embargo, esta valoración no reflejaba más
que las proporciones históricas logradas por otros productos anteriores. En la práctica, po-
dría muy bien querer realizar algún estudio de mercado sobre las perspectivas del nuevo
producto. Con ese estudio, estas probabilidades a priori o iniciales de los tres niveles de
demanda pueden modificarse y generar nuevas probabilidades, llamadas probabilidades a
posteriori. La información (en este caso, los resultados del estudio de mercado) que lleva a
modificar las probabilidades de los estados de la naturaleza se llama información muestral.

Utilización del teorema de Bayes
En el Capítulo 4 explicamos el mecanismo para modificar las probabilidades a priori para
obtener probabilidades a posteriori. Eso se hace por medio del teorema de Bayes, que re-
formulamos por comodidad en el marco de nuestro problema de decisión.

Teorema de Bayes
Sean s1, s2, ..., sH H sucesos mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos, que co-
rresponden a los H estados de la naturaleza de un problema de decisión. Sea A algún otro su-
ceso. Sea la probabilidad condicionada de que ocurra s1, dado que ocurre A, P(si �A) y la pro-
babilidad de A, dado si, P(A �si). El teorema de Bayes establece que la probabilidad
condicionada de si, dado A, puede expresarse de la forma siguiente:

P(si �A) %
P(A �si)P(si)

P(A)

%
P(A �si)P(si)

P(A �s1)P(s1) ! P(A �s2)P(s2) ! ñ ! P(A �sH)P(sH)
(21.2)

En la terminología de este apartado, P(si) es la probabilidad a priori de si y se transforma en
la probabilidad a posteriori, P(si �A), dada la información muestral de que ha ocurrido el su-
ceso A.

Supongamos ahora que el fabricante de teléfonos móviles contrata a una empresa de
estudios de mercado para predecir el nivel de demanda de su nuevo producto. Natural-
mente, la empresa le cobrará el estudio. Más adelante en este capítulo, veremos si el rendi-
miento justifica el coste. La empresa afirma que las perspectivas son «malas», «regulares»
o «buenas» en función de su estudio. El análisis del historial de la empresa de estudios de
mercado revela la calidad de sus predicciones anteriores en este campo. La Tabla 21.8
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Tabla 21.8. Proporción de los distintos tipos de perspectivas según la empresa de estudios
de mercado correspondientes a los distintos niveles de la demanda.

Acción Estado de la naturaleza

Valoración Demanda baja (s1) Demanda moderada (s2) Demanda alta (s3)

Malas 0,6 0,3 0,1
Regulares 0,2 0,4 0,2
Buenas 0,2 0,3 0,7

muestra la proporción de veces que la empresa dijo que las perspectivas eran malas, regu-
lares o buenas correspondiente a cada nivel efectivo de demanda.

Por ejemplo, el 10 por ciento de las veces en que la demanda fue alta, la empresa dijo
que las perspectivas eran «malas». Por lo tanto, en la notación de la probabilidad condicio-
nada, representando la demanda baja, moderada y alta por medio de s1, s2 y s3, respectiva-
mente, se deduce que

P(malas �s1) % 0,6 P(malas �s2) % 0,3 P(malas �s3) % 0,1

Es sólo una casualidad que la suma de P(malas �s1) % 0,6, P(malas �s2) % 0,3 y
P(malas �s3) % 0,1 sea 1,0. Estas probabilidades condicionadas no tienen que sumar 1.
Tomemos, por ejemplo, el caso de «regulares»; obsérvese que la suma de
P(regulares �s1) % 0,2, P(regulares �s2) % 0,4 y P(regulares �s3) % 0,2 sólo es 0,8 y no 1,0.

Supongamos ahora que se consulta a la empresa de estudios de mercado y ésta dice
que las perspectivas del teléfono móvil son «malas». Dada esta nueva información, las pro-
babilidades a priori

P(s1) % 0,1 P(s2) % 0,5 P(s3) % 0,4

de los tres niveles de demanda pueden modificarse utilizando el teorema de Bayes. En el
caso de un bajo nivel de demanda, la probabilidad a posteriori es

P(s1 �malas) %
P(malas �s1)P(s1)

P(malas �s1)P(s1) ! P(malas �s2)P(s2) ! P(malas �s3)P(s3)

%
(0,6)(0,1)

(0,6)(0,1) ! (0,3)(0,5) ! (0,1)(0,4)
%

0,06

0,25
% 0,24

Asimismo, en el caso de los otros dos niveles de demanda las probabilidades a posteriori son

P(s2 �malas) %
(0,3)(0,5)

0,25
% 0,6

P(s3 �malas) %
(0,1)(0,4)

0,25
% 0,16

A continuación, pueden utilizarse las probabilidades a posteriori para calcular los valores
monetarios esperados. La Tabla 21.9 muestra los rendimientos (sin el coste del estudio),
junto con las probabilidades a posteriori de los tres niveles de demanda. Esta tabla es sim-
plemente una modificación de la 21.7, en la que se han sustituido las probabilidades a
priori por las probabilidades a posteriori.
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Tabla 21.9. Rendimientos del fabricante de teléfonos móviles y probabilidades a posteriori
de los estados de la naturaleza, cuando la empresa de estudios de mercado

dice que las perspectivas son «malas».

Acción Estado de la naturaleza

Proceso de
producción

Demanda baja
(P % 0,24)*

Demanda moderada
(P % 0,60)*

Demanda alta
(P % 0,16)*

A 70.000 120.000 200.000
B 80.000 120.000 180.000
C 100.000 1250.000 160.000

* Probabilidades a posteriori.

Los valores monetarios esperados de los tres procesos de producción pueden hallarse
exactamente de la misma forma que antes. Son los siguientes:

VME (Proceso A) % (0,24)(70.000) ! (0,60)(120.000) ! (0,16)(200.000) % 120.800 $

VME (Proceso B) % (0,24)(80.000) ! (0,60)(120.000) ! (0,16)(180.000) % 120.000 $

VME (Proceso C) % (0,24)(100.000) ! (0,60)(125.000) ! (0,16)(160.000) % 124.600 $

Si la empresa de estudios de mercado considera que las perspectivas son «malas», enton-
ces, según el criterio del valor monetario esperado, debe utilizarse el proceso de produc-
ción C. Según la valoración de la empresa de estudios de mercado, la demanda baja es mu-
cho más probable y la demanda alta es considerablemente menos probable que antes. Este
cambio de opinión sobre las perspectivas de mercado es suficiente para inducir al fabrican-
te de teléfonos móviles a cambiar su preferencia por el proceso A (basada en las probabili-
dades a priori) por el proceso C.

Siguiendo el mismo razonamiento, es posible saber qué decisiones se tomarían si las
perspectivas de éxito del mercado del teléfono móvil se consideraran «regulares» o «bue-
nas». De nuevo, es posible hallar las probabilidades a posteriori de los tres niveles de de-
manda por medio del teorema de Bayes. Si se considera que las perspectivas son «regula-
res», son

P(s1 �regulares) %
1

15
P(s2 �regulares) %

10

15
P(s3 �regulares) %

4

15

Si se considera que son «buenas»,

P(s1 �buenas) %
2

45
P(s2 �buenas) %

15

45
P(s3 �buenas) %

28

45

Utilizando estas probabilidades a posteriori, calculamos por medio del programa Excel los
valores monetarios esperados de cada uno de los procesos de producción correspondientes
a cada valoración. La Tabla 21.10 contiene estos valores monetarios esperados. Podrían
variar dependiendo del número de decimales utilizados para expresar las probabilidades a
posteriori.

Como hemos mostrado antes, si la empresa de estudios de mercado afirma que las
perspectivas son «malas», se prefiere el proceso C según el criterio del valor monetario es-
perado. Si hace otra predicción, se elegirá el proceso A, según este criterio.
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Tabla 21.10. Valores monetarios esperados del fabricante de teléfonos móviles
correspondientes a tres predicciones posibles realizadas por la empresa

de estudios de mercado.

Acción Estado de la naturaleza (perspectivas)

Proceso de producción Malas Regulares Buenas

A 120.800 138.000 167.556
B 120.000 133.333 155.556
C 124.600 132.667 145.667

Recuérdese que en el problema del fabricante de teléfonos móviles, cuando se utiliza-
ban las probabilidades a priori de los niveles de demanda, la decisión óptima según el cri-
terio del valor monetario esperado era utilizar el proceso A. Puede ocurrir (si la empresa
de estudios de mercado dice que las perspectivas son «malas») que se tome una decisión
diferente cuando la información muestral lleva a modificar estas probabilidades a priori. Por
lo tanto, resulta que al fabricante le interesaría consultar a la empresa de estudios de merca-
do. Naturalmente, si la elección del proceso A hubiera resultado óptima, cualquiera que hu-
biera sido la predicción, la información muestral posiblemente no tendría ningún valor.

EJEMPLO 21.5. Reconsideración del problema del fabricante
de medicamentos (valor monetario esperado)

En el ejemplo, 21.4, un fabricante de medicamentos tenía que decidir si vendía la paten-
te de una fórmula que reducía el colesterol antes de someter el medicamento a una
prueba (después, si conservaba la patente y se observaba que el medicamento era eficaz,
también tenía que tomar otra decisión, que era comercializar el medicamento o vender
la patente y los resultados de la prueba). En el caso de la decisión inicial, los dos esta-
dos de la naturaleza eran s1: el medicamento es eficaz, y s2: el medicamento es ineficaz.
Las probabilidades a priori correspondientes, calculadas basándose en la experiencia
anterior, son

P(s1) % 0,6 y P(s2) % 0,4

El fabricante de medicamentos tiene la opción de realizar con un coste moderado
una prueba inicial antes de tomar la primera decisión. La prueba no es infalible. En el
caso de medicamentos que después han resultado eficaces, el 60 por ciento de las veces
el resultado de la prueba preliminar fue positivo y el resto fue negativo. En el caso de
medicamentos ineficaces, el 30 por ciento de las veces el resultado de la prueba preli-
minar fue positivo y el resto fue negativo. Dados los resultados de la prueba preliminar,
¿qué debe hacer el fabricante? Suponga que sigue siendo posible vender la patente por
50.000 $ si el resultado de la prueba preliminar es negativo.

Solución

Obsérvese, en primer lugar, que si se conserva la patente y las pruebas exhaustivas de-
muestran que el medicamento es eficaz, entonces en ausencia de información muestral
sobre la situación del mercado, la decisión óptima en esta fase es, al igual que en el
ejemplo 21.4, comercializar el medicamento. La información suministrada por la prueba
preliminar es irrelevante para tomar esa decisión. Sin embargo, podría influir en la deci-
sión inicial de vender o no la patente. Por lo tanto, sólo se considera esta decisión.
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Las probabilidades condicionadas de los resultados muestrales, dados los estados de
la naturaleza, son

P(positivo �s1) % 0,6 P(negativo �s1) % 0,4

P(positivo �s2) % 0,3 P(negativo �s2) % 0,7

Si el resultado de la prueba preliminar es positivo, entonces la probabilidad a poste-
riori del estado s1 (eficaz), dada esta información, es

P(s1 �positivo) %
P(positivo �s1)P(s1)

P(positivo �s1)P(s1)!P(positivo �s2)P(s2)
%

(0,6)(0,6)

(0,6)(0,6)!(0,3)(0,4)
%0,75

Además, como las dos probabilidades a posteriori deben sumar 1, entonces P(s2 �positi-
vo) % 0,25. La tabla de rendimientos adjunta es igual que la del ejemplo 21.4, con la
adición de estas probabilidades a posteriori.

Estado de la naturaleza

Acción Medicamento eficaz (P % 0,75)* Medicamento inefizaz (P % 0,25)*

Conservar la patente 125.000 .10.000
Vender la patente 50.000 50.000

* Probabilidades a posteriori.

El valor monetario esperado, si se vende la patente, es de 50.000 $, mientras que si
se conserva, es

(0,75)(125.000) ! (0,25)(.10.000) % 91.250 $

Por lo tanto, si el resultado de la prueba inicial es positivo, la patente debe conservarse,
según este criterio.

Consideremos ahora el caso en el que el resultado de la prueba preliminar es negati-
vo. La probabilidad a posteriori del estado s1 es, según el teorema de Bayes,

P(s1 �negativo)%
P(negativo �s1)P(s1)

P(negativo�s1)P(s1)!P(negativo�s2)P(s2)
%

(0,4)(0,6)

(0,4)(0,6)!(0,7)(0,4)
%0,4615

Por lo tanto, la probabilidad a posteriori del estado s2 es

P(s2 �negativo) % 0,5385

Una vez más, si se vende la patente, el valor monetario esperado son los 50.000 $
que se recibirán. Si se conserva la patente, el valor monetario esperado de esta decisión
es

(0,4615)(125.000) ! (0,5385)(.10.000) % 52.302,50 $

Así pues, aunque el resultado de la prueba preliminar sea negativo, la decisión óptima,
según el criterio del valor monetario esperado, es conservar la patente.
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En este ejemplo, pues, cualquiera que sea la información muestral, la acción elegida
es la misma. El fabricante debe conservar la patente cualquiera que sea el resultado de
la prueba preliminar. Dado que la información muestral no puede influir en la decisión,
no tiene sentido, desde luego, recogerla. De hecho, como la realización de la prueba
preliminar tiene costes, sería subóptimo recogerla. Por lo tanto, según el criterio del va-
lor monetario esperado, el fabricante de medicamentos debe conservar la patente y, si
las pruebas demuestran que el medicamento es eficaz, debe comercializarlo. La prueba
preliminar no debe realizarse.

El valor de la información muestral
Se ha demostrado cómo puede tenerse en cuenta la información muestral en el proceso de
toma de decisiones. El valor potencial de esa información se halla, por su puesto, en que
permite saber con mayor precisión cuáles son las probabilidades de que ocurra cada uno de
los estados de la naturaleza relevantes y eso permite tener una base más sólida para tomar
una decisión. En este apartado mostramos cómo puede asignarse un valor monetario a la
información muestral. Esto es importante, ya que la obtención de información muestral
normalmente tiene costes y la persona que debe tomar una decisión quiere saber si los be-
neficios esperados son mayores que este coste.

El ejemplo 21.5 muestra una situación en la que una misma acción era óptima, cual-
quiera que fuera el resultado muestral. En ese caso, la información muestral carece clara-
mente de valor, ya que se habría elegido la misma acción sin ella. He aquí la regla general:
si la información muestral no puede influir en la elección de la acción, tiene un valor 0.

En el resto de este apartado sólo nos referiremos, pues, a las circunstancias en las que
el resultado muestral puede afectar a la elección de la acción. Un caso de ese tipo es nues-
tro ejemplo del fabricante de teléfonos móviles que está considerando la posibilidad de in-
troducir un nuevo producto. Este fabricante tiene que elegir entre tres procesos de produc-
ción y se enfrenta a tres estados de la naturaleza, que representan diferentes niveles de
demanda del producto. En el apartado 21.3 hemos mostrado que en ausencia de informa-
ción muestral y utilizando solamente las probabilidades a priori, se selecciona el proceso
A que tiene un valor monetario esperado de 147.000 $.

Ahora bien, en la práctica, una vez obtenida la información muestral, la persona que
debe tomar una decisión normalmente no sabe qué estado de la naturaleza ocurrirá, pero
tiene valoraciones probabilísticas más fundadas de estos estados. Sin embargo, antes de
analizar el valor de la información muestral en este modelo general, es útil considerar el
caso extremo en el que puede obtenerse información perfecta, es decir, el caso en el que
la persona que tiene que tomar una decisión puede obtener información que le diga con
seguridad qué estado ocurrirá. ¿Qué valor tiene esa información perfecta para la persona
que debe tomar una decisión?

Valor esperado de la información perfecta, VEIP
Supongamos que una persona tiene que elegir entre K acciones posibles y se enfrenta a H es-
tados de la naturaleza, s1, s2, ..., sH. La información perfecta corresponde al caso en el que
se sabe qué estado de la naturaleza ocurrirá. El valor esperado de la información perfecta se
obtiene de la forma siguiente:

1. Se averigua qué acción se elegirá si sólo se utilizan las probabilidades a priori P(s1),
P(s2), ..., P(sH).
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2. Se halla para cada estado de la naturaleza posible, si, la diferencia, Wi, entre el rendi-
miento de la mejor elección de la acción, si se supiera que ocurrirá ese estado, y el ren-
dimiento de la acción que se elegiría sólo si se utilizaran las probabilidades a priori. És-
te es el valor de la información perfecta, cuando se sabe que ocurrirá si.

3. El valor esperado de la información perfecta, VEIP, es, pues,

VEIP % P(s1)W1 ! P(s2)W2 ! ñ ! P(sH)WH (21.3)

Volvamos al caso del fabricante de teléfonos móviles y calculemos el VEIP. En este
ejemplo, la información perfecta corresponde al caso en el que se sabe cuál será el nivel de
demanda de los tres posibles. En ausencia de información muestral y basándose única-
mente en las probabilidades a priori, se elegirá el proceso A. Sin embargo, volviendo a la
Tabla 21.7, si el nivel de demanda es bajo, la mejor elección será el proceso C. Como éste
tiene un rendimiento que es 30.000 $ mayor que el del A, el valor de saber que la demanda
será baja es de 30.000 $. Asimismo, si se sabe que la demanda será moderada, se elegirá
de nuevo el proceso C. En este caso, el rendimiento de la mejor elección es 5.000 $ mayor
que el del proceso A, que es, pues, el valor de saber que la demanda será moderada. Si se
sabe que la demanda será alta, se elegirá el proceso A. Por lo tanto, esta información care-
ce de valor, ya que se habría tomado la misma decisión sin ella. El valor de la información
perfecta depende de la información. El valor esperado de la información perfecta se halla
utilizando las probabilidades a priori de los distintos estados de la naturaleza.

En el caso del fabricante de teléfonos móviles, las probabilidades a priori son 0,1 en el
caso en el que la demanda es baja, 0,5 en el caso en el que es moderada y 0,4 en el caso
en el que es alta. Se deduce, pues, que para este fabricante el valor de la información per-
fecta es de 30.000 $ con una probabilidad de 0,1, 5.000 $ con una probabilidad de 0,5 y 0 $
con una probabilidad de 0,4. El valor esperado de la información perfecta es, pues,

VEIP % (0,1)(30.000) ! (0,5)(5.000) ! (0,4)(0) % 5.500 $

Esta cantidad monetaria representa, pues, el valor esperado para el fabricante de teléfonos
móviles de saber cuál será el nivel de demanda.

Cuando los problemas son más complejos, existen programas informáticos para calcu-
lar el VEIP.

Aunque normalmente no se dispone de información perfecta, puede ser útil calcular su
valor esperado. Dado que, naturalmente, ninguna información muestral puede ser mejor
que perfecta, su valor esperado no puede ser mayor que el valor esperado de la informa-
ción perfecta. Por lo tanto, el valor esperado de la información perfecta es un límite supe-
rior del valor esperado de cualquier información muestral. Por ejemplo, si el fabricante de
teléfonos móviles recibe información con un coste de 6.000 $, no es necesario que trate de
obtener más información sobre la calidad de esta información. No debería comprarla, por
muy fiable que sea, según el criterio del valor monetario esperado, ya que su valor espera-
do no puede ser de más de 5.500 $.

Consideremos ahora el problema más general de calcular el valor de la información
muestral que no es necesariamente perfecta. Consideremos de nuevo el problema de toma
de decisiones del fabricante de teléfonos móviles, que tiene la opción de que una empresa
de estudios de mercado valore las perspectivas del nuevo teléfono móvil. Estas perspecti-
vas pueden considerarse «malas», «regulares» o «buenas». En el apartado 21.4 hemos
mostrado que en los dos últimos casos se elige, aun así, el proceso A. Por lo tanto, si la
empresa de estudios de mercado dice que las perspectivas son «regulares» o «buenas», la
elección inicial de la acción no varía y no se ganará nada consultando a esta empresa.
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Sin embargo, si dice que las perspectivas son «malas», la Tabla 21.10 muestra que la
elección óptima es el proceso C. Esta elección óptima generaría un valor monetario espera-
do de 124.600 $, mientras que el proceso A, que, de no ser así, se habría utilizado, da un
valor monetario esperado de 120.800 $. La diferencia entre estas cantidades, 3.800 $, re-
presenta la ganancia generada por la información muestral si la empresa dice que las pers-
pectivas son «malas». Las ganancias generadas por la información muestral son 0 $ en el
caso en el que las perspectivas son «buenas» o «regulares» y 3.800 $ si son «malas».

Ahora necesitamos saber qué probabilidades hay de que se materialicen estas ganan-
cias, por lo que en nuestro ejemplo debemos hallar la probabilidad de que la empresa de
estudios de mercado diga que las perspectivas son «malas». En general, si A representa una
parte de la información muestral y s1, s2, ..., sH los H estados de la naturaleza posibles,
entonces

P(A) % P(A �s1)P(s1) ! P(A �s2)P(s2) ! ñ ! P(A �sH)P(sH)

En el ejemplo del teléfono móvil, si s1, s2 y s3 representan un nivel de demanda bajo,
moderado y alto, respectivamente, entonces

P(s1) % 0,1 P(s2) % 0,5 P(s3) % 0,4
P(malas �s1) % 0,6 P(malas �s2) % 0,3 P(malas �s3) % 0,1

Por lo tanto, la probabilidad de que la empresa diga que las perspectivas son «malas» es

P(malas) % P(malas �s1)P(s1) ! P(malas �s2)P(s2) ! P(malas �s3)P(s3)
% (0,6)(0,1) ! (0,3)(0,5) ! (0,1)(0,4) % 0,25

De la misma forma, utilizando las probabilidades condicionadas de la Tabla 21.8, las pro-
babilidades de las otras dos valoraciones de la empresa son

P(regulares) % 0,30 P(buenas) % 0,45

Por lo tanto, el valor de la información muestral es de 3.800 $ con una probabilidad de
0,25, de 0 $ con una probabilidad de 0,30 y de 0 $ con una probabilidad de 0,45. Se dedu-
ce, pues, que el valor esperado de la información muestral es

VEIM % (0,25)(3.800) ! (0,30)(0) ! (0,45)(0) % 950 $

Esta cantidad monetaria representa, pues, el valor esperado de la información muestral pa-
ra la persona que tiene que tomar una decisión. Según el criterio del valor monetario espe-
rado, esta información muestral merecerá la pena si su coste es menor que su valor espera-
do. El valor esperado neto de la información muestral es la diferencia entre su valor
esperado y su coste.

Supongamos que la empresa de estudios de mercado cobra 750 $ por su valoración.
El valor esperado neto de esta valoración para el fabricante de teléfonos móviles es, pues,
950 $ . 750 $ % 200 $. Por lo tanto, el rendimiento esperado del fabricante será 200 $
mayor si se compra la información muestral que si no se compra. Esta cantidad representa
el valor esperado de tener esa información, teniendo en cuenta su coste. En este caso, la
estrategia óptima del fabricante es comprar el informe de la empresa de estudios de merca-
do y utilizar el proceso de producción A si la empresa dice que las perspectivas son «bue-
nas» o «regulares» y el C si dice que son «malas». El VME de esta estrategia es de
147.200 $, es decir, los 147.000 $ que se obtendrían si no se dispusiera de información
muestral más el valor esperado neto de la información muestral.
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Valor esperado de la información muestral, VEIM
Supongamos que una persona tiene que elegir entre K acciones posibles ante H estados de la
naturaleza, s1, s2, ..., sH. Puede obtener información muestral. Supongamos que hay M resulta-
dos muestrales posibles, A1, A2, ..., AM.

El valor esperado de la información muestral se obtiene de la forma siguiente.

1. Se averigua qué acción se elegiría si sólo se utilizaran las probabilidades a priori.
2. Se averiguan las probabilidades de obtener cada resultado muestral:

P(Ai) % P(Ai �s1)P(s1) ! P(Ai �s2)P(s2) ! ñ ! P(Ai �sH)P(sH)

3. Se halla para cada resultado muestral posible Ai, la diferencia, Vi, entre el valor mone-
tario esperado de la acción óptima y el de la acción elegida si sólo se utilizan las proba-
bilidades a priori. Éste es el valor de la información muestral, dado que se observó
Ai.

4. El valor esperado de la información muestral, VEIM, es, pues,

VEIM % P(A1)V1 ! P(A2)V2 ! ñ ! P(AM)VM (21.4)

El valor de la información muestral visto por medio
de árboles de decisión

El valor esperado de la información muestral puede calcularse de otra forma (equivalente),
que es desde el punto de vista aritmético algo más tediosa, pero cómoda para representar el
problema por medio de una sucesión de decisiones construyendo un árbol de decisión.
La primera decisión que hay que tomar es si conviene obtener la información muestral. A
continuación, hay que averiguar cuál de las acciones alternativas debe seguirse.

Para ilustrarlo, consideremos de nuevo el problema del fabricante de teléfonos móviles.
La Figura 21.5 muestra los árboles de decisión que se deducen de las tres valoraciones po-
sibles del estudio de mercado. Estos árboles tienen la misma estructura general que la Fi-
gura 21.1, con una diferencia esencial: las probabilidades de los tres estados de la naturale-
za son las probabilidades a posteriori, dada la información muestral específica. Estas
probabilidades a posteriori se obtuvieron en el apartado 21.4. Ahora se ponderan los rendi-
mientos por las probabilidades a posteriori y se obtiene el valor monetario esperado de ca-
da acción, dado cada resultado muestral posible. Éstos son los valores monetarios espera-
dos que muestra la Tabla 21.10. Por último, a la izquierda de cada parte de la Figura 21.5
se encuentra el valor monetario esperado más alto posible de cada resultado muestral.

Esta información se transfiere a la derecha de la Figura 21.6, en la que se analiza la
decisión de comprar o no el estudio de mercado. Si no se compra esta información, la par-
te inferior de la Figura 21.6 muestra un valor monetario esperado de 147.000 $. Esta canti-
dad se obtiene utilizando las probabilidades a priori y procede de la Figura 21.1.

Pasamos ahora a examinar la parte superior de la Figura 21.6; el valor monetario espe-
rado resultante depende del resultado muestral. Las probabilidades son 0,25 en el caso en
el que las perspectivas son «malas», 0,30 en el que son «regulares» y 0,45 en el que son
«buenas». Por lo tanto, dado que cabe esperar 124.600 $ con una probabilidad de 0,25,
138.000 $ con una probabilidad de 0,30 y 167.000 $ con una probabilidad de 0,45, el ren-
dimiento esperado si se compra la información muestral es

(0,25)(124.600) ! (0,30)(138.000) ! (0,45)(167.556) % 147.950 $
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Figura 21.5.
Árboles de decisión
del fabricante de
teléfonos móviles
correspondientes a
las valoraciones
realizadas por la
empresa de
estudios de
mercado de que las
perspectivas son
(a) «malas»,
(b) «regulares» y
(c) «buenas»
(* acción que tiene
el máximo VME).
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VME = 132.667 $

*Proceso A

Proceso B

Proceso C

RendimientosAcciones

Estados 

de la naturaleza

(probabilidades)

(b) “regulares”
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Baja (2/45)

Moderada (1/3)

Alta (28/45)

Baja (2/45)

Moderada (1/3)

Alta (28/45)

Baja (2/45)

Moderada (1/3)

Alta (28/45)

VME = 155.556 $VME = 167.556 $

VME = 167.556 $
  70.000 $

120.000 $

200.000 $

  80.000 $

120.000 $

180.000 $

100.000 $

125.000 $

160.000 $

VME = 145.667 $

*Proceso A

Proceso B

Proceso C

RendimientosAcciones

Estados 

de la naturaleza

(probabilidades)

(c) “buenas”

Figura 21.6.
Decisión del
fabricante de
teléfonos móviles
de comprar los
servicios de la
empresa de
estudios de
mercado (* acción
con el máximo
VME).

Estados 

de la naturaleza

(probabilidades)

UME = 138.000 $
VME – Coste de la muestra (750 $)

= 147.200 $

VME = 147.200 $

Figura 21.5(b)

Figura 21.5(a)

Figura 21.5(c)

Figura 21.1

VME = 167.556 $

VME = 147.000 $

*Muestra

No muestra

Buenas (0,45)

Regulares (0,30)

Malas (0,25)

Acciones

VME = 124.600 $
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Sin embargo, es necesario restar de esta cantidad el coste de 750 $ de la información
muestral, por lo que quedan 147.200 $. Dado que esta cantidad es superior al rendimiento
esperado cuando no se obtiene información muestral, la mejor estrategia, según el criterio
del valor monetario esperado, es comprar los servicios de la empresa de estudios de merca-
do. La decisión óptima tiene, como se indica a la izquierda de la Figura 21.6, un valor mo-
netario esperado de 147.200 $.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

21.25. Un fabricante debe decidir si lanza, con un cos-
te de 100.000 $, una campaña publicitaria de un
producto cuyas ventas han sido bastante bajas.
Se estima que una campaña que tuviera mucho
éxito aumentaría los beneficios en 400.000 $
(de los que habría que restar el coste de la cam-
paña) y una campaña que tuviera un éxito mo-
derado los aumentaría en 100.000 $, pero una
campaña que no tuviera éxito no los aumentaría
nada. Históricamente, el 40 por ciento de todas
las campañas parecidas ha tenido mucho éxito,
el 30 por ciento ha tenido un éxito moderado y
el resto no ha tenido éxito. Este fabricante con-
sulta a un experto en medios de comunicación y
le pide que valore la eficacia que puede tener la
campaña. El historial de este experto muestra
que ha valorado favorablemente el 80 por cien-
to de las campañas que han tenido mucho éxito,
el 40 por ciento de las que han tenido un éxito
moderado y el 10 por ciento de las que no han
tenido éxito.

a) Halle las probabilidades a priori de los tres
estados de la naturaleza.

b) En ausencia de un informe del experto en
medios de comunicación, ¿debe lanzarse es-
ta campaña publicitaria, según el criterio del
VME?

c) Halle las probabilidades a posteriori de los
tres estados de la naturaleza, suponiendo
que el experto valora favorablemente la
campaña.

d) Dado un informe favorable del experto, ¿de-
be lanzarse la campaña publicitaria, según el
criterio del VME?

e) Halle las probabilidades a posteriori de los
tres estados de la naturaleza, suponiendo que
el experto no valora favorablemente la cam-
paña.

f) Si el informe del experto no es favorable,
¿debe lanzarse la campaña publicitaria se-
gún el criterio del VME?

21.26. Vuelva al ejercicio 21.2. El fabricante de deso-
dorantes tiene cuatro procesos de producción
posibles entre los que elegir, dependiendo de la
opinión sobre el futuro nivel de demanda. Ba-
sándose en la experiencia anterior, las proba-
bilidades a priori son de 0,3 en el caso de la
demanda alta, de 0,4 en el de la demanda mo-
derada y de 0,3 en el de la demanda baja. La
tabla adjunta muestra las proporciones de valo-
raciones según las cuales las perspectivas son
«malas», «regulares» y «buenas»; estas valora-
ciones han sido realizadas por una empresa de
mercado sobre productos similares que han lo-
grado estos niveles de demanda.

Acción Estado de la naturaleza

Valoración
Demanda

baja
Demanda
moderada

Demanda
alta

Malas 0,5 0,3 0,1
Regulares 0,3 0,4 0,2
Buenas 0,2 0,3 0,7

a) Si no se consulta a la empresa de estudios de
mercado, ¿qué acción debe elegirse, según el
criterio del VME?

b) Halle las probabilidades a posteriori de los
tres niveles de demanda, suponiendo que la
empresa de estudios de mercado dice que las
perspectivas son «malas».

c) ¿Qué acción debe elegirse, según el criterio
del VME, si la empresa de estudios de mer-
cado dice que las perspectivas son «malas»?

d) Halle las probabilidades a posteriori de los
tres niveles de demanda, suponiendo que la
empresa de estudios de mercado dice que las
perspectivas son «regulares».

e) ¿Qué acción debe elegirse, según el criterio
del VME, si la empresa de estudios de merca-
do dice que las perspectivas son «regulares»?

f) Halle las probabilidades a posteriori de los
tres niveles de demanda, suponiendo que la
empresa de estudios de mercado dice que las
perspectivas son «buenas».
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g) ¿Qué acción debe elegirse, según el criterio
del VME, si la empresa de estudios de mer-
cado dice que las perspectivas son «buenas»?

21.27. El empresario del ejercicio 21.9 tiene dos cur-
sos de acción posibles. Su decisión se basa en
su opinión sobre el éxito probable del nuevo
centro comercial. Históricamente, el 40 por
ciento de los centros de este tipo ha tenido mu-
cho éxito, el 40 por ciento ha tenido un éxito
moderado y el 20 por ciento no ha tenido éxito.
Una empresa de consultoría hace valoraciones
de las perspectivas de este tipo de centro co-
mercial. La tabla adjunta muestra la proporción
de valoraciones según las cuales las perspecti-
vas son «buenas», «regulares» y «malas», dado
el resultado obtenido realmente.

Acción
Estado de la naturaleza

(nivel de éxito)

Valoración
Mucho
éxito

Éxito
moderado

Ningún
éxito

Buenas 0,6 0,3 0,2
Razonables 0,3 0,4 0,3
Malas 0,1 0,3 0,5

a) ¿Cuáles son las probabilidades a priori de
los tres estados de la naturaleza?

b) Si el empresario no busca asesoramiento de
la empresa de consultoría, ¿qué acción debe
elegir, según el criterio del VME?

c) ¿Cuáles son las probabilidades a posteriori
de los tres estados de la naturaleza, supo-
niendo que la empresa de consultoría dice
que las perspectivas son «buenas»?

d) Según el criterio del VME, suponiendo que
la empresa de consultoría dice que las pers-
pectivas son «buenas», ¿qué curso de acción
debe adoptar?

e) ¿Cuáles son las probabilidades a posteriori
de los tres estados de la naturaleza, supo-
niendo que la empresa de consultoría dice
que las perspectivas son «regulares»?

f) Según el criterio del VME, suponiendo que
la empresa de consultoría dice que las pers-
pectivas son «regulares», ¿qué curso de ac-
ción debe adoptar?

g) ¿Cuáles son las probabilidades a posteriori
de los tres estados de la naturaleza, supo-
niendo que la empresa de consultoría dice
que las perspectivas son «malas»?

h) Si se sigue el criterio del VME, ¿qué acción
debe elegirse, suponiendo que la empresa de
consultoría dice que las perspectivas son
«malas»?

21.28. Considere el fabricante de medicamentos del
ejemplo 21.5, que tiene que decidir si vende la
patente de un medicamento que reduce el co-
lesterol antes de probarlo. En el ejemplo hemos
visto que, cualquiera que sea el resultado de
una prueba preliminar de la eficacia del medi-
camento, la decisión óptima era conservar la
patente. Después, este fabricante desarrollaba
una prueba preliminar superior, que podía reali-
zarse de nuevo con un coste moderado. En el
caso de los medicamentos que después resulta-
ban eficaces, esta nueva prueba daba un resul-
tado positivo el 80 por ciento de las veces,
mientras que obtenía un resultado positivo sola-
mente un 10 por ciento de los medicamentos
que resultaban ineficaces.

a) Halle las probabilidades a posteriori de los
dos estados de la naturaleza, dado un resulta-
do positivo de esta nueva prueba preliminar.

b) Según el criterio del VME, ¿debe venderse
la patente si el resultado de la nueva prueba
es positivo?

c) Halle las probabilidades a posteriori de los
dos estados de la naturaleza, dado un resulta-
do negativo de esta nueva prueba preliminar.

d) Según el criterio del VME, ¿debe venderse
la patente si el resultado de la nueva prueba
es negativo?

21.29. En el ejercicio 21.20, un proveedor de piezas
para la industria automovilística tenía que deci-
dir si comprobaba el proceso de producción en
busca de un fallo antes de empezar una serie de
producción. Los dos estados de la naturaleza
eran

s1: la reparación no es necesaria (el 10 por
ciento de todas las piezas producidas no
cumple las especificaciones)

s2: la reparación es necesaria (el 30 por ciento
de todas las piezas producidas no cumple
las especificaciones)

Las probabilidades a priori, basadas en los da-
tos históricos de este proceso de producción,
son

P(s1) % 0,8 y P(s2) % 0,2

El fabricante, antes de iniciar una nueva serie
de producción, puede producir una pieza y ver
si cumple las especificaciones, basando la deci-
sión de comprobar o no el proceso de produc-
ción en la información muestral resultante.

a) Si la pieza comprobada cumple las especifi-
caciones, ¿cuáles son las probabilidades a
posteriori de los estados de la naturaleza?
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b) Si la pieza comprobada cumple las especifi-
caciones, ¿debe comprobarse el proceso de
producción según el criterio del VME?

c) Si la pieza comprobada no cumple las espe-
cificaciones, ¿cuáles son las probabilidades
a posteriori de los estados de la naturaleza?

d) Si la pieza comprobada no cumple las espe-
cificaciones, ¿debe comprobarse el proceso
de producción según el criterio del VME?

21.30. Continuando con el ejercicio 21.29, suponga
ahora que antes de tomar la decisión de com-
probar o no el proceso de producción, se fabri-
can dos piezas y se examinan.
a) Si no es necesaria realmente una reparación,

¿cuáles son las probabilidades de que ambas
piezas, una de ellas o ninguna no cumpla las
especificaciones?

b) Calcule las mismas probabilidades que en el
apartado (a), suponiendo que es necesario
realmente reparar el proceso de producción.

c) Calcule las probabilidades a posteriori de
los estados de la naturaleza y averigüe la ac-
ción óptima según el criterio del valor mo-
netario esperado, dada cada una de las si-
guientes circunstancias:
i. Ninguna de las dos piezas cumple las

especificaciones.
ii. Sólo una incumple las especificaciones.
iii. Ninguna de las piezas incumple las es-

pecificaciones.

21.31. Una fábrica de bombillas envía grandes pedidos
de bombillas a grandes usuarios industriales.
Cuando el proceso de producción funciona co-
rrectamente (lo cual ocurre el 90 por ciento del
tiempo), el 10 por ciento de todas las bombillas
producidas tiene un defecto. Sin embargo, el
proceso puede tener de vez en cuando algún fa-
llo y, en ese caso, la tasa de bombillas defec-
tuosas es del 20 por ciento. La fábrica considera
que el coste, en fondo de comercio, de un envío
con una tasa más alta de bombillas defectuosas
a un usuario industrial es de 5.000 $. Si se sos-
pecha que un envío contiene esta proporción
más alta de bombillas defectuosas, puede ven-
derlo a una cadena de tiendas de descuento,
aunque eso supone una reducción de los benefi-
cios de 600 $, independientemente de que el en-
vío contenga o no una elevada proporción de
bombillas defectuosas. Las decisiones de esta
empresa se toman siguiendo el criterio del VME.
a) Se prepara un envío. En ausencia de más in-

formación, ¿debe enviarse a un usuario in-
dustrial o a una cadena de descuento?

b) Suponga que se comprueba una bombilla del
envío. Averigüe adónde debe enviarse en ca-
da una de las circunstancias siguientes:
i. Esta bombilla tiene defectos.
ii. Esta bombilla no tiene defectos.

c) Suponga que se comprueban dos bombillas
del envío. Averigüe adónde debe enviarse en
cada una de las circunstancias siguientes:
i. Ambas bombillas tienen defectos.
ii. Sólo una bombilla tiene defectos.
iii. Ninguna de las dos bombillas tiene de-

fectos.
d) Indique sin hacer los cálculos cómo puede

abordarse este problema de decisión si se
comprueban 100 bombillas antes de enviarlas.

21.32. Vuelva al problema del inversor del ejercicio
21.1.

a) Explique qué se entiende por «información
perfecta» en el contexto del problema de es-
te inversor.

b) Las probabilidades a priori de que la bolsa
de valores esté fuerte son de 0,2, las de que
esté moderada son de 0,5 y las de que esté
débil son de 0,3. ¿Cuál es el valor esperado
de la información perfecta para este inversor?

21.33. En el caso del fabricante de desodorantes del
ejercicio 21.2, las probabilidades a priori de
que la demanda sea alta son de 0,3, las de que
sea moderada son de 0,4 y las de que sea baja
son de 0,3. Halle el VEIP de este fabricante.

21.34. En el caso del empresario del ejercicio 21.9, las
probabilidades a priori de que el nuevo centro
comercial tenga mucho éxito son de 0,4, las de
que tenga un éxito moderado son de 0,4 y las
de que no tenga éxito son de 0,2. ¿Cuál es el
valor esperado de la información perfecta para
el empresario?

21.35. El fabricante de piezas de automóvil del ejerci-
cio 21.20 debe decidir si comprueba el proceso
de producción antes de comenzar una nueva se-
rie de producción. Dado que el proceso de pro-
ducción funciona correctamente el 80 por ciento
del tiempo, ¿cuál es el valor de la información
perfecta para este fabricante?

21.36. Antes de demostrar cómo se halla el valor espe-
rado de la información muestral, hemos analiza-
do por separado la determinación del valor es-
perado de la información perfecta. En realidad,
no era necesario, ya que la información perfecta
no es más que un tipo especial de información
muestral. Dado el método general para hallar el

Capítulo 21. Teoría estadística de la decisión 889



valor esperado de la información muestral,
muestre cómo especializarlo al caso de la infor-
mación perfecta.

21.37. Vuelva al ejercicio 21.25. El fabricante está
considerando la posibilidad de hacer una campa-
ña publicitaria y busca primero el asesoramiento
de un experto en medios de comunicación.
a) ¿Qué valor esperado tiene para el fabricante

el asesoramiento del experto en medios de
comunicación?

b) El experto cobra 5.000 $. ¿Cuál es el valor
esperado neto del asesoramiento del experto?

c) Este fabricante se enfrenta a un problema de
decisión en dos etapas. Primero, debe deci-
dir si compra asesoramiento al experto. A
continuación, debe decidir si lanza la cam-
paña publicitaria. Construya el árbol de
decisión completo e indique qué debe hacer
el fabricante.

21.38. Vuelva al ejercicio 21.26. Halle los mayores
honorarios que debe pagar el fabricante de de-
sodorantes a la empresa de estudios de mercado,
según el criterio del valor monetario esperado.

21.39. Vuelva al ejercicio 21.27. Halle el valor espera-
do que tiene para el empresario una valoración
de las perspectivas del centro comercial realiza-
da por la empresa de consultoría.

21.40. Vuelva al ejercicio 21.28. Antes de decidir si
vende la patente de la nueva fórmula para redu-
cir el colesterol, el fabricante de medicamentos
realiza una nueva prueba preliminar. Halle el
valor esperado que tiene para el fabricante el
resultado de la prueba.

21.41. Vuelva al ejercicio 21.29. El proveedor de pie-
zas de automóvil puede producir y examinar
una pieza antes de decidir si comprueba el pro-
ceso de producción. ¿Cuál es el VEIM?

21.42. Considere la fábrica de bombillas del ejercicio
21.31. La empresa puede comprobar una bombi-
lla o más antes de decidir si envía un pedido a
un usuario industrial o a una cadena de descuento.
a) ¿Qué valor esperado tiene para la empresa la

comprobación de una bombilla?
b) ¿Qué valor esperado tiene para la empresa la

comprobación de dos bombillas?
c) ¿Cuál es la diferencia entre los valores espe-

rados de comprobar dos bombillas y una
bombilla?

d) Si la primera bombilla comprobada es de-
fectuosa, ¿cuál es el valor esperado de com-
probar la segunda?

e) Si la primera bombilla comprobada no es
defectuosa, ¿cuál es el valor esperado de
comprobar la segunda?

21.5. Introducción del riesgo: análisis de la utilidad

El criterio del valor monetario esperado para tomar decisiones tiene muchas aplicaciones
prácticas. Es decir, en muchos casos, una persona o una empresa creen que la acción que
ofrece el mayor valor monetario esperado es el curso de acción preferido. Sin embargo, no
siempre es así, como lo demuestran los ejemplos siguientes.

1. Muchas personas compran un seguro de vida a plazo con el que, con un gasto rela-
tivamente pequeño, los beneficiarios de la persona asegurada son indemnizados ge-
nerosamente en caso de muerte durante la vigencia de la póliza. Actualmente, las
compañías de seguros pueden calcular la probabilidad que tiene una persona de
cualquier edad de morir durante un periodo de tiempo específico. Por lo tanto, fi-
jan sus tarifas de manera que el precio de la póliza sea mayor que la cantidad de
dinero que esperan pagar en caso de fallecimiento. La diferencia cubre los costes
de la compañía de seguros y genera, en promedio, un margen de beneficio. Se de-
duce, pues, que para la persona asegurada el rendimiento esperado de la póliza del
seguro de vida es menor que su coste. Por lo tanto, si todo el mundo tomara deci-
siones siguiendo el criterio del valor monetario esperado, el seguro de vida a plazo
no se compraría. No obstante, muchas personas lo compran, lo que demuestra que
están dispuestas a sacrificar algunos rendimientos esperados a cambio de tener la
seguridad de que sus herederos tendrán un colchón financiero en caso de falleci-
miento.
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2. Supongamos que un inversor está considerando la posibilidad de comprar acciones
de un grupo o más de empresas cuyas perspectivas considera brillantes. En princi-
pio, es posible postular los distintos estados de la naturaleza que influirán en los
rendimientos de la inversión en cada una de estas empresas. De esta forma, podría
averiguarse cuál es el valor monetario esperado de una inversión de una cantidad
fija en cada empresa. Según el criterio del valor monetario esperado, el inversor
debería invertir todo el capital de que dispone en la empresa cuyo valor monetario
esperado es mayor. En realidad, muchos inversores en la bolsa de valores no si-
guen esa estrategia sino que reparten su dinero en efectivo en una cartera de ac-
ciones. El abandono de la opción de «poner todos los huevos en la misma cesta»,
aunque genera un rendimiento esperado menor, protege de la posibilidad de per-
der mucho dinero si resulta que las acciones de la empresa que tiene el mayor
rendimiento esperado marchan mal. Al optar por una cartera de acciones, el in-
versor muestra su disposición a sacrificar algún valor monetario esperado a cam-
bio de que las probabilidades de experimentar grandes pérdidas financieras sean
menores.

En cada uno de estos ejemplos, la persona que toma las decisiones ha mostrado una
preferencia por un criterio de elección distinto del valor monetario esperado y en cada cir-
cunstancia esta preferencia parece muy razonable. Los dos ejemplos tienen un denomina-
dor común, además de los rendimientos esperados. En ambos casos, la persona que toma
decisiones quiere tener en cuenta el riesgo. El comprador de un seguro de vida a plazo está
dispuesto a aceptar un rendimiento esperado negativo a cambio de la posibilidad de tener
un gran rendimiento positivo en caso de fallecimiento. De esa forma, expresa una prefe-
rencia por el riesgo (naturalmente, se protege del riesgo de que su familia salga mal para-
da económicamente por su fallecimiento). En cambio, el inversor que, al repartir su inver-
sión en una cartera de acciones, acepta un rendimiento esperado menor para reducir las
posibilidades de experimentar una gran pérdida muestra aversión al riesgo.

El criterio del valor monetario esperado no es adecuado ni para las personas que prefie-
ren el riesgo ni para las que son reacias a él. Afortunadamente, no es demasiado difícil
modificarlo para abordar las situaciones en las que el riesgo es un factor relevante. La idea
es esencialmente sustituir los rendimientos monetarios por cantidades que reflejen no sólo
las cantidades monetarias que van a recibirse sino también la actitud de la persona hacia el
riesgo.

El concepto de utilidad
En el ejemplo 21.3 hemos analizado el problema de un inversor que elige entre una inver-
sión a un tipo de interés garantizado y una cartera de acciones. La primera generaría un
rendimiento de 1.200 $, mientras que la segunda generaría un rendimiento de 2.500 $ y
500 $ si la bolsa de valores estuviera boyante o se mantuviera estable, pero una pérdida de
1.000 $ si estuviera deprimida. Este inversor creía que las probabilidades respectivas de
estos tres estados de la naturaleza eran 0,6, 0,2 y 0,2. En ese caso, el valor monetario espe-
rado de elegir la cartera de acciones era 1.400 $, que era 200 $ mayor que el de la inver-
sión a un tipo de interés fijo. En esta coyuntura, necesitamos averiguar si este rendimiento
esperado mayor compensa el riesgo de perder 1.000 $, como ocurriría si el mercado estu-
viera deprimido. Un inversor muy rico, que pudiera sufrir con comodidad esa pérdida,
decidiría casi con toda seguridad que compensa el riesgo. Sin embargo, la postura de una
persona relativamente pobre, para la cual una pérdida de 1.000 $ sería desastrosa, puede
ser muy distinta. En el caso de ese inversor, los rendimientos deben ser sustituidos por
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algunas otras cantidades que reflejen mejor la catástrofe que supondría una pérdida de
1.000 $. Estas cantidades deben medir el valor o utilidad que tiene para el inversor una
pérdida de 1.000 $ en comparación, por ejemplo, con una ganancia de 500 $ o de 2.500 $.

Los estudios pioneros de investigadores como Von Neumann y Morgenstern (véase la
referencia bibliográfica 6) mejoraron el concepto de utilidad, que aún hoy desempeña un
papel fundamental en economía. El análisis de la utilidad constituye la base para solucio-
nar problemas de decisión en presencia de preferencia o de aversión al riesgo. Para em-
plearlo, sólo se necesitan unos supuestos bastante suaves y normalmente bastante razona-
bles. Supongamos que una persona se enfrenta a varios rendimientos posibles, que pueden
ser o no monetarios. Se supone que puede ordenar (posiblemente con empates) la utilidad
o satisfacción que le reportaría cada uno. Así, si prefiere el rendimiento A al B y el B al C,
debe preferir el A al C.

También se supone que si prefiere el rendimiento A al B y el B al C, existe un juego
de azar que ofrece A con una probabilidad P y C con una probabilidad (1 . P), tal que al
individuo le dará igual aceptar el juego que recibir B con seguridad. Dados estos y otros
supuestos generalmente inocuos en cuyos detalles no es necesario que nos detengamos, es
posible mostrar que la persona racional elige la acción cuya utilidad esperada es mayor.
Por consiguiente, el problema de decisión se analiza exactamente igual que en los aparta-
dos anteriores, pero con utilidades en lugar de rendimientos. Es decir, se construye una
tabla de utilidad en lugar de una tabla de rendimientos y, a continuación, se emplean las
probabilidades de los estados de la naturaleza para comparar las utilidades esperadas.

Veamos ahora cómo se averiguan las utilidades correspondientes a los distintos rendi-
mientos. Los rendimientos posibles en orden ascendente en el caso de nuestro inversor son
.1.000 $, 500 $, 1.200 $ y 2.500 $. El primer paso es obtener una función de utilidad.

Cómo se obtiene una función de utilidad
Supongamos que una persona puede recibir varios rendimientos alternativos. La transforma-
ción de los rendimientos en utilidades se realiza de la forma siguiente:

1. Las unidades en las que se mide la utilidad son arbitrarias. Por lo tanto, puede fijarse
una escala como convenga. Sea L el rendimiento más bajo de todos y H el más alto.
Asignamos la utilidad 0 al rendimiento L y la utilidad 100 al rendimiento H.

2. Sea I cualquier rendimiento comprendido entre L y H. Hallamos la probabilidad P tal
que la persona es indiferente entre las siguientes alternativas:

a) Recibir el rendimiento I con seguridad.
b) Recibir el rendimiento H con la probabilidad P y el rendimiento L con la probabili-

dad (1 . P).

3. La utilidad que tiene para el individuo el rendimiento I es, pues, 100P. La curva que re-
laciona la utilidad y el rendimiento se llama función de utilidad.

El primer paso no tiene ningún misterio y nos permite tener una cómoda medida para
medir la utilidad. La elección de los números 0 y 100 para representar la utilidad del me-
nor rendimiento y la del mayor es totalmente arbitraria. Podría muy bien utilizarse cual-
quier otro par de números, mientras la utilidad del rendimiento mayor sea mayor que la del
menor, sin afectar al resto del análisis.

A efectos prácticos, el segundo paso es el más difícil, debido en parte a que presupone
que el individuo puede manipular las probabilidades de una manera coherente. En la prác-
tica, la probabilidad debe averiguarse mediante el método de prueba y error, haciendo pre-
guntas como «¿preferiría recibir I con seguridad o participar en un juego de azar en el que
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podría recibir H con una probabilidad de 0,9 y L con una probabilidad de 0,1?». O quizá
«¿preferiría recibir I con seguridad o participar en un juego de azar en el que podría obte-
ner H con una probabilidad de 0,8 y L con una probabilidad de 0,2?». Este proceso conti-
núa hasta que se alcanza el punto de indiferencia.

La lógica del último paso es bastante sencilla. Dado que H tiene una utilidad de 100 y
L tiene una utilidad de 0, la utilidad esperada si se obtiene H con una probabilidad de P y
L con una probabilidad de (1 . P) es

100P ! 0(1 . P) % 100P

Dado que el individuo es indiferente entre este juego y recibir I con seguridad, la utilidad
del rendimiento I es 100P.

Volvamos ahora a nuestro inversor. En primer lugar, asignamos una utilidad de 0 al
menor rendimiento, .1.000 $, y una utilidad de 100 al mayor, 2.500 $.

Queda por averiguar las utilidades de los rendimientos intermedios, 500 $ y 1.200 $. Se
averiguan planteando al individuo una serie de preguntas, como «preferiría recibir 500 $
con seguridad o participar en un juego en el que podría ganar 2.500 $ con una probabilidad
P y perder 1.000 $ con una probabilidad de (1 . P)?». Se prueba con diferentes valores de
la probabilidad P hasta que se halla el valor con el que el individuo es indiferente entre las
dos alternativas. Este proceso se repite en el caso del rendimiento de 1.200 $.

Supongamos que el inversor es indiferente entre un rendimiento de 500 $ y el juego de
azar que tiene una P % 0,6 y entre un rendimiento de 1.200 $ y el juego que tiene una
P % 0,8. Las utilidades de los rendimientos intermedios son, pues,

Rendimiento 500 $: Utilidad % (100)(0,6) % 60

Rendimiento 1.200 $: Utilidad % (100)(0,8) % 80

En la Figura 21.7 representamos por medio de puntos las cuatro utilidades de este in-
versor en relación con los rendimientos correspondientes.

Figura 21.7.
Función de utilidad
de un inversor.
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Trazamos una curva por estos puntos para indicar la forma general de la función de
utilidad de este inversor. La forma de esta curva es interesante, ya que caracteriza la acti-
tud del inversor hacia el riesgo. Como no podía ser de otra forma, la utilidad aumenta a
medida que aumenta el rendimiento. Obsérvese, sin embargo, que la tasa de aumento de la
utilidad es mayor en los rendimientos más bajos y disminuye a medida que aumenta el
rendimiento. Eso significa un desagrado por los rendimientos más bajos que es más que
acorde con su cantidad monetaria, lo que indica una aversión al riesgo. Esta aversión pue-
de verse en la actitud del inversor hacia los juegos de azar que le proponen. Por ejemplo,
el inversor es indiferente entre un rendimiento seguro de 500 $ y un juego en el que puede
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ganar 2.500 $ con una probabilidad de 0,6 y perder 1.000 $ con una probabilidad de 0,4.
El valor monetario esperado de este juego es

(0,6)(2.500) ! (0,4)(.1.000) % 1.100 $

que es considerablemente mayor que el rendimiento seguro preferido de 500 $. La cuantía
de esta diferencia es una medida del grado de aversión al riesgo.

La forma de la Figura 21.7 es característica de la aversión al riesgo.
Según Friedman y Savage, «una importante clase de reacciones de los individuos al

riesgo puede racionalizarse mediante una extensión bastante simple del análisis ortodoxo
de la utilidad» (véase la referencia bibliográfica 2). Desarrollaron gráficos de funciones de
utilidad similares a los tres tipos de funciones de utilidad que se muestran en la Figu-
ra 21.8.
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(a) Aversión al riesgo
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(b) Preferencia por el riesgo
U
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(c) Indiferencia hacia el riesgo

Figura 21.8. Funciones de utilidad: (a) aversión al riesgo; (b) preferencia por el riesgo; (c) indiferencia hacia el riesgo.

La función de la parte (a) de la figura, en la que la utilidad aumenta a una tasa decre-
ciente a medida que aumenta el rendimiento, tiene la misma forma que la Figura 21.7, re-
flejando una vez más una aversión al riesgo. En la parte (b) de la figura, la utilidad aumen-
ta a una tasa creciente a medida que los rendimientos son mayores. Eso implica un gusto
por los rendimientos más altos que es más que acorde con las cantidades monetarias en
cuestión, lo que muestra una preferencia por el riesgo. Por último, la parte (c) de la Figu-
ra 21.8 muestra el caso intermedio en el que la utilidad aumenta a una tasa constante en el
caso de todos los rendimientos. En este caso, los valores monetarios de los rendimientos
constituyen una verdadera medida de su utilidad para el individuo, que demuestra así indi-
ferencia hacia el riesgo.

Las tres curvas de la Figura 21.8 caracterizan la aversión al riesgo, la preferencia por el
riesgo y la indiferencia hacia el riesgo. Sin embargo, un individuo no tiene por qué mostrar
solamente una de estas actitudes ante toda la variedad de rendimientos posibles.

La Figura 21.9 ilustra una situación más compleja. En esta figura, en los rendimientos
comprendidos entre M1 y M2, la función de utilidad tiene la forma de la Figura 21.8(a), lo
que indica una aversión al riesgo entre estos rendimientos. Sin embargo, en el caso de los
rendimientos comprendidos entre M2 y M3, esta función de utilidad tiene la forma de la
Figura 21.8(b). Por lo tanto, entre estos rendimientos el individuo muestra una preferencia
por el riesgo. Por último, en el caso de los rendimientos más altos, entre M3 y M4, la posi-
ción se invierte de nuevo y el individuo es renuente al riesgo. Esa función de utilidad pue-
de surgir en los problemas prácticos. Por ejemplo, un inversor puede muy bien ser reacio a
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experimentar grandes pérdidas y estar dispuesto al mismo tiempo a aceptar algún riesgo
para obtener un rendimiento positivo bastante alto en lugar de un rendimiento moderado.
Sin embargo, si puede lograrse un rendimiento satisfactoriamente alto con un riesgo mode-
rado, puede ser reacio a arriesgarse mucho más ante la posibilidad de obtener un rendi-
miento aún mayor.

Figura 21.9.
Función de utilidad
que muestra una
aversión al riesgo
entre los
rendimientos M1
y M2, y los
rendimientos M3
y M4 y una
preferencia por el
riesgo entre los
rendimientos M2
y M3.
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Criterio de la utilidad esperada para tomar decisiones
Una vez halladas las utilidades, no queda más que resolver el problema de decisión averi-
guando el curso de acción que tiene la utilidad esperada más alta. Las utilidades esperadas
se obtienen como siempre, empleando las probabilidades de los estados de la naturaleza,
como se muestra en la ecuación 21.5.

El criterio de la utilidad esperada
Supongamos que una persona tiene K acciones posibles, a1, a2, ..., aK, y se enfrenta a H esta-
dos de la naturaleza. Sea Uij la utilidad correspondiente a la i-ésima acción y el j-ésimo estado
y Pj la probabilidad de que ocurra el j-ésimo estado de la naturaleza. En ese caso, la utilidad
esperada, UE(ai), de la acción ai es

UE(ai) % P1Ui1 ! P2Ui2 ! ñ ! PHUiH %

H

;
j%1

PjUij (21.5)

Dada una elección entre acciones alternativas, el criterio de la utilidad esperada dicta la
elección de la acción cuya utilidad esperada es mayor. Partiendo de unos supuestos general-
mente razonables, puede demostrarse que una persona racional debe adoptar este criterio.

Si el individuo es indiferente al riesgo, el criterio de la utilidad esperada y el criterio del valor
monetario esperado son equivalentes.

La Tabla 21.11 muestra las utilidades y las probabilidades de los estados de la natura-
leza de nuestro inversor.

Si se elige la inversión a un tipo de interés fijo, está garantizada una utilidad de 80,
cualquiera que sea el estado de la naturaleza. En el caso de la cartera de acciones, la utili-
dad esperada es

(0,6)(100) ! (0,2)(60) ! (0,2)(0) % 0,72

Dado que esta cantidad es menor que 80, este inversor debe invertir a un tipo de interés
fijo, según el criterio de la utilidad esperada.
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Tabla 21.11. Utilidades y probabilidades de los estados de la naturaleza de un inversor.

Acción Estado del mercado

Inversión
Estado boyante

(P % 0,60)
Estado estable

(P % 0,20)
Estado deprimido

(P % 0,20)

Tipo de interés fijo 80 80 80
Cartera de acciones 100 60 0

En el ejemplo 21.3 se seleccionó la inversión en la cartera de acciones según el cri-
terio del valor monetario esperado. Sin embargo, la introducción en el análisis de otro
factor —el grado de aversión de este inversor al riesgo— lleva a la conclusión de que la
opción del tipo de interés fijo es la mejor. Este ejemplo sirve para ilustrar que a veces,
cuando el riesgo es un factor importante, el criterio del valor monetario esperado no es
adecuado para resolver problemas de decisión.

El criterio de la utilidad esperada es el más aplicable e intelectualmente defendible
de todos los introducidos para abordar problemas de decisión.

Su principal inconveniente radica en la dificultad para extraer información sobre qué
juegos de azar se consideran igual de atractivos que los diferentes rendimientos asegura-
dos. Este tipo de información es esencial para averiguar las utilidades. En una amplia
variedad de problemas en los que puede suponerse con seguridad que el individuo es
indiferente al riesgo, el criterio del valor monetario esperado sigue siendo aplicable. Ése
sería normalmente el caso, por ejemplo, de una pequeña proporción del ingreso total de
la empresa. Sin embargo, si (como puede ocurrir en el desarrollo de una nueva compa-
ñía aérea, por ejemplo) las posibles pérdidas de un proyecto pueden poner en peligro
una empresa, las utilidades deben reflejar correctamente la aversión al riesgo. Una em-
presa puede intentar repartir este riesgo creando proyectos de colaboración con otras
empresas del sector o con posibles clientes.

EJERCICIOS

Ejercicios aplicados

21.43. Una persona se enfrenta a un problema en el
que los rendimientos posibles (en dólares) son

1.000 3.000 6.000 9.000 10.000 12.000

Se asigna la utilidad 0 al rendimiento de 1.000 $
y la utilidad 100 al rendimiento de 12.000 $. Es-
ta persona es indiferente al riesgo en el caso de
los rendimientos comprendidos en ese intervalo.
a) Halle las utilidades de los cuatro rendimien-

tos intermedios.
b) Halle en el caso del rendimiento intermedio

la probabilidad P de que el individuo sea in-
diferente entre recibir I con seguridad y una
apuesta en la que se reciben 12.000 $ con
una probabilidad P y 1.000 $ con una proba-
bilidad (1 . P).

21.44. El empresario del ejercicio 21.9 tiene seis ren-
dimientos posibles (en dólares):

.10.000 30.000 60.000 70.000 90.000 130.000

Asigne una utilidad de 0 a una pérdida de
10.000 $ y una utilidad de 100 a un beneficio
de 130.000 $. La tabla adjunta muestra para el
caso de cada rendimiento intermedio la proba-
bilidad P de que el empresario sea indiferente
entre recibir I con seguridad y un juego de azar
en el que recibiría 130.000 $ con una probabili-
dad P y perdería 10.000 $ con una probabilidad
(1 . P).

Rendimiento 30.000 60.000 70.000 90.000

P 0,35 0,60 0,70 0,85
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a) ¿Cuáles son las utilidades de los rendimien-
tos intermedios?

b) Suponga que las probabilidades de que el
nuevo centro comercial tenga mucho éxito,
tenga un éxito moderado y no tenga éxito
son 0,4, 0,4 y 0,2, respectivamente. ¿Qué
acción debería elegirse si se quiere maximi-
zar la utilidad esperada?

21.45. El empresario del ejercicio 21.44 no sabe qué
valor P asignar a la indiferencia entre recibir
30.000 $ con seguridad y un juego de azar en el

que recibiría 130.000 $ con una probabilidad P
y perdería 10.000 $ con una probabilidad
(1 . P). Suponiendo que el resto de las especi-
ficaciones del problema son las del ejercicio
21.44, ¿en qué intervalo de valores de esta pro-
babilidad generará el criterio de la utilidad es-
perada la misma elección de la acción?

21.46. Considere el contratista del ejercicio 21.21. En
realidad, este contratista es indiferente entre
presentar y no presentar una oferta. ¿Qué implica
eso sobre la función de utilidad del contratista?

RESUMEN

Este capítulo pretende ser una introducción al análisis
de las decisiones. Todos debemos vivir y trabajar en un
entorno cuyo futuro es incierto. La toma de decisiones
de las empresas no es una excepción. Hemos analizado
el marco de un problema de decisión, hemos estudiado
varios criterios para seleccionar una acción óptima, he-
mos analizado el valor de la información muestral y
hemos examinado las situaciones en las que la persona

que tiene que tomar una decisión puede estar más intere-
sada en tener en cuenta el riesgo que en maximizar los
valores monetarios esperados. En la segunda situación,
hemos examinado una función de utilidad. En este capí-
tulo, hemos analizado cuatro criterios para tomar deci-
siones: maximin, pérdida de oportunidades minimax, va-
lor monetario esperado y utilidad esperada. Hemos
utilizado el TreePlan para construir árboles de decisión.
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EJERCICIOS Y APLICACIONES DEL CAPÍTULO

21.47. Un consultor está considerando la posibilidad
de presentar ofertas detalladas para la adjudica-
ción de dos contratos. La preparación de la
oferta para el primero cuesta 100 $, mientras
que la preparación de la oferta para el segundo
cuesta 150 $. Si se acepta la oferta para el pri-
mer contrato y se realiza el trabajo, el beneficio
es de 800 $. Si se acepta la oferta para el se-

gundo contrato y se realiza el trabajo, el benefi-
cio es de 1.200 $. Los costes de la preparación
de la oferta deben restarse de estos beneficios.
El consultor puede presentar, si lo desea, ofer-
tas para los dos contratos. Sin embargo, no tie-
ne los recursos necesarios para realizar los dos
trabajos simultáneamente. Si presenta una ofer-
ta, ésta es aceptada y el consultor no puede rea-
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lizar el trabajo, lo contabiliza como un coste de
200 $ de pérdida de fondo de comercio. En el
proceso de toma de decisiones, hay cuatro esta-
dos de la naturaleza posibles:
s1: se rechazan ambas ofertas
s2: se acepta la oferta para el primer contrato y

se rechaza la oferta para el segundo
s3: se acepta la oferta para el segundo contrato

y se rechaza la oferta para el primero
s4: se aceptan ambas ofertas
a) El consultor tiene cuatro cursos de acción

posibles. ¿Cuáles son?
b) Elabore la tabla de rendimientos del proble-

ma de decisión de este consultor.
c) ¿Qué acción se elige según el criterio maxi-

min?
d) ¿Qué acción se elige según el criterio de la

pérdida de oportunidades minimax?

21.48. Vuelva al ejercicio 21.47. El consultor cree que
la probabilidad de que se acepte la oferta para
el primer contrato es de 0,7 y la probabilidad de
que se acepte la oferta para el segundo es de
0,4. También cree que la aceptación de una ofer-
ta es independiente de la aceptación de la otra.
a) ¿Cuáles son las probabilidades de los cuatro

estados de la naturaleza?
b) Según el criterio del valor monetario espera-

do, ¿qué acción debe elegir el consultor y
cuál es el valor monetario esperado de esta
acción?

c) Construya el árbol de decisión del problema
del consultor.

d) ¿Cuál es el valor esperado de la información
perfecta para este consultor?

e) El consultor tiene la posibilidad de conse-
guir «información privilegiada» sobre las
perspectivas de la oferta para el primer con-
trato. Esta información es totalmente fiable
en el sentido de que le permitiría saber con
seguridad qué oferta se aceptaría. Sin em-
bargo, no dispone de más información sobre
las perspectivas de la oferta para el segundo
contrato. ¿Cuál es el valor esperado de esta
«información privilegiada»?

21.49. Vuelva a los ejercicios 21.47 y 21.48. Este con-
sultor se enfrenta a nueve rendimientos posibles
(en dólares):

.250 .150 0 550 700 750 950 1.950

Se asigna una utilidad de 0 a una pérdida de
250 $ y una utilidad de 100 a un beneficio de
1.050 $. La tabla adjunta muestra las probabili-
dades, P, de cada rendimiento intermedio, I, por
las que el consultor es indiferente entre un ren-
dimiento de I con seguridad y un juego de azar
en el que ganaría 1.050 $ con la probabilidad P
y perdería 250 $ con la probabilidad (1 . P).
Según el criterio de la utilidad esperada, ¿qué
acción debe elegir el consultor y cuál es la utili-
dad esperada de esa acción?

Rendimiento .150 .100 0 550 700 750 950

P 0,05 0,10 0,20 0,65 0,70 0,75 0,85
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TABLAS DEL APÉNDICE

Tabla 1. Función de distribución acumulada de la distribución normal estándar.

F(z)

z0

Z F(z) Z F(z) Z F(z) Z F(z) Z F(z) Z F(z)

0,00 0,5000
0,01 0,5040 0,31 0,6217 0,61 0,7291 0,91 0,8186 1,21 0,8869 1,51 0,9345
0,02 0,5080 0,32 0,6255 0,62 0,7324 0,92 0,8212 1,22 0,8888 1,52 0,9357
0,03 0,5120 0,33 0,6293 0,63 0,7357 0,93 0,8238 1,23 0,8907 1,53 0,9370
0,04 0,5160 0,34 0,6331 0,64 0,7389 0,94 0,8264 1,24 0,8925 1,54 0,9382
0,05 0,5199 0,35 0,6368 0,65 0,7422 0,95 0,8289 1,25 0,8944 1,55 0,9394

0,06 0,5239 0,36 0,6406 0,66 0,7454 0,96 0,8315 1,26 0,8962 1,56 0,9406
0,07 0,5279 0,37 0,6443 0,67 0,7486 0,97 0,8340 1,27 0,8980 1,57 0,9418
0,08 0,5319 0,38 0,6480 0,68 0,7517 0,98 0,8365 1,28 0,8997 1,58 0,9429
0,09 0,5359 0,39 0,6517 0,69 0,7549 0,99 0,8389 1,29 0,9015 1,59 0,9441
0,10 0,5398 0,40 0,6554 0,70 0,7580 1,00 0,8413 1,30 0,9032 1,60 0,9452

0,11 0,5438 0,41 0,6591 0,71 0,7611 1,01 0,8438 1,31 0,9049 1,61 0,9463
0,12 0,5478 0,42 0,6628 0,72 0,7642 1,02 0,8461 1,32 0,9066 1,62 0,9474
0,13 0,5517 0,43 0,6664 0,73 0,7673 1,03 0,8485 1,33 0,9082 1,63 0,9484
0,14 0,5557 0,44 0,6700 0,74 0,7704 1,04 0,8508 1,34 0,9099 1,64 0,9495
0,15 0,5596 0,45 0,6736 0,75 0,7734 1,05 0,8531 1,35 0,9115 1,65 0,9505

0,16 0,5636 0,46 0,6772 0,76 0,7764 1,06 0,8554 1,36 0,9131 1,66 0,9515
0,17 0,5675 0,47 0,6803 0,77 0,7794 1,07 0,8577 1,37 0,9147 1,67 0,9525
0,18 0,5714 0,48 0,6844 0,78 0,7823 1,08 0,8599 1,38 0,9162 1,68 0,9535
0,19 0,5753 0,49 0,6879 0,79 0,7852 1,09 0,8621 1,39 0,9177 1,69 0,9545
0,20 0,5793 0,50 0,6915 0,80 0,7881 1,10 0,8643 1,40 0,9192 1,70 0,9554

0,21 0,5832 0,51 0,6950 0,81 0,7910 1,11 0,8665 1,41 0,9207 1,71 0,9564
0,22 0,5871 0,52 0,6985 0,82 0,7939 1,12 0,8686 1,42 0,9222 1,72 0,9573
0,23 0,5910 0,53 0,7019 0,83 0,7967 1,13 0,8708 1,43 0,9236 1,73 0,9582
0,24 0,5948 0,54 0,7054 0,84 0,7995 1,14 0,8729 1,44 0,9251 1,74 0,9591
0,25 0,5987 0,55 0,7088 0,85 0,8023 1,15 0,8749 1,45 0,9265 1,75 0,9599

0,26 0,6026 0,56 0,7123 0,86 0,8051 1,16 0,8770 1,46 0,9279 1,76 0,9608
0,27 0,6064 0,57 0,7157 0,87 0,8078 1,17 0,8790 1,47 0,9292 1,77 0,9616
0,28 0,6103 0,58 0,7190 0,88 0,8106 1,18 0,8810 1,48 0,9306 1,78 0,9625
0,29 0,6141 0,59 0,7224 0,89 0,8133 1,19 0,8830 1,49 0,9319 1,79 0,9633
0,30 0,6179 0,60 0,7257 0,90 0,8159 1,20 0,8849 1,50 0,9332 1,80 0,9641



Tabla 1. Función de distribución acumulada de la distribución normal estándar (continuación).
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Tabla 2. Función de probabilidad de la distribución binomial.

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

1 0 0,9500 0,9000 0,8500 0,8000 0,7500 0,7000 0,6500 0,6000 0,5500 0,5000
1 0,0500 0,1000 0,1500 0,2000 0,2500 0,3000 0,3500 0,4000 0,4500 0,5000

2 0 0,9025 0,8100 0,7225 0,6400 0,5625 0,4900 0,4225 0,3600 0,3025 0,2500
1 0,0950 0,1800 0,2550 0,3200 0,3750 0,4200 0,4550 0,4800 0,4950 0,5000
2 0,0025 0,0100 0,0225 0,0400 0,0625 0,0900 0,1225 0,1600 0,2025 0,2500

3 0 0,8574 0,7290 0,6141 0,5120 0,4219 0,3430 0,2746 0,2160 0,1664 0,1250
1 0,1354 0,2430 0,3251 0,3840 0,4219 0,4410 0,4436 0,4320 0,4084 0,3750
2 0,0071 0,0270 0,0574 0,0960 0,1406 0,1890 0,2389 0,2880 0,3341 0,3750
3 0,0001 0,0010 0,0034 0,0080 0,0156 0,0270 0,0429 0,0640 0,0911 0,1250

4 0 0,8145 0,6561 0,5220 0,4096 0,3164 0,2401 0,1785 0,1296 0,0915 0,0625
1 0,1715 0,2916 0,3685 0,4096 0,4219 0,4116 0,3845 0,3456 0,2995 0,2500
2 0,0135 0,0486 0,0975 0,1536 0,2109 0,2646 0,3105 0,3456 0,3675 0,3750
3 0,0005 0,0036 0,0115 0,0256 0,0469 0,0756 0,1115 0,1536 0,2005 0,2500
4 0,0000 0,0001 0,0005 0,0016 0,0039 0,0081 0,0150 0,0256 0,0410 0,0625

5 0 0,7738 0,5905 0,4437 0,3277 0,2373 0,1681 0,1160 0,0778 0,0503 0,0312
1 0,2036 0,3280 0,3915 0,4096 0,3955 0,3602 0,3124 0,2592 0,2059 0,1562
2 0,0214 0,0729 0,1382 0,2048 0,2637 0,3087 0,3364 0,3456 0,3369 0,3125
3 0,0011 0,0081 0,0244 0,0512 0,0879 0,1323 0,1811 0,2304 0,2757 0,3125
4 0,0000 0,0004 0,0022 0,0064 0,0146 0,0284 0,0488 0,0768 0,1128 0,1562
5 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010 0,0024 0,0053 0,0102 0,0185 0,0312

6 0 0,7351 0,5314 0,3771 0,2621 0,1780 0,1176 0,0754 0,0467 0,0277 0,0156
1 0,2321 0,3543 0,3993 0,3932 0,3560 0,3025 0,2437 0,1866 0,1359 0,0938
2 0,0305 0,0984 0,1762 0,2458 0,2966 0,3241 0,3280 0,3110 0,2780 0,2344
3 0,0021 0,0146 0,0415 0,0819 0,1318 0,1852 0,2355 0,2765 0,3032 0,3125
4 0,0001 0,0012 0,0055 0,0154 0,0330 0,0595 0,0951 0,1382 0,1861 0,2344
5 0,0000 0,0001 0,0004 0,0015 0,0044 0,0102 0,0205 0,0369 0,0609 0,0938
6 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0007 0,0018 0,0041 0,0083 0,0156

7 0 0,6983 0,4783 0,3206 0,2097 0,1335 0,0824 0,0490 0,0280 0,0152 0,0078
1 0,2573 0,3720 0,3960 0,3670 0,3115 0,2471 0,1848 0,1306 0,0872 0,0547
2 0,0406 0,1240 0,2097 0,2753 0,3115 0,3177 0,2985 0,2613 0,2140 0,1641
3 0,0036 0,0230 0,0617 0,1147 0,1730 0,2269 0,2679 0,2903 0,2918 0,2734
4 0,0002 0,0026 0,0109 0,0287 0,0577 0,0972 0,1442 0,1935 0,2388 0,2734
5 0,0000 0,0002 0,0012 0,0043 0,0115 0,0250 0,0466 0,0774 0,1172 0,1641
6 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0013 0,0036 0,0084 0,0172 0,0320 0,0547
7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0006 0,0016 0,0037 0,0078

8 0 0,6634 0,4305 0,2725 0,1678 0,1001 0,0576 0,0319 0,0168 0,0084 0,0039
1 0,2793 0,3826 0,3847 0,3355 0,2670 0,1977 0,1373 0,0896 0,0548 0,0312
2 0,0515 0,1488 0,2376 0,2936 0,3115 0,2965 0,2587 0,2090 0,1569 0,1094
3 0,0054 0,0331 0,0839 0,1468 0,2076 0,2541 0,2786 0,2787 0,2568 0,2188
4 0,0004 0,0046 0,0185 0,0459 0,0865 0,1361 0,1875 0,2322 0,2627 0,2734
5 0,0000 0,0004 0,0026 0,0092 0,0231 0,0467 0,0808 0,1239 0,1719 0,2188
6 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 0,0038 0,0100 0,0217 0,0413 0,0703 0,1094
7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0012 0,0033 0,0079 0,0164 0,0312
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0007 0,0017 0,0039

9 0 0,6302 0,3874 0,2316 0,1342 0,0751 0,0404 0,0207 0,0101 0,0046 0,0020
1 0,2985 0,3874 0,3679 0,3020 0,2253 0,1556 0,1004 0,0605 0,0339 0,0176
2 0,0629 0,1722 0,2597 0,3020 0,3003 0,2668 0,2162 0,1612 0,1110 0,0703
3 0,0077 0,0446 0,1069 0,1762 0,2336 0,2668 0,2716 0,2508 0,2119 0,1641
4 0,0006 0,0074 0,0283 0,0661 0,1168 0,1715 0,2194 0,2508 0,2600 0,2461
5 0,0000 0,0008 0,0050 0,0165 0,0389 0,0735 0,1181 0,1672 0,2128 0,2461
6 0,0000 0,0001 0,0006 0,0028 0,0087 0,0210 0,0424 0,0743 0,1160 0,1641
7 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0012 0,0039 0,0098 0,0212 0,0407 0,0703

n x P

La tabla muestra la probabilidad de que se obtengan x éxitos en n pruebas independientes, cada una con una probabilidad de éxito P. Por ejemplo, la probabilidad
de que haya cuatro éxitos en ocho pruebas independientes, cada una con una probabilidad de éxito de 0,35, es 0,1875.
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Tabla 2. Función de probabilidad de la distribución binomial (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0013 0,0035 0,0083 0,0176
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0008 0,0020

10 0 0,5987 0,3487 0,1969 0,1074 0,0563 0,0282 0,0135 0,0060 0,0025 0,0010
1 0,3151 0,3874 0,3474 0,2684 0,1877 0,1211 0,0725 0,0403 0,0207 0,0098
2 0,0746 0,1937 0,2759 0,3020 0,2816 0,2335 0,1757 0,1209 0,0763 0,0439
3 0,0105 0,0574 0,1298 0,2013 0,2503 0,2668 0,2522 0,2150 0,1665 0,1172
4 0,0010 0,0112 0,0401 0,0881 0,1460 0,2001 0,2377 0,2508 0,2384 0,2051
5 0,0001 0,0015 0,0085 0,0264 0,0584 0,1029 0,1536 0,2007 0,2340 0,2461
6 0,0000 0,0001 0,0012 0,0055 0,0162 0,0368 0,0689 0,1115 0,1596 0,2051
7 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0031 0,0090 0,0212 0,0425 0,0746 0,1172
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0014 0,0043 0,0106 0,0226 0,0439
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0016 0,0042 0,0098

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010

11 0 0,5688 0,3138 0,1673 0,0859 0,0422 0,0198 0,0088 0,0036 0,0014 0,0005
1 0,3293 0,3835 0,3248 0,2362 0,1549 0,0932 0,0518 0,0266 0,0125 0,0054
2 0,0867 0,2131 0,2866 0,2953 0,2581 0,1998 0,1395 0,0887 0,0513 0,0269
3 0,0137 0,0710 0,1517 0,2215 0,2581 0,2568 0,2254 0,1774 0,1259 0,0806
4 0,0014 0,0158 0,0536 0,1107 0,1721 0,2201 0,2428 0,2365 0,2060 0,1611
5 0,0001 0,0025 0,0132 0,0388 0,0803 0,1321 0,1830 0,2207 0,2360 0,2256
6 0,0000 0,0003 0,0023 0,0097 0,0268 0,0566 0,0985 0,1471 0,1931 0,2256
7 0,0000 0,0000 0,0003 0,0017 0,0064 0,0173 0,0379 0,0701 0,1128 0,1611
8 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 0,0037 0,0102 0,0234 0,0462 0,0806
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0018 0,0052 0,0126 0,0269

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0007 0,0021 0,0054
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0005

12 0 0,5404 0,2824 0,1422 0,0687 0,0317 0,0138 0,0057 0,0022 0,0008 0,0002
1 0,3413 0,3766 0,3012 0,2062 0,1267 0,0712 0,0368 0,0174 0,0075 0,0029
2 0,0988 0,2301 0,2924 0,2835 0,2323 0,1678 0,1088 0,0639 0,0339 0,0161
3 0,0173 0,0852 0,1720 0,2362 0,2581 0,2397 0,1954 0,1419 0,0923 0,0537
4 0,0021 0,0213 0,0683 0,1329 0,1936 0,2311 0,2367 0,2128 0,1700 0,1208
5 0,0002 0,0038 0,0193 0,0532 0,1032 0,1585 0,2039 0,2270 0,2225 0,1934
6 0,0000 0,0005 0,0040 0,0155 0,0401 0,0792 0,1281 0,1766 0,2124 0,2256
7 0,0000 0,0000 0,0006 0,0033 0,0015 0,0291 0,0591 0,1009 0,1489 0,1934
8 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0024 0,0078 0,0199 0,0420 0,0762 0,1208
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0015 0,0048 0,0125 0,0277 0,0537

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0008 0,0025 0,0068 0,0161
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010 0,0029
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002

13 0 0,5133 0,2542 0,1209 0,0550 0,0238 0,0097 0,0037 0,0013 0,0004 0,0001
1 0,3512 0,3672 0,2774 0,1787 0,1029 0,0540 0,0259 0,0113 0,0045 0,0016
2 0,1109 0,2448 0,2937 0,2680 0,2059 0,1388 0,0836 0,0453 0,0220 0,0095
3 0,0214 0,0997 0,1900 0,2457 0,2517 0,2181 0,1651 0,1107 0,0660 0,0349
4 0,0028 0,0277 0,0838 0,1535 0,2097 0,2337 0,2222 0,1845 0,1350 0,0873
5 0,0003 0,0055 0,0266 0,0691 0,1258 0,1803 0,2154 0,2214 0,1989 0,1571
6 0,0000 0,0008 0,0063 0,0230 0,0559 0,1030 0,1546 0,1968 0,2169 0,2095
7 0,0000 0,0001 0,0011 0,0058 0,0186 0,0442 0,0833 0,1312 0,1775 0,2095
8 0,0000 0,0000 0,0001 0,0011 0,0047 0,0142 0,0336 0,0656 0,1089 0,1571
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0009 0,0034 0,0101 0,0243 0,0495 0,0873

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0022 0,0065 0,0162 0,0349
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0012 0,0036 0,0095
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0016
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001

14 0 0,4877 0,2288 0,1028 0,0440 0,0178 0,0068 0,0024 0,0008 0,0002 0,0001
1 0,3593 0,3559 0,2539 0,1539 0,0832 0,0407 0,0181 0,0073 0,0027 0,0009
2 0,1229 0,2570 0,2912 0,2501 0,1802 0,1134 0,0634 0,0317 0,0141 0,0056
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Tabla 2. Función de probabilidad de la distribución binomial (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

3 0,0259 0,1142 0,2056 0,2501 0,2402 0,1943 0,1366 0,0845 0,0462 0,0222
4 0,0037 0,0348 0,0998 0,1720 0,2202 0,2290 0,2022 0,1549 0,1040 0,0611
5 0,0004 0,0078 0,0352 0,0860 0,1468 0,1963 0,2178 0,2066 0,1701 0,1222
6 0,0000 0,0013 0,0093 0,0322 0,0734 0,1262 0,1759 0,2066 0,2088 0,1833
7 0,0000 0,0002 0,0019 0,0092 0,0280 0,0618 0,1082 0,1574 0,1952 0,2095
8 0,0000 0,0000 0,0003 0,0020 0,0082 0,0232 0,0510 0,0918 0,1398 0,1833
9 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0018 0,0066 0,0183 0,0408 0,0762 0,1222

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0014 0,0049 0,0136 0,0312 0,0611
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0010 0,0033 0,0093 0,0222
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0019 0,0056
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002 0,0009
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001

15 0 0,4633 0,2059 0,0874 0,0352 0,0134 0,0047 0,0016 0,0005 0,0001 0,0000
1 0,3658 0,3432 0,2312 0,1319 0,0668 0,0305 0,0126 0,0047 0,0016 0,0005
2 0,1348 0,2669 0,2856 0,2309 0,1559 0,0916 0,0476 0,0219 0,0090 0,0032
3 0,0307 0,1285 0,2184 0,2501 0,2252 0,1700 0,1110 0,0634 0,0318 0,0139
4 0,0049 0,0428 0,1156 0,1876 0,2252 0,2186 0,1792 0,1268 0,0780 0,0417
5 0,0006 0,0105 0,0449 0,1032 0,1651 0,2061 0,2123 0,1859 0,1404 0,0916
6 0,0000 0,0019 0,0132 0,0430 0,0917 0,1472 0,1906 0,2066 0,1914 0,1527
7 0,0000 0,0003 0,0030 0,0138 0,0393 0,0811 0,1319 0,1771 0,2013 0,1964
8 0,0000 0,0000 0,0005 0,0035 0,0131 0,0348 0,0710 0,1181 0,1647 0,1964
9 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0034 0,0116 0,0298 0,0612 0,1048 0,1527

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0007 0,0030 0,0096 0,0245 0,0515 0,0916
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0024 0,0074 0,0191 0,0417
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0016 0,0052 0,0139
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010 0,0032
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

16 0 0,4401 0,1853 0,0743 0,0281 0,0100 0,0033 0,0010 0,0003 0,0001 0,0000
1 0,3706 0,3294 0,2097 0,1126 0,0535 0,0228 0,0087 0,0030 0,0009 0,0002
2 0,1463 0,2745 0,2775 0,2111 0,1336 0,0732 0,0353 0,0150 0,0056 0,0018
3 0,0359 0,1423 0,2285 0,2463 0,2079 0,1465 0,0888 0,0468 0,0215 0,0085
4 0,0061 0,0514 0,1311 0,2001 0,2552 0,2040 0,1553 0,1014 0,0572 0,0278
5 0,0008 0,0137 0,0555 0,1201 0,1802 0,2099 0,2008 0,1623 0,1123 0,0667
6 0,0001 0,0028 0,0180 0,0550 0,1101 0,1649 0,1982 0,1983 0,1684 0,1222
7 0,0000 0,0004 0,0045 0,0197 0,0524 0,1010 0,1524 0,1889 0,1969 0,1746
8 0,0000 0,0001 0,0009 0,0055 0,0197 0,0487 0,0923 0,1417 0,1812 0,1964
9 0,0000 0,0000 0,0001 0,0012 0,0058 0,0185 0,0442 0,0840 0,1318 0,1746

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0014 0,0056 0,0167 0,0392 0,0755 0,1222
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0013 0,0049 0,0142 0,0337 0,0667
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 0,0040 0,0115 0,0278
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0008 0,0029 0,0085
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0018
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0002
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

17 0 0,4181 0,1668 0,0631 0,0225 0,0075 0,0023 0,0007 0,0002 0,0000 0,0000
1 0,3741 0,3150 0,1893 0,0957 0,0426 0,0169 0,0060 0,0019 0,0005 0,0001
2 0,1575 0,2800 0,2673 0,1914 0,1136 0,0581 0,0260 0,0102 0,0035 0,0010
3 0,0415 0,1556 0,2359 0,2393 0,1893 0,1245 0,0701 0,0341 0,0144 0,0052
4 0,0076 0,0605 0,1457 0,2093 0,2209 0,1868 0,1320 0,0796 0,0411 0,0182
5 0,0010 0,0175 0,0068 0,1361 0,1914 0,2081 0,1849 0,1379 0,0875 0,0472
6 0,0001 0,0039 0,0236 0,0680 0,1276 0,1784 0,1991 0,1839 0,1432 0,0944
7 0,0000 0,0007 0,0065 0,0267 0,0668 0,1201 0,1685 0,1927 0,1841 0,1484
8 0,0000 0,0001 0,0014 0,0084 0,0279 0,0644 0,1134 0,1606 0,1883 0,1855
9 0,0000 0,0000 0,0003 0,0021 0,0093 0,0276 0,0611 0,1070 0,1540 0,1855
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Tabla 2. Función de probabilidad de la distribución binomial (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

10 0,0000 0,0000 0,0000 0,0004 0,0025 0,0095 0,0263 0,0571 0,1008 0,1484
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0026 0,0090 0,0242 0,0525 0,0944
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0024 0,0081 0,0215 0,0472
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0021 0,0068 0,0182
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0004 0,0016 0,0052
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003 0,0010
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001
17 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

18 0 0,3972 0,1501 0,0536 0,0180 0,0056 0,0016 0,0004 0,0001 0,0000 0,0000
1 0,3763 0,3002 0,1704 0,0811 0,0338 0,0126 0,0042 0,0012 0,0003 0,0001
2 0,1683 0,2835 0,2556 0,1723 0,0958 0,0458 0,0190 0,0069 0,0022 0,0006
3 0,0473 0,1680 0,2406 0,2297 0,1704 0,1046 0,0547 0,0246 0,0095 0,0031
4 0,0093 0,0700 0,1592 0,2153 0,2130 0,1681 0,1104 0,0614 0,0291 0,0117
5 0,0014 0,0218 0,0787 0,1507 0,1988 0,2017 0,1664 0,1146 0,0666 0,0327
6 0,0002 0,0052 0,0301 0,0816 0,1436 0,1873 0,1941 0,1655 0,1181 0,0708
7 0,0000 0,0010 0,0091 0,0350 0,0820 0,1376 0,1792 0,1892 0,1657 0,1214
8 0,0000 0,0002 0,0022 0,0120 0,0376 0,0811 0,1327 0,1734 0,1864 0,1669
9 0,0000 0,0000 0,0004 0,0033 0,0139 0,0386 0,0794 0,1284 0,1694 0,1855

10 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0042 0,0149 0,0385 0,0771 0,1248 0,1669
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0010 0,0046 0,0151 0,0374 0,0742 0,1214
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0012 0,0047 0,0145 0,0354 0,0708
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0012 0,0044 0,0134 0,0327
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011 0,0039 0,0117
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0009 0,0031
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006
17 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001
18 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

19 0 0,3774 0,1351 0,0456 0,0144 0,0042 0,0011 0,0003 0,0001 0,0000 0,0000
1 0,3774 0,2852 0,1529 0,0685 0,0268 0,0093 0,0029 0,0008 0,0002 0,0000
2 0,1787 0,2852 0,2428 0,1540 0,0803 0,0358 0,0138 0,0046 0,0013 0,0003
3 0,0533 0,1796 0,2428 0,2182 0,1517 0,0869 0,0422 0,0175 0,0062 0,0018
4 0,0112 0,0798 0,1714 0,2182 0,2023 0,1419 0,0909 0,0467 0,0203 0,0074
5 0,0018 0,0266 0,0907 0,1636 0,2023 0,1916 0,1468 0,0933 0,0497 0,0222
6 0,0002 0,0069 0,0374 0,0955 0,1574 0,1916 0,1844 0,1451 0,0949 0,0518
7 0,0000 0,0014 0,0122 0,0443 0,0974 0,1525 0,1844 0,1797 0,1443 0,0961
8 0,0000 0,0002 0,0032 0,0166 0,0487 0,0981 0,1489 0,1797 0,1771 0,1442
9 0,0000 0,0000 0,0007 0,0051 0,0198 0,0514 0,0980 0,1464 0,1771 0,1762

10 0,0000 0,0000 0,0001 0,0013 0,0066 0,0220 0,0528 0,0976 0,1449 0,1762
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0018 0,0077 0,0233 0,0532 0,0970 0,1442
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0004 0,0022 0,0083 0,0237 0,0529 0,0961
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0024 0,0085 0,0233 0,0518
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0006 0,0024 0,0082 0,0222
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0022 0,0074
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0005 0,0018
17 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0003
18 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
19 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

20 0 0,3585 0,1216 0,0388 0,0115 0,0032 0,0008 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,3774 0,2702 0,1368 0,0576 0,0211 0,0068 0,0020 0,0005 0,0001 0,0000
2 0,1887 0,2852 0,2293 0,1369 0,0669 0,0278 0,0100 0,0031 0,0008 0,0002
3 0,0596 0,1901 0,2428 0,2054 0,1339 0,0716 0,0323 0,0123 0,0040 0,0011
4 0,0133 0,0898 0,1821 0,2182 0,1897 0,1304 0,0738 0,0350 0,0139 0,0046
5 0,0022 0,0319 0,1028 0,1746 0,2023 0,1789 0,1272 0,0746 0,0365 0,0148
6 0,0003 0,0089 0,0454 0,1091 0,1686 0,1916 0,1712 0,1244 0,0746 0,0370
7 0,0000 0,0020 0,0160 0,0545 0,1124 0,1643 0,1844 0,1659 0,1221 0,0739
8 0,0000 0,0004 0,0046 0,0222 0,0609 0,1144 0,1614 0,1797 0,1623 0,1201
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Tabla 2. Función de probabilidad de la distribución binomial (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50

9 0,0000 0,0001 0,0011 0,0074 0,0271 0,0654 0,1158 0,1597 0,1771 0,1602
10 0,0000 0,0000 0,0002 0,0020 0,0099 0,0308 0,0686 0,1171 0,1593 0,1762
11 0,0000 0,0000 0,0000 0,0005 0,0030 0,0120 0,0336 0,0710 0,1185 0,1602
12 0,0000 0,0000 0,0000 0,0001 0,0008 0,0039 0,0136 0,0355 0,0727 0,1201
13 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0010 0,0045 0,0146 0,0366 0,0739
14 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0012 0,0049 0,0150 0,0370
15 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0013 0,0049 0,0148
16 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0003 0,0013 0,0046
17 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002 0,0011
18 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0002
19 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
20 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

Permiso de reproducción de National Bureau of Standards, Tables of the Binomial Probability Distribution, United States 
Department of Commerce, 1950.
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Tabla 3. Probabilidades binomiales acumuladas.

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,500

20 0,902 0,81 0,722 0,64 0,562 0,49 0,422 0,36 0,302 0,25
1 0,998 0,99 0,978 0,96 0,937 0,91 0,877 0,84 0,797 0,75
2 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

3 0 0,857 0,729 0,614 0,512 0,422 0,343 0,275 0,216 0,166 0,125
1 0,993 0,972 0,939 0,896 0,844 0,784 0,718 0,648 0,575 0,500
2 1,00 0,999 0,997 0,992 0,984 0,973 0,957 0,936 0,909 0,875
3 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

4 0 0,815 0,656 0,522 0,41 0,316 0,24 0,179 0,13 0,092 0,062
1 0,986 0,948 0,89 0,819 0,738 0,652 0,563 0,475 0,391 0,312
2 1,00 0,996 0,988 0,973 0,949 0,916 0,874 0,821 0,759 0,687
3 1,00 1,00 0,999 0,998 0,996 0,992 0,985 0,974 0,959 0,937
4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

5 0 0,774 0,59 0,444 0,328 0,237 0,168 0,116 0,078 0,05 0,031
1 0,977 0,919 0,835 0,737 0,633 0,528 0,428 0,337 0,256 0,187
2 0,999 0,991 0,973 0,942 0,896 0,837 0,765 0,683 0,593 0,500
3 1,00 1,00 0,998 0,993 0,984 0,969 0,946 0,913 0,869 0,812
4 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,995 0,99 0,982 0,969
5 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

6 0 0,735 0,531 0,377 0,262 0,178 0,118 0,075 0,047 0,028 0,016
1 0,967 0,886 0,776 0,655 0,534 0,42 0,319 0,233 0,164 0,109
2 0,998 0,984 0,953 0,901 0,831 0,744 0,647 0,544 0,442 0,344
3 1,00 0,999 0,994 0,983 0,962 0,93 0,883 0,821 0,745 0,656
4 1,00 1,00 1,00 0,998 0,995 0,989 0,978 0,959 0,93 1,891
5 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,996 0,992 0,984
6 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

7 0 0,698 0,478 0,321 0,21 0,133 0,082 0,049 0,028 0,015 0,008
1 0,956 0,85 0,717 0,577 0,445 0,329 0,234 0,159 0,102 0,062
2 0,996 0,974 0,926 0,852 0,756 0,647 0,532 0,42 0,316 0,227
3 1,00 0,997 0,988 0,967 0,929 0,874 0,80 0,71 0,608 0,500
4 1,00 1,00 0,999 0,995 0,987 0,971 0,944 0,904 0,847 0,773
5 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,991 0,981 0,964 0,937
6 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,996 0,992
7 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

8 0 0,663 0,43 0,272 0,168 0,10 0,058 0,032 0,017 0,008 0,004
1 0,943 0,813 0,657 0,503 0,367 0,255 0,169 0,106 0,063 0,035
2 0,994 0,962 0,895 0,797 0,679 0,552 0,428 0,315 0,22 0,145
3 1,00 0,995 0,979 0,944 0,886 0,806 0,706 0,594 0,477 0,363
4 1,00 1,00 0,997 0,99 0,973 0,942 0,894 0,826 0,74 0,637
5 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,989 0,975 0,95 0,912 0,855
6 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,991 0,982 0,965
7 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,996
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

9 0 0,63 0,387 0,232 0,134 0,075 0,04 0,021 0,01 0,005 0,002
1 0,929 0,775 0,599 0,436 0,30 0,196 0,121 0,071 0,039 0,020
2 0,992 0,947 0,859 0,738 0,601 0,463 0,337 0,232 0,15 0,090
3 0,999 0,992 0,966 0,914 0,834 0,73 0,609 0,483 0,361 0,254
4 1,00 0,999 0,994 0,98 0,951 0,901 0,828 0,733 0,621 0,500
5 1,00 1,00 0,999 0,997 0,99 0,975 0,946 0,901 0,834 0,746
6 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,989 0,975 0,95 0,910
7 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,991 0,980
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

La tabla muestra la probabilidad de que se obtengan x éxitos o menos en n pruebas independientes cada una con una probabilidad de éxito P. Por ejemplo, 
la probabilidad de que se obtengan dos éxitos o menos en cuatro pruebas independientes, cada una con una probabilidad de éxito de 0,365, es 0,874.
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Tabla 3. Probabilidades binomiales acumuladas (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,500

10 0 0,599 0,349 0,197 0,107 0,056 0,028 0,013 0,006 0,003 0,001
1 0,914 0,736 0,544 0,376 0,244 0,149 0,086 0,046 0,023 0,011
2 0,988 0,93 0,82 0,678 0,526 0,383 0,262 0,167 0,10 0,055
3 0,999 0,987 0,95 0,879 0,776 0,65 0,514 0,382 0,266 0,172
4 1,00 0,998 0,99 0,967 0,922 0,85 0,75 1,633 0,504 0,377
5 1,00 1,00 0,999 0,994 0,98 0,953 0,905 0,834 0,738 0,623
6 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,989 0,974 0,945 0,898 0,828
7 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,995 0,988 0,973 0,945
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,995 0,989
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

11 0 0,569 0,314 0,167 0,086 0,042 0,02 0,009 0,004 0,00 1,000
1 0,898 0,697 0,492 0,322 0,197 0,113 0,06 1,03 0,014 0,006
2 0,985 0,9 1,779 0,617 0,455 0,313 0,20 0,119 0,065 0,033
3 0,998 0,98 1,93 1,839 0,713 0,57 0,426 0,296 0,19 1,113
4 1,00 0,997 0,984 0,95 0,885 0,79 0,668 0,533 0,397 0,274
5 1,00 1,00 0,997 0,988 0,966 0,922 0,85 1,753 0,633 0,500
6 1,00 1,00 1,00 0,998 0,992 0,978 0,95 0,90 1,826 0,726
7 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,988 0,97 1,939 0,887
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,994 0,985 0,967
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,994

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

12 0 0,54 0,282 0,142 0,069 0,032 0,014 0,006 0,002 0,00 1,000
1 0,882 0,659 0,443 0,275 0,158 0,085 0,042 0,02 0,008 0,003
2 0,98 0,889 0,736 0,558 0,39 1,253 0,15 1,083 0,042 0,019
3 0,998 0,974 0,908 0,795 0,649 0,493 0,347 0,225 0,134 0,073
4 1,00 0,996 0,976 0,927 0,842 0,724 0,583 0,438 0,304 0,194
5 1,00 0,999 0,995 0,98 1,946 0,882 0,787 0,665 0,527 0,387
6 1,00 1,00 0,999 0,996 0,986 0,96 1,915 0,842 0,739 0,613
7 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,99 1,974 0,943 0,888 0,806
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,985 0,964 0,927
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,992 0,981

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

13 0 0,513 0,254 0,12 1,055 0,024 0,0 1,004 0,00 1,00 0,000
1 0,865 0,62 1,398 0,234 0,127 0,064 0,03 0,013 0,005 0,002
2 0,975 0,866 0,692 0,502 0,333 0,202 0,113 0,058 0,027 0,011
3 0,997 0,966 0,882 0,747 0,584 0,42 1,278 0,169 0,093 0,046
4 1,00 0,994 0,966 0,90 1,794 0,654 0,50 1,353 0,228 0,133
5 1,00 0,999 0,992 0,97 0,92 0,835 0,716 0,574 0,427 0,291
6 1,00 1,00 0,999 0,993 0,976 0,938 0,87 1,77 1,644 0,50
7 1,00 1,00 1,00 0,999 0,994 0,982 0,954 0,902 0,82 1,709
8 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,987 0,968 0,93 0,867
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,992 0,98 0,954

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,989
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

14 0 0,488 0,229 0,103 0,044 0,018 0,007 0,002 0,00 1,00 0,000
1 0,847 0,585 0,357 0,198 0,10 1,047 0,02 1,008 0,003 0,001
2 0,97 0,842 0,648 0,448 0,28 1,16 1,084 0,04 0,017 0,006
3 0,996 0,956 0,853 0,698 0,52 1,355 0,22 0,124 0,063 0,029
4 1,00 0,99 1,953 0,87 0,742 0,584 0,423 0,279 0,167 0,090
5 1,00 0,999 0,988 0,956 0,888 0,78 1,64 1,486 0,337 0,212
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Tabla 3. Probabilidades binomiales acumuladas (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,500

6 1,00 1,00 0,998 0,988 0,962 0,907 0,816 0,692 0,546 0,395
7 1,00 1,00 1,00 0,998 0,99 0,969 0,925 0,85 0,74 1,605
8 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,992 0,976 0,942 0,88 1,788
9 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,982 0,957 0,910

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,989 0,971
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998 0,994
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

15 0 0,463 0,206 0,087 0,035 0,013 0,005 0,002 0,00 0,00 0,000
1 0,829 0,549 0,319 0,167 0,08 0,035 0,014 0,005 0,002 0,000
2 0,964 0,816 0,604 0,398 0,236 0,127 0,062 0,027 0,01 1,004
3 0,995 0,944 0,823 0,648 0,46 1,297 0,173 0,09 1,042 0,018
4 0,999 0,987 0,938 0,836 0,686 0,515 0,352 0,217 0,12 0,059
5 1,00 0,998 0,983 0,939 0,852 0,722 0,564 0,403 0,26 1,151
6 1,00 1,00 0,996 0,982 0,943 0,869 0,755 0,6 1,452 0,304
7 1,00 1,00 0,999 0,996 0,983 0,95 0,887 0,787 0,654 0,500
8 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,985 0,958 0,905 0,818 0,696
9 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,988 0,966 0,923 0,849

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,99 1,975 0,941
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,982
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

16 0 0,44 0,185 0,074 0,028 0,0 1,003 0,00 1,00 0,00 0,000
1 0,811 1,515 0,284 0,14 1,063 0,026 0,0 1,003 0,00 1,000
2 0,957 0,789 0,56 1,352 0,197 0,099 0,045 0,018 0,007 0,002
3 0,993 0,932 0,79 0,598 0,405 0,246 0,134 0,065 0,028 0,011
4 0,999 0,983 0,92 1,798 0,63 0,45 0,289 0,167 0,085 0,038
5 1,00 0,997 0,976 0,918 0,8 1,66 0,49 0,329 0,198 0,105
6 1,00 0,999 0,994 0,973 0,92 0,825 0,688 0,527 0,366 0,227
7 1,00 1,00 0,999 0,993 0,973 0,926 0,84 1,716 0,563 0,402
8 1,00 1,00 1,00 0,999 0,993 0,974 0,933 0,858 0,744 0,598
9 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,993 0,977 0,942 0,876 0,773

10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,98 1,95 1,895
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,995 0,985 0,962
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,989
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998
14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

17 0 0,418 0,167 0,063 0,023 0,008 0,002 0,00 1,00 0,00 0,000
1 0,792 0,482 0,252 0,118 0,05 0,019 0,007 0,002 0,00 1,000
2 0,95 0,762 0,52 0,3 1,164 0,077 0,033 0,012 0,004 0,001
3 0,99 1,917 0,756 0,549 0,353 0,202 0,103 0,046 0,018 0,006
4 0,999 0,978 0,90 1,758 0,574 0,389 0,235 0,126 0,06 0,025
5 1,00 0,995 0,968 0,894 0,765 0,597 0,42 0,264 0,147 0,072
6 1,00 0,999 0,992 0,962 0,893 0,775 0,619 0,448 0,29 0,166
7 1,00 1,00 0,998 0,989 0,96 0,895 0,787 0,64 1,474 0,315
8 1,00 1,00 1,00 0,997 0,988 0,96 0,90 1,80 1,663 0,500
9 1,00 1,00 1,00 1,00 0,997 0,987 0,962 0,908 0,817 0,685

10 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,988 0,965 0,917 0,834
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,989 0,97 0,928
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,99 1,975
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994
14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999
15 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

18 0 0,397 0,15 0,054 0,018 0,006 0,002 0,00 0,00 0,00 0,000
1 0,774 0,45 0,224 0,099 0,039 0,014 0,005 0,00 1,00 0,000
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Tabla 3. Probabilidades binomiales acumuladas (continuación).

n x P

0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,500

2 0,942 0,734 0,48 0,27 1,135 0,06 0,024 0,008 0,003 0,001
3 0,989 0,902 0,72 0,50 1,306 0,165 0,078 0,033 0,012 0,004
4 0,998 0,972 0,879 0,716 0,519 0,333 0,189 0,094 0,04 1,015
5 1,00 0,994 0,958 0,867 0,717 0,534 0,355 0,209 0,108 0,048
6 1,00 0,999 0,988 0,949 0,86 1,722 0,549 0,374 0,226 0,119
7 1,00 1,00 0,997 0,984 0,943 0,859 0,728 0,563 0,39 1,240
8 1,00 1,00 0,999 0,996 0,98 1,94 0,86 1,737 0,578 0,407
9 1,00 1,00 1,00 0,999 0,995 0,979 0,94 0,865 0,747 0,593

10 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,994 0,979 0,942 0,872 0,760
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,994 0,98 0,946 0,881
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,994 0,982 0,952
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,995 0,985
14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996
15 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

19 0 0,377 0,135 0,046 0,014 0,004 0,00 1,00 0,00 0,00 0,000
1 0,755 0,42 0,198 0,083 0,03 1,0 1,003 0,00 1,00 0,000
2 0,933 0,705 0,44 1,237 0,11 1,046 0,017 0,005 0,002 0,000
3 0,987 0,885 0,684 0,455 0,263 0,133 0,059 0,023 0,008 0,002
4 0,998 0,965 0,856 0,673 0,465 0,282 0,15 0,07 0,028 0,010
5 1,00 0,99 1,946 0,837 0,668 0,474 0,297 0,163 0,078 0,032
6 1,00 0,998 0,984 0,932 0,825 0,666 0,48 1,308 0,173 0,084
7 1,00 1,00 0,996 0,977 0,923 0,818 0,666 0,488 0,317 0,180
8 1,00 1,00 0,999 0,993 0,97 1,916 0,815 0,667 0,494 0,324
9 1,00 1,00 1,00 0,998 0,99 1,967 0,913 0,814 0,67 1,500

10 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,989 0,965 0,912 0,816 0,676
11 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,997 0,989 0,965 0,913 0,820
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,988 0,966 0,916
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,989 0,968
14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,997 0,990
15 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,998
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000

20 0 0,358 0,122 0,039 0,012 0,003 0,00 1,00 0,00 0,00 0,000
1 0,736 0,392 0,176 0,069 0,024 0,008 0,002 0,00 1,00 0,000
2 0,925 0,677 0,405 0,206 0,09 1,035 0,012 0,004 0,00 1,000
3 0,984 0,867 0,648 0,41 1,225 0,107 0,044 0,016 0,005 0,001
4 0,997 0,957 0,83 0,63 0,415 0,238 0,118 0,05 1,019 0,006
5 1,00 0,989 0,933 0,804 0,617 0,416 0,245 0,126 0,055 0,021
6 1,00 0,998 0,978 0,913 0,786 0,608 0,417 0,25 0,13 0,058
7 1,00 1,00 0,994 0,968 0,898 0,772 0,60 1,416 0,252 0,132
8 1,00 1,00 0,999 0,99 0,959 0,887 0,762 0,596 0,414 0,252
9 1,00 1,00 1,00 0,997 0,986 0,952 0,878 0,755 0,59 1,412

10 1,00 1,00 1,00 0,999 0,996 0,983 0,947 0,872 0,75 1,588
11 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,995 0,98 0,943 0,869 0,748
12 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999 0,994 0,979 0,942 0,868
13 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,979 0,942
14 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994 0,979
15 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,998 0,994
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,999
17 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000
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Tabla 4. Valores de e.j.

l e l l e l l e l l e l

0,00 1,000000 2,60 0,074274 5,10 0,006097 7,60 0,000501
0,10 0,904837 2,70 0,067206 5,20 0,005517 7,70 0,000453
0,20 0,818731 2,80 0,060810 5,30 0,004992 7,80 0,000410
0,30 0,740818 2,90 0,055023 5,40 0,004517 7,90 0,000371
0,40 0,670320 3,00 0,049787 5,50 0,004087 8,00 0,000336
0,50 0,606531 3,10 0,045049 5,60 0,003698 8,10 0,000304
0,60 0,548812 3,20 0,040762 5,70 0,003346 8,20 0,000275
0,70 0,496585 3,30 0,036883 5,80 0,003028 8,30 0,000249
0,80 0,449329 3,40 0,033373 5,90 0,002739 8,40 0,000225
0.90 0,406570 3,50 0,030197 6,00 0,002479 8,50 0,000204
1,00 0,367879 3,60 0,027324 6,10 0,002243 8,60 0,000184
1,10 0,332871 3,70 0,024724 6,20 0,002029 8,70 0,000167
1,20 0,301194 3,80 0,022371 6,30 0,001836 8,80 0,000151
1,30 0,272532 3,90 0,020242 6,40 0,001661 8,90 0,000136
1,40 0,246597 4,00 0,018316 6,50 0,001503 9,00 0,000123
1,50 0,223130 4,10 0,016573 6,60 0,001360 9,10 0,000112
1,60 0,201897 4,20 0,014996 6,70 0,001231 9,20 0,000101
1,70 0,182684 4,30 0,013569 6,80 0,001114 9,30 0,000091
1,80 0,165299 4,40 0,012277 6,90 0,001008 9,40 0,000083
1,90 0,149569 4,50 0,011109 7,00 0,000912 9,50 0,000075
2,00 0,135335 4,60 0,010052 7,10 0,000825 9,60 0,000068
2,10 0,122456 4,70 0,009095 7,20 0,000747 9,70 0,000061
2,20 0,110803 4,80 0,008230 7,30 0,000676 9,80 0,000056
2,30 0,100259 4,90 0,007447 7,40 0,000611 9,90 0,000050
2,40 0,090718 5,00 0,006738 7,50 0,000553 10,00 0,000045
2,50 0,082085
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales.

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 0,1

0 0,9048 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679
1 0,0905 0,1637 0,2222 0,2681 0,3033 0,3293 0,3476 0,3595 0,3659 0,3679
2 0,0045 0,0164 0,0333 0,0536 0,0758 0,0988 0,1217 0,1438 0,1647 0,1839
3 0,0002 0,0011 0,0033 0,0072 0,0126 0,0198 0,0284 0,0383 0,0494 0,0613
4 0,0 0,0001 0,0003 0,0007 0,0016 0,0030 0,0050 0,0077 0,0111 0,0153
5 0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0002 0,0004 0,0007 0,0012 0,0020 0,0031
6 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0002 0,0003 0,0005
7 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

0 0,3329 0,3012 0,2725 0,2466 0,2231 0,2019 0,1827 0,1653 0,1496 0,1353
1 0,3662 0,3614 0,3543 0,3452 0,3347 0,3230 0,3106 0,2975 0,2842 0,2707
2 0,2014 0,2169 0,2303 0,2417 0,2510 0,2584 0,2640 0,2678 0,2700 0,2707
3 0,0738 0,0867 0,0998 0,1128 0,1255 0,1378 0,1496 0,1607 0,1710 0,1804
4 0,0203 0,0260 0,0324 0,0395 0,0471 0,0551 0,0636 0,0723 0,0812 0,0902
5 0,0045 0,0062 0,0084 0,0111 0,0141 0,0176 0,0216 0,0260 0,0309 0,0361
6 0,0008 0,0012 0,0018 0,0026 0,0035 0,0047 0,0061 0,0078 0,0098 0,0120
7 0,0001 0,0002 0,0003 0,0005 0,0008 0,0011 0,0015 0,0020 0,0027 0,0034
8 0,0 0,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0003 0,0005 0,0006 0,0009
9 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0

0 0,1225 0,1108 0,1003 0,0907 0,0821 0,0743 0,0672 0,0608 0,0550 0,0498
1 0,2572 0,2438 0,2306 0,2177 0,2052 0,1931 0,1815 0,1703 0,1596 0,1494
2 0,2700 0,2681 0,2652 0,2613 0,2565 0,2510 0,2450 0,2384 0,2314 0,2240
3 0,1890 0,1966 0,2033 0,2090 0,2138 0,2176 0,2205 0,2225 0,2237 0,2240
4 0,0992 0,1082 0,1169 0,1254 0,1336 0,1414 0,1488 0,1557 0,1622 0,1680
5 0,0417 0,0476 0,0538 0,0602 0,0668 0,0735 0,0804 0,0872 0,0940 0,1008
6 0,0146 0,0174 0,0206 0,0241 0,0278 0,0319 0,0362 0,0407 0,0455 0,0504
7 0,0044 0,0055 0,0068 0,0083 0,0099 0,0118 0,0139 0,0163 0,0188 0,0216
8 0,0011 0,0015 0,0019 0,0025 0,0031 0,0038 0,0047 0,0057 0,0068 0,0081
9 0,0003 0,0004 0,0005 0,0007 0,0009 0,0011 0,0014 0,0018 0,0022 0,0027

10 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006 0,0008
11 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002
12 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0

0 0,0450 0,0408 0,0369 0,0334 0,0302 0,0273 0,0247 0,0224 0,0202 0,0183
1 0,1397 0,1304 0,1217 0,1135 0,1057 0,0984 0,0915 0,0850 0,0789 0,0733
2 0,2165 0,2087 0,2008 0,1929 0,1850 0,1771 0,1692 0,1615 0,1539 0,1465
3 0,2237 0,2226 0,2209 0,2186 0,2158 0,2125 0,2087 0,2046 0,2001 0,1954
4 0,1733 0,1781 0,1823 0,1858 0,1888 0,1912 0,1931 0,1944 0,1951 0,1954
5 0,1075 0,1140 0,1203 0,1264 0,1322 0,1377 0,1429 0,1477 0,1522 0,1563
6 0,0555 0,0608 0,0662 0,0716 0,0771 0,0826 0,0881 0,0936 0,0989 0,1042
7 0,0246 0,0278 0,0312 0,0348 0,0385 0,0425 0,0466 0,0508 0,0551 0,0595
8 0,0095 0,0111 0,0129 0,0148 0,0169 0,0191 0,0215 0,0241 0,0269 0,0298
9 0,0033 0,0040 0,0047 0,0056 0,0066 0,0076 0,0089 0,0102 0,0116 0,0132

10 0,0010 0,0013 0,0016 0,0019 0,0023 0,0028 0,0033 0,0039 0,0045 0,0053
11 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0009 0,0011 0,0013 0,0016 0,0019
12 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002 0,0003 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006
13 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002
14 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0001

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

4,1 4,2 4,3 4,4 4,54 0,64 0,74 0,84 0,95 0,0

0 0,0166 0,0150 0,0136 0,0123 0,0111 0,0101 0,0091 0,0082 0,0074 0,0067
1 0,0679 0,0630 0,0583 0,0540 0,0500 0,0462 0,0427 0,0395 0,0365 0,0337
2 0,1393 0,1323 0,1254 0,1188 0,1125 0,1063 0,1005 0,0948 0,0894 0,0842
3 0,1904 0,1852 0,1798 0,1743 0,1687 0,1631 0,1574 0,1517 0,1460 0,1404
4 0,1951 0,1944 0,1933 0,1917 0,1898 0,1875 0,1849 0,1820 0,1789 0,1755
5 0,1600 0,1633 0,1662 0,1687 0,1708 0,1725 0,1738 0,1747 0,1753 0,1755
6 0,1093 0,1143 0,1191 0,1237 0,1281 0,1323 0,1362 0,1398 0,1432 0,1462
7 0,0640 0,0686 0,0732 0,0778 0,0824 0,0869 0,0914 0,0959 0,1002 0,1044
8 0,0328 0,0360 0,0393 0,0428 0,0463 0,0500 0,0537 0,0575 0,0614 0,0653
9 0,0150 0,0168 0,0188 0,0209 0,0232 0,0255 0,0281 0,0307 0,0334 0,0363

10 0,0061 0,0071 0,0081 0,0092 0,0104 0,0118 0,0132 0,0147 0,0164 0,0181
11 0,0023 0,0027 0,0032 0,0037 0,0043 0,0049 0,0056 0,0064 0,0073 0,0082
12 0,0008 0,0009 0,0011 0,0013 0,0016 0,0019 0,0022 0,0026 0,0030 0,0034
13 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009 0,0011 0,0013
14 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002 0,0003 0,0003 0,0004 0,0005

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8 5,9 6,0

0 0,0061 0,0055 0,0050 0,0045 0,0041 0,0037 0,0033 0,0030 0,0027 0,0025
1 0,0311 0,0287 0,0265 0,0244 0,0225 0,0207 0,0191 0,0176 0,0162 0,0149
2 0,0793 0,0746 0,0701 0,0659 0,0618 0,0580 0,0544 0,0509 0,0477 0,0446
3 0,1348 0,1293 0,1239 0,1185 0,1133 0,1082 0,1033 0,0985 0,0938 0,0892
4 0,1719 0,1681 0,1641 0,1600 0,1558 0,1515 0,1472 0,1428 0,1383 0,1339
5 0,1753 0,1748 0,1740 0,1728 0,1714 0,1697 0,1678 0,1656 0,1632 0,1606
6 0,1490 0,1515 0,1537 0,1555 0,1571 0,1584 0,1594 0,1601 0,1605 0,1606
7 0,1086 0,1125 0,1163 0,1200 0,1234 0,1267 0,1298 0,1326 0,1353 0,1377
8 0,0692 0,0731 0,0771 0,0810 0,0849 0,0887 0,0925 0,0962 0,0998 0,1033
9 0,0392 0,0423 0,0454 0,0486 0,0519 0,0552 0,0586 0,0620 0,0654 0,0688

10 0,0200 0,0220 0,0241 0,0262 0,0285 0,0309 0,0334 0,0359 0,0386 0,0413
11 0,0093 0,0104 0,0116 0,0129 0,0143 0,0157 0,0173 0,0190 0,0207 0,0225
12 0,0039 0,0045 0,0051 0,0058 0,0065 0,0073 0,0082 0,0092 0,0102 0,0113
13 0,0015 0,0018 0,0021 0,0024 0,0028 0,0032 0,0036 0,0041 0,0046 0,0052
14 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009 0,0011 0,0013 0,0015 0,0017 0,0019 0,0022

6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9 7,0

0 0,0022 0,0020 0,0018 0,0017 0,0015 0,0014 0,0012 0,0011 0,0010 0,0009
1 0,0137 0,0126 0,0116 0,0106 0,0098 0,0090 0,0082 0,0076 0,0070 0,0064
2 0,0417 0,0390 0,0364 0,0340 0,0318 0,0296 0,0276 0,0258 0,0240 0,0223
3 0,0848 0,0806 0,0765 0,0726 0,0688 0,0652 0,0617 0,0584 0,0552 0,0521
4 0,1294 0,1249 0,1205 0,1162 0,1118 0,1076 0,1034 0,0992 0,0952 0,0912
5 0,1579 0,1549 0,1519 0,1487 0,1454 0,1420 0,1385 0,1349 0,1314 0,1277
6 0,1605 0,1601 0,1595 0,1586 0,1575 0,1562 0,1546 0,1529 0,1511 0,1490
7 0,1399 0,1418 0,1435 0,1450 0,1462 0,1472 0,1480 0,1486 0,1489 0,1490
8 0,1066 0,1099 0,1130 0,1160 0,1188 0,1215 0,1240 0,1263 0,1284 0,1304
9 0,0723 0,0757 0,0791 0,0825 0,0858 0,0891 0,0923 0,0954 0,0985 0,1014

10 0,0441 0,0469 0,0498 0,0528 0,0558 0,0588 0,0618 0,0649 0,0679 0,0710
11 0,0244 0,0265 0,0285 0,0307 0,0330 0,0353 0,0377 0,0401 0,0426 0,0452
12 0,0124 0,0137 0,0150 0,0164 0,0179 0,0194 0,0210 0,0227 0,0245 0,0263
13 0,0058 0,0065 0,0073 0,0081 0,0089 0,0099 0,0108 0,0119 0,0130 0,0142
14 0,0025 0,0029 0,0033 0,0037 0,0041 0,0046 0,0052 0,0058 0,0064 0,0071

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

7,1 7,2 7,3 7,4 7,5 7,6 7,7 7,8 7,9 8,0

0 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0003
1 0,0059 0,0054 0,0049 0,0045 0,0041 0,0038 0,0035 0,0032 0,0029 0,0027
2 0,0208 0,0194 0,0180 0,0167 0,0156 0,0145 0,0134 0,0125 0,0116 0,0107
3 0,0492 0,0464 0,0438 0,0413 0,0389 0,0366 0,0345 0,0324 0,0305 0,0286
4 0,0874 0,0836 0,0799 0,0764 0,0729 0,0696 0,0663 0,0632 0,0602 0,0573
5 0,1241 0,1204 0,1167 0,1130 0,1094 0,1057 0,1021 0,0986 0,0951 0,0916
6 0,1468 0,1445 0,1420 0,1394 0,1367 0,1339 0,1311 0,1282 0,1252 0,1221
7 0,1489 0,1486 0,1481 0,1474 0,1465 0,1454 0,1442 0,1428 0,1413 0,1396
8 0,1321 0,1337 0,1351 0,1363 0,1373 0,1381 0,1388 0,1392 0,1395 0,1396
9 0,1042 0,1070 0,1096 0,1121 0,1144 0,1167 0,1187 0,1207 0,1224 0,1241

10 0,0740 0,0770 0,08 0,0829 0,0858 0,0887 0,0914 0,0941 0,0967 0,0993
11 0,0478 0,0504 0,0531 0,0558 0,0585 0,0613 0,0640 0,0667 0,0695 0,0722
12 0,0283 0,0303 0,0323 0,0344 0,0366 0,0388 0,0411 0,0434 0,0457 0,0481
13 0,0154 0,0168 0,0181 0,0196 0,0211 0,0227 0,0243 0,0260 0,0278 0,0296
14 0,0078 0,0086 0,0095 0,0104 0,0113 0,0123 0,0134 0,0145 0,0157 0,0169
15 0,0037 0,0041 0,0046 0,0051 0,0057 0,0062 0,0069 0,0075 0,0083 0,0090
16 0,0016 0,0019 0,0021 0,0024 0,0026 0,0030 0,0033 0,0037 0,0041 0,0045
17 0,0007 0,0008 0,0009 0,0010 0,0012 0,0013 0,0015 0,0017 0,0019 0,0021
18 0,0003 0,0003 0,0004 0,0004 0,0005 0,0006 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009
19 0,0001 0,0001 0,0001 0,0002 0,0002 0,0002 0,0003 0,0003 0,0003 0,0004

8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9 9,0

0 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001
1 0,0025 0,0023 0,0021 0,0019 0,0017 0,0016 0,0014 0,0013 0,0012 0,0011
2 0,01 0,0092 0,0086 0,0079 0,0074 0,0068 0,0063 0,0058 0,0054 0,0050
3 0,0269 0,0252 0,0237 0,0222 0,0208 0,0195 0,0183 0,0171 0,0160 0,0150
4 0,0544 0,0517 0,0491 0,0466 0,0443 0,0420 0,0398 0,0377 0,0357 0,0337
5 0,0882 0,0849 0,0816 0,0784 0,0752 0,0722 0,0692 0,0663 0,0635 0,0607
6 0,1191 0,1160 0,1128 0,1097 0,1066 0,1034 0,1003 0,0972 0,0941 0,0911
7 0,1378 0,1358 0,1338 0,1317 0,1294 0,1271 0,1247 0,1222 0,1197 0,1171
8 0,1395 0,1392 0,1388 0,1382 0,1375 0,1366 0,1356 0,1344 0,1332 0,1318
9 0,1256 0,1269 0,1280 0,1290 0,1299 0,1306 0,1311 0,1315 0,1317 0,1318

10 0,1017 0,1040 0,1063 0,1084 0,1104 0,1123 0,1140 0,1157 0,1172 0,1186
11 0,0749 0,0776 0,0802 0,0828 0,0853 0,0878 0,0902 0,0925 0,0948 0,0970
12 0,0505 0,0530 0,0555 0,0579 0,0604 0,0629 0,0654 0,0679 0,0703 0,0728
13 0,0315 0,0334 0,0354 0,0374 0,0395 0,0416 0,0438 0,0459 0,0481 0,0504
14 0,0182 0,0196 0,0210 0,0225 0,0240 0,0256 0,0272 0,0289 0,0306 0,0324
15 0,0098 0,0107 0,0116 0,0126 0,0136 0,0147 0,0158 0,0169 0,0182 0,0194
16 0,0050 0,0055 0,0060 0,0066 0,0072 0,0079 0,0086 0,0093 0,0101 0,0109
17 0,0024 0,0026 0,0029 0,0033 0,0036 0,0040 0,0044 0,0048 0,0053 0,0058
18 0,0011 0,0012 0,0014 0,0015 0,0017 0,0019 0,0021 0,0024 0,0026 0,0029
19 0,0005 0,0005 0,0006 0,0007 0,0008 0,0009 0,0010 0,0011 0,0012 0,0014

9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9 10,0

0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000
1 0,0010 0,0009 0,0009 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005
2 0,0046 0,0043 0,0040 0,0037 0,0034 0,0031 0,0029 0,0027 0,0025 0,0023
3 0,0140 0,0131 0,0123 0,0115 0,0107 0,01 0,0093 0,0087 0,0081 0,0076
4 0,0319 0,0302 0,0285 0,0269 0,0254 0,0240 0,0226 0,0213 0,0201 0,0189
5 0,0581 0,0555 0,0530 0,0506 0,0483 0,0460 0,0439 0,0418 0,0398 0,0378
6 0,0881 0,0851 0,0822 0,0793 0,0764 0,0736 0,0709 0,0682 0,0656 0,0631
7 0,1145 0,1118 0,1091 0,1064 0,1037 0,1010 0,0982 0,0955 0,0928 0,0901
8 0,1302 0,1286 0,1269 0,1251 0,1232 0,1212 0,1191 0,1170 0,1148 0,1126
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9 10,0

9 0,1317 0,1315 0,1311 0,1306 0,13 0,1293 0,1284 0,1274 0,1263 0,1251
10 0,1198 0,1210 0,1219 0,1228 0,1235 0,1241 0,1245 0,1249 0,1250 0,1251
11 0,0991 0,1012 0,1031 0,1049 0,1067 0,1083 0,1098 0,1112 0,1125 0,1137
12 0,0752 0,0776 0,0799 0,0822 0,0844 0,0866 0,0888 0,0908 0,0928 0,0948
13 0,0526 0,0549 0,0572 0,0594 0,0617 0,0640 0,0662 0,0685 0,0707 0,0729
14 0,0342 0,0361 0,0380 0,0399 0,0419 0,0439 0,0459 0,0479 0,05 0,0521
15 0,0208 0,0221 0,0235 0,0250 0,0265 0,0281 0,0297 0,0313 0,0330 0,0347
16 0,0118 0,0127 0,0137 0,0147 0,0157 0,0168 0,0180 0,0192 0,0204 0,0217
17 0,0063 0,0069 0,0075 0,0081 0,0088 0,0095 0,0103 0,0111 0,0119 0,0128
18 0,0032 0,0035 0,0039 0,0042 0,0046 0,0051 0,0055 0,0060 0,0065 0,0071
19 0,0015 0,0017 0,0019 0,0021 0,0023 0,0026 0,0028 0,0031 0,0034 0,0037

10,1 10,2 10,3 10,4 10,5 10,6 10,7 10,8 10,9 11,0

0 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,0000
1 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002
2 0,0021 0,0019 0,0018 0,0016 0,0015 0,0014 0,0013 0,0012 0,0011 0,0010
3 0,0071 0,0066 0,0061 0,0057 0,0053 0,0049 0,0046 0,0043 0,0040 0,0037
4 0,0178 0,0168 0,0158 0,0148 0,0139 0,0131 0,0123 0,0116 0,0109 0,0102
5 0,0360 0,0342 0,0325 0,0309 0,0293 0,0278 0,0264 0,0250 0,0237 0,0224
6 0,0606 0,0581 0,0558 0,0535 0,0513 0,0491 0,0470 0,0450 0,0430 0,0411
7 0,0874 0,0847 0,0821 0,0795 0,0769 0,0743 0,0718 0,0694 0,0669 0,0646
8 0,1103 0,1080 0,1057 0,1033 0,1009 0,0985 0,0961 0,0936 0,0912 0,0888
9 0,1238 0,1224 0,1209 0,1194 0,1177 0,1160 0,1142 0,1124 0,1105 0,1085

10 0,1250 0,1249 0,1246 0,1241 0,1236 0,1230 0,1222 0,1214 0,1204 0,1194
11 0,1148 0,1158 0,1166 0,1174 0,1180 0,1185 0,1189 0,1192 0,1193 0,1194
12 0,0966 0,0984 0,1001 0,1017 0,1032 0,1047 0,1060 0,1072 0,1084 0,1094
13 0,0751 0,0772 0,0793 0,0814 0,0834 0,0853 0,0872 0,0891 0,0909 0,0926
14 0,0542 0,0563 0,0584 0,0604 0,0625 0,0646 0,0667 0,0687 0,0708 0,0728
15 0,0365 0,0383 0,0401 0,0419 0,0438 0,0457 0,0476 0,0495 0,0514 0,0534
16 0,0230 0,0244 0,0258 0,0272 0,0287 0,0303 0,0318 0,0334 0,0350 0,0367
17 0,0137 0,0146 0,0156 0,0167 0,0177 0,0189 0,0200 0,0212 0,0225 0,0237
18 0,0077 0,0083 0,0089 0,0096 0,0104 0,0111 0,0119 0,0127 0,0136 0,0145
19 0,0041 0,0045 0,0048 0,0053 0,0057 0,0062 0,0067 0,0072 0,0078 0,0084
20 0,0021 0,0023 0,0025 0,0027 0,0030 0,0033 0,0036 0,0039 0,0043 0,0046

11,1 11,2 11,3 11,4 11,5 11,6 11,7 11,8 11,9 12,0

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001
2 0,0009 0,0009 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0004
3 0,0034 0,0032 0,0030 0,0028 0,0026 0,0024 0,0022 0,0021 0,0019 0,0018
4 0,0096 0,0090 0,0084 0,0079 0,0074 0,0069 0,0065 0,0061 0,0057 0,0053
5 0,0212 0,0201 0,0190 0,0180 0,0170 0,0160 0,0152 0,0143 0,0135 0,0127
6 0,0393 0,0375 0,0358 0,0341 0,0325 0,0310 0,0295 0,0281 0,0268 0,0255
7 0,0623 0,0600 0,0578 0,0556 0,0535 0,0514 0,0494 0,0474 0,0455 0,0437
8 0,0864 0,0840 0,0816 0,0792 0,0769 0,0745 0,0722 0,0700 0,0677 0,0655
9 0,1065 0,1045 0,1024 0,1003 0,0982 0,0961 0,0939 0,0917 0,0895 0,0874

10 0,1182 0,1170 0,1157 0,1144 0,1129 0,1114 0,1099 0,1082 0,1066 0,1048
11 0,1193 0,1192 0,1189 0,1185 0,1181 0,1175 0,1169 0,1161 0,1153 0,1144
12 0,1104 0,1112 0,1120 0,1126 0,1131 0,1136 0,1139 0,1142 0,1143 0,1144
13 0,0942 0,0958 0,0973 0,0987 0,1001 0,1014 0,1025 0,1036 0,1046 0,1056
14 0,0747 0,0767 0,0786 0,0804 0,0822 0,0840 0,0857 0,0874 0,0889 0,0905
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

11,1 11,2 11,3 11,4 11,5 11,6 11,7 11,8 11,9 12,0

15 0,0553 0,0572 0,0592 0,0611 0,0630 0,0649 0,0668 0,0687 0,0706 0,0724
16 0,0384 0,0401 0,0418 0,0435 0,0453 0,0471 0,0489 0,0507 0,0525 0,0543
17 0,0250 0,0264 0,0278 0,0292 0,0306 0,0321 0,0336 0,0352 0,0367 0,0383
18 0,0154 0,0164 0,0174 0,0185 0,0196 0,0207 0,0219 0,0231 0,0243 0,0255
19 0,0090 0,0097 0,0104 0,0111 0,0119 0,0126 0,0135 0,0143 0,0152 0,0161
20 0,0050 0,0054 0,0059 0,0063 0,0068 0,0073 0,0079 0,0084 0,0091 0,0097

12,1 12,2 12,3 12,4, 12,5 12,6 12,7 12,8 12,9 13,0

4 0,0050 0,0046 0,0043 0,0041 0,0038 0,0035 0,0033 0,0031 0,0029 0,0027
5 0,0120 0,0113 0,0107 0,0101 0,0095 0,0089 0,0084 0,0079 0,0074 0,0070
6 0,0242 0,0230 0,0219 0,0208 0,0197 0,0187 0,0178 0,0169 0,0160 0,0152
7 0,0419 0,0402 0,0385 0,0368 0,0353 0,0337 0,0323 0,0308 0,0295 0,0281
8 0,0634 0,0612 0,0591 0,0571 0,0551 0,0531 0,0512 0,0493 0,0475 0,0457
9 0,0852 0,0830 0,0808 0,0787 0,0765 0,0744 0,0723 0,0702 0,0681 0,0661

10 0,1031 0,1013 0,0994 0,0975 0,0956 0,0937 0,0918 0,0898 0,0878 0,0859
11 0,1134 0,1123 0,1112 0,1100 0,1087 0,1074 0,1060 0,1045 0,1030 0,1015
12 0,1143 0,1142 0,1139 0,1136 0,1132 0,1127 0,1121 0,1115 0,1107 0,1099
13 0,1064 0,1072 0,1078 0,1084 0,1089 0,1093 0,1096 0,1098 0,1099 0,1099
14 0,0920 0,0934 0,0947 0,0960 0,0972 0,0983 0,0994 0,1004 0,1013 0,1021
15 0,0742 0,0759 0,0777 0,0794 0,0810 0,0826 0,0841 0,0856 0,0871 0,0885
16 0,0561 0,0579 0,0597 0,0615 0,0633 0,0650 0,0668 0,0685 0,0702 0,0719
17 0,0399 0,0416 0,0432 0,0449 0,0465 0,0482 0,0499 0,0516 0,0533 0,0550
18 0,0268 0,0282 0,0295 0,0309 0,0323 0,0337 0,0352 0,0367 0,0382 0,0397
19 0,0171 0,0181 0,0191 0,0202 0,0213 0,0224 0,0235 0,0247 0,0259 0,0272
20 0,0103 0,0110 0,0118 0,0125 0,0133 0,0141 0,0149 0,0158 0,0167 0,0177

13,1 13,2 13,3 13,4 13,5 13,6 13,7 13,8 13,9 14,0

5 0,0066 0,0062 0,0058 0,0055 0,0051 0,0048 0,0045 0,0042 0,0040 0,0037
6 0,0144 0,0136 0,0129 0,0122 0,0115 0,0109 0,0103 0,0097 0,0092 0,0087
7 0,0269 0,0256 0,0245 0,0233 0,0222 0,0212 0,0202 0,0192 0,0183 0,0174
8 0,0440 0,0423 0,0407 0,0391 0,0375 0,0360 0,0345 0,0331 0,0318 0,0304
9 0,0640 0,0620 0,0601 0,0582 0,0563 0,0544 0,0526 0,0508 0,0491 0,0473

10 0,0839 0,0819 0,0799 0,0779 0,0760 0,0740 0,0720 0,0701 0,0682 0,0663
11 0,0999 0,0983 0,0966 0,0949 0,0932 0,0915 0,0897 0,0880 0,0862 0,0844
12 0,1091 0,1081 0,1071 0,1060 0,1049 0,1037 0,1024 0,1011 0,0998 0,0984
13 0,1099 0,1098 0,1096 0,1093 0,1089 0,1085 0,1080 0,1074 0,1067 0,1060
14 0,1028 0,1035 0,1041 0,1046 0,1050 0,1054 0,1056 0,1058 0,1060 0,1060
15 0,0898 0,0911 0,0923 0,0934 0,0945 0,0955 0,0965 0,0974 0,0982 0,0989
16 0,0735 0,0751 0,0767 0,0783 0,0798 0,0812 0,0826 0,0840 0,0853 0,0866
17 0,0567 0,0583 0,0600 0,0617 0,0633 0,0650 0,0666 0,0682 0,0697 0,0713
18 0,0412 0,0428 0,0443 0,0459 0,0475 0,0491 0,0507 0,0523 0,0539 0,0554
19 0,0284 0,0297 0,0310 0,0324 0,0337 0,0351 0,0365 0,0380 0,0394 0,0409
20 0,0186 0,0196 0,0206 0,0217 0,0228 0,0239 0,0250 0,0262 0,0274 0,0286

14,1 14,2 14,3 14,4 14,5 14,6 14,7 14,8 14,9 15,0

6 0,0082 0,0078 0,0073 0,0069 0,0065 0,0061 0,0058 0,0055 0,0051 0,0048
7 0,0165 0,0157 0,0149 0,0142 0,0135 0,0128 0,0122 0,0115 0,0109 0,0104
8 0,0292 0,0279 0,0267 0,0256 0,0244 0,0234 0,0223 0,0213 0,0204 0,0194
9 0,0457 0,0440 0,0424 0,0409 0,0394 0,0379 0,0365 0,0351 0,0337 0,0324

10 0,0644 0,0625 0,0607 0,0589 0,0571 0,0553 0,0536 0,0519 0,0502 0,0486
11 0,0825 0,0807 0,0789 0,0771 0,0753 0,0735 0,0716 0,0698 0,0681 0,0663
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

14,1 14,2 14,3 14,4 14,5 14,6 14,7 14,7 14,7 15,0

12 0,0970 0,0955 0,0940 0,0925 0,0910 0,0894 0,0878 0,0861 0,0845 0,0829
13 0,1052 0,1043 0,1034 0,1025 0,1014 0,1004 0,0992 0,0981 0,0969 0,0956
14 0,1060 0,1058 0,1057 0,1054 0,1051 0,1047 0,1042 0,1037 0,1031 0,1024
15 0,0996 0,1002 0,1007 0,1012 0,1016 0,1019 0,1021 0,1023 0,1024 0,1024
16 0,0878 0,0889 0,0900 0,0911 0,0920 0,0930 0,0938 0,0946 0,0954 0,0960
17 0,0728 0,0743 0,0757 0,0771 0,0785 0,0798 0,0811 0,0824 0,0836 0,0847
18 0,0570 0,0586 0,0602 0,0617 0,0632 0,0648 0,0663 0,0677 0,0692 0,0706
19 0,0423 0,0438 0,0453 0,0468 0,0483 0,0498 0,0513 0,0528 0,0543 0,0557
20 0,0298 0,0311 0,0324 0,0337 0,0350 0,0363 0,0377 0,0390 0,0404 0,0418
21 0,0200 0,0210 0,0220 0,0231 0,0242 0,0253 0,0264 0,0275 0,0287 0,0299
22 0,0128 0,0136 0,0143 0,0151 0,0159 0,0168 0,0176 0,0185 0,0194 0,0204
23 0,0079 0,0084 0,0089 0,0095 0,0100 0,0106 0,0113 0,0119 0,0126 0,0133
24 0,0046 0,0050 0,0053 0,0057 0,0061 0,0065 0,0069 0,0073 0,0078 0,0083

15,1 15,2 15,3 15,4 15,5 15,6 15,7 15,8 15,9 16,0

7 0,0098 0,0093 0,0088 0,0084 0,0079 0,0075 0,0071 0,0067 0,0063 0,0060
8 0,0186 0,0177 0,0169 0,0161 0,0153 0,0146 0,0139 0,0132 0,0126 0,0120
9 0,0311 0,0299 0,0287 0,0275 0,0264 0,0253 0,0243 0,0232 0,0223 0,0213

10 0,0470 0,0454 0,0439 0,0424 0,0409 0,0395 0,0381 0,0367 0,0354 0,0341
11 0,0645 0,0628 0,0611 0,0594 0,0577 0,0560 0,0544 0,0527 0,0512 0,0496
12 0,0812 0,0795 0,0778 0,0762 0,0745 0,0728 0,0711 0,0695 0,0678 0,0661
13 0,0943 0,0930 0,0916 0,0902 0,0888 0,0874 0,0859 0,0844 0,0829 0,0814
14 0,1017 0,1010 0,1001 0,0993 0,0983 0,0974 0,0963 0,0953 0,0942 0,0930
15 0,1024 0,1023 0,1021 0,1019 0,1016 0,1012 0,1008 0,1003 0,0998 0,0992
16 0,0966 0,0972 0,0977 0,0981 0,0984 0,0987 0,0989 0,0991 0,0992 0,0992
17 0,0858 0,0869 0,0879 0,0888 0,0897 0,0906 0,0914 0,0921 0,0928 0,0934
18 0,0720 0,0734 0,0747 0,0760 0,0773 0,0785 0,0797 0,0808 0,0819 0,0830
19 0,0572 0,0587 0,0602 0,0616 0,0630 0,0645 0,0659 0,0672 0,0686 0,0699
20 0,0432 0,0446 0,0460 0,0474 0,0489 0,0503 0,0517 0,0531 0,0545 0,0559
21 0,0311 0,0323 0,0335 0,0348 0,0361 0,0373 0,0386 0,0400 0,0413 0,0426
22 0,0213 0,0223 0,0233 0,0244 0,0254 0,0265 0,0276 0,0287 0,0298 0,0310
23 0,0140 0,0147 0,0155 0,0163 0,0171 0,0180 0,0188 0,0197 0,0206 0,0216
24 0,0088 0,0093 0,0099 0,0105 0,0111 0,0117 0,0123 0,0130 0,0137 0,0144
25 0,0053 0,0057 0,0061 0,0064 0,0069 0,0073 0,0077 0,0082 0,0087 0,0092

16,1 16,2 16,3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9 17,0

7 0,0057 0,0054 0,0051 0,0048 0,0045 0,0043 0,0040 0,0038 0,0036 0,0034
8 0,0114 0,0108 0,0103 0,0098 0,0093 0,0088 0,0084 0,0080 0,0076 0,0072
9 0,0204 0,0195 0,0187 0,0178 0,0171 0,0163 0,0156 0,0149 0,0142 0,0135

10 0,0328 0,0316 0,0304 0,0293 0,0281 0,0270 0,0260 0,0250 0,0240 0,0230
11 0,0481 0,0466 0,0451 0,0436 0,0422 0,0408 0,0394 0,0381 0,0368 0,0355
12 0,0645 0,0628 0,0612 0,0596 0,0580 0,0565 0,0549 0,0534 0,0518 0,0504
13 0,0799 0,0783 0,0768 0,0752 0,0736 0,0721 0,0705 0,0690 0,0674 0,0658
14 0,0918 0,0906 0,0894 0,0881 0,0868 0,0855 0,0841 0,0828 0,0814 0,0800
15 0,0986 0,0979 0,0971 0,0963 0,0955 0,0946 0,0937 0,0927 0,0917 0,0906
16 0,0992 0,0991 0,0989 0,0987 0,0985 0,0981 0,0978 0,0973 0,0968 0,0963
17 0,0939 0,0944 0,0949 0,0952 0,0956 0,0958 0,0960 0,0962 0,0963 0,0963
18 0,0840 0,0850 0,0859 0,0868 0,0876 0,0884 0,0891 0,0898 0,0904 0,0909
19 0,0712 0,0725 0,0737 0,0749 0,0761 0,0772 0,0783 0,0794 0,0804 0,0814
20 0,0573 0,0587 0,0601 0,0614 0,0628 0,0641 0,0654 0,0667 0,0679 0,0692
21 0,0439 0,0453 0,0466 0,0480 0,0493 0,0507 0,0520 0,0533 0,0547 0,0560
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Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

16,1 16,2 16,3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9 17,0

22 0,0322 0,0333 0,0345 0,0358 0,0370 0,0382 0,0395 0,0407 0,0420 0,0433
23 0,0225 0,0235 0,0245 0,0255 0,0265 0,0276 0,0287 0,0297 0,0309 0,0320
24 0,0151 0,0159 0,0166 0,0174 0,0182 0,0191 0,0199 0,0208 0,0217 0,0226
25 0,0097 0,0103 0,0108 0,0114 0,0120 0,0127 0,0133 0,0140 0,0147 0,0154

17,1 17,2 17,3 17,4 17,5 17,6 17,7 17,8 17,9 18,0

8 0,0068 0,0064 0,0061 0,0058 0,0055 0,0052 0,0049 0,0046 0,0044 0,0042
9 0,0129 0,0123 0,0117 0,0112 0,0107 0,0101 0,0097 0,0092 0,0088 0,0083

10 0,0221 0,0212 0,0203 0,0195 0,0186 0,0179 0,0171 0,0164 0,0157 0,0150
11 0,0343 0,0331 0,0319 0,0308 0,0297 0,0286 0,0275 0,0265 0,0255 0,0245
12 0,0489 0,0474 0,0460 0,0446 0,0432 0,0419 0,0406 0,0393 0,0380 0,0368
13 0,0643 0,0628 0,0612 0,0597 0,0582 0,0567 0,0553 0,0538 0,0524 0,0509
14 0,0785 0,0771 0,0757 0,0742 0,0728 0,0713 0,0699 0,0684 0,0669 0,0655
15 0,0895 0,0884 0,0873 0,0861 0,0849 0,0837 0,0824 0,0812 0,0799 0,0786
16 0,0957 0,0951 0,0944 0,0936 0,0929 0,0920 0,0912 0,0903 0,0894 0,0884
17 0,0963 0,0962 0,0960 0,0958 0,0956 0,0953 0,0949 0,0945 0,0941 0,0936
18 0,0914 0,0919 0,0923 0,0926 0,0929 0,0932 0,0934 0,0935 0,0936 0,0936
19 0,0823 0,0832 0,0840 0,0848 0,0856 0,0863 0,0870 0,0876 0,0882 0,0887
20 0,0704 0,0715 0,0727 0,0738 0,0749 0,0760 0,0770 0,0780 0,0789 0,0798
21 0,0573 0,0586 0,0599 0,0612 0,0624 0,0637 0,0649 0,0661 0,0673 0,0684
22 0,0445 0,0458 0,0471 0,0484 0,0496 0,0509 0,0522 0,0535 0,0547 0,0560
23 0,0331 0,0343 0,0354 0,0366 0,0378 0,0390 0,0402 0,0414 0,0426 0,0438
24 0,0236 0,0246 0,0255 0,0265 0,0275 0,0286 0,0296 0,0307 0,0318 0,0328
25 0,0161 0,0169 0,0177 0,0185 0,0193 0,0201 0,0210 0,0218 0,0227 0,0237

18,1 18,2 18,3 18,4 18,5 18,6 18,7 18,8 18,9 19,0

9 0,0079 0,0075 0,0072 0,0068 0,0065 0,0061 0,0058 0,0055 0,0053 0,0050
10 0,0143 0,0137 0,0131 0,0125 0,0120 0,0114 0,0109 0,0104 0,0099 0,0095
11 0,0236 0,0227 0,0218 0,0209 0,0201 0,0193 0,0185 0,0178 0,0171 0,0164
12 0,0356 0,0344 0,0332 0,0321 0,0310 0,0299 0,0289 0,0278 0,0269 0,0259
13 0,0495 0,0481 0,0468 0,0454 0,0441 0,0428 0,0415 0,0403 0,0390 0,0378
14 0,0640 0,0626 0,0611 0,0597 0,0583 0,0569 0,0555 0,0541 0,0527 0,0514
15 0,0773 0,0759 0,0746 0,0732 0,0719 0,0705 0,0692 0,0678 0,0664 0,0650
16 0,0874 0,0864 0,0853 0,0842 0,0831 0,0820 0,0808 0,0796 0,0785 0,0772
17 0,0931 0,0925 0,0918 0,0912 0,0904 0,0897 0,0889 0,0881 0,0872 0,0863
18 0,0936 0,0935 0,0934 0,0932 0,0930 0,0927 0,0924 0,0920 0,0916 0,0911
19 0,0891 0,0896 0,0899 0,0902 0,0905 0,0907 0,0909 0,0910 0,0911 0,0911
20 0,0807 0,0815 0,0823 0,0830 0,0837 0,0844 0,0850 0,0856 0,0861 0,0866
21 0,0695 0,0706 0,0717 0,0727 0,0738 0,0747 0,0757 0,0766 0,0775 0,0783
22 0,0572 0,0584 0,0596 0,0608 0,0620 0,0632 0,0643 0,0655 0,0666 0,0676
23 0,0450 0,0462 0,0475 0,0487 0,0499 0,0511 0,0523 0,0535 0,0547 0,0559
24 0,0340 0,0351 0,0362 0,0373 0,0385 0,0396 0,0408 0,0419 0,0431 0,0442
25 0,0246 0,0255 0,0265 0,0275 0,0285 0,0295 0,0305 0,0315 0,0326 0,0336

19,1 19,2 19,3 19,4 19,5 19,6 19,7 19,8 19,9 20,0

10 0,0090 0,0086 0,0082 0,0078 0,0074 0,0071 0,0067 0,0064 0,0061 0,0058
11 0,0157 0,0150 0,0144 0,0138 0,0132 0,0126 0,0121 0,0116 0,0111 0,0106
12 0,0249 0,0240 0,0231 0,0223 0,0214 0,0206 0,0198 0,0191 0,0183 0,0176
13 0,0367 0,0355 0,0344 0,0333 0,0322 0,0311 0,0301 0,0291 0,0281 0,0271
14 0,0500 0,0487 0,0474 0,0461 0,0448 0,0436 0,0423 0,0411 0,0399 0,0387
15 0,0637 0,0623 0,0610 0,0596 0,0582 0,0569 0,0556 0,0543 0,0529 0,0516
16 0,0760 0,0748 0,0735 0,0723 0,0710 0,0697 0,0684 0,0671 0,0659 0,0646

Tablas del Apéndice 917



Tabla 5. Probabilidades de Poisson individuales (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

19,1 19,2 19,3 19,4 19,5 19,6 19,7 19,8 19,9 20,0

17 0,0854 0,0844 0,0835 0,0825 0,0814 0,0804 0,0793 0,0782 0,0771 0,0760
18 0,0906 0,0901 0,0895 0,0889 0,0882 0,0875 0,0868 0,0860 0,0852 0,0844
19 0,0911 0,0910 0,0909 0,0907 0,0905 0,0903 0,0900 0,0896 0,0893 0,0888
20 0,0870 0,0874 0,0877 0,0880 0,0883 0,0885 0,0886 0,0887 0,0888 0,0888
21 0,0791 0,0799 0,0806 0,0813 0,0820 0,0826 0,0831 0,0837 0,0842 0,0846
22 0,0687 0,0697 0,0707 0,0717 0,0727 0,0736 0,0745 0,0753 0,0761 0,0769
23 0,0570 0,0582 0,0594 0,0605 0,0616 0,0627 0,0638 0,0648 0,0659 0,0669
24 0,0454 0,0466 0,0477 0,0489 0,0500 0,0512 0,0523 0,0535 0,0546 0,0557
25 0,0347 0,0358 0,0368 0,0379 0,0390 0,0401 0,0412 0,0424 0,0435 0,0446

20,1 20,2 20,3 20,4 20,5 20,6 20,7 20,8 20,9 21,0

10 0,0055 0,0053 0,0050 0,0048 0,0045 0,0043 0,0041 0,0039 0,0037 0,0035
11 0,0101 0,0097 0,0092 0,0088 0,0084 0,0080 0,0077 0,0073 0,0070 0,0067
12 0,0169 0,0163 0,0156 0,0150 0,0144 0,0138 0,0132 0,0127 0,0122 0,0116
13 0,0262 0,0253 0,0244 0,0235 0,0227 0,0219 0,0211 0,0203 0,0195 0,0188
14 0,0376 0,0365 0,0353 0,0343 0,0332 0,0322 0,0311 0,0301 0,0292 0,0282
15 0,0504 0,0491 0,0478 0,0466 0,0454 0,0442 0,0430 0,0418 0,0406 0,0395
16 0,0633 0,0620 0,0607 0,0594 0,0581 0,0569 0,0556 0,0543 0,0531 0,0518
17 0,0748 0,0736 0,0725 0,0713 0,0701 0,0689 0,0677 0,0665 0,0653 0,0640
18 0,0835 0,0826 0,0817 0,0808 0,0798 0,0789 0,0778 0,0768 0,0758 0,0747
19 0,0884 0,0879 0,0873 0,0868 0,0861 0,0855 0,0848 0,0841 0,0834 0,0826
20 0,0888 0,0887 0,0886 0,0885 0,0883 0,0881 0,0878 0,0875 0,0871 0,0867
21 0,0850 0,0854 0,0857 0,0860 0,0862 0,0864 0,0865 0,0866 0,0867 0,0867
22 0,0777 0,0784 0,0791 0,0797 0,0803 0,0809 0,0814 0,0819 0,0824 0,0828
23 0,0679 0,0688 0,0698 0,0707 0,0716 0,0724 0,0733 0,0741 0,0748 0,0756
24 0,0568 0,0579 0,0590 0,0601 0,0611 0,0622 0,0632 0,0642 0,0652 0,0661
25 0,0457 0,0468 0,0479 0,0490 0,0501 0,0512 0,0523 0,0534 0,0545 0,0555
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas.

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0 0,9048 0,8187 0,7408 0,6703 0,6065 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679
1 0,9953 0,9825 0,9631 0,9384 0,9098 0,8781 0,8442 0,8088 0,7725 0,7358
2 0,9998 0,9989 0,9964 0,9921 0,9856 0,9769 0,9659 0,9526 0,9371 0,9197
3 1,0000 0,9999 0,9997 0,9992 0,9982 0,9966 0,9942 0,9909 0,9865 0,9810
4 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9996 0,9992 0,9986 0,9977 0,9963
5 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9998 0,9997 0,9994
6 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999
7 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0

0 0,3329 0,3012 0,2725 0,2466 0,2231 0,2019 0,1827 0,1653 0,1496 0,1353
1 0,6990 0,6626 0,6268 0,5918 0,5578 0,5249 0,4932 0,4628 0,4337 0,4060
2 0,9004 0,8795 0,8571 0,8335 0,8088 0,7834 0,7572 0,7306 0,7037 0,6767
3 0,9743 0,9662 0,9569 0,9463 0,9344 0,9212 0,9068 0,8913 0,8747 0,8571
4 0,9946 0,9923 0,9893 0,9857 0,9814 0,9763 0,9704 0,9636 0,9559 0,9473
5 0,9990 0,9985 0,9978 0,9968 0,9955 0,9940 0,9920 0,9896 0,9868 0,9834
6 0,9999 0,9997 0,9996 0,9994 0,9991 0,9987 0,9981 0,9974 0,9966 0,9955
7 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9998 0,9997 0,9996 0,9994 0,9992 0,9989
8 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998
9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0

0 0,1225 0,1108 0,1003 0,0907 0,0821 0,0743 0,0672 0,0608 0,0550 0,0498
1 0,3796 0,3546 0,3309 0,3084 0,2873 0,2674 0,2487 0,2311 0,2146 0,1991
2 0,6496 0,6227 0,5960 0,5697 0,5438 0,5184 0,4936 0,4695 0,4460 0,4232
3 0,8386 0,8194 0,7993 0,7787 0,7576 0,7360 0,7141 0,6919 0,6696 0,6472
4 0,9379 0,9275 0,9162 0,9041 0,8912 0,8774 0,8629 0,8477 0,8318 0,8153
5 0,9796 0,9751 0,9700 0,9643 0,9580 0,9510 0,9433 0,9349 0,9258 0,9161
6 0,9941 0,9925 0,9906 0,9884 0,9858 0,9828 0,9794 0,9756 0,9713 0,9665
7 0,9985 0,9980 0,9974 0,9967 0,9958 0,9947 0,9934 0,9919 0,9901 0,9881
8 0,9997 0,9995 0,9994 0,9991 0,9989 0,9985 0,9981 0,9976 0,9969 0,9962
9 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998 0,9997 0,9996 0,9995 0,9993 0,9991 0,9989

10 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9997
11 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999
12 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0

0 0,0450 0,0408 0,0369 0,0334 0,0302 0,0273 0,0247 0,0224 0,0202 0,0183
1 0,1847 0,1712 0,1586 0,1468 0,1359 0,1257 0,1162 0,1074 0,0992 0,0916
2 0,4012 0,3799 0,3594 0,3397 0,3208 0,3027 0,2854 0,2689 0,2531 0,2381
3 0,6248 0,6025 0,5803 0,5584 0,5366 0,5152 0,4942 0,4735 0,4532 0,4335
4 0,7982 0,7806 0,7626 0,7442 0,7254 0,7064 0,6872 0,6678 0,6484 0,6288
5 0,9057 0,8946 0,8829 0,8705 0,8576 0,8441 0,8301 0,8156 0,8006 0,7851
6 0,9612 0,9554 0,9490 0,9421 0,9347 0,9267 0,9182 0,9091 0,8995 0,8893
7 0,9858 0,9832 0,9802 0,9769 0,9733 0,9692 0,9648 0,9599 0,9546 0,9489
8 0,9953 0,9943 0,9931 0,9917 0,9901 0,9883 0,9863 0,9840 0,9815 0,9786
9 0,9986 0,9982 0,9978 0,9973 0,9967 0,9960 0,9952 0,9942 0,9931 0,9919

10 0,9996 0,9995 0,9994 0,9992 0,9990 0,9987 0,9984 0,9981 0,9977 0,9972
11 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9997 0,9996 0,9995 0,9994 0,9993 0,9991
12 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9997
13 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999
14 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6 4,7 4,8 4,9 5,0

0 0,0166 0,0150 0,0136 0,0123 0,0111 0,0101 0,0091 0,0082 0,0074 0,0067
1 0,0845 0,0780 0,0719 0,0663 0,0611 0,0563 0,0518 0,0477 0,0439 0,0404
2 0,2238 0,2102 0,1974 0,1851 0,1736 0,1626 0,1523 0,1425 0,1333 0,1247
3 0,4142 0,3954 0,3772 0,3594 0,3423 0,3257 0,3097 0,2942 0,2793 0,2650
4 0,6093 0,5898 0,5704 0,5512 0,5321 0,5132 0,4946 0,4763 0,4582 0,4405
5 0,7693 0,7531 0,7367 0,7199 0,7029 0,6858 0,6684 0,6510 0,6335 0,6160
6 0,8786 0,8675 0,8558 0,8436 0,8311 0,8180 0,8046 0,7908 0,7767 0,7622
7 0,9427 0,9361 0,9290 0,9214 0,9134 0,9049 0,8960 0,8867 0,8769 0,8666
8 0,9755 0,9721 0,9683 0,9642 0,9597 0,9549 0,9497 0,9442 0,9382 0,9319
9 0,9905 0,9889 0,9871 0,9851 0,9829 0,9805 0,9778 0,9749 0,9717 0,9682

10 0,9966 0,9959 0,9952 0,9943 0,9933 0,9922 0,9910 0,9896 0,9880 0,9863
11 0,9989 0,9986 0,9983 0,9980 0,9976 0,9971 0,9966 0,9960 0,9953 0,9945
12 0,9997 0,9996 0,9995 0,9993 0,9992 0,9990 0,9988 0,9986 0,9983 0,9980
13 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9997 0,9997 0,9996 0,9995 0,9994 0,9993
14 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8 5,9 6,0

0 0,0061 0,0055 0,0050 0,0045 0,0041 0,0037 0,0033 0,0030 0,0027 0,0025
1 0,0372 0,0342 0,0314 0,0289 0,0266 0,0244 0,0224 0,0206 0,0189 0,0174
2 0,1165 0,1088 0,1016 0,0948 0,0884 0,0824 0,0768 0,0715 0,0666 0,0620
3 0,2513 0,2381 0,2254 0,2133 0,2017 0,1906 0,1800 0,1700 0,1604 0,1512
4 0,4231 0,4061 0,3895 0,3733 0,3575 0,3422 0,3272 0,3127 0,2987 0,2851
5 0,5984 0,5809 0,5635 0,5461 0,5289 0,5119 0,4950 0,4783 0,4619 0,4457
6 0,7474 0,7324 0,7171 0,7017 0,6860 0,6703 0,6544 0,6384 0,6224 0,6063
7 0,8560 0,8449 0,8335 0,8217 0,8095 0,7970 0,7841 0,7710 0,7576 0,7440
8 0,9252 0,9181 0,9106 0,9027 0,8944 0,8857 0,8766 0,8672 0,8574 0,8472
9 0,9644 0,9603 0,9559 0,9512 0,9462 0,9409 0,9352 0,9292 0,9228 0,9161

10 0,9844 0,9823 0,9800 0,9775 0,9747 0,9718 0,9686 0,9651 0,9614 0,9574
11 0,9937 0,9927 0,9916 0,9904 0,9890 0,9875 0,9859 0,9841 0,9821 0,9799
12 0,9976 0,9972 0,9967 0,9962 0,9955 0,9949 0,9941 0,9932 0,9922 0,9912
13 0,9992 0,9990 0,9988 0,9986 0,9983 0,9980 0,9977 0,9973 0,9969 0,9964
14 0,9997 0,9997 0,9996 0,9995 0,9994 0,9993 0,9991 0,9990 0,9988 0,9986

6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,6 6,7 6,8 6,9 7,0

0 0,0022 0,0020 0,0018 0,0017 0,0015 0,0014 0,0012 0,0011 0,0010 0,0009
1 0,0159 0,0146 0,0134 0,0123 0,0113 0,0103 0,0095 0,0087 0,0080 0,0073
2 0,0577 0,0536 0,0498 0,0463 0,0430 0,0400 0,0371 0,0344 0,0320 0,0296
3 0,1425 0,1342 0,1264 0,1189 0,1118 0,1052 0,0988 0,0928 0,0871 0,0818
4 0,2719 0,2592 0,2469 0,2351 0,2237 0,2127 0,2022 0,1920 0,1823 0,1730
5 0,4298 0,4141 0,3988 0,3837 0,3690 0,3547 0,3406 0,3270 0,3137 0,3007
6 0,5902 0,5742 0,5582 0,5423 0,5265 0,5108 0,4953 0,4799 0,4647 0,4497
7 0,7301 0,7160 0,7017 0,6873 0,6728 0,6581 0,6433 0,6285 0,6136 0,5987
8 0,8367 0,8259 0,8148 0,8033 0,7916 0,7796 0,7673 0,7548 0,7420 0,7291
9 0,9090 0,9016 0,8939 0,8858 0,8774 0,8686 0,8596 0,8502 0,8405 0,8305

10 0,9531 0,9486 0,9437 0,9386 0,9332 0,9274 0,9214 0,9151 0,9084 0,9015
11 0,9776 0,9750 0,9723 0,9693 0,9661 0,9627 0,9591 0,9552 0,9510 0,9467
12 0,9900 0,9887 0,9873 0,9857 0,9840 0,9821 0,9801 0,9779 0,9755 0,9730
13 0,9958 0,9952 0,9945 0,9937 0,9929 0,9920 0,9909 0,9898 0,9885 0,9872
14 0,9984 0,9981 0,9978 0,9974 0,9970 0,9966 0,9961 0,9956 0,9950 0,9943
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

7,1 7,2 7,3 7,4 7,5 7,6 7,7 7,8 7,9 8,0

0 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0004 0,0004 0,0003
1 0,0067 0,0061 0,0056 0,0051 0,0047 0,0043 0,0039 0,0036 0,0033 0,0030
2 0,0275 0,0255 0,0236 0,0219 0,0203 0,0188 0,0174 0,0161 0,0149 0,0138
3 0,0767 0,0719 0,0674 0,0632 0,0591 0,0554 0,0518 0,0485 0,0453 0,0424
4 0,1641 0,1555 0,1473 0,1395 0,1321 0,1249 0,1181 0,1117 0,1055 0,0996
5 0,2881 0,2759 0,2640 0,2526 0,2414 0,2307 0,2203 0,2103 0,2006 0,1912
6 0,4349 0,4204 0,4060 0,3920 0,3782 0,3646 0,3514 0,3384 0,3257 0,3134
7 0,5838 0,5689 0,5541 0,5393 0,5246 0,5100 0,4956 0,4812 0,4670 0,4530
8 0,7160 0,7027 0,6892 0,6757 0,6620 0,6482 0,6343 0,6204 0,6065 0,5925
9 0,8202 0,8096 0,7988 0,7877 0,7764 0,7649 0,7531 0,7411 0,7290 0,7166

10 0,8942 0,8867 0,8788 0,8707 0,8622 0,8535 0,8445 0,8352 0,8257 0,8159
11 0,9420 0,9371 0,9319 0,9265 0,9208 0,9148 0,9085 0,9020 0,8952 0,8881
12 0,9703 0,9673 0,9642 0,9609 0,9573 0,9536 0,9496 0,9454 0,9409 0,9362
13 0,9857 0,9841 0,9824 0,9805 0,9784 0,9762 0,9739 0,9714 0,9687 0,9658
14 0,9935 0,9927 0,9918 0,9908 0,9897 0,9886 0,9873 0,9859 0,9844 0,9827
15 0,9972 0,9969 0,9964 0,9959 0,9954 0,9948 0,9941 0,9934 0,9926 0,9918
16 0,9989 0,9987 0,9985 0,9983 0,9980 0,9978 0,9974 0,9971 0,9967 0,9963
17 0,9996 0,9995 0,9994 0,9993 0,9992 0,9991 0,9989 0,9988 0,9986 0,9984
18 0,9998 0,9998 0,9998 0,9997 0,9997 0,9996 0,9996 0,9995 0,9994 0,9993
19 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9998 0,9997
20 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,6 8,7 8,8 8,9 9,0

0 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001
1 0,0028 0,0025 0,0023 0,0021 0,0019 0,0018 0,0016 0,0015 0,0014 0,0012
2 0,0127 0,0118 0,0109 0,0100 0,0093 0,0086 0,0079 0,0073 0,0068 0,0062
3 0,0396 0,0370 0,0346 0,0323 0,0301 0,0281 0,0262 0,0244 0,0228 0,0212
4 0,0940 0,0887 0,0837 0,0789 0,0744 0,0701 0,0660 0,0621 0,0584 0,0550
5 0,1822 0,1736 0,1653 0,1573 0,1496 0,1422 0,1352 0,1284 0,1219 0,1157
6 0,3013 0,2896 0,2781 0,2670 0,2562 0,2457 0,2355 0,2256 0,2160 0,2068
7 0,4391 0,4254 0,4119 0,3987 0,3856 0,3728 0,3602 0,3478 0,3357 0,3239
8 0,5786 0,5647 0,5507 0,5369 0,5231 0,5094 0,4958 0,4823 0,4689 0,4557
9 0,7041 0,6915 0,6788 0,6659 0,6530 0,6400 0,6269 0,6137 0,6006 0,5874

10 0,8058 0,7955 0,7850 0,7743 0,7634 0,7522 0,7409 0,7294 0,7178 0,7060
11 0,8807 0,8731 0,8652 0,8571 0,8487 0,8400 0,8311 0,8220 0,8126 0,8030
12 0,9313 0,9261 0,9207 0,9150 0,9091 0,9029 0,8965 0,8898 0,8829 0,8758
13 0,9628 0,9595 0,9561 0,9524 0,9486 0,9445 0,9403 0,9358 0,9311 0,9261
14 0,9810 0,9791 0,9771 0,9749 0,9726 0,9701 0,9675 0,9647 0,9617 0,9585
15 0,9908 0,9898 0,9887 0,9875 0,9862 0,9848 0,9832 0,9816 0,9798 0,9780
16 0,9958 0,9953 0,9947 0,9941 0,9934 0,9926 0,9918 0,9909 0,9899 0,9889
17 0,9982 0,9979 0,9977 0,9973 0,9970 0,9966 0,9962 0,9957 0,9952 0,9947
18 0,9992 0,9991 0,9990 0,9989 0,9987 0,9985 0,9983 0,9981 0,9978 0,9976
19 0,9997 0,9997 0,9996 0,9995 0,9995 0,9994 0,9993 0,9992 0,9991 0,9989
20 0,9999 0,9999 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9997 0,9997 0,9996 0,9996

9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9 10,0

0 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0000
1 0,0011 0,0010 0,0009 0,0009 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0005 0,0005
2 0,0058 0,0053 0,0049 0,0045 0,0042 0,0038 0,0035 0,0033 0,0030 0,0028
3 0,0198 0,0184 0,0172 0,0160 0,0149 0,0138 0,0129 0,0120 0,0111 0,0103
4 0,0517 0,0486 0,0456 0,0429 0,0403 0,0378 0,0355 0,0333 0,0312 0,0293
5 0,1098 0,1041 0,0986 0,0935 0,0885 0,0838 0,0793 0,0750 0,0710 0,0671
6 0,1978 0,1892 0,1808 0,1727 0,1649 0,1574 0,1502 0,1433 0,1366 0,1301

Tablas del Apéndice 921



Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

9,1 9,2 9,3 9,4 9,5 9,6 9,7 9,8 9,9 10,0

7 0,3123 0,3010 0,2900 0,2792 0,2687 0,2584 0,2485 0,2388 0,2294 0,2202
8 0,4426 0,4296 0,4168 0,4042 0,3918 0,3796 0,3676 0,3558 0,3442 0,3328
9 0,5742 0,5611 0,5479 0,5349 0,5218 0,5089 0,4960 0,4832 0,4705 0,4579

10 0,6941 0,6820 0,6699 0,6576 0,6453 0,6329 0,6205 0,6080 0,5955 0,5830
11 0,7932 0,7832 0,7730 0,7626 0,7520 0,7412 0,7303 0,7193 0,7081 0,6968
12 0,8684 0,8607 0,8529 0,8448 0,8364 0,8279 0,8191 0,8101 0,8009 0,7916
13 0,9210 0,9156 0,9100 0,9042 0,8981 0,8919 0,8853 0,8786 0,8716 0,8645
14 0,9552 0,9517 0,9480 0,9441 0,9400 0,9357 0,9312 0,9265 0,9216 0,9165
15 0,9760 0,9738 0,9715 0,9691 0,9665 0,9638 0,9609 0,9579 0,9546 0,9513
16 0,9878 0,9865 0,9852 0,9838 0,9823 0,9806 0,9789 0,9770 0,9751 0,9730
17 0,9941 0,9934 0,9927 0,9919 0,9911 0,9902 0,9892 0,9881 0,9870 0,9857
18 0,9973 0,9969 0,9966 0,9962 0,9957 0,9952 0,9947 0,9941 0,9935 0,9928
19 0,9988 0,9986 0,9985 0,9983 0,9980 0,9978 0,9975 0,9972 0,9969 0,9965
20 0,9995 0,9994 0,9993 0,9992 0,9991 0,9990 0,9989 0,9987 0,9986 0,9984

10,1 10,2 10,3 10,4 10,5 10,6 10,7 10,8 10,9 11,0

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,0005 0,0004 0,0004 0,0003 0,0003 0,0003 0,0003 0,0002 0,0002 0,0002
2 0,0026 0,0023 0,0022 0,0020 0,0018 0,0017 0,0016 0,0014 0,0013 0,0012
3 0,0096 0,0089 0,0083 0,0077 0,0071 0,0066 0,0062 0,0057 0,0053 0,0049
4 0,0274 0,0257 0,0241 0,0225 0,0211 0,0197 0,0185 0,0173 0,0162 0,0151
5 0,0634 0,0599 0,0566 0,0534 0,0504 0,0475 0,0448 0,0423 0,0398 0,0375
6 0,1240 0,1180 0,1123 0,1069 0,1016 0,0966 0,0918 0,0872 0,0828 0,0786
7 0,2113 0,2027 0,1944 0,1863 0,1785 0,1710 0,1636 0,1566 0,1498 0,1432
8 0,3217 0,3108 0,3001 0,2896 0,2794 0,2694 0,2597 0,2502 0,2410 0,2320
9 0,4455 0,4332 0,4210 0,4090 0,3971 0,3854 0,3739 0,3626 0,3515 0,3405

10 0,5705 0,5580 0,5456 0,5331 0,5207 0,5084 0,4961 0,4840 0,4719 0,4599
11 0,6853 0,6738 0,6622 0,6505 0,6387 0,6269 0,6150 0,6031 0,5912 0,5793
12 0,7820 0,7722 0,7623 0,7522 0,7420 0,7316 0,7210 0,7104 0,6996 0,6887
13 0,8571 0,8494 0,8416 0,8336 0,8253 0,8169 0,8083 0,7995 0,7905 0,7813
14 0,9112 0,9057 0,9 0,8940 0,8879 0,8815 0,8750 0,8682 0,8612 0,8540
15 0,9477 0,9440 0,9400 0,9359 0,9317 0,9272 0,9225 0,9177 0,9126 0,9074
16 0,9707 0,9684 0,9658 0,9632 0,9604 0,9574 0,9543 0,9511 0,9477 0,9441
17 0,9844 0,9830 0,9815 0,9799 0,9781 0,9763 0,9744 0,9723 0,9701 0,9678
18 0,9921 0,9913 0,9904 0,9895 0,9885 0,9874 0,9863 0,9850 0,9837 0,9823
19 0,9962 0,9957 0,9953 0,9948 0,9942 0,9936 0,9930 0,9923 0,9915 0,9907
20 0,9982 0,9980 0,9978 0,9975 0,9972 0,9969 0,9966 0,9962 0,9958 0,9953

11,1 11,2 11,3 11,4 11,5 11,6 11,7 11,8 11,9 12,0

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 0,0002 0,0002 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001
2 0,0011 0,0010 0,0009 0,0009 0,0008 0,0007 0,0007 0,0006 0,0006 0,0005
3 0,0046 0,0042 0,0039 0,0036 0,0034 0,0031 0,0029 0,0027 0,0025 0,0023
4 0,0141 0,0132 0,0123 0,0115 0,0107 0,0100 0,0094 0,0087 0,0081 0,0076
5 0,0353 0,0333 0,0313 0,0295 0,0277 0,0261 0,0245 0,0230 0,0217 0,0203
6 0,0746 0,0708 0,0671 0,0636 0,0603 0,0571 0,0541 0,0512 0,0484 0,0458
7 0,1369 0,1307 0,1249 0,1192 0,1137 0,1085 0,1035 0,0986 0,0940 0,0895
8 0,2232 0,2147 0,2064 0,1984 0,1906 0,1830 0,1757 0,1686 0,1617 0,1550
9 0,3298 0,3192 0,3089 0,2987 0,2888 0,2791 0,2696 0,2603 0,2512 0,2424

10 0,4480 0,4362 0,4246 0,4131 0,4017 0,3905 0,3794 0,3685 0,3578 0,3472
11 0,5673 0,5554 0,5435 0,5316 0,5198 0,5080 0,4963 0,4847 0,4731 0,4616
12 0,6777 0,6666 0,6555 0,6442 0,6329 0,6216 0,6102 0,5988 0,5874 0,5760
13 0,7719 0,7624 0,7528 0,7430 0,7330 0,7230 0,7128 0,7025 0,6920 0,6815
14 0,8467 0,8391 0,8313 0,8234 0,8153 0,8069 0,7985 0,7898 0,7810 0,7720
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

11,1 11,2 11,3 11,4 11,5 11,6 11,7 11,8 11,9 12,0

15 0,9020 0,8963 0,8905 0,8845 0,8783 0,8719 0,8653 0,8585 0,8516 0,8444
16 0,9403 0,9364 0,9323 0,9280 0,9236 0,9190 0,9142 0,9092 0,9040 0,8987
17 0,9654 0,9628 0,9601 0,9572 0,9542 0,9511 0,9478 0,9444 0,9408 0,9370
18 0,9808 0,9792 0,9775 0,9757 0,9738 0,9718 0,9697 0,9674 0,9651 0,9626
19 0,9898 0,9889 0,9879 0,9868 0,9857 0,9845 0,9832 0,9818 0,9803 0,9787
20 0,9948 0,9943 0,9938 0,9932 0,9925 0,9918 0,9910 0,9902 0,9893 0,9884

12,1 12,2 12,3 12,4 12,5 12,6 12,7 12,8 12,9 13,0

5 0,0191 0,0179 0,0168 0,0158 0,0148 0,0139 0,0130 0,0122 0,0115 0,0107
6 0,0433 0,0410 0,0387 0,0366 0,0346 0,0326 0,0308 0,0291 0,0274 0,0259
7 0,0852 0,0811 0,0772 0,0734 0,0698 0,0664 0,0631 0,0599 0,0569 0,0540
8 0,1486 0,1424 0,1363 0,1305 0,1249 0,1195 0,1143 0,1093 0,1044 0,0998
9 0,2338 0,2254 0,2172 0,2092 0,2014 0,1939 0,1866 0,1794 0,1725 0,1658

10 0,3368 0,3266 0,3166 0,3067 0,2971 0,2876 0,2783 0,2693 0,2604 0,2517
11 0,4502 0,4389 0,4278 0,4167 0,4058 0,3950 0,3843 0,3738 0,3634 0,3532
12 0,5645 0,5531 0,5417 0,5303 0,5190 0,5077 0,4964 0,4853 0,4741 0,4631
13 0,6709 0,6603 0,6495 0,6387 0,6278 0,6169 0,6060 0,5950 0,5840 0,5730
14 0,7629 0,7536 0,7442 0,7347 0,7250 0,7153 0,7054 0,6954 0,6853 0,6751
15 0,8371 0,8296 0,8219 0,8140 0,8060 0,7978 0,7895 0,7810 0,7724 0,7636
16 0,8932 0,8875 0,8816 0,8755 0,8693 0,8629 0,8563 0,8495 0,8426 0,8355
17 0,9331 0,9290 0,9248 0,9204 0,9158 0,9111 0,9062 0,9011 0,8959 0,8905
18 0,9600 0,9572 0,9543 0,9513 0,9481 0,9448 0,9414 0,9378 0,9341 0,9302
19 0,9771 0,9753 0,9734 0,9715 0,9694 0,9672 0,9649 0,9625 0,9600 0,9573
20 0,9874 0,9863 0,9852 0,9840 0,9827 0,9813 0,9799 0,9783 0,9767 0,9750
21 0,9934 0,9927 0,9921 0,9914 0,9906 0,9898 0,9889 0,9880 0,9870 0,9859
22 0,9966 0,9963 0,9959 0,9955 0,9951 0,9946 0,9941 0,9936 0,9930 0,9924
23 0,9984 0,9982 0,9980 0,9978 0,9975 0,9973 0,9970 0,9967 0,9964 0,9960

13,1 13,2 13,3 13,4 13,5 13,6 13,7 13,8 13,9 14,0

5 0,0101 0,0094 0,0088 0,0083 0,0077 0,0072 0,0068 0,0063 0,0059 0,0055
6 0,0244 0,0230 0,0217 0,0204 0,0193 0,0181 0,0171 0,0161 0,0151 0,0142
7 0,0513 0,0487 0,0461 0,0438 0,0415 0,0393 0,0372 0,0353 0,0334 0,0316
8 0,0953 0,0910 0,0868 0,0828 0,0790 0,0753 0,0718 0,0684 0,0652 0,0621
9 0,1593 0,1530 0,1469 0,1410 0,1353 0,1297 0,1244 0,1192 0,1142 0,1094

10 0,2432 0,2349 0,2268 0,2189 0,2112 0,2037 0,1964 0,1893 0,1824 0,1757
11 0,3431 0,3332 0,3234 0,3139 0,3045 0,2952 0,2862 0,2773 0,2686 0,2600
12 0,4522 0,4413 0,4305 0,4199 0,4093 0,3989 0,3886 0,3784 0,3684 0,3585
13 0,5621 0,5511 0,5401 0,5292 0,5182 0,5074 0,4966 0,4858 0,4751 0,4644
14 0,6649 0,6546 0,6442 0,6338 0,6233 0,6128 0,6022 0,5916 0,5810 0,5704
15 0,7547 0,7456 0,7365 0,7272 0,7178 0,7083 0,6987 0,6890 0,6792 0,6694
16 0,8282 0,8208 0,8132 0,8054 0,7975 0,7895 0,7813 0,7730 0,7645 0,7559
17 0,8849 0,8791 0,8732 0,8671 0,8609 0,8545 0,8479 0,8411 0,8343 0,8272
18 0,9261 0,9219 0,9176 0,9130 0,9084 0,9035 0,8986 0,8934 0,8881 0,8826
19 0,9546 0,9516 0,9486 0,9454 0,9421 0,9387 0,9351 0,9314 0,9275 0,9235
20 0,9732 0,9713 0,9692 0,9671 0,9649 0,9626 0,9601 0,9576 0,9549 0,9521
21 0,9848 0,9836 0,9823 0,9810 0,9796 0,9780 0,9765 0,9748 0,9730 0,9712
22 0,9917 0,9910 0,9902 0,9894 0,9885 0,9876 0,9866 0,9856 0,9845 0,9833
23 0,9956 0,9952 0,9948 0,9943 0,9938 0,9933 0,9927 0,9921 0,9914 0,9907

14,1 14,2 14,3 14,4 14,5 14,6 14,7 14,8 14,9 15,0

6 0,0134 0,0126 0,0118 0,0111 0,0105 0,0098 0,0092 0,0087 0,0081 0,0076
7 0,0299 0,0283 0,0268 0,0253 0,0239 0,0226 0,0214 0,0202 0,0191 0,0180
8 0,0591 0,0562 0,0535 0,0509 0,0484 0,0460 0,0437 0,0415 0,0394 0,0374
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

14,1 14,2 14,3 14,4 14,5 14,6 14,7 14,8 14,9 15,0

9 0,1047 0,1003 0,0959 0,0918 0,0878 0,0839 0,0802 0,0766 0,0732 0,0699
10 0,1691 0,1628 0,1566 0,1507 0,1449 0,1392 0,1338 0,1285 0,1234 0,1185
11 0,2517 0,2435 0,2355 0,2277 0,2201 0,2127 0,2054 0,1984 0,1915 0,1848
12 0,3487 0,3391 0,3296 0,3203 0,3111 0,3021 0,2932 0,2845 0,2760 0,2676
13 0,4539 0,4434 0,4330 0,4227 0,4125 0,4024 0,3925 0,3826 0,3728 0,3632
14 0,5598 0,5492 0,5387 0,5281 0,5176 0,5071 0,4967 0,4863 0,4759 0,4657
15 0,6594 0,6494 0,6394 0,6293 0,6192 0,6090 0,5988 0,5886 0,5783 0,5681
16 0,7472 0,7384 0,7294 0,7204 0,7112 0,7020 0,6926 0,6832 0,6737 0,6641
17 0,8200 0,8126 0,8051 0,7975 0,7897 0,7818 0,7737 0,7656 0,7573 0,7489
18 0,8770 0,8712 0,8653 0,8592 0,8530 0,8466 0,8400 0,8333 0,8265 0,8195
19 0,9193 0,9150 0,9106 0,9060 0,9012 0,8963 0,8913 0,8861 0,8807 0,8752
20 0,9492 0,9461 0,9430 0,9396 0,9362 0,9326 0,9289 0,9251 0,9211 0,9170
21 0,9692 0,9671 0,9650 0,9627 0,9604 0,9579 0,9553 0,9526 0,9498 0,9469
22 0,9820 0,9807 0,9793 0,9779 0,9763 0,9747 0,9729 0,9711 0,9692 0,9673
23 0,9899 0,9891 0,9882 0,9873 0,9863 0,9853 0,9842 0,9831 0,9818 0,9805
24 0,9945 0,9941 0,9935 0,9930 0,9924 0,9918 0,9911 0,9904 0,9896 0,9888
25 0,9971 0,9969 0,9966 0,9963 0,9959 0,9956 0,9952 0,9947 0,9943 0,9938

15,1 15,2 15,3 15,4 15,5 15,6 15,7 15,8 15,9 16,0

7 0,0170 0,0160 0,0151 0,0143 0,0135 0,0127 0,0120 0,0113 0,0106 0,0100
8 0,0355 0,0337 0,0320 0,0304 0,0288 0,0273 0,0259 0,0245 0,0232 0,0220
9 0,0667 0,0636 0,0607 0,0579 0,0552 0,0526 0,0501 0,0478 0,0455 0,0433

10 0,1137 0,1091 0,1046 0,1003 0,0961 0,0921 0,0882 0,0845 0,0809 0,0774
11 0,1782 0,1718 0,1657 0,1596 0,1538 0,1481 0,1426 0,1372 0,1320 0,1270
12 0,2594 0,2514 0,2435 0,2358 0,2283 0,2209 0,2137 0,2067 0,1998 0,1931
13 0,3537 0,3444 0,3351 0,3260 0,3171 0,3083 0,2996 0,2911 0,2827 0,2745
14 0,4554 0,4453 0,4353 0,4253 0,4154 0,4056 0,3959 0,3864 0,3769 0,3675
15 0,5578 0,5476 0,5374 0,5272 0,5170 0,5069 0,4968 0,4867 0,4767 0,4667
16 0,6545 0,6448 0,6351 0,6253 0,6154 0,6056 0,5957 0,5858 0,5759 0,5660
17 0,7403 0,7317 0,7230 0,7141 0,7052 0,6962 0,6871 0,6779 0,6687 0,6593
18 0,8123 0,8051 0,7977 0,7901 0,7825 0,7747 0,7668 0,7587 0,7506 0,7423
19 0,8696 0,8638 0,8578 0,8517 0,8455 0,8391 0,8326 0,8260 0,8192 0,8122
20 0,9128 0,9084 0,9039 0,8992 0,8944 0,8894 0,8843 0,8791 0,8737 0,8682
21 0,9438 0,9407 0,9374 0,9340 0,9304 0,9268 0,9230 0,9190 0,9150 0,9108
22 0,9652 0,9630 0,9607 0,9583 0,9558 0,9532 0,9505 0,9477 0,9448 0,9418
23 0,9792 0,9777 0,9762 0,9746 0,9730 0,9712 0,9694 0,9674 0,9654 0,9633
24 0,9880 0,9871 0,9861 0,9851 0,9840 0,9829 0,9817 0,9804 0,9791 0,9777
25 0,9933 0,9928 0,9922 0,9915 0,9909 0,9902 0,9894 0,9886 0,9878 0,9869

16,1 16,2 16,3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9 17,0

8 0,0208 0,0197 0,0186 0,0176 0,0167 0,0158 0,0149 0,0141 0,0133 0,0126
9 0,0412 0,0392 0,0373 0,0355 0,0337 0,0321 0,0305 0,0290 0,0275 0,0261

10 0,0740 0,0708 0,0677 0,0647 0,0619 0,0591 0,0565 0,0539 0,0515 0,0491
11 0,1221 0,1174 0,1128 0,1084 0,1041 0,0999 0,0959 0,0920 0,0883 0,0847
12 0,1866 0,1802 0,1740 0,1680 0,1621 0,1564 0,1508 0,1454 0,1401 0,1350
13 0,2664 0,2585 0,2508 0,2432 0,2357 0,2285 0,2213 0,2144 0,2075 0,2009
14 0,3583 0,3492 0,3402 0,3313 0,3225 0,3139 0,3054 0,2971 0,2889 0,2808
15 0,4569 0,4470 0,4373 0,4276 0,4180 0,4085 0,3991 0,3898 0,3806 0,3715
16 0,5560 0,5461 0,5362 0,5263 0,5165 0,5067 0,4969 0,4871 0,4774 0,4677
17 0,6500 0,6406 0,6311 0,6216 0,6120 0,6025 0,5929 0,5833 0,5737 0,5640
18 0,7340 0,7255 0,7170 0,7084 0,6996 0,6908 0,6820 0,6730 0,6640 0,6550
19 0,8052 0,7980 0,7907 0,7833 0,7757 0,7681 0,7603 0,7524 0,7444 0,7363
20 0,8625 0,8567 0,8508 0,8447 0,8385 0,8321 0,8257 0,8191 0,8123 0,8055
21 0,9064 0,9020 0,8974 0,8927 0,8878 0,8828 0,8777 0,8724 0,8670 0,8615
22 0,9386 0,9353 0,9319 0,9284 0,9248 0,9210 0,9171 0,9131 0,9090 0,9047
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

16,1 16,2 16,3 16,4 16,5 16,6 16,7 16,8 16,9 17,0

23 0,9611 0,9588 0,9564 0,9539 0,9513 0,9486 0,9458 0,9429 0,9398 0,9367
24 0,9762 0,9747 0,9730 0,9713 0,9696 0,9677 0,9657 0,9637 0,9616 0,9594
25 0,9859 0,9849 0,9839 0,9828 0,9816 0,9804 0,9791 0,9777 0,9763 0,9748
26 0,9920 0,9913 0,9907 0,9900 0,9892 0,9884 0,9876 0,9867 0,9858 0,9848

17,1 17,2 17,3 17,4 17,5 17,6 17,7 17,8 17,9 18,0

8 0,0119 0,0112 0,0106 0,0100 0,0095 0,0089 0,0084 0,0079 0,0075 0,0071
9 0,0248 0,0235 0,0223 0,0212 0,0201 0,0191 0,0181 0,0171 0,0162 0,0154

10 0,0469 0,0447 0,0426 0,0406 0,0387 0,0369 0,0352 0,0335 0,0319 0,0304
11 0,0812 0,0778 0,0746 0,0714 0,0684 0,0655 0,0627 0,0600 0,0574 0,0549
12 0,1301 0,1252 0,1206 0,1160 0,1116 0,1074 0,1033 0,0993 0,0954 0,0917
13 0,1944 0,1880 0,1818 0,1758 0,1699 0,1641 0,1585 0,1531 0,1478 0,1426
14 0,2729 0,2651 0,2575 0,2500 0,2426 0,2354 0,2284 0,2215 0,2147 0,2081
15 0,3624 0,3535 0,3448 0,3361 0,3275 0,3191 0,3108 0,3026 0,2946 0,2867
16 0,4581 0,4486 0,4391 0,4297 0,4204 0,4112 0,4020 0,3929 0,3839 0,3751
17 0,5544 0,5448 0,5352 0,5256 0,5160 0,5065 0,4969 0,4875 0,4780 0,4686
18 0,6458 0,6367 0,6275 0,6182 0,6089 0,5996 0,5903 0,5810 0,5716 0,5622
19 0,7281 0,7199 0,7115 0,7031 0,6945 0,6859 0,6773 0,6685 0,6598 0,6509
20 0,7985 0,7914 0,7842 0,7769 0,7694 0,7619 0,7542 0,7465 0,7387 0,7307
21 0,8558 0,8500 0,8441 0,8380 0,8319 0,8255 0,8191 0,8126 0,8059 0,7991
22 0,9003 0,8958 0,8912 0,8864 0,8815 0,8765 0,8713 0,8660 0,8606 0,8551
23 0,9334 0,9301 0,9266 0,9230 0,9193 0,9154 0,9115 0,9074 0,9032 0,8989
24 0,9570 0,9546 0,9521 0,9495 0,9468 0,9440 0,9411 0,9381 0,9350 0,9317
25 0,9732 0,9715 0,9698 0,9680 0,9661 0,9641 0,9621 0,9599 0,9577 0,9554
26 0,9838 0,9827 0,9816 0,9804 0,9791 0,9778 0,9764 0,9749 0,9734 0,9718
27 0,9905 0,9898 0,9891 0,9883 0,9875 0,9866 0,9857 0,9848 0,9837 0,9827

18,1 18,2 18,3 18,4 18,5 18,6 18,7 18,8 18,9 19,0

9 0,0146 0,0138 0,0131 0,0124 0,0117 0,0111 0,0105 0,0099 0,0094 0,0089
10 0,0289 0,0275 0,0262 0,0249 0,0237 0,0225 0,0214 0,0203 0,0193 0,0183
11 0,0525 0,0502 0,0479 0,0458 0,0438 0,0418 0,0399 0,0381 0,0363 0,0347
12 0,0881 0,0846 0,0812 0,0779 0,0748 0,0717 0,0688 0,0659 0,0632 0,0606
13 0,1376 0,1327 0,1279 0,1233 0,1189 0,1145 0,1103 0,1062 0,1022 0,0984
14 0,2016 0,1953 0,1891 0,1830 0,1771 0,1714 0,1658 0,1603 0,1550 0,1497
15 0,2789 0,2712 0,2637 0,2563 0,2490 0,2419 0,2349 0,2281 0,2214 0,2148
16 0,3663 0,3576 0,3490 0,3405 0,3321 0,3239 0,3157 0,3077 0,2998 0,2920
17 0,4593 0,4500 0,4408 0,4317 0,4226 0,4136 0,4047 0,3958 0,3870 0,3784
18 0,5529 0,5435 0,5342 0,5249 0,5156 0,5063 0,4970 0,4878 0,4786 0,4695
19 0,6420 0,6331 0,6241 0,6151 0,6061 0,5970 0,5879 0,5788 0,5697 0,5606
20 0,7227 0,7146 0,7064 0,6981 0,6898 0,6814 0,6729 0,6644 0,6558 0,6472
21 0,7922 0,7852 0,7781 0,7709 0,7636 0,7561 0,7486 0,7410 0,7333 0,7255
22 0,8494 0,8436 0,8377 0,8317 0,8256 0,8193 0,8129 0,8065 0,7998 0,7931
23 0,8944 0,8899 0,8852 0,8804 0,8755 0,8704 0,8652 0,8600 0,8545 0,8490
24 0,9284 0,9249 0,9214 0,9177 0,9139 0,9100 0,9060 0,9019 0,8976 0,8933
25 0,9530 0,9505 0,9479 0,9452 0,9424 0,9395 0,9365 0,9334 0,9302 0,9269
26 0,9701 0,9683 0,9665 0,9646 0,9626 0,9606 0,9584 0,9562 0,9539 0,9514
27 0,9816 0,9804 0,9792 0,9779 0,9765 0,9751 0,9736 0,9720 0,9704 0,9687

19,1 19,2 19,3 19,4 19,5 19,6 19,7 19,8 19,9 20,0

10 0,0174 0,0165 0,0157 0,0149 0,0141 0,0134 0,0127 0,0120 0,0114 0,0108
11 0,0331 0,0315 0,0301 0,0287 0,0273 0,0260 0,0248 0,0236 0,0225 0,0214
12 0,0580 0,0556 0,0532 0,0509 0,0488 0,0467 0,0446 0,0427 0,0408 0,0390
13 0,0947 0,0911 0,0876 0,0842 0,0809 0,0778 0,0747 0,0717 0,0689 0,0661
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Tabla 6. Probabilidades de Poisson acumuladas (continuación).

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

TASA MEDIA DE LLEGADA l

19,1 19,2 19,3 19,4 19,5 19,6 19,7 19,8 19,9 20,0

14 0,1447 0,1397 0,1349 0,1303 0,1257 0,1213 0,1170 0,1128 0,1088 0,1049
15 0,2084 0,2021 0,1959 0,1899 0,1840 0,1782 0,1726 0,1671 0,1617 0,1565
16 0,2844 0,2768 0,2694 0,2621 0,2550 0,2479 0,2410 0,2342 0,2276 0,2211
17 0,3698 0,3613 0,3529 0,3446 0,3364 0,3283 0,3203 0,3124 0,3047 0,2970
18 0,4604 0,4514 0,4424 0,4335 0,4246 0,4158 0,4071 0,3985 0,3899 0,3814
19 0,5515 0,5424 0,5333 0,5242 0,5151 0,5061 0,4971 0,4881 0,4792 0,4703
20 0,6385 0,6298 0,6210 0,6122 0,6034 0,5946 0,5857 0,5769 0,5680 0,5591
21 0,7176 0,7097 0,7016 0,6935 0,6854 0,6772 0,6689 0,6605 0,6521 0,6437
22 0,7863 0,7794 0,7724 0,7653 0,7580 0,7507 0,7433 0,7358 0,7283 0,7206
23 0,8434 0,8376 0,8317 0,8257 0,8196 0,8134 0,8071 0,8007 0,7941 0,7875
24 0,8888 0,8842 0,8795 0,8746 0,8697 0,8646 0,8594 0,8541 0,8487 0,8432
25 0,9235 0,9199 0,9163 0,9126 0,9087 0,9048 0,9007 0,8965 0,8922 0,8878
26 0,9489 0,9463 0,9437 0,9409 0,9380 0,9350 0,9319 0,9288 0,9255 0,9221
27 0,9670 0,9651 0,9632 0,9612 0,9591 0,9570 0,9547 0,9524 0,9500 0,9475

20,1 20,2 20,3 20,4 20,5 20,6 20,7 20,8 20,9 21,0

10 0,0102 0,0097 0,0092 0,0087 0,0082 0,0078 0,0074 0,0070 0,0066 0,0063
11 0,0204 0,0194 0,0184 0,0175 0,0167 0,0158 0,0150 0,0143 0,0136 0,0129
12 0,0373 0,0356 0,0340 0,0325 0,0310 0,0296 0,0283 0,0270 0,0257 0,0245
13 0,0635 0,0609 0,0584 0,0560 0,0537 0,0515 0,0493 0,0473 0,0453 0,0434
14 0,1010 0,0973 0,0938 0,0903 0,0869 0,0836 0,0805 0,0774 0,0744 0,0716
15 0,1514 0,1464 0,1416 0,1369 0,1323 0,1278 0,1234 0,1192 0,1151 0,1111
16 0,2147 0,2084 0,2023 0,1963 0,1904 0,1847 0,1790 0,1735 0,1682 0,1629
17 0,2895 0,2821 0,2748 0,2676 0,2605 0,2536 0,2467 0,2400 0,2334 0,2270
18 0,3730 0,3647 0,3565 0,3484 0,3403 0,3324 0,3246 0,3168 0,3092 0,3017
19 0,4614 0,4526 0,4438 0,4351 0,4265 0,4179 0,4094 0,4009 0,3926 0,3843
20 0,5502 0,5413 0,5325 0,5236 0,5148 0,5059 0,4972 0,4884 0,4797 0,4710
21 0,6352 0,6267 0,6181 0,6096 0,6010 0,5923 0,5837 0,5750 0,5664 0,5577
22 0,7129 0,7051 0,6972 0,6893 0,6813 0,6732 0,6651 0,6569 0,6487 0,6405
23 0,7808 0,7739 0,7670 0,7600 0,7528 0,7456 0,7384 0,7310 0,7235 0,7160
24 0,8376 0,8319 0,8260 0,8201 0,8140 0,8078 0,8016 0,7952 0,7887 0,7822
25 0,8833 0,8787 0,8739 0,8691 0,8641 0,8591 0,8539 0,8486 0,8432 0,8377
26 0,9186 0,9150 0,9114 0,9076 0,9037 0,8997 0,8955 0,8913 0,8870 0,8826
27 0,9449 0,9423 0,9395 0,9366 0,9337 0,9306 0,9275 0,9242 0,9209 0,9175

21,1 21,2 21,3 21,4 21,5 21,6 21,7 21,8 21,9 22,0

11 0,0123 0,0116 0,0110 0,0105 0,0099 0,0094 0,0090 0,0085 0,0080 0,0076
12 0,0234 0,0223 0,0213 0,0203 0,0193 0,0184 0,0175 0,0167 0,0159 0,0151
13 0,0415 0,0397 0,0380 0,0364 0,0348 0,0333 0,0318 0,0304 0,0291 0,0278
14 0,0688 0,0661 0,0635 0,0610 0,0586 0,0563 0,0540 0,0518 0,0497 0,0477
15 0,1072 0,1034 0,0997 0,0962 0,0927 0,0893 0,0861 0,0829 0,0799 0,0769
16 0,1578 0,1528 0,1479 0,1432 0,1385 0,1340 0,1296 0,1253 0,1211 0,1170
17 0,2206 0,2144 0,2083 0,2023 0,1965 0,1907 0,1851 0,1796 0,1743 0,1690
18 0,2943 0,2870 0,2798 0,2727 0,2657 0,2588 0,2521 0,2454 0,2389 0,2325
19 0,3760 0,3679 0,3599 0,3519 0,3440 0,3362 0,3285 0,3209 0,3134 0,3060
20 0,4623 0,4537 0,4452 0,4367 0,4282 0,4198 0,4115 0,4032 0,3950 0,3869
21 0,5490 0,5403 0,5317 0,5230 0,5144 0,5058 0,4972 0,4887 0,4801 0,4716
22 0,6322 0,6238 0,6155 0,6071 0,5987 0,5902 0,5818 0,5733 0,5648 0,5564
23 0,7084 0,7008 0,6930 0,6853 0,6774 0,6695 0,6616 0,6536 0,6455 0,6374
24 0,7755 0,7687 0,7619 0,7550 0,7480 0,7409 0,7337 0,7264 0,7191 0,7117
25 0,8321 0,8264 0,8206 0,8146 0,8086 0,8025 0,7963 0,7900 0,7836 0,7771
26 0,8780 0,8734 0,8686 0,8638 0,8588 0,8537 0,8486 0,8433 0,8379 0,8324
27 0,9139 0,9103 0,9065 0,9027 0,8988 0,8947 0,8906 0,8863 0,8820 0,8775
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Tabla 7. Puntos de corte de la función de distribución ji-cuadrado.
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Tabla 8. Puntos de corte de la distribución t de Student.
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Tabla 10. Puntos de corte de la distribución del estadístico
de contraste de Wilcoxon.

En la tabla aparecen los números Ta tales que P(R ≤ Ta) = , correspondientes a una muestra de tamaño n 
y distintos valores de , siendo la distribución de la variable aleatoria T la del estadístico de contraste 
de Wilcoxon según la hipótesis nula.

n

0,005 0,010 0,025 0,050 0,100

4 0 0 0 0 1
5 0 0 0 1 3
6 0 0 1 3 4
7 0 1 3 4 6
8 1 2 4 6 9
9 2 4 6 9 11

10 4 6 9 11 15
11 6 8 11 14 18
12 8 10 14 18 22
13 10 13 18 22 27
14 13 16 22 26 32
15 16 20 26 31 37
16 20 24 30 36 43
17 24 28 35 42 49
18 28 33 41 48 56
19 33 38 47 54 63
20 38 44 53 61 70

Permiso de reproducción de R. L. McCormack, «Extended tables of the Wilcoxon matched 
pairs signed rank statistics», Journal of the American statistical Association, 60, 1965.
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Tabla 11. Puntos de corte de la distribución del coeficiente
de correlación de orden de Spearman.

En la tabla aparecen los números rs,a tales que P(rs > rs,a) = a, correspondientes 
a una muestra de tamaño n y algunos valores de a, siendo la distribución de la variable 
aleatoria rs la del coeficiente de correlación de orden de Spearman según la hipótesis 
nula de que no existe ninguna relación n,

n

0,050 0,025 0,010 0,005

5 0,900 — — —
6 0,829 0,886 0,943 —
7 0,714 0,786 0,893 —
8 0,643 0,738 0,833 0,881
9 0,600 0,683 0,783 0,833

10 0,564 0,648 0,745 0,794

11 0,523 0,623 0,736 0,818
12 0,497 0,591 0,703 0,780
13 0,475 0,566 0,673 0,745
14 0,457 0,545 0,646 0,716
15 0,441 0,525 0,623 0,689
16 0,425 0,507 0,601 0,666
17 0,412 0,490 0,582 0,645
18 0,399 0,476 0,564 0,625
19 0,388 0,462 0,549 0,608
20 0,377 0,450 0,534 0,591

21 0,368 0,438 0,521 0,576
22 0,359 0,428 0,508 0,562
23 0,351 0,418 0,496 0,549
24 0,343 0,409 0,485 0,537
25 0,336 0,400 0,475 0,526

26 0,329 0,392 0,465 0,515
27 0,323 0,385 0,456 0,505
28 0,317 0,377 0,448 0,496
29 0,311 0,370 0,440 0,487
30 0,305 0,364 0,432 0,478

Permiso de reproducción de E. G. Olds, «Distribution of sums of squares of 
rank differences for small samples»,  Annals of Mathematical Statistics, 9, 1938.
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Tabla 12. Puntos de corte de la distribución del estadístico de contraste de Durbin-Watson.

Sea da el número tal que P(d < da) = a, donde la variable aleatoria d tiene la distribución del estadístico de Durbin-Watson según la hipótesis nula de que no 
existe ninguna autocorrelación en los errores de regresión. Las tablas muestran para las probabilidades a = 0,05 y a = 0,01, correspondientes a los números 
de variables independientes, K, los valores de dL y dU tales que  dL ≤ da ≤ dU, cuando el número de observaciones es n.

 a = 0,05

Kn

54321

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 0,69 1,97 0,56 2,21
16 1,10 1,37 0,98 1,54 0,86 1,73 0,74 1,93 0,62 2,15
17 1,13 1,38 1,02 1,54 0,90 1,71 0,78 1,90 0,67 2,10
18 1,16 1,39 1,05 1,53 0,93 1,69 1,82 1,87 0,71 2,06
19 1,18 1,40 1,08 1,53 0,97 1,68 0,86 1,85 0,75 2,02

20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 0,90 1,83 0,79 1,99
21 1,22 1,42 1,13 1,54 1,03 1,67 0,93 1,81 0,83 1,96
22 1,24 1,43 1,15 1,54 1,05 1,66 0,96 1,80 0,86 1,94
23 1,26 1,44 1,17 1,54 1,08 1,66 0,99 1,79 0,90 1,92
24 1,27 1,45 1,19 1,55 1,10 1,66 1,01 1,78 0,93 1,90

25 1,29 1,45 1,21 1,55 1,12 1,66 1,04 1,77 0,95 1,89
26 1,30 1,46 1,22 1,55 1,14 1,65 1,06 1,76 0,98 1,88
27 1,32 1,47 1,24 1,56 1,16 1,65 1,08 1,76 1,01 1,86
28 1,33 1,48 1,26 1,56 1,18 1,65 1,10 1,75 1,03 1,85
29 1,34 1,48 1,27 1,56 1,20 1,65 1,12 1,74 1,05 1,84

30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 1,14 1,74 1,07 1,83
31 1,36 1,50 1,30 1,57 1,23 1,65 1,16 1,74 1,09 1,83
32 1,37 1,50 1,31 1,57 1,24 1,65 1,18 1,73 1,11 1,82
33 1,38 1,51 1,32 1,58 1,26 1,65 1,19 1,73 1,13 1,81
34 1,39 1,51 1,33 1,58 1,27 1,65 1,21 1,73 1,15 1,81

35 1,40 1,52 1,34 1,58 1,28 1,65 1,22 1,73 1,16 1,80
36 1,41 1,52 1,35 1,59 1,29 1,65 1,24 1,73 1,18 1,80
37 1,42 1,53 1,36 1,59 1,31 1,66 1,25 1,72 1,19 1,80
38 1,43 1,54 1,37 1,59 1,32 1,66 1,26 1,72 1,21 1,79
39 1,43 1,54 1,38 1,60 1,33 1,66 1,27 1,72 1,22 1,79

40 1,44 1,54 1,39 1,60 1,34 1,66 1,29 1,72 1,23 1,79
45 1,48 1,57 1,43 1,62 1,38 1,67 1,34 1,72 1,29 1,78
50 1,50 1,59 1,46 1,63 1,42 1,67 1,38 1,72 1,34 1,77
55 1,53 1,60 1,49 1,64 1,45 1,68 1,41 1,72 1,38 1,77
60 1,55 1,62 1,51 1,65 1,48 1,69 1,44 1,73 1,41 1,77
65 1,57 1,63 1,54 1,66 1,50 1,70 1,47 1,73 1,44 1,77

70 1,58 1,64 1,55 1,67 1,52 1,70 1,49 1,74 1,46 1,77
75 1,60 1,65 1,57 1,68 1,54 1,71 1,51 1,74 1,49 1,77
80 1,61 1,66 1,59 1,69 1,56 1,72 1,53 1,74 1,51 1,77
85 1,62 1,67 1,60 1,70 1,57 1,72 1,55 1,75 1,52 1,77
90 1,63 1,68 1,61 1,70 1,59 1,73 1,57 1,75 1,54 1,78
95 1,64 1,69 1,62 1,71 1,60 1,73 1,58 1,75 1,56 1,78

100 1,65 1,69 1,63 1,72 1,61 1,74 1,59 1,76 1,57 1,78
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Tabla 12. Puntos de corte de la distribución del estadístico de contraste de Durbin-Watson (continuación).

 a = 0,01

Kn

54321

dL dU dL dU dL dU dL dU dL dU

15 0,81 1,07 0,70 1,25 0,59 1,46 0,49 1,70 0,39 1,96
16 0,84 1,09 0,74 1,25 0,63 1,44 0,53 1,66 0,44 1,90
17 0,87 1,10 0,77 1,25 0,67 1,43 0,57 1,63 0,48 1,85
18 0,90 1,12 0,80 1,26 0,71 1,42 0,61 1,60 0,52 1,80
19 0,93 1,13 0,83 1,26 0,74 1,41 0,65 1,58 0,56 1,77

20 0,95 1,15 0,86 1,27 0,77 1,41 0,68 1,57 0,60 1,74
21 0,97 1,16 0,89 1,27 0,80 1,41 0,72 1,55 0,63 1,71
22 1,00 1,17 0,91 1,28 0,83 1,40 0,75 1,54 0,66 1,69
23 1,02 1,19 0,94 1,29 0,86 1,40 0,77 1,53 0,70 1,67
24 1,04 1,20 0,96 1,30 0,88 1,41 0,80 1,53 0,72 1,66

25 1,05 1,21 0,98 1,30 0,90 1,41 0,83 1,52 0,75 1,65
26 1,07 1,22 1,00 1,31 0,93 1,41 0,85 1,52 0,78 1,64
27 1,09 1,23 1,02 1,32 0,95 1,41 0,88 1,51 0,81 1,63
28 1,10 1,24 1,04 1,32 0,97 1,41 0,90 1,51 0,83 1,62
29 1,12 1,25 1,05 1,33 0,99 1,42 0,92 1,51 0,85 1,61

30 1,13 1,26 1,07 1,34 1,01 1,42 0,94 1,51 0,88 1,61
31 1,15 1,27 1,08 1,34 1,02 1,42 0,96 1,51 0,90 1,60
32 1,16 1,28 1,10 1,35 1,04 1,43 0,98 1,51 0,92 1,60
33 1,17 1,29 1,11 1,36 1,05 1,43 1,00 1,51 0,94 1,59
34 1,18 1,30 1,13 1,36 1,07 1,43 1,01 1,51 0,95 1,59

35 1,19 1,31 1,14 1,37 1,08 1,44 1,03 1,51 0,97 1,59
36 1,21 1,32 1,15 1,38 1,10 1,44 1,04 1,51 0,99 1,59
37 1,22 1,32 1,16 1,38 1,11 1,45 1,06 1,51 1,00 1,59
38 1,23 1,33 1,18 1,39 1,12 1,45 1,07 1,52 1,02 1,58
39 1,24 1,34 1,19 1,39 1,14 1,45 1,09 1,52 1,03 1,58

40 1,25 1,34 1,20 1,40 1,15 1,46 1,10 1,52 1,05 1,58
45 1,29 1,38 1,24 1,42 1,20 1,48 1,16 1,53 1,11 1,58
50 1,32 1,40 1,28 1,45 1,24 1,49 1,20 1,54 1,16 1,59
55 1,36 1,43 1,32 1,47 1,28 1,51 1,25 1,55 1,21 1,59
60 1,38 1,45 1,35 1,48 1,32 1,52 1,28 1,56 1,25 1,60
65 1,41 1,47 1,38 1,50 1,35 1,53 1,31 1,57 1,28 1,61

70 1,43 1,49 1,40 1,52 1,37 1,55 1,34 1,58 1,31 1,61
75 1,45 1,50 1,42 1,53 1,39 1,56 1,37 1,59 1,34 1,62
80 1,47 1,52 1,44 1,54 1,42 1,57 1,39 1,60 1,36 1,62
85 1,48 1,53 1,46 1,55 1,43 1,58 1,41 1,60 1,39 1,63
90 1,50 1,54 1,47 1,56 1,45 1,59 1,43 1,61 1,41 1,64
95 1,51 1,55 1,49 1,57 1,47 1,60 1,45 1,62 1,42 1,64

100 1,52 1,56 1,50 1,58 1,48 1,60 1,46 1,63 1,44 1,65

Permiso de reproducción de J. Durbin y G. S. Watson, «Testing for serial correlation in least squares regression, II»,   Biometrika  , 38, 1951.
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Tabla 13. Constantes de los gráficos de control.

X
–

GRÁFICOS GRÁFICOS S GRÁFICOS R

n A A2 A3 c4 B3 B4 B5 B6 d2 d3 D1 D2 D3 D4

2 2,121 1,880 2,659 0,7979 0 3,267 0 2,606 1,128 0,853 0 3,686 0 3,267
3 1,732 1,023 1,954 0,8862 0 2,568 0 2,276 1,693 0,888 0 4,358 0 2,574
4 1,500 0,729 1,628 0,9213 0 2,266 0 2,088 2,059 0,880 0 4,698 0 2,282
5 1,342 0,577 1,427 0,9400 0 2,089 0 1,964 2,326 0,864 0 4,918 0 2,114

6 1,225 0,483 1,287 0,9515 0,030 1,970 0,029 1,874 2,534 0,848 0 5,078 0 2,004
7 1,134 0,419 1,182 0,9594 0,118 1,882 0,113 1,806 2,704 0,833 0,204 5,204 0,076 1,924
8 1,061 0,373 1,099 0,9650 0,185 1,815 0,179 1,751 2,847 0,820 0,388 5,306 0,136 1,864
9 1,000 0,337 1,032 0,969 0,239 1,761 0,232 1,707 2,970 0,808 0,547 5,393 0,184 1,816

10 0,949 0,308 0,975 0,9727 0,284 1,716 0,276 1,669 3,078 0,797 0,687 5,469 0,223 1,777

11 0,905 0,285 0,927 0,9754 0,321 1,679 0,313 1,637 3,173 0,787 0,811 5,535 0,256 1,744
12 0,866 0,266 0,886 0,9776 0,354 1,646 0,346 1,610 3,258 0,778 0,922 5,594 0,283 1,717
13 0,832 0,249 0,850 0,9794 0,382 1,618 0,374 1,585 3,336 0,770 1,025 5,647 0,307 1,693
14 0,802 0,235 0,817 0,9810 0,406 1,594 0,399 1,563 3,407 0,763 1,118 5,696 0,328 1,672
15 0,775 0,223 0,789 0,9823 0,428 1,572 0,421 1,544 3,472 0,756 1,203 5,741 0,347 1,653

16 0,750 0,212 0,763 0,9835 0,448 1,552 0,440 1,526 3,532 0,750 1,282 5,782 0,363 1,637
17 0,728 0,203 0,739 0,9845 0,466 1,534 0,458 1,511 3,588 0,744 1,356 5,820 0,378 1,622
18 0,707 0,194 0,718 0,9854 0,482 1,518 0,475 1,496 3,640 0,739 1,424 5,856 0,391 1,608
19 0,688 0,187 0,698 0,9862 0,497 1,503 0,490 1,483 3,689 0,734 1,487 5,891 0,403 1,597
20 0,671 0,180 0,680 0,9869 0,510 1,490 0,504 1,470 3,735 0,729 1,549 5,921 0,415 1,585

21 0,655 0,173 0,663 0,9876 0,523 1,477 0,516 1,459 3,778 0,724 1,605 5,951 0,425 1,575
22 0,640 0,167 0,647 0,9882 0,534 1,466 0,528 1,448 3,819 0,720 1,659 5,979 0,434 1,566
23 0,626 0,162 0,633 0,9887 0,545 1,455 0,539 1,438 3,858 0,716 1,710 6,006 0,443 1,557
24 0,612 0,157 0,619 0,9892 0,555 1,445 0,549 1,429 3,895 0,712 1,759 6,031 0,451 1,548
25 0,600 0,153 0,606 0,9896 0,565 1,435 0,559 1,420 3,931 0,708 1,806 6,056 0,459 1,541

Fuente: Adaptado de la tabla 27 de ASTM STP 15D ASTM Manual on Presentation of Data and Control Chart Analysis.  © 1976 American 
Society for Testing and Materials, Filadelfia, PA.
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a



RESPUESTAS DE ALGUNOS
EJERCICIOS PARES

Capítulo 1

1.2. Varias respuestas. Son decisiones de marketing en condiciones de incertidumbre las decisiones
relacionadas con los precios, con la promoción, con la publicidad, con el empaquetado, etc.

1.4. a) Varias respuestas. Un parámetro poblacional podría ser la verdadera media poblacional de la
renta de todas las familias que viven en una ciudad.

b) Varias respuestas. Un parámetro poblacional podría ser la verdadera desviación típica pobla-
cional de todas las acciones que cotizan en una bolsa de valores.

c) Varias respuestas. Un parámetro poblacional podría ser la verdadera media poblacional de
los costes de todas las reclamaciones que recibe en un año dado una compañía de seguros
médicos.

d) Varias respuestas. Un parámetro poblacional podría ser la verdadera media poblacional de
los valores de todas las facturas pendientes de cobro de una empresa.

1.6. a) La población son todos los vuelos programados de la compañía en el aeropuerto de Nueva
York.

b) La muestra son los 200 vuelos seleccionados aleatoriamente.
c) El estadístico es el 1,5% que se observó que salía tarde en los 200 vuelos seleccionados alea-

toriamente.
d) 1,5% es un estadístico muestral.

1.8. a) Descriptiva: para describir la información sobre la muestra de una semana.
b) Inferencial: para estimar el verdadero porcentaje de todos los empleados que llegan tarde a

trabajar.
c) Inferencial: para predecir las relaciones entre los años de experiencia y la escala salarial.

Capítulo 2

2.2. a) Datos categóricos. Los niveles de medición son cualitativos-nominales. Respuesta sí/no.
b) Datos categóricos. Los niveles de medición son cualitativos-nominales.
c) Datos numéricos. Generalmente, se considera que las cantidades monetarias son continuas,

aunque podamos agrupar las cantidades monetarias y tratarlas como si fueran discretas.

2.4. a) Categóricos-Cualitativos-ordinales
b) Numéricos-Cuantitativos-discretos
c) Categóricos-Cualitativos-nominales
d) Categóricos-Cualitativos-nominales

2.6. a) Categóricos-Cualitativos-nominales
b) Numéricos-Cuantitativos-discretos
c) Categóricos-Cualitativos-nominales; respuesta sí/no
d) Categóricos-Cualitativos-ordinales

2.8. a) Varias respuestas-Variable categórica con respuestas ordinales: preocupación por la salud
b) Varias respuestas-Variable categórica con respuestas nominales: sexo
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2.16. Describir los datos gráficamente

Buscar
125. 17,9%

Información deportiva
50. 7,1%

Reservas de viajes
75. 10,7%

Enviar/leer correo electrónico
200. 28,6%

Obtener noticias
150. 21,4%

Compra 
un producto
60. 8,6%

Categoría
Realizar operaciones de banca electrónica
Comprar un producto
Obtener noticias
Enviar/leer correo electrónico
Realizar una reserva para viajar
Información deportiva, 50
Buscar la respuesta a una pregunta

Gráfico de tarta de frecuencia en relación con Internet

Operaciones de banca 
electrónica
40. 5,7%

Respuestas de algunos ejercicios pares 941



2.18. a)

2
1

3
4

0

10

20

30

40

50

60

21

N
ú

m
e

ro
 d

e
 c

a
s
o

s

Sexo

Gráfico del sexo (1 = hombre, 2 = mujer) y preocupación por la salud

Preocupación por la salud

b)

0

10

20

30

40

50

60

70

80

0 1

N
ú

m
e
ro

 d
e
 c

a
s
o

s

Deseo de suplementos proteínicos (0=No; 1=Sí) y nivel de preocupación por la salud

2
1

3
4

Preocupación por la salud

2.20.

450

475

500

525

550

575

600

En. Feb. Mar. Ab. Mayo Jun.
Mes

Gráfico de series temporales de los minutos

M
in

u
to

s

942 Estadística para administración y economía



2.22. a)
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b) El número de títulos de «law» y «graduate» está aumentando. El número de títulos de «ba-
chelor» disminuyó entre 1998 y 2002, se estabilizó en 2003 y comenzó a mostrar una ten-
dencia ascendente en 2004. Es posible que convenga limitar el número de alumnos si las
clases son demasiado numerosas o si hay demasiados alumnos.
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2.28.

2.30. a) 5-7 clases b) 7-8 clases c) 8-10 clases
d) 8-10 clases e) 10-11 clases

2.32. a)

b) histograma y c) ojiva

10
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Histograma y ojiva del ejercicio 2.32
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Leaf Unit = 1.0

5   1  23557
8   2  148
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9   5  14699
4   6  2455

( )

Diagrama de tallo y hojas: datos
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2.34. C) Frecuencia
A) Frecuencia B) Frecuencia acumulada

Clases Frecuencia relativa acumulada relativa

0 < 10 8 16,33% 8 16,33%

10 < 20 10 20,41% 18 36,74%

20 < 30 13 26,53% 31 63,27%

30 < 40 12 24,49% 43 87,76%

40 < 50 6 12,24% 49 100,00%

Total 49 100,00%

2.36. Varias respuestas - una posibilidad es utilizar 7 clases con una amplitud de 0,1

Clases Frecuencia % acumulado
3,5 < 3,6 1 1,33%

3,6 < 3,7 8 12,00%

3,7 < 3,8 29 50,67%

3,8 < 3,9 22 80,00%

3,9 < 4,0 13 97,33%

4,0 < 4,10 1 98,67%

4,10 < 4,20 1 100,00%

3.6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2
00 %

20%

40%

60%

80%

100%

10

20

30

40

Volumen de agua (en litros; 1 galón = 3,78 litros)

Histograma del ejercicio 2.36

F
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ia

Stem-and-leaf of Weights N = 28
Leaf Unit = 0.010

Diagrama de tallo y hojas: peso

1    35  7
3    36  34
9    36  577799
21   37  111122344444
17   37  55566777777889999
37   38  0111112222244
24   38  556677899
15   39  01334444
7    39  56689
2    40
2    40  6
1    41  1

(  )
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2.38. a) Histograma y c) Ojiva de los datos de Returns

b)
Stem-and-leaf of Weights N = 25
Leaf Unit = 10

Diagrama de tallo y hojas: Returns

1   1  3
4   1  899
11  2  0014444
3   2  589
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4   3  689
1   4
1   4
1   5  0
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2.42. a) Piezas Piezas Piezas 
Subcontratista defectuosas no defectuosas suministradas

B 10 60 70

C 6 66 72

A 4 54 58

Total 20 180 200

b)

0
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B C
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de los diferentes subcontratistas

N
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Ejercicio 2.42

Piezas suministradas Defectos

2.44.

0
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3 4 5 6 7 8 9 10

Coste de envío en relación con número de días 

de Acme Delivery

Coste de envío

D
ía

s

La relación parece que es negativa; sin embargo, el tiempo de envío correspondiente a cada
uno de los tres costes de envío —ordinario, 3 $; urgente, 5 $; y superurgente, 10 $— es muy
variable.
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2.46.
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Diagrama de puntos dispersos de Taxbase 

en relación con Comper

T
a
x
b

a
s
e

No existe ninguna relación entre las dos variables, por lo que no existen pruebas de que
aumente la base imponible poniendo énfasis en atraer a un porcentaje mayor de propiedades
comerciales. Los dos puntos extremos del lado de la derecha del gráfico podrían utilizarse para
argumentar que la existencia de una gran cantidad de propiedades comerciales aumenta la base
imponible. Sin embargo, ese argumento es contrario a la pauta global de los datos.
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c) Las diferencias entre los dos gráficos se deben, entre otras cosas, a la variabilidad de la se-
rie de datos. Uno de los gráficos sugiere que hay mayor variabilidad en la series de datos,
mientras que el otro sugiere que la línea es relativamente plana. Téngase presente la escala
en la que se realizan las mediciones.

2.50.
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Gráfico de series temporales del cociente

121110987654321
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Años

Las diferencias entre los dos gráficos se deben, entre otras cosas, a la variabilidad de la serie de da-
tos. Uno de los gráficos sugiere que hay mayor variabilidad en la series de datos, mientras que el
otro sugiere que la línea es relativamente plana. Téngase presente la escala en la que se realizan las
mediciones.
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Las respuestas a b), c) y d) son:

Predicción
de los beneficios

por acción Frecuencia Frec. relativa Frec. acumulada % acumulado

9,95 2 0,1 2 10,00%

10,45 8 0,4 10 50,00%

10,95 6 0,3 16 80,00%

11,45 3 0,15 19 95,00%

11,95 1 0,05 20 100,00%

d) Las frecuencias relativas acumuladas se encuentran en la última de la tabla anterior. Estas
cifras indican el porcentaje de analistas que predicen ese nivel de beneficios por acción y
todas las clases anteriores, incluida la clase considerada.
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b) Entre las recomendaciones debería encontrarse un análisis del proceso de introducción de
los datos. Éstos eran introducidos por personas que no tenían ninguna información sobre
ellos. Una importante recomendación es que debe formarse al personal encargado de intro-
ducirlos. El aumento del tamaño de los monitores utilizados por el personal que introduce
los datos también reduciría el número de errores.

2.58.
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Los aumentos del tráfico semanal registrados entre 2003 y 2004 podrían deberse a que el nú-
mero total de usuarios de Internet ha aumentado, a que es mayor la información sobre las pági-
nas de Internet dedicadas a la salud o al envejecimiento de la población perteneciente a la ex-
plosión de la natalidad que la ha llevado a interesarse más por los temas de salud.

2.60. Diagrama de puntos dispersos de las ventas en relación 
con la publicidad

V
e
n

ta
s

Publicidad

80

876 9 10 11 12 13 14 15

100

120

140

160

180

200

Respuestas de algunos ejercicios pares 951



2.62. Diagrama de puntos dispersos del bateo en relación 
con las horas
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Parece que el número de horas semanales del programa especial de entrenamiento está relacio-
nado positivamente con el cambio de las medias de bateo con respecto a la temporada anterior.

2.64. a) Edad Amigos Prensa local Subtotal
< 21 años 30 20 50

21–35 60 30 90

> 35 18 42 60

Subtotal 108 92 200

b)
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2.66. a) Preocupación 
por la salud Hombres Mujeres Subtotal

Moderada 26 29 55

Mucha 16 13 55

Poca 12 8 20

No mucha 7 2 9

Subtotal 61 52 113
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b) ¿Le gusta tomar un suplemento proteínico con su batido?

Preocupación 
por la salud No Sí Subtotal

Moderada 19 36 55

Mucha 12 17 29

Poca 9 11 20

No mucha 2 7 9

Subtotal 42 71 113

2.68. a) Método de pago L M Mi J V S Total
Am Ex 7 0 3 4 3 6 23

MC 1 4 4 2 4 9 24

Visa 6 6 4 5 8 10 39

Efectivo 3 1 0 0 3 9 16

Otros 2 0 4 4 7 6 23

Subtotal 19 11 15 15 25 40 125

b)

1
39. 31,2%

2
26. 20,8%3

19. 15,2%

4
15. 12,0%

5
16. 12,8%

6
10. 8,0%

Gráfico de tarta de las preferencias por el color de las rosas

5
6

1
2
3
4

Categoría

Capítulo 3

3.2. a) 12 b) 13 c) 8

3.4. a) 5,94 b) 6,35
c) La distribución es relativamente simétrica, ya que la media de 5,94 está relativamente cerca

de la mediana de 6,35. Dado que la media es algo menor que la mediana, la distribución está
algo sesgada hacia la izquierda.

3.6. a) 53,57. La demanda media de botellas de un galón es de 53,57, que es el punto que equilibra
la distribución. La mediana de 55 indica que la mitad de la distribución tenía un volumen de
ventas de más de 55 botellas y la mitad tenía un volumen de ventas inferior a esa cantidad.
No existe una única moda en la distribución.

b) Comente la simetría o el sesgo. Dado que la media es algo menor que la mediana, la distri-
bución está algo sesgada hacia la izquierda.

3.8. a) 25,58 b) 22,50 c) 22
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3.10. a) 8,545 b) 9,0
c) La distribución está algo sesgada hacia la izquierda, ya que la media es algo menor que la

mediana.

3.12. s2 % 5,143 y s % 2,268

3.14. x6 % 9; s2
% 2,5; s % 1,581; CV % 17,57

3.16. a) RIC % 24,25; Q1 % 49,5; Q3 % 73,75
b) 77,2
c) 83,64

3.18. a) 190 y 310. Al menos el 8,9% de las observaciones se encuentra dentro de 3 desviaciones
típicas de la media.

b) 210 y 290. Al menos el 75% de las observaciones se encuentra dentro de 2 desviaciones
típicas de la media.

c) 230 y 270. Al menos el 0% de las observaciones se encuentra dentro de 1 desviación típica
de la media.

3.20. a) kaccciones % 8,16, kletrasT % 5,786
El rendimiento porcentual anual medio de las acciones es mayor que el de las letras del Te-
soro de Estados Unidos.

b) paccciones % 20,648, pletrasT % 1,362
La variabilidad de las letras del Tesoro de Estados Unidos es mucho mayor que el rendi-
miento de las acciones.

3.22. a) rango % 0,54, desviación típica % 0,1024, varianza % 0,010486
b) Resumen de cinco números:

Min Q1 Mediana Q3 Max
3,57 3,74 3,79 3,87 4,11

c) RIC % 0,13. Nos dice que el rango del 50% central de la distribución es 0,13.
d) 0,02689, o sea, 2,689%.

3.24. a) s% 3,8696
b) La distribución tiene forma de campana. Por lo tanto, se aplica la regla empírica. Es de es-

perar que alrededor del 95% de la distribución esté dentro de !/.2 desviaciones típicas
de la media.

3.26. a) 4,2 b) 4,583

3.28. 32.299,519

3.30. a) 1,40 b) s2
% 3,0612, s % 1,7496

3.32. a) 11,025 b) 0,520

3.34. a) 261,54545 b) 17,370

3.36. a) 1.392,5 b) 0,9930

3.38. a) 4,268 b) 0,128
c) Débil relación positiva entre el número de dosis del medicamento y el número de días nece-

sarios para la recuperación total. Se recomienda una dosis baja o nula.
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3.40. a) 0,65
b) 4,40
c) y4 % b0 ! b1x % 4,40 ! 0,65x

3.42. a) Covarianza % .99,762, Correlación % .0,927136
b) b1 % .18,217. Estimamos que si el precio de un litro de pintura aumenta un dólar, la can-

tidad vendida en siete días de operaciones disminuiría en 18,217 litros de pintura.
c) b0 % 268,70. Si el precio de la pintura fuera de 0 $ por litro, esperaríamos que se vendieran

268,7 litros en siete días de operaciones. Interprete con cautela los datos: observe que esta-
mos extrapolando los resultados a puntos situados fuera del rango de datos observados.

d) 141,181

3.44. a) Cov (x, y) % 9,96429 r % 0,985
b) b1 % 3,695 y b0 % .3,69536
c) La ecuación de regresión da una estimación de la influencia de la experiencia adicional en

las ventas semanales (en cientos de dólares). Parece que a medida que aumenta la experien-
cia, las ventas semanales también aumentan. Esta estimación se basa en una experiencia de
2 a 6 años y unas ventas semanales de 400 $ a 2.000 $.

3.46. a) 18,1325
b) Varianza muestral % 204,7017, s % 14,307

3.48. a)

b) y4 % 142,398 . 0,0199937x; el efecto marginal es .0,0199937
c)

1200

100 200 300 400
expfab

500

S 274.957
R-Sq 13.7%
R-Sq(adj) 10.4%

1400

1600

1800

2200

2000

2400

c
o

tt
o

n
q

Fitted Line Plot

cottonq = 1506+0.9986 expfab

Respuestas de algunos ejercicios pares 955



3.50. a)

1200
450 500 550 600

SAT_Ex3.50
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S 0.778550
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Fitted Line Plot

GPA_Ex3.50 = 0.9150 + 0.004081 SAT_Ex3.50

El sentido es positivo y existe una correlación relativamente estrecha (r % 0,818) entre las
dos variables. Existe una relación positiva entre las notas obtenidas en la prueba de mate-
máticas y la calificación media obtenida al terminar los estudios.

b) b1 % 0,004081. Estimamos que por cada aumento de la nota de la prueba de matemáticas
de un punto, la calificación media obtenida al terminar los estudios aumenta en 0,004081.

c) b0 % 0,9150
d) 3,078
e) Basándose en los datos, ¿es posible predecir cuál será la calificación media obtenida al ter-

minar los estudios si la nota de la prueba de matemáticas es 375?
El valor de 375 de la nota de la prueba de matemáticas está fuera del rango de datos obser-
vados. Tendríamos que extrapolar a puntos situados fuera del rango de datos observados pa-
ra hacer una afirmación sobre la calificación media obtenida al terminar los estudios. Los
resultados situados fuera del rango de datos observados son mucho menos fiables.

3.52. a)
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R-Sq(adj) 30.3%
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b) Describir los datos numéricamente

c) 3,96
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3.54. a) De 195,46 a 394,54
b) De 137,50 a 452,50

3.56. a) De 23.000 a 35.000
b) De 15.583,59 a 42.416,41

Capítulo 4

4.2. a) (E3, E9)
b) (E1, E2, E3, E7, E8, E9)
c) La unión de A y B no es colectivamente exhaustiva: no contiene todos los puntos muestra-

les posibles.

4.4. a) (E3, E6)
b) (E3, E4, E5, E6, E9, E10)
c) La unión de A y B no es colectivamente exhaustiva: no contiene todos los puntos muestra-

les posibles.

4.6. a) (A ç B) es el suceso de que el índice sube los dos días, que es O1. (A1 ç B) es el suceso de
que el índice no sube el primer día, pero sube el segundo, que es O3. La unión de estos dos,
o sea, que ocurra el suceso O1 o O3, es por definición el suceso B: el índice sube el segundo
día.

b) Dado que (A1 ç B) es el suceso de que el índice no sube el primer día pero sube el segundo,
o sea, el suceso es O3, y como A es el suceso de que el índice sube el primer día, la unión
de ambos es O2, es decir, o bien el índice no sube el primer día pero sube el segundo, o
bien el índice sube el primer día o ambos. Ésta es la definición de A é B.

4.8. 0,53

4.10. 0,3709

4.12. 0,0123

4.14. a) 0,54 b) 0,18
c) Un complementario es el suceso de que la tasa de rendimiento no es de más del 10%.
d) 0,46
e) La intersección de más de un 10% y el rendimiento será negativo es el conjunto nulo o

vacío.
f) 0
g) La unión de A y B es el suceso de que las tasas de rendimiento son de menos de .10%,

entre .10% y 0%, entre 10% y 20% y más de 20%.
h) 0,72
i) A y B son mutuamente excluyentes porque su intersección es el conjunto vacío.
j) A y B no son colectivamente exhaustivos porque su unión no es igual a 1

4.16. A y A1 del ejercicio 4.1 no son mutuamente excluyentes. Dado que P(A) % 0,68 y P(A1 ) % 0,75,
compruebe si P(A é A1 ) % P(A) ! P(A1 ) % 0,68 ! 0,75 % 1,43 b 1. Por lo tanto, si dos sucesos
no son mutuamente excluyentes, la probabilidad de su unión no puede ser igual a la suma de
sus probabilidades.

4.18. a) 0,87 b) 0,35
c) Por el tercer postulado de la probabilidad, la suma de las probabilidades de todos los resul-

tados del espacio muestral debe ser 1.

4.20. 0

4.22. 0,75

4.24. 0,80, A y B son independientes dado que la P(A �B) de 0,80 es igual a la P(A) de 0,80.

4.26. 0,625, A y B no son independientes, ya que la P(A �B) de 0,625 no es igual a la P(A) de 0,70.

Respuestas de algunos ejercicios pares 957



4.28. a) 5.040 b) 0,0001984

4.30. 0,00833

4.32. 0,0167

4.34. 28

4.36. a) 150 b) 0,2667 c) 0,20

4.38. 0,35

4.40. a) No, los dos sucesos no son mutuamente excluyentes porque P(A ç B) Ç 0
b) No, los dos sucesos no son colectivamente exhaustivos porque P(A é B) Ç 1
c) No, los dos sucesos no son estadísticamente independientes porque P(A ç B) % 0,15 Ç

Ç 0,06 % P(A)P(B).

4.42. 0,069

4.44. a) 0,556 b) 0,8333

4.46. 0,1292

4.48. a) 0,9 b) 0,88 c) 0,925

4.50. a) 0,867
b) Compruebe si P(A ç B) % P(A)P(B). Dado que 0,04 Ç 0,06, los dos sucesos no son sucesos

independientes.

4.52. 0,2

4.54. 0,05

4.56. 0,05

4.58. 0,1667

4.60. 0,40

4.62. Ventaja %
0,5

1 . 0,5
% ventaja de 1 a 1

4.64. 2,00

4.66. a) 0,12
b) 0,7037
c) Compruebe si P(F ç N) % P(F)P(N). Dado que 0,19 Ç 0,2133, los dos sucesos no son inde-

pendientes.
d) 0,3333
e) Compruebe si P(I ç 0) % P(I)P(0). Dado que 0,07 Ç 0,0399, los dos sucesos no son inde-
pendientes.
f) 0,79
g) 0,27
h) 0,87

4.68. a) 0,25 b) 0,32 c) 0,16 d) 0,125 e) 0,2121

4.70. a) 0,32 b) 0,25 c) 0,375 d) 0,48 e) 0,4375
f) No, ya que P(A ç sí) % 0,12 Ç P(A)P(sí) % 0,08.

4.72. a) 0,76 b) 0,77 c) 0,4348

4.74. a) 0,025 b) 0,445 c) 0,2697

4.76. a) 0,475 b) 0,3684 c) 0,8571

4.78. 0,375
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4.80. 0,3636

4.82. 0,6667

4.84. 0,6923

4.86. 0,444

4.88. a) Verdadera b) Falsa c) Verdadera d) Verdadera e) Verdadera
f) Verdadera g) Falsa

4.90. El teorema de Bayes es un resumen de la relación entre un suceso específico que ha ocurrido
y el efecto que produce en un suceso posterior. La ocurrencia del suceso específico es la in-
formación a priori o «probabilidad a priori» que se conoce. Esta información a priori puede
analizarse para comprender el efecto en la probabilidad de un suceso posterior. El suceso pos-
terior es la «probabilidad a posteriori».

4.92. Varias respuestas. Por definición, la probabilidad conjunta es la probabilidad de que dos su-
cesos ocurran conjuntamente, por ejemplo, P(mujer y licenciado en Filología Hispánica).
La probabilidad marginal es la probabilidad de un suceso individual, por ejemplo, P(mujer).
La probabilidad condicionada es la probabilidad de ocurrencia de un suceso, dado que ha
ocurrido otro, por ejemplo, P(mujer dado licenciado en Filología Hispánica).

4.94. P(A é B) % P(A) ! P(B) . P(A ç B) % P(A) ! P(B) . [P(A �B)P(B)] %

% P(A) ! P(B)[1 . P(A �B)]

4.96. a) 0,4211 b) 0,6316 c) 0,2526

4.98. a) 0,125 b) 0,3571 c) 0,875
d) No, ya que P(PC ç E), que es 0,125 Ç 0,175, que es P(PC)P(E).
e) No, su intersección no es cero, por lo que los dos sucesos no pueden ser mutuamente ex-

cluyentes. P(PC ç E) % 0,125 Ç 0.
f) No, la probabilidad de su unión no es igual a 1. P(PC é E)%P(PC) ! P(E) .P(PCç E)%

% 0,35 ! 0,5 . 0,125 % 0,725, que es menor que 1.

4.100. a) 0,48 b) 0,11 c) 0,7273
d) No, compruebe que P(H ç PG) % 0,8 Ç 0,088 % P(H)P(PG).
e) 0,191

4.102. a) 1.820 b) 0,089

4.104. a) 0,075 b) 0,1429 c) 10!90!/100!

4.106. 0,2581

4.108. 0,6364

4.110. a) 0,4526 b) 0,6632 c) 0,9406
d) No, ya que P(L ç FP) % (0,78)(0,27) % 0,2106 Ç 0,1791 % P(L)P(FP) % (0,6632)(0,27)

4.112. a) 0,58 b) 0,6034 c) 0,3966

4.114. 0,0128

4.116. 0,5085

Capítulo 5

5.2. Variable aleatoria discreta

5.4. Variable aleatoria discreta

5.6. Ventas totales, gastos publicitarios, ventas del competidor

5.8. Discreta
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5.10. Distribución de probabilidad del número de caras en un lanzamiento

X–número de caras P(x)
0 0,5

1 0,5

5.12. Varias respuestas

X – n.º de veces que faltará a clase P(x) F(x)
0 0,65 0,65

1 0,15 0,80

2 0,10 0,90

3 0,09 0,99

4 0,01 1,00

5.14. a) Función de probabilidad acumulada

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
P(x) 0,10 0,08 0,07 0,15 0,12 0,08 0,10 0,12 0,08 0,10

F(x) 0,10 0,18 0,25 0,40 0,52 0,60 0,70 0,82 0,90 1,00

b) 0,48 c) 0,57

5.16. a) Función de distribución de probabilidad
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5.18. a) Función de probabilidad
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b) Función de probabilidad acumulada

0,7

0,8

0,9

1,0

P
ro

b
a

b
il

id
a

d
: 

F
(x

)

Número de automóviles devueltos

Función de probabilidad acumulada

Proporción de automóviles nuevos devueltos: corrección de defectos

0,6

0,5

0,4

0,3

0 1 2 3 4

c) 1,25 defectos
d) 1,1675 defectos

5.20. a) Función de probabilidad
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b) Función de probabilidad acumulada
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c) 0,70
d) 0,8556
e) ] % 49,9 px % 1,3964

f) k % 0,342 $, pn % 0,0279 $

5.22. a) Función de probabilidad

X 0 1 2
P(x) 0,81 0,18 0,01

b) P(Y % 0) % 153/190
P(Y % 1) % 36/190
P(Y % 2) % 1/190
La respuesta del apartado b) es diferente de la respuesta del apartado a) porque en el b) la
probabilidad de seleccionar una pieza defectuosa la segunda vez depende del resultado
obtenido la primera vez.
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c) k % 0,2 defectos, p2
x % 0,18

d) k % 0,2 defectos, p2
y % 0,1705

5.24. «Uno más uno» E(X) % 1,3125
«Falta de dos tiros libres» E(X) % 1,50
La «falta de dos tiros libres» tiene un valor esperado más alto.

5.26. k % 3,29 p % 1,1515

5.28. a) k % 1,82, p % 1,0137
b) Coste: k % 2.730 $, p % 1.520,559 $

5.30. kx % 0,5

p2

x % 0,25

5.32. P(x % 7) % 0,06181, P(x a 6) % 0,7805

5.34. P(x % 12) % 0,1873, P(x a 6) % 0,000269

5.36. a) P(x n 1) % 0,7627
b) P(x n 3) % 0,1035

5.38. P(x n 4) % 0,5

5.40. a) P(x % 5) % 0,0102
b) P(x n 3) % 0,3174
c) P(x n 2) % 0,5248
d) E(X) % 2 partidos. A menos, por supuesto, que usted sea un hincha de los Verdes y, en ese

caso, desearía que los Verdes ganaran todos los partidos, pero esperaría que ganaran dos.
e) E(X) % 2,6 partidos.

5.42. a) 0,5248 b) E(X) % 1,6, px % 0,9798

5.44. a) E(X) % 64, px % 7,871
b) E(X) % 640 $, pz % 78,71 $

5.46. a) E(X) % 483,6, px % 10,3146
b) E(Z) % 967,20 $, pz % 20,6292 $

5.48. Las reglas de aceptación tienen las siguientes probabilidades:

(i) Regla 1: P(X % 0) % (0,8)10
% 0,1074

(ii) Regla 2: P(X m 1) % (0,8)20
! 20(0,2)(0,8)19

% 0,0692

La segunda regla de aceptación tiene la menor probabilidad de aceptar un envío que contenga
un 20% de componentes defectuosos.

5.50. 0,210376

5.52. 0,151769

5.54. 0,1999

5.56. 0,3808

5.58. 0,2619

5.60. 0,1336

5.62. 0,857614

5.64. 0,4232

5.66. 0,7898
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5.68. 0,0884

5.70. 0,9380

5.72. Hay dos modelos posibles: la distribución de Poisson es adecuada cuando el almacén recurre a
uno de los muchos miles de camioneros independientes, donde el número medio de «éxitos» es
relativamente pequeño. Sin embargo, en el caso del supuesto de una pequeña flota de 10 ca-
miones con una probabilidad de 0,1 de que llegue cualquiera durante una hora dada, la distri-
bución binomial es el modelo más adecuado. Ambos modelos dan probabilidades similares,
aunque no idénticas.

Función de distribución acumulada
Poisson with mean = 1

 x  P( X <= x )
 0      0.36788
 1      0.73576
 2      0.91970
 3      0.98101
 4      0.99634
 5      0.99941
 6      0.99992
 7      0.99999
 8      1.00000
 9      1.00000
10      1.00000

Función de distribución acumulada 
Binomial with n = 10 and p = 0.1

 x  P( X <= x )
 0      0.34868
 1      0.73610
 2      0.92981
 3      0.98720
 4      0.99837
 5      0.99985
 6      0.99999
 7      1.00000
 8      1.00000
 9      1.00000
10      1.00000

5.74. a) X

1Y 2 P(y)
0 0,2 0,25 0,45

1 0,3 0,25 0,55

P(x) 0,5 0,5 1

b) Cov (X, Y ) %.0,025, o %.0,1005

5.76. a) Calcule las distribuciones de probabilidad marginal de X e Y.

X

Y 1 2 P(y)
0 0,3 0,2 0,5

1 0,25 0,25 0,5

P(x) 0,55 0,45 1

b) Cov (X, Y) %.0,025, o %.0,0326
c) kW % 3,4, p2

W % 9,75
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5.78. a) X

Y 1 2 P(y)
0 0,25 0,25 0,5

1 0,25 0,25 0,5

P(x) 0,5 0,5 1

b) Cov (X, Y ) % 0,0, o % 0,0

c) oW % 2,0, p2
W % 0,50

5.80. a) X

Y 1 2 P(y)
0 0 0,6 0,6

1 0,4 0 0,4

P(x) 0,4 0,6 1

b) Cov (X, Y ) %.0,24, o %.1,00
c) kW % 1,6, p2

W % 0,48

5.82. a) Px(0) % 0,22 Px(1) % 0,26 Px(2) % 0,43 Px(3) % 0,09 kx % 1,39
b) Py(0) % 0,23 Py(1) % 0,21 Py(2) % 0,30 Py(3) % 0,26 ky % 1,59
c) PY�X(0�3) % 0,1111 PY�X(1�3) % 0,1111

PY�X(2�3) % 0,3333 PY�X(3�3) % 0,4444
d) Cov(X, Y ) % 0,3399
e) No, porque Cov(X, Y ) Ç 0

5.84. a) Py(0) % 0,12 Py(1) % 0,24 Py(2) % 0,23 Py(3) % 0,23 Py(4) % 0,18
b) PY�X(y�3) % 1/26; 3/26; 6/26; 8/26; 8/26
c) No, porque Px, y(3, 4) % 0,08 Ç 0,0468 % Px(3)Py(4)

5.86. a)
Y/X 0 1 Total

0 0,704 0,168 0,872
1 0,096 0,032 0,128

Total 0,80 0,20 1,00

b) PY�X(y�0) % 0,88; 0,12
c) Px(0) % 0,80 Px(1) % 0,20 Py(0) % 0,872 Py(1) % 0,128
d) Cov (X, Y ) % 0,0064

La covarianza indica que hay una relación positiva entre X e Y; es más probable que los
profesores no estén en su despacho el viernes que los demás días.

5.88. El número total de quejas (quejas por la comida ! quejas por el servicio) tiene una media de
(1,36 ! 1,64) % 3,00. Si los dos tipos de quejas son independientes, la varianza del total
de quejas es igual a la suma de la varianza de los dos tipos de quejas, ya que la cova-
rianza sería cero. (0,8104 ! 0,7904) % 1,6008. La desviación típica es la raíz cuadrada de la
varianza % 1,26523.

Si el número de quejas por la comida y por el servicio no son independientes entre sí, la cova-
rianza ya no sería cero. La media seguiría siendo igual; sin embargo, la desviación típica varia-
ría. La varianza de la suma de los dos tipos de quejas se convierte en la varianza de uno más la
varianza del otro más el doble de la covarianza.
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5.90. a) No, no necesariamente. Las tasas de rendimiento del fondo de inversión siguen una deter-
minada distribución de probabilidad y no todas las tasas de rendimiento serán iguales al
valor esperado.

b) Depende no sólo del valor esperado del rendimiento sino también del riesgo de cada fondo
y de lo renuente al riesgo que sea el cliente.

5.92. a) 2,21
b) 1,3513
c) Sueldo medio % 913 $. Desviación típica del sueldo % 405,39 $
d) Para ganar 1.000 $ o más, el vendedor debe vender al menos 3 automóviles.

P(X n 3) % 0,16 ! 0,12 ! 0,07 % 0,35

5.94. a) Covarianza positiva: gastos de consumo y renta disponible
b) Covarianza negativa: precio de los automóviles y número de automóviles vendidos
c) Covarianza cero: índice bursátil y precipitaciones en Brasil

5.96. a) 0,17
b) kx % 2,59, ky % 1,1
c) Cov (X, Y ) % 0,191. Eso implica que existe una relación positiva entre el número de años

en la universidad y el número de visitas a un museo el año anterior.

5.98. a) 0,3369 b) 0,5931
c) k % 44. La proporción es 0,55. p % 4,4497. La proporción es 0,05562

5.100. Para evaluar la eficacia de la capacidad del analista, halle aleatoriamente la probabilidad de
que x sea mayor o igual que 3. P(x n 3) % 0,16683

5.102. a) P(0) % 0,09072 b) P(x n 3) % 0,2213

5.104. P(x % 0) % 0,0907. Sea Y el número de paradas en ambas cadenas. Halle la P(Y n 1) %

% 0,99177

5.106. kW % 10, p2
W % 22,5

Capítulo 6

6.2. 0,45

6.4. 0,35

6.6. a)

X

Función de densidad: f(x)

0,75

0,50

0,25

0,00
0 1 2 3 4

f(x)
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b)

X

Función de densidad acumulada: F(x)

0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

0 1 2 3 4

F(x)

c) 0,25
d) 0,25

6.8. a) 0,2 b) 0,4 a P(X a 400) a 0,6

6.10. kW % 900, p2
W % 360

6.12. kW % 4.000, p2
W % 8.100

6.14. kY % 26,4 millones de dólares, pY % 1 millón de dólares

6.16. ]Y % 54.000 $, pY % 14.400 $

6.18. a) 0,52 b) .0,67 c) 0,84 d) .0,25

6.20. a) 0,9772 b) 0,3674 c) % 0,0062 d) 92,8 e) X% 70 y 90

6.22. a) 0,6554 b) 0,6554
c) El gráfico debe mostrar la propiedad de la simetría: las áreas de las colas equidistantes de la

media deben ser iguales.
d) 0,6006
e) El área situada debajo de la curva normal es igual a 0,8 en el caso de un número infinito de

intervalos: basta comenzar en un punto que sea marginalmente más alto. El intervalo más
corto será el que esté centrado en el valor cero. La z que corresponde a un área de 0,8 cen-
trada en la media es Z %u1,28. De este resultado se deduce un intervalo igual a la media
más/menos 64 $, o sea, [36 $, 444 $]

6.24. a) 0,2266 b) 0,2266 c) 0,5468
d) (i) El gráfico debe mostrar la propiedad de la simetría: las áreas de las colas equidistantes

de la media deben ser iguales.
e) (ii) Las respuestas a los apartados a), b), c) suman uno debido a que los sucesos abarcan

toda el área situada debajo de la curva normal que, por definición, debe ser igual a 1.

6.26. a) 0,2148 b) 0,1587 c) 0,3692
d) La respuesta al apartado a) será mayor debido a que 10 gramos está más cerca de la media

que 15. Por lo tanto, el área que quedaría por debajo de 10 gramos sería mayor que la que
quedaría por encima de 15 gramos.

6.28. 0,668

6.30. k % 15,265, p2
% 14,317
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6.32. En el caso de la inversión A, la probabilidad de que el rendimiento sea de más del 10%

PAZ b

10 . 10,4

1,2 B% P(Z b.0,33) % FZ (0,33) % 0,6293

En el caso de la inversión B, la probabilidad de que el rendimiento sea de más del 10%

PAZ b

10 . 11,0

4 B% P(Z b.0,25) % FZ (0,28) % 0,5987

Por lo tanto, la inversión A es mejor.

6.34. a) 98,8 b) 183,6 c) 0,9487

6.36. a) 0,3721 b) 522,4 c) 400 . 439 d) 520 . 559 e) 0,2922

6.38. 0,4990

6.40. a) 0,0054 b) 0,0002 c) 0,9892
d) X % 1.573,741 ] 1.574 éxitos
e) X % 1.616,46 ] 1.616 éxitos

6.42. a) 0,000 b) 0,0005 c) 0,9990
d) P % 38,971% e) P % 41,642%

6.44. a) 0,0475 b) 0,3372

6.46. 0,0207

6.48. 0,2877

6.50. 0,864665

6.52. 0,2019

6.54. 0,4866

6.56. 0,3012

6.58. a) P(X b 3) % 1 . [1 . e.(3/])] % e.3j, ya que j % 1/]
b) P(X b 6) % 1 . [1 . e.(6/])] % e.(6/])

% e–6j

c) P(X b 6 �X b 3) % P(X b 6/P(Xb 3) % e.6j/e.3j] % e.3j

La probabilidad de una ocurrencia en un periodo de tiempo en el futuro no está relacionada
con la cantidad de tiempo que ha pasado desde la ocurrencia más reciente.

6.60. kW % 1.300, p2
W % 4.900

6.62. kW % 1.700, p2
W % 4.900

6.64. kx % 28.000, px % 12.000

6.66. kY % 162.000
pY % 18.027,76

6.68. El cálculo de la media es correcto, pero las desviaciones típicas de dos variables aleatorias no
pueden sumarse. Para hallar la desviación típica correcta, se suman las varianzas y se toma la

raíz cuadrada. La desviación típica: p % ∂5(16)2 % 35,7771

6.70. a) kW % 2.850, p2
W % 992.500

b) kW % 2.850, p2
W % 332.500

6.72. a) kW % 100, p2
W % 256,90465

b) 0,3483
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6.74. a) kW %.5, p2
W % 21,79449

b) 0,4090

6.76. a)

X

Función de densidad: f(x

0,033333

0,000000
30 35 40 45 50 55 60 65 70

f(x)

b) Función de densidad acumulada

X

Función de densidad acumulada: F(x)

35 40 45 50 55 60 65
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0
F(x)

c) 10/30
d) 50

6.78. a) kY % 3.360 b) pY % 80

6.80. Dado que las varianzas de los beneficios predichos y del error de predicción son ambas positi-
vas y dado que la varianza de los beneficios efectivos es igual a la suma de las varianzas de los
beneficios predichos y el error de predicción, la varianza de los beneficios predichos debe ser
menor que la varianza de los beneficios efectivos.

6.82. a) 0,2119 b) 0,3759 c) 3,24 d) 0,7190 e) 0,3789

6.84. a) 0,3085
b) 0,6826
c) Xi % 149,35
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d) 0,9916
e) 0,0417
f) 90 . 109
g) 130 . 149

6.86. 0,0436

6.88. P(Z a 6,45) ] 1,0000

6.90. 0,0084

6.92. a) 0,0475

b) 236,95 (237 oyentes)

6.94. 0,975

6.96. a) kW % 200, p2
W % 3.204,919

b) Opción 1: p2
1 % 3.813,744, Opción 2: p2

2 % 2.665,66
Para reducir la varianza de la cartera, seleccionar la Opción 2.

6.98. a) 0,1020 b) 0,2764

Capítulo 7

7.2. a) b)

c)

Función de densidad
Binomial with n = 10 and p = 0.5
 x  P( X = x )
 0    0.000977
 1    0.009766
 2    0.043945
 3    0.117188
 4    0.205078
 5    0.246094
 6    0.205078
 7    0.117188
 8    0.043945
 9    0.009766
10    0.000977

7.4. La respuesta debería señalar que se cometerán errores en la realización de un censo de toda la
población y en la selección de una muestra. Es posible mejorar la precisión por medio de méto-
dos de muestreo en lugar de realizar un censo completo (véase la referencia bibliográfica Ho-
gan, 90). Utilizando la información muestral, podemos hacer inferencias válidas sobre toda la
población sin incurrir en el tiempo y el gasto necesarios para realizar un censo.

7.6. a) kx6 % k % 100, p2
x6 % 30

b) 0,0505
c) 0,7337
d) 0,8997
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7.8. a) kx6 % k % 400, p2
x6 % 45,7143

b) 0,0384
c) 0,7016
d) 0,0516

7.10. a) E(X1 ) % kx6 % 1.200
b) p2

x6 % 17.778
c) px6 % 33,33
d) 0,1292

7.12. a) 0,9772 b) 0,5762 c) 0,3108 d) 114.000 $ . 116.000 $
e) Incluso cuando las poblaciones no siguen una distribución normal, la distribución de las

medias muestrales en el muestreo es normal si la muestra tiene un tamaño n suficiente. Da-
do que n es n30, puede suponerse que la distribución de las medias muestrales en el mues-
treo sigue una distribución normal.

7.14. a) p2
x6 % 5,5 b) 0,9909 c) 0,8980 d) 0,4329

e) Mayores, mayores, menores. El gráfico muestra que el error típico de las medias muestrales
disminuye conforme aumenta el tamaño de la muestra.

7.16. a) px6 % 4 b) 0,1056 c) 0,1587 d) 0,4532

7.18. a) Diferencia % 0,2632
b) Diferencia %.0,2048
c) Diferencia %u0,2304

7.20. a) n % 68 b) menor c) mayor

7.22. a) N % 20, factor de corrección %
0

19

N % 40, factor de corrección %
20

39

N % 100, factor de corrección %
80

90

N % 1.000, factor de corrección %
980

999

N % 10.000, factor de corrección %
9.980

9.999
b) Cuando el tamaño de la población (N) es igual al tamaño de la muestra (n), entonces la me-

dia estimada es igual a la media poblacional y el error típico es cero. Cuando el tamaño de
la muestra es relativamente pequeño en comparación con el de la población, el factor de
corrección tiende a 1 y es menos importante en el cálculo del error típico.

c) El factor de corrección tiende a un valor de 1 y es cada vez menos importante como factor
de modificación cuando el tamaño de la muestra disminuye en relación con el tamaño de la
población.

7.24. a) 0,2546 b) 0,0951 c) 0,0086

7.26. a) 0,1539 b) 0,0122 c) 0,8339

7.28. a) 0,1112 b) 0,0071 c) 0,8372

7.30. a) 0,424 b) 0,00244 c) 0,0494 d) 0,0618

7.32. a) 0,20 b) 0,000889 c) 0,0298 d) 0,0465

7.34. 0,7372
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7.36. a) 0,0351 b) 0,9222 c) 0,4314 d) Mayores, mayores

7.38. pp alcanza su valor más alto cuando p % 0,5. En este caso, pp %J
(0,5)(0,5)

100
% 0,05

7.40. a) 0,0395
b) Diferencia % 0,0506
c) Diferencia % 0,065
d) Diferencia % 0,0409

7.42. 0,0057

7.44. a) 0,03934 b) 0,0384 c) 0,0054

7.46. P(Z b 4,61) ] 0,0000

7.48. a) 0,1587
b) s2

a 57,702
c) s2

b 151,879

7.50. Entre 0,01 y 0,025 (0,0201 exactamente)

7.52. a) Algo superior a 0,1 (0,1187 exactamente)
b) Entre 0,01 y 0,025 (0,0118 exactamente)

7.54. a) Entre 0,025 y 0,05 (0,0428 exactamente)
b) Inferior a 0,005 (0,0004 exactamente)

7.56.
Estadísticos descriptivos: C1, C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, …
Variable  Media  Varianza
C1        4.500     3.667
C2         4.75      4.92
C3         5.00      6.67
C4         4.75      4.92
C5         5.00      6.67
C6         5.25      7.58
C7         5.25      4.92
C8         5.50      6.33
C9         5.75      6.92
C10        5.75      6.92
C11       5.750     1.583
C12       6.000     2.667
C13       6.250     2.917
C14       6.250     2.917
C15       6.750     0.917

x6 %
70,518

15
% 4,7012 E(s2) %

15(3,91667)
H(14) % 4,1964

que no es igual a p2
%

47

12
% 3,91667

7.58. a) 163,11%
b) La probabilidad de que la varianza muestral esté comprendida entre 30 y 211,33% de la

varianza poblacional es 0,95.
c) El intervalo del apartado b) es menor.

7.60. a) 41,55%
b) 50,73%
c) La probabilidad de que la varianza muestral esté comprendida entre 34,727 y 199,27% de la

varianza poblacional es 0,95.
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7.62. Inferior a 0,90 (0,5438 exactamente)

7.64. a) 15 muestras posibles
b) (41, 39), (41, 35), (41, 35), (41, 33), (41, 38), (39, 35), (39, 35), (39,33), (39, 38), (35, 35),

(35, 33), (35, 38), (35, 33), (35, 38), (33, 38)

c)
2

15
para 34 y 36,5

1

15
para el resto

d) 34PX1 (34) % 34
2

15
% 4,5333 37PX1 (37) % 37

3

15
% 7,4

35PX1 (35) %
35

15
% 2,3333 38PX1 (38) % 38

2

15
% 5,0667

35,5PX1 (35,5) %
35,5

15
% 2,3667 38,5PX1 (38,5) %

38,5

15
% 2,5667

36PX1 (36) %
36

15
% 2,4 39,5PX1 (39,5) %

39,5

15
% 2,6333

36,5PX1 (36,5) % 36,5
2

15
% 4,8667 40PX1 (40) %

40

15
% 2,6667

La media de la distribución de la media muestral en el muestreo es G x6PX1(x6) % 36,8333,

que es exactamente igual que la media poblacional:
1

N
G xi % 36,8333. Éste es el resultado

que cabría esperar teniendo en cuenta el teorema del límite central.

7.66. a) 0,0668 b) 0,7745 c) 445,6 d) 394,4
e) sx % 123,1868 f) sx % 75,966 g) Menor

7.68. a) 0,0228 b) 0,9544 c) Xi % 13,3825
d) sx % 8,1414 e) Menor

7.70. Sea n % N; entonces X1 % ]x:

E C
N

;
i.1

(Xi . X1 )2D% np2
x . n

p2
x

n

N . n

N . 1
% np2

x .

N . n

N . 1
p2

x %

%
p2

x

N . 1
(nN . n . N ! n) %

Np2
x

N . 1
(n . 1)

Por lo tanto, E C
1

n . 1
; (Xi . X1 )2D%

1

n . 1
EC; (Xi . X1 )2D%

Np2
x

N . 1

7.72. a) 0,0262 b) 0,3446 c) 0,2709 d) 0,3210

7.74. 0,005

7.76. 0,6826

7.78. a) 0,3739 b) 0,4397 c) Diferencia %u0,0322

7.80. a) Superior a 0,99 (0,9979 exactamente)
b) Entre 0,9 y 0,95 (0,9354 exactamente)
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Capítulo 8

8.2. a)

Homes_Ex8.2

Probability Plot of Homes_ExB.2
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Mean 101.4
StDev 14.20
N 8
AD 0.194
P-Value 0.837

P
e
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e
n

t

No hay nada que indique la ausencia de normalidad.
b) El estimador puntual insesgado de varianza mínima de la media poblacional es la media

muestral: x6 % 101,375
c) El estimador puntual insesgado de la varianza de la media muestral: s2

% 201,6964
Var (X1 ) % 25,2121

d) p4 % 0,375

8.4. a) Estimador puntual insesgado de la media poblacional es la media muestral: x6 % 24,42
b) Estimador puntual insesgado de la varianza poblacional: s2

% 85,72
c) Estimador puntual insesgado de la varianza de la media muestral: Var (X1 ) % 7,1433
d) Estimador insesgado de la proporción poblacional: p4 % 0,25
e) Estimador insesgado de la varianza de la proporción poblacional: Var ( p4 ) % 0,015625

8.6. a) E(X1 ) %
1

2
E(X1) !

1

2
E(X2) %

k
2

!
k
2

% k

E(Y ) %
1

4
E(X1) !

3

4
E(X2) %

]

4
!

3]

4
% k

E(Z) %
1

3
E(X1) !

2

3
E(X2) %

]

3
!

2]

3
% k

b) Var (X1 ) %
p2

n
%

1

4
Var (X1) !

1

4
Var (X2) %

p2

4

Var (Y ) %
1

16
Var (X1) !

9

16
Var (X2) %

5p2

8

Var (Z) %
1

9
Var (X1) !

4

9
Var (X2) %

5p2

9

X1 es el estimador de máxima eficiencia, ya que Var (X1 ) a Var (Y ) y Var (X1 ) a Var (Z)

c) Eficiencia relativa entre Y y X1 :
Var (Y )

Var (X1 )
% 2,5

Eficiencia relativa entre Z y X1 :
Var (Z)

Var (X1 )
% 2,222
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8.8. a) No hay ninguna prueba de que la distribución de los datos proceda de una población que no
sigue una distribución normal.

b) El estimador puntual insesgado de varianza mínima de la media poblacional es la media
muestral: x6 % 3,8079

c) El estimador puntual insesgado de varianza mínima de la varianza poblacional es la varian-
za muestral s2

% 0,0105

8.10. a) 3,495 b) 23,552

8.12. a) De 40,2 a 59,8 b) De 81,56 a 88,44 c) De 506,2652 a 513,73478

8.14. a) 1,75 b) 0,63246 c) 2,2136

8.16. a) De 3,9926 a 4,1474 b) Menos amplitud
c) Menos amplitud d) Más amplitud

8.18. a) 13,9182 b) 19,007 c) 3,493 d) 7,5407

8.20. a) De 541,424 a 578,576 b) De 156,28 a 163,72 c) De 49,9474 a 66,9526

8.22. a) 83,9685 b) 24,1428 c) 34,22

8.24. a) De 519,379 a 522,517 b) Menor

8.26. 5,9152

8.28. De 41.104,28 $ a 44.375,72 $

8.30. a) 0,02898 b) 0,03761 c) 0,010897

8.32. a) De 0,079055 a 0,120945 b) De 0,0 a 0,031696 c) De 0,4555 a 0,5445

8.34. De 0,5846 a 0,8260

8.36. Intervalo de confianza al 95%: de 0,2026 a 0,2974

8.38. 84,14%

8.40. De 0,1079 a 0,2173

8.42. a) De 235,4318 a 278,5628
Se supone que la población sigue una distribución normal

b) [95%]: de 230,39 a 283,61
[98%]: de 223,815 a 290,185

8.44. De 29,0229 a 30,9771

8.46. a) De 0,0613 a 0,2721 b) De 0,0782 a 0,2552

8.48. 95,96%

8.50. a) La media muestral x6 % 8,545 b) 1,3568

8.52. a) 0,03098
b) Margen de error de un intervalo de confianza al 95% % 0,0607
c) De 0,3457 a 0,4542

8.54. a) De 0,5392 a 0,71742 b) De 0,1609 a 0,3523
c) De 0,6093 a 0,7535

8.56. a) x6 % 50,48
Se supone que el nivel de confianza es del 95%: de 48,19 a 52,77 años

b) De 0,0267 a 0,1173
c) Se estima la media poblacional por medio de la media muestral % 52,65 $.

8.58. 99,38%

8.60. a) 0,9623 b) Menor
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Capítulo 9

9.2. a) 0,79772 b) De .2,59766 a .1,00234 c) 2,07737

9.4. 27,0649 a kx . ky a 47,5351

9.6. De 5,4831 a 14,5169

9.8. a) 33,25 b) 33,2727 c) 21,2105

9.10. a) 2,3204 b) 3,5026
c) Duplicando el tamaño de las dos muestras, se reduce el margen de error; sin embargo, no se

reduce a la mitad.

9.12. De 5,0579 a 9,3421

9.14. De .0,00591 a 0,061907

9.16. a) 0,083367 b) 0,063062 c) 0,056126

9.18. De 0,0971 a 0,3625

9.20. De .0,3001 a .0,0627

9.22. De .0,314 a 0,0816

9.24. a) 9,8332 a p2
a 35,036 b) 34,9218 a p2

a 153,3546
c) 126,9138 a p2

a 533,446

9.26. No hay ninguna prueba de la ausencia de normalidad

Leak Rates (cc/sec.)

Probability Plot of Leak Rates (cc/sec.)
Normal

01.000.0 0.080.060.04 21.020.0

Mean 0.0515
StDev 0.02106
N 50
AD 0.359
P-Value 0.437

1

5

10

20

30

40
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P
e
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t

3,279E-4 a p2
a 7,238E.4

9.28. De 3,8289 a 14,1167. Se supone que la población sigue una distribución normal.

9.30. a) De 2,9852 a 13,8498 b) Mayor

9.32. a) 427 b) 107
c) Para reducir el ME a la mitad, debe cuadruplicarse el tamaño de la muestra.

9.34. a) 666 b) 271
c) Para aumentar el intervalo de confianza para un margen de error dado, debe aumentarse el

tamaño de la muestra.

9.36. 666

9.38. De 25,4893 a 54,5107

9.40. a) De .60,21056 a .19,7894 b) De .60,669 a .19,331

9.42. De .6,2971 a 2,8971

9.44. De .0,04136 a 0,14295
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9.46. De 6,055 a 13,945. Se supone que las dos poblaciones siguen una distribución normal con va-
rianzas iguales y un nivel de confianza del 90%. Dado que los dos límites del intervalo de con-
fianza son positivos, eso es una prueba de que el peso medio de las botellas llenadas con la
nueva máquina es mayor que el de las botellas llenadas con la antigua.

9.48. De .1,18066 a 10,18066

9.50. De 0,23915 a 0,36085

Capítulo 10

10.2. H0: no está justificada la modificación de los tipos de interés.
H1: bajar los tipos de interés para estimular la economía.

10.4. a) Punto de vista de los europeos:
H0: los alimentos modificados genéticamente no son seguros.
H1: son seguros.

b) Punto de vista de los estadounidenses:
H0: los alimentos modificados genéticamente son seguros.
H1: no son seguros.

10.6. a) Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! za p/∂n% 108,225

b) Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! za p/∂n% 110,28125

c) Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! za p/∂n% 106,1998

d) Rechazar H0 si x6 b x6c % k0 ! za p/∂n% 107,26994

10.8. El valor crítico x6c está más lejos del valor planteado como hipótesis cuanto menor es el tama-
ño de la muestra n, debido a que el error típico aumenta a medida que el tamaño de la mues-
tra es menor. El valor crítico x6c está más lejos del valor planteado como hipótesis cuanto
mayor es la varianza poblacional, debido a que el error típico aumenta a medida que es mayor
la varianza poblacional.

10.10. a) 0,0004 b) 0,0475 c) 0,0062 d) 0,020

10.12. H0 : k n 50; H1 : k a 50; rechazar H0 si Z0,10 a.1,28

Z %
48,2 . 50

3/∂9
%.1,8, por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 10%.

10.14. a) Rechazar si t %
x6 . k0

s/∂n
b tn.1, a/2, t % 2,00. Dado que 2,00 es mayor que el valor crítico

de 1,711, hay suficientes pruebas para rechazar la hipótesis nula.

b) Rechazar si t %
x6 . k0

s/∂n
b tn.1, a/2, t % 2,00. Dado que 2,00 es mayor que el valor crítico

de 1,711, hay suficientes pruebas para rechazar la hipótesis nula.

c) Rechazar si t %
x6 . k0

s/∂n
a.tn.1, a/2, t %.2,50. Dado que .2,50 es menor que el valor

crítico de .1,711, hay suficientes pruebas para rechazar la hipótesis nula.

d) Rechazar si t %
x6 . k0

s/∂n
a.tn.1, a/2, t %.2,22. Dado que .2,22 es menor que el valor

crítico de .1,711, hay suficientes pruebas para rechazar la hipótesis nula.
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10.16. H0 : k n 3; H1 : k a 3;

Z %
2,4 . 3

1,8/∂100
%.3,33, p-valor % 0,004; por lo tanto, rechazar H0 a niveles de significación

inferiores a 0,04%; a % 0,04.

10.18. H0 : k % 0; H1 : k Ç 0;

Z %
0,078 . 0

0,201/∂76
% 3,38, p-valor % 0,0008; por lo tanto, rechazar H0 a niveles de significa-

ción inferiores a 0,08%; a % 0,08.

10.20. H0 : k % 0; H1 : k a 0;

Z %
.2,91 . 0

11,33/∂170
%.3,35, p-valor % 0,0004; por lo tanto, rechazar H0 a cualquier nivel ha-

bitual de alfa.

10.22. a) No, el nivel de confianza del 95% implica que el 2,5% del área se encuentra en cualquiera
de las dos colas. Esta situación no corresponde a un contraste de hipótesis de una cola con
una alfa del 5% en el que hay un 5% del área en una de las colas.

b) Sí.

10.24. H0 : k % 20; H1 : k Ç 20; rechazar H0 si �t8, 0,05/2 � b 2,306

t %
20,3556 . 20

0,6126/∂9
%1,741; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

10.26. Debe suponerse que los valores poblacionales siguen una distribución normal.
H0 : k n 50; H1 : k a 50; rechazar H0 si t19, 0,05 a.1,729

t %
41,3 . 50

12,2/∂20
%.3,189; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

10.28. a) 0,2907 b) 0,30427 c) 0,28256 d) 0,2771

10.30. H0 : p m 0,25; H1 : p b 0,25;
z% 1,79, p-valor % 0,0367; por lo tanto, rechazar H0 a una alfa mayor que 3,67%.

10.32. H0 : p % 0,5; H1 : p Ç 5;
z%.1,26, p-valor % 0,2076. La probabilidad de encontrar una muestra aleatoria cuya pro-
porción muestral esté tan lejos de 0,5 o más si la hipótesis nula es realmente verdadera es
0,2076.

10.34. H0 : p % 0,5; H1 : p b 0,5;
z% 0,85, p-valor, 0,1977; por lo tanto, rechazar H0 a niveles de alfa superiores a 19,77%.

10.36. H0 : p n 0,75; H1 : p a 75;
z%.1,87, p-valor % 0,0307; por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a
3,07%.

10.38. a) 0,8349 b) 0,0233 c) 0,6876 d) 0,8349 e) 0,0694

10.40. a) Se rechaza H0 cuando
X1 . 3

4/∂64
b 1,645 o cuando X1 b 3,082. Dado que la media muestral

es 3,07%, que es menor que el valor crítico, la decisión es no rechazar la hipótesis nula.
b) b % 0,3594. La potencia del contraste % 1 . b % 0,6406

10.42. Se rechaza H0 cuando
p . 0,5

∂0,25/802
a.1,28 o cuando p a 0,477

La potencia del contraste % 1 . b % 0,9382

978 Estadística para administración y economía



10.44. a) Se rechaza H0 cuando .1,645 b

p . 0,5

∂0,25/199
b 1,645 o cuando 0,442 b p b 0,558. Dado

que la proporción muestral es 0,5226, que está dentro de los valores críticos, la decisión es
no rechazar la hipótesis nula.

b) b % 0,1131.

10.46. a) a % P(Z b 1,33) % 0,0918
b) a % P(Z b 2,67) % 0,0038. Obsérvese que el mayor tamaño de la muestra hace que el

error típico de la media sea menor.
c) b % 0,0668
d) i) menor, ii) mayor

10.48. El p-valor indica la probabilidad de que el resultado muestral esté tan lejos del valor postula-
do como hipótesis como el obtenido, suponiendo que la distribución está centrada realmente
en la hipótesis nula. Cuanto menor es el p-valor, más contundentes son las pruebas en contra
de la hipótesis nula.

10.50 a) Falsa b) Verdadera c) Verdadera d) Falsa
e) Falsa f) Verdadera g) Falsa

10.52. a) a % P(Z a.2) % 0,0228 b) b % P(Z b 3) % 0,0014
c) i) menor, ii) menor d) i) menor, ii) mayor

10.54. H0 : p % 0,5; H1 : p Ç 0,5;
z%.0,39, p-valor % 0,6966; por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 69,66%.

10.56. H0 : p m 0,25; H1 : p b 0,25; rechazar H0 si z0,05 b 1,645
z % 2,356; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

10.58. Modelo de costes, donde W % coste total; W % 1.000 ! 5X
kW % 1.000 ! 5(400) % 3.000

p2
W % (5)2(625) % 15.625, pW % 125, pW1 %

125

∂25
% 25

H0 : W m 3.000; H1 : W b 3.000;

Utilizando los criterios de los estadísticos de contraste: (3.050 . 3.000)/25 % 2,00, lo que da
un p-valor de 0,0228; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,05.

Utilizando los criterios de los estadísticos muestrales: X1 crit % 3.000 ! (25)(1,645) % 3.041,1,
X1 calc % 3.050, dado que X1 crit % 3.050 b X1 crit % 3.041,1; por lo tanto, rechazar H0 al nivel
de 0,05.

10.60. Suponer que la población de diferencias pareadas sigue una distribución normal
H0 : kx . ky % 0; H1 : kx . ky Ç 0;
t % 1,961; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 10% ya que 1,96 b 1,796 % t(11, 0,05)

10.62. H0 : k m 40, H1 : k b 40; X1 % 49,73 b 42,86 rechazar H0

One-Sample T: Salmon Weight
Test of mu = 40 vs mu > 40

Variable          N      Mean     StDev   SE Mean
Salmon Weigh     39     49.73     10.60      1.70

Variable      95.0% Lower Bound        T      P
Salmon Weigh              46.86     5.73  0.000

Rechazar la hipótesis nula y aceptar la alternativa de que el peso medio es significativamente
superior a 40
X1 crit % H0 ! tcrit (Sx6) % 42,8662

Respuestas de algunos ejercicios pares 979



Media poblacional de b % 0,50 (potencia % 0,50): tcrit % 0,0: 42,8662
Media poblacional de b % 0,25 (potencia % 0,75): tcrit % 0,681: 44,0239
Media poblacional de b % 0,10 (potencia % 0,90): tcrit % 1,28: 45,0422
Media poblacional de b % 0,05 (potencia % 0,95): tcrit % 1,645: 45,6627

0,0
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de beta = 0,50, 0,25, 0,10 y 0,05

Capítulo 11

11.2. a) t %.1,50, p-valor % 0,073; no rechazar H0 a una alfa de 0,05
b) t %.1,00, p-valor % 0,164; no rechazar H0 a una alfa de 0,05
c) t %.2,00, p-valor % 0,028
d) t %.0,75, p-valor % 0,230

11.4. z % 7,334; rechazar H0 a todos los niveles habituales de alfa.

11.6. z%.1,0207, p-valor % 0,3078; rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 30,78%.

11.8. t % 1,108; no rechazar H0 al nivel de alfa del 10%, ya que 1,108 a 1,645 % t(119, 0,05)

11.10. t % 2,239, p-valor % 0,0301; rechazar H0 a los niveles superiores a 3%.

11.12. a) z%.2,65, p-valor % 0,004; rechazar H0 a todos los niveles habituales de alfa.
b) z %.1,36, p-valor %0,0869; rechazar H0 al nivel de 0,10, pero no al nivel de alfa de 0,05.
c) z %.2,32, p-valor %0,0102; rechazar H0 al nivel de 0,05, pero no al nivel de alfa de 0,01.
d) z %.3,25, p-valor %0,0006; rechazar H0 a todos los niveles habituales de alfa.
e) z %.1,01, p-valor %0,1562; no rechazar H0 a ningún nivel habitual de alfa.

11.14. z %.6,97; rechazar H0 a todos los niveles habituales de alfa.

11.16. z% 2,465; rechazar H0 al nivel del 5%.

11.18. z% 0,926; no rechazar H0 al nivel del 5%.

11.20. a) s2
% 39,6, s2

(24, 0,025) % 39,36, s2
(24, 0,010) % 42,98; rechazar H0 al nivel del 2,5%, pero no al

nivel de significación del 1%.
b) s2

%46,2 % 46,2, s2
(28, 0,025) %44,46, s2

(28, 0,010) %48,28; rechazar H0 al nivel del 2,5%,
pero no al nivel de significación del 1%.

c) s2
% 38,16, s2

(24, 0,050) % 36,42, s2
(24, 0,025) % 39,36; rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al

nivel de significación del 2,5%.
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d) s2
%24,79 % 24,79, s2

(30, 0,100) % 40,26, s2
(40, 0,100) %51,81; no rechazar H0 a ningún nivel

habitual de significación.

11.22. a) s2 % 5,1556
b) s2

% 20,6224; rechazar H0 si s2
(9, 0,05) b 16,92; rechazar H0 al nivel del 5%.

11.24. El contraste de hipótesis supone que los valores poblacionales siguen una distribución normal
Rechazar H0 si s2

(19, 0,05) b30,14. s2
%26,4556; no rechazar H0 al nivel del 5%.

11.26 a) F % 2,451; rechazar H0 al nivel del 1%, ya que 2,451b 2,11 ] F(44, 40, 0,01)

b) F % 1,88; rechazar H0 al nivel del 5%, ya que 1,88 b 1,69 ]F(43, 44, 0,05)

c) F % 2,627; rechazar H0 al nivel del 1%, ya que 2,627b 2,11 ] F(47, 40, 0,01)

d) F % 1,90; rechazar H0 al nivel del 5%, ya que 1,90 b 1,79 ]F(24, 38, 0,05)

11.28. Rechazar H0 si F(3,6, 0,05) b 4,76, F % 7,095; rechazar H0 al nivel del 5%.

11.30. F %1,57; no rechazar H0 al nivel del 10%, ya que 1,57 a 3,18 ]F(9, 9, 0,05)

11.32. No. La probabilidad de rechazar la hipótesis nula, dado que es verdadera, es del 5%.

11.34. a) Suponer que la población sigue una distribución normal. Rechazar H0 si �t11, 0,025) � b2,201
t%.1,018; no rechazar H0 al nivel del 5%.

b) Suponer que la población sigue una distribución normal. Rechazar H0 si s2
(11, 0,05) b19,68,

s2
%154,19; rechazar H0 al nivel del 5%.

11.36. Suponiendo que las varianzas poblacionales son iguales, t%1,974; rechazar al nivel del 5%,
pero no al nivel del 1%.

11.38. Suponiendo que las varianzas poblacionales son iguales, t %.0,2099; no rechazar al nivel del
10% o a cualquier nivel habitual de alfa.

11.40. Suponer que la población sigue una distribución normal con varianzas iguales y muestras alea-
torias independientes. Rechazar H0 si t(10, 0,05) b 1,812. t% 3,33; rechazar H0 al nivel del 5%.

11.42. z %.2,30, p-valor %0,0107; rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 1,07%.

11.44. a) Rechazar H0 si z0,05 a.1,645, z %.1,2; no rechazar H0 al nivel del 5%.
b) Rechazar H0 si �z0,025 � b 1,96, z% 0,932; no rechazar H0 al nivel del 5%.

11.46. Rechazar H0 si �z0,01 � a .2,33, z%.1,19; no rechazar H0 al nivel del 1%.

11.48. z %.1,653, p-valor % 0,0495; rechazar H0 a niveles de alfa del 4,95%.

11.50. Rechazar H0 si F11, 11, 0,05 b 2,85. F %1,05; por lo tanto, no rechazar H0

11.52. a) Rechazar H0 si �z0,015� b2,17, z% 1,987; no rechazar al nivel del 3%.
b) Rechazar H0 si �z0,03 � b 1,88, z % 1,987; rechazar al nivel del 3%.

11.54. a) t% 1,74, p-valor %0,044. El contraste t correspondiente a pares enlazados realizado con los
datos originales muestra una diferencia significativa entre las ventas semanales; se observa
que la marca 2 es significativamente mayor que la marca 4 al nivel de 0,05.

b) t % 1,42, p-valor % 0,081. Eliminando el caso atípico más extremo de los datos de la mar-
ca 2, la diferencia entre las dos marcas deja de ser significativa al nivel de 0,05.

11.56. Los límites de control son 16,48 y 15,52.

Capítulo 12

12.2. a) t % 2,303, t38, 0,05 ] 2,021, t38, 0,01 ]2,704; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%. Pruebas
insuficientes para rechazar H0 al nivel del 1%.

b) t%4,397, t58, 0,05]2,000, t58, 0,01]2,660; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
c) t % 5,18, t43, 0,05 ] 2,021, t43, 0,01 ] 2,704; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
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d) t % 3,597, t23, 0,05 ] 2,069, t23, 0,01 ] 2,807; por lo tanto, rechazar H0 al nivel
del 1%.

12.4. t % 7,7736, t47, 0,05 ] 1,684, t47, 0,01 ] 2,423; por lo tanto, rechazar H0 a todos los niveles ha-
bituales de alfa.

12.6. t % 4,8168; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%, ya que
4,8168 b 1,671 ] t66, 0,05

12.8. a)
Pearson correlation of Instructor Rating and Expected Grade=0.722, p-value=0,008

b) t % 3,2971; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 10%, ya que 3,2971 b 1,372 % t10, 0,10

12.10. a) Y varía en !30
b) Y varía en .40
c) y4 % 220
d) y4 % 330
e) Los resultados de la regresión no «demuestran» que los aumentos de los valores de X

«causen» un aumento de los valores de Y. La teoría ayuda a establecer las conclusiones
sobre la causalidad.

12.12. a) Y varía en !80
b) Y varía en .60
c) y4 % 153
d) y4 % 333
e) Los resultados de la regresión no «demuestran» que los aumentos de los valores de X

«causen» un aumento de los valores de Y. La teoría ayuda a establecer las conclusiones
sobre la causalidad.

12.14. Una ecuación de regresión poblacional contiene los verdaderos coeficientes de regresión bi y
el verdadero error del modelo ei. En cambio, el modelo de regresión estimado consiste en los
coeficientes de regresión estimados bi y el residuo ei. La ecuación de regresión poblacional es
un modelo que pretende medir el valor efectivo de Y en función de X, mientras que la ecua-
ción de regresión muestral es una estimación del valor predicho de la variable dependiente Y
en función de X.

12.16. La constante representa un ajuste del modelo estimado y no del número vendido cuando el
precio es cero.

12.18. a) b1 % 1,80 b0 % 10 y4 i % 10 ! 1,80xi

b) b1 % 1,30 b0 % 132 y4 i % 132 ! 1,30xi

c) b1 % 0,975 b0 % 80,5 y4 i % 80,5 ! 0,975xi

d) b1 % 0,30 b0 % 47 y4 i % 47 ! 0,30xi

e) b1 % 0,525 b0 % 152,75 y4 i % 152,75 ! 0,525xi

12.20. a) b1 % 1,0737, b0 %.0,2336, y4 i %.0,2336 ! 1,0737xi

b) Estimamos que por cada aumento de la tasa de rendimiento del índice S&P 500 en una
unidad, la tasa de rendimiento de las acciones de la empresa aumentan un 1,07%.

c) Cuando la tasa porcentual de rendimiento del índice S&P 500 es cero, estimamos que la
tasa de rendimiento de la empresa es de .0,2336%.

12.22. a) b1 % 0,5143, b0 % 2,8854, y4 i % 2,8854 ! 0,5143x
b) Estimamos que por cada aumento del coste medio de una cena en una unidad, el número

de botellas vendidas aumenta en 0,5148%.
c) Sí. Se estima que se venden 2,8854 botellas, independientemente del precio pagado por

una cena.

12.24. a) y4 % 1,89 ! 0,0896x
b) 0,0896%. Estimamos que por cada ganancia de un 1% obtenida antes del 13 de noviem-

bre, hay una pérdida de 0,0896% el 13 de noviembre.
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12.26. a) SCR % 50.000. SCE % 50.000. s2
e % 1.000, R2

% 0,50
b) SCR % 63.000. SCE % 27.000. s2

e % 540, R2
% 0,70

c) SCR % 192. SCE % 48. s2
e % 0,96, R2

% 0,80
d) SCR % 60.000. SCE % 140.000. s2

e % 1.944,444, R2
% 0,30

e) SCR % 54.000. SCE % 6.000. s2
e % 157,8947, R2

% 0,90

12.28. a) R2
%

G (y4 i . y6 )2

G (yi . y6 )2
%

G [b1(xi . x6 )]2

G (yi . y6 )2
% b2

1

G (xi . x)2

G (yi . y6 )2

b) R2
% b2

1

G (xi . x6 )2

G (yi . y6 )2
% b1

G (xi . x6 )(yi . y6 )

G (yi . y6 )2
%

[G (xi . x6 )(yi . y6 )]2

G (xi . x)2 ; (yi . y)2
% r2

c) b1b
*
1 %

G (xi . x6 )(yi . y6 )

; (xi . x6 )2
G (xi . x6 )(yi . y6 )

G (yi . y6 )2
% r2

12.30. a) R2
% 0,1653, como se vio en el ejercicio 12.7: r %.0,4066, r2

% 0,1653 % R2

12.32 a)
Regression Analysis: Change in Mean a Versus Change in Absent
The regression equation is
Change in Mean absence illness = 0.0449 - 0.224 Change in Absentee Rate
Predictor Coef SE Coef T P

894.017.074360.0 58440.0tnatsnoC
Change in Absentee Rate -0.22426 0.05506 -4.07 0.003
S = 0.207325   R-Sq = 64.8%   R-Sq(adj) = 60.9%

b) STC % G y2
. ny6 2 % 1,1 . 25(0,0)2 % 1,1

SCR % G (y4 i . y6 )2 % 0,713
SCE % G e2

i % 0,387
STC % 1,1 % 0,713 ! 0,387 % SCR ! SCE

c) R2
% SCR/STC% 0,713/1,1 % 0,648; el 64,8% de la variación de la variable dependiente,

la tasa media de absentismo laboral por enfermedad, puede atribuirse a la variación del
cambio de la tasa de absentismo.

12.34. R2
% r2

% 0,0121. El 1,21% de la variación de la variable dependiente de las subidas anuales
puede atribuirse a la variación de las evaluaciones de la docencia.

12.36. a) F % 8,857. Fa, 1, n.2 % 4,170; por lo tanto, rechazar H0 al nivel de 0,05
b) F % 43,165. Fa, 1, n.2 % 4,00; por lo tanto, rechazar H0 al nivel de 0,05
c) F % 20,902. Fa, 1, n.2 % 4,281; por lo tanto, rechazar H0 al nivel de 0,05

12.38. a) b1 % 0,5391, b0 % 3,2958, y4 i % 3,2958 ! 0,5391xi

b) De 2.406 a 0,8376

12.40. a) s2e % 144,4686
b) s2

b % 1,8991
c) De .5,0673 a 0,9991
d) t %.1,476; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%, ya que

t %.1,476 b.1,796 %.t11, 0,05

12.42. Intervalo de predicción al 95%: (56,467, 97,533)
Intervalo de confianza al 95%: (71,371, 82,629)

12.44. Intervalo de predicción al 95%: (150,331, 165,669)
Intervalo de confianza al 95%: (155,351, 160,649)

12.46 a) t %.7,303; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%, ya que
t %.7,303 b.2,807 % t23, 0,005

b) yn!1 % 12,6 . 1,2(4) % 7,8; intervalo al 90%: (4,4798, 11,1203)
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12.48 a) t % 7,689; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%, ya que t % 7,689 b 2,878 % t18, 0,005

b) t % 0,5278; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 20%, ya que
t%0,5278 a 1,33 % t18, 0,10

12.50. t % 5,1817; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%, ya que t % 5,1817 b 2,807 % t23, 0,005

12.52. t % 2,969; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%, ya que t % 2,969 b 2,947 % t15, 0,005

12.54. t %.10,251; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%, ya que
t %.10,251 a.3,707 % t6, 0,005

12.56. El intervalo de confianza al 90% de la predicción del valor efectivo: (de .11,5212 a 33,337)
El intervalo de confianza al 90% de la predicción del valor esperado: (de 4,8197 a 16,9961)
La distinción entre los dos se encuentra en la incertidumbre sobre el valor esperado o medio
en comparación con la incertidumbre sobre un valor específico. Ambos están centrados en el
mismo valor; sin embargo, la incertidumbre sobre un valor específico es mayor que en el caso
del valor esperado o medio, ya que están incluidas las diferencias tanto del valor esperado
como del valor individual con respecto al valor esperado.

12.58. El intervalo de confianza al 90% de la predicción del valor esperado: (de 0,2591 a 0,14211)
El intervalo de confianza al 95% de la predicción del valor esperado: (de 0,1362 a 1,544)

12.60. Obsérvese que los valores calculados de la salida Minitab del análisis de regresión son exac-
tamente los mismos para los cuatro conjuntos de datos, pero en los diagramas de puntos dis-
persos las pautas de los datos son muy diferentes y, por lo tanto, los modelos también:
El modelo de Y1 % f(X1) es un buen ajuste de un modelo lineal.
El modelo de Y2 % f(X2) es un modelo no lineal.
El modelo de Y3 % f(X3) tiene un importante caso extremo en el valor más alto de X1.
El modelo de Y4 % f(X4) sólo tiene dos valores de la variable independiente.

12.62. Dos variables aleatorias están correlacionadas positivamente si los valores bajos de una van
acompañados de valores bajos de la otra y los valores altos de una van acompañados de valo-
res altos de la otra:
a) Los gastos totales de consumo están correlacionados positivamente con la renta disponible.
b) El precio de un bien o de un servicio está relacionado negativamente con la cantidad

vendida.
c) El precio de la mantequilla y las ventas de relojes de pulsera no están correlacionados.

12.64. t % 2,844; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%, ya que t % 2,844 b 2,660 ] t51, 0,005

12.66. t % 2,452; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%, ya que t % 2,452 b 2,39 ] t60, 0,01

12.68. Para demostrarlo, sea x % x6 en el caso de la regresión de y con respecto a x, y % b0 ! b1x
y4 % b0 ! b1x6 % y6 . b1x6 ! b1x6 % y6

12.70. a) Estimamos que por cada variación de la tasa de inflación en una unidad, el tipo efectivo al
contado varía en 0,7916 unidades.

b) R2
% 9,7%. El 9,7% de la variación del tipo efectivo al contado puede atribuirse a las va-

riaciones del tipo al contado predicho por la tasa de inflación.
c) t % 2,8692; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%, ya que

t % 2,8692 b 2,66 % t77, 0,005

d) t %.0,7553; por lo tanto, no rechazar H0 a cualquier nivel habitual de alfa.

12.72. a) Estimamos que por cada aumento del examen de posición en una unidad, la calificación
final de los estudiantes al final del curso aumenta en 0,2875 puntos.

b) El 11,58% de la variación de la calificación final de los estudiantes puede atribuirse a la
variación del examen de posición.
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c) Los dos métodos son (1) contrastar la significación del coeficiente de la pendiente de la
regresión poblacional (b) y (2) contrastar la significación del coeficiente de correlación
poblacional (o).
(1) H0 : b % 0, H1 : b b 0

t % 6,2965. Por lo tanto, rechazar H0 a cualquier nivel habitual de alfa.
(2) H0 : o % 0, H1 : o b 0, r % 0,3403, t % 6,3098. Por lo tanto, rechazar H0 a cualquier ni-

vel habitual de alfa.

12.74. a) R2
% 23,88% de la variación de la variable dependiente puede atribuirse a la variabilidad

de la variable independiente x.
b) t % 2,6863; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%, ya que

t % 2,6863 b 2,069 % t23,0,025

c) (De 0,2987 a 2,3013)

12.76. El modelo de regresión lineal todavía podría ser adecuado si la cantidad utilizada de fertili-
zante estuviera dentro del rango de valores utilizados para estimar la ecuación de regresión.
Las ecuaciones de regresión pueden no ser tan útiles para realizar predicciones partiendo de
datos situados fuera del rango de los valores muestrales.

12.78. a) El gráfico en el que la variable independiente es el peso del vehículo muestra una leve
relación positiva con las muertes en accidente. El R2 de la regresión simple es de 5,9%. El
porcentaje de automóviles importados tiene una leve relación negativa con el R2 de la re-
gresión simple: 8,1%. La relación entre las muertes y las camionetas es una relación posi-
tiva mucho mayor con el R2 de la regresión simple del 52,7%. Y la antigüedad del auto-
móvil tiene una débil relación negativa con el R2 de la regresión simple del 17,8%. Todos
los gráficos muestran un dato atípico de 0,55 muertes en accidente en la 49.a observación
del conjunto de datos. Este punto es mucho más alto de lo esperado, dados los niveles de
las variables independientes.

b)
Regression Analysis: Deaths Versus vehwt
The regression equation is
deaths = -0.346+0.000147 vehwt
Predictor Coef SE Coef T P
Constant -0.3458 0.3022 -1.14 0.258
vehwt 0.00014697 0.00008528 1.72

S = 0.0786123 R-Sq = 5.9% R-Sq(adj) = 3.9%

Regression Analysis: Deaths Versus impcars
The regression equation is
deaths = 0.224-0.00478 impcars
Predictor Coef SE Coef T P
Constant 0.22371 0.02662 8.40 0.000
impcars -0.004776 0.002351 -2.03 0.048

S = 0.0777183 R-Sq = 8.1% R-Sq(adj) = 6.1%

Regression Analysis: Deaths Versus lghttrks
The regression equation is
deaths = 0.0137 + 0.00974 lghttrks
Predictor Coef SE Coef T  P
Constant 0.01375 0.02359 0.58 0.563
lghttrks 0.009742 0.001346 7.24 0.000

S = 0.0557321 R-Sq = 52.7% R-Sq(adj) = 51.7%

Regression Analysis: Deaths Versus carage
The regression equation is
deaths = 5.26 - 0.0723 carage
Predictor Coef SE Coef T  P
Constant 5.263 3.30 0.002
carage -0.07234 0.02266 -3.19 0.003

S = 0.0734818 R-Sq = 17.8% R-Sq(adj) = 16.1%

0.091

1.594
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c) Las variables independientes están ordenadas basándose en el R2 de la regresión simple.

Variable R2 Rank
Camionetas 52,7% 1

Antigüedad de los automóviles 17,8% 2

Automóviles importados 8,1% 3

Peso de los vehículos 5,9% 4

Las muertes en accidente están relacionadas positivamente tanto con el peso como con el
porcentaje de camionetas. Están relacionadas negativamente con el porcentaje de automó-
viles importados y la antigüedad del vehículo. Las camionetas tienen la relación lineal más
estrecha seguidas de la antigüedad y del peso de los vehículos.

12.80. a) Los diagramas de puntos dispersos muestran que el valor de mercado está relacionado po-
sitivamente con el tamaño de la vivienda. Los casos atípicos incluyen varias viviendas
cuya valoración basada en su tamaño es mucho mayor de lo esperado. El valor de merca-
do está relacionado negativamente con el tipo impositivo, aunque se observan algunos ca-
sos excepcionales en los que las viviendas tienen la máxima valoración, pero sus tipos im-
positivos están entre los más bajos.

b)

Regression Analysis: hseval Versus sizehse
The regression equation is
hseval = -40.1 + 11.2 sizehse

Predictor Coef SE Coef T P
Constant -40.15 10.11 -3.97 0.000
sizehse 11.169 1.844 6.06 0.000

S = 4.188     R-Sq = 29.4%     R-Sq(adj)  =  28.6%

Regression Analysis: hseval Versus taxrate
The regression equation is
hseval = 26.6 -208 taxrate

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 26.650 1.521 17.52 0.000
taxrate -207.60 53.27 -3.90 0.000

S = 4.603    R-Sq = 14.7%   R-Sq(adj)  =  13.7%

El tamaño de la vivienda es un predictor más fuerte que el tipo impositivo.
c) El hecho de que se bajen o no los tipos impositivos no influye en la valoración tanto como

el tamaño de la vivienda.

12.82. a) Inversión fija en vivienda en relación con el tipo de interés preferencial:

Regression Analysis: FRH Versus FBPR
The regression equation is
FRH = 132 + 10.5 FBPR
210 cases used 8 cases contain missing values

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 132.004 9.828 13.43 0.000
FBPR 10.529 1.233 8.54 0.000

S = 64.19     R-Sq = 26.0%   R-Sq(adj) = 25.6%

Inversión privada fija en vivienda en relación con el tipo de los fondos federales:
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Regression Analysis: FRH Versus FFED
The regression equation is
FRH = 191 + 5.01 FFED
184 cases used 34 cases contain missing values

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 190.67 10.25 18.60 0.000
FFED 5.013 1.480 3.39 0.001

S = 66.41       R-Sq = 5.9%     R-Sq(adj) = 5.4%

El primer modelo de regresión con un coeficiente de determinación del 26,0% hace mejo-
res predicciones que el segundo con un coeficiente de determinación de sólo 5,9%.

b) Intervalos de confianza al 95% del coeficiente de la pendiente:
Tipo de interés preferencial: de 8,112 a 12,946
Tipo de los fondos federales: de 2,112 a 7,914

c) Subida de los tipos de interés de dos puntos:
Tipo de interés preferencial: Y4 % 153,062
Tipo de los fondos federales: Y4 % 200,696

d) Intervalos de confianza al 95% dada una subida de los tipos de interés de 2 puntos porcen-
tuales:
Dada una subida de cada tipo de interés de 2%:
Tipo de interés preferencial: de 152,8559 a 153,2681
Tipo de los fondos federales: de 200,5225 a 200,8695

Capítulo 13

13.2. a) y4 % 174 b) y4 % 181 c) y4 % 311 d) y4 % 188

13.4. a) y4 aumenta en 8 b) y4 aumenta en 8 c) y4 aumenta en 24

13.6. a) b1 % 0,661: manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de la velocidad máxima
del avión en un kilómetro por hora aumenta el número esperado de horas del esfuerzo de
diseño, según las estimaciones, en 0,661 millones, o sea, en 661.000 horas de trabajo.

b) b2 % 0,065: manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del peso del avión en
una tonelada aumenta el número esperado de horas del esfuerzo de diseño, según las esti-
maciones, en 0,065 millones, o sea, 65.000 horas de trabajo.

c) b3 %.0,018: manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del porcentaje de pie-
zas en común con otros modelos provoca una disminución del número esperado de horas
del esfuerzo de diseño, según las estimaciones, en 0,018 millones, o sea, 18.000 horas de
trabajo.

13.8. a) b1 % 0,052: manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de la renta semanal de
cien dólares provoca, según las estimaciones, un aumento del consumo de leche de 0,052
litros semanales. b2 % 1,14: manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del tama-
ño de la familia en una persona provoca un aumento estimado del consumo de leche en
1,14 litros a la semana.

b) El término constante b0 de .0,025 es el consumo estimado de litros de leche a la semana,
dado que la renta semanal de la familia es de 0 dólares y hay 0 miembros en la familia.
Esta interpretación probablemente supone extrapolar más allá de los datos muestrales, por
lo que no es una interpretación útil.

13.10. a) b1 % 2,000, b2 % 3,200 b) b1 %.0,667, b2 % 1,067
c) b1 % 0,083, b2 % 0,271 d) b1 % 0,9375, b2 %.0,4375

13.12. a)
The regression equation is
salesmw2 = — 647363 + 19895 priclec2 + 2.35 numcust2
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Manteniéndose todo lo demás constante, estimamos que por cada aumento del precio de la
electricidad en una unidad, las ventas aumentan en 19.895 megavatios.

Manteniéndose todo lo demás constante, estimamos que por cada cliente residencial
adicional que utiliza la electricidad para calentar su casa, las ventas aumentan en 2,353
megavatios.

b)
The regression equation is
salesmw2 = — 410202 + 2.20 numcust2

Se estima que un cliente residencial más aumenta las ventas de electricidad en 2,2027 me-
gavatios.

Los dos modelos tienen más o menos el mismo poder explicativo; por lo tanto, la in-
troducción del precio como variable no aumenta significativamente el poder explicativo
del modelo. Parece que existe una estrecha correlación entre las variables independientes
que puede influir en los coeficientes estimados. Las estimaciones de los coeficientes de
regresión dependen de las demás variables de predicción del modelo.

c)
The regression equation is
salesmw2 = 2312260 - 165275 priclec2 + 56.1 degrday2

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del precio de la electricidad reduce
las ventas de electricidad en 165.275 megavatios.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de los grados-días (desviación
con respecto al tiempo normal) en una unidad aumenta las ventas de electricidad en 56,06
megavatios.

Obsérvese que el coeficiente de la variable del precio ahora es negativo, como cabría
esperar, y es significativamente diferente de cero (p-valor % 0,000).

d)
The regression equation is
salesmw2 = 293949 + 326 Yd872 + 58.4 degrday2

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de la renta personal disponible en
una unidad aumenta las ventas de electricidad en 325,85 megavatios.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de los grados-días en una unidad
aumenta las ventas de electricidad en 58,36 megavatios.

13.14. a)
The regression equation is
horspwr = 23.5 + 0.0154 weight + 0.157 displace

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del peso del automóvil de 100 libras
va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 1,54.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del desplazamiento del motor de
10 pulgadas cúbicas va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 1,57.

b)
The regression equation is
horspwr = 16.7 + 0.0163 weight + 0.105 displace + 2.57 cylinder

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del peso del automóvil de 100 libras
va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 1,63.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del desplazamiento del mo-
tor de 10 pulgadas cúbicas va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil
de 1,05.

Manteniéndose todo lo demás constante, un cilindro más en el motor va acompañado
de un aumento de la potencia del automóvil de 2,57.
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Obsérvese que la introducción de la variable independiente del número de cilindros no
ha aumentado el poder explicativo del modelo. R2 ha aumentado marginalmente. El des-
plazamiento del motor ya no es significativo al nivel de 0,05 (p-valor de 0,074) y el coefi-
ciente estimado del número de cilindros no es significativamente diferente de cero, debido
a la estrecha correlación que existe entre las pulgadas cúbicas de desplazamiento del mo-
tor y el número de cilindros.

c)
The regression equation is
horspwr = 93.6 + 0.00203 weight + 0.165 displace — 1.24 milpgal

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del peso del automóvil de 100 libras
va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 0,203.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del desplazamiento del motor de
10 pulgadas cúbicas va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de
1,6475.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del ahorro de combustible del ve-
hículo de 1 milla por galón va acompañado de una reducción de la potencia de 1,2392.

Obsérvese que el coeficiente negativo del ahorro de combustible indica la disyuntiva
que se espera entre la potencia y el ahorro de combustible. La variable del desplazamiento
es significativamente positiva, como cabía esperar; sin embargo, la variable del peso ya no
es significativa. Una vez más, sería de esperar que hubiera una estrecha correlación entre
las variables independientes.

d)

The regression equation is
horspwr = 98.1 - 0.00032 weight + 0.175 displace - 1.32 milpgal + 0.000138 price

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del peso del automóvil de 100 libras
va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 0,032.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del desplazamiento del motor de
10 pulgadas cúbicas va acompañado de un aumento de la potencia del automóvil de 1,75.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del ahorro de combustible del ve-
hículo de 1 milla por galón va acompañado de una reducción de la potencia del automóvil
de 1,32.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del precio de 100 $ va acompa-
ñado de un aumento de la potencia del automóvil de 0,0138.

e) El poder explicativo ha aumentado marginalmente entre el primer modelo y el último. El
coeficiente estimado del precio no es significativamente diferente de cero. El desplaza-
miento y el ahorro de combustible tienen los signos esperados. El coeficiente del peso tie-
ne el signo incorrecto; sin embargo, no es significativamente diferente de cero (p-valor de
0,953).

13.16. a) s2e % 86,207, se % 9,2848
b) STC % 9.500
c) R2

% 0,7368, R1 2 % 0,7187

13.18. a) s2e % 75,0, se % 8,660
b) STC % 95.000
c) R2

% 0,8421, R1 2 % 0,7822

13.20. a) R2
% 0,5441; por lo tanto, el 54,41% de la variabilidad del consumo de leche puede atri-

buirse a las variaciones de la renta semanal y del tamaño de la familia.
b) R1 2 % 0,5103
c) R % 0,7376. Ésta es la correlación muestral entre el valor observado del consumo de leche

y el predicho.
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13.22. a)
The regression equation is
Y profit = 1.55 - 0.000120 X2  offices

b)
The regression equation is
X1 revenue = - 0.078 + 0.000543 X2 offices

c)
The regression equation is
Y profit = 1.33 - 0.169 X1 revenue

d)
The regression equation is
X2  offices = 957 + 163 1X1 revenue

13.24. a) IC al 95% de x1: de 0,4698 a 13,1302
IC al 95% de x2: de .0,6554 a 14,554
IC al 95% de x3: de .7,2 ! 2,042 (3,2); de .13,7344 a .0,6656

b) Para x1: t % 2,194 t30, 0,05/0,01 % 1,697, 2,457. Rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al ni-
vel del 1%.
Para x2: t %.1,865 t30, 0,05/0,01 % 1,697, 2,457. Rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al
nivel del 1%.
Para x3: t %.2,25 t30, 0,05/0,01% 1,697, 2,457. No rechazar H0 al nivel del 5% ni al nivel
del 1%.

13.26. a) IC al 95% de x1: de 3,4510 a 32,149
IC al 95% de x2: de .0,788 a 54,588
IC al 95% de x3: de .16,88 a .1,52

b) Para x1: t % 2,507 t35, 0,05/0,01 ] 1,697, 2,457. Rechazar H0 al nivel del 5% y al nivel
del 1%.
Para x2: t % 1,964 t35, 0,05/0,01 ] 1,697, 2,457. Rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al ni-
vel del 1%.
Para x3: t %.2,421 t35, 0,05/0,01 ] 1,697, 2,457. No rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al
nivel del 1%.

13.28. a) t % 2,26. t27, 0,025/0,01% 2,052, 2,473; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 2,5%, pero no
al nivel del 1%.

b) IC al 90%: de 0,5439 a 1,7361
IC al 95%: de 0,4218 a 1,8582
IC al 99%: de 0,1701 a 2,1099

13.30. a) t %.0,428, t16, 0,10 %.1,337; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 20%.
b) F % 13,057, F3, 16, 0,01 % 5,29; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

13.32. a) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de la renta personal per cápita media
de 1 $ más provoca un aumento de los ingresos netos per cápita esperados generados por
la lotería de 0,04 $.

b) IC al 95%: de 0,2359 a 1,5185
c) t %.1,383, t24, 0,10/0,05%.1,318, .1,711; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 10%,

pero no al nivel del 5%.

13.34. a) IC al 95%: de 0,1805 a 0,2195
b) t %.1,19, t16, 0,10 %.1,337; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

13.36. a) IC al 99%: de 0,0173 a 0,0817
b) t % 0,617, t30, 0,10 % 1,31; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 20%.
c) t % 2,108, t30, 0,025/0,01 % 2,042, 2,457; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%, pero no al

nivel del 2%.
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13.38. a) F % 81,955, F3, 23, 0,01 % 4,76; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
b) Tabla del análisis de la varianza:

Fuentes Suma Grados Media  
de variación de los cuadrados de libertad de los cuadrados Cociente F
Regresor 3,549 3 1,183 81,955

Error 0,332 23 0,014435

Total 3,881 26

13.40. a) F % 16,113, F2, 27, 0,01 % 5,49; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
b) Tabla del análisis de varianza:

Fuentes Suma Grados Media  
de variación de los cuadrados de libertad de los cuadrados Cociente F
Regresor 88,2 2 44,10 16,113

Error 73,9 27 2,737

Total 162,1 29

13.42. a) F % 6,2449, F4, 24, 0,01 % 4,22; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

13.44. a) F % 217, F2, 16, 0,01 % 6,23; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

13.46.
(SCE* . SCE)k1

SCE/(n . k . 1)
%

n . k . 1

k1

(SCE* . SCE)/STC

SCE/STC

%
n . k . 1

k1

1 . R2*
. (1 . R2)

1 . R2

%
n . k . 1

k1

R2
. R2*

1 . R2

13.47. a) R1 2 % 1 .

SCE/(n . k . 1)

SCE/(n . 1)
% 1 .

n . 1

n . k . 1
(1 . R2)

%
n . 1

n . k . 1
R2

.

k

n . k . 1
%

(n . 1)R2
. k

n . k . 1

b) Dado que R1 2 %
(n . 1)R2

. k

n . k . 1
, entonces R2

%
(n . k . 1)R1 2 ! k

n . 1

c)
SCR/k

SCE/(n . k . 1)
%

n . k . 1

k

SCR/STC

SCE/STC

%
n . k . 1

k

R2

1 . R2 %
n . k . 1

k

[(n . k . 1)R2
! k]/(n . 1)

[n . 1 . (n . k . 1)R1 2 . k]/(n . 1)

%
n . k . 1

k

(n . k . 1)R1 2 ! k

(n . k . 1)(1 . R1 2)
%

n . k . 1

k

R1 2 ! k

(1 . R1 2)

13.50. Y4 % 10,638 kilos

13.52. Y4 % 2,216 millones de horas de trabajo

13.54. Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6, 8, 10

xi 1 2 4 6 8 10
yi = 4x1,5 4 11,3137 32 58,7878 90,5097 126,4611

yi = 1 + 2xi + 2xi
2 5 13 41 85 145 221
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13.56. Calcule los valores de yi cuando xi % 1, 2, 4, 6, 8, 10

xi 1 2 4 6 8 10
yi = 4x1,5 4 11,3137 32 58,7878 90,5097 126,4611

yi = 1 + 2xi + 1,7xi
2 4,7 11,8 36,2 74,2 125,8 191

13.58. Hay muchas respuestas posibles. Entre las relaciones que pueden aproximarse mediante un
modelo cuadrático no lineal hay muchas funciones de oferta, funciones de producción y fun-
ciones de coste, incluido el coste medio en relación con el número de unidades producidas.

13.60. a) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del gasto anual de consumo de un
1% va acompañado de un aumento del gasto en viajes de vacaciones del 1,1556%.

Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del tamaño del hogar va acompa-
ñado de una disminución de los gastos en viajes de vacaciones del 0,4408%.

b) Una variación de los gastos en viajes de vacaciones del 16,8% puede atribuirse a las varia-
ciones del logaritmo de los gastos totales de consumo y el logaritmo del número de miem-
bros del hogar.

c) De 1,049 a 1,2626
d) t % .8,996; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

13.62. a) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del precio del vacuno del 1% va
acompañado de una disminución de las toneladas de vacuno consumidas anualmente en
Estados Unidos del 0,529%.

b) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del precio del porcino del 1% va
acompañado de una disminución de las toneladas de vacuno consumidas anualmente en
Estados Unidos del 0,217%.

c) t % 2,552; t25, 0,01 % 2,485; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
d) F % 13,466, F4, 25, 0,01 % 4,18; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
e) Si se ha omitido una variable independiente importante, puede haber un sesgo de especifi-

cación. Los coeficientes de regresión obtenidos en el modelo mal especificado serían enga-
ñosos.

13.64. a) Los coeficientes de los modelos exponenciales pueden estimarse tomando el logaritmo del
modelo de regresión múltiple para obtener una ecuación lineal en los logaritmos de las va-
riables.

log (Y ) % log (b0) ! b1 log (X1) ! b2 log (X2) ! b3 log (X3) ! b4 log (X)4 ! log (e)

Introduciendo las restricciones sobre los coeficientes: b1!b2%1, b2%1.b1, b3!b4%1,
b4 % 1 . b3

log (Y )% log (b0)!b1 log (X1)![1.b1] log (X2)!b3 log (X3)![1.b3]log (X4)!log (e)

Simplificar algebraicamente y estimar los coeficientes. El coeficiente b2 puede hallarse
restando b1 de 1,0. Asimismo, el coeficiente b4 puede hallarse restando b3 de 1,0.

b) La elasticidad constante de Y con respecto a X4 es el coeficiente del término X4 de la re-
gresión logarítmica.

13.66.
Results for: GermanImports.xls
Regression Analysis: LogYt Versus LogX1t, LogX2t

The regression equation is
LogYt = -4.07 + 1.36 LogX1t + 0.101 LogX2t
Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant -4.0709 0.3100 0.000
LogX1t 1.35935 0.03005 0.000 4.9
LogX2t 0.10094 0.05715 0.088 4.9

S = 0.04758       R-Sq = 99.7%     R-Sq(adj) = 99.7%

-13.13
45.23
1.77
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13.68. a) y4 % 5,78 ! 4,87x1 b) y4 % 1,15 ! 9,51x1 c) y4 % 13,67 ! 8,98x1

13.70. a) Manteniéndose todo lo demás constante, el precio esperado de venta es más alto en 3.219 $
si el piso tiene chimenea.

b) Manteniéndose todo lo demás constante, el precio esperado de venta es más alto en 2.005 $
si el piso tiene suelos de madera.

c) IC al 95%: de 1.362,88 $ a 5.075,12 $.
d) t % 2,611; t809, 0,005 % 2,576; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

13.72. El 35,6% de la variación del rendimiento global en los estudios de postgrado puede atribuirse
a la variación de la calificación media de los estudios de grado, a la calificación obtenida en
el examen de acceso a la universidad y a si la carta de recomendación es especialmente bue-
na. El modelo global es significativo, ya que podemos rechazar la hipótesis nula de que el
modelo no tiene poder explicativo en favor de la hipótesis alternativa de que tiene mucho po-
der explicativo. Los coeficientes de regresión individuales que son significativamente diferen-
tes de cero son las calificación media en el examen de acceso a la universidad y si la carta de
recomendación del estudiante es especialmente buena. El coeficiente de la calificación media
en los estudios de grado no es significativo al nivel del 5%.

13.74. a) Manteniéndose todo lo demás constante, la valoración media de un curso es 6,21 unidades
mayor si interviene un profesor visitante que en caso contrario.

b) t % 1,73; t20, 0,05 % 1,725; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.
c) El 56,9% de la variación de la valoración media del curso puede atribuirse a la variación

del porcentaje de tiempo dedicado a sesiones de discusión en grupo, los dólares gastados
en la preparación de los materiales del curso, los dólares gastados en comida y bebidas y
si interviene un profesor visitante. F % 6,6, F4, 20, 0,01 % 4,43; por lo tanto, rechazar H0 al
nivel del 1%.

d) De 0,0819 a 0,9581

13.76.
Results for: Student Performance.xls

Regression Analysis: Y Versus X1, X2, X3, X4, X5
The regression equation is
Y = 2.00 + 0.0099 X1 + 0.0763 X2 - 0.137 X3 + 0.064 X4 + 0.138 X5
Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 1.997 1.273 1.57 0.132
X1 0.00990 0.01654 0.60 0.556 1.3
X2 0.07629 0.05654 1.35 0.192 1.2
X3 -0.13652 0.06922 -1.97 0.062 1.1
X4 0.0636 0.2606 0.24 0.810 1.4
X5 0.13794 0.07521 1.83 0.081 1.1

S = 0.5416       R-Sq = 26.5%         R-Sq(adj)  =  9.0%

El modelo no es significativo (p-valor del contraste F % 0,229). El modelo sólo explica el
26,5% de la variación de la calificación media utilizando como variables independientes las
horas dedicadas a estudiar, las horas dedicadas a preparar los exámenes, las horas pasadas en
los bares, el hecho de que los estudiantes tomen o no notas o subrayen cuando leen los libros
de texto y el número medio de créditos realizados por semestre. Las únicas variables indepen-
dientes que son marginalmente significativas (al nivel del 10%, pero no al nivel del 5%)
incluyen el número de horas pasadas en los bares y el número medio de créditos. Las otras
variables independientes no son significativas a los niveles habituales de alfa.

13.78. a) Una gran correlación entre las variables independientes hace que la varianza de los coefi-
cientes estimados sea alta y tiende a tener un pequeño estadístico t de Student.

Utilizar la regla práctica �r � b
2

∂n
para averiguar si la correlación es «grande».
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b) No existe ninguna correlación entre las variables independientes. Ningún efecto en los
coeficientes estimados.

c) Una gran correlación entre las variables independientes hace que la varianza de los coefi-
cientes estimados sea alta y tiende a tener un pequeño estadístico t de Student.

d) Utilizar la regla práctica �r � b
2

∂n
para averiguar si la correlación es «grande».

13.80. La correlación entre la variable independiente y la variable dependiente no es necesariamente
una prueba de que el estadístico t de Student sea pequeño. Una elevada correlación entre las
variables independientes podría hacer que el estadístico t de Student fuera muy pequeño, de-
bido a que la correlación crea una elevada varianza.

El informe de los ejercicios 13.82 a 13.84 puede escribirse siguiendo el extenso caso prác-
tico basado en los datos del fichero Cotton (véase el apartado 13.9).

13.86.

Regression Analysis: y_FemaleLFPR  versus x1_income, x2_yrsedu, ...
The regression equation is
y_FemaleLFPR = 0.2 + 0.000406 x1_income + 4.84 x2_yrsedu - 1.55 x3_femaleun

FIVP TrotciderP
699.000.0tnatsnoC

2.1420.043.2mocni_1x
5.1290.027.1desry_2x
3.1000.075.4-lamef_3x

S = 3.048       R-Sq = 54.3%  R-Sq(adj)= 51.4%

Coef
0.16

0.0004060
4.842

-1.5543

SE Coef
34.91

0.0001736
2.813

0.3399

13.88.

Regression Analysis: y_manufgrowt versus x1_aggrowth, x2_exportgro, ...

The regression equation is
y_manufgrowth = 2.15 + 0.493 x1_aggrowth + 0.270 x2_exportgrowth

- 0.117 x3_inflation
Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 2.1505 0.9695 2.22 0.032
x1_aggro 0.4934 0.2020 2.44 0.019 1.0
x2_expor 0.26991 0.06494 4.16 0.000   1.0
x3_infla -0.11709 0.05204 -2.25 0.030 1.0

S = 3.624         R-Sq = 39.3%  R-Sq(adj) = 35.1%

13.90. La tabla del análisis de la varianza identifica cómo se descompone la variabilidad total de la
variable dependiente (STC) entre la parte de la variabilidad que es explicada por el modelo de
regresión (SCR) y la parte que no es explicada (SCE). El coeficiente de determinación (R2) es
el cociente ente SCR y STC. La tabla del análisis de la varianza también calcula el estadístico
F del contraste de la significación de la regresión global, es decir, si todos los coeficientes
estimados son todos ellos iguales a cero. El p-valor correspondiente también se indica gene-
ralmente en esta tabla.

13.92. Si uno de los modelos contiene más variables explicativas, STC sigue siendo igual en los dos
modelos, pero SCR es más alto en el modelo que tiene más variables explicativas. Dado que
STC % SCR1 ! SCE1, que es equivalente a SCR2 ! SCE2, y dado que SCR2 b SCR1, entonces
SCE1 b SCE2. Por lo tanto, el coeficiente de determinación es más alto cuando es mayor el
número de variables explicativas y el coeficiente de determinación debe interpretarse conjun-
tamente con el hecho de que los coeficientes de la pendiente de regresión de las variables ex-
plicativas sean o no significativamente diferentes de cero.
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13.94. G ei % G (yi . a . b1x1i . b2x2i)

G ei % G (yi . y6 ! b1x61i ! b2x62i . b1x1i . b2x2i)

G ei % ny6 . ny6 ! nb1x61 ! nb2x62 . nb1x61 . nb2x62

G ei % 0

13.96. a) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento de una pregunta provoca una dismi-
nución del porcentaje esperado de respuestas recibidas de 1,834. Manteniéndose todo lo
demás constante, un aumento de la longitud del cuestionario en una palabra provoca una
disminución del porcentaje esperado de respuestas recibidas de 0,016.

b) El 63,7% de la variabilidad del porcentaje de respuestas recibidas puede atribuirse a la
variabilidad del número de preguntas realizadas y del número de palabras.

c) F % 23,69, F2, 27, 0,01 % 5,49; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
d) De .3,5938 a .0,752
e) t %.1,78; t27, 0,05/0,025 %.1,703, .2,052. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%, pe-

ro no al nivel del 2,5%.

13.98.

Regression Analysis: y_rating versus x1_expgrade, x2_Numstudents
The regression equation is
y_rating = -0.200 + 1.41 x1_expgrade - 0.0158 x2_Numstudents

FIV PT rotciderP
777.092.0-tnatsnoC

5.1000.039.7rgpxe_1x
5.1100.071.4-tsmuN_2x

S = 0.1866        R-Sq = 91.5%  R-Sq(adj) = 90.5%

Coef 
-0.2001 
1.4117 

-0.015791 

SE Coef 
0.6968 
0.1780 

  0.003783 

13.100. a) Manteniéndose todo lo demás constante, cada punto adicional de la calificación esperada
del estudiante provoca un aumento esperado de la calificación efectiva de 0,469.

b) De 2,4752 a 4,26276
c) t % 2,096, t103, 0,025 % 1,96; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.
d) El 68,6% de la variación de las calificaciones del examen se debe a su dependencia li-

neal de la calificación esperada por el estudiante, las horas semanales dedicadas a estu-
diar para el curso y la calificación media del estudiante.

e) F % 75,008, F3, 103, 0,01 % 3,95. Rechazar H0 a cualquier nivel habitual de alfa.
f) R % 0,82825
g) Y4 % 75,812

13.102. a) De 110,0795 a 850,0005
b) De 803,4152 a 1.897,1848
c) t %.4,9299; t2.669, 0,005 % 2,576; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.
d) t % 6,5142; t2.669, 0,005 % 2,576; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.
e) El 52,39% de la variabilidad de los minutos jugados puede atribuirse a la variabilidad de

las 9 variables.
f) R % 0,7238

13.104. Puede escribirse un informe basándose en el caso práctico y contrastando la significación del
modelo. Véase el apartado 13.9.

13.106. La matriz de correlaciones indica que algunas de las variables independientes es probable
que sean significativas; sin embargo, también es un resultado probable una elevada correla-
ción entre las variables independientes. El modelo de regresión con todas las variables inde-
pendientes es:
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Regression Analysis: Salary Versus age, Experien, ...
The regression equation is
Salary = 23725 - 40.3 age + 357 Experien + 263 yrs_asoc + 493 yrs_full

- 954 Sex_1Fem + 3427 Market + 1188 C8
Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 23725 1524 15.57 0.000
age -40.29 44.98 -0.90 0.372 4.7
Experien 356.83 63.48 5.62 0.000 10.0
yrs_asoc 262.50 75.11 3.49 0.001 4.0
yrs_full 492.91 59.27 8.32 0.000 2.6
Sex_1Fem -954.1 487.3 -1.96 0.052 1.3
Market 3427.2 754.1 4.54 0.000 1.1
C8 1188.4 597.5 1.99 0.049 1.1

S = 2332 R-Sq = 88.2%  R-Sq(adj) = 87.6%

Dado que la edad no es significativa y tiene los estadísticos t más pequeños, se elimina del
modelo: eliminando la edad como variable independiente, el contraste F condicionado de
la edad es: Fx2

% 0,80, que es muy inferior a cualquier valor crítico habitual de F. Por lo
tanto, se elimina la edad del modelo. El resto de las variables independientes son todas
significativas al nivel de significación de 0,05 y, por lo tanto, la ecuación con la edad eli-
minada es el modelo de regresión final. Análisis de los residuos para averiguar si el su-
puesto de la linealidad se cumple: el gráfico de los residuos de la experiencia muestra una
relación cuadrática relativamente estrecha entre la experiencia y los salarios. Por lo tanto,
se genera y se añade al modelo una nueva variable, que tiene en cuenta la relación cuadrá-
tica. Ninguno de los demás gráficos de los residuos demuestra claramente la ausencia de
linealidad. Se ha añadido a las variables independientes el modelo con el término del cua-
drado de la experiencia. El término del cuadrado de la experiencia es estadísticamente sig-
nificativo; sin embargo, Sex–1Fem ya no es significativa al nivel de 0,05, por lo que se
elimina del modelo:

Regression Analysis: Salary Versus Experien, ExperSquared, ...
The regression equation is
Salary = 18538 + 888 Experien - 16.3 ExperSquared + 237 yrs_asoc
            + 624 yrs_full + 3982 Market + 1145 C8
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant      18537.8       543.6      34.10    0.000
Experien       887.85       72.32      12.28    0.000      20.4
ExperSqu      -16.275       1.718      -9.48    0.000      16.0
yrs_asoc       236.89       59.11       4.01    0.000       3.9
yrs_full       624.49       48.41      12.90    0.000       2.8
Market         3981.8       602.9       6.60    0.000       1.1
C8             1145.4       466.3       2.46    0.015       1.0

S = 1857        R-Sq = 92.5%     R-Sq(adj) = 92.2%

Éste es el modelo final con todas las variables independientes significativas, incluida la
transformación cuadrática de la experiencia. Eso indicaría que existe una relación no lineal
entre la experiencia y el salario.

13.108. a) La matriz de correlaciones indica que las muertes en accidente están relacionadas positi-
vamente con el peso del vehículo y el porcentaje de camionetas y negativamente con el
porcentaje de automóviles importados y con la antigüedad de los automóviles. Las ca-
mionetas son los que tienen la mayor relación lineal de cualquier variable independiente
seguidos de la antigüedad de los automóviles. Es probable que exista una estrecha corre-
lación entre las variables independientes debido a la estrecha correlación entre impcars y
el peso de los vehículos.
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b)
Regression Analysis: deaths Versus vehwt, impcars, lghttrks, carage
The regression equation is
deaths = 2.60 + 0.000064 vehwt - 0.00121 impcars + 0.00833 lghttrks
           - 0.0395 carage
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        2.597       1.247       2.08    0.043
vehwt       0.0000643   0.0001908       0.34    0.738      10.9
impcars     -0.001213    0.005249      -0.23    0.818      10.6
lghttrks     0.008332    0.001397       5.96    0.000       1.2
carage       -0.03946     0.01916      -2.06    0.045       1.4

S = 0.05334     R-Sq = 59.5%     R-Sq(adj) = 55.8%

Las camionetas son una variable positiva significativa. Dado que impcars tiene el menor
estadístico t, se elimina del modelo. También se elimina por la misma razón el peso de
los vehículos y se obtiene el siguiente modelo final:

Regression Analysis: deaths Versus lghttrks, carage
The regression equation is
deaths = 2.51 + 0.00883 lghttrks - 0.0352 carage
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        2.506       1.249       2.01    0.051
lghttrks     0.008835    0.001382       6.39    0.000       1.1
carage       -0.03522     0.01765      -2.00    0.052       1.1

S = 0.05404     R-Sq = 56.5%     R-Sq(adj) = 54.6%

En el modelo, las camionetas y la antigüedad de los automóviles son las variables signifi-
cativas. Obsérvese que la antigüedad de los automóviles es marginalmente significativa
(p-valor de 0,052) y, por lo tanto, también podría eliminarse del modelo.

c) El modelo de regresión indica que el porcentaje de camionetas es significativo en todos
los modelos y, por lo tanto, es un importante predictor en el modelo. La antigüedad de
los automóviles y los automóviles importados son predictores marginalmente significati-
vos cuando sólo se incluyen en el modelo las camionetas.

13.110. a) La matriz de correlaciones muestra que no es probable que la elevada correlación entre
las variables independientes sea un problema en este modelo, ya que ninguna de las co-
rrelaciones entre las variables independientes es relativamente alta.

El intervalo para aplicar el modelo de regresión (medias de las variables !/. dos
errores típicos) es:

Hseval 11,11 a 30,94
Sizehse 5,0 a 5,96
Taxhse 32,35 a 227,91
Comper 0,034 a 0,286
Incom72 2.727 a 3.995
Totexp 1.488.848!/.2(1.265.564) % no es una buena aproximación

b) Modelos de regresión:

Regression Analysis: hseval Versus sizehse, Taxhse, ...
The regression equation is
hseval = - 31.1 + 9.10 sizehse - 0.00058 Taxhse - 22.2 Comper 
           + 0.00120 incom72 + 0.000001 totexp
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant       -31.07       10.09      -3.08    0.003
sizehse         9.105       1.927       4.72    0.000       1.3
Taxhse      -0.000584    0.008910      -0.07    0.948       1.2
Comper        -22.197       7.108      -3.12    0.002       1.3
incom72      0.001200    0.001566       0.77    0.445       1.5
totexp     0.00000125  0.00000038       3.28    0.002       1.5

S = 3.785       R-Sq = 45.0%     R-Sq(adj) = 41.7%
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Taxhse no es significativo; tampoco lo es la renta; sin embargo, eliminando una variable
cada vez, eliminar primero Taxhse y después la renta:

Regression Analysis: hseval Versus sizehse, Comper, totexp
The regression equation is
hseval = - 29.9 + 9.61 sizehse - 23.5 Comper + 0.000001 totexp
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant      -29.875       9.791      -3.05    0.003
sizehse         9.613       1.724       5.58    0.000       1.1
Comper        -23.482       6.801      -3.45    0.001       1.2
totexp     0.00000138  0.00000033       4.22    0.000       1.1

S = 3.754       R-Sq = 44.6%     R-Sq(adj) = 42.6%

Éste es el modelo de regresión final. Todas las variables independientes son significati-
vas. Tanto el tamaño de la vivienda como el gasto público total aumentan el valor de
mercado de las viviendas, mientras que el porcentaje de propiedades comerciales tiende a
reducir el valor de mercado de las viviendas.

c) En el modelo de regresión final, no se observa que la variable de los impuestos sea signi-
ficativas y, por lo tanto, es difícil apoyar la afirmación del promotor.

13.112. a) La matriz de correlaciones muestra que ambos tipos de interés producen un efecto positi-
vo significativo en la inversión en viviendas. La oferta monetaria, el PIB y el gasto públi-
co también tienen una relación lineal significativa con la inversión en viviendas. Obsér-
vese la estrecha correlación entre los dos tipos de interés, que, como cabría esperar,
plantearía importantes problemas si se incluyen en el modelo de regresión. Por lo tanto,
los tipos de interés se desarrollarán en dos modelos independientes.

Regression Analysis: FRH Versus FBPR, FM2, GDPH, GH
The regression equation is
FRH = 70.0 - 3.79 FBPR - 0.0542 FM2 + 0.0932 GDPH - 0.165 GH
166 cases used 52 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        70.00       24.87       2.82    0.005
FBPR          -3.7871      0.6276      -6.03    0.000       1.2
FM2         -0.054210    0.009210      -5.89    0.000      46.8
GDPH         0.093223    0.007389      12.62    0.000      58.1
GH           -0.16514     0.03747      -4.41    0.000      28.7

S = 23.42       R-Sq = 86.7%     R-Sq(adj) = 86.3%

Éste es el modelo final en el que el tipo preferencial es la variable del tipo de interés, ya
que todas las variables independientes son significativas. Obsérvese la significativa multi-
colinealidad que existe entre las variables independientes.

Regression Analysis: FRH Versus FFED, FM2, GDPH, GH
The regression equation is
FRH = 55.0 - 2.76 FFED - 0.0558 FM2 + 0.0904 GDPH - 0.148 GH
166 cases used 52 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        55.00       26.26       2.09    0.038
FFED          -2.7640      0.6548      -4.22    0.000       1.2
FM2          -0.05578     0.01007      -5.54    0.000      50.7
GDPH         0.090402    0.007862      11.50    0.000      59.6
GH           -0.14752     0.03922      -3.76    0.000      28.5

S = 24.61       R-Sq = 85.3%     R-Sq(adj) = 84.9%
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El modelo en el que el tipo de los fondos federales es la variable del tipo de interés tam-
bién es el modelo final en el que todas las variables independientes son significativas. De
nuevo, la multicolinealidad será un problema en este modelo de regresión.

b) Intervalos de confianza al 95% de los coeficientes de las pendientes del término de los
tipos de interés:

Tipo preferencial como variable del tipo de interés: .3,7871!/.1,23
Tipo de los fondos federales como variable del tipo de interés: .2,764!/.1,2834

13.114. a) Se calcula, en primer lugar, la matriz de correlaciones, que indica que hay varias varia-
bles independientes que seguramente tienen mucho poder explicativo en el modelo de re-
gresión. Sería de esperar que la edad, los años de profesor asociado y los años de cate-
drático («full profesor») fueran significativos:

Regression Analysis: Salary Versus age, yrs_asoc, ...
The regression equation is
Salary = 21107 + 105 age + 532 yrs_asoc + 690 yrs_full 
           - 1312 Sex_1Fem + 2854 Market + 1101 C8
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        21107        1599      13.20    0.000
age            104.59       40.62       2.58    0.011       3.1
yrs_asoc       532.27       63.66       8.36    0.000       2.4
yrs_full       689.93       52.66      13.10    0.000       1.7
Sex_1Fem      -1311.8       532.3      -2.46    0.015       1.3
Market         2853.9       823.3       3.47    0.001       1.0
C8             1101.0       658.1       1.67    0.097       1.1

S = 2569        R-Sq = 85.6%     R-Sq(adj) = 85.0%

A continuación, eliminando la variable C8, se obtiene el modelo final:

Regression Analysis: Salary Versus age, yrs_asoc, ...
The regression equation is
Salary = 21887 + 90.0 age + 539 yrs_asoc + 697 yrs_full 
           - 1397 Sex_1Fem + 2662 Market
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        21887        1539      14.22    0.000
age             90.02       39.92       2.26    0.026       3.0
yrs_asoc       539.48       63.91       8.44    0.000       2.4
yrs_full       697.35       52.80      13.21    0.000       1.7
Sex_1Fem      -1397.2       533.2      -2.62    0.010       1.2
Market         2662.3       820.3       3.25    0.001       1.0

S = 2585        R-Sq = 85.3%     R-Sq(adj) = 84.8%

Analysis of Variance
Source            DF          SS          MS         F        P
Regression         5  5585766862  1117153372    167.14    0.000
Residual Error   144   962459821     6683749
Total            149  6548226683

Éste es el modelo final. Todas las variables independientes son significativas y el modelo
explica una parte significativa de la variabilidad del salario.

b) Para contrastar la hipótesis de que la tasa de variación de los salarios femeninos en fun-
ción de la edad es menor que la tasa de variación de los salarios masculinos en función
de la edad, se utiliza la variable ficticia Sex–1Fem para ver si el coeficiente de la pen-
diente de la edad (X1) es diferente en el caso de los hombres y de las mujeres. Se utiliza
el siguiente modelo:

Y% b0 ! (b1 ! b6X4)X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4 ! b5X5

% b0 ! b1X1 ! b6X4X1 ! b2X2 ! b3X3 ! b4X4 ! b5X5
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Crear la variable X4X1 y contrastar la significación condicionada en el modelo de regre-
sión. Si se demuestra que es un importante predictor de los salarios, existen pruebas con-
tundentes para concluir que la tasa de variación de los salarios femeninos en función de
la edad es diferente de la de los salarios masculinos:

Regression Analysis: Salary Versus age, femage, ...
The regression equation is
Salary = 22082 + 85.1 age + 11.7 femage + 543 yrs_asoc 
          + 701 yrs_full - 1878 Sex_1Fem + 2673 Market

Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant        22082        1877      11.77    0.000
age             85.07       48.36       1.76    0.081       4.4
femage          11.66       63.89       0.18    0.855      32.2
yrs_asoc       542.85       66.73       8.13    0.000       2.6
yrs_full       701.35       57.35      12.23    0.000       2.0
Sex_1Fem        -1878        2687      -0.70    0.486      31.5
Market         2672.8       825.1       3.24    0.001       1.0

S = 2594        R-Sq = 85.3%     R-Sq(adj) = 84.7%

La regresión muestra que la variable recién creada de las mujeres no es significativa. Por
lo tanto, no podemos concluir que la tasa de variación de los salarios femeninos en fun-
ción de la edad es diferente de la tasa de variación de los salarios masculinos.

13.116. a) Existe una relación positiva entre EconGPA y todas las variables independientes, como
es de esperar. Obsérvese que existe una estrecha correlación entre la puntuación global
de la ACT (ACTcomp) y los componentes individuales, de nuevo, como es de esperar.
Por lo tanto, es probable que la estrecha correlación entre las variables independientes
sea un serio motivo de preocupación en este modelo de regresión.

Regression Analysis: EconGPA Versus sex, Acteng, ...
The regression equation is
EconGPA = - 0.050 + 0.261 sex + 0.0099 Acteng + 0.0064 ACTmath 
           + 0.0270 ACTss + 0.0419 ACTcomp + 0.00898 HSPct
71 cases used 41 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant      -0.0504      0.6554      -0.08    0.939
sex            0.2611      0.1607       1.62    0.109       1.5
Acteng        0.00991     0.02986       0.33    0.741       2.5
ACTmath       0.00643     0.03041       0.21    0.833       4.3
ACTss         0.02696     0.02794       0.96    0.338       4.7
ACTcomp       0.04188     0.07200       0.58    0.563      12.8
HSPct        0.008978    0.005716       1.57    0.121       1.4

S = 0.4971      R-Sq = 34.1%     R-Sq(adj) = 27.9%

Como era de esperar, la multicolinealidad afecta a los resultados. La estrategia de elimi-
nar la variable que tiene el menor estadístico t con cada modelo sucesivo provoca la eli-
minación de las siguientes variables (por orden): (1) ACTmath, (2) ACTeng, (3) ACTss,
(4) HSPct. Las dos variables que quedan son el modelo final del sexo y ACTcomp:

Regression Analysis: EconGPA Versus sex, ACTcomp
The regression equation is
EconGPA = 0.322 + 0.335 sex + 0.0978 ACTcomp
73 cases used 39 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P       VIF
Constant       0.3216      0.5201       0.62    0.538
sex            0.3350      0.1279       2.62    0.011       1.0
ACTcomp       0.09782     0.01989       4.92    0.000       1.0

S = 0.4931      R-Sq = 29.4%     R-Sq(adj) = 27.3%

Las dos variables independientes son significativas.
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b) El modelo podría utilizarse para las decisiones de admisión creando un GPA predicho en
economía basado en el sexo y en las calificaciones globales en ACT (ACTcomp). Este
GPA predicho podría utilizarse junto con otros factores para decidir las admisiones. Ob-
sérvese que este modelo predice que las mujeres obtendrán mejores resultados que los
hombres que tienen las mismas calificaciones. La utilización de este modelo como única
fuente de información puede llevar a acusar de discriminación.

Capítulo 14

14.2. Yi % b0 ! b1X1i ! b2X2i ! b3X3i ! b4X4i ! b5X5i ! ei, donde Yi % salarios, X1 % años de ex-
periencia, X2 % 1 para Alemania, 0 en caso contrario, X3 % 1 para Gran Bretaña, 0 en caso
contrario, X4 % 1 para Japón, 0 en caso contrario, X5 % 1 para Turquía, 0 en caso contrario. La
categoría excluida son los salarios de Estados Unidos.

14.4. a) Para cualquier observación, los valores de las variables ficticias suman uno. Dado que la
ecuación tiene una constante, hay perfecta multicolinealidad y se puede caer en la «trampa
de las variables ficticias».

b) b3 mide la diferencia esperada entre la demanda del primer trimestre y del cuarto, mante-
niéndose todo lo demás constante. b4 mide la diferencia esperada entre la demanda del se-
gundo trimestre y del cuarto, manteniéndose todo lo demás constante. b5 mide la diferencia
esperada entre la demanda del tercer trimestre y la del cuarto, manteniéndose todo lo demás
constante.

14.6. Yi % b0 ! b1X1i ! b2X2i ! b3X3i ! b4X4i ! b5X5i ! ei

donde Yi % ventas de cereales per cápita
X1 % precio de los cereales
X2 % precio de los cereales rivales
X3 % renta media per cápita
X4 % % de titulados universitarios
X5 % temperatura anual media
X6 % precipitaciones anuales medias
X7 % 1 para las ciudades situadas al este del Misisipi, 0 en caso contrario
X8 % 1 para la renta per cápita alta, 0 en caso contrario
X9 % 1 para la renta per cápita intermedia, 0 en caso contrario

X10 % 1 para el noroeste, 0 en caso contrario
X11 % 1 para el sudoeste, 0 en caso contrario
X12 % 1 para el noreste, 0 en caso contrario
X13 % X1X7: término de interacción entre el precio y las ciudades del este del Misisipi

La especificación del modelo incluye variables independientes continuas, variables individua-
les dicotómicas y variables ficticias. Aunque la forma funcional puede ser lineal, podría intro-
ducirse la no linealidad basándose en un análisis inicial de los diagramas de puntos dispersos
de las relaciones. También podría detectarse una estrecha correlación entre las variables inde-
pendientes, por ejemplo, la renta per cápita y el porcentaje de titulados universitarios podrían
muy bien ser colineales. Podrían realizarse varias iteraciones del modelo para hallar las combi-
naciones óptimas de variables.

14.8. Definir las siguientes variables del experimento:

Y % remuneración de los trabajadores
X1 % años de experiencia
X2 % nivel de clasificación del puesto: 1. aprendiz, 2. profesional, 3. maestro
X3 %capacidad personal
X4 % sexo: 1. hombre, 2. mujer
X5 % raza: 1. blanco, 2. negro, 3. latino
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Pueden desarrollarse dos variables dependientes a partir de los datos sobre los salarios. El sala-
rio base es uno de los análisis que pueden realizarse. También pueden analizarse los comple-
mentos salariales. Se necesitan variables ficticias para analizar la influencia de las clasificacio-
nes de los puestos en el salario. La discriminación puede medirse por medio de la magnitud de
la variable ficticia del sexo y la raza. Para cada variable ficticia, se necesitan (k . 1) categorías
para evitar la «trampa de las variables ficticias».

14.10. a)
bj

(1 . c)
% 3,03

b)
bj

(1 . c)
% 3,289

c)
bj

(1 . c)
% 5,556

d)
bj

(1 . c)
% 6,515

14.12.

Regression Analysis: Y  Retail Sales Versus X  Income, Ylag1
The regression equation is
Y  Retail Sales = 1752 + 0.367 X  Income + 0.053 Ylag1
21 cases used 1 cases contain missing values

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       1751.6       500.0       3.50    0.003
X  Incom      0.36734     0.08054       4.56    0.000
Ylag1          0.0533      0.2035       0.26    0.796

S = 153.4       R-Sq = 91.7%     R-Sq(adj) = 90.7%

t % 0,2619; t18, 0,10 % 1,33; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 20%.

14.14.

Regression Analysis: Y_%stocks Versus X_Return, Y_lag%stocks
The regression equation is
Y_%stocks = 1.65 + 0.228 X_Return + 0.950 Y_lag%stocks
24 cases used 1 cases contain missing values

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant        1.646       2.414       0.68    0.503
X_Return      0.22776     0.03015       7.55    0.000
Y_lag%st      0.94999     0.04306      22.06    0.000

S = 2.351       R-Sq = 95.9%     R-Sq(adj) = 95.5%

14.16.

Regression Analysis: Y_Birth Versus X_1stmarriage, Y_lagBirth
The regression equation is
Y_Birth = 21262 + 0.485 X_1stmarriage + 0.192 Y_lagBirth

19 cases used 1 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant        21262        5720       3.72    0.002
X_1stmar       0.4854      0.1230       3.94    0.001
Y_lagBir       0.1923      0.1898       1.01    0.326

S = 2513        R-Sq = 93.7%     R-Sq(adj) = 93.0%
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14.18.
Regression Analysis: Y_logCons Versus X_LogDI, Y_laglogCons
The regression equation is
Y_logCons = 0.405 + 0.373 X_LogDI + 0.558 Y_laglogCons

28 cases used 1 cases contain missing values
Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       0.4049      0.1051       3.85    0.001
X_LogDI        0.3734      0.1075       3.47    0.002
Y_laglog       0.5577      0.1243       4.49    0.000

S = 0.03023     R-Sq = 99.6%     R-Sq(adj) = 99.6%
Durbin—Watson statistic = 1.63

14.20. a) En el caso especial en el que la correlación muestral entre x1 y x2 es cero, la estimación de
b1 es la misma independientemente de que se incluya o no x2 en la ecuación de regresión.
En la regresión lineal simple de y con respecto a x1, el término constante recoge la in-
fluencia de x2 en y, en estas circunstancias especiales.

b) b1 %
G (x2i . x6 2)

2
G (x1i . x6 )(y1i . y6 ) . G (x1i . x61)(x2i . x62) G (x2i . x62)(yi . y6 )

G (x1i . x61)
2
G (x2i . x62)

2
. [G (x1i . x61) G (x2i . x62)]

2

Si la correlación muestral entre x1 y x0 es cero, entonces G (x1i . x61)(x2i . x62) % 0 y la
ecuación del coeficiente de la pendiente puede simplificarse. El resultado es

b1 %
G (x1i . x61)(y1i . y6 )

G (x1i . x6 1)
2

que es el coeficiente de la pendiente estimado de la regresión lineal bivariante de y con
respecto a x1.

14.22. El modelo inicial de regresión incluye todas las variables independientes indicadas:

Results for: CITYDAT.XLS

Regression Analysis: hseval Versus Comper, Homper, ...
The regression equation is
hseval = - 19.0 - 26.4 Comper - 12.1 Homper - 15.5 Indper 
           + 7.22 sizehse + 0.00408 incom72
Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       -19.02       13.20      -1.44    0.153
Comper        -26.393       9.890      -2.67    0.009
Homper        -12.123       7.508      -1.61    0.110
Indper        -15.531       8.630      -1.80    0.075
sizehse         7.219       2.138       3.38    0.001
incom72      0.004081    0.001555       2.62    0.010

S = 3.949       R-Sq = 40.1%     R-Sq(adj) = 36.5%
Durbin—Watson statistic = 1.03

Excluyendo inicialmente las variables poco significativas Homper e Indper y excluyendo el
número mediano de habitaciones por vivienda (Sizehse) se obtiene el modelo final:

Regression Analysis: hseval Versus Comper, incom72
The regression equation is
hseval = 4.69 - 20.4 Comper + 0.00585 incom72

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant        4.693       5.379       0.87    0.385
Comper        -20.432       7.430      -2.75    0.007
incom72      0.005847    0.001484       3.94    0.000

S = 4.352       R-Sq = 24.7%     R-Sq(adj) = 22.9%
Durbin—Watson statistic = 0.98
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Obsérvese que el coeficiente del porcentaje de locales comerciales de ambos modelos es ne-
gativo; sin embargo, es mayor en el segundo en el que se excluye la variable del número me-
diano de habitaciones.

14.24. Si x2 influye mucho en y, la eliminación de y de la ecuación de regresión podría introducir un
grave sesgo de especificación. En lugar de eliminar la variable, es preferible reconocer que,
aunque el grupo en conjunto es claramente influyente, los datos no contienen información que
permita distinguir con un cierto grado de precisión los efectos independientes de cada una de
las variables explicativas.

14.26. a) La comprobación gráfica de la existencia de heterocedasticidad no indica que exista una
fuerte heterocedasticidad.

b) La regresión auxiliar es e2
%.63310,41 ! 13,75y4

n % 22, R2
% 0,06954, nR2

% 1,5299 a 2,71 % s2
1,1; por lo tanto, no rechazar H0 de que

los términos de error tienen una varianza constante al nivel del 10%.

14.28. a)

Regression Analysis: y Versus X1, X2, X3 
The regression equation is
y = 0.2 + 0.000406 X1 + 4.84 X2 - 1.55 X3

Predictor       Coef    SE Coef      T      P
Constant        0.16      34.91   0.00  0.996
X1         0.0004060  0.0001736   2.34  0.024
X2             4.842      2.813   1.72  0.092
X3           -1.5543     0.3399  -4.57  0.000

S = 3.04752   R-Sq = 54.3%   R-Sq(adj) = 51.4%

b) La comprobación gráfica de la existencia de heterocedasticidad no indica que exista una
fuerte heterocedasticidad.

c) La regresión auxiliar es e2
% 20,34 . 0,201y4

n % 50, R2
% 0,00322, nR2

% 0,161 a 2,71 % s2
1,1; por lo tanto, no rechazar H0 de que los

términos de error tienen una varianza constante al nivel del 10%.

14.30. d % 0,50, a % 0,05: dL % 1,26 y dU % 1,56, a % 0,01: dL % 1,04 y dU % 1,32
Rechazar la hipótesis nula basada en el contraste de Durbin-Watson a los niveles del 5 y el
1%. Estimación del coeficiente de autocorrelación: 0,75

a) d % 0,80, a % 0,05: dL % 1,26 y dU % 1,56, a % 0,01: dL % 1,04 y dU % 1,32
Rechazar la hipótesis nula basada en el contraste de Durbin-Watson a los niveles del 5 y el
1%. Estimación del coeficiente de autocorrelación: 0,60

b) d % 1,10, a % 0,05: dL % 1,26 y dU % 1,56, a % 0,01: dL % 1,04 y dU % 1,32
Rechazar la hipótesis nula basada en el contraste de Durbin-Watson al nivel del 5%. El
contraste no es concluyente al nivel del 1%.
Estimación del coeficiente de autocorrelación: 0,45

c) d % 1,25, a % 0,05: dL % 1,26 y dU % 1,56, a % 0,01: dL % 1,04 y dU % 1,32
Rechazar la hipótesis nula basada en el contraste de Durbin-Watson al nivel del 5%. El
contraste no es concluyente al nivel del 1%.

d) d % 1,70, a % 0,05: dL % 1,26 y dU % 1,56, a % 0,01: dL % 1,04 y dU % 1,32
No rechazar la hipótesis nula ni al nivel del 5% ni al nivel del 1%. No existen pruebas
suficientes de que haya una autocorrelación de los residuos.

14.32. Dado que Var (ei) % Kx2
i (K b 0)

Var (ei/xi) %
1

x2
i

Var (ei) %
1

x2
i

Kx2
i % K
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Si puede hallarse la relación cuadrática entre la varianza de los términos de error y xi tal que
Var (ei) % Kx2

i , puede eliminarse el problema de heterocedasticidad dividiendo los dos miem-
bros de la ecuación de regresión por xi.

14.34. El modelo de regresión del ejercicio 14.13 incluye el valor retardado de la variable depen-
diente como una variable independiente. En presencia de una variable dependiente retardada
utilizada como variable independiente, el estadístico de Durbin-Watson ya no es válido. Hay
que utilizar el estadístico h de Durbin:

H0 : o % 0, H1 : o b 0, r % 1 .

d

2
% 1 .

1,65

2
% 0,175, s2

c % (0,1266)2 % 0,0160

h%rJ
n

1.n(s2
c)

%0,175J
27

1.27(0,0160)
%1,21, z1%1,28. No rechazar H0 al nivel del 10%.

14.36. d % 0,85, a % 0,05: dL % 1,01 y dU % 1,78, a % 0,01: dL % 0,80 y dU % 1,53
Rechazar H0 al nivel del 5%; el contraste no es concluyente al nivel del 1%.

14.38. d % 0,88, a % 0,01: dL % 1,05 y dU % 1,21. Rechazar H0 al nivel del 1%; por lo tanto, un mo-
delo de regresión mal especificado con una variable omitida puede dar como resultado la pre-
sencia de autocorrelación de los residuos.

14.40. a) Variables ficticias: las variables ficticias se utilizan siempre que un factor no es fácil de
cuantificar. Por ejemplo, si quisiéramos averiguar cómo afectan las barreras comerciales a
las tasas de crecimiento de la producción, podríamos incluir una variable ficticia que to-
mara el valor de uno cuando se imponen barreras comerciales y cero en caso contrario. De
esa manera se podría distinguir entre los diferentes niveles de barreras comerciales.

b) Variables dependientes retardadas: las variables dependientes retardadas son útiles cuando
se analizan datos de series temporales. Por ejemplo, podríamos incluir las tasas de creci-
miento retardadas en un modelo utilizado para explicar las fluctuaciones de producción.

c) Transformación logarítmica: las transformaciones logarítmicas permiten utilizar técnicas
estadísticas inherentemente lineales como la regresión lineal por mínimos cuadrados para
estimar funciones no lineales. Por ejemplo, las funciones de costes en las que el coste es
una función de la producción normalmente son funciones no lineales. La transformación
logarítmica nos permite expresar las relaciones no lineales en forma lineal y, por lo tanto,
utilizar técnicas de estimación lineal para el modelo.

14.42. La afirmación no es válida. El sumatorio de varias regresiones lineales (simples) bivariantes
no es igual a los resultados obtenidos en una regresión múltiple. Por lo tanto, aunque conside-
rar por separado las variables independientes pueda dar alguna idea de la significación esta-
dística de los efectos individuales, no suministra ninguna información sobre la influencia en
la variable dependiente cuando las variables independientes se consideran conjuntamente. Es
preferible reconocer que el grupo en su conjunto es claramente influyente, pero los datos no
son lo suficientemente informativos para poder distinguir con precisión los efectos de cada
variable independiente.

14.44. a) t % 1,179. No rechazar H0 al nivel del 10%, ya que t a 1,282 ] t84, 0,1

b) t % 0,495. No rechazar H0 al nivel del 10%, ya que t a 1,282 ] t84, 0,1

c) La diferencia entre los resultados probablemente se deba a la existencia de multicolineali-
dad entre los beneficios por acción (x1) y el flujo de fondos por acción (x2).

14.46. No ha sido posible obtener ninguna información, ya que ninguno de los coeficientes estima-
dos de s5 y s6 son significativos; por lo tanto, las estimaciones del modelo no son válidas.

14.48. a) Manteniéndose todo lo demás constante, un aumento del valor de los nuevos pedidos de
un 1% provoca una disminución esperada del número de quiebras del 0,82%.

b) d % 0,49, a % 0,01: dL % 1,01 y dU % 1,42. Rechazar H0 al nivel del 1%.
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c) Dado que los residuos no están autocorrelacionados, los resultados del contraste de hipóte-
sis del apartado b) no son válidos. El modelo debe volver a estimarse teniendo en cuenta
los errores autocorrelacionados.

d) r % 0,755

14.50. a) IC al 95%: 0,035 a b a 0,471
b) Un aumento de 0,253 $ en el periodo actual, otro aumento de 0,138 $ en el siguiente

periodo, un aumento de 0,075 $ dentro de dos periodos, etc. Aumento total esperado de
0,557 $.

c) Obsérvese que, debido a la presencia de una variable dependiente retardada utilizada como
variable independiente, el estadístico h de Durbin es relevante.
h % 0,56449, z1 % 1,28; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

14.52.

Regression Analysis: y_log Versus x1_log, x2_log
The regression equation is
y_log = - 2.14 + 0.909 x1_log + 0.195 x2_log

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant      -2.1415      0.2000     -10.71    0.000
x1_log        0.90947     0.03518      25.85    0.000
x2_log        0.19451     0.07126       2.73    0.018

S = 0.07721     R-Sq = 99.6%     R-Sq(adj) = 99.5%
Durbin—Watson statistic = 1.67

d % 1,67, a % 0,05: dL % 0,95 y dU % 1,54. No rechazar H0 al nivel del 5%.

14.54.

Regression Analysis: y_log Versus x1_log, x2_log, y_laglog_1
The regression equation is
y_log = 0.435 - 0.101 x1_log + 0.237 x2_log + 0.666 y_laglog_1
34 cases used 1 cases contain missing values

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       0.4352      0.4360       1.00    0.326
x1_log       -0.10116     0.03822      -2.65    0.013
x2_log         0.2365      0.1017       2.32    0.027
y_laglog       0.6658      0.1174       5.67    0.000

S = 0.04039     R-Sq = 75.1%     R-Sq(adj) = 72.6%
Durbin—Watson statistic = 2.22

h %.0,8798, p-valor % 0,3788; no rechazar H0 a los niveles habituales de alfa.

14.56.

Regression Analysis: y_log Versus x1_log, x2_log, x3_log
The regression equation is
y_log = 2.72 - 0.0252 x1_log + 0.315 x2_log + 0.379 x3_log

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant      2.71584     0.08821      30.79    0.000
x1_log       -0.02519     0.04049      -0.62    0.543
x2_log        0.31472     0.05689       5.53    0.000
x3_log         0.3788      0.2009       1.89    0.078

S = 0.03611     R-Sq = 91.7%     R-Sq(adj) = 90.2%
Durbin—Watson statistic = 1.75

d % 1,75, a % 0,05: dL % 1,00 y dU % 1,68, a % 0,01: dL % 0,77 y dU % 1,41. No rechazar H0

al nivel del 1% o al nivel del 5%.
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14.58. a)

Regression Analysis: CSH Versus GDPH
The regression equation is
CSH = - 207 + 0.417 GDPH
214 cases used 4 cases contain missing values

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant     -207.440       6.920     -29.98    0.000
GDPH         0.416931    0.001430     291.66    0.000

S = 44.42       R-Sq = 99.8%     R-Sq(adj) = 99.8%
Durbin-Watson statistic = 0.11

d % 0,11, a % 0,01: dL % 1,52 y dU % 1,56
Rechazar H0 al nivel del 1% y aceptar la alternativa de que existe una autocorrelación po-
sitiva de primer orden significativa en los residuos.

El modelo muestra un poder explicativo extraordinariamente grande (R2
% 99,8%); sin

embargo, hay una autocorrelación significativa en los residuos (d % 0,11).
b)

Regression Analysis: CSH Versus GDPH, FBPR, CSH_lag
The regression equation is
CSH = - 4.30 + 0.0178 GDPH - 0.504 FBPR + 0.965 CSH_lag
210 cases used 8 cases contain missing values

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       -4.302       2.661      -1.62    0.108
GDPH         0.017760    0.004441       4.00    0.000
FBPR          -0.5040      0.1676      -3.01    0.003
CSH_lag       0.96547     0.01077      89.64    0.000

S = 6.976       R-Sq = 100.0%    R-Sq(adj) = 100.0%

Durbin—Watson statistic = 1.66

r % 0,17, s2
c
2
% 0,000116, h % 2,494, p-valor % 0,0128; por lo tanto, no rechazar H0 al ni-

vel del 1%; rechazar al nivel del 5%.
La inclusión del valor retardado de la variable dependiente como variable indepen-

diente ha reducido el problema de la autocorrelación de los residuos; sin embargo, es pro-
bable que como consecuencia haya multicolinealidad entre las variables independientes.

14.60. a)

Regression Analysis: hseval Versus sizehse, taxrate, totexp, Comper
The regression equation is
hseval = - 23.4 + 9.21 sizehse - 178 taxrate +0.000001 totexp 

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant      -23.433       8.986      -2.61    0.011
sizehse         9.210       1.564       5.89    0.000
taxrate       -177.53       39.87      -4.45    0.000
totexp     0.00000142  0.00000030       4.80    0.000
Comper        -20.370       6.199      -3.29    0.001

S = 3.400       R-Sq = 55.1%     R-Sq(adj) = 52.9%
Durbin—Watson statistic = 1.20

           - 20.4 Comper

Dado que todas las variables independientes son estadísticamente significativas, dejar to-
das las variables independientes en el modelo de regresión.
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b) La regresión auxiliar es:

Regression Analysis: ResiSq Versus FITS1
The regression equation is
ResiSq = - 15.1 + 1.24 FITS1

Predictor        Coef     SE Coef          T        P
Constant       -15.09       11.96      -1.26    0.210
FITS1          1.2370      0.5604       2.21    0.030

S = 19.44       R-Sq = 5.2%      R-Sq(adj) = 4.2%

e2
%.15,1 ! 1,24y4 , n % 90, R2

% 0,052, nR2
% 4,68 b 3,84 % s2

1, 0,05; por lo tanto, re-
chazar la hipótesis nula de que los términos de error tienen una varianza constante al nivel
del 5% y el economista tiene razón en que es probable que la heterocedasticidad sea un
problema.

c) Transformar las variables utilizando la población como valor ponderado y volver a hacer
el modelo de regresión múltiple.

Regression Analysis: hseval_pop Versus sizehse_pop, taxrate_pop, ... 
The regression equation is
hseval_pop = 0.000570 + 4.58 sizehse_pop - 158 taxrate_pop 
             - 0.000002 totexp_pop - 24.5 comper_pop
Predictor           Coef     SE Coef      T      P
Constant       0.0005700   0.0001863   3.06  0.003
sizehse_pop       4.5845      0.2726  16.82  0.000
taxrate_pop      -157.52       33.47  -4.71  0.000
totexp_pop   -0.00000212  0.00000139  -1.52  0.133
comper_pop       -24.503       4.900  -5.00  0.000

S = 0.000338490   R-Sq = 86.3%   R-Sq(adj) = 85.7%

R2 aumenta de 52,9% a 86,3% y todas las variables independientes siguen siendo significa-
tivas con la excepción de la variable totexp–pop.

Capítulo 15

15.2. H0: P % 0,50 (no mejoran en general los niveles de comprensión tras la participación en el pro-
grama)
H1: P b 0,50 (el nivel de comprensión aumenta gracias al programa)
n % 9. En el caso de 8 aumentos «Después» del programa y un contraste unilateral, P(X n 8) %

% 0,0176 ! 0,002 % 0,0196
Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 1,96%.

15.4. H0: P % 0,50 (los rendimientos positivos y negativos son igual de probables)
H1: P b 0,50 (los rendimientos positivos son más probables)
p4 % 0,6842, k % 28,5, p % 3,7749, z % 2,65
p-valor % 0,0040. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 0,40%.

15.6. H0: P % 0,50 (los economistas están divididos por igual en esta cuestión)

H1: P Ç 0,50 (en caso contrario)
p4 % 0,5918
k % 24,5, p % 3,50, z % 1,14
p-valor % 0,2542. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 25,42%.

15.8. H0: ninguna preferencia por la cerveza nacional frente a la importada
H1: se prefiere la cerveza importada.
Contraste de Wilcoxon basado en la ordenación de las diferencias: Diff–15.8
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Contraste de la mediana % 0,000000 frente a mediana a 0,000000

N del  Estadístico Mediana
N contraste de Wilcoxon P estimada

Diff_15.8 10 9  7,0 0,038 –1,500

n % 9, T% 7,0, T0,05 % 9. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 3,8%.

15.10. H0: los dos cursos se consideran igual de interesantes.
H1: el curso de estadística se considera más interesante.
z%.1,73, p-valor % 0,0418. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 4,18%.

15.12. H0: tiempo dedicado por igual.
H1: tiempo no dedicado por igual.
z%.0,57, p-valor % 0,5686. Por lo tanto, no rechazar H0 a ningún nivel habitual.

15.14. H0: no hay diferencia entre los rendimientos.
H1: la «lista de compra» tiene un rendimiento porcentual mayor (un contraste de una cola)
Suma de los puestos de la «lista de compra» % 137
z%.2,42, p-valor % 0,0078. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 0,78%.

15.16. H0: ninguna preferencia entre los expertos en marketing y los expertos en economía financiera
H1: se prefieren los expertos en economía financiera (contraste de una cola).
z%.0,234, p-valor % 0,4090. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 40,9%.

15.18. H0: las tasas porcentuales de rendimiento son iguales.
H1: los fondos mejor calificados logran mayores tasas de rendimiento
z% 0,64, p-valor % 0,2611. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 26,11%.

15.20. H0: el tiempo en días que se tarda en publicar desde finales de año un informe preliminar so-
bre los beneficios es el mismo en las empresas en las que los informes de auditoría son bue-
nos y en las que no son buenos.
H1: las empresas cuyos informes de auditoría no son buenos tardan más.
z% 1,86, p-valor % 0,0314. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles superiores a 3,14%.

15.22. a) Obtener las ordenaciones de las dos variables

Ordenación Ordenación
de los exámenes de los proyectos

6 5,5

1 3,0

4 2,0

5 5,5

10 9,0

2 1,0

3 8,0

7 4,0

9 10,0

8 7,0

Por lo tanto, la correlación de Pearson entre las ordenaciones de las variables es el coefi-
ciente de correlación de orden de Spearman:

Correlations: RankExam, RankProject
Correlación de Pearson entre RankExam y RankProject % 0,717
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b) H0: ninguna relación entre la calificación en el examen y la calificación en el proyecto
H1: existe una relación (contraste de dos colas)

n % 10, rs, 0,025 % 0,648, rs, 0,010 % 0,745
Por lo tanto, rechazar H0 de que no existe ninguna relación entre las dos variables al nivel
de 0,05, pero no al nivel de 0,02 (contraste de dos colas).

15.24. Los contrastes no paramétricos no postulan ningún supuesto sobre la conducta de la distribu-
ción de la población. Las ventajas de los contrastes son que los supuestos son menos restricti-
vos y que pueden utilizarse contrastes más fáciles de calcular utilizando datos nominales u
ordinales. Se da menos peso a los casos atípicos.

15.26. H0: P % 0,50 (las ventas del año que viene serán iguales que las de este año)
H1: P Ç 0,50 (en caso contrario)
n % 9. En el caso de 2 «a favor» y un contraste de dos colas, P(2 n X n 7) % 0,1798. Por lo
tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores a 17,98%.

15.28. H0: P % 0,50 (más estudiantes esperan tener un nivel de vida más alto)
H1: P a 0,50 (más estudiantes esperan tener un nivel de vida más bajo que el de sus padres)
z%.0,79, p-valor % 0,2148. Por lo tanto, rechazar H0 a los niveles de alfa superiores
a 21,48%.

15.30. H0: los analistas de empresas son más optimistas sobre las perspectivas de sus propias empre-
sas que sobre la economía en general.
H1: en caso contrario (contraste de una cola)
T % 11. Vemos en la Tabla 10 del apéndice, T0,10 % 9. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel
del 10%.

Capítulo 16

16.2. H0: el rendimiento de los fondos de inversión tiene la misma probabilidad de estar en los
5 quintiles de rendimiento.
H1: en caso contrario

Fondos de inversión 20% superior 2.º 20% 3.er 20% 4.º 20% 5.º 20% Total
Número observado 13 20 18 11 13 75

Probabilidad (H0) 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 1

Número esperado 15 15 15 15 15 75

Cálculo de la ji-cuadrado 0,266667 1,666667 0,6 1,066667 0,266667 3,8667

s2
% 3,8667, s2

(4, 0,1) % 7,78. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

16.4. H0: la calidad de la producción se ajusta a la pauta habitual.
H1: en caso contrario

Componente electrónico Ningún defecto 1 defecto > 1 defecto Total
Número observado 458 30 12 500

Probabilidad (H0) 0,93 0,05 0,02 1

Número esperado 465 25 10 500

Cálculo de la ji-cuadrado 0,105376344 1 0,4 1,505376

s2
% 1,505, s2

(2, 0,05) % 5,99 s2
(2, 0,10) % 4,61. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5% o del

10%.

16.6. H0: la opinión de los estudiantes sobre los cursos de administración de empresas es igual que
su opinión sobre todos los cursos.
H1: en caso contrario
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Opinión Muy útiles Algo Inútiles Total
Número observado 68 18 14 100

Probabilidad (H0) 0,6 0,2 0,2 1

Número esperado 60 20 20 100

Cálculo de la ji-cuadrado 1,066666667 0,2 1,8 3,066667

s2
% 3,067, s2

(2, 0,10) % 4,61. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

16.8. H0: los consumidores tienen las mismas preferencias por las 5 bebidas refrescantes
H1: en caso contrario

Drink16-8 A B C D E Total
Número observado 20 25 28 15 27 115

Probabilidad (H0) 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 1

Número esperado 23 23 23 23 23 115

Cálculo de la ji-cuadrado 0,391304 0,173913 1,086957 2,782609 0,695652 5,130435

s2
% 5,130, s2

(4, 0,10) % 7,78. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

16.10. H0: las preferencias de los profesores de estadística están repartidas por igual entre los 4 pa-
quetes.
H1: en caso contrario

Número observado 100 80 35 35 250

Probabilidad (H0) 0,25 0,25 0,25 0,25 1

Número esperado 62,5 62,5 62,5 62,5 250

Cálculo de la ji-cuadrado 22,5 4,9 12,1 12,1 51,6

Programas informáticos M E S P Total

s2
% 51,6, s2

(3, 0,005) % 12,84. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

16.12. H0: la distribución poblacional de las llegadas por minuto es una distribución de Poisson.
H1: en caso contrario

Número observado 10 26 35 24 5 100

Probabilidad (H0) 0,1496 0,2842 0,27 0,171 0,1252 1

Número esperado 14,96 28,42 27 17,1 12,52 100

Cálculo de la ji-cuadrado 1,6445 0,2061 2,3704 2,7842 4,5168 11,522

Llegadas 0 1 2 3 4+ Total

s2
% 11,52, s2

(3, 0,01) % 11,34 s2
(3, 0,005) % 12,84. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%,

pero no al nivel del 0,5%.

16.14. H0: la resistencia de los componentes electrónicos sigue una distribución normal.
H1: en caso contrario
B % 9,625. Tabla 16.7: puntos críticos del estadístico de Bowman-Shelton; el punto al 5%
(n % 100) es 4,29. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

16.16. H0: los saldos mensuales de titulares de una determinada tarjeta de crédito siguen una distri-
bución normal.
H1: en caso contrario
B % 6,578. Tabla 16.7: puntos críticos del estadístico de Bowman-Shelton; el punto al 5%
(n % 125) es 4,34. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

16.18. a) H0: no existe ninguna relación entre la calificación media y la facultad.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,226 ! 0,276 ! 0,341 ! 0,417 ! 2,227 ! 2,722 % 6,209
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GL % 2, p-valor % 0,045, s2
(2, 0,05) % 5,99. Por lo tanto, rechazar H0 de que no existe nin-

guna relación al nivel del 5%.

16.20. a)

Método por el que se enteraron de la existencia 
del nuevo producto

Edad Amigos Anuncios Total columnas
<21 30 20 50

21–35 60 30 90

35+ 18 42 60

Total filas 108 92 200

b) H0: no existe ninguna relación entre el método por el que se enteraron de la existencia del
nuevo producto y su edad.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,333 ! 0,391 ! 2,674 ! 3,139 ! 6,400 ! 7,513 % 20,451
GL % 2, p-valor % 0,000, s2

(2, 0,005) % 10,6. Por lo tanto, rechazar H0 de que no existe nin-
guna relación al nivel del 5%.

16.22. H0: no existe ninguna relación entre las amortizaciones de activos y las fusiones.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,527 ! 0,286 ! 0,514 ! 0,279 % 1,607
GL % 1, p-valor % 0,205, s2

(1, 0,10) % 2,71. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

16.24. H0: no existe ninguna relación entre la valoración del personal y la carrera estudiada.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,186 ! 0,010 ! 0,188 ! 0,943 ! 0,008 ! 1,867 ! 0,620 ! 0,843 !

! 0,022 ! 4,814 ! 0,543 ! 3,605 % 13,648
GL%6, p-valor % 0,034, 1 casilla en la que se espera que el número de casos sea inferior a 5,0
s2

(6, 0,05) % 12,59. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

16.26. H0: no existe ninguna relación entre los programas de doctorado y la carrera estudiada
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 8.000 ! 1,815 ! 1,667 ! 8,000 ! 1,815 ! 1,667 % 22,963
GL % 2, p-valor % 0,000, s2

(2, 0,005) % 10,60. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

16.28. H0: no existe ninguna relación entre las preferencias por los candidatos en las elecciones pri-
marias y el distrito de votación.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,660 ! 0,168 ! 1,565 ! 0,578 ! 0,098 ! 3,235 ! 1,174 ! 0,117 ! 0,196 !

! 0,878 ! 0,065 ! 0,743 % 9,478
GL % 6, p-valor % 0,148, s2

(6, 0,10) % 10,64. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

16.30. H0: no existe ninguna relación entre los años de experiencia y las piezas producidas por hora.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,000 ! 5,000 ! 5,000 ! 0,000 ! 0,000 ! 0,000 ! 0,000 ! 5,000 !

! 5,000 % 20,000
GL % 4, p-valor % 0,000, s2

(4,0,005) % 14,86. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

16.32. a) H0: no existe ninguna relación entre el peso del paquete y la procedencia.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 0,123 ! 0,313 ! 1,201 ! 24,779 ! 1,429 ! 21,420 ! 43,973 ! 0,068 !

! 70,301 ! 2,635 ! 1,500 ! 11,852 % 179,594
GL % 6, p-valor % 0,000, s2

(6, 0,005) % 18,55. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.
b) Las combinaciones que tienen la mayor diferencia porcentual entre la frecuencia observa-

da y la esperada son 1) entre las fábricas y los paquetes de 11-75 kilos y 2) entre las fábri-
cas y los paquetes de menos de 3 kilos.
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16.34. H0: no existe ninguna relación entre la antigüedad de la empresa y la opinión del propietario
sobre la eficacia de las firmas digitales.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 1,070 ! 0,533 ! 0,478 ! 2,796 ! 1,987 ! 0,311 ! 0,489 ! 0,542 ! 0,016 %

% 8,222
GL % 4, p-valor % 0,084, s2

(4, 0,05) % 9,49 s2
(4, 0,10) % 7,78. Por lo tanto, no rechazar H0 al ni-

vel del 5%, pero sí al nivel del 10%.

16.36. H0: no existe ninguna relación entre la razón para trasladarse a Florida y el tipo de sector.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 2,858 ! 0,386 ! 3,320 ! 1,156 ! 0,321 ! 0,887 ! 7,495 ! 1,424 ! 7,362 %

% 25,210
GL % 4 p-valor % 0,000, s2

(4, 0,005) % 14,86. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

16.38. H0: no existe ninguna relación entre las opiniones de que deben controlarse más rigurosa-
mente los anuncios de los productos de adelgazamiento y el consumo de un producto de adel-
gazamiento rápido.
H1: en caso contrario
Ji-cuadrado % 6,700 ! 7,086 ! 9,410 ! 9,952 % 33,148
GL % 1, p-valor % 0,000, s2

(1, 0,005) % 7,88. Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 0,5%.

16.40. H0: no existe ninguna diferencia entre las preferencias actuales de los clientes y las preferen-
cias anteriores.
H1: en caso contrario

A B C D
Frecuencia observada 56 70 28 126

Frecuencia esperada 56 92,4 56 75,6

(Oi – Ei)
2/Ei 0 5,43 14 33,6

Estadístico del contraste de la ji-cuadrado % 53,03, s2
(3, 0,005) % 12,84. Por lo tanto, rechazar

H0 al nivel del 0,5%.

16.42. a) H0: no existe ninguna relación entre el curso en el que se encuentran los estudiantes y sus
opiniones sobre la ampliación del horario de apertura de la biblioteca.
H1: en caso contrario
Aquí hemos utilizado el programa Minitab y hemos incluido solamente las respuestas de
340 estudiante que tenían opinión sobre la ampliación del horario de apertura de la biblio-
teca.

Tabulated statistics: Class, Hours  Extension 
Rows: Class   Columns: Hours Extension
              Yes      No     All
1              86      53     139
            98.12   40.88  139.00

2              79      21     100
            70.59   29.41  100.00

3              46      15      61
            43.06   17.94   61.00

4              29      11      40
            28.24   11.76   40.00
Missing         0       1       *
                *       *       *
All           240     100     340
           240.00  100.00  340.00
Cell Contents:      Count
                    Expected count
Pearson Chi-Square = 9.250, DF = 3, p-value = 0.026
Likelihood Ratio Chi-Square = 9.262, DF = 3, P-Value = 0.026
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s2
(3, 0,025) % 9,35

No rechazar H0 al nivel del 2,5%.
b) Entre las recomendaciones se encuentran orientar mejor a los estudiantes de primer año

con el fin de que conozcan mejor la biblioteca y las horas en que está abierta. También
estaría bien ampliar el horario de apertura, especialmente durante los momentos en que
más se utiliza.

16.44. Las respuestas varían.

16.46. H0: no existe ninguna relación entre el método para hacer la declaración de la renta y la edad
de la persona.
H1: en caso contrario

Chi-Sq = 7.143, DF = 4, p-value = 0.129

s2
(4, 0,10) % 7,78. Por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

No existe ninguna relación estadísticamente significativa entre el método para hacer la de-
claración de la renta y la edad de la persona.

Capítulo 17

17.2. MCG%
879

3
, MCD %

798

16
, F %

293

49,875
% 5,87

F3, 16, 0,05 % 3,24, F3, 16, 0,01 % 5,29
Por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

17.4. a) x61 % 62, x62 % 53, x63 % 52, SCD % 3.608, SCG % 340,9375, STC % 3.948,9375
b)

One-Way ANOVA: SodaSales Versus CanColor
Analysis of Variance for SodaSale
Source     DF        SS        MS        F        P
CanColor    2       341       170     0.61    0.556
Error      13      3608       278
Total      15      3949

F2, 13, 0,05 % 3,81; no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.6. a) x61 % 32, x62 % 24,3333, x63 % 34,8333

One-Way ANOVA: Nonconforming Versus Supplier
Analysis of Variance for Nonconfo
Source     DF        SS        MS        F        P
Supplier    2     354.1     177.1    10.45    0.001
Error      15     254.2      16.9
Total      17     608.3

b) F2, 15, 0,01 % 6,36; rechazar H0 al nivel del 1%.

17.8. a) x61 % 71,7143, x62 % 75,2857, x63 % 76,5714

One-Way ANOVA: Scores Versus Class
Analysis of Variance for Scores
Source     DF        SS        MS        F        P
Class       2        89        44     0.28    0.756
Error      18      2813       156
Total      20      2901

b) F2, 18, 0,05 % 3,55; no rechazar H0 al nivel del 5%.
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17.10. a) x61 % 11,3333, x62 % 12,5, x63 % 8

One-Way ANOVA: Time Versus Rank
Analysis of Variance for Time
Source     DF        SS        MS        F        P
Rank        2     51.40     25.70     3.27    0.074
Error      12     94.33      7.86
Total      14    145.73

b) F2, 12, 0,05 % 3,89; no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.12. a) x61 % 10,4017, x62 % 7,0450, x63 % 6,7767

One-Way ANOVA: Fog Versus Mag
Analysis of Variance for Fog
Source     DF        SS        MS        F        P
Mag         2     48.96     24.48     4.07    0.039
Error      15     90.13      6.01
Total      17    139.09

b) F2, 15, 0,05 % 3,68; rechazar H0 al nivel del 5%.

17.14. a) k4 % 8,0744
b) G4 1 % 2,3273, G4 2 %.1,0294, G4 3 %.1,2977
c) e432 % 0,7483

17.16. W % 8,32, s2
(2, 0,05) % 5,99; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

17.18. W % 1,18, s2
(2, 0,10) % 4,61; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

Kruskal–Wallis Test: SodaSales Versus CanColor
Kruskal—Wallis Test on SodaSale
CanColor    N    Median    Ave Rank         Z
1           6     60.00        10.2      1.08
2           5     52.00         7.4     -0.62
3           5     53.00         7.6     -0.51
Overall    16                   8.5
H = 1.18  DF = 2  P = 0.554
H = 1.19  DF = 2  P = 0.553 (adjusted for ties)

17.20. W % 9,3772, s2
(2, 0,01) % 9,21; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

Kruskal–Wallis Test: Nonconforming Versus Supplier
Kruskal—Wallis Test on Nonconfo
Supplier    N    Median    Ave Rank         Z
1           6     32.00        10.6      0.61
2           6     24.50         4.3     -2.90
3           6     35.00        13.6      2.29
Overall    18                   9.5
H = 9.38  DF = 2  P = 0.009
H = 9.47  DF = 2  P = 0.009 (adjusted for ties)

17.22. W % 0,7403, s2
(2, 0,10) % 4,61; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

17.24. W % 5,2452, s2
(2, 0,10) % 4,61; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 10%.

17.26. a) La hipótesis nula contrasta la igualdad de las medias poblacionales de las valoraciones
realizadas por los distintos grupos.

b) W % 0,17, s2
(2, 0,10) % 4,61; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.
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17.28. Contraste de la igualdad de las medias de los H bloques en los que se divide la población:
MCB

MCE
% 3,597, F5, 30, 0,05 % 2,53, F5, 30, 0,01 % 3,70. Rechazar al nivel del 5%, no rechazar H0

al nivel del 1% que las medias de los bloques son diferentes.
Contraste de la igualdad de las medias de los K grupos en los que se divide la población:

MCG

MCE
% 4,91, F6, 30, 0,05 % 2,42, F6, 30, 0,01 % 3,47. Rechazar H0 al nivel del 1%. Los datos su-

gieren que las medias de los grupos difieren.

17.30. a)

Two-Way ANOVA: earngrowth Versus OilCo, Analyst
Analysis of Variance for earngrow
Source        DF        SS        MS        F        P
OilCo          4      3.30      0.83     0.31    0.866
Analyst        3     31.35     10.45     3.93    0.036
Error         12     31.90      2.66
Total         19     66.55

b) F4, 12, 0,05 % 3,26 b 0,31; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.32. a)

Two-Way ANOVA: sales Versus Quarter, soup
Analysis of Variance for sales
Source        DF        SS        MS        F        P
Quarter        3     615.0     205.0     2.10    0.202
Soup           2       6.2       3.1     0.03    0.969
Error          6     586.5      97.7
Total         11    1207.7

b) F2, 6, 0,05 % 5,14 b 0,03; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.34. a)

Two-Way ANOVA: Ratings Versus Exam, Text
Analysis of Variance for Ratings
Source        DF        SS        MS        F        P
Exam           2    0.2022    0.1011     5.20    0.077
Text           2    0.4356    0.2178    11.20    0.023
Error          4    0.0778    0.0194
Total          8    0.7156

b) [libros de texto]: F2, 4, 0,05 % 6,94 a 11,20; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.
c) [tipo de examen]: F2, 4, 0,05 % 6,94 b 5,20; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.36. G4 3 %.0,1556
B4 1 % 0,1778
e431 % 0,0556

17.38. a) Completar la tabla ANOVA:

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Fertilizantes 135,6 3 45,20 6,0916

Tipos de suelo 81,7 5 16,34 2,2022

Error 111,3 15 7,42

Total 328,6 23
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b) [fertilizantes]: F3, 15, 0,01 % 5,42 a 6,0916; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
c) [tipos de suelo]: F5, 15, 0,05%2,90b2,2021; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.40. Dados, por ejemplo, diez pares de observaciones, el estadístico F tendría 1, 9 grados de liber-
tad. El contraste es un contraste de dos colas. Suponiendo que alfa % 0,05, el valor crítico de
F sería 5,12. En el caso de un contraste de pares enlazados, los grados de libertad serían 9 y
el área de cada cola sería 0,025. El valor crítico de t sería 2,262 (que es la raíz cuadrada del
estadístico F de 5,12). Por lo tanto, los dos contrastes son equivalentes.

17.42. Cociente F: interacción %
MCI

MCE
% 0,67, F20, 90, 0,05 ] 1,75, F20, 90, 0,01 ] 2,20. No rechazar

H0 al nivel del 5%. No existe ninguna interacción significativa entre los grupos de tratamien-
to A y B. Por lo tanto, continuar contrastando los principales efectos de cada grupo de trata-
miento.

Cociente F: tratamiento A %
MSGA

MCE
% 5,73, F4, 80, 0,05 ] 2,53, F4, 80, 0,01 ] 3,65. Rechazar H0

al nivel del 1%; hay un efecto significativo en el caso del grupo A.

Cociente F: tratamiento B %
MCGB

MCE
% 4,00, F5, 80, 0,05 ] 2,37, F5,80, 0,01 ] 3,34. Rechazar H0

al nivel del 1%; hay un efecto significativo en el caso del grupo B.

17.44. a) Tabla ANOVA:

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Participantes  364,50  21 17,3571 19,2724

Jueces  0,81  8 0,1013 0,1124

Interacción  4,94  168 0,0294 0,0326

Error 1.069,94 1.188 0,9006

Total 1.440,19 1.385

H0: las medias poblacionales del valor de los 22 participantes son iguales.
H1: en caso contrario
F21, 1.188, 0,01 ] 1,88 a 19,2724; por lo tanto rechazar H0 al nivel del 1%.
H0: las medias poblacionales del valor de los 9 jueces son iguales.
H1: en caso contrario
F8, 1.188, 0,05 ] 1,94 b 0,1124; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.
H0: no hay ninguna interacción entre los participantes y los jueces.
H1: en caso contrario
F168, 1.188, 0,05 ] 1,22 b 0,0326; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.46. a) Tabla ANOVA:

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Tipo de test  57,5556 2 28,7778 4,7091

Sujeto  389,0000 3 129,6667 21,2182

Interacción  586,0000 6 97,66667 15,9818

Error  146,6667 24 6,1111

Total 1.179,2223 35
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b) H0: no existe ninguna interacción entre el tipo de sujeto y el tipo de test.
H1: en caso contrario
F6, 24, 0,01 % 3,67 a 15,9818; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

17.48. a) El supuesto implícito es que no hay ningún efecto de interacción entre el año de estudios y
la valoración de las residencias.

b)

General Linear Model: Ratings Versus Dorm, Year
Factor     Type Levels Values 
Dorm      fixed      4 A B C D
Year      fixed      4 1 2 3 4

Analysis of Variance for Ratings_, using Adjusted SS for Tests
Source     DF     Seq SS     Adj SS     Adj MS       F      P
Dorm        3     20.344     20.344      6.781    4.91  0.008
Year        3     10.594     10.594      3.531    2.56  0.078
Error      25     34.531     34.531      1.381
Total      31     65.469

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Residencia 20,344 3 6,781 4,91

Año 10,594 5 3,531 2,56

Error 34,531 25 1,381

Total 65,469 31

c) H0: las medias poblacionales de las valoraciones de las 4 residencias son iguales.
H1: en caso contrario
F3, 25, 0,01 % 4,68 a 4,91; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

d) H0: las medias de las valoraciones de los 4 estudiantes son iguales.
H1: en caso contrario
F3, 25, 0,05 % 2,99 b 2,56; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.50.

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Color 243,250 2 121,625 11,3140

Región 354,000 3 118,000 10,9767

Interacción 189,750 6 31,625 2,9419

Error 129,000 12 10,750

Total 916,000 23

H0: no existe ninguna interacción entre la región y el color de las latas.
H1: en caso contrario. F6, 12, 0,01%4,82 b2,9419; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 1%.

17.52. Un ANOVA de un factor examina el efecto de un único factor (que tiene tres o más condicio-
nes). Un ANOVA bifactorial reconoce situaciones en las que puede ser significativo más de
un factor. Ejemplos de ANOVA de un factor son la duración de las baterías de cuatro tipos de
teléfonos móviles, el tiempo que tardan en recibir los platos que se piden en cinco restauran-
tes de comida rápida y el salario de partida de los estudiantes de cuatro especialidades distin-
tas. Ejemplos de ANOVA bifactorial son las diferencias entre las calificaciones medias de
cuatro especialidades por sexo, las ventas semanales de un artículo en una tienda de alimenta-
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ción según el lugar en el que se coloca en los expositores (alto, medio, bajo) y el tamaño de
los anuncios que promueven un producto (grande, medio, pequeño), la fuerza del hormigón
según cuatro tipos de cemento y 2 métodos para mezclarlo.

17.54.

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Entre 5.156  2 2.578,000 21,4458

Dentro 120.802 1.005  120,201

Total 125.967 1.007

F2, 1.005, 0,01 % 4,61 a 21,4458; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

17.56. a)

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Entre 221,3400 3 73,7800 25,6

Dentro 374,6640 130 2,8820

Total 596,0040 133

b) H0: las medias poblacionales de los sueldos de los abogados de los 4 grupos son iguales.
H1: en caso contrario
F3, 130, 0,01 ] 3,95 a 25,6; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

17.58.

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Entre 11.438,3028 2 5.719,1514 0,7856

Dentro 109.200,000 15 7.280,000

Total 120.638,3028 17

H0: las medias poblacionales de los niveles de ventas de los tres periodos son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 15, 0,05 % 3,68 b 0,7856; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.60. W % 5,0543, s2
3, 0,10 % 6,25; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 10%.

17.62. a) SCD %
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b) SCG %
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17.64.

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Consumidores 37.571,5 124  302,996 1,3488

Marcas 32.987,3 2 16.493,65 73,4226

Error 55.710,7 248  224,6399

Total 126.269,5 374

H0: las medias poblacionales de los niveles de percepciones de las tres marcas son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 248, 0,01 ] 4,79 a 73,4226; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.

17.66.

Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Renta 0,0067 2 0,0033 0,2000

Examen de acceso 
a la universidad 0,8267 2 0,4133 24,8000

Error 0,0667 4 0,0167

Total 0,9000 8

H0: las medias poblacionales de las calificaciones medias de los tres grupos de renta son
iguales.
H1: en caso contrario
F2, 4, 0,05 % 6,94 b 0,2000; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.
H0: las medias poblacionales de las calificaciones medias de los tres grupos de notas de acce-
so a la universidad son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 4, 0,01 % 18,0 a 24,8; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
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17.68. a) k % 3,333 b) G4 2 % 0,0 c) b4 1 % 0,0667 d) e421 % 0,1333

17.70. a)
Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Precios 0,178 2 0,0890 0,0944

Países 4,365 2 2,1825 2,3151

Interacción 1,262 4 0,3155 0,3347

Error 93,330 99 0,9427

Total 99,135 107

H0: las medias poblacionales de las valoraciones de la calidad correspondientes a los tres
niveles de precios son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 99, 0,05 ] 3,07 b 0,0944; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.
H0: las medias poblacionales de las valoraciones de la calidad correspondientes a los tres
países son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 99, 0,05 ] 3,07 b 2,3151; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.
H0: No existe ninguna interacción entre el precio y el país.
H1: en caso contrario
F4, 99, 0,05 ] 2,45 b 0,3347; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.

17.72. a)
Fuente Suma Media 
de variación de los cuadrados gl de los cuadrados Cociente F

Renta 0.0178 2 0,0089 0,5333

Nota de acceso
a la universidad 2,2011 2 1,1006 66,0333

Interacción 0,1022 4 0,0256 1,5333

Error 0,1500 9 0,0167

Total 2,4711 17
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H0: las medias poblacionales de las calificaciones medias de los tres grupos son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 9, 0,05 % 4,26 b 0,5333; por lo tanto, no rechazar H0 al nivel del 5%.
H0: las medias poblacionales de las calificaciones medias de los tres grupos de notas del
examen de acceso a la universidad son iguales.
H1: en caso contrario
F2, 9, 0,01 % 8,02 a 66,0333; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 1%.
H0: no existe ninguna interacción entre la renta y el grupo de notas del examen de acceso
a la universidad.
H1: en caso contrario
F4, 9, 0,05 % 3,63 b 1,5333; por lo tanto, rechazar H0 al nivel del 5%.

Capítulo 18

18.2. Varias respuestas

18.4. Varias respuestas

18.6. a) p4 % 5,6517
b) LC % x66 % 192,6, LCI % 186,2044, LCS % 198,9956
c) LC % 5,42, LCI% 0,6504, LCS % 10,1896

18.8. a) p4 % 1,2746
b) LC % 19,86, LCI % 18,507, LCS % 21,213
c) LC % 1,23, LCI% 0,2214, LCS % 2,2386

18.10. a) x66 % 149,98
b) s6 % 5,989
c) p4 % 6,2062
d) LC % 149,98, LCI % 143,3921, LCS % 156,5679
e) El gráfico X1 muestra que la 26.a observación se encuentra por debajo del LCI. Sería una

ocurrencia excepcional en un proceso que está bajo control.
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f) LC% 5,989, LCI % 1,078, LCS % 10,9
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g) Gráfico s
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18.12. a) (175,6449, 209,5551). Estos valores se encuentran dentro de los límites de tolerancia.
b) Cp % 1,327. El proceso no es capaz, ya que Cp a 1,33
c) Cpk % 1,321. El proceso no es capaz, ya que Cpk a 1,33

18.14. a) (16,0362, 23,6838). Estos límites están más allá de las tolerancias fijadas por la dirección.
b) Cp % 0,523. El proceso no es capaz, ya que Cp a 1,33
c) Cpk % 0,486. El proceso no es capaz, ya que Cpk a 1,33

18.16. a) (13,5691, 26,1109). Estos límites están más allá de las tolerancias fijadas por la dirección.
b) Cp % 0,638. El proceso no es capaz, ya que Cp a 1,33
c) Cpk % 0,612. El proceso no es capaz, ya que Cpk a 1,33

18.18. LC% 0,018, LCI % 0, LCS % 0,0358

18.20. a) p6 % 0,051, LC % 0,051, LCI % 0,0215, LCS % 0,0805
b) Gráfico p
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No hay nada que indique que el proceso está fuera de control estadístico.

18.22. a) c6 % 5.6
b) LC % 5,6, LCI % 0, LCS % 12,70
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c) Gráfico c
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No hay nada que indique que el proceso está fuera de control estadístico.

18.24. a) c6 % 13,8667
b) LC % 13,8667, LCI % 2,6953, LCS % 25,0381
c) Gráfico c
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No hay nada que indique que el proceso está fuera de control; sin embargo, debe continuar
vigilándose debido a la reciente tendencia descendente.

18.26. En los gráficos de control del ejercicio 18.25 y en los siguientes, vemos que el proceso no es
estable.
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a) El «capability analysis» (normal) no tiene sentido, ya que el proceso de producción de tor-
nillos de precisión no es estable (véase el ejercicio 18.25).

b) El «capability sixpack» (normal) no tiene sentido, ya que el proceso de producción de tor-
nillos de precisión no es estable (véase el ejercicio 18.25).

18.28. a)
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b)
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18.30. Pueden cometerse dos tipos de errores: (1) identificar una causa especial o asignable de varia-
ción cuando no hay ninguna y (2) no tener en cuenta una causa especial suponiendo que se
debe a la variabilidad natural. Si se imponen unos límites de control «demasiado estrechos»,
se marcan incorrectamente las causas naturales de la variabilidad como una causa especial y
el investigador busca una causa especial de la variabilidad que no existe. Los límites de con-
trol que son «demasiado amplios» implican que el investigador no va a corregir los procesos
que están fuera de control. La utilización de límites de tres sigmas como límites de control fue
establecida por Shewhart como un punto intermedio adecuado entre los dos tipos de errores.

18.32. a) x66 % 350,416 b) s6 % 5,602 c) p % 5,8052
d) LC % 350,416, LCI % 344,2538, LCS % 356,5782
e) El gráfico X-barra no contiene ninguna prueba de que el proceso esté fuera de control.
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f) LC% 5,602, LCI % 1,0084, LCS % 10,1956
g) Gráfico s
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No se viola ninguna regla del análisis de las pautas. El proceso está bajo control.
h) i) (333,0004, 367,8316) dentro de las tolerancias fijadas por la dirección.

ii) Cp % 1,435 b 1,33. Por lo tanto, el proceso es capaz.
iii) Cpk % 1,412 b 1,33. Por lo tanto, el proceso es capaz.

18.34. a) c6 % 15
b) LC % 15, LCI % 3,381, LCS % 26,619
c), d) El gráfico c no contiene ninguna prueba de que un proceso esté fuera de control esta-

dístico.
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18.36. a) Causa común: afecta a todos los trabajadores del proceso
b) Causa común: afecta a todos los trabajadores del proceso
c) Causa asignable
d) Causa asignable
e) Causa asignable

18.38. a) Máquina 1: gráfico X-barra—c:
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La máquina 1 no muestra ninguna prueba de estar «fuera de control estadístico».
b) Máquina 2: gráfico X-barra—c:
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La máquina 2 tampoco muestra ninguna prueba de estar «fuera de control estadístico».
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c) Máquina 1: el «capability analysis» muestra que Cp % 0,44 y Cpk % 0,14. La máquina 1 no
es capaz de cumplir las especificaciones.

550540530520510500490

USLLSL

Process Capability Analysis for Machine 1

PPM Total
PPM > USL

PPM Total
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PPM < LSL
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Sample N
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334458.84

PPM < LSL 13525.58
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310000.00
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0.44

*
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*
525.000

Exp. “Overall” PerformanceExp. “Within” PerformanceObserved PerformanceOverall Capability

Potential (Within) Capability

Process Data

Within

Overall

d) Máquina 2: el «capability analysis» muestra que Cp % 0,80 y Cpk % 0,72. La máquina 2 no
es capaz de cumplir las especificaciones.
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e) Ninguna de las dos máquinas es capaz de cumplir las especificaciones. Las dos producen
un producto con una variabilidad mayor de lo que exigen los límites de las especificacio-
nes. Obsérvese que la máquina 1 tiene más variabilidad que la 2.
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18.40. Gráfico X-barra de los datos TOC:
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Todos los puntos de datos se encuentran dentro de los límites de control. No se ha violado
ninguna regla de análisis de las pautas.

Capítulo 19

19.2. 100,0, 122,6, 123,5, 134,5, 142,5, 140,4, 152,2, 161,2, 188,1, 163,4

19.4. a) 100, 102,5, 99,29, 98,21, 100, 99,64, 100, 99,29, 99,29, 100,71, 110,71, 106,07
b) 101,82, 104,36, 101,09, 100, 101,82, 101,45, 101,82, 101,09, 101,09, 102,55 112,73, 108

19.6. a) 100, 105,37, 109,6, 112,71, 115,54, 117,23
b) 100, 104,81, 110,49, 112,14, 115,71, 117,47

19.8. Un índice de precios de la energía es útil en el sentido de que nos permite decir algo sobre la
evolución de los precios de un grupo de mercancías, a saber, los precios de la energía. Un
índice ponderado de precios nos permite comparar el coste de un grupo de productos en un
periodo con su coste en otros.

19.10. a) Z%.3,43 P(Z a.3,43) % 0,0003 b) Z %.2,57 P(Z a.2,57) % 0,0051
c) Z % 3,43 P(Z b 3,43) % 0,0003

19.12. R % 7; no se puede rechazar H0 a cualquier nivel habitual de significación.

19.14. R % 9; no se puede rechazar H0 a cualquier nivel habitual de significación.

19.16. a) R % 10; no se puede rechazar H0 a cualquier nivel habitual de significación.
b) En el gráfico de series temporales adjunto no se observa ninguna conducta cíclica signifi-

cativa.
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19.18. a) Gráfico de series temporales de las ventas trimestrales
En el gráfico de series temporales se observan pautas evidentes en los datos; fuerte esta-
cionalidad y fuerte tendencia ascendente
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Los datos desestacionalizados ya no muestran el ciclo trimestral regular. Hay un punto atí-
pico en el tercer trimestre de 2003. El valor es mucho más alto de lo esperado.

19.20. Media móvil centrada de 3 periodos - precio del oro a finales de año

Año Media móvil de 3 puntos
1 *

2 176,000

3 308,667

4 450,333

5 507,667

6 480,000

7 411,333

8 381,000

9 340,667

10 347,333

11 406,667

12 433,667

13 421,667

14 *
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Smoothed
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Los datos resultantes muestran una fuerte conducta cíclica.
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19.22.
Año MV de 7 puntos

1 *

2 *

3 *

4 30,4429

5 25,3429

6 23,0000

7 23,4286

8 22,7429

9 21,1286

10 20,6000

11 23,1286

12 28,1000

13 32,0857

14 33,8000

15 35,1571

16 35,7143

17 34,9714

18 31,5143

19 27,4571

20 27,0857

21 34,3286

22 40,5429

23 43,7143

24 48,6000

25 54,4286
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Los datos suavizados muestran una pauta cíclica.
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19.24. a)
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El gráfico muestra un fuerte componente estacional con máximos en el tercer trimestre.
b)
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La serie desestacionalizada muestra una tendencia ascendente en los datos con una cre-
ciente variabilidad.

19.26.
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19.28. Utilice una constante de suavización de 0,7 (alfa de 0,3) en Minitab. Fije el valor inicial de
suavización en la media de las primeras observaciones.

19.30. a) Predicciones correspondientes a constantes de suavización de 0,2, 0,4, 0,6, 0,8:

Periodo Xt Alfa = 0,2 Alfa = 0,4 Alfa = 0,6 Alfa = 0,8
1 3,63 3,6300 3,6300 3,6300 3,6300

2 3,62 3,6220 3,6240 6,6260 3,6280

3 3,66 3,6524 3,6456 3,6396 3,6344

4 5,31 4,9785 4,6442 4,3078 3,9695

5 6,14 5,9077 5,5417 5,0407 4,4036

6 6,42 6,3175 6,0687 5,5924 4,8069

7 7,01 6,8715 6,6335 6,1594 5,2475

8 6,37 6,4703 6,4754 6,2437 5,4720

9 5,82 5,9501 6,0822 6,0742 5,5416

10 4,98 5,1740 5,4209 5,6365 5,4293

11 3,43 3,7788 4,2263 4,7539 5,0294

12 3,40 3,4758 3,7305 4,2123 4,7035

13 3,54 3,5272 3,6162 3,9434 4,4708

14 1,65 2,0254 2,4365 3,0260 3,9067

15 2,15 2,1251 2,2646 2,6756 3,5553

16 6,09 5,2970 4,5598 4,0414 4,0623

17 5,95 5,8194 5,3939 4,8048 4,4398

18 6,26 6,1719 5,9136 5,3869 4,8039

MAPE 20,795 24,546 30,613 36,6633

7034,12632,16120,187580,DAM

8408,28733,21709,13046,1DSM

b) Dadas las medidas de precisión, elegir un alfa de 0,2 para la «mejor» predicción.
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19.32. Si alfa es 1,0, entonces la predicción siempre será igual a la primera observación. X4 t!h % X1

19.34. Utilice 0,7 para el nivel (alfa de 0,3) y 0,5 para la tendencia (beta de 0,5).

19.36.
Winters' Method for FoodPrice 
Forecasts
Period  Forecast    Lower    Upper
15       125.448  124.599  126.297
16       126.466  125.531  127.402
17       126.967  125.927  128.007

19.38. X4 n % 260,6644, Tn %.8,6609
Predicción para ocho trimestres:

Año 1 2 3 4
7 273,1269 230,6040 177,3303 232,1205

8 2535,5794 197,7740 151,1529 196,5420

Index
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Holt–Winters’ Seasonal Method Plot for Sales
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19.40. El modelo autorregresivo de primer orden es:
y4 t % 87,85 ! 0,169yt.1 ! at

y17 % 87,85 ! 0,169(92) % 103,398
y18 % 87,85 ! 0,169(103,398) % 105,324
y19 % 87,85 ! 0,169(105,324) % 105,650
y20 % 87,85 ! 0,169(105,650) % 105,705

19.42. Modelo de 4.o orden:
Estadístico z de h4 %.0,218. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 3.er orden:
Estadístico z de h3 %.0,909. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 2.o orden:
Estadístico z de h2 %.4,621. Rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 1.er orden:
Predicciones del modelo de segundo orden:
y4 25 % 6,776, y4 26 % 9,103, y4 27 % 9,792, y4 28 % 8,670, y4 29 % 6,968
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No habría ningún cambio si se utilizara un nivel de significación del 5% en lugar del 10%; el
estadístico z del modelo de segundo orden de .4,621 es significativo a los niveles del 10 y
el 5%.

19.44. Estadístico z de h3 %.0,303. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 2.o orden:
Estadístico z de h2 %.1,327. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 1.er orden:
Estadístico z de h1 % 3,664. Rechazar H0 al nivel del 10%.
Utilizar el modelo de 1.er orden para hacer predicciones.
y4 19 % 5,927, y4 20 % 5,695, y4 21 % 5,534, y4 22 % 5,422

Index
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No habría ningún cambio si se utilizara un nivel de significación del 5% en lugar del 10%; el
estadístico z del modelo de primer orden de 3,664 es significativo a los niveles del 10 y el 5%.

19.46. X4 1996 % 202 ! 1,1(951) . 0,48(923) ! 0,17(867) % 952,45
X4 1997 % 202 ! 1,1(952,45) . 0,48(951) % 0,17(923) % 950,13
X4 1998 % 202 ! 1,1(950,13) . 0,48(952,45) ! 0,17(951) % 951,64
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19.48. Modelo de 4.o orden:
Estadístico T de h4 %.1,185. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 3.er orden:
Estadístico T de h3 %.0,846. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 2.o orden:
Estadístico T de h2 %.1,490. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 1.er orden:
Estadístico T de h1 %.3,263. Rechazar H0 al nivel del 10%.
Utilizar el modelo de 1.er orden para hacer predicciones.
y4 25 % 0,070, y4 26 %.0,001, y4 27 % 0,041

19.50. Apartados a), b), c):

19.52. Las predicciones se realizan analizando cada componente: tendencial, estacional y cíclico.
Una vez analizado y medido cada componente, se incorpora la información al modelo de pre-
dicción.

19.54. Una serie temporal desestacionalizada es una serie libre de los efectos de la influencia esta-
cional. Los organismos oficiales realizan grandes esfuerzos para desestacionalizar los datos
con el fin de tener una idea más clara de la pauta subyacente.

19.56. a) R % 10; no se puede rechazar H0 a cualquier nivel habitual de alfa.
b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 101112131415161718192021222324

450

550
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1050

1150

Year

Product Sales

24 Annual Observations
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Fuerte conducta cíclica, así como leve tendencia descendente

Años Ventas MV de 5 puntos
1 853 *

2 693 *

3 715 779,4

4 785 768,2

5 851 781,2

6 797 756,8

7 758 729,8
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Años Ventas MV de 5 puntos
8 593 709,8

9 650 695,0

10 751 683,8

11 723 763,4

12 702 859,2

13 991 903,4

14 1129 885,0

15 972 852,2

16 631 795,6

17 538 751,2

18 708 739,2

19 907 768,4

20 912 774,6

21 777 727,6

22 569 638,0

23 473 *

24 459 *

Actual
Smoothed
Actual
Smoothed

0 5 10 15 20 25
Time

Moving Average
Length:

MAPE:
MAD:
MSD:

5

23.8
157.5

39296.8

Annual Product Sales
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Fuerte tendencia ascendente y conducta cíclica

19.58. a)
Moving Average
Data        PriceIndex
Length      15.0000
NMissing    0

Moving Average
Length: 3

Accuracy Measures
MAPE:  5.6999
MAD:   6.1389
MSD:  84.4352

 Row  Period     PriceIndex     AVER3   Predict     Error
   1       1             79         *         *         *
   2       2             87    85.000         *         *
   3       3             89    88.667         *         *
   4       4             90    89.000    85.000    5.0000
   5       5             88    89.000    88.667   -0.6667
   6       6             89    90.333    89.000    0.0000
   7       7             94    91.667    89.000    5.0000
   8       8             92    91.333    90.333    1.6667
   9       9             88    92.000    91.667   -3.6667
  10      10             96   100.333    91.333    4.6667
  11      11            117   109.667    92.000   25.0000
  12      12            116   115.667   100.333   15.6667
  13      13            114   114.333   109.667    4.3333
  14      14            113   112.000   115.667   -2.6667
  15      15            109         *   114.333   -5.3333
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Fuerte tendencia ascendente y conducta cíclica.

19.60.

Double Exponential Smoothing
Data        PriceIndex
Length      15.0000
NMissing    0
Smoothing Constants
Alpha (level): 0.7 
Gamma (trend): 0.6 

Accuracy Measures
MAPE:  5.9448
MAD:   6.1265
MSD:  63.3177
 Row   Time     PriceIndex    Smooth   Predict     Error
   1      1             79    79.345    80.150   -1.1500
   2      2             87    85.298    81.326    5.6737
   3      3             89    89.199    89.662   -0.6621
   4      4             90    90.985    93.285   -3.2848
   5      5             88    89.708    93.692   -5.6920
   6      6             89    89.307    90.024   -1.0235
   7      7             94    92.558    89.193    4.8069
   8      8             92    92.739    94.463   -2.4629
   9      9             88    89.683    93.609   -5.6094
  10     10             96    93.659    88.197    7.8026
  11     11            117   110.535    95.451   21.5491
  12     12            116   117.613   121.378   -5.3776
  13     13            114   117.659   126.197  -12.1970
  14     14            113   115.436   121.120   -8.1201
  15     15            109   110.946   115.487   -6.4866
 Row  Period  Forecast     Lower     Upper
   1      16   108.272   93.2621   123.282
   2      17   105.598   86.6480   124.549
   3      18   102.925   79.6916   126.157
   4      19   100.251   72.5514   127.950

1040 Estadística para administración y economía



Actual
Predicted
Forecast
Actual
Predicted
Forecast

02010

70

80

90

100

110

120

130

Time

Smoothing Constants
Alpha (level):
Gamma (trend):

MAPE:
MAD:
MSD:

0.700
0.600

5.9448
6.1265

63.3177

Double Exponential Smoothing: PriceIndex

P
ri

c
e

In
d

e
x

19.62. Modelo de 4.o orden:
Estadístico T de h4 %.0,216. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 3.er orden:
Estadístico T de h3 % 0,940. No rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 2.o orden:
Estadístico T de h2 %.4,590. Rechazar H0 al nivel del 10%.
Modelo de 1.er orden:
Estadístico T de h1 % 3,40. Rechazar H0 al nivel del 10%.
Utilizar el modelo de 2.o orden para hacer predicciones.
y4 25 % 672,829, y4 26 % 905,554, y4 27 % 979,039

Capítulo 20

20.2. Las respuestas deben referirse a cada uno de los pasos esbozados en la Figura 20.1.

20.4. Las respuestas deben referirse a cada uno de los pasos esbozados en la Figura 20.1.

20.6. Las respuestas deben referirse a cuestiones como (a) la identificación de la población correc-
ta, (b) el sesgo de selección (falta de respuesta), (c) el sesgo de respuesta

20.8. Las respuestas deben referirse a cuestiones como (a) la identificación de la población correc-
ta, (b) el sesgo de selección (falta de respuesta), (c) el sesgo de respuesta

20.10. Dentro de Minitab, vaya a Calc r Make Patterned Data... para generar un conjunto simple de
números de tamaño ‘n’ o ‘N’. Introduzca como primer valor 1, como último valor n o N se-
gún proceda. Para el ejercicio 20.20, introduzca el último valor n % 20. A continuación, utili-
ce Calc r Random Data... Sample from Columns... para generar una muestra aleatoria simple
de tamaño ‘n’.

20.12. Las mismas instrucciones que en el ejercicio 20.10, con la salvedad de que el último valor
n % 12.723

20.14. (8,2262, 11,1738)

20.16. (5,4904, 9,0696)

20.18. p4 2x6 %
(s)2

n

N . n

N
%

s2

n C1 .

n

ND% s2 C
1

n
.

1

ND
20.20. 95.849,2706 a Nk a 113.135,9294

20.22. 403,2307 a Nk a 577,3407

Respuestas de algunos ejercicios pares 1041



20.24. De 0,4884 a 0,6316

20.26. 128,688 a Np a 196,812, o sea, entre 129 y 197 tienen intención de hacer el examen final.

20.28. a) De 40,806 a 45,794
b) x6st % 37,3306
c) Intervalo de confianza al 90%: de 36,0313 a 38,6299

Intervalo de confianza al 95%: de 35,7825 a 38,8787

20.30. a) De 2,8435 a 3,3965 b) De 3,1431 a 3,5969
c) De 3,0513 a 3,4166

20.32. a) Nx6xt % 81.720
b) Intervalo de confianza al 95%: 77.542,3153 a Nk a 85.897,6847

20.34. a) p4 st % 0,3467
b) Intervalo de confianza al 90%: de 0,2550 a 0,4383

Intervalo de confianza al 95%: de 0,2375 a 0,4559

20.36. a) 56 observaciones b) 68 observaciones

20.38. a) 55 observaciones b) 60 observaciones

20.40. a) 74 observaciones b) 88 observaciones

20.42. 58 observaciones

20.44. 211 observaciones

20.46. Afijación proporcional: tomar 498 observaciones.
Afijación óptima: tomar 471 observaciones.

20.48. a) x6c % 91,6761 b) De 70,6920 a 112,6602

20.50. a) p4 c % 0,4507 b) De 0,38 a 0,5214

20.52. Las observaciones muestrales adicionales necesarias son 127 . 20 % 107

20.54. Las observaciones muestrales adicionales necesarias son 160 . 30 % 130

20.56. Tema de discusión: varias respuestas.

20.58. a) x6 % 74,7, s % 11,44, p4 2x6 % 11,633
Intervalo de confianza al 90%: de 69,089 a 80,311

b) El intervalo sería más amplio; el valor de z aumentaría a 1,96.

20.60. a) De 0,559 a 0,687
b) Si la información muestral no se selecciona aleatoriamente, las conclusiones resultantes

pueden estar sesgadas.

20.62. a) De 6,997 a 11,403 b) De 0,8247 hasta 13,3444

20.64. De 0,5147 a 0,7453

20.66. a) 16 observaciones b) 22 observaciones

20.68. 76 observaciones

20.70. Varias respuestas. Las respuestas deben incluir un análisis de las posibilidades de estratificar
la población. Como los diferentes países utilizan diferentes sistemas y técnicas de votación,
puede ser razonable una estratificación por circunscripciones. El método empleado por la cir-
cunscripción también podría utilizarse en la estratificación, por ejemplo, las papeletas en for-
ma de mariposa o el sistema electrónico de votación.
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Capítulo 21

21.2. D es dominada por C. Por lo tanto, D es inadmisible.

21.4. a) D es dominada por C. Por lo tanto, D es inadmisible y no vuelve a considerarse.
El criterio maximin seleccionaría el proceso de producción C:

Acciones Estados de la naturaleza

Proceso de prod. Demanda baja Demanda moderada Demanda alta Rendimiento mín.

A 100.000 350.000 900.000 100.000

B 150.000 400.000 700.000 150.000

C 250.000 400.000 600.000 250.000

b) El criterio de la pérdida de oportunidades minimax seleccionaría el proceso de produc-
ción A:

Acciones Tabla de pérdida de oportunidades

Proceso de prod. Demanda baja Demanda moderada Demanda alta Rendimiento mín.

A 150.000 50.000 0 150.000

B 100.000 0 200.000 200.000

C 0 0 300.000 300.000

21.6.

Acciones            Estados de la naturaleza

Proceso de prod. Demanda baja Demanda moderada Demanda alta Rendimiento mín.

A 70.000 120.000 200.000 70.000

B 80.000 120.000 180.000 80.000

C 100.000 125.000 160.000 100.000

D* 100.000 120.000 150.000 Inadmisible

E 60.000 115.000 220.000 60.000

*inadmisible

Por lo tanto, utilizando el criterio maximin se elegiría el proceso de producción C.

Acciones Tabla de pérdida de oportunidades

Proceso de prod. Demanda baja Demanda moderada Demanda alta Rendimiento mín.

A 30.000 5.000 20.000 30.000

B 20.000 5.000 40.000 40.000

C 0 0 60.000 60.000

D* Inadmisible

E 40.000 10.000 0 40.000

*inadmisible

Por lo tanto, utilizando el criterio de la pérdida de oportunidades minimax se elegiría el pro-
ceso de producción A.

21.8.

Acción S1 S2
A1 M 11 M 12

A2 M 21 M 22
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En ese caso, se elegirá A1 tanto según el criterio maximin como según el criterio de la pérdi-
da de oportunidades minimax si para M11 b M21 y M12 a M22 y (M11 . M21) b (M22 . M12)

21.10. a)

Acciones Se ofrece un empleo mejor No se ofrece un empleo mejor

Acudir a una entrevista 4.500 –500

No acudir a una entrevista 0 0

b) VME (acudir a una entrevista) %.250
VME (no acudir a una entrevista) % 0
Por lo tanto, la acción óptima es no acudir a una entrevista.

21.12. a) VME (certificado de depósito) % 1.200
VME (fondo de acciones de bajo riesgo) % 1.280
VME (fondo de acciones de alto riesgo) % 1.270
Por lo tanto, la acción óptima es fondo de acciones de bajo riesgo.

b) Árbol de decisión:

21.14. a) i) Falsa
ii) Verdadera
iii) Verdadera

b) No.

21.16. a) VME (nuevo) % 74.000
VME (antiguo) % 58.000
Por lo tanto, la acción óptima es el nuevo centro.
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b) Árbol de decisión:

21.18. a) VME(A)% 660.000 . 550.000p
VME(B) % 535.000 . 300.000p
VME(C) % 495.000 . 200.000p
VME(D)% 460.000 . 150.000p
VME(A)b VME(B) cuando p a 0,5
VME(A)b VME(C) cuando p a 0,471
VME(A)b VME(D) cuando p a 0,5
Para p a 0,471, el criterio del VME elige la acción A, la misma que en el ejercicio 21.13.
Obsérvese que D era «inadmisible».

b) VME(A) b VME(B) b VME(C) b VME(D) cuando a b 816.667

21.20. a) VME (comprobar) % 18.600
VME (no comprobar) % 18.400
Por lo tanto, la acción óptima es comprobar el proceso.

b) Árbol de decisión:

20.000

18.400

12.000
12.000

20.000

Funciona mal
0,2

0,8

No comprobar

Comprobar

Acción óptima:

comprobar el proceso

VME = 18.600

Acciones

Funciona correctamente

18.600

18.600

Rendimientos

1

19.000

17.000
17.000

19.000

Funciona mal
0,2

0,8
Funciona correctamente
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c) VME (comprobar)%19.000p!17.000(1.p) b 20.000p ! 12.000(1.p) cuando p a 5/6

21.22. a)

Pedidos 
extra 6 7 8 9 10

0 0 10 20 30 40

1 20 20 10 0 10

2 40 0 40 30 20

3 60 20 20 60 50

4 80 40 0 40 80

b) Según el criterio del VME, la acción óptima es pedir 2 automóviles más:

Pedidos extra
6 7 8 9 10 VME

0 0(0,1) 10(0,3) 20(0,3) 30(0,2) 40(0,1) 19
1 20(0,1) 20(0,3) 10(0,3) 0(0,2) 10(0,1) 6
2 40(0,1) 0(0,3) 40(0,3) 30(0,2) 20(0,1) 16
3 60(0,1) 20(0,3) 20(0,3) 60(0,2) 50(0,1) 11
4 80(0,1) 40(0,3) 0(0,3) 40(0,2) 80(0,1) 4

21.24. a) Se elige la acción A1 si M11p !M12(1 . p) b M21p ! (1 . p)M22, o sea, p(M11 .M21) b

b (1 . p)(M22 . M12)
b) La acción A1 inadmisible implica que se elegirá A1 sólo si p b 1. En suma, para que el

apartado a sea verdadero, ambos rendimientos de A1 no pueden ser menores que los co-
rrespondientes rendimientos de A2.

21.26. a) La acción óptima según el criterio del VME es la acción A.
b) P(L � P) % 0,5

P(M �P) % 0,4
P(H �P) % 0,1

c) VME(A) % 280.000
VME(B) % 305.000
VME(C) % 345.000
Por lo tanto, la acción óptima es la C.

d) P(L � F) % 0,2903
P(M�F) % 0,5161
P(H�F) % 0,1935

e) VME(A) % 383.815, VME(B) % 385.435, VME(C) % 395.115
Por lo tanto, la acción óptima es C.

f) P(L �G) % 0,1538
P(M � G) % 0,3077
P(H �G) % 0,5385

g) VME(A) % 607.992, VME(B) % 523.077, VME(C) % 484.615
Por lo tanto, la acción óptima es A.

21.28. a) P(E � P) % 0,9231, P(no E �P) % 0,0769
b) VME(S) % 50.000, VME(R) % 114.615. Por lo tanto, la acción óptima es conservar.
c) P/E �N) % 0,25, P(no E �N) % 0,75
d) VME(S) % 50.000

VME(R) % 23.750
Por lo tanto, la acción óptima es vender.
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21.30. a) P(2 � 10%) % 0,01, P(1 � 10%) % 0,18, P(0 � 10%) % 0,81
b) P(2 � 30%) % 0,09, P(1 � 30%) % 0,42, P(0 � 30%) % 0,49
c) Probabilidad de los estados de un 10% de piezas defectuosas y un 30% de piezas defec-

tuosas:

N.º de piezas
de fectuosas 10% de defectos 30% de defectos

i 2 piezas defectuosas 0,308 0,692

ii 1 piezas defectuosas 0,632 0,368

iii 0 piezas defectuosas 0,869 0,131

VME de las acciones Comprobar No comprobar

2 piezas defectuosas 17,616* 14,464

1 piezas defectuosas 18,264* 17,056

0 piezas defectuosas 18,737 18,952*

*acción óptima dada la circunstancia

21.32. a) Información perfecta es el caso en el que la persona que debe tomar una decisión es capaz
de obtener información para saber con seguridad qué estado ocurrirá.

b) La acción óptima: fondo de acciones de bajo riesgo (véase el problema 21.12)
VEIP % 0,2(6.600 . 4.300) ! 0,5(0) ! 0,3(1.200 . (.600)) % 1.000

21.34. Dado que la acción óptima es nuevo centro
VEIP % 24.000

21.36. El valor esperado de la información muestral es

M

;
i%1

P(Ai)Vi, donde P(Ai) %

H

;
j%1

P(Ai /sj)

Para información perfecta, P(Ai � sj) % 0 para i Ç j y P(Ai /sj) % 1 para i % j; por lo tanto,
P(Ai) % P(si)

21.38. VEIP % 23.003

21.40. Dado que la acción óptima es conservar la patente (véase el problema 21.28).
VEIP % 13.650

21.42. a) VEIP % 34,1 b) VEIP % 55,87 c) La diferencia % 21,77
d) Ninguno e) 24,75

21.44. a)

Rendimiento
Utilidad

.10.000 30.000 60.000 70.000 90.000 13.000
0 35 60 70 85 100

b) UE(Nuevo) % 64
UE(Antiguo) % 59
Por lo tanto, la acción esperada es Nuevo centro

21.46. 94.000p . 16.000(1 . p) % 0 r p % 16/110

Rendimiento
Utilidad

.160.000 0 94.000
0 160/10 100

Pendiente (.16.000,0) % 0,00009
Pendiente (0,94.000) % 0,00105
Por lo tanto, el contratista tiene una preferencia por el riesgo.
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21.48. a) P(S1) % 0,3(0,6) % 0,18, P(S2) % 0,42, P(S3) % 0,12, P(S4) % 0,28
b) VME(A1) % 460, VME(A2) % 330, VME(A3) % 0, VME(A4) % 510

Por lo tanto, la acción óptima es A4.
c) Trace el árbol de decisión:

460

RendimientosAcciones

700

–100
–100

700

700

–100

S3
0,12

0,42

0,18

S2

–100

S1

700

S4
0,28

330

–150

1.050
1.050

1.050

–150

–150

S3
0,12

0,42

0,18

S2

–150

S1

A1

A2

1.050

S4
0,28

0,18

Acción óptima:

A4

VME = 510

510
4
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TreePlan (continuación del problema 21.48):

0

0

0
0

0

0

0

S3
0,12

0,42

0,18

S2

0

S1

0

S4
0,28

510

550

950
950

750

550

–250

S3
0,12

0,42

0,18

S2

–250

S1

A3

*A4

750

S4
0,28

510
4

d) VEIP % 204
e) 79
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igualdad de las, 688
intervalos de confianza de, 828
muestreo por conglomerados y, 845
tamaño de la muestra y, 838-841

Medidas de la tendencia central, 50-55
forma de la distribución y, 52-54
media geométrica, 81

Métodos
de muestreo no probabilísticos, 850
estadísticos de control de la calidad, 730, 732
mediante medias móviles simples, 785-788

Middleton, Michael, 868
Minitab. Véase también Excel, salid

análisis de la varianza bifactorial por medio de, 707
cálculo de probabilidades binomiales, 165-167
contraste de hipótesis, 398, 404
contraste de la ji-cuadrado por medio de, 670
contraste de signos por medio de, 634
contraste U de Mann-Whitney, 644
contraste Wilcoxon basado en la ordenación de las

diferencias por medio de, 637-638
gráficos de probabilidad normal por medio de,

220-222
intervalos de confianza de la mediana, 634-635
intervalos de confianza por medio de, 312-315.

317-337, 336, 338-339
modelos autorregresivos por medio de, 804-805
para obtener cuartiles, 57
regresión por medio de, 446, 452, 460, 472, 474,

500, 508, 514, 520, 521, 530, 539, 542, 546,
605, 614

simulaciones muestrales de Montecarlo por medio
de, 289-291

suavización exponencial con el método
Holt-Winters, 798

variables retardadas, 593
y análisis de la varianza bifactorial, 690-691

Moda, 50
Modelo de población y análisis de la varianza de un

factor, 691-692
Modelo de regresión lineal

explicación, 436-437
supuestos, 444-445

Modelo de regresión poblacional múltiple, 494
Modelos autorregresivos

ejemplo con, 802-803
explicación de los, 801-802
integrados de medias móviles (ARlMA), 807-808

Modelos de diseño experimental, 583-588
Modelos de regresión

desarrollo de, 491-493
efecto de la eliminación de una variable

estadísticamente significativa, 558-559
especificación de los, 488-490, 553-555, 577
gráficos tridimensionales, 494-495
metodología para desarrollar, 576-579
no lineal, 535-544
objetivos, 577
poblacional, 494
transformaciones de modelos de regresión no lineal,

535-544
variables ficticias, 545-552

Modelos de regresión múltiple
desarrollo de, 491-494, 553-564
explicación de los, 488
gráficos tridimensionales de los, 494-495
resultados de los, 490
supuestos de los, 497
transformación de modelos de regresión no lineal,

535-544
variables ficticias y, 545-552

Morgenstern, Oskar, 892
Muestras

aleatorias independientes, 329
dependientes, 326-327
enlazadas, 628-631

Muestras independientes, 328-331, 398-399
con varianzas poblacionales que no se supone que

sean iguales, 334-336
con varianzas poblacionales que se supone que son

iguales, 331-332
Muestras pareadas

contraste de Wilcoxon basado en la ordenación de
las preferencias en el caso de, 636

contrastes de signos de, 628
Muestras/muestreo. Véase también Muestreo aleatorio

aleatorias simples, 3, 250-251, 814
bietápico, 847-848
de la población, 250-254
dependientes, 326-327
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estratificado, 814, 825-837
explicación de, 3-4
independientes, 328-330, 398-399
métodos de, no probabilísticos, 850
obtener información de los miembros de la muestra

y, 433-816
pareadas, 628, 636
pasos básicos del, 812-813
por conglomerados, 843-847
razones para, 812

Muestreo aleatorio
estratificado, 825-837
explicación del, 3
independiente, 329
simple (véase Muestreo aleatorio simple)

Muestreo aleatorio estratificado
afijación del esfuerzo muestral a los distintos

estratos y, 833-834
análisis de los resultados del, 827
estimación de la media poblacional y, 827-829
estimación de la proporción poblacional y, 831-833
estimación del total poblacional y, 829-831
frente a muestreo por conglomerados, 847

Muestreo aleatorio simple. Véase también Muestreo
aleatorio

análisis de los resultados del, 820-823
estimación de la media poblacional y, 820-821
estimación de la proporción poblacional y, 823
estimación del total poblacional y, 821-822
explicación del, 3, 250-251, 814, 819
tamaño de la muestra para el, 839-842

Muestreo bietápico, 847-848
Muestreo estratificado

explicación del, 814, 825-826
Muestreo por conglomerados

estimadores del, 844-847
explicación del, 844
frente a muestreo estratificado, 847

Muestreo por cuotas, 850
Muestreo sistemático, 819
Multicolinealidad, explicación de la, 578, 599-600

N

Niveles de aceptación
ejemplos de, 266-268
explicación de los, 265-266

Niveles de confianza, 303-304
Niveles de medición, 10-13

basados en intervalos, 11
basados en razones, 11

No rechazar, 358

Nodos
de acción, 867
de decisión, 867
de los estados de la naturaleza, 867
de sucesos, 867
terminales, 867

Normalidad
contrastes de, 664

Número de combinaciones, 93
Números índice

de un artículo, 766-767
del precio, 766
explicación de los, 764-766
índice de precios agregado no ponderado y, 767-768

O

Ojivas, 28
Ordenaciones, 141

P

Parámetros, 4
contrastes de un subconjunto de parámetros de

regresión y, 527-529
desconocidos, 661-665
estimación de, 6
explicación de los, 50

Pareto, Vilfredo, 16
Pautas fuera de control, 742-744
Permutaciones, 141-142
Pesimismo, criterio del, 861
Población

conclusiones sobre la, 816
contrastes de la bondad del ajuste, 661-665
determinación de la, relevante, 814
muestreo de la, 250-254

Poblaciones
ejemplos de, 3
explicación de las, 3

Poisson, Simeon, 173
Postulados de la probabilidad

consecuencias de los, 98-99
explicación de los, 97

Potencia, valoración de la, de un contraste, 380-387
Predicción

por medio de modelos de regresión múltiple,
533-535, 578

por medio de modelos de regresión simple, 466-472
Predicciones, 6

a partir de modelos autorregresivos estimados,
803-804
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basadas en series temporales estacionales, 796-799
con el método Holt-Winters, 792-793
mediante suavización exponencial simple, 791-792

Preferencia por el riesgo, 891
Primer cuartil, 56
Probabilidad

a posteriori, 876-877
a priori, 876-877
bivariante, 116-125
clásica, 92-95
cocientes de sobreparticipación y, 121-124
condicionada, 118-120 (véase también Probabilidad

condicionada)
conjunta, 117, 120
ejemplos, 99-100
frecuencia relativa, 95-96
independencia estadística y, 108-109
marginal, 117-120
regla de la suma, 102-104
regla del complementario, 102
regla del producto, 106-107, 131
subjetiva, 96-97
teorema de Bayes, 128-135
ventaja, 120-121

Probabilidad condicionada, 118-120
ejemplo de, 105
explicación de la, 104-105
independencia estadística y, 108
regla del producto y, 106

Probabilidades
a posteriori, 876-877
a priori, 876-877
bivariantes, 116-124
conjuntas, 117, 119
especificadas, contrastes de la bondad del ajuste y,

656-661
marginales, explicación de las, 117-118

Proceso estable, 734
Productos que no se ajustan a las especificaciones, 750
Programas informáticos. Véase Excel; Minitab
Proporciones muestrales

distribuciones en el muestreo de, 272-277
ejemplos de, 273-275
explicación de las, 272
intervalos de confianza de la proporción poblacional

y, 317
media de, 750

Proporciones poblacionales
contraste de la diferencia entre dos, 408-410
contrastes de las, 376-379
estimación, 823
evaluación de la potencia de los contrastes de, 382
intervalos de confianza, 315-320

muestreo por conglomerados y, 845
tamaño de la muestra y, 839-840

p-valor, 362-364. 460, 464
del contraste de signos, 629-631

R

Rango
explicación del, 55
intercuartil, 56
intercuartílico (RIC), 56

Rechazar, 357
Regla de la suma de probabilidades, 102-103
Regla del complementario, 102

ejemplos de, 110-112
Regla del producto de las probabilidades

ejemplos de, 106-107
explicación de la, 106
teorema de Bayes y, 130

Regla empírica
ejemplo, 60
explicación de la, 60

Regresión múltiple. Véase también Regresión
estimación de coeficientes y, 496-503
interpretaciones geométricas de la, 495
intervalos de confianza y contrastes de hipótesis de

coeficientes de regresión individuales, 511-525
método de aplicación del análisis de, 553-563
método de mínimos cuadrados y, 497-502
modelo poblacional de, 494
poder explicativo de la ecuación de regresión

múltiple y, 504-510
predicción y, 533-535

Regresión por mínimos cuadrados. Véase también
Regresión

ejemplo, 77-79
explicación de la, 76, 440-441
regresión poblacional y, 484

Regresión simple. Véase también Regresión
análisis gráfico y, 472-479
estimadores de coeficientes por el método de

mínimos cuadrados y, 442-447
inferencia estadística y, 456-466
modelo poblacional de la, 439, 456
poder explicativo de la ecuación de regresión lineal

y, 448-456
predicción y, 466-472

Regresión utilizando variables ficticias para contrastar
las diferencias entre las pendientes, 548- 550

Regresión. Véase también Regresión por mínimos
cuadrados; Regresión múltiple; Regresión
simple

análisis estadístico, 456-466
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análisis gráfico y, 472-479
cuadrado medio de la, 506
errores autocorrelacionados y, 608-619
estimadores de coeficientes por el método de

mínimos cuadrados, 442-448
heterocedasticidad y, 602-607
modelo de regresión lineal y, 437-442
multicolinealidad, 599-602
objetivos, 491
poder explicativo de la ecuación de regresión lineal

y, 448-456
predicción, 466-472, 577
sesgo de especificación, 596-599
valores retardados de las variables dependientes,

591-595
variables ficticias y diseño experimental y, 579-580

Relaciones lineales, obtención de, 75-79
Relaciones, análisis de, 6
Resultados básicos, 84
Resumen de cinco números, 56-57
Riesgo

aversión al, 891, 894
indiferencia hacia el, 894
preferencia por el, 891, 844

Roosevelt, Franklin D., 818

S

SCE, 442, 449-455
SCR, 449-453
Series temporales

aleatoriedad en las, 773-776
componentes de las, 777-780
explicación, 763-764
medias móviles, 780-789
modelos autorregresivos, 801-807
modelos autorregresivos de medias móviles, 807-808
suavización exponencial simple y,789-800

Sesgo, especificación del, 52-54, 82, 596-599
indicadores del, 601

Shewhart, Walter A., 730
Simetría, 52
Simulaciones muestrales de Montecarlo, 289-291
STC, 449-454
Suavización exponencial con el método Holt-Winters,

792-793
ejemplo de, 793-796
series estacionales, 796-797
series no estacionales, 793

Suavización exponencial simple
explicación de la, 789-790
modelo de Holt-Winters y, 792
predicción por medio de la, 791

Suavización exponencial. Véase Suavización
exponencial simple

Sucesos
colectivamente exhaustivos, 87
compuestos, probabilidades de los, 102-116
explicación de los, 85
independientes, 120
intersección de, 85
mutuamente excluyentes, explicación de los,

independencia y, 86, 109-110
Suma

de variables aleatorias, 187
total de los cuadrados, 686, 725

T

Tabla de pérdida de oportunidades, 862
Tablas

de variables categóricas, 13-14
para describir relaciones entre variables, 32-39

Tablas cruzadas
ejemplos, 35-37
explicación de las, 34
gráficos de Estados Unidos, 38

Tablas de contingencia
contraste de asociación en las, 667-668
explicación de las, 666
variable ji-cuadrado en el caso de, 667

Tablas del análisis de la varianza de un factor, 690
Taguchi, Cenichi, 731
Tamaño de la muestra

elección del, 344-350, 837-843
media poblacional y, 838-839
para un muestreo aleatorio simple, 839-842
total poblacional y, 838

Tendencia central. Véase Medidas de la tendencia
central

Teorema del límite central, 260-265
Teoría estadística de la decisión. Véase también Toma

de decisiones
análisis de la utilidad y, 890-897
análisis de sensibilidad y, 872-873
árboles de decisión y, 866-871
criterio de la pérdida de oportunidades minimax,

862-863
criterio maximin, 860-861
información muestral y, 876-890
toma de decisiones en condiciones de incertidumbre,

856-859
Tercer cuartil, 56
Tolerancia natural, 746
Toma de decisiones. Véase también Teoría estadística

de la decisión
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criterio de la utilidad esperada y, 895-896
en condiciones de incertidumbre, 856-859
muestreo y, 3-4
teoría estadística y, 4

Total poblacional
estimación del, muestra aleatoria estratificada,

821-822, 829-831
tamaño de la muestra y, 838-841

Trampa de las variables ficticias, 580
Transformaciones

cuadráticas, 536-539
de modelos exponenciales, 540-542
logarítmicas, 539

Tufte, Edward, 39

U

Uniones
ejemplos de, 88-91
explicación de las, 87

Utilidad
esperada, 895-896
explicación, 891-892
toma de decisiones, 895-896

V

Valor
crítico, 361
de la probabilidad. Véase p-valor
de mercado de una cartera, 189-192

Valor esperado
de la información muestral (VEIM), 884
de la información perfecta (VEIP), 881-883
de las variables aleatorias continuas, 208-209
de las variables aleatorias discretas, 151-156
neto de la información muestral, 884

Valor monetario esperado (VME)
ejemplo de, 879-881
riesgo y, 890-891

Valores
monetarios esperados, explicación de los, 864-865
perdidos, 12

Variabilidad
dentro de los grupos, 685-686
entre grupos, 685
medidas de la, 55-63

Variable aleatoria proporcional, 229
Variable ji-cuadrado, 657-658

de las tablas de contingencia, 667
Variables aleatorias

combinaciones lineales de, 238-239
continuas (véase Variables aleatorias continuas)

diferencias entre, 236
discretas (véase Variables aleatorias discretas)
explicación de las, 146
funciones lineales de, 186, 209
ji-cuadrado, 657-658, 667
media y varianza de funciones lineales de, 199
media y varianza de la función lineal de,156-158
proporcional, 229
sumas de, 236

Variables aleatorias continuas, 202-207. Véase también
Distribución conjunta de variables aleatorias
continuas

distribución conjunta de, 234
esperanzas de, 208-209
explicación de las, 146
función de densidad de probabilidad y, 203-205

Variables aleatorias discretas. Véase también
Distribución conjunta de variables aleatorias
discretas

distribuciones de probabilidad de, 148-151
explicación de las, 146
funciones de probabilidad conjunta de, 181
medidas de las, 151-158
valor esperado de las, 151-153
varianza de las, 153-156, 198

Variables categóricas, 10
gráficos para describir las, 13-20

Variables de bloqueo, 584-586, 699
Variables de indicador, 545. Véase también Variables

ficticias
Variables de predicción, 596-597
Variables de tratamiento, 585
Variables dependientes retardadas, 32, 591-595

errores autocorrelacionados con, 616-617
explicación de las, 591-595

Variables ficticias, 545
aplicaciones, 579-583
diseños experimentales, 584-588
explicación, 579
regresión utilizando, para contrastar las diferencias

entre pendientes, 548-550
Variables independientes, 33
Variables numéricas, 10

continuas, 10
discretas, 10
gráficos para describir, 24-32

Variables. Véase también Variables aleatorias discretas;
Variables aleatorias

categóricas, 10, 13-20
de bloqueo, 699
dependientes, 32
independientes, 33
medidas de las relaciones entre, 69-75
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niveles de medición de, 10-13
tablas y gráficos para describir relaciones entre,

32-39
Variación

causas asignables de la, 733
causas comunes de la, 733
coeficiente de, 61-62
existencia de, 732-733

Varianza de los errores, estimación de la, 506-509
Varianza muestral, 57

distribución ji-cuadrado, 267-284
distribuciones en el muestreo de la, 277, 281, 286
explicación, 278
media de la distribución en el muestreo, 292-293

Varianza poblacional, 57-58
contrastes de la media de una distribución normal

con, conocida, 360-371
contrastes de la media de una distribución normal

con, desconocida, 372-376
distribución ji-cuadrado de la, 279-284
intervalos de confianza y, 302-315 (véase también

Intervalos de confianza)
muestra independiente y, 328

Varianza. Véase también Analysis of la varianza
(ANOVA)

contrastes de la, 412-415
de funciones lineales de una variable aleatoria,

156-158, 199
de la distribución binomial, 199-200

de la función de la distribución de probabilidad de
Poisson, 174

de la variable aleatoria de Bernoulli, 161-162
de la variable aleatoria discreta, 153-156, 198-199
de variables aleatorias continuas, 208
del estadístico U, 641
del estimador de la media poblacional, 840-841
del valor de mercado de la cartera, 189-190, 200
estimación del error del modelo, 454
explicación de la, 57-58
muestral, 57, 277-280
poblacional, 57-58
regla empírica, 60-61
teorema de Chebychev, 59-61

VEIP. Véase Valor esperado de la información perfecta
(VEIP)

Venn, diagramas de
de la intersección de sucesos, 86, 89-90
de la regla de la suma, 103

Ventaja, 120-121
Verificación del modelo, 578
Verificaciones, 198-200
VME. Véase Valor monetario esperado (VME)
Von Neumann, John, 892

W

Wainer, Howard, 39
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