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Prefacio

1 Colegio Nacional de Matemdticas es una insticion que, desde su fundacion, ha impartido cursos de
regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente satisfactorios.
Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda, decidi6 plasmar y
compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos afios y cuyo principio
fundamental es que la persona que aprende matematicas, piensa, razona, analiza y por tanto actila con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacion sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es ficil aprender matemdticas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el area, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin.

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte practica que
requiere un estudiante al aprender matematicas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
en el aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas basica posible, solo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se gjercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la practica puede lograr que este razonamiento se dé mas rapido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro estd formado por trece capitulos, los cuales llevan un orden especifico tomando en cuenta siempre
que el estudio de las matemdticas se va construyendo, es decir, cada capitulo siempre va ligado con los
conocimientos adquiridos en los anteriores.

Cada capitulo esta estructurado a base de teoria, ejemplos y ejercicios propuestos, Los ejemplos son
desarrollados paso a paso, de tal forma que el lector pueda entender el procedimiento y posteriormente resolver
los ejercicios correspondientes, Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma que el
estudiante puede verificar si los resolvid correctamente y comprobar su aprendizaje. Por otro lado, en algunos
apitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objetivo hacer una vinculacion
oon casos de la vida cotidiana en donde se pueden aplicar los conocimientos adquiridos en cada tema.

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética, algebra,
geometria y trigonometria que se encuentran al final del libro, para que el lector haga un diagnostico de
sus conocimientos en dichas dreas los cuales son fundamentales para poder iniciar el aprendizaje de la
Geometria Analitica. De tener algiin problema con dichos ejercicios, se recomienda retomar los temas
correspondientes y consultarlos en los libros de aritmética, dlgebra y geometria y trigonometria publicados
por la misma editorial.

Vi



GEONMETRA ANALITCA

En el primer capitulo se introduce el concepto de distancia entre dos puntos, punto medio y punto de
division, aplicados a los puntos de la recta numérica de los nimeros reales para en el capitulo dos, aplicarlo en
el plano cartesiano, en donde ademés se estudia el concepto de drea de un poligono. El capitulo tres, contiene
d concepto de pendiente, condiciones de paralelismo, perpendicularidad y angulo entre dos rectas,

Los dos problemas fundamentales de la Geometria Analitica, se abordan en el capitulo cuatro, donde
se introduce el concepto de lugar geométrico. En el capitulo cinco, se estudia la ecuacion de la recta y sus
distintas formas, asi como el estudio de las rectas notables, distancia de un punto a una recta y algunos
problemas de aplicacion.

La circunferencia da inicio al estudio de las comicas en el capitulo seis, para posteriormente, en ¢l siete,
abordar la transformacion de coordenadas a través de la traslacion de ejes. La parabola, elipse e hipérbola
s¢ tratan en los capitulos ocho, nueve y 10, respectivamente, El capitulo 11 se reserva para el estudio de la
ecuacion de segundo grado, en donde se abordan temas como la rotacion de ejes, identificacion de conicas,
rectas tangentes, etc. En el capitulo 12 se hace un exhaustivo estudio de las coordenadas polares, y en el
capitulo 13 se analizan las ecuaciones paramétricas.
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CAPITUIO
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GEOMETRIA ANALTICA UNIDIMENSIONAL

ISTORICA

ilésofo y matemdtico francés, nacié en

’ F 1596. Entre sus principales aportes a la

filosofia estd su famoso Discurso del méto-

do. Descartes afirmé que los origenes de esta

obra filoséfica estaban en la logica, la geome-

iria y el dlgebra. Por ofra parte, este pensador

ilustre hizo una importante contribucién a las

(1596-1650) matemdticas. Al Discurso del método le afadié

un “anexo”’ fiulado Geometria, en el cual pro-

puso un sisiema nuevo para estudiar esta disciplina. Cracias al “sislema de

coordenadas cariesianas’, creado por Descartes y denominado asi en su

honor, diversas Greas de las matemdticas fuvieron un répido desarrollo en

los afios posteriores. Este sislema permite asignar a cada punto del plano

una pareja de nimeros reales que lo identifica, inequivocamente. Asi, cual-

quier figura geométrica puede ser identificada con un conjunto de parejas
de nimeros reales.

René Descartes




1 CariulO

(GEOMETRIA AMALTICA

Segmento de recta

Se define como la porcitn de recta limitada por dos puntos no coincidentes.
A

Segmento AB
Distancia entre dos puntos

Es la longitud de un segmento de recta. Dados los puntos P, (x,} y P,(x,) enla recta numérica

Py

i
f

d |
La distancia que existe entre ellos se obtiene mediante la expresidtn:

d= |xz_x| I=|x| -X3 |

EJEMPLOS

1 ®s-;Cuilesla distancia que existe entre los puntos P, (—6) y P, (8)?
E -

Solucién
e

Se sustituye x; = =6y x, = 8 en la f6rmula, yla distancia enire los puntos es:

d=|8-(-6) | = |8+6| =14 | =14u
Donde u representa la unidad de longitud que se utiliza,

2 ®e:Determina la distancia entre los puntos P(%x] yQ(—éx],cunx:-U.
Solucién

Se sustituye x, =%x Yy x =—%x en la férmula y se obtiene:

5
Por consiguiente, la distancia entre los puntos es de rid unidades.

Distancia dirigida

Es aquella que al medirla se establece un sentido entre sus puntos,
La distancia dirigida de P, a P, es:dﬁs =x,-X.

>
P P,
——a |

2y
-



Cariuo g
Geometria analitica unidimensional
Ahora bien, la distancia dirigida de P, a P, es

 dgg = X =Xy

__":F

PP

Por consiguiente, se observa que: d; =X, —X)= - X + ;= (x| —X,) = —d. Es decir, el orden de los puntos indica
d sentido del segmento de recta,

PP, =-FF,
EJEMPLOS — 2 1
1 s Obiénla distancia dirigida BA, si A(g] y B(E}
E. - Solucion
[7T]

1 2
Se toma "= Yh=7.8 sustituye en la férmula d; = x, = x, y se obtiene como resultado:

2 .--._:,Cuﬁlesladistamiadirigidaﬁyﬁ.sii’(lé)yQ( 2)?
Solucién

—_ 1 2
Para obtener la distancia de PQ, se toma x, = 15 ¥ X, =——,se sustituyen en la expresion:

dﬁ =X =X

B
|
1]
1
L | b3
|
—
]

| =
1

L | b3
I

]

26 11
Finalmente, el resultado es: —Eu = —IEu.

Para obtener la distancia de QP se sustituyen los valores de x, y x, en la férmula:

Estos resultados demuestran que:




1 CariulO

GECMETRIA ANALTICA
EJERCICIO 1
: Determina la distancia entre los siguientes pares de puntos.
1. A-2)y B(l) 35 A[ ) yB(———) 9. P(3a)y O(-2a)
2P Py-1 6. §(-0 T(l 10 P(z P(S
L P=5)yPL-1) . 5085 y7( 3 . B|3e)y Bl-5
= 3
M(-3) yN(43) 7. s[ ]yT(—ﬁ—)
¢ reoral) SEES

Para los puntos: Af-3), B(d), C[S] y D[ ] obtén las siguientes distancias dirigidas:

11, AB 15, CB 19, BC
12. DC 16, DA 20, CD
13, AD 17, DB
14. BA 18, CA

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente + « « « « + 4 6« v 0 0 0 0 0o s

Divisién de un segmento en una razén dada

Sea ¢l segmento definido por los puntos P, (x,) y P(x,),si P(x) es un punto sobre el segmento PP, , entonces P lo
divide en los segmentos AP }'P_chnlarazénn

P P P,
-« >
Y pp,
Donde la razén se define como:
r=2P or-Pp. 7P,

PP,
Sienduﬂ_sz—x, ;',rP'_,F'zzx2 - X, por tanto:

x—

*
.con x; #x
x

Finalmente, la coordenada del punto de division P es;

_Xtrx

7 ,con r# =1
r

6



Cariuo g

EJE
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E
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MPLOS
1 e

3 oo

Geometria analitica unidimensional

El punto P(-3) se encuentra entre los puntos P,(-5) y P,(0) . Encuentra la razén en que el punto P divide al seg-
mento AP, .

Solucién

Se sustituyen en la formula los siguientes valores:x = -3, x, = -5yx, =0,

N T -3-(-5) -3+5 2

¥i=x  0=(=3) 0+3 3

2
Por consiguiente, la razén es igual a: 3"

-¢Cuél es la razén r = BP: PP, en que el punto P(- 2) divide al segmento PP, cuyas coordenadas son P(3) y

P,(-1)?
Solucién
Dadosx = -2 x, = 3yx, = -1, = sustituyen en la férmula de la raz6n para obtener como resultado:

¥-%_ =2-3 _ -5 -5

= = =—=-5
X-x  =1-(-2) -1+2 1

r=

El signo negativo de la razdn indica que el punto P(—2) se encuentra sobre la misma recta, pero fuera del segme:ntuﬁ.

P Pa Py
-2 1) (3
4
Determina la coordenada del punto de divisién del segmento definido por los puntos: A(- 1) y B(E) siestinenla
: AP 1
elacibnr=—=-—.
PB 2
Solucién

Se identifican y sustituyen en la férmula correspondiente los valores, para obtener;

1y 4 2 5
f3)8) 2
O Ll 2M\3) 3 _ 10

- 3

1+r 1 1 1
Y e firgs

{-3) ;

10
Por tanto, la coordenada del punto P es ey




1 CariulO

GGEOMETRIA ANALTICA
EJERCICIO 2
*  Encuentra la razén en que el punto P divide al segmento, cuyos extremos son P,y P,.
1. P(-3),P9)yP(0) 5. Pl[_g]! P(&) yP(- 1)
1
2. Py(4). PA-6)y PQ) 6. pl[_l], .vz( 2] :,.p(_)
2 2 4
3, P(-10), P,(2) y P(- 4 7. p(_5) 2,(5)y P2
. P(-10), P) y P(-4) - py(-3), 3]y 23
4, P(-5),P{0)y P(2) 8. Pl[-g], Pz[_i_] y P(1)
Determina el valor de la coordenada del punto P{x) que divide a los siguientes segmentos, en las razones que se indican
a continuacion:
2 g L 2 p (1 I spnis
9, P(-2),P,6) yr 1271} £(2) ¥e
4 2 2
10, Pl(_i) P#)yr=-3 13, Pl[_E) pz[_z) yrea
2l s) 4 2
11, Pl(—4},P2{2}yr=l 14, P (_3) P[4 yr:—l
3 10) “\s 5
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormrespondiente + « + « v+ ¢ o 0 0 0 0 0 0 o s

Punto medio

Es aquel que divide a un segmento en dos paries iguales. La coordenada del punto medio, P, del segmento definido
por los puntos B(x,) yP(x,), se determina tomando la razén r = 1.

Se sustituye en x = %Exz y se obtiene la coordenada del punto medio que es:

_ntx
x: T

QEMPLOS #

-g_ 1 ®#:Determina el punto medio del segmento, cuyos extremos son F,(=6) y P,(4).

§_ Solucién

i Se sustituyen en la formula los valores de x, =—6 y x, = 4, para obtener como resultado;

x+x —-6+4
= — = =
2 =" 2

-

-1

Por tanto, resulta que P, (-1).

2 @9 Uno de los extremos de un segmento s el punto P,(-5) y la coordenada de su punto medio ﬁP_(—%),;Cuﬁles la
coordenada del otro extremo?
Solucién
La coordenada que se desea encontrar s x,, se sustituye x, =5 y x,, =—% en la formula, para después despejar x, :

+ =5+
x..=""—2ch —%=T"‘z - x,==T+5 = -2, sc obtiene P,(-2).




Cariuo g

Geometria analitica unidimensional

EJERCICIO 3
Determina la coordenada del punto medio de los siguientes segmentos:
2 1 ~ _
L PGy Q-1) 4, R(‘"g] ”P(_E) 7. ¢(=2v3) y D (53)
1 2 3 7
3, M(~6) yN4) 6 A(-?i] 3(}-] 9 y(_l] J(=3)
: y : = |¥8| : 5| ¥

10. Un extremo de un segmento es el punto P(— 1) y su punto medio es el punto P, (_E] .;Cudl es la coordenada del
otro extremo? *

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente u






GEOMETRIA ANALITICA BIDIMENSIONAL
DE WEBER
E .T(Al.m) N
—~l 3 beps @« | 44 Los pr_oble;ncs clie Ioc.olir._c-
— cion investigan la ~ mejor
-_—— ﬁ} @ decision de dénde locali-
— zar una o unas centrales que a su vez
-~ ‘\ Gréifica del problema de Weber satisfaga unos puntos de demanda o

clientes, sistemas de disfribucién o sis-
temas logisticos.” Uno de los problemas més sencillos de localizacion es
determinar el lugar hacia el cual se fransporiaré material, acarreando un
cosfo por unidcg de distancia. Esio es lo que se conoce en adminisiracién
de operaciones como “el problema de VWeber".

El problema toma como base los coordenadas de los puntos desde o hacia
los cuales hay que transportar el material. El sislema de coordenadas se
puede fomar arbifrariomente desde un mapa, dando parejos ordenc-
dos [Ai, Bi) para denotar la posicién éptima del desplazamiento por las
variables X, Y.

El problema se resuelve al encontrar las coordenadas del punio (X, Y] del
nuevo desplazamiento, fal que el costo de fransporte total sea minimo.

Min Z =¥ wi-di, donde di es la distancia que hay entre (X, Y] y (Ai, Bi),
dada en unidades de longitud. Wi es el costo por unidad de longitud.

Wi Wi-Bi
n E"&T y di
wi-ai ¢’ ﬂ
di d

Con di=(x-Ai)} +(Y-Bi)’
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Plano cartesiano

El plano cartesiano son dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccion se denomina origen, La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje ¥ o gje de
las ordenadas.

El plano cartesiano presenta cuatro regiones llamadas “cuadrantes” y a cada punto P se le asigna un par coorde-
nado P (x, y).

localizacién de puntos

Para localizar un punto P(x, y) enel plano cartesiano se toma como referencia el origen a partir de €l, se avanza tanto
como lo indique el primer nimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segiin sea su signo, y a partir de la nueva
posicién se avanza hacia arriba o abajo, segtin lo indique el signo del segundo nimero (ordenada),

EJERCICIO 4

Eijemplo
Grafica los siguientes puntos A(-5, 4), B(3, 2), P(-2, 0}, O(-1, —3), R(0, — 4) y 5(5, — 1) en el plano cartesiano.
Y
A
Rp——
: B
| o
I 1
L P 1
) —— + X
[ b
[
Qe
R
localiza en el plano cartesiano los siguientes puntos y Gnelos:
1, A3, -1}, B(4,3) 4, A0, 5), B(2, 1), C(-3, 4)
2. A0, 2), B(3, 0) 5. A(-3,2),B(0,-2), L 1)
3' ‘4'{_ 15 2}5 3(4! 5}! C(zl _3) 6' A(I! 4}5 B(_ 2! 1}5 C(Z _3}5 H4! 2)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente « « « « s+« o« o 0 o 0 o s

12
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Geometria analitica bidimensional

Distancia entre dos puntos

Dados P(x,, v,) ¥ P,(x, ¥,) puntos del plano, la distancia que existe entre ellos se determina de la siguiente forma:

Y4 Enel tridngulo P, QP,, por el teorema de Pitdgoras

— T — —,

¥, (B2) =(Ro) +(2P)
Pero, ﬁ=d; E’I_Q‘ =X-5Y E’: =Y, =Y, entonces;

¥ dz=(xg-x1}2 + (}’2 -3’1}2

d= (£ -%) +(1-»)". con
0

d=PF=EF

EJEMPLOS

_i 1 @« (Cudl es la distancia entre los puntas A(6, 3) y B@, — 1)?
E

8

(7]

Solucién
Se sustituye en la formula, x, =6, y, =3, x, =3 y y, =-1 yse obtiene:

d=(3-6) +(=1-3)" = (-3 +(~4)’ =9 +16 = 25 = 5u

2 ®e+-Demuestra que el tridngulo ABC formado por los puntos A(- 1, — 3), B(6, 1) y (2, - 5) es recténgulo,
Demostracion

El tridgngulo es rectingulo si la suma de los cuadrados de sus lados menores (catetos) es igual al cuadrado del lado
mayor (hipotenusa).
Se aplica la formula de distancia para obtener la longitud de cada lado del tridngulo;
Y 2 2 FEEY] 2
du= J(ﬁ =(=1)) +(1-(-3)) =J(7] +(4)" =/49+16 =65
B
/"fx doe=+(2-6) +(=5-1) =,/(—4)" +(-6)" = V16 + 36 =52
A< 2 2 [P 2 T
die =(2= (1)) +(=5 -(3)) = (3 + (2) =0+ 4=13
C

Por el teorema de Pitdgoras:

dpg = dp? +d,
(V85 = (452) ()
65=524+13
65 = 65

Se demuestra entonces que el triingulo ABC es rectingulo,

13
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3 ®e-La distancia entre dos puntos es+/34 , Si uno de los extremos tiene coordenadas A(1, 3) y la abscisa del punto Bes la
mitad de la ordenada, determina las coordenadas del extremo B,

Solucién
1 1
Las coordenadas del punto B estin en la relacion x = 7. por consiguiente, el punto se expresa como B( 2 y}
Al sustituir en la férmula, se despeja a y:

Se elevan ambos 1 G i 1 2 4 o
miembros al cuadrado [5}"1) +(y-3)" =34 = [E:F—l) +(y=3)" = 34 Se desarrollan binomios

Eyz—y+1+yz—6y+9 =34

%}!2—7)7—24 =0

Al multiplicar por 4 ambos miembros de la igualdad: 5yt -28y-96=0
Se resuelve la ecuacion: (y-8)}5y+12)=0
12
y=8y= -3
Se sustituyen estos valores en la relacion x = % ¥, ¥ se determina que:
12 6
Paray =8 x =4 pray=-—J,¥=-g

Por consiguiente, existen 2 puntos que se encuentran a la misma distancia del punto A,

Las coordenadas del punto B son; B(4, 8) y B(—%,—%}

A ®e¢-Demuestra por medio de distancias, que los puntos A(—6,-8), B(0, —4) y C(3,-2), estén en una misma recta (son
colineales).
Solucién
Se obtienen las distancias entre los puntos:

du=(0~(-6))" +(~4~(-8))" = {6 + (4] =V36+16 =52

dyo =(3-0)'+(-2~(4)" =3 +(2)’ = V¥4 =13

die =(3~(-6)) +(2 ~(B)) = (9 +(6)" = VBI+36 = IT7
Los puntos son colineales si se satisface que la mayor de las distancias obtenidas es igual a la suma de las otras, es
decir:
dyc =dg+dye V117 =52+ 13
3J13=2V13+ 13
3J13=3/13

Al cumplirse la condicién, se demuestra que los puntos dados son colineales,

14
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Geometria analitica bidimensional

EJERCICIO 5
Encuentra la distancia entre los siguientes pares de puntos:
1. A2, -7), B6 - 1) 6. A(i%)- B[%:-l)
11 1 5
2, A42), B(5,0) . A[—E, E)' B(E,—E]
3. A0.2), B, 3) 8. A(-10)y 3(—%%)
1 1 13
4. A(,3),BG, -1 0. A[E,— E]y 3(—3,5]

5. A(3V6,-2V10), B(5V6,-4+10) 10, A[—E,E]y B[E, l]

Calcula el perimetro de los tiangulos, cuyos vértices son los siguientes puntos:
11, A(-22),B(7, - 1)y C3, - 8) 13, M(1,2), M5, 3) y P(-3, -6)
12, K3, 1), K(2, Ty y L(- 1, 6) 14, PO, 0), (0, 4) y R(3, 0)

15, Verifica que los puntos A(= 2, = 3), B(-4, =5) y C(= 1, - 6), son los vértices de un tridngulo isGsceles.
16, Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos A(- 2, 3) y B(§, - B), ;cudl es su perimetro y drea?

17. La longitud de un segmento es de 13 u y las coordenadas de uno de sus extremos son A(8, 6), obtén la ordenada del
otro extremo si su abscisa es —4.

18, Elextremo de unsegmento de recta es el punto A(2, —4), Sila ordenada del otro extremo es g de su abscisa, deter-
mina las coordenadas del punto, si la longitud del segmento es de 24/26 .

Mediante la formula de la distancia, averigua qué puntos son colineales.
19. A(-4,-5), B(0,-3) y C(8,1) 21, A(-3,3), B(l, %J y €(3,-1)
20. A(-3-11), B(L3) y C(5.-4) 22, A(2,2), B(-12) y €(3.3)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Divisién de un segmento en una razén dada

Sean Py(x), y)) ¥ Pylxy ¥,) los extremos de un segmento de recta, entonces la raz6n en que el punto P(x y) divide al

segmento B, P, en dos partes proporcionales se define como; r = ;'_—P

2

Por geometria, los tridngulos P POy PP,R son ¥4
semejantes, la proporcionalidad que existe entre sus -
lados es:

Por otro lado, ?Q=x-x1,ﬁ=xz-x,

QP=y-y,.RP,=y,-y

15
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Entonces: o
r=£= x=x _¥Y-h

F“Fz X=X h-=y
1. Para determinar 1a raz6n dados los extremos y el punto de division se emplea;
=*"h or= Y=n
1% B S |
2, Para encontrar el punto de division dados los extremos y la razén se utiliza:
M BTN

¥

r

I+r 1+r
El signo de la raz6n indica si el punto de divisién se ubica entre los extremos del segmento o fuera de ellos sobre la
misma recta.
1. Cuando P(x, y) esté en el segmento P, P,, la razon 2, Cuando P(x, y) estd en la prolongacién del
es positiva (r> 0}, segmento, la razén es negativa (r <0),
I‘-' " I}u

bt W
]
bt

EMPLOS o
3- 1 ®#-;Cudl es larazon enla que el punto P(Z, 7) divide al segmento de recta determinado por los puntos P, (-1, 1}y P,(6, 15)?

E Solucién
i Se sustituyen los valores de x =2, x, = -1 y x, =6, en la férmula;
_Fn _2-(-1) _3
X,—x 6-2 4
Por consiguiente, el valor de la razdn es: g
Se obtiene el mismo valor de rsi se toman los valores de las ordenadas y se sustituyen en la formula;
g
Y=y
7-1 6 3
T15-7 8 4
2 ®e¢:;Cuilesla razén en la que el punto P(10, 7) divide al segmento de la recta, cuyos extremos son los puntos P{-52)
y Pl 4)?
Solucién
Se sustituyey = 7, ¥, = 2y v, = 4en la siguiente formula:
. e
' By
Obteniendo: y-y, _,,,_2_ 5 5
"Sy-y 4-7 3 3
Esta misma razdn se obtiene al sustituirgus valores de x.
En consecuencia, la mz6n es r=—§,clsignnmcms indica que el punto F se encuentra sobre la recta que pasa
por los puntos P, y P,, pero no entre ellos.

16



CaAPiTULO 2
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3 @+ Determina las coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmento BP, enuna razén r = —% » ¥ CUYOS extremaos son
los puntos P (0, 3) y P,(7, 4).
Solucién
Se sustituyen los valores en las respectivas férmulas y se obtiene la coordenada de P;

2 2
7) 7 _T1__14 7 -7 __1.1
L TETTY Ty i AT IR
7 7 T 7 7 7
i 14 13
Por tanto, el punto de divisién tiene como coordenadas P 55 )

o puntos » 3) ¥ Py(— 3, 3), encuentra lac punto P(x, y) que segmento de recta en
A ®+-Paralos P(5,3) yP,(-3,-3) Ia coordenada del P(x,y) que divide al de la

BP
mzﬁnr=$,dctalmmaqucladistanciachaPlsead triple de la que existe a P, y se encuentra entre P, y P,

2

Solucién
FP_3 -
En este caso ¥ = = = —= 3, al sustituir en la férmula;
PP, 1
x=x,+rxz=5+3 —3]=j=_1;y=m=3+3 —3=:§=_§
1+r¢ 1+3 4 1+r 1+3 4 2

Entonces, las coordenadas del punto de divisién son P(—l,—%]r

5 ®@e-Dadoslos puntos P,(4, - 3) y P,(1, 4), determina la coordenada del punto P(x, y) que divide al segmento de recta enla
PP
mzénr=};=P,dctal manera que la distancia de P a P, es el doble de la que existe a P, y se encuentra entre P, y P,,

2

Solucién p
2
Segiin las condiciones del problema se establece que Fe=m—=sal, luego al sustituir en la formula se determina
-y PP, 1
Jc_x,+m:,_4+2(1)_4+2_§_2_ oty 342(4) 348 5
“T1er 142 3 3 0¥y TT1e2 T3 T3

5
Por consiguiente, las coordenadas del punto de division son P [2,5] .

17



2 CaPiTULO

GECMETRIA ANALITICA
EJERCICIO 6
PP
: Determina la razén r = E en que el punto P divide al segmento de recta de extremos Py y P,.
= 2
- L P0,2),P(-2,4yPQ20) 4. P(3,5).P(-1, 4)yP(-53)
2. P(-1, 4),P,(0,3) y PG, 0) 5. Pl[l 3] P2, 1);,r.!='(l E)
2'4 318
3' P1(3= _4}5 P2(0| 2} }' 'P(Zl _2} 6- Pl(_ 5: 1}: Pz':'d': 3} }' P(_allg_s)

BP —
Dados los extremos Py, P, y la razén r = PI=P' encuentra las coordenadas del punto de divisién P del segmento FF,.

2

7. P4, 1), Py5~-2)yr==-2 10, P, (_ 3,0) ,P,(0,8)yr= %
3
8 P(05),P,6 -1)yr=5 11. P,(5, -6), P(], ﬂ}yr—;
2
9. P(-23),P(45yr== 12, P(a, 2b), P(-3a, 4b) yr =1
RP
13. Los puntos extremos de un segmento de recta son P,(— 2, 4) y P,(1, -2, dctcmnnalaraz(inr—ﬁcnlaqucclpunto
P(3, - 6) divide al segmento,
14, Siel punto P(x y) estd a una distancia cuatro veces mayor a P (- 5, — 3) que a P,(6, 10) y queda entre P, y P,, en-
cuentra las coordenadas de F.
15, Sean P,(6, - )y P,(4, 2), los extremos de un segmento P,P,, el cual se prolonga hasta P, de tal manera que la longitud
de PP sea tres veces la longitud de PP,, encuentra las coordenadas de P
16. Un punto P(- 14, — 4) estd entre P (-6, 4) y P,(- 18, - 8). ;En qué razén divide P al segmento BP,?
I7. Dados los puntos P\(-2, - 3) y P,(4, 3), /cudles son las coordenadas del punto P(x, ¥) que divide al segmento de recta en
EP
larazﬁnr=;——ﬁ, de tal manera que la distancia de P a P, sea el doble de distancia que a F, y se encuentra entre P y P,?
2
18. Dados los puntos P,(- 1, 2) y P,(3, -3), obtén las coordenadas del punto P(x, y) que estii colocado fuera del segmento
PP, y que se encuentran a una distancia tres veces mayor a P, que a P,,
19. Puesto que el punto (3, 2} divide al segmento de recta que determinan los puntos P(2, 4) y P,(x,, y,) en la relacitn
r=§. determina las coordenadas de P,
20, SiP(-2 - 1)y P4, 5) son extremos del segmento F F,, encuentra las coordenadas del punto P(x, y) que divide
2z 2 =
al segmento de recta, de tal manera que la longitud de F\P sea 3 e la longitud de PP,
21, Sean F\(x,, v,) ¥y P,(x, y,) extremos de un segmento de recta, determina el valor de la razén r para que el punto
P(x, y) divida al segmento en partes iguales, y deduce las coordenadas del punto medio,
22, Deduce las coordenadas de los puntos de triseccitn (que dividen en tres partes iguales) del segmento PP, determinado
por los puntos (x,, y,) ¥ (x5 ¥,).
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « « « ¢ o 2 0 0 0 0 00000
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Geometria analitica bidimensional

Punto medio de un segmento de recta
El punto medio del segmento de recta con extremos P(x, y,) y P,(x,, ¥,), esaquel punto P (x_, ¥, )que lo divide en

dos segmentos iguales, L
Siel punto P, = Pdividea P, endos segmentos de recta

iguales, entonces: FP = PP,

b |
1]

u% ”‘%1
I

u:% H"%i
1]
—

Por tanto, las coordenadas del punto medio son;

Pm[xﬁxz y.+}'z)
2 TE

o

EJEMPLOS
w

_g- 1 @+ Determina las coordenadas del punto medio del segmento, cuyos extremos son los puntos P (5, 7) y Py(1, —3)
i§'

Solucién
Se sustituye x, = 5, 3, = Ty x, = 1, 3, = - 3, en las férmulas:

En consecuencia, el punto medio tiene coordenadas: P, (3, 2).

2 ®+-Uno de los extremos de un segmento de recta es el punto (3, 2) y su punto medio es el punto (- 3, 5). Encuentra las

coordenadas del otro extremo,
Solucién
Conocidos los puntos P (3, 2}y P, (-3, 5), se sustituyen los valores de las abscisas y las ordenadas en sus respectivas
frmulas y se realizan los despejes:
A I+x 5 2+y,
2 2
(-3X2)=3+x, (5N =2+,
-6=3+x, 10=2+y,
—6—::.'u=,x:2 10-2=y,
—9=x 8=

Entonces, se determina que las coordenadas del extremo P, son: (-9, 8).
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&

E
b

EJEMPLOS
1 e-

Puntos de triseccién de un segmenio de recia

Los puntos de triseccién P y P’ del segmento de recta, cuyos extremos son los puntos P (x,, y¥,) ¥ £,(x, ¥,) son aquellos
que lo dividen en tres partes iguallcsf ¥a
Para el punto P larazén es 5y sus coordenadas son:

P 2x +x, . 22|+2§ Py
3 3
Para el punto P’ la raz6n es 2 y sus coordenadas son; 3

P
p[Br2n 52y ’
3 3

]
v

¢{Cuiles son las coordenadas de los puntos de triseccién del segmento de recta determinado por los puntos P,(—6, 2) y
P,3, 5)7

Solucién

Al sustituir los valores de las abscisas y ordenadas en las formulas se obtienen los puntos:

P[Miz(z]u]_ P1[—6+2(3] 2+2(5]]

3

3 3 3 73

P(-3,3); P'(0, 4)

Por tanto, los puntos de triseccion del segmento de recta son P(—3, 3) y P(0, 4).

L

EJERCICIO 7
. Determina las coordenadas del punto medio y de los puntos de triseccién de los segmentos de recta definidos por los
puntos:

L.

P(3,5), P2 -1) 4, P(5-T), Py(11, - 4)

P(0.4), P37 g Pl(%,l]-‘vz(%,l]

P(-1,3), PO 11) 6. P, [3,_2], Pz[}..,l]
3 4

Si el punto medio de un segmento de recta es P, (1, - 3) y un extremo del segmento es P,(7, - 1), jcudl es la coor-
denada del otro extremo?

Los puntos medios de los lados de un tridngulo son (- 2, 3), (2, 7), (3, 5). Encuentra las coordenadas de los vértices.

Los vértices de un tridngulo son A(- 4, 1), B(2, 7) y C(~2, -3). 5i D es el punto medio del AB y E es el punto medio
del lado BC , demuestra que la longitud del DE es la mitad de la longitud del AC.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente » « + « s ¢ 4 o ¢ 0 0 0 v 0 o s
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Geometria analitica bidimensional

Area de un trigngulo

Para el tridngulo con vértices en los puntos P,(x,, ¥,), Py(x, ¥,) ¥ Py{x3, ¥,), su drea o superficie A se determina con

la férmula;
1 K
1 ¥ 1
A= = o x (= ya)+ 2 (=0 ) + 2 (00— 3)
2x; 35| 2
1 yl
Demostracion
En Ia figura el drea A del tridngulo P P,P, es igual al valor absoluto de la Ya »
suma de las dreas de los trapecios P\ P,OR y PRSP, menos el drea del T ,
trapecio P,0SP, siendo el édrea de un trapecio:
A (B+B)h 21 P2
£ :
. | e,
Entonces; ! | i
1 ! 1 '_
L 20 T 1 3 T ;R
1o |on)m-n) Gitn)x-xn)  (n+2)x-x) Q R s X

2 + 2 - 2

Ao |orn)xn-x)  etn)x-x) | On+x)n - x)|
2 2 2 |

PO A € T T Y 0 Pt Pt 20 Y b P |
2

A= Elx,l:yz —J‘3]+xz(}'s —J';]"'xs(}': _J‘rZ]]

EJEMPLOS 2

-§- 1 ®e-:Cudl es el drea del triingulo, cuyos vértices son los puntos A(- 3, 2), B(4, 5) y C(2, - 2)?

3 .~ Solucién

b Al aplicar la férmula;
-3 .2

1] 4 5 1 1 i )
A= S I-3(5 +2)+4(-2-2)+2(2-5)|= 2|—21— 16 - 6|= 2(43] =21.5u
=% i
Donde «” son unidades cuadradas de superficie,
Por consiguiente, el drea del AABCes 21.5 2.
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Area de un poligono

Hl drea A de un poligono con vértices en: P, P, Py,...,

Y
A P,

Py

P .es igualala suma de las dreas de todos los tridngulos que
se puedan trazar en él desde un solo vértice, Este procedimiento para determinar su frea, se reduce al determinante

_ﬁ- ~ @e-Determina el drea del cuadrilitero, cuyos vértices son los puntos A(— 2, 5), B(0, — 1) C(2, —6) y D(-4,-3),

-6| = %| 240-6-20-6-24+2-0| =

definido como:
ook
Xa W
A= l 3-:3 }:3
2] :
X, W
oM
EJEMPLOS
1
i Solucién
w Se sustituyen los puntos en la férmula;
-2 5
i 0 -1
A==
) 2
-4 -3
=2 5

Solucién

b |

-1
3
4
2
0

-1

2
4
6
-1
-3
2

En consecuencia, el drea del cuadrilitero es de 26 .

Se sustituyen los puntos en la férmula;

1
E(SE] =26

2 ®e-Determina el drea del pentdgono, cuyos vértices son los puntos A(— 1, 2), B(3, 4), C(4, 6), D(2, — 1) y E(0, - 3),

=r1— —4+18-4-6+0-3-0-12-16-6 =—1v 33)=16.5
2 2

Finalmente, el drea del pentdgono es de 16,5 42,
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Geometria analitica bidimensional

3 @e-Calcula el area del hexdgono, cuyos vértices son los puntos A(2, 0), B(S, 2), C(5, 5), D(2, 7), E(- 1, 5) y F(- 1, 2),
Solucién
Para desarrollar el determinanie del drea se colocanlas coordenadas de los vértices y se repite la primera de ellas:
2 0
5 2 ¥
i 5 5
D
A= 3 2 7
=1 5
-1 2 C
2 0
1 B
A= |4+25+35+10-2-10-10+7 + 5-4]
A= l (60) o . ":l '
g
A = 3042
Por consiguiente, el hexdgono tiene una superficie de 30 .
EJERCICIO 8
Determina el drea de los siguientes poligonos definidos por los puntos:
1, A(1, 3), B, 0) y C(2, 0) 6. A(a 0), B(~a,0)y C(0, @)
2, A(-4,-5), B2 1)y Q-1,3) 7. A(=6,-2), B4 3), C(5 5)y D(5, -2)
3, A(6,2), B(-1, T)y C(-4, 1) 8, A(-3,1), B2 5),C(2 4)y D(1, 0)
4, A3, 1), B(7, 3)y C(1, 5) 9. A(-4,1), B-24),C(55)yD(3 2)
5. A(-4,0), B0, 0)y C(0, - 3) 10, A(-7,1), B(- 5, 4), C(2 3), D(0, - 5) y E(— 4, -3)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones corraspondiente u
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CAPTUIO 3
PENDIENTE DE UNA RECTA

e n la préctica algunas ecuaciones de
A oferta y demanda son aproximado-

- P mente lineales en un infervalo.
?‘ %2 N0 En el andlisis econdmico sdlo se foma la
e porcion de los rectas lineales que se en-
cuentran en el primer cuadrante, ya que la
Curva de demanda lineal oferia, el precio y la demanda son cero o

positivas,
Curva de demanda lineal

Caso |

Cuando la pendiente de la recta es negativa aumenta el precio y la canti-
dad de demanda disminuye y viceversa.

Caso |l

Cuando la pendiente de lo recia es cero el precio permanece constante,
sin considerar que la demanda aumenta.

Caso lll

Cuando la pendiente de la recta no existe el precio aumenta y la cantidad
de demanda permanece consfante.

P: Precio
@ Cantidad de demanda




3 CaArULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Definiciones
Inclinacién de una recta. Es el dngulo que una recta forma con el eje X positivo, el cual se representa con el simbolo
8, este dngulo se mide a partir del eje X y girando en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Pendiente de una recta, Se define como la tangente del dngulo de inclinacién que tiene una recta y se representa con
Ia letra m,

m=tan
Donde:

O=arctan(m)sim=>0 @=arctan(m)+ 180°sim <0

Pendiente de una recta que pasa por dos puntos

Sea la recta € que pasa por los puntos P, y P,, entonces su pendiente se define como:

— =N
X3 =X
Demostracién
Y4 La pendicnte de Ia wota £ cs,
¢ m=fan @
B e Pz{ng }5} Enel tl‘].ﬁ_nglllﬂ PIMPQI
1
:}E'J’l tan @ = Y2~ H
Pi(x1. 7)) e ! Ry
y] e Rl L __ 5 | H
| -k, Por consiguiente:;
I 1
/(5 : : = Y2 =
X1 i’z i G

Los casos que se presentan para el valor de la pendiente y su ingulo de inclinacitn, son los siguientes;

1. Sim >0 (positiva) entonces, el 4ngulo es agudo.
¥,

Sim > 0, entonces, 0°< 8 <90°

2, Sim <0 (negativa) entonces, el dngulo es obtuso.
¥

Sim <, entonces, 90°< 8 < 180°
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Pendiente de una recta

y (4
3. Sim= P entonces, el 4ngulo es recto,

Y b
o
X
4. 5im=10, el dngulo es llano.
Y -
X

EJEMPLOS
.ﬁ. 1 @+ Una recta pasa por los puntos A(-2, —1) y B(3, 4). Determina su pendiente y el 4ngulo de inclinaci6n,
E s

- Solucién

i

Se sustituyen los valores de las abscisas y ordenadas en la férmula; m = j:’_i'
L ]|

Luego, si m = 1 entonces, fan 0 = 1, en consecuencia;
0 = arc ran (1) = 45°
Por consiguiente, m =1y 8 = 45°,
2 ®e-Calculala pendiente y el dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos P(1, 4) y O(7, -3).
Solucién

Al sustituir los valores en m = yz_y!,seubticm:

Xy =X

7
Como m= “6’ entonces, el dngulo de inclinacion es;

& =arc ran(—%) + 180° = —49° 23" + 180° = 130° 37"

Por tanto, el valor de la pendiente es —%ycldelﬁngulude inclinacién 130° 37",
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3 @+ \Verifica si los puntos A(-2, 4), B(0, 1) y O(4, -5) son colineales, aplica la férmula de la pendiente,
Solucién
Para verificar que tres puntos son colineales se debe de cumplir que:

Myp =Mge =My

Por consiguiente, se obtiene la pendiente de los segmentos AB, BC y AC

— 1-4 -3 3
Pendiente del segmento AB = m,,=———=—=-—
s “0-(-2) 2 2
= -5-1 -6 3
i 1 BC =— ==
Pendiente del segmento = My, T 5
-5-4 -9 3

Pendiente del segmento AC = my=——F—~=—=——

Se observa que las pendientes de los segmentos son iguales, en consecuencia los puntos son colineales,

A ®+:La pendiente de una recta es —4 y pasa por el punto A(1, 5). Si la abscisa del punto B es -2, ;cuél es su ordenada?
Solucién
Se sabe que x= abscisa, y = ordenada, por tanto, los datos son;

m=-4, A(1, 5) y B(-2, y)
Se sustituyen los valores anteriores enlafﬁrmula:m=%ysedespejay.
gy
—4=-3"2;5i - _4=3'—'35 S (4D +S=y o  y=17

Finalmente, el punto B tiene como coordenadas (-2, 17).

5 @+ El éngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos B (-1,5) y P,(x.1) conel eje X es de 135°, ;Cuél es el

valor de la abscisa de P,?
Solucién
Se obtiene la pendiente de la recta;
m=tan 135°
m=-1
Se sustituyen los valores de la pendiente, las abscisas y ordenadas en la férmula:
o BT i A=
e x_(_l]
b b2
x+1
Se despeja x:
~1(x+1)=—4
x+1l=—
x=4-1
x=3

Por consiguiente, ¢l valor de 1a abscisa de P, es 3.

28



CariuIO 3

Pendiente de una recta
EJERCICIO 9
Determina la pendiente de los siguientes pares de puntos:
1. A(-3, 5)yB(2T) 6. A(4,-2)y B(7, -2)
2. A(-1, 2) yB(4,-5) 7. A (5 ﬁ] y B, 1)
3
3. A(8 -2)y B(0,-1) 8. A[ ] ( 5)
32 33
4, A0, 4)yB(=3,0 Alz2|yB|-2,2
(@, 4) y B(-3,0) 9. (53])'(54]
5. A(-S5, 1)y B(1,-3) 10, A ( ]yﬂ(a, b)
Encuentra la medida de los angulos de inclinacién de las rectas que pasan por los siguientes puntos:
11, P(5, 7y Q2 4) 14, R(3,42)ys0,0)
12, A(-1,2) y B(-2, 3) 15. 8(7,-1)y (7, 4)
13, A(v3,3) yB(© 2) 16, 04, -5) y R(-2, -5)
Aplica el concepto de pendiente para saber cudles de los siguientes puntos son colineales.
11' A( 1! 2}! B(zl 4} }I’ C(:—l' _2} 21' A(Ul 2)! B(_z 4} 3" C(z- U}
13' A(_z 2}! B(ll 3} }- C(_jl 1} ﬂ- A(SI _4}1 B(zl _2} )’ C(ul _1}
19. A(-1, 4), B(3,0) y C(0, 3) 23, A(x, 2), B(2x 2-y)y C(0, 2 +5)
20, A5 1), B3 9HyC2T) 24, Ala, b), B(2a+b, a)y C(-b, 2b —a)
25. La pendiente de una recta es 3. Si la recta pasa por los puntos A(2, 1) y el punto B, cuya ordenada es -5, jcudles el
valor de su abscisa?
26, Una recta tiene un dngulo de inclinacién de 45° y pasa por los puntos A y B, Si el punto A tiene coordenadas (3, -2)
y la ordenada de B es —1, encuentra su abscisa.
27, Eléngulo de inclinacitn de una recta es de 60° y pasa por los puntos A(:,ME] ¥ B,cuya abscisa es -3, jcudles
la ordenada de B?
28, Una recta forma un dngulo de 30° con el eje X y pasa por los puntos A(3v3, =1) y B(~24/3, ). Calcula el valor de Ia

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

ordenada de B,

Condicion de paralelismo

Dos rectas son paralelas si sus dngulos de inclinacién son iguales y, por tanto, sus pendientes también,
m, = m,

Se denota como €, || €, para indicar que €, es paralela a £,

i
' ¢, 8i ¢, || €,, entonces
8 =4,
Por ser correspondientes,
Aplicando la funcién tangente
& & . tan 0, = tan 0,
X Finalmente, se determina que:

m, = n,
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GECMETRIA ANALITICA
EJEMPLOS .
1 ®¢ Demuestra que la recta €,, que pasa por los puntos A(1, 1) y B(S, 3) es paralela a la recta €, que pasa por los puntos
i ' C(8, 0) y D4, -2).
i Solucién
Se obtienen las pendientes de ambas rectas:
w3712 1. _-2-0_-2_1
MTs-1 4 277 4-8 4 2

Como ;= M, entonces se demuestra que €, || £,.

2 ®@e:Demuesira que los puntos A(9, 2}, B(11, 6}, C(3, 5) y D(1, 1), son vértices de un paralelogramo,

Solucién
Se determinan las pendientes de los lados;

.
6-2 4 5-6 -1 1
R Y T . B
Mas=ogT2 BT 3T 88 c
1-5 -4 1-2 - 1
e e T {
0 X

Se observa que m,; = M, ¥ Mg, = m, ,, por tanio, se deduce que AB||CD y BC||AD.
Como los lados opuestos son paralelos, entonces la figura es un paralelogramo.

Condicién de perpendicularidad
Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es igual a — 1,
8i €, L £ (€ es perpendicular a £,), es decir, las rectas forman un dngulo de 90°, entonces:
my-my=-1
1

1
Purtantu,m1=——um2=——
my ny

f? f]

=y
L
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Pendiente de una recta
EJEMPLOS
] @« Demuestra que Ia recta £,, que pasa por los puntos A(2, 5) y B(7, 3), es perpendicular a la recta £,, que pasa por los
£ puntos O(— 1,—-2) y (1, 3),
) Solucién
Se obtienen las pendientes de las rectas.
Pendiente de la recta £;:
o =
Pendiente de la recta £,
_3-(-2)_3+2_5
W 1=(=1) 1+1 2
Ahora se aplica la condicidn:

)

Se demuestra que la recta £, es perpendicular a la recta £,

2 ®e- Demuestra que los lados adyacentes del cuadrilitero, cuyos vértices son los puntos A0, 9), B(3, 1), C(11,4) y
D8, 12), son perpendiculares entre si,

Solucion

Se determinan las pendientes de los lados:

L, _1-9_-8_ &8 _4-1_3 _l-4_ 8 12-9_3
w=370"3 3 =13 8 M~y 3 w=e70 "8
En la figura: ¥ D
A
c
X

Se observa que los lados adyacentes son;
AB y BC; BCy CD; CD y AD; ADy AB
Ahora se multiplican las pendientes de los lados adyacentes para demostrar que son perpendiculares:

(i e
G S R &

AB 1L BC, BCLCD, CDLAD y AD L AB

De aquf se determina que:

Entonces, se demuestra que los lados adyacentes son perpendiculares entre si,
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EJERCICIO 10

- i [

Averigua sila recta €, que pasa por los puntos A(3, —1) y B(—6, 5) es paralela o perpendicular a la recta £, que pasa
por los puntos C(0, 2)y D(-2, —1).

Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(1, 3), B(2, 6), C(7, 8) y D(6, 5), son vértices de un paralelo-
gramo,

Demuestra que la recta que pasa por los puntos A(— 2, 1) y B(1, —4), es paralela a la recta que pasa por los puntos
as, -7 y D(5, - 2).

Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(1, 5), son los vértices de un tridingulo rec-
tingulo,

Demuestra que los cuatro puntos A(— 3, 1), B(-2, 5), C (2, 4) y D(1, 0), son vértices de un cuadrado y que sus dia-
gonales son perpendiculares,

Una recta €, pasa por los puntos (—2, — 1) y (2, 3), y otrarecta £, pasa por el punto (-1, 2) y el punto A, cuya ordenada
es — 4. Determina la abscisa del punto A cuando €, es perpendicular a £,

Demuestra por medio de pendientes que los puntos A(—2, — 1), B(—4, 3), C(3, 5) y D(5, 1), son vértices de un para-
lelogramo,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® « « « v ¢« v 0 s 0 0 0 0 0000

Angulo entre dos rectas
Para encontrar el dngulo @ formado por las rectas £, y £, se utiliza la formula:

i, =,

tan @ =
1+m’ ‘mz

Por geometria; f=o+0yf=f-o

Aplicando tangente: tan 8 = tan (f — o) i

fan [5 = fan a
Iﬂﬂﬂ:ﬁi
l+tan - fan o
Pero tan f=m, y tan cc=m,

Entonces, tan 0 = —22_"1_
1+ m, -m,

Donde:

8; Angulo entre las rectas : ——— >
nt,: pendiente inicial de la recta €, / \X
i, pendiente final de la recta €,

Se debe de tomar en cuenta que los dngulos se miden en sentido contrario a las manecillas del reloj; en la recta que
inicie el 4ngulo, serd la pendiente inicial, y enla recta que termine, la pendiente final,
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m

Ejemplos

JEMPLOS

Pendiente de una recta

] ®¢ Determina la medida del dngulo obtuso que forman las rectas, cuyas pendientes son 2 y -3,
Solucién

En este caso no importa cudl sea la pendiente inicial o final, se escoge m, = 2y m, = - 3, se sustituyen en la férmula
¥y se obtiene: my —m, 3.9 5 _s

fan 8=

Temm, 1+(B)(2) 1-6 -5
De aqui, tan #= 1 entonces: @ = are fan (1) = 457,
Hl dngulo obtuso ¢ se determina al calcular el suplemento de &

45° + 9 =180°
¢ = 180° —45°
¢ =135°

En consecuencia, €l d4ngulo que se busca es igual a 135°,
2 @+ ;Cudl es 1a medida de los dngulos interiores del tridngulo determinado por los puntos A(- 2, 1), B3, 4) y 5, — 2)7
Solucién

Se grafica el tridngulo en el plano cartesiano y se ubican para cada dngulo las pen- - i B
dientes inicial y la final.

Para el dngulo A: my = m i m, =m,, "l'(i/(\
Para el dngulo B: m, = mz; m, = My, ‘\Q :t
Para el dngulo C: my=myim,=m,

Se obtienen las pendientes de los lados del triingulo;
4-1 3 2-4 -6 -2-1 3
3-(2) 5 =g 3= =2 me=S@) 7
Se aplica la férmula para cada uno de los dngulos, tomando como referencia las pendientes inicial y final.

E_[_E] 3,3 20415 36

Mg =

1+ m,m, 1,{_3: (__3_ -2 35-9 26 (35)(26) 26 13
Suk T 35 35 35
_3_§ _3_5 -15-3 _18
PR W M e el I
1+ mym, a2 i % = R 5)—4 -4 2
I 3](5J 5 5 5
3 3 =3+21 18
ey ——4+13 i
O i B - 15
1+ pym, 2 142 + 6 (7)(16) 16 8
1+ ]( 3) A= = =

Finalmente, los dngulos son;

A= are tan (%] =54"9" 47 B = are tan (g] =T7° 28'16"

C= arc 1an (%J:dﬁ“il'&g”

Para comprobar los resultados se suman los dngulos interiores y el resultado debe ser 180°
A+B+C=180° 54° 9" 44 + T7° 28" 16" + 48° 21" 59" = 180°
180° = 180°

33



3 CaArULO

(GEOMETRIA AMALTICA

3 ®+-;Cuil es la pendiente de la recta que forma un éngulo de 45°, con la recta que pasa por los puntos de coordenadas

A2, - 1) y B(5, 3)?
Solucién

Existen dos rectas que forman un Angulo de 45° con la recta €, por consiguiente, se tienen 2 casos;

1. La pendiente £es inicial ¥
2, La pendiente €£es final

X
&
&
Se obtiene la pendiente £ que pasa por los puntos A y B:
3-(-1) 4
G NTET
Cuando la pendiente £ es inicial, se debe de encontrar m,, entonces:
i 4 3m,— 4
m:‘m; o
fan 8= ———— = tan 45° = = 1= —3
L+ m I+ 4 - 3+4m,
CY 3
L 3m,—4
T 3+4m,
3+4m,=3m,—4
4m, -3m,=-4-3
my=—7
Cuando la pendiente € es final, se debe de encontrar m), por consiguiente:
4 st 4-3m,
i L
fan §=2" 5 gar=-3 o 5 1=3
1+ml% e i 3+4mi
1 3 3
e 4-=3m,
T 344m,
3+4m, =4-3m,

Finalmente, las pendientes son; —7 y %

dm, +3m, =4-3

L
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Pendiente de una recta

EJERCICIO 11

10,
11,

12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

1.
2,

1 4
Determina la medida del dngulo agudo que forman las rectas con pendientes Ey— 5

{Cuél es la medida de cada uno de los dngulos interiores del tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(- 2, 2),
B(l, - 1)y €0, - 4)?

3, Determina los dngulos interiores del tridingulo, cuyos vértices son los puntos A(—4, 1) B(2, 3)y C(1, — 4).
4, Demuestra que los puntos A(—2, 1), B(3, 5) y C(7, 0), sonlos vértices de un tridngulo isdsceles y encuentra la medida

de sus dngulos interiores,

Comprueba que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(5, 2), son vértices de un tridngulo rectingulo y encuenira la medida
de sus dngulos agudos.

Encuentra la medida del dngulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son los puntos A(—4, 1), B(-2, 4), C(5, 5} y
D(3, 2).

¢Cuilles son las medidas de los dngulos interiores del paralelogramo, cuyos vértices son los puntos A(1, 3}, B(2, 6),
C(7, 8)y D(6, 51

Comprueba que los puntos A(— 2, — 1), B(—4, 3), C(3, 5) y D(5, 1) son los vértices de un paralelogramo y determina
Ia medida del dngulo obtuso que forman sus diagonales,

Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 1507 si la recta final tiene pendiente % calcula la pendiente de la
recta inicial.

Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 45°, Ia recta inicial pasa por los puntos A(- 1, 3) y B(— 4, 5) yla recta
final pasa por el punto C(3, 2) y por el punto D, cuya ordenada es 3. Determina el valor de la abscisa de D.

{Cudl es la pendiente de la recta que forma un dngulo de 135°, conla recta que pasa por los puntos de coordenadas
A(-3,5)y B(O, 1)?

Las pendientes de dos rectas son 1 y—2—+/3, respectivamente. Encuentra las pendientes de las bisectrices de los
dngulos que forman (existen dos soluciones),
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CAPITUIO 4

EQUIPOTENCIALES

Superficies

LUGAR GEOMETRICO

lugar geométrico de todos los puntos

que se encuentran al mismo poten-
cial. Cumplen la condicién de encontrar-
se en un plano perpendicular al campo
eléctrico.

I as superficies equipotenciales es el

El trabajo desarrolledo para mover una
parficula de un punio A a ofro punio Ba
lo largo de una superficie equipofencial
es nulo, ya que:

W
L

A ]

L

A lo lorgo de una superficie equipofen-
cial v,=V, entonces W,=0




4 CAPTULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Problemas fundamentales de la geometria analitica

L. Dada una ecuacidn, representar el lugar geométrico que describe (discusion de un lugar geométrico),
IL. Dadas las condiciones que deben cumplir los puntos que forman un lugar geométrico, encontrar su ecuacion,

Primer problema [discusién de un lugar geométrico)

Dada la ecuacidn de un lugar geométrico se determinan las intersecciones y su simetria con los ejes, la extensién, sus
asintotas y, por dltimo, la gréifica,

Infersecciones con los ejes

a) Con el eje X se sustituye y = 0y se resuelve la ecuacidn para x,
b) Con el eje ¥se sustituye x = 0 y se resuelve la ecuacidn para y.

Simetria con los ejes y el origen

a) Simetria respecto al eje X,
Si la ecuacitn de una curva no se altera cuando la variable y es reemplazada por — y, entonces la curva es
siméirica respecto al eje X,

b) Simetria respecto al eje ¥,
Si la ecuacitn de una curva no se altera cuando la variable x es reemplazada por — x, entonces la curva es
simétrica respecto al eje ¥,

¢) Simetria respecto al origen,
§i la ecuacidn de la curva no se altera al sustituir x por —x y y por — y, entonces la curva es simétrica respecto
al origen,

Extensién de lo curva
Determina los intervalos de variacién para los cuales x y y estdn definidas,

Asintotas

Son las rectas tales que si un punto se aleja del origen, la distancia de este punto a dicha recta va decreciendo, de tal
forma que tiende a cero,

Gréfica

Conjunto de puntos del plano que satisfacen las condiciones establecidas por una ecuacion.

1 ®e Grafica la curva, cuya ecuacién es xy —2vr—2y+2=0,

Solucién
Interseccion con los ejes coordenados
a) Se sustituye y =0 y se despeja x:
xy-2x—2y+2=0
x0) -2 -2(0)+2=0
—2x+2=0
- 2x=-2
x=1
El punto de interseccidn con el eje X es (1, 0),
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b) Se sustituye x = 0 y se despeja y:
-2%-2y+2=0 — (Oy-20)-2p+2=0
~2y4+2=0
-2y=-2
y=1
El punto de interseccién con el eje Yes (0, 1),
Simetria
a) Simetria respectoal eje X,
Se sustituye y por — yen la ecuacion;
-2-2y+2=0 > xy-Zx-2(-»+2=0
—xy—2x+2y+2=0
La ecuacion se altera, por tanto, no hay simetria respecto al eje X.
b) Simetria respectoal eje ¥,
Se sustituye x por —xen la ecuacion;
0--2y4+2=0 =  (—x)0O)2(-x)2y+2=0
—xy+2x-2y+2=0
La ecuacion se altera, por consiguiente, no hay simetria respecto al eje ¥,
¢) Simetria respecto al origen,
Se sustituye x por —x, y por —y.
-2r—2y+2=0 = (—x=¥)2-x)-2A-y+2=0
xy+2x+2y+2=0
La ecuacién se altera, por consiguiente, no hay simetria respecto al origen.
Extensidn de la curva
a) Extensién respecto al eje X,
Se despeja la variable y:
o-2x-2y+2=0 -  xy-2y=2x-2

Wx-2)=2c-2
. 2x-2
p= x=2

Para x = 2, la variable y no estd definida, por consiguiente, la extension en X es:
{xeR|x #2}tambiénse puede escribir {x e R|—e<x <2}U{x eR|2<x <=}
b} Extensionrespectoal eje ¥,
Se despeja la variable x:

xy-2e-2y+2=0 —  xy-2ux=2-2

xy-2)=2y-2

2y-2

xX= :_—2
Para y = 2, la variable x no estd definida, en consecuencia, la extension en y es:

{yeR|y=2} o {yeR|—e<y<2}u{yeR|2<y<e}
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Asintotas
a) Asintotas horizontales.
Se obtienen al despejar la variable x y resolver la ecuacitn que resulta al igualar con cero el denominador:
xy-2-2y+2=0 - xy-=2y-2
M:y—:} =2y-2

y—2 =0, por tanto, la asfntota horizontal es y = 2,
b) Asintotas verticales,
Se obtienen al despejar la variable y y resolver la ecuacién que resulta al igualar con cero el denominador,
entonces:

xy—-2x-2y+2=0 =  xy-Zy=k-2

yx-2)=2x-2

-2

x=2

y=
x—2=0, por consiguiente, la asintota vertical es x = 2,
Grdfica
Se tabula la variable y en funcitn de la variable x, donde x toma valores en el intervalo
{reR|—=e<x<2}u{xeR|2<x< =}

_2x-2
S —
Tabulacidn:
X =3 = = 0 1 3 4 5 6 7
y 1.6 1,5 13 1 0 4 3 26 25 2.4

Se grafican las asintotas y = 2 y x = 2, posteriormente los puntos:

¥ A L
|
I
]
4 I
I
———————— 2-—-—---—1-—-—-—-—-—-———-—-——-—-——J'=2
__‘_""“\\ I
-6 [T b ¥ ] :2 4 6 .IF
=2r I
]
—41 |
I
-67 |
I
x=2
2 ®+-Construye la curva, cuya ecuacién es x>+ 9y* —36 =0,
Solucién
Interseccion con los ejes coordenados
a) Se sustituye y =0 y se despeja x:
42+ 972 -36=0 —  42+901-36=0
42 =36
x=9
x=%J9
x=13
x=-3,x=3

Los puntos de intersecci6n con el eje X son: (-3, 0) y (3, 0).
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b) Se sustituye x = 0 y se despeja y:
47 +97-36=0 = 40P +9H*-36=0
9y2=36
y2=4
y= +/4
y= 12
y=-2,y=2
Los puntos de interseccién con el eje ¥ son: (0, —2) y (0, 2).
Simetria
a) Simetria respectoal eje X,
Se sustituye y por —yen la ecuacion;
A2+ 9(-yP-36=0 o 4P+%H*-36=0
La ecuacidn no se altera, por tanto, si es simétrica respecto al eje X,
b) Simetria respectoal eje ¥,
Se sustituye x por —xen la ecuacitn;
d(—xP+H*-36 =0 -  &T+H*-36=0
La ecuacitn no se altera, por consiguiente, es simétrica respecto al eje Y.
¢) Simetria respecto al origen,
Se sustituye x por —x, y por —y.
4-xP+9-yP2-36=0 > 42+9°-36=0
La ecuacidn no se altera, por tanto, es simétrica respecto al origen,
Extensidn de la curva
a) Extensionrespectoal eje X,
Se despeja la variable y:
AT+ 97-36=0 - 97=36-4' — y2=36_94x2 - y:i.\l‘l(g;xz
F= i%ﬁ
yestd definida cuando 9 —x” 2 0, resolviendo la desigualdad, se obtiene;
{xeR|-3<x<3} 0 xe[-3.3]
Es decir, 1a curva se extiende en el eje x desde —3 a 3,
b) Extension respectoal eje ¥,
Se despeja la variable x;
Pc]412+9y2—36=0 - 4?=36-9%' - f:x—_fi - x=% 9(4_;3:’1
x= ig 4—yz

xestd definida cuando 4 — y* 2 0, resolviendo la desigualdad, se obtiene:
{reR|-2=y<2}o ye[-2,2]
Es decir, la curva se extiende en el eje y desde —2a 2,

Asintotas
a) Asintotas horizontales, 2
Al despejar y se uhticncy=i§\n'9—xz,lavariablcxmqucdacncldcmnﬁmdurpmtantunnhayasﬁﬁutas

horizontales.
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b) Asintotas verticales, 4 —
Al despejar x se obtiene x = i;f‘?—f . la variable y no queda en el denominador por tanto no hay asintotas
verticales.
Grdfica
Se hace una tabulacién en la ecuacién obtenida al despejar a y, para valores de x que estén en el intervalo
[reR|-3=x<3}

y= 2297
Tabulacicn:
x -3 -2 -1 0 1 2 3
¥y 0 +149 | +1.88 | +2 + 188 | +1.49 0
’ Y4
34
2

EJERCICIO 12

Analiza las siguientes ecuaciones y encuentra las intersecciones con los gjes, simetria, extension, asintotas y traza la
: gréfica:

. xy-3x-6=0

.y +2y+4=0
xy=5x+2y=0
xy+3y - 4x=0
oy -3y+6=0
f—By:U
2+47-16=0
P4dr+dy+20=0
xz+:c}'—y2=(]

9% 16y = 144

L P —Br-2y+17=0
12, 2+y -6x=0

R I T I N

L
_-

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « « o 0 ¢ o 0 v 00 000
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Segundo problema (dadas las condiciones del lugar geométrico, encontrar su ecuacién

Para determinar la ecuacitn de un lugar geométrico se necesitan las condiciones que deben cumplir los puntos que lo
forman o la figura misma, Analicemos a través de los siguientes ejemplos;

E

L

EMPLOS
1 @+ Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos en el plano, cuya distancia al punto (3, 2) es siempre
iguala 5,

Ejemplos

Solucién
La distancia de los puntos (x, y) del plano al punto (3, 2) es 5, al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos:

dEV{{xz_x!]z*'{J"z_J'l]z = S=y(x=3)+(y-2)
Se obtiene el cuadrado de ambos miembros, se desarrollan los binomios y se simplifica:
(s]’=(mr s 25=(x—3P+(y— 27
B=x"-x+9+y -4y +4
K- +9+y-dy+4-25=0
X+ —6x-dy-12=0
Por consiguiente la ecuacitn del lugar geométrico es: 22 + y? —6x -4y - 12=0,
2 ®e:Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que se conserva siempre equi-
distante de los puntos A(1, —2) y B(S, 4).
Solucién
La condicitn es que la distancia del punto P(x, ¥} a los puntos A y Bsea la misma, es decir;

AP =BP

Al usar la férmula de la distancia entre dos puntos d = J(xz —J\':.]2 +(, —y,]z ,se obtiene:

P=x-1 +(y+2) BP = \[(x-5)" +(y-4)’

Se sustituye en la condicitn;
AP =BP
V=17 +(3+2)" = (2= + (y-4)’
Al elevar al cuadrado ambos miembros y simplificar la expresidn, se obtiene:

(Vo174 G +2F | =(Ve=5)"+ G- 47 )
(x=1) +(y+2)" =(x-5) +(y-4)’
A-2+14y7+dy+4=x>-10x+25+y>-8y+ 16
-2+ 1+ +dy+4 -2+ 10x-25-y2 + By - 16=0
(8 +12y 36=0) + 4
2x+3y-9=0
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3 e

4 e

Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de
Ins distancias a los puntos A(2, 3) y B(6, 7), es igual a 100,

Solucién
Sea F(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico, la condicion que se da es:
(PA) +(PB) =100

Al utilizar 1a férmula de distancia entre dos puntos d= J{xz —x,) +(y;=y)" se obtiene:

PA=\|(x=2)" +(y-3) PB=/(x-6) +(y-7)

Ahora bien, al sustituir en la condicitn;

2

2
(V-2 + (=37 ) +(Jlx-6)"+(3-77") =100
(=224 (=3P +x- 6P+ (y-7r=100
En tanto que, al desarrollar los binomios y simplificar, se obtiene:
X-dx+44+y?-6y+ 9+ -12r +36+3y? - 14y+49-100=0
22+ 2% — 166 —20y-2=0
(22 + 2% — 165 —20y—2=0) + (2)
+y?-Be—10y-1=0
Por tanto la ecuacion del lugar geométrico es: % + y*— Bx— 10y -1 =0,
Encuentm la ecuacitn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
los puntos A(0, 3) y B(0, —3), es igual a 10,
Solucién
Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico, que satisface la condicidn:
AP +PB=10

Al utilizar Ia formula de la distancia entre dos puntos d'= y(x,—x,)" +(y,-y,)', para determinar la distancia a los
puntos A(0, 3} y B(0, — 3), se obtiene que:

AP = x*+(y-3) PB = x*+(y+3)
AP+ PB =10

Jx’ +(y-3) +sz +(y+3)" =10

Se sustituye en la condicidn:

Se desarrolla y simplifica;

N3] - po- w7
R+ (=3P =100-20,{x +(y+3)’ +(\|’:‘.-’+(y+2'.]’]z
R4+ (y=3P=100-20 /¥ + (y+3) + 2+ (y+3)’
Bty2-6y+9=100-20x*+(y+3)] +x2+ 2 +6y+9
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R4y —6y+9—x2—y?—6y -9-100=-20 /5 +(y+3)
~12y-100=-20 /% +(y+3)
[-125-100--20/57+ (5437 | (=)

3y+25=5 ¥+ (y+3)
@y +257 = [SWT

9y% + 150y + 625 = 25[(2 + (y + 3)7]
9y* 4 150y + 625 = 25x" + 25y* + 150y + 225
25x24 25574+ 150y + 225 - 9* — 150y - 625 =0
25x7+ 16y2 400 =0
Por tanto, la ecuacién del lugar geométrico es: 25x* + 16y* —400=0

EJERCICIO 13

B

1.

Resuelve:

Determina la ecuacion del lugar geoméirico de un punto que se mueve, de tal manera que la diferencia de la ordenada
con la abscisa es siempre igual a 2,

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de un punto gue se mueve, de tal manera que el producto de la abscisa y
la ordenada sea igual a la unidad.

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que su ordenada es igual a la
mitad de su abscisa,

Determina la ecuacion del lugar geométrico del punto que equidista del origen, cinco unidades.
Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos A(-3, 4) y B( 4, 1),
Determina la ecuacicn del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a cinco unidades del punto (4, —3),
Encuentra la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que equidista del eje de las
abscisas y del punto (0, — 5).

Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos (-2, 4) y (- 6, 2).

9. Encuentrala ecuacitn del lugar geometrico de los puntos del plano, tales que su distancia al punto (-3, —2) esiguala 8,

10.
11,
12,
I3,
14,

15,

Q Varifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente g

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados
de las distancias a los puntos A(— 1, 3) y B(7, 3), es igual a 50,

Encuentra la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos que se mueve de tal forma que la suma de las distancias a los
puntos fijos A( — 4, 3) y B(2, —6) es siempre igual a 15,

Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus distancias a los puntos
(—4, 0y ¥ (4,0), sea igual a 10,

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias
alos puntos (0, 2} y (0, — 2), es siempre igual a 3 (dos soluciones),

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
los puntos A{0, 3) y B(0, — 3), es igual a 8,

Encuentra la ecuacién de los puntos del plano, tales que la diferencia de sus distancias a los puntos (-2, 5) y (6, 5),
sea siempre igual a 6,
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LINEA RECTA
EN MICROECONOMIA
ﬁ Py
- \
—~d Iy :: ! Curvas de demanda lineal

T ‘: B N 2+ p-100=0 as ecuaciones lineales proporcionan
g i representaciones razonablemente pre-

— S L cisas de la demanda en un intervalo
S

*@ | limitodo.

En general, los ecuaciones de demanda li-
Gréfica de la curva de demanda  necles se utilizan para mayor simplicidad y
claridad dl ilustrar cierto tipo de andlisis.

la ecuacién de la recka indica situaciones que se presentan al realizar un
andlisis:

Por ejemplo:

Cuando el precio es de 80 unidades monefarias (u.m.) se venden 10 relo-

jes y se venden 20 cuando el precio es de 60 u.m. 3Cudl es la ecuacion
de la demandc?

Datos Formula
g,=10, p, = 80 p-p=ELg-q|
g, =20, p, =60
Al sustituir los datos se obtiene la ecuacion:
2g+p-100=0

Este ejemplo indica que mientras la cantidad de demanda aumenta el pre-
cio disminuye.
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Definicién

La linea recta es el lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales al tomar dos cualesquiera, el valor de la
pendiente m siempre es constante,

Ecuaciones de la recta

Para determinar la ecuacidn de una recta en funcién de las condiciones dadas, se emplean las siguientes ecuaciones,
segiin corresponda,

Ecuacién general
Es aquella que se expresa de la siguiente manera;
Ar+ By+C=0
Donde: A, By C son constantes,
Fcuacién punto — pendiente
Dado el punto P (x,, ;) de la recta de pendiente m, su ecuacion es:
Y=y =mx-xy)

Ecuacién de la recta que pasa por dos puntos
Dados los puntos P,(x,, v,) y P,(x, ¥,) de la recta, suecuacitn es:

RSN 3, Gl J T, O
Y= xz_x:(x x)
EJEMPLOS .
] @+« ;Cuil es la ecuacién de la recta que pasa por el punto P,(2, 4) y tiene pendiente 37
E_ 3 Solucién
i Se sustituyen los valores de x, =2, y, =4 y m =3 enla ecuaci6n:
Yi
-y, =mix—x)
y=-n 1 P24
y-4=3x-2)

y—4=3x—6
—3x+y-4+6=0
~3x+y+2=0 /Sx-y-2=ﬂ

3x-y-2=0 /-

Por consiguiente, la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, 4) y tiene pendiente 3, es: 3x -y -2 =0,

A
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2 @e.;Cul es la ecuaci6n de la recta que es perpendicular al eje X y que se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje
vertical?
Solucién
Las rectas perpendiculares al eje X tienen ecuacitn de la forma x = x,, donde x, es la abscisa del punto de interseccién
de la recta con el eje horizontal,

La recta se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje vertical, entonces sus puntos tienen coordenadas (5, y ), y al
sustituir el valor de la abscisa en la ecuacidn se obtiene;

3 ®+-Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P(-1,2)yP2,-5)

Solucién

Los valores de las abscisas y ordenadas se sustituyen en la ecuacion;

XEN= u(x_xl} Y
FmH Tx+3y+1=0

-5-2
2-(-1)

y—2= (x—(-1)

L

7
—2==— 1
y 3£x+}

y-D=-Tx+1)

3y—6=—Tx-7

Tx+3y-6+7=0

Tx+3y+1=0

En consecuencia, la ecuacion de larectaes: Tx+ 3y+1=0,
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4 ®+ Una recta pasa por los puntos A(- 2, 3) y B(- 2, — 1), Encuentra su ecuacién, 4
x+2=0
Solucién
i . o | ¥ S : . A1
Al sustituir en la férmula y s x(x x,) . se determina que:
e
o e | >
-3= —(=2
y 23 w2 B X

y-3= --3- (x+2)

La pendiente de la recta es de la forma % (no esté definido), por consiguiente,
es perpendicular al eje X y su ecuacion es de la forma;

x=x
Por tanto, su ecuacidn es:
x=-2
x+2=0

Es decir, la ecuacion de la recta que pasa por los puntos Ay Bes: x+2=0,
S ®#: Determina los vértices del trifingulo, cuyos lados estdn dados por las ecuaciones de las rectas;

I+ Ty-13=0;x-y-1=0;Tx +3y+23=0
Solucién

Se combinan las rectas para formar tres sistemas de ecuaciones, los cuales se resuelven por cualquiera de los métodos
conocidos:

Sistema de ecuaciones para el

wrtice A:
3x+7y-13=0
x-y-1=0
Punto de interseccidn: A2, 1) Tx+3y+23=0 ¥
Sistema de ecuaciones para el 3+ Ty-13=0
vértice B:
x—-y-1=0
Tx+3y+23=0

Punto de interseccion: B(—2, —3)

Sistema de ecuaciones para el
vértice C:

3x+T7y-13=0
71+3}'+23=U

Punto de interseccitn: C(—5, 4)
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& ®a.5ise compran 20 pantalones el precio unitario de la prenda es de $300, pero si se compran 50, entonces el costo de
cada pantaldn es de $280, encuentra la ecuacion de la demanda,

Solucién
Considerando:
x = mimero de pantalones y = precio por pantalén
Se forman los siguientes pares coordenados;
(20, 300) y (50, 280)
Se aplica la ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos y se obtiene;

280-300

=300=
* 50-20

(x=20) — y—3m=—-2-q(x—2t])
30
2
y=300= ‘g(x‘m]
Al transformar esta (ltima ecuaciéna su forma general, obtiene la ecuacitn de la demanda;

2x+3y-940=0

/ ®4-Un resorte se deforma 2 centimetros bajo la accién de una fuerza de 15 newtons, si la fuerza se incrementa a 25
1
newtons, entonces se deforma 35 de centimetro, ;cudl es la ecuacidn que representa la deformacidn que sufre el

msorte en funcidn de la fuerza?
Solucién
Considere:
x = fuerza que actia sobre el resorte y = deformacitn

Se forma entonces la siguiente pareja de puntos:

(15.2) y [ﬁ 3%]

Se aplica la ecuacidn de 1a recta que pasa por dos puntos y al convertir a su forma general se obtiene:

=
-15 -2= =15 -2==(x-15
(-15) & o223 (e15) o y-2=3(e15)

—2=
A T T

2
y—2=E{x—15]

15(y - 2) = 2(x — 15)

15}'—30:2;—3(]

0=2x—15y

Por consiguiente, la ecuacitn general de la deformacidn del resorte es: 2vr— 15y =0,
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EJERCICIO 14

. Encuentra las ecuaciones generales de las rectas que satisfacen las siguientes condiciones:

L
2,

3

10,

1,

13,
14,
15,
16,
17,
I8,
19,

21,

2
Pasa por (=3, 4 ym = e 6. Pasapor (0, 2)y(-3,-2)
Pasa por (0, H ym =2 7. Pasapor(3,-1)y(3.4)

21 35 1 3
P ¥
Paapor [~ 1 | ym=-1 9. Pasapor (0 Dy |2, -1

apor|=o. g |ym=- . Pasapor (0 Dy | 7.

Pasapor (-2, )y (3, 4)

Encuentra la ecuacidn general de la recta que pasa por A(— 1, 3) y tiene pendiente —g.

Una recta pasa por (— 1, 4) y desciende tres unidades por cada dos unidades que incrementa x, ; Cudl es su ecuacion general?
Obtén la ecuacion general de la recta, cuya interseccién con el gje X es 3 y su inclinacion es de 120°,

Determina la ecuacitn general de la recta que pasa por el punto A(6, — 2) y tiene un dngulo de inclinacidn de 135°,
Encuenira la ecuacion de la recta que es perpendicular al eje X y estd a tres unidades a la derecha del eje vertical,
Encuentra la ecuacion de la recta que es paralela al eje ¥y estd cuatro unidades a la izquierda del eje horizontal,
Los segmentos que una recta determina sobre los ejes Xy ¥, son 4 y — 6, respectivamente, Detenmina su ecuacion general,
Encuentra la ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(2, — 1) y determina sobre el eje X el segmento — 2.
Los vértices de un cuadrildtero son A(0, 0), B— 1, 2), C(3, 5) y D(5, 0). Obtén las ecuaciones generales de sus lados,
(Cuil es la ecuacitn general de la recta, cuya pendiente es — 2 y su interseccion con el eje Yes 47

Una recta pasa por el punto A(7, 8) yes paralela a la recta que pasa por los puntos C(— 2, 2) y D(3, — 4), Determina
su ecuacion general,

Demuestra que los puntos A(— 1, 2), B(2, 4) y €(5, 6) son colineales, mediante la ecuacién de 1a recta que pasa por
dos de estos puntos,

Con base al tridngulo cuyos vértices son los puntos A (1, 2), B3, - 1)y O-4, - 5), realiza los ejercicios 22 al 27:

SRREBRRB

Obtén las ecuaciones generales de las rectas que pasan por los vértices y son pamlelas a los lados opuestos,
Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por el punto medio de A con By es perpendicular al mismo lado.
Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto medio del BC y por el vértice A.
Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por el vértice C y es perpendicular al lado AB,

(Cudles son las ecuaciones generales de las rectas que pasan por el vértice By trisecanal AC ?

Mediante las ecuaciones de linea recta, encuentra las coordenadas de los vértices del tridngulo, cuyos puntos medios
son los puntos A, By C.

. Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son:

x-3y+3=0;2c+Ty+6=0;dr +y—-14=0
Determina las coordenadas de los vértices,

. Las ecuaciones de los lados de un paralelogramo son:

x-dy+11=02x+y+4=0x—dy-T=0;2x+y—-14=0
Determina las coordenadas de sus vértices.

. Un automévil se mueve con velocidad constante y recorre 60 km en media hora, si ese mismo automdvil recorre 150 km en

una hora con 15 minutos, encuentra la ecuacion que relaciona la distancia y en kilémetros recorrida por el automévil,
en términos del tiempo xen horas,
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31. La velocidad de una particula en un tiempo de 2 segundos es de 5 metros por segundo y para un tiempo de 8 segun-
. dos se mueve a razon de 14 metros por segundo, Determina la ecuacién que relaciona la velocidad de la particula en
. funcién del tiempo,
32, Si el duefio de una papeleria le compra a un proveedor 100 libretas, éste le da un precio de $12.50 cada una, pero si
ke compra 120, entonces el precio de cada libreta disminuye en ¢50, escribe la ecuacién de la demanda,
33, Una empresa desea realizar una campafia publicitaria de un nuevo producto, para esto visita un taller de impresi6n y
les informan que el costo de producir 15 millares de folletos publicitarios tienen un costo de $3 000, pero si desean 20
millares, el costo es de $3 600, obtén la ecuacitn de la recta que representa esta situacicn, (Considera x = nimero
de millares; y = costo),
34, Una temperatura de 20°C equivale a 68°F, y 50°C equivalena 122°F, determina la ecuacidn que relaciona la tempe-
mtura T en grados Celsius con la temperatura T-en grados Fahrenheit.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente. « o o o o v v v v oo nn

Formas de la ecuacién de una recta

Conocidas las condiciones que determinan una recta o su ecuacion, éstas se expresan de las siguientes formas;

Ecuacién de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen {forma ordinaria o reducidal)

Una vez que se conoce la pendiente de una recta y su ordenada al origen (interseccitn con el eje ¥), se determina la
siguiente ecuacion:
y=mx+b ¥

b: ordenada al origen (0, &)

Esta forma de la ecuacidn de la recta, también se conoce b
como forma simplificada o reducida.

Donde, m: pendiente \
9

/
H"F

EJEMPLOS
1 @+ Encuentra la ecuacién de la recta, cuya intersecci6n con el eje Yes 4 y su pendiente — 3, ¥4
€ Solucién
"E- Los datos son: m = -3 y b=4, al sustituir se obtiene; \
y=mx+b
y=-3x+4
3x+y-4=0

0.4

\ X

2 ®e-Determina la ecuacion general de la recta que tiene pendiente L y su interseccién con el eje Yes el punto (0, - 5).
2

Finalmente, la ecuacién es: 3x+y —4=0,

Solucién
Los datos son: m = % y b =—35, al sustituir en la ecuacidn ordinaria, se obtiene;
y=%x—5 Al multiplicar por 2 para eliminar ¢l denominador.
y=x-10 Al igualar a cero la ecuacion, resulta: x — 2y —10=0,
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria

Para transformar Ax + By + C =0, a la forma y =mx + b, se procede de la siguiente manera;
Se despeja la variable y de:

Ax+By+C=U
By=-Ar—C
__AC
Y="8" "B

Esta ecuacidn es de la forma pendiente—ordenada al origen,
Si se compara con la ecuacién y = sy + b se obtienen los valores de m y b, en términos de los coeficientes de la

ecuacitn general:
A C
m——Eyb——E
EJEMPLOS
.g_ 1 ®@e#-;Cuiles la pendiente y la interseccitn con el eje ¥ de la recta 4x — S5y + 12=07
i§' ' Solucién
Despejando la variable y;
4r—-5y+12=0 — —Sy=—dx-12
=57 -5
_4..13
=SS

Por consiguiente, la ecuacion en su forma pendiente—ordenada al origen es:

-
AT

De esta ecuacitn se determina la pendiente y el punto de interseccion con el eje ¥:

4 12
==vyl|o=
" S”( 5)

2 ®e-Transforma a la forma simplificada la siguiente ecuacién; 3x + 5y —7=0,

Solucién
Se determinan los valores de A, By C como sigue:

A=3B=5yC=-7

Se sustituyen en y = —% —% . para obtener la forma simplificada;
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3 ®@e-Emplea la forma ordinaria de la ecuacién de la recta y grafica la
siguiente recta;
x 43y -9=0

lucié
Solucion 2x43y-9 =0
Se transforma la ecuacién propuesta a su forma ordinaria;

2x+3y-9=0 i >
3y=—2x+9
2
y=—§x+3

Se obtiene:

La ordenada al origen es b =3, significa que la recta corta al eje ¥ 3 unidades por encima del origen,

La pendiente m = =3’ significa que y disminuye 2 unidades y x aumenta tres,

A ®+-Grafica la recta de la ecuacién 2y -5 =0, 4
Solucién 5|
Se expresa la ecuacién como: 24T
Ox+2y—5=0 "4|
* 2
Se despeja yde la ecnacitn y se obtiene: i
PR 0 —+— >

5
H valorde b=~
2 0

La pendiente es cero pero se expresa de manera equivalente como m = 3 para poder graficar,

5 ®+-Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto A(=5, 3) y es perpendicular a la recta 3x + 2y—6 =0,

Solucién

La ecuacitn 3x + 2y — 6 = O se expresa en su forma pendiente—ordenada al origen;

3
3 y=—5x+3
La pendiente de esta recta es: m=—5 i

La recta perpendicular a ella que pasa por el punto (-5, 3) cumple la condicidn; m - m' = -1

3 2(-1) 2
—— ’=—1 o ’=_=—
Zm pom 4
Se sustituyen las coordenadas del punto y la pendiente m’ en la ecuacidn:
y-y=m'x—x) :
2
y=3=3(x~(-5))
Hy-3=2Ax+5)
3y-9=2x+10
—2x+3y—9—1(]=(]
2x+3y-19=0
Finalmente, la ecuacion de la recta es:

ya X-3y+19=0

263y +19=0
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6 ®+Um recta pasa por el punto (2, 3) y es paralela ala recta x — 2y = 0, jcudl es su ecuacidn general?
Solucién
Se expresa la ecuacin x — 2y = 0 en su forma pendiente ordenada al origen:
I
y=3*

La pendiente de esta recta es m=%, como la recta que se busca es paralela, entonces tiene la misma pendiente:
1
m=m= >
Se sustituye el punto y la pendiente en la ecuacitn y se expresa en su forma general, obteniendo como resultado:

y—3=%{x—2] — x-2y+4=0

7 ®¢:Paralas rectas x + 4y — 4 = 0y 2x — 3y + 6 = 0, determina la medida del dngulo agudo que forman,
Solucién
Se expresan las rectas en su forma ordinaria para obtener sus respectivas pendientes:

claey oy . R agei oy B
Fmrrgh B Frak M q

Se sustituyen los valores de las pendientes en la formula de dngulo entre dos rectas;

m,—m
8=arc :an[#]=am fan

11
=arc !an[— =47°43'34"
1+m,m, 10

Por tanto, el dngulo agudo que forman dichas rectas es de 47° 43'34",

8 ®+:Un cuerpo tiene una velocidad de 4 metros por segundo, después de 6 segundos, su velocidad es de 12 metros por se-
gundo. Expresa la velocidad de dicho cuerpo en funcién del tiempo, obtén su velocidad para un tiempo de 9 segundos
y traza la gréifica.
Solucién
Este problema relaciona a la velocidad v con el tiempo 1, por tanto, los pares ordenados son de la forma: (1, v).

Por consiguiente, los pares ordenados son: (0, 4} y (6, 12),
Se aplica la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y se despeja v:

= 12-4
v—v,=u(r—r,] — v—4 =
1,=1, 6-0

(r-0) > v= i:+4
3
Se obtiene que m=% y b =4, la pendiente de la recta representa la aceleracitn del cuerpo y la ordenada al origen
su velocidad inicial,
La velocidad del cuerpo en r =9 s, se obtiene al sustituir este valor en la ecuacion;
v=%r+4 - v=§(9]+4

4L
&
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La representacién grifica del problema es: 5 i
V=§f+4
41
4 [
0 1

Por tanto, para 9 segundos, la velocidad del cuerpo es de lﬁ%f

@ @ Cierta empresa se dedica a fabricar bolsas de pléstico, el costo de fabricacién de x nimero de ellas es de C = 4x + 3 200.
Los ingresos por la venta de las bolsas fabricadas estdn dados por 1a ecuacién [ = 12x,
a) ;Cuil es el costo de produccitn de 1 500 bolsas?
b) Si se fabrican 1 000 bolsas, ;de cuédnto es la utilidad?
¢) ¢ Cudintas bolsas se deben fabricar para que la utilidad sea nula?
d) Construye la grifica que muestre la ecuacion de costos e ingresos.

Solucién
a) Se sustituye el valor de x = 1 500 en la ecuacién de costos;
C = 4x + 3200 C = 4(1 500) + 3 200
= 6000 + 3 200
= 9200

por consiguiente, producir 1 500 bolsas tiene un costo de $9 200.
b) La ecnacién de utilidad resulta de la diferencia de la ecuacion de ingresos y costos,
U=1-C U =12x — (4x + 3 200) U=8x-3200
Para x = 1 000 se obtiene;
U= 8(1000) —3 200
=8000-3 200
=4 800
Finalmente, la utilidad que genera la venta de 1 000 bolsas es de $4 800,
¢) El mimero de bolsas que deben fabricarse y venderse para que la utilidad sea nula es:

U=8-3200 0=8-3200 —Br=-3200
_=3200

-8

x =400

Para que la utilidad sea nula se deben fabricar y vender 400 bolsas.
d) La representacion grifica es:

I=12¢ C=4x+ 3200
A

(400, 4 800)

sk 4
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Ecuacién de la recta en su forma simétrica

Una recta cuyas intersecciones con los gjes Xy Ysonay bcona=0yb = 0se
representa por:

£+2=1
b

Donde:
a: abscisa al origen
(Representa la interseccitn con el eje X)
b: ordenada al origen
(Representa la interseccién con el eje Y)

PLOS
@+ Encuentra la ecuacitn general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos A(2, 0) y B0, - 3).
Solucién
En este caso a =2y b= -3, entonces al sustituir en la forma simétrica, se obtiene: Y
.x_.+ 1 =1
a b
£+l=1
2 3 Se multiplica por 6 Ia d .
6[Z:2 o1 ecuacitn para eliminar X
2 -3 los denominadores
3x-2=6 ?
3x-2y-6=0

Por tanto, la ecuacion general de la recta es: 3x —2y—-6=0,

2 ®o:Determina la ecuacién general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos (- 1, 0) y (0, 5).

Solucién
Eneste caso, a=—1y b= 15, entonces:

~+z§—1—> --+2—1 Se multiplica por 5 ambos miembros
a

—5x+ y=>5 Se acomodan los términos
S5x-y+5=0

Por consiguiente, la ecuacion general de larectaes: Sx—y+5=0,

Transformacién de lo ecuacién general a la forma simétrica
; X i g
Para transformar la ecuacién Ax + By + C=0ala forma c_:+§= 1, se realizan los siguientes pasos:

Ax+By+C=0
Ax + By=—C El término independiente se pasa al segundo miembro.
A; %-—C Se divide la expresitn por el término independiente.
5 i I
_£+_£—1 Se obtiene que a= A)rb— 7
A B
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EJEMPLOS
8 ] @= Transforma a la forma simétrica y determina las intersecciones con los ejes de la recta:
°a
i x+3y-6=0
Es Solucién

La ecuacidn esti en la forma general, al comparar con Ax+ By + C= 0, se obtienen los valores de A, B y C, éstos son;
A=2,B=3yC=-6
Para encontrar las intersecciones se sustituye en;:

Entonces,

En consecuencia, la ecuacion en su forma simétrica es: §+ §= 1.
Las intersecciones con los ejes son:

conel eje X el punto: P(3, 0) con el eje ¥el punio: 00, 2)
Al graficar y unir estos puntos en el plano cartesiano, se obtiene la gréfica de 1a ecuacién 2x + 3y -6 =10,
¥
x4+ 3y-6=0
0

PPN W
2 ®e-Una recta pasa por los puntos (2, 5) y (— 1, 4), Expresa su forma simétrica,
Solucién
Primero se sustituyen los puntos en la ecuacitn para encontrar la ecuacion general;
- 4-5
ymp=2"N(xx) S y-5= (x-2)
x 2

y-5=%{x-2]
3y-5)=1(x-2)
3y—15=x-2
—x+2+43y-15=0
—x+3y-13=0
x-3y+13=0

Xz

Esta ecuacidn se encuentm en su forma general y los valores de A, By C, son:
A:l,B:—S)‘C:lS
i s C C i
Al sustituir ena = % ¥ b=—E,scdetermimquc:

=13 =13 13
=—==]3 = =—
=7 yb=735=3

Finalmente, la ecuacion de la recta en la forma simétrica es:

E g
_13+ 13 4
3
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3 @« Transforma la ecuacidn geneml de la recta 2x + 5y — 12 = 0 a su forma simétrica,
Solucién
2xx+5y-12=0 —» 2x+5y=12
2x Sy_12

e 1

(o]
1
+
L
't
1l
—

o | MI|E|’“‘\*|
+

|G M|E|u|
n

Forma simétrica;

EJERCICIO 15

Transforma a la forma ordinaria y simétrica las siguientes ecuaciones:
. x+y-4=0 6, —3x+4y=—12
2, 2x-5y+5=0 7. 3x+5y-10=0
3 x=-3y+8=0 8. -il;x+3y+5=(]
. P |

4 -y=0 9 ——x+—y=4

¥ 5 3}’
5, x+8y=4 10, xcos @+ ysenw-p=10

Grafica las siguientes ecuaciones:

1. y=-3x+1 4. y=3 17. x-y=0
12, y=2x-3 15. dx-y-2=0 18, §x+3y—6=u
13, y=—§x+1 16, x+3y-5=0

19, Determina la ecuacitn de la recta, cuya ordenada al origen es — 5 y su inclinacidn es de 135,

20, Una recta de pendiente 2 pasa por el punto A(— 1,2), Expresa su ecuacién en la forma ordinaria,

21, ;Cuil es la ecuacitn de la recta que pasa por el punto A(6, —7) y tiene pendiente —3 en su forma ordinaria?
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos A(1, 2} y B(—5, 3) en su forma ordinaria.

. Una recta tiene intersecciones con los ejes en los puntos A(- 1, 0) y B(0, 5). Obtén su ecuacién en su forma ordinaria.
Una recta pasa por el punto (— 1, 5) y es paralela a la recta con ecuacitn 5x —3y+ 7 = 0. ; Cuél es su ecuacitn?

RRERBEB

. Determina la ecuacidn general de la recta que pasa por el punto (2, 7) y es perpendicular a la recta con ecuacién
x—dy+7=0,
Obtén la ecuacitn general de la recta que pasa por el punto A(2, 3) yes paralelaalarectax—y+2=0,

27. Cuél es la ecuacién de la recta perpendicular que pasa por el punto medio de las intersecciones con los ejes de la
'cta 2x— 3y + 6=07

28, Determina la ecuacitn general de la recta perpendicular a la recta 2x + 3y —7 = 0 y pasa por la interseccién de las
ectasx+y-T=0y2xr-3y+1=0.

B
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32,

1

39,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones corraspondiente a

31,

linea recta

. Encuentra la medida del dngulo obtuso formado por las rectas:

x+3y-6=0y2y—3=0

. Los lados de un triingulo estin formados por las rectas:

x—6y+ 15=0;5x+2y—21=0;x+2y—1=0
{Cudl es la medida de sus dngulos interiores?
La posicién de una particula estd dada por la expresion;

3
y=73*-2

Donde x e yestin dados en metros, jcudl es su posicién cuando x = 20 m?
Un fabricante de pantalones tiene gastos fijos de $30 000 mensuales y por cada pantalén elaborado invierte $50 mds.
a) ;Cuil es la ecuacion de gastos del fabricante?
b) ;Cufinto invierte en la produccién de 800 pantalones?
(Considera x = mimero de pantalones fabricados, y= gasto total)

ParaunﬁmnpudeSsegmﬂns,uncucrpupmeeumvducichddeS% . ¥ para 8 segundos su velocidad es de 15%.

a) ;Cuil es suacelemcitn?
by ;Qué velocidad tendrd para un tiempo de 12 segundos?

. Un restaurante debe invertir diariamente $6 000 en gastos fijos, més $30 por cada comida servida, si todos los platillos

servidos tienen un precio al piiblico de $80, obtén:

a) La funcitn de costo total del restaurante por dia.

b) ;Cudl es la utilidad obtenida, si vende en un dia 140 platillos?
¢) Sisolo vende 90 platillos, jobtiene ganancias?

d) ;Cudntos platillos debe vender para que no exista utilidad?

. Representa la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A 3, — 2} y tiene un 4ngulo de inclinacién de 45° en su forma

simétrica.

1
. Una recta tiene pendiente 3 ysu interseccion con el eje Yes — 4. Representa su ecuacion en la forma simétrica.
37.
38,

Una recta pasa por los puntos A(— 3, 1) y B(2, — 2). Encuentra su ecuacidn en la forma simétrica.

Obtén la ecuacitn de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccidn conel eje Ydelarectax+ 2y —-7=0
yes perpendicular a la misma.

Determina la ecuaci6n de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccin de las rectas, 2x +y-5=0y
3x—4y—2=0,y es paralela a la recta que pasa por los puntos (-1, 1) y (3, 6).

Familia de rectas
Se denomina familia de rectas al conjunto de rectas que satisfacen una condicién geométrica; se clasifican en:

Rectas poralelas
Satisfacen la condicién y = mx + b, donde bes el pardmetro, Este tipo de rectas tienen la misma pendiente,
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Ejemplo

Representa grificamente la familia de rectas,y = 2x+ b,conb=-2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores del pardmetro b en la ecuacitn y se obtienen las siguientes rectas:
y=2t-2,y=2x,y=2x+2

Cuya representaci6n gréfica es: y=2c+2
Ya

y=2x

y=2x-2

"*
b

Rectas concurrentes
Satisfacen la condicitn y = mx + b, donde m es el pardmetro; esto es, las rectas coinciden en la interseccidn con el gje ¥,

Ejemplo
Representa grificamente la familia de rectas, y =mx+ 3, conm=-2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores de m y se obtienen las siguientes ecuaciones:
y=—-2x+3,y=3,y=2x+3

Cuya representacin grifica es: - Y

}'=_—2x+3
J,I=ZX+3
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EJERCICIO 16
Representa gréficamente las siguientes familias de rectas:
1 —lx+b 4 = mx 2! T y=-2x+b 10, y= ﬂx+1!a
- ¥Y=3 - ¥= 3 ¢ ¥E~ IR
4
2, y=mx + 1 5. y=x+b 8. y=mx+§
2
3. y=—§x+b 6. y=mx 9 y=mx-1

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Ecuacion de la recta en su forma normal

Sea OP, un segmento perpendicular a la recta Ax + By + C = 0 de longitud p, y @ el dngulo determinado por el
segmento y el eje X,
De la figura se obtiene:

SR @ = ::;—' —y, =psen®

ks
cos m= L — X, =pcos @
P

¥ _psen@ _ sen@
X, pcos@ cos@

) IR . Py(x, »)

0 X \ %

Entonces, las coordenadas de P, son (p cos @ p sen @) y la pendiente, de la recta:
Ax+By+C=0es:

cos @
H=
sen @
Al sustituir P, y m en la ecuacitn de la recta punto pendiente se obtiene la ecuacion de la recta en su forma normal;
cos @
y=y =m(x-x) - y—p sen @ = “nm(x—p cos )

y sen @ —p sen” ® == cos O+ p cos” @
Xcos @+y sen ®—p sen” @—p cos” @=0

X COS @+ Sen m-p(sen’ 0+ cos” m]=0
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Pero sen’w + cos’m = 1, entonces:
xcos @+ysen @-p=10

Se concluye que una recta en su forma general Ax + By + C = {, se puede expresar en su forma normal como;
xcos @+ysen w—p=0
Donde:
p: longitud del segmento OP, y e 4ngulo de inclinacién del segmento de recta que parte del origen, perpendicular
ala recta normal,

Transtormacién de lo ecuacién general a la forma normal

Sean Ax + By + C =0y x cos @+ y sen @ - p = (, 1as ecuaciones de una misma recta en su forma general y normal,
respectivamente, entonces los coeficientes de ambas ecuaciones son iguales o proporcionales, por tanto;

Entonces, K es la constante de proporcionalidad y en estas condiciones:
cos @=KA senw=KB p=KC

Al elevar al cuadrado y sumar las dos primeras igualdades se determina que:

cort W+ se w=K2 A%+ K2 B2 = K¥(A%+ BY)

1=KXA2+ BY
1
A+ B
P
A+ B2

Conr= ixf,? +B (radical}.

Los valores de cos @, sen @ y p estin dados por;
- yp=——
+JA® + B A +B°

COS ) = ———— senaQ)
A+ B
Por consiguiente, la forma normal de Ax + By + C = Oes:

= X+ = ¥+ = =0
A2+ B A+ BT AN+ B

Los signos de r (radical) se consideran de la siguiente manera:

Si C = 0, entonces el radical tendrd signo opuesto al de C,
Si C = 0, el signo del radical se considerard igual al de B.
Si C = B =0, el signo del radical tendré igual signo que A,
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linea recta

JEMP!
1

@+ Reduce a la forma normal la siguiente ecuacion de la recta ﬁx+y—9=(] y determina el valor de p y del dngulo @,

Solucién
La forma normal de Ax + By + C=0es:

A B c
x + 7 y+ =
+/A+B T £ [A+B T 1 [A+B

Se obtienen los coeficientes de la recta:

A=J3,B=1yC=-9
Luego, con los valores de A y B se obtiene el radical (A” + B

JAT+ B =J3+1=J4 =2

Como C es negativa, entonces JA*+B* se toma con signo positivo, por consiguiente, la ecuacitn en su forma nor-
mal es;

De aqui se obtiene:
msm-ﬁ sen W= — 2
BET ki

Como sen @y cos @ son ambos positivos; @estd en el primer cuadrante, entonces los valores de p y @estin deter-
minados por;

9
=i =30°
B=g al
Gréficamente se representa como:
Y
\Ex+y—9=l:]
P &
[
0 \ X

Donde: p = % y ®=30° y la ecuacidn en su forma normal es:
V3 1.9

2 772772
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2 @+#-Reduce a la forma normal la siguiente ecuacitn de la recta 3x —4y— 6 = 0 y encuentra el valor de p y @.

Solucién
Con el valor de los coeficientes A =3, B=—4 y C=— 6, se obtiene el radical;

JAT+ B = [(3) +(4) =J9+16=25=5
Debido a que Ces negativo, entonces /A" +B” es positivo, por tanto, la ecuacién normal se expresa de la siguiente

forma;

3.4 6 o
5 5}'5

De esta ecuacidn se determina que:

LA o

cos W= 2 sen W= = -
i e
Luego, para obiener el ingulo se despeja w de cualquiera de las dos funciones trigonométricas;

sen w= s —:»m-arcsen[ 4]
s X 5
w=arc sen (—0.8)=-537
Como cos @es positivo y sen @es negativo, @ estd en el cuarto cuadrante, por tanto;

@ = 360° — 53° 07
= 306° 53’
Grdfica:

0
2
Y

6
Donde: p = 3 y @ =306° 53’ y 1a ecuacién en su forma normal es;

3x 3o B
55757757
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EJERCICIO 17

Expresa en suforma normal las siguientes rectas:
1. Zx+3y-5=0 3, 5x+3y=0 5, 1Zx +5y=-13
2, x-y+5=0 4. x-3y+7=0 6. Sx+2y-1=0
Determina la ecuacién de la recta en suforma normal si se conoce wy p.
7. w=30°yp=4 10, o=120°yp=1 13, w=225°yp= 32
B, w=45°yp=12 11, @=180°yp=1/3 14, @=300°yp= 43

9, w=60°yp=3 12, @=150°yp=5

15. Una recta es tangente a un circulo con centro en el origen y radio 2. Si el punto de tangencia es (1.—3), jcudlesla
ecuacitn de la recta en su forma normal?

16, ;Cudl es la ecuacién de la recta en forma normal, que pasa por el punto A(1,2) y es paralela ala recta 2+ 5y— 10=07?
17. Expresa la ecuacién de la recta 3x + ky+ 7 = 0 en su forma normal, cuando pasa por el punto (—3, 2),
18. Encuentrala medida de los dngulos formados por las rectas con ecuaciones:

Xxcos 330°+ y 5en 330° - 1=0

xcos210°+ ygen210°-2=0

12
19, Determina la ecuacién de la recta, cuya distancia al origen es it pasa por el punto A(D, — 3),

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Distancia de un punfo a una recta

Es la longitud del segmento perpendicular a la recta trazado a partir del punto,
La distancia del punto P,(x,, y,)alarecta Ax + By + C = 0, estd determinada por la férmula:

Y.IL
Ax+By+ C=0
d= [Ax1+3J’1+C|
valspg?
d,
s
;
® (v 1)

v
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EJEMPLOS
1 @« -Encuentra la distancia del punto A(3, 2) ala recta 6x — 2y + 11 =0,

i Solucién

s Se sustituyen las coordenadas del punto A y los coeficientes de la ecuacion en la férmula;
_|6(3)-2(2)+11] |18-4+11| - Y ,
T J6)P (-2 3644 _Zﬁx-z;w 11=0

]

5 &

. d

-

-

"*p32)

=
——

=

=
Lt

= 17
(=)

3%
=Y

Finalmente, la distancia es: Ll =E\-’ﬁu. /
2J10 4
2 @eCuiles la longitud de la altura de un tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(1, —2), B(7, 0} y O3, 3), del vértice A
sobre el lado BC 7

Solucién

Se determina la ecuacidn de la recta que pasa por los vértices B y C:

3x+4y—21=(]
Y&

La longitud de la altura es la distancia que existe del vértice A(1, —2) a la recta 3x + 4y — 21 = 0, entonces, al sustituir
en la férmula se obtiene:

i B(1)+4(-2)-21] [3-8-21] _|-26] 26 _
JOF +(4) V9+16 5

Por consiguiente, la altura es de 5.2u.
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3 @«-Encuentra el drea del tridingulo formado por los puntos A(-2, 3), B(1, -1) y O3, 4).
Solucién
Se determina la ecuacion de uno de los lados, en este caso AB,
-1-3 -4
y-3= m(¢'—(—2}}—b}'—3= ? (x+2) »3y-9=-dr-B8—4x+3y-1=0
La longitud de la altura es la distancia del punto C(3, 4)a larecta 4x+ 3y -1 =0
h_|4(3]+3(4]—1|_]12+12-1|_|73|_23
Jay+(3f  Vie+9 5 5
La base del trifngulo es la longitud del lado AB.,
4B = \[1-(-2)) +(-1-3)" = JO+16 =5
Entonces, el drea del trifingulo es:
1 1 23 23
A= —bh = —(5)| = | = = u?
7 = 5 ]( 5) 2"
¥y
Distancia dirigida.
La distancia dirigida permite conocer la localizacion de un punto con respecto a una recta y al origen,
YA
Ax+ By+ C=0
d il“lxl-!-By‘I-'-C
JAT+ B
>
0 X
Casos:
Si la recta no pasa por el origen:
© La distancia que existe del punto ala recta es positiva si el punto y el origen se encuentran en regiones opuestas
respecto a la recta.

© Siel punto y el origen se encuentran en la misma regidn respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar ¢l sentido en el que se estd tomando la distancia.

69



5 CaAPULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Sila recta pasa por el origemn:

= La distancia del punto a la recta es positiva si el punto se encuentra por encima o en la region de arriba respecto
ala recta.

© Siel punto se encuentra por debajo o en la regién de abajo respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar el sentido en el que se esti tomando la distancia,

EJEMPLOS
1 ®+-;Cuilesla distancia dirigida que existe del punto P(3, -1) ala recta 3x — 2y -6 =0?
S Solucién
Se grafican la recta y el punto:

Se observa que el punto P y el origen se encueniran en regiones opuestas respecto a la recta, por consiguiente, la
distancia es positiva e igual a:

e

/)

2 ®e-Determina la distancia dirigida del punto Q(—4, -2) ala recta x + 4y =0,

Solucién
Se determina la posicién del punto respecto a la recta:
El punto ) se encuentra por debajo de la recta, por tanto, la distancia dirigida es negativa e igual a;

de |4 +4(-2)| Ya
JI' +47 x+dy=0
d__ﬂ=_£=_124ﬁu \o -
17 V17 17 X
g:_49_2:'
L]
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3 @e-Determina la ecuacion de la recta que dista 2 unidades de la recta 4x + 3y -6 =0,
Solucién
Existen dos rectas paralelas a 4x + 3y — 6 = 0, una se encuentra arriba y la otra abajo, se sustituyen los datos en la
frmula;

o AxeBysc ,_ 4xtdy=6

= — o e e
447 + B? 47 37

De la dltima ecuacitn se obtienen las ecuaciones de las rectas paralelas:

g A Ay=0 ol ]
5 =5
10 =4x+3y -6 -10=4x+3y-6
4x+3y-16=0 dx+3y+4=0
Grificamente se representan de la siguiente manera;
Y
de+3y-16=0

Distancia entre rectas paralelos

Para calcular la distancia entre dos rectas paralelas, se determina un punto en cualquiera de las rectas, después se
calcula la distancia de ese punto a la otra recta.

Ejemplo
Encuentra la distancia entre las rectas pamlelas 2v+ 3y 4+ 1 =0y 2x + 3y -6 =0,
Solucién
La pendiente de ambas rectas csiguala—%,pmtantusunpa:alclas.
Se determina un punto cualquiera sobre la recta 2x + 3y -6 =0
Six=0,2(0)+3y-6=0
y-6=0
Jy=06

_6
=3

¥=2, se obtiene el punto (0, 2)
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Se aplica la férmula para obtener la distancia del punto (0, 2) a larecta 2 + 3y + 1 =0:

d=|Ax,+B;ﬁ+c|=|(2](U]+(3](2]+lj=|ﬂ+6+1]_J_
VALE 2P Vas9 B

Al racionalizar el denominador:
7 7 V3 7413 71413

Vi3 13 Jﬁ_(m]z_ 13

De acuerdo con lo anterior 1a distancia entre las rectas es: Tf unidades.
2x+3y-6=(] ¥
Zxx+3y+ 1=0

AN
it

Vi

EJERCICIO 18

Determina la distancia del punto dado a la recta indicada:

1. P(L4;2x-Ty+3=0 5. P, 0);x-y+4=0
2, P25y3x+4y-5=0 6, P(—-4,0;x+3=0

3, P, -4)x+y-6=0 7. P(-2-5;x+dy-10=0

4, P1,T; 12x+5y+26=0 8, P(-3,-T)yy-3=0

9. Encuentra la altura comespondiente al lado BC del tridngulo, cuyos véitices son los puntos A(3, 2), B(S, 8) y CO(1,— 4).

10, ;Cudl es el drea del tridingulo, cuyos vértices son los puntos A(0, 0), B(2, 4) y C(6, 7)?

11. Una circunferencia tiene su centro en (2, 3) y es tangente a la recta 3x + 4y —25 = 0. Determina el radio de la circun-
ferencia. _
12, Obténel valor de k para que la distancia de la recta x + ky — 5 = 0 al punto (3, 2) sea igual a 2%2

Encuentra la distancia dirigida del punto dado a la recta indicada:

13, P2,-1);2x-3y-5=0 16, P[3, —%];5x+2y-3=0
1 3

14, P(-3,2);3x+4y+7=0 17. P[E’ —E];ﬁx+ By-3=0
3

15, P2 5);3x+4y=0 18. P| -5, -7 ]ix+y-1=0

19, ;Cudles son las ecuaciones de las rectas paralelas a 3x — 4y + 5= 0 y que se encuentran a tres unidades de distancia?
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O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

21,
22,
2.
2,

linea recta

La distancia dirigida de P(— 2, y) a larecta con ecuacién x + 4y — 5 = 0, es 4 unidades, Encuentra la ordenada de P,

{Qué distancia existe entre las rectas paralelas 2c+y -6 =0y 2x+y+ 1=0?

Obtén la distancia que existe entre las rectas paralelas x —2y+ 5=0y3x -6y +4=0,

{Cuil es la ecuacién de 1a recta paralelaa x — y — 3 = 0, y que dista 3 unidades de ella?
Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por (2, 3) y que la distancia de esta recta al punto (— 2, 3) seaigual a E;E

Rectas notables en el triangulo

En todo triingulo se trazan las siguientes rectas:

Mediatriz

Recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto medio. En un tridngulo el punto de interseccion de las me-
diatrices se conoce como circuncentro,

Ejemplo

;Cudl es la ecuacién de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos A(-3, 0) y B(1, 1)?
Solucién

Se obtiene el punto medio y la pendiente del segmento AB,

=3+1 0+1 1 1-0 1
P‘ —_— — =P -] = e —
( 2 z] "[’*z] ")

Para obtener la pendiente de la mediatriz se aplica la condicién de perpendicularidad y se obtiene:
m-m'=-1 — %~m‘=-1 — m'=-—4
Se sustituyen las coordenadas del punto medio y m’ en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene la ecuacién
de la mediatriz:
y—%=—4{x—(—1]] — y—%=—4x—4 - 4x+y+%=(]
Bx+2y+7=0
Por consiguiente, la ecuacitn de la mediatriz es: 8x+2y+7=0.

Mediana

Segmento de recta que une un vértice de un tridngulo con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccitn
de las medianas es el baricentro (centro de gravedad).

Ejemplo
Para el tridngulo determinado por los vértices A(-=3, 1), B(1, 4) y C(5, - 3), determina la ecuacion de la mediana trazada
desde el vértice Bal lado AC.

Solucién
Se obtiene el punto medio del segmento AC ;

=3+5 1+(-3
P_( 5 o ]_P_(l,—l]
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Con el punto medio y las coordenadas del vértice B, se aplica la ecuacitn de la recta por dos puntos para obtener la

ecuacidn de la mediana:

y_4='11:14(x_1] ” y_4=:0§(x-1] 5 0=x-1

Por tanto, la ecuacién de la mediana trazada desde el vértice Bal lado AC es; x—1=0,

Altura

Recta trazada en forma perpendicular de un vértice al lado opuesto de un tridngulo. El punto de interseccitn de las
alturas es el orfocentro,

EJEMPLOS
-§_ 1 @ Los vértices de un tridngulo son los puntos A(2, 3), B(—4, 0) y C(0, —2), determina la ecuacién de la altura trazada
£ ; desde el vértice A.
] Solucién
Se obtiene la pendiente del lado BC, y posteriormente la pendiente de la altura,
e 2 F 1, :
m=m=—z=—5 — —Em =-1 — m'=2

Se sustituyen las coordenadas del vértice A y la pendiente m' en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene
Ia ecuacion de la altura buscada:

}'—3:2{x—2} }'—3=1X—4 2x—y—1=ﬂ

2 ®e:Los vértices de un trifngulo son A(—2, 1), B4, 7) y C(6, — 3), determina;
@) Las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de interseccitn.
b) Las ecuaciones y las coordenadas del punto de interseccién de las mediatrices,
¢) Las ecuaciones y el punto de interseccidn de las alturas.

Solucién
@) Para las medianas se determinan los puntos medios de los lados del tridngulo,
Punto medio AB Punto medio BC Punto medio AC
_T2+4_2_, weitf 0% ke
2 2 2 2 2 2
_1+7_8_, y=?+(—3)=5=2 1+(-3) -2 1
2 2 2 2 2 2
Pm AB(l, 4) Pm BC(5,2) Pm AC (2,-1)
Para obtener las medianas se toma un vértice y el punto medio del lado opuesto,
Mediana del vértice A L
Se toman los datos A(—2, 1) y Pm BC (5, 2)
=N 2-1
-y ==—Ux-x — -l=—(x=-(-2
y=h x]_x’( !] ¥ 5—(—2]{ ( ]]

1

=l==(x+2

y-1=2(x+2)

Ty—1)=1x+2)

'?y—7=x+2

x+2-Ty+7=0
x=Ty+9=0
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Mediana del vértice B L
Se toman los datos B, 7} y Pm AC (2, -1)

1-7 -8
= (x-4) 5y-T= :—Z-(x—d}

y=1=
y-T=4x-4)
y—T=4x-16
dx—16-y+7=0
dx-y-9=0
Mediana del vértice C .
Se toman los datos C(6, —3) y Pm AB (1, 4)

4-(-3 4+3
y=(3=(c-6) o y43=223(c)
y+3=——§-(x—ﬁ]
5(y+3)=-T(x-6)
Sy+15=-Tx+42
Tx-42+5y+15=0
Tx+5y-27=0

Para encontrar el baricentro, se realiza un sistema de ecuaciones entre dos medianas cualesquiera; en este caso
se resuelve el sistema con las medianas del vértice A y C.

x=Ty+9=0
Tx+5y-27=0

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen las coordenadas del punto de interseccitn.
. 8 5
Baricentro ( 7 3]
b) Para las mediatrices se determinan las pendientes de los lados del triingulo,

Pendiente del lado AB Pendiente del lado BC Pendiente del lado AC
PR o NP O i M s e T
B 4-(-2) 6 K 6-4 2 £6-(-2) 8 2
Se aplica la condicion de perpendicularidad para encontrar las pendientes de las mediatrices,
. 1
Pendiente de la mediatriz sobre AB m=———=-1
T

Pendiente de Ia mediatriz sobre BC m, =——— = —

Pendiente de la mediatriz sobre AC m,=———=2
i
Mediatriz sobre el lado AB .
Se toma el punto medio (1, 4) de AB ym=-1
Y=y =mx-x,)
y—d=-1x-1)
y—d=-x+1
x—1+y-4=0
x+y-5=0
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Mediatriz sobre el lado BC L {
Se toma el punto medio (5, 2) de BC, m,=5 ¥y se sustituye en: y —y, = m(x —x,)
y-2=§(x-5)
5(0—-2)=1(x-5)
Sy—10=x-5
x-5-5y+10=0
x—35y+5=0
Mediatriz sobre el lado AC o
Se toma el punto medio (2, 1) de AC ,m,=2y se sustituye en: y —y, = m{x —x,)
y+ 1:2(x—2}
¥+ 1=2x—-4
21’—4—)'—1:0
Zx—-y-5=0
Para encontrar las coordenadas del circuncentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos mediatrices
cualesquiera;
x+y-5=0
Zx-y-5=0
i 10 5
Al resolver, se obtiene el punto (?. E)
¢) Con las pendientes perpendiculares de los lados y los vértices opuestos se obtienen las ecuaciones de las alturas,

Altura sobre el lado BC. i
Se toma el vértice A(~2, 1) y la pendiente perpendicular al lado BC, m,= 3

1
y-y,=mx-x) — y—1= 3@“2}

S(y—1)=1(x+2)
Sy-5=x42
x+2-5y+5=0
x=5y+7=0
Altura sobre el lado AC,
Se toma el vértice B4, 7) y la pendiente perpendicular al lado AC, m,=2
y=p=mx-x) = y-T7=2Ax-4)
y-T=2x-8
x—-B-y+T7=0
2x—-y—-1=0
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Altura sobre el lado AR
Se toma ¢l vértice C(6, —3) y la pendiente perpendicular al lado AB, m, =—1

Y-y =mx—x) — y+3=-1(x-6)
¥4+3=—x+6
x—6+y+3=0

x+y-3=0
Para encontrar las coordenadas del ortocentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos alturas cualesquiera;

2 —y-1=0
x+y-3=0

4 5
Al resolver, se obtiene el punto [? 3] que representa el ortocentro,

Medianas g Mediatrices ¥4 B
R
C
A A >
X % X
B’ = Baricentro T ¢ € =Circoncentro C
i 0 = Ortocentro

Bisectriz

Semirrecta que divide a un dngulo en dos éngulos iguales. En un tridngulo, el punto de interseccitn de las bisectrices
&£ CONOCE Como jncentro,

Ecuacién de la bisectriz
Sean las rectas £, y £,, donde: €,: Ax + By + C = 0; £,: A.x + B,y + C, = 0, sus bisectrices son las rectas AB yCD, cuyas
ecuaciones estdn dadas por la condicién;

YA & A ¥
|¢|=E¢|

De la cual se obtiene:

Ax+ By+C Ax+By+C,
- =4 -
A+ B + A+ B’
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Los signos de las distancias se eligen de la siguiente manera;

© Las distancias son positivas si para un punto cualquiera P(x, ¥) sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se
encueniran en regiones opuestas,

© 5i para un punto cualquiera P(x, y)sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en la misma regitn,
= usa el signo negativo para indicar el sentido,

Los signos del radical se consideran de la siguiente manera;
© 8i C =0, entonces el radical tendrd signo opuesto al de C,

© 8i C =0, el signo del radical se considerard igual al de B,
© 8iC= B =0, el signo del radical tendrd igual signo que A.

EJEMPLOS

1 ®+-;Cuilesla ecuacion de la bisectriz del 4ngulo agudo formado por las rectas, 3x -4y -4 =0y 12x — 5y + 6 =07
i Solucion
g Se traza la gréfica;

12¢-5y+6=0

De la figura se obtiene que —d, = —d, ya que el punto P(x, y)se encuentra en la misma regién que el origen para am-
bas rectas, por tanto,

Al sustituir en la férmula

Ax+8y+C=iA,x+B,y+C, L 12x-5y+6 _ 3x-4y-4
+JA?+B? +, A+ B}

~J(12) +(=5) (3 +(~4)’

12x=5y+6 _3x-dy-4
=169 J25

5(12x— Sy +6) = — 13(3x —dy — 4)
60x — 25y +30=—-39x + 52y + 52
Px—TIy-22=0

9x-Ty-2=0
En consecuencia, la ecuacitn de la bisectriz del 4ngulo agudoes larecta 9x - Tx-2=0,
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2 ®e+-Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por la intersecci6n de las rectas x + 2y — 3= 0,
x—2y-2=0,
Solucién
Al aplicar la definicién se determina que las distancias se relacionan de la siguiente manera:
d=dyyd =-d,
Sid, = d,, entonces: Sid, = —d,, entonces:
x+2y-3 _ x-2y-2 x+2y-3  x-2y-2
1 2 1 1 2 1 T 1
Jay+@° m'¢-2) NORC RO
x+2y-3 x-2y-2 x+2y-3  x-2y-2
Vs Vs Ve NE
X+2y-3=x-2y-2 x+2y-3=-x+2y+2
x+2y-3-x+2y+2=0 x+2y-3+x-2y-2=0
4y-1=0 2x-5=0
Finalmente, las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos son;
dy-1=02x-5=0

EJERCICIO 19
Resuelve los siguientes problemas:
1. Para el segmento definido por los puntos A(2, -3) y B(-6, 1), determina la ecuacién de la mediatriz,
2, Determina la ecuacién general de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(3, 2) y B(1, 5).
3. Encuentra la ecuacién de la bisectriz del 4ngulo agudo formado por las rectas:

X,y

—=] =3
4 3 ¥y

4. Obtén la ecuacitn de la bisectriz del dngulo obtuso formado por las rectas:
XY gy 2, L 6
T R
5. Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por las rectas:
x-y3=0y2x+4y+5=0
6. Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas:
Ix—dy+5=0y12x+5y-3=0
7. Las ecuaciones de los lados de un trifingulo son las rectas;
3x—4y+20=0;dx+3y-25=0;3x+ 4y + 4=0
Obtén las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccidn,
Para el triingulo cuyos vértices son los puntos A(— 1, 3), B(3, 5) y C(5, - 7\
8. Encuenira las ecuaciones de las mediatrices y su punto de interseccitn,
9. Determina las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccion,
10, ;Cuiles son las ecuaciones de las medianas y su punto de interseccion?
11, Encuenira las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccion,
12, Obtén la ecuacitn de la recta de Eunler (recta que pasa por el circuncentro, baricentro y artocentro),

0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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CAPTULO @
CRCUNFERENCIA
i Construccion de la grafica de
. *:: la bruja de Agnesi

e obtiene una circunferencia tan-
gente al eje X con centro en el

y=——s eje Y de coordenadas (0, %] ,
x"+a

se traza una recta fangente a la circun-
ferencia paralela al eje X con ecuacién y = a, se fraza una recta secante
que corte a la circunferencia en Ay a la recia y= a en B, se consfruye el

punto C con la abscisa del punio By o ordenada del punto A, formando
un friéingulo recténgulo.

Cuando el punto A recorre toda la circunferencia y el punto B la recta
fangente, se forma una curva a la cual se conoce como la bruja de

Agnesi.
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Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que su distancia a un punto fijo
llamado centro, siempre es constante.
¥

+ P(x y) Definicién:
| dep=r — V-hf +(y-k) =r
Ch b Elementos;
C: centro
r: radio
=X P(x, y): punto cualquieradela circunferencia

Ecuaciones de la circunferencia

Las formas de expresar la ecuacién de una circunferencia son las signientes:
Ecuacién en su forma ordinaria
Ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto C (k, k) y radio r,
x—m2+(y—kP=r1
Ecuacién en su forma general
Esta ecuacidn se obtiene al desarrollar los binomios e igualar a cero la ecuacitn ordinaria,
AP+ Cy’+Dx+Ey+F=0, conA=C
Ecuacién en su forma canénica
Si el centro de la circunferencia se encuentra en el origen, entonces su ecuacitn es de la forma;

24 yz =r?
Andlisis de la ecuacidn de una circunferencia
© Sir es positivo la circunferencia es real.

© Bir es negativo la circunferencia es imaginaria.
© Sir es igual a cero entonces representa un punto,

_ﬁ- 1 ®+ Una circunferencia tiene su centro en el origen y su radio es de 6 unidades. ;Cuél es su ecuacién en forma general?
i ' Solucién

b Se sustituye r = 6 en la forma candnica de la ecuacitn de la circunferencia y se
transforma a la forma general:

YJL
ey =6 /,=6
©+y' =36

0

X +y'=36=0
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2 ®e-Encuentra la ecuacion general de la circunferencia con centro en (2, —3) y radio 5.

Solucién

Se sustituyen el centro y el radio en la ecuacitn ordinaria y se transforma a su forma general;
G-hP+(y-k2="
E-2F +(y-(-3)P =067
=22 +(y+3P=25
Eodx+d+y?+6y+9=25
24y -dr+6y=-12=0

Se concluye que la ecuacion general de la circunferencia es x* + 3% —4y + 6y—12=0

3 ®¢- Determinala ecuacién general de la circunferencia de centro en el punto (7, —4) y que pasa por el punto (-5, 1).

Solucion
Por definicitn, la distancia del centro (7, — 4} al punto (- 5, 1} es el radio:

r= J{','-(-s]]’ +(=4=1)" = V144425 =13
H centro C(7, —4) y el radio r = 13 se sustituyen en la ecuacién ordinaria:

-2+ -k?=#

g
i (=T +(-(-4)=(13)
v v. -
/ —_— (x=T7+(y + 4 = 169
X X-14r +49+ y* + By + 16 -169 =0
r -4 A4y 14x +8y-104=0

La ecuaci6n en su forma ordinaria es (x — 77 + (y + 4)* = 169 y en su forma general, x* + y* — 14x + 8y — 104 =0
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4 ®¢: Obtén la ecuacién general de la circunferencia con centro en (- 4, — 1) y que es tangente a la recta 3x + 4y — 12= 0,
Solucién
Fl radio de la circunferencia es la distancia del centro a la recta tangente,
r_|Ax,+By,+C|_|3(-4)+4(—1]—12|=|—12—4—12|_ |-28] 28

N E O N OO R

28
3

28
Se sustituyen r =—5—— yel centro C(— 4, — 1) enla forma ordinaria;

i 2
x+dy-12=0 (== + -(-1)P= [%]

784

x+d+(y+117=

25
v Nx 12+3x+16+y2+2y+1=%4-
Z+y+ 8x+2y-3~;2=u
25x% + 25y% + 200x + 50y -359 =0
Por tanto, la ecuacién geneml de la circunferencia es: 25x? + 25y* 4200x + 50y — 359 = 0,
S ®e-Determina la ecuacién general de la circunferencia que pase por el punto (— 2, 1) y sea tangente a la recta 3x — 2y— 6 = 0,
en el punto (4, 3).
Solucién ; %
Se traza la grifica: o
El centro es el punto de interseccidn entre la mediatriz del segmento PP,
y la ecuacidn perpendicular a larecta 3x -2y -6 =0,

El radio es la distancia del centro a cualquiera de los puntos que estin
sobre la circunferencia.

= Ecuaci6n de la mediatriz del segmento PP,
Con el punto medio (1, 2) y la pendiente perpendicular — 3, se obtiene;

Ix+y-5=0 ,
© Ecuaci6n de la recta perpendicular a 3x — 2y - 6 = 0 en el punto (4, 3) A Bt X
-_ }l‘— =
Con la pendiente perpendicular —% y el punto (4, 3), se obtiene: /]
x+3y-17=0
Se resuelve el sistema formado por las rectas 2Zx + 3y — 17 = 0y 3x + y — 5 = 0 y se obtienen las coordenadas
cl-=.=
77

El radio es la distancia que existe entre el centro y cualquiera de los puntos por los que pasa la circunferencia,
por consiguiente se escoge el punto (4, 3):

(=) (-4 -2

Con ¢l centro y el radio se encuentra la ecuacién de la circunferencia en su forma ordinaria;

2y M1} (10y13Y
wwreo-wer o (3] (-7 < 57
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Al desarrollar y simplificar se obtiene la ecuacién en su forma general:
T2+ Ty +4r—82y+55=0
& ®e-Encuentra la ecuacién general de Ia circunferencia que pasa por los puntos A(2, —2), B(— 1, 4) y C(4, 6).
Solucién : ¥
Existen dos formas de resolver el problema: - 4 6)

1. Sustituir todos los puntos en la ecuacion general y resolver el sistema
de ecuaciones,

2. Obtener el centro con la interseccion de las mediatrices de los seg-

mentos formados por los puntos y posteriormente el radio con la dis- \\_/ X
tancia del centro a cualquiera de los tres puntos,

Aplicacion de la primera opcidn:
La ecuacitn general es Ax* + Cy* + Dx + Ey + F=0, entonces sid = C= 1, se convierteen x* + y* + Dx + Ey + F=10
Sustituci6n del punto A(2, —2)
CP+ (=27 + D)+ E-2)+F=0
4+4+2D-2E+F=0
Primem ecuacién: 2D -2E+ F=-8§
Sustitucién del punto B(— 1, 4)
1P+ @2+ D1+ E&H+F=0
1+16-D+4E+ F=10
Segunda ecuacién: -D +4E+ F=-17
Sustitucién del punto (4, &)
@2+ (62 +D(d)+ E6)+ F=0
16 +36+4D+6E+F=0
Tercera ecuacién: 4D+ 6E+ F =-52
Resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incOgnitas, resolviendo:
2D-2E+F=-8
—D+4E+ F=-17

4D + 6E + F=-52
Se obtienen los valores de D, Ey F,

Estos valores se sustituyen en la ecuacién general;

2+yl+Dx+ Ey+F=0

Por tanto, se concluye que la ecuacidn es:

5, By Wy

+ Y- — ¥ —

Gl 3
Ahora bien, al multiplicar por seis pam eliminar los denominadores, se obtiene;

6x2+6y2—32:c—1'5y—34=(]
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Para la segunda opcitn, se utilizan las mediatrices:
¥

a4, 6)
B(-1,4) ' Mediatriz del segmento AB
r'
2 BN X
A(2-2) \ Mediatriz del segmento BC

Se obtienen las ecuaciones de las mediatrices de los segmentos:

Mediatriz del segmento AB , Mediatriz del segmento BC ,
Coordenadas del punto medio: Coordenadas del punto medio:

2+(-1) <2+4 1 -1+4 4+6 3
P, 3 =F _:1 P- l_=Pu| _15

'[z z][z] [2 2][2]
Pendiente del segmento: Pendiente del segmento:

4-(-2) e O

=—=—2 = =
P e 4-(-1) 5
Pendiente de la mediatriz: Pendiente de la mediatriz:
- I

T om =2 2 T m 3_ 2

5

Ecuacitn de la mediatriz; Ecuacién de la mediatriz;

—1—-]—[ a] =y 2x—-4y+3=0 —5——5-[ c ] vy ity aE
T L S B N

Para buscar el centro de la circunferencia se resuelve el sistema de ecunaciones formado con las mediatrices:

2x-4y+3=0
10x+4y-35=0

25
El punto de interseccion de las rectas es 3’ 12], representa el centro de la circunferencia. Para obtener el radio, se

calcula la distancia del centro al punto B(-1, 4}oacualqui¢radelus otros puntns.

A
Se sustituyen el centro (: lszelradlnr VI 1ad enla ecuacitn ordinaria de la circunferencia y se transforma
a su forma general,
( 3]’ [ 15]’ \/2465 16x 64 25y 625 2465
x==| +|y-=]| =,/—— - —— 4y = —=——— =0
3 12 144 ] 9 6 144 144
5 16x 25y 17
__—_——=U
i 4 3 6 3

6x" +0y'=32x-25y-34=0
Se observa que por cualquiera de los dos métodos, la ecuacion de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados
ocircunscrita en el tridngulo es:
6x" +6y - 32x—25y-34=0
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EJERCICIO 20
De los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacién en su forma general:
1. ;Cudl es la ecuacitn de la circunferencia con centro en el origen y radio de 4 unidades?
2, Determina la ecuacion de la circunferencia de centro en el origen y radio de _i\@ unidades.
3. Encuentra la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto C(1, -3) y radio de 2 unidades,

1. 2 5
4. Obtén la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto [—E,—g)}'radiudc e

5. (Cuiil es la ecuacidn de la circunferencia de centro en el origen y que pasa por €l punto (2, - 3)7

6. Encuentra la ecuacién de la circunferencia de dismetro el segmento formado por los puntos A(=4, 7) y B(6, - 1).
7. Determina la ecuacion de la circunferencia de centro en el punto C(1, —3) y que pasa por el punto (4, 3).

8. ;Cudl es la ecuacion de la circunferencia cuyo centro estd en (- 1, — 5) y es tangente al eje ¥?

9. H centro de una circunferencia es el punto (5, —2) y pasa por el origen. ; Cudl es su ecuacién?
10. Obtén la ecuacidn de la circunferencia de centro en el punto (- 4, 2) y didmetro 8.

11, ;Cudl es la ecuacidén de la circunferencia que es tangente a los ejes coordenados, su radio es de 5 unidades y su centro
estd en el cuarto cuadrante?

12, Una circunferencia tiene su centro en el eje X y pasa por los puntos (- 1, 5) y (2 3). Determina su ecuacidn,
13. H centro de una circunferencia estd en el eje ¥ y pasa por (0, —2) y (3, — 6). Encuentra su ecuacicn.

14. Una circunferencia tiene su centro en (0, — 2) y es tangente a la recta 5x - 12y + 2 = 0. ;Cuil es su ecuaci6én?
15, ;Cudl es la ecuacidn de la circunferencia con centro en (4, — 3} y que es tangente a larecta 3x + 4y - 10 = 07

16. Elradio de una circunferencia es 4 y su centro estd en las intersecciones de las rectas x + 3y -T=0y 2r + S5y - 12 = 0,
Obtén su ecuacitn,

17. Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccitn de las rectas 2x -3y -6 = 0,
3x+ y +13 =0, ademds, es tangente ala recta Sx + 12y - 106 =0,

18. Una circunferencia pasa por el punto (1, — 6) y su centro estd en la interseccitn de las rectas 4x - Ty + 10 =0
y Tx + 3y — 13 = (0, Encuentra su ecuacidn,

Encuentra las ecuaciones de las circunferencias que pasan por los siguientes puntos.

19. 3,4) (2 -1Dy(0-3)

20. (9. - 1)- (711 3}}" (4l = E}

21- (-2 i 2}! (.-2- 1} )r {Tl U}

22. (- 1- W l}l (1! 1})’(5- -3}

8 31

23, Encuentra la ecuaci6n de la circunferencia inscrita en el tridngulo, cuyos vértices son los puntos (- 4, 2), (3 . '5) ¥
(16, - 13),

Para los ejercicios 24 a 27 utiliza el tridngulo cuyos vértices son los puntos A3, - 2), B(1, 2)y G- 5, - 4).

24. Encuentra la ecuacitn de la circunferencia circunscrita en €1,

25. ;Cudl es la ecuaci6n de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del trifingulo?

26, Determina la ecuacitn de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y es tangente al lado BC,

27. ;Cuil es la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en larecta 2x + 3y + 1= 0y que pasa por los vértices A y C?

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente o
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria

Sea la ecuaci6n de la circunferencia Ax? + Cy* + Dx + Ey + F = 0, en su forma general y A = C, entonces para hallar
el centro y el radio se siguen los siguientes pasos:

Ax?+ A2+ Dx+ Ey+ F=0
D E F
f+y’+;x+;y+;=u Se divide la ecuacién entre A,
x!_,_ﬂx_,_},z_,_ﬁy:_f Se agrupan los términos de x y y,el término independien-
A A A te se pasa al segundo miembro,
D D Bl B B R
o —_— — —— = e e s e l i i a
xz+Ax+4A’+yz+Ay+4A’ 4,42+4,42 X Se completa el trinomio cuadrado perfecto
DY EY D*+E'-4AF .
t—| +|y+— | =————— toriza,
(x 2.4) (y 2.4) 447 Nelas
Ahora, al comparar la ecuacitn con su forma ordinaria se obtiene:
D E 1
Centro=|-—, - — j0= —D* +E*=4AF
) [2A m]ymm 7R
Lo anterior indica que para transformar la ecuacion general a la forma ordinaria se utilizan los siguientes métodos:
© Férmula
© Completando trinomio cuadrado perfecto

Con los cuales se encuentran las coordenadas del centro y la longitud del radio de una circunferencia.

EJEMPLOS

1 ®# Emplea las férmulas para obtener ¢l centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacion es:
i 2+ +4x -6y +6=0
iy Solucién

Se determinan los valores de A, D, Ey F;
A=1,D=4,E=-6y F=6
Estos se sustituyen en las férmulas:
v I || () o= —— J(4) +(=6) - 4(1)(6) =L V2B =T
—_— [2(1)’ 2(1}] (2.3 rado= (4] +(8) - 4(0)(0) =3 (B - 7

Se concluye que el centro es el punto (- 2, 3) y el radio /7 .

2 ®+:Parala circunferencia cuya ecuacién es:
X2+ —6x+8—11=0

Determina completando los trinomios cuadrados perfectos el centro y el radio.

Solucién
P4y -6x+8y-11=0
(o =6x) + (3 +8y) =11 Se agrupan los términos en x y en y, el término indepen-

diente se pasa al segundo miembro,
(-6 + (37) + (07 + By + (4)) = 11 + (3 + (@) Se completan los trinomios cuadrados perfectos.
(P -6x+9+ (7 +By+16)=36
(x-37+(y+4y =6 Se factoriza para obtener la forma ordinaria,
Resulta que las coordenadas del centro son C(3, — 4} y el radio r = 6.
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3 ®@e-Encuentra las coordenadas del centro y la longitud del radio de la circunferencia, cuya ecuacion es;
92+ 97+ 18— 12y + 10=0
Solucién
9% + 97+ 18x— 12y + 10=10

2 |
£+QL+E—E?+E=U Se divide entre nueve la ecuacién,
9 9 9 9 9
4 10
x’+y’+2x—§y+3=u Se agrupan los términos de x y y y se pasa al segundo
4 & i i miembro el término independiente,
x2+2x+1+y2—§_‘p‘+§=—3+1+§ Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
2
(x+1)’+(y-3] =% Se factoriza y simplifica para obtener la ecuacién ordinaria,
2 1.3

Hm]mcntc,lascwrdemdasdclccntmsunC(—l, 5) yclradiur-,kl?’ =

4 @+ ;Cuil es la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (— 4, — 1) y es concéntrica con la circunferencia
Cpxl+y +2x—dy+1=07
Nota: Concéntricas: tienen el mismo centro,
Solucién
Se obtiene el centro de la circunferencia C,:
2+ arr-dy+1=0-22+ 0 +y2-dy=-1
P+U+1+P-dy+d=-1+1+4
x+1P2+(y-21=4
Entonces, ¢l centro es C(- 1, 2),
H radio de C, se obtiene de la distancia del centro C(—1,2)al (-4, - 1),

r=y(-4-(-1)) +(-1-2)" =\0+9 = I8

¥a

Grdfica:

Y

Por consiguiente, la ecuacitn de la circunferencia C, es:
C-WP+ OG-0 =P = @-(-DP+ (-2 = (VI8)
e+ 14y2-4y+4=18
Pey’+2x—4y-13=0
La ecuacidn de la circunferencia C,estd determinada por:
24y +2x—4y-13=0
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5 ®+-0btén la ecuacion general de la circunferencia que es tangente a la recta x + y— 2 = 0 y concéntrica con la circun-
ferencia 3x% + 3y7 —6x —dy =0,
Solucién
Se obtiene el centro de 3x% + 3y2 —6x— 4y =0
3 3y 6 4

3x2+3y2—6x—4y=l]—> T+T—§x—§y =0

x2+y2—2x—§y=(]
x2—2x+y2—%y=(]

xz—2x+1+y2—%y+%=l+ o

* 3) T

2
Hl centro de la circunferencia es (1, E)‘

2
El radio es la distancia del punto [l, 5) alarectax +y -2 = 0, entonces,

i 1+§—2| _‘—% _i_L
TR
Por consiguiente, la ecuacién general de la circunferencia con centro en (1 %)yrwﬁu ilfi-cs:
2y’ 1Y
k- +@y-b=r - (x—1}2+(.‘f-§] =(3_J’5]
x?—2x+1+y2—§y+g=%

Al multiplicar por 18,
182 - 36x + 18 + 18y2 -2y + 8 = 1
18x% + 18y? 36 - 24y +25=0
& ®¢:Determina los puntos de interseccién de las circunferencias:
Cpx+y—2+16y=0; Cpxl+y —bx—dy=0

Solucién
Se restan las ecuaciones de las circunferencias, para eliminar los térmi-
nos cuadriticos:
X +y -2x+16y=0
= (x2+y2—6x— 4y=0]
4x+20y=0
Se despeja x de la iiliima igualdad;
x =—? — x=-5y
Se sustituye el valor de x en cualquiera de las ecuaciones de las circun-
ferencias:

(=5y) +y?=2(-5y)+16y=0
255"+ + 10y+ 16y=0
26y +26y=0
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Esta tiltima ecuacién se resuelve y se obtiene:
26y" +26y=0 — 26y(y+1)=0
y=0y=-1
Los valores obtenidos de yse sustituyen en la igualdad x = — 5y para obtener los valores de x:
Paray = 0 Paray = -1
x=—5{0} x=—5l:— 1}
x=0 x=5
Entonces, los puntos de interseccitn de las circunferencias son: (0, 0) y (5, - 1).
EJERCICIO 21
Determina el centro y el radio de las siguientes circunferencias:
I 2+y¥+2r+ 2y-2=0 7. xt+y?+dx+3=0
2, 2+y-6x+8y+20=0 8 20+ 2y%+ 1l0x-6y +3=0
3. 24y 46+ 2+ 10=0 9 dl+dy’-dx+ 12y +9=0
4 2+y-dx+2y+14=0 10, 5524 5y2-2x-30y+ 42 =0
5, P+ + 4x-8y+40=0 11, 12624 12y - 18x + 4y + 5=10
6, 2+ -By+7=0 12, 36x% + 36y + 48x — 36y -299 =0
13, Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por el punto (7, 5) y es tangente a la circunferencia
243y +dr+16y-22=0,
14, Determina la ecuacién general de la circunferencia que pasa por el punto (3, 5) y es tangente a la circunferencia
24+ +Tx+y-10=0,enel punto (1, 1).
15, ;Cudl es la ecuaci6n general de la circunferencia de radio J13 y s tangente a la recta 2x +3y -7 =0, en el
punto (2, 1}?
16, Obtén la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccion de las circunferencias
P+ —dr-6y-16=0yx*+y* + 17x + 3y + 2= 0, y cuyo centro estd sobre la recta x + 2y + 5 = 0,
17. Determina el valor de k para que la recta kx + y — 15 = Osea tangente a la circunferencia x> + y* + Gx -8y -1 =0,
18, ;Cudles son los puntos de interseccion de la circunferencia x* + y* —2x —6y - 26 =0 conla recta x -y + 8 = 0?
19, Encuentra los puntos de interseccién de la recta 2x 43y — 10 = 0 con la circunferencia de ecuacicn
24+ -Bx-10y+28=0,
20. ;Cudles son los puntos de interseccién de la recta 5x — Ty - 35 = 0 conla circunferencia de ecuacién
2+ +6x-dy-36=07
21, Encuentra los puntos de interseccién de las circunferencias:
L+ P -12r-14y+T2=0; 2 +y -dx-6y+8=10
22, Determina los puntos de intersecci6n de las circunferencias:

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

P4y -br+8y+15=0;x"+y"-16x -2y +45=0
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6 CaAPMTULO
GECOMETRIA, ANALTICA

EJEMPLOS
.g- 1 @+ Representa gréficamente la familia de circunferencias con centro en el punto (2, -3) yp=1,2y 3.

E
b

Familia o haz de circunferencias

Son aquellas circunferencias que satisfacen la condicién:
x=hy¥+(y-kP=p?
Donde p es el pardmetro y es un nlimero positivo,

Solucion
Se trata de una familia de circunferencias concéntricas,
Las ecuaciones de las circunferencias son;
Crx=22+(y+3F=1 0 P+y-dr+6y+12=0
Cy(x-2P+(y+37=4 0 Xyl dx+6y+9=0
Cy(x-2+(y+3P=9 0 2y -de+6y+4=0
Sus representaciones griificas son: |

Y

EJERCICIO 22
z Representa gréficamente las siguientes familias de circunferencias:
. 1. Centroenel punto(l,2)yp=12y3 6 2+y=p
. 2, Centroenel punto (-2 -3)yp=13y5 7. Centroenel punto (-3, ) yp=2, g, %
3. Centroenelorigenyp=2,4y6 B. (x+ 22+ (y=-32=p?
4. k-17+(y-3=p? 9. x-3F+y=p
5 8+ (y-2"=p 10, Centroenel punto (0, -2)yp=2,4y6

Determina la familia de circunferencias que cumplen las siguientes condiciones:

11

. Centroen la interseccion de las rectas 2x + 3y -5=0,x -4y +3 =0

12, Centro en el punto medio del segmento, cuyos extremos son (3, - 2) y (- 5, —4)

13. Concéntricas conx? + y>+ 4x —6y—-12=0

14, Concéntricas con la circunferencia que pasa por los puntos (0, 0), (1, 1), (1, = 1)
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® + « « « s ¢ 5 s 6 6 0 o o 0 o s
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B
TRANSFORMACION DE COORDENADAS
TERRESTRE
T P
T | sumsiose/” | dogeans
g —Oou : A
—d : | | eje terrestre es una linea imo-
A - \; B Egincrio que afraviesa la Tierra y
: - Equinaceia de atoita pasa por su centro.
W Movimiento de traslacién de la Tiema | g frgslacién, sumada @ la inclinacién
N\ —— del eje ferresire, hace que la Tierra

—

ocupe disfintas posiciones respecto ol Sol durante el aiio que demora en
complefar su érbita. Esio origina la sucesién de las distintas estaciones (ve-
no, ofofio, inviemo y primavera).

Debido a la inclinacién de la Tierra, siempre hay una mitad que estd més
cerca del Sol. Esto provoca diferencias en los femperaturas y en la dure-
cion del dia y la noche durante el afio. Cada variacion brusca de estos
factores marca el inicio de una de las cuatro esfaciones.

Cuando es el polo norte el que se inclina hacia el Sol [de marzo @ sep-
fiembre), los rayos solares llegan con intensidad al hemisferio norte, lo
que determina la sucesion de la primavera y el verano, mientras que en el
hemisferio sur se suceden el ofofio y el invierno, el polo sur estd en oscuri-
dad. La situacién se invierte cuando es el hemisferio sur el que se inclina
hacia el Sol, de sepliembre a marzo. En el verano los dias [horas de sol)
son prolongados, por el confrario, en el invierno, son mucho més cortos,
ya que el Sol sale farde y se pone femprano.




7 CAPTULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Traslacién de ejes

Desplazamiento de los ejes de un sistema de coordenadas rectangulares, de tal manera que el nuevo origen sea el pun-
to O’(h, k). La traslaci6n se utiliza para eliminar los términos lineales de la ecuacitn de segundo grado de la forma:

A+ O+ Dx+ Ey+ F=0
Férmulas que relacionan el sistema de coordenadas X' ¥ con el sistema XY,

¥4 Vi ¥
Ecuaciones de traslacitn;
y’ Plx v)
* RS e s ? _P(x'_ y’} x=x"+h
: y=y'+k
kF=ssaa-s — 2
O’(h, k) o X
0 h x X
Traslacién de un punto @ un nuevo sistema de coordenadas
Ejemplo
Si el origen se traslada al punto (1, 1), ;cudles son las coordenadas del punto (-3, 6)7
Solucién

Se calculan los valores de x, y, h y &
x=—3,y=ﬁ,,&=1)rk=1
Los valores se sustituyen en las ecuaciones de traslacidn, para encontrar el valor de x" y y";

x=x"+h
y=y' +k
—3=x+1 6=}"+1 =
~3-1=x 6-1=y 'y (P i
=-4 )”=5 : :_
1 (] [ O! | IX’
L] T lu-_ T T T x

Por tanto, las coordenadas del punto en €l nuevo sistema son:

=4, 5)
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Cariuio 7

Transformacién de coordenadas
Transformacién de una curva trasladando el origen
EJEMPLOS
_g- 1 @« Transforma la ecuacién x® + y* — 4x + 4y = 0, trasladando el origen al punto C(2, —2).
i Solucién
i Hl nuevo origen es el punto C(f, k) = C(2, —2), entonces h =2y k=-2,
Se sustituyen los valores enlas ecuaciones de traslacitn:
x=x+h=x+2 y=y +k=y -2

Estas se sustituyen en la ecuaci6n de la circunferencia:
®+22 4+ -22 -4 +2) +4(’ -2)=0
Se desarrollan las operaciones indicadas y se simplifica para obtener:

X244 444924y +4 -4 B+ 4y —8=0
X24y2448 4y’ —dy +4y’ +4+44-8B-8=0

24y -8=0
Finalmente, la ecuacidn que resulta es;
X2+y?-8=0
Grifica
= Ya vy
N
\ ¥
0 lee- X
I

2 ®e-Encuentra la nueva ecuacidn de la curva 2 + 3)% —8x + 6y —7 = 0, si se traslada el origen al punto (2, — 1),
Solucién
Al sustituir # =2 y k= -1 en las ecuaciones de traslacidn x =x" + k; y=y" + k. se determina que;
x=x+2%Ly=y -1
Los valores de x y y se sustituyen en la ecuacién 2x* + 3y* —8x + 6y = 7, se desarrollan los binomios y se reducen
€rminos semejantes para obtener la nueva ecuacién,
2"+ 2P + 3y - 1P -Bx"+ )+ 6(y' - 1) =7
2x?+ 4+ 4) + Hy2 -2y + 1) Bx'-16 +6y'—6 =7
2 4B+ B+3y? -6y + 3B 16+ 6y’ -6 =7

2%2 4+ 3y2-18=0
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3 ®e-Determina la nueva ecuacion de la curva y* = x> + 3x% + 3x + 4y - 3, si el origen se mueve al punto (- 1, 2),
Solucién
Se sustituyen los valores de h y ken las ecuaciones de traslacion,
x=x"—1
y=y+2
Las ecuaciones se sustituyen en la ecuacitn de la curva y se desarrollan las operaciones indicadas,
Y=x'+3%+3x+4y-3
O+ = —1P+3 12 +3 - +4y +2) -3
Y244y +4=x 7430 14307 - + D43 - D +4(y +2)-3
Yil=x? 302430 -1+ -6 +3+ % -3+4y° +8-3 -4y 4

Se simplifican términos semejantes para obtener la nueva ecuacidn,

}’,2 =J’."3
EJERCICIO 23
*  Determina las nuevas coordenadas de los siguientes puntos, de tal manera que se trasladen los ejes coordenados al nuevo
*  origen indicado.
1. A@,-1);0°(2,-3) 4, D(-6,-4);0'(4,0)
2. B(.2) 0'(~4,1) 5. E@©0:0(8 -7

3. o, 5; 071, 1)

Transforma las siguientes ecuaciones, trasladando los ejes coordenados al nuevo origen indicado.

6. P -Be-6y-T=0;(-23) 12, 4x2+5y2-32x + 10y +49=0; (4, - 1)

7. 2+ 2%-4y+5=0;(-1, 1) 13, 92+ 4y -36x-24y=0; (2 3)

B 24y -dx-5=0:(2,0) 14, -2y -2x+12y-19=0;(1,3)

9, X+ +ox—10y+9=0; (-3 5) 15, 4x? - 9y? - 24x + 108y - 324 = 0; (3, 6)

10, 4y2-43x-4y+49=0;(1, %) 16, y=x -62 +12x-11; (2, -3)

11, 92 + 165> =32y 128 = 0; (0, 1) 17, ¥ =R+ 324+ -2y-1; (-1, -1)
@) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondiente « « « <« « + s o s st o
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Cariuio 7

Transformacién de coardenadas

Transformacién de una ecuacién

_g- . @+ Determina el nuevo origen para que la ecuacién de la curva y* + 4x — 10y + 25 =0, al realizar una transformaci6n, no

tenga términos lineales,
Solucién
Se sustituyen las ecuaciones de tmslacién x =x" + h, y =" + k, enla ecuacidn dada.
y+dx—10y+25=0
O+ 4+ =100+ k) +25=0
3¢ desarrollan las opemciones indicadas,
Y1+ 4k 440" +4h-10y —10k+25=0

3e agrupan los términos x* y ¥' y se factorizan por término comiin,

24+ 2k =10y +4x"+ 2 + 4h - 10k + 25=0
y2 4 (2k-10)" + 45"+ (K2 + 4k - 10k + 25)=0
Para que la ecuaci6n no tenga términos lineales se igualan con cero los coeficientes de éstos, para determinar el valor
de las incGgnitas.
2k-10=0
2k =10
k=5
El coeficiente del término lineal x* es distinto de cero, entonces se igualan con cero los términos independientes, se
sustituye el valor encontrado y se resuelve la ecuacion,
F+dh -10k+25=0
(5P +4h-10(5)+25=0
25+4h-50+25=0
4h=0
h=0

Finalmente, el nuevo origen es el punto 0'(0, 5) y la ecuacitn transformada es:
yi+dx' =0
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2 ®e-Elimina los términos lincales mediante una traslacién de ¢jes y determina el nuevo origen de la ecuacitn;
£+97+4x-18y-23=0
Solucién
Al sustituir las ecuaciones de traslacitn x =x" + h, y = " + k enla ecuacion dada,
O+ +90 + P+ 4"+ h) - 18(y +k)-23=0
Se desarrollan las operaciones indicadas,
2+ 2h+ b2+ Ny + 27k + i)+ Ax"+ 4h - 18y’ - 18k -23 =0
X2+ 2R+ R+ W2+ 18k + 9 + A’ + 4k - 1By’ - 1Bk-23 =0
Se agrupan los términos lineales y se factoriza a x’ y ¥’ como término comin.
X2e 0l (2h+ ' + (1Bk— 18y + 2+ 92 +4h — 18k - 23 =0

Para eliminar los términos lineales x* y y’, los coeficientes se igualan con cero y se resuelven las ecuaciones que re-

sultan,
2h+4=0 18k-18=0
2h=-4 18k = 18
h=-2 k=1

Entonces, €l nuevo origen tiene coordenadas (- 2, 1).
Los valores de ki y k se sustituyen en la ecuacidn;

X2l (2h+ ' + (1Bk— 18y + 2+ 92 +dh — 18k - 23 =0
Se obtiene la ecuacidn referida al nuevo origen,

2497+ (2h+ 4"+ (18k - 180"+ I + 9% + 4h - 18k -23 =0
#2492 4 [2(-2)+ 4]w + [18(1)-18]y"+ [(-2)"+9(1)" +4(-2)-18(1)-23] =0
x'2.+9y’2+{-4+4)x’+(18-18}y’+(4+9-8-18-23}=0
X2+ %?-36=0

Por tanto, el nuevo origen y la ecuacion sin términos lineales son:

O'(-2, 11 x2+9%-36=0

3 ®e-Transforma la ecuaci6n 3x2 — 4y7 + 6x + 24y — 135 = O en otra que no tenga términos de primer grado,
Solucién

Al sustituir x =x" + h, y = ¥" + k enla ecuacidn;
32 -4y’ + G+ 24y -135=0

3+ hP -4+ B+ 60+ )+ 24(y'+ k) -135=0

x4+ 2h+ B =4y T+ 2k + K + 6"+ Bh + 24y + 24k - 135 =0
3x 2+ 6xh + 3% — 4y — By'k — 4k% + 6%+ 6 + 24y’ + 24k - 135=0
3x’2-4y'2+(6h+6)x’+(—B.k+24}y'+ 3h2-4k2 + 6h + 24k -135=0
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Transformacién de coardenadas
Donde:
6h+6=0 -Bk+24=0
6h=-6 -Bk=-24
=1 k=3

Por consiguiente, las coordenadas del nuevo origen son (- 1, 3),
Se sustituyen estos valores en la ecuacion;

3 —dy'? 4+ (6h + 6" + (—8k+ 24)y" + 3% —4I2 + 6h + 24k - 135=0
se obtiene:
32 — dy"2 +(6(=1) + 6)x" + (—8(3) + 24)y" + H-1)2 —4(3)* + 6(-1) + 24(3) - 135 =0
Ix? -4y L (6460 + (24 + 24y + 3D -49)-6+T2-135=0
%2 4y?+3-36-6+72-135=0
3x2-4y?-102=0
4 ®¢-Transforma la ecuacién x* + 3¢? + 3x + y = 0, mediante una traslacién de ejes de coordenadas o una que no tenga
términos lineales.
Solucién
Sustituirx=x" + h, ¥y =y + ken la ecoacitn;
24+3743x+y=0
W+ 3+ +3+ N+ + D=0
Se desarrollan las operaciones, se agrupan los términos lineales y se factorizan como término comiin,
X34 3T 4305+ P+ 3x7 4 6l 4307 + 32"+ 3h+y' + k=0
X4 3?4302 4 3+ 6l + 3+ Y+ P+ 302 43k 4+ k=0
2+ Gh+3x?+ G +6h 43+ Y+ (P + 3P + 3k + ) =0
Se iguala con cero el t€érmino de primer grado y se resuelve la ecuacitn.
3 +6h+3=0
F+2h+1=0
th+ 172 =0
h=-1

Hl coeficiente de y" es distinto de cero, se igualan con cero los términos independientes y se sustituye el valor encon-
trado de & y se resuelve la ecuacidn,

B+32+3h+k=0
(1P +3-D2+3(-1 +k=0
k=1

Por tanto, las coordenadas del nuevo origen son: (- 1, 1).
Los valores de h y kse sustituyen en la ecuacion,

P Ch+ 3T+ GBI +6h+ 3"+ '+ (B + 37 +3h+ k) =0

Finalmente, la ecuacién transformada es:
4y =0
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EJERCICIO 24

Mediante una traslacién de ejes reduce las siguientes ecuaciones a otras que carezcan de los términos lineales.
I X—dr-8y+12=0

2, y¥=16x+80=0

3 2+yY-dx+6y+5=0

4 2+yY¥+ 2+ 8 +13=0

5. 92 + 4y~ 18 + 16y - 11=0

6. 16x2 + 16y* + 64x — 160y + 455 =0
7. 25x2 - 16y + 96y + 256 =0

B ¥ +3y-x+3y-3=0

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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i
CAPITULO
PARABOIA
HISTORIC
S [ g
:§ v
&
—cd onocido como "el gran gedémefra”. Se sabe po-
R co de su vida, pero sus trabajos tuvieron una
T gran influencia en el desarrollo de las matemati-
cas, en parficular su famoso libro las cénicas, infrodujo
— Apolonio de Perga = I

(2624a. C.-190 a. C.)

terminos tan familiares hoy en dia como parébola,
elipse e hipérbola.

Apolonio demosird que las curvas conicas tienen muchas propiedades infe-
resantes, Algunas de esas propiedades son las que se ufilizan actualmente
para definiflas. Quiza las propiedades mas interesantes y Ufiles que des-
cubrié de las conicas son las propiedades de reflexion. Si se construyen
espejos con lo forma de una curva conica que gira alrededor de su eje,
se obfienen espejos eliplicos, parabdlicos o hiperbdlicos, segin la curva

que gira.

lo circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola son llamadas cénicas por-
que se pueden obtener haciendo corfes en un cono circular recto doble

con un plano.




8 Caruio

(GEOMETRIA AMALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que equidistan de un punto fijo,
llamado foco, y una recta fija, llamada directriz,

D Y,
PF=PD
Elementos:
V: Wertice

F: Foco
X DD’ Directriz
LR: Lado recto, IR = | 4p|

p: pardmetro
(distancia del vértice al foco o a la directriz)

DJ
—p—t—r—
EJEMPLOS .
.i 1 ®# Determina la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan del punto F(0, 3) y de la
E rectay+3 =0,
i
Solucién

Con las férmulas de distancia entre dos puntos d=\||r(x2—x,]z.+(}'z—}'i]z y distancia de un punto a una recta

+By+C
d= Axﬂzﬂysz ,5¢ obtienen las distancias del punto P(x, y)a Fya la recta;
+
— - 3
PF =\ +(y-3), PD=—2=
b
Al igualar;

3 -y
Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn:
2 : 2
(V7 +0-37) =0+3)
Se desarrolla y se simplifica para obtener la ecuacidn del lugar geométrico, denominada pardbola,

X4y —6y+9=y" +6y+9

X =12y=0
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2 oo

Parabola

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de un punto del plano que se mueve de tal forma que su distancia al punto
(2, 1) siempre es igual a su distanciaalarecta x+2y—3 =0,

Solucién
Se obtienen las distancias,
= — EEIy=3
PF=(x—2) +(y-1) , PD=212Y—=
(x=2)" +(y-1) o
Al igualar,
=x+.’..‘y—3

-2 +(y-1)
(e-2F +(y-1" = 222
Al elevar al cuadrado ambos miembros y reducir términos semejantes, resulta la ecuacidn que se busca,
( Il(x_z)z +(}|_1]! ]2=(%)2
J5

X4y +9+4xy—6x-12y

X —dx+d+y -2y+l= s

5x"+5y" —20x-10y+25 = ¥ +4y +9+4xy—6x—12y

4x’ —dxy+y = ldx+ 2y+16=0

EJERCICIO 25

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente u

1.

Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (— 2, 0) es igual a su distanciaalarectax—-2=0,
Determina la ecuacitn del lugar geométrico descrito por el punto,

. Un punto se mueve en el plano de tal manera que equidista del punto (0, — 1) y de la rectay — 1 = 0. Encuentra

la ecuacidn del lugar geométrico que describe,

Un punto P(x, y) se mueve de manem que su distancia al punto (3, — 1) es siempre igual a su distancia a la recta
x+3=0. Determina la ecuacidn del lugar geométrico.

Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de la recta y + 4= Oy del punto
©, 4).

Obtén la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a la misma distancia del punto (2, 4)
yde larecta y—6=0,

Encuentra la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales su distanciaalarectax+ 1=0es
igual a su distancia al punto (— 7, 2).

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto (0, 3) y de la recta
x+y—-4=0

Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (2, — 1) es igual a su distancia a la recta
2x + 3y— 1 = 0. Obtén la ecuacitn del lugar geométrico que describe el punto,
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Ecuacién de la parébola con vértice en el origen

Sea una pardbola con vértice en el origen, foco F(p, 0) donde pes el parimetro y su directriz x = —p, Se toma un punto
P(x, y) que cumpla con la condicitn de que la distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir:

PF=PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d= \fxz—x,] (}'z‘)’:]z,)rladedistamiadcunpunmaum

%,m obtienen las distancias del punto P al foco y a la directriz,
+

La distancia de P al foco es: . -
PF =\(x=p) +*
E’_f'=1 x]+z(](y +2p
(1) +(0)
Jx=p) +y* =x+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se determina que:

2
(Vix=pY #57) =(es o)
(x-pP+y=x"+2pmx + p
F-dpx+pl+y -x-2pc—p’=0
Y4 =0
Si el foco estd sobre el eje ¥, F(0, p) donde pes el pardmetro y su directriz la recta y = —p y vértice en el origen, al
aplicar la definici6n el resultado es el siguiente:

(y-p) +x* =y+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:
(ﬂ'y p) +x] =(y+p)’
G-pl+ =y +2py +
YV =Zpy + pP4xt -y - 2py - pi=
x2—4py=0

Elementos y ecuacién de una pardbola con vértice en el origen

Pardbola horizontal
Su foco estd sobre el eje X y son céncavas hacia la derecha o a la izquierda,

D Y4 Ecuacidn candnica;
yi=dpx
Foco: Fip, 0)
Directriz (ﬁ}:x =-p
X  Ecuaciéndeleje:y =0
Lado recto: LR = |4p|

La distancia de P ala recta x + p=0es:

Ahora se igualan las distancias;
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Parébola

Cancavidad
© Sip> 0 entonces la pardbola abre hacia la derecha,
2 8i p<0entonces la pardbola abre hacia la izquierda,

Parébola vertical

Su foco estd sobre el eje ¥, son concavas hacia arriba o hacia abajo,

Ecuacién candnica:

x2 =dpy

Foco: F(0, p)
Dircetriz (DD ).y = - p
Ecuacidn del eje: x =0
Ladorecto: LR =|4p|

D iy

Concavidad
© 8ip> 0 entonces la pardbola es concava hacia arriba,
© 8i p< 0 entonces la pardbola es céncava hacia abajo.

EJEMPLOS .
1 ®# Encuenira los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacién es y* — 8x= 0,

§_ Solucién
: Se escribe la ecuaci6n en su forma candnica: y* = 4px
f—Sx:U — y2=8x

Donde 4p=8 — p=2

Es una pardbola horizontal y abre hacia la derecha, al sustituir en las férmulas se obtienen sus elementos y pos-
teriormente su grifica,
Foco; F(p, 0) = F(2, 0)
Directriz;x =—p »>x=-2
Ladorecto: LR = |4(2) |=8

x=-2 Y 4

Eje: y=0

-F(2,0)
—

R

=1 =3 T I|

- om o
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2 ®e-Encuentra los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacion es; 35 — 12y =0,
Solucién
Se escribe la ecuacitn en su forma candnica; x> = 4py
3 -12y=0 = 3’ =12 - L=dy
Donde 4p= 4, entonces p = 1,
Es una parbola vertical y abre hacia arriba, al sustituir en las férmulas se determinan los elementos y posterior-
mente la grifica:
Foco: F(0, p) = F(0, 1)
Directriz; y=—-p—2y=-1
Lado recto: LR = | 4(1) |=4

Eje:x =0

3 @+ Determina la ecuacin de la pardbola con vértice en el origen y foco en el punto (3, 0).
Solucion
Se grafican los elementos dados, se deduce que la pardbola es cincava hacia la derecha y el valor del pardmetro es
p =3, al sustituir en la ecuacidn y* = 4px, se obtiene:

¥4
] ¥ =4px
1 ¥ =403
] y2=12x
Vi
yz— 12x=0

Otra forma de resolver este problema es igualar el foco de la pardbola horizontal con la coordenada del foco dado:
F(p,0) = F(3, 0), por tanto, p =3
Al sustituir el valor de p=3 enla ecuacién y* = dpx, se determina que;
Y =12x

Por consiguiente, la ecuacidn de la pardbola es: y* — 12x =0,
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4 ®+-Obténla ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y directriz en la recta x—3 =0,
Solucién
Al graficar la directriz x = 3 y localizar el vértice se deduce que la pardbola es horizontal y abre hacia la izquierda, por
tanto, p = — 3, al sustituir en la formula y* = 4px, la ecuacién resultante es:

Directriz ¥ =4px
=3 ¥ =43
¥ =—12¢
i 12x=0
- ¥+ 12x

Finalmente, la ecuacién de la paribola es: y*+ 12¢x =0,

5 ®¢-Una pardibola de vértice en el origen pasa por el punto (2, 3) y su eje coincide conel eje Y. Determina su ecuaci6n.
Solucién
Hl eje coincide con el eje Y, entonces la pardbola es vertical. Si pasa por el punto (2, 3), dicho punto cumple con la
ecuacién x” = 4py; por tanto, se sustituye para despejar p.

F¥=dpy — (2F=4p(3)

Al conocer el parimetro se determina la ecuacion;

F=4py - x =4(1]y

4
r=—

33’

3,;2—4}*:(]

Por consiguiente, la ecuaci6n de la pardbola es: 3x* —4y =0,
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& ®e«:Calcula la longitud de la cuerda determinada por la pardbola x>+ 8y = 0 y Ia recta de ecuacién x — 2y — 8 = 0,
Solucién
La cuerda es un segmento de la recta dada, se encuentran los puntos de interseccion con la pardbola al despejar xo y

de la ecuacion de la recta y sustituir en la cuadritica.
Se despejayde x—2y-8=0— y=t;
Se sustituye en x? + By =0, se simplifica y se resuelve la ecuaci6n:

x2+s(s;2x)=u -+ 2-4@B-0=0 > L+4-32=0
Al factorizar;
(x+8)(x—4)=0
x+8=(]; x—4=0
8 x=—8 x=4
Alsusﬁhﬁrcstusvalurcseny=—2x,se obtiene:
i 8-(-8) _16 ; 8-(4) 4
Six=-8y= =—==-8§ Six=4,y= =—==1
ix ¥ 5 ) ix ¥ = 3
Los puntos de interseccitn son; (- 8, — 8) y (4, —2),
Grdfica:
Y

T "

F-2y-8=0

(-8 -8)

x2+gy =0

Se determina la distancia entre los puntos obtenidos;

d=\(4-(-8)) +(-2~(-8))
d= 144 +36

d= 180

d= 65

Por tanto, la longitud de la cuerda es 6+/5 unidades.
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EJERCICI

de

1
2
3
4

5

Parabola

O 26

Grafica y determina las coordenadas del foco, la ecuacidn de la directriz, la longitud del lado recto y la ecuacién del gje

cada una de las siguientes pardbolas:

Ly = 6, 2%% + 16y =0 11, =5
L 2= 12y 7. Z+6y=0 12, x ==y
.y =20x=0 8. 2y*-16x=0 13, izt
. xt= 16y 9. 24y = &

. 3%+ 48 =0 10. 32+ 8 =0

Encuentra las ecuaciones de las pardbolas con los datos dados:

14,
15,
16,
17,

18,

19,

BR =B

Vértice en el origen y foco en el punto (- 5, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, 6)
Vértice en el origen y foco en el punto (2, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, - 1)

1
Vértice en el origen y foco en el punto | =2 0

T

Weértice en el origen y foco en el punto ((],—3)
Vertice en el origen y directrizenlarectay +2=0
Vértice en el origen y directrizenlarecta x-6=0
Vértice en el origen y directrizen la recta 2y-5=0
Vértice en el origen y directrizen larecta 2x—3 =0

4
Foco en el punto [5, U} y directrizen larecta 3x + 4 =0

1
25, Foco en el punto [U, E] y directrizen larecta 4y + 1 =0

26. Vértice en el origen, su eje coincide conel eje X'y pasa por el punto (- 2, 6)

27,
28,

29,

Vertice en el origen, pasa por el punto (- 2, - 1) y su eje coincide con el gje ¥
Veértice en el origen, foco sobre el eje X y pasa por el punto (3, 4)

Vértice en el origen, foco sobre el eje ¥y pasa por el punto (—2. = g]

Resuelve los siguientes problemas:

30,
31
32,

A
34,
35,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Calcula la longitud de la cuerda de la pardbola x* — 12y = 0, la cual es un segmento de larecta 3x -2y - 12 =0
Obtén la longitud de la cuenda de la paribola x ~)? = 0, la cual es un segmento de larectax— y—6 =0

Una pardbola tiene su vértice en el origen ¢ interseca a la recta x + 4y — 9 = 0, en el punto donde su abscisa es la
mitad de su ordenada. Encuentra la ecuacitn de la paribola (dos soluciones),

Determina la ecuacion de la pardbola con eje horizontal y vértice en el origen, que pase por los puntos de interseccién
delacurvax’+y* - 18 =0, y larecta x—y = 0 (dos soluciones),

Obtén la ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y cuyo lado recto es el diimetro vertical de 1a circunferencia
@ +}'Z-ﬁx—27 =0

Determina la ecuacidn de la paribola de vértice en el origen y que tiene como lado recto el diimetro horizontal de la
circunferencia: x* + y* =4y -12=0
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Ecuacién de la parébola con vértice en el punto (h, k)
Sea una pardbola con vértice fuera del origen en (h, k), coordenadas del foco F(h+ p, k) donde p es el pardmetro
¥ su directriz x = i —p, Toma un punto P(x, y) que cumpla con la condicién de que la distancia al foco y a la directriz

sea la misma, es decir:

PF=PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d=q[(x,—x.]z+(y,—y,)z, y la de distancia de un punto a una

Ax+By+C
A+ B

La distancia de P al foco es;

recta d= » s¢ obtienen las distancias del punto Pal foco y a la directriz,

PF=\|(x=(h + p))’ +(y—k)

La distancia de Pala ectax—h+p=10es:

== _ Uxj+0(y}-ktp __

o
1]
I
"
-
+
=

Se igualan las distancias:

Jx= (04 p) #(y=k) =x-h+p

Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:

(VGe=n=pF (=&Y =(x=n+ py
(x=h=p) +(y=k) =2+ B+ p* = 2hx + 2px - 2p
i apt -2 -2pc + 2p + ¥ - Uy + =2 - - 2 - 2px + 2hp =0
2 —dpr ~ 2y +4hp + B =0
¥ —2hy + I = dpx — dhp
-k =4p(x-h)

En forma andloga para una parébola con vértice fuera del origen en (k, k), coordenadas del foco en F(h, k + p) ¥
directriz en la recta y = k — p, se obtiene:

(x— )2 = 4p(y k)

110



Cariuio 8

Parabola
Elementos y ecuacién de una pardbola con véttice en (h, K
Pardbola horizontal
Su gje es paralelo al eje X y es concava hacia la derecha o izquierda.
Ya D Ecuacion ordinaria;
| (y—-k)2= 4p(x - h)
Ecuacion general; Cy* + Dx + Ey + F =0
Vértice: V(h, k)
L e Foco: F(h+ p, k)
Directriz (ﬁ} x=h-p
Eje:y =k
i Lado recto: LR = |4p|
7 .
Dl =h I
Concavidad
© 8ip >0 entonces la pardbola es céncava hacia la derecha,
© 8i p<0entonces la pardbola es céncava hacia la izquierda.
Parébola vertical
Su gje es paralelo al eje ¥, y es concava hacia arriba o abajo.
Y 4 Eje Rl prilngrt:
(x=h)* = dp(y - k)
Ecuacién general; Ax® + Dx + Ey + F=0
Vértice: V(h, k)
s Foco: F(k k + p)
Directriz (ﬁ} y=k-p
D D’ Eje:x=h
' Lado recto; LR = |4p|
i X
Concavidad

© 8i p>0entonces la pardbola es céncava hacia arriba,
© 8i p< 0 entonces la paribola es céncava hacia abajo,
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Solucién
'S El término cuadritico es y, por tanto, la paribola es horizontal, entonces se agrupan los términos con y en el primer
miembro de la igualdad.

_g_ 1 @ Determina los elementos y grafica la pardbola y? — 6y —8x + 17 =0,
£
S

y—6y—8x+17=0
¥ —6y=8x-17
Se completa el trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro y se factoriza,
Y -6y+9=8c—17+9
(y-3P =8R8
Se factoriza el segundo miembro de la igualdad, tomando como factor comiin el coeficiente de la literal;
(»-3P=8(x-1)
La ecuacién que se obtiene es de la forma: (y — k)* = dp(x — k), por consiguiente, el vértice es el punto:
W(1, 3), 4p = B, de donde p = 2.
Se sustituye en los elementos de la parfbola horizontal,
Foco: F(h +p, k) =F(1+2,3)=F(3,3)
Directriz; x=h-p=1-2=-1—=2x+1=0
Lado recto; LR=14pl=14(2)1=181=8
Ecuacitn del eje: y=k; y=3
Grdfica:
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7 @« Encuentra las coordenadas del vértice, del foco, la longitud del lado recto, la ecuacidn de la directriz y del eje de la
pardbola 4x* + 48 + 12y + 156 =0,

Solucién
La pardbola es vertical, ya que el término cuadrdtico es x; para transformarla a su forma ordinaria se realiza lo siguiente:
4x? + 48x + 12y + 156 =0 Se divide la ecuacidn entre 4,
224+ 12e+3y+39=0
x4 12x=-3y-39 Se agrupan los términos en x,
x4+ 12 +36=-3y—-39+36 Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
4+ 12 +36=-3y-3
(x+6P=-3(y+1) Se factoriza cada miembro,
La ecuacitn obtenida es de la forma: (x — h)* = 4p(y — k), por tanto, el vértice tiene como coordenadas V(—6,— 1),
4p=-3 donde p= —%.
Se sustituye en las formulas de los elementos para la pardbola vertical:

Foco: Fih, k+p) = F[—G,— 1+(—%)] =F[-6,-%J

Directriz:y =k -p

y=—1-(-—] s y=—-i- — y-i-ia:(] — 4y+1=0

3
Lado recto: |[4p|= ‘4(—3)‘ =|-3=3

Eje:x=h
x=—06-3x+6=0

Grdfica:

A=

Yy
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3 ®¢-Determina la ecuacién general de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (- 4, 3} y (- 1, 3), respectivamente,
Solucién
Se grafican los datos y se observa que la pardbola tiene su eje paralelo al eje x Yf“
y es concava hacia la derecha, por consiguiente su ecuacién es de la forma 7 g

4 e

(y=-kP=dp(x-h)conh=—-4,k=3yp=3.
Al sustituir los valores en la ecuacion se obtiene:

o .

(y—3P2=403)(x—(—4) Vv
Forma ordinaria; v-3P=12(x+4)
i
Se desarrolla y simplifica: Y —6y+9=12x+48 T X
Y -6y+9-12%-48=0 '.\
Forma general; ¥y -12x—6y—-39=0 T

Por consiguiente, la ecuacién de la pardbola es: y* — 12x — 6y -39 =0,
La directriz de una pardbola es la recta y — 1 = 0, y su foco es el punto (4, — 3), encuentra su ecuacién,
Solucién

Se grafican los datos: 6

)

Al relacionar las f6rmulas de los elementos de la pardbola vertical con los datos, se obtienen las coordenadas del
vértice y el valor del pardmetro,

Foco; F{h,k+p)=F(4,-3) >h=4yk+p=-3
Directriz: y=k-p=1—k-p=1

Se resuelve el sistema de ecuaciones;
k+p=-3
k-p=1
Los valores que se obtienen son;
h=4k=-1yp=-2
Las coordenadas del vértice son V{4, — 1) y el parimetro p = —2

Se sustituye el vértice y el parimetro en:
(x—h)* = 4p(y — k)
-4 =4-Dy+ 1)
(x-4P=-8(y+1)
P-8x+16=-8y-8
¥ —Br+By+16+8=0
B+ By+24=0

Por tanto, la ecuaci6n de la pardbola es: x* — 8x + By + 24 =0,
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EJERCICIO 27
Dadas las ecuacicnes de las pardbolas, determina sus slementos: vértice, foco, directriz, eje y lado recto.

. ¥=10y-12c+37=0
L 2 -12x+ 16y +68 =0
¥+ By+20x+56=0
A+2%x+dy-19=0
¥-8-16=0
P-24y+48=0

2+ 8-6y+28=0

L P =5x+6y+13=0
4 —12x - 16y +41 =0
. 16y + 8y -24x+49=0
A —dx-16y-23=0
.3+ 6y-4dr+15=0

2 -dy+ 1=0

14, 42 -5x+5=0

R N

— o j—
W = O

Resuelve los siguientes problemas:

15, Encuentra la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto V(2, 4) y su foco F(-3, 4)

16, Obtén la ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto V(3, - 1) y su foco F(3, - 5)

17. Encuentra la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (3, 2) y (5, 2), respectivamente.
18, Obtén la ecuacitén de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos ( -5, 2) y (- 5, 5)

5
19, Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (2, - 4) y (E,—at)

8

1
Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos ( -3, -2) y (—3,5)

3
—

. Hl foco de una pardbola es el punto (-2, 6) y su directriz x = 10, Encuentra su ecuacién,

Obtén la ecuacitn de la pardbola cuyo foco es el punto (4, 5) ysu directrizla rectay + 3 =0

Determina la ecuacitn de la paribola cuyo foco es el punto (6, ~ 4) y su directriz larecta x + 4 =10

Hl foco de una pardbola es el punto (0, — 6) y su directriz la recta y — 8 = 0. Obtén su ecuacidn,

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto (- 5, 2) ysu directrizx =2

Encuentra la ecuacitn de la pardbola cuyo foco es el punto (7, 3) y su directrizlarectay + 2= 0

Determina la ecuacitn de la pardbola con vértice en el punto (1, —3) y directrizla rectay + 5= 0

. Obténla ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto (- 3, 5), sulado recto mide 24 unidades y su eje es paralelo

al eje ¥ (dos soluciones),

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice es el punto (5, 2) y su foco es el centro de la circunferencia

2+ +-dy-4=0

30, Determina la ecuacidn de la pardbola cuyo foco es el punto (3, — 2) y su vértice es el centro de la circunferencia
X4+y-6x-8y+20=0

31. Encuentra los puntos de interseccién de la pardbola y* — 8y — 16x + 64 = O con larecta 4x + y - 24 = 0

SEREBR

]
[==]

2

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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Ecuacién de la paréabola que pasa por tres puntos
Dados tres puntos P, P, y P,, que pertenecen a una paribola horizontal o vertical, su ecuacion se obtiene mediante

Ias siguientes ecuaciones:

AY

41

Py

Y

EJEMPLOS
8 1
% | P(-1,1), O(-1,-1) yR(-5,0)
iu Solucion
Al graficar los puntos se obtiene:

Para el punto P(— 1, 1)
Para el punto (- 1, — 1)
Para el punto R(-5, 0)

Se obtiene unsistema de ecuaciones:

Al resolver el sistema se obtiene: D=—%,E=0,F= -3

Se sustituyen estos valores en y* + Dx + Ey + F= 0 y se simplifica;
}*’-%x+ﬂy—%=ﬂ

Por tanto, la ecuacidn de la pardbola es: 43" —x-5=0,

Ecuaciones generales de la pardbola

Pardbola horizontal;
V+Dx+Ey+F=0

Pardbola vertical;
xX’+Dx+Ey+F=0

®#-Determina la ecuacidn general de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y que pasa por los puntos:

H eje de la pardbola es paralelo al eje X, entonces la pardbola es horizontal y la ecuacion que se utiliza es:

Y2+ Dx+Ey+F=0

Ecuacitn 1;

Ecuacidn 2;

Ecuacidn 3;
D+E+F=-1
D-E+F=-1

-5D+0E+F=0
5

Al sustituir los puntos P(— 1, 1), @(— 1, — 1) y R(— 5, 0}, se obtienen tres ecuaciones con tres incognitas;

(1P+D(-1) + E(1)+ F=0
~D+E+F=-1
(~12+D(-1) + E(-1) + F=0
D-E+F=-1

(07 + D(-5) + E(0) + F=0
—5D+0E+F=0

4y —x-5=0
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EJERCICIO 28

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X y pasa por los puntos:
L (L0)(9 2)y(©-1) 3. (19,2),(10,-1)y (7, 0)
2, 00),(L-2)y4-4) 4, (12-4), 2,5y 3)
Obtén la ecuacion de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje Yy pasa por los puntos:
5, (L0} (5 B y(-215) 7. (0, 1), (-23)y(L,6)
6. (3,10, 0, Dy(-25) 5. (0.3) aoyca-s

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

A continuaci6n se dan ejemplos de problemas donde se aplica el concepto de paribola,

1 El didmetro de una antena parabdlica es de 1.5 metros y su profundidad es de 25 centimetros, ;A qué altura se
debe colocar el receptor?
Solucién
La reflexiGn es una de las propiedades importantes de la pardbola, Cuando una onda emana del foco y choca
con la pardbola se produce una reflexién paralela al eje y viceversa si la onda viaja paralela al eje, al chocar con
Ia pardbola, se refleja y cruza por el foco, Luego, si se gim una pardbola sobre su eje, se obtiene una superficie en
revolucion llamada paraboloide, es la forma que tienen precisamente las antenas parabélicas,

Y A

>
X

Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si el difmetro de la antena es de 1.5 metros y su
fondo mide 25 cm, entonces la pardbola por ser simétrica, pasa por los puntos (— 0,75, 0.25) y (0.75, 0,25), por
tanto sustituimos uno de estos puntos en la ecuacitn:

x* = 4py, para despejar p.
2 =dpy

(-0.75)* = 4p(0.25)
p=0.5625

Las coordenadas del foco estdn dadas por F(0, 0,5625), por consiguiente, se debe colocar el receptor a 56.25
centimetros del vértice.
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Las dos torres de un puente colgante, como se muestra en la figura tienen una separacién de 240m y una altura de
110m, si el puntal més corto mide 10m determina la altuma de un puntal que se encuentra a 100m del ceniro,

\ [

Solucién
Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si las torres estdn separadas 240m y su altura con
respecto al vértice de Ia pardbola es de 100m (110m — 10m = 100m), entonces la pardbola pasa por los puntos:

(- 120, 100) y (120, 100)

Se sustituye el punto (120, 100) en Ia ecuacitn x? = 4py para obtener p.

wo T (120, 100)

1
=
=

1
b
a
=
-

N

x2=4py
(120)2 = 4p(100)
p=36

Por tanto, la ecuacién es
£=436)y - F=144y

Para encontrar la ordenada cuya abscisa es x = 100, se sustituye en la ecuacion obtenida;
(1007 = 144y
y=169.44

El puntal que se encuentra a 100 metros del centro mide:
69, 44m + 10m = 79.4m
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Ecuacién de una recta tangente a una parébola
Si se tiene una pardbola con vértice en el origen y una recta tangente en el punto (x;, ¥,), la ecuacion de la recta estd
dada por;

Horizontal; y -y, = %(x—x,,} Vertical: y -y, = %“ (x —x,)

Si se tiene una pardbola con vértice (h, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x,, ¥, la ecuacién de la
®rcta estd dada por:

2(yo ~k)

X —h

Horizontal: y -y, =iﬁ(x_xn] Vertical: y-—y, =

(%=x)

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Determina la ecuacitn de la recta tangente a la pardbola y* — 12x= 0, en el punto (3, 6).
Solucién

Se sustituye el punto (3, 6) en la formula;
X
Y=Yo= 5 G-%)
6

a
De donde se obtiene la ecuacion:
x-y+3=ﬂ

Determina la ecuacion de la recta tangente a la pardbola 4x* + 5y= 0, en el punto (5, — 20).
Solucién
Se sustituye el punto (5, —20) en la férmula;
y—yu=ﬁ(x—xo} — y—(—20]=@(x—5] —- Br+y-20=0
Xa
Por tanto, la ecuacién de la recta es: Bx+y—-20=0,
Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva x* — 8x + 8y + 24 =0, en el punto (8, — 3),
Solucién
Se transforma la ecuacidn de la pardbola a su forma ordinaria,

P-Br+8y+24=0 - (x—42=—8y+1)
Se sustituye el vértice V(k, k) = V(4, — 1) y el punto (B, —3) en la férmula y se obtiene:

3) = 2('3'('1)](

= == R—4

2(y, _k](x—xu]

-8 +y-5=0
o x=8) > x+y

¥Y=»=

En consecuencia, la ecuacitn de larectaes: x+y—-5=0,

1%
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EJERCICIO 29

v ®Ho

10,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

L

Resuelve los siguientes problemas:

Dos torres de 24 metros de altura sostienen un puente colgante, como el que se muestra en la figura. Si las torres
estdn separadas 36 metros y el puntal mds corto mide 6 metros, jcudl es la altura de un puntal que se encuentra
a6 metros del centro?

24 m
o
T
6m
L
—
6 m .
36m '

El didmetro de una antena parabélica es de 2 m y su profundidad es de 40 em. ;A qué altura se debe colocar el re-
ceptor?

Se desea disefiar un faro que tenga 30 centimetros de didmetro. El filamento de la bombilla se encuentra a 3 cm del
wértice. ;Qué profundidad debe tener el faro si se quiere que el filamento quede justo en la posicién de su foco?

. 8i en el ejercicio anterior se quiere que el faro tenga 275 cm menos de profundidad, ;cudnto debe medir el did-

mefro?

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x* — 8y = 0 en el punto (4, 2)

Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la pardbola y? — 6x = 0 en el punto (24, 12)

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x” - 4x — 8y + 28 = Oen el punto (10, 11)
Calcula 1a ecuacién de la recta tangenie a la pardbola y* = 12x + 6y + 57 = Oen el punio (16, 9)
Determina la ecuacion de la recta tangente ala pardbola y* — 4x + 4y + 28 = Oenel punto P(15, 4)

Obtén la ecuacidn de la recta tangente a la pardbola x? — 8x — 6y + 4 =0 en el punto (6,—%]
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ELIPSE
e n el universo el movimiento mas frecuente de
A, estrellas, planetas, safélites, elc., es el des
- crito mediante trayectorias elipticas. Esto es
— asi porque a grandes distancias y para objetos

sin carga eléctrica nefa importante, la fuerza prin-
Laclipseenclsistema  CiPQl que gobierna este movimiento es la fuerza
solar gravitatoria,

Fue el gran fisico y matemdatico Isaac Newton quien formulé la ley de la
gravilacion universal, que explica los movimientos de los planetas y satéli-
fes en el sislema solar. Esta ley redne las tres leyes de Kepler en una sola:

Mi
F<G=r
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Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto del plano que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es constante, S o
PF, +PF,=2q
C: Centro
V, ¥ V,: Wrtices
¥ F, y F,: Focos
B, y B,: Extremos del eje menor

B_Pix I}L, V\V, = 2a (eje mayor)
/I'l‘;_ 7w\ FF, = 2 (gje focal)
v\ |F: c | WV BB, = 2b (cje menor)

3 e Condicién; = + % a>ba>c
’ B : Donde b =a’-¢*, ¢ = Va*-b*

— 2%
LR = = (lado recto)

H'\

c . .
e=—<1 excentricidad
a

EJEMPLOS
_i 1 ®e-Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano cuyas sumas de distancias a los puntos fijos
£ F (0, 3) y F (0, —3), son siempre iguales a 10 unidades.

o

Ll

i Solucién

Sea P(x, ¥) un punto que cumple con la condicién dada, madiantclafﬁmula:d=\f(xz—x,]z+(}3—_v,]z se encuentra la
distancia a los puntos F,(0, 3) y F,(0, - 3)

PR =\x+(y-3), P =& +(y-(-3))

Jx’ +(y=3) + 27 +(y+3) =10

Se despeja un radical y s elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado:
(dxz +(y-3) ]z =(1(]— J&+(y+3) ]2
24 (y-37=100-20 [k +(y+3) + 2+ (y +3)?
R4 Pby+9=100-20 X +(y+3] +x2+)2+6y+9
20/ +(y+3) =100+12y
Se elevan al cuadrado ambos miembros ¥y se obtiene:
(57 + 03y = (25435

250 + ¥ + 6y + 9) = 625 + 150y + %?
25:% + 25y% + 150y + 225 = 625 + 150y + %?
25¢ + 16y? = 400
Por tanto la ecuacidn de la curva es: 25x% + 16y" = 400, la cual por la definicitn corresponde a una elipse.
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2 oo

Elipse

Determina la ecuacidn del lugar geoméirico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la suma de sus
distancias a los puntos (3, 4) y (9, 4) es siempre igual a 8 unidades.

Solucién
Al aplicar la definicién de elipse se obtiene:
W(x=3 +(y-4) +|(x-9) +(y-4)" =8
=3 + (-] =8-(x-9 (-4’
(x=3F +(y-4F =64—16,/(x =9 +(y-4) +(x=9)* +(y—4)’
Se desarrollan y se simplifica para determinar la ecuacién,
(3x-34)" = (=4 (x=9)"+(3-4)")

x=9
9x” — 204x +1156 = 16(x" — 18x + 81) + 16(" - 8y +16)
9x” —204x+1156 = 16x" +16y" — 288x— 128y + 1552

Tx* +16y" — Bdx—128y+396=0

EJERCICIO 30

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Determina la ecuacién del lugar geométrico (elipse), seglin los datos proporcionados:
. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (4, 0) y (-4, 0) es igual a 12,

1
2. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (2, 0) y (—2, 0) es igual a 6,
3.
4

Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (0, 5) y (0, — 5) es igual a 14,

. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (— 2, 1) y (— 2, 7) es siempre igual a 10,
5:

Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (9, —2) y (— 7, — 2) siempre es igual a 20,

Ecuacién de una elipse con centro en el origen

g En la figura:

CV,=CVy=a
.VZ Fz ¥ F] Vl__ E:E:b

B,

Como CV, =CV, =a , entonces V,V, =2a yal ser V, un punto de la elipse V,F, + V,F, = 2a , por tanto, la suma de las
distancias de cualquier punto de la elipse a los dos puntos fijos (focos) es igual a 2a; como B, es un punto de la elipse,
entonces por la definicion B,F, + B,F, = 2a,de donde B,F, =a y por la grifica ¢* = & +¢7,
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Sea P(x, y) un punto de la elipse, entonces por la definicién PF, + PF, =2a, se aplica la férmula

d= J(xz -x,)" +(y,-») para obtener la distancia de P a los puntos fijos F (¢, 0) y F( —¢, 0) se obtiene:

J(x—c]z +(y-0) +,f(:c+is:|2 +(y-0)' =24

Jx=cf + 32+ J(x+c) +y =2a

Se despeja un radical; \(x—c)’ +y* =2a— [(x+c) +y
Se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(«\,I(Jx:-cjl2 +y ]2 =4’ - day(x+c) +5 +(~.'.’(Jc+.c']2 +y ]z
xz—icx+c2+y2=4a2—4am +x0+ 2ex+ ct+ ¥
Se despeja el radical y se divide entre - 4; —dex —4a® = —daf(x+c) +)°
ex+@=ay(x+c) +y
Se eleva al cuadrado y se simplifica: (ex +a’]2 = (am]z

¢'x’ +2d%cx +a =@’x" + W ex+ A+ @Y = (@7 -5 +a’y =a’ (- )

2
Sedividemﬂeaz(az-cz}:%+ y =1. Sia® = b + ¢, entonces b* = &* — ¢, se sustituye )rseoht:icne::z—z+£2= 1

: a-c b
Por tanto, iz + % =1 es la ecuacitn de una elipse horizontal con centro en el origen; para una elipse vertical con
a 1 2
centro en el origen se sigue un procedimiento andlogo y se obtiene: %2-+ fz“ =1

Elementos y ecuacién

Elipse horizontal : i By
Hl eje mayor coincide con el eje X. BeUACIOn CaTORICR: ok gt
Elementos:
YA, Vértices: V(+a, 0)
L3 I,
Focos; F(zc,0)

7, V% Extremos del eje menor; B(0,+b)

prem 2
R, Lado recto: LR = 2%

Excentricidad: e = E (e<]1)

Condicién; a®= b2+ ¢% a>b, a>c donde b =vJa* ¢ , ¢ = Ja* =&
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Elipse
Elipse vertical ) S S
H eje mayor coincide con el eje ¥. RoteoneR L@
Y
Y Elementos:
L Ri Vértices: V(0,+a)
Fy
Focos: F(0,+c)
B B Extremos del eje menor; B(+b,0)
(0, 0) X
s 25
Lado recto: LR = 7
E I
La R» Excentricidad; ¢ = = {e<1)
Va
Condicién: & = b* + ¢% a>b, a>cdondeb = Ja®-c%, ¢ = Ja* -
EJEMPLOS
] @+ Determina los elementos y grafica la elipse, cuya ecuacidnes: 9x% + 4y —36 =0,

E Solucién
b Se transforma la ecuacidn a su forma ordinaria,
9%+ 4y? =36
4
Se divide por el término independiente, %4.% e
2
Se simplifica y se obticmlafurmacanélﬁca,-:+§=1
@ =9y b =4, porquea > b, dedondea =3y b = 2, entonces tenemos una elipse vertical de ecuacién :: +y2
a
Para encontrar ¢, se sustituye @’ y b2 ene = Ja' -8,
c=9-4=5
Los elementos se obtienen al sustituir los valores de a, b y c em;
: YA Vértices
V0 a)yVy0,-a) —  V(0,3)yV,0 -3)
Focos
FI(U,C] )’le:(],—c] L FI(U,\E] YFz({],— vG]
Extremos del eje menor

By(b, 0) y B(-b. 0) B\(2 0)y B(-2,0)

—>
- o 2(2)
LR = Lo —(—)- =-§- Longitud del lado recto

a 3
VWV, =2a=203)=6 Longitud del eje mayor
FF=2%=2V5 Longitud del eje focal
BB,=2=22)=4 Longitud del eje menor
e= — = il Excentricidad
a 3
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2 ®e+-Determina los elementos y grafica la elipse: 1637 + 25)7 = 400,
Solucién
Se transforma la ecuacién a su forma ordinaria,

2
25
i Ty 40}(;2 400

]
x yz_l

——=

25 16

Como ¢l denominador mayor se encuentra bajo la variable x esta ecuacion corresponde a una elipse horizontal de la
fornnz—i-t-:—z=l,dundc a* =25y b” = 16, obteniendo que a=5yb =4,
Para hallar ¢ se sustituye a® y b*enc = Ja' - b’
c=25-16=9=3

La grifica y los elementos son;
Vértices
YA V(5 0) y V,(-5,0)
Focos
F (3 0y F,(=30)
Extremos del eje menor

B, (0 4y B,(0, -4)

- T 2(4)

a 5 5
VV,=2a=25=10 Longitud del eje mayor
FE=2%=2(3)=6 Longitud del eje focal
BB, =2b=2(4)=8 Longitud del eje menor
e= <= = Excentricidad
a 5

3 ®e- Determina las coordenadas de los focos de la elipse cuya ecuacién es: 4x2 + 9= 1,
Solucién

Se transforma la ecuacitn a su forma ordinaria. .
457 +9y" = 1—>T+9i" _1—;"T =1

4
De la cual a’=% _53’”—"'“ -b = \J9_4—E=§

‘449

'\ﬁll—-|"'-'=H

k

x2
La ecuacidn tiene la formaa—z+% =1, es decir, es una elipse horizontal,
Para encontrar los focos se sustituyen los valores;

ch,(]]:F{%,ﬂ] — FZ(—c,u]=F2[—‘;—3,o]

Jm{-59)

T
@&

a\|f;ﬂ

Por consiguiente, las coordenadas de los focos son; F1[
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EJERCICIO 31
:  Determina los elementos de las siguientes elipses:
. 2
. 1. 312+4)'2—12=U iy /2 9x2+4y2=ﬁ 13, %4.%21
© 2, 02452-45=0 8. 4x’+y' =1 14, 100x* +25y" =200 =0
|
3. 122 + 5y -60=0 9. 3x4+2y%=6 15. %+%- =0
4, 2+16y2-64=0 10, 162+ 9%?-1=0 16. 3x’+y -12=0
o
5; 25y =225 11, —+—=1
92 + 25y T
6, 1622 + 4y = 64 12, x*+2y"-1=0
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® . « « « o s o 0 0 0 0 0 5 00 o s

Dados sus elementos obtener la ecuacién de la elipse con centro en el origen

EJEMPLOS *
1 ®¢ Determina la ecuacion de la elipse de centro en el origen, vértice (0, 5) y foco en (0, 4),

iE' Solucién Y.
- Se grafican los datos, V(@©,5)
F(0,4)
C X

]

La elipse es vertical y su ecuacidn es :z—z+

B l‘w:
Il

1, de la gréfica se obtiene la distancia del centro al vértice {(a) y la
distancia del centro al foco (¢), por tanto;
a=5yc=4

Para encontrar b se sustituyen los valores deaycenb=va’ —c* :

% ¥
Fi ica: —+—-=1
orma candénica. 9+ﬁ

Al multiplicar por 225 e igualar a cero, se ob-

tiene la ecuacitn en su forma general:
25749y =225 5 25¢2 4+ H?-225=0
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? ®s-Determina la ecuacitn de la elipse con vértices en (- 6, 0) y (6, 0) y la longitud de uno de sus lados rectos igual a
20

? .

Solucién

Hl eje mayor (2a) es la distancia entre los vértices, utilizando la férmula:
d= \(x,=x) (3, =) - s¢ obtiene:

2

2a= (5+6]’+.:u_u] —»2a=123a=6

2

Al sustituir @ = 6, LR = % y despejar b2 de la férmula del ladorecto IR =22, se obtiene:

a
% 20 .,
—_— =20
g 8 "
La elipse es horizontal y la ecuacitn es;
v | 1
Folf 5, 25X
a b 36 20

Se multiplica por 180 y tenemos que la ecuacién es:
52+ 997 =180 52+ 97-180=0
3 @+ El eje mayor de una elipse mide 20 unidades, si la excentricidad es e=% » geudl es la longitud del eje menor?
Solucién
El eje mayor es la distancia entre los vértices, VV,=2a =20,

2a =20 por tanto, a = 10

Ei cacorbaiid cpe=S s de oo S ey
2 10 10 10

Al despejar se obtiene que ¢ =7,
Sia=10y c=7,se utiliza la condicién b = Va’ - ¢* ,

b=+10°-7* =/100- 49 =51

Asf, la longitud del eje menor es 2b = 2+/51
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Elipse

EJERCICIO 32
Determina la ecuacién de la elipse, segin los datos proporcionados.

1. V(26 0) y F(4, 0)
2, V23, 0) y F(242,0)
3. V=5, 0)y F(#2, 0)

4. V(0 +7) y F(0, +5)

V0, +3) y F(Q, £42)
V(z5, 0) y B(O, £4)
V(+4, 0) y BO, 7 )
F(£3, 0) y B(0, £2)
F(\5,0) y B(0, 13)
10, F(0,+2)yB(£2,0)
11. V(0, ++/5) y B(l1, 0)

- e R

12, F(0, +7) y B(4, 0)

10
13, F(Q, £2) y lado recto = 5

th | g

14, F(+4, 0) y excentricidad e =
15. F(0, + 6) y excentricidad e = %

3 1
16, B[U, i%] y excentricidad igual a 5

17. Excentricidad = % , lado recto = % {dos soluciones).

18, Eje mayor paralelo al eje ¥ y pasa por los puntos (\4@1%] ¥ [L _3—;@]

19. V(x4, 0) y lado recto igual a 2
1813

20. Focos los puntos de interseccién de la circunferencia x* + y* — 4 = 0 con el eje X, y lado recto 5%

3
21. H eje mayor es el doble del eje menor, su semidistancia focal es —3;£ y su eje focal coincide con el eje X.

22, La distancia focal equivale al eje menor y su lado recto es /2 (dos soluciones).

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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Ecuacién de una elipse con centro en el punto (h, k)

Para una elipse horizontal con centro fuera del origenen el punto (f, &), se hace una traslacion de los ejes XY al punto

Clh, k).
Seanx’=x =1, y" =y =k laecuacién de la elipse en el nuevo sistema de coordenadas es:
x|2 12
e

Se sustituyen x’, y’ en la ecuacion y se obtiene:

a

Del mismo modo se obtiene la ecuacion de una elipse vertical con centro (h k) fuera del origen:
2 2
(x;:t] i (J:zk] =
Grifica Elementos:
C: Centro

YA V, y V,: Vertices
F, y F,: Focos
B, y B,: Extremos del eje menor

- AR
I
AT C Fil v, EF, = 2 (gje focal)
R, R, BB, =12b (gje menor)
B, Condicién: a’=b>+ ¢k a>b a>c
Excentricidad: e = E (e<1)

2
IR = 2% (ladorecto)

H‘F

Elipse horizontal
Elementos:

2 a1
Ecuaci6n; (x;zh] +(}r—k] =1 Vértices; V(hta,k)
Focos: F(h+c, k)
Extremos del ¢je menor: B(f.k +b)

Elipse vertical
Elementos:

2 2
Ecuacion; (xbzh] +(}r zk ) =1

= Vértices: V(hkta)

Focos: F (hk*c)
Exiremos del eje menor; B(h+b,k)

Ecuacién general de la elipse: Ax* + Cy* + Dx + Ey + F =0, con A # C, yambas cantidades de igual signo.
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Dada la ecuacion, obtener sus elementos
EJEMPLOS
] @+ Determina los elementos de la elipse 9x? + 4y* — 72x — 24y + 144 = 0 y traza su grifica,

E_ Solucién
iy

9?4+ 4y? T2 - 24y + 144 =0 %7 + 497 - T2x - 4y = - 144
Se agrupan los términos en xy:
(92 —T20) + (4?7 - 2dy) = — 144
Se factoriza:
9(x? - Bx) + 4(* - 6y) = — 144
Se completan los trinomios cuadrados perfectos:

(s li] oo reofd) )

90 — Bx + (4)7) + 4(y? — 6y + (3)1) = - 144 + 9(4)? + 4(3)
9(x? - 8x + 16) + 4(y> -6y + 9) = — 144 + 144 + 36
Al factorizar y simplificar, se obtiene,
¥x-4P +4(y-3 =36
e dividien ambos miembros entre 36:

2 2 2 2
9(x-4) 4(y-3 _36  (x=4) (-3 _, (-0 (-4’
36 36 36 4 9 b? a*

Es una elipse vertical con centroen C(4,3), a=3,b=2c= va' -b’=9-4=1/5
Estos datos se sustituyen para obtener los elementos y trazar la grifica,

Centro (h k) = C(4, 3)
Vértices (i k + a)
v, (4,3+3) = V,(4, 6)
v, (4, 3-3)= V, (4, 0}

Focos (h, k)
s F, (4.3+5) = F, (4.52)
F,(4,3-/5) = F, (4,07)

Extremos del eje menor (h £ b k)
B,(4+23)=B(63)
B,(4-2,3) = B,(2,3)

Eje mayor=2g =6
Eje menor = 2b =4
Eje focal = 2¢ = 24/5
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? ®e-Determina los elementos de Ia elipse, cuya ecuacién es;
X+ 16y* +4x-32y-4=0
Solucién
Se transforma la ecuacidn a su forma ordinaria,
4167+ dx =32y - =00 +4x) + (167 =32y} = M4
(2 + 4x) + 167 - 2y) = 44
Se completa el trinomio cuadrado perfecto, (x* + 4x + 4) + 162 -2y + 1) =44 + 4 + 16

Al factorizar y simplificar se obtiene: (x+27+16(y-17 =64
Se divide entre 64, (x+2)° £ 380- ) e

’ 64 64 64

2 2
Forma ordinaria: {x_-l-il+£y_—lL= 1
64 4
La ecuacién representa una elipse horizontal de la forma;
2 1
(x-z#fl +(J’-2k] -
a b

Se obtienen las coordenadas del centro, el semigje mayor y el semieje menor;
Ceniro C(-2 1);a=8yb=2c = vVa’ -5 = J64-4 = J60=2.15

Por tanto, los elementos y la gréifica son:

Centro: C(h k) = C(-2, 1) Extremos del eje menor B(h, k + b) Eje mayor; 2a = 16
Vertices Vi £ a, k) B(-21+2)=B(-2 3) Eje menor; 2b = 4
Vi(-2+8 1)=Vy(6 1) By-21-2)=Bf(-2-1) Eje focal; 2¢ = 4,/15
Vy(-2-8,1) = V)(- 10, 1) =26 _2A4)_8_
Focos F(fr ¢, k) a 8 B
F(-2+2415,1)=(57, 1) e C W5 15
F(-2-2415, 1) =(-9.7, 1) % & 2
Y
B
K C Fy
V262 8§V,
SRR e
B
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3 @e-Determina las coordenadas de los vértices de la elipse cuya ecuacitn es;
42+ 9% —dx—6y+1=0
Solucién
Se transforma la ecuacidn a su forma ordinaria;
42+ 97 —dx—6y +1=0— @2 -4x) + (97 -6y) =—1
4@3-x}+9[y’-%y) =—1— 4(x’-x+%)+9( ’-§y+%)=—1+1+1
1Y 1Y
1y 1Y ("E) ( _3) G . .
4 x-3 +9 ¥z =1 T+ =1,la ecuacidn tiene la forma de una elipse horizontal
4 9
(x=n) (y-k) | 1 1
o * gz =l.conceniroen | .o }'az-4—>a-2
Se sustituyen el centro y el valor de a para obtener los vértices:
1 11 1 1 11 1
Vi(h+a.k)= ’(E+E'E]=V{L§] — Vz(h—a,k]=Vz(E—E.§]=Vz(U,§]

EJERCICIO 33

Determina los elementos de las siguientes elipses:

2 2
1. fx;fLJl'l'—;Lﬂ 10. 182 + 12)% + 60x + 84y + 161 =0
2Y 2
2. Wi +4(y-1) =4 11, 5x% +9y" +30x-36y + 36 =0
2 2
3, @J";l) =1 12, 42 +9y% + 20x-24y+5=0
7 2
4 2l oy 13, 4x2 4252 4+ 4x~ 120y + 45 =0
16 25
5. 2+ 16y -10x+ 64y + 73 =0 14, 22+47+8y+3=0
6. del+y?-16x-6y-11=0 15, 42 4352 + 16x +4 =0
7. 3627 + 16y? + 180x =24y + 90 =0 16, 1627 + 9? + 48x =6y =107 =0
B. 4x+ 9y -8x 36y +4=0 17. dx? +9y* + Bx—-36y+390=0

9, 92+ 16y +42x-24y + 57 =0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones corraspondiente =

133



© CAPITULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Dados sus elementos, obtener la ecuacién

EIEMPLOS o
_i ] ®e-Determina la ecuaci6n de la elipse cuyos vértices son los puntos (1, - 6), (9, - 6) y la longitud de cada lado
E recto es 2
@ 2
iu ..
Solucién

Se localizan los vértices en el plano cartesiano;

¥

De la gréfica se deduce que la elipse es horizontal con centro C(5, - 6), y V,V, =2a =8, dondea =4,
Al sustituir ¢ = 4 en la férmula del lado recto y despejar b, se obtiene:

Para encontrar la ecuacidn de la elipse se sustituyen las coordenadas del centro (5, — 6), d semieje mayora =4 yel
semieje menor b =3, en la férmula;

(x=h) =K _, _ (=5 (-(6) _,
a Y @

Forma ordinaria;

Se desarrolla y simplifica la ecuacitn para obtener la forma general:
9(x - 57 + 16(y + 6)* = 144
O(x2 — 10x + 25) + 16(y2 + 12x + 36) = 144
Ox? —90x + 225+ 16y° + 192y + 576 - 144 =0
9x2 + 16y7—90x + 192y + 225 + 576 - 144 = 0
Forma general; 922 + 16y —-90x + 192y + 657 = 0
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? ®s- Determina la ecuacién de Ia elipse cuyos focos son los puntos (3, 8) y (3, 2), la longitud de su eje menor es 8.
Solucién

Se localizan los focos en el plano cartesiano;

Fy

3]

F,

Es una elipse vertical y de la gréifica se obtienen las coordenadas del centro C(3, 5) y el valor de ¢ =3, el eje menor es
2b, por tanto,

2b=8—b=4d

Se utiliza la condicién pam encontrar el valor de a (semigje mayor):

a=Vb + =43 = 25=5
Con las coordenadas del centro, el semieje mayor y el semieje menor, se obtiene la ecuacitn de la elipse.

(s=h), 0=k _, , (+=3  (5-5)

b! a! (4]2 (5]2

2

2 2
Forma ordinaria: ﬂ+ﬂ=]
16 25
Se multiplica por 400: 25(x =37 + 16(y - 57 = 400

Se desarrollan los binomios y se simplifica,
25(x? —6x + 9) + 16(y7 = 10y + 25)-400 = 0
Por consiguiente, la ecuacitn de la elipse en su forma general es:

25x + 16y? — 150x — 160y + 225 =0
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EJERCICIO 34

. Determina la ecuacién en su forma ordinaria y general de la elipse, seglin los datos dados:

1. 7, -2), eje mayor = & eje menor = 4 y eje focal paralelo al eje X.
2' Vl(-zl 3}! Vz(sl 3} 3" F]_(_ 1! 3}- Fz(;" 3)
3 V(-2-5),V,(-2NyF (-2 -4, F,-22)
4. Vi(0,0), V48 0)y B4, 3), B4 -3)
5. B\(3 2), B,(3, 6) ysu eje mayor igual a 10 unidades.
4
6. V,(-4,35), V,(16, 5 y su excentricidad es 3
7. Su excentricidad es igual a % ylas coordenadas de sus focos son los puntos (0, 0) y (0, —4)
B. V(3 4), V,(3, - 8) y su excentricidad es %
9. Vi(-4,6), V,(—4, —4) y uno de sus focos es el punto (— 4, - 3)
; 4
10, (-7, 5) F,(~7+4+/2, 5) y lalongitud de su lado recto es 2
11, F,(-9,-2), F,( -3, -2) y excentricidad e =§
12, C(%, —12—1). LR=%. excentricidad e = % y eje mayor paralelo al eje X.
2 242
13, 45, 7), LR == TJ_ y eje focal paralelo al eje X.
14, (-4, 0), uno de sus focos en (- 1, 0) yla longitud de su lado recto igual a %
15. Es concéntrica con la circunferencia 2% + y* + 2x —dy —4 = 0, uno de sus focos es el punto (3, 2) y su lado recto es
18
5
16, El foco y el lado recto coinciden con los de la pardbola, cuya ecuacitn es:
Y-12%x-12y+ 84=0
ysucentro es el punto (3, 6)
17. Elcentro es el de la circunferencia x% + y* + 10x—6y + 9 = 0, su foco el punto de tangencia de la circunferencia con
d eje ¥ y uno de sus vértices es el punto (1, 3)
4
18. Elcentro es el punto (2, 1), e eje mayor paralelo al eje ¥ y pasa por el punto (1, 4) y su lado recto mide 7
O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondient® « o « o ¢ ¢ o 0 0 0 0 0 w0 v u s
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Casos especiales
Dada la ecuacion general de la elipse Ax? + Cy? + Dx + Ey+ F =0 con A # C pero del mismo signo, N es el identifi-
cador que permite conocer la representacin geométrica de la ecuaci6n, siendo N = CD? + AE? — 4ACF,

2 S5i N> 0laecuacitn representa una elipse.

2 SiN = 0laecuacién representa un punto.

© 8i N < 0la ecuacién representa un conjunto vacio,

EJEMPLOS
1 @+ Determina si la ecuacién 8x2 + 9y* — 16x — 54y + 89 = 0 representa una elipse, un punto o un conjunto vacfo.
E_ ; Solucién
W Al aplicar la férmula se determina que:
N = (9)(— 16)% + (B)( — 54)% — 4(B)9)(89) =2 304 + 23 328 - 25632 =0
Por tanto, la ecuacién representa un punto y al transformar a la forma ordinaria se obtiene:
Bxl + 9y —16x - 54y + 89 =0
(8% = 16x) + (9y* - 54y) + 89 =0
B0 — 2x) + 90 — 6y) = - B9
Bixl-2xr+ 1) +9(7 -6y +9)=-89 + 8 + 81
B(x- 12+ Hy-32=0
Hl punto que representa es el (1, 3).
2 ®e-Identifica la ecuacién 3x° + 2y* — 6x+ dy -1 =0,

Solucién

Al utilizar la formula del identificador;
N=CD?+ AE? —4ACF
N =2(-6)% + 3(4)2 —4(3)N2N-1) = T2 + 48 + 24 = 144
Como N > 0, entonces dicha ecuacidn representa una elipse.
3 @ Identifica la ecuacion &2 + 3y% — 16x + 6y + 62 =0,
Solucién
Al aplicar la formula del identificador:

N= CD?+ AE® - 4ACF — N = (3)( - 16)* + (8)(6)? — 4(B)(3)(62)
= 768 + 288 - 5952
= -4 896

Como N < 0, representa un conjunto vacio.
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EJERCICIO 35

*  Determina si las siguientes ecuaciones representan una elipse, un punto o un conjunto vacio.
L 22+3%+6=0
2, 42+ 5+ Bx=10y+9=0

3 P+ -dr+ 129+ 14=0
4, 32 +2°-8y-4=0

5. 9+ 4y’-18x-16y-11=0
6. 22 +32+ 12¢+30=0

7. 32 +4y?-30x-24y + 111 =0
B 27 +3y +4r+42y+149=0
9, 647 + 52— d8x + 10y + 131=0

10, 9x% + 4y*+ 36x-24y+ 68=10
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente « « « o ¢ o o v v v v ol Ll

Ecuacién de la elipse que pasa por cuairo puntos

Para encontrar la ecuacién se sustituyen los puntos dados en la ecuacion general y asi se obtiene un sistema de
ecuaciones con cuatro incdgnitas, la solucién del sistema determina los coeficientes de la ecuacidn,

YA
P,

Py

Y

Ecuacién general de la elipse
AP+ O+ Dx+ Ey+ F=0
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EJEMPLOS
1 ®¢ Determina la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos (0, — 1), (2, 0), (4, — 1) y (2, - 2).

E Solucién

i3
s Se localizan los puntos;
YA
(2,0)
——t———P
O ’
@ -1% 4. -1
(2,-2)

Se sustituyen los puntos en la ecuacién general de la elipse tomando A = 1; es decir se sustituye en
£+ CP+Dx+Ey+F=0,

Punto (0, - 1}
(0) +(-1)°c+(0)D+(-1)E+ F=0 — C-E+F=0
Punto (2, 0)
(2)" +(0) ' C+(2)D+(0)E+ F=0 — 2D+F =—4
Punto (4, - 1)
(4 +(-1)' C+(4)D+(-1)E+F=0 - C+4D-E+ F=-16
Punto (2, - 2)

(2 +(2)' c+(2)D+(-2)E+ F=0 - 4C+2D-2E+F=—4
Se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, cuyos resultados somn;
C=4,D=-4,E=8yF=4
Estos valores se sustituyen en la ecuacidn general de la elipse:

X +Cy +Dx+Ey+ F=0

Y, finalmente, se obtiene la ecuacién de la elipse;

P+dy —dr+8y+4=0
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3 1:3
2 ®e-Determina la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 3), (2 0), [ 3‘!] y [E’IJE)‘
Solucién
Se sustituyen los puntos en la ecuacién general de la elipse tomando A = 1.

Punto (0, 3)
(0F +(3) C+(0) D+(3)E+F=0 — 9C+3E+F=0
Punto (2, 0)
(2 +(0) c+(2)D+(0)E+F=0 — 2D +F=—4
Punto [LS—;E]

(1) [ ]c+{1]n+[ ;{_]E+F =0 —» 27C+4D+ 6+3E+4F=—4

1.3
—:—15
Pllntﬁ (2:4 ]

2 2
(%] +[¥] c+(%)u+[3‘i15]s+r- 0 - 135C+8D+ 12J/15E+16F =—4

Se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas, cuyos resultados son;
4
C=E,D=U,E=ﬂ}'F=—4
Estos valores se sustituyen en la ecuacion general de la elipse:
2 | k] 4 |
X +Cy +Dx+Ey+F=0 x+Ey —4=0
Finalmente el resultado es la ecuacitn de la elipse:

912+4y2—36=0
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EJERCICIO 36
Encuentra la ecuacién de la elipse que pasa por los siguientes puntos:

L (7-D-32Q-Dy(-3-3
2, (255(0,2,(2-1)y(42)

3., 44),652,40y32)

zﬁ+3}y [ﬁ-:«’i]

) (+4°)

]}' (—2,\5]

. (0-v3), (L 0) (%;)y [%g]
(5 () (a2 ()

([ 3/3-6 AdA-E) (1S53 s,
o 02579 (225 P52 ) (257)

4. (0,0), (3 1), [l,

B

4

5. (=3,0),(2 2), [1,

a

V1

-

6. (-4,0),(0, 2), [1,

=]

10, | L,
L 2

([ -5/3-2) (-2/21+10 5/3-2 2J21+10
02} (o st e

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una de las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario dice que “Los planetas se mueven en orbitas elipticas,
donde el Sol precisamente se ubica en uno de sus focos”.
Determina la longitud del semieje menor de la drbita de Mercurio, si su excentricidad es de 0,206 y su semieje
mayor mide 0,387 unidades astronémicas (UA),
Solucién
Hl semieje mayor es a = 0,387 yla excentricidad e = E =0.206;
c
0.387

Al sustituir en b=/a’—¢” = /(0,387) =(0,079722)° = 03787 UA

=0.206 —» ¢ = 0079722

2 La tercera ley de Kepler dice que “El cuadrado del periodo p de un planeta es proporcional al cubo de su distancia
media al Sol”, Determina el periodo de Saturno, si su distancia media al Sol es de 9.539 UA,

Solucién

PF=ad - p=va* - p=+(9.539)" =29.46 afios
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Ecuacién de una recta tangente a una elipse
Si se tiene una elipse con centro en el origen y una recta tangente en el punto (x;, ¥,), la ecuacidn de la recta estd dada por:

Horizontal:%x+%=l Vertical; ‘:‘—f+¥=l
i se tiene una pardbola con vértice (A, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x,, ¥,). la ecuacidn de la
recta estd dada por;
S (ool a0 S0 [ S ()
a b
vertical; B=MNx-8), G- RNy-B)
b! aZ

Ejemplo
Determina Ia ecuacitn de la recta tangente a la elipse 16x7 + 25y” — 400 = 0, en el punto (3,%].
Solucion

Se expresa la ecuacitn en su forma ordinaria;

. Y 1657 + 25" ~400=0 — £+22~—=1
'\\:L 25 16
Donde a*=25 y #*=16
16
Al sustituir estos valores y el punto (3,?] en la
formula ¥+%=l.seubﬁene
=2 ¥
igk.'. 5 1
25 16
Al simplificar se determina que:
sﬁ—x+%=1 —3x+5y-25=0

EJERCICIO 37

1. Determina la longitud del semieje menor de la drbita de Neptuno, si su excentricidad es de 0.009 y su semieje mayor
mide 30,06 UA,

2, Calcula la longitud del semieje menor de la Grbita de Venus, si su excentricidad es de 0,007 y su semieje mayor mide
0723 UA,

3. Encuentra el periodo de Marte si su distancia media al Sol es de 1,52 UA,
4, Obténel periodo de Jiipiter si su distancia media al Sol es de 5.2 UA,

lﬁ]?

5. {Cuél es la ecuacitn de Ia recta tangente a la elipse 927 + y*— 9 =0, en el punto [_E’ 5

26
6. ;Cuil es la ecuacitn de la recta tangente a la elipse 16x* + 25y* — 96x — 100y — 156 = 0, en el punto (6,?]?

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente 4
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HIPERBOLA
PALINDROMIA
— alindromia son aquellas frases o
A ™ cantidodes numéricas que pueden
B ser leidas de derecha a izquierda o
viceversa.

- A TI MI AMA IMITA

TU MAMA MAMUT
Ko 1 L Kool Un ejemplo de un palindromo numérico es

el gréfico de lo izquierda, en el cual se ob-
serva que en la zona inferior izquierda se distingue perfectamente una
hipérbola. El eje horizontal da los enteros x y el verfical indica el factor o.
Un punto en el gréfico indica que ax es palindromo.

Se observa que la distribucién no es uniforme, aunque se aprecian unas
inferesantes regularidades. Por ejemplo los puntos bastante equidistantes
para x=45, x= 101, x= 11 y ofros.
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Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto del plano que se mueve de tal manera que el valor absoluto de la dife-
rencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos, es siempre constante,

| PF,~PF, |=2a

Griafica Elementos
C: Centro

V, ¥ V,: Vértices

F, y F;: Focos

B, y B,: Extremos del eje conjugado
V\V, = 2a (eje transverso o real)
F,F, = 2 (gje focal)

BB, = 2b (cje conjugado o imaginario)
Condicién; ¢ = @’ + b c>b c>a
Excentricidad: e = 2 (e>1)

— 2
LR = -:— (lado recto)
1, y I: Asintotas

® ¢ Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano, cuya diferencia de sus distancias a los puntos fijos

(5,0) y (-5, 0), es siempre igual a 8 unidades.
Solucion
Se obtienen las distancias del punto P(x, ¥) a los puntos fijos (focos),

PF=\(x-5)+y" y PF,=|(x+5)" +)*

Y se aplica la definicién de hipérbola,

Yx=5) 45" = |(x+5)" +5* =8
Se despeja un radical y se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

\‘lf(,x:—.‘sjlz+;p2 = E+~J{x+5]z+yz - (\J‘(J‘:—S]uy’]2 =(8+ .;'(x+5]2+_-p’]2
Al desarrollar se determina que:
(x=5+y* =64 +16,/(x +5) +y* +(x+5)" +y* 5 —4/(x+5) +y* =5x+16

Ahora al elevar ambos miembros al cuadrado resulta que,

(—4\j(x+5]2 +y ]z =(5x+16)" = 16(x2 + y2 + 10x + 25) = 25,7 + 160x + 256

Finalmente, se simplifica y se obtiene la ecuacitn; 9x% — 16" — 144 =0,
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Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de
sus distancias a los puntos fijos (-2, 2) y (4, 2), es iguala 4,
Solucién
Se aplica la definicién y se obtiene:

Jxr2f +(y=2) - J(x-4) +(y-2)" = 4
Se despeja una raiz y se elevan al cuadrado ambos miembros:
(V2 +G=2) ) = (s lmaF o G-2F |
(x+2) +(y-2)" =16 +8 (;:—4]’+(;y—2j|z +(x-4) +(y-2)’

12x-28= sm
3x-7=2(x-4)" +(y-2)
(3x- '? (\f.x 4 +(y-2) ]

92 —42r + 49 = dx? - 32x + 64 + 4y — 16y +16

522 —dy? — 10x+16y—31=0

EJERCICIO 38

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

1.

Resuelve lo siguiente:

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (-3, 0) y (3, 0), es siempre igual a 4

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (-5, 0) y (5, 0), es siempre igual a 6

Determina la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (0, -7} y (0, 7), es siempre igual a 12

Obtén la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus
distancias a los puntos (0, 4) y (0, —4), es siempre igual a 5

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (ﬁ,ﬂ] y{—\ﬁ,ﬂ],es siempre igual a 4

Encuentra el lugar geoméirico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus distancias
alos puntos (9, 4) y (1, 4), es siempre igual a 6

Determina el lugar geoméirico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus distancias
alos puntos (-3, 7) y (-3, -3), es siempre igual a 8
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Ecuacién de una hipérbola con centro en el origen

CV,=CV,=a, entonces, V,V; =2aal ser V, un punto
d la hipérbola se tiene que: V;F, —V,F, =2a , por tanto,
la diferencia de las distancias de cualquier punto de la
hipérbola a los dos puntos fijos (focos) es igual a 2a.

La distancia de B, (0, b) a V,(a, 0) es: BY, = [(a=0)" +(0-b)" =Va’ +b* = ¢, de donde ¥ = c? - & sea P(x, y)
un punto de la hipérbola, al hallar la distancia de P a los puntos fijos F\(c, 0), F,( —¢, 0) y al aplicar la definicién

PF, - PF, = 2a , se obtiene:

Ja+el +Hy=0) = J(x=c) +(y=0) =2a = (x+cf +y =J(x=c)]+¥’

Se despeja una radical; \[(x+c)"+y* =2a+/(x—c)’ + )

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(.l'(J::+.::|2+y"]2 =4a’+4a\f(x—c]z+y’ +(,f(Jr:—.c]z+y’]z
Pr2ec+F ¥ =da’+da\(x-c) +y +2-2ex + E + Y

Se despeja el radical y se divide entre 4a:

dex —dal=da [(x-c)' +y = & _a= Jx=c) +y

a
Se eleva al cuadrado y se simplifica;

(2= =(fir-er+) -

czxz
—2ox+a’ =x'-2cx+c'+y
a

iyt =g
——x -y +a'—=c"=0 5 —5—x'-y =c" -a’, se divide enire ¢ - a*
a a

° ¥

a ¢ -a
horizontal con centro en el origen,

L

De forma andloga para una hipérbola vertical, resulta la ecuacidn: %——=1

bz
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=2a

s=1, perob? = ¢ - &% se sustituye y se obtiene; f—,—g—iﬂ. Ia cual es la ecuacién de una hipérbola
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Elementos y ecuacién
Hipérbola horizontal

Hipérbola vertical

Para hipérbolas horizontales y verticales se tiene que:

i - c P
Condicién: ¢ = a2 + b% ¢ > b, ¢ > a, excentricidad; e = = (e > 1), ladorecto; LR = —

Eje tmnsverso: 24, eje conjugado: 2b, eje focal: 2c.

147

Hipérbola

Elementos

WVeértices: V(£ q, 0)

Focos: Fite, 0)

Extremos del eje conjugado; B(0, L b)
Ecuaciones de las asintotas;

b
Liy=—x

b
hiy=—
1Y ax =

Ecuacién candnica

nur‘:n
=}
I
—

Sk

Elementos

Weértices:; V(0, £ a)

Focos: F(0, £¢)

Extremos del eje conjugado: B (&, 0)
Ecuaciones de las asintotas

i

a
Il:y=3x iz:}r=—&

25*
a
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g1

Dada la ecuacion, obtener sus elementos

Determina los elementos y traza la grifica de la hipérbola, cuya ecuacitn es;
97 —4y? -36=0
Solucién
Se transforma la ecuacién a la forma candnica:
9x? 4y’ -36=0
Se divide entre el término independiente y se simplifica;
9? —dy?=136

9x” 4y" 36 5
— — — O — — — — 1 i f i "
T RRE TR - 2 o Ecuacidn en su forma candnica

I 1
La ecuaci6n representa una hipérbola horizontal de la forma: i-z-— §?= 1

De la cual se obtiene el semieje transverso ay el semieje conjugado b:
&=4 5 a=2yb?=9-> b=3
Se aplica la condicién para encontrar el valor de ¢ (distancia del centro al foco):
c=val+b* = V4+9 =13
Al sustitnis a=2 b =3yc¢ =4/13 , se obticne:

Vértices: Vit aq 0)=V(x2 0)
Focos: F(te, 0)=F (iJﬁ,u]
Extremos del eje conjugado:

B (0, £b)= B(0, £3)
Asintotas:

Liy= %x—er—iy:(]

Eje transverso: V,V, = 2a=2(2) = 4

Hje focal: FF, = 2¢ =213

FEje conjugado: BB, =2b=2(3)=6

Excentricidad: e = L= ?

-1
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2 ®e-Determina los elementos de la hipérbola cuya ecuacién es x2 — 4y% + 4 =0,

Solucién
Se transforma la ecuacitn x> —4y? + 4 = 0a su forma candnica;

x2—4y2=—4
X 4y
1_% -3 Se divide entre el término independiente.
xz 2
I+yT =1 Se simplifican las fracciones,
yox
Ty =1 Ecunacion en su forma candnica.

2 2

Es una hipérbola vertical de la forma: y—z—;—z= L
a

Delacuala’=1yb* =4, portanto,a=1yb=2

Elvalorde ces: c=va' +6° =+/1+4=15,
Con los valores de@ =1, b = 2y ¢ = /5 , se determinan los elementos y la grifica,

Vértices: V(0,2 a)=W(0, £ 1)
Focos: F(0, + ¢) = F(0, £+/5)
Extremos del eje conjugado:
5 B(xb, 0)=B(2 0)
¥ Asintotas

liy= %x —x-2y=0

Iz:y=-%x —x+2y=0

7 ¥ |
ladurecto:ﬁ=%=@=s

Eie transverso; V,V, =2a = 2(1)= 2

Eje focal: ﬁ:iﬂ:iug

Eje conjugado: BB, =2b=2(2)=4
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3 ®e:Determina los vértices, los focos, los extremos del eje conjugado, la exceniricidad, el lado recto y las asintotas de la

hipérbola cuya ecuacitn es x* — 8y* = 8,
Solucién

Al transformar la ecuaci6n a su forma candnica se determina que:

oo |H,

2
Y
1

2
La ecuacitn representa una hipérbola horizontal de la forma; :—z—f—,=l

@ =8yb* =1, portanto, a = 242 yb = 1, el valor de ¢ se obtiene:

c=+a"+ b =-/8+1=,/0=3

Los elementos son:

. 2
Veértices: V{i@ﬂ]:"’(ﬂﬁ,ﬂ] Lado recto; IR=%=-—\§
Focos: F(+c, 0) = F(+£3, 0) Excentricidad: e = £=¥
Extremos del eje conjugado: B(0, +1)
b b
Asintota l: y = Ex Asintota l,; y = —Ex
x-242y=0 x+2(2y=0
EJERCICIO 39
*  Determina los elementos de las siguientes hipérbolas:
2 b
(- 7. 42 -x2-4=0
1 9
2
2, x’—%=l 8. 57 - 16¢%+ 400 = 0
]
3, '%—§=1 9, 42-9y%+ 144 =0
xI
4, 4}%—?=1 10, #-y*+4=0
5. 42-5y2-20=0 11. 5°-6y*+30=0
6. 162 -9’ - 144 =0 12, 122-5%-60=0

------------------
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Dados sus elementos, obtener la ecuacién
EaFEMPLOS
.g- ] ®@#-;Cual es la ecuacion de 1a hipérbola cuyos vértices y focos son los puntos (+ 3, 0) y (+ 4, 0), respectivamente?
Ep Solucién Y
i

Se localizan los puntos en el plano cartesiano:

F3V; ViF, X

Y el resultado es una hipérbola horizontal con centro en el origen, semieje transverso a =3 y semieje focal ¢ = 4,

Losvaloresdea=3 yb= J7 se sustituyen en la ecuacién a—,—{?=1
Y se obtiene la ecuacién de la hipérbola:

2 2

f__}'__=1 0o TE2-9%¥-63=0

9 7
2 ®e-Determina la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, uno de sus focos, el punto (ZJE, l]] y el lado
rcto 242 .
Solucién

De los elementos que se tienen resulta que:
e=243 y 2—b2=2ﬁ
Se despeja b* de la formula del lado recto en términos de a: ‘
b’ =2a
Se sustituyen en la condicién los valores de ¢ y &% se simplifica y resuelve 1a ecuacién.
2=a+bh o (2»"5]2=az+ﬁa
12=a*+ J2a
@+ 2a-12=0
{ﬂ+3\5){ﬂ—2ﬁ}=ﬂ
a=-32 ya=2J2

a=21."5,pmtantu,
b =2(2v2)=4 > b=2

2 2
Se sustituye en la formula %—%= 1 y se obtiene:

x! yz xZ yZ
——=—==1 2 ——-=1 3 ¥*-2?-8=0
() @F " & 4
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8
3 ®e-Determina la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices son los puntos (0, 3), (0, —3) y lado recto igual a 3
Solucién
Se obtiene la distancia entre los vértices,
2= ,J(0-0)" +(3+3)" =6
e 6
T2
8 a=3
Siel lado recto es — y a =3, entonces;
3 w8,
—=—=2b=4 23 b=2
3 3
Los vértices son de la forma (0, — a) y (0, @), por tanto, la hipérbola es vertical y para determinar la ecuacién se
2
utiliza y—z—ifl
a b ¥ X
Al sustituir se obtiene; ~———=1
Y finalmente al transformar a su forma general se determina que:
42 -9 -36=0 - 92-4y? +36=0
EJERCICIO 40
Determina la ecuacién de la hipérbola que cumpla con las siguientes caracteristicas:
1. V{0, £ 3) y F(0, +4) 6, V(x242, 0)y Fx2V7, 0)
2, V(4, 0)y F(+5, 0) 7. V,(3,0), V,(~3, 0) ylado recto = %
25
3, V0, +/6)y F(0, +10) 8. F,(0, V41), F, (0, -41) ylado recto = =
- 5
4, V{i 2\!"‘2 ¥ u} Y F(:': 2\!@ ’ U} 9, Vl(ﬁl u}n Vg(-ﬁl u}- excentricidad = %
5. V(£1,0)y F(=+/5,0)

10, Centro en el origen, vértice y foco en los puntos (243, 0) y (4, 0) respectivamente y eje conjugado sobre el eje de
Ias ordenadas.
11. Centro en el origen, eje focal sobre el eje de las ordenadas y la longitud de su eje conjugado y lado recto +20 y

5
3 Ve, respectivamente,
12, Centro en el origen, eje transverso ignal a 4 y sobre el eje de las abscisas, y una de sus asintotas es la ecuacién

J3xr-2y=0
s &

13, Centro en el origen, eje conjugado sobre el eje de las ordenadas, lado recto 24/3 y excentricidad =g

14, Centro en el origen, eje transverso sobre el eje de las ordenadas, lado recto % V6 y excentricidad V66

6
15, Asintotas las rectas 4x + 3y = 0y 4x -3y = 0, ¢je imaginario igual a 8 unidades (dos soluciones).
Jio

16. Extremos del eje conjugado B|(0, 1), B,(0, — 1) y exceniricidad e = T

17. Hje focal sobre X, eje conjugado +20 yla longitud de cada lado recto %

10 2
18, Pasa por los puntos (?’4] y(?fﬁ,—l} ¢je transverso sobre el eje X,

19. Pasa por los puntos (6,2#5] 3(9,4\."’:'] » €je conjugado sobre el eje X
O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones cormespondiente «
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Ecuacién de una hipérbola con centro en el punto (h, k)

v YA

N

o X

Para una hipérbola horizontal con centro fuera del origen en el punto (A k), se hace una traslacién de los ejes XY al
punto C(h k).
Seanx’=x-h, y'=y -k laecvacién de la hipérbola en el nuevo sistema de coordenadas es:

2 o
g b
Al sustituir x’, y'en la ecuacitn se obtiene;
(x=h) (-8 _,
a’ b
Del mismo modo se obtiene 1a ecuacién de una hipérbola vertical con centro (h, k) fuera del origen;
(-4 _(x-n)
A
Al simplificar se obtendrd una ecuacién de la forma Ax* + Cy* + Dx + Ey + F =0, donde A y C varian en signo,

Hemenlos y ecuacién
Hipérbola horizontal

E Sl or@iEge:
¥4 (=h)’ G-k) _,
a’ b2 -

Elementos
Vertices: V(hta k)
AL Focos: F(htc, k)

I Extremos del eje conjugado:
N B(h k+b)

Ecuaciones de las asintotas:

b
Liy-k=—(x-h
a

b
Liy-k=-—(x-h)
a

153



10 CarPTULO

(GEOMETRIA AMALTICA

Hipérbola vertical

v

0=k’ _ =hY
a? b?
Elementos
Veértices: V(i k ta)
Focos: F (h k +c)
Extremos del eje conjugado
B(htb, k)
Ecuaciones de las asintotas

L:;.r-k=§(x-h}

a
Ly -k=-—b(x-h}

Para hipérbolas horizontales o verticales se tiene que:

o b
Condicién; ¢* = @ + b ¢ > b, ¢ >a, excentricidad; ¢ = g (e > 1), lado recto; LR = %
Ecuacion general de la hipérbola:
A+ Cy'+Dx+ Ey+ F=0
ConA y C de signo contrario.
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Dada la ecuacion obtener sus elementos

.g. @+ Determina los elementos de la hipérbola cuya ecuacion es: 4y — 9% + 8y — 54x -113 =0,
Solucién
2
iy 4y7 + By - 9x? - Sdx = 113
40 + 2y)-9(2 + 6x) = 113 Se factorizan los coeficientes de los términos cuadréticos,
4P + 2y + (1) -9x2 +6x+ (3D =113 + 41> -93)>  Se completa el trinomio cuadrado perfecto.
4P + 2y + 1) -Hx2+6x+9) =113+ 4-81
Ay+1)2-9(x+3?=36  Sefactoriza,

Se dividen ambos miembros entre 36 para obtener la ecuacién en su forma ordinaria.

EJEMPLOS
1
E

4(y+1)’ _‘9{,x:+3]2 _36 (y+1)° _(JHS]2 2
36 36 6" 9 4
Es una hipérbola vertical de elementos:
Centro (-3, ~1);a= 9 =3 yb= \a=2

El valor de ces: e=+a*+b* =J0+4 =13,

Los elementos se obtienen al sustituir;

Vértices: V(h kx a)
V(-3 -1+3)=(-3,2)
Vo(=3,-1-3)=(-3,-4)
i Focos: Fi{h k£ ¢)
F(-3-1+3)=(3,26)
1-;(—3,—1 = Jﬁ] =(-3, -4.6)
Extremos del eje conjugado: B (h £ b, k)
B(-3+2-1)=(-1,-1)

X B,(-3-2,-1)=(-5,-1)
— 3
Lado recto: TR=22.-2(4) _8
a 3 3

Eje transverso: VV,=2a=2(3)=6

Hie focal: FF,=2c =213
Fje conjugado: B, B,=2b=2(2)=4

Asintotas

Liy=k= %ﬁx-h}—»tl:y+1= g(x+3)—>3x-2y+7=0

Liy—k=-SG-M>liy+l= -g (x+3) >3x+2+11=0
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2 ®¢-Reduce la ecuacion de la hipérbola a su forma ordinaria, determina sus elementos y grafica la curva,

Sx? —dy? —10r+ 24y —51=0
Solucién
5x%—4y?—10x+24y-51=0
5(x* - 2x) — 4(y* - 6y) = 51
502 -2x+ 1) - 4> - 6y+9)=51+5-36
Sx—1F-4y-32=20

2 2
#—@ﬂ Ecuacidn en su forma ordinaria.

El centro, el semigje transverso y el semigje conjugado son:
C(L3)xa=Va=2yb= 5

Elvalordeces: c=va’+b’ =/4+5=0=3,
Se obtienen los elementos sustituyendo los valores anteriores y posteriormente se grafica:

Veértices: V(hta k)

v, 3,3) V,(-1, 3)

Focos: F(hte, k)

F (43)F,(-23)

Extremos del eje conjugado: B (i, k£ b)
B, (1,52)B, (1, 0.8)

— : 25
Lado recto: I.R=21=J2—l=5
a

Eje transverso; ﬁ =2a=4

Eje focal: KF,=2¢=6

Eje conjugado; B,B, =2b=25

Excentricidad: e=

I~ K-
(SR

Asintotas

I:y-3= —‘j;“gl (x-1) > J5x-2y+(6-5)=0

Liy-3= —‘;—S(x- 1) — JEx+2y—(ﬁ+J§]=u
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EJERCICIO 41
Determina los elementos de las siguientes hipérbolas:

(3P (-af

25 9

3. 2:——(::+1]’ =1

2

4, P-4y -2+ 16y-T=0

5. -4y + 18x-24y + 9 =0
6, 9x2 - 16y? +36x + 32y-124 =0
7. &7 -9 —4x+ 18y -44 =0
B, 4x’—) +24x +40=0

9, 2-yl-x+y+4=0

10, 47 -y -4y -40=0

11, ¥ =y -6x-d4y+4=0

12, 9%x? -y -36x-4y +41=0
13. 4 =9y —dx + 6y-36=0
14, -2y -8 +12y-10=0
15, 6x -5y + 12x-30y-9=0
16, 3x* -4y’ + 24x -8y +32 =0
17. -2y -4x +20y-58=0
18, 2=y + 1dx=2y +46 =0
19. 22—y + 28 -2y +95=10
20. 4x? -3y + R +30y-83 =0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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Dados sus elementos obtener la ecuacién

EJEMPLOS
_§. 1 ®# Determina la ecuacion general de la hipérbola cuyos vértices son los puntos (-2, 3) y (6, 3), un foco se localiza en el
£ punto (7, 3).
ur Soluciéon
Se localizan los puntos en el plano:
Y4
_____ B LSSy P S g e
vy c Ve Fa

Se obtiene el centro C(2, 3), el valor del semieje transverso a es la distancia de cualquier vértice al centro y el valor
del semieje focal ¢ es la distancia del foco al centro, es decir:

a=dyc=5
Para determinar & se sustituyen los valores enla condicidn;

b=ver-a = (5 —(4) =\25-16=19=3

2 2
Es una hipérbola horizontal, por tanto, la ecuacitn es del tipo: @—(?;—f)= 1.
Se sustituyen C(2,3), a=d4yb=3; "

(=2 =3 | | (=2 =3 g -
7{4]2 'J;s]z SRR I

Se obtiene la ecuacitn en su forma general;

1 2
Se multiplica Ia ecuacion por 144, 144[':" ;ﬁz) b ‘93) < 1]
Se desarrollan los binomios, 9x =2~ 16(y - 3)" = 144
Se multiplica y simplifica, 9(x? —dx +4) - 16(y> = 6y + 9) = 144

9x2 - 36x + 36 — 16y2 + 96y — 144 — 144 =0

La ecuacidn general es: 9x% - 16y* - 36x + 96y -252 =0
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2 @+-Determina la ecuacién general de la hipérbola cuyos focos son los puntos (-2, 3), (-2, -5) y su lado recto %

Solucién

Se grafican en el plano cartesiano los elementos conocidos:

¥
*F,
—————
RS
i
ip, +

3¢ obtienen las coordenadas del centro y el valor del semieje focal ¢,

C(-2,-1)yc=4
2

— 14
Eladurcctocsm=%=—§,sc despeja b%;

0=3z"+Ta-48
(3a + 16)a-3) =0

De la ecuacitn a= 3, el valor del semieje conjugado es:

7 P
b”=%a—> b”=§(3]=7 = b=A7

La hipérbola es vertical, 1a ecuacion se obtiene al sustituir las coordenadas del centro y el valor de a y el valor de b

=k _(x=n) _,

en;
a’ b?

2 v
Forma ordinaria: (_y-;l] _(_x-;z] =1

Forma general; 7y* — 9% + 14y - 36x 92 =0 — 9>~ 7y* + 36x - 14y + 92 =0
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EJERCICIO 42

*  Determina las ecuaciones de las hipérbolas que cumplan con las siguientes condiciones:

L,

2

10.

11,

12,

13.

14,

Fy(5 1), Fy(=5, 1, V,(3, 1), V,( =3, 1)
Fi(=4,5), F)=4,-T), V,(=4, 4), V(-4 -6)
F(7,-2), F)(-3,-2), V6, -2), V-2 -2)
F(1,6), Fy(1, 0), V,(1, 5), V,(1, 1)

F\(8, 2), Fy(- 2, 2} y excenfricidad e =

|

F(-33), F{-9,3)yIR =5

Fi(-23), Fy(6, ) yLR =12

' 4
Extremos del eje conjugado, los puntos (_1+ﬁ ; 3}3(_1—&? 3 e= 3

6 =
— , vértices, los puntos ( 4-22 By

Eje transverso paralelo al eje de las abscisas, excentricidad igual a 2

(44242, 3)

5 =2
Longitud del lado recto igual a -jJﬁ y extremos del eje conjugado, los puntos (-2++/5, =3)y (=2-+/5, =3)
Longitud del Iado recto 3 y focos en los puntos (4 ++/7, - 1) y (=4=47,-1)

Centro en (1, 3), eje transverso paralelo al eje X, excentricidade = % yiR=

SRR =]

4.5 4./5
Los extremos de un lado recto son los puntos [—1 —TJ_, 4) ¥ (—1+TJ_, 4] las ecuaciones de sus asintotas,

Ins rectas ng+2y+\f§—2=u y \Ex—Zy+J§+2=(]

Fje transverso paralelo al eje X es igual a 4, excentricidade = % ¥y pasa por los puntos (-4, 1) y (1, 1+§J§]

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « « o ¢ ¢ o 0 o 0 v o0 0w u
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Casos especiales

Existen ecuaciones que no precisamente representan una hipérbola y que sélo son un par de rectas concurrentes.

EJEMPLOS

1 @+ Determina si la ecuacién x* — 4y — 2x + 1 = O representa una hipérbola o dos rectas concurrentes,
i ' Solucién
i

Al transformar la ecuacién a su forma ordinaria se determina que:
P-4 +1=0 o5 2P2X-H'=-1 - (@ +D)-d=-1+1
(x-12-4y-02=0
La ecuacidn es una diferencia de cuadrados, la cual se factoriza,
x-D+2Ay-0] [x -1 -2Ay-00]=0 — [K-1+]x-1-2]=0
Se igualan con cero cada uno de los factores y se obtienen las siguientes rectas:
x+2y-1=0, x-2y-1=0

La representacitn gréifica es:

x-2y-1=10

x+2y-1=10
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2 ®+:;Cuil es el valor de K para que la ecuacion x* — 4y + 4¢ + 24y + K= 0 represente un par de rectas concurrentes?
Solucién
Se transforma la ecuacién a su forma ordinaria:
-4+ dx+24y+ K =0 > 2 -4y’ + 4x + 24y = - K
G+ 4x)- 407 -6y) = -K
Cledx+ ) -407-6y+ 9N =-K+4-36
(x+22-dy-3P2=-K-32
Para que la ecuacion represente dos rectas concurrentes, el segundo miembro de la ecuacitn debe ser cero;
-K-32=0
-K=32
K=-32
Se sustituye el valor de K = — 32 en la ecuacidn (x + 2)? - 4(y-3)*= - K - 32,
(x+22-4y-3P7=0
[(x +2) + 2Ay-3)] [(x +2)-2(y-3)] =0
(x+2y-4) (x-2y+ 8 =0
Las ecuaciones de las rectas cuando K = —32, son:
x+2y-4=0
-2y +8=0

Grdfica:

¥{

EJERCICIO 43

*  Determina el valor de Ken las siguientes ecuaciones para que representen un par de rectas concurrentes.

1. 9 -4y’ — 18+ By+ K =0 7. 252 -4y -100x + 24y + K =0
2, 22—y +dx+dy+ K =0 B, y¥-dl+ 24x-2y+ K =0

3, %+ 54x-y'+ dy+ K=0 9, -y -2%-2y+K=0

4, 3P -2y?-2x+2y+ K=0 10, 9?4+ 16x-18y+ K =0
5 2-12y-2x+ K=0 11, -4y’ -4x-24y+K=0

6, 47-3y -Bx+6y+K=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® « « « « ¢+ o v 2 0 0 0 0 w0 w e
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Ecuacién de una recka fangente a una hipérbola en un punto cualquiera

Se tiene una hipérbola con vértice en el origen y una recta tangente en el punto (x,, y,). 1a ecuacion de la recta estd

dada por: »
Horizontal; “2° -2 —1
a b
. oY XX
Vertical: —--—-=1
a b
Se tiene una hipérbola con centro (#, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x, y,), la ecuacitn de la
®cta estd dada por:
Horizontat; Fe=M)E=H)_ 0 =K)y=K) _,
a b
-k)y-k —h)(x=h
a b
EJEMPLOS 7
_ﬁ- ] @+ Determina la ecuacion de la recta tangente a la elipse 7% — 9y — 63 = 0, en el punto (4.5]

Solucion
Se transforma la ecuaci6n a su forma ordinaria; )
Txi-9y-63=0 — T*-9* =63 é—%—ﬂ Es una hipérbola horizontal,

E
2
iy

Entonces a® = 9, b? = 7, se sustituyen estos valores y el punto en la férmula; o

7
(4)x [E];"r 4x Ty 4r v
% =15 —-—2-1=0 ——2-1=0 = 4x-3y-9=0
9 = — 531 — 53 = 4x-3y-9

Por consiguiente, la ecuacitn de la recta tangente es: 4x — 3y -9 =0,
2 ®+- Defermina la ecuacién de la recta tangente a la elipse ix:T:]z‘— Q;—S)i =1,enel punto (T,%‘l] ;

Solucion

De laecuaciﬁnng_:Lz—M= 1,se obtiene que C(h, k) = C(2, 3), a® = 16 y b*=9, se sustituyen estos datos y
T,E] - (xn —h:l(x—h] _ (}'u 'k)(}"k) =1

el punto (x,, y,) = (

4 a’ b
21 )
(2-3)0-3
(1-2)(x-2) \4 O Lo B ol RV
16 9 16 4

Por consiguiente, la ecuacitn de 1a recta tangente a la hipérbola es: Sx -4y - 14 =0,
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EJERCICIO 44
Resuelve lo siguiente:

1. Determina la ecuaci6n de la recta tangente a la hipérbola 9x — 16y? — 144 = 0, en el punto (—5,—%]

2, Obténla ecuacion de la recta tangente a la hipérbola 25x% — 9y* + 225 =0, en el punto (;-ﬁ)

3. Determina la ecuacitn de la recta tangente a la hipérbola cuya ecuacitn es; 9x? — 16y* — 36x + 160y - 508 =0 enel

11
-3,—
e ]

4. Obténla ecuacién de la recta tangente a la hipérbola 5x% —y? —4x — 2y + 24 = 0, en el punto (0,-6)
5, Determina la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola cuya ecuacion es; x* — 17y* + 4x + 102y — 166 = 0, en el
punto (- 19, 7)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

164



ECUACION GENERAL DE CONICAS

D

o

Q

5
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~—id B strabismo es toda situacién en que los
A, - ] ejes visuales no se cruzan sobre el ol

s jeto que se mira.

— El ojo recliza movimientos de rofacién y de

\; Fatrabisng o diglox1a fraslacién, pero para su fratamiento solo se
Estudio de los ejes de Fick. d il d i | d
esiudian los de rofacion, ya que los de fras-
lacién son despreciables, el estudio se basa Gnicamente en los ejes de Fick
[son los ejes de rofacién),

los ejes que pueden pasar por el centro de rofacién (uno para cada movi-
miento), en el que el eje ¥ anteroposterior coincida con el eje visual y los
ejes Xy Z estén contenidos en un plano perpendicular al eje Y en el centro
de rofacion.
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Rotacién de ejes

En el sistema de ejes coordenados cuando los ejes rotan un dngulo ¢, manteniendo fijo el origen, los puntos P(x, y)
se transforman en P (x’, '), a esta transformaci6n se le llama rotacidn de ejes. Los puntos estin relacionados con las
siguientes ecuaciones:
X'=X cos @+y sen o
¥'=y cos ¢—x sen o
En la figura,
x=0D-CD;y= AP+AC

Pero CD = AB y AC =BD, entonces

Enel trifingulo PAR L . ¥a
3ena—£~msa— o
== == ¥ x P{x y)
= ¥ o z ‘|’ T o ¢ )
AB =y'sena, AP =y'cosa e L‘_
Enel tridngulo ODB ¥ e ol
BD 0D T PN
sena=—:>cosa= — :
x x X :
e — - o X
BD =x"sena, OD =x"cos ;B
Luego, al sustituir enx = OD -AB; y= AP +BD £ 4 :
o ' 0
x=x"cosa-y' sen a; -
¥ 0 & 0 X
y=y'cos a+ x'sen a
Al resolver el sistema se obtiene;
x'=xcos o+y sen o
y'=y cos o—x sen
E&IEMFLOS *
_g- 1 @+ Unsistema de coordenadas se rota 45°. Determina las coordenadas del punto A(- 1, 2) referido al nuevo sistema
£ coordenado X°Y°,
iar Solucién

Para determinar las nuevas coordenadas (x*, ¥') se utiliza: ¥’ =x cos a+ y sen a; ¥’ = y cos & —x sen «,
Como el dngulo a rotar es de 45°, se precisa que:

1 1
45° = 45° =
N R g R

Al sustituir en las férmulas, se determina el punto en el nuevo sistema coordenado X'Y",

,—L_ L —_l — ,—_1 __1 —_ = e— _1
x_‘J_( D+ J_{Z}_ r+J_ J.r_\lll,_{2} J_{ 1}_\"’_4.“'.,_
x’-— 1 L

-J— y=—=

De aqui se deduce que las coordenadas del punto A(- 1, 2) en el nuevo sistema de coordenadas

sun:A[%,%).
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Angulo de rofacién
Para determinar el dngulo de rotacidn, el cual elimina el termino xy, se sustituyen las ecuaciones:
x=x"cos o—y'sen o y=x'sen o+y'cos ot

en la ecuaci6n Ax” + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, como a continuacion se ejemplifica;

.g_ . @+ Determina el dngulo de rotacitn de los ejes necesario para eliminar el t€rmino xy de la ecuacitn,

TR -63xy+ 13 =16
Solucién
Se sustituyen las ecuaciones de rotacidn:
x=xcosa—y sena;y=x sena+y cosa
T cosa—y sena) —6+/3 (x’ cos a—y' sen al(x’ sen a+y’ cos a) + 13(x’ sen a+y’ cos af = 16

Se desarrollan y se reducen los términos semejantes:

(7T cos @ — 63 sen acos a+ 13 sen® adx'? + [12 sen a cos a —6+/3 (cos® a—sen® a)] x'y’

+ (Tsen®a + 63 senacos a+ 13 cos® a)y'? = 16
Para eliminar el término en x'y’, se iguala con cero el coeficiente de dicho término y se despeja el dngulo a.,

12 sen a cos a— 63 (cos2a—sen?a)=0—6 sen 2 —6-/3 cos 2a=0

y al dividir entre cos 2e, se obtiene:

tan 2a= /3 — 2a=60°
Finalmente, ¢l dngulo « = 30°,

Enel ejemplo anterior se observa que determinar el 4ngulo de rotacién de los ejes es un tanto laborioso, no obs-
tante, una forma prictica es tomar los coeficientes de los términos cuadriticos y el término xy de la ecuacidn general
de segundo grado:

A+ By + OGP+ Dx + Ey+ F=0
Y sustituirlos en la ecuacién;
B
2a=——r

fan Lo A-C

» Determina el dngulo de rotacidn de los ejes necesario para eliminar el término xy de la ecuacidn,
1362 + 243 xy + 157 =36

Solucién

Los valores de A = 13, B=2+/3 y C= 15 se sustituyenen la férmula;

fan 2o = li‘ﬁlﬂv = % =3 —r!cm?a:ﬁ — 20 = 60°

Por consiguiente, el dngulo a = 30°,

167



11 Carilulo

(GEOMETRIA AMALTICA

EJERCICI
. Ro

-
O

1

2,

e

=

5

Transformacién de la ecuacién general de segundo grado

Para transformar la ecuacién Ax? + Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F = 0, a otra que carezca del término xy conociendo el
dngulo de rotacitn e, se sustituye dicho dngulo en las férmulas;

x=x"cosa-y'sena;y=x"senca+ y cos a
y éstas a su vez enla ecuacitn, desarrollando y simplificando los términos resultantes,
Ejemplo
Transforma la ecuacién » — 2xy + y* + 2x — 4y + 3 = 0, cuando se giran los ejes un dngulo de 45°,
Solucién
Debido a que el dngulo de rotacion es de 45°, se determinan las ecuaciones de rotacitn,

x=x"cos 45° —y' send5° =22 . y= ¥ sen 45° 4y’ cos 45° = %

7

Se sustituyen estos valores en la ecuacion dada, el resultado es:

()R ERHE AL

Al desarrollar y simplificar se obtiene al final:

22 2x'-32y +3=0

045
ta las siguientes curvas a los dngulos indicados.

=2y + P =2 =2y =0, =45°

1322 + 2./3xy + 152 - 48 = 0; & = 150°

s 2+ 2By -y -8 =0; = 120°

. 32423y + P -2 + 23y = 0, @ =30°

. 32+ 2y + 32— B\ 2x -6 = 0; = 135°

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones correspondient® + « o « o ¢ 5 6 6 0 0 0 w00 u e
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Transformacién aplicando las identidades trigonométricas
Para transformar la ecuacién Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0 a otra que carezca de término xy se utilizan las

siguientes formulas:
tan Za—i
TA-C
Y Ias identidades trigonométricas
cos 2ee = 1 S 1-cos 2o cos = 1+ cos 2a
Jian? 2041 N2 2
Como se muestra a continuacitn;
EJEMPLOS
_E- ] @+ Mediante una rotacién de ejes elimina el término xy de la ecuacién 35 + 3xy — ¥ = 9.
i ' Solucién
A Se determinan los valores A =3, B=3 y C= - 1, para determinar fan 2a y el resultado se evalda en la férmula de
cos 2a;
B 3 3 1 1 4
an2og=—— = ——— = — 2= = —
i Rk ey Bl 5

J:m22a+1—\[(3)2
E +1

Luego, conla aplicacion de las siguientes férmulas se encuentran los valores de seno y coseno:

hi-(2 14 2
—— l-cos 20 _ 5) 1 o l+cos 2 _ 5) 3
VT 2 ‘V 2 Ji0’ V2 Y 2 T o

Las ecuaciones de rotacidn son:

T (- IO N N . e AR (R S Y N R 2 )
"“’(Jﬁ] ”’[Jﬁ]' =< (i) *f"(m]" Nt
Estas ecuaciones se sustituyen en la ecuacion de la conica.
(| LRI
V10 Jio A Vo V10

Se desarrollan las operaciones y se simplifica para obtener finalmente la ecuacicn.

=

Tx*-3y“=18
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2 ®¢-Mediante una rotacion de ejes elimina el término xy, e identifica Ia natumaleza de la curva de ecuacion:
32 -y+ 32 =8
Solucién
Al comparar con la ecuacitn general se determina que A=3, B=—-2y C =3, como A = C, entonces el dngulo de
rotacitn es de 45°; por tanto, las ecuaciones son:

1 1 x| ]
=x" cos45° - 459 ey’ ¥ = o — L
x cos y' sen ._zx 23:’ - 5
y=x’sen45“+y’m345°=Lx’+L I, A

BT ETA
Se sustituyenen la ecuacién 322 — 2xy + 3y* =8,
1 Al 2 Al 1 Al 1 1 1 2
x ¥ x _¥ ¥ . ¥ ¥ ¥
3 - -2 - + +3 + =8
(&5 &5 55 (&5
Ahora, al desarrollar y simplificar, se encuentra la ecuacion de la curva sin término en xy.
xﬂ x|}r1 yﬂ x-ﬂ ynz xﬂ [x|y| yﬂ
3 =2 =2| —- 3 —+2| — |+— |=8
[2 ( 2 )52 2 2 ) 2 2

i S W il 51 U o e o
3[2 J(:J,r+2]2[2 2+3n2+:cj:+2—8

12 12 12 12
3.; —3x‘y'+§£—-—x'z+y‘2+§-;—+3x'y'+3y2 »

8
2

6x12 6 W2 5 .
L M) S IV
2 T2 ’

204+ 4y"2=8
Finalmente, la ecuaci6n es: x"2 + 2y’ = 4, Ia cual representa una elipse,

EJERCICIO 46

Transforma las siguientes ecuaciones a otra que no contenga el término xy.
1. 2;}1 =1
. -2y + P -8J2x-8J/2y=0

ERE R )

2
3, TR -63xy + 137 -8/3x + 16x-8y-1633y + 16 =0

L

2 +28xy + 37 + 6x-23y =0
2+2Bxy -y -4=0
13¢% - 10xy + 1357 + 16x + 16y =56 =0
L+ +yi+dr-6y+5=0
5% + dxy + 297 - 20x + 10y = 0
2 -2y + P -20x+ 10y =0
10, 2+ 4y + 3y -24x-24y + 104 =0
@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® « « « + ¢ s o v o s sttt

v N &
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Transformacién de la ecuacién de una cénica por rotacién y traslacién
de los ejes

Para analizar geométricamente una ecuacién de la forma:
AP+ Bry+ CyY+ Dx +Ey + F=0

sin muchos problemas, ésta se reduce con una rotacitn y traslacion de ejes.

Al realizar la rotacitn de ejes, €sta orienta los ejes coordenados en la direccitn de las cdnicas elipse e hipérbola,
¥ la traslacion de ejes lleva al nuevo origen al centro de las mismas. En el caso de la pardbola, al rotar los ejes, uno de
ellos es paraleloal eje focal y la traslacién lleva al nuevo origen al vértice,

EJEMPLOS
1 ®#-Mediante una rotacién y traslacién de ejes, reduce y grafica la ecuacién:
i 52¢% + T2xy + 7397 + 160x + 130y + 25=0
iu
Solucién
Se realiza la rotacion de ejes.

Se aplican las férmulas para encontrar el valor de sen @ y cos a, entonces,

o==——=———= =— =
e L T
Luego 2 e II cuadrante
('032{1‘=— 1 == 1 = 1 = 1 =—L=_l
Van® 2a+1 24 \/S‘.-'ﬁ 625 25 25
A [ LA | e
7 49 49 7
Por tanto,
7
2aa= ——
cosdem =
Luego, conel valor de cos 2ase determinan los valores de sen oy cos a:
gk 2 o
sen o= il o = +ir5-— 3— ||'3—_2— LN
Y2 T 2 2 \s0 V25 5

cosa=

e %) (@Jg E_[9_3
\ & =N B 2_\(;_\/;_5

2 2

Por consiguiente, las ecuaciones de transformacién para rotar son:

i g 3 4 3x'-4y'
= o — o= —X —y =
x=x"cos a-y sen Sx’ Sy’ ;
4 3 4x'+ 3y'
=x"sena+y cosa= —x'+ —y'= ——
¥y ¥ 5 SJ’ 5

Luego, al sustituir en la ecuacién;

520 + T2xy + 7397 + 160x + 130y +25=0
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Se determina que:
|_ 1 2 |_ 1 Al \l 1 Al 2 '|_ Al A Al
52(3" 4—‘"] +72(3x 43’) (4x+3yJ+13(—-4x+3y] +160(—3x 4y)+130(—4“3y]+25=0
5 5 5 5 5 5
La cual, al simplificarla resulta;
A+ 924+ B’ -2y +1=0
Luego se realiza la traslacitn de ejes.

Se sustituyen,
X=x"+hy=y"+k

Enlaecuaciondx™+ "2+ 8" -2y’ + 1=0

A" + R+ (" + B+ 8"+ -2y + )+ 1=0
Se desarrollan las operaciones

A+ 2 A )+ (4 2k )+ B + R -2y + k) +1=0
AT+ Bx"h+4h7 + Y+ 2y k4 P+ 8" + BR -2y - 2%+ 1=0
A" 4y 2+ Bx"h+ Bx" + 2y k2" + A+ P4 Bh -2k + 1 =0
4724y 2 Bh+B) " +(2k-2) Y + @+ K2+ 8h-2% +1) =0
Bh+8=0—-2h=-1
%-2=0—-k=1

Por tanto, el nuevo origen es el punto 0" (-1, 1)
Al sustituir los valores de h y &, la ecuacitn se reduce a;

4x"24y"2-4=0

- YL ’I!‘!
527 + T2y + 7397 + 160x + 130y + 25=0 | <
x
4?4yt s B - 4 1=0

"
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EJERCICIO 47

9.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

1
2,

3,

Mediante una transformacién de coordenadas, simplifica las siguientes ecuacicnes.

£ -2y +y-8/2x=0

5¢2 + 6y + 52 —=1632x =322y +96 =0

1322 - 10xy + 13y% + 44 J2x -282y +8=0

5x2 - 26xy + 5577042y + 382x + 202 = 0

2+ 23xy + 3 -8(1+23)x + 8(2-3)y-112=0

362 -23xy + )% + 1214 43) x - 12(1-3) y + 12 =0

2+ 2430y -y + 83x + By +50=0
P+2y+y¥+ 1042 1442y +2=0

7+ 63xy + 137+ 4(8+3)x+ 4(8/3-1)y+ 52=0

Identificacién de una cénica

Una forma de conocer la naturaleza de la ecuacitn:
A+ Bxy + Cy*+ Dx + Ey + F =10,

es realizar una rotacion y traslacion de ejes, pero esta transformacion es muy laboriosa.
Otra forma de identificar su naturaleza, sin tener que realizar la transformaci6n es sustituir los coeficientes de la
ecuacién general en la expresidn;

I=RB?-4AC
Que recibe el nombre de invariante o indicador,
Caso L: si se elige un dngulo a de modo que B = 0, entonces:

© SiAo C =0Iaecuacitn representa una pardbola.
© 8iA = Cy de signos iguales la ecuacién representa una elipse,
© SiAy C fienen signos contrarios la ecuacién representa una hipérbola,

Caso IL: si B # 0 la ecuacién Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = (, representa una c6nica no degenerada si:

© B?-4AC = 0 la ecuacitn representa una pardbola,
2 B?-4AC <0 la ecuacidn representa una elipse.
© B?-4AC > 01a ecuaci6n representa una hipérbola,

Una curva degenerada es aquella que representa;

2 Dos rectas concurrentes,
2 Un punto,

© Dos rectas paralelas.

2 Una sola recta,

173



11 Carilulo

EJEM
1

E
B
i

(GEOMETRIA AMALTICA
PLOS
_i @+ Determina la naturaleza de la conica x* —dxy + 3% + x—y + 4 =0,
Solucién
De la ecuacion se obtiene;
A= 1,B=—4yc=3
Al sustituir en ¢l indicador:

I=RB?-4AC
I=92-4DB3)=16-12=4
De acuerdo con el indicador 7> 0, por tanto, la curva representa una hipérbola,

2 ®e¢-;Qué conica representa la curva 32 + 2xy + y2 + dx + y —20 =07

Solucién
De la ecuacion se obtiene:
A=1,B=2yC=1
Al sustituir en el indicador
I=(22-411)=4-4=0

De acuerdo con el indicador =0, la ecuacién representa una paribola.

3 ®e-;Cuil es la naturaleza de la c6nica 2x* — Txy + By* - 5x — 10 =07

Solucién
De la ecuacion se determina que:
A=2,B=-TyC=8
Al sustituir en el indicador,
I=(-TP—42)B)=49-64=—15
De acuerdo con el indicador I < 0, la ecuacion corresponde a una elipse.

EJERCICIO 48
Determina la naturaleza de las siguientes conicas no degeneradas.

L.

2,

9.

10.

-2y +y-2x-2=0
1322 + 243xy + 15 -48=0

2 -23xy-y-8=0

32+ 2430y + ¥ -2 + 243y =0

32 + 2ay + 32— 832k -6 =0

32 -6xy + 3y -By2x-82y=0
132 — 10xy + 13y* + 16x + 16y -56 =0
5% 4+ dxy + 27— 20x + 10y =0

27 —day + 27 —d0x + 20y =0
Pt+dy+y=24xr-24y+104=0

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « + v o v 0 s 00 0 0 v 0 000
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Ecuacion general de obnicas

dentificacién de conicas degeneradas

Son aquellas que de acuerdo con el indicador representan una pardbola, elipse o hipérbola; sin embargo, al realizar un
despeje se obtienen las caracteristicas para determinar 1a naturaleza de la ecuacion. Las curvas degeneradas represen-
tan un punto, dos rectas concurrentes, dos rectas paralelas o s6lo una recta,

2 [ T8

Determina la naturaleza de la conica 9x% —6xy + y*— 12¢+ 4y + 4 =0,
Soluciéon
De la ecuacitn se obtiene;

A=9,B=—6yC=1
Al sustituir en el indicador,

I=(-6)?-4(9(1)=36-36=0

Por tanto, la ecuaciGn representa una parédbola,
Sin embargo, al factorizar la ecuacidn,

9% —Gry+y - 12+ dy+4=0- 3y 43—y +4=0
Br-y-2y=
3x-y-2=0
Lo que significa que la ecuacién representa una linea recta, en este caso se le denomina curva degenerada.
Encuentra la naturaleza de la c6nica 36x” — 24xy + 55" — 12x+ 5=0,
Solucion
Se utiliza el indicador, I = B> — 4AC,siA=36,B=-24yC=35
I=(-24)2 — 4(36)(5) =576 —-T20=—

De acuerdo con el resuliado I < 0 y la curva representa una elipse; sin embargo, al resolver la ecuacidn de segundo
grado con incognita x se tiene:

3607 + (- 24y — 12 + (57 + 5) =0
Donde,

| —(-24y-12) % [(-24y-12) - 4(36 J55°+5) _ (2y+1)(y-2)V=1
- 2(36) 6

3¢ observa que x es imaginario para cualquier valor de y diferente de 2, luego si y = 2, entonces la ecuacitn representa
al punto P (%,2].

175



11 Carilulo

(GEOMETRIA AMALTICA

3 ®e-;Cuilees la naturaleza de la conica 3x> — Txy — 6y” — 2x + 1Ty -5 =07
Solucién
Para la ecuacién A = 3, B = -7 y C = — 6, se sustituyen los valores en el indicador y se obtiene:
I= (-T2 -4(3)-6)=49 + T2 =121
Por lo que se deduce que /> 0; esto indica que la curva representa una hipérbola.
No obstanie, al despejar x de la ecuacitn 33 — Txy -6y —2x + 17y -5=0

- ~(=Ty-2) [(<Ty-2)' -4 (3)(-65" +17y-5)
B 2(3)

e Ty +2+4/121y* =176y + 64
- 6

Ty+2+,/(11y-8)’
X=
6

Ty+2+(11y-8)
6

Por consiguiente,
x=3y-1lyx= i?’&s

Hl resultado anterior indica que la ecuacitn 327 — Txy — 6)° —2x + 17y—5 = 0, representa a las rectas concurrentes;
x=3y+1=0;3x+2y-5=0

EJERCICIO 49

Determina la naturaleza de las siguientes conicas degeneradas.
L P+xy-2+3x+6y=0
Wby + P +r+2y+1=0
-2y +y¥ +2-2y+1=0

42+ 3y -y + 19+ dy+ 21 =0

W+ xy-2=10

24+ 100y + 257 —dx =20y +4=0

4 - By + 5y + 2y + 1=0

9% + 24ay + 16y = 12x =16y + 4 =0

CEE R

- DY - L

o

F+xy -6y + 10y-4=0
10, 4 + 123y + 9y*-20x-30y + 25 =0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® + « « & s ¢ s s s 6 0 a v 0 v u s
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Definicién general de cénicas

Lugar geométrico que describen un punto del plano de tal forma que la razén de su distancia a un punto fijo y a una
mcta fija, siempre es constante,
El punto fijo se llama foco, la recta fija directriz y la distancia constante excentricidad (e).

PF

=g

PQ

Grifica
Y&l
Elementos
P F: Foco
Q P: P(x )
Lyy: Directriz
(: punto sobre la directriz
F
>
X

Condiciones:;
© Sie = 1 el lugar geométrico representa una pardbola.
© Sie < 1el lugar geométrico representa una elipse,
© Sie> 1el lugar geométrico representa una hipérbola,

EJEMPLOS
1 @ ;Cudl es la ecuacidn de 1a conica cuyo foco es el punto Fi— 1, 3), ecuacién de la directriz x + 3 = 0 y excentricidad 17
E | -
5 Solucién
i

Como la excentricidad es igual a 1, 1a ecuacitn a encontrar es de una pardbola,
Se aplica la definicién de conicas:

Distanciadel pumoal foco G
Distanciadel puntoaladirectriz

Sea P(r, y) un punto del lugar geoméirico, entonces:

(x+1)" +(y-3)° - VX +2x+ 14y —6y+9 4
x+3 =7 x+3 B

420+ 14y = 6y+ 9=(x+3)" o x4 2x+ 14y’ —6y+9=2" +6x+9

Al simplificar se obtiene 1a ecuacién;

¥ —4x-6y+1=0
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2 @+ Determinala ecuacion de la cénica cuyo foco es el punto F(3, —2), ecuacion de la directriz 2 —y + 4 = 0
y excentricidad g
Solucién
Como la excentricidad es mayor que 1, la ecuaci6n a encontrar es de una hipérbola,
Se aplica la definicién de las conicas:

Distanciadel puntoal foco i
Distanciadel puntoaladirectriz

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico, enfonces;

(x=3 +(+2) 3 V5 (x-3)+(y+2)’
2

3
Zx—y+4d - 2x—y+4d )
-5

Se realiza un producto cruzado,
—_—
-2J5(x=3)" +(y+2)? =3(2x-y+4)
Se elevanal cuadrado ambos miembros,

[—2\-"3\.'(3'—3]2 +(y+2)’ :Iz =[3(2x-y+ 4]T

20[(x-3)" +(y+2)" |=9(2x -y +4)’
20(x* - 6x+9+y" + 4y +4) = 9(4x” +y’ + 16— 4xy+ 16x- By)
2052 — 120x + 180 + 2002 + B0y + BO = 3622 + 9y + 144 — 36xy + 144x — T2y
Finalmente, al simplificar los términos semejantes e igualar con cero, se obtiene la ecuacién:
16x2 — 36xy — 11)2 + 264x — 152y — 116 = 0
2
3 ®e: Determina Ia ecuacién de la conica cuya directriz es la recta x + 3y — 5= 0, foco en el punto F(— 1, 3) y excentricidad 5
Solucién
De acuerdo con el valor de la exceniricidad la ecuacitn de la cinica representa una elipse.,
Se aplica la definicidn de conicas:
Distanciadel puntoal foco
Distanciadel puntoaladirectriz
Sea P(x, y) un punto del lugar geoméirico, entonces:

(x+1) +(y-3)" _2
e =3 @ NG9 =2 3-5)
J10
Ahora, al elevar ambos miembros al cuadrado y simplificar se obtiene la ecuacién;

T
[swfﬁv'(x+1]’+(y-3]’] [2(x+3y-5)]
25007 + 2x+ 1 + 37 — 6y + 9) = 4(x? + 957 + 25 + 6xy — 10x — 30y)
25052 + 2503 + 500x — 1 500y + 2 500 = 4x? + 36y2 + 24xy — 40x — 120y + 100
24627 — 24xy + 214y + 540x — 1380y +2400=0
Por consiguiente la ecuacitn es:
123x% — 12xy + 107y* + 270x - 690y + 1200=0
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EJERCICIO 50

Determina la ecuacién de la conica que satisface las siguientes condiciones:
1. F(0, 3), directrizx = 6, excentricidad = %
2. F(1, 1), directrizy = - 2, excentricidad = %
3, F(-2 3), directrizx = 5, excentricidad = 1
4. F(0,0), directrizy = 4, excentricidad = ;
5. F(2, - 1), directrizx + y = 0, excentricidad = %

6. F(-3,2), directriz 2x + y = 3, excentricidad = /5

1.4
4 F(E'E]' directriz 3x - 2y = 6, excentricidad = 1
8. F(-a a), directrizx —y + a = 0, excentricidad = 2

9, F(4, 5), directriz 3x - 4y + 12 = 0, excentricidad = %

3 1 -
10, F(a3, 0), directrizx = %. excentricidad = 543

Q Verifica tus resultados en la seccién de seluciones correspondiente s

Ecuaciones de las directrices de la elipse y de la hipérbola

En la elipse y en la hipérbola existen dos directrices, una para cada foco,

- Ys
Y¢ Ly 1 Ly
Ly 4 L

R | A x/}&x

I. Sila elipse o la hipérbola es horizontal con centro en el origen, las ecuaciones de sus directrices son;
2 2
a a
q:x=? Y B x=—?
I. Sila elipse o la hipérbola es vertical con centro en el origen, las ecuaciones de sus directrices son;
v 7
a a
Liys—iEy y==—
L e
HI. Sila elipse o la hipérbola es horizontal con centro en (ft, k), las ecuaciones de sus directrices son;
2 2

a a
Lix . Ly x "
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IV, Sila elipse o la hipérbola es vertical con centro en (h, k), las ecuaciones de sus directrices son:

2 2

a a
Lpy=k+—;L; y=k-—
) > y -

EIEMPLOS

.i 1 @+ Determina las ecuaciones de las directrices de la elipse cuya ecuacion es;

£

i.% 912+25y2—23=0
Solucion .,
Se transforma a la forma candnica %+%=1

Se precisa que la elipse es horizontal con centro en el origen, donde,
@=255b2=9

Luego,

F=a-b*=25-9=16 >¢c=4
Por consiguiente, las ecuaciones de las directrices son:

c 4; ¢ 4
2 ®e-Determina las ecuaciones de las directrices de la ecuacitn:
Ta? -Gy —42x 4+ 36y-36=0
Solucion
Se transforma a la forma ordinaria; 9
La hipérbola es horizontal con centro en (3, 2), a*=9 y b* =7

H valor de ces: c=val+5° =O+7 = /16 = 4
En consecuencia, las ecuaciones de las directrices son:

(==3) (-2 _,

a 9 21 a 9 13
E=h ¢ 4 4 o ¢ 4 4

EJERCICIO 51
s Determina las ecuaciones de las directrices de las siguientes curvas, cuyas ecuaciones son:
1, —=+==1 6, 25x - 225=0
TR -9t +
2 _ 2 ¥ |
2 x_.+£=1 7. ££_1L+£.}.H-_2.L=1
9 16 4 9
2 2
3. 42+ 9?-36=0 8, iﬂgj__ilﬂ=1
25 16
1 2
x_ Y
4 -2 -1 9 X-yl4+6y-10=0
4 25 FAoy
2 xz
& f—ﬁ-E=1 10, 1622 + 9% + 64x— 18y -T1=0
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « « « ¢ o o o o0 v oo oL L
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Tangente a una cénica

Es aquella recta que sélo toca un punto de la curva,

Yy
L

i L recta tangente
P punto de tangencia

r

Las cénicas que se analizardn serdn de la forma;
A+ Gyl +Dx+ Ey+ F=0
Casos de tangencia;
I Dado el punto de tangencia,
0. Dadala pendiente de la recta tangente.
M. Dado un punto exterior a la cénica,

Dado el punto de tangencia

Ejemplo

¢Cuél es 1a ecuacién de 1a recta tangente a la ecuacitn Ax* + Cy” + Dx + Ey + F =0 en el punto de tangencia P, (x,, ¥,)?
Solucién

Sea y -y, = m(x —x,) la ecuacion de la recta tangente, como el punto P, pertencce a la curva y a la recta, se resuelve
el sistema.

{Ax’+Cy’+Dx+Ey+F=u
y=mx—mx +y

Se sustituye la ecuacion de la recta enla ecuacion de la curva,
A + Clmx —mx, + y,)* + Dx + E(me —mx, + y )+ F =0
Al desarrollar y acomodar en términos de x, se obtiene;
(A+ Cmhx® + (D + Em + 2Cmy, - 2Cm%x )x + (Cm*x 2 + Cy2 = 2Cmxyy, + Ey, —Emx, + F) =0

Para que exista solucién se debe cumplir que b* — 4ac 2 0,
con a=A+Cn?

b =D+ Em+ 2Cmy, — 2Cm’x,

¢ = Cm’x,* + Cy,* - 2Cmxy, + Ey, — Emx, + F

La expresion b* — 4ac = 0 es la condici6n de tangencia, Al sustituir los valores respectivos, resulta una ecuacién

con incGgnita m, y la ecuacitn de segundo grado que se obtiene es un trinomio cuadrado perfecto. Es decir, existe una
y s6lo una recta de pendiente m que es tangente a la curva en el punto P, (x,, y,).
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Solucién
i El punto pertenece a la recta tangente, entonces la ecuacién de la recta es de 1a forma:
y+ 1 =m(x-3), donde: y=mx —3m -1

.g_ 1 @ Cusles la ecuacion de Ia recta tangente a la pardbola x2 — 4x + y+ 4 = 0, en el punto de tangencia (3, — 1)?
o
8

Se resuelve el sistcnmdcccuacim:cs:{xz_4x+y+4=u
y=mx—3m-1
Se sustituye y = mx — 3m — 1 en la ecuacidn de la curva,
X—dx+(mx-3m-1)+4=0
Lrxim-H+3-3m)=0
En la ecuacién a= 1, b=m—4 y ¢ =3 — 3m, estos valores se sustituyen en la condicién de tangencia.
(m—4Y2 —4(1)3 -3m) =0
De la cual, al desarrollar y simplificar, se obtiene la ecuacién:
m+dm+4=0
m+27=0
m=—2
Se deduce entonces que la ecuacion de la recta es:
y=mx-3m-1—-sy=-2x-3(-2)-1
y=-2x+35
x+y-5=0
2 ®e-Determina la ecuacién de la recta tangente ala circunferencia x® 4+ y* —2x + 6y — 16 = 0 en el punto de tangencia (2, 2),
Solucién
Como (2, 2) es el punto de tangencia, entonces la ecuacién de 1a recta es de la forma;
y—2=mix—2), donde y=mx—2m + 2
Se resuelve el sistema de ecuaciones: .
{x +y =2x+6y-16 =0
¥=mx=2m+2
Se sustituye y = mx — 2Zm + 2 enla ecuacién de la circunferencia.
2+mx-2m+2P-2x+6mx-2m+2)-16=0
(1+m22 + (—dm? + 10m - 2)x + (4m2-20m) =0
Los coeficientes de Ia ecuacién son; @ = 1+ m?% b = —4m? + 10m — 2 y ¢ = 4m* — 20m, éstos se susituyen en la con-
dicion de tangencia y se obtiene:
— dm? + 10m — 22 — (1 + m?) (dm® —20m) =0
De la cual, al desarrollar y simplificar, se obtiene la ecuacidn;
25m?+ 10m+1=0
Sm+17=0
1
m=—=

Al final la ecuacidn de la recta tangente es; >

yemr—2m+2-sy= -%x-z(-l]u

5
1 2
==—x+—+2
I=TSETS
__1.n
Y=TEETS
5y=—x+12
x+5y-12=0
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EJERCICIO 52
Determina la ecuacion de la recta tangente a la conica dada en el punto indicado.

1. 2+ =25 enel punto (3, 4)

3x? + 4y* = 31, en el punto (3, 1)

x* —dy? = 21, en el punto (5, 1)

¥ + 6x -3y +32 =0, enel punto (-6, - 1)

X+ 4x-5y-22=0, enel punto (4, 2)

2=y’ —dx+2y+ 18 = 0, enel punto (3, 5)

2+ -4x+4y-26=0,enel punto (- 1, 3)

4x® + 9y* + Bx~ 6y ~20 = 0, en el punto (- 1, 2}

3x? + 3y = 9x + 3y-30 = 0, en el punto (4, - 3)

10, 16x - 25y — 64x — 200y - 255 = 0, enel punto (- 1, = 1)

vl e S I

o

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Dada la pendiente de la recta fangente

Encuentra la ecuacitn de la recta tangente de pendiente mala conica,
A+ Cy*+Dx+ Ey+ F =10

Solucion

Sea y = mx + bla ecuacién de la recta tangente, entonces se resuelve el sistema de ecuaciones;

AT +Cy' + Dx+Ey+F=0
y=mr+k

Se sustituye y = mx + b en la ecuacidn de la conica,

AP+ Clmx + k) + Dx + E(mx + k) + F=0
(A + Cm22 + (2Ckm + D + Emx + (k2C+ Ek + F) =0

Para que exista solucién, = b* — dac 2 0, entonces la condicidn de tangencia es: b —dac =0, donde: @ = A + Cm®
b=2Ckm + D + Em ¢ = k’C + Ek + F y al sustituir los coeficientes de la ecuaci6nen la condicién:

(2Ckm + D + EmY* — 4(A + Cm?®) (k2C + Ek + F)=0

Resulta una ecuacidn, cuya incdgnita es k, obteniendo dos resultados, éstos se sustituyen en la ecuacién y = mx + k,
por consiguiente, resultan dos ecuaciones tangenies con la misma pendiente.
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EJEMPLOS

5
1 @+ Determina la ecuacién de la recta tangente a la cnica x? + y* + 4x — 2y — 24 = 0 con pendiente 3

E
B
i

2 oo

Solucian
Si la pendiente de la recta es % , enfonces su ecuacion es; y= §x+ k
Se forma el sistema de ecuaciones,
X +yiedx-2y-24=0
=£x+k

=2

Se sustituye la segunda ecuacitn en la primera,
e
X+ [§x+k] +4x—2[§x+k]—24=0

Se desarrolla y simplifica la ecuacitn,

2022 + (20k —4)x + (412 — 8k —96) =0
Finalmente, los valores de los coeficientes son; @ = 29, b= 20k —4 y ¢ = 41 — 8k — 96,
Estos valores se sustituyen en la condicion de tangencia.
(20k — 4)% — 4(29) (412 — 8k —96) =0
4*— 48k — 697 =0
(2k+ 172k -41) =0

17 41
k— E: k—?
Por consiguiente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;
41
Sik=—12—T,cmmmcs Sik=;,cnumccs
=Ex+k — =£x—£ =£x+k — =£x+ﬂ
vy i 753 g g
S5r—2y-17=0 Sx—2y+41=0

(Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la cénica x* —y* =5 y tiene pendicnte—%?
Solucién
Sea la ecuacion de la recta y = %x + k, entonces al sustituir en la ecuacion de la curva,
2
xz—(—gxh‘:] =5
Al desarrollar y simplificar se determina que;
—S5x?+ 12kx—4k2-20=0
Por consiguiente, al igualar el discriminante a cero, se determina el valor de b,
(1262 —4(-S)-4k> -20) = 0

Finalmente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;
x4+ 2y-5=0;3x+2y+5=0

184



Cariuio 11

Ecuacion general de obnicas

EJERCICIO 53
d Determina la ecuacion de la recta tangente que cumpla con las siguientes condiciones:
. 22+ 3 = 13, de pendiente —2-
. 22+ 9y? -9 =0yes paralela alarecta 2x -3y -4 =10
¥-x+2y-10=0yes paralelaalarecta2e - 12y + 5=10
. x*=2x+ 8y + 13 = 0, de pendiente —%
. x> —dy* —2x —By + 9 = 0 yes perpendiculara larecta dx—y -5=0

b o b b =

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes « + ¢ ¢ o v 0 0 0 0 0 0 v o

Dado un punto exterior a la curva

Para determinar 1a ecuacitn de la recta que pasa por el punto £ (x,, ¥,) ¥ es tangente a la conica

Ax?+ Cy? + Dx + Ey+ F =0, se sigue el siguiente proceso:

La ecuacitn de la recta tangente que pasa por el punto P,(x, ¥,) es:

P=NiF m(x-xl}

Se despeja v
y=mlx-x)+y

Con esta ecuacitn y la ecuacidn de la cénica se forma el sistema:

{sz+Cy“'+Dx+Ey+F=(]
y=mx—mx, +y,
Hl cual tiene la forma del caso L,

EJEMPLOS
1 ®#-Determina 1a ecuacion de 1a recta que pasa por el punto (-1, —1) y es tangente a la c6nica X2 — 4x — 4y + 16 = 0,
Ep/) Solucién
iﬁ- La ecuacitn de la recta tangente que pasa por el punto (-1, —1) tiene la forma:
y=mx+m-1
Se resuelve el sistema de ecuaciones,
{f —4x—-4y+16=0
y=mx+m-1
Se sustituye y = mx+ m — 1 enla ecuacién de la cdnica,
A_dx—dMmx+m-1D+16=0
E4x(—dm—4)—4m+20=0
Por la condicitn de tangencia, se tiene la ecuacién de segundo grado,
(—4m — 42— 4(1) (- 4m +20) =0
16m* + 48m — 64 =0

mi4+3m—-4=0
(m+Hm-1)=0
m=-4,m=1
Por consiguiente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;

Sim=-4 Sim=1
y=-dr-4-1 y=x+1-1
y=-dx-5 y=x

dx+y+5=0 x—y=0

185



11 Carilulo

(GEOMETRIA AMALTICA

Solucién

La ecuacién de la recta tangente que pasa por el punto (2, —3) tiene Ia forma;
y=mx—2m-3

Se resuelve el sistema de ecuaciones,

X +y +8x-2y-9=0
=px=2m=3

Se sustituye y = mx —2m — 3 en la ecuacién de la cénica,
X4 (mx—2m -3+ 8- 2(mx-2m-3)-9=0
Q+mD) 2+ x(—dm? —Bm + 8) + (dm?+ 16m+6)=0
Al sustituir los coeficientes en la condicién de tangencia, se obtiene:

(—dm” —8m + B — (1 + m?) (4 + 16m + 6) =0
St +24m-5=0
(m+5)5m—1)=0

l'i!’l=—5,!!'l=l
5
Finalmente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;
Sim=-35 Sim-l
= =i
RO -lxz[l]s
y= y=3 3
y=-5x+7 Sy=x-17
Sx+y-7=0 x—5y-17=0

2 ®e-Encuentra la ecuaci6n de la recta tangente a la ofnica x* + y>+ 8 — 2y—9 =0, y que pasa por el punto exterior (2, —3),

EJERCICIO 54

" Detarmina la ecuacién de la recta tangente a la curva:

. ¥ = Rx, pasa por el punto exterior (- 4, 2)

x* = 8y pasa por el punto (-4, 0)

. & + 3y* = 6, pasa por el punto (0, 2)

. X+ ¥ —dx + 4y - 26 = 0 y pasa por el punto exterior (4, 6)
. dx? — 5y — 16x + 10y —9 = 0, pasa por el punto (1, 3)

L

Q Verifica tus resultados an la seccién de seluciones cormespondiente 5
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z _ﬂ,'{ _". _' = -“-,.
— ‘ e sabe muy poco de la vida de Ni-
A, - comedes, incluso para establecer el
e periodo en el que vivid hay que he-
cerlo con referencias indirectas. Se sabe que
E‘\ Nicomedes criticd la duplicacion del cubo

de Eratbstenes (276 a. C.-194 a. C.)y que
- Mg“m';;? 2 Apolonio (262 a. C.~190 a. C.) también
s S Sty hablé de Nicomedes.

Es famoso por su fratado las fineas de lo concoide, y quiso ufilizar la con-
coide chrc solucionar los problemas clésicos de la triseccién del éngulo y
la duplicacién del cubo.
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Sistema polar

Hl sistema polar es similar al cartesiano, su objetivo es la representacidn grifica de elementos geométricos utilizando
pares coordenados de magnitud y direccién, mediante un segmento y un dngulo, tal segmento recibe el nombre de
radio vector y el dngulo argumento.

Larecta OA yel punto P forman un marco de referencia,

% como los ejes coordenados en el sistema cartesiano,

OP = r: radio vector
0; Argumento
0. polo
OA:; Eje polar

= i
L; Bje —
o Eje >

Gréfica de un punto en coordenadas polares

Un punto P(r, 6 en coordenadas polares se grafica a r unidades del polo sobre un rayo que se llama lado terminal
conocido también como radio vector que forma el argumento 8

El argumento de un punto cuyas coordenadas son polares, se considera positivo si es en sentido contrario a las
manecillas del reloj y negativo si es en el mismo sentido de las manecillas del reloj,

Ejemplos

P4, 30°) P(3,-135°)

v
v

P(3, —45°)

v

v
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Coordenadas polares

Larepresentacitn grifica de un par de coordenadas polares, no son tnicas, es decir, hay otros valores coordenados que
definen este mismo punto. Como verds a continuacitn:

P, 60°) P(4, -300°)
¥ P
‘_1!" P,
f‘=4 '," ]’=4rf"
¥ "\ g =60° C
@ =-300°
P(4, 420°)
<
r=4
@ =
4 =420°

Hay puntos cuya coordenada r se extienden en sentido opuesto al lado terminal del dngulo, que se denota como —r,
entonces las coordenadas del punto tendrén la forma P(—r, 8), cabe mencionar que esto no significa que rsea negativa,
sblo se designa de este modo a la distancia del lado terminal en esta direccitn,

Ejemplos:
PS5, 45%) P(-4, -120°)
vy <
"- .J
n". l#
r=5." o
K r=—4 »
% 6=45 £
bl = -‘* o
“ ,'—
S e=-120°
F==5 ~ r=4 .
.4’. b
& Fa
...' >
S
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Conversién de un punto en coordenadas polares

L. Sea el punto ( 8), entonces su equivalente es (5 8 + 71 )
IL. Sea el punto (- 5 @), entonces su equivalente es (5 8 -7 )

EJEMPLOS
1 @+ Determina un punio equivalente a (-2, 45°), cuyo radio vector sea positivo,

8
=
é. Solucién
Se aplican las equivalencias,
(-2, 45°) = (2, 45° - 180°) = (2, - 135°) = (2, 225°)
2 ®e: Encuentra un punto equivalente a (3, 215°), cuyo radio vector sea negativo.
Solucion
Se aplican las equivalencias,
(3, 215°) = (- 3, 215° + 180°) = (3, 395°) = (- 3, 35°)
3 ®e- Calcula un punto equivalente a (-5, — 60°), cuyo radio vector sea positivo.
Solucién
Se aplican las equivalencias,
(=3, —60%) = (5, — 60° — 180°) = (5, — 240°) = (5, 120°)

Relacién entre las coordenadas rectangulares y polares

Las coordenadas polares representan a los puntos del plano en funcitn de su distancia al origen y su dngulo de incli-
nacién medido respecto a la horizontal,
P(r, 6)
Donde r; distancia del punto al origen,
6: Angulo de inclinacién,
Las coordenadas rectangulares (x, y) y las polares (5 @) de un punto P se relacionan como sigue:

Por el teorema de Pitdgoras
Yi
P=22+y¥ o r=t,x"+)y
En el tri OAP
PG, ) el tridngulo rectingulo
. 6
£ casﬂ:—‘}—rx:rcosﬂ
mnﬂ:%—»y:rsenﬂ
b
X ¥
A !an9=z—>9=:an'1(;]
x
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EJEMPLOS

£

E
A
[

Coordenadas polares

Transformacién de un punto en coordenadas polares a rectangulares

@+ Determina las coordenadas rectangulares del punto P(6, 150°).

Solucién
Las coordenadas polares del punto P son; r=6y = 150°
Se sustituyen los valores de r y &;

x=rcost y=rsent
x =6 cos 150° y =6 sen 150°

R
x=-33

Por tanto, las coordenadas de punto en el sistema de coor-
denadas rectangulares son: (-3~.'§, 3]

EJEMPLOS
1 @+ Transforma a coordenadas polares el punio A(—4, — 7).

£
i

Transformacién de un punto en coordenadas rectangulares a polares

Solucién
Las coordenadas rectangulares del punto A som x=-4;y=-17
Los valores se sustituyen en las férmulas que determinan la longitud del radio vector y el argumento,

r=+x"+y" =+,(—4) +(-7) P =416+ 49 =+./65

¥y =7
a=m-‘(;] =:an-‘(§] =rtan ' (1.75) =60° 15° 18"

Finalmente, las coordenadas del punto A en coordenadas Grdfica
polares son:
(V6s, 240° 15' 18")= (-V65, 60° 15" 18"

(V65,2400 15 18")
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EJERCICIO 35
’ Transforma a coordenadas rectangulares los siguientes puntos:
E 1. A6, 45%) 9. N(-10, 225%)
2, R4, 300°) 10, 5(15,-210%)
3. P(4v2,135°) 11, (-3, 1209
T n
4, A(B,E] 12, A(—E, _E]
5r 1 =
> B(‘“'?] B S['E"E]
6 c(4,—“) 14, C(ﬁ,—%#)
Irx
7. @5, 60°) 15, B(_E’E]
8. M(-7, 315

Transforma a coordenadas polares los siguientes puntos:

16. A, 12) 24, D[—J%,—%]
17, P(- 6, -4) 25, F4,7)

18, 4, -3) 26, z[—%%]
19. BO,-12) 27. 065, -3)

20, C(4, 0) 28, L(-3,0)

21, WO, - 6) 29, .r(%,-z)
22, M(3,-4) 30, K(0,5)

B o-125

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente . « « o o o 0 v oo v o na i a L
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Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

Dado P (r,, 8)) y P(r,, 6,) puntos en el sistema polar;

De la gréfica se tiene el triingulo OP\F, del cual se
desea determinar la distancia d, esto se obtiene apli-
cando la ley de los cosenos

& =r} +r =251, cos(6,-6,)

d=\[r?+5! -2n1, cos(6,-8,)

A
EJEMPLOS
_ﬁ_ 1 @+ Obténla distancia entre los puntos AQ3, 90°) y B(- 2, 30°).
E Solucién
i& Se sustituyen los valores r, =3, 8, = 90°, r, = -2y 0, =30° enla férmula, para obtener:

d= (3 +(-2)" -2(3)(-2)cos (30° -90°)

d=v{9+4+12cos{—ﬁﬂ“] =,f9+4+12ms(6(]“] = J13+12i% |=.."13+6 =J19u

Por consiguiente, la distancia entre los puntos es de /19 unidades.

Area de un trigngulo en coordenadas polares

Sea el tridngulo determinado por los puntos (0, 0), P,(r,, 8,) y P,(r, 8,), en el sistema polar:
Hl drea del tridngulo OP P, es:

1
A=Er, -h, pero h = rysen (6,—-8))

A= ior-sen(6,-6.)

"A
EJEMPLOS
.§_ 1 ®+ Determina el drea del trigngulo formado por los puntos O (0, 0) A(7, 10°) y B(4, 40°),
i Solucién
Se sustituyen los valores v, =7, 8, = 10°, r, =4 y 8, = 40°, en la férmula, para obtener:
A=%(T](4]m(4!2]“—10“]=14m{30°]=14(%]=?u’
Finalmente, el drea del tridnguloes de Tu”,
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EJERCICIO 36

v Determina la distancia entre los siguientes pares de puntos:
1. A, 30°%y B(-1, 120°)
2, O(-6,0°%yD(-3,90%
3. E(12 150°)y F(5, - 30°)
4. G(-4, -60°)y H(Z 240°)
5. K5,45°)y J(8, 15°)
Obtén el drea del tridngulo determinade por los puntos:
6. 0(0, 0), A(6, 0°) y B(12, 907)
7. O, 0), R(4, 30°) y 5(3, 1207

8. O(0, 0), A(-8, 135°) y B8, 45°)
O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones cormespondiente « « « « o o o v o v v o v 0w u

Transformacién de una ecuacién rectangular a polar

Para transformar una ecuacién en coordenadas rectangulares a una ecuacién en coordenadas polares se utilizan las

siguientes férmulas:
x=rcos; y=rsen®; 2 +y =7
EJEMPLOS 3
% 1 @+ Transforma la ecuacién dada a su forma polar.
§ 2oy?=16
(7]
Solucién

Se sustituyen x = r cos @, y=r sen & en la ecuacién rectangular,
xI— ¥ =16 (rcos 07 —(rsen )’ =16
r?cos’0 -1 sen’@=16  Se factoriza r?
r2(cos? 8 —sen0) = 16
Pero cos® @ —sen® 8 = cos 20 sustituyendo,

Pcos20=16
Se despeja
16 e L
= , por identidad reciproca = sec 20, entonces
cos 26 cos 20
=16 sec 20
Finalmente, la transformacién en coordenadas polares de la ecuacitn x? —y* = 16, es;

2 =16 sec 20
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2 e Transforma a su forma polar la ecuacitn 4x? + 4y* —2x —16y + 13 =0,
Solucién
Al sustituir x = r cos 8, y = r sen fen la ecuacidn rectangular se obtiene:
Ar cos 0 + dr sen 02— Arcos @) — 16(rsen @)+ 13=0
4r%c0s? 0 + dsen” 8 —2rcos - 16 rsen 0+ 13=0
472 (cos® @+ sen? 0) —2rcos 0— 16 rsen@+13=0
Pero cos” @ + sen” @ = 1
4 —2rcosf—-16rsen@+13 = 0
EJERCICIO 57
Transforma a ecuaciones polares las siguientes expresiones:
1, y==-3 21, E_M=1
4 9
2.x=5 22, 2+ -xi=atey?
3, y=3x 23, xy=-4
4. 2%-3y=6 U, Jax' -4y =25 +2)
5 y=-x+2 25, — X -1
(2 +y)
6, xcosw+ysenw-p=0 26, xy-2x*-16y=0
7. 2+ =16 27, ¥ =12x
B. 2+¥ +4&=0 28, dx-3y+12=0
9. 2+’ -2y=0 29. xX’-4y* =16
10, ¥ +y —dx-6y-12=0 30, +dy-8=0
11, y¥=-8 3L %+ y7 4 3y =4 + 4?
12, ¥ -12x-36=0 32, 4 +9? =36
13, (x’+y’];=2xy 33, 2+ -2c-8=0
14, ¥ -2x-4y-3=0 34, 3T+dy-6x-9=0
15, 9+ 4y? =36 35, 4?-5' -8y-6=0
16, 16x% + 25y* =400 36, xI-Sp+15=0
17, 972y + 25 -81 =0 37, 3yl +dx-2y=0
18, §+@=1 38 x4+ 3y-y'=4
19, 2-y=9 9. y=x3-247
20, 1652 -9y = 144 40, y = 3:_'12

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o
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Transformacién de una ecuacién polar a rectangular

De las férmulas: x = r cos 8, y = r sen 8 y 22 + y* = 17, se aplican los despejes respectivos;

casﬂ:J—:.senn?: % yr= X +y

EJEMPLOS ¢
.g. 1 ®+ Determina la ecuaci6n rectangular del lugar geométrico, cuya ecuacién es;
5 !
i "= 1-2%ne
Solucién
Se elimina el denominador,

r(1-2 sen 8)=1 —r—2rsenf=1
Yﬂsmﬁchlaccuaciﬁny:rsenﬂyr:ﬁ ,Se obtiene;
e+ —2y=1
Al despejar el radical y elevar al cuadrado resulta la ecuacién en su forma rectangular.
(Jfo]:(uzy]’ SR+ =1+dy+ 4y
P4y -1-dy-4?=0
-3y —dy-1=0

2 ®+-Transforma la ecuacién r = I a coordenadas rectangulares.
Solucién

Se elimina el denominador de la ecuacién.

- send

r(l—sen 6']=4 —sr—rsenl=4

Yalsustitui:y:rsenﬂyr:ﬁ . 5¢ obtiene:
r—rsent=4— \,"'xTyz —-y=4
P4y =(d+yP
2+ =164+8y+y?

2 -8y-16=0
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3 ®e-Convierte la ecuacion r = 5 cos 20 a coordenadas rectangulares,
Solucién
Se sabe que cos 20 = cos® 8 — sen® 0, entonces;
r=>5cos 20 = 5(cos” 0 — sen’ 8)
Y al sustituir,

1r=~.,l'xz+:l'z ,eosl = ﬁ ysenf = ﬁ

Se obtiene finalmente;

_ g 2 = X & y
e i e 5[Jf+f] [¢f+f]]

Nt [ S ]

T ey

Y& +y' =5 ﬂ:|

| x" 4y’
(27 W7 =s(<-5)
(x2+y’]§ =5(x"-y")

3sen @

®¢:-Convierte r = ——
4 = 2-3cos 8

a coordenadas rectangulares,
Solucién

2
Sicos 8 3 entonces la ecuacion se puede representar como;

2r—3rcos0=3sen

Al sustituir r=\x"+ " ,x=rcosfy sen@=—2—_ se obtiene;

X+
2r=3rcos 8=3sen 8 — 2./x ' +y* —3x=%
+

2(x +y’]—3x1ﬂx’+y’ =3y
2(x +y7)=3y+ 3P 4y
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EJERCICIO 58
. Transforma a su forma rectangular las siguientes ecuaciones polares.
. 1. r= 3 20. r=;
. sen @ cos@+2
* 4
; 2, r=-8sech 21, r=
. 2—-cos@
4 o dcose 2. r= 4526
: 2-cos’ 8 i
Gsec @
4, r=4sentd 4y o DEET
E e 2 sec B+3
5. r=; 24, r= Zesc @
2sen +3 l-csc @
6. r=sen2d 25, sen’@-4rcos?0=0
7 r—L 26, =5rcos@+3rsen®-8=0
' J1+sen* 8 !
B Ml-cos®=35 27. Pcos* 0+ r(3cos@-2sen@)+4=0
9 r=2-cos @ 28, r=12corOcsc @
1
10, r—cos@ =4 29, r=
" Jcos28
11, r=4(1 =cos @) 30, rcos(60-60°)=-4
1
12, Psen20=9 31, 6=ammn(—)
J3
13, A1+ send)=-3 32, r=cos30
14, (242cos8)=8 33, rsec30=2
15, r =4 cos 20 34, r=5cos48
16, r=./sen @ 35 r=30
6 a
17. r=— 36, r=3sen—
3+ sen 8 2
18, r=-—2-—-—- 37, r=2-:,'4::v.91'zg
2-cos 8 4
3
19, Fee— ——
1-2 cos 8
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormespondient® « « « « v v o v v v 0 0 0 00w
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Identificacién de una cénica en su forma polar

Sean las ecuaciones de las conicas:

Horizontales r =L9;\brticalcsr =

1tecos ltesen®

Entonces, la ecuacion representa:
© Pardbolasie =1
© Elipsesil<e <1
© Hipérbolasie > 1

EJEMPLOS .
1

w 4
-g' - ®* Identifica la naturaleza de la siguiente couacién r = - —5
E 1

g

Solucién

, . ke .
con la ecuacidn de la cénica r = ———, se obtiene que e=1, con-
—-cos B l-—ecos @ 9 por

siguiente, la ecuacién representa una pardbola horizontal,

Se compara la ecuacién r= i

3

2 ®o- Identifica la naturaleza de la siguiente ecuacién s
Solucién

3

. 3 5 . ke
Laecuacién r = ————— se representa como r = —=——, comparando con la ecuaciénr = ————, se de-
S+2sen® 1+2.1-em9 1+e sen 8
5

2
fermina que e = 3 ; este resultado indica que se trata de una elipse vertical,

4

- ; i e
3 @« Identifica la naturaleza de Ia siguiente ecuacién r 1 Aand

Solucién

La ecuacitn r=—‘!— se represmtacumur=—2—,lacual es de la forma r=
2-3cos@ fia D e
2

esto indica que se trata de una hipérbola horizontal,
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EJERCICIO 59

Identifica la naturaleza de las siguientes ecuaciones:

-
-
w

B 21 4
r= 8. r= 15, r=
1+cos @ 3-cos b l+cos@
Z 18 16
2 r= 9 r=—— 16, r=
l—cos 8 2-5¢056 cos=2
3, r=$ 10, r=i 17. =_712
2+2senf 4+9cos 8 T=dcos8
20 4 6
4, r=——m—— 11, r=—— 18, r=———
3-3sen @ 3senf -1 4-35en @
e 12, p= 2 T e
5—4 sen 1-sen @ 1+ sen @
E g T e M gl
4 ~55en @ 3-4co58 3-2senf
15 45
., F=E— 14, r=——
1 3+2cos@ S5+4 cos 8
Q Verifica tus resultados en la seccién de solucionescorrespondiente . « . o o o 0 v 0w v o i L

Gréfica de una ecuacién en coordenadas polares

La grifica de una ecuacidn en coordenadas polares (r, &), es el conjunto de los puntos que tienen por lo menos un par
de coordenadas polares (r, @) y que satisfacen la ecuacién r = f{6).

Andlisis de una ecuacién en coordenadas polares
1, Una curva es simétrica respectoa larcc*aag » 8i se cumple que;
fx-6) = fi6)

Esto es, se sustituye el punto (5 & — &) por (5 8)
2, Una curva es simétrica con el polo si se cumple que:

fm+0)=£0)

Esto es, se sustituye el punto (z & + @) por (1, 8)
3, Una curva es simétrica con el eje polar si se cumple que;

f-8) = f0)
Esto es, se sustituye el punto (x — &) por (1, 8)

Si una curva cumple con dos de los casos anteriores, se deduce que el tercer caso también se cumple.
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EJEMPLOS
] @+ Trazala grifica de la ecuacitn r = 4 cos 20.
E Solucién
iu Paso L. Se analizan las simetrias de la ecuacién:

1. Simetria conel eje g
Se sustituye el punto (r, & — &), entonces,
r=dcos 2({m—8)
Se aplican las identidades,
r=dcos2(m -0 =4dcos(2xm —20)
=d[cos 2 cos 20+ sen2 7w sen 20)
=4[(1) cos 20 + (0) sen 20]
r=4cos 20
La ecuacitn es idéntica a la original, por consiguiente, es simétrica respecto a
2, Simetria con el polo,
Se sustituye el punto (r, & + ), entonces,
r=dcosm+0)

x
5

Se aplican las identidades,
r=dcos2(m+8)=4cos (27 +260)
=4[cos2m cos 20 —sen 2w sen 20
=4[(1) cos 28 — (0) sen 26]
r=4cos20
La ecuacién no se alterd, por tanto, es simétrica con el polo.
3. Simetria conel eje polar,
Se sustituye el punto (r, — &), entonces,
r=dcos2—)=r=4cos (—20)=4 cos 20
La ecuacidn no se alterd, por consiguiente, es simétrica con el eje polar.
Paso I1. Se una tabla de valores,

a o° 30° 45° 60° o0° 120° 135° 150° 180"
r=4cos 20 4 2 0 -2 -4 -2 1] 2 4

Grdfica
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2 @ Construye la grifica de la ecuacién r=2 -2 cos 6,
Solucién
Paso I. Se analizan las simetrias de la ecuaci6n;
1. Simetria con el eje £,
Se sustituye el punto (r, & —#), entonces,
r=2—-2cos (-0
Se aplican identidades trigonométricas,
r=2—-2cos(m - =2-2cosmw cos8+ sen 1 sen 9]
=2-2[(-1) cos 6 + (0) sen 9]
=2-2[-cos8]
r=2+2cosh
La curva no es siméfrica respecto al eje %
2, Simetria con el polo.
Se sustituye el punto (r, 7 + &), entonces,
r=2-2cos(m+48)
Se aplican identidades,
r=2-2cos(m+8)=2-2[cosm cos@ —senm send]
=2-2[(— 1) cos 8 —(0) sen 0]
=2-2[-cos 8]
r=2+2cos 8
La curva no es simétrica respecto al polo.

3, Simetria con el gje polar,
Se sustituye el punto (r, — &), entonces,
r=2-2cos(-0)=2-2cos 0
Por tanto, 1a curva es simétrica respecto al eje polar,

Paso I, Se construye una tabla de valores,
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3 @e-Grafica la ecuacién r=4 + 5 sen 6.

Solucién
Paso L. Se analizan las simetrfas de la ecuacion.
1. Simetria conel eje g.
Se sustituye el punto (r, & — @), entonces,
r=d4+5sen(m -8
Se aplican identidades trigonométricas,
r=4+5sen(mO)=4+5[sen & cos @ —cos ® sen ]
=4+ 5[(0) cos 0 —( — 1) sen @]
=4 + 5[sen @]
r=4+5send x
De acuerdo con el resultado, la curva es simétrica respecto al eje 3
2, Simetrfa con el polo.
Se sustituye el punto (r, & +&), entonces,
r=4+5sen(m+8)
Se aplican identidades,
r=4+5sen{m+0)=44+5[sen m cos @+ cos m sen ]
=4+ 5[(0) cos @+ (— 1) sen 0]
=4 + 5[—sen 0]
r=4-5sent
Por tanto, la curva no es simétrica respecto al polo,
3. Simetria conel eje polar.
Se sustituye el punto (r, — ), entonces,
r=44+5s5en(-0)=4—-535en@
Por consiguiente, la curva no es simétrica respecto al eje polar.
Paso I1. Se construye una tabla de valores,

@| 0° | 30° | 45° | 60° | 90° [ 120° | 135° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270°
r=4+5sn0| 4 65 | 7.53 | B3 9 B3 | 753 | 6.5 4 15 | -033 | -1
Grdfica
Eje polay
{5 _1:(] 10 15
.\__. =30}
- Caracol de Pascal
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EJERCICIO 60

L,

10.
11,
12,
13,
14,
15,
16,
17,

18.
19, r

20,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

r=3sent

3
r=
1+ sen@

o6
" 4-3send

Lo 4
T 2-3cos@

e 2
" sen @+ cos @

r=sen3d
r=4dcos 38
r=2-3cos
r=3cos 30
=16 cos 20
r=20
r=73sen 20
r=3(1+cos )
r=2gsendd
P =-4c0528
r=25s5n20
r=4-2zct

r=3+cscl
_ 2=
)

r=0(1-cos )

*  Traza la gréfica de cada una de las siguientes ecuaciones.

(Circunferencia)

(Paribola)

(Elipse)

(Hipérbola)

(Recta)

(Rosa de 3 pétalos)
(Rosa de 3 pétalos)
(Caracol con lazo)
(Rosa de 3 pétalos)
{Lemniscata}
(Caracol)

(Rosa de 4 pétalos)
(Cardioide)
(Rosa de 8 pétalos)
(Lemniscata}
(Lemniscata)
(Concoide de Nicomedes)

(Concoide de Nicomedes)

(Espiral reciproca)
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Ecuacién polar de la recta

Dados los puntos P(x &) y P(r,, #,) sobre la recta £ en el sistema polar:
Del trifingulo rectdngulo OFPF, se tiene que:

ms{&—ﬂi]=;—’

Entonces, la ecuacién polar de la recta es:
£: r-cos (6-8,)=r,

Casos particulares

Caso L.

Si @, =0° entonces rcos@=r, La recta es perpendicular al eje polar y se encuentra a r,
unidades a la derecha del polo.

Caso IL

Si @, = 1B0° entonces rcos 8=—r, La recta es perpendicular y estd a r; unidades a la izquier-
da del polo.,

Caso I1L

Si @, =90° entonces rsen =r, La recta es paralela al eje polar a r, unidades por arriba
del eje polar.

Caso IV.

5i @, =270° entonces rsen@=—r, La recta es paralela al eje polar a r, unidades por debajo
del eje polar.

MPLOS
] ®+ Determina la ecuaci6n de la recta en su forma polar, que pasa por el punto P(6, 90°) y es paralela al eje polar,
Solucién

En la gréfica se observa que la recta es paralela al eje polar y estd por arriba 6 unidades, entonces se aplica el caso III
Entonces r| =6, al sustituir este valor en la férmula resulta la ecuacion:
rsen @=r,—rsenf=06

Por tanto, la ecuacidn de la recta en su forma polar es £: rsen 8 =6,

Grdfica

L

- 2:

P,i P £
| el
6| "N T

J_ a

o A
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2 ®e«-Determina la ecuacién de la recta en su forma polar, que pasa por el punto Q (5, 15°) y forma un éngulo de 135° con
el eje polar,
Solucién
Se realiza una grifica con los datos,

=Y

5
Luego, de la grifica se tiene que @, = 45° y en el tridingulo OQP,, r, =5 cos 30° = E\E,ﬁtﬂs valores se sustituyen
en la formula r cos (# — 8,) = r| para obtener la ecuacitn de la recta, por tanto, la ecuacitn de la recta £es;
reos (B —45%) = %«ﬁ

L

EJERCICIO 61

Determina la ecuacién polar de las siguientes rectas:
1. Perpendicular al eje polar y se encuentraa 5 unidades a la derecha del polo.
Horizontal y estd a 7 unidades por debajo del eje polar.
Horizontal, pasa por el punto (5, 90°).
Vertical, pasa por el punto (-1, 0°),
Pasa por el punto (10, 30°) y forma un dngulo de 150° con el eje polar.

-
-
-

Pasa por el punto (8 30°) y forma un éngulo de 165° conel eje polar.
Pasa por el punto (2, 150°) y es perpendicular a la recta que une el punto (2, 150°) con el polo,

- T~ R

Pasa por el punto (5, 135°) y es perpendicular a la recta que une €l punto (2, 135°) con el polo.

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente + « « o o ¢ 0 0 o v v o0 0w u
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Ecuacién polar de la circunferencia

Sea el punto P, (r;, 8,) el centro de una circunferencia, P(y @) un punto de la circunferencia y la distancia entre los
puntos el radio @, suecuacitn estd determinada por la férmula;

ra =

a=r+ri-2rr - cos(0-0)

v

o A
EJEMPLOS
1. ®¢ Determina la ecuacién polar de la circunferencia con centro en el punto (4, 30°) y de radio 1 unidad.
E | s
S Solucién
i

Losvalores de a=1, r, =4 y 8 — 8, = @ — 30°, se sustituyen:
a’=r+n"-2ry - cos (6-8,)
(1)* =r*+(4)’ =2r(4)- cos (6-30°)
1=r" +16-8r- cos (8- 30°)
r' +16-8r-cos (6-30°)-1=0

Por tanto, la ecuacidn de la circunferencia es:

e =]

r*=8r-cos(8-30°)+15=0

[}
w W

EJERCICIO 62
*  Determina la ecuacién polar de las siguientes circunferencias.
: Centro el punto (3, 30°) y radio 9 unidades.
Centro el punto (5, 120°) y radio 1 unidad,
Centro el punto (10, 45%) y radio 4 unidades.
Centro el punto (7, 90°) y radio 7 unidades.
Centro el punto (0, 0°) y radio 6 unidades.

o el

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « « o o o v v o v o v o

Interseccién de curvas en coordenadas polares

Al resolver un sistema de ecuaciones en coordenadas rectangulares, se obtienen los puntos de interseccion de las cur-
vas. Estos puntos satisfacen recfprocamente el sistema,

En coordenadas polares mo siempre se cumple la segunda afirmacién, ya que un punto en coordenadas polares
tiene méds de un par de coordenadas polares,
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EJEMPLOS . e B
< . . r=4 cos
1 ®=-Resuelve el sistema de ecuaciones y traza la gréfica de r=dane
§ Solucién
n Se igualan las ecuaciones.

decos0=43enb
Se dividen ambos miembros entre cos 8, si cos 8 = 0, entonces,
4cos@ _4dsent

—d4=4anl —-ranf=1
cos B cos 8

8= arc ran (1)
8=45°, 225°
Se sustituyen los fngulos encontrados en cualquiera de las ecuaciones para determinar el valor del radio vector r.

Sif=45° =§ , €N Consecuencia,

% V2 =
e [ E] 4] 22| =22 w28
r CDS[4J [2] &

Se generan dos puntos de interseccion (242, 45°) y (=242, 225°),

Tabulacidn:

g| 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 330°
PR T T I R I T | e e S e R e | R
r=dran| 00| 2 |28 | 24| & | 34| 2 | 0 | 22834 4|28 =2

Se traza la gréfica de las ecuaciones polares,

L

Enla gréfica se observa que existe un punto de interseccion en el polo; sin embargo, para r = 4 sen & ¢l punto que de-
termina el polo es (0, 0°), y para la ecuacion r = 4 cos 8 el punto que determina el polo es (0, 90%), entonces el origen
(polo) no tiene ningin par de coordenadas que satisfagan el sistema.
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Coordenadas polares
2 o+ Re I 1 siguiente siste o T P r=5cos@
suelve el siguiente sistema y grifica r=5gsen28
Solucién
3¢ igualan las ecuaciones,

S5sen20=5cost
Y al sustituir sen 20 = 2 sen 8 cos 0 y despejar 0, se obtiene:
Ssen20=5cos0 —5(2 sen@ cos @) =5 cos @
10 senBcos B=5 cos B
10sen @ cos 8-S cos 8=0
S5cos0(2senf-1)=0
cos@=0,28en8-1=0

Se sustituyen los dngulos encontrados en cualquiera de las ecuaciones para determinar el valor del radio vector r.

Si9=% entonces r =5 cos 8 =5 cos (%)=5[§]=%J§ =473

Siﬁ:s?x entonces r=5 cos @=5 cos (%):5[——]:——¢3 =473

Si6=% entonces r =5 cos8 =5 cos (%]=5{0}=0
Sif):ﬂ'z—’r entonces r=5cos =5 cos (32_;'1:] =5(0)=0

Por consiguiente, las cunasseintemecmimlnspuntns(%u@, E] (—%ﬁ,%), ((1, g] y(u,i—x}
Tabulacion:

@| 0° | 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 1BO° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330°

r=5cos8| 5 43 | 25 0 | 25| 43| 5 |43|-25| 0 25 | 43

r=5s5n20| 0 |43 |43 | 0 | 43|-43| 0 |43 | 43| 0 |-43|-43
Gridfica
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EJERCICIO 63

Determina los puntos de interseccién y traza la gréfica de los siguientes sistemas de ecuaciones.

2reos8=—3 i r=5mlg
r=2 cos 0~ (1+/3) : -

r=5¢cos@
r . =1 7]
= =1-s£n
2, 1+sen@ 12. [ g
rsen6=—4
r=4sen@ 31+s|e:n6]
13.
rsenf=1 31+cose
r=2 14 r=6cosd8
r=4senf " lr=3

Lh

15,

r=-2sen@
" lr==2cos®

{

. [r 2cas 26 . {r=?
[
I

7 17. ;1+4m329
rmZ& 1
r=4- stﬂ
8. {r 3(1+ cos 8) 18,
~fheges 4+2mse
1+&mg r=4-4s5en 20
9. . 19. [r=4—4m9
F=—
sen 8
r=3cps28 r=2-gen @
He [r=3m6 Atk [r=2+ms26‘

O Verifica tus resultados an la seccién de soluciones cormrespondiente 5
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ECUACIONES PARAMETRICAS
— La gran belleza de las curvas
. W 5 | campo de las curvas paramétricas
-~ p pa

- Eesté lleno de objetos matematicos

— fascinantes y las trocoides destacan

por su increible kelleza. Un ejemplo de ello

esla cuna que se conoce con el nombre de
Gréifica de la hipotrocoide hipofrocoide.

la belleza de esfa fi?uro proviene sin duda de su simefria muy particular
que se expresa en el lengucje matemdtico con las siguientes ecuaciones

parameélricas:
x=[a—b] cos t+c-cos a-b
foeas [ b P]

y=[a—b)sent-c-sen [a—Tbr)

donde g, by c son constantes.
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EJEMPLOS

]
| =

(GEOMETRIA AMALTICA

Definicién

3iflx, )= Oes laecuacion rectangular de una curva plana y las variables x y y estin en funcién de una tercera variable
1, llamada pardmetro, entonces,

{x=f(f]

y=g(r)

Estas relaciones se conocen como ecuaciones paramétricas,
H objetivo de resolver el sistema es representar en una sola ecuacién las variables x y y eliminando el parimetro.

Transformacién de ecuaciones paramétricas a rectangulares

Dada una curva en su forma paramétrica, su transformacidn a rectangular se obtiene con la eliminacitn del parime-
tro, No hay un método general para efectuar la eliminacidn, depende, en cada caso, de la forma de las ecuaciones
paramétricas.

Si éstas contienen funciones trigonométricas, la ecuacidén rectangular surge al eliminar el pardmetro por medio de
Ias identidades trigonométricas fundamentales,

Si las ecuaciones paramétricas son algebraicas, su forma sugerird al guna operacitn para eliminar el parimetro.

Si de dos ecuaciones paramétricas una es més complicada que la otra, la ecuacitn rectangular puede obtenerse
despejando el pardmetro de la ecuacién més sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacidn,

Sistemas paramétricos algebraicos
Siel sistema paramétrico es algebmico, se elimina por procedimientos algebraicos.

1 ®@e# Escribe en su forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas somn;
x=2-1
:
Solucion
Se despeja el pardmetro r de la ecuacién y = 31
i P
y=h—r 3

y se sustituye en la ecuacién x = 2r — 1,

2
x::[%) oy ?}' =5

Resulta que la ecuacitn en su forma rectangular es: 3x —2y+3 =10,
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Ecvaciones paramétricas

7 @s«-Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:

x==2"+4¢-3
y=2u
Solucién
Se despeja el pardmetro ¢ de la ecuacidn y = 2r;
= =%
y_ﬂ—r:-z

Se sustituye en x = — 2 + 4¢3 y resulta que,

2
x=—2r2+4:—3—>x=—2[z]+4[l) -3
2 2
yz
=-2|—|+Z-3
=)
=—y—+2 -3
am=ctly
Al multiplicar por 2 e igualar a cero, se obtiene:
WV +2-dy+6=0

3 ®e-Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas son;

x=Ar—1
Ll
J I

Solucién
Se despeja la variable rde cualguiera de ambas ecuaciones:

x=4t=1 ax2=r-1or=x+1

; r=1 .
Se sustituye en y = FE entonces la ecuacitn en su forma rectangular es:

_ﬂ_} o =1
ey S

(x*+1)y=%"

Finalmente, al desarrollar el producto e igualar con cero se obtiene;
2y-x+y=0
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EJERCICIO 64

CRCIC

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

{ [x= 4
y=t

2

x=at +b
y=ct—d

x=1"+1
y=2t"+1

10.

12,

13,

14,

15,

Determina la ecuacién rectangular de cada una de las siguientes ecuaciones paramétricas.

{x’=:2+3;-1u

y=6¢+21"

{x=:’+2:

Y =r"+3"+3r+1

frasey

¥’ -2y+1=16(r" -2 +17)

x=1" =t
y_:—l
t

x=2r-—

s a4t
F-1
4r?

¥= -1

214
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18,

19.

20,

21,

22,

23,

r+1
2
y={e* =)

2 =Tr=15
X=—F—0+

" =3-10
+ 2 —1-6
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Ecvaciones paramétricas

Sistlemas de ecuaciones paraméiricas que contienen funciones frigonométricas
Si el parfimetro es el argumento de funciones trigonométricas, la ecuacion rectangular se obtiene empleando identidades

trigonométricas.
EJEMPLOS 5 3
: : x=3mana-
E 1 e Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones son [y= 2 s
2
i Solucién

3¢ despejan de ambas ecuaciones ran o y sec o respectivamente, entonces,

x=3rana-3 y=2seca+2
x+3=3rana y—2=2sca
x+3 y=2
fanoe=—— Sec ot = ——
3 2

Se sustituyen los despejes en la identidad,

secia—tana=1— [%%]z—[f-;ﬂ%]z=l
(-2F _(x+3°_,
4 9
Por consiguiente, la ecuacitn es una hipérbola.

x=243mn 8

2 ®e Transforma las ecuaciones paramétricas [_v=1+4 e

a una ecuacion rectangular,

Solucién

Las ecuaciones paramétricas contienen funciones trigonométricas, entonces se utiliza esta identidad trigonométrica:
sec? @—tan” 6= 1

Al despejar en cada ecuacion la funcidn trigonométrica y sustituirla en la identidad se obtiene:

x=2+3mnb y=1+dsec @
x-2=31n8 y—1=4dgsec @
x-2 y=1
——=tanb ——=gsecl

3 4

Los despejes se sustituyen en la identidad, por tanto, la ecuacion en su forma rectangular es:
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3 ®e-;Cuiles la ecuacion en coordenadas rectangulares de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

x=3cos a—sen a
y=cos ot+5 sen o
Solucién
Se resuelve un sistema de ecuaciones para hallar el valor de sen @y cos aen términos de x y y.
1. Se elimina la funcién coseno y se obtiene el valor de sen o,

x=3cosa—sena x=3cosa—sena
—
—3(y)=3lcos a + 5 sen a) By=-3ecosa—-15sena
Y resulta,
x—3y=—16sena—sena= %
2, Se elimina la funcién seno,
5(x) = 5(3 cos a—sen a) Sx=15cos a—-5sena
y=cos a+5sen - y=cosa+5sena
Y resulta,
Sx+y=16cosa— cosa= ji%

Se sustituyen los despejes en la identidad sen® o+ cos® a = 1,

(=2)-(57) -

Al resolver y simplificar,
a1 1
X' —6xy +9y o] 255" +10xy +y g
256 256
627 + dxy+10y* =256
Se concluye que la ecuacitn es;

132+ 2y + 5y° - 128 =0
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Ecuacionss paramétricas

EJERCICIO 65

Transforma las siguientss ecuaciones paramétricas a coordenadas rectangulares.

x=4cos@ 12 x=3-cos 8
y=Tsen@ " |y=3-sen@
5 x=2sen® 13 x=2-3sen@
" }r=4mgﬂ : y=—1—2£‘039
Y |y=2senb " |y=3-2sen0
4 x=acol 6 15 x=tan 20
" |y=bcscO " |y=tan 8+1
5 x=4tan @ 16 x=2gsec 6+1
" ly=32cor8 " |y=21wné
x=cot @ 17 x=2cosB@-25en 8
y=csc @ " |y=cos@+2sen @
x=tan" 6 1g [¥=3cos 6-5sene
y=4sec’ " |y=cos@-senb
x=cos 28 19 x =2 csc8-3
y=sen@ : ysenﬂ 2 sen® B+ cos 6 sen 26 +2
x=2sen@ i
9, [ 20, mzs'
=2 28
y=ssen =2+4+3cor @
8 L.
x=sen _%
e [y=3ea136' 2} 1-sen’ 6
—4(.‘039

1 x=1+2sent
y=2+3¢cos8

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s
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GEOMETRIA ANALTICA

'

Exrccio 1
1. 3u

2, 4du

3. 5\

Bl Wl

9.

10,

11,

12,

13,

14,

15.

9.

16.

17.

18,

19,

10,

11

12,

13, x

14,

4,
i ¥
B
C
<
B
s, 6.
h ¢ /\
AV N
EMERCICIO 5
J181
1. 10u B 10, lu
2, /5u P 11, 28,72
7. =
b T i 12, 15,64u
i~
&, 1, _\_ff_u 13, 25,101
5. 8u - 14, 121
1
9, \'Z—Tu
15. Es tridngulo isdsceles, debido aqued, . =d.
16, Perfmetro = 40,96 u; Area = 133,517 12
17, Ordenada(y=11,y=1), puntos (-4, 11)y (- 4,1)
84 126
18, P4.6)y P[—E,—H]
19, si 20, no 21, si 22, no
Exrcicio 6
L r=—% 8. P(5, 0) 15, PG, T)
g 9. P[E,E] 16, r=2
5’5
17. P2, 1)
44
10 P[—-— =
= 9°3] 18, p[s-1
3, iy . 3, 2
9
5 11, P|4,-2
4. r==2 [ 2] lg p l_i.-g
% pwpk 12. P(-a, 3b) I
g 10 5
13, r=—5 27
6. r:E 20, P[gag]
7 i 19 37
s Blazen
7. P(6, - 5) 55



Selucién a los ejercicios

2, r=1;x=“T”2;,.=2'*+TJ'1 21, Soncalineales  24. Son colineales =
27, y=-3+43
22, Los puntos de triseccién son; 22, No son colineales 25, x= %
. 28, y=-6
i X +2x, ¥, +2Y, 23, Son colineales 26, x=4
3 7 3
Exrcicio 10
B[Z‘rl +x2'2}'|+}'2] 1, Son perpendiculares
3 3
2. Los lados opuestos son paralelos y de ignal pendiente
EErcicio 7 %
Mey-=Mn ==Y =m..=3
1. Pm[%,ﬂ];f"‘: [%,3]3! [%,l] BC AD < o Meny AR
3. Lasrectas son paralelas
2 3L p 05508 Mg =y = =3
. Pm 33 | 1 (1,5) y(2,6) an = Mep 3
4, En i icul
3. Pm(,7% Py [%,g] [%,?] un trigngulo rectingulo los catetos son perpendiculares,

1
T mu~mm=5-(—2]=—l
4, Pm[ﬂ,——];Pt: 7,-6)¥(9,-5)
2 5. En un cuadrado los lados opuestos son paralelos y los lados adya-

5 3 Uy 75 centes son perpendiculares,
5, PM[E’E]’ P; [655] ¥ [Eai] 1
Myp=Mep =4 My =m,, =77 ¥ M Man =-1
1 e | 7 19
6. Pm| ——=|iP: | .0y | =1 Sie=ad
7. Pf-5,-5) T myg=mep=-2; Mge =My =5
B (-1,1),(7.9y (-3,5)
Exrcicio 11
EJERCICIO 8 l. a=57"5" 41"
L 3 4, 104 7. 3L 10, 50.5u2 i BN AL IR 2
2, 1512 5. 6u? 8, 17u? 36°52' 117
3 23‘5'“2 6, azuz 9, lguz 3, 63°26" 57,63°26" 57 y
53°7' 48"
CAPITULO 3 4, Un dngulo de 90°
los restantes de 45
Exrcicio 9
2 5. 63°26" 5y 26°33" 547
L= 7. Noexiste 13, 30°
3 6. a=131°49" 127
7 17 14, 35° 15
L 8 5 7. 130" 14" 10™; 49° 45" 50"
5 15, 90°
5 8. 117°16" 36"
1 g, s 16. 0°0 180° -
3. 3 72 _ 2
17. Soncolineales LS Tl
4 b W3
10, - i
4, 5 a 18, Soncolineales 10, x=38
11, 45° 19, Soncolineales 1
2 11, ml-——,,mz=',|'
Aoz 12, 135° 20, No son colineales H
6. 0

12, 2+43; 2++3
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CARTULO &

Exrcicio 12

L.

Intersecciones con los ejes: (- 2,0)
Simetria; No existe
Extensidn; {xe Rlx=0}; {ye Rly=3}
Asintotas: Horizontal: y= 3, Vertical; x=0
Grifica

¥

x=0

i) I ym

\ X

Intersecciones con los ejes: (0, - 2)
Simetria: No existe

Extensidn; {xe Rlx=#-2};{yeRIly=0}
Asintotas: Horizontal; y = 0, Vertical; x=-2
Grifica

¥

zm-1 i

Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria; No existe

Extensién: {xe Rl1x=2-2};{yeRly=5}
Asintotas; Horizontal; y= 5, Vertical; x=-2
Grifica

]

'
L

T Ll LT

zm=2

4,

222

Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria: No existe

Extension:; {x e Rlxz2=3};{yeRly=z4}
Asintotas: Horizontal: y = 4, Vertical: x= -3
Grifica

=

zm=73

Intersecciones con los ejes: (0, 2)
Simetria: No existe

3
Extensién; {xERIx=E} i [ye Rly=0}
3 " 3
Asintotas: Horizontal: y =0, Vertical: x= —

2
Griifica
¥

Intersecciones con los ejes: (0,0)
Simetria: S6lo con el eje ¥
Extensitn; {xeR };{yeRIly=0}
Asintotas; No existen

Grifica




7. Intersecciones con los gjes: Eje X — (- 4, 0), (4,0)
Eje ¥ = (0,2), (0,-2)
Simetria; Es simétrica con ambos ejes y con el origen
Extension: {x € Rl-4 <x=4}
[yeRI-2<y<2}
Asintotas: No existen
Grifica

N
Seoloa” *

8, Intersecciones con los ejes: (0, - 5)
Simetria: No existe
Extension: {x € R} ; [ye Rl y<-4}
Asintotas: No existen
Grifica

9. Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria: S6lo respecto al origen
Extensién: {x € R} ; {y e R}
Asintotas: No existen
Grifica

Selucién a los ejercicios

10, Intersecciones con los ejes: Eje X = (- 4,0), (4, 0)

223

Simetria; Es simétrica conlos ejes y con el origen
Extensién: {x e Rlx<-4o0x2-4};{ye R}
Asintotas: No hay horizontales o verticales
Grifica

¥

1
Intersecciones con los ejes: [_;"B]
Simetria; No existe

Extensién; {x e Rlx22}; {ye R}
Asintotas: No existen

Grifica

Intersecciones con los ejes: (0, My (6,0)

Simetria; S6lo con el eje X

Extensién: {x e RID <x<6}
[yeRI-3<y<3}

Asintotas: No existen

Grifica

Y
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Exracio 13

L.
2,
3,
4,
5,

y=x=12
xy=1
x=-2y=0
2+ P=25
Tx-3y+4=0

6. X2+ -Bx+6y=0

7.
8

2+10y+25=0
2x+y+5=0

9, ¥ty +bx+dy-51=0
10, x%+ 3y - 6x-6y+9 =0
11, 21 = 12xy +16y? + 60x + 60y - 600 =0
12, 92 +252-225=0
13, 28y2-36x2~63 =0; 362~ 28y2+ 63 =0
14, 16+ - 112=0
15, 7a%- 9y’ — 28x +90y— 260 =10

ENrcicio 14
1. 2x+ 5y-14=0
2, 2x-y+3=0
3. 2y-1=0
4, Ix+2y+1=0
5. 3x=-5y+11=0
6, dx-3y+6=0
7. x=3=0
8, Bx-dy-T=0
9 3x+2y-2=0
10, 3x+ 5y-12=0
11, 3x+2y-5=0
12, 3x+y-33 =0
13, x+y-4=0
14, x=3=0
15, x+4=0
16, 3x-2y-12=0
17 x+4y+2=0
18, 2x+y=0
Ix-dy+11=0
Sx+2y-25=0
y=0
EJERCiCIO 15
= R e 4
L, y=-x+4; I+E
2 x
2, vy= —x+1; i
2
3, y= %x+§; %+

19,
20,
21,
22,

23,
24,
25,
26,

27.
28,
29

30,
31,
32,
33,
34,

x+y-4=0
6x+ 5y-82=0
x-3y+8=0
dr=Ty+ 10 =0
Tx=5y-26=0
Ix+2y+22=0
dy-6y-5=10
10x-3y-4=0
Zx-3y-T=0
2x+1ly+5=0
5x - 16y-31 =0

(8,6).(-2,-8).(-6,-2)
(-3,00.(3,2),(4,-2)

(-3,2),(-1,-2)

(7. 0).(5.4)
120x - y=10
r-2v+d=0
x+40y-600=0
120 - y+ 1200 =0
9T - 5T+ 160=0

¥

T R . S |

5

10, y=-xctgw+pescw;

11,

y==3z+1

-10 12

13, ¥

15. ¥

y=

=

2 +1
Ix

h—y—ﬁ-ﬂ

7. y

z=y=D

224

b

psecw pocw

12, ¥

yulz=13

14, ¥

-l
ymyx

16. ¥

x+3y=5=0

18, Y

/LﬂlLﬂ
be

1«!1-3;9-6-0

}el



19, x+y+5=0 34, ag) C=30x+6 000
0, y=2x+4 b) $1000.00
21, y==3x+11 ¢)no
1 13
o R d) 120 platillos
6 6 x y
7, y=5x+5 3. ;+_—5=i
24, Sx—3y+20=0
x ¥
25, dx+y-15=0 6, ===l
8 —4
26, x-y+1=0
27, Gx+dy+5=0 37, X ¥
4 4
28, 3x-2y-6=0 —— —=
¥ 3 5
29, 161°33' 54"
o e x J.l'

30, 36° 138 38, _7+?=1
102° 20’ 20 "1 3
41° 38

X

31, (20,13) . 6—+i3=!

32. a) y=50x+30 000 5 735
) $70 000,00

33, a) dmls?
b)31mis

Exrcicio 16

1 ¥

S

Selucién a los ejercicios

N

4,
) ) &
5 64 Y
4
/] :
3 -6 2 Vza [3
—i
6,

225
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9.

/’X/
4 [

10,

Exrcicio 17
I, 22 3_1_%_=1}
413 413 413
g X, ¥ 5
5 M'E \.'E 2
5 3
3, et =0
V3 W34
- 3 7
4, ._'i —Fl—?=ﬂ
Y10 410 10
12 5
T
13 13
&i \'Sx_'_g l-D
3 3 3
7. \."Sx+y—3=|}
8 x+y-2=0
9. x+v3y-6=0
Exercicio 18
| 1453
" 53
2, 2
5
-
3. 5J2
. 4
13
2
£ TNE
2
6, 1
=
7. 32417
17
2. 10
/
910
9,
5
10, 52
11, Jl-=I
5
12, K,=2
1
K -
22
3, 213
13
14, —E
5

226

10,

11.

12,

13,

14,

15,

16.

17,

18,
19,

15,

16,

17,

18,
19,

21,

x—\.'gy+2=[}
x+3=0
Jix-y+10=0
x+y+6=0
x—x"gy—ﬂ\f'g:[}

X_V3y 54
3 2
2% , Sy 12

3x ¥ ki

6=60°, = 120°
3x-4y-12=0
3x+4y+12=0

14

5
11429
29

e
10
7.2

8
3x-4y-10=0

3x-4dy+20=0

f T
=—y1T+—
¥ 4

y= \.'I'l_? +%
75
5

115
15

x-y-3-32 =0
x—y—3+3\,‘5 =0
2x-y-1=0
2x+y=-T7=0



Selucién a los ejercicios

Exrcicio 19 15, x4+ -8x+6y+21=0
1. Zx-y+3=0 16, X+ -2x-dy-11=0
2, dx-6y+13=0 17, x*+ 3+ 6x+8y- 144 =0
3, x+3y-9=0 18, X+ =2x-dy-59=0
4, y+6=0 19, 22+ 2%+ 15x = 11y-51=0
5. Zx=6y-11=0;6x+2y-1=0 20, 176" +17y" - 88x + 58y~ 544 =0
6. 99x-27y+50=0;21x+77y-80=0 21, 957 +9y* - 43x+ 9y~ 140 =0
7. y=2=0;Tx—y-5=0; x+y-3=0;(1,2) 2. P4y -dx+dy-2=0
8 Zx+y-6=0;x-6y-10=0; x-S5y-16=0; B. 24y -2-dy-4=0
i il 24, 3x2+3y2+ Bx+ 10y -43=0
B 13 25, 32 +3y-x+ Ty-10=0
9, 2+y-3=0; Ix—5y+16=0;x—6y+19 =0; 2%. 5?4y -6x+dy-5=0
27, X+ P+ dx=-2y-29=0
b AL
[ ‘3"3] Esxrcicio 21
10, 1lx+4y=27=0;Tx-y=-16=0;4x+ S5y-11=0; 1, Cl=1,=1),r=2
[7 1] 2, €(3,-4), r=15
33 3, Punto, C(=3,~1),r=0
1L, (55 34 )x +(345 42458 )y-(45+ 7434) =0 4. Imaginaria con 02, 1)y r= -9
5 O-7,4),r=5
(37 +695)x +(V5- 2437)y+ (7437 -23V5) =0 6. C(0,4),r=3
7. C(=2,0),r=1
(5v§+6vﬁ)x+(3\!3'_?+ dﬁ)y—(ﬂ-uﬁ+23\lﬁ)=i} [ 5 3] F
8 Cl-==|.r=47
(1.5965,2,2438) 2’2
12, 55x+47y-144=0 9, c[l,i],,-: 1
2" 2 2
10, C[lj],r: b
7 5 5
CaPiTULO &
301 5
EXERCiCIO 20 11, C[Eg—g].r— 1
1, 2+y-16=0 -
2, &l +dy-3=0 12, C[—E,E],r=3
3, #+y-2x+ Gy+6=0 13, x-3y+8=0
4 3 +3y +3x+dy=0 T9x +3y— 568 =0
5 X+y-13=0 14, ¥+ y -8Bx—dy+10=0
6. ¥+y-2x—6y-31=0 15, X+ -8Bx-Sy+19=0
7. 2+ =2x+6y=35=0 MY +dy-0=0
8, P+ +2x+10y+25=0 16, 22+ ¥+ 1x-4=0
9. R+)-10x+dy=0 17, k=5,k= _%
10, 12+J!2+81—4}'+4=ﬂ 18, (_\5*3]3“:1*9)
11, 2+ =10 + 10y +25=0 19, (2,2)
12, 32 +3y%+ 1365 =0 E I T ———
13, 42 +4y+ 41y +66 =0 21. (3,5)y@, 4
14, 24y +dy=0 2, (4,-1)y(6,-3)
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GEOMETRIA ANALTICA
o 22
1.




{®)
%U

I, (x=12+(y=1P=p* 13,
12, x+ 13+ (y+3P=p" 14,

Emrcicio 23

1. (2,2)

2, (9,1

3, (-1,4)

4, (-10,-4)

5 (-8,7)

6. yi-8x'=0

7. ¥2-dy'=0

g ¥4y?-0=0
9, ¥2+y2-25=0

Exrcicio 24

1. ¥2-8y'=0

2, y2-16x' =0
3, ¥2+y?-8=0
4, ¥1+y?-4=0

10,

(x+2}2+(y—3)2=p2
=17+ (=02 =p?

yi-12x'=0

. 4 16y 2-144=0
, dx'2 4+ 5y2-20=0

0?4 4y ?-72=0

. x2-y2-2=0

At -9y2_36=0
Y=x

yimxi-1

924+ dy?-36=0
16x2 +16y2-9=0

25x'2 - 16y'? +400 =0

yi-x=0

1, Y¥+8=0
2, 24dy=0
3, ¥ =12+ 2y+1=0
4, ¥2-16y=0
5. P -dx+4y-16=0

6. Y +12x-4y+52=0

Selucién a los ejercicios

CAFTUIO 8

Exrcicio 25

T -Zy+y +Bx—dy+2=0
8 9l- 12y + 4y -48x +32y+64=0

Exrcicio 26

1. Foco: F(-1,0), Directriz: x - 1 =0, IR =4,

Eje: y=0
¥

L

F

R

x—-1

2. Foco: F(0, 3), Directriz; y+3 =0, LR=12,

Eje: x=0

3. Foco: F(5,0), Directriz; x + 5 =0, LR =20,

Eje; y=0

x+5=0

229



GEOMETRIA ANALTICA

4, Foco: F(0, 4), Directriz: y +4=0, LR=16, 3
Eje: x=0 9, Foco: F[D,;],Dimd:iz:djr+3=ﬂ,m=3,
¥ Eje:x =0
F
v X
y+4=0
< dy+3=0
5. Foco: F(-4,0), Directriz: x- 4 =0, LR =16,
Eje: y=0 2 8
L 10, Foco: | 0,—— |, Directriz: 3y -2=0, [R= —,
¥ 3 3
*+4=0 Eje:x =0
¥
Jy-2=0
ST L :
X
6. Foco: F(0,-2), Directriz; y—2 =0, LR =8, .
Eje: x=0 11. Foco: F[E,B],Dimctriz: dx+5=0,LR=5,
7 Eje;y=0
y—-2=0 ¥
-V dx+5=0
j X 1
________________ R -1
F v X
-1
7. Foco: F[B,—%].Direwiz: 2y-3=0,IR =6,
Eje: x=0 ]
¥ 12, ch:[—I.ﬂ]g,Dimctriz: dx-1=0,LR=1,
Eje;y=0
¥
| [4x-1=0
L
1 x

8. Foco: F(2,0), Directriz; x+2=0, IR=8§,
Eje: y=0

x+2=

230



13, Foco: F[D,i],[h’mdriz: 4y+1=0,IR=1

Eje:x=0
Y
1
T 5 Sl ol
v X
dy+1=0
-1
14, ¥ +20x=0 25, x2-y=0
15, K =-24y=0 26, y+18x=0
16, y*-8x=0 27. X¥+4y=0
17. @ +4y=0 28, 3’ -16x=0
18, ¥+ 2x=0 29, 3¢ +16y=0
19, 32 +28y=0 30. 313 unidades
20, #-8y=0 31, 542 unidades
21, ¥+ 24x=0 32, 2-y=0,y2-dx=0
2, 2+10y=0 33, YV¥+3x=0,2-3x=0
23, ¥ +6e=0 34, ¥-12x=0
24, H-16x=0 35, x*=8y=0
EJErcicio 27
V: Vértice, F; Foco, LR; Lado recto, D; Directriz
1. W1,5),F4,5),LR=12,D:x+2=0,Eje: y=5
2, Wi6,~2), F(6,~6), LR=16,D:y-2 =0, Eje: x=6
3, V-2,-4), F=7,-4),LR =20, D: x -3 =0,Bje: y=-4
4, W-1,5), F-1,4), IR =4, D; y-6 =0, Eje; x=-1
5. V(=2,0), F(0,0), LR=8, D:x+4=0,Eje: y =0
6. V0, 2), F(0,8),LR=24,D:;y +4=0,Eje: x=0
1. Vied,2), ;{4,%], IR=6, D: 2y—1=0, Bje: x= 4

9.

10,

11.

12,

13,

5

2

1 19 1 3 13 . i
Vi2,—— . F| = |.LR=7,Dix= —,Eje: y=—=
[ 4] [s 4] g T Py

i a1t 1
22 22

10

4
Vi3, =1, F[?,—l], LR = E, D;3x-8 =0,Eje; y=-1

4 4

V[E.Z], F[%j].m =4,D:y-1=0,x=

4 41
V[‘—,—S], F[E,—B], IR=5,D;20x+9=0,Eje: y=-3

[SRET]

1
],U?=4;D:2y+5=ﬂ,Eje:x= =

V[D,l], F[i} 1],LR:Z, Didy+1=0,E:x=0

Selucién a los ejercicios

14, V[l.ﬂ),F[%,G],IR: %, D; 16x-11 =0, E; y=0

15. ¥ +20x-8y-24=10
16, ¥ =6+ 16y +25=0
17. Y =8x=-4dy+28 =0
18, x?+10x—12y+49 =0
19, =2+ 8 +20=0
20, 3x%+ 18- 28y-29=0
21, Y +24x-12y-60=0
22, x?-8xr-16y+32=0
23, ¥ +8y=-20x+36=0
24, x*+28y-28=0
25, ¥+ 14x-4y+25=0
26, x'= L4x-10y+54=0
27, K -2 =-8y-23=0
28, X +6x-24y+129 =0
B +6x+24y-111 =0
29, ¥ +24x-4y-116=0
30. x*-6r+24y-87=0
31, (4,8),(7.-4)

Exrcicio 28

1. Y¥-x+2y+1=0 5 F-dx-y+3=0
2,y -dx=0 6. F-y+1=0

3, 3y -x+7=0 7. B +3x—y+1=0
4, y=x=-4=0 B P+x-2y+5=0
Exrcicio 29

1. &8m 6, x-4y+24=0

2, 625 cm T x=y=9=0

3. 1875 ¢cm B x-2y+2=0

4, 2771 cm 9, x=3y=3=0

5 x-y-2=0 10, Zx=3y-16=0
Exrcicio 30

L 5x*+9y-180=0

2, 5 +9y-45=0

3, 49x2+ 242~ 1176 =0
4, 25+ 16y + 100 - 128y~ 44 =0
5, 9x?+25°- 18x+100y-791 =0
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GEOMETRIA ANALTICA

Exrcicio 31

11
L. V(+2,0), F(+1,0),B(0, +\3), IR=3, e= %,

V(4. 0), F(£3,0), B(0, it.l"_].LR-

MI-—J
~F-Ir..=

.

—_— e —_ ﬁ=3' E=ﬁa B|Bz=2‘ﬁ
VY, =4,FF =2y BE, =23

2 )
i 8 12, V£, ﬂ),F{i"’I‘— 0), BO, ile_l
2, V{0, £3), F(0, +2), B(++/5,0), LR = T3
. e= L2 V¥ o2 FE =2, 5B =
ViV,=6, FF, =4y B, =25 2 R
4.5
5. 53 13. V0, £5), F0,£5), 82,00, 1R = 122,
3. V0, £2V3), F(0, +4/7), B(+5,0), LR = ==, 5
e —
= . e=‘—;5-11 V, =25, FF, =23y BB, =2\2
e=—, VV,=43, FF,=2JTy BB, =25
i 14, V{0, +24/2), F(0, £V6), B(++/2,0), LR= 2,
4. V(18,0), F(+2415,0), B0, +2), [R=1,e= %,
"
e s — e=2 Vv =42, FF,=2/6yBE, =22
VV,=16, FF, =415y BB, =4 2
& 15, V(+3,0), F(6,0), BO, +\3),LR=2, e= _.'5_
5. V(£5,0), F(24,0), BO, £3), [R=—, e= ,
. o VV,=6, FF, =26y BB, =23
VV,=10, F,F, =8y B,B,=6
s ‘Jr— 4‘."5
& 16. VIO, +2\3), FO, £212), B(£2,0), LR ===,
6. V(0,+4), F(0, +2v3), B(2,0),LR=2,e =",
e g me e "'3"517’_17 43,FF =42y BB, =4
VV,=8, FF,=4/3y BB, =4
EJERCICIO 32
J 0 s 3
7. W0, == LF(D +— )1B(i [I).LR—? =Ta 1. 5134.9‘1,2_131]:0
2, -63=0
VV =5 FF = 5\."3 T = 10 7ol + Gy
L3R S e B Gy S 3, 2+57°-5=0
5 ) /3 4, 407+ 247 1176 =0
8. {0, £1), F{0, i—],B(i— 0. [R= o= 2=, b AT A
L s A 6. 16 +25°-400=0
VV.=2, FF,=+3, BB, =1
e T BT » BB, 7. T +16y°-112=0
9. V0, +B), FO, 41), Bey2,0), R= 13 i
G R PO R = 9. 92 +14y2-126=0
3 — 10, 32+ 2-12=0
3 5. = A
=X V¥, =23, FF,=2y BR, =22
e s y BB, = 11, 52 +y2-5=0
1 J7 1 3 12, 652 +16y2= 1040 =0
10, W0, £=), F(0, =), B(+—,0), [R= =,
( 3:' ¢ 12)‘3( 4 . 8 13, 957+ 5y2-45=0
R — 2 — 7 — 1 14, 922 +25y-225=0
e=L v¥,=2 FE=Ly BB ==
4 3 6 2 15, 162+ 7y =448 =0
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Selucién a los ejercicios

16, 127 +16y°-3=0

53 5 15 5 9
17, B2 +92-72=0; B2 +8y2-72 =0 T. C[_E’E]’V’[_E’T]’Vz[_?_?]‘
18, 9x +4y*-36 =0

53 2 53 13

= F R s 1F gt i oB Tl |

19, #+47-16=0 1[ 5 4+J] 2[ i oaa ] ][ = 4]
20, 9%+ 13- 117 =0 4

93 8 5§ =
2, 2+4H2-9=0 Bz[—i,z],LR=§,g=T,}: =6,

2, 2+ -2=0;22+y2-2=0
FF, =245, BB, =4

Exrcicio 33
L. O2,1),V,(2,5), V2, -3), F(2, 1+T), E,(2, 1-\T) 8. C(1,2), V,@, 2), V,(-2,2), F,(1++/5, 2), F,(1-+/5,2),
0, o 5 o
B(S, 1).By1,1), IR = 2 e= S5, WV, =8, B,(1,4), B{1, m,m_g =§, VY, =6,
R, =2/1,B8,=6 FF,=2{5 BB, =
12 i T BT 2udy B =4
2 8 4 2+3,3
2. C[‘J]. Vl[—'l]. Vz[‘ s'],Fj al, 9. ¢[-2.2|.v[22|w|-22}
3 3 3 3 3'4 4 3'4
2-3,3 2 2 A 7
r|238) [22).8[20) k=1, e= B, T3] (28T 3) (7,
3 3 3 2 1 e i O
1z 4 12 3
V, =4, FF, =213, BB, =2 71 N e
Bz —==|LR=—-,e=—, IV2=_'
32 8 4 3
3, O-5,1),V,(-2,1), Vy(-8, 1), F(-5+6,1), ; 1
FF,= "?* B.By=
F(~5-/6,1), B,(=5, 1+3), B{-5, 1-\/3),
I
5 —7+2y/3
- _ 10. c[——,—l], | <3 I ]
IR=2,e="—,VV,=6, FF,=2/6, BB =23 32 3 =
o5 -1- 2\1'5 5 9
4. Q0,2),V/(0,7), V40,-3), F,(0,5), F,0,-1), B4, 2), 173 2 5 g
23— == =
B4, 2)'[3-? =E, WV, =10, FF,=6, BB, =8 B][—5+3\ ] [—5 3«!"_ 7]*
5. O5,-2),V,0,-2),Vy(l,-2), F(5+15,-2), 4 = =
=—3-' =—3—, |V1=2\'l31, Fin=2,
~ 1
Fy5-+15,-2), B,(5,-1), By(5,-3), [R= —, —
2 BB, =22
=385, 77,8, Ty 25, -2 1. CC3,2) V(0,2 V6.0 F-1, 20 5.2,
o 2
- B3, 2+v5), By-3,2—\5), [R= —,e ==,
6. (2,3),V,(2.9), V,2,-3),F,(2,3+3.3), 373
5 VV, =6, F;F, =4, BB, =2\5

Fz(za 3_3‘JII§)$ B](so 3:'1 BQ(—I,S).M=3.E = \'I?'a
VV, =12, FF, =643, BB, =6
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VV, =6, FiF, =25, BB, =4

o[-L.12) v [2,2) v [-1 22
2°5 2'5 205

13

B

VV,=10, FF,=2J21, BB =4

14,

{3}
O, -1), ¥{(1,-1), V(-1,-1), F|| —.-1

/3 1 3 1
F|-—.-1|,8|0-=|B|0-=| tR==

2 2 2 2
e= % VV,=2, FF, =+

15. C(-2,0),V,(-2,2), V-2, -2), F(=2, 1), F,-2,

B,(-2+\3,0).B, (-2 3, n), LR=3,

3l 313 3 1N
lﬁf C _-5- id Vl _-1_ L] Vz _-'__ k]
2:3 23 2 3

iy - s
FF, =27, BB, =6

1 & /
17. C1L,2), V)| =52 | Vo =552 £ 1+ -2

Exrcicio 34
i (x-7) +(y+2] i
16 4

2 +dyi—1dx+ 16y +49 =0
2, ) i )

25 9
92 +25y2 = 54x — 150y + 81 =0

1 2

(x+2) +(y+l]

7 16
1662 + 7y + 6dx + ldy-41 =0

4, ﬂ+£=l
16 9

92+ 162 =72 =0
2 2
A ) I
25 4
4x® +25y% - 24x — 200y + 336 =0
2 2
A
100 36
95" +25y% = 108x - 250y +49 =0
2 (r+2)
St e T
9 + 57 +20y-25=0
2 1
g, (x-3) +(y+2} .
4 36
9 + = S5dr + 4y +49 =0
1 2
o Gaf -1
9 25
25¢ +0y” +200x- 18y +184 = 0
2 2
T ol B e B
36 4
X407+ 14x -0y + 38 =0
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Selucién a los ejercicios

(x+6) (2]

11, + =1
=5 18 Exrcicio 38
16x° + 25y + 192x + 100y +276 = 0 1. 5x2-4y2-20=0 5 3?-42-12=0
[x_g]z [y+E]2 2, 162 -97-144=0 6, T2- H2-T0x+T2y-32=0
12 : 2) 3. 13?-36x2-468=0 7. %~ 1627 -96x~36y-252=0

36 16
144x? +324y? — T68x + 3 564y + 5641 = 0

4, 156y 1002~ 975 =0

: - Esxrcicio 39
13, @+@=1 1. V(+9,0), F(+3:/10,0), B0, +3), V,V, =18,
2+ 9P 10x- 126y +457 =0 ﬁ=ﬁﬁ,ﬁ=ﬁ,M=2,e=@.
. (x+4z+£=l Asirtutaa:y=:t%x o
Cole 7 2. V(£1,0), F(£y5,0), BO, £2), VV, =2,

',l'xz+[ﬁ]!2+§ﬁx=[| F;Fz=2\|'§,B|BI=4,M=S;E= \'E.
2 2
x+l -2 ntotas; y =+ 2x
15, (EL-F{}._Q! =1 Ast ¥

VIO, £24/2), F(0, +413), B(+:S,0), V¥, =442,

B

952 + 25 + 18x~ 100y - 116 =0

¢
—_— — 52 26
2 2 FE =213, BE =25, IR= = o= X2
g oL besnl o Iziﬁ 2 +
" 64 48 Asintotas: y=+ =¥

% +4y?— 18 - 48y~ 21 =0

(x+3) (-3’
36 11
1122 + 362+ 110x =216y +203 =0

4. V{0, +2a), F(O, £\5a), B(+a,0), YV, = 4a,
_ - 5
=1 FF, =25, BB,=2a,IR=a,e= "T

Asintotas: y=12x

5. V(+45,0), F(+3,0), BO, +2), VV, = 25,

17.

1 2
(x-2)  (r-1) — = 85 345
18, T+T=l 'FIFZ =8, BIBI=;°LR= T,g: T,
3 +y - 12x- 2+ 1 =0 As-irmtas:}-:iﬁ
ET— 6. V(ilﬂ),F(is.;}; B(B,:i], VV,=6, F,Ffm,
1. Conjunto vacio 6. Conjunto vacio Bl = LR = e s g ASIOME y =2
%, Pontn 7. Un punto 7. VIO, £1), F(O, £5), B£2,0), ¥V, =2,
3. Elipse 8. Un punto — = e
2 : FE, =245, BB, =4,LR=8;e= \,G,
4, Elipse 9. Conjunto vacio 1
5. Elipse 10. Elipse Asintotas: y=+-x
i
8. V(£5,0), F(£4/105,0), B(0, +4/5), V.V, = 10,
Esercicio 36 S h 5 ”]"2““5
1 3% +8y"+18x+ 8y-21=0 6. ¥+4*-16=0 F,F, =205, BB, =85, [R=32; e = ‘5 .
2, 92 +4y2 -3 -16y+16=0 7, 32+)2-3=0 45
z & y Asintotas; }-=:l:Lx
3, d2+y -32-dy+64=0 8, 9°2+2502-225=0 . ﬂjﬁ},ﬂ(i&m b
4, A+92-18=0 9, 9%+ 47+ 185+ 24y +9=0 i i o ",é
— J
5, 42 +25%- 16 -84 =0 10, 252 + 92 — 100x +8y+4 =0 Fin=4w'13aEBZ=IZ.M=IE;E=T+
2
ntotas: y=+—
Exrcicio 37 it ryE=37 .
1, 30,0588 UA 4. 11,8578 afios 10. V(0, +2), F(0, £24/2), B2, 0), V.V, =4,
2. 072298 UA 5. 3r-+3y+6=0 FF,=4/2, BB =4,[R=4;e= 2.
3. LB739 anos 6, 3x+5y-44=0 Asintotas; y=+x
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GEOMETRIA ANALTICA

11, V{0, +4/5), F(0, +/11), B(+6,0), V¥, =245,

5.
FE =21, B,az=2\.fﬁ&m=¥,
[55 (30
e= ", Asintotas: y=+-—x
5 6
. e S G 6.
12. V(+4/5,0), F(£417, 0), BO, £243), V¥, = 2,5,
— — - fs
FF =217, BR, =43, IR= 2“;55
25 2,15
2=L.Aﬁmm:y=i i
5
%
Esercicio 40
1. 7y -9x2-63 =0 11. 5y -6x2-30=0
2, 9x2- 162~ 144 =0 12, 3x2-4y°-12=0
3, 3= +12=0 13, xX2-22-12=0
4, x2-2%2-8=0 14, 52— 6x2-30=0 "
5. 4oy’ -4 =0 15. 9% - 162 -256 =0 '
6, Sx°-2y'-40=0 16 —Oy*— 144 =0
7. dx' -0y - 36 =0 16, X'~ 9?-9=0
8, 257 - 16x7-400=0 17. 5x%-6y°-30=0
9, ¥ -dy?-36=0 18, 9x°-dy*-36 =0 i
10, 2 -32-12=0 19, 4x2-0y2-36 =0 ’
EsErcicio 41
1. CF3,4), V(-3£5,4), F(-3+/34, 4), B(-3, 413),
VV, =10, K F,=2\34, B,%:ﬁ,m:%,
34 3 10,
€=~ Asintotas; y- 4 =+2(x+3)

2. C(-1,0), Vi-1,0+2), Fi=1,045), B(-1%1,0),
VV,=4, FF,=2V5, BB, =2, [R=1,

—
5
e=%.Mnmm:y=iz&+l] 1

.

3. €(0,-2), V(03,-2), F(0+13,-2), B0, ~2£2),

—  — — 8

VV,=6, FF,=2\13, B,B,=4,IR = =
J13 2

e= TAsfrl;otas y+2 =i§x

_ 12.
4, C(1,2), V(1,2£+2), F(1,2+ 10 ), B(1£24/2,2),

ViV, =22, FF,=2J10, BB, =42,

LR=82,¢ = V5. Asintotas: y—2=i-lz=(x—1)

236

C1,-3), Vic1,-3+3), F(-1, -3 £4/13),
B(-1+2,-3), VV, = 6, F,F,= 213, B8, = 4,
J13

LR = %,e: 3 Asintotas; y+3= i%{x+1}

Ci=2,1), W=2+4,1), F(-2%5,1), B(-2, 1+3),
= - 9 5
ViV, =8, K, =10, BB, =6, [R=Z, = 7.
3

Asintotas: y—l=iEI:x+2)
dLalv[iea], FlLleviza

23 il 2 k] 2 k] k]

1 - S S—
B[E,l ﬂ] VV,=6, FF, =213, BB, = 4,

J13

8 2 1
IR=—,e=——, totas; y—l=+—|x——
gret g RN 3[ 2]

C(-3,0), Vi3, 0+2), F(-3,0 £4/5 ), B(-3£1,0),
NG

Asfniotas; y=+2(x +3)
e[t vlllsa], Fllleafal,

2'2)" 122 2'2

SO B O s
B| 2.z |. WV, =4, FF =42, BE =4,

1 1

LR =4, = 2. Asintotas: y—5=i x-3
C0,-2), V(0+3,-2), F(l]:t 3/5,~ 2],
B(0,-246), V,V, =6, F,F, =65, BB, =12,
IR =24, ¢ = \5, Asintotas; y+2 =+2x
CG,-2), V(3£1,-2), F(s + Ji,—z),
B(3,-2+1), |V, =2, FF, =242, BB, =2,
LR=2,e= 2. Asintotas: y +2 = +(x - 3)
ce,-2), V{Z,-ZiS),F(?..—2i Jﬁ}),

B(2+1,-2), VV, =6, FF, =210, B R, =2,

T
2 10
IR = ril %.Mmm:y+2=iﬂx-2)



14,

&

15

&

16,

17,

11y (1 1) (1 1
cl==| vl =23=|, F =+13,=],
23 1 2773) | 2 3

11, Y=  —
B[E,iiz , ViV, =6, FF, =213,

4, 3), V(4 iQw.E.?-), F(4 + 2\.'5.3}

B@, 3+2), VV, = 42, FF, = 43,

ﬁ:d—,ﬂ?: 2\5.e= §+

Asintotas; y—3=i~"§(x—4)

O-1,-3), V-1, —3£6), Fi=1, -3 +11),

B(-1£+/5,-3), ¥, = 26, F,F, = 2411,
J66

st e 5
BB,=2J5,IR= . 6,e= i

Asintotas; y+3=i@(x+l}
Q4 -1), Vi-4+2, -1}, F(-4+/7,-1),

B4, -1£\3),VV, =4, FF, = 2V7,

BB, = Z\E,LR =3,e=

+

8|5

o
Asfntotas; y+1 =:t%(x+ 4)

a2, 5), (2243, 5), F(2+ 342, 5),

BQ, 5++6), VV, =43, F F, =612,

B|B2=2\l"t_i,m= 2\5,3:

+

o<
8|5

-
Astrtotas; y-5=1"}(x-2)

Selucién a los ejercicios

18, C(=T,-1), W-T£+2,-1), F=T42,-1),
B(-7, -122), ¥V, =242, FF, =4,

BB =22, IR=2J2,e= 2.

Agintotas: y+1=+1(x+7)
19, C7,=1), V=T+1,=1), F(=7++/3,=1),

B(-7, -122), V¥, =2, FF, =243,
Ei‘IB2 =2\'E.LR=4-,3= \5,
Asintotas: y+1= +42(x+7)

2, C(-1,5), V(-1++/3,5), F(-1£+/7,5),

B(-1,5%2), V¥, =23, FF,=2V7,

o 8 21
BB, =4,IR= 5‘5’“ %

Asintotas: y—5 =¢%{x+1}

Esercicio 42

167 - 97 + 18y— 153 =0

11y2 - 25x2 + 22y — 200x - 664 =0
9x2— 16y? = 36 — 6dy - 172 =0
52— 4x2-30y+Bx+21 =0
9x2— 16y - 5dx + 64y - 127 =0
Sx2-dy? +60x+24y+124=0
c B2y 12x+ 6y =9 =0
9x?=Ty? + 18 +42y +9=0
9, K- -8r+12y-10=0

10, 6x2-5y? +24x-30y+9 =0
11, 3x°-4y* + 24x -8y +32 =0
12, 9x%- 16y° - 18 + 96y~ 279 =0
13, 4y*-Sx*—8y—10x-21=0
14, 92— 4y +36x+ By -4=0

pe: 1y v il HR o b

&

Exrcicio 43
1, k=5 5. k=1 9. k=0
2, k=-2 6. k=1 10, k=-7
3. k=77 7. k=64 11, k==32
1
4, k=—— ==35
k= 8
Exrcicio 44
I, Sx-dy+16=0 4, Zx-5y-30=0
2. Sx+3My+25=0 5. x+dy-9=0

3. 5x-dy+26=0
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Carituo 11

EJErCiCIO 45
1. y'z—\fFZJt:l]
2. 32+ 4y 12=0
3, x2=y2+4=0
4, x'2+y'=ﬂ
5.

X242y 4 dy' + 4y =3 =0

Exracio 46
L x2=y2=1=0
2, yi-8'=0

3 x4y a4y =By +4=0

4, x2-Yay=0
L xi-yio2=0

L x4+ 0y 4825 -28=0

5
6
7. 360y 2fa ¢ 102y 4 1020
8 672651+ 55 ya0

9, 23252 +15\2y'=0

10, 3x'2-y2-24.2 x+104=0

Exraicio 47

L y?-4"=0

2, 424y 2-4=0
3, 4"+ 9y -36=0
4, dx"2-9y?2-36=0
5. x2+8y"=0
Exrcicio 48

1. Pardbola

2. Elipse

3. Hipérbola

4, Pardbola

5. Elipse
Exrcicio 49

L x-y+3=0;
x+2y=0
L dx+y+1=0

[TV RS

L Xx=y+1=0

4, x+y+3=0;
dx-y+T7=0

5, 3x-Zy=0;

x+y=0

6,
7.
8,
9.

it
8,
9.
10,

7.
8,
9.

10,

Yi+60"=0
X oy?i0=0
=12y =0
Ll y?-4=0

Paribola
Elipse
Elipse
Paribola
Hipérbola

x+5y-2=0

P-1,-1)
Ix+dy-2=0
x+3y=-2=0;
x-2y+2=0
x+3y-5=0

1.
2,
3.
4,
5.
6,
7.
8.
9.

Exraicio 50

52+ 97 +48x-54y-63=0

4 + 3y - Bx- 12y +4 =0

¥+ ldx—6y—12=0

16’ - Gy” +200y- 400 =0

X - 16xy+y* -36x+ 18y +45=10

3 + doy - 18y = 2y-4 =0

144x% + 432y +324y* + 984x - 1 332y - 1127 =0
2y +a’=0

Ty? - 2dxy — 6y + 144x-225=0

10, 2 +4y2-6 3 ax+11a?=0

Exracio 51
25 25
1, x= +— 6, y= +t—
3 434
2, y= :tl—E 7. ¥= —Ziil,_
W7 V3
5 o :i:i B, Jf:—?n:i:—:"-i
Js Ja
4 n
4 x= :tl._ 9 x= i\ll—
V29 2
16 16
5, y= +— 10, y= 1+ —
3 -
Exraicio 52
1, 3x+4y-25=0 6, x-4y+17=0
2, 9x+4y-31=0 7. 3x-5y+18=0
3. Sx-dy-21=0 8 y=-2=0
4, 6x-5y+31=0 9, x=y=-7=0
5, 12x-5y-38=0 10, l6x+ 25y +41=0
Exrcicio 53

L

3x-2y+13=0;3x -2y~ 13 =0

2, Zx-3y+ 35 =0; Z-3y-3/5 =0
3, x=6y+14 =0

4, x+y+1=0

5. x+4y=3=0,x+4y+9=0
Esercicio 54

L x=y+2=0;x+2y+8 =0

2, y=0, 2x+y+8=0

3. MEX—3}I'+IS=U; \"gx+3y—6=[}
4, 3x-5y+18=0;5x+3y-38 =0

5, Zx=y+1l=0;x+y-4=0
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Selucién a los ejercicios

CapiTUIO 12 Exrcicio "';

L dy=V5u 5. dy=\89-403u
© 33 2. dgp=35 6. A=36u"
" Sy M o =
1. A(32,342) g, M[—%ﬁ,%ﬁ] @
3, dy=1Tu 7. A=6u’
2. R(2-243) 9. N(5V2,52) 4 dy =21 u 8. A=3nd
15 - 15 Exrcicio 57
3. P(-4.4 10, | -=5,=
(~44) [ g 2] I rsen@+3=0 7. r=z4
2, reos@=5=0 8, r+dcosB=0
3 3
4, A{4J5,4] 1, T[Ea—?ﬁ] % pcdh 5 petamlie
6
4, r= m 10, !2—4!‘005'9—6!‘5'2?! f-12=0
5. B{i—sJa) 12, A(—l.«ﬁ) CORE =
2 —Bcos @
E " 5, r= m 11, r= : = —8cot @ csc &
6. C(0,~4) 13. s[—"——.—] sen” 8
4's
i 6, r= -—-{——g—-—j 12, Psen?B8-12rcosB-36=0
- { cos|B—w
% Q[z,z‘, ] 4 c|3.33
22 22 13, F=sen2 @
: 14, P cos® 8= 2rcos @=4rsen =3 =0
5. B[-2\2+ B,-2\2- 5 +6
8 8 15, r= ——
Scos 0+4
16, A(13,67°22'48™) = (13, 247°22'48"™) 40
- 15, i e
17. P{zﬂ 3, 213“41'24") = (—2»}13, 33%1 '24") 16+ 9sen’®
18, C(5,323°7'48") = (-5, 143°7'48") 17. 97" cos” 0+257" sen’” 6~ 72r sen 081 =0
18 Lo i
=
19, B(l5,306°52'117)= (- 15, 126°52'11") 41 55’ 8
43
20, 04,0%=(-4, 180%) 19, r=—
Jeos 28
21, W6, 270°) = (-6, 90%) +12
20, Fe—y—
22, M(5,306°52"11") =(- 5, 126°52'11"") \25c0s” 69
23, O(13,157°22'48") = (- 13,337°22°48") 21, 972 cos® @- 412 sen® B+ & sen §- 40 =0
2%, Di-1,135% =(1,315% 2. r=cos Bz 1
A
25, F25,16°15'36™) = (- 25, 196°15°36") N, r=+ fi
\ sen 28
26, Z(1,150° = (- 1,330°)

o — M., r= +/cos 26
27, O(+/34,329°2'10") = (-+/34 , 149°2'10")

1
28, L3, 180" =(-3,0") 25, r= 553;!29
[ |
20, J’[%' 28402-“3"] = [_ %' 11]4-"2'[[}'] 26. rcos” (r sen @-2) = 16sen @
2. r=12 cag Besc @
30. K(5,90%) =(-5,270° ¥
B, r=E—_—_— —
3sen B —4dcos 8
2 o
Joos 8- dsen” 8
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30. Pcos® B+4rsen 6-8=0 21, 32+ 47 -8x-16=0
3l r=-3sen G2 7, (xz +y1}2=15(x1_}2}
2 +6 23, 532 -4y’ -36x+36=0
* r_,.f4+amze 24, X +dy-4=0
33, P -2rcosB=8 Tyl
26, x+)y -5x+3y-8=0
M PB3+sen’@)-6reos8-9=0 27, X +3x-2y+4=0
28, ¥ -12x=0
35, P{4-9cos?)-8rsen@-6=10 2, AP
36, P cos? 0-5rsen B+15=0 30, x+ \3y+8=0
3. pol=ice 3l x-3y=0
Soen & 32, (xz +}F2}2=13 —l\:yz
38, r=ﬂ—# 33, + ) =20 -y’
v2m529+3sm23 R e wo: 5%
0, BRENETT) = +JT-Z [d: N 5]_ o
o 35, x-‘aﬂw% -y=0
40, %rzsenﬂﬂ—rsmﬂ—?-rmsﬂ-bZ:ﬂ 3 1
36, 2(;’ +y2}2 —9(;’ +y’}= +9x=0
3
?::? 37. 2(+" +y2}5—4(x2 +y2}+1,|;¢2+}-2_x=[}
2, x+8=0 ERcicio 59
3. 24+ -4x=0 I Pardbola horizontal 11, Hipérbola vertical
4, F+y-4y=0 2, Pardibola horizontal 12, Paribola vertical
5. 07+ 5%+ 20y-25=0 3. Paribola vertical 13, Hipérbola horizontal
6. [x* +}'2]%—2xy=ﬂ 4, Pardbola vertical 14, Elipse horizontal
7. X2+ 22-256 =0 : E;Zzu;m :: ];r:::i::;m
8, ¥-10x-25=0 o . G :
9. 407 + Y) = (P + 3" +x)° T EITP*I“’ITI"I“’] 17. Efpﬁehcrlfnrlm]
10, x* 4+ y*- 15 - 16y% + 2697 = 2 = 20y*= 0 i S imemroy
1. 1662+ Y= 62 + 5 + 4)? 1?}: i’z:zzﬁz :; L""‘:]"a]
12, 2xy-9=0
13, ¥ -6y-9=0 Exrcicio 60
14, ¥+ &x-16=0 l. r=3sn @
15, (5 +5°f =a{s" -y?)
3
16. (x*+y")% =y
17, 9% +8y*+ 12y-36 =0
18, 3x+ 4y - 4x-4 =0
19, 3°-y" +12x+9=0
20, B2+4y?+ 2x=-1=0
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Selucién a los ejercicios

6, r=sen 30

241



16, P =25sen 20

242



Exrcicio 61

1.
2,
3,
4,

.

5
6

7.

oo

N

rcos @-5=10

rsen B+7=0

rsen @-5=0

reos @+ 1=0
reos(@=60"=35 \ﬁ
reos(B8-T5=4 \E
reos( 0= 150" =2
reos(B-135" =5

Esercicio 62

1, PA=6rcos(8-307-72=0
P =10rcos(f-120°) +24 =0
P = 20rcos(B-45) +84 = 0

2,

3,
4,
5.

r=ldsep 8=0
r-6=0

Esercicio 63

1. (1,30, (-Ji,ﬁn"), (-.,E,BDG"},(— 1,330°)

243

3. (2,30%,(2,150%)

Selucién a los ejercicios




GEOMETRIA ANALTICA

4, (3,15%),(3,75%, (3, 105°), (3, 165°), (3, 195°), (3, 255°), (3, 285"),
(3,345

244



Selucién a los ejercicios

15 (2,07, (2, 1807, 3.7, 607, 0:26, 3007 19, (4,0%), (4, 180°), (4- 23, 60%), (4 +2\3 ,300°)

13, -2y-2=0

9 22b_y+d 14, Tn2-21xy+182-25=0
# 4 15, &2+ 3P +x=0

3, 2bx-ay-2ab=0 18 gt ki

:‘ 3“45’;27]“ 17. 2+ =16

1% 6: ?—L@u:u Higriocngeshnl
19, xy=1l,xy=-1

7. x-4dx-y+8=0 2 A2

8. Zx-y-1=0 0. (3" +2) (2-x)=1

9, Zx'-y+20=0 2, y=|+

10, y=x-1=0 ,

11, y=16x=2y=31=0 7, y=(x-1)

12, x?= 2y +x=-y=0 3, xy=1

245



xy =128
-y +l=0
dx-y+4=0
2y +x=-1=0
H-deley=0
y=3x-d?

(1) -2

o e L,

4 9

=1

12, X+ -x-6y+17=0

13, 4@+ 9y = 16x+18y=11=0
14, 42+ y* =32 6y +69=0
15, x=(y- Dy-x+2)

16, (x=1P-y*=4

17. 52 +dxy + 87 =36=0

18. x2-8xy + 172 =2 =0

19, x-y+5=0

20, 9% -4y’ + 16y-52=0

21, P=xy=8
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MR R R R R R R R T T T T T T T T R I R I T T T T T T T O S

Operaciones con niimeros enteros:
L 6-4

2 -84+6

L

347

4 =-5-7
5, =2-5+6+4

6, -3-6-8+5+4+7

7. B+6+3-5-9-2

8 4+5-14+2-7-3

9, -2+46-8-12+10-3-7

10, 1=5+9=3+16=8+13
11, 3(=2)

12, (=5¥-4)

13, -6(5)

14, (4)(3XS)

15, 2(-4)-3)

16, 3 =(=4)

17.

18,

19,

20,
21,
22,
23,
24,
25,

26,

27,

28,

29,

30,

31.

32,

Descomposicién en factores primos los siguientes nimeros:

3. 6
34,
35,
36.
37,
38, 120

39, 225

Determina el MCD de los siguientes nimeros:
47, 24,36 y42

48, 20,35y70

49, 32,28y 72

Determina el mem de los siguientes nimeros:
52, 3,10,12

53. 8,9,12y18

54, 2,3,6y12

=]

B2 e

248

40,
41,
42,
43,
44,
45,
46,

50,
51,

55,
56,

-12

3
15
-5
24
-14
(=3)+ (5) 2=1) +(-4) +7
(=2) + (+5)
—4-(6+8-2)
T-(5+3)=(-1 -9 +4) +(-8)
5-(-4-3)-(T+2-1)
6-21-3-4)+(5-2+T)
13+15

7
-3-12-5

10

30+ 6
9+3
14-2
2+4
B+5+7
6-3-7

2(5-7)+20
543

(4-3)+32+4-1)
5(4)-6(3)

460
325
576
980
1000
1120
1800

18,24, 72y 144
12,28, 44 y 120

8,12,16y24
4,6,15y 18



Anexo: Ejercicios preliminares

Efectiia las siguientes operaciones con fracciones:

15 8

11

6

11

e —

5

2%
G

_l_
4 12

84,

4 4

gkt 3
4 4

68,

2§x2
5 8

B,

B % s o % & % 8 % 8 8 8 8 8 8 % 8 8 8 E T EE B S B E RS R EE SRR R R SR E R R E R R R R R EFE SRR R R EEEE R RS RS RS S WS R E RS R E WS W E e e oww s owos W
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MR R R R R R R R T T T T T T T T L R I R I T T R T T T T T O R

9o, 2-'.-1—?.
4 B

Efectiia las siguientes operaciones:
103, &

04, 4
105, (-2

106, (-37

107, -5?
108 [—3T
b

3
109, -|=
. )
110, /4
111, 25

12, 81

13, J64

14, 38

Racionaliza las siguientes expresiones:

126,

127.
128,
129,

130,

P e e e -

131,

%

250

100, :

101,

102,

115.

116,

117.

118,

119,

120,

121,

122,

123,

124,

125,

135.

i-}—j
=

4-1—.[..2_
5

N

L

Vas

36
Va9

ER
Vo

136, —=—

137,

138,

139,

140,

3]




P T I I I T I I I I T I )

1 3-42
132. — u, —=
3.2 1-42
133, o 142, ‘E_ﬁ
4.3 W3+42
3 I3
134, "‘2"—" 143, M
5J5 25-.2

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:

144, Un nimero aumentado en 6.

145, El triple de un nimero

146, El doble de un nimero disminuido en 5.

147, El producto de dos niimeros,

148, Un niimero excedido en &,

149, Las tres cuartas partes de un niimero,

150, La diferencia de dos cantidades.

151, El cociente de dos niimeros.,

152, Dos nimeros cuya suma es 45,

153. El cuadrado de una cantidad.

154, La diferencia de los cuadrados de dos ndmeros,

155, El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.

156, La mitad de Ia suma de dos mimeros,

157, Las dos terceras partes de la diferencia de dos niimeros,

158, La raiz cuadrada de la suma de dos cantidades.

159, Dos niimeros enteros consecutivos,

160, Dos niimeros enteros pares consecutivos,

161. El quintuple de un niimero aumentado en 3 unidades equivale 18,
162, Las dos terceras partes de un niimero disminuidas en 4 equivalen a 6.

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si x=3, y=-2, z= 1, w= -4

163, 4x—2 174. 1 = 3(x - y) + 203w-12)
164, 6y +8 175, %2+ 3z - w?
Xtz
165, 4z - 3w 176, —y_w
¥ 1.1
166. 3x -2y 177. s SR
167. y+3z 178, (x+y) - (B3z+w)
3 3 wi
168, 2x+3y-z o, 24X SN
i 4 4
169, dx + y + 2w 180, x* +w’
170, Sx -3y + 2w 181, y* —wf
171, 2(x-3) 182, 202
W
172. 5x - 3(2z - w) 183, 3L+12=
e

173, 4(x-y)=-3(z-w)

251

Anexo: Ejercicios preliminares



GEOMETRIA ANALTICA

> Reduce las siguientes expresiones:

- 1B, -T2 193. ab” +2bc” +3ab” —2bc” - dab’

. 185, 9y+3y-y 194, 5x°y" +2n" -3y* + 4’ - 247y - 20"

T 186, Sab® + Tab® - 16ab? 195, —m?+ T = 9m? - 130 + 5m? - n?

T IBT. dehyed - 6atyS + T xlyE 196. 8a® - 15ab + 1252 + 2a* + 6ab — 145* + 5a? +8ab + 174
: 188, Sx-3y+2z-Tx+8y-5z 197, iw‘c‘ —%ablc’ —ab*c*

* 189, 14a-8b+9a+2b-6a+b 198, 2x-3y-z-1311y:3,

: 3" gty

‘190, Tm?- 10m? + St - 199, —%azb—%abz+iazb+5abz—6azb—%abz
: 2 2

<191, 47 S+ - v Ay 3y o .y x . By Sy

T B R e 8 9 5 4 3 5

192. 3a" +56° +8" +4a° - 3" -7

. Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:

© DL, 3y 208, (3 - 24P

DM (@4 209, (5x+ 4y

P 3. (y-6)° 210. (9% - )

W4, (x+5)° 211, [x+-§-]’

. !

- 05, (2m -5Y 212, [ —3]1

T W6, (-1 213, [%—3}-’]!

» 2

: W07, (Gx +4) 214, [g_b_]!

& a 3

P 2S5, (x+5)(x=5) 222, (a-4b)(a + 4b)

¢ 206 (m-3)m+3) 223, (Bxy - 22)3xy +22)
L AT (x+6)(x=6) 224. (m = Sn)(m + 5n)

P AR (y-Diy+1) 215. (3p + 5q)3p - 5q)
: 29 7-0(7+x 226, [%x—%yI§x+§}']
* DO, (5 +4x)5 - 4x) 227, [g +% %— g]

; 1 3YL 3
© 2L (G +5)0Ex-5%) 228, ﬂ’rg 55

252
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Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor comiin:

229, 4x-12
230, 3x +15
B, 24x>=36x
232. &xy - 16y
233, 3¢* - 6ix
234, y 4y
235. m® + m = m?

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:
243, x*-1

244, y*=9

245, x¥*=16

246, 4x2-125
47, 25 -
M8, 16x2-9

M9, 81 -4y

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

257, a2+ 2x+1

258, y?—dy +4
259, g+ 6a +9
260, x2 - 10x +25
261, a* - 2ab + b

262, 2+ 12y +36

263, m + 2mn® +
X4, 16x2 +8x+ 1

Factoriza los trinomios de la forma »® + bx + ¢
272, 2+ 3x+2

273, X1 =5x+6

274, x2+ 9x+20

275. X = 14x +24

276, m' + Tm + 12

253

236, Bx’ - 2457 +16x

237, 154* +254° - 35a*

BE. 6a’b - 3ab

9. 1223y~ 18xy?

20, 4%y - 2y + Sty

M1, 18a°b - 9a'b* - 60’ + 12ab*
42, 33077 + Gy s = 22xY° 2

250, 100 - 2
251. 25m* - 81
252, 9x*-

53, —x ——¥
B4, -z ——w

2558, ¥y ——2

%6
- g 3

265, 9y? - 24y + 16

266, x* +,Jr+l
4

267, yz—§y+%

2
268, %+¢x+lﬁ

2
m  2Zm 9
X9, ———+=
. 9 n A

270, ch—Jc+nE
4

271, 14402 + 120y + 257

279. ¥ 4+ y=20
280, n?- 2n-63
281, z2- 18 -7z
282, x* ~ 8x- 48
283, x* + x— 132

Anexo: Ejercicios preliminares
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7. 2 -9x+18
78, @ +4da-12

Factoriza los siguientes trinomios ax® + bx + ¢
286, I’ - 14x+8

RT. 6a’ +Ta+2

288, 4x? - 13x+3

]9, 52— Tx+2

20, 2’ - 5x-12

01, G+ 1lm +3

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:
M08 x+6=4

29, y-2=0

300, 3x=15

301, 4x-5=3

302, 2x+5 =6x

303, x-2=2-12
304, 4 +9x-11lx=6x+8
305, 8x==3 +5x

306, 9= 10c=Tx+8x
7. 3x-5)+3=10
308 5+2(dx-1)=0

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:
20, 2+ 4x+3=0

Pl 2-5x+6=0
22 F+Tx+12=0
323, F-14x+24=0
P4, 2+ +20=0
25, P-y=-56=0
26, 2+ 4dx-12=0

27, 2-9x+18=0

254

284, a-2q-35
285, y? + 2y - 168

292, 6b° + 5b =25
203, 2x*-3x -2
294, 5212y +4
295, 4x*-5x-6
206, Ty’ + 16y - 15
297, 20¢* —x -~ 1

309, 6(1 =x)=2(x=2)=10
310,39 + 4x)-9=18
311, 3(dx+9) =6 +5(2 -x)

312,
T A=
314,
315,
316, —————=x-1=

3

317, 2@x-1)-3(x+2)= 2(r+1)

318, 212 Xog
4 2
319, 2“6_3+£=2

328, X~ x-63 =0
329, Y +y-20=0
330, a® +2a =48
331 50 -Tx+2=0
332, 22-5x-12=0
333, Tx2+ lax =15
334, 6x2+ Tx==2
335, 202 —x-1=0



Resuelve los siguientes sistemas:

Eﬁ.{x+?=4
x—y=12

x+2y=l
x+y_

Bl

i Jx-y=4
* |x+3y=-2

£

3x+5y-31=0

1 Ix=
¥ x:y+2

2 dx-5y=2
Y 5x+3y=21

®

®

+2y=2

3. \5x_3y=1

Sx+8y=-1

U4,
Gy—x=4y-T7

s
8

x+y-—z=4
2x-3y+4z=

3x+2y+z= ﬁ

-3y-2z=16

2x—y+3z=1
3.x+2y+5z =-T7

347, 13x+4y+2z=13

Sx+y—2z=—6
Ix—y-3z=-11

x—3y—-4z=-3

6x+2y+z=-18
4x+2y+3z=-6

349, 16x—6y+z=5

2x+3y—-4z=0
6x+12y—6z=-1

}F_
350, x+2z“—1
3y-z=5

x+2y=1
351, 13y-2z=1

Anexo: Ejercicios preliminares

Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de “x” en los siguientes trisngulos rectingulos.

355.

255

356.

=
1]
-3




GEOMETRIA ANALTICA

357. 359,

360,

12

Eseribe las funciones trigonométricas correspondientes a los dngulos agudos de los siguientes tridngulos

recténgulos:
361 4 362, 4
5 13
3 12
1 ]
[ 4 B C 5 B

256



SOLUCIONES A EIERCICIOS PREUMINARES DE GEOMETRIA ANALTICA

Operaciones con nimeros enteros: s 2 w 3
12 12, 20 3, -3 28 16
2 2 13. =30 M 4 86, 35 G 3l
3. 10 14. 60 25, 28 = 2 2
4 -12 15. 24 2%, 4 1
= 5 .1
3 3 16, 7 7. -2 8 2 96 E-ZE
6. =1 17. -4 28. 3 1
7. 1 18. -3 ». 2 ® g, 3
8. 0 19. 2 30, =5 8
9. -16 20. 7 a2 g Ty dF 8,3
10. 23 21, 3 2. 8 0 @ L
1. -6 22, -16 39 19
0. Z_U- E 99, 2
Descomposicién en factores primos los siguientes nimeros:
2
B, 2x3 38 2x3x5 8. Px5xT o Pl 100.
M P 39. 3*xs§? M, Pxs 6 6
35, Bx5 40, 2%x5x23 45, 2Px5x7 5 w1, 2
%, 2=% 41, 52x13 46, Px3xs? 2. 54
& 2
37 Bx P 42, 2x3 m L 102 g_%
Determina el MCD de los siguientes niimeros: T8
47, 1x3=6 49 121=4 51, 22=4 Efectiia las siguientes operaciones:
48, 5 50, Ix3=6
103. 36 111. 5 121. 4
Determina el mem de los siguientes niimeros: 104. 64 112. 9 -
52. Px3x5=60 54, 2x3=12 56, 22xFx5=180 105, 16 113. 8 "3
5. PxF=T2 55, 24x3=48 106, =27 114, 2 8
123, =
Efectia las siguientes operaciones con fracciones: 107. <25 15,3 g
81 116. 2 &
LY 5.2 e 124, —
7. ZmlZ e 16 117.2 7
5. 2aj? sl 118, 3 3
T 17 .5 09, -3 : s
B —mi= 16 119. 3 11
6 6 6
59 = 110. 2 120. 5
. 1
0. g.‘;i s B4 Racionaliza las siguientes expresiones:
T30 15 - - -
M_,1 6. X2 132, 2 o L
61, —=3— 93_31_.7 3 v .
11 1 L ik . ~ 139. 9+347
29 _2 Y V3 a
62, ZZggl 127, — 133, — [
7% 7 B2 7 2 140. 32
45 45 - i~
63, Bar? oo 128, 2 23 141, -1-242
5 5 B Yaal - Lo o
8 B 2 142, 5-2v6
x oty 135. 47
i 2L o N1 - o S 13+4410
12 12 65 - o
130, =2 136. ¥5 -1
1 139 13 5
Zml= , —mf
66. -=1 T I 137, 31
67. -1 far; 22 ol
= 32 8 2
Bl =
6 3 .1 60 15
L . Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados:
60 10 5 E &. E 144 x+ 6 149 3_1.— 152 x, 45=x
T 6 3 3 - 145, 3x T4 153, #
20, 1_;_1% B o=s 146. 2x- 5 150. x-y 154, 42— 32
147, 155, (x—
7 9 .1 “ 1 2 e 151, = . f=s¥
7, Zalml- B4 -E'-—"3" 148 x+ & ¥
12 4 4 3 3

257
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I'l'!
2

156.

157. %(x-y)

iih. Sy 161, Sx+ 3=18
2

159, %, x+ 1 13- pe=g

160, 2x, 2x+ 2

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si
Xx=3, ym-2 z=1, we=-4

163, 10 171, 10 1780
164, -4 172, =3 179. 24
165, 16 173. 5 180. 3
166, 13 174, -40 Wl =4
167. 1 175. 2 182. 3
=1 1
168 76. 5 183, _%
169. 2 177, -1
170. 13 12
Reduce las siguientes expresiones:
184, -x 192, & + 260+ & 1.1 4
198, —x-~y——=z
185, 11y 193.0 6 3 9
186, —dab? 194, 3% + diy? - Bt 199, Bl
187, 5xtye 195, ~5n? - 7 %
188, ~2x + 5y=3z 196. 1502 —ab+ 1588 5 _‘_;-E;Ly‘
189. 17a - 5h 197, -3 gt
190, 4m? 2
191, 22— xy+ 632

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

01, 2+ 6x+9
202, g~ Ba+ 16
203, ¥~ 123+ 36
204, 2+ 105+ 25
205, 4m?—20m+ 25
206, 922 - 6x+ 1

207, 92+ 24x+ 16
27 yz 2 1
208, 9 - 12x+ da?

209, 252 + 40 + 1 2
07 fsv‘m x

. =3nt+ 9t

210, B1x5— 182% + 7 g A
b3 4
211, :21-3:1--5- 214, 4 4 8
5 25 @ 3da 9

Obtén el resultado del producto de binomios conjugados:

215, a2 =25
216, -9
27, 236
218, 321
219 49- 4
220, 25 - 1627

221, 92~ 2552 26 215 2 4 2
=X -y
222 & - 1687 9 15
223, 95y - 4 n7, " _"
224, mt = 252 4 9
225. 95 25¢" dig X _ 9
4 257

Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor

comin:

229, 4(x- 3)

230, 3(x+ 5)

231, 12x(2x- 3}
232, a2x-4)

233, 3x(x - 2)

234, Y+ 1)

235, m¥(m*+ mi=1)

236. Bafx- 2)(x- 1)

237, 5a%(3 + Sa- 7d%)

238, 3ai(la- 1)

239, 62— 3y)

240, 24 - Bry+ 52%%)

241, 3ab{6a’ — 3a°h - 20" + 4%)
242 1345202 + 62— 2)

Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

243, (x=1)(x+ 1)
244, (3= 3+
U35, (x-4)x+ 4
M6, (2x- 5)(2x + 5)
M7 (5-25+2)
248, (dr=3)(dr + 3)
M9, (9-25)9+2y)
0. (10 - 2)(10 + %)

251, (5n - XSt + 9n)
252, (32 -2 + )

253,

254,

253,

X

—z-gw lz-l-gw
5 ¢ -1

256. | Z L
3 S5y A3 S5y

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

257. (x+ 1
258, (y- 22
259 (a+ 3}
260, (x- 57
261, (a-BP
262. (y+ 6
263. (i + ')
364, (dx+ 1P

265, (3y - 4p

e
265, [§+4T

5]
2, [;]’

271, (12x + 53

Factoriza los trinomios de la forma »x2 + bx + ¢

272, (x+ x+ 1)
273, (x= 3x-2)
274, (x+ 5)x+ 4)
275, (x= 12)(x-2)
276, (e + 4)(m + 3)

277, (x- 6)(x- 3)
278. (a+ 6)a-2)
279, (4 5y~ 4)
280. (n- N(n+ T)
2BL. (2= N+ 2)

282, (x- 12)(x + 4)
283, (x+ 12)(x-11)
284, (a—-THa+ 3)
285, (y+ 14)}y-12)

Factoriza los siguientes trinomios ax? + bx + ¢

286, (x- 4)(3x-2)
287, (3a+ 2W2a+ 1)
288, (x- 3)(dx- 1)
289, (x- 1)(5x-2)

290, (x- 4)(2x+ 3)
291, (2m+ 3)}3m+ 1)
292 (2b+ 5)}3b-5)
293, (x-2)(2x+ 1)

294, (- 2)(5y-2)
295, (x- 2}4x + 3)
296, (y+ 3IUTy-5)
297, (4x- 1)(3x+ 1)

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

208, x= -2
299 y=12
0. x=35
Nl x=12

a2, I-E
4

303, :--E
2

258

307. :-E
3

308,

09, x=0
0. x=0

311,

3z,
313. No existe solucidn

314,

rm-=

B g
25

316, x=- 32
29

N7, xmll
29

318. x=-16

319, ;=30
.
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Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado: Aplica el teorema de Pitdgoras para determinar el valor de
320, x=-3,x=-1 328 x=9,x==7 4 . 5 “x" en los siguientes tridngulos rectingulos.
. Fm=3 ym=
3l . x=3,x=1 329, y==5,y=4 i B3, x=35 357, x=10 9. x=23
322, x==-4,x==-3 330, a=-8,a=6 T4, .r--J—'.x--l 356, x=12 358. x=9 360, x--w'E
323 x=12,x=12 2 3 2
324, x= -5, y= -4 R '1'"3 1 3 Escribe las funciones trigonométricas correspondientes a los
325 y=8,y=-7 = g el i 4ngulos agudos de los siguientes tridngulos rectingulos:
L X EG N ——
326, x=-6,x=2 2 Jﬁl.m),:% m3=% M'm.uli mB=%
327 5=6,x=3 3 i 3 2
£ mﬂ=§ MB—E ms,ng- ms3=1—3
Resuelve los siguientes sistemas: . 13 b
tan A= — mm3=1 m,q=i targ B==—=
x=3 x=3 1 3 1 12 5
336, 344, X== 3 4 12 5
y=1 y=-2 2 ‘”“’=Z mtB=§ m:A=? MB=E
1
M9 fym——
I P xul g sq:A=-;- scB=2 wa=22 s«:B—%
J'-—l 345, _)'-2 zm( 5 5 13 13
iy mA_Z acB—*a— .:sc.d=? m3=ﬁ
338 {%=1
y==1 x=4 =3
346. J,-_z 50, y-l
xml £ r==2
339, 1
% -i * m=1 x=3
347, ymd 351 y==1
340, #=7 =2 r==1
y=2
(B-3
2 x=-2 352,
41, {7 6D
yu—a 348, ym=5
==t 4-8)
342, xm} 353, @9
y=2
-5,6)
=1 4, {¢
343, 1% “lea-
yusg (2,-1)

259



La Geometria Analitica es una rama que nos permite juntar dos mundos: el de la Geometria y el Alge-
bra, a través de su problema fundamental: a partir de los elementos de un lugar geométrico, encontrar
la ecuacion que lo representa y dada |la ecuacion graficar el lugar geométrico.

Este libro es la referencia inmediata para entender, aprender y visualizar a la geometria analitica
como herramienta fundamental en el estudio de las matematicas.

En 13 capitulos se ofrecen las herramientas basicas para abordar la distancia, punto medio, punto de
division y pendiente, tambien con los principales lugares geometricos: recta, circunferencia, parabola,
elipse e hipérbola. Se ha creado un extenso capitulo acerca de las coordenadas polares y finaliza con
las ecuaciones paramétricas. Cada tema se desarrolla con la teoria justa y brinda al lector un gran
nimero de ejemplos para facilitar el aprendizaje, asimismo evalGa con ejercicios los conocimientos
previos que cada tema exige del estudiante.

Sin duda alguna este material es una herramienta importante para los profesores, quienes encon-
traran en sus paginas una ayuda invaluable para practicar con sus alumnos y reforzar aquellos temas
que se necesitan para iniciar cursos mas avanzados como Calculo Diferencial e Integral.

Puesto que el analisis y el razonamiento matematico requieren la aplicacion practica, se aborda con
sencillez la teoria y se pone mayor énfasis en los ejemplos que serviran como guia al estudiante para
resolver los ejercicios propuestos y verificar su aprendizaje al consultar las respectivas soluciones
que se encuentran al final del libro. También se encontrara con una serie de problemas de aplicacion
que vinculan a las Matematicas con situaciones reales.

El Colegio Nacional de Matematicas retine a sus docentes con mayor experiencia para escribir este
libre que desarrolla la habilidad indispensable para un estudiante y que refuerza los conocimientos
adquiridos en el aula.

Por todo ello, Geometria analitica es un libro que no puede faltar en la biblioteca personal de cual-
quier estudiante o profesor.

Para obtener mas informacion acerca del Colegio Nacional de Matematicas visite:
www.conamat.com
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