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Prefacio

1 Colegio Nacional de Matematicas es una institucién que, desde su fundacidén, ha impartido

cursos de regularizacion en las dreas de Matematicas, Fisica y Quimica, con resultados altamente

satisfactorios. Es por ello que su fundador y director general, el Ingeniero Arturo Santana Pineda,
decidi6 plasmar y compartir la experiencia adquirida en este libro que recopila lo aprendido en todos estos
afios y cuyo principio fundamental es que la persona que aprende matemadticas, piensa, razona, analiza y por
tanto actia con logica.

A través de esta institucion y sus docentes, se ha logrado no solo resolver el problema de reprobacion
con el que llega el estudiante sino, también, cambiar su apreciacidn sobre la materia, de tal forma, que se va
convencido de que es facil aprender matematicas y que puede incluso dedicarse a ellas. De ahi que jovenes
que han llegado con serios problemas en el drea, una vez que descubren su potencial han decidido estudiar
alguna carrera afin,

De esta forma, se decide unir a los docentes con mayor experiencia y trayectoria dentro de la institucion
para que conjuntamente escriban un libro que lejos de presunciones formales, muestre la parte prictica que
requiere un estudiante al aprender matemdticas y que le sirva de refuerzo para los conocimientos adquiridos
enel aula.

Enfoque

El libro tiene un enfoque 100% practico, por lo que la teoria que se trata es lo mas bdsica posible, sélo se
abordan los conceptos basicos para que el estudiante comprenda y se ejercite en la aplicacion de la teoria
analizada en el aula, en su libro de texto y con su profesor.

De esta manera, se pone mayor énfasis en los ejemplos, en donde el estudiante tendrd la referencia
para resolver los ejercicios que vienen al final de cada tema y poder asi reafirmar lo aprendido. Estamos
convencidos de que es una materia en la cual el razonamiento es fundamental para su aprendizaje, sin
embargo, la prictica puede lograr que este razonamiento se dé mds rdpido y sin tanta dificultad.

Estructura

El libro estd formado por 30 capitulos, los cuales llevan un orden especifico que siempre toma en cuenta
que el estudio de las matemadticas es un proceso en construccion, es decir, cada capitulo se liga con los
conocimientos adquiridos en los capitulos anteriores.

Cada capitulo estid estructurado con teoria, ejemplos y ejercicios propuestos. Los ejemplos son
resueltos paso a paso para que el lector comprenda el procedimiento y posteriormente resuelva los
ejercicios correspondientes, Las respuestas a los ejercicios se encuentran al final del libro, de tal forma
que el estudiante verifique si los resolvid correctamente y compruebe su aprendizaje. Ademds, en algunos
capitulos aparece una seccion de problemas de aplicacion, la cual tiene como objeto hacer una vinculacion
con casos de la vida cotidiana y asi mostrar la eficacia de aplicar los conocimientos adquiridos en cada
tema.,

Como recomendacion se propone que se resuelvan los ejercicios preliminares de aritmética y dlgebra que
se encuentran al final del libro, para que el lector haga un diagndstico de sus conocimientos en dichas dreas, los
cuales son fundamentales para iniciar el aprendizaje de la geometria, la trigonometria y geometria analitica.
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En caso de tener algin problema con dichos ejercicios se recomienda consultar los temas correspondientes
en el libro de aritmética y dlgebra de la serie CONAMAT,

En el capitulo uno se dan las definiciones basicas de geometria y algunas notaciones que se utilizardn en
el desarrollo de los siguientes temas como son: recta, segmento de recta, arco, entre otros. En el capitulo dos
se estudian los dngulos y sus generalidades.

Eltres trata las rectas paralelas y perpendiculares, asi como las rectas paralelas cortadas por una secante.
En el capitulo cuatro se estudian los tridngulos y sus generalidades. Se continta, en el siguiente capitulo,
con cuadriliteros; en el seis se estudian los poligonos en forma general (dngulos interiores y exteriores,
diagonales, etc.). El capitulo siete corresponde a transformaciones (escala, rotacion simetria axial, simetria
central).

La circunferencia, sus elementos, rectas notables y otras de sus generalidades, se estudian en el capitulo
ocho. En los capitulos nueve y diez se estudia el perimetro y el drea de figuras geométricas en el primero y el
volumen en el segundo.

Enlos capitulos 11y 12 se comienza con el estudio dela trigonometria. Se dan los conceptos de funciones
trigonomeétricas en un tridngulo rectangulo, valores para distintos angulos, ademas, al final se agregan las
tablas de funciones trigonométricas. En el capitulo 13 se tienen las gréificas de dichas funciones. Las distintas
identidades trigonométricas se contemplan en el capitulo 14,

En los dos siguientes se estudia la resolucion de tridngulos rectangulos y oblicuingulos, respectivamente,
La parte de trigonometria termina en el capitulo 17, el cual corresponde a la forma trigonométrica de los
nimeros complejos.

En el capitulo 18 se introduce el concepto de distancia entre dos puntos, punto medio y punto de division,
aplicados a los puntos de la recta numérica de los niimeros reales, para posteriormente, en el capitulo 19,
aplicarlo en el plano cartesiano, en donde ademas se estudia el concepto de area de un poligono. El capitulo
20 contiene el concepto de pendiente, condiciones de paralelismo, perpendicularidad y dngulo entre dos
rectas, Los dos problemas fundamentales de la geometria analitica se abordan en el capitulo 21, en donde se
introduce el concepto de lugar geométrico,

En el siguiente, capitulo 22, se estudia la ecuacion de la recta y sus distintas formas, de aqui se llega a las
rectas notables, distancia de un punto a una recta y algunos problemas de aplicacion,

La circunferencia da inicio al estudio de las cénicas en el capitulo 23, para posteriormente, en el 24,
abordar la transformaci6n de coordenadas a través de la traslacion de ejes. La parabola, elipse e hipérbola se
tratan en los apartados 25, 26 y 27, respectivamente. Mientras que el capitulo 28 se reserva para el estudio de
la ecuacion de segundo grado, en donde se abordan temas como la rotacion de ejes, identificacion de conicas,
rectas tangentes, etc. En el capitulo 29 se hace un exhaustivo estudio de las coordenadas polares, y se deja
para el capitulo 30 las ecuaciones paramétricas.

Finalmente, el anexo A contiene un capitulo de relaciones y funciones, este tema se incluye tomando en
cuenta que en muchos planes de estudio se contempla.
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metro de figuras planas y de la superfi-
cie y volumen de cuerpos sélidos. Otros
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CAPTULO
CONCEPTOS BASICOS
METREIN, “MEDIR")
=
Ef LOSSEIS LIBROS
_E PRIMEROS DELA GEOMETRIA
: — PN ama de las matemdticas que se
L SR A a ccupa de las propiedades del es-
T_— ° pacio. En su forma més elemen-
- tal, la geometria se ocupa de problemas
—— ‘\ ;ﬂ métricos como el célculo del area y dié-
2
\!

Geomelr

)

Los seis libros primeres de la geometria

de Euclides

campos de la geometria son la geome-
fria analitica, geometria descriptiva, to-
pologia, geometria de espacios con 4
o mas dimensiones, geometria fractal y
geometria no euclidea.

Geometria plana
Rama de la geometria elemental que es-

wudia las propiedades de superficies y figuras planas, como el trigngulo o
el circulo. Esta parte de la geometria también se conoce como geometria
euclidea, en honor al matemdtico griego Euclides, el primero en estudiarla
en el siglo IV a.C. Su extenso iratado los seis libros primeros de la geome-
frfa se mantuvo como texto autorizado de geometria hasta la aparicién de
las llomadas geometrias no Euclideas en el siglo XIX.
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Conceptos basicos

Antes de iniciar el estudio de la geometria y trigonometria, analizaremos algunos conceptos basicos;

Geometria, Rama de las matemiticas que estudia las propiedades, las formas y las dimensiones de figuras y
cierpos geométricos,

Punto. Segin Euclides: “Punto es lo que no tiene partes”, para evitar confusiones al dar una definicién mis
wmpleja sélo diremos que la idea de punto, nos la da la marca que deja un lipiz sobre el papel, tan pequefia que
arece de dimensidn,

Linea recta. Sucesion infinita de puntos que tienen la siguiente forma;

- >
A B
Recta AB
Semirrecta. Si se fija un punto C en una recta, al conjunto de puntos que le siguen o preceden se le llama semirrecta.
& > o
c D Semirrecta CD

Segmento. Porcién de recta limitada por 2 puntos no coincidentes,

& | & >
A ¢ D B
Segmento CD

Cuorva. Es aquella linea que no tiene partes rectas,
’/_\A B
A
Arco. Porcion de curva limitada por 2 puntos no coincidentes.

‘/J;L,,Ls\‘ el

Figura geométrica. Extension limitada por puntos, lineas y superficies,

P

Cuerpo sélido. Es todo aquello que ocupa un lugar en el espacio y posee longitud, anchura y altura,

Proposicién. Enunciado que nos propone algo y que por tanto se puede calificar como falso o verdadero,

o ]
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Conceptos basicas

Axioma. Proposicién evidente que no requiere demostracién.

Ejemplos
Dos puntos diferentes determinan una recta y s6lo una,
Sobre cualquier recta hay al menos 2 puntos diferentes.

Postulado. Proposicion cuya verdad aunque no tenga la evidencia de un axioma se admite sin demostracién.

Ejemplos
Dos rectas determinan un punto y sélo uno,
Siempre es posible describir una circunferencia de centro y radio dado.

Teorema. Proposicidn cuya verdad necesita demostracidn.

Ejemplos
Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales,
La suma de los dngulos interiores de todo tridngulo son 180°,

Corolario. Proposicién que es consecuencia inmediata de otra,

Ejemplo
Del postulado de Euclides: “Por un punto exterior a una recta, pasa una sola paralela a dicha recta”. Se obtiene el
siguiente corolario: “Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas entre si”,

Lema. Proposicién que sirve para facilitar la demostracitn de un teorema,

Ejemplos
Toda linea poligonal convexa es menor que cualquier otra linea envolvente que tenga los mismos extremos,

Un dngulo no nulo y no llano divide al plano en 2 regiones, de tal suerte que en una y sélo una de las regiones,
2 puntos cualesquiera siempre pueden unirse por un segmento que no interseca ninguna de las 2 semirrectas que
forman el 4ngulo,
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CAPTULO D
ANGULOS
SEXAGESIMAL
w
A
—— Es un sistema de numeracién posi-
S —— —— cional que emplea la base sesenta.
- - Tuvo su origen en la antigua Babi-
m IOI'IiCI.
\ ' ‘\, Definiciones de fingulos del libro Adiferencia de la mayoria de los demas
' Los elementos de Euclides sistemas de numeracién, el sexagesimal

no se usa mucho en la computacién ge-
neral ni en la légica, pero si en la medicién de angulos y coordenadas
geométricas, la unidodp estandar en sexagesimal es el grado, Una circun-
ferencia se divide en 360 grados. Las divisiones sucesivas del grado dan
lugar a los minutos de arco [1/60 de grado) y segundos de arco [1/60
de minuto).

Quedan vestigios del sislema sexagesimal en la medicién del tiempo. Hay
24 horas en un dia, 60 minutos en una horoc]; 60 segundos en un minuto.
las unidades menores que un segundo se miden con el sistema decimal.
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Definicién
Un dngulo es la abertura comprendida entre 2 semirmectas que tienen un punto en comiin, llamado vértice,
c
Lado final
A = |B
I_ﬂ.d{]- g |

H édngulo se representa como £ A, £ BAC, d, o con letras del alfabeto griego. Si un dngulo se mide en sentido con-
trario al movimiento de las manecillas de un reloj, entonces es positivo, si se mide en el mismo sentido entonces serd
negativo,

Medidas

Los dngulos se miden en grados o radianes de acuerdo al sistema,

Sistema sexagesimal

Este sistema de medir dngulos es el que se emplea normalmente: la circunferencia se divide en 360 partes llamadas
grados, el grado en 60 partes llamadas minutos y el minuto en 60 partes que reciben el nombre de segundos,

1°=60"; 1"=60"

Ejemplos
A continuacién se dan 3 mimeros en sistema sexagesimal;
a) 45°
by 21° 36’
c) 135° 28" 327
Relacién de conversién
Es la relacidn que existe entre los grados, minutos y segundos de un dngulo expresado en sistema sexagesimal,

Por 3 600

Grados Minutos Segundos
k-ﬁamm‘—f/ k\_&mmr__,/

\&mﬁm——//

De acuerdo con la gréfica, se establecen las siguientes condiciones de conversién:

© Para convertir de una unidad mayor a una menor se multiplica por 60 o 3 600, segiin sea el caso,
< Para convertir de una unidad menor a una mayor se divide entre 60 o 3 600, segin sea el caso.
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Angulos
EAEMPLOS
_& 1 @+ Convierte 19° 47’ 23" a grados.
§ = Soluion
" Los minutos se dividen entre 60 y los segundos entre 3 600:
o ] __ o ﬂ 23 _E 3 -3 o o
19°47° 237 =19 + (mT+[—36mT =19° + 0.7833° + 0,0063° = 19,7896

Por tanto, 19° 47° 23" equivalen a 19.7897°,

2 ®e:Convierte 32° 12’ 15” a minutos,
Solucién
Los grados se multiplican por 60 y los segundos se dividen entre 60:
D1 15":(32]{60]’+ 12° + [-:%] '=1920° +12°+ 0.25" =1 932,25
Por consiguiente 32° 12’ 15” equivalen a 1 932,25",
3 ®+-Convierie 45.5638° a grados, minutos y segundos,

Solucién
La parte decimal de 45.5638° se multiplica por 60 para convertir a minutos;

45,5638° = 45° + (.5638)(60") = 45°33.828"

La parte decimal de los minutos se multiplica por 60 para obtener los segundos:
45° 33.828" = 457 33" + (.B28)(60™) = 45° 33" 49.68"

EJERCICIO 1
. Convierte los siguientes 4ngulos a grados:
1. 40° 10°15" T o 5.9°9" 9"
. 2. 61° 42°21”" 4. 73°40°40” 6. 98°22°45”

Convierte los siguientes dngulos a su equivalente en grados, minutos y segundos:

7. 40.32° 9. 18.255° 11, 19.99°
8. 61.24° 10. 29.411° 12, 44.01°
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s s « « s 5 s 5 s 5 5 o 5 = &
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Sistema ciclico o circular

Este sistema utiliza como unidad fundamental al radidn. El radidn es el dngulo central subtendido por un arco igual a
la longitud del radio del circulo. Se llama valor natural o valor circular de un dngulo.

Un radidn (1 rad) equivale a 57,29° y 7 rad equivalena 180°,

Conversién de grados a radianes y de radianes a grados

Sea Sun dngulo en sistema sexagesimal (grados) y R en el sistema ciclico (radianes), entonces para convertir;

Grados a radianes Radianes a grados

Se multiplica el nimero de grados por el factor | Se multiplica el nimero de radianes por el factor

o

T
180°

y se simplifica, esto es:

)

y se simplifica, esto es:

o)

EAEMPLOS
_g- 1 @+« Convierte 150° a radianes,
5_ | Solucién
i Se multplica 150° por el factor
J ® | 150°m E
1507=130 (mm]‘ 180° 6"

5
Por consiguiente, 150° es equivalente a E r rad,

2 ®e+:Convieric a grados %x rad,
Solucién

o

180
Se multiplica por el factor

. £ simplifica al mdximo, obteniendo:

5 x=1x[@]= 7(180°)x _7(180°) ifea
4 4 T 4 4

Finalmente, %x rad equivalena 3157,

10
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Angulos

3 e Convierte 12° 15’ 36” a radianes.
Solucién
Se convierte a grados el dngulo:

(=] o
12° 15" 36" = 12° + = + ey - 12°+ 025° +0.01° = 12,26"°
60 3600

La conversidn a grados se multiplica por el factor i y se simplifica a su minima expresidn:

180*
T 1226°% 12268 613x
12.26b — ferut —ln:
{wm] 180° ~ 18000 ~ 9000
Por tanto, 12° 15° 36” ¢s cquivalente 8 0¥ rad
’ 9000
A ®+:-Expresa un dngulo 6 que mide 3 radianes en grados, minutos y segundos,

Solucién

180°
P&mmmeﬁrderadianesagmdﬂssemulﬁpﬁcaporelfactor( p ]

o

180
3md=3[ ]=l?l.EB?3°

r
La parte decimal se convierte en minutos,

171.8873° =171° + (0.8873%60") = 171° 53.238"

H nuevo decimal se convierte en segundos, entonces:

171.8873° = 1717 53" + (0.238)(60"") = 171° 53" 14.28"

EJERCICIO 2
Transforma a radianes los siguientes dngulos:
1, 210° 8. 330°
2. 300° 9. 120°
3, 225¢° 10, 135¢
4, 450° 11, 45,23¢°
5, 729 12, 128.30°
6. 100° 13, 150°36° 40”
7. 30° 14, 420° 0" 45"

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

11
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EJERCICIO 3
. Convierte a grados sexagesimales los siguientes dngulos:
g2 4 4z 7. By 10. 47124 rad 13,
3 3 5
2 H:r 5 Tx 8 ix 11, 0.1683 rad 14
"6 ' T ' '
3 1
i Ex 6. Ex 9. 1.5708 rad 12. 1.1201 rad
G Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « + s s s s ¢ s ¢ 5 5 4 = &
Operaciones

A continuacion se presentan las operaciones basicas con dngulos; suma, resta, multiplicacién y division,

EJEMPLOS
_g 1 ®e-Ffectia la suma de los siguientes dngulos: 29° 38” 227; 18° 47* 527; 36° 42" 37~
s_ Solucién
b Se acomodan en forma vertical de acuerdo a su orden;
29° 38 227
+18° 477 527
36° 42 37T
83° 127° 1117

Pero 111”7 =1’ 517
87127 1117 =83° 127" + 1’ 51” = 83" 128’ 517
y128’ =2°08’
&3° 128" 51" =83 +2° 08 51 = 85° 08" 51~
Por tanto, el resultado es: 85° 08 517,

2 ®¢-Realiza lo que sc indica; Resta 24° 42 18” de 138°29" 17"
Solucién

Se acomodan en forma vertical;
138° 29* 17*
- 24° 42° 18"

Dado que 42° > 29" y 18” > 17", entonces 138° 29" 17" se transforman en
138° 29" 17 =137° 89" 17" = 137° 88" 77"

Y se realiza la resta,
137= 88" 77~
- 24° 42" 18"
113° 46 597

Fnalmente, se concluye que el resultado es 113° 46" 597,

12

6.2832 rad

0.5 rad
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Angulos

3 e«-Multiplica 73° 16" 32" por 29.
Solucién
732 14% 32
% 29
2117° 464" 928"
resultado que se obtiene se simplifica, al transformar los segundos a minutos:
2117°464° 928” =2 117" 464* + 15" 28” =2 117" 479* 28"
Y después minutos a grados;
2117° 479" 28" =2 117° +7° 59" 28" =2 124° 59° 28

Por tanto, el resultado es: 2 124° 59" 287,

A ®e-Encuentra la novena parte de 165° 48’ 29",

Solucién
Se dividen los grados entre 9;
18°
91165~ 48" 29"
30
H residuo se transforma a minutos y se suma con 48°,
18°
9165%  48' 29"
°=180'
228
Ahora 228’ se divide entre 9 y el residuo se transforma a segundos,
18* 25
9|165* 48 29"
3°= 180
228 29"
3'=180"
209"
Finalmente, 209" se divide entre 9:
18° 25 23"
9[165° 48" 29"
3*= 180"
228 29"
¥ =180
209"
2"

13
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EJERCICIO 4

Efectiia las siguientes operaciones:

L 400 30" 187 8. 35° 28"
+15° 16" 32" x 25

2, 25 3w 9. 25°35°254”
+15°12° 457 x 15

3. 3642’ 28” 10. 25°13" 427
+10° 23" 40” x 9

2°13" 25

4 180° 11, 261118°23%
—120° 40" 157

5 213 25" 13" 12, 80125°30° 25"
—-105° 17" 257

6 90° 13, 12 140°20° 16”
—14°15" 38"

7. 14°30° 157 14, 141185°34" 127

x 17

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente »

Clasificacion de acuerdo con su medida

La magnitud de un dngulo depende de su abertura comprendida entre los lados y no de la longitud de éstos, De acuer-
do con su magnitud, se clasifican en:

Convexos
Son los que miden més de 0° y menos de 180°, a su vez se clasifican en;

Agndo. Es aquel que mide més de 0° y menos de 90°,

Recto, Es aquel cuya magnitud es de 90°,

90°

14
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Angulos

Obtuso. Es aquel que mide més de 90° y menos de 180°,

135°
llano o de lados colineales
Es el que mide 180°,

180°

4 Ko -
Céncavo o enirante
Es aquel que mide mds de 180° y menos de 360°,
215° 315°

Perigonal o de vuelia entera

Es el que mide 360°,
360°

(2 .

Son aquellos cuya suma es igual a un dngulo recto (90°),

Complementarios

=

Za+ £b=90"

Suplementarios

Son aquellos cuya suma es igual a dos dngulos rectos (180°),

Za+ 2b=180"
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Conjugados
Son los dngulos cuya suma es igual a cuatro dngulos rectos (360°),

a

b
Za+ Zb=7360"
EJEMPLOS .
£ 1 ®¢ Determina el complemento del dngulo de 38° 40",
5l Solucién
i Por definicién, 2 4ngulos son complementarios si suman 90°, entonces:
38°40" + x = 90° pero 90° = 89°60°
x = 89°60'- 38" 40’
x = 51° 2

Por consiguiente, el complemento de 38° 40° es 51 20°,

2 ®e:Determina el dngulo que es el triple de su complemento,
Solucion
Sea xel complemento, entonces 3xes el dngulo, al aplicar la definicidon de 4ngulos complementarios:
Angulo + Complemento = 90° ; 3x + x=90°
4x =90°

Por tanto, el 4ngulo es de 67.5° =67° 30",

3 @+ Encuentra el valor de los dngulos que se muestran en la siguiente figura;

B c

A o 'D
Solucién
Los dngulos £ AOB, 2 BOC y £ COD son suplementarios, entonces;
ZAOB =x-10° (x— 107} + 3x + (2x — 20°) = 180°
£ BOC =3x 6x - 30° = 180°
ZCOD = 2x-20r fx = 210°

x=35"

16
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Angulos

Entonces:
ZAOB = x - 10° = 35° - 10° = 25°
£ BOC = 3x = 3(35°) = 105°
£ €COD = 2x - 20° = 2(35°) - 20° = 70°- 20° = 50°
A ®¢:Determina el valor de los dngulos de la siguiente figura:

Solucion
En la figura,

£ MON = %x +20°, ZNOP= %x +10° y ZPOQ= %x + 207

Los dngulos £ MON, ZNOP y £ POQ forman un dngulo llano, entonces:

1 1 1
—x+20°+ —x +10°+ —x +20°= 180"
2x 4x 3x

Donde x= 120°, por consiguiente,

£ MON=80° ZNOP=40" y £ POQ=060"

EJERCICIO §
" Indica si los pares de dngulos siguientes son complementarios, suplementarios o conjugados:
1, 37°y 143° 6. 34°48" y 55°12°
2. 42°y48° 7. 22° y 158°
3. 135°y 225° 8. 10° y 80
4. 21°y339° 9. 270° y 9%0°
5. 132°y 228° 10. 179° y 1°

Hectia lo siguiente:

11, Determina el complemento de 80°,

12, Encuentra el suplemento de 123°,

13, Encuentra el conjugado de 2807,

14, Si el complemento de un dngulo m es 2m, jcudl es el valor del dngulo?

15, ;Cudl es el dngulo cuyo complemento es 4 veces mayor que €17

16, Si el suplemento de undngulo es 8 veces el dngulo, ;cudnto vale éste?

17. Un éngulo y su complemento estdn en la razdn 2:3, ;Cudl es la medida del dngulo?

17
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» 18, ;Quédngulo es igual al doble de su suplemento?

19. Determina el valor de los 4ngulos que se muestran en las siguientes figuras:
a) C b)

A 9 _ »D

B
2x
3x ¢
x=10°
2% -20° B

0 ot v,
c) d)

B

4x - 10°
x+15°

g) h)
Tx + 16°

4x+ 140 & 125+ 10° 32 4

B

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente »

18
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Los 4ngulos se encuentran en todo aquello que tenga intersecciones de lineas, bordes, planos, etcétera, La esquina de
una cuadra, el cruce de los cables de luz, al abrir un libro, la esquina de un cuarto, la abertura formada por las mane-
cillas de un reloj, la unién de una viga y una columna, son algunos ejemplos de dngulos, éstos tienen aplicacion en la
aviacidn, la navegacidn, la topografia y la trigonometria, entre ofros,

© Angulo vertical

Sirve para definir el grado de inclinacién del alineamiento sobre un terreno. Si se toma como referencia la linea
horizontal, al &ngulo vertical se le conoce como pendiente de una linea, el cual es positivo (de elevacién) o negativo

(de depresién).
Visual
5 @ Angulo de elevacidn
] Horizontal
& o Angulo de depresién
Visual
© Angulo horizontal

Lo forman 2 lineas rectas situadas en un plano horizontal, El valor del 4ngulo horizontal se ufiliza para definir la
direccifn de un alineamiento a partir de una linea que se toma como referencia, y por lo regular son los puntos
cardinales: norte (N), sur (5), este (E) y oeste (0).

En la figura se muestran las direcciones de los
puntos A y B respecto al punto P,

Direccitn de A respecto a P
N25°0 0 O65°N

Direccién de B respecto a P
E10°5 0 S80°E

Un barco sale de un puerto con direccién 040°50° N, mientras que una segunda embarcacidn sale del mismo muelle
con direccidn £24°30°N, ; Qué dngulo forman las direcciones de ambos buques?

Solucién
Al establecer las direcciones de los dos barcos, se observa que el dngulo & que forman es;

N
6 = 180° — (40° 50°+ 24° 30°)
0=180° - 65°20°
g=114° 40" P
Por tanto el dngulo que forman mide 114° 40, 40° 50’ 4° 30°
or; " E
"
s

19



2 CAMTULO

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

¢{Cuil es el dngulo agudo formado por el horario y el minutero si el reloj marca las 18:20 hr?

Solucién

En un reloj de manecillas cuando el minutero recorre una vuelta (360°), el ho-
rario sélo avanza 30°, esto significa que el horario avanza la doceava parte de lo
que recorre el minutero por vuelta, a partir de las 12:00 hr, luego, a las 18;20 hr,

el minutero avanzd 120° y estd ubicado en el niimero 4 mientras que el horario
avanz6 %(120“):lO"yesh‘ientrclasﬁylas?horas,portanto,cl&ugulnagudu
& de 70°,

120°

EJERCICIO 6

L A

o

10,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Resuelve los siguientes problemas:
1.

Un barco sale de un puerto con direccion norte y una segunda embarcacion sale del mismo muelle con direccién
sureste. Determina el 4ngulo que forman las direcciones de los dos buques.

Dos aviones parten de una ciudad con direcciones §32°E y E 57°N, jcudl es el dngulo que forman sus direcciones?

El dngulo que forman las direcciones de 2 personas es 125°, Determina los dngulos 8 y ¢¢sila primera persona tiene
direccién 08 N, la segunda EcN y @equivale a los cinco sextos de o,

Desde un punto P se observan dos edificios, el primero de ellos tiene una direccidn N8° 39’0, Si el dngulo que for-
man las direcciones de estos edificios es de 144° 39°, determina la direccién del segundo edificio sise encuentra en
el plano oeste-sur,

¢Cuil es el dngulo agudo formado por las manecillas del reloj cuando marcan las 14:15 hr?
Determina el mimero de grados en el dngulo formado por las manecillas del reloj a las 10:10 hr,
Encuentra el niimero de grados en el dngulo mayor formado por las manecillas del reloj a las 5%.
A qué hora entre las 12:00 y las 13:00, las manecillas del reloj formardn un dngulo de 165°?

¢ Cudntos radianes girard el minutero de un reloj en un dia completo?

A qué hora entre las 3 y las 4, las manecillas del reloj forman un dngulo de 130°?
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CAPTUIO 3
RECTAS PERPENDICULARES Y PARALELAS
HISTORICA
IE >
& Syl

—~ e | quinto postulado (axioma
Vo BT v X > e de paralelismo de Euclides)
ro—— - ' \3 causé un trastorno conside-
| rable desde la época de los grie-
-—E‘\ AXIOMA DE PARALELISMO gos. Muchos geémetras pensaron

V POSTULADO DE EUCLIDES (VPE.)
Si 2 rectas distintas / y r coplanares cortadas por

que fal vez podria deducirse como

una secante f en puntos distintos, forman con ella
en el semiplano [1, 2 dngulos interiores, de tal
manera que la suma de sus medidas sea menor
que 180°, entonces las 2 rectas se cortan en algiin
punto del semiplano IT,

H quinto postlado de Euclides (V.PE)) tiene un
enunciado equivalente, llamado el postulado de
h paralela dnica de Playfair, el cual dice; “por un
punto exterior a una recta pasa una paralela a la
ecta y s6lo una”,

feorema a partir de los restantes
axiomas o postulados. Euclides
mismo fraté de evitarlo mientras
pudo, pues no lo utilizé en sus
demostraciones sino hasta que lle-
g6 a la proposicién 120. Durante
mas de 2 000 afios fueron ofre-
cidas diferentes “demostraciones”
del postulado, pero cada una se
basaba en una suposicién equiva-

lente al mismo. La independencia
del postulado de las paralelas quedé establecida cuando fue demestrada
la compatibilidad de los otros geémetras donde el V Postulado se nega-
ba o cambiaba por ofro. Cualquier geometria cuyos axiomas contradicen
alguno de los de Euclides, es llamada no euclidiana. La primera de ellas
que se inventd fue la geometria Lobachevsquiana, Gauss (1777-1855) en
Alemania, Bolyai (1802-1860) en Hungria y lobachevsky [1793-1856)
en Rusia, plantearon independientemente la forma de Playfair (1748-1819)
del postulado, considerando 3 pesibilidades: por un punto exterior a una
Ecb pueden frazarse mas de una, Unicamente una o ninguna paralela a

recta.




3 Carituo

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Perpendicularidad

Dos rectas son perpendiculares si, al cortarse, forman 4 dngulos rectos. Para denotar que una recta es perpendicular a
otra se utiliza el simbolo L,

‘ C L ——
Si AB 1 CD, entonces
ZAOC = 2 COB = 2 BOD = # DOA = 90°
A‘ (4] "3
¥Yb

< Teorema 1. Si por un punto exterior a una recta se traza una perpendicular y varias oblicuas, se verifica:
A

B C D
a) El segmento perpendicular comprendido entre el punto y la recta es menor que cualquier segmento de las
oblicuas.
Si AC L BD,entonces AC <ABy AC < AD
b) De 2 segmentos de oblicuas cuyos pies no equidistan del pie de la perpendicular, es mayor aquel que dista mas,
Si BC <CD, entonces AB <AD
¢) Los segmentos de oblicuas cuyos pies equidistan al pie de la perpendicular, son iguales,
Si BC =CD, entonces AR =AD

< Teorema 2. Siuna recta es perpendicular a otra, ésta es perpendicular a la primera,

Paralelismo

Dos rectas son paralelas si no tienen un punto en comiin y guardan siempre una misma distancia.
A B
C

8| D

© Teorema 1. Dos rectas en el plano, paralelas a una tercera, son paralelas entre si,

o B 78| y TD| EF entonces AB|| EF
E F
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Cariuio 3

Rectas perpendiculares y paralelas

& Teorema 2. Por un punto exterior a una recta se puede trazar una y sdlo una paralela a ella,

P
c * D
A B

© Teorema 3, Si una recta £, es perpendicular a £,, también es perpendicular a toda paralela a la recta £,

£ ‘
3 ; Sifyleyyts| fa

Entonces:
Ll

l | b

AI'IQUIOS OPUBSiGS por el vértice

Son aquellos que tienen el vértice comiin, y los lados de uno de los dngulos son la
prolongacidn de los del otro.
Los 4ngulos opuestos por el vértice son iguales:
La=ZLe y Lb=2Ld

Angulos contiguos

Son aquellos que tienen un lado y un vértice en comiin,
ZAOB es contiguo a £ BOC, entonces:

ZAOB + A BOC = £ZAOC

Angulos adyacentes

Son dngulos contiguos cuyos dngulos no comunes estdn alineados, esto es, suman
180°.

£ AOB e adyacente a £ BOC, entonces:
Z AOB + £ BOC = 18(@ A 0 C

Rectas paralelas cortadas por una recta secante

Dadas las rectas, RR'[| 7Ty 55" una recta secante, se forman los siguientes dngulos:

Estos dngulos reciben los siguientes nombres:

Angulos alternos internos. Angulos internos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales.
L3=L5, Z24=/6
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Angulos alternos externos. Angulos externos no adyacentes situados en distinto lado de la secante; son iguales.
21=/T; 22=78

Angulos correspondientes. Dos 4ngulos no adyacentes situados en un mismo lado de la secante; son iguales.
Z1=25, Z4=2,8; 22=,6; 23=21

Angulos colaterales internos (suplementarios). Dos dngulos internos no adyacentes y situados del mismo lado de
la secante; suman 180°,
L4+ 2£5=180" Z£3+26=180°

Angnlos colaterales externos (suplementarios). Angulos externos no adyacentes situados del mismo lado de la
secante; suman 180°,
L1+ 28=180" ~£2+27=180°

EJEMPLOS
_g- 1 ®@s-Si ¢, | £,,calcula el valor de los dngulos a, b, ¢, d, e, f, x, y 2x— 15°, de la siguiente figura;

W
L oof:
[T 18'1

b c

d e ;
f)sz— 15° =
Solucion

Los dngulos x y 2x — 15° son colaterales externos, entonces:

%+ (2x— 15°) = 180° - 3x - 15° = 180°
3x= 180"+ 15°
3x=195°

_195°
ol
x=65°

X

Los dngulos a y x son dngulos suplementarios;
a+x=180° - a= 180" -x
a= 180" - 65°
a=115°
Para obtener los valores de los dngulos restantes, inicamente se toma la posicién de cada par de dngulos:
Zd=2Ca por ser correspondientes, enfonces £ 4= 115°
Le=2La por ser opuestos por el vértice, en consecuencia £ c¢= 115°
Le=Lx por ser correspondientes, se determina que £ e = 65°
Lf=Le por ser opuestos por el vértice, por tanto £ f= 65"
Luego, los valores de los dngulos son:

Za=115° Zx=65"
£d=115" £ b=65"
Zc=115° Ze=65"
£ 2x-15"=115" Zf=65"
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Rectas perpendiculares y paralelas

2 @+:8i || £,,0btén los valores de x y de y en la siguiente figura;

2
Lo,
110°
x-y
S

N 180°-110° _70°
2y+ 110° =180 donde ¥="m 3

Solucién

Los dngulos 110° y 2y son suplementarios;

Los dngulos x —yy 110” son alternos internos, entonces,
x-y=110°  donde x-35°=110°

x=110°+35°
x=145°
Finalmente, las soluciones son;
x=145° y=35°
EJERCICIO 7
Calcula el valor de cada uno de los dngulos que se indican en las figuras siguientes:
) 2siL L,
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

. 5. 8iL, | L, encuentra el valor 6. 8il, | L,,halla el valor de x
de los dngulos

13 /7./
% fy

L
d Ix-5 15

Ly %/

e
i3 8

7. 8iL, ||L,,determina el valorde x,a y b

8. En la siguiente figura; A | B, C | D yel £ 3 = 110°, Determina la medida de los 4ngulos 24, 27, £1, 2 10,

Z13y 216
c D
‘/742 3/744
A
5 6 T 8
9 10 13 14

11%/12 157'/16

En los ejercicios del 9 al 11 determina el valor de xy y

9, SEEHC_D 10. Si AB | CD

A /7/ B
KVVQ/J: 0&\
x + 60°
C D /] D
/4/“50 y_m

11. SiE”E) 12, Si AB || CD, encuentra la medida
del dngulo R
A D
A 0/ B
* x
2 o
x R
60° ¥ c D
B C )sz

26



Cariuio 3

Rectas perpendiculares y paralelas

= En las siguientes figuras encuentra la medida de los &ngulos que se forman:

B, si, | 4. siL |1,
I Iy
@ Lh & _[m+10
3x— 12°/Uc d o
15, SiL, | L 6. SiL, | L,

4x—24°
x r P 5x—30°
y\)i s \Y
I Ly
Resuelve los siguientes ejercicios:
17. Con base en el croquis que se muestra, ;cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

Av, Cuauhtémoc
\

Av. Diagonal de
San Antonio

José Maria Vértiz 35°20° \

a) La calle de Uxmal es paralela a la de Tajin

b) Laavenida Xola es perpendicular a la calle de Xochicalco

¢) Laavenida Diagonal de San Antonio es paralela a la avenida Xola

d) El dngulo que forman la calle Petén y la avenida Diagonal de San Antonio es de 35° 20°
¢) Lasavenidas Xola y José Marfa Vértiz son paralelas

1 Lasavenidas Cuauhtémoc y José Maria Vértiz son paralelas

g) Lasavenidas Diagonal de San Antonio y José¢ Maria Vértiz son perpendiculares

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

27






CAPTUIO 4

Imagen de Pitdgoras obtenida del
Diccionario de Autores, pertene-
ciente a la obra Hlustrivm Imagi-
nes de Fulvio Orsini, publicada en
1570,

conocido como pitagorismo.,

Teoria de los nomeros

TRIANGULOS

y matemdtico griego, cuyas doctrinas

influyeron mucho en Platén. Nacido
en la isla de Samos, Pitdgoras fue instuido en
las ensefianzas de los primeros filésofos jo-
nios: Tales de Mileto, Anaximandro y Anaxi-
menes. Se dice que Pitagoras fue condenado
a exiliarse de Samos por su aversién a la
firania de Policrates. Hacia el 530 a.C. se
instalé en Crotona, una colonia griega al sur
de ltalia, donde fundé un movimiento con
propdsitos religiosos, politicos y filoséficos,

Pilégoras [c. 582<. 500 a.C ), filésofo

Entre las amplias investigaciones matemdticas realizadas por los pitagéri-
cos se encuentran sus estudios de los nimeros pares e impares, y de
nimeros primos y de los cuadrades, esenciales en la teoria de los nime-
ros. Desde el punto de vista aritmético cultivaron el concepto de nimero,
que llegé a ser para ellos el principio crucial de toda proporcién, orden y
armonia en el universo, A pariir de estos estudios establecieron una base
cienfifica para las matemdticas. En geometria el gran descubrimienio de la
escuela fue el teorema de la hipotenusa, conocido como feorema de Pitg-
goras: el cuadrado de la hipotenusa de un trigngulo rectdngulo es igual a
lo suma de los cuadrados de los ofros 2 lados.
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Definicién

Porcidn del plano limitada por 3 rectas que se infersecan una a una en puntos llamados vértices,

A, By C: vértices
c AR, BC y AC : lados

Clasificacién de los triangulos

Los tridngulos se clasifican por la longitud de sus lados o la magnitud de sus dngulos,

Por sus lkados

Trifngulo equildtero Tridngulo isGsceles Trifingulo escaleno
Sus lados son iguales Tiene 2 lados iguales Sus lados son diferentes
B B B
A AA
A C A & c
AB = AC = BC AB = BC + AC AB + BC + AC

Por sus angulos

Trifingulo rectingulo Trifingulo acutfingulo Trifingulo obtusdngulo
Tiene un dngulo recto Sus 3 dngulos son agudos Es el que tiene un dngulo obtuso
B
c
A |
A B A (o] A c
£ A=90° LA, L B<90°y £LC<90° ZA>90°
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Tiéngulos

Rectas y puntos notables

Son rectas y puntos con caracteristicas especiales dentro de un tridingulo y son;

Altura. Es el segmento perpendicular trazado desde un vértice
al lado opuesto.

. o
Ortocentro. Se define asi al punto donde se intersecan las alturas, Sl
Mediana. Asi se denomina al segmento que une un vértice
con el punto medio del lado opuesto.
Pm BC
O: Baricentro

Baricentro. Es el punto donde se intersecan las medianas,

Bisectriz. Recta que divide en 2 dngulos iguales a un dngulo
interior de un tridngulo,

Incentro. Es el punto donde se intersecan las bisectrices,

Mediatriz, Recta perpendicular al lado de un tridngulo y ”
que pasa por el punto medio de este mismo lado, )

Circuncentro. Es el punto donde se intersecan
las mediatrices.

O: Circuncentro
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Teoremas

A continuacién se mencionan y demuestran algunos teoremas importantes sobre tridngulos,

< Teorema 1. La suma de los dngulos interiores de un tridngulo es igual a 1807,

A

A+ 2B+ 2C=180°

B C

Demostracién: Por dngulos suplementarios,
L1+ LA+ L2=180°

La recta que pasa por el vértice A es paralela a BC'y por dngulos alternos internos entre paralelas:
Ll=r B A2=LC

Al sustituiren £ 1 + 2 A + /2 2 = 1807, se obtiene;
LB+l A+/ C=180"

© Teorema 2. Un dngulo exterior de un tridngulo es igual a la suma de los 2 interiores no adyacentes a él,

[ e
p s M=/B+-C
AP =l AN AR
it i ZN=LA+ /C
" o

Demostracién: En un tridngulo la suma de los dngulos interiores es 180°,

LB+ LA+ L C=180"
Los dngulos A y M son suplementarios:

LA+ L M= 180°
Al igualar;

LB+ LA+ LC=L A+ /LM
LB+ /C=LA-LA+L M
LB+ LC=4L M
Para / Ny / P se realiza el mismo procedimiento,
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Tiéngulos
< Teorema 3. La suma de los dngulos exteriores de un tridngulo es igual a 3607,
‘\-
“C
P
LM+ £ZN+ £ P=7360°
A N
/A/M B
Demostracién: Los 4ngulos M, P y N'son dngulos exteriores, entonces al aplicar el teorema 2,
LM=tB+/C
+ LP=LA+.B
LN=LA+LC
IM+ /I N+ /L P=2/A+2/B+2/,C
LM+ LN+ LP=2HLA+LB+LC)
LM+ LN+ L P=2(1807 = 360°
Portanto, £/ M + £ N+ £ P =360°
© Teorema 4, En todo trifngulo la longitud del segmento que une c
los puntos medios de dos lados es paralela e igual a un medio de ﬁ“ﬁ
Ia longitud del lado restante. D E ¥
DE-1 15
2
A B
< Teorema 5. La suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo c
e mayor que el lado restante, mientras que su diferencia es
menor. o J—
AB < AC + BC
A B
© Teorema 6. Si 2 lados de un tridngulo son distintos, al mayor c
lado se opone mayor dngulo. Si BC > AC
entonces
ZA>ZB
A B
© Teorema 7. Para 2 dngulos distintos de un tridngulo, a mayor c
angulo se opone mayor lado, Si LZA>ZB
entonces
BC > AC
A B
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GECMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
EIEMPLOS
2 1. @+ Calcula el valor de los dngulos del siguiente tridngulo:

1 ‘

i

2%
3x x
B A
Solucién
Por definicién, los dngulos interiores de un tridngulo suman 180°
x+ 2x+ 3x=180° donde 6x= 180"
180°
= =30°
=7

8ix=30° entonces:
LA=x=30° £ C=2x=2(30°)=60°y £ B=3x=3(30°)=90°

Por consiguiente; £ A=30° L C=60y £ B =90°

2 ®+-Calcula el valor de los dngulos del siguiente tridngulo:

Solucion
Por dngulos exteriores:
£ C+53°=135" donde Z C=135"-53=82"
Por dngulos suplementarios,
£ B+ 135% = 180" — £ B=180" - 135" =45%

£ A+53°=180" — L A=180"-53"=127°
£LC+ £ D=180° - £ D=180"-2 C=180"-82"=98"

Portanto, 2 A=127%, £ B=45% £ C=82"y 2 D=98°
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Tiéngulos

3 ®e:Determina el valor de los dngulos del siguiente tridngulo:

Solucién
La suma de los dngulos interiores es 180°
2x + x + (2x - 5%) = 180° 5x-5°=180°
185°
— =3?°
=
Por ser dngulos suplementarios:
£LA+x=180° — Z A=180°-x=180"-37" = 143°
£ B+ 2x - 5° = 1807 — £ B=180°-2x + 5° = 180" -T74° + 5° = 111*
£C+ 2x = 180° — £ C=180°-2x = 180° - 74° = 106"
Por consiguiente:
L A= 143 £B=111° £ C=106°
£ x=37° £ 2x-5°=69° £ x=T74°

A ®+-Lamedida de los dngulos interiores de un tridngulo es equivalente a 3 niimeros pares consecutivos, jcudl es la medida
de cada 4ngulo?

Solucién

Sean los dngulos 2x, 2x+ 27, 2x +4°, si aplicas el teorema 1 de los tridngulos:

2%+ 2x+2% + 2x +4° = 180"
6x+6° = 180"
x=174"

x=129°

Por tanto, el valor de cada wno de los dngulos es:
58°, 60° y 62°
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GEOMETRIA ¥ TRGONCMETRIA
EJERCICIO 8
Resuelve los siguientes problemas:
1. Calcula el valor de los dngulos exteriores del siguiente
tridngulo;
x-5
145°
x

3. En un tridngulo isdsceles, un dngulo de la base es el
cuddruplo del dngulo diferente, ;Cudnto mide cada
dngulo?

5. Encuentra los dngulos interiores de los siguientes tridn-
gulos;

112°

7. Determina el valor de los éngulos interiores del tridn-
gulo ABC.

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente o

36

2, Uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectingulo

es B veces el otro, ;Cudnto vale cada dngulo?

M

. Uno de los dngulos interiores de un tridngulo mide 84°

yla diferencia de los otros 2 es de 147, ;Cusdnto miden
los dngulos restantes?

A
34
7]

. Determina los valores de 8y 6. Si AC biseca al dngulo

DCBy DC|AB
D- CA 2]
so
A B

. Enla siguiente figura el lado AC es bisectriz del dngulo

£ BAD. Determina los dngulos interiores de los AABC y
ACD sabiendo que 2 BAC =y + 8%, £ CAD =x + 13°,

/ ABC=3x-6°y / ACD = %y +7°

A
/N‘Msu
B c D E
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Tiéngulos

Triangulos congruentes

Son aquellos que tienen la misma forma y tamafio,
Si 2 tridngulos son congruentes entonces:

a) Sus lados homdlogos son iguales,
b) Sus dngulos homélogos son iguales.

A A’

5 Vs

c 2 B e 2 B’

Los tridngulos ABC y A'B’C’ son congruentes, porque tienen iguales tanto sus lados como sus dngulos, es decir,
existe igualdad entre los 3 pares de lados y los 3 pares de dngulos,
Esto se representa A ABC = A A’B’C’ y se lee: “El tridngulo ABC es congruente con el friingulo A’B°C” ™,

Teoremas de congruencia
© Teorema I (lado, lado, lado). Dos tridngulos son congruentes si tienen sus lados iguales,

E F E F

DE=D"E',EF=E'F yDF=D'F'

© Teorema Il {dngulo, lado, dngulo). Dos trifngulos son congruentes si tienen 2 dngulos y el lado adyacente a ellos

respectivamenteig uales,
/G\\ /'G’\

H I H I
ZH=/H' HI =H'I'y £LI=2T

© Teorema III (lado, dngulo, lado). Dos tridgngulos son congruentes si 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos son
respectivamente iguales a sus homdlogos del otro.

AYA

L M L M’

KL=K'L,ZL=/1U y IM=L'M’

37



4 CrrTuO

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

EIEMPLOS
[}

1

1

2 1 ®¢ Enlasiguiente figura MO ||PN. Determina si los siguientes trifngulos son congruentes y encuentra los valores de

Y
-

i
Solucién

1.
2
3.
4,
5.
&,

Afirmaciones

MO = PN

Z MON= ~PNO
ON = NO
AMON = A PNO
y = 55°

x = 49°

Se construye una tabla en la que se dan las afirmaciones y las razones que nos lleven a la demostracidn que se pide.

Razones
1. Datos
2. Datos
. Por ser lado comiin a los tridngulos MON y PNO
Por el teorema: lade, dngulo, lado
. Los &ngulos homélogos de tridngulos congruentes son
iguales
. En el tridangulo OMN:

< MON+ = ONM + = NMO = 180°

76° + x + 55° = 180°
x= 180° - 74° — 55° = 49°

o !B W

EJERCICIO @

" e e

En cada uno de los siguientes casos indica por qué son congruentes los tridngulos y determina los valores de x y y.

2 E
x }
41°0.0 15 H
F 15 41°
19.8 3
J
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Tiangulos
Aplicacién de los teoremas de congruencia
Dados dos tridngulos, establece los criterios por los que son congruentes.
EAEMF’LOS -
,g. 1 - Si AB|DF, AC||EF y CB =DE , cemostrar que A ABC = A FDE
!
A E
2 5
D
C F
Solucién
Demostracion:
Afirmaciones Razones
1. £C=«E 1. Los lades AC y EF son paralelos y CE es la recta
secante, por tanto, los 4ngulos C y Eson alternos
internos
3 CB=DE 2. Datos
3. #FB=.-D 3. Los lados ABy DF son paralelos y CE es la recta secante,
en consecuencia, los angulos By D'son alternos internos
4. AABC = AFDE 4. Por el teorema: 4ngulo, lado, dngulo

2 ®e-Si AB esbisectrizde £ CADy AC = AD . Demuestra que BE es bisectriz de £ CBD.,

A
B
C D
E
Solucién

Afirmaciones Razones
1 AC= AT 1. Datos
2. ~#CAB= ~DAB 2. Definicién de bisectriz
3. AB= AB 3 Por ser lado comiin a los tridngulos CABy DAB
4. ACAB= A DAB 4. Por el tecrema: lado, angulo, lado
5. < CBA= - DBA 5. Los dngulos homélogos en tridngulos congruentes son

iguales
. < EBA=.ABE — .~ CBA+ . CBE = .~ DBA +.2 DBE,
. pero. (BA= . DBA,entonces . CBE = .~ DBE
7. BE es bisectriz del 7. Definicién de bisectriz:
angulo « CBD < CBE = ~ DBE

2l

ZCBE = ~DBE

o~
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3 ®¢:Si 2 DCB=111°y DBLAC, demuestra que los tridngulos DBC y ACB son congruentes y determina los valores
dexyw

Solucién

A ®+¢-Enlafigura, G_Q_EP_Q_EEQ_R U es el punto medio de OS, T es el punto medio de OR, £ OQR = £ PQS.

Afirmaciones

1. £CEB=90°
2. = DBC= 45°
3. #DCB=111°
4 ~ECB=45°

5 £ AFC=180°
6. 2 AEB=90°

7. £ ABE = 65°

8 ~CBA=111°

9. £ DBC= < ACB

10. CB= BC

11. £DCB= ~ABC
12. ADBC= A ACB

13. x= 12,y = 24°

D

Datos
Datos
En el tridngulo EBC:
= CEB+ < EBC+ < ECB =180°,
90°+ 45°+ .~ ECB = 180°
< ECB = 180°-135°
< ECB = 45°

5. Por ser 4ngulo llano

10.
11.
12,
13.

. £AFC= ~CEB+ ~AEB

180° =90°+ - AEB
90° = ~AEB

. En el tridngulo ABE:

< AFB + ~ EAB+ -~ ABE = 180°
0°+ 24°+ .~ ABE= 1B0°

< ABE= 180°-114°
= ABE = &&°

. < CBA=~CBE+ ~ABE

2 CBA=45°+ 66°
2 (BA=111°

. Por las afirmaciones 2y 4, si ~# ACB = - ECB

Por ser lado comiin a los tridngulos DEC y ACB
Por las afirmaciones 3 y 8, si £ABC = £ CBA
Por el tecrema: lado, dngulo, lado

Los lados y dngulos homélogos de tridngulos congruentes
son iguales

Demuestra que OU =PT.
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Solucién
Para comprobar que OU = PT , es necesario demostrar que los trisngulos TQP y UQO son congruentes, entonces:

Afirmaciones Razones
. O5= CR 1. Datos
2. Or=au 2 Los puntos Uy Tdividen en 2 segmentos
iguales a los lados QS y OR
3. #00R=-POS 3. Datos
4. ~OOR= ~ 005+ 2 50R 4. Angulos contiguos
5. £POS= ~POR+ - ROS 5. Angulos contiguos
6. ~O0S= ~POR & De 3 se tiene que: - OOR = < PGS, entonces:

2 00S + ~50R = ~POR+ .~ RQS, pero
2 SOR = .~ RQS, por tanto: £ OOS = ~ POR

7. 00= PQ 7. Datos

8. ATOP= AUQO 8. Por el teorema: lado, dngulo, lado

9. OU=PT 9. Los lados homdlogos en tridngulos congruentes
son iguales

EJERCICIOC 10
Demuestra cada uno de los siguientes ejercicios:

L. En la figura, los puntos P, @ y R son colineales, S, @ y T son colineales y U, @ y V son colineales. Si
SQ0=0T y UQ@=QV ,demuestra que A PUQ =ARVQ

P v T
o
S Vv R
2, Enla figura AAED, con AE=DE y AB=CD, Demuestra que 2 CBE= / BCE
E
A B c D

c
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4, Enlafigura, Z ABC=/ ACB; BF =CF y / BFD =/ CFE, Demuestra que BE =CD

A
| ﬁ
B F C

5. Enlafigua, AD=BC, AC=BD, AE =BF y AG=BH .Demuestra que EG=FH

A E F B
D C

6. En la figura, PS =QT, RS =RT .Demuestra que PT =0S

R
%&
P e

7. En la figura se tiene el A ABC con DF | AC, EF | BC, AD=BE y DF = EF , Demuestra que A ABC es isésceles,

C
/D‘<X

PR R Y

8. De esta figura realiza lo que se indica,

a) Enel APOR, PR =QR y £7 = £3 demuestraque RS = RT
b) Enel A POR, . RPQ =/ ROPy 2 6=/ 4 comprueba que PS = QT
O Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro, por ser demostracion®s.« + « + s « s s 5 6 0 5 ¢ o 0 o &

1
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Relacién entre éngulos y lados homélogos de dos triangulos congruentes
Sean los tridgngulos congruentes ABC y A'B'C’:

B [ B’

Entonces se verifica que sus lados y 4ngulos homélogos son iguales:

*

LA=/A,LB=/B,/C=2/C,AB = A'B', BC = B'C' y AC = A'C'

EI:!EMPLOS
= 1 ®# Determina los valores de las incégnitas en los siguientes tridngulos congruentes;
5

Solucién

Dado que los tridngulos son congruentes, sélo basta con igualar los dngulos y lados homdlogos para determinar los
valores tanto de xcomo de y, entonces:

3y + 15° es homdlogo a 48° y “x + 4” es homdlogo a “ 5 +6”

Para y
3y+15°=48"° — 3y=48"-15° g 3y=33°
y=11°
Para x
§+6=x+4 — 6—4::-% = zzg
x=4

En consecuencia, los valores de x y yson: 4y 11°
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EJERCICIO 11

En las siguientes figuras los tridngulos | y Il son congruentes. Determina el valor de las incégnitas.

1. 2, B

LR R

I I

A D E

Si AB=2y-5 BC=5x+10
AD=x+30, EC=3x

3, 4,
B
4x
1 x+3

A ED

2

3y +58 Il Y

&

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones cormrespondiente s + + « « = «

Proporciones

La razdn es la comparacién de dos cantidades.

Una proporcidn es una igualdad de 2 razones,

Yselec:aesabcomocesad.
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Teoremas de proporciones
< Teorema 1. En toda proporcién el producto de los medios es igual al producto de los extremos.
Sia:b = c:d, entonces ad = be

© Teorema 2. En una proporcién pueden intercambiarse el segundo y tercer términos, y se obtiene una proporcidn
derta,

Sia:b = c:d, entonces a:c = b:d
© Teorema 3. En una proporcidn pueden invertirse las razones,
Si a:b = c:d, entonces b:a = d:c

EI;I‘EMPLOS 5
2 1 @+ Encuentra el valor de x en la proporcién 5":—}=§
' Solucién
o N .
Se despeja la incdgnita x, x 3 - - 3 (20) _ 60 _ 4
20 5 TE T g
Por consiguiente, x = 12
2 ®¢-Determina el valor de x en la proporcién %=%
Solucién
Se despeja la incdgnita;
3 2 3(5) 15
s ;—E donde xX= 2 = 5
Finalmente; x = Y
3 ®+:Determina el valor de x en la proporcién x:2x-3=3;5
Solucién
Se establece en forma de cociente la proporcién: 4
* = -—
2x3 5
Ahora de la igualdad se realiza un producto cruzado y se resuelve para x;
5p= 302 3) =y Sx=6x-9
5x-6x=-9
x=9
De acuerdo con lo anterior, x = 9
A0 ¢ Dotcrmina ol valor de xen 1a siguienic proporcion 22 =2
gu propo o
Solucién
Se realiza un producto cruzado y se resuelve para x,

%% donde x(x) = (2) (32)
=64
x=+J64
x=+8
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EJERCICIO 12

Precisa el valor de x en las siguientes proporciones:

l. x:4=6:8 6. 2x+8):x+2D=(x+5:&x+1)
2 3:5=x:12 7. x:2y=18y:x

3 Yix=x:27 8. x+4):3=3:x-4

4 x:5=2Zx:(x+3) 9, (x-1):3=5;:(x+1)

5 (x-2):4=7:(x+2) 10. 2x: (x+7)=3:5
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes + « « s s s o ¢ 4 2 o s

Semejanza

Los tridngulos ABC'y A’B’C” son semejantes si tienen la misma forma, pero no el mismo tamafio.

Lados homélogos. Son aquellos cuyos dngulos adyacentes son iguales.

aconga’, boond’, ¢ conc’
B

C b A C) b’ A’
Para indicar que 2 tridngulos son semejantes se escribe A ABC ~ A A’B’C’, donde el simbolo ( ~ ) s lee: es semejante.
Propiedades fundamentales

1. Dos tridngulos son semejantes si sus dngulos correspondientes son iguales,
LA=L A, L BByl C=lC
2, Dos tridngulos son semejantes si la razén de cada par de lados homélogos es constante, es decir, si sus lados

son respectivamente proporcionales,
a b ¢
_‘_b|_ 1
EJEMPLOS ¢
_ﬁ_ 1 ®°"SiA ABC ~ A AB'C’,encuenira el vlor de by c.

i
? N 3 5
C A c’ A’
b 4
Solucion
La proporcionalidad entre los lados se establece como %=%=%,dﬁ:lacualscobﬁenc:
c 9 9(5)
573 > - ke
b_9 4(9)
E—a —* b= 3 =12
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Teoremas de semejanza

< Teorema 1. Dos tridngulos son semejantes si tienen 2 dngulos homdlogos,
B

c A c’ A’
SiLC=£Cy L A=/ A entonces, AABC ~ AA'B’C’

© Teorema 2. Dos tridngulos son semejantes sisus 3 lados son proporcionales.
B

e b A

si £|=%=£‘ entonces, A ABC ~ A A’B’C’
a ¢

© "Reorema 3. Dos tridingulos son semejantes si tienen un dngulo igual y los lados que los forman son proporcionales.
H

i

G K s K
" G

Sizk=sKy2=2 entonces A GHE ~ A G'H'K'

|=F

EJEMPLOS
_g- 1 ®+ Lossiguientes tridngulos son semejantes, determina la longitud del lado aen el iridngulo A ABC

C
2

Solucién
Se establece la proporcién entre los lados homélogos:
L
a ¢
Se sustituyen los valores respectivos y se despeja paraa,
%=26—4 donde a _4(24] =16
Por tanto, el valor de a= 16
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2 ®e-Encuentra la longitud de los lados b’ y c:

C’
a=4 b
60°
400
A B bl A’
Solucién
En los tridngulos £ A=4£ A’, £ C= £ C entonces, A ABC ~ A A’B’C por lo que se establece la proporcionalidad
entre los lados homdlogos.
L
De esta relacién se obtiene: ol
12_24 7 b= (4)(24) -
4 b Y
L. ey c= U6 _ g4
4 6 4
Entonces se deduce que, b’ =8yc = 18

EJERCICIO 13
En cada uno de los siguientes ejercicios se dan tridngulos semejantes y las medidas de alguno de sus lades. Encuentra
les medidas de los lados restantes y los valores de las incégnitas.

: 1. 4,
10 8
B *
y 12
6 a
2 5.
2 24 10
15
12 +3
20 b’ -2 ¥
3 6.
2y+ 4
24 2x
L 1 8
3
20 10 12
Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondient@ e + « « ¢ v ¢ 0 o v v 0 v v
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Teorema de Tales
Cuando en un tridgngulo se traza una recta paralela a uno de los lados, el tridngulo que se forma es semejante al pri-

mero,
A’/\ B Si A'B’||AB, entonces
i ‘: AABC~AA'R'C’
A B
EJEMPLOS
1

_i @« En el siguiente trigngulo determina el valor de x, si DE || BC
E_ ! Solucién
L Por semejanza de tridngulos, la proporcionalidad se establece como:

i
12 14

x+12 42

Se realiza un producto cruzado y se resuelve la ecuacion para x:

(12)(42) =(14) (x+12)

504 = 14x+ 168
504 - 168 = 14x

Por tanto x = 24

28
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EJERCICIO 14
Calcula el valor de x en las siguientes figuras:
1. Si RT QS 2, Si QR|SP
o)
x+26 R
2x
5 12 T 15 P
3, 4,
A 8 B B A T -
R 25~ F
D 20 c A 12 D
5. Si TP|[RS 6. Si TW|UR
0, R
30 3x 15
T B 3
60 50 20
R S
U—m——w = "7
7. Si DE|CB 8. Si OT||RQ
of
15
X
15 2 x+2
3
A E B
9. Si Rs|opP 10. Si BG|DH
T F,
15
15 3x
E G
R 5 x
11 2x+2 <
o P b 60 + x o

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para encontrar la longitud de la base de un cerro, se construyd una pareja de tridngulos rectdngulos semejantes como
se muestra en la figura, enlacual PA =180m, CD =150 my PC =50m.;Cudnio mide la longitud del cerro?

Solucién
Por semejanza de tridngulos;
AB_PA
ch PC
Se sustituyen los valores dados,
AB _180
150 50
Donde,

Por tanto, AB =540 m

{Qué altura tiene un poste que proyecta una sombra de 16 m, al mismo tiempo que un observador de 1,80 m de
estatura proyecta una sombra de 1,20 m?

A#
\\\ TL
5 h \'.‘
c A B l =

5 4y CF — —

Solucién
De acuerdo con el problema, la relacién entre los dngulos es la siguiente:
LCAB=/ CA'B'y/Z ABC=/ A'B'C’
Por tanto, A ABC ~ A A’B’C" y la proporcionalidad se establece como:
H S

Donde hoos

h=180m S=16mys=120m
Los cuales, al sustituirlos en la proporcién, determinan que:

H 16

180 120
Entonces, se resuelve para H:

_Gs)is0)  BE

120 1.20
Finalmente, resulta que la altura del poste es de 24 m.
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3 A cierta hora del dia un edificio de 60 ft de altura proyecta una sombra de 42 f1. ;Cudl es la longitud de la sombra
que proyecta un seméforo de 10 f# de altura a la misma hora?

Solucion
De la figura,

60

A
ooo
ooo
ooog
ooog
jimiim D
ooo T .
oo T
ooo 101t
i |l
c E B
42 ft

£ CAB= / EDB,por ser ingulos correspondientes,

£ ABC= / DBE, por ser dngulo comin,

Por tanto, los triingulos son semejantes;

A ABC ~ A DBE

Y la proporcionalidad se establece como:

AC =601, DE =10fiy CB =42 fi

Los cuales, al sustitvirlos en la proporcidn, determinan que:

Y al despejar EB,

&
10

gls

B
e
=)
o

EB =

8|
1l
|
=

Por consiguiente, la sombra que proyecta el semédforo es de 7 fi,
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Resuelve los siguientes problemas:

1. Para encontrar la anchura AB de un rio se construyeron 2
tridngulos semejantes, como se muestra en la figura, Y al
medir se encontré que; AC =17 m, CD=5m, DE=20m.
¢Cuil es la anchura del rio?

2. Para medir lo largo de un lago se construyeron los siguientes
tridngulos semejantes, en los cuales se tiene que: AC = 215 m,
A'C =50m, A'B' = 112 m. ;Cuéles la longitud del lago?

3. Para medir la anchura de un rio se forman los siguientes tridn-
gulos, en los que: AQ =32m, CD =30m, OD =6m.
Encuentra AB.

4, Undrbol proyecta una sombra de 5 m a la misma hora en que
un poste de 2 m de altura, muy préximo al drbol, proyecta una

2
sombra de 3 m Determina la altura f del drbol, si tanto éste
como el poste son perpendiculares al terreno,

5, Undrbol de 14 m de altura préximo a una torre, proyecta una
sombra de 24 m a la misma hora, Determina;

a) La altura de la torre, si su sombra es de 48 m.
b) La sombra que refleja la torre, si su altura es de 70 m.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Tiéngulos

€
A
L -
Ag=" _/_,J}E
~

Ao—;,‘ﬁa-

TA

L

Ai‘
QF”B
B 5m C 3’2 s
-— N
3
Sy
o_| >~
O S
0| [ o~
Ol 14m e
Dl | & ___ _ >~
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Teorema de Pitagoras

En todo tridngulo rectingulo el cuadrado de la hipotenusa es igval a la suma de los cvadrados de los catetos.

¢; hipotenusa
a, b: catetos
a c
P=d st
. b A
Demostracion: Se traza la altura sobre la hipotenusa:
B
D
a 14
5 b A

Los tridngulos A ABC ~ A CBD por ser £ ABC = £ CBD y £ CAB = / DCB enfonces,

donde c-BD=4a"

R(n
3=

Los triingulos A ABC ~ A ACD por ser £ CAB = / DACy / ABC = / ACD entonces,

donde c- AD=b"

oo
5|~

Alsumar ¢- BD=a’ y c- AD=b",seobtiene,
c- BD+c- AD=g" +b*

c {EJ_D+II_)]=a2+b=
Pero BD+AD = ¢, por tanto:

¢ = 40’
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Ejemplo
Determina el valor de la hipotenusa del tridngulo que se muestra, segiin los datos proporcionados en cada uno de los
siguientes incisos:

a)b=12,a=9 bya=3b=6 c)a=3b=T7
/‘*
H
b
Soluciones

aya=12,b=9 bla=3,b=06 cda=3b=7
et=g’+b? =g+ b2 ¢t =a’+ b2
e?= (97 + (127 2= (32 + 6)? e2=(3P+ (77
2=81+144 2=94+36 e2=94+49
=225 c2=45 ¢? =58
c=J25=15 e= 45 =35 ¢= 58

Obtencidn de los catetos. En todo trigngulo rectingulo el cuadrado de un cateto es igual a la diferencia de los
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto,

@ =% b=

Ejemplo
Utiliza la figura para determinar el cateto que se pide en cada inciso;
aya=24c=25 by b=6,c=8 c)a=4-u'r§.c=8
[
\Jl’
Soluciones
a)a=24,c=25 b)b=6c=8 c)a=43,c=8
b2 =c?-a? a=c2-b? P=cl-a
b = (251 - (247 a? = (8 - (67 B =87~ (43)
b?=625-576 a’=64-36 =64 -48
b2 =49 a’=28 B =16
b= 49 =7 a= 28 =247 bdE. wi
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Naturaleza del trigngulo a partir del teorema de Pitagoras
Sea el ridngulo ABC, cuyo lado mayores el lado ¢, éste serd un tridngulo: rectingulo, acutingulo u obtusdngulo, si al
aplicar el teorema de Pitdgoras se cumple que;

1. Sic?=a® +b? el widngulo es rectdngulo

c?< a® + b, el tridngulo es acutdngulo
2. 8ic?# @® + b?, entonces

¢ > g% + b2, el widingulo es obtusdngulo

EJEMPLOS .

1 ®# Sca un tridngulo cuyos lados miden 3, 4y 5 unidades. Comprucha si cs un trifngulo rectingulo.
§ ' Solucién

r

Se toma el valor mayor como la hipotenusa;

(5 = (3P + (42
25=9+16
25=25

Por tanto, el triingulo es rectingulo,

2 ®e-Scael midngulo cuyos lados miden 7, 9 y 12 unidades. Determina qué tipo de tridngulo es:
Solucién
Se toma el mayor de los lados como ¢, entonces:

A=+ > (127 = OF + (77 > 144 = 81+ 49
144 = 130
Dado que 144 > 130, el tridngulo es obtuséngulo.
3 @« Determina la naturaleza de un trigngulo cuyos lados miden 6, 4 y 5 unidades.

Solucién
Al aplicar el teorema de Pitdgoras, se tiene;

6 = 4P+ (59 > 36 = 16 + 25 iy 36 41

Puesto que 36 < 41, el triingulo es acutingulo.
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Teoremas de semejanza en fridngulos reciangulos
© Teorema 1.La altura trazada sobre la hipotenusa de un tridgngulo rectingulo, forma dos trigngulos rectingulos que
son semejantes al tridngulo dado, y a su vez semejantes entre ellos.

A B
AACD ~ ABAD
ACAB ~ ACDA
A CAB ~ AADB
D
c

© Teorema 2, La altura trazada sobre la hipotenusa de un tringulo rectdngulo es la media proporcional entre la me-
dida de los segmentos de la hipotenusa,

A

-
H;"'
I
8l
gl

© Teorema 3, Cualquiera de los catetos de un tridngulo rectingulo es la media proporcional de la hipotenusa y la
nedida del segmento de la hipotenusa interceptado por la altura, y el lado que es adyacente a ese cateto,

A B
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EJERCICIO 16
Siay bson los catetos de un tridngulo y csu hipotenusa, determina el lado que falta:
L a=15b=20 5.a=12,¢=20 9. a=6bmyb=3
2. a=5b=4 6. b=6,c=8 10, a=12mye=13m
3 a=8b=4 7. b=15¢c=17 11, a=14cemyb=15cm
4 a=70b=17 8. a=5+2,c=10 12. b=15dmyc=20dm
Determina la naturaleza de los siguientes tridngulos, cuyos lados miden:
13, 4 5yT7cem 16, 7,24y 25 cm 19, %. ? ylcm
14. 5,12y13¢cm 17. 6 8y 10 mm 20. 0.5 07y08m
15. 7.9y 1l om 18. 1, V2 y2em 2, % x— 1y V2x' =2x+1

22, Enel tridngulo rectdngulo POR, con Q el dngulo recto y @S como altura trazada hacia la hipotenusa:

R

a) Determina QS si PS=12y SR=5

b) Encuentra QR si PR=25 y RS=13

¢) Halla QR si PS=6, P0=215 y RS=4
d) Encuentra PQ si PS=21y R§=15

e) Determina PQ si RS=6, RO=10y 0S=8
f) Determina QS si PQ=13 y OR=7

g) Encuentra RS si PQ=17y 0S=13

Q Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente o
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» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Determina la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado x cm,
Solucion
Al trazar la diagonal en un cuadrado, se forman 2 triingulos rectingulos, entonces;

(hipy* = (cai}® + (cat)®  y=x*+x
¥ =2 ‘ .
y=V22" =x2_ KCRE

: ]

Por tanto, la diagonal es xv2 o

Al abrir una escalera de pintor, se forma un tridngulo is6sceles, la distancia entre las bases es de 1 m y los lados
iguales miden 1.40 m. Determina la altura de la escalera.

Solucién

La altura de un triingulo isdsceles divide a la base en 2 partes iguales, forméndose 2 tridngulos rectingulos:
7 = (1.4 - (0.5)2 5 B =196-0.25 y

K =171

h= T

h=13m
Por consiguiente, la altura de la escalera es de 1.3 m, h

140 m

0.5m

Un automévil viaja a una velocidad constante de 2.5 m/s y pasa por debajo de un puente peatonal. Determina a
los 12 s, la distancia entre ¢l automdvil y el punto ubicado exactamente arriba del paso del mismo, si 1a altura del
puente es de 6 m.

Solucién

La altura del puente es de 6 m y a los 12 s el automdvil recorre 12(2.5)= 30 m, entonces:

& = (62 + (30 o d? = 36 + 900
d? =936

d = 936
d=305m

En consecuencia, la distancia es de 30.5 m.
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EJERCICIO 17

1,

I

10,
11,

12,

o Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente »

Resuelve los siguientes problemas:

Se tiene un terreno en forma de tridngulo rectingulo, cuyos catetos miden 300 y 800 m. ;Qué cantidad de malla se
necesita para cercarlo?

Con una escalera de 6 mse desea subir al extremo de una barda de 4 m de altura, ;A qué
distancia se necesita colocar la base de la escalera para que el otro extremo coincida con
Ia punta de la torre?

Calcula la altura de un tridngulo isdsceles si su base mide 60 cm y cada uno de sus lados mide 50 cm,
Calcula la altura de un tridngulo equilitero que de lado mide 10 em.

{Cuiénto mide el lado de un cuadrado, cuya diagonal mide 8 m?

JA qué altura llega una escalera de 10 m de largo en un muro vertical, si su

pie estd a 3 m del muro?

d 10m

Im

. (Cuéinto mide ¢l lado de un cuadrado si su diagonal mide 5+2 cm?

Si el lado de un hexégono regular mide 16 ¢m, jcudnto mide su apotema?

. Una persona camina 7 kildmetros hacia el sur, 3 hacia el oeste, 2 hacia el sur y 6 mis hacia el oeste. ;Cudl es la

distancia entre el punto de partida y su destino?

LN

et
+

v

o

F
-
r
[l
r
’
#
,r
-‘ﬁ._.
v

S

La hipotenusa de un tridngulo rectingulo is6sceles mide 10 cm., Encuentra la longitud de los catetos.
En un tridngulo rectingulo, la hipotenusa es igual a m y la mediana de uno de los dngulos agudos es igual a

my3 | Determina la magnitud de los catetos.

3
En un tridngulo rectdngulo, m y n representan la longitud de las medianas trazadas a los catetos, Obtén la longitud
de éstos y la hipotenusa en funcién dem y n.
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CAPTUIO §
CUADRILATEROS
VARIGNON
—~— slaba destinado al oficio religioso, pero la
> Vo ST ~ impresion que le produjo la lectura de los Ele-

mentos de Euclides le llevé hacia las matema-
ficas. Se inferesd por la mecdnica, por el incipiente
cdleulo infinitesimal y por la geometria.

Berre Varignon Teorema de Varignon
(1654-1722)

Dado un cuadrilatero cualquiera ABCD, el poligo-

no que deferminan los punios medios (E, F, G, H) de sus lados es un pare-

lelogramo, y el drea de ésfe es la mitad de la del cuadrilatero inicial.




5 CapiTuO

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Definicién

H cuadrilitero es todo poligono de 4 lados,

Clasificacién

Los cuadriliteros se dividen en:

Paralelogramo. Es el cuadrilitero cuyos lados opuestos son paralelos,

Cuadrado. Es el paralelogramo que tiene todos sus lados iguales y sus dngulos son rectos.
Recténgulo. Es el paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales y los 4 dngulos rectos,
Rombo. Es el paralelogramo que tiene los lados iguales y dngulos contiguos desiguales,
Romboide. Es el paralelogramo que tiene los lados contiguos desiguales y dngulos oblicuos,
Trapecio. Es el cuadrilitero que sélo tiene 2 de sus lados paralelos,

Trapecio rectingulo, Es el que tiene 2 de sus dngulos rectos,

Trapecio isésceles, Es el que tiene 2 lados no paralelos iguales,

Trapecio escaleno. Es aquel que tiene sus lados no paralelos diferentes,

Trapezoide. Es el cuadrilitero que no tiene ningiin lado paralelo a su opuesto,

> [T

Cuadrado Rectingulo Rombo Romboide
Trapecio Trapecio rectingulo  Trapecio isdsceles Trapezoide

Diagonal. Es el segmento de recta que une 2 vértices de un cuadrilitero no adyacentes.
AC y BD son diagonales

D
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CapITUIO

Cuadriléteros
Teorema
La smma de los dngulos interiores de un cuadrilétero es igual a 360°,
Demostracién: Dado el cuadrilitero ABCD, se fraza una de sus diagonales;
B
A c
D
Se observa que se forman dos tridngulos A ABCy A ACD,
La suma de los dngulos interiores de los tridngulos es igual a 180°,
£ BAC + £ ABC + /£ ACB = 180"
L CAD + £ ADC + £ ACD = 180°
Al sumar ambas expresiones, se obtiene;
£ BAC+ £ DAC + £ ABC + £ ADC + £ ACB + £ ACD = 360"
pero £ BAC+ £ DAC=Z BADy £ ACB+ £ ACD = /£ BCD
Al sustituir estas igualdades en la expresidn anterior:
(£ BAC+ £ DAC)+ £ ABC + /£ ADC + (£ ACB + £/ ACD) = 360°
£ BAD + £ ABC+ L ADC + £ BCD =360"
Por consiguiente, queda demostrado el teorema,
Propiedades de los paralelogramos B
1, Los lados opuestos son iguales, A
AB=CD Y AC=BD
2, Los dngulos opuestos son iguales,
LA=/DysLB=sC
D

3. Los dngulos adyacentes a un mismo lado son suplementarios,

LA+ B=180°% L C+ 2L D=180" c
ZA+/ C=180" £ B+/ D=180"

4, Las diagonales se bisecan mutuamente,
5. La diagonal lo divide en 2 tridngulos congruentes,
AABD =A CDA
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5 Capiuo

GEOMETRIA ¥ TRGONCMETRIA
EJI‘EMPLOS
2 1 @< Determina los dngulos interiores del siguiente paralelogramo: M_ N
|
5
Fids.
Solucion £ o
En todo paralelogramo, los dngulos adyacentes son suplementarios, entonces:
LP+ /L M=180" —» x+3x-12"= 180" — 4x=180"+ 12"
4x=192°
o
x= 1942 =48°
Luego, los dngulos opuestos son iguales, por tanto:
LN=/LP=48"
L 0=/ M=3(48°)-12°= 144" -12°=132"
EJERCICIO 18
*  Encuentra los datos que se piden en cada uno de los siguientes paralelogramos:
1. Determina Z A, 2 By 2 C 5. Hallael valordexy y
A B
/ o
40° ¥y 53°
D c
2. Encuentra/ DCA, / CAD, / DAB,# DCB,/ Dy / B 6, Calcula lamedida de los dngulos y y z
D c
prm %x +150 2
40° x +5° ¥
A B
3. Encuentra £ A, 2B,/ Cy £ ADC 7. Precisa el valor de x y la medida de los éngulos vy z
A B
2 éJ\:+15"
4
70° Z b
E D c
4, Determina el valorx, Lyy £z 8. Halla el valor de x y la medida de los dngulos y y z
y
g 4x +50°
2 15°
3x - 30° 5t 2x +40° z
8
Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente . « « « ¢ o v o o 0 o0 0 0 0 0 s
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Cuadrilateros

Demostraciones
Para que un cuadrildtero sea un paralelogramo se debe probar que 2 de sus lados son iguales y paralelos.

EJEMPLOS

.i 1 @¢Sea el tridngulo ABC cuyos puntos medios de los lados AB, BC y AC son D, E y F respectivamente, demostrar que

E. i DFCE esun paralelogramo, 2

('] D F
c
B E
Solucién
l. DE=FC. DE|FC 1. En todo tridngulo el segmento que une los puntos

medios de dos lados es paralelo e igual a la mitad del
tercer lado.

1— 1= = _1 —
DE=EAC=E(AF+H::)=E(2E]=FC

2. DF=EC, DF|EC 2. En todo tridngulo el segmento que une los puntos
medios de dos lados es paralelo e igual a la mitad del
tercer lado.

DF = 15_c = —(BE+EC) = -(zE) E

3. DFCEes paralelogramo 3. Silos lados opuestos de un cuadrildtero son iguales y
paralelos, es un paralelogramo.

2 ®e-Sea PORS los vértices de un paralelogramo, Tel punto medio de PS y Uel punto medio de RQ , demuestra que TQUS

es un paralelogramo,
P Q
T U
s M
Solucién
1. PT=Ts 1. Tes el punto medio del segmento pg
2 oU=UR 2. Ues el punto medio del segmento QR
3. PS=QR y PS|QR 3. En un parakelogramo los lados opuestos son iguales y
paralelos.
4 Ts=qu 4. De la afirmacién 3, se tiene que P! =@.e1_tonces:
PT+T5= QU+UR—)ZTS 2QU TS=0U
5. TS|au 5. Sonsegmentos de PS y OR, los que a su vez son
paralelos.
6. TQUS es paralelogramo 6. Dos lados opuestos TS y QU son paralelos e iguales.
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5 Capiuo

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

EJERCICIO 19

*  Realiza las siguientes demostraciones:

#

1,

Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, Py Q dos puntos sobre la diagonal AC, de modo que PA es congruente
con QC, demuestra que PBOD es paralelogramo,

. Sea ABCD los vértices de un paralelogramo, E y F son puntos sobre la diagonal AC, de tal manera que DF biseca

al £ ADC y BE biseca al 2 ABC, demuestra que DEBF es paralelogramo,

3. Sea RSTU un paralelogramo, V y W puntos sobre la diagonal TR de modo que UW y SV son perpendiculares a TR,
demuestra que UWSV es un paralelogramo,

4, Sea ABCDlos vértices de un paralelogramo, @, R, S, T, puntos sobre los lados AR, BC, CD, DA respectivamente, de tal
manera que AQ = CS Y BR = TD,demmestra que QRST es paralelogramo,

5. Sea PQRS los vértices de un trapecio, SR es paralelo a PQ y PS =SR , demuestra que RP biseca 2 P,

6, Demuestra que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo, es igual al doble producto de la suma
del cuadrado de sus lados adyacentes,

0 Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostracion®s. « « « v o v v 0 2 0 s v v o o s

Paralelogramos especiales

Se les denomina asi al rectingulo, al rombo y al cuadrado, los cuales pertenecen al conjunto de los paralelogramos y
se definen de la siguiente manera:

Rectéingulo. Es el paralelogramo que tiene sus dngulos iguales, también se le conoce como paralelo-
gramo equidngulo.

Rombo. Paralelogramo que tiene sus lados iguales, también recibe el nombre de paralelogramo
equildtero, a o
MN = NO = OP = PM

Cuadrado. Se define como el paralelogramo equidngulo y equildtero, esto es, un cuadrado es un
rectingulo y a la vez un rombo.

LR=/S=/T=/ U=90° RS = 5T = T0 = UR o7
Fropiedades
1, Los rectingulos tienen sus dngulos rectos,
L A=/ B=/C=/D=90°
2. Las diagonales de un rectAngulo son iguales. A i
AC = BD
3. Las diagonales de un rectingulo forman 2 pares de tridngulos congruentes, =
D c

AAED=ABEC; ADEC =AAEB
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CariTuo 5

Cuadrilateras
4. Las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si y se bisecan mutua-
mente, esto es, una diagonal es mediatriz de la otra, B
ACLBD, AE = EC, BE = ED 56
5. Las diagonales de un rombo son bisectrices de los dngulos formados porlos A ; L 3>c
vértices que unen,
£1=22,23=24,25=26y2T=,8 SD

6. Las diagonales de un rombo forman 4 trisngulos congruentes,
AAED=ABEC=AAEB=ACED

Los cuadrados por ser rectingulos y rombos a la vez, cumplen con las propiedades anteriores.

EJEMPLOS .

2 1 @+ Determina la longitud de los lados del siguiente rombo; S d S
E_ Solucién

i

En un rombo, los lados son iguales, entonces:
Ix+4=2x+5 - Ax-x=5- 4 — x=1
Luego, sustituyendo x = 1 en cualquiera de los lados, se obtiene:

Ix+4=31)+4=7
Por tanto, los lados del rombo miden 7u.

2 ®e:-Encuentra la longitud del lado AD en el siguiente rectingulo, si AC =13, DB =3x+4y AD =x+2

Solucion A 5
En todo rectingulo, las diagonales son iguales, esto es:
AC = DB — 13=3x+4 — 9=3 — x=3 2
D c

Luego, AD =x+2, portanto, AD =3+2=5u,

3 ®e-En el rombo ABCD, determina el valor de £ ABCsi £ BAC = 6x y £ DAC=4x+10°

Solucién /\
En ¢l rombo, la diagonal AC biseca al dngulo BAD, esto es: A c

Z BAC = £ DAC — 6x=4x+10° — x=10° — =57

D
Por otro lado, en un paralelogramo los dngulos opuestos son iguales y como AC es diagonal, se deduce que
£ BAC = / BCA = 3(0°, luego, en el ridgngulo BAC;
L ABC+ £ BAC+ £BCA=180° —» £ ABC=180"-(£ BAC+ £ BCA)
£ ABC=180° - 60°
£ ARC=120°
Por tanto, el dngulo ABC mide 120°,
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Propiedades de los trapecios

1. En un trapecio la longitud de la linca media (paralela media) es
igual a la semisuma de las bases del trapecio, B g

2. Las bisectrices de los dngulos adyacentes al lado lateral del tra- T By B m Biaciice
pecio son perpendiculares y el punto de interseccidn se encuentra

en su linea media,
PV LTV
Propiedades de los trapecios isdsceles
1. Los dngulos de la base son iguales.
A B
£D=4C
2. Sus diagonales son iguales.
DB = AC D c
EAEMPLOS — o
_g- ], ®# Determina la longitud de las bases AB y DC del siguiente trapecio si E'y F son puntos medios y EF mide 14 em.
s. A 3x+4 B
("]
E F
2 Bx +2 c
Solucién

En todo trapecio la longitud de la paralela media es igual a la semisuma de las bases;

Al sustituir, se tiene:

(Bx+4)+(8x+2)
2

14 = 28=11x+6 —- 2=11x —- x=2

Por consiguiente, las longitudes de las bases son;

AB =3x+4=32)+4=10 ; DC=8x+2=8(2)+2=18
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Cuadrilateros

2 ®e-Determina la longitud de la diagonal AD en el siguiente trapecio, si CD |AF, By Eson los puntos medios de AC y

DF respectivamente.

{ & 10 cm D

/ x+ ;; \

i+1
2x+1 =
x+5
A ¥ ¥

Solucién

De 1a figura se tiene que BE = CD+AF entonces:
2

x+1+2x+1=_1°2+3" S 2%+2)=10+4y > y=6x-6

En el tridingulo ADF, por proporcionalidad, se establece que:

2x+1  x+5 2x+l:l R dx+2 oy

y  2x+10 y 2

Se sustituye y = Gy — 6
dx+2=6r—-6 — 2x=8 - x=4
Portanto, AD =2x+10=2(4)+10=8+10=18 em

3 ®e:Determina el valorde los dngulos de la base del siguiente trapecio issceles:

A B

3x+10°  x +50°
D [ o4

Solucién
Los dngulos de 1a base de un friingulo isdsceles son iguales:

3x+ 10° =x+ 50° — 3x—x=150°-10° —- 2x=40°

x=20"

En consecuencia, los dngulos de la base miden:

320%) + 10" =60" + 10° =70"°
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5 CapiTuO

GEOMETRIA ¥ TRGONCMETRIA
EJERCICIO 20
Resuelve los siguientes problemas:
1. Encuentra el valor de xen el rectdngulo ABCD, si AC =24 cmy BD =5x+ 4 A B
2. Determina la longitud de los lados del rectingulo ABCD, si AO = 245 y AB = 2BC >
D [
3. En ol rombo MNOP, determina cl valor de los lados si MN = 6x+ 5 y M
MP =Tx-1
— N
4, Determina el dngulo NPO, si £ PON= 132° y NP es bisectriz del dngulo Py N
o
5, Halla el valor de x y yenel rombo PRST,si £ TRP=2x+ 10°, L RTS=x+30°y ) R
LTSR=y+12°
P
6. Enla figura, C y D son puntos medios de AE y BF . Encuentra el valor de AB, si A
AB=x+1,CD=x+2yEF=13cm c D
E F

7. Enlafigura, R y O son puntos medios de MQ y NP , Determina la longitud de MN,
sios=3x+1,RS=14y gP =9x+1

8. En lafigura, los lados Al y BJ estdn divididos en 4 partes iguales, Encuentra la

longitud de AB ¢ I, si CD = 3":" yEF = “;"

9. Enla figura, C 'y D son puntos medios de AE y BF . Determina la longitud de AE,
sAB=x+1,CP=y, PD =2y+2, EF =11, AC=CE =x

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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CAPTUIO 6

POLIGONOS
HISTORICA
§
&
— a palabra poligono procede del griego
|ﬂ.m_.?: - poly, muches, y gwnos, Gngulos.
—— ' Cada poligone recibe un nombre de acuer-

o — ‘\ do al nimero de lados que lo conforman;

- para saber cémo se llama un poligono de

Una de las aplicaciones de los po- : :
Hponos esel antignojuogo llgmado  MENO5 de cien lados se realiza la lectura

Tangram chino “abla de la sabidu-  9&1 nUmero de lados de acuerdo con la
ria”, que se conforma de 7 piezas  Siguiente fabla.

llamadas Tans y son;
© Cinco trifingulos de diversos Decenas Unidades Terminacién
tamafios 20 lIcosa- -kai- | 1 -Hena -gono
ehmaksronainte  Fo BN s Tos
ntaconta- -Te
Con ellas 5e pueden formar fignss 40 Hexaconta- 5 Penta-
cerradas como; 70 Heptaconta- & Hexa
80 Octaconta- 7  Hepta-
90 Eneaconta- 8 -Octa-
9  -Enea-

la terminacidn “gono”.

100 Hecta-
Se cuenta el nimero de lados que tiene el
poligono y se pone el prefijo conveniente,
como en el siguiente ejemplo, y se agrega

i El poligono de 78 lados recibe el nombre
: de:

“Heptacontakaiociagono”




6 CariTulo

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Definicién

Se llama poligono a aquella figura plana cerrada, delimitada por segmentos de recta, Se clasifican de acverdo con la
medida de sus lados o sus dngulos,

Clasificacién

Los poligonos se clasifican de acuerdo con sus lados o la magnitud de sus dngulos interiores,

Por sus lados
Regulares. Tienen todos sus lados iguales,
Irregulares. Tienen la medida de sus lados diferentes.

Por sus angulos
Convexo, Los dngulos interiores son todos menores que 180°,
C

Todos los dngulos son menores
E que 180°

A

Céncavo. Uno de sus dngulos interiores es mayor que 180°,

D E
L/
A
~
c B
ZA>180°
= Por su mimero de lados. Los poligonos reciben un nombre segiin su mimero de lados, como se muestra a
continuacién;
Nimero de lados Nombre Nimero de lados Nombre
3 Tridngulo 12 Dodecégono
4 Cuadrilitero 13 Tridecigono
5 Pentidgono 14 Tetradecagono
& Hexagono 15 Pentadecégono
7 Heptégono 16 Hexadecégono
8 Octégono 17 Heptadecégono
9 Nonidgono 18 Octadecagono
10 Decigono 19 Nonadecagono
11 Undecagono 20 lcosédgono
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Poligonas

Elementos

Todo poligono estd formado por los siguientes elementos:

Vértice. Es el punto donde concurren 2 lados,

Angulo interior. Fs el que se forma con 2 lados adyacentes de un poligono,

Angulo exterior. Aquel que se forma entre la prolongacién de uno de los lados y su lado adyacente,

Diagonal. Es el segmento de recta que une 2 vértices no adyacentes.

Hementos:
3 D A: vértice
£ BAF: dngulo interior
& ¢ £ DEG: dngulo exterior
EB: diagonal
A B

Un poligono tiene el mismo niimero de lados que de dngulos interiores, asf como exteriores,

Nomero de diagonales

niimero de diagonales en un poligono se obtendré en funcidn del niimero de lados.

Nomero de diagonales frazadas desde un mismo vériice
En un poligono de z lados se pueden trazar (n —3) diagonales desde un solo vértice, entonces la férmula es:
d=n-3
Donde:
d = diagonales trazadas desde un solo vértice.
n = nimero de lados,

Nomero de diagonales totales
H nitimero total de diagonales que se pueden trazar desde todos los vértices estd dado por la formula:

2 nln-3)

D
2

Donde:
D = diagonales totales del poligono.

r = mimero de lados.
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6 Caritulo

GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,
EAEMPLOS
_g_ 1. @+ Calcula el nimero de diagonales que se pueden trazar desde un solo vértice en un hexdgono,
i Solucién
[ En un hexdgono r = 6, al sustituir en la férmula se obtiene;
E D Formula
d=n-3
£ @ Sustitucién
d=6-3=3
A B

Por consiguiente, se pueden trazar 3 diagonales desde un solo vértice,

2 ®9-Calcula el niimero de diagonales totales que se pueden trazar en un octdgono,
Solucién
En un octigono n= 8, por lo que al sustituir en la férmula se obtiene:

F
G,—%W\E D=H{H_—3]
2
Héé b donde
po M8-3) 865) 4
A C 2 2 2
B

Por tanto, en un octigono se pueden trazar 20 diagonales en total,

3 #®+-;Cuil es el poligono en el que se pueden trazar en total 65 diagonales?
Solucién
De acuerdo con el problema, D = 65; entonces, al sustituir en la formula y resolver la ecuacién, se determina que:

=n(n—3] g 65=M

5 2 — 130=n"-3n

D
n’=3in-130=0

(n-13)(n+10)=0

n-13=0; n 40=0
n=13% n=-10
En consecuencia, el poligono es de 13 lados, esto es, un tridecdgono.
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CariTuo &

Poligonas
EJERCICIO 21
Resuelve los siguientes problemas:

1. ;Cudntas diagonales se pueden trazar desde un solo vértice en un undecigono?

2, Determina el poligono en el que se pueden trazar 17 diagonales desde un solo vértice,

3. Calcula el niimero de diagonales que se pueden trazar desde un vértice en un decégono,

4, Determina cudl es el poligono en el que se pueden trazar 9 diagonales desde un vértice,

5. (Cudl es el poligono en el que se pueden trazar 6 diagonales desde un vértice?

6. Calcula el mimero total de diagonales que se pueden trazar en cada uno de los siguientes poligonos:
a) lcosdgono d) Hexdgono g) Hexadecdgono
b) Dodecigono ¢) Pentadecigono #) Octadecdgono
¢) Nondgono Jf) Heptigono i) Undecdgono

7. ¢Enqué poligono se pueden frazar 14 diagonales en total?

8. ;Cuil es el poligono en el que se pueden trazar en total 104 diagonales?

9. Determina el poligono en el cual se pueden trazar 119 diagonales en total,
10, Precisa en qué poligono se pueden trazar en total 152 diagonales,
11. ;Cudl es el poligono cuyo mimero de diagonales en total es el doble que su nimero de lados?
12, ;Enqué poligono el mimero de lados es la cuarta parte de su niimero de diagonales en total?
13, Determina el poligono en el cual el nimero de lados equivale al nimero de diagonales en total,
14, Precisa el poligono cuyo mimero de lados es é del nimero de diagan;lcs en total,
15, Determina el poligono en que el mimero de diagonales en total son los 5 del mimero de lados.

16, Encuentra el poligono cuyo nimero de diagonales en total, equivale al nimero de lados del poligono en el que se
pueden trazar 170 diagonales,

17. ¢Encuil poligono el niimero de diagonales trazadas desde un vértice es % del mimero de diagonales en total?

Q Verifica tus resultados en la seccién de solucicnes correspendiente »

Angulos de un poligono

La magnitud de los diferentes dngulos de un poligono se obtiene con las formulas siguientes:
Suma de dngulos interiores de cualquier poligono Angulo interior de un poligono regular

5.=180°(n-2) i o 180°(n -2)
n
Suma de fingulos exteriores de cualquier poligono Angulo exterior de un poligono regular
S, =360° &= 360

n
Donde n= nimero de lados.
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6 CAMTUIO

GECOMETRIA Y TRIGONCMETRIA
EAEMPLOS
_g' 1 @+ Cuatro dngulos interiores de un poligono de 5 lados miden respectivamente; 120°, 90°, 75° y 135°, ;Cudnto mide el
g | q]i]ltﬂ éﬂg’ulﬂ?
| Solucién

En un pentigono n= 5, entonces la suma de sus dngulos interiores es:
§5.=180°(n-2) — 5= 180° (5 -2) = 180" (3) = 540°
Luego, el quinto dngulo se obtiene asi:
5407 — (1207 + 90° + 75° + 135%) = 540° — 420" = 120°
Por tanto, el quinto d4ngulo mide 1207,
2 @9 ;Cuil es el poligono regular cuyos dngulos interiores suman 1 440°7

Solucién
De acuerdo con el problema §,= 1 440°, entonces;

5,=180°(n-2) donde 180°%(n - 2) =1 440°

1440°
180°

n-2=

n=8+2=10
Por consiguiente, el poligono es un decdgono.

3 ®@e:;Cuintos lados tiene un poligono regular cuyo dngulo interior es de 120°7

Solucion
En este caso i= 1207, al sustituir en la férmula y resolver la ecuacién, se obtiene;

- 180°(r-2) 5 120° = 180°(n=2) % 120° n = 180° n - 360
n n

360°=180"n-120"n
360" =60"n

6=n
Finalmente, resulta que el poligono es un hexdgono.
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Poligonas
4 @+ ;En cuil poligono regular el dngulo exterior mide 20°7
Solucién
En este caso e= 20°, al sustituir en la férmula y resolver la ecuacién, resulta que:
360° 360°
e= — 200 = — 20" n=360"
n n
_ 360°
n= 20°
n=18
Entonces, el poligono del que se trata es un octadecigono,
5 ®e:Determina los dngulos interiores del siguiente poligono:
Solucion
En un pentigono la suma de los dngulos interiores es igual a 5407, entonces se calcula el valor de x para encontrar
los dngulos:
(3x+31°) + (4x - 8%) + (Tx— 23°) + (3x + 5%) + (4x+ 10°) = 540°
21x+15° =540
21x=525°
=]
En consecuencia, los valores de los dngulos son:

L A=dx+10°=4(25)+10=110°
£ B=3x+31°=3(25) +31 = 106°
£ C=4x—8°=4(25)— 8=92°
£ D=Tx-203°=7(25)-23=152°
£ E=3x+5°=3(25)+5=80°
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EJERCICIO 22
1, Calcula la medida de un dngulo interior de los siguientes poligonos:
a) Hexdgono
b) Octdgono
¢) Dodecdgono
d) Poligono de 20 lados
e) Poligono de 18 lados
J) Poligono de 42 lados

2. Calcula la suma de los dngulos interiores de los siguientes poligonos;

a) Un pentigono

b) Un decdgono

¢) Un pentadecigono

d) Unoctigono

¢) Un tridecdgono

f) Un poligono de 37 lados
. ¢Cuil es el poligono cuya suma de sus dngulos interiores es 1 2607
Precisa en cudl poligono el total de sus dngulos interiores suma 900°,
Determina en cuél poligono la suma de sus dngulos interiores es 2 520°,
. ¢En cudl poligono el total de sus dngulos interiores suma 1620°7
. ¢Cudntos lados tiene el poligono regular cuyos dngulos interiores suman 720°7

e =1 O th & L

. Determina el poligono regular cuyo dngulo interior mide 157.5°%,

b=}

. ¢Cuéntos lados tiene un poligono regular cuyo dngulo interior es de 140°7

10, Determina en cudl poligono regular el dngulo exterior mide 61’ rad.

11, ;Cudntos lados tiene un poligono regular con un dngulo interior de 135°7

12, Determina en cudl poligono regular el dngulo interior mide 60°,

13, Precisa en cudl poligono regular el dngulo exterior es de 60°,

14, Determina el poligono cuyo dngulo interior equivale a g de su dngulo exterior,

15, ;En cudl poligono el dngulo exterior es % de su dngulo interior? s

16, Determina el poligono en el cual la suma de dngulos interiores equivale a 3 de su dngulo exterior,

12
17. Calcula el valor de los dngulos interiores de un pentdgono si su magnitud es respectivamente: x, et
2.4x, 2xy 2.2x,

18. Calcula el valor de cada uno de los dngulos de un pentdgono si valen, respectivamente; x, x —107, x+ 5%, x + 25° y x — 30°,
19, Calcula el valor de los dngulos interiores de un heptigono cuyos valores son: x, 2x, 3x, 4x, 5x, Tx y 8x,
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Poligonas

=  20. Encuentra los dngulos exteriores del siguiente poligono:

4x-5°

2% -20° 3x-10°

X

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

D
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CAPTULO 7
TRANSFORMACIONES
-t n ejemplo del uso de la escala son las
S — - fotografias, en las que podemos reco-
T nocer personas, objefos y lugares, ya
- — que guardan semejanza con los reales. Hay

fotografias que agrandan miles o millones de
Imagen del libro matemdticas  veces seres u objetos del mundo real gracias al
simplificadasen laescala 115 yso de la tecnologia, mientras que en ofras, se
ven reducidas en varias decenas de veces, la
realidad representada.

los plancs de casas, muebles, aparatos u objetos en general también se
elaboran a escala, y de su lectura podemos especificar las dimensiones
reales que éstos poseen y captar sus formas.

Otro uso importante de las escalas se encuentra en la elaboracion de
mapas, el cual es la representacion convencional de la configuracién su-
perficial de la fierra, con una relacién de similiud proporcionada, a la que
se llama escala.

la tecnclogia nos auxilia con algunos instrumentos para poder llevar a
cabo estas representaciones y que en nuestra vida colidiana los hemos
uilizado seguramente mas de una docena de veces; ejemplo de ello son:
la cédmara digital, la fotocopiadora, la felevisién, enire ofros.
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

L

EMPLOS

@

-

s =

Ejemplos

2 { 1B

Escala
Es la razon que existe entre dos cantidades o magnitudes. Las escalas pueden ser numéricas, analiticas y graficas,
Las escalas numéricas se definen como la razdn entre la magnitud dibujada y la longitud real.
Ll o LD:LR
LR
Las escalas numéricas pueden ser de ampliacién o de reduccidn,

Ejemplos
Escalas de reduccion 1:10, 1:100, 1;1000 ...
Escalas de ampliacién 10:1, 100:1, 1000:1 .., 1
Una escala de 1:10 significa que cada unidad dibujada es o parte de la unidad real, y una escala de 100:1 repre-
senta que una unidad dibujada es 100 veces mayor que la unidad real.
Figuras a escala
Un cuerpo estd a escala de ofro si tiene la misma forma y sus dimensiones estin en la misma razén,

Figura A

La figura B se encuentra a escala 1:3 de la figura A, esto significa que 1a longitud de los lados de la figura B son una
fercera parte de la longitud de los lados de la figura A,

Figura B |

La figura B se encuentra a escala 2:1 con respecto a la figura A, es decir, cada longitud de la figura B es el doble de la
figura A,
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Tansformaciones

5:2

EJERCICIO 23
Reproduce cada una de las figuras en la escala indicada.
1.
1:3
2,
[
-
1:2
3,
213
4,
32

g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

3:4
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Transformaciones de figuras en el plano

Cuando a una figura dada se le aplica una transformacidn, se obtiene otra a la que se llama imagen bajo la transfor-
macion,
Traslacién

Esta transformacién consiste en desplazar cada uno de los puntos de una figura en una misma direccién y la misma
distancia,
Para poder realizar la traslacién se necesita especificar la direccién y distancia en base a una directriz.

Traslacién de un punto. Para trasladar un punto en la direccién de la directriz, se traza un segmento paralelo a la
directriz y de la misma longitud, asi se obtiene la imagen del punto.

Eijemplos
Traslada los puntos indicados de acuerdo con la directriz;

Imagen de A = A’ Imagen d@=0'
Traslacién de un segmento, Se determina la imagen de los extremos del segmento en la direccion de la direciriz,

Ejemplos
Determina la imagen de los siguientes segmentos:

A R_ )
B’ L *
- R’ s
Directriz
Imagende AB=A'F Imagen de RS =R’S’

Para realizar los trazos es necesario auxiliarse de las escuadras.
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Tansformaciones

Traslacién de una figura. Se traslada cada uno de los lados de la figura para obtener la imagen.
Ejemplos
Encuentra la imagen de las figuras,

Imagen de ABCD=A'B'C'D’

Directriz
Imagen de ABCDE=A'B'C'D'E’
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EJERCICIO 24

Determina la imagen de los siguientes puntos, segmentos y figuras.
1. 0 6. 10 R

; g . )
o"az,?é bﬁ
T
2. A/
¢ W
o

ZU
oo

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones cormespondiente s + + « ¢ o ¢ 4 0 o 0 0 o0 o s
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EJEMPLOS

.§1

1 e

Tansformaciones

Rotacién

Esta transformacidn se realiza alrededor de un punto fijo y con respecto a un dngulo dado, Para realizar una transfor-
macidn se debe proporcionar el centro de la rotacién, el dngulo que se va a rotar la figura y el sentido del giro,

Si el dngulo es positivo, el sentido del giro es opuesto al de las manecillas del reloj, si el dngulo es negativo, el
giro es en el sentido del giro de las manecillas del reloj.

Rotacién de un punto. Para obtener laimagen de un punto al rotarlo con respecto a otro punto, se traza un segmento
que una ambos puntos, después, con ayuda del compds se hace girar al segmento de acuerdo con la medida del dngulo
de rotacidn,

Rota los siguientes puntos de acuerdo a las indicaciones,

Punto A, dngulo de rotacidén de 80° con respecto al punto O,

2 e Punto R, ingulo de —150° con respecto a C.
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Rotacién de un segmento. Se obtiene rotando los puntos extremos del segmento segiin lo indique el dngulo de
mtacién,

EAEMPLOS =
_& . Rota los siguientes segmentos,

‘i @+ Segmento AB, dngulo de 120° con respecto al punto O.

2 ®--Scgmentos RS, dngulo de —100° con respecto a C.

Imagen de RS =R'S’
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Tansformaciones

Rotacién de una figura. Se debe realizar 1a rotacién de cada segmento que forma a la figura, para obtener su
imagen,

Imagen de ABC=A'B'C’

2 ®<-H pentigono ABCDE, dngulo de —90° con respecto al punto O,

Imagen de ABCDE =A'B'C'D'E’
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EJERCICIO 25

*  Determina las imagenes de los puntos, segmentos y figuras al hacerlos rotar.

§ o P, dngulo de 45° 0. -
. Brnio B, dnguloide 45" can eépecto’d 7. Segmento RS ,dngulo de —-110° conrespecto a 0.

P
. s
L
o R
2, Punto R, dngulo de 210° con respecto a O,
L]
o
R —
) 8, Segmento TW ,dngulo de —150° con respecto a O,
® Te- -+ ¥

(]
3. Punto W,dngulo de —90° con respecto a 0.
L

0 0

9. Tridngulo ABC, dngulo de 45° con respecto a 0.

s W
4. Punto A, dngulo de —300° con respecto a O, 5
o
L]
A
5. Segmento AB ,dngulo de 80° con respecto a 0.
A
c
L]
o
10. Cuadrilitero ABCD, dngulo de 120° conrespecto a O,
B

. B

o

. (o}
6. Segmento PQ,dngulo de 225" con respecto a 0. A

0
L]
Q - %
o
P
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Tansformaciones

. 11. Poligono ABCDE, dngulo de —270° con respecto a O, 12, Poligono ABCDEF, dngulo de 240° con respecto a 0.

: e *0
g B
D
C D
B
A
A E F E
®
o
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « ¢« « o o s ¢ o 4 v 4 o s

Simetria axial

En esta transformacion se refleja a las figuras del plano sobre una recta conocida como eje de simetria, razén por la
cual a la imagen se le conoce como su simétrico,

Simétrico de un punto. Conocido un punto y el eje de simetria, la imagen del punto se determina trazando un segmen-
i perpendicular desde el punto hacia el eje de simetria,
La imagen se encuentra del lado opuesto al eje y a la misma distancia que el punto,

EJEMPLOS

£

w
& 1 ec-Punto P, cje de simetria 45.
L

Determina los simétricos de los siguientes puntos,

PC=CP’

e p P essimétrico deP.

2 ®+Puto 0, eje de simetria ST.

lﬂ

oy R
s® PQ=PQ’
Q' es simétrico de .

o
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Simétrico de un segmento. Para obtener la imagen o simétrico del segmento, se determinan los simétricos de los
puntos extremos,

EIEMPLOS
'8, Determina los simétricos de cada uno de los segmentos con respecto al eje de simetria indicado.

S_ 1 @+ Segmento AB, cje de simetria PQ .
[T *]

H“l

2 ®e-Segmento PQ,eje de simetria RS.

OP = 0P’
og=00¢
P'Q’ es simétrico de PQ
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Tansformaciones

Simétrico de una figara. Para determinar la imagen, se determinan los simétricos de cada lado,
Para determinar el simétrico de los lados de un poligono, se puede emplear el compas como lo ilustran los si-
guientes ejemplos,

EJ‘EMPLOS
_& - Encuentra los simétricos de los siguientes poligonos,

@ 1 ®¢-H cuadrilitero ABCD con respecto al cje de simetria PQ.
4 P

B 5

v __
Q e _.--'A,
A'B'C'DY es simétrico de ABCD
Se trazan los segmentos perpendiculares al eje PQ , luego se apoya el compés en el punto Py se abre a cada uno de los

vértices del poligono, se trazan los arcos y en los puntos donde se intersecan con sus respectivos segmentos se ubican
las imdgenes de los puntos, que posteriormente se unen,

2 ®--H poligono ABCDEF con respecio al eje de simeiria XY,

A'B'C'D'E'F’ es simétrico de ABCDEF
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EJERCICIO 26

1. Punto A, eje de simetria PQ.

A Q
L]

2, Punto @, eje de simetria AB,

.Q

3. Punto P, je de simetria AB .

A

4. Segmento AB,eje de simetria PQ.

94

Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al eje de simetria indicado.

5. Segmento RS, eje de simetria XY,

X

6. Segmento PQ, eje de simetria AB.

N /

7. Figura ABC, eje de simetria PQ.

N
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Tansformaciones

8. Tridngulo ABC, eje de simetria PQ.
B
P
A
c
o
9, Pentdgono ABCDE, eje de simetria XY,
C
X
B
D
A
E
Y
10, Figura ABCDEF, eje de simetria PQ.
B
C D
A
Q
E
F
P

¢ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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Simetria central

Este tipo de simetria es con respecto a un punto conocido también como centro, A la imagen de una figura bajo esta

transformacidn se le conoce también como simétrico,

Simétrico con respecto de un punto. Para obtener la imagen de un punto se traza un segmento que pase por el
punto y centro. La imagen se ubica al otro lado del punto sobre el segmento y a la misma distancia. Para realizar este
pocedimiento, se puede utilizar el compds para marcar de manera precisa la distancia; el compds se coloca en el

centro y con una abertura igual a la distancia del centro al punto, se traza el arco que corta a la recta en el lado opuesto
del punto, éste serd la imagen,

EJEMPLOS

_g' Encuentra el simétrico de los siguientes puntos,

(7. ]
81 ee-Punoa, cenro 0,
L

2 ®s-Punto P, centro O,
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Tansformaciones

Simétrico de un segmento, Para obtener la imagen o simétrico de un segmento, se trazan los siméfricos de sus puntos

extremos y se unen,
EAEMPLOS
..& Determina el simétrico de los siguientes segmentos:

2 1 @+-Segmento AB con respecto al centro O.

AO=A0
BO=F0

A’ es simétrico de AB

2 ®--Scgmento PQ con respecto al centro O.

o’ .
OP =0OP’
0Q=00’
P'Q’ = es simétrico de PQ
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Simétrico de una figura. Se determinan los siméiricos de sus vértices,
EJEMPLOS

w
.g_ \ Determina los simétricos de las siguientes figuras.
i

»-Tridngulo ABC con respecto al centro O.

A’B’C’ es simétrico de ABC
2 ®«-Cuadrilitero ABCD con respecto al centro O,

B

e A'B'C’D’ es siméirico de ABCD
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Tansformaciones

EJERCICIO 27
Obtén el simétrico de los siguientes puntos, segmentos y figuras con respecto al centro dade.
1. Punto W con respecto al centro O, 7. Tridngulo ABC con respecto al centro O,
o c
o
L]
2. Punto P con respecto al centro O, o0
P
L
o
L ]
A B

3. Punto A con respecto al centro 0.
8. Cuadrilitero ABCD con respecto al centro O,

0
4 . 8
4. Segmento AB con respecto al centro O. c
A
L ] o A . 44
D
B 9. Poligono ABCDE con respecto al centro O,
5. Segmento PQ con respecto al centro O, 5
c
2 Q0
A
L] ) D
0 .
E

6. Figura ABCD con respecto al centro O,

% 10. Poligono ABCDEF con respecto al centro O,

B c

D E

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente »
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CAPTUIO 8

CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

ebmetra griego y uno de los siefe sabios
de Grecia. Fue el primer matematico grie-
go que inicié el desarrollo racional de la

geometria. Se le afribuyen 5 tecremas de la geo-
metria elemental:

Tales deMileto | |os angulos de la base de un frigngulo isésceles
H10-la ) son iguales.
2. Un circulo es bisecado por algin digmetro.
3. Los éngulos enire 2 lineas rectas que se corfan son iguales.
4. Dos friGngulos son congruentes si ellos fienen 2 angulos y un lado igual,
5. Todo éngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
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Circunferencia

Circunferencia. Es el conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo llamado centro y su longitud representa el
perimetro del circulo,

Circulo. Se define como la superficie limitada por una circunferencia,
Arco. Nombre que recibe una parte de la circunferencia y se representa con el simbolo ~—

Semicircunferencia. Es un arco igual a la mitad de la circunferencia,

Rectas notables

Radio, Asi se nombra al segmento de recta vnido por el centro y un punto cualquiera de la circunferencia,
Cuerda. Se denomina asf al segmento de recta que une 2 puntos de la circunferencia sin pasar por el centro,
Difmetro. Se nombra asi a la cuerda mds grande que une 2 puntos opuestos de la circunferencia y pasa por el centro,
Secante, Aquella recta que pasa por 2 puntos de la circunferencia,
Thngente. Asi se llama a la linea recta que tiene sélo un punto en comiin con la circunferencia.
Flecha o sagita. Es la perpendicular trazada de un punto de la circunferencia al punto medio de una cuerda,
B 0. Centro
‘4‘,.{:" Arco
A ED: Semicircunferencia

OA: Radio
DE: Digmetro
BC: Secante
HI: Tangente
FG: Cuerda
KJ: Sagitao flecha

T: Punto de tangencia

Porciones de un circulo
Son las superficies limitadas por un arco y ciertas rectas notables, las cuales generan:

Sector circular, Porcidn de circulo comprendida entre 2 radios. '

Segmento circular. Porcién de circulo comprendida entre el arco y su cuerda, 6

Semicirculo. Porcidn de circulo entre la semicircunferencia y su didmetro, es decir, '

es la mitad de un circulo,
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Circunferencia y circulo

Circunferencia y poligonos

Cuando los lados de un poligono son tangentes a la circunferencia o cuer- A
dhas, se genera la circunferencia inscrita o circunscrita,

Circunferencia inscrita. Aquella circunferencia que es tangente a los B
lados de un poligono, 2

Poligono circunserito, Cuando los lados del poligono son tangentes a la
circunferencia, C

Circunferencia circunscrita. Es la circunferencia que pasa por los vérti- - 2
ces de un poligono,

Poligono inscrito. Cuando los lados del poligono son cuerdas de la cir-
cunferencia,

Angulos notables

Son aquellos que forman las rectas notables y se clasifican de la siguiente manera;

Angulo central. Fs aquel dngulo que forman 2 radios, o bien por un didmetro y un radio, y tiene su vértice en el
centro,

La medida de un dngulo central es igual al arco comprendido entre sus lados.

2/ AOB = AR

Angulo inscrito. Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forma un par de cuerdas.
La medida de un 4ngulo inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados,

£ ABC =

)
nl%}
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Angulo semiinscrito. Tiene su vértice en un punto de la circunferencia y lo forman una cuerda y una tangente,

La medida de un dngulo semiinscrito es igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados.
A

|7
/¢ ZACB= —

Angulo interior. Su vértice se encuentra en un punto interior de la circunferencia y lo forman 2 cuerdas que se cortan,
La medida de un dngulo interior es igual a la semisuma de los arcos comprendidos entre sus lados y sus prolongaciones,

ZABC =

Angulo exterior. Tiene su vértice en un punto exterior a la circunferencia y lo forman 2 secantes.
La medida de un dngulo exterior es la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados,

Angulo circunserito. Se denomina asi al 4ngulo que forman 2 tangentes trazadas desde un punto exterior a la circun-
ferencia,

La medida de un dngulo circunscrito es igual a la semidiferencia de los arcos comprendidos entre sus lados.
A
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Circunferencia y circulo

EJEMPLOS

2 1 ®+-Si AB=35°, determina los valores de 2 AOBy £ BOC.
Ei Solucién

i

H éngulo £ AOB es central, entonces;
ZAOB=AB=35

Os\
[ 24 A
- U

De 1a figura,

Al despejar £ BOC, se obtiene:
£ BOC=180°- /£ AOB =180° - 35° = 145°
Por tanto, £ AOB=135%y £ BOC=145°

2 ®+-Encuentra el valor del 4ngulo £ ABC formado por las secantes, si AC = 63° y DE = 27°,

Solucién
H éngulo £ ABC es exterior, entonces:

éABC:ﬂ

Al sustituir los valores de AC=63° y DE = 27°, se obtiene:

ZABC=2_"=0 -2 g0

Por lo que se deduce que, £ ABC= 18°
3 @+ Determina la medida del dngulo 2 AOBsi AB=160°y CD =5(".

Solucién D c
H dngulo £ ABC es interior, entonces; v
e s
AOB = AB+CD
2
— P B
Y al sustituir los valores de AB=160° y CD =50°, se obtiene: 3
o o o
2A0p=100"+30° ;50 20 120 =105°

Por consiguiente, /. AOB = 105",

A ®-Si TST’ =240°, determina el valor del dngulo que forman las rectas tangentes AT' y AT
Solucién
Hdngulo / TAT' es externo, entonces:
IST'-TS'T'
2
De la figura 75T+ 75'7"' = 360° , donde TS'T"=120°
Al sustituir TST '= 240° y T8'T '=120°, se obfiene;

L TAT'=

Por consiguiente, £ TAT'=60°
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EJERCICIO 28

Resuelve los siguientes ejercicios:

1. Enla siguiente figura, AC=60°, BC =104° y BD =80°.Encuentra los valores . C
de 2 ABC, £ AOC, / BOCy AD,

2, Enesta figura AD = 100° y BC =150°, Determina los valores de £ 4, £ b, £ ¢,
Ldleylf

3. En la siguiente figura, AC = 70°y DE = 15° Precisa el valor de £ ABC.

4, De esta figura, DE = 50°y AC = 120° Encuentra los valores de 2~ ABC y

A
£ DBA.
D
c 4‘
E
5. Encuentra el valor de los 4 dngulos internos del siguiente cuadrildtero si < B
AB = 60° BC =110° CD = 100°y AD =90~
(of
A
D
6, Si AABC es un triingulo inscrito, como se ilustra, halla: - B

a
a) £ Asia=150°yc=150° b
by £ AsiAB | BCya=100°
A 5
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7. SiZe=50° £ BFC = 65°, CD = 120°, AE =xy AB =x + 10°, encuentra el
valor de los dngulos restantes,

8. En la figura, AB y AC son secantes que se cortan en A, determina:

a) £LAsie=90°%a=060°
by £ Asic—a=80"
) £ Asic=a+60°
d) asic=135° £ A=50°
e) csia=60"y /L A=30°
D c—asi £LA=70"
gl asic=2ay /£ A=35°
h) asic=5ay £ A=80"

9. Enlasiguiente figurahalla el valorde £ 0, 2w, £ x, Zyy Lz

10. Si AB =130°y CD=50%encuenira £ a, 2. b, L Zd LelfLg Lhyli

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

Teoremas

© Teorema 1. Si 2 dngulos centrales del mismo circulo o de circulos congruentes son
wngruentes, entonces sus arcos intersecados son congruentes,

. D
G
& Teorema 2. En una circunferencia de cuerdas iguales se subtienden arcos iguales y
i B
VICEVETS4.
A@
C

Si AB = CD siysélosi AB = CD
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< Teorema 3. Un dngulo inscrito en un semicirculo es un éngulo recto,

< Teorema 4. Una recta que pasa por el centro de un circulo y es perpendicular a una
cuerda, biseca a la cuerda y a su arco.

Si NO L AB entonces, AM = MB y AN = NB

© Teorema 5. Una recta tangente a un circulo es perpendicular al radio trazado hacia
el punto de tangencia.

AB 1 OT,OT =r

< Teorema 6. Dos cuerdas trazadas en un circulo y que equidistan del centro, son
congruentes,

Si OE =OF entonces AB=CD

< Teorema 7. Las tangentes trazadas desde un punto fuera del circulo son congruentes
y forman dngulos congruentes con la recta que pasa por el centro y dicho punto, B

AC=AB y/1=12
c ~‘d

© Teorema 8. Si 2 cuerdas se intersecan dentro de un circulo, el producto de las me- . B
didas de los segmentos de una cuerda es igual al producto de las medidas de los A
segmentos de la otra,

AE-EC=BE-ED D

© Teorema 9. Si desde un punto exterior a un circulo se traza una tangente y una se-
cante, la medida de la tangente es media proporcional entre la medida de la secante
¥ su segmento externo,

(4B)' =BD-BC
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© Teorema 10, Si desde un punto exterior a un circulo se trazan 2 secantes, el pro-
ducto de la medida de una secante por la medida de su segmento exterior es igual al
poducto de la medida de la otra secante por su segmento exterior,

AC-BC=EC-DC

w

EJEMPLOS
_g_ 1 ®¢Si £ KOL=/ MON, demuestra que arco KM =arco LN.
J

£ o

Solucion
Afirmaciones Razones
1. ZKOL=z=.2£ MON 1. Dato
2. Arco KL= arco MN 2. Delaﬁgu/ra{

ZKOL = K y 2 MON = fIN, pero
ZKOL = #MON, por tanto,

arco Kl = arco MN

3. Arco KM =zarco LN 3. m-’ﬁ‘+mm-m+

pero MN ='KT, entonces KM=1TN

2 ®e-Enlasiguiente figura SR = QP, demuestra que: SQ = RP.
—h_
N
P
Solucién
Afirmaciones Razones
1. SR=0P 1. Dato
¥
2. ZSRP= 2PQS 2. [SRP-%,JP(}S-S;
3. ArcoSR=arco QP 3. Cuerdas iguales(SR= QP)subtienden
arcos iguales(SR = OP)
4, ZRQS= ~QRP 4. zms-%ﬁ,zQRP-?,pem

%R'= &P, por tanto £ RQS = £ ORP
5. ZSRQ=RQP 5. ZSRQ=.SRP+ZQRP y

£ RQP = £ RQS +2 PQS, pero

£ SRP = £ PQS y.~ RQS = 2 ORP,
por tanto .~ SRQ = £ RQF

6. RQ=RO 6. Porser lado comiin a los triangulos
SRQ y PQR
7. ASRCQ = APOR 7. Por el teorema lado, dngulo, lado
RP=30 8. Por ser lados homélogos en tridngulos
B congruentes
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EJERCICIO 29
Resuelve los siguientes ejercicios:
1. De la siguiente figura;

a) Encuentra PT si TQ=5, RT=9 y TS=6
b) Halla TS si PT=11, RT=7 y TQ=5
¢) Determina TR si PQ=22,TQ=5y I5=9

2. De esta figura:
a) Determina AC si AD=6 y BD=11

&) Encuentra AB siAD =5y AC=9

c) Halla AC siDB=10 y AB =23

Realiza las siguientes demostraciones.

3, SielAB= CD,demuestraque AC = BD. ) C

4, SiSU | OT.SV L ORY SU = SV, comprueba que TS = SR.

n

5. 8RO L IN OQ L MPYIN = MP,demuesiraque;
£ZORQ = £ 0OQR

6. Si PRes un didmetroy £ PRS = Z PRQ, compruebaque: QR = SR . : Q
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7. Si Z OGA = Z OGD, demuestraque AC = BD. - A
_ — B

8. 8i AC = BD, comprueba que £ OGA = £ OGD. %
C

D

9. PTy PT" son tangentes al circulo en los puntos Q y R, respectivamente.
Demuestra que OF bisecaa la cuerda OR.

10. PT y PT”son tangentes al circulo en los puntos Q y R, respectivamente, y si
se unen Q' y R,comprueba que: £ PRS = ZPQS.

11, Sea MN mngente comiin a las circunferencias con centro en O y P. Si
se unen los centros OF, interseca a la tangente en Q. Demuestra que:
ZMOQ = ZNPQ.

12, Comprueba que la suma de las medidas de un par de lados opuestos de un
cuadrildtero circunscrito, es igual a la suma de las medidas del otro par.

13, PQy QR son segmentos tangentes a la circunferencia, Demuestra que
ZOPR = ZORP.
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14, Enla figura AB, BDy BC son tangentes,
Comprucba que: AB = BD = BC.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluci correspondiente »

'Ihngenle a una circunferencia

Se le denomina tangente a toda recta que tiene un punto en comiin con la circunferencia,

—r
AB: recta tangente

longitud de una tangente

Es el segmento trazado desde un punto exterior al punto de tangencia.
AP, : longitud de la tangente

Propiedades de las tangentes
1. Toda tangente es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.
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2. Siuna rectaes perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia,
ésta pasa por el centro de la circunferencia.

3. Las tangentes trazadas desde un punto exterior a la circunferencia son
iguales. B

AB = AC

4. Larecta que une un punto exterior y el centro de una circunferencia, es
bisectriz del dngulo formado por las tangentes trazadas del punto a la
circunferencia,

AQ es bisectriz del dngulo BAC

Posiciones relativas

Circunferencias concéntricas, Son aquellas que tienen el mismo centro y distinto radio,

Gircunferencias exteriores. Son aquellas que no tienen puntos en comiin y cada una estd en una regién exterior a la
otra, La distancia entre los centros de estas circunferencias es mayor que la suma de sus radios,

d>R+r

Circunferencia interior. Es aquella en 1a cual todos sus puntos son interiores a otra circunferencia,
d<R-r

79
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Circunferencias tangentes exteriores. Se les llama asi a las que tienen un solo punto en comiin, La distancia entre
sus centros es igual a la suma de sus radios,

d=R+r

—

Circunferencias tangentes interiores, Son circunferencias que tienen un solo punto en comiin, La distancia entre sus
centros es igual a la diferencia de sus radios.

d=R-r

Circunferencias secantes. Son aquellas que se intersecan en 2 puntos. La distancia entre sus centros es menor que
In suma de sus radios.

d<R+r

o

Circunferencias ortogonales. Cuando se intersecan 2 circunferencias los radios forman un dngulo de 907, esto
significa que son perpendiculares en los puntos de interseccion,

Rlr
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EJEMPLOS
..i 1 @9 Desde un punto exterior se trazé una recta tangente, cuya longitud es de 10 cm y el segmento que une dicho punto con
5_ _ el centro de la circunferencia es de 12 ¢m, determina el radio de la circunferencia,

L

i Solucién

El radio es perpendicular a una recta tangente en el punto de tangencia, esto significa que se forma un tridingulo rec-
tngulo, del cual se tiene:

(1202 = (102 + y
al despejar r:
r=+144-100

r=+/a4 =211 Fila

Luego, el radio de la circunferencia es de 2v11 cm.

2 ®e:-Losradios de 2 circunferencias son Ry r, si las circunferencias son tangentes exteriores, expresa la distancia entre los
centros en términos de r, si r= %R i
Solucién
Por ser circunferencias tangentes exteriores, la distancia entre los centros se define como;

dccl=R+r

al despejar Rde r= %R y sustituir, se obtiene:

3 5
d:— + = —
21' : 21’

En conclusidn, la distancia entre los centros es de %r ;

3 ®«:Dos circunferencias ortogonales de radio 5 cm y 9 em, determina la distancia entre sus centros,

Solucién
8i 2 circunferencias son ortogonales, sus radios son perpendiculares, entonces, por el teorema de Pitigoras:

(CC)) =(5 +(9)" 5 CC, =J25+81 4
9::m
CC =1
cc, =06 » o

Por consiguiente, la distancia entre los centros es /106 cm.
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EJERCICIO 30

o o M

Determina las posiciones de 2 circunferencias, cuyos centros distan 24 u y sus radios miden:
1i

R=15uwr=8u
R=13ur=11u
R=42p,r=13u
R=28ur=20u
R=35ur=11u
R=20u,r=4u

Resuelve los siguientes problemas:

7.

10,

11,

12,

13,

G Verifica tus resultados en la seccién de scluciones correspondiente o

Se tienen 3 circunferencias tangentes entre si de radio r, determina el perimetro del tridngulo formado por los puntos
de tangencia de las circunferencias.

Desde un punto exterior A se traza una recta tangente a la circunferencia de didmetro 43 u, sila longitud del
segmento que une el centro de la circunferencia con el punto A mide 4 », ;cudl es la longitud de la tangente?

La distancia entre los centros de 2 circunferencias secantes es 245 u, determina el radio de C| si el radio de C, es

2J2u,

De un punto A se fraza una recta tangente a la circunferencia con centro en C,, la longitud de la tangente es V3 em
yel segmento AC, = 24/7 cm, determina el radio de la circunferencia.

La circunferencia C, e tangente interior a C, en P, la circunferencia C, es tangente interior a C, en B, determina las dis-

2 2
tancias de los centros de C, a C, yde C, a C, y si los didmetros de C,, C, y C, son: R, ER ¥ §R' respectivamente,

Se tienen 3 circunferencias con centros en C,, C, y C; de maneraque C,C, 1 C,C, , determina el madio de la circun-

. . . . . 1 1 . o 1
ferencia en C, si el radio de la circunferencia en C; y en C, son: i Er' mspectivamente y C,C, =§r.

Se tienen 3 circunferencias que son tangentes entre si, El radio de la circunferencia C, y C, es R, mientras que el de

; ; 1 . A ;
la circunferencia C; es ER,dctermeladJstmmaentreelcenm de C; yel punto de tangencia entre C, y C,.
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CAPTULO ©
PERIMETROS Y SUPERFICIES
— atemdtico griego, precursor de Euclides.
S — \ Entre los mayores logros de Hipcrates
- estd el haber demostrado que las dreas
- — de 2 circulos se hallan entre si en la misma razén

que los cuadrados de sus diGmetros. Esto es equiva-
lente a haber descubierto que el érea de un circulo
es mr2, sin deferminar el valor de . Es posible que legara a esta conclusion
al considerar al circulo como el limite de un poligono regular.

Uno de los problemas més imporfantes para los grieges era el de la cua-
dratura del circulo o de cualquier figura en general, la cual se define asi:

la cuadratura de una figura plana es la construccién con regla y compas
de un cuadrado con la misma supericie que la figura plana original.

En esa época sélo se habian realizado las cuadraturas de diversas figuras
planas de lados rectos, sin embargo Hipécrates fue el primero en cuadrar
una figura con lades curvades conocidos como linulas.

logré trazar una linula de drea igual al trigngulo que es mitad de un cua-
drado dado.

A B £
Area de la linula AEDF = Area del tridngulo ADB
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Definiciones

Perimetro. Es la suma de los lados de un poligono,
Superficie o drea. Es laregidn del plano limitada por una figura en dos dimensiones,

Perimetro y area de una figura plana
Las siguientes fdrmulas se emplean para determinar el perimetro y el drea de una figura,
Triangulos

Equildtero Isésceles Escaleno

a a
b
Perimetro; P = 2a + b Perimetro: P=a+ b+ ¢
Arca:A=% Area:A=%

Area de un tridngulo en funcién de sus lados (férmula de Herén de Alejandria),

A=sls —a)s —b) (5—0)

Con s=22*¢ gonde;
§ = semiperimetro, a, b, ¢ = lados del fridngulo y h = altura
EJEMPLOS .
1. @+ Determina el 4rea del tridngulo cuya base y altura son 6 y 4 cm, respectivamente.
E ' Solucién
=

Se sustituyen los valores en la formula y se obtiene:

A =12¢em?

_bh_ (6am)(dcm) _ 24.om’
T 2 )

Por tanto, el 4rea del tridngulo es de 12 cm?

118



CArITUIC ©

Perimetros y superficies

2 ®e:Determina el perimetro y el drea de un tridngulo isGsceles, si los lados miden 3,3 y 5 em.
Solucién
H perimetro se define como la suma de los lados, entonces:
P=3+3+5=11em
Para hallar el drea se aplica la formula de Herén de Alejandria:

A= Js(s—als=b)(s—c)

+b+ 3+3+5
Sis= - ; £ = 2 E , al sustituir en la formula:

o ) T 2 -

Por tanto, ol 4rca del triAngulo cs %Jﬁm?

Cuadrilateros

Cuadrado Rectingulo Paralelogramo
|
a a 5 i b
a kT ¢
Perimetro: P = 4a Perimetro; P =2 {(a + &) Perimetro: P =2 (b + ¢)
Area: A =a* Area: A = ab Area: A = he
Rombo
Perimetro: P = 4a Perimetro:
a a
Dd P=a+b+c+d
D Area: A = -2— :
d Donde: Ao (ﬂ+b) h
a @  d = Diagonal menor 2
D = Diagonal mayor Donde:
a = Lado del rombo a, b, ¢, d = Lados !:lel
trapecio
a = Base mayor
b = Base menor
h = Altura
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EIEMPLOS
2 1 @+ Determina el perfimetro y el 4rea de un rectdngulo de lados 4 y 2 cm, respectivamente,
§  Solucién
i Al sustituir los valores respectivos en las férmulas del rectédngulo, se obtiene:

Perimetro

P=2a+2b=22cm)+2(dcm)=decm+Bcm=12¢cm
Area

A =ab=(2em){4cm)=8cm®

2 ®e-Encuentra el drea de un paralelogramo que mide 6 cm de base y 2.5 cm de altura,

Solucién
Se sustituyen los valores de c= 6 cm y h =2.5 cm, entonces:

Area
A=ch=(6cmX2.5 em)= 15 cm?

3 ®e-Encuentra el drea de un rombo cuyas diagonales miden 12 y 8 cm,

Solucién
Al sustituir en el drea de un rombo en término de sus diagonales se determina que:
Dd _ (12)(8) _ 96

A= — == =48 cm?
2 2 2 o

Fn consecuencia, el drea del rombo mide; 48 cm?

4 ®¢-El perimetro de un trapecio isdsceles es de 32 em, si los lados iguales miden 5 em y la altura 3 em, determina su

drea.
Solucion
Sea g la base mayor y b la menor, P el perimetro y ¢ la longitud de los lados iguales del trapecio, entonces:

P=a+b+2
Al despejar a + b, se tiene:

a+b=P-2¢ a+b=32-25)=32-10=22
Luego, el drea de un trapecio se define como:
Al sustituir a + b=22 y h =3, resulfa que:
Az 2) _66_ ..
2 2

Por consiguiente, el drea del trapecio es: 33 cm?

120



CAriTUIC ©

EJE
i

Perimetros y superficies

Poligonos regulares
Perimetro. El perimetro se define como el producto del mimero de lados por la medida de cada lado del poligono.
Area. Es el semiproducto del perimetro por la apotema,

Apotema. Es la longitud del segmento que une el centro del poligono y el punto medio de uno de los lados,

Perimetro: P = nb

Area: A = %

Donde:

n = Niimero de lados del poligono
b = Lado del poligono

¢ = Apotema

_8. N}I?Lfi[htermina el perimetro y el drea de un pentdgono regular de lado 4 cm y apotema 2.7 em.
§ = Solucién
B En un pentiigono el mimero de lados es 5, entonces el perimetro es;
P=5(4)=20cm
Para hallar el drea se aplica la férmula;
Ao Pe_Q@uQT) 54 .

2 2 2

Por tanto, el perimetro y el drea son: 20 em y 27 em?, respectivamente,
2 ®¢-Determina el drea de un octigono regular, si uno de sus lados mide 3 cm y el segmento que une un vértice con el centro
del octigono mide 4 cm.

Solucién

La apotema ¢ es el segmento perpendicular a uno de los lados en su punto medio, esto genera un triingulo rectingulo,
€N Consecuencia;

@P=(15+e* 16=225+¢* ¢= 1375

c=37
3
Luego, el drea del octigono regular es:
8(3)37) 888 5 v
AR T TR

Por consiguiente, el drea mide 44.4 cm®
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Circunferencia vy circulo
Longitud de la circunferencia. Es el perimetro de un circulo y se define como el doble producto de su radio por T o

el producto del didmetro por .
Cileulo del circulo. Es el drea o superficie limitada por la circunferencia y se denomina como el producto de & por
el radio al cuadrado,

Perimetro Area

P=2xr=Dn A=1tr2=:::1m’

Donde:

r = Radio, D = Didmetro y & = 3.14159...

Sector y segmento circular
Perimetro de un sector circular. Se nombra asia la suma de los radios y el arco que subtienden,

Area de un sector circular. Se define como el producto del drea del circulo por la fraccién — - . donde  es el
dngulo que forman los radios del sector circular,

Perimetro Area

P=a+2r A=Irn=ﬂ
360° 2
Donde:

r = Radio, n = Grados sexagesimales
a = Longitud de arco [m;r]

1807

Perimetro de un segmento circular, Se denomina asi a la suma de la cuerda y el arco que subtienden los radios.

Area de un segmento circular. Es igual a la diferencia del sector circular correspondiente, menos el drea del tridngulo
que forman los radios y la cuerda que subtienden,

Perimetro Area a
3 g
P=a+m Ew_mh

A= T2 T m N
Donde: v Iﬁ

r = Radio, n = Grados sexagesimales
m = Cuerda, h = Altura del tridngulo
2xm

a = Arco =

122



CAriTUIC ©

Perimetros y superficies

EMPLOS
1 @+ Determina la longitud de la circunferencia, cuyo didmetro mide 4 cm.

Solucién
La longitud se define como: P = 2% r= 1 D, sustituyendo D= 4 ¢m, se obtiene:

2

E)
wi
5

P=n{4cm)=47ncm.

2 ®s-Encuentra el drea del circulo de radio r= 12 ¢m,

Solucién
Hl drea de un circulo estd dada por; A = 7t r, se sustituye r= 12 y se obtiene:

A =77 = (x)(12 em)? =144% cm®
Este resultado estd en términos de 7i; sin embargo, se puede sustituir su valor y el resultado serd equivalente:

A = 144(3.1415) em? = 452,37 e’

3 ®e-Determina el drea del sector circular que forman 2 radios si el 4ngulo que forman es de 60° y miden 4 cm,

Solucién
En este caso n= 60 y r= 4 cm, al sustituir en la formula del sector circular resulta que:
nr’n _ m(4)°(60°) _l6m _ 8% ,

A= = —_— = —
360° 360° 6 3"

8
En consecuencia, el drea del sector circular es Eﬁcmz

1 ¢m, si la cuerda también mide 1 cm.
Solucion

60°, luego, la altura del tridgngulo es:

Ahora el drea del segmento circular resulta asi;

3
Ao m(ee 2 ) _ (E_ﬁ]cmﬁ
360° 2 6 4

4 ®¢-Encuentra el drea del segmento circular formado por el arco y la cuerda subtendidos por 2 radios con longitud de

De acuerdo con la figura, se forma un tridngulo equildtero, esto significa que el dngulo formado por los radios mide
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EJERCICIO 31
:  Caleulael perimetro y la superficie de las siguientes figuras:
© L Rectingulo 5. Pentdgono regular
L7m
25m e
2, Tridngulo equilitero 6, Tridngulo escaleno
T1m

3, Trapecio isdsceles 7. Cuadrado

I
6.8 m 6.6 m 6.8m 9cm
I
I
i

14m 9¢cm

4. Triingulo isésceles 8. Rombo

25m
20m 189m 3m

4m
125m
Determina las superficies de:
9. Rectingulo de 10y 15 m.
10, Paralelogramo de base (x— 1) my altura (x— 2) m,
11. Triingulo de base 14 dm y altura 9 dm.
12, Trapecio de bases6 y 4 dm y altura de 3.5 dm.
13, Circulo de radio 30 cm.
14, Circulo de diimetro 18 cm.

124



CAriTUIC ©

g
5

EJEM
1
l

Perimetros y superficies

Resuelve los siguientes problemas:

15,
16,

17,

18,
19,

21,

Encuentra el drea de un cuadrado si el radio del circulo inscrito es de 10 cm.

Por impermeabilizar el techo de una casa rectangular de 12,5 por 15 m se pagaron $500, ;Cuél es el precio por metro
cuadrado?

Se quiere pintar una habitacién que mide 10 metros de frente por 7 de fondo y 2.5 de alto, dicha habitacién tiene 4
ventanas de 1 m de alto por 1,8 m de largo, ; Cudl serd el importe si se pagan $5 por m?? Considera la pintura para el
techo y una puertade 1.5 mx 1.8 m,

Precisa la base y la altura del ridngulo que tiene 486 m? de drea, si la base es los % de la altura,
Un trapecio tiene 400 m? de drea, los lados paralelos tienen 35 y 45 m. ;Cuél es el valor de la altura?

(Cudntos circulos enteros de 4 cm de radio se pueden cortar de una hoja de lata de 80 cm de largo por 65 emde ancho
y cuil es el drea total de ellos?

Encuentra el drea del tridgngulo que tiene como longitud de sus lados:

a) a=13,6=9,c=10 b) a=7,b=16,c=11 c)a=8.,b=5,c=12
El drea de un paralelogramo estd dada por la expresién (x2+ 17) m?, 1a base es igual a (x + 5) m, y su altura es igual
a (x—2) m. Determina el valor de xy el drea de este cuadrilitero,

. Encuentra el drea del sector circular si;

a) el radio mide 4 cm y el dngulo central es de 45°

b) el radio mide 1 em y el dngulo central es de 60°

¢) el didmetro mide 6 cm y el dngulo central es de 90°

d) el didmetro mide 8 cm y el dngulo central es de 240°

Determina el drea del segmento circular si:

a) el radio del circulo es 2 em y el dngulo central es de 90°

b) el radio del circulo y la cuerda correspondiente al segmento circular miden 3 cm

¢) el radio del circulo mide 8 em y la cuerda correspondiente al segmento mide 8y2 em

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes « « « « s 4 s o s 5 o o o o &

PLOS
L Lo

Area de figuras combinadas

Se obtienen las dreas por separado de cada una de las figuras, y se realizan las operaciones necesarias para hallar el
drea que se pide,

Se inscribe una circunferencia de radio r en un cuadrado, determina el drea que existe entre las 2 figuras,
Solucién
Hl drea sombreada se obtiene al restar al drea del cuadrado el drea del circulo, entonces: /)\

As={21‘)2-—{1!12)=412—-'Er2=12(4-x} \ /

Por tanto, el drea sombreada es A = 2 (4 - 1)
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2 oo

3 e

4 @e:

- En cada una de las esquinas de un cuadrado de lado 4 r, se tienen cuartos de circunferencia de radio r con centro en cada uno de

los vértices del cuadrado, determina el drea entre el cuadrado y los cuartos de circunferencia,
Solucién

H drea sombreada (As) se obtiene mediante la resta del drea del cvadrado (A,), menos el drea de los cuatro cuartos
del circulo (A, ), por tanto:
As =A'I _AZ

Donde, . . -/ \ r

Tr
AI—(4T)2— 16#2 ¥y AQ_ 4[7] —'.N'-I‘2 2 . "

Por consiguiente, el drea sombreada es;
A,=167-7r’ = (16 - ) 1 4l

Determina el perimetro de la figura sombreada si el drea del cuadrado ABCD es 1 em?
A B

Solucién
H perimetro de la figura sombreada se define como:
P=AD + AB + E)

—

nyBD = —2r) (AB) = - n ()= ==

——_— AB 1 1 1 1
= — (2 _— = _ = — —_ o
verd 4K 2(“)[2] 1t(2] 2 4 2

En consecuencia, el perimetro es:

1 1
P=1+ 3 'n:+5 n=(1+m)cm

Calcula el drea y perimetro de la regién sombreada si ON = 6 cm,

i ik P
MN = 12 em, @ es el punto medio de MN y
R es el punto medio de MQ, 4
M R o

N
Solucién
H drea sombreada (4,) se obtiene de la siguiente manera;
A_= Rectingulo MNOP — Semicirc, en MN + Semicirc, en MO — Semicirc, en RQ
Siendo:
Semicircunferencia con didgmetro en MN = % 6y

SR Son dEmeto SN MO S % "G)?
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. . . . 1 3
Semicircunferencia con didmetro en RQ = 5 “(’ET
Si se sustituye en A , se tiene que:

1 1 1 (3 9 9 117 9
A = (12)6) - 3 m6) + > R(3) - > n(zT =72-18n+ 5 B=p s [?2 2 E]cm
Luego, el perimetro de la figura sombreada es:
P=MP+PO+ON +NM-+ MO + QR + RM
Si sustituyes los valores de los segmentos y de las semicircunferencias resulta que:

P=6+12+6+7n(6)+m3) + ’{%]"‘3 = [2?+%ﬂ?]cm.

Por tanto, el drea y perimetro de la figura sombreada son; [ —%x]cmz ¥ [2?+%?r]cm, respectivamente.

EJERCICIO 32
Resuelve los siguientes ejercicios:
1. De la figura, A, B, Cson los puntos medios de los lados del A RST,
Determina:
a) TSsi AC =12cm ,b) BCsi RT =26 cm

¢) Areay perimetro del AABCsi RT =42 cm, RS =30 cmy
ST =16 ¢cm

2. Encuentra el drea sombreada de la siguiente figura: los centros de
C,y C,son los puntos medios de los lados AC y BC respectivamente,
AB es didgmetro de C, y tiene una longitud de 25 cm, el lado
AC=24cm,

3. Se inscriben 2 circunferencias de radio ren un rectingulo, determina el
drea sombreada.

4, Se tienen 2 circulos concéntricos, determina el drea del anillo circular si el
radio de uno de ellos es el doble del otro,
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= 5. Siel A ABC es rectéingulo y los A AEC, A BDA, A CFB son
equildteros, demuestra que:

A

.&RL'M-'-A

s =A

AAEC

6. Los tridngulos ABD y BCD son equildteros de lado 10 em; D o c
0, R, Sy Tson los puntos medios de los lados de los
tridngulos. Determina el drea sombreada.

P R
A T B
7. En un cuadrado ABCD de lado 10 ¢m se inscriben B
2 semicircunferencias, como se muestra en la figura,
Encuentra el drea sombreada,
c D
8. Se inscribe un cuadrado de lado 20 dm en una ‘A B
circunferencia. Determina el drea sombreada que
se muestra en la figura,
D C
2 : ’
9. La figura ABCD es un cuadrado y r= — R, Determina A

d ol R= 1, \
N R

@
b
] =

10, Calcula la cantidad de vitral opaco que se necesita en -
la siguiente ventana de tipo bizantino,

—_

8 dm —
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11,

12,

13,

14,

15,

Si la figura ABCD es un cuadrado y el drea A’B°C’D’
tiene 392 cm?, determina el drea sombreada,

Precisa el drea y el perimetro de la zona sombreada si
OC =24 mm y los arcos AD, AB, BC yCD son
cuartos de circunferencia,

Encuentra el drea sombreada si la figura ABCD es un
cuadrado de lado 16 mm, los puntos E, F, G, Hson
puntos medios del cuadrado ABCD, y los puntos

1, 1, K, Lson puntos medios del cuadrado HEFG.

Halla el drea de la zona sombreada si la figura ABCD
s un cuadrado de lado 16 mm, y AB, BC,CDy DA
son semicircunferencias,

La figura ABCD es un cuadrado de lado 32 cm, Ry S
son puntos medios de OC y OB respectivamente, y
las figuras de las esquinas del cuadrado son cuartos de
circunferencia, Determina el drea sombreada,
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*  16. Sieltridngulo ABC es equildtero y 0A =16 dm : B

a) Calcula el drea del tridngulo més pequefio,
b) Calcula la suma de todas las superficies de los
ridngulos si la figura se proyecta infinitamente,
C

17. Determina el drea de la zona sombreada en la siguiente )
figura si el didmetro del circulo mayor mide 18 em.

(

18. Encuentra el 4rea de la zona sombreada si AC = v2em y ABCD es un
cuadrado.

19. Determina el drea y perimetro de la zona sombreada en la siguiente figura,
si ABDC y DCFE son cuadrados de lado 1 cm.

20. Precisa el drea y perimetro de la zona sombreada en la siguiente figura, si A
ABCD es un cuadrado de lado 4 cm y E es el punto medio de CD.

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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CUERPOS GEOMETRICOS, AREAS Y VOLUMENES
HISTORICA
IE .
-4
. —e atemdtico y gedmetra griego, a quien
;’m_m.,.“""‘* se considera el mayor cienfifico y ma-
e T tematico de la Antigiiedad, entre sus le-
p— gados desiacan: el principio de Arquimedes, sus
T ‘P‘ aportes a la cuadratura del circulo, el estudio de

Arquimedes
(287 -2124. C)

“Dadme un punto de apoyo
y moveré al mundo™

ko palanca, el fomillo de Arquimedes, la espiral
de Arquimedes y la relacién aproximada que existe
entre la longitud de la circunferencia y su digmetro,
lo que dic origen al nimero = (pi).

Con sus estudios sobre dreas y volimenes de figuras sélidas curvadas y de
areas de figuras planas se anticipé al descubrimiento del céleulo integral.
Demostré que el volumen de una esfera es dos fercios del volumen del
cilindro que la circunscribe.
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Angulo diedro

Es el espacio que limitan dos semiplanos (caras) que tienen una recta en comiin (arista),

AB; Arista
CARB, DAB: Caras

Clasificacién
Un diedro es agudo, recto, obtuso o llano, segiin la medida del dngulo rectilineo correspondiente.

Diedro llano. Se forma por dos semiplanos opuestos,

Diedro céncavo. Es aquel cuya medida es mayor que un diedro llano,

Diedro convexo. Su medida es menor que un diedro llano,
Diedros adyacentes. Son aquellos cuya suma es igual a un diedro llano,

Rectilineo correspondiente a un diedro. Es el dngulo plano 6 formado por

lados perpendiculares a la arista sobre las caras y es igual al dngulo diedro,
Se traza un plano perpendicular a la arista del diedro y se obtiene en la

interseccidn el rectilineo correspondiente,

Ang ulo triedro

Es el espacio que comprenden tres planos, los cuales se cortan dos a dos y tienen un punto en comin,

A

V: Vértice
AV, CVy BV: Arista
AVC, AVB'y BVC: Caras
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Clasificacién
Triedros escalenos. Si las caras son desiguales,

BAC # CAD # ADE
A

D

Triedros isdsceles. Sidos caras son iguales y una desigual.
ABC =ACD # ABD
c

Triedros equildteros. Si las caras son iguales.
ADB = BDC =CDA

A

D

B

Triedros trirrectingulos. Sisus diedros y caras son rectos,

ADRB 1 ADC, BDA 1 BDC, BDC 1 CDA
L ADB=/ BDC=/ CDA=90"

A
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Angulo poliedro

Es el dngulo que forman tres o més planos que concurren en un punto llamado vértice del poliedro, De acuerdo con el
mimero de caras, recibe el nombre de triedro, tetraedro, pentaedro, etcétera,

A: Vértice del poliedro
AD. AC, AB y AE: Aristas
B AED,ADC,ACB, ABE: Caras

Clasificacién
Angulo poliedro regular. Si todos los diedros y todas las caras son iguales entre si,

L BAC=/ CAD=/.DAE=/ EAF= /. FAB
A

LN

Angulo poliedro céncavo. Si al cortar sus caras con un plano determina un poligono céncavo,
En el cuadrilitero BEDC: /£ B, £ E, Z Dy /£ C son menores que 180°

&4
D

Angulo poliedro convexo, Si al cortar sus caras mediante un plano determina un poligono convexo,
En el poligono BCDEF: £ E es mayor que 180°
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Poliedro

Es un cuerpo geométrico al que limitan poligonos,

Elementos
Cara. Cada uno de los poligonos que lo limitan,
cuadrado ABCD es una cara del poliedro,
Arista, Las intersecciones de las caras del poliedro,
El segmento AF es una arista,
Vértice. Los puntos donde concurren las aristas de un poliedro,
H punto D es un vértice,
Angulo diedro. Se forman con las caras que tienen un arista en comin,
Lo forman las caras ADHEy CDHG,
Angulo poliedro. Se forman por tres o ms caras que tienen un vértice en comn,
Lo forman las caras ADHE, CDHG y ABCD,
Diagonal. Recta que une dos vértices que no pertenecen a una misma cara,
La recta BH es una diagonal del poliedro,

Superficie. Es el conjunto de todas las caras y se le denomina drea del poliedro, ésta se obtiene mediante 1a suma de
las dreas de las caras.

Volumen. Es la regién de espacio que limita el drea del poliedro,

Clasificacion

Poliedros concavos. Si una recta cualquiera cruza en dos puntos a sus caras,

G y F son los puntos de cruce.
A
>B
D c
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Poliedros convexos. Si existe una recta que cruce en mas de dos puntos a sus caras,

K, L,M y N son los puntos de cruce,

Poliedros regulares

Son aquellos limitados por poligonos regulares iguales, sus dngulos poliedros son iguales y sus dngulos diedros
iguales,

Clasificacién

Tetraedro. Sus caras son cuatro triingulos equiliteros, Dodecaedro. Sus caras son doce pentigonos regulares,

2N

L=

Hexaedro o cubo. Sus caras son seis cuadrados, Icosaedro, Sus caras son veinte triingulos equildteros,

Octaedro. Sus caras son ocho tridngulos equildteros,

A7
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Desarrollo
Es la representacion en un plano de los poliedros, en la cual se tienen sus caras unidas por las aristas,
Tetraedro Hexaedro o cubo

I AVAVAVAVAN
VVV VYV

Area y volumen de un poliedro regular
Tetraedro. Es el poliedro que forman cuatro caras triangulares iguales,

© Area total: cuatro veces el drea de una de sus caras,
© Volumen: un tercio del drea de una de las caras por la altura del cuerpo,

Area total en funcién de L

Ar=~31D
Volumen total en funcidén de L
Vi= ﬁﬁn: EL’
12 12

Donde,

L =Longitud de la cara
fr = Altura del cuerpo
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Hexaedro o cubo. Es el poliedro que forman seis caras cuadradas iguales,

© Area total: scis veces el drea de una de sus caras,
< Volumen: cubo de su arista (se le denomina arista a la longitud de uno de los lados de una de las caras),

Area total
At =617
L Volumen total
Vi=I13

o i

,1’ Donde,
. L L= Longitud de la cara

Octaedro, Es el poliedro que forman ocho caras triangulares iguales,

@ Area fotal: ocho veces el drea de una de sus caras.
< Volumen: un tercio del cuadrado de la arista por la altura total del cuerpo.

Area total en funcidn de L
Ar=231

Volumen total en funcién de L

L V2,
Vi= SL.':— 3 I
L= Longitud de la cara

h = Altura total del cuerpo

Donde,

Dodecaedro. Es el poliedro que forman 12 caras pentagonales iguales,

© Area total: doce veces el drea de una de las caras.
Avrea total en funcidn de L

Ar= 325 +105 -1

Volumen total en funcién de L

o (15+:u§!L,

L = Longitud de la cara

Donde,

S

Icosaedro. Es el poliedro que forman 20 caras triangulares iguales.

© Area total: veinte veces el drea de una de las caras,
Area total en funcién de L

Ar= 53-12
Volumen total en funcién de L

_ {15455},
12

Vi
Donde,

L = Longitud de la cara
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&

EJEMPLOS
1 e

Determina el drea total y el volumen de un tetraedro con arista de 3 cm.

Solucién
En este caso L=3 cm y al sustituir en las férmulas de édrea total y volumen se obtiene:

Area total = /312 = Jﬁ(g ,;-mf =93 cm?
J_ \'f_ LHE VIE 2o g EY
cm] = { ] n CHE

Vol mn_—L ——(27em’) =
u 1 2 cm

2 ®e-Siel volumen de un hexaedro es de 128 cm?, determina la arista y su drea total,

Solucién
El volumen de un hexaedro se define como: V= L al sustituir V'y despejar L, se obtiene:

(128 cm®) =13 - L=~128cm® = 4V2 em
Entonces, la arista del hexaedro es 442 emy el drea total es:

A=6L12=6( 42 cm)* =6(32 em?) = 192 em?
Por tanto, el drea total es 192 em?,

+Hl 4rea total de un octaedro es 54 v3 ¢m? Determina su volumen.

Solucién
drea total de un octaedro se define como; A = 243 L2, al sustituir en A y despejar L se tiene:

543 em?= 243 12 - L= 54‘@""‘ = J27em® =33cm
hmga,clvulmnanscdcﬁncmmn:‘l&? I3, sustituyendo L= 33 cam , se obtiene:
= 2(3Bm) = L@ 7T n’) = (1B en’) = 276 e’

Por tanto, el volumen del octaedro es: 276 cm® .

. . . 1
- Determina la altura de un tetraedro de arista +/2 cm si su volumen es 5 cm?,

Solucién

. . 3 . .
El volumen de un tetraedro en términos de la arista y la altura es: V= %L’h, sustituyendo V y L, se despeja h,
entonces;

1
v 12( ] _dem® _4J5 26

h= B " I(zm]_JEWE_TM gy o

Por consiguiente, la altura del tetraedro es: % cm,
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EJERCICIO 33

. Determina el 4rea total y el volumen de los siguientes poliedros regulares:

1. Tetraedro de arista 2 om 6. Octaedro de arista +/3 cm

. 2. Tetraedro de arista /3 em 7. Dodecaedro de arista 2+/5 cm

* 3, Hexaedro de arista 243 cm 8. Dodecaedro de arista 2 cm
4, Cubodcarista%dn 9, lcosaedro de arista \'3 em
5. Octaedro de arista 6 cm 10, Icosaedro de arista 52 dm

Resuelve los siguientes problemas:

11. Determina el 4rea total de un tetracdro, si su altura es +/6 cmy su volumen es %JE cm®
12. Determina el volumen de un tetraedro si su drea total es 27v3 cm?

13. Encuentra la altura de un tetraedro si su volumen es % o’

14. Encuentra el volumen de un cubo si su drea total es 12 em?

15. Siel volumen de un cubo es 2 m>, determina su arista y drea total,

16, Determina la altura y el 4rea total de un octaedro de volumen 72 2 cm?

17. La altura de un octaedro es de 2 cm y su drea total es 4+/3 cm?, encuentra su volumen,
18. Sila altura de un octaedro es de 6 cm determina su volumen,

19. Si el 4rea total de un icosaedro es 103 cm?, encuenira su volumen,

20, Determina el volumen de un icosaedro de lado Len términos del drea total.

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@e « + « o o ¢ 0 ¢ 5 0 0 0 v o0

Prisma

Es un poliedro en que dos de sus caras son poligonos iguales situados en planos paralelos; las caras restantes son

paralelogramos,

Clasificacién

Rectos, Si las caras laterales son perpendiculares Oblicuos. Si las caras laterales no son perpendiculares
alas bases. . a las bases,

_—

De acuerdo con sus bases, los prismas se clasifican también de acuerdo con el poligono que tienen como base,

Prisma triangular. Sus bases son tridngulos, Prisma rectangular. Sus bases son rectdngulos.

.4‘
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Prisma cuadrangular. Sus bases son cuadrados, Prisma pentagonal. Sus bases son pentdgonos,

</ 7

Paralelepipedo
Son prismas cuya base es un paralelogrmamo y sus caras opuestas son paralelas, también se les conoce como ortoedros,

1, Las cuatro diagonales de un paralelepipedo son iguales,
AF =BE=CH = DG
2. Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en su punto medio,
0 es el punto medio de AF, BE,CH y DG
3. El punto de interseccitn de las diagonales de un paralelepipedo es el centro del mismo,

O es el centro del paralelepipedo
4. La longitud de una diagonal es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las aristas que concu-

men en un vértice, —
AF = VEF +FG +CF

EAEMPLOS

2 1 ®¢ Determina 1a longitud de la diagonal de un paralelepipedo si su ancho :

5_ mide 3 cm, el largo 4 cm y el alto 2 cm, i

: 1 Zem
iy i

| I
= 3em
Solucién dcm

Sea d la dingonal del paralelepipedo, entonces:
24+¥+4 = V449416 =Y om

[
1 -,
2cmi 5 E
| i
i .
T Wi S
.- Sy
4 em
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Area y volumen

© Area lateral de un prisma; producto del perimetro de la base y la altura,

© Area total: suma del drea lateral y el drea de las dos bases.

© Volumen de un prisma: producto del drea de la base y la altura del prisma,

~p_—2>1 Aralateral L Area lateral
= A,=2a+ b)h v A, =Ph
E Area total n  Arcatotal
B A_=2a + b)h + 2ab A =Ph+2,
E Volumen total Volumen total
,."'L__-- Vy=abh Vi=A4,h
Prisma cnadrangular (cubo) Prisma cuya base es un poligono de n lados
L Arealaeral - L~ L Area lateral
L~ A= 42 L iy L A, =Ph
1 : i Area total h | Area total
: A= 612 E Ap=Ph+ 24,
__,"L_ T~ Volumen fotal ,a-""L"‘w-,, Volumen total
Vo= I Vo=Agh
E_.!EMPLOS
.g_ 1 ®¢ Determina el 4rea lateral, drea total y volumen de un prisma triangular de 2 cm de lado con altura de 4 em.
S_ Solucién
Ll

Hl drea lateral de un prisma triangular se define; A, = Ph, se determina el perimetro de la base,
P=3(2 cm)= 6 cm,entonces A, = (32 cm)}4 cm)= 24 cm?

H érea total de un prisma triangular se define: A= Pk + 24, por lo que se obtiene el drea de la base triangular me-
diante la férmula de Herén de Alejandria:

A= [s(s-a)(s -b)(s —c) = \3(3-2)(3-2)(3-2) = V3 om?

Luego el érea total es:
A=Ph+A =24 cm*+ J3em? = (24+ Jﬁ] cm?

H volumen del prisma triangular se define V= A h, entonces;
Vi=Agh= (J_cm ](4cm] =43 em?
2 e- DetermeeIwlumcndempnsmacuyahasacsunmﬁngulamctﬁngulmséswlesdeéma — -:-m2 si el drea lateral del

prisma s (80+ 4042 ]cm.
Solucién
H drea de la base es un triingulo rectingulo isdsceles, entonces:
A= %fm - % L %(x]{x] - ¥#=Bm® = x=5cm
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luego, la hipotenusa (d) del tridngulo es:
F=xt+x* e =22 —— d=2x d
al sustituir x = 5 cm se obtiene; x
d=5v2 cm
—~
El drea lateral de un prisma se define como: A, = Ph, si P= 10 + 52 entonces: x

A, 80+4042 _ 8(10+5.2)

k: —L — —
P 10+52 10452

=8ecm

por tanto, el volumen del prisma es:
VT=A3h=[2—;an=](sm)= 100 cm®
3 ®e-Determinael drea total y el volumen de un prisma hexagonal de lado 1 em y altura 2 cm,

Solucién
Se obtiene el drea de 1a base que es el hexdgono

A:%Pa,dundca=m =H=\E=% 1

Luego,
A= %(6 cm](?cm] = ? cm?
Area total
A,=Ph+2A,=(6)1 emX2 cm) + ? cm?= (12+¥]cm2
Volumen
VTZAth (%mz](Q cm] = 3J§ con?
EJERCICIO 34

Determina el drea lateral, total y volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

1. Prisma rectangular de dimensiones 2, 3 y 5 cm.

Prisma cuya base es un tridngulo equildtero de 4 cm de lado y 6 an de altura,

Prisma cuadrangular si el lado de la base es 1 cm y su altura 4 cm.

Prisma de base un hexdigono regular de lado 2.5 emy altura 6.5 cm.

Paralclepipedo de dimensiones V2,4 y 242 cm.

Cubo de lado 2 am.

Prisma cuadrangular si el 4rea de la base es 12 am?y la altura es 8 cm.

Prisma cuya base es un octigono regular de lado lt}cmyaputana(5+5u5)cmsi5u altura es de 5 cm.
Prisma hexagonal regular si el perimetro de la base es de 60 cm y la altura es el doble que el lado de la base.

o B N By ol R
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Resuelve los siguientes problemas:
10. Determina el drea lateral de un prisma cuadrangular de volumen de 16 cm?, si la altura mide 4 cm.
© 11, Determina el volumen de un cubo cuya diagonal es 3v3

12. Encuentra el drea lateral de un paralelepipedo si las dimensiones de la base son 8 y 4 om y una de sus diagonales
mide 2 V21 am.

e ew

13, Determina el volumen de un prisma cuya base es un tridngulo isdsceles de lados 2, 2 y 3 ¢m si la altura del prisma
es el doble que la altura de la base.

14. Encuentra el drea total de un prisma cuya base es un tridngulo equildtero, si la altura excede en 1 cm al lado de la
base y el 4rea lateral es de 90 an’,

15, Encuentra el volumen de un prisma cuya base es un hexdgono regular de lado 3 cm y érea lateral de 18 V3,

16, Determina el drea lateral de un prisma cuyo volumen es de 8 cm?, si su base es un tridngulo rectdngulo isésceles con
drea de 2 cm?,

17. Eldrea lateral de un paralelepipedo si el largo de la base es el doble que el ancho, su altura es de 2 cmy su diagonal
mide 7 cm.

18, Expresa el volumen de un cubo de arista x en términos de su drea total y drea lateral,

19. De acuerdo con la férmula anterior encuentra el volumen de un cubo si su 4rea total es de 27 cm’.
2 ; z z 3
20, Expresa el drea lateral de un paralelepipedo en términos de su volumen si sus dimensiones son L, 2Ly 5 L.

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente « « « « « « + &

Pirdmides

Es el espacio entre un dngulo poliedro y un plano que corta a las aristas del mismo, que recibe el nombre de base, la
superficie que lo limita se denomina superficie piramidal y son caras triangulares (caras laterales) terminadas en un
wrtice en comiin,
¥ V: Vértice
0: Centro de la base
AV: Generatriz
OV: Altura
PV: Apotema
ABCDE: Base de la pirdmide
AVB, BVC, CVD, DVE y EVA; Caras laterales

Pirdmide recta. Es aquella cuyas caras son tridngulos isdsceles.

En la figura:
AV=BV=CV=DV
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Pirdmide regular. Fs una pirdmide recta cuya base es un poligono regular,
En la figura;

AB=BC=CD=DE=EF=FA
De acuerdo con el nidmero de lados de la base, las pirdmides se clasifican en:

1. Pirimide triangular, su base es un tridngulo,
2, Pirdmide cuadrangular, su base es un cuadrado,
3. Pirdmide pentagonal, su base es un pentigono,

Area y volumen

© Area lateral: producto del perimetro de la base por la apotema de la pirdmide (apotema de una pirdmide es la
altura de los tridingulos que forman sus caras),

© Area total: suma del drea lateral y el drea de la base.

© Volumen de la pirdmide: tercera parte del drea de la base por la altura,

Piramide regular

EJIEMPLOS
_i 1 @+ Calcula el 4rea total y el volumen de una pirdmide cuadrangular con arista de la base de 3 cm, apotema de 6 cm y
E | du 2.
i

Solucién

El drea total se define como A, = A, + A, entonces se determina el drea lateral asi como el drea de la base;

Area lateral de la pirdmide;

I Lo i) B Ty
2 2 2
Area de la base de la pirdmide

AB=L2=(3 emy =9 cm®
Por tanto, el drea total es:
A=A, +A,=36 e+ 9 em?= 45 em?

1 3
El volumen se define como: V= - A, sustituyendo A, =9 cni” y h= Eﬁm,seohﬁem:

1 9
Ve= 3 Agh= %{9 mi][%ﬁ cm] = Eﬂﬁg em’
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2 @« Determina el drea lateral, drea total y volumen de una pirdmide hexagonal regular, si el lado de la base esde 4 cm y
la apotema de la pirdimide mide 5 cm.

Solucién
Bl rea latral se define como: 4, = -, siendo P = 6(4 cm) = 24 cm

A= Pa _ (24cm)(Sem) _ M:ﬁomi
2 2 2

Bl rea total e define comos A;= - + A,y para determinaria sc debe halar el drea de la base, entonces:

4em

Ay =% , donde x; apotema del hexdgono,

x= (@) =(2) = V16-4 = 12 =23 ¢em

. 6(4 cm]gzzﬁ i SO

Por tanto, A, = 60 am® + 2443 cm? = (60-+24+/3 ) cm?
El volumen se define como: VT=%ABh,delacmlmsemmcelaalmpemla;ﬂrﬁmidaes regular, esto indica que

la altura coincide con el centro del poligono, generando un tridngulo rectingulo con las aristas, tanto de la base como
e la pirdmide, entonces: A
h=a & = (5} -(2V3) = VB5-12 = VI3 om

por tanto, el volumen es;
%Anh= % (2443 em*)(V13 cm) = 839 om®

V=

Tronco de pirémide
Es el poliedro que se obtiene al cortar una pirdmide mediante una seccién paralela a la base

Caracteristicas principales
© 8i la pirdmide inicial es regular, el tronco de pirdimide también serd regular y se formardn trapecios iguales,
ABB'A’=BCC'B’=...= EAA’E’
© Las aristas laterales, alturas, apotemas y otras rectas trazadas desde el vértice quedan divididas en segmentos

proporcionales,
AV

i
<
&y
<
[
&1
<
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© Las éreas de la base y la seccidn paralela son proporcionales a los cuadrados de sus distancias al vértice.
Area ABCDE {le

}{)‘Ba.A'E'C‘D‘E' — (W]z

EJEMPLOS

_g 1 @+ Una pirdmide cuadrangular con base de 4 cm por lado y altura 8 cm, se corta mediante una seccién paralela de lado
E. de 1 em, determina el volumen del tronco de pirdmide que se genera.

iu Solucién

Se establece la proporcionalidad entre las dreas de los poligonas y su distancia al vértice,
sea A’ y A el drea del cuadrado de lado 1 om y 4 cm respectivamente, entonces:

A_@w)y e’ a"
A (n) 16cm®  64cm’®
al despejar /7', se obtiene:
1em? (64 cm®
hs: { cm ]( zcm ] e 4Cm2 =2ﬂ‘m
16 em

por tanto, el volumen del tronco es la diferencia de volimenes entre la pirimide ma-
yor (V) y 1a menor (V*):

Cuerpos con superficies no planas
Este tipo de cuerpos se clasifican en;
Superficie cilindrica. La genera una linea recta que se mueve siempre paralela a
si misma sobre una directriz,
AR: Directriz
I ; Generatriz
Superficie conica. La genera una linea recta que se mueve sobre una directriz y
pasa por un punto fijo llamado vértice,
A; Vértice
BC: Directriz
{; Generatriz
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Figuras de revolucién. Las genera un plano al girar sobre una recta que pertenece al mismo
plano,

00": Eje de la superficie

ABCD:;, Figura plana

Cilindro circular
Superficie cilindrica cerrada que limitan dos circulos iguales y paralelos llamados bases.

Cilindro circular recto. Aquel cuyas generatrices son  Cilindro circular oblicuo. Aquel cuyas generatrices
perpendiculares a las bases, no son perpendiculares a las bases,

- Jat

h h

Area y volumen de un cilindro circular recto

Area lateral: producto del perimetro de la base y la altura del cilindro,
Area total: la suma del 4rea lateral y las dreas de la base y tapa.
Volumen: producto del drea de la base y la altura.

Area lateral

- A,=2xrh
n  Area total

Ar=2rr(h+r)
Volumen total

e Vp= T h
Cono circular

Es la regidn del espacio que limita una superficie cdnica cerrada y cuya base es un circulo,

Cono circular recto, Si el segmento que une al vértice ~ Cono circular oblicuo, Si el segmento que une al vértice
yal centro de la base es perpendicular a la base, yal centro de la base no es perpendicular a Ia base,

Area y volumen de un cono circular recto

© Area lateral: producto de 7, radio y la generatriz.,
© Area total: la suma del drea lateral y el drea de la base.
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© Volumen: producto del drea de la base y la tercera parte de la altura. La altura del cono es la recta que baja de
su vértice al centro de la base,

Area lateral
A=rrg
Area total
A=mrig+r)
Volumen total

1
Vo= 3 xrh

w

.& . @+ Calcula el 4rea lateral, drea total y el volumen de un cilindro con radio de 1a base de 3 cm y con altura de 6 em,
g Solucién

u Hl éirea lateral de un cilindro se define como: A, =27 r h, se sustituye r=3 cm y h =6 cmy se obtiene:
A, =21 (3 cm)6 cm)= 367 cm?
drea total de un cilindro estd dada por la férmula; A, =27r h + 212

A=271(3 cm) (6 cm)+ 27 (3 em) 2= 36w em® + 18w em? = 541 em?

EJEMPLOS .
1

El volumen se define como; V.= x+* h, entonces:

V= (3 em)? (6 cm)= 7£(9 cm?) (6 cm) = 54w em?

2 ®e-Determina el drea lateral, drea total y el volumen de un cono recto cuyo radio mide 1 cm y la altura 2 cm.

Solucién
Se calcula la medida de la generatriz, la cual forma un tridngulo rectdngulo con la altura y el radio de la base, en-
tonces:

g=r+r — g2=(2cm? + (1 em)?

g2=4cm’+ 1em®

g=+/5cm’

g=+5cm

Se sustituyen en las formulas r= 1 em, h=2emy g= J5 cm.

Area lateral
A =mrg=mn(l cm){JE m] =5 mem?
Area total
Ap=mr(g+n=mnlem)(|5cm+1em) =7 (5+1) om?
Volumen

1 2
Vr= arlh= E m(l cm)2{2 cm) = 3 T em?
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EJERCICIO 35

i
2

P By M o A

Determina el drea lateral, total y el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

Pirdmide regular cuya base cuadrangular de lado tiene 3 ¢m si su altura mide 4 cm.

Pirdmide regular cuya base es un tringulo equildtero de lado 1 ¢m si su altura mide ?mylaarismdelascams
laterales mide 1 cm.

Pirdmide regular cuya base es un hexdgono regular de lado 2 cm si su altura es 5 cm.

Pirdmide regular cuya base es un octigono regular de lado 4 om, apotema 4.8 cm y altura de 6.4 cm,
Cilindro circular recto de radio 3 em y altura 5 cm,

Cilindro circular recto de didmetro 8 em y altura 4 cm,

Cono circular recto de radio 7 cm, altura 9 em y generatriz /150 em,

Cono circular recto de radio 2 cm y altura 8 em.

Cono circular recto de didmetro 5 em y altura V'3 cm.

Cono circular recto de radio 1 em y generatriz 3 cm,

Resuelve los siguientes problemas:

11,

12,

13,

14,

15,

16.

17.

18,

19,

20,

Encuentra el volumen de una pirimide cuya base es un trapecio isdsceles de base menor 2 cm, base mayor 4 cm y
lados iguales +/10 cm si la altura de la pirdmide es de 4 cm.

Determina el volumen de una pirdmide cuya base es un tridngulo rectdngulo isésceles de hipotenusa 2+/2 cm y altura
de la pirdmide 6 cm.

Encuentra el volumen de una pirdmide cuadrangular de lado 6 cm, si sus caras laterales son tridngulos isdsceles cuyos
lados ignales miden 8 cm.

Una pirdmide cuadrangular de base 8 em por lado y altura 10 ¢m, se corta mediante una seccidn paralela de lado 4
cm, determina el volumen del tronco de pirimide que se genera,

El drea lateral de una pirdmide es 60 cm?, sisu base es un hexdgono regular y la apotema de la pirdmide mide 5 em,
determina el drea de la base.

Encuentra el volumen de un cilindro circular recto si su drea total es 322 cm? y su altura mide 6 cm.

El volumen de un cilindro circular recto es 1757 cm?, si el radio es dos unidades menos que su altura, determina su
drea lateral,

El drea total de un cono circular recto es 247 cm?, si la generatriz excede en dos unidades al radio de su base, deter-
mina su volumen,

Fl drea lateral de un cono circular recto csﬂzxanz,silamedidadelradioeslamiladdalagancratriz,ancucntlacl
drea total.

Expresa el drea total de un cono circular recto en términos de su volumen si su altura es el doble de su radio,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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Esfera
Es un s6lido geométrico al que limita una superficie esférica, cuyos puntos equidistan de un punto fijo que se conoce

como centro de la esfera,
0: Centro de la esfera '
r: Radio de la esfera 'A
AB: Difmewo delaesfera AN g I8
C,: Gircunferencia mayor v
Figuras esféricas y zonas estéricas
Resultan de cortar la esfera y la superficie esférica.

Casquete esférico. Se obtiene al dividir la superficie esférica en dos partes, : a
mediante un plano; si éste pasa por el centro de la esfera los casquetes son />
iguales.

Segmento esférico. Es el espacio que limitan el casquete esférico y el
circulo base,

Zona esférica, Es aquella superficie esférica limitada por dos planos,

Rebanada esférica, Es el espacio que limitan dos planos paralelos y Ia
zoma esférica correspondiente,

Huso esférico. Es la porcion de superficie esférica que se obtiene con dos
planos que concurren en un didmetro,

concurren en un didmetro y el huso esférico correspondiente.

Caiia esférica. Es la porcion de espacio que limitan dos planos que ATJ f 7:55

Sector esférico, Es la porcién de espacio limitado por un casquete esférico ‘m
¥ la superficie cOnica con vértice en el centro de la esfera cuya directriz es ; :
Ia base del casquete. v
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Area de figuras esféricas y volumen de cuerpos esféricos

Area: es igual al drea de cuatro circulos méximos de esa esfera.
A=dxr?
Volumen: es igual a cuatro tercios de « por el radio al cubo.

4
V- =xr
331.'

Volumen de un sector esférico

2
V==nrrh
3

Donde
r: Radio de la esfera
h: Altura del casquete esférico

Area de un casquete esférico y zona esférica
A=2rrh
Volumen de un segmento esférico

2 1
V=3 nrth- : AR r—h)

Volumen de una rebanada esférica: diferencia de volimenes de los
segmentos esféricos con radio r, y r, respectivamente.
V-V,-V

Donde

r: Radio de la esfera
ryy ry: Radios de las circunferencias que limitan la rebanada

h: Altura del casquete esférico o zona esférica

R: Radio de la base del casquete esférico

Area del huso esférico
Fi xr'n
90°
Volumen de la cuiia esférica
Ve xrn
Donde e
r: Radio de la esfera

n: Angulo que forman los planos de un huso
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EJEMPLOS .

..8. 1 @ Calcula el drea y el volumen de una esfera de 6 cm de didmetro,

E Solucién

i Elﬁmadeumesfemcsﬁdadapnrlafdrmula:ﬂzmﬁsir:%mtonces:

2
A=4x (GQﬂJ = 47(9 cm?) = 367 cm?
El volumen de una esfera esté dado por la formula; V = g % 7%, s sustituye r = 3, obicnicndo:

4 4
V=2 x(3emy = 5 7 (27 em®) = 36mem®
Por tanto, A = 36 cm? y V= 36ment’,

2 ®+:Determina el drea del huso esférico y el volumen de la cufia esférica que forman dos planos con un dngulo diedro de
45°, si el radio de la esfera es de 9 m.

Solucién ,
H drea del huso esférico estd dada por la férmula; A = ’;—;F, sustituyendo r= 9 m y n = 45° se obtiene;

A 7(Om) a5 _a(81m’) 81z
90° 2 2
Trn

El volumen de una cufia se obtiene mediante la férmula; V= 270°" entonces:

3 & 3
yoZrn_w(9m) -45° _m-729m _243; ,

270° 270° 6 2

Por tanto, el 4rea el huso esférico y el volumen de la cufia son: EIT” m2y % m respectivamente.

3 ®e:Determina el drea del casquete esférico cuya base dista 2 om del centro, si el radio de la
base es 21 em,

Solucién

El drea de un casquete esférico se obtiene mediante la siguiente formula:
A=2mrh
& los cuales se desconoce ry h,de la figura se tiene que:

r=J(2m]2+(mcm]z =\frél-mf+21.:1'i'12 =V’25.:':|i's.2 =5cm
Inego, la altura del casquete es:
h=r-2cem=5cm—-2cm=3cm
al sustituir r=5 emy h=3 emen A = 2 rh, se obtiene:
A=271(5 em)3 cm) = 30m cm?

Por consiguiente, el drea del casquete esférico es 30 cm?,
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4 oo

- Una esfera de 10 cm de radio se corta mediante dos planos paralelos a una distancia de un mismo lado del centro de

2 cmy 6 cm respectivamente, determina el volumen del segmento esférico,
Solucién

Para determinar el segmento esférico, primero se encuentran los volimenes de los casquetes esféricos, como lo muestra
I figura;

V= Volumen del segmento esférico V| = Volumen del primer casquete V, = Volumen del segundo casquete

V=Vv,-V, En la figura, R, = v100-36 En la figura, R, = V1004
R,=8em R,=+/96
2 1 2 2 1 2 800 384 416
Vi==nrh-——aRr-h==r(10) (4)-=n(8) (10-4) = —r-—n1=—
2 1 2 2 1 2 1600 192 1408
Vo= —nmrth— - -h==r(10)(8)—= 10-8)=—r-—"-10=—-
2= 3 7 axﬂa{r k) 37:( ) (8) 3#{\1"96]{ ) 5 B e

1408 416 2
Por tanto, V=V, -V, = Tx cm3—T:'r et = %x com?

EJERCICIO 36

10.

3,

Resuelve los siguientes problemas:
L
2,

Determina el drea y volumen de una esfera con radio de 4 cm.
Encuentra el volumen de una esfera cuyo didmetro mide 6+/5 cm,

El radio de una esfera es de 3 em, determina el volumen de un sector esférico cuyo casquete esférico tiene una altura
de 1cm,

Determina el volumen de un sector esférico si la base de su casquete esférico se encuentra a 4 cm del centro de la
esfera cuyo radio esde 9 cm.

Elradio de una esfera mide 10 cm, jcudl es el drea del casquete esférico cuya base se encuentraa 7 cmdel centro de
1a esfera?

Cudl es el drea de un casquete esférico cuya base dista del centro de una esfera 2 emy su radio mide 2+/15 em?
¢ Cudl es el volumen de un segmento esférico cuya base tiene una altura de 2 emy el didmetro de la esfera mide 6 cm?
Encuentra el volumen de un segmento esférico si su base tiene un radio de 4 em y el radio de la esfera mide 5 cm.

Una esfera con un radio de 12 om se corta mediante dos planos paralelos a una distancia de un mismo lado del centro
de 4 cmy 7 em respectivamente, determina el drea de la zona esférica y el volumen de la rebanada esférica.

Una esfera con un radio de 1 on se corta mediante dos planos paralelos, uno a cada lado del centro a una distancia

de%cmy —ljcmrespacﬁvamemQ determina el drea de la zona esférica y el volumen de la rebanada esférica,
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= 11, Encuentra el drea del huso esférico si el dngulo que forman sus planos es de 60” y el radio de la esfera mide 10 cm.,
16

12, El drea de un huso esférico es E:r,sielradia de la esfera mide 2 cm, (qué dngulo forma el huso esférico?
13, Calcula el volumen de una cufia esférica si el angulo que forman sus planos es de 30°si el drea de la esfera es 36 wem?,

14, Dos planos que concurren en un didmetro forman una cufia esférica de volumen %rrcmﬁlmhlm esférico de drea
3xcm?, encuentra el radio, 4rea y volumen de la esfera,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
TRIGONOMETRIA
b ama de las matemdticas que estudia las rela-
U — N ciones entre los dngulos y lados en cudlquier
- - iangulo.

S — — Desde hace mds de 3000 afios los babilonios
e \ y los egipcios fueron los primeros en utilizar los
Hiparco de Nicea dangulos vy las razones trigonométricas para efec-
(190-120 4. €)) war medidas en la agricultura, asi como para la

construccion de piramides.
Hiparco de Nicea

Astrénomo, matemdtico y gedgrafo griego nacide en Nicea. Uno de los
principales desarrolladores de la trigonometria [plana y esférical, construyé
tablas que relacionaban los angules centrales con las cuerdas delimitadas
por su angulo central correspondiente. Gracias a esfa tabla, equivalente a
una tabla de senos actual, logré relacionar los lades y angulos en cualquier
friangulo plano.

los triangulos esféricos se forman en la superficie de una esfera y son ob-
ieto de estudio de la trigonometria esférica, ka cual se aplica en la nautica
y navegacion.
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Funciones trigonométricas

Alas razones que existen entre las longitudes de los lados de un tridngulo rectingulo se les llama funciones o razones
trigonométricas,

Definiciones

Seno de un dngulo, Es Ia razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa,

Coseno de un dngulo. Es la razin entre el cateto adyacente y la hipotenusa.
Tangente de un dngulo. Es 1a razdn entre el cateto opuesto y el cateto adyacente,
Cotangente de un fngulo, Es la razén entre el cateto adyacente y el opuesto,
Secante de un dngulo. Es la razén entre la hipotenusa y el cateto adyacente.
Cosecante de un fngulo. Es la razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto,
Nota: los catetos se nombran segiin el dngulo agudo que se utilice,

EJEMPLOS
'§_ 1 @+ En el siguiente tridngulo determina los catetos opuesto y adyacente para cada uno de los dngulos agudos.
a c
N (N
b
Solucién
Para el 4ngulo o Para el dngulo B;
cateto opuesio = a cateto opuesto = b
cateto adyacente =b cateto adyacente = a
hipotenusa = ¢ hipotenusa = ¢

El cateto que es opuesto para uno de los dngulos serd el adyacente para el otro, siendo la hipotenusa el lado que no
Presenta variante,

2 ®+- Obtén las funciones frigonométricas de los dngulos agudos del signiente tridngulo rectdngulo;
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Solucién
En el triingulo la hipotenusa es ¢ y los catetos son a y b, entonces las funciones para los dngulos agudos ey Bson;
Funciones de o Funciones de j§:
seno = L senf =— ——
e ¢
b —
—  wsx =L >< s _a
¢ ¢
anc =£ l‘an.ﬂ = E
[ b a ]
b
ago = — cig B =
a b
| seca == secfl = = —
b a
——  cscQ . >< c‘scﬁ il —_
a b

Las funciones trigonométricas de un dngulo agudo guardan ciertas relaciones entre si:
Funcién directa Funcién reciproca
seno (sen) €—— > cosecante  (csc)
COSENO (cos) €&——» secante (sec)

tangente (tan) €———————» coiangente (cig)

Cofunciones
Cualgquier funcién de un dngulo es igual a la cofuncién de su complemento.
En el tridgngulo rectingulo;
Por geometria;
90° +a+ B=180°
B Donde:
¢ a+fB=90%p=90"-a
a por tanto, a y S8 son complementarios,
a

b

Entonces, mediante las definiciones:
sen o =cos (90° —a)=cos B

cos a = sen (90° — a) =sen B
tan @ = cig (90° —a) = cig B
ctg a=ran (90° —a) =tan B
sec @ =csc (90° —a) =csc B

csc a =sec (90° —a) =sec B
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Ejemplos

Dadas las funciones trigonométricas, se determinan sus respectivas cofunciones:
sen32° = cos (90° — 32°) = cos 58°
tan25° = ctg (90° — 25°) = cig 65°

cos E =8en | 5~ 5 | =%en

T r_m| T
secz—csc 5 4 —cscz

Rango numérico

Dado que la hipotenusa de un tridngulo rectingulo siempre es mayor que cualquiera de los dos catetos, los valores del
seno y el coseno de un dngulo agudo no pueden ser mayores que +1, ni menores que —1, mientras que los valores de las
finciones cosecante y secante, al ser reciprocas del seno y coseno, no pueden estar entre —1 y +1; los catetos de un
triingulo rectingulo pueden guardar entre si cualquier proporcidn, por tanto, los valores de la tangente y la cotangente
varian sobre todo el conjunto de nimeros reales.

Valor

Dada una funcién trigpnométrica de un dngulo agudo se pueden determinar las demds funciones a partir de la cons-
truccidn de un tridngulo rectingulo y el empleo del teorema de Pitigoras como a continuacién se ilustra,

EJEMPLOS 3 .

_g_ 1 @+ Sifesagudo, y cos = 2 calcula los valores de las funciones trigonométricas para 6.

E Solucién

i Se construye un tridngulo rectingulo, donde 6 es uno de los dngulos agudos, la hipotenusa es 4 y el cateto adyacente
es3,

Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:

@y =GP+ 3y

16 =x2+9
16-9=x2
7=x
V7 =x
Por tanto, las funciones trigonométricas del dngulo agudo 6 son;
senﬂ=£ crg;:nflzizﬂ -:'m:l%l:izﬂ
4 N v1© 17
V7 4
o= > ==
Ian 3 Sec 3
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2 ®eSifesagudoy :anezé,calwla los valores de seno y coseno del dngulo 6,

Solucién

Se construye un tridngulo rectingulo, donde # es uno de los dngulos agudos, el cateto opuesto es 1 y el cateto adya-
cente es 2.,
Se aplica el teorema de Pitdgoras para encontrar el valor del lado restante:

(P = (17 +2)?

»=1+4
D=5 > i
x= 5
5 5 °
Pormnsiguicnte,sem?:%:?sycasB:%:-25—5 2
EJERCICIO 37
1. Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos, en los siguientes tridngulos:
a) P 3 c) B 3 A
8|
x Js
x 9
c
B
b) ) N d N
1 V2
x 10
o = M
M [
7
2. Obtén el valor de las funciones trigonométricas de los dngulos agudos en los siguientes tridngulos rectingulos:
a) 8i 0y ason los dngulos agudos y cos 0 = é d) 8i0y asonlos dngulos agudos y sec 8= 24/3
b) 8i £ Ay / Bson complementarios y tan B= % e) Sia+B=90"yerga= ?
c) 8i £ My £ Nsoncomplementarios ycse N=2  f) senA= A y £ Bescomplemento de £ A

J29

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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Signos de las funciones trigonométricas en el plano cartesiano

Si un tridngulo rectdngulo se ubica en el plano cartesiano, de manera que uno de sus catetos coincida con el eje horizontal,
Ias funciones trigonométricas tendrén un signo dependiendo del cuadrante sobre el cual se encuentre dicho tridgngulo.

i YA I

+
|
X
11
Tabla de signos
I cuadrante Il cuadrante Il cuadrante IV cuadrante
Seno + + 2 &
Caseno + = = +
Tangente + - + 2
Cotangente + - + =
Secante + - = +
Cosecante + + = =
E'.I’EMPLOS
= 1 ®¢-Sca el punto A(-3, 4), determina las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo &= £X 0 A.
E ' Soluién
™ Por el teorema de Pitdgoras:
(0A)' =(- 37+ (@)° A(-3, 4
(04) =9 + 16
OA= 25 =5

X
Por tanto, las funciones trigonométricas del 4ngulo a, son;
a= 4 fana= —— a= —E
sen = 5 ana= 3 sec = 3
cos = =) clga= =d csc o= 3
=7 897 "3
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2 ®e-Calcula las funciones trigonométricas para el dngulo B, si se sabe que fan B =4 y 180° < B<270°,

Solucién
El dngulo se define en el tercer cuadrante y la funcién tangente es positiva, por tanto, tan B = % = :—T ,estos valores
se ubican en el plano cartesiano,
Por el teorema de Pitdgoras: ¥l
(W= (47 + (-1)
BP=16+1 , 4
=17 sl° X
h -
Entonces, las funciones trigonométricas del dngulo 8 son:
4 417 V17
senB—-ﬁ = tan B=4 csc B= =5
1 V17 1
= oeme— = e— = - P 1
cos B 7 7 cag B 7 secB= =17
3 ®«: Encuentra las funciones trigonométricas del 4ngulo agudo 8 que forman el punto P(2,—5) y el eje horizontal,
Solucién .
Por el teorema de Pitdgoras: E
OP =(2) +(-5)’ oNe X
OP =4 +25
OP =29
Las funciones trigonométricas son:
senﬂ——i —-—SJQ_Q 9——2 cﬂ—@ £@, -3)
J9 29 2 2
2 229 2 V29
cosfl=—="—""-" 8=-= f=——""
J29 29 GeEETS
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EJERCICIO 38

1. Calcula las funciones trigonométricas del dngulo agudo o= < XOM que forman el punto M( 12, -5) y el eje hori-
zontal,

2. Encuentra las funciones trigonométricas del dngulo agudo a= YON que forman el punto N (—4, —7) y el eje vertical.
3. Determina las funciones trigonométricas del dngulo agudo = X0OA que forman el punto A(2, 3) y el eje horizontal,

4, Calcula las funciones trigonométricas del dngulo agudo @ = XOB que forman el punto B[£ -%] yel gje

horizontal, 2

’ ’ ; ; 3
5. Calcula las funciones trigonométricas del dngulo o, si se encuentra en el tercer cuadrante con csc & = 3

6. Determina las funciones trigonométricas del dngulo e, si se encuentra en el cuario cuadrante con cig a= — 3

N

7. Encuentra las funciones trigonométricas del dngulo 8, si se sabe que cos B =—% y90° < B < 180°
8. Obtén las funciones trigonométricas del dngulo w, sise sabeque crg w=-8y % cw<n

. 13 . . . .
9. Sicscd= 35 M 90° < & < 180°, calcula las funciones trigonoméfricas del 4ngulo &

3
10, Calcula las funciones trigonométricas del dngulo B si se sabe que cos B = -? y ﬂﬁﬁif
11. Sisen a >0, tan @ < 0 y sec @ =-2, calcula las funciones trigonométricas del dngulo

: 1 ; ; ;
12, Siseca>0,etga<Oycosa= 3 calcula las funciones trigpnométricas del dngulo a

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes + + » s 0 0 0 v 0 0 0 0 v 0 0

Funciones trigonométricas para angulos mayores que 90°
Todo dngulo mayor que 90°, se puede expresar en la forma (r-90°+a) o bien n-gta], donde n es un entero posi-
tivo y ees un dngulo cualquiera, la funcién de dicho dngulo serd equivalente a:

i) La misma funcién de a si nes un niimero par,
if) La cofuncién correspondiente de @ si n es un mimero impar.

Esto con el fin de expresar la funcién trigonométrica de dicho dngulo en una expresion equivalente, pero con un dn-
gulo agudo, conservando el signo correspondiente a la funcién dada, segiin el cuadrante donde se encuentre el lado

terminal,
EAEMPLOS
= 1 ®¢: Expresa como funcién de un dngulo agudo fan 140°,
§  Solucién

L H éngulo se sitda en el segundo cuadrante, donde la funcin tangente es negativa, entonces:

tan 140° = tan (2 - 90° — 407) = —ran 40°

Ahora bien, ran 140° se puede expresar también como fan (1 - 90° + 50°), n= 1, por tanto se utiliza cotangente, la cual
& cofuncidn de la tangente, entonces:

tan 140° = gan (1- 90° + 50°) = —c1g 50°
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2 ®e: Expresa como funcién de un dngulo agudo sen %ﬂ' ;
Solucién

H dngulo esti en el tercer cuadrante, donde Ia funcidn seno es negativa, entonces:

11 r,2 2
—r = 2-—+=m|=—sen —T
sen 9 serl[ 279 ] s€n 9

sen %a‘r se puede representar también como sen(?j-g—l's—sx], n =3 por tanto se utiliza la cofuncidn del seno, es
decir, se expresa en términos del coseno,
sen lg—lx = sen[?v-g-ls—gx] = —cos ls—ax
3 @+ Expresa como funcién de un dngulo agudo sec 350° 15” 28”,

Solucién

dngulo estd sitvado en el cuarto cuadrante donde la funcién secante es positiva, entonces:

sec 3507 157 28" = sec (4 -90°— 9° 44’ 32"") = sec9° 44" 32"
Oen términos de cosecante:
sec 350° 15 28” = sec (3 - 90° + 80° 15" 28") = csc BO° 157 287

4 ®+-Expresa como funcién de un dngulo agudo cos 1 000°,

Solucién

Cuando el dngulo es mayor que 360°, debe dividirse entre esta cantidad para obtener el niimero de giros o vueltas que
da el lado terminal y el residuo es el dngulo que debe expresarse en funcidn de un dngulo agudo.

iros 0 vueltas
0 L o

360° | 1000°

280°
S Angulo equivalente

H édngulo equivalente a 1 000 es 280°, situado en el cuarto cuadrante donde la funcién coseno es positiva, entonces:
cos 1 000° = cos 280° = cos (4 - 90° — 80%) = cos 80°
O bien, en términos de la funcién seno,
cos 1 000" = cos 280° = cos (3 - 90° + 10°) = sen 10°
5 ®+:-Expresa como funcién de un dngulo agudo sen 6 290°,
Solucién
Se obtiene el 4ngulo equivalente, que sea menor que 360°,
17
360° [6290°
170°
dngulo equivalente es 170, el cual se sitiia en el segundo cuadrante donde la funcidn seno es positiva, entonces,
sen 6 290° = 5en 170° = sen (2 - 90° — 10°) = sen 10°
O bien, en términos de coseno,
sen6 290° = sep 170° = sen (1 - 90° + 80°) = cos 80
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& ®e-Expresa como funcién de un dngulo agudo fan(-65°).
Solucién

Se traza el dngulo negativo, el cual girard en sentido horario y serd equivalente a un dngulo de 295°, que se sitia en el
cuarto cuadrante, donde la funcion tangente es negativa.

A

(1
\ -65°

295°

Y

Por consiguiente;

tan (—65%)= tan 295" = tan (4 - 90° — 65°) = —ran 65°
O bien, en términos de cotangente:

tan (-65°)= tan 295° = fan (3 - 90° + 25°) = —c1g 25°

7 ®@-Expresa como funcién de un dngulo agudo sen (—% ﬂ.']
Solucion
Se traza el 4ngulo negativo, el cual se encuentra en el tercer cuadrante donde la funcién seno es negativa,

5 A

AR

s AL)

Por tanto,

35 37 R [
- = —_ = L A HLL O PN el
sen ( x] sen —7x sen[ 3 36] sen v

Obien, en términos de coseno;

sen -Eﬂ =sen £E=sen S-E-Eﬂr =—cos'£x
36 36 2 3 36

Funciones trigonométricas de ang ulos negativos

Los dngulos negativos giran en sentido horario y las funciones trigonométricas de dngulos negativos, se expresan en
€rminos de funciones trigpnométricas de dngulos positivos,
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En el tridngulo A AOB, ubicado en el primer cuadrante: YA

A
senﬂzg ranﬂ=‘4=3 secB=A=O
AO RO BO
cos8= B0 m‘gﬂ=B—o c.sch=A_o-
AO AB AB 0
B !
En el trifngulo A AOB, ubicado en el cuarto cuadrante: 019 X
AB AB A0
sen (—0) = - — tan (-0) = - — sec (—0) = —
-0 A0 ¢ BO - BO
BO BO AO
ms(ﬂ)—ﬁ cig (-0) = B esc (; B)—*ﬁ i
Por consiguiente: sen (—8) = —sen 0 tan (—0)=—tan @ sec(—8)=sect
cos (—0)=cos @ ctg (-0)=—cig 0 csc(—80)=—csc @
MPLOS
1

_g. . @+ Expresa sen (—30°) en términos de un dngulo positivo,

:

.
[¥

Solucién
Al aplicar sen (—f)= —sen 6, se obtiene:
sen (—=30°) = —gen 30°
2 ®e-Expresa fan (—120°) en términos de un éngulo positivo y agudo.

Solucién

Se aplica fan (- 6) = —ran 0 y se obtiene:

tan (—1207%) = —tan 1207

y al reducir a un dngulo agudo,

fan (-120°) = —ran 120° =—n (2 - 90° - 60°) = —(—tan 60°) = tan 60°

Valores numéricos de las funciones trigonométricas circulares

Los valores de las funciones trigonométricas guardan una estrecha relacion con el circulo unitario y se pueden
calcular por medio de la medicién de algunos segmentos de éste, el uso de tablas matemiticas o con el empleo de

una calculadora,
Ya
v
& T
K
B o >
o0 MR X
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Si se consideran las distancias OR = ON = OV =1, entonces para calcular el valor de las funciones trigonométricas del
dngulo a, se emplean las definiciones de las mismas y representan la longitud de los segmentos:

cateio opuesio  MN _ MN

sen @ = — =——=MN
hipotenusa ON 1
msa:mre{aad}ucemezo _0 — OM
hipotenusa () 1
cateto opuestc SR SR —
tana= SO PUETH _ SR _ SR _ 3
catefo adyacente O, 1
cateto adyacente VI VI _ —
aleto opuesto o0 1
hipotenusa 05 05 —
seca:—zgzﬁzos

cateto adyacente O, 1

ipotenusa or —
B N O OF ¥
cateto opuesto OV 1

EJI’EMPLOS
2 1. @+ Calcula el valor de las funciones trigonométricas del 4ngulo 32° 10°,
E Solucién
i Si se emplea el circulo unitario para calcular las funciones, donde e = 32° 10", entonces:
r 3
¥
v T
S
32° 10
a M R Px
Se consideran los segmentos OR = ON = OV =1, entonces:
sen32°10° = MN =0,5324 esc32°10° = OT =1,8783
c0s32° 10’ = OM =0,8465 sec32°10° = 0S = 1,1813
tan32° 10’ = SR =0.6289 c1g32° 10’ = VT = 15900
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Si se emplean las tablas matemiticas (incluidas al final del texto) para calcular el valor de las funciones trigonométri-
cas de 32° 107, entonces, se procede de la siguiente forma;

Grados Radianes Sen Tan Cta Cos
0" 00 0000 | 0000 | 0000 10000 | 15708 | 90° 00"
2° 00" 5585 | 5209 | 6249 1.6003 8480 10123 | 58° 00°
W0 5614 (75324 | 6289 1.5900 8465 1.0084 50
20 5643 | 3348 | 6330 15798 8450 1.0065 40
30 5672 | 5373 | BT 15697 8434 1.0036 ag
40 5701 5398 | 6412 15597 8418 1.0007 20
50° 5730 | 5422 | 8453 15497 8403 9977 10
700" 5760 | 5446 | 8404 15399 9387 9948 | 57° 00"
45° 00 7854 | 7071 | 10000 | 10000 | 7071 7854 | 45°00

Cos Ctg Tan Sen Radianes | Grados

H renglén superior corresponde a la columna izquierda cuyos valores van desde 0° 00” a 45° 00° y el renglén inferior
va desde 45° 00" a 90° 00",

El valor de sen 32° 10° se busca en la columna izquierda de arriba hacia abajo y ademis se observa que es el mismo
valor que el de cos 57 50°, buscado en la columna derecha de abajo hacia arriba, esto es porque son cofunciones,

Si se busca el valor de las funciones trigonométricas empleando una calculadora, el procedimiento es el siguiente:

a) Verificar si la calculadora es de renglén simple o es mis sofisticada y cuenta con doble renglén. Esto es porque
se teclea de forma diferente; en la explicacién que a continuacién se presenta se considera que el estudiante
empleard una maquina de doble renglén,

b) Es necesario definir en qué medidas angulares se desea trabajar (grados o radianes),

¢) Considerar que el idioma que regularmente emplean los fabricantes en los menis y teclados es el inglés, es por
ello que el ejemplo asi lo considera.

d) Para encontrar las funciones cosecante, secante y cotangente, es necesario encontrar primero sus respectivas
funciones reciprocas, ya que las calculadoras no cuentan con estas funciones de manera directa, y después
dividir la unidad entre dicho resultado.

Si se emplea la medida en grados debes digitar Ia tecla de [Mode]y elegir la opcién | Deg |, Ia cual indica que la medida
angular estd en grados sexagesimales,

Si se busca el sen 32° 10, entonces:

Se digita[ sin_]después, el valor de los grados 32 a continuaci6n la tecla [ = » » |enseguida 10 y por dltimo 1a tecla
Para que el resultado aparezca en la pantalla es necesario digitar la tecla| = |y el resultado desplegado en
la pantalla de la calculadora es 0.53238389.,

Si la funcidn buscada es sec 32° 107, ésta no puede ser calculada de forma directa, por lo que es necesario encontrar
su funcidn reciproca. Ademds, ahora vamos a usar la medida angular en radianes, por tanto:

Se digita [Mode] y se elige la opcién ,la cual indica que la medida angular empleada estd en radianes, 32°
10'=0.5614 rad.

Se comienza digitando un paréntesis (| en seguida la funcién reciproca de la secante, la cual es el coseno
de (.5614, después se cierra el paréntesis| ) |y por tltimo la tecla [ x 1| la cual es la funcién reciproca.
Para que aparezca el resultado se teclea| = | yse desplegard en la pantalla 1. 1813,
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EJERCICIO 39

a) sen 210°
b) tan 165°
c) cos 280°
d) csc 120°
e) sec 358°
1} sen 240°37°25"
g) cig 315°

1. Expresa en funcion de un dngulo agudo las siguientes funciones:

h) tan 254° 46" 247
i} cos95°25

) sec320°48'12”
k) csc 127°

) cig (-48°)

m) cos (—38° 547

n) sen (—28°35°24™)

2. Expresa en términos de un dngulo positivo las siguientes funciones:

a) sen (-1607)
b) crg (-140°)
c) sec (—240%)
d) cos (—280")
e) ran (-345%)

D ese (-90%)

g) cos (-225° 15’ 467)
h) eig (-176° 45 237)
i) sec (-108°32%)

) sen(-228°15%)

3, Expresa en funcién de un dngulo agudo las siguientes funciones;

a) sen (—1607)

b) cig 1240°

¢) cos (—2800°)

d) tan 5 445°

€) csc(-98° 32" 127)
1) sec (-2307)

g) sen (1315%)

k) tan 823° 25" 18"

i) cos{(—428°45" 24™)
j) etg 920°

k) sec (-220°)

D esc328°33° 417

4. Encuentra el valor de las siguientes funciones trigonométricas (empleando tablas o calculadora):

a) sen 18°
b) cig 46°
c) sec 25°
d) cos 83°
e) tan 37

¢ Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente o

D esc 79"

g) cos 2° 108
h) cig 14° 40°
i} sec 10°30°
J) sen 29° 5(0r




CAPTULO 192
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS PARA ANGULOS NOTABLES
HISTORICA
g -
< |

—~— stbnomo, matemdtico y gedgrafo egip-
LN Acio del siglo Il de la era cristiana, nace
-_— en Tolemaida Hermia (en el Alto Egipto),
- — arededor del aiio 100, y vive y frabaja en Ale-

jandria.

Ptolomeo calculé cuerdas inscribiendo poligonos

(1004, C, -1704. C)) regulares de lados 3, 4, 5 y 6 en un circulo, lo

cual le permitié calcular cuerdas subtendidas por

angulos de 36°, 72°, 60°, 90° y 120°. En su obra Almagesto, Ptolomeo

proporcion una tabla de cuerdas de 0° a 180° con variaciones de 1°,
con una exactitud de 1/3 600 de una unidad.

los astrénomos de la India habian desarrollado también un sisiema trigono-
méfrico basado en la funcién seno, en vez de cuerdas como los griegos.
Esta funcién senc era la longitud del lado cpuesic a un angulo en un
fridngulo recténgulo de hipotenusa dada. Los matematicos indios utilizaron
diversos valores para ésta en sus fablas.

A finales del siglo Vil los astrénomos érabes trabajaron con la funcién seno
y a finales del siglo ¥ ya habian completado la funcién seno y las otras
cinco funciones. También descubrieron y demostraron fecremas fundamen-
tales de la trigonometria, tanto para tridngulos planos como esféricos. Los
matemdticos sugirieron el uso del valor r= 1 [radio de la circunferencial y
esto dio lugar a los valores modernos de las funciones trigonométricas.
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Valor de las funciones trigonométricas de los angulos

de 0°, 90°, 180°, 270° y 360°

Las coordenadas del punto P sobre el eje X son (g, 0} y la distancia al origen es igual a a, entonces las funciones de

los dngulos de 0° y 360° son:

360°

Yy

.
NP

sen 0° = sen 360° =
cos 0° = cos 360° =
tan 0° = tan 360° =
crg 0° = crg 360° =
sec 0° = sec 360° =

cse 0° =csc 360° =

9:0

a

2 -1

a

Bcpy

a

a 5
ONDe.nstc
=1

a

a i
— No exist
0 =]

Para el dngulo de 90°, las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje ¥ es P(0, b), la distancia al origen es b,

entonces;

¥

sen90° = E =1
0
o5 90° = 5 =0
1an90° = % No existe
0
cig90° = s =0
sec90° = % No existe
csc90° = % =1

Para el dngulo de 180° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — X son (—a, 0), la distancia al origen es a.

d=a

Ya

LN

P(-a, 0)

Y

172

sen 180° = 4 =0
a

cos 180° =
tan 180° =
ctg 180°=
sec 1807 =

csc 180° =

=-1
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Para el éngulo de 270° las coordenadas de cualquier punto P sobre el eje — ¥ son P(0, —b), la distancia al origen es b.

Ya

270°

N

b

Sen 2?00 = =-—

o

7
)

PO, - b)

cos 270° =
tan 270° =
crg 270° =
sec 270" =

csc 270° =

(R=]

=0

No existe

=0

dleold =

Cuadro de valores de las funciones trigonométricas

Funciones 0° 0° 180° 270° 360°
seno 0 1 0 -1 0
coseno 1 0 -1 0] 1
tangente o} No existe o No existe o
mtangente No existe ] No existe 0 No existe
secante 1 No existe -1 No existe 1
msecante No existe 1 No existe -1 No existe

Valor de las funciones trigonométricas de los angulos de 30°, 45° y 60°

Para las funciones trigonométricas de los dngulos de 60° y 30° se construye un tridngulo equildtero de lado igual a 2:

C

60°
B 1 A D

Setraza CA L BD, CA es bisectriz del 2 Cy mediatriz del lado BD,
En el tridangulo BAC, £ B = 60°, .LACB:?AO“)’E:I
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Para obtener el lado b=CA se usa el teorema de Pitdgoras:

CA’=BC - AF' - CA’= (27~
CA' =3
cA=3
Las funciones trigonométricas del dngulo de 60 son:
sen60°=? !an60°=?=u@ sec60°=%=2
1 1 3 2 243
60° = — 60°= —=— 60 = —=—-
cos 5 ctg 55 cs¢ =<3
Las funciones trigonométricas del dngulo de 30° son;
. 1 . 1 _\3 o 2_243
senﬂ}—E :cm3(}—7§ 3 sec 30° = 3 3
oasﬂi}“:? C!g3ﬂ°=i;§-=ﬁ csc30°=%=2
Para calcular las funciones trigpnométricas del dngulo de 45° se construye un cuadrado de longitud por lado igual a
la unidad y se traza su diagonal.
D c
450
1
450
B L] A
1
Para obtener el valor de la hipotenusa, se aplica el teorema de Pitigoras;
=+ donde: @ =17+ (17
F=1+1
a=2

De acuerdo con el resultado anterior, a= 2

B
Las funciones trigonométricas del dngulo de 45 son:
sen 45° = 1 =£ Eln45°=l=1 sec 45° = ﬁ:ﬁ
Nz 2 1 1
1 2 1 2
ms45°——2=% c'rg45°=T=1 csc45°=§=~ﬁ
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Aplicacion de los valores frigonométricos de los dngulos notables

EJEMPLOS

w

..g_ 1 @+ Calcula el valor numérico de 2 sen 30° cos 60°,
E_ Solucién

i

Se sustituyen los valores de las funciones frigonométricas y se efectiia la operacion:
1 1 1
2sen30° cos0°=2-|=||=|==
sen cos (2 ] (2] 5
2 ®+: Determina el valor numérico de la expresion: fan? 60° + crg? 45°,
Solucién
Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas y se determina que;

1an? 60° + c1g? 45° = (fan 60°)2 + (c1g45°2 = (3 ¥+ (12 =3+ 1=4
Por tanto, fan® 60° + c1g245° =4

3 ®+- Calcula el valor numérico de sen %x +3 sen %x‘
Solucién
Los 4ngulos se expresan en funcién de dngulos agndos para obtener los valores de las funciones trigonométricas:

sen Ex = sen (2-£+£] =—sen =2
] 2

6 6 2
sen —m = sen ( -—-E] =—sen — =— i
- 6) 6 2
Entonces,
4 11 1 1 1 3 4
sen & + 3 sen rid ——2+3 (-2] S =-2
7 11
Por tanto, sen E:‘r +3 sen Ei‘r =2
4 @« Mediante dngulos notables demuestra la siguiente igualdad:
sen 30° — (cos 30° - cig 60°) = cos® 60°
Solucién
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonoméiricas:
1 3 1 1
0= —; 0°= —; 0= —; 6l = —
sen 2 cos D) cig “@ cos 3

Después se sustituyen los valores de las funciones y se demuestra que se cumple con la igualdad:
sen 30° — (cos 30° - crg 60°) = cos® 60°

A5

Con lo cual queda demostrada la igualdad propuesta.
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5 ®@e-Demuesira la siguiente igualdad, mediante el valor de los dngulos notables:

{ 3 T
= F%] = —
Sen 3 sec C.S‘Cﬁ

Solucién
Primero se encuentran los valores de las funciones trigonométricas;
sen %ft:—l; 3‘8!325:1; m%:Q
Entonces:
(-1 +3(1) =2
W43 =2
Ja =2
2=2
Por tanto, la igualdad es verdadera,
EJERCICIO 40
Completa la siguiente tabla:
sen cos tan CSC ctg
Grados Radianes
o 0
w | 2
45° 1
60 3
w | 3
120° =
135° T
150° 3
1807 "
210° 77"
225° 5z
240° 551
270° iz
300° e
315° ix
360° 27
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Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones:

T r 2 .
1, 2sen 30° cos 30° : L .2 L2
sen 30° cos 9 2sen4 Ger s (.ﬂen ¢ +eos 6]
2. 2sen 30° sen 60° 10, 2 sen 30° cos30° (1 — 2 sen?30°)
T T 5 5 5
3. 3tan= sen— 11, tm’=rm+4sen—x—-3ctg"~
an — sen < 3 sen % ctg i
4. sec?45°— 2 tan* 45° 12, cos 120° + sec 180
csc 270° + sen 330°
1200 (=}
5. sen?30° cos®30° 13. (sen )(ran 240°)
fan 315° = cos 300°
3
6. [en®45°cos? 452 14, f{ian 25%(sen 180°)(cos 240°)
7. 3ian 60° c1g 30° sen 45° csc 45° 15. sen 90° +(cos 210° + sen 30‘.]'11}“]2 + sec 240°

8. 2 sen 60° sec 30° cos 45° tan 45°

Utiliza dngulos notables para demostrar las siguientes igualdades:

sen 240° + sen120° - cos 60°
=tan210°
16. sen 120°-sen(—60°)

17. mf-mg—x=l+sen£
3 3 6

18. sen 180° =2 5en 60° + sen 240°(sec 45°)°

19. cos 225° +3 5en225° = -2 sec 45°

sen 30°
sen 150° - sen 300°
g Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

20, csebl=—

b 4
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CAPTULO 13
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
&ENOIDALES

o

5
- — e les considera como fundamenta-
"m_m.,.“""‘* Onda senoidal les por diversas razones: poseen
T propiedades matemdticas muy
p— inferesantes (un ejemplo, con combina-
T ‘P‘ ciones de sefiales senoidales de diferente
— amplitud y frecuencia se puede reconstruir
Onda senoidal amortiguada |  cuclquier forma de ondal, la sefal que

se obtiene de las tomas de corriente de
cualquier casa tiene esta forma, las sefales de test producidas por los
circuitos osciladores de un generador de sefial también son sencida-
les, la mayoria de las fuentes de potencia en AC [corriente alternal
producen sefiales senoidales.

la sefial sencidal amortiguada es un caso especial de este fipo de ondas
y se produce en fenémenos de oscilacién, pero que no se mantienen en
el tiempo.
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Gréficas de las funciones trigonométricas

Al establecer una regla de correspondencia entre dos conjuntos, por medio de las funciones trigonométricas, se esta-
blecen relaciones como:

¥=sen x, flx) = cos (—x), y=tan [x+§x]
Para construir la grifica de una funcién o razén trigonométrica se dan valores al dngulo (Argumento), éstos van sobre
¢l eje x, los valores obtenidos se grafican sobre el eje y.
Los valores asignados para el argumento se expresan en grados sexagecimales o radianes,

Grdtica de y = sen x

Tabulacién
1o0.cuadrante  2o.cuadrante  3o.cuadrante  40.cuadrante
X
0 45° 0° 1352 180° 225° 2708 315° 360°
Y 0 a7 1 a7 0 -07 =1 -07 ]
Grifica
Caracteristicas
Ya 1. La funcién tiene periodo igual a 2xrad.
1 2, La funcidn es creciente en el primero y cuarto cuadrantes,
3. La funcién decrece en el segundo y tercer cuadrantes,
0 + = ; 4, La funcién es positiva en el primero y segundo cuadrantes
. .l y negativa en el tercero y cuarto cuadrantes,
2 2
| 5, La funcidn interseca al eje horizontal en multiplos enteros de .
6, —oo £ X < oo,
7. -l<y<l
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Gréfica de y = cos x

Tabulacién
L L
T T 3 5z 3n n
= = & ey £ = 2
X 0 4 2 i " 4 2 4 i
0 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
Y 1 Q7 o -07 -1 -07 o Q7 1
Grifica
" YA Caracteristicas
i 1, La funcidn tiene periodo igual a 2z rad.
\ / 2. La funcién decrece en el primero y segundo cuadrantes,
. i m__, 3. La funci6n crece en el tercero y cuarto cuadrantes.
e i 2 4. La funcidn es positiva en el primero y cuarto cuadrantes, y
i 2 2 negativa en el segundo y tercer cuadrantes,
5. La fkmciﬁu interseca al eje horizontal en miiltiplos impares
de —.
2
6. —oo £ X < oo,
7. -1<y<1,
Gréfica de y = fan x
Tabulacién
1o. cuadrante 2¢. cuadrante 3o. cuadrante 4o. cuadrante
p| E| = |2 |Z | = | g| % | 2= |3 | 58 |18 [
X -] 3 2 3 & é 3 2 3 &
30° | 40° | 90° | 120° | 150° | 180°| 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 340°
Mo No
Y0 |05 17 ik =17 | Q57 | 0 | Q5 | 17 ke -1.7 | 05 0

4, La funcién tiene periodo igual a wrad.

Grifica
vA . ; Caracteristicas
: : 1. La funcién interseca al eje X en miiltiplos de .
! 1
1 - : 2. La funcién es positiva en el primero y tercer cuadrantes,
! ! . - -
0 2 i” T X 3. La funcién es negativa en el segundo y cuarto cuadrantes.
2
|
:

__-.”Ia_

5. xes un niimero real tal que x # (2n+ l]g con
n e Z (asintotas verticales),

6, —co Ly Loo,
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Gréfica de y = dg x

Tabulacién
1o. cuadrante 20. cuadrante 3o. cuadrante 4o. cuadrante
o |2 |2z |z | & [ |7 | & [ & | 5% 1w |,
X 6 3 2 3 & -] 3 2 3 [
P | 30° | 60° ) 90° | 120° | 150° | 180°) 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 3&0°
No No No
Y loxitel 17 (07| O [ 057 | A7 |uige| 17 |07 [ O | -0 | 7 i
Grifica
T Y. ' Caracteristicas
1
! 1. La funcién interseca al eje X en miltiplos impares de g
it i 2. La funcién es positiva en el primero y tercer cuadrante,
: ! > 3. La funcién es negativa en el segundo y cuarto cuadrante,
-tl} i % T X 4, La funcién tiene periodo igual a 7 rad.
i 5. xesun nimero real tal que x # nwcon n € Z (asintotas
: verticales),

6. —oo < Y < vo,

Gréfica de y = sec x

Tabulacién
<! cuadran cuadrsa cuad
4 2 4 4 2 4
Y 1 14 |[Noexiste| =14 =1 =14 No existe 14 1
Grifica
) Caracteristicas
£ | : 1. La funcién no interseca al eje X.
i | 2. La funcidn es positiva en el primero y cuarto cuadrantes,
1 | | 3. Lafuncién es negativa en el segundo y tercer cuadrantes,
| - : .
: | 4. La funcidn tiene periodo igual a 2w rad.
>
0 L1 T 3 2t x 5. x es un ndmero real tal que x # (2n+ I]EE conne Z
-11 |2 |2 (asintotas verticales),
I | 6.y2loy<-1.
I I
I I
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Grafica de y = CSC X

Tabulacién
X 0 E E 3£ T ﬁ E ?_ﬁ r
4 2 4 4 2 4
Y 1 14 No existe -14 -1 -1.4 No existe 14 1
Grifica
¥ | | Caracteristicas de la funcién cosecante
| | 1. La funcién no interseca al eje X.
: : 2. La funcién es positiva en el primero y segundo cuadrantes,
L7 | | 3. La funcidn es negativa en el tercero y cuarto cuadrantes.
| 5 4, La funci6n tiene periodo igual a 27 rad.
0
3 %" zl" X 5. El valor de x es un niimero real tal que x # nt con n € Z
o S | (asintotas verticales).
: : 6. y2loy<-1
I I
Resumen

La siguiente tabla muestra el periodo, la amplitud, las asintotas verticales, el dominio y el rango de cada una de las
funciones trigonoméfricas,

Periodo Amplitud ::::::: Valores de x Valores de y
y=senx 2r 1 Mo tiene {xe R} {ye R/-1<y<1}
y=cosx| 2x 1 No tiene {xe R} {ye R/-1<y<1}

T T
y =tan x T E{2n+1), ne 7 [xe R/x# E(2n+1]} {ye R}
y=ctg x b4 ne, ne 7 {xeRIx# nr} {ye R}
y=secx 2r g.[z n+1,neZ [xe R:’x:*%{ZnH}} {ye R/ys-1oy=z1}
y=cscx| 2 nm, ne Z {xe R/ x#nz} {ye R/ ys-1oyz1}
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Amplitud, periodo y desplazamiento de tase

Si y =a sen bx, o bien y = a cos bx, para @, b € R, distintos de cero, entonces la gréfica tiene amplitud |al, y

; 2
periodo —
lel
EAEMPLOS .
2 1. @+ Calcula la amplitud, el periodo y traza la gréfica de y= 4 sen 2x.
§ Solucién
(7]
De y= 4 sen 2xse obtiene a= 4 y b= 2, los cuales al sustituir en las formulas se determinan la amplitud y el periodo:
Amplitud: |al=[4|=4 Periodo: %=2?x=
Luego, la gréfica tiene amplitud 4 y periodo &,
Tabulacién
T x 3 S 3r
Slelhe | = A 2 AN
Yy | o 4 0 i 0 4 o} -4 0
Grifica
Amplitud
- oA\ oz
T4 2 T4
Periodo
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2 ®e-Calcula la amplitud, el periodo y traza la grdfica de y = 2 sen =

2
Solucién
1 1

Dey=2 sen Exsaubﬁcnea=2 yb= I los cuales al sustituirlos en las formulas se determinan la amplitud y el
periodo:

2r 2r;

Amplitud: |al=[2]=2 Periodo: =" =4#
2

Entonces, la grifica tiene amplitud 2 y periodo 47,

Y 4

0 o}

"

= 1.41

x 2

3

== 1.41 ,
2n 0

St

5 -1.41

3 -2
7
i -1.41 1
2 y= 2sen—x
A 0 2

3 ®+- Determina la amplitud y el periodo de y = gmslx :
3 3
Solucién

2 1
Enestecasua=-5yb=§,pnrlantu,

2| 2 2 2m

Amplitud = || =2 Periodo = — = =67
. ‘al 3 T |
3

; o 2i ;
Entonces, la grifica tiene amplitud 37 periodo 6.

Desplazamiento de fase (desfasamiento)
© Casol.Siy=avsen(bx+c)obieny=acos(bx+ cjcona=#0yb+0
desplazamiento de fase se calcula resolviendo las siguientes ecuaciones:

bx+c=0 y bx+c=2x
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Ejemplo
Calcula la amplitud, periodo y desplazamiento de fase y traza la grifica de:
y=3sen(2x+ g)

Solucién
y=3sen (2x + g), tiene la forma de y = a sen (bx+ ¢)dondea=3,b=2yc= g,pormnsiguiante:

Amplind=lal=13]=3  Periodo = Tb—T=2?"’=

Para determinar el desplazamiento de fase y el intervalo, se resuelven las siguientes ecuaciones:

2x+§=0 y 2x+%:2ﬂ:

3 g
Donde x = —% yx= E:r,raspacummcnte.
T r | & |3 3
X g i e A B 0] 2|3 (3®|%| 3|35 | 3F
Y 3 -3 0 |3|0|-3] 0 |3] 0 |-3 0

© Caso 2. Siy=atan (bx + ¢)conag # 0 y b # () entonces:

a) El periodo es %

Se pueden determinar las asintotas verticales sucesivas en la gréfica resolviendo las ecuaciones:
x T
bx+c——5 Y bx+c—E

b) El desplazamiento de fase es -E
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Ejemplo
Chlculaelpeﬁuduytraznlagrﬁﬁcadcyzé tan (v + )
Solucién

a:l,bzlyc=f,enwnces,
2 4
a) Elperiodo es ﬁ=%=ﬂ'

b) Para determinar las asintotas verticales sucesivas se resuelven las ecuaciones:

. S R
g g % 4 2

3 ; AT F
Donde x= —aFyx= %,rcspecuvammte, esto significa que cada & rad se traza una asintota.

4 4 2

¢) En la funcién a= %,lagrﬁﬁcadalaccuacidnenelintenfalo [-éx,f] tiene la forma de y= lsi:urur,i:lehi—

doaquec= E y b =1, el desplazamiento de fase se define como -f=--:-,purcunsiguicme.lagn§ﬁcasa

obtiene desplazando y= % tan x hacia la izquierda una distancia de %

Grifica
Finalmente se traza la grifica de la funcién y= %um (x+% ) con los datos ya obtenidos,

¥,

|
|
: i
4 4 !
AV A
aif 4 |
] I
'
| |
[l 1
Gréficas de y = sen™ x, y = cos™ x, y = fan™! x
Seno inverso |y = sen™1 x|
Se representa como sen™ ! y se define como sigue:
y=sen'x si yolos is x=seny

donde -1<x=< 1,—09{)'-\-’.00
La expresidn se puede escribir de las signientes formas:

y=sem'x=arcsenx o y=angsenx

Las cuales se leen, respectivamente, arco seno de x 0 dngulo seno de x.
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Tabulacién Griifica
[ e ¥
0 -% o
1 3n
-1 - o
2 2
V2 -3
_T 4# T
1 . o B
2 6 2y
0 0
1 1 -
2 8" .
2 1x
2 4 =
1 1—sr 3=
2 2
0 T —
Coseno inverso |y = cos™'x)
La expresidn coseno inverso se define como:
y=cos'x si yolos is X=cosy

donde -1<x< 1,0 < y<os,
La expresion se puede escribir de la siguiente forma:
y=cos x =arc cos x = ag cos x
Las cuales se leen, respectivamente, arco coseno de x o dngulo coseno de x.

Tabulacién
-1 x
2 3
.-.? 4f
i 7
2 3
1
0 ol
23
1 1
2 i
2 1 |
? 43' -1
1 0
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Tangente inversa [y = tan1x|
La expresion tangente inversa se define como:

y=tan"'x si yoles is x=tany

donde —ee < x <o, “y” esun real tal que y# (2n+ 1) g conne Z
La tangente inversa se puede escribir de la siguiente forma;

y=tan~'x = arc tan x = ang tan x
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EJERCICIO 41
Obtén la amplitud, el periodo y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones:
r 1 @ 3 1
1L y=2 Ix-— 4, y= Ssen| —x+= i e g5
y r:as[x 2] y [4 2] 7.y 2&\6:{2x x]
3 1 1 =
2, y=2sendx 5 y= 4ms(x—zﬂ:] 8 y= —gms[zx+§]
4 - x
3, y= —sen|-=x+—-K 6. y=-3 . y= sen|—
s ( St ] ¥ cos2x 9. ¥ (3]
Calcula el periodo, las asintotas verticales y el desplazamiento de fase de las siguientes funciones:
1 T 3 1 =
10, y =3 tan(2x) 12, y= 51‘@:(3 —5] 14, y= —Etau(zx—i]
T 1
11, y=2w{x+z] 13, y=—4tau(§x—?r] 15. y=tan(x—m
Traza la gréfica de:
16, y= lsen(x+§x] B, y=sec
» ¥y n . y=sec x
17. y=sen2x 24, y=angcscx
4
18. y=—3cas(2x+-§?r] 25, y=2+sen3x
x
19, y= -98?![3] 26, y=cos(2x)-3
20, y=tan 2x 27, y=1+2sen &
X
21, y= m[z] 28, y=sen(3x—m)
22, y=arcetgx

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente «

190



CAPTULO 14

IDENTIDADES Y ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Identidades—

/ a X sf se denomina a las identidades
s Ac:pe resultan del tecrema de Pitago-

ras y se obfienen del circulo unifario

mediante un trigngulo rectangulo de hipo-

tenusa 1 y catetos con longitudes sen a y

Definiciones de CO3e.
dngulos del libro Por definicién del tecrema de Pitagoras:
Los elementos de Euclides 5 g 5
(1)2 =[senal® + [cos a)
1 =sena+cos?a
A la cual se le denomina identidad funda-
mental,
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ldentidades trigonométricas
Son igualdades en las que intervienen funciones trigonométricas y es vilida para cualquier valor angular,

Obtencién de las identidades frigonométricas basicas

Para determinar las identidades se hace uso de las definiciones de las funciones trigonométricas,
En el tridngulo las funciones del dngulo a se definen:

[i
Sen o = E n o = E C3Cc @ = E a <
¢ b a
msa:% a‘ga=% seca=§- 5 z
Al multiplicar una funcién directa por cada una de sus reciprocas se obtiene:
(sen aXesc o) = (E]- (Ej L
c/) \a ca
(cos a Ysec ) = [E] (EJ = Q =1
c b Cit
a b a-b
] — | | — | = — =1
anaxey = (2 (2) = 32
Por tanto, se deducen las identidades reciprocas,
Hentidades reciprocas
(sen a)csca) = 1 {cos a)(sec a) = 1 (tan a) (crg a) = 1

Al realizar los respectivos despejes en las identidades anteriores, se obtienen las siguientes relaciones:

1 an o : csC & = 1
ose a cig @ sen

1 1
o
SEC ¥ a8 Tan o cos o

SEN @ =

n
g
R
]

Cos @& =

Hentidades de cociente
Si se realiza el cociente de la funcién seno (sen @) por la funcién coseno (cos @), se obtiene la funcién in a:

a
ER . CaniBAC b
wsa b ¢ b
c
De manera aniloga se obtiene la funcién cotangente (cig a),
L
cosa_c_bc_b_ .,
senee 4 a ¢ a
c
Por tanto:
sen o o8 o
an ¢ = ; clga =
cos & $en o«
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Hentidades pitagéricas
En el tridngulo se aplica el teorema de Pitigoras:
a+b’=¢’ Se divide entre ¢*a ambos miembros,
2 2
LA Se aplica la ley de los exponentes,
[ (4
2 b 2
[9] +(—] =1 Los cocientes son equivalentes a las funciones sen & y cosa
(44 4

(sen @) + (cos @y =1, porconsiguiente sen’ e +cos’a = 1

En forma semejante se obtienen las demds identidades pitagdricas, entonces:

2

sen*a+costa=1; tanfa+l=sec’a y 1 #ga=csc’a

De las identidades anteriores se realizan despejes, con el fin de obtener otras identidades:

sen’a +cosa =1 tan e +1=sec’ o 1+crgza =csca
sen @ = + (l—e:m2 a} fan o = + {secza - l] cg @ = + [(esc’a - 1]
cos o =t {l-;ﬂenza] sec o =+ {J‘mga + l] cse o =+ {agga + 1]

Demostracién de identidades trigonométricas

Para realizar la demostracién de una identidad trigonométrica se aplican procesos algebraicos como la factorizacién, las
operaciones entre fracciones asi como su simplificacién, ademds de las identidades trigonométricas basicas,

La aplicacitn de estos procesos depende de la identidad en sf; esto significa que no existe un orden o procedimiento
especifico, debido a esta situacién sugerimos iniciar con el lado més complejo o elaborado de la igualdad, con el fin
de llegar a demostrar el lado mds sencillo, como a continuacidn se ejemplifica.

EJEMPLOS
n Cos X
.& 1 ®¢ Demuestra la siguiente identidad: sen x= @
E Demostracién
i

Se trabaja del segundo hacia el primer miembro, se sustituye cfg x = % y realiza el cociente correspondiente:

cosx casx Senx - cosx
senx =—— - senx = — sen x =
cigx €osx cosx
senx

Sen X =Jfenx

Por tanto queda demostrada la identidad.
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2 ®¢:Demuestra la siguiente identidad: sen B+ cos B cig B = csc B

Demostracion

Para esta identidad se trabaja con el primer miembro para obtener el segundo,

sen B +cosPeg P =csc B

sen B +cos,8-%£=csc,ﬂ
senﬁ+cm2‘s =cse B
sen B
sen’ B +cos” B g
sen B
1
m=csc,ﬂ

cscB =cse B
Fnalmente, queda demostrada la identidad,

3 ®¢:Demuestra la siguiente identidad:

Demostracion

cos B
sen B

se utiliza la identidad del cociente crg B =

se efecttia el producto,

se realiza la suma fraccionaria.

se sustituye la identidad pitagérica sen” B + cos’ 8 = 1

; 1
se ap! —— =csc B
sen 3
csc o
=cos @
fan a+clg a

Se utiliza el primer miembro de la igualdad y se realizan los siguientes cambios;

CSC @

T 411 1
an a+ cig o«

Se realiza la suma del denominador,

Yposteriormente la division,

Se sustituye sen” a +cos"a = 1

Yfinalmente se simplifica la fraccidn:

1

sen -
= 2 — =cosa
sena cosa
cosa  sena
1
o
— e _isn
sen’ a+ cos a
sen a - cos o
sen o - cos a
3 =cos o
sena - (sen’a +cos'a )
sen o - cos @
—————=cos

sena (1)

oS = COS @
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_ l+senx

1—senx

Demostracién

cos x

Se utiliza el segundo miembro como base para la demostracidn:

cosx  l+senx
1— senx o8 X

cosx  l+senx l-senx
1—sen x

cosx l—senx

cOSX  _ 1—sen’x
1-senx  (cos x)(1—sen x)

cos x coszx

1—sen x & (cos x )} (1 —sen x)

COSX
l—senx l—senx

cosx

5 ®+¢:.Demuestra la siguiente identidad:

Se multiplica por el conjugado del numerador,

se reemplaza 1 - sen® x = cos” x.

se simplifica la fraccion,

se demuestra la identidad.

2cosix—1=1-2sen* x

Demostracion

En este caso se utiliza el primer miembro para obtener el segundo,

2c0stx—1=1-2sen’x

Se utiliza 1a identidad 1 = sen? x + cos® x.

2cos x— (sen® x + cos x)=1 — 2sen’ x

2c08 x — sent x— cos® x=1—2sen’ x

st x—sent x=1—-2sen?x

se simplifican términos semejantes,

se emplea cos” x=1 — sen’ x.

1—sen® x—sent x=1—2senx

1-2sentx=1-2sen’x

Por lo que la identidad queda demostrada.
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& ®¢:Demuestra la siguiente identidad:

Solucién

coss o —sen’a _ l—tan a

msza _38112{1

Se utiliza el lado izquierdo para demostrar la identidad:

_l-ima

cos @ —sen’ a

1+2sen - cos o

1+ tana

l—tan a

cos o

sen’a+2sena cosa+cos a  l+iana
(cosa—sena)(cosa+sena) _ 1—tan
2

(sen a+cos a) 1+ tan e
cwsa—sena _ l-tana

SEN @ + COS o 1+ fan o

s o —sen o
l1—tan e

o8 o

sen a+cos a —]+j,‘a,r;a

1+2sena-cosa l+mna

Se emplea la identidad sen” a + cos’a = 1

se factoriza denominador y numerador

se simplifica la fraccidn

se divide entre cos @ numerador y
denominador,

l-tana _ l-tana
l+tana l+iana

_._)

EJERCICIO 42
Demuestra las siguientes identidades:

1. senx (1 + cotx)=senx + cos x

2, (1 +tan’x)cos x = sec x

2 1 2
(e )™
anx cscx

L

5. cse 8 (1-cos*0) = sen6

6. i csc o
cos @
l—.s'erizd: 4
7 ——=
P cos ¢

B crg?y—cos’y=cig’ycos’y

+

9., secy= M
cSC ¥

10, l+msm= sen @

N @ 1-cos w

11, secB-senfB-ctgf=1

4, (sec x + sen’x + cos? x)(sec x - 1) = tan®x
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21,
22,
23,

24,

25,

26,

27,

28,

29,
30,

31,

32,

12,

13,

14,

15,

16,

17,

18,

19.

20,

2cos” x—1
Senx - cosx
1 1
+
l—cosy l+cosy

agx—tanx =

25’y =

—— = O O — c:ga
s a+elga

3sen’ x - 9sen x - c1g x + Tcos® x — dcos x = (dcos x — 1){cos x - 3)

3

X 2
+5en x = secx
1+ sec x

cos X +

cos*x + sert x + sen*xcost x = 1

Jl—cos,ﬂ 5 1+cos B =% f

1+ cos B 1—cos B

cos x (2sec x + tan x)sec x — 2an x) = 2cos x — 3tan x

senx-c:gzx
14 ——— =¢3cx
l+sen x

2(sen® x + cos® x) = Hsen* x + cos*x) + 1= 0
sen x (1 + ctg x) = cos® x (1 + tan x) + sen® x (1 + cig x)

(csc x —sen x)° + (secx — cos x)* = tan’ x + r.'rgzx— 1

2—ese’x 2
———-—cscx+1l=crgx
tanx—1
tan x+ cig x
dg = sec’x

SCX —Sen x
cosX —secx 2
—————— = =secx(sec x— 1) senx
SEN X —C5C X

i sec® x —secx tan’x
sec’ x =

- (1—senx)(1+sen x)

1
cos x

s'enzx+ Icmzx + coszx =

sect x + csc? x = (esc x sec x)P
sec? x = sen x csc x + sen x (sen x sec? x)
1 1 2

cscx +clg x agx —escx sen X

1-cigx= \J(esc’x — 2ctg x)

o Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostraciones «
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Obtencién de las identidades trigonométricas
de la suma y la diferencia de angulos

Considerando que B | BC. OC L DC, se realiza una proyeccién de @D con el eje X y0A L AD. DE L CE»
donde AE = BC , asi como AB=CE

Para obtener sen (o + B)
¥
D
\
E C
B
(43
o0 A B x
sen(a+,8}=‘;=g pero AD=AE+ED;
entonces, —_— — PR 1,
sen (e + B)= AE +ED sen (a+ B)= £+=E2
oD oD oD

Para obtener las funciones trigonométricas de los d4ngulos ay B

BC E _CE cD
======.“1 =='_P3
e C oc cD M sen oD @
cos o = _B = ﬂ l2) cos B = E...(ﬁi}
oc cD oD
Si se realiza el producto de (1) y (4); (2) y (3) se tiene:
AE OC AE
S e D oe— 5
(sen a){cos B) = s = (5)
(sen B)cos a) = &R ED .. B (6)
D Ci )
Al sumar (5) y (6):
_AE _ED.
(sena)(cosﬁ)+(senﬁ){cosa}—E+E,
Se obtiene sen (@ + B), entonces;
sen (@ + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)cos @)
Para obtener cos (a+ 8)
0A e s
cos(a+ fB) = F OA =0B-AB:
(a+B) - pero
entonces,
OB — AB OB AB
+f)= ——° +08)= —_—
cos (a+ B) 5 cos (a + B) o
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Si se realiza el producto de (2) y (4); (1) y (3) se tiene:

(cosafcos B)= —==—= = — ...(T)

(sen a)isen B)y= —— - =— = == = —
D 0D oD oD
Al restar (8) de (7):
(cos a)cos B) — (sen a)(sen B) = E - E;
oD oD
Se obtiene cos (a + B)

cos (e + B) = (cos a)(cos B) - (sen a)(sen B)
Para obtener fan (a + B), se emplean identidades bésicas;

L. (a+B) G A By (sen a)(cos B)+(sen B)(cos c)

cos (a+p)’ (cos a)(cos B)—(sen c)(sen B)

Si se divide entre (cos a)(cos B) # 0, entonces,
(sen @)(cos B)+(sen B)(cos @)  (sen @)(cos B) 4 (em B)(cos a)

s (cos @)(cos B) _ (cos @)(cos B) (cos a)(cos P) .

(cos a)(cos B)—(sen a)(sen B) ~ (cos @)(cos B) (sen a)(sen B}’

(cos a)(cos B) (cos @)(cos B) (cos &)(cos B)
Esen a% ™ %sen ,G%
_ (cosa) (cosB)  tanc+tanP
s 1_(3‘8:1 ) ) (sen B)  1-mna-tan B
(cos @) (cos B)
Finalmente se deduce que:
_ tmma+tanf
tan (a + f) = T

Para obtener las identidades trigonométricas de la diferencia se emplean las identidades de los dngulos negativos en
funcidn de dngulos positivos, es decir:
sen (- x) = -sen (x) ¢os (- x) = eos (x) tan (- x) =- tan (x)
Por tanto:
sen (@ + B)= (sen a)cos B) + (sen B)(cos a)

Se cambia 8 por — B y se obtiene;
sen (o — B) = (sen a)(cos(—B)) + (sen (—B))cos a)
sen (a - B) = (sen a)(cos B) - (sen B)cos a)

De una manera semejante se realiza la diferencia para las demés funciones trigonométricas y se obtiene:
cos (a— B) = (cos a)fcos B) + (sen a)(sen B)

tan o= tan

=
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Resumen de férmulas
Identidades trigonométricas de la suma de dngulos:
sen (o + B) = (sen a)(cos B) + (sen B)cos o)
cos (o + B) = (cos a)(cos B) - (sen a)sen )
tana +tm B
l-tana-tm
Identidades trigonométricas de la diferencia de dngulos;
sen (o = B) = (sen a)(cos B) - (sen B)(cos )
cos (o = B) = (cos a)lcos B) + (sen a)(sen B)

gy tma-imp
o A G kik B

tan(a + B) =

Valor de una funcién trigonométiica para la suma y la diferencia de angulos

Los valores de las funciones trigonométricas de dngulos notables se emplean para obtener el valor de una funcién
aryo dngulo se pueda descomponer en una suma o diferencia.

EJEMPLOS

xr K
.g_ 1 @+ Obién el valor de sen (I"E]‘
5_ Solucién
i

Al aplicar la identidad para el seno de la suma de dngulos, se determina que:

(543 s G e oo FomE <) 2 (2)(3

_J6, 32
4 4
_J6+42
2 ®+-Galcula l valor exacto de fan (90°- 60°), t
Solucién
Se aplica la identidad de la tangente de la diferencia de dngulos y se obtiene:
1an (90°— 60°) = o 90° —tan 60°
1+ tan 90°tan 60°
La fan 90° no cst definida, por consiguicnte, sc multiplica Ia identidad tan{r —g)=-21%=18B o+ 13 unidad
cigo 1+ ianoctan
expresada como 1=—"—
cigo

I+tanaianP | ctger | cig ce+tan aian Betga
Por identidades ran @ crg o= 1, entonces:

ran(a—ﬂ}=[ tanc —tan Ia‘gﬂ: ]= tanolcig ol —tan Petgo

1—ranf crgox J I-manferga

i =)= cga+Wtanp) ctgo+ianf

Sustituyendo @=90°, B=60° y posteriormente los valores de c7g90° = 0y tan60°=/3, se obtiene como resultado;

1an(90° —60°) = 1 1n60°c1g90° _ 1- (30 _1-0_1 1 ﬁ_ﬁ

ctg90° + tan60° 0+.3 B B BB
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3 ®e:-Expresa en funcién de x la identidad ms(g :r—x]
Solucién
Se aplica la identidad del coseno de la diferencia de dngulos:

cos(o — B) = cos a cos B+ sen o sen B
Se obtiene:

ms(% :'r—x] =cos§ Ecasx+sengfr senx =(0) cosx+ (— L)sen x

=0-senx
=—senx
3
Resulta que, ms(a :r—x] =-—senx
EJERCICIO 43
Aplica las identidades de suma o diferencias de dngulos y determina el valor de las siguientes funciones trigonométricas:
1. F.X 5, sec|n-Z 9. mn|Z-x
m( 2" 6] 4 4
. 6. cos(270° —45°) 0, cglon-Lx
4 3 4
3. sen(d5" + 607) 7. cig g+’_;]
4, fan(d5°+ 90°) 8. ese _;;+3_,;
4 2
Expresa en funcién del dngulo indicado las siguientes expresiones:
1 m[m%] 15. mc[%—a} 19. tan(3T- a)
3 g 3
12, L 16, —+ 20, —x-6
r;os[4 T x] m‘g[4 ﬁ] sen[4 T ]
8
13, sen(2m+ B) 17. ms(x—-é-ﬂ]
r
14, m(;—x] 18, sec(m+ 2w)

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente »

Aplicacién de las funciones trigonométricas
de la suma y la diferencia de dngulos

Para determinar el valor de una funcién trigpnométrica de determinados dngulos, éstos se descomponen como la suma
o la diferencia de dos dngulos notables.
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EIEMPLOS -
_g- ] @« Determina el cos 75° y expresa 75° como una suma de ngulos notables,
5 Solucién
o H 4ngulo de 75°, como la suma de dngulos notables, es 75° = 30° + 45°
Entonces,

cos 75" = cos (30° + 45°)
Se emplea la identidad cos (@ + B) = cos a cos B — sen a sen B
cos (75%) = cos (30°+ 45°) = (cos 30°)cos 45°) — (sen 30°)(sen 45°)
Al sustituir el valor de cada funcidén trigonométrica, se determina que:

mﬂso:[ﬁ].[ﬁ]_[l]_[ﬁ]= £ I G-\

3 i | B Pt H s o I

2 121 2 -

4 4 4

V6 =42
4

Por tanto, cos 75° =

2 ®+-Determina fan 15° y expresa 15° como una diferencia de dngulos notables.

Solucion

H dngulo de 15° se expresa como 60° —45°, enfonces;
fan (15%) = tan (60°— 45")

tan & —tan B
1+an e -tan B

tan (15%) = tan (60°- 45%) =

Se emplea la identidad tan (- B) =
B=45°,

en la que se sustituyen los valores de los dngulos a = 60° y
tan 60° —tan 45°

1+ ian 60° -tan 45°

Se sustituyen los valores de las funciones trigonométricas de los dngulos notables:

J3-1 J3-1
15%) = fan (60°- 45°) = =
mQ ) ) l+(43](1] V3 +1

Al racionalizar el denominador, se obtiene:

tan15°=2- 3
3 @+ Calcula las funciones trigonométricas basicas de (a + ) si sabes que sen a = %para g ZasnylanfB= 15—2 para
T<B< 3—’!.
2
Solucion
Se obtienen las funciones de los dngulos ay B8, con el teorema de Pitdgoras y se respetan los signos de las funciones
en los cuadrantes indicados,
Para sen o, el segundo cuadrante Para ran B, el tercer cuadrante
Y _ A
5
3 S -12
-4 'x _5 X
13

3 4 3
Funciones del dngulo o sen & =5.cosa=—¢ yuana=-7

Funciones del dngulo F: senﬁ=—% - -% ¥t B= %
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Por consiguiente, estos valores se sustituyen en las identidades de sumas de dngulos,

) (312 ) (-5 )(-2
sen(a-i-,B}—(sena)(casﬁ)+(38ﬂ-3)(m3a)_(5]( 13}( 13]( 5]

36 .20 16

65 65 65
cos (a+ B) = (cos a)cos B) — (sen a)(sen B)= [—%](—%]—[%][—%]

48 15 63

ka5
Rla gy ana+mnp _ \ 4)\12) "1 __16

l-wna-tanp |_[_3 ][5 63 63
41112 48
Por tanto, los resultados son; 16

16 63
sen(a+_.‘3)—-g,cas(a+ﬁ)_ 3 ytan (@ + B)= 3
A ®e-Demuestra la siguiente identidad;

t
arcian —— —arc cig JE =arc sen

1
Solucién -1 Vr+l

Sean 6 = arc tan 2—Ji y @ = arc ctg \Jt , entonces 8 —a = arc sen Ul_i' que es la identidad a demostrar donde
t= t+

tan 8= @ y ciga= Nt

Se construyen los tridngulos respectivamente, B

Para el dngulo # Por el teorema de Pitdgoras
B=(2Jt) +(-1)7
k=t+1 h= Jat+t"=2t+1
24t
h=NE+2t+1
g h=(t+1) =r+1

Por el teorema de Pitdgoras

K= (Jt P+ (1)
h= t+l

Se realiza la demostracién aplicando seno a (6 — )

sen (B — a)= sen 0 cos & — sen e cos 0

24t t-1 Vi 1
Pero sen=—— ,cos0=——, cos x = sen a = —— ,entonces
r+1 r+l N+l ¥ i+l
2Vt 1 =1 _ 2=+l (1+]) _ 1
sen(-a)=—  — - —— s ———— = L =
D t+1 i+l Ji+l r+1 (s+1] i+l {r+l] Wi+l i+1
’ 1 1
sen(f —a)= — 60— a=arc sen ——
¢ ) i+l Wi +1
Asi queda demostrada la identidad.
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EJERCICIO 44
Determina los valores de las siguientes funciones trigonométricas y expresa los dngulos como suma o diferencia:
1. tan 105° 3. csc15° 5. tan 255° 7. tan 345° 9. csc255°
2, eot75° 4, sec 105° 6, cos285° 8.  sec 165° 10. sen 165°

. 4 2
11, Si cos @@ =—7 con gsan y :an,3=§ mnﬂsﬁsg.hallasen(awﬁ), cos(a + B) yran{a + B),

. 3 3
12, Sitane = 1 con eraﬁEx y sec B= ZWnExS,Bs:!x,hallasen(a—,B), cos(e — B) y tan{a - B).

3 3 : : : ;
13, Siseca= -5 oon xﬁagix yeig B= N2 mn(}gﬁgg.lnllalassasfunmanesmgnnnmétmasde(a+B)
y(a-p).
Demuestra las siguientes identidades:

14, | sen (m—x) + sen (—g— - x]] [senx — cosx] = 1 - 2cos’x

15, :m.s' (32—’: +x] - cos (7 -x]] . [sen(g +x] +cas(% +x]] =2senx

16. | cos (%—x] - sen (m + x]] - [cos{:r +x) + cos(% + x]] = 3senx+cosx

. sen(_ﬂ - 3%] . cas(% - ﬁ] i

sec csc B =

18. wn(x - q) -sen[a + 32—’:] - sen(R — @) =1 - cos’

19. [sena - sen B]' - 2cos(ax + B) + [wsa + cos B]' = 2

2, sec(m — w) sen(m + w) -

CW(E " m] cos(m + @)

2
21, cse(m —y) + m = seny
an(x + y)

cs'c(—x + x]
2, i _ male=3) secx - (esex + 1)

cas(; - x] st

n, I:s'en(x+ 27 + ms[% -x]]z + % =4

sen (@ +P +y) + sen {a-B-y)
cos (a+B+y) + cos(a—PB-y) R
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1 25 sen(0+w) - sen(0-w) = (sen @ + sen @) (sen — senw)
AT LR ) B B ) P —
' 4 4 sen® 8 — cos’ 8

1
darcian| - =
a.n:n( 5]

27. 4arctan(-%]+ﬁ

28 m']L——xi—mn'li
¥5 2 J5

29, cos "% - cos']% = - "i
Nt + 1 PR

30, sec’ Xt gt = 0,150

31. arcsen : arcca.s'—l— mml t>0
' Jr+l 2+1 i’

32,

33, sen” L—meJr:"]Li:ﬂm —
r+1 Ji+1 i+1

34, arctans — arcsen ——— = arcia -I,s::(}yt::ﬂ
2o+ 1 1 + st

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Funciones trigonométricas del angulo doble

Estas funciones se obtienen a partir de las identidades de la suma de dngulos, como se muestra a continuacién:

Seno del dngulo doble sen (2a)

Para obtener el sen (2a)se emplea la identidad sen (o + 8)donde B=a
Entonces:
sen (@ + B) = (sen a)(cos B} + (sen P)(cos )
sen (2a) = (sen a)(cos a) + (sen a)cos o)
sen (2a) = 2 (sen a)(cos o)

Coseno del angulo doble cos [2a)

Para obtener cos (2a) se emplea la identidad cos (o + B)donde B =
Entonces:
cos (o + B) = (cos a)(cos B) — (sen a)(sen B)
cos (2a) = (cos a)(cos a) — (sen a)(sen a)
cos (2a) = cos® a - sen® & (con el empleo de identidades trigonométricas bésicas)
cos (2a)=1-2 sen’ a
cos (2oc) = 2 cos’ e~ 1
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Tangente del dngulo doble ian (2a)

Para obtener fan (2c) se emplea la identidad ran (e + B)donde B= o
Entonces:

tan & +fan P
I + ) —
anle s f) 1—fan & -tan p
tan (2&): M
l—fan & -tan &
tan (20) = 2“""_?
l—tan” &
E'J’EMPLOS 5
.g_ 1. ®=-Obtén las funciones trigonométricas de (2w), si se sabe que tan w=3, para T <w < ?’:
5 Solucién i
io En este caso el dngulo @ se encuentra en el tercer cuadrante, entonces; fan = =
) Y Por el teorema de Pitdgoras
3 P= 17+ (3)
I I ;{ )‘2= 1+9
r= 410
-3
Se obtienen las funciones trigonométricas de :
senm:—i:—@ cos W= —L:—@ fan w = __3=3
o 0 10’ q0 10 ? =
I tanto,
sen 2w =2 (sen w)(cos w)=2 —@ . -@ o 3
10 10 100 5
€05 2= o5 @ —sen’ = _YIO] (_3Vio]_10-9%0 _ 4
- |l 10 10 ] 100 5

2tan @
tan 2w= ——— =

2(3) _6__3
1—tan” @ 1_{3]’ -8 4

2 ®o-Demuesira la siguiente identidad: 3
serfx +cos®x=1-=rsen’ 2x
Demostracién \ 4

(sen? x + cos® x)(sen* x — sen’ x-cos> x +cos* x)=1 - 3 sen® 2x

(1){sen® x — sen? x-cos® x + cos* x)= 1 —% sen® 2x

sen* x — sen” x-cos” x+ cos* x + 3sen’ x-cos® x — 3sen’ x-cos’ x = 1 —% sen” 2x
(sen® x + 25en? x-cos” x + cos* x) — 3sen® x-cos> x = 1 —% sen? 2x

(sen’x + cos® x)? — 3sen’ x-cos’ x=1— %senz x

1-3sen’xcos?x=1- %serzzQx (pero sen 2x = 2 sen x- cos x)

1- é.ﬁverJ'izZJr!!!l— %senzh
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3 ®e-Demuesira la siguiente identidad;
l+cos2x _
ag x

sen 2x

Demostracion

Se inicia con la sustitucion de las siguientes identidades:

cos x
sen x

l=sen’x+cos’ x, cos2x=cos’x—sen’ x y cigx=

Se realizan las operaciones correspondientes y se simplifica;

1+cos2x  (sen’x+cos’ x)+{cos” x—sen’ x)  2cos’ x _ 2cos’ x sen x
crgx cig x T cosx T cosx
sen x
Pero 2 sen x cos x = sen 2x, por consiguiente se comprueba la igualdad:

=2sen x cos x

1+ cos 2x
cigx

sen 2x

Funciones trigonométricas de la mitad de un angulo
Seno de la mitad de un Gngulo: sen(%)

Para obtener el .m{%] , se emplea la identidad cos(2a) = 1 — 2 sen’ a, entonces se realiza el cambio af=§

cos (2-§]= 1—253%(%] — cos @ = 1—2?8?!2[%]

1-cos w
2

Se despeja sen {g] resultando sen (%] =

Coseno de la milad de un angulo: cos(%]

Para obtener cos (%]. se emplea la identidad cos (2a) = 2 cos” a— 1
Entonces se realiza el cambio a=§

cos [2-%]:200&{%]— 1 — casm:ﬂcasz(g]—l

1+ cos w
2

Se despeja cos [%] resultando cos [%] =

Tangenie de la milad de un angulo: r‘an(%)

Para obtener fan (—;i] ,se emplean identidades trigonométricas basicas:

sari| 2 1-cos @ 1 —cos @
fan E — 2 — 2 — 2 — l_msm
2 COS(E] 1+ cos @ 1+cos @ 1+ cos @
2) V72
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Al racionalizar el denominador;
& (1-cos ®)-(1-cos @) (1-cos @)’ (1-cosw)  l1-cos@
fan |—| = = 3 = pl =
2 (1+cos @) -(1-cos @) 1-cos” @ sen” @ sen @
Por tanto:
[m] l-cosw 1l=cosw
tan|— | = =
2 \J1+cosw sen w
EJEN.\IPLOS 55

gt

Solucién
Se ubica el dngulo wen el cuarto cuadrante

-

®¢- Obicn las funcioncs rigonoméiricas bisicas de (g] ol i salic e sem =

w
sen| —
2

cos

(A=

fan

(AR

Yy Por el teorema de Pitigoras
x=3
——— ®)= () + (/55 )’
Nw X
1 64=x+55
: —55 64-55= 1
T 8
E x= Jg
: x=3
Se obtienen las funciones trigonométricas del dngulo w;
V55 J55
sen @ = ——ro cosw= — ra.nm:-T

De acuerdo con el resultado anterior, las funciones trigonoméricas del dngulo (%] son;

-3 5
oo 8] _[5_[5_8
2 2 2 16 4
3 11
Gwsa _[M§) F _[1_J
2 2 2 16 4
-3 5
l-cosa 8] 3 __ 5 __\f'%
sen @ [ﬁg] 55 J55 11
R 8

% para 270° < w < 360°,
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2 ®e-Obténel valor de las funciones trigonométricas basicas del dngulo de 15°, haciendo 15° = 2%

Solucién
a) Para hallar el valor de sen 15° se utiliza la siguiente férmula:

sen | 2| = 'Jl-casm
2 2

Entonces,
{ J3
T2
sen 15° = sen E =JW= 2 23 =\|'2—\.I{§
Por tanto:
sen15° = j2-+3

2

b) Para hallar el valor de cos 15° se utiliza la siguiente formula;

g P s [1+cos @
1 2

Entonces,
l+‘l§
° 1 30° A
cos 15° = cos 30°)_ M+ cos _ 2 _ 2+J§= 243
2 2 2 4 2
Por tanto,

cosl5°=

2+43
2

¢) Para hallar el valor de ran 15° se utiliza la siguiente férmula:

(m] l=-cosw
fan |—| = ———

2 sen @
Entonces,
V3 2-\3
o -_— T —
tan15° = tan L 2 -2 _2 v3
2 sen 30° 1 1 1
2 2
Por consiguiente,
tan15°=2 -3
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3 @+ Demuestra la siguiente identidad:

a

sen —

cos & — cos2a  _ )

=

a + 2a o

sen sen cos &

2

Demostracién
Se aplican las identidades del doble del dngulo

o a
— 2 2 -
ws @ - cos2a "7 . ws a—(cos® a—sen” a) | FRg
a a
sn @ + senla O sen &+ 25en & cos o -
N 2
o
cos @ —cos” d+sen’ & _ "7
[
sen o + 2sen ocos o e
2
o
sen—
cosa—cos’ a+l—cos’a """ 2
sen € +2sen o cos o o
cos—
2
a
1+cos a-2co0s’ a *"73
[
sen o + 2sen ticos o coss

Se realiza una factorizacién tanto en el numerador como en el denominador,

l+cos a—2cos’ @ (1-cosa)(l1+2cosat) 1-cosa
sen o +2sen o cos o sen a1+ 2cos c) sen o

Se aplican identidades bésicas con el nuevo resultado,

J-cosa Jl-msa

l-cosa _ l-cosa _ l-cosax =J1—cosa'= V2 2
send  (fl-coss @ ((l+wsa)l-cosa) (l+cosa Jltwsa |l+cosa

V2V 2

1- 1 ;
Pero sen%=,f+m y ms§=1’ +-:;asa ,entonces se demuestra la igualdad

a
cos @ — cos2a  _ b0
sen o + senla ws%
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EJERCICIO 45
1 Uli]izalasidr:nﬁdadasddﬁngulumimdpmauhtcnalasfmrimasnigmom&imsdaluséngulm-g. g-x. g—:'ry —E-?L
2. Obtén las funciones trigonométricas de (2a) y (g].siwsahcquccsca=4pam gsag x.
; 12 3 ; : ; B
3. Sisesabequeman = ?,para :rsﬁz:ix.lnllalasfuncmnesmgnnométncasde(m)y 5 )
; g ; 5 3 ; . ;
4. Dada la funcidn trigonométrica cos w = — donde —# < @<2x, encuentra las funciones trigonométricas de
@
(20) y (5']
V7 ™
5. Obtén las funciones trigonométricas de (2a) y (g]siscsabe que: sec @ = —=- para Eﬂas r.
6. Sisen ;_z =) 3+6V{§ ¥y giaiﬁ.dctermjnasena.cosaymna.
. 15 3 . . . B
7. Sicos2B = 7 y xsﬂsEx,mcue.nualasfunmnesmgunumémmdeﬁy 5
1 10 —+/50+10+/5
8. Sisen o = JQ—J"F , determina las funciones rigonométricas de a i osas%‘.
9. Sicm:lﬂ= L y t}gﬁsf,haﬂalasfunciunesuigumméhicasdeﬁy E.
4" "\3-J6 2 g
10. Sictg £ =-3y %xsmEQx,hallalasfumianestriganaméuicasdcm,2my4m.
Demuestra las siguientes identidades:
2 P
11, — % = g2
1 +cos @ see 2
12, [eos 2x — sen2x]® =1 = sen(-4x)
13. cos 8 + cos 4x = 2cos 2x — dsen® 3x - cos 2x
14, sen 4x + sen 6x =2 (sen 5x - cosx)
T 1 + sen 2w
15, etg|= —w|= ————
5 {4 ] cos 2m
16. cos®p — sen®p = ims 2B - (3 + cos 4P)
17. Jasec|a- )= 2 (sen @ + cos d)
4 1 + sen2a
1
18. cos 12° cos 247 cos 48° cos 96° = — 16
cos’ x —sen’ x sen 2x
19, —————— =wsx - + sen x
cos 2x 2(senx + cosx)
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. 1 29
: % 1 _ + fan 5
. 1 + sen @ 2 P P
. i h ¥
J [rcm 2 + g 2

—

21, Q[cas%— ren%]-[sen%+cas§]cosx =cos(x+y)+cos(x-y)

22, sen(x+2y)—sen x =2seny-cos(x+y)

23, 4csc’B -casﬁ=c:gzg —rcng
24, [3ms g - §€n g]-[msg+sen g] =2co5 0 +s5en @ +1

25, senx +cos®x =1 - %s'enzh

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes « + » » s 0 ¢ s 0 0 0 0 0 o s

ldentidades trigonométricas para transformar un producto en suma o resta
De las identidades:
sen (x + y)=(sen x} (cos y)+ (sen y) (cos x) se realiza la suma con
+ sen(x—y)=(sen x} (cos y)— (sen y) (cos x)
sen (x + y)+ sen (x—y)=2 (sen x){(cos y)

Al despejar,

(sen x) (cos y) = %[sen (x+y)+sen(x-y)]

De forma semejante se obtiene:

{(cos x) (sen y) = %[sm (x+y)—sen(x —y]]
De las identidades:
cos (x + ¥)= (cos x) (cos ¥) — (sen x) (sen ¥) se realiza la suma con

+ cos(x-y)=(cos x) (cos y)+ (sen x) (sen y)
cos (x + y)+ cos (x - y) =2 (cos x)}cos y)

Al despejar,

(cos x) (cos y) = %[ws (x+y) +cos(x-y]]

De la misma manera se obtiene;

(sen x) (sen y) = —%[cm (x+y) -r;os(x—y]]
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EAEMPL‘OS
2 1 ®¢ Expresa el siguiente producto en forma de suma o resta:

E cos (8) cos (2x)
[ Solucién

Se emplea la identidad (cos x) (cos y) = %[ws(x +y]+cas{x—y]] y se obtiene:
cos (8x) cos (2x) = E_l;[ms{ﬂx +2x)+cos(8x—2x)]

cos (Rx) cos (2x) = %[ws (10x) +cos(6x)]
2 ®+-Encuentra el valor del siguiente producto;

Solucién
Se emplea la identidad (sen x) (cos y) = %[mn (x+y)+sen(x— y]]

3 =Y 1| (3% = it om

horkind i Pt e e+ il
i ) i K 2_”"[4 12] é”[4 12]]

3r T _1- Im+nm 9n-x
o (T el BT ‘2_”"( 12 ]‘“"( 12

Wﬂg—x 051 Zl-&‘?ﬂ 5_;'[ + 5en 2_??
4 12) 2[7\s 3

Al sustituir el valor de las funciones trigonométricas de dngulos notables:
wn| 2 osizll_'_ﬁ _1f1+43 =ﬂ
4 12 212 2 2] 2 4

EJERCICIO 46
*  Convierte los siguientes productos en sumas o diferencias de funciones trigopnométricas:
; 1. sen(a + B) cos{a - B) 11, 4 sen(3a) sen(a)
’ 2. cos(45°) sen(60°) 12, 5c0s(2a) sen(6a)
. 3. sen(y + B) sen(y - ) 13, cos(47%) sen(43°)
Sx n 2 5
4, 28 Los| £ 14, = =
ms(n }:os{4] r:os(sa] cos(gﬂ]
5, sen(82°30") cos(37°30") 15, 3sen(9a) cos (%a]
6. sen(37°30") sen(7° 30Y) 16, mg]m(g]
7. cos(x + a) sen(x — ) 17, tan2ecig @
i 5 3 i3
8. — — 18. o i
'm( 12 ]“”[12] sec(-i ”]m(*t]
9, sen(187°30") cos(217° 30") 19, tan(x + a) tan(x — a)
r i1 sen (2a+ f)
10, - — 20, ——
w.'a{ 4 ]cos(u ] sec(2a—f)
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s s « « s s o s s o 5 ¢ 4« = &
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Demostracion de identidades

EAEMPLOS 1
_% 1 ®#: Demuestra la siguiente igualdad: sen % cos E =
i Demostracion

Se aplica la identidad (sen x) (cos y)= %[-ﬂ?ﬂ (x +y]+sen{x-y]]

sen = cos = = l LB TR . S el
1212 T 2|12 12 12 12)| 2

1
Pero seng = y sen0 =1, entonces:

[sen % + sen(]]

ser:loosl = l —l-+(} = l
12712 2 -

Por tanto queda demostrada la igualdad.

2 ®#:Demuestra la siguiente expresién;

SERX COS ¥ + &N Y cO8 X = sen(x + y)

Demostracién
Se aplica la transformacidén de productos a sumas y se obtiene:

senxcosy= %[mﬂ(x +y)+sen(x-y)]
Sen y cos X = cos X sen y = ;‘l;[wn{x +y)-sen(x-y)]

Al sumar ambas expresiones:
SERXCOSY+ SENY COS X = %[.ﬂm{x+y]+sen{x-y]]+ %[sen{x+y]—.s'en(x—y]]

1 1 1 1
sen X cosy+ seny cosx = Esm{x +y]+53ern{x-y]+ Es'en(x +y]—5m{x—y]

Se simplifican términos semejantes, entonces:

SENX COS Y+ SN Y cos x =sen(x +y)

Por tanto, queda demostrada la igualdad.
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EJERCICIO 47

10,

11,

12,

13,

1

e Este ejercicio no tiene scluciones al final del libre por ser demostraciones »

L,

b

Demuestra las siguientes igualdades:

B (N
sec 30° csc120° ~ 4

-1
sen75° cos 45° R, -
sen 225° cos 75°

cos 35° sen10° + cos 10° sen 35° J6

cos 20° cos 10° —sen 20° sen 10° = 3

T Sm
6 12 12 12:.

1
senxcos x + cos 3xsenx = 3 sen 4x

cos 5+ % ) sen( -] - %[mx_%
sen’ [gﬁi—x ]cosg[x—-g-]

cos(2m —x)cos [%ﬁ:—x ]senz [g—x )

=fec X

cos x[cos 2x — 2sen’ x] = cos 3x

_ 2cos2x+1
" 2co0s 2x -1

t [+£: [E—
anxa ansx

ldentidades y ecuaciones frigonométricas

sen(10° + x) cos (20° —x) + cos(80° - x)sen(70° + x) = sen(2x - 10°)

oo ool )
sen 9 X |cos 18 X | =Sfen 18 X |cos 9 x| =
Senx

sen ﬂ-—x
2
— =sen 3x

ese 2x csc[";—ﬂ+2x]

s 2x + 2[senx cos y + cos x sen ¥] sen(x - y) = cos 2y

sen [%—x ] - sen (%ﬁ—x) -cos(m —x] = cos’ x
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ldentidades para transformar sumas o restas de funciones trigonométricas
en un producto

Dados los dngulos x y y, tales que
x+y=a : x-y=8
Al resolver el sistema de ecuaciones para x y y se obtienen los siguientes resultados:

_a+p : _a-B
9 ’ )

Estos valores angulares se sustituyen en la identidad:
(sen x) (cos y) = —%—[sen (x +y]+sen(x-y]]
Y el resultado es:
®n [a;_ﬂ ]cas(aT-ﬁ] = —12—[&3:; o +sen B
Ahora, al despejar la suma de los senos, se determina que:

e 58 5

De la misma manera se obtiene;

mna-senﬂ=2cos( ] (" ﬂ]
)

@
cos a +cos B Zecas( ] (——E

el

h (X3

cos & - cos B =-2sen(

EJEMPLOS

F AR T 3
.g- 1 @+ FErectia lo siguiente: sen 3 ~sen g
§' Solucion

Al aplicar Ia transformacidn de diferencia de senos a productos, se obtiene:

i n 276 PRI P
— —fep— =12 - ; simplificando
sen 5 sen 6 cos 5 sen 5 P

T " T i3
sen— —sen— =2 cos| = | - sen| =
2 6 (3] (6]

SeﬂE_serlE:zl 1 1
2 6 2)\2) 2
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2 ®e-Calcula, sin hacer uso de las tablas trigonométricas:

Soluciéon
Se emplea la identidad, sen @ + sen =2 wn[%w]-cas[%ﬂ]
Iz 57
12 12

\ﬂ;\_/
~{y

1
I

sen E +sen E =2|sen
12 12 ) 2
Se simplifica,
in hFd T T
ol )2l

Dado que Z mesun dngulo notable, se puede emplear la identidad:

12
i X f1+cosx
2 2

x
F_6
Donde 5 . entonces,
T T V3
x 6 \/Hms(ﬁ] JHT 2443 2443
cos| — |= cos| — |= = = =
12 2 2 2 4 2
Por tanto,
sen T sen L3
12 12
" Sz
- — =243
sen(u]tsen(u] +3
3 ®e- Simplifica la siguiente expresién: ws[m+§]—cos[m-§]

Solucién
5)(]

o]

2

Se emplea la identidad, cos & — cos ﬁ=—2[sen( >
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4 ®¢-Simplifica la siguiente expresion: sen [+ 2 |-sen | 2-2
2 2 2 2
Solucién
50 ; ; o+ a-f
Al utilizar la identidad, sen & — sen B =2cos 5 sen 2 ,se obtiene
b B et g N T
xtr x:r_2m522 2238"22 2 2
i e 272 2 2
sen X ¥ sen ) =205 > sen Liz
22 2 2 2 2
x x T x
s B ] = Zn
sen 5 2]—3‘8!‘! g 2c052 (1)
sen % g]—sen %—g =2cas§
EJERCICIO 48
*  Convierte en producto las siguientes sumas y restas de funciones trigonométricas:
: 1. sen 165° + sen 75° 9, s 3% cos| =
5 4 12
T T
2. cos(7B)+cos(-2p) 10. ws ,6+E]4cas[ﬁ—g]
3, sen(240°) + sen(120°) 11, sen %]‘sen(g]
4. cos(56) - cos(36) 12, sen ct+E sen E+,3
: 2 2
o (] -] [ T T
5. cos(37°29 ]+cas(52 31] 13. cos a+7 |-cos| @=7
T T
6 1, | B Sl 14 i =
.m{u] s'en(uJ sen| B+ ]u'en B B]
7. cos 5_:: cos 2_;1: 15, sen|=rm+a Hsen|—m—-a
18 9
8. sen35°- sen 25° 16, s a;ﬁ cas(a%ﬁ]
O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient® s + + + s s s s 0 0 s 0 5 5 5 o -
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Demostracion de identidades

EJEMPLOS .

& s sen 50°+ sen 10° /3

[ 18 —
-g. 1 Demucstra la siguiente igualdad: ——2--— 7o = =
[

Solucién
Se aplica la suma de senos y cosenos

- 1
sen 50°+sen 10° 2[”"5(50 +1(}°]m55{50“-1(}“]]
cos 50°+cos10° 2[

_ sen 30°cos 20°

o = tan 30°
] cos 30°cos 20° fan

cos%{Sﬂ"Hﬂ-"] ms%{ﬂ}“ -10°)

Pero tgn 30° =i;—_3— » por lo que la igualdad queda demostrada.
2 ®e-Demuestra la siguiente igualdad;

sen x + sen 3x + sen 5x + sen Tx = 4 sen 4x cos 2x cos x

Solucién
Se agrupan dos a dos los sumandos

sen x + sen 3x + sen 5x + sen Tx = (sen x + sen 3x) + (sen 5x + sen Tx)

Se aplica la transformacidn de suma de senos a productos

sen x+ sen 3x = 2[38:; %{x+3x]cos%(x— 3x]] = 2[sen 2x cos(~x)] =2 sen 2x cos x

1 1
sen Sx+ sen Tx= Q[sen E(5x+?x]cas E{Sx-?'x]] = 2[sen 6x cos(-x)]= 2 sen 6xcos x

Entonces,
sen x + sen 3x + sen Sx + sen Tx = 2sen 2x cos x + 2sen 6x cos x = 2cos x (sen 2x + sen 6x)

En esta nueva expresidn se aplica la transformacioén de sumas a productos,
1 1
2 cos x (sen 2x + sen 6x) = 2 cos x - 2[-!!8" E{Zx+6x]cosa(2x —ﬁx]]

=4 cos x [sen 4x cos(—2x)]

=4 cos x sen 4x cos 2x
Por tanto, queda demostrada la igualdad,
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EJERCICIO 49
*  Demuestra las siguientes igualdades:
1 ms—ﬂ:+casﬂ?r = —£
. 12 12 2
sen 40°+ sen20° 3
2, —mMm = — e 10°
sen 40°—gen 20 3 “1
m£+sen5—ﬁ m.l=2—glr
4 _ 6 I8 __ 9
. sens—x—seni tan—~-
18 6 18

4, cos({x—T)+cos(x+ M)=-2cosx

5. sen2x + sen dx — sen 6x = 4sen x sen 2x sen 3x

p 4 5x
6. senx —sen 2x + sen 3x— sen dx = — 4sen 3 cos? Cos X

5x x
% casx+casﬁx+cos&x+ms4x=4ms? mrxcasa
sen S5x —sen 3x
B anx=s——————
cos 5x +cos 3x
1-2sen® x 1
9 —————— = —¢scx

sen 3x —senx 2

cos (x+y)—cos(x-y) _

10, —fan x
sen (x+y)—sen(x—-y)

11, . = lcscﬂsacxsecf
senx+sen 2x +sen3x 4 2 2

12 %[ms(a+b +c)+cos (a+b —c)+cos(a—b +c)+cos(a-b—c)]| = cos acos beos ¢

G Este ejercicio no tiene soluciones al final del libro por ser demostracion®s « « » + + ¢+ & 2 5 ¢ 4 o &

Ecuaciones trigonomeétricas

Una ecuacidn trigonomeétrica es una expresitn que tiene como incdgnita valores angulares bajo los signos de funciones
rigonométricas,

Al resolver una ecuacién trigonométrica se debe encontrar el o los valores que satisfacen dicha ecuacidn, esto es,
que en una ecuacion trigonométrica no siempre existe una solucidn iinica, en ocasiones existen varias, las cuales se
expresan como conjunto solucién,
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ldentidades y ecuaciones frigonométricas

EJI’EMPLOS

_& 1 @+ Resuelve la siguiente ecoaci6n para 0 < x < 27,

E . sen (“'E] =1
' Solucién

Se despeja la incdgnita x y la funcién seno se representa como arc sen en el segundo miembro, lnego el intervalo
indica que se tomardn como solucidn aquellas entre 0° y 360°

sen [x+%] = i — [x+%]=amsen(l)
s E_E
4 2
T T K
sl dlon Sl e,
=3 A

H resultado puede expresarse en grados o en radianes,

2 ®4-Resuelve la siguiente ecuacién para 0si 0° < < 360°,
3tant—4=r1and -2

Solucién
Se agrupan los términos que tienen a las incdgnitas y se reducen:
Itan@-4=ran -2 — 3tanf—tanf=-2+4
2tand=12
tanfd=1

De esta expresién se despeja el dngulo @

tanf=1 — 8 =arc tan (1)
o== _45
* x 5m
Luego, la tangente es positiva en el primero y tercer cuadrantes, por consiguiente, el conjunto solucitn es Ty

3 ®e-Resuelve la siguiente ecuacién para xsi 0 <x <27

2senx-1=—senx
Solucién

Se agrupan los términos en el primer miembro;
2sen’x—1=-—senx - 2sem’ x+senx—1=0

La expresidn resuliante se factoriza,
(2senx—1)(senx+1)=0

Por tanto, 2sen x— 1 =0y sen x+ 1 =0, de las cuales se despeja la incdgnita x, entonces,

2senx-1=0 senx+1=0
a:rell'ur=l sen x=-1
2
x=arcsen(%] x=arc sen(-1)
n 5t ir
x: —_—— _x: —
6 6 2
: ; m St 3m
Luego, el conjunto solucién es riar
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4 @« Resuelve la siguiente ecuacin para 8, si 0° < <360°,
4ecostB-3=0
Solucién
Se despeja cos 0 de la ecuacidn;
4c0520-3=0 - 4costh=73 - mfﬂ:%
3
cos ﬂ:iT
Se obtienen dos ecuaciones
casn9=?3 y casﬂ:—%
Se despeja el angulo 6
d=arc cos[%] = 30° 3300 ; 9=mt‘cos[—%] =150°, 210¢
Al final, el conjunto solucién es 30°, 150°, 210° y 3307,
5 ®+-Resuelve la siguiente ecuacién para 0si 0° < 6 <360°,
2sent@=—sen B
Solucion
Se resuelve la ecuacion;
2sen’ 0 +senf = 0 — senB(2send+1)=0
Se obtienen dos ecuaciones:
sen =0 2s5enb+1=0
Se despeja el angulo 0,
senfi=0 25enb+1=0
6 = arc sen (0) B:arcsen(—%]
8=0° 180°,360° 68=210°,330°
Por tanto, el conjunto solucién es 0°, 180°, 210°, 330° y 360°,
& ®9-Resuelve la siguiente ecuacién para x si 0° <x £360°,
2 cos® x =sen x— 1
Solucion
2cos* x=senx— 1 — 21 —sen’ x)=senx—1
2—2sen’x=senx - 1
2—2sen’x—senx+1=0
—2senx—senx+3=0 (-1
2sen’x+ sen x-3 =10
(2sen x+ 3)(sen x-1)=10
Se despeja el dngulo x de ambas ecuaciones:
senx—-1=0 2senx+3=0
x=arc sen (1) senx=—g(m existe solucidn)
x=90°
Cabe mencionar que 2 sen x+ 3 = 0 no tiene solucién porque —1 < sen x< 1, entonces el conjunto solucidn es 90°,
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EJERCICIO 50

10,

11,

12,
13,

14,

15,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

L,

2

Fig
. 2co8 |[Z—x|=1
303(4 x]

 CSCX = fec X

SER X = SEN E-x
2 2

cosx+ 2senx =12

. 2cosx - tanx-1=10

. deosPx=3-dcosx

. 3costx+senix =3

. 2senfx+senx=10

. cosx+9senix=1

escix =2cof x

senx-tanx+ 1 =senx + tanx

2cost x+ 3senx =0

senx—cosx =0

3cos’ x—set x=0

cosx-3senx=0

Resuelve las siguientes ecuaciones, tales que 0° < x <360°.
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16,

17.

18,

19,

g B B BB

g 8 =8 3

kentidades y ecuacionss frigonométricas

eenx +cscx=3
senx-cigx—gsenx =10
208’ x + cos*x-2wsx-1=0

deosx-2=21anx-cig x—secx

tar® x-9tanx =0

—+ 3manx=0
clg” x

senx-secx++2 senx =2 = secx
(2—5}&8}1 x+{2—\f3_]=2coszx
(2+ ﬁ] - {l + 2J5_] wsx = 2sen’ x

secx(2senx + 1) - 2(2senx+1)=0

m@ran x
=0
SeCx

V2eosx—2senx==-3

Ssen’x + cosix =2

5
———5/3cosx=0
csc x

sx=0

oS X +cos X = senx
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CAPTUIO 15
TRIANGULOS RECTANGULOS
il Tl u origen se encuentra en la cultura egipcia,
.nm?;;:';: . i Sespecﬁicamenfe en la geometria egipcia.

Los egipcios dominabon a la perfeccién los trian-

Medicién de tierras gulos, ya que fueron la base para la construccién

en el antiguo de sus pirdmides asi como la medicién de tierras.

P Mt Se auxlioban de los anudadores, hacian nudos
los zoudadores

igualmenie espaciados para medir y se dieron
cuenta que al ubicar cuerdas de diversas longitu-
des en forma de friGngulo obtenian angulos rectos v, por fanto, triGngulos
rectangulos, lo cual significa que tenian conocimiento de la relacién que
existe entre la hipotenusa y los catetos de un trigngulo recténgulo.

Sin embargo, Pitagoras fue el primero en demostrar el teorema que lleva
su nombre, el cual establece la relacién entre los kados de un trigngulo
rectangulo, aunque los egipcios y babilénicos lo utilizaban en sus caleulos
y construcciones pero sin haberlo demostrado.
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Solucién de triangulos rectédngulos

Dados tres datos de un tridngulo, si uno de ellos es un lado, encontrar el valor de los datos restantes,
Para los tridngulos rectingulos basta conocer el valor de uno de los lados y algiin otro dato, el cual puede ser un
angulo v otro lado, debido a que el tercer dato siempre estd dado ya que, al ser tridngulo rectingulo, uno de los dngulos

siempre serd de 90°,
Cabe destacar que el teorema de Pitdgoras y las funciones trigonométricas son de suma importancia para la reso-

Incidn de triingulos rectingulos,
EAEMPLOS
2 1 ®¢ En el tridngulo ABC, a = 12 em, b = 9 cm. Resuelve el tridngulo,

E_ ' Solucién
i A
c a= 12 om
-
A b=%cm C

Se proporcionan catetos; entonces, para encontrar la hipotenusa se utiliza el teorema de Pitdgoras:
c=al+b*
e= (12) +(9) =144 +81 =225 =15

Por lo tanto ¢ = 15 cm.
Para encontrar los dngulos se utilizan funciones trigonométricas; en este caso, al tener los tres lados se puede
aplicar cualquier funcién, Por ejemplo, en el caso del dngulo A se aplica la funcién tangente, entonces:

12
an A= —
9

Se despeja el dngulo A:

£ A =arc tan [%]zSS“ 7 48"

Para encontrar el tercer dngulo, se tiene que £ A + £ B + / C= 180°, en particular £ A + 2/ B=90" ya que £ C=90°,
por tanto:

53°7 48" + £ B=90°
£ B=90°-53°7 48"
£ B=36°52" 12"
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2 eo.

3 e

Tiéngulos rectangulos

En el triingulo MNP, m = 13.4 ¢m, £ P =40°, Resuelve el triingulo,
Solucién
Para hallar el £ N, se aplica;
LN+ ZP+ 2~ M=180"

Ya que £ M= 90", entonces,
LN+ ZP=90"donde ZN=90"-LP

ZN=90"-40°

£ N=50° » > N

Lado n
Se elige uno de los dngulos agudos, en este caso £ Py se establece la funcidn trigonométrica de acuerdo al lado que
se vaa encontrar (n) y el lado conocido (m = 13.4), por lo que la funcidn que se busca es el coseno de P, entonces:

n n
P=— donde 40°= —
cos o cos ia

Al despejar n:
n=(13.4) (cos 40%) = (13.4) (0.76604) = 10.265 em

Para hallar el lado restante (p) se utiliza el teorema de Pitigoras;
p=vm*=n’ = \(134) —(1026)" = \179.56 -105.27 = 7429 =8.62cm

En el tridngulo ABC, a= 54 cm, A =36° 20’, Resuelve el tridngulo,
Solucién

En el tridingulo ABC:; B
ZB=90"-~A

Z B=90"-36 20"

£B=53°40° ¢ a=54cm

36° 20°

A b C

Para hallar el lado b, se utiliza la funcidén tangente de £ A:

mnA=§ donde fan 36° 20° = 5.5_4

54 54
an36°20' 07354
El valor de la hipotenusa se encuentra mediante el teorema de Pitidgoras:

c=a +b® = \[(54) +(73.42)° =91.14 cm

=73.42 em

Al despejarb: b=
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EJERCICIO 51

10,
11,
12,
13,
14,

15,
16,
17,

18.
19,
20,

S B g W N

Resuelve el siguiente tridngulo rectdngulo segin los datos proporcionados:

C

a=12 b=17

ZA=32%b=4

ZC=46"20", a=5

a=325c=413

ZA=45"a=13

Z£C=54%bp=22,6

b=225c=187

LZA=48"12", b =345

£ C=34"32" ¢=569

a=1823b=19.86

LA=32"2T",a=12

b=417,a=2

ZC=48°23,b=23

a=75¢=25

c=13, 7 A="25°49

Calcula el valor de los dngulos agudos sia= %
Determina el valor de los dngulos agudos y el valorde los lados sia=x,b=x+8yc=x+7.
Calcula el valor de los dngulos agudos y el valor de los lados sia=x+ 1, b=x+2yc=x.
Determina el valor de los 4ngulos agudos sia=c.

Calcula el valor de los dngulos agudos si b = 3a.

o Verifica tus resultados en la seccién de soluci correspondiente
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Tiéngulos rectangulos

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Se sitiia un punto a 20 metros de un edificio, Si el 4ngulo de elevacidn al punto mds alto del edificio es de 46° 23°,
encuentra la altura del edificio.

Solucién
Se representa el problema con un dibujo:

[~
——20m —

Para hallar la altura del edificio se utiliza la funcidn tangente, ya que se tienen como datos un éngulo y el cateto
adyacente a éste, y la altura representa el cateto opuesto al dngulo dado;

h
46°23 = o~
tan 20

h = (20) (tan 46° 23°) = (20) (1,04949) = 21 m
De acuerdo con el dato anterior, la altura del edificio es de 21 m.

Al despejar h:

En la construccidn de una carretera se encuentra una montafia de 250 metros de altura, a través de ella se construird un
tinel, La punta de la montafia se observa bajo un dngulo de 48" 30° desde un punto P en un extremo de la montafia,
y bajo un éngulo de 38° desde el otro extremo, ; Cuil seri la longitud del tinel?

Solucién =

250
48° 30r 38

P R 7}
— ¢ —+—— b» —

La longitud del tnel estd determinada por a + b.
Para obtener a, se utiliza el tridgngulo PRTy se aplica la funcién tangente de £ P:

1an48°30" = 22
a

Al despejar a
250 250

4 48300 L1302
Para obtener b, se utiliza el tridgngulo @RTy se aplica la funcién tangente de £ 0;
an 38° = 2

=22119m

Al dcspri b 250 250

T [an380° 07312
Por tanto, la longitud del tinel es: 221,19 +320,02 = 541,21 m.

=320.02m
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EJERCICIO 52

Resuelve los siguientes problemas:

1. En una torre de 40 m que estd sobre un pefiasco de 65 m de alto junto a una laguna, se encuentra un observador que
mide el dngulo de depresién de 20° de un barco situado en la laguna, ;A qué distancia de la orilla del pefiasco se
encuentra el barco?

2. A una distancia de 10 m de la base de un drbol, la punta de éste se observa bajo un dngulo de 23°, Calcula la altura
del drbol,

3. Una persona cuyos ojos estdn a 1,20 metros del suelo, observa una pintura que se encuentra a un metro del suelo y
mide 1.50 metros. Dicha persona se encuentra a dos metros de distancia de la pintura,
a) ;Cudles el dngulo de visidn? b) (A qué distancia se debe parar la persona para
que el dngulo de visin sea de 4577

230



CATUO 15

Tiéngulos rectangulos

4. Un nifio tiene un papalote, el cual hace volar sosteniendo una cuerda a un metro del suelo, La cuerda se tensa formando
wn dngulo de 45° con respecto a la horizontal, Obtén la altura del papalote con respecto al suelo si el nifio suelta 20
metros de cuerda,

5. Determina el dngulo de elevacitn del Sol si un poste de 2.56 metros proyecta una sombra de 1,85 metros,

6. Un globo de aire caliente sube con un dngulo de elevacién con respecto a un punto A de 46° 10°, Calcula la altura a
la que se encuentra el globo, con respecto a un punto P del suelo, si la distancia de éste al punto A es de 50 metros,
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: 7. Desde lo alto de una torre cuya altura es de 25 m, se observa un automdvil alejindose de la torre, con un dngulo de
depresion de 32°; si un instante después el dngulo es de 26°, ;qué distancia se ha desplazado el automdvil?

8. Un maleante es perseguido por un patrullero, quien es apoyado desde el aire por un helicdptero, como se muestra en
la figura, Si el dngulo de depresién desde el helicoptero hasta donde se encuentra el delincuente es de 25° y el dngulo
de depresidn hasta donde se encuentra el patrullero es de 65°, y su distancia a éste es de 25 metros,

calcula;
La distancia entre el helicéptero y el delincuente,
La distancia entre el patrullero y el delincuente.
La altura del helicéptero.

9. Un ingeniero civil desea conocer el dngulo de elevacién del topdgrafo, asi como la distancia a la que se encuentra

del asta bandera, sise sabe que el asta bandera mide la cuarta parte de la altura del edificio que es de 16 metros, y la
distancia entre ambas es de 9 metros,

16m

==l
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Tiéngulos rectangulos

10, Una arafia que se encuentra en la base de una caja desea alcanzar una mosca ubicada en la esquina opuesta de la
caja, como se muestra en la figura, Las esquinas estdn conectadas por un cable tenso, determina cuil es el dngulo de
elevacidn del cable y la distancia que recorreria la arafia hasta llegar a la mosca por el cable.

12, Debido a un accidente en unos laboratorios quimicos, se tuvieron que desalojar las casas que estuvieran en un radio
de 500 m de los laboratorios, Una familia vivia a 250 m al este y 195 m al sur de los laboratorios. Determina si la
familia desalojé su casa,

=00 E
OO

]
Em

— 195 m
17 =1
A moo

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o
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CAPTUIO 16
TRIANGULOS OBLICUANGULOS
- — strinomo y matemdtico aleman que realizé
-;m.m.,.“""‘ ~ iratados sobre la frigonometria y la astro-
T nomia, inventor de diversas herramientas
. — para ki observacién y la medida del tiempo.
A= ‘\ Su obra se compone de cinco libros llomados: De

triangulis omnimodis, jpublicada en Nuremberg
70 afios después de haber sido escrital Es intere-
sante desde el punto de vista matematico, ya que
en el primer libro se establecen las definiciones
basicas de radio, arcos, igualdad, circulos, cuer-
das y la funcién seno. En el segundo, la ley de senos para la resolucién
de problemas con frigngulos, y del tercero al quinto libros se expone la
frigonometria esférica.

1436 - 1476
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GEOMETRIA ¥ TRIGONCOMETRIA,

Solucién de triangulos oblicudngulos

Un tridingulo es oblicwingulo cuando sus tres dngulos son oblicuos, es decir, no tiene un dngulo recto, Este tipo de
tridngulos se resuelven mediante la ley de senos, de cosenos o de tangentes.

ley de senos

La razén que existe entre un lado de un tridngulo oblicudngulo y el seno del dngulo opuesto a dicho lado es proporcional
ala misma razdn entre los lados y dngulos restantes,

C
Ley de senos:
a b ¢
b a senA senB  senC
A ¢ B
La ley de senos se utiliza cuando:

2 Los datos conocidos son 2 lados y el dngulo opuesto a uno de ellos,
2 Los datos conocidos son 2 dngulos y cualquier lado,

EJEMPLOS

.E 15 @5+ En ¢l rridingulo ABC, b = 15 cm, 2 B=42° y £ C=76°. Calcula Ia medida de los lados y éngulos restanics.

g Solucién

o A Para obtener £ A, se aplica ZA + £ B+ Z C= 180°, despejando,

LZA=180°-L£C-£B=180"-42°-76°=62°

Se conoce el valor del lado & y el dngulo B, opuesto a dicho lado,
también se proporciona el dngulo C, por tanto, se puede determinar
la medida del lado c,

c b
senC  sen B

Al sustituir £ C=T76° £ B=42°y b= 15 cm, se determina que,

e _ 15
sen 76°  sen 42°

De la expresién anterior se despeja ¢,

" (15)(sen 76°) _ (15)(0.9703)

= ~21.75
sen 42° 0.6691 m

Por iltimo, se determina el valor del lado a con la siguiente relacidn;

a b a 15

senA=senH donde sen 62°=sen 42¢

Al despejar a:

- (15)(sen 62°) _ (15)(0.8829)

=19.8
sen 42° 06691 9.8 om
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Triangulos oblicuangulos

2 ®e:-Enel tridngulo MNP, £ P=76° p=12 cm y m= 8 cm. Resuelve el triingulo,

Solucién
P
76°
n m=8cm
M p=12¢cm N

Con los datos del problema, se calcula el valor de £ M con la siguiente relacidén:

[LiJ P

seansenP

Al despejar sen M y sustituir los valores, se obtiene:

_msenP _ (8)(sen 76°) - (8)(0.97029)

sen M o B 7 = 06469
Entonces:
£ M =arc sen ((L6469)
£M=40"18
Por otro lado,

LN=180"-2 P ZM=180"-76"—40" 18" = 63" 42’

Se aplica la ley de senos para encontrar el valor del lado n:

R __P
sen N sen P
Al despejar n,
psen N (12)(sen 63°42)  (12)(0.8965) i3
n = - = - g Cm
sen P sen 76° 09703
Por consiguiente,

LM=40" 18", ZN=63°42" yn=11.09 cm
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3 @«:Enel tridngulo ABC, £ A =46°, £ B=59° y a =12 cm. Determina los elementos restantes del tridngulo.
Solucion

En el tridngulo:
ZC=180"-2A-ZB=180"-46"-59"=75"

Para hallar el valor del lado ¢ se utiliza la relacidn;

€ a asen C  (12)(sen 75°)  (12)(0.9659)
" donde = - a = 1611
senC  senA " = sena sen 46° 07193 i

Asimismo, para obtener el valor del lado b se utiliza la relacidn;

5 3 donde  p_28mB_ (12)(sen 59°) N (12)(0.8571) Ao

senB senA sen A sen 46° 0.7193

Finalmente, los elementos restantes son;

£C=T5¢c=1611cmyb=143cm

ley de cosenos

El cuadrado de un lado de un trifingulo oblicudngulo es igual a la suma de los cuadrados de los lados restantes,
menos el doble producto de dichos lados por el coseno del dngulo opuesto al lado buscado,

C Ley de cosenos:

a=b2+c-2bccosA
br=g*+ ¢?-2accos B
r=a’+b>-2abcos C
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Triéngulos oblicuangulos

Al despejar
La ley de cosenos se utiliza cuando:

= Se tiene el valor de 2 lados y el dngulo comprendido entre ellos,
© Se tiene el valor de los 3 lados,

EAEMPLOS

,& 1. @#-En el trifngulo ABC, a= 15 cm, c = 18 cm, £ B=T(P, Resuelve el trifngulo,
Evl Solucién

i

A c=18 cm B

Para calcular el valor del lado & se utiliza la férmula:

b =a’+c*-2qccos B
Donde,

b=1J(15) + (18 —2(15)(18) cos 70° = /225 + 324 —2(15)(18)(034202) = /3643
b=19.09 cm

Conocidos los 3 lados del tridngulo se calcula el valor de £ A:

b’ +c’-a’  (1909) +(18) -(15)" 36443 +324 -225

2w 209.09)18) 687.24 =86783

ws A=

Donde; Z A = arc cos 06743 = 47° 36"
Por dltimo, se determina la medida de 2 C:

LC=180"-2A- £B=180"-47°36" - 70° = 62" 24’

Por tanto, los elementos restantes del ridngulo ABC son;

b=1909cm £LA=47"36"y £ C=62"24
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GEOMETRIA ¥ TRIGONOMETRIA
2 ®e:Enel triingulo ABC, a = 50, b= 45, c= 32, Resuelve el tridngulo,
Solucion
C
b =45 a=50
A c=32 B
Para obtener £ A:
2 2 2 2 2 b
e b+ —a =(45] +(32)" -(50) =2m5+1024-2500=0’1906
2bc 2(45)M(32) 2880
Donde,
Z A= arc cos 0.1906 = 79°
Para obtener £ B:
2 2 2 2 2 2
a +c’=b (50) +(32)" —(45)" 250041024 -2025
= 2ac 2(50)(32) 3200
Donde,
£ B=are cos0,4684 = 62° 4>
Para calcular £ C;
ZC=180°- 2 A— / B=180°—79°_ 62° 4’ =38° 56’
Por consiguiente, los dngulos del tridngulo ABC son:
£ A=T79° /B=62°4"y / C=38°56

ley de tangentes

En todo tridgngulo oblicudngulo la razén entre la diferencia de 2 lados y la suma de los mismos, es igual a la raz6n
entre la tangente de la semidiferencia de los dngulos opuestos a cada uno de los lados, y la tangente de la semisuma
de dichos dngulos,

Formulas:

240



CAPTUO 16

Triéngulos oblicuangulos

Se determina el ~ B;
ZB=180°-ZA- 2 C=180°-68"-36" = 76°
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado &

san[2=C
a-c 2

- A+C
a+cmn(+]

2
Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ A = 68° y ~ C = 36°, se obtiene;

anf 88°=36°
a-10 _ 2 ) an16° 02867

= = = =0.2240
a+10 r‘:m[68“’+‘3»6"] fan 52 12799
2
Entonces, de la expresion resultante:
a-19_ 42240
: a+10
Se despeja a:
a-10=02240a + 2240 - a—02240a=2.240 + 10
0.776a=12.240
12,240
“= 0776
a=1577cm
Se aplica la ley de tangentes para encontrar el valor del lado b:
5 B-C
b-c_""\"2
b+c ran[B+ C']
2
Al sustituir los valores de ¢ = 10, £ B =76° y £ C = 36°, se determina que;
76°-136°
tan| ————
-E:!—l(fl= 2 =tanﬁ}°=03639=02454
b+10 [?6°+ 36°] fan 56° 14826
fan| ———
2
De la expresién resultante,
b-10
— =0.2454
b+10 2
Se despeja b:
b—10=0.2454b + 2,454 - b—02454b =10+ 2,454
0.7546b= 12,454
b=16.5cm

Por tanto, los elementos restantes del tridgngulo son:
£B=76%a=1577ecmyb=16.5cm
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EJERCICIO 53
Resuelve el siguiente tridngulo oblicudngule de acuerdo con los datos proporcionados.
c
b a
A c B

ZB=57"200, £/ C=43"39", b= 18
LA=63"24", L C=3720°, c=324
LA=85"45", ZB=26"31",c=43.6
LC=49% L A=54"21’, a=T2

£ B=29°/C=84%0=123
LA=32° £ B=49°a=12

a=5 2ZA=32°b=8

c=13, =10, 2 C=35"1%"

£ B=56"35",b=127,a=98
a=9c¢=115 £ C=67"21"
.a=15b=16,c=26

a=324, b=489,c=66.7

a=100, b= 88,7, c=125.5
a=15b=12,¢=20

a=12 b=15 £ C=68"

a=28 ¢=32, ZB=176"

. b=45 =75 2A=35"

. a=12.6, b=18.7, £ C=56°

S S B el

e B e i e —
=S hEBSESD

Demuestra que para el tridngulo se cumple:

a b ¢
senA senB senC

e

D =+ -2bccos A
D b =a+c" -2accos B

@ F=d+b¥-2dbcosC

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluci corme diente «
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Triangulos oblicuangulos

» PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Para calcular la distancia entre 2 puntos a las orillas de un lago, se establece un punto P a 100 metros del punto M;
al medir los dngulos resulta que £ M =110y £ P =4(F, ;Cudl es la distancia entre los puntos My Q7

Solucién
Se realiza una figura que represente el problema;

De acuerdo con los datos se determina el valor de £ Q:
Z @=180° - 110° —40° =30°

Sea MQ = d, entonces, al aplicar la ley de senos se obtiene:

d 100
sen 40°  sen 30°

De la cual se despeja d:

4o (100)(sen 40°) _ (100)(06427) _ oo o,
sen 30° 0.5

En consecuencia, la distancia entre los puntos es de 128,54 metros,

Un observador se encuentra en un punto P que dista de 2 edificios, 250 m y 380 m, respectivamente, Si el dngulo
formado por los 2 edificios y el observador es 38° 20°, precisa la distancia entre ambos edificios,

Solucién

250 m \38° 20~ 380m

P

Sea d la distancia entre ambos edificios; entonces, por la ley de cosenos;

d=1/(250)" + (380)" —2(250)(380) cos 38°20 ' = /62 500+ 144 400 —149 038,98 = 240,55

Finalmente, la distancia entre los edificios es de 240.55 m.
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3 Se inscribe un octdgono regular de lado 1 ¢m en una circunferencia; determina el 4rea del circulo,
Solucién
Si s inscribe un poligono regular en una circunferencia, la distancia del centro al vértice es el radio, sise trazan 2
radios a 2 vértices se forma un tridngulo isésceles y la medida del 4ngulo central es % =45°, como lo muestra
I figura;
Sea x la medida de cada dngulo de la base en un tridngulo isdsceles, entonces:

2x +45°= 180° — 2x=135" ¥ x= 1325 =67.5°

Por la ley de senos se tiene la igualdad;

Al despejar r de la expresion anterior;

Luego, el drea del circulo estd dada por la expresidn;
A=x ,2
Se sustituye r= 1.3 em y se obtiene:

A=m(1.3 cm)*= 1,697 cm?

EJERCICIO 54

Resuelve los siguientes problemas:

1. Para establecer la distancia desde un punto A en la orilla de un rio a un punto B de éste, un agrimensor selecciona
un punto P a 500 metros del punto A, las medidas de £ BAP y £ BPA son 38° y 47° 32, Obtén la distancia entre

AyB,
. Yy
A 8°

47° 32"
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Triangulos oblicuangulos

2, El horario y el minutero de un reloj miden respectivamente 0.7
y 1.2 ¢m, Determina la distancia entre los extremos de dichas
manecillas a las 13:30 horas,

3. Un barco sale de un puerto a las 10:00 am. a 10 km/h con di-
reccidn sur 30°20°0, Una segunda embarcacién sale del mismo
puerto a las 11:30 h a 12 km/h con direccion norte 45°0. ;Qué
distancia separa a ambos barcos a las 12;30 horas?

4, La distancia entre 2 puntos A y B es de 20 km. Los dngulos de
elevacidn de un globo con respecto a dichos puntos son de 58° 20
y 67° 32°, ;A qué altura del suelo se encuentra?

A
BN

vy O S (i, O
20 km
5. Una persona se encuentra a 3,7 m de un risco, sobre el cual se ~ ~ .
localiza una antena, La persona observa el pie de la antena con -
un dngulo de elevacién de 30° y la parte superior de ésta con un
dngulo de 70°, Determina la altura de la antena, /

—_ 3Tm —
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GEOMETRIA ¥ TRGONOMETRIA
s 6. ¢Cudl es lalongitud de los lados de un pentdgono regular ins- ’
crito en una circunferencia de 4 centimetros de radio? / \
4 cm
4 cm
-—_
7. Dos aviones parten de una ciudad y sus direcciones forman un : g
dngulo de 74" 23°, Después de una hora, uno de ellos se encuentra f”; .
4225 jm de la ciudad, mientras que el otro estd a 300 km. ;Cudl e T e
es la distancia entre ambos aviones? N

. 300 km
\?4° 235
‘f—‘vl

ox
.

225 fan

8. En un plano inclinado se encuentra un poste vertical de 20 mefros ~
de altura. Siel dngulo del plano con respecto a la horizontal es de
20°, calcula la longitud de un cable que llegaria de un punto a
300 metros cuesta abajo a la parte superior del poste,

9. Un barco parte de un puerto y navega hacia el norte con una veloci-
dad de 70 km por hora, Al mismo tiempo, pero en direccién noreste,
otro buque viaja a razén de 80 kn por hora, ;A qué distancia se
encontrardn uno del otro después de media hora?
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10. La distancia que hay de un punto hacia los extremos de un lago
son 145 y 215 metros, mientras que el dngulo entre las 2 visuales
es de 56 10, Calcula la distancia entre los extremos del lago,

11, Enun paralelogramo que tiene un lado que mide 20.8 cm, su dia-
gonal mide 46.3 ¢m. Determina la longitud del otro lado si se sabe
que el dngulo entre la diagonal y el primer lado es de 28° 307,

— B
12, 8i A ABC trifngulo cualquiera y DE es el didmetro de la circun-
ferencia, demuestra que:
BE - AR _ BC _ CA "
sen C sen A sen B D P

13, Observa la siguiente figura;

a) Demuestra que dado un lado y 2 dngulos adyacentes, el drea del tridngulo serd;

_ r* sen Q sen P =q73'enPs'er:R _ p’ sen R sen @
2s5en (Q+P)  2sen (P+R) 2 sen (R+0)

b) Demuestra que el drea del tridngulo estd dada por cualquiera de las siguientes férmulas:

1
S A= Erz sen PsenQ csc R

1 1
& A= —2-25—:—- oS (lP]cos (—- Q]cos(—ﬂ]
prg+r 2 2 2

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente a
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CAPTUIO 17
FORMA TRIGONOMETRICA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS
HISTORICA

§

&
. braham de Moivre es conocido por la
Vo, ST N Aﬁrmulu de Moivre y por sutrabaio en la distri-
- bucién normal y probabilidad. Fue amigo
. — de Isaac Newton y Edmund Halley. En 1697 fue

elegido miembro de Royal Society de Londres.

Abraham de Moivre la férmula de Moivre afirma que:
(1667-1754)
Vxe RaVne Zlcos 0 + i sen 8" = [cos nB+ i sen n 6

Esta férmula es importante porque conecta los n(-
meros imaginarios con la trigonometria.
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Forma trigonométrica o polar

Sea el niimero complejo z = a+ bi, r=|z| = ya’ +b® su valor absoluto y 8 =arc ian (E]cl argumento o médulo de
z,entonces su forma trigonométrica o polar se define como: 4

z=r{cos@+isend)=rcis0=r|@ concost+isent=cisd

Demostracién
En el ridngulo
Bt a b Imaginario A
cos = —, sen = — .
r r z=a+bi
Al despejar a y b respectivamente Pla, b)
b
a=rcos,b=rsent L
Si sustituyes en z = a + bi, obfienes: g -
v Real
z=rcosO+irsend=r(cos 0 +isen@)=rcist = r|@
E_.!EMPLOS
..g_ 1 @ Transforma el complejo z= 4 + 3i a su forma trigonométrica con 0° € 8 £360°,
E_ Solucion
o Se obtiene 8 y r, entonces: Imaginarid 4
z=4+3j
d = arc tan [E]=cwmn [§]=36°52’ Z=Sicle 36752
a 4 l
1
2 2 1
r= (4] +(3) =V16+9 =25 =5 53
Por tanto, la forma trigonométrica es: i
2= 5(cos 36° 52’ + i sen36° 52°) Mz i
z=5 cis 36° 52° = 5[36°52° 0 4 Real
2 ®e-Transforma el complejo z= -1 + ia su forma trigonométrica con 0° < 8 £360°,
Solucién
Se obtiene 8 y r, entonces: - Imaginario
0= arc tan (Ll] =135° 4’-=_‘E cis|135°
r= (=17 +(1)* = Vi+1 =2 i 4
i I »
Por tanto, la forma trigonométrica es: Real
2= 2 (cos 135° + i sen 135%)
2= 2 cis 135°= J2|135°
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Ferma triganométrica de los nimercs complejos

Operaciones fundamentales
© Multiplicacién
Sean los complejos z, = r, (cos 8, + i sen 0,) y z, = r,(cos 0, + i sen 0,), entonces;

Iy =11y [cos (8, 40,) + isen (8,4 0,)] =r, ry cis (6, +6,)

.8. . ®9-8iz,=2(cos60° + i sen 60“})'52:&(003 45° + i sen 45°), determina z;- z,.
Solucion
Se aplica la definicidn del producto de dos nimeros complejos

EJEMPLOS
wi

-
5

z, - 2= (2)(V2 ) [cos (60° +45°) + i sen (60° + 45°)] = 22 [cos 105° + i sen 105°)]

2 .‘"Dﬁtﬁl'ﬂliﬂazl' Z SizI=4cjs% )rzzzﬂ ng%_
Solucion
Aplicando la definicién del producto
i .| X K . T T
2y 2y =1y Fyois (0 + 0,)= (4X3) cis (E+EJ: 12 c;sz = uﬁ
@ Divisidn

Sean los complejos z; = ry (cos 0, + i sen 8,)y z, = ry(cos 0, + i sen 8,), entonces;

2z, _ r(cos 6, +isen 8) _ r, : Fin I
5 _ nleos Bitisen B) _ KT 0s(0,-0,)+isen(6,~8,)]= Leis(8,-8,)= 119, -8
Z g{casﬂzﬂsenﬂz] 5 [(”{ e )] ?‘zm{ : %] r —2

EJEMPLOS
.E. 1 e Sean z,=8(cos50° + i sen 50°) y z,= 4{cos 15° + i sen 15°), determina i.
f Z
E = Soluién 2
- Se aplica la definicién del cociente de dos nimeros complejos

i _ % [cos(50°=15%)+i sen(50°=15%)]

A =2[cos35° +i sen 35°]
22

L - T, T T, T
®«-Encuentra =, siz, = 12| cos—+i sen— =3| cos —+isen—
2 o e P G )

Solucién
Aplicando la definicidn del cociente:

Simplificando, se obtiene:
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2%

1 Sm
3 .O'Siz=~'56isf,z =J§cw ; 2as—y —as , determina

Solucién
Se realizan las operaciones del numerador y del denominador por separado:

= (ﬁcisf](2cis%]= 2ﬁ[cas[%+%]4isen(%+%]]
-2el{5)o(s]
21-332( Bds%](%cis'z_x]z 28[303(2—:+5?x]¢i335[2?x+5?x]]
= ﬁ[ms[%]‘im[i—xﬂ

o 2J§[ms[£]a sen[g‘]]_ Qﬁ[ms[_:r_ﬂ._:r]” m(f_a_x]]
3 3

Por consiguiente 1a divisién se define como:

i)

Pero —% es igual al dngulo positivo 56—’:, entonces:

Z-Z; [ 5 S5m
—= = 2| cos| — Hisen|—
Z,"2 6 6

@ Potencia (férmula de Moivre)
Dado el complejo z= r(cos 8 + i sen 8), entonces,

Z"= r"(cos nf + i sen nf)

EAEMPLUS .
_g- 1 @ Sean z=2(cos 15° + i sen 15°), encuentra 22,

£ Solucién

i

Aplicando la definicién de la potencia para hallar 2
722 = 2(cos 2(15%) + i 5en 2(15°) ) = 4(cos 30° + i sen 307

Es importante mencionar que algunos de los resultados estdn expresados en términos de un 4ngulo notable y se pueden
sustituir por sus valores respectivos.

2= d(cos N0° + i sen W°) = 4[£+ 1] 243 +2i
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2 ®e-Seaz= % (cos 36° + i sen36°), encuentira z°,
Solucién
Se aplica la definicidn de potencia de un mimero complejo

= G]j(.m 5(36°) +i sen 5(36%)) = % (cos 180° + i sen 180°) = %{-m(n)]z—%

Pmmma,z5=—i

32
.1 T,.. X V2 3x 3r i
W N e L e e | -2
3 z ﬁ[w&‘u Jsenu]yz, 2(ms4+”8"4]d°mmazl
Solucién
Se obtiene la potencia de z:

1 T . T 1 2r . 2& 1 T,. &
i et ficetc = =|CO§—+I seN— | = —| cOF —+I sen—
. [ﬁ(mu“muﬂ 3[ 12 12)73\" 6 "6
Se procede a realizar la divisién, entonces:

1 x. . 3

= Py did
L 3[“”6 wenﬁ] 3 # x).. (= =) _3( =, . =
== = —|cos| ——— |+isen| =—— || = —|cos—+isen—
2 (g 7] 3 TH TR T

NEL e 12

@ Raiz
Sea el complejo z = r{cos 8 + i sen 8), entonces su raiz enésima se define como:

u a+2 8+2
iz = -\J{;[cas i ’rk+iserl x xk]
n

n
Donde & toma los valores 0, 1,2,3,...,n-1

EGI’EMPLOS

_& 1 ®# Determina la raiz ciibica de z= 8 cis 240°,

E_ Solucién

™ Las raices se obtienen aplicando la definicién y k adopta los valores de 0, 1 y 2, entonces:
Para k=0

Iy= ﬁ[cos il +3360 (0] +i sen i +3;60 (0]] = 2(cos 80° + i sen 80°%)

Para k=1

240°+360°(1 240°+360°(1
z,=3f§(cas 3 (]+isen 3 {]]=2(Oas200"'+isen2‘.]0")

Para k=2

240°+360°(2 240°+360°(2
L= Efﬁ[ﬂos +3 ( ]+J'sen +3 ( ]]=2(m332(}°+isen320°)
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2 ®e¢:Dado el niimero z= 1, determina 'z .
Solucién

H niimero complejo z=1 en su forma trigonométrica es z=1 (cos (F + i sen (F), luego kadopta los valores de 0, 1, 2
¥ 3, entonces las raices son:

0°+360°(0 0°+360°(0
Zo=fﬁ[ms N {]H'sen i (]]=1(ms0"'+isen0°]=1

0°4360°(1) . 0P+360°(1
= :ﬁ[ws o M 4 sen 9 (]]=l(ws90°+isen90°]=i

0°+360°(2 0°+360°(2
Z,= ‘ﬁ[“'s - 4 { ]+i3'en . 4 ( ]] =1 (cos 180° + i sen 180%) = -1

=1 (cos270° + i 5en270°) =i

0°4+360°(3 0°+360°(3
?.3=3ﬁ[cos ki (]+;'sera ki {]]

En consecuencia, los valores de la raiz cuarta de z = 1 sonlos complejos 2y =1, 2, =i, Z, = -1y z, = 1.

EJERCICIO 55
Transforma a su forma trigonométrica los siguientes nlimeros complejos:
L z=4-i 5. z=-3i
1 2
2, =\J'§+' 6. z2=—+—i
z i g= oot
3 z=-2+2i 7 —L—Li
. &= 5= \fE \1"'5
#3.4
4, z=5 8 z= ——+—i
z z 5 Tt

Sean los complejos 2, = /2 cis 45°, z, = J13 cisg =2cisd@Pyz,= J2 cisaf , determina:

9. z,-2, 12. 2,-2,- 23 15, zi 18, ﬁ
4
5 22
10, -z 13. z-2,-z 16, = 19,
iy 1 %37 % z, 72,
. 2,z w & g && a0, Whh
Z z3 Z4
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Resuelve lo que se te pide.

21. Siz=3 cis 120°, determina 2
22, Encuentra z* si z =3(cos 25°+ i sen 25%)
23, Determina 7> si z = 5 cis 15°

24, Encuentra \z sig:lﬁ[msgﬁsen%]

25. Siz=064cis120° determina &z
26. Encuentra iz siz=-1

3 2 .
27, Siz:4m’s% vz, = EcisTx. determina (z - z,)?
28, 8iz=2(cos30°+isen 30°) y z,= X cos 60° + i sen 60°), determina 3z -z,
29. Encuentra el resultado de: [ 2(cos 32° + i sen 329)] - T(cos 36° +i sen 36°)

3
30, Determina el resultado de: [E[cos% +1i sen %

¢ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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CAPTUIO 18
GEOMETRIA ANALTICA UNIDIMENSIONAL
HISTORICA
g

¥ Filésofo y matemdtico francés, nacié en
. - ~ 1596. Entre sus principales aportes a la
——— - filosofia estd su fc:Fr]noso Discurso del méto-
. — do. Descartes afirmé que los origenes de esta

obra filoséfica estaban en la légica, la geome-
ria y el algebra. Por ofra parte, este pensador
ilustre hizo una imporfante contribucién a las
(1596-1650) matematicas, Al Discurso del método le afadié

un “anexo” fitulado Geometria, en el cual pro-

puso un sistema nuevo para estudiar esta disciplina. Gracias al “sistema de
coordenadas cartesianas’, creado por Descarfes y denominado asf en su
honor, diversas Greas de las matemdticas tuvieron un rapido desarrollo en
los afics posteriores. Este sistema permite asignar a cada punio del plano
una pareja de nimeros reales que lo identifica, inequivocamente. Asi, cual-
iier figura geométrica puede ser identificada con un conjunto de parejas

némeros reales.

— "\

René Descartes
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Segmento de recta

Se define como la porcidn de recta limitada por dos puntos no coincidentes,

A

>

b

Segmento AB

Distancia entre dos puntos

Es la longitud de un segmento de recta. Dados los puntos P, (x,) y P, (x,) en la recta numérica

d 2
I d |
La distancia que existe entre ellos se obtiene mediante la expresidon:
d=|x-x |=|x-x|

EMPLOS

EJ
wy
=2 1 @+ Cuil es Ia distancia que existe entre los puntos P, (- 6) y P, (8)?

o Solucion
L

Se sustituye x, = — 6y x, = 8 en la férmula, y la distancia entre los puntos es:

d=|8-(-6)|=|8+6|=|14|=14u
Donde u representa la unidad de longitud que se utiliza,

2 ®s-Determina la distancia entre los puntos P(%x} yQ(—lx] .conx>0,
Solucién

. 2 1 .
Se sustituye x, =3¥T M= en la formula y se obtiene:

- . . 5 .
Por consiguiente, la distancia entre los puntos es de &% unidades.

Distancia dirigida

Es aquella que al medirla se establece un sentido entre sus puntos.
La distancia dirigida de Py a P, es: di =x,-x,;.
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Ahora bien, la distancia dirigida de P, a P, es, d5 = x, - x,.

TTA

d
AP

ok e

Por consiguiente, se observa que: d =X, —X;= - X, + X,= — (X, —X;) = —dz=. Bs decir, el orden de los puntos indica
el sentido del segmento de recta,

RE=-7R
EJEMPLOS — 1

8 1 8 Obténla distancia dirgida B, s A[E] ¥ s(g}

E. Solucién

L

2 . ;
Se toma x, g A =3,$esushtu3'een la férmula d; = x, —x, y se obtiene como resultado;

2 o-=¢Cuﬂas1adismnciadiﬁgidaEyQ_P,sip[1%] yQ[ 2]9
Solucién

; 5 T 1 2 3 .
Para obtener la distancia de PQ, se toma x, = 173: ¥ X, =——, se sustituyen en la expresidn;

d =X, - X
2 4 —6-20 26 1
d_n= ———1— = —_——— = = —_—— = —1_
i 5 3 15 15 15"

26 11
Finalmente, el resultado es: “IEh -IEu.

Para obtener la distancia de QP se sustituyen los valores de x, y x, en la férmula;

Estos resultados demuestran que:
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19,

20,

GEOMETRIA ANALITICA
EJERCICIO 1
¢ Determina la distancia entre los siguientes pares de puntos.
1. A(-2)y B(1) PR (e
. : x ) Tl
2, P(=5)y PA-1) 6. S(-0.5)y TG]
3. M(—J3) yN(443) T S(é] yT(-l]
8 6
7 6 11
s. 76y 0(-7] s (%) vs(-4)
Para los puntos: A-3), B(4), C[%] y D[—%]. obtén las siguientes distancias dirigidas:
11. AB 15. CB
12 D€ 16. DA
13, AD 17. DB
14, BA 18. CA

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente e « + « « » 4 «

Divisién de un segmento en una razén dada

9. P(3a) y Q- 2a)

2 5
10, P|= B|l-——
’(3“]" ( 12“]

8l &l

Sea el segmento definido por los puntos B (x,) yP,(x,},si P(x) es unpunto sobre el segmento BP, , entonces P lo

divide en los segmentos P,P y PP,en larazén r.

P P Py

i‘ﬁ‘bp_%_f

Donde la razén se define como:
rbl o PP PR,
PF,
Siendo P,P=x-x, y PP, =x, —x, por tanto:
r=2"%  con X EX
X, -x
Finalmente, la coordenada del punto de divisidn P es:
=x’+—m2,mn r#&E=1

1+r
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2

E)
wi
5

E

MPLOS
1 e

2 oo

Geometrla analitica unidimensional

El punto P(-3) se encuentra entre los puntos P,(-5) y P,(0) . Encuentra la razén en que el punto P divide al seg-
mento AP, .

Solucién

Se sustituyen en la formula los siguientes valores; x = -3, x, = -5y x, =0,

bl TR -3-(-5) -3+5

x-x 0-(-3)  0+3

2
3

Por consiguiente, la razon es igual a: %

-(Cudl cs la razén r = P,P: PP, en que ¢l punto P(-2) divide al scgmento BP,, cuyas coordenadas son P,(3) y

P(-1)?

Solucién
Dadosx = -2, x, =3y x, =~ 1, s sustituyen en la formula de la razén para obtener como resultado:
_x-x -2-3 =5 =5

— — — =—=—5
S Ni=x S=Z) @z 1

El signo negativo de la razén indica que ¢l punto P(—2) sc encuentra sobre la misma recta, pero fucra del segmento PA,.

P B Py
2) 1 3)
*Determina la coordenada del punto de divisién del segmento definido por los puntos; A(- 1) y B(%] si estdn en la
relacion r = A =~ 1.
PB 2
Solucién

Se identifican y sustituyen en la férmula correspondiente los valores, para obtener:

1)(4 2 5
=1+|-=|=| -1-= ==
x=x1+m2 2y s [ 2](3]: oo _lo

3
Lo 1 TR el
i .l L
+( 2] 2 2

Por tanto, la coordenada del punto P es -%.
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GEOMETRIA ANALITICA
EJERCICIO 2

*  Encuentra la razén en que el punto P divide al segmento, cuyos extremos son P,y P,

. L PE3),P0)yPO) 5. P, (_%] Pd)y P(-1)

: 1 3 1
2, P(4), P~ 6)y P(2) 6. P, (_E]’ P, (5] y p[4]
3, Py10), P,) y P 4) 7. P, [_2} ?, (i] 5 "G]

8 8

4. P,(-5). P,0) y P(2) 8 P, (_%] P, (_ % ] y P(1)

Determina el valor de la coordenada del punto P(x) que divide a los siguientes segmentos, en las razones que se indican
a continuacién:

1
9. P(-2), P6)y r=-7 12, p,(l} p.‘{E] yr=1
2 2
1
10. P, [_%] P(4)yr=-3 13, Pl(—%], P, (_%] yr=s
1 3 4 1
11, P{_d')!P@)Yr:_ 4, Pl_2]| P2 yFr=——
1 2 3 1 10 | 5 5
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « + s s s s ¢ ¢ o« 5 5 o o &

Punto medio

Es aquel que divide a un segmento en dos partes iguales. La coordenada del punto medio, P, del segmento definido
por los puntos B (x,) y P (x,), se determina tomando la razén r= 1,
Se sustituye en x =ﬁ;+—%~ y se obtiene la coordenada del punto medio que es:
g
e
x; 3

—g_ ] ®+#:Determina el punto medio del segmento, cuyos extremos son F(-6) y P,(4).
' Solucién

Se sustituyen en la férmula los valores de x, =—6 y x, =4, para obtener como resultado;

EIEMPLOS
"y
5

X, +x, —-6+4 -2
— = — = — =—l
" 2 " 2 2

Por tanto, resulta que P, (1),

2 @2 Uno de los extremos de un segmento es el punto B (=5) ylacmrdcmdadasuwmumadioasP_(—%].g,Cuﬁlcsla

mordenada del otro extremo?

Solucion

La coordenada que se desea encontrar es x,, & sustituye x,=-5 y x, = -% en la formula, pam después despejar x, :
x, =525 -%=% —» x,=—T+5 =—2, s obtiene P,{-2).
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Criuoc 18

Geometria analitica unidimensional

EJERCICIO 3
Determina la coordenada del punto medio de los siguientes segmentos:
1. PG)y O 1) diim[2] [ 7. ¢(-243) y p (543)
! Y X 3 Y 2 ] }l
1 2 3 7
2, S@4) y T() 5, p(g] yT(E] 8. E[Ia] yF(—Ea]
3, M(—6) y N(- 4) 6 A(-é] 3[1] 9 H(-l] J(=3)
' g e T i WY R
10, Un extremo de un segmento es el punto P(— 1) y su punto medio es el punto P,

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

N

R

].,:,Cualeslacomdcmdadel
otro extremo?
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CAPITULO 19
GEOMETRIA ANALITICA BIDIMENSIONAL
uDE WEBER
AL By)
H )
3 8 .
—~ 2 ) «e) | 44 o prc_:blemgs de Iooalulzc:-
" Vi B % i dén investigan la mejor
T_—— 7 S decisién dlg dénde locali-
p— zar una o unas cenfrales que a su vez
T — ‘\ Gréfica del problema de Weber satistaga unos puntos de demanda o

clientes, sislemas de disiribucion o sis-
temas logisticos.” Uno de los problemas més sencillos de localizacién es
determinar el lugar hacia el cual se transportard material, acarreando un
costo por unidog de distancia. Esto es lo que se conoce en administracién
de operaciones como “el problema de Weber”,
El problema toma como base las coordenadas de los punios desde o hacia
los cuales hay que transportar el material. El sistema de coordenadas se
puede fomar arbifrariamente desde un mapa, dando parejas ordena-

das [Ai, Bi) para denoctar la posicién 6ptima del desplazamiento por las
variables X, Y.

El problema se resuele al encontrar las coordenadas del punto (X, Y] del
nuevo desplazamiento, tal que el costo de fransporte total sea minimo.

Min Z =Y wi-di, donde di es la distancia que hay enfre [X,Y] y [Ai, Bil,
dada en unidades de longitud. Wi es el costo por unidad de longitud.

Wi Wi -Bi
% EVEN 'Y_E uﬁ
. i
& & Za

!;"'”P’ ' Con di=y(X-Ai)" +(Y-8i)"

X




19 CariTUO

GEOMETRIA ANALTICA

Plano cartesiano

El plano cartesiano son dos rectas perpendiculares, cuyo punto de interseccidn se denomina origen. La recta
horizontal recibe el nombre de eje X o eje de las abscisas y la recta vertical recibe el nombre de eje Yo eje de

las ordenadas.
El plano cartesiano presenta cuatro regiones llamadas “cuadrantes” y a cada punto P se le asigna un par coorde-

mdo P (x, y).

localizacion de puntos

Para localizar un punto P(x, y) en el plano cartesiano se toma como referencia el origen a partir de €1, se avanza tanto
como lo indique el primer nimero (abscisa) hacia la derecha o izquierda, segiin sea su signo, y a partir de la nueva
posicidn se avanza hacia arriba o abajo, segiin lo indique el signo del segundo nimero (ordenada),

EJERCICIO 4

Ejemplo
Grafica los siguientes puntos A(-5, 4), B3, 2), P(-2, 0), O(-1, -3), R(0,— 4) y S(5, — 1) en el plano cartesiano,
Y4
A
pom s
I
1 B
i - ———
| I
l P : .
) —— . X
1 b
1
Qe
+R
Localiza en el plano cartesiano los siguientes puntos y tinelos:
1. A(3,-1), B(4,3) 4, A0,5),B2,1),C(-3,4)
2. A(0,2),B(3,0) 5. A(-3,2),B(0,-2),C(1, 1)
3. A(-1,2),B@.5),C(2,-3) 6. A(1,4),B-2,1),C2,-3), D(4,2)

G Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente . « « v v ¢ v o v v o0 v o0 o
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CAPITUIO 19

Geometria andliica bidimensional

Distancia entre dos puntos

Dados Py{x;, ¥,) ¥ Py(xx ¥,) puntos del plano, la distancia que existe entre ellos se determina de la siguiente forma;
Y En el tridgngulo P, OP,, por el teorema de Pitigoras

(7R = (R2)"+(@P)

Pero, PP, =d, P,Q =x,-X, ¥ OF, =y, -y, entonces:

¥y -

d* = (xy-x, P + (0, -y,

¥
d= \f(xz =% ]2 +(y2 '3"1]2 ,con
(0]

d=PP,=FR,

EAEMPLOS

"8. 1 @ ;Cuiles la distancia entre los puntos A(6, 3) y B(3, - 1)?

E ] Solucién
i

Se sustituye en la férmula, x, =6, y, =3, x,=3 y y, =-1 yse obtiene:

d=(3-6) +(-1-3)" = (B) +(4)" =0 +16 =25 =5u

2 ®s-Demuestra que el tridngulo ABC formado por los puntos A(- 1, - 3), B(6, 1) y C(2, - 5) es rectingulo.

Demostracién
El tridngulo es rectdngulo si la suma de los cuadrados de sus lados menores (catetos) es igual al cuadrado del lado
mayor (hipotenusa}.
Se aplica la formula de distancia para obtener la longitud de cada lado del tridngulo:
¥
duw=(6-(1)) +(1~(3)) =\(7) +(4)’ = Va9 + 16 =65
B
/A’x doe=\[(2-6) + (=5 -1) =\[<4)’ +(-6) = 16+ 36 =152
A< 2 2 2 2

dic=|(2-(-1)) +(-5-(-3))" =J3) +(-2 =B +4=V13

Por el teorema de Pitdgoras:

dABQ = dBC'2 * dAC2
(V65)" = (V32 +(vi3)’
65=52+13
65 = 65

Se demuestra entonces que el tridgngulo ABC es rectingulo,
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19 CariTUO

GEOMETRIA ANALITICA

3 @« La distancia entre dos puntos es /34 . Si uno de los extremos tiene coordenadas A(1, 3) y la abscisa del punto B es la
mitad de la ordenada, determina las coordenadas del extremo B,

Solucién

Las coordenadas del punto B cstén cn a rolacién x = % ¥, por consiguicnte, ¢l punto sc cxprosa como B [ % » y]i
Al sustituir en la formula, se despeja a v:

Se elevan ambos 1 2 ) 1 2 ) o
miembros al cuadrado (EJ"I] +(y-3)" =34 — [Ey_l] +(y=3)" =34 Se desarrollan binomios

Ey’-y+1+y’—6y+9 =34

5 2
4)' ¥

Al multiplicar por 4 ambos miembros de la igualdad; 57— 28y-96=0
Se resuelve la ecuacién: (y-8)5y+12)=0
12
y= 8; y= —?
Se sustituyen estos valores en la relacion x = %y, y se determina que:
Paray=8,x=4 paray:-ls—z.x=--g-

Por consiguiente, existen 2 puntos que se encuentran a la misma distancia del punto A,

Las coordenadas del punto B son: B(4, 8) y B [—g,—%].

4 ®¢-Demuestra por medio de distancias, que los puntos A(-6,~ 8), B(0, —4) y C(3,~2), estdn en una misma recta (son
colineales),
Solucién
Se obtienen las distancias entre los puntos;

dua=\(0-(=6))" +(4~(8))" =(6)" +(4)" =36 +16 =52

dse =\(3-0)" +(2-(=4)) =3P + (2 =Vo+4 =13

dye =\[(3-(=6)) +(2-(-8))" = (9 +(6)* =VBI+36 =117

Los puntos son colineales si se satisface que la mayor de las distancias obtenidas es igual a la suma de las otras, es
decir:
dpe =dpg+ dye J117 =452+ 13

JO)(13) = [(4)(13) + V13
313 =2J13+13
3J13=313

Al cumplirse la condicidn, se demuestra que los puntos dados son colineales.
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CAPlTUIO 19

Geometria andliica bidimensional

EJERCICIO 5
Encuentra la distancia entre los siguientes pares de puntos:
1 4
1. A(=2,=-7), B(6, - 1) 6, A(B,E], B(E’_l]
11 1 5
2. A(42), B5, 0) 7. A(-E,E]. 3[5,_3]
3. A(.2), B(, 3) s A-10)y 5(-3.1)
1 1 13
4. A(,3), BG,- ) 5. a(3-3)v #(-33)
Vi3 J3 1
5. A(3J6, -2410), B(5V6,-4410) 10, A[-T, I]y B(T, I]

Calcula el perimetro de los tridngulos, cuyos vértices son los siguientes puntos:

11,
12,

15,
16,

17,

18,

A(-2,2), B(7, - 1)y C(3, - 8) 13. M(1,2), N(5,3) y P(-3, - 6)
J3, 1), K2, Ty (-1, 6) 14, P(0,0), Q(0, 4)y R(3, 0)

Verifica que los puntos A(~2, — 3), B(- 4, -5) y C(~ 1, - 6), son los vértices de un tridngulo isésceles,

Los extremos del didmetro de una circunferencia son los puntos A(— 2, 3) y B(5, — 8), ;cudl es su perimetro y drea?

La longitud de un segmento es de 13 uy las coordenadas de uno de sus extremos son A(8, 6), obtén la ordenada del
otro extremo si su abscisa es —4.

El extremo de un segmento de recta es el punto A(2, —4), Si la ordenada del otro extremo es g de su abscisa, deter-
mina las coordenadas del punto, si la longitud del segmento es de 2v26 u.

Mediante la férmula de la distancia, averigua qué puntos son colineales.

19,

A(—4,-5), B(0,-3) y C(8, 1) 21. A(-3, 3), B[l,%] y €(3,-1)

20, A(-3,-11), B(1,3) y c(5,-4) 22, A(2,2), B(-12) y ¢(3,3)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Divisiébn de un segmento en una razén dada

Sean P (x;, ;) ¥ Py(x5 ¥,) los extremos de un segmento de recta, entonces la razdn en que el punto P(x, y) divide al

segmento PP, en dos partes proporcionales se define como: r = 21
PF,
Por geometria, los tridngulos P,PQ y PP,Rson Fa
semejantes, la proporcionalidad que existe entre sus
lados es:
RP_BQO_OP
PE, PR RP,

Por otro lado, PQ = x —x,, PR=x, - x,

QP=y-y,RP,=y,~y
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19 CariTUO

GEOMETRIA ANALTICA

Entonces: —
PP _ x-X _y-¥

PP, X=X Y-y
1, Para determinar la razdn dados los extremos y el punto de divisién se emplea;

_¥*"A G ¥=»

r=

r

X=X Ya—¥
2, Para encontrar el punto de division dados los extremos y la razin se utiliza;
=x]+41"x2 : =y]+iv:.!2
1+r ° 1+r
H signo de la razén indica si el punto de divisién se ubica entre los extremos del segmento o fuera de ellos sobre la
misma recta,
1. Cuando P(x, y)estd enel segmento P,P,, lamzén 2. Cuando P(x, y) esté en la prolongacién del
& positiva (r> @), segmento, la razén es negativa (r < 0),
e Y

Solucién
Se sustituyen los valores de x=2,x, = -1 y x,=6, en la formula:
x=x 2-(-1)

X, =X 6-2

EMPLOS
3- 1 ®e iCufleslarazénen la que el punto P(2, 7) divide al segmento de recta determinado por los puntos P,{1, 1) y P(6, 15)?
[y

r=

AW

Por consiguiente, ¢l valor de Ia razén es: % :
Se obtiene el mismo valor de r si se toman los valores de las ordenadas y se sustituyen en la formula;

I
By
7-1 6 3
r= =—_— = —
15-7 8 4
2 @+ ;Cuil es la razon en la que el punto P(10, 7) divide al segmento de la recta, cuyos extremos son los puntos P(- 5, 2)
y Py, 47
Solucion
Se sustituyey = 7, y, =2y ¥, = 4en la siguiente formula;
N
Obteniendo: !

5

}‘=y_y] =—?_2 =i
y,-y 4-7 -3 3
Esta misma razon se obtiene al sustituir los valores de x.
En consecuencia, la razén es r=—5,f:lsigm menos indica que el punto P se encuentra sobre la recta que pasa

por los puntos P, y P,, pero no entre ellos,

272



CAPlTUIO 19

Geometria andliica bidimensional

3 @« Determina las coordenadas del punto P(x, y)que divide al segmento FP, en unarazén r=— % Y CUYOS exiremos son
los puntos P,{0, 3) y Py(7, 4).

Solucién
Se sustituyen los valores en las respectivas férmulas y se obtiene la coordenada de P:

-:}+!-%!(?] _2 _3,,(_%](4]_3_% 21-8 13

1+ —3 2 5 1+ —2 1—g e
7 7 7 7 7 7
e 14 13
Por tanto, el punto de divisién tiene como coordenadas P(--S-.?].

4 ®e-Paralos puntos P (5, 3) y P,(~ 3,-3), encuentra la coordenada del punto P(x, y) que divide al segmento de rectaen la

PP
razén r=$,dﬁtﬁl manera que la distancia de P a P| sea el triple de la que existe a P, y se encuentra entre P, y P,,

2

Solucién
Eneswmsarzg;f=::'-=3,a1susﬁmi:en1afmmula:
2
x_x1+m2_5+3{_3] _j__l. _:"1""3'2_3"'3{_3] _:6___2
T#r %3 & 7 ler 1+3 4 2

Entonces, las coordenadas del punto dc divisida son p(- 1,-%] .

5 ®e-Dados los puntos P,(4,—3)y Py(1, 4), determina la coordenada del punto P(x, y) que divide al segmento de recta en la

razén r=?,detalmanemqueladislmwiadePaP,escldahledelaqua existe a P, y se encuentra entre P, y P,

2

Solucién 55

2
Segiin las condiciones del problema se establece que r = Pl? = 2, luego al sustituir en la férmula se determina
que: B

g B =4-+2(:1] =4+2=§=2; ¥
1+r 1+2 3 3

_htm =—3+2{4)=—3+B =§
1+r 1+2 3 3

Por consiguiente, las coordenadas del punto de divisién son P(Q,%] ;
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GECOMETRIA ANALTICA
EJERCICIO & .
Determina la razén r =§=;e“ que el punto Pdivide al segmento de recta de extremos P y P,.
L P,0,2), Py-2,4)y PQ,0) 4. P,3.5), Py1.4)y P(5,3)
2. Py(-1,4), P0,3)y P(3,0) 5 P,(%%] P2, l)yP[%,%]
3. P\B,-4).P0,2)y PQ,-2) 6. P, 5, 1), P4, 3;.”[_3,;_3]
Dados los extremos P,, P,y la razénr = ;T::. encuentra las coordenadas del punto de divisién P del segmento P,P,.
7. P4 1) P(5-Dyr=-2 2 10. Pl(_g,ﬂ],Pz{ﬂ_ 4):”=%
8. Py(0,5), P& -yr=5 11 PG -6) 21,0 yr=3
9. Py(-23) P4 S)yr=§ 12, Py(a 2b), Py(-3a, ) yr=1

13,

14,

15,

16,

17.

18,

19,

21,

22,

Los puntos extremos de un segmento de recta son P(~ 2, 4)y P(1, - 2), determina la razén r=£mlaqueelpwm
. PP,
P(3, - 6) divide al segmento, !

Si el punto P(x, y) estd a una distancia cuatro veces mayora P (- 5, - 3) que a P,(6, 10) y queda entre P, y P,,en-
cuentra las coordenadas de P,

Sean P (6, - 8) y P,(4, 2), los extremos de un segmento £ F,, el cual se prolonga hasta P, de tal manera que la longitud
de P,P sca tres veces la longitud de PP, , encuentra las coordenadas de P

Un punto P(- 14, - 4) estd entre P (- 6, 4) y P(~ 18, — 8), ;En qué razén divide P al segmento P,P,?

Dados los puntos P (-2, —3) y P(4, 3), jcudles son las coordenadas del punto P(x, y) que divide al segmento de recta en
PP

larazén r =;=P,dctalmana-aqwladistandadcpa?,saael doble de distancia que a P, y se encuentra entre P, y P,7
2

Dados los puntos P, (- 1, 2} y P,(3, — 3), obtén las coordenadas del punto P(x, y) que estd colocado fuera del segmento
PP, yque se encuentran a una distancia tres veces mayor a P, que a P,.

Puesto que el punto (3, 2) divide al segmento de recta que determinan los puntos P (2, 4) y P,(x,, y,) en la relacién
=2, determina Ias coordenadas de P,

SiP (-2, - 1)y P,(4, 5) son extremos del segmento i‘ﬁ, encuentra las coordenadas del punto P(x, y) que divide
al segmento de recta, de tal manera que la longitud de BP sea % de la longitud de PP,

Sean P\ (x,, v,} y P,(x,, ¥,) extremos de un segmento de recta, determina el valor de la razén r para que el punto
P(x, y) divida al segmento en partes iguales, y deduce las coordenadas del punto medio,

Deduce las coordenadas de los puntos de triseccién (que dividen en tres partes iguales) del segmento BP, determinado
por los puntos (x;, y,) ¥ (x5 ¥5).

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « + » o+«
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CAPITUIO 19

Punto medio de un segmento de recia

Geometria andliica bidimensional

H punto medio del segmento de recta con extremos Py(x;. v,) ¥ P4(x5 y,), es aquel punto P, (x . v, )que lo divide en

dos segmentos iguales. -
Sielpunto P, = Pdividea FF, endossegmentos de recta
ignales, entonces: PP = PP,

Por tanto, las coordenadas del punto medio son;

)

Pm [IJ X nty
2 2

w

g

EJEMPLOS
1

Solucién
Se sustituyex, = 5, y, =7 yx, = 1, y, = - 3, en las férmulas:

En consecuencia, el punto medio tiene coordenadas; P, (3, 2).

coordenadas del otro extremo,
Solucion
formulas y se realizan los despejes:
3+x
P, P
2
(=342)=3+x,
-6=3+x,
-6-3=x,
.—9 =x2

-

®

by

®#° Determina las coordenadas del punto medio del segmento, cuyos extremos son los puntos P (5, 7) y P(1, - 3)

2

2 ®¢:-Uno de los extremos de un segmento de recta es el punto (3, 2) y su punto medio es el punto (- 3, 5). Encuentra las

Conocidos los puntos P,(3, 2) y P (-3, 5), se sustituyen los valores de las abscisas y las ordenadas en sus respectivas

24y,
2

X2 =2+,
10=2+y,

0-2=y,
8=y

5

Entonces, se determina que las coordenadas del extremo P, son: (-9, 8),
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Puntos de triseccion de un segmento de recia

Los puntos de triseccién P y P’del segmento de recta, cuyos extremos son los puntos P, (x,, y,) y P»{x,, y,) sonaquellos

que lo dividen en tres partes igualles. ¥
Para el punto P la razdn es 5 ysus coordenadas son;
P 2x +x, ’ 2y, +y, P,
3 3 s
Para el punto P’ la razén es 2 y sus coordenadas son; P
P
P x]+2xz’ ¥ +2y, '
3 3
4 X
@+ /Cuiiles son las coordenadas de los puntos de triseccion del segmento de recta determinado por los puntos P (- 6, 2) y
Py3,5)7
Solucién

Al sustituir los valores de las abscisas y ordenadas en las férmulas se obtienen los puntos:

P(=3, 3); P'(0, 4)

Por tanto, los puntos de triseccidn del segmento de recta son P(—3, 3) y °(0, 4).

EJERCICIO 7
*  Determina las coordenadas del punto medio y de los puntos de triseccién de los segmentos de recta definidos por los
: puntos:
1. P](3IS)IP2(2—1) 4- P|(5|'_?)IP2(111"4)
2. P0,4), P(37) 5. p,[l 1], pz[l 2]
2’ 3’
3, P(-1,3), P9, 11) 6. PI(Z _2] ; Pz[l 1]
3’ 4
7. Si el punto medio de un segmento de recta es P, (1, —3) y un extremo del segmento es P (7, — 1), jcudl es la coor-

denada del otro extremo?
Los puntos medios de los lados de un trifingulo son (-2, 3), (2, 7). (3, 5). Encuentra las coordenadas de los vértices,

Los vértices de un trigngulo son A(- 4, 1), B(2 7)y C(-2, - 3). Si D es el punto medio del AB y E es el punto medio
del lado BC , demuestra que la longitud del DE es la mitad de la longitud del AC.

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondient® . + « « s & s s & 0 o 5 0 0 0 0 s
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CAPITUIO 19

Geometria andliica bidimensional

Area de un trigngulo

Para el tridngulo con vértices en los puntos P(x;, v;). Py(x,, ¥,) y P3{x3 y5), sudirea o superficie A se determina con

la férmula;
1 M
1 1
A= 2 o 5|x1 {yz—y,]+x=(y,—y1]+x3{)5 _yz]l
Ya
1 y]
Demostracién
En la figura el drea A del tridngulo P,P,P, es igual al valor absoluto de la Ya P
suma de las dreas de los trapecios P,P,OR y P RSP, menos el 4rea del Nt ]
trapecio P,0SP, siendo el drea de un trapecio:
_(b+B)h Vgt
= =
i i \ Py
Entonces: i E i
| 1 1 '
A= (3’1 +3'2](x1 _le +()'J+yz](x: 'x:] _(3':"’)'3]{4‘! 'xz]| Q R § =K
2 2 2 |

A= (:y] +}’2]{x1 _xz:l i {}'1"'}'3 ](xz -xl] § {)‘2 +)'3](x2 -xz:ll
2 2 2

PO A P T Y L Y P P T 29 Y 6 B B b )|
2

1
A= 20 =n % (=0 )+ 5l

EJ‘EMPLOS .
'E. 1 @+ (Cuiles el drea del tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(-3, 2), B(4, 5) y C(2, - 2)?
E Solucion
wr Al aplicar la formula;
-3 2
et % o3 =1|-3(5+2]+4{-2-2]+2(2-5]|=1|-21-1.5—ﬁ|=1{43,]=21.51.=2
2| 2 -2| 2 2 2
-3 2

Donde « son unidades cuadradas de superficie.
Por consiguiente, el drea del AABCes 21.5 12,
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19 CapriTulO

GEOMETRIA ANALTICA

Area de un poligono

El drea A de un poligono con vértices en: P, Py, Py..., P, ,es iguala la suma de las dreas de todos los tridngulos que
se puedan frazar en €l desde un solo vértice. Este procedimiento para determinar su drea, se reduce al determinante

definido como:;
Y
A P,
‘x] y]
x P
l x? y? P3
A .3 }:3
L.
P,
H o Py e
i &
EAEMPLOS
_g_ 1 @¢ Determina el 4rea del cuadrilitero, cuyos vértices son los puntos A(— 2, 5), B(0, — 1) C(2, - 6) y D(- 4, - 3).
s_ Solucién
- Se sustituyen los puntos en la férmula;
-2 5
1 i W 1
A=o| 2 -6|=|240-6-20-6-24+2-0| = ~(52) =26
wd ol
-2 5

Fn consecuencia, el drea del cuadrildtero es de 26 2,

2 ®s-Determina el drea del pentégono, cuyos vértices son los puntos A(- 1, 2), B3, 4), C4, 6), D(2, - 1} y E(0, - 3).
Solucién
Se sustituyen los puntos en la formula;

-1 2
3
A=l i & =l| —4+lB—4—6+0—3—0—12—16—6|=1(33]=16.5
2 2 -1 2 2
0 =3
-1 2

Finalmente, el 4rea del pentigono es de 16.5 u?.
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CAPlTUIO 19

Geometria andliica bidimensional

3 ®e-Calculael drea del hexdgono, cuyos vértices son los puntos A(2, 0), B(5, 2), C(5, 5), D(2, T), E(- 1, 5) y F(- 1, 2),
Solucién
Para desarrollar el determinante del drea se colocan las coordenadas de los vértices y se repite la primera de ellas:
2 0
5 2 E
5 5
A=% 2 7 "
-1 &
-1 2 " -
2 0
A:%|4+25+35+10—2—10—10+7+5—-4| F B
4= 10 A X
2
A =302
Por consiguiente, el hexAgono tiene una superficie de 30 #?,
EJERCICIO 8
Determina el drea de los siguientes poligonos definidos por los puntos:
1. A(1,3),B(0,0)y C(2 0) 6. Ala 0), B(~a, 0)y C(0, a)
2. A(" 4; = 5): 3(2 1)}' C("' 1! 3) ?- A('_ 6! - 2)! 3(4! 3)! C(Sl 5) )" D(Sl - 2)
3' A(Gl 2)! E("" ll 7))’ C(_“'i l) B' A(""sl 1)! E(_2l 5)! C(zl 4)}' D(ll 0)
4, A3, 1), B(7, )y C(l, 5) 9. A(-4, 1), B(-2,4), C(5 5y D3, 2)
5. A(-4, 0), B0, 0) y C(0, - 3) 10. A(=7 1), B(-5, 4), €2, 3), D(0, - 5) y E(~4, -3)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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CAPITULO 20

PENDIENTE DE UNA RECTA

: n la préctica algunas ecuaciones de
W ~ oferta y demanda son aproximada-
-_— mente lineales en un infervalo.

- — I 2o o) arslisls seshimico 6k s oma Ja
T "\ porcion de las rectas lineales que se en-
cuentran en el primer cuadrarte, ya que la
Curva de demanda lineal olerta, el precio y la demanda son cero o
positivas.
Curva de demanda lineal

Caso |

Cuande la pendiente de la recta es negativa aumenta el precio y la canti-
dad de demanda disminuye y viceversa.

Caso Il

Cuando la pendiente de la recta es cero el precio permanece constante,
sin considerar que la demanda aumenta.

Caso lll

Cuando la pendiente de la recta no existe el precio aumenta y la canfidad
de demanda permanece constante.

P: Precio
&, Q: Cantidad de demanda




20 CAriTULO

GEOMETRIA ANALTICA

Definiciones

Inclinacién de una recta. Es el dngulo que una recta forma con el eje X positivo, el cual se representa con el simbolo
6, este dngulo se mide a partir del eje X y girando en sentido opuesto a las manecillas del reloj.

Pendiente de una recta. Se define como la tangente del dngulo de inclinacién que tiene una recta y se representa con
In letra m,

m=tan @
Donde:

O=arctan (m)sim>0 O =arc tan (m)+ 180° sim <0

Pendiente de una recta que pasa por dos puntos

Sea la recta € que pasa por los puntos P, y P,, entonces su pendiente se define como;

m=2—h
X=X
Demostracién
s La pendicnte de 1a rocta € s,
£ m=tan @
e pemRaRsie Paxn ) By el ridingulo P,MP,,
1
L} -—
1270 fan 8 = M
I Xy —X
wl_ ol o o 27X
| ! Por consiguiente:
| I
| : _ Y2
| i - =
r X X2 X =%

Los casos que se presentan para el valor de la pendiente y su dngulo de inclinacidn, son los siguientes:

1. Sim > 0 (positiva) entonces, el dngulo es agudo,
Yi

Sim > (, entonces, 0°< 8 <90°

2, Sim < 0 (negativa) entonces, el dngulo es obtuso,
Y

Sim < 0, entonces, 90°< 6 < 180°
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Crriuio 20

Pendiente de una recia

3. 8im= g entonces, el dngulo es recto,

Y

4, 8im=0, eldngulo es llano,

A

EJEMPLOS
2 1. @+ Una recta pasa por los puntos A(-2, —1) y B(3, 4). Determina su pendiente y el 4ngulo de inclinacién.
E_ Solucién
i -
Se sustituyen los valores de las abscisas y ordenadas en la férmula: m = 22—
xz T x]

4-(-1) 4+1 5

B3] A%3 B"

Luego, si m=1 entonces, fan 6 = 1, en consecuencia;
0 =arc tan (1)= 45°

For consiguiente, m= 1 y 6= 45",

2 ®9-Calcula la pendiente y el dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos P(1, 4) y @(7, -3).
Solucién

Al sustituir los valores en m = 2221

X=X

, e obtiene;

Como m= -% ,entonces, el dngulo de inclinacidn es;

8 = arc tan (—%]-& 1807 = —49° 23’ + 180° = 130° 37"

Por tanto, el valor de la pendiente es = y ol del ingulo de inclnacidn 130° 37",
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20 CAriTULO

GEOMETRIA ANALITICA

3 @« Verifica si los puntos A(-2, 4), B(0, 1) y C(4, -5) son colineales, aplica la férmula de la pendiente.
Solucién
Para verificar que tres puntos son colineales se debe de cumplir que:

Mg = Mg = Myp

Por consiguiente, se obtiene la pendiente de los segmentos AB, BC y AC

— 1-4 -3 13

i AB = ==
Pendiente del segmento = My =57 =)~ 2 2
; = =5-1 -6 3
Pendiente del segmento BC = my. = T R R

-5-4 -9 3

Pendiente del segmento AC = m, =

4-(2) 6 2
Se observa que las pendientes de los segmentos son iguales, en consecuencia los puntos son colineales,
A ®9-1a pendiente de una recta es —4 y pasa por el punto A(1, 5). Si la abscisa del punto Bes -2, ;cuél es su ordenada?
Solucién
Se sabe que x = abscisa, y = ordenada, por tanto, los datos son;
m=—4,A(l, 5)y B(-2, )

Se sustituyen los valores anteriores en la formula; m = 22—2L y se despeja y.
X, =X,
y=3 y-3
-4= ﬁ - —4= —3 -5 (—4X—3)+5=y b y= 17

Fnalmente, el punto B tiene como coordenadas (-2, 17),

5 ®e¢:H dngulo de inclinacién de la recta que pasa por los puntos B (-15) y P,(x,1) con el eje X es de 135°, ;Cuél es el

valor de la abscisa de P,?
Solucién
Se obtiene la pendiente de la recta:
m = tan 135¢
m=-1
Se sustituyen los valores de la pendiente, las abscisas y ordenadas en la férmula:
Yo— N 1-5
_—— —1=—
" X=X x—(-1)
_1=i
x+1
Se despeja x:
~1(x+1)=—4
-4
x+1—_—1
x=4-1
x=3

Por consiguiente, el valor de la abscisa de P, es 3,
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Crriuio 20

EJERCICI
De

1
2

3

=

5

Pendiente de una recia

o9

termina la pendiente de los siguientes pares de puntos:

L AC3, 5)yB2T) 6. A4, -2)y B(, -2)

. ACL 2)y B4 -5) 7. A (5.43) y B, 1)

. AR -2)y B -1) 8. A (%?] yB(S,-g]
. AQ 4y B3 0) 9. A (g%] yﬂ(—g,%]
. ACS, Dy B(L -3) 0. A (-E: 1] y Bla, b)

Encuentra la medida de los dngulos de inclinacién de las rectas que pasan por los siguientes puntos:

1L PG5 7y Q2 4) 14. R(342)ys(1,0)

12, A(-1, 2)y B(-2, 3) 15, 8(7.-)y I(7, 4)

13, A(v3.3)yB(@2) 16. O, -5)y R(-2, -5)

Aplica el concepto de pendiente para saber cudles de los siguientes puntos son colineales.

17. A(1, 2), B2, 4 y C(-1, -2) 21, A0, 2), B(-2, 4) y C(2, 0)

18. A(-2, 2), B(1,3)y C(5, 1) 22, A(3,-4), B2, -2)y C(0, -1)

19, A(-1, 4), B(3,0) y C(0, 3) 23, Alx, 2), B(2x, 2—y)y C(0, 2+ )

20. A5 1), B3, 9y C2.T) 24, Alg b), B2a+b, a)y C(-b, 2b—a)

25, Lapendiente de unarecta es 3. Si la recta pasa por los puntos A(2, —1) y el punto B, cuya ordenada es -5, ;cudl es el
valor de su abscisa?

26, Una recta tiene un dngulo de inclinacion de 45° y pasa por los puntos A y B, Si el punio A tiene coordenadas (3, —-2)
¥y la ordenada de Bes —1, encuentra su abscisa.

27. El dngulo de inclinacidn de una recta es de 60° y pasa por los puntos A(ZSJE] y B, cuya abscisa es —/3, jcudl es
la ordenada de B?

28. Una recta forma un dingulo de 30° conel eje Xy pasa por los puntos A(3v3, 1) y B(~243, y). Caleula el valor de Ia
ordenada de B.

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

Condicién de paralelismo
Dos rectas son paralelas sisus d4ngulos de inclinacidn son iguales y, por tanto, sus pendientes también,

my=hy
Se denota como ¢, || £, para indicar que €, es paralela a €,
A
£ ¢, Si €, || €, entonces
0,=6,
Por ser correspondientes,
Aplicando la funcién tangente
& & tan 8, = tan 0,
?X Finalmente, se determina que:
wy =y
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20 CAriTULO

GEOMETRIA ANALTICA

EJEMPLOS
..i 1 ®#:Demuestra que la recta €,, que pasa por los puntos A(1, 1) y B(5, 3) es paralela a la recta €, que pasa por los puntos
5. | C@8, 0) y D4, -2).

L1

L Solucién
Se obtienen las pendientes de ambas rectas:

Como m,, = m -y, entonces se demuestra que €, || €,

2 @+ Demuestra que los puntos A(9, 2), B(11, 6), C(3, 5) y D(1, 1), son vértices de un paralelogramo,
Solucion
Se determinan las pendientes de los lados:

"
552 & s =1
R By e A0 S F . 5
BTy e Bt = B i
I e <F G
M= 3T 3 2 ™MpT 1 TgT 3§ 2
o T T 2

Se observa que m,, = M., ¥ Mge= My, por tanto, se deduce que AB||CD y BC||AD.
Como los lados opuestos son paralelos, entonces la figura es un paralelogramo,

Condicién de perpendicularidad

Dos rectas son perpendiculares si el producto de sus pendientes es iguala -1,
Si €, L €, (€ es perpendicular a £,), es decir, las rectas forman un dngulo de 90°, entonces:

mymy=—1

1 1
Por tanto, my=-—— o my,=——
M, m,

& £

N“
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Crriuio 20

Pendiente de una recta

EJEMPLOS
‘§, 1 @+ Demuestra que la recta €,, que pasa por los puntos A(2, 5) y B(7, 3), es perpendicular a la recta £,, que pasa por los
E puntos C(— 1,— 2) y IX(1, 3),
[ Solucién
Se obtienen las pendientes de las rectas.
Pendiente de la recta €:
U o N
®7-2 5
Pendiente de la recta €,:
m =3=(2)_3+2_5
Col=(=1) 1+1 2
Ahora se aplica la condicion;

Se demuestra que la recta €, es perpendicular a la recta £,

2 ®+- Demuestra que los lados adyacentes del cuadrildtero, cuyos vértices son los puntos A(0, 9), B(3, 1), C(11,4) y
D(8, 12}, son perpendiculares entre s,
Solucién
Se determinan las pendientes de los lados:

o wa— i B gl 3 L D=t & L 100 8
S T 3 ® 11-3 8 “og-11 3 2 8-0 8
En Ia figura; Y D
A
c
X

Se observa que los lados adyacentes son;
AByBC; BCyCD;, CD y AD; AD y AB
Ahora se multiplican las pendientes de los lados adyacentes para demostrar que son perpendiculares;

R T
e e

AB1 BC, BCLCD, CDLAD y AD 1L AB

De aqui se determina que;

Entonces, se demuestra que los lados adyacentes son perpendiculares entre si,
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GEOMETRIA ANALTICA

EJERCICIO 10

. 1,

Averigua si la recta €, que pasa por los puntos A(3, —1) y B(—6, 5) es paralela o perpendicular a la recta £, que pasa
por los punios C(0, 2) y (-2, - 1).

2, Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(1, 3), B(2, 6), C(7, 8) y D(6, 5), son vértices de un paralelo-
gramo.

3, Demuestra que la recta que pasa por los puntos A(— 2, 1) y B(1, — 4), es paralela a la recta que pasa por los puntos
C(8 -7y D(5 -2).

4, Comprueba por medio de pendientes que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(1, 5), son los vértices de un tridngulo rec-
ngulo,

5. Demuestra que los cuatro puntos A(— 3, 1), B(- 2, 5), C (2 4) y D(1, 0), son vértices de un cuadrado y que sus dia-
gonales son perpendiculares,

6. Unarecta £, pasa por los puntos (-2, — 1)y (2 3), y otra recta €, pasa por el punto (— 1, 2) y el punto A, cuya ordenada
es — 4. Determina la abscisa del punto A cuando £, es perpendicular a £,,

7. Demuestra por medio de pendientes que los puntos A(— 2, — 1), B(—4, 3), C(3, 5) y D(5, 1), son vértices de un para-
kelogramo,

Q Verifica tus resultadeos en la seccién de soluciones correspondiente s + + v o o 0 0 0 v 00 v 0 0 o

Angulo enire dos rectas
Para encontrar el dngulo @ formado por las rectas €, y €, se utiliza la formula;

st = L
1+m, -m,
Por geometria: f=a+0yf=5-o )
Aplicando tangente: fan 8 = tan (B — @) ¥t £, ¢,
:anﬂ=‘un'3_mna
1+rtan B - tan a
Pero tan B=m,y tan cc=m,
Entonces, fan 6 = —2— "L
1+m,-m, !
Donde: L a p
6: Angulo entre las rectas i >
m,: pendiente inicial de la recta £, / \x

m,: pendiente final de la recta £,

Se debe de tomar en cuenta que los dngulos se miden en sentido contrario a las manecillas del reloj; en la recta que
inicie el dngulo, serd la pendiente inicial, y en la recta que termine, la pendiente final,
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Pendiente de una recta

EG!EMPLOS

_g' 1 ®# Determina la medida del 4ngulo obtuso que forman las rectas, cuyas pendientes son 2 y — 3,

E Solucién

L En este caso no importa cudl sea la pendiente inicial o final, se escoge m, = 2 y m, = - 3, se sustituyen en la férmula
y se obtiene: _ =R A

l+mm, 1+(-3)(2) 1-6 -5

De aqui, fan 6= 1 entonces: 8 = arc fan (1) = 45°,
El dngulo obtuso ¢ se determina al calcular el suplemento de 8
45+ ¢ =180°
¢ =180° - 45°
¢ =135°
En consecuencia, el dngulo que se busca es igual a 135°,
2 ®9-;Cuiles la medida de los dngulos interiores del tridngulo determinado por los puntos A(-2, 1), B(3, 4) y C(5, - 2)?

Solucién
Se grafica el tridngulo en el plano cartesiano y se ubican para cada dngulo las pen- ] B
dientes inicial y la final.
Para el dngulo A: my=m, s my=m,g A
Para el dngulo B:m, =m, gim,=mp, \\Q X
Parael dngulo C:m =myimy=m,. c
Se obtienen las pendientes de los lados del tridngulo:
i BB s s O s i S
P s Pc™58 3 T

Se aplica la férmula para cada uno de los 4ngulos, tomando como referencia las pendientes inicial y final,
g_(_g] 3,3 21415 36
_5°7_"35 _35_(35)(36) _36_18

A: = = = — —_—
e s, 3 3) .0 35-97267(35)(26) 26 13
35 35 35

3 3 3 -15-3 18

tan B = 2= 275 T _95 2, =W_§=mﬁ_,(5}]({‘“*]]='_“i=2
1+ m,m, a3 _9 = (5)(—~ -4 2
. 3](5] ¥ 5 5
3 3., -3+2 I8
1+ mgm, 3\ 9 749 16 (7)(16) 16 8
1+( ?]{ 3) 1+ e 2

Finalmente, los dngulos son;

A=arc tan (%]=54° 9* 44> B =arc fan (g]zTT 28'16”

C =arc tan (%] =48°21'59”
Para comprobar los resultados se suman los dngulos interiores y el resultado debe ser 180°
A+B+C=180° 54°9" 447 + 77° 28’ 16” +48°21° 59" = 180°
180° = 180°
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20 CAriTULO

GEOMETRIA ANALITICA
3 @+ Cuil es la pendiente de la recta que forma un dngulo de 45° con la recta que pasa por los puntos de coordenadas
A@2,- 1)y B(S, 3)7
Solucién
Existen dos rectas que forman un dngulo de 45° con la recta £, por consiguiente, se tienen 2 casos:
1. La pendiente £ es inicial B €
2. La pendiente € es final :
X
&
£
Se obtiene la pendiente € que pasa por los puntos A y B:
_3-(-)_4
=T33 3
Cuando la pendiente € es inicial, se debe de encontrar m,, entonces:
. m; —4
_ My =y B __ 3 e |
0=——— 45° = ———=2— 1
fan s = tan = 4 — T 4,
5™ 3
— 3’?12-4
3+dm,
3+4m,=3m,-4
4m, —3my,=-4-3
my=-17
Cuando la pendiente € es final, se debe de encontrar m,, por consiguiente;
i—m, 4=3m,
fan 9=u — ;qn45°:3— - | B 3
l+;n];n2 1+ i 3+4m]
Mi\3 3
i 4-3m,
© 3+4m,
3+4m =4-3m,
4m, +3m;=4-3
-
o
Finalmente, las pendientes son: — 7 y %
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Pendiente de una recia

EJERCICIO 11

10,
11,

12,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s

L,
2,

Determina la medida del dngulo agudo que forman las rectas con pendientes vljy— %

¢Cuil es la medida de cada uno de los dngulos interiores del tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(-2, 2),
B(L, - 1)y C(0, —4)7

. Determina los dngulos interiores del triingulo, cuyos vértices son los puntos A(—4, 1) B(2, 3) y C(1, —4),
. Demuestra que los puntos A(— 2, 1), B(3, 5) y C(7, 0), son los vértices de un tridngulo isdsceles y encuentra la medida

de sus dngulos interiores,

. Comprueba que los puntos A(3, 1), B(7, 3) y C(5, 2), son vértices de un tridngulo rectingulo y encuentra la medida

de sus dngulos agudos,

Encuentra la medida del dngulo obtuso del paralelogramo cuyos vértices son los puntos A(- 4, 1), B(—-2, 4), C(5, 5) y
D(3, 2).

. (Cuiles son las medidas de los dngulos interiores del paralelogramo, cuyos vértices son los puntos A(1, 3), B(2, 6),

C(7, 8) y DX6, 5)?

. Comprueba que los puntos A(— 2, — 1), B(- 4, 3), C(3, 5) y (5, 1) son los vértices de un paralelogramo y determina

la medida del dngulo obtuso que forman sus diagonales.

. Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 1507, si la recta final tiene pendiente %.calculalapendiemcdela

recta inicial,

Al cortarse dos rectas forman un dngulo de 45° la recta inicial pasa por los puntos A(- 1, 3) y B(— 4, 5) y larecta
final pasa por el punto C(3, 2} y por el punto D, cuya ordenada es 3. Determina el valor de la abscisa de D,

{Cuil es la pendiente de la recta que forma un dngulo de 135°, con la recta que pasa por los puntos de coordenadas
A(=3, 5)y B(0, 1)?

Las pendientes de dos rectas son 1y ~2—+/3, respectivamente, Encuentra las pendientes de las bisectrices de los
dngulos que forman (existen dos soluciones),
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CAPITULO 21
LUGAR GEOMETRICO
EGUIPOTENCIAI.ES
=
3
' —~—t A as superficies equipotenciales es el
N —— ~ lugar geométrico de todos los puntos
T— que se encuentran al mismo poten-
T — cial. Cumplen la condicién de encontrar-
- ‘\ se en un plano perpendicular al campo

eléctrico,

El rabajo desarrollado para mover una
Eorﬁculc de un punto A a ofro punto B a

largo de una superficie equipotencial
es nulo, ya que:

A lo largo de una superficie equipoten-
cial v,=V, entonces W,,=0




EIE
_g- . @e-Grafica la curva, cuya ecuacidn es xy — 2x - 2y+2=0,

21 CArTULO
GECOMETRIA ANALTICA

-

M
1

PLOS

Problemas fundamentales de la geometria analitica

I. Dada una ecuacitn, representar el lugar geométrico que describe (discusién de un lugar geométrico).
II. Dadas las condiciones que deben cumplir los puntos que forman un lugar geométrico, encontrar su ecuacidn,

Primer problema (discusidn de un lugar geométrico)

Dada la ecuacidén de un lugar geométrico se determinan las intersecciones y su simetria con los ejes, la extensidn, sus
asintotas y, por iltimo, la grifica,

Infersecciones con los ejes

a) Con el eje X se sustituye y =0 y se resuelve la ecuacién para x.
b) Con el gje Yse sustituye x =0 y se resuelve la ecuacion para y.

Simetria con los ejes y el origen

a) Simetria respecto al eje X,
S8i la ecuacién de una curva no se altera cvando la variable y es reemplazada por — y, entonces la curva es
simétrica respecto al eje X,

b) Simetria respecto al eje ¥,
8i la ecuacién de una curva no se altera cuando la variable x es reemplazada por — x, entonces la curva es
simétrica respecto al eje ¥,

¢) Simetria respecto al origen.
Si la ecuacién de la curva no se altera al sustituir x por — x y y por — y, entonces la curva es simétrica respecto
al origen,

Bdensién de la curva
Determina los intervalos de variacidn para los cuales x y y estdn definidas,

Asintotas

Son las rectas tales que si un punto se aleja del origen, la distancia de este punto a dicha recta va decreciendo, de tal
forma que tiende a cero,

Gréfica
Conjunto de puntos del plano que satisfacen las condiciones establecidas por una ecuacidn,

Solucién
Intersecciin con los ejes coordenados
a) Se sustituye y = 0y se despeja x:
xy—2x-2y+2=0
) -2x-2{0)+2=0
-2x+2=0
—2x=-2
x=1
El punto de interseccion con el eje Xes (1, 0).
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b) Se sustituye x= 0 y se despejay:
xy-2x-2y+2=0 =  (@y-2(0)-2y+2=0
—2y+2=0
—2y=-2
y=1
El punto de interseccidn con el eje Yes (0, 1),
Simetri
a) Simetria respecto al eje X.
Se sustituye ypor — y en la ecuacidn;
-2-2y+2=0 >  x-y-2-2—y+2=0
—xy-2&+2y+2=0
La ecuacitn se altera, por tanto, no hay simetria respecto al eje X,
b) Simetria respecto al eje Y,
Se sustituye x por — x en la ecuacidn;
-2x-2y+2=0 — =20 -2(-x)-2y+2=0
—xy+2-2y+2=0
La ecuacidn se altera, por consiguiente, no hay simetria respecto al eje Y,
c) Simetria respecto al origen,
Se sustituye x por — x, ypor —y.
xy—2x—2y+2=0 - -y -2—x)-2-y+2=0
xy+2x+2y+2=0
La ecuacidn se altera, por consiguiente, no hay simetria respecto al origen,

Extensién de la curva
a) Extension respecto al eje X,
Se despeja la variable y:
xy-2x-2y+2=0 >  xy-2y=2x-2
yx-2)=2-2
_ Xx-=2
2= x=2

Para x= 2, la variable y no estd definida, por consiguiente, la extensién en X es:
{x e R1 x# 2} también se puede escribir {xe R1—o <x <2} U{xe R12< x < o0}

b) Extension respecto al eje Y.
Se despeja la variable x:
xy-2x-2y+2=0 > xy-2x=2y-2

y-2
Para y= 2, la variable x no estd definida, en consecuencia, la extensién en y es:
{yeRly#2} o {yeRl—=e<y<2}u{yeRI2<y< e}
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Asintotas
g) Asintotas horizontales,
Se obtienen al despejar la variable x y resolver la ecuacién que resulta al igualar con cero el denominador:
xy-2x-2y+2=0 >  xy-u=2y-2
x(y-2)=2y-2
o b2

-2
y¥—2=0, por tanto, la asintota horizontal es y= 2, 4

b) Asintotas verticales,
Se obtienen al despejar la variable y y resolver la ecuacitn que resulta al igualar con cero el denominador,
entonces:
y-22-2y+2=0 > xy-2y=%-2
yx—2)=2x-2
2x-2
x=2

x— 2 =0, por consiguiente, la asintota vertical es x= 2,
Grdfica
Se tabula la variable yen funcién de la variable x, donde x toma valores en el intervalo
[xeRl=e<x<2}u{xeRI2<x <}

2x-2
y:
x=2
Tabulacidn:
x - 3 2 D 1 3 4 & 6 7
y 1.6 1.5 1.3 1 0 4 4 2.6 25 24
Se grafican las asintotas y= 2 y x=2, posteriormente los puntos;
. ¥ .
1
6 1
1
4 1
1
___________ B i R e
i
-6 e b - :2 4 6 f
-2 1
1
-4 1
1
-6 |
1

2 ®e-Construye la curva, cuya ecuacién es 47+ 9y* - 36 = 0.
Solucién
Intersecciin con los ejes coordenados
a) Se sustituye y = 0y se despeja x:
A2+9-36=0 —»  4?+90P-36=0
4% =136
=9
x=#9
x= %3
x=-3,x=3

Los puntos de inferseccién con el eje X son; (- 3, 0) y (3, 0),
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b) Se sustituye x= 0 y se despejay:
42+92-36=0 o  402+9%H?-36=0
9y =36
V=4
y= +J4
y=3
y=-2,y=2
Los puntos de interseccidn con el eje Yson: (0, — 2) y (0, 2).
Simetria
a) Simetria respecto al eje X,
Se sustituye ypor — y en la ecuacidn:
42+ 9(-yP-36=0 - 42+92-36=0
La ecuacién no se altera, por tanto, si es simétrica respecto al eje X,
b) Simetria respecto al eje Y.
Se sustituye xpor — x en la ecuacidn:
4(-x2+972-36 =0 >  &2+02-36=0
La ecuacién no se altera, por consiguiente, es simétrica respecto al eje Y,
c) Simetria respecto al origen,
Se sustituye xpor — x, ypor —y,
4(-x2+9-yP-36=0 — 42+9’-36=0
La ecuacidn no se altera, por tanto, es simétrica respecto al origen.
Extensién de la curva
a) Extension respecto al eje X,
Se despeja la variable y: 2
42+492-3%6=0 — 9y°=36-4x2 — y2=3'5'94‘2 5 y=% 4(9:1
y= i%ﬂ
y estd definida cuando 9 — x* 2 0, resolviendo la desigualdad, se obtiene:
{xeRI-3<x<3}o xe[-3,3]
Es decir, la curva se extiende en el gje xdesde -3 a 3,
b) Extension respecto al eje Y.
Se despeja la variable x:
42+92-36=0 — 42=36-9Y — x==36'49"7 - x=% ﬁi"—z]
x=t=./4-y

x estd definida cuando 4 — y? > 0, resolviendo la desigualdad, se obtiene:
{reRrI-2<y<2}o ye[-2,2]
Es decir, la curva se extiende en el eje ydesde—2 a 2,
Asintotas
a) Asintotas horizontales,

Al despejar y se obtiene y = i%v’g-xz , Ia variable x no queda en el denominador por tanto no hay asintotas
horizontales,
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b) Asintotas verticales, 3
Al despejar x se obtiene x :i?#g -y, la variable yno queda en el denominador por tanto no hay asintotas
verticales,
Grdfica
Se hace una tabulacién en la ecuacién obtenida al despejar a y, para valores de x que estén en el intervalo

[xeRI-3<x<3}
y= i%v’Q—xE

x 3 -2 -1 0 1 2
¥ 0 +1.49 | +1.88 | +2 | +188 | +1.49 0

Tabulacion:

(78]

=31

EJERCICIO 12

*  Analiza las siguientes ecuaciones y encuentra las intersecciones con los ejes, simetria, extensién, asintotas y traza la

E gréfica:

»-3x-6=0
xy+2y+4=0
xy-5x+2y=0
xy+3y— &x=0
2y -3y +6=0

¥ -8y=0
X+4y2-16=0
X+dx+dy+20=0
X+xy-y=0
9x2- 16y = 144

.Y -Br-2y+17=0
12, %+ ¥ -6x=0

- Y I

[ —
-9

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ e + « « » = ¢ ¢ 0 o o 0 4 &
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Segundo problema ([dadas las condiciones del lugar geométrico, encontrar su ecuacién)

Para determinar la ecuacitn de un lugar geométrico se necesitan las condiciones que deben cumplir los puntos que lo
forman o la figura misma, Analicemos a través de los siguientes ejemplos:

EJEMPLOS

.§. 1 @+ Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos en el plano, cuya distancia al punto (3, 2) es siempre
iguala 5,

iy Solucién

La distancia de los puntos (x, y) del plano al punto (3, 2) es 5, al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos;

d=\[‘I(Jrz-x]]z+(yz-y]]2 - 5=\(x=-3) +(y-2)
Se obtiene el cuadrado de ambos miembros, se desarrollan los binomios y se simplifica:
(5 =(x-2F +0-2F) > 25=G-3p+(p-27
25=x—6x+9+y'—dy+4
B-bx+9+y—4y+4-25=0
¥ +y-bx—dy-12=0
Por consiguiente la ecuacién del lugar geométrico es: x2+y> - 6x —dy— 12 =0,

2 ®e-Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que se conserva siempre equi-
distante de los puntos A(1, - 2} y B(S5, 4).

Solucién
La condicitn es que la distancia del punto P(x, y)a los puntos A y Bsea la misma, es decir:

AP = BP

Al usar Ia férmula de la distancia entre dos puntos d = y(x, —x,)’ +(, —3,)’ ,se obtiene:

AP =\[(x-1) +(y+2) BP =\/(x-5) +(y-4)

Se sustituye en la condicidn:
AP = BP
V=1 +(y+2) = (x=5)" +(y-4)

Al elevar al cuadrado ambos miembros y simplificar la expresidn, se obtiene:

(Vs =17+ r+27 | =(lx=57+(r-47)
(x=1) +(y+2] =(x=5) +(y-4)
X2-2x+ 1+ +dy+d4=x2-10x+25+y - 8y+ 16
X-2x+ 1+ Y+ dy+d -2+ 1k -25-y2 +By- 16 =0
(8x+ 12y 36 = 0) + 4
2x+3y-9=0
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3 @e:Determina la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados de
Ias distancias a los puntos A(2, 3) y B(6, 7), es igual a 100,

Solucién
Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geoméirico, la condicion que se da es:
(Pa)" +(PB) =100

Al utilizar la férmula de distancia entre dos puntos d = (x,~x,)’ +(y,=1,)" s obtiene:

PA=\(x-2) +(y-3) PB=\/(x-6)"+(y-7)°

Ahora bien, al sustituir en la condicidn:

2 2 2 2 2 1
(Vix=27 +(3=37") +(J(x-6F + (=77 =100
(x-2P+(r-3P+ (x- 67+ (y—7)2=100
En tanto que, al desarrollar los binomios y simplificar, se obtiene:
B-dx+d+y - 6y+9+x2 - 12x+36+y' — 14y+49 - 100=0
2+ 2y - 16x-20y-2=0
(22 + 2% — 16x- 20y -2 = 0) = (2)
2+y-8x—10y-1=0
Por tanto la ecuacién del lugar geométrico es; 22+ y* — & — 10y -1 =0,

A @+ Encuentra la ecvacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
los puntos A0, 3) y B{0, — 3), es igual a 10,

Solucién
Sea P(x, y) un punto cualquiera del lugar geométrico, que satistace la condicién:
AP+PB=10

Al utilizar la férmula de la distancia entre dos puntos d = \[(x,~x,)" +(y,~,)’> para determinar la distancia a los
puntos A(0, 3) y B(0, — 3), se obtiene que:

AP = \[x" +(y-3)’ PB=\x"+(y+3)
AP +PB=10

\‘l/x2 +H{y-3f + sz +(y+3)’ =10

Ny i A e
B4 (y— 3P =100- 20 x> +(y+3)° +(Jxz +(y+3]2]2
P+ (y= 32 =100-20 ¥ +(y+ 3] + 57 +(y+3)
Py —6y+9=100-20 /% +(y+3)’ +22+y*+ 6y+9
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R4y —by+9 -2y~ 6y—9—100=-20 [x’ +(y+3)
—12y- 100 =20 /¥ +(y+3)
[—12y—100=-20m]+(—4]

3y+25=5 [x? +(y+3)
(3y + 250 = [sm ]2
9y2+ 150y + 625 = 25[(22 + (y+ 3)%]
952+ 150y + 625 = 25x2 + 252 + 150y +225

252 + 257+ 150y + 225 - 9y? — 150y - 625 =0
25x% + 16y> - 400 =0

Por tanto, la ecuacién del lugar geométrico es; 25x% + 16y - 400 =0

EJERCICIO 13

e Ml L OO

10,
11,
12,
13,
14,

15,

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Resuelve:
1.

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que la diferencia de la ordenada
con la abscisa es siempre igual a 2.

. Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que el producto de la abscisa y

la ordenada sea igual a la unidad,

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que su ordenada es igual a la
mitad de su abscisa,

Determina la ecuacitn del lugar geométrico del punto que equidista del origen, cinco unidades,

Encuentra la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos A(- 3, 4) y B(4, 1).
Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a cinco unidades del punto (4, —3).
Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve, de tal manera que equidista del eje de las
abscisas y del punto (0, — 5),

Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de los puntos (— 2, 4) y (- 6, 2).
Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano, tales que su distancia al punto (-3, —2)es igoal a 8,
Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de los cuadrados
de las distancias a los puntos A(— 1, 3) y B(7, 3), es iguala 50.

Encuentra la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que se mueve de tal forma que la suma de las distancias a los
puntos fijos A(—4, 3) y B(2, - 6) es siempre igual a 15.

Determina la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus distancias a los puntos
(~4,0)y (4, 0),sea igual a 10,

Encuentra la ecuacitn del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la diferencia de sus distancias
alos puntos {0, 2} y (0, — 2), es siempre iguala 3 (dos soluciones),

Determina la ecuacién del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
los puntos A(0, 3) y B0, —3), es igual a 8,

Encuentra la ecuacidén de los puntos del plano, tales que la diferencia de sus distancias a los puntos (— 2, 5) y (6, 5),
sea siempre igual a 6,
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CAPITULO DD
LINEA RECTA
EN MICROECONOMIA
B Py
g\
8
, — E :: ! Curvas de demanda lineal
‘ﬂ'm-‘?ﬂ‘:- s (1N 2+ p-100=0 as ecuaciones lineales proporcionan
' 5 ! Lepreﬂiobcijnes rcjgnoblemenle prie—
G- — e, . '] . csas emanda en un intervalo
TN § U "2 | limitado.
3

En general, las ecuaciones de demanda |i-
Grifica de la curva de demanda neosfe

s se ulilizan para mayor simplicidad y
claridad al ilustrar cierfo tipo de andlisis.

la ecuacién de la recta indica situaciones que se presentan al realizar un
andlisis:
Por ejemplo:

Cuando el precio es de 80 unidades monetarias (u.m.] se venden 10 relo-
ies y se venden 20 cuando el precio es de 60 u.m. 5Cudl es la ecuacién

de la demanda?

Datos Férmula
g1=10, p; =80 P-P1=f;f—:%[q- q
Gy =20, p,= 60
Al sustituir los datos se obtiene la ecuacién:
2g+p-100=0

Este ejemplo indica que mientras la cantidad de demanda aumenta el pre-
cio disminuye.
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Definicién

La linea recta es el lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales al tomar dos cualesquiera, el valor de la
pendiente m siempre es constante.

Ecuaciones de la recta

Para determinar la ecuacién de una recta en funcidn de las condiciones dadas, se emplean las siguientes ecuaciones,
segtin corresponda.,
Ecuacion general
Es aquella que se expresa de la signiente manera;
Ax+By+C=0
Donde; A, B y C son constantes,

Ecuacién punto — pendiente

Dado el punto P (x,, y,) de la recta de pendiente m, su ecuacién es:
y-yp=mx—x)

Fcuacién de la recta que pasa por dos puntos

Dados los puntos P(x;, y,) y Py(x;, ;) ¢ la recta, su ecuacion es:

y-y1=%(x-«n]

EAEMPLOS
'8. 1 @+ :Cuil es la ecuacion de la recta que pasa por el punto P,(2, 4) y tiene pendiente 37

s_ Solucién
e Se sustituyen los valores de x, = 2, y, =4 y m =3 en la ecuacién:
¥i
Y-y =mx—x)
1 1 P24
y-4=3(x-2)
y-4=%_6
~3x4y-4+6=0 A I A
—3x+y+2=0 /Sx—y—2=0
3x-y-2=0
Por consiguiente, la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2, 4) y tiene pendiente 3, es: 3x—y-2=0,
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? w®@e- Cudles la ecuacién de la recta que es perpendicular al eje X y que se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje
vertical?
Solucién
Las rectas perpendiculares al eje X tienen ecuacion de la forma x = x,,donde x, es la abscisa del punto de interseccion
de la recta con el eje horizontal,

La recta se encuentra a 5 unidades a la derecha del eje vertical, entonces sus puntos tienen coordenadas (5, y), y al
sustituir el valor de la abscisa en la ecuacidn se obtiene:

]
|
Il

I
=

x=5

3 ®e-Encuentra la ecuacién de la recta que pasa por los puntos P(— 1,2) y P,(2, - 5)

Solucién
Los valores de las abscisas y ordenadas se sustituyen en la ecuacion:
Yy—n= L2 (x—xp)
e Tx+3y+1=0

=5=2
y-2= s - )

y-2= —%{x+ 1)

3y-2)=—Tx+1)

Iy-6=-Tx-17
Py

Tx+3y-6+7=0

Tx+3y+1=0

En consecuencia, la ecuacion de la recta es: Tx+ 3y+1=0,
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4 ®¢:Una recta pasa por los puntos A(- 2, 3) y B(— 2, — 1). Encuentra su ecuacién,
x+2=0
Solucién @
_ [
Al sustituir en la férmula y—y, = iz i’ (x-=x,) . se determina que:
17 M
-1-3 —t ;
i (- —{2
¥ _2+2(k =2)) Bt

4
—3=—— + 2
¥ 0@ )

La pendiente de la recta es de la forma < (no estd definido), por consiguiente,
& perpendicular al eje X'y su ecuacidn es de la forma:

Por tanto, su ecuacidn es:
x=-2
x+2=0

Es decir, 1a ecuacién de la recta que pasa por los puntos Ay Bes: x+2 =0,
5 @+ Determina los vértices del tridngulo, cuyos lados estdn dados por las ecuaciones de las rectas:

3x+Ty-13=0x—y-1=0Tx+3y+23=0
Solucion

mnocidos:

Sistema de ecuaciones para el
vértice A;
3x+7y-13=0
x-y-1=0
Punto de interseccion: A(2, 1) Tx+3y+23=0
Sistema de ecuaciones para el +Ty-13=0
vértice B:
x-y-1=0
Tx+3y+23=0

Punto de interseccidn: B(—2, — 3)
Sistema de ecuaciones para el
vértice C:
3x+Ty-13=0
Tx+y+23=0

Punto de interseccidn; C(-5, 4)
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& ®e-5ise compran 20 pantalones el precio unitario de la prenda es de $300, pero si se compran 50, entonces el costo de
cada pantalén es de $280, encuenira la ecuacidn de la demanda,

Solucién
Considerando:
x=niimero de pantalones y=precio por pantalén
Se forman los siguientes pares coordenados:
(20, 300) y (50, 280)
Se aplica la ecuacitn de la recta que pasa por dos puntos y se obtiene;

280 =300

G S
4 %0-20

x-20) — y-300=-%(x-20]
2
y-300=-§{x—20]
Al transformar esta 1iltima ecuacién a su forma general, obtiene la ecuacién de la demanda:
2%+ 3y-940=0

7 ®¢:Un resorte se deforma 2 cenuhc}ms bajo la accidn de una fuerza de 15 newtons, si la fuerza se incrementa a 25
newtons, entonces se deforma 33 de centimetro, ;cudl es la ecuacidn que representa la deformacion que sufre el
resorte en funcidn de la fuerza?

Solucién
Considere:
x = fuerza que actiia sobre el resorte y = deformacién

Se forma entonces la siguiente pareja de puntos:

$1.2)y [25, 3%]

Se aplica la ecuacidn de la recta que pasa por dos puntos y al convertir a su forma general se obtiene:

.
y—2=25_15(x—15] ol e T (x-15) - y—2=i-a{x—15]

2
—2={x=15
y=2=15(x-15)

15(y-2) = 2(x~ 15)
15y-30 = 2x- 30
0=2x- 15y

Por consiguiente, la ecuacidn general de la deformacidn del resorte es: 2x— 15y =0,
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EJERCICIO 14

Encuentra las ecuaciones generales de las rectas que satisfacen las siguientes condiciones:

1.
2,

3,

10,

11.

12,

13,
14,
15,

16,

17,
18,
19,

21,

Pasapor(-3,4)ym= —% 6. Pasapor(0,2)y (-3 ~2)
Pasa por (0, 3) ym =2 7. Pasapor(3, -1)y (3, 4)
mo (G tmes (335 (-3
Pasapur(él] ym=-1 9. Pasa por (0, l)y(i, —1]

4’4 3
Pasapor(-2,1)y(3, 4)
Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por A(- 1, 3) y tiene pendiente -g.
Una recta pasa por (— 1, 4) y desciende tres unidades por cada dos unidades que incrementa x. ;Cudl es su ecuacién general?
Obtén la ecuacién general de la recta, cuya interseccién con el eje X es 3 y su inclinacién es de 120°,
Determina la ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(6, — 2) y tiene un dngulo de inclinacién de 135°,
Encuentra la ecuacién de la recta que es perpendicular al eje X y estd a tres unidades a la derecha del eje vertical,
Encuentra la ecuacidn de la recta que es paralela al eje ¥ y estd cuatro unidades a la izquierda del eje horizontal,
Los segmentos que una recta determina sobre los ejes X y ¥, son 4 y — 6, respectivamente, Determina su ecuacion general,
Encuentra la ecuacién general de la recta que pasa por el punto A(2, — 1) y determina sobre el eje X el segmento - 2,
Los vértices de un cuadrildtero son A0, 0), B(— 1, 2), C(3, 5) y D(5, 0). Obtén las ecuaciones generales de sus lados.
4 Cudl es la ecuacidn general de la recta, cuya pendiente es — 2 y su interseccitn con el eje Yes 47
Una recta pasa por el punto A(7, 8) y es paralela a la recta que pasa por los puntos C(— 2, 2) y D(3, — 4). Determina
su ecuacion general,
Demuestra que los puntos A(— 1, 2), B(2, 4) y C(3, 6) son colineales, mediante la ecuacién de la recta que pasa por
dos de estos puntos,

Con base al triangulo cuyos vértices son los puntos A(1, 2), B3, - 1) y O 4, - 5), realiza los ejercicios 22 al 27:

SRERERBBR

8

Obtén las ecuaciones generales de las rectas que pasan por los vértices y son paralelas a los lados opuestos,
Encuentra la ecuacion general de la recta que pasa por el punto medio de A con B y es perpendicular al mismo lado,
Determina la ecuacién general de la recta que pasa por el punto medio del BC y por el vértice A,
Obtén la ecuacién general de la recta que pasa por el vértice Cy es perpendicular al lado AB.
¢Cuiles son las ecuaciones generales de las rectas que pasan por el vértice B y trisecan al AC ?
Mediante las ecuaciones de linea recta, encuentra las coordenadas de los vértices del tridngulo, cuyos puntos medios
son los puntos A, By C.
Las ecuaciones de los lados de un tridngulo son;
x-3y+3=02+Ty+6=0;dx+y-14=0

Determina las coordenadas de los vértices.
Las ecuaciones de los lados de un paralelogramo son:

x—4y+11=0; 22+ y+4=0;x—-dy-T=0; 2x+y-14=0
Determina las coordenadas de sus vértices.

Un automdvil se mueve con velocidad constante y recorre 60 km en media hora, si ese mismo antomévil recorre 150 km en
una hora con 15 minutos, encuentra la ecuacion que relaciona la distancia yen kilémetros recorrida por el automévil,
en términos del tiempo x en horas,
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E)
wi
5

linea recta

> 31. Lawvelocidad de una particula en un tiempo de 2 segundos es de 5 metros por segundo y para un tiempo de 8 segun-
: dos se mueve a razén de 14 metros por segundo, Determina la ecuacién que relaciona la velocidad de la particula en
funcién del tiempo.
32, Siel duefio de una papeleria le compra a un proveedor 100 libretas, éste le da un precio de $12.50 cada una, pero si
le compra 120, entonces el precio de cada libreta disminuye en ¢50, escribe la ecuacidn de la demanda,
33, Una empresa desea realizar una campafia publicitaria de un nuevo producto, para esto visita un taller de impresién y
les informan que el costo de producir 15 millares de folletos publicitarios tienen un casto de $3 000, pero si desean 20
millares, el costo es de $3 600, obtén la ecuacidn de la recta que representa esta situacion, (Considera x= nimero
de millares; y = costo),
34, Una temperatura de 20°C equivale a 68°F, y 50°C equivalen a 122°F, determina la ecuacion que relaciona la tempe-
ratura T en grados Celsius con la temperatura T, en grados Fahrenheit,

:) Verifica tus resultados en la i6n de soluciones correspondiente . + « « v o o v 00w ol

E

Formas de la ecuacién de una recta

Conocidas las condiciones que determinan una recta o su ecuacion, éstas se expresan de las siguientes formas:

Ecuacién de la recta en su forma pendiente-ordenada al origen [forma ordinaria o reducidal
Una vez que se conoce la pendiente de una recta y su ordenada al origen (interseccién con el eje Y), se determina la
siguiente ecuacidn;
y=mx+b ¥4
Donde, m: pendiente I
b: ordenada al origen (0, b)

Esta forma de la ecuacion de la recta, también se conoce
como forma simplificada o reducida.

o

s

A

MPLOS
1 @+ Encuentra la ecuacién de la recta, cuya interseccién con el eje Yes 4 y su pendiente — 3. Ve

Solucién
Los datos son: m=— 3 y b =4, al sustituir se obtiene:

y=mx+b 09

y=-3x+4
3x+}'—4=0

Finalmente, la ecuacidn es: 3x+y—4=0,

\ X

2 ®s-Determina la ecuacién general de la recta que tiene pendiente % y su interseccién con el eje Yes el punto (0, — 5),

Solucién
1
Los datos son: m=z y b=-75, al sustituir en la ecuacidn ordinaria, se obtiene;
1 o s .
y=5x-5 Al multiplicar por 2 para eliminar el denominador,
2y=x-10 Al igualar a cero la ecuacidn, resulta; x — 2y — 10 =0,
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria
Para transformar Ax + By + C = (, a la forma y = mx + b, se procede de la siguiente manera;

Se despeja la variable y de:
Ax+By+C=0

By=—Ax-C

oA €

IR W

Esta ecuacidn es de la forma pendiente-ordenada al origen.
Si se compara con la ecuacion y = mx + b se obtienen los valores de m y b,en términos de los coeficientes de la

ecuacion general:
A C
m --E Y b= —E
EAEMPLOS -
_8. 1 @« :Cuil es la pendiente y la interseccitn con el eje Y de la recta 4x— Sy+ 12 =07
i§' Solucién
Despejando la variable y:
4x—5y+12=0 — - P=—4x-12
. S
Y=5" =5
.
T B

Por consiguiente, la ecuacitn en su forma pendiente—ordenada al origen es:

4 n
I g

De esta ecuacidén se determina la pendiente y el punto de interseccidn con el eje Y:

4 12
=Zylo=
" 5”( SJ

2 ®¢ Transforma a la forma simplificada la siguiente ecuacién: 3x + S5y—7 =0,

Solucién
Se determinan los valores de A, By C como sigue:

A=3,B=5yC=-7

: A C T
Se sustituyen en y= —g*—p-pam obtener la forma simplificada:
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3 ee.

linea recta

Emplea la forma ordinaria de la ecoacién de la recta y grafica la
siguiente recta:
2x+3y-9=0
Solucion
Se transforma la ecuacitn propuesta a su forma ordinaria;

2x+3y-9=0
Jy=-2x+9

y=-%x+3
Se obtiene:
La ordenada al origen es b =3, significa que la recta corta al eje y3 unidades por encima del origen,
La pendiente m = —% , significa que y disminuye 2 unidades y x aumenta tres,

A ®+-Grafica 1a recta de la ccuacién 2y- 5= 0, Ty
Solucién 5|
Se expresa la ecuacién como: 27
Ox+2y-5=0 T
2 7
Se despeja y de la ecuacion y se obtiene: i
| 1 1 [
y:—x-‘-— ﬂ T T T X.-—

Elvalordeb=g 0
La pendiente es cero pero se expresa de manera equivalente como m=z para poder graficar,

+ Determina la ecuacidn general de la recta que pasa por el punto A(—S5, 3) y es perpendicular a la recta 3x+ 2y—6 =0,

Solucién
La ecuacion 3x + 2y— 6 =0 se expresa en su forma pendiente—ordenada al origen:
. 3 Y =’§‘+3
La pendiente de esta recta es: m=—c
La recta perpendicular a ella que pasa por el punto (-5, 3) cumple la condicidén: m - m' = -1
Se sustituyen las coordenadas del punto y la pendiente m’ en la ecuacién;
Y-y =m'x-x) ’
y=3=3(x=(-5))
3(y—3)=2(x+5)
3y-9=2x+10
—2x+3y-9-10=0
~2x+3y-19=0
Finalmente, la ecuacidn de la recta es:
2x-3y+19=0

ya 2-3y+19=0

ve
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6 ®¢:Una recta pasa por el punto (2,3) y es paralela a la recta x — 2y = 0, ;cudl es su ecuacién general?

Solucién
Se expresa la ecuacién x — 2y= 0 en su forma pendiente ordenada al origen;
1
y=3x

lapendientedeestarwtaesm=%,mmnlamctaquesabuscaespamlela,enmncesﬁenelamismapendiente:
m‘=m=5.
Se sustituye el punto y la pendiente en la ecuacién y se expresa en su forma general, obteniendo como resultado:
y—3=%{x-2] - x-2Zy+4=0

7 ®e-Para las rectas x + 4y— 4= 0 y 2x — 3y+ 6 = 0, determina la medida del dngulo agudo que forman,

Solucién

Se expresan las rectas en su forma ordinaria para obtener sus respectivas pendientes:
—-lx+l —r m s —2x+2 — =2
y 4 1 4 ¥y 3 L 3

Se sustituyen los valores de las pendientes en la fdrmula de dngulo entre dos rectas:

11
=arc tan| - |=47°43'34"
ae an{

Por tanto, el 4ngulo agudo que forman dichas rectas es de 47° 43'34",

8 ®¢:Un cuerpo tiene una velocidad de 4 metros por segundo, después de 6 segundos, su velocidad es de 12 metros por se-
gundo, Expresa la velocidad de dicho cuerpo en funcidn del tiempo, obtén su velocidad para un tiempo de 9 segundos
ytraza la grifica,

Solucién

Este problema relaciona a la velocidad v con el tiempo ¢, por tanto, los pares ordenados son de la forma; (1, v).
Por consiguiente, los pares ordenados son; (0, 4}y (6, 12),
Se aplica la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos y se despeja v;

27N G-r) o v—4=12_4(r-(}} 5 wearad
1, —1, 3

vy =

6-0

Se obtiene que m=-g- y b= 4, la pendiente de la recta representa la aceleracion del cuerpo y la ordenada al origen
su velocidad inicial,
La velocidad del cuerpo en 1 =9 s, se obtiene al sustituir este valor en la ecoacitn;

y=%:+4 — v=%(9)+4

R {1
5
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La representacion grifica del problema es:

Por tanto, para 9 segundos, la velocidad del cuerpo es de 16?.

©Q ®@e-Cierta empresa se dedica a fabricar bolsas de pléstico, el costo de fabricacién de x niimero de ellas es de C= 4x+ 3 200,
Los ingresos por la venta de las bolsas fabricadas estin dados por la ecuacion /= 12x.
a) Cuil es el costo de produccidn de 1 500 bolsas?
b) Si se fabrican 1 000 bolsas, ;de cudnto es la utilidad?
¢) (Cuintas bolsas se deben fabricar para que la utilidad sea nula?
d) Construye la grifica que muestre la ecuacién de costos e ingresos,

Solucién
a) Se sustituye el valor de x = 1 500 en la ecuacidn de costos;
C=4x+3200 C = 4(1500) + 3 200
=6 000 + 3 200
=9 200

por consiguiente, producir 1 500 bolsas tiene un costo de $9 200,
b) La ecuacién de utilidad resulta de la diferencia de la ecuacién de ingresos y costos,
U=sI-C U=12x-(@x+3200) U=8x-3200
Para x= 1000 se obtiene:
U=8(1 000) -3 200
=8 000 -3 200
=4 800
Finalmente, la utilidad que genera la venta de 1 000 bolsas es de $4 800,
¢) Elniimero de bolsas que deben fabricarse y venderse para que la utilidad sea nula es:

U=8x-3200 0=8x-3200 —Bx=-3200
 -3200

K=" 8

x =400

Para que la utilidad sea nula se deben fabricar y vender 400 bolsas,

d) La representacitn grifica es:
I=12x  Cc=4x+3200

(400, 4 800)

=
b 4
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Ecuacién de la recta en su forma siméfrica

Una recta cuyas intersecciones con los ejes Xy Ysonaybcona=0y b = 0se
epresenta por:

2|k
-+
& |
I
iy

Donde:
a: abscisa al origen
(Representa la interseccidn con el eje X)
b: ordenada al origen
(Representa la interseccién con el eje )

EJEMPLOS
_2 1 @ Encuentra la ecuacién general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos A(2, 0) y B(0, - 3).
5_ Solucién
b En este caso a =2 y b= -3, entonces al sustituir en la forma simétrica, se obtiene: Y¢
£+z—l
a b
LI .
Pl Se multiplica por 6 Ia ol GAY >
P ecuacidn para eliminar X
2 =5 los denominadores ,
Ix-2y=6 B
3x-2-6=0

Por tanto, la ecuacidn general de la recta es: 3x -2y -6 =0,

2 ®+-Determina la ecuacién general de la recta, cuyas intersecciones con los ejes son los puntos (- 1,0) y (0, 5).

Solucién
En este caso, a=— 1 y b= 5, entonces;
§+%=1 - _i1+%=1 Se multiplica por 5 ambos miembros
— 5x+ y=15 Se acomodan los términos
5x—y+5=0

Por consiguiente, la ecuacién general de la recta es: Sx—y+5=0,

Transformacién de la ecuacién general a la forma simétrica
Para transformar la ecuacién Ax + By + C=0 a la forma §+% =1, se realizan los siguientes pasos:
Ax+By+C=0
Ax+ By—_ C El término independiente se pasa al segundo miembro,

A, ﬂ - —C S dvideds expremdn por el término independients,

c
=1 Seobtien =——y b=——
e e que & A y B

+

:='|n|"r'u

L
5.1
B
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EI;I‘EMPLOS

_g- 1 @+ Transforma a la forma simétrica y determina las intersecciones con los ejes de la recta:
E_ 2x+3y-6=0

w Solucién

La ecuacidn estd en la forma general, al comparar con Ax+ By + C =), se obtienen los valores de A, By C, éstos son;
A=2,B=3yC=-6
Para encontrar las intersecciones se sustituye en:

..

Entonces, A A
(-6) _6 (-6) _6
e L

En consecuencia, la ecuacion en su forma siméirica es: i+1—l.

Las intersecciones con los ejes son: ol
con el eje X el punto: P(3, 0) con el eje ¥ el punto: @(0, 2)
Al graficar y unir estos puntos en el plano cartesiano, se obtiene la grifica de la ecuacion 2x + 3y -6 =0,
Y
2x + 3y-6=0

o

P AR X

2 ®¢:Una recta pasa por los puntos (2, 5) y (- 1, 4). Expresa su forma simétrica,

Solucién
Primero se sustituyen los puntos en la ecuacion para encontrar la ecuacion general;
)"}'1=%(x'x1] =2 J"5=_41__52{x'2]
y-5=%(x-2]
3y-5)=1(x-2)
y-15=x-2
—x+2+3y-15=0
—x+3y-13=0
x—3y+13=0

Esta ecuacion se encuentra en su forma general y los valores de A, By C, son;
A=1,B=-3yC=13

. C C .
Al sustituiren a = —— y b=——,se determina que:

A B
=13 -13 13
At | et e
a y b ERa
Finalmente, la ecuacidn de la recta en la forma simétrica es:
X A
T e
3

315



292 CAPTULO

GEOMETRIA ANALITICA
3 @« Transforma la ecuacién general de la recta 2x + 5y— 12 =0 a su forma simétrica,
Solucién
x+5y-12=0 =  2x+5y=12
2 S5y_12
12 12 12
x5y
2,5 _
RSV
2 5
S A
Farmas:métnca.6+lg 1
5
EJERCICIO 15
Transforma a la forma ordinaria y simétrica las siguientes ecuaciones:
L x+y-4=0 6. -3x +4y=-12
2 2x-5y+5=0 7. 3x+5y-10=0
3 x-3y+8=0 8. %x+3y+5=0
|
4 2x-y=0 . —cxt-—y=4
2x-y 9 i 4
5 x+8=4 10, xcosw+ ysen w-p=0
Grafica las siguientes ecuaciones:
I, y=-3x+1 14, y=§x 1 A,
12, y=2x-3 15. dx-y-2=0 18. $x+3y—6=(}
13, y=-%x+l 16, x+3y-5=0

19. Determina la ecuacién de la recta, cuya ordenada al origen es —5 y su inclinacién es de 135

20, Una recta de pendiente 2 pasa por el punto A(- 1,2), Expresa su ecuacion en la forma ordinaria,

21, ;Cuil es la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(6, — 7) y tiene pendiente —3 en su forma ordinaria?

22, Encuentra la ecuacitn de la recta que pasa por los puntos A(1, 2) y B(— 5, 3) ensu forma ordinaria,

23, Una recta tiene intersecciones con los gjes en los puntos A(— 1, 0) y B(0, 5). Obtén su ecuacién en su forma ordinaria,
24, Una recta pasa por el punto (- 1, 5) y es paralela a la recta con ecuacién 5x — 3y +7 = 0. ; Cuil es su ecuacion?

25, Determina la ecuacidn general de la recta que pasa por el punto (2, 7) y es perpendicular a la recta con ecuacién
x—dy+7=0,

26, Obtén la ecuacion general de la recta que pasa por el punto A(2, 3) yes paralelaalarectax—-y+2 =0,

27. ;Cuil es la ecuacién de la recta perpendicular que pasa por el punto medio de las intersecciones con los ejes de la
recta 2x — 3y + 6 =07

28, Determina la ecuacidn general de la recta perpendicular a la recta 2x + 3y— 7 = 0 y pasa por la interseccion de las
rectas x4+ y—T7 =0y 2x—3y+ 1=0.
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32,

33,

34,

35,

36,
37.
38.

39.

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente a

30,

31,

linea recta

. Encuentra la medida del dngulo obtuso formado por las rectas;

x+3y-6=0y2y-3=0

Los lados de un tridngulo estin formados por las rectas:
x—6y+15=0;5x+2y—-21=0;x+2y—-1=0

{Cudl es la medida de sus dngulos interiores?

La posicidn de una particula estd dada por la expresidn:

3
y=zx—2

Donde x e y estin dados en metros, ;cudl es su posicion cuando x= 20 m?

Un fabricante de pantalones tiene gastos fijos de $30 000 mensuales y por cada pantaldn elaborado invierte $50 més,

a) ¢(Cudles la ecuacién de gastos del fabricante?

b) ;Cuénto invierte en la produccion de 800 pantalones?

{Considera x = niimero de pantalones fabricados, y = gasto total)

Para un tiempo de 5 segundos, uncwrpnpmeumvclocidaddeﬂﬂ,ypara 8 segundos su velocidad es de 152
k3 k)

a) ;Cuél es su aceleracién?

b) 3 Qué velocidad tendra para un tiempo de 12 segundos?

Un restaurante debe invertir diariamente $6 000 en gastos fijos, mas $30 por cada comida servida, si todos los platillos
servidos tienen un precio al piiblico de $80, obtén;

a) La funcién de costo total del restaurante por dia,

b) ;Cuil es la utilidad obtenida, si vende en un dia 140 platillos?

¢} Sisélo vende 90 platillos, jobtiene ganancias?

d) ;Cuéntos platillos debe vender para que no exista utilidad?

Representa la ecuacidn de la recta que pasa por el punto A(3, — 2) y tiene un dngulo de inclinacién de 45° en su forma
simétrica,

Una recta tiene pendiente % ysu interseccitn con el eje ¥Yes — 4. Representa su ecuacion en la forma simétrica,
Una recta pasa por los puntos A(- 3, 1) y B(2, - 2), Encuentra su ecuacién en la forma simétrica,

Obtén la ecuacidn de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccion con el eje Yde larectax+ 2y -7=0
y es perpendicular a la misma,

Determina la ecuacidn de la recta en su forma simétrica si pasa por la interseccién de las rectas, 2x +y-5=0y
3x —4y—2 =0, y es paralela a la recta que pasa por los puntos (- 1, 1) y (3, 6).

Familia de rectas
Se denomina familia de rectas al conjunto de rectas que satisfacen una condicién geométrica; se clasifican en:

Rectas paralelas
Satisfacen la condicién y = mx + b,donde bes el parimetro. Este tipo de rectas tienen la misma pendiente.
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Ejemplo
Representa grificamente la familia de rectas, y = 2x+ b, conb=—2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores del pardmetro b en la ecuacion y se obtienen las siguientes rectas:
y=2%-2,y=25,y=2x+2

Cuya representacion gréfica es; y=2%x+2
Ya

y=2x

y=2x-2

=
]

Rectas concurrentes
Satisfacen la condicion y = mx + b, donde mes el pardmetro; esto es, las rectas coincidenen la interseccién con el eje Y.

Ejemplo
Representa grificamente la familia de rectas, y=mx +3, conm=-2,0, 2,

Solucién

Se sustituyen los valores de m y se obtienen las siguientes ecuaciones:
y=—2x+3,y=3,y=2x+3

Cuya representacion grifica es: . Ya

y:_—2x+3
y=2+3
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EJERCICIO 16
Representa gréficamente las siguientes familias de rectas:
1 1 4
l. y=—x+b 4, y=mx-- T y=-2x+b 10, y=——x+b
2 2 5
4
2. y=mx+1 5. y=x+b 8. y=mx+3
2
3 y=--§x+b 6, y=mx 9. y=mx-1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente »

Ecuacién de la recta en su forma normal

Sea OP, un segmento perpendicular a la recta Ax + By + C = 0 de longitud p, y @ el 4ngulo determinado por el

segmento y el eje X.
De la figura se obtiene:

sen @ = l—);.'1=p4mﬂ"h:itl
P

X,
cos@w= " —x =pcosa
P

Luego, la pendiente del segmento OP, es:

m:ranﬂ}:yJ:Pmnn:w"n
X, peosQ  cos Q
Ya

N

L NN, Py, )

0 * \i’

Entonces, las coordenadas de P, son (pcos @ p sen o) yla pendiente, de la recta:
Ax+By+C=0es:

m=_msﬂ
sen £}
Al sustituir P, y m en la ecuacitn de la recta punto pendiente se obtiene la ecuacion de la recta en su forma normal;
cos £
y=y=m(x-x) - y—p sen ﬂ=-mn(x—pcas Q)

y sen 2—p sen” Q=—x cos Q+p cos” Q
x cos Q+y sen Q—p sen” Q-p cos” Q=0

x cos Q+y sen ﬂ—p{senz Q+cos® ﬂ]=0
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Pero sen’m + cos’o = 1, entonces:
xcos Q+ysen Q-p=0

Se concluye que una recta en su forma general Ax + By + C = (), se puede expresar en su forma normal como;

xcos Q+ysen Q—-p=0
Donde:

p: longitud del segmento OP, y @: dngulo de inclinacién del segmento de recta que parte del origen, perpendicular
a la recta normal,

Tansformacién de la ecuacién general a la forma normal

Sean Ax + By + C = 0y xcos @+ y sen @- p = 0, las ecuaciones de una misma recta en su forma general y normal,
respectivamente, entonces los coeficientes de ambas ecuaciones son iguales o proporcionales, por tanto:

T L
A B c c

Entonces, K es la constante de proporcionalidad y en estas condiciones:
cosw=KA sen w=KB p=KC

Al elevar al cuadrado y sumar las dos primeras igualdades se determina que:

cos® @+ sen® w= K2 A%+ K® B2 = KA+ BY)

1 = KA + BY)
|
A+ B =X

i

+JA + B2

Con r = +A® + B® (radical),
Los valores de cos @, sen @y p estin dados por:

cos ﬂ—-—-—é—-—* ; en Q= B -
+A+ B WAE O tA B
Por consiguiente, la forma normal de Ax + By + C = Oes:
A B cC

x+ ¥+
+JA 4+ B VAL B +/A? + B

Los signos de r (radical) se consideran de la signiente manera;

8i C = 0, entonces el radical tendrd signo opuesto al de C.
8i C' = 0, el signo del radical se considerard igual al de B.
S8i C = B = () el signo del radical tendrd igual signo que A,

320



CAPITUIO 22

EIE
w

-t

.

i

linea recta

@+ - Reduce ala forma normal la siguiente ecuacién de larecta v3x+y—9 =0 y determina el valor de py del éngulo @.

Solucién
La forma normal de Ax + By + C= 0 es:

A__,_ B . C _
TJAAE | EJAAB D LA +B

Se obtienen los coeficientes de la recta:

A=V3,B=1yCc=-9
Luego, con los valores de A y B se obtiene el radical /A® + B

JA+B = 331=Ja=2

Como C es negativa, entonces vA® + B se toma con signo positivo, por consiguiente, la ecuacién en su forma nor-
mal es:

De aqui se obtiene:

0eB ol o d
0s W="r, ¥R 0= 5 yP= 3

Como sen @y cos @son ambos positivos; @ estd en el primer cuadrante, entonces los valores de p y westdn deter-
minados por:

9
== yw=30°
P 2)"3’
Gréificamente se representa como;
YJ
\Ex+y—9=0
p Al
Q b
0 \ X

Donde: p= % y @=30" y la ecuacién en su forma normal es:

Bo1 o9

S S Teay
2 *727 72
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2 ®¢:Reduce a la forma normal la siguiente ecuacién de la recta 3x — 4y -6 =0 y encuentra el valor de p y @.

Solucién
Con el valor de los coeficientes A= 3, B=—4 y C= -6, se obtiene el radical:

JAZ+B? = J(3) +(~4) =0 +16=25=5

Debido a que Ces negativo, entonces /A*+B” es positivo, por tanto, la ecuacién normal se expresa de la siguiente
forma:

De esta ecuacién se determina que:

Lh | o

cos m_é Sen = -i =
TR =T5IPE

Luego, para obtener el dngulo se despeja w de cualquiera de las dos funciones trigonométricas;

Fen w= 4 —)ﬂl—an:sen( 4]
T 5 - 5

w=arc sen(-08)=-537"
Como cos @es positivo y sen @es negativo, @ estd en el cuarto cuadrante, por tanto:

@=2360" - 53° 07"

@=306° 53’
Grdfica:
Y 4
i &
t {-\ t t } t >
P
i Ix-dy-6=0 X

Donde: p= g y @=306" 53’ y la ecuacitn en su forma normal es:

3 4 6
s Sy
5T 57 &
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EJERCICIO 17

Expresa en su forma normal las siguientes rectas:
1, 2x+3y-5=0 3, 5x+3y=0 5 12x +5y=-13
2, x-y+5=0 4, x-3y+7=0 6. S5x+2y-1=0
Determina la ecuacién de la recta en su forma normal si se conoce wy p.
7. @=30°yp=4 10, w=120°yp=1 13, @=225yp= 32
8. w=45yp=+2 1. w=180°yp=+3 14 @=300°yp= 43

9. w=60"yp=3 12, w=150°yp=35

15. Una recta es tangente a un circulo con centro en el origen y radio 2. Si el punto de tangencia es (1,—+3 ), jcudl es la
ecuacién de la recta en su forma normal ?

16, ¢Cuél es la ecuacidn de la recta en forma normal, que pasa por el punto A(1, 2) y es paralela a la recta 2x + 5y - 10=0?
17. Expresa la ecuacidn de la recta 3x + ky+ 7 = 0 en su forma normal, cuando pasa por el punto (- 3, 2).
18, Encuentra la medida de los dngulos formados por las rectas con ecuaciones;

xco5330°+ ysen330°-1=0

xcos 210° + y sen 210°-2 =0

19, Determina la ecuacidn de la recta, cuya distancia al origen es %uypasapm el punto A(0, - 3),

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente a

Distancia de un punto a una recta

Es la longitud del segmento perpendicular a la recta trazado a partir del punto,
La distancia del punto P (x,, v,} a la recta Ax + By + C = 0, estii determinada por la férmula;

YJL
Ax+ By + C=0
P | Ax, + By + C|
VA? 4+ B
d,
rd
ra
¥ Pix )

v
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E“.!EMPLOS
_g' 1. @+ Encuentra la distancia del punto A(3, 2) a la recta 6x— 2y + 11 =0,
§ Solucién
. Se sustituyen las coordenadas del punto A y los coeficientes de la ecuacién en la férmula;
e | 6(3)-2(2)+11| |18-4+11]| - Y
J(6) +(=2)’ J36+4 Gx-2y+11=0
_135|
V40
_ _125] .4
J4(10) T
2J10 x
Finglmente, Ia distancia os; —o =104
' "2Jio 4
2 ®¢-Cuil es la longitud de la altura de un tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(1, - 2), B(7,0) y €3, 3), del vértice A
sobre el lado BC 7
Solucién
Se determina la ecuacidn de la recta que pasa por los vértices By C:
3-0
0= =(x-7
y 3_?(x )
3
y——z(x—?')
dy=-3(x-7)
dy=-3x+21
3x+4y-21=0
Y4
La longitud de la altura es la distancia que existe del vértice A(1, —2) a la recta 3x + 4y — 21 =0, entonces, al sustituir
en la férmula se obtiene:
3(1)+ 4(-2)-21 R
L PraE-21 -2 o 2
J(3]2+(4]2 J9+16 5 5
Por consiguiente, la altura es de 5.2u.
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3 ®e-Encuentra el drea del trigngulo formado por los puntos A(-2, 3), B(1, 1) y C(3, 4).

Solucién
Se determina Ia ecuacién de uno de los lados, en este caso AB
y-3= %(x—(—ﬂ)—)y—ﬂ;: % (x+2)>3y-9=—dx-8 >dx+3y-1=0

La longitud de 1a altura es 1a distancia del punto C(3,4) alarecta dx +3y—1=0

a [4(3)+3(4)-1 _2+12-1 _p3 23
J(@)P+(3?  Y16+9 5 5

La base del tridngulo es la longitud del lado AB.

AB = (1-(<2)) +(-1-3) = J9+16 =5
Entonces, el drea del tridgngulo es:

1 1 23 23
A= o= 50(3) - 7

¥a
A
——t—1

Distancia dirigida.
La distancia dirigida permite conocer la localizacidn de un punto con respecto a una recta y al origen,

YA

Ax+By+C=0
—_— Ax, + By, +C|
VA’ +B’

0
Casos:
Si la recta no pasa por el origen:

© La distancia que existe del punto a la recta es positiva si el punto y el origen se encuentran en regiones opuestas
respecto a la recta.

< Si el punto y el origen se encuentran en la misma regién respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar el sentido en el que se estd tomando la distancia.
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Si la recta pasa por el origen;

< La distancia del punto a la recta es positiva si el punto se encuentra por encima o en la regién de arriba respecto
a la recta.

< Siel punto se encuentra por debajo o enla regidn de abajo respecto a la recta, entonces se toma el signo negativo
para indicar el sentido en el que se estd tomando la distancia.

EJEMPLOS
_& 1 ®e-:Cuil es la distancia dirigida que existe del punto P(3, —1) a la recta 3x— 2y -6 =07
i.§' Solucién
Se grafican la recta y el punto;
Se observa que el punto Py el origen se encuentran en regiones opuestas respecto a la recta, por consiguiente, la
distancia es positiva e igual a;

4 B)-2(-)-¢
3+(-2)
5] 5 5413

d=—=—=

J3 J3 1B

¥4 -2 -6=0

‘rhﬂ

PG~ 1)

/

2 ®e-Determina la distancia dirigida del punto @(-4, —2) a la recta x + 4y = 0.

Solucién

Se determina la posicién del punto respecto a la recta;
El punto Qse encuentra por debajo de la recta, por tanto, la distancia dirigida es negativa e igual a;

e |4 +4(=2)| Y4
VP + 42 x+4y=0
g b2 12 1dT 2 .
17 17 17 X
q{—4,—2)
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3 ®e-Determina la ecuacion de la recta que dista 2 unidades de la recta 4x + 3y -6 = 0.
Solucién
Existen dos rectas paralelas a 4x + 3y — 6 = 0, una se encuentra arriba y la otra abajo, se sustituyen los datos en la
fdrmula;

ol 2 g dx+3y-6

s FETAPSY
+JA? + B +/47 + 3

De la iltima ecuacién se obtienen las ecuaciones de las rectas paralelas;

d

4x+3y-6 4x+3y-6
2=—— 2=—"—F—
5 -5
10 = 4x+ 3y 6 ~10=4x+3y-6
4x+3y-16=0 dx+3y+4=0
Grificamente se representan de la siguiente manera;
Y.il.
4x+3y-16=0
dx+3y+4=0 >
2
\ \\ X
\ dx+3y-6=0

Distancia entre rectas paralelas

Para calcular la distancia entre dos rectas paralelas, se determina un punto en cualquiera de las rectas, después se
calcula la distancia de ese punto a la otra recta,

Ejemplo
Encuentra la distancia entre las rectas paralelas 2x+ 3y + 1=0y 2x+ 3y -6 =10,
Solucién
lapendicntedeambasreclasesiguala—g,purtamo son paralelas,
Se determina un punto cualquiera sobre la recta 2x+ 3y -6 =0
Six=0,2(0)+3y—6=0
Iy-6=0
Jy=6

y=5
¥ =2, se obtiene el punto (0, 2)
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Se aplica la férmula para obtener la distancia del punto (0, 2) a la recta 2x+ 3y+ 1 =

d=[Ax, + By, +C| =K2]{0]+(3}{2]+ 1 _[o+6+1 7

VA?+ B? J2) +(3 Ja+9 13

Al racionalizar el denominador;
71 dB_1iB 13
J13 7313 13 (yiB) 13
— NE
De acuerdo con lo anterior la distancia entre las rectas es: = unidades.
o +3y-6=0]Y
2x+3y+1=0
0 X
EJERCICIO 18
Determina la distancia del punto dado a la recta indicada:
1. P(1L, 4y 2x-Tvy+3=0 5 P3,0,x-y+4=0
2, P(-2,5)3x+4y-5=0 6, P(-4,0)x+3=0
3, PO, -4xx+y-6=0 7. P-2-5;x+4y-10=0
4, P(-1,T); 12x+ 5y + 26 =0 8 P(=3,-T);y-3=0
9. Encuentrala altura correspondienteal lado BC del trigingulo, cuyos vértices son los puntos A(—3,2), B(5,8) y C(1,-4).
10, ;Cudl es el drea del tridngulo, cuyos vértices son los puntos A(0, 0), B(2, 4) y C(6, 7)?

11. Una circunferencia tiene su centro en (2, 3) y es tangente a la recta 3x + 4y—25 =0, Determina el radio de la circun-
ferencia.
5 : 25
12. Obtén el valor de k para que la distancia de la recta x + ky —5 =0 al punto (3, 2) sea igual a 5
Encuentra la distancia dirigida del punto dado a la recta indicada:

13, A2 -1) 2x-3y-5=10 16. P[S, -%];5x+2y—3=0
1 3

14, P(-3,2;3x+4y+7=0 17. P[E’ —Z];6x+ﬂy—3=(}

15. P(-2,5)% 3x+4y=0 18, P[—S, —%];x+y-—l=0

19, ;Cudles son las ecuaciones de las recias paralelas a 3x — 4y+ 5 =0 y que se encuentran a tres unidades de distancia?
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:} Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente .

linea recta

La distancia dirigida de P(- 2, y)a la recta con ecuacion x + 4y — 5 =0, es 4 unidades. Encuentra la ordenada de P.

¢ Qué distancia existe entre las rectas paralelas 2x+ y -6 =0y Zx+ y+ 1 =0?

Obtén la distancia que existe entre las rectas paralelas x — 2y +5=0y 3x - 6y+4 =10,

{Cudl es la ecuacidn de la recta paralela a x — y— 3 =0, y que dista 3 unidades de ella?

Encuentra la ecuacidn de la recta que pasa por (2, 3) y que la distancia de esta recta al punto (— 2, 3) seaigual a ¥ ;

Rectas notables en el triangulo

En todo tridngulo se trazan las siguientes rectas:

Mediatriz
Recta perpendicular a un segmento que pasa por su punto medio, En un tridgngulo el punto de interseccién de las me-

diatrices se conoce como circuncentro.

Ejemplo

{Cuil es la ecuacidn de la mediatriz del segmento cuyos extremos son los puntos A(-3, 0} y 8(1, 1)?
Solucién

Se obtiene el punto medio y la pendiente del segmento AB

WSS et
Para obtener la pendiente de la mediatriz se aplica la condicidn de perpendicularidad y se obtiene:
m-m'=-1 — i-m‘=—1 — m'=—4
Se sustituyen las coordenadas del punto medio y m’ en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene la ecuacidn
de la mediatriz;

1

l =—4(x—(—l]] — y—§=—4x—4 — 4x+y+%=0

)
Bx+2y+7=0
Por consiguiente, la ecuacién de la mediatriz es: 8x+2y+7=0.

Mediana

Segmento de recta que une un vértice de un tridingulo con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccién
de las medianas es el baricentro (centro de gravedad).

Ejemplo
Para el tridngulo determinaﬂ por los vértices A(=3, 1), B(1, 4) y C(5, — 3}, determina la ecuacion de la mediana trazada
desde el vértice B al lado AC .

Solucién
Se obtiene el punto medio del segmento AC :

JE S S NI

329



292 CAFTULO

GEOMETRIA ANALTICA

Con el punto medio y las coordenadas del vértice B, se aplica la ecuacién de la recta por dos puntos para obtener la
ecuacidn de la mediana;

11_'14(,::-1] = y-4=%5(x—1] g 0=x-1

Por tanto, la ecuacién de la mediana trazada desde el vértice B al lado AC es: x— 1 =0,

y—4=

Altura

Recta trazada en forma perpendicular de un vértice al lado opuesto de un triingulo. El punto de interseccion de las

alturas es el ortocentro,
EAEMPLOS .
_g- 1 @ Los vértices de un triingulo son los puntos A(2, 3), B(— 4, 0) y C(0, — 2), determina la ecuacitn de la altura trazada
E desde el vértice A,
i Solucién

Se obtiene la pendiente del lado BC, y posteriormente la pendiente de la altura,

_=2-0 2 1 i ‘"
TT0-(=) 42 2m= "=
Se sustituyen las coordenadas del vértice Ay la pendiente m” en la ecuacién punto pendiente de la recta y se obtiene
la ecuacidn de la altura buscada;
y-3=2(x-2) y-3=2% - 4 2x-y-1=0

2 ®e:Los vértices de un tridngulo son A(- 2, 1), B@, 7) y C(6, — 3), determina;

a) Las ecuaciones de las medianas y las coordenadas de su punto de interseccidn,
b) Las ecuaciones y las coordenadas del punto de interseccitn de las mediatrices,
¢) Las ecvaciones y el punto de interseccién de las alturas,

Solucién
a) Para las medianas se determinan los puntos medios de los lados del tridngulo,
Punto medio AB Punto medio BC Punto medio AC
_2+4 2, a8 10 . Rk 4 5
2 2 2 2 2 2
_1+7_8_ 7+(3) _4 1+(-3) =2
y=—3 =34 7 T2’ =7 !
Pm AB(1,4) Pm BC (5,2) Pm AC(2,-1)
Para obtener las medianas se toma un vértice y el punto medio del lado opuesto,
Mediana del vértice A -
Se toman los datos A(—2, 1)y Pm BC (5, 2)
e UM o s 2-1 Y
y=n xz_x](x x]] = y-1 5_(_2](.1‘ (2}]
y—l=%(x+2]
Ty-1)=1(x+2)
Ty-T=x+2
x+2-Ty+7=0
x=Ty+9=0
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Mediana del vértice B .
Se toman los datos B4, 7)y Pm AC(2,-1)

-1

y=71= 2_-:(1:—4] Sy-T= :.—;(1—4)
y=F=dly=A)
y-T=dx-16
4x-16—-y+7=0
dx—-y-9=0

Mediana del vértice C o
Se toman los datos C(6, —3) y Pm AB (1, 4)

y—(—3]=%{x— 6] — y+3=4%53 x—ﬁ]

y+3=—%(x-6]
5(y+3)=-7(x-6)
Sy+ 15=—Tx+ 42
Tx-42+5y+15=0
Tx+5y-27=0
Para encontrar el baricentro, se realiza un sistema de ecuaciones entre dos medianas cualesquiera; en este caso
se resuelve el sistema con las medianas del vértice A y C.

x=Ty+9=0
Tx+5y-27=0
Al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen las coordenadas del punto de interseccitn,
: 83
Baricentro [3’ 3]
b) Para las mediatrices se determinan las pendientes de los lados del tridngulo.
Pendiente del lado AB Pendiente del lado BC Pendiente del lado AC
s (P o8y Ry (| s L 1
®a-(-2) 6 ®6-4 2 “6-(-2) 8 2

Se aplica la condicion de perpendicularidad para encontrar las pendientes de las mediatrices.

Pendiente de la mediatriz sobre 4B m, =——— =—1

M
: LG —_— 1 1
Pendiente de la mediatriz sobre BC m,=-——=
L
Pendiente de la mediatriz sobre AC m, =——— =2
M
Mediatriz sobre el lado AB .
Se toma el punto medio (1,4)de AB ym;=-1
Y-y =mx—x,)
y—4=-1x-1)
y—d=—x+1
x—1+y-4=0
x+y-5=0
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Mediatriz sobre el lado BC L !
Se toma el punto medio (5, 2) de BC, m2=~5 ¥y se sustituye en: y — y, = m(x — x,)
y-2=§(x-5]
5(y-2)=1(x-5)
S5y-10=x-5
x-5-5y+10=0
x-5y+5=0
Mediatriz sobre el lado AC o
Se toma el punto medio (2, —1) de AC , m,=2 y se sustituye en: y —y, = m(x —x,)
y+1=2(x-2)
y+1=2x—4
2—4-y-1=0
x-y-5=0
Para encontrar las coordenadas del circuncentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos mediatrices
cualesquiera;
x+y-5=0
2x-y-5=0

Al resolver, se obtiene el punto [% g]

¢} Con las pendientes perpendiculares de los lados y los vértices opuestos se obtienen las ecuaciones de las alturas,
Altura sobre el lado BC, 1
Se toma el vértice A(— 2, 1) y la pendiente perpendicular al lado BC, m,= 5

yoynEme-x) > y-l=3G+2)
S—-1D=1(x+2)
Sy—5=x+2
X+2-5y+5=0
x-5y+7=0

Altura sobre el lado AC.
Se toma el vértice B(4, 7)y la pendiente perpendicular al lado AC, m, =2

y-y=mx-x) — y-T=2x-4)
y-T=2x-8
2%-8-y+7=0

2x-y-1=0
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Altura sobre el lado AB
Se toma el vértice C(6, —3) y la pendiente perpendicular al lado AB, m; =1
y-y=mx-x;) —  y+3=-1{x-6)
y+3=-x+6
x—6+y+3=0
x+y-3=0

Pam encontrar las coordenadas del orfocentro se resuelve un sistema de ecuaciones con dos alturas cualesquiera:

Zx—-y-1=0
x+y-3=0
: 4 5
Al resolver, se obtiene el punto 33 9% representa el ortocentro.
Medianas ¥ Mediatrices Y B
C
A A -
X ¥ X
B’ = Baricentro T ¢ € =Circuncentro . c
r 0 = Ortocentro
Bisectriz

Semirrecta que divide a un dngulo en dos dngulos iguales. En un tridgngulo, el punto de interseccién de las bisectrices
se conoce como nceniro.

Ecuacién de la bisectriz

Sean las rectas £, y £, donde; £,: Ax + By + C = 0; £, Ax + B,y + C, =0, sus bisectrices son las rectas AB yCD, cuyas
ecuaciones estin dadas por la condicién;

YA ¢ A £
|d1 E=|dz |

De la cual se obtiene:

Ax+By+C s Ax+By+C,
+\A? + B +/A?+ B}
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Los signos de las distancias se eligen de la siguiente manera:

© Las distancias son positivas si para un punto cualquiera P(x, y) sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se
encuentran en regiones opuestas.

© Si para un punto cualquiera P(x, y)sobre la bisectriz, el origen y dicho punto se encuentran en la misma regidn,
se usa el signo negativo para indicar el sentido,

Los signos del radical se consideran de la siguiente manera;

© 8i C # 0, entonces el radical tendri signo opuesto al de C,
& 8i C = 0, el signo del radical se considerard igual al de B,
& 8i C = B =10, el signo del radical tendrd igual signo que A.

'§_ @+ ;Cuil es la ecuacidn de la bisectriz del dngulo agudo formado por las rectas, 3x —dy— 4 =0y 12x- 5y+6 =07
& Solucién
Se traza la grifica:

EJEMPLOS
1

V&

De la figura se obtiene que — d, = — d, ya que el punto P(x, y) se encuentra en la misma regidn que el origen para am-
bas rectas, por tanto,

-dy=—d, o b d,=d,
Al sustituir en la férmula

Ax+By+C _ Ax+By+C, 3 12x—5y+6  Ix—4y-4

) a2y +(=s)  JoF +(~4)

VA +B* A’ +B}

12x-5y+6 3x—dy-4
-\169 J25
5(12x — Sy + 6) = — 13(3x — dy— 4)
60x — 25y + 30 = — 39x + 52y + 52
99x—77y-22=0

Ix-Ty-2=0
En consecuencia, la ecuacitn de la bisectriz del dngulo agudo es la recta 9x — Tx—-2 =10,
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linea recta

2 ®@s:Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por la interseccidn de las rectas x + 2y - 3=0,
x=2y-2=0,
Solucién
Al aplicar la definicidn se determina que las distancias se relacionan de la siguiente manera:
di=dyydi=-d,
Sid, = d,,entonces: Sid, = - d,, entonces:
x+2y-3 _ x-2y-2 x+2y-3 __ x-2y-2
2 2 2 1 2 2 2 2
' +@7 O E2) V'@ O (2)
x+2y-3_x-2y-2 x+2y-3_ _x-2y-2
Vs 5 NG J5
x+2y-3=x-2y-2 x+2y-3=—x+2y+2
X+2y-3-x+2y+2=0 x+2y-3+x--2=0
dy-1=0 %-5=0
Finalmente, las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos son;
4y-1=0;2x-5=0

EJERCICIO 19
Resuelve los siguientes problemas:
1. Para el segmento definido por los puntos A(2, -3) y B(-6, 1), determina la ecuacidn de la mediatriz,
2, Determina la ecuacidn general de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(3, 2) y 8(1, 5).
3, Encuentra la ecuacidn de la bisectriz del dngulo agudo formado por las rectas;
§+ % =lyy=3
4. Obtén la ecuacidn de la bisectriz del dngulo obtuso formado por las rectas:
x 2 1 6
§+%=ly -Ex—ﬁy-ﬁﬂl
5. Encuentra las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos formados por las rectas;
-y 3=0y2Zx+4y+5=0
6, Determina las ecuaciones de las bisectrices de los dngulos que forman las rectas;
3x—dy+5=0y12x+5y-3=0
7. Lasecuaciones de los lados de un tridingulo son las rectas:
Ix—dy+20=0,4x+3y-25=0;Ix+dy+4 =0
Obtén las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccién,
Para el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(— 1, 3), B3, 5) y C(5, - T):
8. Encuentra las ecuaciones de las mediatrices y su punto de interseccidn,
9. Determina las ecuaciones de las alturas y su punto de interseccion,
10. ;Cudles son las ecuaciones de las medianas y su punto de interseccion?
11, Encuentra las ecuaciones de las bisectrices y su punto de interseccion,
12, Obtén la ecuacién de la recta de Euler (recta que pasa por el circuncentro, baricentro y ortocentro),

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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CAPITULO 23
CIRCUNFERENCIA

' — Construccién de la grafica de

uﬂ.m_.?: ~ la bruja de Agnesi
- e obtiene una circunferencia tan-
-EE‘W 3 gente al eje X con centro e; el
~% y= x;_i = eje Y de coordenadas (O, 'i] ;

se traza una recla fangente a la circun-
ferencia pardlela al eje X con ecuacién y = g, se traza una recia secante
que corfe a la circunferencia en A y a la recta y = g en B, se construye el
punto C con la abscisa del punto By la ordenada del punto A, formando
un trigngulo rectangulo.

Cuando el punto A recorre toda la circunferencia y el punto B la recia
fangente, se forma una curva a la cual se conoce como la bruja de

Agnesi.
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GEOMETRIA ANALTICA

Definicién
Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que su distancia a un punto fijo

llamado centro, siempre es constante.

YJL

P(x, y) Definicidn:
dep =1 — \j(x—h)z +(y—k)2 =r
Elementos;
C: ceniro
r: radio
=X P(x, y): punto cualquierade la circunferencia

Ecuaciones de la circunferencia

Las formas de expresar la ecuacion de una circunferencia son las siguientes:

Ecuacién en su forma ordinaria

Ecuacitn de la circunferencia con centro en el punto C (h, &) y radio r,

G-hP+y-kP=r

Ecuacién en su forma general

FEsta ecuacidn se obtiene al desarrollar los binomios e igualar a cero la ecuacién ordinaria,
AP+ Cy’ +Dx + Ey+ F=0, conA=C

Ecuacién en su forma canénica

Si el centro de la circunferencia se encuentra en el origen, entonces su ecuacidén es de la forma;
2+y=r
Andlisis de la ecuacién de una circunferencia
< 3ires positivo la circunferencia es real,
© 8i res negativo la circunferencia es imaginaria,
© 8ires igual a cero entonces representa un punto,

EJEMPLOS

_g ] @+ Una circunferencia tiene su centro en el origen y su radio es de 6 unidades. ;Cuél es su ecuacidn en forma general?

i Solucion

™ Se sustituye r= 6 en la forma candnica de la ecuacidn de la circunferencia y se i
transforma a la forma general: ¥

]
(=23

x2+y==62 /}‘
X +y' =36
Y 0 %
X+y =36=0
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2 ®e-Encuenira la ecuacién general de la circunferencia con centro en (2, — 3) y radio 5.

Solucién

Se sustituyen el centro y el radio en la ecuacidn ordinaria y se transforma a su forma general;

x=-m2+(@-k1=r
(x-22+ (y-(-3) = (57
(x-22+(y+3P=25
HModx+d+y+by+9=25
X+ -dx+6y-12=0

Se concluye que la ecuacién general de la circunferencia es x + y> — 4y + 6y - 12 =0

3 @+ Determina la ecuacién general de la circunferencia de centro enel punto (7, —4) y que pasa por el punto (-5, 1),

Solucién

Por definicién, la distancia del centro (7, —4) al punto (— 5, 1) es el radio;

r=(7-(-5)) +(~4-1)* = V144425 =13

El centro C(7, — 4) y el radio r= 13 se sustituyen en la ecuacién ordinaria;

Y

r=13

o

cd -4

x-hP+(y-kP=r
(x=7P+(y- (-4 =137
(x-77+ (y+ 47 =169
F-14r+49 +y? + 8y + 16 - 169 = 0
X+yr-ldr +8y-104=0

La ecuacién en su forma ordinaria es (x— 7)* + (y+ 4)?= 169 y en su forma general, x* + % — 14x + 8y - 104 = 0
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4 @+ Obién la ecuacién general de la circunferencia con centro en (- 4, — 1) y que es tangente a la recta 3x + 4y — 12 = 0.
Solucién
H radio de la circunferencia es la distancia del centro a la recta tangente,
r=|Ax]+By,+C!=|3(—4)+4(—1]—12|=|-12—4-12I 1-281 28 28

T N € N N O R O

28
Se sustituyen r =5 ¥ el centro C(—4, — 1) en la forma ordinaria;

) 2
3x+4y-12=0 G-+ (- (- D)= ("‘5—“]

\ (x+4)2+(y+1)2=%

74 Ny Jrza,au1«5+y"+23,'+1=E

C(-4,-1) 25
Py &x+2y—%=(}

2527 + 25y + 200% + 50y - 359 = 0
Por tanto, la ecvacién general de la circunferencia es; 25x% + 25y* +200x+ 50y - 359 =0,
5 ®+-Determina la ecuacion general de la circunferencia que pase por el punto (— 2, 1) y sea tangente a la recta 3x— 2y —6 =0,
en el punto (4, 3).
Solucién
Se traza la grifica: .
El centro es el punto de interseccidn entre la mediatriz del segmento PP,
y la ecuacién perpendicular a la recta 3x - 2y -6 =0,
El radio es la distancia del centro a cualquiera de los puntos que estin
sobre la circunferencia,
© Ecuacién de la mediatriz del segmento PP,
Con el punto medio (1, 2} y 1a pendiente perpendicular — 3, se obtiene:

3x+y-5=0
© Ecuacidn de la recta perpendicular a 3x - 2y— 6 = 0 en el punto (4, 3)
Con la pendiente perpendicular -% y el punto {4, 3), se obtiene: /
2x+3y—-17=0
Se resuelve el sistema formado por las rectas 2¢ + 3y — 17= 0y 3x + y— 5 =0 y se obtienen las coordenadas

del centro (h, k): 2 41
(-37)

El radio es la distancia que existe entre el centro y cualquiera de los puntos por los que pasa la circunferencia,
por consiguiente se escoge el punto (4, 3);

2 2
L 4_(_3] +[3_ﬂ] _10413
7 7 7
Con el centro y el radio se encuentra la ecuacion de la circunferencia en su forma ordinaria;

iteb e (] o) -(5)
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Al desarrollar y simplificar se obtiene la ecuacién en su forma general:
T2+ TP +dx—82y+55=0

6 ®e-Encuentra la ecuacién general de la circunferencia que pasa por los puntos A(2, — 2), B 1, 4) y C, 6).

Solucién T
Existen dos formas de resolver el problema: - (4 6)

1. Sustituir todos los puntos en la ecuacidn general y resolver el sistema
de ecuaciones,

2. Obtener el centro con la interseccidn de las mediatrices de los seg-

mentos formados por los puntos y posteriormente el radio con la dis- \\.._// X
tancia del centro a cualquiera de los tres puntos.

Aplicacidn de la primera opcidn;
La ecuacién general es Ax” + Cy? + Dx + Ey + F=0, entonces si A= C= 1, se convierte en x> + y? + Dx + Ey+ F=0
Sustitucion del punto A2, — 2)
2P +(-2%+D)+ E-2)+ F=0
4+ 4+2D-2E+ F=10
Primera ecuacién: 2D-2E+ F=-8
Sustitucién del punto B(—1, 4)
12+ (4P +D-1)+E4) + F=0
1+ 16-D+4E+ F=10
Segunda ecuacién: -D+4E+ F=-17

Sustitucidn del punto C(4, 6)
@2+ (6 Y+ D)+ EG)+ F=0
16+36+4D+6E+ F=10
Tercera ecuacién: 4D+ 6E+ F=-52
Resulta un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas, resolviendo:
2D-2E+F=-18
-D+4E+ F=-17

4D + 6E + F=-52
Se obtienen los valores de D, Ey F,

Estos valores se sustituyen en la ecuacidn general:

X+ 4+ Dx+Ey+F=0

Por tanto, se concluye que la ecuacion es:

16 25 17
x2+y2—~3—x—~gy——3—=(}

Ahora bien, al multiplicar por seis para eliminar los denominadores, se obtiene;
6x? + 6y? - 32x — 25y - 34 =0
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Para la segunda opcidn, se utilizan las mediatrices:
C(4, 6)

¥

B(-14)

Se obtienen las ecuaciones de las mediatrices de los segmentos:

Mediatriz del segmento AB., Mediatriz del segmento BC
Coordenadas del punto medio: Coordenadas del punto medio:
p |2 k] oo (L g p[1+4 446) (3 5
" 2 2 "\2 " 2 2 "2
Pendiente del segmento: Pendiente del segmento:
_4-(2)_ . e
L 4-(-1) 5
Pendiente de la mediatriz: Pendiente de la mediatriz:
o . I e e
m 2 2 m 2 2
5
Ecuacién de la mediatriz: Ecuacion de la mediatriz;
—l—l(x—wl—] — 2x-4y+3=0 —5——-5—[1'—3] — 10x+4y-35=0
y 5 5 y y D) 5 ¥
Para buscar el centro de la circunferencia se resuelve el sistema de ecuaciones formado con las mediatrices:
2x-4y+3=0
10x+4y-35=0

3'12
aalcula la distancia del centro al punto B(-1, 4) 0 a cualquiera de los otros puntos,

O R R I C R G- B

Se sustituyen el centro (E E] y ol radio r=,{% en 1 ecuacidn ordinaria de la circunferencia y se transforma

El punto de interseccién de las rectas es(E E] representa el centro de la circunferencia, Para obtener el radio, se

312
asu forma general,
2 2
(x_ﬁ] +(y_§]= e 5 Ot o OB MG
5 12 144 3 9 6 144 144
4 16x 25y 17
y-—-=L_ "o
i

6x" +6y" -32x-25y-34 =0
Se observa que por cualquiera de los dos métodos, la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los tres puntos dados
o circunscrita en el tridngulo es;
6% +6y*=32x-25y-34 =0
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EJERCICIO 20

Mo Do =1 v Ln

12,
13,
14,
15,
16,

17.

18,

2,

De los siguientes ejercicios, encuentra la ecuacién en su forma general:

L.

{Cul es la ecuacidn de la circunferencia con centro en el origen y radio de 4 unidades?

Determina la ecuacién de la circunferencia de centro en el origen y radio de ? unidades,

. Encuentra la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto (1, -3} y radio de 2 unidades.
. Obtén Ia ccuacién de la circunforencia de centro on el puito [—%,—%]yradiudc %

. ¢Cudl es la ecuacién de la circunferencia de centro en el origen y que pasa por el punto (2, - 3)?

. Encuentra la ecuacidn de la circunferencia de didmetro el segmento formado por los puntos A(- 4, 7) y B(6, - 1).
. Determina la ecuacién de la circunferencia de centro en el punto C(1, —3) y que pasa por el punto (4, 3).

. {Cudl es la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en (- 1, - 5) y es tangente al eje ¥?

. El centro de una circunferencia es el punto (5, — 2) y pasa por el origen. ; Cuil es su ecuacién?

10,
11,

Obtén la ecuacidn de la circunferencia de centro en el punto (- 4, 2) y didmetro 8,

{Cuil es la ecuacidn de la circunferencia que es tangente a los ejes coordenados, su radio es de 5 unidades y su centro
estd en el cuarto cuadrante?

Una circunferencia tiene su centro en el eje X y pasa por los puntos (- 1, 5)y (2, 3). Determina su ecuacién,

El centro de una circunferencia estd en el eje ¥ y pasa por (0, - 2) y (3, — 6). Encuentra su ecuacidn,

Una circunferencia tiene su centro en (0, — 2) y es tangente a la recta 5x — 12y + 2 = 0, ;Cuil es su ecuacién?
¢{Cuil es la ecuacitn de la circunferencia con centro en (4, — 3) y que es tangente a la recta 3x + 4y - 10 =07

El radio de una circunferencia es 4 y su centro estd en las intersecciones de las rectasx + 3y -7 =0y 2x + 5y - 12 = 0
Obtén su ecuacion,

Determina la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto de interseccién de las rectas 2x -3y - 6 = (),
3x + y +13 = 0, ademis, es tangente a larecta 5x + 12y - 106 =0,

Una circunferencia pasa por el punto (1, — 6) y su centro estd en la interseccién de las rectas 4x — Ty + 10=10
y Tx + 3y - 13 = 0. Encuentra su ecuacion,

Encuentra las ecuaciones de las circunferencias que pasan por los siguientes puntos.

19

20,

21
22

23

3.4.2-1)y(0-3)

O -1)(73)y@-8)

2-DC2Dy7 0

(-1,-1),(1 Dy, -3)

Encuentra la ecuacion de la circunferencia inscrita en el tridngulo, cuyos vértices son los puntos (- 4, 2), (g %J y
(16, - 13).

Para los ejercicios 24 a 27 utiliza el tridngulo cuyos vértices son los puntos A3, - 2), B(1, 2) y C 5, - 4).

24
25
26
27

c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Encuentra la ecuacidn de la circunferencia circunscrita en €L,

{Cudl es la ecuacidn de la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del tridngulo?

Determina la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el vértice A y es tangente al lado BC.

¢Cuél es la ecuacién de la circunferencia cuyo centro estd en la recta 2x + 3y + 1= 0 y que pasa por los vértices A y C7
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Transformacién de la ecuacién general a la forma ordinaria

Sea la ecuacién de la circunferencia Ax” + Cy” + Dx + Ey + F = 0, en su forma general y A = C, entonces para hallar
el centro y el radio se siguen los siguientes pasos:

A+ Ay’ +Dx+ Ey+ F=0

T SHEL L Se divide la ecuacién entre A,
A A" A
x2+2x+)'7+£y=—£ Se agrupan los términos de xy y, el término independien-
A A A te se pasa al segundo miembro,
, D D E E? D2 E* F ..
ey ¥+ LTl T Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
DY EY D+E®-4AF .
[x+ﬂ] [y 2A] T Se factoriza.

Ahora, al comparar la ecuacién con su forma ordinaria se obtiene;
Centro = [—% —-E] y mdw—ile-u'D +E*—4AF
Lo anterior indica que para transformar la ecuacidn general a la forma ordinaria se utilizan los siguientes métodos:
© Férmula
© Completando trinomio cuadrado perfecto
Con los cuales se encuentran las coordenadas del centro y la longitud del radio de una circunferencia,

EAEMPLOS =
2 'l @+ Emplea las férmulas para obtener el centro y el radio de la circunferencia cuya ecuacién es:
i

2+y+dx—6y+6=0
Solucion
Se determinan los valores de A, D, Ey F:

A=1,D=4,E=—6yF=6
Estos se sustituyen en las frmulas:

Cﬁﬂl?‘ﬂ=[-i —@] = (-2, 3) ¥ radio=——

2(1)" 2()

Se concluye que el centro es el punto (- 2, 3) y el radio 7 .
2 ®e-Para la circunferencia cuya ecuacién es:

h 47 +(6)-4(1)(6) =3 VB =T

X+ —6x+8y-11=0
Determina completando los trinomios cuadrados perfectos el centro y el radio.

Solucién
P4y -6r+8y-11=0
(2 -6x)+ (% +8y) =11 Se agrupan los términos en x y en y, el rmino indepen-

diente se pasa al segundo miembro,
-+ (3D + (P +8y+ @D =11+ 3P + (4 Secompletan los trinomios cuadrados perfectos,
(2 - 6x +9) + (32 + 8y + 16) = 36
=37+ (y+47 =6 Se factoriza para obtener la forma ordinaria,
Resulta que las coordenadas del centro son C(3, - 4) y el radio r = 6.

344



Crriuo 23

Circunferencia

3 @« Encuentra las coordenadas del centro y la longitud del radio de la circunferencia, cuya ecuacién es:
9x2+9y?+ 18x— 12y + 10=0
Solucién
%2+ 92 + 18x~ 12y + 10=0
9x* 9y* 18x 12 10

+ + —y+—=0 Se divide entre n la ecuacién,
99 9 9779 y Heve et
x2+y2+2x—%y+lg—0=0 Se agrupan los términos de x y y y se pasa al segundo
4 4 10 4 miembro el término independiente.
x2+2x+1+y2—§y+3=-?+1+5 Se completa el trinomio cuadrado perfecto,

2
(x+l]2+(y—%] =% S factoriza y simplifica para obtener Ia ecuacidn ardinaria,
Em]mcnte,lasmurdmadasdclcmtmmnc(—L %] yelradiur=\g=%

A ®¢-;Cuil es la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto (— 4, — 1) y es concéntrica con la circunferencia
CiX+y+2x—4y+1=07

Nota: Concéntricas: tienen el mismo centro,
Solucién
Se obtiene el centro de la circunferencia C,;
By +x-dy+1=0x2+2%+y -dy=-1
e+ 1+ -dy+d=-1+1+4
(x+ 17+ (y-27=4
Entonces, el centro es C(- 1, 2).
El radio de C, se obtiene de la distancia del centro C(- 1,2) al (-4, - 1).
r=(-4-(-1)) +(-1-2) =\9+9 = I8

Grdfica:

Por consiguiente, la ecuacién de la circunferencia C, es:
G-hP+(-02=P > G- DP+(y-27 = (Vi8]
P4+2x+ 1+ —dy+4=18
X+y’+2x-dy-13=0
La ecuacién de la circunferencia C, estd determinada por:
X+yP+2%-4dy-13=0
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5 ®@e¢:Obién la ecuacién general de la circunferencia que es tangente a la recta x + y— 2 = 0 y concéntrica con la circun-
ferencia 3x” + 3y% - 6x — dy =
Solucién
Se obtiene el centro de 3x + 32 — 6x— 4y = .
I+ 6r—dy=0—5 —+=—=—x——y=0

H centro de la circunferencia es (1, %]

El radio es la distancia del punto (1, -:-]alamcmx+y—2=ﬂ.emunces.
2 1 1
_ 1+3—2 =|-3‘_i=
VP Q) Vs 230
2
3

Por consiguiente, la ecuacién general de la circunferencia con centro en (1

G-y -RP=P > (- ”2*(”'2]2:(?
4 1

i 1 B i
2-2x+14y? 3y+9 T

18x2 ~36x + 18 + 182 - 24y + 8 = 1
18x2 + 18y? - 36x - 2y + 25 =0
& ®+:Determina los puntos de interseccién de las circunferencias:
Cpx+y-2x+16y=0; Cyix*+y*—6x—dy=

Al multiplicar por 18,

Solucién
Se restan las ecuaciones de las circunferencias, para eliminar los térmi-
nos cuadréticos;
x 4y =2x+16y=0
! (x2+y2-6x- 4y=0]
4x+20y=0
Se despeja xde la dltima igualdad:
x= -% — x=-5y
Se sustituye el valor de x en cualquiera de las ecuaciones de las circun-
ferencias:

(=5y) +y*-2(-5y) +16y =0
25y +y* +10y +16y=0

26y° +26y=0
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Esta tltima ecuacidn se resuelve y se obtiene:
26y +26y=0 — 26y(y+1)=0
y=0y=-1
Los valores obtenidos de y se sustituyen en la igualdad x = — Sy para obtener los valores de x:
Paray =0 Paray = -1
= - 5(0) =-5(-1)
x=0 x=5
Entonces, los puntos de interseccidn de las circunferencias son: (0, 0) y (5, - 1),
EJERCICIO 21
Determina el centro y el radio de las siguientes circunferencias:
L 2+ +2x+2y-2=0 7. 2+ +d4x+3=0
2, 2+y-6x+8y+20=0 8 2x2+2y%+ 10x-6y+3=0
3. 2+ + e+ 2y+ 10=0 9, dx?+ 4y —dx+ 12y +9=0
4. 2+ y-dx+2y+14=0 10, 582+ 5 -2x-30y +42=0
5 2+ + dx-8y+40=0 11, 122+ 12y° - 1Bx+ 4y +5=0
6, X2+y -By+7=0 12, 36x? + 36y% + 48 - 36y-299 = 0
13. Encuentra la ecuacion general de la recta que pasa por el punto (7, 5) y es tangente a la circunferencia

14,
15,
16,

17.
18,
19,

20,

21,

22,

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

a4y +dx+16y-22=0

Determina la ecuacion general de la circunferencia que pasa por el punto (3, 5) y es tangente a la circunferencia
X+ +Tx+y-10=0,en el punto (1, 1).

¢Cudl es la ecuacién general de la circunferencia de radio 13 y es tangente ala recta 2x +3y -7 = 0, en el
punto (2, 1)7

Obtén la ecuacién general de la circunferencia que pasa por los puntos de interseccién de las circunferencias
4y —dx-6y—-16=0yx2+ 32+ 17x + 3y + 2 = () y cuyo centro estd sobre larectax + 2y + 5 = 0,

Determina el valor de & pam que la recta kx + y — 15 = 0 sea tangente a la circunferencia x* + y* + 6x - 8y - 1 = 0.
¢Cuiles son los puntos de interseccién de la circunferencia x* + y* - 2x~ 6y ~ 26 = O conlarectax~y + 8 = 0?7

Encuentra los puntos de interseccion de la recta 2x +3y — 10 = 0 con la circunferencia de ecuacién
X4+ -8x- 10y +28=0,

/Cuiles son los puntos de interseccién de la recta 5x— 7y — 35 = 0 con la circunferencia de ecuacién
x4+ 3+ 6x—dy—36 =07

Encuentra los puntos de interseccion de las circunferencias:
F+yY-12%-14y+72=0; ¥ +y - 4x-6y+8=0
Determina los puntos de interseccion de las circunferencias:
Py -G +8y+15=0;+y - 16x-2y+45=0
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Familia o haz de circunferencias
Son aquellas circunferencias que satisfacen la condicidn;

(x=hP + (y-ky = p?
Donde p es el pardmetro y es un nimero positivo.
EAEMPLOS *
2 ] @+ Representa grificamente la familia de circunferencias con centro en el punto (2, -3)y p=1,2y 3.
E Solucion
[y Se trata de una familia de circunferencias concéntricas,
Las ecuaciones de las circunferencias son;
Cpx-22+(y+37=1 o Xy -dx+6y+12=0
Cy(x=27+(y+37 =4 o X+ -dx+6y+9=0
Cy(x=-2P+(y+3P =9 0 X4y -_dr+6y+4=0
Sus representaciones grificas son; _ ¥
EJERCICIO 22
E Representa gréficamente las siguientes familias de circunferencias:
- 1. Centroenel punto(1,2)yp=1,2y3 6. 2+y=p?
. 2 Contoenelpuno(-2-3)yp=13y5 7. Centroen el punto (=3, 4) yp =2, g%
: 3, Centoenclorigenyp =2 4y6 8. (x+ 2P +(y-3P=p?
4 (x-12+(@-32=p? 9. (x-32+y'=p?
5 P2+(y-20=p? 10. Centroen el punto (0, -2} yp =2,4y6

Determina la familia de circunferencias que cumplen las siguientes condiciones:

11. Centro en la interseccién de las rectas 2x + 3y ~5=0,x 4y + 3 =0

12, Centro en el punto medio del segmento, cuyos extremos son (3, - 2) y (- 5, - 4)
13. Concéntricas con x> + y* + &x -6y- 12 =0

14, Concéntricas con la circunferencia que pasa por los puntos (0, 0), (1, 1), (1, - 1}

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondient® . + « « s & s s & 0 o 5 0 0 0 0 s
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CAPITULO 24

TRANSFORMACION DE COORDENADAS

—~t’ Ifeie lerresire es una linea ima-
S — - ginaria que atraviesa la Tierra
B\ pasa por su centro.
- — Movimiento de traslacién de la Tierra la traslacién, sumada a la inclinacién

————
e N \ del eje teresire, hace que la Tierra

ocupe distintas posiciones respecio al Sol durante el afio que demora en
completar su érbita. Esto origina la sucesién de las distintas estaciones [ve-
rano, olofio, invierno y primavera).

Debido a la inclinacién de la Tiera, siempre hay una mitad que estd mas
cerca del Sol. Esto provoca diferencias en las tfemperaturas y en la dura-
cién del dia y la noche durante el afio. Cada variacién brusca de estos
factores marca el inicio de una de las cuatro estaciones.

Cuando es el polo norie el que se inclina hacia el Sol ([de marzo a sep-
fiembre), los rayos solares llegan con intensidad al hemisferio norte, E;
que determina la sucesién de la primavera y el verano, mientras que en el
hemisterio sur se suceden el ofofio y el invierno, el polo sur estd en oscuri-
dad. La situacién se invierte cuando es el hemisferio sur el que se inclina
hacia el Sol, de septiembre a marzo. En el verano los diosc!]horcs de sol)
son prolongados, por el contrario, en el inviemo, son mucho mas cortos,
ya que el Sol sale tarde y se pone temprano.
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GEOMETRIA ANALTICA

Traslacién de ejes

Desplazamiento de los ejes de un sistema de coordenadas rectangulares, de tal manera que el nuevo origen sea el pun-
to O’(h, k). La traslacion se utiliza para eliminar los términos lineales de la ecuacién de segundo grado de la forma:

Axt+ Cy*+ Dx +Ey+ F=0
Formulas que relacionan el sistema de coordenadas XY’ con el sistema XY,

i?u V&S
' Ecuaciones de traslacién;
3 L Pey
b8 it e ieteits] et ks : P{x" y’) x=x1+h
3 y=y'+k
E st — »
0 | x X’
i :
0 h x X
Traslacién de un punto a un nuevo sistema de coordenadas
Ejemplo
Si el origen se traslada al punto (1, 1), jcudles son las coordenadas del punto (-3, 6)?
Solucién

Se calculan los valores de x. y. ky k:
x=—3,}'=6,k=1 yk= 1
Los valores se sustituyen en las ecuaciones de traslacion, para encontrar el valor de x” y y";

x=x"+h
y=v+k
—3=x"+1 6=y +1 ¥
3 1=y e PCA6) 3
3-1=x 6-1=y P’(-QS)E i
X =-4 y=5 I
[ x
13 HH——y

Por tanto, las coordenadas del punto en el nuevo sistema son:

(-4,5)
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EJEMPLOS
8 1

|

Transtormacién de coodenadas

Transformacién de una curva trasladando el origen

@+ Transforma la ecuacién x2 + y2— 4x + 4y = 0, trasladando el origen al punto C(2, — 2).
5_ - Solucién
= nuevo origen es el punto C(h, k) = C(2, - 2), entonces h=2 y k=—2.

Se sustituyen los valores en las ecuaciones de traslacidn;

x=x'+h=x"+12 y=y +k=y -2
Estas se sustituyen en la ecuacién de la circunferencia:

W +2P+(y —2P—4x’ + 2+ 4y -2)=0
Se desarrollan las operaciones indicadas y se simplifica para obtener:

X4 +4+y? Ay +4 - -8+4y'-8=0
X2 y?edy A —dy + 4y +4+4-8-8=0

¥24+y2_8=0

Finalmente, la ecuacitn que resulta es:

¥1+y2_8=0
Grdfica

i Y - Y’ -
\ X
i CQ,—— 'X’
N

2 ®e:Encuentra la nueva ecuacién de la curva 222 + 3y* —8x + 6y — 7 =0, si se traslada el origen al punto (2, — 1),
Solucién
Al sustituir k=2 y k= -1 en las ecuaciones de traslacidén x =x" + I y=¥" + k,se determina que:
x=x+2,y=y-1
Los valores de x y yse sustituyen en la ecuacién 2x? + 3y? -8 + 6y = 7, se desarrollan los binomios y se reducen
&rminos semejantes para obtener la nueva ecuacion.
2x’+ 2% +3(y°= 1)2=8(x"+ 2) + 6(y’~ 1) = 7
Ax? 445"+ )+ Hy?-2y"+ 1) By’ 16 +6y'- 6= 7
%2+ B+ B4+ 3y 26y’ + 3R’ 16+ 6y’ - 6=7

22 +3y2-18=0
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GEOMETRIA ANALTICA

3 @« Determina la nueva ecuacién de la curva y* = x* + 3x2 + 3x + 4y — 3, si el origen se mueve al punto (- 1, 2).
Solucion
Se sustituyen los valores de h y k en las ecvaciones de traslacidn,

x=x"-1
y=y+2
Las ecuaciones se sustituyen en la ecuacitn de la curva y se desarrollan las operaciones indicadas.
V=2 +3x2 4+ 3x+4y-3

O +22= (¢ - 1P+30 - 12 +3(0 - 1)+ 40" +2) -3
Y2+ dy +4=x3 -2+ W -1 +3@2 -2+ D+3@ -1 +4(y’ +2)-3
Y2=x? 3x2+ 0 1+ W2 6 +3+30 3+4y+8-3 4y 4

Se simplifican términos semejantes para obtener la nueva ecuacidn,

ysz =x93
EJERCICIO 23
*  Determina las nuevas coordenadas de los siguientes puntos, de tal manera que se trasladen los ejes coordenados al nuevo
*  origen indicado.
. 1. A(4 -1); 0(2,-3) 4. D(-6,-4); 04,0
2. B(52);0(-41) 5. E0,0;0(8-7)

3. (0, 5% 0°(1, 1)

Transforma las siguientes ecuaciones, trasladando los ejes coordenados al nueve origen indicado.

6. y¥-8-6y-7=0;(-23) 12, 42+ 52 -32c+ 10y + 49 = 0; (4, - 1)
7 2+ -4y +5=0;(-11) 13. 922+ dy>—36x-24y=0; (2, 3)

8 x4y -4x-5=0;(20) 14, 2-22-2x+12y-19 =0; (1, 3)

9. F+y +6x-10y +9=0:(-3,5) 15. 42— 9y? - 24x + 108y - 324 = 0; (3, 6)
10, 4y* -48x-dy+49 =0; (1, %] 16, y=2—6x2 +12x - 11; (2, - 3)

11, 95 + 16732y - 128 = ; (0, 1) 17, Y= +3243x-2y-1; (-1,- 1)

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@s « s « s s s ¢ 5 4 5 5 5 4 o &
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Transtormacién de coodenadas

Transformacién de una ecuacién

@+ Determina el nuevo origen para que la ecuacién de la curva y* + 4x— 10y + 25 = 0, al realizar una transformacién, no

tenga términos lineales,
Solucién
Se sustituyen las ecuaciones de traslacidén x =x” + &, y= 3" + k en la ecuacién dada.

Y+ax—10y+25=0
W+ EP+4+ ) - 10y’ + k) +25=0
Se desarrollan las operaciones indicadas,
YIe2%y + 2+ 48 +4h— 10y — 10k+25=0
Se agrupan los términos x” y " y se factorizan por término comin,

y2 a2y - 10y + dx’+ I+ 40 - 10K+ 25 =0
y 24 (2 100"+ 4x"+ (k2 + 4h - 10k + 25) = 0
Para que la ecuacidén no tenga términos lineales se igualan con cero los coeficientes de éstos, para determinar el valor
d las incégnitas,
2k-10=0
2k =10
k=35
El coeficiente del término lineal x* es distinto de cero, entonces se igualan con cero los términos independientes, se
sustituye el valor encontrado y se resuelve la ecuacion,
K+ 4k - 10k+ 25=0
(50 + 4h-10(5)+ 25 =0
25+ 4h-50+25=0
dh=0
h=0

Finalmente, el nuevo origen es el punto 0°(0, 5) y la ecuacién transformada es:
yi+dx'=0
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2 ®¢-Elimina los términos lineales mediante una traslacién de ejes y determina el nuevo origen de la ecuacién:
2+9?+4x-18y-23=0
Solucion
Al sustituir las ecuaciones de traslacién x =x" + i, y=y" + ken la ecuacidén dada.
&+ +9 + kP + 40+ ) -18(y +k)-23=0
Se desarrollan las operaciones indicadas,
2+ Wh+ 2+ 9?2+ 20k + ) + 4x'+ dh— 18y’ - 18k - 23 =0
2+ 2h + 12+ 9y? + 18y'k + 9k + dx"+ 4h - 18y’ 18k -23 =0
Se agrupan los términos lineales y se factoriza a x* y ¥" como término comiin,
X249+ (2h+ 40 + (18— 18)y’ + 2+ 9K2 + dh— 18k -23 =0
Para eliminar los términos lineales x* y ¥, los coeficientes se igualan con cero y se resuelven las ecvaciones que re-

sultan,
2h+4=0 18k 18=0
2h=-4 18 =18
h=—_2 k=1

Entonces, el nuevo origen tiene coordenadas (-2, 1),
Los valores de h y k se sustituyen en la ecuacion;

2497+ (2h+ 4% + (18— 18)y’ + 12 + 92 + 4h— 18k -23 =0
Se obtiene la ecuacién referida al nuevo origen,
2492+ (2h+ A+ (18- 18y’ + W2+ 92 + dh - 18k -23 =0
x7 + 9y +'[2{-2]+4]f*+ [18(1)-18]y"+ [{-2]2 +9{1]2+4{-2]-1s(1]-23] -0
x2+ 92+ (-4 +4)x’+ (18- 18)y’+ (4+ 9-8-18-23)=0
x2+9y2-36=0
Por tanto, el nuevo origen y la ecuacidn sin términos lineales son:

02, 1 %2+ 9y2-36 =0

3 ®e-Transforma la ecuacién 3x? — 4y + 6x + 24y — 135 = 0 en otra que no tenga términos de primer grado.
Solucién

Al sustituir x=x" + h, y=y" + ken la ecuacion;
3?4yt + 6x+ 4y-135=0

I+ R 6 R+ 2y + k) -135=0

3x2+ 2h + W) -4y 2+ 'k + k) + 6+ 6h + 24y°+ 24k-135=0
352 + 6x°h + 32— dy? - 8y'k — 42 + 6+ 6k + 24y’ + 4k 135 =0
3x2_ 4y 4 (6h + 6)x" + (— Bk +24)y" + 32 — 42 + 65 + 4k — 135 =0
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Transtormacién de coodenadas

Donde:
6h+6=0 -8k +24=0
6h = ~6 -8k =-24
h=-1 k=3

Por consiguiente, las coordenadas del nuevo origen son (- 1, 3),
Se sustituyen estos valores en la ecuacitn:

2 — 4y’ 2 4 (6h + 6)x° + (—8k+ 24)y + 3% — 42 + 6h + 24k —135=0

se obtiene:

3x'2- 4y'2 +(6(=1) + 6)x" + (<B(3) + 24)y" + 3(-1)2- 4(3)? + 6(-1) + 24(3)- 135=0

Ix? 4y 4 (6 + O+ (24 + 24)y + H1) - 49 -6+ T2-135=0

32— 4y?+3-36-64+T2-135=0

Wx2-4y2-102=0

4 ®e-Transforma la ecuacién x* + 3x? + 3x + y= 0, mediante una traslacién de ejes de coordenadas o una que no tenga
términos lineales,

Solucién

Sustituir x=x"+ h, y= ¥’ + ken la ecuacién;
P+l ++y=0

E+hP+3+hP+ 3+ )+ (¥ + k) =0
Se desarrollan las operaciones, se agrupan los términos lineales y se factorizan como término comin,
243243+ B 4 3 4 G+ 3+ 3+ 3R 4y + k=0
2432+ 32 4 3n 4 6’ + 3 4 Y+ P+ 302+ 30+ k=0
X2 Ghr+3x %+ Gh+ 6+ 3+ Yy + (P + 302+ 30+ k) =0
Se iguala con cero el término de primer grado y se resuelve la ecuacidn,
3 +6h+3=0
F+2h+1=0
(h+12=0
h=-1
coeficiente de ¥’ es distinto de cero, se igualan con cero los términos independientes y se sustituye el valor encon-
trado de hy seresuelve la ecuacidn,
P +3043h+k=0
1P+3- D2+3(- D+ k=0
k=1
Por tanto, las coordenadas del nuevo origen son: (- 1, 1),
Los valores de / y kse sustituyen en la ecuacidn,
X2+ Ch+ 3+ B+ 6h+ 3+ Y+ (K + 32+ 30+ k) =0

Finalmente, la ecuacidn transformada es;
xsj + ys 5 0
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GEOMETRIA ANALITICA

EJERCICIO 24

Mediante una traslacién de ejes reduce las siguientes ecuaciones a otras que carezcan de los términos lineales.
1 x®-dx-8y+12=0

2, y*—16x+80=0

W

X4y dx+6y+5=0

4 X+y +2c+8y+13=0

=

9%+ 4y?— 18x + 16y—-11=0

=y

1657 + 16y + 64x— 160y + 455 =0
7. 252 - 16y* + 96y + 256 = 0
8. ¥+3¥-x+3y-3=0

° Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente o
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CAPITULO 25
PARABOLA
HISTORICA
IE A
g -

. —a onocido como “el gran gedémetra”. Se sabe po-
L E— ~ co de su vida, pero sus trabajos fuvieron una
s T gran influencia en el desarrollo de las matemdti-
- — RaciiniodevensPuER: S0 particular su famoso libro las cénicas, infrodujo
o — ‘;‘ G Coto0 e, ¥rminos fan familiares hoy en dia como parébola,

elipse e hipérbola.

Apolenio demestré que las curvas cénicas tienen muchas propiedades inte-
resantes, Algunas de esas propiedades son las que se utilizan actualmente
para definirlas, Quizd las propiedades mas inkeresantes y dtiles que des-
cubrié de las conicas son las propiedades de reflexidn. Si se construyen
espejos con la forma de una curva cénica que gira alrededor de su eje,
se obtienen espejos elipticos, parabélicos o hiperbélicos, segin la curva
que gira.

la circunferencia, pardbola, elipse e hipérbola son llamadas cénicas por-
que se pueden obtener haciendo cortes en un cono circular recto doble
con un plano.
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GEOMETRIA ANALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera que equidistan de un punto fijo,
llamado foco, y una recta fija, llamada directriz,

D Y,
PF=PD
Elementos:

V: Vértice

F: Foco

X DD': Directriz
LR: Lado recto, LR = | 4p|

p: parimetro
(distancia del vértice al foco o a la directriz)

EJEMPLOS
[*:]

2 1. ®¢ Determina la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan del punto F(0, 3) y de la
E_ - rectay+3 =0,

e Solucién

Con las férmulas de distancia entre dos puntos d = J(xz -x,) +(y,-y)" y distancia de un punto a una recta

P ““:fy;f ¢ obtienen las distancias del punto P(x, ) a Fy a la recta:
+
o o y43
PF = Jx*+(y-3), PD= 2=
(r-3) NOT+ 1P
Aligualar:

NEs +(y—3]2 =y+3
Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacidn;
2
(V& +(-3F) =(r+37
Se desarrolla y se simplifica para obtener la ecuacién del lugar geométrico, denominada pardbola,

X +y —6y+9=y"+6y+9
X =-12y=0
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Farébola
? ®@e-Determina la ecuacion del lugar geométrico de un punto del plano que se mueve de tal forma que su distancia al punto
(2, 1) siempre es igual a su distancia a la recta x+ 2y - 3=0,
Solucién
Se obtienen las distancias,
— e 2y-3
PF=(x-2+(y-1), PD=212¥—2
Al igualar,
x+2y=-3
-2+ (-17 =22
Al elevar al cuadrado ambos miembros y reducir términos semejantes, resulta la ecuacién que se busca,
: 2y-3Y’
B ] =[~r+7.v]
(Vx-2P+-17) (23
2
x2_4x+4+y2_2y+1=x2+4y +9+54xy—6x—12y
5x° +5y7 =20x =10y +25 =x" +dy” +9 + dxy—6x —12y
dx’ —dxy+y =14x+2y+16 =0
EJERCICIO 25
1. Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (-2, 0) es igual a su distancia a larectax -2 =0,
Determina la ecuacién del lugar geométrico descrito por el punto,
2. Un punto se mueve en el plano de tal manera que equidista del punto (0, — 1) y de la recta y — 1 =0. Encuentra
la ecuacion del lugar geométrico que describe,
3. Un punto P(x, y) se mueve de manera que su distancia al punto (3, — 1) es siempre igual a su distancia a la recta
x+ 3 =0, Determina la ecuacitn del lugar geométrico,
4. Encuentra la ecuacidn del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de la recta y + 4 = 0 y del punto
©, 4).
5. Obtén la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se encuentran a la misma distancia del punto (2, 4)
ydelarectay-6=0,
6. Encuentra la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano, de los cuales su distancia a larecta x+ 1 =0 es
igual a su distancia al punto (— 7, 2),
7. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan del punto (0, 3) y de la recta
x+y-4=0
&, Un punto del plano se mueve de tal forma que su distancia al punto (2, — 1) es igual a su distancia a la recta

c) Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

2x+ 3y—-1 =0, Obtén la ecuacidn del lugar geométrico que describe el punto,
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GEOMETRIA ANALTICA

Ecuacién de la pardbola con vértice en el origen

Sea una pardbola con vértice en el origen, foco F(p, 0) donde p es el pardmetro y su directriz x= —p. Se toma un punto
P(x, y) que cumpla con la condicion de que la distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir:

PF =PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d = (v, —x,) + (32 =)’ , ¥ la de distancia de un punto a una

Ax+By+C . . . J :
recta d= , se obtienen las distancias del punto Pal foco y a la directriz,
lthsz P y

La distancia de P al foco es;
PF=\(x-p) +y’
PFe l{x]"'z“()']";P ——
Abora se ignalan Ias disiancias: V(1) +(0)
Jx=p) +y =x+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se determina que:
(z=pF +7°) =(x+ pY
G-pl+y =2 +2px+p’
A-Zpx+pP Y- -2m-p’=0
y-4px=0

Si el foco estd sobre el eje Y, F(0, p) donde p es el pardmetro y su directriz la recta y = —p y vértice en el origen, al
aplicar la definicién el resultado es el siguiente:

Jo-pY+x* =y+p
Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene;
(\f{.v-P]zH’] =(y+p)
(y-pr+x=y + 2y +p?
V-py+pP+ -y -py-p*=0
xX—dpy=10

Elementos y ecuacion de una parabola con vértice en el origen

Pardbola horizontal
Su foco estd sobre el eje X y son cdncavas hacia la derecha o a la izquierda,

b ¥4 Ecuacién candnica:
¥ =dpx
Foco: F(p, 0)
Directriz (ﬁ):x =-p
Ecuacitn del eje: y =0
Lado recto: LR = |4p|

La distancia de Palarectax+p=0es:

Y
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Cancavidad
© 8i p> 0 entonces la pardbola abre hacia la derecha,
© 8i p< 0entonces la pardbola abre hacia la izquierda,

Parébola vertical
Su foco estd sobre el eje Y, son concavas hacia arriba o hacia abajo.

Ecuaci6n candnica;
=ty

Foco: F(0, p)

Directriz (ﬁ) y=-p
Ecuacitn del eje: x = 0
r Lado recto: LR =|4p]|

Concavidad
© 8i p> 0 entonces la paribola es concava hacia arriba,

© Si p<Oentonces la pardbola es concava hacia abajo,

EJEMPLOS
2 1 @+ Encuentra los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacién es y* — 8x=0,
s_ Solucién
- Se escribe la ecuacién en su forma candnica: y?= dpx
VY-8 = 0 — ¥ =8

Donde 4p=8 — p=2
Es una pardbola horizontal y abre hacia la derecha, al sustituir en las férmulas se obtienen sus elementos y pos-
teriormente su grifica,
Pmed Foco: F(p, 0} = F(2,0)
Directriz; x=-p > x=-12
Lado recto: IR = | 4(2) |=8

Eje:y=0

F2,0)
=3 = - 3

by
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2 @« FEncuentra los elementos y grafica la pardbola cuya ecuacién es: 3x* - 12y =0.
Solucién
Se escribe la ecuacién en su forma canénica: 2 = 4py

- 12y=0 — 37 =12 E X =dy
Donde 4p =4, entonces p= 1.
Es una pardbola vertical y abre hacia arriba, al sustituir en las férmulas se determinan los elementos y posterior-
mente la grifica:
Foco; F(0, p)= F(0, 1)
Directriz: y=—p—y=-1
Lado recto: IR = |4(1) |=4

Eje:x=0

3 ®e-Determina la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y foco en el punto (3, 0).

Solucién

Se grafican los elementos dados, se deduce que la pardbola es concava hacia la derecha y el valor del pardmetro es
p=3, al sustituir en la ecuaci6n y* = 4px, se obtiene:

Y
[ ¥ =dpx
; ¥ =43x
; P=12x
v
Y- 12x=0

Otra forma de resolver este problema es igualar el foco de la pardbola horizontal con la coordenada del foco dado:
F(p,0)= F(3, 0), por tanto, p =3
Al sustituir el valor de p =3 en la ecuacién y* = 4px, se determina que:

P=120

Por consiguiente, la ecuacién de la pardbola es; y? — 12x=0,
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4 ®¢:Obtén la ecuacién de la pardbola con vértice en el origen y directriz en la recta x -3 = 0,

Solucién

Al graficar la directriz x = 3 y localizar el vértice se deduce que la paribola es horizontal y abre hacia la izquierda, por
tanto, p=— 3, al sustituir en la férmula y? = 4px, la ecuacién resultante es:

o ¥ =dpx

x=3 )’2=4(—3)x
Y=—12¢

. Y+ 12x=0

Finalmente, la ecuacién de la pardbola es: y*+ 12x =0,

5 ®+.Una pardbola de vértice en el origen pasa por el punto (2, 3)y su eje coincide con el eje ¥, Determina su ecuacién,

Solucién
El eje coincide con el eje Y, entonces la pardbola es vertical. Si pasa por el punto (2, 3), dicho punto cumple con la
ecuacién x” = 4py; por tanto, se sustituye para despejar p.

F=dpy — (2=4p0)

4=12p

p=

td | -

Al conocer el pardmetro se determina la ecuacién:
P=dpy > xz=4(%]y

4
2—_
x —3}'

3x2-4y=0

Por consiguiente, la ecuacion de la pardbola es: 3x* — 4y=0.
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& ®@e-Calcula la longitud de la cuerda determinada por la pardbola x> + 8y = 0 y la recta de ecuacién x — 2y -8 = 0.

Solucién

La cuerda es un segmento de la recta dada, se encuentran los puntos de interseccién con la pardbola al despejar x o y
de la ecuacion de la recta y sustituir en la cuadrdtica,

Sedespejaydex—2y—8=0> y=8:—2x

Se sustituye en x* + 8y = 0, se simplifica y se resuelve la ecuacién;

x2+8(8;2x]=0 S5 2 4(8-0N=0 - P+4x-32=0

Al factorizar;
(x+8)(x-4)=0
x+8=0; x—-4=0
8—x x=-8 x=4
Al sustituir estos valores en y=_—2~ ,5e obtiene:
Six=_s,y=i:3]= %=-s Six=4,y=s_—(4]=_—=-2

Los puntos de interseccion son; (— 8, — 8) y (4, — 2).

Grdfica:

]

(-8-8)

x4+ 8y =0

| Y T N N Y I I B .
T rrrrrrrrrrra

Se determina la distancia entre los puntos obtenidos:
d= V‘(xz -x1]2 +{y2 =% ]2

d=(4~(-8))"+(-2-(-8))
d= 144 +36
d= 180
d= 65
Por tanto, la longitud de la cuerda es 6+/5 unidades.
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EJERCICIO 26
de cada una de las siguientes parébolas:
1 ¥=-dx 6. 2%+ 16y=0
2. 2=l 7. 2+ 6y=0
3. ¥-20x=0 8. 2y’ -16x=0
4. @ =16y 9. 24y =8¢’
5. 3%+ 48x =0 10. 3x2+8y=0

Encuentra las ecuaciones de las parabolas con los datos dados:

14,
15,
16,
17,

18,

19,

20,
21,
22,
23,

24,

25,

26,
27.
28,

29,

Vértice en el origen y foco en el punto (- 5, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, 6)
Vértice en el origen y foco en el punto (2, 0)
Vértice en el origen y foco en el punto (0, - 1)

1
Vértice en el origen y foco en el punto [_E’ 0]

Veértice en el origen y foco en el punto (0,-5]

Veértice en el origen y directrizen larectay + 2 =0
Vértice en el origen y directrizen larectax—-6 =0
Vértice en el origen y directrizen larecta 2y -5 =0
Vértice en el origen y directriz en la recta 2 -3 = 0

Foco en el punto 3

1
Foco en el punto (0. -E] ydirectrizen larectady + 1 =0

Fardbola

Grafica y determina las coordenadas del foco, la ecuacién de la directriz, la longitud del lado recto y la ecuacién del eje

11, y*=5x
12, x=-y
13. y=22

4
= '3] ydirectriz en larecta 3x + 4 =10

Vértice en el origen, su eje coincide con el eje X y pasa por el punto (-2, 6)
Vértice en el origen, pasa por el punto (- 2, — 1) y su eje coincide con el eje ¥

Vértice en el origen, foco sobre el eje X'y pasa por el punto (3, 4)

Veértice en el origen, foco sobre el eje ¥'y pasa por el punto [—2,-%]

Resuelve los siguientes problemas:
Calcula la longitud de la cuerda de la pardbola x* - 12y = 0, la cual es un segmento de la recta 3x - 2y—-12=0
Obtén lalongitud de la cuerdade la pardbola x— y* = (, la cual es un segmento de larecta x— y -6 = 0

30,
31,
32

33,
34,
35,

° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Una pardbola tiene su vértice en el origen e interseca a la

recta x + 4y — 9 = 0, en el punto donde su abscisa es la

mitad de su ordenada. Encuentra la ecuacitn de la paribola (dos soluciones),

Determina la ecuacién de la pardbola con eje horizontal y vértice en el origen, que pase por los puntos de interseccion
de la curva x> + y?— 18 = 0, y la recta x— y = 0 (dos soluciones).

Obtén la ecuacion de la pardbola de vértice en el origen y cuyo lado recto es el didmetro vertical de la circunferencia

X+ yP-6x-27=0

Determina la ecuacién de la pardbola de vértice en el origen y que tiene como lado recto el didmetro horizontal de la

circunferencia; x* + y* - 4y - 12 =0
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Ecuacién de la pardbola con vértice en el punto (h, )

Sea una pardbola con vértice fuera del origen en (k, k), coordenadas del foco F(# + p, k) donde p es el parimetro
¥y su directriz x = h — p. Toma un punto P(x, y) que cumpla con la condicién de que la distancia al foco y a la directriz
sea la misma, es decir:

PF=PD

Al aplicar la férmula de distancia entre dos puntos, d = /(x,—x,)"+(ys=» )", ¥ la de distancia de un punto a una

Ax+By+C . . . o
recta d = ———=—— se obtienen las distancias del punto Pal foco y a la directriz,
NAT+ B ¥ y

La distancia de P al foco es:

PF = \(x—(n+ p))*+ (y—k)’
Ladistanciade Palarectax—h+p=0es;

PF= 1(x)+0(y)=h+p —

Jay + oy

h+p

Se igualan las distancias:

e=(ne p)f + (k) =x-+p

Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:

(J(x-h-p}z +(y-k) ]7 =(x-h+p)
(x=h=p) +(y—k) =x>+h* + p* = 2hx+ 2px - 2hp
B+ 4pr -2k -2px + 2hp + Y -2y + K2 - X2 - P 20k - 2px + 2hp = 0
Y - dpx — 2y +4hp + B =0
¥ -2ky + B = dpx —dhp
-k = 4px - h)

En forma andloga para una pardbola con vértice fuera del origen en (#, k), coordenadas del foco en F(h, k+ p) y
directriz en la recta y = k— p, se obtiene:

(x—h)? =dp(y-k)
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Elementos y ecuacion de una pardbola con vértice en (h, k)
Parébola horizontal
Su eje es paralelo al eje X'y es concava hacia la derecha o izquierda.
Ya D Bcuacidn ordinaria;
: (v k72 = dp(x—h)
Ecuacién general; Cy> + Dx + Ey + F= 0
Veértice: V(h, k)
k= T He Foco: F(h + p, k)
Directriz (DD'): x=h-p
Eje:y=k
_ Lado recto: LR = |4p|
a ; ’
D th X
Concavidad
© Si p> O entonces la pardbola es concava hacia la derecha,
© Si p<0entonces la pardbola es concava hacia la izquierda,
Parébola vertical
Su eje es paralelo al eje ¥,y es odncava hacia arriba o abajo.
™ H E.
Ta A Ecuacion ordinaria;
(x—hyY =4py- k)
Fcuacin general; Ax” + Dx + Ey + F =0
S W Vértice: V(h, k)
k- o PO VIS Foco: F(h, k + p)
Directriz (.ﬁ) y=k-p
D D’ Eje:x=h
: Lado recto: LR = |4p|
4 3

Concavidad
© Si p> Oentonces la pardbola es concava hacia arriba,
© 8i p<0entonces la pardbola es concava hacia abajo.
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EAEMPLOS
= 1 @+ Determina los elementos y grafica la pardbola y* — 6y - 8x+ 17 =0,
§ Solucién
: El término cuadritico es y, por tanto, la paribola es horizontal, entonces se agrupan los términos con y en el primer
miembro de la igualdad,

Y -6y-8x+17=0
y? - 6y=8x-17
Se completa el trinomio cuadrado perfecto en el primer miembro y se factoriza,
Y-6y+9=8x-17+9
(y-3P=8x—8
Se factoriza el segundo miembro de la igualdad, tomando como factor comiin el coeficiente de la literal:
-3"=8G-1)
La ecuaci6n que se obtiene es de la forma: (y - k)* = dp(x — k), por consiguiente, el vértice es el punto:
V(1, 3), 4p= 8, de donde p=2.
Se sustituye en los elementos de la pardbola horizontal,
Foco: Fth+p. k)=F1 +2,3)=F(3,3)
Directriz: x=h-p=1-2=-1—x+1=0
Lado recto: LR=14p|=14(2)|=181=8
Ecuacion del gje: y=k; y=3
Gridfica:

=4 =3 24
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2 ®@e-Encuentra las coordenadas del vértice, del foco, la longitud del lado recto, la ecuacién de la directriz y del eje de la
pardbola 4x” + 48x + 12y+ 156 = 0,

Solucién
La paribola es vertical, ya que el término cuadrético es x; para transformarla a su forma ordinaria se realiza lo siguiente:

42 + 48x+ 12y + 156 =0 Se divide la ecuacion entre 4,
X+ 12x+3y+39=0
X+ 12%x=-3y-39 Se agrupan los términos en x.
X+ 12x+36=—3y-39+36 Se completa el trinomio cuadrado perfecto,
X+ 12c+36=-3y-3

x+62==-3(y+1) Se factoriza cada miembro,

La ecuacién obtenida es de la forma: (x— h)* = dp(y — k), por tanto, el vértice tiene como coordenadas V(- 6, - 1),
4p=—3dundcp=—%.

Se sustituye en las formulas de los elementos para la pardbola vertical:

Foco: F(h, k+ p) =F(—6,-1+(—%]] =F(—6,—%]

Directriz; y=k —p

y=—l—(—%] — y=—z — y+i=ﬂ- — 4y+1=0

Lado recto: |4p1={4(—%]‘=1—3|=3

Eje:x=h
x=—6—-2x+6=0

Grdfica:

Yy
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3 ®¢:Determina la ecuacién general de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (- 4,3) y (- 1, 3), respectivamente.

Solucién
Se grafican los datos y se observa que la pardbola tiene su eje paralelo al eje x Y't
y es concava hacia la derecha, por consiguiente su ecuacién es de la forma A

(v—kP=dp(x—h)con h=-4, k=3 yp=3.

Al sustituir los valores en la ecuacién se obtiene:

--..;‘1.-.---

(r-3)=403)x—-(-4)) v
Forma ordinaria; (y-3)2=12(x +4) 1
—————
Se desarrolla y simplifica; Y —6y+9=12x+48 1 X
Y- 6y+9-12x-48=0 \
Forma general; Y¥-12x-6y-39=0 T

Por consiguiente, la ecuacidn de la pardbola es; y> — 12x - 6y -39 =0,

4 ®¢-La directriz de una pardbola es la recta y — 1 =0, y su foco es el punto (4, — 3), encuentra su ecuacidn,
Solucién
Se grafican los datos:

Y.I

/

Al relacionar las férmulas de los elementos de la pardbola vertical con los datos, se obtienen las coordenadas del
vértice y el valor del parimetro,

Foco: Fih k+p)=F@4,-3) > h=4yk+p=-3
Directriz; y=k-p=1—-k-p=1

Se resuelve el sistema de ecuaciones:

M M —
|||1|\ -

k+p=-3
k-p=1
Los valores que se obtienen son;
h=4,k=-1yp=-2
Las coordenadas del vértice son V{4, — 1} y el pardmetro p= -2
Se sustituye el vértice y el pardmetro en;
(e—h)?=4dp(y-k)
- 4P =4-2)y+1)
(x—4P=—8@y+1)
x—8x+16=—8y—8
X—8x+By+16+8=0
2—8x+8y+24=0

Por tanto, la ecuacién de la pardbola es: x> — 8x+ 8y+ 24 =0,
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EJERCICIO 27

O pe =1 O B W R

—
[FER ]

Dadas las ecuaciones de las paribolas, determina sus elementos: vértice, foco, directriz, eje y lado recto.

LY -1y -12x+37=0
X 12x+ 16y + 68 =0
YV + By +2x +56 =0
L+ 2 +dy-19=0

.YV -8&-16=0

L -24y +48=0

. X2+ 8 -6y+28=0

.Y -5x+6y+13=0

LA 12— 16y + 41 =0
. 16 + 8y-24x +49=0
LA dx—16y-23=0

. 3P +6y-dx+15=0
22—y +1=0

14,

4P -5 +5=0

Resuelve los siguientes problemas:

15,
16,
17,
18,

19,

20,

21,
22,
23,
24,
25,
26,
27.
28,

29.
30,

31,

@ Verifica tus resuitados en la seccién de soluciones correspondiente »

Encuentra la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice es el punto V(2, 4) y su foco F(-3, 4)

Obtén la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice es el punto V(3, — 1} y su foco F(3, - 5)

Encuentra la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (3, 2) y (5, 2), respectivamente,
Obtén la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (- 5, 2) y (-5, 5)

Determina la ecuacion de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (2, - 4) y [2—4]

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo vértice y foco son los puntos (- 3, -2) y [—3,%]

El foco de una pardbola es el punto (- 2, 6) y su directriz x = 10. Encuentra su ecuacién.
Obtén la ecuacidn de 1a pardbola cuyo foco es el punto (4, 5) ysu directrizlarectay +3 =0
Determina 1a ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto (6, — 4) ysu directrizlarecta x + 4 = 0
El foco de una paribola es el punto (0, — 6) y su directriz la recta y - 8 = (. Obtén su ecuacion,
Determina la ecuacion de la pardbola cuyo foco es el punto (- 5, 2) y su directrizx = 2
Encuentra la ecuacidn de la paribola cuyo foco es el punto (7, 3) ysu directrizlarectay +2 =0
Determina la ecuacitn de la pardbola con vértice en el punto (1, —3) y directrizlarecta y + 5= 0

Obtén la ecuacidn de la pardbola cuyo vértice es el punto (- 3, 5), su lado recto mide 24 unidades y su eje es paralelo
al eje Y (dos soluciones).

Determina la ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto (5, 2) y sufoco es el centro de la circunferencia
B+ P +2x-dy-4=0

Determina la ecuacién de la pardbola cuyo foco es el punto (3, — 2) y su vértice es el centro de la circunferencia
X+ -6x-8y+20=0

Encuentra los puntos de interseccion de la pardbola y> — 8y — 16x + 64 = O con larecta dx + y =24 =0
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Ecuacién de la parabola que pasa por tres puntos
Dados tres puntos Py, P, y Py, que pertenecen a una pardbola horizontal o vertical, su ecuacidn se obtiene mediante
las siguientes ecuaciones:

AY £ Ecuaciones generales de la pardbola

Pardbola horizontal:
Y+Dx+Ey+F=0
Pardbola vertical;

2+Dx+Ey+F=0

Py
Py

L 4

E_{EMPLOS
_g- 1 @+ Determina la ecuacién general de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje X'y que pasa por los puntos;
i | P(_ lll)lg{_ll_l)yR{_slu)

i Solucion

Al graficar los puntos se obtiene: Y 4

P(_LD
REE W™ = o

oeL-n

b!‘l'

H eje de la pardbola es paralelo al eje X, entonces la pardbola es horizontal y la ecuacién que se utiliza es:
V' +Dx+Ey+F=0
Al sustituir los puntos P(- 1, 1), @(- 1, — 1) y R(- 5, 0), se obtienen tres ecuaciones con tres incdgnitas;

Para el punto P(- 1, 1) (1P+ D1+ E(1)+ F=0
Ecuacién 1; -D+E+F=-1
Para el punto (- 1, - 1) -1+ D)+ B-1)+ F=0
Ecuacion 2; -D-E+F=-1
Para el punto R(-5, 0) {02+ D(5)+ E(0)+ F=0
Ecuacién 3; SD+0E+F=0
Se obtiene un sistema de ecuaciones:
-D+E+F=-1
D-E+F=-1
—-SD+0E+F=0
Alr&eulvf:rclsistcmaScuhﬁcnc:Dz—%,Ezﬂ,Fz —%.

Se sustituyen estos valores en y? + Dx + Ey+ F=0 y se simplifica;
yz—ix+0y-%=0 - 4y -x-5=0
Por tanto, la ecvacién de la pardbola es: 4y — x5 =10,

372



Cariuic 25

Farébola
EJERCICIO 28
Determina la ecuacién de la pardbola cuyo eje es paralelo al eje Xy pasa por los puntos:
1. (1,0),(9 2)y(0,-1) 3.(19.2),(10-Dy(7. 0
2, 00,0,(L,-2)y(4 -4) 4, (12, -4) (21, 5)y(5, 3)
Obtén la ecuacién de la parabola cuyo eje es paralelo al eje Yy pasa por los puntos:
5. (L0, 8y (-2 15) 7. (0, 1), (-2, 3y y(1,6)
6. 3. 10) 0 1)y (-2,5) 2 (03) aoyea-n

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

A continuacidn se dan ejemplos de problemas donde se aplica el concepto de pardbola.

1 El didmetro de una antena parabélica es de 1.5 metros y su profundidad es de 25 centimetros. ;A qué altura se
debe colocar el receptor?

Solucién

La reflexién es una de las propiedades importantes de la paribola, Cuando una onda emana del foco y choca
con la pardbola se produce una reflexidn paralela al eje y viceversa si la onda viaja paralela al eje, al chocar con
la paribola, se refleja y cruza por el foco, Luego, si se gira una pardbola sobre su eje, se obtiene una superficie en
revolucidn llamada paraboloide, es la forma que tienen precisamente las antenas parabélicas,

L
fr-y
B
fr-
b ¥

Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si el didimetro de la antena es de 1.5 metros y su
fondo mide 25 cm, entonces la pardbola por ser simétrica, pasa por los puntos (- 0.75, 0.25) y (0.75, 0.25), por
tanto sustituimos uno de estos puntos en la ecuacién;

** = 4py, para despejar p.
x=4py

(-0.757 = 4p(0.25)
p=0.5625

Las coordenadas del foco estin dadas por F(0, 0.5625), por consiguiente, se debe colocar el receptor a 56.25
centimetros del vértice,
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Las dos tomes de un puente colgante, como se muestra en la figura tienen una separacitn de 240m y una altura de
110m, si el puntal més corto mide 10m determina la altura de un puntal que se encuentra a 100m del centro,

110m
iy
10m
e
Solucién

Se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, si las torres estdn separadas 240my su altura con
respecto al vértice de la pardbola es de 100m (110m — 10m = 100m), entonces la pardbola pasa por los puntos;

(- 120, 100) y (120, 100)

Se sustituye el punto (120, 100) en la ecuacién ¥ = 4pypara obtener p.

(120, 100)

S;l 100

=N

100 -50

= dpy
(120) = 4p(100)
p=136
Por tanto, la ecuacién es
»=4036)y —

x2= 144y
Para encontrar la ordenada cuya abscisa es x = 100, se sustituye en la ecuacién obtenida;
(100)% = 144y
y=69.44
H puntal que se encuentra a 100 metros del centro mide:

69.44m+ 10m="79.4m
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PFardbola

Ecuacién de una recta tangente a una parébola
Si se tiene una pardbola con vértice en el origen y una recta tangente en el punto (x;, ¥,), la ecuacidn de la recta estd
cada por:
Horizontal: y—y. = & (x— Vertical; y—y, = 220 (x—
orizontal: y - yy = 5 (x —xy) ertical: y-y, (r-x)
%o o

Si se tiene una pardbola con vértice (h, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x, y,), la ecvacién de la
recta estd dada por:

. o —k . 2y, —k
Horizontal; y - y = — (x=x,) Vertical: y—yo=7£y°_h ](x—xo]
0

2(xo —h)

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y?— 12x=0, en el punio (3, 6).
Solucién
Se sustituye el punto (3, 6) en la férmula;

YYo= 2};_: (x—xp)

y-ﬁ=%(x-3]

De donde se obtiene la ecuacion;
x-y+3=0

Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola 4x” + 5y =0, en el punto (5, — 20).
Solucién
Se sustituye el punto (5, —20) en la férmula;
2(=20
o= 2 gory > y(20)=2s) o aey-2-0
1]

Por tanto, la ecuacién de la recta es; x + y— 20=0,
Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva x? — 8x+ 8y + 24 =0, en el punto (8, — 3).

Solucién
Se transforma la ecuacién de la pardbola a su forma ordinaria,

X —8x+8y+24=0 - (x-4P=-8(y+1)
Se sustituye el vértice V(h, k)= V{4, — 1) y el punto (8, —3) en la férmula y se obtiene:

y—yn=%{x—xu] - y—(—3]=w&—ﬂ] S>x+y-5=0

En consecuencia, la ecoacién de la recta es: x+ y—5=10,
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GEOMETRIA ANALITICA
EJERCICIO 29
Resuelve los siguientes problemas:
1. Dos torres de 24 metros de altura sostienen un puente colgante, como el que se muestra en la figura. Si las torres
estdin separadas 36 metros y el puntal més corto mide 6 metros, ;cuil es la altura de un puntal que se encuentra
a 6 metros del centro?
I\ 24 m
oy

e

6m

L L

6m
. e |

[

. El diimetro de una antena parabdlica es de 2 m y su profundidad es de 40 em. ;A qué altura se debe colocar el re-
ceptor?

3. Sedesea disefiar un faro que tenga 30 centimetros de didmetro, El filamento de la bombilla se encuentra a 3 cm del
vértice. ;Qué profundidad debe tener el faro si se quiere que el filamento quede justo en la posicién de su foco?

. Sien el gjercicio anterior se quiere que el faro tenga 2.75 ¢m menos de profundidad, ;cudnto debe medir el dis-
metro?

. Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x? — 8y = 0 en el punto (4, 2)

. Obtén la ecuacién de Ia recta tangente a la pardbola y? - 6x = 0 en el punto (24, 12)

. Determina la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x* — 4x — 8y + 28 = O enel punto (10, 11)
. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la pardbola y* - 12x + 6y + 57 = O en el punto (16, 9)

. Determina la ecuacin de la recta tangente a la pardbola y? — 4x + 4y + 28 = O enel punto P(15, 4)

'S

= - I B = R ]

10, Obtén la ecuacién de la recta tangente a la pardbola x2 - 8 — 6y + 4 = O en el punto [6,-2]

Q Verifica tus resultadeos en la seccién de soluciones correspondiente »
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ELIPSE
— n el universo el movimiento mas frecuente de
T — N estrellas, planetas, satélites, efc., es el des-
- crito mediante trayectorias elipticas. Esto es
- — asi porque a grandes distancias y para objetos

sin carga eléctrica neta importante, la fuerza prin-
Laeclipscen elsistema  Gipal que gobiema este movimienio es la fuerza
solar gravitateria.

Fue el gran fisico y matemdtico Isaac Newton quien formulé la ley de la
gravitacién universal, que explica los movimienios de los planetas y satéli-
tes en el sistema solar. Esta ley redne las tres leyes de Kepler en una sola:

Mm
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26 CAFTULO

GEOMETRIA ANALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto del plano que se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es constante. T
PF,+PF,=2qa
C: Centro
V, v V,: Vértices
¥ F,y Fy Focos
B, y B, Extremos del eje menor

lq B] P(x- }')L] T = 2‘1 {eje mayur)
EF, = 2¢ (eje focal)
Va\ P2 c F Iz B,B, = 2b (cje menor)
Condicién;: a2 = B + cX: a>b, a>¢

R R
? B ! Donde b =& —¢* , ¢ = Ja* =b?

2
TH= 2 (ado rect)
a

HI

e=<<1 excentricidad
a

EJEMPLOS

,i ] ®s-Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano cuyas sumas de distancias a los puntos fijos
S_ F (0, 3) y F,(0, — 3), son siempre iguales a 10 unidades.

iu Solucién

Sea P(x, y) un punto que cumple con la condicién dada, mediante la formula: d =+ (x, —x,) +(y,-,)’ se encuentra la
distancia a los puntos F (0, 3) y F,(0, - 3)

PR= e 4=, PR= "+ (- ()
V2 +(y=3 + JF +(y+3)" =10
Se despeja un radical y se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado:
e+ (y=3) = 10- [ +(y+3)
(F56-7] {025+
R+ (-3P=100-20 5 +(y+3) + 2+ (y+ 37
Py by +9=100-20 X +(y+3) + 2+ + 6y +9
20 /¥ +(y+3)° =100 + 12y
SV +(y+3) =25+ 3y

Se elevan al cuadrado ambos miembros y se obtiene:

(51,'1'2 +(y+3) ]2 = (25+3y)°

25(x2 + y* + 6y + 9) = 625 + 150y + 9?
2552+ 252 + 150y + 225 = 625 + 150y + 92
252+ 16y = 400

Por tanto la ecuacién de la curva es: 25x% + 16y? =400, la cual por la definicién corresponde a una elipse.
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Elipse

2 ®@e:Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la suma de sus
distancias a los puntos (3, 4) y (9, 4) es siempre igual a 8 unidades.

Solucién
Al aplicar la definicidn de elipse se obtiene:
Jix=3) +(y=4)" +|(x-9) +(y-4) =8
V(x-3 +(y-4)" =8-(x-9)*+(y-4)’
(x=3) +(y-4) =64-16,[(x =9)* + (y—4)’ +(x—=9) +(y—4)’
Se desarrollan y se simplifica para determinar la ecuacién,
(3x-34) =(~4(x-9) +(r=4')

9x” —204x+1156 =16 (x" ~18x +81)+16(y" —8y+16)

9x? —204x+1156 =16x" + 16" —288.x 128y +1552

7x*+16y° —84x-128y+396=0

EJERCICIO 30
Determina la ecuacién del lugar geométrico (elipse), segin los datos proporcionados:
1. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (4, ) y (4, 0)es igual a 12,
2, Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (2, 0) y (- 2, 0) es igual a 6,
3, Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (0, 5) y (0, — 5) es igual a 14,
4, Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (- 2, 1) y (-2, 7) es siempre iguala 10,
5. Un punto se mueve de tal manera que la suma de sus distancias a los puntos (9, — 2) y (— 7, — 2) siempre es igual a 20,

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Ecuacién de una elipse con centro en el origen

By En la figura;
V =CV,=a

Vz/le/: :\:Lr,\vl CB, = CB, =b
cm,@_:’)/ X CF =CF, =c
B,

Como CV, = CV, = a, entonces WV, =2a y al ser V, un punto de la elipse V;F, +V,F, = 2a , por tanto, la suma de las
distancias de cualquier punto de la elipse a los dos puntos fijos (focos) es igual a 24; como B, es un punto de la elipse,
entonces por la definicién B,F,+ B F, =2a, de donde B,F, =a y por la grifica a* = b +c?,
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Sea P(x, y) un punto de la elipse, entonces por la definicién PF, + PF, =2a, sc aplica la férmula

d= J{xz -x) +(y2=x)" paraobtener la distancia de Pa los puntos fijos F,(c, 0) y Fy —c, 0) se obtiene:

.f(x— o) +(y-0)" + \f(x+.r:]2 +(y-0)" =24

‘j(x-c]z +y J(x +cf +y' =2a

Se despeja un radical: /(x—¢)’ +y* =2a—\(x+¢) +5*

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad:

(\j(x—c]z +y‘]z =4.a.2—‘1~1:1\f(x+-c]2+;yz +(\fix+»:‘]2+;;f*]2
X2 2ex+ c2+f=4a2—4am +x2+ 2+ 2+ ¥

Se despeja el radical y se divide entre - 4: -dcx—da® = —da[(x+c) +y’
cx+ad=a(x+c)+y
Se eleva al cuadrado y se simplifica: (cv+a’)’ ( Jx+c)+y ]

x’ +2%ex+a' =a’x’ +2d’ex +a’c’ +a’y' — (a2 -c ]Jr2 +d'y =da’ (1:12 -c”]

2
Sf:dividecntrca’(az—cz):x—+ 7 > =1.8ia® =b + ¢, entonces b’ = @ -2, sasmutuwywubuem z—,=l.
ﬂ C

Por tanto, — +{— =1 es la ecuacitn de una elipse horizontal con centro en el origen; para una chpsc vertical con

centro en cl origen se sigue un procedimiento andlogo y se obtiene: b_+£-

Elementos y ecuacién

Elipse horizontal . L
H eje mayor coincide con el eje X. Bovaciin wnnies: P 1
Elementos:

Y*‘g, Vértices: V(+a, 0)

Lg L]

Focos: F(xc, 0)
v, F, C(O, 0} F, v, -'i’ Extremos del ﬂjf.'- menor: B(O,i b]
— Qb
R; R, Lado recto; LR= u
B>

Excentricidad; e = % (e<1)

Condicién: a® = b2 + ¢%: a>b, a>c donde b = Ja® —¢* , ¢ = Ja* —1°
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Elipse vertical
eje mayor coincide con el eje Y.
¥

A
Vi

I R’
F

B: B,
ao0) | x

1) LIS

Vi

Elipse

Ecuacién candnica: 7 +—7=1

Elementos:
Vértices: V(0,+a)

Focos: F(0,+ c)

Extremos del eje menor: B(+5,0)

P 22
Lado recto; LR =i
a

Excentricidad: ¢ = 2 (e<1)

Condicién; @2 = b2+ ¢% a>b, a>cdonde b = Vo' —¢, ¢ = Va* -b°

EJEMPLOS
_8' 1 @+ Determina los elementos y grafica la elipse, cuya ecuacion es: 922 + 4y~ 36 = 0.
E_ Solucién
on Se transforma la ecuacién a su forma ordinaria,
9x?+4y? =36
" R, I P 136
Se divide por el término independiente, T

vA Vértices

- V]

Focos

381

2
Se simplifica y se obtiene la forma cm‘nénica,%+%=l
2
a*=9yb? = 4 porque a > b, de donde a = 3y b = 2, entonces tenemos una elipse vertical de ecuacién ;—2+3"—=1
Para encontrar ¢, se sustituye & y b’ enc = Va' —b",
c=9-4=.5

Los elementos se obtienen al sustituir los valores de a, b y c en:
V](Gl a) Y Vz(l:}l "‘ﬂ) -

Fi(o,c) YFa(0,-¢) —
Extremos del eje menor
B(b,0)yB(-50) —

2 2

2
2

a

Vi(0,3)y V0, -3)

Fi(0.45) ¥ P2 (0,-5)

B(2,0)y Bf-2,0)

IR= = i Longitud del lado recto
ViV, =22=203)=6 Longitud del eje mayor
EF,=2=2V5 Longitud del eje focal
BB, =20=22)=4 Longitud del eje menor
e= ;‘l = i;_?- Excentricidad
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2 @« Determina los elementos y grafica la elipse: 16x* + 25)? =400,

Solucion
Se transforma la ecuacién a su forma ordinaria,
16x* 25y _ 400
1622 + 2 400 —
Syz 400 400 400
x ¥
L |
%16

Como el denumimdor mayor se encuentra bajo la variable x esta ecuacidn corresponde a una elipse horizontal de la
ﬁ:mmzt—+l!J =1,donde a>=25 y b* =16, obteniendo que a=5y b=4.

Para hallar ¢ se sustituye a®> yb2enc = va' -b"
c=\25-16=19=3

Vértices

V,(5,0) y V,(-5,0)

Focos

F,(3,0)y F,(-3,0)

Extremos del eje menor

B (0, 4) y B, (0, 4)

2% _204) _ 32
a 5 3

VV,=2a=25)=10

La gréfica y los elementos son;

Sl

Lado recto
Longitud del eje mayor

FF =2=2(3)=6 Longitud del eje focal

Longitud del eje menor

Excentricidad

3 ®+: Determina las coordenadas de los focos de la elipse cuya ecuacién es: 4x* + 9y*= 1,

Solucion
Se transforma la ecuacion a su forma ordinaria,
4x*+9y =12

La ecuacidn tiene laforma:—z+:=—z= 1, es decir, es una elipse horizontal,
Para encontrar los focos se sustituyen los valores:

F,(c,0) =F, (g,o] - F,(-e.0) =F2(-§,0]

Por consiguiente, las coordenadas de los focos son; F [?5 0] yF, (-g,o]‘
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Elipse
EJERCICIO 31
*  Determina los elementos de las siguientes elipses:
© L 32+4y-12=0 7. O 4dy?=25 13, §+§=1
b2, 92452450 B, dx’+y’=1 14, 100x*+25y*~200=0
3. 1282 + 57 -60=0 9. 3x2+2y%=6 15, §+f5-1=0
4, 2+ 16y*-64=0 10, 1652+ 9 -1=0 16, 3x*+y -12=0
5. 924+ 25 = 225 i, %+%=l
6. 165 + 4y = 64 12. x*+2y'-1=0
@ Verifica tus resultados en Ia seccién de soluciones correspondiente s + « « « o s+ s o s ot i o

Dados sus elemenios obiener la ecuacion de la elipse con centro en el origen

EJEMPLOS
2 1. ®¢ Determina la ecuacién de la elipse de centro en el origen, vértice (0, 5) y foco en (0, 4).
¥ Solucién i
”" Se grafican los datos, v, S
F(0, 4)%
e

2 2
La elipse es vertical y su ecuacidn es :—2+%=1, de la gréifica se obtiene la distancia del centro al vértice (@) y la

distancia del centro al foco (¢}, por tanto:
a=5yc=4
Para encontrar b se sustituyen los valores deay cenb=+va' —c”;

b=+5"-4"=25-16=9=3
Se sustituyen los valores de a y b y resulta la ecuacién:
Yh

e R
Forma candnica; ?+E-l
Al multiplicar por 225 e igualar a cero, se ob-

tiene la ecuacidn en su forma general:
25x2 + 92 =225 > 25x% + 92 - 225 = 0
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2 ®@e:Determina la ecuacién de la elipse con vértices en (- 6, 0) y (6, 0) y la longitud de uno de sus lados rectos igual a
20

_3"‘ .

Solucion

H eje mayor (2a) es la distancia entre los vértices, utilizando la férmula:

é= \{{xz 'x1]2+(}'z -¥ ]2; se obtiene;

2a= (t:S+|!S]2+((]—IE]']2 —2a=12—a=6

— — 2
Al sustituira = 6, IR = ? ydespejar b2 de Ia férmula del lado recto IR =22, s obticne:
a
2
2720 24
& 3

La elipse es horizontal y la ecuacion es;

Se multiplica por 180 y tenemos que la ecuacion es:
%2+9y = 180 5x2+9y*-180=0
3 .-hElejemayurdaunaeﬁpsemidezﬂlmidadas,silae.xcantricidadese=%,acuﬁleslalungimddelejemcnor?

Solucién
Hl ¢je mayor es la distancia entre los vértices, VV, = 2a = 20,

2a =20 por tanto, g = 10

ici N W A Lo
La excentricidad es e = = —m,dcdandcm 0’
Al despejar se obtiene que ¢ =7,
Sia= 10y c=17, se utiliza la condicién b =va’ -¢ ,

b=+102-7% =100-49 = /51

Asi, Ia longitud del eje menor es 2b = 2+/51 ,

384



Crriuo 26

EJERCICIO 32

oo =3 v Lh

=]

11,
12,

13,
14,
15,
16,
17.

18,

19,
20,

21,

22, La distancia focal equivale al eje menor y su lado recto es +2 (dos soluciones).

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

2,
. V(=5, 0)y F(2,0)

. V(0 £7) y F(O, £5)

. V(O £3) y FO, +4/2)
. V5, 0y B(O +4)

. Vx4, 0)y B(O, =7 )

. F(£3, 0)y B(0, +2)

. F(=\5, 0)y B(0, +3)
10,

V(z6, 0) y F(z4, 0)
Vi3, 0)y F(x+/2,0)

F(0, £/2 ) y B2, 0)
V0, =5 ) y B(x1, 0)
F(0, £7)y B(x4, 0)

F(0, #2) y lado recto = 1—3?

TIPS

F(+4, 0) y excentricidad e =

F(0, + 6) y excentricidad e =

= w

B((], i?] yaoanu'icidadiguala%

Excentricidad =

| -

Eje mayor paralelo al eje ¥y pasa por los puntos [wﬁ g] y (

V(z4, 0) y lado recto igual a 2

Focos los puntos de interseccitn de la circunferencia x* + y? —4 = 0 con el eje X, ylado recto

Determina la ecuacién de la elipse, segin los datos proporcionados.
L.

16
, lado recto = 5 (dos soluciones).

Elipse

18413

13

El eje mayor es el doble del eje menor, su semidistancia focal es 9-? y su eje focal coincide con el eje X.
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Ecuacién de una elipse con centro en el punto (h, k)

Para una elipse horizontal con centro fuera del origen en el punto (#, k), se hace una traslacién de los ejes XY al punto

C(h, k).

Sean x’=x —h, y' =y — k, la ecuacidn de la elipse en el nuevo sistema de coordenadas es:

Se sustituyen x’, ¥’ en la ecuacidn y se obtiene:

12

X

W2

b

(x=h) O=# _,

b

b?

Del mismo modo se obtiene la ecuacion de una elipse vertical con centro (h, k) fuera del origen:

{x_f]: 5

b
Grafica
Yi
B,
L, =2
1 / I
Va 1F; c Fi Vi
Rg RJ
B? -
X
Elipse horizontal
2 X
Bouacign: E=M =8 _,
a b
Elipse vertical
2 2
Feuacién; (—x;'] +(y;2k] =1

O=4" _,

a?

Elementos:
C: Centro

V, y V., Vértices

F, y F,: Focos

B, y B; Extremos del eje menor
@ = 2a (eje mayor)

FF, = 2¢ (eje focal)

B,B, = 2 (gje menor)
Condicién: > = b2+ ¢k a>b, a>e
Excentricidad: e = f (e<1)

N
m:%ﬂadormo)
Elementos:

Vértices: V(h a,k)

Focos: F(h+ c,k)
Extremos del eje menor: B(h.k +b)

Elementos:
Vértices: V(h.k +a)
Focos: F(hk+¢)

Extremos del eje menor: B(h +b, k)

Ecuacién general de la elipse: Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, con A # C, yambas cantidades de igual signo.
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PLOS

Elipse

Dada la ecuacién, obtener sus elementos

@+ - Determina los elementos de la elipse 957 + 4y* — 72x — 24y + 144 =0 y traza su gréfica,

Solucién
9x? + 4y —T2x - 24y + 144 = 0 5 9x2 + 4y? - T2x - 24y = — 144
Se agrupan los términos en xy:
(9% - 72x) + (4 - 24y) = - 144
Se factoriza;

9x* - 8x) + 4y - 6y) = - 144
Se completan los trinomios cuadrados perfectos;

9[x’—3x+(—2—] ]+4[y’—6y+(~g-] ]=—144+9[-—g—] +4[g]
9(x2 - Bx + (4)%) + 402 - 6y + (3)%) = — 144 + 9(4)? + 4(3)
9(x? — Bx + 16) + 4(y* - 6y + 9) = — 144 + 144 + 36

Al factorizar y simplificar, se obtiene,

9x-4)P + 4y-3P% =36
Se dividien ambos miembros entre 36:

9(x—4)  4(y-3)

=) =3, (=0, -k _,
36 36

4 = 9 b a

Es una elipse vertical con centro en C(4, 3), a =3,b =2, ¢ = Va* -b* =/9—-4 =5
Estos datos se sustituyen para obtener los elementos y trazar la grifica,

_36
T3

Centro (i, k) = C(4, 3)
Vértices (h, k +a)
Vid,3+3)=V,(46)
V,(4,3-3)=V,(4 0)
Focos (b, k+¢)

F (43+J5) = F, (4,52)
F,(43-5} = F, (4,0.7)

Extremos del eje menor (h £ b, k)
B,(4+72,3)=B,(63)

B,(4-2,3)=B,(2,3)

oy

™

I
SR

[

Eje mayor = 2a=6
Eje menor =2b =4
Eje focal = 2c = 245
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GEOMETRIA ANALITICA

2 @« Determina los elementos de la elipse, cuya ecuacién es:

2 +16y2 + dx-32y-44=0
Solucién
Se transforma la ecuacién a su forma ordinaria,
X416 +dr-32y-44=0->(7 + 4x) + (16" - 32y) = 44
(2 + dx) + 16(y2 - 2y) = 44
Se completa el trinomio cuadrado perfecto, (x* + dx +4) + 160° -2y + 1) =44 + 4 + 16

Al factorizar y simplificar se obtiene; x+22+16(y- 17 =64
- (x+2)"  16(y-1)" 64
Se divide entre 64, T I
2 2
Forma ordinaria; _{x+2] +(y-1] =1

La ecuacién representa una elipse horizontal de la forma:

2 2
(a=h) (-8 _,
a b

Se obtienen las coordenadas del centro, el semieje mayor y el semieje menor:
Centro C(-2 1);a=8yb=2c= va’-b* = V64—-4 = J60 =215

Por tanto, los elementos y la gréfica son:

Centro; C(h, k) = C(-2, 1) Extremos del eje menor B(h, k + b) Eje mayor: 22 = 16
Vértices Vih + a, k) B(-21+2)=B,(-23) Eje menor: 2b = 4
V(-24+8 T)= V6, 1) By-21-2)=B(-2,-1) Eje focal: 2¢ = 4,/15
Vi-2=8.1) = Vy(=10,1) Fo A _8
Focos F(k +c, B) a8 8
E(-2+2415,1)=(57, 1) T 8 TS
F(-2-2415, 1) =(-9.7, 1) w W 4
YA
B
VQK c A)v
e o Z
-H"""-_.____ __-—-"-Jf' o X
B
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Elipse

3 ®e-Determina las coordenadas de los vértices de la elipse cuya ecuacién es:
42 +9y —dx—6y+1=0
Solucién
Se transforma la ecvacitn a su forma ordinaria;
A2+ 9y —dx -6y + 1 = 0= (2 - dx) + (2 -6y)=—1
4{xﬂ—x)+9(y’-3y] =-1- 4[x2-x+1]+9[y’-3y+l]=-1+1+1
3 4 379
LY 1Y
ooy, ma) (-3) " .
4x—§ +9 =5 =1 - [ +——71 —=1,laecuacién tiene la forma de una elipse horizontal
4 9
x=h)  (y=k) 11 1 1
{————-—az] +{—-—-ybzl =1, con centro en (—2—3] ya'= 2 %3
Se sustituyen el centro y el valor de g para obtener los vértices:
1 11 1 1 11 1
‘G(h+4k]="3[5+5=5]=":(1=§} =3 V2{h_aHk]=V2[E_E=§]=V2(ﬂl§]
EJERCICIO 33
Determina los elementos de las siguientes elipses:
2 2
E £x;92-)—+£%]-=1 10, 1852 + 12)% + 60x + 84y + 161 = 0
2y 3
2, e +4(y-1y =4 11, 5?2 + 9% +30%x -36y+ 36 =0
2 v
3. @+L;]=1 12, 42 + 9%+ Wx-24y+5=0
2 _ )2
4, L+M=1 13, 42 + 252 + 4x— 120y +45=0
16 25
5 x4+ 162 - 10x + 64y + 73=0 14, ¥+4y2+8y+3=0
6. 4> +y*—16x-6y-11=0 15. &% +3+ 16x+4=0
7. 3622 + 16y + 180x— 24y + 90 =0 16. 16x2 + 9y2 + 48x— 6y 107 =0
8. 4x2+ 9y’ -8x-36y+4=0 17. &2+ 9%+ & 36y +39=0
9, 9x% + 16)? +42x - 24y + 57 =0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «
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GEOMETRIA ANALTICA

Dados sus elementos, obtener la ecuacién

EJEMPLOS
_E_ 1 @ Determing Ia ccuscidn de 1a clipse cuyos vertices son los puntos (1, ~6), (9, - 6) y 1a longitud de cada Iado
5_ ; Tecto es 2
(7]
Solucién

S localizan los vértices en el plano cartesiano;

Y

De la gréfica se deduce que la elipse es horizontal con centro C(5, - 6), y V¥, = 2a =8, donde a= 4,
Al sustituir @ = 4 en la férmula del lado recto y despejar b, se obtiene:

b=3
Para encontrar la ecuacién de la elipse se sustituyen las coordenadas del centro (5, — 6), el semieje mayora = 4 y el
semicje menor b =3, en la férmula;

(x=n), r=k) _,  (x=5) (-(-6) _,
a’ b’ @

2 2
Forma ordinaria: -5y 165] + (yie}, ';6] =1

Se desarrolla y simplifica la ecuacidn para obtener la forma general:
9(x -5 + 16(y + 6)* = 144
9(x? - 10x + 25) + 16(y* + 12x + 36) = 144
9x% - 90x + 225 + 16y% + 192y + 576 - 144 =0
9x2 + 16y? —90x + 192y + 225 + 576 — 144 = 0
922 + 16y” - 90x + 192y + 657 = 0

Forma general:
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Elipse

2 @« Determina la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos (3, 8) y (3, 2), la longitud de su eje menor es 8.
Solucién
Se localizan los focos en el plano cartesiano:

Fy

F,

Iy

X?

Es una elipse vertical y de la grifica se obtienen las coordenadas del centro C(3, 5) y el valor de ¢= 3, el eje menor es
2b, por tanto,

W=8 >b=4

Se utiliza la condicidn para enconirar el valor de a (semieje mayor);

a=Vb'+c? =V/47+3' =\25=5
Con las coordenadas del centro, el semieje mayar y el semieje menor, se obtiene la ecuacidn de la elipse.

(e=h)' =8 _| | (=3 (v-5F _

& @ @ 6

2 2
Forma ordinaria; %», % =1
Se multiplica por 400; 25(x 37 + 16(y - 5)* = 400
Se desarrollan los binomios y se simplifica,
25(x2 - 6x + 9) + 16032 — 10y + 25)-400= 0
Por consiguiente, la ecuacién de la elipse en su forma general es:

2522 + 16y - 150x — 160y + 225 = 0
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GEOMETRIA ANALTICA

EJERCICIO 34

Determina la ecuacién en su forma ordinaria y general de la elipse, segiin los datos dados:

1. C(7, -2), eje mayor = 8, eje menor = 4 y eje focal paralelo al eje X.
2. Vi(-2,3), V(8 3)yFy(-1,3), F)(7,3)
A VE2-5)V(-23)yF(-2,-4, F(-22)
4. V{0, 0), V,(8, 0)y B(4, 3), B,(4, - 3)
5. B,(3,2), B,(3, 6) ysu eje mayor ignal a 10 unidades.
6. V(-4 5), V,(16, 5)y su excentricidad es %
7. Suexcentricidad es igual a % y las coordenadas de sus focos son los puntos (0, 0} y (0, - 4)
8. V,(3,4), V,(3, - 8) ysu excentricidad es %
9. V(-4 6), V,(—4, - 4) yuno de sus focos es el punto (-4, - 3)
; 4
10. C(-17,5) F, (-? +42, 5} y la longitud de su lado recto es 3
11, Fi(-9 -2) F(-3, -2)ymen11icidade=-g~
8 11 16 - J5 .
12, © T ok LR=?. excentricidad e = a y eje mayor paralelo al eje X.
13, (5, 7), LR = %. e= ¥ ¥y eje focal paralelo al eje X,
14, C(~4,0), mo de sus focos en (- 1, ) y1a longitud de su lado recto igual a —
15, lzissmménuica con la circunferencia x* + y* + 2x— 4y — 4 = 0, uno de sus focos es el punto (3, 2) y su lado recto es
5
16, El foco y el lado recto coinciden con los de la pardbola, cuya ecuacion es:
Y -12x-12y +84 =0
y su centro es el punto (3, 6)
17. El centro es el de la circunferencia x* + y? + 10x — 6y + 9 = 0, su foco el punto de tangencia de la circunferencia con
el eje ¥, yuno de sus vértices es el punto (1, 3)
18. El centro es el punto (2, 1), el eje mayor paralelo al eje ¥, y pasa por el punto (1, 4) y su lado recto mide :%
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente . « + « o s s 0 0 0 0 0 0 0 20
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Elipse

Casos especiales

Dada la ecuacién general de la elipse Ax® + Cy* + Dx + Ey + F= 0 con A # C pero del mismo signo, Nes el identifi-
cador que permite conocer la representacién geométrica de la ecuacién, siendo N = CD? + AE? - 4ACF.,

© 8i N > 0la ecuacidn representa una elipse.

© 8i N = 0la ecuacidn representa un punto.

© 8i N < 0laecuacidn representa un conjunto vacio.

EI;I‘EMPLOS

.& 1 @+ Determina si la ecuacién 822 + 9y* — 16x — 54y + 89 = 0 representa una elipse, un punto o un conjunto vacio,
& Solucién

"" Al aplicar la formula se determina que:

N=(9)- 16)*+ (8) — 54)* — 4(8)9)(89)= 2304 + 23328 - 25632 =0
Por tanto, la ecuacion representa un punto y al transformar a la forma ordinaria se obtiene:
8% + 9y’ — 16v— 54y +89 =0
(8% - 16x) + (9y* - 54y) + 89 =0
8(x? — 2x) + 9(* — 6y) = — 89
87~ 2x + 1)+ 9% — 6y + 9) = — 89 + 8 + 81
B(x- 12 +9(y-37=0
Hl punto que representa es el (1, 3).
2 ®e-Identifica la ecuacién 32+ 2)? — x + 4y~ 1=0,
Solucién
Al utilizar la férmula del identificador;
N=CD?*+ AE? — 4ACF
N=2(-60+ 342 - 43)(2X-1)=T2 + 48 + 24 = 144
Como N > (), entonces dicha ecuacidn representa una elipse,
3 ®e- Identifica la ecuacion 8% + 3y — 16x + 6y+ 62 = 0.
Solucién
Al aplicar la formula del identificador;

N=CD+ AE’ - 4ACF — N = (3)( - 16)* + (B)(6)* - 4(8)(3)(62)
= 768 + 288 — 5 952
=-41896

Como N < 0, representa un conjunto vacio,
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GEOMETRIA ANALTICA

EJERCICIO 35

. Determina si las siguientes ecuaciones representan una elipse, un punto o un conjunto vacio.

' 232+3y2+6=0
2 42 +57 +8x-10y+9=0

ot

3, F+2% - dx+ 129+ 14=0
4, 32 +2y-8y-4=0

5 92 +4yP-18-16y-11=0
6. 22 +37 + 1% +30=0

7. 32 + 4 -30x - 24y + 111 =0
8. 22 +3Y +4x+42y+ 149 =0
9, 6 +5y - 48 + 10y + 131=0

10, 92 + 4y’ +36x-24y+ 68 =0

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « ¢ = o« - &

Ecuacién de la elipse que pasa por cuatro punios

Para encontrar la ecuacién se sustituyen los puntos dados en la ecuacién general y asi se obtiene un sistema de
ecuaciones con cuatro incdgnitas, la solucién del sistema determina los coeficientes de la ecuacion,

YA

Py

Py

=V

Ecuacidn general de la elipse
A+ CyY’ + Dx+Ey+F=0
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Elipse
EG!EMPLOS
‘8, 1 ®# Determina la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, — 1), (2, 0), (4, - 1) y (2, - 2).
g Solucién
' Se localizan los puntos:
YA
2,0)
/f et i
X
(0! -1] ‘Q(‘L -I]
2, -2)

Se sustituyen los puntos en la ecuacidn general de la elipse tomando A = 1; es decir se sustituye en
P+CyY +Dx+Ey+F=0,

Punto (0, - 1)
(0F +(-1 C+(0)D+(-1)E+F=0 — C—E+F=0
Punto (2, 0)
(2F +(0)’C+(2)D+(0)E+F =0 — 2D+ F =—4
Punto (4, - 1)
(4) +(-1)*C+(4)D+(-1)E+F=0 - C+4D-E+F=-16
Punto (2, - 2)

(@) +(2) c+(2)D+(=2)E+F=0 > 4C+2D-2E+F=-4
Se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incdgnitas, cuyos resultados son;
C=4,D=—4, E=8yF=4
Estos valores se sustituyen en la ecuacién general de la elipse:
X +Cy' +Dx+Ey+F=0

Y, finalmente, se obtiene la ecuacidn de la elipse;

X+ dy'—dx+8y+4=0
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2 ®¢:Determina la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 3), (2, t}),( ] (—2% % ]

Solucién
Se sustituyen los puntos en la ecuacién general de la elipse tomando A= 1:

Punto (0, 3)
(0) +(3)°C+(0)D+(3)E+F=0 — 9C+3E+F=0
Punto (2, 0)
(2) +(0) c+(2)D+(0)E+ F=0 - 2D+ F=—4
Punto [1,?]

(1) + [Nr] c+(1]9+[3;’r]E+F 0 - 2IC+4D+63E+4F =-4

Punto (Els%ﬁ ]

2 2
G] +[¥] c+(%]1) (3{]E+F 0 — 135C +8D+12VISE+16F =—4
Se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, cuyos resultados son;

C:%,D:G,E:GyF:—tl

Estos valores se sustituyen en la ecuacién general de la elipse:
2 2 2 4 2
x+Cy +Dx+Ey+ F=0 x+§y -4=0
Finalmente el resultado es la ecuacidén de la elipse:

92+ 4y?—36=0

396



Crriuo 26

Elipse

EJERCICIO 36
Encuentra la ecuacién de la elipse que pasa por los siguientes puntos:

L (-7-13(-32,(0,-1)y(-3-3)
2- (21 5)! (01 2)! (25 o 1) Y(“'I 2}
3.44,G5240y32)

4, (0,00, 1), [1,2‘-‘2"3]? {1’3-2{2’]

3

5. (-3,0),(22), (l,%]y [3,_4TJE]

6. (-4,0)(0,2), {1,?]3; (-23)

. (0.-v3). (1. 0) [%%]y (%%]

o (58] (58, (a-28)s ()

-3

5 5 5

i 0’3\:{5—6]' (-2,‘3‘5'6], (2@‘5-3!_1] y (-26—3’_5]

2 2 3 3

10,

-5J§-2] [-Evﬁ+10 ] ( 5@-2] [2\;‘2_“10 ]
ll s :_3 » 3: Yy Il
2 5 2 5

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

« PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE APLICACION

1 Una de las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario dice que “Los planetas se mueven en drbitas elipticas,
donde el Sol precisamente se ubica en uno de sus focos™.
Determina la longitud del semieje menor de la 6rbita de Mercurio, si su excentricidad es de 0.206 y su semieje
mayor mide 0,387 unidades astrondmicas (UA),
Solucién
Hl semicje mayor cs a= 0387 y la excentricidad e= < = 0206 :
a
[
0387

Al sustituir en b=+a?—¢* = (0387)" - (0.079722)* =03787 UA

=0.206 -3 c 8079722

2 La tercera ley de Kepler dice que “El cuadrado del periodo p de un planeta es proporcional al cubo de su distancia
media al Sol”, Determina el periodo de Saturno, si su distancia media al Sol es de 9.539 UA,

Solucién
P=d = p=Va@ o  p=y(9539) =29.46 afios
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GEOMETRIA ANALITICA

Ecuacién de una recta tangente a una elipse
Si se tiene una elipse con centro en el origen y una recta tangente en el punto (x;, v,). la ecuacion de la recta esti dada por:

Horizontal: ﬁ+? =1 Vertical: x&x y.,y =1
a

Si se tiene una paribola con vértice (h, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x; y,), la ecuacién de la
recta estd dada por:

x=h)(x=h) (n=k)y=K) _,
a’ b’

x=h)(x=h) (n-k)ly=k) _,
b* 3

Horizontal: (

Vertical: (

Ejemplo
Determina la ecuacién de la recta tangente a la elipse 16x + 25y* —400 = 0, en el punio (3,%].
Solucién

Se expresa la ecuacién en su forma ordinaria;

2
16062 + 252 — 400 = 0 A
' ~Ja 5’ ~ 25716

i Donde a®=25 y #=16

e 1
Al sustituir estos valores y el punto (3, 5
Al simplificar se determina que:

férmula %‘f+%=l. se obtiene:

!E!y
ié]iq. 5 =1
25 16

3x
2

+§=1 33x+5y-25=0

EJERCICIO 37
1. Determina la longitud del semieje menor de la érbita de Neptuno, si su excentricidad es de 0.009 y su semieje mayor
mide 30.06 UA,

2, Calcula la longitud del semieje menor de la 6rbita de Venus, si su excentricidad es de 0,007 y su semieje mayor mide
0.723 UA,

3. Encuentra el periodo de Marte si su distancia media al Sol es de 1.52 UA,
4, Obtén el periodo de Jpiter si su distancia media al Sol es de 5.2 UA.
5. ¢Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la elipse 9x* + y*— 9 = 0, en el punto [—5 i]

2
6. ¢Cul es la ecuacién de la recta tangente a Ia elipse 16x? + 25y — 96x — 100y — 156 =0, en el punto [6,%]?

° Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente »
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CAPTULO 27
HIPERBOLA
PALINDROMIA
: i alindromia son aquellas frases o
‘-m-ﬁ.'zr:“ Pconﬁdodes numéricas que pueden

ser leidas de derecha a izquierda o
viceversa.

A Tl MI AMA IMITA
TU MAMA MAMUT

qicfpran sy Kperisola Un ejemplo de un palindromo numérico es

el gratico de la izquierda, en el cual se ob-

serva que en la zona inferior izquierda se distingue perfectamente una

hipérbola. El eje horizontal da los enteros x y el vertical indica el factor a.
Un punto en el gréfico indica que axes palindromo.

Se observa que la distribucién no es uniforme, aunque se aprecian unas
inferesantes regularidades. Por ejemplo los puntos bastarte equidistantes
para x= 45, x= 101, x= 11 y ofros.
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27 CAFTULO

M
1

PLOS

GEOMETRIA ANALTICA

Definicién

Es el lugar geométrico que describe un punto del plano que se mueve de tal manera que el valor absoluto de la dife-
rencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos, es siempre constante,

PF,-PF, |=2a
Gréfica Elementos
C: Centro
) ) o V, ¥ V,: Vértices
L F,y F,: Focos

B, y B,; Extremos del eje conjugado

V,V, = 2a (eje transverso o real)

FF, = 2¢ (eje focal)

B,B, = 2b (cje conjugado o imaginario)
Condicién: & =& + b e>b, e>a
Excentricidad: e = < (e> 1)

i

2
=2 (lado recto)
a
1, y 1,: Asintotas

&

@+ Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano, cuya diferencia de sus distancias a los puntos fijos
(5, 0) y (- 5, 0), es siempre igual a 8 unidades.

Solucién

Se obtienen las distancias del punto P(x, y) a los puntos fijos (focos),

PF = \[(x-5)' +y* y PR,=(x+5)" +*

¥ se aplica la definicién de hipérbola,

V(x=5) +y7 =[x +5) +y* =8
Se despeja un radical y se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

Jx=57 +y* =8+ [(x+5)+y* = (J{x-s]2 +;.FJz =(E+ﬁl(x+5]2 +y=]2

Al desarrollar se determina que:

(x=5)"+y =64 +16/(x+5)" +y +(x+5) +y = -4J(x+5]2+y2 =5x+16

Ahora al elevar ambos miembros al cuadrado resulta que,

(-4,i'(x+ 5P +y° ]2 =(5x+16) = 16(2 + y* + 10x + 25) = 25¢% + 160x + 256

Finalmente, se simplifica y se obtiene la ecuacién; 9x% - 16y% - 144 =0,
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2 e

Hipérbola
Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de
sus distancias a los puntos fijos (-2, 2) y (4, 2), es igual a 4,
Solucién
Se aplica la definicidn y se obtiene:

Jx+2) +(y-2) = J(x-4) +(y-2)" = 4
Se despeja una rafz y se elevan al cuadrado ambos miembros:
(Vw27 + (=2 =(4+ Jle= 47"+ =27
(x+2) +(y=2F =1 +8/(x6-4) +(y—=2)" +(x-4) +(y-2)’
¥ +dx+4 =16+8,[(x ~4) +(y—=2)" + x> ~8x+16

12x-28=8\[(x=4) +(y-2)
Ix=7=2(x—4) +(y-2)"

(3x-7)° =(2m ]2

Ox2 — 42x + 49 = 452 — 32x + 64 + 4y2 — 16y +16

5x%—dy?— 10x+16y—-31 =0

EJERCICIO 38

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

Resuelve lo siguiente:
1.

Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (-3, 0) y (3, 0), es siempre igual a 4

Encuentra la ecuacitn del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia
de sus distancias a los puntos (-5, 0) y (5, 0), es siempre igual a 6

. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia

de sus distancias a los puntos (0, -7) y (0, 7), es siempre igual a 12

Obtén la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus
distancias a los puntos (0,4) y (0, -4), es siempre igval a 5

. Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia

de sus distancias a los puntos (Jf(}] y(—ﬁ,(}] ,es siempre igual a 4

. Encuentra el lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus distancias

alos puntos (9, 4) y (1, 4), es siempre igual a 6

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano que se mueven de tal manera que la diferencia de sus distancias
alos puntos (-3, 7) y (-3, —3), es siempre igual a 8
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GEOMETRIA ANALITICA

Ecuacién de una hipérbola con centro en el origen

CV, =CV, =a, entonces, V,V,=2aal ser V, un punto
de la hipérbola se tiene que: V,F, —V,F, =2a , por tanto,
la diferencia de las distancias de cualquier punto de la
hipérbola a los dos puntos fijos (focos) es igoal a 2a.

La distancia de B,(0, b) a V,(a 0) es: BY, = \[(a—0)" +(0-b)" =Ja’+b> =c,de donde b2 = c2- &, sea P(x y)
m punto de la hipérbola, al hallar la distancia de P a los puntos fijos F,(c, 0), Fy( —¢, 0) y al aplicar la definicidn
PF, —PF, =2a, se obtiene:

e el +G=0F ~lx=ef +(-0F =20 » (e +y*~{{x=e] +5" =20

Se despeja una radicals y(x+c)’ +y* =2a+(x—=c)’ +y*
Se elevan al cuadrado ambos miembros de la igualdad;

(VerreF+r? ] =40+ daf(x=)"+ 57 [z e 47 ]
P42+ 4y =42 +daf(x—c) +y +P-2ex+ P+ Y
Se despeja el radical y se divide entre 4a:
i BT 5 B AT

Se eleva al cuadrado y se simplifica;

g

—2cx+a’ =x" —2cx+ I +y°

2_12 2 2

B c’-a -

S -x' -y +a —-c’=0 3 —5—x"-y ' =c’ —a’, sedivide entre ¢? - a%
a a

2 2
¥_ >=1, pero b* = ¢? - a%, se sustituye y se obtiene: -{-2-—-;;=1. la cual es la ecuacién de una hipérbola
a

a c'-a
horizontal con centro en el origen.

2 2

De forma andloga para una hipérbola vertical, resulta la ecuacidn: LB

a b
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Hipérbola
Elementos y ecuacién
Hipérbola horizontal
. Ecuacién canénica
x? 2
e
Elementos
Vértices: V(ta, 0)
Focos: F(t¢, 0)
Extremos del eje conjugado; B (0, + b)
Ecuaciones de las asintotas:
b b
Liy=— e
Y a.x Ly ax

Hipérbola vertical
Ecuacién candnica
a b
Elementos
Vértices: V (0, £ a)
Focos: F (0, £ ¢)

Extremos del eje conjugado: B(t b, 0)

Ecuaciones de las asintotas

a a
I,:y=3x liy= 3

Para hipérbolas horizontales y verticales se tiene que:
p— 2
Condicién: @ = @ + b% ¢ >b, ¢ > a, excentricidad; e = £ {e > 1), lado recto: IR = 2
a a

Eje transverso: 2a, eje conjugado: 2b, eje focal: 2¢.
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Dada la ecuacién, obtener sus elementos

EAEMPLOS
_& 1] @+« Determina los elementos y traza la grédfica de la hipérbola, cuya ecuacién es;
i 92— 4y2-36=0
T Solucién
Se transforma la ecuacién a la forma candnica;
9% - 4y?-36=0
Se divide entre el término independiente y se simplifica:
9x2 - 4?=136
93:: -%:% — %-%ﬂ Ecuacitn en su forma candnica.

La ecuacidn representa una hipérbola horizontal de la forma; ;—;-g;ﬂ
De la cual se obtiene el semieje transverso ay el semieje conjugado b:
a*=4 = a=2yb=9 3 b=3
Se aplica la condicion para encontrar el valor de ¢ (distancia del centro al foco):
c=Va +b* =Va+9 =13

Al sustituir: @ = 2, b = 3 y ¢ = +/13 , s obtiene:

Véttices: V (£a, 0) = V(% 2, 0)
Focos: F (+ ¢, 0)= F (+1 ,0)
Extremos del eje conjugado:

B(0,+b)= B(0.£3)
Asintotas:

Liy= %x—>3x—2y=0

Iz:y=—%x—> Ix+2y=0

Eje transverso; VV, =2a = 2(2) = 4

k Eje focal: FF, = 2c=24/13
Eje conjugado: BB, =2 =2(3)= 6

3
Excentricidad: e= < = %

B
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Hipérbola

2 ®e:Determina los elementos de la hipérbola cuya ecuacién es 2 — 4y% + 4 = 0.

Se divide entre el término independiente.

Se simplifican las fracciones,

Ecuacidn en su forma candnica,

Solucién

Se transforma la ecuacién x* — 4y* + 4 = 0 a su forma canénica;
P-dy=4
i
-4 -4 -4
e
_4+ 1 =1
y_x_,
1 4

Es una hipérbola vertical de la forma: f—z—:z—i=l.

Delacual 8= 1y b’ =4 portanto,a= 1y b =2,

Elvalordeces: c=vVa*+b = J1+4 =45 .

Con los valores dea = 1, b = 2y ¢ = /5 , se determinan los elementos y la gréfica,

Vértices: V(0, £ a) = V(0, + 1)
Focos; F(0, + ¢)= F(0, +4/35)
Extremos del eje conjugado:

Bt b, 0)=B(+ 2, 0)
Asintotas

1
Liy= 2* —x-2y=0

1
Iz:y=—5x —x+2y=0

405

Eje transverso; WV, = 2a = 2(1)=2
Eje focal: FF, =2¢=25

Eje conjugado: BB, =2b=2(2)= 4
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hipérbola cuya ecuacién es x” — 8)? = 8,
Solucion

Los elementos son:

Vértices: V(+a,0) = V(+242,0)

Focos: F(* ¢, 0) = F(+3, 0)
Extremos del eje conjugado: B(0, 1)

Asintota /1 y = %x

2
X
8

3 @« Determina los vértices, los focos, los extremos del eje conjugado, la excentricidad, el lado recto y las asintotas de la

Al transformar la ecuacidn a su forma candnica se determina que:

2

P4
=1
1

2 2

La ecuacién representa una hipérbola horizontal de la forma: ‘:— =¥z

bz

a®=8yb?=1,portanto, a = 242 y b = 1, el valor de ¢ se obtiene;

c=vVa@ +b* =8+1=+9 =3

- 2
Lado recto: .tt.|E€=-:'3b—=-—"‘IE
a 2
i 342
Excentricidad: e = §=TJ_

Asintota L: y = —%x

x=22y=0 x+22y=0
EJERCICIO 39
*  Determina los elementos de las siguientes hipérbolas:
: oy
1. T 7. 4*-x-4=0
2 x2-§=1 8, 5 -16x2+400=0
2
% 3"?_§=1 9. 47-9y2+144=0
2
4, ::z_;_f 10, 22—y +4=0
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Hipérbola
Dados sus elementos, obtener la ecuacién
EIEMPLOS
'8. 1 ®@s ;Cuiles la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices y focos son los puntos (+ 3, 0) y (+ 4, 0), respectivamente?
5_ Solucién ¥
[ i

Se localizan los puntos en el plano cartesiano:

FaVa . ViFy X

Y el resultado es una hipérbola horizontal con centro en el origen, semieje transverso a= 3 y semieje focal ¢ =4,
Elvalorde bes: b=ve?-a* =J47-3*=16-9=\T
Los valores dea=3 y b= /7 se sustituyen en la ecuacién —-2—-3"-';=1
Y se obtiene la ecuacidn de la hipérbola;

Ll ol g ga
= ?_1 o T-97-63=0

R =

2 ®¢-Determina la ecuacién de la hipérbola con centro en el origen, uno de sus focos, el punto (243, 0) y el lado
recto 242

Solucién
De los elementos que se tienen resulta que:

2
e=23 y 2i=21f5
a
Se despeja b2 de 1a férmula del lado recto en términos de a:
b =\2a
Se sustituyen en la condicién los valores de ¢ y b2, se simplifica y resuelve la ecuacién,
A=at+ b = {2\."5]2 =a*+2a
12=a%+ \2a
@+ 2a-12=0
(@a+3V2X¥a-2v2)=0

a=-3.2 ya=2~'5
a=2~ff,portantu.
b*=2(22)=4 - b=2

2 2

Se sustituye en la formula Jf?—;;2=13.r$«3i:-bii-;',lrntt:
2 2 2
A A AT
2a) @ 54
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3 @ Determina la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices son los puntos (0, 3), (0, — 3) y lado recto igual a % ;

Solucién
Se obtiene la distancia entre los vértices.
2 = J(0-0) +(3+3)’ =6
6
=5
8 Gt
Si el lado recto es 3 y a=3, entonces;

2
2%=g = b=4b=2
Los vértices son de la forma (0, — a) y (0, a), por tanto, la hipérbola es vertical y para determinar la ecuacién se
2 2
utiliza 25 -5 =1
a b - ol
Al sustituir se obtiene; —=-"—=1

Y finalmente al transformar a su forma general se determina que;
H?-092-36=0 - 92— d4y?+36=0

EJERCICIO 40
I Determina la ecuacién de la hipérbola que cumpla con las siguientes caracteristicas:
1, V0, £3)y F(0, +4) 6. V(+242,0)y F(+ 247, 0)
2, V(+4,0)y F(z5, 0) 7. V,(3,0), V,( -3, 0) ylado recto = %
3. V(0 £6) y F(0, £10) 8. F,(0, Jﬁ].Fz(u, -41) yladnrectu=22—5
4, V(+22,0)y F(+ 243, 0) 9, V,(G.O).Vz(—ﬁ,ﬂ).a:cenuicidad=§
5 V(x1,0)y F(= /5, 0)

10. Centro en el origen, vértice y foco en los puntos (23, 0) y (4, 0) respectivamente y eje conjugado sobre el eje de
las ordenadas.

11, Centro en el origen, eje focal sobre el eje de las ordenadas y Ia longitud de su eje conjugado y lado recto v20 y
%JE , Eespectivamente.

12, Centro en el origen, eje transverso igual a 4 y sobre el eje de las abscisas, y una de sus asintotas es la ecuacitn
J_3x—2y=0

13. Centro en el origen, eje conjugado sobre el gje de las ordenadas, lado recto 2+/3 y excentricidad %
14. Centro en el origen, eje transverso sobre el eje de las ordenadas, lado recto %Jﬁ_ yexcentricidad ?

15. Asintotas las rectas 4x + 3y = Oy 4x — 3y = 0, eje imaginario igual a 8 unidades (dos soluciones).
Jio

16, Extremos del eje conjugado B, (0, 1), B,(0, - 1) y excentricidad ¢ = 5

17. Eje focal sobre X, eje conjugado +20 yla longitud de cada lado recto %

18, Pasa por los puntos (13-4] y(—?ngl_,-E],ejeuansverso sobre el eje X.

19. Pasa por los puntos (6,2+3) ¥(9,4v2), eje conjugado sobre el eje ¥.
o Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente »
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Hipérbola

Ecuacién de una hipérbola con centro en el punto (h, k)

¥4

¥4

L)

o

o

Para una hipérbola horizontal con centro fuera del origen en el punto {(h, k), se hace una traslacién de los ejes XY al

Seanx’=x-h y'=y -k, la ecuacién de la hipérbola en el nuevo sistema de coordenadas es;

punto C(#h, k).
x'|2
=
Al sustituir x’, ¥’ en la ecuacion se obtiene;
(x=n)" _
aZ
Del mismo modo se obtiene la ecuacidn de una hipérbola
(y-k) _
az

12

y

b:

(r=k) _
»
vertical con centro (h, k) fuera del origen:

(x=h)"

bz

1

=1

Al simplificar se obtendrd una ecuaci6n de la forma Ax*> + Cy? + Dx + Ey + F = 0,donde A y C varian en signo.

Elementos y ecuacién
Hipérbola horizontal

YA

Ecuacién ordinaria
G-n) O-k) o
a’? b?
Elementos

Vertices: V (hta, k)
Focos: F{h e, k)

Fs|
R

..........

I

Extremos del eje conjugado;
B(h, k+b)
Ecuaciones de las asintotas;

Liyv-k= E(x—.':l)
a

409
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GEOMETRIA ANALTICA
Hipérbola vertical
YA
o =5
Ecuacion ordinaria
-k’ =h?
a’ b?
Elementos

Veértices: V(h k ta)
Focos: F(h kxc)
Extremos del eje conjugado
B(h+b, k)
Ecuaciones de las asintotas

Il:y—k=-g(x—h)

Iz:y—k=——::{x—h}

Para hipérbolas horizontales o verticales se tiene que:

Condicién: @ = @ + b% ¢ >b, ¢ > a, excentricidad; e = E (e > 1), lado recto: LR =

Ecuacidn general de la hipérbola;
A+ Cy'+Dx+Ey+F=0

Con A y C de signo contrario,
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Hipérbola

Dada la ecuacién obtener sus elementos

EAEMPLOS

2 1 @+ Determina los elementos de la hipérbola cuya ecuacion es: 4y* — 9x2 + 8y — 54x-113 = 0,
E Solucién

ur 4y? + 8y - 9x? — 54x = 113

4y +2y) - 9% + 6x) = 113 Se factorizan los coeficientes de los términos cuadréticos,

AP+ 2y + (1P -902 + 6x + (3% = 113+ 4(1)*-9(3®  Se completa el trinomio cuadrado perfecto.
AP +2y+ 1) -9+ Gr +9) =113 + 481

My+1)2-9(x+ 3% =36  Sefactoriza,

Se dividen ambos miembros entre 36 para obtener la ecuacién en su forma ordinaria.

a(y+1) 9(x+3)° 36 (y+1)° (x+3) o7
36 36 36 9 4

Es una hipérbola vertical de elementos:
Centro (-3, - 1;a= V9=3 yb= V=2

Elvalorde ces: c =va*+b* =J/9+4 =13
Los elementos se obtienen al sustituir;

Veértices: V(b k+ a)
V% 1a =40
Vy(-3,-1-3)=(-3-4)

1 Focos: F(h kt ¢)
F(-3-1+13)=(-3,26)
F,(-3,-1-V13)=(3,4.6)
Extremos del eje conjugado: B (h +b, k)
B/(3+2-1)=(1,-1)

X B,(-3-2,-1)=(5,-1)
Lado recto: LR_E_@_E
a 3 3

Eje transverso; V,V,=2a=2(3)=6

Eje focal: FR=2c=2V13
e conjugado: B,B,=2b=2(2)=4
E]

3

Excentricidad: e=S<=
a
Asintotas

3
lpy-k= %(x—h)—ﬂ,:}w 1= 5(x+3}—>3x—2y+?=0

3
Liy-k=- S(x—h)—ﬁz:}w l=-> G+ 34241120
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2 ®e-Reduce la ecuacién de la hipérbola a su forma ordinaria, determina sus elementos y grafica la curva,

58 4y’ 10x+ 24y -51=0
Solucién
S5x? —dy? — 10x+ 24y-51=0
5(x* - 2x) - 4(y* - 6y) =51
52— 2+ 1) —4(*—6y+9)=51 +5-36
50— 12— 4(y—3)2=20

(x=1)° (-3’ ; -
T-T=l Ecuacidn en su forma ordinaria,

H centro, el semieje transverso y el semieje conjugado son;

C(L,3)a=a4=2 yb=+5

Elvalordeces: c=va' +b* =J/4+5=.9=3,
Se obtienen los elementos sustituyendo los valores anteriores y posteriormente se grafica;

Vértices: V(hta, k)
V,(3,3)Vy(-1,3)

Focos: Flhtc, k)

F (4,3) Fy(-2,3)

Extremos del eje conjugado: B (h, k +b)
B,(1,5.2) B,(1, 0.8)

o 2
Lado recto: LR=E-=~2—(2§1=5
a

Eje transverso: V.V, =2a=4

Eje focal: FF,=2c=6

Eje conjugado: BB,=25=25

Excentricidad; e=S =
a

R

Asintotas
Liy-3= %(x-— 1) V5x=2y+(6-45)=0

Liy-3= —%(x— D) — VSx+2y-(6+5)=0
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Hipérbola

EJERCICIO 41
Determina los elementos de las siguientes hipérbolas:

1. (x+3]i _(}'_4]i =1
25 9

2
% "”I-(x+1]2 =

2 2
5 ¥ _2)

9 4
4, -4 2% +16y-7=0

5. 9¢2 -4+ 18x- 24y +9=0
6. 9x2 - 16y" + 36x +32y— 124 =0
7. 42 -9y _dx + 18y - 44 =10
8. 4x’ -y + Ux +40=0

9, -y -x+y+4=0

10, 42—y —4y-40=0

11, -y —6x-dy+4=0

12, 9x2 -y -36x-dy+41=0
13, 4x2-9%? - dx + 6y-36=10
14, x2-2y" - 8x+ 12y-10=0
15. 6x* -5+ 12x-30y -9 =0
16, 3x2 -4y + 24x -8By + 32 =0
17. 222 —dx + 20y-58=10
18, 22—y’ + 1dx -2y +46=0
19. 2x2-y + 28x -2y +95=0
20. 4x2-3" + Bx + 30y -83 =0

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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GEOMETRIA ANALTICA

Dados sus elementos obtener la ecuacion

EJEMPLOS
_E ] @+ Determina Ia ecuacién general de Ia hipérbola cuyos vértices son los puntos (-2, 3) y (6, 3), un foco se localiza en el
E_ punto (7, 3).

id Solucion

Se localizan los puntos en el plano:
¥
7 (SR A
x

Se obtiene el centro C(2, 3), el valor del semieje transverso ¢ es la distancia de cualquier vértice al centro y el valor
del semieje focal ces la distancia del foco al centro, es decir:

a=dyc=5
Pura determinar b se sustituyen los valores en la condicién;

b=y —a’= (5] —(4) =\25-16 =0 =3

Es una hipérbola horizontal, por tanto, la ecuacidn es del tipo: {x=hy k} (:" b’k]
Se sustituyen C(2, 3), a=4yb=3;

L“(_;.]f]i_ﬁ(i]gﬁ LT Q—S-L 1 Ecuacidn en su forma ordinaria,

Se obtiene la ecuacidn en su forma general;

2
Se multiplica la ccuacidn por 144, 144[(*‘1:] b’;"*] =1]
Se desarrollan los binomios, 9(x - 27 - 16(y -3y =
Se multiplica y simplifica, 9(x? —dx + 4) - 16(y* - 6y + 9) = 144

9x? — 36x + 36 - 16y% + 96y — 144 — 144 =0

La ecuaci6n general es; 9x? - 16y” - 36x + 96y -252= 0
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Hipérbola

2 ®+:Determina la ecuacién general de la hipérbola cuyos focos son los puntos (-2, 3), (-2, -5) y su lado recto %.
Solucién
Se grafican en el plano cartesiano los elementos conocidos:

- Y
tFy

— b — i+
+C i X
in 4

Se obtienen las coordenadas del centro y el valor del semieje focal c.

C(-2,-1)yc=4
— 26 14
Elladurectuaslﬂ=-£’-—=?,sadcspejab2:
a
W 14 o 0
—a— = b ==
a 3 3‘:1

Se sustituyen c =4 y b’ =ga en la condicién y se resuelve la ecuacién.
2_ 2 2 2_ 2 7
c=a’+b’ > (4) =a +39

T
16=a"+=a
3

0=32+ Ta-48
(Ba+16)a-3) =0

De 1a ecuacidn a= 3, el valor del semieje conjugado es:

b’=§a - b"=%(3]='? = b=+7

La hipérbola es vertical, la ecuacion se obtiene al sustituir las coordenadas del centro y el valor de a y el valor de b
I A
Cod b

Forma ordinaria; Ky—;—lz—ijlfﬁﬂ

Forma general; 7y? — 9x? + 14y - 36x-92 =092 -7y? + 36x- 14y + 92 =0
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EJERCICIO 42

2

10,

11,

12,

13,

14,

1.

Determina las ecuaciones de las hipérbolas que cumplan con las siguientes condiciones:

Fy(5, 1), Fy(=5, 1), V3, 1), Vy(=3, 1)
Fi(-4 5), Ff—4 =T, V(- 4, 4), V(- 4 -6)
F(7,-2), Fy=3 -2, V,(6,-2), V(-2 -2)
F((1,6), Fy(1, 0), V,(1,5), V,(1, 1)

F|(8,2), Fy(-2, 2) y excentricidad e =

=t

F((-3,3),F(-93)yLR=5
Fy(~23),F\6,3) yLR = 12
4

Extremos del eje conjugado, los puntos ( ~1+7 , 3) y (=-1=+7, 3), e = 5

6
Eje transverso paralelo al eje de las abscisas, excentricidad igual a % . vértices, los puntos (4-2v2, 3) y
(4+242, 3)

Longitud del lado recto igual a %JE y extremos del eje conjugado, los puntos (—2++/5, - 3) y (2=+/5,-3)
Longitud del lado recto 3y focos en los puntos (=4 + 7, — 1) y (<4 =7, - 1)

Centro en (1, 3), eje transverso paralelo al eje X, excentricidad e = % yLR =

[ R}

Los extremos de un lado recto son los puntos [-l —g, 4] ¥ [—1+$, 4] las ecuaciones de sus asintotas,

las rectas 5x+2y+5-2=0 y V5x-2y+5+2=0

13 3
Eje transverso paralelo al eje X es igual a 4, excentricidad e = % y pasa por los puntos (-4, 1) y [l, l+51f§]

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente s « « « ¢ o o o o o ¢ 0 o o o
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Hipérbola

Casos especiales

Existen ecuaciones que no precisamente representan una hipérbola y que s6lo son un par de rectas concurrentes,

EIEMPLOS

2 1 @ Determina si la ecuacién x* — 4y? — 2+ 1 = 0 representa una hipérbola o dos rectas concurrentes,
E_ Solucién

iu

Al transformar la ecuacidn a su forma ordinaria se determina que:
oy -x+1=0 - 2--4HP=-1 = (@ +D)-4P=-1+1
(x-12-4(y— 072 =0
La ecuacién es una diferencia de cuadrados, la cual se factoriza,
(- +2(-0] [x-D-2(y-0)]=0 >  [x—1+2y][x-1-2]=0
Se igualan con cero cada uno de los factores y se obtienen las siguientes rectas;
x+2y-1=0, x-2y-1=0

La representacién gréfica es:

\ x=2y=-1=0

v

x+2y-1= 0
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2 ®e: Cuil es el valor de K para que la ecuacién x? — 4y? + 4x+ 24y + K = 0 represente un par de rectas concurrentes?

Solucién
Se transforma la ecuacidn a su forma ordinaria;
Xl dx+ Uy + K=0—5 -4y +dx+ 24y=-K
@& +40) -407-6) = - K
(P +dx+4)-432-6y+9)=-K+4-3
(x+ 22— 4(y-3P=-K-32
Para que la ecuacidn represente dos rectas concurrentes, el segundo miembro de la ecuacidn debe ser cero:

-K-32=0
-K =32
K=-32
Se sustituye el valor de K = - 32 en la ecuacién (x + 2)* - 4(y-3)?= - K - 32,
(x+ 2P -4y -3 =0

[x+2)+ 2y 3)] [(x +2)-2(y-3)] =0
(x+2y-4)(x-2y+8)=0
Las ecuaciones de las rectas cuando K = —32, son;

x+2y-4=0
x-2y+8=0
Grdfica: g
EJERCICIO 43
E Determina el valor de Ken las siguientes ecuaciones para que representen un par de rectas concumentes.
© L 94 18r+8y+K=0 7. 252 - 452 100x + My + K= 0
: 2, 22—y +dx+dy+K=0 B Y¥-dxl+24x-2y+K=0
© 3, 04 5d—yY+dy+K=0 9. P-yP-Z-2+K=0
4, 3x2-2y -2x+2y+ K =0 10, 92 —4s® + 16x-18y+ K =0
5 X2-122-2%+K=0 11, 2-4y2-dx-24y+ K=0
6, 4x2-3y’-Bx + 6y + K =0

Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente . « « v v 2 v o 0 v 0w ol
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CATuO 27

Hipérbola

Ecuacién de una recta tangente a una hipérbola en un punio cualquiera
Se tiene una hipérbola con vértice en el origen y una recta tangente en el punto (x; y,), la ecuacién de la recta estd

cada por:
Horizontal; @-gﬂﬁl
Vertical; y“y Rt
a b
Se tiene una hipérbola con centro (h, k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (x; v,), la ecuacitn de la
recta estd dada por:
HDIiZDH!a]: {xl}_h:lz{x_ h] _(yl}_kb]z{y_k] =1
Vosilial {y.,—klz(y—x]_(xu—nj;(x—n]=1
a
E‘:I’EMPLOS 7
@+ Determina la ecuaci recta tangente a pse Tx2— 9y?-63 =0, en el punto | 4,—
_8.1 Determina la ién de la la elipse 7x2— 9y*—63 =0, en el 43
§ Solucién
M Se transforma la ecuaci6n a su forma ordinaria:

2
TR-9y-63=0 - Tx-9y% =63 > %-%:1 Es una hipérbola horizontal,
oY _

Entonces a2 = 9, b? = 7, se sustituyen estos valores y el punto en la férmula; ~2- 5
Cl

2
=[x
@lilﬂ—} A2 W qon 5 B Y o0 a9
9 9 21 9 3

)

¥ dx-3p-9=10

[ of 2
Ll
(4

Por consiguiente, la ecuacidn de la recta tangente es: 4x—3y-9=0.

2
2 oo Determmalaacuacldndelamclatangentealaehpsa(x 2 =~ =1,enel punto ?,2 ;
16 9 4

Solucién
De la ecuacion-——— (x=2)" {y 3) =1, se obtiene que C(h, k)= (2, 3), =16 y b*=9, se sustituyen estos datos y

16
el punto (x;, y,)= ( 4] (%= ”‘3(" h) (J’n *;]z{y k) _1

(7- 21]? 2) [—-39](_-,. i 1—}¥-%3=1—>5x—4y—14=0

Por consiguiente, la ecuacidn de la recta tangente a la hipérbola es: 5x -4y - 14 = 0,
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27 CAPTULO

GEOMETRIA ANALITICA

EJERCICIO 44

Resuelve lo siguiente:
1. Determina la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola 9x? - 16y* - 144 =0, en el punto [-5,—%]

2. Obtén la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola 25x2 — 9y?+ 225 = 0, en el punto (%-Ja_ ]

3. Determina la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola cuya ecuacién es: 9x2— 16y?— 36x + 160y - 508 =0 en el
11
-3, —
punto ( 4]
4, Obtén la ecuacitn de la recta tangente a la hipérbola 5x% — y* — 4x — 2y+ 24 = 0, en el punto (0,-6)

5. Determina la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola cuya ecuacion es: x? — 17y + 4x+ 102y — 166 = 0, en el
punto (- 19, 7)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluci correspondiente »
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CAPITULO 28
ECUACION GENERAL DE CONICAS
. —t srabismo es foda situacién en que los
L S— - ejes visuales no se cruzan sobre el ob-
e T : ieto que se mira.
- — : =/ El ojo realiza movimientos de rotacién y de
N Estrabismo o dislexia i ;

N Fodic mzjm biE fraslacién, pero para su fratamiento sélo se

estudian los de rotacién, ya que los de tras-
lacién son despreciables, el estudio se basa Gnicamente en los ejes de Fick
[son los ejes de rotacién).

Los ejes que pueden pasar por el centro de rotacién [uno para cada movi-
miento), en el que el eje Y anteroposierior coincida con el eje visual y los
ejes Xy Z estén contenidos en un plano perpendicular al eje Y en el centro
de rolacién.




28 CAriTuLO

GEOMETRIA ANALTICA

Rotacién de ejes

En el sistema de ejes coordenados cuando los ejes rotan un dngulo «, manteniendo fijo el origen, los puntos P(x, y)
se transforman en P (x', ¥”), a esta transformacidn se le llama mracidn de ejes. Los puntos estdn relacionados con las
siguientes ecuaciones: :
x'=x cos @+y sen a
y'=ycos a@—x sen &
En la figura,
x=0D-CD;y= AP +AC

Pero CD = AB y AC = BD, entonces

x:ﬂD—E;y: AP +BD .
En el tridngulo PAB - o ¥a
sen o A8 cos a At
T =% : Pix, v
X
w3 ¥ T T PGY)
AB =y’'sena, AP =y'cos @ P v
En el tridngulo ODB 4 P e
. = e £ 8
sena=— ;co05Q= — I
x x eoN o
BD =x'sena, OD =x'cosa A B
Luego, al sustituir en x= OD~AB;y= AP+BD %
, P o : .
x=x"cosa—y'sen &; - »
. 0 € b ®
y=y'cosa+x'sena
Al resolver el sistema se obtiene:
X'=x cos a+Yy sen &
y'=yecos a—x sen a
EAEMPLOS
'ﬁ, ] @@= Un sistema de coordenadas se rota 45°, Determina las coordenadas del punto A(— 1, 2) referido al nuevo sistema
E. - wordenado X’ ¥,
i Solucién

Para determinar las nuevas coordenadas (x, y°) se utiliza: x° = x cos @ + y sen o, y* = y cos & — x sen o
Como el dngulo a rotar es de 45°, se precisa que:

1 1
45° = 45° =
sen N ¥y cos B

Al sustituir en las férmulas, se determina el punto en el nuevo sistema coordenado XY,

1 1 1 2 N L N 1
S AR Ty Y e =g g RN SR

1 ,_ 3
¥ Y=

De aqui se deduce que las coordenadas del punto A(- 1, 2) en el nuevo sistema de coordenadas

son; A(%%]
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Eeuacién general de cénicas

Angulo de rofacion
Para determinar el dngulo de rotacidn, el cual elimina el termino xy, se sustituyen las ecvaciones:
x=x"cos @—y'sen & ; y=x'sen a+y'cos &

en la ecuacién Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey + F = 0, como a continuacién se ejemplifica:

EJEMPLOS
2 1 ®¢ Determina el 4ngulo de rotacién de los ejes necesario para eliminar el término xy de la ecuacién,
E. Tx2-6 3 xy+ 13y2= 16
w
Solucién

Se sustituyen las ecuaciones de rotacidn;
x=xcosa-y sena;y=x"sena+y cosa
& cosa—y sen o — 63 (¥ cosa—y sen a)x’ sena+y cos @)+ 13(x’ sen @+’ cos af= 16

Se desarrollan y se reducen los términos semejantes;

(7 cos* @— 63 sen a cos @+ 13 sen® a)x'+ [12 sen a cos a— 63 (cos® @ —sen® a)] x'y’

+(Tsen*a+ 63 sen @ cos a+ 13 cos® a)y'?= 16
Para eliminar el término en X"y, se iguala con cero el coeficiente de dicho término y se despeja el dngulo .

12 sen @ cos @ — 63 (cos® @ — sen’ a) = 0—> 6 sen 2o — 63 cos 2a =0

yal dividir entre cos 2e, se obtiene:
ian 2a= 3 —2a=60°
Finalmente, el dngulo o= 30°,

En el ejemplo anterior se observa que determinar el 4ngulo de rotacién de los ejes es un tanto laborioso, no obs-
tante, una forma prictica es tomar los coeficientes de los términos cuadriticos y el término xy de la ecuacidn general
de segundo grado:

Ax’+ Bxy+ Cy*+ Dx+ Ey+ F=0
Y sustituirlos en la ecuacidn:
tan 2a = E
2 ®¢- Determina el dngulo de rotacién de los ejes necesario para eliminar el término xy de la ecuacién,
132 + 23 xy+ 157 =36

Solucién
Los valores de A= 13, B=2+/3 y C= 15 se sustituyen en la formula:

28 2B R e B e

e T S

Por consiguiente, el dngulo = 30°,
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GEOMETRIA ANALTICA

Transformacién de la ecuacién general de segundo grado

Para transformar la ecuacién Ax®> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0, a otra que carezca del término xy conociendo el
angulo de rotacion e, se sustituye dicho dngulo en las férmulas:
x=x'cosa-y'sena;y=x"sen a + y'cos &
¥y éstas a su vez en la ecuacion, desarrollando y simplificando los términos resultantes,
Ejemplo
Transforma la ecuacién x2 — 2y + y2 + 2x — 4y + 3 = 0, cuando se giran los ejes un dngulo de 45°,

Solucién
Debido a que el dngulo de rotacidn es de 45°, se determinan las ecuaciones de rotacion,

x=x"cos45° -y sen 45°=%;y=x’ sen 45° +y cos45° = xjg

Se sustituyen estos valores en la ecuacién dada, el resultado es:

(7T ) Ao
Al desarrollar y simplificar se obtiene al final:

X228 -32y+3=0

EJERCICIO 45

Rota las siguientes curvas a los dngulos indicados.

1, x2=2xy +y? - 2 -2y = 0; @ = 45°

2, 132 + 243xy + 1557 - 48 = 0; @ = 150°
3, 2+ 23y -y -8=0; 2 =120°

4, 32+ 2\3xy + - 2% +2\3y = Ga=30°

5 32+ 2y + 32 -8/2x-6 = 0; @ =135°

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@s + + « s v s s 5 o
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Eeuacién general de cénicas

Transformacién aplicando las identidades frigonométricas

Para transformar la ecuacién Ax® + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0 a otra que carezca de término xy se utilizan las
siguientes formulas:

1an 2o ZE
Y las identidades trigonométricas

ms2a=~—-!-—'senas= J—l—wsﬁa T 1+ cos 2a
Jan®2a+1° 2 ’ Vo2

Como se muestra a continpacion:

@+ Mediante una rotacién de ejes elimina el término xy de la ecuacién 3x? + 3xy —y* =9,

Solucién
Se determinan los valores A=3, B =3 y C= - 1, para determinar ran 2a y el resultado se evalia en la férmula de
cos 2o
Vian® 2 +1 J[g]z
I +1

A-c 3-(-1) &
Luego, con la aplicacidn de las siguientes férmulas se encuentran los valores de seno y coseno:

]. i 1+ i
sen a— l-cos2a 5) 1 . cos o= l+cos 2a 5) 3
TN 2 - 2 Jwe Y 2 Y 2 T Vio

Las ecuaciones de rotacidn son:

x=x [i.] Ly [H -y _x.(_l_] . (__3_] _ x4y
Jio) U \Ve) T Ve T\ Te) TV (e T Vo
Estas ecuaciones se sustituyen en la ecuacién de la cdnica,
S(Sx‘—y']z+3[3x‘—y‘](x‘+3y‘]_[x'+3y']2_9
Jlﬂ 510 ;10 Jlt}
Se desarrollan las operaciones y se simplifica para obtener finalmente la ecuacidn,

?x12_3y12= 18
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GEOMETRIA ANALTICA

2 ®¢:Mediante una rotacién de ejes elimina el término xy, e identifica la naturaleza de la curva de ecuacién:
32— 2xy+3)°=8
Solucion

Al comparar con la ecuacién general se determina que A =3, B=-2 y C=3, como A = C, entonces ¢l dngulo de
wtacion es de 45°; por tanto, las ecuaciones son;

x=x"cos45° -y’ sen45° =

y=x"s5end5° +y' cosd5" =

Se sustituyen en la ecuacion 3x% — 2xy + 3y? =8,

1 12 1 ' ' 1 ¥ v 32
x ¥ X Yy EAN AN
| =-==]|-2| =-=—=||F=+=—=]| +3| =+==| =8
[JE JE] [JE ﬁ}[ﬁ*ﬁ]* [JE+J5]
Abora, al desarrollar y simplificar, se encuentra la ecuacion de la curva sin término en xy.

xﬂ x1y| y.: x12 yqz xqz quq y.z
3{T—2 T +T -2 T—T +3 T'I-Q T +T =8

ST e 0 (e 2 T T
3{2—J:y+2 -2 55 +3 2.+x_)a'+2 =8

12 2 12 12
£~-?ur‘y‘+g‘*"'—-x"ﬂy‘z+§—x—+3@:‘;,v‘+H'L=I!
2 2 2
12 W2

24 4y2=8

Finalmente, la ecuacién es: x'2+ 2y*2= 4, Ia cual representa una elipse,

EJERCICIO 46

Transforma las siguientes ecuaciones a otra que no contenga el término xy.
L 2y=1
 P-2y +y -8J2x-8\2y=0

72— 633y + 13y2 - 83 x + 16x— 8y -16+/3y + 16 = 0

"

(o]

L

4, 2+ 23y + 32+ 6x-2J3y=0
5 x2+23xy-y-4=0
6. 13— 10xy + 132 + 16x + 16y - 56 = 0
7. P24xy+y+dx-6y+5=0
B 5x2+dxy+2y2-20x + 10y =0
9. x-2xy+y*-20x+ 10y =0
10, X2+ dxy + 2 24x— 24y + 104 = 0
@) Verifica tus resultades en laseccién de soluciones correspondiente s « « « + o v vt bttt
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Eeuacién general de cénicas

Transformacién de la ecuacién de una cénica por rotacién y traslacién
de los ejes

Para analizar geométricamente una ecuacién de la forma;
A +Bxy+ Cy*+Dx+Ey+ F=0

sin muchos problemas, ésta se reduce con una rotacidn y traslacion de ejes.

Al realizar la rotacién de ejes, ésta orienta los ejes coordenados en la direccidn de las conicas elipse e hipérbola,
y la traslacidn de ejes lleva al nuevo origen al centro de las mismas, En el caso de la pardbola, al rotar los ejes, uno de
ellos es paralelo al eje focal y la traslacidn lleva al nuevo origen al vértice,

EAEMPL‘OS o
.8. 1 ®@+-Mediante una rotacién y traslacién de ejes, reduce y grafica la ecuacién:
i

5257+ T2xy + T3y% + 160x+ 130y +25 =0

Solucién
Se realiza la rotacién de ejes.
Se aplican las férmulas para encontrar el valor de sen @ y cos a, entonces,

B 72 72 24 24
fan = —— = ——— = — = — = ——
A-C 52-73 =21 -7 7

Luego 2a e II cuadrante

cos 2a=- 1 == 1 =— 1 =_L=_L=_l

Vian?2a+1 uy,, [T, [625 25 25
= 49 49 7

Por tanto,

7
2= ——
cos 25

Luego, con el valor de cos 2a se determinan los valores de sen ay cos a:

- (LA B
wre % L3RR

Por consiguiente, las ecuaciones de transformacién para rotar son;

I'..\-'!

3 4 Ix'-4y
x=x’cosa—y’sena=§x’—§y’ xs L
= a+y c:r—ix’+E Wt
y=xsena+y cosa= ¢ Y= 5

Luego, al sustituir en la ecuacion:

52324 T2xy + T3y% + 160x+ 130y +25 =0
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GEOMETRIA ANALITICA
Se determina que:
1 12 L] L] ] 1 132 L} 1 1 (]
5o XAV g XY ) [ BN g AV gof DY )y p30 XE ) 4050
5 5 5 5 5 5
La cual, al simplificarla resulta;
424y 48 -2y +1=0
Luego se realiza la traslacion de ejes.

Se sustituyen,
X=x"+hy=y"+k

En la ecuacién 4x2 + y"2 + 8¢ -2y’ + 1 =0
407 + hP+ (77 + K7+ BG7 + 1) - 207 +K)+ 1=0
Se desarrollan las operaciones
A"+ 227h+ B+ (Y2 + 27k + kD) + B + ) - 207 +K)+1=0
G2+ Bh+ 407+ "1+ 2 Y7k K24 Bx” 4 Bh-2)7 — 2+ 1=0
472+ y" 2+ 8x"h+ 837 +2y"k- 2" + 47+ K+ 8h - 2k+1=0
4724y 4 (B i+ 8) X7+ (2k—2) y” + (4 + K+ 8h—2k+ 1) =0
8h+8=0—>h=-1
%-2=0-=k=1

Por tanto, el nuevo origen es el punto 0™ (- 1, 1)
Al sustituir los valores de h y k, la ecuacién se reduce a:

dx"? +y”z_ 4=0

" - Y“ o X"
52+ T2y + 737 + 160x + 130y +25=0 | o
Fa x
r
& A+ y?+ B -2 +1=0
LN ¥ 1.
¥ 'Y._\x o]
., Vi

53° 7" 48"
]
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Eeuacién general de cénicas

EJERCICIO 47

1

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente «

2.

3

Mediante una transformacién de coordenadas, simplifica las siguientes ecuaciones.

-2y + Y -82x=0

5x2 + 6xy + 52— 164/2x 3242y + 96 = 0
132 - 10xy + 137 + 44/2x ~28/2y + 8=0

. 5x2—26xy + 52 —70\2y +38/2x + 202 =0

.+ 23y +3y7-8(1+243)x + 8(2-43)y-112=0

- 3223y + 7+ 12(14+3) x-12(1-3) y+ 12=0

C 22+ 23y -2+ 8 3x +8By+50=0

R+ 2y + 1042x ~1442y +2=0

72+ 633y + 132 + 4(8+3)x + 4(83-1)y+52=0

Identificacién de una cénica

Una forma de conocer la naturaleza de la ecuacidn;
Ax* 4+ Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0,

es realizar una rotacion y traslacién de ejes, pero esta transformacién es muy laboriosa,
Otra forma de identificar su naturaleza, sin tener que realizar la transformacién es sustituir los coeficientes de la
ecuacidn general en la expresidn;

I=B*-4AC
Que recibe el nombre de mvariante o indicador,
Caso L: si se elige un dngulo @ de modo que B = 0, entonces:

© SiA o C = 0 la ecuacitn representa una pardbola.
& SiA =2 Cy de signos iguales la ecuacidn representa una elipse.
© SiAy Ctienen signos contrarios la ecuacitn representa una hipérbola,
Caso IL: si B = 0 la ecuacion Ax> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = (, representa una cénica no degenerada si:
© B? - 4AC = 0la ecuacién representa una pardbola,
© B’ - 4AC <0 la ecuaci6n representa una elipse.
© B? - 4AC >0 la ecuacitn representa una hipérbola,
Una curva degenerada es aquella que representa;
© Dos rectas concurrentes.
< Un punto,

© Dos rectas paralelas,
& Una sola recta,
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GEOMETRIA ANALITICA
EJI’EMPLOS
2 ] @+ Determina la naturaleza de la conica x? — dxy + 3y + x— y+4 =0,
5 ! Solucién
E De la ecuaci6n se obtiene:
A=1,B=-4yC=3
Al sustituir en el indicador:
I=RB?—4AC
I=(-4’-41)3)=16-12=4
De acuerdo con el indicador />0, por tanto, la curva representa una hipérbola,
2 @9 ;Qué conica representa la curva x2 + 2xy + )2 + 4x + y—20 =07
Solucién
De la ecuacion se obtiene:
A=1,B=2yC=1
Al sustituir en el indicador
I=QP-41)X1)=4-4=0
De acuerdo con el indicador /=0, la ecuacidn representa una pardbola.
3 @+ Cuil es la naturaleza de la conica 2x? - Txy + 8y? - 5x - 10 =07
Solucién
De la ecuacidn se determina que:
A=2,B=-TyC=8
Al sustituir en el indicador,
I=(=TP-4(2)8)=49-64=—15
De acuerdo con el indicador /<0, 1a ecuacién corresponde a una elipse,
EJERCICIO 48

Determina la naturaleza de las siguientes cénicas no degeneradas.
L 2-xy+y-2-2y=0

s e e

2, 1322 +243xy + 152 -48 =0

3 2-23xy-y*-8=0

4 32+23xy +y* -2 + 23y =0

5 322+ 2y + 3y —8J2x -6 =0

6. 3x2-6xy + 32 -8\2x-8/2y=0

7. 132 - 10xy + 13y% + 16x + 16y - 56 = 0
8. 5x2+44xy+2y2-20x+ 10y=0

9. 2x%—dxy + 2y" - 40x + 20y =0

10, 22+ dxy + y2— 24x - 24y + 104 = 0
o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@s « « « s o o o o 0 o 0 v o o s
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Eeuacién general de cénicas

ldentificacion de conicas degeneradas

Son aquellas que de acuerdo con el indicador representan una paribola, elipse o hipérbola; sin embargo, al realizar un
cespeje se obtienen las caracteristicas para determinar la naturaleza de la ecuacion, Las curvas degeneradas represen-
tan un punto, dos rectas concurrentes, dos rectas paralelas o sélo una recta.

EJEMPLOS .

2 1 @ Determina la naturaleza de la c6nica 9x% — 6xy +y? — 12x + 4y + 4 =0,
E Solucion

™ De la ecuacidn se obtiene;

A=9,B=_6yC=1

Al sustituir en el indicador,
I=(-6P-49){1)=36-36=0

Por tanto, la ecuacidn representa wna pardbola,
Sin embargo, al factorizar la ecuacidn,

92— bxy+ ¥y — 12 +dy+4 =0 Bx—yP-4B3x-y)+4=0
(Bx—y-2P=0
Ix-y-2=0
Lo que significa que la ecuacidn representa una linea recta, en este caso se le denomina curva degenerada.

2 ®e-Encuentra la naturaleza de la c6nica 3632 — 24xy + 5y? - 12x+5 =0,

Solucién
Se utiliza el indicador, /= B> - 4AC,s5i A=36,B=-24y C=5

= (- 242 4(36)(5) =576 — 720 =— 144

De acuerdo con el resultado I < 0 y la curva representa una elipse; sin embargo, al resolver la ecuacion de segundo
grado con incognita x se tiene:

367 +(— 24y — 12+ (57 +5)=0
Donde,

 ~{(-ay-12)2 [(24y-12)’-4(36)(57+5)  (2y+1)#(y-2)V=1
a 2(36) - 6

Se observa que x es imaginario para cualquier valor de y diferente de 2, luego si y =2, entonces la ecuacion representa
5
al punto P(E’2]'
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3 e

(Cuil es la naturaleza de la cnica 3x2— Txy— 6y* — 2x+ 17y 5=07
Solucién
Para la ecuacién A= 3, B=—7 y C=—6, s¢ sustituyen los valores en el indicador y se obtiene:
I=(-77-4(3)%-6)=49+72=121
Por lo que se deduce que 7> 0; esto indica que la curva representa una hipérbola,
No cbstante, al despejar xde la ecuacién 3x?— Txy — 6y*— 2x+ 17y -5 =10
~(=Ty-2)% [(-Ty-2) -4(3)(~6)" +1 y5)
o 203
P Ty+2+ ., /121y" =176y + 64

6

Lo T2y 1y-8)°

6

. Ty+2+(11y-8)
- 6
Por consiguiente,
=2y+5
3

x=3y-1yx=

Hl resultado anterior indica que la ecuacién 3x — Txy — 6y? — 2x+ 17y —5 =0, representa a las rectas concurrentes;
x—3y+1=0;3x+2y-5=0

EJERCICIO 49

LR

1,

oo N ;R RN

10,

Determina la naturaleza de las siguientes cénicas degeneradas.

Paxy-22+3x+6y=0

O+ bxy+ P+ +2y+1=0
M-y + Ve x-2y+1=0

A+ 3y -y + 1% +4y+21=0
I+ xy -2 =0

X+ 100y +2517 -dx-20y+ 4 =0
42 _Bxy+ 57+ 2y+1=0

9x2 + 24xy + 16y* - 12x - 16y + 4= 0
P +xy-6y+ 10y-4=0

4x% + 120y + 9y2-20x - 30y + 25 =0

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondientes « « « s o o o o o 0 0 v v o s
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Definicién general de cénicas

Lugar geométrico que describen un punto del plano de tal forma que la razén de su distancia a un punto fijo y a una
recta fija, siempre es constante,
El punto fijo se llama foco, la recta fija directriz y la distancia constante excentricidad (e).

PE_,
PO
Gréfica
YAL,
Elementos
P F: Foco
Q P: P(x, y)
L,: Directriz
@ punto sobre la directriz
F
P
X

Condiciones:
© Sie =1 el lugar geométrico representa una pardbola,
© 8i e < 1 el lugar geométrico representa una elipse.
@ Sie> 1 el lugar geométrico representa una hipérbola.

EJEMPLOS
.§. 1 @+ ;Cuil es la ecuacién de la c6nica cuyo foco es el punto F(— 1, 3), ecuacién de la directriz x+ 3 = 0 y excentricidad 1?
E_ ' Solucién
iu
Como la excentricidad es igual a 1, la ecuacién a encontrar es de una pardbola,
Se aplica la definicién de conicas:
Distancia del puntoal foco
Distanciadel punto ala directriz

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

v{x"'l]z +y-3)’ i vig -Jx2+2x+l+y2—6y+9 =

x+3 x+3

x4+ 2x+ 14y =6y+9=(x+3)" > ¥+ 20+ 14y’ —6y+9=x+6x+9

Al simplificar se obtiene la ecuacidn:

Y =dx=6y+1=0
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2 @+ Determina la ecuacion de la cdnica cuyo foco es el punto F(3, - 2), ecuacidn de la direciriz 2x - y+ 4 =0
y excentricidad %
Solucién

Como la excentricidad es mayor que 1, la ecuacién a encontrar es de una hipérbola,
Se aplica la definicidn de las conicas:
Distanciadel puntoal foco
Distanciadel puntoa ladirectriz

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

V=3 +0+2) 3 —5(x-3) +(y+2) _3
21’—}:!-4 2 2x-y+4 2
5

Se realiza un producto cruzado,

=25 \[(x=3)" +(y+2)* =3(2x-y+4)

Se elevan al cuadrado ambos miembros,
2
[-2J§ﬁ;'{x-3]’ +(y+ 2]2] —[3(2x-y+4)T
20[(x-3)" +(y+2)" | =9(2x-y+4)’
zﬂ(xz _6]“.9+},-2+-1.:,;-+-':|.]=9|:4.,x2 +y +16 —dxy+ lﬁx—ﬂy]
20x% - 120x+ 180 + 2057 + 80y + 80 = 36x% + 9y” + 144 — 36xy + 144x— 72y
Finalmente, al simplificar los términos semejantes e igualar con cero, se obtiene la ecuacidn:
1652 36xy— 11y + 264x— 152y — 116 =0
3 ®¢:Determina la ecuacién de la conica cuya directriz es la recta x + 3y — 5 =0, focoen el punto F(- 1, 3) y excentricidad %
Solucién
De acuerdo con el valor de la excentricidad la ecuacion de la conica representa una elipse,
Se aplica la definicidn de conicas:
Distanciadel puntoal foco
Distanciadel puntoa ladirectriz

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico, entonces:

WAV AO 2, e )+ -3 =2 33-9)

x+3y=5
V10
Ahora, al elevar ambos miembros al cuadrado y simplificar se obtiene la ecuacién:

[5910\(e+1"+ (=37 ] ~[2(x+3y-5)T
25002 + 2x+ 1 + y2 — 6y + 9) = 4(x7 + 9y? + 25 + 62y — 10x - 30y)
25057 + 250y + 500x— 1 500y + 2 500 = 4x? + 36y” + 24xy — 40x— 120y+ 100
246x7 - 24xy + 214y? + 540x— 1 380y+ 2400=0

Por consiguiente la ecuacion es:
123x% - 12xy + 107y? + 270x - 690y + 1 200 = 0
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EJERCICIO 50

10,

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o

I

2,

. F(-2, 3), directriz x = 5, excentricidad =

Determina la ecuacién de la conica que satisface las siguientes condiciones:
F(0, 3), directriz x = 6, excentricidad = %

F(1, 1), directrizy = - 2, excentricidad = %
1

F(Q, 0), directrizy = 4, excentricidad =

&l

F(2 - 1), directrizx + y = 0, excentricidad =

| 4=

. F(=3, 2), directriz2x + y = 3, exceniricidad = /5

: F[l 1].dircctr123x—2y=6. excentricidad = 1

32

. F(~a, a), directrizx - y + a = 0, excentricidad = 2

. F&,5), directriz 35 — 4y + 12 = O, excentricidad = >
F(av/3,0), dimcﬁizx=%,acenhicidad= %\."'5

Ecuaciones de las directrices de la elipse y de la hipérbola

En la elipse y en la hipérbola existen dos directrices, una para cada foco,

Y ] 4 L
Ly 1 1

Sl A" T TN

Casos:
I. Sila elipse o la hipérbola es horizontal con centro en el origen, las ecuaciones de sus directrices son;

2 2
a a
Ll:x=?;L2: x=—-—

c
I, Silaelipse o la hipérbola es vertical con centro en el origen, las ecuaciones de sus directrices son:

2 2

a
Liy=—; Ly y=——
¥ c Ly y C

I, Sila elipse o la hipérbola es horizontal con centro en (f, k), las ecuaciones de sus directrices son:

2 2

a a
x=h+— Ly x=h——
LI C L‘: c
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IV. Sila elipse o la hipérbola es vertical con centro en (h, k), las ecuaciones de sus directrices son;

3 2

a a
Liy=k+—;L,; y=k——
Y > Lyy p:

EAEMPLOS .
.g_ 1 ®e-Determina Ias ecuaciones de las directrices de la elipse cuya ecuacion es:
.E_ 92 +252-225=0

Solucion

s
Se transforma a la forma candnica E"'?:l
Se precisa que la elipse es horizontal con centro en el origen, donde,
a’=25p=9
Luego,

A=a-b2=25-9=16—>c=4
Por consiguiente, las ecuaciones de las directrices son;
a® 25 a’ 25

X=—== = m——

»

c 4 * c 4
2 ®e:Determina las ecuaciones de las directrices de la ecuaci6n:
72 —9y? - 42x+ 36y-36 =0
Solucién
Se transforma a la forma ordinaria; H-@ﬂ
La hipérbola es horizontal con centro en (3, 2),a?=9 y b2 =7

Elvalorde ces; c=va' +b° =+/9+7=+/16=4
En consecuencia, las ecuaciones de las directrices son;

EJERCICIO 51
*  Determina las ecuaciones de las directrices de las siguientes curvas, cuyas ecuaciones son:
: xT yi
1. —+=—=1 6. 25x° - +225=0
25 16 3
x* (-1 (+2)
2 9+16-1 7. 2 - 9 =1
(x+3)° (y+4)
3, &%+ 9y"-36=0 R S =1
Y
4 T-5=1 9. #-y +6y-10=0
2 xi
5. %-?ﬂ 10, 16x2+9y% + 64x—18y-71=0
Q Verifica tus resultades en la seccién de soluciones correspondiente e + + « « « .+ &
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Tangente a una cénica

Es aquella recta que sélo toca un punto de la curva,

Yy
L.f

t L, recta tangente
P punto de tangencia

Las cénicas que se analizardn serdn de la forma;

A+ Cy*+Dx+Ey+ F=0
Casos de tangencia:
L Dado el punto de tangencia,

Il. Dada la pendiente de la recta tangente,
I, Dado un punto exterior a la conica,

Dado el punto de tangencia

Ejemplo

{Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la ecuacién Ax* + Cy* + Dx + Ey + F = 0 enel punto de tangencia P(x,, y,)?
Solucion

Sea y — y, = m(x — x,) la ecuacion de la recta tangente, como el punto P, perienece a la curva y a la recta, se resvelve
el sistema,

{sz +Cy'+Dx+ Ey+F=0
y=mx —mx, + ¥,

Se sustituye la ecuacién de la recta en la ecuacidn de la curva,
A + C(m—mx] +yl)2+Dx+E(m—m]+yI)+F=0
Al desarrollar y acomodar en términos de x, se obtiene:
(A + Cmhx? + (D + Em + 2Cmy, - 2Cm%,x + (Cm’x® + Cy;> —2Cmxy, + Ey, - Emx, + F) =0
Para que exista solucién se debe cumplir que 57 — dac = 0.

con a=A+Cm’
b=D + Em + 2Cmy, — 2Cm’x,
¢ =Cm?,? + Cy,>— 2Cmx,y, + Ey, — Emx, + F
La expresi6n b” - 4ac =0 es la condicién de tangencia. Al sustituir los valores respectivos, resulta una ecuacién

con incognita m, y la ecuacién de segundo grado que se obtiene es un trinomio cuadrado perfecto, Es decir, existe una
y s6lo una recta de pendiente m que es tangente a la curva en el punto P (x,, v,).
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EJEMPLOS
_g' 1 @+ ;Cuil es la ecuacion de la recta tangente a la pardbola x* — 4x + y + 4 =0, en el punto de tangencia (3, - 1)?
E Solucién
o H punio perienece a la recta tangente, entonces la ecuacién de la recta es de la forma;

y+ 1 =m{x—3), donde: y=mx—3m— 1

Se resuelve el sistema de ecuaciones; { !
=mx=3m-1
Se sustituye y= mx — 3m — 1 en la ecuacién de la curva,
2 —dx+ (mx—3m-1)+4=0
X+ x(m-4)+(3-3m)=0
En la ecuaciéna = 1, b =m — 4 y ¢ = 3 — 3m, estos valores se sustituyen en la condicién de tangencia,
(m—42-41)3-3m)=0
De la cual, al desarrollar y simplificar, se obtiene la ecuacidn;
m+4dm+4=0
(m+27=0
m=-2
Se deduce entonces que la ecuacién de la recta es:
y=mx-3m-1->y=-2x-3(-2)-1
y=—2x+5
Zx+y-5=0
2 ®o-Determina la ecuacicn de 1a recta tangente a la circunferencia x” + y2 — 2x + 6y — 16 = Oen el punto de tangencia (2, 2).
Solucién
Como (2, 2) es el punto de tangencia, entonces la ecuacién de la recta es de la forma:
y—2=m(x—-2), dondey=mx—2m+2

Se resuelve el sistema de ecuaciones: i
{x +y -2x+6y-16=0

y=mx=2m+2
Se sustituye y =mx — 2m + 2 en la ecuacién de la circunferencia.
P+ (mx—2m+ 2P — 2%+ 6(mx—2m+2)-16=0
(1 + mAx2 + (- 4m? + 10m — 2)x + (4m2 - 20m) =0
Los coeficientes de la ecuacién son: a= 1 +m?, b= —4m?+ 10m— 2 y ¢ = 4m* — 20m, éstos se sustituyen en la con-
dicidn de tangencia y se obtiene:
(— 4m?+ 10m — 2 - 4(1 + m?) (4m* - 20m) =0
De la cual, al desarrollar y simplificar, se obtiene la ecuacidn;
25m*+ 10m+1=0
Gm+172=0
1
m= ==

Al final la ecuacion de la recta tangente es; 2

1 1
= —_m+2 oy ——x=2] =142
y=mx m y X ( ]

1 2
y=—§x+§+2
_1.n
il
Sy=—x+12
x+5y-12=0
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EJERCICIO 52
Determina la ecuacidn de la recta tangente a la conica dada en el punto indicado.

1. x2+ y* =25, enel punto (3, 4)

. 322+ 4y2 =31, en el punto (3, 1)

. x2—4y? =21, enel punto (5, 1)

. ¥+ 6x-3y +32=0, enel punto (-6, - 1)

. X2+ dx —5y—22 =0, en el punto (4, 2)

. x2—y?—dx + 2y + 18 = 0, en el punto (3, 5)

. X2+ —dx+ 4y -26 = 0, en el punto (- 1, 3)

. 4x? +9y? + Bx— 6y—20=0, enel punto (- 1, 2)

. 3x2+ 3y~ 9x 4+ 3y~ 30 =0, enel punio (4, - 3)

10, 165 — 25)* — 64x — 200y — 255 = 0, en el punto (- 1, - 1)

@ Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »

oo =1 o hn B W R

b=}

Dada la pendiente de ka recia tangente
Encuentra la ecuacién de la recta tangente de pendiente m a la conica,
AP+ +Dx+Ey+ F=0

Solucién
Sea y = mx + b la ecuacidn de la recta tangente, entonces se resuelve el sistema de ecuaciones;

A+ Cy* + Dx+ Ey+F =0
y=mx+k

Se sustituye y = mx + b en la ecuacidn de la conica,

A2+ Cmx + kY + Dx+ E(mx+ k) + F=0
(A + CmAx? + (2Ckm+ D + Emix + (IPC + Ek+ F)=0

Para que exista solucién, 1= b? — dac > 0, entonces la condicién de tangencia es: b2 — dac = 0, donde: a= A + Cm?
b=2Ckm+ D + Em ¢ = k*C + Ek + F y al sustituir los coeficientes de la ecuacién en la condicién:

(2Ckm + D + Emy* — (A + Cm®) (K:C+ Ek+ F)=0

Resulta una ecuacién, cuya incdgnita es k, obteniendo dos resultados, éstos se sustituyen en la ecuacién y= mx + k,
por consiguiente, resultan dos ecuaciones tangentes con la misma pendiente.
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EJEMPLOS 5
_g' 1 @+ Determina la ecuacitn de la recta tangente a la conica x? + y? + 4x — 2y— 24 = 0 con pendiente >
g Solucion
i Si la pendiente de la recta es %,emonccswecmcidnes: y=%x+k
Se forma el sistema de ecuaciones,
x’+y2+4x-2y—24=0
=£x+k
J 2
Se sustituye la segunda ecuacion en la primera,
5 B 5
x2+(—x+k]+4x—2[—x+k]-24=(}
2 2
Se desarrolla y simplifica la ecuacidn,
29x2 + (20k — 4)x + (42 — Bk—96) =0
Finalmente, los valores de los coeficientes son: a= 29, b= 20k — 4 y ¢ = 4 — 8k— 96,
Estos valores se sustituyen en la condicién de tangencia,
(20k— 4)> - 4(29) (47 - 8k - 96) = 0
4k? - 48k - 697 =0
(2k+ 17} 2%k —-41)=0
o
k=——, ey
Por consiguiente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;
Sik=—% ,entonces Sik=%,anmnoes
—Exﬂc — —Ex-E —£x+k — _£x+ﬂ
™3 ¥ 3% 3 g ety
5x-2y - 17 = 0 Sx—2y+41=0

B+ Cudl cs I ccuasion de la recta tangente a la ofnica 52— =5 yﬁmpendiente—g?
Solucién

Sea la ecuacion de la recta y= Ex+.|'z, entonces al sustituir en la ecuacidn de la curva,

2 7
xz—[—%x+ k] =5
Al desarrollar y simplificar se determina que:
52+ 12k — 42-20=0
Por consiguiente, al igualar el discriminante a cero, se determina el valor de b,
(12K — (- 5)(- 4k2-20)=0

4k2-25=0
5 5
k= E ok= _E

Finalmente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;
3x+2y-5=0;3x+2y+5=0
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EJERCICIO 53
*  Determina la ecuacién de la recta tangente que cumpla con las siguientes condiciones:
.x2+)#=13.dcpendicnte§
. ¥ +9°-9=0yesparalelaa larecta 2x—3y-4 = 0
. Y -x+2y-10=0yes paralelaalarecta2x— 12y + 5= 0
4, x2—2x + 8y + 13 = 0, & pendiente -%
5. x*— 4y - 2x -8y + 9 =0 yes perpendiculara larectadx -y - 5= 0

.

[ I R

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspendiente . « « « o v v s v v 00 v v w0

Dado un punto exterior a la curva
Para determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P, (x,, y,) y es tangente a la conica
Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = (, se sigue el siguiente proceso;
La ecuacidn de la recta tangente que pasa por el punto P, (x, y,) es:
Y=y =mx-x)
Se despeja v:
y=mx—x)+y,
Con esta ecuacién y la ecuacién de la cdnica se forma el sistema;

{sz +Cy’+Dx+ Ey+F=0
y=mx —mx; +y

Hl cual tiene la forma del caso L

EJ‘EMPLOS

2 1. @ Determina la ecuacién de la recta que pasa porel punto (—1,—1) y es tangente a la conica x% — dx — dy + 16 = 0.
§i Solucién

i

La ecuacidn de la recta tangente que pasa por el punto (-1, —1) tiene la forma:
y=mx+m—1
x?—4x-4y+16=0
y=mx+m-1
Se sustituye y = mx + m — 1 en la ecuacidn de la cdnica,
X-dx—dimx+m-1)+16=0
24x(-4m-4)—4m+20=0
Por la condici6n de tangencia, se tiene la ecuacidn de segundo grado,
(—dm—4P - 41) (-4m+20)=0
16m?+ 48m 64 =0
m+3m-4=0
(m+4)m-1)=0
m=—4,m=1
Por consiguiente, las ecuaciones de las rectas tangentes son;

Se resuelve el sistema de ecuaciones, {

Sim=-4 Sim=1
y=—dx—-4-1 y=x+1-1
y=—4x-5 y=x

dx+y+5=0 x—y=0
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2 @« FEncuentra la ecuacién de la recta tangente a la cénica x* + y*+ 8 — 2y —9 =0, y que pasa por el punto exterior (2, — 3),
Solucién
La ecuacidn de la recta tangente que pasa por el punto (2, — 3} tiene la forma;

y=mx—2m-3
Se resuelve el sistema de ecuaciones,

X +y' +8x-2y-9=0
y=mx=2m-3

Se sustituye vy =mx— 2m — 3 en la ecuacién de la cdnica,
X+ (mx—2m—3P + 8 —2(mx—2m-3)-9=0
(1+m? x2+x (- 4m? — 8m+ 8) + (4m? + 16m+6)=0
Al sustituir los coeficientes en la condicién de tangencia, se obtiene:
(~4m® - 8m + 8 —4(1 + m?) (4m’+ 16m+6) =0
Sm*+24m-5=0
(m+5)¥5Sm-1)=0

m=-5m= —
Finalmente, las ecuaciones de las rectas tangentes son:
Sim=-5 Sim= l
- I
S P wido SFEL 2
= =5 15
y=-5x+7 Sy=x-17
Sx+y-T7=0 x=5y-17=0

EJERCICIO 54

Determina la ecuacién de la recta tangente a la curva:

1. y? = 8x, pasa por el punto exterior (- 4,— 2)

2. x* = 8y, pasa por el punto (- 4, 0)

3. x*+ 3y’ = 6, pasa por el punto (0, 2)

4. x?+y* - 4x + 4y - 26 = Oy pasa por el punto exterior (4, 6)
5, 4x2-5y% - 16x + 10y -9 = 0, pasa por el punto (1, 3)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente o
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CAPITULO DO
COORDENADAS POLARES

. — e sabe muy poco de la vida de Ni-
im.m.,.‘_""‘* comedes, incluso para establecer el
e T periodo en el que vivié hay que ha-

p— cerlo con referencias indirectas. Se sabe que
——— ‘P‘ Nicomedes criticé la duplicacién del cubo

A—— de Elurotéslenes (276 0. C-194 0. C)) Yk?ue
Apolonio (262 a. C.-190 a. C.) fambién
e e e s habk de Nicomedes.

Es famoso por su tratado Las lineas de la concoide, y quiso utilizar la con-
coide para solucionar los problemas clasicos de la triseccién del ngulo y

la duplicacién del cubo.
: "'-. -: e,




20 CARTULO

GEOMETRIA ANALITICA

Sistema polar

H sistema polar es similar al cartesiano, su objetivo es la representacidn grifica de elementos geométricos utilizando
pures coordenados de magnitud y direccidn, mediante un segmento y un dngulo, tal segmento recibe el nombre de
radio vector y el dngulo argumento,

La recta OA y el punto P forman un marco de referencia,
La como los ejes coordenados en el sistema cartesiano,
|

B 0) OP = r: radio vector

0: Argumento
0: polo
OA; He polar

. K
0 A L:E]EE

Grdtica de un punio en coordenadas polares

Un punto P(r, ) en coordenadas polares se grafica a r unidades del polo sobre un rayo que se llama lado terminal
onocido también como radio vector que forma el argumento 6.

El argumento de un punto cuyas coordenadas son polares, se considera positivo si es en sentido contrario a las
manecillas del reloj y negativo si es en el mismo sentido de las manecillas del reloj.

Ejemplos

P(3, -135%)

v

L J

9 =-135°

P(5, 240°)
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

La representacion grifica de un par de coordenadas polares, no son tinicas, es decir, hay otros valores coordenados que

definen este mismo punto, Como verés a continuacion;

P4, 60°) P(4, -300°)
-: l:
r=4 ) r=4.
Oy g &
6=-300°
P(4, 420°)
<
l"‘
r=4 ;‘;
.:"‘K >
8 =420°

Hay puntos cuya coordenada r se extienden en sentido opuesto al lado terminal del dngulo, que se denota como —r,
entonces las coordenadas del punto tendrén la forma P(—r, 8), cabe mencionar que esto no significa que r sea negativa,

s6lo se designa de este modo a la distancia del lado terminal en esta direccién,

Ejemplos:
P(-5, 45%) P4, -120°)
. 2
.a" _."
#
'* C'
r=5 .
Ky r==4 »
"‘oﬁ o =45° - :,‘
‘." "= :
_.'*) 6 =-120°
L 4 = Ld
—_— r=4
X *
.»" ’:.'
&
»
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Conversién de un punto en coordenadas polares

L Sea el punto ( ), entonces su equivalente es (-5 0 + 7 )
IL. Sea el punto (- ), entonces su equivalente es (; & -7 }

EJEMPLOS
_g' 1 @+ Determina un punto equivalente a (- 2, 45°), cuyo radio vector sea positivo.
E_ Solucién

]
Se aplican las equivalencias,

(=2, 45°) = (2, 45°— 180°) = (2, — 135°) = (2, 225°)
2 @+ Encuentra un punto equivalente a (3, 215°), cuyo radio vector sea negativo,
Solucién
Se aplican las equivalencias,
(3, 215%) = (=3, 215° + 180%) = (— 3, 395°) = (~ 3, 35°)
3 ®¢: Calcula un punto equivalente a (-5, — 60°), cuyo radio vector sea positivo,
Solucion
Se aplican las equivalencias,
(= 5, — 60°) = (5, — 60° — 180°) = (5, — 240°) = (5, 120°)

Relacién entre las coordenadas rectangulares y polares

Las coordenadas polares representan a los puntos del plano en funcién de su distancia al origen y su 4ngulo de incli-
macion medido respecto a la horizontal,
P(r, 6)
Donde r: distancia del punto al origen.
6: Angulo de inclinacién.

Las coordenadas rectangulares (x, y) y las polares (x @) de un punto P se relacionan como sigue:

Por el teorema de Pitdgoras
Ya
rz:x2+}2—) r=tm
PG, ) En el tridgngulo rectingulo OAP
""""""" @
T IP( ) cos0= % 5x=rcosb
Tall ’
¥ | ¥
! senf== >y=rsend
J | . ’
x—y ") ¥
a9 4 X Ian9=z—)ﬂ=ran‘](;]

X
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

Transformacién de un punto en coordenadas polares a reciangulares
EAEMPLOS
.& 1 ®¢ Determina las coordenadas rectangulares del punto P(6, 150°),
Ei Solucién
oy Las coordenadas polares del punto P son: r=6 y 6= 150°
Se sustituyen los valores de ry
x=rcost y=rsent
x=0 cos 150° y=06s5en150°
J3 1
g [ 2 . [2]
S —3J§ ¥y=3
Por tanto, las coordenadas de punto en el sistema de coor- Grdfica

denadas rectangulares son: (~34/3,3)

Transformacion de un punto en coordenadas rectangulares a polares

EAEMPLOS
2 1. @+ Transforma a coordenadas polares el punto A(-4, — 7).
g Solucién
- Las coordenadas rectangulares del punto A son; x=—4;y=—7

r=i~,fx7 +y? =1~J(—4]2 +(-'}']2 =+./16+49 =+./65

¥ -7
e=mn-'[;] =ran-'(1] = tan~1 (1.75) = 60° 15” 18”

Finalmente, las coordenadas del punto A en coordenadas Grdfica
polares son; 90° &

(Jﬁ_s, 240° 15' 18" ={-.;E, 60° 15" 13"] I
i -

Eje polar

L
3
L
-
-

(V65,2400 15187 ) :

Los valores se sustituyen en las formulas que determinan la longitud del radio vector y el argumento,
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20 CARTULO

GEOMETRIA ARALITICA
EJERCICIO 55
Transforma a coordenadas rectangulares los siguientes puntos:
© 1 A6 459 9. N(- 10, 225°)
© 2, R4 300°) 10, (15, -210%)
3. P(4v2,135°) 11, T-3, 1207

$44) = a4 )

6 6[4,—%] 4. cf3,-1 ]
7. 05, 60°) 15 B(--?l 1]
' ! ' 4’12

8. M(-7, 315°)

Transforma a coordenadas polares los siguientes puntos:

16. AG5 12) . u[%_%]
17. P(-6,-4) 25, F(247)
18. C(4,-3) 2. z(_ﬁil]
22
19. B(9 -12) 7. 2G5 -3
2. C(4, 0) 28. L(-3,0)
21, W(0, - 6) 29, J[%,-2]
2, M(3-4) 30, K(0,5)
8. 0(-12,5)
° Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « « ¢ & o o 0 v 000l
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

Distancia entre dos puntos en coordenadas polares

Dado P(r, 8,) y Py(r, 6,) puntos en el sistema polar:

De la grifica se tiene el trigngulo OP P, del cual se
L desea determinar la distancia d, esto se obtiene apli-
2 cando la ley de los cosenos

d*=r’+r,> =21, cos(8,-8,)

d=\r*+nr’=2nn cos(6,-6,)

0 A
EAEMPLOS
_g. 1 e+ Obténla distancia entre los puntos A(3, 90°) y B(- 2, 30°).

E_ Solucién
i Se sustituyen los valores r,=3, 8, = 90°, r, =— 2 y 6,=30° en la férmula, para obtener:

d=\(3)" +(-2)' ~2(3)(~2) cos (30° -90°)

d=\[9+4+12c05 (-60°) =,/9+4+12 c0s (60°) =, [13+12 % =\/13+6 =\19u

Por consiguiente, la distancia entre los puntos es de +19 unidades.

Area de un trigngulo en coordenadas polares

Sea el trifingulo determinado por los puntos 00, 0), P,(r,, 8,) y P5(ry 6,). en el sistema polar:

T, El drea del tridngulo OP, P, es:
2

P,

1
A=Er; -h , pero h = rysen (8,—8,)

1
A=5|’3 k- 8en (ﬂz -91]|

EJEMPLOS
_g_ 1 @+ Determina el drea del tridgngulo formado por los puntos 0(0,0) A(7, 10°) y B(4,40°),
=

Solucién
Se sustituyen los valores r,=7, 8, = 10°, r, =4 y 6, = 40°, en la férmula, para obtener:

1 2 1 2
A=3(7)(4)sen(40 -10“]=14m{30°]=14[5]=?u

Finalmente, el 4rea del mridngulo es de 74,
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GEOMETRIA ANALTICA

EJERCICIO 56

Determina la distancia entre los siguientes pares de puntos:
1. A2 30°)y B(- 1, 120°)
2, C(=6,0%y D(-3, 90°)
3. E(12, 150%) y F(5, - 30%)
4. G(-4,-60°) y H(2, 240°)
5. (5, 45%)y J(8, 15°)
Obtén el drea del tridngulo determinado por los puntos:
6. 0(0, 0), A6, 0°) y B(12, 90°)
7. 00, 0), R(4 30°) y 5(3, 1207)

8. 0(0, 0), A(- 8, 135%) y B(8, 45°)
o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente s « « ¢ o & o o o 0 o w0 w0

Transformacién de una ecuacién rectangular a polar

Para transformar una ecuacién en coordenadas rectangulares a una ecuacién en coordenadas polares se utilizan las

siguientes formulas;
x=rcosO; y=rsen ;x> +y*=r
EIEMPLOS
_ﬁ_ 1 ®e Transforma la ecuacién dada a su forma polar,
g P2-y=16
&
Solucién

Se sustituyen x=r cos 8,y =r sen 6 en la ecuacidn rectangular,
¥2— ¥2=16 —(rcos 8 — (rsen 7 = 16
2 cos?0—r" sen’0=16  Se factoriza 1
2 (cos* 0 — sen’0) = 16
Pero cos® 6 — sen® 8= cos 26 sustituyendo,

P cos 20= 16
Se despeja 2
16 e . 1
2= , por identidad reciproca ——— = sec 26, entonces
cos 28 cos 26
=16 sec 20

Finalmente, la transformacién en coordenadas polares de la ecuacién x* — y?= 16, es:
= 16 sec 20
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares
2 @e-Transforma a su forma polar la ecuacion 4x? + 4y? —2x -16y+ 13 = 0,
Solucién
Al sustituir x = r cos 0, y= r sen O en la ecuacidén rectangular se obtiene:
4(rcos BY + &(r sen 0P - 2(r cos 6)— 16(rsen 8)+ 13 =0
4r%os* 0 + 4r’sen” 6 -2 rcos - 16 rsen6+ 13 =0
472 (cos?0+sent 0)—2rcos0—16 rsenf+13=0
Pero cos® 0 + sen? 0= 1
47 —2rcos0-16rsen0+13 = 0
EJERCICIO 57
Transforma a ecuaciones polares las siguientes expresiones: : :
l.y=-3 a1 %_’91 i
2, x=5 22, (P +¥Y-xP=x2+)
3 y=/3x 2. xy=-4
4, 2%x-3y=6 24, Jax’-4y =25 +2y°
5. y=-x+2 25, —2 =1
(47
6. xcosw+ysenw-p=0 26, xXy-2x*-16y=0
7.2+ =16 27, ¥=1%
B. 2+ +dx=0 28, dx-3y+12=0
9. 224+ -2y=0 29, -4y =16
10. ¥+ -dx-6y-12=0 30. X +4y-8=0
11, y?=-8x 3, P+ +3y) =4+ 4y
12, ¥~ 12x-36 =0 32, 42 +9y* = 36
13, (x*+y?}5=2xy 3B, P+)y-2u-8=0
14, x2-2x-dy-3=0 34, 32+ 42-6x-9=0
15, 922+ 4y2 =36 35, 42-52 -8y-6=0
16. 1622 + 25y% = 400 36, x2-5y+15=0
17. 9x2-T2y + 25y -8l =0 37. 3 +dx-2y=0
18. %+@=1 38, X +3xy-y=4
19. 22-y*=9 39, y=x-2
20, 1657 -9y* = 144 40, y= 3:_'12

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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EJE
v

M
1

PLOS

Transformacién de una ecuacién polar a rectangular

De las férmulas: x = r cos 6, y = r sen 0 y x> + ¥* = r%, se aplican los despejes respectivos:

cos0==,sen0= 2 yr= Jx'+y’
T I

.g.  ®=Determina la ecuacién rectangular del lugar geométrico, cuya ecuacidn es;

-

2 ®+-Transforma la ecuacién r=

1

= —
1-2 sen 8

Solucion
Se elimina el denominador,

r(1-2 sen 6)=1 —r-2rsenf=1
Y al sustituir en la ecuacién y = r sen Gyr:ﬁ,seﬂhﬁenc:
JE+y —2y=1
Al despejar el radical y elevar al cuadrado resulta la ecvacidn en su forma rectangular,
(W]E —(1+2)) > +yP=1+dys 4
Bry-1-dy-42=0
23y —dy-1=0

a coordenadas rectangulares,
—send

Solucion
Se elimina el denominador de la ecuacion,

r(l-m9]=4 s r—rsenf=4

Y al sustituir y=rsenfy rzm ,se obtiene:
r—rsenfi=4 — szTyz -y=4
+y'=@d+y)
24+y?=16+8y + ¥
x-8y-16=0
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

3 @« Convierte la ecuacién r= 5 cos 2 a coordenadas rectangulares,
Solucién
Se sabe que cos 20 = cos® 6 — sen? 6, entonces:

r=5 cos 20=5(cos” 6 — ser” 0)

Y al sustituir,
r=yX +y ,cos0= ———— y sen 0= ——>
JE Py
Se obtiene finalmente;

r=5(cos’0—sen®0) — Jx +y =5 ad - 24
y'rx2+y2 \fx2+y2

[ 2 2
o . T (B
% | P +y X+ Y

[t 2
Py =550
B +y

(4 N7 =5(-7)

(45 =5(x"-)

3sen @

®e- i o SRTED
A ®e-Convierie r TR

a coordenadas rectangulares.

Solucion

: 2 :
Sicos@ #-i,cntonccs la ecuacién se puede representar como:

2r—3rcos0=3 sent

2

Al sustituir r=+Jx"+y ,x=rcosfy sen 8= xzy se obtiene;
+¥y

3y

x2+y2

2{Jr2 +;;v2]-‘;'n.w:c2 +y' =3y
2(3‘2 +y2]=3y+ 3x./x7 +y?

2r=3rcos@=35en @ — 2 x*+y =3x=
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20 CARTULO

GEOMETRIA ARALITICA
EJERCICIO 58
*  Transforma a su forma rectangular las siguientes ecuaciones polares.
: L. "=L 20, r= 1
3 sen @ cos@+2
2 4
. 2. r=-8zsech 21, r=
$ 2-cosb
4 o560
R = 2 r=deos28
6sec @
=4sen 8 2, pe—
=t T 2 sc0+3
5 2csc @
5 r=— . r=
"= 2sen +3 "l-ace
6. r=gsen2l 25, sen @ —4drcos@=10

16

r=1||l+sen=ﬂ

26. P—5rcos0+ 3rsenf-8=0

8 rl-cos@)=5 27, Pceos’ 0+ W 3cos0-25en®) +4=0
9, r=2-cos0 28, r=12corBcsc
10, r—cos8=4 29, r= ;
JJeos28
11, r=4(1-cos®) 30, reos(8-60%=—-4
1
12, 20=9 31. @=arctan
sen arc [75-]
13, (1 +5sen@)=-3 32. r=cos30
14, (242 cos@)=8 33, rsec3f=2
15, r=4cos 20 M, r=5cos 40
16, r=./senf 35, r=38
17 }'—_6 36, r=3sen—
' 3+ sen 8 ' 2
2 . 8
18, r=———— 37, r=2 =
r T r=2cos 2
3
19, r=————
g
c Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « + s s s s ¢ s 4 5 5 5 2 & &

454



CAPITUIO 20

Coordenadas polares

Identificacién de una cénica en su forma polar

Sean las ecuaciones de las cdnicas;

B Vericales r =

Horizontales r = ——; rE—
" 1+ ecost 1+ esen®

Entonces, la ecuacion representa:
© Pardbolasie =1
< Elipsesi0<e <1
© Hipérbolasie > 1

EAEMPLOS
.8_ 1. ®+-Identifica la naturaleza de la siguiente ecuacién r=

§. Solucion

.
[ ¥

1-cos®’

. . ke .
con la ecuacidn de la cénica r =—— , se obtiene que = 1, por con-
—cos 8 l-—ecos 8 q L

siguiente, la ecuacion representa una pardbola horizontal,

Se compara la ecuacién r= :

2 ®+- Identifica la naturaleza de la siguiente ecuacién r=
Solucién

_ 3
5+2senf’

3

5
l+§.ﬂm8

: 3
La ecvacién r=——— se representa como r = se de-

, comparando con la ecuacidénr=
S+2%nd T

L]
+esen®

termina que e:% ; este resultado indica que se trata de una elipse vertical,

3 ®e- Identifica la naturaleza de la siguiente ecuacién r=
Solucién

—
2-3cos8’

2 4 2 3
La ecvacién r= ——— sercprcsaniammor=3—,lacualcsdclaformar=L,dnndce=—;
2-3cos® i el l1-¢ecos @ 2
2

esto indica que se trata de una hipérbola horizontal,
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20 CARTULO

GEOMETRIA ARALITICA
EJERCICIO 59
! Identifica la naturaleza de las siguientes ecuaciones:
: 1, r= 8 8 r= 2 15, r= .
l+cos @ 3—cos @ l+cos @
5 o 2 9, Fm—8 _ 16, Fa— 20
1—cos @ 2—5¢05 6 cos@ =2
3, ,=$ 10. ,=_L 17, =i
2+25en@ 4+9 cos 6 T-4cos@
4, r=i i e r=# 18. i"=76
3-3send Isenf -1 4-35enf
§ g0 12, re—2 19, gD
5-4sen@ 1-sen @ 1+sen@
6 rer—s 13, re——0 W, P
4-55en 8 3-4 o586 3-2senf
TEE - i, Fi
3+2cos8 5+4 cosb

Q Verifica tus resultados en laseccién de scluciones correspondiente s « + « « « »

Gréfica de una ecuacién en coordenadas polares

La gréfica de una ecuacidn en coordenadas polares (r, ), es el conjunto de los puntos que tienen por lo menos un par
de coordenadas polares (r, #) y que satisfacen la ecuacién r = f{f)).

Andlisis de una ecuacion en coordenadas polares
T

1. Unac:unr»auuaessimétricaanrf:e;pf:nt:tc:aatlarm:tsal2

» §i se cumple que:

Az -0)=f0)

Esto es, se sustituye el punto (r, & - 8) por (r; 8)
2, Una curva es simétrica con el polo si se cumple que:

iz +6)=f0)
Esto es, se sustituye el punto (r, & + 8) por(r, 8)
3. Una curva es simétrica con el eje polar si se cumple que:

fi-6) = fi6)
Esto es, se sustituye el punto (5 - 8) por (; &)

Si una curva cumple con dos de los casos anteriores, se deduce que el tercer caso también se cumple.
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CAPITUIO 20

EIEM
1
8

Coordenadas polares

PLOS
® = Traza la grifica de la ecuacion r=4 cos 20,

Solucién
Paso I, Se analizan las simetrias de la ecuacién;
1, Simetria con el eje g
Se sustituye el punto (r, & — &), entonces,
r=4cos2(m—-8)

Se aplican las identidades,
r=4cos2m—-0)=4 cos 2 -20)
=4[cos 2 cos 20+ sen 2w sen 20)
=4[(1) cos 20 + (0} sen 28]
r=4cos 20
La ecuacién es idéntica a la original, por consiguiente, es simétrica respecto a g :

2, Simetria con el polo,
Se sustituye el punto (r, & + &), entonces,
r=dcos2{m+6)
Seaplican las identidades,
r=dcos 2w +N=4cos (2 x +20)
=d[cos 2 X cos20 —sen2x; sen20]
=4[(1} cos 28 — (0} sen 26]
r=4cos28
La ecuvacién no se alterd, por tanto, es simétrica con el polo,
3. Simetria con el eje polar,
Se sustituye el punto (r, — ), entonces,
r=4cos 22— =r=4 cos(—208)= 4 cos 20
La ecuacidn no se alterd, por consiguiente, es simétrica con el eje polar,

Paso IL Se una tabla de valores.
[} 0 30° 45° 60 90° 120¢ 135 150° 180
r=dcos20| 4 2 0 | -2 | -4 | -2 0 2 4
Grdfica .
| Eje polar
—i6 6 g
gy
Rosa de cuatro pétalos



20 CARTULO

GEOMETRIA ANALITICA

2 ®e:Construye la grifica de la ecuacién r=2 - 2 cos 6.

Solucién
Paso L. Se analizan las simetrias de la ecuacidn;
1. Simetria con el cje g
Se sustituye el punto (r, # ), entonces,
r=2-2cos(m-0)
Se aplican identidades trigonométricas,
r=2-2co5 (m—0)=2—-2[cos & cos8+ senx sen 0]
=2-2[{- 1) cos 8 + (0) sen 6]
=2-2[-cos 9]
r=2+2cost
La curva no es simétrica respecto al eje ;
2, Simetria con el polo,
Se sustituye el punto (r, & + ), entonces,
r=2-2cos(m+0)
Se aplican identidades,
r=2-2cos(X +0)=2-2[cos T cosO—senx send]
=2-2[(- 1) cos 8 - (0) sen 0]
=2-2[-cos ]
r=2+ 2cos 8
La curva no es simétrica respecto al polo,
3, Simetria con el gje polar,
Se sustituye el punto (r, — f), entonces,
r=2-2cos(-0)=2-2cos8
Por tanto, la curva es simétrica respecto al eje polar.,

Paso I1. Se construye una tabla de valores.

gl o 30° 45° 60 90° 120° | 135° 150° 180"
r=2-2cost 0 0.26 058 1 2 3 34 373 4
Grdfica
4% :
Eje polml
-6 i6 i
i
Cardioide
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

3 @< Grafica la ecuacién r=4+ 5 sen 6.

Solucién
Paso L Se analizan las simetrias de la ecuacidn,
1. Simetria con el eje %
Se sustituye el punto (r, & — ), entonces,
r=4+5sen (m - 0)
Se aplican identidades trigonométricas,
r=4+5sen(mw-0)=4+5[sen & cos 0—cos m send)
=4+ 5[(0) cos 8—( — 1) sen 0]
=4 + 5[sen 0]
r=4+5snd
De acuerdo con el resultado, la curva es simétrica respecto al eje —;-E.
2. Simetria con el polo,
Se sustituye el punto (r, & +0), entonces,
r=4+5sen(x +8)
Se aplican identidades,
r=4+5sen (xw+0)=4+ 5[sen @ cos @+ cos ® sen )
=4+ 5[(0) cos 0+ (— 1) sen 8]
=4+ 5[- sen 8]
r=4-55sené
Por tanto, la curva no es simétrica respecto al polo.
3. Simetria con el eje polar.
Se sustituye el punto (r, — 0), entonces,
r=4+5sen(-0)=4-5sen
Por consiguiente, la curva no es simétrica respecto al eje polar,
Paso IL Se construye una tabla de valores,

g 0 30° | 45° | 60° | 907 [ 120° | 135 | 150° | 180° | 210" | 240° | 270"
r=4+5%n6 4 65 | 753 | 83 9 83 | 753 | 65 4 TS5 = AN i==]
Grifica T
L | jepos
s -0 I
ST
- Caracol de Pascal
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20 CARTULO

GEOMETRIA ANALTICA

EJERCICIO 60

10,
11,
12,
13,
14,
15,
16,
17.

18,

19.

20,

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente .

1,

r=3snd

3
r=
1+sen@

6
T = m————
4—-35en@

4
= —
2-3cos 8

2

F=

r = sen 30
r=4cos 30
r=2-3cosl
r =3 cos 30
r = 16 cos 26
r=20
r=3sen 20
r=3(1+cos )
r=2sen 46
=—4cos20
r* = 25 sen 20
r=4-23sct

r=3+csct

Iz
r=—

2]
r=0(1-cos6)

" sen®+cos O

Traza la gréfica de cada una de las siguientes ecuaciones.

(Circunferencia)

(Pardbola)

(Elipse)

(Hipérbola)

(Recta)

(Rosa de 3 pétalos)
(Rosa de 3 pétalos)
(Caracol con lazo)
(Rosa de 3 pétalos)
(Lemniscata)
(Caracol)

(Rosa de 4 pétalos)
(Cardioide)

(Rosa de 8 pétalos)
(Lemniscata)
(Lemniscata)
(Concoide de Nicomedes)

(Concoide de Nicomedes)

(Espiral reciproca)
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares
Ecuacién polar de la recta
Dados los puntos P(r, 6) y P,(r,, 6,) sobre la recta £ en el sistema polar:
b & Del trigngulo rectingulo OPP se tiene que:
2
H K
cos (90—, ]=:’

Entonces, la ecuacitn polar de la recta es:
£ r-cos (6-6,)=r,

Sk
() A
Casos particulares
Caso L.
Sif#, = 0" entonces rcos =r, La recta es perpendicular al eje polar y se encuentra a r
wmidades a la derecha del polo,
Caso IL
Si 6, = 180° entonces rcos 0= —r, Larecta es perpendicular y estd a r, midades a la izquier-
da del polo.
Caso IIL.
Si#, = 90" entonces r sen 0=r, La recta es paralela al eje polar a r, unidades por arriba
del eje polar.
Caso IV.
Si 6 = 270 entonces r sen 0= —r, La recta es paralela al eje polar a r, mnidades por debajo
el eje polar.
E‘;’EMPLDS
_& 1 @« Determina la ecuacidn de la recta en su forma polar, que pasa por el punto P(6, 90°) y es paralela al eje polar.
E. ' Solucién
[

En Ia grifica se observa que la recta es pamalela al eje polar y estd por arriba 6 unidades, entonces se aplica el caso III,
Entonces r, =6, al sustituir este valor en la formula resulta la ecuacién;
rsenf=r —rsent=6

Por tanto, la ecuacién de la recta en su forma polar es £: rsen 8 =6,

Grdfica

Lt

. 25

P, P £
| el
6| "N T

1 8 .

0 A



20 CARTULO

GEOMETRIA ANALTICA

2 @« Determina la ecuacién de la recta en su forma polar, que pasa por el punto Q (5, 15°) y forma un dngulo de 135° con
el gje polar,
Solucién
Se realiza una gréfica con los datos.

Y

Luego, de la grifica se tiene que 8, = 45° yen el tridngulo OQP,, r, =5 cos 30° = gﬁ .estos valores se sustituyen
en la férmula r cos (6 - 0,) = r, para obtener la ecuacion de la recta, por tanto, la ecuaci6n de la recta £ es:
reos (0-45%) = g-ﬁ

EJERCICIO 61

Determina la ecuacién polar de las siguientes rectas:
1. Perpendicular al eje polar y se encuentra a 5 unidades a la derecha del polo,
Horizontal y estd a 7 unidades por debajo del eje polar.

Horizontal, pasa por el punto (5, 90°).

Vertical, pasa por el punto (-1, 0%).

Pasa por el punto (10, 30°) y forma un dngulo de 150° con el eje polar.
Pasa por el punto (8, 30°) y forma un dngulo de 165° con el eje polar,

Pasa por el punto (2, 1507) yes perpendicular a la recta que une el punto (2, 150%) con el polo,
Pasa por el punto (5, 1357) yes perpendicular a la recta que une el punto (2, 135°) con el polo,

L A

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « v ¢ o o o o v v 000 L
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CAPITUIO 20

Coordenadas polares

Ecuacién polar de la circunferencia

Sea el punto P, (r;, 6;) el centro de una circunferencia, P(x #) un punto de la circunferencia y la distancia entre los
puntos el radio a, su ecuacion estd determinada por la férmula;

e

2 1

a®=r+r% -2 -cos(0-6)

v

o A
EJEMPLOS
2 1 @+ Determina la ecuacién polar de la circunferencia con centro en el punto (4, 30°) y de radio 1 unidad.
E_ ; Solucién
i

Los valores de a= 1, r, =4 y 8- 8, = 0 - 30°, se sustituyen;
@’ =r’+r’=2rr, -cos(0-8,)

t |3

(1) =r*+(4)" —2r(4)-cos (6-30°)
1=r*+16—8r-cos (6-30°)
r* +16-8r-cos(8-30°)-1=0
Por tanto, la ecuacidn de la circunferencia es:
r* —8r-cos (8-30°)+15=0

[»]
P

EJERCICIO 62
: Determina la ecuacién polar de las siguientes circunferencias.
1. Centro el punto (3, 30°) yradio 9 unidades,
2. Centro el punto (5, 120°) y radio 1 unidad,
3. Centro el punto (10, 45°) y radio 4 unidades.
4, Centro el punto (7, 90%) yradio 7 unidades.
5. Centro el punto (0, 0°) y radio 6 unidades,

0 Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente s « « + 4 5 2 o 5 o o 2 o &

Interseccién de curvas en coordenadas polares

Al resolver un sistema de ecuaciones en coordenadas rectangulares, se obtienen los puntos de interseccion de las cur-
vas. Estos puntos satisfacen reciprocamente el sistema,

En coordenadas polares no siempre se cumple la segunda afirmacién, ya que un punto en coordenadas polares
tiene mds de un par de coordenadas polares,
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20 CARTULO

GEOMETRIA ANALTICA

EJEMPLOS
0 . ; r=4cos8
_g' ] ®+-Resuclve el sistema de ecuaciones y traza la grifica de [r=4mg
E_ Solucién
M Se igualan las ecuaciones.
4cos=435nb

Se dividen ambos miembros entre cos 8, si cos 8= 0, entonces,

4 cos @ g 4 sen @

—=d4=4fanb > tand=1
cos @ cos @

d=arctan (1)
0=45°,225°
Se sustituyen los dngulos encontrados en cualquiera de las ecuaciones para determinar el valor del radio vector r.

Sif=45° =% , 8N consecuencia,

r=scon (5] - {%]m -28

5if6=225" =% . entonces,

r=4 cos [sTx]= 4[—?]=‘2J— =-28

Se generan dos puntos de interseccién ( 242 ,45%) y (=242 ,225°%),
Tabulacidn:

o 00 | 300 | 45° | 60° | 90° |120° | 150° | 180° [ 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 330°

r=dcosf| 4 34 | 2.8 2 (] -2 -3 —4 (34 | -28 )| 2 (] 2 34

r=4sent| 0 2 28 | 34 4 34 2 0 2 | 28|34 4 |34 2
Se traza la grifica de las ecuaciones polares,

e

En la grifica se observa que existe un punto de interseccién en el polo; sin embargo, para r= 4 sen @ el punto que de-
termina el polo es (0, 0°), y para la ecuacion r= 4 cos 6 el punto que determina el polo es (0, 90°), entonces el origen
{polo) no tiene ningiin par de coordenadas que satisfagan el sistema,
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CAPITUIC 20

Coordenadas polares
- . r=5cos @
2 ®e-Resuclve el siguiente sistema y traza la gréfica de [r=5&en23
Solucién
Se igualan las ecuaciones,
Ssen20=5cos 0

Y al sustituir sen 20 = 2 sen 0 cos 8 y despejar @, se obtiene:
S55en 20=5 cos 0 — 5(2 sen cos 8)= 5 cos 6
10 sen 8 cos 8= 15 cos 6
10 sen @ cos 08— 5 cos0=10
Scos(2senf-1)=0
cosB=0;25enf-1=0
T 3rn g 5
==, =o08==, =
gy BT EET
Se sustifuyen los dngulos encontrados en cualquiera de las ecuaciones para determinar el valor del radio vector r.

Sie :% entonces r = Scos 8= 35 cos [£]=5{%]=%\@ =43

6
5 3

Sig =5—“ entonces r=35 cos =5 cos (—]=5{——] s

_—— 3 5—4.3
>3

6 6 2
y T Fid
Si6 53 entonces r=5cos 0= 5 cos (5]=5(ﬂ)=0

s U8 3
Sig :?:r enfonces r=5 cos =5 cos [?’r] =5(0)=0

Pmoumigdcmnlmmsahﬂasmmlmpmm[gﬁ.%], (—%Ji%], (0, g] y[(},i—x].
Tabulacién:

6| 0° | 30° | 60* | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240" | 2707 | 300" | 330°

r=5cos8| 5 43 | 2.5 0 |[-25|43| -5 |43 |-25 a 25 | 43
r=5sen20| 0 43 | 43 0 (43|43 0 43 | 43 0 | 43|43
Grdfica
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EJERCICIO 63
Determina los puntos de interseccién y traza la gréfica de los siguientes sistemas de ecuaciones.
{2rcasﬂ=—\f§ 1 r=Ssen19
. 2
T=2€05‘9—{1+\l'§] r=5cos
r=1-sen@
{ l+senﬂ 12, [r=l_m29
rsenf=—4
i [ =45en @ 13, Jr=3(1+sen6)
rsen@=1 r=3(1+cos 6)
r=2 r=6cos 40
4 [r=4serl9 W [

r=2(1+sen 26)
r=2(1+sen 8)

=

r=-2sené@
r==2cos 8

& [ =2cos 28 16. {

7 7. :-;+4cas29
rmﬁﬂ—l
4- 2 2]
g r 3(1+cos 6) o e
r Geos 4+2¢as£l
l+sem9 r=4-4sen 28
9. 19. [r=4-4sen8
r 3cos28 r=2—-sen@
10, r 3s5en@ 20 [r=2+ca.s'29

o Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente »
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CAPTULO 30
ECUACIONES PARAMETRICAS

. — La gran belleza de las curvas
"nm‘a;.“: | campo de las curvas paramétricas
Eehf;(& lleno delobieios crincm;-imcf:ticcas
m_, . cinantes y las frocoides destacan
e ‘\; por su increible beleza. Un ejemplo de ello
&s la cuva que se conoce con el nombre de

Griafica de la hipotrocoide hipofrocoide.

la belleza de esta fi?urc: proviene sin duda de su simefria muy particular
que se expresa en el lenguaje matemdtico con las siguientes ecuaciones
paramétricas:

a-b

Ffa—b}senr—c-sen[Tf]

lx—fa—b}cos#clms (ibbr)

donde g, by ¢ son constantes.
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GEOMETRIA ANALTICA

Definicién

8i flx, ¥) = Oes la ecuacidn rectangular de una curva plana y las variables x y y estéin en funcién de una tercera variable
t, llamada parimetro, entonces,

{x=f(r]
y=g(1)
Estas relaciones se conocen como ecuaciones paramétricas,
El objetivo de resolver el sistema es representar en una sola ecuacidn las variables x y yeliminando el parimetro,

Transformacién de ecuaciones paramétricas a rectangulares

Dada una curva en su forma paramétrica, su transformacién a rectangular se obtiene con la eliminacitn del pardme-
tro. No hay un método general para efectuar la eliminacién, depende, en cada caso, de la forma de las ecuaciones
paraméfricas,

Si éstas contienen funciones trigonométricas, la ecuacién rectangular surge al eliminar el parimetro por medio de
las identidades trigonométricas fundamentales,

Si las ecuaciones paramétricas son algebraicas, su forma sugerird alguna operacion para eliminar el pardmetro.

Si de dos ecuaciones paramétricas una es mas complicada que la otra, la ecuacion rectangular puede obtenerse
despejando el pardmetro de la ecuacidén més sencilla y sustituyendo su valor en la otra ecuacion,

Sisfemas paramétricos algebraicos
Si el sistema paramétrico es algebraico, se elimina por procedimientos algebraicos.

® ¢ Escribe en su forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas son;

x=2r-1
v=3
Solucién
Se despeja el parimetro rde la ecuacién y = 3r;
=3 ¥
y=3t—1 3

yse sustituye en la ecuacidn x=2r— 1,

2
x=2(%]-1_)x=?"-1

Resulta que la ecuacidn en su forma rectangular es; 3x— 2y+ 3 =10,
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CAPTUO 30

Ecuaciones paramétricas

? ®e-Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas son;

x==21"+4-3
y=2t
Solucién
Se despeja el pardmetro fde la ecuacién y = 2r;
- =¥
y=2%— 1—2

Se sustituye en x=— 2% + 41— 3 y resulta que,

x=—2tz+4!—3—>x=—2[1)+4(z] -3

2 2

)F
=-2|=|+2y-3
X (4 3
x=—§+2y—3

Al multiplicar por 2 e igualar a cero, se obtiene:
Y+ 2x-dy+6=0
3 ®e-Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones paramétricas son;

x=Ai—-1

=

Solucién
Se despeja la variable # de cualquiera de ambas ecuaciones:

x=vt-1 5xf=1-151=x+1

. -1 .
Se sustituye en y=rT,mtmceslaacuaménan5u forma rectangular es:
o o x+1-1
- Y=
(x2+1]y=x7'

Finalmente, al desarrollar el producto e igualar con cero se obtiene:
Xy-2+y=0
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EJERCICIO 64

x=4t
. i

=
ey
-
Il
-
%}
1
[y

8 x=t"+1
T ly=2r741

9,

10,

11,

12,

13,

14,

15,

16,

*  Determina la ecuacién rectangular de cada una de las siguientes ecuaciones paramétricas.

{x’=f+3:-10

y=6¢+21*

{x=12 +2f

Y=+ X +3r+1

{(1

¥ =2y+ 1=16(r‘—2r’+r2]

AT
o AT

-1

Q Verifica tus resultados en laseccién de soluciones correspondiente «
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18,

19,

20,

21,

22,

23,

-1
1
4342
R

X

3

_t+
T+l

y={r i)

X

xzzf-?r-ls
F=3-10

-4

T2 -1-6

y



CAPTUO 30

Ecuaciones paramétricas

Sisiemas de ecuaciones paramétricas que contienen funciones trigonométricas

Si el pardmetro es el argumento de funciones trigonométricas, la ecuacién rectangular se obtiene empleando identidades
trigonoméfricas,

EJEMPLOS
8 1

. ; x=3tana-3
.8. @9 Expresa en forma rectangular la curva cuyas ecuaciones son [y=2seca+2
£

Solucion

Se despejan de ambas ecuaciones fan a'y sec o respectivamente, entonces,

x=3ana - 3 y=2sec a+2
x+3=3tana y-2=2seca
ma_x+3 wca_y—Z
3 2

Se sustituyen los despejes en la identidad,

2
sect a—tanta=1— [25—2-] -|:f—':;—3:[Z =1

Por consiguiente, la ecuacién es una hipérbola,

2 @e-Transforma las ecuaciones pricas [ ¥ 2+ 3an 8 o 1 ecuacién rectangular,
y=1+4sec 0 gu

Solucién
Las ecuaciones paramétricas contienen funciones trigonométricas, entonces se utiliza esta identidad trigonométrica:
sec? 0 fan’ 8= 1

Al despejar en cada ecuacién la funcion trigonométrica y sustituirla en la identidad se obtiene:

x=2+31an@ y=1+45ec@
x-2=31an 6 y-1=4sec@
=g -1
o2 tane yT=s'ec6'

Los despejes se sustituyen en la identidad, por tanto, la ecuacién en su forma rectangular es:

M_ x=2)" =i

16 9
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3 @« Cuil es la ecuacion en coordenadas rectangulares de la curva cuyas ecuaciones paramétricas son

x=3cos d—senct
y=cos &+5 sen «

Solucion
Se resuelve un sistema de ecuaciones para hallar el valor de sen a y cos aen términos de x y v,

1. Se elimina la funcidn coseno y se obtiene el valor de sen a,

x=3cosa—sena x=3cos a—sena
_)
-3(y)=-3(cos @+ 5 sen a) 3y=3cosa-15sena
Y resulta,
x=3y
x—3y=-16sena—sena= T
2. Se elimina la funcidn seno,
5(x)=5(3 cos @ — sen ) 5x=15cos a—5 sen a
%
y=cosa+Ssena y=cosa+5 sen a
Y resulta,
Sx+y=16cosa— cosa= 51;;)'

Se sustituyen los despejes en la identidad sen” a + cos® a= 1,
2-3y) (Sxey)
-16 16
Al resolver y simplificar,

x*—6xy+9y° _|_25xz+1ll'b:),'+3.r2 _1
256 256

Bx* +4xy+10y* =256
Se concluye que la ecuacitn es;

13x2+ 2xy+ 5 - 128 =0
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Ecuaciones paramétricas

EJERCICIO 65
Transforma las siguientes ecuaciones paramétricas a coordenadas rectangulares.
x=dcos8 12 x=3-cos @
y=7 sen @ " |y=3-sen@
x=2 sen8 13 x=2—3sené@
y=4cos @ " |y=—1-2cos @
x=2cos 8 14, x=4-cos8
y=2senf y=3-23sen@
x=acol @ 1. x=fan 26
y=bcsc y=tan 8+1
5 x=41tan @ 1. x=2 sec0+1
y=32cot@ y=2tan#@
6 x=cot @ 17. x=2cos 0-2sen @
" |y=csc@ y=cos 8+2 sen 6
7 x=tan® @ 18 x=3cos 0-5 sen @
" |y=4sec’ @ " |y=cos 8-send
8 x=cos 20 19, =2csc8-3
" |y=sent@ senﬂ 2 sen’ 8+ cos 8 sen 20+2
x=2sen @ x=
9 [ 20. sen @
=2 28
y=zs5en { =2+3¢cot @

e - cos 28
10. [;;ﬁw 2. {7 fi-sen®6
y=d4cos@

1 x=1+2senb
y=2+3cos @

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente »
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ANEXO A

RELACIONES Y FUNCIONES

HISTORICA
-]
— a aparicién del andlisis infinitesimal fue
N la culminacién de un large proceso, cu-
- ya esencia malemdtica inferna consistio

en la acumulacién y asimilacién tedrica de
los elementos del caleulo diferencial.

Para el desarrollo de este proceso se con-
t::bo con el dlgebra; las téenicas de céleulo; infroduccién a las matemé-
ficas variables; el método de coordenadas; ideas infinitesimales clasicas,
especialmente de Arquimedes; problemas de cuadraturas y la bﬂsquedc:
de fangentes. Las causas que mofivaron este proceso fueron las exigen-
cias de la mecanica newtoniana y la astronomia.

la ltima etapa del desarrollo del andlisis infinitesimal fue el establecimiento
de la relacién e inversibilidad mutua entre las investigaciones diferenciales,
y a partir de aqui la formacién del céleulo diferencial.

El caleulo diferencial surgié casi simuliéneamente en dos formas diferentes:
en la forma de teoria de fluxiones de Newton y bajo la forma del céleulo
de diferenciales de G. W. leibniz.

Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716)




A ANEXO

RELACIONES ¥ FUNCIONES

Relacién

Regla de correspondencia entre los elementos de dos conjuntos,

Eiemplo

Relacion

Esta relacidn se representa con el siguiente conjunto de pares ordenados
R = {(xs ) (kg ¥9)s (R0 s (g0 o)y (%5, 3)s (x40 ¥}

Funcién

H concepto de funcidén es uno de los mis importantes en el mundo de las mateméticas. Las funciones no sélo repre-
sentan férmulas, o lugares geométricos, también se utilizan como modelos matemadticos que resuelven problemas de
Ia vida real,
A continuacién se dan algunas definiciones de funcidn;
< BEs una regla de correspondencia que asocia a los elementos de dos conjuntos, La cual a cada elemento del
primer conjunto (dominio) le asocia un solo elemento del segundo conjunto (contradominio),
< Sean A y B dos conjuntos y funa regla que a cada x € A asigna un tinico elemento f(x) del conjunto B, se
dice que f es una funcién que va del conjunto A al B, y se representa de la siguiente forma: f: A — B, donde
al conjunto A se le llama dominio y al B contradominio, que también se representa por medio de un diagrama
de flechas;

< Una funcidn es una coleccién de pares ordenados con la siguiente propiedad: Si (g, &) y (g, ) pertenecen a
una coleccion, entonces se cumple que b = ¢; es decir, en una funcién no puede haber dos pares con el mismo
primer elemento,
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ANEXC A

Relaciones y funciones

EJEMPLOS
"3_ 1 ®#: Determina si los siguientes diagramas representan una funcién o una relacién;
i

1. A B 2. A B

L o Ly by
"H
SRS

Solucién
El primer y el tercer diagramas corresponden a una funcién ya que a cada elemento del conjunto A se le asigna un
solo elemento del conjunto B.

En el segundo diagrama al menos a un elemento del conjunto A se le asignan dos elementos del conjunto B, mien-
tras que en el cuarto diagrama el elemento 8 se asocia con tres elementos del conjunto B, por tanto, se concluye que
estos conjuntos representan una relacion,

2 ®¢- Determina si los siguientes conjuntos de pares ordenados corresponden a una funcidn o a una relacitn:
A={(-24).3,9). 4 16). (5, 25)}
B ={(3.2),(3,6). (5 7). (5, 8)}
C=1{(2,4).(3.4), (5. 4), (6, 4)}

M = {(2, 4), (6,.2), (7.3), (4, 12).(2, 6)}

Solucién

Los conjuntos A y C son funciones ya que el primer elemento de cada par ordenado no se repite. En el conjunto B
el 3 y el 5 aparecen dos veces como primer elemento del par ordenado mientras que en el conjunto M al 2 se le estin
asignando el 4 y el 6 como segundo elemento, por tanto, B y M son relaciones,

Las funciones y relaciones pueden tener una representacion gréifica en el plano cartesiano, Para distinguir si se
trata de una funcién o una relacidn basta con trazar una recta paralela al eje “Y™ sobre la gréfica; si ésta interseca en
dos o mis puntos es una relacion, si sélo interseca un punto serd una funcidn,
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3 ®¢- Determina si las siguientes grificas representan una relacién o una funcién,

L ¥ 2

NN
X SEA

Se traza una recta vertical en ambas gréficas y se observa que en la primera interseca en dos puntos a la grifica, por
tanto, representa una relacion y en la segunda, la recta vertical interseca en un punto a la gréifica, por consiguiente

representa una funcion,

L. Y 2. x /_\Lﬂec.ta vertical

\/( Nt X
Recta vertical
EJERCICIO 1
Identifica si los siguientes conjuntos representan funciones o relaciones,
1 {(0,3),(2,3). (-1, 3)...} 4, {(2,5),(V4,2),(3,-3)..}
2. {(—3,5).(3,5),(-3,2)..} 5. {(a, 2a), (—2a, 3a), (4a,a)...}
3 6 5

3, (4, 7). (—4, ¥3),(¥2,5)...) 6. {(E 1],(1, -1],(1, E]}
Identifica qué representa cada gréfica (funcién o relacién};

7. 8. 9, 10.

12 13 14,

b

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Relaciones y funciones

Notacién

Una funcién se denota o escribe como y = f{x), donde:
x: variable independiente,
y: variable dependiente.
J: funcién, regla de asignacién o correspondencia.

Clasificacion

Las funciones se clasifican en: algebraicas y frascendentes

Algebraicas
Trigonométricas
Funcién Inversas trigonométricas
Trascendentes Fxpo i
Logaritmicas
Ejemplos
Algebraicas
o) =x*—4x f=Jx—4 y = x|
y=%-5%-6 gy =Ux+1 g =[x—2|-1
Trascendentes
fx) =cosx flixy=e¥ s(f)=1In(2t — 4)
F(x) = sen(x — %) y= e +2 g(x) =log(x + 1)

Las funciones algebraicas y trascendentes pueden ser;

©  Explicitas
Es cuando 1a funcitn estd en términos de una variable, por ejemplo:
y=x* flx) = i_’__: y =sen 3x s(r) = e y=logx
1
y=at—i glx) = ,fﬁ fx) = cos 7 x gx) =27+3 flx) = In(3x)
©  Implicitas

Es cuando ambas variables forman parte de la ecuacion, por ejemplo:

x2—8+16=0 B+yl-x=0 senx +cosy =1 &=x+3

Las funciones que se estudiardn en este libro siempre tomardn valores de niimeros reales tanto para la variable

independiente como para la dependiente,

Valor de una funcién
El valor real f(x) de una funcién es aquel que toma y cuando se asigna a xun determinado valor real.
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EJEMPLOS
2 1 8% Obien f(— 3) paraf(x) = 32 — 5x — 2

Solucion

Para obtener f{—3) se sustituye x = —3 en la funcién y se realizan las operaciones indicadas,
f(=3)=3(=32=5(-3)-2=27+15—-2=40

Por tanto f(—3) = 40, es decir y =40 cuando x = —3 o lo que es lo mismo, la curva pasa por el punto (=3, 40)

en el plano cartesiano,
3x—-1 3
..Q' T — —
2 Si f(x) s—x’mmtmf(d.]
Solucién
Se sustituye x = éﬂnlafunciénj.rs:t.:rmic]iz:anlast:|p'.3r»a,cicmt.3s:
3 9 5
3(—]—1 g
N_\E) 4.8 5 - 3 [Ejzi
f(q_] S—E 5—2 7 ”,pur!antu,f:uandux 4,,}"4 17
4 4 4

3 ®2-38is(s) = i —5,determina 54), s(a + 5)

Solucién
s4) = J4—5=1~1,la funcién no estd definida para r = 4, v—1 no tiene solucién real
sa+5)= Ja+5-5=\a

4 8- i f(x) = sen (x +-'E] ,dctcrminaf(%]

Se sustituye x = 1; .en f(x) y se utiliza la identidad sen (a + B) = sena cos B + sen Bcos a

Solucién
T _ T T T T T P
f(g] = (E"'I] = SEHE(JDSI'FSEDICQSE
= £ £+‘f_'§(l]:£+£:\fg+ﬁ
2 2 2 A2 4 4 4

f{a+b;-f(a) T

S @9 Determina
Solucién
Se obtiene que flat+b)= Ja+b y flay= a
Se sustituyen los valores obtenidos:
fla+b)=f@) _ Jatb—1a
b

b
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Un resultado equivalente se obtiene al racionalizar el numerador:

Jatb-va Jatb+Ja _(Jatb) -(Va) b - 1
b Jatb+Ja — b-(Jatb+a)  b(Ja+b+Va)  Jatb+a

fla+b)—f@ Jatb—a 1
Finalmente, el resultado de b = b - ‘ja+b +Ja
é @8- Sjy = :?,encuentraelvalurdeycuandox=—2
Solucién

Al evaluar la funcidn en x = —2, se obtiene;
-2 2

YT 242 0
La funcidn no estd definida para x = —2, ya que la divisién entre cero no estd determinada.

Iz

7 @0 8if(x)=x2 - 1,demuesuaquaf&] &
Demostracion

1
Se sustituye = en la funci6n;

1 iy 1 1-x?  —(-1+x?) x* -1
f(_]z(_] _l=_2_1= : - 5 T :

x x X x x x
Pero x2 — 1 =f(x)
Por lamu,f(i] = - %

EJERCICIO 2
Evaliia las siguientes funciones:

1. Si flx) = 2x? = 3, obtén f(—%] L f(3), fl0)

2. 8i fix) = x — 5x + 6, determina f(a), f(a + b)

3, Si flx) = 3x2 + 4x — 2, determina f(x + ), ﬂii—"f;@
. 2x—1 ; 1 1

4, Si flx) = Bri ,dctermmaf(aj ,f(‘a] Slx + 1) = filx)

5. 8i flx) = \Jx" —16 , determina f(5), f(4}, f(6), f(3)

6. Si fx) = \Jx* — 3., determina f(x + ), —f(‘”’z' E)
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7. Sifx) = ﬁ,dcma f(x+b;—f(x)

8. Sif(x) = \T—x , determina Jx +hz—f(x)
-5
9. 8if(x) = i+2 , determina £(1), f(0), f(x + 5)

10. Si )——3x2+3—§determjn -1) (lj
. 8iflx) = S af(=1).f| 2

11, 8i f(x) = x* — 3x, demuestra que f(3x) — fix — D =4(x — 1}2x + 1)

12. Si f(x) = it—;,dcmuesua qucfe] = —f(x)

crtey o ATE E———
13, 8if(x) = = , demuestra que f{—x) = @
14, Si f(x) = tan x, demuestra que f(x) = f(x + 3m)
15, 8i f(x) = cos 2x,demuestra quef(x + ;—T] = —f(x)

_ 5 fGtR-fx) _ 1
16, Demuestra que para f{x) = [x—2, P BT )
17, Sih() = o =4, r(x) = 3 +4 , demuestra que h(n +£] + .{n —i] =2n
s—1 fm)—fn)  m-n

18 SU) = demuesi e T rm)[f] ~ 1+ mn
Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Dominio, contradominio y rango de una funcién

Dada una funcién f; A — B, se dice que el conjunto A es el dominio (D;) y B el contradominio (C;) o codominio
de f. En términos del plano cartesiano, el dominio corresponde al conjunto formado por los valores posibles para X
mientras que el contradominio corresponde a los valores posibles para Y,

< Rango (Rf)
Valores del contradominio para los cuales y = f{x), siendo f(x) la imagen de x.

Dy Cr
OI.
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EJEMPLOS
-% 1 @2 ,Cusles el dominio de Ia funcién f(x) = 3x — 5x — 62
g

Solucién

La funcidn es polinomial, x puede tomar cualquier valor, por tanto, el dominio son todos los niimeros reales, es decir
x € Ro dicho de otra formax e (—o, ),

i

2 ®e¢ Doicrmina ol dominio de la funcién fx) = ;;

L

Solucion

La funcidn es racional y el denominador debe ser distinto de cero, ya que la divisién entre cero no estd definida, por
tnto, se busca el valor para el cual x + 5 = 0 obteniendo x = —5, entonces el dominio es: D, = {x € R [x# —5}0
bien x & (—=, —=5) U (=35, =),

X
.. ™ a . . i
3 {Cuil es el dominio de la funcidn f{x) Feniat ?
Solucién
; : i x :
Al factorizar el denominador se obtiene: f(x) G—6)x+ 1)’ el denominador se hace cero para

x=6 o x=-1D;={xeR|x#-1x#6] obien (xe(-» ~1)U(-16)U(6, =)

4 ®°° xtermina el dominio de la funcién f(x) = \[x—5

Solucién

El radicando debe ser mayor o igual a cero (ya que no hay valor real para raices cuadradas de nimeros negativos)
es decirx — 5 =0, de donde x = 5, por tanto D, = {x € R |x =5} obienx e [5, =)

5 ®¢: Encuentra el dominio de la funcién fx) = /x* — 16

Solucién

Se plantea la desigualdad x2 — 16 = 0,al resolverla se obtiene que el dominio es el conjunto D= (x & R |x < —dox =4}
Ohlﬂﬂx = (_m! _4] u [4! w)

6 ®°° Determina el dominio de la funcién f(x) = log(2x — 3)

Solucién

Para determinar el dominio de esta funcién se debe tomar en cuenta que log, N = a, para N >0, por tanto, se plantea
la desigualdad y se resuelve:

3
2x=3>0 - Zx>3 — x}i

3 3
Entonces, el dominio es el conjunto D, = {xeRlx:-E}, o bien, x € (E.m]
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6x+1
7 ®%° Encucntra el rango de la funcién f(x) = 1‘:_3x
Solucién
Se despeja x:
=B ol Bl s g
1+3x

1-y
—6x=1- = Ix(y-2=1- O i
3xy y o y 30-2)

H denominador se hace cero cuando y =2, por tanto el rango es el conjunto;
R, = {y e R|y#2} obien, y € (—,2) U(2,®)

8 @+ Determina el rango de la funcién y = /9 — x?

Solucién
y = 0, porque la raiz es positiva o cero, se despeja x:

y=49-x" = yr=9-yxt 5 x2=9-y? 5 x=9-y

Se plantea la desigualdad 9 — y2 = 0, al resolverla se obtiene que y & [—3, 3], pero y = 0, por tanto, el rango es el
u:unjuntoRf= {v e R|0=y=3},0bien,y e [0,3]

&

EJERCICIO 3
Determina el dominio de las siguientes funciones;
—4
1. fx) =x2— 4 10. f(x) = JT&;
2, f(x) = 3x3 =2 1L f&) =
3, flx) = xﬁ 12, fay= JEF1
x—4
4, flx) = 5 13, flx) = Jx—6
3
5. flx) = sy 14, fx) = J2—-x
6. f(x) = xf ::x 15. f&) = (12— 3x
l 2
7. flx) = F—7x+10 16, fix) = x*—25
8. flx) = 2;:1: 17. flx) = Jx* —5x—6
9. flx) = xzil 18. f(x) = 36 —#°
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+4
19. fG) = 9+ 47 25, f(x) = i—a
2. f) = Yr—1 %, ) = o>
S = Yx J® = -3
21, fx) = #x—5 27. flx) = log(3x + 6)
2. 1) = S 28, f(x) = In(5 — 20)
=
B, fx) = —= 2. f(x) =1 (1]
) = s  flx)y =log|
X
U, fx) = ——— 30. f(x) = log(3 + 2x —
fx) i’m fix) el x"')
Determina el rango de las siguientes funciones:
3 fx) =x2+1 3.y =43 +1
32, fx)=x2—4 /. y=—2-x
B, fx)=9 — x* 39, y= J4-x
1
" sl = —_—
34.}‘(,1’)—3}’ X }l x2+1
10x—1 x—1
BSO= 35 Hr= i3
2x-3
36, fx) = el 42 y=|x—4|

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Algunos tipos de funciones

Funcién constante
fix) = kcon k € Rrepresenta una recta paralela al eje “X” sobre k.

Dominio: Df =R o bien x & (—x, =) Rango: Rf = [k}

Y4
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Ejemplo
Obtén la grifica de f(x) = 4
Solucién
Se traza una recta paralela al eje X sobre y = 4
D =R R, = (4}
Ve
fixy=4

Funcién lineal

Esta funcién tiene la forma f{x) = mx + b y representa una recta en el plano cartesiano, en donde m es la pendiente
¥ b 1a ordenada al origen,
Dominio: D.=Ro bien x & (—9o, 29), Rango: R,=Ro bien y e (—x, x)

Y4 Ya

Para graficar una funcién lineal se llevaa cabo lo siguiente;

L Se localiza 1a ordenada al origen, es decir, el punto (0, b),
IL. A partir de este punto, se localiza ofro, tomando la pendiente como el incremento o decremento vertical sobre
el incremento horizontal,
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EJEMPLOS
2
"% 1 8¢ Grafica la funcién y = 3x + 4
ur Solucién
La pendiente y la ordenada al origen de la funcién:
2
¥= gx + 4
2 2 incremento vertical
M=H ™ Finerciohk borbogal” 2 = opesieniel puitia .49
Grifica de la funcién
Ya
2
T =-X

4
2 ®%° Traz Ia grifica de la funcién y = —gx+d

Solucién
La pendiente y la ordenada al origen de la funcién;
4
y=-3% +2
—4 decremento vertical

4 —4
m=-3 == = [P —————— b = 2, representa el punto (0, 2)

Grifica de la funcitn
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Funcién identidad
Es la funcién lineal f(x) =mx + b,conm = 1y b =0, es decir: f(x) =x
Dominio; D; = R o bien x & (—=, =) Rango: R, = R o bien y & (—, =)

Y .

45

Funcién cuadratica
Es de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ y representa una pardbola céncava hacia arriba o hacia abajo
Sia=0 Sia<0

Y4

Kl Wil h)
h X o
V(h, k). son las coordenadas del vértice,
Dominio; D; = R o bien x e (—,x) Dominio; D; = R o bien x & (—o, ®)
- -
Rango: y e [4“3 b ,m] Rango:y e (— ,ﬂ]
da da
Para obtener las coordenadas (h, k) del vértice se aplican las siguientes formulas;
pe -2 e dac—b’
22 4a

Ejemplo
Obtén el dominio, rango y la grafica de la funcién f(x) = x? — 4x + 5.
Solucién
Se identifican los valores de los coeficientes de cada término: a=1,b = —4yc =3
a >0, la pardbola es concava hacia arriba
Se calculan los valores de b y k:
b —(=4) dac—b*  H1IY5)—(-4) _

h="%m T2 BT 4(1)
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El vértice es el punto V(2, 1) y el dominio y rango son;

[m:—b’
=

o ,m] =[1,%)

D, =R obien x e (—%, =)

Para graficar, se tabula y se asignan valores de x menores y mayores que 2

fE)=x"-dc+5

la funcién flx) = x”
Con “n” entero positivo tiene como; Dominio x € (—2, =) es decir el conjunto de los reales Ry Rango;

ye[0,) sinespar
y & (=%, %) sin es impar

EJEMPLOS ®
2 1 @5 Obténla gréfica de las funciones f(x) = x y g(x) = x*
é ~ Solucién
Se tabula con valores arbitrarios de x:
Yi
fy=x2 4 1 0 1 4 fx)ms? i
T T T | T T Xr
Al graficar se obtiene:
Yy
g=x 3L 4 0 .- g =
X
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2 @4 Oyien la gréfica de las funciones f(x) = x* y g(x) = x°

Solucién
Se tabula para valores arbitrarios de x: "

f=e ]
BT |
fg=x3 -8 —1 0 1 8 —— :_ : ;;X

=y’

EEE IR
g(xl=x5—23;423 -1 0 1 23;423 ====“======X

Funcion racional
Se expresa como el cociente de dos funciones polinomiales,

P
Fix)= % con Q(x)#0

Definicién de asintota

Si la distancia d entre una recta o curva Ly el punto mdvil @ (x, y) de la funcidn tiende a cero, entonces la recta o curva
recibe el nombre de asintota,

Existen tres tipos de asintotas; verticales, horizontales y oblicuas,

Cuando la gréfica de la funcion f{x) se acerca a la curva o recta L(x) y la distancia d entre un punto de f(x) y la
aurva o recta L(x) tiende a cero (es decir la grifica no toca a L(x)), entonces L(x) recibe el nombre de asintota,
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Ejemplos
Asintota vertical
Y4 Asintota vertical 1 Asintota oblicua
E y=mx+bh
: y=fix)
H Asintota
E. horizontal
- y=fx)
0 E X X
X I: a
Asintota vertical
b )

En este capitulo sdlo se estudiarin las asintotas horizontales y verticales,
©  Asintotas verticales
P(x
Una funcidn de la forma F(x) = 2x) , tiene asintotas verticales si existen valores x,, x,, X3, ... , X, tal que se
Q(x} b i bl n

cumple lo siguiente:
Q(x]} = Q(xz) = e = Q(xﬂ) =0
©  Asintotas horizontales )

Se despeja la variable independiente x, si se obtiene una funcién de la forma G(y) = % , tal que para los

valores de ¥, ¥,, ¥, .- ¥, s€ cumpla que:

S(y)=S(y) = ... =S(y,) =0
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= 1 ®° Obién la grafica de la funcién f(x) =

RELACIONES ¥ FUNCIONES

|-

Soluciéon
H dominio de la funcidn estd dado por el conjunto D, = {x & R| x# 0}, teniendo wma asintota en x = 0, es decir el
gje vertical del plano,

1
Al despejar x se obtiene x = ;

De Ia cual se deduce que el rango estd dado por R, = {y € R |y # 0} y su asintota horizontal es y = 0, es decir
el eje horizontal del plano,
Si tabulas para valores de x diferentes de cero obtienes:

11
x =g 2 A 5 -5 B o 5 9 7 3

1 no 5 ]
e B U e 2

w

Se grafican las asintotas y se localizan los puntos en el plano, se unen y se observa como la curva se acerca a las
asintotas sin tocarlas, haciendo la distancia entre la curva y las rectas cada vez mds pequefia,

Y&

2x-3

2 ®¢- Dxtermina el dominio, ¢l rango y Ia grafica de Ia funcién y = ~—

Solucion
H denominador debe ser diferente de cero,

x+ 2#0, entonces x # —2
Por tanto, el dominio estd dado por;
D, ={xeR | x# =2} 0 x & (—, —2) U (-2, =) y la asintota vertical es x = —2
Al despejar xse obtiene el rango y la asintota horizontal:

_ 2x-3 _ 2y+3 " 4 .
b sy, ,f:ntmzc:ez;x——2_:‘r donde 2 — y#0 — y#

Por tanto, el R. = {y € R|y #2} y laasintota horizontal es y = 2
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Grifica; Se trazan las asintotas y mediante una tabulacion se obtienen los pares ordenados, los cuales forman la si-
guiente curva;

Funcién raiz cuadrada
La funcién estd dada por: f(x) = \/g(x),cong(x) =0

EJEMPLOS
= 1 @2 Ovénla grifica de Ia funcién f(x) = X +2
i.§' Solucién

Para determinar el dominio se resuelve la desigualdad: x + 2 =0 donde x = —2, entonces el dominio es el conjunto:

(xeR|x==2}oxe[-2,%)
El rango se obtiene despejando x

y= Jx+2 - y=x+2 = x=y?-2

La funcién es una raiz positiva, o cero, es decir y e [0, ) y el despeje da como resultado una expresitn polinomial
donde y e R, por tanto el rango estd definido para y e [0, =)
Al tabular dando algunos valores en el intervalo x & [—2, =) se obtiene;

X =& == 0 1 2 3 4 5

fd 0 1 V2 3 2 5 J& J7

La grifica que se obtiene es:
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2 @4 Determina la gréfica de la funcién: f(x) = \x* —x —2
Solucién
Para obtener el dominio se resuelve la desigualdad x? — x — 2 = 0, obteniendo que

x € (==, —=1]U[2,»)
1£.,/4y* +9

Al despejar x se obtiene, x = 2

es:y e (=, ) N[0, =) = [0, =)

donde y & (—=, =), flx) es una raiz positiva, o cero, por tanto el rango

Yi
fx)= .||‘,x2 -x=-2
-1 2 X

x—1
[ T H : E N oS,
3 G'aﬁcalafunmﬁny 1

Solucién i
Para obtener el dominio se resuelve la designaldad h = (0, obteniendo que:

xe(-=—-1)U[l, %)
Al despejar x para obtener el rango:
x=1 5. Xl

y sorrilen I Gl e - yx+1)=x-1 = yx+y?=x-1

yx—x=-1-y2
x(yi-1)=—-1-4?

—l—yz
— =+
e = , donde y#= 1,

La funcidn es una raiz positiva, por tanto, y e [{, o), entonces el rango corresponde a;
yel[0, 1) U(l, =)
La funcidn tiene una asintota vertical en x = —1y dos horizontales en y = —1, y = 1, al graficar se obtiene:

E

_ x=1 :
A PR .

Nota: Observe que grificamente y = — 1 no es asintota,
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Funcién valor absoluto
La funcién es f(x) = |g(x)|. dondex e D, y f(x) =0.

EJEMPLOS .
) @2 Opien1a grafica de fx) = |x + 3|,
-,E— Solucién o
Se parte de la definicién de valor absoluto, en la que |a| = [_:: z 3; ( » ¢ obtienen las siguientes igualdades:

y=x+ 3,y = —x — 3, las cuales son dos rectas donde el dominio son los niimeros reales y el rango estd dado
pory € [0, )
La gréfica que se obtiene es:

y==x-3

2
2 ®¢° Obiénla grifica de flx) = H
Solucién

2
;,astﬁdcﬁnidn para x # 0, por tanto el dominio es el conjunto D, = {x & R|x#0} o bien
X € (—m, ':})U(G! m}
Para el rango se despeja xde las igualdades que se obtienen al aplicar la definicién de valor absoluto,

=2 5= 2 dondey# 0 = =2 L x=-2 gondey=0
y—x—rx—y, y s y= x—:-x— y,Dl:l ¥y

También se toma el hecho de que f(x) > 0, ya que || >0, portanto el rango es el conjunto R, = {y € R |y > 0}

: X
obien y & (0, %),
La asintota horizontal es y =0, mientras que la vertical es la recta x = 0,
Luego la grifica que se obtiene es:

-
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3 @2 Obién la gréfica de f(x) = |x? — 4].

Solucién
y = x? — 4 es una funcién cuadritica con dominio x & R y rango y & [—4, ), teniendo como grifica;

Y4

Hi‘

+ 2 t I t _.-:2 ;

f(x) =0, luego el rango de la funcién es: y e [0, =), por tanto, al hacer positiva la parte donde x> — 4 es negativa
se obtiene la siguiente grafica:

X
-1
4 @+ Opién cl dominio, ¢l rango y la grifica de f(x) = h
Solucién
-1
Dominio; Paray = ~—— , x # —2, por tanto el dominio de I funcién estd dado por;

x+2
x e(—x, =2) U(-2,0x)
1-2

Rango: flx) =0, por tanto, el rango estd dado por y e [0, =], pero al despejar “x” se obtiene x = yTIy , entonces

y#1, portantoy e [0, 1) U (1, =)
Grifica 1
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En la grifica 1 se muestran los intervalos que se analizardn para construir la grifica que se propone,
i) Enelintervalo {(—os, —2) las rectas y = x — 1, y = x + 2, toman valores negativos, es decir

x=1] == x-1
FO=2| = v T 22

La porcidn de grifica en el intervalo (—==, —2) es:

YA

ii) En el intervalo (—2, 1]
¥ =x — 1 toma valores negativos
¥ =x + 2 los toma positivos
es decir:
fo = I;+; - +§;+'g - ;+;

La porcidn de grafica es:

bt

iti) En el intervalo [—1, =)
y=x—-ly=x+2
toma valores positivos es decir

Cx=1] +x-D x—1
FO=[32| " %+ ~ 242
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Tiene la misma grifica que en el caso i)
La porcidn de grifica es:

‘,\'

-

X2 11

Finalmente, la grifica es la unién de las porciones de grifica en cada intervalo,

Nota; En la grafica aparece un hueco eny = 1 ya que el rangoes y e [0, 1) U (1, =)

Funcién mayor entero
Tiene la forma: f(x) = [x] con la propiedad de que [x] = nparatodon=x<n +1l,conn e Z,

EJEMPLOS
| ) ®°- Ovien la grifica de: f(x) = [x]
i : Dominio; D, = {x [x € R}
Y]
Rango: R, = (y|y € Z)
Se toma un subconjunto del dominio por ejemplo x & [—2, 3] se tiene que:

-2
-1

=2 =x<-1
—-1=x=<0
0=x<1
l=x<2
2=x<3
I=x<4

fx)y=[kl=

RaEERRR

1
2
3
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También recibe el nombre de funcidn escaldn,

2 ®9: Traz Ia grifica de f(x) = Ex]
Solucion

H dominio y el rango de la funcién se definen;

D, ={x|xeRl y R={y|yeZ}

Se elige el subconjunto del dominio x & [—2, 2] entonces;

Longitud del escalén  f(x)
2_3x< 1 3=x< 2 2
1_3x€0 z_x{(} 1
=2 Sl
0_3:&4:1 O—xe:z 0
=2 3=
1_3x{2 2_x4:3 1

Y
T2
*—O
S u |01' g 3 X
-1
*—0 +=2
+=3
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EJERCICIO 4
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
L flx)=4 22, y= JI6=-%
2
2, fix) = T 23, flx) = Jx"+x—12
Lfx) == 24, flx) = Jd4x* -9
—100x*
4, fx)=3x+35 25, flx) = ';“]Tx
1 x—2
5.f(x)=5x—l 26. f(x) = 2
Bty s 5 27 Ny
) =—7x SO =13
+4
7. fx) = 5% — dx +3 28,100 = [T
1—x
= - . o
8. fix) 2x* + 12x - 13 29. flx) ey
9. flx) =4 — x? 30, f(x) = |x|
10,y= = 31 fx) =|x — 2|
1
L fx) = -1 32, flx) =|x + 4
X
12.;(;):;—_-2 33, flx) = |x2 = 1|
3, g 2 34, f(x) = |x2 — 4x + 3|
ik e x+4 -f-{x =X 33
_xt2 — 9 — 52
4. 50 = 3 35. flxy =2 —x?
% +5x+6 1
15. flx) = = 36. flx) = e
16 = ! 37 s
J®= F a3 PR
x+2 x+3
17, flx) = 29 38, flx) = -3
x—3
18. f(x) = V=x 39. /8= [
19.y= Jx—4 40, f(x) = ;‘l;x]
20y==-y9-x 41, f(x) = %x]

2.y= ¥ -3

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Funcién caracteristica

Son funciones que estdn seccionadas por intervalos y en cada intervalo se presenta una funcién distinta, Para graficarla
basta con dibujar la grifica de cada una de las funciones en el intervalo dado.

Ejemplo
Obtén la grifica de:
=1 si —2=x<2
fxy= 43 si2<x<4
3x—9 si x=4
Solucién

Se tabula cada una de las funciones en el intervalo dado, se localizan los puntos y se grafican, observa que hay puntos
que no estin incluidos, para esos valores se coloca un circulo abierto,

YJL
13
BN RPN
EJERCICIO 5
Obtén la gréfica de las siguientes funciones:
i _x si 0=x<2 P _JW2=x st x<2
)= x4 s 2sx=4 W52 s x=2
s 5 si x<-2
1 si x=3 i
2. f) = [0 si i<—3 6. fix)y={x"+1 si —2<x=2
2x+1si x>2
_ [ si x<0 _ -4 _ [a si a=0
3, fx) = {x’ 5 Gap T f=""3 Recuerda que [a| = {_; 4 4<0
2—-xsi x<—1
4. fix)= {3 si —l<x<2
x+1 si x=2
o\hﬁl:nhun:ultldmanhsl:déndnlch‘ correspondiente
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Grafica de una funcién a partir de otra conocida

Algunas funciones se grafican a partir de que se conoce la grifica de otra, a través de desplazamientos, alargamientos
oreflexiones de esta dltima,

Desplazamientos
Sea f(x) una funcién, ¢ > 0 y b > 0, si;

a) ¥ = f{x) + ¢ entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades hacia arriba,

b} y = f(x) — ¢ entonces se desplaza la grifica de f(x), ¢ unidades hacia abajo.

¢) ¥ = flx + c) entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades hacia la izquierda.

d) y = flx — ¢) entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades a la derecha,

€) y= flx + ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades hacia la izquierda y & unidades hacia arriba.
f} ¥y = flx + ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), ¢ unidades hacia la izquierda y b unidades hacia abajo.
g} ¥y = flx — ¢) + b entonces se desplaza la grifica de f(x), c unidades hacia la derecha y bunidades hacia arriba,
h) y = flx — ¢) — b entonces se desplaza la grifica de f(x), ¢ unidades hacia la derecha y bunidades hacia abajo,

YA Y& Yi
[
a- 7 { ki
f
"r‘x %-x '-‘—x
fix) fay—¢ fx)+c
Ya Yi Y
[‘\J’\ b{ .
at .-l (- ta -a
— e — - " >
f—i— ] [ X
c £ ¢ X ¢
fx-¢) flx+e) flx—e)+b
Alargamientos

Sea f(x) una funcidn, ¢ > 1, si;

a) y = cf(x), se alarga verticalmente la grifica de f(x), ¢ veces,
by y= %f(x),secumprimc verticalmente la grifica de f(x), en i
¢) y = flex), se comprime horizontalmente la grifica de f(x), ¢ veces,

d)y= j"(%x] , se alarga horizontalmente la grifica de f(x), en 'if
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Reflexiones verticales y horizontales
Sea f(x) una funcion si:

L. y = —f(x), se refleja la grifica de f{x) con respecto al eje X,
2, y = f(—x), se refleja la grifica de f(x)con respecto al eje Y,

Y £

.
L

[

I ¥
y=—1)
c

Relaciones y funciones

Y4

*x
L?=-Rﬂﬂ

Se tomardn como base las siguientes funciones para graficar otras de la misma forma;

fx)=x°

Ya Y
foy=x* :
* x + / o
Y4
=X
L 1
fx)=—
F x
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RELACIONES ¥ FUNCIONES

EJEMPLOS

& 1 8% Gon bascen la funcion f(x) = x?, obtén la gréfica de: y = x2 + 2,y = x2 - 2,

1
y=@-y=G+2Py=%%y=sxty=-2ty=x"-%-3

Solucién

_ﬁx} =2

YA

X

Se desplaz f{x) = X° dos unidades
hacia la derecha

v

Se comprime f(x) = X alamitad
verticalmente

2

y:x?+2
YA

Se desplaza la grdfica f(x) = X
dos unidades hacia arriba

y=G+2)

¥ =x-2
y &

Se desplam la grafica flx) = x°
dos unidade s hacia abajo

y=2¢

Y4

| 1 | ! -
T T T T LI

v

Se desp.hzn.ﬂx) = x” dos unidades

hacia la izquierda
y=-x
lul

X

Se alarga fix) = verticalmente
dos veces

y=x-2-3=(-I-4

\E L

Se refleja flx) = X con respecto al
eje X
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Relaciones y funciones

2 ®¢° Determina la gréfica de y = |[x —3 + 2, a partir de la grificade y = Jx .
Solucién
La grificadey = Jx es:

v

Para obtener la gréfica de y = x— 3 + 2, se toma la gréfica dey = +/x , ésta se desplaza 3 unidades a la derecha y
2 unidades hacia arriba

Ya

EJERCICIO 6

Utiliza desplazamientos, alargamientos o reflexiones para obtener la grifica de las siguientes funciones:

l.y=x2-4 B.y=(x—1F+2
2. y=(x+3p 9-}'=%x3—2

3.y=1-x2 10, y= Jx—2+2
4, y=x2—6x+10 1, y=x-3-2
5.y=%ZI+12x+11 12.y=-x+3

6. y=—x> B.y=|x—3]-2
T.y=x3+1 14, y=3— |x+ 4|

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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RELACIONES ¥ FUNCIONES

Funciones creciente y decreciente

Una funcién es creciente en un intervalo 1, si para cualquier x;, x, € L
Six,) < flx,) donde x; <x,

Una funcitn es decrecienteen un intervalo I, si para cualquier x,, x, € L,
Sflx) = flx,) donde x, <ux,

Eijemplos
Las gréficas de las funciones f(x) = x? y g(x) = x?son:
f s Y Y

v

La funcién f(x) = x2,es decreciente en el intervalo de ( —==, () y creciente en el intervalo (0, =), mientras que g (x) =x3
& creciente para toda x de su dominio,

EJERCICIO 7
Con las funciones conocidas determina el intervalo donde crecen o decrecen:
L f(x) = Jx 6. fx) = — Jx+3
2, fix) = x* 7. fx) =9 =x?
3. flx)=x 8. fx)=|x—3|-2
4. f(x) = |x| 9. f&) = \9-x*
5.f0 = Jx—-2 10, f(x) =6

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funciones inyectiva, suprayectiva y biyectiva

Funcién inyectiva (uno a uno)

Sixy, x, € Dy x; # Xy f €s una funcién inyectiva si y solo si f(x,) # f(x,). o dicho de otra forma, flx,) # f(x,) si
ysolo six, #x,.

Se determina si la fincidn es inyectiva al trazar una recta paralela al eje X sobre la grifica y si toca un solo punto
es inyectiva, También se puede decir que una funcién inyectiva es aquella que siempre es creciente o siempre decre-
ciente,
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EJEMPLOS
& 1 8% Determina si la funcién f(x) = x3 + 1, es inyectiva,
ET Solucion

Sean x, # x,, se tiene que (x,)® + 1 # (x,)* + 1, ya que no hay nimeros distintos cuyos cubos sean iguales, con este
resultado podemos afirmar que la funcién es inyectiva; por otro lado, si se observa que la grifica es creciente, por
nto, es inyectiva, Otra forma de saber si la funcidn es inyectiva es trazar cualquier recta paralela al eje X, y ésta
debe tocar un solo punto de la gréfica,

|
| =1
/

—o—o—f——o—o—o—o—}

2 ®°- Determina si la funcién f(x) = 2x — x2es inyectiva,

Solucion

No es inyectiva, ya que para x; = —1 y x, = 3 se obtiene que f(x,) = f(x,) = —3, lo que contradice la definicién,
Luego, si se traza una recta paralela al eje X, se observa que ésta toca dos puntos de la gréfica; por otro lado, no es una
funcién que sea creciente ni decreciente siempre,

Y4

[T \ st
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Funcién suprayectiva

Una funcién f: A — B es suprayectiva o sobreyectiva si para cada b e B existe a € A tal que f(a) = b; es decir, para

todo elemento de B siempre hay uno de A al cual fue asignado.
Otra forma de reconocer una funcidn suprayectiva s si su contradominio es igoal a su rango. Al menos que se

indique lo contrario el contradominio de las funciones dadas serdn los niimeros reales,

EFMPLOS
1 @ Determina sila funcién f(x) = x? + 1 es suprayectiva.

§- Solucion

suprayectiva,

El contradominio de la funcién es el intervalo (—se, o} y su rango el intervalo [1, =), por tanto, la funcitn no es

Solucién

suprayectiva,

2 8 Determina si la funcién f(x) = x* + 1 es suprayectiva

YJI.

El contradominio de la funcitn es el intervalo (—es, =) y su rango el intervalo (—e, o=}, por tanto, la funcitn es

fx)y=x'+1
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Funcién biyectiva

Una funcion “f™ es biyectiva si es inyectiva y suprayectiva,

EJ‘EMPLOS

<RV 8¢ Determing si la funcién f(x) = 3x + 1 es biyectiva,

i§' Soluciéon
Es una funcién siempre creciente, por tanto, es inyectiva, El contradominio de la funcién es (—, ©9) y su rango (—, =)
entonces es suprayectiva,

La funcidn es inyectiva y suprayectiva, por tanto, es biyectiva,

Y

L 4

2 ®¢° Deermina si la funcién f(x) = T—x es biyectiva,

Solucién
Grifica

Sial trazar una recta paralela al eje Xinterseca a la curva en un punto es inyectiva; no es suprayectiva, ya que su contra-
dominio son los reales y su rango es el intervalo [0, =), Es inyectiva pero no suprayectiva, entonces no es biyectiva,

3 @+ Determina si la funcién f: (=, 1] — [0, =), tal que f(x) = /1—x es biyectiva.

Solucién
La grifica es la misma de la funcién del ejemplo anterior, por tanto, la funcidn es inyectiva,

En este caso se especifica el contradominio como el intervalo [0, =) el cual es igual al rango, entonces, es su-
prayectiva,

Es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva,
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4 ®9- Determina si la funcién f: (—e, 0] — [0, ®), tal que f(x) = x2es biyectiva.
Solucién
De la grifica se observa que la funcidn es inyectiva, ya que la recta horizontal sélo toca un punto,
Por otro lado, el contradominio es el intervalo [0, o) el cual es igual al rango, por tanto, es suprayectiva,
Por iiltimo, es inyectiva y suprayectiva, por consiguiente, es biyectiva,
YIL
fio = \ |
. T T G T T T -’X
EJERCICIO 8
Indica cuél de las siguientes funciones es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva
L fx)=x 6, f(x) =x2=Tx + 10
2. flx)=3 7. fx)=2x -3
3, flx) =x2 8 flx)= Jx=3
4, flx) = x° 9. fiR—=[-1,)talque i) =x2—1
5. fix) = x% x € [0, =) 10, f: [0, %) — [0, =), tal que f(x) = |x|

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Operaciones con funciones

Sean [y g dos funciones con dominios Dy D, respectivamente
@ f(x) + g(x) = (f + g)x), con dominio; D, N D,

© flx) — g(x) = (f — gix), condominio: D, N D,

© f(x) - gx) = (f - g)(x), con dominio: D, N D,

®_(f
[+ ) (gj(x),mndummm. (xe Dans|g(x}#0}
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Determina

a) fix) + glx)

b) flx) — g(x)

c) fix) - g(x)
fx)

D g(x)

Solucion
Se obtienen los dominios de f y g para efectuar las operaciones,
Df:(_ml m)l Ds:(_ml m)
a ) +gx)=x"=Tx+ 100+ (x = 5)
=x?— 6x+5,conD N D, = (—, )
b) flx)—glx)=x>=Tx+10) = (x = 5)
=x2—8x+15,coannDs=(—m,m)
2= Tx+ 10)(x — 5)
=x* = 7x? + 10x — 52 + 35x — 50
= x3 — 12x? + 45x —50,con D, N D, = (—, )
f® _ #-Tx+10 _(x-5(x-2)
glx) B =5 x—5

¢} flx)- glx)

d) =x—2cun,fxEDfﬁDg|x#5]

fix)

* Sean las funciones fix) = /9 —x" y g(x) = x determina; f(x) + g(x), f{x) — g(x), fx) - gl¥)y ——

glx)

Solucién
Se obtienen los dominios de las funciones: Dy [—3, 3], D, (—=, @} y se realizan las operaciones,

fx)+ g(x) = /9 —x" + x, con dominio; D, D = [~3,3] Ni{—e ey = [~1,3]
f(x) — g(x) = 9 —x* — x,condominio: D, N D, = [—3,3] N (—%, =) = [-3,3]

f®)-g@) = y9—-x" -x=x/9—x",con dominio: D, N D, = [~3,3] N (=, ) = [3,3]

@ a-# S— —
(%) .x ,con dominio; [x e [=3,3]|x #0]) o bienx e [—3, 0) N (0, 3]
Sean f={(2,3),(3, 1), (4, =5), (5, -9} y g = ({1, 2), (Z, 5). (3, 8), (7, 10)}, determina f + g

Solucién
Los dominios son D, = {2,3,4,5)y D= {1, 2, 3, 7}, entonces Dﬁs = {2, 3}, para calcular f(x) + g(x) se susti-
tuyen los valores del dominio de la suma,
Q) +g2)=3+5=8
fA)+g3)=-1+8=7
Por tanto, f(x) + g(x) = {(2,8), (3, 7)}
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EJERCICIO 9
Para las siguientes funciones determina;
J@x) + g(x), fix) — glx), fix) - glx)y %

1. flix) =35, g(x)= -2
2.fx)=2x—5,g(x)=2x+ 5

L =x—ax—5gx)=x++2

2x—-1 x+2
40 = —5 .80 = —3

500 = Jx=3 .8 = Jx+4

6, flx)=x+ J;,g(x)= N

7. f(x) =sen’x, g(x) = cos’ x

8. f=1{(=12),(0,3),(1,4),3,6), (5. D}, g = {(—3,6), (-2, 8), (-1, 10), (2, 12), (3, 14), (5, 16). (6, 18)}
9. f=1(-2,-5,(-1,-3), (0, —1),(1,1), (2. 3)}, g = {(—=5,8), (=4, 7), (=3, 6), (=2, 5), (=1, 4), (0, 3)}

10, f = {(—2, —%] (=1,=1), 1, 1), (z %] (l é]} 8= {('1’ 2).(1.0) (2’ %]}

Dadas las funciones:
A =x+3 g =x+5x+6,r(x) =x+2,5(x) =x2 - 3x— 10
Determina;
11, f(x) + r(x) 16. g(x) — s(x)
12, fix) — s(x) 17, flx) - r(x)
_ 1@
13, g(x) - s(x) 18. i
&) £
o P s
) 5@ s
B 25 " )
Dadas las funciones:
-1 1 1-
flx) = :? ,g(x) = =¥ hix) = ﬁ,determina:
21, fix) + glx) 24, f(x) — h(x)
fx) .
22, o) 25, g(x) - hix)
fx)
23, fix) - g(x) 26, (%) + hix)
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2. ) —gx) 32, f(x) - hix) — g(x)

2y = f(D J(x)+h(x)
B0 BT

1
B fet DG+ B
1

30. hix) = g(x) 35, 1= 1)

Mx) _ g

Cglx)  f(x)

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

Funcién composicién (Funcién de funciones)

Sean f'y g funciones cualesquiera que definen una nueva funcidn, la cual recibe el nombre de funcién composicién
de fcon g y se denota con;

(feghx) = fleglx)

y es la funcidn cuyo dominio son los elementos del dominio de g, tal que g(x) pertenece al dominio de f; es decir,
D, (x|xeD,ygx eD]
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EJEMPLOS
2 ‘I 88°5i f={(1,2),(3,4),(5,6) (7, 8)) y g = {3, 1),(~1,3),(=5,5), (—9, 2)}, determina f * g.

io Solucién

Se determinan los pares ordenados de la funcién g, de tal manera que el segundo término sea el primer término de los

pares ordenados de la funcién f, Los primeros términos, de cada par ordenado encontrado, forman el dominio de la
fimcién composicitn,

Los pares ordenados de g que cumplen con la condicién son;

3, 1),(—-1,3),(-535)
Por tanto, el dominio de la funcién composicién es;

Dy, {—5. 13}

El dominio se evalia de la siguiente manera;
Por definicidn f » g = f(g(x)), entonces el conjunto solucién son todas las parejas ordenadas de la forma:

(x flg(x)))
fg(=5)=f5)=6
fg(-1))=rf3)=4
fgB3) =fl)=2
Finalmente el conjunto es;

feg=1{(-506)(-1,4),(3,2)]

2 8% Determina f o g; g o f; f  fi g ° g para f(x) =x + 3, g(x) = L-

x—1
_ _ x|l = _ x+3x-1)  4x-3
f"g—f(g{x})—f(x_l] - ox—1 Ta= x—1 - ox-1
x+3 x+3

gef=g(fx) =gl +3)= TN T

Fef=rfRN=fx+3)=x+3)+3=x+6

X L
x x— x—1 x(x—1)
3*g=g(3(x))=g(x_1] T x| x=G-D T - T
x—1 x—1

Para determinar f o g © hse aplica primero h, después gy, por iltimo, f
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3 ®¢-3i f(x) = x% g(x) = 2x — | y h(x) = x — 4, determina f e g o h,
Solucién

(fegeh)x)=flglh(x)) = flgxk — ) =f2x—H -1 =f2x - 8- 1)=f(2x - 9)
= (2x — 9¥ = 4&x? — 36x + 81

4 ®0:5iF(x) = [(x+4) =5 ,determina f,gy htalque F = fegoh

Solucion

F(x) = \/(x+4) —5 ,lafuncién dice suma 4, eleva al cuadrado, resta 5 y obtén la raiz.
Entonces se tiene que:

hx) =x+4 g =x2-5 fo = Jx

D tal forma que (f ° g h)}x) = flg(h(x)) = flg(x + 4)) = f((x + 47 = 5) = (x +4)* =5

EJERCICIO 10

Determina f ° g, g° f, f ° f y g ° g para las siguientes funciones;
Lfm)=3%2-5%-2 y gx=2x—3

2 =Vx y gm=x

) =4 y gx=2

4.f@) =¥ =5 y gw=F+5

5. =x+2+1 y glx)= Jx-1

x—1
6.f&)="73 ¥ sW=

|-

T.fx)=loglx—2) y glx)=x-2

=1 T
8. flx) = h y glx)= %
9. flx) =1{(2,5), 3,6, 4.7, (5. 8)} ¥y glx)={(L2),(23).(3.4),435)]

10. fx) = {(1,1), (2,4, (3,9, 4. 16)}) y g(x = {(-21),(-1,2),(0,3), (1, 4}
1L f) = {(0, 1), (1,3), (=1, =1), (=2, =3)} y glx)={(3,0)(-2-2.(, -D}

Encuentra f de manera que (f ¢ gix) = F(x)

3—x 1—x
12, glx) = T ¥ F(x) = T

13, glx)=x—1 y Fx)= jx—1
4. gx)=x> vy Fx)=mx*+b
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15. g(x) = Jx¥* =1 y Fx)=x2-1
1-2x
x

1
16. g0} == y R =

Determina f e ge h

17. fx) = x%, gx) =3x y hx)=3x—1

18, fx) =x% gx) =1 —x y hix) = 4?2

19. f) = Vx . g =2 -5 y k) =x-2

20, fix) =x%L glx) =senx y h(x)=x—2

1 1
. fx)= 7.8 =17 ¥ hx)=cosx

22, flx) =logx, glx) =10 y h{x)=senx

o Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondient@ s « = « + + s 5 ¢ + 6 4 5 ¢ 25 4 5800888022225

Funciones par e impar

© Sedice que una funcién £ es par si: f(—x) = f(x).
© Sedice que una funcidn f es impar si: f{—x) = —f(x)

1 @2 fx) = x? — 4 es funcién par, ya que
|

EJEMPLOS .
5

f=x)=(—x?—-4=x—4= flx).

2 ®¢- f13) = 333 + 4xes funcién impar ya que:
F(=3) = H=xP + 40 = =333 — dx = —(x> + 49 = —(®)

3 ®9° f(x) = x3 — x2 — 5x + 2 no es par ni impar, ya que;
A0 =(=xP = (=22 =5(-x)+2==x3 =2+ 5 +2=-(x*+x2-5x-2)
0= y f(=0#-f&x)

Observaciones:

Sif y g son funciones pares y h y rfunciones impares, entonces se cumple:
L f-gespar

IL f - hes impar

LA -res par
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Relaciones y funciones

EJERCICIO 11
: Indica si f es par, impar o ninguna,
1 fx)=x*—x 9. flx) = (x+ 12+ x*
2. f=x*—6x2+8 10, fx) = x3 — 2x
3. fx) =x3 11, f(x) = x* = 2x?
x -1
4, fx) = —x*+ % —4 12.f(x}=ﬁ
5. f() = (x — 20 13, f(x) = 35 — 2«
6. fx) = i—: 14 fx) = /& +x°
1. /@) = J# -9 15 flx) = = ;sh

B. flx) = /9—x"
c\h'iﬁuhunsu!tldm-nhs-:déndllchcionncmspandinnh. R R R N R R A A A A S R R

Funcién inversa

Sea f una funcidn inyectiva con dominio Ay confradominio B;la funcién g que satisface f(g(x)) = x, se llama fincidn
inversa de f y se denota f~'(x) con dominio By contradominio A,

EJEMPLOS
2.1 ®° Ixtermina Ia funcién inversa de f(x) = x* — 3.
;§- B solucién
fy=x*-13
Al emplear la definicion
Ka=x (e -3=x (F'eY=x+ 3 flix=3x+3
Y 4

fx)=x"-3

o= Ax+3

X

Observa que f~'(x) es un reflejo de f(x) sobre la funcién identidad y = x.
Comprobacidn;
) = (Y +3)=(Yx+3) -3=x+3-3=x
Otra forma de obtener la funcidn inversa es resolver la ecvacién para xdejindola en términos de v, se intercambia
xpor f(x), y por x.
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2 ®9° Determina la funcién inversa de f(x) = 3x — 12
Solucién
f)=3x—12y=2—125y+12 =3x_+§ i

Se intercambia y por x, x por [ {(x): f1(x) = % + 4

Comprobacidn:
F =D =f(§+ 4]=3{§+4] -12=x+12-12=%

3 @ Determina la funcién inversa de f(x) = x2

Solucién
La funcién no es inyectiva, por tanto, no tiene inversa.

-

Propiedades
Si f es una funcién con inversa f !, entonces

© El dominio de ' es el rango de f y el rango de f~! es el dominio de £,

S (fef Hx)=x(teN)=x

@ f'es invertible y su inversa es f.

© S8i f es una funcién real entonces la grdfica de f~! es el reflejo de f sobre la funcién y = x

EJERCICIO 12
Determina la funcién inversa (si es posible) para las siguientes funciones:
L fix)=x 9. f(x) = (2x — 5
2. fx)=2x—5 10. f(x) = J4—x*,x €[0,2]
3 flx)=x2=9,x e [0, %) 11, fix) = yx+9
4 fx)=x+3x+2 12.}‘(x)=2x1+3
5. flx) =x° 13. f(x) = Jx*—1,x e [1,%)
6. fla) =33 14, fx) = i%i
7. fx) = x% x e [0, ) 15, f(x) = ﬁ
8. flxy= 3—-x

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente
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Relaciones y funciones

Funciones trascendentes

Funcién exponencial

Es una funcidén de la forma f(x) = a‘,cundomjniubf:x e (—m, o)y rango y & (0, %) (si @ = 1, entonces el rango
es {1}) y basicamente existen tres tipos:

Yi Ya Ya
e g , >
X X X
f)y=d,a>1 fy=d,0<a<i fo=r
EJEMPLOS
1 @2 Obien las graficas de f(x) =27 y glx) = 27

i

Ejemplo:

Solucién
Se hace una tabulacidn para cada gréfica y se obtiene:

= L) X
fe=2% 3 i 5 1 2 4 8
—x 1 i i
gW=2" 8 4 2 1 : T 5
Y+ ¥Ya
— N M~
If(y) =27 = =27 X

Una de las funciones exponenciales mis comunes es: f(x) = €%, con e = 271828

¥a
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2
2 @ Obién las grificas dey = e %,y = e* + 2,y = Jef,y = —ely=—e

Solucion
Mediante reflexiones, desplazamientos y alargamientos de una funcién se obtienen las siguientes graficas:
¥a
Yy E
\.__‘_\_1_ ; TL___'__'_:_:)__ __________
X . ] ¥
' X
=X 2 x
y=e y=¢+2 y= Ee
" Ya
—l—l-_\_‘_\\3 rx /_'_,_‘—l—'-‘—‘ X

La fiuncidn exponencial f(x) = a* es inyectiva (ya que es creciente), por tanto, debe tener inversa, la cual es el
logaritmo con base a. Un logaritmo se define como el exponente al que se eleva un niimero llamado base, para obtener

cierto niimero, de tal forma que aplicado a la funcién exponencial queda:

y = a* entonces logy = x,y >0, por tanto f~(x) = log,x

De lo anterior, se define la fincidn logaritmica como:

g(x) =log x Dominio; x e (0, =), Rango: x e (—9%, =)

rll

(1.0}
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Pasa por el punto (1, 0), porque log, 1 = 0 ya que a® = 1, es creciente y tiene una asintota vertical en x = 0

Por ejemplo, las grificas de las funciones: f(x) = log, x y g{x) = log x son:

Y 4

fx)=log:x

g(x) =log x

X

Por otro lado In x = log, x, por tanto, si f(x) = e*entonces f~'(x) = Inx

¥

f=e

sy

fFl=inx

X

EJEMPLOS
= 1 @2 Determina la grifica de y = log(2x — 5).
i.§' | Solucién

Ya

Se determina el dominio; recuerda que log, N = a,entonces N > 0
5 5
2x—5>0—>x>5—>xs 5,“’

5
Se traza una asintota en x = 2 y se desplaza la grifica y = log, x

G
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RELACIONES Y FUNCIONES

2 @4 Determina la grifica de y = log(x — 3) + 2.

Solucién
Se desplaza la gréfica de y = log xdos unidades hacia arriba y tres a la izquierda

Ya

Funciones trigonométricas
Pura la gréfica de las siguientes finciones trigonométricas se utilizarin por convencidn valores en radianes para x,

Y&
T y=cosx

NN
VARV

Dominio: x€(-w,) Dominio: xE(—m,m)
Rango: yE[—},}] Rango: y € [—1,1]

Y.II.

y=tanx
X %X
Dominio; xERIx#ME,nEZ} DOHﬁnio.‘{tERlx#m,nEZ}
. Rango: yE(—m,m)

Range: yE (-oo 400 )
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Las relaciones y = cscx, y =secx
Y4

L y=escx

/[ T, IS TR S N T I
—+—— — >

P Am o 2 X
BT ;

Domm.;o {xE R| ) m,};e z}
Rango: y E(— o0, — J]U[I,oa)

Ejemplo
Determina la grificade y =2 senx + 2

Solucién

Relaciones y funciones

y=secx:

L 4

¥ H ' 1-
Dominio: xERlx #En::,nEZ

Rango: y € (- w,- l] U [I,m)

La funcién f(x) = sen x se alarga 2 unidades verticalmente y se desplaza dos unidades hacia arriba, obteniendo la

siguiente grafica:

v

EJERCICIO 13
Obtén la gréfica de cada una de las siguientes funciones:

L, fix)=3*
2, y=3"

3.y=3"-3

4, fix)=e*+ 1
5.fx)=1-¢*
6, flxy=e*+2

7. f&) = In(x — 2)

O Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

B.fx)=1+1logx

9. fx)=2+MIn{(x+ 1)
10. f(x) =3 cosx — 2
11, fix) = —2senx + 1
12, f(x) = —tanx

13, fix) = —2secx + 1

14, f(x) = sen (x + %J
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Las funciones como modelos matematicos

Como se afirmé al principio del capitulo, las funciones representan modelos para resolver problemas de la vida real.

EJEMPLOS
4 tura de un recipiente es que o de su base, expresa el volumen en funcion
1 @ Laaltura de ipiente cilindrico es el doble que el radio de su b el vol del cilindro en funcié

-g- de su all
f su altura,
2

Solucién
H volumen de un cilindro es;
Puesto que la altura es el doble del radio de la base, entonces:

h=2r—=r= g

h h=2r
Al sustituir r = 5 e el volumen se obtiene:
hY h* wh’
S . — S =
V—m‘h—ﬁ'(zj h—4r4 h= 1
Por CD]]Sigl]iﬁlﬂﬂ- /r"_—____r_—_\\
2 @4 H perimetro de un rectdngulo es de 26 unidades, expresa el drea del rectingulo en funcién de su largo,
Solucién
Se establecen las dimensiones del rectingulo:
x: largo, y: ancho
H perimetro es
x+2y=265x+y=13
y=13—x x
H drea del rectingulo es
A=xy
¥ ¥
Al sustituir y = 13 — x, se obtiene;
A=x(13 = x) = 13x — »*

Por consiguiente, *

A(¥) = 13x — x2
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3 @ Una persona tiene una pared de piedra en un costado de un terreno. Dispone de 1 600 m de material para cercar y
desea hacer un corral rectangular utilizando el muro como uno de sus lados, Expresa el drea del corral en términos
del ancho de éste,

Solucién
Sean x y y las dimensiones del corral donde,
x:ancho del corral, y: largo del corral

St
Entonces, SRR
&\\ “\\ ‘-‘\ ‘(\‘ ‘\\“‘_ ;
e *” = '-‘3\::‘:::::-;:3:33::“ ;
2x+y=1600—-y=1600— 2x = R
.ty
AN e teyts,
el drea del rectingulo estd dada por: A rote gt ey
. P SRRz
— N N L
A=xy QBB
-~ Y -
r— . Wik gt ey -
Al sustituir y = 1600 — 2x, se obtiene: Tt o

A() = x(1600 — 2%) = 1 600x — 2x2

m
4 ®#° Un globo asciende desde un punto con velocidad constante de 1.5 P 30 m del punto del despegue se encuentra
una casa, Si fes el tiempo en segundos, expresa la distancia que existe entre la casa y el globo en funcién del fiempo,

Solucién
Seav = % , entonces d = w, donde, des Ia distancia, v1a velocidad, # el tictupo.
Al transcurrir # segundos el globo sube 1.5 1 en metros; entonces se aplica el teorema de Pitigoras para obtener:

A2 =150 + 30? > g2 (%r] + (30)2

9
A omatiog g
d 4: + 900
|97 + 3600
d= 4
d=§ 1* +400

Por tanto:
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EJERCICIO 14

1
2,

10,

11,

12,

Q Verifica tus resultados en la seccién de soluciones correspondiente

. El drea de la base de un cilindro es de 40 7 m®, Expresa el volumen en funcién de la altura,

Fluye agua por un tanque conico de 10 m de radio y 25 m de altura, Cuando el nivel del agua estd a una aliura
de hy radio r, expresa el volumen del agua en funcién de la altura,

. Si el ancho de un rectingulo es la quinta parte de su largo, determina el perimetro en funcitn de su drea,
. Dada una circunferencia de radio r, precisa el drea de la circunferencia en funcién de su didmetro 4.

. Se inscribe un cubo de arista x en una esfera de radio r, Expresa el volumen de la esfera en funcidn de la arista

del cubo.

. Al graficar la recta, cuya ecuacidn es 3x — 2y + 6 = (1, y trazar una linea vertical paralela al eje ¥ en cual-

quier punto sobre el eje X se genera un trigngulo rectingulo. Expresa el drea de dicho tridngulo en funcidn de
I abscisa x,

. Se desea construir un tanque de gas en forma de cilindro circular recto de 2.5 m de altura y a cada extremo del

cilindro van unidas dos semiesferas de radio r, Expresa el volumen del tanque en funcién de r,

. Se inscribe un tridngulo equilitero de lado xen una circunferencia de radio r. Expresa el drea de la circunferencia

en funcidn del lado x.

. Se inscribe un rectingulo en una elipse cuya ecuacitn es 9x? + 16y? — 144 = 0, Precisa el 4rea del rectingulo

en funcifn de la abscisa x.

Un cartel de base x y altura y tiene un drea de 540 cm? con mérgenes de 2 cm a los lados y 1.5 cm en las partes
superior e inferior, Expresa el drea impresa en funcidn de la base del cartel,

Desde cierto puente de la Ciudad de México un peatén observa un automévil que viaja a 18 m/s en una avenida
perpendicular al puente peatonal, Sites el tiempo en segundos, determina la distancia entre el peatdn y el automévil
en funcifn del tiempo, si la altura del puente es de 4.5 m,

Una lancha es remolcada con un cable hacia un muelle. El cable es enrollado a razdn de 0.5 m/s y la lancha se
encuentra a 2 m por debajo del nivel del muelle, Si f es el tiempo en segundos, expresa la distancia que le falta
recorrer a la lancha hacia el muelle en funcidn del tiempo,
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GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

CAPITUIO 2

; 19, a) ZCOB =30°, ZBOA = 60°
= Esercico 1

¥ : b) ZAOB=45°, ZBOC= 3(°, ZCOD = 15°
A=l 1. 401708° 5, 91525 9, 18°15' 18 3 Sk 50h S0 1%
Mg | 26 6. 98.3791° 10, 29 24' 39" i B AR A
3, 1034160 7. 4019 127 11, 19°59° 24” R ——
4, 73.67771° R, 61°14 24" 12, 44°00° 36™ _ﬂAiDB=£COD = 45° £BOC = 55°, ZDOE = 35°
K £) ZAOB (convexo) = 134°, ZADB (céncavo) = 226°
h) £ZAOB (convexo) = 50°, ZAOB(concavo) = 310°
7 11
1. = = 3,665 8 — =575
ﬁxmd rads ﬁirmd 759 rads ExRado 6
: 5 1, 135° 52230 9 487rad
2. S rad = 5.236 rads 9. S rad=2094 rads 2. 115°, 6. 115 10, 3:40h
3, 9=25° a=30° 7. 292° 30"
3, %#md:?!.%‘? rads 10, %sr rad = 2356 rads 4. 063°18'5,526°42°0 8 12:304
5 & :
4, Eirmd=?.854md.r 11, 18000 rad = 0,789 rad CariTUIO 3
5. 27 rad=1256 rad 12, 283 ¢ d=2239 rad e
. Erad= rads - 800" ™= rads 1. x=60°, La=60°, Zb=120°
5 2711 2, x=405° La=b=Le= 465 Le=Ld=Af= 133.5¢
6. 6#13d=1.?45 rads 13, %xmd=2.628mds 3, x=40°, La=Lb= Le=80°, Lo= Ad= £f=100°
4, La= Lo=137°, Lb=43°
9. %#md:ﬂﬁﬂmd 14, 133601#1’13(1=?4330md5 5, La=to=Ad=Lg=4T, Lb=FLe=Lf=133"
4400 6. x=25°
Eseraicio 3 7. x=26° Za=128°, /p=52°
1, 120° 3. 1260° 9. 90° 13, 360° 8, L10=Ld=,T7=70F, Ll = L13= £16 = 110°
2, 330° 6. 20° 10, 270° 14, 28° 38" 52" 9 y=115°y=65°
3. 135° 7. 468" 11, 9= 3% 34 10, x=40°y=110°
4. 240° 8. 15° 12, 64° 10' 37" i1, x=80°y=60°
EJERaiCiO 4 12. R=120°
— — — Py o - — -3
1. 3546 50 G‘. ?5&44! 9% 11. 4°33° 117 13. éﬁ—éﬂ'—&—éf— 12ﬁ,£b-£d-54
2, 4P13' 15" 7, 246°34'15" 12, 15°41' 18" e G e e P
- - - e o oy . O o
3, 49°19° 33" 8, 875°11'40" 13, 3021 417 15. £x=4q=Lp=2k=35Ly=Lr=Ls=145
4, 59919’ 45" 9, 383°51'21” 14, 13°15' 18" 16, Jg=2Lz=Ly=60° Lr="Lw=Lp=120F
5. 108°7° 48" 10, 227°3' 18" 17. a).b)h )y
EJeRCiCiO 5
1. Suplementarios 6. Complementarios CaPiTULO &
z. Cmr.lplementan&s 7. Sup]ementanmf Exracio 8
. znj_"m :‘g‘:"_ﬂm“ 1. 105°,110° 5. 118% 380y 24% 68°, 70y 42°
. Conjugados . Conjugados
2, 10°, 80° 6. B=54°y B="72°
5. Conjugados 10, Suplementarios
y ?;“’" . y lgo""mm” " 3, 80°,80°,20° 7. ZA=35°, /B=95° /C=50°
b o o = o e 4, 55°,41° 8. ABC=69°,BCA="173°, BAC = 38",

ACD = 107°, CDA =35, CAD = 38°
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EJercicio 9

1, Teorema Il (LAL)x=85"y=12
2, Teorema T (ALA) x=13y=19.8
3, Teoremal (LLL) x=32"y=62"

Eleraicio 10
1a 8, No se incluye la solucion por ser demostraciones,

Eleraicio 11

1. a=36°%b=8" 4, x=25y=14
2, x=15,y=45 5. a=12%§=125°
3 x=15%y=20"

Eieraicio 12
1, x=3 4 x=T7,x=0 T.x==x6y 10,x=3
2, x=72 5. x=% 442 8. x==x5
3 x=+9 6 x=2 9 x==+4
Eyercicio 13
1, a'=3,c'=5
2, a=30,8"=16
3, Ladoslﬂyﬂ;x:ll,y=3ﬁ
4, LadosBy4;x=7,y=5
5. Lados By 6, u=3,r=10
6, Lados 10y % x=5,y=3
Eiercicio 14
1, x=10 4, x=? 7. x=4 10, x=30
9 27
2, x== 5 x=—= B x=—=
*=32 =3 =n
3, x=6 6. x=16 9, x=10
Eiercicio 15
1, 68m 3, 160 m 5 a)28m
2, 4816 m 4, 15m B)120m
Eieraicio 16
1. c=25 8 b= 52 15. Acutdngulo
2, c= 41 9. c=35m 16. Rectingulo
3. c=4J5 10, b=5m 17. Rectdngulo
4, c=T2 11 c= V81 cm 18, Obtustngulo
5. b=16 12. a=5J7 dm 19, Rectingulo
6. a= 2/7 13, Obtusingulo 20, Acutfingulo
7. c=8 14, Rectangulo 21, Rectdngulo
2. @215, B5V13, 210, ) 6421 e]%,
914218 169
b —/30
D =g 8 V30

Sclucion a los ejercicios

Esercicio 17
1. 10073 m 6. \9lm
2. 2Wsm 7. 5cm
3, 40cm 8 8J/3cm
4, 5/3cm 9 9J2im
5 42m 10. 52 em
11, ﬁm,ﬂ

3 3

4m2 _uz \/4“2 _mi Zsz " iu.z
B LJ 5 W Y 5
Carfluo 5

EJercicio 18

£A=L0=140° £ZB = 40°

LDCA =407, Z/CAD =60°, #/DAB = Z/DCB =100°, /D= #B=80°
LADC=sB=110°%, FA= 2C =70°

x=30°, z=120° y=60°

x=127°,y=53°

x=120°y=55°z=125°

x=060°, y=120°, z=60°

. x=15°y=70° z=110°

P EN Theopa ol pES

Exraco 19
1 a 6, No se incluye la solicién por ser demostraciones.
EJercicio 20

4, ZNPO=24° 7
5.x=20°, y=68" 8.
6. AB =11 cm 9,

1, x=dcm
2 4y8u
3, 4lu

Esercicio 21
1, d=8

2, Icosigono

3 d=7

4, Dodecdigono

5. Nonfigono

6. a)170,b) 54,¢) 27, d)9, ) 90, 14, g) 104, h) 135, i) 44
7. Heptigono

8, Hexadecdgono

9. Heptadecdgono

10, Nonadecigono

11. Heptigono

12, Undecdgono

13, Pentigono

14, Tridecigono

15. Dodecdgono

16, Octigono

17. Icosigono
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Exraicio 22

. a) 1200, b) 135°,¢) 150, d) 162°, €) 160°, f) 171°25°42”
. @) 540°, B) 1 440°, ¢) 2 340°, d) 1 080°, ¢) 1 9807, ) 6 300°
Nonfigono (nueve lados)

Heptdgono (siete lados)

Hexadecdgono (16 lados)

Undecigono (11 lados)

Hexsdgono (seis lados)

Hexadecdgono (16 lados)

. Nondgono (nueve lados)

10, Dodecdgono (12 lados)

11. Octigono (ocho lados)

12, Tridngulo

13, Hexdgono (seis lados)

14, Pentadecdgono (15 lados)

15. Nonfigono (nueve lados)

16, Pentigono (cinco lados)

17, 547 129.6° 129.6° 108°y 118.8°

18, 110° 100°,115°,135° y 80°

19. 307, 60°, 90°, 120°, 150°,210° y 240°

W, £LA=T70°, £B=65° AC=10° £D=110°y £ZE= 105°

B SR S

21, ZA=54", /B=64° AC=116°, ZD =064,
LE=17"y ZF=45°

Esercicio 23
1.
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Sclucién a les efercicios

479




GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

480




Sclucion a los ejercicios
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Sclucién a les efercicios
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GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

Ereraicio 26
1. A o

s A’

P
2

A :

o 0

3 A

O B

B

4,

484




Solucién a los ejercicios




GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

Erraicio 27
1. w
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Sclucién a les efercicios
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GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

CAPITULO B Exracio 32

1. a) TS =24 ¢cm, b) BC =13 cm, ) P =44 cm, A = 14411 cm?
Eszraicio 28

1. ZABC =30°, ZAOC = 60°, ZBOC = 104°, AD = 116° 2. A=84an’

2, La=175% 2Zb=50° A¢c =55° 2 d=55% Le=50° £f=T5" 2

3. £ABC =215°=27°30" ! 3. A=2"(4-x)

4, £ABC =83°, £DBA =95° 4, A=3m7

5. ZA=105°, £ B=95°, /C=75° 2D =85°

6. a) £LA=30°56) LA=40° 6, A=25(2y"§—ﬂ')d'uz

7. La=60° £b=15° Lc =125°, Zd=30°, Le=50°

8. a) LZA=15%b) LZA=40°¢) LA=30°,d) @ = 35° T AJ:QS(-d—x]cmz
e)c =120° /)¢ -a = 140°, g) @ =70°% h) G = 40°

9, Lu=120° rx =600 Ly=30°, Lw=60° Lz=90° 8, AJ:IUD?I dm?

10, Za=90° £b=90°, Ac =90°, Ad=90°, Le=125° Af=125°,

9. A,=64(4—7x) mm?
Lg=065° £Zh=65° £i=40°

10, A,=4(10+ 1) dm?

Exracio 29

1. a) 10.8,5)7.8,c)9.4 2. @) 1009, 5)16.2, ¢)17.29 11, A,= 196(4—7) cm?
Esercicio 30 12. A= 1152(x=2)mm?
1. Exteriores 8, 2u P =96x mm

2, Tangentes exteriores 9. 23 u 13, A, = 32(6- 7)mm®
G Hne o oF = Lx 4= 138{ =)
5. Tangentes interiores b B e 15. A= 256(4-7) em?
6. Tangentesexteriores 13 %R 16, a)A= 33 dm?
L b) A= 2563 dm?®

17. A,=36x cm®

CAPITULO @ 18, ke Logea
. A=

Exraao 31 19. A =2 cm?
1. P=84mA=425m> 15, A =400 cm?
2, P=249mA=294m> 16, $ 2.6/m? P=2(1+nmjcm

3, P=386mA=825m> 17, $7255 iy
_ e 7 - ¥ le A"-Erm

4, P=525m,A=118.12m2 18 Altura=36m, base=27 m

5. P=400m,A=110m® 19, Altura=10m P=(6+4mjcm

6

7

. P=654m,A=37375m? 20. 80 circulos, 1280 cm?

. P=36cm, A=81 cm? 21, @12V14 o2 B 21255 2 CapriTuo 10

15
8 P=10m,A=6m? ¢) ?\.""Euz Esraco 33
2
9, A=150m> 22, x=9,A=98 m? L A= 43 am?, Vy = gﬁfm’
1
10, A =(x?-3x+2)m* 23, @) 2mem?, b) — mem®,
6 2 A=3Bom?, V= ?cma
9 3
— 2 eal? 2 e 2
1. A=63dm c) 4irm,d] 3 Teom: 3, A1-=?2cnli, V,-=24'~"§ cm?
12. A=175dm? 24, - 2)cm?
A (3" ka 4. A,=150cm?, V, =125 cm?
13, A =900mcm® B> (T-=3 )em?
3 %3 5. Ap=123 am?, Vy= 722 cmr®
14, A=81zcm? ¢) 16(x - 2)cm?

488



6. Ap=63 om, V=6 cm?

7. Ap= (m 25+10J5)cm1, Vy=(350 + 150 /5 Jom®

8, A= [12J25 +10J§) am?, V= (30 + 145 )om?

9. Ay =15 V3 am?, V= [@]m’

10, Ap=250+3 dm?, V= [13?5J5 ;ﬁszl_oJ o
11, Ar=9J§ i

12, Vp= 2?;"% cm?

1% g ?m

14, Vy= 22 am®
15, L= !\.Em,AT= ﬁiﬁmz
16, h= 642 cm, A, =723 cm

4
17, Vy= 3 cm?

18. V,=36 om®

19, V= M o’
I 0 K2

: 180
Eiercicio 34

1. A;=50 em® Ap= 62 cm®, Vp=30 cm®
2. A =72 cm’, Ap =(72483)cm’ Vy = 24/3cm’
3. A, =16 cm® Ay= 18 cm?, V= 4 cm?

19547543
g—gvr_cmz,l‘}= %v{im3

4 A =975cmiA, =
5. A= (16v2 +8)cnr, A, =(2442+ 8) o, V= 16 om®

6. A; =16 cm?® A, =24 cm?, V= Bem?

7. Ap=64 3 cm®, Ap= (64v"§+ 24) cm?, V=96 cm®

8. A,=400 cr, A, =400(2+V2) em?, V.= 1000 1+ 2 em®

9. A,= 1200 am?, A= 300 (4+5) cm?, ¥, = 3000 \3 cm?
10. A, =163 cm?

11, V=27

12, A, =48 cm®

21
13, vp= = em?
4cm

18,

19,

20,

Sclucion a los ejercicios

A, = 3337

Exraco 35

1

10

11,
12,

14,

15,
16,

489

LA =

AL=3 u'rs_s cmz,AT=

= 3”{_‘_.,”2‘4? ‘.’_mzy ';z a
A, =124 cm, A, =(1247 +7:3) om?
_38

™ 3
A, =384 o, Ap=64 cm?, V= 8192 em®

(9+3V55) cm?, V= 12 cm?

A, =30 ent, Ap= 48w om?, Vp= 45w em’®

. Ay =32mcm®, Ay = 64x cn?, V= 64z om®

4,27 150 men, Ay= (1150 +49) wem,

Vy= 147 cn®

" AL=4Jﬁ Tom®, A= (4+4\,,"l_?) Tem?,

32
Vo= == mwcm?
T 3 i

A=

s %(5 +3J§] T em?

2
A;=3mem?, Ap= drwent, Vp= i ment

Vp= 12 em?

& 3
Vp=8cm

V._,.=12mﬁ cmd

AB=24y'r§cmz

Vp= 2451 cm?



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

17. A;=T0mcm® b) e
L= e 4y 10Vi49 RN o 10
18, V,=12zcm® T I T
19, = 48xcm? 40 J
AT 1 |'7! ﬁgﬂ:% secM:@ cscM:l—gg
0, A= ﬂus(u J5) wv?
senN—? il cosN= Ll mN--l
Exraico 36 T149 T 149 10
256
1. A=6dgcm? V= — xcm? 40 40
3 ag N= — N= % cscN= ‘ﬁﬁ
2. Vv=1805 zcm?
c)
3 V=6 3
o - A—E A——z“lg
4, V=270mcn? nA=3 cosi=3 ==
5. A=60mcm?
ﬂ‘gﬁ:ﬁ mA:ﬁ cscA:é
6, A=96mcm? 2 5 2
28 5 2 5
7. lf=?xcm3 m;ﬂ:% msB:E xmﬂ:%
52 V5 3 35
8 V=—"umcm® = pa't) o =
3 ag B 5 sec B 3 csc B 3
9, V=339xcm’,
A=Tzem? d) 5 ,JE
11 sen M = % msM=? tan M=1
10, V= mxmﬂ -
agM=1 sec M= \2 cscM =2
200 5 - =
Mot il senN=-52— msN=jr§2— an N=1
12, n=120°
J_ agN=1 sec N= 2 escN =2
13, V=723 ntecm
2 Inciso 2)
14, r=%cm,A=9?rcm2 a)
26 1
243 s 6‘=-—:'_- msﬂ=-5- tan 0= 2\/6
V= —
5 mem iy
cig B=T‘E sec B=5 csc9=T£~
Carituio 11 1 2.6 6
sentz=§ msu=TJ_ ma={—2
Esercicio 37
=26 _ 56 =5
II'ICiSGI] clg &= sec = 12 csc =
al b)
2J14 5 2,14
J’SBA=T CBSA=§ Eﬂ?‘lA=T Svﬁ gvlﬁ 3
senAd= —— cosA= —— tanA= —
13 13 2
5,14 9 9,14
bl Ko = Sl 2 13 13
cigA= I8 secA= 5 A= I8 dgg A= — A=£ r;scA=£
3 2 3
5 214 5714 213 313 2
B= — B= —— B= —— == = — ==
sen 9 cos 9 tan 28 sen B 3 cos B - tan B 3
214 914 9 J13 Ji3
B= —— B= —— B= = B= — B= — B= —
ctg 5 sec 28 csc r g sec - cse =

490



c)

d)

e)

senN= —
ctg N= 3
NE)
M= —
sen 2
J3
ctg M= T
—
v33
sen f= e
Vi
cig = TR
3
sen @@= %
cig &= Ji1
6
sen fi= %
fi5
=N
cg p= —
o B
sena= —
J15
=Ty
A= —4\{2_9
29
J13
A= —
cig 5
senB= o010
29
ot B= ﬂ
B0

cos N=

|G

wl P
ey

sec N= —
1

cos M= —
2

secM=2

3
cos A= &

sec f= Z\E

V33

cos = ——
6

3
N= —
tan -
cseN=2
tan M = JE
csc.ld’:ﬁ
3
tan 8= 11
e
csc B= %
= Y11
=T
csc = 2‘.5
J15
tan f= —
5
cscﬂ=ﬁ
3
S T
3
210
csc = ——
5
413
it
tan 3
cscA= @
4
tanB = E
4
V377
cscB= ——

e
[F1]

EJErciCiO 38
1.
—
Fen = 3
WL,
cig o= 5
2,
sen = /65
65
-
&= 3
3,
P 313
fen p=s —
13
2
g = —
crg B 3
4,
.
FEN = 3
cgw=-1
5,
.
Fen k= 3
_
N
cfg = 2
6.
sen = —ﬁ
T
27
clg= —T

cos ff=

sec fi=

caxy W=

sec @M=

cos &=

fec =

cos =

sec =

&

2

Sclucion a los ejercicios

tan 5
7]
I
cSC = 5
ma-i
1
Jes
cfC = ——
4
fan B= —
Ji3
Ghsry
tan @=- 1
e = —\'5
tan @= ﬁ
PETTS
R
cFfC = 2
an &= —ﬁ
T2
1
csc = —T



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

T
p= W1
JSER P = 13
ag e V2
. “
8.
J’Sﬂm_—@
T 65
ctgm=-8§
9,
5
0= —
SEn 3
12
ctgd= =
10,
J6
senﬁ——T
2
cig f= -
11,
a—ﬁ
JEn = 3
cga= —ﬁ
E 3
12,
3
send= —"'5—
cfg = —é
80= 73
Exracio 39
Inciso 1)

a) - sen30°= —cos 60°

b) —tan 15°= —ctg 75°

9
cos fi= =
13
sec = ——
P 9
msm-—ﬁs
65
.s'en:a:l-E
)
12
0= ——
cos =
13
ucﬁ——ﬁ
3
cos = &
.recﬁ=—u'r§
a—_z
cos @= 3
secx= =2
msa—l
2
sec =2

212
tan f= - ——
9
o 13V22
T4
.
T8
cse m= —J65
5
0= ——
tan &
13
csc d= 5
tan B = V2
J6
cscﬂ-—?
tan = =3
csc a=ﬁ
3
tan = —3
cic = —23£

c)
d)
€)
h
]
f]
i)

cos 80° = sen 107

cxe 60° = sec 30°

sec 2° = esc BB®

—sen 60° 37" 25" = —cos 29°22° 357
—dg 45° = —tan 45°

ftan 74° 46’ 24" = c1g 15° 13" 367
—oos 84° 35" = -sen 5°25°

) sec39°11" 48" = csc 50° 48° 127
k) csc53° =5ec3T°
[) —ctg 48° = —tan 42°
m) cos38°54" = gen 51° &'
n) —sen28°35" 24" = —cos 61°24' 36"
Inciso 2)
a) -sen 160° f) —cs5¢90°
b) —dg 140° g) cos225°15° 46™
) sec240° h) -ctg 176°45° 23"
d) cos280° i) sec 108° 32°
€) —ign 345° J) —sen 228°15°
Inciso 3)
a) -sen20° g) —sen 557
b) —ag20° h) —tan 76° 34" 427
c) cos80° i) cos 68° 45" 24™
d) tan 45° ) ctg20°
e) —csc81°27 48" k) -sec 40°
D —sec50° ) —c5c31°26° 197
Inciso 4)
a) 03090 f 10187
b) 09657 g) 09261
o) 11034 h) 3.8208
4 0.1219 i) 10170
e) 07536 ) 04975
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EJercicio 40

Grados Radianes

(i 0
0° i
6

T

45° =
4

T

60° —
3

T

0n° —

3 2

2x

120° —
3

3

1352 —
4

5t

150° —_
6

180° T
i

210° —_
6

5

225 =
4

4

240° —
3

3w

0 =
& X
5

300° i
3

in

315 —
4

11x

330° m——
6

360° n

sen cos
0 1
! NE]
2 2
22
2 2
N 1
2 2
1 0
B
2 T2
2 B
2 2
1 Ne]
2 )
0 e
it N
3 o
2
2 2
Bl
2 2
| 1]
a1
2 2
2 2
2 2
A B
2 2
0 1

tan csc
0 No existe
'] 2
3
1 V2
L
3
No existe 1
]
3
-1 J2
B 2
3
0 No existe
N} 2
3
1 -2
5B
3
No existe -1
5.8
- 3
=] =5
I
3
0 No existe

sec ctg
1 No existe
3 5
3
2 1
2 W3
3
No existe 0
PR ]
3
-2 =

=1 No existe

I~
3
-2 1
2 W3
3
No existe 0
¥
3
J2 =]
2 RN -
3
1 No existe
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Sclucion a los ejercicios



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

4,

B ) 9,1

2 16

E 6. 1 10, E
2 ) 4
3

5 7.9 11,2
0 8 2 12, 1

13, -1

14, 0

15,2

16 a 20, No se incluye la solucién por ser demostraciones.

CAPTUIO 13

EJERCICIO 41

L

Amplitud; 2, Periodo: :‘.W

Desplazamiento de fase: g, %x

. Amplitnd; 2, Periodo: ;—x

Desplazamiento de fase: 0, %sr

. Amplitud; ; . Periodo: 3

Desplazamiento de fase: —%#, %sr

. Amplitud; 5, Periodo: 87

Desplazamiento de fase; -2, 61

. Amplitud; 4

Periodo: 2w
11

Desplazamiento de fase: 3Tx, 2"

. Amplitud; 3

Periodo: m
Desplazamiento de fase: 0, &

. Amplitud; %

Periodo: %w

prlammi?mde fase: —%, %
Amplitud; 3

Periodo: 8
Desplazamiento de fase: —
Amplitud: 1

Periodo: 61
Desplazamiento de fase: 0, 6z

4n 0m
3' 3

10,

11,

12,

13,

14,

15,

16,

17.

494

Periodo: &

2 T x
Asintotas verticales: T g
Desplazamiento de fase: no existe
Periodo:

T

i 3
Asintotas verticales:..., —Zsr, —

-9

Desplazamiento de fase; — % alaizq,

Periodo: =
3 T S5r
Htmﬂs\'t:l[lcﬂ] et ool
Asl o 18 18
T

Asintotas verticales:..., m, 3r,...
Desplazamiento de fase: 2ra la der.
Periodo: 4

Asintotas verticales: ...,0, 4m,...
Desplazamiento de fase: 2 a la der,
Periodo: &

Asintotas verticales:..., lx, Ex,m

2
Desplazamiento de fase: ma la der,

.hl ¥
H]E



Sclucion a los ejercicios

' ! |
i 1 i
i i i
Ll 1 1
' ! 1
' ! 1
i i i
Ll 1 1
' ! I
i i i
i i i
1 _ | il |

& e ] e .
. " iy
i " :
: i - g
1 ' 5 1 I 1 !
i i ; i
' ! ! I
' ! ! !
H : ; i
i i i i
' ! ! |
' ! ! I
' ! ! i
| | ; |
| ! ! :

b
ol &
5= Elet
1B
e
&= "
218
&l
E|m L]
tle T
L
= [ = Mes
®|a ] "
1 " 1
" L]
== |
1 M_s
1
&
mEE _
o ==
|0 i
4 Eles
1
"
a
I

18,

19,

n,

495



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

25,
¥
3
2
:./\/\/
s = = x
6 6 2 ] [
26,
T ¥ E.3
ST T ®
o X
- |
-2
\/\/\
—4
IR
¥
3
2
_%I 3?1: 'm:/
E]
WIE VAR Y
28,
¥
& 1
£ \ /\ /\\
/ w2 % M "me
Capiulo 14
Esercicio 42

1 a 32, No se incluye la solucidn por ser demostraciones,
Exrcicio 43

2 (i
, B 6 -0
2 2
, ¥6-\2 -
4
3, JE+~.|'E 8 —\}E
4
4, -1 9, 1
5. -2 10, 1

1/ = l—tan B
11, 5(\4"3me+ma] 16 g
J2 1
12, ?(mx—cmx] 17. E(\Esenx—msx]
13, sen f§ 18, —sec2m
14, L=ccmc 19, =tan @
tan x
e 20, El:smﬂ+m.rﬂ]
J3cos o —sen 2
EJercicio 44
V6 -2
1. —(2+J§) B
2. 2-43 7. 3-2
3. Ji(n»ﬁ] 8, —(JE—»E)
s ~a(1445) 5. i-\8
5. 2443 10. %“6
11, szn{ﬂ+ﬁ]=§,ms(ﬂ+ﬁ]= —%;
+1t3]——L
fan (e T
12, sen (@ - B =— "rJ”’r,ms( _P= #*

tan (c— ) =—(2+ \.'%)
13, Funciones del dngulo (z+ 5

sen(a+f)= —?(2+ ﬂﬁ],m.r(fﬁ B= ?(\fj _2\)’2']

an(a+ B) =342+ 2.5, cig(a+ B) =@ ]
sec(a+ B)=~(\T5+26) csc(r+ ) = B2

Funciones del dngulo (- f)

m(a—ﬂ]:—( \."10) r.m(a ,B (u"5+2v"_)

an(et—B) =25 -32 , crg (@ - B) =@

m(a—,ﬂ]= \.'E—Zv{g,csc{a—ﬁ]-———vg—% 0
14 a 34, No se incluye la solucién por ser demostraciones.
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Eleraicio 45
1.

Funciones trigonométricas del dngulo %

sen S - 2_‘5 ctg i \43+21¢E
8 2 8
2442
CGIE= o sec£=V'4—2~JE.
8 2 8
tan % = 3—2\.‘5 c5C % = \.'4+2v'5

Funciones trigonométricas del dngulo %x

sen Ex: 2+“E ctg %x:sﬁ—z-ﬁ

8 2

cos %sr= 2_“& sec §x= \'4+2\|E

2
tan gx = y3+242

Funciones trigonométricas del éngu]u%

sen£x= 2+J§ ctg %# =-\E—2\'r?:

cos Ox =- 2-V2 sec %# =-yJ4+242

tan g:r == 3+21.E

Funciones trigonométricas del dngulo %x

sm-;- = 2-\2 ctg %x:—\p'3+2\'5

sec %x =_\|4_2ﬁ

2.
Funciones trigonométricas del fngulo %
= —
s _.g.i?:_"@ ctg g - J31-8415
2 4 2
ms%=%‘ll’l_s mg=zs+2\h_5

tan 5'25= B1+8is ose & = 2J8-215

3
¢ Eﬂr = 4—2@5

5]
csC Ex = 4—2»)5

[ 1 %x = 4+ 245

497

Sclucion a los ejercicios

Funciones trigonométricas del 4ngulo 2

V15 7415
sen 2o = = cigla= T
cos 20 = % sec 2o = E

15 8415
tan 2a= —g csc o= __\1;5_

Funciones trigonométricas del dngulo g
J’Eﬂ%=% c-’g§=—§-,
Funciones trigonométricas del dngulo 25
sen 2= % ctg 2= —%
tan 2= —% csc 2= %

Funciones trigonométricas del dngulo g

o_\3 )
sen 5 4 gy =—=
o_ B o _ 413
AT g i T
@ N3 o _ 43
e R T T T
Funciones trigonométricas del dngulo 2m
539 7439
= = 2= —=
sen 2o m ciglo 195
. __n
cos 2m = - sec 2m= .
5/39 2439
2= —— RN i
tan 2@ 7 csc 2m 195



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

5, 8,
Funciones trigonométricas del éngulo ;; Funciones trigonométricas del dngulo o
sen = -2—\5 an =2 sec = \JrS
o 98 +28,7 e & o YB-127 e - -
27 1 277 3 I . 5
Cﬂlﬂ=? dgﬂ=5 CSCII=T
s @ V98287 o @410V
2 14 2 3 9.
. . . B
Funciones trigonométricas del dngulo =
a _ \33+127 a _Ne-1201 2
fan — = — S — = —m————
: ’ ? } san=£ .etmE=£ mcE=£
2 3 2 2 2 2
Funciones trigonométricas del dngulo 2 7
B 6 B J2 B
o5 — = — dg — =42 csc = =3
senla= —ﬁ ctg 2= —ﬁ 2 3 2 2
7 12
i Funciones trigonométricas del éngulo g
cos 2= — sec 2a=17
7 22
B sen fi= =0 tan = 22 sec =3
tan2a= -43 csc 2= —lﬁ—- N A
cos = 1 ag f= 2 esc p= 22
4 4
6.
10,
Funciones trigonométricas del dngulo o Hinisnegtekimnes soay ol Rkt o
a-g o= -3 tan g= —ﬁ w-—g dg w= .
Sﬂﬂ—s ms-s an-s sen-s 3-3
4 5
7. cosm= — SeC W= —
B 5 4
Funciones trigonométricas del dngulo 3 3 5
tan W= —I csc W= —§
senB o NTBHENT B o L .
2 34 2 Funciones trigonométricas del dngulo 2o
24 7
NET = 2= -= o= -
m,gh%ﬁﬁ sec £ = fpaval sen 20= ~32 W=~
25
_ cos2m= % sec2m= 7
mg =\13+817 s g = y3u-817
24 25
tan 2= — csc2m= ——
Funciones trigonométricas del 4ngulo f 7 24
J17 Funciones trigonométricas del dngulo 4@
en f= —— cigf=4
17 336 527
send@m= ——— dg 4= —
= 625 336
_ 4417 u Ji7
cos fi= ——— sec fi= —— 527
17 4 cos dm= _E sec 4m = —E
1 336 625
tan = — csc fi= -7 =— dp= ——
) tan 4o 57 csc 4o 336

11 a 25, No se incluye la solucién por ser demostraciones,

498



10. =|cos

11.

12,

13, sen

14,

15,

16,

17,

18,

19,

x
3
SRR

Sclucion a los ejercicios

Exracio 47
1 a 14, No se incluye la solucién por ser demostraciones,

Esxercicio 48
1. 2[sen(120%)-cos(45°)]

fefi(]

499



GECMETRIA Y TRIGOMNOMETRIA

Exracio 49

1a 12, No se incluye 1a solucién por ser demostraciones.

Erercaicio 50

1.

1
11.2

12,

16,

17.

18,

LA
474

13
—,36°52' 11"
2

0, 2m, 152° 44°, 207° 15
k., R i8S

=R, =R, -0, R

4 "4 "4 " 4

1
A

Bl
A

£l
A

=1
A

o=
A

A"
A"

£ | =

A
Wk Rta

L]
]
L]

| =
|
Lad

=
A

=
A

B = k2| =
A A
Bl =
A A
=
A

2
O,mlx =%, =%
3
1, 5e
3773

1
3 3

2] 4 5
0, %, %, -%, - K, mlx
3 3 M

21, 0, -?'-sr, -j-sr, T, 2T

oL
28 —mw,—m,-m, —-F
6
1
29, 3#,

1 5
30, -, -x

CAPTUC 15

Esercicio 51
1. c=+145 A=44°54, 2 C=45"6"

2. a=211,¢=339, £ C=58

3. c=523,b=124, £ A=43° 40°

4, b=5255,/A=3811" 40, £ C =51° 48" 20"
5. c=13, b=13\2 , £C=45°

6. a=1328,c=1828, £ A =36°

7. a=1251, 2 A =33°46’ 46", £ C =56° 13 14”
8, a=2571,c=229, 2 C=41°48’

9. a=8268,b=10036, £ A=55°28’

10, c=1787, £ A =66°39" 17", £ C=23°20' 43"
11, 5=2236,c = 18,86, 2 C=57°3%'

12, c=+13,24=29°1"1" £ C =60° 58'59”
13, a=1527,c=17.19, £ A=41°37’

14, b=179, ZA=71°33"54", 2 C=18° 26’ 5"
15, a=628, b=14.44, 2 C=64° 11"

16, 2 A=126°33"54", 2 C =63° 26" 6"

500



Sclucion a los ejercicios

17, a=5,b=13,c=12, ZA=22°37"11", £ C =67° 22" 48" 17. a=46,05, Z B=34°5' 24", # C=110°54’ 36"
18, g=4,b=5,c=3, £ZA=53" 749", L C=36°52"11" 18, ¢=1565, £ A=41°52' 18", Z B=82°7" 42"

19, ZA=2/C=45° Ejercicio 54

20, £A=19°28"16" 2 C=70°31"44" 1. AB=36995m 7. 32292 km
Exeracio 52 2. 176 cm 8 307.4m

1, 2884 m 3. 3034 km 9. 29.07 kn

2, 42m 4, 194 km 10, 18037 m

3, 38°44'4", 165m 5, 8.03m 11, 297 cm

4. (104241)m 6. 47cm 12 a 13. No se incluye la solucién
5. 5408 por ser demostraciones,
6. 5207 m

7.1125 .
= CapiTUO 17

8. 8)536m,b)59.1m,¢)22.6m
9. 53°7,3m
10, 21°47", 14 dm

3, z= 2y/2 gs 135° 4, z=5cis0°
nR | R=r mwm | R-r 2 2
11, L=—|180-cos —_— | |+ —c0s —_— 2 =(R=
9(:-[ [ 1 ]] 90 [ 1 ] V=(R=r) 5

EJErcicio 55
1, z= 17cs345°37'49" 2, z=2cis30°

5, z=3cis270° 6, z= Ed.rSB"?’&tS"
12. s 7. z=cis315° 8. z=cis 150°
9 z-z,= \l% cis 75° 10. z,-z,= Jz_ﬁciﬂﬁS“
CaPUlO 16
11, zl+23=2ﬁcs’3105" 12, z,+ g+ 23= 2»‘%(:1’3135"
EJErCiCIO 53
1. a=20.9,c=147, £A=79° 1’ 13, 2, - 23+ 2,=dcis 240° 14, zi=cisﬂ?0‘*
4
2, k=524, a=417, 2 B=T9"16" 3
15. Lu@m:ss** 16. EL=£¢::345°
3. b=21.03,a=46.9, £ C = 67°44’ z, 2 z 2
4, b=86.21,c = 6687, £ B =76°39 .
17, & a_J2% cis 15 18, =2 =£ci3210°
5. a=2335,c=2523, ZA=67° 2 z-zg 2
6. b=17.09,c=223,  C= i s
PR 5 19, 285 _fiz3cso0 20, 222 o9 A3 Gisoe
7. c=943, # B=57°58" 51", £ C=90°1"8" 42a Zy
T, B o &
8, ﬁ=19.8,£ﬁ=118“23! 35”,£B=26°21! 24* 21, 22—%13240“ 2, A=81cis 100°
9, c=1511, ZA=40°5" 507, £ C=83°19'9” 23, g =1250is45° R, z;=4ciz 305, 7= 45 210°
10, b=11.4, £A =46°14° 257, 2 B=66° 24’ 34" 25, z; = Zeis 20°, z, = 2cis 80°, 23 = 2ciy 140°, z, = 2as 200°
11. £ZA=31°48 52", 2 B=34°12" 587, 2 C=113° 58’ 10" zg = 2ois 260°, zg = 2cis 320°
12, ZA=27°25" 16", £ B=44° 1’ 54", 2 C = 108°32’ 50" 26, z, = ds 60°, z, = ds 180F, z, = cis 300°
13, ZA=52°17" 24", Z B=44°33' 557, Z C=83°%’ 41" 27. (z+z,)*="36cis 120°
14, £ A=48°20° 58", £ B=36°42" 377, £ C =94° 56’ 23" 28, z, = 2cis 307, z, = 2cis 150°, z, = 2cis 270°
15, c=153, £ A=46°39" 8, 2 B =65°20° 52" 20, 285 100°
16. b=37.07,ZA=47°7 45", £ C=56°52' 15" 30, z, = deis 107, z, = deis 130°, z, = iz 250°

501



GECMETRIA ANALTICA

Carfruio 18 3. 4.
¥

Esercicio 1
1, 3u

2. 4u
3, 5y3

CapfTulo 19 2 r="3

EJercicio 4
1.

L s

¥
B A
: 5 C<
Sa 16, DA=-"u A
" 2 < T \B
i 17 Dﬂ=%u \/ 2 x
[ _— C
AB=Tu 18 CA=—%u
=5 L 5. 6
DC"E“. 19, EC=—%&|
AD=— e
7" 2, CD=-Zu T (/w
BT&=—?u ’?
N N
CB=—u
EEracio 5
_ E J181
r=2ga 10, x==" 1, 10u 6. i 10, 1u
4 6
5 2, v'gu 5 11, 28,72u
ue d 1., x=-= 7. —u
3 2 3. SV 4 12. 15.64u
5
4 2, x== 4 a2 2 55, it
panad 2 4
9 p 5. 8u 14, 124
B, z=-3 5 ﬁ
_ 4 i
=3 23
14, x=—5 15, Es trifingulo issceles, debido a que dy = dgpn
16, Perimetro = 40,96 u; Area = 133,517 42
17. Ordenada (y =11,y = 1), puntos (- 4, 11) y (- 4,1)
5 5
= & ~—a i pe gy -2 18
12 % . P@A,6)y 3 13
i : 19, si 20, no 21, s 2, no
amat 9, =
24 4 EJERCICIO 6
3 3 1
3 0, -2 -1
2J§ 5 L r=— 8, P(5,0) 15. P(3,7)
g p[219 16, r=2
4 575
17. P2, 1)

5 randk 12. P(-a, 3b)
10 i
A 13, r=-=
N 2 2
— } —_— ﬁ., r=—
B X 7 19 37
14, p| 222
7. Pi6,-5) 55

502

=
—_—
l-n‘_]b-\
=1
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21,
2.

X +x +
r=l;x=—12 2 ;y=y_]2y2

Los puntos de triseccién son:

A o +2x, oy +2y
3 7 3

gl &% ity
3 703

Elercicio 7

1

2,

3.

4,

6.

1.
8.

53
o Pm| = kP
"’{12 z] '

5 8 7
(52} (59 (54)
311
Pm[i’.f]; P:(1,5) y(2,6)

7 17)_ (17 25
Pm(a,M: P [z |y [ =3
manri (35)r (55)

Pm{g,—%]; P‘: (?s-ﬁ) ¥ (9‘, -s]

ot oo A
9’3 Y183

1 1 7 19
‘“"*[afa]""" [ﬁ"’] 2 [E"l]

P,(-5,-5)
(-1L,1).(7.9y(-3,5)

EJercicio 8

1.
2,
3,

32 4, 102
15u%

28.54%

5. G 8,
6. a’ 9,

7. 314
17
19:%

Sclucion a los ejercicios

21, Son colineales 24, Son colineales
2 7, y=-3+3

22, Nosoncolineales 25, x= —

i 3 28, y=-6
23, Son colineales 26, x=4
EJercicio 10
1. Son perpendiculares
2. Loslados opuestos son paralelos y de ignal pendiente

CAPiTULO 20 4

EJercicio 9
1. % 7. No existe
17
o =5
5
5
1 8 s
3, L :
L4 10, 2
e 3 a
11, 45°
B g
e 12, 135
6. 0

503

2
mx=mw—_'.—§ y mcﬂ=mm=3

. Las rectas son paralelas
Mg =Mep =73
. Enun trifingulo rectingunlo los catetos son perpendiculares,

A (-2)=-1

mﬂ.m‘c =5-

. En un cuadrado los lados opuestos son paralelos y los lados adya-

centes son perpendiculares.

1
Mg =Mep =4, My SMap =Ty Y e My =l

6, x=5
2
1. mu=mm=_2; mnc.:mm_—.?
Esxraco 11
1, a=57°5"41"
10, 50,54 2, 26°33" 54,1167 33 54
36°52' 117
3, 63°26' 57, 63°26" 5"y
53°7 48"
Un dngulo de 90°
los restantes de 45°
5, 63°26' 57y 26°33' 547
. 30°
6. a=131"49" 12
;-35%15"
7. 130° 14' 10”; 49°45° 507
. 90°
8, 117° 16" 36™
. 0° 0 180°
2 23
. Son colineales 9, m =T§=T
. Son colineales 10, x=8
. Son colineales 1
11, m=—c,m,= 7]
. No son colineales 7
12, 2++3; 2443



GECMETRIA ANALTICA

Capiruo 21
Erraicio 12
1. Intersecciones con los ejes: (= 2, 0)
Simetria: No existe

Extensién; {x e R1x=0}; {[y e Rl y=3}

Asintotas: Horizontal: y=3, Vertical: x=0
Grifica

¥

x=0

gise 0 MNAE .

2, Intersecciones con los ejes; (0, - 2)
Simetria; No existe
Extensién: (xe Rlx=-2} : {ye Rly=0}
Asintotas: Horizontal: y =0, Vertical: x=-2

Grifica
¥

r=-2

E y=0

3. Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria; No existe
Extensién: {xe Rlx=-2} ;{ye Rly=5}
Asintotas; Horizontal: y = 5, Vertical: x=~2

4,

504

Intersecciones con 1os ejes: (0, 0)
Simetria; No existe

Extensién: {x e Rlx2=3}; {y e Rl y2 4}
Asintotas; Horizontal; y =4, Vertical: x=-13
Grifica

EY
___________ R
x=-3§
Intersecciones con los ejes: (0, 2)
Simetria; No existe

Extensitn; {IERIJH#%} i{yeRly=0}

3
Asintotas; Horizontal; y =0, Vertical: x = 3
Grifica

¥ " 1
i
- E JI=|:|
Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria: S6lo con el gje ¥
Extensién; fxe R}; {y e Rly=0}
Asintotas: No existen
Grifica
¥
X




7. Intersecciones con los ejes: Eje X — (- 4,0),(4, 0)
Eje ¥ — (0, 2),(0,-2)
Simetria: Es simétrica con ambos ejes y con el origen
Extensién: {xe R1-4 <x< 4}
[reRl-2<y<2}
Asintotas: No existen
Grifica

SR
Sl B

8. Intersecciones con losejes: (0, - 5)
Simetria: No existe
Extensién; {x e R} ; {ye Rly <-4}
Asintotas: No existen
Grifica

9. Intersecciones con los ejes: (0, 0)
Simetria: S6lo respecto al origen
Extensién: {x € R} ; [y € R}
Asintotas; No existen
Grifica

Sclucion a los ejercicios

10. Intersecciones con los ejes: Eje X — (-4, 0),(4,0)

11.

12,

505

Simetria; Es simétrica con los ejes y con el origen
Extensitin: {x e Rlx<-4o0x2-4); [ye R}
Asintotas: No hay horizontales o verticales
Grifica

¥

=y

Intersecciones con los ejes: [%D)
Simetria; No existe

Extensi6n: {x € Rl x22}; [y € R}
Asintotas: No existen

Grifica

Intersecciones con los ejes: (0,0) y (6, 0)
Simetria: Sélo con el egje X
Extensidén: {x € RI 0<x £6}

[ye RI-3<y<3}
Asintotas: No existen
Grifica




GECMETRIA ANALTICA

Erraco 13

e
BEBemaog,msewp-

-
B L

15,

y-x=2

xy=1

x=2y=0

X+ =25
Tx-3y+4=0
P+ -8+ 6y=0
2+ 10p+25=0

. 2x+y+5=0
24P+ br+dy -51=0
P+y-br-Gy+9=
. 21x% = 12xy +16)* + 60x + 60y - 600 = 0

9x2+25y2—225=0

0

28)2 - 36x2 - 63 = 0; 36x2 - 282 + 63 =0

. 162+ Ty? - 112=0

Ta2 - 92 - 28x + 90y - 260 =0

1. y=—=x+2; —

g gl ey

5

10,

CAPiTULO 22 i

Eercicio 14

PSR GED B EBomuonnswn =

. 2+ 5y-14=0

2x-y+3=0
2Zy-1=0

. 2x+2)‘+1=c'

3x—5}’+11 =0
dx=3y+6=0
x=3=0
S-X—-‘;}’—?:ﬁ
3x+2-2=0

, 3x+ 5y-12=0
. 3x+2y-5=0

\Ex+y—3\|'§ =0

L x+y-4=0

. x=3=0

L x+d=0

. 3x-2y-12=0
L x+dy+2=0

. 2x+y=0

3x-4y+11=0
Sx+2y-25=0
y=0

Erraco 15

1.

=-x+d; T4 ¥
YETIEEAT

19.

BES

RRER

BR S

30.
3L

33,
34,

r+y-4=0

, Gx+ 5y -82=0
v x=-3y+8=0
. 4)(—?J?+1ﬂ=0

?x—Sy-?,ﬁ:ﬁ
Ix+y+22=0
dx—-6y=-5=0
10x—3y-4=0
2)5—3):‘—?:1:!

. 2+ 11y+5=0

5x— 16y -31=0

(8,6).(~2,~8),(~6,~2)
. (=3.,0,(3,2). (4, <2)
g (_3$ 2]9 (-19 -2]

(7.0),(5,4)
120x -y =0
3t=-2v+4=0
x+4('.5:-ﬁm=()
120x-y+1200=0
QTC— STF+1GD=0

y==3x+1

-10 12

y=-xcig w+ pcscw;

N

2 =1

PscCwW  pcscw

12. ¥

0

j'=-3x+ 1
15. ¥
n{ X
=2
4x-y=-2=0 ft
17, ¥
x—y=0
D‘
X

506

£
14, ¥ 3
y=g*
0 X
16. ¥
3
3
T4+ -5=0 \k
0 X
18, ¥




19, x+y+5=0

0, y=2x+4

21, y==3x+11
13

1
=——x+—
L

g
I
<
+
=
]
=

x=-2y-6=0
161° 33" 54"
36°1" 38"
102°20° 20"
41° 38

31, (20,13)

BERARRER B
W
1
ot
+
"
=

3, g) C=30x+ 6000

38,

b) $1 000,00
c)no
d) 120 platillos

Food

-5

L
[y

oo | i

¥
B
-4

+ +
b | = | | |

|I\‘d I l.ﬂl-h-lt‘d
L ]

+

= | ol

t |"‘ ala|" wie
[
L

[
[STR

\\

\

F2

o
-]

507

Sclucion a los ejercicios

N

AN
¥




GECMETRIA ANALTICA

Esercicio 17
2= 3y 5
V3 13 1B
x ¥y 5
2 ——+—=-—=0
V2 w'E \."E
o, Y i
Jaa 34
== 3y 7
I W L
Jio Yo Yo
5 12 Sy 4
13 13
6 Y=, 2y 1 o
33 §-
7. Px+y-8=0
8 x+y-2=0

9. x+\3y-6=0

EJercicio 18

. 1./53

10, 51
i
11, r==<
=3
12. k=2

13.

14, —=

508

10,
11.
12,
13,

14,

15,

16.

17,

18,
19

15,

16.

17.

18,
19.

8

21,

x=\3y+2=0
x+\3=0
JAx—y+10=0
x+y+6=0
x—v'gy—8»'5=0
f-%-z:o

2
2x Sy 12

V29 V29
¥ K
V10

v

29

B vy T
\'fﬁ \I"_C' 1

#=060° @'=120°

A -dy-12=0

I+4y+12=0

x-dy-10=0
3x-dy+20=0
7
=17 +=
¥y T+3

—

y= 17+

5

5

FAy

1145
15

. X=y -3-32=0

x=y —3+3\4'I5 =0

. =y=1=0

+y=T=0

-

=0



Eieracio 19

1. x-y+3=0

2, 4x-6y+13=0

3, x+3y-9=0

4, y+6=0

5, Zx=-6y=-11=0;6x+2y=-1=0

6. 99x =27y +50=0;21x+7Ty-80=0

7. y=2=0;Tx=y=5=0x+y=-3=0;(1,2)

8 +y-6=0;x-6y-10=0;3x-5y-16=0;

& 1
13713

9, x+y-3=0;3x-5y+16=0;x-6y+19=0;

sk 0L
13'13

10, 1lx+4y=-27=0;Tx~y-16 =0;4x+5y~-11=0
(53)
3'3
11, (SJE—vﬁ)x+(3ﬁ§+2v§)y—(4dg+7yg)=0
(v"i’-_?+61§)x+(d’5—2@)y+(’?v"3_'?—231§]=0

(5437 +6434)x +(337 + 34y~ (437 42334 ) =0
(1.5965,2.2438)
12, 55x+ 47y 144=0

CaAriTULO 23

Eiercicio 20

1 24y-16=0

2, 4P+ 47-3=0

3 P+ y -2+ 6y+6=0
4 3+ 3+ Ix+dy=0

5 2+y-13=0

6 +y-2x-6y-31=0
7. 2+ -2+ 6y-35=0
8 a4+ + 2+ 10y+25=0
9. 2+ - 10x+4y=0

10, 2+ +8x—-dy+4=0
11, a2+ y?=10x+ 10y +25=0
12, 3%+ 32+ 13 -65=0
13, 4+ 2+ 4ly +66=0

14, X+ +dy=0

15, X +y* -8x+6y+21=0

16, X2 +y - 2—dy-11=0

17. 2 +y" + 6x+8y—-144=0
18, X+ -2x—dy-59=0

19, 26" +2y% + 15x - 11y -51=0
20, 17+ 17y - 88x + 58y - 544 =0
21, 9% + 9y - 43x+ Oy - 140=0
22, X+t -dx+dy-2=0

23, X+ =2x=dy-4=0

24, 32 +3y +Bx+ Wy -43=0
25, 32 +3P - x+Ty-10=0
26, 2+ -6x+dy-5=0

27, Ry de-2y-29=0

EJercicio 21
1» C(_ 1,—1],]’=2
2. C3,-4), r=+5

3. Punto, C(-3,-1),r=0

4. Imaginaria con C2,-1)yr= -9
5 C(=7,4),r=5

6. €0, 4),r=3

7. O=2,00,r=1

53
8. L{—Ega]sf— ‘\ﬁ

10, 1,3 r= i
5 5
11. E,—l L F= i
4 6 12
2.1
12» e el B =3

13, x-3y+8=0
79x+3y-568=0

14, P +y*-8x—-dy+10=0

15, X +y* -8x—8y+19=0

]
o
e
R
|
b | e
| S
=
]
ey

P+y+dy-9=0
16, X+ + 1k -4=0
19
17, k=5,k= -—
7. k k 17
18, (-5,3) y(L.9)
19. (2,2)

20, No existe interseccién
2L (3,9 y(4,4)
m" (45_1)}’(65_3)

509

Sclucion a los ejercicios



GECMETRIA ANALTICA

t+ +
666666

¥
1
ﬁ)
7 X
2 re 2 H 6
-2

©

/7N
15 10 Qﬁ w0

()




10,

13, (x+2)2+(y-3)2=p?
14, (x=1)2+(y-0)2=p?

11, (= 1P+ (y-1)2=p?
12, (x+ D2+ (y+3)2=p?

Eieraicio 23

L (2.2 10, y2-12¢' =0

2. (9, 1) 11, 9’2+ 16y2-144=0
3, (-1,4) 12, 42+ 5y'2-20=0
4, (-10,-4) 13, 9'2+4y'2-72=0
5 (-8 4, x2-2y'2-2=0

6 yi-8=0 15, 4x'2-9y'2-36=0
7. X -dy' =0 16, y' =x"

8 x24+y?-09=0 17, yi=x2-1

9 x+y?-25=0

Elercicio 24
1, A'2-8y' =0 5. Ox'+dy'?-36=0
2, y2-16x' =0 6, 16x'2+ 16y2-0=0

7. 25x'2-16y"2 +400= 0
8 y3i-x'=0

3 xl+y'i-8=0
4, x'14+y'2-4=0

Sclucion a los ejercicios

CariTUO 25

Exraco 25

L. ¥ +8=0

2, E+dy=0

3 P-12x+2y+1=0

4, X*-16y=0

5. x-dx+4y-16=0

6. ¥+12x-4y+52=0

7. -2y +y +8x-dy+2=0

8, Ox’—12xy+ 4y2 - 48z + 32y +64=0

Eseracio 26
1. Foco: F(-1,0), Directriz: x— 1 =0, [R =4,
Eje:y=0
Y
L
Fi Vv X
R
x=1=0
2, Foco: F(0, 3), Directriz; y+3=0,LR= 12,
Eje:x=0
Y
F
1¥ X
y+3=0

3. Foco: F(5,0), Directriz; x+ 5= 0, LR =20,
Eje:y=0

x+5=0

511



GECMETRIA ANALTICA

4, Foco: F(0, 4), Directriz: y + 4 =0, LR =16,
Eje: x=0

Y

y+4=0

5. Foco: F(-4,0), Directriz: x -4 =0, LR= 16,
Eje: y=0

x+4=0

6. Foco: F(0,-2), Directriz: y-2 =0, LR =8,
Eje: x=0
¥

7. Foco: F[O,—%}Iﬁr@h; 2y-3=0,IR =6,
Eje: x=0
¥

2y-3=0

//,fr X
p 57 < [.....\ R
F

8, Foeo: F(2,0), Directriz; x +2 =0, LR =8,
Eje: y=0

9, Foco: F[D,%} Directriz: 4y +3=0, IR =3,
Eje:x=0

5
11. Foco: F| -
[4

Eje:y=0

,U}DDW' iz: dx+ 5=0,IR =35,

dx+5=0

12, Foco: [—%,D],Dimwiz:au— l=0,LR=1,

Eje:y=0

512



Sclucion a los ejercicios

21

16

Eje: x=0 15. ¥ +20x -8y -24=0
16, x*-6x+ 16y +25=0
17. y*-8x—4dy+28=0

1 18, %+ 10x =12y +49 =0

E,D:lﬁx-ll =0,Ey=0

AP

13, Foco: F[O%),Dirwu‘in 4y+1=0,LR=1 14, v(l,ﬁ),f-‘[

X 19, y*=2x+8y+20=0
4 +1=0
[ 20, 3+ 18x-28y-29 =0
3 21, Y+ 24x-12y-60=0
14, y' +20x=0 25, P2-y=0 22, x?-8x—-16y+32=0
15, 2 -2dy=0 26, ¥ +18x=0 23, P+ 8y-2+36=0
16. y2-8x=0 2. X +dy=0 2. 52+28y-28=0
17, 2+ dy=0 28, 332 -16x=0 25, y 4 ldx -4y +25=0
18, y2+2r=0 29, 3¢+ 16y=0 26, x*-14x- 10y+54=0
19. 32 428y=0 30. 313 unidades 27, £-2x-8y-23=0
0, 2-8y=0 31, 5+/2 unidades 28, X +6x-24y+129=0
2. y* +24x=0 0. 2P-y=0,-dr=0 x4 6x+24y-111=0
2. 2 +10y=0 B, 43 =0,y 3x=0 20, 4 24x -4y —116=0
B. Y+ =0 M, Y- 12r=0 30, x*~Gx+ 24y -87=0
M. 3y - 16 =0 35, 2-8y=0 3. (4,8),(7.-4)
Elercicio 27 EJErciCiO 28
V: Vértice, F: Foco, LR: Lado recto, D: Directriz L P -x+2y+1=0 5. xF-dx-y+3=0
1. V(1,5), F@,5), LR=12, D; x+2=0, Bjeiy =5 2. y-dz=0 6. &-y+1=0
2. Vi6,~2), Fi6,~6), LR= 16, D y -2 =0, Eje: x=6 3. 3y'-x+7=0 7. 24 3x-y+1=0
3. V(-2,-4), F7,~4), LR =20, D; x- 3 =0, Eje; y=—4 Rt Nt G Bk A=0
4. V(=1,5), A(-1,4), LR =4, D: y-6 =0, Eje: x=~-1 Smitico 9
5. ¥V(=2,0), F0,0),LR=8,D:x+4=0,Eje:y=0 1. 8m 6. x-dy+24=0
6. V(0,2), F(0,8), LR=24, D:y+4=0, Eje: x =0 2. 625cm 7. 2-y-9=0
7. V(—4,2),F[—4,?£J,LR=6,D:2)'-1=0,Eje:x=-¢ 3. 1875cm B x-2y+2=0
4, 2771 cm 9 x=-3-3=0
8, V[%,—S],F[%,—S],LR=5,D:2(1x+9=D,Eje:y=-3 5, x-y-2=0 10, 2x-3y -16=0
9, V[E,Z),F[E,B}M=4,D:y-1=D,x= E :
e 2
R o E e o R
1, 5x2+9y2—180=0
11, v[%—%]. F[%,—%].LR=4,D:2}'+5=0,Eje:x=% 2. 52+ 0y2-45=0
o £ i _ 3, 49%2 + 2y 1176 =0
. Vi3,-1), F[?,—IJ,M=§,D:Sx—8=ﬂaEJe= =1 4, 25:2 + 167 + 100x - 128y - 44 =0

5. 9x?+ 25y - 18x+ 100y -791=0

13, V[D,%].F[ﬂ,%} IR=2,D:4y+1=0,Ex=0
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GECMETRIA ANALTICA

Erraco 31
1.

b

. V{0, £2+/3), F(0, +/7), B(£4/5,0), LR= 2=,

»

. V(£5,0), F(z4,0), BO, £3), LR= e =,

. V{0, +4), F(0, +243), B(+2,0),[R=2,¢

. V{0, 1-1 O, 15"5]3(1 0), LR=

. V(0, £3), F(O, 1), B#2,0), tR= 13

10,

V(£2,0), F(£1,0), B0, +13), IR =3,e= 15

VV,=4, FF,=1y BB, =23

VIO, £3), F(0, +2), B(+/5,0), IR = ?, e=

3

W b

V)V, =6, FF,=4y B8, =2\5

53
3

Jz_lvv =43,

6 " 12 F%=2ﬁyﬁ=2‘ﬁ

VV,=16, FF, =415y BB, =4

18 4

VV,=10, F;F, =8 y BB, =6

V3
g

VV,=8, KF,=4/3y BB, =4

2
99

s w SR e
W=s, =21y BE =

V3, 1 1

V{[)a ﬂ:l],F{C‘, i?]a B(i EaDL LR=

VV,=2, FiF, =J§’ BB, =1

)

VV, =23, FF,

3’12
¥,

127

— ) g
FF,=2y BB, =22

V(0, += ),F{D ), B(+

A =§

J15

V(+8,0), F(+2415,0), B0, +2), LR=1,e= 12

5

Te

1

12, W1,0), F(

1. V(+4,0), A(+3,0), BO, +y7), [R= ",

b-"l‘-l
I

ViV, =8, FF, =6, B,B, =2\

:tﬁ 0), B(O, i%], IR=1,

2 o L3

- V\V,=2, FF,=v2. BB, =
a5

13, (0, £4/5), F(0, +43), ﬂ(iﬁ,o),m=T,

s — N —_
=¥ 25, FF, =23 y B8, =22

14, V{0, +2v2), F(0, £/6), B(+\/2,0), LR = 2,

=“'{25 Vv, =42, FF,=2J6 y B,B,=2\2

_ i
15. W(£3,0), F(z\6, 0), BO, +3), [R=2,e= §,

VY, =6, FF, =26 y BB, =23

43

16. VI0,£243), FI0, £242), B2, 0), LR = i

6 —

"

V,V, =43, FF,=4\2 y BB, = 4

Exraco 32

3
4
5
6. 16:2 +25y2-400 =0
;)
8
9

1. 5%+ 9% -180=0

2, T+ -63=0

. E45P-5=0
. 407 +24y2 ~ 1176 =0
. 324y -3=0

T+ 1672-112=0
, 42+ 132 -52=0
. 02+ 1472126 =0

10, 32+ 27 -12=0

1

1, 52+ -5=0

12, 65¢ + 16y - 1040 =0
13, 9+ 5 -45=0

14, 9x2+25y2-225=0
15, 166 + Ty* - 448 =0
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Sclucion a los ejercicios

16, 122+ 16y*=3 =0

53 515 5 9
17, 8 +9y* =72=0; 9x? + 8y* -72=0 * C[_EszJavj[_Ea?]g Vz[_i’_i}
18, 92 +42-36=0

53 53 13
19. x2+ 42 -16=0 F1[—5,Z+J§], Fz[-?z_ﬁ}gl[_a,z}
20, 902 +13y*-117=0 i

93 8 5 —
2, 2+42-9=0 B{_E’Z]’”=§’“=? v, =6,

2, 2+3-2=0;22+y*-2=0

Eiercicio 33
1. €2, 1), V,(2,5), V,(2,-3), F 2, 144T), F,(2. 1-7) 8. €(1,2),V,(4,2), Vy(-2.2), F,(1++/5,2), F,(1-/5,2),
9 ﬁ oprecery 2 5 —
B,(5. 1, B-1,1), LR = 2, e=—~, W}V, =8, 31{1,4],32(1,(:-],m=§,g=-"3£, V=6,
FF,=2\1, B,8,=6 FF, =25, BB, =4
2 8 4 2+3\3 73 3 83
2 c(Za (B -Sap [ 220) o, o(-12) (22} w(-£3)
—33 lx o
Fz[wJ}B][E,g]_BZ[E,o],m=1&e=l"'_3.., F —28\4-\5 1 r 28—/ E B —zl
g 3 3 2 LTI B TR ] WS
VV,=4, FF, =23, BB, =2
71 3 11— 2
Bz[—ggi]g LR= 3 €= i Vs =§,
3r C(_sa 1)5 v [_23 1]5 V{_ss 1]5 F[_5+\'lgsl]s
1 2 1 — ﬁ 1
F;Fz '_'_6'_’ 3132 =E
Fy(=5-+/6, 1), B,(-5, 1+3), By(-5,1-+3),
5 7 5 7423
o o o3 2)of 32225
LR=2,3=§,V]V2=6, FF, =26, BB,=2/3 3t 2p 7 37 2
5 -7-243 5 5 5 9
4, €(0,2), V,(0, T), V,(0,-3), F|(0,5), F5(0,-1), B,(4,2), i l=3——=2 5| 373|377 )
B4, LR=2,¢=3 vy =10, FF, =6, BB, =8 S+32 7))  [5-3v2 7
i 9 Bl=3 233 "3)
5. €(5,-2),V,9,-2), Vy(1,-2), F,(5++15,-2),
m-%,e—"‘; Vv, =243, FF, =2,
F:‘_(s_'ul{ﬁa_zla B1{S>_1]; 32[5,—3],LR=15 g 5
2 BB, =22
=15 7, =8, B, =213, B8, =2 1L C-3,2) Vi0,2), -62) F(-1,2), F4-5,2),
— 1(_3 2+\|r]s ;_(_3 2 VELLR_ 10 29
6. C(2,3), V\(2,9), V,(2,-3), F,(2, 3+343), 3" s

e P RpLe e
YV, =6, FF, =4, BB, =25

t‘-‘|‘Eﬂw

Fi2,3 3\’3LBI(5 3), Bj(-1,3), LR= 3,e=2
VV,=12, FF,=6\3, B8 =6
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W, =6, FF, =25, BB =4

112 912 11 12
Cl-=— V| Va| =
BEE853)

FJ[—1+ 2421 g] Fz[—l—zv’z'_l 12}

2’5 2. 5
g [-12) 5[-12) r=8 .- Y2
Y 25 POl 2's 5 5

V¥, =10, FF, =221, BB, =4

qoa_]-]a Vl(la _]-]5 Vz(_ls _1]5 F] [%5_1]5

=
V3 1 3 1
Fz[—T,—l} B, [o,— E)’ 32{0,— E]’ LR=

3

o e b
IE'=TJ’]P;=2, FF,=+3,BB, =1

C{_zsﬂja V](_zyz}s Vz{_zw_ 2]5 Fl[_zs 1]0 Fz(_zﬂ_l ]a

B,(-2+ 3.0), Bz(—?.—n'g,ﬂ],m =3,

] — — —
e= 3% =4 FF =2, B8, =23

o 20 vf-2.8) -2 1),
23 2.3 23

31 ¢
FI[—E,§+ \'?),Fz[—

9
B|-=z|IR=Z,e=2-,VV =8,
2[ 23] 227

E=2\J‘E, ﬁ=ﬁ

V5 7 5
Fz[—l—?,z . By —1,5),32 —1,3),
W i = ff —— 1
e:T,P’]VZE,l,F]Fz:T,B]Bz:S
Esrcicio 34
2 2
i (x=7) +{y+2] -
16 4

A+ - 14x+ 16y +49=0

2 2
, =3 08
25 9

9% + 25y = 54x - 150y + 81 =0
L o) ff

1 16

1602 + Ty + 64x + 14y 41 =0

92+ 162 = T2x=0

A

———

25 4
4x? + 25y - 24x - 200y + 336 =0

6, ﬂ.q_ﬂ =1

100 36
9x + 255 — 108k - 250y + 49 =0
2
7 £+(J?+2] =1
"5 9

O+ 57 + 20y - 25=0

N

sl D

4 36
O+ ¥ = Sdx+dy +49 =0

(x+4) (1)
9. ) + 75 =1
25¢* + 9y* +200x - 18y + 184 =0
10, ) N
36 4
+97+ 1dx =90y + 238 =0
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11, + =1

25 16

Sclucion a los ejercicios

(s (r+2)

Exraicio 38
16 + 25y + 192x + 100y + 276 =0 1, 5% -4y%-20=0 5. AR-dyt-12=0
[ _§]2 [J,+H)2 2 162-9y2-144=0 6. Ta2-9~70x + T2y -32=0
YIS R 3. 132-362-468=0 7. 9y2- 1652~ 96x— 36y - 252=0
36 e 4, 15621002~ 975 =0
144y + 324y” - 768x+ 3 564y + 5641 =0
5\ 2 Esxeracio 39
13, @+@=1 1. V(£9,0), F(3:/10,0), B(O, £3), V}V, =18,
e Jio
22497~ 10x - 126y +457=0 FF, =610, BB, =G IRmd g o,
1
v {x+4}2+f_1 Aslnmtas:y=i§x
o1 7 2. V(£1,0), F(+4/5,0), B0, +2), ViV, =2,
7o +16y" + 56x=0 FF,=2/5 BB, =4, LR=8,¢=15 .
+1) (y-2)° i
i B (-2 Asintotas; y=+2x
s ? 3. W0, £242), F0, £13), B(+45, 0), V.V, =42
02 +25)2 + 18x - 100y - 116 =0 Y " ’ s Vit S TNy
p—— — f= 5\5 \I"E
( 32 ( ﬁ2 .F;FZ=2\J'E, B]BE=2\5,IR=T,£=T.
P N L e
64 48 Asintotas; y=+ e
S dte-dfy-di=0 4, V(0,%2a), F(O, +\5a), Bt ¢, 0), VV, =4da,
2 2
17. %+%=1 ﬁ=2ﬁr§agﬁ=2a,m=a‘,£=§P
Asintotas; y=+2x
1132 + 362 + 110x - 216y + 203 =0 —
. \ 5. V(£45,0), F(3,0), BO, £2), VV, =2V5,
(x=2)  (»-1) ——— 8/5 35
G~ s e RF,=6, BB, =4,IR=—> e= ==~
Ity 12k -2y +1=0 Asintotas: y=t:|;,-_5x
Eseraicio 35 6. VI£3,0), F(£5,0), B(O,£4), V¥, =6, FF, =10,
o 25, 4
1. Conjunto vacio 6, Conjunto vacio B,Bz=8sm=?,e=§.Asmmtas; y=i§x
2. Punto 7. Un punto 7. V(0,1), F(O, £/5), B 2,0), WV, =2,
3, Elipse 8 Un punto — -
FF,=2/5,BR =4, LR=8; e=+5.
4. Elipse 9. Conjunto ‘acio 1 :ﬂi €
5. Elipse 10, Elipse Asintotas: y=:l:5x
8. V(5,0 105, 0), B0, £44/5), V¥, =10
Bmuou . V(i £ ]sﬂi\ll B )sﬂ{ £l ]9 VJVZ_ £
1, 3% +8y* + 18 +8y~21=0 6. #* +4y*~16=0 E=2\f1m,ﬁ=s\f§,m=32;e=_‘”s"5.
2, 9 +dy? =36 - 16y+16=0 7, 32+)*=3=0 A ;y=i45_ﬁx

3, d +y? -32-dy +64 =0
4, X+ 970 -18y=0
5, dxl4+25y2- 16x-84=0

8. 0x%+25y7-225=0
9, O+ 47 +18x+ 24y +9=0
10, 252 +4y2= 100x + By +4 =0

o

Elercicio 37

1. 30,0588 UA 4, 11,8578 afios 10,
2, 072298 WA 5. 3x- 3y+6=0

3, 1.8739 dios 6. 3x+5y-44=0
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VIO, +4), F(0, $2,/13), B(+6,0), V,V, =8,
FF,=4/13, BB =12, IR=18;e =

NS

Asintotas: y=i§x

V(0, £2), F(0, +242), B(£2,0), VV, =4,
E=4vr2_, ﬁ=4,m=4; e= \fr?. i
Asintotas: y=tx



GECMETRIA ANALTICA

11, W0, £4/5), F(0, £\/11), B(+\6, 0), V,V, =2\/5,

FF, =211, BB, =26, {..'z-E
_£A$]n —'i@x

12, V(£/5,0), F(+y/17, 0), BO, $2\3), V¥, =245,

RE, =217, BB, =43, Lﬂ—gﬁ-—{
e=§.Aﬁm;y=iz‘Q_jx
Esercicio 40
L T2 -0%2-63=0 11, 52-6x2-30=0
2, 9x2—16y2— 144 =0 12, 324y -12=0
3. 32-32+12=0 13, 2-2*-12=0
4, ¥-27-8=0 14, 5y -6x*-30=0
5. dx-y*-4=0 15, 9y? - 1662 -256=0
6. 5x° -2 - 40=0 16x2 -9y~ 144=0
7. 42-9?-36=0 16, =% -9=0
8. 25y 1622 -400=0 17. 2-6y2-30=0
9, 2-dy?-36=0 18, Gx2-dy?-36=0
10, ¥2-32-12=0 19, &2-9y2-36=0
Bxracio 41

1, C(~3,4), V(-3£5,4), F(-3+34,4), B(-3,4 £3),
VV, =10, F,F, =234, BB, ﬁm—ls—s

‘m .Asintotas y—4=:t%(x+3]

2. €(-1,0), W-1,0£2), (-1, 0£5), B(-1%1,0),
VV,=4, FF, =25, B,B,=2,LR=1,

=§.Asinwms;y=12(x+1)

3. €(0,-2), V(0+3,-2), F(0+13,-2), B(0,-2+2),
E:ﬁ,ﬁ:lﬁ,ﬁ=4ﬁm=§,
8=§,Asimae‘.as: y+2=i§x

4, C(1,2), (L2+42), A(1,2+4/10 ), B(1£22,2),
Vv, =22, FF, =2J10, BB, =42,

LR =8\|"E, e= /5, Asintotas: y—Z——.i%(x—l]

5, C(=1,=

10,

3), Vi-1,- 3+3), F{-1,-3+13),

B(-1%2,-3), WV, =6, F,F, =213, B8, =4,
8 13

e= —— Asintotas: y+3=i%(x+l)

IR=_,
3 3

. C=2,1), V=24, 1), -2+5,1), B=2,1 £3),

X
2
IR

e T = 9
VY, =8, FF,=10, BB, =6, [R=.e=".

Asintotas; y—1 =:t%(x+2]

1 1
} 1{513,1],}'"[51 \J'1_3,1],

1
1 — — —
B 5,112) VV, =6, F,F,=2\13, BB, =4,
8 Vi3
S 3

2 1
3¢ Asintotas; y—1= ii[x_i]

. €63,0), V(-3,0+2), (-3,0% 5 ), B(-3£1,0),

_
VV,=4, F,F, =25, BB,=2,IR=1,e= ﬁzi

Asintotas; y=+2(x +3)

11 11 11
- ¢33V 5722 ) A 2 )

11,

12
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B&ﬂ, ] V,V,=4, FF,= /2, BB, =4,
IR =4, ¢ = 2, Asintotas; y—%:i[x —%)
C(0,-2), V(0+3,-2), F(c-isu’i-z],

B(0,- 2+6), V)V, =6, F,F, =65, BB, =12,
IR =24, e= /5, Asintotas; y + 2=+2x
CG,-2), W321,-2), 5(31 JE,—Q],
BG.-2+1), WV, =2, FF, =22, BB, =2,
IR=2,¢= 2. Asintotas: y +2 = +(x -3)
CQ.-2), V2.~ 2£3), F(Z,—Zi Jl_o),
B(2+1,-2), V,V,=6, F;F,=2J10, BB, =2,

i
e= "'3 , Asintotas; y +2 = +3(x - 2)

IR=

L | b



14

15,

16,

17.

11 1 1 1 1
C{Eﬁi} 1"[5 i3,§} F[Ei \Egg)s

B[%,lg:tz], W =6, BB <2413,

r—— 8 Y13
=4 [R=— ¢g=—,

BB, =4, 37673
1 2] 1
ry——=t+"| x——
Agintotas; y 3 3[.:u: 2]

c(@,3), v{4 +2,2,3) F(4 +243,3),
B(4,3%2), VV, =42, FF, =443,
E=4,Lﬂ=2\5,e= 325

Asintotas: y—3=i%(x—4]

C1,-3), Vi-1, -3+ J6), F-1, -3+ /1),
B(-1£45,-3), V¥, =2J6, FF, = 2411,

/66
Tp

—_— 5

BB =2{5,LR=3{6.e =
Asintotas: y+3=i@(x+l]
C-4,-1), V(-4+2,-1), F(-4£47,-1),

B(-4,-1%\3 ), V¥, =4, FF, =2\1,

Asintotas: y+1=i§(x+4]

C(2,5), V(2£243,5), A(2£342, 5),
BQ, 5+6), VV, =43, FF, =612,
J6

ﬁ:?.\fg,[.ﬂ=2\6,,e=?.

2
Asintotas: y—5=i£(x—2]

18, C(=7,-1), V(=T++/2,-1), F-7+2,-1),
B(-7,-1£+2), V¥, =22, FF, =4,
BB,=22,LR=22,e=2.

Asintotas: y+ 1=%+1(x+7)
C(-1,-1), V=T7#1,-1), F{=7++3,-1),

°

B(-7, -12v2), VV, =2, F,F, =23,
ﬁ=2¢5,m=4,e= 3.
Asfntotas; y+1=¢¢5{x+?)

20. C(-1,5), V(-1£+3, 5), (-1£7.5),

B(-1,5%2), VV, =23, FF, =21,

EP-‘LLR—-.— g\l’i,g-—, g,

Asgintotas; y—5=1= 23£{x+1)

Ercicio 42

1. 1662 -9y + 18y~ 153=0

. 117 - 2522+ 22y - 200x - 664 =0
9x% =16y = 36x - 64y = 172=0
. 5P 430y + 8x+21=0
952 — 16y - 5dx + 64y - 127 =0
5x2 - dy? + 60x+ 24y + 124 =0
-y - 12 +6y-9=0

c 92 =Ty + 18x+ 42y +9=0
a2 -2 - 8x+12y-10=0

, Gx?—5)y2+ 24x - 30y +9=0
Ax -4y + 2y - By+32=0

. 9x® - 16y7 - 18x + 96y -279 =0
4P 52— By - 10x-21=0
14, 9% —dy* 4+ 36x+ 8y-4=0

- - - S SO

b e e
[ =

Sclucion a los ejercicios

Eseracio 43

I k=5 5 k=1 9, k=0

2, k=-2 6. k=1 10, k=-7

3, k=71 7. k=64 11, k=32
1

4, k——g 8 k=-35

Exeraicio 44

1, Sx—dy+16=0 4, 2% -5y-30=0

2. S5x+ 34y +25=0 5. x+4y-9=0

3, Sx—4y+26=0
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GECMETRIA ANALTICA

CAPITULO 28 Esxraco 50

1, 522+ 9y" +48x-54y - 63 =0

Eseracio 45 2, 4 +3y?-8x- 12y +4=0
L y?=v2x=0 3, P+ lax-6y-12=0
2, 3xrl+dy?-12=0 4, 162 - 92 + 200y - 400=0
3, ¥2-y244=0 5, 2-l6xy+ 2 -36x+18y+45=0
4, x24y =0 6. 3 +dxy-18x-2y-4=0
5. ¢ +2y%+dx' + 4y’ -3=0 7. 1442 + 4325y + 324y + 084y — 1332y~ 1127 =0
Exracio 46 8 2g+a’=0
1, #2-y2-1=0 9. Ty*-24xy- 6y + 144 -225=0
2, y2-8' =0 10, 22 +47 63 ax+11a2=0
3. x’z+4y’2-4x’-8y’+4=0 Emuo 5]
4, x’z—ﬁy’=ﬂ 25
1, x= +—=— 6, y= +—
5. x,z_},-:_?':ﬂ, 3 \'{ﬁ
6. dr2+9y2+ 821 -28=0 2 y= i% T y= _Q'ii‘
7. 3245222 —10y2 y’ +10=0 1 e
9 25
8, 6r2+y2-65x+8y5 =0 3, x= iE 8 x=-3iﬁ
9. 2y2-52 %' +1542 y'=0 4 a
10, 3x'2-y'2-242 x4+ 104=0 i Hesmteap
Esercicio 47 5 y= iE 10, y= l:I:E
1, y2-43"=0 6. yt+6"=0 5 N
2. 424 ytod=0 7, $2-y240=0 RERGgo 83
1. 3x+4y-25=0 6. x-4y+17=0
3, 42+ 0ym-36=0 8 x2-1%"=0 ? . L
2, 9x+4y-31=0 7. 3x-5y+18=0
4 47-9-36=0 9. 44y"i-4=0 3. Sx-4y-21=0 8 y-2=0
5. X2+ 8”=0 4, 6x-5y+31=0 9, x-y-7=0
Exracio 48 5. 12x-5y-38=0 10, 16x+25y+41=0
1. Pardbola 6, Pardbola Emuo 53
2. Elipse 7. Elipse 1, 3x=2y+13=0;3x-2y-13=0
3, Hipérbola 8. Elipse 2. 2-3y+ 35 =0;2-%-3/5=0
4. Pardbola 9. Pardbola 3, x-6y+14=0
5. Elipse 10, Hipérbola 4, x+2+1=0
EJercicio 49 5. x+dy=-3=0,x+ 4y +9=0
Lomegpadml) b posdond) Esraicio 54
x+2y=0 1, x=y+2=0;x+2y+8=0
2 3x+y+1=0 TPl =) 2. y=0,2x+y+8=0
3, x-y+1=0 8, -2=0
p * 3’*3 ; . 3“341’2 : 3, i -3y+6=0; V3x+3y-6=0
e iy s soinie. 4, 3x-5y+18 =0;5x+3y -38=0
dx-y+T7=0 x=-2y+2=0
5, Zx=y+1=0;x+y=-4=0
5 3x-2y=0; 10, 2x+3y-5=0
x+y=0
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Sclucion a los ejercicios

. EJErcicio 56
CAPITULO 29
1 5. dyy=y89-403 4

o dyg=NSu
RAGIRRS 2, dp=345 6. A=y’
ot . = " N =
1, A(3\.'E,3v'l?.} 8, u[—%sﬁ,%ﬁ] o
3. dg=17u 7. A=6
2. r(2-243) 9. N(s«ﬁ,sﬁ) 4, dgg=2u 8, A=32
15 =15 EJercicio 57
3, p(-4.4 10, s|-22
( ] { 2\.' 2] 1, rsen@+3=0 7. r=x4
3 3 2, reos@-5=0 8 r+dcos 8=0
4+ A(“'\'{is“} 11- T[Es—a\la 3' E=G()" 9r l‘—g-!’fﬂ ﬂ=0
6
4 r= —m48™ —— 10, P-4 rcos@—6rsen 8-12=0
B 3(5,—5J§] 12, A(-m@] sl den
\J'E i 5 r= —a?i-—e 11, r= 4cgsa=—8m:9cm9
6. c(0,-4) 13, s[——,—] AT sen @
44
= 6. r= ﬁ 12, P sen?@-12 reos -36=0
55 3.3 ws(@-w
% —,—\E) 4. c| .=
Q[2 2 [2 2] 13, r=sen2 0
14, Pcos?@-2rcos O-drsen 8-3=0
15. B[—%\,’2+ \;’5,-%\! -\E] 5 o 36
JScos’0+ 4
16. A(13,67°22'48") = (- 13,247°22°48")
16, p= 20
17. P(2\JE,213°4I’24")= (—2\;‘5,33"41'24") 16+ 9sen’0
2 14 8l =
18, C(5,3237'48") = (=5, 143°748") Uesdesoi e300 vont =il 810
18 ,._M
19, B(15,306°52'11%) = (=15, 126°52° 117) " 4455en’ 0
2. C(4,0°)=(-4,180°) 19, re=—2
cos 28
21, W(6,270°) = (=6, 90°) +12
?.D. r=——m———-—
2. M(5,306°52'11") =(- 5, 126°52'11"") 25c05” -9
23, (13, 157°22'48") = (- 13,337°22°48") 21, 97 cos® 041 sen” 0+ 8rsen 0-40=0
U, D(- 1,135 =(1,315%) Q. r=cos0x1
25, F(25,16°15'36") = (- 25, 196°15°36") o], B
=n 20
2%. Z(1, 150% = (- 1,330°) 5 =
. r= *./cos
27. 0(\34 ,329°2°10") = (- /34 ,149°2 10™)
28, L(3, 180°) =(-3,0% 25, r= —sen20
. J[?, 284“2’].0"]:[—?, 104“2’10"] 26, recos” @ (r sen 6-2) = 16sen 9
27, r=12ctg Bcsc B
30, K(5,90°)=(-5,270°) 12
28, re——o
3sen @ —deos 0
29, r=$
cos” 80— dsen” 0

521



GECMETRIA ANALTICA

30. Fcos @+ drsen-8=0
31, r=-3senfx2

+

3 r=—
4+ Ssen* 0

33, P-2rcos =8
M, rP2(3+sen’ @) -6reos @-9=0
35, ¥ (4-9cos” B)-8rsen @-6=0

36. r*cos*@-5rsenf+15=0

2—dcig O

L v

r——ﬂ\ﬁ
o 2co5 20 +35en 20

_1i\f1+m9

3/, r= g

1
40. 5r*sen2 @-rsen@-3rcos 0+2=0

Exrcicio 58

. y=-5=0

x+8=0

L+ -dx=0

. .xl+y2—4y=0

. B4 57 +20y-25=0
6. (x’+y’]§-2xy=o

7. 224+ H2-256=0

8 - 10=-25=0

9. 402 +¥)= (62 + 3 +x)?
10, x4+ y* - 1527 - 1697 + 2y - 27 - 2y =0
11, 1662+ y)= (2 + ¥ + 4o
12, 2xy-9=0

13, #*-6y-9=0

14, ¥+ 8 -16=0

Ln,pr..)_zq._n

15, (x=+y2)§ =4(xz-yz)
.

16, (x}+y2)= =y

17. 92 +8y + 12y -36=0

18, 3l +4y? - dx-4=0

19, 32—y +12x+9=0

20, 3 +4y’ + 2 -1=0

21, 32 +4y-8x-16=0
22, (x2+y2]2=16(x=—y=]
23, 5x2-4y? -36x+36=0
24, B2+dy-4=0
25, 4x*-y'=0
26, X+ -5 +3y-8=0

27, 2 +3x-2y+4=0

28, y*-12x=0

29, #-y=1

30, x+ 3 y+8=0

31, x-3y=0

3. (x7+y2)2=:c! -3y’

33, (P + P =20 -6y

34, (Jn:2 +y )2 [W—S]:—‘ﬂf}z

3

35, xtan -y=0

36. 2(x*+ y’]% ~9[x*+’ ]% +9x=0

37. 2(;\:2 +y7); —4(,1:2 +y2]+ v..l,u;E +y; —-x=0
Esxrcicio 59
1. Parfbola horizontal 11. Hipérbola vertical

2, Parfibola horizontal 12, Parfibola vertical
3. Parfibola vertical 13. Hipérbola horizontal
4. Parfibola vertical 14, Elipse horizontal
5, Elipse vertical 15, Parfbola horizontal
6. Hipérbola vertical 16. Elipse horizontal
7. Elipse horizontal 17. Elipse horizontal
8. Elipse horizontal 18. Elipse vertical

9. Hipérbola horizontal 19, Pardbola vertical
10, Hipérbola horizontal 20, Elipse vertical
Exraco 60

1, r=33en @
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Sclucion a los ejercicios

5 r=

10

523



16, P =255en 26

524



Eleraicio 61

1.
2.

3
4,
5.
6.
7.
8,

reos @-5=0

rsen 8+7=0

rsen 8-5=0
reosB+1=0
rcos(8-607 =5 \3
reas(9-759=4 2
roos(@-1507 =2
reos(@-135" =5

EJeraicio 62

1. P —6rcos(f-309-72=0
2. = 10rcos(@-120° + 24=0
3, P -20rcos(@-45% +84=0

4,
5.

r—14sen 8=0
r=6=0

EJErCiCIO 63

1. (1,30°), (—VE,GD"), (Ji,sw),(-1,330°)

Sclucion a los ejercicios

3. (2,307,(2, 1507
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Eje polar

12, (1, 0%),(1, 180%), (1.8,3007),(0.13, 60°)

o

jefpalar

bl
—
>
(Y]
=
=
—
>
o
=
oL

14, (3,15%,(3,75%,(3, 105%),(3,165°), (3, 195°), (3, 255%), (3, 285%),
(3,345°)
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Sclucion a los ejercicios

15. (2,07, (2,180°),(3.7, 60%), (0.26, 300°) 19. (4,00, (4, 180°), (4 —2+/3 , 60), (4423 , 3007

Exraco 64

1, x-4y=0 13, ' =-2y-2=0

g X=b_y+d 14, 32 -2lxy+182-25=0
% b 15, 4 +y*+x=0

3. 2bx-ay-2ab=0 16, Y-x2-dy=0

A dnrkedy= Lm0 17, 2+y2=16

5 2x-y-2=0

18, sy +al-y-4=0
19, xy=1,xy=-1

2
2. (3y7+2) (2-2)=1

18, 6. P-x+dy+i=0

7. 2-4x-y+8=0

8 Zx-y-1=0
9 23-y+20=0 21, y=1—13x
10, P-x-1=0 :
11, Y- 16x-2y-31=0 22, y=(x-1p
12, =2y +x-y=0 23, xy=
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12, 2 +y-br-6y+17=0
13, 4+ 9y - 16x+ 18y ~11=0
14, 42432 =325 -6y +69=0

15.
16,
17.
18,
19.
, Oxt—dy?+ 16y-52=0
21,

528

x=(y-1ixy-x+2)

(-12-y=4

5x2+dxy + 82 -36=0
B gpd T o 2eg

x-y+5=0

Y -2ry=8



Solucién a los ejercicios
del anexo A Relaciones
v funciones




ANEXO A REACIONES ¥ FUNCIONES

S 8 et

9. (—=,=)={xeR}

Emxraco 1
1. Funcién 6. Relacién 11, Funciéa 10, (==, —=5)U(=5,0)0u(0, Gﬂ)={xER|x?‘=—5,x?&D}
2. Relacién 7. Funcién 12, Relacin 11, (—oe, —D)U(~1L0)U(0, 1) U(l, ) = {x e Rlx#—1 x#%0,x %1}
3. Funcién 8. Relacién 13, Funcién 12, [Le)={x=—1}
4, Rclafaén 9 Wn 14, Flmm-:fm 13, = =6
5. Funcién 10. Relacidn 15. Relacidn
14, (-=,2]={x=2}

o2
mame® 15, (-, 4]=(x=4)
Li(-3) = G == 16, (<5,-5]U[5,%) = (reRr =5 0x=5)
2. fla) =a*— S5a +6, 17. (—=,—1JU[6, =) ={xeRlx=—1lox=6)

fa+b)=a’+2ab+b>—5a—5b+6 18, [-6,6]={xeR|—6=<x=6)

+ h)=3x 4 6hx + 3h* + dx + 4h — 2
flx+h) hx + 3h% + 4x + 4h 19, ke e )

20, (—oo,=)={xeR}
21, [5,2)={xeR|x=5)
. (2,0)={xeRjx>2]

Lad

TR~ F&) _ g a5+ 4
h

1 1 1 :

. f[g] = _E »,f[—ij = No existe
4h

(2x+2h+1)2x+1)

-9

flx+ h) — flx)= . (—=,3)={xeR|x<3)

5. f5) =3, fld) = 0, fi6) = V20 =245,

f(3) =No estd definida

22

23

24, (—o0,~2)U (-2, )= {xe R|x #~2)

25, (—o0,—4]U(3,%)= {xeR|x=—4d0x>3)
26

6. flx+h)= \x'+2xh+h*—3 . [1, %J={xERJIEx<§}
flx+m)— flx) _ 2x+h 27, (-2,%)={xeR|lx=-2)
h Jx+h)? =3+ -3 5 ¥
28, [—m,i]={xs.ﬂ|x{.§}
7 fxtB)—flx) _ _ 1
' b (x+b+1)(x+1) 29, (0,%)=[xeR|x>0)
g Jfath-—fa) _ _ 1 30. (-L3)={(xeR|-1<x<3)
" VI=GE+i=s 31 =)= {ye Ry=1)
9, f1) = %,ﬂ:ﬁ]: %,ﬂx+5]= Ed 32. [-4,=)=(yeRy=—4)
el 3. (~,9]= (ye Ry=9]
I
10. A-1) Lf[x] x2+2x 3x 4 [_m’%]= {yERh:E-:—}
Las demostraciones de los ejercicios 11, 12, 13, 14,15, 16, 17 y 18, se e e B
cb]ana]m“d_‘an{e‘ 35, (=, DU, :"'[J"E‘RIJ’7é 2}
1 1 1
Exracio 3 36. [—m,ﬂu[a,m]={yeﬂ|y¢5}

(—eo,0) = {xe R} 37. [Lm)={yERlJﬁ31}

1,

2, (—=mm)={xeR}

3. (—o, —=3)U(-3, =)= {x ER|x#~—3) R needy=n

4. (-, 5)U(5,®)={xe R|x=5) 3. 2 ={y=f=y=1

5. (—o,—4)U(=4,4) U(4, %)= (xe Rlx#-4,x#4) 40, (O 1]={ye K| 0<y=1)

6. (—o=, Q) U0, 5)U(5,=)=[xeR|x=0,x#5) 41 [0.DUL =) ={xeR|0=y<loy>1]
7. (=, DU, 5)UG, =)= xeRlx #2, x #5) 42, [0,%)={yeR|y=0)
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Eiercicio 4
1.
Y&
| ,"“
| X
2.
Yi
x
| 2
P
3
Y4
ﬁx)-'n'
=X
4,
1'1?!
fix)=3x+ 5
X

Solucién a los ejercicios

5.
Y4
I
= —=x=1
Jix) %
6.
]'l
3
= =—=x+2
-\ﬂ-ﬂ ‘-1'
—t—t t I\i
*
Y4
f)=a —dx+ 3
A X
8.
A
J firy= =20 + 12x =13
—— H———— ‘;
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ANEXO A REACIONES ¥ FUNCIONES

13,

15.

".x

: Ik !
o= ' +11 1
|+ i H|m H
#| = ' . !
n | ) H
B n = :
= ; e e

i :

/ - :

=

el x
"
1 LAk
3 ] i
w - =

[

=l

firy=-

16,

12,

e R ——
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Solucién a los ejercicios

17. 21,
Yk
']
E flxy= Jxt - 2%
]
i
. ' X >
: : X
: :
' 22,
18, Y4
Y4
T A= [-x
i [ o= J16— x?
T X
19, 23,
¥ Ya
fo= Jxl+x—12
Jx)= Jx—4
X
x
20, 24,

fixy= = j9-x
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ANEXO A REACIONES ¥ FUNCIONES

25, 29,
Yi Y4
900 — 100 x* |
foy= [FEEE | e 22
I x+2
|
|
| L
o T -
. & I : : =
¥ | =
|
|
26,
Y4
i 30, "
. x—2
i B ﬁl‘)- T ﬂx)-lrl
1 - -
_________ R R ]
: e ]
b e —-
! i X I
: | Loy — ;
7. Yd 1
' 31,
' Y 4
i 1
E )= x+2
? X
i
28,
Y 32,
i
]
x+ 4 !
™~ ]
Jx) =3 |
I
_________________ | AR S A
P !
— i -
_________________ e ¢
I
]
1
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Y4

a7,
38,
fooy= 2" —dx+3

X

39,
Jixy= |2—I'xl

L] L] ;

40,
1
foy= —

Y

589

Solucién a los ejercicios

T (3]
*—0
*—20
D SRR
e—o




ANEXO A REACIONES ¥ FUNCIONES

41, 4,
Y Y 4
4 —
+ -—0 T
1 N
} } 1 } 5 i
——
—o T |
— —_—
o T+ X
Exracio 5 5
Ya
L
Y

[
2
Y
A —
+ } } } } } —»
L O x x
7.
3 T
Ya
I+ *~—
—t+—+ t »
I 4 X
O
X
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Solucién a los ejercicios

EJEraiCiO 6 5.
Y

[ y=3x'+12x+11

e
\WAN X

6.
Yy
2,
Ya
y=+3’ P
X
7.
3 Y
' Ya
o A .'t" y= P |
i S
VAN N X
L X
L 8
4,
Yy

y=(x—17 +2

5 4
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ANEXO A REACIONES ¥ FUNCIONES

9.
¥4
y=—=x'-2
_// x
10,
YA
y=Jx-242
X
11,
b
1 y-,lllx-—342
—_—
1 X
12,
¥
_y-‘—,ll'.r-i-.?
T : T L] : L] T :
X
13,
Ya
+ y=lx-3-2
_'_'_
il X

14,
Ya

Esercicio 7
1. Crece; (0, =)
2, Decrece: (—=,0)
Crece: (0, =)
3. Crece: (—o, +20)
. Decrece: (—o=,0)
Crece: (0, =)
. Crece: (2, =)
. Decrece; (—w=, —3)
Decrece: (0, =)
Crece: (—oo, 0)
8. Decrece: (—=,3)
Crece: (3, =)
9. Decrece: (0, 3)
Crece: (—3,0)
10. No crece ni decrece, permanece constante

-

-

Esercicio 8
1. Biyectiva
Ninguna

Ninguna
Biyectiva
Ninguna Inyectiva
. Biyectiva . Suprayectiva
Inyectiva 10. Biyectiva

oW
oo oo

Ejercicio 9

L fx)+glx)=3
Fo)— g =17
fix) - glx) = —10
Lo _ 5
glx) 2

2. fix) + g(x) =4
fx) — glx) = —10
FO) - glx) = dx? — 25
Flx) _ 2x—5
g 2x+5

592
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L+ ) =2 —x—3
fx) —glx) = —Tx +1)
) gx)=x%—x3—15x2 - 23x — 10

f&) _x-5

glx) x+2
. FE) gl s“’:]

Fo) — glx) = ‘”6_?

2 i

10 g0 = 2222

@=ﬁx—3

gix) 2x+4

Wt = x-3+x+a
W —g@=Jx—-3-x+4
Fo) g = F +x—12

0 _ =3 _iea-n

g \xtd x+4d

@ g =x+2Vx
Fx)—glx)=x _
o) g =x+xx

W _ o
g(x)

. fO) + glx) = sen’x+ cos’ x = 1
Flr) — g(x) = sen?x — cos? x = —cos 2x

) - glx) = sen?x rcoslx = % sen? 2x

) _ sen’s

glx) cos'x G
. D,ND, = (-13,5)

F+ 5 =1{(-1,12),(3,20), (5,23)}
.f B {(_1‘! _815(35 —8],(5, _9]]'
frg=1(-1,20),(3,84),(5,112)}

L) () (2)

. D,N Dg={-2,-1,0)
F+E=1{(-2,0),(-1,1),(0,2)}
—g={(—2, -10),(-1, =7),(0, —4)}

Frg=1{(-2,-29.(-1, —12),(0, =3}

Lefern (23 o-3)

10.

11

12,
13,

14,

15,

16.
17.

18,

27.

29,

30,

593

f

Ffteg=1{-11,(L1.(21}

—g=1{-1

D.ND = (-1,1,2)

f
fg= {(—1, -2),(1, o),[z %]}

£-f o)

Solucién a los sjercicios

. o)+ rlx)=2x +5
fix) —sx)= —x?+ 4x + 13
gx) - s(x) =x*+ 223 — 1952 — 68x — 60
% =x+3
.r(x)
—5
)
E(x)— s(x) =8(x+2)
fx)-rx)=x24+5x+6
) _x+3
rx) x+2
g(x) x+3
r(x) x—5
B s 9 3
flxy  rix)
_ X +2
. )+ plx) = At
Jlx) _ x e
glx) x+2
) gl = z_’_h
" 5—5x
. fix) — h(x) = G a9
_ x—1
. Bx)-hix)= T 3y
_f(x) _x Pt dx—2
s() THe (x + 2)x—3)
hix) _x *+x+3
T R
M) — M =-3
g3
1 x—12
L v T
¥ —2x+3
hix)— glx) = e



ANEXO A RELACIONES ¥ FUNCIONES

) g _
Coglx)  f(x)

-2 +x+6
x(x—1)Nx—3)
¥ =3 +2x+6
xlx+ 2)x—3)
FO)+hx)  x(x—1)2x—1)

glx)  (x+2)x—3)
3, 1 =x(x—3)

gx)+hx) x*—3
3, 1 =3—x

1—hix) 2

32, flx) - hix) —glx) =

33,

Esercicio 10
1. (feog)x) = 12¢2 — dbix + 40, (go f)x) = 622 — 10x — 7,
(fef)x) =27x* — 00x3 + 24x2 + 85x + 20,
(gogx) =
2 (fog)a) =x(gof )0 =x ()0 = ¥ . (gog)n) = 2*
3. (fegdx)=4(ge N =2(fe Nx)=4,(goghx) =
4. (fop)x) =x,(gof)x) =x (fof)x) = yx*—10
(geg)a)= Jx* +10
5 (Fegdm=x+2 Jx—1,(gef)n) = Jx' + X
(fof=(x*+2x+2% (gopx) = yx—1-1
x+3
6. (fog)x)= ms(.g Fx) = =
(fefda)=— M_H . (geglx)=x
7. (feg)x) =log(x —4), (g o )x) = log(x —2) —
(fofXx) =logllogix —2) —2],(geg)x) =x—4
B (o000 = = (g oW = =2~ -1
X
(fefix)= .‘f—; no estd definida
(geg)x) = Jx+x" —1
9. (fogdx) = {(1,5),(2,6),(3,7.(4,8)}
(g o f)x) = No esti definida, { f o )Nx) = {(2., 8)}

(g = g)x) ={(1,3).(2.4).(3,5)}
10. (f = g)x) = {(—2,1),(—1,4),(0,9).(1,16)}
(g =) = (1L, 4), (fof)x) = {(1,1),(2,16)}
(g eg)x)={(—2,4)}
1L (fegdx) = {(3,1),(—2,-3),(1, -1}
(g o) = {(0, 1), (1,0}, (f = F)x) = {(0. 3),(—1, -1}
(gop)x) ={(—2,-2)

- f) =

- fl) =
. fla) =
. fl = x?
. f) =
. fegeh=81x*—54x +9
,_fogolﬁ=
. fegoh=

. fegeh =sen(x—2)
21,
22,

| =

x

mx+ b

53

1 — 12x2 + 48x% + 64x©
2x—9

f°g°ﬁ=sec2x

fegoh =senx

Ereracio 11

1,
2
3.
4,
5.

Ninguna
Par
Impar
Ninguna
Ninguna

6. Ninguna
7. Par

8. Par

9, Ninguna
10, Impar

Eiercicio 12

1

2.

11,

12.

13,

14,

15.

594

. i) =

i) =
i =
s ) =
L=

woge -1 o b B W

i =x

x+5
2

J5Fe
No tiene inversa
Yx
Hx
Ux

o=

No tiene inversa
Fw= -z
Flo=x*-9
=

F i)

_ II
F 5

o=

ey

=

|a~

=

H,



Solucién a los ejercicios

Eieraicio 13 5. =
1.
Y
.
) X
fw=1-¢
X
2
6.
¥ ¥
gt flx)=e"+2

X
3
¥
Te
Y
y=3-3 f@=mx-2) |
! } }
—0—0—0—0——9‘1—0—0—‘;
4,
8, Y 4
fix=¢+1
_'____--"_/ -t
r i
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L

SE=2+mx+1

fix)=3cosx—2

/)

9.
Y 4
10.
Y
11.
Y&
R
12,
Y4

E

fix)=-2mnx+1

fx)= —tan x

13,

14,

fix)=-2mecx+1

L

A

Y &

Sixy= sen(.r + E)

A
VARVARE

Eiercicio 14
1. V(h) = 40h

2.

596

Vih) =

. Ald) =
. ¥ix) =
3

. Alx) =
(x) 3
. Vix)=

. Alx) =

. Alx) =

. P(A)= ——

% (8 + 15)

x’
3

16— x*
. A(x) =¢x—4][i"—°—3]
X

. din)= %Jfé}i’li

-
. di)= EJ:’—Ns
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Operaciones con niimeros enteros:

1. 6-4
2, -8+6

3, 3+7

4, -5-7

5 =2-5+6+4

6, -3-6-8+5+4+7

7. 846+3-5-90-2

8 4+5-1+2-7-3

9, -2+6-8-12+10-3-7

10, 1-5+9-3+16-8+13
11, 3(-2)

12. (5)(-4)

13, -6(5)

14, (H(3)(5)

15, 2(-4)(-3)

16. 3-(-4)

Descompén en factores primos los siguientes nlimeros:
33. 6

34, 8

35, 20

36, 50

3.

38, 120

39, 225

Determina el MCD de los siguientes nimeros:
47, 24,36y 42

48, 20,35y 70

49, 32,28y 72

Determina el mcm de los siguientes nlimeros:
52, 3,10,12

53, 8,9,12y18

54, 2,3,6y12

598

29,

30.

31,

32,

50,
51,

35.
56,

-12
3
15
s
28
-14

—(-3)+(5)-2(-1)+(-4)+7
(=2)+(+5)
-4-(6+8-2)
7-(5+3)-(-1-9+4)+( -8)
5-(-4-3)—(7+2-1)
6-2A1-3-4)+(5-2+7)
13 +15

7
-3-12-5
—

30+6
9+3

14-2

2+4
8+5+7
6-3-7
25-7)+20
5+3
(4-3+3(2+4-1)
5(4) -6(3)

325
576
980
1000
1120
1800

18,24, 72y 144
12,28, 44 y 120

8,12, 16y 24
4,6,15y18
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. 19 4
: kel 101,
Tty 3
11
100, 2401 102,
& i

Efectiia las sigulentes operaciones:

R ARy

103,62 115,
T 10447 116,
: 105 (=2) 117,
- 106.(-3) 118,
- 107,80 119,
- E 4
‘108, [—3] 120,
. 2
= 4
. 3
AT T 121
. o(3)
L 11044 122,
* 111 V25 123,
¢ 112, 81 124,
* 113 V64 125.
o114, ¥

Racionaliza las siguientes expresiones:

s s e ew

1

126, —= 133,
N

: 127. L 134,

: 7

: 2

© 1w = 135,

s V2

b gt 136,

. N3

+ 130, & 137.

: 5

* 3

S

> 23

. 1

. 132, — 139,

: 32
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138, —
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1-\3
1+43
3-42

1-42

141,

142,

143,

Expresa en lenguaje algebraico los sigulentes enunciados:

144, Un niimero aumentado en 6,

145, El triple de un nimere

146, El doble de un niimero disminuido en 5.

147. El producto de dos niimeros,

148, Un niimere excedido en 8,

149, Las tres cuartas partes de un nimera,

150. La diferencia de dos cantidades.

151, El cociente de dos niimeros,

152, Dos niimeros cuya suma es 45,

153, El cpadrado de una cantidad,

154, La diferencia de los conadrados de dos niimeros,
155, El cuadrado de la diferencia de dos cantidades.
156. La mitad de la suma de dos niimeros,

157. Las dos terceras partes de la diferencia de dos niimeros,

158, Laraiz cuadrada de la suma de dos cantidades.
159, Dos niimeros enteros consecutivos.
160, Dos niimeros enteros pares consecutivos,

161, El quintuple de un nimero aumentado en 3 unidades equivale a 18,

V3i-2
B2
25+32

2;5—;2

162, Las dos terceras partes de un nimero disminuidas en 4 equivalen a 6,

Encuentra el valor numérico de las siguientes expresiones, si x =3, y=~2,2z=1, w=-4

163, dx -2
164, 6y + 8

165, 4z — 3w

166, 3x - 2y

167, y+3z

168, 2x+ 3y -z

169, 4x+ y + 2w

170, 5x =3y + 2w

171, 2Ax=y)

172, 5x=3(2z - w)
173, dx-y) - 3z -w)

174, 1-3(x-y)+ 23w-2)

175. 224 3xz - w?

176.

i

178,

179.

180,

181,

182,

183,

2
X +z

Anexo B: Ejercicios preliminares



ARNEXO B: EJFRCICIOS RELMINARES

I T T I e A R R

s s e oo

Reduce las sigulentes expresiones:
184, dx - Tx + 2x

185. Oy + 3y -y
186. Sab?+ Tab® - 16ab*
187, datyz® = Gty + 7 xdys?

188, Sx -3y +2z- Tx+ 8y - 5z
189, 14a-8b+9a+ 26 -ba+b
190. 7m? - 10m? + 8m? — m*

191, 4x® —Sxyp+35° —3x" +dxy+ 3y

192. 3a° +56" + & +4da” - 36° = 7c*

Realiza las siguientes operaciones con polinomios:

201, (Sx=7y=2z)+(x-y+72)

202, ( 2+zxy—sf)+(—2f+3xy—yz)
203, (a7 + 20 = 1) (37 - 2043

204, (x*~3x —4)+(x7+ 2043

205, (3x° 4207 =51 +6) 42’ x7+ T +1)
: 12+&ty+4y2)+(5x2—3xy—4y2)

2.
20, (147 o{ 1)

3., 5 1, 2 1
Dl =
a* g" )+[21 3‘”2)

602

193,
194,
195.
. 8a? = 15ab + 120* + 2a° + 6ab -

197.

198,

216,

217,

21

21

——a il
3a

ab® +2bc” +3ab” — 2bc” - dab®
5..‘(2)‘3 +2xy2 —3}'4+4xy2 —szyl _2):)‘2
-m?+7n? = 9m? - 130% + Sm? - ®

1462 + S5a® + Bab + 1752

1 3
~act-Zap’ct

34
3 3 ab ¢

2 5
Sx-ty-z-

L Y )
376 Fhge

X
ariekhy

5 2 ? 2 1 2 1 2
b® +—a’b + Sab® —6a’b——ab
g% gy 3

(3ey) - Sxy)
(63 27)(=3 x¥y4z?)

(e e

ey )y

oo

o

220, —ﬁx.y!(‘hzy]

221,

226,

2217,

228,

9,

230,

225,

—_

(petef 0e'c)
(o))

- (2a9°0)(~2awe)

(e o))
(vl 3e)

(3m*n)(5m*~ 9mn)
(4a’6”)(-3ab* + 2a°b%)

(24%5)(5a” ~7ab +30)
(- a)7a* —a*+Ta-35)

3a'p’ (a3 +4a°b—ab’ —5.‘,?!)
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231, (dxy)(5x° ~627 - Tx)

232, (- Sa*b)(a® - 3ab + 95)
233, (dx¥y62%y? = T + day’)
234, (3x-5)x+7)

235. (a+6)a-9)

236, (-2x+7)(4 -3x)

237. [%m—4][2m+%]
1 1, 1,5 2
238, {y—zx)(ax —2)’ + Bxy)

239, (- 6x-8)(32 - B+ 1)

Desarrolla los siguientes binomios al cuadrado:

249, (x +3)
250, (@ -4)2

251, (2m - 5)

252, (3x +4)

253, (3 - 2x)%

Anexo B: Ejercicios preliminares

240, (Tx — 4xy + oy W2y - dny? + 4)
ﬁa-lb'f

247

lﬂxﬁya

—3):5)‘!

241.

242,

3.2 4
ey Lok
12ab"c

2 3
244, —gx!y-t-—gxzy

247,

248, {%asb" - %a’b’ —4a’p" ]+3a’b

254, (5x + 4y
255, (9 -2y

2
256, [Ex!+g}')
= 2
2
o ()
2
b?
258, | -2

L=

Obtén el resultado del producto de binemios conjugadoes:

259, (x +5)(x - 5)
260, (m - 3)(m +3)
261, (7 =xMT+x)

262, (3x + 5y)(3x - 5y)

263, (a-4b)(a+ 4b)

264, (3xy - 2z)(3xy + 22)
265, (m - Sn)m + 5n)
266 (3p + Sq)X3p - 5q)

5 2 Y5 2
357 [ 2nt | onis
4 [3" 5’)[3” 5”]

= (55

Factoriza las sigulentes expresiones empleando el factor comiin:

269. 3x* —6x
270, y+y?

271, m* +m* - m?

272, 8x* - 245" +16x
273, 15a + 25a° - 3544

274, 6a’b-3ab

275. 122 - 18xy

276, 4x%y - Byt + Sxly’

277. 18a%b - 90 - 6a°% + 12ab*
278, 3329724 + 66x2y° 22 - 222y 72
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Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

279, x2-16
280. 4x*-25

281, 16x° -9
282, 81-4y°

283, 100-x°

Factoriza los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

289, ¢° - 10a+25

200, a® - 2ab + b*

291, y? + 12y + 36

292, m? + 2mn® + n*

293, 16x° +8x + 1

Factoriza los trinomios de la forma x? + bx + ¢
299, x* + 9x+ 20

300, x* - 14x + 24

301 m2+Tm+12

302, -9+ 18

303, g2+ 4ag-12

304, y2 4y - 20

Factoriza los trinomios ax® + bx + ¢
311, 38 - 14x + 8

312, 66+ Ta+2

313, dx2-13x+ 3

314, 52 -Tx+2

315, 2 -5x-12

316, 6mi+ 11lm+3

Resuelve las sigulentes ecuaciones de primer grado:

323, x+6=4

324, y=-2=0

325, 3x=15

326, 4x-5=3

327, 2x+5=06x

328 6x-2=2x-12
329, 4+9x -~ 1lx=6x+ 8§

604

284, 25m* —81x°
285, Ot -y

204, 9y - 24y + 16

2
205, %+4x+16

2
m- 2m 9
296, 9—M+“2

208, 144x”+120xp+25y>

305, n—2n -63
06, 2-18 -7z
307, 22 - 8x - 48
308, 2 +x-132
309, a-2ab -355%
310, y* + 2y - 168

317, 662+ 5b-25
318, 2 =3x-2
319, 5y - 12y +4
320, 4" - 11x+6
321, Y+ 16y-15
322, 2002 - x - 1

330, 8r=-3 +5x

331, 9-10x=Tx + &
12, 3x-5) +3=10
33, 5+2(dx-1)=0
34, 6(1 -1 -2(x -2) = 10
335.3(9+ 4r)-9=18
136, 3dx+9) =6+ 5(2-x)



2 3
T b e o
7 3°35%

T e
i

e A

M0, ——— = ——

Resuelve las siguientes ecuacicnes de segundo grado:

345, 2+ Tx+12=0
346, X2 - 14x +24=0
347, X2+ 9x+20=0
348, 2+ dx-12=0
349, x* - 9x+ 18=0
350. X2 - 2x-63=0

Resuelve los siguientes sistemas:

=4
157, x+y
7 {x—y=2
158 x+2y=3
" xty=4
3x-y=4
359,
3 {x+3y=—2
160 3x-2y=4
" lx+6y=-
4x-26=
6L, {3x+5y—31=0

605
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13 17x 2
341, —?—E-—x—lg

3 4 3
342, S(2x-1)-L(x+2) = 5 (x+])
s, B

4 2

2x-3 x
344, ==+ =2

351, ¥ +y-20=0
352, > +2a=48
353, 5x-Tx+2=0
354, 22 -5x-12=0
355, T+ 16x=15
356, 62+ Tx==2

362, {2"=J’
,x=y+2

36,

[

x+y=T
Cx—y=3

3

£

dx +5y=2
" 5x+3y=21

Gx+2y=-3
- i

7]

66,

Sx+8y=-1
" 6y—x=4y-7



SOLUCIONES A EJERCICIOS PRELIMINARES

Operaciones con niimeros enteros: gy M__11_ 2 TR
1.2 12. 20 23, -3 "TIzT 3 s " 16
2 -2 13. -30 24 4 Q
3.10 14. 60 25.28 8 % o5 Bl
4,-12 15. 24 26. 4 i 7 =%
53 16. 7 27 -2 86, e
6. -1 17. 4 28. 3 05, §.=z.1.
7.1 18, -3 29,2 g 1 Z 3%
8.0 19.2 30. -5 i ; 5
9. -16 20. 13 3.2 7. 3
10. 23 21, 3 32.8 g8 L
11. -6 . -16 9 og 813
Descompén en factores primos los siguientes nimeros: go, 117_,37 53
33,2x3 3. 2*x3x5 43, 2x 5x 7 e 9.2
34,2 39. ¥x 52 44, P*x 58 9 19
o0, P12 2
35 2 x5 40, Px 5% 23 45, Fx5x7 "% 20 100. =
36.2x 41, %13 46, Px Fx 5 #
3 6
37 P x¥ 42, 2% 3 91 %=3é 5,
Determina el MCD de los siguientes niimeros: 15
47.2x3=6 49 =4 51. =4 o 2 0z, D105 .2
48.5 50.2x3=6 54 12 6 3 5
Determina el mcm de los sigulentes nimeros: 93, ll
52 22x3x5=60 54 Zx3=12 56. 22x ¥ x 5= 180 %
3 = 4 =
BAxA=2 e Efectdia las sigulentes operaciones:
Efect(a las siguientes operaciones con fracciones: 103. 36 111.5 121.4
57.5 0 i 104, 64 112. 9 1
o 12,2 n =2 105. 16 113.8 2. 5
"R E 106. - 27 114.2
72, 212 107. - 25 115. 3 123, B
59. g 33 108 81 116. 2 5
7 " 18 )
- %ﬂg 6 17.2 o I
60, !E:-i-% 109, _ﬂ 118.3 7
4 4 741 16 119 3 1o 3
61 34 3 1 75 i_i 110. 2 120. 5 E H
EETHRET] 30 15
i o B d Racionaliza las siguientes expresiones:
33 "8 8 3 2 i
8 3 126, — 132, — 139. 9+ 37
63. Z=12 429 3 6 .
5 5 1h somlr - 140, 3-2
45 45 5 J
64. 1 J ¥ =
2 1 78, Uoal 123 Bieg 11, -1-22
65. Ema "8 8 - =
29 91 7 7 128. \'E 134, 2;'55 142, 5-2J6
9_,1 L ST
6, a1l 2 12 i B 13+4,10
g8 129, 26 135. 7 ety
67,-1 80. % - g 3 _
2 136. 5 -1
6 3 .1 645 )
68, Z=§=15 81 E=£ 130, — =
T 15 5 137. “32"1
10 5 2 1 (o
M —===1= il '3 -
673 3 % 4 131 138. 31
15_.7 235 .1
70 —=]l- 3 =2
8 3 12 12

606



Soluciones a efercicios preliminares

Expresa en lenguaje algebraico los siguientes enunciados: 223. -8a%*c* 226. 15m*n = 27m*n*
1:-;.;-1-6 152, x,45-x 158. Jx+y 274 ll_ognbs':; 227 —124°0 + 84 H°
145, 3x 153, 4
146, 215 o 19, zxt1 . 28, 10a' -140°F +64°5°
S B 225 = a'B%c?
147, xp , 160. 2x, 2x+2 5 435’: G K I
148.x+8 155. (x-) 161, 5¢+3=18 , R
149, ;szx 155, X W — 230. =346 -12a°b° + Ja’°b +154*5°
150, 5oy 2 3 231, 0x'y -24x"y-28%'y 236, 65 ~20x+28
il f 157. @ 232, 5a'b+1548 — 4545 237 2m - Bm_10
3 6

233, 242y - 28x7 ¥ +164%y7 1. 11 1
Encuentra el valor numérico de las sigulentes expresiones, s 238, % x4 Exy’ = »
x=3,y=-2,z=1, w=-4 234, 3 +16x =35
163. 10 171 10 178. 0 235, & —da—54 239. 3x* ~26x" +25%" +58x-8
164, 4 172.-3 179. 24 s .
165. 16 1735 180. 5 240. Mx’y =36x%" +46:° 57 =2047 51 + 4°
166. 13 174, ~40 181, 4 241, 34%° 245, Zxu3
167. 1 175.2 182, 3 o 3
168. -1 176. 5 i 13 3 246, —b-3q
169, 2 13 8. -3 243, Sae 2
170.13 177 -5 247, ¥ -2x+5

2 1 1, 4

Reduce las siguientes expresiones: gk 8. 5‘2 ¢ 'Ef" '35‘3
184, —x 195, ~5m = Tr®
185. 11y 196. 1547 - ab +1557 Desarrolla los sigulentes binomios al cuadrado:
186, —4ap* 3 sy ] s 4
187. 5ays® 197. —Zabe 249, & +6x 49 255, 81x® —18x%y +x'y?
iﬁ'}?ﬁf;’,"& ke i 250. a’:sule 256, %xﬁ%ﬁy%f
190, dn? 6 2 9 251, dm* = 20m + 25 2 .

i 2 257, —=3x +9,
oo 199. -8 2294 T ap? 252 9% +24x+16 T 9
e e 3 253, 9-12x+4x” asg, 448 5
194, 3:3° + 4 - 3t 200, -—’;i-%\uyi 254, 255" +40%" +165° @ 3 9
Realiza las siguientes operaciones con polinomios: Obtén ol remdtado del producto de binomios conjugades:

259. 48 -25 265. m* — 250"
201. 6x -8y +5z2 212, 3 +2x 3
Y 260. m" -9 266. 9p* -25¢*
202. ¥ +5xp—6y" 213, 26 +x" #2043 261, 49 -5 -
203, 45" +2 24 30 Teey 1 262. 95" - 255 Wi =5
4 8 5
M4 Frat-x-1 263. o =166 . |
215, 1 lpa 1,8 264, 9x?y? — 427 a2 )
205, £ +x2 +2x+7 4 8 M U i
206. 62° +3ay 216, -154 5 Factoriza las siguientes expresiones empleando el factor
comiin:
207. & -2y -x’ +65° 217, -18+" 5%
B g 8 269. dx(x-2) 274. 3ab(2a-1)
Tyl 3 218, 44'8c*
we Figy ¢ 270, 3 (y-1) 275. 63y (25-3y)
Loy bgpo 1 9 219, 647y’ 271, m? (m* +m® =1 276. x'y*(4 22
'_Ex$+5xz+5x_§ ?_m(m -I-m-} TG_xy(-ﬁ,q-I-Sxy)
220. 2457y
L. 13 133513 19 e e 277. 3ab(6a’ -3’ - 248" + 48')
4 1 3 4
20, Sateos -2at e mx-0 21 1068 273. 50 (3 +5a-7a’) 218, 118 5%* (32* +62-2)
211, x=2y-=z 222 -%xzyzz"'
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Factoriza las siguientes diferencias de cuadrados:

29, (x-4)(x+4)
280. (2x- 5}(2: + 5)

L (4x-3)(4x+3)
282 (9-2y)(9+2y)
283. (10-x)(10+x)

'&3

284 (5m* ~9n) (Sm® +9n)

285, (3 - ) (347 + )

Factoriza los sigulentes trinomios cuadrados perfectos:

289, (a-5)"
290. (a-8)"
291 (y+6)

292, (m+ u’}z

z 1
293, (4x+1 297, [Jr--i]z
294 (3y-4) 298 (23 +55)'
295, [§+ 4

Factoriza los trinomies de la forma » + bx + ¢

e9)(et

x= 12)(:: -2)

!
(

(m - 4)(m - 3)

300.
301.
302, (x —6:}(: —3:}

303, (a+0){s- ) 307. (x-12){x +4)
304, (y+5)(»- 308. (x+12)(x~11)
(n } n-l-?') 309. (ﬂ-'.’b (¢+5)

)
306. (2-9)(z+2)  310. (y+14)(y-12)

Factoriza los trinomios ax? + bx + ¢

315, (x-4)(26+3) 319, (y-2)(5v-2)
316. (2m+3 }(3m +1) 320, (x-2)(4x-3)
317. (26+5)(38-5)  321. (p+3)(7y-5
318. ( )(2:: +1] 322, (4::-1}(5::1-1)

Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

323, x=-2 332, x=% 340, ,,=_15532
324, y=2
;iifi 333, x=-3 Ml x=-22
s 334.x=0
a7, X=Z 335 x=0 342, X=E
5 336, 1:—-E »
328 ;1.'=—E 17 343 x=-16
5
329, x=—— 337, x=§ 344, _¥
330, x=-1 338, No hay solucién 7
9 2
3B, x=— -2
x 2 339, x 5

Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:

M5 x=—4x=-3 353.
M6, x=12,x=2
M7 x=-Sx=—4 354,
M8 x=—6,x=2
349, x=6,x=3 355,
350. x=9,x=-7
351, y=-5y=4 156,
352, a=-B,a=6

Resuelve los siguientes sistemas:

357.
358, x=3,y=1
359.
360

x=3y=1
x=1y=-1
1
i =]_. = ——
x ¥ 3

x=Ty=2
v x=—2_}-=-4
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363.

364
365.
366

x=2.x=1
5

3
===, x=4
x 3 x



Tabla de valores de las funciones trigonométricas

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
0° 00 D000 0000 0000 1.0000 1.5708 a0° o0
1 0025 0028 0029 MITT 1.0000 1656789 50°
20 0058 oosa 0058 171.89 1.0000 1.5650 40
3 .ooay ooay 0087 114.59 1.0000 1.5621 3
40 0116 0118 01186 85.940 9999 15592 20
al 0145 0145 0145 BE.750 89999 1.5563 10
17 00" 0175 01758 0175 57.290 2998 1.5533 89° oo
10 0204 0204 0204 49,104 A998 1.5504 500
20 0233 0233 0233 42,964 0997 1.5475 40
e D262 D262 0262 3g.188 8997 1.5446 an
40 0291 0291 0291 34,368 8998 158417 2
a0 0320 (0320 0320 31.242 8995 1.65388 10
2° 0l 0349 0348 0348 28,636 8994 1.5358 a8* 00
i 03rs nare 0378 26.432 9993 1.5330 50
20 407 o407 0407 24,542 9992 1.5301 40
an 0436 0436 0437 22.904 8990 1.5272 an
40 D485 D4BS D468 21,470 G989 1.5243% 20
50 0495 0484 0495 20.206 9988 1.5213 1
30y 0524 523 0524 19.081 986 1.5184 ar oo
L1t 0553 0552 0553 18.075 9985 1.5155 50
20 D582 0581 0582 17.169 9983 15126 4
an D611 ADE10 0612 16.350 8981 1.5087 ar
a0 0640 0640 0641 15.605 980 1 5068 20
50 0BED DBe3 0670 14.924 o978 1.5039 10
4" 0 0695 DBa8 0699 14.301 2976 1.501 86" DO
s oray orzy 0729 13.727 9974 1.4981 50
20 0756 0756 0758 13.197 8971 1.4952 4
an [O7as {0785 0787 12.706 2969 14923 a
20 0&14 0814 0816 12.251 H9ET 1.4853 200
50 0244 0843 0848 11.826 9964 1.4864 10
570 0a73 .0a72 0875 11,430 9952 1.4835 85" oo
10 0902 0901 0904 11.059 9959 1.4806 50
20 0931 0828 0834 10.712 8957 14777 4
an 0860 Oese 0863 10.385 8954 1.4748 3o
40 [i=te] Doay 0992 10.078 9951 14718 207
50 1018 A018 022 9.7882 9948 1.4600 10
67 007 1047 1045 051 9.5144 8945 1.4661 a4" oo
10 Ao7e 074 1080 9.2553 8942 14632 50
20 1105 4103 A110 50098 8939 14603 4
30 1134 132 1138 B.776D S936 1.4573 30
40 1164 1161 1169 85555 9932 1.4544 20
50 1193 1120 1198 8.3450 9929 1.4515 10
7000 1222 A219 228 8.1443 8925 1.4486 83" oo
10 251 248 257 7.9530 8922 14457 50
20 280 278 1287 T.I704 G918 1.4428 40
3 1309 305 AT 7.5058 2914 1.4399 30
40 1328 1334 348 74287 9911 1.4270 20
50 1387 383 1378 7.2687 9907 14341 10
&° 00 1386 1382 1405 71154 8903 14312 a2 oo
R 1425 421 1435 6.9682 2899 14283 50
20 1454 1448 1465 B.8260 G554 14254 a0
30 1484 1478 1495 6.6912 580 1.4224 30
40 1513 1507 1524 6.5606 586 1.4195 20
50 1542 1536 1554 6.4348 9881 14166 10
9° 0 A5T1 1564 1584 6.3138 9877 14137 a1° o0’
Cos Cig tan San Radianes Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
4* oo’ RETA RE 1584 6.3138 oeTy 14137 81° 00
10 600 1583 614 6.1970 8872 1.4108 50
20 1629 1622 644 6.0844 .S868 1.4079 40
30 1658 1650 1673 5.9758 .BB63 1.4050 1
40 68T 679 AT03 58708 9658 14021 20
50 AT16 AT08 AT33 5.7694 9853 1.38092 10
10° 00 1745 736 ATE3 56713 -Be48 1.3963 80° 0
10 AT74 1765 AT83 5.5764 8843 1.3934 50
20 1804 784 AB23 5.4845 .Be3s 1.38904 40
ao 1833 1822 AB53 5.3955 9833 1.3875 3
40 1862 1851 1883 53093 bezy 1.3846 20
50 189 1880 914 52257 .gezz2 1.3817 10
11° 00 1920 1908 1944 51446 8816 1.3788 79" 00
10 1949 1937 1974 5.0658 6811 1.3758 50
20 1978 1965 2004 4.9894 9805 1.3730 40
ao 2007 1994 2035 4 9152 5799 1.3701 ki)
4 2036 2022 2065 4.8430 8793 1.3672 20
50 2065 20531 2095 47729 9787 1.3643 1w
12° 00 2094 2079 2128 47048 B781 1.3614 78° 00r
o 2123 2108 2156 46382 9775 1.3584 30
20 2153 2136 2186 4 5736 5769 1.3555 40
30 2182 2164 2217 4.5107 9763 1.3526 3
4 2211 2193 2247 4.4494 9757 1.3497 20
50 2240 2221 2278 4,3897 8750 1,3468 10
13° 00" 2269 2250 2309 43315 8744 1.3439 77T
10 2298 2278 2339 42747 873r 1,3410 50
20 2327 2306 2370 42193 8730 1.3381 40
30 2356 2334 2401 4.1653 8724 1.3352 3
4 2385 2383 2432 41128 am7 1.3323 i
a0 2414 2391 2462 4.0611 710 1.3294 10
147 00 2443 2419 2493 4.0108 8703 1.3265 767 00"
10 2473 2447 2424 3.9617 9696 1.3235 50
20 .2502 2476 2555 3.9136 9689 1.3206 40
an 2531 2504 2586 3.8667 9681 1.3177 3
4a0' .2560 2532 2617 3.8208 8674 1.3148 20
50 2589 2560 2648 3.7760 BB6T 1.3118 10
15° 00 2618 2588 2679 37321 8659 1.3090 75° 00
10 2647 2616 2™ 36891 9652 1.3061 50
20 2676 2644 2742 36470 (D644 1.3032 40
ao 2705 2672 2773 36059 9636 1.3003 3
4 2734 2700 2805 3 5656 0628 1.2974 20
500 2783 2728 2836 35261 9621 1.2945 10
16° 00° 2793 2756 2887 34874 9613 1.2915 T4 00X
10 2832 2784 2899 3.4495 (0605 1.2886 50°
20 2851 2812 2931 34124 8596 1.2857 40
30 .2880 .2840 2962 3.3759 9588 1.2828 3
4 2909 2868 2994 3.3402 8580 1.2799 20
50 2938 2896 3026 3.3052 8572 1.2770 1o
17° 00 2987 2924 3057 3.2709 0563 1.2741 73 00
10 2996 .2952 3089 3.237 9555 1.2712 50
20 3025 2979 g121 3.2041 8546 1.2683 40
a0 3054 3007 3153 31718 8537 1,2654 3
4 3083 3035 3185 31387 .8528 1.2625 20
50 3113 3082 3217 3.1084 8520 1.2595 10
18° 00 42 3090 3249 3.0777 8511 1.2566 72° 00
Cos Cig tan Sen Radianes Grados

610



Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
18° 0O¢ A4z ,3080 3249 .07y 8511 1.2866 72° 00
10 3T 3118 3281 3.0475 8502 1.2537 50
20 4200 3145 334 3.0178 8492 1.2508 40
30 229 3173 A48 2.GRBT 9483 1.2479 30
4 3258 3201 3378 2 8600 8474 1.2450 20
50 3287 3228 4N 2.8319 0485 1.2421 10
19° 0O 3316 L3256 3443 2.9042 9455 1.2392 710
10 3345 3283 3476 2.8770 9446 1.2363 a0’
20 3374 L3311 3508 2.8502 8436 1.2334 40'
30 3403 .33ae 351 28238 8426 1.2305 30
4y 3432 3365 3574 2.7980 8417 1.2275 200
50 3462 3383 3607 27725 8407 1.2246 10
20° o0 3491 L3420 3640 2.7475 8387 1.2217 707 00’
10 3520 3448 3673 27228 387 1.2188 50
20 3549 3475 3706 2.6985 9377 1.2150 40
30 3578 502 Ar3e 26746 8387 1.2130 an
4 3807 3529 a2 26511 9356 12901 200
50 3E36 3557 3805 26279 9346 1.2072 10
217 oo JJBES 3584 3838 2.6051 9336 1.2043 88" 00
10 3694 L3611 a7z 2.5826 8325 1.2014 50
200 A723 L3638 3906 2 5605 8315 1.1885 40'
30 3752 (3665 3939 2.5386 8304 1.1856 30
4 Araz 3682 3973 25172 9293 1.1926 200
50 SE1 3719 4006 2.4960 8283 1.1897 0
22000 3840 3746 4040 24751 Q272 1.1868 B&" 00’
10 3EE9 3773 4074 2.4545 261 1.1838 50
200 3898 L3800 4108 24342 250 1.1810 40
a0 3927 3827 4142 2.4142 8239 11781 a0
4 3956 L3854 4178 2.3945 9228 11752 200
50 3085 3881 A210 2,3750 8216 11723 10!
237 oo 4014 3007 4245 2.3550 8205 1.1604 &7" 00’
10 4043 .3934 4279 2.3369 9194 1.1665 A
200 A0T2 L3061 4314 23183 9182 1.1636 40'
30 A102 ,3087 4348 2,2508 8171 1.1606 30
4 M3 A014 4383 22817 9158 1.1577 200
50 A160 4041 4417 2.2637 9147 1.1548 10
24° 00 A189 A0BT 4452 2.2480 9135 1.1519 B6° 00’
10' 4218 A084 4487 2,2286 9124 1,148 a0
20 4247 A120 4522 22113 9112 1.1461 40
30 A276 4147 A55T 21943 2100 1.1432 a0
4 A305 4173 45092 21775 G088 1.1403 200
50 4334 A200 4628 21600 8075 11374 10
25° o0 A363 A226 4663 21445 9083 1.1345 657 00'
10 4392 4253 4699 21283 8051 1.1316 al
200 4422 A279 AT34 21123 8038 1.1286 40
30 A451 4305 ATT0 2.0965 8026 1.1257 30
4 4480 433 A806 2.0808 8013 1.1228 20
50 A509 4358 4841 2.0655 8001 1.1199 10
26" 00’ A538 4384 4877 2.0503 8988 1.117 G4° 00’
10' AS6T A410 4813 2.0353 8975 1.1141 a0
20 A596 A436 4850 2.0204 Bag2 1.1112 40
30 AB25 Ad62 4986 2.0057 8949 1.1083 30
4 A5 A4BE 5022 1.9912 B936 1.1054 20
50 ABB3 A514 5059 1.9768 8923 11025 10
27" oo AT12 A540 5095 1.2626 8910 1.0996 837 00'
Cos Ctg tan Sen Radianes Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
27° 00 ATz 4540 5095 19626 8910 1,0998 63° 00
1 A741 A566 5132 1.9486 8897 1.0968 50
20 4771 4592 5169 1.9347 B84 1.0837 4
ki A800 4817 5208 1.8210 BETO 1.0808 w
40 4829 4643 5243 1.9074 .BBSY 1.0879 2
50 A858 4689 5280 1.8940 8843 1.0850 10
28 0o 4887 4695 537 1.8807 8829 1.0821 2" oo
10 4916 AT20 5354 1.8676 .Be16 1.0792 50"
20 A945 AT46 5392 1.8546 BB02 1.0763 4
&1 4974 ATT2 5430 1.8418 8788 1.0734 a
40 5003 A797 5467 1.8291 8774 1.0705 20
a0 5032 4823 5505 1.8165 8760 1.0676 10
29° 00 5061 4848 5543 1.8040 8746 1.0647 61° 00
1w 5091 A874 5581 1.7917 8732 1.0617 50
20 A120 4899 5619 1.7796 8718 1.0588 4
kI 5149 A924 5658 17675 B704 1.0559 W
40 5178 A950 EEO6 1.7556 .BERY 1.0530 2
50 5207 4975 5735 1.7437 BETS 1.0501 10
30° 00 5238 5000 5774 1.7321 BEBD 1.0472 607 00"
1w 5265 025 5812 1.7205 8646 1.0443 50
20 5294 5050 5851 1.7080 863 1.0414 4
a 5323 5075 5890 1.6977 B616 1.0385 an
40 5352 .5100 5930 1.6864 8601 1.0358 2r
a0 5381 5125 5869 1.6753 587 1.0327 1
317 oo 5411 5150 B008 1.6643 B5T2 1.0297 59° 00"
1o 5440 5175 G048 1.6534 8557 1.0268 50°
20 5469 5200 G088 1.6426 8542 1.0239 4y
k1 5458 5225 5128 1.6318 8526 1.0210 3
40 5527 5280 168 1.6212 8511 1.0181 20
50 5556 5275 B208 1.6107 8496 1.0152 10
32° 0o 5585 5299 G249 1.6003 8480 1.0123 58° 00"
10 5614 5324 5289 1.5900 8485 1.0094 50
20 5643 5348 B330 1.5798 8450 1.0065 4
a A6ET2 45373 B3 1,5697 434 1,0036 <13
40 5701 .5398 6412 1.5597 8418 1.0007 2r
a0 5730 5422 5453 1.5497 8403 8977 1w
33" 00 5760 5446 B494 1.53899 B38BT 8948 57° 00
1w 5789 5471 G536 1.5301 83T 9919 500
20 5818 54549 B577 1.5204 8355 8890
a 5047 55149 G619 15108 8339 .9861 30
40 5876 5544 BEet 15013 8323 84832 20
a0 5905 5568 B703 1.4919 8307 9803 10
34° 00 5934 5592 B745 1.4826 8290 9774 587 00"
10 5963 5616 B787 14733 8274 9745 50
20 5992 5640 BE30 1.4641 8258 A716 40
ar 6021 5664 BET3 1.4550 8241 9687 a
40 6050 5688 £916 1.4460 8225 9657 2r
a0 5080 5712 £959 1.4370 8208 9628 1
35° 00 6109 5736 002 1.4281 162 8599 55 00°
1w 65138 5760 T046 1.4193 8175 8570 50
20 5167 5783 7089 1.4106 8158 9541 4
KU1y 5196 5807 7133 14018 2141 8512 3
40 6225 5831 J177 1.3934 8124 8483 20
a0 H254 5854 J221 1.3845 8107 0454 10
36° 0O 6283 5878 J265 1.3764 8090 9425 547 00"
Cos Cig tan Sen Radianes Grados
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Tabla de valores de las funciones trigonométricas (cont...)

Grados Radianes Sen tan Cig Cos
36° o0* G283 5378 J265 1.3764 8090 8425 247 00
10 B312 .5001 F310 1.3680 8073 9396 50
20 B34 .5025 .7355 1.3597 B056 Rk T 40
a0 B3T0 5948 400 1.3514 8039 8338 a0
4 B400 5972 7445 1.2432 8021 8308 20!
50 8420 5005 7490 1.3351 8004 8279 10
ar oo BASE B8 7538 1.3270 J986 5250 53" 00
10 BABT (6041 7581 1.3190 T959 8221 50
20 B516 BOES 7627 1.3111 7951 8182 40'
30 6545 G088 7673 1.3032 7934 8162 30
4y B574 B T720 1.2954 7916 9134 200
50 BE03 6134 7766 1.2676 Tags 9105 10
38° o0 BE32 6157 7813 1.2798 TE80 8076 52° 00’
10 BEET G180 7860 1.2723 Ta62 8047 50
20 690 B2z 7907 1.2647 T844 8018 40'
30 BT20 B225 7954 1.2672 TE26 Boga an
4 BT49 6248 8002 1.2497 T808 BORG 200
50 B778 8271 8050 1.2423 J790 .Boan 10
39° oo' Ba07 6203 8098 1.2349 ar 8901 51° 00
10 836 B31E 8148 1.2278 J753 BET2 a0’
20! GBES 6338 8185 1.2203 T735 BB43 40'
30 G894 6361 8243 1.213 T716 .Ba14 30
4 6923 6383 8292 1.2059 T698 8785 200
50 B952 B406 B2 1.1988 JET9 BT756 0
40° 00" B9E1 G428 B3I 1.1918 TaE0 BT2T a0° 00
10 7010 6450 441 1.1847 T642 BE9E 50
20 7039 5472 8491 11778 T623 8668 40
30 JOE2 5484 B541 1.1708 J604 BEB39 30
4 T098 B51T7 851 1.1640 7585 BEB10 200
50 TJ127 B532 B642 1,151 T5E6 8581 10
417 oo’ 7156 .B5E1 .8693 1.1504 7547 8552 48" 00
10 7185 65583 B744 1.1436 J528 8523 Sl
200 7214 G604 BT05 1.1369 7508 8494 40'
30 7243 6626 BB47 1,1303 7490 B4B5 30
4 TJ272 6648 8899 1.1237 T470 8436 200
50 301 BETD 8952 11471 T451 8407 10
42" 00 J330 G691 9004 1.1106 T431 BaTE 48° 00’
10' 7359 B713 L8057 1,104 T412 8348 a0
20 7289 6734 9110 1.0977 7392 8219 40
30 7418 BTE6 9163 1.0913 7373 8280 a0
4 T447 BTTT 217 1.0850 7353 B261 20
50 T478 6793 821 1.0786 7333 8232 10
437 00" 7505 6820 9325 1.0724 T34 8203 47° 00'
10 7534 .BB41 .9380 1.0661 7294 8174 A
200 7536 BEGZ 08435 1.0599 J274 .B145 40'
30 7582 B8R4 8490 1.0538 T254 B116 30
4 T621 6905 8545 1.0477 T234 .B0ay 20
50 T650 6926 9601 1.04186 7214 8058 10
44" 00’ TET8 6847 0657 1.0355 7193 BO2S 46" 00’
10' 7709 GOET R rakl 1.0295 7173 7988 a0
20 T738 6088 9770 1.0235 7153 7870 40
30 JTET .Fo09 .8az27 1.0176 7133 7949 30
40 JTh6 7030 8884 1.0117 J12 Ta12 20
50 T825 7050 9942 1.0058 T092 .TBR3 10
45° oo 7854 F071 1.0000 1.0000 J071 7854 45° 00'
Cos Ctg tan Sen Radianes Grados
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La geometria euclidiana, es una de las ramas mds visuales que tiene las matematicas,
a partir de definiciones de cosas simples y teoremas se construye una disciplina que
desde Euclides —en los seis libros de la geometria— hasta nuestros dias sigue siendo
una referencia para el aprendizaje de las matematicas.

La trigonometria, por su parte, es la rama de las matemdticas que estudia las relacio-
nes entre los lados y los angulos de un triangulo, lo cual tiene muchas aplicaciones
dentro de las mismas matematicas y otras ramas del conocimiento, como son la
astronomia y la geografia, donde se necesitan técnicas de triangulacion para resolver
algln problema o hacer ciertas mediciones.

La geometria analitica, es una rama que nos permite juntar dos mundos, la geometria
y el dlgebra, a través de sus dos problemas fundamentales, los cuales plantean que a
partir de los elementos de un lugar geométrico se puede encontrar la ecuacion que lo
representa y viceversa (dada la ecuacién se puede graficar el lugar geométrico).

Esta obra es la referencia inmediata para entender, aprendery visualizar a la geometria,
la trigonometria y la geometria analitica como herramientas fundamentales en el estu-
dio de las matemdticas. Esta se divide en tres partes, las dos primeras corresponden a
la geometria euclidiana y la trigonometria, la Glitima, aborda a la geometria analitica.

Cada tema se desarrolla con la teoria justa y mantiene la idea de brindar al lector un gran
nimero de ejemplos para facilitar el aprendizaje de esta materia.

Para cbtener mas informacién acerca del Colegio Nacional de Matemadticas visite:
www.conamat.com
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