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Panorama Faro de la colina Gibb, Southampton, Bermudas
Este faro esta en operacion desde 1846. Mide 117 pies y se le vanta
sobre una colina de 245 pies de altur a, de modo que el rayo de luz
queda a 362 pies sobre el nivel del mar. Un folleto afirma que la luz
puede verse en el horizonte a una distancia aproximada de 26 millas.
Verifique la veracidad de esta informacion. El folleto afirma también
que los barcos que navegan a 40 millas de este faro pueden ver su
luz y que aviones volando a 10,000 pies la distinguen a 120 millas.
Verifique la veracidad de estos enunciados. ;Cudl es la suposicion
que se desprende del folleto acerca de la altura del barco? [Véase el

ejemplo 9 y el problema 40 en la seccion 5.5.]




2 Funciones trigonométricas
a trigonometria fue desarrollada por astréno-
mos griegos ‘que considerabanal cielo como
el interior de una esfera, de modo que resultd
natural estudiar primero los triangulos sobre una esfera
(por Menelao de Alejandria, afio 100 a'de C.) y que los
tridngulos en el plano fueran estudiados mucho después.
El primer libro que contiene un tratamiento sistematico
de trigonometria plana y esférica fue escrito por el as-
trénomo persa Nasir ed-din (alrededor del 1250 a. C.).
Regiomontano (1436-1476) es el -autor principal
a quien se debe el traslado de la trigonometria astro-
némica a las matematicas. Su trabajo fue mejorado por
Copérnico (1473-1543) y.por el alumno de Copérnico,
Rhaeticus (1514-1576). La obra de Rhaeticus fue la pri-
mera en definir las seis funciones trigonométricas co-
mo razones entre lados de triangulos, aunque no le dio
a las funciones sus nombres actuales. El crédito de es-
to se lo lleva Thomas Fincke (1583), pero en su épo-

Angulos y sus
medidas

ca esa notacién no fue aceptada universalmente. La
notacién quedé establecida a partir de los libros de
texto de Leonardo Euler (1707-1783).

Desde entonces la trigonometria ha venido evo-
lucionando desde su uso por agrimensores, havegan-
tes e ingenieros; hasta las aplicaciones actuales como
el movimiento de las mareas en los océanos,; el alza y
caida de los recursos’ alimenticios en determinadas
condiciones ecolégicas, patrones de ondas cerebrales
y muchos otros fenémenos. '

Hay dos enfoques aceptados ampliamente para
el desarrollo de las funciones trigonométricas: uno-uti-
liza circulos, en especial el circulo unitario; el otro se
vale de los tridngulos rectangulos. En este libro intro-
ducimos las funciones trigonométricas utilizando el
circulo unitario. En la seccién 5.4 mostraremos que la
trigonometria del triangulo rectangulo es un caso es-
pecial del enfoque del circulo unitario.

Un rayo, o semirrecta, es la parte de una recta que inicia en un punto V de la recta
y se extiende indefinidamente en una direccién. El punto inicial V de un rayo es de-

nominado vértice. Véase la figura 1.
Si se dibujan dos rayos con vértice comiin se formard un dngulo. A uno de es-

FIGURA 1

4

Rayo

Recta

FIGURA 2

tos rayos le llamamos lade inicial y al otro lado final. El dngulo formado se identi-
fica sefialando la direccién y cantidad de rotacién desde el lado inicial hacia el lado
final. Si la rotacién es en sentido contrario al de las manecillas del reloj, el dngulo es
denominado positivo; si la rotacién va en el sentido de las manecillas del reloj el 4n-
gulo es negativo. Véase la figura 2. Letras mindsculas griegas tales como « (alfa),
B (beta), y (gamma), 6 (theta), etc., se usardn para denotar dngulos. Observe en la fi-
gura 2(a) que el dngulo (« es positivo porque la direccién de rotacién desde el lado
inicial hasta el lado final es en sentido contrario al de las manecillas del reloj. El 4n-
gulo B en la figura 2(b) es negativo porque la rotacién es en el sentido de las mane-
cillas del reloj. El dngulo vy en la figura 2(c) es positivo. Observe que el dngulo « en
la figura 2(a) y el dngulo <y tienen el mismo lado inicial y el mismo lado final. Sin
embargo, a y y son diferentes ya que la cantidad de rotacién necesaria para ir desde
el lado inicial hasta el lado final es mayor para el dngulo 7y que para el dngulo «.

A
o
A

. [ -
Vértice Lado inicial Vértice /Lado inicial

Rotacion en el sentido de
las manecillas del reloj

Rotaci6n en sentido contrario
al de las manecillas del refoj

Rotacién en sentido contrario
al de las manecillas del reloj

(a) Angulo positivo (b) Angulo negativo {c) Angulo positivo
Se dice que un dngulo 6 estd en posicion estdndar si su vértice estd en el ori-
gen de un sistema de coordenadas rectangulares y su lado inicial coincide con el eje

x positivo. Véase la figura 3.
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17 12
Lado final 0
Vértice
Vértice| Lado inicial X | /Ladoinicial X

. ]

Lado final 8

(a) 6 en posicion estandar; (b) 6 en posicidn estandar;
6 positivo 6 negativo

Cuando un 4ngulo 6 estd en forma estdndar el lado final puede pertenecer a un
cuadrante, en tal caso decimos que & estd en ese cuadrante; o bien el lado final pue-
de estar en el eje x 0 en el gje y, en tal caso, decimos que 8 es un dngulo cuadrantal.
Por ejemplo, el dngulo 6 en la figura 4(a) estd en el segundo cuadrante, en la figura 4(b)
estd en el cuarto cuadrante y en la figura 4(c) el dngulo 6 es un dngulo cuadrantal.

y 12 Y
6 0
% { / 0 X \J ’%
(a) 6 estd en el segundo (b) 6 estdenelcuarto (c) 0 esunéngulo
cuadrante cuadrante cuadrantal

Medimos los dngulos determinando la cantidad de rotacién necesaria para que
el lado inicial coincida con el lado final. Hay dos unidades de medicién utilizadas
comuinmente: grados y radianes.

Grados

El 4ngulo formado por la rotacién, en sentido contrario al de las manecillas del re-
loj, desde el lado inicial hasta que coincida con él mismo (1 vuelta o revolucién),
se dice que mide 360 grados, abreviado 360°. Asi un grado, 1°, es ﬁ de vuelta.
Un angulo recto es un dngulo de 90°, o ;ll de vuelta; un angulo llane es un dngulo
de 180° o % vuelta. Véase la figura 5. Como lo muestra la figura 5(b), es costum-
bre indicar un 4ngulo recto utilizando el simbolo b_.

Lado
final
. Lado.fmal .:I\ o . m o
Lado inicial Vértice Ladoinicial Lado final Vértice Lado inicial
Vértice
(a) Unavueitaen sentido  (b) }1 de vuelta en sentido (c) % vuelta en sentido
contrario al de las contrario al de las contrario al de las
manecillas del reloj, 360° manecillas del reloj, 90° manegcillas del reloj, 180°

Trazar cada 4ngulo:

(@) 45°  (b) —90° ' (c) 225°  (d) 405°
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(a) Un édngulo de 45° es.% de un é4n- (b) Un 4ngulo de —90° es } de vuelta
gulo recto. Véase la figura 6. en el sentido de las manecillas del
reloj. Véase la figura 7.

FIGURA 6 FIGURA 7
Vértice Lado inicial
N i
Q(\\Q
R Lado -90°
45° final
° o
Vértice Lado inicial
(¢) Un édngulo de 225° consiste de una (d) Un dngulo de 405° consiste de una
rotacion de 180°seguida por una ro- vuelta (360°) seguida por una ro-
tacion de 45°. Véase figura 8. tacion de 45°. Véase figura 9.
FIGURA 8 FIGURA ]
225°
@%
s Q
o Lado inicial \39
© Vértice
f\\@ ' . 405 ‘
@0 Vértice Lado inicial

Ahora resuelva el problema 1.

Aunque se pueden obtener subdivisiones de un grado utilizando decimales, tam-
bién podemos usar la nocién de minutos y segundos. Un minuto, denotado por 1', se
define como & de grado. Un segundo, denotado por 17, se define como -6% de minu-
to o, de manera equivalente, 3—6%0 de grado. Un dngulo de, digamos, 30 grados, 40 mi-
nutos, 10 segundos se escribe de manera concisa como 30° 40’ 10". Para resumir:

1 vuelta en sentido contrario al de las manecillas del reloj = 360°

1
60’ =1° 60" =1' )

Ya que las calculadoras utilizan decimales, es importante ser capaces de con-
vertir de la notacién grados, minutos y segundos (D°M'S", Degrees (grados), Mi-
nutes (minutos), Seconds (segundos) a una forma decimal, y a la inversa. Verifique
su calculadora; puede ser que tenga un tecla especial que haga la conversién por
usted. Si su calculadora no tiene esa tecla, usted puede realizar la conversién como
se describe en seguida. )

Sin embargo, antes de empezar debe preparar la calculadora para que trabaje
con grados ya que hay dos formas comunes de medir &ngulos. Muchas calculadoras
muestran el modo en que estdn trabajando para grados (degrees) o
para radianes. (Pronto definiremos los radianes.) Por lo comuin, una tecla es utiliza-
da para cambiar de un modo al otro. Verifique su manual para encontrar cémo fun-

ciona su calculadora en estos casos.
/
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FIGURA 11
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Ahora veamos cémo converticr de notacién grados, minutos y segundos
(D°M’S") a una forma decimal, y a la inversa, examinando algunos ejemplos: 15°30
= 15.5° ya que 30’ = 1° = 0.5°, y 32.25° = 32°15', ya que 0.25° = }° = 15'. Para
la mayorfa de las conversiones, una calculadora nos ser4 util.

(a) Convertir 50°6'21" a un nimero decimal de grados.

(b) Convertir 21.256° a la forma D°M’S” Redondear la respuesta al segundo mas
cercano.

(@) Yaque I’ =2&°y 1" =&' = (& &)°, convertimos como sigue:
50°6'21" = (50 + 6 - 5 + 21 - g5+ &)°
= (50 + 0.1 + 0.005833)°
= 50.105833°

(b) Empezamos con la parte decimal de 21.256°, esto es, 0.256°:
0.256° = (0.256)(1°) = (0.256)(60") = 15.36’

Ahora trabajamos con la parte decimal de 15.36’, esto es, 0.36:
0.36" = (0.36)(1") = (0.36)(60") = 21.6" ~ 22"
Asi,
21.256° = 21° + 0.256° = 21° + 15.36’ = 21° + 15’ + 0.36'
=21°+ 15" + 21.6" = 21°15'22"

Ahora resuelva los problemas 57 y 63.

En muchas aplicaciones, tales como la localizacién exacta de una estrella o
la posicién precisa de un barco en el mar, se utilizan d4ngulos medidos en grados,
minutos e incluso segundos. Para propésitos de célculo, los grados son transforma-
dos a la forma decimal. En muchas otras aplicaciones, en especial en cdlculo, los
dngulos son medidos usando radianes.

Radianes

Considere un circulo de radio r. Construya un dngulo cuyo vértice esté en el centro
de ese circulo, llamado angulo central, y cuyos rayos subtiendan un arco de longitud
igual a r sobre el circulo. Véase la figura 10. La medida de tal 4ngulo es 1 radidn.
Ahora considere un circulo y dos dngulos centrales, 6 y 8;. Suponga que es-
tos dngulos subtienden arcos de longitudes s y s;, respectivamente, como se mues-
tra en la figura 11. De la geometria, sabemos que la razén de las medidas de los 4n-
gulos es igual a la razdn de las longitudes correspondientes de los arcos subtendidos
por esos angulos; esto es, ,

= o
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Suponga que 6y 6 son medidos en radianes, y que 6; = 1 radidn. Observe de nuevo
la figura 11. Entonces la longitud del arco s; subtendido por el d4ngulo central 6; es
igual al radio r del circulo. Asi, s; = 1, de modo que (2) se reduce a
b5 o 5=rp 3)
1 r

Para un cfrculo de radio r, un dngulo central de 6 radianes subtiende un arco cuya
longitud s es

s=rb 4

Nota: Las férmulas deben ser consistentes con las unidades de medicién utilizadas.
En la ecuacién (4), escribimos

s=rb

Sin embargo, para ver las unidades debemos regresar a la ecuacién (3) y escribir

f radianes  _ s unidades de longitud

1 radidn r unidades de longitud
s unidades de longitud = (r unidades de longitud) o radla.lr/les
1 radian

Como se cancelan los radianes, nos quedamos con
s unidades de longitud = (r unidades de longitud)#

donde 6 parece que es “adimensional” pero, en realidad, estd medida en radianes. Asf,
al usar la férmula s = rf, las dimensiones para # por lo comtin se omiten, y puede
ser utilizada cualquier unidad de longitud (tal como pulgada o metro) para s y r.

Determinar la longitud del arco de un circulo con radio de 2 metros subtendido por
un 4dngulo central de 0.25 radianes.

Usamos la ecuacién (4) con r = 2 metros y 6 = 0.25. La longitud s del arco es

s = rf = 2(0.25) = 0.5 metros
Ahora resuelva el problema 33.

FIGURA 12 Relacion entre grados y radianes

1 vuelta = 27r radianes

Considere un circulo de radio ». Un dngulo central de una vuelta subtenderd un arco

igual a la circunferencia del circulo (figura 12). Ya que la circunferencia de un circu-

1 vuelta lo es igual a 27r, usamos s = 277r en la ecuacién (4) para encontrar que, para un
dngulo 6 de una vuelta,

§$=2Tr

s=rb
27mr = ré

6 = 27 radianes



Angulos y sus medidas

1 vuelta = 27r radianes

de modo que

360° = 24 radianes

180° = s radianes

Dividimos ambos miembros de (6) entre 180. Entonces
aT .
1 grado = —— radianes
&% = 180
Dividimos ambos miembros de (6) entre 7. Entonces

180 grados = 1 radidn
ki

Asi, tenemos las dos férmulas de conversion siguientes:

1 grado = T radidn 1 radian = 180 grados
180 T

Convertir cada dngulo dado en grados a radianes:
(a) 60° (b) 150° (c) —45° (d)y 90°

T

° =60 - =60 —" radidn = ;
(a) 60° =60 -1 grado = 60 180 radian 3 radianes
(b) 150° = 150 - % radidn = 5?77 radianes
(c) —45° = —45 - —17;26 radian = —% radidn

(d) 90° =90 - 1_;76 radidn = % radianes

Ahora resuelva el problema 13.

El ejemplo 4 ilustra que cuando los dngulos son fracciones de una vuelta se
expresan en radianes como miiltiplos fraccionales de 7, en lugar de hacerlo como
decimales. Asi, un 4ngulo recto, como en el ejemplo 4(d), se deja en la forma /2
radianes, que es exacto, en lugar de usar la aproximacién /2 =~ 3.1416/2 = 1.5708

radianes.

&)

(6)

(N

7
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TABLA 1

Convertir cada dngulo dado en radianes a grados.

(a) % radidn (b) %ﬂ; radianes () —%:1 radianes (d) 7777 radianes

() —761 radidn = —761 -1 radidn = % 180 grados = 30°
o

(b) 3m radianes = 3w 180 grados = 270°
2 2 T

(©) _3m radianes = _3m 180 grados = —135°
4 4 T

(d) s radianes = Tm 180 grados = 420°
3 3 T

Ahora resuelva el problema 23.

La tabla 1 enlista las medidas en grados y en radianes de algunos dngulos que
son usados cominmente. Usted aprendera a sentirse igualmente seguro al usar me-
didas tanto en grados como en radianes para estos dngulos.

GRADOS | (° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
s T T s 21 3 S
RADIANES - 0 6 n 3 > 3 " 6

GRADOS: ¢ 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°

RADIANES Jm  Sm  Am  3m 57 ks Um 5

6 4 3 2 3 4 6

Determinar la longitud del arco de un circulo de radio r = 3 pies subtendido por un
dngulo central de 30°

Usamos la ecuacidn (4), pero antes debemos convertir el angulo central de 30° a
radianes. Ya que 30° = 7/6 radianes, usamos 8 = 7/6 y r = 3 pies en la ecuacién
(4). La longitud del arco es

m_3.14

s=r9=3~%= T == = 157 pies

Cuando un 4ngulo estd medido en grados el simbolo de grado siempre se debe
escribir. Sin embargo, cuando un dngulo se mida en radianes seguiremos la prac-
tica comtin de omitir la palabra radianes. Asi, cuando la medida de un dngulo esté
dada como 7/6, se debera entender que significa 7/6, radianes.

Movimiento circular

Ya hemos definido la velocidad media de un objeto como una distancia recorrida que
se divide entre un tiempo transcurrido. Suponga que un objeto se mueve a velocidad



FIGURA 13
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constante a lo largo de un circulo de radio r. Si s es la distancia recorrida en el tiem-
po ¢ en este circulo, entonces la velocidad lineal v del objeto se define como

=3
V=7 (8)

Conforme el objeto recorre el circulo, suponemos que 6 (medido en radianes) es el
dngulo central que cubre en el tiempo 7 (Véase la figura 13). Entonces la velocidad
angular o (letra griega omega) de este objeto es el dngulo (medido en radianes)
que recorre dividido entre el tiempo transcurrido; esto es,

w=" )

La velocidad angular es la manera en que se describe la velocidad de un disco
fonografico. Por ejemplo, un disco de 45 rpm (revoluciones por minuto) es aquel
que gira a una velocidad angular de

45 vueltas 45 vueltas 27 radianes 907 radianes
minutos minutos vuelta ~ minutos

Hay una relacién importante entre la velocidad lineal y la velocidad angular.
En la férmula s = r@, divida cada miembro entre #

V= rw (10)

Cuando use la ecuacién (10), recuerde que v = s/t (la velocidad lineal) tiene
dimensiones de longitud por unidad de tiempo (tal como pies por segundo o millas
por hora), r (el radio del movimiento circular) tiene las mismas unidades de longitud
que s, y w (la velocidad angular) tiene dimensiones de radianes por unidad de tiempo.
Como se hizo notar anteriormente, dejamos las unidades de radianes fuera del valor
numérico de la velocidad angular w de modo que ambos miembros de la ecuacién
seran dimensionalmente consistentes (con “longitud por unidad de tiempo™). Si la
velocidad angular estd dada en términos de revoluciones por unidad de tiempo (como
es el caso con frecuencia), asegtirese de convertirla a radianes por unidad de tiempo
antes de intentar usar la ecuacién (10).

Determinar la velocidad lineal de un disco de 33% rpm en el punto donde la aguja
estd a 3 pulgadas del eje (centro del disco).
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Véase la figura 14. El punto P se desplaza a lo largo del circulo de radio » = 3 pul-
- gadas. La velocidad angular w del disco es

FIGURA 14

I .
333 vueltas _ 100 vueltas 27 radianes
minutos 3 minutos vueltas

2007 radianes
N 3 minutos

De la ecuacién (10), la velocidad lineal v del punto P es

— v = 3 pulead 2007 radianes 200w pulgadas 628 pulgadas
v T re T o puigacas 3 minutos minutos ~ minutos

Ahora resuelva el problema 71.

Ejercicio 5.1

En los problemas del 1 al 12 trazar cada dngulo.
1. 30° 2. 60° 3. 135° 4, —120° 5. 450° 6. 540°
7. 3m/4 8. 4x/3 9. —ml6 10. —27/3 11. 167/3 12. 21w/4

En los problemas del 13 al 22 convierta cada dngulo dado en grados a radianes. Exprese su respuesta
como un multiplo de .

13. 30° 14. 120° 15. 240° 16. 330° 17. —60°
18. —30° 19. 180° 20. 270° 21. 135° 22, —225°

En los problemas del 23 al 32 convierta cada dngulo dado en radianes a grados.
23. @/3 24, 57/6 25. —S5w/4 26. —27/3 27. w2
28. 4w 29, @/12 30. 5m/12 31. 2m@/3 ’ 32. 5m/4

En los problemas del 33 al 40, s denota la longitud del arco de un circulo de radio r subtendido por el
dngulo central 0. Encuentre la cantidad que se indica.

33. r =10 metros, 8= % radidn, s=7? 34. r=6pies, 6= 2radianes, s=7?

35, 6= % radidn, s =2pies, r=7 36. 6= % radidn, s = 6 centimetros, r =7
37. r=5millas, s=3 millas, 08=7 38. r= 6 metros, s =8 metros, 6=7
39. r =2 pulgadas, 6=30° s=7? 40. r =3 metros, 6=120°, s=7?

En los problemas del 41 al 48 convierta cada dngulo dado en grados a radianes. Exprese su respuesta en
forma decimal, redondeada a dos decimales.

41. 17° 42, 73° 43. —40° 4. -51° 45. 125° 46. 200°  47. 340° 48. 350°

En los problemas del 49 al 56 convierta cada dngulo dado en radianes a grados. Exprese su respuesta en
forma decimal, redondeada a dos decimales.

49. 3.14 50. = 51. 10.25 52. 0.5 53. 2 54. 3 55. 632 56, V2

En los problemas del 57 al 62 convierta cada dngulo dado a un decimal en grados. Redondee su respuesta a
dos decimales.

57. 40°10'25" 58. 61°4221" 59. 1°273" 60. 73°40'40" 61. 9°9'9" 62. 98°22'45"
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En los problemas del 63 al 68 convierta cada dngulo dado a la forma D°M'S". Redondee su respuesta al
segundo mds cercano.

63.
69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

40.32° 64. 61.24° 65. 18.255° 66. 29.411° 67. 19.99° 68. 4401°

R . El minutero de un reloj tiene 6 pulgadas de
largo En 15 minutos, (,que distancia recorre la punta del minutero?
(,Que distancia recorre en 25 minutos?
raT ». Un péndulo oscila un dngulo de 20°

cada segundo Sl el pendulo tiene 40 pulgadas de largo, ;qué dis-
tancia recorre su extremo cada segundo?
Un objeto viaja alrededor de un circulo con radio de 5 centimetros.
Si en 20 segundos recorre un dngulo central de % de radién, ;cudl es
la velocidad angular del objeto? ;Cudl su velocidad lineal?
Un objeto viaja alrededor de un circulo con radio de 2 metros. Si en
20 segundos el objeto recorre 5 metros, ;cudl es su velocidad an-
gular7 (,Cual su velocidad lineal?

szncy df plviccztc El didmetro de cada rueda de una bicicleta es de 26 pulgadas. Si usted viaja a una velocidad
de 35 mlllas por hora en esa bicicleta, ja cudntas revoluciones por minuto estardn girando las ruedas?

El radio de cada rueda de un automévil es de 15 pulgadas. Si las ruedas giran a una razén
de 3 revolucmnes por segundo, ;qué tan rdpido se estd moviendo el automévil? Exprese su respuesta en pulgadas
por segundo y en millas por hora.

wrinsnren o gaocorines Bl hmplador del parabrisas de un automévil mide 18 pulgadas de largo. ;Cudntas pul-
gadas Cubre el extremo del hmplador en 1 de revolucién?

: o © o . El hmplador del parabrisas de un automévil mide 18 pulgadas de largo. Si tarda un
segundo en descr1b1r zde revolucmn (qué tan ripido se estd moviendo el extremo del limpiador?

‘zipnido gz e La distancia media de la Luna a la Tierra es 2.39 X 10°millas. Suponiendo que la 6rbita de
la Luna alrededor de la Tierra es circular y que una revolucién tarda 27.3 dfas, encuentre la velocidad lineal de la
Luna Exprese su respuesta en millas por hora.

G .. La distancia media de la Tierra al Sol es 9.29 X 107 millas. Suponiendo que la 6rbita de la
Tlerra alrededor del Sol es circular y que una revolucién tarda 365 dfas, encuentre la velocidad lineal de la Tierra.
Exprese su respuesta en millas por hora.

1. Dos poleas, una con radio de 2 pulgadas y la otra
con radio de 8 pulgadas estdn conectadas por una banda.
(Véase la figura.) Si la polea de 2 pulgadas se hace girar
a 3 revoluciones por minuto, determine las revoluciones
por minuto de la polea de 8 pulgadas. [Sugerencia: Las
velocidades lineales de las poleas, esto es, la velocidad
de la banda, son iguales.]

Dos poleas, una con radio r; y la otra con radio
o estdn conectadas por una banda. La polea con radio r;
gira a w; revoluciones por minuto, mientras que la polea
con radio r; rota a w; revoluciones por minuto. Demuestre
que r/rp = wolw;.

2 pulgadas
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81. g » Para medir aproximadamente la ve-
lomdad de la corriente de un rio, una rueda de paletas con radio de 4 pies es
introducida al agua. Si la corriente hace que la rueda gire a 10 revoluciones
por minuto, ;cudl es la velocidad de la corriente? Exprese su respuesta en mi-

llas por hora.

82, & ae i *Un aparato para balancear llantas gira la llanta de un
automov1l a 480 revoluciones por minuto. Si el didmetro de la llanta es de 26
pulgadas, ;a qué velocidad estd siendo probada? Exprese su respuesta en mi-
llas por hora. { A cudntas revoluciones por minuto debe ajustarse el balanceador

para probar a una velocidad de 80 millas por hora? Polo Norte

83, il #7272 Una milla ndutica es igual a la longltud del arco subtendido
por un angulo central de 1 minuto de un circulo méximo* sobre la superficie de
la Tierra. (Véase la figura.) Si el radio de la Tierra se toma como 3960 millas,

exprese 1 milla ndutica en término de millas, o millas terrestres, (5280 pies).

84.

: worg de o zalido 220 20! Naples, Florida, estd aproxi-
madamente a 90 mlllas en dlreccmn oeste de Fuerte Lauderdale. ;Cuénto
tiempo antes una persona en Fuerte Lauderdale verd la salida del Sol que una
persona en Naples? [Sugerencia: Consulte la figura. Cuando una persona en
Q ve los primeros rayos del Sol, una persona en P atn estd en la oscuridad.
La persona en P ve los primeros rayos del Sol después que la Tierra ha gi-
rado de modo que P esté en la posicién de Q. Ahora utilice el hecho de que

en 24 horas se subtiende un arco de 27(3960) millas.] Polo Sur
Rotacién 90 milias
de la Tierra . o Prfa

i »! ;Qué tan rdpido tendrfa usted que recorrer la superficie de la Tierra para seguir al Sol (esto
es, de modo que el Sol parezca permanecer en la misma posicién en el cielo)?

;Prefiere medir dngulos usando grados o radianes? Proporcione una justificacion y un analisis razonado para su eleccion.

Anatice por qué los barcos y los aeroplanos utilizan millas nduticas para medir las distancias. Explique la diferencia
entre una milla ndutica y una milla terrestre.

Investigue el funcionamiento de las bicicletas de carreras. En particular, explique las diferencias y similitudes entre
las de 10 y 18 velocidades (10 y 18 cambios de velocidad). Asegidrese de incluir un andlisis de velocidad lineal y
velocidad angular.

7 FUhCioneS Ahora estamos preparados para estudiar las funciones trigonométricas. Como se dijo
frigonoméh—icqs: antes, ¢l enfoque elegido se basa en el circulo unitario.

Estudio por medio  Circulo unitario

del circulo unitario

Recuerde que el circulo unitario es un circulo con radio igual a 1y cuyo centro
estd en el origen de un sistema rectangular de coordenadas. Ya que el radio r del

*Cualquier cfrculo trazado sobre la superficie de la Tierra que la divide en dos hemisferios iguales.



FIGURA 15

Circulo unitario: x*> + y* =

1,0y 0 (1,0) X

(0.-1)

FIGURA 16
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Funcién seno
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circulo unitario es 1, vemos de laférmula s = r@ que en el circulo unitario un dngulo
central de ¢ radianes subtiende un arco cuya longitud s es

s=0

Véase la figura 15. Asi, sobre el circulo unitario, la medida de la longitud del arco
s es igual a la medida en radianes del dngulo central 6. En otras palabras, sobre el
circulo unitario, el nimero real utilizado para medir un dngulo 6 en radianes corres-
ponde exactamente al nimero real usado para medir la longitud del arco subtendido
por ese angulo.

Por ejemplo, suponga que r = 1 pie. Entonces, si # = 3 radianes, s = 3 pies;
si # = 8.2 radianes, entonces s = 8.2 pies; y asi sucesivamente.

Ahora, sea ¢ cualquier ndmero real y 6 el dngulo, en posicién estandar, igual
a t radianes. Sea P el punto sobre el circulo unitario que también estd sobre el lado
final de 0. Si t = 0, se llega a este punto P moviéndose una longitud de arco igual
a t unidades en sentido contrario al de las manecillas del reloj por todo el circulo
unitario, iniciando en (1, 0). Véase la figura 16(a). Si t < 0, se llega a este punto P
moviéndose una longitud de arco igual a |f| unidades en el sentido de las maneci-
llas del reloj a lo largo del circulo unitario, iniciando en (1, 0). Véase la figura 16(b).

Y Y

U
(1,0
o
¥ P=(a, b

(a) o6 = fradianes; la longitud (b) 6 = fradianes; la longitud
del arco desde (1, 0) hasta del arco desde (1, 0) hasta
P es de tunidades, t 0 P es de || unidades, t<0

Asi, a cada nimero real f le corresponde un punto tinico P = (a, b) sobre el
circulo unitario. Aqui esa es la idea importante. No importa cuél sea el niimero real
t elegido, le corresponde un punto tinico P sobre el circulo unitario. Usamos las
coordenadas del punto P = (a, b) sobre el circulo unitario que corresponde al niimero
real ¢ para definir las seis funciones trigonométricas.

Sea tun.nUmero real 'y P = (a, b) el punto sobre el circulo
unitario que corresponde a f.

La funcién seno asocia con tla coordenada y de Py es deno-
tada por

sent=h
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Funcidn coseno

Funcién tangente

Funcién cosecante

Funcién secante

Funcién cotangente

La funcién coseno asocia.con tla coordenada x de Py es deno-
tada por

cost=.a

Si a # 0, la funcion tangente estd definida como

b
tan't = —
a

Si b+ 0, la funcidn cosecante estd definida como

csct:l
b

Si'a # 0, la funcién secante estd definida como

1
sect=—
a

Si b # 0, la funcién cotangente estd definida como

(:0tt=-‘l
b

Nétese en estas definiciones que si @ = 0, esto es, si el punto P = (0, b) estd
sobre el eje y, entonces la funcién tangente y la funcién secante no se definen. Tam-
bién, si b = 0, esto es, si el punto P = (a, 0) estd sobre el eje x, entonces las fun-
ciones cosecante y cotangente no se definen.

Debido al uso del circulo unitario en estas definiciones de las funciones
trigonométricas, también se les conoce como funciones circulares.

Sea t un nimeroreal y P = (—%, V/372) el punto sobre el circulo unitario que corres-
ponde a 1. Véase la figura 17. Entonces
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0 = t radianes

NI

p- (—

)

Noj—

y

FIGURA 18

<

6 = t radianes

=
>
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V312
senz‘=——?l cosz‘=—L tan ¢t = 1 =-V3
2 2 )

- 1
1 2V3 2 -\3

- __—_2 —_—

CSC \/5/2 3 S€C _ CO \/5/2 3

=

Funciones trigonométricas de angulos

Sea P el punto sobre el circulo unitario que corresponde al nimero real ¢. Entonces
el dngulo 6, en posicién estdndar y medido en radianes, cuyo lado final es el rayo
que va del origen al punto P es

6 = t radianes

Véase la figura 18.
Asfi, sobre el circulo unitario, la medida del angulo € en radianes es igual al
valor del niimero real z. Como resultado de esto, podemos decir

sent = sen 0

y asf sucesivamente. Ahora podemos definir las funciones trigonométricas del
dngulo 6.

Si ¢ = tradianes, las seis funciones trigonométricas del angulo 9
estén definidas como

sen § = sen ¢ cos 8 = cos't tan € = tant
csc 8= csct sec f =sect cot § = cott

Aunque la distincién entre funciones trigonométricas de ndmeros reales y fun-
ciones trigonométricas de dngulos es importante, se acostumbra referirse a €stas en
conjunto como las funciones trigonométricas. De ahora en adelante adoptaremos
esa practica.

Si un dngulo 6 se mide en grados, usaremos el simbolo de grados cuando se
escriba una funcién trigonométrica de 6, por ejemplo en sen 30° y tan 45°. Si un
angulo 6 se mide en radianes, entonces no se usard simbolo alguno cuando se es-
criba una funcién trigonométrica, como en cos 7y sec /3.

Por udltimo, ya que los valores de las funciones trigonométricas de un 4ngulo
# estdn determinados por las coordenadas del punto P = (a, b) sobre el circulo uni-
tario correspondiente a 6, las unidades usadas para medir el dngulo € son irrele-
vantes. Por ejemplo, no importa si escribimos # = /2 radianes o § = 90°. El punto
sobre el circulo unitario correspondiente a este dngulo es P = (0, 1). De modo que,

sen%=sen90°=1 y cos%=c0s90°=0'

Evaluacion de las funciones trigonométricas

Para encontrar el valor exacto de una funcién trigonométrica de un dngulo 8 se nece-
sita que localicemos €l punto correspondiente P sobre el circulo unitario. De hecho,
cualquier circulo cuyo centro esté en el origen puede usarse.



16 Funciones trigonométricas

Sea 6 cualquier dngulo no cuadrantal colocado en posicién estindar. Sea
P* = (a*, b*) el punto donde el lado final de 6 corta al circulo unitario.
Véase la figura 19.

FIGURA 19 y

Sea P = (a, b) cualquier punto sobre el lado final de 6. Suponga que r es la
distancia desde el origen hasta P. Entonces P est4 sobre el circulo x> + y* = r2. Ob-
serve la figura 19 otra vez y advierta que los tridngulos OA*P* y OAP son seme-
jantes; por tanto, las razones de los lados correspondientes son iguales:

b _ b a* _a b _b
1_r 1_r a*—a
1 _r 1 _r a _a
b* b a  a b* b

Estos resultados nos conducen a formular el teorema siguiente:

Para un 4ngulo 6 en posicién estdndar, sea P = (g, b) cualquier punto en el lado fi-
nal de 6. Si r es igual a la distancia desde el origen hasta P, entonces

|~

sen9=£ c030=£ tanf=—, a#+0
r r

> e @

csc9=§, b#0 sec9=L, a*0 cot 8=
a

Encontrar el valor exacto de cada una las seis funciones trigonométricas de un 4n-
gulo @ si (4, —3) es un punto en su lado final.
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FIGURA 21
0=0=0°
Y

1

1 X

-
N
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FIGURA 22
6= w2 =90°
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La figura 20 ilustrala situaci6n para un dngulo positivo 6. Para el punto (a, b) = (4, ~3),
tenemos a = 4y b= —3. Entonces r = Va2 + b2 =V16 + 9 = 5. Por tanto,

sen¢9=£=~—é cogezﬁzi tang:_bi—_—_i
r 5 r 5 a 4

r 5 r_ 5 a 4

- = —— g=—=— _ = ——

csc 6 b 3 sec P cot 6 b 3

Ahora resuelva el problema 1.

Para evaluar las funciones trigonométricas de un dngulo 6 dado en posicion
estandar, necesitamos encontrar las coordenadas de cualquier punto en el lado final
de ese angulo. Esto no siempre es fdcil de hacer. En los ejemplos siguientes evalua-
remos las funciones trigonométricas de ciertos dngulos para los cuales este proceso
es relativamente ficil. En la mayoria de los dngulos serd necesaria una calculadora
para evaluar las funciones trigonométricas.

Encontrar el valor exacto de cada una de las funciones trigonométricas en

(@ 6=0=0° (b) 0=aR2=90° (c) §=m=180°
(d) 6 =32 =270°

(a) El punto P = (1, 0) estd en el lado final de § = 0 = 0° y a una distancia de 1
unidad desde el origen. Véase la figura 21. Por lo tanto,

sen0) =sen0°=—=20 cos 0 =cos0° =

—o —|o

tan0 =tan0°=—=20 sec0 = sec 0° =

Ya que la coordenada y de P es 0, csc 0 y cot 0 no estdn definidas.

(b) El punto P = (0, 1) estd en el lado final de § = #/2 = 90° y a una distancia de
1 unidad desde el origen. Véase la figura 22. Por lo tanto,

sen% =gsen90° =—=1 cos% =cos 90° =

¥ (]
T e esc90° =— =1 t = = cot 90° =
CSC 2 CSC CO ) CO

Ya que la coordenada x de P es 0, tan 7/2 y sec #/2 no estdn definidas.
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FIGURA 23
6= 7= 180°

y
1

FIGURA 24
6 = 372 = 270°

(c) El punto P = (—1, 0) estd en el lado final de # = 7 = 180° y a una distancia
de 1 unidad desde el origen. Véase la figura 23. Por lo tanto,

—1

sen 7 = sen 180° = — =0 cos7'r2005180°=—1—=—1

=0 secm=sec 180°=——= —1

o

1
tan 77 = tan 180° =% L
Ya que la coordenada y de P es 0, csc 7 y cot 7 no estan definidas.

(d) El punto P = (0,—1) estd en el lado final de # = 37/2 = 270° y a una distan-
cia de 1 unidad desde el origen. Véase la figura 24. Por lo tanto,

sen3—w=sen270°=_—l=——l cos£=003270°=g=0
2 1 2 1

csc3—w=csc?_70°=L=—l cot3—7T=cot270°=—Q—=0
2 -1 2 -1

Ya que la coordenada x de P es 0, tan 37/2 y sec 37/2 no estdn definidas.

Nota: Los resultados obtenidos en el ejemplo 3 serdn los mismos ya sea que seleccionemos
un punto en el circulo unitario o un punto en cualquier circulo cuyo centro sea el origen. Por
ejemplo, P = (0, 5) es un punto en el lado final de # = w/2 = 90° y estd a una distancia de
5 unidades desde el origen. Utilizando este punto, sen § = % =1,cos 0= % = 0, y asf suce-
sivamente, como en el ejemplo 3(b).

La tabla 2 resume los valores de las funciones trigonométricas encontradas en
el ejemplo 3.

TABLA 2 ANGULOS CUADRANTES

# (RADIANES)

0
772

T
372

6 (GRADOS) sen 6 cos 6 tan 6 csc sec 6 cot 6
0° 0 1 0 No definida 1 No definida
90° 1 0 No definida 1 No definida 0
180° 0 -1 0 No definida -1 No definida

270° -1 0 No definida -1 No definida 0

Ahora resuelva los problemas 19 y 39.

Encontrar el valor exacto de cada una de las funciones trigonométricas en:

(a) 0= w4 =45° (b) 6= —mld = —45°



FIGURA 25
6 = m/4 = 45°
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(a) Buscamos las coordenadas de un punto P = (g, b) en el lado final de 8 = 7/4 =
45°. Véase la figura 25. Primero, observamos que P estd en larectay = x. (;Ad-
vierte por qué? Como 6 = 45° = % - 90°, P debe estar en la recta que biseca al

y=x primer cuadrante.) Suponga que P también esté en el circulo unitario de modo
); // que P estd a una distancia de 1 unidad desde el origen. Se deduce entonces que
e
/\,-ﬁh(a,b) @R+ =1 -
/"450 a2 + a2 —
-1\ 7 1 X
\’\J 2a2 =1
S AT ey 1 \2 b_\@
“TNV2 T 2 2
Por lo tanto,
V2r
sen%zsen45°=% cos%=cos45°=—\—§_2 tan%=tan45°=ﬁ/2=l
a 1 a 1 T V212
csc— = ¢sc 45° = —— = V2 sec — = sec 45° = —— = V2 cot— =cot45°=—~=_—=1
4 V212 4 V212 4 V212
(b) Buscamos las coordenadas de un punto Q = (a, b) enellado finalde 6 = — /4 =
FIGURA 26 —45°, Véase la figura 26. Primero, notamos que Q estd en la recta y= —x. Si
0= —7/4 = —45° Q también est4 sobre el circulo unitario x> + y> = 1, entonces
. ); a+p=1 -
y==x \ @@+ (—a?=1
N 2a%? =1
- o
1&;{/; - 1 N2, Va2
R Va2 2
- N\

N

sen(—%) = sen(—45°)

csc(———z—) = csc(—45°)

Por lo tanto,

tan(—-—}) = tan(—45°)

__M2 _V2 _ Ve
2 T2 V22

sec(—%) = sec(—45°) cot(—%) = cot(—45°)

I 1 s Z\/E/zz_l
-\V2nr V2712 V272

Al resolver el ejemplo 4(b), podriamos haber localizado el punto Q utilizando

las coordenadas de P = (\/5/2, \/5/2) del ejemplo 4(a), tomando en cuenta la

simetrfa de Q y P con respecto al eje x.

Encontrar el valor exacto de cada expresion:

(b) tan T — sen 3

45° 180°
(a) sen sen 1 >
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FIGURA 27

30°
c=2 b
60° -

a
(a)
30° 30°
c=2 fpo2
60° - e
a a
(b)

30
c=2 bh=V3
60° -

a=1

FIGURA 28

(a) sen 45° cos 180° =

T

(=D

N\&
5

w)mrf—sm%§=1—(—n:2

Ahora resuelva los problemas 15 y 37.

Funciones trigonométricas de 30° y 60°

Considere un tridngulo rectdngulo en el que uno de los dngulos es de 30°. Se de-
duce que el otro dngulo es de 60°. La figura 27(a) ilustra uno con hipotenusa de
longitud 2. Nuestro problema es determinar a y b.

Empezamos colocando junto a este tridngulo otro tridngulo congruente, como
se muestra en la figura 27(b). Nétese que ahora tenemos un tridngulo cuyos angu-
los son cada uno de 60°. Por lo tanto, este tridngulo es equildtero, de modo que cada
lado tiene longitud 2. En particular, la base es 2a = 2y asi @ = 1. Por el teorema
de Pitagoras, b satisface la ecuacién a® + b% = ¢?, asi que tenemos

a2+ b2 =2

12 + p2 = 22
bP=4-1=3
b=1\V3

Esto resulta en la figura 27(c) y conduce al teorema siguiente:

En un tridngulo rectdngulo de 30, 60 y 90 grados, la longitud del cateto opuesto al
angulo de 30° es un medio de la longitud de la hipotenusa. La longitud del cateto
adyacente es V/3/2 veces la longitud de la hipotenusa.

Encontrar el valor exacto de cada una de las funciones trigonométricas de m/3 = 60°.

Reubicamos el tridngulo de la figura 27(c) en un sistema de coordenadas rectangu-
lares. Buscamos las coordenadas del punto P = (g, b) en el lado final de 8 = w/3 =
60°, a una distancia de 2 unidades desde el origen. Véase la figura 28.

w <
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Con base en el teorema anterior, se deduce que a =1y b = V3. Como r = 2,,

tenemos
senz=sen60°=ﬁ cos£=00560°=l tanEZtanGO":ﬁ:\/g
3 2 3 2 3 1
csc—37z=cs060°=—2—3=2\3/——3 SCC%T‘ZSCCGOOZ%=2 cot%=cot60°=—\}—§=73

Determinar el valor exacto de las funciones trigonométricas de /6 = 30°.

Nuevamente, reubicamos el tridgngulo de la figura 27(c) en un sistema de coordenadas
rectangulares. Buscamos las coordenadas del punto P = (g, b) en el lado final de
# = /6 = 30°, a una distancia de 2 unidades desde el origen. Véase la figura 29. Con
base en el teorema anterior, se deduce que g = V3 y b= 1. Como r = 2, tenemos

sen%=sen30°=% cos%=cos30°=—\§—3— tan%=tan30°=%=?
csc£=csc30°=-2—=2 sec£=se030°=i=£—\@—’ cot£=cot30°=—@=\/§
6 1 6 3 3 6 1
FIGURA 29 Jg_

La tabla 3 resume la informacién recién deducida para 7/6 (30°), w/4 (45°),
y /3 (60°). Cuando haya memorizado las entradas en la tabla 3, deberd dibujar un
diagrama apropiado para determinar los valores dados en ella.

TABLA 3 6 (RADIANES) 6 (GRADOS) send cosf - tanh  csch sec 0 cot 6

6 30° ! V3 V332 V33 V3
/4 45° Ve V22 V2 V2 1
3 60° Vi | V3 2V33 2 V313

Ahora resuelva los problemas 21 y 31.

Se construird un canal de desagiie pluvial con hojas de aluminio de 12 pulgadas de
ancho. Después de marcar una longitud de 4 pulgadas a cada lado, las hojas se
doblardn en un 4ngulo 6. Véase la figura 30. El drea A de la abertura puede ser ex-
presada como una funcién de 6:

A(@) = 16sen  (cos 8 + 1)
Encontrar el drea A de la abertura para 8 = 30°, § = 45°,y 6 = 60°.
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FIGURA 30

~—4 pulg —-—4pulg ———4 pulg —

12 pulg

Para 8 = 30°:  A(30°) = 16 sen 30° (cos 30° + 1)

16(%)(% +,1,> =4V3 + 8

El é4rea de la abertura para # = 30° es aproximadamente 14.9 pulgadas cuadradas.

Para 8 = 45°: A(45°) = 16 sen 45° (cos 45° + 1)
= 16<\/§><l/_—2—+ 1) =8 +8V2

2 2
El drea de la abertura para 8 = 45° es aproximadamente 19.3 pulgadas cuadradas.

Para 8 = 60°: A(60°) = 16 sen 60° (cos 60° + 1)

= 16(%—3—)(% +1)=12V3

El drea de la abertura para 8 = 60° es aproximadamente 20.8 pulgadas cuadradas.

Uso de una calculadora para determinar el
valor de una funcion trigonométrica

Antes de empezar a trabajar tiene que decidir si introducird los 4dngulos a la calcu-
ladora usando radianes o grados, después instale la calculadora en el modo correcto.
Si su calculadora no muestra el modo, usted puede determinarlo introduciendo 30
y presionando luego la tecla marcada con . Si estd en modo de grados, la pan-
talla mostrara (sen 30° = (0.5). Si estd en radianes la pantalla mostrard
[ —0.9880316 |. La mayorfa de las calculadoras tienen una tecla que le permite cam-
biar de un modo al otro. (Revise el manual de operacion para saber coémo maneja

su calculadora grados y radianes.)

Tal vez su calculadora s6lo tenga teclas marcadas | sen |, ,y | tan |. Para
encontrar los valores de las otras tres funciones trigonométricas, secante, cosecante
y cotangente, usamos el hecho de que

Ccos

1
6= t6=
cos 6 ese senf c0 tan 6

sec 8 =

Estos valores son una consecuencia directa del teorema establecido en la pagina 336.

Usar una calculadora para encontrar el valor aproximado de

(a) cos 48° (b) csc21° (c) tan 1—7;

Redondear las respuestas a dos decimales.
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(a) Primero, establecemos el modo para que utilice grados.

Teclear: cos
Aparece: k © | 0.6691306

Por tanto,

cos 48° = 0.67

redondeando a dos decimales.

(b) La mayoria de las calculadoras no tiene una tecla . Los fabricantes supo-
nen que el usuario sabe algo de trigonometria. Asi, para encontrar el valor de
csc 21°, usamos el hecho de que csc 21° = 1/(sen 21°) y procedemos como sigue:

Teclear: 1/x
Aparece: * | 03583679 2.7904281

Por lo tanto,

csc21°=2.79

redondeando a dos decimales.

(c) Ponga el modo para que la calculadora reciba radianes. Después, encuentre
tan(71/12),

Teclear: | SHIFT EXP EI B tan
Aparece: 3.1415927 0.2617993 0.2679491

Por lo tanto,

™
tan — =~ 0.27
an B

redondeando a dos decimales.

Ahora resuelva el problema 47.

Resumen

Para los dngulos cuadrantales o los dngulos de 30°, 45°, 60° y sus muiltiplos en-
teros, podemos encontrar el valor exacto de cada una de las funciones trigonométri-
cas utilizando las caracteristicas geométricas de estos dngulos y simetria.

La figura 31 muestra puntos en el circulo unitario que estdn en los lados
finales de algunos dngulos que son miltiplos enteros de 7/6 (30°), w/4 (45°) y
/3 (60°).

Noétese la relacién entre los miltiplos enteros de un 4ngulo y la simetrfa. Por
ejemplo, en la figura 31(a), el punto en el circulo unitario que corresponde a 77/4
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FIGURA 31

Heciios 1sTorRICOS

FIGURA 32

(a) (b)

es la reflexién con respecto al eje x del punto correspondiente a 7/4. El punto so-
bre el circulo unitario correspondiente a 57/4, es la reflexién con respecto al ori-
gen del punto correspondiente a 7/4. Asi, utilizando la figura 31(a), vemos que

T V2 cos( ’77') _ V2 Swm -Van _

—_ = - — tan— = ——=— =]
" 2 4) 2 M Vo
Y utilizando la figura 31(b),
w1 77 V3 ax V32
sen—— = —— cos— = ——— tan — = 1 =V3
6 2 6 2 3 -3

Para la mayoria de los dngulos, ademds de los dngulos cuadrantales y de aque-
llos enlistados en la figura 31, sélo podemos aproximar el valor de cada funcién
trigonométrica usando una calculadora.

B El término seno para la funcién seno se debe a una confusién medieval. El nom-
bre proviene de la palabra sanscrita jiva (que significa cuerda), usada primero en la
India por Aryabhata el Mayor (510 d. de C.). Realmente querfa decir media cuerda,
pero la abrevid. Esto fue llevado al drabe como jiba, lo cual no tiene significado.
Puesto que la palabra apropiada en 4rabe jaib se escribia de la misma manera (las
vocales cortas no se escriben en drabe), jiba se pronuncié como jaib, que significa
pecho, seno o hueco, y hasta nuestros dfas jaib permanece como el significado en
drabe para seno. Los especialistas tradujeron las trabajos drabes al latin encontrando
que la palabra sinus también significaba pecho, seno o hueco, y de sinus obtuvimos
la palabra seno.

El nombre tangente, debido a Thomas Fincke (1583), puede entenderse viendo
la figura 32. El segmento de recta DC es tangente al circulo en C. Si d(O, B) =
d(0, C) = 1, entonces la longitud del segmento de recta DC es

dD, C) _ dD, C)
1 (0, ©)

El nombre antiguo para la tangente es umbra versa (que significa sombra regre-
sada), refiriéndose al uso de la tangente en la resolucién de problemas de altura me-
diante sombras.

Los nombres de las funciones restantes se sucedieron como sigue. Si a y 8
son dngulos complementarios, entonces cos = sen 3. Ya que f es el complemento
de a, era natural escribir coseno de a como sen co «. Probablemente por razones
que involucran facilidad de pronunciacién, la particula co se pasé al frente, y en-
tonces el coseno recibid una abreviacién de tres letras como sen, sec y tan. Las otras
dos cofunciones fueron tratadas de manera similar, excepto que las formas largas
cotan y cosec subsisten hasta nuestros dias en algunos pafses. n

diD, C) =

= tan «
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Ejercicio 5.2
En los problemas del 1 al 10 se da un punto en el lado final de un dngulo 6. Encuentre el valor exacto de
cada una de las seis funciones trigonométricas de 0.

L (3,4 2. 5,-12) 3.2, -3) 4. (-1,-2) 5. (=2,-2)
6. (1,-1) 7. (=3,-2) 8 (2,2 9. &b 10. (—03, —0.4)

En los problemas del 11 al 30 encuentre el valor exacto de cada expresion. No utilice calculadora.

11. sen45° + cos 60° 12. sen 30° — cos 45° 13. sen 90° + tan 45°

14. cos 180° — sen 180° 15. sen 45° cos 45° 16. tan 45° cos 30°

17. csc 45° tan 60° 18. sec 30° cot 45° 19. 4 sen 90° — 3 tan 180°
20. 5cos 90° — 8 sen 270° 21. 2sen g ~ 3 tan % 22. 2sen % + 3 tan %
23. sen % ~ COS % 24. tan % + cos —372 25, 2sec —Z‘l + 4 cot %
26. 3csc I 4 cot % 27. tan 7 — cos O 28. sen 222 + tan 77

29. csc T+ cot g 30. sec m— csc g

En los problemas del 31 al 46 encuentre el valor exacto de cada una de las sels funciones trigonométricas
del dngulo dado. Si alguna no estd definida, indiguelo asi: “No definida”. No utilice calculadora.

31. 243 32. 374 33, 150° 34, 330°
35, —ml6 3. -3 37. 225° 38, 210°
39. 5m2 40. 37 41, —180° 42, —270°
43. 372 4. -7 45, 450° 46. —90°

En los problemas del 47 al 70 utilice una calculadora para encontrar el valor aproximado de cada
expresion redondeado a dos decimales.

47. sen 28° 48, cos 14° 49, tan21° 50. sen15°
51. sec4l® 52. csc55° 53. cot70° 54. tan 80°

55. sen liO 56. cos % 57. tan —51—27Z 58. sen %
T S ' T T

59. — 60. — 61. — 62. —
9, sec 2 csC 13 cot 18 sen 8
63. senl 64. tanl 65. sen 1° 66. tan 1°
67. cos21.5° 68. cos 35.2° 69. tan 0.3 70. tanO0.1

En los problemas del 71 al 82 encuentre el valor exacto de cada expresion si 6 = 60°. No utilice

calculadora.
0 0
71. sen @ 72. cos 6 73. sen 5 74. cos 3
75. (sen 6)2 76. (cos )2 77. sen26 78. cos 26
79. 2sen 6 80. 2cos 6 g1, Send g2, 0
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83. Encuentre el valor exacto de sen 45° + sen 135° + sen 225° + sen 315°.

84. Encuentre el valor exacto de tan 60° + tan 150°.

85. Sisen 6 = 0.1, encuentre sen(8 + ). 86. Si cos 6 = 0.3, encuentre cos(8 + ).
87. Si tan # = 3, encuentre tan(6 + ). 88. Si cot § = —2, encuentre cot(f + ).
89. Sisen 6 =, encuentre csc 6. 90. Si cos 8 = 3, encuentre sec 6.

La trayectoria de un proyectil disparado con inclinacion 6 respecto de la horizontal a una velocidad inicial
vo es una pardbola (véase la figura). El alcance R del proyectil, esto es, la distancia horizontal que recorre,
se encuentra usando la férmula
v sen 26

8

vq = velocidad inicial

Altura, H

Alcance, R —

donde g =~ 32.2 pies/segundo® =~ 9.8 metros/segundo® es la aceleracién debida a la gravedad. La altura
mdxima H del proyectil es

o= v% sen?d
28

En los problemas del 91 al 94, encuentre el alcance R y la altura mdxima H.

91. El proyectil es disparado en dngulo de 45° con respecto a la horizontal a una velocidad inicial de 100 pies por
segundo.

92. El proyectil es disparado en dngulo de 30° con respecto a la horizontal a una velocidad inicial de 150 metros por
segundo.

93. El proyectil es disparado en dngulo de 25° con respecto a la horizontal a una velocidad inicial de 500 metros por
segundo.

94. El proyectil es disparado en dngulo de 50° con respecto a la
horizontal a una velocidad inicial de 200 pies por segundo.

95. Si se ignora la friccién, el tiempo ¢ (en segundos) necesarios
para que un bloque se deslice en un plano inclinado (véase la
figura) estd dado por la férmula

2a
g senf cos 0

donde a es la longitud (en pies) de la base y g = 32 pies/se-
gundo? la aceleracién debida a la gravedad. ;Cudnto tiempo
le tomar4 al bloque deslizarse en un plano inclinado con base
a = 10 pies cuando

(a) 6=130°7 (b) 8 =45°? (c) 68=60°7

96. En cierto motor de pistones, la distancia x (en metros) desde
el centro del eje de direccion a la cabeza del pistén estd dada
por

x=cos 8+ V16 + 0.5cos 28

donde 8 es el dngulo entre la manivela y la trayectoria de la
cabeza del pistén (véase la figura). Encuentre x cuando 8 =
30° y cuando 6 = 45°. , ) X >
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. 14 f 2. Dos casas en la playa estdn separadas 8 millas en linea recta y cada una queda
auna m111a de una carretera pav1mentada paralela al océano. Sally puede caminar a 8 millas por hora en la carretera
pero s6lo a 3 millas por hora en la arena de la playa. A causa de un rio que estd entre las dos casas, para ir de una
a la otra es necesario caminar por la arena hacia la carretera, seguir por la carretera y luego caminar de nuevo en
la arena. Véase la ilustracién. El tiempo T desde una casa a la otra como una funcién del 4ngulo 6 mostrado en la
ilustracién es

2 1
3senf 4tan 6’

70 = 0° < 8 << 90°

(a) Cdlcule el tiempo T para 8 = 30°. ;Cuanto tiempo camina Sally por la carretera?
(b) Cilcule el tiempo T para 6 = 45°. ;Cuanto tiempo camina Sally por la carretera?
_(©) Cilcule el tiempo 7 para 6 = 60°. ;Cuanto tiempo camina Sally por la carretera?
*(d) Célcule el tiempo T para § = 90°. Describa la trayectoria tomada. Por qué no puede utilizarse la férmula T ?

=

98, i o de :
esferas de oro sélido encerradas en conos de cristal claro. Cada esfera es de radio fijo
Ry serd encerrada en un cono de altura & y radio ». Véase la ilustracién. Muchos conos
pueden ser utilizados para encerrar la esfera, cada uno con diferente dngulo de incli-
nacién 6. El volumen V del cono puede ser expresado como una funcién del dngulo de 4
inclinacién del cono:
1 +secé
V(&) = ——( 5 ) 0° < << 90°
tan® 6
(Qué volumen V es necesario para encerrar una esfera con radio de 2 centimetros en un
cono cuyo dngulo de inclinacién 6 es 30°? 45°7 60°7
99. 4 ¢!, Un objeto es lanzado hacia arriba a

un angulo 6, 45° < 0 < 90° con respecto a la horizontal y velocidad
inicial de vq pies por segundo desde la base de un plano que forma un
dngulo de 45° con la horizontal. Véase la ilustracién. Si se pasa por
alto la resistencia del aire, la distancia R que recorre hacia arriba del
plano inclinado estd dada por

V2

R=" ) ———(sen 26 —cos 26— 1)

Encuentre la distancia R que el objeto recorre a lo largo del plano in-
clinado si la velocidad inicial es de 32 pies por segundo y 6 = 60°.

100. Si 6 (0 < 8 << ) es el 4ngulo entre un rayo horizontal dirigido hacia L
la derecha (digamos, el eje x positivo) y una recta no horizontal y no
vertical L, demuestre que la pendiente m de L es igual a tan 6. El 4n- >

gulo 6 es llamado inclinacién de L. [Sugerencia: Vea la ilusiracidn,
donde hemos dibujado la recta L* paralela a L y que pasa por el ori-
gen. Utilice el hecho de que L* corta al circulo unitario en el punto
(cos 6, sen 6).]
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102

wlﬂl

163.

Escriba un parrafo breve que explique cémo calcular rdpidamente las funciones trigonométricas de 30°, 45° y 60°.

Escriba un parrafo breve que explique cémo calcular rdpidamente las funciones trigonométricas de 0°, 90°, 180° y

270°.

¢C6mo explicarfa usted el significado de la funcién seno a un compafiero estudiante que apenas haya terminado el

curso de dlgebra?

Propiedades de
las funciones
trigonométricas

FIGURA 33

(0,-1)

Dominio y rango de
las funciones trigonométricas

Sean 6 un angulo en posicién estdndar y P = (a, ) un punto en el lado final de 6.
Por conveniencia, suponga que P también estd en el circulo unitario. Véase la figura
33. Entonces, por definicién

sen 8 =b cos 8 =a tan 6 =

csc9=%, b+ 0 sec9=l, a¥0 cot =
a

Para sen 6y cos 6, 0 puede ser cualquier dngulo, asi se deduce que el do-
minio de las funciones seno y coseno es el conjunto de todos los niimeros reales.

El dominio de la funcién seno es el conjunto de todos los nimeros reales. !
El dominio de la funcién coseno es el conjunto de todos los nimeros reales.

Si a = 0, entonces la funcién tangente y la funcidn secante no estan definidas.
As{ que, para la funcién tangente y la funcién secante, la coordenada x de P = (a, b)
no puede ser cero. Sobre el circulo unitario hay dos de tales puntos, (0, 1) y (0, —1).
Estos dos puntos corresponden a los dngulos /2 (90°) y 3w/2 (270°) 0, de manera
mids general, cualquier dngulo que sea un miiltiplo impar de @/2 (90°), tal como 7/2
(90°), 3m/2 (270°), 57/2 (450°), —a/2 (—90°), —37/2 (—270°), y as{ sucesiva-
mente. Por lo tanto, dichos dngulos deben ser excluidos del dominio de las fun-
ciones tangente y secante.

El dominio de la funcién tangente es el conjunto de todos los mimeros reales, |
excepto los miltiplos impares de /2 (90°). '

El dominio de la funcién secante es el conjunto de todos los nimeros reales, i
excepto los multiplos impares de /2 (90°). i

Si b = 0, entonces las funciones cotangente y cosecante no estdn definidas.
Asi que para éstas, la coordenada y de P = (a, b) no puede ser cero. Sobre ¢l circu-
lo unitario, hay dos de tales puntos, (1,0) y (—1, 0). Estos dos puntos correspon-
den a los dngulos 0 (0°) y 7 (180°) o, de manera mds general, a cualquier dngulo
gue sea un multiplo entero de 7 (180°), tal como 0 (0°), 7 (180°), 27 (360°), 37
(540°), — (—180°), y as{ sucesivamente. Por lo tanto, dichos dngulos deben ser
excluidos del dominio de las funciones cotangente y cosecante.



TABLA 4

FUNCION

seno
coseno
tangente
cosecante
secante

cotangente

SIMBOLO
70 = sen 0
f(6) = cos 8
(&) =tan @
f(6) =csc 0
f(8) = sec 0
f(8) =cot 8

DOMINIO
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|
]
i El dominio de la funcién cotangente es el conjunto de todos los ndmeros
‘[ reales, excepto multiplos enteros de 7 (180°).

| El dominio de la funcién cosecante es el conjunto de todos los nimeros
I reales, excepto miltiplos enteros de 7 (180°). !

Ahora determinemos el rango de cada una de las seis funciones trigonométri-
cas refiriéndonos otra vez a la figura 33. Sea P = (a, b) el punto sobre el circulo
unitario que corresponde al dngulo 6. Se deduce que —1<=a<ly ~1=b=1.
En consecuencia, ya que sen 8 = b y cos 6 = g, tenemos

—l=senf=1 —1=cosf=1

Asi, el rango de las funciones seno y coseno lo constituyen todos los nimeros reales
entre —1y 1, inclusive. En términos de la notacién de valor absoluto, tenemos |sen 6|
<1ly]cos g =1

De manera andloga, si 8 no es un miiltiplo de 7 (180°), entonces csc 6 = 1/b.
Como b =sen @y |b| = |sen 6| = 1, se deduce que |csc 6] = 1/|b| = 1. En conse-
cuencia, el rango de la funcién cosecante lo constituyen todos los nimeros reales
menores o iguales a —1 o mayores o iguales a 1. Esto es,

cscB=-1 o cscO=1

Si 6 no es un miiltiplo impar de /2 (90°), entonces, por definicién, sec 8 =
1/a. Como a = cos 6y |a| = |cos 6] = 1, se deduce que [sec 6] = 1/]a| = 1. Por tanto,
el rango de la funcién secante lo constituyen todos los nimeros reales menores o
iguales a —1 o mayores o iguales a 1.

i
i
i

secc0=-1 o secf=1

El rango de las funciones tangente y cotangente lo constituyen todos los
numeros reales. Se le pedird comprobar esto en los problemas 91 y 92.

i
|
P
|
|

—oo < tan O < oo —oo << cot < o0

La tabla 4 resume los resultados anteriores.

RANGO
Todos los ntimeros reales desde —1
hasta 1, inclusive

Todos los ntimeros reales

Todos los niimeros reales Todos los nimeros reales desde —1
hasta 1, inclusive

Todos los niimeros reales, excepto los miltiplos Todos los nimeros reales

impares de 7/2 (90°)

Todos los niimeros reales, excepto los miltiplos Todos los niimeros reales o iguales

enteros de 7 (180°) a 1 o menores o iguales a —1

Todos los niimeros reales, excepto los miltiplos Todos los nimeros reales mayores

impares de /2 (90°) o iguales a 1 o menores o iguales a —1

Todos los niimeros reales, excepto miltiplos Todos los ndimeros reales

enteros de 7 (180°)



30  Funciones trigonométricas

Ahora resuelva el problema 85.

Periodo de las funciones trigonométricas

FIGURA 34 Véase la figura 34. Esta figura muestra que, para un dngulo de 7r/3 radianes, el punto
correspondiente P sobre el circulo unitario es (1/2, V/3/2). Obsérvese que, para un
dngulo de /3 + 27 radianes, el punto correspondiente P sobre el circulo unitario
también es (1/2, V/3/2). Asf,

T _ V3 T _\/3
sen — = —— y sen[—+ 2w} =——

3 2 3 2
cosit:l y cos[ = + 21 =1

32 3 2

Este ejemplo ilustra una situacién més general. Para un dngulo dado 6, me-
dido en radianes, suponga que conocemos el punto correspondiente P = (a, b) so-
bre el circulo unitario. Luego sumamos 27 a 6. El punto sobre el circulo unitario

FIGURA 35 correspondiente a § + 24 es igual al punto P sobre el circulo unitario correspon-
y diente a 6. Véase la figura 35. Asi, los valores de las funciones trigonométricas de
6 + 27 son iguales a los de las funciones trigonométricas correspondientes de 6.

Si sumamos (o restamos) multiplos enteros de 277 a 6, los valores trigonométri-
cos no cambian. Esto es, para toda 6,

T X sen( + 2mk) = sen @ cos(8 + 2mk) = cos § (1)

donde k es cualquier entero.

Las funciones que exhiben esta clase de comportamiento son llamadas fun-
ciones periddicas.

Visualizando el concepto. Para ver el comportamiento periddico de la funcién seno haga la
grifica de y = senx, y = sen(x + 2m), y = sen(x — 2m), y y = sen{x + 4m) en la misma
pantalla.

Funcién peribdica Una funcién f es llamada periédica si existe un nimero positivo p
tal que siempre y cuando 6 esté en el dominio de f, fambién lo
esté o+.p.y

f(6+ p) = f(6) f

Periodo  Si existe un nimero minimo p con la propiedad anterior, se le
llama periodo (fundamental) de 1.

Asf que, con base en la ecuacién (1), las funciones seno y coseno son pe-
riédicas. De hecho, las funciones seno y coseno tienen periodo 2. Se le pide
demostrar este hecho en los problemas 93 y 94. Las funciones secante y cosecante
también son periédicas con periodo 27, las funciones tangente y cotangente son
periédicas con periodo 7. Se le pide demostrar estas proposiciones en los proble-
mas del 95 al 98.



Propiedades de las funciones trigonométricas 31

Propiedades peribdicas sen(@ + 27k) = sen 0 cos(8 + 27k) = cos 0 tan(@ + k) = tan 6
[ csc(f + 2mk) = csc 8 sec(6 + 2mk) = sec 6 cot(@ + mk) = cot 6

donde k es cualquier entero.

Ya que las funciones seno, coseno, secante y cosecante tienen periodo 277, una
vez que conocemos sus valores para 0 =< 6 <2, tenemos todos sus valores; de
manera andloga, ya que las funciones tangente y cotangente tienen periodo 7, una
vez que conocemos sus valores para 0 = § < 7, tenemos todos sus valores.

i/ N : o R RNy

FIGURA 36 Encontrar el valor exacto de
y

177

(b) cos 57 (c) tan o

(a) sen 4

o _tm
6="7

\

B
?
s

(a) Es mejor trazar primero el dngulo, como se muestra en la figura 36(a). Como
el periodo de la funcién seno es 27, cada vuelta completa puede ser ignorada.
Esto deja el dngulo 7/4. Por tanto,

X

V2

T = sen<§+477>=sen£=-——

sen 7
4 4 2
(b) Véase la figura 36(b). Como el periodo de la funcién coseno es 21, cada vuelta

completa puede ser ignorada. Esto deja el dngulo 7. Por tanto,

(c) Véase la figura 36(c). Como el periodo de la funcién tangente es 7, cada me-
dia vuelta puede ser ignorada. Esto deja el dngulo 7/4. Por tanto,

tans—ﬂ-=tan£+7r =tan£=l
4 4

7
S
S X cos 57 = cos(m + 4m) = cos = —1
4
5T
4

)
8

Las propiedades periédicas de las funciones trigonométricas nos serdn muy
titiles cuando estudiemos sus gréficas en el capitulo siguiente.

AT

)

(b
© Ahora resuelva el problema 1.
Los signos de las funciones trigonométricas

FIGURA 37 Sea P = (a, b) el punto sobre el circulo unitario que corresponde al dngulo 6. Si
- sabemos en qué cuadrante esta el punto P, entonces podemos determinar los signos
de las funciones trigonométricas de 6. Por ejemplo, si P = (a, b) estd en el cuarto

y
1
cuadrante, como se muestra en la figura 37, entonces sabemos que a> 0y b < 0.
ef\ En consecuencia,

—1 L 1 X b
sen 8 =5b6<0 cos@=a>0 tan 6 = — << 0
P=(a b),a>0,b<0 a

-1

csc0=%<0 sec0=l>0 cot0=%<0
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TABLA 5

FIGURA 38

[dentidades reciprocas

La tabla 5 enlista los signos de las seis funciones trigonométricas para cada cuadran-
te. También véase la figura 38.

CUADRANTEDE P

I
1II
I
v

Y

sen6>0,csc6>0
las demas negativas

sen 6, csc 0 cos 6, sec 0
i Positivo Positivo
| Positivo Negativo
¢ Negativo Negativo
| Negativo Positivo

Todas positivas

tane>0,coto>0
las demds negativas

(a)

cos6>0,sec6>0
las demads negativas

D e Sy A N p i igen A perie e Gre sitig oo

tan 6, cot 8
Positivo
Negativo
Positivo
Negativo
y
seno
—_—
Xx  cosecante
y
coseno
—_—
x secante
Y
tangente
—_—
x Ccotangente
{b)

Sisen 8 <0y cos 8 <0, diga en qué cuadrante estd el dngulo 6.

Sea P = (a, b) el punto sobre el circulo unitario que corresponde a 6. Entonces sen 6
=b<0ycos6=a<0.Asi que, P = (g, b) debe estar en el tercer cuadrante, de
modo que 6 estd en el tercer cuadrante.

Ahora resuelva

el problema 17.

Identidades fundamentales

Si P = (a, b) es un punto sobre el circulo unitario que corresponde a 6, entonces

sen 6 = b cos8=a
1 . 1
cscf=—, sib#0 sec § = —,
b a

Por tanto, tenemos las identidades reciprocas:

csc(9=s—1 sec¢9=L

en o cos 6

sia#0

tan9=£, sia#0
a
cot9=%, sib#0
cot0=—1— )
tan 0

Otras dos identidades fundamentales que son féciles de ver son las identidades

cocientes:
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Identidades cocientes senf cos B ‘
i tan 6 = cot = 3) |
y} cos @ senf !

Las demostraciones de las férmulas (2) y (3) se deducen de las definiciones
de las funciones trigonométricas. (Véanse los problemas 99 y 100.)

Visualizando el concepto. Para ver la identidad tan # = (sen 6)/(cos 6), haga la gréfica de y
=tanx y y = (sen x)/(cos x) en la misma pantalla.

Si sen 6 y cos 8 son conocidos, las férmulas (2) y (3) hacen facil encontrar
los valores de las demds funciones trigonométricas.

oo o

Dado sen 6 = 1/V/5 y cos 0= 2/\V/5, encontrar los valores exactos de las otras fun-
ciones trigonométricas de 6.

'~+~:#- Con base en la identidad cociente de la f6rmula (3), tenemos

senf _ 15 1

cosf 2V5 T2

Entonces usamos las identidades reciprocas de la férmula (2) para obtener

tan 6 =

- —l——=\/§ sec«9-—‘L L ﬁ cot0=—1—"=

0 g == = — - 2
cse sen 6 Vs cosf  2V5 2 tan @

N]._-I —_

Ahora resuelva el problema 25.

La ecuacién del circulo unitario es x? + y> = 1. Asf que, si P = (a, b) es el
punto en el lado final de un 4dngulo € y P estd sobre el circulo unitario, entonces
b2+a?2=1

Pero b = sen 8 y a = cos 6. Por tanto,
(sen 6)2 + (cos 6)? = 4

Es costumbre escribir sen? 6 en lugar de (sen 6)2, cos? 6 en lugar de (cos 6)2,
y asi sucesivamente. Con esta notacién, podemos reescribir la ecuacion (4) come

sen? @ + cos? 9 =1 5)

Si cos 6 # 0, podemos dividir cada miembro de la ecuacién (5) entre cos? 6:

sen? 6 1

cos? @ cos? 6

2 2
sen0\e (1
cos 6 cos 6
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Identidades fundamentales

Ahora usamos las férmulas (2) y (3) para obtener

tan> @+ 1 = sec? : (6)

De manera anéloga, si sen 8 # 0, podemos dividir la ecuacién (5) entre sen® 6
y usar las férmulas (2) y (3) para obtener el resultado:

1 + cot?> § =csc? 9 )

En conjunto, las identidades en las ecuaciones (5), (6) y (7) son conocidas como
identidades pitagdricas.
Hagamos una pausa aqui para resumir las identidades fundamentales.

tan 6 = send cot 8= cos 6
cos @ sen 6
cot(9=L sec § = 1 csc 0=
tan 8 cos 6 sen@
senZ @ + cos?2 9=1 tan2 8+ 1 = sec? @ 1+ cot> § =csc? @

La identidad pitagérica
sen? 6 + cos? =1
puede ser resuelta para sen 6 en términos de cos 6 (o viceversa) como sigue:
sen? @=1—cos? 6
sen @ = =V1 — cos? 6

donde el signo + es usado si sen 8 > 0 y el signo — es usado si sen 8 < 0.

Dado que sen 8 = % y cos 8 < 0, encontrar el valor exacto de cada una de las otras
cinco funciones trigonométricas.

Resolvemos este problema de dos maneras: la primera usa la definicién de las fun-
ciones trigonométricas; en el segundo método se aplican las identidades fundamentales.

Suponga que P = (a, b) es un punto en el lado final de 6 situado a una distancia de
3 unidades desde el origen. Como sen 8 > 0 y cos 8 < 0, el punto P estd en el se-
gundo cuadrante. Véase la figura 39. (; Advierte por qué seleccionamos 3 unidades?
Observe que sen = % = b/r. La seleccién r = 3 hace que nuestros cdlculos sean
sencillos.) Con esta eleccién, b = 1 y r = 3. Como cos 8 = a/r < 0, se deduce que
a < 0. Por tanto,



FIGURA 39
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a*+ b2 =12 R Wt

a?+12=232
a?=28
a=-2V2
3 > Asi,
poa_~2V2 o b1 =\2
24y2=9 seETT TS TETINE T e
csc(9=—-=%=3 sec(9=§=_23\/5=_34\/5 cot9=%=%\/§=—2\/§

Primero, resolvemos la ecuacion (5) para cos 6:
senZ @+ cos? =1
cos2@=1—sen? 9
cos 8= *+V1 —sen?@

Como cos 8 < 0, elegimos el signo menos:

COSOZ—\/I—sen29=P— /1—%=_\/§=_%/_2_

Ahora conocemos los valores de sen 8 y cos 6, de modo que usamos las férmulas
(2) y (3) para obtener

i

senf 3 1 -V2 1
tan 6= 227 = = =% tg=——=-2V2
an cos 8 -2V213 ., AV0) 4 €0 tan @
sec 8= 1 = 1 = —3 =_3\/§ csc g = =—1—=3
cos 8  —-2V23 V2 4 senf 1

Ahora resuelva el problema 33.

Propiedades par e impar

Recuerde que una funcién f es par si f(—6) = f(60) para toda 6 en el dominio de f;
una funcién f es impar si f(—6) = —f(6) para toda 6 en el dominio de f. Ahora
mostraremos que las funciones trigonométricas seno, tangente, cotangente y cose-
cante son funciones impares, mientras que coseno y secante son funciones pares.

sen(—6) = —sen 0 cos(—6) = cos 0 tan(—6) = —tan 6

csc(—60) = —csc 8 sec(—6) = sec 8 cot(—6) = —cot 8
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FIGURA 40 Ternoreeifs
Yy

Sea P = (a, b) el punto en el lado final del 4ngulo 6 que estd sobre el circulo uni-
tario. (Véase la figura 40.) El punto Q en el lado final del 4ngulo — 0 que estéd so-
bre el circulo unitario tendr4 las coordenadas (a, —b). Usando la definicién para las
funciones trigonométricas, tenemos

sen 8 =5b cosf=a sen(—6@) = —b cos(—8) =a

de modo que

-1 X
sen(—6@) = —sen 6 cos(—6@) = cos 0
Ahora, usando estos resultados y algunas de las identidades fundamentales, tenemos
sen(— 6) —sen 6 1 1
tan(—6) = = = —tan 6 t(—6) = = = —cot @
an(=9) cos(—6) cos 0 an co=6) tan(— 6) —~tan 6 €0
1 1 1 1
sec(—0) = =sec 8 cse(—6) = = —csc 0

Ejercicio 5.3

cos(—6) - cos 6 sen(— 6) N —sen 8

Visualizando el concepto. Para ver que la funcién coseno es par, haga la graficade y = cos x
y luego y = cos(—x). Limpie la pantalla. Luego haga la gréficade y = —sen xy y = sen(—x).

Encontrar el valor exacto de

(a) sen(—45°) (b) cos(—m) (c) cot(—37/2) (d) tan(—377/4)

(a) sen(—45°) = —sen 45° = ———2\/—5— (b) cos(—m) =cos = —1
(c) cot(—-3—ﬂ-> = —cot Eg 0

2 /. 2
(d) tan _3Tm) —tan37—7T = —tan[Z + 97| = —tan — = —1

4 4 4 : 4

Ahora resuelva el problema 49.

En los problemas del 1 al 16 utilice el hecho de que las funciones trigonométricas son periddicas para
encontrar el valor exacto de cada expresion. No utilice calculadora.

1. sen405° 2.
7. cot 390° 8.
13. sec -11—77 14.

cos 420° 3. tan 405° 4. sen 390° 5. csc 450° 6. sec 540°
sec 420° 9. cos 3?777 10. sen —?41 11. tan 214 12. csc 9777

cot I?TW 15. tan —1%72 16. sec 2ST7T
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En los problemas del 17 al 24 diga en qué cuadrante estd el dngulo 6.

17. sen >0, cosH<0 18. sen <0, cos6>0 19. sen <0, tanf <O
20. cos6>0, tan6>0 21. cos >0, tanf<O 22. cos <0, tanf8>0
23. sec <0, senf6>0 24. csc 08>0, cos8<O0

En los problemas del 25 al 32 se dan sen 8y cos 6. Encuentre el valor exacto de cada una de las otras
cuatro funciones trigonométricas.

25. sen 6=2/V5, cos6=1/V5 26. sen 6= —1/V5, cosf=—-2V5
27. sen6=1% cos6="3n2 28. sen6=V3/2, cosf=1

29. sen 6= —1 cos 6=2V23 30. sen 6=2V72/3, cos6=—}

31. sen §=0.2588, cos 6= 0.9659 32. sen 6 =0.6428, cos 6= 0.7660

En los problemas del 33 al 48 encuentre el valor exacto de cada una de las restantes funciones
trigonométricas de 0.

33, senf=i3 90°<9<180° 34. cos9=1% 270° < 6<360°
35. cosf=-% w<O<3m2 36. sen@=—3, wT<O0<3m2
37. sen0=15—3, cos <0 38. cosf=% senf<0
39. cos@=—%, csc >0 ' 40. sen0=—%, sec >0
41. senf=3% tnd<o0 42. cosf=—} tan6>0
43. sec#=2, senf<O0 44. csc=3, cotf<0
45. tan@=3, sen0<0 46. cotf=% cosf8<0
47. tanf=—% sen@>0 48. sec@=—2, tan§>0

En los problemas del 49 al 66 utilice las propiedades par e impar para encontrar el valor exacto de cada
expresicn. No utilice calculadora.

49, sen(—60°) 50. cos(—30°) 51. tan(—30°) 52. sen(—135°)
53. sec(—60°) 54. csc(—30°) 55. sen(—90°) 56. cos(—270°)
T T T
57. tan( 1 > 58. sen(—m) 59. cos( 1 > 60. sen( 3 >
61. tan(—m) 62, sen( —377T> 63. csc( —%) 64. sec(—m)
65. sec|——= 66. csc[ —Z
6 3

En los problemas del 67 al 78 encuentre el valor de cada expresion. No utilice calculadora.

67. sen(—m) + cos 5w 68. tan(—%) — cot 7777 69. sec(—m) + csc(—%)
97 97 97 177 37
X - + — 1. - - - . —
70. tan(—67) + cos 1 7 sen( 1 ) tan( 1 > 72 cos( 1 > sen( ) >
73. sen?40° + cos? 40° 74. sec? 18° — tan2 18° 75. sen 80° csc 80°
76. tan 10° cot 10° 77. tan 400 — SS040° 78. cot 200 — S0820°
cos 40° sen20°

79. Sisen 6 = 0.3, encuentre el valor de sen 6 + sen(6 + 27) + sen(6 + 4m).
80. Sicos 6 =0.2, encuentre el valor de cos 8 + cos(6 + 2m) + cos(8 + 4m).
81. Sitan 8 = 3, encuentre el valor de tan 8 + tan(6 + ) + tan(6 + 2m).
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82. Sicot # = —2, encuentre el valor de cot 8 + cot(8 — ) + cot(§ — 2m).

83. Cdicuin del dempo de . Usted quiere caminar desde un estacionamiento hasta una casa frente al
océano. La casa esta ublcada a 1500 pies desde el estacionamiento en la direccidn de un camino pav1mentado para-
lelo al océano, y a 500 pies en sentido perpendicular al camino. Véase la ilustracion. Por el camino usted puede
avanzar a 300 pies por minuto, pero en la arena sélo lo hace a 100 pies por minuto.

El tiempo T para ir desde el estacionamiento hasta la casa de la playa puede ser expresado como una fun-
cién del dngulo 6 mostrado en la ilustracién

S 13 p<p<T

TO) =5 ——— .
©) 3tan &  senf 2

Calcule el tiempo T si camina directamente desde el estacionamiento a la casa [Sugerencia: tan 6 = 500/1500.]

84, dlcnio e iis . Dos casas frente al océano estén separadas 8 millas en lfnea recta sobre la
playa cada una queda a una m111a de un camino pavimentado paralelo al océano. Sally puede caminar a 8 millas
por hora en la carretera pavimentada, pero s6lo a 3 millas por hora en la arena. A causa de un rio que estd entre las
dos casas, es necesario caminar por la arena hacia la carretera, continuar por ésta y luego caminar de nuevo por la
arena para ir de una casa a otra. Véase la ilustracién. El tiempo 7 para ir de una casa a la otra como una funcion
del 4ngulo # mostrado en la ilustracion es

2 1 T

1+ - L0< o< —
3senf 4tand o 2

T(6) =

= (a) Calcule el tiempo T para tan § = 1/4.
(b) Describa el camino que se tomo.

(c) Explique por qué 6 debe ser mayor de 14°.

85. (Para qué nimeros 8 no estd definida f(68) = tan 67
86. (Para qué nimeros 8 no estd definida f(8) = cot 6?7
87. ;Para qué nimeros 6 no estd definida f(6) = sec 6?7

88. ;Para qué nimeros 8 no estd definida f(6) = csc 6?7
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91.
92.
93.

9%,
95,
96.
97.
98.
99,

100.

.. 101

102.
103.

Trigonometria del triangulo rectangulo 39

(Cudl es el valor de sen k7, donde k es cualquier entero?
(Cudl es el valor de cos kr, donde k es cualquier entero?
Demuestre que el rango de la funcién tangente es el conjunto de todos los nimeros reales.
Demuestre que el rango de la funcién tangente es el conjunto de todos los niimeros reales.

Demuestre que el periodo de f(6) = sen 0 es 2. [Sugerencia: Suponga que 0 < p < 27 existe de modo que sen(8
+ p) = sen 6 para todo 6. Sea 8 = 0 encuentre p. Luego haga 6 = /2 para obtener una contradiccidn.]

Demuestre que el periodo de f(6) = cos 8 es 2.

Demuestre que el periodo de f(6) = sec 8 es 2.

Demuestre que el periodo de f(6) = csc 8 es 2.

Demuestre que el periodo de f(6) = tan 6 es 7.

Demuestre que el periodo de f(6) = cot § es .

Demuestre las identidades reciprocas dadas en la férmula (2).

Demuestre las identidades cocientes dadas en la férmula (3).

Establezca la identidad: (sen 6 cos ¢)? + (sen @ sen ¢)*> + cos2 § =1

Anote cinco caracteristicas de la funcién tangente y explique el significado de cada una.

Describa lo que entiende por funcién periédica.

Tr lgonomeiria Un trigngulo en el que un dngulo es recto (90°) se llama tridngulo rectdngulo. Re-
de| friéngUIO cuerde que el lado opuesto al dngulo recto es llamado hipotenusa y los otros dos
rect é n gUl o lados son los catetos del tridngulo. En la figura 41(a), hemos marcado la hipotenusa

como ¢, para indicar que su longitud es ¢ unidades y, de una manera parecida, he-

mos marcado los catetos como 2 y b. Ya que el tridngulo es un tridngulo rectdn-
gulo, el teorema de Pitagoras nos dice que

az+ b =2

Hipotenusa |
/Vf r . \e . [—
a | a X
(a) (b)

Ahora, suponga que 0 es un 4ngulo agudo; esto es, 0° < 8 < 90° (si 6 es me-
dido en radianes) 0 0 < 8 < 7i/2 (si 0 es medido en radianes). Coloque 6 en posi-
cién estandar, y sea P = (a, b) cualquier punto excepto el origen O sobre el lado fi-
nal de 6. Construya un triangulo rectangulo trazando hacia abajo la perpendicular
desde P hasta el eje x, como se muestra en la figura 41(b).

Llamando a las longitudes de los lados del tridgngulo con los nombres hipote-
nusa (c), cateto opuesto (b) y cateto adyacente (a), como se indica en la figura 42,
podemos expresar las funciones trigonométricas de 6 como las razones de los lados
de un tridngulo rectangulo:
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FIGURA 42 o= Opuestok b o= Adyacente  a
Hipotegusa{ ~" Opuesto sen v = Hipotenusa ¢ cos v = Hipotenusa ¢
b o — Opuesto b o — Hpotenusa ¢ :
-8 S I tan 0= Adyacente  a Y= TOpuesto . b M)
Adyacente o= Hipotenusa ¢ o — Adyacente  a
sec U= Adyacente  a coLo = Opuesto b
Observe que cada una de las funciones trigonométricas del dngulo agudo 6 es
positiva.
Encontrar el valor exacto de cada una de las seis funciones trigonométricas del an-
gulo 6 en la figura 43.
solngid Advierta en la figura 43 que los dos lados del tridngulo son
¢ = Hipotenusa = 5 a = Adyacente = 3
FIGURA 43 Para encontrar la longitud del cateto opuesto usamos el teorema de Pitigoras:
’ (adyacente)? + (opuesto)? = (hipotenusa)?
5 - Opuesto 3% + (opuesto)®> = 57
‘ (opuesto)? =25—9 =16
) !
Ty L opuesto =4
Ahora que conocemos las longitudes de los tres lados, usamos las razones en (1)
para encontrar el valor de cada una de las seis funciones trigonométricas:
g = Opuesto 4 o= Adyacente 3 o — Opuesto 4
0 Y~ Hipotenusa 5 €8 Y= Hipotenusa 5 tan = Adyacente 3
o= Hipotenusa 5 o= Hipotenusa 5 o= Adyacente 3
e v= Opuesto 4 sec U= Adyacente 3 cot 0= Opuesto 4
Ahora resuelva el problema 1.

De esta manera, los valores de las funciones trigonométricas de un dngulo
agudo son razones de las longitudes de los lados de un tridngulo rectangulo. Esta
manera de ver las funciones trigonométricas conduce a muchas aplicaciones y, de
hecho, era el punto de vista usado por los primeros matemiticos (antes del célculo)
al estudiar trigonometria.

Angulos complementarios: cofunciones
Dos dngulos agudos son llamados complementarios cuando su suma es un 4ngulo
FIGURA 44 recto. Dado que la suma de los dngulos de cualquier tridngulo es 180°, se deduce
o que, para formar un 4ngulo recto, los dos dngulos agudos son complementarios.
c a, b Observe ahora la figura 44; hemos marcado el &ngule opuesto al lado b como
B O By el dngulo opuesto al lado a como a. Nétese que el lado b es adyacente al 4n-

gulo ay que el lado « es adyacente al angulo 8. Como consecuencia de esto.
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sen §=—=cos & cos B=—=sen« tan 8 = — = cot &

@

cscB=—=seca secB=—=csca cotB=—=tan«

e oo
> e 8|

Qo o

A causa de estas relaciones, las funciones seno y coseno, tangente y cotangente, y
secante y cosecante, son llamadas cofunciones una de la otra. Las identidades (2)
pueden ser expresadas en palabras como sigue:

Las cofunciones de dngulos complementarios son iguales.

A continuacién se dan ejemplos de este teorema:

tan 40° = cot 50°
e b

e

Si 6 es un 4dngulo agudo medido en grados, el dngulo 90° — 6 (o 7/2 — 6, si
0 se mide en radianes) es el dngulo complementario a 6. La tabla 6 repite el teo-
rema anterior acerca de cofunciones.

6 (GRADOS) 6 (RADIANES)

sen 6 = cos(90° — 6) sen 6 = cos(w/2 — 6)
cos 6 = sen(90° — 6) cos 08 = sen(n/2 — 6)
tan 6 = cot(90° — 6) tan 6 = cot(n/2 — 6)
csc 6 = sec(90° — 6) csc 8 = sec(w/2 — 0)
sec B = ¢sc(90° — 6) sec B = csc(m/2 — 6)
cot # = tan(90° — ) cot 8 = tan(w/2 — )

Aunque el dngulo 6 en la tabla 6 es agudo, mds adelante veremos que estos
resultados son validos para cualquier 4ngulo 6.

Visualizacién del concepto. Haga la grifica de y = sen x y y = cos(90° — x). Asegirese de
que el modo de operacién esté en grados.

(a) sen 62° = c0s(90° — 62°) = cos 28° (b) tan LI cot(z - i) = cots—ﬂ-

12 2 12 12
() cosﬂzsenz—z =senE (d) csc£=sec£—E =secE
4 2 4 4 6 2 6 3

Ahora resuelva el problema 57(a).

Angulo de referencia

Nos concentraremos ahora en dngulos que estédn en un cuadrante. Una vez que se-
pamos en qué cuadrante estd un dngulo, sabremos el signo de cada valor de sus fun-
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ciones trigonométricas. El uso de cierto angulo de referencia puede ayudarnos a
evaluar sus funciones trigonométricas.

Angulo de referencia  Sea 6 un dngulo no agudo que esté en un cuadrante. El dngulo
agudo-formado por el lado final de 8 y la parte positiva o la
negativa del eje x, es llamado dngulo de referencia para 6.

La figura 45 ilustra el dngulo de referencia para algunos dngulos 6. Observe
que un dngulo de referencia siempre es un dngulo agudo, cuya medida estd entre 0°
y 90°.

FIGURA 45
y y y y

e/ \ X e/j; ! ée?g?éﬁc?:
N

A Angtl'no de X
—7 . referencia K/

Angulo de . .
referencia S

.

% Angulo de\~ X
referencia/

(a) (b) (c) (d)

Aunque pueden ser dadas férmulas para calcular dngulos de referencia, por
lo comiin es mdas ficil encontrarlos haciendo un bosquejo rapido del dngulo en
cuestion.

Encontrar el dngulo de referencia para cada uno de los dngulos siguientes:

(a) 150° (b) —45° (c) 9m/4 (d) —5m/6

(a) Véase la figura 46. El angulo de (b) Véase la figura 47. El dngulo de
referencia para 150° es 30°. referencia para —45° es 45°.
FIGURA 46 FIGURA 47
y yI X
150°
ﬁi},\ﬁ/ '{‘: y _450
30° Fps, \ " 7\?’\";.;“
X
(¢) Véase la figura 48. El 4ngulo de (d) Véase la figura 49. El dngulo de
referencia para 91/4 es /4. referencia para —57/6 es /6.
FIGURA 48 FIGURA 49




FIGURA 50

sen 6 = b/c, sen a = b/c;

cos 0 = alc, cos a = |a|/c
Y

: ,_.‘(a, b)

b

al DN

2]
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Ahora resuelva el problema 11.

La ventaja de utilizar 4ngulos de referencia es que, salvo por el signo correcto,
los valores de las funciones trigonométricas de un dngulo general 6 son iguales a
los de las funciones trigonométricas de su 4dngulo de referencia.

Si 6 es un dngulo que estd en un cuadrante y « es su dngulo de referencia, entonces

i sen § = X sen a cos 8= £ cosa tan § = * tan «

csc = *+csca sec 0 = fseca cot = * cot o :

donde el signo + o — depende del cuadrante en el cual esté 6.

Por ejemplo, suponga que § estd en el segundo cuadrante y que « es su dngulo
de referencia. Véase la figura 50. Si (@, b) es un punto sobre el lado final de 0y si

¢ = Vd? + b2, tenemos

b a__ —la
sen f = — =sen « cos@=—=—u=—cosa
c c ¢
y asi sucesivamente.
El ejemplo siguiente ilustra como se utiliza el teorema sobre dngulos de

referencia.

Encontrar el valor exacto de cada una de las siguientes funciones trigonométricas
usando 4dngulos de referencia:

(a) sen 135° (b) cos 240° () coss% (d) tan(—%)
(a) Véase la figura 51. El dngulo de 135° est4 en FIGURA 51
el segundo cuadrante, donde la funcién seno 17
es positiva. El dngulo de referencia para 135°
es 45°. Por tanto,

o a135°
sen 135° = sen 45° = —? wd \ e
FIGURA 52
(b) Véase la figura 52. El dngulo de 240° estd en y
el tercer cuadrante, donde la funcién coseno
es negativa. ¥l dngulo de referencia para 240° 240°
es 60°. Por tanto, \

cos 240° = —cos 60° = —3% VBO\\ - X
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(c) Véase la figura 53. El 4ngulo de 57/6 estd ~ FIGURA 53

en el segundo cuadrante, donde la funcién s
coseno es negativa. El dngulo de referen-
cia para 57/6 es /6. Por tanto, 51T
6
cosy—=—cosz=——@ ol
6 6 2 I X

(d) Véase lafigura 54. El déngulode —m/3estd  FIGURA 54
en el cuarto cuadrante, donde la funcién y
tangente es negativa. El dngulo de referen-
cia para — /3 es /3. Por tanto,

Jn X
T T S Jm
tan(—;) = —tan— = —V3 8

3

Ahora resuelva los problemas 27 y 45.

Dado que cos 6§ = ——%, m/2 < 0 < ar, encontrar el valor exacto de cada una de las

otras funciones trigonométricas.

' Ya hemos analizado dos maneras de resolver este
tipo de problemas: usando la definicién de las funciones trigonométricas y median-
te identidades. (Véase el ejemplo 4 en la seccién 5.3.) En seguida presentamos un

tercer método: el uso de tridngulos rectangulos.
FIGURA 55 , , .
El 4ngulo 6 esté en el segundo cuadrante, asi que sabemos que sen 8y csc 8
~ son positivos, mientras que las otras funciones trigonométricas son negativas. Si o
es el dngulo de referencia para 6, entonces cos a = % Los demés valores de las fun-
3 5 ciones trigonométricas del dngulo « pueden ser encontrados dibujando un tridngulo
‘ apropiado. Usamos la figura 55 para obtener
@ V5 2
sen a = —— cos a = tan ¢ = ——
2 3 3 2
csca—i=ﬁ secoz——3— cota—i=ﬁ
V55 2 Vs o5

Ahora, asignamos el signo apropiado a cada uno de estos valores para encontrar los
de las funciones trigonométricas de 6:

sen 6 = NS cos 6 = _2 tan 6 = —ﬁ
‘ 3 3 2
cscB‘—‘gg sec(9=—% cot9=—¥

- g, —~ - - 7

Se construird un canal de desagiie pluvial con hojas de aluminio de 12 pulgadas de
ancho. Después de marcar una longitud de 4 pulgadas a cada lado de las hojas, se
doblan hacia arriba en un dngulo 6. Véase la figura 56.
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(a) Expresar el drea A de la abertura como una funcién de 6.

Hacer la grifica de A = A(6). Encontrar el dngulo 6 que pueda darnos la A mds
grande. (Esto permite que fluya mds agua por el canal).

FIGURA 56

-—4 pulg 4pulg 4 pulg—
12 pulg

(a) El drea A de la abertura es la suma de las dreas de dos tridngulos rectdngulos y
de un rectangulo:

A= 2-%-}1\/16—h2+4h=(4sen0)(4cos 0) + 4(4 sen 6)
A(0) = 16 sen B(cos 0 + 1)

Véase la figura 57. El 4ngulo 6 que proporciona una A mixima es 60°.

FIGURA 57  22;

Ejercicio 5.4

En los problemas del 1 al 10, encuentre el valor exacto de cada una de las seis funciones trigonométricas
del dngulo 0 en cada figura.

1. 2. 3.

12
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10.

8 o 9
g .
21 3 i *
6% o
1 2 . 6
2 5
“‘__lr \

En los problemas del 11 al 26 encuentre el dngulo de referencia de cada dngulo.

11.
16.
21.
26.

-30° 12. 60° 13. 120° 14. 300° 15. 210°
330° 17. 54 18. 57/6 19. 8#/3 20. 7w/
—135° 22, —240° 23. —-2m3 24. —77l6 25. 420°
480°

En los problemas del 27 al 56 encuentre el valor exacto de cada expresion. No utilice calculadora.

27.
31.

3s.

39.

43.

47.

51.

54.

57.

58.

59.

60.
61.

62.

63.

64.

65.

sen 150° 28. cos 210° 29. cos315° 30. sen 120°
sec 240° 32. csc300° 33. cot330° 34. tan 225°
3w 2m T Ik
— 36. —_— 7. — 38. —
sen 1 6. cos 3 3 cot 6 csc 1
cos(—60°) 40. tan(—120°) 41. sen( 23“) 42. cot(—g>
tan 14;77 44. sec 11‘—77 45. csc(—315°) 46. sec(—225°)
sen 38° — cos 52° 48. tan 12° — cot 78° g9, SO810° 5, Cos40°
sen80° sen50°
1 — cos220° — cos270°  52. 1+ tan?5° — csc? 85° 53. tan20° — cos 70°
cos 20°
cot 40° — 22280 55. cos 35° sen 55° + sen 35° cos 55° 56. sec 35° csc 55° — tan 35° cot 55°

Sisen 8= %, encuentre el valor exacto de: (a) cos(90° — 6) (b) cos? 8 (c) csc 8 (d) sec(% - 6)
Si sen 8 = 0.2, encuentre el valor exacto de: (a) cos(% - 0) (b) cos? 8 (c) sec(90° — 6) (d) csc 8
Si tan 6 = 4, encuentre el valor exacto de: (a) sec? 6 (b) cot 6 (©) cot(% - 0) (d) csc2 8

Si sec 8 = 3, encuentre el valor exacto de: (a) cos 6 (b) tan’ @ (c) csc(90° — 6) (d) sen? 8

Si csc 8 = 4, encuentre el valor exacto de: (a) sen 8 () cot? 8 (c) sec(90° — 6) (d) sec? 8
Si cot 8 = 2, encuentre el valor exacto de: (a) tan 8 (b) csc? 8 () tan(% - 0) (d) sec? 8

Si sen 8 = 0.3, encuentre el valor exacto de: sen 8 + cos(% - 0).

Si tan 8 = 4 encuentre el valor exacto de: tan 8 + tan(% - 0).

Encuentre el valor exacto de: sen 1° + sen 2° + sen 3° + - -+ + sen 358° + sen 359°.



66.
67.
68.
69.

70.

71.
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Encuentre el valor exacto de: cos 1° + cos 2° + cos 3° + - -+ + cos 358° + cos 359°.
Encuentre el d4ngulo agudo 6 que satisface la ecuacién: sen 8 = cos(26 + 30°)
Encuentre el dngulo agudo 6 que satisface la ecuacién: tan 8 = cot(6 + 45°)

0 g o 5 Dos casas frente al océano estdn separadas 8 millas en linea recta sobre la
playa cada una queda a una mllla de un camino pavimentado paralelo al océano. Sally puede caminar a 8 millas por
hora en la carretera pavimentada, pero s6lo a 3 millas por hora en la arena. A causa de un rio que estd entre las dos
casas, es necesario caminar por la arena hacia la carretera, continuar por ésta y luego caminar de nuevo por la arena
para ir de una casa a otra. Véase la ilustracion.

(2) Exprese el tiempo T para ir de una casa a la otra como una funcién del dngulo 6 mostrado en la ilustracién.

(v Haga la gréfica de T = T(6). ;Qué 4ngulo 6 hace que el tiempo sea menor? ;Cudl es el menor tiempo? ;Cudnto

tiempo camina Sally por la carretera pavimentada?

EE os sy decorgivze Un disefiador de arte decorativo planea comercializar es- B
feras de oro sohdo encerradas en conos de cristal claro. Cada esfera es de radio fijo R y
serd encerrada en un cono de altura 4 y radio r. Véase la ilustracién. Muchos conos pueden
ser utilizados para encerrar la esfera, cada uno con diferente dngulo de inclinacién 6.
(a) Exprese el volumen V del cono como una funcién de su dngulo de inclinacién 6.
[Sugerencia: El volumen V de un cono de altura 2 y radior es V = %’n’rzh.] h
> ¢Qué dngulo de inclinacién 0 debe ser utilizado para que el volumen V del cono sea
minimo? (Esta eleccién minimiza la cantidad de cristal necesario y da mayor realce 0\ A

a la esfera de oro.)
Towin s S oo o Setverze. Desde un estacionamiento, usted quiere caminar A
hasta una casa en la playa ublcada a 1500 pies en direccién de un camino pavimentado % D
paralelo al océano. La casa estd a 500 pies del camino. Véase la ilustracién. A lo largo
del camino usted puede avanzar a 300 pies por minuto, pero en la arena s6lo puede hacerlo a 100 pies por minuto.
(a) Calcule €l tiempo T si usted camina 1500 pies por el camino pavimentado y luego 500 pies en la arena hasta la casa.
(b) Calcule el tiempo T si se interna primero en la arena 500 pies y luego sigue 1500 pies por la playa hasta la casa.
(c) Exprese el tiempo T para ir desde el estacionamiento hasta la casa de la playa como una funcién del 4dngulo 6
mostrado en la ilustracién.

(d) Calcule el tiempo T si usted camina 100 pies a lo largo del camino pavimentado y luego va directamente hacia la casa.
Haga la grafica de T = T(6). ;Para qué valor de 6 es T minimo? ;Cuél es el tiempo minimo? ;Cual es x para
este dngulo?




48  Funciones trigonométricas

72.

éé#w 73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

- Una escalera de longitud
L es transportada horizontalmente alrededor de una esquina de un pasillo
de 3 pies de ancho hacia un pasillo de 4 pies de ancho. Véase la ilus-
tracion. Encuentre la longitud L de la escalera como una funcién del 4n-
gulo # mostrado en la ilustracién.

Escriba tres ejemplos que muestren ¢cémo usar el teorema sobre los 4n-
gulos de referencia; déselos a un compailero de clase y pidale una critica
acerca de ellos.

Véanse el ejemplo 4 en la seccién 5.3 y el 5 en la seccién 5.4. ;Cudl de
los tres métodos de solucién prefiere usted? ;Cudl es el que menos le
agrada? ;Hay situaciones en las que un método es mejor y otras donde
otro método es mejor? Justifique su respuesta.

Utilice una calculadora en modo de radianes para completar la tabla
siguiente. ;Qué puede concluir acerca del cociente (sen 6)/6 cuando 6 se
aproxima a cero?

0 0.5 0.4 0.2 0.1 0.01 0.001 0.0001

sen 6

sen 6

0.00001

Utilice una calculadora en modo de radianes para completar la tabla siguiente. ; Qué puede concluir acerca del co-

ciente (cos § — 1)/6 cuando 6 se aproxima a cero?

0 0.5 0.4 0.2 0.1 0.01 0.001 0.0001

cos §— 1
cos—1
0

Suponga que el dngulo 6 es un dngulo central de un circulo de radio 1
(véase la figura). Demuestre que
(a) El dngulo OAC = g (b) |CD| =sen 8y |OD| = cos 8

0 send

t. - =
© anz 1+ cosé

Demuestre que el drea de un tridngulo isGsceles es A = a? sen 6 cos 6,
donde a es la longitud de uno de los lados iguales y 6 la medida de uno
de los dos dngulos iguales (véase la figura).

Sean n > 0 cualquier nimero real y 6 cualquier dngulo para el que 0 <
0 < @/(1 + n). Podemos construir un tridngulo con los dngulos 6 y n6 in-
cluyendo un lado de longitud 1 (;advierte por qué?) y colocarlo sobre el
circulo unitario como se ilustra. Luego, trace hacia abajo la perpendicu-
lar desde C hasta D = (x, 0) y demuestre que

. tan nf
tan 6 + tan n6

0.00001




80.

81.

82.

83.

Aplicaciones

Véase la figura siguiente. El circulo pequeiio, cuyo radio es a, =B
es tangente al circulo mds grande, cuyo radio es b. El rayo OA :
contiene un didmetro de cada circulo, y el rayo OB es tangente

a los dos circulos. Demuestre que

Vab

a+b .
2
(esto es, cos O es igual a la razén de la media geométrica de a
y b a la media aritmética de a y b). [Sugerencia: Primero de-
muestre que sen 8 = (b — a)/(b + a).]

cos 0 = \9

Véase la figura que aparece al margen. Si |OA| = 1, demuestre que B
(a) Area AOAC = Lsen acos a (b) drea AOCB = L OB|? sen B cos B

(c) Area AOAB = YOB|sen(a + )  (d) |0B| = % \-

(e) sen{a + B) = sen « cos B + cos « sen B 0 i\ I_: A

[Sugerencia: Area AOAB = Area AOAC + Area AOCB.] 0 b
1

Véase la figura siguiente, donde aparece un circulo unitario. La linea DB es tangente al circulo.
(a) Exprese el drea de AOBC en términos de seno 8y cos 6.
(b) Exprese el drea de AOBC en términos de sen 6 y cos 6.

l
L¢
|
|

o T

49

(c) El 4rea del sector circular OBC es %9, donde 6 es medido en radianes. Utilice los resultados de las partes (a) y

(b) y el hecho de que
Area AOBC < Area OBC < Area AOBD

Si cos o = tan By cos B = tan «, donde @ y B son dngulos agudos, -1
demuestre que

3-V5

sena =sen B = )

Si 6 es un dngulo agudo, explique por qué sec > 1.

Si 6 es un dngulo agudo, explique por qué 0 < sen 8 < 1.

Aplicaciones Resolucion de tridngulos rectangulos

FIGURA 58
¢

p
a

y
1 .
D
para demostrar que c
1< 0 < 1
senf  cos 0 X6 B

0

-1

En el estudio que desarrollaremos a continuacién, siempre marcaremos un tridn-
gulo rectingulo de modo que el lado a sea el opuesto al dngulo «, el lado b sea
el opuesto al dangulo B, y el lado ¢ sea la hipotenusa, como se muestra en la figura
58. Resolver un tridngulo rectangulo significa encontrar las longitudes de los la-
dos y las medidas de los dngulos que falten. Adoptaremos la préctica de expresar

grados redondeados a un decimal.

las longitudes de los lados redondeadas a dos decimales y expresar los dngulos en

Para resolver un tridngulo rectdngulo necesitamos conocer un dngulo y un

lado o bien dos lados. Luego hacemos uso del teorema de Pitdgoras y nos basamos
en el hecho de que la suma de los dngulos de un tridngulo es 180°. Por lo tanto,
la suma de los dngulos desconocidos de un tridngulo rectdngulo es 90°. Asi que

para el tridngulo rectdngulo mostrado en la figura 58 tenemos

=@+ a+ =90
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FIGURA 59
40°
c 2
P r
a
FIGURA 60
o
¢
, 2
B
3

Utilice la figura 59. Si b = 2 y a = 40°, encontrar g, ¢, y B.
Como a = 40° y a + B = 90°, determinamos que 3 = 50°. Para encontrar los la-
dos a y c usamos las relaciones siguientes:

tan 40° = 2 y cos 40° = 2
2 c
De modo que
a = 2 tan 40° = 1.68 c= 2 = 2.61
' Y cos 40° '

Ahora resuelva el problema 1.

Utilice la figura 60. Sia =3y b =2, encontrar ¢, o, y B.
Ya que a = 3y b = 2, por el teorema de Pitdgoras tenemos

E=a2+bh=9+4=13

c=V13=361

Para encontrar « usamos la relacion

tana=2
2

Ponga el modo de su calculadora en grados. Su calculadora debe tener una tecla

marcada con 0 con | inv , 0 rSHIFT |* Utilice la tecla
o las teclas | SHIFT como sigue para encontrar o:

v 3] [0 [

Por tanto, @ = 56.3° redondeado a un decimal. Ya que o + 8 = 90°, encontramos
que B = 33.7°. \

Ahora resuelva el problema 11.

Un uso generalizado de la trigonometria es medir alturas y distancias que son
dificiles o imposibles de medir por medios comunes.

* Si no es asi, consulte su manual del usuario.
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Capitulo 5

Un turista adinerado, con un gran anhelo por el dlbum perfecto de fotografias, ha pedido ayuda a
la compaiifa de consultorfa de usted para identificar una fotograffa que tomé en un dia despejado
desde la costa oeste de Oahu. El le mostré la fotografia, la cual en su mayor parte era mar y cielo.
Pero en el horizonte se apreciaban tres cimas de montafia, igualmente espaciadas y al parecer todas
de la misma altura. El turista le dijo que un vendedor en la playa le informé que las cimas de las
montafias son los volcanes de Lanai, Maui y de la Gran Isla (Hawaii). El vendedor agreg6: “Casi
nunca puede verse la Gran Isla desde aqui”.

El turista piensa que su fotografia puede tener algin valor especial, aunque tiene algunas du-
das. Fl estd intrigado pues si en realidad casi nunca es posible ver la Gran Isla desde Oahu, le gus-
tarfa identificar correctamente sus fotos y por eso le pide ayuda a usted.

Usted se da cuenta de que es necesario aplicar un poco de trigonometria y consultar buenos
atlas y enciclopedias. Después de algunas investigaciones, descubre lo siguiente:

Las alturas de las cimas varian. Lanaihale, la cima mds alta de Lanai, s6lo mide cerca de
3370 pies sobre el nivel del mar. Haleakala de Maui mide 10,023 pies sobre el nivel del mar. Mauna
Kea en la Gran Isla es la mds alta de todas, 13,796 pies sobre el nivel del mar. (Si se mide desde
su base en el fondo del océano, calificaria como la montafia m4s alta sobre la Tierra.)

Desde el extremo sudeste de Oahu, 1a distancia a Lanai es aproximadamente 65 millas, a Maui
es aproximadamente 110 millas y a la Gran Isla de unas 190 millas. Estas distancias, medidas a lo
largo de la superficie de la Tierra, representan la longitud de arco que se origina al nivel del mar
en Oahu y termina en un punto imaginario directamente abajo de la cima de cada montaiia, esto es,
al nivel del mar.

1. Estas cimas volcdnicas son de alturas diferentes. Pero su cliente tomé una foto desde donde las tres pare-
cen tener la misma altura.

2. El radio de la Tierra es aproximadamente de 3960 millas. Con base en esa fotograffa, ;cudl es la circun-
ferencia de la Tierra? ;Cémo estd relacionada la distancia entre las islas con la circunferencia de la Tierra?

3. Para determinar cuil de estas cimas realmente es visible desde Oahu, usted necesita considerar que el turis-
ta, parado en la costa y viendo “directamente”, tendria una linea de visién tangente a la superficie de la
Tierra en ese punto. Haga un bosquejo del tridngulo formado por la linea de vision del turista, el radio
desde el centro de la Tierra al turista, y una recta desde el centro de la Tierra que pase por Mauna Kea.
(Puede determinar el dngulo formado en el centro de la Tierra?

4. {Cudl es la longitud de la hipotenusa del trisngulo? ;Puede decir si el Mauna Kea es o no visible desde
Oahu?

5. Repita el procedimiento con la informacién acerca de Maui y Lanai. ;Son visibles desde Oahu?

6. Hay otra isla que el vendedor no mencioné: Molokai. Estd aproximadamente a 40 millas de Oahu y su pico
mds alto, “Kamakou”, es de casi 4961 pies sobre el nivel del mar. ;(Desde Oahu es visible Kamakou?

7. Ahora su equipo estd listo para ponerle nombre a las tres cimas volcdnicas de la fotograffa. (Como se de-
cidi6 cudl es cudl?
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Un agrimensor puede medir el ancho de un rio colocando un trénsito” en el punto
C en un lado del rio y tomando un punto de referencia A del otro lado. Véase la
figura 61. Después de girar un dngulo de 90° en C, camina 200 metros alejandose
hasta llegar al punto B, mide el dngulo 8y encuentra que es de 20°. ;Cudl es el an-
cho del rio?

Buscamos la longitud del lado b. Conocemos a y 3, de modo que usamos la relacién

FIGURA 61 b
tan ,3 = Z

para obtener

b
tan 20° = —2—
an 200

b = 200 tan 20° = 72.79 metros

Por tanto, el ancho del rio es aproximadamente de 73 metros, redondeado a la unidad
mas cercana.

Ahora resuelva el problema 21.

Un camino recto con inclinacién uniforme lleva desde un hotel a 8000 pies hasta
un mirador situado a una altura de 11,100 pies. La longitud del camino es de 14,100
pies. ;Cudl es la inclinacién (pendiente) del camino?

La figura 62 ilustra la situacién. Buscamos el dngulo 8. Como se muestra en la ilus-

tracion,
FIGURA 62
Mirador sen 3 = _3100_
Hotel elevacion 14,100
| 11,100 pies
i Utilizando una calculadora,
B=12.7°

La inclinacién (pendiente) del camino es aproximadamente de 12.7°.

Las alturas verticales algunas veces pueden ser medidas usando el angulo de
elevaciéon o el dngulo de depresidn. Si una persona estd mirando hacia arriba a un
objeto, el angulo agudo medido desde la horizontal a la linea de visién del objeto
es llamado angulo de elevacion. Véase la figura 63(a).

Si una persona estd mirando hacia abajo a un objeto, el d4ngulo agudo formado
por la linea de observacién del objeto y la horizontal es llamado angulo de depre-
sidn. Véase la figura 63(a).

* Instrumento utilizado en topografia para medir 4ngulos.



FIGURA 63

FIGURA 64
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Objeto : Horizontal
*J" Angulo de depresién
~\¢;:’\° )

@Q’\\ (//79«9

o %P/ )
) . %,

\Angulo de elevacion

Horizontal Objeto

(a) (b)

Para determinar la altura de una torre de transmisién de radio, un agrimensor cami-
na alejandose 300 metros de la base de la torre. Véase la figura 64(a). Luego el dn-
gulo de elevaci6n se mide y se encuentra que es de 40°. Si el transito estd a 2 me-
tros del piso cuando la observacion se realiza, ;cudl es la altura de la torre?

o I
o e |

L,

e L e P
©

L

\ 40°

Lol

300m

(@) (b)

La figura 64(b) muestra un tridngulo que reproduce la ilustracion de la figura 64(a).
Para encontrar la longitud b, usamos el hecho de que tan 8 = b/a. Entonces

b = a tan B = 300 tan 40° = 251.73 metros

Ya que el trénsito estd a dos metros de altura, la altura real de la torre es aproxi-
madamente de 254 metros, redondeada al metro mas cercano.

Ahora resuelva el problema 23.

La idea tras el ejemplo 5 también puede ser utilizada para determinar la al-
tura de un objeto con base inaccesible.

Como adorno de la parte superior del edificio Board of Trade en Chicago estd
una estatua de Ceres, la diosa griega del trigo. Desde el nivel de la calle se
hicieron dos observaciones a una distancia de 400 pies del centro del edificio. El
dngulo de elevacion a la base de la estatua fue de 45.0°; el dngulo de g:levacién

/
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a la parte superior de la estatua fue de 47.2°. Véase la figura 65(a). ;Cudl es la
altura de la estatua?

FIGURA 65

b b’
i LB ¢ Featz
400 pies a =400 pies a =400 pies
(a) (b)
vioidn La figura 65(b) muestra dos tridngulos que reproducen la figura 65(a). La altura de
la estatua de Ceres serd &' — b. Para encontrar by b’ , con respecto a la figura 65(b):
b v’
tan 45° = —— tan 47.2° =
o 400 . 400
b =400 tan 45° =400 . b’ = 400 tan 47.2° = 431.96

La altura de la estatua es aproximadamente de 32 pies.

Cuando no es posible caminar alejandose de la base del objeto cuya altura
buscamos, se necesita una solucién mas imaginativa.

Para medir la altura de una montafia, un topégrafo toma dos observaciones de la
cima desde dos puntos separados una distancia de 900 metros en linea recta hacia
la montafia.” Véase la figura 66(a). La primera observacién tiene como resultado un
4ngulo de elevacion de 47°, la segunda tiene un dngulo de elevacién de 35°. Si el
trdnsito estd a dos metros del piso, ;cudl es la altura de la montafia?

FIGURA 66

p=35° B=47° -
900 m a |2m

(b)

La figura 66(b) muestra dos tridfngulos que reproducen la ilustracién de la figura
66(a). De los dos tridngulos rectingulos mostrados, encontramos

* Por simplicidad, suponemos que estas observaciones estdn al mismo nivel.



FIGURA 67
La direccion de P desde O es 6
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, b b

t. = ==
an 3 T 900 tan 8 B

b b

t = — tan 47° = =
an 35 a + 900 an 47 a

Este es un sistema de dos ecuaciones con dos variables, a y b. Ya que buscamos
b, decidimos resolver la ecuacién del lado derecho para a y sustituir el resultado,
a = bftan 47° = b cot 47°, en la ecuacion del lado izquierdo. El resultado es

b
b cot 47° + 900
b = (b cot 47° + 900) tan 35°
b = b cot 47° tan 35° + 900 tan 35°
b(1 = cot 47° tan 35°) = 900 tan 35°

tan 35° =

_ 900 tan 35° _ 900 tan 35° ~ 1816
1 —cot47°tan 35° | _ tan35°
tan 47°

Por lo tanto, la altura de la cima desde el nivel del suelo es aproximadamente de
1816 + 2 = 1818 metros.

Ahora resuelva el problema 29.

En navegacion, la direccién o rumbo desde O de un objeto en P significa el
dngulo positivo medido en el sentido del giro de las manecillas del reloj” desde el
norte (N) hasta el rayo OP. Véase la figura 67. Con base en la figura 67, dirfamos
que el rumbo de P desde O es 0 grados.

N
Pv,/
0 o
0 ol E
3

LAy NSRRI L8

Un Boeing 777 despega del aeropuerto de O’Hara en una pista que tiene una di-
reccion de 22°. Después de volar durante 1 milla, el piloto de la aeronave solicita
permiso para virar 90° e ir hacia el noroeste. La peticién es concedida.

(a) ¢(Cudl es el nuevo rumbo?

(b) Después que el avién avanza 2 millas en la nueva ruta, ;qué direccién debe usar
la torre de control para localizarlo?

* Noétese que esta convencién es precisamente la contraria de la que estamos usando.
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(a) La figura 68 ilustra la situacion. Después de volar | milla desde el aeropuerto
O (la torre de control), la aeronave estd en P. Cuando vira 90° hacia el noroeste,
vemos que

Angulo NOP = 22°  Angulo RON = 90° — 22° = 68°

FIGURA 68
N Por lo tanto, el rumbo final de esta aeronave es de
360° — Angulo RON = 360° — 68° = 292°
2201
of ./ (b) Después de volar 2 millas en direccién de 292°, la aeronave estd en R. Si 8 =
g0 |/ dngulo ROP, entonces
2 70 5
NP tan §===2 asique 0= 634°
a3 1
! Como resultado de esto,
0 0 5 Angulo RON = § — 22° = 41.4°
El rumbo del avién desde la torre de control en O es
360° — Angulo RON = 360° — 41.4° = 318.6°
En operacién desde 1846, este faro se levanta 117 pies sobre una colina de 245 pies
de altura, de modo que el rayo de luz estd a 362 pies sobre el nivel del mar. Un
folleto afirma que la luz puede verse en el horizonte a cerca de 26 millas de dis-
tancia. Verifique la precision de este enunciado.
La figura 69 ilustra la situacién. El dngulo central 6 satisface la ecuacién
FIGURA 69 cos 6= —20__ _ 0999982687

362

I {2 pies 3960+ 5280

de modo que

6 = 0.00588 radidn = 0.33715° = 20.23’

3960 mi
El folleto no indica si la distancia se mide en millas nduticas o en millas terrestres.

La distancia s en millas nduticas es 20.23, la medida de 6 en minutos. (Véase el
problema 83, seccién 5.1.) La distancia s en millas terrestres es

s = rf = 3960(0.00588) = 23.3 millas

En cualquier caso, parece que el folleto exager6 un poco la distancia.

Ejercicio 5.5

En los problemas del 1 al 14 utilice el tridngulo rectdngulo que se muestra al margen. Luego, usando la
informacion dada, resuelva el tridngulo.
c o b 1. b=35, B=20° encuentreq, ¢c,ya 2. b=4, [=10% encuentrea ¢,y o
B 3. a=6, B=40% encuentieb, c,ya 4. a=7, B=250° encuentreh, ¢, y «

=
a 5. b=4, a=10% encuentrea c,y8 6. b=6, o=20° encuentreq ¢,y f3
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a=>5, «a=25° encuentre b ¢,y 8. a=6, a=40° encuentred, ¢, yp
¢c=9, B=20° encuentre b a y«a 10. ¢=10, a=40° encuentre b, a,y B
a=5 b=3; encuentrec, o, y f3 12. a=2, b=28; encuentrec, o,y 8
a=2, ¢=5; encuentre b, o,y 3 14. b=4, c=6; encuentrea, o,y 3

Un tridngulo rectdngulo tiene una hipotenusa de 3 pulgadas de longitud. Si un dngulo es de 35°, encuentre la longi-
tud de cada cateto.
Un tridngulo recténgulo tiene una hipotenusa de 2 centimetros de longitud. Si un dngulo es de 40°, encuentre la lon-
gitud de cada cateto.
Un tridngulo rectdngulo tiene un dngulo de 35°. Si un cateto es de 5 pulgadas de longitud, ;cudl es la longitud de la
hipotenusa? [Sugerencia: son posibles dos respuestas.]
Un tridngulo rectdngulo tiene un dngulo de #/10 radianes. Si un cateto es de 3 metros de longitud, ;cudl es la lon-
gitud de la hipotenusa? [Sugerencia: son posibles dos respuestas.]
La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es de 5 pulgadas. Si un cateto es de 2 pulgadas, encuentre la medida en
grados de cada 4dngulo.
La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es de 3 pies. Si un cateto mide 1 pie, encuentre la medida en grados de
cada 4dngulo.

oo o En- 22, ‘ ~
cuentre la distancia desde A hasta C en el desfiladero Encuentre la distancia desde A hasta C cruzando el
ilustrado en la figura siguiente. estanque ilustrado en la figura siguiente.

La torre Eiffel, 1a mas alta construida antes de la era de las ante-
nas de television, fue terminada el 31 de marzo de 1889. Encuentre la altura de la
torre Eiffel (sin contar una antena de television instalada en la punta) usando la in-
formacién dada en la ilustracion.

g : SR ol ‘ co : Un barco se en-
cuentra frente aun acantllado vertlcal de 100 ples de altura y toma una observacién
a la punta del acantilado. Si el dngulo de elevacién es de 25°, ;a qué distancia de la
costa estd el barco?

Suponga que usted se dirige hacia una meseta que estd a 50 metros de altura. Si el
dngulo de elevacion a la parte superior de la meseta es de 20°, ;qué tan alejado se
encuentra usted de la base de la meseta?

Lo ‘ Un barco frente a la costa de la ciudad de Nueva York
toma una observacién de la Estatua de la Libertad, que es de casi 305 pies de altura.
Si el dngulo de elevacién a la parte superior de la estatua es de 20°, ;a qué distan-
cia se encuentra el barco de la base de la estatua?

Una escalera de 22 pies de largo descansa contra un edificio haciendo un dngulo de 70°
con el piso. (,Que tan alto toca la escalera al edificio?

calcular la altura de un ed1f1c10 se debe hacer por
separado dos observaciones a una distancia de 50
pies. Si el primer dngulo de elevacién es de 40° y el
segundo es de 329, (,Cual es la altura del edificio?

wmosimiioe de B Una de las siete mara-
V111as del mundo antlguo la Gran Piramide de Keops,
fue construida alrededor del afio 2580 a. de C. Su al-
tura original era de 480 pies 11 pulgadas, pero debido
a la pérdida de las piedras de su punta ahora es mds
baja*. Encuentre la altura actual de la Gran Pirdmide
usando la informacién dada en la ilustracidn.

e
* Fuente: Libro Guinness de Marcas Mundiales. 200 pies
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39.

Un rayo ldser serd dirigido a través de un pequefio orificio situa-
do en el centro de un circulo cuyo radio es de 10 pies. El ori-
gen del rayo estd a 35 pies del circulo (Véase la figura). ;A qué
dngulo de elevacién debe ser apuntado el rayo para asegurarse
que pasaré a través del orificio?

in e sie P24 Alas 10 de 35 pies
la mafiana del 26 de abr11 de 1996 un edificio de 300 pies de
altura proyect6 una sombra de 50 pies de largo. ;Cudl era el dn-

gulo de elevacmn del Sol?

2, Para medir la altura de la efigie de Lin-
coln en el Monte Rushmore, se toman dos observaciones a 800
pies de la base del monte. Si el dngulo de elevacién a la parte in-
ferior de la cara es de 32° y el dngulo de elevacién a la parte
supenor es de 35°, chal es la altura de la cara de Lincoln?

Laser

’,./Q onie e

i Ge o >. De manera
sunultanea dos observadores mlden el 4ngulo de elevacién de
un helicéptero. Un dngulo mide 25° y el otro 40° (véase la
figura). Si los observadores estdn separados una distancia de 100
pies y el helicéptero esta sobre la linea que los une, ja qué altura estd el helicéptero?

(591 ¢ it 25, Un dirigible, suspendido a una altura de 500 pies, estd direc-
tamente sobre una linea que va desde el estadio Soldzer Field hasta el planetario Adler en el Lago Michigan (véase
la figura). Si el 4ngulo de depresién del dirigible al estadio es de 32° y al planetario de 23°, encuentre la distancia
entre el estadio y el planetario Adler.

0

fj-—L—___;%;

g

~————————100 pies

L}

=

: < . Una torre de transmisién de radio es de 200 pies de altura. ;Qué tan
largo debe ser un cable si se queta a la torre a 10 pies de la punta para formar un dngulo de 21° con el piso?

Ligiers de la aitur & forre Un alambre de 80 pies de longitud se sujeta a la parte superior de una
torre formando un é gulo de 25° con el suelo ;Cudl es la altura de la torre?

Mo e 2. El angulo de elevacién del monumento a Washington es de 35.1° en el instante en
que proyecta una sombra de 789 ples de longitud. Utilice esta informacién para calcular la altura del monumento.

i e g2 i <, Un camino recto con inclinacién uniforme de 17° lle-
va desde un hotel snuado a 9000 ples hasta un lago en la montafia, a 11,200 pies. ;Cudl es la longitud del camino?

i o { m7¢z. Un patrullero estd oculto a 30 pies de una autopista. Un segundo

despues de que pasa un camién por el punto donde se encuentra el patrullero, se mide el d4ngulo 6 entre la autopista

y la linea de observacién desde la patrulla al camidn.

Véase la ilustracién.

(a) Sila medida del dngulo es de 15°, ;qué tan rdpido
viaja el camién? Exprese su respuesta en pies por
segundo y en millas por hora.

(b) Si la medida del dngulo es de 20°, ;qué tan rapido
viaja el camién? Exprese su respuesta en pies por
segundo y en millas por hora.

(¢) Si el limite de velocidad es de 55 millas por hora
y se expide una boleta de multa por velocidades
que exceden en 5 o mds millas por hora este limite,
;para qué dngulos debe el patrullero expedir una
boleta de multa?
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En operacién desde 1846, el faro se levanta 117 pies
sobre una colina de 245 pies de altura, de modo que el
rayo de luz estd a 362 pies sobre el nivel del mar. Un fo-
lleto afirma que la luz puede verse en el horizonte a cer-
ca de 26 millas de distancia. Verifique la veracidad de es-
ta informacién. El folleto més adelante afirma que barcos
navegando a 40 millas de distancia pueden ver la luz y
que aviones volando a 10,000 pies la distinguen a 120
millas. Verifique la veracidad de estos enunciados. ;Qué
suposicién se hace en el folleto acerca de la altura del
barco? (Véase la ilustracion, seccién 1.1, problema 115.)

LAmIE e n s i ey e poocerenigee Un

DC-9 parte del aeropuerto Midway desde una pista de

despegue cuya direccion es de 40°. Después de volar

media milla, el piloto solicita permiso para virar 90° y

dirigirse hacia el sudeste, El permiso es concedido.

(a) (Cudl es el nuevo rumbo?

(b) Después que el aeroplano recorre una milla en la
nueva ruta, ;que direccién debe usar la torre de
control para localizarlo?

i el ranbo e o . Un barco
sale del puerto de M1am1 con rumbo de 100° y ve-
locidad de 15 nudos. Después de una hora el barco
vira 90° hacia el sur.

(a) (Cual es el nuevo rumbo?
(b) Después de 2 horas, manteniendo la velocidad cons-
tante, ;cudl es la direccién del barco respecto del puerto?

Y SN ~#5%0. Los ojos de un jugador
de baloncesto estan a 6 ples del piso. El jugador esté
en la linea de tiro libre, a 15 pies del centro del aro
de la canasta (véase la figura). ;Cudl es el dngulo de
elevacion de los ojos del jugador al centro del aro?
[Nota El aro estd a 10 ples del p1so]

tero esta preparando un techo para una cochera que mide
20 por 40 por 20 pies. Una viga de acero de 46 pies de
longitud es colocada en el centro de la cochera como so-
porte. Para sostener el techo se sujetard otra viga a la
parte superior de la viga central (véase la figura). ;A qué
dngulo de elevacion estd la segunda viga? En otras pala-
bras, ¢cudl es el declive del techo?

i Iz e ef . El piloto
de un barco en el mar divisa dos faros que sabe estén
separados 3 millas en linea recta a lo largo de la costa.
El determina que los 4ngulos formados entre dos Ifneas
de observacion a los faros y la linea del barco perpen-
dicular a la costa son 15° y 35°. Véase la ilustracion.
(a) ¢/Qué tan lejos estd el barco de la costa?

(b) {Qué tan lejos estd el barco del faro A?

(c) (Qué tan lejos esta del faro B?

wtopiste. Unaautopista cuyas
direcciones pnnmpales son norte-sur serd construida a lo
largo de la costa oeste de Florida. Cerca de Naples, una
bahia obstruye la ruta recta de la autopista. A causa de
que el costo de un puente es prohibitivo, los ingenieros
deciden rodear la bahia. La ilustracién muestra la ruta a
seguir y las medidas tomadas. ;Cudl es la longitud nece-
saria de la autopista para rodear la bahifa?

43.

10 pies

15 pies

2

Aplicaciones

59
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Srieliies de ol lege 2 Un satélite de vigilancia da vueltas alrededor de la Tierra

auna altura de h mlllas por encima de la superficie. Suponga que d es la distan-

cia, en millas, sobre la superficie de la Tietra que puede ser observada desde el

satélite. Véase la ilustracion.

(a) Encuentre una ecuacién que relacione el dngulo central 6 con la altura A.

(b) Encuentre una ecuacién que relacione la distancia observable d y el dngulo .

(c) Encuentre una ecuacién que relacione 4 y A.

(d) Si d abarcard 2500 millas, ;a qué altura debe estar el satélite sobre la Tierra?

(e) Si el satélite 6rbita a una altura de 300 millas, ;qué distancia d sobre la su-
perficie de la Tierra puede ser observada?

Compare el problema 115 de la seccién 1.1 con el ejemplo 9 y el problema 40 de
esta seccién. En su solucién, uno usa el teorema de Pitdgoras mientras que los otros
aplican trigonometrfa. Escriba un articulo breve que contraste los dos métodos de
solucién. Aseglirese de sefialar las ventajas y desventajas de cada método. Luego
decida cual solucién prefiere usted. Asegirese de tener razones para ello.

Repaso del capitulo

CoNCEPTOS FUNDAMENTALES

Definiciones
Posicién estdndar de un dngulo Vértice en el origen; lado inicial a lo largo del eje x-positivo
Grado (1°) 1° = 360 vuelta
Radidn (1) La medida de un dngulo central cuyos rayos subtienden un arco de longitud igual al radio del circulo
Circulo unitario Centro en el origen; radio = 1 Ecuacién: x* + y> = 1
Funciones trigonométricas P = (a, b) es el punto sobre el circulo unitario correspondiente § = ¢ radianes;
sent=sen 6 =150 cost=cos=a
tan £ = tan 9:%, a#0 cott=cot9=%, b#0
csct=csc€=%, b#0 sect=sec€=é, a#0
Funciones periédicas f(8 + p) = f(H), para toda 6, p > 0, donde el mds pequefio de tales p es el periodo fundamental
Angulo agudo Un 4ngulo 6 cuya medida es 0° << 6 << 90° (or 0 < 6 < 7/2)
Angulos complementarios Dos 4dngulos agudos cuya suma es 90° (71/2)
Cofuncién Las parejas siguientes de funciones son cofunciones una de la otra: seno y coseno; tangente y
cotangente; secante y cosecante
Angulo de referencia de 9 El 4ngulo agudo formado por el lado final de 0 y ya sea el eje x-positivo o el eje x negativo
Férmulas
1 vuelta = 360°
= 27 radianes
s=rb 0 es medida en radianes; s es la longitud del arco subtendido por el dngulo central 6 del circulo
de radio r
vV =rw v es la velocidad lineal a 1o largo del circulo de radio r; w es la velocidad angular (medida

en radianes por unidad de tiempo).



Tabla de valor
6 (RADIANES) |
/6
/4
73
72

0°
30°
45°
60°
90°
180°

270°

6 (GRADOS)

Propiedades de las funciones trigonométricas

f(0) =sen 0
£(8) = cos 6
£(6) = tan 6
£(6) = csc 8
£(8) = sec 8
£(6) = cot 6
Identidades

Dominio: todos los nimeros reales

[ sen0 cos 8 tan 6
S . . o

. V32 V33
V22 V2 1
V312 . V3
1 0 No definida
0 -1 0
-1 0 No definida

csc 6

Nodefinida

2

V2

2V3/3

1

No definida
-1

Rango: todos los nimeros reales desde —1 a 1, inclusive

Periédica: periodo = 2 (360°)
Funcién impar

Dominio: todos los nimeros reales.

Rango: todos los nimeros reales desde —1 hasta 1, inclusive

Periédica: periodo = 27 (360°)
Funcién par
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sec 0

1

V313

V2

2

No definida
-1

No definida

Dominio: todos los mimeros reales, excepto mdltiplos impares de 7/2 (90°)

Rango: todos los nimeros reales.
Periddica: periodo = 7 (180°)
Funcién impar

Dominio: todos los mimeros reales, excepto multiplos enteros de 7 (180°)

Rango: todos los nimeros reales mayores o iguales a 1 o menores o iguales a —1

Periddica: periodo = 27 (360°)
Funcién impar

Dominio: todos los niimeros reales, excepto miltiplos impares de 7/2 (90°)
Rango: todos los nimeros reales mayores o iguales que 1 o menores o iguales que —1

Periddica: periodo = 2 (360°)
Funcién par

Dominio: todos los nimeros reales, excepto multiplos enteros de 7 (180°)

Rango: todos los niimeros reales
Periédica: periodo = 7 (180°)
Funcién impar

tan0=$—n—0-, cot0=M
0s 6 sen 6
1 1 1
te=——, 0=—-7, 0=
co n 6 see cos 6 s¢ sen 6

sen? 8+ cos2 =1, tan? 6+ 1 = sec? 6,

1+ cot?2 §=csc? @

0

cot 8

" No definida

V3

1

V33

0

No definida
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COMO HACER PARA

Convertir la medida de un dngulo dada en radianes a grados.
Convertir la medida de un dngulo dada en grados a radianes.

Encontrar el valor de cada una de las otras funciones trigonométri-
cas si se da el valor de una funcién y el cuadrante en que estd el
4ngulo.

Usar el teorema sobre cofunciones de dngulos complementarios.

COMPLEMENTE EN LOS ESPACIOS

Usar el dngulo de referencia para encontrar el valor de una fun-
cién trigonométrica.

Usar una calculadora para encontrar el valor de una funcién
trigonométrica.

Usar la trigonometria de un tridngulo rectdngulo para resolver
tridngulos rectdngulos y problemas de aplicacién.

1. Dos rayos dibujados con vértice comiin forman un(a)

; el otro es llamado

. Uno de los rayos es llamado

2. En la férmula s = r6 para medir la longitud s de un arco que pasa por un circulo de radio r, el dngulo 6 debe ser me-

dido en

. 180 grados = radianes.

. Las funciones seno y

AN AW

. Un angulo estd en
positiva del eje x.

~3

. El 4dngulo de referencia de 135° es

8. Las funciones seno, coseno, cosecante y secante tienen periodo

periodo

CIERTO O FALSO

son cofunciones.

. Dos dngulos agudos cuya suma es un dngulo recto son llamados

si su vértice estd en el origen y su lado inicial coincide con la parte

; las funciones tangente y cotangente tiene

@]

F 1L
en grados.

. lsen@{ =1

. 1+ tan? § = csc? 6,

. tan 62° = cot 38°
. sen 182° = cos 2°

CHONONONe!
lesBes Biles Mo s Blles|
S AW N

EJERCICIOS DE REPASO

En la férmula s = r6, r es el radio de un circulo y s es el arco subtendido por un dngulo central 6, donde 6 es medido

. Las tnicas funciones trigonométricas pares son las funciones coseno y secante.

En los problemas del 1 al 4 convierta cada dngulo dado en grados a radianes. Exprese su respuesta como

un miltiplo de .

1. 135° 2. 210° 3. 18°

4. 15°

En los problemas del 5 al 8, convierta cada dngulo dado en radianes a grados.

5. 374 6. 27/3 7. —5m/2

8. —37/2



En

12.

15.

18.

21.

24,

27.

30.

En
31.
34.
37.
40.
43.
46.

En
47.

51.

52.

53.

54.

Repaso del capitulo 63

los problemas del 9 al 30 encuentre el valor exacto de cada expresion. No utilice calculadora.
tan = — sen — 10. cos = + sen — 11. 3 sen 45° — 4 tan s
4 6 3 2 6
T 3 T 2 S
4 cos 60° + 3 tan — 13. 6 cos — + 2 tan| —— 14. 3 sen — — 4 cos ——
3 4 3 3 2
ks S 3 T
sec| —— | — cot| ——— 16. 4 csc —— — cot| —— 17. tan 7 + sen 7
3 4 4 4
v v -
cos 5 csc(—;) 19. cos 180° — tan(—45°) 20. sen 270° + cos(—180°)
sen? 20° +; 22 ! — ! 23. sec 50° cos 50°
sec? 20° * cos?40°  cot? 40° :
sen 50° tan 20°
° cot 10° 25. 26.
tan 107 cot 10 cos 40° cot 70°
sen(—407) 28. tan(—20°) cot 20° 29. sen 400° sec(—>50°)
cos 50°
cot 200° cot(—70°)

los problemas del 31 al 46 encuentre el valor exacto de cada una de las restantes funciones trigonométricas.
sen § = —%, cos 6>0 32. cos 6= ~%, sen <0 33. tan 8 = %, sen 6 <0

cot 8= %, cos <0 35. sec = —%, tan 6 <O 36. csc 0= —%, cot <0

sen 6= %, 0 en el cuadrante II 38. cos 0= —%, @ en el cuadrante III 39. sen 6= A%, 3n2 <0 <2
cos 0=1 3m<o<2m 41. tan 9 =14, 180° < 9 < 270° 42. tan 6= -3, 90° < 9 < 180°
sec 6=3, 3#2<O60<2m 44, csc 0= —4, w<0<3m2 45. cot 0= -2, @l<O<7
tan 0= —2, 372 <60<2m

los problemas del 47 al 50 resuelva cada tridngulo.

49, 50.

Encuentre la longitud del arco subtendido por un dngulo central de 30° sobre un circulo con radio de 2 pies.

El minutero de un reloj tiene una longitud de 8 pulgadas. ;Qué distancia avanza la punta del minutero en 30 minu-
tos? ;Qué distancia se mueve en 20 minutos?

Velocidad angular de un auromévil de carreras Un auto de carreras es conducido en una pista circular a una ve-
locidad constante de 180 millas por hora. Si el didmetro de la pista es de media milla, ;cudl es la velocidad angular

del automdvil? Exprese su respuesta en revoluciones por hora (que es equivalente a vueltas por hora).

Veloel

Lo iim s il A
€ WIT Qi vl gl

5. Repita el problema 53 si el automdvil sélo va a 150 millas por hora.
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55. .. Desde un globo
estacionario de aire caliente situado a 500 pies sobre
el suelo se hacen dos observaciones de un lago (véase
la figura). ;Cudl es la longitud del lago?

57. izl ¢ 7 . Encuentre la
dlstanaa desde A hasta C cruzando el rio ilustrado en
la figura.

f £ I
la distancic ae la ¢

58.

Desde un planeador que va a 200 pies del suelo se
toman dos observaciones de un objeto fijo en tierra
que se encuentra directamente frente a él, las obser-
vaciones se toman con una diferencia de un minuto
(véase la figura). ;Cudl es la velocidad del planeador?

200 pies

nacion de la e un e

: i#icio. En-
cuentre la altura del edificio mostrado en esta figura.

. La torre Sears en Chicago mide 1454 pies de altura y esta situada casi

una milla tierra adentro de la costa del lago Michigan, como se indica en la figura. Un observador que estd en un bote
de recreo en el lago, directamente en frente de la torre, ve la punta de la torre y mide el dngulo de elevacion como 5°.

¢ A qué distancia de la costa se encuentra el bote?

60. THin

0’"”’(, te de 10 monia

del camino es de 4100 pies. ;Cudl es su pendiente?

. Un camino en la montafia con inclinacién uniforme

conduce desde un hotel, a una altura de 5000 pies, hasta el lago de un valle, a una altura de 4100 pies. La longitud



Graficas de las funciones
trigonometricas

CAPITULO 6

6.1 Graficas de las funciones seno y
coseno

6.2 Graficas senoidales
6.3 Aplicaciones

6.4 Graficas de
y=tan x, y = csC X,
y=secx y
y = cot x

6.5 Funciones
trigonometricas
inversas
Repaso del capitulo

Panorama Teléfonos por tono

En los teléfonos por tono cada boton produce un sonido unico.

Ese sonido es la suma de dos tonos, dada por
y=sen2nltyy=sen 2nht

donde 1y h son las frecuencias alta y baja (ciclos por segundo)

de los dos tonos. Por ejemplo, si usted oprime 7, la frecuencia baja

es | = 852 ciclos por segundo y la frecuencia alta es h = 1 209

ciclos por segundo.

El sonido emitido al oprimir 7 es

y =sen 21(852)¢ + sen 27(1 209)¢

Haga la grdfica del sonido emitido al oprimir 7.
[Problema 29 en el ejercicio 6.3.]

65



66  Graficas de las funciones trigonométricas

Grdficas de las En el capitulo 5 definimos las funciones trigonométricas f(0) = sen 0, f(6) = cos 6,
funciones seno y etc. En este capitulo utilizaremos los simbolos tradicionales, x para representar la va-
riable independiente (el argumento) y y para la variable dependiente (o valor en x)

coseno en cada funcién. Asi, escribimos las seis funciones trigonométricas como
=senx y = Cosx y =tan x
= CSC X y =secx y =cotx
En esta seccién haremos la grafica de cada una de estas funciones. A menos que se
indique lo contrario, utilizaremos la medida en radianes en todo el capitulo para la
variable independiente x.
La grafica de y = sen x
Como la funcién seno tiene periodo 27 (véase la seccién 7.6), s6lo necesitamos ha-
cer la gréfica de y = sen x en el intervalo [0, 2. El resto de la gréfica constara de
repeticiones de esta parte.
Comenzamos construyendo la tabla 1, la cual enumera algunos puntos sobre
la gréfica de y = sen x, 0 = x = 27r. Como muestra la tabla, la grafica de y = sen x,
0 =< x =< 27r comienza en el origen. Cuando x crece de 0 /2, el valor de y = sen x
aumenta de 0 a 1; cuando x crece de n/2 a w a 37/2, el valor de y disminuye de 1 a
0 a—1; cuando x crece de 37/2 a 2r,-el valor de y aumenta de —1 a 0. Si hacemos la
gréfica de los puntos enumerados en la tabla 1 y los unimos por medio de una curva
suave obtendremos la gréfica de la figura 1.
TABLA 1 FIGURA 1 y 71
— (1 — (=, 1
x ¥ = sen‘x x,y) y = sen x, 1 5;&6/”*“\*\ 672
= = 2
0 0 (0’ 0) O0=x=2mw (0 0) P | \(Iﬂ.y 0) | (?-Tr, 0) i
1 1 ’ i T 3w 0 X
7716 3 (7116, 3) 2 T e, 2 A
2 1 (7712, 1) A (zz, ~1) e = (o, 1)
57T/6 ] (576, Y (1)
ko 0 (T, 0)
77l6 -4 (77116, =) . ) . .
37 -1 a2, —1) La gréfica de la figura 1 es un periodo de la gréafica de y = sen x. Para obte-
117776 - (117r/6, -4  ner una grafica mds completa de y = sen x, repetimos este periodo en cada direc-
2 0 2, 0) cién, como muestra la figura 2.
FIGURA 2 Y
e TN e
< . k\{\\ I i.y/ i \L i l/ ]
— _m 7 ™ 3T 5T
T, -0 P 3 TN 5 / 27 X
S
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La gréfica de y = sen x ilustra algunos de los hechos ya conocidos acerca de
la funcién seno:

. El domlmo es el con]unto de todos los nimeros reales.

Caracteristicas de la 1
funcién seno  2- El rango consta de todos los niimeros reales entre —1 y 1, inclusive.

3. La funcién seno es una funcién impar, como muestra la simetria de la gréfica con respecto
al origen.

4. La funcién seno es periédica, con periodo 27r.

5. Las intersecciones-x son . . ., =2, —, 0, 7, 27, 377, . . . ; la interseccién-y es Q.

6. El valor méximo es 1 y ocurre en x = . . ., —37/2, 7w/2, S7/2, 97/2, . . . ; el valor
minimo es -1 yocurreenx = . .., —7/2, 37/2, T7/2, 117/2, . . ..

£ Ahora resuelva los problemas 1, 3 y 5.

Las técnicas de graficacion presentadas en el capitulo 2 permlten hacer la gra-
fica de funciones que son una variacién de la funcién seno.

Utilice la gréfica de y = sen x para hacer la grafica de y = —sen x + 2.

La figura 3 ilustra los pasos.

FIGURA 3

(@) y=senx (b) y= -senx

Ref [e,\son con
respecto al eje x

1

3

[}
rola |-
ol

3

Ef

[a]

3

.

3

>

(¢) y=-senx+2

Utilice la gréfica de y = sen x para hacer la gréfica de y = sen(x - f)
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La figura 4 ilustra los pasos.

FIGURA 4
y
e 1
_T L
T 1 i " I ) ] S i ot 1
— o Y 5 e % A
T T mo g _wm gx g w0 yE vy ogpmiEy iy
—
(@ y=senx ; (b) y= sen{x-T)
Ve cign: haga la grafica de y = sen(x - E) y compare el resultado con la
figura 4(b).
t2  Ahora resuelva el problema 11.
Grafica de y = cos x
La funcién coseno también tiene periodo 24r. Asi, procedemos como con la funcién
seno y construimos la tabla 2, la cual enumera algunos puntos sobre la gréfica de y
= ¢cos x, 0 = x = 2. Como muestra la tabla, la grafica de y = cos x, 0 = x = 2,
comienza en el punto (0,1). Cuando x crece de 0 a 7/2 a m, el valor de y disminu-
yve de 1 a 0 a —1; cuando x crece de ma 37/2 a 2, el valor de y aumenta de —1 a
0 a 1. Como antes, localizamos en el plano los puntos de la tabla 2 para obtener un
periodo de la gréfica de y = cos x. Véase la figura 5.
TABLA 2 FIGURAS VY ©,1)
- = COS X, 18-
X yTeesy @ R o3:3)
0 1 © 1 S :
a3 ! (3, 7 e, X
2 0 (7112, 0) - @z -1
27113 -1 Qm3, -4 (m,-1)
T —1 (m, -1
4703 -1 @43, -5 . ) . .
34772 0 (37172, 0) Obtenemos una grafica mas completa de y = cos x repitiendo este periodo en
57773 3 (57173, 3) cada direccién, como muestra la figura 6.
21T 1 emn
FIGURA 6 y
Y =COS X, —oo < x oo b e
| 1 i ] o
T, o 7 ¥ 2 IR
2 S 2

La gréfica de y = cos x ilustra algunos de los hechos ya conocidos acerca de
Ia funcién coseno:



Caracteristicas de la

funcién coseno

FIGURA 7

y=72c0sx

FIGURA 8

y = cos 3x
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1. El dominio es el conjunto de todos los nimeros reales.

. El rango consta de todos los mimeros reales entre —1 y 1, inclusive.
. La funcién coseno es una funcién par, como muestra la simetria de la grafica respecto del

eje y.

4. La funcién coseno es periddica, con periodo 2.

. Las intersecciones-x son . . ., =32, —7/2, /2, 37/2, 572, . .. ; la interseccién-y es 1.
6. El valor maximo es 1 y ocurre en x = ..., —2m, 0, 27, 4, 677, . . . ; el valor minimo

es-lyocureenx= ..., —m m 3m 5™, ....

[SV IR

W

De nuevo, las técnicas de graficacién presentadas en el capitulo 2 permiten
hacer la grafica de variaciones de la funcién coseno.

Utilice la grdfica de y = cos x para hacer la grifica de y = 2 cos x.

La figura 7 ilustra la gréfica, la cual es un alargamiento vertical de la gréfica de
y = cosx.

-
5

wcidn: haga la grafica de y = 2 cos x y compare el resultado con la figura 7.

v

Utilice la grafica de y = cos x para hacer la gréfica de y = cos 3x.

La figura 8 ilustra la gréfica, la cual es una compresién horizontal de la grafica de
y = cos x. Observe que, debido a esta compresion, el periodo de y = cos 3x es 27/3
mientras que el periodo de y = cos x es 27. Comentaremos mas sobre esto en la
siguiente seccion.

pet

o
ol3

7. haga la grafica de y = cos 3x. Utilice TRACE para verificar que el
periodo es 27/3. o

{2 Ahora resuelva el problema 13.
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Ejercicio 6.1

En los problemas del 1 al 10 consulte las grdficas de 'y = sen x yy = cos x para responder cada pregunta,
en caso necesario.

1. ;Cudl es la interseccion-y de y = sen x?

2. ;Cudl es la interseccidn-y de y = cos x?

3. (Para cudles niimeros x, — 7 = x = mr es creciente la grifica de y = sen x?

4. ;Para cudles nimeros x, —7 = x = 7 es decreciente la grifica de y = cos x?

5. ;Cudl es el valor maximo de y = sen x?

6. ;Cudl es el valor minimo de y = cos x?

7. Para cudles niimeros x, 0 = x =< 247, se cumple que sen x = 0?7

8. ;Para cudles nimeros x, 0 = x < 27, se cumple que cos x = 07

9. Para cudles niimeros x, —27 =< x = 277, se cumple que sen x = 1?7 ;Qué puede decir de sen x = —-1?

10. ;Para cudles nimeros x, —27 < x = 277, se cumple que cos x = 1?7 ;Qué puede decir de cos x = -1?

En los problemas del 11 al 26, haga la grdfica de cada funcion. Muestre al menos un periodo.

11. y=3senx 12, y=4cosx 13. y= cos(x + %) 14. y=sen(x — m
15. y=senx—1 16. y=cosx + 1 17. y= —2senx i8. y= -3 cosx

19. y =sen mx 20. y=cosgx 21. y=2senx+2 22, y=3cosx+3
23, y=-2 cos(x - g) 24, y=-3 sen(x + —727—) 25. y=3sen (7 — x) 26. y=2cos (m—x)

Haga la gréfica de

w
y=senx y y:cos<x—3)

. K
;Piensa que sen x = cos(x - —5)?

5. Haga la gréfica de y =sen x, y =2 sen x, y =73 sen x, y y = 8 sen x. (Qué puede concluir acerca de la
grdficade y = A sen x, A>0?

2%. Haga la grifica de y = sen x, y = sen 2x, y = sen 4x, y y = sen %x. ¢ Qué puede concluir acerca de la
gréfica de y = sen wx?

30. Haga la grifica de y = sen x, y = sen[x — (7/3)], y = senlx— (#/4)], y y = sen[x — (#/6)]. ;Qué puede

concluir acerca de la grifica de y = sen(x — ¢), ¢ > 0?

FIGURA 9

Yy

Graficas senoidales La grifica de y = cos x, comparada con la de y = sen x, sugiere que la gréfica de y

= sen x es igual a la de y = cos x, después de un corrimiento horizontal de 7/2 uni-
dades a la derecha. Véase la figura 9.

""IT‘ \‘\\\ :

NES

(a) y=senx
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Con base en la figura 9, suponemos que

o
-8en x = COS(.X - 7)

(Demostraremos esto en el capitulo 7.) Debido a este parecido las grificas de las
funciones seno y coseno se conocen como graficas senoidales.
haga la graficade y =sen xy y = cos(x - —). (Cuéntas gréficas ve?

Analicemos algunas caracterfsticas generales de las gréficas senoidales.
En el ejemplo 3 de la seccién anterior obtuvimos la grafica de y = 2 cos x, la

cual reproducimos en la figura 10. Observe que los valores de y = 2 cos x estdn en-

tre -2 y 2, inclusive.

y=Asenx, A>0

FIGURA 10 }2’
y=2cosx r
1 , ~
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En general, los valores de las funciones y = A sen x y y = A cos x, donde
A # 0, siempre satisfacen las desigualdades.
~Al=Asenx=|A] y —JA| =A cosx=A]
respectivamente. El nimero |A| es la amplitud de y = A sen x 0 y = A cos x.
Véase la figura 11.
FIGURA 11 y
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Periodo = 27
En el ejemplo 4 de la seccién 6.1 obtuvimos la gréfica de y = cos 3x, la cual
reproducimos en la figura 12. Observe que el periodo de esta funcién es 27/3.

FIGURA 12 y
y = cos 3x ,,1' 2
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FIGURA 13

FIGURA 14

En general, si w > 0, las funciones y = sen wx y y = cos wx tendrdn un pe-
riodo T = 27/ w. Para ver por qué ocurre esto, recordemos que la grifica de y = sen
wx se obtiene de la grafica de y = sen x realizando una compresion o un alargamien-
to horizontal adecuado. Esta compresién horizontal remplaza el intervalo [0, 2],
el cual contiene un periodo de la grifica de y = sen x, por el intervalo [0, 27/w], el
cual contiene un periodo de la gréfica de y = sen wx. Asi, el periodo de las funcio-
nesy = sen wx y y = cos wx, w > 0 es 27/ w. Véase la figura 13.

y
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1

A w w
y=Asenwx, A>0, w>0
Periodo = 21

Siw<0eny=sen wxoy = cos wrx, utilizamos los hechos de que
sen wx = —sen(—wx) y C€OS wx = cos(— wx)

para obtener una forma equivalente en donde el coeficiente de x es positivo.

Si w > 0, la amplitud y el periodo de y = A sen wx y y = A cos wx estdn dados por

Amplitud = |A|]  Periodo = T = 2m (1)
w

Determinar la amplitud y el periodo de y = 3 sen 4x y hacer la gréfica de la funcién.

Al comparar y = 3 sen 4x con y = A sen wx, vemos que A = 3 y w = 4. Asf, por la
ecuacién (1), la amplitud es |A| = 3 y el periodo es T = 2w/ w = 27/4 = /2. Pode-
mos utilizar esta informacién para hacer la gréfica de y = 3 sen 4x, comenzando co-
mo nos muestra la figura 14(a). Observe que utilizamos la amplitud para establecer
la escala del eje y, y el periodo para establecer la escala del eje x. (Esto produce
por lo general una escala diferente para cada eje.) Ahora completemos la grifica de
la funci6n seno. Véase la figura 14(b).

y y
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(a) (b) y=3sendx
haga la gréifica de y = 3 sen 4x y compare el resultado con la fi-
gura 14(b).

Ahora resuelva el problema 5.



FIGURA 15

FIGURA 16
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Determinar la amplitud y el periodo de y = —4 cos mx y hacer la gréfica de la funcién.

Al comparar y = —4 cos mx cony = A cos wx, vemos que A = -4y w = 7. Asi, la
amplitud es |A| = |-4] = 4 y el periodo T = 2@/w = 27/7 = 2. Utilizamos la am-
plitud para establecer la escala del eje y, y el periodo para establecer la escala del
eje x; después completamos la grifica de la funcién coseno y obtenemos la grafica
de y = 4 cos mx que aparece en la figura 15(a). Ahora, como queremos obtener la
grafica de y = —4 cos 7x, reflejamos la grafica de y = 4 cos 7rx con respecto al eje
X, como nos muestra la figura 15(b).

y y
4 - - : 4+
! 1 i 1 | | { 1~l f 1 i { 1 1 1 i
-1 -1 1 1 32 8 ox -1 -1 LA 2 5 x
2 2 2 2 2 o2 2 2
-4 4k
(@) y=4cosmx . (b) y=-4cosmx

haga la grafica de y = —4 cos mx y compare el resultado con
la figura 15(b).

Determinar la amplitud y el periodo de y = 2 sen(— mx) y hacer la grifica de la
funcién.

Como la funcién seno es impar, utilizamos la forma equivalente

y = —2sen mx

Al comparar y = —2 sen 7x con y = A sen wx, vemos que A= -2 y w = . Asi, la
amplitud es |A| = 2y el periodo T = 27/w = 2m/ar = 2. De nuevo, utilizamos la am-
plitud para establecer la escala del eje y, el periodo para establecer la escala del eje
x, y después completamos la gréifica de la funcién seno. La figura 16(a) muestra la
grafica resultante de y = 2 sen 7rx. Para obtener la grifica de y = -2 sen mx, refleja-
mos la grafica de y = 2 sen mx respecto del eje x, como muestra la figura 16(b).

y y

2+ 21-
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(@) y=2senmx (b) y= 2senmx= 2sen(-mx)
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FIGURA 17

FIGURA 18
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gura 16(b).

También podemos utilizar las ideas de amplitud y periodo para identificar una

funcién senoidal cuando estd especificada su gréfica.

Determinar una ecuacion para la gréfica de la figura 17.

1
27 -7 T 2T 3 49 5T X

Periodo

Podemos ver esta grafica como la de una funcién seno, con amplitud A = 5.*

Observamos que el periodo T es 4. Asf, por la ecuacién (1),

L

w
471':@—

w

27 1
w=—=—

40 2

Una funcién seno cuya grafica estd dada por la figura 17 es

y=Asenwx=SSen§

figura 17.

INEY

*La ecuacién también se puede ver como una funcién coseno con un corrimiento horizontal, pero es mds

sencillo verla como una funcién seno.

haga la gréfica de y = 2 sen(—mx) y compare el resultado con la fi-

- haga la grifica de y = 5 sen % y compare el resultado con la



FIGURA 19

FIGURA 20

Un periodo de y = A sen wx, A > 0,

w>0
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Esta grafica permite concluir que es mds sencillo ver la ecuacién como una funcién
coseno con amplitud A = 3 y periodo T = . Asi, 27/w = 7, de modo que w = 2.
Una funcién coseno cuya gréfica estd dada por la figura 18 es

y =A cos wx = 3 cos 2x

Verificacicn: haga la gréfica de y = 3 cos 2x y compare el resultado con
la figura 18. Er

s 7
iAo gemier 2
LONT E MR

Determinar una ecuacién para la gréafica de la figura 19.

La gréfica es senoidal, con amplitud A = 2. El periodo es 4, de modo que 27/w = 4
o w = 7/2. Como la gréfica pasa por el origen es mas sencillo ver la ecuacién co-
mo una funcién seno, pero observe que, en realidad, la grifica es la reflexién de
una funcién seno con respecto al eje x (ya que la gréfica es decreciente cerca del
origen). Asi, tenemos

y=—Asenwx=—Zsen§x, A>0

Verificacidn: haga la grafica de y = —2 sen gx y compare el resultado con la
figura 19.

Ahora resuelva el problema 31.

Desfasamiento

Hemos visto que la grifica de y = A sen wx, w > 0, tiene amplitud [A| y periodo T =
27/ w. Asi, un periodo se puede obtener al variar x de 0 a 27/w o, en forma equiva-
lente, cuando wx varfa de 0 a 2. Véase la figura 20.

Ahora analizaremos la gréfica de

y= A sen(wx — ¢)

donde w > 0 y ¢ (la letra griega phi) son nimeros reales. La gréfica serd una cur-
va seno de amplitud |A|. Como wx — ¢ varie de 0 a 27 obtendremos un periodo.
Este periodo comienza cuando

g e

ox—¢=0 o x=
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FIGURA 21

Un periodo de y = A sen{wx — ¢),
A>0,0w>0,¢>0
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FIGURA 22

y =3 sen(2x — m

y termina cuando

wx— ¢=27 o x=2—7T+
®

g e

Véase la figura 21.

As{, vemos que la grdfica de y = A sen(wx — ¢) es igual a la grifica de y =
A sen wx, excepto que ha sido recorrida ¢/w unidades (a la derechasi ¢ >0y ala
izquierda si ¢ < 0). El niimero ¢/w es ¢l desfasamiento de la grafica de y = A
sen(wx — ¢).

Para las graficas de y = A sen(wx — ¢) 0y = A cos(wx — @), w > 0,

Amplitud = |A] Periodo = T = 2T Desfasamiento = o

Determinar la amplitud, el periodo y el desfasamiento de y = 3 sen(2x—) y hacer
la gréfica de la funcién.

Al comparar y = 3 sen(2x — ) con y = A sen(wx — ¢), vemos que A = 3, o = 2,
y ¢ = 7. La gréfica es una curva seno con amplitud A = 3 y periodo T = 27/w =
27/2 = . Un periodo de la curva seno comienza en 2x — 7= 0 o x = 7/2 (este
es el desfasamiento) y termina en 2x — 7 = 27 0 x = 37/2. Véase la figura 22.
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Desfasamiento Periodo = |

zricarién: haga la gréfica de y = 3 sen(2x — 1) y compare el resulta-
. do con la figura 22.

Determinar la amplitud, el periodo y el desfasamiento de y = 3 cos(4x + 2m) y
hacer la grafica de la funcién.

Al comparar y = 3 cos(4x + 27) cony = A cos(wx — ¢), vemos que A = 3, w = 4,
y ¢ = —27r. La gréfica es una curva coseno con amplitud A =3 y periodo T = 27/w
= 2m/4 = 7/2. Un periodo de la curva coseno comienza en 4x + 2w =00 x =
— /2 (el desfasamiento) y termina en 4x + 27 = 277 0 x = 0. Véase la figura 23.
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FIGURA 23

y
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toifmenddn: haga la gréfica de y = 3 cos(4x+27) y compare el resultado con la fi-
gura 23.

Ahora resuelva el problema 45.

Ejercicio 6.2
En los problemas del 1 al 10 determine la amplitud y el periodo de cada funcién sin hacer la grdfica.

1. y=2senx 2. y=3cosx 3. y=-—4cos2x 1

4. y= —senyx

5. y=6sen mx 6. y= —3cos 3x 7. y=—%cos%x
9, y= % sen<—23—7rx) 10. y= % cos<~—§gx>

En los problemas del 11 al 20 relacione la funcién dada con alguna de las grdficas de la (A) a la (J).

8. y=%sen%x

y y 7y
21 2 2
| | 1 | I 1 | K| | i | | l L I L | I | 3, 1 1
27 0 2m 4T X 27 , ﬁ 2m 4w X -2 0 2w 4 X
-2 -2 >
A (B) (©)
y y y
2 2 2




78

Graficas de las funciones trigonométricas

En los problemas del 21 al 30 Haga la grdfica de cada funcion.

21. y=5sen4x 22. y=4cos bx 23.
25. y= —2cos2mx 26. y= —5cos 2mx 27.
29, y= % sen(—-%x) 30. y= ‘3‘ cos(—%x)

7 11. y=2sen gx 12.
14. y =3 cos 2x 15,
LN 17. y=—2cos i 18.
Ty o f bW oy
L U 20. y=—2senix
Y }»/r

y=2coszx

2
y= —3sen 2x
™
= —2c0s —
y co! 2x

y =5 cos mx

- 1
y = —4sen3x

En los problemas del 31 al 44 determine la funcion cuya grdfica estd dada.

31.

13. y=2cos
16. y=2senix

19. y=3sen 2x

24. y =2sen mx

28, y= -2 cos%x
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En los problemas del 45 al 52 determine la amplitud, el periodo y el desfasamiento de cada funcion. Haga la
grdfica de un periodo.

45. y=4sen(2x —m 46. y =3 sen(3x — m) ‘ 47. y=2 COS(3x + %)

48. y =3 cos(2x + m) 49, y=-3 sen(lx + -g) A 50, y= -2 cos(Zx - g)
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51.
54.
57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

y = 4 sen(mx + 2) 52. y=2cosQmx+4) 53. y=3cos(mx —2)
y =2 cos(2mrx — 4) 55. y=3 sen<—2x + g) 56. y=3 cos<—2x + %)
- La corriente I (en amperios) que fluye a través de un circuito de corriente alterna

en el instante ¢ es
I = 220 sen 607¢, t=0

;Cudl es el periodo? ;Cudl es la amplitud? Haga la grifica de dos periodos de esta funcion.

e La corriente / (en amperios) que fluye a través de un circuito de corriente alterna

en el instante £ es

I =120 sen 307¢, t=0

;Cudl es el periodo? ;Cudl es la amplitud? Haga la grédfica de dos periodos de esta funcién.

I et La corriente I (en amperios) que fluye a través de un circuito de corriente alterna

en el instante ¢ es

=120 sen<307rt — 13T-) 120

(Cudl es el periodo? ;Cudl es la amplitud? Haga la grifica de dos periodos de esta funcién.

Tioruiioa e or La corriente / (en amperios) que fluye a través de un circuito de corriente alterna
en el instante ¢ es
=220 sen<60m - —761), t=0
Cuél es el periodo? ;Cudl es la amplitud? Haga la gréfica de dos periodos de esta funcidén.
: : El voltaje V producido por un generador de corriente alterna es
V = 220 sen 1207t

(a) ;Cudl es la amplitud? ;Cudl es el periodo?

(b) Haga la gréfica de dos periodos de V, comenzando en ¢ = 0.

(¢) Si existe una resistencia de R = 10 ohms, ;cudl es la corriente? [Sugerencia: utilice la ley de Ohm, V = IR.]
(d) ;Cudl es la amplitud y el periodo de la corriente 17

(e) Haga la gréfica de dos periodos de I, comenzando en ¢ = 0.

.. El voltaje V producido por un generador de corriente alterna es
V =120 sen 1207t
(a) (Cudl es la amplitud? ;Cudl es el periodo?
(b) Haga la gréfica de dos periodos de V, comenzando en ¢ = 0.
(c) Si existe una resistencia de R = 20 ohms, ;cudl es la corriente? [Sugerencia: utilice la ley de Ohm, V = IR.]

(d) ;Cudl es la amplitud y el periodo de la corriente I?
(e) Haga la gréfica de dos periodos de I, comenzando en r = 0.

Ciwirepepn Ao covrissie oifsene, El voltaje V producido por un generador de corriente alterna es senoidal. Como
funcién del tiempo, el voltaje V es

V =V sen 27ft
donde f es la frecuencia, [nimero de oscilaciones completas (ciclos) por segundo]. [En Estados Unidos y Canadé
fes 60 hertzios (Hz).] La potencia P dada a una resistencia R en cualquier instante ¢ se define como

2
P= v Y
R Vg
V02 ﬁb_
(a) Muestre que P = = sen? 27rft.
(b) La grifica de P aparece en la figura anexa. Exprese P como una '
funcién senoidal. : PR SRS T SO0 VN T N B
1 1 3 1
(c) Deduzca que af of 4f f

1 . Potencia en un generador
2 — 11—
sen® 2aift = (1 = cos 4mf) de corriente alterna
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64. - oo =z7 En la teoria de biorritmos, una funcién seno de la forma
P =100 sen wt

sirve para medir el porcentaje P del potencial de una persona en el instante #, donde ¢ se mide en dias y ¢ = 0 corres-
ponde al nacimiento de la persona. Por lo general, se miden tres caracterfsticas:

Potencial fisico: periodo de 23 dias

Potencial emocional: periodo de 28 dfas

Potencial intelectual: periodo de 33 dias
(a) Determine w para cada caracteristica.
(=) Haga la gréfica de las tres funciones.

(c) ¢Existe un instante ¢ en el que las tres caracteristicas tengan un potencial del 100%?
¢ Cuéndo ocurre?

() Suponga que usted tiene 20 afios el dia de hoy (¢ = 7 305 dfas). Describa su poten-
cial fisico, emocional e intelectual para los préximos 30 dias.

Explique como utilizar la amplitud y el periodo de una gréfica senoidal para establecer la escala en cada eje de
coordenadas.

Determine una aplicacién, relacionada con su campo de interés, que conduzca a una gréfica senoidal. Escriba un
ensayo sobre sus hallazgos.

: Aplicqciones Combinacion de ondas; amplificacion y
amortiguamiento; graficacion de sumas y
productos

Muchas aplicaciones fisicas y biolégicas requieren utilizar graficas de sumas y pro-
ductos de funciones, tales como

fx)y=senx +cos2x y g(x)=eée senx

Por ejemplo, al emitir dos tonos, el sonido resultante es la suma de las ondas
producidas por los dos tonos. Remitase al problema 29 para una explicacién del
funcionamiento de los teléfonos por tono.

Para hacer la gréfica de la suma de dos (o mds) funciones, podemos utilizar
el método de suma de ordenadas descrito a continuacién.

Utilizar el método de suma de ordenadas para hacer la grafica de 4(x) = x + sen x.

Primero hacemos la grifica de las funciones componentes,
y=hx)=x y = hy(x) = sen x

en el mismo sistema de coordenadas. Véase la figura 24(a). Luego elegimos diver-
sos valores de x, digamos, x = 0, x = /2, x = 7, x = 372, y x = 27, donde calcu-
lamos A(x) = hy(x) + hy(x). La tabla 3 muestra el cdlculo. Localizamos estos puntos
y los unimos para obtener la grafica, como muestra la figura 24(b).
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FIGURA 24 , y
6+ y=X 6
5F 5+
4r b
3k 3k
2+ 2
T AF 3m T 3T y=senx
2 . 2 2 ; 2
I 1 . 1 I v L
T g ; T q\/zfrrx
2 ; 2
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(@ (b)
TABLA 3 x 0 2 T 372 2
y=hix)=x 0 a2 . 372 27
0 1 0 -1 0
0 77/2+1~257 - 37r/2—1~371 27
PUNTO EN LA GRAFICADE # | (0, 0) (7'r/2 2 57) (m ™ (377/2 37 1) Qm 2m

En el ejemplo 1, observamos que la grafica de h(x) = x+sen x corta a la recta
y = x cuando sen x = 0. Vemos también que la grafica de h no es periédica.

Lriticncisye haga la gréfica de y = x+sen x y compare el resultado con la figura
24(b) Utlhce TRACE para verificar que las gréaficas se cortan cuando sen x = 0.

El siguiente ejemplo muestra una grafica periédica de la suma de dos funciones.

Utilizar el método de suma de ordenadas para hacer la grafica de
f(x) = sen x + cos 2x
La tabla 4 muestra los pasos para calcular varios puntos en la grifica de f. La

figura 25 muestra las gréficas de las funciones componentes, y = fi(x) = sen xy
y = fo(x) = cos 2x v la gréfica de f(x) = sen x + cos 2x, que aparece en color.

TABLA 4 x k(177 0 72 g 37f2 27
fz(x)-—COSva. ‘ —1 1 7 -—1“ ‘ 1 . —i R 1
f(x) senx+cosz;- o 02 l,w . 0 1\,, e _2 . . 1

PUNTO EN LA GRAFICA DEf ( 77/2, -2) 0,1 (@2,0 (ml @Bm2,-2) @mD



FIGURA 25

flx) = sen x + cos 2x

FIGURA 26
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y= C0S 2x

/>y= sen x

veeificoridn: haga la gréfica de y = sen x + cos 2x y compare el resultado con la
figura 25.

Si debemos hacer la gréfica de una funcién f que sea la diferencia de dos fun-
ciones g y A, es decir,

f(0) = g(x) — h(x)
podemos ver f como
f0) =g + [—h(Xx)]

y utilizar el método de suma de ordenadas ya descrito.

Ahora resuelva el problema 1.

La amplitud de cualquier resorte o péndulo oscilante real disminuye con €l
tiempo debido a la resistencia del aire, la friccién, etc. Véase la figura 26. La gra-
fica de tales fen6menos estd dada generalmente por el producto de dos funciones.

y
AR

Hacér la gréfica de f(x) = x sen x.
En este caso, f es el producto de y = x y y = sen x. Utilizamos las propiedades del
valor absoluto y el hecho de que |sen x| < 1 para obtener
[f(x)] = |x sen x| = || |sen x| < |x|
Si x = 0, esto se reduce a '

fol=x o -x=fe=x, x>0
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TABLA 5

FIGURA 27

fix) =xsen x

Si x < 0, tenemos que

lf@)| = —x o x=f(x)=—x x<0
Asi, en cualquier caso, la grafica de f estard entre las rectas y = x y y = —x. Ade-
mads, concluimos que la gréifica de f tocaré esas rectas cuando sen x = = 1, es decir,
cuando x = — /2, @/2, 372, etcétera. Como y = f(x) = x sen x = 0 cuando x =
—ar, 0, 7, 2, etc., conocemos la posicién de las intersecciones-x y la gréfica de f.
Por ultimo, la funcién f es una funcién par [f(—x) = —x sen(—x) = x sen x = f(x)],

de modo que la grafica es simétrica con respecto al eje y. Véase la tabla 5. La figura
27 nos muestra la grifica.

X ‘0 2 T b 27
y: ::70 77'/2 o - >37T/27 é# “
yzsenx : o T, S R

J e e o m o 3m 0

PUNTO EN LA GRAFICADE . (0, 0) (12, m2) (m, 0) G2, —37/2) @2, 0)

Hacer la grifica de y = x sen x, junto con y =x y y = —x, para 0 =< x < 4. De-
terminar los puntos donde y = x sen x toca a y = x. Compare esto con los puntos
donde y = x sen x tiene un punto de retorno (maximo local). Exprese las respuestas
redondeadas a dos cifras decimales.

La figura 28 muestra las graficas de y = xsenx, y = x, y y = —x. Utilizamos TRA-
CE y BOX para ver que y=xsenxtocaay=xen x = 1.57 y x = 7.85. Los pun-
tos de retorno (maximos locales) aparecen justo a la derecha de estos valores, en
x=202yenx="1797.



FIGURA 28

TABLA 6

FIGURA 29
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Si x = 0, la grifica de f(x) = x sen x es una onda seno amplificada y x es el
factor de amplificacién. Podemos obtener otras ondas senoidales utilizando diver-
sos factores. El siguiente ejemplo ilustra un factor de amortiguamiento.

La curva de vibracién amortiguada

f(x) = e *senux, x=0

es importante para muchas aplicaciones tales como el movimiento de las cuerdas
musicales, las oscilaciones de un péndulo y la corriente en un circuito eléctrico.
Haga la gréfica de esta funcion.

La funcién fes el producto de y = e * y y = sin x. Utilizamos las propiedades del
valor absoluto y el hecho de que [sen x| < 1 para ver que

[f&)] = le*senx] =|e™ [sen x| = |e™| = e
i

Asi,

_eAx Sf(x) < e—x
y la gréfica de f estard enire las graficas de y = e ¥y y = —e *. Ademds, la gré-
fica de f tocard estas graficas cuando [sen x| = 1, es decir, cuando x = —@/2, 7/2,
3772, etc. Las intersecciones del eje x y la grafica de f aparecenen x = —m, 0, 7,

247, etc. Véase la tabla 6. La figura 26 muestra la grafica.

x 0 T2 T 372 27
k);='e—'x” L T i i ot
y.=senx 0 1 0 -1 0
flx)=e *senx 0 e~ ™2 0 —eg 3R 0

PUNTO EN LA GRAFICA DE £.:(0,0) (mf2, e7™?) (7, 0) ' (3%/2, —e7_3”/2)

Y —X
y=€
1 B
] \l 31 < 51 N _
o i, 90T < X
_0 12T=—f TN gT 2% . 3'1T>.{
y=—e* y=58€enx
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FIGURA 31

(a) Péndulo

FIGURA 30

"Hacer la gréficade y = e senx, juntocony = e *yy= —e *para 0 < x =< 37,
g J y

Determinar los puntos donde y = ¢ " sen x tocay = e ~*. Compare esto con los pun-
tos donde y = e™* sen x tiene un punto de retorno (maximo local). Exprese las res-
puestas redondeadas a dos decimales.

La figura 30 muestra las grificasdey = e *senx,y = ¢ ¥, yy = —e . Utilizamos
TRACE y BOX para verque y =e¢ *sen xtocaay =e “enx = 7= 157 El
punto de retorno (médximo local) aparece en x = 0.78.

y=€
y=€"sen

Ahora resuelva el problema 21.

Movimiento armoénico simple

Existen muchos fenémenos fisicos que pueden describirse mediante un movimiento
arménico simple. Las ondas de radio, television, de 1a luz y el sonido, y las olas del
mar exhiben un movimiento arménico simple. Incluso las temperaturas maxima y
minima anual en un lugar dado se modelan mediante una ecuacién para el movi-
miento armoénico simple.

La oscilacién de un péndulo, las vibraciones de un diapasén y el bamboleo de
un peso sujeto por un resorte en espiral, también son ejemplos de movimientos vi-
bratorios. En este tipo de movimiento, un objeto oscila hacia uno y otro lados en un
mismo trayecto. En cada una de las ilustraciones de la figura 31, el punto B es la
posicion de equilibrio (reposo) del objeto vibrante. La amplitud de la vibracién es
la distancia desde la posicién de equilibrio del objeto hasta su punto de maximo des-
plazamiento (cualquiera de los puntos A o C de la figura 31). El periodo de un ob-
jeto vibrante es el tiempo que se tarda en completar una vibracién; es decir, el tiempo
que tarda en ir desde, digamos, el punto A a través de B hasta C y regresar a A.

C .. 7 Estirado

(b) Diapasén (c) Resorte
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Movimiento arménico  El movimiento arménico simple es un tipo especial de
simple - movimiento de vibracién en el cual la aceleracion a del objeto
es directamente proporcional al:negativo de su desplazamiento
d desde su posicion de reposo. Es-decir, a .= —~kd, k> 0.

Por ejemplo, cuando la masa que cuelga del resorte de la figura 31(c) es ja-
lada hacia abajo desde su posicién de equilibrio B hasta el punto C, la fuerza del
resorte intenta regresar la masa hasta su posicién de equilibrio. Si no existe fuerza
de friccién* que retarde el movimiento, la amplitud ser4 constante. La fuerza au-
menta en proporcion directa con la distancia hasta donde la masa es jalada desde
su posicién de equilibrio. Como la fuerza crece en forma directa, la aceleracién de
la masa ha de comportarse de la misma forma, debido a que (por la segunda ley del
movimiento de Newton) la fuerza es directamente proporcional a la aceleracién. Asi,
la aceleracién del objeto varia en forma directa con su desplazamiento, y este fené-
meno es un ejemplo de movimiento arménico simple.

FIGURA 32 El movimiento arménico simple se relaciona con el movimiento circular. Pa-
ra apreciar esta relacién consideremos un circulo de radio a con centro en (0,0).
Véase la figura 32. Supongamos que un objeto colocado inicialmente en (a,0) se
mueve en sentido contrario al de las manecillas del reloj, en torno al circulo, con
una velocidad angular constante w. Supongamos ademds que, después de transcu-
Imir un tiempo ¢, el objeto se encuentra en el punto P = (x, y) del circulo. El dngu-
lo 6 en radianes, abarcado por la raya OP en este tiempo ¢ es

0= wt
Las coordenadas del punto P en el instante ¢ son

x=acos 0=acos wt
y =asen 0= g sen wt

A cada posicién P = (x, y) del objeto que se mueve sobre el circulo, le corresponde
el punto Q = (x, 0), llamado proyeccion de P sobre el eje x. Cuando P se mueve
en el circulo con velocidad constante, el punto O se mueve de un lado a otro, entre
los puntos (a, 0) y (—a, 0), a lo largo del eje x, con un movimiento que es armoéni-
co simple. De manera andloga, para cada punto P existe un punto Q' = (0, y), la pro-
yeccion de P sobre el eje y. Cuando P se mueve en el circulo con velocidad cons-
tante, el punto O’ se mueve de un lado a otro, entre los puntos (0, a) y (0, —a), a lo
largo del eje y, con un movimiento que es arménico simple. Asi, podemos describir
el movimiento arménico simple como la proyeccién de un movimiento circular cons-
tante en un eje de coordenadas.

Un objeto que se mueve en un eje de coordenadas de modo que su distancia d al
origen en el instante ¢ estd dada por

AN
%

d=acoswt 0 d=asen wt

donde a y @ son constantes, obedece a un movimiento armoénico simple. El movi-
miento tiene amplitud |a| y periodo 27/ w.

La frecuencia f de un objeto en movimiento arménico simple es el nimero
de oscilaciones por unidad de tiempo. Como el periodo es el tiempo necesario para
una oscilacién, esto implica que la frecuencia es el reciproco del periodo; es decir,

*Si existe friccion, la amplitud disminuye hasta cero al paso del tiempo. Este tipo de movimiento es un
ejemplo de movimiento amortiguado.
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Suponga que el objeto sujeto al resorte en espiral de la figura 31(c) es jalado hacia
abajo hasta una distancia de 5 pulgadas desde su posicién de equilibrio y después
es liberado. Si el tiempo para una oscilacién es de 3 segundos, escriba una ecua-
ci6én que relacione la distancia d del objeto desde su posicién de equilibrio con el
tiempo ¢ {en segundos). Suponga que no existe friccion.

El movimiento del objeto es armédnico simple. Como el objeto se libera en el ins-
tante ¢ = 0 cuando su distancia d a la posicién de equilibrio es de 5 pulgadas, es
més sencillo utilizar la ecuacién

d = acos wt

para describir el movimiento. (;Advierte usted por qué? Para esta ecuacién, cuando
t = 0, entonces d = a = 5.) Ahora, la amplitud es 5 y €l periodo 3. Asi,
a=5y 27—T=Periodo=3 o w=£7z
w 3

Una ecuacidn para el movimiento del objeto es
2
d=5 cos —t
3
Nota: En la solucién del ejemplo 7 hacemos a = 5, lo cual nos indica que la direccién

positiva del movimiento es hacia abajo. Si queremos que la direccién positiva sea hacia
arriba, podemos hacer a = 5.

Ahora resuelva el problema 33.

Suponga que la distancia x (en metros) que un objeto recorre en un tiempo ¢ (en se-
gundos) satisface la ecuacién

x = 10 sen 5¢

(a) Describa el movimiento del objeto.
(b) ¢Cudl es el maximo desplazamiento desde su posicién de equilibrio?
(¢) (Cudl es el tiempo necesario para cada oscilacién?
(d) ;Cuadl es la frecuencia?
soincis Observe que la ecuacién dada es de la forma
d=asen ot <=y
donde a = 10y w = 5.
(a) El movimiento es arménico simple.

(b) El maximo desplazamiento del objeto con respecto de su posicién de equilibrio
es la amplitud: a = 10 metros.

(¢) El tiempo necesario para una oscilacién es el periodo:

Periodo = 27 _ 2w segundos
w 5
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(d) La frecuencia es el reciproco del periodo. Asi,
Frecuencia = f = Zi oscilaciones por segundo.
v

Ahora resuelva el problema 41.

Ejercicio 6.3

En los problemas del 1 al 20 utilice el método de suma de ordenadas para hacer la grdfica de cada funcion.

1. fx)=x+cosx 2. f(x) =x+ cos2x 3. fx)=x—senx
4, fx)=x—cosx 5. f(x) =senx+ cos x 6. f(x) =sen2x + cosx
7. g(x)=senx + sen 2x 8. g(x) =cos 2x + cos x 9. hx) = Vix + sen x
10. h(x) = Vi + cos x 11. F(x) =2 senx — cos 2x 12. F(x) =2 cos 2x —sen x
2
13. f(x) =2 sen wx + cos mx 14. f(x) =2 cos gx + sen %x 15. f(x) = x_2 + sen 2x
T
2
16. f(x) =~ — cos 2x 17. f(x) = || + sen %x 18. f(v) = || + cos mx
T
19. f(x) = 3 sen 2x + 2 cos 3x 20. f(x) =2sen 3x + 3 cos 2x
En los problemas del 21 al 28 haga la grdfica de cada funcion.
21. f(x) = x cos x 22. f(x) =xsen 2x 23. fx)=x*>senx
24. f(x) = x% cos x 25. f(x) = x| cos x 26. f(x) = |x| sen x

27. fx)=e*cos2x,x=0 28, f(x)y=e*sen2x,x=0

i o 7o, En un teléfono por tono cada botén produce un sonido tinico. Ese sonido es la suma de dos
tonos y estd dada por

y=sin2ml y y=sen 2mht Telefono por tono

donde [ y h son las frecuencias alta y baja (ci-
clos por segundo) que aparecen en la figura
anexa. Por ejemplo, si usted oprime 7, la fre-
cuencia baja es [ = 852 ciclos por segundo y la
frecuencia alta es 2 = 1.209 ciclos por segundo.
El sonido emitido al oprimir 7 es

y = sen 27(852)t + sen 27(1209)¢

~ Haga la grifica del sonido emitido al oprimir 7.

697 cictos por seg.

770 ciclos por seg.

Haga la gréfica del sonido emitido al oprimir
la tecla asterisco (*) de un teléfono por tono.

852 ciclos por seg.
Consulte el problema 29.

31, Lo ocwive of 7. Con frecuencia, un
osciloscopio muestra una curva diente de sierra.
Esta curva se puede aproximar mediante curvas

. . . . 941 ciclos por seg.
senoidales de varios periodos y amplitudes.

(a) Haga la gréfica de la siguiente funcion, la cual
se utiliza para aproximar una curva diente
de sierra:

f(x)=%sen2mc+%sen4mc O0=x=2

5> Una mejor aproximacion a la curva diente
de sierra estd dada por 1209 1336 1477

fx) = % sen 27x + % sen 47 + é sen 87 ciclos por seg. ciclos por seg. ciclos por seg.

Haga la grafica de esta funcién para 0 = x =4 y compare el resultado con la gréfica obtenida en la parte (a).
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" (¢} Una tercera y mejor aproximacién a la curva diente de sierra es

f@ =%sen2m+%sen4m+§sen 8mx + %sen 16mx

Haga la gréfica de esta funcién para 0 = x =4 y compare el resultado con las graficas obtenidas en las partes
@y (b).
(d) (,Cual piensa usted que seria la siguiente aproximacion a la curva diente de sierra?

Carg 5 2l 3+ 81 un condensador con carga se conecta cerrando un
1nterruptor (véase la figura), la energfa es transferida a la bobina y después regresa D =
al condensador en un movimiento oscilatorio. El voltaje V (en voltios) que pasa : Interruptor
por el condensador disminuye en forma gradual hasta O con el tiempo .

(a) Haga la gréfica de la ecuacién que relaciona V con t:

V() = e % cos mt 0=st=3

(b) (En qué instante ¢ la gréfica de Vtoca la grifica de y = e 1*? ;En qué instan-
te V toca la grafica de y = —e 197

(c) Haga la grificade V= V(), 0=t = 3.
(En qué instante el voltaje V estard entre 0.1 y 0.1 voltios?

Para los problemas del 33 al 36, suponga que un objeto sostenido por un resorte en espiral es jalado hacia
abajo hasta una distancia a desde su posicion de equilibrio y después es “liberado. Si el movimiento es
arménico simple con periodo T, escriba una ecuacion que relacione la distancia d del objeto desde su
posicion de equilibrio después de t segundos. Suponga ademds que la direccion positiva del movimiento es
hacia abajo.

33. a=35; T=2segundos. 34. a = 10; T = 3 segundos.

35. a=6;T=msegundos. 36.a=4; T = m/2 segundos.

37. Resuelva de nuevo el problema 33 bajo las mismas condiciones salvo que en el instante ¢ = 0, el objeto se encuentra
en su posicion de equilibrio y se mueve hacia abajo.

38. Resuelva de nuevo el problema 34 bajo las mismas condiciones salvo que en el instante ¢ = 0, el objeto se encuen-
tra en su posicién de equilibrio y se mueve hacia abajo.

39. Resuelva de nuevo el problema 35 bajo las mismas condiciones salvo que en el instante ¢ = 0, el objeto se encuentra
en su posicién de equilibrio y se mueve hacia abajo.

40. Resuelva de nuevo el problema 36 bajo las mismas condiciones salvo que en el instante ¢ = 0, el objeto se encuen-
tra en su posicién de equilibrio y se mueve hacia abajo.

En los problemas del 41 al 48 se proporciona la distancia d (en metros) recorrida por un objeto en el
tiempo t (en segundos).

(a) Describa el movimiento del objeto.

(b) ;Cudl es el mdximo desplazamiento desde su posicién de equilibrio?

(c) ¢Cudl es el tiempo necesario para una oscilacion?

(d) ;Cudl es la frecuencia?

41. d=5sen 3t 42. d=4dsen2t 43. d=6cos m 44. d=SCos§t

45. d=—3sen%t 46. d= —2cos2t 47. d=6+2cos2m 48. d=4+ 3senmt

49. Haga la gréfica de la funcién f(x) = (sen x)/x, x > 0. Con base en la grifica, ;qué podria suponerse respecto del valor
de (sen x)/x para x cercana a cero?

Haga la gréifica de y = x sen x, y = x? sen x, = x3 sen x para x > 0. ;Qué patrén observa?
& g y yy p 6 p

e 1 1 1 < .
Gréificay = —senx, y = — senx,y y = —3 sen x para x > 0. ;Qué patrén observa?
x x x

(Cémo explicarfa a un amigo lo que es el movimiento arménico simple?
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//ISION POSIBLE

Capitulo 6

Su empresa consultora ha organizado unas vacaciones en Cabo Cod para todos los empleados. (In-
cluso en una empresa consultora se toman vacaciones.) En esas vacaciones usted planea ir a pescar
a la bahia de Cabo Cod. El capitan del Madame B le indica que debe estar en el embarcadero el
jueves en la mafiana, durante la marea alta. Después de colgar el teléfono entre sus empleados se
preguntan cudndo ocurrird la marea alta y, en vez de llamar de nuevo al capitén, usted decide utili-
zar toda su capacidad para determinar la respuesta.

1. Usted sabe que el intervalo entre una marea alta y la marea baja es casi de 6 1/4 horas. Sabe también que
la marea alta de hoy (lunes) ocurrié a las 3 a.m. ;En qué momento ocurrird la marea alta el jueves por la
mafiana?

2. (Por qué el bote de pesca deberd salir del embarcadero en la marea alta?

3. Cuando usted visito la bahia en la marea alta observ$ marcas en los postes que indicaban la altura del agua.
La profundidad es de 13.5 pies en la marea baja y de 15 pies en la marea alta. De pronto, usted compren-
de que tiene la informacién suficiente como para hacer un bosquejo de la grifica de las mareas y ofrecér-
selo al capitdn. Trace una grifica senoidal que muestre la altura del agua en el poste, comenzando con la
marea alta del lunes a las 3 a.m. y llegando hasta la marea alta del jueves por la mafiana. ;Cudntas mareas
altas ocurrirdn entre las 3 a.m. del lunes y las 3 a.m. del jueves?

4. ;Cudl serfa la ecuacion de esta grafica considerando la amplitud, la frecuencia y cualquier tipo de corri-
miento? ;Seria mds sencillo utilizar una funcién seno o una coseno?

5. Las mareas alta y baja no son tan regulares como podria indicar la férmula. ;Cudles factores podrian afec-
tar la altura de las mareas?

6. Cuando el capitdn regresa al embarcadero deja cierta cantidad de cable sobrante antes de asegurar el bote a
los postes. jPor qué? ;Qué podria ocurrir si no lo hiciera?

91
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Las grdficas de
y =tan x, y = CsC X,
y=sec X,y
y = cot x

TABLA 7

FIGURA 33
y = tan x,
—ql3 =x=< a3

Graficas de las funciones trigonométricas

La grafica de y = tan x

.

Como la funcién tangente tiene periodo 7, s6lo debemos determinar la gréfica en un
intervalo de longitud 7. El resto de la gréfica consta de repeticiones de ese intervalo.
Como la funcién tangente no estd definida en . . ., —3@/2, — /2, w/2, 37/2, ...,
nos concentraremos en el intervalo (— /2, 7/2), de longitud 7y construimos la tabla
7, la cual enumera algunos puntos sobre la gréfica de y = tan x, — /2 <x < /2.
Como antes, trazamos los puntos de la tabla y los unimos mediante una curva suave.
Véase la figura 33, con una gréfica parcial de y = tan x, donde —#/3 = x =< 7/3.

x y=tanx (x;5)
— /3 V3= -173 (—7/3, ~V3)
— /4 -1 (— 4, —1)
— 76 V33 =058 (=76, —\V/3/3)
0 0 ©, 0)
7l6 V313 =0.58 (ml6, V'3/3)
al4 1 (w4, 1)
l3 V3 =173 (713, V3)
y
v *(Z,43)
L G
\/_3_ = e, T 3
3 (550
H [ 1 1 - [ 1 1 i
m m m.m [ R "
2 3 4 8 68 4 3 2
5
T-Z)e-5F
C5-Ne —F
T -B)e It

Para completar la gréfica de y = tan x, debemos analizar el comportamiento
de la funcién cuando x tiende a —#/2 y #/2. Sin embargo, hay que tener cuidado
pues y = tan x no estd definida en estos niimeros. Para determinar dicho compor-
tamiento utilizamos la identidad

s€n x

tan x =
cos x
Si x esté cerca de 7/2 pero sigue siendo menor, entonces sen x estard cerca
de 1 y cos x serd positivo y cercano a 0. (Consulte las gréficas de las funciones seno
y coseno.) Por lo tanto, el cociente (sen x)/(cos x) serd positivo y grande. De he-
cho, si x estd mas cercano a 71/2, sen x se acerca a 1 y cos x se acerca a 0, de modo
que tan x tiende a oo. En otras palabras, la recta vertical x = 77/2 es una asintota ver-
tical de la grafica de = tan x.
Si x es cercano a — 7r/2 pero sigue siendo menor, entonces sen x se acerca a
—1y cos x seré positivo y cercano a 0. Por lo tanto, el cociente (sen x)/(cos x) tiende
a —eo. En otras palabras, la recta vertical x = —7/2 también es una asintota verti-
cal de la gréfica.
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Con estas observaciones podemos completar un periodo y obtener la grifica
de y = tan x repitiendo este periodo, como nos muestra la figura 34.

FIGURA 34

y=tan x, —oo < x <eo,

x distinto de los miltiplos impares
de 7/2

nld o

2oieqeis Haga la grafica de y = tan x y compare el resultado con la figura 34.
Utilice TRACE para ver lo que ocurre cuando x se acerca a 7/2 pero sigue siendo
menor. Aseglirese de establecer un rango adecuado.

La grafica de y = tan x ilustra algunos de los hechos ya conocidos acerca de
la funcién tangente:

Caracteristicas 1. El dominio es el conjunto de todos los niimeros reales, excepto los miltiplos impares
de la funcién tangente | ¢ ™2

2. El rango consta de todos los mimeros reales.

3. La funci6n tangente es una funcién impar, como nos muestra la simetrfa de la gréfica con
respecto al origen.

4. La funcién tangente es periédica, con periodo .

5. Las intersecciones-x son . .., —2m, —m, 0, 7, 2, 3m, . . . ; la interseccién-y es O.

6

. Las asintotas verticales ocurren en x = . . ., —37/2, —7/2, /2,372, . . ..

Ahora resuelva los problemas 1 y 9.

Haga la graficade y = tan(x + %)

Comenzamos con la gréfica de y = tan x y la recorremos en forma horizontal a la
izquierda en 7/4 unidades. Véase la figura 35.

FIGURA 35

T
=tan|x +—
i
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Verifienidn. Haga la gréfica de y = tan(x + %) y compare el resultado con la
figura 35. 2

Ahora resuelva el problema 11.

Las graficas dey = csc x, y = sec x, y
y =cotx

Las gréficas de las funciones cosecante y secante, conocidas como funciones reci-
procas, se hacen con la ayuda de las identidades reciprocas

CSC X = y secx=

sen x COS x

Por ejemplo, el valor de la funcién cosecante y = csc x en un nimero dado x
es igual al reciproco del valor correspondiente de la funcién seno, siempre que este
ultimo valor no sea igual a 0. Si el valor de sen x es 0, entonces, en ese punto x, la
funcién cosecante no estd definida. De hecho, la gréfica de la funcion cosecante tie-
ne asintotas verticales en los multiplos enteros de 7. Véase la grafica en la figura 36.

FIGURA 36

y = csc x, —oo < x < oo, x distinto de
los multiplos enteros de , |y} = 1

y=senx

>
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Haga la grafica de y = csc x y compare el resultado con la figura 36.
Utilice TRACE para ver lo que ocurre cuando x es cercano a cero.

Haga la graficade y = 2 csc(x — 7/2), —m < x = .
La figura 37 muestra los pasos necesarios.

Haga la gréfica de y = 2 csc(x — 7/2) y compare el resultado con la

figura 37.

Podemos utilizar la idea de los reciprocos para obtener de manera andloga la
grafica de y = sec x. Véase la figura 38.
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y=2¢sC (Xx—3)
FIGURA 38 4 q i
y = sec x, —oo < x < oo, x distinto de : A .
=1 g '
I |
| |
I |
: ]
|

TABLA 8
x y=-cotx
wl6 V3
74 1
af3 V33
a2 0
203 —V33
3m4 -1
5m6  —~\V3

Las graficasdey =tan x, y =cscx, y =secxyy=cotx 95

FIGURA 37 y
4 :
,A‘ 2 B i
1+ 1
1 ] 1 | 1 |
- m 2w X - 0 i 2m X
=1r -1
Alargamiento
y=CsCx vertical
¥=2CsC X
y
2 o
1 f—
| | ]
- 0 o 2w X
_1 -
-2
Corrimiento hbrizontal
unidades 7 a la derecha

S
(6, \/3) . . .
(74, 1) Obtenemos la gréfica de y = cot x del mismo modo en que obtuvimos la de
(m/3, \/3/3) y = tan x. El periodo de y = cot x es 7. Como la funcién cotangente no esta definida
(72, 0) s .
Q3 —\/313) para multiplos enteros de 7, nos concentraremos en el intervalo (0, 7). La tabla 8
@Bnl4, —1) enumera algunos puntos sobre la grifica de y = cot x, 0 < x < #. Cuando x tiende

(576, ~V3) 30 pero es mayor que 0, el valor de cos x serd cercano a 1 y el valor de sen x serd
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positivo y cercano a 0. Por lo tanto, el cociente (cos x)/(sen x) serd positivo y grande,
de modo que cuando x tiende a 0, cot x tiende a . De manera andloga, cuando x
tiende a 7 con valores menores que 77, €l valor de cos x serd cercano a —1 y el valor
de sen x serd positivo y cercano a 0. Por lo tanto, el cociente (cos x)/(sen x) = cot x
serd negativo y tenderd a —eo cuando x tiende a 7. La figura 39 muestra la grafica.

FIGURA 39 /)

y = ¢ot x, —oo < x < oo, x distinto de
los multiplos enteros de

T, —oo <Ly << oo

l\)!I:] -
o
IE

1
1
1
1
I
[
I
!
!
|
3w -
I
1
1
1
i
[
1
i

Haga la grafica de y = cot x y compare el resultado con la figura 39.
Utilice TRACE para ver lo que ocurre cuando x es cercano a cero. i

Ejercicio 6.4

1. ;Cudl es la interseccién-y de y = tan x?
2. (Cudl es la interseccién-y de y = cot x?
3. (Cudl es la interseccién-y de y = sec x?
4. (Cudl es la interseccion-y de y = csc x?
5. ;Para cuéles nimeros x, —27r = x =< 2, ocurre que sec x = 17 ;Qué puede usted decir en el caso de que sec x =—17?
6. ;Para cuéles niimeros x, —27 = x = 27, ocurre que csc¢ x = 1?7 ;Qué puede usted decir en el caso de que ¢sc x =17
7. ¢Para cudles nimeros x, —27 = x = 2, ocurre que la grifica de y = sec x tiene asintotas verticales?
8. ;Para cudles nimeros x, —27 = x =< 27, ocurre que la grafica de y = csc x tiene asintotas verticales?
9. ¢Para cudles nimeros x, —27 = x = 27, ocurre que la grfica de y = tan x tiene asintotas verticales?
10. ;Para cudles nimeros x, —27 = x =< 27, ocurre que la gréfica de y = cot x tiene asintotas verticales?

En los problemas del 11 al 14 relacione cada grdfica con una funcién.

A.y= —tanx B.y= tan(x + 121'_) C.y=tan (x +m D. y= —tan(x - %)
1L y 12. y

! I I

[ { i

{ 1 1

| 1 1

1 1 1

1 | I

i I [

i [ [

. I I i

| 1 i { | |
- S T X _m! s ™ X

2 2 ! 21 21!

1 1 1

1 i t

1 1 [

1 | {

{ I {

I I 1

I ! 1

g 1 1
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13. y 14. oy
: : :
I 1 i
I 1 I
I | I
I { i
[ [ t
| | :
! L : X ] I )
1 T [
-3 H \ « 1571 Tﬁr} A
f t I
i I I
| I i
I i I
I 1 f
I A i
i 1 i
En los problemas del 15 al 30 haga la grdfica de cada funcidn.
15. y= —secx 16. y= —cotx 17. y= sec(x - g) 18. y=cscx—m
19. y=tan(x — m 20. = cot{x — m 21. y=3tan 2x 22. y=4tan %x
23. y=sec2x 24, y=csc %x 25. y=cot 7x 26. y = cot2x
27. y = —3 tan 4x 28. y= —3tan2x 29. y=2sec %x 30. y=2sec3x

31, oo e el EROCLEIDUSS I EI . Una escalera de longitud L
se carga en forma horlzontal y debe pasar por la esquma de un corredor
de 3 pies de ancho hacia otro corredor que tiene 4 pies de ancho. Véase
la ilustracién. '

(a) Muestre que la longitud L de la escalera dada como funcién del dngu-
lo fes

L=3sec@+4cscd
(b) Haga la graficade L, 0 < § < g

* Haga la grdficade L, 0 < 8 < g ;Dénde alcanza L un minimo?

(@) ;Cudl es la longitud de la escalera méds grande que puede pasar por
la esquina? ;Por qué también es éste el valor mfnimo de L?

Haga la gréfica de
y=tanx y y= —cot(x-i—%)

(Cree usted que tan x = —cot(x + %)'7

Funciones En la seccién 2.5 analizamos las funciones inversas y observamos que si una fun-
15 ‘ A4 ci6én es uno a uno, entonces tiene una inversa. También observamos que si una fun-
frigonomeétricas - ’ . o > q

. ¢ién no es uno a uno podriamos restringir su dominio de manera adecuada, de mo-
Inversas do que la funcién restringida sea uno a uno. En esta seccién utilizaremos estas ideas

para definir las funciones trigonométricas inversas. (Tal vez desee repasar la sec-
cién 2.4 en este momento.) Comenzaremos con la inversa de la funcién seno.

La funcion seno inverso

En la figura 40 reproducimos la gréfica de y = sen x. Como toda recta horizontal
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FIGURA 40

y=senx, —eo<x<oo, —l=y=1

FIGURA 41

y=senx, ~ml=x=m/2, -1=y=1

Funcién seno inverso

y = b, donde b estd entre -1 y 1, corta a la grifica de y = sen x una infinidad de
veces, se deduce que la funcién y = sen x no es uno a uno.

~ N et
- N i /
2

ﬂ\\aj/ i
2

Sin embargo, si restringimos el dominio de y = sen x al intervalo [—#/2, 7/2],
la funcién restringida

X

1
E]
/
ooy
o
[NER

T

2 2

€s uno a uno, y por lo tanto, tendra una inversa.* Véase la figura 41.

y = sen x, -

[STE= RN

oy
T

NII:] [
|

It 1 =
>

i y =sen~!x significa x=seny
3 (1)
‘ donde —

S
A
<2
A
|
«
|
IA
=
IA

Como y = sen! x significa que x = sen y, leemos y = sen™ 1x como “y es ¢l
dngulo cuyo seno es igual a x”. O bien, “y es el seno inverso de x”. Tenga cuidado
con la notacién utilizada. El superindice —1 que aparece en y = sen”lx no es un ex-
ponente, sirve para recordarnos el simbolo f~! utilizado para denotar la inversa de
una funcién f. (Para evitar esta notacién algunos libros utilizan y = arcsen x en vez
dey =sen"!x)

Con base en el analisis general de las funciones y sus inversas (seccién 2.5),
tenemos los siguientes resultados:

*Aunque existen muchas otras formas de restringir el dominio y obtener una funcién uno a uno, los
matemadticos han acordado un uso consistente del intervalo [—w/2, /2] para definir la inversa de
y = sen x.



FIGURA 42
y=sen lx, —1=sx=1,
— 2=y =q/2

FIGURA 43
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donde

-1 = _£< <_.71
sen sen u) — u =u=
( ) > >

sen(sen~! vy =v  donde —l1=v=1

Examinemos la funcién y = sen™! x. Su dominio es —1 =< x =< 1 y su rango
—1/2 <y < /2. Podemos obtener su grifica mediante una reflexién de la parte

adecuada de la grafica de y = sen x con respecto de la recta y = x, como nos mues-
tra la figura 42.

XT {1, 5) y=x
8
| | 1 1
T 1 T X
2 2
_1 {
_
Sy 2]
Jorifieorise- Haga la gréfica de y = sen™ lx y compare el resultado con la figura 42.

Para algunos nimeros x es posible determinar el valor exacto de y = sen™! x.

s

i crieve e mbey slo frener Fiave od oS g s

Determinar el valor exacto de sen™! 1.

Sea 8 = sen~! 1. Entonces, buscamos el dngulo 6, —7/2 < 8 < 7/2, cuyo seno es
igual a 1:

6=sen!1, ~T<g<T
‘sen 5 >
™ v

6=1 = O o et
sen , 5 5

La figura 43 muestra que el tdnico angulo 6 dentro del intervalo [— 7/2, 7/2] cuyo
seno es 1, es /2. (Observe que sen(57/2) también es igual a 1, pero 57/2 esta
fuera del intervalo [— /2, 7/2] y por lo tanto no es admisible.)

n
[NIE]
3
©
3

ey
2

“—5<8<

1]
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Concluimos que

De modo que

sen11=2
2

Ahora resuelva el problema 1.

Determinar el valor exacto de sen_l(\/§/2).

Sea 8 = sen_l(\/g/ 2). Entonces, buscamos el dngulo 6, —7/2 = 6 = 7/2, cuyo seno
es igual a V372:

3 T T

o= -1 2= —_— ==
sen 5 3 5
sen0=£, —ESOSE
2 2 2

La figura 44 muestra que el dnico dngulo @ dentro del intervalo [—/2, 7/2] cuyo
seno es V/3/2 es /3. (Observe que sen(27/3) también es igual a V3/2, pero 27/3
estd fuera del intervalo [—#/2, #/2] y por lo tanto no es admisible.)

FIGURA 44

’H ™
<—-——2§6§2—>

Concluimos que

De modo que

Determinar el valor exacto de sen_l(—%).

Sea 0 = sen‘l(—%). Entonces, buscamos el dngulo 6, —7/2 = 6 = 7/2, cuyo seno

es igual a —%:
1
o=sen™(—=), -
sen ( 2)

1
6 - 2
sen 5

A
DD
IA

1A

>

IA
(SEEIEE

STERESTE



(a) Teclas

oprimidas:* E] E SHIFT l

Pantalla:

(b) Teclas

oprimidas:

Pantalla:
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(Consulte la figura 44, en caso necesario.) El dnico 4dngulo dentro del intervalo
[—a/2, /2] cuyo seno e —% es — /6. Asf,

De modo que

Ahora resuelva el problema 3.

Para la mayor parte de los nimeros x hay que aproximar el valor de y = sen™ 'x me-
diante una calculadora. Algunas calculadoras utilizan una dnica tecla con la leyenda

l sen”! ’ 0 | arcsin J En otras hay que oprimir la tecla 0 , y después

la tecla , para evaluar la funcién seno inverso.

Determinar el valor aproximado de
(a) sen '1 (b) sen~!'(—)H

Como queremos medir el dngulo en radianes, primero hacemos que la calculadora
utilice el modo en radianes.

sen

| 0.3333333 | 03398369

Asf, sen”! } =~ 0.34.

sen

| —0.25 —0.2526802

Asf, sen~I(—5) =~ —0.25.

Ahora resuelva el problema 13.

Funcion coseno inverso

En la figura 45 reproducimos la gréfica de y = cos x. Como toda recta horizontal
y = b, donde b estd entre ~1 y 1, corta a la gréfica de y = cos x una infinidad de
veces, esto implica que la funcién y = cos x no €s uno a uno.

*En algunas calculadoras, primero se oprime y luego se introduce el valor . Consulte

la sucesi6én correcta en el manual del usuario.
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FIGURA 45 FIGURA 46
y=cCosx, —oo <y <oo, —1 =y=1 y=cosx,0=sx=m—-1=y=1
y
(0, 1)

Funcién coseno inverso

FIGURA 47

y=cos iy —1=x=1,0=sy=7

y M
] / ! /\4 ™ I
iy
2 kN

L1595
roId L
B
>

T 3m 2m 5 X 0
1 - /T AN

-1+

(m-1)

Sin embargo, si restringimos el dominio de y = cos x al intervalo [0, 7], la
funcioén restringida

Yy = COS X, O=x=xw

€S uno a uno, y por lo tanto, tendrd una inversa.* Véase la figura 46.
La funcién inversa es el coseno inverso de x y se simboliza como y = cos™! x
(o por y = arccos x). Asi,

: y=cos" ! x significa x = cosy

donde O0=y=w y —-1=x=1

@

En este caso, y es el dngulo cuyo coseno es x. El dominio de la funcién
y=cos ! xes —1=x=1yel rango 0 <y =< 7. Podemos obtener su grifica
mediante una reflexién de la parte restringida de la grafica de y = cos x con res-
pecto de la recta y = x, como nos muestra la figura 47.

(0, 1)

(m, 1)

cign: haga la gréfica de y = cos™!

x 'y compare el resultado con la figura 47.

*Esta es la restriccion aceptada por lo general para definir la inversa.



FIGURA 48
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En general,

donde O0=u=m
donde

cos ™ I(cos u) = u,

cos(cos™! v) = v, -1=vy=1

Determinar el valor exacto de cos—-10.

Sea 6 = cos™! 0. Entonces, buscamos el dngulo 6, 0 < § < 7, cuyo coseno es
igual a O:
O=0=7

O=60=rw

6 =cos !0,
cos 6=0,

La figura-48 muestra que el tinico dngulo 6 dentro del intervalo [0, 7] cuyo coseno
es 0, es /2. (Observe que cos(37/2) también es igual a 0, pero 371/2 estd fuera del
intervalo [0, 7] y por lo tanto no es admisible.)

|

S|

|

1

o
g -

T 3 2T 5
)i ™

Concluimos que

De modo que

cos 10=—

AE |

Determinar el valor exacto de cos_l(\/E/Z).

Sea 8= cos“l(\/i/ 2). Entonces, buscamos el dngulo 6, 0 < 6 = , cuyo coseno
es igual a \V2/2:

0—008_1—2—, O0=0=nrn
cos@———%, O=f0=<m

La figura 49 muestra que el tnico 4dngulo € dentro del intervalo [0, 7] cuyo coseno
es \/5/2, es /4.



104  Graficas de las funciones trigonométricas

FIGURA 49
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Concluimos que

De modo que

Determinar el valor exacto de cos_l(—-%).
Sea 0= cos‘l(—%). Entonces, buscamos el dngulo 0, 0 = 0§ = 7, cuyo coseno es
igual a —1:
0 = cos~1(—D), 0=<0<mw
cos = —1, 0=0<m
(Consulte la figura 49, en caso necesario.) El tinico dngulo dentro del intervalo
[0, 7] cuyo coseno es —% es 271/ 3. Asi,

De modo que

Funcién tangente inversa

En la figura 50 reproducimos la grifica de y = tan x. Como toda recta horizontal
corta a la grdfica una infinidad de veces, esto implica que la funcién tangente no es
uno a uno.

FIGURA 50 Y
y =tan x, —oo. < x < oo, x distinto |
de los muiltiplos impares.de —

2, —oe <y <oo

5T A

2

NIE]

Sk
~lg

I
I
I
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1
1
i
] ]
T
I
I
I
I
i
|
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|




y=tanx, —m/2 <x < 7/2,
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Sin embargo, si restringimos el dominio de y = tan x al intervalo (— /2, 7/2),*
la funcién restringida

y = tan x,

v w
2 505

€s uno a uno, y por lo tanto, tendrd una inversa. Véase la figura 51.

FIGURA 51 y

—oo <y < oo

T3]

-1+

La funcién inversa es la tangente inversa de x y se simboliza como y = tan ™!
x (0 y = arctan x). Asf,

Funcién tangente inversa

y=tan"lx

significa x =tany 3)

donde —g<y<—77— y —eo<x< oo

2

En este caso, y es el dngulo cuya tangente es x. El dominio de la funcién y =
tan"! x es —oo < x < ooy el rango —w/2 <y < 7/2. Podemos obtener su grafica
mediante una reflexién de la parte restringida de la gréfica de y = tan x con respecto
de la recta y = x, como nos muestra la figura 52.

y=tanx

[
[
[
i

FIGURA 52

y=tan"!x, —oo < x < oo, | Y

—m2 <y < w2 {
R ™
:‘ 2
{ 1

{

i

-7

]
-1

*Esta es la restriccion aceptada por lo general.

]

SUUSHUSPURNY T | (S

haga la grafica de y = tan™ ! x y compare el resultado con la figura 52.
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En general,
T T
tan " (tan u) = u, donde ——<u<—
2 2
tan(tan™! v) = v, donde —eo<y<oo

Determinar el valor exacto de tan™? 1.

Sea § = tan~! 1. Entonces, buscamos el dngulo 6, —7/2 < 6 < 7/2, cuya tangente

es igual a 1:
f=tan1l, —C<g<Z
an 2 2
tan 8 = 1, —£<(9<E
2 2

Consulte la figura 51. El dnico dngulo 8 dentro del intervalo (— /2, 7/2) cuya tan-
gente es 1, es 7/4.
Concluimos que
o="
4

De modo que

tan~11=2
4

Determinar el valor exacto de tan"l(—\/g).

Sea 6 = tan~!(—V/3). Entonces, buscamos el dngulo 6, — /2 < 8 < 7/2, cuya
tangente es igual a -V3:

0=tan"(-V3), ——Z<g<Z

2 2

tan 6= —V3 T < Z
an 2 B

Consulte de nuevo la figura 51. El dnico dngulo 6 dentro del intervalo (— /2, 7/2)
cuya tangente es —V3es — /3. Asi,

De modo que

tan~1(—V/3) = —137—

Ahora resuelva el problema 5.
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Determinar el valor exacto de sen[cos_l(\/g/ AR

Sea 6 = cos’l(\/§/2). Buscamos el dngulo 8, 0 = § < 7, cuyo coseno es igual

aV3/2:
V3

COSGZT, 0=60=m

K
6="=
6

Entonces

V3 _
sen|cos '—— | = sen § = sen —
2 6 2

Determinar el valor exacto de cos[tan™ !(—1)].
Sea # = tan~!(—1). Buscamos el angulo 6, —7/2 < 6 < @1/2, cuya tangente es

igual a —1:
tan 6 = —1, ——77«<0<g

ks
o=—,
4

V2

Entonces
tan~}{(~1)] = 0= -
cos(tan™ *(—1)] = cos cos( 4 ) 2

Determinar el valor exacto de sec(sen™ ! %).
Sea 6 = sen™! % Buscamos el dngulo 8, —7/2 < 6 = 71/2, cuyo seno es igual a %

0=—,
sen > 5

Entonces
a

se:c(sen_1 l) = sec 0 = sec
2 6

ﬁ‘“
[6%]
W

Ahora resuelva el problema 25.
No es necesario determinar el dngulo para resolver problemas como los que

aparecieron en los ejemplos 10, 11 y 12.
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Determinar el valor exacto de sen[tan™! ).

Sea 6 = tan ! % Entonces tan 6 = %, donde —7/2 < 6 < @/2. Como tan 8 > 0, es-
to implica que 0 < 6 < 7/2. Ahora, en la figura 53, trazamos un tridngulo en el cua-
drante adecuado, el cual muestra que tan § = % Podemos determinar con facilidad
la magnitud de la hipotenusa de este tridngulo, que es V5. Por lo tanto, el seno de
Ges 1/\/5, de modo que

sen(tan’1 %) =sen 6= L ﬁ

Vs s
FIGURA 53 v

— 1
tan 6 = 3

6 C

Determinar el valor exacto de tan(cos™* ).

Sea 6 = cos 1 % Entonces cos 6 = %, donde 0 = 6 < 7. Como cos 8 > 0, esto im-
plica que 0 = 6 = 7/2. Observemos el tridngulo en la figura 54. El lado opuesto al
dngulo 9 mide V8 = 2V2. Asi,

tan(cos ! 1) = tan 6 = 2V2
FIGURAS4

=1
cos =3

o (1,242)

22

A\ =

Determinar el valor exacto de cos[sen“l(—%)].

Sea 8 = sen‘l(—%). Entonces sen 6 = —% y —7m/2 = 8= /2. Como sen § <0,

esto implica que—7/2 = @ = 0. Con base en la figura 55, concluimos que

cos|isen"1<—%>] =cos 0= 23ﬁ
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FIGURASS Vv
sen 0 = —% D
Yo L X
3 1
[ ]
(2V2,-1) -
FIGURA 56 R ' 11
cos B = — % Determinar el valor exacto de tan[cos™ '(—3)].
(-1, 242) Y
[
Sea 0 = cos‘l(—%). Entonces cos 6 = —% y 0= 6= 7 Como cos 6 <0, esto im-
plica que 7/2 = 6 = 7. Con base en la figura 56, concluimos que
T 3 tan[cos”(—%)] =tan § = 2_—\/15 =-2V2

Ahora resuelva el problema 39.

14

Muestre que sen(tan™! v) = ————
q ( 1+ 2

Sea 6 = tan" ! v de modo que tan 6 = v, —m/2 < § < 7r/2. Existen dos posibili-
dades: —7/2 <0< 000=0<7/2.510 =< 0 < 7/2, entonces tan § = v = 0. Con
base en la figura 57, concluimos que

sen(tan~! v) = sen = ——I——VVT—Z
v

Si —7/2 < § <0, entonces tan § = v < 0. Con base en la figura 58, concluimos que

sen(tan™! v) = sen § = 1—V+v5
FIGURA 57 FIGURA 58
v>0 v<0
y
o(1,v) Y 1
1447 o - x
| v
*e ,_ 1 + v2
1 X °
(1,v)
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Otra forma de resolver el ejemplo 17 utiliza las identidades fundamentales. Si
§=tan"' v, entonces tan 6 = vy —7/2 < 6 < 7/2 6 < 7/2, igual que antes. Co-
mo resultado, sabemos que sec §> 0. Asf,

) = e 6= cos @ e_tane___t%_ v
sen(tan™! v) = sen 6 = cos ftan 0 ="~ =TT o g = T L2

1+v

Ahora resuelva el problema 57.

Las demas funciones trigonométricas
inversas

Las funciones cotangente inversa, secante inversa y cosecante inversa se definen
como sigue:

y =cot™!x significa x=coty 4
donde —wo<x<eo y O0<y<m

y=sec”'x significa x=secy ©)
donde [x=1 y OSySﬂ',y#—;I

y =csc”! x significa x=cscy (6)
donde [x|=1 y ;ZZT—SyS%,yJEO

La mayor parte de las calculadoras no tienen teclas para evaluar estas funcio-
nes trigonométricas inversas. La forma mds sencilla de evaluarlas es convertirlas en
una funcién trigonométrica inversa con un rango igual al de la original. A este res-
pecto, observe que y = cot™! x y y = sec” ! x (excepto cuando no estén definidas)
tienen el mismo rango que y = cos™! x, mientras que y = csc”! x (excepto cuando
no estd definida) tiene el mismo rango que y = sen”! x.

Utilizar una calculadora para aproximar con dos cifras decimales:
(a) sec™! 3 (b) csc”(—4) (c) cot™!3 (d) cot™{(—2)

Antes que nada, la calculadora debe trabajar en modo de radianes.
(2) Sea § =sec™! 3. Entonces sec =3y 0= 0=, 0+ 7/2. Asi, cos § = % y

sec”!3=0=cos i~ 123
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cotd=4o<o<mw
Yy
e(1,2)
5 2
e
1 X
FIGURA 60
cot@=—-2,0<0<m
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Ejercicio 6.5

En los problemas del 1 al 12 determine el valor exacto de cada expresion.

1. sen™'0
5. tan"!Q
9. tan~' V3
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(b) Sea 6 =csc”!(—4). Entonces csc 0= —4, —mw2=0=m/2, 8+0. Asi,
sen0=—1y

csci(—4)= 9= sen“l(—i) ~ —0.25

(c) Sea 6= cot™! % Entonces cot 8 = %, 0 < 0 < . Estos hechos indican que festa

en el cuadrante I. Trazamos la figura 59 como ayuda para determinar cos 6. Asf,
cos 0=1/V50<6<ay

cot ! %= = cos™! _\;—5 ~ 1.11

(d) Sea 8= cot™!(—2). Entonces cot 8 = —2, 0 < # < . Estos hechos indican que
0 estd en el cuadrante II. Trazamos la figura 60 como ayuda para determinar cos 6 =
—2NV5, @W2<6<my

cot™1(—=2) = 0@ = cos! 2\ 2.68
Vs

. Ahora resuelva el problema 67.

2. cos™h1 3. sen”!(—1) 4. cosIi(—=1)
6. tan~'(—1) 7. sen”! 72 8. tan—! %
10. sen1<—%§‘> 11. cos“(—%) 12. sen‘%—%)

En los problemas del 13 al 24, utilice una calculadora para determinar el valor aproximado de cada
expresion, redondeado a dos cifras decimales.

13. sen10.1

17. cos™'}

21. sen 1(70.12)

14. cos™1 0.6 15. tan"!5 16. tan 102
18. sen~! % 19. tan"4—0.4) 20. tan"!1(—3)
22. cosTl(—0.44) 23. cos~! % 24. sen! %

En los problemas del 25 al 46 determine el valor exacto de cada expresion.

25, cos(sen’1 %)

1
29. 1=
sec(cos 2)
33. sen[tan”!(—1)]

1
37. t 1=
an(sen 3 )

41. cot{sen”(—%

26. sen(cos_lé) 27. tan[cos%—%}] 28.

ol )

30. cot[sen’ 1( —%)] 31. csc(tan™! 1) 32. sec(tan~! V3)
34. cos[sen”(—ﬁ)] 3s5. sec[sen‘l(—l)] 36. csc[cos‘1<—ﬁ>]
2 2 2
L o1 )
38. tan(cos 3 ) 39, sec(tan 2) 40. cos(sen 3 )
42. cscftan~1(—2)] 43, sen[tan”!(—3)] 44, cot{cos_ 1( —?)]
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45,

sec(sen‘I

2\5/5)

1
46. tan~ ! —
CSC( an 2)

En los problemas del 47 al 56, utilice una calculadora para aproximar el valor de cada expresion,

redondeado a dos cifras decimales.

47.

51.

55.

57.
59.
61.
63.
65.

sen~!(tan 0.5) 48. cos”!(tan 0.4)
cos” !(sen 1) 52. tan (cos 1)

tan"(sen -;1) 56. tan”(cos %)
Muestre que sec(tan™! v) = V1 + 2, 58.

Muestre que tan(cos™ v) = V1 — v¥v. 60,
Muestre que cos(sen™! v) = V1 — 2 62.

Muestre que sen” ! v + cos™! v = /2. 64.

Muestre que tan~! 1/v = /2 — tan" L v.  66.

49. tan~!(sen 0.1) 50. tan~!(cos 0.2)

53. sen“(tan —871) 54, cos‘1<sen %)

Muestre que tan(sen™! v) = V1 =2
Muestre que sen(cos™! v) = V1 =2
Muestre que cos(tan™! v) = 1NV1+ 2
Muestre que tan~! v + cot™! v = /2.

Muestre que cot™! ¢¥ = tan"! e V.

En los problemas del 67 al 78, utilice una calculadora para aproximar cada expresion, redondeada a dos
cifras decimales.

67.
71.
75.
79.

sec 14 68.
csc™H(—3) 72.
cseH(—3) 76.

csc 15

cot™(—3)
sec™!(—%)

La rueda de transmisién de un motor mide 13 pulgadas de didmetro y la polea en la bomba rotatoria mide 5 pulgadas
de didmetro. Si los ejes de la rueda de transmisién y de la polea estdn separados por una distancia de 2 pies, ;qué
longitud de banda es necesaria para unirlos como muestra la siguiente figura?

69. cot™!2 70. sec”1(—3)
73. cot™(—V5) 74. cot™l(—8.1)
77, cot™i(—3) 78. cot™{(—V10)

2.5 pulgadas



81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.

¢ Para cudles nimeros x ocurre que sen(sen” ! x) = x?

(Para cudles nimeros x ocurre que cos(cos ' x) = x?

¢Para cudles nidmeros x ocurre que sen” !(sen x) = x?

(Para cuiles nimeros x ocurre que cos™'(cos x) = x?

Trace la grafica de y = cot™! x.

1

Trace la grifica de y = sec™* x.

1

Trace la grifica de y = csc™ ! x.

El Monte Cadillac, con altura de 1 530 pies, se lo-
caliza en el parque nacional de Acadia, Maine,
y es el pico mds alto en la costa este de Estados
Unidos. Se dice que una persona parada en la
cumbre serfa la primera de Estados Unidos en
ver los rayos del Sol al amanecer. ;Cudnto tiempo
antes verd una persona en la cima del Monte
Cadillac los primeros rayos del Sol, con respecto
de una persona parada en linea recta debajo de
ella, pero al nivel del mar? [Sugerencia: Consulte
la figura. Cuando la persona en D ve los primeros
rayos del Sol, la persona en P no los ve. La per-

Rotacién
de la Tie

Repaso del capitulo

P .
‘ ‘r/r;neros Fayos
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Sol

sona en P ve los primeros rayos del Sol s6lo después que la Tierra ha girado, de modo que P esté en la posicién Q.
Calcule la longitud de arco s subtendida por el dngulo central 6. A continuacidn, utilice el hecho de que en 24 horas
se subtiende una longitud de 27(3 960) millas y determine el tiempo necesario para subtender la longitud s.]

Explique con sus propias palabras la forma en que utilizarfa su calculadora para determinar el valor de cot™! 10.

Consulte tres libros de cdlculo y escriba la definicién que proporciona cada uno de y =sec™' x y y = csc™! x. Com-

pare esas definiciones con las dadas en este libro.

Repaso del capitulo

CONCEPTIOS FUNDAMENTALES

Las gréficas de las seis
funciones trigonométricas

y = senx
—oo < x < o0
-l=y=1

y = COS X
—oo < x < o0
—l=y=1

y=tanx

—oo < x < o0, x distinto de los

multiplos impares de /2,
—oo Ly <Too

y
iy - - 3m .
2 2
1 | L | ! L
~TT T T 2w W X
-1k 2 2
y
1_
1 L 1 L L !
- LT T T 3w 2qr 5w X
I I | N 2 2
' i 7S [ I
| i “ o | |
t I | " | I
i I ER N A I
i I T i
w © 3w _m 7 @ . 3m sw x
2 2 2 4L 2, 2 2
I I P F E |
I ¥ b 1 aE '
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Gréficas senoidales

Definiciones de las seis
funciones trigonométricas inversas

CHMO HACER PARA

y=cscx
—oo < x < oo, x distinto de los
muiltiplos enteros de ,

bl=1

y =secx
—oo < x < oo, x distinto de los
multiplos impares de /2,

=1

y =cotx
—oo < x < oo, x distinto de los
miltiplos enteros de ,

=NIE
T

oo

3

¢
B et

;
4

1 |
—oo0 Ly <CToo 3% _T ™ 3 5T .
2 2 -1 2 2 2
y=Asen wx, w>0 Periodo = 27w
y=Acos wx, >0  Amplitud = |4]
y = A sen(wx — ¢) Desfasamiento = ¢/w

y = A cos(wx — ¢)

y = sen™! x significa x = sen y donde
y = cos™! x significa x = cos y donde
y = tan~! x significa x = tan y donde
y = cot~! x significa x = cot y donde
x significa x = sec y donde
y = csc™ ! x significa x = csc y donde

y = sec™!

—l=x=1,-72=y=a/2
—-1=x=1,0=y=7
—oo < x < oo, =72 <y < @2
—oo < x <o, 0y <<
Kz=1,0=y=my+ w2
=1, -—m2=y=a/2,y#0

Hacer la grifica de las funciones trigonométricas, incluyendo

variaciones

Determinar el periodo y amplitud de una funcién senoidal y uti-
lizarlos para hacer la grifica de la funcién

Determinar una funcién con gréfica senoidal dada

Determinar el valor exacto de ciertas funciones trigonométricas
inversas

Hacer la gréfica de ciertas sumas de funciones, sumando sus or-

denadas

LLENE LOS ESPACIOS EN BLANCO

Hacer la grifica de ciertos productos de funciones

Utilizar una calculadora para aproximar los valores de funciones
trigonométricas inversas

1. La siguiente funcién tiene amplitud 3 y periodo 2:

. La funci6én y = 3 sen 6x tiene amplitud

y= sen

. El factor de amplificacién de fix) = 5x cos 3mx es

. El valor de sen™![cos(m/2)] es

2
3
4. La funcién y = sen! x tiene dominio
5
6

. El movimiento de un objeto satisface la ecuacién x = 4 cos 6¢. Este movimiento se conoce como

y periodo

y rango

7. ;Cudles funciones trigonométricas tienen gréficas simétricas con respecto del eje y?

8. ;Cudles funciones trigonométricas tienen graficas simétricas con respecto del origen?
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Cierto o FaLsO

F 1. Las grdficas de y = sen x y y = cos x son idénticas salvo un corrimiento horizontal.
2. Las graficas de y = tan x, y = cot x, y = sec x y y = c¢sc x tienen una infinidad de asfntotas verticales.
3. Para y =-2 sen 7, la amplitud es 2 y el periodo es /2.

4. El dominio de y = sen—1x es —/2 = x = 7/2.

o5 e s Bie s eS|

5. cos(sen™! 0) = 1 y sen(cos™ ' 0)= 1.

" EJERCICIOS DE REPASO

En los problemas del 1 al 4, determine la amplitud y el periodo de cada funcion, sin hacer la grdfica.

1. y=4cos x 2. y =sen 2x 3.y=—856ngx 4. y = —2cos 3mx

En los problemas del 5 al 12, determine la amplitud, el periodo y el desfasamiento de cada funcion. Haga
la grdfica de un periodo.

5. y =4 sen 3x 6. y=2cos %x 7.y=-2 sen(%rx + —;—) 8. y=—6sen2mx — 2)
9, y= % sen(%x —-—m 10. y = % cos(bx + 3m) 1. y = —% cos(mmx — 6) 12. y= -7 sen(%rx + g)
En los problemas del 13 al 16 determine una funcion cuya grdfica estd dada.
13. y 4y
5| Al
- L ! B 1 | § L 1 X
I | 1 I i [ i -2m |} 27 6 107
—41r 0 49 81 X i
| ,,’__4 L
_5._
15. y 16. y
6 7t
L ; L

-4-2 0 2 4 6 8 10

i ! -
-4 -2 0 2 4 6 8 10x
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En los problemas del 17 al 20 haga la grdfica de cada funcion. Cada grdfica debe contener al menos un
periodo.

17. y = tan(x + ) 18. y = —tan<x - g) 19. y = —2 tan 3x 20. y = 4 tan 2x
En los problemas del 21 al 26 utilice el método de suma de ordenadas para hacer la grdfica de cada funcion.
21. fix) = 2x + sen 2x 22, fix) = 2x + cos 2x 23. flx) = sen mx + cos gx

24. fix) = sen gx + cos mx 25, fix) = 3 sen mx + 2 cos mx 26. filx) =3 cos 2mx + 4 sen 27rx

En los problemas del 27 al 32 haga la grdfica de cada funcion.
27. f(x) = x cos 2x 28. f(x) = x sen mx 29, f(x) = ¢ *sen mx
30. f(x) = e ¥ cos mx 31. f(x) = ¢* sen mx 32. f(x) = ¢* cos mx

En los problemas del 33 al 48 determine el valor exacto de cada expresion.

33, sen~!1 34. cos 10 35 tan"l 1 36. sen~!(—3)

37. cosl<—%§*> 38. tan~1(—V3) 39, sen(cos_1 %) 40. cos(sen™! 0)
41. tan{sen(—?)] 42. tanfcos~'(—1)] 43, sec(tan‘I %) 44. csc(sen'1%>
45. sen(tan~! 3) 46. cos(sen~! ) 47. tanfsen™'(—%)] 48. tan[cos~'(—2)]

En los problemas del 49 al 52 se proporciona la distancia d (en pies) recorrida por un objeto en un tiempo
t (en segundos).

(a) Describa el movimiento del objeto.
(b) ¢Cudl es el desplazamiento mdximo con respecto de su posicion de equilibrio?
(¢) ¢Cudl es el tiempo necesario para cada oscilacion?
(d) ;Cudl es la frecuencia?
49. d=6sen2r 50.d=2cosdt Sl.d=-2cosm 52 d=-3 sengt
53. : : La fuerza electromotriz E, en voltios, en un determinado circuito de corriente alterna cumpie la
ecuacién
E=120sen 120 m, t =0
donde ¢ se mide en segundos.
(a) ¢(Cudl es el valor maximo de E?
(b) ¢Cuél es el periodo?
(¢) Haga la grafica de dos periodos de esta funcién.

54. oo oenre oteero La corriente I, en amperios, que fluye a través de un circuito de corriente alterna en el
instante f es

=220 sen(30 m+ g) t=0

(a) (Cudl es el periodo?
(b) ¢Cudl es la amplitud?
(c) (Cudl es el desfasamiento?

(d) Haga la gréfica de dos periodos de esta funcion.
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CAPITULO 7

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

ldentidades
trigonometricas

Formulas para la suma
y la diferencia

Formulas para angulo doble
y angulo medio

Formulas de producto
asumay de suma a
producto

Ecuaciones trigonomeétricas
Repaso del capitulo

Panorama Movimiento de un proyectil

Un objeto es impulsado hacia arriba a un angulo 6 respecto de la
horizontal con una velocidad inicial de v , pies por segundo. Si
pasamos por alto la resistencia al aire, la distancia horizontal R que
recorre, el alcance, esta dada por

R:iv%sen0c0s9
16

a) Demostrar que R = 1 v3 sen 26.
32

(b) Encontrar el angulo 0 para el cual R es maximo.

[Véase el ejemplo 4, seccion 7.3.]

117
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En este capitulo-continuaremos la deduic- La dltima seccion de este capitulo proporcio--
cién de identidades que involucran funcio-  na técnicas para la resolucion de ecuaciones que
nes trigonométricas. Estas identidades ' contienen funciones trigonométricas,

juegan un papel importante en calculo, ciencias fi-
sicas, -sociales'y economia, ‘donde son usadas pa-
ra simplificar expresiones complicadas.

Identidades
trigonométricas

ldentidades cocientes
Identidades reciprocas

Identidades pitagéricas

Identidades par o impar

Primero revisemos una definicién fundamental:

Dos funciones fy g se dice que son idénticamente iguales si

J) =g

para todos los valores de x en-que ambas funciones estén
definidas. Una ecuacion de este fipo es.conocida como
identidad. Una ecuacion que no es una identidad-es llamada
ecuacion condicional.

Por ejemplo, las expresiones siguientes son identidades:

x+1)2=x2+2x+1 sen? x + cos?x = 1 csc x =
sen x

Las siguientes expresiones son ecuaciones condicionales:
2x+5=0

senx =0

Ssenx = CoS x

L, koun entere

El siguiente recuadro resume las identidades trigonométricas que hemos es-
tablecido hasta este punto:

i

sen 6 cos 6
tan 6 = cot 8= j
cos 6 sen 6 |
1 1
0= 0=— t o=
ese sen 6 se¢ cos 6 €0 tan 6
sen? 6 +cos? =1 tan® 0+ 1 = sec? 0
1+ cot? 8 = csc2 0
|
sen(—6#) = —sen§  cos(—6) = cos 6 tan(—6) = —tan @
csc(—60) = —csc 0 sec(—6) = sec 8 cot(—6) = —cot 6

Alas identidades de esta lista las llamaremos identidades trigonométricas basi-
cas. Estas identidades no sélo deben ser memorizadas si no que deben conocerse (al
igual que usted conoce su nombre en lugar de tener que memorizarlo). En realidad,
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el uso que se hace de una identidad bésica con frecuencia es una pequefia variacién
de la forma enlistada aqui. Por ejemplo, podriamos querer usar sen? # = 1 — cos? 6
en lugar de sen? @ + cos® @ = 1. Por esta razén, entre otras, necesita conocer estas re-
laciones para sentirse mas confiado al trabajar con variaciones de ellas.

En los ejemplos que siguen las instrucciones que leera son: “Demostrar la iden-
tidad. . . ” Lo cual, como ver4, se realiza empezando con un miembro de la ecua-
cidén dada (por lo regular la que contenga la expresién mas complicada) usando iden-
tidades bdsicas apropiadas y operaciones algebraicas hasta llegar al otro miembro.
Saber seleccionar una identidad basica apropiada para obtener el resultado deseado
s6lo se consigue por medio de la experiencia y mucha prictica.

Demostrar la identidad: sec 6-sen 6 = tan 6

Empezamos con el miembro izquierdo, ya que tiene la expresién mds complicada,
y aplicamos un identidad reciproca:
n 0

sec 0 -sen 0 = 1 - sen 9=L=tan9
cos 6 cos 6

Una vez que se llega al miembro derecho la identidad estd demostrada.

Ahora resuelva el problema 1.

Demostrar la identidad:  sen*(— ) + cos?(—6) = 1
Empezamos con el miembro izquierdo y aplicamos las identidades par e impar:
sen?(—6) + cos?(—0) = [sen(— 6)]2 + [cos(— O)]?
= (—sen 0)2 + (cos 6)2
= (sen )% + (cos 6)2
=1

20_ gy — 20
Demostrar la identidad: sen’(—6) — cos(~9) = cos 6 — sen 0
sen(—6) — cos(—0)

Empezamos con dos observaciones: el lado izquierdo parece que tiene la expresién
complicada. También, el lado izquierdo tiene expresiones con el argumento — 6,
mientras que el lado derecho tiene expresiones con el argumento 6. Por lo tanto, de-
cidimos empezar con el lado izquierdo y aplicamos las identidades par e impar:

sen’(— ) — cos’(—60) _ [sen(—0)]*> — [cos(— O]
sen(—6) —cos(—@)  sen(—6@) — cos(—6)

_ (—sen ) — (cos 0)*

- —sen 6 — cos 6

_ (sen 6)2 — (cos 6)*

" —sen 6 — cos 6

_ (sen 6 — cos G)(sen 6 + cos 6)

B —(sen 6 + cos 6)

=cos @ —sen @
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l+tan 6

Demostrar la identidad: 1+ ot tan 6
1+tan0__1+tan0_1+tan0_tan0(1+tan0)_t 0
I+cotf |, 1~ w@nf+1 7" ang+1 O

tan 6 tan 6

Ahora resuelva el problema 9.

Cuando aparecen sumas o diferencias de cocientes, por lo regular es mejor
reescribirlos como un solo cociente, en especial si el otro miembro de la identidad
contiene un solo término.

sen 6 1+ cosé

Demostrar la identidad: 1+ cos 6 + son 6 =2cscH

El lado izquierdo es mds complicado, asf que empezamos con €él y procedemos a
sumar:
sen 6 + l1+cosf sen? 8 + (1 + cos 6)2
1+ cos @ sen 6 (1 + cos H)(sen )
_sen’? §+ 1+ 2cos 0+ cos? §
(1 + cos B)(sen 6)
_ (sen? 6 +cos® §) + 1+ 2 cos
(1 + cos B)(sen )
2+ 2cos 6
= (1 + cos f)(sen 6)
2(1 + cos H)
- (1 + cos f)(sen 6)
2
sen 6
=2csc @

I cos 0
cos 6 1+ sen 8

Demostrar la identidad: =tan 0
1 _cosf _ 1+senf—cos®f
cos® 1 +senéf cos 6(1 + sen 6)
sen O + (1 — cos? )
cos 6(1 + sen 6)
_ sen § +sen’ §
cos 6(1 + sen 6)




Directrices para
demostrar
identidades
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sen 6(1.+ sen )
cos 6(1.+ sen 6)

tan 0

Ahora resuelva el problema 23.

Algunas veces, multiplicar el numerador y el denominador por un factor ade-
cuado ayudard a una simplificacién.

1—senf  cos @
cos  1+senb

Demostrar la identidad:

Empezamos con el miembro izquierdo y multiplicamos numerador y denominador
por 1 + sen 6. (De manera alterna, podriamos multiplicar el numerador y el de-
nominador del miembro derecho por 1 — sen 6.)

1—sen9_1—sen0'1+sen0
cos® ~ cos 6 1+ sen 6
1 —sen? 6

cos 9(1 + sen 6)

cos? 0
cos 6(1 + sen H)

cos 8
1+sené

Ahora resuelva el problema 35.

Aunque mucha prictica es la unica manera de aprender a demostrar identi-
dades, las siguientes directrices le serdn ttiles:

1. Casi siempre es preferible empezar con el miembro que tenga la expresién mds
complicada.
. Reescribir sumas o diferencias de cocientes como un solo cociente.
. Algunas veces reescribir un miembro s6lo en términos de senos y cosenos ayudard.
4. Siempre tenga en mente su objetivo. Conforme trabaje en un miembro de la expresién
mantenga en su mente la forma de la expresién del otro miembro.

w N

Advertencia: Tenga cuidado de no manejar identidades que estin demostradas como si fue-
ran ecuaciones. No puede demostrar una identidad por métodos como sumar la misma ex-
presién a cada miembro y obtener un enunciado verdadero. Esta prictica no estd permitida,
ya que el enunciado original es precisamente el que se estd tratando de demostrar. No sabrd
si es verdadero hasta que lo haya demostrado.
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Ejercicio 7.1

En los problemas del 1 al 80 demuestre cada identidad.

1. cscf-cos@=cotf 2. cscO-tan 8 = sec O

3. 1+ tan?(—0) = sec? @ 4. 1+ cot* (—6) =csc* 8

5. cos O(tan 8 + cot ) = csc 8 6. sen &cot 8 + tan 6) = sec 8

7. tan @ cot 6 — cos? = sen? 8 8. sen fcsc 8 — cos? = sen? §

9. (sec@— 1)sec @+ 1) =tan* @ 10. (csc 8 — 1)(csc 8+ 1) =cot? §
11. (sec 8 + tan O)(sec 6 —tan ) = 1 12. (csc 8+ cot ) (csc 8§ —cot §) =1
13. sen? &1 + cot?2 §) = 1 14. (1 —sen? 61 +tan2 @) =1
15. (sen 6 + cos 8)2 + (sen § — cos §)% = 2 16. tan? §cos? @ + cot?2 @sen? 6= 1
17. sec* 6 — sec? § = tan* @ + tan? @ 18. csc* @ — csc? @ = cot* 9 + cot? @
19. secH~tan0=~M 20. cscO—cotezse—IH9

1+ sen 8 1+ cos @
21. 3sen?0+ 4cos?8=3+ cos® @ 22. 9sec?d—5tan?8=5+ 4sec? 0
2 2
23. —M=sen0 24. 1——§§E—~0—~:—c050
1+ sen @ 1 —cos@
25. l+tand _cotf+1 26. csc§—1 _1—senb
l1—tan8 cotf—1 csc 8+ 1 1 + sen 8
sec § , sen @ cscO— 1 cot 8
27. + =2tan @ 28. =
csc @ cos @ an cot 8 cscf+ 1
29. 1+sen0:csct9+1 30. cosé)+1:1+sect9
1—senf csch—1 cos§— 1 1'—sec O
1 —sené cos 0 cos 8 1+ sen 8
31. =2 7} 32. =2 0
cos 0 1 —sen @ sec 1+ sen 8 cos 8 sec
sen 0 1 sen? 6
33. = 34. —_—— =
sen@—cos6 1—coth 1+cosé cos 0
1 —sen 8 1~ cos 0
5, —— = 0 —t 2 36. —— = — 2
3 1T sen 0 (sec an 6) T cos 8 (csc 8 — cot 6)
cos 8 sen 0 cot 0 tan 6
37. = + 0 38. + =1+ tan 8 + cot §
1 —tan 8 1—coté sen 6+ cos 1 —tan @ 1 —coté an co
cos 0 sen 6 cos 0 tan 6
39. t +— = 7] 40. =
an l+senf o° cos2@—sen?® 1 —tan?8
41. tan0+sec0—1:tan0+sece 4. sen0—cos€+1:sen0+l
tan 6 —sec 6 + 1 sen # + cos 8 — 1 cos 0
_ _ 2
43, lan f—-cotbh _ sen? B — cos? § a4, € 6—cosf _ _ sen®f
tan 6 + cot secO+cosf 1+ cos®d
45, wzzsenze_l 46. MZI—ZCosze
tan 6 + cot 0 tan 6 + cot 6
47 sec 0+ tan 0 — tan 6 sec B 48. sec 6 _ 1 —cos 6
cot § + cos @ 1+ sec sen? 6
1 —tan® 9 1—cot? 9
49. ———=2cos28—1 50, —————=1-2cos?2¥6
1 + tan2 @ cos” 8 1 +cot? 8 cos
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_ 29_
51. S;CCB—CSCE=sen9—cos€ 52. wz an’ @
sec fcsc 0 cos“ 6 —cot 0
53. secH—cos @ =senOtan @ 54. tan 6 + cot 8 = sec Bcsc O
1 1 1 +sen® 1 —senéb
58. + = 2sec? 8 56. - =4 0
l1—senf 1+ sen8 se¢ 6 [l —senf 1 +senf tan 6sec 6
sec 6 1+ sen@ 1 —sen 6
57. = 58 —m—— = 0 — tan 0)2
1 —sen#8 cos® 8 1 +sen# (sec an 0)
— 2 4+ 20— 20+
59, (sec 8 — tan 6) 1 _ 2 tan 8 60, S 0 —tan” 6 + tan 0 — sen 6 + cos 0
csc B(sec 8 — tan 6) sec 6
+ — —
61 sen § + cos & senf — cos O — sec Hosc 62. sen @+ cos 6 cos § —send — sec Bosc O
cos 6 sen 0 sen 0 cos 6
3 3 3 3 _
63. sen” 8 + cos 0=1—sen0cos0 64. sen 0+cozs 9=se09 ‘senﬂ
sen 8 + cos 8 1 —2cos* 60 tan 6 — 1
29— can + _ cend
gs, Cos O sen’f szen O~ cos2 0 66, SosOrsenb-sen6_ g cos? 6
1 —tan- 6 sen 6
(2 cos? 6 — 1)? 1 —2cos?@
67. ————=1—2sen?8 68, ——————=tanf—cot @
cos* 8 — sen? 6 sen sen 6 cos an o
+ +
69. 1+sen0+cos0:1 cos 0 0. 1 + cos 6 Sene:secﬂ-i—tan@
1+sen6—cosb sen 6 1+ cos 6 —sen 6
71. (asen 6+ bcos H)? + (acos 6§ — bsen )2 = g% + b2
72. (2asen 6 cos 6)2 + a*(cos® 8 — sen? )2 = g2
+
73. lanattanf_ tan ¢ tan B
cota + cot B
74. (tan o + tan B)(1 — cot a cot B) + (cot @ + cot B)(1 — tan « tan B=0
75. (sen a + cos B)> + (cos B + sen a)(cos B — sen a) = 2 cos B(sen a + cos B)
76. (sen a — cos B)> + (cos B + sen a)(cos B —sen ) = —2 cos B(sen o — cos B)
77. Infsec 6] = —Incos 6]
78. Inftan 6] = In|sen 6] — In|cos 6|
79. In|l + cos @] + In|1 — cos 6 = 2 In|sen 6|
80. Injsec 6 + tan 6| + Injsec # — tan 6] = 0
Escriba en unos cuantos pérrafos su estrategia para demostrar identidades.
F6|"m ulas para En esta seccién continuaremos la deducci6n de identidades trigonométricas obteniendo
| | férmulas que involucren la suma y diferencia de dos dngulos, tales como cos(a + ),
asumay la . .
. . cos(a — B), o sen(a + B). Estas formulas son llamadas férmulas para la suma y
diferencia la diferencia. Empezamos con las férmulas para cos(a + 8) y cos(e — B).

cos(ax + B) = cos a cos 3 — sen « sen B (O
cos(a — B) = cos acos B + sen a sen B 2)
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En palabras, la férmula (1) establece que el coseno de la suma de dos dngu-
los es igual al coseno del primero por el coseno del segundo, menos el seno del pri-
mero por el seno del segundo.

Primero probaremos la férmula (2). Aunque ésta es cierta para todos los nimeros

@y B, en nuestra demostracion supondremos que 0 < 8 < a < 2. Empezamos con

un circulo cuyo centro estd en el origen (0, 0) y su radio es igual a 1 (el circulo uni-
FIGURA 1 tario), luego colocamos los dngulos « y 8 en posicién estdndar, como se muesira
y en la figura 1(a). El punto P; = (x1, y;) estd en el lado terminal de 3, y el punto
P, = (xp, y) estd en el lado terminal de o

Ahora, colocamos el 4ngulo a —f en posicién estdndar, como se muestra en
la figura 1(b), donde el punto A tiene coordenadas (1,0) y el punto P3 = (x3, y3) €s-
t4 sobre el lado terminal del dngulo o — 8.

Al observar el triagngulo OP P, en la figura 1(a) y el tridngulo OAP; en la fi-
gura 1(b), vemos que estos tridngulos son congruentes.(;Advierte por qué? Porque
dos lados v el 4ngulo entre ellos, @ — 3, son iguales.) De modo que el lado desco-
nocido de cada tridngulo deba ser igual; esto es,

d(A, P3) = d(P1, P)

(@) Al usar la férmula de distancia, encontramos que
Vixs — D243 =V —x)?+ (o — »)?

(x3 — 12 + y3 = (2 — x)? + (v2 — y1)?
B =20+ 1 +yF =33 — 2xxrp + 1+ ¥3 — 2yiy2 1 (3)

Ya que Py = (x1, y1), P2 = (x2, y2), y P3 = (x3, y3) son puntos sobre el circulo uni-
tario x2 + y? = 1, se deduce que

x%—%—y%:l x%+y%=1 x%—%—y%:l

En consecuencia, la ecuacién (3) se simplifica a

Gy -2+ 1=03+yh)+6f+ D - 200 — 2y
2 = 2x3 =2 — 2x13%2 — 2y1y2

(b) X3 = x1x2 + y1y2 CY)

Pero P; = (x1, y1) estd en el lado terminal del dngulo # y a una distancia de 1 unidad
del origen. Asi que,

sen/3=111—=y1 cosB=T=x1 %5
De forma andloga,
sena=y—12=y2 cosazﬁf—:xg cos(a—B)=xT3=x3 (6)

Al usar las ecuaciones (5) y (6) en la ecuacién (4), obtenemos
cos(a — B) = cos a cos B + sen a sen B

que es la férmula (2).
La prueba de la férmula (1) es consecuencia de la férmula (2). Usamos el he-
cho de que a + B = a — (— ). Entonces
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cos{a + B) = cos{a — (—B)]
= cos a cos(—B) + sen a sen(—B)

= cos a cos B — sen a sen f3

Una aplicacién de las férmulas (1) y (2) es obtener el valor exacto del coseno
de un dngulo que pueda ser expresado como la suma o diferencia de dngulos cuyos

seno y coseno son conocidos exactamente.

Encontrar el valor exacto de cos 75°.

Ya que 75° = 45° + 30°, usamos la férmula (2) para obtener

cos 75° = cos(45° + 30°) = cos 45° cos 30° — sen 45° sen 30°

Encontrar el valor exacto de cos(7/12).

3T 2my (T
COs 12 ——COS( 12 12)—COS<4 6)

T T . T T
=cos —, C0S ~ + sen —~sen _
4 6 6

4
~
:ﬁ\/_‘g_}_ﬁ%:i(\/g_}_\/i)

Ahora resuelva el problema 3.
Otra aplicacién de las férmulas (1) y (2) es establecer otras identidades. A

continuacién se da un par de identidades importantes:

K
cos(z - 0) = sen ¢ (7a)

T
sen(z - 0) =cos @ (7b)

Para demostrar la férmula (7a), usamos la férmula cos(a — B) con a = 7/2

yB=¢

2
=0-cosf+1-senb

T T T
cos(; - 0) = cos ~ cos 0 + sen 5 sen 6

=sen A
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Para demostrar la férmula (7b), hacemos uso de la identidad (7a) que se acaba

de demostrar:
T o) = T (T o\l = 0
sen(“2 ) = cos[—2 <—2 ) = cos

Las férmulas (7a) y (7b) deben parecerle familiares. Son la base para el teo-
rema establecido en el capitulo 5: cofunciones de dngulos complementarios son
iguales. ;

Ademids, ya que cos(7r/2 — 6) = cos(8 — 7/2), como consecuencia de la férmu-
la (7a) se tiene que cos(@ — 7/2) = sen 6. Asi, las gréficas de y=senx y
y = cos(x — 7/2) son idénticas, algo que usamos antes en la seccién 6.2.

Ahora resuelva el problema 29.

Formulas para sen(« + 8) y sen(a — 8)

Hemos establecido las identidades de las férmulas (7a) y (7b), ahora podemos
deducir las férmulas para la suma y la diferencia, sen(a + ) y sen(a — B).

sen(a + B) = cos[% —(a+ B)]

_ w{(% - a) - B]

T

= cos(‘z‘ - a) cos B+ sen(% - a) sen B
= sen acos B+ cos o sen B

sen(a — B) = sen[a + (—B)]
= sen acos(—fB) + cos a sen(—f)

= sen acos 3 + cos a(—sen 3)

= sen acos B — cos asen 3

sen(a + B) = sen awcos B + cos a sen B (8)

sen(a — ) = sen «wcos B — cos a sen 3 )

En palabras, la férmula (8) establece que el seno de la suma de dos dngulos
es igual al seno del primero por el coseno del segundo mds el coseno del primero
por el seno del segundo.

re

R A T R e T T T T e B BTt

Encontrar el valor exacto de sen(77/12).

Jm_ 37 4wy _ (T T
sen 12 —sen( 12 12>—sen< )
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=
B

Encontrar el valor exacto de sen 165°.
sen 165° = sen(225° — 60°)
= sen 225° cos 60° — cos 225° sen 60°

= _\/E.%~ _\/Eﬁ:%(\/g_\/i)

Tem oo (e R A L Y R PECTE T Laiores gorieate s

Encontrar el valor exacto de cos 80° cos 20° + sen 80° sen 20°.

La forma de la expresién cos 80° cos 20° + sen 80° sen 20° es la del lado derecho
de la férmula para cos(a — ) con @ = 80° y B = 20° . Entonces

cos 80° cos 20° + sen 80° sen 20° = cos(80° — 20°) = cos 60° = %

™

Encontrar el val to d T 08 = + cos = sen =
ncontrar €l valor exacto de sen —— cos COS — sen .
9 “STg 9 SN Tg

Observamos que la forma de la expresién dada es la del lado derecho de la férmula
para sen(a + ) con o = 79 y B = w/18. Asi,
™

6

T 05 =+ cos T sen = — sen( = 4 T\ = cop ST _
sen 9 Cos 18 Cos 9 sen 18 —sen(g 18 = s¢n 18 = sen

Ahora resuelva el problema 19.

ios

Si se sabe que sen o = ‘g‘, m2<oa<mw y que sen 8= ~2/V5 = —2V/5/5,
77 < 3 < 37/2, encontrar el valor exacto de:
(a) cos (b) cos B (¢) cos(a + B) (d) sen(a + B)
(a) Véase la figura 2. Como (x, 4) estd sobre el circulo x2 + y? = 25 y queda en
el segundo cuadrante, tenemos
X2+ 42 =25, x<0
¥=25-16=9
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FIGURA 2

Padosena———%,ﬂ'/2<a<ﬂ-

FIGURA 3

Pado sen 8 = —2N5 7 <B <32

y
V5

(b) Véase la figura 3. Como (x,—2) estd sobre el circulo x2 + y2 =5y queda en
el tercer cuadrante, tenemos

2+ (=2)?%=5, x<0
x*=5-4=1
x=-1
Asi,
cos =£=—L=—I5—
r Vs

(¢) Al usar los resultados encontrados en las partes (a) y (b) y la férmula (1), tenemos

cos(a + B) = cos « cos B — sen a sen 3

2_3(_ﬁ>_i(_z_\/§>= 11V5

5\ 5 5\ 5 25
(d) sen(a + B) = sen acos 3+ cos asen 3 )
_ 4 V5L [ 3y_2VEy 2V

S ) e

Ahora resuelva el problema 23.

Férmulas para tan(a + B) y tan(a — )

Usamos la identidad tan 6 = (sen 6)/(cos 6) y las férmulas para sen(a + By
cos(a + B) al deducir una férmula para tan(a + B).

sen(a + B)  sen acos B+ cos asen 3
cos(e + B)  cos acos B— sen a sen B

tan(a + B) =

Ahora dividimos el numerador y el denominador entre cos a cos 3:

sen a cos B+ cos asen B sen a cos B . Sos asen B
an(a + B) = cos « cos B _ cos acos B cosacos f
cos acos B—senasen B cosacos B senasenf
cos a cos B cosacosﬁ— cosacos B
sen ¢ sen fB
_cos cos B tana+ tan B
_SenasenB-l—tanatanB

cos a cos B
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Usamos la férmula de la tangente de una suma, tan(a + ) para obtener la
férmula de la tangente de una diferencia:

tan o + tan(—f3) tan o —tan 3

tan(a — B) = tan[a + (= P)] = 1 — tan o tan(—B) T 1+ tan a tan B

Asfi, hemos probado los enunciados siguientes:

__tana +tan B
tan(e + B) = " n & tan B (10)
tan(a—B)=‘M (11)

1 + tan a tan 8

En palabras, la férmula (10) establece que la tangente de la suma de dos
angulos es igual a la tangente del primero mas la tangente del segundo entre uno
menos su producto.

Demostrar la identidad: tan(6 + ) = tan 6

tan 8 + tan 7 tan 6 + 0
an( ™ l—tanftan7r 1—tan6-0 an 0

El resultado obtenido en el ejemplo 8 verifica que la funcién tangente es pe-
riédica con periodo 7, un hecho que fue mencionado anteriormente.

Advertencia: Tenga cuidado cuando use las férmulas (10) y (11). Estas pueden ser usadas
s6lo para dngulos « y 3 para los cuales tan « y tan B estdn definidas, esto es, todos los dn-
gulos excepto multiplos impares de 7/2.

Demostrar la identidad: tan( 0+ g) = —cot 6
No podemos usar la férmula (10), ya que tan(7/2) no estd definida. En lugar de eso,
procedemos como sigue:

T
- sen(o + 7) sen @ cos % + cos 0 sen %
tan[ 0 + | = =
2 T cos 0 cos = — sen 0 sen —
cos(@ + —) 2 2

_ (sen 6)(0) + (cos O)(1)  cos O
= (cos 0)(0) — (sen (1) _ —sen <ot

Encontrar el valor exacto de sen(cos ™! 1 4+ sen—132),
2 5

Sea o = cos~!1 = sen~! 2. Entonces
2 5

™
cosa=3 O==a=m y sen B3 =3, -—E—sﬁs

(SR
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FIGURA 4

Y
2
(1.\3)
L2 -
o
L \I Lo e
_2 /2 | 5&
-9 -5
(@ cosa=40<a<m (b) senp=%, -m2<p<m/2

Con base en la figura 4, obtenemos sen a = V32 ycos B = %. Asi,

1
sen(cos_1 2 + sen™! %) = sen(a + B) = sen @ cos 3 + cos a sen B

4V3 + 3
10

5

4
5

13
2 5

Escribir sen(sen™! # + cos™! v) como una expresién algebraica que contenga a u y
a v (esto es, sin funciones trigonométricas).

Sea a =sen 'uy B = cos !v. Entonces

T T
sena=u, —=a=—y cosB=v, 0=B=mw

2 2
Ya que —7/2 = o = 7/2, sabemos que cos & = 0. Como consecuencia,

cosa=V1—senfa=VI1-—u?

De manera anéloga, ya que 0 = B =< 7, sabemos que sen 8 = 0. Asi,

sen B=V1—cos? B=V1—1?

Ahora,

sen(sen”! u + cos ! v) = sen(e + B) = sen « cos B + cos a sen S

=u+V1—-u?Vi—?

Resumen

El siguiente recuadro sintetiza las férmulas para la suma y la diferencia:

Férmulas para la suma |
y la diferencia

cos(a + B) = cos acos B — sen «a sen 3
cos(a — B) = cos a cos B + sen «a sen B
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tan o + tan 8
tan(a + B) = 1 —tan a tan 3
tan « — tan 3
tan(e — B =T — . _

1 +tan « tan 8

sen(a + B) = sen a cos B -+ cos a sen 3
sen(a — B) = sen a cos B — cos « sen B

Ejercicio 7.2

En los problemas del 1 al 12 encuentre el valor exacto de cada funcion trigonométrica.

1.

7.

13.
15.

17.

19.

21.

sen 1—727 2. sen -1172— 3. cos 71—727 4. tan 71—727 5. cos 165° 6. sen 105°
17 197 ks 57
15° 8. 195° . 10. —_— 11. — 12. ——
tan tan 19 9. sen 12 0. tan 2 sec( 12) cot( 12)
En los problemas del 13 al 22 encuentre el valor exacto de cada expresion.
sen 20° cos 10° + cos 20° sen 10° 14. sen 20° cos 80° — cos 20° sen 80°
cos 70° cos 20° — sen 70° sen 20° 16. cos 40° cos 10° + sen 40° sen 10°
tan 20° + tan 25° 18 tan 40° — tan 10°
1 — tan 20° tan 25° * 1+ tan40° tan 10°
sen —— cos Im _ oS —= sen Im 20. cos Bl cos Im _ sen Bk sen 7
12 12 12 12 ’ 12 12 12 12
sen —— cos 7 sen o7 cos = 22. sen —— cos 7 + o8 = sen Sm
12 12 12 12 ) 18 18 18 18

En los problemas del 23 al 28 encuentre el valor exacto de lo siguiente bajo las condiciones dadas:

(a) sen(a + B)  (b)cos(a+ B)  (c)senfa— B)  (d)tan(a — f)

23.
24.
25.
26.
27.
28.

sena=%,0<a<77/2; cosB=2/\/§,—7r/2<B<0
cos a = 1/V5,0 < a < m/2; senB:—%,—w/2<B<0
tana=—%,77/2<a<77; cosB=%,0<B<7T/2

tana =3, 7 <a <372 senf=-3 7<pB <372
sena=15v3,—377/2<a<#77; tanB=—\/§,77/2<B<7T
cosa=%,—7r/2<a<0; senB=%,0<B<7T/2

En los problemas del 29 al 54 demuestre cada identidad.

29.

32.

35.

38.

40.

sen(% + 0) =cos 8 30. cos(-;: + 6) = —sen # 31. sen(w — 8) =sen 8
cos(m — 6) = —cos 0 33. sen(m+ 8) = —sen 6 34. cos(m+ 6) = —cos 6
tan(m — 6) = —tan 0 36. tan(27 — 6) = —tan 6 37. sen<37” + 0) = —cos 6
cos(% + 0) =sen 6 39, sen(a + B) + sen(e — B) = 2 sen a cos B

cos(a + B) + cos(a — B) = 2 cos a cos B 41. w=l+cotatanﬁ

sen a cos fB
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42. %=tana+tanﬁ 43. %=l—tanatanﬁ
44, % = cota + tan B 45, EEEEZ t g; = :2 Z t :Zgg

% e B "1 Tunaumg T FTrs
48. cot(a— p) = ————Cz;taﬁcit £ 49. seca+ = —eaELL Z‘Ofsgf 1

sec a sec 3

50. secla = p) = 1 + tan « tan B

51. sen(a — B) sen(a + B) = sen® a — sen? 3

52. cos(a — B) cos(a + B) = cos? o — sen? B 53. sen(8 + km = (—1)* - sen 6, k cualquier entero

54. cos(0 + k) = (— 1) - cos 6, k cualquier entero

En los problemas 55 al 64 encuentre el valor exacto de cada expresion.

55. sen(sen”!3 + cos™! 0) 56. sen(senf1 % + cos™! 1) 57. sen[sen™! % — cos™!(—9)]
58. sen[sen”!(—%) —tan~!3] 59. cos(tan~!% + cos™! ) 60. sen[tan™! 3 — sen~1(—3)]
61. sec(sen!'35 —tan~!2) 62. sec(tan~'%+ cot™! ) 63. cot(sec % g)

64. cos[~ — csc! El
4 3

En los problemas del 65 al 70, escriba cada expresion trigonométrica como una expresion algebraica que
contenga u'y v.

65. cos(cos™!u + sen~!v) 66. sen(sen"!u — cos 1) 67. sen(tan~!u — sen~1v)
68. cos(tan™!u + tan"1v) 69. tan(sen !u — cos™!v) 70. sec(tan™!u + cos™1v)
71. - Demuestre que el cociente de diferencias para f(x) = sen x estd dado por
flx+ h)—fx) sen{x +h) —senx sen h 1 —cos h
= =cosx-— — —senx -
h h h h
72. ' Demuestre que el cociente de diferencias para fx) = cos x estd dado por
flx+ k) —f(x) cos(x+ h) —cosx sen h 1 —cosh
X = n = —senx - —cosx T T

73. Demuestre que sen(sen™ u + cos™! ) = 1.
74. Demuestre que cos(sen! u + cos™! u) = 0.

75. Explique por qué la férmula (11) no puede ser utilizada para demostrar que

y
aa
tan[— — g} =cot 8
z-7)
Establezca esta identidad utilizando las férmulas (7a) y (7b).
76. Sitan ¢ =x+ 1ytan 8= x— 1, demuestre que 2 cot{a — B) = x°.
77. S cretiweo Sean Ly y Ly dos rectas no verticales que
se cortan, y sea 6 el angulo agudo entre ellas (véase la figura). Demuestre que
tan § = 2 — T
1+ mmy
X
donde m,; y my son las pendientes de L, y L, respectivamente. [Sugerencia: Utilice /
el hecho de que tan 8; = m; y tan 6, = my.]
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78. Sia+ B+ y=180°ycot 6 =cotq -+ cot B+ coty, 0 < 6 <90°, demuestre que

sen’ @ = sen(a — 0) sen(B — 6) sen(y — 6)

Mﬂ'ﬂ. Analice la siguiente deduccién:

T
tan(0 + —) =
an( 2) |

tan 6
tan  + tan(7/2) _ tan(/2) __0+1 _ 1 — ot
— tan 6 tan(7/2) 1 —tang O—tanf —tan 6
tan(/2)

(Puede justificar cada paso?

Férmulas para
dngulo doble y
dngulo medio

En esta seccién deduciremos férmulas para sen 26, cos 26, sen% 0y cos % 0 en términos
de sen 6y cos 6. Son faciles de deducir utilizando las formulas para la suma.

Foérmulas para angulo doble
En la suma para sen(a + B) y cos(a + B), sea « = = 6. Entonces

sen(a + B) = sen a cos B + cos a sen 3
sen(f + 6) = sen 6 cos 6 + cos Osen 0
sen 26 = 2 sen 6 cos 6 8

cos(a + B) = cos @ cos B — sen « sen 3
cos(@ + @) = cos 6 cos 6 — sen O sen 0§

cos 26 = cos? 6 — sen” 6 2)

Una aplicacién de la identidad pitagérica sen? 6 + cos” 6 = 1 conduce a otras
dos formas de escribir la férmula (2) para cos 20:

cos 20 = cos? 6 — sen? § = (1 — sen? §) — sen® =1 — 2 sen? §

cos 20 = cos2 6 — sen® @ = cos? § — (1 — cos? ) =2 cos* 6 — 1

Asi, hemos establecido las férmulas para dngulo doble siguientes:

sen 20 = 2 sen 6 cos 0 3
cos 26 = cos? § — sen® 0 (4a)
cos260=1—2sen’ (4b)
cos 20 =12cos? 6 — 1 (4¢c)

Sisen 6 = % , 72 < @ < r, encontrar el valor exacto de:
(a) sen20  (b) cos 26

(a) Como sen 26 =2 sen 6 cos 0y ya sabemos que sen 6 = %, s6lo necesitamos
encontrar cos 8 (véase la figura 5). Como 7/2 < 6 < m, resulta que (x, 3) esta
sobre el circulo x2 + y2 = 25 y queda en el segundo cuadrante. Asf,
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FIGURA 5

x2 4+ 32 =725, x <0
¥=25-9=16

x=—4
Asf, cos 8 = — % . Ahora usaremos la férmula (3) para obtener
sen26 =2 sen fcos 6 =2)(— 3 = — 22

(b) Ya que se nos dio sen 8 = % , €s mds fécil usar la férmula (4b) para obtener 26:

cos20=1—2sen?f=1-2()=1-%=1

Advertencia: En el resultado de cos 26 del ejemplo 1(b), elegimos usar una versién de la
férmula para dngulo doble, la férmula (4b). Observe que no podemos usar la identidad pita-
gorica cos 260 = =V 1 —sen?26, con sen 26 = — % , Ya que no tenemos forma de saber cuél

signo elegir.

Ahora resuelva los problemas 1(a) y 1(b).

(a) Desarrollar una férmula para tan 26 en términos de tan 6.
(b) Desarrollar una férmula para sen 36 en términos de sen 6 y cos 6.

(a) En la férmula de la suma para tan(a + ), hacemos « = 8 = 6. Entonces
tan o + tan B

1 —tan a tan B8
tan 6 + tan 6

1 —tan 6 tan 6

tan{a + B) =

tan(@ + 6) =

2 tan 6 s
1 —tan? 8 ()j

i

tan 26 =

(b) Para obtener una férmula para sen 36, usamos la férmula para la suma y
escribimos 36 como 26 + 6.

sen 30 = sen(26 + ) = sen 28 cos 8 + cos 20 sen 6
Ahora usamos las férmulas para el dngulo doble para obtener
sen 30 = (2 sen 6 cos 6)(cos 6) + (cos? § — sen? )(sen 6)
= 2 sen 6 cos? 6 + sen 6 cos? @ — sen3 6
=3 sen f cos? O — sen’ @
La férmula obtenida en el ejemplo 2(b) también puede ser escrita como
sen 36 = 3 sen 6 cos? 6 — sen> @ = 3 sen (1 — sen? §) — sen® 6
=3sen § —4sen 0

Esto es, sen 36 es un polinomio de tercer grado en la variable sen 6. En realidad,
sen nd, n, siendo un entero impar positivo, siempre puede ser escrito como un
polinomio de grado n en la variable sen 4 *.

*Debido al trabajo realizado por P. L. Chebyshév, algunas veces estos polinomios son llamados polinomios
de Chebyshév.
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Ahora resuelva el problema 47.

Otras variaciones de las formulas para
el angulo doble
Al reacomodar las férmulas para el 4ngulo doble (4b) y (4c), obtenemos otras que

usaremos un poco mds adelante en esta seccion.
Si resolvemos la férmula (4b) para sen? 6, obtenemos

cos260=1—2sen? 8
2sen? §=1— cos 26
1 —cos26

sen? § = Y (6)

De manera andloga, podemos resolver para cos? 6 en la férmula (4c):

cos20=2cos2h— 1
2cos2 8 =1+ cos?26

) 1 + cos 286
cos2 § = 5 (N

Las férmulas (6) y (7) pueden ser usadas para desarrollar una férmula para
tan? 6:

1 —cos 28
sen? @ 2
tan20=00820= 1+ cos 26
2
¢ 20_1—00s20 g
an T 1+ cos26 ®)

Las férmulas (6), (7) y (8) no tienen que ser memorizadas ya que su
deduccién es muy simple.

Las férmulas (6) y (7) son importantes en célculo. El ejemplo siguiente ilustra
un problema que surge en célculo y necesita el uso de la férmula (7).

Escribir una expresion equivalente para cos*  que no involucre ninguna potencia
de seno o coseno mayor que uno.

Aqui la idea es aplicar la férmula (7) dos veces:

1+ cos 20)2

cos* = (cos? §)2 = ( >
= %(1 + 2 cos 26 + cos?26)

=i+%cos26+%cos226
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1 1 1 + cos 2(20)
+ —cos 260+ 4 {———-———2 }

+

cos 20 + % (1 +cos40)

+

o|w B~ A=

1
2
1
2

1
—;—cos 20 + § cos 46

Ahora resuelva el problema 23.

Identidades tales como las férmulas para el angulo doble, algunas veces pueden
ser usadas para reescribir expresiones en forma mds adecuada. Veamos el ejemplo
siguiente.

FIGURA 6 Un objeto es impulsado hacia arriba a un dngulo 6 con respecto a la horizontal y
velocidad inicial de vy pies por segundo. Si se pasa por alto la resistencia al aire, la
distancia horizontal R que recorre el objeto, el alcance, estd dada por

R Rzivgsenf)cosO

(a) Demostrar que R = 3% vg sen 26.

(b) Encontrar el dngulo 6 para el cual R es maximo.

(a) Reescribimos la expresién dada para el alcance usando la férmula para el
dngulo doble sen 26 = 2 sen 6 cos 6. Entonces

1 1 sen 26
R=—1——6—v§sen 6 cos 9=1—6v§T=3—12v§sen29

(b) En esta forma, el valor mds grande para el alcance R puede ser encontrado
facilmente. Para una velocidad inicial fija vg, el dngulo de inclinacién 6 con
respecto a la horizontal determina el valor de R. Como el valor m4s grande de
la funcién seno es 1, y ocurre cuando el argumento es 90°, resulta que para que
R sea maximo debemos tener

20 = 90°
0 = 45°

Con una inclinacién de 45° con respecto a la horizontal se obtiene un alcance

maximo.

Foérmulas para medio angulo

Otro uso importante de las férmulas (6), (7) y (8) se da al probar las férmulas
para medio angulo. En las férmulas (6), (7) y (8), hacemos 6 = «/2. Entonces:

e & olzcosa oa 1tcosa
sen 2 2 2

2 7 1+cos ©)
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Si resolvemos para las funciones trigonométricas que aparecen en los miem-
bros izquierdos de las ecuaciones (9), obtenemos las férmulas para medio dngulo:

o 1 —cosa
—_— =+ [/
seny = * / > (10a)
« 1l +cosa
—_ =+ [——
cos 5= * / > (10b)
¢ @ _ 1 —cosa (100)
an2 "y 1 +cosa ¢

donde el signo + o — se determina por el cuadrante del dngulo o/2.
Usamos las férmulas de medio dngulo en el ejemplo siguiente.

Encontrar el valor exacto de:
(a) cos 15° (b) sen(—15°)
(a) Ya que 15° = 30°/2, podemos usar la férmula para medio dngulo de cos(a/2)

con « = 30°. También, como 15° estd en el primer cuadrante, cos 15° > 0, y elegi-
mos el signo + al usar la férmula (10b):

30° /14 cos30°
2 2

:\/1+\/§/2:\/2+\/§:\/2+\/§
2

cos 15° = cos

(b) Usamos el hecho de que sen(—15°) = —sen 15° y entonces aplicamos la
féormula (10a):

o 30° /1 — cos 30°
sen(—15°) = —sen S = 5

1=V [2-vE_ N2-\3
2 2

Es interesante comparar la respuesta encontrada en el ejemplo 5(a) con la del
ejemplo 2 de la seccién 7.2. Ahf calculamos

T o_ 1
cos 12-—c0515 —4(\/8+\/§)

Con base en estos resultados, concluimos que

2+V3

1
'4—(\/—6+\/§) y 5
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son iguales. (Como cada expresion es positiva, podemos verificar esta igualdad ele-
vando al cuadrado cada expresién.) Asi, se pueden obtener dos respuestas de apa-
riencia muy diferente, pero correctas, dependiendo del enfoque tomado para resolver
un problema.

Ahora resuelva el problema 13.

Sicosa= — % , <& < 37/2, encontrar el valor exacto de:

« « «
(a) sen 5 (b) cos > (c) tan 5

Primero, observamos que si 7 < a << 37/2 entonces /2 < /2 << 37/4. Como con-
secuencia, /2 pertenece al segundo cuadrante.

(a) Como /2 esté en el segundo cuadrante, sen(a/2) > 0. Asf, usamos el signo + en
la férmula (10a) para obtener

(b) Como «/2 estd en el segundo cuadrante, cos(a/2) < 0. Asi, usamos el signo —
en la férmula (10b) para obtener

@  Jltcosa 1+(=)
cos 5 = 5 = >

2
S_ 1 _ V5
2 V5 5
(c) Como o/2 esté en el segundo cuadrante, tan(«/2) > 0. As{, usamos el signo —
en la férmula (10c¢) para obtener

3
an & [Azcose 17 CH
M2 T "V1+cosa 1+ (=3~

Otra manera de resolver el ejemplo 6(c) es usando las soluciones encontradas
en las partes (a) y (b):

=-2

Lt oo

@ _sen@2) _ 2V55
@0 = os(ar2) /55

Ahora resuelva los problemas 1(c) y 1(d).

Hay una férmula para tan(a/2) que no tiene signo + ni —, lo cual la hace mas
util que la férmula 10(c). Como

1 — cos o = 2 sen? (%)

—sen2 () = 2 sen () cos [
sen a — sen (2>— sen(2>cos(2>
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tenemos

1 —cos o

sen o 2 3 o o
sen( 2 ) COS( > ) COS( 2)

Ya que también puede demostrarse que
l—cosa  sena
sen o 1+ cos«

2ser(5)  sen($) e (2)

tenemos las siguientes dos férmulas para medio dngulo:

Fonndqsdernedm>$ngug ; . o 1—cosa sen «
i an b fd =
para tan o/ 2 sen 1+ cosa
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Con esta férmula, la solucién para el ejemplo 6(c) puede ser dada como

cos a0 = —%
__\/_—7—":_ — 9 _ _ /16__ _4
sen o = 1 — cos /1 —3 23 5
Asi por la ecuacién (11),
(-3 8
o 1~ cosa 1 5) 5
tan — = = 7 :—4: ——2
2 sen o -3 -3

El ejemplo siguiente ilustra un problema que surge en calculo

Si z = tan(a/2), demostrar que:

1 — ‘2
(a) sen o = N -2i-Zzz (b) cos a = g ;
. sen(@/2)
2z 2tan(af2)  2tan(af2) cos(ar2)
@ 1+22 1 +tanX(af2)  secqal2) 1
cosHar2)
2 sen(a/2) , & o o
= —cos(a/2) . os. 7 =2 sen 5 cos )
(04
¥ sen 2 ('2—> = sen «
\  serf(a/2)
) 1-2 _ 1= tan%(a/2) _ cos?(a/2)
1+22 1+ tanXa/2) |+ sen?(af2)
cosAa/2)

cos?(a/2) — sen®(a/2)  cos 2Aa/2)
= = = cos &

~ cosXaf2) + sen*(af2) 1
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Ejercicio 7.3

En los problemas del 1 al 10 utilice la informacion dada acerca del dngulo 8 para encontrar el valor

exacto de:

(a) sen 20 (b) cos 20 (o) seng (@) cosg

1. senf=23, 0<O<m2 2. cosf=3, 0<O<m2 . tan =%, w<9<3m2

4. wnf=1%, w<O<3m2 5 cosf=-V2UV3, m2<§<m 6. senf=—1/V3, 3m2<6<2m
7. sec8=3, sen6>0 8. csc(9=—\/§, cos 8<<0 9, cotf=—2, secH<O0

10. sec0=2, cscB<0 11. tanf= —3, sen <O 12. cotf8=3, cos <0

En los problemas del 13 al 22 utilice las formulas de medio dngulo para encontrar el valor exacto de cada
funcion trigonométrica.

T

13. sen22.5° 14. cos 22.5° 15. tan r 16. tan 9?77 17. cos 165°
18. sen 195° 19. sec 1;—77 20. csc Im 21. sen (— %) 22. cos (— 3_871)
23. Demuestre que sen* § = % - %cos 26 + % cos 46.
24. Desarrolle una férmula para cos 36 como un polinomio de tercer grado en la variable cos 6.
25. Demuestre que sen* # = (cos §)(4 sen 6 — 8 sen> §).
26. Desarrolle una férmula para cos 46 como un polinomio de cuarto grado en la variable cos 6.
27. Desarrolle una férmula para sen 56 como un polinomio de quinto grado en la variable sen 6.
28. Desarrolle una férmula para cos 56 como un polinomio de quinto grado en la variable cos 6.
En los problemas del 29 al 48 demuestre cada identidad.
29, cos* 6 — sen* § = cos 26 cotf—tanh 0s 26
cot 6 + tan @
29—
3. cor2e=<%0-1 32. cot 26 =1(cot 6 — tan 6)
2 cot @
3. sec26= 20 34. csc20=1secfescd
) 2 —sec? 8 ) 2
35. cos?260 — sen? 28 = cos 40 36. (4 sen A cos B)(1 — 2 sen? ) = sen 40
cos 26 cotf—1
. = 8. sen? 29=4(1 —cos 4
37 1+ sen20  cot8+1 3 sen® 6 cos® 8 = g (1 — cos 46)
0 2 0 2
2V __ £ 20 _ £
39 sec 2 1-+cos#b 40 csc 2 1—cosb
41. cot? b _secbtl 2. tanL = csc 6 cot 8
2 secf-1 2
1 — tan?(6/2) 1 sen® 6 + cos> 0

43. f=——">""= 4, 1—1lsen2=——"—""-+>

cos 1 + tan?(6/2) 2 sen sen 6 + cos @
45. sen?)(i’__cos?)l?:2 46. 8 6+senf cos O_Sen0=2tan20

sen 0 cos 0 cos 8 —senf cos 6+ sen @

— tan3

47. tn3p— bt 48. tan 0+ tan(6 + 120°) + tan(@ + 240°) = 3 tan 39

1—-3tan? @
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En los problemas del 49 al 62 encuentre el valor exacto de cada expresion.

49. sen(2sen~!}) 50. sen[2 sen'(V/312)] 51. cos(2sen”'3) 52. cos(2 cos 1)

53. tan[2 cos~!(— 3)] 54. tan(2tan'3) 55. sen(2cos™'d 56. cos[2 tan~!(— )
57. sen’(3cos™!2 58. cos’(}sen”'3) 59. sec(2tan”!2) 60. csc[2sen”! (- 3))
61. cot’( tan~! %) 62. cot’( cos™! )

63. Encuentre el valor del nimero C: % sen?x + C=— % cos 2x

64. Encuentre el valor del nimero C: § cos?x + C =1 cos 2x

65. o wiceie zfeneo2n Demuestre que el drea A de un tridngulo
1sosceles cuyos lados 1gua1es son de longitud s y el dngulo entre ellos es 6 es 9
s s
A=152seno h
[Sugerencia: Véase la ilustracién. La altura k bisecta el dngulo 6 y es la b t
mediatriz de la base.]
66. < :cooieriz Un rectdngulo estd inscrito en un semicirculo de radio 1. Véase
la ilustracién.
(a) Exprese el drea A del rectdngulo como una funcién del dngulo 6 mostrado
en la ilustracién. -
(b) Demuestre que A = sen 26. /’
(c) Encuentre el dngulo 6 con el que se obtiene el drea mas grande A. . //’ y
(d) Encuentre las dimensiones de este rectangulo més grande. o« 8
e —
67. Trace la grafica de f(x) = sen® x = (1 — cos 2x)/2 para 0 < x < 27rusando las ——_—
ideas de desplazamiento, compresion, etcétera.
68. Repita el problema 67 para g(x) = cos? x.
69. Use el hecho de que 70. Demuestre que
cos—=~(\/_+\/_) sen%=————2_\/E
para encontrar sen(7/24) y cos(n/24). y tselo para encontrar sen (7/16) y cos(7/16).
71. Demuestre que sen® 6 + sen®(6 + 120°) + sen®(6 + 240°) = — 3 sen 36.
72. Sitan 6 = a tan (6/3), exprese tan(6/3) en términos de a.
En los problemas 73 y 74 demuestre cada identidad.
73. Injsen 6] = 3 (In|1 — cos 26| ~ In 2) 74. lInfcos 6] = 1 (In]1 + cos 26} — In 2)
75. : * >+ Un objeto es impulsado hacia arriba a un dngulo 6, 45° < § < 90, con respecto a

la horlzontal y una veloc1dad inicial de vo pies por segundo desde la base de un plano que hace un dngulo de 45° con
respecto a la horizontal. Véase la ilustracion. Si se pasa por alto la resistencia al aire, la distancia R que el objeto
recorre hacia arriba del plano inclinado estd dada por

. @

2
R= viV2 cos O(sen 6 — cos 0)
(a) Demuestre que

2
R= vo\/_ (sen260 —cos 260 — 1)

Trace la gréfica de R = R(6). ;Qué valor de 6 hace mds grande a R?
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T6. Tiirve dienisc de oie Con frecuencia un osciloscopio muestra una curva

dientes de sierra. Esta curva puede ser aprox1mada por curvas senoidales de perio-
dos y amplitudes variables. Una primera aproximacion estd dada por

y = —;— sen 2mx + % sen 47rx.

2

Demuestre que y = sen 27x cos* 7x.

7. Vaya a la biblioteca e investigue acerca de los polinomios de Chebyshév.
Escriba un reporte de su investigacion.

Férmulqs de Las férmulas de suma y resta pueden ser usadas al deducir férmulas para escribir los
prOdUC'I'O asumay " productos de senos y/o, cosenos como sumas o restas. Estas identidades por lo regu-

lar son llamadas férmulas de producto a suma.
de suma a producto

oraiag de modnets 1 gnne sen a sen B = 1 [cos(a — B) — cos(a + B)] ¢))
| cos a cos B = % [cos(a — B) + cos(a + B)] 2
sen a cos B = 1 [sen(a + B) + sen(a — B)] (3)

Estas férmulas no tienen que ser memorizadas. En lugar de eso, debe recordar
cémo fueron deducidas. Luego, cuando quiera usarlas, véalas o dedizcalas, segin
sea necesario.

Para deducir las férmulas (1) y (2) anote las de suma y resta para el coseno:

cos(a — B) = cos a cos B + sen « sen 3 )
cos(e + B) = cos a cos B — sen a sen B (5)
Reste la ecuacién (5) de la ecuacién (4) para obtener
cos(a — B) — cos(a + B) =2 sen «w sen B
de lo cual
sen a sen B = % [cos(a — B) — cos(a + B)]
Ahora, sume las ecuaciones (4) y (5) para obtener
cos(a — B) + cos(a + B) = 2 cos @ cos B

de lo cual
cos acos B = % [cos(a — B) + cos(a + B)]
Para deducir la fé6rmula (3) de producto a suma, use las férmulas para la suma

y la resta del seno de manera anéloga. (Se le pide que haga esto en el problema 41
al final de esta seccién.)
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j/ ISION POSIBLE

Capitulo 7

Los cronistas de los Indios de Cleveland decidieron estar mejor preparados para enfrentar cualquier
eventualidad que pudiera presentarse cuando el nuevo parque de béisbol, Campo Jacob, abriera en
1994. Algo que les preocupaba era acerca de que Bell bateara un cuadrangular que resultara més alto
y lejano que el lado izquierdo del parque. (Qué le dirfan en ese caso a sus radioescuchas acerca de la
altura y distancia de la pelota?

De modo que llamaron al equipo de Misién posible. Los cronistas necesitaban saber la distan-
cia desde el home al punto mds alto del estadio, y la distancia desde el nivel del suelo 'aiI”punto mas
alto del estadio a cada cinco grados desde la linea de tercera base hasta la linea de primiera base. El
problema se complicé porque la distancia desde el home a la barda del jardin variaba desde 325 has-
ta 410 pies. Ademds, la altura que se tendrfa que librar también variaba, dependiendo de hacia dén-
de fuese golpeada la bola.

1. Primero, jcudntas distancias y alturas quieren conocer los cronistas deportivos?

2. Para apreciar una solucidn, use la distancia desde el home, cruzando la segunda base hasta la barda del jar-
din, 410 pies. Usando un trénsito, se encuentra que el dngulo de elevacion desde el home hasta el punto mds
alto del estadio es de 10°, y que el dngulo de elevacion desde la base de la barda del jardin hasta el punto
mas alto del estadio es de 32.5° Use esta informacién para encontrar la distancia minima desde el home
hasta el punto mds alto del estadio y la distancia desde el nivel del suelo hasta el punto mds alto del esta-
dio.

3. Usted dice a los cronistas deportivos que si le proporcionan los dos dngulos de elevacion para cada cinco
grados alrededor del estadio podra resolver el problema. Después de conocer estos dos dngulos usted deci-
de que serfa mas rapido desarrollar una férmula general; de modo que, a partir de dichos dngulos y distan-
cia desde el home a la barda, serfan calculadas la distancia desde el home al techo y la altura del techo. Sean
a 'y Blos dngulos de elevacién desde el home y la base de la barda del jardin, respectivamente, hasta el pun-
to mds alto en el techo, y sea L la distancia desde el home hasta la barda del jardin. ;Cudles son las férmu-
las correctas?

4. Compare sus férmulas con las de otros equipos. ;Son iguales? ;Son equivalentes? ;Cudles son més
sencillas?

5. Ahora escriba cada férmula correcta en la forma que se muestra a continuacién:

L senasenpf distancia = L senfB

sen(f— «) sen(8 —a)

6. ;Cudl es la trayectoria probable de una pelota bateada en un dfa sin viento? ;Cémo podrian el viento y otros
factores afectar la trayectoria de la pelota?

altura =

7. Si un jugador batea un cuadrangular fuera del parque, ;cémo se compararia la distancia recorrida por la
pelota con las cifras desarrolladas por usted para los cronistas deportivos? ;Qué otros factores agregaria a
la distancia?

8. (Podrfa haber un cuadrangular mds largo? ;Cémo lo mediria?
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Expresar cada uno de los productos siguientes como una suma que contenga sélo
Senos y cosenos:

(a) sen 60 sen 46 (b) cos 36 cos 0 (c) sen368cos 560

(a) Usamos la férmula (1) para obtener
sen 66 sen 460 = % [cos(668 — 46) — cos(66 + 40)]

=1 (cos 20 — cos 106)

(b) Usamos la férmula (2) para obtener
cos30cos 0= % [cos(36 — 0) + cos(30 + )]

= % (cos 20 + cos 46)

(¢) Con la férmula (3) obtenemos
sen 360 cos 50 = ; [sen(36 + 56) + sen(36 — 56)]
= % [sen 86 + sen(—20)] = ; (sen 86 — sen 26)

Ahora resuelva el problema 1.

Las férmulas de suma a producto se dan a continuacién.

_+_ —_—
sena+senB=2sena2'BcosaZB (6)
- +
sen o —sen 3 = 2 sen a—p cos atp @)
2 2
a+ B a—fB
cos a + cos B =2 cos > cos > (8)
+ p—
| cosa—cosB=—2sena2'BsenaZB €)]

Deduciremos la férmula (6) y dejaremos las deducciones de las férmulas (7),
(8) y (9) como ejercicio (véanse los problemas 42, 43 y 44).

R AERE

>l

2c 283
=sen7+sen7=sena+senﬁ

Expresar cada suma o diferencia como un producto de senos y/o, cosenos:

(a) sen 50 — sen 30 (b) cos 38 + cos 28
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(a) Usamos la férmula (7) para obtener

145

: - +
sen 58 —sen 30 = 2 sen 30 — 36 cos 30 + 36
2 2
= 2 sen 6 cos 40
36+ 20 360 — 20

(b) cos 36 + cos 20 = 2 cos > cos >

o ees 3 b

=2cos - cos,

Ahora resuelva el problema 11.

Ejercicio 7.4

En los problemas del 1 al 10 exprese cada producto como una suma que sélo contenga senos o cosenos.

1. send46fsen26 2. cos46cos28

5. cos 38 cos 560 6. sen48cos 66
36 7} (7} 56

9. sen 2 cos > 10. sen > cos >

3.
7.

4.
8.

sen 36 sen 56
cos 36 cos 46

sen 46 cos 20
sen A sen 20

En los problemas del 11 al 18 exprese cada suma o diferencia como un producto de senos y/o, cosenos.

11. sen46 —sen 26 12. sen46 + sen 26

15. sen 6 + sen 30 16. cos 6 + cos 36

En los problemas del 19 al 36 demuestre cada identidad.

sen # + sen 36 cos 6 + cos
, = 200 ————
19 2 sen 26 cos 6 0 2 cos 20
2. cos 8 — cos 30 — tan 20 cos 6 — cos
sen 36 — sen 6 sen 6 + sen
25. sen f(sen 8 + sen 368) = cos 6(cos 6 — cos 38) 26.

sen 40 + sen 860

27. = tan 60 28.
cos 46 + cos 86 an 8

sen 460 + sen 80 tan 60

29, = - .
sen 40 — sen 86 tan 26 30

31. SeI”ﬁLSﬁmB=tanOHLBcota_B 32.
sen @ — sen 3 2 2

33. sena+senB=tana+B 34,
cos & + cos B 2

35.
36.

1 + cos 260 + cos 40 + cos 68 = 4 cos 0 cos 26 cos 36
1 —co0s20+ cos 48 — cos 68 = 4 sen 0 cos 26 sen 36

13. cos26 + cos 46 14. cos 50 — cos 30
(7] 360 %] 36
17. cos ) Cos > 18. sen 5 sen )
30 sen 40 + sen 260
= 2], X L ev o
cos 6 1 cos 46 + cos 26 tan 3
36 cos 6 — cos 56
= 24, —m =
36 tan 6 sen 6 + sen 56 tan 26

sen B(sen 30 + sen 568) = cos 6(cos 30 — cos 50)
sen46 — sen 86 _

—cot 66
cos 46 — cos 86 cot 6
cos 48 — cos 86
————————— =tan 26 tan 60
cos 46 + cos 86 an an
cos « + ¢cos B =—cota+B cota_B
cos o — cos B 2 2
sen o — sen 3 =—cota+B
cos o — cos B 2
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37. 5 En un teléfono por tono, cada botén produce
un sonido tnico. El sonido producido es la suma de dos tonos,
dados por 697 ciclos por seg.
y=sen2zilt y y=sen2wht
donde ! y h son las frecuencias baja y alta (ciclos por segundo) 770 ticlos por seg.
mostradas en la ilustracién. Por ejemplo, si oprime el 7, la frecuencia ~
baja es [ = 852 ciclos por segundo y la frecuencia alta es & = 1209
ciclos por segundo. El sonido producido al oprimir el 7 es 852 ciclos por seq.
y = sen 2m(852)t + sen 2m(1 209)¢
Escriba este sonido como un producto de senos y/o, cosenos. )
941 cicios por seg.
38. Escriba el sonido producido al oprimir la tecla # como un
producto de senos y/o, cosenos.
39. Sia+ B+ y= m, demuestre que
sen 2 + sen 23 + sen 27y = 4 sen « sen 3 sen .
. 1209 1336 1477
40. Sia+ B+ y= m, demuestre que ciclos por seg. ciclos por seg. ciclos por seg.
tan o + tan 8 + tan y = tan « tan B tan .
41. Deduzca la férmula (3). 42. Deduzca la férmula (7).
43. Deduzca la férmula (8). 44. Deduzca la férmula (9).
Ecuaciones Las secciones anteriores de este capitulo trataron acerca de identidades trigonomé-
"lg on Oméfri cas tricas —esto es, ecuaciones que involucran funciones trigonométricas que se sa-

tisfacen para todo valor en el dominio de la variable. En esta seccién analizaremos
ecuaciones trigonométricas —esto es, ecuaciones que involuecran funciones trigono-
métricas que se satisfacen sélo para algunos valores de la variable (o, tal vez, no se
satisfagan para ningtin valor de la variable). Los valores que satisfacen la ecuacién
son llamados soluciones de la ecuacién.

Determinar si # = 7i/4 es una solucién de la ecuacién sen 8 = % . (8= m/6 es una

solucién?
solucitn Reemplace 6 por /4 en la ecuacién dada. El resultado es
sen . —\/—E #* 1
4 2

Concluimos que 77/4 no es una solucion.
Ahora, reemplazamos 6 por 7/6 en la ecuacién. El resultado es

T
sen o = —
6

Asi, 7/6 es una solucion de la ecuacion dada.

La ecuacién del ejemplo 1 tiene otras soluciones ademds de 8 = /6. Por
ejemplo, # = 57/6 también es solucién, as{ como 6 = 137/6. (Usted tiene que
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verificar esto.) En realidad, la ecuacién tiene un nimero infinito de soluciones de-
bido a la periodicidad de la funcién seno, como puede verse en la figura 7.

A menos que se indique otra cosa, al resolver ecuaciones trigonométricas ne-
cesitamos encontrar todas las soluciones. Como lo ilustra el ejemplo siguiente, la
determinacién de todas las soluciones puede ser realizada encontrando las solucio-
nes en un intervalo cuya longitud sea igual al periodo de la funcién, sumando lue-
go multiplos de ese periodo a las soluciones encontradas. Veamos algunos ejemplos.

Resolver la ecuacién: cos 6 = 3

El periodo de la funcién coseno es 2. En el intervalo [0, 27), hay dos dngulos 0
para los cuales cos 6 = % 1 0= m/3y 0= 573. Véase la figura 8. Ya que la funcién
coseno tiene periodo 27, todas las soluciones de cos 0 = % pueden ser dadas por

T S .
0= 3 +2km o 0= 3 + 2km, k es cualquier entero

En la mayor parte de nuestro trabajo, s6lo nos interesa encontrar las solucio-
nes de ecuaciones trigonométricas para 0 = § < 2.

Ahora resuelva el problema 1.

Resuelva la ecuacién: sen280=1,0=< 6<2w

El periodo de la funcién seno es 2. En el intervalo [0, 277), la funcién seno tiene
el valor 1 s6lo en /2. Ya que en la ecuacién dada el argumento es 26, tenemos
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+ 2km, k es cualquier entero

En el intervalo [0, 277), las soluciones de sen 20 = 1son /4 (k=0)y w4 + w=
574 (k= 1). Observe que k= —1 da § = —37w/4 y k=2 da 0 = 97/4, ambas
quedan fuera de [0, 2m).

Advertencia: Al resolver una ecuacién trigonométrica para 6, 0 = § << 2, en la que el ar-
gumento no es 8 (como en el ejemplo 3), primero debe anotar todas las soluciones y luego
enlistar aquellas que estdn en el intervalo [0, 277). De lo contrario, las soluciones pueden per-

derse. Por ejemplo, al resolver sen 28 = 1, si usted s6lo escribe la solucion 26 = /2 encon-
trard tnicamente 8 = 7/4 y perderd la solucidén 8 = 57/4.

Ahora resuelva el problema 7.

Resuelva la ecuacién: sen 260 =1, 0 < § < 2.
El periodo de la funcién seno es 2. En el intervalo [0, 2), la funcién seno tiene

el valor % en 7/6 y en 57/6. Véase la figura 9. En consecuencia, ya que el argumen-
to es 20 en la ecuacién sen 20 = } tenemos

T S5 .
20 = r3 +2km o 20= a3 + 2km, k es cualquier entero
T S
0—12+k7'r 0= 12-1-k77'
FIGURA 9 Y
sen20=3%,0=<6<2m 2
29 = 5T

-2

En el intervalo [0, 277), las soluciones de sen 20 = % son w12, w12 + 7=
13712, 57/12, y 57/12 + = 177/12. -

P -

Vil i BV

. 0
Resolver la ecuacién: tan i 1,0=6<2mw
j‘
“oiacisn El periodo de la funcién tangente es 7. En el intervalo [0, ), 1a funcién tangente
tiene el valor 1 sélo en 7/4. Ya que en la ecuacién dada el argumento es 6/4, tenemos
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+ ki, k es cualquier entero

En el intervalo [0, 27), 6 = 7 es la tnica solucién.

P B Eap

Usar una calculadora para resolver la ecuacién: sen 6 =0.3,0=< 6 <27

Para resolver sen 6 = 0.3 en una calculadora, primero seleccionamos el modo. Si
lo ponemos en radianes, encontramos

sen”!

Expresioén: SHIFT sen
Display: 03 l 0.3046927

El 4ngulo 0.3046927 radianes es el 4ngulo — /2 = 6 < 7/2 parael cual sen 6 = 0.3.
Otro 4ngulo para el que sen 6 = 0.3 es 7 — 0.3046927. Véase la figura 10. El 4n-
gulo 7 — 0.3046927 es el dngulo en el segundo cuadrante donde sen § = 0.3. Asi,
las soluciones para sen § = 0.3, 0 = 6 <27, son

6 = 0.3046927 o m — 0.3046927 = 2.8369

Advertencia: El ejemplo 6 ilustra el cuidado que debe tenerse cuando se resuelven ecuacio-
nes trigonométricas con una calculadora. Recuerde que la calculadora proporciona un dngu-
lo sélo dentro de las restricciones de la definicién de la funcién trigonométrica inversa. Pa-
ra encontrar las demds soluciones debe identificar otros cuadrantes, si los hay, en los que el
dngulo pueda estar ubicado.

Ahora resuelva el problema 13.

Muchas ecuaciones trigonométricas pueden resolverse aplicando técnicas que
ya conocemos, tales como la férmula cuadrtica (si la ecuacién es un polinomio de
segundo grado) o factorizacién.

Resolver la ecuacién: 2sen?0—3senf+1=0,0=<6<2w
Esta es una ecuacién cuadratica (en sen ) que puede ser factorizada:
2senff—3sen @+ 1=0 7272+ =0
2senf—D(sen 6 —1)=0 v~ r—=20
2sen§—1=0 o senf—-1=0

sen § =1 sen § =1
As{,
T Sw ™
9—6 0= 6 9—2

Ahora resuelva el problema 23.
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Cuando una ecuacién trigonométrica contiene més de una funcién trigonomé-
trica, algunas veces se pueden usar identidades para obtener una ecuacién equiva-
lente que sélo contenga una funcién trigonométrica.

01

Resolver la ecuacién: 3cos@+3 =2sen?6, 0= 0<2m

Zeioo%n La ecuacion en su forma actual contiene senos y cosenos. Sin embargo, se puede
usar una forma de la identidad pitagdrica para transformarla en una expresién equi-
valente que sélo contenga cosenos:

3cos §+3=2sen?d
3cos B+3 =201 —cos? ) ot it
3cos H+3=2—2cos* 0
2cos?@+3cosf+1=0
2cos @+ 1)(cos8+1)=0 oo
2cos8+1=0 o cosf+1=0

cos0=—% cos 0=—1
Asi,
PP
K K d

para encontrar sus puntos de interseccién. ;Qué tan cercanas estdn sus soluciones
aproximadas a las exactas encontradas en este ejemplo?

Jicaeidn Trazar la graficadey = 3 cos x + 3y y = 2 sen? x y utilizar TRACE

=z Setni gl et e s s Bt s a i o f P N R P

- Resolver la ecuacién: cos20+3 =5cos 6, 0=<0< 27

Primero, observamos que la ecuacién dada contiene dos funciones coseno, pero con
argumentos diferentes, 6 y 26. Usamos la férmula de 4dngulo doble cos 26 =
2 cos? § — 1 para obtener una ecuaci6n equivalente que sélo contenga a cos 6:

cos 260+ 3 =5cos 6
(2cos29—1)+3=5cosf _
2cos?f—5cosB+2=0
(cos 0—-2)2cos 8—1)=0
cos§=2 o cosf=13

Para cualquier angulo 6, —1 =cos 0 = 1; asf, la ecuacién cos 8 =2 no tiene
solucién. Las soluciones de cos § = % son

__3 =]

Ahora resuelva el problema 33.

Resolver la ecuacién: cos2§+sen@=2,0=< <27
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Usamos una forma de la identidad pitagérica:
cos2 @+ sen =2
(1 —sen?6) +sen =2
sen?0—senf+1=0
Esta es una ecuacién cuadrdtica en sen 6. El discriminante es b> —4ac =1 — 4 =

—3 < 0. Por lo tanto, la ecuacién no tiene solucién real.

{ .. Trazar la grfica de y = cos? x + sen x y y = 2 para ver que las dos
grificas no se cortan.

Resolver la ecuacién: sen € cos 6 = — %, 0=6<27w

El miembro izquierdo de la ecuacién estd en la forma de la férmula de dngulo doble
2 sen #cos 6 = sen 286, salvo por un factor de 2. Asi, multiplicamos cada miembro
por 2:

1

sen @ cos = — 5
2sen fcos 8= —1
sen 260 = —1

Aqui el argumento es 26. Asi, necesitamos escribir todas las soluciones de
esta ecuacién y luego enlistar aquellas que estén en el intervalo [0, 27).

3
20 = —27T + 2k, k es cualquier entero
3
6= +kn

Las soluciones en el intervalo [0, 27r) son

_3m I
4 T4

Algunas veces es necesario elevar al cuadrado ambos miembros de una ecua-
cién con el fin de obtener expresiones que permitan el uso de identidades. Sin
embargo, recuerde que cuando se eleva al cuadrado a ambos miembros pueden in-
troducirse soluciones extrafias. En consecuencia, las aparentes soluciones deben ser
verificadas.

G : LTI LTI

sen@+cos8=1,0=60<2m

Resolver la ecuacién:
Intentos de aprovechar identidades conocidas no conducen a ecuaciones que sean
faciles de resolver. (Pruebe usted.) Asi, dada la forma de esta ecuacién, decidimos
elevar al cuadrado cada miembro:
sen 8+ cos =1
(sen 6 + cos 0)2 =1
sen” 6+ 2 sen Bcos O+ cos’> §=1
2sen fcos =0 ooty =
sen #cos 6 =0
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Asi,
sen =0 o cosf=0
y las aparentes soluciones son
a _ 37
)
Ya que elevamos al cuadrado ambos miembros de la ecuacién original,
debemos verificar estas aparentes soluciones por si alguna es extrafia:

=0 0=m 0=

0=0: sen0O+cos0=0+1=1

6=m senmtcosmT=0+(-1)=—1
B=—2: seno +coso=1+0=I
=5t seny +cos = =
0= en Tt cos T — 1 40=—1
=", sen—~+cos T = =

Asi, 6 = 37/2 y 6 = son soluciones extrafias. Las verdaderas son 6 =0y 6 = w/2.

Podemos resolver la ecuacién dada en el ejemplo 12 de otra manera.

Empezamos con la ecuacién
sen 6 + cos 8 = 1

y dividimos cada lado entre V2. (La razén para esto serd evidente en breve.)
Entonces

LscanO%—Lcos 9=-—l—
V2 V2 V2
El miembro izquierdo ahora se parece a la férmula para el seno de la suma de dos

dngulos, uno de los cuales es 6. El otro 4dngulo es desconocido (llamémosle ¢).
Entonces

sen(f + ¢) = sen 6 cos ¢ + cos OSen(b:—l— H

V2
donde

cos¢=% sen¢=%, 0=op<2m

Por lo tanto, el dngulo ¢ es 7/4. Como resultado de esto, la ecuacién (1) se convier-
te en .

T 1
sen|{@+ —|=—=
0+ %)=

Resolvemos esta ecuacién para obtener

g+ T T o gy 3T
4 -4 ° 44

m

6=0 0="

Estas soluciones coinciden con las encontradas anteriormente.
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Este segundo método de solucién puede ser usado para resolver cualquier
ecuacién lineal en las variables sen 6y cos 6.

EEN LA SRR RO

Resolver N
asen 0+ bcos §=c, 0=0<2mw )

donde a, b y ¢ son constantes y a # 0 o b # 0.

Dividimos cada miembro de la ecuacién (2) entre Va2 + b%. Entonces

b c
sen 0 + ——=cos 0 = ——— 3
a? + b? a* + b? Va2 + b? ©)
Hay un tnico dngulo ¢, 0 =< ¢ < 2, para el cual
a b
cos p = —F———— sen ¢ = —=—— 4
¢ 2+ ¢ a* + b? @
(véase la figura 11). Asi, la ecuacién (3) puede ser escrita como
c
sen 6 cos ¢ + cos fsen p = —————
¢ ¢ Va? + b2
0, de manera equivalente,
c
sen(f + ¢) = —F———— 5
O+ ¢ == )

donde ¢ satisface las ecuaciones (4).

Si |c| > Va? + b?, entonces sen(8+ ¢)>1 o sen(0+ P < —1, y la
ecuacidén (5) no tienen solucidn.

Si || = Va? + b?, entonces las soluciones de la ecuacién (5) son
__°c <
Va? + b? Va2 + b2
Ya que el dngulo 6 esta determinado por las ecuaciones (4), estas son las soluciones
de la ecuacion (2).

0+ ¢=sen"! o 6+ ¢=m—sen"!

Soluciones mediante un dispositivo
de graficacion

Las técnicas introducidas en esta seccién s6lo se aplican a ciertos tipos de ecuaciones
trigonométricas. Por lo comin en cdlculo se estudian soluciones de otros tipos,
usando métodos numéricos. En el ejemplo siguiente mostramos c6mo un dispositivo
de graficacién puede ser usado para obtener soluciones.

Resolver: Ssenx +x =3
Expresar la solucién (o soluciones) redondeada(s) a dos decimales.

Este tipo de ecuacién trigonométrica no puede ser resuelta por los métodos ya vistos.
Pero un dispositivo de graficacién si puede ser usado. Empezamos notando que la
ecuacién dada es equivalente a

Ssenx=3—x
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FIGURA 12

La solucién (o soluciones) de esta ecuacién es la misma que aparece en los puntos
de interseccién de las graficas de y = 5 senx y y = 3 — x. Véase la figura 12. Hay
tres puntos de interseccidn, cuyas coordenadas x son las soluciones buscadas. Usan-
do TRACE, ZOOM-IN y/o, BOX, encontramos

x = 0.1 x = 3.17 x =571
redondeadas a dos decimales.
Observacion: Las soluciones de la ecuacién
S5senx+x=23

pueden ser encontradas de otras formas.

1. Trazar la grifica de y = 5 senx + x y y = 3. Luego encontrar las coordenadas
x de los puntos de interseccién.

2. Trazar la gréfica de la funcién f(x) =5 senx + x — 3. Luego encontrar las
intersecciones-x.

Intente estas dos formas. Decida cudl de las tres prefiere.

Ejercicio 7.5

En los problemas del 1 al 12 resuelva cada ecuacion en el intervalo 0 =< 6 < 2.

L 1 V3
1. senf=— 2. tanf =1 3. tanf=——= 4. cos =~ ——
2 V3
5. cos8=0 6. sent‘):~\gwz 7. sen38= —1 8. tang=\/§
9. cos(ZB—%>=—1 10. sen<30+%)=1 11. sec%=—2 12. cot%q=—\/§

En los problemas del 13 al 20 resuelva cada ecuacion en el intervalo 0 = 8 < 2m. Redondee su respuesta a
dos decimales.

13. sen =04 14. cos 8=0.6 15. tan8=>5 16. cotf =2
17. cos 6= —0.9 18. sen 8= —0.2 19. secf=—4 20. csc 6= -3

\

En los problemas del 21 al 50 resuelva cada ecuacion en el intervalo 0 = 6 < 2.
21. 2cos?2@+cosf=0 22. sen?f—1=0 23, 2sen?f—senf—1=0
24. 2cos?f@+cosf—1=0 25. (tan @ — l)(sec8—1)=0 26. (cot 8 + 1)(csc 6 — %) =0



27.
30.
33.
36.
39.
42,
45.
48.
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cos 6 = sen 0 - 28. cos8+senf=0 29, tan 6 =2send

sen 20 = cos 0 31. senf@=cscl 32. tan @ =cot 8

cos 20 = cos 0 34, sen26sen 6 = cos 0 35, sen20+sendf =0

cos 260 + cos 46 = 0 37. cos4f —cos60=0 38. sendf —sen66 =10
1+senf=2cos? 6 40. sen?0=2cos 6+2 41. tan? 6= 3sec §
csc2@=cotf+ 1 43. 3 —sen 0= cos 20 44, cos20+5cos0+3=0
sec20+tan =0 46. sec = tan 8 + cot 6 47. sen6—V3cos =1
V3sen 6+ cos =1 49. tan20+2senf=0 50. tan280+2cos =0

En los problemas del 51 al 56 resuelva cada ecuaciéon para — = x = . Exprese la solucion (o soluciones)
redondeada(s) a dos decimales.

Resuelva la ecuacién cos x = ¢* trazando la grafica y = cos x y y = ¢* y determine su(s) puntos de interseccién.
Resuelva la ecuacién cos x = ¢* trazando la grifica y = cos x — ¢* y determine la(s) intersecciones-x.

Resuelva la ecuacién 2 sen x = 0.7x trazando la grifica y =2 senx y y = 0.7x y determine -su(s) puntos de inter-
seccidn.

Resuelva la ecuacién 2 sen x = 0.7x trazando la grifica y = 2 sen x — 0.7x y determine la(s) intersecciones-x.
Resuelva la ecuacién cos x = x? trazando la grifica y = cos x y y = x> y determine su(s) puntos de interseccion.
Resuelva la ecuacién cos x = x? trazando la grifica y = cos x — x? y determine la(s) intersecciones-x.

En los problemas del 57 al 68 utilice un dispositivo de graficacion para resolver cada ecuacion. Exprese la
solucion (o soluciones) redondeada(s) a dos decimales.

69.

70.

x+5cosx=0 2, x—4senx=0 oo 22x —17senx =3

19x + 8cosx =2 Si.osen X+ Ccosx =x A sen X —COs X = X

2—2cosx=0 o 2+ 3senx =0 “E, x> —2sen 2x = 3x
=x+ 3 cos 2x . 6senx ~e¥=2,x>0 . 4cos3x —ef=1,x>0

. SR et & 2. Un canal de desagiie pluvial serd construido con hojas de alumi-
nio de 12 pulgadas de ancho Despues de marcar una longitud de 4 pulgadas a lo largo de las hojas, se doblan hacia
arriba en un angulo 6. Véase la ilustracion. El drea A de la abertura como funcién de 6 estd dada por

A =16sen 6 (cos 8+ 1),0° =0 =90°

(a) En célculo, se le pedird encontrar el dngulo 6 que maximiza A
resolviendo la ecuacién

cos 20+ cos 8 =0, 0°= 6=90°

-4 pulgadas »—4 pulgadas »—4 pulgadas »

~————— 12 pulgadas —————

Resuelva esta ecuacién para 6 usando la férmula del dngulo doble.
(b) Resuelva la ecuacién para 6 escribiendo la suma de los dos dngulos como un producto.
(c) ¢(Cudl es el drea maxima A de la abertura?

Woovinlenio oe o proyesis. Un objeto es impulsado hacia arriba a un dngulo 6, 45° << 6 < 90°, con respecto a
la horlzontal y una veloc1dad inicial de vq pies por segundo, desde la base de un plano que forma un dngulo de 45°
con la horizontal. Véase la ilustracion. Si se pasa por alto la resistencia al aire, la distancia R que recorre el objeto
hacia arriba del plano inclinado estd dada por

2
R=M(sen20—00320—1)

(a) En cdlculo, se le pedird que encuentre el dngulo € que maximice R resolviendo la ecuacién

sen26 + cos 20 =0

Resuelva la ecuacién para 6 usando el método del ejemplo 13.
(b) Resuelva esta ecuacidn para 6 dividiendo cada miembro entre cos 26.
(c) (Cudl es la distancia médxima R si vo = 32 pies por segundo?
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En el estudio del fenémeno de transferencia de calor, aparece la ecuacién x + tan x = 0.
Trace la graf1ca de y= —xyy=tanxpara x = 0. Concluya que hay un nimero infinito de puntos de interseccién
de estas dos graficas. Luego determine las primeras dos soluciones posi-
tivas de x + tan x = 0 redondeadas a dos decimales.

72.

: S “ 0bi . Una escalera
de longitud L es transportada horlzontalmente doblando una esquina des-
de un pasillo de 3 pies de ancho a uno de 4 pies de ancho. Véase la ilus-
tracién.

(a) Exprese L como funcién de 6.
(b) En célculo, se le pedird encontrar la escalera de longitud maxima que
pueda dar vuelta por la esquina resolviendo la ecuacién

3secftan 8 — 4 csc Bcot =0, 0° << 9<<90°

Resuelva esta ecuacién para 6.
(c) ¢Cudl es la escalera de mayor longitud que puede ser transportada
por dicha esquina?

El estudio siguiente de la ley de refraccion de Snell (Llamada asi en honor de Willebrod Snell, 1591-1626.) es
necesario para poder resolver los problemas del 73 al 79: la luz, el sonido y otras ondas viajan a velocidades
diferentes, dependiendo de los medios (aire, agua, madera, etc.) a través de los cuales se desplazan. Suponga
que la luz viaja desde un punto A en un medio, donde su velocidad es v;, a un punto B en otro medio, donde
su velocidad es v,. Véase la figura, donde el dngulo 0, es llamado dangulo de incidencia y el dngulo 6, es el
dngulo de refraccion. La ley de Snell,* que puede ser probada utilizando cdlculo, establece que

sen §; Vi

sen 6, Vo

La razon vi/v, es llamada indice de refraccwn. Enla tabla siguiente se dan algunos valores.
ALGUNOS INDICES DE REFRACCION

INDICE DE
MEDIO REFRACCION
Agua 1.33
Alcohol etilico 1.36

Bisulfuro de carbono 1.63

Aire (1 atm y 20°C) 1.0003

Yoduro de metileno 1.74 :

Quarzo fundido 1.46 . Rayo-incidente,
Vidrio corona 1.52 velocidad v,
Vidrio de roca 1.66 E

Cloruro de sod10 1. 53 )

Para luz de longltud de onda de 589 nané- T‘B

metros medida con respecto al vacfo. En la Angmo de
mayoria de los casos el indice con respecto refraccion

al aire difiere de una manera insignificante.

01 = 02 .. 73. El indice de refraccién de la luz que pasa del vacio al agua es de 1.33. Si el 4ngulo de incidencia mide 40°, deter-
10°  7°45 mine el dngulo de refraccion.

20°  15°30° 74 g fndice de refraccién de la luz que pasa del vacio a un vidrio opaco es de 1.66. Si el 4ngulo de incidencia mide

282 §§Zg° 50°, determine el dngulo de refraccion.

50°  35°0" 75. Ptolomeo, quien vivié en la ciudad de Alejandria en Egipto durante el segundo siglo d. de C., establecié los valores
60°  40°30' de 1a tabla que aparece al margen para el d4ngulo de incidencia 6, y el angulo de refraccion 6, de un rayo de luz que
70°  45°30 pasa del aire al agua. ;Coinciden estos valores con la ley de Snell? Si es asi, ;cudl es el indice de refraccién? (Es-

800 - 5000 o tos datos son interesantes como las medidas fisicas m4s antiguas registradas.)’

*Ya que esta ley también fue deducida por René Descartes, en Francia es conocida como la ley de Descartes.
tAdaptado de Halliday y Resnick, Physics, Partes 1y 2, tercera edicién, Nueva York: Wiley, 1978, p. 953.
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77.

78.

79.
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La velocidad de la luz amarilla de sodio (longitud de onda de 589 nandmetros) en cierto liquido se mide y resulta
ser de 1.92 ( 108 metros por segundo. ;Cudl es el {ndice de refraccién de este liquido, con respecto al aire, para la luz
del sodio?"

Un rayo de luz con longitud de onda de 589 nandmetros viajando en el aire forma un dngulo de incidencia de 40°
con una ldmina de material transparente y el rayo refractado, forma un dngulo de refraccién de 26°. Encuentre el {n-
dice de refraccién del material.t

Un rayo de luz con longitud de onda de 589 nanémetros (producido por una ldmpara de sodio) viaja a través del aire y
forma un dngulo de incidencia de 30° con una ldmina delgada de vidrio corona. Determine el dngulo de refraccion.*
Un rayo de luz pasa de un medio a otro a través de una ldmina gruesa de material cuyo indice de refraccién es #n5.
Demuestre que el rayo que sale es paralelo al rayo incidente.®

Explique con sus propias palabras cémo usaria su calculadora para resolver la ecuacién sen x = 0.3, 0 < x < 27,
(Cémo modificaria su enfoque para resolver la ecuacién cot x =5, 0 < x < 27?

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Férmulas
Férmulas de suma y diferencia cos(a + B) = cos a cos B — sen a sen B
cos(a — B) =cos e cos B+ sen « sen B
sen{ae + 3) = sen a cos B+ cos @ sen 3
sen(a« — 8) = sen a cos 83— cos & sen 3
_ tana+tanf
tana + B) = 1 —tan atan B
_ tana—tanpP
tan(a = B) = 1+tan atan B
Férmulas para dngulo doble sen 20 = 2 sen 6 cos 6
cos 20 = cos? @ — sen’ 0
cos 26 =1 — 2 sen? @
cos 20 =2cos? §— 1
2 tan 6
tan 20 = 1 —tan® 6
. o 1 —cos a
Férmulas para medio dngulo sen? 5= 5,
,a 1+ cos
cost o =
,a 1—cosa
tan 27 14 cose

a 1 —cos a .

sen * 5 donde los signos + o — se
determinan por el cuadrante
1 +cosa del dngulo a/2
cos — = * [——————
2

o 1 —cos a 1 —cos &
tan & = + _ __sena

2 1 + cos a sen « 1+ cosa

*Adaptado de Serway, Physics, tercera edicion, Filadelfia: W. B. Saunders, p. 805.
‘tAdaptado de Serway, Physics, tercera edicion, Filadelfia: W. B. Saunders, p. 805:

i Ibid.

¢



158  Trigonometria analitica

Férmulas de producto a suma sen « sen 3 = % [cos(a — B) — cos(a + B)]
cos a cos B =1 [cos(a — B) + cos(a + B)]

sen a cos B =1 [sen(a + B) + sen(a — B)]

tB a— B

o
Férmulas de suma a producto sen a + sen B = 2 sen — cos >
- +
sena—sen,8=28f:nQ—Ecosa—é
2 2
tB . a—B

cos
2 2

cosa—cosB=~Zseng%§sena—;E

o
cos o + cos B =2 cos

COMO HACER PARA

Demostrar identidades
Resolver una ecuacién trigonométrica

COMPLETE EN_LOS ESPACIOS

1. Suponga que fy g son dos funciones con el mismo dominio. Si f(x) = g(x) para toda x en el dominio, la ecuacién es

llamada __ . En caso contrario, es llamada ecuacién
2. cos(a+ B)=cosacos B_________senasenpf.
3.sen(et+ B)=senacosB____ cosasenf.
4. cos 26 = cos? 6 — = —-1=1-
«@
5. sen? —=——7.
en ) >

CIERTO O FALSO

5. La mayoria de las ecuaciones trigonométricas tienen solucién tnica.

N O 0N

F 1. sen(—6) + sen =0 para toda 6.

F 2. sen(a + B) = sen a + sen B + 2 sen a sen .

F 3. cos 26 tiene tres formas equivalentes: cos? @ — sen? 6, 1 — 2 sen? §, y 2 cos? 6 — 1.
F 4. cos % = iw , donde los + o — depende del angulo a/2.

F

F

6. La ecuacién tan @ = 71/2 no tiene solucién.

EJERCICIOS DE REPASO

En los problemas del 1 al 32 demuestre cada identidad.

1. tan @ cot # — sen? § = cos? 0 2. sen fcsc O — sen? @ = cos? @
3. cos? 6(1 + tan? §) = 1 4. (1 — cos? 0)1(1 +cot2 ) =1
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5. 4cos2 0+ 3sen? =3+ cos’ @ 6. 4sen? @+ 2cos2 =4 — 2cos? f
7’1—cos0+ sen 6 —n 0 8 sen 6 +1+c050_2 0
‘' sen# 1—cosg - " 1+cosé senf ¢
2
9. cos 6 = 1 10. 1 —M=sen0
cos 8 — sen 0 1 —tan @ 1+ senf
- cscd 1-—send 12.1+secez sen? 6
1+ cscé cos? 6 sec 6 1 —cos @
csc 6 1 +cos @
13. csc 6 — sen 6 = cos 8 cot 6 14. -
1~cosé sen” 0
1- 0 cos’® 8 1~ 0
15. senb_ _cos 16, — 227 - (csc B — cot 6)2
sec 6 1+ sen @ 1 + cos @
1 —2sen? @ (2 sen? 6 — 1)?
17. ———— =cotf —tan 6 18. ————=1—2cos? 6
senfcos 8 0 an sen? 6 — cos* cos
os(a + —
19.M=cotﬁ—tana 20.M=1—cotatanﬁ
cos asen 3 sen a cos B
- +
21.M=1+tanatanﬁ 22.M=cota*tanﬁ
cos a cos 3 sen a cos B
0 0
23. (1 +cos 6) (tan —2‘) = sen 6 24. sen ftan 5 =1—cosé
25. 2cotfcot 20 =cot?2 6 — 1 26. 2sen26(1 — 2 sen? 6) = sen 48
36 6 — sen 6 cos 30
27. 1 — 8 sen? Acos? @ = cos 40 28. Sen 29 o8 noe =
sen 26
29, sen 260 + sen 460 — tan 30 0. sen 260 + sen 46 + tan 36 _
cos 260 + cos 46 sen 20 — sen 46 tan 6
20 — cos 46
31. OS2I COSRY tan ftan 36 = 0 32. cos 26 — cos 100 = (tan 46)(sen 26 + sen 106)

cos 20 + cos 46

En los problemas del 33 al 40 encuentre el valor exacto de cada expresion.

5
33. sen 165° 34. tan 105° 35. cos—f— 36. sen| — z
12 12
37. cos 80° cos 20° + sen 80° sen 20° 38. sen 70° cos 40° — cos 70° sen 40°
T S
39. tan — 40. —
an 2 sen 3

En los problemas del 41 al 50 utilice la informacion proporcionada acerca de los dngulos a'y b para
encontrar el valor exacto de:

(a) sen(a + B) (b) cos(a + B) (c) sen(a — B) (d) tan(a + B)
(e) sen 2« (f)cos 2B (g seng ()] cos%

41. sena=‘§,0<a<77/2; sen[3=%,7-r/2<3<77

42, cosa=§,0<a<ﬂ/2; cos[3=%,—7-r/2<3<0

43 sena= -3, 7<a<3m2; cosB=1§,3n2<pB<2m

4. sena=—%, —m2<a<0; cosB=-35,mM<B<m

45. tana =3, m<a<3w2; tnB=2,0<B<m2

159
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46.

47.
48.

49.
50.

En
51.
54.
57.
60.
63.
65.
67.
69.

tana=—3,mM2<a<m cotf=1 6 7<B<372

seca =2, — w2 <a<0; secB=3,3m2<B<27m
csca=2,m2<a<m secB=-3,m2<B<mT

senaz—%,ﬂ-<a<3ﬂ'/2; cosB=—%,77<B<377/2
tana= -2, 72 <a<m cotf=-2,m2<B<Tw

los problemas del 51 al 70 resuelva cada ecuacion en el intervalo 0 < 6 < 2.
cos =14 52. sen 6= —\/3/2

tan = —V3 55. sen 26 = —1

tan 26 =0 58. sen36=1

tan 8 = 25 61. sen 8 = tan 0

sen 6 +sen26 =10 64. cos 26 = sen 0

sen280 —cosf—2senf+1=0 66. sen26 —sen @ —2cos 8+ 1 =0
2sen’0—3senf+1=0 68. 2cos?f0+cosf—1=0

sen § —cos =1 70. sen 8+ 2 cos § =1

. cos 8= —V2/12
. cos20=0
. sen 6=0.9

. CoS 8 =secB



TEMA 4

Aplicaciones adicionales
de la trigonometria

CAPITULO 8

8.1 Ley de los senos

8.2 ley de los cosenos

8.3 Area de un trigangulo

8.4 Coordenadas polares

8.5 Ecuaciones y grdaficas polares
8.6 El plano complejo; teorema

de Moivre
Repaso del capitulo

Panorama Correccion de un error de navegacion

Un bote de motor sale de Naples, Florida, hacia Key West, a 150
millas de distancia. Aunque lleva una velocidad constante de

15 millas por hora, navega entre fuertes corrientes y vientos
cruzados, la tripulacion descubre, después de 4 horas, que el bote
estad fuera de curso por 20°.

(a) ;A qué distancia de Key West esta el bote en ese momento?

(b) ;Con qué angulo debe girar para corregir su curso?

(c) ;Cuanto tiempo de mas duro el viaje debido a la desviacion del
curso?

(Suponga que la velocidad permanece en 15 millas por hora.)

[ejemplo 3 de la seccion 8.2.]

161
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n el capitulo 5 utilizamos las funciones tri- = deduciremos férmulas para determinar su area (sec-

gonomeétricas para resolver triangulos rec-  cién 8.3).

tangulos; es decir, tridngulos con unangu-  Las secciones finales del capitulo tratan acer-
lo de 90°. En este capitulo-utilizaremos las funciones . - ca de las coordenadas polares (una alternativa a las

frigonomeétricas para resolver triangulos oblicuos, es.  coordenadas rectangulares para localizar puntos en
decir, triangulos que no tienen un angulo.de 90°. Pa- - el plano), la graficacion en coordenadas polares y
ra‘ello desarrollaremos la ley de los senos (seccion  la determinacion de raices de numeros complejos
8.1)-y la‘ley de los cosenos (seccion 8.2). Ademas - -(teorema de De Moivre).

de calcular los lados y angulos de tales triangulos,

Ley de los senos Si ninguno de los d4ngulos de un tridngulo es recto, el tridngulo es oblicuo. As{, un
tridngulo oblicuo tendra tres angulos agudos, o bien dos angulos agudos y un dngulo
obtuso (un angulo entre 90° y 180°). Véase la figura 1.

FIGURA 1

Tridngulos oblicuos

(a) Todos los dngulos son agudos (b) Dos anguios agudos y uno obtuso

FIGURA 2 En el andlisis siguiente, siempre sefialaremos un tridngulo oblicuo de modo
e que el lado a sea opuesto al dngulo «, el lado b opuesto al 4ngulo B y el lado ¢
c B a opuesto al dngulo vy, como se muestra en la figura 2.
o e Resolver un triangulo oblicuo significa determinar las longitudes de sus la-
oy dos y la medida de sus dngulos. Para hacer esto, necesitamos conocer la longitud
oy de un lado junto con otros dos datos: dos 4dngulos, o los otros dos lados, o un 4n-
gulo y el otro lado.* De ese modo, existen cuatro posibilidades:

Se conocen un lado y dos dngulos (LAA o ALA).

Se conocen dos lados y el d4ngulo opuesto a uno de ellos (LLA).
Se conocen dos lados y el 4ngulo entre ellos (LAL).

Se conocen tres lados (LLL).

La figura 3 ilustra los cuatro casos.

L ' L
Caso 1: LAAo ALA Caso 2: LLA ) Caso 3: LAL Caso 4: LLL

La ley de los senos se utiliza para resolver tridngulos de los casos 1 y 2.

*Recuerde de la geometria plana que si se conocen los tres dngulos de un tridngulo eso determina una
familia de tridngulos semejantes, es decir, tridngulos de la misma forma pero con diferentes tamafios.



FIGURA 4

FIGURA 5

(b)
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Para un tridngulo con lados a, b, ¢ y 4ngulos opuestos a, 3, 7y, respectivamente,

sena __ senf8  seny
a b c

ey

Para demostrar la ley de los senos trazamos una altura de longitud 4 desde uno de
los vértices del tridngulo en cuestion. La figura 4(a) muestra 4 para un tridngulo con
tres angulos agudos y la figura 4(b) muestra k para un tridngulo con un dngulo ob-
tuso. En cada caso, trazamos la altura desde el vértice 3. Con cualquiera de las fi-
guras, tenemos

h
sen y = —
a
de donde
h=aseny (2)
De la figura 4(a), también tenemos que
h
sen a = —
c
de donde
h=csena (3

La figura 4(b) implica que
sen a = sen(180° — a) = h
¢

y de nuevo
h=csena

Asfi, ya sea que el tridngulo tenga tres dngulos agudos o dos dngulos agudos
y uno obtuso, las ecuaciones (2) y (3) son validas. Como resultado, podemos igualar
las expresiones para A en las ecuaciones (2) y (3) y obtener

asen y = csen a

de donde

sena  sen
sene  seny %)
a ¢

De manera andloga, al trazar la altura k' desde el vértice del dngulo 3 como

en la figura 5, podemos mostrar que

sen 3 = - Y seny=%
Asi,
h"=csenB=bsenvy
y
senf _ seny )

b c
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FIGURA 6

\40°
b

60°

Al combinar las ecuaciones (4) y (5) obtenemos la ecuacién (1), la ley de los senos.

Al aplicar la ley de los senos para resolver tridngulos utilizamos el hecho de
que la suma de los dngulos de cualquier tridngulo es igual a 180°; es decir,

a+ B+ y=180° (6)

Nuestros dos primeros ejemplos muestran la forma de resolver un tridngulo
cuando se conocen un lado y dos dngulos (Caso 1: LAA o ALA).

Resuelva el tridngulo: o =40°, B=60°a =4
La figura 6 muestra el tridngulo por resolver. El tercer dngulo yes fécil de encontrar
con la ecuacién (6):
a+ B+ y=180°
40° + 60° + y = 180°
v = 80°

Ahora utilizamos la ley de los senos (dos veces) para determinar los lados b y c:

sena _ senp sena _ seny
a b a c
Como a = 4, a = 40°, B = 60°, y y = 80°, tenemos
sen40° _ sen 60° sen 40° _ sen 80°
4 b 4 c
De ese modo,
4 sen 60° 4 sen80°
= ——— = 5739 = — =~ 6.13
sen 40° > ¢ sen40°

Observe que en el ejemplo 1 determinamos & y ¢ utilizando el lado conoci-
do a. Esto es mejor que determinar primero b y trabajar luego con un valor redon-
deado de b para calcular c.

Resuelva el tridngulo: o« =35°, B=15°¢=5

La figura 7 ilustra el tridngule por resolver. Como conocemos dos dngulos (a = 35°
y B = 15°), es facil determinar el tercer 4ngulo mediante la ecuacién (6):
a+ B+ y=180°
35° + 15° + y = 180°
v = 130°



FIGURA 7

o\
b

FIGURA 8

15
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Ahora conocemos los tres dngulos y un lado (¢ = 5) del tridngulo. Para determinar
los otros dos lados, a y b, utilizamos dos veces la ley de los senos:

sena _ seny

senf3 _ senvy

a c b c
sen 35° _ sen 130° sen 15° _ sen 130°
a 5 b 5
5 sen 35 5 sen 15°
a=——=374 =— = 1.69
sen 130 sen 130°

Nota: En los siguientes ejemplos y ejercicios, a menos que se indique lo contrario, mediremos
los dngulos en grados y los redondearemos hasta una cifra decimal; y redondearemos todos los
lados hasta dos cifras decimales. Para evitar errores de redondeo al utilizar una calculadora,
guardaremos los valores no redondeados en la memoria para utilizarlos en cilculos posteriores.

Ahora resuelva el problema 1.

El caso ambiguo

El caso 2 (LL.A), que se aplica a tridngulos donde se conocen dos lados y el dngulo
opuesto a uno de ellos, se conoce como el caso ambiguo pues la informacién resul-
tante puede producir un trigngulo, dos tridngulos o ninguno. Supongamos que cono-
cemos los lados a y b y el dngulo &, como nos muestra la figura 8. La clave para
determinar los tridngulos posibles (si existen) que pueden formarse a partir de la in-
formacioén dada, recae principalmente en la altura 4 y el hecho de que 2 = b sen a.

Ningin triangulo: Sia < b sen a = h, estd
claro que el lado a no es lo bastante grande
para formar un tridngulo. Véase la figura 9.

FIGURA 9

a<bsena

\e

Dos tridangulos: Sia<byh=bsena <aq,
entonces podemos formar dos tridngulos dis-
tintos a partir de la informacién dada. Véase
la figura 11.

FIGURA 11

bsena<aya<b

\e \e

Un tridngulo rectangulo: Sia = b sen o =
h, entonces el lado a tiene la medida justa
para formar un tridngulo rectdngulo. Véase
la figuralO.

FIGURA 10
a=bsena
b

a

\e r

Un triangulo: Si a = b, entonces sblo se
puede formar un trangulo. Véase la figura 12.

FIGURA 12

az=b
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FIGURA 13(a)
2 V ‘ 3

B ‘
A B

FIGURA 13(b)

~
vy=1146°
\40° B=254° /.
C =424

Por fortuna, no tenemos que confiar en una figura para obtener la conclusién
correcta en el caso ambiguo. La ley de los senos nos conduce a la determinacién co-
rrecta. Veamos cémo.

Resolver el tridngulo: a =3,b =2, aa = 40°

Véase 1a figura 13(a). Como conocemos a = 3, b = 2, y & = 40°, utilizamos la ley
de los senos para determinar f3:

sena _ senf3

a b

Entonces

sen40° _ senf

= 3 2
2 sen40°

sen 3 = ~ (043

Existen dos dngulos B, 0° << B < 180°, para los que sen 8 = 0.43:
B=254° y B=154.6°

[Nota: aqui hemos calculado B mediante el valor de sen 8 guardado en la memoria. Si utiliza
el valor redondeado, sen B = 0.43, obtendrd resultados un poco distintos.]

Descartamos la segunda posibilidad, pues o = 40°, lo que hace que @ + B =
194.6° > 180°. Ahora, con 8 =~ 25.4°, tenemos

v=180° — a — B= 180° — 40° — 25.4° = 114.6°

Ahora podemos determinar el lado ¢ mediante la ley de los senos:

seny _ senw
c a
sen 114.6° _ sen 40°
c 3
3sen114.6°
= =424
sen 40°

La figura 13(b) muestra el tridngulo resuelto.

Resolver el tridngulo: a = 6,b = §, a = 35°

Como conocemos a = 6, b = 8, y a = 35°, utilizamos la ley de los senos para
determinar el dngulo B:

sena _ senf

a b



FIGURA 14

v, =14.9°

B,=1301°

'\35°f—\’

i E———
€, =2.69

ANEESN
6

N V=951
‘\/e

By=499°/

FIGURA 15

¢, = 10.42
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Entonces

sen35° _ sen B

6 8
sen 3 = 8 86235 =~ (.76
B1=49.9° o fB,=130.1°

Para ambas posibilidades tenemos que a + B < 180°. Por lo tanto, hay dos
tridngulos, uno con el dngulo B8 = B; = 49.9° y el otro con el dngulo B = B, =
130.1°. El tercer dngulo vy es

y1=180° —a— B ~951° o 7y, =180° — a— B~ 14.9°

El tercer lado ¢ satisface la ley de los senos, de modo que

seny _ sena

c a
sen 95.1° _ sen 35° sen 14.9° _ sen 35°
C1 6 Cy 6
6 sen 95.1° 6 sen 14.9°
= ——= 1042 == 26
“ sen 35° sen 35° 0

La figura 14 muestra los dos tridngulos obtenidos.

Resolver el tridngulo: a = 2,¢c =1, y = 50°
Como conocemos a =2, ¢ = 1, y y = 50°, utilizamos la ley de los senos para

determinar el dngulo a:

sena _ senvy

a c

sena _ sen 50°
2 1

sen & = 2 sen 50°

1.53

No existe un angulo « para el cual sen « > 1. Por lo tanto, no existe un tridngulo
con las medidas dadas. La figura 15 muestra los datos proporcionados. Observe que
no importa la posicién en que pretendamos colocar el lado ¢, éste nunca cortara al
lado b para formar un tridngulo.

Ahora resuelva el problema 17.

Problemas de aplicacién

La ley de los senos sirve de manera especial para resolver ciertos problemas de
aplicacién.
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La estacién Zuld de los guardacostas se encuentra a 120 millas al oeste de la esta-
cién Rayos X. Un barco en el mar envia una llamada de auxilio la cual es recibida
por ambas estaciones. La llamada a la estacién Zulid indica que la posicién del bar-
co es 40° al este del norte; la llamada a la estacidon Rayos X indica que la posicién
del barco es 30° al oeste del norte.

(a) (A qué distancia del barco se encuentra cada estacion?

(b) Si un helicéptero que puede volar a 200 millas por hora sale desde la estacién
mds cercana al barco, ;cudnto tiempo tardard en llegar a éste?

Soiucién o (a) La figura 16 muestra la situacién. Vemos que el dngulo vy es
v = 180° — 50° — 60° = 70°
Ahora podemos utilizar la ley de los senos para determinar las dos distancias
ayb:
sen50° _ sen70°

a 120
a= 1—2%5‘371165;93 ~ 97.82 millas
sen 60° sen 70°
b 120
__ 120 sen 60°
"~ sen 70°

== 110.59 millas

Asf{, la estacién Zuld estd a casi 111 millas del barco mientras que la Rayos X
estd a casi 98 millas.

(b) Calculamos el tiempo ¢ necesario para llegar al barco desde la estacién Rayos X
mediante la férmula

(Velocidad, v)(Tiempo, £) = Distancia, a
Entonces

= % = —9-226%2- == (.49 horas = 29 minutos

El helicéptero tardard casi 29 minutos en llegar hasta el barco.

Ahora resuelva el problema 29.

Ejercicio 8.1

En los problemas del 1 al 8 resuelva cada tridngulo.
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4 - 5.
1955 Y
o 1P a0 a7
B - S car ae
6 a - b 7. 8. L
[P Y e a.~ 100°™. 2 a )
S O - L7730 100°

En los problemas del 9 al 16 resuelva cada tridngulo.

9. a=40°,8=20°%a=2 10. a=50° y=20°%a=3 1. g=70°vy=10°b=35
12, a=70°B=60°%c=4 13. a=110°y=30%c=3 14. B=10° y=100° b =2
15. a=40° B=40°c=2 16. B=20°vy=70%a=1

En los problemas del 17 al 28 se proporcionan dos lados y un dngulo. Determine si esta informacion
produce un tridngulo, dos tridngulos o ninguno. Resuelva los tridngulos obtenidos.

17. a=3,b=2,a=50° 18. b=4,c=3, B=40 19. b=35,¢c=3,8=100°
20. a=2,¢c=1,a=120° 2. a=4,b=5,a=060° 22. b=2c¢c=3,8=40°
23. b=4,c=6,8=20° 24, a=3,b=7a="170° 25. a=2,c=1,y=100°
26. b= 4c—SB 95° 27. a=2,c¢c=1,y=25° 28. b=4,c=5 B=40°
29. esoore en el s La estacion Able de los guardacostas

se encuentra a 150 millas al sur de la estacién Baker. Un
barco en el mar envia una llamada de auxilio la cual es
recibida por ambas estaciones. La llamada a la estacién Able
indica que la posicién del barco es 35° al norte del este; la
llamada a la estacién Baker indica que la posicién del barco
es 30° al sur del este.

(a) ¢A qué distancia del barco se encuentra cada estacién?
(b) Si un helicéptero que puede volar a 200 millas por hora
sale desde la estacion mds cercana al barco, ;cudnto tiempo
tardard en llegar a éste?

30.

:. Véase la figura. Para determinar la distancia
de la casa en el punto A a la casa en B, un topdgrafo mide
un angulo BAC de 40°, después camina 100 pies hasta C'y
mide el d4ngulo ACB, que es de 50°. ;Cudl es la distancia de
AaB?
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31.

32.

33.

34.

35.

Véase la figura. Para determinar la

longltud de un ascensor propuesto para una plsta de esqu1 desde A hasta B, un topdgrafo mide el 4ngulo DAB, que
es de 25°, luego camina 1000 pies hasta C y mide el dngulo ACB, que es de 15°. ;Cudl es la distancia de A a B?

259/

i s e e i Utilice la
1lustrac:1on del problema 31 para determmar la altura BD de
la montaiia en el punto B.

siao s s Lo e de s 70 Un avién es
observado por dos personas que se encuentran a 1000 pies
de distancia una de otra. Cuando el avién pasa por la recta
que los une, cada observador mide el 4ngulo de elevacién al
avién, como indica la figura. ;A qué altura se encuentra el
avién?

‘ El puente mds alto del mundo es el tendldo sobre
Royal Gorge, del rio Arkansas en Colorado, Estados Unidos.*
Se realizan mediciones hacia el mismo punto al nivel del
agua, directamente bajo el puente, desde cada lado del puen-
te con 880 pies de longitud, como muestra la figura. ;Qué
altura tiene el puente?

szzir: Un avién vuela de la ciudad A a la ciudad B, una

dlstanc1a de 150 millas, y después gira 40° para dirigirse a la

ciudad C, como muestra la figura.

(a) Si entre las ciudades A y C hay 300 millas, ;a qué dis-
tancia se encuentra la ciudad B de la ciudad C?

(b) ¢Con qué dngulo debe girar el piloto en la ciudad C pa-

ra regresar a la ciudad A?

*Fuente: Libro Guiness de récords mundiales.

, 15°f
A 1000 pies

e

880 pies




36.

37.

38.

39.

un intento por ir de la ciudad A a la ciudad B un avion si-
guié un curso con 10° de error, como muestra la figura. Des-
pués de volar 50 millas el piloto corrigi6 el curso girando en
el punto Cy volando otras 70 millas. Si la velocidad cons-
tante del avién era de 250 millas por hora, ;cudnto tiempo se
perdié debido al error?

La famosa torre inclinada de Pisa tenia originalmente una al-
tura de 184.5 pies.* Después de caminar 123 pies desde la
base de la torre, el dngulo de elevacién hasta la cima resulta
ser de 60°. Determine el dngulo CAB indicado en la figura.
Determine ademds la distancia perpendicular de C a AB.

i ety ST En cierto automévil el eje
de las blelas mlde 3 pulgadas y la varilla de uni6én 9 pulgadas
(véase la figura). Cuando el dngulo OPA mide 15°, ja qué
distancia se encuentra el pist6n (P) del centro (O) del eje de
la biela?

ST LE L DarTE La carretera 41 de Es-
tados Umdos cuyas d1rec<:1ones prlnmpales son norte-sur,
estd en construccién a lo largo de la costa de Florida. Cer-
ca de Naples, una bahfa obstruye el trazo recto de la carre-
tera. Como el costo de un puente es demasiado alto, los in-
genieros deciden rodear la bahfa. La ilustracién muestra la
trayectoria decidida y las medidas tomadas. ;Cuél es la lon-
gitud de la carretera necesaria para rodear la bahia?
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600/7

123pies g

*En su informe de 1986 acerca del fragil campanaric de 7 siglos de antigiiedad, los cientificos afirmaron en Pisa, Italia, que la torre in-
clinada de Pisa habfa incrementado su famosa inclinacién en 1 milimetro, o 0.04 pulgadas (casi el promedio anual), aunque en los dos

afios anteriores la inclinacién se habia reducido a casi la mitad de esa cantidad.

Ultimas noticias, Pisa, Italia, septiembre de 1995. La torre inclinada de Pisa se ha desplazado stibitamente, a pesar de los esfuer-
zos por estabilizarla, afirmaron los periddicos italianos el domingo. La torre, construida sobre un subsuelo inestable entre 1174 y 1350
como campanario para la catedral cercana, se movié recientemente 0.07 pulgadas en una noche. La torre quedé cerrada al turismo desde
1990, pero se espera abrirla parcialmente el préximo afio.
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41.

42,

43.

44.

45,

oifn s ivteneine eeoo . El timonel de
un barco en el mar av1sta dos faros que sabe estan separados
por una distancia de 3 millas a lo largo de una costa recta.
El determina que los 4ngulos formados entre las dos lineas
de visi6n de los faros y la recta que va directamente del barco
a la orilla miden 15° y 35°. Véase la ilustracion.

(2) (A qué distancia del faro A se encuentra el barco?

(b) ;A qué distancia del faro B se encuentra el barco?

(¢) (A qué distancia de la orilla se encuentra el barco?

Dieterniinanide ge osixioncine 2 20 mos El timonel de
un barco en el mar t1ene a la v1sta el puerto donde debe atracar.
El avista un faro que sabe se encuentra a una milla de la en-
trada de la bahia, y mide el dngulo entre las lineas de vision
del puerto y del faro, siendo dicho dngulo de 20°. Dirigién-
dose hacia el puerto, el timonel repite la medicién después
de 5 minutos de viajar a 12 millas por hora. Si el nuevo 4n-
gulo es de 30°, ;a qué distancia se encuentra el barco de la
bahia?

2 e Un guardia forestal va por
un camino mchnado 5° respecto a la horizontal, directamente
hacia una torre de observacion de 100 pies de altura. Cuando
el angulo de elevacién de la parte superior de la torre es de
40° ;a qué distancia de la torre se encuentra el guardia?

= ENE o, Para cualquier tridngulo, la férmula de Mollweide (en honor de Karl Mollweide, 1774-
1825) establece que
atb _ cos%(a— B
c sen 1y

Deduzca esta férmula. [Sugerencia: utilice la ley de los senos y luego una férmula suma-producto.] Observe que la
férmula de Mollweide relaciona los seis datos de un tridngulo. Debido a ello en ocasiones se le utiliza para verificar
la solucién de un tridngulo.

’z. Otra presentacién de la férmula de Mollweide es

a—>b _ sen%(a— B
c cos 1y

- Dedizcala.

Para cualquier tridngulo, deduzca la férmula
a=bcosy+ccospf

[Sugerencia: utilice el hecho de que sen « = sen(180° — 8 — y).]



46.

47.
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Para cualquier tridngulo, deduzca la ley de las tangentes:

a—b _ tanja—p)
a+b tanla+ B
[Sugerencia: utilice la férmula de Mollweide.]

Muestre que

sena _senf3 _seny _ I

a b c 2r

donde r es el radio del circulo que circunscribe al tridngulo ABC cuyos lados son a, b,
¢, como muestra la figura anexa. [Sugerencia: trace el didmetro AB’. Entonces 8 = dn-
gulo ABC = angulo AB'C y angulo ACB' = 90°.]
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Plantee tres problemas con tridngulos oblicuos. Uno debe tener como respuesta un tridngulo, el segundo dos tridn-

gulos y el tercero ninguno.

Ley de los En la seccién 8.1 utilizamos la ley de los senos pararesolver el caso 1 (LAA 0 ALA)
cosenos y el caso 2 (LLA) de un tridngulo oblicuo. En esta seccién deduciremos la ley de

los cosenos y la utilizaremos para resolver los otros casos, 3 y 4.

Se conocen dos lados y el dngulo entre ellos (LAL).
Se conocen tres lados (LLL).

Para un tridngulo de lados g, b, ¢ y dngulos opuestos «, 3, y, respectivamente,

=042+ b>—2abcosy )
b2 =a*>+ ¢ — 2accos B 2)
a?=b*+ c* — 2bccos a 3)

S6lo demostraremos la férmula (1). Las férmulas (2) y (3) se pueden demostrar con
el mismo argumento.

Primero colocaremos un tridngulo en un sistema de coordenadas rectangulares,
de manera estratégica, de modo que el vértice del dngulo y quede en el origen y el
lado b esté a lo largo del eje x positivo. Ya sea que y sea agudo, como en la figura
17(a), o bien obtuso, como en la figura 17(b), el vértice B tiene coordenadas (a cos v,
a sen 7). Fl vértice A tiene coordenadas (5,0).

FIGURA 17 y fz (acosy, asen ) B: g go?;,(lz sscz:n—Y )y), ;isen(180° -9
|
a ‘| ¢ i
| i c
A ! X I a ‘
1 o . ,‘{ .
of b A-b0) LN X
180°0-y 0 b A=(b0)

(a) Eléngulo yes agudo
(b) Eléngulo yes obtuso
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Ahora podemos utilizar la férmula de la distancia para calcular ¢

2= (b—acosy)?+ (0 — aseny)?
= b2 — 2ab cos y + a? cos? y+ a? sen? y
= g%(cos? y + sen® y) + b? — 2ab cos y
= a?+ b> — 2ab cos y

Podemos enunciar cada una de las férmulas (1), (2) y (3) de la manera
siguiente:
El cuadrado de un lado de un tridngulo es igual a la suma de los cuadrados de los

otros dos lados, menos el doble de su producto por el coseno del dngulo entre esos
lados. '

Observe que si el tridngulo es rectdngulo (por ejemplo, si y = 90°), entonces
la férmula (1) se convierte en el familiar teorema de Pitdgoras: ¢? = a? + b%. Asi,
el teorema de Pitdgoras es un caso particular de la ley de los cosenos.

Ahora veremos cémo utilizar la ley de los cosenos para resolver el caso 3
(LAL), el cual se aplica a los trigngulos en que conocemos dos lados y el dngulo
entre ellos.

Resolver el tridngulo: a=12,b =3, y=60°
Véase la figura 18. La ley de los cosenos permite determinar con facilidad el tercer
lado, c:
¢ = g%+ b? — 2ab cos vy
=4+9—2-2-3-cos 60°
=13-(12-H=7
c=V7

El lado ¢ tiene como longitud V7. Para determinar los dngulos @'y B podemos uti-
lizar la ley de los senos o la de los cosenos. Es mejor utilizar la ley de los cosenos
puesto que con ella obtenemos una ecuacién con una solucién. El uso de la ley de
los senos conduce a una ecuacién con dos soluciones, y tendrfamos que verificar
cuél de ellas se ajusta a los datos proporcionados. Asi, optamos por utilizar las
férmulas (2) y (3) de la ley de los cosenos.
Para «a:
a?2=b>+c?—2bccos o
2bc cos a = b% + ¢? — d?
cosg T @ _9+T7-4_ 12 _ 2V7
2be 2-3V1 6V7 7
a = 40.9°

Para B:
b? = g% + ¢ — 2ac cos B
0053=a2+c2—b2:4+7—9: 1 _ V7
2ac N7 2V 14
B~ 79.1°

Observe que o + B + vy = 40.9° + 79.1° + 60° = 180°, como se requiere.

Ahora resuelva el problema 1.
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El siguiente ejemplo muestra la forma de utilizar la ley de los cosenos cuando
se conocen los tres lados de un tridngulo, el caso 4 (LLL).

Resolver el tridngulo: a=4,b=3,c=6

Véase la figura 19. Para determinar los dngulos «, B, y y procedemos como en la
tltima parte de la solucién del ejemplo 1.

Para a:
b+ =-a2 9+36-16 29
cos a = = =—
2bc 2-3-6 36
a =~ 36.3°
Para :
a+c2—b* 16+36—-9 43
cos B = = =—
2ac 2:4-6 48
B=264°

€omo €onocemos o'y B,

v=180° — a — B=180° — 36.3° — 26.4° = 117.3°

Ahora resuelva el problema 17.

Un bote de motor sale de Naples, Florida, hacia Key West, a 150 millas de distan-

cia. Lleva una velocidad constante de 15 millas por hora pero navega con fuertes

corrientes y vientos cruzados, la tripulacién descubre, después de 4 horas, que el

bote estd fuera de curso por 20°.

(a) A qué distancia de Key West estd el bote en ese momento?

(b) (Con qué dngulo debe girar para corregir su curso?

(¢) (Cudnto tiempo se agregd al viaje debido a la desviacién del curso? (Suponga
que la velocidad se mantiene en 15 millas por hora.)

Véase la figura 20. Con una velocidad de 15 millas por hora, el bote ha recorrido
60 millas después de 4 horas. Buscamos la distancia x del bote a Key West y el dn-
gulo 0 con el cual debe girar para corregir su curso.

(a) Para determinar x utilizamos la ley de los cosenos, puesto que conocemos dos
lados y el angulo entre ellos.
x* = 1502 + 602 — 2(150)(60) cos 20° = 9186
x =958
El bote est4 a casi 96 millas de Key West.

(b) Ahora conocemos los tres lados de un tridngulo, de modo que podemos utilizar
la ley de los cosenos de nuevo para determinar el dngulo a opuesto al lado que
mide 150 millas.

1502 = 962 + 60% — 2(96)(60) cos a
9684 = —11,520 cos
cos a =~ —0.8406
a = 147.2°
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DATO IIISTORICO

_Ejercicio 8.2

El bote debe virar con un dngulo de
6= 180° — @ = 180° — 147.2° = 32.8°
El bote debe virar con un 4ngulo aproximado de 33° para corregir su curso.

(c) La longitud total del viaje es entonces de 60 -+ 96 = 156 millas. Las 6 millas
adicionales sélo requieren de unas 0.4 horas, o 24 minutos mads, si se mantiene
la velocidad de 15 millas por hora.

Ahora resuelva el problema 25.

B Laley de los senos era conocida vagamente mucho antes de ser enunciada en for-
ma explicita por Nasir ed-din (cerca de 1250 d. C.). Ptolomeo (cerca de 150 d. C.)
tenia conocimiento de ella en una forma que utiliza'una funcién de la cuerda de una
circunferencia en vez de la funcién seno. Pero fue enunciada por vez primera con
claridad en Europa por Regiomontano, en 1464.

La ley de los cosenos aparece por primera vez en los Elementos de Euclides
(Libro II), pero en forma disfrazada, donde los cuadrados construidos sobre los la-
dos de los tridgngulos se suman y luego se resta un rectdngulo que representa el co-
seno. Era conocida de esta forma por todos los matemdticos debido a su familiari-
dad con el trabajo de Euclides. Una de las presentaciones modernas de la ley de los
cosenos (determinar el 4ngulo cuando se conocen los lados) fue enunciada por Fran-
¢ois Vieta (en 1593).

La ley de las tangentes (remitase al problema 46 del ejercicio 8.1) ya es ob-
soleta. Fue utilizada en vez de la ley de los cosenos debido a que esta iltima era
inconveniente para el célculo con tablas de logaritmos o reglas de cdlculo. Sin em-
bargo, la combinacién de sumas y multiplicaciones se ha simplificado mucho en la
actualidad con el uso de las calculadoras; de modo que la ley de las tangentes ha
sido guardada en el armario junto con la regla de célculo. |

En los problemas del 1 al 8 resuelva cada tridngulo.

1.

2
45°

¥

b

2 3.
- ’Y °
a 3 5 95 3
B 30° B o
4 ¢
b 5. :
Y
« 6’, : 5
B ‘ o
8
7 , 8. o
’Y P
Y
9 4 -3
6 y
B o B o
4
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En los problemas del 9 al 24 resuelva cada tridngulo.

9. a=3,b=4, y=40° 10. a=2,¢c=1,B8=10° 1. b=1¢=3, a=280°
12. a=6,b=4, y=060° 13. a=3,¢c=2,8=110° 14 b=4,c=1, a=120°
15. a=2,b=2, y=50° 16. a=3,c=2,8=90° 17, a=12,b=13,c=5
18. a=4,b=5,c=3 19. a=2,b=2,¢c=2 20, a=3,b=3,¢c=2
2. a=50b=8,c=9 22, a=4,b=3,c=6 2. a=10,b=8,¢c=5
24, a=9,b=7,¢=10

25. "mrogrmio. Consulte la figura. Para determinar la distancia entre las casas A y B, un topdgrafo mide el 4ngulo ACB

y determina que mide 70°; después camina las distancias hacia cada casa, 50 y 70 pies, respectivamente. ;A qué dis-
tancia se encuentran las casas entre si?

50 pies ™ 70 pies
700
o
.
c
26. voozzooiin Un avidn vuela de la ciudad A a la ciudad B, a una distancia de 150 millas, y después vira con un an-

gulo de 50O y se dirige hacia la ciudad C, a una distancia de 100 millas (véase la figura).
(a) (A qué distancia se encuentra la ciudad A de la ciudad C?
(b) (Con qué dngulo debe virar el piloto en la ciudad C para regresar a la ciudad A?

100 millas

. \ 50°

. L

150 miltas B } 8

27. - : : -7+ Al intentar volar de la ciudad A a la ciudad B, a una distancia de 330 millas, un
piloto ellge un rumbo con 10° de error, como indica la figura.

(a) Si el avién mantiene una velocidad promedio de 220 millas por hora y el error en la direccién se descubre des-

pués de 15 minutos, jcon qué dngulo se debe girar la nave para dirigirse hacia la ciudad B?
(b) (Qué nueva velocidad promedio debe mantener el piloto de modo que el tiempo total de vuelo sea de 90 minutos?

e

230 millas
110°

o
‘ Deteccién
i del error
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28.

29

30.

31.

32.

' ' , Un crucero mantiene una
velocidad promedio de 15 nudos al ir de San Juan, Puerto Ri-
co, a Barbados, en las Antillas, a una distancia de 600 millas
nduticas. Para evitar una tormenta tropical, el capitdn sale de
San Juan en una direccién de 20° respecto a la linea recta
hacia Barbados. El capitdn mantiene la velocidad de 15 nu-
dos durante 10 horas, después de lo cual la ruta hacia Bar-
bados estd libre de tormentas.
(a) ;Con qué dngulo debe girar entonces para dirigirse direc-
tamente a Barbados?
(b) ¢Cudnto tiempo tardard en llegar a Barbados, si mantie-
ne la velocidad de 15 nudos?

B I N o Un “diaman-
te” de beisbol de las Grandes Ligas es en realidad un cua-
drado de 90 pies por lado. El monticulo de lanzamiento que-
da a 60.5 pies de la placa de home, sobre la recta que une
home con la segunda base.

(a) (A qué distancia se encuentra home de la primera base?
(b) ¢A qué distancia se encuentra home de la segunda base?
(c) Si un lanzador estd mirando hacia home, jcon qué dngu-

lo debe girar para ver hacia la primera base?

o : . R De acuerdo con
el reglamento oficial del beisbol de Ligas Pequeiias, un dia-
mante es un cuadrado con 60 pies por lado. El monticulo de
lanzamiento queda a 46 pies de la placa de home, sobre la
recta que une home con la segunda base.

(a) ;A qué distancia se encuentra home de la primera base?
(b) ¢A qué distancia se encuentra home de la segunda base?
(c) Si un lanzador ve hacia home, jcon qué dngulo debe gi-

rar para voltear hacia la primera base?

La altura de una torre de radio es de 500 pies y el piso a uno
de sus lados tiene una pendiente hacia arriba, con dngulo de
10° (véase la figura).

(a) ;Cudl debe ser la longitud de un cable de soporte si ha de
unirse a la parte superior de la torre y asegurarse en un
punto sobre la pendiente a 100 pies de la base de la torre?

(b) ;Cudl debe ser la longitud de otro cable de soporte si éste
ha de conectarse a la mitad de la torre y asegurarse en un
punto a 100 pies de la base?

Una torre de radio de 500 pies de altura estd localizada en
un lado de una colina que tiene una inclinacién de 5° respecto
a la horizontal (véase la figura). ;Qué longitud deben tener
dos cables de soporte si, conectados a la parte superior de la
torre, deben asegurarse en dos puntos a 100 pies hacia arriba
y hacia abajo de la base?

Barbados
o

o
San Juan

500 pies >
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La distancia de la placa de home a la parte més
alejada del jardin central en el Wrigley Field es de 400
pies (véase la figura). ;A qué distancia se encuentra
dicha parte del jardin central de la tercera base?

4. - : ~ ¢ 7oo Ladistancia de la pla-
ca de home ala parte més alejada del jardin central en
el campo de liga pequeiia de Oak Lawn es de 280 pies.
(A qué distancia se encuentra esa parte del jardin cen-
tral de la tercera base? [Nota: La distancia entre las
bases en las Ligas Pequefias es de 60 pies.]

35. oo v omieianiss La varilla OA (véase la figura)
gira en torno a un punto fijo O, de modo que A reco-
rre un circulo de radio . El punto A tiene unida otra
varilla AB de longitud L > r y el punto B queda uni-
do a un piston. Muestre que la distancia x entre el pun-
to O y el punto B estd dada por

x=rcos 0+ Vricos2 0+ L?— 2

donde 6 es el dngulo de rotacién de la varilla OA.

36. Muestre que la longitud d de una cuerda
en un circulo de radio r estd dada por la férmula

d=2rsen£
2

donde 6 es el dngulo central formado por los radios a
los extremos de la cuerda (véase la figura). Utilice es-
te resultado para deducir el hecho de que sen 8 < 6,
donde 0 > 0 se mide en radianes.

37. Para cualquier tridngulo, muestre que

Y_ [st6—o
cos 5 b

donde s = 5(a + b + ¢). [Sugerencia: Utilice una férmula para la mitad de un 4dngulo y la ley de los cosenos.]

38. Para cualquier tridngulo, muestre que

sen—z _ (s —a)is — D)
2 ab

donde s = %(a + b+ o).

39. Utilice la ley de los cosenos para demostrar la identidad
24324 2
Cosa+cosﬁ+ cosy _a +tb tc
a b c 2abc

Escriba su estrategia para resolver un tridngulo oblicuo.
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FIGURA 21
A = Jbh
h
b
FIGURA 22
h
b
FIGURA 23
h=asenvy
2 h
Y
b

En esta seccién deduciremos varias férmulas para calcular el 4rea A de un tridngulo.
La mds familiar de ellas es la siguiente:

El drea A de un tridngulo es

A=1bh (1)

donde b es la base y & la altura trazada a esa base.

La deducci6n de esta férmula resulta sencilla una vez que construimos un recténgulo

de base b y altura h en torno del tridngulo. Véanse las figuras 21 y 22.

Los tridngulos 1 y 2 de la figura 22 tienen la misma drea, al igual que los
tridngulos 3 y 4. Por lo tanto, el drea de un tridngulo con base b y altura s es
precisamente la mitad del drea del rectdngulo, que es bh. -

Si conocemos la base b y la altura & a esa base, entonces podemos determinar
con facilidad el 4rea de un tridngulo mediante la férmula (1). Sin embargo, lo usual
es que no se disponga de la informacién necesaria para poderla utilizar. Por ejemplo,
supongamos que conocemos dos lados a y b y el dngulo entre ellos y (véase la figura
23). Entonces, podemos determinar la altura » observando que

h

—=senvy

a
de modo que

h=aseny
Utilizamos este hecho en la férmula (1) para obtener

A= %bh = %b(a sen y) = %ab sen y

Asi, tenemos la férmula
A=1abseny (2)

Al trazar las alturas desde los otros dos vértices del tridngulo obtenemos las férmulas
correspondientes:

A=1bcsena (3)
A=lacsen B 4

Es mds fécil recordar estas férmulas mediante la siguiente expresion:

El drea A de un tridngulo es igual a la mitad del producto de dos de sus lados por
el seno del dngulo entre ellos.
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Determinar el 4rea A de un tridngulo tal que a = 8, b = 6, y y = 30°.
Utilizamos la férmula (2) para obtener

A=labseny=1-8-6sen30° =12

Ahora resuelva el problema 1.

Si conocemos los tres lados de un tridngulo podemos utilizar la llamada
férmula de Herén (en honor de Herén de Alejandria), para determinar su drea.

El 4rea A de un tridngulo con lados a, b y ¢ es

A =Vs(s —a)s — b)s —¢) (5)

donde s = 3(a + b + ¢).

La demostracién que daremos utiliza la ley de los cosenos y es un poco distinta de
la establecida por Her6n.
Por la ley de los cosenos

2 =a%+ b*> — 2abcos y

y las dos férmulas para la mitad de un 4ngulo,

2y _1+cosy 2y _l—cosy
055 2 ) 2
implican que
22 2
1 1+ a +2bb C
2y _ltcosy a
cos® 7 2 >
_a*+2ab+ b - (atb?—
- 4ab h 4ab
_latb—clatbtco 2s—c)-2s _ s(s—¢)
_ - = 6)
4ab ) 4ab ab
De manera anéloga, —
sen2 L = -als—b (7

2 ab
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Ahora utilicemos la férmula (2) para el drea:

A =%abseny
=lab-2senlcosl
2 2 2

:ab\/(s—a)(s-—b)\/s(s—c)
ab ab

V(s —a)(s — b)(s — ¢)

Il

Determinar el drea de un tridngulo con lados 4, 5y 7.

Sean a =4, b =5,y ¢ = 7. Entonces
s=3a+b+c)=44+5+7 =38

La férmula de Her6n implica entonces que el area A es

A=Vsis —a)s —b)(s —c)=V8-4-3-1=V096=4V6

Ahora resuelva el problema 17.

W La férmula de Her6n (también conocida como férmula de Hero) es debida a He-
rén de Alejandria (cerca de 75 d. C.), quien, ademds de sus talentos matemadticos,
tenfa mucha habilidad para la ingenierfa. En varios templos, sus dispositivos meca-
nicos producian efectos que parecian sobrenaturales y, supuestamente, los visitan-
tes eran influidos hacia la generosidad. El libro Métrica, de Her6n, acerca de la
construccién de tales dispositivos, ha sobrevivido y fue descubierto en 1896 en la
ciudad de Constantinopla.

La férmula de Herén para el drea de un tridngulo causo cierto malestar en los
matemdticos griegos, pues un producto con dos factores era un drea y con tres fac-
tores era un volumen, pero el uso de cuatro factores parecia contradictorio en la
época de Her6n.

Karl Mollweide (1774-1875), matematico y astrénomo, descubrié las férmu-
las que llevan su nombre (véanse los problemas 43 y 44 del ejercicio 8.1). Estas
férmulas no son importantes por s mismas, sino que con frecuencia simplifican la
deduccién de otras férmulas, como lo demuestran los problemas histéricos 1 y 2 si-
guientes. |

PrOBLEMAS 11ISTORICOS M 1. Esta deduccién de la férmula de Herdn utiliza la férmula de Mollweide.

(a) Muestre que
5 _ cos(a/2)cos(B/2)
c sen(y/2)

donde s = %(a + b + ¢). Sugerencia: Utilice la férmula de Mollweide (véase el
problema 43 en el ejercicio 8.1) y sume 1 a ambos lados. Después aplique el he-
cho de que

Y 180° — (@ + B) _ a+ B

sen - = sen cos
2 2 2

(b) De manera andloga, muestre que

s_ cos(B/2) cos (y/2) y S _ cos{a /2) cos (y/2)
a sen(o/2) b sen(3/2)
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(c) Utilice los resultados de las partes (a) y (b) para demostrar lo siguiente:

s—a _ sen(B/2)sen(y/2) s—b _ sen(a/2) sen(y/2)
a sen(0/2) b sen(f3/2)
s—c _ sen(a/2)sen(3/2)
c sen(y/2)

(d) Ahora, forme el producto
s—a s—b s-c
a b c

s
¢

Después de cancelar, multiplique cada lado por cabc, utilice las férmulas para el
doble de un dngulo y use el hecho de que A = %bc sen o = %ac sen B. Obtendrd en-
tonces la férmula de Her6n.

Utilizaremos de nuevo la férmula de Mollweide para deducir otras férmulas interesantes.
(Ya las hemos obtenido de otra forma en los problemas 37 y 38 del ejercicio 8.2.)
(a) Sume 1 a ambos lados de la segunda forma de la férmula de Mollweide (véase el
problema 44 del ejercicio 8.1) y simplifique para obtener
s—b  sen(a/2) cos(B2)

c cos(y/2)

(b) De manera andloga, muestre que

s —c¢ _ sen{a/2)cos(y/2)

b cos(f3/2)
(¢) Utilice los resultados de la parte (b) y del problema 1(b) y (c) para probar si
COS2% _ s(sa; c) y sen? _ = ai;s —b)
(d) Muestre que
tanzz _ (s —a)(s — b)
2 s(s —¢)

(a) Si Ay, hy, y h3 son las alturas de un tridngulo trazadas desde A, B, v C, respecti-
vamente (véase la figura), pruebe si
1,1, 1 s

R hy hs K
donde K es el drea del tridngulo y s = %(a + b + ¢). [Sugerencia: hy = 2K/a.]

(b) Muestre que una férmula para la altura # desde un vértice hasta el lado opuesto a

de un tridngulo es
a sen Bsen y

sen «

h =

. Las rectas que bisectan cada dngulo de un tridngulo se cortan en un
unico punto 0 y la distancia perpendicular r desde O a cada lado del tridngulo es la
misma. El circulo con centro en O y radio r es el circulo inscrito del tridngulo (véase
la figura).

B
B
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(a) Aplique el problema 3(b) al tridngulo OAB para mostrar que
_ csen(af2)sen(B/2)
cos(y2)
(b) Utilice los resultados de la parte (a) y el problema 1(c) para probar si

Y
= — t £
r={(s —c)tan )

(c) Muestre que

B

(44
cot— + cot -~ + cot
2 2 2

(d) Verifique si el 4rea K de un tridingulo ABC es K = rs. Muestre entonces que

;e \/(s—a)(s—b)(S*c)
§

donde s = %(a + b+ o)

Y_s

5. Determine las coordenadas del centro O del circulo inscrito en términos de a, b, c, «,
B,y v. Después, escriba la ecuacion general del circulo inscrito. [Sugerencia: Utilice
un sistema de coordenadas rectangulares, donde el vértice A estd en el origen y el
lado ¢ a lo largo del eje x positivo.]

Ejercicio 8.3

En los problemas del 1 al 8 determine el drea de cada tridngulo. Redondee las respuestas a dos cifras

decimales.

1. ) ¥ , 2. . ¥ P | 3. . o5 ,

45° 4 o B \ 30° B o
¢
4. 2 ¥ b 5 ¥
20° a 6 5
5
. B o
8
6 7. r 8
¥ y K
° 5 9 , 4 3
B °
4 B a . B o
4 4

En los problemas del 9 al 24 determine el drea de.cada tridngulo. Redondee las respuestas a dos cifras decimales.
9. a=3,b=4, y=40° 10 a=2,c=1,8=10° ‘ 1. b=1,c=3, a=80F
12, a=6,b=4, y=60° 13. a=3,c=2,B=110° 14, b=4,c=1, a= 120°
15. a=2,b=2,y=50° 16. a=3,¢c=2,B=90° 17. a=12,b=13,c=5
18. a=4,b=5c=3 19. a=2,b=2,c=2 20. a=3,b=3,c=2
2. a=5b=8,c=9 22. a=4b=3,c=6 23. a=10,b=8,c=5

2. a=9,b=7,¢=10



25.

26.

27.

28.
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- Las dimensiones de un lote triangular son 100 por 50 por 75 pies. Si el precio del

terreno es de $3 00 por p1e cuadrado, (cudnto cuesta el lote?

. Para calcular aproximadamente el drea de un lago, un topdgrafo camina por

todo el penmetro del 1ag0 y toma las medldas que aparecen en la

ilustracién anexa. Con esta técnica, ;cudl es el drea aproximada
del lago? [Sugerencia: utilice la ley de los cosenos en los tres
tridngulos mostrados y después determine la suma de sus dreas.]

gulo esta dada por yla formula

__a®sen Bseny

Demuestre que el drea A de un tridn-

2sen «

. Demuestre las otras dos formas de la

formula dada en el problema 27,

_ b*sen asen y A= c?sen asen B
2sen S 2sen y

En los problemas del 29 al 36 utilice los resultados del problema 27 o 28 para determinar el drea de cada
tridngulo. Redondee las respuestas a dos cifras decimales.

a=40° B=20°%a=2 30. a=50°%y=20°%a=3 31. B=70° y=10°, b =5

29.
32.
35.

37.

a=70° B=60°c=4
a=40° B=40°c=2

Coordenadas

polares

FIGURA 24

33, a=110° y=30° c =3
36. B=120°y=70°a=1

34. B=10° y=100°b=2

Consulte la figura anexa, la cual muestra un

cnculo de rad10 r con centro en O. Determine el drea A de
la regién sombreada en funcién del dngulo central 6. 4

___Eje polar
Polo X
FIGURA 25
%)
=
/ \e
‘ : -Eje polar

O.Polo

Hasta ahora, siempre hemos utilizado un sistema de coordenadas rectangulares pa-
ra localizar los puntos del plano. Pero ya estamos listos para desarrollar otro siste-
ma, las coordenadas polares. Como veremos en breve, en muchos casos, las coor-
denadas polares ofrecen ciertas ventajas sobre las coordenadas rectangulares.

En un sistema de coordenadas rectangulares, como recordard, un punto del pla-
no se representa mediante un par ordenado de nimeros (x,y), donde x y y indican las
distancias con signo desde el eje y y el gje x, respectivamente. En un sistema de coor-
denadas polares elegimos un punto, el polo, y después un rayo con vértice en el
polo, llamado eje polar. Al comparar los sistemas de coordenadas rectangulares y
polares, vemos (figura 24) que el origen de las coordenadas rectangulares coincide
con el polo de las coordenadas polares, y el eje x positivo de las coordenadas rec-
tangulares coincide con el eje polar de las coordenadas polares.

Un punto P en un sistema de coordenadas polares se representa mediante un
par ordenado de niimeros (r, 6). El ndmero r es la distancia del punto al polo, y 6
es el dngulo (en grados o radianes) formado por el eje polar y un rayo que sale del
polo y pasa por el punto. Llamamos al par ordenado (r, 6) las coordenadas pola-
res del punto. Véase la figura 25.
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FIGURA 26

/.
/ N7

0* Polo

P (r,0), r<0
FIGURA 28

- Eje polar

FIGURA 27

FIGURA 29

Por ejemplo, supongamos que las coordenadas polares de un punto P son (2, 7/4).
Localizamos P trazando primero un dngulo de #/4 radianes, colocamos su vértice
en el polo y su lado inicial a lo largo del eje polar. Después recorremos una distan-
cia de 2 unidades a lo largo del lado final del dngulo para llegar al punto P. Véase
la figura 26.

Ahora resuelva el problema 1.

Recuerde que un dngulo medido en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj es positivo, mientras que uno medido en el sentido de las manecillas del
reloj es negativo. Esta convencién tiene algunas consecuencias interesantes respecto
a las coordenadas polares. Veamos cudles son esas consecuencias.

Consideremos de nuevo un punto P con coordenadas polares (2,7/4), como nos
muestra la figura 27(a). Dado que /4, 97/4, y —7 /4 tienen todos el mismo lado
final, también habrfamos podido localizar este punto P utilizando las coordenadas
polares (2, 97/4) o (2, —7/4), como se ve en las figuras 27(b) y (¢).

/' 2 /'P (2,%m) 2/,'P=(2,—L)

/ \\'n  \ QZT >
0® - 00 e i 00

1

(@) (b) (c)

Al utilizar las coordenadas polares (r, 8) es posible que la primera entrada r
sea negativa. Cuando esto ocurre convenimos en que la posicién del punto, en vez
de estar sobre el lado final de 6, esté sobre el rayo del polo que se extiende en la
direccién opuesta al lado final de 6, a una distancia |r| del polo. Véase la figura 28.

Consideremos de nuevo el punto P con coordenadas polares (2,7/4), seglin mues-
tra la figura 29(a). Este mismo punto P puede tener las coordenadas polares
(—2, 5m/4), como indica la figura 29(b). Para localizar el punto (—2, 57/4), utili-
zamos el rayo en la direccién opuesta de 57/4 y recorremos dos unidades sobre ese
rayo hasta encontrar el punto P. '

/OP @7
/ \“

(@) (b)
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%ISI()N POSIBLE

Capitulo 8

Al bucear cerca de Wreck Hill en las Bermudas, un grupo de 5 jévenes descubrieron el mapa de un
tesoro en el casco de un barco pirata hundido en 1747. El mapa los guié hasta un area de las Bermudas
ahora conocida como Flatts, pero cuando llegaron ahi se dieron cuenta de que el objeto mds importante
del mapa habia desaparecido. Llamaron al equipo de Misién Posible para que los ayudara a reconstruir
el mapa, prometiendo como pago el 25% del tesoro que se encontrara.

Las instrucciones del mapa son las siguientes:

1. Desde la palmera més alta, observa la colina mds alta. Baja la vista verticalmente, hasta ver la base de la
colina.

2. Gira 40° en el sentido de las manecillas del reloj a partir de esa linea, y camina 70 pasos hasta la gran roca roja.

3. Desde la roca roja, camina 50 pasos de regreso hasta la linea de visién entre la palmera y la colina. Cava ahf.

Los 5 jévenes piensan que han encontrado la roca roja y la colina mds alta cerca de ahi, pero
la “palmera mds alta™ ha desaparecido. Se les ha ocurrido que el tesoro debe estar enterrado en un
punto de un circulo con radio de 50 “pasos” y centro en la roca roja, pero no van a cavar un agujero
de 470 pies de circunferencia, en particular porque no tienen la certeza de que el tesoro 51ga ahi.
(Han establecido que un “paso” es casi una yarda.)

1. Determine un plan para localizar la posicién de la palmera perdida y escriba una explicacién de su procedi-
miento dirigida a los jévenes.

2. Por desgracia, los jévenes tenfan mds en comin con los piratas del siglo XVIII de lo que pensaban. Una
vez que supieron la posicién de la palmera perdida, ataron al equipo de Mision Posible a la roca roja,
diciendo que ellos se harfan cargo del resto del trabajo. A partir de la posicién de la palmera, se orientaron
a 40° en direccidn contraria a las manecillas del reloj desde la roca hasta la colina, luego corrieron como 30
yardas hasta el circulo que habian trazado en torno de la roca y comenzaron a cavar de manera frenética.
Pero nada. Después de una hora se fueron gritando: “{25% de nada es nada!” )

3. Por fortuna dejaron sus palas. Después de desatarse por s{ mismos, ustedes fueron al lugar correcto y en-
contraron el tesoro. ;Dénde estaba? ;A qué distancia se encontraba del punto en que ustedes ubicaron la
palmera? Explique su respuesta.

4. Las personas que bucean en busca de tesoros tienen ciertas obligaciones legales. ;Cudles son éstas? ;Debe
usted compartir el tesoro con un abogado sélo para que pueda quedarse con el resto?
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FIGURA 31

Resumen

FIGURA 30

Estos ejemplos muestran una diferencia fundamental entre las coordenadas
rectangulares y las coordenadas polares. En las primeras, cada punto tiene exac-
tamente un par de coordenadas rectangulares; en las segundas, un punto puede tener
una infinidad de pares de coordenadas polares.

Un punto con coordenadas polares (r, 8) también se puede representar con cualquiera
de las siguientes formas:
(r,6+2km o (—r 68+ 7+ 2km), k es un entero arbitrario

Las coordenadas polares del polo son (O, 6), donde 8 puede ser cualquier dngulo.

Localice los puntos con las siguientes coordenadas polares:
@ 3,5@3)  (b) 2, —74) () 3.0 (@ (-2, m4)

La figura 30 muestra los puntos.

(a) (b) (c) (d)

Ahora resuelva el problema 9.

Localice el punto P con coordenadas polares (3, 7/6) y determine otras coordenadas
polares (r, 6) de este mismo punto, para las cuales:

@ r>0, 2n=0=4m b r<0, 0=6<27m
() r>0, —2m=60=0
La figura 31 muestra el punto (3, 7/6).

(a) Sumamos una vuelta (27 radianes) al dngulo 7/6 para obtener P = (3, w/6 +
2m) = (3, 137/6). Véase la figura 32.

FIGURA 32



FIGURA 35

FIGURA 33

FIGURA 34
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(b) Sumamos media vuelta (7 radianes) al dngulo y reemplazamos r por —r para
obtener P = (=3, #/6 + m) = (—3, 77/6). Véase la figura 33.

P=(-3.5)

(¢) Restamos 27 del angulo 7/6 para obtener P = (3, w/6 — 2m) = (3, —117/6).
Véase la figura 34.

1 v
6

Ahora resuelva el problema 13.

Conversion entre coordenadas polares y
coordenadas rectangulares

A veces es conveniente, e incluso necesario, poder convertir las coordenadas o ecua-
ciones de la forma rectangular a la forma polar, y viceversa. Para esto, recordemos
que el origen de las coordenadas rectangulares es el polo de las coordenadas polares,
y que el eje x positivo de las coordenadas rectangulares es el eje polar de las coorde-
nadas polares.

Si P es un punto con coordenadas polares (r, 8), las coordenadas rectangulares (x,y)
de P estdn dadas por

X =rcos 0 y = rsen @ H

Suponga que P tiene coordenadas polares (r, ). Buscamos las coordenadas rectan-
gulares (x,y) de P. Consulte la figura 35.
Si r = 0, entonces, independientemente de 6, el punto P es el polo para el cual
las coordenadas rectangulares son (0,0). Asi, la férmula (1) es vélida para r = 0.
Si r > 0, el punto P estd en el lado final de 8 y r = d(O, P).
Asi,
cos 0= sen =2
r r

x=rcos @ y =rsen @

Si r < 0, entonces el punto P = (r, 6) se puede representar como (—r, 7 + ),
donde —r > 0. Asi,
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cos(m+ B) = —cos 9= = sen(wm + 6) = —sen 6 = SR

—r —r
de modo que

=rcos 0 y=rsen @

Determinar las coordenadas rectangulares de los puntos con las siguientes coor-
denadas polares:

(a) (6, 7/6) (b) (—2,5m/4) () (—4, —7/4)
Utilizamos la férmula (1): x = rcos 8 y y = rsen 6.
(a) Ve’ase_ la figura 36(a).

T V3

X ¥ COS COS6 5
T 1
y ¥ sen Sen6 5

Las coordenadas rectangulares del punto (6, 7/6) son (3\/5, 3).
(b) Véase la figura 36(b).

x=rcos = —2coss—77= —2(—“—)=\/§

4 2
y=rsen = ——2sen%= —2(—%)»1\/5

Las coordenadas rectangulares del punto (—2, 57/4) son (\/E, \/E).
(c) Véase la figura 36(c).

X =rcosf= —4003(—*%) = —4'ﬁ= -2V2

—4(—%) =2V2

Las coordenadas rectangulares del punto dado (—4, —7/4) son (—2\/5, 2V2).

y=rsenf= —4 sen(*—za =

FIGURA 36 y y (-2, °m) (-4,-m) Y
V2 22+
3 6 ¥ 0(6,167) 5%7
Ve X .
W3 X \ o X NG /-g X
2 4
® ®

@ (b) (c)

Nota: La mayor parte de las calculadoras pueden convertir de coordenadas polares a rectan-
gulares. Consulte en el manual del usuario cémo hacerlo. Como el procedimiento es tedioso
en muchos casos, verd que es mds sencillo utilizar la férmula (1).
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(x0=(0,3)
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™

FIGURA 38
y
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Ahora resuelva los problemas 21 y 33.

Convertir de coordenadas rectangulares (x, y) a coordenadas polares (r, 0) es
un poco mas complicado. Veamos algunos ejemplos.

Determinar las coordenadas polares de un punto cuyas coordenadas rectangulares
son (0,3).

Véase la figura 37. El punto (0,3) estd sobre el eje y, a una distancia de 3 unidades
del origen (polo). Las coordenadas polares de este punto pueden ser (3,7/2).

La figura 38 muestra las coordenadas polares de puntos que estin sobre el eje
x o sobre el eje y.

P2

‘\g | (ro)=(@m /|

(@ (xy)=(a0),a>0

FIGURA 39
y
1 —
1 | |
-1 Pla ] 2 X
-2+ Y
(X9 =(2-2)

AR
<

(b) (x,¥)=(0,a),a>0 (¢) x,y)=(-a0),a>0 (d) (x,»)=(0,-a),a>0

Ahora resuelva el problema 37.

Determinar las coordenadas polares de un punto cuyas coordenadas rectangulares
son (2, —2).

Véase la figura 39. La 'distancia r del origen al punto (2, —2) es
r=Va2+y=VQPZ+ (-22=V8=2V2

Para determinar 6, utilizamos el dngulo de referencia «. Entonces,

1|y =21 _ T
o1 [ - 52 a1 - 2
o ; an > an 4
Asf, 8 = — /4, y un conjunto de coordenadas polares para este punto es V2, - 7r/4)

Otras posibles representaciones son (2\/_ 2,774y y (— 2V2, 37/4).

Determinar las coordenadas polares de un punto cuyas coordenadas rectangulares
son (—1, —\/5).
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FIGURA 40
y
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Véase la figura 40. La distancia r del origen al punto (—1, ~V3) es
r=Va2+y =V (=1 +(-V32=V4=2

Para determinar 6, utilizamos el dngulo de referencia . Entonces,

8 _
/\ @ =tan"! X‘=tan_1 3'=tan_1 3=§
¥ —
N\ X
\a\' Asi,
' N LT _ AT
. b=mt+a=m 3= 3
(o y)=(1,-3) y un conjunto de coordenadas polares es (2, 471/3). Otras posibles representaciones
son (—2, @w/3) y (2, —27/3). '
La figura 41 muestra la forma de determinar las coordenadas polares de un
punto que se encuentra en un cuadrante dado cuando se proporcionan sus coorde-
nadas rectangulares.
FIGURA 41
y y y y
¥ xy)
r..® ANy ea N / \9
FeAL /. ,
X X L X ey x
r re
L @
x.y) (xy)
(a) r=Vx? 4 y2 . (b) r=Vx?+ y2 . (c) r=\x? +y2 (d) rVx% . y2
g=a=tan "4 g=m—a="m—tan 9=T+a="+tan [ 8 =—o=—tan |

Ahora resuelva el problema 41.

Con base en el analisis anterior, tenemos las férmulas

rP=x+y tanf=2> six#0 2
X

i

Advertencia: Tenga cuidado al utilizar la férmula (2). Siempre trace primero el punto (x,y),
como lo hicimos en los ejemplos 7 y 8, para elegir » y 6 de modo que reflejen el cuadrante
correcto. Revise de nuevo la figura 41.

Nota: La mayor parte de las calculadoras pueden convertir de coordenadas rectangulares a
coordenadas polares. Consulte el manual del usuario para aprender la secuencia de teclas ade-
cuada. Como en muchos casos, el procedimiento es tedioso, verd que es mds rdpido utilizar
la férmula (2).

Las férmulas (1) y (2) sirven también para transformar ecuaciones.

Transformar la ecuacién » = 4 sen 8 de coordenadas polares a coordenadas rectan-
gulares, e identificar la gréfica.
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Si multiplicamos cada lado por r, serd més facil utilizar las férmulas (1) y (2):

r=4sen 6
r2=drsen § iviiwiemos ands bon nor g
x?+yr =4y Fortionron e Hemakes 10y 0

Esta es la ecuacién de un circulo:
R (37 = 4y) =0
P-4y +4H=4
2+ (y— 272 =4

Su centro estd en (0,2) y su radio es 2.

Ahora resuelva el problema 57.

.. . ~ .
st Az i Fmreensr ppetena

Transformar la ecuacién 4xy = 9 de coordenadas rectangulares a coordenadas
polares.

Soiioiss Utilizamos 1a formula (1):
4xy =9
4(rcos O)(rsen ) = 9 Fermuln (1
42 cos sen H=9
272 sen20 =9 Fiooow savs ol doile de e dnnsie

"’E{iéféicio 8.4

En los problemas del 1 al 12 trace cada punto dado en coordenadas polares.

1. (3,90° 2. (4,270°) 3. (=2,0) 4. (=3, m
5. (6, 7/6) 6. (5,57/3) 7. (—2,135% 8. (—3,120°%
9. (~1, —m/3) 10. (=3, —3@/4) 1. (=2,—m 12. (-3, —7/2)

En los problemas del 13 al 20, trace cada punto dado en coordenadas polares y determine otras coordenadas
polares (v, ) del punto, para las cuales:

(a) r>0 =2m=60<0 (b) r<0, 0=0<2mw (c) r>0 2m=0<4mw
13. (5,27/3) 14. (4,3m4) 15. (—2,3m) 16. (—3,4m
17. (1, 7/2) 18. 2, ™ 19. (=3, —m/4) 20. (=2, —2a/3)

En los problemas del 21 al 36 se proporcionan las coordenadas polares de un punto. Determine las coordenadas
rectangulares de cada punto.

21. (3, m/2) 22. (4,372) 23. (-2,0) 24, (=3, 7)
25. (6,150°) ] 26. (5.300°) 27. (=2,3m4) 28. (=3,27/3)
29. (-1,-m3) _ 30. (=3, —3m/4) 31 (-2, —180°) 32, (=3, —90°)

33. (7.5, 110° 34, (—3.1, 182°) 35. (6.3,3.8) 36. (8.1,5.2)
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En los problemas del 37 al 48 se proporcionan las coordenadas rectangulares de un punto. Determine las
coordenadas polares de cada punto.

37. (3,0) 38. (0,2 39. (—1,0) 40. (0, —2)
1. a,-1 42. (=3,3) 43. (V3,1 4. (-2, -2\V3)
45. (1.3, -2.1) 46. (0.8, -2.1) 47. (8.3,4.2) 48. (—2.3,0.2)

En los problemas del 49 al 56 las letras x y y representan coordenadas rectangulares. Escriba cada ecuacion
con coordenadas polares (v, 0).

49, 2> +2y2=3 50. > +y*=x 51. ¥ =4y 52. y»=102x
53. 2xy=1 54, 4xty =1 55. x=4 56. y=-3

En los problemas del 57 al 64, las letras ry 0 representan coordenadas polares. Escriba cada ecuacion con
coordenadas rectangulares (x, y).

57. r=cos @ 58. r=senf+1 59. 2 =cos @ 60. r=sen 6 — cos @
4 3
6l. r=2 62. r=4 63. r=—-— 64, r=—-—"—
1 —cos @ 3 —cos 8

65. Muestre que la férmula para la distancia d entre dos puntos P; = (ry, 6)) y Py = (12, 6,) es

d= \/r% + 13 — 2rr; cos(8, — 6p)

Ecuaciones y
grdficas polares

Ecuacién polar  Una ecuacién cuyas variables son coordenadas polares es una
ecuacion polar. La gréfica de una ecuacién polar es el conjunto
de todos los puntos cuyas coordenadas polares satisfacen la
ecuacién;

De la misma forma en que podemos utilizar una reticula rectangular para trazar
FIGURA 42 puntos dados por coordenadas rectangulares, como en la figura 42(a), podemos

Y =T
e‘_‘2

B

D w

—

—4

N

[c)

-

(a) Reticula rectangular (b) Reticula polar
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utilizar una reticula formada por circulos concéntricos (con centro en el polo) y ra-
yos (con vértice en el polo) para localizar puntos dados por coordenadas polares,
como en la figura 42(b). Utilizaremos estas reticulas polares para hacer las grafi-
cas de ecuaciones polares.

Un método para hacer la gréfica de una ecuacién polar es convertirla a coor-
denadas rectangulares. En el andlisis siguiente, (x, y) representan las coordenadas
rectangulares de un punto P y (r, 6) son las coordenadas polares del punto P.

Identificar y hacer la gréafica de la ecuacién: r =3

Convertimos la ecuacién polar en una ecuacién rectangular:

r=3
2=9
x2+y2:.

Asf, la grafica de r = 3 es un circulo, con centro en el polo y radio 3. Véase la
figura 43.

FIGURA 43

r=3o0x*+y*=

Identificar y hacer la grafica de la ecuacién: 6 = w/4

Convertimos la ecuacion polar en una ecuacién rectangular:

T
=
T
tan0=tanz———1
Y,
X
y=x
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La gréfica de @ = 7/4 es una recta que pasa por el polo y forma un dngulo de /4
con ¢l eje polar. Véase la figura 44.

FIGURA 44

9=%0y=x

Identificar y hacer la gréfica de la ecuacién: 6 = —a/6.

Convertimos la ecuacién polar FIGURA 45
en una ecuacién rectangular: 9= _% oy = _\_?.x
T
0= 3 y
tan 6 = tan(-—ﬂ) = —ﬁ
6 3
Yy V3
x 3
y= SN
3
La gréafica de § = — /6 es una

recta que pasa por el polo y forma
un 4angulo de —7/6 con el eje polar.
Véase la figura 45.

Ahora resuelva el problema 3.

Cili LLZ sl

Identificar y hacer la gréfica de la ecuacién: rsen 8 = 2
Como y = rsen 6, podemos escribir la ecuacién como

y=2



FIGURA 46
rsenf=20y=2

FIGURA 47

rcosf=—-3o0x=—-3
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Concluimos que la gréfica de r sen 8 = 2 es una recta horizontal a 2 unidades sobre
el polo. Véase la figura 46.

Comentario: Para hacer la grafica de una ecuacién en coordenadas polares hay que utilizar
el esquema r = f{#). Ademas, hay que establecer los valores del rango. Es mejor utilizar una
pantalla cuadrada y medir en radianes.

Veritioooisn: Verificar la gréfica de r sen @ = 2 haciendo la gréfica de » = 2/(sen 6).

Identificar y hacer la gréfica de la ecuacién: rcos 8= —3
Como x = rcos 8, podemos escribir la ecuacién como
x=-3

Concluimos que la grafica de rcos # = —3 es una recta vertical a 3 unidades a la
izquierda del polo. Véase la figura 47. :
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Con base en los ejemplos 4 y 5, tenemos los siguientes enunciados. (Las
demostraciones quedan como ejercicio.)

Si g es un ndmero real distinto de cero:

La gréfica de la ecuacién

rsen 8 = a

es una recta horizontal que estd a unidades arriba del polo si a > 0 y |a| unidades bajo
el polo, si a < 0.

La gréfica de la ecuacién
rcos 8 =a
es una recta vertical que estd a unidades a la derecha del polo si @ > 0 y |a| unidades a

la izquierda del polo, si a < 0.

Ahora resuelva el problema 7.

Identificar y hacer la grifica de la ecuacién: r = 4 sen §
Para transformar la ecuacidn a coordenadas rectangulares multiplicamos cada lado
por r:

r? = 4rsen 0

Ahora utilizamos los hechos de que 7> = x> + y?> y y = rsen 0. Entonces
2 +yr=4y
2+ (P -4y =0
R (y-2=4

Esta es la ecuacién de un circulo con centro (0,2) en coordenadas rectangulares y
radio 2. Véase la figura 48.

FIGURA 48
r=4senfox>+ (y—2?% =4
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Identificar y hacer la gréfica de la ecuacién: r = —2cos 6

FIGURA 49
r=—2cosf o (x + 1)2+y2=1

Procedemos como en el ejemplo 6:

2= —2rcos 6
R+yr= -2
x2+2x+y2=0
x+12+y2=1

Esta es la ecuacién de un circulo
con centro (—1,0) en coorde-
nadas rectangulares y radio 1.
Véase la figura 49.

Haga la gréfica de
r =4 sen 8y compare el resul-
tado con la figura 48. Limpie la
pantalla y haga lo mismo para r
= —2cos § y compare con la
figura 49.

Exploracién: Haga la graficade r =sen 6, r = 2sen 6, y r = 3 sen 6. ;Puede ver el patrén?

Limpie la pantalla y haga la grdficade r = —sen 8, r = —2sen 6, y r = —3 sen 6. ;Advierte
el patrén? Limpie la pantalla y haga la grifica de r = cos 6, r = 2 cos 8, y r = 3 cos 6. ;Puede
ver el patrén? Limpie 1a pantalla y haga la grificade r = —cos 6,y = —2cos 8,y r = —3cos 0.

(Puede ver el patrén?

Con base en los ejemplos 6 y 7, tenemos los siguientes enunciados. (Las
demostraciones quedan como ejercicio.)

Sea a un nimero real positivo. Entonces:

ECUACION DESCRIPCION
(@) r=2asenf Circulo: radio a; centro en (0, @) en coordenadas rectangulares
(b) r= —2asend Circulo: radio a; centro en (0, —a) en coordenadas rectangulares
() r=2acos b Circulo: radio g; centro en (g, 0) en coordenadas rectangulares
d) r=—2acos 8 Circulo: radio a; centro en (—a, 0) en coordenadas rectangulares

El método de conversién de una ecuacidn polar a una ecuacidn rectangular iden-
tificable para poder hacer su grafica no siempre es muy titil, tampoco necesario. Por
lo general, construimos una tabla con varios puntos de la gréfica. Al verificar la si-
metrfa podrfamos reducir el niimero de puntos necesarios para trazar la grafica.

Simetria

En coordenadas polares, los puntos (r, 8) y (r, —6) son simétricos respecto al eje
polar (y respecto al eje x). Véase la figura 50(a). Los puntos (r, 8) y (r, m — 6) son
simétricos respecto a la recta 8 = 7/2 (eje y). Véase la figura 50(b). Los puntos
(r, 8) y (—r, 6) son simétricos respecto al polo (origen). Véase la figura 50(c).
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FIGURA 50

fra

y

0=

(a) Puntos simétricos
respecto al eje polar

(b) Puntos simétricos
respecto a larecta 6 =

a
2

iy
6=
(c) Puntos simétricos
respecto al polo

Los siguientes criterios son consecuencia de estas observaciones.

Simetria respecto al eje polar (eje x)
En una ecuacién polar reemplace 6 por — 6. Si obtiene una ecuacién equivalente la grafica
es simétrica respecto al eje polar.

Simetria respecto a la recta 8 = 71/2 (eje y)
En una ecuaci6n polar reemplace 6 por 7 — 6. Si obtiene una ecuacién equivalente la gréfica
es simétrica respecto a la recta 8 = /2.

Simetria respecto al polo (origen)
En una ecuacién polar reemplace r por —r. Si obtiene una ecuacién equivalente la gréfica es
simétrica respecto al polo.



TABLA 1
0

— /2
— /3
— /6
0

76
7/3
72

r=1—sen@

1+1=2
1+ V3/2=~187
1+

1

-t
1-V32=~013
0
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Estos tres criterios son condiciones suficientes para la simetria, pero no son
condiciones necesarias. Es decir, una ecuacién puede no cumplir estos criterios y
atn asf ser simétrica respecto al eje polar, a la recta = /2 o al polo. Por ejemplo,
la gréfica de r = sen 26 es simétrica respecto al eje polar, a la recta 6 = /2 y al
polo, pero los tres criterios mencionados aqui fallan.

Hacer la grafica de la ecuacién: r=1 — sen 8
Primero verificamos la simetria:
Eje polar: Reemplazamos 6 por — 6. El resultado es
r=1—sen(—6)=1+send
El criterio falla, asi que la gréfica podria ser 0 no simétrica respecto al eje polar.
La recta 8 = w/2: Reemplazamos 6 por 7 — 6. El resultado es
r=1-—sen(w— 6) =1 — (sen 7 cos § — cos 7 sen 6)
=1—-[0-cos@~(—1)senf]=1—senb
Asi, la gréfica es simétrica respecto a la recta 6 = 7/2.

El polo: Reemplazamos r por —r. Entonces el resultado es —r = 1 — sen 6, de modo que
r = —1 + sen 6. El criterio falla, de esta manera la gréfica podrfa ser o no simétrica respecto
al polo.

A continuacién, identificamos algunos puntos sobre la gréfica asignando va-
lores al angulo € calculando los valores correspondientes de ». Debido a la sime-
tria respecto a la recta 6 = 7/2, s6lo hay que asignar valores a 6 de —7/2 a /2,
como en la tabla 1.

Ahora trazamos los puntos (r, 6) de la tabla 1 y bosquejamos la grafica,
comenzando en el punto (2, —7/2) y terminando en (0, 7/2). Después, reflejamos
esta parte de la grafica respecto a la recta 6 = 7/2 (eje y) para obtener la gréfica
completa. Véase la figura 51.

FIGURA 51 J’T

r=1-—seno e

§|\>|:]

Haga la grifica de r = 1 ~ sen 6 y compare el resultado con la
figura 51.
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TABLA 2
0

0
/6
/3
2
273
576

Cardiocides

r=3+2cos @

5
3+V3=473

—V3=~127

— W N W

Exploracién: Haga la gréifica de » = 1 + sen 6. Limpie la pantalla y haga la gréfica de r =
1 — cos 6. Limpie la pantalla y haga la grafica de » = 1 + cos 6. ;Puede ver algtin patrén?

La figura 51 es un ejemplo de una cardioide (en forma de corazén).

Las cardioides se caracterizan por tener ecuaciones de la forma

r=a(l + cos ) r=a(l + sen )

a(l — cos 6) r=a(l —sen 6)

i

r

donde a > 0. La gréfica de una cardioide contiene al polo.

Ahora resuelva el problema.

Hacer la gréfica de la ecuaciéon: r =3 + 2cos 8
Primero verificamos la simetria:
Eje polar: Reemplazamos 6 por —#6. El resultado es

‘ F=3+2cos(—6) =3+ 2cos 0
Asi, la gréafica es simétrica respecto al eje polar.

La recta 0 = 71/2: Reemplazamos 6 por 7 — 6. El resultado es
r=3+2cos(m— 0) =3 + 2(cos 7 cos § + sen 7 sen 6)
=3 -—2cos 6
El criterio falla, de modo que la grafica podrfa ser o no simétrica respecto a la recta 6 = /2.

El polo: Reemplazamos r por —r. El criterio falla, de modo que la gréfica podria ser o no
simétrica respecto al polo.

A continuacién, identificamos algunos puntos sobre la grafica asignando
valores al 4ngulo 8y calculando los valores correspondientes de r. Debido a la simetria
respecto al eje polar, sélo hay que asignar valores a 6 de O a 8, como en la tabla 2.

Ahora trazamos los puntos (r, §) de la tabla 2 y bosquejamos la gréfica,
comenzando en el punto (5,0) y terminando en (77, 1). Después, reflejamos esta parte
de la grafica respecto al eje polar (eje x) para obtener la gréfica completa. Véase la
figura 52.

FIGURA 52
r=3+2cos 0

<
R

ISIE |

i@




Caracol sin {azo interior

TABLA 3
76
/3
T2

27/3
57/6

r=1+2cos
3
1+V3=273
2

1

0
1—V3=-073

-1
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vorificaeidn: Haga la gréfica de r =3 + 2 cos 8 y compare el resultado con la
figura 52.

Exploracién: Haga la grifica de r = 3 — 2 cos 6. Limpie la pantalla y haga la grafica de r =
3 + 2 sen 0. Limpie la pantalla y haga la gréfica de r = 3 — 2 sen 6. ;Puede ver algin patrén?

La figura 52 es un ejemplo de un caracol sin lazo interior.

Los caracoles sin lazo interior se caracterizan por tener ecuaciones de la forma
r=a+ bcos 6 r=a+bsen 6 1
| r=a—bcos 0 r=a—bsen0

donde a > 0, b > 0, y a > b. La grafica de un caracol sin lazo interior no con-
tiene al polo.

Ahora resuelva el problema 31.

Hacer la gréafica de la ecuacion: r=1 + 2 cos 0

Primero verificamos la simetria: |

Eje polar: Reemplazamos 8 por —#8. El resultado es
r=1+2cos(—8) =1+ 2cos 8

Asi, la gréfica es simétrica respecto al eje polar.

La recta 0 = 71/2: Reemplazamos 8 por 7w — 6. El resultado es

r=1++2cos(m— 6) =1+ 2(cos 7 cos 6 + sen 7 sen 6)
=1-—2cos#

El criterio falla, de modo que la gréfica podria ser o no simétrica respecto a la recta 8 = 7/2.

El polo: Reemplazamos r por —r. El criterio falla, de modo que la grafica podria ser o no
simétrica respecto al polo.

A continuacioén, identificamos algunos puntos sobre la grafica de r =1 + 2
cos 0, asignando valores al dngulo & y calculando los valores correspondientes de
r. Debido a la simetria respecto al eje polar, s6lo hay que asignar valores a 6 de 0
a i, como en la tabla 3.

Ahora trazamos los puntos (r, ) de la tabla 3 y bosquejamos la gréfica, co-
menzando en el punto (3, 0) y terminando en (—1, ). Véase la figura 53(a). Por
ultimo, reflejamos esta parte de la gréfica respecto al eje polar (eje x) para obtener
la grafica completa. Véase la figura 53(b).
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FIGURA 53

=3m
b=T7.

Caracol de ciclo inferior

(b) r=1+2cos6

.- Hagala gréficade » = 1 + 2 cos 0y compare el resultado con la figura

Exploracién: Haga la grafica de r = 1 — 2 cos 6. Limpie la pantalla y haga la gréfica de r =
1 + 2 sen 6. Limpie la pantalla y haga la gréfica de r = 1 — 2 sen 6. ;Puede ver algiin patrén?

La figura 53(b) es un ejemplo de un caracol con lazo interior.

Los caracoles con lazo interior se caracterizan por tener ecuaciones de la
forma

r=a+ bcos 8 r=a+ bsen0

r=a—bcos 8 r=a—bsen 8

donde @ > 0, b >0, y a < b. La gréfica de un caracol con lazo interior pasa
por el polo dos veces.

1 Ahora resuelva e] problema 33.

[

po2

Hacer la grafica de la ecuacién: r = 2 cos 20
Primero verificamos la simetria:

Eje polar: Si reemplazamos 6 por —#, el resultado es
r=2cos2(—6) = 2cos 20
Asf, la gréfica es simétrica respecto al eje polar.
La recta 6 = 7/2: Si reemplazamos 8 por 7 — 0, obtenemos
r=72cos 2(m— 0) = 2cos(2m — 260) = 2 cos(—26) = 2 cos 260

Asi, la gréfica es simétrica respecto a la recta 8 = /2.

El polo: Como la gréfica es simétrica respecto al eje polar y a larecta @ = 7/2, también debe
serlo respecto al polo.
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TABLA 4 A continuacién, construimos la tabla 4. Debido a la simetria respecto al eje
polar, la recta 6 = 7/2 y el polo, sélo hay que considerar valores de 6 de 0 a 7/2.

O T =2ees 20 Trazamos y unimos estos puntos en la figura 54(a). Por dltimo, debido a la
37/6 % simetria, reflejamos esta parte de la grafica, primero respecto al eje polar (eje x) y
/4 0 luego respecto a la recta 6 = 7/2 (eje y) para obtener la grafica completa. Véase
w3 -1 la figura 54(b).

/2 -2

FIGURA 54

(@) (b) r=2cos26

:- Haga la gréafica de r = 2 cos 260 y compare los resultados con la figura
54(b). Observe que la gréfica comienza de la misma forma que la figura 54(a). i
La curva de la figura 54(b) es una rosa de cuatro pétalos.

Rosa

{ Las curvas con forma de rosa se caracterizan por tener ecuaciones como
r = acosnf r = a sen né, a>0

iy sus gréficas presentan forma de rosa. Si n es par, la rosa tendrd 2n pétalos;
. si n es impar, la rosa tendrd n pétalos.

Ahora resuelva el problema 37.

' de wna

v

Hacer la grafica de la ecuacién: r? = 4 sen 26 ~

TABLA 5 Dejamos que usted verifique la simetria de la grafica respecto al polo.
2
0 r=4sm20 T La tabla 5 cnumera algunos puntos sobre la grfica para valores de =0 a
0/6 0 3 +01 # = /2. Observe que no existen puntos sobre la gréfica para 7/2 < 6 < 7 (segun-
Z/4 i 3 ;2'9 do cuadrante), pues sen 26 << 0 para tales valores. Trazamos los puntos de la tabla
73 2V3 +19  5r = 0enlafigura 55(a) y obtenemos los demds por simetria. La figura 55(b) mues-

5w o 0 tra la grafica final
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FIGURA 55

Jaw L
8—2 0=

() (b) r?=4sen26

:- Haga la gréfica de 7> = 4 sen 26 introduciendo r = 2Vsen 26. Com-
pare el resultado con la figura 55(b).

La figura 55(b) es un ejemplo de una curva lemniscata.

Lemniscata

Las curvas lemniscatas se caracterizan por tener ecuaciones de la forma
r = a%sen 20 r* = a?cos 20 i

donde a # 0, y presentan graficas con forma de hélice.

Ahora resuelva el problema 41.

Hacer la grafica de la ecuacién: . r = %

Los criterios de simetrfa respecto al polo, al eje polar y a la recta 6§ = 71/2 fallan.
Por otro lado, no existe un nimero 6 tal que r = 0. Por lo tanto, la gréfica no pasa
por el origen. Observemos que r es positivo para toda 6, que r crece cuando 6 cre-
ce r —> 0 cuando § — —eo, y r — oo cuando 6 — <. Con ayuda de una calculadora
obtenemos los valores de la tabla 6. Véase la gréfica en la figura 56. g

La curva de la figura 56 es una espiral logaritmica pues podemos escribir su
ecuacién como 6 = 5 In r; la gréafica gira infinidad de veces en torno al polo pero
alejdndose de él.



TABLA 6
6

=372
-
—7/2
—7/4
0
/4
72
T
372
2w

po=g0l5

0.39
0.53
0.73
0.85

1.17
1.37
1.87
2.57
3.51

DaTo mm1sTORICO
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FIGURA 56

/5

<
W—

JASIE ]

r=e

L@

Clasificacion de ecuaciones polares

La tabla 7 muestra las ecuaciones de algunas rectas y circulos en coordenadas polares
y sus ecuaciones correspondientes en coordenadas rectangulares. También incluye
los nombres y gréficas de algunas de las ecuaciones polares que se encuentran con
mayor frecuencia.

Comentario acerca del calculo

Para los lectores que estén pensando en cursar cdlculo, es conveniente hacer un
comentario acerca del importante papel de las ecuaciones polares.

En las coordenadas rectangulares, la ecuacién x> + y> = 1, cuya gréfica es el
circulo unitario, no define una funcién. De hecho, en el intervalo [—1, 1], define
dos funciones, i

y=VI1—=x2 foontennmmnin: y=—VI1—x2

En coordenadas polares, la ecuacién r = 1, cuya gréfica también es el circulo uni-
tario, s{ define una funcién. Es decir, para cada eleccién de 6, sélo existe un valor
correspondiente de r, a saber, » = 1. Como en muchas aplicaciones del cdlculo hay
que utilizar funciones, la posibilidad de expresar ecuaciones que no son funciones
en coordenadas rectangulares como funciones en coordenadas polares es muy util.

Observe también que el criterio de la recta vertical para funciones sélo es
valido para ecuaciones especificadas en coordenadas rectangulares.

B Al parecer las coordenadas polares fueron inventadas por Jacob Bernoulli (1654-1705) cesca
de 1691, aunque, como en la mayor parte de ideas similares a estas, existen indicios anteriores
de este concepto. Los primeros usuarios del cdlculo permanecieron fieles a las coordenadas rec-
tangulares, y las coordenadas polares se popularizaron sélo hasta principios del siglo xix. In-
cluso entonces, eran utilizadas principalmente por los geémetras para describir ciertas curvas
especiales. Por ltimo, hacia la mitad del siglo xix, los matemdticos aplicados observaron la
tremenda simplificacién en la descripcién de objetos con simetria circular o cilindrica, hecha
posible por las coordenadas polares. A partir de entonces su uso ha sido més amplio. |
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TABLA 7
RECTAS : E
Descripcion Recta que pasa por el polo Recta vertical Recta horizontal
formando un dngulo a con el
eje polar
Ecuacién rectangular y = (tan a)x x=a y=b
Ecuacién polar 0=« rcos@=a rsen 6 =5
Griéfica tipica .
p V. 1% y
Yo
- —— - P — ——
l X X I
CIRCULOS
Descripcién Centro en el polo, radio a Pasa por el polo, Pasa por el polo,
tangente a la recta 6 = /2, tangente al eje polar,
centro en el eje polar, centro en la recta § = 7/2,
radio a radio a
Ecuacién rectangular 2+y*=a%a>0 2 +y*=*2ax,a>0 X +y*=*2ay,a>0
Ecuacién polar r=ag,a>0 r= *2acos 6,a>0 r= *2asen 6,a>0
Gréfica tipica
7 ¢ %
a

OTRAS ECUACIONES

-

, Nombre Cardioide Caracol sin lazo interior Caracol con lazo interior
Ecuaciones polares r=atacosf, a>0 r=a*bcosh0<b<a =a*bcosh0<a<b
r=atasenf,a>0 r=atbsenf 0<b<a r=axbsen 6, 0<<a<b
Grifica tipica
%) 2\ %
> —> - — >
X X
Nombre Lemniscata Rosa con tres pétalos Rosa con cuatro pétalos
Ecuaciones polares 2 =qg2cos26,a>0 r=asen38,a>0 r=asen26,a>0
2 =a%sen28,a>0 r=acos38,a>0 r=acos20,a>0
Grifica tipica
2 Y4 Y4
— — - —
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_Ejercicio 8.5

En los problemas del 1 al 16 identifique y haga la grdfica de cada ecuacion polar.

1. r=4 2, r=2 3. 6=a/3 4. 6= —m/4

5. rsenf=4 6. rcosf=4 7. rcos = -2 8. rsenf= -2
9. r=2cos b 10. r=2senf 1. r= —4senf 12. r=—4cos @
13. rsec6=4 14. rcsc =28 15. rcesc 0= -2 16. rsec 8= —4

En los problemas del 17 al 24, relacione cada una de las grdficas de la (A) a la (H) con una de las siguien-
tes ecuaciones polares:

17. r=2 18. 0= n/4 19. r=2cos f 20. rcos =2
2. r=1+cos#@ 22. r=2senf 23. 0=3mn/4 24. rsenf =2
17 %
9 83

En los problemas del 25 al 48 identifique y haga la grdfica de cada ecuacion polar. Verifique la simetria.

25. r=2+2cos @ 26, r=1+senéd 27. r=3—3send 28. r=2—2cos @
29, r=2+sené6 30, r=2-—cosé@ 31. r=4—2cos8 32. r=4+2sené@
33 r=1+2senéb 3. r=1-—2sené6 35, r=2-—3cosé 36. r=2+4cosb
37. r=3cos28 38. r=2sen20 39. r=4sen30 40. r=3cos 48
41. r>=9cos20 42. r>=sen20 43. r=2° 4, r=23°

45. r=1—cos @ 46. r=3+cos @ 47. r=1—-—3cos @ 48. r =4 cos 36

En los problemas del 49 al 58 haga la grdfica de cada ecuacion polar.
2

49. =— abol 0. = s hipérbol
r T cos 0 (parédbola) 5 r 5 cosd (hipérbola)
1 1
51. = e 1 52. =— abol
’ 3—2cos @ (clipse) g 1 —cos @ (pardbola)
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53.
55.

57.
59.

60.

61.

62.

63.

67.

r=46, 8=0 (espiral de Arquimides) 54, r= % (espiral reciproca)
r=cscf—2, 0<O<a (concoide) 56. r=sen ftan 6 (cisoide)
r=tan # (curva kappa) 58. r=cos g

Muestre que la gréfica de la ecuacién r sen 6 = a es una recta horizontal, de a unidades sobre el polo si a > 0y |a|
unidades bajo el polo cuando a < 0.

Muestre que la gréfica de la ecuacién r cos 6 = a es una recta vertical, que estd a unidades a la derecha del polo si
a > 0y |a| unidades a la izquierda del polo cuando a < 0.

Muestre que la grafica de la ecuacién r = 2a sen 8, a > 0, es un circulo de radio a con centro en (0, a) en coorde-
nadas rectangulares.

Muestre que la gréafica de la ecuacién r = —2a sen 8, a > 0, es un circulo de radio a con centro en (0, —a) en coor-
denadas rectangulares.

Muestre que la gréfica de la ecuacién r = 2a cos 6, a > 0, es un circulo de radio a con centro en (g, 0) en coorde-
nadas rectangulares.

Muestre que la gréfica de la ecuacién r = —2a cos §, a > 0, es un circulo de radio a con centro en (—a, 0) en coor-
denadas rectangulares.

Explique por qué el siguiente criterio de simetria es valido: reemplace r por —r y 6 con —# en una ecuacién polar.
Si obtiene una ecuacién equivalente, la grafica serd simétrica respecto a la recta § = /2 (eje y).

(a) Muestre que el criterio de la pagina 520 falla para > = cos 6, pero que este nuevo criterio funciona.

(b) Muestre que el criterio de la pdgina 520 funciona para 2 = sen 6, pero que este nuevo criterio falla.

Desarrolle un nuevo criterio de simetria respecto al polo.

(a) Determine una ecuacién polar para la cual falle este nuevo criterio, pero de modo que el de la pagina 520 funcione.

(b) Determine una ecuacion polar para la cual falle el criterio de la pagina 520, pero de modo que el nuevo criterio
funcione.

Desarrolle dos criterios distintos para verificar la simetria respecto al eje polar. Determine ejemplos en los que uno
de los criterios funcione y el otro falle. ;Cudl criterio prefiere utilizar? Justifique su posicién.

El ‘p'lzqno Complejo; Cuando presentamos los niimeros complejos no estdbamos preparados para analizar
teorema su interpretacién geométrica. Ahora ya estamos listos y aunque podriamos dar varias

interpretaciones, la que estudiaremos a continuacién es la mas facil de comprender.

De Moivre Podemos interpretar geométricamente un nimero complejo z = x + yi como

el punto (x, y) del plano xy. Asi, a cada punto del plano le corresponde un niimero
complejo y, reciprocamente, a cada nimero complejo le corresponde un punto en
el plano. Para referirnos a la coleccion de tales puntos hablamos del plano complejo.
El eje x se conoce como eje real pues cualquier punto sobre él tiene la forma z =
x + 0i = x, un nimero real. El eje y es el eje imaginario pues cualquier punto sobre
él tiene la forma z = 0 + yi = yi, un ndmero imaginario puro. Véase la figura 57.

FIGURA 57 He
Plano complejo imaginario )
Yr Z=x+yi

0 X real




Magnitud
FIGURA 58
Eje
imaginario
2
¢ xY ®z=x+yi
4’ |
\1\ :J/ Eie
0 X real

Forma polar de z

FIGURA 59
Eje
imaginario
Z=X+Yi=r(cos 0 +isen o),
r=20,0<0<2m

,

r I
y .
Yo ! Eje

0 k X real

El plano complejo: teorema de Moivre 211

Sea z = x + yi un nimero complejo. La magnitud o médulo de z,
que se denota |z|, se define como la distancia del origen al
punto (x, y). Asi,

I = Va2 +»? (1)

Véase la ilustracién en la figura 58.
Esta definicién de || es consistente con la de valor absoluto de un nimero
real: Si z = x + yi es real, entonces z=x + 0i y

g = VaZ + 02 = V2 = |«

Recuerde (seccidn 1.5) que si z = x + yi, entonces su conjugado, que se de-
nota , z, es 7 = x — yi. Como zZ = x? + y?, la ecuacién (1) implica que podemos
escribir la magnitud de z como

2| = Vzz 2)

Forma polar de un niimero complejo

Al escribir un nimero complejo como z = x + yi, decimos que estd en forma
rectangular, o cartesiana, pues (x, y) son las coordenadas rectangulares del punto
correspondiente en el plano complejo. Supongamos que (r, 6) son las coordenadas
polares de este punto. Entonces

x=rcos 0 y=rsené 3)

Sir=0y0=0<2m, el nimero complejo z = x + yi se puede escribir en
forma polar como

z=x+ yi = (rcos 6) + (rsen 8)i = r(cos 6 + i sen ) @)

Véase figura 59.

Si z = r(cos 8 + i sen ) es la forma polar de un nimero complejo, el dngu-
lo 6,0 = 0 <2, es el argumento de z. Ademas, como r = 0, la ecuacion (3) im-
plica que r = Vx? + y2. Asf, la ecuacién (1) implica a su vez que la magnitud de
z = r(cos 8 + isen 6) es

|o| = r

Trazar el punto correspondiente a z = V3 —ienel plano complejo, y escribir una
expresion para z en forma polar.
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FIGURA 60
Eje
imaginario
2

1 )
! L1 Eje

-10 1.2 3 real
T 2N

-2

FIGURA 61
Eje
imaginario

2 z=2{cos 30° + i sen 30°)

172 800 .

i \1301 Eje
o 1 2 3 real
-1 -
—2

El punto correspondiente a z = V3 — i tiene las coordenadas rectangulares
(V3,—1).El punto, localizado en el cuarto cuadrante, aparece en la figura 60. Como
x=V3 y y = —1, esto implica que

r= Va2 = VV3R+ (=17 = Vi =2

V3

sen(9=Z=_—1 cos = > ==,
r 2 r 2

0=6<2m
Asi, 6 = 117/6 y r = 2, de modo que la forma polar de z = \3—es

z = rcos 8+ isen H) =2<COSH6—7T+ isenil6—7r>

Ahora resuelva el problema 1.

Localizar el punto correspondiente a z = 2(cos 30° + isen 30°) en el plano
complejo, y escribir una expresion para z en forma rectangular.

Para localizar el nimero complejo z = 2(cos 30° + i sen 30°), trazamos el punto
cuyas coordenadas polares son (r, ) = (2, 30°), como nos muestra la figura 61. En
forma rectangular,

z = 2(cos 30° + i sen 30°) = 2(? + %z) =V3+i

Ahora resuelva el problema 13.

La forma polar de un mimero complejo proporciona una alternativa para de-
terminar productos y cocientes de niimeros complejos.

Sean z; = ri(cos 61 + isen 61) y zz = r2(cos 6> + i sen 6,) dos ndimeros comple-
jos. Entonces

2122 = rirafcos(f; + 8,) +isen(6; + 6,)] 5
Si z, # 0, entonces

2

Dycos(8; — 6y) + isen(d; — 6)] (6)
22 r

Demostraremos la férmula (5). La demostracién de la férmula (6) se deja como
ejercicio (véase el problema 56).

Z122 = [ri(cos 6; + isen 8y)][r2(cos 6, + isen 6;)]
= ryrp[(cos 6, + i sen 6;)(cos B, + isen 6)]

I

= rirp[(cos 6, cos 6, — sen O; sen 6,) + i(sen 61 cos 6, + cos B; sen 6,)]
= r1r2[(cos(01 + 02) + isen(01 + 02)]
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Como la magnitud de un niimero complejo z es r y su argumento es 6, cuando
z = r(cos 0 + i sen ), podemos enunciar el teorema como sigue:

La magnitud del producto (cociente) de dos niimeros complejos es igual al producto
(cociente) de sus magnitudes; el argumento del producto (cociente) de dos mimeros
complejos es igual a la suma (resta) de sus argumentos.

Veamos un ejemplo del uso de este teorema.

Siz = 3(cos 20° + i sen 20°) y w = 5(cos 100° + sen 100°), determinar lo siguien-
te (dejar las respuestas en forma polar):

(a) zw (b) z/w

(a) w = [3(cos 20° + i sen 20°)][5(cos 100° + i sen 100°)]
= (3 - 5)[cos(20° + 100°) + i sen(20° + 100°)]
15(cos 120° + i sen 120°)
3(cos 20° + i sen 20°)
~ 5(cos 100° + i sen 100°)
3[cos(20° — 100°) + i sen(20° — 100°)]
= 3cos(—80°) + i sen(—80°)]
= 3(cos 280° + i sen 280°)

(b)

3 |

Ahora resuelva el problema 23.

Teorema de De Moivre

El teorema de De Moivre, enunciado por Abraham De Moivre (1667-1754) en 1730,
aunque ya era conocido por muchas personas hacia 1710, es importante por la
siguiente razén: Los procesos fundamentales del dlgebra son las cuatro operaciones
de suma, resta, multiplicacién y divisién, junto con las potencias y la extraccion de
raices. El teorema de De Moivre permite aplicar estas dos tltimas operaciones a los
ndmeros complejos.
En su forma bdsica, el teorema es una férmula para elevar un niimero complejo
z a la potencia 1, donde n = 1 es un entero positivo. Veamos si podemos intuir la
forma del resultado.
- Sea z = r(cos § + i sen §) un nimero complejo. Entonces, con base en la
ecuacién (5), tenemos

n=2: z*=r*cos20+ isen260)
n=3: Z3 = Z2 -z
= [r%(cos 20 + i sen 26)][r(cos O + i serf H)]
= (cos 30 + i sen 36)
n=d A=5;
= [r3(cos 30 + i sen 36)][r(cos O + i sen 6)]
r*(cos 40 + i sen 46)

|

Ahora queda claro el patrén.
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Si z = r(cos 6 + i sen 6) es un nimero complejo, entonces

Z" = ¥*(cos nf + i sen nb) @)

donde n = 1 es un entero positivo.

No demostraremos el teorema de De Moivre pues requiere induccién
matemdtica (la que analizaremos hasta la seccion 11.4).
Veamos algunos ejemplos.

[2(cos 20° + i sen 20°)]® = 23[cos(3 - 20°) + i sen(3 - 20°)]
= 8(cos 60° + i sen 60°)
V3
=8<%+Ti)=4+4\/§i

Ahora resuelva el problema 31.

Escribir (1 + i) en forma canénica a + bi.

Para aplicar el teorema de De Moivre, primero debemos escribir el nimero complejo
en forma polar. Asi, como la magnitud de 1 +ies V12 + 12 = V2, escribimos

1+i=\/§<%+%i)=\/§<cos%+isen%)

Ahora,

4
= (W)S[cos<5 —Z—) + isen(S - %)}

= 4\/§<cos 247—7— + i senv54—77)

_ 4\/5[—\—1[2— + (—%H = 44

(1 +i)y = [\/§<cos % + isen E)T

Escribir (3 + 4i)3 en forma canénica a + bi.

De nuevo, primero escribimos 3 + 47 en forma polar. Esta vez utilizaremos grados
para el argumento. La magnitud de 3 + 4i es V3% + 42> = V25 = 5, de modo que
escribimos

3+4i= 5(% + %1) = 5(cos 53.1° + i sen 53.1°)
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Aunque hemos escrito el dngulo redondeado a una cifra decimal (53.1°), conserva-
mos el valor real del dngulo en la memoria de la calculadora. Ahora,

(3 + 4i)*> = [5(cos 53.1° + i sen 53.1°)13
= 53[cos(3 - 53.1°) + i sen(3 - 53.1°)]
= 125(cos 159.3° + i sen 159.3°)
~ 125[—0.935 + i(0.353)] = —117 + 44i
En este cdlculo utilizamos los valores reales guardados en la memoria, no los valores

redondeados que mostramos. La respuesta final, —117 + 44, es exacta, como usted
podra verificar al elevar al cubo 3 + 4i.

Raices complejas

Sean w un nimero complejo dado y n = 2 un entero positivo. Cualquier niimero
complejo z que satisfaga la ecuacién

'=w

serd una raiz enésima compleja de w. De acuerdo con nuestro uso anterior, si n =
2, las soluciones de la ecuacién z2 = w son las raices cuadradas complejas de w, y
sin = 3, las soluciones de la ecuacién z> = w son las raices ctibicas complejas de w.

Sea w = r(cos 6 + i sen 6) un nimero complejo. Si w # 0, existen n raices enési-
mas complejas distintas de w dadas por la férmula

= \/;[cos( 2];7) + isen(ﬁ + 2k7r>] (8)

n n

H
]

donde k=0,1,2,...,n— 1.

No demostraremos el resultado en su totalidad. Sélo veremos que cada zk de la
ecuacién (8) cumple la ecuacién zf = w y, por lo tanto, cada zk es una rafz enésima
compleja de w.

2= [Hon(2+ 22) ol 2 2]

- (\/_)n[COS n( 2k7T> + isen }’l(n 2k7T>] Teoveme 42

n n

= rlcos(6 + 2km) + i sen(0 + 2km)
r(cos 8+ isen ) = w

Asi, cada 7, k=0, 1, ..., n — 1, es una raiz enésima compleja de w. Para
terminar, habria que mostrar que cada 7, k = 0, 1, 2, . — 1, es, de hecho, dis-

tinta de las demds, y que no existen raices enésimas complejas de w distintas de las
dadas por la ecuacién (8).

Il

Determinar las raices ctbicas complejas de —1 + V3 i. Deje las respuestas en forma
polar, con 0 en grados.
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FIGURA 62

DaTo IISTORICO

Primero expresamos —1 + V3 i en forma polar con grados:

—-1+V3i= 2(—% + y;—:) = 2(cos 120° + i sen 120°)
Las tres raices clbicas complejas de —1 + V3i= 2(cos 120° + i sen 120°) son

% = %[cos( 1230 + 362 k) + isen( 1230 + 362 kﬂ, k=0,1,2

Asi,
70 = \B/E(cos 40° + i sen 40°)
21 = V2(cos 160° + i sen 160°)
25 = V/2(cos 280° + i sen 280°)

Observe que cada una de las tres raices ctibicas complejas de 1 + V3 i tiene
la misma magnitud que las demas, /2. Esto significa que los puntos correspondien-
tes a cada rafz ctibica estdn a la misma distancia del origen; por lo tanto, los tres pun-
tos estdn en un circulo con centro en el origen y radio /2. Ademés, los argumentos
de estas raices cuibicas son 40°, 160° y 280°, de modo que la diferencia entre las
parejas consecutivas es 120°. Esto significa que los tres puntos son equidistantes so-
bre el circulo, como nos muestra la figura 62. Estos resultados no son una coinci-
dencia. De hecho, en los problemas 53, 54 y 55 se le pedird demostrar que estos re-
sultados son vilidos para las rafces enésimas complejas.

_Ee
imaginario

2+

7= {2(cos 160° + / sen 160°)

i Eje
2 real

Zy= 32(cos 280° + i sen 280°)

Ahora resuelva el problema 43.

B Babilonios, griegos y drabes consideraron a las rafces cuadradas de cantidades nega-
tivas como imposibles y a las ecuaciones con soluciones complejas como irresolubles.
El primer indicio de que existfa alguna conexi6n entre las soluciones reales de las
ecuaciones y los nimeros complejos, surgié cuando Girolamo Cardano (1501-1576)
y Tartaglia (1499-1557) determinaron raices reales de ecuaciones ctibicas considerando
rajces cibicas de cantidades complejas. A partir de entonces y durante varios siglos,
los matemadticos trabajaron con nimeros complejos sin confiar mucho en su existen-
cia real. Al parecer fue John Wallis el primero en sugerir (en 1673) la representacién
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grafica de los nimeros complejos, una idea realmente significativa que no fue apro-
vechada sino hasta 1800. Varias personas, entre ellas Karl Friedrich Gauss (1777-18553),
redescubrieron la idea y asi la representacion grifica ayudé a establecer los niimeros
complejos como miembros legitimos de la familia de los nimeros. En las aplicaciones
précticas, los nimeros complejos encontraron uso amplio en el drea de la corriente
eléctrica alterna, donde son una herramienta de uso comtn, y la fisica subatémica.ll

PROBLEVAS ITISTORICOS M 1. En el problema 83, ejercicio 3.5, vimos que x = 2 era una solucién de la ecuacién
cuibica x* — 6x + 4 = 0. Recuerde que no podiamos aplicar el método de Cardano y
Tartaglia pues nos conducia a la raiz cibica de un mimero complejo. Utilice el teorema
de De Moivre para determinar la rafz ctibica y concluir el problema.

2. La formula cuadritica funciona perfectamente si los coeficientes son nimeros complejos.
Resuelva lo siguiente, con ayuda del teorema de De Moivre en caso necesario. [Nota: Las
respuestas son “simples.”]

(@ 22— 2+5)z—-3+5i=0 by 22-QQ+idz—2—-i=0 |

Ejercicio 8.6

En los problemas del 1 al 12, haga la grdfica de cada nidmero complejo en el plano complejo y escribalo
en forma polar. Exprese el argumento en grados.

1. 1+ 2. —1+i 3. V3—i 4. 1-V3i
5. —3i 6. —2 7. 4—4i 8. 9V3+9;
9. 3—4i 10. 2+ V3i 1. —2+3i 12. V5—i
En los problemas del 13 al 22 escriba cada nimero complejo en forma rectangular.
13. 2(cos 120° + i sen 120°) 14. 3(cos 210° + i sen 210°) 15. 4(cos % + isen —%Z)
S S 37 37 T T
. == +isen—- . =" + isen - . — + isen—
16 2(cos 6 i sen 6 ) 17 3(003 > i sen 3 ) 18 4(cos > i sen 2)
19. 0.2(cos 100° + i sen 100°) 20. 0.4(cos 200° + i sen 200°) 21. 2(cos 13 + isen 1:;)

22. T4 sen -
3(003 0 isen 10)

En los problemas del 23 al 30 determine zw y z/w. Deje la respuesta en forma polar

23. 7z = 2(cos 40° + i sen 40°) 24. 7z = cos 120° + i sen 120° 25. z = 3(cos 130° + i sen 130°)
w = 4(cos 20° + i sen 20°) w = cos 100° + i sen 100° w = 4(cos 270° + i sen 270°)
26. z = 2(cos 80° + i sen 80°) 27. z= 2(003 + i sen —) 28. z= 4(cos 3m + isen 3—7T>
w = 6(cos 200° + i sen 200°) 8 8 8 8
w = 2(cos = + i sen — w= 20059—+zsen9—7-r
10 10 16 16
29. z=2+2i 30, z=1-—1
=V3-—i w=1-V3i
En los problemas del 31 al 42 escriba cada expresion en la forma candnica a + bi.
s
31. [4(cos 40° + i sen 40°)]? 32. [3(cos 80° + i sen 80°)]° 33. [2(005 % + isen %)]
4
34. [\/E(cos 516 + isen 51_6>] 35. [\/g(cos 10° + i sen 10°)]° 36. [%(cos 72° + i sen 72°))°
37 3\ |4 ST S\ 16
7. —+ - . — +isen-—— . (1= 0P
3 [\/g(cos % isen % )} 38 [\/g(cos 18 i sen T )] 39. ( i)

40. (V3 — )b 1. (V2 - 2. (1-V5Q8
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En los problemas del 43 al 50 determine todas las raices complejas. Deje su respuesta en forma polar, con 0

en grados.

43. Las raices ctibicas complejas de 1 + i 44, Las raices cuartas complejas de V3 -
45. Las raices cuartas complejas de 4 — 43 46. Las raices cibicas complejas de —8 ~ 8i.
47. Las raices cuartas complejas de — 167 48. Las raices cibicas complejas de —8.

49. Las rafces quintas complejas de i 50. Las raices quintas complejas de —i.

51. Determine las cuatro raices complejas de la unidad (del nimero 1). Haga la gréfica de cada una.
52. Determine las seis rafces complejas de la unidad (del nimero 1). Haga la gréfica de cada una.

53. Muestre que cada raiz enésima compleja de un nidmero complejo w distinto de cero tiene la misma magnitud que las
demds.

54. Utilice el resultado del problema 53 para concluir que cada raiz enésima compleja estd en un circulo con centro en
el origen. ;Cudl es el radio de ese circulo?

55. Consulte el problema 54. Muestre que las raices enésimas complejas de un nimero complejo w distinto de cero son
equidistantes en el circulo mencionado.

56. Demuestre la férmula (6).

Repaso del capitulo

CONCEPTOS FUNDAMENTALES

Férmulas
sena _senf3  seny
a b <
Ley de los cosenos c?=a%*+ b?> —2abcos y
b2 =a?+ c? — 2accos B
@ =b?+ c? - 2bccos @
Area de un tridngulo A = 3bh

Ley de los senos

A = Jabsen vy
A =%bcsena.

A=2lacsen B8

A= \/s(s —a)(s — b)(s — ¢), donde s = %(a +b+c)
Relacién entre las coordenadas x=rcos 8, y=rsend
polares (r, §) y las coordenadas 2+ =r>tan g = Y x#0
rectangulares (x, y) X
Forma polar de un nimero complejo Si z = x + iy, entonces z = r(cos 8 + i sen 6),

donde r = lz| =V2 + % sen8=2cos9=20=9<2n7
Teorema De Moivre Si z = r(cos 8 + i sen 8), entonces r

7" = r"(cos n@ + i sen n6), donde n = 1 es un entero positivo
Raiz enésima de un niimero X/z = %[cos(ﬁ + —--2k77> + isen(ﬁ + —Zkﬂ-)} k=0,...,n—-1
n n n n
COMO HACER PARA

Utilizar la ley de los senos al resolver un tridngulo LAA, ALA, Hacer gréificas de ecuaciones polares (véase la tabla 7).
oLLL. Escribir un nimero complejo en forma polar, 7 = r(cos § +
Determinar el drea de un tridngulo. isen 6),0° = 6 < 360°

Utilizar el teorema de De Moivre para determinar potencias de
nimeros complejos.

Utilizar el teorema de las raices complejas para encontrar raices
Convertir de coordenadas rectangulares a coordenadas polares. complejas

Hacer gréficas de coordenadas polares.

Convertir de coordenadas polares a coordenadas rectangulares.
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COMPLETE EN LOS ESPACIOS

1. Si se conocen los dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos, se utiliza laleydelos _____ para determinar si
la informacién dada no produce tridngulo alguno, un tridngulo o dos tridngulos.

2. Si se proporcionan los tres lados de un tridngulo, se utilizalaleyde los _______ para resolverlo.

3. Si se proporcionan los tres lados de un tridngulo, se utiliza la férmulade, ______ para determinar su 4rea.

4. En coordenadas polares, el origense llama ________ y el eje x positivo se conoce como

5. Otra representacion en coordenadas polares para el punto (2, w/3)es (L 47/3).

6. Al utilizar coordenadas polares (r, 8), el circulo x> + y? = 2x adquiere la forma

7. En una ecuacion polar se reemplaza @ con — 6. Si se obtiene una ecuacién equivalente, se dice que la gréfica es simétrica

respecto al

8. Al escribir un nimero complejo z en la forma polar z = r(cos 6 + i sen 6), el nimero no negativo r es el
o dez,yeldngulo ,0=60<2misesel _____ dez

CIERTO O FALSO

. Un tridngulo oblicuo donde se conocen dos lados y un dngulo siempre produce al menos un tridngulo.
. Dados tres lados de un tridngulo, existe una férmula para determinar su drea.

. Las coordenadas polares de un punto son tnicas.

Las coordenadas rectangulares de un punto son dnicas.

. Los criterios de simetrfa en coordenadas polares son concluyentes.

e s e s Bile s Bl o Mile s Hlle |
S R W N -

. El teorema de De Moivre es 1til para elevar un nimero complejo a una potencia entera positiva.

EJERCICIOS DE_REPASO

En los problemas del 1 al 20 determine los demds dngulos y lados de cada tridngulo, si éste existe. Si no
existe tridngulo, indiquelo.

1. a=50°,8=30%a=1 2. a=10° y=40°%c =2 J.a=100°%a=5¢c=2
4. a=2,¢c=5 a=060° 5.a=3,¢c=1,y=110° 6. a=3,¢c=1,vy=20°
7.a=3,¢c=1, B=100° 8. a=3,b=35 B=80° 9.a=2,b=3,c=1

10. a =10,6=7,¢c=38 M. a=1,b=3,y=40° 12. a=4,b=1,y=100°
1B.a=5b=3a=280° 4. a=2,b=3, a=20° 15.a=1,b=%¢c=%

16. a=3,b=2,c=2 17. a=3,a=10°,b=4 18. a =4, a = 20°, B = 100°
19. c=5,b=4, a=70° 20. a=1,b=2,y=60°

En los problemas del 21 al 30 determine el drea de cada tridngulo.

2. a=2,b=3, y=40° 22. b=5,c=4, a=20° 23. b=4,¢c =10, a = 70°
24, a=2,b=1, y=100° 25. a=4,b=3,c=5 26 a=10,b=7,¢c=28
27.a=4,b=2,¢c=5 28. a=3,b=2,¢c=2 29, a=50° B=30%a=1

30. a=10° y=40°%¢c=3

En los problemas del 31 al 36, trace los puntos dados en coordenadas polares y determine sus coordenadas
rectangulares.

s

31. (3, #/6) 32. (4,27/3) 33. (=2, 4m/3)
3. (—1,57/4) 35. (-3, —m/2) 36. (—4, —7/4)
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En los problemas del 37 al 42 se proporcionan las coordenadas rectangulares de un punto. Determine dos pares
de coordenadas polares (1, 6) para cada punto, una con r > 0'y la otra con r < 0. Exprese 0 en radianes.

37. (—3,3) 38. (1, —1) 39. (0, —2)
40. (2,0) 41. 3,4 42. (-5, 12)

En los problemas del 43 al 48 las letras x y y representan coordenadas rectangulares. Escriba cada ecuacion
con coordenadas polares (v, 0).

43. 3x2 + 3y2 = 6y 44. 22 — 29* = 5y 45, 22 —y2 =2
X

46. 2 + 22 =2 47. 32 +y?) =4 48. y(? — y») =3

En los problemas del 49 al 54 escriba cada ecuacion polar como una ecuacion en coordenadas rectangulares
(x y).

49, r=2sen 8 50. 3r=sen 0 51. r=5

52. 6= /4 53. rcos 8+ 3rsen 0 =6 54. *tan 0 =1

En los problemas del 55 al 60 haga la grdfica de cada ecuacion. Asegiirese de verificar la simetria.
55. r=4cos 8 56. r=3sen § 57. r=3—3sen @
58. r=2+cos 8 59. r=4 —cos 0 60. r=1—2sen 6

En los problemas del 61 al 64 escriba cada niimero complejo en forma polar. Exprese cada argumento en
grados.

61. —1 —i 62. —V3+i 63. 4 —3i 64. 3 — 2i

En los problemas del 65 al 70 escriba cada niimero complejo en la forma a + bi.

65. 2(cos 150° + i sen 150°) 66. 3(cos 60° + i sen 60°) 67. 3(cos 2777 + isen 2%)
37 . 37 o 4 : o oy s o
68. 4 COST + i senT 69. 0.1(cos 350° + i sen 350°) 70. 0.5(cos 160° + i sen 160°)
En los problemas del 71 al 76 determine zw 'y z/w. Deje sus respuestas en forma polar.
71. z = cos 80° + i sen 80° 72. z = cos 205° + i sen 205° 73, z= 3<cos om + isen 9—”)
w = ¢os 50° + i sen 50° w = cos 85° + i sen 85° 5 5
w=2 cos£+isen£
5 5
57 . S5 o 4 - ° o 4 : o
74. z = 2(cos— + i sen —) 75. z = 5(cos 10° + i sen 10°) 76. z = 4(cos 50° + i sen 50°)
3 3 w = cos 355° + i sen 355°
w = cos 340° + i sen 340° w = 3<cos % + isen %)

En los problemas del 77 al 84 escriba cada expresion en la forma candnica a + bi.

4
77. [3(cos 20° + isen 20°)]° 78. [2(cos 50° + i sen 50°)]° 79. [\/E(cos %T + isen %Tﬂ
577 . 57T 4 N6 8
80. |2(cos & + isen 81. (1 - V35 82. (2 —2i)
83. (3 + 4i)* 84. (1 —2i*

85. Determine todas las raices cibicas complejas de 27.

86. Determine todas las raices cuartas complejas de —16.



87. ./

88.

89.

90.
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(G Mientras un avion viaja de la ciudad A a la ciudad B, a una distancia
de 100 mlllas gira en dngulo de 20° y se dirige hacia la ciudad C, como indica la figura.
Si la distancia de A a C es de 300 millas, ;a qué distancia estd la ciudad B de la ciudad C?

Torreocid de g zoves o2 vz ’aa. Dos ciudades, Ay B, se encuentran a 300 mi-
llas de dlstanc1a entre sf. Al volar de la ciudad A a la ciudad B, un piloto lleva un curso

con 5° de error.

(a) Si el error se descubre después de volar 10 minutos a una velocidad constante de 420
millas por hora, ;con qué dngulo debe girar el piloto para corregir el curso? (Con-
sulte la figura.)

(b) {Qué nueva velocidad constante debe mantenerse de modo que no se pierda tiempo

por el error? (Suponga que la velocidad hubiera sido constante e igual a 420 millas por

hora de no haber equivocado el curso.)

300 millas
5o Error
descubierto

>0

glermiinnoide g divianoy : - El timonel de un
barco en el mar observa dos faros que sabe estdn separados
por una distancia de 2 millas a lo largo de una costa recta. El
determina que los dngulos formados entre dos lineas de visién
desde los faros y la linea del barco que va directamente hacia
la costa son 12° y 30°. Véase la ilustracién.

(a) (A qué distancia se encuentra el barco del faro A?

(b) (A qué distancia del faro B?

(c) (A qué distancia de la costa?

; frn i 2 Se construye una carretera
cuyas dlreccmnes pr1n(:1pales son norte-sur a lo largo de la
costa de Florida. Cerca de Naples, una bahia obstruye el
trayecto recto de la carretera. Como el costo de un puente es
prohibitivo, los ingenieros deciden rodear la bahia. La ilus-
tracion muestra el trayecto decidido y las medidas tomadas.
(Cudl es la longitud de carretera necesaria para rodear la bahia?

*
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91.

92.

93.

9.

Un yate sale de Saint
Thomas hacia una isla de las Antillas, a 200 millas de distancia. Con
velocidad constante de 18 millas por hora, navega entre fuertes co-
rrientes y vientos cruzados, la tripulacién ve que después de 4 horas
el bote esta fuera de curso por 15°
(a) (A qué distancia estd el bote de la isla en ese momento?
(b) (Qué dngulo debe girar para corregir su curso?
(c) (Cudnto tiempo se agrega al viaje debido a la desviacién?
(Suponga que la velocidad permanece constante e igual a 18 mi-
Ilas por hora.)

Dos casas estdn localizadas en lados opuestos de una

Saint

pequefia colina. Véase la ilustracién. Para medir

la distancia entre ellas, un topégrafo camina 50 pies desde la casa A hasta el punto C, utiliza un trénsito para medir
el dngulo ACB, que resulta ser de 80°, y después camina hacia la casa B, una distancia de 60 pies. ;Cudl es la distan-

cia entre las casas?

50 pies

Para calcular aproximada-
mente el drea de un lago, un topdgrafo camina alrededor de su peri-
metro y toma las medidas que aparecen en la ilustracién. Con esta
técnica, ;cudl es el 4rea aproximada del lago? [Sugerencia: utilice la
ley de los cosenos con los tres tridngulos que aparecen en la figura
y después determine la suma de sus 4reas.]

El terreno irregular de la figura
se vende a $100.00 el pie cuadrado. ;Cudl es el costo del terreno?

60 pies

20 pies
\_
50 pies 100°
\400

100 pies
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1.1 Punto, recta, plano y espacio

{Coémo podrian describirse un punto, una recta, un plano y el

espacio? Estos cuatro conceptos son muy importantes en el estudio
de la geometria. Aqui no se definiran el punto, la recta ni el plano,
sino que se observaran objetos que los sugieren.

Un punto como parte
de un objeto fisico -

Un punto como la
marca mas pequeiia
que se puede dibujar

Un punto es una idea
o abstraccion. Un
punto no puede
definirse con términos
mas sencillos, es un
término indefinido.

e

[US————

Una recta-como parte
de una situacion fisica

Una recta como la
linea mas delgada
que se puede dibujar

Una recta es una
idea o abstraccion.
Como no puede
definirse con términos
mas sencillos, es un
término indefinido.
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Un plano como Un plano como el Una plano es una idea
parte de un objeto corte mas delgado o abstraccion. Debido
fisico posible a que no puede definirse

con términos mas sencilios,

Hay punt“os sobre, El espacio como lo El espacio es una

dentro y fuera del que queda-al idea o abstraccion.
globo destruir el globo

Deflnicion 1.1
El espacio es el conjunto de
todos los puntos.

EJERCICIOS

1. Indiquese si la porcidén en color de cada figura
sugiere un punto, una recta, un plano o el espacio.

’/

/ 1
[ [}
1 }
) ST S ) VRSN S
I’/
a.

b td
2. Mencidnense cinco objetos cuya forma 4. Mencionense cinco objetos cuyas formas
sugiera un punto en alguna de sus sugieran un plano en alguna de sus
partes. Identifiquese la parte especifica partes.
de cada objeto. 5. Mencidnense tres objetos, como el
3. Mencidnense tres objetos o sitiaciones globo, que sugieran la idea de espacio.

fisicas que ilustren la idea de recta o de
una parte de ella.
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1.2 Relaciones entre puntos,
rectas y planos

Para representar puntos, se dibujan pequefias marcas en un papel. Las
letras mayusculas al lado de cada punto son sus nombres; asi, se llaman
punto A, punto By punto C.

o B
Ae \

o C

Una recta puede considerarse como un conjunto de puntos. Al dar
nombre a un par de ellos, se puede llamar a la recta en funcion de esos
dos puntos. Por ejemplo, los puntos A y B estan en la recta, por lo que
se llama recta AB; se supone que por los puntos A y B s6lo pasa una
recta. Otra manera de decir esto es: dos puntos determinan una recta. En
ocasiones, se nombra una recta con una letra mintscula. En este caso,
la recta AB también podria llamarse recta {.

B J) recta AB
. <> ’A/’/ (o)
Se escribe: AB recta ¢

Un plano también puede concebirse como un conjunto de puntos. Se
designa con una sola letra o dando nombre a tres de sus puntos que
no estén en una recta. Asi, se le llama plano N o plano ABC.

Los puntos A, By C
estan en el plano N.

Se supone que sOlo un plano contiene estos tres puntos. Se dice entonces
que tres puntos que no estan en una misma recta determinan al plano.

Al considerar la recta £ como un conjunto de puntos, puede decirse
que el punto A estd en la recta £, y que el punto A es un elemento de
la recta ¢ para describir la misma situacion. También puede decirse que
la recta { contiene al punto A.

Si A, By C son puntos de la recta £, como se muestra en la figura
siguiente, se dice que el punto B esta entre los puntos Ay C. Si A, By
C no estan en la misma recta, no se usa la palabra entre para describir

su relacion.
A

El punto B esta entre
los puntos A y C. {
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Algunas de las relaciones basicas de los puntos y las rectas en un
plano se describen a continuacion con modelos, simbolos y definiciones.

Modelo fisico,
flgura

Descripcion,
simbolo

A, B 'y C son colineales. A,
D y C son no colineales.
A, B, C y D estan en el
mismo plano; son puntos
coplanares. Los puntos
que, como conjunto, no
estdn en el mismo plano,
son no coplanares.

Las rectas £ y m se
intersecan en el punto A.

Las rectas £ y m no tienen
un punto en comun. { es
paralela a m.

Se escribe: ¢ | m

Las rectas p, q y r tienen
exactamente un punto en
comun. Son rectas
concurrentes.

Definicion

Deftnicion 1.2

Los puntos colineales son
puntos que estan en la misma
recta.

Definicion 1.3

Los puntos coplanares son
puntos que se encuentran en
un mismo plano.

Definicién 1.4

Las rectas intersecantes son
dos rectas con un punto en
comun.

Definiciéon 1.5

Las rectas paralelas son
rectas que estan en el mismo

plano y no se intersecan.

Definicion 1.6

Las rectas concurrentes son
tres 0 mas rectas coplanares
que tienen un punto en comun.

229
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EJERCICIOS
A.

1. Dibugjense tres puntos que sean colineales.

2. Tracese el grupo de puntos que se
muestra a continuacion y, con una
regla, dibujese una recta a través de . (Ejercicio 2)
grupos de tres o mas puntos colineales.

Los ejercicios 3, 4 y 5 se refieren a la figura de la derecha.

3. Nombrense conjuntos de tres puntos
colineales.

4. Noémbrense conjuntos de tres puntos

no colineales. L
(Ejercicios 3-5)

5. NOombrense cuatro puntos entre los
cuales no haya tres que sean colineales. A / E \

Los ejercicios 6, 7 y 8 se refieren a la figura de la derecha.
(Si las rectas parecen paralelas, puede suponerse que lo son.)

6. Enumérense tres pares de rectas

r s t
intersecantes.
7. Enumérense tres rectas concurrentes. A B C »

8. Enumérense todos los pares de rectas
paralelas. B D e

9. Dibujense cuatro rectas concurrentes. / ! (Ejercicios 6-8)

ACTIVIDADES

L.os disefios conocidos como hiloramas son
creaciones interesantes elaboradas en su totalidad
con lineas rectas de hilo o cuerda. Estos disenos
pueden ser simples o muy complicados.

Para tener una idea de como se hacen los
hiloramas, se trazara un angulo y se marcara
como se muestra a continuacién. Con un boligrafo
de punta fina o un lapiz, se unen los puntos que
tienen el mismo nimero.
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10. Es importante observar que tres puntos pueden ser
colineales aunque las rectas no estén marcadas.
Mencionense grupos de tres puntos colineales de la figura
siguiente.

11. Aunque no se haya dibujado, hay una recta que pasa por
cada par de puntos. Citense dos de estas rectas en la figura.

12. Enumérense tres rectas que serian paralelas a BC si
estuvieran dibujadas.

«— .

13. Menciénense tres rectas que serian paralelas a EF si
estuvieran dibujadas.

14. Enumérense cuatro rectas que unan los puntos marcados
con letras y sean concurrentes en el centro de la figura.

15. Los puntos 4, B, C y D de este cubo son coplanares.
(Cuantos conjuntos de cuatro puntos coplanares hay en el
cubo?

16. Con frecuencia se usan rectas para describir (o representar)
la realidad fisica; entre las rectas paralelas, las
concurrentes y los puntos colineales, jcudles se emplearian
para describir cada uno de los casos siguientes?

a. Iniciar un fuego con una lupa.
b. La luz procedente de una linterna.
¢. Fl uso de un telescopio de refraccion.

17

(Es posible dibujar cuatro rectas que se intersequen en un
punto? (Es posible dibujar cuatro rectas que se
intersequen en dos, tres, cuatro, cinco, seis 0 mas puntos?

Hagase un dibujo que ilustre cada caso.

— SOLUCION DE PROBLEMAS

(Ejercicios
10-11)

F E (Ejercicios 12-14)

;Cuantas rectas pueden determinar seis puntos, si
hay una recta que pasa por cada par de puntos?

i i ol
seis puntos colineales, una recta

Experiméntese y compruébese si seis puntos
pueden colocarse de tal manera que determinen
seis rectas. Coléquense seis puntos para
determinar siete, ocho, nueve... catorce rectas.

seis puntos, entre los que no hay
tres que sean colineales; quince rectas

231
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1.3 Algunas figuras geomeétricas basicas

Ya que las rectas, los planos y los espacios se
consideran conjuntos de puntos, resulta util definir

las figuras geométricas como conjuntos y puntos.
Una figura plana es una figura con todos los
puntos en un plano, pero no todos en una recta.

Una figura espacial no tiene todos sus puntos £

en un solo plano.

Revisemos primero algunas ideas basicas

sobre conjuntos.

Subconjunto. Si todo elemento
de un primer conjunto se
encuentra también en un
segundo conjunto, el primero
es un subconjunto del segundo.

Ejemplo

B

c/] =

L d

Un triangulo es una
figura plana.

Union. La unién de dos o mas
conjuntos es un conjunto que
contiene todos los elementos de

estos conjuntos.

Ejemplo

La recta AB es un
subconjunto del plano N.

La union de las rectas £ y

m contiene todos los

puntos de las dos rectas.

Una caja es una figura
espacial

Interseccién. La interseccion de
dos conjuntos es el conjunto
que contiene aquellos
elementos comunes a ambos
conjuntos.

Ejempio

m

A

La interseccion de las
rectas £ y m es el
punto A.

. ., . \ L . , .
A continuacién se describen algunas figuras geométricas basicas con
modelos, simbolos y definiciones.

B

segmento AB

Ay B son los extremos.
Se escribe: AB

A es el extremo.
Se escribe: AB

Definicion 1.7

Un segmento, 4B, es el
conjunto de los puntos A4 y
B y de todos los puntos que
estan entre A y B.

Definicion 1.8

Un rayo, ,ﬁ , €S un
subconjunto de una recta que
contiene un punto A dado y
todos los puntos que estan en
el mismo lado de A, como B.
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Modelo fisico, Descripcion, Definicion
flgura simbolo

B es el vértice. BA y BC son

los lados. El interior de Definicion 1.9

£ ABC es la interseccion de Un 4ngulo es la unidn de dos
los puntos del lado 4 de BC rayos no colineales que tienen
con los del lado C de 4B. el mismo extremo.

. — Definicién 1.10
A, By C son vértices. 4B,

BC y AC son lados. Un triangulo es la unién de
tres segmentos determinados
Se escribe: A ABC por tres puntos no colineales.

Definicion 1.11

Un cuadrilatero es la unién de
cuatro segmentos
determinados por cuatro

A, B, C 'y D son vértices.
AB, BC, CD y AD son

lados. puntos, entre los cuales no
. hay tres que sean colineales.

Se escribe: Los segmentos se intersecan

cuadrilatero ABCD s6lo en sus extremos.

Los puntos A y B estan en

el circulo. El punto O es el

centro del circulo. AB es un Definicién 1.12
didmetro del circulo. OB es :

un radio del circulo. Un circulo es el conjunto de
. todos los puntos de un plano
Se dice: circulo O que estan a una distancia fija

Se escribe: ©O de un punto dado del plano.
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EJERCICIOS
A.

Dibujese seis veces la recta que se muestra abajo. En cada
dibujo resaltese una de las siguientes figuras:

1. BC. 2. BD. 3. CA. 4. AD. 5. BC. 6. DB.

A B C D (Ejercicios 1-6)

Dibujese y dése el nombre de la figura apropiada en cada uno
de los ejercicios 7 a 12.

7. /ABC. 8. /XYZ. 9. ADEF. 10, /A. 11 BA 12. CD.

En los ejercicios 13 a 15, elijanse dos simbolos que se refieran
al mismo angulo. A

13. ZABC, / CAB, / CBA.
14. L CAB, / BAC, / CBA. (Ejercicios 13-15)
15. ZACB, / CAB, /BCA. ¢

16. AABC y A BAC son dos nombres A
para el tridngulo que se muestra a la
derecha. A este mismo triangulo se le C (jercicio 16)
pueden dar otros cuatro nombres,
(cudles son? B
Dibljese un circulo con un compas. Marquese su centro,
un radio y un diametro. Por ultimo, escribase el nombre
del circulo.
18. Elijanse cuatro puntos, 4, B, C y D, en el circulo y
dibujese el cuadrilatero ABCD. ‘

17

.

Para elaborar este disefio, dibujese un circulo.
Después, con el compas abierto a la longitud
del radio y colocado a intervalos iguales a lo
largo del circulo, tracense los arcos.

‘Complétese un disefio como éste. Luego,
elabérense y coloréense otros disefios usando
circulos y segmentos por el procedimiento
descrito antes. Pueden hacerse concursos de
disefios con regla y compas.
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19. Nombrense con simbolos las cuatro rectas trazadas en 4
esta figura. Nombrese una recta que no se haya trazado.

20. Némbrense ocho segmentos trazados. Nombrense ahora
varios que no lo estén.

En los ejercicios 21 a 24, elijanse los dos simbolos que hacen E
referencia al mismo conjunto de la figura. D
21. AB, 4B, ». 22. AE, AC, q. 7y Cl,

23. BC, CB, BD. 4. BC, BD, DB. (Ejereicios 19.25)

25. Nombrense seis angulos ‘distintos de la figura.

26. Tracense y recortense dos triangulos E

como ADEF. Coloquense estos
triéngplos juntos para form.ar tantos b o (Eiercicio 26)
cuadrilateros como sea posible.

27. (Es CD el mismo segmento que DC? {Por qué?
28. ;Es CD el mismo rayo que DpC? (Por qué?

29. Marquense tres puntos como los que B
se muestran a la derecha. Con ellos,
tracense £ BAC, L ABC y L ACB.
(Consiste la figura resultante en tres .
rectas o en tres segmentos? (Es un
triangulo? ;Por qué? A C

30. Citense por lo menos ocho tridngulos I
en esta figura.

31. Dibujese esta figura y tricese un segmento que aflada
exactamente otros tres triangulos. G

32. Citense por lo menos ocho cuadrilateros en esta figura.

— SOLUCION DE PROBLEMAS

¢{Coémo podrian unirse seis palillos de manera que
se formen cuatro tridAngulos?

(Sugerencia: con innep2ndencia del tamafio de los
palillos, se necesitara bastante espacio.)
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1.4 Segmentos
Y angulos;
congruencia
Yy medicion

El hombre que aparece en el dibujo cortara
una tabla para que mida 0.5 m de largo y
tenga un borde con éhgulo de 45°. Primero,
tiene que medir.

Los detalles sobre las propiedades bésicas
de la medicion de angulos y segmentos se
presentaran en la seccién 2.8.

La medicion de la longitud asigna un numero real a cada segmento.

A B

T, 1
centimetros

|42 La longitud de AB es 3.5 cm.
Se escribe: AB = 3.5.

Hay una manera especial para describir dos segmentos de la misma longitud.

Se dice: AB es congruente
con CD.

B
/ Se escribe: AB =~ CD
4 Algunas veces se marcan Definicién 1.13
C los segmentos para Dos segmentos son
D mostrar que son congruentes si tienen la

congruentes. misma longitud.

La medicion de dngulos asigna a cada angulo un naimero real entre 0 y 180.

La medida en grados de
£ ABC es 40.

Se escribe: m/ ABC = 40
Algunas veces se escribe
7 que L ABC-mide-40°.

Hay una manera especial de describir dos angulos de la misma medida.

Se dice: £ ABC es Deflinicion 1.148
congruente con ZDEF. Dos 4angulos son congruentes
Se escribe: ~ ABC =~ / DEF. si tienen la misma medida.
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Los disefiadores emplean gran variedad de instrumentos y técnicas de
dibujo para elaborar planos exactos de proyectos de construccion. En
geometria, se debe conocer el uso de dos instrumentos —la regla sin
graduar y el compas— para hacer tipos espcciales de dibujos llamados
construcciones. Las dos construcciones que se describen a continuacion
utilizan el concepto de congruencia definido antes.

Construccion 1. Construyase uri segmento congruente
con un segmento dado. (Copiese un segmento.)

1. Abrase el 2. Tracese un 3. Con el mismo
compas a la rayo que tenga compas, copiese
longitud del mayor longitud un segmento
segmento que el segmento sobre el rayo.
dado. dado.

A B > I
Segmento dado .

Construccion 2. Construyase un anguio congruente con
un angulo dado. (Copiese un angulo.)

1. Tracese un 2. Tracese un 3. Con el mismo
arco que rayo que sirva compas, abierto
interseque como un lado como en el
ambos rayos del anguio primer paso
del angulo copia. (1), trhcese un
dado. : N arco que cruce [
Angulo dado A B el rayo. A B
4. Abrase el 8. Con el 6. Tracese el
compds a la ’ compés a esa segundo lado
medida de la misma para
abertura del abertura completar la }4%@
angulo dado. tracese un copia de! e
arco. &ngulo dado. P \
[ == >
Angulo dado i

Los tres tipos de angulos existentes se definen a continuacion. Empléese la
construccion 2 para trazar tres dngulos congruentes con cada uno de los

siguientes:
4 F
J .

63° 137

B 90°
C E D K 7

Definicion 1.15— ) Deflnicion 1.16 Definiciéon 1.17
Un éngulo agudo es un Un éangulo recto es un angulo Un é4ngulo obtuso es un

angulo que mide menos de 90°. que mide 90°. angulo que mide mas de 90°.
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EJERCICIOS

A.

Definiciones y construcciones

1. Con una regla graduada en A o——
centimetros, encuéntrese la longitud de
este segmento. AB = _2_

2. Tracense segmentos de las longitudes siguientes:
CD =8 cm EF = 5.6 cm GH =17.5 cm
Con la regla sin graduar y el compas, constriyanse tres
segmentos congruentes con cada uno de los dibujados.

3. Escribase una proposicién con =~ o con % («no es

congruente con») para cada uno de los tres pares de

segmentos siguientes. K
X
R M N
S Y F

Tracense estos angulos en un papel. Con un transportador,
encuéntrense sus medidas. Si es necesario, pueden prolongarse
los lados de cada angulo.

4. 5. 6. 7. J
A ’ H
K
B .
< D\ 1 J
¢ E I3 L

m/lABC = 2 m/.DEF = 2_ mlIH] = mlJKL = 2.

8. Clasifiquensc los angulos de los ejercicios 4 a 7 en agudos,

rectos y obtusos.

9. Con una regla sin graduar y un compas, construyanse
angulos congruentes con cada uno de los que aparecen en
los ejercicios 4 a 7.

ACTIVIDADES : -

Se necesita una matriz de_puntos de 5 x 5. Dos
puntos son extremos de un segmento. Dos
segmentos con un extremo comdn determinan un
angulo.

a. ¢Cuéantas longitudes diferentes de segmentos
pueden trazarse en Una matriz de 5 x §7?

b. (Cuantas medidas diferentes de angulos
bueden trazarse en una matriz de 5 x 5?




— SOLUCION DE PROBLEMAS
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10. Nombrense cuatro angulos rectos en esta figura.

11. Nombrense cuatro angulos agudos. -

12. Nombrense cuatro angulos obtusos. D
Los segmentos con longitudes a y b se muestran a continuacion.

13. Constriiyase un segmento con longitud 2a.

14. Constrayase un segmento con longitud a + b.

15. Constriyase un segmento con longitud b — a.
Se muestran los éngulos. con medidas x e y.

16. Constriyase un angulo que mida x + y.

17. Constriyase un angulo que mida x — y. :

18. Constriiyase un angulo que mida 3y. - >

19. Un avién vuela en direccion sureste. (Cuéantos grados gira
al cambiar su curso hacia el sursuroeste?

2,
20. Constrayase A ABC con lado AB y
angulos A y B. A B 4

21. Siganse estas instrucciones para dividir el segmento 4B en
tres segmentos congruentes.

a. Tracese un rayo a partir del punto 4 y marquense
sobre ¢l tres segmentos congruentes.

b. Tracese EB.

¢. Empléese la construccién 2 para copiar
L AEB en D y después en C.

d. Los lados de los angulos copiados

dividen 4B en tres segmentos
congruentes.

Un granjero quiere separar estas onhce ovejas L L)
construyendo once corrales exactamente Q

con cuatro vallas rectas. L
¢Cémo puede hacerlo? g & =

(Las vallas se pueden cruzar.) L
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1.5 Bisectrices
del segmento
y del angulo

En un diamante de béisbol, la segunda base
estda a la misma distancia de las dos lineas
de foul. Home, la primera base, la segunda
base y la tercera base, estan en las esquinas
de un cuadrado. ;Esta el monticulo del
lanzador en el punto medio entre:

a. home y la segunda base?

b. la primera base y la tercera?
c. ninguna de las anteriores?

La marcacion de un diamante de béisbol incluye los conceptos y los
procedimientos de construccidn que se explican a continuacion.

El rayo BD es la bisectriz Definicion 1.18

de / ABC. T_clc)ios los La bisectriz de un 4dngule
puntos de BD estan a la ABC es un rayo BD en el
misma distancia de los interior de /Z ABC, de

lados de / ABC. manera que / ABD ~ / DBC.

Definicion 1.19

El puntc medio de un
segmente es un punto C

El punto C es el punto entre 4 y B, de manera que
medio de AB. AC = CB.
Definicion 1.20

= La bisectriz de un scgmento
RS, MT, la recta ¢yel es cualquier punto, segmento,
plario N intersecan a PQ rayo, recta o plano que

en el punto medio M, y contenga al punto medio del
son bisectrices de PQ. segmento.
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A continuacioén se describen los métodos para bisecar un angulo y un

segmento.

241

Construccién 3. Bisecar un angulo.

1. Dado el angulo

2. Con B como

3. Con F como

ABC, centro, centro, tracese
tracese un un arco en
arco que el interior
interseque del angulo.
ambos lados

B ael angulo B
en Fy G.

4. Con G como . Unanse B y
centro y la misma el punto de
abertura de compas interseccién
que en el de los arcos
tercer paso, para marcar
tracese un la bisectriz
arco que cruce del angulo.
al primero.

Construccién 4. Bisecar un segmento.

1. Dado el 2. Con A co/mo 3. Con B como centro 4. Unanse los
segmento centro y el y el compés con dos puntos de
de recta AB, compas con la misma abertura intersecciéon

una abertura que en 2, tracese para
mayor que la un arco completar la
mitad de AB, semicircular construccion
tracese un arco que interseque de la
semicircular. al primer arco. bisectriz de
AB.
L
A

Este diagrama muestra como la
biseccion de un angulo resulta Gtil en la
marcacion de un diamante de béisbol.
Obsérvese que el monticulo del lanzador
esta sobre la bisectriz del angulo, a 60
pies y 6 pulgadas de home. No esta sobre
una recta que vaya de la primera base a
la tercera, ni esta en el punto medio de la
recta que va de home a la segunda base.

base

Primera base




242 Definiciones y construcciones

EJERCICIOS

A. 2

1. Tracese un segmento AB. Biséquese AB.

2. Tracese un segmento AB. Constrayase un punto N de tal
manera que AN = 1A4B.

3. ;Qué otras fracciones de AB se pueden construir?

4. Tracense angulos cuya medida se aproxime a la de los angulos
A, By C. Construyanse las bisectrices de estos angulos.

A B C

5. Tracese este triangulo. Biséquese cada B
angulo. ;Son concurrentes las
bisectrices de los angulos?

A C

6. La bisectriz de /. XYZ es YT . Escribanse los nombres
de los angulos congruentes que se forman.

ACTIVIDADES

Para construir estos disefios es necesario bisecar angulos.

1. Construyase y coloréese
uno de estos disefios.

2. Con un compas y una
regla, constriyase un
disefio original que
requiera la biseccion
de angulos.
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5. )

s

Para realizar los ejercicios 7 a 10, deben usarse las
construcciones. Si se desea, puede copiarse el angulo recto
ABC. No debe utilizarse el transportador.

7. Construyase un angulo de 45° 8. Constriyase un angulo de 221°.
9. Constrayase un angulo de 135°. 10. Constriyase un angulo de 673°. (Ejercicios 7-10)

11. Tracense dos angulos agudos; llamense Z J y Z K.
Construyase un tercer angulo que mida 3 (mZ J + mZ K)
No debe utilizarse el transportador

12. Dibujense las cuatro direcciones
sefialddas en una brujula. Con una
regla y un compas, tracese una recta
que apunte hacia el nornoreste.

C. @)

N
13. Constrayase un angulo de 1124°. 14. Constriiyase un angulo de 821°.

15. Constrayase un angulo de 1574°. 16. Constriyase un angulo de 974°. 4} E

17. En este diagrama, BF biseca a / EBG, G \
m/ ABC = 90, m/ ABE = 20,
m{ GBC = 24. {Qué es m/ ABF =? 5

18. Constrayase un segmento de longitud P C
4CD — 14B. A B
Q@ |

QSA C D

— SOLUCION DE PROBLEMAS
Un compés oxidado pierde su movimiento y siempre tiene
la misma abertura.
Un compéas plegable, en cambio, vuelve a cerrarse en
cuanto se separa del papel.
1. Biséquese AB con: A B

a. un compas plegable
b. un compas oxidado con
abertura de C a D.

C D

2. Biséquese un angulo con:
a. un compas plegable. b. un compas oxidado.

\
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1.6 Rectas y planos
perpendiculares

En nuestra vida cotidiana hay muchos ejemplos de rectas y planos
perpendiculares. Algunos de estos ejemplos se emplean en las definiciones
siguientes.

Modelo fisico Flgura, descripcion Definicion
m h
| < 90° '___190°A
L Definicion 1.21
90° 90°
Y Dos rectas son

perpendiculares si al
intersecarse forman angulos
rectos congruentes.

¢ es perpendicular a m.
Se escribe: £ L m.

A partir de proposiciones simples que pueden demostrarse, se interpretara
¢sta definicion de perpendicular incluyendo los siguientes conceptos:

1. Cuando dos rectas son perpendiculares, todos los angulos que se forman
miden 90° (angulos rectos) y son congruentes.

2. Cuando dos rectas se intersecan para formar uno, dos o
tres angulos de 90° (angulos rectos), forman cuatro
angulos rectos y son perpendiculares.

3. Cuando dos rectas se intersecan para formar un par de angulos
congruentes con un lado comun, las rectas son perpendiculares.

!

La recta { es perpendicular
a las rectas m, n, p, etc;
por tanto, la recta ¢ es

Definici6n 1.22

Una recta es perpendicular a
un plano si es perpendicular :
cada una de las rectas del
plano que intersecan a la

perpendicular al plano. recta.
e /-1---—‘73
Definicion 1.23

La recta m del plano B es
perpendicular al plano 4;
por tanto, el plano B es

perpendicular al plano A.

Dos planos son
perpendiculares si en uno de
ellos hay una recta que es
perpendicular al otro.
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C o > —a D
M
v 4

| - B—L -

{ es la bisectriz
perpendicular de CD.

AB es la distancia del
punto A a la recta ¢.

Rectas y planos perpendiculares

Definici6én 1.24

La bisectriz perpendicular de

un segmento es una recta

perpendicular al segmento y

contiene su punto medio.

Definicion 1.25

La distancia entre un punto y

una recta es la longitud del
segmento trazado desde el
punto perpendicular a la
recta.

En la construccion 4 se trazo la bisectriz perpendicular de un segmento.
Las siguientes son otras dos construcciones importantes que incluyen

rectas perpendiculares.
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Construccion 5. Construyase una perpendicular a una recta
que pase por un punto dado de la recta.

1. Dados una
recta{ y un
punto P de ¢,

2. Tracese un arco
a cada lado de P.

3. Tracense dos arcos
gue se crucen arriba
de larecta?.

2.

™
;4
PN

P

4. Tracese la
perpendicular
a la recta ¢
por P.

|

S

Construccion 6. Constrayase una perpendicular a una recta

que pase por un punto dado fuera de la recta.

1. Dados una
recta £ y un
punto P fuera
de la recta ¢,

Pe

2. Tracense dos
arcos que
corten la

recta €. /
P é

&

5

e RN -

N o
e, o5

3. Tracense dos
arcos que se
crucen por
debajo de la
recta €.

Pe

4. Tracese la
perpendicular
a la recta ¢,
por P.

Pe
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EJERCICIOS

A

ACTIVIDADES

construcciones 3, 4 y 5 de este capitulo usando la

plano sobre el que se trabajara (mesa, papel, etc.),
con un borde préximo al punto P, de tal manera que

dibujo junto al borde para producir la perpendicular a

Definiciones y construcciones

o

. £ 1=/ 2 ;Qué puede concluirse sobre las rectas j y k? j

2. mZ3 es 90. ;Qué puede decirse sobre las rectas m y n\y
los angulos 1, 2 y 4?

3. Tracese un segmento PQ. Constriyase la bisectriz perpendicular de PQ. 4 P_J
90°

4. Tracese una recta £. Constriiyase una recta perpendicular a £
que contenga al punto A4 de ¢.

5. Tracese una recta m y un punto P que no esté en m.
Construyase una recta perpendicular a m que pase por P. A

6. Citense cuatro rectas que sean perpendiculares
al plano ABCD.

7. Citense cuatro pares de planos perpendiculares. 4

-=3G  (Ejercicios 6, 7)

8. La recta r es perpendicular al plano -Z. ;Qué puede n
decirse sobre las rectas r, m y n? //X/
9. Constrityase un rectangulo con lados Ae———8B

congruentes con AB y CD. C D

Estas instrucciones muestran cémo usar una hoja de
plastico de color para construir una perpendicular a
una recta que pase por un punto que no esta en la

recta (Construccién 6). Expliquese como realizar las

hoja de piastico.
Coléquese la hoja de plastico perpendicular al

la imagen visual de la mitad de la recta { frente a la
hoja de plastico, esté exactamente a la mitad de la
recta { que esta detras de dicha hoja..Hagase el

la recta ¢ por el punto P.




(o)

— SOLUCION DE PROBLEMAS

Los siguientes son cuatro cubos idénticos de los que se han extraido una
mas porciones cUbicas también de idéntico tamaio.
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A\ 10. Constrilyase un triangulo con un angulo_de 45° p 0

y lados congruentes con los segmentos PQ y RS. R s
(No se debe utilizar el transportador.)

11. Apliquese la construccién S para hacer % B

* un cuadrado con lados AB

12. Tracese un triangulo ABC. Apliquese la construccion 6 para trazar
un punto D sobre BC de manera que 4D sea perpendicular a BC.

13. (Es el plano X perpendicular al plano Y? De acuerdo con la 5% !
definicion de los planos perpendiculares, jqué informacion se'
requiere para asegurarse de que los planos son perpendiculares? l/

14. Dos ciudades necesitan un servicio adicional Tracese el mapa que se muestra a
de agua. Se decidié construir una planta continuacion y determinese mediante una
purificadora de agua junto a un rio cercano construccion el punto en que debe
y canalizar el agua desde la planta hasta colocarse la planta para satisfacer estos
cada ciudad. Cada ciudad pagara la objetivos. ‘
instalacion de las tuberias que irdn de la
planta a ella. La planta debe ubicarse a la misma rb'g\
distancia de las dos ciudades. [ &

15. Otro objetivo a cumplir al determinar

el punto en que debe ubicarse la
planta purificadora de agua del
ejercicio 14 es que las ciudades
compartan de forma equitativa todos
los gastos. Este plan implica que la
longitud total de la tuberia debe ser la
minima necesaria. ;D6nde debe
colocarse la planta purificadora?
Tracese el mapa y busquese la
ubicacién idonea de la planta.

(Ejercicios 14,15) & ..

Comparese cada par de figuras: Ay B, Ay C, Ay D, B yC, ByDyCyD.
¢Cual de estos pares podria ser el mismo (dependiendo de la esquina
posterior que no esta a la vista)?
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1.7 POligOl‘lOS

Las figuras geométricas
formadas por lineas rectas
son muy comunes en
nuestro mundo. Tales
figuras reciben el nombre de
poligonos.

Este poligono tiene ocho Deflnicion 1.26
C__ D lados. Los puntos 4, B, C, Un poligono es 1a union de
. D, E, F, Gy H son sus ~ segmentos que se juntan sélo
B E vértices. A cada segmento de  en sus extremos, de tal manera
un poligono se le llama lado. que: (1) como maximo, dos
A F ) segmentos se encuentran en un
Se escr ibe: punto, y (2) cada segmento
H G poligono ABCDEFGH. toca exactamente a otros dos.

Los poligonos reciben un nombre particular de acuerdo
con el namero de lados que tengan. Por ejemplo: triangulo, 3 lados;
cuadrilatero, 4 lados; pentagono, 5 lados; hexagono, 6 lados; heptégonq,
7 lados; octagono, 8 lados. Un poligono con n lados podria llamarse n-gono.
Las definiciones siguientes proporcionan mas informacién sobre los poligonos.

Los extremos de AC son Definicion 1.27

vertices no consecutivos Una diagonal de un poligono

del poligono ABfCDE- AC es un segmento que toca dos
es una de las diagonales vértices no consecutivos
del poligono. cualesquiera del poligono.

Cada diagonal de este . Por lo menos una de las

poligono, como PR, esta diagonales de este poligono  Definicién 1.28

en el interior del poligono. - no esta en su interior. Un poligono es convexo si
PQRST es un poligono GHIJK no es un poligono todas sus diagonales estan en

convexo. convexo. el interior del poligono.



Poligonos

Los tridngulos con lados congruentes tienen nombres especiales.

ABCDEFG es un
poligono regular.

B
4 c
AB=BC=AC
A
B c
AB=AC

/A es el dngulo del
vértice. /By ZC son los
dngulos de la base.

Algunos poligonos tienen
caracteristicas que los
convierten en poligonos
regulares.

Todos los lados son de
igual longitud. Todos los
angulos miden lo mismo.

Definicion 1.29

Un tridngulo equilatero es
aquel cuyos lados son todos
congruentes entre si.

Definici6n 1.30

Un tridangulo isésceles es un
triangulo que tiene dos lados
congruentes entre si.

Definicion 1.31

Un poligono regular es aquel
cuyos lados son congruentes
entre si, y todos sus angulos
también son congruentes
entre si.

249



250 Definiciones y construcciones

EJERCICIOS
A.

En los ejercicios 1 a 4, seleccionese la figura que no es un
poligono regular. Expliquese por qué no lo es.

RN SV

b. c.
3. ;j : 4. /_\
a. b. c. a. b. c.
5. (Cuales de las figuras anteriores son poligonos convexos?
Por ejemplo, la figura 1c es un poligono convexo.
6. Tracese un octagono convexo. Tracese una de sus
diagonales.
7. Tracese un octagono no convexo.
8. Identifiquese cada triangulo como equilatero, b c
a. . 2

isosceles o ninguno de ellos. Empléese una regla.

9. (Cuales de los siguientes son poligonos regulares?

a. b@ C. d. (Ejercicios 9, 10)

10. Tracense tantas diagonales como sea posible para cada
uno de los poligonos anteriores

ACTIVIDADES

Para construir un hexagono regular puede usarse el
meétodo de construcciéon con regla y compas descrito en las
actividades de la seccion 1.3.

' Combinese este método con la biseccion de angulos y la
construccién de bisectrices perpendiculares para construir:

a. un dodecagono regular
b. un octagono regular
c. un poligono regular de 16 lados.




11.

12.

13.

14.
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ABCDE es un pentagono regular. Nombrense tantos
triangulos isosceles como sea posible. (Si un tridngulo
parece isosceles, puede suponerse que lo es.)
Algunas letras del alfabeto pueden dibujarse
con la forma de un poligono, pero otras no.
Dibujense con forma de poligonos tantas
letras como sea posible.

Una llave de tuercas fija tiene lados paralelos. ;Qué puede
suponerse acerca del niimero de caras de la tuerca a la
que corresponde esta llave?

El vastago de la valvula de una toma de agua para
incendios suele tener forma de pentagono regular, en lugar
de la forma usual de hexagono regular. ;A qué puede ser

se necesitan

dos poligonos -7

AN

=

un poligono

debido?

4 B c

15. La figura que aparece a la derecha H)

contiene ejemplos de diferentes L

poligonos: desde tridngulos hasta 7

decagonos. Encuéntrese y citese cada G

uno. F
16. Con un transportador y una regla, tricese un octagono

cuyos lados tengan cinco longitudes diferentes y los

angulos de los vértices midan 135°.

__SOLUCION DE PROBLEMAS

Eratéstenes (275 a. de C.) calculd la Siena
circunferencia de la Tierra con un método Poste
ingenioso. Supuso que los rayos del Sol eran )

‘s Rayos del Sol 71+
paralelos, y descubrié que cuando el Sol se
encontraba exactamente sobre Alejandria, sus
rayos formaban un angulo de 73° con un 500
poste vertical situado a 500 millas, en Siena millas
(Asuan). Ademas, supuso que el angulo
central a también media 7:°. Dedujo que la
relacién de! angulo central a a 500 millas Alejandria
seria igual a la relaci6n del total de grados
de un circulo para completar la longitud de la
circunferencia de la Tierra. Definase la
proporcién y hallese la distancia.

Tierra
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Capitulo 1 Conceptos importantes

Términos

Punto (pag. 226)

Recta (pag. 226)

Plano (pag. 227)

Espacio (pag. 227)

Puntos colineales (pag. 229)
Puntos coplanares (pag. 229)
Rectas intersecantes (pag. 229)
Rectas paralelas (pag. 229)
Rectas concurrentes (pag. 229)
Segmento (pag. 232)

Rayo (pag. 232)

Angulo (pag. 233)

Triangulo (pag. 233)
Cuadrilatero (pag. 233)
Circulo (pag. 233)

Segmentos congruentes (pag. 236)
Angulos congruentes (pag. 236)

Construcciones

Copiese un segmento (pag. 237)
Copiese un angulo (pag. 237)
Biséquese un angulo (pag. 240)
Biséquese un segmento (pag. 240)

Angulo agudo (pag. 237)

Angulo recto (pag. 237)

Angulo obtuso (pag. 237)

Bisectriz de un angulo (pag. 239)

Punto medio de un segmento (pag. 239)
Bisectriz de un segmento (pag. 239)
Rectas perpendiculares (pag. 243)

Recta perpendicular a un plano (pag. 243)
Planos perpendiculares (pag. 243)
Bisectriz perpendicular (pag. 244)
Distancia de un punto a una recta (pag. 244)
Poligono (pag. 248)

Diagonal de un poligono (pag. 248)
Poligono convexo (pag. 248)

Triangulo equilatero (pag. 249)

Triangulo isosceles (pag. 249)

Poligono regular (pag. 249)

Constriyase una perpendicular a una recta
que pase por un punto dado sobre la
recta (pag. 245)

Constrayase una perpendicular a una recta
que pase por un punto dado fuera de la
recta (pag. 245)
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Capitulo 1 Resumen

1. Citense objetos que ilustren lo siguiente:
a. Punto. b. Plano. ¢. Rectas paralelas.
d. Rectas intersecantes. e. Poligono. M
2. Indiquese si las afirmaciones siguientes son falsas o verdaderas.
a. Un rayo laser es un ejemplo mejor de recta que un
rayo. . , 90° 90°
b. MN no es perpendicular a XY, porque solo se forman X ! Y
dos angulos rectos. N

El punto C estd en AB.
. El punto C esta en AB.
Un radio es un rayo.

C A B

" e e p

Dos segmentos son congruentes si tienen la misma
longitud.

3. (Cuantos extremos tienen una recta, un rayo y un
segmento? '

4. ;Es lo mismo AB que BA? {Por qué?
5. Construyase un angulo de 135°

6. Dibljese un angulo obtuso y tracese su bisectriz. {Son los
angulos resultantes agudos, rectos u obtusos?

7. Tracese un tridngulo ABC (bastante grande). Marquese el
punto medio de cada uno de los lados.

8. Tracese un segmento que sea congruente con AB.

9. Tracese un segmento de longitud 14B. op
10. Copiense CD y P > en un papel y tracese una recta

perpendicular a CD que pase por P.

C D
En los ejercicios 11 a 14, empléese la figura del cubo para

identificar lo siguiente:

11. Dos planos paralelos.

12. Una recta perpendicular al plano EFHG.

13. Una recta paralela al plano CDEF pero que no sea E

perpendicular al plano ABCD. D= | —=F
14. La interseccién de los planos BCEG y BCFH.
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Capituio1 Examen

1. Citense objetos que ilustren lo siguiente:
a. Recta. b. Rectas concurrentes. ¢. Rectas perpendiculares.

d. Poligono regular. e. Espacio.

. Indiquese si las afirmaciones siguientes son falsas o

verdaderas. \
a. Dos puntos siempre son colineales.

b. Si dos angulos son congruentes, entonces ambos son
rectos. .

c. El punto D estd en c 4 D B
d. El punto D esta en AC.
e. Un diametro de un circulo es una recta.

15l

f. Un triangulo isosceles debe tener tres lados congruentes.

3. (Es lo mismo AB que BA? (Por qué?

4. Si dos rectas son paralelas, jcuantos puntos tienen en

comun?

. Dibljese un cuadrildtero no convexo.

Dibijese un triangulo ABC. Tracese la bisectriz de cada
angulo.

7. Tracese un angulo que sea congruente con £ ABC.

9.

10. Marquese el punto medio de AB. P

Sin usar el transportador, tracense cuatro angulos rectos
con un vértice comun.

Tracese un segmento congruente con AB.

(Ejercicios 9, 10)

En los ejercicios 11 a 14, empléese la figura del cubo €
identifiquese lo siguiente:

11. Una recta paralela al plano ABHG.

12. Un plano perpendicular a EG.

13. Una recta que no sea paralela ni perpendicular a ninguna

cara del cubo.

14. La interseccion de los planos ADFH y CDEF.

B



Técnicas para la solucion de problemas

__Técnicas para Ia soluciéon de problemas
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Dibujo de un diagrama

Puede resultar agradable resolver problemas si se conocen
diversas maneras de abordarlos. Hay varias técnicas para
resolver problemas de matematicas; una de ellas es dibujar un
diagrama.

En el rayo A_é, AC=5y AB=2. Encuéntresé BC. Como
ayuda para resolver este problema, se dibujard un diagrama.

L] | 4 %

A B Cc

En el diagrama se observa que BC = 3.

PROBLEMAS

Dibujense diagramas y resuélvanse los siguientes problemas.
1. En el rayo N—ﬁ, NP =4y PM = 6. Encuéntrese NM.
2. En el rayo )ﬁ’, XY =15 e YZ = 6. Encuéntrese ZX.

3. ;Cuantos postes se necesitan para cercar un terreno
rectangular si entre los postes debe haber 5 pies de
distancia y el terreno mide 20 pies por 30 pies?

4. Supdngase que un insecto camina sobre un palo vertical y
sube dos pulgadas en dos minutos; después, baja una
pulgada en un minuto; de nuevo sube dos pulgadas en
dos minutos, y asi sucesivamente. Si sigue asi, jcuanto
tiempo tardara en alcanzar una altura de 10 pulgadas?

5. Una escalera tiene diez escalones, cada uno mide un pie
de ancho y un pie de altura. Una hormiga empieza desde
abajo del primer escaldon y sube la escalera en linea recta.
{Qué distancia habra recorrido la hormiga al liegar a la
parte mas alta del Gitimo escaldn?

6. En una escuela se trazo un circuito para una carrera de
fondo en las calles de una ciudad. Desde el punto de
salida, los corredores avanzaron 4 calles al este, 6 al norte,
2 al oeste, dos al sur, 5 al oeste, 3 al norte, 2 al oeste, 8 al
sur y 5 mas hacia el este hasta la meta. Establézcase la
direccion y el niimero de calles que se recorrieron desde la
salida hasta la meta.
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Diseno interior: Teselados

Un disefiador de interiores encuentra ejemplos
de geometria al seleccionar disefios de telas,
suelos y papel para paredes. Con frecuencia, en
disefio se emplea un concepto geométrico
llamado teselado. Un teselado es un conjunto de
poligonos dispuestos de forma que no se
sobreponen unos a otros ni quedan separaciones
entre ellos.

La cocina que aparece en la fotografia
tiene un suelo y un recubrimiento de azulejos
que son ejemplos de teselados.

ﬂ ;Con qué poligonos es posible hacer un
teselado sobre una superficie plana?

Al colocar un papel sobre un cuadrado y
marcarlo varias veces, puede elaborarse un
teselado de cuadros. En la fotografia se
muestran otros teselados. Tracese en un papel
una porcion de teselado usando aquellas figuras
de las que se muestran a continuaciéon que 10
permitan. Entre estas figuras hay dos que no
pueden usarse en un teselado, jcudles son?

| 5 4 i /
H / Y " ’,/ . jf Y
B K S e 1’ / %
SR '\,Vf R oy é F AT
Trapecio Cometa Un cuadrilatero Triangulo Triangulo
cualquiera equilatero isosceles
A . . —
5N STy N /
’ {j \ﬁ, {o” ‘ﬂ} ; \\
| /
/ N . . V% % J b o
4 o ; \ R o A4
Triangule Cuadrilatero Heptagono Pentagono Hexagono
escaleno no convexo
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2 (Con qué combinaciones de poligonos regulares es posible hacer un
teselado sobre una superficie plana?

Pueden crearse disefios interesantes para pisos
formando teselados que combinen algunos de
los poligonos regulares que se muestran a
continuacion. El modelo que aqui se muestra
tiene un cuadrado, un hexdgono y un
dodecdgono rodeando cada punto; se le
denomina con los numeros (4, 6, 12), que
sefialan el nimero de lados de cada figura
empleada y el orden exacto en que se 4,6, 12)
dispusieron alrededor del punto.

Tracense las figuras siguientes para mostrar una parte de cada uno de
los teselados que se sugieren a continuacion. Coloréense de manera que
resulten disefios interesantes.

(4,8, 8) (3, 4, 6, 4) (3,6,3,6) (3,3,3,4,4) (3,12 12)

/ Hexagono Triangulo

gy,
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3. Cada uno de los tridngulos siguientes &% un tridngulo equilatero.
Midanse los angulos. (5i es necesario, prolénguense los lados.)
Copeese y complétese la generalizacidn.

B H
D E
F 0 i
Generalizacidn: 5i un tridngulo es equilitero, entonces licne
angulos ..

d. Cada uno de los triingulos siguienies tiene dos lados

congruentes, Tracense los tridngulos isosceles y biséquense
los angulos formados por los lados congruentes. Observese
la relacidén que existe entre la bisectriz v el lado opuesto.

7 e

Gremeralizacién: En un tridngulo con dos lados congruentes, la
bisectriz del angulo formade por éstos es L al
tercer lade,

S, Tricese AABC con AB = BC = AC.
Elijase un punto P en el interior del
imangulo y tracense las perpendiculares de
P a los lados del tridngulo. Midanse b, o, b
¥ ¢ al mm mas cercano. Hagase lo mismo,
con puntos P diferentes, tantas veces comao
sea necesario para formular una
peneralizacion.

— SOLUCION DE PROBLEMAS

Este disefio de cualro palillos representa un espejo con
una moneda an al.

Mudvanse salo dos palillos para formar un espejo del
mismo tamafo que éste, paro dejando la moneda (que no
debe moverse) fuera del espajo.
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Ejempio 2

Generalizacion falsa: Si un cuadrilatero tiene un par de lados

paralelos, tiene un par de lados
congruentes.

Comentario: Para demostrar que la generalizacion ¢s
falsa, debe preseniarse un cuadrilitero
con un par de lados paralelos que no :?/— —C

AN

e N

tenga dos lados congruentes.

Contracjemple: Lafigura A BCD tiene BC| AD, pero no tiene /
dos lados congruentes. A

Elemplo 3

Generalizacién falsa: Siun tnangulo tiene un angulo recto, tiene
dos lados congruentes. ]

Comentario: Para demostrar que la generalizacion es
falsa, debe presentarse un triangulo con
un angulo recto que no tenga dos lados
congruentes.

Contraejemplo: La figura TOM tiene un angulo recto

(£ 0), pero sus tres lados tienen diferentes
longitudes. T

Un contracjemplo puede describirse como se hace aqui. Definicion 2.7

Un contracjemplo &5 un solo
cjemplo que pone en evidencia
la falsedad de una
generalizacion.

Ejlempic 4

Esta figura es un contracjemplo para la generalizacion falsa 4
siguiente.
Si dos rectas’se intersecan, entonces forman angulos

e 8
rectos.
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3.1 Triangulos congruentes

Los automoéviles se fabrican
utilizando la produccion en
cadena. Los componentes
producidos deben ser de
idéntico tamafio y forma
para poderlos emplear en
cualquier automovil de la
linea de montaje. Los
repuestos también deben ser
idénticos. En geometria, a
las figuras que tienen el
mismo tamafio y la misma
forma se les llama
congruentes.

En geometria, se requiere una definicion apropiada para decidir
cuando dos figuras, como AABC' y ADEF, son congruentes.

Puede hacerse una prueba con papel vegetal para mostrar que
AABC probablemente es congruente con ADEF (a partir de las
ilustraciones). Esta prueba puede ayudar a comprender la definicién
usual de congruencia.

Dibujese AABC. Si puede mover el papel para que el
triangulo trazado coincida con ADEF, los
triangulos probablemente sean congruentes.



Considérese de nuevo la prueba del
dibujo. Si se marca cada vértice con un
simbolo especial, se observa que los
veértices de los dos triangulos se
corresponden como se muestra en la
figura. También se determina la
correspondencia de angulos.

Si se marca cada lado con un signo
especial, se observa que los lados se
corresponden como se muestra en la
figura.

En esta prueba de dibujo, se observa
que:

AB=DE [/A=/D
BC=EF /B=/E
AC=DF [/C=/F

Siempre que pueda hacerse coincidir un
triangulo con otro de manera que las
partes comparadas sean congruentes, se da
una clase especial de correspondencia
llamada congruencia. Para indicar esta
congruencia, se escribe: AABC =~ ADEF.

El diagrama muestra como esta
proposiciéon sobre los tridngulos
congruentes proporciona informacion
especifica sobre las partes que se
corresponden (angulos y lados).

Triangulos congruentes

Ao D LA LD

B o E /B LE

Co F LCe LF
correspondencia correspondencia -

entre vértices entre angulos

a8 o DE
BC < EF
AC < DF
correspondencia
entre lados

Definici6n 3.1

Dos tridngulos son congruentes si hay una
correspondencia entre sus vértices de manera
que cada par de lados y angulos
correspondientes sean congruentes. Obsérvese
que la congruencia se puede definir de manera
similar para otras figuras.

v
N A BC

Il

>
o<«
Me<—
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EJERCICIOS

A.

(Cuales de los siguientes pares de figuras son congruentes?
(Puede emplearse papel vegetal.)

I A LT
<>/ /\Q

En los ejercicios 5 a 8, seleccidnese la proposicion correcta.
(Empléese papel vegetal si es necesario.)

5. E 6.
C
A B 4
F

a. AABC =~ ADEF., a. AABC = ADEF
b. AABC= AEDF. P b. AABC = ADFE.,
¢. AABC = AEFD. ¢. AABC = AFED.
B B G
7. D E 8
A
C F
, b /
A C D

a. AABC= ADEF. F a. ABCD = EFGH.
b. AABC = AEFD. b. ABCD ~ FGHE.
¢. AABC = AFDE. ¢. ABCD = GHEF.

d. ABCD = GFEH.



9.

10.

11.

Triangulos congruentes

Dado que AABC = ADEF, seleccionese la D  F
proposicion falsa en cada parte. C

a. AC=DF, /B= /E,BC=DE, /C= /F.
b. AB=~ED, /A= /D, /C= /F, AB = EF.
¢. AB=DE, BC=FE, /C= /D, AC = DF.

Dado que AUVW ~ AXYZ, complétense
las congruencias para los seis pares de

