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Prefacio

Al entrar a la universidad los alumnos a menudo se encuentran con material que los pro-
fesores suponen que ya han estudiado y con la tipica frase “esto ya lo habéis dado, ;ver-
dad?”, con el correspondiente estrés que esto puede generar. Visto desde el otro lado,
el profesor suele oir quejas de algunos estudiantes que afirman que no han recibido cla-
ses sobre este material en la ensefianza secundaria y/o en Bachillerato. Ademds, si se le
ocurre formular la pregunta antes citada, en muchas ocasiones verd a los estudiantes re-
moviéndose en sus asientos, miradas perdidas, un murmullo general ... y algunas timidas
respuestas.

En este volumen estudiantes y profesores encontrardn una recopilacion de material
matematico de un nivel previo a la universidad que les puede servir para preparar pruebas
de acceso a la universidad, como texto de base para (al menos) el primer afio de carrera
y como texto al que recurrir, a modo enciclopédico, cuando lo precisen, sin necesidad de
buscar en una coleccion de libros y apuntes de cursos anteriores.

El origen de esta obra es un curso de preparacién para pruebas de acceso a la uni-
versidad que los autores estuvieron impartiendo durante varios afios en la Universidad
Complutense de Madrid. Es en ese curso y en la interaccién con sus estudiantes, cuando
surge la idea inicial de su redaccién. Ademas, la experiencia de los autores como profe-
sores en clases de Matematicas en los primeros afios de universidad y como correctores
en las actuales pruebas de acceso les ha permitido observar las carencias y necesidades
a nivel matemdtico de muchos estudiantes, lo cual ha terminado de perfilar y completar
la mencionada idea inicial. En este sentido este libro puede ser de especial ayuda como
texto basico de referencia en los cursos introductorios de Matemadticas Bésicas que, cada
vez mds, se imparten en los grados de Ciencias, Tecnologia e Ingenieria.

El texto estd dividido en tres partes en las que se clasifican los contenidos que se
abordan: I) Algebra y Geometria, II) Anilisis, IIT) Estadistica y Probabilidad. Cada parte
estd dividida en varios capitulos en los que se desgranan los principales resultados y la
mayoria de sus demostraciones, junto con numerosas graficas y ejemplos ilustrativos. Se
ha considerado conveniente incluir, para los lectores interesados, demostraciones de la
mayoria de los resultados presentados, a pesar de que muchas de ellas no suelen aparecer
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16 Prefacio

en los libros de ensefianza secundaria y de Bachillerato. Cada capitulo termina con una
seccién de problemas y otra seccién con las correspondientes soluciones, lo que permitird
al lector comprobar el grado de conocimiento que ha adquirido sobre los contenidos de
cada capitulo.

La parte de Algebra y Geometria se inicia con la introduccién a los niimeros reales y
se termina con el estudio del espacio euclideo y de las cénicas, pasando previamente por
capitulos sobre sistemas de ecuaciones lineales, trigonometria .. .

La parte de Andlisis se inicia con el estudio de las sucesiones y su convergencia y de
las funciones reales de variable real. Se contindia con un capitulo sobre nimeros complejos
(que muchos estudiantes de universidad afirman desconocer, a pesar de su enorme utilidad
e importancia ... y de ser, supuestamente, parte de los contenido de Bachillerato). Se
termina con la parte dedicada al Célculo (derivadas e integrales) y sus aplicaciones.

Por ultimo, la parte de Estadistica y Probabilidad esta dividida en tres capitulos. En el
primero se estudia el Andlisis Combinatorio, y muestra técnicas para facilitar el recuento
de casos o cosas, necesario en muchas situaciones cientificas y cotidianas. El segundo
capitulo estd dedicado a la Estadistica Descriptiva (s6lo en el caso unidimensional) y
presenta herramientas que permitan asimilar de una forma razonable grandes cantidades
de informacién. En el tercer y ultimo capitulo se presentan las nociones basicas de la teoria
de la Probabilidad, con el objetivo de disponer de herramientas basicas que sirvan a la hora
de intentar sacar conclusiones sobre lo que puede ocurrir en fenémenos o experimentos
aleatorios.
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Notacion general

Recopilamos, a continuacidn, una serie de notaciones matemadticas que se emplean a lo
largo de todo el texto:

La expresion “a € X denota que a es un elemento del conjunto X o, dicho de otra
forma, que a pertenece al conjunto X . La expresion “a ¢ X denota que a no es un
elemento del conjunto X o, dicho de otro modo, que a no pertenece al conjunto X .

El simbolo “=-" es una forma abreviada de escribir implica (0 es una condicion
suficiente para). Es decir, si se verifica la afirmacién (proposicién) que se escribe
a su izquierda, entonces se verifica la afirmacién (proposicidn) que se escribe a su
derecha. El simbolo “#” es una forma abreviada de escribir no implica.

El simbolo “«<” es una forma abreviada de escribir es implicado por (o es una
condicion necesaria para). Es decir, si se verifica la afirmacién (proposicién) que
se escribe a su derecha, entonces se verifica la afirmacién (proposicién) que se
escribe a su izquierda. El simbolo ‘“442” es una forma abreviada de escribir no es
implicado por.

El simbolo “&” es una forma abreviada de escribir si, y solo si. Es decir, la afir-
macién (proposicién) que se escribe a su izquierda es cierta si, y sélo si, es cierta
la afirmacién (proposicién) que se escribe a su derecha. En otras palabras, ambas
proposiciones son equivalentes.

El simbolo “U” denota unidn de conjuntos, de forma que la expresiéon “a € AU B”
n

significa que “a € A 0o a € B”. La expresion U A; es una forma abreviada de
i=1
expresar la union A; U As U --- U A,,.

El simbolo “N” denota interseccion de conjuntos, de modo que “a € AN B” es una
n

expresion que significa que “a € Ay a € B”. La expresion ﬂ A; es una forma

i=1
abreviada de expresar la intersecciéon A1 N As N -+ N A,.
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18 Notacion general

e El simbolo “(” denota el conjunto vacio, es decir, €l conjunto que no contiene
elementos.

e El simbolo (cuantificador) “V” es una forma abreviada de escribir para todo o para
cualesquiera de los elementos que vienen a continuacién.

e El simbolo (cuantificador) “J” es una forma abreviada de escribir existe.

e La expresion “A C B” denota que el conjunto A estd contenido en el conjunto B.
La expresion “A ¢ B” denota que el conjunto A no estd contenido en el conjun-
to B.

e Laexpresion “A D B” denota que el conjunto A contiene al conjunto B. La expre-
sién “A 2 B” denota que el conjunto A no contiene al conjunto B.

e El simbolo )" denota sumatorio y se utiliza para expresar, de forma abreviada,
4

sumas. Asi, por ejemplo, la expresion E a; es una manera abreviada de expresar

i=1
n

a1 + as + as + a4 y, en general, Z a; es una forma abreviada de expresar la suma
i=1
a1 +ag + -+ a, para cualquiern € Nya; € R.

e Los simbolos <, >, =, <y > denotan, respectivamente, menor que, mayor que,
igual a, menor o igual que y mayor o igual que cuando se comparan nimeros reales.
Por ejemplo, x < 7 denota que el nimero real x es menor o igual que 7.

e Los simbolos “~” 0 “a” denotan aproximadamente igual.

e La expresion 0 < a < 1 significa que @ es un nimero positivo que es “muy
pequeiio” frente a 1.

e La expresion “0P” denota el grado del polinomio P(zx).

e La expresion “n” denota el conjunto formado por los mdltiplos del nimero natu-
ral n.

e El simbolo g indica el final de una demostracion o el final del enunciado de una
definicién, teorema, observacion, ejemplo . ..
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Parte I

ALGEBRA Y GEOMETRIA






1 Introduccion al numero real

1.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los niimeros reales como una generalizacién, sin entrar
en detalles rigurosos, de los niimeros naturales, enteros, racionales e irracionales. Se
introducird el concepto de divisibilidad de nimeros naturales, su factorizacion en niimeros
primos y las nociones de mdximo comun divisor y minimo comiin miiltiplo. Esto servira
para calcular la forma irreducible de un nimero racional.

Se mostrardn también algunas de las propiedades de los tipos de nimeros estudiados
y las operaciones que se pueden hacer entre ellos. En particular, las raices y las potencias.
Ademais se introduciran los conjuntos de nimeros que definen los intervalos abiertos y
cerrados.

Este es, sin duda, un capitulo que proporciona herramientas matematicas bésicas, co-
mo son los nimeros y las operaciones que se pueden hacer con ellos, y es fundamental
para el desarrollo de los siguientes capitulos.

1.2. Numeros naturales, enteros, racionales
y primos

Definicion 1.1 El conjunto de los niimeros naturales es el formado por los “niimeros de
contar’ y se representa
N={1,2,3...}. o

Observacion 1.1 Al sumar o multiplicar dos nimeros naturales siempre se obtiene otro
nimero natural. Esto no siempre ocurre al restarlos o dividirlos. Ejemplo:

5
5+7=12€N,5x7=35€N,5-7=-2¢N, - ¢N. o
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Ejemplo 1.1 Los nimeros naturales sirven para “contar”’. Por ejemplo uno puede contar
cudntas manzanas tiene (por ejemplo, 6) y restar las que se haya comido pasados unos
dias (por ejemplo, 4). Como siempre se va a comer menos manzanas de las que tenia, la
resta efectuada (6 — 4) siempre volverd a dar un niimero natural (2), que es el nimero de
manzanas que nos quedan. g

Definicién 1.2 Un nimero a elevado a la potencian € N es

n)
a” =ax - Xa.

En esta definicion a puede ser un nimero natural (es decir a € N) o de cualquier otro tipo
de nimeros de los que vamos a definir més adelante. o

Ejemplo1.2 52 =5x5=252'=2x2x2x2=16. ¢

La divisién entre nimeros naturales no siempre da como resultado un nimero natural,
por lo que se define de una forma especial los casos en los que si ocurre:

Definicion 1.3 Un nimero natural n € N es divisible por otro nimero natural m € N,y
se denota m|n, cuando el cociente entre n y m (que expresamos como ;) es un nimero
natural. Es decir, cuando % € N. En esta situacion también se dice que m divide a n, m
es un divisor de n o n es un miiltiplo de m. o

Ejemplo 1.3 6 es divisible por 3, por lo que 3|6. o
Ahora bien, ;qué obtenemos cuando restamos dos niimeros naturales?

Definicion 1.4 El conjunto de los niimeros enteros es el formado por los nimeros natu-
rales, sus opuestos (con el signo menos “—") y el cero, y se representa

7 =1{0,+£1,42,+3...}. o

A la vista del Ejemplo 1.1, parece que los nimeros enteros son s6lo un invento de
los matemadticos que no tiene aplicacion en la vida real. El siguiente ejemplo pone de
manifiesto que esto no es cierto en absoluto.

Ejemplo 1.4 Los llamados “ntiimeros rojos” de una cuenta bancaria indican que no sélo
no tenemos dinero en esa cuenta, sino que debemos dinero al banco. Dicho de otra forma:
tenemos un saldo negativo en nuestra cuenta.

Observacion 1.2 Al sumar, restar o multiplicar dos nimeros enteros, siempre se obtiene
otro niimero entero. Esto no siempre ocurre al dividirlos. Ejemplo:

6 3
3+4=7ez,3—4:—1eZ,_—3=—2eZ,19?2- O
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La pregunta que nos formulamos a continuacion es: ;qué obtenemos cuando dividi-
mos dos numeros enteros?

Definicion 1.5 El conjunto de los nimeros racionales es el formado por los cocientes
entre dos enteros que se denominan numerador (el de arriba) y denominador (el de abajo),
siempre que el denominador sea no nulo. Se representa

m
Q:{—: mezZy neN}.
n
También suele emplearse la notacién m /n para denotar al nimero racional . o

Claramente, los nimeros racionales contienen a los enteros (pues todo nimero ente-

ro m € Z puede escribirse como m = T € Q), pero ;qué representan estos nimeros

racionales cuando el resultado no es un nimero entero?

Si dividimos una tarta en 3 partes iguales, cada parte es un tercio de la tarta. Utilizando
los nimeros racionales se dice: % de tarta. Dos trozos de la tarta equivalen a dos tercios
de tarta. Utilizando los nimeros racionales se dice: % de tarta. La tarta completa son tres
tercios de tarta (o % de tarta). Cuatro tercios de tarta (%) equivalen a una tarta entera mas
un tercio de otra, y asi sucesivamente. Esto se puede generalizar a cualquier otro nimero
racional. Por ejemplo, el nimero % equivale, en este contexto de tartas, a dividir una tarta
en n trozos iguales y coger m trozos de ellos (nétese que si m > n, se necesita mds de
una tarta).

El razonamiento que hemos hecho en términos de una tarta se puede hacer de la misma
forma con cualquier otro objeto que sea susceptible de division, por ejemplo una regla de
medir. Si un metro lo dividimos en 5 partes iguales, tenemos un quinto de un metro, o
% de metro. Puesto que 1 metro son 10 dm (decimetros) o 100 cm (centimetros), es facil
observar que % de un metro es lo mismo que un % de 10dmo % de 100 cm, que es también
iguala &2 = 2dmo 1% = 20 cm.

Observacion 1.3 Es ficil observar que % de tarta equivale a % de tarta. Basta pensar en
una tarta dividida en 6 partes y que al juntar los 6 trozos obtenidos de dos en dos se obtiene

una divisién de la tarta en 3 trozos iguales. Lo que ocurre es que

2 2x1 Zx1 1
Z_ — — - 4

x3 Zx3 3

6

[\

Hemos obtenido, por tanto, una forma sencilla de “simplificar” un niimero racional:
si el numerador y denominador del niimero racional son divisibles por un nimero comun,
se pueden dividir ambos por ese nimero y se obtiene un nimero racional equivalente.

8§ 4 63 21
Ejemplo1.5 - = -, — = —.
4 2736 12

]
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Con objeto de obtener el nimero racional equivalente con numerador y denominador
mds pequefios (fraccion irreducible), se tienen que dividir el numerador y el denominador
por el mayor de los nimeros por el que ambos se puedan dividir (es decir, el mayor de sus
divisores comunes, que se conoce como mdximo comiin divisor de ambos nimeros).

Ejemplo 1.6 La forma irreducible de los niimeros racionales del Ejemplo 1.5 es

8 4x2 2 63 9x7 7
2 = =—. g

4 4x1 1 7736 9x4 4

Llegados a este punto, cabe preguntarse como se calcula el madximo comun divisor de
dos nimeros enteros a y b cualesquiera (med(a, b)).

Proposicion 1.1 Sean a,b € N\{0} con a > b. Si hacemos la division entera de a entre b
y escribimos

olb

roc
o0, de forma equivalente,

a=chb+r,
donde c € N es el cociente y r € NU {0}, con r < b, es el resto de la division, entonces
se verifica que, si v # 0, el conjunto de divisores de a y b coincide con el conjunto de
divisores de by r y, por tanto,
med(a, b) = med(b, 7).

Ademds, si r = 0 entonces mecd(a,b) = b.

DEMOSTRACION. Si A es el conjunto de divisores de a y by B es el conjunto de diviso-
res de by r veamos que A = B demostrando, en primer lugar, que A C By, en segundo
lugar, que B C A:

1) Sim € Ay, por tanto, m es un divisor de a y de b, existen p € Ny ¢ € N tales que

a=mp
=r=a—-ch=m(p—cq) = m|r = me< B.
b=mgq

2) Sin € By, por tanto, n es un divisor de by de r, existen p € Ny g € N tales que

b=np
= a=cb+r=n(ep+q) = nla = neA.
r=ng
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Consecuentemente, el méximo de los nimeros del conjunto A, que es el med(a, b), coin-
cide (por tratarse del mismo conjunto) con el mdximo de los nimeros del conjunto B, que
es el med(b, r).

Por tdltimo, como cualquier divisor de a y b es menor o igual que b, se tiene que el
med(a,b) < b. Ademds, en el caso de que » = 0 se verifica que b es un divisor de a
(y, obviamente, también de b) por lo que b < mcd(a, b); ambas desigualdades concluyen
que, en este caso, b = mcd(a,b). o
Ejemplo 1.7

a) Puesto que

se verifica que mcd(8,4) = 4.

b) Teniendo en cuenta que
3468 | 468

192 7

se tiene que
med (3468, 468) = mcd (468, 192)

(véanse los Ejemplos 1.9y 1.12). g

Algoritmo de Euclides: Sean a,b € N\{0} con a > b. Para calcular el mcd(a,b) en
primer lugar, siguiendo el proceso visto en la Proposicién 1.1, hacemos la division entera
de a entre by escribimos

a = cob+r1,

donde ¢y € Ny r; € NU{0} conr; < b. En este punto, como se ha visto en la Proposi-
cién 1.1, hay dos posibilidades:

1) Siry = 0, entonces mcd(a,b) = by se ha terminado el célculo.

2) En caso contrario, se verifica que mcd(a,b) = med(b,r1) y repetimos el proceso
anterior: hacemos la divisién entera de b entre r; y escribimos

b=ciry +ra,
donde ¢; € Ny ry € NU {0} con 75 < r1. De nuevo, pueden presentarse dos casos:

a) Sire = 0, entonces mcd(a,b) = r1, con lo que se termina el proceso.

b) En caso contrario, se tiene que med(a,b) = med(rq,72) y volvemos a repetir el
proceso anterior, y asi sucesivamente.
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Nétese que el proceso anterior acaba en un nimero finito de iteraciones, pues los restos
que se van obteniendo estdn ordenados de forma que

1 >7T9 >0 >0,

con lo que en alguna iteracién k£ € N, con k£ < b, el resto serd r;, = 0y, por tanto, el
maximo comun divisor buscado sera el tltimo resto no nulo, es decir,

med(a,b) = rg_1.
Ejemplo 1.8 En el Ejemplo 1.7 se habia mostrado que
med (3468, 468) = mcd(468,192). 1.1

Continuando con el algoritmo de Euclides, como

468 | 192 = mcd(468,192) = mcd(192, 84). (1.2)
84 2
Como
192 | 84 = mcd(192,84) = mcd(84,24). 1.3)
24 2
Puesto que
84 | 24 = mcd(84,24) = mcd(24,12). (1.4)
12 3

Finalmente, teniendo en cuenta que

24|12 = mcd(84,24) = med(24,12) = 12. (1.5)
0 2

Consecuentemente, las relaciones (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) y (1.5) determinan que
med (3468, 468) = 12.

Una vez visto en detalle el proceso, una forma mas rapida de presentarlo y visualizarlo es
la siguiente:

3468 = 7 x 468+ 192
468 = 2x 192+ 84
192 = 2x84+24
84 = 3x24+[12]
24 = 2x12+40.

El méaximo comun divisor buscado es el dltimo resto no nulo de la tabla anterior, es decir,

med(3468,468) = 12. g
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Ejemplo 1.9 Veamos cémo calcular la forma irreducible de 3358 Como se ha visto en el

168
Ejemplo 1.8, se verifica que
med (3468, 468) = 12,

de donde se obtiene que
3468 258 289

468~ 8 T 39

]

Definicion 1.6 Un nimero natural n € N es primo cuando sélo es divisible por n y
por la unidad. Los nimeros naturales mayores que 1 que no son primos se denominan
compuestos. o

Observacion 1.4 Como, por convenio, el nimero 1 no se considera primo, los primeros
nimeros primos son 2,3,5,7,11,13... g

Una forma alternativa de obtener el mdximo comiin divisor de dos nimeros naturales
(que, en ciertas ocasiones, puede ser mds rapida) es utilizar la descomposicién de los
nimeros como producto de factores primos basada en el teorema Fundamental de la
Aritmética (véase el Teorema 1.2). Para poder demostrar dicho teorema necesitamos unos
resultados previos que vemos a continuacion.

Proposicion 1.2 (Identidad de Bézout) Para todo a € Ny b € N se verifica que existen
pE€Zyq € Ztales que
mcd(a, b) = pa + gb.

DEMOSTRACION. Con la notacién utilizada en el algoritmo de Euclides visto anterior-
mente, se tiene que

a = bco + 11 = ri=a—bcy=aja+pbcon a,P1 €Z
ro=b—rici =b— (a1a+ B1b)c
b:T161+T2 = 2 1€1 ( 1 61 ) 1
= apa + B2b con ag, By € Z
rg =11 —roce = (a1a + B1b) — (asa + Bab)c
Py = Ty + 73 L TETTIT0 (a1a+ B1b) — (2a + Bab)cy

aza + f3b con as, B3 € Z

Tk—1 =Tk—3 — Tk—2Ck—2
=010+ Br_1b con ag_1,Bk_1 €Z

Tk—3 = Tp—2Ck—2 + Tp—1 =

Tk—2 = Tk—1Ck—1

y, por tanto,
med(a,b) =rp_1 =pa+gbcon p=ar_1y ¢q=Pr-1€%Z o
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Observacion 1.5 Dados a,b € N hemos probado la existencia de dos nimeros p,q € Z
tales que mcd(a, b) = pa + gb, pero estos nimeros no son tnicos. Por ejemplo,
l1=mecd(2,3)=-2+3=2x2-3.
En particular, todas las parejas de la forma
(r,s) =(p+ab,q—aa) con a € Z

verifican que
med(a, b) = ra + sb. (1.6)

Puede demostrarse que el conjunto de todas las parejas (7, s) € Z? que cumplen la pro-
piedad (1.6) es

b a
k —k ckeZy.
{ (p + med(a,b)’ 4 mcd(a, b)> € } .

Definicion 1.7 Dos nimeros p, ¢ € Z son primos entre si (también se les llama coprimos
o relativamente primos) si med(p,q) = 1. o

Teorema 1.1 (Bézout) Para todo a,b € N se verifica que
ay b son primos entre si < dp,q € Z tales que 1 = pa + qb.
DEMOSTRACION.

Es consecuencia inmediata de la Proposicion 1.2.

Supongamos que Ip, g € Z tales que 1 = pa + ¢by que a y b no son primos entre
si. Veamos que se llega a una contradiccién. En efecto, como med(p, g) # 1, se
verifica que existe n € N\ {1} tal que

nla y n|b.
Esta propiedad, junto con la hipétesis de que 1 = pa + gb, determinan que

1 a b
—=p—-+q-ci,
n n n

lo cual no es posible, pues % Z¢7. n
Lema 1.1 (Lema de Euclides) Sean a,b,p,q € N.
a) Simed(p,q) =1yqlpa = qla.

b) Sip es un niimero primo 'y plab = pla o plb.
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DEMOSTRACION.

a) Por la identidad de Bézout se verifica que existen n, m € Z tales que
1 =np+mq = a=npa+ mqa.

Consecuentemente, como ¢|pa, se verifica que

a a
S maez = qla.
q q

b) Como p es primo se tiene que el med(p, a) s6lo puede ser 1 o p:

i) Simed(p,a) =p = pla.

ii) Si med(p, a) = 1 entonces, como p|ab, por el apartado a) se verifica que p|b. o

Basandose en el lema de Euclides puede demostrarse (no lo hacemos aqui por simpli-
cidad de la exposicién, pero se puede probar de forma sencilla por induccién) la siguiente
version generalizada del lema anterior:

Lema 1.2 (Lema de Euclides generalizado) Sean a1,as,...,a, € Ny p un niimero
primo. Si p es divisor del producto ajas - - - ay, se verifica que existe j € {1,2,...,n} tal
que plaj. o

Corolario 1.1 Sip1,p2,...,Pn Y q1,G2, - - - Gm SON nimeros primos tales que

Pip2 - Pn = 4192 " Gm,;

paratodoi € {1,2,...,n} se verifica que existe j € {1,2,...,m} tal que p; = g; y, por
tanto, m = n.

DEMOSTRACION. Seai € {1,2,...,n}. Por el lema de Euclides generalizado, como
Pilq1G2 - - - ¢m. se verifica que existe j € {1,2,...,m} tal que p;|g;. Ahora bien, como g;
es primo, sélo es divisible por 1 y por él mismo, por lo que, al ser p; # 1, se concluye que
p; = q;. A partir de este hecho se deduce, de forma evidente, que m y n son iguales. o

Definicion 1.8 La factorizacion en niimeros primos de un nimero natural consiste en
expresar éste como producto de potencias de nimeros primos. g

Ejemplo 1.10 75 = 3 x 25 = 3 x 52,300 = 3 x 100 = 3 x 4 x 25 = 3 x 2% x 52,
5544 = 23 x 32 x 7 x 11, 2057 = 112 x 17. ¢

Observaciéon 1.6 Una manera sencilla de hallar la factorizacion en nimeros primos de un
numero natural consiste en ir dividiendo por el nimero primo mas pequefio que se pueda,
de forma sucesiva, hasta que se obtenga el nimero 1. Por ejemplo, para el nimero 924,
mostramos a continuacién, de manera esquemadtica, cémo se llevaria a cabo este proceso:
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924
462
231
77
11

1

—_— W NN

—

lo que nos permite escribir que 924 =22 x 3 x 7 x 11. g

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Cualquier niimero natural ma-
yor que 1 puede descomponerse como producto de factores primos de forma tinica, salvo
el orden de dichos factores.

DEMOSTRACION.

1) Cualquier nimero natural puede descomponerse como producto de factores primos.
En efecto, si esto no fuera cierto, existiria un minimo nimero natural m > 1 que no
puede descomponerse como producto de nimeros primos; este niimero m no puede ser
un primo, porque todo primo se puede descomponer de forma obvia como el producto
de un tnico nimero primo: él mismo. Asi pues, m = ab, donde a y b son niimeros
naturales mayores que 1 y menores que m. Como m es el minimo nimero natural para
el que falla el teorema, tanto a como b pueden escribirse como producto de primos.
Pero entonces el nimero m = ab también puede escribirse como producto de primos,
lo que es una contradiccién.

2) La descomposiciéon como producto de factores primos es unica, salvo el orden de
dichos factores. En efecto, supongamos que tenemos dos factorizaciones de un niimero
natural ¢ > 1

Pip2--"Pn = @ =(q1q2 " qdm,
donde p1,p2,...,Pn Y q1,92, - - -, Gm son nimeros primos. Entonces, por el Corola-
rio 1.1, se tiene que m = ny que paratodo i € {1,2,...,n} existe j € {1,2,...,n}
tal que p; = g;, lo que concluye la demostracién. o

Observacion 1.7 El teorema Fundamental de la Aritmética pone de manifiesto la impor-
tancia que tienen los nimeros primos, en el sentido de que los demds nimeros naturales
se pueden escribir como producto de nimeros primos de forma tnica, salvo el orden de
éstos. Resulta, asf, de gran ayuda a la hora de calcular los divisores de un nimero natural
(véase el Problema 1.6). g

Teorema 1.3 (Euclides) Hay infinitos niimeros primos.

DEMOSTRACION. Basta probar que si {p1,p2,...,Pn} €s un conjunto finito de ndime-
ros primos entonces existe otro niimero primo que no estd en dicho conjunto. Sea P el
producto de todos los nimeros primos del conjunto anterior, es decir, P = p1p2 - - - pn, ¥
sea ¢ = P + 1. Pueden presentarse dos casos:
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1) Si g es primo, entonces ¢ es un primo tal que ¢ & {p1,p2, ..., Pn}-

2) Si g no es primo, entonces, por el teorema Fundamental de la Aritmética, existe algin
primo p que divide a q. En el caso de que p fuera uno de los primos del conjunto
{p1,p2,...,Pn}, setendria que p dividiria (obviamente) a P a ¢ = P + 1y, por tanto,
también a su diferencia (P + 1) — P = 1; puesto que ningtn primo divide a 1, se
concluye que p es un primo tal que p & {p1,p2,...,Pn}t- O

Proposiciéon 1.3 Dados a,b,d € N se verifica que d = mcd(a, b) si y sdlo si se cumplen
las dos condiciones siguientes:

1) d es divisorde a 'y de b.
2) Sin € Nes divisor de a 'y de b entonces n es divisor de d.
DEMOSTRACION.

Las dos condiciones anteriores implican que d es el mayor de todos los divisores
de ay by, por tanto, d = mcd(a, b).

Si d = mced(a, b) entonces d es, obviamente, un divisor de a y de b. Por tanto, por
la Proposicion 1.2, se verifica que existen p € Z 'y q € Z tales que d = pa + gb. De
esta forma, sin € N es divisor de a y de b, se verifica que

d b

a
—=p—-+q- €,
n n n

de donde se concluye que n es divisorde d. g

Observacion 1.8 De acuerdo con la Proposicién 1.3, una forma alternativa al algoritmo
de Euclides para calcular el mcd(a, b) es la siguiente: en primer lugar se hace la factori-
zaci6n de a y b en nimeros primos:

a =272 x3% x 55 x 77 x ... yb=272x353 x55x 7 x...

El med(a,b) se obtiene como el producto de los factores comunes elevados al menor
exponente. Es decir,

mCd(a,b) — 2m1’n{i2,j2} X 3m1'n{i3,j3} X 5m1’n{1'5,j5} X 7mfn{i7,j7} X e

De manera andloga se puede calcular el maximo comun divisor de varios nimeros (sim-
plemente habra que hacer el minimo de tantos exponentes como nimeros tengamos). o

Ejemplo 1.11 Para hallar el mcd(56, 196, 70) hacemos la factorizacién de 56, 196 y 70
en nimeros primos:

56 =23%x7,196=2>x72y 710=2x5xT.
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Entonces (nétese que n = n' y que, tal y como veremos en la Definicién 1.19 y en la
Observacién 1.34, n0 = 1, para todo n € N):

med (56,196, 70) = 2m{3:2:1} 5 smin{0.0,1} o gmin{1,2,1} _ 9l o 50 5 71 — 14,
Por tanto, 14 es el mayor entero por el que se puede dividir 56, 196 y 70. g

Ejemplo 1.12 Una forma de calcular el mcd (3468, 468), alterrnativa a la utilizada en el
Ejemplo 1.8, es la siguiente: a partir de las tablas

3468 | 2 468 | 2
1734 | 2 234 | 2
867 | 3 17| 3
220 117 Y 39| 3
17 | 17 13 | 13

| 1

se obtiene que
3468 = 22 x 3 x 17% y 468 = 2% x 3% x 13,

de donde se deduce que

mCd(34687468) — 2mfn{2,2} X 3m1’n{1,2} X 13m1'n{0,1} X 17m1’n{2,0}
=22x3'x13"x17" =12. ¢

La descomposicién en factores primos de un nimero con un factor primo muy grande
puede ser muy engorrosa y lenta (se puede intentar, a modo de ejemplo, calcular la fac-
torizacién en nimeros primos del nimero 54991, que utilizaremos en el Problema 1.3).
Esta dificultad es utilizada en la actualidad en métodos de encriptacién, en particular para
los pagos electrénicos seguros.

Es por eso por lo que, cuando uno de los nimeros m,n € Z tiene como factor un
nimero primo grande, el método mostrado anteriormente para calcular el med(m, n) me-
diante la factorizacién en nimeros primos no es viable, por lo que se suele recurrir a
alternativas mucho mads rapidas y de facil implementacién, como el algoritmo de Eucli-
des.

Observacion 1.9 Dos niimeros racionales son iguales si su forma irreducible coincide. o

. . . 765 |, 1275
Ejemplo 1.13 ];5(;)s nimeros racionales 552 y 525

ma irreducible =% En efecto, basta observar que

son iguales, pues tienen la misma for-

765 32 x5x17  3x5x17 255
228 22x3x19 22x3x19 76

1275  3x52x17  3x5x17 255
380 22x19  22x3x19 76
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Abhora bien, ;c6mo se suman o restan los nlimeros racionales? Pensemos de nuevo en la
tarta. Supongamos que tenemos que sumar % de la tarta con % de la tarta. Lo mads sencillo
es dividir la tarta en un nimero de porciones que sea multiplo de ambos denominadores.
Por ejemplo dividir la tarta en 3 X 5 = 15 porciones. De esta forma,

5><1+3><2_ 5+6 !
5x3 3x5 15 15 15

+2—
P =

Wl

Observacion 1.10 Segiin lo anterior, una manera simple de sumar o restar niimeros ra-
cionales es la siguiente:

m p_qu+nxp_qu+nxp
n g qgxn nxq nxgq

m p_gxm mnXp gXm-—nXxXp

n q gxXn nxgq nxgq

Esto ultimo nos indica que dos niimeros racionales = € Q'y Iql € Q son iguales si
mXqg=nxp

(compdrese esto con lo dicho en la Observacion 1.9). g

Ejemplo 1.14 Los nimeros racionales % y 13.,2—;05 considerados en el Ejemplo 1.13 son

iguales, dado que se verifica que
765 x 380 = 290700 = 228 x 1275. g

Una forma alternativa de sumar y restar nimeros racionales > y % a la contemplada
en la Observacion 1.10 consiste en utilizar en el denominador el miltiplo comun a los de-
nominadores n y ¢ que sea mds pequefo, también conocido como minimo comiin miiltiplo
de n y ¢, que se suele denotar como mecm(n, q).

Ejemplo 1.15 Para calcular la diferencia

5
4

N | W

3

dado que es evidente que mcm(4,2) = 4, se escribe cada nimero de la resta como un
nimero con denominador igual a 4, de la siguiente forma:

5 3 5 2x3 1

4 2 4 2x2 4

(nétese la diferencia de este método con el de la Observacién 1.10). g
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(Coémo se calcula, en general, el minimo comin multiplo de dos niimeros enteros a
y b cualesquiera (mcm(a, b))?

Proposicion 1.4 Dados a,b,m € N se verifica que m = mcm(a, b) si y sélo si se cum-
plen las dos condiciones siguientes:

1) m es miltiplo de a y de b.
2) Sin € N es muiltiplo de a 'y de b entonces n es miiltiplo de m.
DEMOSTRACION.

Las dos condiciones anteriores implican que m es el mas pequefio de todos los
miiltiplos de a y by, por tanto, m = mcm(a, b).

Si m = mcm(a,b) entonces m es, obviamente, un multiplo de a y de b. Por otra
parte, si n € N es miltiplo de a y de b veamos que m/|n. En efecto, por hipétesis,
existen «, 3,a’, 8’ € N tales que

m = aa, m=bfy mcd(e, ) =1

n=aca’, n=>04,

por lo que
_aa e 8 =a'B af _
1 b3 b = { @ @ N 3 o eN
med(a, §) =1 med(a, 8) = 1 med(a, 8) = 1.

De esta forma, por el lema de Euclides, se tiene que 5|5’ y, por tanto, existe k € N
tal que 8’ = kf. Consecuentemente

n=p£'b=kBb=km,
de donde se concluye que m|n. o

Observacién 1.11 De acuerdo con la Proposicién 1.4, una forma de calcular el mem(a, b)
es la siguiente: en primer lugar se hace la descomposicién de a y b en producto de poten-
cias de nimeros primos

a =22 %33 x55 x 77 x ... yb=22x33x55x77x...

El mcm(a, b) se obtiene como el producto de todos los factores (comunes y no comunes)
elevados a su mayor exponente. Es decir,

mcm(a, b) = omix{iz,ja} o gmix{is,ja} o gmix{is.js} o pmix{ir.ir} o ...

De manera andloga se puede calcular el minimo comuin multiplo de varios nimeros (sim-
plemente habra que hacer el maximo de tantos exponentes como niimeros tengamos). o
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Ejemplo 1.16 Para hallar el mem(56, 196, 70) hacemos la factorizacién de 56, 196 y 70
en ndmeros primos:

56 =23%x7,196=2>x72y 710=2x5xT.

Entonces (nétese que n = n' y que, tal y como veremos en la Definicién 1.19 y en la
Observacién 1.34, n0 = 1, para todo n € N):

mem (56, 196, 70) = 2m{3:2:1} o 5ma{0,0,1} o gmd{1,2,1} _ 93y 51 5 72 — 1960.
Por tanto, 1960 es el menor nimero natural que es multiplo de 56, 196 y 70.

Al igual que sucedia con el mdximo comun divisor, la aplicacién de este método de
célculo no siempre es conveniente, pues necesita realizar la descomposicién en nimeros
primos, que, a veces, puede ser lenta y engorrosa. Para obtener un método de cdlculo
alternativo usaremos el siguiente resultado:

Proposicion 1.5 Dados dos niimeros naturales a y b, se verifica que
ab = mcd(a, b) mem(a, b). (1.7)
DEMOSTRACION. De acuerdo con lo visto en las Observaciones 1.8 y 1.11, si
a=22 %38 x55 xT7 x... yb=22x33 x55x 77 x...
son, respectivamente, las factorizaciones de a y b en nimeros primos, se verifica que
ab = omin{iz.j2}+mix{iz,jo} o gmin{is,js}+mix{iz,js} o gmin{is,js}+mix{is.js} o ...
— omin{iz,j2}omix{iz,j2} o gmin{is,ja} gmix{is,js}  gmin{is,js} smix{is.js} o ...
— (men{izvjz} « gmin{iz.js} o gmin{is,js} (o pmin{iz.jr} o )
« (zmax{iz,jz} s gmix{iadn} o gmin{is.gs} o gmix{izr} o )
= mcd(a,b) mem(a,b). o

Teniendo en cuenta la Proposicién 1.5, una forma alternativa de calcular el minimo
comun multiplo de dos nimeros consiste en hallar su maximo comiin divisor usando el
algoritmo de Euclides y en utilizar la férmula (1.7).

Ejemplo 1.17 A partir del Ejemplo 1.8 se deduce que

3468 x 468 3468 x 468
3468, 468) — - — 989 x 468 — 135252,
mem (3468, 468) = 0 5168, 168) 12 x
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De esta forma, podemos sumar fracciones con estos denominadores. Asi, por ejemplo,
teniendo en cuenta que

135252 = 3468 x 39 y 135252 = 468 x 289,

se verifica que

34 21 34 x 39 21 x 289 1326 6069 7395 145

3468 i 468~ 3468 x 39 + 468 x 289 135252 + 135252 135252 2652

La multiplicacién y division de nimeros racionales siguen reglas de muy sencilla
aplicacién:

o

m. p_mxp
no q nxgq
y
m.p_S%_m 4_mxqg
n'q % n p nxp

Observacion 1.12 La suma, resta, multiplicacién y divisiéon de niimeros racionales (ex-
cepto la divisién por cero) son un nimero racional. Ejemplo:

3.7 _3x54+4xT 43 3 7T _3x5-4x7 13
45 4x5 2004 5 4x5 20
3.7 _8xT_ 208 7 5 3 5 3x5_ 15

475 4xb5 207475 T 477 ax7 28 °

Observacién 1.13 Un ntimero racional siempre puede expresarse, al hacer la division,
mediante un nimero decimal con un ndmero finito o infinito de cifras. En el dltimo caso,
las cifras decimales son periddicas. Asi, por ejemplo

1 / 1 ’ Zen
§=0125, §=0333333...=0 3.

Reciprocamente, todo nimero decimal con una cantidad finita o infinita periddica de ci-
fras decimales puede expresarse como un niimero racional. Asi, por ejemplo:

a) r = 15’75 (nimero decimal no periédico). Claramente,

_ 1575 63
T100 0 4

b) =13 18 (nimero decimal periddico puro). Si multiplicamos x por 100 y restamos x,
obtenemos

345 115
%xzww—xzugﬁ—y@:&%:xzﬁg=§§

(© Ediciones Piramide



Numeros irracionales. Numeros reales 37

~
¢) x = 2782 (nimero decimal periédico mixto). Argumentando como en b), se tiene

2755
g 2782 _ o9 _ 2155 _ 551
- 10 10 990 198  °“

Observacion 1.14 En general debe prescindirse de los nimeros racionales que tienen a 9
como periodo, puesto que éstos admiten otra representacion decimal equivalente. Asi, por

. ~~
ejemplo, 0’ 9 =1. ¢
Observacién 1.15 El conjunto @ de los nimeros racionales:

a) Estd totalmente ordenado respecto de la operacion <, es decir, dados dos nimeros
racionales arbitrarios a, b € Q, se verifica que

a<bob<a.

Si hacemos una representacion grafica, a < b significa que a es més pequeilo que
b (y se representa a a la izquierda de b) o coincide con b (en cuyo caso a y b se
representan en la misma posicion). Ademads, la relacion de orden < es compatible con
las operaciones de suma y producto de nimeros racionales, es decir, para cada terna
de ndmeros racionales a, b, ¢ € Q se verifica:

)a<bseat+ce<b+e
il) a <b < ac < be, supuesto ¢ > 0.

b) Verifica la propiedad arquimediana: si a,b € Q con 0 < a < b se verifica que existe
n € Ntalque na > b. Ejemplo: sia = % y b = 1000000, basta tomar . > 10000000.

¢) Esun conjunto denso, es decir, entre dos nimeros racionales existe siempre un niimero
racional. En efecto, si a,b € Qy a < b, siempre se verifica que

a+b

a< <b

donde la media aritmética de los nimeros racionales a y b verifica que “7“’ €eQ. o

1.3. Numeros irracionales. NUmeros reales

Con el conjunto Q de nimeros racionales aparentemente nos podriamos dar ya por sa-
tisfechos. No obstante, si imaginamos todos los nimeros racionales representados sobre
la recta numérica, encontramos “huecos”, es decir, existen nimeros (como \/5) que no
corresponden con ningtin nimero racional.
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Proposicion 1.6 V2 no es un miimero racional.

La afirmacién que aparece en la Proposicidn 1.6 podria ser falsa. Es necesario, por
tanto, demostrar su veracidad. Hay muchas técnicas para probar distintas afirmaciones
o resultados matematicos. Nosotros utilizaremos, en este caso, la técnica que se conoce
como reduccion al absurdo, que consiste en probar que si no se cumple el resultado que
se quiere probar, entonces se llega a un resultado falso (o absurdo), por lo que se concluye
que la afirmacién o resultado que se queria demostrar es cierto.

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 1.6. Argumentamos por reduccion al absurdo. Si
\/2 fuera un ndmero racional, podriamos expresarlo como

V2 = m (fraccion irreducible). (1.8)
n

Nuestro objetivo es deducir, a partir de la igualdad (1.8), algo que sea falso. Ahora bien,
a partir de (1.8), puesto que los niimeros que aparecen en cada lado de la igualdad son
iguales, seguirdn siendo iguales si los elevamos al cuadrado, de donde se deduce que

m? = 2n2. (1.9)

Como, por hipétesis, % es una fraccién irreducible, al menos uno de ellos es impar, pues
en otro caso los dos se podrian dividir por 2 y entonces la fraccién no seria irreducible.
Pueden presentarse, por tanto, dos casos:

a) Sim es impar, entonces m? es también impar, lo que contradice (1.9).

b) Si m es par, entonces n es impar. Luego m = 2k con k € Z y, por tanto, de la
relacion (1.9) se deduce que

2n? =m? = 4k* = n? = 2k,
lo que implica que n tiene que ser par, obteniéndose asi una contradiccién. g
Esta nueva clase de nimeros, como v/2, son los niimeros irracionales.

Definicion 1.9 El conjunto de los niimeros irracionales es el formado por los nimeros
con infinitas cifras decimales no periddicas, y se representa por . g

Ejemplo 1.18 /2 = 1414213562373095... € I, 7 = 3/141592653589793... € 1,
e =2'718281828459046 ... € I. ¢

Ejemplo 1.19 Como extensién de la Proposicion 1.6, en general, para todo nimero na-
tural n € N se verifica que \/n es entero o irracional. Asi, por ejemplo,

V16 =4 € Z pero /7 = 2'645751311064591 ... € . ¢
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Definicion 1.10 El conjunto de los niimeros reales es el formado por los niimeros racio-
nales e irracionales y se representa por R, es deci, R=QUIL ¢

Observacion 1.16 El conjunto R de los nimeros reales es, por tanto, el formado por to-
dos los nimeros decimales: los decimales finitos o periddicos se corresponden con los nu-
meros racionales, y los decimales infinitos no periddicos, con los nimeros irracionales. g

Observacion 1.17 El conjunto R de los niimeros reales cumple las siguientes propieda-
des: para todo a, b, ¢ € R se verifica:

a) Axiomas de la suma:

1) Propiedad conmutativa: a + b = b + a.
2) Propiedad asociativa: (a +b) +c=a+ (b+c).
3) Existencia de elemento neutro, 0, talque a + 0 =0+ a = a.

4) Va € R existe su elemento opuesto, —a, tal que a + (—a) = 0.
b) Axiomas de la multiplicacién:

1) Propiedad conmutativa: a X b = b X a.

2) Propiedad asociativa: (a X b) X ¢ = a x (b x c¢).

3) Existencia de elemento neutro, 1,talquea X 1 =1 X a = a.

4) Va # 0 existe su elemento inverso, é, tal que a X % =1.

5) Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma:
(a+b)xc=axc+bxec.

¢) Axiomas de orden:

1) Propiedad reflexiva: a < a.

2) Propiedad simétrica:a < byb<a = a=0b.

3) Propiedad transitiva:a < byb<c = a<ec.

4) Ordentotal: a,b e R = a<bob<a.

5) Compatibilidad del orden conlasuma: a <b < a+c<b+ec.

6) Compatibilidad del orden con el producto: a <b < axc<bxc, Vc> 0.

7) Propiedad arquimediana: si a,b € R son tales que 0 < a < b = In € Ntal que
na > b.

d) Axioma de completitud (o axioma del supremo): todo conjunto de nimeros reales no
vacio y acotado superiormente tiene supremo (es decir, el supremo, que es la minima
cota superior, pertenece al conjunto). g
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Observacién 1.18 El conjunto R se diferencia del conjunto Q por la completitud: la recta
real es “completa” mientras que la recta racional no lo es (es decir, los nimeros reales
“llenan” la recta real o, dicho de otra forma, en la recta real “no hay huecos”). Para
ver que el conjunto Q de nimeros racionales no cumple el axioma de completitud basta
considerar el conjunto

A={zcQ: 2? <2},

que es un subconjunto de QQ no vacio (por ejemplo, 1 € A), estd acotado superiormente
en Q (por ejemplo, 3 € Q es una cota superior de A, pues se verifica que x < 3 para
todo 2 € A) pero no tiene supremo en Q (pues el supremo de A es v/2 y, como se ha visto
en la Proposicién 1.6, se verifica que v2 ¢ Q). ¢

Definicion 1.11 Seana,b € R.
a) Restar al nimero a el nimero b consiste en sumar a a el opuesto de b, es decir,

a—b=a+ (-b).

b) Dividir el niimero a entre el nimero b # 0 consiste en multiplicar a por el inverso
de b, es decir,

=a X

S| =

b
Observacion 1.19 Algunas consecuencias de los axiomas de la Observacion 1.17:

a) Los elementos que intervienen en una suma o en un producto pueden agruparse en
cualquier orden. Ejemplo: para todo a, b, c,d € R se verifica que

[([a+b)+c]+d=a+[(b+c)+d =(a+b)+ (c+d)
=a+(b+c)+d=a+b+c+d

[(laxb)xcxd=ax][(bxc)xd = (axb)x(cxd)
=ax(bxc)xd=axbxexd.
b)a=b<& at+c=b+c, Va,b,ceR.
c)a=b& axec=bxe¢ Va,bceR, Ve #£NO.
d) El elemento neutro de la suma y del producto es tnico.

e) Los elementos opuesto e inverso son Unicos.

f) ax0=0,VaeR.
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g) ax(=b)=—(axb),Va,beR. g
Definicion 1.12 Sea z € R.
a) x es positivo si x > 0. El conjunto de nimeros reales positivos se representa por

b) x es negativo si x < 0. El conjunto de nimeros reales negativos se representa por

R_o={zeR:2<0}. g

Observacion 1.20

a) El opuesto de un nimero positivo es negativo y el opuesto de un niimero negativo es
positivo.

b) 0 no es un nimero positivo ni negativo.
c) R=R_U{0}UR,.

d) Si a,b € R tienen el mismo signo (ya sea positivo o negativo), entonces a X b es
positivo.

e) Sia,b € R tienen signos opuestos, entonces a X b es negativo.
f) Sia,be R, severificaque:axb#0 < a#0y b#0.

g) —(a+b)=-a—b,Va,beR.

h) —(a—b)=b—a,Va,beR. g

Observacién 1.21 Cuando aparecen sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y poten-
cias, hay que tener en cuenta la siguiente regla de prioridad en el orden de las operaciones:

1) potencias,
2) multiplicaciones/divisiones y

3) sumas/restas.
3
1 3/1
Ej lo1.20 - — - (= | =
jemplo 571 ( )
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Definicion 1.13 Sean a,b € R tales que a < b. Los conjuntos

[a,0) ={z€eR: a<x<b}, (a,b)={xeR: a<x<b}

[a,0) ={z eR: a<x<b}, (a,b]={zeR:a<z<b}
se denominan intervalos de extremos a y b. Mds concretamente, [a, b] es un infervalo
cerrado (se incluyen los extremos), (a,b) es un intervalo abierto (no se incluyen los

extremos) y [a,b), (a,b] son intervalos semiabiertos (o semicerrados) (no se incluye uno
de los extremos). g

Observacion 1.22 En la ordenacion total de los nimeros reales no hay un primer ele-
mento ni un Gltimo. Por ello, vamos a completar el conjunto R de los nimeros reales
con dos nuevos simbolos +00 y —oo que designaremos, respectivamente, mds infinito y
menos infinito y que tienen las siguientes propiedades:

a) —o0o < x < 4oo para todo x € R. Estas desigualdades introducen un orden total en
la recta real ampliada

R = RU {+o0} (1.10)

que completa el de R. De esta forma, —oo y 400 son, respectivamente, el extremo
inferior'y el extremo superior del conjunto totalmente ordenado de los nimeros reales.

b) 4+ (+00) = 400y x + (—00) = —oo paratodo z € R.
z(+00) = 400, x(—00) = —0c0 si x>0
© { x(+00) = —00, z(—00) =400 si z <O0.
d) (+00) + (+00) = +00y (—00) + (—00) = —o0.
e) (+00)(+00) = 400, (—00)(=00) = F00y (+00)(—00) = (—00)(+00) = —oc.
Con estos nuevos simbolos podemos ampliar las definiciones anteriores de intervalo. Asf,
[a,40) ={z €R: x>a}, (—oo0,b]={zxeR: x<b}

(a,+o0)={zeR: z>a}, (—oo,b)={zreR: z<b}.

Noétese que +00 y —oo no son nimeros reales, (—oo, +00) = Ry [—oo, +o0] = R. g
Observacién 1.23 Obsérvese que en la recta real ampliada R definida en (1.10) ya no
son operaciones ni la suma (no estd definido (4+00) 4+ (—00)) ni la multiplicacion (no estd

definido 0 - coni ). o
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Definicion 1.14 El valor absoluto de un nimero real € R es el mayor de los niimeros
x'y —x 'y se representa por |x|, es decir,

z, x>0
[zf=q 0, =0
—x, x<0. g
Ejemplo 1.21 [5| =5y | —-3|=—(-3)=3. o

Observacion 1.24 Noétese que el valor absoluto de un nimero real es siempre un nimero
mayor o igual que cero. o

Observacién 1.25 (Propiedades del valor absoluto) Para todo a,b € Ry r € (0, +00)
se verifican las siguientes propiedades:

a) la|=0 < a=0.

b) |a x b| = |a| x |b|.

¢) |la+b| <la|+|b| (Desigualdad triangular).
&) —la] < a < a].

e) laj<r & —r<a<r. g

1.4. Radicales y potencias. Operaciones
Tal y como se ha visto en la Definicién 1.2, recordamos que a elevado a la potencia n es

n

a = ax . xa, Va € R, Vn e N.

Esta operacidn estd claro como hacerla cuando a es un nimero racional, pero ;cémo se
hace cuando « es irraccional? Estos son detalles sutiles que se escapan al caricter basico
de este libro pero que conviene tener presentes (véase la Observacion 1.38 para saber mas
sobre este asunto).

Proposicion 1.7 a™ x a™ = a"*™, Va € R, Vn,m € N.

DEMOSTRACION. Basta observar que
a"xam"=(ax - xa]lax " Xa)=ax - Xa=a .o
Ejemplo 1.22 23 x 22 = 25 =32, (—3)* x (=3)° = (-3)? = —19683. o
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Observaciéon 1.26 Argumentando como en la demostracion de la Proposicién 1.7, facil-
mente se comprueba que para todo a,b € Ry n, m € N se verifica que:

n

a
a) — =a
am

n—m

. 34 s 110 5\° 52 25
Ejemplo 1.23 3= 3, (4%)°> = 4'Y = 1048576, 53] =m=7- o

Dado a > 0, pensemos en el siguiente problema: encontrar « € R tal que
2% =a. (1.11)

Nétese que si o = a, entonces también se cumple que (—a)? = a. Por tanto, dado
a > 0, existen dos nimeros reales = solucién de la ecuacién (1.11). Estos niimeros son,
por tanto, x = £a.

Definicion 1.15 La raiz cuadrada de un nimero real no negativo a > 0 es un nimero
real a > 0 que verifica
o’ = a.

Se denota @« = /a. o
Por tanto, las dos soluciones de (1.11) vienen dadas por x = ++/a. Ejemplo:
1’ =49 & r=+V49 =47 g

Observacion 1.27 Otra forma de denotar la raiz cuadrada de un nimero a es como su
potencia % Es decir,

a* =+a. o
Observacion 1.28 (Propiedades de la raiz cuadrada)
a) No estan definidas (como nimeros reales) las raices cuadradas de nimeros negativos.
b) (Va)?=a,Va>0.
) V0=0.
d) Paratodo a,b € R: a? =b* & |a| = |b].

e) Si0<a<b= a<Vvbh o
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Proposicion 1.8 La raiz cuadrada de un producto es igual al producto de las raices cua-
dradas de los factores, es decir, si a,b > 0, se tiene que

Vaxb=+/axVb.
Cuando a,b € R_, se verifica que
Vax b= Jal x VI,
DEMOSTRACION. Basta observar que para a,b > 0 se cumple
(Va x Vb)? = (vVa x vVb) x (vJa x Vb) = (va x va) x (Vb x Vb) = a x b.
Para el caso en que a < 0y b < 0, basta aplicar el caso anterior, pues
Vaxb=1/lax bl =+/la| x o] = V/]a] x /]b|. o

Ejemplo 1.24 /4 x 25 = V4 x /25 = 2 x 5 = 10, \/(—9) x (—4) = V9 x V4
=3x2=6. [m}

Proposicion 1.9 La raiz cuadrada de un cociente es igual al cociente de las raices cua-
dradas del numerador y del denominador, es decir, sia > 0y b > 0, se tiene que

a_+a

b Vb
DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta que

vay'_va va_vaxa_a
(\/5> Vb Vb Vbxb b

. 9 9 3
Ejemplo 1.25 \/; = g =5 0

Proposicion 1.10 La raiz cuadrada de una potencia de exponente par es igual a otra
potencia de la misma base y de exponente la mitad del exponente original, es decir, si

a>0yn €N, se tiene que
va? =a".

DEMOSTRACION. Basta observar que

(an)2 _ an % an — an+n — a2n. o
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Ejemplo 1.26

V2 X 35 x 42 2 /2T x V35 x a2 D 92 5 3% x4 = 1296
(VT = VT x VTx VTx VT2 7T @72 —yg,
donde en (1) se ha aplicado la Proposicién 1.8 y en (2) la Proposicién 1.10. g

Hasta ahora nos hemos limitado al caso de raices cuadradas. Hagamos una extension
araices generales. Pensemos para ello en el siguiente problema: encontrar = € R tal que

" = a. (1.12)

Noétese que si n es pary o’ = a con a > 0, entonces también se cumple que (—«)" = a.
Por tanto, dado a > 0, existen dos nimeros reales x solucién de la ecuacién (1.12). Estos
nimeros vienen dados por x = +a.

Definicion 1.16 Sin € N es un nimero par, la raiz n—ésima de un nimero real no nega-
tivo a es otro nimero real o > 0 que verifica

o = Q.

Se denota o = {/a (> 0) y se dice que n es el indice o grado de la raiz. Cuando n = 2,
se puede omitir el indice. g

Por tanto, las dos soluciones de (1.12) con a > 0 vienen dadas por z = + {/a.

Observacion 1.29 Otra forma de denotar la raiz n—ésima de un nimero a es como su
potencia % Es decir,

a% = % [m]
Ejemplo 1.27 +/54 = 3y las soluciones de z* = 54 son z = +v/54 = £3. ¢

Por otro lado, si n es impar y a € R arbitrario (no se necesita ningiin signo predeter-
minado), entonces existe un tinico = € R solucién de la ecuacién (1.12).

Definicion 1.17 Sin € N es un ndmero impar, la raiz n—ésima de un nimero real a es el
unico nimero real « que verifica

a” = a.
Se denota v = /a (> 0sia >0y < 0sia < 0)y sedice que n es el indice 0 grado de
laraiz. o
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Ejemplo 1.28
a) V27 = 3 ylasolucién de 2% = 27 es x = /27 = 3.
b) &/—27 = —3ylasoluciénde 23 = —27esx = &/—27 = -3. o

Observacion 1.30 Cuando n = 2, laraiz se denomina cuadrada, paran = 3 se denomina
cibica ... p

Observacion 1.31 (Propiedades de la raiz n—€ésima) (Comparense con las propiedades
de la raiz cuadrada de la Observacion 1.28):

a) Sin es par, no estdn definidas (como nimeros reales) las raices n—€simas de nimeros
reales negativos.

b) Sin es impar, estdn definidas (como nidmeros reales) las raices n—ésimas de todos los
numeros reales.

¢) Sinespar, (+¥/a)” =a, Va > 0.

d) Sinesimpar, (/a)" =a, Va € R.

e) ¥V0=0,VYneN.

f) Sinespar:a™ =b" < |a| =b|, Va,b €R.
g) Sinesimpar:a™ =0" < a=0b, Va,beR.
h) Sinespary0<a<b = {/a< Vb

i) Sinesimparya <b = a< Vb o

Observacion 1.32 Todas las propiedades estudiadas anteriormente para raices cuadradas
son extensibles, con las convenientes modificaciones, a raices n—ésimas generales. Asf,
por ejemplo, si a,b,c > 0y n € N, entonces

Vaxbxe=ax Vbx e o

Definicion 1.18 Una potencia de exponente negativo es igual a una fraccién que tiene
por numerador la unidad y por denominador la base de la potencia elevada a exponente
positivo. Es decir, si a # 0y n € N, entonces

11 1 1
Ejemplo1.29 102 = — = — = (0L, (-5)% = — = =004
Jempro 102~ 100 T =T .
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48  Introduccioén al numero real

Observacion 1.33 Las reglas de cdlculo para potencias de exponente positivo son validas
para potencias de exponente entero negativo. En efecto, si a,b € R\{0} y n,m € N, se
verifica que:

) a"xa "M =a"X —=—=0a"""= ant(=m),
a a
_ 1 m

a " P a
b) = al/ = — = amin — a(in)f(im).

a—m an

am
1 1
C) (an)—m — ( n)m = — = Q="M = an(—m).
a a
1 —n

YO A

n

2n—1—(-1) _ xQ’n

('@ - =2?-1=—-1="—""y —

[m]
2 22

Definicion 1.19 Toda potencia de exponente cero de un nimero real a # 0 es la unidad,
es decir,
CLO =1. O

Observacion 1.34 Es claro que no pueden considerarse productos formados por cero fac-
tores. No obstante, la justificacién de la definicién anterior es la siguiente: para cualquier
n € N se tiene que

Cuando a = 0, es claro que 0" = 0 pero 0° es un caso de indeterminacién. o

Definicion 1.20 Sia > 0, m € Z y n € N, la potencia de exponente racional ax esla
raiz n—ésima del ndmero a™, es decir,

Si n es impar, se puede tomar a # 0. ¢
. 3 _1 3/ 3 1 1
Ejemplo 1.31 42 = /43 =8, 873 = /81 = §=7 ©

Observacion 1.35 Las reglas de célculo para potencias de exponente entero son validas
para potencias de exponente fraccionario. En efecto, para todo a,b > 0, m,p € Zy
n,q € N, se verifica que:
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a) an X as = (am)% X (ap)% = (amq)ﬁ X (anp)ﬁ — (amﬁnp)r%q — a$
:QZLJFZ
m my = mq

by @5 @ @Yk e ms
ad (ap)a (amp)na

d) (axb)™ = (@™ x bm)r = (@m)* x (") = a¥ x b,

a\ aymy W a™\ 7T a%
o (3)" =(G)) :(bm) T

Al igual que se vio en la Definicién 1.20, si el denominador de una potencia fraccio-
naria es impar, entonces la base de esa potencia se puede tomar en R\{0} (no sélo
en (0,400)). o

. 93 11 1 o\ 1 L3 /
Ejemplo 1.32 of = 9275 =95 = (32)5 =35 = /3~ 1'4422.

3

Observacion 1.36 Como el sistema decimal se basa en que cada diez unidades de un or-
den constituyen otra unidad de orden superior, es posible representar los diversos 6rdenes
mediante potencias de diez (ya sea con exponente positivo, cero o negativo). Ejemplo:

Decena | 10! Décima 101
Centena | 102 Centésima 10~2
Millar 103 Milésima 1073
Millén 106 Millonésima | 10~
Billén 1012 Billonésima | 10~12
Trillon 1018 Trillonésima | 10~18

Con mucha frecuencia, en trabajos cientificos, se trabaja con nimeros muy grandes o
muy pequefios. Estos nimeros expresados en la forma ordinaria pueden ser complicados
y confusos; no obstante, se logra una mayor sencillez y claridad expresados mediante
potencias de 10. Asfi, por ejemplo,

e El radio de un electrén es =~ 2/8179 x 10~ 15 metros.
e La distancia de la Tierra al Sol es ~ 1’496 x 102 kilémetros. g

Observacién 1.37 Dados a > 0y r € R, también se puede considerar la potencia a".
Sin entrar en detalles rigurosos sobre esto, esta potencia se puede definir como un limite
de potencias con expontente racional de la siguiente forma:

a" = lim o™,
n—oo
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siendo {r,, }nen una sucesion de nimeros racionales que tiene limite r. Nétese que aqui
se han utilizado dos conceptos matematicos nuevos, que seran estudiados mas adelante
en el Capitulo 10: el primero de ellos es el de sucesion de nimeros, y el segundo, el de
limite de una sucesién. g

Observacion 1.38 Notese que cuando la base es un ndmero irracional, no es evidente
como se definen sus potencias. Aunque este asunto sobrepasa el cardcter basico de este
libro, resulta conveniente resaltarlo. En particular, ;cémo calcular niimeros como 72? (es
decir, ;c6mo multiplicar 7 por 7, si 7 tiene infinitas cifras decimales no periédicas?) o
(cémo hallar (\@)‘/% Cuando a > Oy x € R, a partir de las funciones exponencial e* y
logaritmo neperiano In(x) que se estudiaran en el Capitulo 11, se puede escribir que

x zIn(a)

a® =e ,

con las potencias del niimero e definidas, de forma alternativa a la dada en la Observa-
ci6én 1.37, en la Observacion 10.11. Esto permite aproximar, por ejemplo, los siguientes
numeros

72 = 20 ~ /8696, (V2)V? = V3V ~ 18226 y 7™ = ™ (™) ~ 36/4622.
Llegados a este punto, ;cémo calcular (7™)™? Por la misma regla,
(7)™ = ™) = 7" (™) ~ 80663 x 107,

donde se han utilizado propiedades de los logaritmos neperianos que, como se ha dicho,
se estudiardn en el Capitulo 11. g

1.5. Problemas

1.1. Hallar la factorizacién en nlimeros primos de los siguientes nimeros racionales:
a) 36 b) 735 ¢) 3185 d) 374.

1.2. Calcular, utilizando el Algoritmo de Euclides, el mcd(831, 366).

1.3. Hallar el med(381,54991) (nétese que el cdlculo mediante el método de factoriza-
cién en ndmeros primos es muy engorroso en este caso).

1.4. Representar mediante fracciones irreducibles los siguientes nimeros racionales:

60 840 3150 360
D=5 ® 2161 ) 3625 D 501

1.5. Determinar el conjunto de soluciones (p, q) € Z? de la ecuacién

dp+T7q = 1.
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1.6. Sim,n € NU{0} y p, ¢ son nimeros primos, hallar cudntos divisores tiene p"¢™.

1.7. Representar mediante fracciones irreducibles las siguientes operaciones entre nu-
meros racionales:

2) 60 n 840 b) 840 3150 0 3150 | 360 d 360 3150
56 2464 2464 2625 2625 ° 504 504 2625
1.8. Hallar la expresion decimal de los siguientes nimeros racionales:
9 4248 752 45
= b) —— — d) —.
V3 Y 9% )7

1.9. Representar mediante fracciones irreducibles los siguientes nimeros decimales:
a) 123/456 b) 0’8 ©) 023 4027,

1.10. Efectuar las siguientes operaciones:

) —(1—(2—(=3) +((1-2)+1) ®) @*i) (‘132>

| [SNIF

c) 11,32

wls| +
X |Zeo
-l
o~
+
()
w

1.11. Demostrar que la suma de un nimero racional con otro irracional es irracional.
(Qué puede decirse acerca de la suma de dos nimeros irracionales? ;Y del producto de
un ndmero racional por otro irracional? ;Y del producto de dos nimeros irracionales?

1.12. Decir cudles de los siguientes nimeros son racionales y cudles irracionales:
a) V3 b) V004 ) V04,

1.13. Si se triplica cada uno de los n factores de un producto, ;qué alteracién experi-
menta el producto?

1.14. Determinar los valores de a € R que verifican a? — 49 = 0.
1.15. Hallar los valores de a, b € R que verifican a? + b? = 0.

1.16. Encontrar los valores reales de = que verifican

Representar dichos valores sobre la recta real en forma de intervalo.
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1.17. Determinar los valores reales de = que verifican

a) |z —4| <1 b) |z + 2| > 3.
1.18. ;Son equivalentes las expresiones (\/—2)2 y /(—2)2?

1.19. Hallar la raiz ctbica de los siguientes nimeros utilizando la descomposicién en
factores primos de los mismos:

a) 216 b) 1000 c) 9261.

1.20. Simplificar las siguientes expresiones:

3/_43
V27

2 VT o ﬂﬁ ay V36

1.21. Una piscina rectangular mide 9 metros de largo por 4 metros de ancho. Si que-
remos construir una piscina cuadrada de la misma area, ;cudl debe ser la longitud de su
lado?

1.22. Simplificar las siguientes expresiones:

—4 3 2
a a a
a

a)

1
a3
1.23. Demostrar que /3 > /2.

1.24. Racionalizar los denominadores de las siguientes fracciones (es decir, transformar
las fracciones en otras equivalentes que no contengan ningin radical en el denominador)
(Indicacién: si a, b > 0, se verifica que (v/a + Vb)(v/a — Vb) = a — b):

3 7 3 28
_° b) (/L 2 d =2 .
SEWiv) )\[5 V3T Y

1.25. Un afio luz es la distancia recorrida por la luz en un afio. Sabiendo que la velocidad
de la luz es 300000 km/s, se pide:

a) Determinar cuantos kilémetros es un afio luz.

b) Calcular cuantos afios luz es 1 metro.
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1.6. Soluciones
1.1. 2)22x3%2 bB)3x5x7 ¢o)5x7x13 d)2x11x17.
1.2. 3.

1.3. 127.

15 15 6 5
14. a)ﬁ b)ﬂ c)g d)?.
1.5. {2+ 7k,—1—4k): ke Z}.

16. (n+1)(m+1).

435 189 42 17
17, a)—22 py——2 2= gy——t
V3s Y7oy 925 Y3

18. 21’8 119309 ¢ 125’3  d)6' 428571,
15432 8

23 11
e S A
25 Y9 9% 95

23 371 42

1.9. a)

1.11. Argumentar por reduccién al absurdo.

1.12. a) Irracional b) Racional c¢) Irracional.

1.13. Queda multiplicado por 3".

1.14. +7.

1.15. a=b=0.

1.16. Intervalo [%, +oo).

1.17. a)Intervalo [3,5] b) Unién de intervalos (—oco, —5) U (1, +00).
1.18. No.

1.19. a)6 b)10 c¢)21.
Lm.@—g b)5v30 ¢)v6 d)4v3.
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1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

Introduccion al numero real

6 metros.
aya! ba® ¢ a7t
Basta elevar a la potencia sexta.

V3 V35 3-3

a)T b) : ¢) d)7v5 - 7.

2

a) 1 aflo luz =~ 9’4608 x 10'2km  b) 1 m ~ 1’0570 x 10~ ' afios luz.
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2 Ecuaciones algebraicas

2.1. Introduccion

Se comienza el capitulo introduciendo el concepto de funcion entre dos conjuntos y la
definicién de casos particulares de funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. El
resto del capitulo se dedica a funciones reales de variable real (es decir, funciones de R
en R) y su representacién grafica en el plano R?, restringiéndose rapidamente al caso de
funciones polinémicas. El estudio general de funciones reales de variable real se llevara a
cabo en el Capitulo 11.

Una vez presentados los polinomios de variable real, se muestran sus principales ope-
raciones (suma, producto, cociente) y la regla de Ruffini como herramienta practica para
su factorizacién.

La parte final se centra en los polinomios de primer 'y segundo grado y sus principales
propiedades y caracteristicas, incluyendo su representacion gréfica.

2.2. Polinomios de una variable real. Algebra
de polinomios. Binomio de Newton

Definicioén 2.1 Una funcién (o aplicacion) de un conjunto X en un conjunto ) es una
relacién f que asocia a cada elemento x € X un tnico elemento y € ). Se representa

fr & =Yy
T =y

oy = f(x). Se dice que x es la variable independiente e y = f(x), que es la imagen por
la funcién f del elemento x, es la variable dependiente. El conjunto X’ es el dominio de
definicién de la funcién f e ) es un conjunto que contiene los valores de la funcion. Es
decir,

{f(x): zeX}C ).
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Cuando X e Y son subconjuntos de R, se dice que f es una funcion real de variable
real. o

Ejemplo 2.1 Supongamos que X' = ) = R. Entonces las siguientes expresiones definen
funciones f : R — R:

flx) =2, f(x) =2z, f(z) =32* +22+ 1y f(z) = cos(x),
donde cos denota la funcién coseno que veremos en el Capitulo 7. ¢
Definicion 2.2 Una funcién f : X — Y es:

a) Inyectiva si f(x1) # f(x2), V21,22 € X tal que z1 # 2 (0, equivalentemente,
f(z1) = f(x2) implica que 1 = x2). Es decir, elementos distintos tienen imdgenes
por f distintas (no puede haber dos elementos distintos con la misma imagen).

b) Sobreyectiva (o suprayectiva) siVy € Y Jx € X tal que f(x) = y. Es decir, todo
elemento y del conjunto de llegada ) es la imagen por f de, al menos, un elemento x
del conjunto de salida X'.

¢) Biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva. Es decir, todo elemento y del conjunto de
llegada ) es la imagen por f de un Unico elemento = del conjunto de salida X. g

Ejemplo 2.2 La funcién f : R — R definida por f(x) = 2 no es inyectiva ni sobreyecti-
va. Sin embargo, la funcién ¢g : R — R definida por g(x) = 2x es biyectiva. o

Definicion 2.3 El producto cartesiano de R por R es el conjunto de todos los pares orde-
nados de nimeros reales. Se representa

R?=RxR={(z,y): z € R,y € R}.

En todo par ordenado (z,y) € R?, z se denomina abscisa e y ordenada. A su vez, x e y
se denominan, indistintamente, componentes o coordenadas. o

Observacion 2.1 La representacién grafica de R? consiste en tomar dos rectas perpendi-
culares 0.X y 0Y denominadas, respectivamente, eje de abscisas y eje de ordenadas 'y que
se cortan en el punto 0, que es el origen de coordenadas. Nétese que a cada par de puntos
ordenados (z,y) le corresponde un punto del plano y, reciprocamente, a cada punto del
plano le corresponde un par de nimeros reales ordenados, que son sus coordenadas. Asi
pues se establece una aplicacidn biyectiva entre los puntos del plano y los pares ordena-
dos de nimeros reales. En la Figura 2.1(a) viene representado el punto P que tiene por
abscisa © = 2y por ordenada y = 1, es decir, el punto (2,1). Los ejes de coordenadas
dividen al plano en cuatro cuadrantes: primer cuadrante (x > 0, y > 0), segundo cua-
drante (x < 0, y > 0), tercer cuadrante (x < 0, y < 0) y cuarto cuadrante (x > 0, y < 0)
(véase la Figura 2.1(b)). g
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Y
eje de ordenadas .
v Segundo cuadrante | Primer cuadrante
x<0,y>0 x>0,y>0
1gmmmmmmmmrm e » P
0 X
Tercer cuadrante Cuarto cuadrante
0 1 9 X r<0,y<0 z>0,y<0
eje de abscisas

(a) Ejes de coordenadas. (b) Cuadrantes.

Figura 2.1: Representacién grifica en R?.

Observacién 2.2 La representacion gréfica de una funcién f : R — R consiste en repre-
sentar, de acuerdo con la Observacién 2.1, el conjunto de puntos

{(z, f(2)) - w € R},

Por ello, muchas veces se utiliza la notacién y(z) (o simplemente la letra y) en lugar de
f(z), con lo que la curva se representa dibujando el conjunto de puntos

{(z,y(z)): v €R}. o

Ejemplo 2.3 La Figura 2.2 muestra la representacion grafica de la funcién y = 2z. g

y =2z

Figura 2.2: Gréfica de la funcién y = 2.

Definicion 2.4 Un monomio es un tipo particular de funcion cuya expresion general es

f(z) = az",

donde a € Ry n € N. Se dice que a es el coeficiente, x™ la parte literal y n su grado. o
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Observacion 2.3 Los monomios de grado 0 son ax”

reales. o

= a € R, es decir, las constantes

Ejemplo 2.4 23 es un monomio de tercer grado cuyo coeficiente es 2 y cuya parte literal

esz3. o

Definicion 2.5 Se llama polinomio a una suma de monomios. En el caso de que conste
de dos monomios, se llama binomio, y, en el caso de que conste de tres monomios, #ri-
nomio. Se llama grado de un polinomio al mayor de los grados de los monomios que lo
componen. g

Observacion 2.4 Un polinomio de una variable real es un tipo particular de funcién cuya
expresion general es

P(z) =apa™ + 12"V 4 -+ a1z + ag,

donde los coeficientes a; € R, i = 0,1,...,n. Notese que, si a, # 0, el grado del
polinomio P(z) es n. Denotamos por O P al grado del polinomio P(z). g

Ejemplo 2.5 Como P(z) = 22 — 3z es un polinomio que tiene grado 2 y el polinomio
Q(x) = Ta® + 42® — 22 + 45 tiene grado 8, escribimos que IP =2y 90Q =8. o

Definicion 2.6 (Suma de polinomios) La suma de los polinomios
P(z) = apt"+an_12" - Farztag y Q() = by by 2™ - bz +-by
conn >m, a, # 0y b, # 0, es un polinomio de la forma

Px) 4+ Q(z) = caz™ + cno12™ P4 epmr™ Fepmo1a™ T 4 e+ o

donde
ar+be, k=0,1,....m
C =

ag, k=m+1,m+2,...,n.

Es decir, se suma término a término cada uno de los monomios que componen cada
polinomio. g

Ejemplo 2.6 Si P(z) = 223 + 322 — 5y Q(x) = 22 + 3x + 7, entonces
P(z)+ Q(z) =22 + 42® + 32+ 2. o
Observacién 2.5

a) Notese que el grado del polinomio suma es menor o igual que el mayor de los grados
de los polinomios que componen la suma. De hecho, serd menor cuando n = m 'y
ay, = —bp,. Ejemplo: si P(z) = 223 + 322 — 5y Q(x) = —223 + 3x + 7, entonces

P(z) + Q(x) = 32 + 3z + 2.
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b) Es sencillo comprobar que la suma de polinomios definida anteriormente verifica las
propiedades conmutativa, asociativa, existencia de elemento neutro (el polinomio 0) y
existencia de elemento opuesto (el opuesto de P(x) es el polinomio Q(z) = —P(z)).
Por cumplir las propiedades anteriores, el conjunto de polinomios en la variable x, con
respecto a la suma, tiene estructura de grupo conmutativo (o abeliano). n

Definicion 2.7 (Producto de monomios) El producto de los monomios
P(z) = ana™ y Q(x) = bpa™

es el monomio
P(z)Q(z) = anbmz" ™.

Es decir, el producto de dos monomios es un monomio que tiene por coeficiente el pro-
ducto de los coeficientes y por parte literal el producto de las partes literales. g

Ejemplo 2.7 (723)(—52°%) = —352°. o

Definicion 2.8 (Producto de un polinomio por un nimero real) El producto del esca-
lar A € R por el polinomio

1

P(z)=an2" +ap—12" "+ -+ a1z +ap

es el polinomio
AP(z) = (Aap)z" + Aap_1)z" P+ -+ (Aa1)z + Xap. o
Ejemplo 2.8 —2(3z3 — 22 — 3z +1) = —62% + 222 + 62— 2. o

Definicion 2.9 (Producto de polinomios) El producto de dos polinomios es un polino-
mio que se obtiene multiplicando entre si cada uno de los monomios que los componen y
luego sumandolos.

Ejemplo 2.9 Al multiplicar los polinomios P(z) =222 + 3z + 1y Q(z) = 2% — 2 + 2
se obtiene:
(227 + 32+ 1)(2® — 2+ 2) = 22° — 22° +42? + 32" — 322 + 62+ 2% — 2 +2
=225 4+ 32% — 23 + 22 + 5 + 2.
Una disposicién mds adecuada para la multiplicacién de polinomios es la que se muestra

a continuacion:

328 —222 47x -1

222 +ux
3zt 223 4722 —T
—62° 442t —142° 4222
—6x° +7x* —162% +922 —T
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Observacion 2.6

a) Notese que si P(x) es un polinomio de grado n y Q(z) es un polinomio de grado m,
entonces el polinomio producto P(z)Q(x) es un polinomio de grado n + m. Es decir,
el grado del polinomio producto es la suma de los grados de cada polinomio que

interviene en el producto.

b) Es sencillo comprobar que el producto de polinomios definido anteriormente verifi-
ca las propiedades conmutativa, asociativa, existencia de elemento neutro (el polino-
mio 1) y la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma. Por cumplir
las propiedades anteriores, el conjunto de polinomios en la variable x, con respecto a
las operaciones internas de suma y producto de polinomios, tiene estructura de anillo

conmutativo con elemento unidad. ¢

Definicion 2.10 (Potencia de un polinomio) La potencia n de un polinomio es otro po-
linomio que se obtiene multiplicando el polinomio por si mismo n veces. A la potencia 2
de un polinomio se le llama cuadrado del polinomio, y ala potencia 3 de un polinomio se

le llama cubo del polinomio. ¢

Ejemplo 2.10 El cubo (o potencia 3) del polinomio P(z) = 522 + = + 1 es:

(52 +2+1)% = (522 + v+ 1)?(522 + 2 + 1)

= (252% + 102 4 1122 + 22 4+ 1) (52% + = + 1)

=1252% + 7525 + 902* + 312% + 1822 + 3z + 1. o

Ejemplo 2.11 Algunas identidades entre nimeros reales que aparecen con bastante fre-

cuencia son:

a) (a+b)?=a%+2ab+v?

b) (a —b)? =a? — 2ab + b?

¢) (a+b)%=a®+ 3a%b + 3ab® + b3

d) (a—b)® =a®— 3a%b + 3ab® — b

e) (a+b)(a—>b)=a®—1b?

f) (a+b+c)? =a?+b*+ c? + 2ab + 2ac + 2bc

a partir de las cuales se obtienen, por ejemplo:

(20 —1)° = (22)? —2(22) + 12 = 42® — 4z + 1

(22 4 3)(2z — 3) = (22)* — 3% = 42? — 9.

[m]
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Ya hemos visto cémo se pueden calcular cantidades como (a & b)? y (a £ b)3, pero
(cémo calcular (a £ b)™ con n € N arbitrario? Una forma de obtener estas potencias es
a través del denominado binomio de Newton, que requiere, previamente, el concepto de
niimero combinatorio, y éste, a su vez, el concepto de factorial de un nlimero natural.

Definicion 2.11 El factorial de un nimero n € N es el producto de todos los niimeros
naturales que hay de 1 a n. Se denota

nl=n(n-1)---2-1.
Por convenio, también se define 0! = 1.
Ejemplo 2.12 El factorial de los primeros nimeros naturales es:
N=1x1=1,21=2x1=2,31=3x2x1=6,4=4x3x2x1=24... g
Observacién 2.7 Puesto que n(n — 1)! = nl, se tiene que

(n—1)= n 2.1)

n

En particular, al hacer n = 1 en la expresion (2.1) se deduce que

Definicion 2.12 Sean n, k € N con n > k. Se define el niimero combinatorio

n n!
<k) —m,k—o,l,...,n

donde el factorial de un nimero natural m € Nes m! = m(m —1)(m —2)...2.1. ¢

4! 4.3.2.1 12

= =~ =6 g

_ 4
Ejemplo 2.13 (2) Tonl T 221 2

Observacion 2.8 Dado que 0! = 1, para todo n, k € N con k < n se verifica que
n\ L’ _1 (™ = nf‘ _1 n B n! _(n
0) o T \n/ w0 T \n-k) m-kWk \k

(n): n! :n(n—l)(n—Q)---(n—kj—&—l)jﬂ;/k’)T
k kl(n — k)! k\(n—F#)T
nn—1)Mn-2)---(n—k+1)

B k!

(© Ediciones Piramide



62  Ecuaciones algebraicas

Ademas,

n—1 n—1 n
En efecto,

n—1 n—1) (n—1)! (n—1)!
(k—1>+< k )_(k—l)!(n—l—k+1)!+k!(n—1—k)!
En=1)! (n—k)(n—1)!
kl(n —k)! kl(n —k)!

_on(n—-1)! n! _(n
T Rn—k)!  E(n—Fk)! <k:) o

Definicion 2.13 Sean n,k € N con n > k. Se llama tridngulo de Tartaglia (o de Pascal)
ala tabla

0 O () 0 ) 0)

Observacion 2.9 La tabla anterior tiene forma triangular, los términos de los lados extre-
mos valen 1 y cada término restante es la suma de los dos que tiene encima (véase (2.2)).
Por tanto, la tabla anterior puede escribirse como

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Teorema 2.1 (Binomio de Newton) Para todo n € N se verifica que

(a+b)7L: (g)an+ (?)a7z—1b+.”_~_ (Z)an_kbk‘i""
n n i n
+ ( )abnl + ( >bn B Z ( >ankbk. }
n—1 n Pt k
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Observacién 2.10 Claramente, si reemplazamos b por —b en la expresién anterior, se

obtiene que
(a—=b)" = Z(—l)k (Z) a"Fpk. g

k=0

Ejemplo 2.14 La potencia cuarta de a — b se obtiene como:

(a—b)* = <§) a*t? — G) a®b' + (;1) a’b? — (g) a't® + (i) a®b?

= a* — 4a3b + 6a%b® — 4ab® + b*.

Notese que los coeficientes coinciden con los de la fila quinta de la tabla de la Observa-
ciéon29. g

Definicion 2.14 (Cociente de polinomios) Como la division es la operacién inversa de
la multiplicacién, el hecho de dividir un polinomio (dividendo) entre otro polinomio (di-
visor) consiste en encontrar otro polinomio (cociente) que multiplicado por el divisor dé
el dividendo. g

Observacion 2.11 Obviamente, no en todos los casos sera posible encontrar el cociente
anterior. No obstante, si P(z) es un polinomio de grado n € Ny Q(x) es un polinomio
de grado m € N con n > m, siempre existen polinomios C(z) y R(x) verificando

P(z) = Q(x)C(x) + R(z).

El polinomio P(z) es el dividendo, Q(x) es el divisor, C(z) es el cociente y R(x) es
el resto de la division y su grado es estrictamente menor que m. Cuando el resto de la
divisi6n es cero, se dice que la division es exacta y que P(x) es divisible por Q(x). o

Ejemplo 2.15 La disposicion que se emplea para dividir polinomios es

162* —423 —8z2 42z —-15|222+zx -1
—162* —8x% 4822 8x2 — 6x+3
—1223 +2x
1223 +6z22 —6z
622 —4x —15
—622 -3z + 3
—Tx —12

Asf pues, la divisién del polinomio P(z) = 16x* — 42® — 822 + 2z — 15 entre el
polinomio Q(z) = 222 + x — 1 determina un cociente C(z) = 8% — 6x + 3 y un resto
R(z) = -7x—12. ¢
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Observacién 2.12 Como caso particular, cuando dividimos un polinomio P(z) de grado
n € N entre el polinomio Q(x) = x — a donde a € R, obtenemos

P(z) = C(z)(x — a) + R(x). 2.3)

Como el grado del polinomio R(x) tiene que ser < 1, necesariamente debe ser una cons-
tante (polinomio de grado cero), es decir, R(x) = R € R. Para determinar el valor de
esta constante, particularizamos (2.3) en = a, obteniendo R = P(a). De esta forma,
podemos expresar 2.3 como

P(z)=C(z)(x —a)+ P(a). o
Por tanto, acabamos de demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 2.1 Sea P(x) un polinomio de grado n € N.
a) Elresto de dividir P(x) entre x — a es el valor del polinomio P(x) en x = a.
b) P(z) es divisible por x — a < a es una raiz del polinomio P(z) (i.e, P(a) =0). o

Consideremos la divisién del polinomio P(x) = aszz® + asx® + a1z + ag, donde
a; € R, por el polinomio z — e con o € R:

a3m3 +a2:c2 “+a1x “+ag ‘ T — «

—boz®  +byaz? box? + by + by
bix? +aix
—byz? +biax
box  Hag
—bpr  +by«
by
donde
by = as
b1 = baax + as
bo = b+ aq
b_1 = box + ag.

Estas consideraciones son validas al dividir un polinomio de grado n € N arbitrario entre
x — oy dan lugar al siguiente resultado:

Teorema 2.2 (Regla de Ruffini) E! cociente de dividir un polinomio de grado n € N

P(z) = apa"™ + ap_12" " 4+ -+ ayx + ag
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entre el binomio x — « es un polinomio de gradon — 1
C(l‘) = bn_1l‘n_1 + bn_gl‘n_Q + -+ bix + by
cuyos coeficientes se obtienen a partir de la siguiente ley de recurrencia

bpn—1=an
b = by +agy1, k=n—2,n—-1,...,1,0,—1.
El resto de la division anterior coincide con el valor que toma el polinomio P(x) en el

punto x = q, es decir, b_y = P(«). Para la aplicacion técnica, se emplea la siguiente
disposicion

Qp Ap—1 Ap—2 - a2 ai ag
« ab,—1 ab,_o - aby aby abg
‘ bn—l bn—2 bn—3 e bl bO b—l

Observacién 2.13 La implementacién de la regla de Ruffini utilizada en el Teorema 2.2
se conoce como algoritmo de Horner, multiplicacion anidada o division sintética.

Ejemplo 2.16 Como acabamos de comentar, la regla de Ruffini se utiliza cuando el po-
linomio divisor es del tipo  — a. Utiliza los coeficientes del dividendo y el valor de a,
obteniéndose los coeficientes del polinomio cociente y el valor del resto (ya hemos dicho
que el resto siempre serd un nimero) y disponiéndose en la forma que se muestra en la
escena siguiente que presenta la divisioén del polinomio

23 — 822 + 192 — 12 entre x — 2.

El proceso que se sigue, aplicado en el caso anterior (en el que a = 2), es el siguiente:

1) Se colocan todos los coeficientes del dividendo ordenados de mayor a menor grado
y si falta el de algtin grado intermedio se coloca un 0. Una linea mds abajo y a la
izquierda se coloca el valor de a siguiendo el esquema mostrado a continuacién para
el caso concreto que nos ocupa:

1 -8 19 -—-12

2) Se “baja” el primer coeficiente del dividendo:

2

1 -8 19 -12
2

\ 1
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3) Se multiplica a por el coeficiente bajado y se coloca el resultado debajo del segundo
coeficiente:
1 -8 19 —12

2 2

|1
4) Se suma el segundo coeficiente con el resultado anterior:

1 -8 19 -—-12

5) Se continta el proceso hasta terminar con los restantes coeficientes:

1 -8 19 —-12
2 -12 14

6) Los nimeros de la fila inferior obtenida son los coeficientes del cociente (de un grado
menor al dividendo) excepto el dltimo niimero, que es el valor del resto. Asi en el caso
concreto que estamos utilizando a modo de ejemplo, el cociente es 2% — 6z + 7'y el
resto es 2.

7) En caso de duda, se puede verificar el resultado obtenido, comprobando que la siguien-
te igualdad es cierta:

23 =822 + 192 —12= (2 — 2)(2* — 62 +7) +2. o

Definicion 2.15 Un polinomio es primo (o irreducible) cuando s6lo admite divisores
constantes. g

Ejemplo 2.17 Cualquier polinomio de primer grado es primo. g
Teorema 2.3 (Descomposicion factorial de un polinomio) 7odo polinomio
P(z) =ana™ + an_ 12" '+ -+ aix +ag

conn € Nya; € R, ¢ = 0,1,...,n, admite una tinica descomposicion en factores
irreducibles de la formax — ayz? + Bx+7. o

Observacion 2.14 El Teorema 2.3 muestra que todo polinomio puede factorizarse en
producto de factores lineales = — o (de grado 1) y cuadriticos 2 + Sz + 7 (de gra-
do 2). Conviene recordar que las raices enteras de un polinomio con coeficientes reales,
si existen, se encuentran entre los divisores del término independiente del polinomio. g
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Ejemplo 2.18
a) 23 =222 -5+ 6= (v —1)(x +2)(x — 3).
b) 32° — 2423 + 922 + 122 + 36 = 3(x + 3)(x — 2)%(2? + = + 1).

c) 2t + 222 +1=(22+1)% o

2.3. Ecuaciones algebraicas de primer y segundo
orden

Definicion 2.16 Una funcién f : R — R es una funcion lineal si es de la forma

donde m € R. Con la notacién de pares ordenados (z,y), la funcién es la componente
“y” del par ordenado (es decir, la ordenada) y se escribe como y = mx. g

Observacion 2.15 Una funcién lineal es un caso particular de polinomio de grado 1. g

Observacion 2.16 La gréfica de una funcién lineal es una recta que pasa por el origen
de coordenadas (véase la Figura 2.3). El niimero m, que representa el valor constante £,
se denomina pendiente de la recta y mide su grado de inclinacién. Dos casos particulares
importantes son y = x, que corresponde con la bisectriz de los cuadrantes primero y
tercero (es decir, la recta que divide a dichos cuadrantes por la mitad), e y = —z, que
corresponde con la bisectriz de los cuadrantes segundo y cuarto. g

Figura 2.3: Gréfica de la funcién y = max (con m > 0) y de las bisectrices.

Observacion 2.17 (Propiedades de las funciones lineales)

a) f(xl —‘rl‘g) = f(l‘l) + f(l‘g), Vl‘l,l‘g € R.
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b) f(Ax) = Mf(z), YA ER, Vo € R.

¢) Sim > 0, la funcidn es estrictamente creciente, es decir,
T < w3 = f(z1) < f(22).

d) Sim < 0, la funcidn es estrictamente decreciente, es decir,
T < w3 = f(z1) > f(22).

e) Sim = 0, la funcién es nula, es decir, f(z) =0, Vz € R.
f) Sim # 0, la funcién es biyectiva.

g) El tnico punto de corte de la gréfica de la funcién y = mx con el eje de abscisas es
2 = 0 (nétese que los puntos (z,y) de corte con el eje de abscisas son aquellos tales
quey =0). o

Definicion 2.17 Se llama funcién afin a toda aplicacién de la forma y = max + n donde
m,n €R. g

Observacion 2.18 Las funciones afines son los polinomios de una variable de primer
grado y m es, al igual que en el caso lineal, la pendiente de la recta y mide su grado de
inclinacién. g

Observacion 2.19 (Propiedades de las funciones afines)

a) Sim > 0, la funcion es estrictamente creciente; si m < 0, la funcién es estrictamente
decreciente, y si m = 0, la funcién es constante (f(xz) = n, Vo € R).

b) Sim # 0, la funcién es biyectiva.

¢) El punto de corte de la recta y = mz + n con el eje de abscisas es (— -, O) (supuesto

7

m # 0) y con el eje de ordenadas es (0, n). Para probarlo basta observar que
mr+n=0& mzr=-n.

Ademas, como m # 0, se tiene que

n
mr=-—-mn< r=——.
m

d) La gréfica de una aplicacién afin y = max +n es la paralela a la grafica de la aplicacion
lineal y = ma trasladada n unidades a lo largo del eje de ordenadas. g
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Ejemplo 2.19 Si en un bidén que pesa vacio 2 kg se vierte agua (que pesa 1 kg por litro),
(cémo expresar el peso total del bidén (en kg) en funcién de los litros de agua? Al peso
de agua, que viene dado por la recta y = x (en esta expresion = representa los litros de
agua e y es su peso correspondiente), debemos sumar los 2 kg del envase, de modo que el
peso total se obtiene mediante la relacién y = 2 4 x (en esta expresién x representa los
litros de agua e y es el peso correspondiente del agua més el bidon). La representacion de
esta recta se encuentra en la Figura 2.4.

y=x+2

Figura 2.4: Gréfica de la funcién y = x + 2.

Observacion 2.20 En el Ejemplo 2.19 también se puede resolver el problema inverso,
es decir, jcudntos litros de agua hacen falta para que el bidon pese un total de y kg? La
respuesta es, obviamente, z = y — 2 litros. Por ejemplo, ¢cudntos litros de agua hacen
falta para que el bidén pese un total de 7 kg? La respuestaes . = 7 — 2 = 5 litros. g

Observacién 2.21 Como una recta queda determinada por dos puntos, para hacer la gra-
fica de una funcién lineal o afin basta dibujar las coordenadas de dos puntos distintos y
unirlos mediante la tinica recta que pasa por ambos. o

Figura 2.5: Gréfica de la funcién y = —3x + 1.
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Ejemplo 2.20 Para dibujar la grafica de la recta y = —3x + 1 basta observar que la
imagen de z = 0 es y = 1 (es decir, la recta pasa por el punto (0,1)) y la imagen de
x = lesy = —2 (es decir, la recta pasa por el punto (1, —2)). La recta buscada es, por

tanto, la que pasa por estos dos puntos (véase la Figura 2.5). g

Definicion 2.18 Se llama funcion cuadrdtica a toda aplicacién de la forma
y=az>+br+c

donde a,b,c € R,cona # 0. g

Observacion 2.22 Las funciones cuadrdticas son los polinomios en una variable que tie-
nen grado 2. o

Observacion 2.23 Consideremos la funcién cuadratica y = 22. El dominio de la funcién
anterior es todo R (pues todo nimero real elevado al cuadrado es un nimero real) y
su imagen es Ry U {0} (pues el cuadrado de un nimero real es siempre no negativo).
Ademds, la aplicacién anterior es suprayectiva pero no inyectiva, pues (—x)? = 2% La
representacién grafica de la funcién y = x2 es una pardbola que es simétrica respecto
al eje de ordenadas, que se denomina eje de la pardbola. El origen de coordenadas se
denomina vértice de la pardbola.

2

La funcién y = az* con a # 0 da lugar a otros tipos de pardbolas:

a) Sia > 1, lapardbola es mas “cerrada”.
b) Si0 < a < 1, la pardbola es més “abierta”.
¢) Sia < 0, la pardbola tiene las ramas hacia abajo.

En todos los casos anteriores, el vértice es el punto (0, 0). En la Figura 2.6(a) se encuen-

2
tran representadas las pardbolas y = 22, y = 222,y = Tey= 222, ¢

Observacion 2.24 La gréfica de la pardbola y = 22 + ¢ se obtiene trasladando c unidades
a lo largo del eje de ordenadas la grifica de y = z2. El vértice de esta pardbola es el
punto (0, ¢). En la Figura 2.6(b) se encuentran representadas las gréficas de las funciones
y=22y=224+2ey=22-2. o

Observacion 2.25 Con la pardbola y = (2 —b)? trasladamos b unidades a lo largo del eje
de abscisas la gréfica de la funcién y = 22, El vértice de esta pardbola es el punto (b, 0).
En la Figura 2.7 vienen representadas las gréficas de las funciones y = 22, y = (z + 2)?
ey=(r—2)2% g

Proposicién 2.2 La funcién cuadrdtica general y = ax? 4+ bx + c con a # 0 es una
pardbola de eje paralelo al eje de ordenadas y con vértice en el punto

_i _b2 — 4ac
2a’ 4q '

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones algebraicas de primer y segundo orden 71

y|= 222
y# a* .
lj:.’L‘2+2
¥
L
0 yfo
y = —2x
Y/U‘Zfzg
(a) y = ax?. b)y=a%+c

Figura 2.6: Gréficas de pardbolas y = az® cona € {1,2, %, -2} ey = 2° +cconc € {0,2, —2}.

y=(z+2) y=(z—2)

Figura 2.7: Grificas de las pardbolas y = (x — b)? con b € {0, 2, —2}.

DEMOSTRACION. La idea consiste en completar un cuadrado perfecto:

2 (wogers)=o((m) - (3) +5)
y=ax"+br+c=alx*+-2x+—-)=a a4+ — ) = (=) +=
a a 2a 2a a
ORI S U S D S S
-\ 2a “ 2a a -\ 2a 4a ¢

cafes b ? b —dac
—\" T2 4a "
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Observacion 2.26 A partir de la Proposicién 2.2 se tiene que las raices de la ecua-
cién ax? + bz + ¢ = 0 con a # 0 son (si existen)

_ —b+Vb? —dac y
o 2a

T =

—b— Vb% — dac

9 2.4)

Z1

De esta forma podemos determinar los puntos de corte de la parabola y = az? + bx + ¢
con el eje de abscisas en funcién del signo del discriminante A = b*> — 4ac :

—b+ Vb?% — 4ac y —b— Vb% — 4ac

iA
a) SIA>0 = % %

son los dos puntos de corte.

b
b) SIA=0 = o es el tinico punto de corte.
a

¢) Si A <0 = no hay puntos de corte.

En la Figura 2.8 se encuentran representadas las gréficas de las parabolas

y=a’-z-2=(x-2)(z+1),y=2>-224+1=@ -1 ey=2>4+2+1. o

y:x272x+1

y=2>+z+1

Figura 2.8: Grificas de las pardbolas y = 2°> —z — 2,y =a2°> — 2z + ley =a2° + = + 1.

A continuacién vamos a ver un resultado que relaciona la suma y el producto de las
raices de una ecuacion de segundo grado con los coeficientes de la misma:

Proposicién 2.3 Si x1 y xo son las raices de la ecuacion az?® +bx + ¢ = 0 con a # 0,
se verifica que

b c
T+ a9 = - Yy 19 = . 2.5)

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones algebraicas de primer y segundo orden 73

DEMOSTRACION. A la vista de (2.4), basta observar que

—b+ Vb? — dac n —b—Vb?>—4dac  —-2b b

Tt = 2a % “ 2
y
R —b+ Vb% — dac —b—Vb? — dac
12— 2a 2a
(=b)* — (b* — 4ac) dac _ ¢
a 4q? T 402 o "

Ejemplo 2.21 Las raices de la ecuacién 22 — 6z +8 = O son 2; = 4y x5 = 2. Como se
observa, 1 + x2 = 6 y 122 = 8. Ademds, teniendo en cuenta la Observacién 2.12, se
tiene que el polinomio 22 — 6x + 8 = 0 es divisible por z — 4 y por x — 2, de donde es
facil deducir que

22 —6r+8=(r—4)(r—2). ¢

Observacion 2.27 Sean 1 y ¥ las raices de la ecuacién az? + bx + ¢ = 0 con a # 0.
Dividiendo la ecuacién por a se obtiene

b
:c2+f:c+E:O.
a a

Gracias a (2.5) podemos escribir la igualdad anterior en la forma

%= (1 + z2)z + T129 = 0,

expresion que nos permite formar la ecuacién de segundo grado a partir de sus raices.
Ejemplo: una ecuacién de segundo grado que tenga por raices x1 = 1y zo = —2 es
224+x—-2=0. o
Observacion 2.28 La funcion bicuadrada
y = azt + bz + ¢ 2.6)
con a # 0 puede reducirse a una funcién cuadratica con el cambio de variable z = 22,

obteniendo
y=az’+bz+ec. 2.7

Como las raices de la funcién (2.7) vienen dadas (si existen) por

L —b+Vb? — dac

2a
las cuatro raices de la funcién (2.6) son (cuando existan)
—b+ Vb2 -4
r=tyT=1 2—“0 5
a
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Ejemplo 2.22 Para hallar las raices de la ecuacién 2* — 522 4 4 = 0 calculamos

z275i\/2571675j:3
- 2 2

de donde se obtiene los valores

i,/5;3 SVE— 42y i,/‘r’ —+VI==1 o

2.4. Problemas

2.1. Se considera un polinomio de grado 2, otro de grado 3 y otro de grado 5. ;Cudl es
el grado de la suma de los tres polinomios anteriores? ;Y el grado del producto?

2.2. Efectuar las siguientes operaciones:
a) (22 =5z +1)+ (22° — 2z + 2) — (222 — 3) — (22 + 5w — 4).
b) (223 + 15z + 3)(222 — 3z + 10).

2.3. Si elevamos un polinomio de segundo grado a la potencia 3, ;cudl es el grado del
polinomio resultante?

2.4. Calcular (1 + v/z)? + (1 — /z)?%, donde z > 0.

2.5. Aplicar el binomio de Newton para demostrar que para todo n € N se verifica:

S () () ()
o () () ) () -

2.6. Hallar (1 + v/z)° + (1 — /z)° paraz > 0.

2.7. Efectuar las siguientes divisiones entre los polinomios P(x) y Q(z) que se dan a
continuacion:

a) P(x) =22%+62%> — 1y Q(z) = 2 + 3.

b) P(z) =a*+22% — 22 +32 -5y Q(z) =z — 1.
) P(x) =223 — 4z +6yQ(z) = 2% — 22 + 1.

d) P(z) =2*+2+8yQ(z) =2* - 5.
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3 2 4 3
2.8. Evaluar el polinomio P(z) = Za::” + ga:Q — 3T+ 5en el punto x = 3

2.9. Hallar la descomposicion factorial de los siguientes polinomios:
a)x? —3x — 10 b) 23 — 22 — 122 4+ 32 ¢) 26 — 42° + 42* + 423 — 1122 + 8z — 2.
2.10. Hacer una representacion grafica de las funciones

—§gc—|—1 —ém—} —§ac—1e —§gc
y=7 3 Y=7 1 Y=7 y=z

(Qué particularidad tienen las graficas anteriores?

2.11. Esbozar la gréfica de las siguientes funciones:
a)yy =4x — 3 by = (z+1)2 o)y = 322 + 1.
2.12. Un coche circula a 120 km/h.
a) ¢ Cudntos kilémetros ha recorrido transcurrida 1 hora?
b) (Y transcurrida media hora?
¢) (Y transcurridas 3 horas?
d) (Y transcurridas 2’3 horas?

e) Dibujar una grafica que represente los kildmetros recorridos en funcién de las horas
transcurridas.

f) ¢(Cudntos kilémetros ha recorrido transcurrido 1 minuto?
2) (Cuantos kilémetros ha recorrido transcurridos 23 minutos?

h) Dibujar una grafica que represente los kilémetros recorridos en funcién de los minutos
transcurridos.

i) ¢Cudntos minutos necesita para recorrer 35 km?
2.13. Hallar las raices reales de las siguientes ecuaciones:
a2?2—9=0 b)222+52-3=0 c)2?-32+2=0 d2>+2+1=0.

2.14. ;Puedenser z; = 1y x5 = 2 las raices de una ecuacién de segundo grado del tipo
ar? + br = 0?
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2.15. Determinar si la ecuacién
2
(24 z—2%)" =16
tiene raices reales y, en caso afirmativo, calcularlas.

2.16. Se dispara verticalmente hacia arriba un proyectil de forma que la ecuacién del
movimiento es

1
z(t) = -5 gt* +500t, t >0,

donde z representa el espacio en metros, ¢ el tiempo en segundos y g = 9’8 m/s?. De-
terminar el punto mas alto que alcanzara el proyectil, asi como el tiempo que tardard en
conseguirlo.

2.17. Hallar las raices reales de las siguientes ecuaciones bicuadradas:
)zt —222+1=0 b)azt —222 —4=0

c)at — 2522 +144 =0 dzt+22+1=0.

2.5. Soluciones

2.1. El grado de la sumaes 5 y el grado del producto 10.

22, a)2z% — 222 — 122+ 10  b) 42’ — 62* + 502% — 3922 + 141z + 30.
2.3. 6.

24. 2z +2.

2.5. Considerar (1+1)"y (1 —1)".

2.6. 1022 + 20z + 2.

3 4 32 +2x+5)

27. a)P(z) = Q(x)222 — 1 b) P(z) = Q(x) («*
) =Q(x)(z® +5) +x + 33.

o) Pz) =Q(z)2z+4)+2x+2 d)P(z

28 2
32

29. a)(z—5)(z+2) b)(z+4)(2®-5x+8) o (zr— Dz +v2)(z —V2).
2.10. Las rectas son paralelas.
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212. a)120km b)60km ¢)360km d)276km f)2km g)46km i) 17 minu-
tos y medio.

1
2.13. 3)1‘1:3}’.132:—3 b)$1:§y$2=—3 0)1‘1:1}/1‘2:2 d)NO
tiene raices reales.

2.14. No.
2.15. Hay dos soluciones: v = =2y z = 3.

2.16. La altura mdxima es 127551020 m y tarda 51’0204 s en alcanzarla.

2.17. a)x; =1yxzs = —1 (ambas dobles) b)xz; =1+ \/gy o = —V1+V5
c)x; =4, xo=—4, 23 =3yx4=-—3 d)No tiene raices reales.
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3 Matrices y determinantes

3.1. Introduccion

En este capitulo se introduce el concepto de matriz. Se trata de una de las herramientas
mds importantes de las Matematicas, usadas en infinidad de contextos cientificos y tec-
nolégicos (a modo de ejemplo, y sin entrar en detalles, la ordenacién de paginas web que
hacen buscadores como Google estd basada en matrices). Serd ademds una herramienta
esencial en el Capitulo 4.

Tras presentar las matrices y su notacién, se muestran diversos tipos de matrices, como
operar con ellas (sumas, productos) y los conceptos de matriz inversible y de rango de
una matriz (que serdn de gran utilidad en el Capitulo 4). Se verd como el producto de
matrices no verifica la propiedad conmutativa.

Se introduce también el concepto de determinante de una matriz cuadrada, se mues-
tran sus principales propiedades y algunas formas de calcularlo. Se vera que la existencia
de matriz inversa para una matriz cuadrada es equivalente a que su determinante sea dis-
tinto de cero, y, en ese caso, mostraremos una féormula que permite calcular la inversa
de una matriz utilizando su determinante. Para terminar, como método alternativo para el
célculo de la inversa de una matriz, se presentara el método de Gauss—Jordan.

3.2. Matrices. Algebra de matrices

En el Capitulo 1 se vio que en el conjunto de los niimeros naturales (N), enteros (Z),
racionales (Q) y reales (R) hay definidas operaciones como la suma, el producto, la divi-
sién, etc. En la Definicién 2.3 se consideré R?, que es un conjunto mds amplio que los
anteriores y que estd formado por todos los pares ordenados de nimeros reales:

R?=RxR={(z,y): z € R,y € R}. 3.1

Sobre este tipo de conjuntos no tenemos definida ninguna de las operaciones anteriores.
Vamos, por tanto, a tratar de generalizar estas operaciones a conjuntos mds amplios, co-
mo R? u otros similares.
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Definicién 3.1 Una matriz A es una coleccion de elementos a;; € R dispuestos en la
forma

a11 Q12 - Qln
A= azi Q22 - Q2n
Am1 Am2 o Omn

La matriz anterior tiene m filas y n columnas y se denomina de tipo (m, n). En particular:
a) Una matriz columna de m elementos es una matriz de tipo (m, 1).
b) Una matriz fila de n elementos es una matriz de tipo (1,n). g

Observacion 3.1 Las definiciones de estas estructuras no son un mero capricho matema-
tico, sino que resultan de una enorme utilidad en multiples aplicaciones, algunas de las
cuales las veremos en capitulos posteriores. g

Ejemplo 3.1 Si consideramos

4 3 2 2
r—5,A—(5 6 1>,u—<_7> y v =(10,2,—4,3),

se tiene que 7 es una matriz de tipo (1, 1) (los nimeros reales son un caso particular de
matrices), A es una matriz de tipo (2, 3), u es una matriz columna de dos elementos y v
es una matriz fila de cuatro elementos.

Ejemplo 3.2 El conjunto R? definido en (3.1) es el conjunto de todas las matrices fila (se
puede también considerar R? en formato de columna) de dos elementos. o

Notacion 3.1

a) Una matriz A de tipo (m, n) con elementos a;; € R se suele denotar en la forma

A = (ai;);52, (i fila, j columna), lo que indica que a;; es el elemento de A que

ocupa la fila 7 y la columna j.
b) También se puede escribir la matriz A de tipo (m,n) como
A= (a1,ag,...,a,),
donde a; € R™ representa la columna i—ésima de A parai=1,2,... n.
¢) Denotamos por M, ., el conjunto formado por todas las matrices del tipo (m,n). o

Definicion 3.2 Dos matrices son iguales si son del mismo tipo y tienen los mismos ele-
mentos en las mismas posiciones. Es decir, dadas dos matrices A = (aij);nj’zl € Myuxn
y B = (bij)7}=1 € My, se verifica:

A=B & m=p,n=qya;j=b;parai=12...,m, j=12,...,n. 1
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Ejemplo 3.3 Las matrices

2 12 @ 2 12 4
A_<1 -3 7> yB_(y -3 z)

soniguales si,ysélosi,z =4, y=1yz=7. g

Definicion 3.3 (Suma de matrices y producto por escalares) A partir de dos matrices

del mismo tipo, A = (aij)i,jzl eEMuxnyB= (b”)znjzl € My xn, se define la suma
de Ay B como lamatriz A+ B = (CU)Z"]L € M, xn con
Cij = Qij + bij

y el producto de A por un escalar A € R como la matriz AA = (dij)Z’j’zl € My xn cOn
d,’j = )\(Zq;j. ]

Ejemplo 3.4 La suma de las matrices

2 12 4 14 -2 1
A_<1 -3 7) yB_(—? 11 3)
viene dada por

A+B—(2+M 12 —2 4+1>_<1610 5)

1-7 =34+11 7+3 -6 8 10

y el producto de la matriz A por el nimero A = —2 es

oa_ (T2x2 —2x12 —2x4) _ (-4 -24 -8
T\2x1 —2x(=3) —2x7) -2 6 —14)  °

Observacion 3.2 Si A, B, C son matrices del tipo (m,n) y A, u son escalares, se verifi-
can las siguientes propiedades:

a) A+ B=B+A

b) (A+B)+C=A+(B+C).

¢) A+O =0+ A= A, donde O = (0);;2, es la matriz nula.
d) A+ (—A)=(-A)+A=0.

e) M(A+ B) = \A+ \B.

) A+ p)A =M+ pA.
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2 A(pA) = (Ap)A.

h) 1A=A. ¢

Definicién 3.4 Sea A = (a”)y’jgl € M, xn. La matriz que se obtiene a partir de A
cambiando las filas por las columnas se denomina matriz traspuesta de A y se denota
AT = (ajz)ylzl € Mnxm~ m]

Ejemplo 3.5 La traspuesta de la matriz

(2 12 4 T
A_<1 _3 7) es A =12 -3 |. o

Observacién 3.3 Claramente, (AT)T = A. g

Dados m,n € N, hemos visto como sobre el conjunto de matrices M., «,, se tiene
definida la suma y el producto por escalares. Ademads, el resultado de esas operaciones
sigue siendo una matriz del mismo conjunto M., «, ¥ las propiedades son similares a
las que teniamos con los nimeros reales. La pregunta que surge a continuacién es: jes
posible multiplicar matrices?

Definicion 3.5 (Producto de filas por columnas) El producto de un vector fila del ti-
po (1,n) por un vector columna del tipo (n,1) es una matriz del tipo (1,1) (es decir,
un escalar), que viene dado por

b1

b n
(alaa%"'aan) ”2. :albl +a2b2+"'+anbn :Zakbk- ]

b k=1

n

Observacion 3.4 Para poder multiplicar una fila por una columna, ambas tienen que tener
el mismo niimero de elementos. o

Definicion 3.6 (Producto de matrices) A partir de una matriz A de tipo (m,!) y de una
matriz B de tipo (I,n), A = (aik)zlk’l:l eEMxiyB= (bkj)md € Mjxn, se define
la matriz producto de Ay B como AB = (¢;5); ", € Mnxn, siendo

i,5=1
b
¢i; = (filad) x (columna j) = (a1, ase, ..., a;) bz]
by

l
= a;1b15 + ai2bo; + - -+ ayby; = E airbr;. o
k=1
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Observacion 3.5

a) Notese que para poder multiplicar la matriz A por la matriz B es necesario que el
numero de columnas de A coincida con el nimero de filas de B.

b) Si A es una matriz de tipo (m,[) y B es una matriz de tipo (/,n), entonces la matriz
producto AB es de tipo (m, n).

¢) El producto de filas por columnas es un caso particular de producto de matrices.

d) El producto de una columna de n elementos (matriz (n, 1)) por una fila de n elementos
(matriz (1,7n)) es una matriz de M, x,.

e) Notese que, a partir de c), el elemento de AB que ocupa la fila i y la columna j se
obtiene multiplicando la fila ¢ de la matriz A por la columna j de la matriz B. g

Ejemplo 3.6 El producto de las matrices

1 2 -3 4 1 2
A=|(4 -5 6] yB=|-1 0 2
1 0 -1 2 1 =3
viene dado por
1 2 -3 4 1 2
AB=\|4 -5 6 -1 0 2
1 0 -1 2 1 -3
1-442-(-1)—-3-2 1-142-0-3-1 1-24+2-2-3-(-3)

=444 (=5)-(-1)+6-2 4-1-5-0+6-1 4:-2—5-2+46-(—3)
1-440-(-1)—1-2  1-140-0—1-1 1-240-2—1-(=3)

-4 =2 15
=33 10 -20]. @
2 0 5

Observacion 3.6 Propiedades del producto de matrices:

a) A(BC) = (AB)C paratoda A € My, x;, B € Mixny C € Myxp.

b) En general, AB # BA.

¢) A(B+C)=AB+ AC paratoda A € M,,,»;y B,C € Mxp.

d) (A+ B)C = AC + BC paratoda A, B € M5y C € Mixn.

e) M(AB) = (AA)B = A(M\)B paratoda A € M, %, B € Mixny A €R.
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f) (AB)Y = BTAT paratoda A € M,,x1y B € Mixn. o

Ejemplo 3.7 Cabe resaltar que, tal y como se indica en la propiedad b) de la Observa-
cion 3.6, el producto de matrices no es, en general, conmutativo. Asi, para las matrices A
y B del Ejemplo 3.6 se tiene que

—4 -2 15 10 3 -8
AB = 33 10 —-20 mientras que BA = 1 -2 1]. o
2 0 5 3 -1 3

En general, al multiplicar matrices de distinto tipo (m, [) y (I, n) se obtiene una matriz
de otro tipo distinto (m, n). Hay un caso especial que pasamos a ver a continuacion.

Definicion 3.7 Una matriz A € M,,«,, se denomina matriz cuadrada (0 matriz de or-
denn). o

Notacion 3.2 Denotaremos M,, = M, al conjunto de matrices cuadradas de or-
denn. g

Observacion 3.7 Dos matrices cualesquiera de M,, pueden multiplicarse y el resultado
sigue siendo una matriz de M,,. g

La pregunta que surge a continuacion es: ;podemos dividir una matriz de M,, por otra
matriz de M,,? En los nimeros reales la division era igual a multiplicar por el inverso del
denominador, es decir, para todos a, b € R, con a # 0, se tiene que

b
~ =ba .
a

Ademds, el inverso a~! de un nimero a € R\{0} se caracteriza por la propiedad

siendo 1 el elemento neutro del producto en los nimeros reales. Imitando esta caracte-
ristica de los nimeros reales, vamos a tratar de hallar la matriz inversa de una matriz de
M.,. Para ello necesitamos unas nociones previas:

Definicion 3.8 Sea A = (aij)%:l € M,,. Los elementos a;; se denominan elementos
diagonales. o

Ejemplo 3.8 Los elementos diagonales de las matrices A y B del Ejemplo 3.6 son, res-
pectivamente, {1,—5,—1}y {4,0,-3}. o
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Definicion 3.9 Se denomina matriz identidad a una matriz cuyos elementos diagonales
valen 1 y el resto son nulos. Se denota por

1 0 0
I:Ol 0 ;
0 0 1

Observaciéon 3.8 De la misma manera que el nimero 1 es el elemento neutro para la
multiplicacién de niimeros (ya sean naturales, enteros, racionales o reales), pues

l-a=a-1=a,VaeR,

la matriz identidad I es el elemento neutro para la multiplicacién de matrices de M,
pues
I - A=A-1T=AVAeM,. o

Ahora, utilizando la matriz identidad, ya se puede introducir el concepto de inversa de
una matriz M,,.

Definicion 3.10 Una matriz A € M, es inversible (o regular o no singular) si existe una
matriz B € M,, de forma que
AB=BA=1.

En tal caso, la matriz B se denota A~ y se le denomina matriz inversa de A. En el caso
de que A no tenga la propiedad anterior, se dice que A es una matriz no inversible (o
singular o no regular). o

Ejemplo 3.9 Como puede comprobarse (multiplicando A por A~! y viendo que el resul-

tado es la matriz identidad), la inversa de la matriz A = (g g) es A~ = ( _; _g > s

. . 5 2 L iy .y
mientras que la matriz B = 0 o) M tiene inversa. En la Seccién 3.4. se estudiardn

métodos para el cdlculo de la inversa de una matriz. g

Observacion 3.9 Si A, B € M,, son dos matrices inversibles, se verifica:
a) A~! es tnica.

b) A~!esinversibley (A71)"! = A.

¢) (AB)"t'=B"1A"L

d) (AT)~1 = (A-HT. 4
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Veamos seguidamente algunos tipos destacados de matrices.
Definicién 3.11 Una matriz A = (a;;)7;—; € M, es:
a) Simétricasi A = AT, es decir, a;; = aj; parai,j=1,2,...,n.
b) Ortogonal si AT = A1, es decir, AAT = ATA = 1.
¢) Triangular superior (resp. inferior) si a;; = 0 para¢ > j (resp. i < j).
d) Diagonal si a;; = 0 cuando ¢ # j. Se denota

A = diag (a;;) = diag (a11,a22,. -+ ,Gnn). o

Observacion 3.10 Consideremos las siguientes matrices cuadradas de orden 3:

1 2 V3 10 0
A= 2 4 -1, 4=|0 0 -1],

V3 -1 7 01 0

2
V21— 10 0
As = 07 3|, A=[04 o0
1 0 0 -1

00 =

2

La matriz A; es simétrica, As es ortogonal, A3 es triangular superiory A4 es diagonal. g

3.3. Determinantes. Propiedades

En los nimeros reales se vio que se podian dividir por cualquier niimero salvo por el cero.
Es decir, cualquier nimero a € R tiene inverso a~! salvo el caso a = 0. La pregunta
que surge a continuacion es: ;como determinar, de una manera sencilla, las matrices que
no tienen inversa? Es claro que la matriz 0 no tiene inversa, pero ;y el resto? Vamos a
introducir a continuacién el concepto de determinante de una matriz que nos va a permitir
responder, de una forma sencilla, a las preguntas anteriores.

Definicion 3.12 Sea A = (a;;);';—; € M. Se llama determinante de la matriz A, y se
denota det(A) o |A], al ndmero:

a) n=1: det(A) = det (an) =ai1.

az; a2

b) n=2: det(A) = det (all a12> = a11022 — A120271.
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¢) n = 3: La expresion del determinante para una matriz de orden tres es:

ail a2 ais
det(A) =det | ag1 az2 a3 | = ai1a22a33 + a12a23a31 + A13021032
as1 a3z as3y

— a13G22031 — 412021033 — 110A23G032.

d) n > 4: A través de la Definicion 3.14 que se introducird mds adelante, se va a ver una
manera de obtener estos determinantes. o

Observacion 3.11 (Regla de Sarrus) El determinante de una matriz de orden 3 se obtie-
ne sumando las multiplicaciones de los elementos &, {> y # en A y restando, a conti-
nuacién, las multiplicaciones de los elementos &, > y # en A_, donde

20 N TR
A=|a & 0| v A =(0 & &|.
) PR

2 1
4 2

5 1

) 7):5><7—2><1:33,det<

Ejemplo 3.10 det( ):2><2—4><1:0y

1 2
det |4 3 =1x3x44+2x2x3+0x4x1
3 1

=N O

—0x3x3—-2%x4x4—-1x2x1
=1241240-0—-32—2=—-10. g

Veamos cémo se puede extender la nocidén de determinante a matrices cuadradas de
orden superior al tercero. Para ello introducimos la siguiente definicién:

Definicion 3.13 Consideremos una matriz cuadrada

ai;p  aiz2 - Qip
a21 a22 o a2

A= "l eM,.
am1  Am2 ot Qmn

a) Se llama menor complementario del elemento a;;, y lo denotamos M;;, al determi-
nante que resulta al suprimir en A la fila ¢ y la columna j.

b) Se llama adjunto (o cofactor) del elemento a;; al nimero

Ajj = (1) M. o
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4 -1 =2
Ejemplo 3.11 Sea A = | —3 2 =5 ]. El menor complementario del elemento
1 5 7

7
Agy = (=1)*"' My = =My = =3. o

as; = —3 de Aes My = det 7; 2) = —7+ 10 = 3, y su adjunto, el elemento

Definicién 3.14 Sea A = (a;;)7;—; € M,,. Se llama determinante de la matriz A, y se
denota det(A), al nimero

det(A) = a1 Ai1 + appdip + - + ainAin
(si desarrollamos por la fila i—ésima) o
det(A) = a1jA1; + ag;Asj + - - + anjAn;
(si desarrollamos por la columna j—ésima). g
Observacion 3.12 La definicidn anterior es independiente de la fila o columna elegidas. o

Ejemplo 3.12 Calculemos el determinante de la matriz A del Ejemplo 3.10 desarrollando
por los elementos de la tltima columna:

1 2 0
det |4 3 2| =0xdet 43 — 2 x det 12 + 4 x det L2
3 1 4 3 1 31 4 3

= —2(1-6)+4(3-8)=10—20=—10. g

Observacion 3.13 Notese que, con la definicién anterior, podemos calcular determinan-
tes de orden superior a tres. Asi, desarrollando el determinante por los elementos de la
primera fila, se tiene que

1010 51 P
det =1xdet| 2 0 8| -0Oxdet| 6 0 8
6 2 08 -1 2 3 4 2 3
4 -1 2 3
2 3 4 -2 31
+(-1)xdet| 6 2 8|—-0xdet| 6 2 0
4 -1 3 4 -1 2

=46 —0—(—42) —0=—4. g

Definicion 3.15 Una combinacion lineal de filas (0 de columnas) de una matriz es otra
fila (o columna) que se obtiene multiplicando varias filas (o columnas) por diferentes
constantes y sumandolas. g
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Observacion 3.14 (Propiedades de los determinantes)

a) El determinante de una matriz triangular (ya sea superior o inferior) es el producto de
sus elementos diagonales. En particular,

det(I) = 1.
b) det(ay,...,a; + a;,...,a,) =det(ay,...,a;,...,a,) +det(ar,...,a;,...,an).
¢) Si A € Ry \a; es la columna a,; de una matriz multiplicada por A, entonces
det(ay, ..., ;... a,) = Adet(ay, ..., a5 ..., ay).

Consecuentemente, el determinante de una matriz A mulplicada por un escalar A es

igual a Ax -7%)- x A = A" veces el determinante de A, es decir,
det(AA) = A" det(4), VA € M,,.
d) El determinante de una matriz que tenga una columna de ceros vale 0.
e) El determinante de una matriz con dos columnas iguales es cero, es decir,
det(ay,...,a; ... a;,...,a,) =0.
f) Si se intercambian dos columnas, el determinante cambia de signo, es decir,
det(ai,...,a;,...,a5,...,a,) = —det(a,...,a;,...,a;,...,a,).

g) El determinante no varia si a una columna se le suma una combinacién lineal de las
columnas restantes, es decir,

det(ay,...,a4...,a5) :det(al,...,ai+Z)\jaj,...,an).
J#i

h) Si una columna es combinacion lineal de otras, el determinante vale 0. Es decir, si

a; :Z)\jaj = det(al,...,ai,...,an) =0.
J#i

i) det(A) = det(AT), VA € M,.

j) det(AB) = det(BA) = det(A) det(B), VA, B€ M,. ¢
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Observacion 3.15 Las propiedades anteriores de los determinantes que estdn referidas a
columnas siguen siendo validas, en virtud de i), cuando se aplica a las filas de una matriz
lo dicho sobre sus columnas.

Proposicién 3.1 Una matriz A € M,, es inversible (es decir; existe A™1) si, y sélo si,
det(A) # 0. En tal caso, en virtud de la propiedad j) anterior,

_ 1
~ det(A)

det(A™1)

-0

Definicién 3.16 Sea A = (aij)?fj’il € Mpxn.

a) Se llama submatriz de A a cualquier matriz que se obtenga a partir de A suprimiendo
filas y columnas.

b) Siuna submatriz de A es cuadrada de orden k, a su determinante se le denomina menor
de orden k de la matriz A.

¢) Al menor formado por las k primeras filas y las k primeras columnas de A se le llama

menor principal de orden k y lo denotaremos J;. Nétese que si m = n, entonces
(Sn = det(A) [}

Ejemplo 3.13 Si consideramos la matriz

-2 3 5 =2
4 1 0 2
1 5 -1 =3[’
3 -2 4 6

A:

el menor de orden dos formado por las dos primeras filas y las columnas segunda y tercera

es det G’ 8), y el menor principal de orden 3 es

-2 3 5
53 = det 4 1 0 .0
1 5 -1

Definicion 3.17 Sea A € M, «,. El rango de la matriz A es el mayor orden de los
menores no nulos de A. Denotaremos por rg(A) al rango de la matriz A. g

Ejemplo 3.14 Consideremos la matriz

1 2 -1 =2
A=13 0 1 -4
1 -1 1 -1
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Puede comprobarse que todos los menores de orden tres

1 2 -1 1 2 =2
det | 3 0 1],det| 3 0o —41],
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1 =2 2 -1 -2
det | 3 1 —4 ] y det 0 1 —4
11 -1 1 1 -1
1 2 .
son nulos. Como det <3 O> = —6 # 0, se tiene que rg(A4) =2. g

Observacion 3.16 (Propiedades del rango de una matriz)

a) El rango de una matriz no varia si se intercambian entre si dos filas o dos columnas.

b) Siuna matriz A tiene una fila o columna de ceros, el rango de A coincide con el rango
de la matriz que se obtiene al suprimir esa fila o columna.

¢) El rango de una matriz no cambia si se suprime una fila o columna que sea combina-
cion lineal de las restantes. g

3.4. Calculo de la inversa de una matriz

Proposicion 3.2 Si A = (a;;);' ;=1 € M, es inversible, entonces su matriz inversa viene
dada por
T
All A12 e Al’n All A21 e A’n,l
a1 Ao Az oo Ao | 1 Az Az o Apo
Codet(A) | Tdet( A |
Anl An2 T Ann Aln A2n to Ann

donde A;j es el adjunto del elemento a;;.

DEMOSTRACION. La prueba reposa en la propiedad

ZaijAkj = a;1Ap1 + appAga + -+ A Apn = {

Jj=1
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(véase el Problema 3.6). Veamos que AA~! = I. En efecto,
DoAY A
j=1 j=1

AA_l _ 1 Zanglj e Zangnj
det(A) | 7= j=1

n
E ClnjAlj E anjAnj
j=1

j=1
det(A)
1 det(A)
~ det(A)
det(A)
1
1 1
= det(A) det(A) =1. [}
1
Ejemplo 3.15 Consideremos la matriz
10 7 8
A=1|17 5 6
8 6 10

Como det(A) = 2 (compruébese), la matriz A es inversible. Para poder aplicar la férmula
anterior calculamos todos los adjuntos

5 6 7 6
A11—d6t<6 10)—14, A12——det<8 10)——22,

A13:det(; 2)22, Aglz—det(g 12)2—227
P L T A
A31:det<g 2>_2, A32:—det<1g 2):—4,
A33:det<1(7) g>:1
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Notese que, debido a la simetria de la matriz A, se verifica que A1 = Aoy, A1z = Az
y Ass = Aso. Esto supone que, en realidad, cuando la matriz es simétrica, no hace falta
calcular todos los adjuntos, pues algunos de ellos estdn repetidos. Por tanto, la matriz
inversa de A viene dada por

X 1 Ay Asp Agp 1 14 -22 2
= ——— A Ay Az | == | —22 36 —4
det(4) Az Azz Ass 2 2 -4 1

7 —11 1

=1 —-11 18 -2

1 -2 1

Compruébese que AA™'=A"1A=1 g

Para matrices de orden n € N grande no resulta muy préctico el método anterior para
calcular la inversa de una matriz (pues deben calcularse un determinante de orden n y n?
determinantes de orden n — 1). En estos casos es mds practico el siguiente método:
Teorema 3.1 (Método de Gauss—Jordan) Sea A = (aij)?) j=1 € My, una matriz inver-
sible. Para calcular la inversa de A ampliamos ésta con la matriz identidad de orden n :

aj; @12 -t Glp 1 0o --- 0
e I S VB
anl an2 tee ann 0 0 LI ]_

Y, sin cambiar nunca el orden de las columnas, se hacen transformaciones elementales
sobre las filas de la matriz (A|I) hasta que ésta quede en la forma

10 - 0lan e - amn
(I]A™Y) = 0 1 -+ 0 |axn ao -
0 0 e 1 (67951 Qp2 o Qpp

Se verifica que la inversa de A es la matriz dada por

Q11 Q12 0 Qip

A~ = Qo1 Qg - Q2p
— O

Qnl Qp2 e Qnn

Observacion 3.17 Las transformaciones elementales a las que se refiere el Teorema 3.1
consisten en:
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a) Multiplicar una fila por un elemento no nulo.
b) Sumar a una fila otra multiplicada por un nimero.

¢) Intercambiar el orden de las filas. g

Ejemplo 3.16 Apliquemos este método al célculo de inversa de la matriz A del Ejem-
plo 3.15.

7 4 | 1
107 8|10 0 1L 4L 00
75 6/o10|Y]7 5 6|0 10
8 6 10/0 0 1 8 6 10/ 0 0 1
7 4 | 1 7T 4 | 1
' 5] @ 00 I's 5|{w@ 00
o L 2|2 1 0[% o 1 4]|=7 100
0 2 B -1 01 0 2 18|—-4 0 5
10 —2| 5 -7 0 10 -2 5 -7 0
Wlo1 4/-7 w00l |o1 4/-7 100
0 0 10|10 —20 5 00 1] 1 -2 %
100 7 -11 1
@ 1o 1 o|-11 18 —2
001 1 -2 1
Luego la matriz inversa de A es
7 11 1
A= —11 18 -2
1 -2 1

Las transformaciones elementales que se han efectuado son las siguientes:

(1) 15 x F1 (2) F2—7xF1, F3 -8 x F1
(3) 10xF2, 5xF3 (4) F1 — & x F2, F3 -2 x F2
(5) & xF3 (6) F1+2 x F3, F2 — 4 x F3,

donde F7 denota la fila i—ésima de la matriz. g
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3.5. Problemas

3.1. Se consideran las matrices

L3 0 2 11
A_(_l 2),3_ 1 4| yoc=[2 -1
2 3 3 —4

a) Hallar, cuando sea posible (en caso contrario indicarlo):

?, A+ B, B+C, A%, B%, AB, BA, BC, CB y CA.

b) Comprobar si las siguientes afirmaciones son correctas:

(B+C)A=BA+CAy A(B+C) = AB + AC.

¢) Comprobar también que (BA)T = ATBT.

3.2. Determinar dos matrices cuadradas de orden dos, no nulas, cuyo producto sea la
matriz nula.

2

3.3. Se consideran la matriz fila v = (1, 3,2) y la matriz columna v = | 0 |. Calcular
3

los productos uv y vu.

3.4. Dadalamatriz A = , calcular las sucesivas potencias A™ paran € N.

o O O

1
0
0

O = O

3.5. Calcular los determinantes de las siguientes matrices:

L 16 -1 120
a)A=—2 b)B:(I 1) oc=[01 3| &yp={3 8 4
03 0 41 4

a1l a2 a13
3.6. Dadalamatriz A= | a2; as2 as3 |, demostrar que para todo i € {1, 2,3}
asy ag2 as3

5 det(A), k=i
> aijAry = anAgy + ai2 A + aizAys = ,
0, k #i.

j=1
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1—=z 1

3.7. Se considera la funcién P(z) = det ( 0 92_4

) . Encontrar las soluciones de
la ecuacién P(x) = 0.

3.8. [Determinante de Vandermonde] Hallar el determinante de la matriz de Vander-
monde

1 o of
A=|1 ay a3 |,
1 a3 a3

donde a1, asz, as € R. {Cudndo la matriz A es inversible?

3.9. Demostrar que para todo A € R se verifica

1+x 1 1
det | 1 14X 1 | =X0\+3).
1 I 1+

3.10. Hallar el rango de las siguientes matrices:

5 1 2 3 1 1 3 1 igg‘f

a) A = wB=[10 2] Cc=(5 0 7| D=
8 4 L6 9 0 1 4 135 7
2 4 6 8

3.11. Una matriz tiene 2 filas y 4 columnas.
a) (Puede ser 4 su rango?
b) (Y 3?

c) (Puede variar el rango si se suprime una columna?

3.12. Resolver la ecuacion matricial AX = B, donde A = ( (1) f) B = (2 ;) y

X es una matriz cuadrada de orden 2 (Indicacién: multiplicar por A~! en ambos lados de
la igualdad; jatencién!, la multiplicacién se puede hacer por la izquierda o por la derecha;
escoger el lado adecuado).

3.13. Resolver la ecuacién matricial X A = B siendo A = <§ ;)7 B= (g 2) y

X una matriz cuadrada de orden 2.

3.14. Calcular las inversas de las siguientes matrices:
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12 200 ?;(3)(1)

) A= -3 b)A= gAd=[1 -1 o] A=
3 -2 0 9 3 00 4 1
0011

Comprobar que, en todos los casos, se verifica que AA™! = A71A = 1.

3.6. Soluciones

1 1
A = 1 _
3. == ° ,B+C=3 3 29,
2 _1 -3 1
3 3 5 —1
-2 4 0 5
BA=|[-3 11 | yCA = |3 4] (las matrices Ay B no se pueden sumar y
-1 12 7 1

tampoco existen B2, AB, BC ni CB). b) La primera afirmacién es cierta y la segunda,
como se ha visto en a), carece de sentido. ¢) Inmediato.

3.2. <a O) < > < > paratodo o, 5,7v,0 € R.
g 0
6
0 .
9

4
33. ww=8ywvu= 0
6

W O N

00 1 000

34. A2=(0 0 0| yar=(0 0 o), n>3.
00 0 000

35. a)—2 b —1-2z ¢ -9 d)36.

3.6. Demostrarlo primero para el caso i = k = 1 (los restantes casos se demuestran de
forma andloga).

37. P(1)=0y P(2)=0.

3.8. det(A) = (a2 —a1) (a3 — ) (a3 — a2). Aesinversible & «a; # o sii # j.
3.9. Basta desarrollar el determinante.

3.10. a)1 b2 c¢)3 d)2.

3.11. a)No b)No ¢)Si.
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3.12.

3.13.

3.14.

AL =

2
x-(3

1
(!

&
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L
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o o Wi Wi

Matrices y determinantes

)

4 _2
9 9
21
9 9
11
3 3

1 4
3 3

[SUIE T T

0 0
-1 0
2 1
3 3
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4 sistemas de ecuaciones lineales

4.1. Introduccion

Este capitulo se inicia con el planteamiento de dos problemas en términos de sistemas
de ecuaciones lineales, pasando a continuacién a describir de forma abstracta el concepto
de sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas y su caracterizacion como sistemas
compatibles determinados, sistemas compatibles indeterminados o sistemas incompati-
bles, dependiendo de si tiene una, infinitas o ninguna solucion, respectivamente.

Tras mostrar varias propiedades de estos sistemas, se presentan tres métodos bdsicos
de resolucién de casos simples: sustitucion, igualacion y reduccion. Son métodos ficiles
de aplicar en sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Sin embargo, la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales mayores necesita téc-
nicas numéricas mds sofisticadas para generar algoritmos que, aunque pueden requerir un
elevado nimero de operaciones para sistemas muy grandes, permiten (con la ayuda de
un ordenador) encontrar la solucién buscada de una forma rapida. Para acercarnos hacia
esas técnicas, utilizaremos las matrices (que, como ya se dijo en el Capitulo 3, constitu-
yen una herramienta matematica de gran importancia) y reescribiremos un sistema lineal
arbitrario en forma matricial, utilizando la matriz de coeficientes y su matriz ampliada.

Nos centraremos a continuacion en sistemas lineales de n ecuaciones y n incognitas,
cuya matriz de coeficientes es cuadrada (n filas y n columnas), y mostraremos la regla de
Cramer para resolver dichos sistemas (cuando tengan solucion tnica).

Para casos generales de sistemas lineales de m ecuaciones y n incégnitas presentare-
mos un resultado muy completo, conocido como el feorema de Rouché—Frobenius, que
caracteriza, en términos de los rangos de la matriz de un sistema lineal y de su matriz am-
pliada, si el sistema es incompatible o compatible y, en este tltimo caso, si es determinado
o indeterminado.

Por tltimo, y como primer método de tipo algoritmico para resolver sistemas lineales
de gran tamafio, presentaremos el mérodo de Gauss, que veremos también que es de rapida
y facil aplicacion en casos de sistemas con pocas ecuaciones.
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4.2. Motivacion
Vamos a introducir los sistemas de ecuaciones lineales a través de dos ejemplos practicos

muy sencillos.

Ejemplo 4.1 En una fruteria se han comprado 1400 gramos de manzanas, 1250 gramos
de platanos y 4400 gramos de sandia, por un importe total de 10€ . Sabiendo que el kilo
de platanos cuesta el doble que el de manzanas y que el kilo de sandia cuesta la cuarta
parte que el kilo de manzanas, ;cudnto vale el kilo de manzanas?

Para resolver este problema hacemos lo siguiente:
1) Denotamos x a nuestra incégina. Es decir, x = valor del kilo de manzanas.
2) El valor del kilo de platanos serd 2x (el doble que el kilo de manzanas).
3) El valor del kilo de sandia serd 7 (la cuarta parte que el kilo de manzanas).
4) Teniendo en cuenta que
1’4 2 = valor de lo gastado en manzanas,

(1'25) 2z = 2’5z = valor de lo gastado en pldtanos,

4'4 Z = 1’1 2 = valor de lo gastado en sandjia,

se tiene que
U4z +2'52+ 112 = 10.

Por tanto, tenemos que resolver
52 = 10,

que es una ecuacion lineal con una incdgnita, cuya solucién es x = 2. Luego el kilo de
manzanas cuesta 2€ y, por tanto, el kilo de pldtanos cuesta 4€ y el de sandia 0'5€. o

Ejemplo 4.2 Determinar las edades de un padre y de su hijo, sabiendo que actualmente
la edad del padre es seis veces la del hijo y que, dentro de 20 afios, serd el doble.

Para resolver este problema hacemos lo siguiente:

1) En este caso tenemos dos incégnitas: la edad del padre, que denotamos z, y la edad
del hijo, que denotamos .

2) Puesto que la edad del padre es seis veces la del hijo, se debe cumplir que
x = 6y, “.1)

que es una ecuacioén lineal con dos incégnitas (x e y). Es claro que esta ecuacién no
nos determina univocamente ambas edades, pues hay infinidad de soluciones de dicha
ecuacion (por ejemplo,x =6ey=1ox=60ey =10...).
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3) Puesto que dentro de 20 afios la edad del padre serd el doble que la del hijo, se debe
cumplir que
x + 20 = 2(y + 20)

(nétese que incrementamos 20 afios tanto en la edad del padre como en la del hijo), o,
dicho de otro modo,
x — 2y = 20. 4.2)

De nuevo hemos obtenido una ecuacién lineal con dos incdgnitas que tiene infinidad
de soluciones.

Puesto que x e y debe ser solucién al mismo tiempo de (4.1) y (4.2), tenemos que resolver

rz—6y=0
r — 2y = 20,

que es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégintas (véase el Problema 4.1). o

4.3. Expresiéon matricial de los sistemas
de ecuaciones lineales

Definicion 4.1 Un sistema lineal de ecuaciones de m ecuaciones y n incégnitas es una
expresion de la forma

a1+ appwe + -+ AT, = b
a21r1  +  axrs + -+ +  agpx, = b 4.3)
Am1T1 + Am2Z2 + o+ ApnZn = by,

donde los elementos a;; son los coeficientes del sistema (datos conocidos), z; son las
incdgnitas (valores que se quieren conocer) y b; los términos independientes del sistema
(datos conocidos).

a) Una solucion de (4.3) es un vector (z1, z2,...,T,) € R" para el que cumplen las m
ecuaciones de las que consta el sistema (4.3).

b) El conjunto de todas las soluciones de (4.3) se denomina solucion general del siste-
ma (4.3).

c¢) Clasificacion de los sistemas lineales de ecuaciones: dependiendo de si tienen solucién
0 no y, en caso afirmativo, de cudntas soluciones tienen, se distinguen tres tipos de
sistemas lineales:

1) Compatibles, cuando tienen solucioén. A su vez, pueden ser:
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1) Determinados, si tienen una tnica solucién. Los denotaremos por (SCD).
2) Indeterminados, si tienen infinitas soluciones. Los denotaremos por (SCI).

il) Incompatibles, cuando no tienen solucién. Los denotaremos por (SI). g
Ejemplo 4.3 Consideremos los sistemas lineales

T+ 29 =2 1+ a9 =2 1+ 219 =2

S (S S
(51) 21— 29 =0 (52) 921 + 21y = 4 y (S5) %2y + 2y = 3.

El sistema (S7) es compatible y determinado (la dnica solucién es 1 = x5 = 1), el
sistema (Sz) es compatible e indeterminado (pues tiene infinitas soluciones de la forma
x1 = A, 9 = 2 — A para cualquier valor A € R) y el sistema (S3) es incompatible (pues
no tiene solucién). g

Observacion 4.1 La discusion de un sistema lineal de ecuaciones consiste en determinar
si el sistema es compatible o incompatible y, en caso de ser compatible (ya sea determi-
nado o indeterminado), hallar su solucién general.

Definicion 4.2 Dos sistemas lineales de ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas
soluciones. o

Definicion 4.3 Una combinacion lineal de ecuaciones es otra ecuacion que se obtiene
multiplicando varias ecuaciones por diferentes constantes y sumédndolas.

Ejemplo 4.4 La ecuacién
10z1 4+ 322 =5

es combinacidn lineal de las ecuaciones
3r1 — 229 =1

4£E1 + 7582 = 3,

pues se verifica que
2(301 — 200 = 1) + (4o1 + 722 = 3) = (1001 + 322 =5). o

Observacion 4.2

a) Si en un sistema lineal de ecuaciones se suprime una ecuacidén que sea combinacién
lineal de las restantes, se obtiene un sistema lineal equivalente al primero.

b) Para resolver un sistema lineal de ecuaciones, basta resolver un sistema lineal equiva-
lente en el que ninguna ecuacién sea combinacién lineal de las demds. ¢
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Ejemplo 4.5 Los sistemas de ecuaciones

3r1 — 229 =1
60 a1 T3y (s 4 AT
1 T+ (g = y (o2
41’1+71’2:3
Tx1+ bxro =4

son equivalentes, pues la dltima ecuacién de (S;) se obtiene como suma de las dos ante-
riores. Por tanto, para hallar la solucién de (S;) basta resolver (Ss). Para ello podemos
utilizar, por ejemplo, las siguientes técnicas cldsicas:

a) Sustitucion: se despeja una de las variables en una de las ecuaciones y se sustituye en
la otra. Por ejemplo, si despejamos x; en la primera ecuacion, obtenemos
1+ 229

T = 3 “4.4)

Al sustituir el valor (4.4) en la segunda ecuacién obtenemos

1+2 4 8 4 29
3:41'1+7CE2:4 + x2+7$2:*+*1’2+722:*+7$2,
3 3 3 3
de donde
20 . 4 5 [T
37777373 729

Utilizando la relacion (4.4) obtenemos

_1+2$2_

1+2%_1+£_@_§: 13
3 3 3 87 29

=g (4.5)

T

b) Igualacion: se despeja una de las variables en cada una de las ecuaciones y luego se
igualan los resultados obtenidos. Asi, al despejar la variable x; en la primera ecuacidn,
se obtiene (4.4), y al despejar x; en la segunda ecuacidn, se obtiene

3 — 7‘%2

= (4.6)

Al igualar las expresiones (4.4) y (4.6) se tiene que

142 3_7 5
+3x2= 4x2:>4+8x2:9—21x2:>29x2:5:> 7y = .

A partir de x, el valor de x; se obtiene como en (4.5).
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¢) Reduccion: se multiplican las dos ecuaciones por nimeros adecuados para que al hacer
la diferencia entre las dos ecuaciones resultantes una de las incégnitas no aparezca. Por
ejemplo, si multiplicamos la primera ecuacién por 4 y la segunda por 3, obtenemos el
sistema equivalente
122 1 — 8I2 =4

12.’1}1 + 21.’172 =9.

Si a la segunda ecuacién de (S3) le restamos la primera, obtenemos

)
2929 =5 = !’,UQ:@.

A partir de x4, el valor de z; se obtiene como en (4.5).

Finalmente, para asegurarnos de que la solucién encontrada es correcta, basta comprobar
que se cumplen las ecuaciones del sistema. En efecto,

13 _ o5 _ 39 __ 10 _ 29 _
3?9 29_29 29 29_1»

13 5 _ 52 , 35 _ 87 _
4?9+7E—29+29—29—3' o

Definicion 4.4 El sistema lineal (4.3) puede expresarse en forma matricial como Ax = b,
siendo

aiil Q12 - Qin 1 b1
a1 Q22 - A2 €2 bo

A= " e Muxn, x = ER"y b= eRrR™
Am1 Am2 o Omn Tn bm

A es la matriz de coeficientes del sistema, b el vector término independiente y x el vector
incdgnita. La matriz que se obtiene yuxtaponiendo a A el vector b, y que denotaremos

air a2 - aip | b
| a2z ae - ag, | b2
(Ap)=1 7 7 U B

Am1 Am?2 tee Amn bm

se denomina matriz ampliada del sistema. g
Ejemplo 4.6 El sistema lineal de ecuaciones

2581 +5{E2 =7
3r1 + 2292 =4
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puede escribirse matricialmente en la forma Ax = b, siendo

=Gl

Ahora, para resolver el sistema Az = b, si A es una matriz inversible (que seglin vimos
en la Proposicién 3.1 es equivalente a que det(A) # 0), podemos multiplicar (matricial-
mente) a la izquierda por la matriz A~! y obtener

Az=b o A ' Az=A"v & Iz =A""% & z=A""10b.

Por tanto, si A es inversible, entonces existe una unica solucién del sistema anterior que
viene dada por x = A~ (véase el Problema 4.4).

Teorema 4.1 Si A es una matriz cuadrada e inversible, todo sistema Ax = b (sea quien
sea el vector b) es compatible y determinado (es decir, tiene una vinica solucion). Ademads,
la (inica) solucion del sistema Ax = b con A € M,, inversible y b € R" viene dada por

xr = A_lb. ]

Observacion 4.3 La técnica de resolucién de sistemas de ecuaciones con matriz asocia-
da cuadrada mostrada en el Ejemplo 4.6 no es la dnica. Pueden aplicarse también las
técnicas de sustitucién, igualacion o reduccién presentadas en el Ejemplo 4.5 (véase el
Problema 4.5), en las que no es necesario el cdlculo de la matriz inversa A-L 4

Veamos, a continuacion, otra forma de resolver sistemas de ecuaciones lineales con
matriz asociada cuadrada e inversible.

Teorema 4.2 (Regla de Cramer) La (iinica) solucion del sistema lineal Ax = b con
A= (ai)} =1 € My, inversible y b = (b;)7_; € R" viene dada por

e — det(AJ)
7 det(A)’
donde para cada j = 1,2, ..., n, la matriz A; estd definida como
aipr - Q15-1 by aij+1 - Qin
| @21 -+ Az -1 bo az j4+1 0 Q2n
A=
ap1  *°+ Gpgj—1 by An,j+1  ~°° Onn

DEMOSTRACION. Como la matriz A es inversible, por el Teorema 4.1 sabemos que la
tinica solucién del sistema Az = b es

x=A"1b.
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Por otra parte, por la Proposicién 3.2 también sabemos que la inversa de A viene dada por

App Aoy -0 Ap

1 Ap Az - Apo
Codet(A) | ’

Aln A2n e Ann

donde A;; es el adjunto del elemento a;;. Por tanto,

1 A A - Am by
1 A A A b
— A = T2 | _ 12 22 n2 2
! : det(A) | .l
L, Aln A2n et Ann bn
Asi pues, paracada j = 1,2,...,n, se tiene que
1 det(A;)
= (0 Ay + boAg: o+ by A ) = J)
T3 = oAy DA b b)) = )

pues basta desarrollar el determinante de A; por la columna j—ésima, considerando la
Definicién 3.14.

Observacion 4.4 A la vista del Teorema 4.2, para obtener la componente j—ésima de la
solucion del sistema Az = b con A inversible, lo que se hace es considerar la matriz A;
que se obtiene de A cambiando la columna j—ésima por el vector b. El determinante de
esta matriz A ; dividido por el determinante de la matriz A proporciona la componente
del vector solucién x. o

Ejemplo 4.7 Consideremos el sistema lineal Az = b, donde

2 -3 12 T1 32
A=13 4 3),z=|z2] yb=| 2
4 =5 6 T3 12

En primer lugar, como A es una matriz cuadrada de orden 3 y

2 -3 12
det(A)=det | 3 4 -3 | =-264
4 =5 6

(compruébese), se tiene que Az = b es un sistema compatible y determinado (es decir,
con una tnica solucién). A continuacién consideramos los determinantes

32 -3 12 2 32 12
det(A;) =det | 2 4 -3 | =-264, det(Ay)=det | 3 2 -3 | =-528
12 =5 6 4 12 6
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2 -3 32
det(As) =det [ 3 4 2| =—792.
4 -5 12

De esta forma, la solucién del sistema Ax = b viene dada por

264 _ o8 792

= e T b T e T2V s e =3

La respuesta a las cuestiones planteadas en la Observacion 4.1 se obtiene a partir del
siguiente resultado:

Teorema 4.3 (Rouché-Frobenius) Consideremos el sistema lineal Ax = b, donde

ail 12 - Qln 1 b1
a21 a2 - G2 T2 by

A= "l e Muxn, = ER" y b= € R™.
Am1 Am2 0 Omn Tn bm

a) El sistema Ax = b es compatible < rg(A) = rg(Alb).

Es decir, la condicion necesaria y suficiente para que el sistema Ax = b tenga solucion
es que la matriz del sistema y la matriz ampliada tengan el mismo rango.

b) En el caso de que el sistema Ax = b sea compatible, pueden presentarse dos casos
(ndtese que siempre se verifica que rg(A) < min{m,n} < n):

i) Sitg(A) =n = el sistema es determinado.

ii) Sirg(A) < n = el sistema es indeterminado. En este caso, si denotamos por
r = rg(A), la solucion puede hallarse despejando r incégnitas en funcion de las
n — r restantes. Es decir, para cada valor de estas n — r incdgintas existe una
tinica solucion de las otras r. Ademds, basta resolver el sistema que resulta de
eliminar todas las ecuaciones que no intervienen en la submatriz con la que se ha
obtenido el rango.

DEMOSTRACION. Consideremos la matriz A y su matriz ampliada

ai1 a2 -+ Gln b1

> | ar aze --- aoy | b2
(A[b) =

Am1 Am2 e Amn bm,

y denotemos por r = rg(A).

(© Ediciones Piramide



108 Sistemas de ecuaciones lineales

a) Si el sistema Ax = b tiene solucién, existe un vector s = (s1, $2,...,8,) € R”
verificando
a1151 + ai2s2 + -+ apsSp, = b
a2181 + axsz + -+ agmsy, = by
am1S1 + Qm2S2 + -+ AmnSn = bm

Luego la tltima columna de la matriz ampliada (A|b) es combinacién lineal de las n
primeras y, al suprimir esta columna, se obtiene la matriz A. Por tanto, se verifica que
rg(Alb) = rg(A) = r.

Veamos que sirg(A|b) = rg(A) = r, entonces el sistema Az = b tiene solucidn.
En efecto, sea M un menor de orden 7 no nulo. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que M es el menor principal de orden 7 de A, es decir, el formado por las r
primeras filas y las r primeras columnas de la matriz A (puesto que se puede cambiar
adecuadamente el orden de las ecuaciones y el orden de las incdgnitas). Es decir,

ai; aiz - Glr
az; az2 - G2

M =6, = det "1 #0
ar1 ar2 e App

(nétese que M es también el menor principal de orden r de la matriz ampliada (A|b)).
Puesto que las m — r filas restantes de A son combinaciones lineales de las r primeras,
la ecuacion correspondiente a cada una de estas filas es combinacion lineal de las r
primeras ecuaciones. Se obtiene asi que el sistema lineal Ax = b es equivalente a

anrr + aipr2 + - 4+ T, = b
as1x1 + QT + - 4+ AT, = by
ar1r1 + apax2 + 0+ Gy, = br

0, equivalentemente, a

anxi + -+ anTr = b — Q1T — 0 —  QipTy
ax1 + -+ axx, = by — Q2,41Trp1 — 0 — G2y A7
1%y + -+ AT, = by — Qrr41Tr41 — 0 = Qrpdn.

Como el determinante de la matriz del sistema (4.7) es M = 4,. # 0, se tiene que (4.7)
es un sistema compatible y determinado en las incognitas principales x1,x2, . .., ;.
Dando valores arbitrarios a las n — r incégnitas 41, X2, ..., 2, que figuran a la
derecha del signo igual en (4.7), obtenemos las soluciones de dicho sistema y, por
tanto, las soluciones del sistema Ax = b.
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b) Es consecuencia de la demostracion del apartado a). g

Ejemplo 4.8 Consideremos los siguientes sistemas lineales:

r+y=2
a) { La matriz del sistema y la matriz ampliada del mismo son

z—y=0
(1 )=

Como det(A) = —2 # 0, se tiene que rg(A) = rg(A|b) = 2 = nimero de incdgnitas.
Luego se trata de un sistema compatible y determinado cuya unica solucién podemos
obtenerla, por ejemplo, mediante la regla de Cramer:

1 2 1\ -2
_ = — =1
@tmd“(0-4) 3
e

(
1 —
¢ 12\ _ —2 1
det(A) 10 —2
r+y=2
b) Ahora la matriz del sistema y la matriz ampliada son

2042y =4
11 11
A=aa) yew=(5 )

11 1 2
det(2 2>:0ydet(2 4>:0

y el elemento a;; = 1 # 0, se tiene que rg(A) = rg(Al|b) = 1 < 2 = ndmero
de incdgnitas. Luego se trata de un sistema compatible e indeterminado con infinitas
soluciones de la forma

Y

Como

’:Cz2—0z,y:a‘ (a € R).

r+y=2
c) La matriz del sistema y la matriz ampliada son ahora

20 +2y =3
11 1 1|2
1=z ) ram=(55[3)
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11 1 2
det(2 2>:Oydet<2 3):—1750

y el elemento a1 = 1 # 0, se tiene que rg(A) = 1 < 2 = rg(Alb). Por tanto, se trata
de un sistema incompatible que no tiene solucién. g

Como

Definicién 4.5 Se llama sistema lineal homogéneo a todo sistema de la forma Az = 0,
donde

a1 a2 - Qip T 0
az1 a2 az To = 0

A= "l e Muxn,x = eER"y0= eR™. g
Am1 Am2 o Omn Tn 0

Observacion 4.5 (Propiedades de los sistemas lineales homogéneos) Consideremos el
sistema lineal homogéneo Az = 0, donde A € M, xn:

a) Siy = (y1,%2,--.,Yn) € R™ es solucién del sistema homogéneo Az = Oy\eR,
entonces \y = (Ay1, A\ys, - .., A\yn) € R™ es también solucién de Az = 0.

b) Siy :q(yl, Y2, Yn) E Ry 2z = (21, 22,...,2,) € R™ son soluciones del sistema

Az =0y A\ p € R,entonces A\y+pz = (A\y1 +pz1, Aya+p2a, . .., Ay +uz,) € R?
es también solucion del sistema homogéneo Az = 0.

¢) Del Teorema 4.3 se deduce que todo sistema homogéneo Ax = 0 es compatible,
puesto que rg(A) = rg(A|0). Nétese que el vector 0 = (0,0,...,0) € R siempre es

=

una solucién de Az = 0 (denominada solucion trivial).

Denotando por r = rg(A) = rg(A|0), se verifica que:

i) Sir =n = el sistema homogéneo Az = 0 tiene una tnica solucién (la solucién
trivial x = 0).

ii) Sir <n = el sistema homogéneo Ax = 0 tiene infinitas soluciones. g

Ejemplo 4.9 Consideremos los siguientes sistemas lineales homogéneos:

r—y=20 1 -1 .

a) Como det = 2 # 0, se verifica que el rango de A
1 1

z+y=0

coincide con el nimero de incégnitas, ya que rg(A) = 2 = nimero de incdgnitas.
Luego el sistema tiene como Unica solucién la trivial.
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r—3y=0 1 -3

b) Como det =0yelelemento a;; = 1 # 0,
-2 6

—2x+6y=0

se tiene que rg(A) = 1 < 2 = ntimero de incdgnitas. Por tanto, existen infinitas
soluciones de la forma

r=30,y=a| (@€R). g

Ejemplo 4.10 En algunas ocasiones, entre los coeficientes de un sistema lineal aparecen
pardmetros que no tienen un valor predeterminado y se pide discutir el sistema en funcién

de los posibles valores de estos parametros. Asi, por ejemplo, consideremos el sistema
lineal Az = b, donde

142 1 1 1 3
A= 1 2 X|,z2=]a].b=1]4
1 A 2 T3 2

y A € R. Para cada valor concreto de ) se obtiene un sistema que tendrd o no solucién. Se
trata pues de determinar aquellos valores de A para los cuales el sistema tiene una tnica
soluciodn, infinitas soluciones o ninguna solucién. Formamos la matriz asociada

1 113
(A]b) = 1 2 M4
1 A 2|2
Aplicando el Teorema 4.3, el sistema Az = b tendrd una tnica solucion si, y sélo si,
rg(A) = 1g(AJb) = 3.
El determinante de la matriz del sistema es
1 1
det(A)=det [ 1 2 X | ==X=-2A246A= AN +1-6) = —A\(A+3)(\-2)
1 A2
(compruébese), por lo que distinguimos los siguientes casos:

a) | A& {0,-3,2}| = rg(A) =rg(Alb) = 3 = Sistema compatible y determinado.
La tnica solucién la obtenemos, por ejemplo, a partir de la regla de Cramer: como

3

11
det(Aj) =det | 4 2 X | =6)A-3X2=3X2-)), (4.8)
2 N 2
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1+X 3
det(Ag) = det 1 4
1

= 9N —2)% = \(9—2))

[\
N >

14X 1 3
det(Az) =det | 1 2 4] =3x—4\2=)\(3—4)),
1 A2

la solucién del sistema Az = b viene dada por

Cdet(A))  3A2-)) 3
T qet(A) T A +3)(A—2) |A+3
Cdet(Ay)  A(9-20) [ 2a—9
2T qet(A) T A3 (A —2) | (A +3)(A—2)
y
det(As) A3 — 4)) I3
T3 = = =

odet(A) AAEIA-2) | (A+3)(A-2)

(4.9)

(4.10)

Para cada valor de A ¢ {0, —3, 2} hemos encontrado su correspondiente solucidn. Asf,

por ejemplo, para A = 4 la solucién es

3 3 2-4-9 1
]}1:7 x2:7:

i3 T (4+3)4-2) 14

o443 13
ST A+3)(d-2) 14

b) Para este valor se tiene que

A:

==
SN =

1 1
o) y@p=|[1
2 1

SN =
O =

3
4
2

En este caso, puesto que det(A) = 0, todos los menores de orden 3 de (A|b) son nulos

(basta particularizar A = 0 en (4.8), (4.9) y (4.10)) y

1 1
52:det(1 2>:17é0.

Por tanto, rg(A) = rg(Alb) = 2 < 3, por lo que el sistema es compatible e indeter-
minado. Puesto que el rango se ha obtenido con una submatriz en la que intervienen
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las dos primeras ecuaciones, podemos pues considerar Gnicamente las dos primeras
ecuaciones (de hecho, la tercera depende linealmente de ellas, puesto que es el doble
de la primera menos la segunda) y resolver en las incégnitas que han intervenido en
dicha submatriz: x1 y x». Es decir, consideramos x3 una constante (no incégnita) y
resolvemos el sistema lineal de dos ecuaciones y dos incégnitas (x1 y x2), dado por
1+ a9 =3 — T3
xr1 + 2$2 =4.

Resolviendo el sistema anterior mediante, por ejemplo, la regla de Cramer, se obtiene:

3—3?3 1 1 3—$3
det( 4 2) det(1 4 )

x1 = 5 =2(1—x3) y 22 = 5 =1+ 3.
Por tanto, las infinitas soluciones del sistema Ax = b vienen dadas por
’x1:2(1—04),x2:1—|—a,x3:a‘ (a €R).
¢) |A=—-3| Eneste caso se tiene que
—2 1 1 —2 1 113
A= 1 2 =3 | y (A]p) = 1 2 =34
1 -3 2 1 -3 212
Como det(A4) =0,
5 -2 13
(52:det< 1 2)2—5750y det 1 -3 4| =45
1 2 2
(basta particularizar A = —3 en (4.9) teniendo en cuenta el cambio de columnas), se

tiene que rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3, por lo que el sistema Az = b es incompatible.

d) Para este valor

3 1 1 31 1|3
A=[1 2 2| y4p=[1 2 2|4
1 2 2 2 212
Como det(A4) =0,
3 1 3 1 3
(52:det(1 2):57&0y det |1 2 4| =-10
1 2 2
(basta particularizar A = 2 en (4.10)), se tiene que rg(A) = 2 < rg(A|b) = 3, por lo

que el sistema lineal Ax = b es incompatible. g
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4.4. Meétodo de Gauss

Observacion 4.6 Si a la matriz ampliada de un sistema de ecuaciones lineales se le ha-
ce cualquiera de las transformaciones elementales descritas en la Observacién 3.17, se
obtiene otro sistema equivalente y, por tanto, con las mismas soluciones. g

Definicion 4.6 (Método de Gauss) Consiste en, a partir de un sistema lineal Az = b
donde

ail Q12 - Qlp 1 b1
a21 Qg2 -+ G2 T2 bo

A= " e Muxn, x = ER"y b= €R™,
Am1 Am2 o Omn Tn bm

obtener otro sistema equivalente al anterior Cz = d de forma que la matriz C sea escalo-
nada y se obtenga a partir de la matriz A mediante transformaciones elementales de filas
(véase la Observacion 4.6). Asi, la matriz C'y el vector d del sistema Cz = d son de la
forma

€11 C12 - Cir o Cin dl
Ca2 -+ C2pr -+ C2p da m
C= . €EMpxnyd=| " | €R™
d
Cmr 0 Cmn m

La solucién del sistema lineal Cx = d (que coincide con la del sistema Ax = b) se
obtiene mediante el método de remonte:

1) Enladltima ecuacién se despeja la incognita x,- (en funciéonde x4 1, , T, siT < n)
y se sustituye este valor en las ecuaciones anteriores.

2) Después, en la pendltima ecuacidn, se despeja la incognita x,._; y se sustituye este
valor en las ecuaciones anteriores.

3) Asi, sucesivamente, se van despejando las incégnitas de abajo arriba, hasta llegar a
despejar la incégnita x; en la primera ecuacion, hecho lo cual se habran obtenido las
incégnitas principales x1, 2, . . ., ,, expresadas en funcién de las demds.

Ejemplo 4.11 Apliquemos el método de Gauss para resolver el sistema lineal Az = b,

siendo
1 2 -1 0 il 1
A= 2 4 -1 2| eMgyy,z=|"|eRyb=| 1] ecR’
1 -2 41 3 )
T4
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1 2 -1 0] -1 1 2 1 2 -1 0] -1
2 4 -1 2 1)1 =100 1 2 31—=10 0 1 2 3
-1 -2 4 1| -2 0 0 3 1|3 0 0 0 —-5|—12

donde las transformaciones elementales que se han efectuado son:
(1) F2—-2x F1, F34+F1 y (2) F3—-3xF2,

siendo Fi la fila i—ésima de la matriz. Por tanto, el sistema lineal Az = b es equivalente
al sistema escalonado

r1 + 20 — I3 = -1
r3 + 24 = 3
5$4 = 12

cuya solucién obtenemos mediante el método de remonte:

12 24 9 9 14
x4:€, x3:3—2x4=3—€:—5, x1+2x2:—1+x3=—1—g:—€.

Por tanto, el sistema Az = b tiene infinitas soluciones de la forma

14 9 12
531:*3*204, To = Q, x3:*g, 504:? (@eR). o

Observacion 4.7 Notese que, si al hacer las transformaciones elementales en la matriz
ampliada (A|b) aparece una fila con todos los elementos nulos salvo el udltimo, el sis-
tema Az = b es incompatible. Asi ocurre, por ejemplo, si consideramos el sistema li-
neal Ax = b, siendo

A= 5= (@)= (0)
Si a la segunda fila le sumamos el triple de la primera, obtenemos
1 -2]2 1 -2 2
(—3 67> - (0 013)'
Por tanto, el sistema Ax = b no tiene solucién.

Observacion 4.8 Si A € M,, es una matriz cuadrada, al aplicar el método de Gauss
obtenemos una matriz C' € M,, triangular superior de la forma

C11 €12 -+ Cin
C22 -+ C2p

C= ,
Cnn
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lo que nos permite calcular el rango y el determinante de la matriz A a partir del rango y
el determinante de C' siempre que no se hayan cambiado las filas por filas proporcionales
y no se hayan hecho intercambios de filas. Para ello se utiliza que

rg(A) =rg(C) y det(A) = det(C).

Ademads, como la matriz C' es triangular superior, aplicando lo visto en la Observa-
cién 3.14 se tiene que su determinante es el producto de sus elementos diagonales. Por
tanto,

’rg(A) =r1g(C) ‘ y ’det(A) = C11C22 """ Cpn.- ‘

Si al aplicar el método de Gauss se han hecho cambios de filas por filas proporciona-
les o se han intercambiado filas, a la hora de obtener el determinante de la matriz A a
partir del determinante de C' hay que tener en cuenta las propiedades vistas en la Obser-
vacion 3.14. ¢

Ejemplo 4.12 Consideremos la matriz cuadrada

1 5 =3
A=[2 -1 1] eMs.
4 3 -4
L5 =3\ (1 s s\ o
2 -1 1) =F (o -u 7] 5[0 AT
4 3 -4 0 —17 8 0 0 ——
11
Las transformaciones elementales que se han efectuado son:
17
(1) F2—2xF1, F3—4xF1 y (2 FBfﬁxFZ,

siendo F7 la fila i—€ésima de la matriz. Por tanto, rg(A) = 3 y el determinante de A es

det(A) =1 x (—11) x (—ﬁ) =3l ¢

4.5. Problemas

4.1. Encontrar la edad del padre y del hijo que resuelve el problema planteado en el
Ejemplo 4.2.

4.2. Sabiendo que tres nimeros naturales consecutivos suman 42, calcular los tres nu-
meros.
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4.3. Si la suma de un nimero natural y el doble del siguiente es 113, encontrar dicho
ndmero.

4.4. Hallar la solucion del sistema lineal de ecuaciones planteado en el Ejemplo 4.6,
calculando previamente la matriz A~!. Una vez encontrada la solucién, verificar que es
correcta, comprobando que se cumplen las ecuaciones del sistema.

4.5. Encontrar la solucién del sistema lineal de ecuaciones planteado en el Ejemplo 4.6
mediante las técnicas de sustitucidn, igualacién o reduccién mostradas en el Ejemplo 4.5.

4.6. Hallar la solucién del sistema lineal de ecuaciones planteado en el Ejemplo 4.6
mediante la regla de Cramer mostrada en el Teorema 4.2.

4.7. Verificar que la solucién encontrada en el Ejemplo 4.7 es correcta, comprobando
que se cumplen las ecuaciones del sistema.

4.8. Tenemos dos tiques de compra. En uno de ellos se puede ver que el precio de tres
pantalones y dos camisas es de 145€ y, en el otro, que el precio de dos pantalones y cinco
camisas es de 170€ . Hallar el precio de cada pantalén y de cada camisa, suponiendo que
todas las camisas tienen el mismo precio y lo mismo sucede con los pantalones.

4.9. Con dos camiones cisterna cuyas capacidades de carga son respectivamente de 3000
y 4000 litros, se hicieron un total de 35 viajes para transportar 120000 litros de agua.
Suponiendo que en cada viaje los camiones transportaban la médxima carga de agua que
les permitia su capacidad, determinar cuantos viajes realizé cada camion.

4.10. Justificar si los siguientes sistemas lineales son equivalentes:

2 — y = 1 .
a){_4x v o2y = -2 y2r—y—1=0.
3r — 2y + =z 1 .
by ¢ 2z + 3y — 22 = 3 y { gi _T_ gy i_ 22 B :1))
Tt — 9y + 5z = 0 4 -

4.11. Resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

2 — 3y + 4z = 3
-r + 2y — 3z = =2
c — 3y — =z = 0.

4.12. Resolver, por el método de Gauss, el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

2c — y + z= 1
2 + 2y — 3z= -4
- 4+ y - z= -1
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4.13. Encontrar la solucién del siguiente sistema lineal de ecuaciones:

201 — 3xy + r3 = —1
rT — xZ9 = -1
—31‘1 + QIQ — 3173 = —8.

4.14. Resolver el siguiente sistema lineal de ecuaciones:

r1 + 29 + x3 = 1
2z, + To + 3xz3 = —4
T, — To + 2%3 = -=b5.
2X+Y =A
4.15. Resolver el sistema matricial siendo
X-2Y =B
5 7 4 7 4 1
A= 4 1 3l yB=|2 3 -1
-1 0 2 5 2 0

4.16. Hallar la solucidn de los siguientes sistemas homogéneos:

X1 + X9 + 2563 = O
a) 3r1 + 622 — bSx3 = 0
201 + 4z — xz3 = 0.
2!171 — 2ZC2 + 2(E3 = 0
b) —6$1 — 91’2 + 61’3 = 0
4ry + T2 = 0.

4.17. Determinar para qué valores de v € R el sistema

3z + 3y = 1
vr — y = 2
tiene:
a) Una tnica solucién (y determinarla). b) Ninguna solucién.

4.18. Discutir las posibles soluciones del siguiente sistema lineal en funcién de los di-
versos valores de la constante & :

kx + y + =z =1
r + ky + =z = k
r + y + kz = k?
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4.19. Aplicar el método de Gauss para calcular el rango de la matriz

7 8 8 -8
5 6 6 —6
A= 2 4 -2 =2
3 4 1 -3
4.20. Dada la matriz
2 a+1 1
A= 2a 0 1 ,

se pide:
a) Determinar el rango de A segtin los valores del pardmetro a.
b) Decir cudndo la matriz A es inversible. Calcular la inversa para a = 1.

4.21. Discutir el caracter del siguiente sistema lineal, dependiendo del valor de los pa-
rametros a y b, sin encontrar sus posibles soluciones

ax + y + z = b?
r + y + az = b
r + y + 2z = 2.

4.22. Hallar los valores del pardmetro a para que el siguiente sistema sea compatible y
calcular las soluciones del sistema en dichos casos:

2r + y + az = 4
T + z = 2
r + vy + =z = 2.

4.23. Resolver, mediante el método de Gauss, los siguientes sistemas de ecuaciones:

r + 4y + 2z =1 3 — Sy + =z = —4
a) r — Yy + =z = 1 b 2 — y + 3z = 9
2c — y + 2z = 1. dr — Ty + 2z = 5.

Hallar también los determinantes de las matrices de los sistemas anteriores.

4.24. Aplicar el método de Gauss para resolver el sistema lineal

A+ oy + oz o= A
r + Xy — =z = 1
3r + y + puz = 2
r - Yy — z =1

en funcién de los pardmetros \ y .
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4.6. Soluciones

4.1. El padre tiene 30 afios y el hijo tiene 5 afios.

4.2. 13,14y 15.

4.3. 37.
6 13
44, 1= — y=-2
TTY T
45. = Ey:E
11 11
4.6. = = Ey:E
11 11

4.7. Basta hacer la comprobacion oportuna.

4.8. Cada pantalén cuesta 35 euros, y cada camisa, 20 euros.

4.9. El camién con 3000 litros de capacidad hizo 20 viajes y el otro hizo 15 viajes.
4.10. a)Si. b)Si.

411. z=y=2z2=1.

412. z=0,y=1,2=2.

4.13. Tr1 = 1, To = 2, T3 = 3.

5

4.14. :—3—?“,3:2 :2+%,x3:acona€R.

17 18 9 ~9 _1 2

5 5 5 5 5 5
415. X=]1 2 1 1 |eY = 0 -1 1

3 2 4 14 2

5 5 5 5 5 5
4.16. a) Solucién trivial: 1 = z9 = 3 = 0. b)xy = —a, r9 = 4o, x3 = Ha con
a€R.

—-1—-6 6 —
4.17. a)v # —1. Solucién: z = ,Y = Y b) v = —1. Sistema incom-
) -3 —3v -3 —3v

patible.
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k = —2 = el sistema es incompatible
k=1=z=1-a—-p,y=a, z= [ cona, € R arbitrarios.
k+1 1 (k+1)?

Tk+2 Y T kr2 7T Tkt2

4.18.

Eg{-2,1} = z =

4.19. rg(A) =3.

420. Sea K {1 L_ 5 1+*/5} a) rg(A) Sl g i b) Aes
o . == —1l,—5 — 5,735 - . I‘g =
2 2 2 2 2sia€ K.
inversible cuando a ¢ K. Para a = 1 la matriz A es inversible y
2 2 1\ ' [0 o -1
1 1
2 0 2 0 -1 1

a € R\{0,1} y b arbitrario = sistema compatible determinado.
a=0yb#2 = sistemaincompatible.
4.21. a=0yb=2 = sistema compatible indeterminado.

a=1ybeR\{0,1} = sistema incompatible.

a=1ybe {0,1} = sistema compatible indeterminado.

4.22. El sistema es compatible para todo a € R. Si a # 2, el sistema es compatible
determinado y la solucién es (z,y,z) = (2,0,0). Si a = 2, el sistema es compatible
indeterminado y las infinitas soluciones son (z,y, z) = (2 — ¢,0,t) paratodo t € R.

1
423, a)x =0,y = 5 %= % b) Sistema incompatible.
4.24. El valor de ;1 € R es arbitrario y si:

A # —1 = Sistema incompatible.

1-— 1
_3+0-pa 1+ @HIe L onaceR

A=-1=
x 1 ) 1
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S5 EI espacio vectorial

5.1. Introduccion

Introducimos aqui el concepto de espacio vectorial, cuya nocién es importante entender
bien, de forma previa a presentar los espacios afines en el Capitulo 6.

Se mostraran las propiedades que debe cumplir un espacio vectorial con respecto a
sus operaciones de suma y producto por escalares, y se ilustrardn con algunos ejemplos
tipicos de estos espacios. A continuacidén se presentardn los importantes conceptos de
dependencia e independencia lineal, que permitirdn introducir la nocién de base de un
espacio vectorial. El uso de sistemas lineales y matrices, estudiados en los Capitulos 3
y 4, serd aqui de gran ayuda.

5.2. El espacio vectorial. Subespacios vectoriales

Definicion 5.1 Un espacio vectorial V sobre R es un conjunto de elementos sobre el
que estd definida una operacién de suma y otra de multiplicacion por escalares (en este
caso los escalares son los nimeros reales), conservando una serie de propiedades tipicas
de estas operaciones. En concreto, la operacién suma asocia a cada par de elementos
(@,V) € V unelemento 4+ ¢ € V

+: VXV — \%
(@,7) +— d+v
y la operacién de producto por escalares asocia a cada escalar A € R y a cada elemento

1 € Vunelementode A\ii € V

RxV — V
\ND) = M

verifican las siguientes propiedades:

a) Axiomas de la suma:
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b)

El espacio vectorial

1) Propiedad conmutativa: & + ¥ = ¢+ u, Vu, v € V.

2) Propiedad asociativa: (4 + U) + W = 4 + (V4 @), VU, v,% € V.

3) Existe un elemento neutro, denotado por 6, tal que u + 0=0+1u= i, Vi € V.

4) Para todo @ € V existe su elemento opuesto, denotado por —, verificando que
i+ (—u) =0.

Axiomas de la multiplicacién por escalares:

1) Propiedad distributiva (suma en V): A(4 + ¥) = A+ A0, VA € R, V4,7 € V.
2) Propiedad distributiva (suma en R): (A 4+ p)@ = M + pt, VA, p € R, V@ € V.
3) Propiedad asociativa: A(ui) = (Ap)d, VA, p e R,Vi € V.

4) Existe un elemento neutro: el nimero 1 € R. Es decir, 1t = @l = i, Vi € V.

Los elementos del espacio vectorial V se denominan vecfores. g

Ejemplo 5.1 Algunos ejemplos de espacios vectoriales sobre R son:

a)

b)

)

d)

El conjunto de nimeros reales, V = R, con la suma x + y y multiplicacién Az ordi-
narias.

El conjunto de polinomios con la suma y multiplicacién por escalares dadas en las
Definiciones 2.6 y 2.8, respectivamente.

El conjunto de matrices del tipo (m,n), V.= M, xn, con la suma y multiplicacién
por escalares dadas en la Definicién 3.3.

En la Definicién 2.3 se introdujo el conjunto de puntos del plano
R?=RxR={(z,y): z € R,y € R}.
El conjunto R? respecto a las operaciones suma

+: R? x R2 - R?
((z1,91), (22,92)) = (x1,91) + (T2,92) = (1 + 22, y1 + ¥2)

y producto por escalares

RxRZ — R2
A (z,y) = AMz,y) = (Az, \y)

tiene estructura de espacio vectorial sobre R.
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El espacio vectorial. Subespacios vectoriales 125

e) Asimismo, podemos considerar los puntos del espacio
RI=RxRxR={(z,9,2): 2 €R,y eR,z € R}
y, mas en general, para cualquier n € N el espacio n—dimensional

R™ = Rx -

xR = {(mlﬂx%"wxn) ) GR, 1= 1,2,...,71}.
El conjunto R™ tiene, respecto a las operaciones suma

+: R*"xR* — R™
(f,:lj) = f—’_g:(x1+y17x2+y2>"'amn+yn)a

y producto por escalares

RxR" — R™
NE) = A=Az, Axe, ..., Axy),
donde ¥ = (x1,z2,...,2,) € ¥ = (Y1,Y2,---,Yn), estructura de espacio vectorial
sobre R. g

Definicion 5.2 Si V es un espacio vectorial sobre R y W C V, puede ocurrir que W
sea otro espacio vectorial sobre R. Se dice, en tal caso, que W es un subespacio vectorial
de V. O

Observacion 5.1 Para probar que W es subespacio vectorial de V no es necesario veri-
ficar todas las hipétesis de la definicidn de espacio vectorial. Basta comprobar si se da la
implicacién siguiente:

Siiﬁl,’tﬁz ceWy A, A2 ER = A\l + Ay € W

Ejemplo 5.2 EI conjunto P,, de polinomios reales en la variable x de grado menor o
igual que n € N constituye un subespacio vectorial del conjunto de polinomios reales en
la variable . Para probarlo, sean P y () dos polinomios arbitrarios de P,,, por lo que se
pueden escribir en la forma

P(x) = apz™ + ap_12" 1 + -+ a1z + ag
Q(z) = bpaz™ + by 12" L+ -+ + by + by,

con a;,b; € R, Vi = 0,1,...,n (pudiendo ser = 0). De este modo, si A\;, A2 € R
(arbitrarios), tal y como se vio en la Definicion 2.8, se tiene que

MP(z) + 20Q(x) = (May)z" + (Map—1)z" '+ + (Ma1)z + (Aag)
+ (Nabp)x™ + (Aabp_ 1)zt + - 4+ (Naby)x + (Aabo).
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De aqui, de acuerdo con la Definicién 2.6, se tiene que
MP(z) +2Q(x) = cpz™ + 12"+ -+ 1z + o,

siendo
cr = Mag + Xobg, k=0,1,... n.

Por tanto, A1 P4+ X2Q € Py, lo que prueba que P, es un subespacio vectorial del conjunto
de polinomios reales en la variable . g

5.3. Dependencia e independencia lineal. Bases

Definicién 5.3 Un conjunto de vectores {¥,¥a, ..., U, } de un espacio vectorial V so-
bre R son linealmente independientes (o forman un sistema libre) si los inicos escalares
{A\1,A2,..., A} € R que verifican la igualdad

son A\ = Ay = ... =\, = 0. Cuando existen niimeros reales {A1, A2, ..., A} € R, no
todos nulos, para los cuales se verifica (5.1), se dice que los vectores {1, Ua, . . ., U, } son

linealmente dependientes (o forman un sistema ligado). o

Ejemplo 5.3 Consideremos el espacio vectorial V = R?.

a) Consideremos los vectores 7 = (2,—1) y ¥ = (3, —2). La pregunta que vamos a
intentar responder es: ;son U7 y U vectores linealmente independientes? De acuerdo
con la Definicién 5.3, supongamos que existen dos niimeros A1, A2 € R que verifican

MO+ Moy = 0= A (2,—1) 4+ X2(3,—2) = (0,0)
= (2A1, =A1) + (32, —2)2) = (0,0)
= (2)\1 43X, =M1 — 2)\2) = (0,0)7

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineal y homogéneo

220 +3X2 =0
5.2)

—A1 —2X\2 =0.
Responder la pregunta que nos hemos hecho anteriormente equivale a responder a la
pregunta: jes cierto que necesariamente se cumple que A\; = A = 0?

Resolvamos el sistema de ecuaciones (5.2). Para ello, despejando \; de la segunda
ecuacion se obtiene que
A= —2Xy (5.3)
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y, sustituyendo este valor de A\; en la primera ecuacion del sistema, se llega a que
2(—=2X3) +3X2 =0,
de donde se deduce que
—4X+ 32 =0 = —Ay=0 = Ay =0.
Por tltimo, sustituyendo el valor A2 = 0 en (5.3), se obtiene que
A =-2-0=0.
Por tanto, hemos probado que Ay = Ay = 0, por lo que los vectores 7; = (2,—1) y

Uy = (3, —2) son linealmente independientes.

Otra forma de probarlo es mostrar que, aplicando el teorema de Rouché—Frobenius
(véanse el Teorema 4.3 y la Observacion 4.5), el sistema de ecuaciones lineal homo-
géneo (5.2) es compatible y determinado. En ese caso, se tiene que dicho sistema tiene
como una unica solucién la solucién trivial A\; = Ay = 0. Para ello basta ver que el
determinante de su matriz de coeficientes es distinto de 0. En efecto,

2 3
dm(lQ)_—4+3_1#0

Consideremos ahora los vectores @; = (2,—3) y W2 = (6,—9). Nos preguntamos
de nuevo: ;son linealmente independientes? Supongamos que existen dos niimeros
A1, A2 € R que verifican

Ay 4 Aoils = 0 = A1(2,—3) + A2(6,—9) = (0,0)
= (2)\1, *3)\1) + (6)\2, *9)\2) = (0,0)
= (2)\1 + 6)\2, -3\ — 9)\2) = (0, 0),

de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineal y homogéneo

2A1 +6X =0
5.4

—3X1 — 92 =0.

Responder la pregunta que nos hemos hecho anteriormente equivale, de nuevo, a res-
ponder a la pregunta: jes cierto que necesariamente se cumple que A\; = Ay = 0?

Resolvamos el sistema de ecuaciones (5.4). Para ello, despejando \; de la primera
ecuacion, se obtiene

6
201 = =6y = A\ = _5 A2,
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de donde se deduce que
A1 = =3\ (5.5)

y, sustituyendo este valor de A; en la segunda ecuacién del sistema, se obtiene que
—3(=3X2) — 92 =0,

de donde se deduce que
9 — 9 =0 = 0=0.

Puesto que esta condicién se cumple para cualquier valor de A2, no obtenemos ninguna
condicién que nos determine univocamente su valor ni, por tanto, tampoco de A;.

De este modo, la tnica restriccién que hemos obtenido sobre los valores A1 y A es la
relacién (5.5). Por tanto, cualquier par de valores A\; y Aq verificando dicha relacién
es solucién del sistema anterior. Dicho de otro modo, cualquier par de valores A; y As
verificando

A =-3a, a=a (a€eR)

es solucién del sistema anterior. Asi, por ejemplo, para o = 1 se tiene que
—3ty + Uy =0,

lo que prueba que \; y A2 no tienen que ser necesariamente nulos y, por tanto, los
vectores U1 = (2, —1) y 2 = (3, —2) son linealmente dependientes.

Otra manera de probarlo consiste en mostrar, a partir del teorema de Rouché—Frobenius
(véanse el Teorema 4.3 y la Obserbacidon 4.5), que el sistema de ecuaciones lineal ho-
mogéneo (5.4) es compatible e indeterminado. En ese caso, se tiene que dicho sistema
tiene como solucién la solucién trivial Ay = A = 0y, ademads, tiene otras soluciones
(de hecho, infinitas soluciones). Para ello basta comprobar que el determinante de su
matriz de coeficientes es igual a 0. En efecto,

2 6
det<_3 _9>=—18+18:O. .

Definicion 5.4 Se dice que un vector ¢’ de un espacio vectorial V sobre R es combinacion
lineal de los vectores {01, ¥a,...,U,} € V si existen escalares {\1, \a,..., Ay} € R
tales que

U=MU1+ XU+ -+ AU, O

Observacién 5.2 Si un vector ¥ es combinacién lineal de vectores {07, ¥, ..., 0, } € V,
entonces el conjunto de vectores {0, U, Ua, ..., U, } es linealmente dependiente. En efec-
to, como

T= M0 4 Xala + -+ My = —T+ M D1 + NaTa 4 -+ + Ay, = 0.

Hemos obtenido asi una combinacién lineal de los vectores {¥, ¥, ¥a, . . ., U } igualada
al vector 0 y, al menos, el primer coeficiente —1 es no nulo. g
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Observacién 5.3 Cualquier conjunto de vectores que contenga al vector 0 es linealmente
dependiente. En efecto, si S = {0, 1, ¥, ..., ¥, } € V, hay un vector que es combina-
cién lineal de los demds, pues

0=08 +00 +---+07,. o

Definicion 5.5 El conjunto formado por las combinaciones lineales de un conjunto de
vectores {0y, Vs, ..., U, } de un espacio vectorial V sobre R se denomina subespacio
generado por los vectores {¥1, U, ..., U, } y se denota L(¥y, Us, . .., Ty), es decir,

ﬁ(ﬁl,ﬁg,...,ﬁn) Z{ﬁEVZ U= MUL + XoUs + -+ - + AptUy, para {)‘i}zn:l ER}. O

Ejemplo 5.4 Hallemos el subespacio generado por los vectores 3 = (1,1) y 02 = (2,2)
en R% Si 7 = (x,y) € L(, ), entonces
U= )\1'171 + )\2’[72 = (it,y) = )\1(1, ].) + A2(2, 2) = ()\1, )\1) + (2)\2, 2)\2)
= ()\1 4+ 2X2, A1 + 2)\2)
{ A +2 =2z

=T =Y.
)\1+2)\2:y

Es decir, cualquier vector ¥ = (z,y) € L(¥,¥2) debe cumplir que = = y. Por tanto, el
subespacio generado por los vectores U y U2 son los vectores de la forma ¥ = (z, z), o,
en forma equivalente, los vectores U y U generan larectay = x. g

Definiciéon 5.6 Un conjunto de vectores {¥, s, ..., Uy} de un espacio vectorial V so-
bre R forman un sistema de generadores del espacio V si cualquier vector ¥ € V es
combinacién lineal de los vectores {7, U, . . ., U, }, es decir, cuando se verifica que

L(T1,0a,...,0,)=V. g
Ejemplo 5.5 Consideremos el espacio vectorial V = R2.

a) (Forman los vectores 7, = (2,1) y % = (—3,2) un sistema de generadores de R??
Dicho de otra manera, para un vector arbitrario 7 = (x,y) € R, nos preguntamos lo
siguiente: jexisten A1, Ao € R tal que ¥ = A\ 0 + A2¥2? Veamos si esto siempre es
cierto. Como queremos que

U= M1+ Al = (z,y) = M1(2,1) + A2(=3,2) = (2A1, A1) + (=32, 2)2)
= (21 — 3X2, A1 + 2)9),

A1y A2 deben ser soluciones del sistema de ecuaciones lineal no homogéneo

2)\1 - 3/\2 = (5 6)
M+ 20 =y '
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Aplicando el teorema de Rouché—Frobenius (véase el Teorema 4.3), se tiene que el
sistema de ecuaciones (5.6) es compatible si el rango de la matriz de coeficientes del
sistema coincide con el de la matriz ampliada. En este caso la matriz de coeficientes y
la matriz ampliada son (recuérdese que las incognitas son A y A2), respectivamente,

) e)

2 =3
det(1 2)—4+3—77$0,
se verifica que el rango de la matriz de coeficientes y de la matriz ampliada es igual
a 2, que también coincide con el nimero de incdgnitas, por lo que el sistema (5.6) es
compatible y determinado. Es decir, para cada z,y € R existen unos unicos valores
A1, A2 € R que resuelven el sistema (5.6).

Puesto que

Para resolver el sistema de ecuaciones (5.6) hacemos lo siguiente:
(primera ecuacién) — 2 X (segunda ecuacion),

de donde se obtiene que

2 —
(2)\1—3/\2)—2()\1+2)\2):a:—2y:>—7/\2:x—2y:>)\2: y7 .T'
Ahora, utilizando este valor de Ay en, por ejemplo, la segunda ecuacion del sistema,

se obtiene que

2y — dy—22 Ty— (dy—2 2z + 3
/\1+2(y7x):y:>)\1:y_y z _ Ty—(4y I):>A1: z+3y

7 7 7

Por tanto, cualquier vector 7 = (z,y) € R? puede escribirse como combinacién lineal
de los vectores U y U; concretamente,

. (5.7)

Esto implica que #; y ¥» constituyen un sistema de generadores de R?.

Asi, por ejemplo, el vector ¢ = (1, 1) puede escribirse como

243 2-1_ 5 1.
7 7 27ttt

(compruébese).
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b) Los vectores 47 = (2,1) y @y = (4,2) no constituyen un sistema de generadores
de R?. En efecto, para un vector arbitrario @ = (z,y) € R? se tiene que

U= )\16:1 + )\2’&:2 = (Z’,y) = )\1(27 1) + )‘2(47 2) = (2>‘17 )\1) + (4)‘27 2)\2)
= (221 +4X2, A1 + 2)9)
{ 2)\1 + 4)\2 =X

=z =2y.

AM+2X =y
Es decir, el subespacio generado por los vectores i1 y iz es larecta y = § y no todo
el conjunto R2. Asi, por ejemplo, el vector w7 = (1,1) no puede expresarse como
combinacién lineal de iy y 5.

Si intentamos aplicar el teorema de Rouché-Frobenius (véase el Teorema 4.3), se tiene
que el sistema de ecuaciones anterior es compatible si el rango de la matriz de coe-
ficientes del sistema coincide con el de la matriz ampliada. En este caso la matriz de
coeficientes y la matriz ampliada son (recuérdese, nuevamente, que las incognitas son

A1 Y A2), respectivamente,
2 4 2 4 x
1 2)Y\1 2 ¢)

2 4
det(l 2) =4-4=0,

se tiene que el rango de la matriz de coeficientes es uno y sélo coincide con el de la
matriz ampliada para casos especiales de valores de x e y (precisamente para aquellos
en los que x = 2y). Por tanto, en general para valores x,y € R arbitrarios no existen
coeficientes A1, A2 que cumplan los requisitos, por lo que se deduce que los vectores
i1 y 1o nO constituyen un sistema de generadores de R?.

Puesto que

Definiciéon 5.7 Un conjunto de vectores B = {¥}, ¥, . .., U, } de un espacio vectorial V
sobre R forman una base del espacio V si:

1) Son linealmente independientes.

2) Constituyen un sistema de generadores del espacio V. ¢

Ejemplo 5.6 Los vectores 7, = (2,1) y ¥, = (—3,2) constituyen una base de R? pues:
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1) Son linealmente independientes. En efecto, si

M+ Aoy = 0= A(2,1) + A2(=3,2) = (0,0)
= (2A1, A1) + (—=3X2,2X2) = (0,0)
= (2A1 — 3A2, A1 + 2X3) = (0,0)
22 — 3\ =0
{ M 42X\ =0
=AM =X=0

(véase el Problema 5.1).

2) Son un sistema de generadores de R? (véase el Ejemplo 5.5). g

Definicion 5.8 La dimensién de un espacio vectorial V sobre R es el nimero de elemen-
tos de cualquier base de V. g

Ejemplo 5.7 A la vista del Ejemplo 5.6 se tiene que la dimensién del espacio vecto-
rial R? es 2. M4s en general, para todo n € N se verifica que la dimensién del espacio
vectorial R" esn. g

Teorema 5.1 (Base) En un espacio vectorial V de dimension finita todas las bases tienen
el mismo niimero de elementos.

Observacion 5.4 No todos los espacios vectoriales tienen dimensién finita. Por ejemplo,
una base del conjunto de polinomios reales en la variable z es B = {1, z,22%,...,2"...},
que consta, obviamente, de infinitos elementos. o

Observacion 5.5 Como consecuencias del Teorema 5.1, si V es un espacio vectorial
sobre R de dimensién n € N se verifican las siguientes propiedades:

a) Cualquier conjunto con mas de n vectores de V es linealmente dependiente.
b) No existen sistemas de generadores de V formados por menos de n vectores de V.

c¢) Cualquier conjunto de n vectores de V linealmente independientes constituyen una
base de V.

d) Todo sistema generador formado por n vectores de V constituye una base de V. g
Observacion 5.6 A partir de la Observacion 5.5, cualquier base de R™ estard formada

por n vectores linealmente independientes. Por tanto, como los vectores €1 = (1,0) y
€ = (0, 1) son linealmente independientes (véase el Problema 5.2), constituyen una base
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de R2. En general, para todo n € N, si consideramos el vector &; € R™ que tiene todas
sus componentes nulas salvo la i—ésima que vale 1, es decir,

i)
& =1(0,...,01,0,...,0),

se verificaque B = {€7, &, ..., €, } es una base del espacio vectorial R que se denomina
base canonica de R". g

Observacion 5.7 Todo espacio vectorial de dimensién n € N puede ser considerado una
“copia” de R™. De ahi la importancia de estos espacios. g

Definicion 5.9 Se definen las coordenadas de un vector ¥ € V con respecto a una base
B = {¥,Us,...,0,} de V como los tinicos niimeros reales {\1, A2, ..., A\, } € R para
los cuales se verifica que

= MU+ Xta+ -+ A Tn. o

Ejemplo 5.8 Como se ha visto en el Ejemplo 5.6, los vectores ¥} = (2,1)y th = (—3,2)
constituyen una base de R?. Asf, a la vista de (5.7), las coordenadas del vector 7 = (1,1)
respecto a la base B1 = {7, 7>} son {%, %} puesto que

L 5 n 1,
U= -1 + = U,
7T
y las coordenadas de este vector ¥ = (1, 1) respecto a la base candnica By = {€1, €2} son
{1,1}, yaque
U=¢€ +6. o

Observacion 5.8 Si consideramos en un plano un punto Py dos rectas distintas PX
PY que se cortan en P, y consideramos sobre ellas dos vectores 07 = PA y Uy = Pé

como se indica en la Figura 5.1(a), cualquier otro vector del plano F@ se expresa (tal y
como veremos en el Capitulo 6) de manera tinica en la forma

P@ = A1P7>1+A2P?7

lo cual nos permite identificar el vector ]@ y el par ordenado (A1, \2) € R2. De esta
forma, el espacio vectorial R? queda identificado con el conjunto de vectores del plano
con origen en P.

De forma andloga, si fijamos en el espacio tridimensional un punto P y tres rectas PX,
PY y PZ concurrentes en P y no coplanarias, si se consideran sobre ellas los vectores

U = PA Uy = ﬁ y U3 = }? como se indica en la Figura 5.1(b), cualquier otro vector
del espacio ]@ se expresa de forma tnica en la forma

Pﬁ = )\1?4—1—)\21:@4-/\3%,
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134  El espacio vectorial

(a) Representacién en R2. (b) Representacién en R3.

Figura 5.1: Representaciones de vectores en el plano y en el espacio.

lo cual nos permite identificar el vector ]@ con la terna ordenada (A1, A2, \3) € R3. De
esta manera podemos identificar el espacio vectorial R? con el conjunto de vectores del
espacio que tienen su origen en el punto P. g

5.4. Problemas

5.1. Encontrar la solucién o soluciones del sistema de ecuaciones

201 —3X2 =0
AL+ 2X =0.

5.2. Probar que los vectores €; = (1,0) y & = (0, 1) forman una base de R?.

5.3. Determinar el valor de p € R para que los vectores ¥; = (u, 1) y ¥ = (6, 3) sean
linealmente dependientes.

5.4. (Puede haber en R* un sistema de generadores formado por tres vectores?

5.5. ;Son linealmente independientes las matrices

1 0 30
= = 7
A (4 1) y B (12 3)'

5.6. Se consideran en R? los vectores o = (1,2), ¥ = (—1,0) y @3 = (0,1). (Es
{¥1, U2, U3} una base de R2? (no se necesita hacer ningiin cdlculo para dar la respuesta).

5.7. Se consideran en R? los vectores

Ul = (2a 150)7 UQ = (05271)7 173 = (2,_1a _1) y 174 = (4707 _1)
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a) (Son {¥1, Ua, U3, U4 } linealmente independientes? (no se necesita hacer ningin calculo
para dar la respuesta).

b) (Son {7, U2} linealmente independientes?

5.8. En el Ejemplo 5.2 se prob6 que para todo n € N el conjunto P,, de polinomios
reales en la variable  de grado menor o igual que n constituye un espacio vectorial
sobre R. Determinar una base de este subespacio vectorial, asi como su dimensién.

0 0
yen un subespacio vectorial de las matrices M y hallar una base del mismo.

. a b .
5.9. Demostrar que las matrices cuadradas de la forma ( > con a,b € R constitu-

5.10. Demostrar que las matrices cuadradas de la forma con a,b € R constitu-

b
0
yen un subespacio vectorial de las matrices M3 y hallar una base del mismo.

5.11. Demostrar que las matrices cuadradas simétricas de orden 2 constituyen un espacio
vectorial sobre R y hallar una base del mismo.

5.12. Se considera el espacio vectorial R2.
a) Demostrar que los conjuntos
By ={iy = (—=1,1),dy = (=1,0)} y By = {th = (-2,-1),0> = (1,2)}
son bases de R?.
b) Hallar las coordenadas del vector @/ = (1, 3) respecto de las bases anteriores.
5.13. Demostrar que los vectores 7 = (1,—1,0), vo = (0,1,—-1) y 3 = (1,0,1)

constituyen una base de R3 y hallar las coordenadas, respecto a esta base, de un vector
arbitrario ¥ = (z,y, 2).

5.5. Soluciones

5.1. Latnica solucién es Ay = Ay = 0.

5.2. Por el Teorema 5.1, basta probar que ambos vectores son linealmente independien-
tes. Esto equivale a probar que la tnica solucién de

/\1(1,0) + /\2(0, 1) = (0,0)

es A1 = Ay = 0, lo cual es evidente.
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53. p=2.

5.4. No.

5.5. No, pues 3A — B =0.

5.6. No.

5.7. a)No. b)Si.

58. B={l,z,2%...,2" ', 2"} esunabasede P, = dimP, =n+ 1.

5.9. Para mostrar que es un subespacio vectorial utilizar la Observacién 5.1. Una posible

o = {(1 0.0 1)

5.10. Para mostrar que es un subespacio vectorial utilizar la Observacion 5.1. Una posi-

ble base es
1 0 0 1
5={(i 0):(0 o)}

5.11. Para mostrar que es un subespacio vectorial utilizar la Observacion 5.1. Una posi-

ble base es
B— 1 0 0 1 0 0
o 0 0/°\1 0/)’\0 1 )
. - . O e
5.12. a)Inmediato. b)w:3u174quw:§vl+§v2.
513, gL YT Eg  TXVTE, (THYFEL

2 2 2
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6 Espacios afines en el plano (R?)
y en el espacio (R°)

6.1. Introduccion

Una vez estudiada la teoria de espacios vectoriales en el Capitulo 5, desarrollaremos aqui
los conceptos bdsicos correspondientes a los espacios afines en R? y R3, que son las
herramientas abstractas matemadticas que formalizan el concepto cotidiano de espacio bi-
dimensional y tridimensional.

Es en este capitulo donde se desarrollan las ecuaciones de las principales entidades
de estos espacios: las rectas y los planos. Las técnicas matemadticas consideradas en los
capitulos previos (como el rango de una matriz o el determinante de una matriz cuadrada)
nos permitirdn hablar ya del concepto de paralelismo y ver la posicion relativa de puntos,
rectas y planos entre si. Asi, por ejemplo, podremos determinar cudndo dos rectas en el
espacio se cortan, se cruzan (sin tocarse) o cudndo son paralelas.

6.2. Vectores. Espacio afin. Sistemas de referencia

En este capitulo vamos a estudiar los espacios afines de R? (es decir, del plano) y de R?
(es decir, del espacio):

a) Los espacios afines de R? son las rectas del plano.
b) Los espacios afines de R? son las rectas y los planos del espacio.

Las rectas son espacios afines de dimensién 1y los planos son espacios afines de dimen-
sion 2. El objetivo de este capitulo es describir matemdticamente estos espacios y sus
propiedades.

Definicién 6.1 Un vector fijo de R? o R? es un segmento orientado. Queda determinado
por su origen Ay su extremo By se denota E El vector @ tiene:
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138  Espacios afines en el plano (R?) y en el espacio (R?)

1) Mddulo: 1a distancia entre Ay B.

2) Direccion: la de la recta que pasa por los puntos Ay B.
3) Sentido: de A hacia B.

El vector E}A es el opuesto de ﬁ y reciprocamente. g

Observacion 6.1 Nétese que existen infinitos vectores con iguales médulo, direccion y

sentido que el vector 1@ (véase la Figura 6.1). Todos estos vectores se denominan equi-
polentes.

B

P

o

Figura 6.1: Vectores equipolentes.

Definicion 6.2 Se llama vector libre el conjunto formado por un vector y todos los equi-
polentes a él. g

Observacion 6.2 Nétese que los distintos vectores fijos son las diversas posiciones que
puede ocupar el mismo vector libre. En todo lo que sigue, a los vectores libres los deno-
minaremos Unicamente vectores y los vectores fijos se considerardn representantes suyos.

Es decir, el vector AB denota, indistintamente, al propio vector fijo que va de A hasta B

—
y cualquiera de los equipolentes a él. Cuando B coincide con A, se dice que el vector AA
define el vector libre 0. o

Observacion 6.3 Dado un vector ¥y un punto P, existe un tinico representante del vector
¥ con origen en P, el vector ¥ = P() (véase la Figura 6.1). De este modo, es claro que to-
do vector libre tiene un Unico representante con su origen en el origen de R”, es decir, un

representante del tipo O A, siendo O el origen de R™. En el Capitulo 5 (véase la Observa-

cion 5.8) se habia mostrado que el conjunto de estos vectores fijos (del tipo O A) formaban
un espacio vectorial (es por ello por lo que a sus elementos se les llama vectores). De esta
forma, identificaremos cualquier vector ¥ con las coordenadas (a1, az, ..., a,) € R™ del

tnico punto A € R™ de forma que el vector O A sea un representante de v. o

Observacion 6.4 Si los vectores 1@ yC 23 son equipolentes, entonces, en el caso de que
los cuatro puntos A, B, C, D no estén alineados, estos cuatro puntos forman un paralelo-
gramo (véase la Figura 6.2). o
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Vectores. Espacio afin. Sistemas de referencia 139

D

A
Figura 6.2: Paralelogramo formado por dos vectores equipolentes.

Observacion 6.5 Para sumar dos vectores ¥/ y @ se toman dos representantes suyos con
un origen comun: ¥ = ABy @ = AC, como se muestra en la Figura 6.3(a). El resultado

de la suma es el vector ¥ + ¥ = AD, que coincide con la diagonal del paralelogramo
formado por los puntos A, B,C' y D en el caso de que éstos no estén alineados. Otra
forma de interpretar la suma de vectores es la siguiente: si el vector ¥ lleva el punto A
al punto By el vector « lleva el punto B al punto D, entonces el vector v + u lleva el

punto A al punto D, es decir,
AL + BD = AD.

(a) U+ 4. (b) A con X € R.

Figura 6.3: Suma de vectores y multiplicacion de un vector por un escalar.

Andlogamente, la multiplicacién del vector ¥ = zﬁ por un escalar A € R es el vector
A7 = AE (véase la Figura 6.3(b)). o

A continuacién damos una definicién abstracta de un espacio afin general:

Definicion 6.3 Un espacio afin consta de un conjunto de puntos A, un espacio vecto-
rial V' y una aplicacién ¢ que a cada punto del espacio y a cada vector le asocia un punto

del espacio
p: AxV — A
(A, ) —~ B

verificando las siguientes propiedades:
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1) Dados dos puntos A, B € A, existe un dnico vector ¥ € V tal que ¢(A, ¥) = B. Este
vector ¥ se denota 1@ y se llama vector posicion de B con respecto de A.

2) Dados tres puntos cualesquiera A, B, C' € A, se verifica la relacion de Chasles:

AB + BC = AC.

Se define la dimension de un espacio afin como la dimensién de su espacio vectorial
asociado. [

Observacion 6.6 Cuando se sobrentiende cudles son el espacio vectorial y la aplica-
cién asociados a un espacio afin, basta denotar éste por el nombre A de su conjunto
de puntos. g

Ejemplo 6.1 El espacio afin estdndar n—dimensional se obtiene al considerar A = R,
V = R" y la aplicacién

p: R"xR" — R"
(A,9) +— (a1 +wvi,a2+v2,... ¢, + Up),
supuesto que A = (a1,as2,...,a,) € R"y ¥ = (v1,v9,...,v,) € R™. En las aplicacio-

nes dnicamente consideraremos los casos en los que n € {1,2,3}. ¢

Definicion 6.4 Un sistema de referencia en un espacio afin de dimensiéon n € N consta

de un punto O (denominado origen) y una base B = {04, 05,...,7,} de su espacio
vectorial. Se denota R = {O; 01,02, ...,0,}. o
Observacién 6.7 Sea R = {O; ¥y, Vs, ..., U, } un sistema de referencia en un espacio

afin A de dimensién n € N. Para cada punto X € A el vector ¥ = OX se llama
vector de posicion de X . Este vector T puede expresarse como combinacién lineal de los
elementos de la base de R, es decir,

T=x1U1 + X2V + -+ + X, Un-

Los ntmeros (x1, 2, ...,x,) son las coordenadas del punto X con respecto al siste-
ma de referencia R. Si identificamos cada punto X del espacio A con sus coordenadas
(z1,x2,...,x,), se obtiene una aplicacion biyectiva entre el espacio afin .4 y R™. De ah{
la importancia del espacio considerado en el Ejemplo 6.1.

Ademds, si (a1, as, - . ., ay) son las coordenadas de un punto A € Ay (vq,va, ..., 0,)
son las componentes del vector ¥ € V, ambas referidas al sistema R, si tomamos un re-
presentante del vector ¢/ con origen en el punto A, entonces su extremo serd el punto B que
tiene por coordenadas (a; + v, ag+vs, . . ., a,+v,) respecto al sistema de referencia R.
Es decir, se verifica que
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Coordenadas de B = Coordenadas de A + Componentes de 1@

Ejemplo 6.2 Sea R = {O; ﬁ, O? , O?} un sistema de referencia en el espacio afin
tridimensional donde A, B y C' son puntos no alineados (véase la Figura 6.4).

Figura 6.4: Sistema de referencia R.

Si, respecto al sistema de referencia R se verifica que un punto X tiene por coordenadas
(1,2,3) y un punto Y tiene por coordenadas (A, u,v), con A\, u,v € R, entonces las

componentes del vector )ﬁ son (A — 1,4 — 2, v — 3), es decir,
XY = (A= 1)OA + (u—2)0B + (v — 3)0C.

Asi, por ejemplo, si

M) =(2,34) = XY —=0A+0B+0C
M v) = (4,5,6) = XY =304 +30B +30C
O jv) = (=3,4,-5) = XY = —404 + 208 —80C. o

Observacion 6.8 En todo lo que sigue, y salvo que se mencione explicitamente lo con-
trario, consideramos en el espacio afin n—dimensional el sistema de referencia canénico

Rn = {0;617627 .. 'agn}7

donde O es el origen de R" y el vector €; € R tiene todas sus componentes nulas salvo
la 1—€sima, que vale 1, es decir,

(© Ediciones Piramide



142 Espacios afines en el plano (R2) y en el espacio (R?)
En las Figuras 6.5(a) y 6.5(b) se muestran las referencias candnicas

Ro={0 =(0,0);¢e1 = (1,0),e> = (0,1)}

Rs ={0 =(0,0,0);61 = (1,0,0),é = (0,1,0),€5 = (0,0,1)}

en los espacios afines R? y R?, respectivamente. o

(a) Referencia canénica en R2. (b) Referencia canénica en R3.

Figura 6.5: Referencias canénicas en R? y R3.

Ejemplo 6.3 Si P = (p1,p2,p3) € R3y Q = (q1,q2,q3) € R3, se verifica que los
vectores ]@ y ﬁ vienen dados por

@ = (fh —P1,492 — P2,43 *P3)
OP = (pr —0,p2 — 0,p3 —0) = (p1,p2,p3). ©

Definicion 6.5 Sen Py @ dos puntos de un espacio afin A. El segmento de extremos P
y @, al que denotamos P(Q), es el conjunto de todos los puntos X tales que

PX = APO
para algtin nimero real \ verificando 0 < A < 1. g

Observacién 6.9 Noétese que para A = 0 se tiene que X = P, para A = 1 se tiene que
X = @ y para valores 0 < A < 1 el punto X va recorriendo todos los posibles puntos
comprendidos entre Py Q). o
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Observacioén 6.10 Consideremos en R? (el resultado en el espacio R? es andlogo) dos
puntos P = (p1,p2,p3) y @ = (q1, g2, g3) como en la Figura 6.6.

P

Figura 6.6: Punto medio M de PQ y punto simétrico S de P respecto de Q.

a) El punto medio del segmento P(Q es el tinico punto M que verifica

es decir,
OM = OP + PM = 0P + Q.

Por tanto, el punto medio M viene dado, en funcién de los puntos Py (), por

1
M = (p1,p2,p3) + §(q1 —P1,G2 — D2,43 — P3),

es decir,

_(p1+q p2t+q2 p3t+gs
M = , , .
2 2 2

b) El punto simétrico del punto P respecto de () es el inico punto S que verifica que ()
es el punto medio del segmento P.S. Por tanto, debe cumplirse

( 5) = D1+ 51 P2+ 52 D3+ 83
q1,92,43 9 ) 2 ) 2 )

de donde se obtiene que el punto simétrico S es

’SZ (2(11—1?1,2@—17272%—]93)-‘ o

Ejemplo 6.4 Si P = (2,0,—4) y Q = (—2,4,2), el punto medio del segmento PQ es
M =(0,2,—1) y el punto simétrico de P respecto de Q es S = (—6,8,8). ¢

(© Ediciones Piramide
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6.3. Ecuaciones de las rectas en el plano y de las
rectas y los planos en el espacio

6.3.1. Rectas en el plano

Definicién 6.6 Sea A un punto de R2, ¥ un vector libre de R? y 1@ el (tinico) repre-
sentante de ¢’ con origen en el punto A. Se denomina recta definida por el punto A y el
vector ¥ al conjunto r de puntos P € R? tales que

(A eR) 6.1)

(véase la Figura 6.7). Se dice que ¥ es un vector director de la recta r y que (6.1) es una
ecuacion vectorial de larectar. g

Figura 6.7: Recta r que pasa por el punto A con vector director /.

Observacion 6.11 Noétese que cada recta del plano es un espacio afin de dimensién 1.
En efecto, en la Definicién 6.3 basta considerar .4 el conjunto de puntos de la recta,
V = {A0: X € R} (es fécil mostrar que V es un espacio vectorial de dimensi6n 1), y la
aplicacién

AxV — A

(A,) —» P=A+4d

(véase la Figura 6.7). o

Definicién 6.7 Supongamos que, en R?, el punto A y el vector ' que definen la recta r
tienen coordenadas A = (a1,a2) y ¥ = (v1,v2) y que un punto arbitrario P de la recta r
tiene coordenadas P = (z,y). Dado que

O?:O—zzl"‘ﬁv

utilizando (6.1) se verifica que N
OP = 04 4+ A7
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0, en términos de coordenadas

T = ai + A\v;
(A eR), (6.2)
Yy = az + Ava

que se denominan ecuaciones paramétricas de larectar. g

Definicion 6.8 Si despejamos A en cada una de las ecuaciones de (6.2) e igualamos las
expresiones obtenidas, se tiene que

T—a; Y- ap
= 6-3
o — (6.3)

que se denominan ecuaciones en forma continua de larectar. o

Observacion 6.12 Al expresar una recta en forma continua, debe tenerse en cuenta que si
alguno de los denominadores que aparecen en la expresion (6.3) es cero, entonces también
es cero, el numerador correspondiente (véase (6.2)). Por ejemplo, si v; = 0, entonces
x = a7 es laecuacion de larecta.

Definicion 6.9 De las ecuaciones 6.3 se deduce que

y=az+ —(xr—a), (6.4)

V2
U1

que se denomina ecuacion punto—pendiente de la recta r (véanse las Observaciones 2.16
y 2.19), por tratarse de la ecuacién que pasa por el punto (ay, as) con pendiente Z—f (tal'y
como se vio en la Observacion 2.18). o

Observacion 6.13 Noétese que si m es la pendiente de una recta, entonces ¥ = (1,m) es
un vector director de ésta. o

Observacion 6.14 Al expresar una recta en forma de punto—pendiente, debe tenerse en
cuenta que si el denominador v; que aparece en la expresion (6.4) es cero, entonces,
como ya se vio en la Observacion 6.12, la ecuacién de la recta r es * = a3 (siendo el
valor de y arbitrario), es decir, se trata de una recta vertical que pasa por el punto (a1, 0)
(véase 6.2). ¢

Definicion 6.10 La relacién (6.4) nos permite escribir

axr + by +c =0,

que se denomina ecuacion general de larectar. o
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Ejemplo 6.5 Expresemos la recta r que pasa por los puntos A = (3,—1)y B = (1,2)
en las diversas formas. Para ello buscamos las condiciones que tiene que cumplir un pun-
to P = (z,y) para pertenecer a dicha recta. Como

una ecuacion vectorial de r es

unas ecuaciones paramétricas de r son

T=3-—2\
(A eR),
y=—1+3X\

una ecuacion continua es
r—3 y+1
-2 3’

unas ecuaciones de r en forma punto—pendiente vienen dadas por

y=-1-2(-3)

y una ecuacién general de r es

§x+ —Z—O
gt TY Ty TV o

6.3.2. Rectas en el espacio
Definicién 6.11 Sea A un punto de R3, ¥ un vector libre de R? y E el (dnico) repre-

sentante de ¥’ con origen en A. Se denomina recta definida por el punto A y el vector ¥ al
conjunto 7 de puntos P € R? tales que

AP = MAB| (AeR) (6.5)

(véase la Figura 6.7). Se dice que ¥’ es un vector director de la recta r y que (6.5) es una
ecuacion vectorial de larectar. g

Observacion 6.15 Noétese que, al igual que sucedia con las rectas del plano, cada recta
del espacio es un espacio afin de dimensién 1. g
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Definicién 6.12 Supongamos que, en R3, el punto A y el vector # que definen la recta r
tienen coordenadas A = (a1, a9,a3) y ¥ = (v1,v2,v3) y que un punto arbitrario P de r
tiene coordenadas P = (z,y, z). Puesto que

OP = OA + AP,

a partir de (6.5) se deduce que .
OP = 04 + i

0, en términos de coordenadas

T =ay+ Avg

Yy = as + A\vg (A eR), (6.6)

Z:a3+)\7}3

que se denominan ecuaciones paramétricas de larectar. g

Definicion 6.13 Si despejamos A en cada una de las ecuaciones de (6.6) e igualamos las
expresiones obtenidas, se verifica que

x—alzy—agzz—ag (67)

U1 V2 U3

que se denominan ecuaciones en forma continua de larectar.

Observacion 6.16 Al expresar una recta en forma continua, debe tenerse en cuenta que si
alguno de los denominadores que aparecen en la expresion (6.7) es cero, entonces también
es cero el numerador correspondiente (véase (6.6)). o

Definicion 6.14 La relacion (6.6) permite escribir:

a) 5103#0

r=mz+n
(6.8)

y=pz+gq.

b) Siwvg #0
{ rT=my+n
Z=py+q.

c) Sivg #0
Yy=mx—+n
z=px+q,
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para adecuados valores m,n,p,q € R (que pueden ser distintos en cada caso). Estas
ecuaciones se denominan ecuaciones reducidas de larectar. g

Definicion 6.15 Es claro que las ecuaciones reducidas de la recta » también se pueden
expresar en la forma

ar+by+cz+d=0
(6.9)

ex+ fy+gz+h=0,

que se denominan ecuaciones implicitas de la recta r. En la Seccién 6.4.6. veremos que
cualquier sistema de ecuaciones de la forma (6.9) define una recta en el espacio (dado por
la interseccion de dos planos) si, y sélo si,

a b c
rg(e f g>—2. 0

Ejemplo 6.6 Determinemos las ecuaciones de la recta r que pasa por A = (3,—-1,2) y
B = (1,2,4) en las diversas formas. Como

AB=B-A=(-232) y AP=P—-A=(z—3,y+1,2-2),
una ecuacion vectorial de r es
(I_37y+1az_2):/\(_233a2) ()‘GR)7

unas ecuaciones paramétricas de r son

Tz =3-—2\
y=—-14+3A (A eR),
z=242\

unas ecuaciones de 7 en forma continua vienen dadas por

r—3 y+1 2z-2
-2 3 27

de donde se obtiene que

z—2

r=3—-2A=3-2

9
y:71+3>\:71+322 .

Por tanto, unas ecuaciones de r en forma reducida son

T=—2+5
3

y:§Z—4
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y las ecuaciones de r en forma implicita son

r+2—5=0
(6.10)

Observacion 6.17 Las ecuaciones de una recta no son tnicas. Por ejemplo
r4+2y—22+3=0
2y —32+8=0 ¢

son otras ecuaciones implicitas de la recta del Ejemplo 6.6 (basta sustituir la primera
ecuacion de (6.10) por la suma de la primera y la segunda ecuaciones). g

6.3.3. Planos en el espacio

Definicién 6.16 Sea A un punto de R® y @, ©' dos vectores libres de R? linealmente
independientes. Sean 1@ y ﬁ representantes de los vectores  y v, respectivamente. Se
denomina plano definido por el punto A y los vectores ¢ y ¥ (o por los puntos A, B, C)
al conjunto 7 de puntos P € R? tales que

AP = AMB + uAC| (A pueR) 6.11)

(véase la Figura 6.8). Se dice que (6.11) es una ecuacion vectorial del plano w. g

Figura 6.8: Plano 7 definido por el punto A y los vectores @ y ¥/ (o por los puntos A, By C).

Observacion 6.18 Cada plano del espacio es un espacio afin de dimensién 2. g
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Definicién 6.17 Supongamos que, en R3, el punto A y los vectores i y ¥ que definen el
plano 7 tienen coordenadas A = (a1, as,a3),d = (u1,us,u3)y ¥ = (v1,v2,v3) y que
un punto arbitrario P del plano 7 tiene por coordenadas P = (z, vy, z). Puesto que

OP = OA + AP,
utilizando (6.11) se tiene que
OP = OA + Xt + v

0, en términos de coordenadas

T =a; + Auy + puy
Yy = as + A\ug + pve (\, 1 eR),

z = a3 + Aus + pvs

que se denominan ecuaciones paramétricas del plano m. g

Definicion 6.18 La relacién (6.11) expresa que los vectores ﬁ, E y ﬁ son lineal-
mente dependientes, lo que nos permite expresar que

r—a; Y—az =zZ2—as
det Up U2 U3 =0. (6.12)
V1 V2 U3

Desarrollando el determinante anterior se obtiene una ecuacién del tipo

laz+ By +72+5 =0, (6.13)

que se denomina ecuacion general del plano . g

Observacion 6.19 Reciprocamente, el conjunto de puntos P € R3 que satisfacen una
ecuacion del tipo (6.13) es un plano. En efecto, si A = (a1, as,a3), B = (b1,b2,b3) y
C = (e, 2, c3) son tres soluciones de la ecuacién (6.13) y los puntos A, By C no estan
alineados, se verifica que

aay + faz +yaz +6 =0
aby + Bby +vb3 + 5 =0
acy + Beg + ez + 6 = 0.
Las ecuaciones anteriores, junto con (6.13), permiten escribir el sistema lineal homogéneo
oz —a1) + By —az) +v(z—as) =0
a(by —a1) + B(b2 — az) +y(bs —az) =0
afcr —ar) + Blez —az) +v(cz —az) =0
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en las incégnitas «, 8y 7y, cuya condicién de compatibilidad es
rT—a1 Y—ay z—as
det | by —ay by —as bs—az | =0,
ci—ay Cy—az C3—as
que es la ecuacion del plano 7 determinado por los puntos A, By C' (véase (6.12)). g

Observacion 6.20 Las ecuaciones implicitas de una recta que aparecen en la Defini-
cién 6.15 se pueden interpretar como la interseccién de dos planos. Es decir, la recta
viene definida por los puntos que pertenecen al plano

axr+by+cz+d=0

y al plano
ex+ fy+gz+h=0

al mismo tiempo. g

Ejemplo 6.7 Expresemos, en las distintas formas, las ecuaciones del plano 7 que pasa
por los puntos A = (3,-1,2), B = (1,2,4) y C = (—1,0,3). Como

AB=B-A=(
AC=C—A=(
ﬁ:P—A:(m—?;,y—!—l,z—Q),

~2,3,2)
—4,1,1)

una ecuacion vectorial de 7 es
(x—3,y+1,2—2)=X(-2,3,2) + u(—4,1,1) (A, p€R),
unas ecuaciones paramétricas de 7 son
r=3-2A—4pu
y=—14+3x+p (MpeR)
2=24+224+p
y una ecuacion general de 7 viene dada por

r—3 y+1 z-2
det [ —2 3 2 =0,
—4 1 1

es decir,
r—6y+102=29. o

(© Ediciones Piramide



152 Espacios afines en el plano (R?) y en el espacio (R?)

6.4. Problemas de incidencia y paralelismo

6.4.1. Posiciones relativas de dos rectas en el plano

Consideremos en R? las rectas siguientes:

a) r definida por el punto A = (a1, a2) y el vector @ = (uq,uz).
b) s definida por el punto B = (b1, b2) y el vector ¥ = (v, v2).
Pueden presentarse dos casos:

1) Los vectores u y ¥ son linealmente dependientes, es decir, existe un escalar A # 0 de
forma que

i@ = M. (6.14)

En tal caso se dice que las rectas son paralelas. La condicién de paralelismo (6.14)
puede expresarse de la siguiente forma:

U = /\’Ul
U=\ & (ul,UQ) = )\(1}1,1)2) =
Uy = )\’Ug.

Por tanto, despejando A en cada coordenada, se tiene que cumplir que

ur E’ (6.15)
V1 (%]

donde debe tenerse en cuenta que si alguno de los denominadores que aparecen en
la expresion (6.15) es cero, entonces también es cero el numerador correspondiente
(véase (6.14)). Si las rectas r y s son paralelas, entonces o no tienen ningtin punto en
comun o los tienen todos (coinciden) (véase la Figura 6.9).

2) Los vectores 4 y ¥ son linealmente independientes. En este caso, existen dos escalares
¢ y 1, no nulos simultdneamente, tales que

AB = (it + 7. (6.16)

Como una ecuacién vectorial de la recta s puede ser escrita en la forma
AP=AB+ )7 (AeR),
sustituyendo el valor de la expresion (6.16) se obtiene

AP = AB + Ao = (i + 17+ A\ = Ci+ (n+ A7 (A €R).
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Figura 6.9: Rectas r y s paralelas.

En particular, para A = —n obtenemos el punto ) de la recta s que verifica

ngﬂa

lo cual indica que el punto () también pertenece a la recta r. En este caso las rectas r
y s tienen un dnico punto en comun () y se dice que las rectas r y s se cortan (véase
la Figura 6.10).

Figura 6.10: Rectas r y s que se cortan en el punto Q).

6.4.2. Condicion para que tres puntos de R? estén
alineados

Consideremos en R? tres puntos A, B'y C, con coordenadas A = (ay,az), B = (b1, ba)
y C = (c1,c2). La condicién necesaria y suficiente para que los puntos A, B'y C estén
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alineados (es decir, estén sobre una misma recta) es que exista un escalar A # 0 tal que

AC = \AB,

es decir,

’(Cl—al,CQ—az):)\(bl—al,bg—ag)‘ (6]7)

o, en forma equivalente,

1 —ai C2 — a2

(6.18)

bl—al bg—(],g7

donde debe tenerse en cuenta que si alguno de los denominadores que aparecen en la
expresion (6.18) es cero, entonces los tres puntos estdn alineados si también es cero el
numerador correspondiente (véase (6.17)).

Ejemplo 6.8 Determinar los valores de x para que los puntos A = (3,—1), B = (1,2) y
C = (z,2) estén alineados. Como

AC=C—-A=(r—-3,3) y AB=B— A=(-2,3),

la condicién para que los puntos A, B y C' estén alineados es que se cumpla
r—3 3

-2 3

de donde se obtiene el valorz = 1. g

6.4.3. Condicion para que tres puntos de R* estén
alineados

Consideremos en el espacio R? tres puntos A, By C, con coordenadas A = (a1, az,as),
B = (b1,b2,b3) y C = (c1,c2,c3). La condicién necesaria y suficiente para que los
puntos A, B y C' estén alineados (es decir, pertenezcan a una misma recta) es que exista
un escalar A # 0 verificando

AC = \AB,

es decir,

’ (1 —a1,c2 —ag,c3 —az) = A(b1 — a1,be — az, b3 — as) ‘ (6.19)

0, en forma equivalente,

C1 — a1 Co2 — a2 C3 — as

(6.20)

by —ay by — az bs—as’

donde una vez mds debe tenerse en cuenta que si alguno de los denominadores que apa-
recen en la expresion (6.20) es cero, entonces los tres puntos estdn alineados si también
es cero el numerador correspondiente (véase (6.19)).
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Ejemplo 6.9 Hallar los valores que deben tomar x e y para que los puntos A = (3, —1, 2),
B =(1,2,4)y C = (z,y, 6) estén alineados. Como

AC=C—-A=(r—-3,y+1,4) y AB=B— A=(-2,3,2)

la condicién para que los puntos A, B y C' estén alineados es que se cumpla

x—S_y+1_4_2
-2 3 27

de donde se obtienen los valoresx = —ley =5. g

6.4.4. Posiciones relativas de dos rectas en el espacio

Consideremos en R? las rectas siguientes:

a) r definida por el punto A = (a1, a2, a3) y el vector @ = (uq, uz, u3).
b) s definida por el punto B = (by, ba, b3) y el vector ¢ = (v1, v2,v3).
Pueden presentarse tres casos:

1) Los vectores @ y ¢ son linealmente dependientes, es decir, existe un escalar A # 0 de
forma que

i@ = 7. 6.21)

En tal caso se dice que las rectas son paralelas. La condicién de paralelismo (6.21)
puede expresarse de la siguiente forma:

UL = A\
U=\ & (ul,u2,u;;) = )\(’1)1,’02,’03) ~ Ug = )\1}2

Uz = )\Ug.

Asf, la condicién de paralelismo (6.21) puede expresarse, despejando A, como

ﬂ = % = % (6 22)
(%1 (%) ’U37 ’

donde debe tenerse en cuenta que si alguno de los denominadores que aparecen en
la expresién (6.22) es cero, entonces también es cero el numerador correspondiente
(véase (6.21)). Si las rectas r y s son paralelas, entonces o no tienen ningtin punto en
comtun o los tienen todos (coinciden) (véase la Figura 6.11).
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T

Figura 6.11: Rectas r y s paralelas.

2) Los vectores @ y ¢ son linealmente independientes pero los vectores Ag, 4y U son
linealmente dependientes, es decir, existen dos escalares ¢ y 7, no nulos simultdnea-
mente, tales que

AB = (it + i (6.23)

0, en términos de coordenadas, se verifica que

by —a1 by —ax bz —as
det Uy Uo U3 =0.

U1 U2 U3

Como la ecuacién vectorial de la recta s puede ser escrita en la forma
AP=AB+ X7 (A\eR),

sustituyendo el valor de la expresion (6.23) se obtiene

AP = AB + A6 = (i + 17+ A\ = Ci+ (n+ A7 (A €R).
En particular, para A\ = —n obtenemos el punto () de la recta s que verifica

4G = ¢a

lo que indica que el punto () también pertenece a la recta r. Por tanto, en este caso, las
rectas  y s tienen un tinico punto en comtn () y se dice que las rectas r y s se cortan

(véase la Figura 6.12).
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Figura 6.12: Rectas r y s que se cortan en el punto ().

3) Los vectores ﬁ , Uy ¥ son linealmente independientes, es decir,

by —ar by —ax bz —as
det Ul Us u3 #0.
U1 V2 U3

En este caso las rectas r y s se cruzan (no son paralelas, ni se cortan) (véase la Figu-
ra6.13). g

Figura 6.13: Rectas r y s que se cruzan.

Ejemplo 6.10 Determinemos la posicién relativa de las rectas que se dan a continuacién:

r—2 y—3 z-—93 z—1 y—5 2z-6

R TR 1T o
Como los vectores directores de las rectas r; y s; verifican
-1 2 1
2 —4 =2’
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se tiene que las rectas son paralelas. Como, ademds, el punto P = (2, 3, 5) pertenece
a las dos rectas, se tiene que las rectas r1 y s1 coinciden.

z+1 y—2 z-4 r—1 y—-5 z2-2
= = y82: = = .

b) 721 —3 2 1 6 1 2

Como los vectores directores de las rectas r2 y so verifican

se tiene que las rectas son paralelas y no coinciden, puesto que el punto P = (—1,2,4)
pertenece a 2 pero no a Ss.

r—3 y—3 z+1 z—1 y+1 z+4

L T B MR A A 3 5

Puesto que los vectores directores de las rectas 73 y s3 no son proporcionales, las rectas
no son paralelas. Para determinar si estas rectas se cortan o se cruzan, a partir de los
puntos A = (3,3,—1) € r3y B = (1,—1,—4) € s3 y de los vectores de direccién
= (2,—1,2)dersyd=(4,3,5) de s3, hallamos el valor del determinante

bl — aj b2 — a9 b3 — as -2 -4 -3
A = det Uy Uo us = det, 2 -1 2
V1 Vg V3 4 3 5

Como la tercera fila es la segunda fila menos la primera, se tiene que A = 0, por lo
que las rectas 3 y s3 se cortan en un punto.

r—1 y—2 z—-4 r+2 y—1 2z+41
d) r4: — = 3 = — y 84 : =

3 -2 -4

Dado que los vectores directores de las rectas r4 y sS4 no son proporcionales, las rectas
no son paralelas. Para determinar si estas rectas se cortan o se cruzan, a partir de los
puntos A = (1,2,4) € rqy B = (—=2,1,—1) € s4 y de los vectores de direccién
i=(—1,3,—-2)dersy ¥ = (3,—2,—4) de s4, hallamos el valor del determinante

b1 — a1 bQ — az bg — as -3 -1 -5
A = det U1 u2 us = det, -1 3 -2
v Vs V3 3 -2 —4

Como A = 93 # 0, las rectas r4 y s4 se cruzan. g
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6.4.5. Condicién para que cuatro puntos espaciales sean
coplanarios

Consideremos en R3 cuatro puntos A, B, C'y D, cuyas coordenadas son A = (a1, as, as),
B = (b1,ba,b3), C = (¢1,c2,¢3) y D = (d1,ds, d3). La condicién necesaria y suficiente
para que los puntos A, B,C'y D sean coplanarios es que los vectores ﬁ, xﬁ y E
sean linealmente dependientes, es decir, existen escalares A\ y p tales que

ﬁzh@—kuﬁ.

La expresion anterior puede expresarse, en forma equivalente, como

o también como

det

bp—a1 c1—a1 di—a
bs —as cog—as do—as
bs —as c3—az ds—as
1 a1 as as
1 b, by by
det =0.
1 C1 Co C3
1 dy dy ds

(6.24)

(6.25)

Observacion 6.21 Las expresiones (6.24) y (6.25) son equivalentes puesto que, por las
propiedades de los determinantes,

aj

by
det
C1

dy

—_ = =
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az
by
C2

ds

as
b3
= det
c3
d3
= det
= det

1 al an
0 bl — ax

0 C1 — aq

0 d1 —a

b1 — a1 b2 — a9

C1 — aq Coy — Q2

di —a1 dz —az

b1 —ay; Cp —ax

b2 —as Co — a3

bg — a3 C3 — as

as

b2—a2 bg—ag
C2 —az C3—as

dy —az d3z—as

bg—ag
C3 — as
ds — as
dlfal
dg—ag
d37(13

a
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Ejemplo 6.11 Sean los puntos A = (0,1,—2), B = (1,0,—-1), C = (0,0,—4) y
D = (1,1,1). Desarrollado el determinante (6.25) por los elementos de la tercera fila,
se obtiene

1 -2

1 (1) 0 1 0 1 =2 1 0 1
det = det 1 0 -1 — (—4) det 1 10
Lo o —4 1 1 1 1 1 1
11 1 1
=—44+4=0.

Por tanto, los puntos A, B, C'y D se encuentran situados en el mismo plano 7. Comprué-
bese que la ecuacién del plano res 3z + 2y — 2z =4. ¢

6.4.6. Posiciones relativas de dos planos en el espacio

Consideremos los planos 71 y mo dados por

T+ Py +yz+6=0
(6.26)

Ty 1 ¥ + Bay + 22 + 62 = 0.

En funcién del rango de las matrices

. ar B1om g Ao a; B om0 7
az B2 72 azs B2 2 02

pueden presentarse tres casos:

1) [rg(A) =2| (lo que implica que rg(A) = 2). Por el teorema de Rouché—Fribenius,
el sistema (6.26) es compatible e indeterminado. Supongamos, por ejemplo, que

det (al ﬂl) £0. (6.27)

(%) 2

Entonces el sistema (6.26) puede expresarse en la forma
az+ Py =-mz—0
QX + fay = —y22 — O

Como se cumple (6.27), por la regla de Cramer (véase el Teorema 4.2) podemos des-
pejar z e y en funcién de z, obteniendo que

{ r=mz+n
y=pz+gq,
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que son las ecuaciones reducidas de una recta r (véase (6.8)) (nétese que (6.26) son las

ecuaciones implicitas de la recta r (véase (6.9))). En este caso se dice que los planos
w1y T2 se cortan en la recta r (véase la Figura 6.14).

T

Figura 6.14: Planos 71 y w2 que se cortan en la recta 7.

2) |rg(A) =1 <2 =rg(A)| Por el teorema de Rouché—Frobenius, el sistema 6.26 es
incompatible. En este caso se tiene que

o _Bb_m 0

ar B2 2 b

y se dice que los planos 71 y e son paralelos (véase la Figura 6.15).

T

Figura 6.15: Planos 7 y w2 paralelos.

3) |rg(A) = rg(A) = 1| Por el teorema de Rouché—Frobenius, el sistema (6.26) es
compatible e indeterminado. Ahora se verifica que

a1 _ P _m _ 4

= = —_— = — = y7
az P 2 0o
por lo que
a1 + 1y + 712 + 01 = v (ex + foy 4 Yoz + 02)
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y, por tanto, los planos w1 y 7y coinciden.

Ejemplo 6.12 Determinemos la posicion relativa de los planos que se dan a continuacién:
m:2r—3y+z+1=0
a)

Teniendo en cuenta que
me: x+2y—z+1=0.

2 -3 1
() = (] Ty ) =2

ya que
det (f ;’) =740, (6.28)

se verifica que rg(A) = 2y, por tanto, ambos planos se cortan en la recta cuyas
ecuaciones implicitas son

2r —3y+2+1=0 20 — 3y = —2—1
T =

r+2y—2+1=0 r+2y==z-—1.

La propiedad (6.28) permite resolver (en funcién de z) las variables x e y del sistema
anterior por la regla de Cramer y obtener que las ecuaciones reducidas de la recta r
son

x—ldet —z—1 -3 _—2z—2—|—3z—3_i_§
7 -1 2/ 7 T
—ldet 2 —z-1 _2z—2+z+1_%_1
vy=x 1 z-1)° 7 A a

Puesto que

b m:2r—3y+2+1=0
mo: dx — 6y +22+1=0.

2 -3 1 = 2 -3 1 1
rg(A)=rg<4 6 2) =1y rg(A)=rg<4 6 2 1) =2
(sencillo de probar), ambos planos son paralelos.

{ m:2x—-3y+z2+1=0
c)

Como se tiene que
mo : dx — 6y + 22+ 2=0.

2 -3 1 ~ 2 -3 1 1
rg(A) =rg <4 _6 2) =1y rg(4) =18 (4 6 2 2) =1
(facil de probar), ambos planos coinciden. g
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6.4.7. Posiciones relativas de recta y plano en el espacio

Consideremos la recta r de ecuaciones paramétricas
(6.29)

T=a+ A\
y =0+ Avg (A eR)
z=c+ s

y el plano 7 de ecuacién
ar+ Py +yz+6=0. (6.30)
Sustituyendo en (6.30) los valores de x, y y z de (6.29), se obtiene que
ala+ M)+ B (b+ Ave) +v(c+ Avg) + 6 =0, (6.31)
(6.32)

es decir,
aa+ Bb+yc+d + A (avy + Bua + yvs) = 0.

Pueden presentarse dos casos:

1) ’ avy + Pug + yvg # 0. ‘ En este caso, si tomamos
aa+ Bb+yec+ 96

A\n =
0 avy + Bug + Y3

(véase (6.32)), el punto P de coordenadas (xo, Yo, 20), donde
To = a+ \ov1

Yo = b+ Agva

20 = ¢+ Agus,

tiene la propiedad de pertenecer a la recta r y al plano 7 (véanse (6.29) y (6.31)). De
hecho P es el tnico punto en comiin de 7 y 7, y se dice que la recta r y el plano 7 se

cortan en el punto P (véase la Figura 6.16).
7

Figura 6.16: Recta r que corta al plano 7 en el punto P.
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2) ’ avy + Bug + yvz = 0. ‘ Aqui, a su vez, pueden presentarse dos casos:

a) Si el punto (a,b,c) de la recta r no pertenece al plano 7, entonces la expre-
sioén (6.32) no se satisface para ningiin valor de A € R, lo que indica que la recta
r y el plano 7 no tienen ningin punto en comun. En esta situacién se dice que la
recta r es paralela al plano 7 (véase la Figura 6.17).

Figura 6.17: Recta r paralela al plano 7.

b) Si el punto (a, b, ¢) de la recta r pertenece al plano 7, entonces la expresion (6.32)
se satisface para cualquier valor de A € R. En este caso se dice que la recta r esta
contenida en el plano 7.

Ejemplo 6.13 Determinemos la posicion relativa de las rectas y planos siguientes:

r=1+4+2X
a)r:d y=-—»A (AeR)ym: 2z —3y+ z+ 1 = 0. Al sustituir los valores de
z==242)\

x, Yy, z de la ecuacion de la recta en la ecuacion del plano, se obtiene que
2(142X0)=3(=A)+(—242\)+1 =0 & 2+4 +3X—24+2X+1 =0 < 9 \+1 = 0.

Como la ecuacidn anterior se satisface para la eleccién del pardmetro

1
§a
se tiene que la recta r y el plano 7 se cortan en un dnico punto P dado por

(s (3)-(3) e (D)- Gi2)

A=—

=142\
b) r:q y=-X\ (AeR)ym: 2¢ 46y + z— 1 = 0. Al sustituir los valores de
z=—-242\

x, 1, 2 de la ecuacion de la recta en la ecuacion del plano, se obtiene que
2(1420)4+6(—=N)+(—2420)—1 =0 < 2+4X—61—2+2 -1 =0 < —1 = 0(;!).
Como la ecuacién anterior carece de sentido, no existe ningtin punto de la recta r que

se encuentre en el plano 7, por lo que la recta r es paralela al plano 7.
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r=142\
) r:q y=-»X (AeR)ym: 2z + 6y + z = 0. Al sustituir los valores de x,
z=-—242\

vy, z de la ecuacion de la recta en la ecuacion del plano, se obtiene que
20420 +6(—A)+ (2420 =0 & 2+4X—-61—242\=0 < 0=0.

Como la ecuacién anterior se verifica para cualquier valor \ € R, todos los puntos de
la recta r pertenecen al plano 7, por lo que la recta r estd contenida en el plano .

6.4.8. Posiciones relativas de tres planos en el espacio

Consideremos los planos 7y, 7o y 73 dados por

m o+ Py +y12+901 =0
Tt T + oy + y22 + 02 =0 (6.33)
731 3w + B3y + v3z + 93 = 0.

En funcién del rango de las matrices

a; B m ar B 6
A=l B2 M| yA=|a B2 72 62|,
a3 B3 73 az 3 3 03

pueden presentarse cinco casos:

1) [rg(A) = 3| (lo que implica que rg(A) = 3). Por el teorema de Rouché-Frobenius,
el sistema (6.33) es compatible y determinado. Los planos 71, 7o y 3 se cortan en un
punto P (véase la Figura 6.18).

™9 P

Ty
Figura 6.18: Planos 71, w2 y 73 que se cortan en el punto P.
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2) |rg(A) =2 < 3=r1g(A).| Por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema (6.33)

es incompatible, es decir, los planos w1, 72 y 73 no tienen ningin punto en comun
(véase la Figura 6.19). En ese caso puede ocurrir que haya dos planos paralelos (Figu-
ra 6.19(a)) o no (Figura 6.19(b)). Para determinar en cudl de los casos nos encontra-
mos, basta aplicar lo estudiado en la Seccién 6.4.6. para ver la posicion relativa de los
planos 71 €on 1o, T CON 73 Y 7o CON 7T3.

™

(a) Dos planos (72 y 73) paralelos. (b) No hay planos paralelos.

Figura 6.19: Planos 71, m2 y 73 que no se cortan.

3) |rg(A) =rg(A) =2.| Por el teorema de Rouché-Frobenius, el sistema (6.33) es
compatible e indeterminado. Los planos 71, mo y 73 se cortan en una recta r (véase la
Figura 6.20); también puede ocurrir que dos de los planos coincidan (sean el mismo
plano) y se corten con el otro plano en una recta.

™3 Uy
U

Figura 6.20: Planos 7, 2 y 73 que se cortan en la recta r.

4) rg(A) =1<2=rg(A).| Por el teorema de Rouché—Frobenius, el sistema (6.33)

es incompatible. En este caso, los planos 71, mo y 73 son paralelos (dos de los cuales
pueden ser coincidentes) (véase la Figura 6.21).
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UE]

US|

Figura 6.21: Planos 71, w2 y 73 paralelos.

rg(A) =rg(A) =1.| Por el teorema de Rouché-Fribenius, el sistema (6.33) es
compatible e indeterminado. En este caso, los planos 71, me y w3 coinciden. g

Ejemplo 6.14 Determinemos la posicion relativa de los planos que se dan a continuacién:

a)

b)

T z+y+1=0
me: 2x—y—1=0  Consideramos las matrices

ms: —4dr —y+22=0.

110\ 1 10 1
A= 2 -1 0| yAd=| 2 -1 0 -1
4 -1 2 4 -1 2 0

Puesto que
det(A) =—-24+04+0—-0—-44+0=—-6#0,

se verifica que

rg(4) = rg(A) = 3

y, por tanto, los tres planos se cortan en un punto P (se da una situacién parecida a la

mostrada en la Figura 6.18). Compruébese que P = (0, -1, f%)

m r+y—2z+1=0
me: 2x—y—1=0 Consideramos las matrices

mg: —dr —y+2z=0.

1 1 -1 N 1 1 -1 1
A= 2 -1 o] yA=| 2 -1 0 -1
-4 -1 2 4 -1 2 0
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Teniendo en cuenta que

det(A) = =24+ 0+2+4—4+0=0, det (; _D — 340

y
1 -1 1

det |1 0 —1|=0-1-2+40+2-0=—-1+£0,
-1 2 0

se verifica que _
rg(4) =2 <3 =rg(A)

y, por tanto, los planos 71, s y 73 no tienen ningtin punto en comun. Para saber si dos
de los tres planos son paralelos o no, aplicamos lo visto en la Seccién 6.4.6., estudiando
la posicidn relativa de las posibles parejas que pueden formarse con estos planos:

i) Planos 7y y m. Consideramos las matrices
1 1 -1 ~ 1 1 -1 1
B<2—1 0>yB<2—1 0—1)'

det (1 1) =-3#0,

Como
2 -1

se verifica que B
1g(B) = 2 = 1g(B)

y, por tanto, los planos 7 y w9 se cortan en la recta

z
r+y=z—1 =3
(ec. implicitas) < 9 (ec. reducidas).
2r —y=1 _
Y73

ii) Planos m; y 3. Siguiendo el mismo razonamiento, consideramos ahora las ma-

trices
11 -1 11 -1 -1
B_<—4 -1 2>yB_<—4 -1 2 0)'

Teniendo en cuenta que

se tiene que
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por lo que los planos 7; y 73 se cortan en la recta

z+1
r+y=2-1 =3
(ec. implicitas) < (ec. reducidas).
—Adr —y= -2z _2(2-2)
¥=73

iii) Planos 7o y 73. Finalmente, consideramos las matrices
2 -1 0 ~ 2 -1 0 -1
B_(—4 -1 2>yB_<—4 -1 2 0)‘

2 -1
det <_4 _1) =—6#0,

rg(B) =2 =rg(B).

Consecuentemente, los planos 7o y 73 se cortan en la recta

Puesto que

se verifica que

2241

20—y =1 z 6
(ec. implicitas) < (ec. reducidas).
—Ar—y=-2z 2(z—1)

Por tanto, los planos 71, T3 y 3 no tienen ningtin punto en comtn y no hay planos
paralelos entre ellos, por lo que la posicidn relativa de los mismos es similar a la que
se muestra en la Figura 6.19(b).

T e z+y+1=0
c) me: 2x+2y—1=0 Consideramos las matrices

ms: —4dr —y+22=0.

1 1 0 _ 1 1 0 1
A= 2 2 0] yA= 2 2 0 -1
-4 -1 2 -4 -1 2 0

Teniendo en cuenta que

dlet(A):4—0—0+0+0—4=o,det<_}l _1):37&0
y
1 1 1
det| 2 2 —1|=0+4-248-0-1=9#0,
4 10
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se verifica que

rg(A4) =2 <3 =rg(A)

y, por tanto, los planos 71, 72 y 73 no tienen ningtin punto en comun. Para saber si dos
de los tres planos son paralelos o no, argumentando como en el aparatado b), es facil
ver que los planos 71 y 75 son paralelos pero no son paralelos al plano 73, por lo que
se da una situacion similar a la de la Figura 6.19(a).

m: z+y+z2z+1=0
d) m: 3x+2y+2=0 Consideramos las matrices

mg: 2x+y—1=0.

111 /1111
A=1|3 2 1| yA=1[3 2 1 0
210 21 0 -1
Teniendo en cuenta que (compruébese)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
det |3 2 1] =0,det|3 2 0] =0,det |3 1 0] =0,
210 21 -1 2 0 -1
11 1 11
det [2 1 0 :0ydet<2 1)2—1;&0,
1 0 -1

se verifica que

rg(A) =rg(A) =2

(otra forma de verlo es que la ecuacién del plano 7o es igual a la suma de las ecuacio-
nes de los planos 71 y m3), por lo que los planos 71, mo y 73 se cortan en una recta r
(se da una situacién similar a la de la Figura 6.20). Para obtener las ecuaciones de esa
recta, dado que el rango de las matrices A y A se ha obtenido con la primera y la ter-
cera filas, las ecuaciones del plano 75 son una combinacién lineal de las ecuaciones de
los planos 7 y 73 y, por tanto, no aportan nada al sistema formado por las ecuaciones
de los tres planos (como se ha dicho anteriormente, la segunda ecuacién es la suma de
la primera y tercera ecuaciones). Consecuentemente, este sistema se puede reescribir,
en forma equivalente, como

TH+y+z+1=0
204+y—1=0,
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que son unas ecuaciones implicitas de la recta r en que se cortan los planos 7y, 7o
y m3. Comprobar que unas ecuaciones reducidas de dicha recta r son

rT=24+z
y=—-3—2z
m: r—2y+z2z+1=0
e) mo: 20 —4y+22=0 Consideramos las matrices
w3 3r —6y+3z—2=0.
1 -2 1 _ 1 -2 1 1
A=|(2 -4 2] yA=|2 -4 2 0
3 —6 3 3 -6 3 -2

Es facil probar que

rg(A) =1 < 2=rg(A).

Consecuentemente, los planos 71, 72 y 73 son paralelos. Ademds, como no hay dos
parejas de planos que sean coincidentes (facil de probar), la situacién que se da es
similar a la de la Figura 6.21.

m: x—2y+z+1=0
f) mo: 2 — 4y + 22+ 2 =0 Consideramos las matrices

mg: 3x — 6y +32+3=0.

1 -2 1 (1 2 11
A=[2 -4 2) yA=|2 —4 2 2
3 -6 3 3 -6 3 3

Puesto que la segunda ecuacion es el doble de la primera, y la tercera ecuacion es el
triple de la primera ecuacion, se verifica que

Por tanto, los planos 71, me y 73 coinciden. g

6.5. Problemas

6.1. Se considera la recta r que pasa por el punto A = (2,4) y tiene por vector de
direccién 7 = (3, —2).
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a) Escribir, en las diversas formas, las ecuaciones de r.
b) Hallar los puntos de corte de  con los ejes coordenados.
c) Representar graficamente la recta r.

6.2. Se consideran las rectas

=243\
ri:y=3x—3, r2:52x+y+3=0yr3: (A ER).
y=4+2\

a) (Pasa larectar; por el punto A = (2,2)? ;Y larecta r3 por el punto B = (£,3)?
b) Hallar los puntos de corte de la recta r con los ejes de coordenadas.

c) (Existe algin punto de la recta 1 que tenga las dos coordenadas iguales? ;Y con
abscisa igual al doble de la ordenada?

d) Hallar los vértices del tridngulo determinado por las rectas 71, ro y 73.

6.3. Se consideran los puntos A = (1,3,—-2), B = (2,5,1) y C' = (3,0, —4). Hallar
la ecuacion de la recta r que pasa por el punto C'y es paralela a la recta definida por los
puntos Ay B.

6.4. Dados los puntos A = (—1,3,2), B=(2,—-1,—-1)yC = (a«—2,7, ), determinar
los valores de o y B para que los tres puntos estén alineados.

6.5. Estudiar la posicidn relativa de las rectas

rrr=y=z Yy S: = =

en funcion de los parametros o y 5.
6.6. Hallar la ecuaci6n de la recta r que pasa por el punto A = (—1,2,0) y es paralela a
la recta
r—2y+3=0
s
3r—y+22z=0.
6.7. Determinar la posicién relativa de las rectas

r—1 y+2 y—7 z+5
L — cepo2=Y""_ .
3 5 y stod 2 2

.

6.8. Hallar la ecuacién del plano 7 que estd determinado por los puntos A = (1,0,0),
B=(2,-1,2)yC = (5,—-1,1).
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6.9. ;Son coplanarios los vectores @ = (1,2,3), ¥ = (4,—-3,1) y W = (2,5, 3)?

6.10. Encontrar el valor de « para el cual los puntos A = (0,0,1), B = (0,1,2),
C=(-21,3)y D= (a,a — 1,2) sean coplanarios.

6.11. Hallar la ecuacién general del plano 7 que contiene al punto A = (2,5,1) y ala

recta
o V=1 _ 1y
rix—2= =z+1
3

6.12. Determinar los valores de o y  para que los planos
m: —6br4+ay—42z—9=0 y m:92—-3y+6z+7=0
sean paralelos.

6.13. Hallar la interseccién de la recta r determinada por el punto A = (1,—3,2) y el
vector de direccién ¢ = (2,4,1) conelplanow: = + 2y —z —2 = 0.

6.14. Determinar la ecuacion del plano que contiene a la recta r de ecuaciones paramé-
tricas

r=1-—AX
y=2+A (AeR)
z=—142\

y es paralelo a la recta s de ecuacién

r Yy—>
—="—=2z—-4
3 -1

6.15. Determinar la posicion relativa de la recta

rz—1
: = = 3
T 3 z+

VIS

yelplano7m: 3x — 2y 4+ 2z = 3.
6.16. Hallar la posicién relativa de los planos

m: x+ky+z=0
T x—y—kz=2
m3: 2x+4+3y+z=1

en funcidn del parametro k& € R.
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6.6. Soluciones

6.1 ) r=24 4 2( 2) 2 3 16 =0 b)(8 O) (0 16)
Jd. a yYy=4—-(r—2), 20+ 3y — = 0. R ,y— .
y=4—2\ 3 4 3

6.2. a)No.Si. b) (—2,0) , (0,=3). ©) (2»3) y (g’ ?)

17 30
d) (07 _3)7 (77 7) 9 (_172)
¥
2

63. r—3=

64. a=-2yp=>.

a=1=r=s.
B=2

6.5. a#tl = r|s.
200 — 200 — 200 —
B8 #2 = ryssecortanenel punto P = ( 20:55, 2015'8, ;;).
r+1 y—2 =z
6.6. =5 =
6 —4 -2 5

6.7. ry ssecruzan.

68. z+7y+32—-1=0.
6.9. No.

6.10. o =4

611. r—y+2z+1=0.
6.12. a=2yp3=6.

6.13. Punto P = (3,1,3).
6.14. 3x+ Ty —22z—-19=0.

5 5
6.15. Larectar corta al plano 7 en el punto P = (2, 1, —2>.

k¢ {-1,2} = m,m y w3 se cortan. El punto de corte es
< K242k -7 1-k 7— 3k >
6.16. 2k +D)(kE-2) 2+ 1) (k-2 2(k+1)(k—2) )"
k=-1 = 7 || m. Elplano 73 cortaam y mo.
k=2 = m,m2 y 73 se cortan dos a dos.
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7 Trigonometria

7.1. Introduccion

Este capitulo estd dedicado a la Trigonometria, que es una de las bases cientificas del
conocimiento y de la tecnologia. Por ejemplo, herramientas cotidianas como los nave-
gadores GPS (Global Positioning System) de los coches o de los mdviles estdn basadas
en esta drea de las Matematicas. Este capitulo serd, ademds, imprescindible en capitulos
posteriores (como el Capitulo 8) para poder determinar distancias y dngulos entre puntos,
rectas y planos del espacio euclideo.

Se comienza el capitulo revisando algunas definiciones y resultados bésicos de Geo-
metria, como son la semejanza de tridngulos, el teorema de Tales, el teorema de semejan-
za AAA y el teorema de Pitdgoras.

Se continda introduciendo la definicién de grado sexagesimal y de radidn como uni-
dades de medida de los dngulos, lo que conducird a hablar, por primera vez, del nimero
irracional 7, que permite calcular (entre otras muchas cosas) la longitud de una circunfe-
rencia de radio conocido.

A continuacién se definen las razones trigonométricas bdsicas, sus principales propie-
dades y la representacion grafica de algunas de ellas.

Se finaliza el capitulo con el teorema del coseno (como generalizacién del teorema
de Pitdgoras) y del teorema del seno, que resultan de gran ayuda para la resolucion de
tridngulos, es decir, para encontrar todos los lados y dngulos de un tridngulo, supuestos
conocidos sélo parte de ellos.

7.2. Resultados basicos de Geometria

Definicién 7.1 Un tridngulo (véase la Figura 7.1) es:

a) Equildtero si tiene los tres lados iguales.
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b) Isdsceles si tiene dos lados iguales y uno desigual.

¢) Escaleno si tiene los tres lados distintos. g

A LD

Triangulo equilatero  Triangulo isésceles Triangulo escaleno

Figura 7.1: Tipos de tridngulos.
Definicion 7.2

a) Un grado sexagesimal (°) es el angulo que resulta al dividir el arco de una circunferen-
cia en 360 partes iguales. Un minuto sexagesimal (') es el d&ngulo que resulta al dividir

un grado sexagesimal en 60 partes iguales (i.e., 1= (6—10)0) y un segundo sexagesi-

mal (") es el dngulo que resulta al dividir un minuto sexagesimal en 60 partes iguales
(ie. 1= (&) )-

b) Un radidn es el dngulo que resulta al tomar un arco de circunferencia con la misma
longitud que el radio R > 0 de la misma (véase la Figura 7.2(a)). o

L
[}
1 radian \
0 R 0 R
(a) Angulo de 1 radian. (b) Arco = Radio x Angulo.

Figura 7.2: Relacién entre dngulo, longitud de arco y radio.

Corolario 7.1 La longitud del arco de una circunferencia es igual al producto del radio
por el dngulo (en radianes). Es decir, se verifica que

L = Ra,

donde « es el dngulo dado en radianes y L'y R son, respectivamente, la longitud del arco'y
el radio, dados en la misma unidad de medida (por ejemplo en metros, en centimetros ... )
(véase la Figura 7.2(b)). g
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Observacién 7.1 (El nimero 7) De acuerdo con antiguos escritos, parece que desde ha-
ce mucho tiempo (alrededor del afio 2000 a.C.) se sabe que la razén entre la longitud L de
una circunferencia y su didmetro D es siempre un valor constante. A ese valor constante
le llamaron 7, de forma que

— =T

D
o0, equivalentemente, que la longitud de una circunferencia de radio R es 27 R. El valor
de 7 se fue aproximando con el paso de los afios, con resultados como los obtenidos por
Arquimedes (287 — 212 a.C.), que logré acotar su valor, probando que

3+ 10 <T <3+ =
— <7 —.
71 7
En 1761 el cientifico suizo Johann Heinrich Lambert probé que 7 es un niimero irracional
(es decir, 7 € I) tal que
7 = 3'141592653589793 . . . ~ 3'141592653589793 ~ 3'14. ¢
Ejemplo 7.1 La longitud de una circunferencia de radio 3 es

L =27 x3=6m>~188496. o

Ejemplo 7.2 EI dangulo generado por un arco de 3 cm en una circunferencia de 6 cm de

radio es

L
a=5= % = 0’5 radianes. ¢

Observacién 7.2 Aplicando el Corolario 7.1 a la longitud total de una circunferencia de
radio R > 0 (que, como se ha visto en la Observacion 7.1, es L = 27 R), se tiene que

arco  2tR
radio R

Es decir, 27 radianes son 360°, de donde se obtiene que

1 radian = (360> = <180> .o
2 T

Ejemplo 7.3 Relacién existente entre algunos grados sexagesimales y radianes:

angulo (circunferencia) = 2.

Grados ‘360‘180‘120‘90‘60‘45‘30‘15‘---
. 2r || | ™| 7w ™
Radianes | 27 T S 133!zl

Observacion 7.3 Un dngulo recorrido en el sentido contrario a las agujas del reloj deci-
mos que estd orientado positivamente y es un dngulo positivo. En caso contrario, decimos
que estd orientado negativamente y es un dngulo negativo (véase la Figura 7.3). g
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Figura 7.3: Orientacién de dngulos.

Observacion 7.4 En todo lo que sigue, salvo que se explicite lo contrario, trabajaremos
con dngulos expresados en radianes. o

Definicion 7.3 Un dngulo « € [0, 27) es:

a) Agudosia < 3.

b) Recto si a = 7 (suele representarse en las figuras con un cuadrado).
) Obtuso sia > 7.

d) Llano si o = .

Un tridngulo con un dngulo recto se llama tridngulo rectdngulo. En los tridngulos rectdn-
gulos se llama catetos a los lados que forman el dngulo recto e hipotenusa al tinico lado
que no es cateto. En el tridngulo rectdngulo de la Figura 7.4 los catetos son los lados a y b
y la hipotenusaes el lado c. g

a &
b

Figura 7.4: Tridngulo rectdngulo.

Proposicion 7.1 Los dngulos opuestos, generados por dos rectas que se cortan, son igua-
les.

DEMOSTRACION. Consideremos la Figura 7.5 y veamos que o« = (3. Es claro que

aty=m=7+p0,
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Figura 7.5: Angulos opuestos, generados por dos rectas que se cortan.

de donde se deduce que a« = 5. ¢
Corolario 7.2 La suma de los dngulos de un tridngulo es m radianes.

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta la Proposicién 7.1 y la Figura 7.6. o

Figura 7.6: Suma de los dngulos de un tridangulo.

Definicion 7.4 Dos triangulos 77 y T, son semejantes, y se denota 17 ~ Tb, si sus angu-
los son iguales.

Notacion 7.1 En lo que sigue, denotaremos:

a) Los vértices de un tridngulo con letras mayusculas.

N
b) El tridngulo con vértices P, Q y R como PQR.

¢) Los lados de un tridngulo y sus longitudes con las letras mindsculas correspondientes
a los vértices opuestos.

d) Los dngulos de un tridngulo con las letras griegas correspondientes a los vértices donde
estan situados. Otra posibilidad es denotar el angulo sobre el vértice P de un tridngulo

A —
PQR (algo similar para los otros dos angulos del tridngulo) como QPR o RPQ (a
veces también se denotan con la misma letra mayuscula que el vértice).

A
En la Figura 7.7 se muestra un tridngulo ABC' con lados a, b, ¢ y dngulos «, 3, 7. En el

tridngulo de la Figura 7.7 se verifica que BAC = CAB = a. o
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Figura 7.7: Tridngulo con vértices A, B, C, lados a, b, ¢ y dngulos «, 3, .

Entre los resultados basicos de Geometria se encuentran los teoremas de Tales de
Mileto (624 — 546 a.C.). A continuacidn, enunciamos el primero de ellos:

Teorema 7.1 (Primer teorema de Tales) Supongamos que dos rectas r y s que se cortan
en un punto P son intersecadas por dos rectas paralelas m y n, tal y como se muestra en
la Figura 7.8.

Figura 7.8: Rectas r y s intersecadas por las rectas paralelas m y n.

Entonces, si RS denota la distancia que hay entre dos puntos Ry S, se verifica que la
razén entre dos segmentos cualesquiera de r es igual a la razén de los segmentos corres-
pondientes de s, es decir,
PA_PC PB_PD PA PC o
AB CD AB CD’ PB PD '
Ademais, la razén de dos segmentos sobre r o sobre s que empiecen en P es igual a la
razén de los correspondientes segmentos sobre las rectas paralelas m y n, es decir,

PA_PC AT

el (7.2)
PB PD BD
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DEMOSTRACION. Puesto que las rectas m y n son paralelas, la altura h del tridngulo

A A
CDA que sale del vértice D es igual a la altura del tridngulo AC' B que sale del vértice B,
seglin se muestra en la Figura 7.9(a).

(@ (b)

Figura 7.9: Gréficas para la demostracién del primer teorema de Tales.

Entonces, dado que AC es la longitud de la base correspondiente a esas alturas en ambos
tridngulos, se tiene que el drea de los mismos coincide. De aquf se deduce también (véase

A A
la Figura 7.9(a)) que las dreas de los tridngulos PC'B 'y PAD son iguales y, por tanto,

A A A A
area (PAC’) area <PAC’> area (PAC’) area (PAC’)

A A y A - A )
area <C’DA> area (AC’B) area <PAD> area (PC’B)

Teniendo en cuenta que el drea de un tridngulo es la mitad del producto de la longitud de
su base por la de su altura, se tiene que

PCAF PAEC PCAF PAEC
CDAF ABEC ° PDAF PBEC

es decir, - -
pPC PA PC PA
¢ A8’ PD PB’
que son la primera y tercera igualdades de (7.1) que queriamos probar. Despejando PDy
CD en la segunda y primera igualdades de (7.3), respectivamente, se obtiene que

(7.3)
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que es la segunda igualdad de (7.1) que queriamos probar. Para terminar la demostracidn,
es decir, para obtener (7.2), basta probar que
PA AC
PB  BD’

En efecto, de acuerdo con la Figura 7.9(b), la recta ¢ que es paralela a s y pasa por el
punto A corta a la recta n en el punto G, de forma que

(7.4)

AC = DG. (1.5)

Entonces, aplicando el resultado probado en (7.1) a las rectas r y n que se cortan en el
punto By son intersecadas por dos rectas paralelas s y ¢, se verifica que

PA DG
PB BD’
de donde, utilizando la igualdad (7.5), se deduce (7.4). o

A partir del primer teorema de Tales se deduce el siguiente resultado, conocido co-

mo teorema de semejanza de tridngulos dngulo—dngulo—dngulo o teorema de semejanza
AAA:

A AN
Figura 7.10: Tridngulos semejantes ABC'y A’B’C’.

A A
Teorema 7.2 (Semejanza AAA) Sean ABC'y A’B’C’ dos tridngulos semejantes como
los de la Figura 7.10 tales que o = o/, 3 = 8’ y v = +'. Entonces se verifica que

b c

a
a v

A A
DEMOSTRACION. Superponiendo el tridngulo A’ B’C” sobre el tridngulo ABC como se
muestra en la Figura 7.11, se tiene que la recta que pasa por los puntos A y C' corta a la
recta que pasa por los puntos A y B en el punto A y estas dos rectas son intersecadas, a
su vez, por dos rectas paralelas: la que pasa por los puntos By C'y la que pasa por los
puntos B’ y C". De esta forma, el resultado que se quiere demostrar se sigue aplicando el
primer teorema de Tales (Teorema 7.1). g
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A=A c B B

A AN
Figura 7.11: Tridngulos semejantes ABC'y A’ B'C” superpuestos.

Teorema 7.3 (Pitagoras) En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

DEMOSTRACION. Hay numerosas formas de probar este teorema. Mostramos, a con-
tinuacién, dos de ellas: la primera es algebraica (usando semejanza de tridngulos) y la
segunda es visual-geométrica:

A
e Demostracién 1: Supongamos que ABC' es un tridngulo rectdngulo cuyo dngulo
recto estd situado en el vértice C'y h es la altura que va de C al punto H sobre la
hipotenusa (véase la Figura 7.12).

c y=0+¢
c=d+0V

A
Figura 7.12: Triangulo rectdngulo ABC.

A A A
Veamos que los tridngulos ABC, ACH y BC H son semejantes. Para probar esto
basta observar, por una parte, que, como el dngulo v = d + ¢ es recto, se tiene que

d=—-—c. (7.6)

s
2

N
Por otra parte, como los tres dngulos del tridngulo AC H suman 7 radianes (véase
el Corolario 7.2), se tiene que

szw—(a+—):5—a. 17
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De esta forma, de las dos igualdades (7.6) y (7.7) se deduce que

De forma andloga se puede mostrar que ¢ = 3, lo que termina de probar la seme-
janza de los tres tridngulos.

b2

Figura 7.13: Interpretacién geométrica del teorema de Pitdgoras.

A A
Como ABC~ACH, aplicando el teorema de semejanza AAA (véase el Teore-
ma 7.2) se tiene que la razén entre sus hipotenusas y sus catetos mas pequefios
coincide, es decir

c b
b b’
de donde b> = b'c (esta igualdad es conocida como el teorema del cateto). De

A A
forma similar, como ABC~BHC, se tiene que la razén entre sus hipotenusas y

sus catetos mds grandes coincide, es decir

de donde a? = &’c. Finalmente, sumando los dos resultados obtenidos, se tiene que
a> + b = (d +V)e=c?,

como querfamos demostrar. La Figura 7.13 muestra una interpretacién geométrica
de esta demostracion.

Demostracién 2: La Figura 7.14 proporciona una demostracién geométrica visual
del teorema de Pitdgoras. g
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b a a b
b
a a ¢ a
a
b b A b
a b a b

Figura 7.14: Demostracion geométrica del teorema de Pitdgoras.

Enunciamos, a continuacidn, otros dos teoremas de semejanza de tridngulos (esta vez
sin demostracion para no extendernos demasiado en este tema). El primero de ellos es
conocido como feorema de semejanza de tridngulos lado—dngulo—lado o teorema de se-
mejanza LAL:

A N
Teorema 7.4 (Semejanza LAL) Sean ABC y A’B'C’ dos tridngulos como los de la
Figura 7.10 tales que

a b ,
P AR
N A

Entonces los tridngulos ABC y A’ B'C" son semejantes, cona =o'y =0". o

También se verifica el resultado reciproco del teorema AAA, conocido como el feore-
ma de semejanza de tridngulos lado—lado—lado o teorema de semejanza LLL, que enun-
ciamos a continuacion:

AN A
Teorema 7.5 (Semejanza LLL) Sean ABC y A’B'C’ dos tridngulos como los de la
Figura 7.10 tales que

N A
Entonces los tridngulos ABC'y A'B’'C’ son semejantes, de forma que o = o/, 3 = 'y

7T=7" o
Corolario 7.3 Un tridngulo isosceles tiene dos dngulos iguales.

DEMOSTRACION. Si trazamos el segmento que va del punto donde confluyen los dos
lados iguales del tridngulo a su lado opuesto (que es una de las medianas del tridngulo) y
llamamos M al nuevo punto (véase la Figura 7.15), se tiene que
1= AC _AM  CM
- BC BM CM’
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por lo que, aplicando el Teorema 7.5, en particular se deduce que o« = 3. ¢

C

| \
A J B
1

!

N
Figura 7.15: Tridngulo isésceles ABC.

Corolario 7.4 Sea s una recta que corta a una circunferencia en dos puntos A y B (véase
la Figura 7.16).

Figura 7.16: Rectas que cortan a una circunferencia en puntos Ay B.

a) Si A # B, se verifica que los radios de la circunferencia con extremos en A y B
forman con r dos dngulos iguales.

b) Si A = B (es decir, s es una recta tangente a la circunferencia), se verifica que el
dngulo que forma la recta con el radio que acaba en A es recto.

DEMOSTRACION.

N
a) Como el tridngulo O AB es isosceles, por el Corolario 7.3 se tiene que o = /3.

b) Sea s’ la recta que corta a la circunferencia en el punto A y es perpendicular al radio
OA y veamos que s’ = s. En efecto, si esto no fuera cierto, existirfa un punto B # A,
de forma que la recta s’ cortaria a la circunferencia en B; entonces, tal y como se ha

A
visto en el apartado a), el tridngulo AO B seria isdsceles con dos lados iguales a 7, lo
cual no es posible pues, como se vio en el Corolario 7.2, la suma de los tres dngulos
de un tridngulo es 7. Por tanto, se tiene que s’ = s.
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us

Demostracion alternativa: Para demostrar que o = 7 cuando 7 es tangente a la cir-
cunferencia, basta ir considerando los casos en los que los dos puntos A y B se van

aproximando de forma que el dngulo AOB se va a aproximando a cero y, por tanto,
la suma de los dos dngulos iguales, 2a;, se va aproximando a 7 radianes; en el limite,
cuando A = B, se concluye que o = g o
Teorema 7.6 Si A, B y C son tres puntos distintos de una circunferencia de centro O
(véase la Figura 7.17(a)), se verifica que
2ABC = AOC,

donde AOC es el dngulo opuesto al vértice B.

B

(a) Puntos A, By C. ®) 2(a+B) =27 — .
Figura 7.17: A, B y C puntos distintos de una circunferencia de centro O.

N N
DEMOSTRACION. Los tridngulos AOB y BOC son isésceles, por lo que aplicando el

Corolario 7.3 se verifica que el primero tiene dos dngulos iguales () y el segundo tiene
otros dos dngulos iguales (). De esta forma, por el Corolario 7.1 (con la notacién de la
Figura 7.17(b)) se tiene que

200+ 26 + v = 2m,

de donde .
2ABC + v = 2m. (7.8)

Como, por otra parte, se verifica que
AOC + v = 2r, (7.9)
de las igualdades (7.8) y (7.9) se deduce que 2@ = A/O\C' . o

Corolario 7.5 (Segundo teorema de Tales) Sea B un punto de la circunferencia de did-
metro AC, distinto de A'y de C (véase la Figura 7.18). Entonces se verifica que el dngulo

— A
ABC = 90° y, por tanto, ABC' es un tridngulo rectdngulo.
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0

Figura 7.18: B punto de la circunferencia de didmetro AC con B ¢ {A, C'}.

DEMOSTRACION. Puesto que A0C = 180°, por el Teorema 7.6 se verifica que
2ABC = 180° = ABC = 90°. ¢

Definicién 7.5 El arco capaz de un segmento AC de 4ngulo « es el lugar geométrico
de los puntos del plano desde los que se ve el segmento AC con un dngulo «; es decir,
el lugar geométrico de los vértices de los dngulos que tienen amplitud « y abarcan el
segmento AC. ¢

Observacion 7.5 De acuerdo con la Definicion 7.5, el segundo teorema de Tales determi-
na que el arco capaz de un segmento AC' de dngulo o = 7 radianes es la circunferencia

cuyo didmetro es el segmento AC. g

Observacion 7.6 Por el Teorema 7.6 se verifica que los dngulos « que aparecen en la

Figura 7.19 son iguales a la mitad del dngulo A/O\C, que, a su vez, es igual (en radianes)
a la longitud del arco de las circunferencias entre los puntos A 'y C' dividida por el radio
de las circunferencias r = OA = 0OC = 0’A = 0'C.

Figura 7.19: Arco capaz del segmento AC de dngulo a.

Se tiene asi que el arco capaz del segmento AC' de angulo « es un par de arcos de cir-
cunferencia simétricos a cada lado del segmento AC. Nétese que, en el caso particular
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de que o = 7, el arco capaz del segmento AC es (como se ha visto en la Observa-
cién 7.5) la circunferencia de didmetro AC, pues, en este caso, las dos circunferencias se
superponen. g

Utilizando los teoremas de semejanza anteriores, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 7.7 (Potencia de un punto respecto de una circunferencia) Sean r y s dos
rectas que pasan por un punto Py cortan a una circunferencia C (véase la Figura 7.20).
Sir cortaa C en los puntos Ay By s corta a C en los puntos C'y D, se verifica que

Figura 7.20: Rectas r y s que pasan por P y cortan a una circunferencia.

DEMOSTRACION. Distinguimos los cinco casos que pueden presentarse:

1) Si P € C es trivial (pues en la tesis del teorema se obtiene, de forma evidente, que
0=0).

2) Si P es interior a la circunferencia, con la notacién de la grafica izquierda de la Figu-

N N
ra 7.20 se tiene que AC P~BD P, pues se cumple lo siguiente:

a) Teniendo en cuenta que PAC = BAC y PDB = C’/IE, por el Teorema 7.6 se
tiene que

@:ﬁ:%@.

b) Por la Proposicién 7.1 se verifica que APC = BPD.

Entonces, aplicando el teorema de Semejanza AAA (véase el Teorema 7.2), se obtiene
que
PA_PC
PD PB’
de donde se concluye que
PAPB =PCPD.
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3)

4)

5)
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Si P es exterior a la circunferencia y ninguna de las dos rectas r y s es tangente a C
(es decir, A # B # C # D), entonces, con la notacién de la gréfica central de la

A A
Figura 7.20, se tiene que AC P~BDP, pues se cumple lo siguiente:

a) Por el Teorema 7.6 se tiene que
e —
ACD + DBA = 3 AOD + 3 (2r — AOD) = 7.

Entonces, como D/B\A + ZTB\P =, se deduce @ = D/BTD
b) Los dngulos BPD y APC son iguales.

El final de la demostracién de este caso se hace aplicando el teorema de Semejanza
AAA como en el caso anterior.

Si P es exterior a la circunferencia, 7 es tangente a C y s no es tangente a C (es decir,

A = B # C # D), entonces, con la notacién de la grafica derecha de la Figura 7.20,
A A
se tiene que AC P~AD P (compruébese) y se concluye como en los casos anteriores.

Si P es exterior a la circunferencia y 7 y s son tangentes a C, estamos en la misma
A A
situacion que en 2), donde los tridngulos AC' P y BD P no sélo son semejantes sino

que, de hecho, son iguales. ¢

3. Razones elementales

Definicion 7.6 (Razones trigonométricas) Consideremos, de nuevo, el tridngulo rectdn-
gulo de la Figura 7.4.

a)

b)

¢)

El seno del dngulo «, sen(«), es el cociente entre el cateto opuesto y la hipotenusa:

El coseno del angulo «, cos(), es el cociente entre el cateto adyacente y la hipotenusa:

cos(ar) = g

La tangente de «, tan(«), es el cociente entre el cateto opuesto y el cateto adyacente:

tan(a) =

S e
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Observacion 7.7 Noétese que las definiciones de seno, coseno y tangente de un dngulo
dadas en la Definicién 7.6 no dependen del tridngulo rectangulo elegido (siempre que uno
de sus dngulos sea «). En efecto, si tenemos dos tridngulos rectdngulos como los de la
Figura 7.21, por el teorema de semejanza AAA (véase el Teorema 7.2) se tiene que

a d b v a a
— g = ﬁ = tan(a). O

=== sen(a), P cos(a) y

@ ]
b

Figura 7.21: Tridngulos rectangulos con dngulo a.

Observacion 7.8 A partir de la definicion se verifican las siguientes propiedades:

pues, por el teorema de Pitdgoras (véase el Teorema 7.3),

a) ’0052(04) +sen®(a) = 1,

cos?(a) + sen? () = <b)2 + (9)2 ey

c c c?
Consecuentemente, | —1 < cosa < 1 ‘ y ’ —1<sena <1. ‘
sen(a) sen(a) 2 a
b) |t = =L =—-=t .
) | tan(a) cos(a)’ ya que cos(a) £ B an(a)

¢) Las razones trigonométricas de un dngulo « coinciden con las del dngulo que se ob-
tiene al sumar a « un nimero entero de vueltas de circunferencia, es decir, si k € Z,
entonces

’ sen(a) = sen(a + 2km), H cos(a) = cos(a + 2k) ‘ y ’ tan(a) = tan(a + 2km). ‘

Observacion 7.9 Considerando una circunferencia centrada en el origen y de radio 1, y
el tridngulo rectangulo de la Figura 7.22 (con hipotenusa de longitud 1), se verifica que

cos(a)zizb, sen(a):%zay tan(a)z%: =c g

¢
1
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1 ¢
a
(e}
0 b 1

Figura 7.22: Representacion gréfica de las razones trigonométricas seno, coseno y tangente.

Definicion 7.7 (Razones trigonométricas inversas) A partir de un dngulo « se definen:

1
a) |sec(a) = secante de c.
cos(a)
1
b) | csc(a) = cosecante de a.
sen(a)
1
c) | cot(a) = tan(a) :erlg cotangente de o. ¢

Observaciéon 7.10 Veamos las razones trigonométricas de algunos dngulos que aparecen
con bastante frecuencia:

a) sen() =0, cos0=1ytan0=0.

b) a= % Como el tridngulo Of{C’ de la Figura 7.23(a) es equilatero, se verifica que
N 11— 11—
AB = 3 AC = 3 OA,
por lo que
T AB 1 T T V3
sen (E) =51~ o s (6) =4/1 —sen? (g) =5
y
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A
A C
6
0 m/ B A
/6
/3
/4 /6
c o B0 D B
(a) Angulo de % radianes. (b) Angulo de 7 radianes. (c) Angulos de % Y % radianes.
Figura 7.23: Tridngulos con diversos dngulos.
0 . . . 4 . .
c) |la= 1 Si consideramos el tridngulo O AB de la Figura 7.23(b), se tiene que

OB = AB,

por lo que, por el teorema de Pitdgoras (véase el Teorema 7.3),

sen (g) = gzi = f, cos <%) =4/1 — sen? (—) = g

y

w ()52
d) |a= g Como se muestra en la Figura 7.23(c), se verifica que

CD=0By OD = AB,

por lo que

sen (1) = cos (2) = 22, cos (2) = sen (%) = 1
y
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e) |la= g sen <g) =1, cos (g) =0y tan (g) = 00.
0

f) sen(m) = 0, cos(w) = —1y tan(w) =

23 oo (37) — 1o (37 — oy tan (37
g |a= 5 |sen| o ) =-lcos{ o | =0ytan| o ] =oo.

Resumimos los resultados obtenidos en la Tabla 7.1. g

ol T | T | T | T 3m
6 | 4 |3 2|7 |2
1| V2|3
S X2 YE g ~1
sen(a) || 0 5 5 5 0
V3| v2 |1
‘ R A ey R ~1
cos(«) 5 5 5 0 0
tan(a) || 0 ? 1 V3 | o 0| oo

Tabla 7.1: Razones trigonométricas habituales.

Observacién 7.11 La funcién sen(«) es una funcién sen : R — [—1, 1] cuya grifica es
la mostrada en la Figura 7.24.

-51m/2 ~21 -3m/2 = -m/2 0 /2 ™ 3n/2 2m 5m/2 3\

Figura 7.24: Gréfica de la funcién seno.

Nétese que la funcién seno es periodica con periodo 27, es decir, se cumple que
sen(a + 2m) = sen(«)

para todo dngulo o € R. Consecuentemente, basta representar la gréifica de la funcién
seno sobre un dominio de longitud 27. Asi, por ejemplo, se puede considerar la funcién
sen : [0,2n] — [-1,1] o sen : [—m, @] — [—1,1]; el resto de la gréfica es una mera
repeticion.
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El arcoseno es la funcién (multivaluada) inversa de la funcién seno, es decir, es la
aplicacién arcsen : [—1,1] — R definida como

arcsen(x) = {a € R: sen(a) = z}.
Es claro que se cumple que
sen (arcsen(z)) =z, Va € [-1,1].

Su grifica es la mostrada en la Figura 7.25(a). Notese que su gréfica es como la de la
Figura 7.24, pero cambiando los valores del eje de abscisas por los del eje de ordenadas y
viceversa. Gréaficamente, se puede pasar de la una a la otra sin mds que hacer una simetria
respecto de la recta y = x (una de las graficas es “reflejo” de la otra respecto a esta recta).

2Tr/

3m/2

2

2

-3m/2 0 N

=21,
/ -T2
(@) (b)

Figura 7.25: Gréficas de: (a) Funcién multivaluada arcoseno. (b) Funcién arcoseno.

Esta funcién multivaluada no es, propiamente, una funcién (véase la Definicién 2.1), pues
no asigna un unico valor, sino infinitos valores. Para tener una funcién basta reducir el
conjunto imagen (todo el conjunto R) a un intervalo adecuado de longitud 27. Asi se

suele llamar “funcién arcoseno” a la funcién arcsen : [—1,1] — [—g, g] definida por

arcsen(x) = a,
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donde o € [fg, g] verifica que
sen(a) = .

Su gréfica es la mostrada en la Figura 7.25(b). o

Observacién 7.12 La funcién cos(«) es una funcién cos : R — [—1, 1] cuya grifica es
la mostrada en la Figura 7.26.

0

/w/z -om -3W/2
1

0 n/‘z\n/aﬂﬁz om sw

Figura 7.26: Gréfica de la funcién coseno.

Notese que la funcién coseno también es periddica con periodo 2, es decir, se cumple
que
cos(a + 27) = cos(«)

para todo dngulo € R. Por tanto, basta representar la gréfica de la funcién coseno sobre
un dominio de longitud 2. Por ejemplo, se puede considerar cos : [0,27] — [—1,1] o
cos : [—m, ] = [—1,1]; el resto de la grafica es una mera repeticion.

El arcocoseno es la funcion (multivaluada) inversa de la funcién coseno, es decir, es
la aplicacién arccos : [—1, 1] — R definida como
arccos(z) = {a € R: cos(a) = z}.
Claramente, se verifica que
cos (arccos(z)) =z, Vo € [-1,1].

Su gréfica es la mostrada en la Figura 7.27(a). Nétese que su grafica es como la de la
Figura 7.26, pero cambiando los valores del eje de abscisas por los del eje de ordenadas y
viceversa. Graficamente, se puede pasar de la una a la otra sin mas que hacer una simetria
respecto de larectay = x .

Esta funcién multivaluada tampoco es, propiamente, una funcién, pues no asigna un dni-
co valor, sino infinitos valores. Para tener una funcién basta reducir el conjunto imagen
(todo el conjunto R) a un intervalo adecuado de longitud 7. Asi se suele llamar “funcién
arcocoseno” a la funcién arccos : [—1,1] — [0, 7] definida por

arccos(z) = «,

donde « € [0, 7] verifica que
cos(a) = z.

Su gréfica es la mostrada en la Figura 7.27(b). o
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31/2

/2

2

(2) (b)

Figura 7.27: Gréficas de: (a) Funcién multivaluada arcocoseno. (b) Funcién arcocoseno.

Observacién 7.13 La funcién fangente es una funcién tan : R\ {g +krm, k € Z} - R
cuya grafica se muestra en la Figura 7.28. Nétese que la funcién tangente no esta definida
en los valores 5 + k7 con k € Zy es periddica de periodo 7, por lo que basta representar
la gréfica de la funcién tangente sobre un dominio de longitud 7 como, por ejemplo,
tan : [—1 E] — [=1,1]; el resto de la gréfica es una mera repeticion de la grafica

-T2
anterior.

El arcotangente es la funcién (multivaluada) inversa de la funcién tangente. Es una
aplicacion del tipo arctan : R — R definida como

arctan(z) = {o € R : tan(a) = z}.
Claramente, se verifica que
tan (arctan(z)) = z, Vz € [-1,1].

Su gréfica es la mostrada en la Figura 7.29(a). Nétese que su grafica es como la de la
Figura 7.28, pero cambiando los valores del eje de abscisas por los del eje de ordenadas y
viceversa. Graficamente, se puede pasar de la una a la otra sin mas que hacer una simetria
respecto de larecta y = x.
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/211 -311/2 - -T2 0 2 ™ 311/2 21

Figura 7.28: Gréfica de la funcién tangente.

Esta funcién multivaluada tampoco es, propiamente, una funcién, pues no asigna un inico
valor, sino infinitos valores. Para tener una funcién basta reducir el conjunto imagen a
un intervalo adecuado de longitud 7. Asi se suele denominar “funcién arcotangente” a
. _r T i
arctan : R — (—%, Z) definida por
arctan(z) = «,

donde o € (—%, %) verifica que
tan(a) = x.

Su gréfica es la mostrada en la Figura 7.29(b). o
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e

(d)

Figura 7.29: Gréficas de: (a) Funcién multivaluada arcotangente. (b) Funcién arcotangente.

7.4. Razones del angulo suma, del angulo doble y
del angulo mitad

Observacion 7.14 A partir de la definicion pueden demostrarse las siguientes relaciones
entre las razones trigonométricas de dngulos de distintos cuadrantes:

a) cos (3 — a) =sen(a), sen (3 — «) = cos(a) y tan (5 — ) = cot(a).

b) sen(m — «) = sen(a), cos(m — ) = —cos(a) y tan(m — @) = — tan(a).

c) sen(m + a) = —sen(a), cos(m + o) = —cos(a) y tan(m + «) = tan(a).

d) sen(—a) = —sen(a) = sen(2w — ), cos(—a) = cos(a) = cos(2m — @) y
tan(—a) = —tan(«a) = tan(27r — a). o
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Las propiedades anteriores pueden visualizarse geométricamente como se muestra en la
Figura 7.30.

Ta

“ngfa B=m—a, y=T+a«

Figura 7.30: Interpretacion geométrica de las relaciones entre algunas razones trigonométricas.

A
Observacion 7.15 Calculemos el drea del triangulo ABC' de la Figura 7.31.

C

A B

A
Figura 7.31: Tridngulo ABC con una de sus alturas (h).

Como es sabido, el drea de un tridngulo es la mitad de la base por la altura, luego

A -
Area (ABC) = % ABh. (7.10)

Como h
sen(a) = = = h = AC sen(a).
AC

Asi, sustituyendo en (7.10), se obtiene que

) A
Area (ABC) = B AC sen(). (7.11)

N —

Proposicion 7.2 Para dngulos arbitrarios o'y B se tienen las siguientes relaciones:
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a) ’sen(a + ) = sen(a) cos(f) + cos(a) sen(S) ‘

b) ’sen(a — ) = sen(«) cos(B) — cos(a) sen(p) ‘

c) ’cos(a + ) = cos(a) cos(3) — sen(«) sen(S) ‘

d) ’cos(a — ) = cos(a) cos(B) + sen(a) sen(p). ‘

DEMOSTRACION.

A
a) Para el tridngulo ABC de la Figura 7.32 se verifica

Ve A Ve A Ve A
Area (ABC) = Area (ABD) + Area (ADC),

B D C
AN
Figura 7.32: Tridngulo ABC.
por lo que, a partir de la férmula (7.11), se tiene

%@E sen(a+ 8) = =~ AB AD sen(a) + %EE sen(3),

| =

de donde se deduce

sen(a + ) = jg sen(a) + % sen(f3) = cos(B) sen(a) + cos(«) sen(3),
ya que L e
i:g =cos(f) y fl:g = cos(a).

b) Gracias la Observacién 7.14, si aplicamos la férmula a) a los dngulos o y —f3, se
obtiene

sen(a — () = sen(a + (—f3))
= sen(a) cos(—f) + cos(a) sen(—f3)
= sen(a) cos(f) — cos(a) sen(f3).
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¢) Nuevamente por la Observacién 7.14 y el apartado b) se tiene que

™

T
cos(a + ) = sen (5 — (« +ﬁ)> = sen ((5 - a) - B)
= sen (g - a) cos(f) — cos (g - a) sen(f)
= cos(a) cos(f) — sen(a) sen(3).
d) Por la Observacion 7.14, basta aplicar la férmula c) a los dngulos 'y —f3 :

cos(a — ) = cos(a + (—f))
= cos(a) cos(—f) — sen(a) sen(—73)
= cos(a) cos(B) + sen(a) sen(B). o

Observacion 7.16 Aplicando los apartados a) y c) de la Proposicién 7.2 tomando 8 = «,
se obtiene

’ sen(2a) = 2sen(«) cos(a) ‘ y ’cos(Zoz) = cos?(a) — sen?(a).

Observacion 7.17 De las Observaciones 7.8 y 7.16, para cualquier dngulo «, se verifica

cos?(a) + sen?(a) =1
(7.12)
cos?(a) — sen?(a) = cos(2a).
Si sumamos las expresiones de (7.12), obtenemos
1 3(2
2 cos?(a) = 1+ cos(2a) = |cos(a) = + —&-c%(a), (7.13)
mientras que restando las expresiones de (7.12), obtenemos
9 1 — cos(2a)
2sen”(a) =1 —cos(2a) = |sen(a) =+ — s (7.14)

donde el signo de la raiz hay que tomarlo en funcién del cuadrante en que se encuentre el
angulo «a. En algunas ocasiones, en lugar de « suele considerarse el dngulo <, por lo que
las relaciones (7.13) y (7.14) toman la forma

cos(%):i H+05(® y sen(%):i 1_+()S(Oé). (7.15)

Proposicion 7.3 Para dngulos arbitrarios o y 5 se tienen las siguientes relaciones:
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a) |sen(«a) cos(B) = % (sen(a + B) + sen(a — B))

b) | cos(a) sen(B) = % (sen(a+ B) —sen(a — B3))

c) | cos(a) cos(B) = % (cos(a + ) + cos(a — 3))

d) | sen(a)sen(f) = f% (cos(a+ B) — cos(a — B)) .

DEMOSTRACION.
a) Por la Proposicién 7.2 se tiene que
sen(a + 8) = sen(a) cos(B) + (cos a) sen(S)
{ sen(a — ) = sen(a) cos(B) — cos(a) sen(p).
Sumando las expresiones que aparecen en (7.16), se obtiene
sen(a + ) + sen(a — B) = 2sen(a) cos(B),
de donde se deduce la férmula a).
b) Sirestamos las expresiones que aparecen en (7.16), obtenemos
sen(a + ) —sen(a — B) = 2 cos(«) sen(3),
de donde se deduce la férmula b).
¢) Por la Proposicion 7.2 sabemos que
cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sen(«) sen(S)
{ cos(a — B) = cos(a) cos(B) + sen(«) sen(f).
Sumando las expresiones que aparecen en (7.17), se obtiene
cos(a + ) + cos(a — B) = 2 cos(a) cos(f),
de donde se deduce la férmula c).
d) Restando las expresiones que aparecen en (7.17), obtenemos
cos(a + ) — cos(a — B) = —2sen(«) sen(S),

de donde se deduce la formula d). g
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Corolario 7.6 Para dngulos arbitrarios Ay B se verifican las siguientes relaciones:

a) |sen(A) + sen(B) = 2sen (A;B) cos <A;B)

b) | sen(A) — sen(B) = 2 cos (A—;B> sen <A;B)

¢) | cos(A) + cos(B) = 2 cos (A —; B) cos (A _ B)

2

d) | cos(A) — cos(B) = —2sen <A;B> sen <A;B> .

DEMOSTRACION. Basta aplicar las férmulas dadas en la Proposicién 7.3 a los dngulos

_A+B A-B

y  YP=—5 - ®

o

Veamos, a continuacion, el teorema del coseno, que es una generalizacién del teorema
de Pitdgoras y que utiliza este teorema en su demostracion.

Teorema 7.8 (Coseno) En todo tridngulo de lados a,by c se verifica que

a? =b%+ ¢® — 2bccos a,

siendo « el dngulo opuesto al lado a.

Ym ]

Figura 7.33: Tridngulo de lados a, by c.

DEMOSTRACION. Considerando el tridngulo de la Figura 7.33, por el teorema de Pitd-
goras (véase el Teorema 7.3) se verifica que

{ b2 =m?+h? = h? =b2—m?

a? = (c —m)% + h?,

(© Ediciones Piramide



Razones del angulo suma, del angulo doble y del angulo mitad 205

por lo que
a’=(c—m)?+b* —m?=c*—2cm+m? +b* —m? = b* 4+ % — 2cm.
El resultado se sigue teniendo en cuenta que
cos(a) = % = m =bcos(a). o

Observacion 7.18 Nétese que para oo = 7 se obtiene el teorema de Pitdgoras (véase el
Teorema 7.3). g

Teorema 7.9 (Seno) En todo tridngulo de lados a, by c se verifica que

a b c

sen(a)  sen(B)  sen(y)’

donde o, By 7y son, respectivamente, los dngulos opuestos a los lados a, by c.

DEMOSTRACION. Consideremos el triangulo de la Figura 7.34. Claramente,

Figura 7.34: Tridngulo de lados a, by c.

A
CD = bsen(a) (ver ACD
(@) | ) = bsen(a) = asen(f) = @« __°b

sen(a)  sen(B)

CD = asen(B3) (ver C'IA)B)

Andlogamente,

A
AE = bsen(y) (ver AEC) b
= bsen(y) = csen(f) = sen(B) senc(v)' .

AE = csen(B) (ver AgB)

Ejemplo 7.4 Supongamos que estamos cerca de un rio (punto A de la Figura 7.35) y
necesitamos conocer la distancia hasta la otra orilla (digamos hasta el drbol marcado en
la Figura 7.35 por la letra C). Para simplificar, ignoremos la tercera dimensién. ;C6mo
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rio

Figura 7.35: Gréfico del problema del rio.

hacerlo sin cruzar el rio? Suponemos que disponemos de un teodolito' (aparato de uso en
topografia) para medir 4ngulos y de una cinta métrica.

La forma habitual de resolver este problema es la siguiente:

1) Se clavan dos postes en el suelo en los puntos A y B y se mide con una cinta métrica
la distancia c entre ellos (la “base’), como se indica en la Figura 7.36.

rio

Figura 7.36: Planteamiento del problema del rio.

2) Luego se extrae el poste del punto A y se sustituye por un teodolito. Dirigiendo el
teodolito primero hacia el 4rbol y luego hacia el poste I3, se mide el dngulo a.

3) Se lleva el teodolito al punto B y se mide de la misma forma el dngulo S. La longi-
tud ¢ de la base y los dos dngulos « y 3 son todo lo que se necesita para conocer el
triangulo ABC.

4) En efecto, sabiendo que los tres dngulos de un tridngulo suman 7 radianes (como se

vio en el Corolario 7.2) y aplicando el feorema del seno, se tiene que v = 71— (a+ ) y

c b

sen(y)  sen(B)’

!Segiin el diccionario de la RAE: “Instrumento de precisién que se compone de un circulo horizontal y un
semicirculo vertical, ambos graduados y provistos de anteojos, para medir dngulos en sus planos respectivos’.
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de donde, despejando, se obtiene que la distancia buscada es

. sen(p)
~ sen(a+ )’

donde se ha utilizado (véase el apartado b) de la Proposicién 7.2) que
sen(y) = sen(m — (o + 3)) = sen(rw) cos(a + B) — cos(7) sen(a + )
=0cos(a+ B) — (—1)sen(a + 8) = sen(a + B).

El siguiente resultado, debido a Herén de Alejandria (siglo I d.C.), permite calcular el
drea de un tridngulo conocidas las longitudes de los tres lados. Concretamente,

Teorema 7.10 (Férmula de Herén) El drea de un tridngulo de lados a, by c viene dada
por la expresion

A=/p(p—a)(p—b)(p—c),

siendo

b
p= % (7.18)

el semiperimetro del tridngulo.

DEMOSTRACION. Consideremos un tridangulo de lados a, b, ¢ como el de la Figura 7.37.

Figura 7.37: Tridngulo de lados a, b, c.

Puesto que h = bsen(a) y

sen(a) = 2sen (%) Cos (%)

(véase la Observacion 7.16), se tiene que el drea del tridngulo de la Figura 7.37 es

A= % = cb%n(a) = cbsen (%) cos (%) . (7.19)

Por un lado, la relacion (7.18) determina que

a+b+c=2p,a+b=2p—c, b+c=2p—aya+c=2p—>
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y, por otro, el teorema del coseno (véase el Teorema 7.8) hace que se tenga que

b? +c? —a?
cos(a) = e

De esta forma, se tiene que

B2+c?2—a?> a?—(b?—2bc+c?)  a?—(b—c)?

L —cos(a) =1- 2bc - 2bc - 2bc
_(a+(B-c)la—(b—c) _(2p—2)(2p—2b) _2(p—c)(p—b)
2bc 2bc be

b2 2 _ 2 b2 2b 2\ _ 2 b 2 _ 2
|t eos(a) =14 2T _ WP 42ct+c?)—a®  (bt+co)—a

2bc 2bc 2bc
_((b+c)+a)((b+c)—a) 2p(2p—2a) 2p(p—a)
2be 2be be

con lo que las férmulas (7.15) determinan que

sen (2) = \/1(:205(@) _ \/(pbl))ipd
cos (2) = ¢ Lt oosla] _ wy(pb; o)

Sustituyendo estas expresiones en (7.19), se concluye que

A= Cb\/(p_ bg))ip_ 2 \/p(pb; %) _ Vpp—a)p-b)(p—c). o

Ejemplo 7.5 El 4rea de un tridngulo de lados a = 2, b=3yc=4es

9 /9 9 9 /135 3V15

7.5. Resolucion de triangulos

Finalizamos este capitulo con la resolucion de tridngulos, que consiste en determinar los
tres lados y los tres dngulos de un tridngulo a partir del conocimiento de ciertos datos
(como puede ser alguno de los lados y/o de los dngulos). Concretamente, las situaciones
en las que se puede “resolver” un tridngulo son:

1) Cuando se conocen los tres lados: se resuelve aplicando el teorema del coseno.

(© Ediciones Piramide



Resolucion de triangulos 209

2) Cuando se conocen dos lados y el angulo comprendido entre ellos: se resuelve apli-
cando el teorema del coseno.

3) Cuando se conoce un lado y los dos angulos en sus extremos: se resuelve aplicando
el teorema del seno.

El tridngulo no queda determinado de forma univoca en los casos en que se conocen:
1) Dos lados y un dngulo que no es el comprendido entre ellos.

2) Un lado y los tres dangulos (sin saber cudl de ellos es el opuesto al lado conocido).

Ejemplo 7.6 Consideremos un tridngulo de lados a, b, ¢ y sean «, 3, v los angulos opues-
tos a los lados a, b, ¢, respectivamente, como se muestra en la Figura 7.38.

Figura 7.38: Tridngulo de lados a, by c.

Veamos algunos ejemplos que ilustran las situaciones anteriores:

a) Sia =2,b=3yc=4sonlos tres lados de un tridngulo, por el teorema del coseno
se verifica que

= 0ol
-

{ a? =b%+c? —2bccos(a) = 4=9+16—24cos(a) = cos(a)=

b =a?+c® —2accos(f) = 9=4+16—16cos(8) = cos(B) =

)

=
(=]

de donde
{ v = arccos (g) ~ 0’5054 rad ~ 28.9550°

B = arccos (1) ~ 0'8128rad ~ 46.5675°.
Finalmente, el tercer dngulo y se obtiene a partir de la relacién
v=180° —a — § ~ 104.4775°.

b) Sia = 2y b = 3 son dos lados de un tridngulo y v = 30° es el dngulo comprendido
entre ellos, por el teorema del coseno se verifica que

3
2 =a? +b* —2abcos(y) =4+ 9 — 12c0s(30°) = 13 — 12 g =13 — 6v/3,

(© Ediciones Piramide



210  Trigonometria

por lo que

c=1/13 —6v3 ~ 1'6148.

Como ya conocemos los tres lados del tridngulo, estamos en las condiciones del apar-

tado anterior. Aplicando nuevamente el teorema del coseno, se tiene que

a? = b% 4+ 2 — 2bccos(a) = 4 =9+ 13— 6v3 — 61/13 — 6/3 cos(a),

de donde
3—V3
cos(a) = 3o V3 ~ (/7852
V13 —6V3
y, por tanto,

3—V3
o = arccos 7\[ ~ (0’6678 rad ~ 38.2620°.
13 —6v3

Finalmente, el tercer dngulo /3 se obtiene a partir de la relacion

B =180° — o — v ~ 111.7380°.

¢) Sia = 2esunlado del tridnguloy 8 = 30° y v = 60° son los dangulos en sus extremos,

obviamente, el tercer dngulo o se obtiene inmediatamente a partir de la relacién
a=180° — f — v = 180° — 90° = 90°.

Por el teorema del seno, se verifica que

a b I asen(f)  2sen(30°) ﬁ _1
sen(a)  sen(p) ~ sen(a)  sen(90°) 1
a ¢ asen(y)  2sen(60°) 2 v3

sen(a)  sen(y) ~ sen(a)  sen(90°) 1

7.6. Problemas

7.1. Determinar el signo que toman sen(«), cos(«) y tan(a) cuando:

Al<a< g (primer cuadrante) b) g < a < 7 (segundo cuadrante)

3 3
or<a< g (tercer cuadrante) d) % < a < 27 (cuarto cuadrante).

7.2. Comprobar que:

2 —/3~17321.

0
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1

a) 1+ tan?(a) = o2(a)’

sen(a) cos(a) _ tan(«)
cos?(a) —sen?(a) 1 —tan?(a)’

sen(a) !
) 1+ C(()s(a) = tan (5)

d) (cos(a) —sen(a))? =1 — sen(2a).
e) tan(a) + tan(8) = (cot(a) + cot(B)) tan(«) tan(s).
7.3. Si0 < a< §ysena =¢,calcular cosay tan a.

7.4. Sabiendo que 0 < z < 3 ysen (Z — z) = 0’3, hallar el seno y el coseno de los
angulos

™ 3T 3T
7+, -+, ——2,—+z2r—z2r+xy —2x
2 2 2
. L , 2 3w T .
7.5. Hallar las razones trigonométricas de los dngulos R y - radianes.
7
7.6t Hallar las razones trigonométricas de los dngulos 1% = g - % y % = g + g
radianes.
7.7. Demostrar las siguientes identidades:
tan(a) + tan(f3)
t = .
a) tan(a + f) 1 — tan(a) tan(8)
by tan(8) = cos(a — ) — cos(a + ) .
sen(a + ) + sen(a — B)
7.8. Comprobar las siguientes igualdades:
1 — cos(2a) 1 —tan?(a) 2 tan(a)
tan?(a) = —————< b 20) = ———= 20) = ———.
@) tan™() 1 + cos(2a) ) cos(2a) 1+ tan?(«) ©) sen(2a) 1 + tan?(«)

7.9. Expresar cos(3z) en funcién de cos(z). [dem con sen(3z) en funcién de sen(z).

5—1
Aplicacion: Sabiendo que sen(18°) = TR calcular sen(54°).

S

7.10. Sabiendo que tan (g) = t, hallar sen(x), cos(z) y tan(x).
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212  Trigonometria

sen(z) cos(2x)

en(3z) — sen(x)’

7.12. Determinar el conjunto de puntos en el que se anulan las siguientes funciones:
a) sen(«) b) cos(«) ¢) tan(a).

7.13. Hallar el 4rea de un tridngulo de lados a = 2, b =1y ¢ = /3.

7.11. Simplificar la expresion
s

7.14. Se considera un tridngulo de lados ¢ = 4 cm, b = 5 cm y ¢ = 6 cm. Hallar el
angulo « que forman los lados by c.

7.15. De un tridngulo se conocen dos dngulos, o = 30° y S = 60°. Si el lado opuesto
del d4ngulo o es @ = 5 cm, determinar los otros dos lados by c.

7.16. Resolver los siguientes tridngulos, de los que se conocen:
a) Lostreslados:a =4,b=5yc=6.
b) Dos lados a =4y b = 5y el dngulo comprendido entre ellos v = 45°.

¢) Unlado a = 4y los dos angulos en sus extremos 3 = 45° y v = 30°.

7.7. Soluciones

7.1. Se tiene la siguiente tabla:

T 3m | 37w
O<o¢<§ §<Oé<71' 7T<Oé<7 ?<o¢<27r
sen(a) + + - -
cos(a) + - - +
tan(a) + — + -

7.2. Inmediato.

7.3. cos(a) = /1 — &2 ytan(a) = \/15752

sen(z) = V091 sen(m + x) = —sen(x)
cos(z) =03 cos(m + ) = — cos(x)
z =cos(z) | sen 3—7T = —cos(x
| e (5
cos (5 + :E) = —sen(z) (2 > = t+sen(x
sen(2m + x) = £sen(x) sen(—z) = —sen(z)
cos(2m + x) = cos(x) cos(—az) = cos(z)

(© Ediciones Piramide



Soluciones 213

) V3
2 2
75. | sen (T) - g cos (3”> _ V2 (37T> =1
1
2

™ (V3-1)V2 T\ (1+V3)V2
on () - B (35) -
76. | cos (12) = M cos (E) _ w
™ V3 — T V3
n(5) =L | () - L3

7.7. Basta desarrollar las expresiones que intervienen.
7.8. Basta desarrollar las expresiones que intervienen.

7.9. cos(3x) = 4cos®(z) — 3cos(z), sen(3z) = 3sen(z) — 4sen®(x) y

1 5
sen(b4°) = + \[
4
2t 1—¢t2 2t
7.10. sen(m) = 1—}—72‘,‘2’ Cos(x) = W ytan(m) = 1_7t2
7.11. 1
2

712. a){kr: keZ}. b {Z+kn:keZ}. c){kr: keZ}
7.13. Por la férmula de Herdn, el drea del tridngulo es A = - ~ (0'8660.

3 3
7.14. cos(a) = -, por lo que o = arccos <4> ~ (/7227 rad ~ 41.4096°.

4
7.15. b=5v3~86603cmyc=10cm.

7.16. Los lados/angulos que faltan son:
a) a ~41.4096°, f ~ 55.7711°, v ~ 82.8192°.

b) ¢ ~ 3/5659, v ~ 52.4841°, 8 ~ 82.5159°.
¢) a=105°,b ~ 2'9282, ¢ ~ 2/0706.
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8 E espacio euclideo

8.1. Introduccion

A diferencia de la Geometria Afin (véase el Capitulo 6), que estudia, basicamente, las
relaciones de incidencia, interseccion y paralelismo, la Geometria Euclidea se ocupa,
ademads, de las propiedades derivadas de los conceptos de distancia 'y dngulo.

Se comienza con la definicién abstracta, en el marco de los espacios vectoriales es-
tudiados en el Capitulo 5, del producto escalar entre dos vectores y del mdodulo de un
vector. Esto servird de base para introducir la nocién de dngulo de dos vectores de un
espacio euclideo.

A través del producto escalar se mostrard cémo calcular distancias y dngulos entre
puntos, rectas y planos en R? y R3,

A continuacién se introduce el concepto de producto vectorial entre dos vectores
de R3, su interpretacién fisica y cémo se puede utilizar en miltiples aplicaciones, co-
mo en el célculo de distancias y dreas.

Por tltimo, se define el concepto de producto mixto entre tres vectores de R y se
destaca su utilidad para el cédlculo de distancias y voliimenes.

8.2. Producto escalar. Médulo de un vector. Angulo
de dos vectores

Definicion 8.1 Sea V un espacio vectorial sobre R (véase la Definicion 5.1). Un producto
escalar sobre V es una aplicacién que a cada par de vectores de V le asocia un ndimero
real
(wy: VxV —- R
(@,7) — (4,7),
de forma que la aplicacién (-, -) es:
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216 El espacio euclideo

1) Bilineal, es decir, es una aplicacién lineal en cada componente:
a) (AT~ pt, W) = N, d) + p(v, ), Vi, v,w € V, VA ueR.
b) (U, \ + p@) = AW, ¥) + p(id, W), Vi, v, € V, VA ueR.
2) Simétrica: (@, ¥) = (v, ), Vi, € V.
3) Definida positiva: (¢, 1) > 0, Vi € Vy (4,4) =0 < @ =0.
Se dice que (V, (-, -)) es un espacio vectorial euclideo. o

Definicion 8.2 Un espacio afin euclideo es un espacio afin A cuyo espacio vectorial
asociado (V, (-, -)) es euclideo. ¢

Definicion 8.3 El espacio euclideo estdindar n—dimensional (R™, (,-,-)) se obtiene al
considerar el espacio vectorial R™ y el producto escalar euclideo, que viene dado por:
() R*xR* — R
n
(&§) = (&)= @iy =210+ Taya + - + TnYn,

i=1
supuesto que & = (z1,%2,...,2Zn) € R" e § = (y1,Y2,.-.,¥n) € R™ En todo lo que
sigue, siempre que hablemos de producto escalar, nos estaremos refiriendo al producto
escalar euclideo. Unicamente consideraremos los casos en que n € {1,2,3}. g

Ejemplo 8.1
a) El producto escalar de los vectores Z = (2, —3) € R?e i = (3,v/2) € R?es

1 2 12—-+2
<f»27>=2><3+(—2) xﬂzG—g:T\ff:E)/Q%Q.

b) El producto escalar de los vectores ¥ = (2,3, —1) e R3e § = (—3,—-2,4) € R3es

(T, ) =2x (=3)+3x(-2)+(-1)x4=-6-6—-4=-16. o

Observacion 8.1 Se puede probar (utilizando, por ejemplo, matrices ortogonales) que
el producto escalar estd bien definido, en el sentido de que el producto escalar de dos
vectores, tal y como se ha definido en la Definicién 8.3, no cambia si elegimos para su
célculo las coordenadas respecto a cualquier base ortonormal (véase la Definicion 8.7 mas
adelante) del espacio vectorial R™. Mds concretamente, si & = (z1,Z2,...,2Z,) € R" e
¥ = (Y1,92,-.-,Yn) € R™ son dos vectores arbitrarios de R" y {iy,ds,...,U,} es
cualquier base ortonormal de R™ respecto a la cual
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Producto escalar. Médulo de un vector. Angulo de dos vectores 217

entonces se verifica que

n n
<$737> = E TilY; = ZiYi- O
i=1

=1

Definicion 8.4 Sea V un espacio vectorial sobre R. Una norma sobre V es una aplicacién
que a cada vector de V le asocia un nimero real

: V. - R
a = |ld

verificando las siguientes propiedades:

D ||@|]| >0,VieVylli|=0 < @=0.

2) ||adl| = Al ||gl|, Vi eV, YA eR.

3) [|[d+ 3| < |la]| + ||9]|, Vi,V € V (Desigualdad triangular).
Se dice que (V, ||-]|) es un espacio normado. o

Observacion 8.2 La desigualdad triangular determina, para todo u, ¥ € V, las desigual-
dades
{ il = v+ (@ — )| < [|9]] + [[a — ]

0] = [l@ + (7 — @) < [[a]| + |7 — 4]
Como ||@ — ¥]| = ||U — ]|, se deduce la desigualdad
]| = |[3]]] < [1& = 91|,V 5€ V. g

Definicién 8.5 Sobre el espacio euclideo (R™, (, -, -)) vamos a considerar la norma eucli-
dea, definida por:

: R* — R
n
T = ||Z] = (&7 = Zx?z\/x%+x§+~--+x%,
i=1
supuesto que ¥ = (1, 22,...,T,) E R™. g

El siguiente resultado muestra que la norma euclidea de un vector de R" es igual a la
“longitud” del mismo:

Proposicién 8.1 Para todo ¥ € R™, conn € {1,2,3}, se verifica que ||Z|| coincide con
la longitud del vector &.
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218 El espacio euclideo

DEMOSTRACION. Distinguimos los tres casos que pueden presentarse:

a) Paran = 1 el resultado es evidente, ya que si £ = 1 € R, entonces

1Z]] = /1 =,

que es la longitud del vector Z.

b) Si ¥ = (x1,22) € R2, entonces, a la vista de la Figura 8.1(a), por el teorema de
Pitdgoras (véase el Teorema 7.3) se tiene que la longitud del vector & es

Vot + a3 = |a]].

(a) Longitud de Z en R2. (b) Longitud de Z en R3.

Figura 8.1: Longitud de un vector en R? y en R®.

¢) Si ¥ = (x1,22,23) € R3, escribimos
Z=d+b siendo@ = (z1,22,0)y b= (0,0, z3)

(véase la Figura 8.1(b)). De nuevo, por el teorema de Pitdgoras (dado que @ se puede
considerar un vector del plano formado por los dos primeros ejes y b un vector de la
recta real formada por el tercer eje), aplicando los apartados a) y b) anteriores se tiene
que la longitud del vector & es

VHall? + 1Bl[? = /a3 + 23 + 23 = [|7]]. o

Observacién 8.3 En general, para Z € R”, con n € N, se dice que ||Z|| es la norma o
mddulo del vector &. Un vector de médulo 1 se dice que es unitario. En todo lo que sigue,
siempre que hablemos de norma (o médulo) de un vector, nos estaremos refiriendo a su
norma euclidea. Unicamente consideraremos los casos en que n € {1,2,3}. o
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Ejemplo 8.2 El médulo del vector ¥ = (—2,3, —4) € R3 es

a1l = V(27 + 3+ (4 = V9,
es decir, la “longitud” del vector Z es /29 ~ 5'3852.

Observacién 8.4 Todo espacio vectorial euclideo (V, (-, -)) es un espacio vectorial nor-
mado (V,||-||), pues basta considerar la norma asociada al producto escalar

@] = /(@ @), Vi e V. o

Ejemplo 8.3 En el espacio euclideo (R™, (-,-)), la norma asociada al producto escalar
euclideo es la norma euclidea, puesto que

1Z]| = V(T &) =

Observacién 8.5 Dos vectores @, 7 € R"\{0}, con n € {1,2,3}, forman dos dngulos
a1,az € [0,27]. Uno de ellos (el menor) pertenece al intervalo [0, 7] y se denomina
dngulo formado por los vectores i y v (véase la Figura 8.2).

A
7

o = 2T —

Figura 8.2: Angulos formados por los vectores @ y 7.
Ademas, como
a1 + ag = 27,

se verifica que sus cosenos coinciden (véase el apartado d) de la Observacién 7.14), por
lo que podemos denotar

—

cos(, U) = cos(aq) = cos(az). o

La siguiente propiedad relaciona el producto escalar de dos vectores con el dngulo
que forman y con el producto de sus normas:
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220 El espacio euclideo

Proposicion 8.2 Sean i, v € R"\{0}, conn € {1,2,3}, y « el dngulo formado por los
vectores U y . Denotando cos(«) = cos(u, U), se verifica que

[ (@, ) = [[l] ||| cos(d, 7). 8.1)

DEMOSTRACION. Sean fy j dos vectores unitarios y perpendiculares entre si (es decir,
forman un dngulo de 90°) del plano generado por los vectores uyv (enel cason = 2
este plano coincide con el espacio total R? y se pueden tomar i=éa y j = €5) tal y como
se muestra en la Figura 8.3(a).

0|cos(B) 7
(2) Angulos de @ y 7. (b) @ = |||

Figura 8.3: Vectores Zy junitarios y perpendiculares entre si en el plano generado por @ y v.

Es claro que
U = |||y,
donde ; es el vector unitario con la misma direccién y sentido que « dado por

-

i = Bl = cos(ﬂ)f+ sen(f)j

-

=

(véase la Figura 8.3(b)). De forma similar
v = ||v]] 7,
siendo ¥ el vector unitario con la misma direccion y sentido que ¢’ dado por
71 = cos(7)i + sen(7)J.
Entonces, de acuerdo con lo visto en la Observacién 8.1, se verifica que
(@, ) = |[al] cos(B)||0]| cos(v) + [|]| sen(B)]|7]| sen(7)

= ||/ 19| ( cos(3) cos(7) + sen(B) sen(7))

= |lal] ||v][ cos(B — ) = [|a]|[|U]] cos(av),
donde se ha utilizado la Proposicién 7.2 y el hecho de que |o| = |3 — 7| y el coseno de

un dngulo coincide con el coseno del dngulo opuesto. o
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Ejemplo 8.4
a) El dngulo « € [0, 1] que forman los vectores ¥ = (1,—3) € R?e ¢ = (5,2) € R? se
obtiene a partir de la relacién

7 - 1 V2
cos(z,f) = =¥ 5=6 _V290 _yossr.

WZN7 - VItov2s 14 Jiov29 290

Para hallar este dngulo « € [0, 7] consideramos la funcién inversa del coseno, es decir,
la funcién arccos : [—1, 1] — [0, 7] definida en la Observacién 7.12, obteniendo que

/290
290

o = arccos ( cos(Z, 7)) = arccos (— ) ~ 1’6296 rad ~ 93.3665°.

b) Consideremos los vectores Z = (3, —2,1) e ¥ = (2, —4, —5). Teniendo en cuenta que
(T, 9) =6+8—-5=9,[|Z]| =vI+4+1=VI14,||y]| = V4 + 16 + 25 = V45

y

cos(Z, 9) &5 _ __9 5 ~ (3586,

&gl Viavas V70
argumentando como en a), el dngulo o € [0, 7] que forman los vectores Z e i en R?
es

3
a = arccos ( cos(Z, 7)) = arccos [ — | ~ 1’2041 rad ~ 68.9877°.
(cos(d. ) = avecos 2= .

La siguiente desigualdad relaciona el producto escalar de dos vectores con el producto
de sus normas:

Teorema 8.1 (Desigualdad de Cauchy—-Schwarz) Sea (V, (-,-)) un espacio vectorial eu-
clideo. Entonces se verifica que

(@, &) < [Jall|v]], Va,7 €V, (8.2)

siendo ||-|| la norma asociada al producto escalar. Ademds, en (8.2) se tiene una igualdad
si, y solo si, los vectores Uy U son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION. Si@ = 00 @ = 0, el resultado es inmediato, por lo que supondremos
que @ # 0y U # 0. Para cada A € R consideramos el vector W/ = 4 — A\, para el que se
verifica:

= (@, @) — N\, T) — \(T, @) + \*(7,7) (8.3)
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En particular, como v # 6 tomando

S

- (@)
SR

<y

en la expresion (8.3), se verifica que

0 < |[if = AF|[* = ||a]]* — 2X(@, &) + X[

iz o K@ @9
oo l@oP
= [la|* - =5
o112

de donde se deduce el resultado. Ademds, se da la igualdad en (8.4) si, y sélo si,

@— M =0 < @y ¥ sonlinealmente dependientes. o

La relacion (8.1) permite introducir la nocioén de ortogonalidad:

Definicion 8.6 Sea (V, (-, )) un espacio vectorial euclideo. Dos vectores 4, € V son
ortogonales (o perpendiculares), y se representa @ L ¥, cuando (@, ) = 0.

Observacion 8.6 Como <6, @) = 0 para todo @ € V, se tiene que 0Ld,YueV. g
Ejemplo 8.5
a) Consideremos los vectores ¥ = (3,4) € R? e = (8, —6) € R2. Puesto que
(Z,9) =3 x8+4x(—6)=0,
se verifica que £ | /.
b) Los vectores & = (2,—1,0) € R® e 7 = (2,4, —3) € R3 verifican que ¥ | ¥, ya que

(B, ) =2x24+(-1)x4+0x(=3)=0. o

Observaciéon 8.7 Emplearemos la notacién « || ¥ para indicar que los vectores @ y ¥ son
paralelos, es decir, linealmente dependientes. o

Observacion 8.8 Dada una recta r del plano con pendiente m, # 0, la pendiente de
cualquier recta s perpendicular a r es

me = ——, (8.5)

My
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ya que, tomando ¥, = (1,m,.) y ¥s = (1, ms) como vectores directores de 7 y s (véase
la Observacién 6.13), por ser perpendiculares debe cumplirse que

(U, Ts) =0 < ((1,m,),(1,ms)) =0 < 1+m,ms =0,

lo que equivale a tomar m, segin la expresion (8.5) (teniendo en cuenta que m, # 0).
Por otro lado, en el caso de que m,. = 0 (es decir, cuando la recta r es horizontal), enton-
ces cualquier recta s perpendicular a r es vertical (Io que se puede considerar pendiente
infinita). g

Definicion 8.7 Sea V un espacio vectorial de dimensién n € Ny B = {€1,¢€5,...,¢€,}
una base de V. Se dice que B es una base ortogonal si todos sus elementos son ortogona-
les dos a dos, es decir,

(€:,€5) =0 si 1 # j.
Si, ademds, todos los elementos de 3 son unitarios, es decir,
O 12
(e, ei) = leil|” = 1,
se dice que B es una base ortonormal. ¢

Ejemplo 8.6 By = {z = (1,0), j = (0,1)} constituye una base ortonormal de R? y

Bs = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)} es una base ortonormal de R?. Aestas
bases se les denomina bases cancnicas de R? y R3, respectivamente. o

—

—
Observacion 8.9 Consideremos los vectores &t = OAy v = O? de la Figura 8.4.

O proyg(?v) C a A
Figura 8.4: Proyeccién del vector ¥ sobre el vector .

Veamos cémo obtener proy () = O« 2 , que es el vector proyeccion del vector U sobre el
vector 1. El vector proy;(?) estd en la misma direccién que el vector i, por lo que

proy;(7) = A\i (8.6)
con A > (. Para calcular su médulo, tengamos en cuenta que

(@, ©)| = [[al|[|9]] |cos(d, ©)| = [|]| [|proyz(¥)]|
12 112
= [lal[ [[]Aa]| = [A[||al]” = Alfa]]
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al ser A > 0. Por tanto,

Sustituyendo este valor de X en la expresion (8.6), se obtiene

o 1@, 9)|

proy=(v) = ||2 .

|a

Notese que el médulo del vector proyeccion de o sobre i es

Ejemplo 8.7 Consideremos los vectores
a=(6,0)€R?y b= (4,4) € R%.

Vamos a calcular la proyeccién de @ sobre b y la proyeccién de b sobre a:

—

o a,by| » 24 3
provs@) = | T = (s ) = ) = 6.9)
y
~ @by, 24 2
z(b) = =—(6,0)=5(6,0)= (4,0
proya(h) = 250 = 5 (6.0) = 56.0) = (40)
(véase la Figura 8.5). g
/
proy;(@)
_ B
0 proyz(b) a

Figura 8.5: Proyecciones de @ sobre b y de b sobre a.
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8.3. Aplicaciones del producto escalar

8.3.1. Distancia entre dos puntos

Teniendo en cuenta que la distancia de un punto A = (ay,as,...,a,) € R™ a otro
B = (by,bg,...,b,) € R conn € {1,2,3} es la longitud del vector que lleva uno
a otro, llamaremos distancia del punto A al punto B, y la representamos d(A4, B), a la
norma del vector

xﬁ:(bl—al,bg—ag,...,bn—an).

Por tanto,

d(A, B) = || AB|| = /(b1 — a1)® + (b2 — a2)? + - + (b — an 2.

Ejemplo 8.8

a) La distancia del punto A = —5 € Ral punto B =7 € Res
d(A,B) = ||AB|| = |7 — (~5)| = 12.
b) La distancia del punto A = (4,3) € R? al punto B = (—5,7) € R?es
d(A, B) = ||AB]| = |(=9,4)|| = /(=9)2 + 4% = VT =~ 9/8489.
c) La distancia del punto A = (2, —1,3) € R® al punto B = (3,4, —1) € R3es
d(A, B) = ||AB|| = ||(1,5,~4)|| = /T2 + 52 + (—4)2 = V42 ~ 6'4807. o

8.3.2. \Vector perpendicular a una recta en R?

Veamos como determinar un vector perpendicular a la recta r : ax + By + 6 = 0. Para
ello distinguimos tres casos:

a) Sia =0, entonces 5 # 0 (pues en otro caso no seria una recta) y las ecuaciones de la
recta se pueden reescribir como

Por tanto, 7 es una recta horizontal con vectores perpendiculares (0, A), A € R\{0}
arbitrarios. En particular, 7 = («, 8) es un vector perpendicular a r.

(© Ediciones Piramide



226 Elespacio euclideo

b) Si 8 = 0, entonces o # 0 (pues en otro caso no habria recta) y las ecuaciones de la
recta pueden expresarse como

)
r.or=——.
@

Luego r es una recta vertical con vectores perpendiculares (A, 0), A € R\{0} arbitra-
rios. En particular, 7 = («, ) es un vector perpendicular a r.

c) Sia# 0y # 0, entonces las ecuaciones de la recta se pueden reescribir como

@ )
riy=-——r——
BB
y, por tanto, su pendiente es
o
m=——
B
(véase la Observacidn 2.18). La pendiente de cualquier recta perpendicular a r es
/ 1 p
m = —— = —
m o«

(véase la Observacion 8.8) y uno de los vectores directores a cualquiera de estas rectas
perpendiculares es (1, m') = (1, g) (véase la Observacion 6.13) o cualquier vector
que se obtenga de éste al multiplicarlo por una constante A € R\{0}. En particular,
para A = « se tiene que 77 = («v, ) es un vector perpendicular a 7.

Por tanto, en todos los casos se verifica que

’ﬁ = (a, ) esun vector perpendicular alarecta 7 : ax + By + 6 = 0. ‘

Ejemplo 8.9 El vector 77 = (7, —4) es ortogonal a larecta 7x — 4y —3=0. g

8.3.3. Distancia de un punto a una recta en R?

Veamos c6mo hallar la distancia del punto A = (a1, a2) € R? alarecta
r:arx+Py+6=0.

Sea B un punto cualquiera de r y C' la proyeccion ortogonal de A sobre r, que se carac-
teriza por verificar que BC L Cﬁl, d(A,r) =d(A,C)y

BA—BC+CA 8.7)

(véase la Figura 8.6).
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Figura 8.6: Proyeccién ortogonal de A sobre 7.

Multiplicando la igualdad (8.7) por cualquier vector 77 perpendicular a r, se tiene que
= SN - N
(BA.7) = (CA7) = = ||CA| |1

. s S . .
(el signo + o — depende de si CA y 7 tienen sentidos iguales u opuestos). Por tanto,
tomando valores absolutos, se deduce que

(BA, )

-

d(A,r) = d(A,C) = ||CA|| =

De esta forma, si B = (b1, b2 ), tomando 77 = («, /3) como vector perpendicular a r (véase
la Seccién 8.3.2.), se tiene que

[((a1 = b1,a5 — by), (a, B))| _ |ewas + Bag — (aby + Bbs)|

Ahora bien, como B = (by,bs) € r, se verifica que ab; + by + & = 0, de donde se
deduce que —(aby + Bby) = J. Se obtiene asi que

d(A,r) =

_|aay + Baz + 6|

Jar T

Es decir, la distancia del punto A = (a1, a2) a la recta ax + By + § = 0 viene dada
por el cociente entre el valor absoluto de lo que se obtiene al sustituir las coordenadas del
punto A en las ecuaciones de la recta y el médulo del vector normal 77 = (¢, 8) a dicha
recta.

d(A,r) (8.8)

Ejemplo 8.10 La distancia del punto A = (1,—1) € R?alarectar : 3z +2y+2 =0
es

142 -1 2 1
Bx1+2x(—1)+ |: 3 :3\/ 3:0’8321. i

A =
d(4,r) V32 422 V13 13
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8.3.4. Distancia entre dos rectas en R?

Sean 7 y s dos rectas de R2. De cara a calcular la distancia entre r y s, d(r, s), hay tres
casos posibles:

1) Siry sno son paralelas, entonces se cortan en un punto y, por tanto, la distancia entre
ellas es cero.

2) Si r y s son coincidentes (es decir, son la misma recta), entonces la distancia entre
ellas es cero.

3) Siry s son paralelas pero no coincidentes, entonces para calcular la distancia entre
ellas basta hallar la distancia de un punto de ellas a la otra recta utilizando la férmu-
la (8.8). En particular, dados P € r y/o Q) € s, se tiene que

d(r,s) = d(Q,r) = d(P,s).

Ejemplo 8.11 ;Cudl es la distancia que hay entre las rectas r : 2z — 4y +5 =0y
s: 2x — 4y — 3 = 07 Puesto que las rectas r y s son paralelas (nétese que ambas tienen
la misma pendiente m = %), no coincidentes, y el punto P = (0, %) € r, se tiene que la
distancia entre estas rectas es

2x0—-4x5-3 8 45

— ~ 1'7889.
V2242 V20 5 .

d(r,s) =d(P,s) =

8.3.5. Vector perpendicular a un plano en R?
Veamos como determinar un vector perpendicular al plano 7 : azx + Sy + vz + 9 = 0.
Si A = (a1,a2,a3)y B = (b1, b2, b3) son puntos del plano m, se verifica que
aai + Pas +va3+6=0
{ aby + Bby + vbs + 6 =0,
por lo que, si a la ecuacién segunda le restamos la primera, obtenemos
a(by —ay) + B(be — az) + y(bs — az) = 0.
La igualdad anterior expresa que los vectores
= (a,5,7) y z@ = (by —a1,b2 —as, b3 — as)

son ortogonales, es decir, 77 L 1@ . Dado que ﬁ es un vector arbitrario del plano , se
tiene que 77 es ortogonal a todo el plano 7. Por tanto,

’ i = (o, 8,7) es un vector perpendicular al plano 7 : ax + Sy +vz+ 5 =0.

Ejemplo 8.12 El vector 77 = (2,1, —1) es ortogonal al plano 22 +y — 2z +5=0. g
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8.3.6. Distancia de un punto a un plano en R?
Veamos cémo hallar la distancia del punto A = (a1, as, as) al plano
T ar+ PBy+yz+6=0.

Consideremos la recta r que pasa por el punto A y es perpendicular al plano 7 (véase la
Figura 8.7). Segtn lo visto en la Seccién 8.3.5., un vector de direccién de la recta 7 es
7 = («, B, 7), por tratarse de un vector perpendicular al plano 7.

Figura 8.7: Distancia de un punto a un plano.
Por tanto, la recta r viene dada, por ejemplo, por las ecuaciones
T =a;+ A
y=az+ A3 (A eR).
z=as+ Ay

La recta r corta a m en un punto P (que se denomina proyeccion ortogonal del punto A
sobre el plano ) para el que se verifica

d(A,7) = d(A, P) = | AP]|. (8.9)
Para un punto B = (b, b, b3) arbitrario del plano 7 se verifica que
|(AB, 7i)| = ||AB]| ||| cos(AB, i) (8.10)

Ademds (véase, de nuevo, la Figura 8.7), segtin lo visto en la Definicién 7.6, se tiene que

cos 1) = Hﬁ”
(A8 |4B||

De este modo, podemos escribir la relacién (8.10) como

(AB,7)| = || 4P| ||,
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por lo que, despejando Hﬁ || v sustituyendo en la expresion (8.9), se obtiene

(AB, 1)
Hﬂ%II— SR (8.11)

Ahora bien, por pertenecer B = (b1, ba, b3) al plano 7, se tiene que
Oéb1+6b2 +’yb3+5:0 = Oébl +Bbg+’}/63 = 7(5,

por lo que, a partir de (8.11), se verifica

(AB. )| _ |a(by —a1) + Bbs — az) + y(bs — as)|
Tl Vi B
_ laay + Bag + yaz + 6|

/a2+62+72

d(A,m) =

Hemos obtenido asi que

|aay + Bag + yas + 6|

/0[2 +52 +,-y2

Es decir, la distancia del punto A = (a1, as, ag) al plano ax+ Sy +~vz+ 9 = 0 viene dada
por el cociente entre el valor absoluto de lo que se obtiene al sustituir las coordenadas del
punto A en las ecuaciones del plano y el médulo del vector normal 77 = («, 3, ) a dicho
plano.

d(A,m) =

(8.12)

Ejemplo 8.13 La distancia del punto A = (1,—1,2) alplano7 : 3z +2y —2+2=10
viene dada por

Bx14+2x(-1)—1x2+2 1 /14

d(A,m) = e e =0 1

~0'2673. o

Observacion 8.10 La expresion (8.12) también permite hallar la distancia de un punto
A = (aj,a2) € R?2aunarectar : az + By +d = 0, dado que esta distancia es la
distancia del punto A = (a1, as,0) al plano 7 : ax + By + & = 0 (véase la Figura 8.8).
Por tanto, de (8.12) se deduce que

|aar + Bag + 0
v a2 + 32

expresion que, obviamente, coincide con la obtenida en (8.8).

d(A,r) =
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Figura 8.8: Distancia de un punto a una recta en R? usando una perspectiva tridimensional (R®).

8.3.7. Angulo que forman dos rectas

Sea ¥ un vector de direccién de la recta r; y U2 un vector de direccion de la recta .
Consideremos los dngulos formados por los vectores:

a) 171 y 172 b) —’171 y 172

(véase la Figura 8.9).

To

> \

Ty

Figura 8.9: Angulo  formado por las rectas 1 y 2.

El dngulo formado por las rectas r1 y ro se define como el menor de los dos dngu-
los anteriores. Dicho dngulo no depende de los vectores ¥ y ¥ elegidos, se encuentra
comprendido entre 0y 5 y se obtiene a partir de la relacién

I U1, Uy
cos(ry, o) = | cos(v, Ua)| = M

Ejemplo 8.14 Consideremos las rectas r; y o de ecuaciones paramétricas

r=2—-A r=1-3u
Ty y =3\ ANeR) y ry: y=—1+6u (n €R).
z=4 z=>5u
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Como ¥, = (—1,3,0) es un vector de direccién de la recta r1 y v = (—3,6,5) es un
vector de direccion de la recta ro, se tiene que

U, U 21 3V7
cos(ry,re) = | cos(vy, Ua)| = 01, 2)] V7 ~ 0'7937.

Noillllesll ~ viov7o 10

Por tanto, el dngulo entre las rectas 71 y o es el inico dngulo a € (0, §) tal que

37
10 °
Finalmente, para determinar este dngulo o consideramos la funcién inversa del coseno,

es decir, la funcién arccos : [—1, 1] — [0, 7] definida en la Observaci6n 7.12, obteniendo
que

cos(a) =

o = arccos ( cos(a)) = arccos <31\?> ~ 0’6539 rad ~ 37.4650°. o
8.3.8. Angulo que forman dos planos

Sea 771 un vector perpendicular al plano 7; y 7l un vector perpendicular al plano 7.
Consideremos los dngulos formados por los vectores:

a) 7y y o b) —7i1 y 2

(véase la Figura 8.10).

3
/
St
3
o

Figura 8.10: Angulo -y formado por los planos 7y y 2.

Se define el dngulo formado por los planos w1 y ms como el menor de los dos dngu-
los anteriores. Dicho dngulo no depende de los vectores 7i; y 75 elegidos, se encuentra
comprendido entre 0 y 5 y se obtiene a partir de la relacién

(7, 1i2) ]

COS(’]Tl,’]TQ) = |COS(ﬁl,ﬁ2)| = W

Por tanto, los planos 71 y o son paralelos si iy || 7ia y perpendiculares si 7y L ia.
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Ejemplo 8.15 Determinemos la ecuacién del plano 71 que pasa por A = (2,—1,3) y es
paralelo al plano 72 : 32 — 2y + 4z — 5 = 0.

Un vector perpendicular al plano 75 (y, por tanto, perpendicular también al plano 7;)
es s = (3,—2,4). De esta forma, si P = (x,y, z) es un punto arbitrario del plano 7,

tiene que verificarse que AP 1 75, es decir,

((x—2,y+1,2—-3),(3,-2,4)) =0 3z —-2)—2(y+1)+4(»—3)=0
& 3 —2y+42—-20=0.

Por tanto, el plano buscado es 7} : 3z — 2y + 42z — 20 = 0.

Otra forma de hallar la ecuacién del plano 7, es la siguiente: como 72 = (3, —2,4)
es un vector perpendicular al plano 71, debe existir v € R, de modo que la ecuacién del
plano 7, sea de la forma

m 3 —2y+4z+4+v=0.

Ademds, como A = (2, —1,3) € m, tiene que cumplirse que
3x2-2x(-1)+4x3+vy=0,
de donde v = —20, y se vuelve a obtener de nuevo que

m o 3r—2y+42—20=0. g

8.3.9. Angulo que forman una recta y un plano

Sea v’ un vector de direccién de la recta r y 7 un vector perpendicular al plano 7. Consi-
deremos los dngulos formados por los vectores:

avyn b) —vyn

(véase la Figura 8.11).

Figura 8.11: Angulo g — y formado por la recta r y el plano 7.
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Se define el dngulo formado por la recta r y el plano w como el dngulo complementario
del menor de los dos dngulos anteriores (es decir, el dangulo que sumado al menor de los
dos angulos anteriores forma un dngulo recto). Dicho dngulo no depende de los vectores ¥
y 7 elegidos, se encuentra comprendido entre 0 y 7 y se obtiene a partir de la relacién

(@, 7))

@17l

sen(r,m) = | cos(¥, )| =

Por tanto, la recta r y el plano 7 son perpendiculares si U || @l y paralelos si v L .

Ejemplo 8.16 Calculemos el dngulo entre la recta

r=—-1+A
r: Qo y=1+9A (A eR)
z= -5

yelplano7 : 3x — 8y + 5z —4 =0.

Como ¥ = (1,9,0) es un vector de direccién de la recta r y 7 = (3,—8,5) es un
vector perpendicular al plano m, se tiene que

(@, 7)] 69  69V41
[ ~ v82v/08 574

Luego el dngulo formado por la recta r y el plano 7 es el tinico dngulo @ € (0, 7)) tal que

69v/41

~ 0'7697.

sen(r,m) = | cos(v, )| =

. —

sen(e) = —p7

Para determinar este dngulo o consideramos la funcién inversa del seno, es decir, la fun-

ci6én arcsen : [—1,1] — [—5, 5] definida en la Observacién 7.11, obteniendo que
69v/41

~ N ~ e}
=7 ) ~ 0'8784rad ~ 50.3282°. o

o = arcsen (sen(a)) = arcsen (

8.4. Producto vectorial

Dados dos vectores @ = (u1,uz,u3) € Ry & = (v1,vq,v3) € R3 linealmente inde-
pendientes, determinemos todos los vectores @ = (z,y,2) € R? que son ortogonales a
ambos. Estos vienen dados por verificar:

Wld = (Wid)=0 = wzr+uy+usz=0
0 (8.13)

= 1T+ vy +uvzz =0.
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Tenemos pues que resolver un sistema homogéneo de dos ecuaciones con tres incégnitas.
Como los vectores @ y U son linealmente independientes, se verifica que el rango de la
matriz del sistema (que coincide con el rango de la matriz ampliada) es 2. Por tanto,
por el teorema de Rouché—Frobenius, el sistema (8.13) es compatible e indeterminado.
Sin pérdida de generalidad (en otro caso la demostracion se haria de forma similar, pero
tomando el determinante y las incognitas principales adecuadas), podemos suponer que

Uy U2
51 = det 7é 07

V1 U2

por lo que podemos considerar a x e y incégnitas principales y escribir el sistema (8.13)
en la forma
UIT + UY = —U3Z

V1T + VoY = —U3Z,

cuya resolucién la obtenemos por la regla de Cramer:

—U3zz U2 U2 U3
det det
—VU3Z V2 U2V3 — U3V V2 U3
xr = = z = z
o1 o1 o1
Uy —uszz U U3
det det
v —U3Z2 U3V1 — ULV3 V1 U3
y = — 2 =———""72.
(51 51 61

De esta forma, eligiendo

uy U2
z = 01 = det a,
Ko )

para o € R arbitrario, obtenemos que las infinitas soluciones del sistema (8.13) son

Uz U3 Uy U3 Uy U2
(x,y,2) = | det ,—det ,det al (e eR).
U2 U3 U1 U3 U1 V9

Como se observa, la solucién anterior define una recta vectorial generada por el vector

Uz U3 U us U U2
det , —det ,det
V2 U3 U1 U3 U1 U2
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Observacion 8.11 (Regla nemotécnica) Una manera de obtener el producto vectorial de
los vectores @ = (uy,usz,u3) € R3y ¥ = (v1,vq,v3) € R es a partir de los vectores

i=(1,0,0), j = (0,1,0), k = (0,0,1),

pues basta desarrollar (véase la Definicién 3.14) el siguiente “determinante” por los ele-

236 El espacio euclideo
Definicién 8.8 Sean @ = (uy,ug,u3z) € R3y @ = (v1,v2,v3) € R3. Se denomina
producto vectorial de los vectores i y U al vector
S U U u U U
(der (120} aen (100 ) e (12 2.
V2 VU3 U1 VU3 V1 Vg

mentos de la primera fila
i ]k
U X ¥ = det Uy Uz U3
U1 Vg U3
v = (1,2,1) esel

Ejemplo 8.17 El producto vectorial de los vectores @ = (3,5,1)

vector
faer (3 D)oo ot (? 3)) =020

uXv= 9 1
Tal y como hemos dicho en la Observacién 8.11, otra forma de hacer este cdlculo es
desarrollar el siguiente “determinante” por los elementos de la primera fila
i j ok B B
ixv=det |3 5 1] =det (> Ni—det(> )Frdet(> °)F
2 1 1 1 1 2
1 2 1
=37 — 2]+ k=3(1,0,0) — 2(0,1,0) + (0,0,1) = (3,-2,1). o
Proposicion 8.3 El vector © X U es, por construccion, ortogonal a los vectores @y U

Ademds, es el uinico vector que cumple
det (7,7, 7) = (T,H VT ER® & §J=1i x .

En particular, se verifica que
(8.14)

det (Z, 4, V) =
DEMOSTRACION. Sea & un vector arbitrario de R3. Para simplificar la notacién vamos

a denotar
up  UuUs Uy U2
;det = (C1,¢2,G3)-
3 V3

Uz U3
u X U= |det ,—det
U3 V1 s U1

(Z,i x T) V& € RS,

V2
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De esta forma, se tiene que

r1 X9 I3
det (#,4,7) = (Z,9) & det | ur  wus us | = x1y1 + T2y + 3Y3
U1 V2 U3

Uy U U U U U
@xldet<2 3>xgdet< ! 3>+w3det< ! 2)
Vg Vg U1 Vs U1 V2

= T1Y1 + T2Yy2 + T3Y3
< 101 + 22 + ¥3(3 = T1Y1 + T2y2 + T3Y3
Sy —C)rr+ (g2 —G)ra+ (Y3 —3)zz =0
<y =01, Y2 =C2, Y3 =3
S y=1UX7,

donde en la pentltima coimplicacién se ha utilizado que & es un vector arbitrario de R3. g

Observacion 8.12 (Propiedades del producto vectorial) La propiedad (8.14) permite pro-
bar las siguientes propiedades:

<L

a) Propiedad antisimétrica: @ x T = —0 x 4, V4, T € R3.
b) Homogeneidad: i x (\T) = (@ x ¥), Vi,7 € R3, V) €

¢) Propiedad distributiva: @ x (U + W) = @ x ¥+ 4 x W, Vi, 0, w € R3.
d) 4y U son vectores linealmente independientes < « X U # 0.

e) El vector ¢ x ' es ortogonal a los vectores @ y v.

0 ||@ x & = [[a]|[|#]] sen (@, 9), V &7 € B o

Observacién 8.13 (Interpretacién fisica) Sean @, 7 € R3.

=2

a) Si alguno de los vectores @ 6 U’ es nulo, entonces @ X ¥ =
b) Si @y v son linealmente dependientes, entonces © X ¢ = 0.

¢) Si 4y v son linealmente independientes, entonces 4 X ¥ es el vector que tiene:
1) Médulo: ||@ x ¥]| = ||d]| ||¥]| sen (@, ¥).
2) Direccidn: perpendicular a los vectores @y v.

3) Sentido: el de avance de un sacacorchos que gira de @ a ¢’ por el camino mas corto
(véase la Figura 8.12). g
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Ux U
L
a

Figura 8.12: Interpretacién geométrica del producto vectorial de i por ¥.

8.5. Aplicaciones del producto vectorial

8.5.1. Vector perpendicular a dos rectas

Sea i un vector de direccion de la recta  y ' un vector de direccion de la recta s. Entonces,
por la Observacion 8.12, @ x ¥/ es un vector perpendicular a las rectas 7 y s.

Ejemplo 8.18 Consideremos las rectas

r_ y—-1 242 Sr—=2 _
rig = s =1 ys:— =y+3=2-4.

Como 4 = (2,3,4) y ¥ = (2,1,1) son, respectivamente, vectores de direccién de las
rectas r y s, se tiene que un vector perpendicular a ambas rectas es

Lo 3 4 2 4 2 3\) _
uxv-(det(l 1),—det<2 1>,det(2 1))—(—1,6,—4). o

8.5.2. Vector director de una recta dada por la interseccion
de dos planos

Consideremos la recta r determinada por la interseccién de los planos
T+ L1y+1z+6 =0y w2 asx + Boy + 22 + 92 = 0.

Como vimos en la Subseccién 8.3.5., los vectores 711 = (a1, f1,71) ¥y 2 = (a2, B2,72)
son, respectivamente, vectores perpendiculares a los planos 71 y mo. De esta forma, la
recta r, por pertenecer a 71 y g, es perpendicular a estos dos vectores y, por tanto, r es
paralela al producto vectorial

oo = (det [P0 ) Zdet (Y0 ) det (1 A1)
B2 o az Yo az B
De esta forma, se tiene que 17 X m5 es un vector de direccion de la recta 7.
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Ejemplo 8.19 Para determinar un vector de direccion de la recta
r—y+2—3=0
T
2r+2+4=0

basta considerar el producto vectorial

I 11 1 1 —1\\ _
e (ao (7 ) () D (s D)) = e

8.5.3. Area de un paralelogramo y de un triangulo

Consideremos un paralelogramo de vértices O, A, B 'y C' como se muestra en la Figu-
ra 8.13. Por definicidn, el drea de este paralelogramo es

Area(OABC) = |OA|| h = ||OA||||OB|| sen(OA, OB).

axb

0

Qy
b

Figura 8.13: Paralelogramo de vértices O, A, By C.

N S .
De esta forma,sid = OAy b= O?, se tiene que

—

bl|.

Area(OABC) = ||d@]| ||b]| sen(@, b) = ||@ x

Es decir, el drea del paralelogramo que determinan los vectores @ y b coincide con el
médulo del vector @ x b. Obviamente, el drea del trlangulo que determinan los vectores @
y b coincide con la mitad del médulo del vector @ X b, es decir,

|la b

Area(OAB) = 5

(8.15)

Ejemplo 8.20 El drea A del paralelogramo que determinan los vectores @ = (2,3,4) y
b= (5,6,1) es el médulo del vector

Lo 3 4 2 4 2 5\)_, B
e (oo (2 g (a2 D)) = o
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es decir,

A=|a@xb|| = /(—21)2 + 182 4 (—3)2 = V774 = 3v/86 ~ 27'8209. ¢

8.5.4. Distancia de un punto a una recta

Sea A un punto exterior a la recta 7. El punto P € r tal que ﬁ L r se denomina la
proyeccion ortogonal de A sobre la recta r (véase la Figura 8.14). La distancia del punto
A alarecta r es la distancia de A al punto P, es decir,

d(A,7) = d(A, P) = || AP)||. (8.16)

A

d(A,r) r
/
: C
P
—B

Figura 8.14: Distancia del punto A a la recta r.

Para hallar la distancia de A a P consideramos dos puntos arbitrarios By C de larecta r.
Puesto que por un lado se tiene que

Area(ABC) = % ||B?H ||ﬁ”

y, por otro,

—
p . BAXx B
Area(ABC) = Area(BAC) = ||>2<?|

(véase (8.15)), debe cumplirse la igualdad

IBC|||AP|| = ||BA x BC|| = ||ﬁ|=”?%@.

IBC|

Sustituyendo esta expresion en (8.16), se obtiene que

siendo B un punto arbitrario de la recta  y « un vector de direccion de la misma.
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Ejemplo 8.21 Para hallar la distancia del punto A = (1, —1,2) ala recta

r=1-2\
rog o y=2A (AEeR)
z=34+A

consideramos el punto B = (1,0,3) € r y el vector de direccién @ = (—2,1,1) de r.
Puestoque BA=A—-B=(0,-1,-1)y

— -1 -1 0 -1 0 —-1\) _
Bt (ao () maa (2 (S D)) =022

se tiene que

) — IBAx | _ JOHPF (2P _ VB _ 23
’ I V22 +12+12 V6 3

8.6. Producto mixto

[m]

Definicién 8.9 Dados tres vectores @ = (u1,uz,u3) € R3, ¥ = (v1,v2,v3) € R3y
W = (wy,ws,w3) € R3, se denomina producto mixto de los vectores i, 'y 1 al producto
escalar del vector « por el vector ¢ X w0, es decir, al nimero real

(i, 7, W} = (@,7 x ©). o

Observacion 8.14 De la propiedad (8.14) se deduce que

Ul U us

u, U, W =det | v1 wy 3
b b)

w; w2 w3

La igualdad anterior permite demostrar las siguientes propiedades del producto mixto:
1) {u,v,d} = {w,d, v} = {v,d,d} = — {0, 4,7} = — {4, d, 0} = — {w, v, d}.
2) {u,v,w} =0 & 4,7y W son vectores linealmente dependientes. o

Ejemplo 8.22 Como el producto mixto de los vectores @ = (2,3,1), ¥ = (0,1,2) y
w=(1,2,4)es

2 31
{i,7, 0} =det [0 1 2] =5,
1 2 4
se verifica que i, ¥ y w son vectores linealmente independientes. o
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8.7. Aplicaciones del producto mixto

8.7.1. Volumen de un paralelepipedo y de un tetraedro

—
El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @ = OA, b = O? yc= (ﬁ
(véase la Figura 8.15) es el drea de la base de la base por la altura.

bxc

Figura 8.15: Paralelepipedo determinado por los vectores @, by & con altura b = ||@|| | cos(7)].
Por tanto,
V (paralelepipedo) = [|b x | h = ||b x &l [|al| | cos(d@, b x &)] = |(@,b x &),

es decir,

V (paralelepipedo) = |{@, b, &}|. (8.17)

Como acabamos de ver, el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, b
y Ces el valor absoluto del producto mixto {d, l;, C}. Puesto que a partir de 6 tetraedros
iguales se puede formar un paralelepipedo, a la vista de (8.17), el volumen de un tetraedro
de vértices O, A, By C'es

V (tetraedro) = ———

dondec‘i:O—zzl,_':O?yé’:O?.
2

Ejemplo 8.23 Consideremos los puntos O = (—1,1,0), A = (2
C = (1,0, 3). El volumen del paralelepipedo de aristas @ = O A

e
Q
sl
oy

I

S
;

) 30 3
V={abée|=det{1 0 —1]/=|-6=6 ¢
2 -1 3
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8.7.2. Distancia entre dos rectas paralelas y distintas

Obviamente, la distancia entre dos rectas paralelas y distintas es la distancia que hay de
un punto arbitrario de una de ellas a la otra recta. Por tanto, para calcular esta distancia
basta aplicar lo estudiado en la Seccién 8.5.4.

8.7.3. Distancia entre dos rectas que se cruzan

Sean 7 y s dos rectas que se cruzan. Consideremos

{ A € r y 4 un vector de direccion de

B € s y ¥ un vector de direccién de s.
Se verifica que existen dos tnicos puntos P; € ry P, € s tales que
— —
P1P2 1lr y P1P2 1 s.

La recta ¢ determinada por los puntos P, y P> se denomina perpendicular comiin a las
rectas r y s (véase la Figura 8.16). La distancia entre las rectas r y s es la distancia del
punto P; al punto P», es decir,

d(r,s) = d(Py, Py).

Figura 8.16: Elementos geométricos para hallar la distancia entre dos rectas 7 y s que se cruzan.

Consideremos el plano 7 determinado por los vectores @ y ¥ que pasa por el punto B.

Claramente,
(4B, )|

d(r,s) = d(Py, P) = d(A,7) = TR (8.18)
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siendo 7 un vector perpendicular al plano 7 (véase (8.11)). Tomando 7 = « X ¥, la
expresion (8.18) adquiere la forma

d(r,s) = 7|{1ﬁ,1]’, 6}| (8.19)

||@ x|

Observacion 8.15 (Interpretacion geométrica) Noétese que la expresion (8.19), que pro-
porciona la distancia entre las rectas r y s, es el cociente entre el volumen del paralele-
pipedo determinado por los vectores AB, 4y U'y el drea del paralelogramo determinado
por los vectores # y U. Representa, por tanto, la altura de dicho paralelogramo.

Para determinar las ecuaciones de la recta ¢, perpendicular comun a las rectas r y s,
tengamos en cuenta que si P = (x,y, z) es un punto arbitrario de la recta ¢, se verifica
que:

Los vectores Aﬁ, @y U X U son coplanarios = {Aﬁ,ﬁ,ﬂ' x U} =0.
Los vectores Bﬁ, Uy @ X U son coplanarios = {Bﬁ,ﬁ,ﬁ x v} = 0.

Por tanto, las ecuaciones implicitas de la recta ¢ vienen dadas como interseccién de los
planos

r—a Y—azx 2 —as

det Uy Uo us =0
n1 o ns
(8.20)
Xr — b1 Yy — bQ z — b3
det 1 Vo V3 =0,
ny ) ns

donde (nl, na, 77,3) =1Ux . [m]
Ejemplo 8.24 Consideremos las rectas
r—1 y+2 y—2 243

z'y s:x="——= .

2 3 2 -1

T

Puesto que
{ A= (1,-2,0)€r yi=(23,1)es un vector de direccién de r,

B=(0,2,-3) €s yv=(1,2,—1) es un vector de direccién de s,

se tiene que AB=B - A= (—1,4,-3),

Lo 301 2 1 2 3\\
uxv-(det<2 _1>7—det<1 _1),det(1 2))—(—5,3,1)
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y
-1 4 -3
(AB,@,5} =det [ 2 3 1|=14
1 2 -1
Por tanto, la distancia entre las rectas r y s es
B ’{,ﬁ, a7 14 14 235

d(r,s) = ~ 2'3664.

laxd| — J(=5)2+32+12 35 5
Para hallar la perpendicular comiin ¢ a las rectas r y s, aplicamos las férmulas (8.20):
r—1 y+2 =z

O=det| 2 3 1]=-7(y—32+2)
-5 3 1

r y—2 z+4+3
0 = det 1 2 -1 | =b5x+4y+ 132+ 31
) 3 1

Por tanto, la recta ¢ viene determinada como la interseccién de los planos

T y—32—|—2=0‘y’7‘1’21 5 +4y + 132+ 31 =0,

es decir, las ecuaciones implicitas de la recta ¢ son

y—3z+2=0
t:
S5r+4y+132+31=0. o

8.8. Problemas

8.1. Determinar el valor de z € R para que los vectores @ = (1,4,2) y b= (2,1,3)
sean ortogonales.

8.2. Se consideran los vectores @ = (—2,2,3), ¥ = (o, 2,4) yw = (-1, 5,1).
a) Determinar los valores de oy 3 sabiendoque ¥ | vy ¥ L .

b) Hallar el dngulo o que forman los vectores @ y 0.

8.3. Se consideran los vectores @ = (1,1,0) y ¥ = (A, 1, —1). Determinar el valor de A
sabiendo que los vectores # y ¥ forman un dngulo de 60°.
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@
||

— =g . — . .
8.4. Demostrar que para todo vector @ # 0 se verifica que ¥ = €s un vector unitario

y de la misma direccién y sentido que el vector .

8.5. [Identidad del paralelogramo] Demostrar que en todo espacio vectorial V se
verifica que

ll@+9l]* + [|@ — 911 = 2 (Ja]|* + [|7]]*) , Va7 e V.
Dar una interpretacién geométrica de este resultado.

8.6. Dados los puntos A = (1,2,3), B = (—2,0,1),C = (2,3,4)y D = (—1,1,0),
hallar el vector proyeccion del vector 1@ sobre el vector C@ y calcular su médulo.

8.7. Hallar el producto escalar y el producto vectorial de los vectores @ = (1,—1,3) y
v=(2,1,-2).

8.9. Calcular el producto mixto de los vectores de R® @ = (—2,3,2), 7 = (1,2,4) y
W = (1,0,2).

8.10. Determinar el dngulo o que forman los vectores @ = (1,3, —1) y ¥ = (-2, 3,4).
8.11. Hallar el &ngulo o que forman los planos 71 : 2x—3y = 0y 7y : 20—y+22—1 = 0.

-1
8.12. Determinar el dngulo o que forma la recta r : xT = g = z — 2 con el plano

deecuaciobn 7 : —3x +2y+2—-2=0.

8.13. Sean A = (—1,2,2), B = (2,3,0) y C = (1,3, —2). Hallar la distancia de A a
B, de AaC'y el dangulo o que forman los vectores AB y AC.

8.14. Encontrar un vector unitario y perpendicular al plano 7 definido por los puntos
A=(1,1,1), B=(1,2,2)yC =(0,1,3).

8.15. Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto A = (1,0, 3) y es perpendi-

cular a la recta z 7y—1 Zt2
u r. — = = .
3 2 3

8.16. Determinar la distancia del punto A = (1,1,1) al plano 7 : 2z —3y+22z—8 = 0.

r—2 y+1 =2z2-1
2 3 -3

8.17. Hallar la distancia del punto A = (2,0,1) alarectar :
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8.18. Hallar el drea del tridngulo de vértices A = (1,2,3), B = (2,3,3)yC = (0, 1, 2).

8.19. Calcular el volumen del tetraedro con vértices A = (2,4,2), B = (3,1,-1),
C=(-2,2,2)yD=(1,0,2).

8.20. Hallar la distancia que hay entre las rectas

Tz y+2 y—2 z+1
- = — = -3 : 2= == .
ThyT g TETSYsiTA 2 3

8.21. Demostrar que para vectores arbitrarios d@, l_;, ¢ € R3 se verifica:

-1
a)Punto B = (1,—2,—4)b)Plano7 : z+y—2+3=0c)Rectar: xT :% Z

8.23. [Cosenos directores] Sea # = (z1,72,73) € R? donde las componentes del
vector Z estdn referidas a una base ortonormal B = {€7, €3, €3}. Si 1, @2 y ©3 son, res-
pectivamente, los dngulos que forma el vector & con los vectores €7, €5 y €3, se denomina
cosenos directores de ¥ respecto a la base B a los nimeros cos(p1), cos(ps) y cos(es).
Demostrar los siguientes resultados:

T

a) cos(yp;) = 5k 1=1,2,3.

b) cos?(p1) + cos?(p2) + cos?(p3) = 0.

c) Los cosenos directores del vector Z son las componentes del vector unitario que tiene
la misma direccién y sentido que el vector .

8.24. Hallar los dngulos que forma con los ejes coordenados el vector Z = (1, —1, V2).
8.25. Se consideran en R? los puntos A = (1,0,0), B = (2,1,2), C = (1,2,2) y
D = («, 8,7). Determinar valores de «, 3 y 7y para que los puntos A, B,C'y D formen
un paralelogramo y hallar el perimetro y el drea del mismo. ;Son Unicos los valores de

estos pardmetros?

8.26. Encontrar la perpendicular comun ¢ a las rectas

z=0 z4+y+3=0
T y s:
y=20 20 — z = 0.
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8.27. Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por el punto A = (2,1, —1), estd
contenida en el plano 7 : x 4 2y 4+ 32 — 1 = 0y es perpendicular a la recta

r=2z—-3
s:
y=z+4.

8.28. Un rayo luminoso que pasa por el punto A = (1,2, 3) y es paralelo a la recta
r+y+z2=0
T

22 —y+1=0
se refleja en el plano 7 : 2x + y + z — 1 = 0. ;Pasard el rayo reflejado por el punto
B =(-3,0,1)?
8.9. Soluciones
8.1. z=-10.

3v102

82. a)a=8yfB=2. b)cos(a)= 31

~ (/8911 y a = arccos (

3\/@)
34
~ (/4710 rad ~ 26.9841°.

83. A=0.
8.4. Evidente, a partir de la propiedad 2) de norma (véase la Definicion 8.4).

8.5. Basta desarrollar los cuadrados de las normas en términos del producto escalar.
Interpretacion geométrica: en todo paralelogramo, la suma de los cuadrados de las diago-
nales coincide con la suma de los cuadrados de sus cuatro lados.

63 42
29’ 29’

21v2
5 ) ~ 3'8996.

8.6. proy@(@) = ( 5

-52) 7 -

3v319
319

~ /1680y o = arccos ( > ~ 1’4020 rad ~ 80.3303°.
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7Vv13 7V13

8.11. cos(a) = 55 = 0’6472 y o = arccos <39> ~ (’8670rad ~ 49.6729°.
V14 V14

8.12. sen(a) = = 0’5345 y o = arcsen <7> ~ (0’5639 rad ~ 32.3115°.

8.13. d(A,B) =+v14~3'7417y d(A,C) = /21 ~ 4'5826.
15 15
cos(a) = ———= ~ (/8748 y o = arccos | ———— | ~ 0’5057 rad ~ 28.9766°.
(@) v14+/21 Y (\/ 14\/21>

8.14. i = ? 2,-1,1).

815. 3z +2y+32—12=0.

8.16. d(A,m) = %7177 ~ 1'6977.

V286
8.17. d(A, 7”) = T ~ 017687

ol

8.18. Area(ABC) = —~ ~ 0'7071.

819. V="1.
12v/5
8.20. d(r,s)= ?\f ~ 5'3666.

8.21. Basta desarrollar las expresiones que intervienen.

822. a)(1,—6,—7). b) <_11 8 11)_ o <37 46 45)1

3733 297 29729
. e, <f7 €2> .
8.23. a) Basta tener en cuenta que, por definicién, cos(yp;) = W parai = 1,2, 3.
€z €;
b) y ¢) son consecuencia del apartado a).
. T 27 T
8.24. Aplicando el Problema 8.23, se deduce que ¢1 = 3 2= 3 y @3 = T

8.25. Unos posibles valores son & = 2, § = 3y v = 4, que determinan el punto
D = (2,3,4). El perfmetro del paralelogramo es 2 (v/6 + /8) ~ 10’5558, y el drea del
mismo, 2v/3 ~ 3/4641. La eleccién de los pardmetros «, 3y -y no es Unica; otra posible
eleccién es D = (0,1,0), y existen otras posibilidades mds (;cudles?). No obstante, el
perimetro y el drea del paralelogramo resultante son los mismos en todos los casos.
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xr =
r—y=20 z—y=20
8.26. t: =t: =t:q y=X (AeR).
—z+y+z+3=0 2+3=0
z=-3
=24+ A
-1 1
827. r:{ y=1-5) (AeR)@r:x—Qz—yT:%.
z=—1+3\

8.28. Si. Basta tener en cuenta que las ecuaciones de s’, recta reflejada de s respecto al
T=-5—2A
10 —21
planom,son s’ : ¢ y=—10— 5\ (AER)@S’:—Q:—E):—:U—E :210
z =21+ 10A
que el punto B = (—3,0,1) € ¢'.
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9 Conicas

9.1. Introduccion

El presente capitulo estd dedicado a las conicas: circunferencias, elipses, hipérbolas y
pardbolas. Estas curvas tienen multitud de aplicaciones en campos tan diversos como la
Optica, las antenas parabdlicas o el movimiento de los planetas.

Se comienza haciendo una descripcién geométrica de las conicas, como ya hacian en
la antigua Grecia sobre el afio 350 a.C., como la interseccién de planos con superficies
conicas.

A continuacién se presentan las ecuaciones de cada una de las cénicas y se estudian
sus principales elementos geométricos (focos, centros, vértices ...) y caracteristicas.

Se muestra también, para cada una de ellas, como se calculan sus rectas tangentes y
normales, y se incluyen ejemplos ilustrativos.

9.2. Descripcion geométrica de las conicas

Definicion 9.1 Una superficie conica es la superficie de revolucion que se genera al girar
una recta (llamada generatriz) sobre otra recta (llamada eje de revolucion), manteniendo
fijo el punto de corte (llamado vértice) y el dngulo que forman (véase la Figura 9.1). g

Definicion 9.2 Se llama cdnicas a las curvas que se obtienen como interseccion al cortar
una superficie conica con un plano que no pasa por su vértice. g

Si « es el angulo que forma el eje de revolucion con la generatriz, dependiendo de
la posicion relativa del plano con respecto a la superficie conica, las conicas se pueden
clasificar en cuatro tipos: circunferencia, elipse, pardbola e hipérbola:

a) Una circunferencia es la curva que se obtiene al cortar una superficie con un plano que
forma con el eje de revolucién un dngulo 8 = 7 (es decir, con un plano perpendicular
al eje de revolucién) (véase la Figura 9.2(a)).
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eje de revolucion
|

Figura 9.1: Superficie cénica.

b) Una elipse es la curva que se obtiene al cortar una superficie cénica con un plano que
forma con el eje de revolucién un dngulo S € (a, g) (es decir, con un plano que
no es paralelo a ninguna generatriz) (véase la Figura 9.2(b)). Se puede considerar la

. . . . X =
circunferencia un tipo particular de elipse, en cuyo caso 3 € (a, 5] .

¢) Una hipérbola es la curva que se obtiene al cortar una superficie cénica con un plano
que forma con el eje de revolucién un dngulo 8 € [0,a) (es decir, con un plano
paralelo a dos generatrices) (véase la Figura 9.3(a)).

d) Una pardbola es la curva que se obtiene al cortar una superficie cénica con un plano
que forma con el eje de revolucion un dngulo 5 = « (es decir, con un plano paralelo a
una sola generatriz) (véase la Figura 9.3(b)).

|

AN &
L

(a) Circunferencia. (b) Elipse.
Figura 9.2: Secciones de una superficie cénica.

En las siguientes secciones daremos otras definiciones equivalentes y obtendremos las
ecuaciones de cada conica, asi como algunas caracteristicas de cada una. En particular es-
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(a) Hipérbola. (b) Parébola.

Figura 9.3: Secciones de una superficie cénica.

tudiaremos su excentricidad €, que es un pardmetro que determina el grado de desviacién
de una seccidn cénica con respecto a una circunferencia, cuya excentricidad es € = 0.

En lo que sigue, utilizaremos con bastante frecuencia la distancia entre dos puntos
del plano (véase la Seccién 8.3.1.): la distancia de un punto A = (aj,az2) € R2 a otro
B = (bl,bg) S R? es

d(A, B) = || AB|| = \/ (AB, AB) = \/(b1 — a1)2 + (b5 — a)2.

9.3. Ecuaciones de la circunferencia

Definicion 9.3 Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de un punto fijo (llamado centro) una cantidad constante (llamada radio). o

—r

Figura 9.4: Circunferencia con centro O = (0, 0) y radio .
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Consideremos una circunferencia C del plano con centro en el origen de coordena-
das O = (0,0) y tomemos como radio 7 la distancia de cualquier punto P = (z,y) de
la circunferencia al centro (véase la Figura 9.4). De esta forma, de acuerdo con la Defini-
cioén 9.3, debe cumplirse que

PeC & d(P,O)=r & a2+ y2=r.
Elevando al cuadrado, se obtiene la ecuacion reducida de la circunferencia

22 4 y? =12,

Ejemplo 9.1 La ecuacién reducida de una circunferencia C de radio 3 es
2 +y*=09.

La ecuacidén anterior nos permite obtener puntos que pertenecen a la circunferencia. Por
ejemplo, si x = 2:

4+y2:9jy::|:\/gi(2,—\/5)60}7(27\/5)60
En cambio, si z = 4:
16 +y*=9 = y> = —7 = nohay puntosde Cconz =4. g

Definicion 9.4 El didmetro de una circunferencia es el segmento que une dos puntos de
la circunferencia y pasa por el centro de la circunferencia (su longitud es, por tanto, el
doble de la longitud del radio). g

En general, si la circunferencia C tiene centro en el punto (z9,y0) € R? y radio
r > 0, se verifica que

PeC & d((z,y), (xo,p0)) =7 & V(2 —20)? + (y — y0)* =1,

de donde, elevando al cuadrado, se obtiene la ecuacion general de la circunferencia

’(w—xo)2+(y—yo)2=r2.‘ 9.1)

Ejemplo 9.2 La ecuacién de la circunferencia de centro (2, 3) y radio 1 es
(z—2°+(y—3)°=1
(véase la Figura 9.5). g

Observacién 9.1 Dado un punto P = (Z,%) € R2, veamos cémo calcular la recta nor-
mal (es decir, perpendicular) a la circunferencia (9.1) en el punto P. Distinguimos dos
casos:
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Yo

Yo— 71T

0 To— T Zo To+r T

Figura 9.6: Rectas normales a una circunferencia.

a) Si ¥ = =z, la recta normal a la circunferencia en el punto P es x = xy (véase la
Figura 9.6).

b) Si Z # xg, la recta normal a la circunferencia que pasa por P tiene como pendiente

Y—%Y
T — X

Mnormal =

(véase, de nuevo, la Figura 9.6), por lo que, aplicando la ecuaciéon punto—pendiente de
una recta (véase (6.4)), se tiene que su ecuacion es

__¥Y—% _
y—y=——(r—1).
T — X

Noétese que la recta normal a la circunferencia que pasa por P es la recta que pasa
por Py el centro de la circunferencia (zg, y0). o
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Ejemplo 9.3 La recta normal a la circunferencia
o+ (y+2)° =4

que pasa por el punto (1,2) es

2— (-2
y—2= 150 ) (x—1)=4(x—1),
es decir,
y=4r —2
(véase la Figura 9.7). g
Py 21 ¢P

Figura 9.7: Recta normal a la circunferencia 22 + (y + 2)? = 4 en el punto P = (1, 2).

Observacién 9.2 Sea C la circunferencia de ecuacién (9.1)y P = (z,y) € R%

2

< r“ = P estiden el interior de la circunferencia C
Si(z—z0)*+ (@ —w)*{ =r? = PeC
> r2 = P estd en el exterior de la circunferencia C.

Ejemplo 9.4 Si consideramos la circunferencia 22 + (y + 2)2 = 4, se verifica que el
punto P; = (—1, —3) estd en el interior de la circunferencia, pues

(—1?+(-3+2°=1+1=2<4,
el punto P, = (/3, —1) pertenece a la circunferencia, dado que
(V32 4+ (-1+2)2=3+1=4,
y el punto P3 = (—2,2) estd en el exterior de la circunferencia, ya que
(=2)> 4+ (2+2)2=4+16 =20 > 4

(véase, nuevamente, la Figura 9.7). g
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Definicion 9.5 Una recta tangente a una cénica es una recta que corta a la cénica en
un dnico punto, excluyendo, en el caso de la pardbola, las rectas paralelas a la recta que
une el vértice con el foco de la pardbola. El punto donde se cortan la recta y la cénica se
denomina punto de tangencia. o

Observaciéon 9.3 En la Observacion 13.4 se verd la nocion general de tangente a una
curva utilizando el concepto de derivada de una funcién. o

Observacién 9.4 Dado un punto P = (Z,7) € R?, veamos cémo calcular las rectas
tangentes (si existen) a la circunferencia (9.1) que pasan por P. Pueden presentarse tres
casos:

a) Siel punto P estd en el interior de la circunferencia, no existe ninguna recta tangente
a la circunferencia que pase por P.

b) Si el punto P estd en la circunferencia, entonces hay una unica recta tangente a la
circunferencia que pasa por P, que, de acuerdo con el Corolario 7.4, es la recta que
pasa por P con pendiente perpendicular al radio que pasa por P (véase la Figura 9.8).
Ademds, en el caso particular de que el punto P sea P = (xo—7,y0), P = (zo+7,y0),
P = (zg,y0 — ) 0 P = (z0,yo + ), entonces la recta tangente a la circunferencia
que pasa por P es, respectivamente, t = xo —7r, T =To+7,Y =Y —TO0Y =Yo+7
(véase, de nuevo, la Figura 9.8).

r=xo— T
Yo+

Yo
Yo— T

0 To— 1T Zo To+T

Figura 9.8: Rectas tangentes a una circunferencia en P, (zo £ 7,90) ¥ (o, yo £ 7).

Si y # yo, utilizando que el radio que pasa por P tiene la pendiente de la recta normal
Mnormal que pasa por P (calculada en la Observacion 9.1) y, puesto que la pendiente
Mangente d€ 1a recta tangente debe cumplir que

Mnormal Mtangente = -1
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(véase la Observacion 8.8), se verifica que

T — xo

Y=y’

por lo que, aplicando la ecuacién punto—pendiente de una recta (véase (6.4)), se tiene
que la ecuacién de la recta tangente buscada es

Mtangente = —

T — X9
Y — Yo

y—7= (¢ 2). 9.2)

c) Siel punto P estd en el exterior de la circunferencia, hay dos rectas tangentes a la cir-
cunferencia que pasan por P. El proceso para calcularlas consiste en hallar las rectas
que pasan por el punto P y distan del centro un valor igual al radio (véase Figu-
ra9.9). g

Yo+

Yo

Yo —T

0| xg— 1 Zo o+ T

Figura 9.9: Rectas tangentes a una circunferencia en un punto P.

Ejemplo 9.5 Para hallar las rectas tangentes a la circunferencia 2 + (y + 2)? = 4 que
pasan por los puntos P, = (0, —1), P, = (—/3,—1) y P; = (1,2), tenemos en cuenta
lo siguiente:

a) El punto P; estd en el interior de la circunferencia, pues 02 + (—1+2)? = 1 < 4. Por
tanto, no existen tangentes a la circunferencia que pasen por ese punto.

b) El punto P, pertenece a la circunferencia, pues (—v/3)% 4 (—1 + 2)? = 4. Entonces,
por (9.2), 1a recta tangente a la circunferencia que pasa por ese punto es

yr1=- B e (VB = VBt VB)
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es decir,
Yy = V3z 4+ 2.

El punto P estd en el exterior de la circunferencia, pues 12 + (2 + 2)? = 17 > 4.
Entonces hay dos rectas tangentes a la circunferencia que pasan por ese punto y para
calcularlas, siguiendo las indicaciones de la Observacion 9.4, vamos a hallar las rectas
que pasan por el punto (1, 2) que estdn a una distancia de dos unidades del centro. Las
rectas que pasan por el punto (1,2) son de la forma

=1 con pendiente infinita
y—2=m(x —1) conpendiente m € R.

Como se vio en la Seccién 8.3.3., la distancia en el plano de un punto A = (x,y) ala
recta s de ecuacioén ax + by + ¢ = 0 viene dada por

_ax + by + ¢

BT

Por tanto, como la distancia del centro de la circunferencia (0, —2) alarecta z = 1 es
0+0—1]
N

se tiene que = = 1 no es una recta tangente. Por otro lado, la distancia del centro de la

circunferencia (0, —2) a la recta de ecuacién y — 2 = m(x — 1) (o, equivalentemente,
—mx+y+m-—2=0)es

0-2+m—2  |m—4
VEm?Z+12 VmP 4T

Como queremos que esta distancia sea igual a 2, la pendiente m debe cumplir

d(A,s)

1+2,

—4
m-dl _,
m2+1

Elevando al cuadrado y operando, se obtiene que

2
=4 e m? — 8m £ 16=4(m® +1) & 3m® +8m — 12=0
m?+1
—8+ 64+ 144 —8++/208
"= 6 TG
_ —8+4V13  -4+2V13
B 6 N 3 ‘
Por tanto, las ecuaciones de las rectas tangentes buscadas son
y—2:—ﬂ(;ﬂ—l) e y—2:4%\/ﬁ(x—l).
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En la Figura 9.10 se muestran la circunferencia 22 + (y +2)? = 4, los puntos Py, P> y P3
y las tangentes a esta circunferencia que pasan por dichos puntos. g

2, Pg

9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2
—4 4+ 24/13
+—

4 5 6 7 8

_4+2V13

y=2 (z—1) 3

(z—-1)

y=13z+2
-5

Figura 9.10: Tangentes a la circunferencia z> + (y + 2)% = 4 en los puntos P;, P> y Ps.

Dados una circunferencia C y un valor m € R U {oo} arbitrario, siempre existen dos
rectas tangentes a C con pendiente m. Ademads, si (9.1) es la ecuacién de C, entonces
las dos rectas tangentes a C con pendiente 0 (rectas horizontales) son y = yo — r e
y = yo + r, mientras que las dos rectas tangentes a C con pendiente co (rectas verticales)
sonx =x9—1ryz=xg+ r (véase la Figura 9.8). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 9.6 Consideremos la circunferencia C de ecuacién

2+ (y+2)?2 =4

Las dos rectas tangentes a C con pendiente 0 son y = —4 e y = 0y las dos rectas
verticales tangentes a C son x = —2 y x = 2. Veamos cémo buscar las rectas paralelas a
la recta

y=2x+1

que son tangentes a C. Como dos rectas son paralelas si, y sélo si, tienen la misma pen-
diente, las rectas paralelas a la recta y = 2z + 1 tienen pendiente 2 y, por tanto, son de la
forma

y=2zx+k

con k € R. Como las rectas buscadas son las que intersecan a la circunferencia C en un
solo punto, hay que determinar el valor de k para el cual el sistema de ecuaciones

2?4 (y+2)? =4
y=2x+k
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tenga una tnica solucién (x,y) € C. Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera, se
tiene

P4 2 +k+2) =4 2? +42? tAke + K2 + 8 +4k +4 =14

& 52+ 4(k+2)x + k(k+4) = 0.

Para que esta ecuacion de segundo grado en x tenga una tnica solucién, debe cumplirse
que su discriminante sea cero. Es decir,

16(k+2)? —4x5xk(k+4)=0 < 4(k+2)> —5k(k+4)=0

& 4k% + 16k + 16 — 5k* — 20k =0 < k> + 4k —16 =0

_ —4+VI6+64  —4+£V100 —-4+4V5
B 2 B 2

5 = 24 2V/5.

sk

Por tanto, las dos rectas tangentes a C buscadas son
y=20-2-2/5=2x—-1-V5) e y=22—2+2V5=2(z—1+5)

(véase la Figura 9.11). o

Figura 9.11: Tangentes a la circunferencia z 4 (y + 2)? = 4 paralelas a la recta y = 2z + 1.

9.4. Ecuaciones de la elipse

Definicion 9.6 Una elipse es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de
distancias a dos puntos fijos (Ilamados focos) es constante. g

Consideremos una elipse E del plano de forma que el eje de abscisas sea el eje que
une los focos y el eje de ordenadas sea la mediatriz del segmento que une los focos (es
decir, la recta perpendicular a dicho segmento trazada por su punto medio). De esta forma,
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los focos estardn situados en los puntos Fy = (—¢,0) y Fz = (¢, 0) con ¢ > 0y vamos a
suponer que la suma de las distancias a los focos desde cualquier punto P = (z,y) € E
es 2a con a > 0 (véase la Figura 9.12).

Figura 9.12: Elipse con focos en Fi = (—c¢,0) y F> = (¢, 0).

Asi, de acuerdo con la Definicién 9.6, debe cumplirse que

PeE & d(P,F1)+d(P7F2) = 2a
s Vr+e)2+y+V(@—o2+y2=2a

S V@t +y?=2a—+(r—0)?+y>

Elevando al cuadrado y operando, se obtiene que

(x+c)2+yzz4a2—4a (x—c)2+y2+(x—c)2+yz
<:>zz+2cx+/:4a274a\/(x—c)2+y2+,zzf2cos+zz/

& fhex — Aa® = —4ar/(x — )2 +y2.
Volviendo a elevar al cuadrado, se deduce que

z? = 2d°cx + a* = a*((z — ¢)* + )

& 22? —2d%cx + a* = ?2® — 2d%cx + a* 2 + a*y?

s a' —d?? =d%2® - Pt + a2y2

& (a® — A)a® + a*y? = d*(a® — ?).
Entonces, denotando b> = a? — ¢? con b > 0 (véase la interpretacion geométrica de b en
la Figura 9.13), se tiene que
022? + a?y? = a2b?,
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Figura 9.13: Por el teorema de Pitdgoras (véase el Teorema 7.3) a? =b2 4+ 2.

de donde, dividiendo por a2b?, se obtiene la ecuacion reducida de la elipse

4L =1 9.3)

Para hallar los puntos de corte de la elipse con los ejes de coordenadas (véase la Figu-
ra 9.13) hacemos:
2

Q) y=0 = —

5 =1 = 2 = *a. Luego la elipse corta al eje de abscisas en los puntos

(—(1, O) y (CL, O)
Y2
b)z=0 = e 1 = y = +£b. Por tanto, la elipse corta al eje de ordenadas en los

puntos (0, —b) y (0, b).

Observacion 9.5 Si los focos hubieran estado situados en el eje de ordenadas en los
puntos F; = (0,—c)y F» = (0,¢) con ¢ > 0y hubiéramos supuesto que la suma de la
distancia a los focos desde cualquier punto (x,y) € E es 2b con b > 0, argumentando
como en el caso anterior, se tendria

PcE < d(P,F1)+d(P,F2):2b
S Va2t (y+eo2+Va2+(y—c)2=2b
= b2$2 4 (b2 _ C2)y2 — (b2 _ CQ)bQ7

por lo que, si denotamos a? = b — ¢2 con a > 0 (véase la interpretacién geométrica de a
en la Figura 9.14), se tiene que

b2$2 +a2y2 — a2b2,

de donde se vuelve a obtener la ecuacién (9.3). g
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Figura 9.14: Por el teorema de Pitdgoras (véase el Teorema 7.3) b*> = a” + 2.
Definicion 9.7

a) Dos puntos de la elipse son puntos diametralmente opuestos de la elipse si son la
interseccion de la elipse con la recta que pasa por uno de estos puntos y por el centro
de la elipse.

1) El eje mayor de una elipse es el segmento mds grande que puede formarse con
puntos diametralmente opuestos de la elipse. Es el “didmetro” de la elipse mas
grande.

ii) El eje menor de una elipse es el segmento mds pequefio que puede formarse con
puntos diametralmente opuestos de la elipse. Es el “didmetro” de la elipse mds
pequeiio.

b) La distancia focal es la distancia que hay entre los focos de la elipse. La semidistancia
focal es 1a mitad de la distancia focal (coincide, por tanto, con la longitud del segmento
que va del centro de la elipse a uno de sus focos). g

Observacion 9.6 Considerando la ecuacién reducida de la elipse (9.3) con a,b > 0,
pueden presentarse tres casos (véase la Figura 9.15):

1) En este caso los focos estan sobre el eje de abscisas, el eje mayor es el seg-
mento que une los puntos (—a,0) y (a,0) y el eje menor es el segmento que une los
puntos (0, —b) y (0, b). Nétese que los ejes mayor y menor son perpendiculares, el eje
mayor tiene longitud 2a y el eje menor tiene longitud 2b.
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a>b

Figura 9.15: Elipses en funcién de la relacién entre a y b.

2) En este caso los focos estdn sobre el eje de ordenadas, el eje mayor es el
segmento que une los puntos (0, —b) y (0,b) y el eje menor es el segmento que une
los puntos (—a,0) y (a,0). Nétese que los ejes mayor y menor son perpendiculares,
el eje mayor tiene longitud 2b y el eje menor tiene longitud 2a.

3) En esta situacion se tiene una circunferencia de ecuacion reducida

y los focos coinciden con el centro O = (0,0) de la circunferencia. Nétese que una
circunferencia es un caso especial de elipse en la cual los ejes mayor y menor tienen
la misma longitud 2a y coinciden con cualquier didmetro de la circunferencia.

Ejemplo 9.7 Hallemos la ecuacién reducida de una elipse E cuyos focos se encuentran
en los puntos F; = (—3,0) y F5 = (3,0) y la suma de distancias de sus puntos a los
focos es 8. Puesto que la longitud del eje mayor es 8, se tiene que
204 =8 = a=4.

Por otra parte, teniendo en cuenta que ¢ = 3, se deduce que

V¥=a>-c*=16-9="17.
Por tanto, la ecuacion reducida de la elipse es
y>

= =1
+7

sl %
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A partir de la ecuacion anterior, podemos obtener puntos pertenecientes a la elipse. Por
ejemplo, si x = 2:

1 92 y? 1 3 V21 V21 V21
177 7 17177 Ty ) SRV AT S
En cambio, si x = 5:
25 2 6
1—64—%:1 =y =1 = no hay puntos de E con z = 5.

Sus puntos de corte con los ejes coordenados, tal y como se ha visto, son (—4,0), (4,0),
(0, —v/7) y (0,4/7) (véase la Figura 9.16). q

2

2 2

Figura 9.16: Elipse %6 + 41

7

Definicion 9.8 La excentricidad de una elipse de ecuacién reducida (9.3) con a,b > O es
el cociente entre la semidistancia focal y su semieje mayor, es decir,

sia > b (el eje mayor es paralelo al eje de abscisas)

sia < b (el eje mayor es paralelo al eje de ordenadas). o

S 2lo

Observacion 9.7

a) Teniendo en cuenta que

va2 =02 sia>b
Vb2 —a? sia < b,

podemos expresar la excentricidad de la elipse como

a’® — b? b
\/ > :\/1—a251a>b
b2 — a2 2
\/1)201\/122 Sia<b,
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es decir,
. 2
- = J1— (min{a.0}) 9.4)
(méx{a,b})?
siendo
asia<b bsia<b
min{a,b} = y max{a,b} =
bsia>b a sia > b.

b) De (9.4) se deduce que la excentricidad de una elipse es un valor € € [0,1) (el caso
€ = 0 se corresponde con una circunferencia, como caso particular de una elipse
enlaque a = by c = 0). La excentricidad indica la forma que tiene una elipse,
en el sentido de que ésta serd tanto mds “redondeada” cuanto mds se aproxime su
excentricidad al valor cero y serd tanto mds “achatada” cuanto mas se aproxime € a 1
(véase la Figura 9.17). ¢

N T
S -

£=1033 =066 €=

Figura 9.17: Elipses con distintas excentricidades.

Ejemplo 9.8 Determinemos la ecuaciéon reducida de una elipse sabiendo que su distancia
focal es 16 y su excentricidad € = %. De los datos anteriores se deduce:

2c =16 = c=8

4

—:5:E:§ = 4a=40 = a=10
5 a a

=a>-c>=100-64=36 = b=6.

Por tanto, la ecuacion reducida de esta elipse es

(véase la Figura 9.18). n
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2 2

. . x Y
Figura 9.18: Elipse —— + 2 = 1.

1gura P 700 T 36

Si la elipse E no estd centrada en el punto (0,0) sino en el punto (zg,y0) € R? y
los ejes mayor y menor son paralelos a los ejes de coordenadas, utilizando de nuevo la
Definicién 9.6, se puede obtener la ecuacion general de una elipse con ejes paralelos a
los ejes de coordenadas

(@ —w0)®  (y—yo)
5t =1 9.5)

Observacion 9.8 Nétese que la elipse (9.5) es una traslacién de la elipse (9.3), por lo que
el centro (0, 0) se transforma en el punto (z, yo) y los focos de la elipse (9.3) pasan a ser

Fi=(x0o—cuyo) y Fo=(xo+c,y) sia>b
Fy = (zo,y0 —¢) y Fo = (wo,y0 +¢) sia<b
en la elipse (9.5). g

Ejemplo 9.9 Para hallar la ecuacién de la elipse cuyos focos son los puntos F; = (1, 1)
y F5 = (7,1) y cuyo eje mayor tiene una longitud de 10 unidades tenemos en cuenta que
el centro (xg, yo) de la elipse es el punto medio del segmento que une los focos. Por tanto,

viene dado por
1+7 1+1
o= (2750 <y

(véase la Observacién 6.10). Por otra parte, la distancia focal es
2c=7—1=6 = c=3,
y, como por hipétesis 2a = 10, se tiene que

P=a>2—?=25-9=16 = b=14.
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Por tanto, la ecuacién de la elipse es

LY 132
=47, G- _,
25 16

y su excentricidad

3
5

ISHNe

(véase la Figura 9.19). ¢

_ 4)2
25 16

-1 _,

Figura 9.19: Elipse + _

Observacion 9.9 Las ecuaciones paramétricas de una elipse con centro (g, yo) € R? y
semiejes @ > 0y b > 0 son

r = Tg+ acos«
Yy = Yo + bsen q,

donde el pardmetro « toma valores en el intervalo [0, 27). Nétese que para cada valor
a € [0,27) se obtiene un punto de la elipse.

En particular, en el caso en que a = b = r, las ecuaciones paramétricas de una
circunferencia con centro en el punto (xg,%o) € R? y radio 7 > 0 son

T = xg+ T Ccos
{ Y =1Yo trsenw
cona € [0,2m). o
Observacion 9.10 Sea E la elipse definida por la ecuacién (9.5) y P = (Z,7) € R2.
<1 = Pestienelinterior de la elipse E

Si =1= PcE

(Z —x0)* | (4 —yo)?
a? + b2
> 1 = Pestaenelexterior de laelipse E. g
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Ejemplo 9.10 Si consideramos la elipse

(x—3)*  (y+1)°
—1
9 5 ’

se verifica que el punto P; = (2, —2) est4 en el interior de la elipse, pues

(2-3)% (-2+1)2 1 1 14
— =<1,
9 + 5 9+5 45
el punto P, = (5, 2) pertenece a la elipse, dado que
2
(-3, G+) 4. F 4.5
9 5 9 5 9 9 ’

y el punto P; = (3,2) estd en el exterior de la elipse, ya que

(3B-37 (2+1° 9

->1
9 5 5

(véase la Figura 9.20). o

_ 3)2

2
SRR

Figura 9.20: Elipse ** .

Observacién 9.11 Dado un punto P = (Z,7) € R?, veamos c6mo calcular las rectas
tangentes (si existen) a la elipse (9.5) que pasan por P. Pueden presentarse tres casos:

a) Siel punto P estd en el interior de la elipse, no existe ninguna recta tangente a la elipse
que pase por P.

b) Si P pertenece a la elipse, entonces hay una dnica recta tangente a la elipse que pasa
por P. Ademds, en el caso particular de que P = (29 — a,%o), P = (zo + a, %),
P = (z9,yo — b) o P = (zg, yo + b), entonces la recta tangente a la elipse que pasa
por P es, respectivamente, t = g —a, T =xg+a,y = yo — boy = yg + b (véase
la Figura 9.21).
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r=xy)—a r=x)t+a
> y=1y+0b
Yo+ 0 /\
Yo f---------- - Sy E
K‘#/ o
Yo —b i
0 To— a Zo o+ a

Figura 9.21: Rectas tangentes a una elipse en los puntos (xo £ a,yo) y (zo, Yo £ b).

c) Si el punto P estd en el exterior de la elipse, hay dos rectas tangentes a la elipse que
pasan por P. Ademas, siT = xg—a, T = xp+a,y = yo—b oy = yo+b, entonces una
de las dos rectas tangentes a la elipse que pasa por P es, respectivamente, x = xg — a,
T=2x0+ay =1y —boy=yo+ b (véase de nuevo la Figura 9.21).

En los dos ultimos casos el proceso para calcular las rectas tangentes mencionadas
(salvo en los casos de tangentes verticales u horizontales explicados) consiste en hallar

las rectas que pasan por el punto P y cortan a la elipse en un dnico punto (véase la
Figura 9.22). ¢

Yo+ b

Yo

Yo—b

0 To—a Lo zot+a

Figura 9.22: Rectas tangentes a una elipse en un punto P.
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El cédlculo de las rectas tangentes a la elipse que pasan por un punto exterior a ésta
es muy engorroso, por lo que nos limitaremos al caso en el que el punto pertenece a
la elipse. Ademads, para mayor sencillez, comenzaremos suponiendo que la elipse estd
centrada en el origen de coordenadas (0, 0). Sea, por tanto, E la elipse definida por la
ecuacién (9.3) y P = (Z,y) € E, que suponemos no es uno de los puntos con tangente
vertical u horizontal vistos en la Observacion 9.11 (en esos casos ya sabemos cudles son
las ecuaciones de la recta tangente y no necesitamos hacer los célculos siguientes). El haz
de rectas que pasa por P, en particular la recta tangente a E, es de la forma

Yy— g = m(:c -z )7
siendo m € R la pendiente de la recta (recordamos que estamos suponiendo que P no es

uno de los puntos con tangente vertical u horizontal). Los puntos de corte (dos o uno) de

estas rectas con la elipse son las soluciones (z,y) del sistema de ecuaciones

22 . 2 .

a2 b2

y—y=m(zr—IT).
Sustituyendo el valor y = § + m(xz — Z) de la segunda ecuacién en la primera, podemos
escribir una ecuacién en la variable z, dada por

2 g2+ 2my(x — z) + mP(z — )2
-t 2
a b

De esta forma, si consideramos el polinomio

=1

22 g2+ 2my(x — z) + mP(z — )2

z 7 b2 -1
se verifica que, salvo para un valor particular de m (el correspondiente a la pendiente
de la recta tangente), el polinomio P(z) tiene dos raices distintas y una de ellas es T;
cuando m es la pendiente de la recta tangente, entonces Z es la tnica raiz de P(z) (Z es
una raiz doble). De acuerdo con la Observacién 2.12, al dividir P(x) entre el polinomio
Q(z) = x — Z, podemos factorizar P(x) en la forma

P(z) = C(x)(z — T), 9.7

P(z) = (9.6)

siendo C'(x) un polinomio de grado 1, de forma que la otra raiz de P(x) es también raiz
de C(z). Ademds, si m es la pendiente de la recta tangente, entonces T también es raiz de
C(x) (por ser T raiz doble de P(x)), por lo que C(Z) = 0.

Para calcular C(x) podemos aplicar la regla de Ruffini mostrada en el Teorema 2.2:
desarrollando la expresién del polinomio P(x) definido en (9.6), es inmediato comprobar
que podemos escribir este polinomio en la forma

P(z) = ax® + B + 7,
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siendo
1 m? 2m(j — m@) 7% — 2may + m2x?

=t e v 2 b

Aplicando la regla de Ruffini al dividir P(z) entre x — Z, se obtiene

a B Y
aZ Bz + ax?

‘a aT +p ax:+pT+y

xT

donde, por ser Z raiz de P(z), se verifica (tal y como se vio en la Proposicién 2.1) que
az® + BT+ = P(z) =0.

Consecuentemente, podemos factorizar P(x) en la forma (9.7), siendo

1 2 1 2 2m(y — mx
Clx)=ax+ar+ 8= (a2+g)x+<cﬁ+m>ip+w

b2 b2
1 m? T m2z  2mjy
e w)t e T ©8)
1 m2 _ :f my

Observacién 9.12 El polinomio C'(x) también puede obtenerse mediante ciertas mani-
pulaciones algebraicas. Para ello comenzamos reescribiendo el primer sumando de P(x)

en la forma
22 (z2-z2+72)? (v—2)?+2%(x—27)+ 72

2= 2 = 2 . 9.9)
Sustituyendo esta expresion en (9.6) y agrupando términos, se tiene que
Pla) = (x —2)% +2%(x — 7) + 22 N y> +2my(z — &) + mP(x — 2)* .

a? b2
1 m? my :EQ 72

Como P € E, se verifica que
2 el

P(z) = [(1 +’Z‘;) (x—:z)+2(;+722y)] (2 — ),

con lo que hemos factorizado P(z) en la forma (9.7) para el polinomio C(z) dado
en (9.8). o

y, por tanto,
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Una vez obtenido el polinomio C'(x), como hemos visto que se verifica que C(Z) = 0, se
deduce que
T my
a2t =Y

por lo que la pendiente de la recta tangente buscada es

v’z
m=———
a?y
y la ecuacién de dicha recta tangente es
_ bz .
yfy:—aTg(:zrf:c). (9.10)

Observacion 9.13

a) A partir de la ecuacién (9.10), teniendo en cuenta que la pendiente de la recta normal
es f% (véase la Observacion 8.8), se tiene que la ecuacion de la recta normal a la
elipse E enun punto P = (Z,§) € Ees

b) Noétese que de (9.10) se deduce que

a?y(y - §) = ~b2a(x - 7) = ﬂ(yb; 9 ., a‘:(xa; 7)

y, consecuentemente,

WU T M+gy—<f2+y2>=o.

b2 a? a? b2

y, por tanto, otra forma de expresar las ecuaciones de la recta tangente a E en P es

Tr gy
zte =t
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Ejemplo 9.11 Consideremos la elipse E de ecuacion reducida

$2 y2

Bl INCAR |

100 * 36
contemplada en el Ejemplo 9.8 y el punto P = (8, 1078) € E. La ecuacién de la recta
tangente a E en P es

18 36 x 8 18 4
—— = (-8) > y=——-—=(r -8
VmE T Tox B @ T8 Ty=g g s
y la ecuacién de la recta normal a E en el punto P es
18 5
y=%5"17 (z —8)
(véase la Figura 9.23). g
10 u:§v2(5578)
8
4 P

2 2

T
Fi 9.23: Rectas t: s lalaelipse — + =—
igura ectas tangente y normal a la elipse -0 + 36

Observacion 9.14 Cuando se tiene una elipse no centrada en el origen de coordenadas,
los resultados anteriores sobre sus rectas tangentes y normales que pasan por uno de sus
puntos se obtienen facilmente si se piensa en las traslaciones necesarias para pasar de una
elipse no centrada en el origen a otra que si lo estd. En particular, si P = (z,y) € E,
siendo E la elipse dada por la ecuacién (9.5), se verifica:

=lenel punto P = (8, 1%).

a) Six = xg—ao0ox = xg+a,severificaquezr = g —ayx = 9 — a son,
respectivamente, las rectas tangentes a E en el punto P. Ademads, y = yg es, en ambos
casos, la recta normal a E que pasa por P.

b) En otros casos, la recta tangente que pasa por P es la trasladada de la recta tangente a
la elipse de ecuacién reducida (9.3) que pasa por el punto P = (T — xg,§ — yo) cuya
ecuacion es (véase (9.10))

bQ(f — .Z‘Q)

A = @)

y—(¥— %) =—
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(nétese que P es el trasladado de P por el vector O? , siendo O el origen de coorde-
nadas y C' = (zg, yo) el centro de la elipse). Por tanto, la recta tangente a E que pasa
por Pes
b2 (ZZ' - Io)
a?(y — yo)

y, con el mismo razonamiento, la recta normal a E que pasa por P es

x — )

y—y=

v-1= M - a).

Ejemplo 9.12 Consideremos la elipse E de ecuacion

(=37 W+ _

9 )

2 2
. v=3-3@-9
. . —3)? 1)?
Figura 9.24: Rectas tangente y normal a la elipse (= ) ) + ( _; ) = lenel punto P = (5, %)

Tal y como se vio en el Ejemplo 9.10, el punto P = (5, %) € E. Por tanto, la ecuacion de
la recta tangente a E que pasa por P es

Rt s LD LR
3

y la de la recta normal a E que pasa por P es

(véase la Figura 9.24). g

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones de la hipérbola 277

Dados una elipse E y un valor m € RU{co} arbitrario, al igual que vimos que sucedia
en el caso de la circunferencia, siempre existen dos rectas tangentes a EE con pendiente m
(véase la Figura 9.25). Ademds, si (9.5) es la ecuacién de E, entonces las dos rectas
tangentes a E con pendiente O (rectas horizontales) son y = yg —b e y = yo + b, mientras
que las dos rectas tangentes a E con pendiente oo (rectas verticales) son x = xg —a'y

T = xo + a (véase la Figura 9.21).
/ Yy=mxr-+mn

Yo

0 Zo

(x—m0)® | (y—wo)?
a? + b2

Figura 9.25: Tangentes a la elipse = 1 paralelas a larecta y = mz + n.

9.5. Ecuaciones de la hipérbola

Definicion 9.9 Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano tales que
el valor absoluto de la diferencia de distancias a dos puntos fijos (llamados focos) es
constante.

Consideremos una hipérbola H del plano de forma que el eje de abscisas sea el eje
que une los focos y el eje de ordenadas sea la mediatriz del segmento que une los focos
(es decir, la recta perpendicular a dicho segmento trazada por su punto medio). De esta
forma, los focos estardn situados en los puntos F; = (—¢,0) y F» = (¢,0) conc¢ > 0
y vamos a suponer que la diferencia de las distancias a los focos desde cualquier punto
(z,y) € Hes 2acona > 0 (véase la Figura 9.26). Asi, de acuerdo con la Definicién 9.9,
debe cumplirse que

PeH< |dP F)—dP,F)| =2a

o ’\/(x+c)2+y2—\/(x—c)2+y2‘ = 2.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que d(P, F) — d(P, F») > 0 (pues el caso
d(P,Fy) — d(P,F;) < 0 se aborda de forma andloga y se llega al mismo resultado).

Entonces,
PeH & (z+c)2+y?=2a++/(z—c)?+ 1%
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Figura 9.26: Hipérbola con focos en F} = (—c¢,0) y F> = (¢, 0).

Elevando al cuadrado y operando

(x+c)2+yzz4a2+4a (x—c)2+y2+(x—c)2+yZ
<:>/—1—20954—,@2:4a2+4a\/(x—c)2+y2+,zz—2cx+zz
& fex — ha® = har/(z — )2 + 42

Volviendo a elevar al cuadrado, se tiene que

?2? —2d°cx + a* = a®*((z — ¢)* + y°)

& Fa? —2d%cx + ot = a’a? — 2a7cx + a* P + a®y?

& (2 —ah)a? — d®y? = a®(? — d?).
De esta forma, denotando b?> = ¢ — a? con b > 0 (véase la interpretacién geométrica
de b en la Figura 9.27), se tiene que

p2a? — a2y? = o202,

de donde, dividiendo por a?b?, se obtiene la ecuacion reducida de la hipérbola

LL’Q y2
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Figura 9.27: Por el teorema de Pitdgoras (véase el Teorema 7.3) ¢ = a” + b°.

Para hallar los puntos de corte de la hipérbola con los ejes de coordenadas (véase la
Figura 9.27) hacemos:

2

a) y=0 = — =1 = x = *a. Luego la hipérbola corta al eje de abscisas en los
a

puntos (—a,0) y (a,0).

2
b) z=0 = Y — 1. Por tanto, la hipérbola no corta al eje de ordenadas.

b2

La hipérbola de ecuacién (9.11) tiene dos asintotas dadas por las rectas
b
y=——zx e y=—ux.
a a

Aunque en el Capitulo 11 veremos el significado preciso del concepto de asintota, de
manera informal, una asintota de la hipérbola (9.11) es una recta a la que “se pega” la
hipérbola cuando x — +o0.

Definicion 9.10

a) Los vértices de una hipérbola son los puntos de corte de la hipérbola con la recta que
pasa por los focos.

b) El centro de una hipérbola es el punto medio del segmento que une los vértices (o los
focos).
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¢) El eje mayor (o real) de una hipérbola es el segmento que une los vértices. El centro
de la hipérbola es, por tanto, el punto medio del eje mayor.

d) El eje menor (o imaginario) de una hipérbola es el segmento perpendicular al eje ma-
yor cuyo punto medio es el centro de la hipérbola y cuya longitud es tal que, dividida
por la longitud del eje mayor, da el valor absoluto de las pendientes de las asintotas de
la hipérbola. Nétese que no contiene puntos de la hipérbola.

e) La distancia focal es la distancia que hay entre los focos de la hipérbola. La semidis-
tancia focal es la mitad de la distancia focal (coincide, por tanto, con la longitud del
segmento que va del centro de la hipérbola a uno de sus focos). g

Ejemplo 9.13 En una hipérbola de ecuacién reducida (9.11), los vértices son los puntos
(—a,0) y (a,0), el eje mayor es el segmento que une los puntos (—a,0) y (a,0) (tiene
longitud 2a) y el eje menor es el segmento que une los puntos (0,—b) y (0,b) (tiene
longitud 2b). g

Figura 9.28: Hipérbola con focos en Fi = (0, —c) y F> = (0, ¢).

Observacién 9.15 Cuando los focos estdn situados en el eje de ordenadas en los puntos
Fy, = (0,—c¢)y F5 = (0,¢) con ¢ > 0 y suponemos que la diferencia de las distancias a
los focos desde cualquier punto (z,y) € H es 2b (con b > 0), la ecuacion reducida de la
hipérbola que se obtiene es

vy _r . 9.12)
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En este caso el eje mayor tiene longitud 2b, el eje menor tiene longitud 2a y las asintotas
son las rectas

y=——xey=-c
a a
(véase la Figura 9.28).

Ejemplo 9.14 En una hipérbola de ecuacién reducida (9.12), los vértices son los puntos
(0,—b) y (0,b), el eje mayor es el segmento que une los puntos (0, —b) y (0,b) (tiene
longitud 2b) y el eje menor es el segmento que une los puntos (—a,0) y (a,0) (tiene
longitud 2a). ¢

Ejemplo 9.15 Veamos cémo obtener la ecuacién reducida de una hipérbola H cuyos
focos son F = (—4,0) y F» = (4,0) y la diferencia de distancias de sus puntos a los
focos es 6. Como

20 =6 = a=3.
Por otra parte, teniendo en cuenta que ¢ = 4, se obtiene que
V=c-a*=16-9=T.

Por tanto, la ecuacién reducida de la hipérbola es

2 2
S
9 7
A partir de la ecuacién anterior podemos obtener puntos de la hipérbola. Por ejemplo, si
x =4

16 42 216 7 7 7 7
L R —y! 4-Nemy (4. en
9 7T T 7T g T ¥=F3 T (hTg)ERY (H3)€
En cambio, si x = 2:

2
Y 2
7 Y

O =~
O

5
—1= 9 = no hay puntos de H con x = 2.

Sus puntos de corte con los ejes coordenados, tal y como se ha visto, son (—3,0) y (3,0)
y tiene por asintotas las rectas

(véase la Figura 9.29). ¢
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5
4
3
2
1
0
-1 001 2
-1
-2
-3
-4
y=—
-5
. . 22 P
Figura 9.29: Hipérbola 9 7= 1.

Definicion 9.11 La excentricidad de una hipérbola es el cociente entre la semidistancia
focal y su semieje mayor, es decir,

si la ecuacion reducida de la hipérbola es (9.11)

si la ecuacién reducida de la hipérbola es (9.12). g

SO Q10

Observacion 9.16

a) Puesto que
c=Va?+ b2,

podemos expresar la excentricidad de la hipérbola como

2 b2 b2

\/a —Z = \/1 + — sila ecuacion reducida es (9.11)
a a

€= (9.13)

2 2 2
\/a; = \/1 + Z—z si la ecuacion reducida es (9.12).

b) De (9.13) se deduce que la excentricidad de una hipérbola es un valor € € (1, 4+00). Al
igual que ocurria con la elipse, la excentricidad indica la forma que tiene una hipérbola,
en el sentido de que cuanto mayor sea la excentricidad, mds abiertas estardn las ramas
de la hipérbola. En la Figura 9.30 se muestran varios ejemplos ilustrativos. g
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e=133

e=2

Figura 9.30: Hipérbolas con distintas excentricidades.

Ejemplo 9.16 Determinemos la ecuacién reducida de una hipérbola, sabiendo que su
distancia focal es 16 y su excentricidad € = 2. De los datos anteriores se deduce:

2c =16

222

=

c=38

= a=4

P=c2—a?2=64—16=48 = b=+48=4+/3.

Por tanto, la ecuacién reducida de esta hipérbola con focos en el eje de abscisas es

y tiene por asintotas las rectas

y:f\/?:zey:\/gx

(véase la Figura 9.31).

Si la hipérbola H no estd centrada en el punto (0, 0) sino en el punto (zg, yo) € R?
y el segmento que une los focos es paralelo al eje de abscisas, utilizando de nuevo la
Definicion 9.9, se puede obtener la ecuacion general de la hipérbola con ejes paralelos a

los ejes de coordenadas

(x — x0)?

(y — yo)2

a2

b2

=1.

(9.14)

Observacion 9.17 Noétese que si el segmento que une los focos es paralelo al eje de
abscisas, los focos correspondientes a una hipérbola de ecuacién (9.14) son los puntos

F = ($0—Cay0> y Iy = ($0+C7y0)- a
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-15  -10 -

. . 2?2y
Figura 9.31: Hipérbola 6 18- 1.

Observacion 9.18 Cuando a = b, se dice que la hipérbola es equildtera. Su ecuacién
reducida es

22— y? = a2
y tiene por asintotas las rectas y = —x e y = =z, que son las dos bisectrices de los
cuadrantes (ndtese que ambas rectas son perpendiculares). Si esta hipérbola se gira un
dngulo 7 radianes (i.e. 45°) con centro en el origen de coordenadas O = (0, 0), puede
comprobarse que la nueva ecuacién es

que es la ecuaciéon de una hipérbola equildtera, referida a sus asintotas (véase la Figu-
ra9.32). o

Ejemplo 9.17 Veamos cudl es la ecuacién de una hipérbola, sabiendo que sus focos son
F, = (0,1) y F» = (10,1) y la diferencia de distancias de sus puntos a sus focos es 8
unidades. Como el centro (xg,yo) de la hipérbola es el punto medio del segmento que
une los focos, éste viene dado por

0+10 141
(3?07?/0) = < 2 a2> = (571)

(véase la Observacién 6.10). Por otra parte, la distancia focal es

2c=10-0=10 = c=5
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Figura 9.32: Hipérbolas z? — y2 =a’e Ty = %.

y, como por hipétesis 2a = 8, se tiene que
¥=c2—a>=25-16=9 = b=3.
Por tanto, la ecuacién de la hipérbola es

(x—5)?2 (-17° _

— =1
16 9
y su excentricidad
c 5
E=—=-.
a 4

285

Las asintotas se obtienen de la siguiente forma: como a = 4y b = 3, son las rectas

paralelas ay = —2z ey = 3 z que pasan por el centro (zg, o) = (5, 1), es decir, las
rectas
19 3 11 n 3
=———-zey=——+ -z
RS IR

(véase la Figura 9.33). o

Observacién 9.19 Sea H la hipérbola definida por la ecuacién (9.14)y P = (7, %) € R2.

<l= PcR

= 32 T )2
Si (z Q»TO) - T—w) - 1= PcH
a b2

>1 = PeR,y,
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5 -4 -3 -2 -1 0/1 2 3 4 5 6 7

. o (@=5)?  (y—1)
F 9.33: Hipérbol — =1.
igura ipérbola 6 9
siendo R, el interior de la regién que se encuentra entre las dos ramas de la hipérbola
y Ro el interior de la regién delimitada por las ramas de la hipérbola que contiene los

focos. ¢
Ejemplo 9.18 Si consideramos la hipérbola

(@-2° w+1?_,
9 ) ’

se verifica que el punto P; = (3, —2) estd entre las dos ramas de la hipérbola, pues

(3-2?% (=2+1)* 1 1 4y
9 5 9 5 45 ’

el punto P, = (7, @) pertenece a la hipérbola, pues

(T-2? (MFP+n? 25 R 5 16
9 5 9 5 9 9

y el punto P3 = (—3, 1) estd en la regi6én delimitada por una de las ramas de la hipérbola
que contiene uno de los focos, pues
(-3—-2)2 (141> 25 4 89

_ 2 _2_22
9 5 9 5 157

(véase la Figura 9.34). g
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2 Pys

(-2 W+’ _,

Fi 9.34: Hipérbol
igura ipérbola 9 5

Observacién 9.20 Dado un punto P = (,7) € R?, veamos c6mo calcular las rectas
tangentes (si existen) a la hipérbola (9.14) que pasan por P. Pueden presentarse tres casos:

a) Siel punto P estd en el interior de la region delimitada por las ramas de la hipérbola
que contiene los focos, no existe ninguna recta tangente a la hipérbola que pase por P.

b) Si el punto P estd en una de las asintotas, no existe ninguna recta tangente a la hipér-
bola que pase por P, aunque se puede considerar que la propia asintota es una recta
tangente a la hipérbola en el infinito (véase la Figura 9.35).

c) Siel punto P pertenece a la hipérbola o se encuentra entre las dos ramas de la hipérbola
sin estar en sus asintotas, entonces hay una tnica recta tangente a la hipérbola que pasa
por P. Ademds, en el caso particular de que T = x¢p —a 0 T = x(+a, entonces la recta
tangente a la hipérbola que pasa por P es, respectivamente, t = g —a 0z = 2o + a
(véase, de nuevo, la Figura 9.35).

En el dltimo caso, una forma de calcular las rectas tangentes mencionadas (salvo en los
casos de tangentes verticales explicados) consiste en hallar las rectas que pasan por el
punto P y cortan a la hipérbola en un tnico punto (véase la Figura 9.36). ¢

El célculo de las rectas tangentes a la hipérbola que pasan por un punto exterior a
ésta es muy engorroso, por lo que nos limitaremos al caso en el que el punto pertenece a
la hipérbola. Ademds, para mayor sencillez, comenzaremos suponiendo que la hipérbola
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Y=Y

Yyo+0b

Yo

Yo—b

To— @ xo Ty +a

Figura 9.35: Rectas tangentes a una hipérbola en los puntos (z¢ + a, yo).

estd centrada en el origen de coordenadas. Sea, por tanto, H la hipérbola definida por
la ecuacién (9.11) y P = (Z,y) € H, que suponemos que estd en la hipérbola pero no
es uno de los puntos con tangente vertical vistos en la Observacién 9.20 (en esos casos
ya sabemos cudles son las ecuaciones de la recta tangente y no necesitamos hacer los
siguientes cdlculos). El haz de rectas que pasa por P, en particular la recta tangente a H,
es de la forma
Yy—y= m(x - )7

siendo m € R la pendiente de la recta (recordamos que estamos suponiendo que P no es
uno de los puntos con tangente vertical). Los puntos de corte (dos o uno) de estas rectas
con la hipérbola son las soluciones (x, y) del sistema de ecuaciones

2 2
a b?
y—7y=m(z—1ZI).

Sustituyendo el valor y = § + m(x — %) de la segunda ecuacién en la primera, podemos
escribir una ecuacion en la variable x, dada por

22 P+ 2my(e —x) +mP(x —z)° )
a b2 o

De esta forma, si consideramos el polinomio

22 72+ 2mi(x — ) + m2(x — T)2
mng—y y( bg (w—2)" (9.15)
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Yo + b |--mmrmmmme e U N4

Yo

yo—b

To— Q o zo+a

b b
y:yn+a(w7zn) LU:?JO*;(I*IO)
Figura 9.36: Recta tangente a una hipérbola en un punto P.

se verifica que, salvo para un valor particular de m (el correspondiente a la pendiente
de la recta tangente), el polinomio P(z) tiene dos raices distintas y una de ellas es T;
cuando m es la pendiente de la recta tangente, entonces T es la tnica raiz de P(x) (T es
una raiz doble). De acuerdo con la Observacién 2.12, al dividir P(z) entre el polinomio
Q(z) = x — T podemos factorizar P(x) en la forma

P(z) = C(x)(z — T), (9.16)
siendo C'(x) un polinomio de grado 1, de forma que la otra raiz de P(x) es también raiz
de C(z). Ademds, si m es la pendiente de la recta tangente, entonces T también es raiz de

C(x) (por ser T raiz doble de P(x)), por lo que C(Z) = 0.

Para calcular C'(x) podemos aplicar la regla de Ruffini mostrada en el Teorema 2.2
de forma andloga a como se hizo en el caso de la elipse: teniendo en cuenta que podemos
escribir P(x) como

P(z) = ax® + Bx +

para los coeficientes

1 m? 2m(mz — 7)) m2z% + 2may — 2
S - b=——F—y 7= 3 -1,
a b b b
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se llega a que el polinomio P(x) puede factorizarse en la forma (9.16), siendo

1 2 1 2 9 .
Cle)=azx+az+ = ((ﬂ_m>x+<cﬁ_m>m+w

b2 b2
1 m?> T m2z  2my 9
e w)"TeEt e O

1 m? _ z my
—(ﬁ‘wﬂ)@—@+2Qz‘m)-

Observaciéon 9.21 Al igual que en el caso de la elipse, el polinomio C(z) también pue-
de obtenerse mediante ciertas manipulaciones algebraicas. Para ello comenzamos rees-
cribiendo el primer sumando de P(x) como se hizo en (9.9). Al sustituir la expresién
anterior en (9.15) y agrupar términos, se llega a

(z -2 +22(x —3)+7° 7 +2my(z —2) + m*(z — 1)

P(z) = 2 = ~1
1 m? 9 z my N T
Como P € H, se verifica que
2 !

y, por tanto,

P = (55 ) e-a+2 (5 -2 -2

con lo que se tiene factorizado P(x) en la forma (9.16) para el polinomio C'(z) dado
en (9.17). o

Una vez obtenido el polinomio C'(x), como hemos visto que se verifica que C(Z) = 0, se
deduce que

T my

2 w0

por lo que la pendiente de la recta tangente buscada es

bz
=
y la ecuacién de dicha recta tangente es
0z i,

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones de la hipérbola 291

Observacion 9.22

a) A partir de la ecuacién (9.18), teniendo en cuenta que la pendiente de la recta normal
es —% (véase la Observacion 8.8), se tiene que la ecuacion de la recta normal a la

hipérbola H en un punto P = (Z,3) € Hes

b) Notese que de (9.18) se deduce que

2 N\ 12 =
ay(y—y)—b$($—$) = a2 - b2
y, consecuentemente,
Tr—z°  gy—y> T gy AN
2w VT e e e e

y, por tanto, otra forma de expresar las ecuaciones de la recta tangente a H en P es

Tx gjy_l

a? b2

Ejemplo 9.19 Consideremos la hipérbola H de ecuacién reducida

2 2

16 48

contemplada en el Ejemplo 9.16 y el punto P = (8,12) € H. La ecuacién de la recta
tangente a H en P es

48 x 8
y—12= 16><12(3n78) = y=12+2(z—38)

y la ecuacién de la recta normal a H en el punto P es
12-2@-s)
= — —\xr —
Y 2

(véase la Figura 9.37). ¢
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2 2
Figura 9.37: Rectas tangente y normal a la hipérbola L Y _tenel punto P = (8,12).

16 48

Observacion 9.23 Cuando se tiene una hipérbola no centrada en el origen de coordena-
das, los resultados anteriores sobre sus rectas tangentes y normales que pasan por uno de
sus puntos se obtienen, de manera sencilla, si se piensa en las traslaciones necesarias para
pasar de una hipérbola no centrada en el origen a otra que sf lo estd. Los pasos a seguir son
los mismos que los realizados en el caso de la elipse. En particular, si P = (Z,3) € H,
siendo H la hipérbola dada por la ecuacién (9.14), se verifica:

a) Six = 29 —a0X = xg + ase verificaque x = xg —ayx = x9 — a son,
respectivamente, las rectas tangentes a H en el punto P. Ademads, y = yg es, en
ambos casos, la recta normal a H que pasa por P.

b) En otros casos, la recta tangente que pasa por P es la trasladada de la recta tangente a
la hipérbola de ecuacién reducida (9.11) que pasa por el punto P = (Z — zo,§ — Yo)
y cuya ecuacion es (véase (9.18))

b*(z — o)

=BG g "))

y — (¥ — vo)

(nétese que P es el trasladado de P por el vector O? , siendo O el origen de coorde-
nadas y C' = (zg, yo) el centro de la hipérbola). Por tanto, la recta tangente a H que
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pasa por P es

b (z —
2(% ro) T —I)
a*(y = yo)

y, con el mismo razonamiento, la recta normal a H que pasa por P es

y—y=

v T @0 o

Ejemplo 9.20 Consideremos la hipérbola H de ecuacion

(-2 (+1)?_,
9 5

L 45-3 5V5

<Y 312

(z=17)

—2)? 1)?
Figura 9.38: Rectas tangente y normal a la hipérbola (2 9 ) - (y—; ) =1lenP = (7,

Tal y como se vio en el Ejemplo 9.18, el punto P = (7, @) € H. Por tanto, la
ecuacion de la recta tangente a H que pasa por P es

4/5-3  5(7-2) 4v/5-3 5V5
T3 —9<4¢§_3+1><$‘7):’y‘3—12

y la de la recta normal a H que pasa por P es

C4/5-3 0 12V
(O T T

y (x—=17)

|
—

|
\]
S~—"

(véase la Figura 9.38). ¢
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Dados la hipérbola H de ecuacién (9.14) y un valor m € (R\ [fg, 1) U {cc} arbi-
trario, siempre existen dos rectas tangentes a H con pendiente m (véase la Figura 9.39).
Ademas, las dos rectas tangentes a H con pendiente oo (rectas verticales) son x = xg —a

y ¢ = xg + a (véase la Figura 9.35).

y=mx+n

L

ro—a I xo+a

2 AT
Figura 9.39: Tangentes a la hipérbola (@ a;cO) - (y beO) = 1 paralelas alarectay = mx +n.

En el caso de la hipérbola H de ecuacion

v-w? -
b2 B a? o

b b

dado un nimero m € (_Ev 5), siempre existen dos rectas tangentes a H con pen-

diente m. Ademads, las dos rectas tangentes a H con pendiente O (rectas horizontales)
sony = yo — bey = yy+ b (véase la Figura 9.40).

9.6. Ecuaciones de la parabola

Definicion 9.12 Una pardbola es el lugar geométrico de los puntos del plano que equi-
distan de una recta (llamada directriz) y de un punto fijo (llamado foco). o

Consideremos una pardbola P del plano de forma que el eje de ordenadas sea para-
lelo a la recta directriz, el eje de abscisas contenga el foco de la pardbola y el origen de
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y=mx+n

Yo+0b / y=yo+b
T

Yo

Yo—b
y=yo—b

0 To—a Zo zo+a

2 2
Figura 9.40: Tangentes a la hipérbola (y beo) — (= 2360) = 1 paralelas alarectay = max+n.
a

coordenadas O = (0, 0) sea el punto medio del segmento que une de forma perpendicular
el foco con la directriz. De esta forma, el origen de coordenadas pertenece a la pardbola
(pues estd a la misma distancia del foco que de la recta directriz), el foco estara situado

en el punto F' = (%, O) con p > 0y la directriz de la pardbola serd la recta

riaz=-L
' 2
(véase la Figura 9.41). Entonces, de acuerdo con la Definicién 9.12, para que un punto
P = (z,y) esté en la pardbola, debe cumplirse que

PeP < d(P,F)=d(P,r).

Como se vio en la Seccién 8.3.3., la distancia en el plano de un punto A = (z,y) a la
recta s de ecuacién ax + by + ¢ = 0 viene dada por

_ax + by + ¢

W)=

Aplicando esto a nuestro caso, se tiene que

4
il

d(P,r) = =
= e
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[NCIRS]

Figura 9.41: Pardbola con foco F' = (g, 0) y recta directriz x = fg.
y, por tanto,
_ PY? e ey P
PeP < d(P,F)=d(Pr) & T—35 +y—x+§.

Elevando al cuadrado y operando,
2 2
(x—g) +y2:(x+§> @;/pr+§§+y2;/z+px+%,

de donde se obtiene la ecuacion reducida de la pardbola

Observacion 9.24

a) El ¢je de la pardbola es la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco. Se
verifica que una pardbola es simétrica respecto a su eje. En efecto, basta observar que
si el punto (x,y) pertenece a la pardbola (9.19), entonces el punto (z, —y) también
pertenece a esa parabola.

b) El vértice de la pardbola es el punto de interseccion de la pardbola con el eje de la
parédbola. Nétese que el vértice de la pardbola (9.19) es el origen de coordenadas (0, 0).
Por construccidn, el vértice es el punto de la pardbola mds cercano a la directriz.

¢) Ladistancia (o radio) focal es la distancia entre el vértice y el foco de la pardbola. o

Ejemplo 9.21 Dada la paribola y?> = 8z, veamos cémo obtener su vértice, su foco y su
recta directriz. Como la ecuacién y? = 8z estd en el formato de la ecuacién reducida de
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una parédbola, compardndola con (9.19) se deduce que el vértice estd en el punto (0,0) y

Pp=8=p=4= gzz.
Por tanto, su foco estd en el punto F' = (2,0) y su recta directriz es © = —2 (véase la
Figura 9.42(a)). o
Ejemplo 9.22 La ecuacién de una pardbola con F' = (4, 0) y recta directriz x = —4 es
y? = 16z
(véase la Figura 9.42(b)). o
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0
3 b 5 4 3 2 1 fo 1 2 3 4
-1
-2
-3
-4
5
-6
(a) Paribola y2 = 8. (b) Pardbola 2 = 16z.

Figura 9.42: Gréficas de pardbolas.

Observacion 9.25 Intercambiando el rol de los ejes de coordenadas, cuando el foco esta
situado sobre el eje de ordenadas en el punto F' = (07 g) y la directriz de la parabola es

la recta
Yy = -
27

la ecuacion reducida de la pardbola que se obtiene es

(véase la Figura 9.43). ¢
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[IRS]

Figura 9.43: Pardbola con foco F' = (0, g) y recta r directriz y = fg.

Observacion 9.26 La pardbola refleja sobre el foco cualquier rayo paralelo a su eje (pro-
piedad que es utilizada, por ejemplo, en las antenas parabdlicas). Andlogamente, cualquier
rayo emitido por un emisor situado en el foco, tras reflejarse en la pardbola, serd paralelo
al eje (por ello cierto tipo de lamparas y faros de los coches tienen espejos reflectantes con
forma parabdlica que permiten enviar haces de luz paralelos provenientes de una fuente
de luz situada en el foco) (véase la Figura 9.44).

Figura 9.44: Propiedades de la pardbola.
Definicion 9.13 La excentricidad de una pardbolaese =1. g

La Tabla 9.1 muestra el valor de las excentricidades de las conicas (véase también la
Figura 9.45):
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Cénica Ecuacién reducida Excentricidad
circunferencia 2?2 +y? =1 e=0
elipse a—z Z—jzl 5\/1m6[0,1)
pardbola y? = 2px e=1
» 2 42 b2
hipérbola el 1 e=1/1+— €(1,+00)

Figura 9.45: Diversas excentricidades en las cénicas.

299

Si la pardbola P no estd centrada en el punto (0, 0) sino en el punto (xg,yo) € R? y
el segmento que une perpendicularmente el foco con la recta directriz es paralelo al eje
de abscisas, utilizando de nuevo la Definicién 9.12 se obtiene la ecuacion general de la

pardbola con recta directriz paralela al eje de ordenadas

’ (y —y0)* = 2p(z — x0). ‘

(9.20)

Observacién 9.27 El foco correspondiente a un parabola de ecuacion (9.20) es el punto
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y la directriz de esta pardbola es la recta

T =xo — o

p
5
Ejemplo 9.23 El foco de la pardbola (y + 3)> = 8(z — 1) es

F<1+:,3)(&$

y su recta directriz

1 1 1
Tr = _—_—= -
2

(véase la Figura 9.46). ¢

Figura 9.46: Pardbola (y + 3)% = 8(x — 1).

Observacion 9.28 Cuando la recta directriz es paralela al eje de abscisas, la ecuacion
general de la pardbola con recta directriz paralela al eje de abscisas se obtiene de forma
andloga y es

(@ = 20)* = 2p(y — po). | 9:21)

Observacion 9.29 El foco correspondiente a un parabola de ecuacién (9.21) es el punto

F= =)

y la directriz de esta pardbola es la recta

o

Y=Yy -b
0= 5
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Ecuacion Vértice Foco Directriz
(y—w0)® =2p(x —z0) | (zo,%0) | (zo+5,%0) | z=120—5
(y—y0)* = =2p(x — x0) | (z0,90) | (zo—5,90) | x=20+5
(z—20)® =2p(y —yo) | (zo,%0) | (z0,90+5) | y=wo—5
(x—20)?> = =2p(y — wo) | (zo,%0) | (zo,90—5) | y=wo+ 5

Tabla 9.2: Parabolas con directriz paralela a uno de los ejes de coordenadas.

Yo

(v —w0)* = —2p(x — x) (v — w0)* = 2p(x — x0)

D

p zy p
To— = x -
0 B Lo+2

Figura 9.47: Pardbolas (y — y0)* = +2p(z — z0).

301

La Tabla 9.2 muestra que hay cuatro tipos de pardbolas con directriz paralela a uno de
los ejes de coordenadas (véanse también las Figuras 9.47 y 9.48).

Observacion 9.30 En las Observaciones 2.23, 2.24 y 2.25 se hizo un estudio de las para-

bolas

y=ar’, y=2*+cey=(x—->b> o

Para estudiar las rectas tangentes y normales a las pardbolas, nos vamos a centrar en
la parabola definida por la ecuacién (9.20) (el caso de la pardbola de ecuacion (9.21) se
aborda de forma andloga).

Observacién 9.31 Sea P la pardbola dada en (9.20) conp > 0y P = (z,7) € R%

Si (y — o) — 2p(x — o)
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2

(y = y0)” = —2p(x — o)

2

(y — y0)* = 2p(z — o)

I R e

0 wn*g *o .Z‘o‘f’g

Figura 9.48: Pardbolas (z — x0)? = +2p(y — v0).

siendo R el interior de la regién limitada por la pardbola que contiene el foco y R, el
exterior de la regidn limitada por la pardbola que contiene el foco. o

Ejemplo 9.24 Si consideramos la pardbola
(y+3)*=8(z—1)

del Ejemplo 9.23, se verifica que el punto P; = (5, —4) estd en el interior de la regién
limitada por la pardbola que contiene el foco, pues

(—4+4+3)2%-805—-1)=1-32=-31<0,
el punto P, = (3, —7) pertenece a la parébola, pues
(—7+3)?2—-8(3-1)=16—-16=0,

y el punto P3 = (2, 3) estd en el exterior de la region limitada por la parébola que contiene
el foco, pues
(3+3)2-82-1)=36-8=28>0

(véase la Figura 9.46). o

Observacién 9.32 Dado un punto P = (Z,7) € R?, veamos c6mo calcular las rectas
tangentes (si existen) a la pardbola (9.20) que pasan por P. Pueden presentarse tres casos:

a) Siel punto P estd en el interior de la regién delimitada por la pardbola que contiene a
su foco, no existe ninguna recta tangente a la parabola que pase por P.

b) Si el punto P pertenece a la pardbola, entonces hay una recta tangente a la parabola
que pasa por P. Ademds, si P es el vértice (i.e., P = (x0,y0)), entonces la recta
tangente a la pardbola en P es x = x¢ (véase la Figura 9.49).
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Yo oA °

Figura 9.49: Rectas tangentes a una pardbola en un punto de la pardbola.

c) Siel punto P estd en el exterior de la region delimitada por la pardbola que contiene
a su foco, hay dos rectas tangentes a la pardbola que pasan por P. Ademds, en el caso
particular de que * = x, entonces una de las rectas tangentes a la parabola que pasa
por P es z = x( (véase la Figura 9.50).

Yo |mmmmmmmme

Figura 9.50: Rectas tangentes a una pardbola en un punto exterior a la pardbola.

En los dos tltimos casos una forma de calcular las rectas tangentes mencionadas (salvo
en los casos de tangentes verticales explicados) consiste en hallar las rectas que pasan por
el punto P y cortan a la pardbola en un tnico punto (véanse las Figuras 9.49 y 9.50). g
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El célculo de las rectas tangentes a la pardbola que pasan por un punto exterior a ésta
es muy engorroso, por lo que nos limitaremos al caso en el que el punto pertenece a la
pardbola. Ademads, para mayor sencillez, comenzaremos suponiendo que la pardbola esta
centrada en el origen de coordenadas y es de la forma (9.19). Sea, por tanto, P la pardbola
definida por la ecuacién (9.19) y P = (Z,y) € P, que suponemos que estd en la pardbola
pero no es su vértice (pues, en ese caso, ya hemos visto en la Observacién 9.32 que su
recta tangente es x = 0 y no necesitamos hacer los célculos siguientes). El haz de rectas
que pasan por P, en particular la recta tangente a P, es de la forma

y—y=m(z—I),

siendo m € R la pendiente de la recta (recordamos que estamos suponiendo que P no es
el vértice de la pardbola). Los puntos de corte (dos o uno) de estas rectas con la pardbola
son las soluciones (x, y) del sistema de ecuaciones

{ y? = 2px
y—g=m(z—ZI).

Sustituyendo el valor y = § + m(xz — Z) de la segunda ecuacién en la primera, podemos
escribir una ecuacién en la variable z, dada por

(7 +m(x —2))* —2pz =0,
es decir,
72 +2m(x — 2)§ + m?(z — 7)® — 2pr = 0.
De esta forma, si consideramos el polinomio
P(z) = §° 4 2m(z — 2)§ + m*(x — 7)* — 2pz, (9.22)

se verifica que, salvo para un valor particular de m (el correspondiente a la pendiente
de la recta tangente), el polinomio P(z) tiene dos raices distintas y una de ellas es ;
cuando m es la pendiente de la recta tangente, entonces Z es la tnica raiz de P(z) (Z es
una raiz doble). De acuerdo con la Observacién 2.12, al dividir P(z) entre el polinomio
Q(z) = x — T, podemos factorizar P(x) en la forma

P(z) = C(x)(xz — 7), (9.23)

siendo C'(x) un polinomio de grado 1, de forma que la otra raiz de P(x) es también raiz
de C(z). Ademds, si m es la pendiente de la recta tangente, entonces T también es raiz de
C(z) (por ser Z raiz doble de P(z)), por lo que C(Z) = 0.

Para calcular C'(x), podemos aplicar la regla de Ruffini mostrada en el Teorema 2.2
de forma andloga a como se hizo en los casos de la elipse y de la hipérbola: teniendo en
cuenta que P(x) puede escribirse en la forma

P(z) = ax® + Bx +
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para los coeficientes
a=m? B=2my—m’z—p)y =1y —2miy+m’s’,
se llega a que el polinomio P(z) puede factorizarse en la forma (9.23), siendo
Clx)=azx+az+p

=m2z + m?z + 2(my — m*z — p) (9.24)
=m?(z — &) + 2(my — p).

Observacién 9.33 El polinomio C(x) también puede obtenerse mediante ciertas mani-

pulaciones algebraicas. Para ello comenzamos reescribiendo el dltimo sumando de P(x)

en la forma
—2px = —2p(x — T) — 2pZ.

Sustituyendo esta expresion en (9.22) y agrupando términos, se tiene que
P(x) = 3° + 2m(x — z)§ +m*(x — 7) — 2p(x — &) — 2p7T
=m?(x — )% +2(my — p)(xz — T) + 7° — 2pZ.
Como P € P, se verifica que
72 —2p =0

y, por tanto,

P(z) = [mQ(x —z)+2(my —p)| (z — 2),
con lo que hemos factorizado P(x) en la forma (9.23) para el polinomio C(z) dado
en (9.24). ¢

Una vez obtenido el polinomio C(z), como hemos visto que se verifica que C'(Z) = 0, se
deduce que
my —p= Oa

por lo que la pendiente de la recta tangente buscada es

_p
m= -
Y
y la ecuacidn de dicha recta tangente es
_ D _
y—yzi(a:—a:). (9.25)
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Observacion 9.34

a) A partir de la ecuacién (9.25), teniendo en cuenta que la pendiente de la recta normal
es —% (véase la Observacion 8.8), se tiene que la ecuacion de la recta normal a la
pardbola P en un punto P = (z,7) € P es

y—y=-=(r—-2).

y
p

b) Noétese que de (9.25) se deduce que
Yy —y) =plz—1)
y, consecuentemente,
gy —y° =pr—pzt = gy = (§° - pz) + pz.
Abhora, utilizando que P = (z,y) € P, se verifica que
7% = 2pz
y, por tanto, otra forma de expresar la ecuacion de la recta tangente a P en P es
yy =p(@+ ).
Ejemplo 9.25 Consideremos la pardbola P de ecuacién reducida
y? =4z

y el punto P = (9, —6) € P. La ecuaci6n de la recta tangente a P en P es

Y= (6)= (=9 = y=—6-3 (-9
y la ecuacién de la recta normal a P en el punto P es
y=-6+3(x—-9)
(véase la Figura 9.51). o
Observacién 9.35 Cuando la parabola P es del tipo
z® = 2py,

las rectas tangentes y normales a sus puntos se calculan de forma andloga. En particular,
siP=(z,9) €Py:

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones de la parabola

-10 y:*ﬁfg(l’*g)

Figura 9.51: Rectas tangente y normal a la pardbola > = 4z en el punto P = (9, —6).
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a) P es el vértice de la pardbola, entonces la tangente y la normal a la pardbola en el

punto P son, respectivamente, las rectas y = 0y = = 0.

b) P no es el vértice de la pardbola, entonces la tangente a la parabola en el punto P es

la recta
r-7="2(y-7)
T
0, dicho de otro modo,
7= 2 (e )
y—yg=—(r-12
p

Ejemplo 9.26 Consideremos la parabola P de ecuacién reducida
z? =4y
y el punto P = (—6,9) € P. Entonces, la ecuacién de la recta tangente a P en P es
—6

y—9—7(x—(—9)) = y=9-3(x+6)

y la ecuacién de la recta normal a P en P es
1
y=9+ 3 (z+6)
(véase la Figura 9.52). ¢
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-16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 \-2 0o 2 4 6 8

Figura 9.52: Rectas tangente y normal a la parbola 2 = 4y en el punto P = (—6,9).

Observacion 9.36 Cuando se tiene una pardbola que no estd centrada en el origen de
coordenadas, los resultados anteriores sobre sus rectas tangentes y normales que pasan
por uno de sus puntos se obtienen de manera sencilla si se piensa en las traslaciones
necesarias para pasar de una pardbola no centrada en el origen a otra que si lo estd. En
particular, si P = (Z,7) € P, siendo P la pardbola dada por la ecuacién (9.20), se
verifica:

a) Six = =z, se tiene que x = o € y = Yo Son, respectivamente, las rectas tangente y
normal a P que pasan por P.

b) En otro caso, la recta tangente que pasa por P es la trasladada de la recta tangente a la
parédbola de ecuacién reducida (9.19) que pasa por el punto P = (Z — 20,5 — o) ¥
cuya ecuacion es (véase (9.25))

_ p _
y—= 0 —y)=—— (@~ (T—m))
Y=Y
(nétese que P es el trasladado de P por el vector O? , siendo O el origen de coorde-
nadas y C' = (x9,yp) el centro de la pardbola). Por tanto, la recta tangente a P que

pasa por P es
y—j=—"—(c-2)
Y=Y

y, con el mismo razonamiento, la recta normal a P que pasa por P es

y—y=-

Ejemplo 9.27 Consideremos la pardbola P de ecuacién
(y+3)*=8(z—1)

(© Ediciones Piramide



Ecuaciones de la parabola 309

del Ejemplo 9.23 y el punto P = (3,1) € P. La recta tangente a P que pasa por P es

4

zm(x—S) =y—1=z-3

y—1

y la recta normal a P que pasa por P es

y—1=—(x—3)

(véase la Figura 9.53).

Figura 9.53: Rectas tangente y normal a la pardbola (y + 3)? = 8(x — 1) en el punto P = (3, 1).

Dados una pardbola P y un valor m € RU{oo}, m # m*, siendo m* la pendiente del
eje de la pardbola, siempre existe una recta tangente a P con pendiente m. Lo ilustramos
mediante un ejemplo:

Ejemplo 9.28 Dada la pardbola P de ecuacion
(y+3)" =8(x - 1),
vamos a buscar una recta paralela a la recta
y=4z+1
que sea tangente a P. Puesto que dos rectas son paralelas si, y sélo si, tienen la misma

pendiente, las rectas paralelas a la recta dada tienen pendiente 4 y, por tanto, son de la
forma

y=4x+k

(© Ediciones Piramide



310 Conicas

con k € R. Como la recta buscada es la que interseca a la pardbola P en un solo punto,
tendremos que encontrar el valor de k para el cual el sistema de ecuaciones

(y+3)2=8(z—1)
y=4r+k

tenga una tnica solucién (z,y) € P. De la segunda ecuacidn se deduce que

_y—k

YTy

y, sustituyendo esta expresion en la primera ecuacion, se tiene que

—k
(y+3)2=8(y4—1> S PP+ 6y+9=2y—2k—8

ey —dy+2k+17=0.

4 6 8 10 12

Figura 9.54: Recta paralela a y = 4z + 1 que es tangente a la pardbola (y + 3)? = 8(x — 1).

Para que esta ecuacion de segundo grado en y tenga una tnica solucién, debe cumplirse
que su discriminante sea cero, es decir,

2 1
(—4)? —4(2k+17) =0 & —52 -8k =0 < k:f%:f;’.

Por tanto, la recta tangente a P buscada es
=4xr — —
Y 2

y el punto de tangencia (compruébese) es P = (§, —2) (véase la Figura 9.54). o

(© Ediciones Piramide



Notas finales sobre conicas 311

9.7. Notas finales sobre conicas

Desarrollando las ecuaciones de cualquiera de las conicas estudiadas, todas ellas pueden
escribirse en la forma

Az® 4+ Bzy+ Cy* + Dx+ Ey + F = 0, (9.26)
con A, B,C,D,E,F € R.
Ejemplo 9.29
a) La ecuacién de la circunferencia del Ejemplo 9.2 puede expresarse como
2?2 —dr+44+9> —6y+9=1 < 22 +y? -4z —6y+12=0.
b) La ecuacién de la elipse del Ejemplo 9.9 puede reescribirse como

x2—8x—|—16+y2—2y—|—1 B
25 16 B
& 162% — 128z + 256 + 25y — 50y + 25 = 400

& 1622 + 25y% — 1282 — 50y — 119 = 0.

1

¢) La ecuacién de la hipérbola del Ejemplo 9.17 puede expresarse como

2 =1024+25 ¢ —2y+1
16 9 N
& 922 — 902 4 225 — 16> + 32y — 16 = 144

& 922 — 16y — 90z + 32y + 65 = 0.

1

d) La ecuacién de la pardbola del Ejemplo 9.23 puede escribirse como
VP +6y+9=8r—-8 < y? —8x+6y+17=0. o
Veamos, con algunos ejemplos, que algunas ecuaciones de la forma (9.26) se corres-

ponden con las ecuaciones de cénicas. Para ello, el procedimiento que vamos a seguir es
el de “completar cuadrados”.

Ejemplo 9.30 La ecuacién 22 + y? — 6z + 4y + 9 = 0 es de una circunferencia. Para
calcular su centro y su radio, la escribimos en la forma (9.1):

22+ —br+dy+9=0s (2 —6x)+ (y* +4y) +9=0
& (-32-9)+((y+2)?-4)+9=0
& (2-3)"+(y+2)° =4,

que es la ecuacion general de la circunferencia de centro (3, —2) y radio 2 (véase la
Figura 9.55). o
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Figura 9.55: Circunferencia (z — 3)? + (y + 2)% = 4.

Ejemplo 9.31 La ecuacién 322 + y? — 24z + 39 = 0 es de una elipse. Para hallar sus
elementos geométricos la escribimos en la forma (9.5):

322 +y? — 242 +39=0« 3(2® —8x)+ > +39=0
& 3((x—4)2-16) +y*+39=0
& 3z—-42+y2=9
(x—4)?* ¢

T |
3 g9 b

que es la ecuacién general de la elipse de centro (4, 0), la longitud del eje mayor es 6 y
esta situado en el eje de ordenadas y la longitud del eje menor es 21/3 y est4 situado en el
eje de abscisas. Como, adem4s,

?=9-3=6 = c=6,

a la vista de la Observacién 9.8 se tiene que los focos estdn en los puntos F' = (4, —/6)
y F' = (4,/6) (véase la Figura 9.56). g

o<,

Y
Figura 9.56: Elipse (2 34) +
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Ejemplo 9.32 La ecuacién 222 — 3y? — 4z — 12y — 16 = 0 es de una hipérbola. Podemos
calcular sus elementos geométricos reescribiéndola en la forma (9.14):

207 — 3y —da — 12y — 16 =0 & 2(2% — 22) — 3(y* +4y) — 16 =0
& 2(x-1)2-1)-3(y+2)°—-4)-16=0
e 2x—-1)2-3>y+2?2=6
(-1 (y+2)?
= — =1
3 2 ’
que es la ecuacion general de una hipérbola de centro (1, —2) y cuya diferencia de distan-

cias desde cualquiera de sus puntos a sus focos es igual a 2¢/3. Como a = V3 y b = /2,
se tiene que

?=2+3=5 = c=+/5.

¢ 2
s y:A2+\/;(LUA1)

y:—2+\/g(l—;v)

(@-1° (y+2)° _
3 2

Figura 9.57: Hipérbola 1.

De esta forma, por la Observacién 9.17 se tiene que sus focos son F = (1 — /5, —2

yF' = (1+ \/5, —2). Finalmente, las asintotas son las rectas paralelas a y = —\/g X

ey = \/g x que pasan por el centro (1, —2), es decir, las rectas

y:—2+\/§(1—x) ey:—2+\/§(ﬂc—1)
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(véase la Figura 9.57). n

Ejemplo 9.33 La ecuacién 22 — 4z — 16y + 52 = 0 es de una pardbola. Para hallar sus
elementos geométricos la expresamos en la forma (9.21)

22 —dr —16y+52=0 < 2% —4r +4 =16y — 48 < (r —2)* = 16(y — 3).

El centro de la pardbola anterior estd en el punto (2, 3), su foco es

F= (2,3+§) =(2,7)

y su recta directriz

8
= —7:—1
4 D

(véase la Figura 9.58). n

Figura 9.58: Pardbola (z — 2)? = 16(y — 3).

Observacion 9.37 Noétese que, por sencillez de la exposicion, en nuestro estudio sélo
hemos considerado cdnicas cuyos ejes y rectas directrices son paralelos a los ejes de
coordenadas. No obstante, las ecuaciones de las cénicas que no cumplen esta propiedad
también pueden escribirse en la forma (9.26) y se puede obtener facilmente su ecuacién
reducida tras realizar un giro y una traslaccion de ésta (es la propia ecuacién la que, tras
apropiadas manipulaciones, nos determina la traslaccién y el angulo a realizar).

En cualquier caso, si tenemos expresada la ecuacioén de una cénica en la forma (9.26),
se cumple lo siguiente:
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a) Si es una elipse, entonces B2 — 4AC < 0. En el caso particular de que se trate de una
circunferencia se verificaque A =C # 0y B = 0.

b) Si es una parabola, entonces B2 — 4AC = 0.

¢) Si es una hipérbola, entonces B2 — 4AC > 0.

Las implicaciones contrarias, en general, no son ciertas. g

Observacion 9.38 En la Seccion 13.2. veremos que el cdlculo de las pendientes de las
tangentes y normales a una curva (sea ésta conica o no) en un punto puede hacerse utili-
zando el concepto de derivada de una funcién, lo que proporciona un método alternativo

al estudiado en este capitulo: si f es una funcién derivable en un punto a, la ecuacion de
la recta tangente a la grifica de la funcién y = f(x) enel punto P = (a, f(a)) es

y=fla)+ f'(a)(z - a)

y la de la recta normal en el punto P = (a, f(a)) (en el supuesto de que f’(a) # 0) es
1
f'(a)
En la Observacion 13.5 se muestra como utilizar esta metodologfa para el caso concreto

de las cénicas (obteniendo, obviamente, las mismas férmulas que las deducidas en este
capitulo). o

(x —a).

y=f(a) -

9.8. Problemas

9.1. Calcular la ecuacién de una circunferencia de centro (—1, 3) y radio 2.
9.2. Hallar el centro y el radio de la circunferencia de ecuacion

2?4y —6r+4y+9=0
y representarla graficamente.

9.3. Determinar la ecuacién de una circunferencia sabiendo que uno de sus didmetros
tiene por extremos los puntos (3,6) y (—1, 2).

9.4. Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos (1,5), (0, —2) y
(—1,-3).

9.5. Hallar las rectas tangentes y normales a la circunferencia
(x—-2)*+(y+1)*=5

que pasan por los puntos:
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a) P = (3,0) b) P, = (1,1) c) Ps=(-1,3).
9.6. Hallar las rectas tangentes a la circunferencia
(=27 +@y+1)*=5

que son paralelas a la recta
y=—3x —6.

9.7. Calcular la ecuacién de una elipse sabiendo que estd centrada en el origen, tiene ejes
perpendiculares a los ejes de coordenadas, su excentricidad es % y el eje mayor mide 8 y
estd en el eje de abscisas.

9.8. Hallar la ecuacion de una elipse sabiendo que estd centrada en el origen, tiene ejes
perpendiculares a los ejes de coordenadas, el semieje mayor estd en el eje de abscisas y
mide 9 y pasa por el punto (6,4).

9.9. Hallar la recta tangente y la recta normal a la elipse

(@-27 , y+1? _

=1
4 9
que pasan por el punto P = (3, ¥ — 1).
9.10. Hallar las rectas tangentes a la elipse
—2)?2 1)?
(-2 @+ _,

4 9

que son perpendiculares a la recta
x — 3y =6.

9.11. Calcular la ecuacién de una hipérbola sabiendo que estd centrada en el origen, sus
focos estdn en el eje de abscisas, su distancia focal es 30 y la distancia entre sus dos ramas
es 24.

9.12. Hallar la ecuacién de una hipérbola sabiendo que estd centrada en el origen, sus
focos estdn en el eje de abscisas, la distancia entre sus dos ramas es 12 y pasa por el punto
(—10,4).
9.13. Dada la hipérbola

2?2

42
calcular sus semiejes, sus focos, los cortes con los ejes de coordenadas y sus asintotas.
Representarla graficamente.
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9.14. Hallar la recta tangente y la recta normal a la hipérbola

(-2 (+1)? _

— =1
4 9
que pasan por el punto P = (6,3v/3 — 1).
9.15. Hallar las rectas tangentes a la hipérbola
xr—2)?2
(y + 1)2 — u =1
4
que son paralelas a las rectas
x
a)y=3r—6 b)y:—§—6.

9.16. Determinar qué cénica viene dada por la ecuacién
2522 4+ 9y — 225 = 0.
Calcular sus ejes, sus focos y sus puntos de corte con los ejes y representarla graficamente.

9.17. Dada la ecuacién

2 —4y? =9,

decir qué cénica representa, calcular sus semiejes, sus focos, los cortes con los ejes de
coordenadas y sus asintotas. Representar graficamente dicha cénica.

9.18. Demostrar que
2?4+ 4z +6y—5=0

es la ecuacidn de una pardbola y determinar su vértice, su foco y su recta directriz. Re-
presentarla graficamente.

9.19. Determinar para cada valor ¢ € R qué curva es el conjunto de soluciones de la
ecuacion
322 +3y> + 20 —4y —c=0.

9.20. Calcular la recta tangente a la pardbola
(y—2)>=6(z+1)

que es paralela a la recta
y=2z+1.
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9.21. Hallar la recta tangente y la recta normal a la pardbola
(y+1)> =2(z —2)

que pasan por el punto P = (4, —3).

9.22. Hallar la recta tangente a la pardbola
(y+1)> =2(z — 2)

que es perpendicular a la recta z + 3y = 6.

9.9. Soluciones
9.1. (z+1)*+(y—3)2?=4
9.2. Elcentroes (3,—2) y el radio 2.

93. (z—-1)*+(y—4)?=3s.

162 7\? 425
9.4. e L) ==
(r+3) +(0-3) =5

9.5. a) P, estden el interior de la circunferencia. Por tanto, no hay ninguna recta tangente
a la circunferencia que pase por P;. La recta normal a la circunferencia que pasa por P; es
y =x—3. b) P,estden lacircunferencia. Por tanto, hay una recta tangente que pasa por
P,.Estarectaesy = 1+ 1 (z — 1) y la correspondiente recta normal es y = 1—2(z —1).
c) Ps estd en el exterior de la circunferencia. Por tanto, hay dos tangentes a ésta que pasan
por P3. Estasrectassony =3 — L (z + 1) ey =3 — 5 (z + 1).

9.6. Rectas tangentes buscadas: y = —3z + 5(1 — v/2) ey = —3x + 5(1 + V/2).

2?2
97. —+==1
16 + 12
z?  5y?
98. —+ — =
8 81 + 144
9.9. La recta tangente buscada es y — # +1 = —§ (z — 3) y la recta normal es

y*¥+1:¥(1¢73).

9.10. Rectas tangentes buscadas: y = —3z + 5 — 3v5ey = —3z + 5 + 3v/5.
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CCQ y2
a. Y
? 144~ 81
2 2
912. L _¥ 4
36 9

9.13. Los semiejes son a = 12y b = 5. Los focos estdn en los puntos (—13,0) y
(13,0). Corta al eje de abscisas en los puntos (—12,0) y (12,0). Las asintotas son las
rectasy = S xey = —15 T.

9.14. La recta tangente buscada es y — 3v3+1 = \/g(x — 6) y la recta normal es
y—3vV3+1=—Y3(z—6).

9.15. a) No existe ninguna recta con las condiciones requeridas. b) Las rectas tangen-
tes buscadas sony = —3(z+ 1 —Vh) ey =y = —3(z + 1 + V5).

9.16. Se trata de una elipse centrada en el origen, con ejes perpendiculares a los ejes de
coordenadas, con focos en (0, —4) y (0,4) y cortes con los ejes en los puntos (—3,0),
(37 0)’ (07 _5) y (07 5)

9.17. Laecuacion es de una hipérbola. Los semiejes sona =3y b = % Los focos estdn
en los puntos (—@, 0) y (‘/T‘TE’, O). Corta al eje de abscisas en los puntos (—3,0) y

(3,0). Las asintotas son las rectas y = § ey = — 5.

918. 2 +4x+6y—5 =0 < (z+2)2 = —6(y—2), por lo que se trata de
una parabola. Su vértice es el punto (72, %) su foco estd en el punto (—2,0) y su recta
directriz es y = 3.

. ' . [
9.19. Pueden presentarse tres casos: a) Si ¢ < —2, no hay solucién. b) Si ¢ = —3,la
dnica solucidn es el punto (—%, %) ¢) Si ¢ > —3, la solucién es la circunferencia de

centro (f%, %) y radio 7“5;30

1
im.y:2m+§.

9.21. Larectatangenteesy +3 = —3 (z — 4) y larectanormal es y + 3 = 2 (z — 4).

9.22. Larectabuscadaesy = 3z — 4.
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10 Sucesiones. Convergencia

10.1. Introduccion

En este capitulo se inicia la parte de Andlisis Matemdtico del libro. En él se estudian las
sucesiones 'y la propiedad de convergencia que algunas de éstas tienen.

Se comienza con dos casos basicos de sucesiones, como son las progresiones aritmé-
ticas y las progresiones geométricas, para las cuales se puede calcular, de forma sencilla,
un término n—ésimo cualquiera, o la suma y/o producto de varios de sus términos.

A continuacién se introduce el concepto general de sucesion de niimeros reales 'y se
definen posibles propiedades que cumplen algunas sucesiones, como la de ser creciente,
alternada, mondtona, acotada inferiormente ... Se definen también, de forma riguro-
sa, los conceptos de convergencia y divergencia de una sucesion, se muestran ejemplos
ilustrativos y se presentan propiedades de los limites que facilitan su cdlculo.

Se muestran, a continuacion, algunas técnicas para calcular el limite de algunas suce-
siones, como las definidas como el cociente de dos polinomios o la suma de los elementos
de una sucesién geométrica con razén r tal que |r| < 1. Llegados a este punto, surgird el
problema de las indeterminaciones (del tipo %, 2,00 — 00 0 1%). Se presentardn proce-
dimientos para evitar estas indeterminaciones en ciertos casos, para lo cual se introducira
el ndmero irracional e como limite de una sucesion particular.

10.2. Progresiones. Sucesiones de numeros reales

Las progresiones aritméticas y geométricas son una buena base para un primer contacto
con las sucesiones de nimeros reales.

10.2.1. Progresiones aritméticas

Los nimeros 2,4,6,8,10... tienen la particularidad de que cada uno de ellos es el resul-
tado de sumar al anterior una cantidad constante igual a 2. Esto da pie a la siguiente:
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Definicion 10.1 Los nimeros reales {a1, as, ..., a, ...} constituyen una progresion arit-
mética de razon (o diferencia) d si cada término se obtiene sumando d unidades al anterior,
es decir,

as=a1+d,a3=ao+d,...,an =0n_1+d... g

Observacién 10.1 Sea {a1,as,...,a, ...} una progresién aritmética de razén d.

a) a, representa un término arbitrario de la progresién, por lo que se le denomina término
general. El término anterior a a,, €s a,,_1, €l anteriora a,,_1 €S ap_o ...

b) Sid > 0, cada término de la progresioén es mayor que el anterior, por lo que la progre-
sidn es creciente. Ejemplo: 2,5,8,11 ... (;cudl es la razon de esta progresion aritmé-
tica?).

¢) Sid < 0, cada término de la progresion es menor que el anterior, por lo que la progre-
sion es decreciente. Ejemplo: 2, —1, —4, —7 ... (;cudl es la razén de esta progresion
aritmética?).

d) Cualquier elemento de la progresion puede ser expresado en términos del primero. En
efecto, como

ag:a1+d,a3:a2+d:a1+2d,a4:a3+d:a1+3d...,

en general se tiene que

lan =ar+ (n—1)d.| (10.1)

e) Cualquier término de la progresion puede ser expresado en funcién de cualquier tér-
mino anterior. En efecto, si n > m, a partir de (10.1) se tiene que

am=a1+(m—-1)dy a,=a +(n-1)d.

Si despejamos el valor de a; en la primera expresién y lo sustituimos en la segunda,
obtenemos

an = (am — (m—1)d) + (n — 1)d = an, + (n — m)d,

de donde se deduce que

an = ap + (n—m)d. | (10.2)

Nétese que (10.1) es un caso particular de (10.2) cuando se toma m = 1.

f) Siconsideramos los términos a1, as, . .., a,_1, @y, se verifica que la suma del primero
y el dltimo, del segundo y el pentltimo, del tercero y el antepentltimo ... es constante,
puesto que

as + an—1 = (a1 +d) + (ap, — d) = a1 + ay,,
as + an—2 = (a1 + 2d) + (a, — 2d) = a1 + ay,
ag + an—3 = (a1 +3d) + (a, —3d) = a1 + an, ...
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Por tanto, para calcular el valor S,, de la suma de los n primeros términos de la pro-
gresion aritmética, escribimos

Sp=a1+az+-+ap_1+ay

Sp =y, +ap_1+---+as+a.
Sumando término a término las expresiones anteriores se obtiene

25, = (a1 + an) + (a2 + an—1) + - + (an—1 + a2) + (an + a1) = n(a1 + an),

de donde

n(ay + an)

Sn =
2

Ejemplo 10.1 Los términos de la progresion aritmética que comienzan en a; = 12y
cuya diferencia es d = —5 son 12,7,2, -3, —8... El término que ocupa el lugar 15 en
la progresion es

a5 =a; + (15 —-1)d=12+ 14 x (=5) =12 — 70 = —58.
De esta forma, el término que ocupa el lugar 30 es
azp = a5 + (30 — 15)d = =58 + 15 x (—5) = =58 — 75 = —133.

La suma de los 30 primeros términos de esta progresion aritmética vale

30(a1 + azo) _ 30(12 — 133)

S3p =
30 5 5

=15(—121) = —1815. g

10.2.2. Progresiones geométricas

Los numeros 2,4,8,16,32... tienen la particularidad de que cada uno de ellos es el
resultado de multiplicar al anterior por una cantidad constante igual a 2. Esto da pie a la
siguiente:

Definicion 10.2 Los niimeros reales {a1, as, . . ., @y . . .} constituyen una progresion geo-
métrica de razon (o cociente) r si cada término se obtiene multiplicando por 7 unidades
al anterior, es decir,

Ao = a1r,as = agr,...,An = Qp_17... [m]
Observacién 10.2 Sea {a1,as,...,a, ...} una progresién geométrica de razén r.

a) a, representa un término arbitrario de la progresion, por lo que se le denomina término
general. El término anterior a a,, €s a,,—1, €l anteriora a,,—1 €S ap—2 ...
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b) Si todos los términos de la progresién geométrica son positivos (respectivamente, ne-
gativos) y r > 1, cada término de la progresion es mayor que el anterior, por lo que la
progresion es creciente (respectivamente, decreciente). Ejemplo: 2,6, 18,54 ... (;cudl
es la razén de esta progresion geométrica?).

¢) Si todos los términos de la progresién geométrica son positivos (respectivamente, ne-
gativos) y 0 < r < 1, cada término de la progresién es menor (respectivamente,
mayor) que el anterior, por lo que la progresion es decreciente (respectivamente, cre-

ciente). Ejemplo: 2, %, %, 2% ... (¢cudl es larazon de esta progresion geométrica?).

d) Sir < 0, los términos de la progresién cambian alternativamente de signo. Ejemplo:
2,—4,8,—-16,32... (;cudl es la razén de esta progresién geométrica?).

e) Cualquier elemento de la progresion puede ser expresado en términos del primero. En
efecto, como

as :a1r7a3:a27“:a1r2,a4 :agr:alr?’...,

en general se tiene que
an = ayr™ . (10.3)
f) Cualquier término de la progresién puede ser expresado en funcién de cualquier tér-
mino anterior. En efecto, si n > m, a partir de (10.3) se tiene que

m—1 n—1
Ay = AT y an, = aqr .

Si despejamos el valor de a1 en la primera expresion y lo sustituimos en la segunda,

obtenemos

am 51 m

_ n—
- a"f)’LT b)

de donde se deduce que
n = Amr™ ™. (10.4)

Notese que (10.3) es un caso particular de (10.4) cuando se toma m = 1.

g) Si consideramos los términos ai,as,...,a,—1,ay, se verifica que el producto del
primero y el dltimo, del segundo y el peniltimo, del tercero y el antependltimo ... es
constante, puesto que

an
a20p—1 = Q17— = A1Gp

a3ln—2 = a1 — = A10n

Aylp_3 = A17° — = A1Ay - . -
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Por tanto, para calcular el valor P, del producto de los n primeros términos de la
progresién geométrica escribimos
{ P, =aias- - anp_1an,
P, =an,a,_1---asay.
Multiplicando término a término las expresiones anteriores, se obtiene
(Pn)2 = (ar1an)(a2an-1) - (ap—1a2)(anar) = (a1a,)", (10.5)

de donde
|Pnl = V/(a1a,)"

(nétese que de (10.5) se deduce que (aja,)™ > 0, Vn € N). Ahora bien, ;cudl es el
signo de P, ? Claramente, para cada caso concreto es fécil saberlo, pero ;existe alguna
férmula general que nos permita obtener el valor concreto de P,, paracadan € N? La
respuesta es afirmativa y se puede obtener, por ejemplo, a partir de la nocién de parte
entera de un nimero real:

Definicion 10.3 Sea r € R. Se define la parte entera de r, y se denota [r], como
[r] =m,
siendo m el mayor nimero entero tal que m < r. De esta forma, se puede escribir
r=[r]+d,

siendo d € [0, 1) la parte decimal de r. g

Ejemplo 10.2 Como 4’7 =4+ 0’7y —2'6 = —3 + 04, se verificaque [4'7] = 4y
[—2/6] = —3. o

Regresando al problema que habfamos planteado de cémo obtener, de manera explici-
ta, el valor del producto P, se verifica que

(aran)” si >0y a; >0
(=)™ (ara,)™ si >0y a; <0
(—1)[%] (a1ap,)™ si r<0ya; >0
(—1)[%1] (a1a,)" si r<0ya; <O0.

En particular, si los términos de la progresion geométrica son positivos, se verifica que

Pn =V (alan)".
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Ejemplo 10.3 Consideremos las progresiones geométricas:

1) 1,2,4,8,16,32,64... Comoa; =1 >0yr =2 >0, se verifica que
Ps=+/(1-42=2°=8y Ps=+/(1-32)6 =25 = 32768.
i) 1,—2,4,—-8,16,—-32,64... Comoa; =1 >0y r = —2 <0, se verifica que
Py= (DBl 4% =23 = -8y Py = (—1)3\/(1 - 32)6 = —32768. o

h) Para calcular el valor de la suma de los n primeros términos de la progresiéon geomé-
trica

Spn=a1+as+--+apn_1+ay (10.6)

multiplicamos la expresién por larazén r # 1 (el caso r = 1 es trivial pues S,, = nay),
obteniendo

Spr=a1r+asr+ -+ ap_1r+a,r =as+az+ -+ a, + a,r. (10.7)
De esta forma, haciendo la diferencia entre (10.7) y (10.6), se obtiene que
(1—=7)S, =a1 —ayr,

de donde

ap — anT

S =
" 1—r

(10.8)

Ejemplo 10.4 Los términos de la progresién geométrica que comienzan en a; = 3y cuya
razén es v = 2 son 3,6,12,24,48 ... El término que ocupa el lugar 8 en la progresion es

ag = a;r®t =3 x 27 =3 x 128 = 384,
De esta forma, el término que ocupa el lugar 12 es
a1z = agr'? % =384 x 2* = 384 x 16 = 6144.

El producto de los 12 primeros términos de esta progresion geométrica vale

Py = /(a1a12)'2 = /(3 x (3 x 211))12 = /312 x 312 x 2132
=312 x 956 ~ 39213 x 10%°

y la suma de estos 12 primeros términos es

a1 — a2’ 3 —6144 x 2
S0 = = = 12285.
12 1—r 1-2 N
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10.2.3. Sucesiones de numeros reales

Definicion 10.4 Una sucesion de nimeros reales es una aplicacién entre el conjunto N
de los nimeros naturales y el conjunto R de los nimeros reales, es decir,

a:N — R
n = a(n)=a,.

Los elementos {ay,as,...,a, ...} son los términos de la sucesion y a,, es el término
b b b
general de la misma. La sucesién anterior suele expresarse, de forma abreviada, como

{an}tnZi o
Ejemplo 10.5 El término general de las sucesiones
. 111 oo
{an}n=1 = {1, 5, 57 Z .. } 5 {bn}n=1 = {3, 5, 77 9 .. .},
4

{en}i={4,4,4,4...} y {dn}o2, ={-1,1,-1,1...}

es, respectivamente,
1
ap=—,bp,=2n+1,¢c, =4y d,=(-1)". ¢
n

Observaciéon 10.3 Las progresiones aritméticas y geométricas son casos particulares de
sucesiones. g

10.3. Limites de sucesiones

Definiciéon 10.5 Sea {a,, }52 ; una sucesién de nimeros reales. La sucesion {a,, }52 ; es:
a) Creciente, si cada término es mayor o igual que el anterior, es decir,

ap > Gp_1, YN € N.

b) Estrictamente creciente, si cada término es mayor que el anterior, es decir,

ap > Ap_1, VN € N.

¢) Decreciente, si cada término es menor o igual que el anterior, es decir,

anp < ap_1, Vn € N.

d) Estrictamente decreciente, si cada término es menor que el anterior, es decir,

ap < Ap_1, Vn € N.
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e) Mondotona, si es creciente o decreciente.

f) Constante, si es creciente y decreciente a la vez, es decir,

ap = Ap_1, VN € N.

g) Alternada (u oscilante), si cada término tiene signo opuesto al anterior. g

Ejemplo 10.6 Si consideramos las sucesiones del Ejemplo 10.5, se tiene que {a, }32 ;
es mondtona estrictamente decreciente, {b,}52 ; es monétona estrictamente creciente,
{cn}52 es constante y {d,, }°° ; es alternada. o

Definiciéon 10.6 Sea {a,, }5 ; una sucesién de nimeros reales. La sucesion {a,, }52  es-
ta:

a) Acotada superiormente, si existe un nimero real A € R mayor o igual que todos los
términos de la sucesion, es decir,

an <A, VneN.
Se dice que A es una cota superior de la sucesion.

i) Lamenor de las cotas superiores de una sucesién {a,, } 32 ; acotada superiormente
se denomina supremo de la sucesion y se denota

sup ay,.
neN

ii) Silasucesion {a,, }$2 ; no estd acotada superiormente, el supremo de {a,, }5° ; es

sup a, = +00.
neN

b) Acotada inferiormente, si existe un nimero real A € R menor o igual que todos los
términos de la sucesion, es decir,

an > A, Vn € N.
Se dice que A es una cota inferior de la sucesion.

i) La mayor de las cotas inferiores de una sucesion {a,, }°2 ; acotada inferiormente
se denomina infimo de la sucesion y se denota

inf a,,.
neN
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ii) Sila sucesién {a,, }5$2 ; no estd acotada inferiormente, el infimo de {a,, }5° ; es

inf a,, = —o0.
neN

¢) Acotada, si esta acotada superior e inferiormente. o

Observacion 10.4 Noétese que si A es una cota superior (respectivamente, A es una cota
inferior) de una sucesién {a,}52 ;, entonces cualquier nimero mayor que A (respecti-
vamente, menor que \) es también una cota superior (respectivamente, inferior) de la
misma. g

Ejemplo 10.7 Si consideramos las sucesiones del Ejemplo 10.5, se tiene que {a,}°2 ;
estd acotada (una cota inferior es, por ejemplo, A\ = —2 y una cota superior es, por
ejemplo, A = 2, su infimo es 0 y su supremo es 1), mientras que la sucesién {b,, }5° ,
estd acotada inferiormente (por ejemplo, por A = 1), su infimo es 3 pero no estd acotada
superiormente (por lo que el supremo es +00). g

Observacion 10.5 Consideremos las sucesiones:

11 1
{an}2, = {1, ~513 71 } y {bn )22, = {4,4'9,4'99,4'999 .. }.

Si se representan graficamente los términos de las sucesiones anteriores en la recta real,
se observa que, en ambos casos, existe un nimero (0 y 5, respectivamente) al que los
términos de la sucesion se van aproximando cada vez mds a medida que se avanza en ella.
Asi, por ejemplo, en el caso de la sucesién {b,, }°° ,, para cualquier nimero real positivo
e (por pequefio que sea) se verifica que existe un valor ng € N de forma que todos los
términos de la sucesion b,, posteriores a b,,, verifican que la distancia de b,, a 5 es menor
quee. g

Los comentarios de la Observacion 10.5 dan pie a la siguiente nocién:

Definiciéon 10.7 Sea {a, }>2 ; una sucesién de nimeros reales. La sucesion {a, }52  es
convergente si existe un nimero real £ € R con la siguiente propiedad: para todo & > 0
existe ng € N tal que

|an, — ¢| < € paratodo n > ng.

Se dice que ¢ € R es el limite de la sucesién {a,, }5°; cuando n tiende a infinito, y se
denota

Iim Ay = L. O

n—oo
Observacion 10.6 En lenguaje matemdtico, ¢ € R es el limite de la sucesién {a,, }52 4
cuando n tiende a infinito si

Ve >0 Ing € N tal que |a, — 4| <5Vn2n0.‘
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Nétese que, como para todo n > ng se tiene la equivalencia:
lan, —l) <e & —e<a,—l<e & l—-c<a,<l+e &S a,e(l—cl+e),

la definicion de limite indica que, desde un término en adelante, todos los términos de la
sucesion se encuentran en el intervalo abierto de centro £ y radioe. g

Definiciéon 10.8 Sea {a,, }5 ; una sucesién de nimeros reales y £ € R. Se dice que

lim a, = (T (respectivamente, lim a, = ¢~)
n—oo n—oo

cuando

Iim a, =/
n— o0

y se verifica que existe ng € N tal que

an > 0¥ n > ng (respectivamente, a,, < £¥n > ng). o

Ejemplo 10.8 1lim (1+e ") =17y lim

n—o0 n—ool —n
Definicion 10.9 Sea {a,, }>2 ; una sucesién de nimeros reales.
a) La sucesion {a, }22 ; es divergente a o0 si para todo A > 0 existe ng € N tal que
anp >N, Vn > ng.
Se denota
lim a, = +o0.
n—oo
b) La sucesion {a, }52  es divergente a —oo si para todo A > 0 existe ng € N tal que
an < —A, Vn > ng.
Se denota

lim a,, = —00. 0
n— o0

Ejemplo 10.9 Si consideramos las sucesiones:
{an}%o=1 = {17 37 5a T.. } {bn}gozl = {713 727 73a —4.. }

11 1
{ea}oo, = {1, ~51 371 } {dn )52, = {4,49,4'99,4'999 .. .}

{en}o2, = {4/1,401,4'001...} {fn}o2, = {1,-2,1'9,—-2'9,1'99, —299 .. .},

se tiene que {a, }>2; diverge a +o00, {b,, }°2; diverge a —oo, la sucesién {f,}>2; no
tiene limite y las sucesiones {c,, 152, {dn}52 1 y {€n }52; son convergentes con

lim ¢, =0, lim d, =5y lim e, =4. g
n—oo n—oo n—oo
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Proposicién 10.1 (Propiedades de los limites) Sean {a,}5°, y {b,}22; dos sucesio-
nes de nimeros reales.

1) El limite de una sucesidn, si existe, es inico.
2) Toda sucesion convergente estd acotada.

3) Toda sucesion creciente (respectivamente, decreciente) y acotada superiormente (res-
pectivamente, inferiormente) es convergente. En particular, toda sucesién monétona y
acotada es convergente.

4)Si lima, = ¢ € Ry hmb =4l €R = lim(a, +b,) = 1+ Loy
lim anbn = glfz.
n—o0

1
5)Silima,=¢#0 = lim — =

n—o0 N—00 Uy,
L + 3 1 1 .
6) Si lim a,, =0~ = lim — = to0. En general, hm N ay, = 0% lim—=o00".
n—00 n—00 Qy, n—00 Qy,
PR . (In 61
7) Si llman—ﬁlyllmbn_€2#0:> Iim —.
n—00 n— 00 Ez
+oo si £>0

8) Si lim a, =£#0y lim b, = 0% = Iim % =

1
9) Si lim a, = 00 = lim — =0.

n— 0o n—00 (U,

10) Si lim a, = 0y {b,,}22 es una sucesién acotada, entonces lim a,b, = 0.
n— oo n—oo

11) Si lim a, = £ooy {b,}52; es una sucesién acotada, entonces lim (a,,+b,) = to0.

n—oo n— 00
Foo si £>0
12) Si lim a,, = ooy lim b, =¢#0 = 1im a,b, =
n— 00 n— 00 n—00 Foo si ¥ <O0.
. - 1 1
Las propiedades 6) y 9) indican que | — = £oo |y| — = 0.
0+ +oo

DEMOSTRACION. Demostramos los tres primeros apartados:

—1)" 1
= , se verifica que hm an = 0y, sin embargo, no existe lim —.
n n—00 Ay

Ipor ejemplo, si an, =
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1y

2)

Sucesiones. Convergencia

Supongamos que la sucesién {a, }22 ; tiene dos limites /1 € Ry {5 € Ry que
01 # Ly, Sea d = |{1 — {5] la distancia entre ambos limites y £ = % De acuerdo con
la Definicion 10.7, como ¢; = lim a,, se verifica que existe ng € N tal que

n— o0

lan, — £1| < eVn > ng.

Pero entonces, para todo n > ny se tiene que (véase la Observacién 8.2 aplicada al
valor absoluto)

lan —Lo| = [(an —€1) — (b2 — l1)| > |la — 1] = |a, — l1] > 26 — e =&,
con lo que, de acuerdo con la Definicién 10.7, no se cumpliria que /2 = lim a,,. Por
n—oo

tanto, no es posible que existan dos limites finitos distintos.

Supongamos ahora que la sucesién {a,, } 22 ; tiene dos limites £ € Ry +o0 (el caso de

que la sucesion tenga dos limites £ € R y —oo se aborda de manera analoga). Veamos

que esto no puede ser, porque se llega a una contradiccién. Como ¢ = lim a,,, por la
n—oo

Definicién 10.7 se verifica que dado € = 1 existe ng € N tal que
lan, — €] < 1, ¥Vn > ng.

Entonces, por las propiedades del valor absoluto (véase la Observacién 1.25), se tiene
que
an <L+1<{|+1, Vn>ng.

De esta forma, eligiendo A = |¢| + 1 > 0, se verifica que
anp < A, Vn > ng,

por lo que, dado A = |¢| + 1 > 0, no existe mg € N para el que se cumpla que
an > A, Vn > mg,

lo cual significa, de acuerdo con la Definicién 10.9, que el limite de la sucesion
{a,}22; no puede ser +oco. Por tanto, no puede ocurrir que la sucesién {a,}°2
tenga dos limites £ € Ry +oo.

Dejamos para el lector hacer la prueba de que tampoco puede ocurrir que —o0 'y +00
sean limites de la sucesién {a, } 22 1, lo que concluye la demostracién de este apartado.

Supongamos que lim a,, = ¢ € Ry veamos, de acuerdo con la Definicién 10.6, que
n— oo

la sucesién {a,, }$2 ; estd acotada inferior y superiormente. Por la Definicién 10.7,
para todo € > 0 existe ng € N tal que

lan, — £ < eV¥n>ny.
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Entonces, por la desigualdad triangular para el valor absoluto (véase la Observa-
cién 1.25), se tiene que

lan| = |(an + ) =€) <lan — €+ [£| < e+ [£|Vn > nyg.
De esta forma, si consideramos
A = méax {|a1],]az|, ..., |an,-1],€ + €|} > 0,

se verifica que
lan] <A, VneN

Yy, por tanto,
—A<a, <A, VneN,

de donde se deduce que la sucesién {a,, }22 ; estd acotada inferior y superiormente y,
por tanto, estd acotada.

3) Supongamos que la sucesion {a,, }5° ; es creciente y estd acotada superiormente (si la
sucesion es decreciente y estd acotada inferiormente, se argumenta de forma andloga).

Si A = sup a,, € R, veamos que
neN

Iim a, = A.
n— o0

En efecto, por definicién de supremo (véase la Definicion 10.6), dado € > 0, existe
no € N tal que
A—e<ap,.

De esta forma, como la sucesién {a,, }5° ; es creciente, se verifica que
A—e<apn, <a, <A<A+e, Vn>ng

y, por tanto,
la, — A| <&, Vn > ny,

lo cual concluye la prueba.

Ejemplo 10.10 Consideremos las siguientes sucesiones:

4 1
a) Sia, =1+ — yb, = —, se tiene que
n n

1 4
lim (a, + b,) = lim <+1+>=1

n— 00 n—oo \ N n2

1 4
lim (apb,) = lim ( + 3) =0.
n— o0 n—oo \ N n
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2

b) Sia, = 2n7+47 dividiendo por n? en el numerador y denominador, se tiene que
n
n2
n2 1 1
Iim a, = lim = lim = =1.
n—oo n—oo 77,2 —+ 4 n—oo 4 . 4
1+ — lim (14 —
n2 n n—00 n2
. 1 L1 .
¢) Sia, =— = lim — = Ilim n = +o0.
n n—00 Ay, n—oo

344
d) Sia, = % dividiendo por n? en el numerador y denominador, se tiene que
n

nd +4n
344
lim a, = lim ”jinz im —1>
3
4 . 4
1 1+ —
— lim an—”gg"( +”2) _1
T nooo T 7\ 2
2+ — lim (2—|—3)
n n—oo n
. 9 .
e) Sia, =1— — yb, =5+ —, setiene que
n n
n? —6 ) n3 — 6n
lim & = lim -1 n’ — Gn n’

= L O P (A
n3
6
-5 lim (1 ~ 2) .
n— oo n
= lim n_ — )

"5+ lim <5+9
n

n—oo

f) Sia, =n?+4yb, =n, se tiene que

2
lim Zl: im Pt m <n+4) - foo
n

n—oo n n— 00 n n—0o0
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y
n
n n2
lim — = Ii f 5
n—00 Ap n—o0 n2 —|—4 n—oo N —|—4
n2
1
— lim —
z. n _ n—oon, _ _
- nanéol T~ =0
T\t
1
g2 Siap,=n = lim — = lim — =0
n—00 Ay, n—oon
1 —-Hn
h) Sia, = —yb, =(—1)" = lim a,b, = lim =0y
n n—o00 n—oo N

i) Sia, =nyb,=(-1)" = lim (an +bp) = lim (n+ (-1)") = 4o0.
n—oo n— oo

1
D Sia,=nyb,=3+— = limapb, = lim 3n+1) =+0c0. g
n

Observacion 10.7 Argumentando como en los apartados b), d) y e) del Ejemplo 10.10,
se verifica que el limite del cociente de dos polinomios es:

+oo Si p>qy i >0
by
. a/p
. apn? +ap,_nP~l 4+ an +ag —00  s1 p>QYE<0
im =
n—oo bqnq—‘rbq,lnq_l 4+ -4+ bin+by ap )
5. Sop=a
q
0 si p<ug,
supuesto que a, # 0y aq # 0. Asi, por ejemplo, se verifica que
im 23 —Bbn+7 im 23 —5n +7 2 im m3 -5+ 7 0
m ——————=—-00, lim ————— = —— fm ———— —.
novoo  —3n2 + 3 oo —3n3 13 37 nioc —3nd+ 3 :
Observaciéon 10.8 Consideremos una progresién geométrica {a1, as,...,a, ...} de ra-

z6n r # 1. Como se ha visto en (10.8), la suma de los m primeros términos de esta
progresion

Sm:Zan:a1+a2+"'+am
n=1

(© Ediciones Piramide



338 Sucesiones. Convergencia

vale

g a1 — QT a1 —ayr™ 1y 1—rm ai r
= = :al = —al
m

1—r 1—r 1—r 1—r 1—r

(vésase (10.3)). Como se observa, la suma parcial .S, consta de de dos términos: el prime-
ro es constante en m, mientras que el segundo varia con m. La suma ilimitada de todos los
términos de la progresion geométriva se denomina serie geométrica, a la que denotamos
por

Zl n = ngﬂ;noo Zl an = mlgnoo Sm- (10.9)

El valor de la serie gemétrica viene dado en funcién de r:

1) Si|r| > 1, el término |r|™ crece a medida que aumenta m y llega a ser mayor que
cualquier niimero positivo por grande que sea. Se dice que la serie geométrica (10.9)
es divergente.

2) Si|r| < 1, el término |r|™ disminuye a medida que aumenta m y llega a ser menor que
cualquier nimero positivo por pequefio que sea. Se dice que la serie geométrica (10.9)
es convergente y su suma vale

[ee]
> -
a, = .
1—7r
n=1

3) Sir =1, entonces a,, = a1V n € N, porloque S,, = may y la serie geométrica (10.9)
es divergente.

4) Sir = —1, entonces a, = (—1)"a; Vn € N, por lo que

0 simespar
Sm =

a1 Sim esimpar

y, por tanto, no existe lim S,,. o
m—r00

. (oo} 1 (oo} 1 n % % )
Ejemplo 10.11 Zz—n = Z <2> =7{-1°1 = 1. Es decir,
n=1 n=1 2 2
1 1 1 1 1 1 _
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Observaciéon 10.9 Una fraccién decimal periddica pura, con parte entera igual a 0 (véase
la Definicién 10.3), puede considerarse la suma de los términos de una progresién geo-
métrica ilimitada. Asi, por ejemplo,

0’35 = 0353535 . .. = 0/35 + 0/0035 -+ 0000035 + 000000035 - - -
=0'35+0'35x1072+0'35x 1074 + 0’35 x 1076 + ...
=035(14+102+107*+10 5 +107 8 +10710 +...)

=0'35) 1072"=0'35) —— =035 —

oo n
1 1 100 35
=035 — ) =035 —— =03 ——— = —.
;<100> L] 100—1 99
100

Notese que la fraccion tiene por numerador el periodo y por denominador tantos nueves
como cifras posea el periodo. g

Observacion 10.10 (Indeterminaciones) En algunas situaciones, las propiedades rese-
fiadas en la Proposicién 10.1 no permiten calcular directamente el limite de una sucesién
a partir de los limites conocidos de otras sucesiones. Asi, por ejemplo, si dos sucesiones
an y by, son divergentes, su diferencia a,, — b,, puede ser una sucesion:

a) Divergente. Ejemplo: si a,, = n? y b, = n, entonces
2

nlingo(an —b,) = nhﬁngo(n —n)= nlggo n(n —1) = +oo.

b) Convergente. Ejemplo: si a,, = b,, = n, entonces

nl;ngo(an —b,) = nll}ngo(n —n)=0.

¢) Oscilante. Ejemplo: si a, =nyb, =n+ (—1)", entonces

—1 sinespar
Uy —bp=n—n—(=1)"=(-1)" =
1 sinesimpar.

Estos casos son los llamados casos de indeterminacion en el calculo de limites de suce-
siones. Las indeterminaciones mas frecuentes son:

(© Ediciones Piramide



340  Sucesiones. Convergencia

w 7 ’ . . . .
1) | — | Cuando lim a,, = ooy lim b, = o0, no es posible determinar, a priori, el
o0 n—oo n—o00

oo
. .. Ja . o .
comportamiento de la sucesién {”} cuando n tiende a infinito. Ejemplos:

nJ)n=1

an b, Z—: nlgroloi

n? n n 400

n n 1 1
n(24+(=1)") | n | 24 (—=1)" || No existe

2) Cuando lim a, = ooy lim b, = oo, no es posible determinar, a priori,
n— oo n—oo
el comportamiento de la sucesion {a,, — b, }°°; cuando n tiende a infinito. Ejemplos:

an bn | an — by lim (a,, — by,)
n—oo
n? n | n(n—1) +00
n n 0 0
n+(=1)"| n | (=1 No existe

3) Cuando lim a, = 0y lim b, = 0, no es posible determinar, a priori, el com-
n— oo n— 00

o0
. .. a . . . .
portamiento de la sucesion {bn} cuando n tiende a infinito. Ejemplos:

nJ)n=1
a z
w0 |,
1 1
— - n +00
n n
1 1
— — 1 1
n n
24+ (-1)" | 1
i) — | 24 (=1)™ || No existe
n n

4) Cuando nlin;o a, =1y nlgr;o b, = o0, no es posible determinar, a priori, el

. ., fe’e] . . . .
comportamiento de la sucesién {afl" ,—, cuando n tiende a infinito. Este tipo de

indeterminacion se estudia en la Seccion 10.4. g
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10.4. El numeroe

Consideremos la sucesion de nimeros positivos {z,, }°2, dada por
1 n
Ty = (1+) ,neN. (10.10)
n

Algunos términos de esta sucesion se muestran en la Tabla 10.1.

n Tn n Tp
1 | 2/000000000000000 100 | 2'704813829421529
2 | 2/250000000000000 300 | 2'713765157942784
3 | 2/370370370370370 500 | 2'715568520651728
4 | 2/441406250000000 1000 | 2'716923932235594
5 | 2/488319999999999 2000 | 2'717602569322840
6 | 2'521626371742114 3000 | 2/717828919874323
7 | 2'546499697040712 4000 | 2'717942121080266
8 | 2/565784513950348 5000 | 2/718010050101555
9 | 2/581174791713198 10000 | 2'718145926824926

10 | 2'593742460100002 50000 | 2/718254646126732

Tabla 10.1: Términos de la sucesién {x,, }2° ; dada en (10.10).

Proposicion 10.2 La sucesion {x,, }°2 , definida en (10.10) es estrictamente creciente.

DEMOSTRACION. Veamos, en primer lugar, que para todo n € N se verifica que

MRS ES SN (B [ IO
(-2)(-2) (-2 (-2)@-2). (-

(n—1)! n!

(10.11)

_|_

(nétese que el dltimo sumando de (10.11) es igual a ﬁ, ya que

(1f%)(1,%)...(1fL—1) _D@...l (-1 1

n n n n

_ ).

n! n! T opn-lpl T opn
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En efecto, aplicando el binomio de Newton (véase el Teorema 2.1), se verifica que

()50 () Lt ()

B “nn—-1)n-2)---(n—k+1) 1
=1+ K o
k=1
B nl nnh-1)1 nnh-1)nN-2)1
1+1!n+ 2! n2+ 3! n3+.”
nn—1)(Mn-2)---2 1 nn—1)Mn-2)---2-11
+ — _
(n—1)! nn—t n! nm

=) =) ()
Te g (n—2)!
) L) B G BN G [ ) IR Gy

(n—1)! n! ’

como queriamos demostrar. Utilizando ahora que

1

n n+1

Vn eN,

la relacién (10.11) determina que para todo n € N

1 2
ot (-2 (- 2h)

1
Tp < 14—+ —H 4

1! 2! 3! L
LG 1#1)(1(#1))"“(—%?) (1) (1)~ (1-53)
n — 1)! n
+< _m)( (_n:i))'(l G2 = Tnt1,

donde se ha afidido el dltimo sumando (que es positivo) y se ha utilizado la relacién (10.11)
aplicada a n + 1. De esta forma, hemos probado que

Ty < Tpy1, VN EN|

lo que significa que la sucesion {x,, }5° ; es estrictamente creciente. g

Como la sucesién {x,, }°° ; definida en (10.10) verifica que z; = 2y, por la Proposi-
ci6én 10.2, es estrictamente creciente, se tiene que

T, >x1=2,Vn eN.
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Puede demostrarse que A = 3 es una cota superior de la sucesién {z,,}52, por lo que
todos sus términos verifican que

2<z,<3, V¥neN. (10.12)

Corolario 10.1 La sucesion {x,, }>2 ; definida en (10.10) es convergente. Su limite es el
ndmero e, es decir,
1 n
e= lim (1 + ) .
n—oo n

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 10.2 sabemos que la sucesion {x,, }22 ; es estric-
tamente creciente y, por (10.12), que estd acotada superiormente. Por tanto, basta aplicar
la Proposicién 10.1 para concluir el resultado. g

Definicion 10.10 El niimero e estd definido como

e= lim (1—&-@”)#,
n— oo

siendo {ay, }5% , cualquier sucesion convergente con lim a, =0. g
n—oo

Observacion 10.11 Cuando n tiende a infinito, los productos que estdn en los numerado-
res de cada sumando de la expresion (10.11) tienden a 1, por lo que el sumando k—€simo
de esta expresion tiende a % Por tanto, una forma alternativa de definir el nimero e es

1 1 1 1 1

Observacion 10.12

a) Puede demostrarse que el nimero e tiene infinitas cifras decimales no periddicas y es,
por tanto, un nimero irracional. Las primeras cifras de este nimero son

e = 2/71828182845905 . . .

b) Como veremos en el Capitulo 11, el nimero e es la base de los logaritmos neperianos.

¢) Por la propia definicion, también podemos expresar el niimero e como

1 b'n,
e= lim <1 + ) ,
n—00 b

n

siendo {b,, }52 ; cualquier sucesién que verifique que lim b,, = +o0.
n—oo
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d) Como hemos comentado anteriormente, cuando lim a,, = 1y lim b, = co no es
n— oo n— oo

oo
by,

w' f ey Cuando n

posible determinar, a priori, el comportamiento de la sucesion {a
tiende a infinito. Ejemplos:

G b alr lim a’»
n— oo
7L2
1 9 1
1+—1|n 14— +00
n n
1 \"
I1+—1n (1 + ) e
n n

e) En muchas ocasiones pueden calcularse limites de sucesiones con indeterminaciones
del tipo 1°° utilizando la expresion del nimero e. Asi, por ejemplo,

1\" 1\
lim <1> = lim <<1+) )
n—oo n n—oo -n
) 1\ ")
- <hm <1+) )
n—oo —n

y
-z -3
" 1
Iim <1—3> = lim (1—|—n
n—o00 n n—00 —
3
_ny\ —3
3
=1 14 !
=t _n
3
-3 1 /
=e " =— ~00498.
e
f) En general, si lim a,, =1y lim §,, = oo, se verifica que
n—oo n—oo
Iim (a,, — 1),
lim of" = en—><>0( )8 , (10.13)
n—oo
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puesto que
Bn ag(an—1)8n
8 8 1 1
art =1+ (ap,—1))" =1+ T =|1+—
ap — 1 o, — 1
1 (an—=1)Bn
anp—1
1 lim (o, — 1),
— 1 + 1 — % e n—00

ap — 1

Asi, por ejemplo, para calcular

3n+5
¢ = lim ("+3> ,

n—oo \ N — 2

calculamos primeramente

5x3=15.

n—oo \ N — n—oo 1 — n—o0o0 1, —

1im <n+§—1) (3n+5) = lim M:5 lim 3nt+s _

De esta forma, aplicando la férmula (10.13), se tiene que £ = el g

10.5. Problemas

10.1. Hallar el término general de la sucesién {0,3,6,9...} y la férmula de la suma de
sus n primeros términos.

10.2. Hallar el término 26 de una progresion aritmética si el término 12 es 140 y larazén
vale —3.

10.3. Calcular la férmula de la suma de los n primeros nimeros naturales.

10.4. Determinar el valor de n sabiendo que el primer término de una progresion arit-
mética es 2, larazén 3 y la suma de los n primeros términos 3775.

10.5. Si el primer término de una progresién geométrica es 0’1 y el segundo 0’2, ;cudl
es la razén? Escribir los 6 primeros términos de dicha progresion.

10.6. Hallar el término sexto de una progresién geométrica de razén 2 si el primer tér-
mino es 3.

10.7. Hallar el producto de los 5 primeros términos de una progresiéon geométrica con
primer término % y razén 2.
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10.8. Sabiendo que el primer término de una progresion geométrica es 2, el tltimo 2048
y la suma de los n primeros términos 2730, hallar n y la razén de la progresion.

10.9. Demostrar que cada término de una progresion aritmética es la media aritmética
del anterior y del posterior, es decir, se verifica que

Up-1+a
a, = n 12 nH,VnGN.

10.10. Demostrar que cada término de una progresion geométrica de términos positivos
es la media geométrica del anterior y del posterior, es decir, se verifica que

Ay = A/Qp—-10n+1, Vn eN.

10.11. Hallar tres nimeros naturales sabiendo que forman una progresion aritmética, su
suma es 12 y su producto 28.

4 8 16
10.12. Hallarl del i Strica 2 — = + — — —— 4+ - -
allar la suma de la serie geométrica - + 19 343 +

10.13. Un conejo se encuentra a 2 m de su madriguera. Si va saltando hacia ella en linea
recta, el primer salto que da es de 1 m y la longitud de cada salto es la tercera parte del
salto anterior, ;llegard a la madriguera? (Nota: Hay que razonar la respuesta).

10.14. Expresar los siguientes nimeros decimales en forma de fraccién irreducible:
D06 BB 08 003 90030  £H083.

10.15. Un mendigo pide hospitalidad a un avaro por un periodo de 30 dfas, haciéndole
la siguiente proposicién:

“Yo le pagaré 1€ por el primer dia, 2€ por el segundo dia, 3€ por el tercero
y asi sucesivamente. A cambio, usted me dard como limosna 0'01€ el primer
dia y, cada dia que pase, me doblar4 la limosna”.

El avaro aceptd, sin dudar, rdpidamente el trato. ;Cudl es el balance al final de los 30 dias?

10.16. Determinar el término general de las siguientes sucesiones:

1111
a)2,4,6,8... b)i’g’i’g c)4,—4,4,—4...
12345 2345
d)1,3,5,7... T T T
)1,3,5, 35T D5 673
2n |~ 3n+2~
10.17. Estudiar la monotonia de las sucesiones n y nt . (Estan
n+1}, _, 2n -

acotadas? ;Son convergentes? En caso afirmativo, calcular sus limites.
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10.18. Calcular los limites, cuando n tiende a infinito, de las siguientes sucesiones:

1 2n + 1 2n2 + 10 1019992 + 70n — 45
1+~ b — d
2) Jrn ) 3n ©) n?4+3 ) n3 —2
2n
10 3 2 1
1—— - — = - — 4+ — h
e) 3 f) \/ = \/5 3 2) ( + n) ) cos(n)
2
i 15 . (=1)nt3 " o1

sen () 3\ 1\ 2n + 1\ "
™) sen(%) m (1_n> 2 <1+2n—6) P) <2n—2> '

n
10.19. Calcular las soluciones de la siguiente ecuacién

1 = sen(a) 4 sen?(a) + sen®(a) + sen*(a) 4 - - -

10.6. Soluciones

3(n—1)n

10.1. a,=3(n—-1)y S, = 5

10.2. 26 — 98.

10.3. S, = M

10.4. n =50.

10.5. r=2,a; =01, a3 =02, a3 =04, ay = 0’8, a5 = 1’6, ag = 3'2.
10.6. ag — 96.

10.7. Ps; = 32.

108. r=4yn=6.

10.9 Basta desarrollar la expresion

dn=1Fantl y comprobar que coincide con ay,.

10.10 Basta desarrollar la expresion /a,,—1a,+1 y comprobar que coincide con a,.

10.11 Hay dos posibles respuestas:

{ ar=1laa=4,a3=7 si d=3

a1:7,a2:4,a3:1 si d=-3.
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14
10.12. S = g ~ 1’5556.
10.13. No.
2 5 16 1 1 5
10.14. - b)— — d) = — —.
Dy Dy 95 D35 95 D
10.15. El avaro debe dar al mendigo 10736953'23€ .

10.16. a)a, =2n b)b, = c)e, =4(—=1)"  dyd,=2n-1

Ti—&-l
n n+
Ve =gnr1 D TnTa

oo

. o0 . , .

10.17. Las sucesiones {73—]:1} y {252} " son estrictamente monGtonas (crecien-
n=1 -

te y decreciente, respectivamente) y acotadas, por lo que son convergentes. Sus limites
son, respectivamente, 2 y %

2
10.18. a)l b)§ 02 do0 el H2-+56 g)+oo h)Noexiste 1i)16

1 1
DO k)4+oo 1)—oco m) B n) — =~ 61442 x 1076 0)e? ~ 73891
e
p) €3 ~ 20/0855.

10.19. aE{%Jermr: kGZ}U{567T+2k7r: keZ}.
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11 Funciones reales

11.1. Introduccion

Las funciones se utilizan para representar fendmenos o situaciones que cambian, ya sea
con respecto al tiempo (por ejemplo, la evolucién de la temperatura a lo largo de un dia),
con respecto al espacio (por ejemplo, la altura sobre el nivel del mar de los distintos
puntos de una carretera), con respecto al nimero de personas de una ciudad (por ejemplo,
el consumo de electricidad de dicha ciudad) o con respecto a cualquier otra variable. En
los casos anteriores la dependencia de una sola variable conduce a la nocién de funcion
de una variable.

La dependencia de mds de una variable conduce a la nocién de funcion de varias
variables. Por ejemplo, se puede considerar que la pluviosidad de una ciudad depende de
su latitud, altitud, cercania de la costa ... y, por tanto, tiene una dependencia respecto a
varias variables.

En los ejemplos anteriores, el tiempo, la altura, la latitud y el nimero de personas
de una ciudad son variables independientes y la temperatura, la posicion, el consumo de
electricidad y la pluviosidad de un ciudad son variables dependientes.

Aqui tnicamente consideraremos funciones de una variable. Desde el punto de vista
matemadtico, la caracteristica comun a todas las funciones es que a cada valor de la variable
independiente le corresponde un valor, y s6lo uno, de la variable dependiente.

En el Capitulo 2 se dieron las definiciones matemadticas de funcion y de funcion real
de variable real, centrdndose en el caso concreto de los polinomios.

La primera parte de este capitulo estd dedicada al estudio de las funciones reales de
variable real (a las que, por simplicidad, denominaremos “funciones”) desde un punto
de vista general. Se verdn las operaciones bdsicas que se pueden hacer con estas fun-
ciones (suma, diferencia, producto por un escalar, producto, cociente y composicion), el
concepto de funcién inversa y algunos “tipos basicos” de funciones, como las funciones
acotadas, pares, impares, monotonas, crecientes, periodicas, racionales . . .
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A continuacion se estudian, con cierto detalle, dos casos especiales de funciones reales
de variable real, como son las funciones exponenciales y las funciones logaritmicas, mos-
trando sus principales propiedades, que serdn utilizadas para poder resolver ecuaciones
exponenciales, en las que las incognitas aparecen en los exponentes.

Seguidamente se estudia el concepto de limite de una funcion en un punto, que permite
presentar las asintotas verticales y horizontales. La introduccion de este concepto viene
acompaifiada con la presentacion de sus principales propiedades, que serdn utiles para
facilitar el célculo de limites de una funcién (asi como sus asintotas) desde un punto de
vista préctico.

Finalmente se muestra cémo los limites de una funcién sirven también para definir
el concepto de continuidad de una funcién y los tipos de discontinuidades. Se presentan
también varias propiedades de las funciones continuas que permiten probar, de una ma-
nera mas sencilla, cudndo una funcién es continua y, en caso contrario, determinar cudles
son sus puntos de discontinuidad. Ademds de estas propiedades, también se incluyen re-
sultados como los teoremas de Bolzano, de Weierstrass y de los Valores Intermedios, que
aseguran, bajo ciertas hipétesis, que una funcién continua tiene, al menos, una raiz (un
ndmero real cuya imagen por la funcién es el nimero 0) y alcanza valores mdximos, mi-
nimos e intermedios sobre un intervalo cerrado.

11.2. Funciones acotadas, simétricas, monotonas,
periddicas, polindmicas y racionales

Recordemos que en el Capitulo 2 ya se vieron las definiciones de funcién (véase la Defi-
nicién 2.1) y de funcién inyectiva, sobreyectiva (o suprayectiva) y biyectiva (véase Defi-
nicién 2.2).

Observacion 11.1 Para el caso particular de funciones reales de variable real, los con-
juntos X e Y de las Definiciones 2.1 y 2.2 son subconjuntos de R. g

Ejemplo 11.1
a) La funcién f : R — R dada por
fl@y=2zx+1
es biyectiva, ya que es:

i) Sobreyectiva: para todo nimero real y € R existe un nimero real z € R tal que
f(x) = y. En efecto, basta tener en cuenta que

-1
fla)y=y & 2x+1:y@m:yT€R

(© Ediciones Piramide



Funciones acotadas, simétricas, mondtonas, periddicas, polindmicas y racionales 351

ii) Inyectiva: si f(x1) = f(x2) entonces se cumple que x; = x2. En efecto,
fly) = f(ze) & 201+ 1=220+1 & 22y =229 & 1 = 0.
b) La funcién g : R — [0, +00) dada por
g(x) =

es suprayectiva pero no inyectiva, ya que todo nimero y > 0 es la imagen por f de los
valores reales

T1 =Yy T2=—\/y.

En la Figura 11.1 se muestran las gréficas de las funciones f(z)y g(z). o

Figura 11.1: Gréficas de las funciones f(z) = 2z + 1y g(z) = 2°.

Observaciéon 11.2 Si f es una funcién real de variable real, entonces f : D — R, donde
D C R es el dominio de f (de forma que f(z) € R paratodo x € D). A veces una
funcién de este tipo se suele representar s6lo mediante la férmula y = f(x). En este caso,
el dominio de la funcién f es el subconjunto de R més amplio posible dado por

Dom(f) ={z e R: f(z) € R}.
Asi, por ejemplo, los dominios de las funciones

21_1 y g(x) =vVa -7

fz) =

T

son, respectivamente,
Dom(f) =R\{-1,1} y Dom(g) = [7, +0o0).
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Como también se coment6 en el Capitulo 2, el concepto de grdfica es muy ftitil para
describir el comportamiento de f(x) cuando varia x. La grdfica de una funcién f es el
conjunto de puntos del plano dados por

Grafo(f) = {(z,y) € R?: 2 € Dom(f) e y = f(x)}.

Los pares de puntos (z,y) € Grafo(f) suelen representarse en el plano, resultando asi
una coleccion de puntos llamada curva de la funcion f o, simplemente, grdfica de la
funcion f (véase la Figura 11.2).

Figura 11.2: Gréfica de una funcién y = f(x).

Noétese que ninguna recta vertical puede cortar a la grafica de la funcién en mds de un
punto (pues, por definicién de funcidn, a cada valor z le corresponde una tnica imagen

y=f(z). o

Definicion 11.1 (Operaciones con funciones) Sean f,g : D — R con D C R. La fun-
cién:

a) Suma f + g : D — R estd definida como
(f+9)(@) = f(z) +9(z), Vo € D.

i) La funcién 0(xz) = 0 para todo = € R es el elemento neutro para la suma de
funciones y se denomina funcion nula.

ii) La funcién (—f)(x) = —f(z) para todo = € D tiene la propiedad de que

(f+(=M@) = fo) + (=f(z) =0, Ve e D
y se denomina funcion opuesta de la funcién f.

b) Diferencia f — g : D — R esté definida como
(f =9)(@) = f(z) —g(z), Vo € D.
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¢) Producto por un escalar \f : D — R con A € R esta definida como

Af)(z) = Af(x), Ve e D.

d) Producto fg: D — R esta definida como

(f9)(x) = f(x)g(x), Vz € D.

i) La funcién 1(x) = 1 para todo 2 € R es el elemento neutro para el producto de
funciones y se denomina funcion unidad.

1 1
ii) La funcién (f) (x) = o) para todo z € D con f(z) # 0 tiene la propiedad

1 1
(ff) (z) = f(x)m =1,VxeD con f(x)#0

(no confundir % con la funcién inversa de f, cuya nocién se vera en la Defini-
cién 11.2).

e) Cociente i : D — R estd definida como

f _ @)
(g) (z) = @) Vz €D con g(z) #0. o

Observacion 11.3 Noétese que el conjunto de funciones f : D — R, con D C R, con las
operaciones suma de funciones y producto de una funcién por un escalar tiene estructura
de espacio vectorial sobre R.

Ejemplo 11.2 Consideremos las funciones f(z) = 2z — 3y g(x) = 22 cuyo dominio es
D = R. A partir de ellas se obtienen las funciones:

(f +9)(@) =22 =3+ 2% (f — g)(x) = 22 — 3 — 2%, (fg)(z) = 22° — 32°

(-2

todas ellas definidas en todo R (es decir, D = R) salvo la dltima, que esta definida en

R\{0}. o
Ejemplo 11.3 A partir de las funciones f, g : R — R dadas por

fl@)y=az+2y gly) =y
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podemos considerar, sobre un valor z € R, la actuacién de la funcién f y, sobre este
nuevo valor, la actuacion de la funcién g, es decir,

xi>x+21>(x+2)2:x2+4x+4
(véase la Figura 11.3). g

y=(z+2)°

y=2x+1

0

Figura 11.3: Gréficas de las funciones y = 2z 4+ 1,y =z’ ey = (z + 2)°.
El ejemplo anterior da pie a la siguiente nocién:

Definicion 11.2 Sean f : Dy =+ Ry g: Dy — Rcon D¢, D, C R. Se llama funcion f
compuesta con g, y se representa g o f, a la funcién dada por

(g0 f)(x) = g(f(2)), Y& € Dgoy = {z € Dy : f(z) € Dy}

En el caso particular de que se cumpla que

(gof)(x) =2, Ve € Dyoyr y (fog)(x)=u, Vo € Doy,

se dice que las funciones f y g son inversas la una de la otra y se denotan, respectivamente,
-1 —1
g=Ff"yf=9"". o

Proposicion 11.1 Una funcion f : D — R, con D C R, tiene inversa si, y solo si, es
inyectiva.

DEMOSTRACION.

Si existe =1y f no fuera inyectiva, existirfan dos valores x1, 75 € D tales que
x1 # w2y f(x1) = f(x2). Aplicando la inversa de f en la igualdad anterior, se
tendria que

v1 = [T (f(21) = f 7 (f(22)) = 2,

lo cual es absurdo.
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Si f es inyectiva, tomando

Dy = f(Dy)
se tiene que para todo y € D, existe z € Dy tal que f(z) = y, lo que permite
definir
9(y) = =.

De esta forma se tiene que g : D, — R es la funcién inversade f. o
Ejemplo 11.4 La inversa de la funcién f : [0, +00) — [0, +00) dada por

fla) =a?

es la funcién f~1 : [0, +00) — [0, +00) definida como

(véase la Figura 11.4). g

Figura 11.4: Gréficas de las funciones f(z) = z°y f~(z) = \/z.

Observaciéon 11.4 Un aspecto importante sobre las graficas de dos funciones inversas es
que éstas son simétricas respecto de la recta y = = (véase la Figura 11.4) g

Ejemplo 11.5 En el Capitulo 7 se estudiaron las funciones trigonométricas inversas:

a) Funcién arcoseno arcsen : [—1,1] — [—%, g] definida como

arcsen(x) =y < sen(y) = x.

b) Funcién arcocoseno arccos : [—1, 1] — [0, 7] definida como

arccos(z) =y < cos(y) = x.
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¢) Funcién arcotangente arctan : R — (fg, g) definida como

arctan(z) =y < tan(y) =z. o

Definicion 11.3 Una funcién f : D — R, con D C R, estd acotada si existe una cons-
tante M > 0 tal que
|f(z)] < M,VzeD

0, equivalentemente,
M < fle)<M,VYzeD. g (11.1)

Observacion 11.5 La propiedad (11.1) indica que la grafica de la funcién f se encuentra
en la banda horizontal determinada por lasrectasy = —M ey =M. g

Ejemplo 11.6 En la Figura 11.5 se muestran las gréficas de las funciones f(z) = sen(x)
y g(z) = cos(z). Puesto que para todo nimero real x se verifica que

—1<sen(z)<1ly —1<cos(z) <1,

ambas funciones estdn acotadas, en valor absoluto, por 1. g

y = cos(x) y = sen(z)
0 \
Az fom —31)\!1/ //11/2 0 WN/ /34r/2 on EREN
-1

Figura 11.5: Gréficas de las funciones f(z) = sen(x) y g(z) = cos(z).

Definicion 11.4 Una funcién f : D — R, con D C R, es:

a) Par (respecto al origen) si

b) Impar (respecto al origen) si

flx)=—=f(-z),YVx e D. g

Observacién 11.6 Un ejemplo de funcién par es f(x) = 22, y otro de funcién impar,
g(z) = 2®. En la Figura 11.6 se muestran las grificas de ambas funciones. En general, la
gréfica de una funcién:

a) Par es simétrica respecto del eje de ordenadas.
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Figura 11.6: Graficas de las funciones f(z) = 2% y g(z) = 2.

b) Impar es simétrica respecto del origen.

Definicién 11.5 Una funcién f : D — R, con D C R, es:

a) Creciente si los valores que toma f(z) son cada vez mayores a medida que x aumenta,
es decir,

flx1) < f(ze) si z1 < xo.

b) Estrictamente creciente cuando se verifica que
f(z1) < f(x2) si z1 < @a.

¢) Decreciente si los valores de f(x) son cada vez menores a medida que = aumenta, es
decir,
f(z1) = f(za) si 1 < za.

d) Estrictamente decreciente cuando de verifica que
f($1) > f(l‘g) si x1 < Ta.
e) Mondtona si es creciente o decreciente. g

Observacion 11.7 Geométricamente, una funcién f es creciente si su grifica no tiene
ningun tramo descendente cuando la recorremos de izquierda a derecha. De forma andloga
se interpreta el decrecimiento.

Ejemplo 11.7 La funcién f(z) = 22 es estrictamente creciente en el intervalo (0, +00)
y estrictamente decreciente en el intervalo (—o0,0). o
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Definicién 11.6 Una funcién f : D — R, con D C R, es periddica de periodo T > 0 si
T es el minimo nimero positivo con la propiedad

flz+T)=f(z),VxeD. g (11.2)
Observacion 11.8 Sea f : D — R, con D C R, una funcién periédica de periodo 7" > 0.

a) Obviamente, para cualquier multiplo entero del periodo 7" también se verifica (11.2),
pero, como hemos sefialado, el periodo es el minimo nimero positivo que cumple
dicha propiedad.

b) Pararepresentar graficamente una funcién periddica de periodo 7' > 0, basta dibujarla
en un intervalo de longitud 7', puesto que el resto de la grafica se obtiene repitiendo
esa “porcién” de grafica tanto a izquierda como a derecha. g

Ejemplo 11.8 Puesto que para todo k € Z se verifica que
sen(x + 2kw) = sen(x) y cos(x + 2kw) = cos(x),

las funciones f(z) = sen(z) y g(x) = cos(x) son periédicas de periodo T' = 27 (véase
la Figura 11.7). Nétese que, en ambos casos, su dominio es todo R.

y = sen(x)
T=2m "~
0|/~ : 7 AN
Aal2 0 nb\ir/ﬁ/z om 51172\
-1
y = cos(x)

Figura 11.7: Periodo T' = 27 de las funciones f(z) = sen(z) y g(x) = cos(x).

Por otro lado, la funcién tan(z) también es periddica de periodo 27 (véase la Figura 7.28)
aunque, en este caso, su dominio es R\ {3 + km : k € Z}. o

Definicion 11.7 f: D — Rcon D C R es una:
a) Funcion polinémica, si f es un polinomio, es decir,
f(z) = apz™ + ap_12" '+ -+ ayx + ag,
donde los coeficientes a; € R.
b) Funcion racional, si f es un cociente de polinomios, es decir,

anx” + ap_12" L+ 4+ a1+ ag

H@) = o b T+ br by’

donde los coeficientes a;,b; € R. o

(© Ediciones Piramide



Funciones exponenciales y logaritmicas 359

Ejemplo 11.9 La funcién
flx) =2a® —52% 4+ 7
es polindmica y
Azt — 522 + Tx — /2
x5 — 323 + 22245

g(x) =

es una funcién racional.

11.3. Funciones exponenciales y logaritmicas

Como ya se coment6 en la Observacién 1.37, dado un niimero positivo @ > 0 y un nimero
real r € R, se define la potencia a” como

a" = lim a™
n—oo

siendo {r, },cn una sucesion arbitraria de nimeros racionales que tiene limite r, es decir,

lim r, =r.
n—oo

Esto nos permite introducir la siguiente definicién:

Definicién 11.8 Dado un ndmero a € (0,1) U (1, +00), se llama funcién exponencial de
base a, y se escribe exp,, a la funcién (biyectiva y monétona) exp, : R — (0, +00),
dada por

exp,(z) =a”. o

Observacion 11.9 Para el caso en el que la base es el nimero e definido en la Sec-
cién 10.4. se puede dar una definicidn alternativa de la funcién exponencial de base e
que evita los problemas de la definicién de potencias cuya base es un nimero irracional,
comentadas en la Observacion 1.38. En la Observacion 10.11 vimos que

11 1
e*Z 1+ — +2,+3,+4+

Para el caso de potencias de e distintas de 1, se puede extender el resultado anterior y

definir
®© _n 2 3 4
c_NT g P T T
e 7271! =lt gttt to. VreR
n=0
En la Seccién 13.5. veremos que esta igualdad también se puede deducir a partir del

polinomio de Taylor de la funcién e”.
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Definicién 11.9 Dado un nimero a € (0, 1) U (1, +00), se llama funcién logaritmica en
base a, y se escribe log,, a la funcién biyectiva y monétona log, : (0, +00) — R, dada
por

log,(7) =y,

siendo y € R el dnico nimero que verifica
a¥ = .
La expresion log,, (x) se denomina logaritmo en base a de x. o
Ejemplo 11.10
a) log,(8) = 3, pues 2% = 8.
b) logy(1) =0, yaque 2° = 1.
c) log, (3) = —1,dadoque 27! = 1. ¢

Observacién 11.10 Teniendo en cuenta que para todo a € (0,1) U (1, +00)

]1ogab:c & a@:b\

las funciones logaritmica « — log,(z) y exponencial  — a® son inversas la una de la
otra, pues para todo = > 0 se verifica que

a%®) = 3y log,(a®) =z. o
Observacion 11.11 (Propiedades basicas de las exponenciales)
a) a® = 1 sea cual sealabase a € (0,1) U (1, +o0).
b) Sia > 1, entonces (véase la Figura 11.8 para el caso a = 10)

€(0,1) si <0

a®*¢ =1 si =0
>1 si x> 0.
¢) Si0 < a < 1, entonces (véase la Figura 11.8 para el caso a = %)
> 1 si <0
a®¢ =1 si x=0

€ (O, ].) si x>0. O
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1\* v
I v — 10"
v=(55) | | [

Figura 11.8: Gréficas de las funciones f(z) = 10" y g(z) = (55)".

Observacién 11.12 Paratodo a € (0, 1)U(1, 400) se verifica que la funcién exponencial
exp, : R — (0,400) es biyectiva y monétona. Ademds, es estrictamente creciente si
a > 1y estrictamente decreciente si0 < a < 1. g

Observacion 11.13 (Propiedades de las exponenciales respecto a operaciones)
Las propiedades de las exponenciales se deducen de las propiedades de las potencias
estudiadas en el Capitulo 1:

1) a® = 1, es decir, la exponencial de 0 siempre es 1.

2) a*tY =a%a¥, Vz,y € R.
T—y __ a’
3) a =—,Vx,yeR.
ay

4) a®® = (a®)*, Vz e R, Va eR.

1\* 1 z

5) () = — =a~ ", Yz € R. Por tanto, las graficas de las funciones (l) y a” son
a a(lj a

simétricas respecto del eje de ordenadas (véase la Figura 11.8 parael casoa = 10). o

Observacion 11.14 (Propiedades basicas de los logaritmos)

a) Sdlo tienen sentido los logaritmos de nimeros positivos (asi, por ejemplo, no existe
logy(—6)).

b) log, (1) = 0 sea cual seala base a € (0,1) U (1, +00) del logaritmo, pues a® = 1.
¢) Sia > 1, entonces (véase la Figura 11.9 para el caso a = 10)

noexiste si x <0

<0 si O0<zxz<1
loga() =0 si z=1
>0 si z>1.
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y = log;(z)

y = log. (x)

Figura 11.9: Griéficas de las funciones f(z) = log;,(x) y g(x) = log 1 (z).

10

d) Si0 < a < 1, entonces (véase la Figura 11.9 para el caso a = %)

noexiste si x <0

>0 si 0<z<1
log (%) =0 si x=1
<0 si z>1. g

Observacién 11.15 Paratodo a € (0,1)U(1, 4+00) se verifica que la funcién logaritmica
log, : (0,400) — R es biyectiva y mondtona. Ademds, es estrictamente creciente si
a > 1y estrictamente decreciente si0 < a < 1. o

Observacion 11.16 (Propiedades de los logaritmos respecto a las operaciones)

1) |log, (1) = 0|es decir, el logaritmo de 1 siempre es 0.

2) ’ log, (zy) = log,(x) + log,(y), Vz,y > 0 |es decir, el logaritmo de un producto de
ndmeros positivos es igual a la suma de los logaritmos de dichos nimeros. En efecto, si
log,, (zy) es un ndmero c verificando que a = xy, veamos que ¢ = log,, (z) +log, ().
Para ello, basta tener en cuenta que

alloga (@) +log, y) — g (10g()) g (1084 (v)) — gy

3) |log, (z) = log,(x) —log,(y), Va,y > 0|es decir, el logaritmo de un cociente de

numeros positivos es la diferencia entre el logaritmo del numerador y del denominador.
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En efecto, si log, (%) = csiendo ¢ € R tal que a® = %, entonces se verifica que
¢ =log,(z) — log,(y), ya que
lo, T
05, (0)—tog, () _ @5 @
allog, (¥)) Y

Nétese que la propiedad 3) se puede demostrar a partir de 2), pues para todo par de
ndimeros positivos x,y > 0 se verifica que

log, (;) + log, () 2 log,, (z y) = log, (z).

4) ’ log,(z%) = alog,(z), V& >0, Vo € R ‘es decir, el logartimo de una potencia es el

exponente multiplicado por el logaritmo de la base. En efecto, si log, (z®) = ¢ siendo
¢ € Rtal que a® = z, se tiene que ¢ = alog, (), pues

aaloga(z) _ (aloga($)>a = %,

5) ‘1og;(:r) = —log,(x), Vo > 0. ‘ En efecto, si logi () = ¢ siendo ¢ € R tal que

(l)c = z, se verifica que ¢ = — log,, (), ya que

AN R S S
a T g-log.(@)  glog.@ ) g1 T

Por tanto, las gréficas de las funciones log1 () y log, (x) son simétricas respecto del
eje de abscisas (véase la Figura 11.9 para el caso a = 10). o

Observaciéon 11.17 En las aplicaciones se utilizan con bastante frecuencia el:

a) Logaritmo decimal, que es el que tiene por base a = 10. El logaritmo decimal de
x > 0 se representa como log; () o, simplemente, log(z)!.

x 1]10]10% | 103 | ---[10™ || 107t 1072|1073 | .-- | 107"
log(z) ||0] 1 | 2 3 || n -1 -2 -3 || —n

b) Logaritmo neperiano (también llamado logaritmo natural), cuya base es el nimero e
(e = 2/71828182845905 ... es un nimero irracional que fue introducido en la Sec-
cién 10.4.). El logaritmo neperiano de « > 0 se representa como In(x).

T 1] e 62 63 e | e —1 -2 -3 | ... —n

In(z) |01 23] |n| -1]|-2|=3|-|-n

!En algunos textos y programas informéticos se utiliza la notacién log para el logaritmo neperiano.
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En la Figura 11.10 se representan las graficas de las funciones logaritmo decimal y logarit-
mo neperiano (recuérdense las propiedades vistas en las Observaciones 11.14y 11.15). g

y = In(z)

y = logyo(z)

Figura 11.10: Gréficas de las funciones logaritmo decimal y logartimo neperiano.

Proposicién 11.2 (Cambio de base) Si a,b € (0,1) U (1, +00), para todo x > 0 se
verifica que

logy, (%)
log, () = ———=. (11.3)
)= Tog(a)
DEMOSTRACION. Denotemos
A=log,(z) = a*==x
(11.4)
w=log,(x) = b =ux.

De (11.4) se deduce que
at =z =0b"

y, utilizando las propiedades de los logaritmos,
Alogy(a) = plog,(b) = p,

de donde

1
A= ,
log,,(a)

obteniendo asi la relacion (11.3).
Ejemplo 11.11 Tomando a = ey b = 10 en la expresion (11.3), se tiene que

In(x) = log(x)y V> 0.

log(e)
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Utilizando la aproximacién log(e) = 0'43429448190325 . . ., podemos formar la siguien-
te tabla

oz 1] w0 | 102 [ 1 [ 10t | 102 [ 103 |
log(z) || O 1 2 3 -1 —2 -3
In(z) || 0] 2/3026 | 46052 | 6/9078 || —2/3026 | 4’6052 | —6/9078

En la tabla anterior se aprecia la siguiente propiedad: para todo a € (0,1) U (1,+00) y
a € R se verifica que

log, (z7%) = —alog,(z) = — (alog,(z)) = —log, (z*), V& > 0. g

Observaciéon 11.18 En las aplicaciones la funcién exponencial que se emplea con mayor
frecuencia es f(x) = e®, ala que se denomina, simplemente, funcion exponencial.

z || 0 1 2 3 -1 -2 -3
e® || 1127183 | 73891 | 200855 || 0'3679 | 0’1353 | 0'0498

En la Figura 11.11 se encuentran representadas graficamente las funciones f(z) = e® y
g(x) =e* = (l)z o
e

0]
Figura 11.11: Gréficas de las funciones f(x) = ey g(z) = e

—x

Observacion 11.19 Como se coment6 en la Observacién 11.4, nétese como las gréficas
de las funciones f(x) = e¢* y g(x) = In(z) son simétricas respecto de la recta y = x
(véase la Figura 11.12). g

Observacion 11.20 Como se ha visto en la Observacion 11.10, las funciones exponencial
y logaritmica son inversas la una de la otra. Se tiene asi que todo niimero positivo > 0

puede expresarse en la forma
z =@,
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Figura 11.12: Gréficas de las funciones f(x) = e” y g(z) = In(z).

Esta propiedad va a permitir calcular potencias con exponente irracional en una calcula-
dora que sélo tenga implementadas las funciones logaritmica y exponencial con base e
(lo que es bastante habitual en muchas calculadoras cientificas). Asi, por ejemplo,

va ,
Va2 = n(VET) Z ovamvE L oot L 16305

3T — eln(?ﬂ’) — e7rln(3) ~ 63'4514 ~ 31’5443, 5

Las propiedades de las funciones exponenciales y logaritmicas nos permiten resolver
ecuaciones exponenciales, en las que las incognitas aparecen en los exponentes. Veamos
algunos ejemplos:

Ejemplo 11.12

a) Para resolver la ecuacion
3x+2
2 = 16,

basta escribir

23742 — 9t o 34 2=4 & 3x=2& |z =

[V )

Otra forma alternativa de hallar la solucion es:

2
25712 16 = 4.2 =16 © 27 =4 & 27 =922 & 3 =2 e o=z
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b) Para encontrar las soluciones del sistema (no lineal) de ecuaciones

2.37 452971 =10
(11.5)
30T v =1,
hacemos lo siguiente: de la segunda ecuaciéon deducimos que
2Y=9.3"+1. (11.6)

Sustituyendo (11.6) en la primera ecuacién de (11.5), se obtiene que
2:3"410(9-3°4+1)=10 & 92-3"+10=10 & 92-3" =0 < 3" =0.

Ahora bien, como 3% > 0 para todo x € R, hemos probado que el sistema de ecuacio-
nes (11.5) no tiene ninguna solucién.

¢) Para hallar las soluciones del sistema de ecuaciones no lineales

237 +5-2v+t =102
(11.7)
R A

procedemos de la siguiente forma: de la segunda ecuacién se vuelve a deducir (11.6).
Sustituyendo ahora (11.6) en la primera ecuacién de (11.7), se llega a que

2:3"410(9-3°+1)=102< 92-3"+10=102 & 92-3% =92

@3 =1%[r=0]

Finalmente, tomando x = 0 en la expresion (11.6) se tiene que

29=9.3"4+1=94+1=10 & |y = log,(10).

Observaciéon 11.21 Para resolver ecuaciones exponenciales también se pueden tomar lo-
garitmos en ambos miembros de la igualdad, teniendo en cuenta que la funcién logaritmi-
ca es biyectiva. Asi, por ejemplo, para resolver la ecuacién

5% =4

bastaria escribir
x = logg(4).

Sin embargo, si queremos obtener la solucién en formato numérico y disponemos de
una calculadora que sélo tiene implementadas las funciones logaritmica y exponencial
con base e, seguimos el siguiente proceso: tomamos logaritmos neperianos en ambos
miembros de la igualdad y obtenemos

In(4) 1’3863

In(5) =In(4) = zIn(5) =In(4) = z = n(5) = 176094 ~ ('8614. o

—_
~—
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11.4. Limite de una funcioén en un punto

En la Figura 11.13 se aprecia que, si tomamos valores de x préximos a xg, los valores de
f () resultan préximos a £. Mds concretamente, si dibujamos un entorno de ¢ de radio
e > 0, por pequefio que sea €, siempre existe un entorno del punto z de radio § > 0 en
el que todos los valores f(x) caen dentro del entorno de centro £.

y= f(x)

{+e
‘
l—¢

[
LC()*&I[] .ZL’()+5

Figura 11.13: £ es el limite de f(z) cuando z tiende a xo.

Para expresar este hecho, se dice que existe el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ y vale .
Para ello, se emplea la notacion:

lim f(z)="¢.

T—rxTo

En términos de cuantificadores, se tiene la siguiente definicién:

Definicion 11.10 (Limite finito en un punto) Sea f : D — Ry zyp € D C R. Un
niimero real ¢ € R es el limite de f(x) cuando z tiende a xg, y se denota

lim f(z) =4,

T—XTo

cuando se verifica la propiedad

’Vs>0 36 >0 talquesi 0 < |x —xo| < J entonces |f(x)—€|<5‘

0, equivalentemente, para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que,
si x € (xg — 0,20 + 9)\{zo}, entonces f(z) € ({ —e,0+¢). o (11.8)
Observacion 11.22

a) La idea de que £ es el limite de la funcién f cuando el punto «x tiende al punto xg es
que podemos conseguir valores f(z) tan préximos a £ como se quiera, siempre que el
punto z esté lo suficientemente préximo al punto z.
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b) La condicién (11.8) indica que
f((ﬂco — 0, x0 + 6)\{1;0}) C(l—el+e),

es decir, la imagen por la funcién f de (z¢g — d, 29 + §)\{zo} estd contenida en el
intervalo (¢ — e, ¢+ ¢).

c) Nétese que, en ninglin momento, se menciona qué ocurre con el valor que toma f en el
punto z¢. En la funcién del Ejemplo 11.13 se verifica que f(z¢) = ¢ por tratarse, como
veremos en la Seccién 11.5., de una funcién continua en xy. No obstante, pudiera
ocurrir que la funcién f no estuviera definida en x( o, incluso estando definida en ese
punto, f pudiera tomar en z( un valor distinto de . o

Definicion 11.11 (Limites laterales finitos) Sea f : D - Ry axg € D C R.

a) Un ndmero real ¢; € R es el limite de f(x) cuando x tiende a xg por la izquierda, y
se denota
lim f(lC) = gla

Zl)*}il)o

cuando se verifica la propiedad

Ve>0 36 >0 talquesi 0 <xg—x <J, entonces |f(z) —¢1| <e.

b) Un niimero real {3 € R es el limite de f(x) cuando z tiende a x¢ por la derecha, y se
denota
lim f(z) = l2,

+
fI,'—)fI,'O

cuando se verifica la propiedad

Ve>030>0 talquesi 0 <z —xp <0, entonces |f(x) —la] <e. g

0 Lo

Figura 11.14: £1 y £2 son los limites laterales de f(z) cuando x tiende a xo.
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Ejemplo 11.13 Para la funcién f de la Figura 11.14 se verifica que

lim f(z)=41y 1fm+ fl@)=4s. 1

T—T T
Observacion 11.23 Sea f : D — R, zp € D C Ry ¢ € R. Obviamente se tiene que

lim f(z)={¢ < lim f(z)= 11'm+f(a:):Z. o

T—=Zo Tz Tz

Definicion 11.12 (Limite infinito en un punto. Asintotas verticales)
Sea f: D — Ryuxzg e D CR. Sedice que el limite de f(z) cuando x tiende a z es:

a) menos infinito, y se denota
lim f(z) = —o0,

r—x0

cuando se verifica la propiedad

VM >036>0 talquesi 0 < |z — x| <, entonces f(z) < —M.

b) mads infinito, y se denota
lim f(x) = 400,

=0

cuando se verifica la propiedad

VM >0 36 >0 talquesi 0 < |x — x| <4, entonces f(zx) > M.

En ambos casos, se dice que la recta x = x es una asintota vertical ala curvay = f(x)
en el punto zg. o

y = flx)
0 Zo
0 0
(@ lim f(z) = 4oo. (b) lim_f(z) = Foo.
T—T(Q Ty

Figura 11.15: Graficas de funciones f con asintota vertical z = xo.

(© Ediciones Piramide



Limite de una funcién en un punto 371

Observacion 11.24 La interpretacion de que el limite de la funcién f cuando el punto x
tiende al punto z sea menos infinito (respectivamente, mds infinito) es que podemos con-
seguir valores f(x) tan grandes y negativos (respectivamente, positivos) como se quiera,
siempre que el punto x esté lo suficientemente proximo a y. o

Ejemplo 11.14 Parala funcién f de la Figura 11.15(a) se tiene que lim f(z) = +00. g
T—To

Observacion 11.25 La Definicién 11.12 también puede extenderse para introducir las
nociones de limites laterales por la izquierda y por la derecha (andlogamente a como se
hizo en la Definicién 11.11). Asi, por ejemplo, la funcién f de la Figura 11.15(b) tiene la
propiedad de que

lim f(z)=-0c0y lim f(z)=400. o
T—T w—)zg'

Definicion 11.13 (Limite finito en el infinito. Asintotas horizontales)
Sea f: D — Ryuxo € D CR. Se dice que el limite de f(x) cuando z tiende a:

a) menos infinito es {1 € R, y se denota

lim f(x) =41,

r—r—00
cuando se verifica la propiedad

Ve>0 3A >0 talquesi z < —A, entonces |f(z) — (1| <e.

b) mads infinito es {5 € R, y se denota

lim f(x) =6,

r—+00

cuando se verifica la propiedad

Ve>0 3A >0 talquesi z > A, entonces |f(z) — ¥l < €.

Se dice que las rectas y = ¢4 e y = {5 son asintotas horizontales alacurvay = f(x). o

Observaciéon 11.26 La interpretacion de que el limite de la funcién f cuando el punto x
tiende a menos infinito (respectivamente, mas infinito) es ¢ es que podemos conseguir va-
lores f(x) tan préximos a ¢ como se quiera, siempre que el punto x sea lo suficientemente
grande y negativo (respectivamente, positivo). g

Ejemplo 11.15 Para la funcién f de la Figura 11.16 se verifica que

lm f(o)=fy lim f@)=to c

T——00
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Figura 11.16: Graifica de una funcién f con asintotas horizontales y = ¢; e y = {o.
Definicion 11.14 (Limite infinito en el infinito) Sea f : D — R con D C R. Se dice
que el limite de f(x) cuando z tiende a:

a) Menos infinito es menos infinito, y se denota

lim f(z) = —o0,

r—r—00
cuando se verifica la propiedad

VM >0 3A >0 talquesi z < —A, entonces f(x) < —M.

b) Menos infinito es mds infinito, y se denota

lim f(z) = +oo,

r——00
cuando se verifica la propiedad

VM >0 3A >0 talquesi < —A, entonces f(z) > M.

¢) Mas infinito es menos infinito, y se denota

lim f(z) = —o0,

T—r+0o0
cuando se verifica la propiedad

VM >0 3A >0 talquesi z > A, entonces f(z) < —M.

d) Mads infinito es mds infinito, y se denota

lim f(z) = +oo,

xr—+00

cuando se verifica la propiedad

VM >0 3A >0 talquesi = > A, entonces f(z) > M. g
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Observaciéon 11.27 La interpretacion de que el limite de la funcién f cuando el punto x
tiende mads infinito es mas infinito es que podemos conseguir valores f(z) tan grandes y
positivos como se quiera, siempre que el punto x sea lo suficientemente grande y positivo.
La interpretacion de los otros limites es andloga a la anterior. g

Ejemplo 11.16 La funcién f de la Figura 11.17 verifica que

lim f(z)=-c0y lim f(z)=+4o00. o

T——00 r—r+00

Figura 11.17: La funcién f tiende a oo cuando z — +o0.

Observacion 11.28 (Calculo practico de limites) Veamos una serie de propiedades que
resultan muy dtiles a la hora de calcular el limite de una funcién:

a) Para calcular un limite se comienza aplicando la férmula

[1im(f(x) O g(2)) = (lim f()) & (limg(x)),

donde ¢ denota una suma, resta, producto, cociente o potencia. Al aplicar dicha f6r-
mula, deben tenerse en cuenta las siguientes reglas operacionales cuando se trabaja
con 0o, donde ? denota una indeterminacion que suele requerir un andlisis mas minu-
cioso:

i) Suma: Para todo ndmero real £ € R se verifica:

o [+ (+00) =400 y £+ (—00) = —o0.

® (+00) + (+00) = 400 y (—00) + (—00) = —oc.
(+00) + (—00) = ?|

ii) Producto: Para todo nimero positivo £ > 0 (propiedades andlogas para ¢ < 0) se
verifica:
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e /(+00) =400 y {(—00) = —00.
o (+00)(£o0) = 400 y (£00)(Foo) = —oc.

iii) Cociente: Para todo nimero positivo £ > 0 (propiedades andlogas para ¢ < 0) se

verifica:
V4 14 +00
40, —— =0y —2 = 400,
0T T e T Y T >
+ " oo
x0 Y F0 T
0 00
—=7? — =2
* 0 y 00

iv) Potencia: Para todo nimero positivo ¢ > 0 (propiedades andlogas para ¢ < 0) se

verifica:
° (—i—oo)e = +o00.
‘oo si £>1 0 si £>1
o (T = (~* =
0 si O0</t<1 +oo si 0< /< 1.

o [0 =2}ocd =2y [1x =7]

b) Si f es menor o igual que g en un entorno de xg, es decir, existe § > 0 tal que

f(x) <g(x), Va € (zo — 6,20 + 6)\{zo}, (11.9)
y existen los limites de f(z) y g(z) cuando « tiende a ¢, entonces se tiene que
lim f(z) < lim g(z). (11.10)
rT—rx0o rT—rT0o

Notese que en (11.10) puede darse la igualdad, aunque en (11.9) la desigualdad sea
estricta. Asi, por ejemplo,
1
lim ——— = 0 apesar de que

z—1 (1‘ — 1)2

1

¢) Regla del sandwich: si existe 6 > 0 tal que
f(@) < g(x) < h(z), Vo € (x0 — 6,20 + 6)\{zo}
y existen los limites de f(z) y h(z) cuando z tiende a z( y coinciden, es decir,

lim f(z) = lim h(z) = ¢,
T—xTo T—xTo
entonces existe el limite de g(x) cuando z tiende a xo y coincide con los limites
anteriores, es decir,
lim g(z) = ¢.

Tr—rT0o
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Si existe el limite de f(z) cuando x tiende a ¢ y es distinto de cero, es decir,

lim f(z) = (40,

Tr—rTo

entonces existe un entorno del punto xg de forma que el signo de f(x) coincide, en
los puntos x # x, con el signo de /.

El célculo de limites de funciones cuando x — 400 se hace de la misma forma en que
se hizo con las sucesiones de nimeros reales. Ejemplo:

lim (2+e %) =2.

r——+00
Al trabajar con polinomios se verifica que

Iim (anx” Yap 12" P+t agr+ ao) =
r—+00

{—i—oo sioap >0

—oc0 st oa, <O.
Asf, por ejemplo, se tiene que

Iim (3:103 + 622 — 4z + 3) =400y .LHTOO (—a?Q +x+ 7) = —00.

T—r+00

Respecto a las funciones racionales, una consideracion andloga a la realizada en la
Observacion 10.7 permite escribir:

400 st m>my In >0
bm,
. n
i anm"—i-an,lac"_l—I—---—I—alx—l—ao —00 SI n>my a <0
1 =
T—+00 b, ™ + bm_lxm—l + -+ b+ bo an
— si n=m
bn,
0 si n<m,
supuesto que a,, # 0y a,, # 0. Asi, por ejemplo, se verifica que
, B +z—1 i B 4+r—1 1 3 B +r—1 0
im ——— = — m ———— =—— im ———— =0.
sotoo —322 42 O wmdee 323 +2 37 a—teo —3z 42

El célculo de limites de funciones cuando x — —oo puede transformarse en limites
cuando z — 400 cambiando la variable = por —x. Ejemplo:

i 22 —3z+5 lim 23+ 3z +5 1
1 ——— = 1 _—- = -,
z——00 223 —4x2 +1 zotoo =223 —422 +1 2

,
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g) Puesto que la mayor parte de las funciones con las que vamos a trabajar son continuas
(véase la Seccion 11.5.), para calcular en éstas

{= lim f(x)

T—xT0

bastard calcular f(x0), y éste serd el valor del limite buscado ¢. Ejemplo:

fm ¥ —3x+5 3 -3x3+45 23
a—323 — 422 +1  2x33—-4x32+1 19

Cuando al sustituir x por zy obtengamos “operaciones prohibidas” pero que no sean
indeterminaciones como las descritas en el apartado a), se pondra directamente el valor
del limite sin mas consideraciones. Ejemplo:

lim —— = +o0.

=2 (x — 2)2
Solamente cuando al sustituir x por xy se obtengan indeterminaciones, se buscard
ayuda en algunas reglas pricticas para el cdlculo de limites entre las que citamos:

i) En indeterminaciones del tipo % conviene simplificar, cuando ello sea posible,

numerador y denominador dividiéndolos por el factor x — x(, que es el causante
de la indeterminacion. Ejemplo:

) 234222 — 8z +5 0 . (z=1)(22+ 32z - 5)
Iim =|=-]=Ilim
a—1 —xt + 43 + ¢ — 322 — 1 0 z—=1 (z —1)(—23 + 322+ 1)
, 22 +3z-5 _1+3-5 1

el —g3 +3224+1 —1+3+1 3

En otras ocasiones, conviene multiplicar por el conjugado del denominador. Ejem-
plo:

lim z 0 lim x( x+4+2)

m -——-=(-) =1

w=0/r+4-2 \0/) @20 (Vo t+4-2)(Vo+4i+2)
vr+4+2

iy SVEEEED) (Verd+2) =4

z—0 r+4—4 z—0

ii) En indeterminaciones del tipo co — co conviene efectuar la operacién. Ejemplo:
. 2 +1 2 ) 22 +1 2
lim - = (00 —o00) = lim -

z—w—1\z+1 224+2x+1 e—=—1\z+1 (x+1)2
(z2+1)(z+1) -2

- ml—l>n—11 (.17 =+ 1)2
i P44 r—1 -2
= _—m = — = —X.
rz——1 (.’t + 1)2 0+
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En otras ocasiones, conviene multiplicar por el conjugado. Ejemplo:

) . (Va2 +z—12) (Va?+z+a)
2 _ — — —
lim (\/ 2?2+ 1’) (00 — 00) mgrfoo N

Tr——+00

. 22+ —a?
= lim =

z
—— = lim
eotoo \/x2 x4 et Val4 x4

+00 . 1 1
=|—)= lm —m =_.
400 z—>+00 1 2
1+-+1

x

h) Ejemplos de algunos limites que aparecen con frecuencia y conviene conocer (en la
Seccidén 14.2. veremos técnicas, basadas en el célculo de derivadas, que permiten de-
mostrar algunos de los resultados siguientes):

In(z)

lim In(z) = —co, lim In(x) = 400, lim =0,
z—0t T—+00 z—+oo M
1 1 "
m 2 g 2@ g Gast m D —0sias1,
=1y —1 z—+oo a® z—+oo ¥
t
tim ) g 2@
z—0 x z—0 x

i) El limite de una funcién en un punto, ya sea finito o infinito, no tiene por qué existir.
Asi, por ejemplo, no existen los siguientes limites:

1 1 1
lim sen (> , lim cos <> , lim tan (> . o
x—0 x x—0 x x—0 x

Observacion 11.29 En el apartado f) de la Observacion 11.28 se ha dicho que

sen(x)

lim =1. (11.11)

x—0 xr

Veamos una demostracién de esta propiedad. Consideremos una circunferencia de radio
r = 1 centrada en el origen de coordenadas como se muestra en la Figura 11.18 y consi-
deremos un dngulo z de forma que 0 < |z| < 1. Como se aprecia,

sen(z) < z < tan(z).
Asi, si dividimos por sen(z) la expresién anterior, obtenemos

x tan(r) 1
= sen(z) ~ sen(z)  cos(x) (11.12)
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y = sen(z), z = tan(z)
Figura 11.18: Prueba grafica de que sen(z) < z < tan(z)siz € [0, ).

por lo que, al hacer tender z — 0 en la expresién (11.12), se obtiene, aplicando la regla
del sdndwich, que

lim —— =
z—0 sen(x)

de donde se sigue (11.11). Podemos utilizar esta propiedad para demostrar que

¢ 1
lim 20@) g, senl@) (e sen@) C —1x1=1 g
=0 z—0  cos(x) 20 @ z—0 cos(x)

Definicion 11.15 (Infinitésimo) Una funcién f es un infinitésimo en un punto xzq si se
verifica que

lim f(z) =0. o

T—T0
Ejemplo 11.17 f(z) = sen(x) es un infinitésimo en el punto x = 0. o
Definicion 11.16 Dos infinitésimos f y g en un punto xg son comparables si existe

. flx)
Ay

Pueden presentarse tres casos:
1) = f esun infinitésimo de orden superior a g en el punto xg.

2) [£ e R\{0} | = fy g son infinitésimos del mismo orden en el punto x,. En el caso

particular de que ¢ = 1, se dice que f y g son infinitésimos equivalentes en el punto x
y se emplea la notacion

’f(x) ~g(z) si z — zp.

3) = f esun infinitésimo de orden inferior a g en el punto xg. o
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Ejemplo 11.18

a) f(z) = (z — 2)3 es un infinitésimo de orden superior a g(x) = (z — 2)%2 enz = 2.
b) f(x) = (x + 4)? es un infinitésimo de orden inferior a g(z) = (v + 4)° en v = —4.
c) sen(z) ~xrsiz — 0, tan(z) ~xsizc - 0yln(z) ~z —1siz — 1. ¢

Observaciéon 11.30 Si f y g son infinitésimos equivalentes en un punto xy y se quiere
calcular el 1imite cuando x — xo en una expresién en la que aparece f(z) como factor o
divisor, podemos cambiar f(x) por g(x) sin que varie el limite buscado. Esta “sustitucién”
de infinitésimos equivalentes estd plenamente justificada, ya que

) _ e (@) _ 1
Jim f(z)h(z) = lim o) g(@)h(z) = lim g(z)h(z),
al ser lim @ = 1. Ejemplo:
z—xzo g(x

. Tsen(z) G G B
lim ——* =1lim — =-1im — =—-. g
=0 (2z)3 z—08x3 8a—=0x 8

11.5. Continuidad

La idea intuitiva de funcién cuya gréifica “no estd rota” o “se puede dibujar sin levantar el
lapiz del papel” es lo que se corresponde con la nocién de funcion continua.

Definicion 11.17 (Continuidad en un punto) Una funcién f : D — R, con D C R, es
continua en el punto zy € R si se verifican las siguientes condiciones:

1) Existe f(xq) (es decir, xg € D).

2) Existe lim f(z) =¢€eR.
T—x0

3) ! = f(il?o)

En términos de cuantificadores, la funcién f es continua en x( cuando se verifica la pro-
piedad

’Vs >0 36 >0 talquesi |z — x| <9I entonces |f(z) — f(xo)] <5.‘

Ejemplo 11.19 Son funciones continuas en = 0 (de hecho, en cualquier punto z € R)
fi(x) =3, fo(x) = 22* =5, f3(x) = cos(z) y fi(x) =32,
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Definicion 11.18 (Discontinuidadades) Los puntos en los que la funcién f no es conti-
nua se denominan puntos de discontinuidad de dicha funcién. Se muestran, a continua-
cioén, los diversos tipos de discontinuidades que pueden presentarse:

a) La funcién f tiene una discontinuidad evitable en el punto x si existe 1im f(xz) = ¢
rT—rx0o

pero £ # f(zo). En este caso, basta redefinir el valor que toma f en el punto o como
{ para hacerla continua en ese punto.

b) La funcidn f tiene una discontinuidad de salto (o de primera especie) en el punto g

cuando no existe 1im f(x) pero existen los limites laterales
Tr—xQ

lim f(z)=¢€Ry lim f(z)=4¢€R
T—x z%ra'

(obviamente, £1 # {5).

c) La funcién f tiene una discontinuidad esencial (o de segunda especie) en el punto zg

cuando no existe alguno de los limites laterales h’mi f(x) o existe pero es co. ¢
T—T
0

Ejemplo 11.20 La funcién f de la Figura 11.19 tiene una discontinuidad evitable en el
punto zg, una discontinuidad de salto en el punto x; y discontinuidades esenciales en los
puntos ro y 3. o

v

Iy i;L’l T2 T3

Figura 11.19: Diversos tipos de discontinuidades de una funcién.

Definicién 11.19 (Continuidad en un intervalo abierto) f : (a,b) — R, cona,b € R
y a < b, es una funcion continua en el intervalo (a,b) si f es continua en todos los puntos
del intervalo (a, b). Denotaremos

’C(mb) ={f:(a,b) > R: fescontinuaen (a,b)}‘

al conjunto de funciones continuas en el intervalo abierto (a,b). o
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Definicion 11.20 (Continuidad en un intervalo no abierto)

a) f:[a,b] > R,cona,b € Rya <b,esunafuncion continua en el intervalo [a, b] si f
es continua en todos los puntos del intervalo abierto (a, b) y en los extremos a y b del
intervalo se verifica que f es continua por la derecha en a 'y continua por la izquierda
en b, es decir, se verifica que

lim f(z) = f(a) y lim f(z) = f(b).

r—at z—b~

b) f:[a,b) = R,cona € R,b € Rya < b, es una funcién continua en el intervalo
[a, b) si f es continua en todos los puntos del intervalo abierto (a,b) y f es continua
por la derecha en a.

¢) f:(a,b) - R,cona € R,b € Rya < b, es una funcién continua en el intervalo
(a,b] si f es continua en todos los puntos del intervalo abierto (a,b) y f es continua
por la izquierda en b.

En general, dado un intervalo I (abierto, cerrado o semiabierto), denotaremos

’C(I):{f:I—HR: fescontinuaen[}‘

al conjunto de funciones continuas en el intervalo I. g

Ejemplo 11.21 Consideremos las funciones f(z) = In (ﬁ) y g(z) = .

a) f € C(4,+0) pero f & C([4,400)) (pues f no es continua en x = 4, al no estar
definida en ese punto).

b) g € C(0,+00) y, también, g € C([0,4+00)). o

Proposicion 11.3 (Propiedades algebraicas) Si f y g son funciones continuas en x, se
verifica que:

a) f+g, f—g, fgyAf (con X € R) son también funciones continuas en el punto x.

b) i es continua en el punto xy < g(xo) # 0.
9

DEMOSTRACION.

a) Veamos que la suma de dos funciones continuas en un punto es una funcién continua
en ese punto (para la diferencia, producto y producto por escalares el argumento es
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analogo). En efecto, como las funciones f y g son continuas en el punto xy, dado e > 0
se verifica que

36, >0 talquesi |z —zo| < 81 = |f(z) — f(zo)| <
(11.13)

M\mw‘m

32 >0 talque si |z — 20| < d2 = |g(z) — g(z0)| <

De esta forma, si § = min{d1,d2} y |z —xo| < 6, utilizando la desigualdad triangular
para el valor absoluto y la propiedad (11.13), se verifica que

I(f +9)(x) = (f +9)(z0)| = | f

lo que determina la continuidad de la funcién f + g en el punto xg.

b) Por el apartado a) basta ver que la funcién ﬁ es continua en el punto x, siendo

W) = 9(x)
9(z0)
Para ello tenemos que probar que
A @)

0, equivalentemente, dado ¢ > 0 encontrar § > 0 tal que si 0 < |x — x| < J, entonces

1 h(z)—1
’h(x) - ‘ = 7| |(h()a:)| | <e (11.14)
Como
A, M) =1
se verifica que existe & > 0 tal que si 0 < |z — x| < &, entonces
h@) =11 < 5y [he) ~ 1] < % (11.15)

Teniendo en cuenta que

1 1 1
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se deduce que

1
h(x)>§ si0<|x—ag| <d

y, por tanto,
1

1
—— <251 0< |z —x0| <0. (11.16)
[h(x)] h(z)
Sustituyendo la primera desigualdad de (11.15) y (11.16) en (11.14), se concluye que
$i0 < |x — x| < 0, entonces

|h(z) =1 e
@ <72

=£. O

Observacion 11.31 Como consecuencia de la Proposicién 11.3, se deducen las siguien-
tes propiedades:

a) Cualquier combinacién lineal de funciones continuas es una funcién continua.
b) Los polinomios son funciones continuas.

¢) Los polinomios trigonométricos, que son los que se obtienen como combinaciones li-
neales de productos del tipo sen™ () cos™ () con n, m € N, son funciones continuas.

d) Las discontinuidades de una funcion racional son las raices de su denominador. o

Ejemplo 11.22 La funcién
1
N Gy

es continua en R\{2}. En la Figura 11.15(a) se muestra la gréfica de esta funcién (toman-
do xy = 2). Dicha curva tiene una asintota vertical t = 2. g

Proposicion 11.4 (Regla de la cadena) Si f es una funcion continua en un punto xq y
g es una funcion continua en el punto f(xq), entonces la funcion compuesta g o f es
continua en el punto x.

DEMOSTRACION. Por hipdtesis:

a) gescontinuaen f(xg) = dadoe > 03~ > 0 tal que
si |y — f(zo)| <, entonces [g(y) — g(f(z0))| <e.
b) f escontinuaen zg = dado~y > 036 > 0 tal que
si |z —xg| < 4, entonces |f(x) — f(xz0)] < 7.

(© Ediciones Piramide



384 Funciones reales

Los dos apartados anteriores determinan que dado € > 034 > 0 tal que

si o —xo| <9, entonces |go f(x) —go f(xo)| = [9(f(x)) = g(f(x0))| <e,

lo que determina la continuidad de la funcién g o f en el punto zy. ¢

Ejemplo 11.23 La funcién h(z) = €5*° 22" +2=3 ¢ continua en todo punto z € R por
ser h la composicién de dos funciones continuas f(r) = 523 — 222 + 2 — 3y g(y) = €¥:

x@y:5x3—2x2+x—3wey:h(x). o

Proposicion 11.5 Si una funcion f es continua en un punto xo 'y f(xg) # 0, se verifica
que existe un entorno del punto g en el que la funcion f tiene el mismo signo que f(xo).

DEMOSTRACION. Supongamos que f(zg) > 0 (si f(xo) < 0 el razonamiento es andlo-
£0). Puesto que, por definicién

lim f(z) = f(z0) >0,

T—rTo

dado € = f(zo) > 0, se tiene que 3 > 0 tal que si |z — xo| < J, entonces

|f(x) — f(xo)| < f(wo).

De esta forma, para todo punto x € (xg — J, ¢ + ), se verifica que
—f(@o) < f(z) — flzo) < f(wo),
de donde se concluye que
flz)>0,Va € (xog—0d,20+9). o

A continuacidén enunciamos, sin demostracion, uno de los teoremas mas “célebres” rela-
tivos a funciones continuas:

Teorema 11.1 (Bolzano) Sea f € C([a,b]) tal que f(a)f(b) < 0 (es decir, la funcion
[ tiene signo contrario en los extremos del intervalo [a, b]). Entonces al menos existe un

punto & € (a,b) tal que f(§) =0. ¢

Observacion 11.32 (Interpretacién geométrica) Si la grifica de una funcién continua
en un intervalo [a, b] comienza en un lado del eje de abscisas y termina en el otro, ne-
cesariamente corta a dicho eje en algin punto. Lo que no indica el feorema de Bolzano
es el nimero de raices que tiene la funcién f en el intervalo [a, b] ni su localizacién. Por
ejemplo, la funcion f de la Figura 11.20 tiene tres rafces en el intervalo (%,37). o
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Ejemplo 11.24 Dado que la funcién f(z) = z—2 cos(z)—5 verificaque f € C ([5,37]),

f(g) - g 5~ 34202 < 0y f(3m) =37 +2—5=3(r — 1) ~ 6/4248,
por el teorema de Bolzano se verifica que existe, al menos, un punto £ € (g, 377) tal que
f(&) = 0. De hecho, como se aprecia en la Figura 11.20, hay tres valores del intervalo
(%,3n) en los que se anula la funcién f. o

7N\
0 m2 /m 3mR_zA sm2 3w

-2

-4
Figura 11.20: Grafica de la funcién f(z) = « — 2cos(z) — 5en [, 37].
Definicion 11.21 Sea [ unintervalode Ry f : I — R. La funcién f tiene un:

a) Mdximo absoluto en el intervalo [ si existe z,,x € I tal que
f(x) < f(zmax), V2 € 1.
El valor M = f(Zmax) €s el mdximo de la funcién f en I (se alcanza en el punto Zpax).
b) Minimo absoluto en el intervalo [ si existe xmi, € I tal que
f(x) > f(xmin), Y € I.
El valor m = f(@min) es el minimo de la funcién f en I (se alcanza en Tpin). o

Teorema 11.2 (Weierstrass) Toda funcion f € C([a,b]) alcanza un mdximo M y un
minimo m en el intervalo [a, b]. Por tanto, la funcion f estd acotada en [a,b] y

m = f(Tmn) < f(@) < f(Tpax) = M, Vz € [a,b]. o (11.17)

Una consecuencia de los teoremas de Bolzano y Weierstrass es el teorema de los
Valores Intermedios que afirma que una funcién continua en un intervalo cerrado toma
todos los valores comprendidos entre el minimo y el maximo de la funcién en dicho
intervalo (véase la Figura 11.21):
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a& 0] & &3 b

Figura 11.21: Interpretacién geométrica del teorema de los Valores Intermedios.

Teorema 11.3 (Valores Intermedios) Sea f € C([a,b]),

= { M = 3 .
m argrgrglbf(x) y arggébf(x)

Para cada \ € [m, M| existe (al menos) un valor & € [a, b] tal que f(&) = .

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién auxiliar g : [, b] — R dada por
g(z) = f(z) =\, YV € [a,b].

Por el teorema de Weierstrass se tiene que existen Tmin, Tmax € [a, b] verificando (11.17).
De esta forma, como g € C([a, b]) (por serlo f)y

g(xmin) = f(xmin) —A=m-—A > 0
g(xmax) = f(xmax) —A=M-X< 0,

por el teorema de Bolzano se tiene que, al menos, existe £ € [a, b] tal que

9) =0 f()=A o

Ejemplo 11.25 La funcién f(z) = sen(z) verifica que f € C([0, 37]). De acuerdo con
el teorema de Weierstrass, su valor méximo es 1y lo alcanza en 4 = 7 (también lo
alcanza en el punto z;. = 5 + 27 = 57”) y su valor minimo es —1 y lo alcanza en
Tmin = 37” (véase la Figura 11.22). Ademas, por el teorema de Valores Intermedios, para
cada valor A € [—1, 1] existe, al menos, un valor & € [0, 3n] tal que f(§) = A. Asi, por
ejemplo, para A = —1, los valores §; = %r y & = LT verifican que &, & € [0, 37]
y f(&) = f(&) = —3 (de hecho, como se aprecia en la Figura 11.22, & y & son los

tnicos valores del intervalo [0, 37] con esa propiedad). o
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Figura 11.22: Grifica de la funcién f(z) = sen(x) en el intervalo [0, 37].

Teorema 11.4 Toda funcion f estrictamente creciente (respectivamente, decreciente) en
[a, b] tiene inversa. Ademds, si € C([a, b)), la funcidn inversa f~1 es continua y estric-
tamente creciente (respectivamente, decreciente) en el intervalo [f(a), f(b)] (respectiva-

mente, [f(b), f(a)]).
DEMOSTRACION.

a) Obviamente, toda funcion estrictamente creciente (respectivamente, decreciente) en
[a, b] es inyectiva y, por tanto, por la Proposicién 11.1, tiene inversa.

b) Veamos que si la funcion f es estrictamente creciente (el caso estrictamente decrecien-
te se aborda de manera andloga), entonces ! es estrictamente creciente. En primer
lugar, como f es estrictamente creciente y a < b, se tiene que f(a) < f(b). Dados
y1,Y2 € [f(a), f(b)] tales que y; < y2, tenemos que demostrar que

Ty < 7 Hwa)-
En efecto, por el teorema de los Valores Intermedios (véase el Teorema 11.3) y la in-
yectividad de f mencionada en el apartado a), se tiene que existen unos tnicos valores
x1, T2 € [a,b] tales que
f(z1) =y <y2 = f(z2),
lo que implica (por ser f estrictamente creciente) que x; < x2 Yy, por tanto,
FHn) =2 <22 = [ (y2),

tal y como queriamos probar.

¢) La demostracién de que si f es estrictamente creciente en [a, b] y f € C([a, b]) enton-
ces f~t € C([f(a), f(b)]) es mas complicada y no la hacemos aqui. o

11.6. Problemas

2 3
11.1. Si f(z) = fjﬁg yg(z) = T determinar las funciones f +g¢, f — g, fgy g

y hallar sus respectivos dominios de definicién.
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2x

y g(z) = 4z, hallar las funciones go fy fog.

11.3. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién f(z) = —. Paraello, intentar
x

dibujar su gréfica, calculando previamente su dominio y los limites

Lm f(z), lim f(z), m f(z)y lim f(z).

11.4. Demostrar que toda funcién estrictamente creciente o decreciente es inyectiva.

11.5. Resolver la ecuacion
3771 =9,

11.6. Hallar las soluciones de la ecuacién
371 =27,
11.7. Resolver la ecuacién
21In(3z) + In(6) = In(18).
11.8. Encontrar la solucién del sistema
521y = 253
{ 577 = 25.
11.9. Hallar la solucién del sistema

2% 4 3V =7
9vtl _ gl — 1,

11.10. Encontrar la solucion del sistema

r+y="7
In(z) + In(y) = In(12).
11.11. ;Cdmo son entre si los nimeros positivos a y b si log(a) 4 log(b) = 0?

11.12. Hallar las soluciones de las ecuaciones:

log(35 — %)
log(b — )

log(2) + log(11 — z?)

=2.
log(b — )

a) =3 b)

11.13. Sabiendo que In(10) ~ 230258, ;cudnto vale, aproximadamente, e2 302589
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11.14. Escribir, como una sola potencia de 2, las siguientes expresiones:

m‘;‘j

R

11.15. Resolver las siguientes ecuaciones:

x o 2
2227 b
a)2221 ) 5

c)

INE)

a) 27t 427 p 2l =7 b) 3% + 317 =4 c) 4%t —22+2 = 128,

11.16. Calcular los siguientes limites:

2 22 2
— — -5 6 2 1
a) lim b) 1im o lim = 2P0 gy g 22
r—2 =2 xr — 2 z—1 2(3} + 1) z——1 1 — 2
11.17. Hallar los siguientes limites:
o 3t 4b5d 4 +1 =3x8 +222 -5z —3
a) lim b) lim
z——1 23 — 322 + 2z z—3 3 —312 -2 +3
3 +1
422 — 1 34 Ba? — 1\*
o lim [——f T |2t +owt—w d m (14+-) .
z—+oo \ 22 +3x + 5 T—+00 x
11.18. Calcular los siguientes limites:
1 . 2
1 1 1 1 T2t
a)lim (= +5 b) Iim [ — +— + - +4 ¢ lim —&2 =
x—0 x2 T——00 ;c3 :pQ x r—+00 5
5+ 7
T
22 + 3 3x—5 23+ 222 -5 +1
d 1 lim ———— i .
):r:—{r—ir-loo 3xr—5 e)r—}r—noo 422 —x + 2 f)w—gr-loo 32 —x+4
11.19. Hallar los siguientes limites:
x 1—+vVxr+1 . Vl—x—+1+z
a) lim —— b) im ——— ¢) lim

z—0 1 — 1—=2x z—0 x x—+00 x

d) HT (Ve+1-+vz—1) e lim Voetloye f)h’mli_gc3

r—+00 \f =1 /1 — x2'

11.20. Calcular los siguientes limites:

2

1
1\° 14t =
a) lim <1+3) b) lim (3—2)72 ¢ Iim (J”M) .
X r—2

z—+00 1+ sen(x)
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222 + 5z — 7
11.21. Dada la funcién f(x) = ;24_7336, calcular
22—z —

lim f(2), lim f(x), lim_f(z) y lim_f(x).

T—+00
11.22. ;Para qué valor de x es la funcién f(x) = 22 — 5 un infinitésimo?
11.23. ;Es la funcién seno un infinitésimo en x = g? JYenz = m?
11.24. Demostrar que f(x) = 2° — 622 4+ 122 — 8 es un infinitésimo de orden superior
ag(lz)=xz—2enz =2.

2

11.25. Probar que f(z) = 1 — cos(z) es un infinitésimo equivalente a g(x) = % en el
punto z = 0.

11.26. Calcular los siguientes limites:

4 tan?
m sen(4x) by 1fm sen(bz) ¢ lim an(zx) .
=0 tan(3x) a—=0  2x =0 1 — cos(x)
2
— 2
11.27. Se considera la funcién f(z) = &
- 1)@-2

a) Determinar los puntos de discontinuidad de la funcién f indicando el tipo de cada uno
de ellos.

b) Calcular el limite de la funcién f en cada uno de ellos.

¢) Hallar las asintotas horizontales y verticales a la gréfica de la curva y = f(x).
d) Esbozar la grifica de la funcion f.

11.28. Determinar las discontinuidades de las siguientes funciones:

-2 —z+1

) fi(2) =58+ T —8r+4 b fola) = Z_opg1 S T
0 si x=1
2t =323 — 22 +3
22 si <2 2 4+2x—3 siow# {31
@h@={ . @ falx)=1{ o S z—-3
x® si x> 2
1 si x=1
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11.29. Demostrar que la funcién afin f : R — R dada por
f(@) =2z +p
con \, u € R, es continua en toda la recta real.

11.30. [Funcion signo] Determinar en qué region es continua la funcion signo

X .
fa) = Tl siox#0
0 si x=0.

Representar graficamente esta funcién.

11.31. ;Es continua la funcién

11.32. Demostrar que la funcién

f(z) = zsen (i)

tiene una discontinuidad evitable en x = 0.

11.33. Sabiendo que la funcién

fz) =

es discontinua en z = 2, calcular « y clasificar todas las discontinuidades de f.

3r—4
3 +ax?+8x —4

11.34. Hallar el valor de A € R para que la funcién

22+ A +5

flo) = 2 —3x +2

391

tenga en = 2 una discontinuidad evitable y determinar cémo hay que definir f(2) para

que f sea continua en el punto z = 2.

11.35. Hallar los valores de v y 3 para que la funcién

4% si < _r
2
™ T
flx)=1< asen(z)+ L si —§§$§§
. s
cos(x) si x> )

sea continua en todo R.
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11.36. Demostrar que la ecuacién
2®+3z-5=0
tiene alguna solucién comprendida entre 1y 2.
11.37. Probar que la ecuacién
x+sen(z)—1=0
tiene, al menos, una raiz real.

11.38. La funcién f(z) = cot(z) verificaque f (—%) = —1y f (%) = 1. ;Significa
esto que la ecuacién cot(z) = 0 tiene alguna soluciéon comprendida entre —7 y 7?7

11.39. Sean f,g € C([a, b)) tales que f(a) > g(a)y f(b) < g(b). Demostrar que existe
¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).

11.40. Si f € C([a,b]) y x1,x2 € [a,b] demostrar que existe ¢ € [a, b] tal que

ey = L) 1)
11.7. Soluciones
222 + 5z — 9 20> —x 49
11.1. (f+g)(x) = W’ (f _j)((x) :1W,
— —ZL' () = u emas
folz) = (x—S)(a?+1)yg( ) 3w —3) . Ademés,

Dom(f + g) = Dom(f — g) = Dom(fg) = B\{3, 1} y Dom (g) — R\(3}.

8 8

11.2. = — = —.
gof(@) =gy /o9 =555
11.3. f es estrictamente decreciente en los intervalos (—oo,0) y (0, +00).

11.4. Suponer que f es estrictamente creciente (el caso decreciente se aborda de manera
andloga) y considerar x1, 2 € Dom(f) tales que x; # x2 (sin pérdida de generalidad
puede suponerse que 1 < x2).

11.5. =z =3.

116. z=2yz=-2.
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11.10.

11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

11.19.

11.20.

11.21.

11.22.

11.23.

11.24.

11.25.

Soluciones

o V3
=+
r=4,y=2
r=2,y=1

=4 r=3
y=3 y y=4.
ab = 1. Es decir, los nimeros a y b son inversos el uno del otro.

1
Ar=2yx =3 b)x:§yx:3.

10.

)2 b)2" )2V2V2E ) 93V2 )03
azr=1 bzr=1lyx=0 c)xz=>5.

a)0 b)4 c)—g d)%.

1
b)£ 02 d)e? ~ 7'3891.

=N

a)
2
a)+oo b)d ¢)0 d)§ e)0 f)+oo.
1 3 ,
D2 b3 -1 0 0 )5 >12247.
-1 1 /
a)lb)e”! =~ ~ 03679 o)1

lim f(z) = %, lim f(z) A y lim f(z) = %

z—0 z—1 - 13 72—+

N | ot

No.

wn

i.

Inmediato.

Inmediato.
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4 5 1
11.26. - b)- —.
az by o3
11.27. a)xzg = 1y x; = 2 discontinuidades evitables. x5 = —1 discontinuidad de
1
segunda especie. b) Los limites de f en los puntos anteriores son: ll’m1 flz) = ok
T—

ll’mf(:r):1 lim f(z)=—-oc0y lim f(z)=+40c0. c)y=0yz =1

z—2 3’30—)(71)* z—=(—1)*

11.28. a) No hay discontinuidades. b) x = 1 discontinuidad evitable. c¢)z = 2 dis-
continuidad evitable. d) x = —3 discontinuidad de segunda especie y x = 1 disconti-
nuidad de primera especie.

11.29. Basta aplicar la definicién de continuidad distinguiendo los casos A # 0y A = 0.
11.30. f € C(R\{0}). Enz = 0 f tiene una discontinuidad de primera especie.

11.31. f € C(R\{0}). No existe lirr%) f(z) (para demostrarlo basta considerar, por ejem-
z—

plo, la sucesién x,, = ﬁ, Vn € N).

11.32. Utilizar que para todo = # 0 se verifica que 0 < |f(z)| = || [sen (2)] < |z| y
aplicar la regla del sandwich.

11.33. o = —5. 21 = 1y xy = 2 son puntos de discontinuidad de segunda especie.
9 1
1134, A=—-. f(2) = —<.
1) =~
1 1
11.35. a=—- =-.
=¥y

11.36. Aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo (1, 2).
11.37. Aplicar el teorema de Bolzano en el intervalo (0, 2).

11.38. No. La funcién f no es continua en z = 0y, por tanto, f ¢ C ([—%,5]), por lo
que no se verifican las hipétesis del teorema de Bolzano en ese intervalo.

11.39. Basta aplicar el reorema de Bolzano a la funcién h(z) = f(x) — g(z) en el
intervalo [a, b].

11.40. Basta aplicar primero el teorema de Weierstrass y luego el teorema de los Valores
Intermedios.

(© Ediciones Piramide



12 Numeros complejos

12.1. Introduccion

En el Capitulo 1 se introdujeron los conjuntos de nimeros naturales (N), enteros (Z),
racionales (Q) y reales (R), de forma que

NCczZcQcCR.

En este capitulo se presenta un nuevo conjunto de nimeros, los niimeros complejos (C),
que incluye a todos los anteriores y que es de una enorme utilidad en multiples ramas
de la ciencia y la tecnologia como, por ejemplo, la descripcion de circuitos eléctricos. Se
trata de un conjunto de niimeros que permite resolver ecuaciones como 2 + 1 = 0, que
no son resolubles con los nimeros reales.

12.2. Definicion, conceptos basicos
y representacion grafica
Es claro que ningtin nimero real puede ser solucién de la ecuacién
z24+1=0 (12.1)

pues, si existiera tal nimero, entonces 2 =—-1<0, pero sabemos que todo nimero
real x cumple que 22 > 0. Llegados a este punto, denotamos por i un nuevo niimero (no
real) definido como

i=+v—-1,

al que se denomina unidad imaginaria, de forma que las soluciones de la ecuacién (12.1)
son
2’ =-1 & r==2V-1=4i

A partir de la propiedad
2 = (\/fl)Z =v-1V—-1=—1, (12.2)
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se pueden extraer raices cuadradas de nimeros negativos.

Ejemplo 12.1 /=9 = \/9(—1) = V9v/—1=43i.

Definicion 12.1 Se define el conjunto de niimeros complejos C como
C={a+bi: abeR}.

La representacion de un nimero complejo z como z = a + bi se denomina forma bi-
nomica del nimero complejo z (en las Secciones 12.4. y 12.6. veremos que los niimeros
complejos se pueden representar de otras formas).

a) El ndmero real a es la parte real del nimero complejo z y se representa a = Re(z).

b) El nimero real b se denomina parte imaginaria del niimero complejo z y se representa
b = Im(2).

¢) Z = a — bi es el nimero complejo conjugado de z (tiene la misma parte real que z y
como parte imaginaria la opuesta de z).

d) —z = —a—bi es el nimero complejo opuesto de z (tiene como partes real e imaginaria
las opuestas de las partes real e imaginaria de z).

e) Dos niimeros complejos son iguales si, y s6lo si, tienen las mismas partes real e ima-
ginaria, es decir,
a+bi=c+di & a=cyb=d g

En la Figura 12.1 se muestran las partes real e imaginaria, asi como el conjugado y el
opuesto, de un nimero complejo z = a + bt.

) S z=a+b
0 a —z=—a-bi | Z=a-bi
(a) Partes real e imaginaria. (b) Conjugado y opuesto.

Figura 12.1: Nimeros complejos en forma binémica.
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Ejemplo 12.2 2y = 4+ 2¢, 20 = 5 — 3i, 23 = 2i, 24 = 6y 25 = 2 — 7¢ son niimeros
complejos. Sus conjugados son, respectivamente, z; = 4 — 2¢, Zo = 5 + 3i, Z3 = —21,
Zy = 6yZs =24 Tiy,sus opuestos, —z; = —4 — 24, —z0 = —5H + 31, —z3 = —2i,
—24=—6y—25 =—-2+T7Ti. g

Observacion 12.1 Es claro que el conjugado del conjugado de un nimero complejo z es
el mismo nimero complejo z, ya que si z = a + bi, se verifica que

=a—-bi=a+bi=2 ¢

ll

Observacion 12.2 Es claro que los nimeros complejos son una generalizacién de todos
los nimeros estudiados anteriormente, pues

NcZcQcRcC.

En efecto, para mostrar la dltima inclusién basta observar que todo niimero r € R es un
nimero complejo, pues podemos escribir 7 = r 4 07 (es decir, los nimeros reales son
nimeros complejos con parte imaginaria nula). Por otro lado a los niimeros complejos del
tipo z = bi (es decir, con parte real nula) se les denomina imaginarios puros.

Las soluciones de la ecuacién z2 + 25 = 0 se obtienen de la siguiente forma:
22425=0 & 22 =-25 & z=4v/-25 = +V25/—1 = +5i.

Veamos, en general, cémo son las raices de una ecuacién algebraica de segundo orden de
la forma
ar® +br+c=0 con a #0.

En la Observacién 2.26 vimos que sus raices, si existen, son
—b+ Vb2 — 4ac —b—Vb? — 4dac
= ——--- y a’;2 = ——-----
2a 2a
(véase (2.4)). En dicha observacién tuvimos la precaucién de escribir “si existen” ya que

s6lo existen raices reales cuando el discriminante b2 — 4ac > 0. Si b2 — 4ac < 0, entonces
no existen raices reales pero si complejas, y vienen dadas por

b+ (Dlac—F) _ b Viac—¥
= = —— _— 1
2a

T

. 2a 2a

y
s —b— /(=1)(4ac — b?) b \/4ac—b2i
2 = = - —"1i.

2a 2a 2a
Teniendo en cuenta que

Re(z1) = Re(z) = —; e Im(z1) = —Im(z) = @

a 2a ’
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en el caso de que no haya raices reales, se verifica que

21 = Z9 y 22 :El,
es decir, las dos raices complejas son cada una conjugada de la otra.
Ejemplo 12.3 Las raices de la ecuacién 222 — z — 3 = 0 son

3
Lo 1EVIFA 125 |5
B 4 T

mientras que las raices de la ecuacién 222 — x + 3 = 0 son

.

1
C_lEVI-o 1:Va3i | 3
B 4 4 )

4 4

Puesto que cada nimero complejo z = a + bt viene determinado univocamente por
la pareja ordenada de nimeros reales (a, b), se tiene que cada nimero complejo se puede
representar por un Unico punto del plano (que se denomina afijo de z) y, reciprocamente,
cada punto del plano representa un tinico nimero complejo (véase la Figura 12.2).

2. (=]

eje imaginario
by > (a,b)
0 a ejereal

Figura 12.2: Afijo del niimero complejo z = a + bi.

Es decir, podemos establecer la siguiente equivalencia entre nimeros complejos y

puntos del plano
C <+ R?
a+bi e~ (a,b).

En particular, los nimeros complejos 1, —1, ¢ y —i se corresponden, respectivamente, con
los puntos del plano (1,0), (—1,0), (0,1) y (0,—1). Como se aprecia en la Figura 12.2,
en la representacion grafica de los nimeros complejos en el plano se llama eje real al eje
de abscisas y eje imaginario al eje de ordenadas.
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12.3. Operaciones con humeros complejos
en forma bindmica

Supongamos que tenemos dos nimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di. Veamos
cémo realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién y potenciacion.

12.3.1. Suma y resta de numeros complejos

La suma de dos niimeros complejos es otro nimero complejo cuya parte real (respectiva-
mente, parte imaginaria) es la suma de las partes reales (respectivamente, imaginarias) de
los nimeros sumados

z4+w=(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i.
Ejemplo 124 (—2 +3i) + (1 —5i) = (=2 + 1)+ (3 - 5)i = -1 — 2i. ¢
z+/ui:(a+c)+(b+d)i

w=c+dix

,/,/,/,//'@:a+w

= (a—c)+ (b—d)i

—w=—c—di

Figura 12.3: Suma y resta de nimeros complejos.

La resta de dos niimeros complejos es otro nimero complejo cuya parte real (respec-
tivamente, parte imaginaria) es la resta de las partes reales (respectivamente, imaginarias)
de los nimeros restados

z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.
Ejemplo 12.5 (—2 +3i) — (1 —5i) = (=2 — 1) + (3+5)i = -3+ 8i. o

En la Figura 12.3 se muestran la suma y la resta de los nimeros complejos z = a + bi
yw = ¢+ di.

Observacion 12.3 El conjunto C de los niimeros complejos con la suma cumple las si-
guientes propiedades:
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a) Propiedad conmutativa: para todo a, b,a’, b’ € R,
(a+bi)+ (a/ +Vi) = (a' + i)+ (a+ bi).
b) Propiedad asociativa: para todo a,b,a’,b’,a”,b" € R,
((a+bi)+ (@’ + D)) + (a” +b"i) = (a+bi) + ((a' +V'5) + (a” +b"5)).
¢) Existencia de elemento neutro: para todo a,b € R,
(a+bi)+ (04 0i) = (0+ 07) + (a + bi) = a + bi.
d) Existencia de elemento opuesto: para todo a,b € R,
(a+bi)+ (—a—bi) =04+0i. o

Proposicion 12.1 El conjugado de una suma de niimeros complejos es la suma de los
conjugados de dichos niimeros. Es decir, para todo z1, za, . . ., z,, € C se verifica que

Zl+22+'°'+Zn:§1+22+"‘+§n.

DEMOSTRACION. Basta observar que si z; = a;+bjiparaj = 1,2,...,n, se tiene que

a1 + b1i) + (ag + bei) + - - + (an, + byi)

zZ1t+ 22+ F 2z =(
=(a1+as+--+an)+ (b1 +ba+---+by)i
= (
= (

Vb ag e @) = (b by o by
1—blz)+(a2—b22)++(an—bnz)
=Z1+zZ2+--+Zp. o

a
a

12.3.2. Producto y cociente de numeros complejos

Para realizar el producto de dos nimeros complejos se tiene en cuenta que i2 = —1
(véase (12.2)) y, por tanto,

zw = (a+ bi)(c+ di) = ac + adi + bci + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i.
Ejemplo 12.6 (—2 + 3i)(1 — 5) = (—2+ 15) + (10 + 3)i = 13 + 13i. o

Observacion 12.4 En particular, el resultado de multiplicar un escalar A € R por un
nimero complejo z = a + bi es

Az = a4 bi) = (A+ 0i)(a+ bi) = Aa + Abi.

En el caso de que A > 0, el nimero complejo Az tiene el mismo sentido que z (en-
tendido como vector de R?) mientras que, si A < 0, tiene sentido contrario (véase la
Figura 12.4). g
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Az = Aa+ Abi (A >0)

/z—aeri

0

Az = Aa+ Abi (A < 0)

Figura 12.4: Producto de un escalar por un nimero complejo.

Otro caso particular de producto es cuando se multiplica un nimero complejo por su
conjugado, cuyo resultado es un nimero real (no negativo), ya que

2Z = (a+ bi)(a — bi) = a* + b* € R, U{0}. (12.3)
Ejemplo 12.7 (-2 +3i)(-2—3i) = (-2)2+32=4+9=13. ¢

Observaciéon 12.5 Noétese que si consideramos z en su representacién geométrica (a, b),
se verifica que
- 2, 32 2
Z=a"+b" =7,
es decir, 2% es la norma euclidea al cuadrado del vector (a,b). o

Teniendo en cuenta las propiedades anteriores, podemos calcular la divisién de un
ndmero complejo z entre otro numero complejo w # 0 + 07 de la siguiente forma
z a+bi 2w (a4 bi)(c— di)

w  c+di  ww (c+di)(c— di)
_ (ac+bd) + (bc — ad)i
- c? 4 d?
ac+bd bc—ad .
+ 1.
Crd " 2y

Por tanto,
ac+ bd z>_bc—ad

Re (E) BCEY Im(E 24 a2
Ejemplo 12.8
—2+3i  (=2+3i)(1+5i)) (-2-15)+(3—-10)g 17 7 .

1-5  (1-5)(1+5) 1+25 T2 26
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Un caso particular es el calculo del inverso de un nimero complejo z = a + bi # 0 + 0i

41 _zZ _ a-bi a b

z zé_a2+b2_a2+b2_a2+b2l.

Ejemplo 12.9 El inverso del nimero complejo —2 + 3i es

(c24g)to— L o T2o%  m2mdi 2 3,
T 243 (—2+3i)(-2-3i) 4+9 13 13 °

Observaciéon 12.6 El conjunto C de los nimeros complejos con el producto cumple las
siguientes propiedades:

a) Propiedad conmutativa: para todo a, b,a’, b’ € R,
(a+bi)(a’' +b'i) = (a’ + b'i)(a+ bi).
b) Propiedad asociativa: para todo a, b,a’,V’,a”,b" € R,
((a+bi)(a" + Vi) (a" +b"i) = (a+ bi)((a' + Vi) (a” +b"1)).
¢) Existencia de elemento neutro: para todo a,b € R,
(a+bi)(140¢) = (1 4+ 0i)(a + bi) = a + bi.

d) Existencia de elemento inverso: para todo a, b € R tal que a + bi # 0 + 04,
) a b . .
(a + bi) <a2—|—b2 R z) =1+ 0:.

e) Propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma: para todo a, b, @,
b,a", " €R,

(a+bi)((a' + b))+ (a” +b"1)) = (a+ bi)(a' + b)) + (a+bi)(a” + b"5).

Proposicion 12.2 El conjugado de un producto de dos niimeros complejos es el producto
de los conjugados de dichos niimeros. Es decir, para todo z1, zo € C se verifica que

2129 = Z122.

DEMOSTRACION. Basta observar que si z; = a; + b;i para j = 1, 2, se tiene que

zZ1z2 = (a1 + b1i)(ag + b2)i = (aras — b1ba) + (arbs + aszby )i
= (a1a2 — blbz) — (a1b2 + agbl)’i

= (a1 — bli)(ag — bgl) =Z1Z2. O
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12.3.3. Potencias de numeros complejos

Dado un ndmero natural n € N, la potencia (a+bi)™ de un nimero complejo se desarrolla
multiplicando (a 4 b?) por si mismo n veces, utilizando la regla de multiplicacién de dos
nimeros vista anteriormente. Por ejemplo,

(a+bi)* = (a+bi)*(a+bi) = ((ac — bd) + (ad + be)i) (a + bi) =
Esto puede generar calculos muy tediosos.
Ejemplo 12.10

(—=2+3i)% = (—2+30)*(—2+3i) = (4 — 9) + (=6 — 6)i) (—2 + 3)
=(=5—-12i)(—2+3i) = (10+36) + (24 — 15)i =46+ 9i. o
Una segunda forma de calcular potencias es utilizar el binomio de Newton (véase el Teo-

rema 2.1), teniendo en cuenta que las sucesivas potencias de ¢ se calculan facilmente de
la siguiente forma

il =14, i2=-1, % = —i, =1
P=iti=1q, S=i*?=-1 i"=i*=—i B=itt=1
i =% =i, i0=48%2%2=-1, it =483=—i, 2=481=1

y, en general, cualquier potencia natural de ¢ viene dada por

1 si p=0

l-4n+p — P = vosiop=1
-1 si p=2

- si p=3.

Es decir, todo se reduce a comprobar si el exponente de ¢ es un multiplo de 4, de 4 mas 1,
de 4 méas 2 o un multiplo de 4 més 3.

;322

Ejemplo 12.11 Para calcular ¢°““ efectuamos la division

322 ki
02 80~

por lo que

7:322 — Z-4><8(]+2 — i2 - _1. o

Esta segunda forma de calcular potencias de la forma (a + bi)™ también puede resultar
muy tediosa.
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Ejemplo 12.12
(=24 30)% = (—2)% 4+ 3(—2)%(34) + 3(—2)(34)? + (3i)3
= —8+36i+54—27i =46+ 9. o

En la Seccién 12.5.3. veremos una forma mucho més cémoda y rdpida de calcular estas
potencias.

También son faciles de calcular las potencias de ¢ con exponente negativo. Claramen-
te, se tiene que

o _1_ v o 1 _ 3 _ 1 _ 11
===, =5 = 1, =g =g =1, 1 7_471

(3 1 1 1 1 1
it =it =i, =i =1, i TT=i% 3=, =it =1
i =8 = g, 0 =782 = 1 T =8 =, 2 =8t =1

) )

y, en general, para cada n € N se verifica que

1 si p=0

—Untp) _ 1 :l:i—P: —i st p=1
idnte P -1 si p=2

1 si p=3.

Ejemplo 12.13 Para calcular i ~*'7 dividimos 117 entre 4, obteniendo

117 | 4
37 29
1

De esta forma,
1T 1 _ 1 _ 1 1 _
Z'll? i4><29+1 q

Por 1ltimo, para calcular una potencia negativa
27" =(a+bi)™"
conn € N basta primero calcular 2™ (tal y como se ha visto) y después calcular su inverso
TN — (Zn)fl’
siguiendo lo visto anteriormente para el cdlculo de inversos.
Ejemplo 12.14 Utilizando los resultados de los Ejemplos 12.10 o 12.12, se tiene que
1 R 46 — 97

(—2+3i)3 46 +9i (46 + 9i)(46 — 9i)

46 — 97 46 9
= = — 1.

2116 +81 2197 2197

(—2+3i)7°% =

(]
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12.4. Forma polar de un numero complejo

12.4.1. Moédulo y argumento de un niumero complejo

Tal y como se ha visto en la Seccién 12.2., todo niimero complejo z se puede representar
como un punto del plano con coordenadas cartesianas (a, b), de forma que z = a + bi. En
lugar de dar sus coordenadas cartesianas, también podemos determinar de forma univoca
el punto (y por tanto el nimero complejo), si z # 0+ 0i, dando sus coordenadas polares,
que son el modulo y el argumento del nimero complejo.

Definicion 12.2 Sea z = a + bi € C, representado como un punto P = (a, b) del plano.

a) Se denomina mddulo de z, y se denota |z
coordenadas O = (0,0) y P, es decir,

|z] = Va? + b2.

b) Siz # 0+ 04, se denomina argumento de z, y se denota arg(z), al dngulo que forma
el semieje real positivo con el segmento O P, medido en sentido contrario al de las
agujas del reloj. Por tanto, se verifica que

, a la distancia en el plano entre el origen de

tan(arg(z)) = g (12.4)
(véase, mas adelante, la Observacion 12.8).
Ejemplo 12.15 El médulo del nimero complejo z = v/2 + v/2i es
2| =V2+2=V4=2
y su argumento lo obtenemos a partir de la relacién
tan(arg(z)) = 1,

de donde, tomando la funcién inversa de la tangente (es decir, el arco tangente), se tiene
que

I

arg(2) =
Observacion 12.7

a) La propiedad (12.3) determina que para todo nimero complejo z = a + bi se verifica
que
2Z=a® + b = |z]?,
por lo que podemos expresar el médulo del nimero complejo z como

|z| = V2Z.
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b) Cualquier nimero complejo z = a + bi y su conjugado Z = a — bi tiene el mismo
médulo, ya que

2] = Va2 + b2 = /a2 + (=b)2 = |7|.

¢) A partir de la Observacién 12.5 podemos establecer la igualdad

2| = Va? + b2 = [|(a, b)|l;

es decir, el médulo de un nimero complejo z = a + b: coincide con la norma euclidea
del vector (a,b) € R2. Por tanto, por la Definicién 8.4, la aplicacién | - | que a cada
nimero complejo de C le asocia un niimero real

verifica las siguientes propiedades:

i) [2/]>0,z€Cy|z]| =0 & |z| =0.
i) |zw| = |2]|w], z,w € C.

iii) |z 4+ w| < |z +w|, z,w € C (Desigualdad triangular). ¢

Observacion 12.8

a) Para todo nimero z € C su médulo estd univocamente definido, pero su argumento
puede tomar infinitos valores. En efecto, si « es argumento de z, entonces o + 2k7
con k € 7 también es un argumento vélido de z, pues representa el mismo angulo.
Normalmente se toma como argumento el Unico valor de este dngulo comprendido
entre 0 y 2, al que se denomina argumento principal.

b) A la hora de tomar inversas en la expresion (12.4), utilizando la aplicacién arcotan-
gente considerada en la Observacion 7.13, hay que tener en cuenta el cuadrante en el
que se halla el nimero complejo z = a + bi # 0 4 07, debiéndose tomar

arg(z) = a+2km con k€ Z
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de manera que tan o = 2 y eligiéndose o de forma que
a

a=20 sia > 0yb=0 (zestden el eje de abscisas positivo)

o€ (0, g) sia > 0yb >0 (z estd en el primer cuadrante)

a=73 sia=0yb >0 (zestden el eje de ordenadas positivo)
o€ (g7 7r) sia < 0yb> 0 (zestd en el segundo cuadrante)
a=T sia < 0yb=0 (2 estd en el eje de abscisas negativo)

a € (7r, 37”) sia < 0yb <0 (zestd en el tercer cuadrante)

a= ‘%’“ sia =0yb <0 (zestd en el eje de ordenadas negativo)

a € (37”, 27r) sia > 0yb <0 (zestden el cuarto cuadrante).

El valor « se obtiene a partir la funcién arcotangente. Queremos resaltar que la mayor
parte de las calculadoras y de los programas informaticos utilizan esta funcién definida
como arctan : R — (—g, g), tal y como se consider6 en la Observacién 7.13. g

Ejemplo 12.16 Los nimeros complejos

IERVEN 1
21:*4’7’6}72’2:—5—

V3,
2 2 2

tienen el mismo mdédulo (ambos se encuentran en la circunferencia unidad), ya que

|21] = |22| =

V3,

2

29 = —

B =

Figura 12.5: Médulo y argumento de 21 y 22.
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En cambio, como z; estd en el primer cuadrante y zo en el tercero, sus argumentos son

_471'

arg(z1) = arctan(v/3) = g y arg(z) = arctan(v/3) 3

(véase la Figura 12.5). ¢

Definicion 12.3 La expresion de un nimero complejo z # 0+ 0: en forma polar consiste
en expresar z Como
Z=Taq,

siendo r = |z| el médulo de z y o un argumento de z. g

En la Figura 12.6 se puede ver la interpretacién geométrica de la forma polar de un
niimero complejo.

Figura 12.6: Forma polar de un nimero complejo z = rq.
Observacién 12.9

a) Por la Observacion 12.8, se verifica que
Z =Tq = Tat2kr paratodo k € Z. (12.5)
b) La forma polar también se denomina forma modulo—argumento.
¢c) Siz=ry,entoncesz =r_,. o
Ejemplo 12.17 La forma polar del niimero complejo z = 1 — v/3i es
z = 2577\'7
3
pues
[zl =v1+3=2

y, como z estd en el cuarto cuadrante,
arg(z) = arctan(—V3) = =. o
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12.4.2. Paso de la forma polar a la forma binémica

De acuerdo con lo visto en la Definicion 12.3 (véase también la Figura 12.7), si z = 7,
se tiene que z = a + bi, siendo

a=rcos(a) y b=rsen(a),
por lo que podemos expresar el niimero complejo z como

z = r(cos(a) + isen(a)).

z=ry=a+0bi

{b = rsen(a)

&

0 a = rcos(w)

Figura 12.7: Paso de la forma polar a la forma binémica.

Definicion 12.4 La expresion de un niimero complejo z en forma trigonométrica consiste
en expresar z Como
z = r(cos(a) + isen(a)),

siendo r = |z| el médulo de z y « un argumento de z. ¢

Ejemplo 12.18 Como las partes real e imaginaria del nimero complejo z = 2=z son,
respectivamente,

Re(z) = 2cos (g) =2 e Im(z) = 2sen (%) =2,

se tiene que la forma binomial de z es

z:\/§—|—\/§i. m)

12.5. Operaciones con humeros complejos
en forma polar

La forma polar no es muy manejable para realizar sumas y restas y, salvo casos de ni-
meros complejos con el mismo argumento (en los que basta sumar o restar sus médulos),

se suele pasar a la forma binomial para realizar estas operaciones. Sin embargo, la forma
polar si es muy titil para realizar multiplicaciones, divisiones y potencias.
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12.5.1. Producto de numeros complejos

Veamos como realizar el producto de dos nimeros complejos z y 2’ expresados en forma
polar. Si z = ro y 2’ =1/ ,, se verifica que

a’

rarh =1 (cos(a) + isen(a)) r’ (cos(a’) + isen(’))

rr’ (cos(a) cos(a’) + i cos(a) sen(a’) + i sen(a) cos(a’) — sen(a) sen(a’))

=rr’ (cos(a + ') +isen(a + a'))
éx—&—o/v

=rr
donde se ha utilizado la Proposicién 7.2 relativa al coseno y seno de la suma de dos
dngulos. Es decir, el producto de dos nimeros complejos es un nimero complejo que
tiene por médulo el producto de los médulos y por argumento la suma de los argumentos
de los dos nimeros.

= 1637‘" O
1

Ejemplo 12.19 8z2x = (8-2)x

i
2

INE)

Observaciéon 12.10 Cuando se multiplica un nimero complejo de la forma z = r,, por
el ndmero 1¢4, el resultado

Tolo = Taye

se interpreta graficamente como la rotacion (o giro) de z un angulo 6 alrededor del ori-
gen O = 0+ 0z (véase la Figura 12.8). ¢

7'(\19 = Ta+6

P2 =Ty

Figura 12.8: Resultado de multiplicar z = r, por 1g.
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12.5.2. Cociente de numeros complejos

Veamos cémo realizar el cociente de dos nimeros complejos z = 7, y 2’ =7/, # 0+ 0i:

ra _ T (cos(a) + isen(w)) _r (cos(a) + isen(a)) (cos(e) — isen(a’))
r, ' (cos(a) +isen(a’)) 1’ (cos(c’) +isen(a)) (cos(a’) —isen(a’))
_r cos(a) cos(a’) — i cos(ar) sen(a’) + i sen(a) cos(a’) + sen(«) sen(a’)
! cos?(a’) + sen? (o)
= % (cos(a — ') +isen(a — a'))

r
"3 ’
r/a—ao

donde se ha utilizado la Proposicién 7.2 relativa al coseno y seno de la diferencia de dos
angulos. Es decir, el cociente entre un niimero complejo y otro niimero complejo no nulo
es un nimero complejo que tiene por mddulo el cociente de los mdédulos y por argumento
la diferencia de los argumentos de dichos nimeros.

oo
[ME]

B

8
Ej lo 12.20 == =4x.
jemplo 5 (2>

nr_T
2 4

ENE

12.5.3. Potencias de numeros complejos

Dado un nimero complejo z,, la potencia n—ésima de z, conn € N, (ra)n se desarro-
1la multiplicando r,, por si mismo n veces. Utilizando la regla de multiplicacién de dos
nimeros complejos vista en la Seccién 12.5.1., se tiene que

n n)

(ra)" =7Ta " Ta=("),a- (12.6)
Ejemplo 12.21 (25)° = (2%)sz =8s:. o
Proposicion 12.3 Para todo =z € C y para todo n € N se verifica que z™ = Z".

DEMOSTRACION. Si la forma polar de z es z = r,, entonces, de acuerdo con (12.6) y
con el apartado c) de la Observacion 12.9, se tiene que

2 =()pa = (") na=(r—a)"=2z". o
Observacion 12.11

a) En forma trigonométrica, la expresion (12.6) toma la forma

(r(cos(a) + isen(a)))n = r"(cos(na) + isen(na)). (12.7)

(© Ediciones Piramide



412  Numeros complejos

b) De hecho, la férmula (12.7) es vélida para todo n € Z, pues si n = 0 es obvio y si
n = —mconm € N, se verifica que

—-m 1 10 10

(r(cos(a) +isen(@))) ™ = (r(cos(a) + isen(a)))™ G -

_ ( L )_m — 7™ (cos(—ma) + i sen(—ma)).

r m

Obviamente, en el caso de que el exponente sea negativo, la expresién anterior s6lo
tiene sentido para nimeros complejos no nulos.

c¢) Para el caso particular de r = 1 se obtiene la férmula de De Moivre

(cos(a) +isen(a))™ = cos(na) + isen(na). o

12.5.4. Raices de numeros complejos

Definicion 12.5 Dado un nimero complejo w € Cy n € N, se dice que z es una raiz
n—ésima de w si z es solucién de la ecuacion

=w. g
Observacion 12.12

a) Siw = 0, la dnica solucién es z = 0.

b) Siw € C\{0}, veremos que existen n soluciones distintas z1, za, . . . Zp.

c) Nétese que lo anterior no es cierto si se trabaja s6lo con nimeros reales. De hecho se
tienen los siguientes casos particulares:

i) Siw > 0y n es par, s6lo hay dos soluciones reales, que son
zZ1 = {l/fu y 20 = — {L/E

Asi, por ejemplo, las tnicas soluciones reales de z* = 16 son z = V16 = 2y
z=—v16 = —2.

ii) Si w < 0y n es par, no hay ninguna solucién real. Por ejemplo, no existe nigin
niimero real z verificando que z* = —45.

iii) Siw < 0y n es impar, s6lo hay una solucién real, que es
Z = yw.

Por ejemplo, la tinica solucién real de 23 = —8es 2 = /-8 = —2. g
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Supongamos que w = pg y que 2z = 7, €s una raiz n—€sima de de w. Entonces, a partir
de (12.5), se verifica que

r=p
2P=wE (M) =ps &

r=3/p

< 0+ 2km
o= —

na = 0 + 2kw paraalgin k € Z

para algin k € Z.

Eligiendo n valores consecutivos para k, se obtienen n dngulos distintos y, para el resto de
valores de k, los valores obtenidos son repeticiones de los obtenidos previamente (médulo
multiplos de 27). En efecto, denotando

0+ 2k
ag = v+ 2hm con k € Z,
n
para los valores k € {0,1,...,n — 1} se obtienen los n dngulos distintos
0 0+ 2m 0+2(n—1)m
Qp=—, 01 =———,...,Qp 1 = ————,
n n n

mientras que, para valores de n mayores, se dan las repeticiones

ap = ——— = — 427 = Q+27, Qpp1 = +2m = ay+2m,

_O042nm 0 0+2n+1)r  0+2m
N n n n N n

y asi sucesivamente. Notese que los n dngulos distintos pueden expresarse como

|

Qo =

S 3

2
Q= k_l—‘rj, k=1,2,....,n— 1.
n

Por tanto, la ecuacién 2" = w tiene n soluciones y vienen dadas por

20 = (V/P)ag > 21 = (P, s+ 2n-1= (D), -

Ejemplo 12.22 Las raices de la ecuacién 2z = 8 son

20:20, 21:2277\- y22:2471r

(véase la Figura 12.9(a)), mientras que las raices de la ecuacién z> = 8i son

20=2g, 21 =2z 20 =2 y 2 =2z ax =2

w‘ﬁ

ol
]

(véase la Figura 12.9(b)). o
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3
2%7 ,/I 2
0 20 0
(a) Raices de 2% = 8. (b) Raices de 23 = 8i.

Figura 12.9: Raices de ecuaciones cubicas.

Observacion 12.13 (Interpretacion geométrica) Desde un punto de vista geométrico,
las n raices n—€simas de un nimero complejo w de médulo p estdn situadas sobre los
vértices de un n—agono regular inscrito en la circunferencia de radio {/p con centro en el
origen (véase la Figura 12.10). o

25’

k / Zn—1
26\ i

2 -1 -

Figura 12.10: Raices n—ésimas de un niimero complejo.

En cuanto a las raices de polinomios arbitrarios, se tienen los siguientes resultados,
que enunciamos sin demostracion:

Teorema 12.1 (Teorema fundamental del Algebra) Todo polinomio en una variable de
grado n > 1 con coeficientes reales o complejos tiene por lo menos una raiz (real o
compleja). o

Definicion 12.6 ¢ es raiz de multiplicidad m € N de un polinomio P de grado n > m si

P(z) = (z = £)"Q(x) con Q&) # 0.

Las raices de multiplicidad 1 se denominan simples, las de multiplicidad 2 dobles, las de
multiplicidad 3 triples ... ¢
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Observacion 12.14 Puede demostrarse la siguiente equivalencia: £ es rafz de multiplici-
dad m de un polinomio P si, y sélo si, se verifica que

P =P =P'(¢ = =P =0y P #0.

Es decir, las raices de multiplicidad m de P son aquellas que anulan todas las derivadas
de orden k de P conk € {0,1,...,m—1} y no anulan la derivada de orden m de P. Asi,
por ejemplo, & es raiz doble del polinomio P si se verifica que £ es raiz de los polinomios
Py P’ pero no es raiz del polinomio P”.

Ejemplo 12.23 ¢ = 2 es raiz triple del polinomio P(z) = z* + 23 — 3022 + 762 — 56,
ya que éste puede factorizarse en la forma

P(z) = (- 2)*(z +7)
(compruébese). Puesto que las primeras derivadas del polinomio P(z) son
P'(x) = 423 4 32% — 60x + 76 = (z — 2)*(4z + 19)
P"(z) = 122% + 162 + 60 = 6(z — 2)(2z + 5)
P"(xz) =24z +6 = 6(4x + 1),
nétese como se verifica que
P2)=P((2)=P'(2)=0y P"(2)=54#0. o

Corolario 12.1 Todo polinomio en una variable de grado n € N con coeficientes reales
o complejos tiene tantas raices (reales o complejas) como su grado, contando cada raiz
con su multiplicidad. o

Teorema 12.2 Si z es raiz de un polinomio con coeficientes reales, entonces Z también
lo es.

DEMOSTRACION. Supongamos que
P(z) = apz"™ + ap_12" ' 4+ 4+ ayz + ao,

cona; € R, j =0,1,...,n,ysea z € C tal que P(z) = 0. Entonces, teniendo en
cuenta que P(z) = 0 = 0y que los coeficientes a; son reales (y, por tanto, se verifica que
a; = a;), las Proposiciones 12.1 y 12.3 determinan que

0=P(z) =anz" +apn_12" 1+ 4+ a1z +ap
= 02"+ ap12" 4 @E +
=ap2" + 12" 1+ a1z + ag
=0, 2"+ ap 12" -+ aZ+ag = P(Z),

con lo que se tiene que Z es raiz del polinomio P(x). o
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416 Numeros complejos

Observacion 12.15 Este dltimo resultado indica que las eventuales raices complejas no
reales de un polinomio con coeficientes reales constituyen un nimero par de raices (es
decir, no existe ningln polinomio con coeficientes reales que tenga un nimero impar de
raices complejas no reales). Asi, por ejemplo, en el Ejemplo 12.3 vimos que

= ] e

T +

202 —243=0 < y T2 =71. o

w w

T2 =

12.6. Forma exponencial de un numero complejo

A continuacién introducimos la forma exponencial de un nimero complejo que, proba-
blemente, es la mds utilizada y la mas cémoda para las operaciones de multiplicacion,
divisién y potenciacién. Se utiliza una extension de la funcién exponencial e* (véase la
Seccién 11.3.), siendo e el niimero irracional introducido en la Seccién 10.4.

Sin entrar aqui en un tratamiento riguroso de la notacién que se utiliza, introducimos
la siguiente definicién:

Definicién 12.7 Para todo o € R, se define e*® € C como
€' =1, = cos(a) + isen(a).
La igualdad anterior se conoce como la formula de Euler. g

Observacion 12.16

a) Dado que cos(w) = —1y sen(w) = 0, la férmula de Euler con o = 7 toma la forma
e'™ = cos(m) +isen(r) = —1,

igualdad que relaciona los tres “famosos nimeros” e, 7 y 7.

b) Para cualquier valor o € R, el médulo del nimero complejo e es 1, ya que

le?®| = | cos(a) + isen(a)| = v/cos?(a) + sen2(a) = 1
(véase la Figura 12.11).
¢) Teniendo en cuenta que

e’ = cos(a) + isen(a) y e ** = cos(—a) + isen(—a) = cos(a) — isen(a),
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417

¢ = cos(a) + isen(c)

isen(av)

0] cos(a) 1

Figura 12.11: Férmula de Euler.

donde se ha utilizado que el coseno es una funcién par en el origen y el seno es una
funcién impar (véase la Observacion 7.14), podemos expresar las funciones coseno y

seno en términos de la exponencial compleja; concretamente,

6740( + 672&

cos(w)

A partir de la formula de Euler, cualquier nimero complejo z = r, se puede escribir

como

z =rq = r(cos(a) + isen(a)) = re*”,

1

de forma que las operaciones de producto, divisién y potenciacién se pueden realizar,
teniendo en cuenta que se siguen cumpliendo las propiedades de las exponenciales res-
pecto a las operaciones vistas en la Observacién 10.12. En este sentido, si z = re’® y

-
2! = r'e'™ | entonces

ZZ/ — Teiozr/ei/o/ — TTlei(a+a/),
2T T e
Zl ,r/ez()é T/
y ; n ;.
2" = (re'*)” =r"e", neZ. (12.8)
Ejemplo 12.24 Siz = 8¢'% y 2/ = 2¢'7, se verifica que
22 = 16€'T, o= 21T y 2T = 128617 =128¢'7 . 4
Observacion 12.17
a) Dado r > 0, la representacion gréfica del conjunto de puntos {re’® : o € R} es la

circunferencia de centro 0 = 0 + 0¢ y radio r.
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418 Numeros complejos
b) La expresion obtenida en (12.7) (y, en particular, la formula de De Moivre) puede
deducirse de (12.8), ya que si z = r,, para todo n € Z se verifica que
(r(cos(a) +isen(a)))” = (re’)" = r"e™® = " (cos(na) + isen(na))

(en el caso de que el exponente sea negativo, la expresioén anterior sélo tiene sentido
para nimeros complejos no nulos). g

12.7. Problemas

12.1. Hallar las soluciones (reales o complejas) de las siguientes ecuaciones
a) =222 —3x+4=0 b)z® —322+52=0 )z +2x+1=0.
12.2. Realizar las siguientes sumas y restas de nimeros complejos
a)2—-Ti4+5—-21 b) —3i —2 —4¢ c) (44 2i) — (5+ 29).
12.3. Realizar las siguientes multiplicaciones de nimeros complejos:
a)(2—7i)(5—2i) b)—3i(—2—4i) c)(4+2i)(5+2i) d)(2—3i)(2+ 34).
12.4. Realizar las siguientes divisiones de nimeros complejos:

2-17i b) —31 C)4+2i 2—3
5 —2i —2—-4 5+ 21 243

a)
12.5. Calcular los inversos de los siguientes nimeros complejos:
a)2—-"Ti b) —3:.
12.6. Hallar las siguientes potencias de niimeros complejos:
a) (2 —7i)? b) (—14)246.
12.7. Calcular las siguientes potencias de la unidad imaginaria:
a) %8 b) i27 ¢) 502 d) §799.
12.8. Obtener las siguientes potencias de la unidad imaginaria:
a)i92 b) 261 c)i—534 d) i~ 755,

12.9. Escribir la forma polar, trigonométrica y exponencial de los siguientes nimeros
complejos:

a) —v2 —V2i b)3v3i + 3i c) —2i.
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12.10. Representar graficamente el conjunto de nimeros complejos que cumplen:
a)zz2=9 b) |z — 4+ 3i| = 2.

12.11. Expresar en forma bindmica los siguientes nimeros complejos:

5

(%—f—ﬁ')w 8

2 ! —i-
Ve )

V2i

12.12. Hallar las raices cuadradas de los siguientes niimeros complejos:

1

a)l+1 b)l—1 c)—1+41 d)—1—i.
12.13. Hallar las raices cuibicas de los siguientes nimeros complejos:
a) 27 b) —27 c) 271 d) —27i.
12.14. Obtener las raices octavas de la unidad.
12.15. ;Por qué '™ = 777

12.16. Demostrar que si |2| = 1, entonces z + 2z~ ! es un nimero real. (Indicacién:
escribir el nimero z en forma trigonométrica).

12.8. Soluciones

3, V4l

122, a)7—-9% b)-2-T¢ c)-—1

11
+ Lz ¢) x = —1 (doble).

N | o

123. a)—4—39 b)—12+6i )16+ 18 d)13.

24 31 . 3 3 . 24 2 . 5 6 .
240557590 D5l 9ptal It
2 7 1

125. a) =+ —i b)—-.
> Vgt Py

12.6. a)62—9i b)—1.
127. a)1 b)i ¢ —1 d)—i.

128. a)1 b)—i c¢)—1 d)q.
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129. a) —v2—2i = 255 =2 (cos (%) + isen (%’r)) =2e'T  b)3v3i+3i = 6=
=6 (cos (F) +isen (%)) = 6e's i

12.10. Se trata de dos circunferencias: a) centro 0 y radio 3 b) centro 4 — 3¢ y radio 2.
1211. a)i b)vV2+ /2.

12.12. a)Zo:ﬁg}’Zl \f%ﬂ b)zo:ﬁ%yzlz\f% C)ZOZ\[%Y
le\fllTT d)ZOZ\/é%ryzlixflsTw-

12.13. a)z0—30,z2—3ﬂy 3—347r b)Z0—3" 22—3 yZ3:35

C)Zo—S%,22—3%y23—§ d)zo—?w 22—37wy23—311ﬂ.

3m
2

12.14. 20 = 10, zZ1 = 1%, Zo = 1

, 23 = 1371', Z4 = 171—, zZ5 = 15#,26 == 1.57\' y
z —177\'.
7 I

S

[SE]

12.15. €™ =~ = —1.

12.16. 2+ 27! =€l + e =2cos(a) € R.
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13 Derivadas

13.1. Introduccion

Se comienza introduciendo el concepto de derivada de una funcion ayudados por las de-
finiciones y propiedades de las funciones y sus limites estudiadas en el Capitulo 11. Las
derivadas surgen a partir de la teorfa del Cdlculo infinitesimal que desarrollaron en el siglo
XVII el inglés Isaac Newton y el aleman Gottfried Wilhelm Leibniz, quienes mantuvie-
ron en esa época una enorme rivalidad por la disputa de la paternidad de dicha teoria que
permitié resolver problemas muy famosos, como el problema de la braquistécrona, que
consiste en encontrar la curva con la que se cae, por el efecto de la gravedad, de forma mas
rdpida de un punto a otro. En 1696 el gran matemadtico de origen holandés Johann Ber-
noulli decidi6 arrojar un reto a “los matemadticos mas brillantes del mundo”, proponiendo
el problema de la braquistécrona en la revista Acta Eruditorum (con toda la intencién de
provocar a Newton y Leibniz). En mayo de 1697, el Acta Eruditorum publicé cuatro so-
luciones, cuyos autores eran Leibniz, el mismo Bernoulli y su hermano mayor Jakob, y
una solucion enviada de forma anénima que después se comprob6 que fue enviada por . ..
Newton. Demostraron que la solucién al problema de la braquistcrona era una cicloide
(curva ya conocida) invertida'.

Tras la definicién de derivada de una funcién en un punto y su interpretaciéon geomé-
trica, se da también una interpretacion fisica del concepto de derivada como velocidad de
un cuerpo. Se trata, quizds, de la aplicacién de uso mas cotidiano de la derivada de una
funcién (por ejemplo, el valor del velocimetro de un coche no es otra cosa que la derivada
de la funcién de los kilémetros recorridos por éste).

La condicién de derivabilidad de una funcién es mas fuerte que la de continuidad,
pues toda funcién derivable es continua pero el reciproco de esto no es cierto, lo cual es
mostrado con un ejemplo. Con objeto de poder calcular, desde un punto de vista prictico,
las derivadas de una funcion, se introducen varias férmulas, como las de la derivada de
una suma, la de un escalar por una funcién, la de un producto, la de un cociente, la de

'Una cicloide es la curva generada por un punto de una circunferencia cuando rueda, sin deslizarse, sobre
una recta.
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una potencia, la de la composicion de funciones (regla de la cadena) y la de la funcién
inversa.

Se da a continuacién una lista de derivadas de funciones que deben memorizarse,
con las que, utilizando las propiedades vistas con anterioridad, se pueden calcular las
derivadas de muchas otras funciones.

Se acaba el capitulo definiendo el concepto de extremos (mdximos y minimos) relati-
vos'y absolutos e introduciendo el feorema de Rolle (que, bajo ciertas hipdtesis sobre una
funcion, asegura la existencia de, al menos, un punto en el que la derivada de la funcién es
nula) y el teorema del Valor Medio (que, dado un intervalo, da la existencia de un punto
de ese intervalo en el que la derivada de la funcién coincide con la pendiente de la recta
que une los puntos de la gréfica de la funcién en los extremos del intervalo).

En todo este capitulo D denota un intervalo abierto o una unién de intervalos abiertos.

13.2. Derivada de una funcién en un punto
Definicion 13.1 Sea f : D — Ry xzo € D.Parah € Rtal que 0 < |h| < 1, la cantidad
Af(zo) = f(zo + h) — f(z0)

se denomina incremento de la funcién f en el punto x y representa la variacién (aumento
o disminucién) que experimenta la funcién f cuando la variable independiente pasa de x
a xg + h. Andlogamente, la cantidad

h = (l‘o + h) — X
se denomina incremento de la variable independiente x. El cociente incremental

flzo+h) = f(xo) _ Af(zo)
h h

(13.1)

representa la variacion relativa que experimenta la funcién f con relacién a la variable x
en el intervalo (2o, o + h). o

Observacion 13.1 (Interpretacion geométrica) El cociente incremental (13.1) es la pen-
diente de la recta que pasa por los puntos Py = (xg, f(zo)) y P = (xo + h, f(zo + h))
(véase la Figura 13.1). g

Definicion 13.2 Sea f : D — Ry xg € D. Cuando el limite

lim f(zo+h) = f(zo)
h—0 h
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f(.’L‘() + }L)

f(wo)

0 1;0 o+ h
Figura 13.1: Recta que pasa por los puntos Py y P.

existe y es finito, se dice que la funcién f es derivable en el punto xg 'y

f'(wo) = Jim S0 ¥ h]z — J(zo) (13.2)

es la derivada de 1a funcién f en el punto xg. Esta cantidad f'(x() representa la variacién
local de la funcién f con relacién a la variable x en el punto x(. La funcion f es derivable
en el intervalo (a, b) cuando es derivable en todos los puntos de dicho intervalo. o

Observacion 13.2 Noétese que para hallar la derivada de la funcién f en el punto zy debe
calcularse el limite dado en la expresién (13.2), que es una indeterminacién del tipo %. o

Observacion 13.3 Sea f : D — R una funcién derivable en un punto g € D.

a) Tomando x = zy+h, es claro que podemos expresar (13.2) en forma equivalente como

) — 1 LB I G0)

T—To Tr — X

b) La derivada de la funcion f en el punto xy también suele denotarse como
d,
f'(xo) = %(@"0)- o

Ejemplo 13.1 Consideremos la funcién f(x) = 22 y g = 3. Como existe el limite
fB+h)—f(3) (34 h)? — 32 6h + h*

If i = lim ——— = 1Ii =
hs0 h 30 h hso R hs0 (6+h) =86,
la funcién f es derivable en el punto 2o = 3y f/(3) = 6. Ademds, la funcién f es

derivable en toda la recta real R, pues dado un niimero real arbitrario x se verifica que

oy e f@th) —f@) (@ +h)?—a?
@) = Jim h = Jim, h
92h + h?
—iim 2P i 20 4 h) = 20
h—0 h h—0
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Por tanto, se verifica que /(1) = 2, f’ (%) =3, f’(f\@) =—-2v2... g

Observacion 13.4 (Interpretacion geométrica) Eligiendo valores de h cada vez mds
pequeios, los cocientes incrementales (13.1) determinan las pendientes de las corres-
pondientes rectas Py P, PyQ, PyR, ..., de forma que, al hacer tender h — 0, la deri-
vada (13.2) va a ser la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
Py = (x0, f(z0)) (véase la Figura 13.2).

0 o

Figura 13.2: Secantes y tangente a la curva y = f(z) en el punto Pp.

Las rectas que pasan por Py y no son tangentes a la gréfica de la funcién y = f(z) se
denominan secantes. De esta forma, la recta tangente se obtiene como limite de rectas se-
cantes. Asi pues, como la ecuacién de la secante que pasa por los puntos Py = (xo, f(z0))
y P = (xg + h, f(zo + h)) viene dada por

y = f(zo) + (x — xo), (13.3)

fwo +h) — f(x0)
h

para obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto P, basta
hacer tender h — 0 en la expresién (13.3), obteniendo que dicha recta tangente es

v = f(@0) + f'(@0) (@ — w0). | (13.4)

Ademas, teniendo en cuenta lo visto en la Observacion 8.8, la ecuacion de la recta normal
alacurvay = f(x) en el punto Py = (xo, f(z0)) es

y:f(xo)—ﬁ(x—xo) S f/(x0) £0

T = X9 si f'(zo) = 0.

Observacion 13.5 Tal y como se adelantaba en la Observacion 9.38, las férmulas ante-
riores permiten obtener las ecuaciones de las rectas tangentes y normales a las cénicas de
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una forma alternativa a la seguida en el Capitulo 9. Por ejemplo, la gréfica de la circunfe-

rencia

(x—20)*+ (y —yo)> =17

coincide con las graficas de dos funciones f_ y f dadas por (despejando y)

f-(@)=y0o— V7r?* = (x —20)? y fr(x) =90+ /1? — (z—20)?,

siendo el dominio de ambas funciones el intervalo [z — r, zo + r| (ficil de probar).

a) Si P = (Z,y) es un punto de la circunferencia que pertenece a la grafica de f_,
entonces
r — X
fl(z) = A SRV
r2 — (z — x9)
con lo que
_ T — Xo T — Xo
i — _

2 — (T — x0)? Y—yo
b) Andlogamente, si P = (Z, %) es un punto de la circunferencia que pertenece a la
grafica de f, se verifica que

fi@) = ———=t

r —(x—a:o)Q’

por lo que

8l

Fr@) =~ = -

12— (T — x0)2 -y

— X

Por tanto, teniendo en cuenta (13.4), la pendiente de la recta tangente a la circunferencia
dada en el punto P = (Z, §) es siempre

expresion que coincide, como no podia ser de otra forma, con la férmula (9.2). El resto
de férmulas que obtuvimos en el Capitulo 9 para las rectas tangentes y normales a las
conicas se pueden calcular, de forma andloga, mediante el uso de derivadas. g
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Observacion 13.6 (Interpretacion fisica) La ecuacion del movimiento de un cuerpo de-
fine una aplicacién que a cada instante de tiempo ¢ le asocia el espacio z(t) recorrido
durante ese tiempo. De esta forma, el cociente incremental

o(t+h) —x(t) espacio recorrido

h ~ tiempo empleado en recorrerlo

representa la velocidad media del mévil durante el incremento de tiempo /. Cuando dicho
incremento de tiempo tiende a cero, se obtiene la velocidad instantdnea

o(t) = lim M

del mévil en el instante de tiempo ¢. N6tese que esa velocidad instantdnea es, precisamen-
te, la derivada de la funcion x en el instante ¢, es decir,

Por esta razén, se dice que la velocidad instantdnea de un mévil en un instante de tiempo
es la “derivada del espacio respecto del tiempo” en ese instante. g

Definicion 13.3 (Derivadas laterales) Sea f : D — Ry xy € D. Cuando el limite

lim f(zo+h) = f(zo)
h—0t+ h

existe y es finito, se dice que la funcién f es derivable por la derecha en el punto z( y se
representa

h—0t h

Andlogamente, cuando el limite

lfm f(@o +h) — f(20)
h—0— h

existe y es finito, se dice que la funcién f es derivable por la izquierda en el punto xg y
se representa

f(z5) = lim f($0+h)—f(350).

h—0— h
Las cantidades f'(x )y f'(zy ) se denominan derivadas laterales. o

Observacion 13.7 Sea f : D - Ry xg € D.

a) La funcién f es derivable en el punto zq si, y sélo si, f'(z{) = f'(zy ). En tal caso,
se verifica que

f(@o) = f'(xg) = f'(xg ).
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b) Cuando existen las derivadas laterales f'(z{) y f'(zg ), pero no coinciden, se dice
que Py = (xo, f(x0)) es un punto anguloso de la funcién f (también z( es un punto
anguloso cuando se verifica que uno de los anteriores limites es finito, el otro infinito
y la funcién es continua en x).

¢) Cuando la funcién f es continua en x y las derivadas laterales f'(x )y f(xy ) valen
infinito pero con distinto signo, se dice que Py = (xo, f(xo)) es un punto de retroceso
de la funcién f.

En la Figura 13.3 se muestra una funcién que tiene en xy un punto anguloso y en z; un
punto de retroceso.

0 Lo il

Figura 13.3: P, punto anguloso y P; punto de retroceso.

Por tanto, asi como la idea intuitiva de funcién continua es aquella cuya grafica puede
trazarse sin levantar el 14piz del papel, la de funcion derivable es aquella cuya grafica es
“suave” en el sentido de que no varia bruscamente de direccidn en ningtin punto. Concre-
tamente, la condicién necesaria y suficiente para que una funcién f sea derivable en un
punto z es que la gréfica de la funcién y = f(z) admita recta tangente en el punto zq y
que dicha recta tenga pendiente distinta de +00. g

Proposicion 13.1 Si f : D — R es una funcion derivable en un punto xo € D, entonces
la funcion f es continua en xy.

DEMOSTRACION. Puesto que para 0 < |h| < 1 se verifica que

f(zo+h) = f(zo)
h

flxo+h)— f(zo) = h, (13.5)

haciendo tender » — 0 en (13.5) se obtiene
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es decir,
lim f(xo+ h) = f(z0),
h—0

lo que indica que la funcién f es continua en el punto zy. o

Observacion 13.8 La consecuencia que se extrae de la Proposicién 13.1 es que si una
funcién f no es continua en un punto g, entonces f no es derivable en 3. o

Observacion 13.9 El reciproco de la Proposicion 13.1 no es cierto en general, es decir,
existen funciones que son continuas pero no derivables. Ejemplo: consideremos la funcién

valor absoluto
x si x>0

—x si <0

f(x) = |z = {

(véase la Figura 13.4).

0.5

2 -15 -1 -05 0 05 1 1.5 2

Figura 13.4: Gréfica de la funcién valor absoluto.

Claramente, f € C(R) y es derivable en R\{0}. En efecto, puesto que para 0 < |h| < 1
se verifica que

(@+h)—a _h_, i 0
f(x+h)_f($>:‘$+h‘_|l‘|: f_ﬁ_ S1 x>
h h i Sl
(—x h})L ( x):_%:_l si x <0,
entonces i
 fla+h) - fx) bosi =0
() = lim ————~ =
f(x) ho0 h -1 si z<0.

Ademas, las derivadas laterales de la funcién f en el punto x = 0 existen y valen

JOF) =l f@) =1y ['(07) = lin ['(e) = 1.

r—0~

Ahora bien, como f/(0") # f/(07), la funcién f no es derivable en el punto z = 0. ¢
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13.3. Calculo de derivadas. Regla de la cadena

Definicion 13.4 Si f : D — R es una funcién derivable en todos los puntos de D,
podemos considerar la funcién que a cada punto z € D le hace corresponder su derivada
f'(z). Esta funcién se denomina funcion derivada de la funcién f y se representa

. D = R
xz = fl(z).

A su vez, si la funcién derivada f’ : D — R es una funcién derivable en todos los puntos
de D, podemos considerar la funcién que a cada punto x € D le hace corresponder la
derivada (f")’(z). Esta funcién se denomina funcion derivada segunda de la funcién fy
se representa
f+ D —- R
z —  f(x).

Anilogamente se definen las derivadas de orden superior f', f*), f¥), ... .f™ ... o

Definicion 13.5 Sea I un intervalode Ry f : I — R. Si f es derivableen I y f’ es
continua en 7, se dice que f es de clase 1 en I y se denota f € C'(I); si f es dos veces
derivable en I y f es continuaen I, se dice que f es de clase 2 en I y se denota f € C3(I)
y, en general, si f es n veces derivable en I con n € NU {0}, y f™ es continua en I,
se dice que f es de clase nen I y se denota f € C™(I) (recuérdese que, de acuerdo con
las Definiciones 11.19 y 11.20, el conjunto de funciones continuas en un intervalo I se
denota por C(I), por lo que, cuando n = 0, se tiene que C°(I) = C(I)). o

Observacion 13.10 Las derivadas de una funcién f también suele denotarse como

!/ d 1 d2 1" dS n dn
=Ty, 1w = Ly, @y = Ty, @ = Ty

Ejemplo 13.2 La derivada de una funcién constante f(x) = ¢ con ¢ € R es 0 pues, por
definicidn,

oy e flath)—f(x) . c—c
fw)=lim S oS = im = =0,V €R. o

Ejemplo 13.3 Las derivadas sucesivas de la funcién f(z) = 22 estdn definidas para todo
x € Ry son
fl(z) =2z, f"(x) =2y fY(x) =0 para n > 3.

En efecto, en el Ejemplo 13.1 habiamos probado que f’(x) = 2x. Ademds,

. x4+ h)— f(2) . 2(x+h)—2x . 2h
1 — — = _— =
) = Jim h = jm h =2

El resto de conclusiones de este ejemplo se deducen de lo visto en el Ejemplo 13.2. g
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Proposicion 13.2 (Derivada de una suma) Si f y g son funciones derivables en D, en-
tonces la funcion f + g es también derivable en D y para todo x € D se tiene que

(f+9)@) =) +d@)] (13.6)

Es decir, la derivada de una suma es la suma de las derivadas.
DEMOSTRACION. Para todo punto x € D se verifica que

(f+9)(2) = tm LFIEEN = (F+9)(@)

h—0 h
_ i JE ) +g(zth) — f(z) — g(2)
h—0 h
- (fl@+h) = f(z)  gl@+h)—g2)
= fim, ( I + I )
i S@ER = F@) g+ h) = g(@)
h—0 h h—0 h

=f(z)+g'(2). o

Ejemplo 13.4 A partir del Ejemplo 13.1 y de la Observacién 13.9 sabemos que las deri-
vadas de las funciones

fl@)=2"y g(x) ==z
son, respectivamente,

fll@)=2zy g(x)=1

y ambas estdn definidas para cualquier valor x € R. De esta forma, aplicando la Proposi-
cion 13.2, se tiene que la funcién suma

h(z) = (f +9)(x) = f(z) + g(x) =a® +a
es derivable en todo R y la derivada de dicha funcién es
B (z)=f(z)+¢(z)=20+1,VzeR. g

Proposicion 13.3 (Derivada de un escalar por una funcién) Si f es una funcion deri-
vable en Dy A € R, entonces la funcion \f es también derivable en D y para todo x € D
se tiene que

() (@) = M(2).] (13.7)

Es decir, la derivada de un escalar por una funcion es el escalar por la derivada de la
funcion.
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DEMOSTRACION. Para todo punto x € D se verifica que

(Af)(z + h) = (Af) (=) Af(z+h) = Af(x)

(@) = Jim i = fim, T
h) —
:/\%l’i}})w:)\f’(x) O

Ejemplo 13.5 Por el Ejemplo 13.1 sabemos que la derivada de la funcién f(x) = 22 es

f'(z) = 2z y esté definida para cualquier valor x € R. De esta forma, para cualquier
A € R, si aplicamos la Proposicién 13.3, obtenemos que la funcién

hz) = (Af)(x) = Mf(x) = Aa?
es derivable en todo R y la derivada de dicha funcién es
h'(z) = Af'(z) =2X\z, Vo € R.

Por ejemplo, si g(x) = 322, entonces ¢'(z) = 6z. ¢

Observacion 13.11 Si f y g son funciones derivablesen D y A\, i € R, podemos resumir
las propiedades (13.6) y (13.7) como

[+ 19)'(2) = M (@) + g (@)

paratodo x € D, lo que permite asegurar que el conjunto de las funciones reales deriva-
bles en D constituyen un espacio vectorial sobre R (véase el Capitulo 5). g

Proposicion 13.4 (Derivada de un producto) Si f y g son funciones derivables en D,
entonces la funcion producto f g es también derivable en D y para todo x € D se tiene
que

[(f9)' (@) = ['(@)g(2) + [(2)g (). (13.8)

Es decir, la derivada de un producto de funciones es la derivada de la primera funcion
por la segunda mds la primera funcion por la derivada de la segunda.
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DEMOSTRACION. Para todo punto x € D se verifica que

(fg)(x+h) — (fg9)(x)

(f9)'(x) = lim

h—0 h

_ i T 9@+ h) — f(z)9(x)

0 h

— lim flx+h)gx+h) = f@)g(z +h) + fl@)g(z+h) — f(z)g(x)
h—0 h

= lim <w g(z +h) + f(z) w>

= }Ef—r{}) w }El;mo g(z + h) + f(z) ;lbl_% 9(x+h2_9(33)

= f'(@)g(x) + f(x)g'(z).
Nétese que

lim g(a +h) = g()

por ser g una funcién continua en el punto x (véase la Proposicién 13.1). g

Ejemplo 13.6 Consideremos las funciones

fl@)=ay glx) ==

que estdn definidas para cualquier valor € R. Aplicando la Proposicién 13.4, se tiene
que la funcién producto

h(z) = (f9)(x) = f(x)g(x) = 2°
es derivable en todo R y la derivada de dicha funcién es
B (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(z) = )z + 2* =32%, Vz €R. g
Proposicion 13.5 (Derivada de un cociente) Si f y g son funciones derivables en D y

g(z) #0,Vx € D,
!

entonces la funcion g es también derivable en D y para todo x € D se tiene que

(f)' (2) f(a)g(@) — f(z)g'(z)
9

Es decir, la derivada de un cociente es la derivada del numerador por el denominador,
menos el producto del numerador por la derivada del denominador y dividido todo ello
por el denominador elevado al cuadrado.
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DEMOSTRACION. Consideremos la funcién

hz) = M, VzeD.

g9(z)

Puesto que f(x) = h(z)g(xz) = (hg)(z), aplicando (13.8) se tiene que

(@) = (hg) &) = W (2)a(a) + (e (0) = (£ ) @)+ (1) @i'o)

; g
} (g) (w)g(a) + LI

de donde se deduce que

f(@)g' (@)

<f>/<x> @) = 2552 p@el) - f@)g' @)

g

- 9() - (9(x)) L
Ejemplo 13.7 Consideremos las funciones

f@) ==y g(x) =2?

que estdn definidas para cualquier valor x € R. Aplicando la Proposicién 13.5, se tiene

que la funcién cociente
(Y= I® 1L
) = (9) @) =@ =%

es derivable en R\{0} y la derivada de dicha funcién es

1
(g(x))2 ST @2 AT @ Vz e R\{0}. o

Proposiciéon 13.6 (Derivada de la funcién potencia) Si f(x) = x® con « € R, entonces

f'(w) = az""L.| (13.9)

Es decir, la derivada de una potencia es otra potencia que se obtiene multiplicando por
el exponente la potencia elevada a una unidad inferior del exponente.

DEMOSTRACION. Distinguimos los posibles casos que pueden presentarse:
a) El resultado es evidente por lo visto en el Ejemplo 13.2.
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b) A partir del binomio de Newton (véase el Teorema 2.1) se tiene que

r+h)— f(x x+h)" —a"
R
) ki:_o (Z) skpn—k _ on
=l h
(h" +nzh"~1 + (Z) 2?h" 4 2™ h o+ m”) —a"
= A h
= }lbl_rg) (h”_l +nxh™ %+ (Z) R nx"_l) =na" L

c) conn € N. Como

1
f(x):x_nzia V$§£O7
zn
por el apartado b) y la regla de derivacion de un cociente se tiene que

0xa™ —nz™ ! n 1
fl(x) = TDE = e , Vo #0.

d) |« = — € Q| siendo — una fraccién irreducible con n € Z y m € N. Puesto que
m m

f(z)=am (conz #0sin <0),
se verifica que

o = (f(@)™ = fl)x " x f(z).

Asf, aplicando el apartado c) y la regla de derivacién de un producto, se obtiene que

na" = f()(F@)" @) (@) = mf () ()

n\m—1 (m—1)
= mf'(2) (e#)" " = mf (@)
Despejando el valor de la derivada se concluye que
n "1 n n(m=1) n
f/(x) = — T = 71,71—1—7 = 7;572_1
m = m m
ya que
. nim—1) mn—m-nm+n n—-m n .
n — — = = = — — .
m m m m
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e) |a =r € | Sin entrar en detalles demasiado rigurosos para este caso, s6lo comentar
que basta escribir 2" = 1im 2", siendo {r,, } ,en una sucesién de niimeros racionales
n—oo

que tiene limite r, y aplicar el apartado d). g
Ejemplo 13.8 Para hallar la derivada de la funcion
f(x) = Vz=22, Y2 >0,
basta tomar o = % en (13.9). Asi, para todo = > 0 se tiene que
1 1 1 1 1
! :7571:77:—:—V >0
fla) =3z 2t T T o T2 " .

Corolario 13.1 (Derivada de un polinomio) La derivada de un polinomio

[N

P(z) = apa"™ + ap_12" " 4+ -+ ayx + ag
conn € NU{0}y {a;}l, € Res
P'(z) = na,z" ' + (n — Dap_12" 2+ -+ 2asx + a1, Vo € R.
DEMOSTRACION. Basta aplicar las Proposiciones 13.2y 13.6. g
Ejemplo 13.9 Si P(x) = —23 + 52 — 7y Q(x) = 2% — 423 + 222 + x — 1, se tiene que
Pl(z)=-32"+5y Q(z) =42® — 122 + 4z + 1. ¢
Veamos a continuacién cémo obtener la derivada de una funcién compuesta:

Teorema 13.1 (Regla de la cadena) Si f es una funcion derivable en un punto xq y g es
una funcion derivable en el punto f(xg), entonces la funcion compuesta go f es derivable
enxgy

(9 1) (@0) = ¢/ (f(w0)) " (wo). |
DEMOSTRACION. Por definicidn se tiene que

(0 (o0) — tim O2@ =0 D) o ol @) —g(f(x0))
T—x0 xr — Xo T—x0 T — X
i (WD o) ) Sl
f(z) = f(zo) T — Zo
- g(f(x) —g(f(x0)) . flx) = f(zo)
T T @ fw) e @
Ahora bien, por la Proposicion 13.1, por ser f derivable en xg, se tiene que f es conti-

nua en xq y, por tanto, si x — xg, entonces f(z) — f(xo). De esta forma, podemos
expresar (13.10) como

(13.10)

Tr—rTo

y—f(zo) y— f(zo) T—T0 T — Xq

=g (f(z0))f'(z0). o
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Ejemplo 13.10 Para hallar la derivada de la funcién
h(x) = (32 + 1)5
tenemos en cuenta que h es la composicién de dos funciones
xi>y23x+1i>z:y5.

Asi pues, puesto que

h(z) = (g0 f)(z)
y las derivadas de las funciones f(z) = 3z +1y g(y) = y° son f'(x) = 3y ¢'(y) = 5y,
a partir de la regla de la cadena se tiene que

W(x)=(go f)(x) =g (f(@)f'(2) =532+ 1) =156z +1)". o

Observacion 13.12 La regla de la cadena puede aplicarse a la composicién de dos o méas
funciones. Asi, por ejemplo, la funcién

¢(z) = (sen(z* + e””))3

puede escribirse como composicion

¢(z) = (hogo f)(x),

siendo

J:L>y:x2+emi>z:sen(y)i>u:z3.

De esta forma, a partir de los resultados de la Tabla 13.1 que se muestra més adelante, se
tiene que

¢/ (2) = I (g(f(20))g' (f(w0)) /' (o) = B(sen(a? + %)) cos(a? + ¢*) (22 + ¢). o

Observacion 13.13 (Derivada de la funcion inversa) Puesto que, por la definicién de
funcién inversa se tiene que

y=1[,""x) & z=f(y),

al aplicar la regla de la cadena derivando respecto de x se obtiene que

! / /o 1
I=f(yy =y = )
es decir,
(Y (@) =
()
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Ejemplo 13.11 Hallemos la derivada de la funcién
f(x) = arcsen(z), -1 <ax < 1.
Puesto que f(x) es la inversa de la funcién

1 ™ s
= <<l
f7M@) = sen(a), ~3 < < 7.
aplicando la Observacién 13.13 y utilizando que la derivada de la funcién sen es la funcién
cos (véase la Proposicion 13.9 que mostraremos mds adelante), se obtiene que
1 1

(F~Y'(f(x)) cos (arcsen(x))'

Teniendo en cuenta que
y = arcsen(z) = x = sen(y),

se verifica que

cos (arcsen(z)) = cos(y) = /1 —sen?(y) = V1-—22,

de donde se deduce que
1

Vioaz °
Proposiciéon 13.7 (Derivada de la funcién logaritmica) Si f(z) = log,(x) con a > 0,
entonces para todo x > 0 se verifica que

f'(z) =

DEMOSTRACION. Paratodo x > 0 se tiene que

lim f(l‘ + h) — f(SC) lOga(Q? + h) — lOga(ZE)

’ _ 1z
f (:E) R0 h N }112%) h
h h
log,, (ac —; ) log, (1 + x)
B 11112) h - }P—>mo h
In (1 + h) R 1
= lim ——L = ifm L — ,
h—0  hlna h—0 hln(a)  zln(a)

donde se han utilizado las propiedades

1 h h .
log,(z) = IEECZL; y In (1+x) ~ s h—0

(véase la Proposicién 11.2 y el Ejemplo 11.18). g
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Observacién 13.14 En particular, como In(e) = 1, se tiene que la derivada del logaritmo
neperiano
f(x)=In(z), V& >0
es la funcién )
f(z)y==,Vz>0. g
x

Proposiciéon 13.8 (Derivada de la funcién exponencial) Si f(z) = a® con a > 0, en-
tonces

’f’(a:) = a”In(a). ‘

Es decir, la derivada de la funcion exponencial con base a es la propia funcion exponen-
cial multiplicada por el logaritmo neperiano de la base.

DEMOSTRACION. Al tomar logaritmos neperianos en la funcién f, se obtiene que
In(f(z)) = In(a”) = z1n(a), Vz € R.

El resultado se obtiene derivando la igualdad anterior (utilizando, para ello, la regla de la
cadena), puesto que
f'(x)

f(x)

Observaciéon 13.15 En particular, como In(e) = 1, se tiene que la derivada de la funcién

=lIn(a). o

f(z)=¢€", Vz eR
es la propia funcién f, es decir,
fl(x)=e",Vz eR. ¢

Proposicion 13.9 (Derivada de la funcién seno) Si f(x) = sen(x), entonces

’ 1 (x) = cos(z). ‘

Es decir, la derivada de la funcion seno es la funcion coseno.

DEMOSTRACION. Por definicién, para todo x € R se verifica que

flz+h)— f(x) _ lim sen(z + h) — sen(m).

/ 1z
o) = i, S i S a1

Por una parte, por la Proposicién 7.2 se tiene que
sen(z + h) — sen(x) = sen(z) cos(h) + cos(x) sen(h) — sen(x) 13.12)

= sen(z) (cos(h) — 1) + cos(z) sen(h)
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y, por otra, utilizando las razones trigonométricas del dngulo mitad (véase la Observa-
cion 7.16),
sen(h) = 2sen (%) cos (&)
(13.13)
cos(h) = cos? (4) — sen? (4) = 1 - 2500 (4).

De esta forma, al reemplazar (13.13) en (13.12), se obtiene que

sen(z + h) — sen(x) = —2sen(x) sen’ (’;) + 2 cos(x) sen (Z) cos <h>

2
(1) st (2) - sorsn (2] 3
= 2sen (Z) cos (w + ;) )

gracias a la Proposicién 7.2. Consecuentemente, al sustituir (13.14) en (13.11) se llega a

que
e (h)co ( +h> hco ( +h>

sen | — s{x+ — —cos|x+ —
() =21im 2 2 2 N 2

h—0 h =2 AIE}J h
I 4 h ()
= lim cos |z + = | = cos(x
h—0 2 ’

puesto que, como se vio en la Observacién 11.29,

h h .
sen<2>~2 si h—0. g

Proposicién 13.10 (Derivada de la funcién coseno) Si f(x) = cos(z), entonces

| f/(x) = —sen(a). |

Es decir, la derivada de la funcion coseno es la funcion seno cambiada de signo.

DEMOSTRACION. A partir de la Observacion 7.14 se verifica que

f(x) = cos(x) = sen (g — m) .

Por tanto, por la regla de la cadena y la Proposicion 13.9, se tiene que

f'(x) = —cos (g - x) =—sen(z). o
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Proposicién 13.11 (Derivada de la funcién tangente) Si f(z) = tan(x), entonces

f'(x) = sec®(x) = =1+ tan?(z).

cos?(x)

Es decir, la derivada de la funcion tangente es la funcion secante elevada al cuadrado.

DEMOSTRACION. Al aplicar la regla de derivacion de un cociente a la funcién

B _ sen(x)
@) = tan(a) = 225,
por las Proposiciones 13.9 y 13.10 se obtiene que
, cos(z) cos(z) — sen(z)( —sen(x))  cos?(x) + sen?(z) 1
f(@) = 2 - 52 = cos?(z)’
cos?(x) cos?(x) cos?(x)

Proposiciéon 13.12 (Derivada de la funcién arcoseno) Si f(x) = arcsen(x), entonces

1
VI—aZ

DEMOSTRACION. Véase el Ejemplo 13.11. g

f'z) =

Proposicién 13.13 (Derivada de la funcién arcocoseno) Si f(x) = arccos(x), entonces

1

fo=-

DEMOSTRACION. Dado que la funcién

f(x) = arccos(z), -1 <z <1
es la inversa de la funcién

fHx) = cos(z), 0 <z <,
aplicando la Observacion 13.13 y la Proposicion 13.10 se obtiene que

! _ 1 _ 1
fle) = (f=Y'(f(z))  sen(arccos(z))’

El resultado se sigue teniendo en cuenta que

y = arccos(x) = x = cos(y),

por lo que

sen (arccos(z)) = sen(y) = /1 — cos2(y) = V1—a2 g
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Proposicién 13.14 (Derivada de la funcién arcotangente) Si f(x) = arctan(z), en-
tonces
o1
f (.T) - 1_|_ xQ N

DEMOSTRACION. Dado que la funcién
f(z) = arctan(z), Vo € R
es la inversa de la funcién

—1 s ™
=1 N _
[ @) = tan(a), —5 <@ < 2,

aplicando la Observacién 13.13 y la Proposicién 13.11, se tiene que

1 B 1
(f=Y'(f(z)) 1+ tan? (arctan(z))’

El resultado se sigue teniendo en cuenta que
y = arctan(x) = z = tan(y),

por lo que
1+ tan® (arctan(z)) = 1+ tan®(y) = 1 +2°. o
En la Tabla 13.1 sumarizamos las derivadas de las funciones que aparecen con mayor

frecuencia en las aplicaciones:

Ejemplo 13.12 Calculemos las derivadas de las siguientes funciones (para lo que utiliza-
remos las derivadas de la Tabla 13.1):

1 1
a) f(z) =56 —a3+ - +7¢/x =56 — 23 + 27! + Tz5. Se tiene que:

1
fl(x) = —32% — 2 2+73x%7 =-32> - =
1 71 1 7
o R R

3

1
b) f(z) = néx) + 14e® — 7%*. Se verifica que:

f(z) = Qi + 14e” — 21n(7)7%°.
€T
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f(x) f'(x) f(@) f'(@)
a(a €R) 0 sen(u(z)) | cos(u(z))u(x)
(u(@))* (@ €R) | afu(z))* '/ (z) cos(u(z)) | —sen(u(x))u'(x)
u(z) o o) |
In(u(z)) Z(%) arcsen(u(z)) - ﬁ(z )(x))2
eu(®) @ (z) axceos(u(r)) | ~— 3/((2)(95))2
a"@ (a>0) | a*@v/(z)n(a) arctan(u(x)) | +“(/fj€i))2

¢) f(z) = (3sen(x) + 4cos(x))4. Se tiene que:

Tabla 13.1: Derivadas de algunas funciones.

f'(z) = 4(3sen(z) + 4cos(:1:))3(3 cos(z) — 4sen(z)).

2

d) f(z) = 3/tan?(z) = (tan(z))®. Se verifica que:

f'(z)

(S0 )

(tan(z)) -1

1

cos?(x)

_2 (tan(z)) °

_3 1

5

cos?(z)’

13.4. Teoremas de Rolle y del Valor Medio

Definicion 13.6 Sea [ unintervalode R, f : I — Ry xg € I. La funcidn f tiene en el

punto z un:

a) Mdximo relativo si 3§ > 0 de forma que en un entorno del punto xzq se verifica que
f(z) < f(zo), V& € (z0 — 6,20 + 6).

Se dice que M = f(x0) es un valor mdximo relativo.

(13.15)
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b) Minimo relativo si 35 > 0 de forma que en un entorno del punto xq se verifica que
f(x) > f(xg), Vo € (xg — b, 20 + 0).
Se dice que m = f(x¢) es un valor minimo relativo.
Los maximos y minimos relativos se denominan, indistintamente, extremos relativos. o

Observacion 13.16 Los extremos absolutos en un intervalo I (véase la Definicién 11.21)
s6lo son extremos relativos cuando se alcanzan en puntos interiores del intervalo I. En la
funcién f de la Figura 13.5:

a) xo es el maximo absoluto (no es relativo).
b) x¢ es el minimo absoluto (es relativo).
C) T2y x5 son maximos relativos.

d) z1, x4 y x¢ son minimos relativos. g

L 1 o !
0|zoz1 T2w3 Tyks g

Figura 13.5: Maximos y minimos de una funcién f.

Definicién 13.7 Sea [ un intervalode Ry f : I — R. Se dice que zo € I es un punto
critico (o singular) de la funcién f si f'(x0) = 0 o cuando no existe f/(xg). o

Observacion 13.17 Los puntos criticos de la funcién f de la Figura 13.5 son z1, o,
x5, g (en los que la funcién f es derivable) y x3, x4 (en los que la funcién f no es
derivable). o

Teorema 13.2 Si xg es un extremo relativo de una funcion f, entonces xq es un punto
critico de f.

DEMOSTRACION. Supongamos que xg es un maximo relativo de f (si 2 es un minimo
relativo, se argumenta de forma andloga) en el que la funcién f es derivable y veamos que
f'(zo) = 0. Por definicion, existe § > 0 para el que se verifica (13.15). De esta forma,
por ser f derivable en z, se tiene que:
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a) M >0, Va € (g — d,z0) y, por tanto,
Tr — X
f(x0) = f'(zy) = lim f@) = flzo) > 0. (13.16)
T—T T — o
b) M <0, Vz € (zg, 20 + ) y, por tanto,
Tr — X
f'(xo) = f'(ag) = gm %ﬁ:g@“) <0. (13.17)

De (13.16) y (13.17) se concluye que f/(z9) =0. o
Observacion 13.18

a) El Teorema 13.2 indica que los puntos criticos siempre son “candidatos” a extremos
relativos.

b) Elreciproco del Teorema 13.2 no es, en general, cierto. Es decir, existen puntos criticos
(como el punto x3 de la Figura 13.5) que no son extremos relativos. g

Observacion 13.19 (Calculo de los extremos absolutos) Para hallar los extremos abso-
lutos de una funcién f € C([a, b]) procederemos de la siguiente forma:

1) Hallamos los puntos criticos {x1, x2, ..., z,} de la funcién f en el intervalo [a, b].

2) El médximo absoluto de f en [a, b] es

M = max{f(a), f(z1), f(z2),..., f(zn), [(D)}

y el minimo absoluto de f en [a, ] es
m= min{f(a), f($1)7 f(x2)7 SRR f(xn)7 f(b)}

Como se aprecia, los extremos a y b del intervalo son siempre “candidatos” a extremos
absolutos. g

El siguiente resultado nos garantiza, bajo ciertas condiciones, la existencia de puntos
criticos de una funcién:

Teorema 13.3 (Rolle) Si f € C([a,b]), f es derivable en (a,b) y f(a) = f(b), entonces
existe § € (a,b) tal que f'(§) = 0.
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DEMOSTRACION. Como f € C([a,b]), por el teorema de Weierstrass (véase el Teore-
ma 11.2) se tiene que f alcanza el mdximo y el minimo absolutos en el intervalo [a, b].
Pueden presentarse dos casos:

1) Si uno al menos de los puntos en donde la funcién f alcanza el maximo o el minimo
absolutos en [a, b] estd en el intervalo (a, b), entonces dicho punto, al que denomina-
mos &, serd un extremo relativo (por el Teorema 13.2) y, por tanto, f/(£) = 0 (puesto
que & es un punto critico y f es derivable en (a, b)).

2) En caso contrario, la funcién f es constante en [a, b] y, por tanto,

f'(x) =0,V € (a,b). o

Observacion 13.20 (Interpretacion geométrica) Si la grafica de una funcién continua
en [a,b] y derivable en (a,b) toma el mismo valor en los extremos del intervalo [a, ],
entonces tiene tangente horizontal en algin punto interior (véase la Figura 13.6). o

I I
O—60—»

I
oo

Ola & & &b

Figura 13.6: Interpretacién geométrica del teorema de Rolle.

Ejemplo 13.13 Puesto que la funcién f(z) = sen(x) verifica que f € C'([0,37]) y
f(0) = f(3w) = 0, por el teorema de Rolle se tiene que existe £ € (0,3n) tal que
f'(€) = 0.De hecho, f' (3) = f' (2°) = f' (3F) = 0 (véase la Figura 13.7). g

0 2 n 3m/2 om 5m/2 3m

Figura 13.7: Gréfica de la funcién f(z) = sen(z) en el intervalo [0, 37].

Corolario 13.2 Si f es una funcion derivable en (a,b), se verifica que:

a) Entre dos raices consecutivas de f en (a,b) hay, al menos, una raiz de f’.
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b) Entre dos raices consecutivas de [’ en (a,b) hay, a lo sumo, una raiz de f. Mds
concretamente, si £1 y &o son dos raices consecutivas de f' y:

i) f(&1)f(&2) > 0 = f no tiene ninguna raiz comprendida entre &1 y &.
ii) f(&1)f(&) <0 = f tiene, exactamente, una raiz entre £, y 2. o

Observacién 13.21 Noétese que f(£1)f(£2) > 0 indica que f(&1) y f(&2) tienen el mis-
mo signo mientras que f(&1)f(£2) < Oindica que f(&1)y f(&2) tienen signos contrarios,
por lo que se puede aplicar el teorema de Bolzano (véase el Teorema 11.1) en el intervalo

€1,6]. o

Teorema 13.4 (Valor Medio) Si f € C([a,b]) y f es derivable en (a,b), entonces existe
¢ € (a,b) tal que
f(0) = f(a) = f'(€) (b —a).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién auxiliar g : [a, b] — R dada por

f(b) — f(a)

gla) = fla) - T

(z —a).

Claramente, g € C([a,b]), g es derivable en (a,b) y

Por tanto, aplicando el reorema de Rolle (véase el Teorema 13.3) a la funcién g, se tiene
que existe £ € (a,b) tal que

g'(€)=0. (13.18)
Ahora bien, como
g'(x) = f(z) - w Yz € (a,b), (13.19)

el resultado se sigue a partir de las relaciones (13.18) y (13.19). ¢

Observacion 13.22 (Interpretacién geométrica) Si f esuna funcién derivable en (a, b),
el teorema del Valor Medio asegura la existencia de un punto ¢ € (a, b) tal que

f(0) = f(a)

b—a

f1(§) =

que es, precisamente, la pendiente de la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Es
decir, la gréfica de f tiene puntos interiores en los que la tangente es paralela a la cuerda

que une los puntos (a, f(a)) y (b, (b)) (véase la Figura 13.8). g
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0 a & & b
Figura 13.8: Interpretacién geométrica del teorema del Valor Medio.

Ejemplo 13.14 La funcién f(x) = sen(x) verifica que f € C! ([0, g} ) De acuerdo con
el teorema de Valor Medio, existe £ € (0, g) tal que

1-0=7(0 (5-0) & f© =2

2
De hecho, £ = arccos () ~ (/8807 (véase la Figura 13.9).
™

081y = sen(x) 7
06

0.4
0.2

0 é“ TI“/Z
Figura 13.9: Grdfica de la funcién f(z) = sen(z) en el intervalo [0, T ].

Corolario 13.3 Sea f una funcién derivable en un intervalo (a,b) con a,b € R. Se tiene
que:
[ es constante en (a,b) < f'(x) =0, Vz € (a,b).

DEMOSTRACION. La implicacién de izquierda a derecha es inmediata (véase el Ejem-
plo 13.2). Demostremos la implicacién contraria: dado un punto arbitrario zg € (a,b),
consideremos x € (a,b) que, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que zy < .
Aplicando el teorema del Valor Medio (véase el Teorema 13.4) en el intervalo [z, ], se
tiene que existe £ € (o, x) tal que

f(@) = f(zo) = f'(§)(x — xz0) =0,

con lo que se concluye que
f(x) = f(zo), Vo € (a,b). o
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Corolario 13.4 Si f y g son funciones derivables en un intervalo (a,b), con a,b € R,
tales que

f'(@)=g'(z), Yz € (a,b),
se tiene que fy g difieren, en el intervalo (a,b), en una constante. Es decir, existe A € R

tal que
flx) =g(@) + A Va e (a,b).

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién auxiliar
h(z) = f(z) — g(x), Vz € (a,b).
Por hipétesis, la funcién h es derivable en (a,b) y
W (x) = f'(z) —g'(x) =0, Va € (a,b).

El resultado se sigue aplicando el Corolario 13.3 a la funcién h. o

13.5. Foérmula de Taylor

Dados n € NU {0} y una funcién f derivable n veces en un punto zy € R, nos cuestio-
namos lo siguiente: ;cémo debe elegirse el polinomio P, (x) para que el grado de P, sea
menor o igual que n (es decir, 0P, < n)y se verifique que todas las derivadas de P,, en
el punto z( coincidan con las de f hasta el orden n, es decir, se cumpla que

Py(wo) = f(x0), Pr(x0) = f'(w0), P}/ (x0) = ["(w0), .-, Py (wo) = f™(w0)?
a) Sin = 0, el polinomio buscado es, claramente, Py(z) = f(xo).
b) Sin =1, como 0P, < 1, P;(z) seréd de la forma
Pi(x) = bg+ byx con by,b; € R
0, equivalentemente,
Pi(z) = ap+ a1(x — xg) con ag,a; € R
(basta tomar a; = by y ag = by + b1xp). Ademds, se verifica que
Py (x0) = ag
{ Pl(x)=a1 = P/(x0)=a1,

por lo que

Pi(z0) = f(vo) & a0 = f(o)
Pi(z0) = f'(z0) < a1 = f'(x0).
Por tanto, el polinomio P, (x) buscado viene determinado, de forma univoca, como

Py(x) = f(xo) + f'(xo) (2 — xo)-
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¢) Sin =2, como 9P, < 2, argumentando como en el apartado b), el polinomio Ps(x)
puede ser escrito de la forma
Py(x) = ag + ay(x — x0) + az(x — 20)? con ag,ay,as € R.

Este polinomio verifica

Ps(x0) = ag
Pj(z) = a1 +2az(x —x9) = Pj(xo) =a1
PQN(Q,‘) = 2as = PQN(.TJQ) = 2as,

por lo que
Py(zo) = f(zo) & a0 = f(zo)

Py(xz0) = f'(x0) & a1 = f'(w0)
PY(wo) = f"(w0) & ap= L),
De esta forma, el polinomio P, (x) buscado viene determinado, univocamente, como

f//(xo)
2

Py(z) = f(z0) + f'(20)(x — o) + (z — x0)%.

d) En general, para n € N arbitrario, como 9P, < n, el polinomio P, (x) serd de la
forma

Po(x) = ap + ay(x — x0) + az(z — 20)* + - -+ + an(x — x0)™ con {a;}7, € R.
Las sucesivas derivadas del polinomio P, (x) son
P! (x) = a1 + 2a2(x — z0) + 3az(x — 20)? + - - - + nap(z — 20)" !

P!(z) =2las +3laz(x — x0) + 4 3as(z — x)?

+ ot n(n = Vap(z — z9)" 2
P’ (x) =3laz + 4l ay(x — 20) +5-4-3as(x — x0)*

+dnmn—1)(n—2)an(r —20)" 3

PR (z) =klap 4+ (k+ D) app1 (@ — 20) + (k+2)(k +1) - 3apso(z — x0)?
+odnn—1)n-2)(n—k+Dan(z —xo)" "

P,?)(ac) =nlay,.
Como para todo k € {0,1,...,n} se verifica que

PM(x0) = Kl ay,
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entonces "
P (x0) = fP(20) & ax = kg'l‘o)
Por tanto, el polinomio P, (x) buscado es
"
€T
Pa(e) = flao) + £/ (wo)(x — 0) + L0 (o — )2
" n)
+ .f ?E‘xO)(x_-fUO)3 NS f éfO)(x_xO)n.

Este tipo de polinomios motiva la siguiente definicion:

Definicion 13.8 Dado n € N U {0} sea f una funcién n veces derivable en un punto
zo € R. El polinomio

Po(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0) + f//gl%) (z — 20)2
F"(z0) fn)(CE ) (13.20)
+ 3!O(x—:co)3+~-~+ n!o(x—xo)n

se denomina polinomio de Taylor de grado n de la funcién f en el punto x(. La cantidad
Ry (z) = f(z) — Pu(z) (13.21)
se denomina resto de Taylor de grado n de la funcién f en el punto zg. o

Observacién 13.23 El resto R,,(x) es el error que se comete al tomar P, (z) como apro-
ximacién de f(zx). Por tanto,

P,(z) ~ f(z) & Rp(z)~0. g

Observacion 13.24 En la Observacion 13.4 se mostr6 que la recta tangente a una curva
y = f(x) (con f derivable) en un punto z es

y = f(zo) + f'(x0)(z — x0)

0, equivalentemente,
y = Pi(x),

siendo P;(z) el polinomio de Taylor de grado 1 de la funcién f en el punto xg. Dicha
recta se puede considerar una primera aproximacion (lineal) de la funcién f(x) alrededor
del punto x(. Esa aproximacién se puede mejorar utilizando polinomios de Taylor P, (x)
de la funcién f en el punto xg de grado mas alto, como quedard de manifiesto en los
ejemplos que consideraremos mds adelante. g
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Ejemplo 13.15 Obtengamos los polinomios de Taylor de orden arbitrario, en el punto
xo = 0, de la funcién f(z) = cos(z). Para ello, tenemos en cuenta que

f(x) = cos(x) = f(0)=1
f'(x) = —sen(z) = f'(0)=0
f'(@) = —cos(z) = f"(0)=-1
@) =sen(z) = [7(0) =0
y, en general, para k € NU {0}
99(0) = { (=1)% sikes par
0 si k es impar.

De esta forma, dado n € N U {0}, se verifica que

" " 2n)

Ponte) = 1(0) 4 £ @+ T 02 ¢ O oy f<2n()?) o
22 2t 2
:1—§+I+...+(_1) (2n)]

y, como las derivadas de orden impar de f en xy = O son nulas, se da la igualdad
Pgn(l‘) = P2n+1($)7 Vo eR.

Asi, los primeros polinomios de Taylor que se obtienen son

2 L2 g
Po(z) = Pi(z) =1, Py(z) = P3(z) =1 — o1 Py(z) = Ps(z) =1 - ot
g 1'2 .’,U4 SUG

En la Figura 13.10 se representan graficamente la funcién f(z) = cos(z) y los polinomios
de Taylor Py(z), Pa(z), Ps(x) y Ps(x) que acabamos de obtener. Como se aprecia en las
gréficas, cuanto mayor es n, mds se “aproxima” el polinomio P, (z) a la funcién f(x)
para valores de x alrededor del punto o = 0. ¢

Ejemplo 13.16 Argumentando como en el Ejemplo 13.15, se verifica que el polinomio de
Taylor de orden 2n + 1 de la funcién f(x) = sen(z) en el punto zg = 0 es (compruébese)

3 5 x2n+l
Py, S NI G B S
2nt1(7) =@ tyr oD 2n +1)!
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3
y = Pyx)
2
. y = Py(z) .
£ o

o 731%\7_11//”/2 0 “’R\H/T/z il
y = cos(x) -1
2

y = Pyx) y=Bla)
-3

Figura 13.10: Funcién f(z) = cos(z) y polinomios de Taylor { Pon (7)}3_ en [—27, 27].
y, como las derivadas de orden par de f en xy = 0 son nulas, se da la igualdad
P2n+1(3;‘) = P2(n+1)(l‘), VzeR.

De esta forma, los primeros polinomios de Taylor que se obtienen son

3
x
Py(z) =0, Pi(z) = Py(z) =z, P3s(z) = Py(x) =2 — 37
3 2° P R

En la Figura 13.11 se representan graficamente la funcién f(x) = sen(z) y los polinomios
de Taylor Py (x), Ps(x), Ps(x) y Pr(x). o

3
y = Pi(z) y = Pi(z)
2
y = sen(z) y = Ps(x)
1
0
-2m -3m/2 —}\ -T1/2 0 2 m 3m/2 2m
E 1
y = Py(x)
-2
-3

Figura 13.11: Funcién f(z) = sen(x) y polinomios de Taylor { Pay+1(2)}5_o en [—27, 27].

Ejemplo 13.17 Para hallar el polinomio de Taylor de orden n en el punto zo = 0 de la
funcioén f(x) = e” tenemos en cuenta que para todo &k € N U {0} se verifica que

fz)=e" = ) =1 (13.22)
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y, por tanto,
"0 "o n) (0 )
Pute) = O + £ 0+ L0 2 O o 7O
$2 1‘3 ' " . '

453

En la Figura 13.12 se representan graficamente la funcién f(z) = e® y los polinomios de

Taylor Py(x), P1(z), Py(z)y P3(x). o

y = Py(x)
3
21
y = Pyx) /= Pi(z)
17
y=¢ 0
6 -5 4 3 -2 -1 0 1 2 3

-2
y=Dyz)

Figura 13.12: Funcién f(z) = e” y polinomios de Taylor { P, (z)}2_, en [—6, 2].

Ejemplo 13.18 Hallemos el polinomio de Taylor de orden 7 en el punto zp = 1 de la

funcién f(x) = In(z). Puesto que

f(z) =1In(z) = f(1)=0
fll)=3=a"" = f(1)=1
f'(z) = —27? = f'(1)=-1
[ (@) =227 = f"(1)=2

[ (2)=-3-207%=-3lz7* = f(1)=-3!
) = (—4)(=3Nz > =4lz=> = (1) =4
U9 (x) = =5lz=6 = fU9(1) = =5!

y, en general, para k € N
A= MR-,
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se tiene que

Pue) = ) + £ @ -1+ L0 o2 W g
) v) n)
W W g Wy
:0+(x71)—%(z—1)2+%(z71)3—%(z—1)4+§—§(w—1)5
n+1(n_1)' n
oyt B gy
_1\n+1
:a:—1—%(m—l)Q—&—%(x—l)g—i(aj—l)‘l—&—-w—i—%(x—l)”.

Notese que el desarrollo anterior nos permite afirmar que el polinomio de Taylor de or-

den n en el punto Zy = 0 de la funcién f(z) = In(1 + z) es

2 3 74 0 "
Pn = _ — - R _1”+1 .
(r) == 2+3 4+5+ + (-1) -

En la Figura 13.13 se representan graficamente la funcién f(z) = In(1 + z) y los polino-
mios de Taylor Py (x), Pa(x), Ps(z) y Pa(x). o

y = Ps(x) y = Pi(x)

y=1In(1+x)

y = Py(z)

Figura 13.13: Funcién f(z) = In(1 + z) y polinomios de Taylor { P,,(z)}4_; en (-1, 6].
Teorema 13.5 (Taylor) Dado n € N U {0} sea f una funcion n veces derivable en un
punto xg € Ry P,(x) el polinomio de Taylor de grado n de la funcion | en el punto xq

dado por (13.20). Entonces, se verifica que:
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a) El resto de Taylor definido en (13.21) es un infinitésimo de orden superior (véase la
Definicion 11.16) que (x — )™ en el punto x, es decir,

lim Ry (z) — 1im f(x) — Pa(z)

=0.
=10 (1’ — xo)” =0 ((E — l’o)n

Consecuentemente, la funcion f y el polinomio P, toman valores muy cercanos en
puntos x proximos a x.

b) Si, ademds, la funcion f admite derivada de orden n + 1 en un entorno del punto x,
entonces existe un valor &, comprendido entre x y x, tal que

n+1)
R, (x) = *’En+ E)R( —x)" L. (13.23)

Observacion 13.25

a) La expresion (13.23) es la formula de Lagrange para el resto.

b) Como f(x) = P,(z) + R,(x), se obtiene la férmula de Taylor de la funcién f como
= (o) an)( £) n+l
= Z o (x — xo)" + —-2 D) (v — )"t (13.24)

¢) Cuando xg = 0, la férmula (13.24) se conoce como desarrollo de MacLaurin de la
funcién f. o

2 " n .’L‘k
ef~l+zrz+ 4+ — = — (véase la Observacién 11.9)
2! n! k!
k=0
R I— 221 n p2k+1
sen(e) =@ — g+ g+ CU Gy ];) 2k+1)
e R 220 n 22k
1-— — —1" = —1)k
cos(z) ST TR o k_o( ) @
2 g8 T - T
In(1 ~ _ - 1 n+1 _ 1 k+1
(L) o= T e (C) ;() -

Tabla 13.2: Algunos polinomios de Taylor.
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En la Tabla 13.2 estdn sumarizados los polinomios de Taylor de orden n en el pun-
to zo = 0 de las funciones e”, sen(x), cos(x) y In(1 + x) obtenidos en los ejemplos
anteriores.

Ejemplo 13.19 Vamos a obtener una aproximacion del nimero e de forma que el error
cometido sea inferior a la millonésima. La propiedad (13.22) determina que el desarrollo
de MacLaurin de la funcién

€S

n
=3 ”]“;— e (13.25)
k=0

con ¢ entre 0 y . En particular, haciendo z = 1 en (13.25), se tiene que
e—il+i—P(1)+R(1) (13.26)
_k:O B (n+1D)! 7" " '

con 0 < £ < 1. De esta forma, para obtener una aproximacion del nimero e de manera
que el error cometido sea inferior 1076 basta elegir n € N verificando

|R,(1)] < 107°,
pues, por (13.26), esto implica que
le — P,(1)| = |R,(1)] < 107°.
Puesto que 0 < £ < 1, se tiene que

ef < e < 3
(n+1)! " (n+1)! " (n+1)V

|Rn(1)| =
por lo que basta tomar n € N de forma que

ﬁgm— & (n4+1)!>3x10° & n>09.

Por tanto, tomando n = 9, se obtiene que |Rg(1)| < 1075, lo que determina la aproxima-
cién

1
3] +oF @ = 2/7182815255731922

con un error inferior a la millonésima. g

e~ Py(1 )_1+1+ +
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13.6. Problemas

13.1. Probar las afirmaciones del Ejemplo 13.3.

13.2. Obtener, a partir de la definicidn, las derivadas de las siguientes funciones en los
siguientes puntos:

a) f(r) =323 +222 —2 enz =2 b) g(x) =3/ enz = 9.

13.3. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la pardbola

y=§

en el punto (3, 3). Hacer una representacion gréfica.
13.4. Obtener la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) = é en el
punto de abscisa z = 3.
13.5. Hallar las rectas normales a las siguientes funciones en los puntos indicados:
a) f(z) =a2? —dr+4enx =2 b) g(z) = 2 lenz = —1.
13.6. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién
f)=a®—a

en el punto de abscisa z = 1. ;Existe algin otro punto comtin a la grafica de f y a la recta
tangente? En caso afirmativo, determinarlo.

13.7. La ecuacion del movimiento de un cuerpo es
z(t) = 3t%, Vt >0,

donde ¢ es el tiempo (medido en segundos) y z(t) es el espacio recorrido (en metros) en
el instante de tiempo ¢. Calcular:

a) El espacio recorrido por el cuerpo en 4 segundos.
b) La velocidad instantdnea en el instante de tiempo ¢ = 15 segundos.
13.8. Determinar los puntos de la grafica de la funcién

flx)=2> -2 —6

en los que la pendiente de la recta tangente sea cero. (En qué puntos la pendiente es 3?
Hacer una representacion grafica.
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13.9. Hallar las derivadas de las siguientes funciones:

2
) f(z) =5z —7  b)f(z) =322z +4 c)f(x):;il
1 5 3 1
d)f(CU):m e) f(z) == —;4—5—? D) f(x) =2z

Of@) = VE+9z  Wf@)=G2-32 D)=V 1

1+
1—=x

) flz) = k) f(x) = sen(2z — 1) D) f(x) = cos(?)

m) f(z) = (cos(x))2 n) f(z) = arcsen(3z) o) f(z) = arctan <1fx2>

In(x) x

p) f(z) =In(z* — 32 — 1) Q) f(z) =

D f(z) =

n(z)
$) f(w) = et+e 0 f(z) =ex w) f(w) = 25n(),
13.10. Hallar la derivada de la funcién f(z) = In (sen(z)), Vz € (0, 7).
13.11. Calcular las derivadas sucesivas del polinomio
f(x) = 22° + 32 — 6.

13.12. Hallar las seis primeras derivadas de la funcién

f@)= 1 Va £ 0.

(Se obtiene alguna vez la funcién idénticamente nula si se siguen calculando las derivadas
sucesivas?

13.13. Comprobar que la funcién
f(z) = acos(z) + Bsen(x)

verifica que
f'(@) + f(2) =0

para valores «, 5 € R arbitrarios.
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13.14. Hallar los coeficientes «, 3, y 0 para que la funcién

1, <0
flx)=23 a3+ Bz +yr+4d, 0<z<1
2 z>1

)

sea derivable en toda la recta real.

13.15. Determinar el valor de los pardmetros « y (3 para que la funcién

In (e +sen(z)), <0
fay =4
r° 4+ ar + 5, x>0

sea derivable en todo R.
13.16. Se considera la funcién
f(x) =2® =22 +3, Vo € [-2,3].
a) Justificar por qué la funcién f alcanza un maximo y un minimo absolutos.

b) Hallar dichos extremos absolutos.

459

13.17. Comprobar que la funcién f(x) = a* — 222 verifica las hipétesis del teorema
de Rolle en el intervalo [—2, 2] y hallar los puntos de ese intervalo en donde se anula la

derivada.

13.18. La funcion
fla) = Va1

se anula en los extremos del intervalo [—1, 1] pero, al mismo tiempo, su derivada es no
nula en los puntos de este intervalo. Explicar esta aparente contradiccién con el teorema

de Rolle.

13.19. Se consideran los puntos del plano A = (1,2) y B = (2,4).
a) (Cudl es la pendiente de la recta que une dichos puntos?
b) Hallar los puntos de la grafica de la pardbola
flz) = 22 +3
en los que la recta tangente sea paralela a la recta anterior.

¢) Hacer una representacion grafica de la recta y la pardbola anteriores.
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13.20. Aplicar el teorema del Valor Medio a la funcién
fx) =2 +3x+5
en el intervalo [—1, 0] y determinar el punto £ que aparece en dicho teorema.

13.21.

a) Aplicar el teorema del Valor Medio a la funcién f(x) = z™ en un intervalo adecuado
para demostrar que
n2"t < 3" — 2" < p3nl

para todo niimero natural n > 2.

b) Deducir de a) que

) 3n _9on
Iim = +00.
n——+oo n
13.22. Determinar el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto zg = —1 de la funcién

f(z) = ze3®.

13.23. Obtener una aproximacién del nimero /e de forma que el error cometido sea
inferior a la milésima.

13.24. Obtener una aproximacién del nimero In(2) mediante un polinomio de Taylor de
forma que el error cometido sea inferior a una décima.

13.7. Soluciones

13.1. Inmediato.

132, a) f'(2)=-28 b)g'(9) = %

[N

133. y=

&

€T —

134. y=

[V )
©ol 8

1 e
13.5. =2 by=-—- 1).
a)x Vy=- -5+l
136. y=2(z—1)y P =(-2,-6).

13.7. a)48 m b) 90 m/s.
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138. f () =0yf(2)=3

13.9. a)f’(x);52 b f'(x) = 6z — 2 c)f; 2) ;m 3
d) f'(x) = % Of @) =2+ 5+ Dfa)=3Ve

, 11 1 ) o x
o f(@) = 33 4\4/? h) f'(z) = dz(a® = 3) D f'(z) = N
Df(x)= (1—25)—1\/—7£E2 k) f'(x) = 2cos(2x — 1) 1) f'(z) = —2x sen(a?)
m) f/(x) = —sen(2z) n) f'(z) = Tom o) f'(x) = x‘lj-T

yoy . 2r—3 ;o 1—In(x) , In(z) —
p) ['(z) = P — Q f'(z) = —02 9/ (z) = 4(111(33))2

s) f'(z) = ettty f(x) = - wfl(x)= 250(2) In(2) cos(z).
x

13.10. f'(z) = cot(x), Yz € (0, ).
13.11. f'(z) = 62>+ 6z, f'(z) = 12246, f"(z) =12y f)(z) =0sin > 4.

|
13.12. En general, f™(z) = (—=1)" % para todo n € N. Para ningtin valorde n € N

:L-n
se verifica que f™ () = 0.
13.13. f/(z) = —asen(z) + Bcos(z) y f’(x) = —acos(x) — Bsen(z) = — f(z).
13.14. a=-2,4=3,v=0yd=1.
1

1315, a=-yf=1

13.16. a) f es continua en un intervalo cerrado. b) Maximo absoluto z,,x = —2 (con
f(—=2) = 11) y minimo absoluto i, = 1 (con f(1) = 2).

13.17. z=0,z=—-1yz=1.

13.18. La funcién f no es derivable en x = 0, por lo que no se verifican las hipétesis del
teorema de Rolle en [—1,1].

13.19. a)Lapendientees 2. b)x = 1.
1
13.20. &= ——.
¢ 2
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n n

13.21. a) Considerar el intervalo [2,3] b) lim > lim 2" = 4o0.

n—-+o0o n n—-+oo

3
13.22. Py(z)=—e3—2e3(x+1) - 5 e 3z +1)%

13.23. Considerando f(x) = e” y el polinomio de Taylor de orden n en el punto z¢ = 0,
paran = 6 se obtiene que | Rg (3)| < 1073, lo que determina la aproximacién

1 | 11 11 1
Vo= f(2)oP(2) =14obs o —  — 1'39561233043743
Ve f(:a) 6(3) Tytomtaygt +6'36

con un error inferior a la milésima. Nétese que /e ~ 1'395612425086090.

13.24. Considerando f(z) = In(1 4+ x) y el polinomio de Taylor de orden n en el punto
xo = 0, paran = 9 se verifica que | Ro(1)| < 1071, lo que determina la aproximacién

1 1

In2)=f1)~P(l)=1—-+3 T 1 1 1

— —+ = — -+ - = 0'7456349206349207

1
5 6T7 879

1
2 3 4
con un error inferior a la décima. Nétese que In(2) ~ 0'6931471805599453.
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14 Aplicaciones de las derivadas

14.1. Introduccion

En este capitulo se ven algunos usos que se les pueden dar a las derivadas. Se comienza
con el célculo de limites del cociente de dos funciones cuando la evaluacién de dicho
cociente en el punto donde se busca el limite da lugar a ciertas indeterminaciones. Aqui
el resultado de referencia es la regla de L’Hopital, que necesita que las dos funciones
involucradas sean derivables.

Se muestra a continuacién cémo el signo de una derivada permite decidir si la fun-
cion es creciente, decreciente, no creciente o no decreciente. Esto facilita la deteccion de
mdaximos o minimos relativos entre los puntos con derivada nula. Seguidamente se intro-
ducen los conceptos de concavidad, convexidad y puntos de inflexion de una funcién y su
relacion con la segunda derivada de dicha funcioén.

Se continda mostrando los principales pasos a seguir para dibujar la grdfica de una
funcion, para los que resultan de una inestimable ayuda los conceptos de limite y derivadas
(estudiados en los Capitulos 11 y 13) en los cdlculos de asintotas, mdximos y minimos.

Se finaliza este capitulo viendo cémo se utilizan las derivadas para resolver proble-
mas de optimizacion. Normalmente estos problemas primero hay que plantearlos como el
célculo del maximo o el minimo de una funcién y, a continuacién, encontrar dichos méa-
ximos o minimos a través del cdlculo de la derivada de la funcién involucrada. Prictica-
mente cualquier drea de la Ciencia y de la Tecnologia requiere la resolucién de problemas
de optimizacién y, por tanto, necesita de las derivadas.

14.2. Calculo de limites. Regla de L'Hépital

Teorema 14.1 (Regla de I’Hopital) Supongamos que [ y g son dos funciones deriva-
bles en un entorno de un punto xq tales que

f(x0) = g(0) = 0.
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Entonces, si existe

) (14.1)

se verifica que existe

y, ademads,
im L&) — g L@ (14.2)

w0 gx)  +ose g'(2)

DEMOSTRACION. Aplicando el teorema del Valor Medio (véase el Teorema 13.4) a las
funciones f y g se tiene que

fl@) _ fl) = flxo) _ f1(&)(@—z0) (&)

g9(x) — g(z) —glzo) — g(ma)(x—z0)  g'(na)’

siendo &, y 1, puntos intermedios entre x y xg. Por tanto, la hipétesis (14.1) determina

que
TN GO )

wa g(z)  wmo g'(2)

)
puesto que si x — xg, entonces £, — g Y Ny — To- O
Observacién 14.1

a) La condicién zo € R tal que f(x9) = g(zo) = 0 de la regla de L’Hopital puede
extenderse al caso en el que xy € R (recta ampliada) y

lim f(z) = lim g(x)=1¢

Tr—T0o Tr—T0o
con £ € {0, —0c0, +0}, de forma que, de nuevo, si existe

o L)

w20 g/ (7)

se verifica que existe

fa) S 143)

b) El limite en (14.2) y (14.3) puede ser finito o infinito (es decir, puede pertenecer a R).

¢) Bajo las hipdétesis del Teorema 14.1 o del apartado a), si las funciones f’ y ¢’ son
continuas en zq y g'(zo) # 0, entonces

@) o f@) )

lim -2 = = :
ey g(x)  wmwo g'(x) g (20)
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En las condiciones del Teorema 14.1 o del apartado a) si, ademads, las funciones f’ y
g’ son funciones derivables en un entorno del punto zq y se cumple que

lim f'(x) = lim ¢'(x) € {0, —o00, +oc},

Tr—x0 T—xT0

entonces, aplicando dos veces la regla de L’Hopital, se verifica que

o f@) ) ()
xll}r;lo g(x) o xll}r;lo g’(x) o x]gg:lg g”(:p)

en el supuesto de que exista el tercer limite. En las aplicaciones, esta argumentacién
se va reiterando las veces que sea necesario. Asi, aparece una cadena de igualdades

T 2 T L
a:lgl;:lo M B a:lggo g’(x) B zlggo g”(gj) B xlggo g”’(m) B

pero debe tenerse en cuenta que la cadena anterior se termina en el momento en que
aparece un limite “no indeterminado”. En el caso en que se llegue a uno que no existe,
y no es infinito, entonces nada puede decirse acerca del primero.

Antes de aplicar reiteradamente la regla de L’Hopital, conviene hacer simplificacio-
nes previas, ya que las derivadas que van apareciendo pueden ir complicando las ex-
presiones resultantes. Por este motivo, en muchas ocasiones es ttil sustituir algunos
infinitésimos por otros equivalentes. g

Ejemplo 14.1 Aplicando la regla de L’Hopital para el célculo de limites indeterminados
se tiene que

4—-2 1
h’m\/xi:<0>:hfm2\/ﬂlm:11:6:3
=0/ +9—3 0 20 s T L 4 2
. 2 —x 0 . 2z—1 .2 1
hmiz(—):hm = Ilim - =—-. g
z—oo0 222 + 1 00 z—oo 4z z—oo0 d 2

Observacion 14.2 (Otras indeterminaciones resolubles por la regla de L’Hopital)

a)

Puede obtenerse la indeterminacién % a partir de la igualdad
1 1
_ 9@  f=®
f(x) —g(z) = T
fl)g(@)
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b) Puede obtenerse la indeterminacion % a partir de la igualdad

c) Pueden obtenerse indeterminaciones del tipo 0 - co tomando logaritmos

neperianos. o

Ejemplo 14.2

. _ p T 00 . 1
lim ze ™ =(c0-0)= lim —:(—): lim —=0. g
r—+00 rz——+oo et o0 z——+oo et

14.3. Crecimiento y decrecimiento de una funcion.
Maximos y minimos relativos

Teorema 14.2 Sea f una funcion derivable en un intervalo (a,b) con a,b € R.

a) Si f'(x) >0,V € (a,b), entonces f es creciente en (a,b).

)

)
b) Si f'(z) >0, Va € (a,b), entonces | es estrictamente creciente en (a,b).
c) Si f'(z) <0,V € (a,b), entonces | es decreciente en (a,b).
d) Si f'(z) <0,V € (a,b), entonces [ es estrictamente decreciente en (a,b).

DEMOSTRACION. Probamos tnicamente el caso a) (en los demads se razona de forma
andloga). Para todo x1,z2 € (a,b) con x1 < x4 por el teorema del Valor Medio (véase el
Teorema 13.4) se verifica que existe £ € (x1, z2) tal que

0< f'(f) _ f(IQ) *f(Il)’

T2 — I1

de donde se deduce que

f(xl) < f(l’2) O
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Ejemplo 14.3 Como la derivada de la funcién f(z) = 2% es

o) =2 <0siz<O
z) =2z
>0siz>0,

se tiene que la funcién f es estrictamente decreciente en el intervalo (—oo, 0) y estricta-
mente creciente en el intervalo (0, +00). o

Observacion 14.3 A la vista del Teorema 14.2, para hallar los intervalos donde una fun-
cién f es mondtona se procede de la siguiente forma:

1) Se hallan los puntos criticos de la funcién f (véase la Definicion 13.7) y se ordenan
de manera creciente, es decir,

cp<cp <<y
(en particular, entre ellos se encuentran las discontinuidades de la funcién f).

2) Los nimeros del conjunto {c;}?_, dividen el dominio de definicién de la funcién f
en un conjunto de subintervalos en los que la funcién f’ tiene signo constante y, por
tanto, en ellos la funcién f es monétona. g

Veamos algunas condiciones suficientes para que un punto sea extremo relativo (véase
la Definicién 13.6) de una funcidn.

Corolario 14.1 Sea f una funcion continua en xq y derivable en (zg — 0,xzo + 6)\{zo}

con d > 0.
f(x) >0, 29— 0 << a0

a) Si = la funcion f tiene un mdximo relativo en x.
() <0, z0<x<mO+9
flx) <0, z9—0 <x<xp

b) Si = la funcion f tiene un minimo relativo en x.
() >0, zp<z<z0+9

c¢) Si f' tiene signo constante en (o — 6,20 +0)\{zo} = la funcion f no tiene extremo
relativo en x.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Teorema 14.2.
Ejemplo 14.4 Sean las funciones f(x) = 22 y g(x) = 23. Como
, <0six<0 , )
fl(z) =2z ) y ¢'(z) =3z >0Vax #0,
>0si x>0
se tiene que x¢ = 0 es un minimo relativo (de hecho, absoluto) de la funcién f pero no es

extremo relativo de la funcion g (véase la Figura 14.1). g
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Figura 14.1: Funciones z° y .
Teorema 14.3 Sea f una funcion dos veces derivable en un punto x tal que f'(xg) = 0.
a) Si f"(xo) < 0, entonces f tiene un mdximo relativo en x.

b) Si f"(xo) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x.
DEMOSTRACION. Véase el Teorema 14.4. o

Ejemplo 14.5 Consideremos la funcién f(z) = x2. Como f/(0) = 0y f”(0) = 2 > 0,
se verifica que la funcién f tiene un minimo relativo en el punto z9 = 0. g

El Teorema 14.3 es un caso particular del siguiente resultado mds general:

Teorema 14.4 Dado n € N, sea f una funcion n veces derivable en un punto critico x
de forma que

f(wo) = f"(wo) = -+~ = [ D(wo) =0 y f(x0) #0.
a) Sinespary f™ (z9) < 0, entonces la funcion f tiene un mdximo relativo en x.
b) Sinespary f”)(xo) > 0, entonces la funcion f tiene un minimo relativo en x.
c) Sin es impar, entonces la funcion f no tiene extremo relativo en xq'.

'Mis adelante en el Teorema 14.6 se mostrard que, en este caso, zo es un punto de inflexién, que es un
concepto que se estudia en la Seccién 14.4.

(© Ediciones Piramide



Concavidad y convexidad de una funcion. Puntos de inflexion 469

DEMOSTRACION. Por la férmula de Taylor (véase el Teorema 13.5) se tiene que

(&) = Fao) + F(ao)o — 20) + L0 )2
n—1) x n) .
+ f(n (1)?) (LL' _ wo)TL_l + f n('f >({E _ xo)n
f(&)

= f(:l?g) + n (:L' - xO)na

con &, entre x y xg. El resultado se sigue de la igualdad

eligiendo  suficientemente préximo a xo para que f™(£,) y f™ (zo) tengan el mismo
signo (nétese que esto es posible ya que f™ (x0) #0). o

Ejemplo 14.6 Consideremos la funcién f(z) = z*. Como f’(z) = 43, el tnico punto
critico de f es xp = 0. Las derivadas sucesivas de la funcién f son

f(x) = 1222, f"(x) = 24z, ) (x) =24 y fY(x) =0 para n > 5.
Como se verifica que
F1(0) = f"(0) =0y f(0) =24,

se tiene que o = 0 es un minimo relativo (de hecho, absoluto) de la funcién f. o

14.4. Concavidad y convexidad de una funcion.
Puntos de inflexién

Definicion 14.1 Sea f : D — Rcon D C R.

a) Lafuncién f es convexa en un intervalo I C D si para todo par de puntos x1, o € I se
verifica que el segmento de recta que une los puntos (x1, f(x1)) y (x2, f(z2)) queda
por encima de la grafica de la funcién f.

b) La funcién f es cdncava en un intervalo I C D si para todo par de puntos x1,zs € I
se verifica que el segmento de recta que une los puntos (z1, f(z1)) y (z2, f(22))
queda por debajo de la grafica de la funcién f.

¢) xg € D es un punto de inflexion de la funcién f si f pasa de ser concava a convexa (o
de convexa a concava) en el punto xy. o
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Observacion 14.4 En algunos textos se definen como funciones céncavas las que aqui
se denominan convexas, y viceversa. También se utilizan expresiones del tipo funcién
concava hacia arriba, funcién concava hacia abajo ... El lector debe estar atento a estas
diferencias. o

Observacion 14.5 Noétese que una funcién f es cdncava en un intervalo I si, y sdlo si, la
funcién — f es convexaen I. g

Ejemplo 14.7 La funcién f de la Figura 14.2 es convexa en el intervalo (a, ¢) y céncava
en el intervalo (¢, b). Por tanto, ¢ es un punto de inflexién de la funcién f. o

0| a1 x2c T3 T4}

Figura 14.2: Convexidad y concavidad de una funcién f.
Observacién 14.6 Como la recta que une los puntos (x1, f(z1)) y (22, f(z2)) tiene por

ecuacion
f(z2) — f(z1)

L2 — X1

r(z) = fz1) +

(l‘ - xl)a
si la funcién f es:
a) Convexa en (a,b), entonces para todo x € (x1,z2) se cumple que

f(332) —f(fﬂl)

T2 — I

f(@1) + (z —21) = f(2)

0, equivalentemente, para todo x € (z1,x2) se verifica que

flz2) = f(z1) _ f(x) = f(71)

> .
T2 — T1 r — I

b) Cdncava en (a,b), entonces para todo = € (x1, x2) se cumple que

f(z2) — f(x1)

T2 — T

fn) + (z —21) < f(2)

0, equivalentemente, para todo = € (x1, ) se verifica que

flzz) = flan) _ f(z) = f(z1)

To — 1 - T — I
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Observacion 14.7 Si f es una funcién convexa (respectivamente, concava) en un interva-
lo Iy x € I, entonces la gréfica de la funcién f queda por encima (respectivamente, por
debajo) de la recta tangente en el punto (x, f(x)) excepto en el propio punto (z, f(z)).
Este punto recibe el nombre de punto de contacto de la recta tangente. g

Para funciones derivables, se puede demostrar (aunque no lo haremos aqui) la siguien-
te caracterizacion de la convexidad:

Teorema 14.5 Sea f derivable en un intervalo (a,b) con a,b € R.
a) f es convexaen (a,b) < [’ es creciente en (a,b).

b) f esconcavaen (a,b) < [ esdecreciente en (a,b). o

Corolario 14.2 Sea f derivable en un intervalo (a,b). Si zo € (a,b) es un punto de
inflexion de f, entonces "' (xo) = 0 0 no existe f"(xg).

DEMOSTRACION. Por ser zp un punto de inflexién de f, de acuerdo con la Defini-
cién 14.1, supongamos que la funcién f pasa de ser concava a convexa (respectivamente,
pasa de convexa a concava) en el punto xo. Entonces se verifica que existe § > 0 tal que
a<zog—0<zTnp<TO+O<Dby

céncava (respectivamente, convexa) en (o — 9, Zg)

fes

convexa (respectivamente, céncava) en (zg, g + 9).
Por tanto, por el Teorema 14.5, se tiene que

/' es decreciente (respectivamente, creciente) en (xg — 9, xo)

f" es creciente (respectivamente, decreciente) en (xq, o + 9),

lo que implica (véase el Corolario 14.1) que f’ tiene un minimo (respectivamente, ma-
ximo) relativo en xg y, por tanto (véase el Teorema 13.2), x¢ es un punto critico de la
funcién f/, por lo que f”(x¢) = 0 o0 no existe f”(xg) (véase la Definicién 13.7). g

Observacion 14.8 Del Teorema 14.5 se deduce que los intervalos de concavidad y/o con-
vexidad de una funcién f son los intervalos de monotonia de la funcién f’. Por tanto,
puesto que (')’ = f”, ala vista del Teorema 14.2 y del Corolario 14.2 se tiene que:

a) Si f(
b) Si f”(
(

¢) Si f”(xp) = 0 0 no existe f”(x(), entonces x( es un posible punto de inflexién de la
funcién f (aunque pudiera no serlo). g

x) >0V € (a,b), entonces la funcién f es convexaen (a, b).
x) < 0Vz € (a,b), entonces la funcién f es céncava en (a, b).
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Podemos completar la informacién del apartado c¢) del Teorema 14.4 con el siguiente
resultado:

Teorema 14.6 Sean € N, conn > 2, y f una funcion n veces derivable en un punto x
de forma que

(o) == fr"D(xg) =0y f(x0) #0. (14.4)
Si n es impar, entonces la funcion f tiene un punto de inflexion en xy. Ademds, en ese

caso, si f") (zo) > 0 (respectivamente, < 0), la funcion pasa en xq de ser concava a ser
convexa (respectivamente, de ser convexa a ser concava).

DEMOSTRACION. Aplicando a f” la férmula de Taylor (véase el Teorema 13.5), la hi-
poétesis (14.4) determina que

V) T
£/(@) = £ (x0) + £ (o) - 20) + L a2
n—1) T n) . ,
Tt f(n(g)?)(w —x0)" 7 + ({1@2))!(:” —x0)" (14.5)
n)
- L) (z —w0)" %,

(n—2)!

con &, entre 2 y xo. Por otra parte, como f™(zo) # 0, puede eligirse ¢ > 0 sufi-
cientemente pequefio, de forma que f™ (x0) y ™ (&) tengan el mismo signo para todo
x € (xg — &,x0 + €). De esta forma, en el caso de que n sea impar, se verifica que n — 2
es impar y, por tanto, la expresion (14.5) determina que

™ (z0) y f"(x) tienen signos opuestos si x € (zo — €, z)
{ ™ (x0) y f”(x) tienen el mismo signo si = € (g, zg + €).
Teniendo en cuenta lo anterior, distinguimos los dos casos que pueden presentarse:
a) Si f™(x0) > 0, entonces
f"(x) <0,Va € (zo —e,20)
{ f(z) >0, Vz € (xg, 20 + €),
por lo que el Teorema 14.2 determina que
/' es estrictamente decreciente en (xg — €, xo)
{ /' es estrictamente creciente en (xg, xo + €)
y el Teorema 14.5 concluye que
{ fescéncavaen (zg — €, x0)

f es convexaen (zq, 2o + €).
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Esto a su vez implica, de acuerdo con la Definicién 14.1, que x¢ es un punto de infle-
Xion y, ademads, la funcidn f pasa en x( de ser concava a ser convexa.

b) Si f™(zp) < 0, entonces
f"(x) >0,Va € (xog —e,20)
{ f(z) <0, Va € (xg, 20 + €),
por lo que el Teorema 14.2 determina que

{ f es estrictamente creciente en (z¢ — &, x¢)

1! es estrictamente decreciente en (xq, o + €)
y el Teorema 14.5 concluye que

{ f es convexaen (zg — €, z¢)

f es concava en (zg, zo + €).

Esto a su vez implica, de acuerdo con la Definicién 14.1, que xo es un punto de infle-
xion y, ademas, la funcién f pasa en zy de ser convexa a ser concava. o

3

Ejemplo 14.8 Para la funcién f(x) = z° se verifica que

, s .y _ <0siz<0
fi(x)=32"y f'(z)=6x

>0 si z>0,

por lo que la funcién f es céncava en el intervalo (—oco,0) y convexa en el intervalo
(0, +00). Por tanto, g = 0 es un punto de inflexién de f. o

Ejemplo 14.9 Consideremos la funcién f(z) = 2* — 423 + 5. Las derivadas sucesivas
de la funcién f son

f/(x) = 4a® — 1220% = 42% (2 — 3), f/(2) = 122° — 242 = 12z(z — 2),
" (z) = 240 — 24, f)(x) =24 y fM(z) =0 para n > 5.
Claramente, las raices de f”(z) son 1 = 0y 22 = 2. Como se verifica que
[0y =0y f7(0) = —24
{ fr2)=0y f"(2) =24,

se tiene que 1 = 0y 2 = 2 son puntos de inflexién de la funcién f. Nétese que 1 = 0
es un punto critico de f (con tangente horizontal a la curva) pero zo = 2 no es punto
critico de f (pues f/(2) = =16 #0). o
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14.5. Representacion grafica de funciones

El estudio de las propiedades generales sobre los puntos de corte con los ejes coordenados,
las simetrias, la monotonia, la continuidad, la derivabilidad, la convexidad, los extremos
relativos ... de una funcién f culmina con su representacion grafica.

Definicion 14.2 (Asintotas) Sea f : D — R con D C R. La recta de ecuacién

a) es asintota vertical de [ si se verifica que

lim f(z) =400 o lim f(z)= +oc.

s .+
T T

b) es asintota horizontal de f si se verifica que

lim f(z)=m o lim f(z)=m.

T—r—00 r—+00
c) es asintota oblicua de f (con m # 0) si se verifica que
m = lim @ m = lim @
r—+o0o I 0 r——00 I
n=lim (f(x) = ma) n=_lm_(f(z)~ma). o

Figura 14.3: Asintotas de una funcién f.

Observacién 14.9 El signo de los infinitos en a), de f(x) —menb) y de f(x)— (mz+n)
en c) indica si la grafica de la funcién f estd por encima, por debajo, a la izquierda, a la
derecha ... de la asintota (véase la Figura 14.3). g
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Observacion 14.10 (Representacion grafica de funciones) Los pasos a seguir a la hora
de hacer la representacion gréafica de una funcién f son, en lineas generales, los siguientes:

e Etapa 1: Determinar el dominio Dom( f) de la funcién f.
e Etapa 2: Analizar si la funcién f es:

o Par (es decir, si f(—z) = f(x)) o impar (es decir, si f(—x) = — f(z)). En tal caso,
basta representar f en Dom(f) N (0,400) y utilizar el hecho de que f sea par o
impar para representar f en Dom(f) N (—o0,0].

o Periddica (es decir, si existe T > 0 tal que f(z + 1) = f(z)). En tal caso, basta
representar f en un intervalo de longitud un periodo (por ejemplo, en el intervalo
[0,T]) y utilizar la periodicidad para representar la funcién f en el resto del dominio.

e Etapa 3: Determinar:

¢ Discontinuidades de f.
¢ Las asintotas verticales.

o Los puntos de corte con los ejes, es decir, los valores x € Dom(f) para los que
f(x) = 0 (es decir, las raices de f), de forma que los puntos (x,0) (y el punto
(0, £(0)) cuando 0 € Dom( f)) estardn en la grafica de f.

¢ Intervalos en donde f tiene un signo constante.
¢ Comportamiento de f en el infinito (si procede).

¢ Las asintotas horizontales y oblicuas.
e Etapa 4: Hallar:
o Laderivada f'(z).

¢ Las discontinuidades de f.
¢ Las raices de f'.
¢ Los intervalos de monotonia de f.

© Maximos y minimos relativos.
e Etapa 5: Hallar:

o La segunda derivada f”(x).

o Las discontinuidades de f”'.

¢ Las raices de f”.

¢ Los intervalos de concavidad y convexidad de f.

¢ Puntos de inflexién. g
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Observaciéon 14.11 Aunque es conveniente seguir el esquema anterior, en algunas oca-
siones no es necesario (ni posible) desarrollar todas las etapas. g

Ejemplo 14.10 Vamos a hacer la representacion gréfica de la funcién

22 —4

fla =

e Etapa 1: Dom(f) = R\{3}.

e Etapa 2: La funcién f no es par, ni impar, ni periddica.

e Etapa 3:
o feC(R\{3}).
o lfrglﬁf(a:) = -0y l_1>r§1+f(x) = +o00.

¢ x = 3 asintota vertical.
o f(0) = %. Por tanto, la grafica de la funcién f pasa por el punto (0, %)
o f(x)=0 & 22 -4=0 & = —2yz = 2. Luego la grifica de la funcién f
pasa por los puntos (—2,0) y (2,0).
2—4 (z-2)(z+2)

© Tabla de signos de la funcién f(z) = 3 = 3 :
Xr — xr —

| [ (o0, -2) [ (=22 [ 2,3) | (3, +0) |

ol T

o lim f(z)=—-oc0y lim f(z)=4oc.

T——00 x—+00

¢ No hay asintotas horizontales.

o lim @:1, lim (f(z)—z)= lim (m _4—x): Ifim 3:16_4:3.

r—+oo I r—+oo rx—rFoo z—too r — 3

¢ y = x + 3 asintota oblicua.
e Etapa 4:

o 2x(x—3)— (2 —4) 2 —6r—z*+4 a2?—6r+4
N R T N T
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o Dom(f’) = R\{3}y /" € C(R\{3}).

o fllx)=0 o 22 —6x+4=0 2=3—-Vbyxr=3+5

x276x+4:(x73+\/5)(x737\/3)_
(x —3)? (z —3)? '

| [ (—00,3-v5) [ 3= 5.3) | 3,3+ 5) | (3+5,+00) |

© Tabla de signos de la funcién f/(z) =

z—3+5 - + + +

z—3-+5 — — — +
o o+ 1 - [ - ]+ ]
’ f(z) ‘ ‘ crece ‘ decrece ‘ decrece ‘ crece ‘

o x1 = 3 — /5 médximo relativo de f. Teniendo en cuenta que

(3 v/B) = (3_\/\?_—34:_9—6\/\5/;5—4:6_2\/57

el punto correspondiente en la grafica es (3 — /5,6 — 2v/5).

o x5 = 3+ /5 minimo relativo de f. Como

f(3+V5) = (331\/\?2__34: 9+6\/\5/;5_4=6+2\/5»

el punto correspondiente en la grafica es (3 + /5,6 + 2v/5).

e Etapa 5:

o f'(z) = (233—6)(1:—3)2(—( 2) 6x + 4)2(z — 3)
(x —3)2 — (22 — 62+ 4) 23@ —6x+9—a+6x—4 10
(x—3)3 (x —3)3 - (z—3)%

o Dom(f") =R\{3}y /" € C(R\{3}).

o Tabla de signos de la funcién f”(z) =

=2

(x—3>3:

s
-
|

(3, 400)

f

+

convexa

| |
-3
) |
|t ]

)|
|
|
|

‘ concava

En la Figura 14.4 se muestra la gréfica de la funcién f. g
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>
-12 -10 -8 -6 -4/-2 0 4 6 8 10 12 14 16 18

22 —4
x—3"

Figura 14.4: Gréfica de la funcién f(x) =

14.6. Problemas de maximos y minimos

Ejemplo 14.11 Para determinar, de entre todos los rectdngulos de perimetro 12 cm, el de
mayor drea, consideramos el rectdngulo de la Figura 14.5.

T
Figura 14.5: Rectangulo de lados x e y.
Como el perimetro de dicho rectdngulo debe ser 12 cm, se verifica que
2¢04+2y=12 = 2+y=6 = y=6—=z.
De esta forma, debemos hallar el maximo de la funcion area

A(x) =2y = 2(6 —z) = 62 — 22, 0 < x <6.
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La restricciéon 0 < x < 6 se debe a que el valor de = debe ser positivo (por representar
la longitud de un lado del rectdngulo) e inferior a 6 (pues 2x < 12). Como se vio en
la Observacién 13.19, el maximo se alcanzard en alguno de los extremos del intervalo
(x = 0, x = 6) o en algtin punto critico de la funcién A(z). Calculemos los puntos
criticos: como

Al(x)=6—2z,0<z <6,

el Gnico punto critico es ¢y = 3. Entonces, como A(0) = A(6) =0y A(3) =9, se tiene
que el maximo absoluto se alcanza para x = 3. Otra forma de verlo es la siguiente: puesto
que A”(3) = —2 < 0, se tiene que xg = 3 es un maximo relativo de la funcién f que,
al compararlo con los extremos z = 0 y x = 6, se obtiene que es un maximo absoluto
(véase la Figura 14.6).

Figura 14.6: Gréfica de la funcién drea A(z) = x(6 — z).

Por tanto, el rectdngulo de perimetro 12 cm con mayor drea es el cuadrado de lado 3 cm
y el drea maxima es 9 cm?. g

Observacion 14.12 El Ejemplo 14.11 puede generalizarse a rectangulos de perimetro p:

de entre todos ellos, el que tiene mayor drea es el cuadrado de lado £ = £ y el drea
2

miximaes A =%, o

rio

°

B C D

Figura 14.7: Puntos A, B, C, D del Ejemplo 14.12.

Ejemplo 14.12 Un nadador quiere ir del punto A al punto D atravesando un rio, como
se indica en la Figura 14.7, donde d(A4, B) = 100 m y d(B, D) = 200 m. Si nada a una
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velocidad de 1 m/s y camina a una velocidad de 2 m/s, {cémo debe elegirse el punto C
para llegar a D en el menor tiempo posible?

Claramente, el tiempo ¢ que tarda en ir de A a D es la suma de los tiempos t4c y tep
que tarda en ir, respectivamente, de A a C'y de C'a D. Es decir,

d(A,C) | d(C.D)
vac vVcbD

d(A,C) d(C,D)
- . + 5 =d(4,C)+

t=tac +tcp =

d(C, D)
2=

Podemos expresar el tiempo anterior en funcién de la variable © = d(C, D). Concreta-
mente, el tiempo que el nadador emplea para ir de A a D viene dado por

) = /1002 + (200 — )2 + g 0 <z < 200.

250

150
100

50

0 Zo.
0 50 100 150 200

Figura 14.8: Gréfica de la funcién 7(z) = /1002 4 (200 — x) + =

Se trata, pues, de minimizar la funcién 7(x). Puesto que

—2(200 — 1 200 — 1
m(z) = ( 0 Ll - +2,0<z<200
2,/1002 + (200 — z)2 2 /1002 + (200 — z)2 2

se tiene que los puntos = € (0, 200) en los que 7/(x) = 0 verifican que

2(200 — ) = /1002 + (200 — )2 = 4(200 — z)? = 100 + (200 — z)?

1002 100v/3
= 200 —z = 3\f

= 3(200 — x)* = 100> = (200 — )% =

10(;:/§ 00 <2 - \/§> _ 100(63— V3)

3

= z =200 — ~ 1422650.
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Al evaluar la funcién 7 en los extremos del intervalo [0, 200] y en el dnico punto criti-

100(6—+/3)
3

coxg = , se obtiene que

7(0) = /1002 + 2002 = 100v/5 ~ 223’6068
7(200) = v/1002 + 100 = 200

T(20) = /1002 4 102 4 1006=v) _ 30033 4 100 — 50,/3 + 100 =~ 186/6025,

por lo que, de acuerdo con lo visto en la Observacién 13.19, se tiene que z¢ = M

es el minimo absoluto de la funcién 7 en el intervalo [0,200] y, por tanto, el tiempo
minimo empleado parairde A a D es

(o) = 50v/3 + 100 ~ 186'6025 s

(véase la Figura 14.8). Aunque no es necesario para la resolucién del problema planteado
en este ejemplo, se puede utilizar el criterio de la segunda derivada para comprobar que
x¢ es un minimo relativo. En efecto, puesto que

() = 1002
V/(100% + (200 — 2)2)3
(compruébese), se verifica que 777 (z¢) = ?éT\/og > 0y, por tanto, zg = M es

minimo relativo de la funcién 7 en el intervalo [0, 200]. o

14.7. Problemas

14.1. Calcular los siguientes limites:

@ lim sen(8z) ) lim e — e~ ¢ lim cos(2zx) — 1
10 sen(4x) z—0 In(1 4 2x) z—0 In(cos(x?) 4+ x)
. _ -2 _a r _ 1
d) 1fm cos(z) — cos® x ¢) lim x cos(x) ! sen(x) lim €
z—0 sen(x) x—0 a8 x—0 sen(z)
tan(z) — x sen(7z) + 3z . er . e’
Iim ———— h) lim ———— Iim — lim —.
&) a0b 7 — sen(z) ) 230 sen(2x) D ertoo @ D o Fo0 273

14.2. Dado n € N, determinar el valor que debe tomar en = 0 la funcién

1+2)"—1
X

flx) =
para que f € C(R).
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14.3. Calcular el limite
. x —tan(x)
lim ———=.
x—0 1‘3

14.4. Es evidente que se verifica que

tfm sen[(x) _ lim sen(z) 1 1
z—0 3 =0 x x? 0t

En cambio, al aplicar la regla de L’Hopital, resulta

lim sen(x) _ lim cos(z) lim sen(x) _ _1.
z—=0 T z—0 3x2 x>0 6x 6

Explicar la aparente contradiccion.
14.5. Calcular los siguientes limites:
W lim o (e ~1) b) lim (1 + 22) o
z—0t+ z—0

14.6. Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, asi como los mdximos y los
minimos, de las siguientes funciones:

a) f(z) =a® - 222+ 2 —2 b) f(x) =22 ¢) f(z) = (z — 1)*(z + 1)*(z — 3).
14.7. Calcular los coeficientes «, 5y v de la funcién
f(x) =2° + az® + Bz 4+~

sabiendo que la grifica de la funcién f tiene en (1, 1) un punto de derivada nula que no
es extremo relativo.

14.8. Demostrar que e* > 1 4 x para todo = € R.

14.9. Hallar los intervalos de concavidad y convexidad, asi como los puntos de inflexién,
de las siguientes funciones:

a) f(z) = 2% + 22 -3 b) f(z) =2t — 223+ 22 -3z +1
o) f(z) = (z2 — 4)2 d) f(z) = (z — 1)ex.
14.10. Determinar para qué valores del parametro A la funcién polinémica
flx)y=a*+223 4+ \a? + 2+ 1
es convexa en toda la recta real.
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14.11. Determinar los valores de «, 8y -y de la funcién racional

ax® + Bx? +5
2 —

fz) =
sabiendo que la grafica de la funcién f tiene por asintotas las rectas z = 2 e y = 3z + 2.

14.12. Representar graficamente las siguientes funciones:

3_ 9.2
V@)= W)=t 9f)=e @ f@)="""r 1
T T T+5
=1 VO e 90T
3 _
h) f(z) = 3(;24_73683?5 D) f(x)=24e"In(z) J) f(z) = xsen(x).

14.13. Con una cuerda de 30 cm de longitud se desea formar un tridngulo isdsceles de la
mayor drea posible. Determinar los lados de dicho tridngulo y el valor del 4rea maxima.

14.14. Calcular las dimensiones del rectingulo de drea médxima inscrito en una circun-
ferencia de 8 cm de radio.

14.15. Hallar las dimensiones de un campo rectangular de 36 m? de drea, de forma que
su perimetro sea minimo.

14.16. De una cartulina cuadrangular de lado 18 cm se recortan cuatro cuadrados iguales
(uno en cada esquina) y, con la superficie resultante, se construye una caja. ;Como deben
hacerse los recortes para que el volumen de la caja sea méximo?

14.8. Soluciones
14.1. 292 b3 ¢0 do e)—% N1 g2 hb5 i)+oo j) +oo.
14.2. f(0) = n.
1
14.3. _§'

cos(x)

22

s

14.4. Elerrorradica en aplicar una segunda vez la regla de L’Hopital al limite ll'rr})
T—

que ya no es indeterminado.

14.5. a)+oo b)l=e?~T73891.
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f creceen (—oo, 1)U (1,400
14.6. a) (o0, 5) UL )

f decrece en (%,1).
T = % maximo relativo y 2 = 1 minimo relativo.
b { f creceen (—oo0, —2) U (0, 400)

f decreceen (—2,0).
21 = 0 maximo relativo y zo = —2 minimo relativo.

f creceen (—oo,—1)U (m’ 1) U <M7+OO>

c)
f decrece en (—oo Sy ) (1 Sy L )
x1 = —1, 2 = 1 méaximos relativos y z3 = 8= V7113, 1y = SEVII3 \4113 minimos relativos.

147. a=-3,6=3yy=0.

14.8. Considerar la funcién f(z) = e* — 1 — x y demostrar (estudiando el signo de la
derivada) que f(z) > 0Vz € R.

14.9. a) f convexa en todo R. No tiene puntos de inflexion.

2O )

G‘

f convexa en (—oo

b) puntos de inflexién.
f céncava en (3_6‘/5, 3+6\/§)
f convexa en (—oo QT*/g) U (QT\/g,—i—oo)

c) ) 23 23 i% puntos de inflexién.
f concava en (—— T) .

f convexaen (—oo,—1)
d) x1 = —1 punto de inflexién.

f céncavaen (—1,0) U (0, +00).

3
14.10. A > —.
-2

1411. a=3,=2y~vy=4.

14.12. Ver las gréficas de las Figuras 14.9, 14.10 y 14.11. En cada caso se deben deta-
llar los datos concretos de cada gréafica. En particular los puntos donde se alcanzan los
maximos y minimos relativos, los intervalos donde la funcién es creciente, decreciente,
concava, convexa, los puntos de inflexion, las asintotas ...

14.13. Tridngulo equilatero de lado 10 cm. Area méaxima 25v/3 ~ 43/3012 cm?.
14.14. Cuadrado de lado 8v/2 ~ 11’3137 cm. Area maxima 128 cm?2.
14.15. Campo cuadrado de 6 m de lado.

14.16. En cada esquina hay que recortar un cuadrado de lado 3 cm. Volumen maximo
432 cm?3.

(© Ediciones Piramide



Soluciones 485

2
3
-4
A ’5
—6—5—4—3—2—10‘0123456 N
©) f(z) = e’ D f(z) = = _2552 +4'

Figura 14.9: Gréficas de las funciones f(x) del Problema 14.12.

(© Ediciones Piramide



486 Aplicaciones de las derivadas

10
9 5
8 4
7 3
6 2
5 1
¢ 3,240(r123 5 6 7 8
3 -1
2 2
1 3
_!5—!4——‘3—!2——‘1—/00 2 3 4 5 6 71 8 9 10 -4
xr x
@ @)= 5. ® @) = e e v 5
5
4
3
2
1
6 5 4 i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 5
4
3
2
1
4 3 2 T 2 3 4 5
-1
z+5 3 —
© f(2) = —5 @ f(z) = H

Figura 14.10: Gréficas de las funciones f(z) del Problema 14.12.
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S

N

21
_3—

(@) f(z) =2+ e ?In(x).

A -3m/2 s -T/2 0 2 3n/2 us

(b) f(z) = xsen(x).

Figura 14.11: Gréficas de las funciones f(x) del Problema 14.12.
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15 calculo integral. Integrales
indefinidas

15.1. Introduccion

En este capitulo se introduce el concepto de primitiva e integral indefinida de una funcidn,
basdndose en las derivadas estudiadas en el Capitulo 13.

Tras introducir las definiciones de estos conceptos, se presentan sus principales pro-
piedades y los métodos elementales de integracion, junto con oportunas tablas para su
célculo practico que es conveniente memorizar.

A continuacién se muestran las técnicas necesarias para calcular las integrales inde-
finidas de funciones racionales. Se trata de integrales que suelen ser no inmediatas, pues
necesitan ciertas manipulaciones algebraicas para su obtencion. Se estudiard con cierto
detalle el caso de funciones racionales con denominadores de grado menor o igual a dos
y se indicard la forma de obtener las integrales indefinidas de funciones racionales en el
caso general.

Este capitulo es la base tedrica en la que se sustentard el Capitulo 16, en el que se
mostraran las aplicaciones practicas de las integrales mediante integrales definidas.

15.2. Primitivas e integrales indefinidas. Métodos
elementales de integracion

15.2.1. Primitivas e integrales indefinidas

El célculo de la primitiva de una funcidn es la operacién inversa de hallar la derivada de la
misma. A pesar de que cualquier funcién continua admite primitivas, no existen férmulas
ni métodos de caricter general que sirvan para determinar primitivas de funciones.

En toda esta seccién D denota un intervalo abierto o una unidn de intervalos abiertos.
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490 Calculo integral. Integrales indefinidas

Definicién 15.1 Sea f : D — R. Una primitiva de la funcién f en D es una funcién
derivable F' : D — R verificando que

F'(z)= f(z),Vx e D. ¢
Notacion 15.1 En general denotaremos a la primitiva de una funcién con la misma le-
tra de la funcién pero en mayuscula, es decir, F,G, H ... denotardn primitivas de las
funciones f, g, h... respectivamente. g

Ejemplo 15.1

a) Una primitiva de la funcién

es la funcién

b) Una primitiva de la funcién

es la funcion

¢) Una primitiva de la funcién

1

es la funcion
H(x) =In(—z), Va <O0.

d) De los apartados b) y c) se deduce que una primitiva de la funcién
1
r(z)=—,Vz#0
x

es la funcion
R(z) =In(Jz]), V£ #0. o

En general, como se muestra en el siguiente resultado, dos primitivas de una funcién
sblo difieren, en cada intervalo, en una constante:

Proposicién 15.1 Sea f : (a,b) — R con a,b € Ry F una primitiva de f.
F es una primitivade f en (a,b) < 3¢ €R tal que F(x) = F(z)+c, Va € (a,b).
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Primitivas e integrales indefinidas. Métodos elementales de integracion 491

DEMOSTRACION.

Como F'y F son primitivas de f en (a, b), para todo = € (a, b) se verifica que

(F(x) = F(2)) = F'(2) = F'(2) = f(x) - f(z) = 0.

Por tanto, por el Corolario 13.3 se tiene que existe ¢ € R tal que

F(z)— F(z)=¢, YV € (a,b).

Para todo = € (a, b) se verifica que
F'(z) = (F(z) +¢) = F'(z) = f(x),

por ser F una primitiva de f en (a, b). Luego F es una primitiva de f en (a,b). o

n
Corolario 15.1 Si D = U I; siendo {1;}}}_; un conjunto de intervalos abiertos disjun-
j=1
tosdosados, f: D — RyF : D — R es una primitiva de f, se verifica que:

F es una primitivade f en D < F{ej}j=1 C R tal que F(z) = F(z) +¢j,
Veel;, Vje{l,2,...,n}.

DEMOSTRACION. Basta aplicar la Proposicion 15.1 a las funciones f; : I; — R defini-
das como

fi(x)=f(z),Vzel;. g
Ejemplo 15.2 En el Ejemplo 15.1 las funciones

~ 22 - In(—z)+2, <0
F(z)=—+4+4,Vx€R y R(z) =
2 In(z) =5, x>0

son también primitivas de las funciones f y r, respectivamente. o

Definicion 15.2 El conjunto de primitivas de una funcién f se denomina integral indefi-
nida de la funcién f y se representa, indistintamente, como

[t@ds [ fway, [rwa [rwdu [se)av... o
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492  Calculo integral. Integrales indefinidas

Observacion 15.1 A la vista de la Proposicién 15.1, si F' es una primitiva de f en un
intervalo (a, b), entonces la integral indefinida de f viene dada por

/f(x)dx =F(z)+c Y€ (a,b)

con ¢ € R arbitrario. En el caso de que F' : D — R sea una primitivade f : D — R, con

n
D= U I; siendo I; intervalos abiertos disjuntos dos, entonces
j=1

[ 1@ de=F@ +ej Vo 1, Vi€ (120 m)

con ¢; € R arbitrario. En lo sucesivo nos limitaremos, por simplicidad de exposicion,
a dar los resultados para el caso en el que el dominio es un intervalo abierto (a,b) con
a,b € R, dejando para el lector la extensién al caso de un dominio D que sea unién de
intervalos abiertos (en los casos en que proceda). g

Ejemplo 15.3 Las integrales indefinidas de las funciones f y r del Ejemplo 15.1 son
2 d In(—x)4+c, <0
/xdm:ag——i—c,V:ceRy/—I: (=)
2 x In(z) +c2, x>0
con ¢, cq, co € R arbitrarios. g

Proposicion 15.2 Si F'y G son, respectivamente, primitivas de las funciones f 'y g en un
intervalo (a,b), con a,b € R, entonces para todo A, i1 € R se tiene que \F' + pG es una
primitiva de la funcion \f + pg en (a,b). Es decir, se verifica que

/()\f(x) + pg(x)) de = )\/f(ac) dz + ,u/g(x) dz en (a,b). (15.1)
DEMOSTRACION. El resultado es inmediato, pues para todo x € (a, b) se tiene que
(AF(z) + uG(x)) = AF'(2) + pG'(x) = Af(2) + pg(@). o
Observacion 15.2 La propiedad 15.1 indica que la integral es un operador lineal. g

Ejemplo 15.4
) da 2
dx+—)de=4 | xde+5 | — =22"+5In(z) + ¢ en (0,+00)
x x

con ¢ € R arbitrario. g

Observacion 15.3 Como regla general, para comprobar que una integral indefinida ha
sido calculada correctamente, basta derivarla y verificar que la derivada obtenida coincide
con el integrando. Asi, para el Ejemplo 15.4 basta comprobar que

5
(222 + 51n(z) + ) = 4o + ~en (0,+). o
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15.2.2. Métodos elementales de integracion
e Integrales inmediatas

Las primitivas que se obtienen aplicando en sentido inverso las férmulas bésicas de deri-
vacion se denominan integrales inmediatas.

Ejemplo 15.5 Consideremos la funcién f(x) = v/x, V. > 0. Puesto que

Flx) = % Vo >0,

entonces

1
/mdx—\/%—i-c, Vo >0

con ¢ € R arbitrario. g

Presentamos, a continuacién, las integrales que aparecen con mayor frecuencia en
las aplicaciones. En la Tabla 15.1 se muestran las integrales inmediatas que deducen a
partir de las derivadas de la Tabla 13.1 con u(x) = x y en la Tabla 15.2 se muestran
las integrales (casi inmediatas) que se deducen a partir de las derivadas de la Tabla 13.1
con u(x) general.

f(z) [ f(z)dx f(z) J f(@)dx
a(a €R) ar +c cos(x) sen(z) + ¢
‘,L.a+1
z® (a # —1) o +c sen(x) —cos(z) + ¢
1 1
NG Ve +e o2 () tan(x) + ¢
1 1 1
- n(|z]) + ¢ Wopr arcsen(z) + ¢
e e*+c Vg arccos(z) + ¢
. a® 1
a® (a>0,a #1) () +c 522 arctan(z) + ¢

Tabla 15.1: Integrales indefinidas inmediatas (¢ € R denota una constante arbitraria).
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(@) J fa)de
a(a € R) ar +c
u(x))ett

a)rul@) (o 1) | DT

u/(x) T(aj) Yo

2/u(x)
()
o In(fu(@)]) + ¢
e @)y () e 4 ¢
£4®)
a™@! (z) (a > 0,a # 1) In(a) +c
cos(u(z))u'(x) sen(u(z)) + ¢
sen(u(x))u' (x) —cos(u(x)) +¢
v/ (x)
o2 (ul(@)) tan(u(x)) + ¢
v(z) arcsen(u(x c
S oE)E (u(z)) +
I CON arccos(u(x c
S oTE)E (u(z)) +
1
T2 arctan(z) + ¢

Tabla 15.2: Integrales indefinidas (casi) inmediatas (c € R es una constante arbitraria).
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Notese que dos de las integrales indefinidas de la Tabla 15.1 pueden unificarse como

| 2 = arcsenta) + (@) + &
——— = arcsen(x) + ¢ = — arccos(z ,

1— a2
siendo ¢,k € R constantes arbitrarias. El dominio de todas las funciones f de la Ta-
bla 15.1 y sus primitivas coincide con el de cada funcién f. Mds concretamente, el do-
minio de z y sus primitivas depende del valor de a (no detallamos todos los casos posi-
bles); el dominio de % y sus primitivas es R\{0}; el dominio de ﬁ(x) y sus primitivas

esR\ {% + km : k € Z}; y el dominio de ﬁ y sus primitivas es (—1,1).

e Integracion por cambio de variable (l)

Observacion 15.4 Algunas integrales que no son inmediatas pueden reducirse a integra-
les mds sencillas mediante un cambio de variable del tipo

t=r(x),
siendo 7(z) una funcién derivable, de modo que
dt = v'(x) dx.
Para ello se necesita que la funcién f pueda escribrirse como
f(@) = glr(@))r (x)

para alguna funcién g, con lo que
/f(x) do = /g(t) dt.

a) Para hallar la integral indefinida

Veamos algunos ejemplos:

/(x+2)2da:, Vz eR
podemos considerar como nueva variable
t=x+2,teR

y, utilizando las reglas de derivacion, se tiene que dt = dz. De este modo,

t3 2)3
/(x+2)2dx:/t2dt:g—i—c:%—i—c,VxER

con ¢ € R arbitrario. Nétese que esta integral es una de las integrales (casi inmediatas)
mostradas en la Tabla 15.2. g
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b)

¢)

d)

Calculo integral. Integrales indefinidas

Si queremos hallar

/COS(2£L‘ —7)dz, Yz € R,
podemos hacer el cambio de variable
t=2x—-"T7,teR.
Como ahora dt = 2dz, se tiene que

1 t 2z —
/cos(2z77)dx:§/cos(t)dt:Ser;()+c:w+c,V1’€R

con ¢ € R arbitrario. Nétese que esta integral es también una de las integrales (casi
inmediatas) de la Tabla 15.2.

Para hallar la integral
/em2+z+1(2x +1)dx, Vz €R

podemos hacer el cambio de variable
t=a?+2+1 = dt=_2c+1)dz

(nétese que t € [%, —|—oo), aunque el cédlculo de este intervalo no es necesario para
encontrar la integral indefinida buscada). De esta forma,

.2 2
/e“ Tt (n + 1) do = /etdtz el te=e" T e VreR
con ¢ € R arbitrario. Nuevamente, esta integral es una de las integrales (casi inmedia-

tas) de la Tabla 15.2.

Para calcular la integral

cos(x)
——d R
/ 2 + sen(x) T, Vo €

podemos hacer el cambio de variable
t=2+sen(x), t € [-1,1] = dt = cos(x)dx,

a partir del cual se tiene que

cos(x) dt
———drx= [ — =1 +c=In(2+ +c Vv R
/2 sen( )dx 7 n(|t]) + ¢ = In( sen(z)) +¢, Va €

con ¢ € R arbitrario. De nuevo, esta integral es una de las integrales (casi inmediatas)
de la Tabla 15.2. g
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Ejemplo 15.6 Vamos a hallar las siguientes integrales indefinidas (¢ € R denota una
constante arbitraria):

4
2
a) /(m3—|—2x2—3)dac:%—1—5133—33:—1—0,VxE]R.

b)/a:—l (”3_41) e, VaeR.

1 1
c)/ +5+ dr = —— + 5z + In(z) — 2v/z +¢, Va > 0.
\/5 T

1 2 sen(2z + 1)
2 1 =In(z— 2 _
d) / <x — + o2 (22) + cos(2z + )> dx = In(z—5)+tan(2x)+ 5 +e,

Vo e R\{5, {5 +55},en )

) 3(3 4
e) /(5@21+sen(3$+4))dl‘=5621—%4-6, V$€R o

e Integracion por descomposicion

Consiste en aplicar la propiedad 15.1 de la siguiente forma: para hallar la integral indefi-
nida de una funcién f, se expresa f(x) como una suma

f(l') = fl(x) +f2(x) + +fn(x)’

de forma que cada sumando tenga una primitiva que se sepa calcular. De esta forma, la
integral indefinida de f se obtiene como la suma

/f(:c)d:c:/fl(a;)d:v+/fg(a:)dx+-~-+/fn(x)dm

Ejemplo 15.7 Para hallar integrales del tipo

/sen(aﬂc + B) cos(yx + ) du, /sen(aa: + B)sen(yx +d)dx, Ve € R

/Cos(ax + B)cos(yxr 4+ 0)dz, Ve € R

se utilizan, respectivamente, las identidades trigonométricas

sen(r) cos(s) = sen(r + s) + sen(r — s)

2
cos(r) cos(s) = cos(r + s) J2r cos(r — s)
_ cos(r —s) —cos(r + s)

sen(r) sen(s) = >
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obtenidas en la Proposicion 7.3. Asi, por ejemplo,

B
[ senta) oz - [REEED toenle =),

_1 </ sen(bz + 1) dx + /sen(x — l)dx)
;( COS5I+1 cos(z1)>+c
1
2

(c05(5§ +1)

+ cos(x — 1)) +c, Ve eR

con ¢ € R arbitrario. g

Ejemplo 15.8 Para hallar integrales del tipo
/senQ(ax +pB)de, VxeR y /cosz(ax +pB)dz, Ve e R

se utilizan, respectivamente, las relaciones trigonométricas

1 — cos(2
sen?(r) = 1= cos(2r)
2
1 2
cos?(r) = 1+ cos@r) C;)S( r)

obtenidas en la Observacién 7.17. Asi, por ejemplo,

/sen ($+3)dxf/de

(/dm—/cos (22 + 6) wdm)

(x—W)—i—c,VmeR

1
2
con ¢ € R arbitrario. g

« Integracién por partes

Dados a, b € R, a partir de la férmula de derivacién de un producto

(f(@)g(x)) = f'(2)g(x) + f(2)g'(x) en (a,D),
la propiedad (15.1) permite escribir

f@)g@) = [(F@)g@)) do = [ F@g@)ds+ [ f@)g'(@)dz en (a0),
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de donde se obtiene que

/ f(@)g (@) dz = f(z)g(z) - / f'(2)g(x) dz en (a,b). (15.2)

Observacion 15.5 En algunas ocasiones se emplea la notacién
u=f(x),v=yg(), du=f'(z)dz y dv=g'(z)dz,

por lo que la expresion (15.2) toma la forma abreviada

/udv:uv—/vdu. (15.3)

/xemdx, Ve eR

Ejemplo 15.9 Para calcular

aplicamos la férmula (15.2) a las funciones f(x) = z y ¢'(z) = e”. Puesto que f'(z) = 1
y g(x) = €*, se obtiene que

/xewdx:xe””—/ezdx:xem—ex—kc:(x—l)eg”—l—c, VzeR (15.4)

con ¢ € R arbitrario. Utilizando la notacién de la Observacion 15.5, se tiene que u = x
y dv = e* dx, por lo que du = dz y v(z) = e®. Aplicando (15.3), se vuelve a obtener,
obviamente, el mismo resultado que en (15.4). o

e Integracion por cambio de variable (ll)

En algunas ocasiones, para calcular la integral indefinida de una funcién

f(z), z € (a,b)

con a,b € R, resulta conveniente considerar la variable x funcién de otra variable, por
ejemplo,
r=g(t), tel,

siendo

I = (min{g~"(a). g~ ()}, mix{g " (a),g ' (8)})

(supuesto que g es una funcién inversible y derivable e inversible), y tener en cuenta la
regla de la cadena. Como buscamos una funcién F'(x) verificando que

F/(.’lf) = f(l‘), Ve (Cb,b),
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al hallar la derivada de F'(g(t)) respecto de la variable ¢ se tiene que

(F(g(1)" = F'(9(t)g'(t) = f(g(1)g'(t), t € I.

Ademds, se tiene que dz = ¢'(t)dt. De esta forma, la expresién

/f(x)dx =F(z)+e¢ Yz € (a,b)

es equivalente a

/f(g(t))g’(t) dt = F(g(t)) +c, Vel (15.5)

con ¢ € R arbitrario. En el método de integracién por cambio de variable conviene elegir
adecuadamente la funcién g(t) para conseguir que el cdlculo sea mds sencillo. Los pasos
a seguir son:

1) Hacer el cambio de variable x = g().

2) Sustituir dz por ¢'(t) dt.

3) Hallar la integral /f(g(t))g’(t) dt, t € I.

4) Deshacer el cambio de variable.

Ejemplo 15.10 Para calcular la integral indefinida

1
——dz, Vz € (—1,1
[ (1.1
podemos hacer el cambio de variable

x =sen(t), t € (—g, g) = dx = cos(t) dt,

con lo que se tiene que

cos(t)

/\/ll_iﬁdwz/\/liewcos(t)dt:/cos(t)

= /dt =t+c=arcsen(z) +c¢, Vo e (—1,1)

dt

con ¢ € R arbitrario. Notese que esta integral es una de las integrales inmediatas mostra-
das enla Tabla 15.1. g
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15.3. Integracion de funciones racionales

En esta seccion vamos a considerar integrales indefinidas del tipo

/f;gdaneDmn<g),

donde Py @ son polinomios en la variable x. Estudiaremos con detalle el caso en el que
el grado de @) es menor o igual que 2 (es decir, 0Q) < 2) y mostraremos mds adelante (en
la Observacién 15.6) la metodologia a aplicar en el caso general.

Si 0Q) < 2, distinguimos los siguientes casos:

P(x)
ar + 8
entre ax + (3 (véase la Observacion 2.11), se obtiene que

/a];(—i)ﬁ da:—/<C(x)+ Oz$7+5> dx:/C’(:c)dx-i-’y/axdj_ﬁ

= /C(m) dx + %1n(|aw+ﬁ|) +c

a) Denominador de grado 1: dx | con o # 0. Al dividir el polinomio P(x)

con ¢ € R arbitrario y donde la integral / C(x) dz es inmediata, por ser C'(x) un

polinomio.

Ejemplo 15.11 Puesto que 22 + x + 1 = (z — 3)(z + 4) + 13, se tiene que

2 1 13 2
/wdx :/ c+a+ —2 ) de =2 +42+13In(lzr—3|)+c, Vo £ 3
z—3 z—3 2

con ¢ € R arbitrario.

P(x)
ax? + Br + v

i) |OP < 0Q | Se factoriza el denominador Q(z) en términos de sus raices &; y o,

es decir,

dz | con v # 0. Distinguimos dos casos:

b) Denominador de grado 2: /

Qx) = oz = &1)(x — &2).
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502 Calculo integral. Integrales indefinidas

En funcién de si las raices £; y & son reales o complejas, se hace la siguiente
descomposicion en fracciones simples:

Plx) A B
§1,£2€R, &1 #& = 0w -6 i 6
. P(x) A B
L,€R, &G =86=¢ > 0w it woer (15.6)
. . P Az + B
&L =a+1ib&=a—ib,b#0 = Qg; = (x—];)z—kb?

Con este procedimiento, las integrales que surgen a partir de (15.6) son faciles de
resolver, ya que

dx dx 1
/x—f‘ln(x_““’/(az—ﬁv TR

y, si b # 0, se verifica que

/ dz _l/ dz _1/ bdt
(x—a)2+b b2 (%)24-1_172 t2+1
1

1 T—a
=3 arctan(t) + ¢ = — arctan 5 +e,

S

donde se ha efectuado el cambio de variable ¢t = ”g“ se deduce

que para todo A, B € Ry b # 0, se verifica que

Az + B A 2(x —a) Aa+ B
/(:r—a)Q—i—b?dx_2/(x—a)2+b2dx+/(x—a)2+b2dx
Aa+ B

A r—a
=5 In ((z — a)® +b%) + ;— arctan (b> +ec.

En todas las integrales anteriores ¢ € R es una constante arbitraria. g

Ejemplo 15.12
4 >+ 4
b / 23x+ dr — /(31—+dw, Yz € R\{1,2} (las raices del
X

—3z+2 x—1)(z—-2)
denominador son §; = 1y & = 2). Puesto que
3z +4 A B (A+ B)x + (-2A - B)
= + = R
(z—1(z-2) xz-1 z-2 (x—1)(x—2)

debe cumplirse que
A+B=3 A=-7
=
—2A-B=4 B =10.
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De esta forma,

3xr+4 dx dx
———dr = -7 10
/x2—3x+2 o /35—1+ /x—2

=—7In(Jz — 1) + 10In(|z — 2|) + ¢, Yz € R\{1, 2}

conc € R arbitrario.
2
2) /x2_2 —d /Ji)dx Va € R\{1} (¢ = 1 es raiz doble del

denominador). Puesto que

2w—-1 A B Az+(B-A)

G2 o1 @12 (@-1p

)

debe cumplirse que

Por tanto,

/ 2z -1 d:c—2/ dz +/ dx
r2—2x4+1 x—1 (x —1)2

1
:21n(\x—1|)—ﬁ+c,V:ﬂ7§1

con ¢ € R arbitrario.

r+1 x+1 , )
3) / P P dx = / m dx, ¥V € R (las raices del denomina-

dorson & =1+iyé& =& =1—1i). Como se verifica que

z+1 _ T 1
(m—1)2+1_(x—1)2+1+(x—1)2+1
1 2z —1) N 2
2(x—1)24+1 " (z—-12+1’

entonces
1 1 2(x—1 d
/de:,/LdHQ/ix
22 —2x+42 2) (x=1)2+1 (x—1)2+1
1
= iln((x —1)? 4+ 1)+ 2arctan(z — 1) +¢, Vo €R
con ¢ € R arbitrario. g
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ii) | 0P > 0Q | Dividiendo el polinomio P(x) entre Q(x), se expresa la funcién ra-
P(x)
Q(x)

Ejemplo 15.13 Para hallar la integral indefinida

cional como suma de un polinomio C'(x) m4s una expresién del tipo (15.6).

5 4 222 1 3 4 222 1
/x e dl, :/x 2 Sl e e R\(-1,1)

22 -1 (x—=1)(xz+1)
efectuamos la division del numerador entre el denominador, obteniendo

3+ 222 +3x+1 4r + 3
(x—1)(z+1) (x—1)(z+1)

(nétese que también hemos efectuado la descomposicidn en fracciones simples).
Consecuentemente, para todo € R\{—1, 1}, se verifica que

3 4+222+3x+1 7 dx 1 dx
= 2 — —
/ 21 du /(H >dx+2/x71+2/x+1

2

x 7 1
:?+2x+§ln(|x—1\)+§1n(|x+1|)+c

con ¢ € R arbitrario. o

Observacion 15.6 En el caso general (con grado arbitrario del denominador), la descom-
posicion en fracciones simples de una funcidn racional

P(x)
o) con 0P < 0Q

se lleva a cabo de la siguiente forma: suponiendo que

a) {&1,&,...,& } sonlas rraices reales del polinomio @) con multiplicidades respectivas
{n1,mna,...,n,.} (véase la Definicién 12.6),

b) {m = a1 +ib1,n2 = az + iba,...,ns = as + ibs} son las s raices complejas de Q
con multiplicidades respectivas {mq,ma, ..., ms},

podemos factorizar el polinomio ) en la forma

Q)=alx—&)"(z— &)™ ... (x— &) ((x — a1)* + by)™
(= ag)® +b)™2 . ((x — as)? + bs)™.
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Se lleva a cabo la siguiente descomposicion en fracciones simples:

P(x) An A1z A,
Qw) z-&  @-&ar T a-am
Ag Az A,
e P LA PN P
A Ao Arn,
e T e T T e
Bz + C1y Biax + Cr Bim, @ + Cim,
(@ —a1)*+b7  ((z—a1)?+b7)? ((x —a1)? +b)™
Boyx + Cyy Baow + Caa R Bom,x + Com,
(x —a2)?+b5  ((z - a2)? +b3)? ((z — az)? + b3)™>
I Bsix + Cy1 Bz + Cso o Bsm,z + Csm,
(@ —as)? +07  ((z —as)* +03)° ((z—as)? +b2)m

Notese que las integrales que surgen a partir de las fracciones simples anteriores se re-
suelven de forma andloga a las que surgieron en (15.6), teniendo en cuenta que para todo
n € Nconn > 2 se verifica que

/(fc@ :/(“'_5)_"‘“”: T <x—1£)”*1
y

/ Bx+C d 1 / Bz +C d 1 /B(a+bt)+Cdt
—aZon T e a2 w A= o 21"
((x —a)? +b?) b ((.,b ) +1) b (t2+1)

_ bziil {?/&du@m@/%}

1 Bb 1 dt
= — B _
p2n—1 2(7’L _ 1) (t2 + 1)11—1 + ( a+ C)/ (t2 + 1)”
. 1 L BatC / dt
= Q(n — 1) ((a’; . a)2 + b2)n—1 p2n—1 (tz + l)na

donde se ha efectuado el cambio variable ¢ = *3%. La Ultima integral indefinida que
aparece en la expresion anterior se obtiene aplicando, repetidamente, el Lema 15.1 que
enunciamos a continuacién, para ir reduciendo el exponente n del denominador hasta

obtener una integral del tipo

dt
m = arctan(t) +c,

con ¢ € R arbitrario.
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506 Calculo integral. Integrales indefinidas

Lema 15.1 Para todo n € N se verifica que

d ! 423 / iz
/ ﬁ _lammn@Es oy Tem—n ) @rort TS sy
arctan(t) + ¢ (¢ € R constante arbitraria) sin=1.

DEMOSTRACION. Una forma sencilla de probar este lema consiste en comprobar que
derivando el término de la derecha de la expresion (15.7) se obtiene W (animamos
al lector a que haga este célculo). Esta forma de proceder tiene el inconveniente de no ser
util si nos dieran sélo el término de la izquierda de (15.7) y nos pidieran que lo calculdra-
mos. Hacemos por tanto aqui una demostracion constructiva, basada en la integracién por
partes, cuando n > 2 (pues para n = 1 el resultado es obvio). Claramente,

dt Y T 2 dt
/ e */ (2 + 1) dt*/ @+ dt*/ [CES A

e, integrando por partes en la primera integral de la tltima suma, se verifica que

t? _ t 2(—n+ 1)t
/Wdt_/Q(an) GES

o ¢ 1 / dt
ST D@+ 2m—1) ) @xrT

De esta forma, sustituyendo la expresion (15.9) en (15.8), se obtiene que

(15.9)

/ dt _ t n 1 / dt +/ dt
(t2 + 1)n—t o 2(n = D)2+ )t 2(n—1) (t2+ 1)1 (12 4+ 1)n’
de donde

/ (12 jl—tl)” - 2(n — 1)(:;2 + 1)n—1 + (1 - Q(nl_ 1)) / (2 _~_di)n_1

_ t + 2n—3/ dt
T 2n—D(E2+ )t T 2(n—1) ) (@24 1)n-t T

Ejemplo 15.14 A partir del Lema 15.1, se verifica que

/ e _ * —i—l/ e _ * +larctan(x)+c
(22+1)2  2(22+1) 2) 22+1 2(22+1) 2 ’

siendo ¢ € R una constante arbitraria. g

Ejemplo 15.15 Para hallar

/ 2 +3 dx
27 4+ 926 4+ 3325 4 5724 + 3123 — 4122 — 652 — 25
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hacemos la descomposicion en fracciones simples de la funcidn racional

Rlx) = 22 +3
27 4+ 926 + 3325 + 5724 + 3123 — 4122 — 65z — 25
_ 2243
C (=D +D2((x+2)2+1)?

11 1 11
_ﬁx—1+x+1_§(9&+1)2

1 10lz+255 1 1lz+25
100 (z+2)2+1 10((z+2)2+1)

a partir de la cual, para todo x € R\{—1, 1}, se obtiene que

1 dx dx 1
/R(x)dxflioo x—1+/x+1 7/(x+1)

1 /101x+255 1/ 11x+25
- — r— — dx
100 J (z+2)2 + 10 33+2 +1)2
1
=L (o1 41 1)+ = ——
Too Bz = 1) +In(jz +1[) + 5 — +1
1 [101
100[ 0 ((x+2)2+1)+53arctan(x+2)]
,i 72;+§arcta( +2) 39:7” +
0] 2 @+r22+1 2 e 2@+22+1] " ©

con ¢ € R arbitraria. o

15.4. Otros métodos de integracion

Hay una enorme cantidad de métodos de integracién para casos especiales de integrandos.
A modo de ejemplo, en esta seccién vamos a mostrar uno de ellos, dejando para el lector
interesado la busqueda de otro tipo de métodos en libros de Calculo especializados.

Cuando el integrando es funcién de las razones trigonométricas estudiadas en el Ca-
pitulo 7, se puede utilizar el cambio de variable

tan (f) =t
5) =

teniendo en cuenta que, tal y como se vio en el Problema 7.10, con dicho cambio se tiene
que
2t 1—¢? 2t

Sen(x) = m, COS
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Al hacer dicho cambio, aplicando la regla de la cadena a la funcién tan (%) (véase la
Proposicion 13.11), se verifica que

% [1 1 tan? (g)} da = dt,
de donde
2
12
Este es un caso especial de cambio de variable de los que hemos denominado “Integra-

cién por cambio de variable (I)” en la Seccién 15.2.2., combinado con los métodos de
integracion de funciones racionales estudiados en la Seccién 15.3.

dzr dt.

Ejemplo 15.16 Vamos a calcular, por este método, las integrales

/ seig(ﬁx) Y / co(i?z)

(cada una en su maximo dominio de definicién, que, por simplicidad, no especificamos
aqui). Para ello procedemos de la siguiente forma:

[ rem = [ =mtnre=m (fan (5)]) +¢

2
/ dz :/1+t 2 dt:2/ dt :/ 1 gt
cos(x) 1—t2141¢2 1—1¢2 t+1 t-—1

t+1
=In(t+1)) —In(jt —1)) +c=1In <’t+1>+c

:m( >+C.

En ambas integrales ¢ € R es una constante arbitraria. g

tan (%) +1
tan (%) -1

Observacion 15.7 Tal y como decfamos al comienzo de la Seccién 15.2.1., el cdlculo
de la primitiva de una funcién es la operacién inversa de hallar la derivada de la misma.
Ahora bien, mientras que siempre es posible hallar la derivada de una funcién derivable f
(por complicada que sea la expresion de la funcion f y por largos y tediosos que sean los
célculos para su obtencién), no ocurre asi con el cdlculo de una primitiva de la funcién f.
De hecho, existen funciones con “apariencia sencilla”, como

e’ sen(z)  cos(z)

) )

T T T

cuyas primitivas no pueden ser expresadas en términos de “funciones elementales” (es
decir, polinomios, exponenciales, logaritmos, funciones trigonométricas ...). g
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15.5. Problemas

15.1. Hallar las siguientes integrales:

3 _
a)/%mﬁd:ﬂ,wﬂ b)/3\/5dx,Vx>0

23 +3/r+1 9 7r
c)/Td:c,Vx>O d)/tan (z) dz, VxGR\{§+k7r. kéZ}

2 — 2sen?(x) + 3 cos(x) ™
e)/ oslo) dz, V:ceR\{§+k7r. ke

f)/32+”” de, Vz € R.
15.2. Calcular las siguientes integrales:

a)/sen?’(x) dr, Vx € R b)/cos4(:1:) dr, Vx € R

c) /sen(4x) cos(2z)dz, Vz € R d) / V1 —cos(4z)dz, Yz € R.

15.3. Hallar las siguientes integrales:

a)/:c?’ln(:c) dx, Vo >0 b)/a:cos(:c) dr,Vz € R c)/xex dr, Vz € R
d)/ew sen(z)dx, Vo € R e) /(x2 + 1)sen(z) dz, Yo € R.

15.4. Calcular / In(x) dz, V2 > 0. (Indicacién: Escribir la integral como
/ 1-In(z)dx

15.5. Hallar/mln(x) dx, Va > 0.

e integrar por partes).

15.6. Calcular las siguientes integrales, que son “casi” inmediatas:

In(x) dz 5 9
a)/de,Vx>0 b)/7x+5,Vx7é—? c)/cos(x)sen ()dx, Ve € R
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6z +5 -
)/3x2+5 —dz, Yz € R e)/tan(x)dm, Vo eR\{Z +kn: keZ}

ﬁ
f)/eﬁdl" Va>0 g)/x5sen(x6)dx,VxeR.
15.7. Efectuar el cambio de variable x = sen(¢) para hallar la integral

/\/1 —x2dz, Vo € [-1,1].

15.8. Efectuar el cambio de variable ¢t = v/1 4 x, con x > —1, para hallar las siguientes
integrales:

a)/\/l—i—a:dw b)/x\/l—i—xdx c)/xQ\/l—i—aﬁdac.

15.9. Calcular las siguientes integrales, especificando en cada caso los maximos domi-
nios de definicion:

2+ 5 2x—2 dx
d b ——d —_
)/2x2—18x+40 o )/3902—396—18 v C)/x2+2x+1
20— 7 3r—1 T +4
d)/m2—6m+9dx e)/x2—4x+5dx ﬂ/xQ 6m+13d

B t+z+1 323 — 622 —9 . 4o — 222 + 2 —3
d d da.
)/ —5r+4" )/ 20 —dr 2 l)/ 28z +171

15.10. Hallar las siguientes integrales, especificando en cada caso los maximos dominios
de definicién:

)/3:5 —5m+1dx )/2(E —4x+5d )/ 28 +1 dae
3+ 322 — 4 3z +2 z2(z2+1)

15.11. Calcular las siguientes integrales en sus maximos dominios de definicién (que,
para simplificar, no es necesario especificar) utilizando el cambio de variable ¢ = tan (%) :

) dx b) sen
a /sen(m) cos(x) /cos
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15.6. Soluciones

Nota: En todas las soluciones se ha omitido la constante arbitraria de integracion.

2
15.1. a)§x3—3x+21n(\m|),vgc7é0 b) 223 = 22\/z, V& > 0

c)§x2ﬁ+3ln(x)—%, Ve >0 dtan(z) -z, Vo € R\{5 +kr: ke Z}

7
e)2sen(z) + 3z, Ve e R\{Z +kr: k€ Z} 7ln$()3) 3%, vz e R.
g3 12 sen (2 sen (4.
152. a)—cos(r) + T yper by 22E 8ben(321‘) Fsen(dz) e
c) _cos(Gx) 41_23 COS(2$)7 VreR d) —? cos(2z), Vo € R.
o
15.3. a) 6 (4ln(xz) — 1), V& >0 b)zsen(z)+ cos(z), Ve € R
Oe(x—1),YeeR d)° (Sen(x); cos@) \per
e) (1 — 2%)cos(z) + 2z sen(z), Vz € R.
154. z(In(z) — 1), Va > 0.
x? x?
15.5. Z(2ln(x) -1)= Z(ln(ﬁ) —1), V> 0.
2 3
15.6. a) (ln(;)) vzso0 by 2dmHs) oo —g 0@ v eRr

d)In(3z? + 5z +7), Ve € R e) —In(|cos(x)|), Vo € R\ {5 + kr: k € Z}

6
£) 2eVZ, Y > 0 g)—cos(x )

, Ve eR.

15.7. % (arcsen(z) + zv1 —2?), Vo € [-1,1].

2/(1+x)3 (1+2z)3 2/(1+x)3

2
158. a) b) N (Br—2) o S

En las tres integrales anteriores x toma valores en [—1, +00).

(152% — 12z + 8).

1 1
159. a) 75 |z — 5)) ;Mx _4)), Va € R\{4,5)
4In(|z — 3]) + 61In(|z + 2)
15

1
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1
d) 21n(\m—3|) , Ve #£3 e) g In(z? — 42 +5) + 5arctan(x — 2), Vo € R

7 -3
f) = In(2? — 62 + 13) + 3 arctan (962) , Ve eR

5
2
® =+ 50+ 23In(|z — 4]) ~ In(lz — 1)), Vo € R\{1,4)
2
6
h)——§ln(|x—l|) Vo
i) 222 + 30z + % ln(x — 8z + 17) + 179 arctan(z — 4), Va € R.

23 1 28 1
1510. a) =2 —— + 22 2)) — =In(|lz — 1|), Vo € R\{-2,1
510. @) % ——+ Lo +2)) - gl - 1)), Vo € R\(-2,1}

b)—— + in(z +2) — Sn(le— 1), Yo e R{-21} ©% —z— 2 Va0
— + = — - In(jJz — - ——z—— .
1—z 3 ¥ g T ’ 3 v

> —sen(x).

15.11. a)ln|tan )

(|1

tan (%) +1
tan (%

)—1

tan

tan
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16.1. Introduccion

Tomando como base las integrales indefinidas estudiadas en el Capitulo 15, se introduce
en este capitulo el concepto de integral definida de una funcién f entre las abscisas a y b
por medio de las sumas inferiores y superiores de f para particiones del intervalo [a, b].
Se muestran las propiedades elementales de este tipo de integrales, como son el teorema
Fundamental del Cdlculo y la regla de Barrow.

Las aplicaciones de las integrales definidas surgen en muchas dreas de conocimien-
to (Matematicas, Fisica, Ingenieria, Economia, Estadistica ...). Aqui s6lo mostraremos
algunas de estas aplicaciones, como son las relativas al célculo de dreas de figuras pla-
nas, longitudes de curvas, voliimenes de solidos de revolucion y drea de una superficie de
revolucion.

16.2. Integral definida. Propiedades elementales.
Regla de Barrow

Histéricamente, la nocién de integral definida surge a la hora de buscar métodos para

determinar el drea de regiones planas.

Definicion 16.1 Una particion de un intervalo [a, b] es un conjunto ordenado de puntos
de la forma

A={a=a0<z1 <2< <Tp_1<x, =0} 1 (16.1)

Observacion 16.1 Noétese que los puntos de la particion A dada en (16.1) dividen el
intervalo [a, b] en n partes (que no tienen por qué ser iguales). o

Definiciéon 16.2 Sea f € C([a, b]) una funcién no negativa y A una particién del intervalo

[a, b] de 1a forma (16.1). Para cada i = 1,2,...,n, consideramos las cantidades
m; = min f(x) y M;= max f(x)
TE€[Ti—1,%4] z€[Ti—1,24)
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y los rectangulos L; y U; que tienen por base x; — x;_1 y alturas respectivas m; y M;
(obviamente, se verifica que Area(L;) < Area(U;)).

a) La suma inferior de f para la particion A es la suma de las areas de todos los rectan-
gulos {Ly, Lo, ..., L,} y la denotamos por

n n

L(f,A) = Z Area(L;) = Z mi(z; — xi—1). (16.2)

i=1 i=1

La suma inferior de f representa un drea total menor que el drea limitada por la grafica
de la funcion f y el eje OX entre las abscisas * = a 'y x = b (véase la Figura 16.1(a)).

b) La suma superior de f para la particién A es la suma de las dreas de todos los rectdn-
gulos {Uy,Us,...,U,} y la denotamos por

U(f,A) =Y Area(U;) = > M;(a; — ;1) (16.3)
i=1 =1

La suma superior de f representa un drea total mayor que el drea limitada por la grafica
de la funcién f y el eje OX entre las abscisas z = a y x = b (véase la Figura 16.1(b)).

0] a®1 T2 T3 X4 s 6 b 0] ax1 T2 X3 T4 s Zg b

(a) Suma inferior L(f, A). (b) Suma superior U(f, A).

Figura 16.1: Sumas inferior y superior de una funcién f en [a, b].

Las notaciones L'y U son de origen anglosajén: L por lower (inferior) y U por upper
(superior).

Observaciéon 16.2 Notese que L(f, A) y U(f, A) son aproximaciones del drea que en-
cierra la grafica de la funcién f entre las abscisas * = a y * = b, tanto mejores cuanto
mds pequenos sean los subintervalos que constituyen la particion A. Ademds,

L(f,A) <U(f,A)

cualquiera que sea la particién A del intervalo [a, b] y el drea que encierra la funcién f en
el intervalo [a, b] es siempre una cantidad intermedia entre L(f, A) y U(f,A). o
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Definicién 16.3 Sea f una funcién acotada en el intervalo [a, b] (pudiendo no ser continua
ni positiva). La funcion f es integrable en [a, b] si existe un Gnico nimero real I de forma
que para cualquier particién A del intervalo [a, b] se verifica que

L(f,A) <I<U(fA).

El nimero I se denomina integral definida de la funcion f entre las abscisas a y by se
denota

b
I:/ f(x)dx (16.4)

(véase la Figura 16.2). g

Figura 16.2: Integral de una funcién f en [a, b].

Observacion 16.3 Notese que fab denota una suma infinita que se obtiene como paso al
limite en las sumas finitas de (16.2) y (16.3) (sumas de particiones del [a, b]). Ademds,
en el mismo paso al limite, m; y M; “se convierten” en f(z)y (x; — x;—1) en dx. Es
decir, se trata de una suma infinita de dreas de rectdngulos de base dz y altura f(x), con
x entre a y b. Por tanto, geométricamente, si f es una funcién no negativa, la integral
definida (16.4) representa el drea de la regién limitada por la curvay = f(z) y el eje OX
entre las abscisasz =ayx =0b. ¢

Observacion 16.4 La expresion (16.4) no sélo tiene sentido cuando a < b. También se
define para a > b de la siguiente forma:

/bf(x)dw— —/b flx)dz si a>b
@ 0

si a=b. ]
Observacion 16.5 Puede demostrarse que toda funcion:
a) f € C([a,b]) (véase la Definicién 11.20) es integrable.

b) f mondtona en [a, b] (véase la Definicién 11.5) es integrable. g
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Observacion 16.6 (Propiedades de la integral definida)

a) Si fy g sonintegrablesen [a,b] y A, u € R, entonces la funcién A f 4 p1g es integrable
en[a,b]y

b

/ab(/\f(x) + pg(v)) dz = /\/ab flx) dx + u/a () da.

b) Para niimeros reales a,b,c € R con a < ¢ < b se verifica que

/abf(x)dx /acf(a:)dx+/cbf(x)dx.

¢) Si fy g son integrables en [a, b] verificando que

f(z) < g(x), Vo € a,b],

/a  fla)dr < / e

d) SifeC(a,b])y f(x) >0V € [a,b] (respectivamente, < 0), entonces

entonces

b
/ f(z) dx > 0 (respectivamente, < 0).

e) Si f es una funcién integrable en [a, b] y

= ] M p— 4
m= min, flx)y Jnax, f(z),

entonces

b
m(b—a) S/ flz)dz < M(b—a).

Por tanto, el valor medio de la funcién f en el intervalo [a, b] (véanse el Teorema 16.1
y la Observacion 16.8 mds adelante) queda comprendido entre los valores minimo y
méximo de f en [a, b], ya que

b
/fmdx
m< 22— < M.

= b—a (]
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Observacién 16.7 La propiedad d) de la Observacién 16.6 afirma que si f € C([a,b]) y
cambia de signo en el intervalo [a, b], entonces

/abf(x)dx

determina la suma de las dreas que estdn por encima del eje OX entre las abscisas = a
y £ = b menos la suma de las dreas que estdn por debajo de este eje entre las dos abscisas
anteriores. Para hallar el drea de la funcién en términos absolutos debe hallarse la integral

Aﬁfunmu .

Teorema 16.1 (Valor Medio Integral) Si f € C([a, b)), entonces existe £ € [a, ] tal que

b
| t@)de= 1) - a).
DEMOSTRACION. Como f € C([a, b]), por el Teorema 11.2 existen

a

m= min f(z)y M= Joax, f(@).

Puesto que para todo = € [a, b] se verifica que
m < f(x) < M,

por el apartado e) de la Observacion 16.6 se tiene que

b
m(b—a)g/ flz)de < M(b—a)

y, por tanto,
b

f(z)dx
m< =2 < M.
A S
De esta forma, por ser f € C([a,b]), el teorema de los Valores Intermedios (véase el
Teorema 11.3) garantiza la existencia de un valor £ € [a, b] tal que

b
/abfixc)ldx o

Observacion 16.8 (Interpretacion geométrica) Si f es no negativa, el drea de la region
limitada por la curva y = f(x) y el eje OX entre las abscisas x = a y = b coincide
con el drea de un rectdngulo de base el intervalo [a, b] y altura una cantidad comprendida
entre el minimo y el méximo de la funcién f en [a, b] (véase la Figura 16.3). o

£ o
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yf(l’)/\

Figura 16.3: Interpretacion geométrica del teorema del Valor Medio Integral.

Definicion 16.4 Sea f una funcién integrable en [a, b]. La funcioén drea de f es la funcién
F : [a,b] — R dada por

F(x):/ fyde. o (16.5)
Observacion 16.9

a) Ndtese que si f es no negativa, para cada x € [a, b] la cantidad (16.5) representa el
drea que encierra la gréfica de la funcion f entre las abscisas a y x. En particular,

b
Fla)=0y F(b):/ f(t)dt.

b) La funcién drea definida en (16.5) es siempre continua en [a, b] (aunque la funcién
f no lo sea). Ademds, como se muestra en el Teorema 16.2, cuando f € C([a,b]),
entonces F es, de hecho, una funcién derivable en [a,b]. o

Teorema 16.2 (Fundamental del Calculo) Si f € C([a, b]), entonces su funcion drea F
es derivable en [a, b] y, ademds,

F'(z) = f(x), Yz € [a,b]. (16.6)

DEMOSTRACION. Para cada = € [a, b] se verifica que
z+h T
F(x+h)— F(x) , /u F(e)dt = /a F(t)dt
h

Iim = lim
h—0 h h—0
z+h
/ F(t) dt
= h

= f(x).
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En efecto, como f € C([z,z + h]), por el Teorema 11.2 existen

m(h) = mértrggw F(t) y M(h) = mgrpgéfm )

y se verifica que
x+h

de donde se deduce que

< M(h). (16.7)

Ahora bien, por continuidad, de la funcién f

lim m(h) = lim M(h) = f(2)

por lo que la regla del sdndwich (véase la Observacion 11.28) aplicada a (16.7) determina

que
x+h
/ f(tydt
lim =&

h—0 h - f(x)’
como queriamos demostrar. De esta forma, como para cada x € [a, b] hemos demostrado
que existe el limite

im F(z+h)— F(x)

h—0 h

= f(2),
se tiene que la funcién F es derivable en [a, b] y se verifica (16.6). g

Observacion 16.10 El Teorema 16.2 indica que la funcién drea de una funcién continua
f en un intervalo [a, b] es una primitiva de dicha funcién en [a, b]. Por tanto, toda funcién
continua en un intervalo cerrado tiene primitiva. g

La consecuencia mds importante del Teorema 16.2 es:

Teorema 16.3 (Regla de Barrow) Si f € C([a,b]) y F es una primitiva de | en [a,b),
entonces

b
/ f(z)de = F(b) — F(a) = [F(2)]"=" . (16.8)

DEMOSTRACION. Por el Teorema 16.2 se tiene que la funcién
B(z) = / £ dt, Ve € [a, ]
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es una primitiva de f en [a,b]. Como también F' es una primitiva de f en [a, b], por la
Proposicién 15.1, existe ¢ € R tal que

F(a:):@(x)—l—c:/xf(t)dt—i—c, YV € la,b].

Ahora bien, puesto que
Fla) = / F@)dt+c=oc,
se verifica que

F(z) = / F(t) dt + F(a), YV € [a,b]. (16.9)
La expresion (16.8) se sigue al tomar x = ben (16.9). g

Observacion 16.11 La regla de Barrow permite obtener integrales definidas a partir de
integrales indefinidas: para calcular una integral definida basta con encontrar una primiti-
va, evaluarla en los extremos del intervalo y obtener la diferencia entre ellos. Se trata de
una herramienta muy importante del Andlisis Matematico, pues representa una conexion
entre el Célculo Diferencial y el Cdlculo Integral. o

Ejemplo 16.1

1 9
o322 1n391. 4
e 2e

Corolario 16.1 (Derivacion bajo el signo integral) Sean f € C([c,d]) y u,v funciones
derivables en (a,b) tales que u((a,b)) C [c,d] y v((a,b)) C [c,d]. Para todo x € (a,b),
se verifica que

d @
dz u(z)
DEMOSTRACION. Consideremos las funciones
v(z)
0@ = [ swdre@ny o = [0 yeled

Por la regla de Barrow (véase el Teorema 16.3), para todo = € (a, b) se tiene que
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Derivando la expresion anterior (haciendo uso de la regla de la cadena, véase el Teore-
ma 13.1), se deduce que

() = F'(v(@))o" (z) — F'(u(@))' () = fo(@))(z) = fu(z)v'(2),
como queriamos demostrar. g

Ejemplo 16.2

% /() (2 + %) dt = (2 + W) cos(z) — (2 + w) e, Yz eR. o

A partir de (15.2) se tiene que:

Corolario 16.2 (Integracién por partes) Dadas f € C([a,b]) y g € C*([a, b)), se verifi-
ca que

/ f(@)g (@) de = [f(2)g(@)]"=" — / f(2)g(x) de.

DEMOSTRACION. De (15.2) (o, directamente, a partir de la férmula de derivacién de un
producto (13.8)) se tiene que fg es una primitiva de f'g + fg¢’. El resultado se concluye
aplicando la regla de Barrow (véase el Teorema 16.3). o

Ejemplo 16.3 A partir del Ejemplo 15.9 se tiene que

1 1
/ ze® dr = [xe”]*=) — / e"dr=(e—0)—[e*]'Zp=e—(e—1) =1.
0 0

Notese que también podriamos haber calculado antes la primitiva y, finalmente, particu-
larizar. En efecto, como se vio en el Ejemplo 15.9,

1
/O ze®dr =[(z— 1)), =0—(-1)=1. g

Corolario 16.3 (Cambio de variable (II)) Sea f € C([a,b]) y g : [m, M] — [a,b] una
funcion biyectiva, continua y con derivada continua, donde

m = min{a, B}, M = max{a, B},a =g (a) y =g *(b).

Con el cambio de variable x = g(t) se verifica que

b B
/ f(2) di = / F(a(t)g'(t) dt.
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DEMOSTRACION. De acuerdo con la regla de Barrow (véase el Teorema 16.3), si I es
una primitiva de f en [a, b], se verifica que

b
F(b) - Fla) = / f(x) dz = F(g(8)) — Flg(a)).

Ahora bien, por (15.5) se tiene que F(g(t)) es una primitiva de f(g(t))g’(t), por lo que,
aplicando de nuevo la regla de Barrow, se concluye que

b B
[ #@)de = Flg(6) - Flgl)) = [ flal0)g'(0) de
tal y como queriamos demostrar. g

Ejemplo 16.4 Para hallar el valor de la integral

1
/ V1—22dx
0

podemos efectuar el cambio de variable
x =sen(t), t € (0, g) ,
obteniendo que

us

1 : z
/ V1—22dx = ’ v/1 —sen?(t) cos(t) dt = /z cos?(t) dt
0 0 0

_/g 1+ cos(2t) dt—l t+sen(2t) =3
—Jo 2 S 2 2 i

lnm = ,
55—1_07854. o

Corolario 16.4 (Cambio de variable (I)) Sea f € C([a,b]) y r € C'([a, b]) una funcién
biyectiva. Sir(a) = a, r(b) =8y

f@) = g(r(x))r'(z), Vo € [a,b]

para alguna funcion g, con el cambio de variable t = r(x) se verifica que

/ab F(@)dz = /j o(t) dt.
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DEMOSTRACION. Aplicando el Corolario 16.3, se tiene que
B

/ab f(a)dr = /abg(r(x))rl(m)da:— / o(t) dt.

[0

Nétese que el Corolario 16.3 se ha utilizado, intercambiando los roles de x y de ¢, para
conseguir la segunda de las igualdades anteriores.

Ejemplo 16.5 Para calcular la integral definida

1
/ 3t gen (63$+4 + 2) dx
0

podemos efectuar el cambio de variable
S y2=t te (e +2,e"+7).
Teniendo en cuenta que 3e3*T4dx = dt, se verifica que
Y oseta 3244 <l 1 t=eT 42
/ e**sen (e?* 4+ 2) dx = f/ sen(t) dt = — [~ cos(t)],—ea |5
0 3 ed+2 3 -
_cos (64 + 2) — cos (67 + 2)
B 3

~(0'1321. g

16.3. Aplicaciones de la integral definida

A lo largo de esta seccién supondremos que f € C([a, b]).

16.3.1. Calculo de areas de figuras planas

La regla de Barrow facilita el cdlculo de dreas comprendidas entre las graficas de funcio-
nes cuyas primitivas sean conocidas. Hay que hacer especial hincapié en considerar los
puntos en los que la funcién cambie de signo.

e Area comprendida entre una curva y el eje de abscisas

Si para hallar el drea que encierra la curva y = f(z) con el eje OX entre las abscisas a y
b nos limitamos a calcular .
[t

el resultado puede ser erréneo. De acuerdo con lo visto en la Observacion 16.7, esta drea
se determina de la siguiente forma:

b
A, 0, B]) = / 1 (2)] da. (16.10)
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Observacion 16.12 En la praictica, para calcular (16.10), suelen considerarse las raices
{c1,¢2,...,¢,} delafuncién f en [a, b, pues, de esta forma, si dichas raices estdn orde-
nadas en forma creciente, se tiene que

Cc1

b co b
A(f,[a,bD:/ If(w)ldw=/ |f<x>|dx+/ \f(x)ldx+---+/ F@)]dz. o

C1
Ejemplo 16.6 El drea que encierra la funcién f(z) = sen(x) en el intervalo [0, 27] es

2

A(sen(x), [0,27]) = /0 ! |f(z)|dx = /OTr sen(z) dx +/ (—sen(z)) dx
= [ cos(@)]; 20 + [eos(@)]522" = (1+1) + (1 — (1)) = 4

(véase la Figura 16.4). Notese que

27
/0 sen(z) de = [~ cos(z)]’=t" = —(1-1) =0. ¢

y = sen(z)

0 /2 m 3n/2 2m

-1

Figura 16.4: Grifica de la funcién f(z) = sen(z) en [0, 27].
Ejemplo 16.7 Calculemos el drea A de un circulo de centro (0,0) y radio r > 0. A la

vista de la Figura 16.5, el drea A buscada es cuatro veces el drea que encierra la funcién
f(z) = V7?2 — 22 en el intervalo [0, 7], por lo que

A=4/ V2 — 22 dax.
0

y=/r2— a2

Figura 16.5: Area de un circulo de centro (0, 0) y radio r > 0.

(© Ediciones Piramide



Aplicaciones de la integral definida

Para hallar esta integral, podemos realizar el cambio de variable

x =rsen(t), t € [O,g} .

Teniendo en cuenta que da = r cos(t)dt, por el Corolario 16.3 se verifica que

A=A4r / ’ /12 — r2sen?(t) cos(t) dt = 4r> / ’ cos?(t) dt
0 0

21 2t 2
= 4r2/ %S() dt = 2r2/ (14 cos(2t)) dt
0 0

2t)]"=%2
= 2or? [t + sen2( )} = 7r7'27

t=0

donde se ha utilizado la férmula trigonométrica (7.13). Por tanto, el drea buscada es

2
A:’]T?". [m]

o Area comprendida entre dos curvas

525

A partir de (16.10) se verifica que el drea comprendida entre las grificas de las curvas

y = f(x) e y = g(x) entre las abscisas a y b viene dada por

b
A(f,g7[a7b}):/ |f(z) — g(x)] dz.

Ejemplo 16.8 Consideremos la Figura 16.6 y veamos que el drea que limitan las graficas
de las funciones f(z) = sen(z) y g(x) = cos(z) entre las abscisas 0 y 27 viene dada por

A(sen(z), cos(z), [0, 27]) = 4V/2.

y = sen(x)

"

0 Z:_\ , ‘
0 Tz Wn

-1

y = cos(z)

Figura 16.6: Gréficas de las funciones f(z) = sen(x) y g(z) = cos(z) en [0, 27].

En efecto, si denotamos por

A = A(sen(z), cos(z), [0, 27]),
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a la vista de la Figura 16.6 se tiene que

A:/O ﬂ|f(x)—g(x)|dx:/0 " sen(x) — cos(z)| da
(sen(x) — cos(z)) dx

ES

_ /OZ (cos(z) — sen(z)) do + /74r

27
+/5 (cos(z) — sen(x)) dx
=5 4 sen() + cos(@))2=%

23]

[sen(z) + cos(x)]"—F + [— cos(x) — sen(x)]
V2 V2
( >+ 2 T2

(£:9)-

=(V2-1)+2v2+ (1 +V2) = 4V2 ~ 5'6569. ¢

16.3.2. Longitud de arco de una curva
Si f es una funcién definida en el intervalo [a, b], denotaremos por v a la curva definida

como
N = {(x,f(a:)) eR?: z € [a,b]}

y por £(~y) ala longitud de la curva ~.
Proposicion 16.1 Si f € C([a, b)), entonces la longitud de la curva ~y es

b
o) = / VIt (@) de.

Ejemplo 16.9 La longitud de la curva y = e® comprendida entre las abscisas 0y 1 es
1
Uy) = / V14 e2®dr
0

(véase la Figura 16.7). Para hallar el valor de la anterior integral, hacemos el cambio de
2x t
de =dt = de = ———dt,
T 2 -1

variable
Viterr =t = S
V1+e?
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B
0 05 1

Figura 16.7: Grifica de la funcién f(z) = e” en [0, 1].

con lo que, por el Corolario 16.4, se tiene que

1+e2 t2 V14e2 1
o) = ————dt = 14— ) dt
) /\/5 2 -1 /\/5 <+t2—1>
Vite? 11 11 1 (lt=1\]7V
:/ l+-——C——Jdt=|t+-In(|—
s 2t—1 2t+1 2 \[t+1]/],_ s

_ 1 Vite? -1 V2-1
=VIEE Vi 1<m>‘1<m1>

_ 5 (V2+)(V1+e2-1))\
=V1+4e \/§+ln<\/(\/§_1)(m+1)>_20035. o

16.3.3. Volumen de un cuerpo de revolucion

Al hacer girar el arco de curva y = f(x) con z € [a, b] alrededor del eje de abscisas, se
engendra un sélido de revolucién como se indica en la Figura 16.8.

ﬂ ¢ b

Figura 16.8: Sélido de revolucién al girar y = f(z) con x € [a, b] alrededor del eje OX.
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El volumen V de este cuerpo de revolucion se obtiene de la siguiente forma: para cada
x € [a,b] el drea del circulo que se genera al girar el punto (z, f(x) alrededor del eje de
abscisas es

Az) = m(f(2))?,

por tratarse de un circulo de radio f(z). Por tanto, el volumen buscado se obtiene como
suma (infinita) de volimenes de cilindros verticales al eje de abscisas, con drea de la base
A(x) y altura dz. Aunque no lo detallamos aqui, la obtencién de este volumen se puede
hacer de forma rigurosa como limite de volimenes inferiores y superiores de particiones
de [a, b], de forma similar a las hechas en la Definicién 16.3 y la Observacién 16.3 (en la
Figura 16.9 se puede ver un ejemplo de estos volimenes inferiores y superiores), con lo
que el volumen se puede calcular mediante la siguiente integral definida

V= /abA(ar) dr = 7r/ab(f(:c))2 dz.

y = f(z) Z

ﬂ ;fiQ b

Figura 16.9: Volimenes inferiores y superiores para el sélido de revolucion de la Figura 16.8.

Ejemplo 16.10 El volumen que engendra la pardbola y = +/z alrededor del eje OX
entre las abscisas 0 y 4 es

4 4 22 z=4
V:w/(ﬁ)%x:w/ xdmw{} =81 ~25'1327. o
0 0 2 x=0
16.3.4. Area de una superficie de revolucién

Al hacer girar el segmento de longitud ¢ que une el punto (x1,71) con el punto (3, 72),
con r1 < x9, se obtiene un tronco de cono como el de la Figura 16.10. De esta forma,
utilizando el Lema 16.1, se tiene que el area lateral de la superficie del tronco de cono de
la Figura 16.10 (sin incluir el 4rea de sus dos bases) es

A([x1,z2]) = 7(ry + r2)L.
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Figura 16.10: Tronco de cono.

Lema 16.1 El drea lateral A de la superficie del tronco de cono de la Figura 16.10 (sin
incluir el drea de sus dos bases) es

A =m(r +ro)l.

DEMOSTRACION. El drea lateral A del tronco de cono es igual al drea de su desarrollo
lateral, representado en la Figura 16.11(a). Aplicando el Corolario 7.1, se tiene que el
dngulo de la seccién circular en la que estd contenido el desarrollo lateral del tronco de

cono es
2779 277y

p+e P
l
p
« > « 277y
15
)
p
(a) Area del tronco de cono. (b) Relacion entre p, r1 y r2.

Figura 16.11: Area lateral del tronco de cono A.

Por tanto, el drea A buscada es igual al drea de la seccion circular de radio p+¢ y dngulo «
menos el 4drea de la seccién circular de radio p y dngulo «v. Ahora bien, como el drea de
un circulo (equivalente a una seccién circular de dngulo 27) de radio k es wk? (véase el
Ejemplo 16.7), el drea de una seccion circular de radio k y dngulo « es

(0%
k2 —.
T 27
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Por tanto, eligiendo kK = p + ¢ y k = p, se tiene que el 4rea buscada es

27r 27r
— 2 2 2 1 _ _
A*“@+@2ﬂp+@ ™ m((p+ O)rs — pr1). (16.11)

Ahora, de la relacién geométrica entre p, 71 y 72 que se observa en la Figura 16.11(b), por
el teorema de semejanza AAA (véase el Teorema 7.2) se tiene que

T2
p+L

T1
= " = pra = pry +{ry,

lo que implica que

p= .
T2 —T1 T2 —T1

Sustituyendo estos valores en la expresion (16.11), se concluye que

A:w(éé ”%)zﬁ(w_“x“+”ve:ﬂm+mm 5

To —T1 To —T1 T —T1

Al hacer girar un arco de curva y = f(z) con x € [a, b] alrededor del eje de abscisas, se
engendra un sélido de revolucién como el de la Figura 16.8, cuyo volumen se ha estudiado
en la Seccion 16.3.3. El area A de este cuerpo de revolucion, sin contar el drea de las su-
perficies correspondientes axz = a 'y z = b, se obtiene de la siguiente forma (nuevamente,
sin entrar en detalles rigurosos): sea A = {a = xg < 1 < -+ < z, = b} una particién
del intervalo [a, b]. De acuerdo de nuevo con el Lema 16.1, paracadai € {1,2,...,n}, el
drea del tronco de cono que resulta al girar el segmento que va del punto (x;_1, f(x;-1))
al punto (z;, f(x;)) alrededor del eje de abscisas es

A([mi_l,xi]) = W(f(l‘i_l) =+ f(l‘l))gl, (16.12)

siendo ¢; 1a longitud del segmento que va del punto (z;_1, f(z;—1)) al punto (z;, f(z;)),
es decir,

b= /(@i = 2i1)? + (F(2:) = f(zio1)* (16.13)
Por un lado, dado que
2

es el promedio de f(x;—1)y f(z;), por el teorema de los Valores Intermedios (véase el
Teorema 11.3) existe &; € [z;_1, ;] tal que

7 = f(&). (16.14)

Ademds, por el teorema del Valor Medio (véase el Teorema 13.4), existe n; € (z;—1, ;)
tal que

fxs) = f(zizy) = f'(mi) (i — 2i-1). (16.15)
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Sustituyendo (16.14) en (16.12) y (16.15) en (16.13), se obtiene que
{ A([zi—1, 2i]) = 27 f (&)l

U= ~/(wi = 2-1)? + (F (1) (@i — 2im1)? = V1 + (F (0))? (21 — i),
de donde
A([mi—1, @i]) =2 f (&) V1 + (f' (1)) (wi — mi-1),
con&;,n; € [x;—1, ;). Sumando el drea correspondiente a todos los intervalos y pasando
al limite se obtiene que

b
A= 27T/ f@)vV14 (f'(x))?de.

Ejemplo 16.11 La esfera de centro (0,0, 0) y radio » > 0 se obtiene al girar la curva

y=/r2 — 22

alrededor del eje OX entre las abscisas —r y r. Por tanto, el drea de dicha esfera es

T

r 2
A:Qﬂ'/ V2 —a? 1+%dm=27r/ rdr = 2nr [x]5_", = 4mr?.
- r?—u

—-Tr

Como se aprecia, el drea de una esfera de radio r coincide con la suma de las dreas de
cuatro circulos de radio . o

16.4. Problemas

16.1. Se considera la funcién f(x) = 22 4+ = + 1 en el intervalo [1, 4]. Hallar el valor &
que determina el teorema del Valor Medio Integral.

16.2. Hallar el valor de las integrales definidas:

1 e\/i
a)/ e’ dx b)/ Iz dx.
0 0

16.3. Utilizar la integracién por partes para calcular el valor de la integral

2
/ 2% In(x) d.
1

16.4. Hallar el area del recinto limitado por las curvas
y=2>-3z+8ey=-3x

entre las abscisas —3 y 0.
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16.5. Determinar el area del recinto delimitado por las curvas

16.6. Calcular el 4rea del recinto delimitado por la gréfica del polinomio
P(z) = o* + 823 + 2227 + 242 4+ 9
y el eje de abscisas.
16.7. Determinar el drea de la region limitada por las gréficas de las funciones
f(z) = 2% — 152% + 662 — 70 y g(x) = 2* — 13z + 50.

16.8. Calcular la longitud de una circunferencia de radio 7 a través de una adecuada
integral definida.

16.9. Determinar la longitud de la curva
#5 4+ys =ps (p>0),

conocida como astroide y representada en la Figura 16.12.

Figura 16.12: Astroide con p = 2.

16.10. Hallar el volumen de una esfera de radio r como el volumen de revolucion de una
curvay = f(z).

16.11. Determinar el volumen de un cono circular con radio de la base r y altura h como
el volumen de revolucién de una curva y = f(z).

16.12. Calcular el volumen que determina la sinusoide
y = sen(x)

cuando gira alrededor del eje O X entre las abscisas 0 y 7.
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16.13. Hallar el volumen del cuerpo engendrado al girar la grafica de la funcién
fa)=a® 2
entre las abscisas 0 y 1 respecto al eje de abscisas.
16.14. Calcular el 4rea de la superficie de revolucién que se obtiene al girar la curva
y =2z con x € [0, 3],

alrededor del eje de abscisas.

16.5. Soluciones

V39 -1

~ 2/6225.
2

161. ¢ =

s (A+m)v2
(& ks

16.2. —1~1718 b
a)e )1—|—7r

~ 4'8941.

32 (A
163, " In(2) - o = 56436,
1
164. L — o025
4
5
16.5. - =2'5.
2
16
16.6. — ~ 1'0667.
[ = 10667

253
16.7. — ~21'0833.
12

16.8. La longitud de una circunferencia de radio r es el doble de la longitud de la curva
y = V12 — x2 entre —r y 7. Haciendo dicho cdlculo, se obtiene que la longitud buscada
es 2mr.

16.9. 6p.

16.10. Calculando el volumen de revolucién al girar la curva y = v/r2 — a2 alrededor

del eje de abscisas, se obtiene que el volumen de una esfera de radio r es %mﬂ?’.

16.11. Al hacer girar la recta y =  x alrededor del eje de abscisas entre las abscisas
x = 0y x = h, se obtiene que el volumen de un cono circular con radio de la base r y
altura h es $7rh.

(© Ediciones Piramide



534 Calculo integral. Integrales definidas

2

3

16.12. - ~ 4/9348.
a0

16.13. — ~0'1047.
30

16.14. 56% ~ 58'6431.
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17 Analisis combinatorio

17.1. Introduccion

Hay muchas situaciones cotidianas y cientificas que requieren el recuento de casos o
cosas. Por ejemplo, el nimero de butacas en un teatro, el nimero de posibles resultados
de una quiniela, el nimero de grupos de 3 personas de una clase de 45 alumnos, el nimero
de posibles codigos de seguridad con 3 letras y 2 nimeros ...

Un drea cientifica en la que este tipo de recuento es de especial importancia es la
Probabilidad (que estudiaremos en el Capitulo 19), pues, como se verd, en muchas situa-
ciones se necesita “contar casos” para el cdlculo de probabilidades.

Este capitulo estd dedicado a la Combinatoria, que es una disciplina que se encarga de
desarrollar herramientas para el recuento de casos, posibilidades o cosas, en determinadas
situaciones generales de interés. En este contexto se mostrardn, con adecuados ejemplos,
algunas de estas herramientas y se hardn las demostraciones de los resultados correspon-
dientes. En particular estudiaremos las variaciones (incluyendo las permutaciones, que
son un caso particular de variaciones) y las combinaciones. Mostraremos el interés de
unas y otras y su relacién con el reemplazamiento (o repeticioén) y el orden, cuando se
trata de contar las maneras de escoger r objetos de un conjunto de n elementos.

17.2. Permutaciones. Variaciones

Supongamos que tenemos n objetos distintos. {De cudntas formas pueden agruparse, te-
niendo en cuenta su orden?

Definicion 17.1 La cantidad de posibles ordenaciones de n elementos distintos se llama
permutacion y se denota P,, (permutacion de n elementos). o

Proposicion 17.1 Para todo n € N se verifica que
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DEMOSTRACION. Agrupar n objetos distintos {ay, as, ..., a,} es equivalente a poner-
los en una caja con n compartimentos en algtin orden especifico. La primera casilla puede
llenarse de n maneras; por cada una de esas n maneras de llenar la primera casilla, la
segunda puede llenarse de n — 1 maneras, por lo que tenemos n(n — 1) maneras de llenar
las dos primeras casillas; por cada una de esas n(n — 1) maneras hay n — 2 maneras de
llenar la tercera casilla, por lo que tenemos n(n — 1)(n — 2) maneras de llenar las tres
primeras casillas. Este proceso se continta hasta llegar a la dltima casilla, para la que, una
vez llenadas las anteriores, s6lo queda una manera de llenarla. Esquematicamente:

casillal | casilla2 | casilla3 | --- | casillan — 1 | casillan
n n—1 n—2 |- 2 1

Luego el nimero de maneras en que pueden rellenarse las n casillas es
P,=nn—-1)---2-1=n! g

Ejemplo 17.1 Las diferentes formas en que pueden colocarse las letras A, B'y C vienen
dadas por P; = 3! = 6; las posibles ordenaciones son

{ABC,ACB, BAC, BCA,CAB,CBA}. o

Supongamos ahora que tenemos n objetos distintos y tomamos una cantidad r < n
de esos objetos. Teniendo en cuenta el orden, ;cudntas ordenaciones distintas habra?

Definicion 17.2 El nimero de ordenaciones de n elementos distintos en los que sélo
intervienen r < n elementos en cada ordenacién y se tiene en cuenta el orden de las
mismas se llama variacion y se denota V,, , (variacién de n elementos tomados de r en
'f’). O

Proposicion 17.2 Para todon € Ny r € N conr < n se verifica que

Vnm:(nmr)!:n(n—1)~--(n—r—|—2)(n—r+1).

DEMOSTRACION. Recurrimos al mismo esquema de la demostracion de la Proposi-
cién 17.1 de llenar una caja que tiene n componentes sélo que, ahora, nos detendremos
después de haber llenado el compartimento r—ésimo. Asi, tal y como se ha visto en la
demostracién de la Proposicién 17.1, la primera casilla puede llenarse de n maneras; por
cada una de las n maneras anteriores la segunda casilla puede llenarse de n — 1 maneras;
por cada una de las n(n — 1) maneras anteriores la tercera casilla puede llenarse de n — 2

maneras ... y la casilla r—ésima puede llenarse de n — (r — 1) maneras. Esquemdtica-
mente:
casillal | casilla2 | casilla3 | --- | casillar — 1 casilla r
n n—1 n—2 || n—-r+2 |n—-r+1

Luego, V,, =n(n—1)---(n—r+2)(n—r+1). g
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Observacién 17.1 Néteseque V,, , =n!l =P,y V1 =n. o

Ejemplo 17.2 El nimero de parejas que pueden formarse con las letras A, B 'y C, sin
!

que éstas aparezcan repetidas y teniendo en cuenta el orden, es V3 o = F = 6:

{AB,AC,BA,BC,CA,CB}. &

Si tenemos n elementos distintos y queremos formar grupos de r elementos sin que
importe que se repitan pero teniendo en cuenta su orden, ;cudntas ordenaciones hay?

Definicion 17.3 El nimero de ordenaciones de n elementos distintos en los que sélo
intervienen r < n elementos en cada ordenacidn, pudiendo aparecer elementos repetidos
y teniendo en cuenta el orden de las mismas, se llama variacion con repeticion y se denota
RV, (variacién con repeticién de n elementos tomados de 7 en 7). g

Proposicion 17.3 Para todon € Nyr € N conr < n se verifica que

DEMOSTRACION. Recurrimos nuevamente al esquema de llenar una caja que tiene n
componentes de forma que nos detendremos después de haber llenado el compartimento
r—ésimo. Como los elementos pueden aparecer repetidos, cada una de las r casillas puede
llenarse de n maneras. Esquematicamente:

casillal | casilla2 | casilla3 | --- | casillar — 1 | casillar

r)
Luego, RV, , =nx -~ xn=n". g

Ejemplo 17.3 El nimero de parejas que pueden formarse con las letras A, B y C, pu-
diendo aparecer éstas repetidas y teniendo en cuenta el orden, es RV3 o = 32 = 9:

{AA,AB,AC,BA,BB,BC,CA,CB,CC}. ¢
Ejemplo 17.4 El nimero total de “combinaciones” de una caja fuerte de 4 nimeros es
RVip.4 = 10* = 10000

(lo cual era obvio en este caso, pues hay tantas posibilidades como nimeros de 4 digitos
mads el cero). Entre éstas, el nimero de ordenaciones sin digitos repetidos es

10!
7':10><9><8><7=5040. o

Vioa = ol
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17.3. Combinaciones

Supongamos que tenemos n objetos distintos y tomamos una cantidad » < n de esos
objetos. ;Cudntas posibilidades, sin considerar el orden de los elementos, habra?

Definicion 17.4 Una combinacién de los elementos de un conjunto es una seleccién de
éstos sin importar el orden. El nimero de combinaciones de n objetos tomando r a la vez
es el nimero de subconjuntos, cada uno de tamafio r, que pueden formarse a partir de los
n objetos y se denota C, . (combinacién de n elementos tomados de renr). o

Observacion 17.2 La diferencia entre una variacién y una combinacion es que la primera
centra su interés en contar todas las posibles selecciones y todas las permutaciones de
éstas, mientras que en la segunda el interés recae Unicamente en contar el nimero de
selecciones diferentes. De esta forma, ABC'y AC'D son diferentes combinaciones de 3
letras, mientras que AC'D y ADC' son permutaciones de la misma combinacién. g

Proposicion 17.4 Para todon € Ny r € N con r < n se verifica que

DEMOSTRACION. En la Proposicién 17.2 se ha visto que el niimero de maneras de elegir
r objetos entre n y luego permutarlos es

Vn’r:(ni!r)!:n(n—1)~--(n—r—|—2)(n—r+1).

Como, una vez que se han elegido los r objetos, hay r! maneras de permutarlos, entonces

Var n! n
C’Vl r = = =
’ P, (n—mr)lr! <r>

(véase la Definicion 2.12). g

Observacion 17.3

a) Los numeros (:f) a menudo se llaman coeficientes binomiales, pues aparecen como
coeficientes en el desarrollo de (a + b)". En efecto, como vimos en el binomio de
Newton (véase el Teorema 2.1), para todo a,b € Ry n € N se verifica que

(a+b)n: (g)an+ (?)a”_lb—i—---—i— (Z)an_kbk‘i‘"'
n n—1 n n __ . n n—ki1k
+<n_1>ab +<n>b —;J(k>a b¥.
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b) Entre las propiedades mds importantes de los nimeros combinatorios recordamos las
siguientes:

n_n_ln_ n o\ _(n n\ (n-—1 n—1
(=026 = 6= 0) () -Co) ()
(véase la Observacion 2.8). g

Ejemplo 17.5 En una empresa se presentan 10 hombres y 4 mujeres para ocupar 5 pues-
tos de trabajo. Si el jefe de personal decide que de los 5 puestos 3 deben ser para hombres
y 2 para mujeres, ;cuantos grupos de 5 personas en esas condiciones habra?

El ndmero de posibilidades de seleccionar 3 hombres de un grupo de 10 es

10y 10! 10x9x8
g = = =777 _190.
Cos (3) 713! 3% 2 0

Anélogamente, el nimero de maneras en que pueden seleccionarse 2 mujeres de entre 4
es
4 4! 4x3
C = = = — = 6
+2 <2) 2121 2

Como por cada una de las 120 posibilidades de elegir los 3 hombres hay 6 posibilidades
de elegir las 2 mujeres (o por cada una de las 6 posibilidades de elegir las 2 mujeres
hay 120 posibilidades de elegir los 3 hombres), se tiene que el niimero de posibles grupos
de 5 personas, en las condiciones deseadas, es

10\ /4
() (2) =067,

Observacion 17.4 En general, si de entre un total de N articulos elegimos n de ellos al
azar, sin reemplazamiento, hay (]Z ) muestras posibles diferentes. Si los IV articulos estan
formados por r; de una clase Ay ro = N —r; de otra clase B, el nimero de agrupaciones
de n elementos que contienen exactamente s; de Ay s = n — s; de B viene dado por

el modelo hipergeométrico:
1 de A
N
ro = N — r1 de B

()G
$1 n-—s { S1 de A
n

so=n—r; deB. g

Observacion 17.5 Cuando se hable de escoger articulos al azar, es muy importante es-
pecificar si escogemos con o sin reemplazamiento. Por ejemplo, si inspeccionamos un
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nimero de articulos manufacturados con el objeto de descubrir cudntos defectuosos po-
dria haber, generalmente no pretendemos inspeccionar el mismo articulo dos veces, por lo
que seria sin reemplazamiento. Hemos estudiado diversas maneras de escoger 7 objetos
entre n:

a) Sin reemplazamiento e importando el orden: V;, . =

(n—r)l’

b) Sin reemplazamiento y sin importar el orden: C,, , = (n) .
T

c¢) Con reemplazamiento e importando el orden: RV,, , = n". g

Ejemplo 17.6 Algunas elecciones posibles al escoger dos letras al azar entre A, B, C, D:

. . . 4! .
a) Sin reemplazamiento e importando el orden: Vo = B = 12. Estas elecciones son:

{AB,AC,AD,BC,BD,CD,BA,CA,DA,CB,DB,DC}

(se indican las letras elegidas y el orden de seleccidn; nétese, p. e., que AB # BA).

b) Sin reemplazamiento y sin importar el orden: Cy o = ( 2) = 6. Las elecciones posi-

bles son:
{AB, AC,AD,BC,BD,CD}

(s6lo se indican cudles fueron las dos letras elegidas y no el orden en que se escogie-
ron).

¢) Con reemplazamiento e importando el orden: RV} » = 4% = 16. Estas elecciones son:

{AA,AB,AC,AD,BA,BB,BC,BD,CA,CB,CC,CD,DA,DB,DC, DD}
(ahora se indican las letras elegidas y el orden de seleccién). o

Supongamos ahora que tenemos n objetos distintos y tomamos una cantidad r de esos
objetos, no necesariamente distintos. ;Cudntas ordenaciones, sin considerar el orden de
los elementos, habra?

Definicion 17.5 El nimero de maneras de escoger r elementos de un conjunto de n ele-
mentos, con posible repeticién y sin importar el orden, se llama combinacion con repe-
ticion y se denota RC, , (combinacién con repeticién de n elementos tomados de r en
T). m}
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Proposiciéon 17.5 Para todon € Ny r € N con r < n se verifica que

RC,, = (”J’r_l) - (”J”_l). (17.1)
T n—1

DEMOSTRACION. Cada eleccién de r elementos de un conjunto de n elementos, con
posible repeticion y sin importar el orden, se puede caracterizar por una ordenacién de r
nimeros 1 y n — 1 niimeros 0, en la que cada nimero 0 separa los elementos elegidos de
cada uno de los n elementos. Por ejemplo, si tenemos un conjunto de 4 elementos A, B,
C'y D, la ordenacién

1101011011

caracteriza la eleccion de 7 elementos (con posible repeticién y sin importar el orden)
de los 4 elementos del conjunto inicial, en la que 2 elementos son de A, 1 elemento es
de B, 2 elementos son de C'y 2 elementos son de D. Del mismo modo,

0011101111

caracteriza la eleccién en la que 0 elementos son de A, 0 elementos son de B, 3 elementos
son de C'y 4 elementos son de D. En este ejemplo concreto el nimero de posibilidades
es el nimero de posibles elecciones de 7 posiciones para los nimeros 1 entre un total de
10(= 4 4+ 7 — 1) posibles posiciones, es decir, (170), lo cual, obviamente, coincide con
el nimero de posibles elecciones de 3 posiciones para los nimeros O entre un total de

10 (=4 + 7 — 1) posibles posiciones, es decir, (130).

Para el caso general tendremos que elegir r posiciones para los nimeros 1 entre un
total de n + r — 1 posibles posiciones, es decir, (”+:_1), que coincide con el nimero de
posibles elecciones de n — 1 posiciones para los nimeros 0 entre un total de n +r — 1

posibles posiciones, es decir, ("”71).

n—1 =

Ejemplo 17.7 El nimero de formas distintas de colocar 5 bolas indistinguibles en tres
urnas numeradas Uy, Us y Us es

3+5-1 7 7!

Concretamente, las disposiciones de las bolas en las urnas son

{500,410, 401, 311, 320, 302, 221, 212, 230, 203, 104,
113,122,140, 131, 014, 005, 023, 032, 041, 050}.

Si se piensa en la disposicion de nimeros 1 y 0 descrita en la demostracién de la Propo-
sicién 17.5, el problema equivale a elegir 5 posiciones para los nimeros 1 entre un total
de 3 +5 — 1 = 7 posibles posiciones. Por ejemplo, 1111100 se corresponde con el caso
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de colocar todas las bolas en la urna U;; 1111010 se corresponde con el caso de colocar 4
bolas en la urna Uy, 1 bola en la urna Uz y ninguna bola en la urna Us. Se recomienda al
lector pensar de esta forma la solucién de este tipo de problemas, en lugar de memorizar
la formula (17.1).

En general, el nimero de formas de colocar r bolas indistinguibles en n urnas viene
dado por (17.1). @

Observacion 17.6 Hasta ahora hemos presentado métodos de enumeracidn para objetos
diferentes (es decir, distinguibles). Sin embargo, no siempre es éste el caso. Supongamos
que tenemos que elegir n objetos de forma que haya n; de una clase A;, ny de una

clase Ao, ..., ng de unaclase Ay, con ni+ns+- - -+ni = n. El ndmero de permutaciones
de esos objetos estd dado por
n! n
Pn;nl,nz,...,nk = 11 | = )
nyngt-- Nk nyng -+ Nk

que equivale al nimero total de permutaciones (n!) que se tendria si todos los objetos
fuesen diferentes, dividido por las permutaciones de cada uno de los grupos A;, con
j€{1,2,...,k}, que se corresponden con la misma eleccién. g

Ejemplo 17.8 Las diferentes formas en que pueden disponerse las letras A, A, B'y C son

4!

S = 4x3=12.

Pioi1=

Concretamente, las posibles disposiciones de las letras A, A, By C son

{AABC,AACB, ABC A, ABAC, ACBA, ACAB,
BAAC, BACA, BCAA,CAAB,CABA,CBAA}. ¢

17.4. Problemas

17.1. ;De cuantas maneras puede vestirse un muchacho que tiene 3 camisas y 4 panta-
lones?

17.2. ;Cudntas matriculas de automdviles pueden formarse con 4 cifras y 3 consonantes
(de 22)?

17.3. Alrededor de una mesa hay 4 sillas numeradas del 1 al 4. ;De cudntas formas
distintas pueden sentarse en ellas 4 personas?

17.4. ;Qué nimero de quinielas de fitbol deben rellenarse para acertar con seguridad 14
resultados?
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17.5. ;Cuantos nimeros de 2 cifras pueden formarse con los digitos 1,2, 3,4, 5?
17.6. (Cudantos nimeros de 2 cifras distintas pueden formarse con los digitos 1, 2, 3,4, 57

17.7. Tres amigos van a una papeleria para comprarse cada uno un boligrafo. Si hay
boligrafos de 6 colores distintos, ¢ cudl es el nimero posible de elecciones?

17.8. Si 3 amigos eligen un boligrafo cada uno de entre 6 boligrafos distintos, ;cudl es
el ndmero total de elecciones?

17.9. (De cuintas formas distintas pueden escogerse 3 boligrafos de un total de 6 boli-
grafos distintos?

17.10. ;Cuantos nimeros de 6 cifras pueden formarse con los digitos 1,2,3,4,5 de
forma que empiecen y terminen por 2?

17.11. Si en una carrera compiten 10 corredores y se clasifican los 3 primeros para la
fase siguiente, ;de cudntas formas distintas puede producirse la clasificacion sin tener en
cuenta el orden de los corredores al clasificarse?

17.12. Si en una carrera compiten 10 corredores y se clasifican los 3 primeros para la
fase siguiente, ;de cudntas formas distintas puede producirse la clasificacién teniendo en
cuenta el orden de los corredores al clasificarse?

17.13. Determinar el nimero de formas de escoger 5 bolas del interior de un saco que
contiene 20 bolas distinguibles.

17.14. ;De cuintas formas puede desdoblarse una clase de 11 alumnos en dos grupos,
uno de 5 y otro de 6 alumnos?

17.15. Para una competicién de ciclismo se eligen 6 ciclistas del equipo A (que tiene 12
en total) y otros 6 ciclistas del equipo B (que dispone de 8). ;Cudntas carreras distintas

pueden organizarse de forma que dos de ellas se diferencien en algin corredor?

17.16. Si se tienen 5 libros cuya tnica diferencia es el color y 2 de ellos son verdes y 3
azules, ;de cudntas formas distintas pueden situarse en una estanteria?

17.17. Un tren se compone de un vagén de primera, tres de segunda, un coche restau-
rante y cuatro coches cama. ;De cudntas formas pueden disponerse los vagones?

17.18. ;Cudantas palabras de 5 signos pueden formarse en el alfabeto Morse con 3 rayas
y 2 puntos?
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17.5. Soluciones

17.1.

17.2.

17.3.

174.

17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.

17.12.

17.13.

17.14.

17.15.

17.16.

17.17.

17.18.

Analisis combinatorio

12.

106480000.

24.

4782969.

25.

20.

216.

120.

20.

625.

120.

720.

15504.

462.

25872.

10.

2520.

10.
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18 Estadistica descriptiva
unidimensional

18.1. Introduccion

A pesar de que mucha gente puede creer que la Estadistica consiste en realizar meras
descripciones numéricas (principalmente por noticias y datos que aparecen diariamente
en la prensa y en los medios de comunicacién), en términos mds precisos la Estadistica es
el estudio de fenémenos aleatorios (tal y como se definen en el Capitulo 19), y su aspecto
mds importante consiste en la Inferencia Estadistica. Se distingue entre:

a) Estadistica Descriptiva: consiste en un conjunto de métodos de descripcién para con-
juntos numerosos y puede considerarse un paso previo a la Estadistica Inferencial.
Cuando el conjunto de datos es muy numeroso, esta gran cantidad de informacién
puede resultar confusa y poco transparente; es por ello por lo que se necesitan técnicas
que nos permitan asimilar de una forma razonable toda la informacién anterior. La Es-
tadistica Descriptiva, como método de descripcién numérica, no necesita el concepto
de probabilidad.

b) Estadistica Inferencial: su aspecto mds importante es la obtencién de conclusiones
basadas, principalmente, en datos experimentales y en nociones de probabilidad (como
las que se muestran en el Capitulo 19).

En este capitulo se muestran herramientas de la Estadistica Descriptiva unidimensio-
nal (es decir, asociada a datos que se pueden representar como nimeros reales) junto con
ejemplos ilustrativos y una breve introduccién a la Estadistica Inferencial. Para un estu-
dio de la Estadistica Descriptiva bidimensional (o multidimensional) y de la Inferencia
Estadistica remitimos al lector a textos mas avanzados sobre esta materia como [1].
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548  Estadistica descriptiva unidimensional

18.2. Medidas numéricas descriptivas

En esta seccion definimos algunas medidas numéricas que usualmente se emplean para
describir conjuntos de datos. Fundamentalmente se distinguen tres tipos de medidas de
interés:

a) La fendencia central: disposicion de los datos para agruparse alrededor de ciertos va-
lores.

b) La variabilidad: dispersion de los datos en el conjunto.

¢) La posicion: situacion de ciertos valores destacados en los datos.

18.2.1. Generalidades

Supondremos que el conjunto de datos que tenemos es un conjunto de nimeros de uno de
los siguientes tipos:

1) Un conjunto de nimeros {1, za, . .., Z, }, posiblemente repetidos. Por ejemplo:
{1,2,2,5,2,4,3,3,8,5}.

2) Cuando el conjunto de nimeros es muy grande, para poder manejarlo de una forma
mads comoda conviene agruparlos en ciertos intervalos denominados clases o interva-
los de agrupacion. Los datos organizados en clases se llaman datos agrupados. La
marca de clase es el punto medio del intervalo de clase. Por lo general, todas las ob-
servaciones pertenecientes a una misma clase se “identifican” con la marca de clase,
es decir, en la marca de clase se “concentra” toda la informacioén del intervalo de cla-
se. En estos casos se proporciona el conjunto {x1, x2, ..., x,} de las marcas de clase
junto con la “frecuencia absoluta” o “relativa” de cada uno de ellos:

a) La frecuencia absoluta n; de x; es el nimero de veces que aparece x; en el con-
junto.

b) La frecuencia relativa f; de x; es el cociente entre la frecuencia absoluta n; de x;
y el nimero total de elementos del conjunto n = ny + ng + - - - + n,,. Es decir,

ng .
fi=—,1=1,2,... . ny,.
n

Noétese que
n n n
n; 1 n
D DL
i=1 i=1 i=1
Las frecuencias relativas también suelen expresarse como un porcentaje y, como

acabamos de probar, la suma de las frecuencias relativas de todas las clases es 1 (o
sea, el 100%).
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También se pueden considerar:

a) La frecuencia acumulativa N;, que se obtiene sumando las frecuencias absolutas
con indices menores o iguales a ¢, es decir,

lenl—i—ng—&-—i—m

b) La frecuencia relativa acumulativa F;, que se obtiene sumando las frecuencias
relativas con indices menores o iguales a i, es decir,

FZ:f1+f2++fl

Otra forma de obtener Fj es dividiendo la frecuencia acumulativa N, entre el ta-
mafio n de la muestra, ya que

Ejemplo 18.1 La siguiente tabla muestra la altura (en metros) de los empleados de
una oficina:

1’68 | 1’59 | 172 | 175 | 1’50 | 1’84 | 1’56 | 1’60 | 1’68
183 | 172 | 176 | 1’58 | 1’75 | 1’80 | 1’64 | 1'74 | 1’69
1’64 | 172 | 159 | 152 | 180 | 1’62 | 1'71 | 1'73 | 1’71

Agrupando, por ejemplo, los datos anteriores en 4 clases de igual longitud, se obtiene
la siguiente tabla:

’ Clase ‘ Marca de clase ‘ g fi ‘ N; F;
[150, 1'60] 1'55 7| 97 ~02593 | 7| &~ 02593
(1'60,170] 165 6| 2~02222 | 13 | £2 ~ 04815
(1'70,1'80] 175 12 | §~04444 | 25 | 2 ~ 09259
(180, 1790] 1'85 2| £~00741 | 27 | L =1

| ToTAL | EdE

Observacion 18.1 Aunque el proceso de agrupamiento destruye, en general, detalles
de los datos iniciales, es muy ventajosa la vision nitida obtenida y las relaciones que,
aveces,sacaalaluz. g
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En algunas ocasiones, cuando el volumen de datos no es muy grande, las clases pue-
den tomarse como nidmeros (en lugar de intervalos). Asi, para el ejemplo anterior

{1,2,2,5,2,4,3,3,8,5}, podemos agrupar los elementos del conjunto anterior me-
diante la tabla

|l 11231458
n |l 1] 3]2/1]2]1
Alxlzlrlz] ]2
? 10 10 5 10 5 10
Nl 1]4]6|7]9]10
1 2 3 7 9
Fillw] 5|51 |10 L

18.2.2. Medidas de tendencia central

Las medidas de centralizacién se denominan asi porque pretenden resumir toda la distri-
bucién en un solo valor y dan una idea del centro de la distribucién o del valor alrededor
del cual se distribuyen los datos.

Media aritmética

La media aritmética de los nimeros {x1, z2, ..., x,} es el promedio de dichos nimeros,
es decir,

T =

n

T+ T2+ -+, 1i
= — _’L‘i
nz—l

Ejemplo 18.2 La media aritmética de los nimeros {8, 3,5,12,10} es

8+3+5+12+10

7'6.
5 o

T =

Observacion 18.2 La media aritmética tiene la propiedad de equilibrar las desviaciones
positivas y negativas de los datos respecto a su valor. Es decir, la suma de las diferencias
entre los datos y la media aritmética vale cero, puesto que
n n

(2 —7) =) a;—nz =0. (18.1)
= i=1

i=1

Actda, por tanto, como centro geométrico o centro de gravedad para el conjunto de
puntos. o

Observacion 18.3 Para calcular la media de un conjunto de datos agrupados, si n es el
nimero de clases y x; es la marca de la i—ésima clase, entonces, suponiendo que n; y f;
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son, respectivamente, las frecuencias absoluta y relativa de la clase z;, se tiene que

n n
_ 1
fzfg nzlzzg rifi.
n -
=1

i=1

Ejemplo 18.3 Si los niimeros {5, 8, 6, 2} han ocurrido {3, 2,4, 1} veces, respectivamen-

te, entonces
3><5+2><8+4><6—i—1><2_2_5,7
3+24+4+1 10 “0°

T =

Mediana

La mediana de los nimeros {x1, xa, ...,y } es el valor para el cual, ordenados los datos
de menor a mayor, la mitad de éstos es menor que ella y la otra mitad mayor. Es, por
tanto, su valor central si el nimero de datos es impar o la semisuma de los dos centrales
si el nimero de datos es par, es decir,

Tngt si n esimpar
2

T + Tnil

si n espar.
2

Ejemplo 18.4 La mediana de los nimeros {3,4,4,5,6,8,8,8,10} es M = 6, mientras
que la mediana de {5,5,7,9,11,12,15,18} es M = 25 = 10. g

Observacion 18.4 Para calcular la mediana con datos agrupados suele utilizarse el dia-
grama de frecuencias relativas acumulativas que se define en la Seccion 18.4. Més ade-
lante, en la Observacion 18.22, veremos como hacer este calculo. o

Moda

La moda es el valor (o valores) de los datos que ocurre con mayor frecuencia absoluta
(muestra hacia qué valor tienden los datos a agruparse) y, por tanto, coincide con alguno
(o algunos) de ellos. Si todos los valores de los datos se repiten con la misma frecuencia
absoluta, se dice que no hay moda.

Ejemplo 18.5 La moda de los ndmeros {2,2,5,7,9,9,9,10,10,11,12,18} es 9. g

Desde el punto de vista descriptivo las tres medidas anteriores proporcionan informa-
cién complementaria:

a) La media es preferible si los datos son homogéneos; sin embargo, es muy sensible a
valores de datos atipicos y un valor anormal o un error en los datos puede modificarla
notablemente.
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Ejemplo 18.6 La media arimética de los ndimeros {1'9,1'99, 2,201, 2’1} es 2, mien-
tras que la media aritmética de {1’9,1'99, 2,2'01, 1000} es 201’58. g

b) La mediana s6lo tiene en cuenta el orden de los datos y no su magnitud, por lo que
puede no alterarse mucho si una pequeiia parte de éstos contiene errores grandes de
medida.

Ejemplo 18.7 La mediana de los nimeros {—5,—2,1,3,4} y {—5,—2,1,3,4000}
esl. g

¢) La moda puede no existir y, aun existiendo, no ser unica, ya que puede ocurrir que las
frecuencias absolutas més altas se encuentren compartidas por dos o mds valores de
los datos. En estos casos la moda tiene una utilidad limitada como medida de tendencia
central.

Ejemplo 18.8 El conjunto {1,2, 3,4, 5} no tiene moda y {1,2,2,3,4, 4,5} tiene dos
modas: 2y 4 (se dice por ello que es bimodal). o

Observacién 18.5 Noétese que la media, la mediana ... de un conjunto de datos no tiene
por qué coincidir con la media, la mediana ... de los mismos datos agrupados. No obs-
tante, si las clases se van haciendo mds pequefias, las correspondientes medias, medianas

. se van “acercando” a las de los datos sin agrupar. Esto mismo sucede con las medidas
de dispersion que se estudian en la Seccién 18.2.3.

18.2.3. Medidas de dispersion

Las secuencias de datos

T 289 290 | 300 3'10 311
—1000'00 | —100'00 | 15’00 | 100’00 | 1000'00

(18.2)

tienen la misma media * = y = 3, pero los datos estdn mds agrupados alrededor de la
media en el primer caso que en el segundo. Es por ello interesante introducir medidas
de variabilidad de los datos (se llaman asi porque miden el grado de concentracién de
la distribucién alrededor de ciertos valores). Entre las principales medidas de dispersion
destacamos:

Rango

El rango o recorrido de un conjunto de datos es la diferencia entre su valor mas grande y
el més pequefio. Asi, en el conjunto {1,2, 3,4} el rangoes 4 — 1 = 3.
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Observaciéon 18.6 Como se observa, el rango no aporta mucha informacién respecto a la
dispersién de los datos, pues nada dice acerca de los datos en estudio. Es por esto por lo
que se consideran otras medidas de dispersién que contemplan la distribucién que tiene
la masa de datos con respecto a alguna referencia comin, como puede ser la media. g

Varianza

La varianza de los nimeros {x1,za,...,2,} es el promedio de los cuadrados de las
desviaciones de los datos con respecto a su media, es decir,

_7)2 2 4. .. 72 1<
PG L Crs ) R SSR T COt) N B VRN
n n “
i=1
siendo T la media de los nimeros {1, z2, ..., Ty}

Observacion 18.7 Hay que resaltar que se ha elegido promediar los cuadrados de las
desviaciones con respecto a la media puesto que, a la vista de (18.1), se verifica que

En algunas ocasiones se utiliza la desviacion media

1 n
DM:* i_iv

que es el promedio de los valores absolutos de las diferencias entre cada valor de los datos
y la media de éstos. La desviacién media tiene importancia cuando el interés se centra en
las desviaciones y no en los signos de éstas. o

Observacion 18.8 La varianza es una medida relativamente buena de la variabilidad de-
bido a que si muchas de las diferencias son grandes (o pequeiias), entonces el valor de la
varianza serd grande (o pequefio). Concretamente, si los datos estdn “préximos” a la me-
dia 0 < s? <« 1, mientras que si los datos estdn “alejados” de ésta, entonces s2 > 1. Asi,
por ejemplo, para los datos dados en (18.2) se tiene que s2 = 0’0088 y sfj = 404036. @

Ejemplo 18.9 Tenemos dos lotes de 100 bombillas de los tipos Ay B:

| A (horas) | B (horas) |

vida media 1700 1600
varianza 300 10
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(Cual de los dos lotes tomaremos? Una persona que prefiera bombillas con una duracién
que garantice cierta fiabilidad elegira las de tipo B, pues, a pesar de que la vida media de
las bombillas es menor, la distribucién estd mas concentrada (menos dispersa), con lo que
la mayorfa de sus bombillas tendrdn una vida media no muy inferior a 1600 horas. ¢

Observacion 18.9 Para calcular la varianza de datos agrupados, si n es el nimero de
clases y x; es la marca de la i—ésima clase, entonces, suponiendo que n; y f; son, respec-
tivamente, las frecuencias absoluta y relativa de la clase x;, se tiene que

Proposicion 18.1 La varianza es la media de los cuadrados menos el cuadrado de la
media, es decir,

Es decir, la expresion de la varianza para datos no agrupados y agrupados es, respecti-
vamente,

n n 2

n n 2
p=lya(Iya) ye=Yatn- (L ah
i=1 i=1

i=1 i=1

DEMOSTRACION. Lo probamos para datos sin agrupar (la otra demostracion se hace de
forma andloga). De la definicién se tiene que

1 n
2 2 2 — _2
s =— T, —T) = Ty —2%x; +
- _E_l( ) ;:1( )
n

I 5, 1 R
g;%—%zxiﬂ ﬁ;l

i=1

1< 1<
N a2 =) 2 -7 o
n- n-
i=1 =1

S|

n
i=
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Ejemplo 18.10 Para hallar 1a media y varianza de los datos sin agrupar {z1, z3, ..., Za7}
del Ejemplo 18.1 conviene formar, desde el punto de vista practico, la siguiente tabla:

2

o [n] @ [om ]| net |

1’83 3'3489 | 1’83 | 3'3489
1’84 33856 | 1’84 | 3/3856

| SUMAS | 27 | | 45/47 | 767921

1’50 122500 | 1’50 | 22500
1’52 123104 | 1’52 | 23104
1’56 124336 | 156 | 2'4336
1’58 124964 | 1’58 | 24964
1’59 2125281 | 3/18 | 50562
1’60 125600 | 160 | 2'5600
162 1126244 | 1’62 | 26244
1’64 2126896 | 328 | 53792
1’68 212'8224 | 3/36 | 56448
169 128561 | 169 | 2'8561
171 229241 | 342 | 58482
172 3129584 | 5’16 | 88752
1'73 129929 | 1’73 | 2/9929
174 130276 | 1’74 | 30276
1’75 2130625 | 350 | 6’1250
176 130976 | 176 | 3'0976
1’80 2132400 | 3'60 | 6’4800

1

1

7

Por tanto, la media aritmética y la varianza de ese conjunto de datos es, respectivamente,

45'47 76'7921

=1'6841 y s> —1'68412 = 0'0080. (18.3)

T =

Como los datos ordenados de menor a mayor vienen dados por

1’50 | 1’52 | 1’56 | 1’58 | 1’59 | 1’59 | 1’60 | 1’62 | 1’64
1’64 | 1’68 | 1’68 | 1’69 | 171 | 1'71 | 1'72 | 1'72 | 1'72
173 | 174 | 175 | 175 | 1776 | 1’80 | 1/80 | 1’83 | 1’84

se tiene que la medianaes M = x14 = 1’71 ylamoda 1'72. g

Observaciéon 18.10 La varianza tiene dimensiones cuadraticas con respecto a las dimen-
siones de los datos. Asi, como los datos del Ejemplo 18.1 (y, por tanto, los del Ejem-
plo 18.10) estdan dados en metros, las unidades de la media y varianza dadas en (18.3)
son, respectivamente, metros y metros cuadrados. o
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Desviacion tipica

La desviacion tipica de los nimeros {x1, 2, ...,Z,} es la raiz cuadrada de la varianza,
es decir,

Observacion 18.11 Las unidades de la desviacion tipica son las mismas que las de los
datos y, al igual que ocurria con la varianza, si los datos estin “préximos” a la media
0 < s < 1, mientras que si los datos estdn “alejados” de ésta, entonces s > 1. Asi, para
los datos dados en (18.2), se tiene que s, = 0'0940 y s, = 635'6383. ¢

A partir de la desigualdad de Tchebychev, que es un resultado clasico de probabilidad
(que no veremos en este libro), puede probarse el siguiente resultado que muestra una de
las utilidades de la desviacidn tipica.

Proposicion 18.2 Sea {z1, 22, ..., z,} un conjunto de niimeros con media T y desvia-
cion tipica s. Entonces, para cada k > 0, se verifica que el intervalo (T — ks, T + ks)

contiene, como minimo, el
1
100 <1 — k2> %

de los niimeros del conjunto dado. ¢
Ejemplo 18.11 Sila media es 7 = 500 y la desviacion tipica s = 20, tomando k = 5 se
verifica que en el intervalo (400, 600) estardn, al menos, el

1
1 1—— | =
00< 25> 96%

de los datos. ¢

Observacion 18.12 Para calcular la desviacion tipica de datos agrupados, si n es el ni-
mero de clases y x; es la marca de la i—ésima clase, entonces, suponiendo que n; y f; son,
respectivamente, las frecuencias absoluta y relativa de la clase x;, se tiene que

n n

S = %Z nz(:cl —T)2 = Z (QCZ —T)zfi.

=1 i=1

Observacion 18.13 Otras medidas de dispersion habituales, similares a la varianza y la
desviacién tipica, son la cuasivarianza
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y la desviacion estdndar (o cuasidesviacion tipica)

n

1 _
n—lz(%ix)2

=1

®)
I

(con las correspondientes definiciones para datos agrupados). Puesto que

n

(n—1)8% = Z (x; — T)% = ns?,

i=1

se verifica que

Coeficiente de variacion

El cociente de la desviacién tipica entre la media se denomina coeficiente de variacion

CV =

ISTERY)

y es un valor que indica el nimero de veces que la desviacién tipica contiene a la media
(en ingenieria se utiliza el coeficiente inverso, que se conoce como coeficiente de sefial—
ruido). Se trata de un coeficiente adimensional, es decir, independiente de las unidades en
las que estén expresados los datos x; (metros, segundos ...): como la desviacion tipica s
y la media T tienen las mismas unidades, el cociente de variacion C'V no tiene ninguna
unidad. Por ejemplo, si la unidad de los datos es el kg, con T = 4 kgy s = 0’5 kg,

entonces
dkg 4

T 05kg 05

Observacion 18.14 El coeficiente de variacion es una medida estandarizada de la varia-
cién con respecto a la media y es especialmente til para comparar datos muy distintos o
cuando la escala de medicién difiere de manera apreciable entre éstos. Asi, por ejemplo,
si consideramos dos conjunto de datos {1, 22, ..., Zn} € {y1, %2, .., Ym } con medias y
desviaciones tipicas

T =120 7 =40

y

Sz =6 Sy =4,
respectivamente, a pesar de que la dispersién en el primer caso (por su desviacion tipica)
es mds grande que la segunda en un sentido absoluto, la dispersion relativa de la primera
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es menor que la segunda, pues

6 / 4 /
= — - — - 0L
CVe = 555 =005y OV, = 5 =0

Por tanto, la segunda muestra una mayor dispersion relativa con respecto a la media que
la distribucién correspondiente a la primera. g
Momentos

El momento de orden k respecto al origen y el momento de orden k respecto a la media
de los nimeros {z1, T2, ..., zy} es, respectivamente,

ak:%z:xf y ukz%Z(mi—E)k.
i=1

i=1

Observacion 18.15 Para calcular los momentos de datos agrupados, si n es el nimero
de clases y x; es la marca de la i—€sima clase, entonces, suponiendo que n; y f; son,
respectivamente, las frecuencias absoluta y relativa de la clase x;, se tiene que

n n

ar=> @ fil|y |m=>_ (& —2)"f

i=1 i=1

Observacion 18.16 La media es el momento de orden 1 respecto al origen y la varianza
es el momento de orden 2 respecto a la media, es decir, T = a1 y s = Lo. Ademds, a
partir de la Proposicién 18.1 se tiene que

_ 2
Mo = Qg — 0.

18.2.4. Medidas de posicion

Si el conjunto de datos estd ordenado en forma creciente, vimos que el valor central (o
la media entre los dos valores centrales) es la mediana. Extendiendo esta idea, podemos
pensar en aquellos valores que dividan el conjunto en cuatro partes iguales; esos valores,
denotados Q1,Q2 y @3, se llaman, respectivamente, primer, segundo y tercer cuartiles
(obviamente, el segundo cuartil coincide con la mediana). Andlogamente, los valores que
dividen los datos en diez partes iguales se llaman deciles y se denotan D1, Do, ..., Dy,
mientras que los valores que los dividen en 100 partes iguales se llaman percentiles
Py, Ps, ..., Pyy. Asi, el quinto decil y el 50° percentil coinciden con la mediana; los 25°
y 75° percentiles coinciden con el primer y tercer cuartiles. En general, dado p € (0, 100],
se llama cuantil C), al valor promedio por debajo del cual se encuentra el p% de los datos.
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Observaciéon 18.17 Una medida de dispersion asociada a los cuartiles es el recorrido
intercuartilico, que es la diferencia entre el tercer y el primer cuartiles, es decir,

’Q3—Q1=P75—P25~

El recorrido intercuartilico determina la longitud de un intervalo que contiene el 50% de
los datos centrales.

Ejemplo 18.12 En el conjunto de datos {2,4,5,6,7,8,10,11, 15} se tiene que la media-

naes Q2 = Psg = 7, el primer cuartil es Q1 = P25 = 32 = 2 y el tercer cuartil es
Qs = Prs = 2231 = 21 Sy recorrido intercuartilico es
21 9
Q=2 - 2=s
Q3 — Q1 5 5 o

Observacion 18.18 En la Observacién 18.24 veremos cémo se pueden utilizar los diagra-
mas de frecuencias relativas acumulativas que se definen en la Seccién 18.4. para calcular,
mediante interpolacion lineal, un cuantil arbitrario Cy,, con p € (0,100]. o

18.3. Introduccion a la Estadistica Inferencial

Ejemplo 18.13 Como por motivos de tipo econémico o de tiempo no es posible cono-
cer la estatura de todos los espafioles, en la prictica se considera un grupo reducido de
espafioles a los que se les talla, de forma que los resultados obtenidos se extiendan a la
totalidad. o

Ejemplo 18.14 Si el fabricante de un tipo de bombillas desea comprobar la duracién de
éstas, no es posible realizar la prueba con todas ellas pues, por tratarse de un proceso
destructivo, la inica manera de comprobar la duracién de una bombilla es dejarla encen-
dida hasta que se funda y, seguidamente, anotar el tiempo. Es por esto por lo que, en la
préctica, se toma una seleccién de bombillas a las que se somete a la prueba de duracién
para, después, poder extender las conclusiones a la totalidad de la produccién. g

Para comprender la naturaleza de la Inferencia Estadistica es necesario entender las
nociones de:

a) Poblacion: es el conjunto formado por todos los elementos en cuyo estudio estamos
interesados. Llamaremos tamariio de la poblacion al nimero de elementos que la com-
ponen; asi, una poblacién es finita cuando tiene tamafio finito (como el nimero de
piezas que produce una fabrica en un dia) e infinita en caso contrario (como los posi-
bles resultados de sucesivas tiradas de una moneda).
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b) Muestra: es un subconjunto representativo seleccionado de la poblacion. La palabra
“representativo” es la clave de esta idea: una “buena” muestra es aquella que refleja
las caracteristicas esenciales de la poblacién de la cual se obtuvo. Entre éstas desta-
camos las muestras aleatorias, que son aquellas que tienen una oportunidad igual e
independiente de ser elegidas.

¢) Unidad estadistica o individuo: es cada elemento componente de la poblacién estudia-
da. Cada unidad estadistica puede describirse seglin uno o varios caracteres, entre los
que distinguimos:

)

ii)

Cualitativos (o atributos): expresan alguna caracteristica no medible (como el
color, el sabor, las preferencias del consumidor, clasificar una pieza como defec-
tusosaono...).

Ejemplo 18.15 La Tabla 18.1 muestra las preferencias en cuanto al sabor de he-
lado de 169 personas encuestadas en una ciudad:

] Sabor de helado | Frecuencia absoluta | Frecuencia relativa

Fresa 25 2~ 01479
Nata 48 A8~ (/2840
Vainilla 36 28 ~ 02130
Chocolate 42 A2~ (/2485
Otros 18 255 ~ 0'1065
TOTAL 169 1

Tabla 18.1: Preferencias sobre el sabor de helado.

El “sabor de helado” es una variable cualitativa que presenta cinco atributos: fresa,
nata, vainilla, chocolate y otros. El niimero de veces que aparece cada uno de estos
atributos se denomina frecuencia absoluta. La frecuencia relativa de cada atributo
se obtiene dividiendo su frecuencia absoluta entre el tamafo de la muestra (en este
caso, 169). o

Cuantitativos: cuando son medibles. A su vez, éstos pueden ser:

1) Discretos: si el resultado de la observacién es un nimero natural (como el
ndmero de hijos de una familia, el nimero de vecinos de una comunidad .. .).
Corresponden, en general, a contar el nimero de veces que ha ocurrido un
fenémeno.
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Ejemplo 18.16 La siguiente tabla muestra el nimero de hijos por hogar en
una comunidad de vecinos de 16 viviendas:

113(0(2]1|0]4]1
11012110 (3]2

El “nimero de hijos por hogar” es una variable cuantitativa discreta que, ne-
cesariamente, toma como valores niimeros naturales (incluyendo el cero). Al
igual que en el Ejemplo 18.15, podemos resumir la informacidn anterior en la
tabla de frecuencias:

(o [w] & [ %]
0 4 | +=02500 | 2500
1 6 | 2=03750 | 37’50
2 3| & =01875 | 1875
3 2 | £=01250 | 12'50
4 1 | & =00625 | 625

| totaL |16 1 | 100 |

2) Continuos: cuando el resultado de la observacion es un niimero real (como la
estatura, el peso, el tiempo ...).

Ejemplo 18.17 Regresando al Ejemplo 18.1, la “altura” es una variable cuan-
titativa continua que puede tomar cualquier valor positivo. g

En Estadistica la Inferencia es inductiva, pues se proyecta de lo particular (muestra) a
lo general (poblacion), y en un procedimiento como éste existe una posibilidad de error,
que estd en funcién de la muestra elegida. Asi por ejemplo, si efectuamos una encuesta en
una ciudad de 4 millones de habitantes, no es 1o mismo tomar una muestra de 30 personas
(poco fiable) que una de 3 millones de personas (rmuy fiable).

18.4. Representaciones graficas de datos

Una técnica muy habitual consiste en representar graficamente las tablas de frecuencias
para, de esta forma, tener una primera impresion general de toda la masa de datos. Entre
las principales representaciones graficas destacamos:

a) Diagramas de Pareto y diagramas de sectores.
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b) Diagramas de barras.
¢) Histogramas.
d) Poligonales de frecuencias.

Salvo en el diagrama de sectores, en todos los demds se representan en el eje de abscisas el
valor de los datos y, en el eje de ordenadas, las frecuencias (ya sean absolutas o relativas).

Diagramas de Pareto y diagramas de sectores

En ambos se hace un reparto proporcional de las frecuencias: en rectangulos (diagramas
de Pareto) o en un circulo (diagramas de sectores) de forma que cada 4rea sea propor-
cional a la frecuencia correspondiente. Asi, por ejemplo, en los diagramas de sectores se
hace que la suma de frecuencias T' (nétese que si las frecuencias son relativas, enton-
ces T' = 1) corresponda a los 360° del circulo; de esta forma, si se utilizan frecuencias

absolutas, cada dato se corresponde con (282)° y k datos con (k382)°.

Ejemplo 18.18 En la Figura 18.1 se presentan los diagramas de Pareto y de sectores
correspondientes a los datos del Ejemplo 18.15 (la linea que aparece en el diagrama de
Pareto representa la frecuencia acumulada que estudiaremos mds adelante). ¢

Sabor de helado

160r 195% [ IFresa
Nata
140r 183% Bl vainila
[ Chocolate
120r 171% 11% [ JOtros

N
o
o

159% 15% 25%

147%

Numero de personas
[e:]
o

60 136%
40+ 124%
20r 112%

21%

ouo 0
Nata Chocolate Vainilla  Fresa  Otros b 2%

(a) Diagrama de Pareto. (b) Diagrama de sectores.

Figura 18.1: Diagramas de Pareto y de sectores para los datos del Ejemplo 18.15.

Observacion 18.19 Este tipo de diagramas se suelen utilizar cuando el nimero de estados
en que clasificamos los valores es pequefio y son especialmente adecuados para represen-
tar varias situaciones similares y poder establecer comparaciones (por ejemplo, reparto de
los trabajadores britdnicos, espafioles y griegos en agricultura, industria y servicios). g
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Diagramas de barras

Se utilizan para representar graficamente una distribucién de frecuencias de datos sin
agrupar. En ellos se presentan los valores posibles y sus frecuencias absolutas (o relativas)
de aparicion.

Ejemplo 18.19 En la Figura 18.2 se muestra el diagrama de barras de los datos del Ejem-
plo 18.16. g

[¢)]

~
]

Numero de hogares
N w

=N

0 3 4

0 1 2
Numero de hijos

Figura 18.2: Diagrama de barras para los datos del Ejemplo 18.16.

Histogramas

Son uno de los tipos de representacion grafica mas frecuentes para datos agrupados. Pue-
den ser de frecuencias absolutas, de frecuencias relativas, de frecuencias absolutas acu-
muladas y de frecuencias relativas acumuladas.

El histograma de frecuencias (absolutas o relativas) correspondiente a una determi-
nada agrupacion de datos consiste en un conjunto de rectdngulos cada uno de los cuales
representa un intervalo de agrupacion o clase que (aunque no es necesario) suelen tomar-
se de la misma longitud. Sus bases son la amplitud del intervalo y las alturas se determinan
de manera que su drea sea proporcional a la frecuencia (absoluta o relativa) de cada clase.
En el caso de que se tomen clases de la misma longitud, se pueden tomar como alturas
sus frecuencias absolutas o relativas.

Ejemplo 18.20 EI histograma de frecuencias absolutas correspondiente a los datos agru-
pados del Ejemplo 18.1 se muestra en la Figura 18.3.

Observacion 18.20 Notese que no se proporcionan reglas precisas para seleccionar el
nimero, amplitud y localizacién de los intervalos que se utilizan para construir el histo-
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Numero de empleados

1.5 1.6 1.7 1.8 1.9
Altura (metros)

Figura 18.3: Histograma de frecuencias absolutas (4 clases).

grama. Asi, en el Ejemplo 18.20 hemos hecho una eleccion concreta de los intervalos de
clase, pero podriamos haber hecho otras muchas.

Observacion 18.21 La forma de un histograma puede cambiar ostensiblemente al variar
los intervalos de clases que utilicemos. En efecto, si en el Ejemplo 18.20 consideramos
el reparto en clases de la Tabla 18.2, el histograma de frecuencias absolutas que se ob-
tiene es el de la Figura 18.4, que, como se observa, difiere bastante del histograma de la
Figura 18.3. g

’ Clase \ Marca de clase \ n; \ fi \ N; \ F; ‘
150, 1'55] 1’525 2| £~00741 | 2| £~ 00741
(155, 1'60] 1’575 5| & ~01852 | 7| 5 ~02593
(160, 1’65 1625 3| §~01111 | 10 | 42 ~ 03704
(1'65,1'70] 1675 3] Lo~o01111 | 13 | 22~ 04815
(170,1'75] 1725 9| £~0'3333 | 22 | 22 ~ (/8148
(175,1'80] 1775 3| §~01111 | 25 | 22 ~ 09259
(180, 1'85] 1'825 2| £ ~00741 | 27 | =1

| ToTAL | 7] 1 ] ]

Tabla 18.2: Agrupacién en 7 clases de los datos del Ejemplo 18.1.
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~

D

a

I

w

Numero de empleados

N

Q
15 155 16 165 1.7 175 1.8 1.85

Altura (metros)

Figura 18.4: Histograma de frecuencias absolutas (7 clases).

Un histograma de frecuencias (absolutas o relativas) acumulativas, correspondiente a
una determinada agrupacion de datos, se construye de forma andloga a su histograma de
frecuencias (no acumulativas), pero de forma que la altura del rectdngulo correspondiente
auna clase sea proporcional a la suma de frecuencias (absolutas o relativas) de dicha clase
y las clases anteriores.

Ejemplo 18.21 En la Figura 18.5 se muestra el histograma de frecuencias absolutas acu-
mulativas correspondiente a la agrupacién de datos de la Tabla 18.2. g

30

N
[$))

N
o

-
o

Numero de empleados
N
[$)]

[$)]

0 1.56251.5751.6251.6751.7251.775 1.825
Altura (metros)

Figura 18.5: Histograma de frecuencias absolutas acumulativas (7 clases).
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Poligonal de frecuencias y poligonal de frecuencias acumulativas

La poligonal de frecuencias es un grafico que relaciona la frecuencia (absoluta o relativa,
ya sea acumulativa o no) de cada clase con respecto a la marca de dicha clase; se obtiene
uniendo los puntos medios de las partes superiores de los rectingulos que constituyen
el histograma (obviamente, no es necesario dibujar un histograma para poder dibujar la
correspondiente poligonal de frecuencias).

Ejemplo 18.22 La poligonal de frecuencias correspondiente al Ejemplo 18.20 viene dada
en la Figura 18.6. Nétese que se han afiadido un tramo inicial y otro final en las marcas
de clase extremas como asociadas a una frecuencia de clase cero para que, asi, la suma
de las dreas de los rectdngulos del histograma coincida con el area total limitada por la
poligonal de frecuencias y el eje OX. o

12 ? 12 o
10 10
12} (2}
o o
E g
o 8 o 8
Q. Q. -
; 5
o 6 o 6 <4
© o
5 5
g ¢ g *
S S
z z
2 2 \
0
145 1.5 1.55 1.6 1.65 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95 145 1.5 1.55 1.6 165 1.7 1.75 1.8 1.85 1.9 1.95
Altura (metros) Altura (metros)
(@) (®)

Figura 18.6: Poligonal de frecuencias absolutas para los datos del Ejemplo 18.20.

En lo que resta de seccién veremos cémo utilizar las poligonales de frecuencias para
el célculo de la mediana, la moda y los cuartiles (y cuantiles, en general) de un conjunto
de datos agrupados.

Observacion 18.22 Para datos agrupados, la mediana se obtiene por interpolacion li-
neal: 1a mediana es el valor M para el cual el punto (M , %) pertenece a su poligonal de
frecuencias relativas acumulativas. g

Ejemplo 18.23 Consideremos los datos del Ejemplo 18.1 agrupados en las 4 clases que
alli se indican. Para hallar la mediana, puesto que ésta se encuentra entre 1’7 y 1’8, consi-
deramos la recta que une los puntos

. 13 o 25
(17,27 y 18,27.
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Como dicha recta tiene por ecuacién

y 1+120(z — 1'7)), (18.4)

la mediana viene dada por el valor de la abscisa que se corresponde con la ordenada
y = 0'5 (véase la Figura 18.7). Despejando en (18.4), se obtiene que la mediana es
409
M= — ~1'7042.
240
Noétese que este valor puede ser distinto al que se obtiene al considerar los datos sin
agrupar (véase el Ejemplo 18.10). g

o Py
15 M 19

Figura 18.7: Mediana de los datos agrupados en 4 clases del Ejemplo 18.1.

Observacion 18.23 Para datos agrupados, la moda es el valor o valores de la abscisa M
para los cuales la curva de un diagrama de frecuencias (relativas o absolutas) asociado a
esa agrupacion de datos alcanza un maximo. g

Los histogramas y las poligonales de frecuencias no acumulativas de muchas distri-
buciones de datos de la vida real tienen la forma de una montafa, es decir, se pueden
aproximar por una curva con forma de campana que se conoce como curva normal (0
campana de Gauss); diremos que una distribucién de datos es, aproximadamente, normal
con media 7 y desviacion tipica s cuando se cumple la siguiente regla empirica:

El intervalo (T — s, T + s) contiene aproximadamente el 68% de los datos.
El intervalo (T — 2s, T+ 2s) contiene aproximadamente el 95% de los datos.
El intervalo (Z — 3s, @ + 3s) contiene casi todos los datos.
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Asi, podemos calificar de:
a) “Normales” los datos que se encuentren en el intervalo (T — s, T + s).

b) “Menos normales” aquellos datos que se encuentren comprendidos entre los interva-
los (T — s, T+ 8)y (T — 28,T + 2s).

c) “Excepcionales” los datos que se hallen fuera del intervalo (T — 25, T + 2s).

La utilidad y valor de la regla empirica anterior son muy grandes debido al gran nimero
de distribuciones de datos aproximadamente normales que aparecen en la naturaleza.

Ejemplo 18.24 Para los datos sin agrupar del Ejemplo 18.1 se tiene que
7=16841y s = 00897
(véase (18.3)) y, por tanto,

(T — s, T+ s) = (1'56944,1'7738)
(T — 25,7 + 25) = (1’5047, 1'8635)
(T — 3s,T 4 3s) = (1’4150, 1'9532).

Los intervalos anteriores contienen, respectivamente, 17, 26 y 27 datos, lo que supone el
62'96%, el 96'30% y el 100% del total de datos. Por tanto, no son datos aproximadamente
normales, de acuerdo al criterio antes establecido, aunque no estin muy lejos de serlo. g

Observacién 18.24 Para datos agrupados, un cuantil arbitrario C,, con p € (0, 100], se
obtiene por interpolacion lineal: es aquel valor para el cual el punto (Cp, %) pertenece
a su poligonal de frecuencias relativas acumulativas. g

Ejemplo 18.25 Consideremos los datos del Ejemplo 18.1 agrupados en las 4 clases que
allf se indican. De acuerdo con la Observavién 18.24, para hallar los cuartiles tenemos que
encontrar las abscisas para las cuales los valores de la poligonal de frecuencias relativas
acumulativas (véase la Figura 18.8) son 0’25, 0’50 y 0'75. En el caso de este ejemplo,
tenemos en cuenta las rectas

7
r1 que une los puntos (1'5,0) y <1’6,27)

13 25
! - ! -
ro que une los puntos (1 7, 27> y (1 8, 27>

que son, respectivamente,

= 0y Cy= o v
r1.y—27(x 1'5) yrz.y—27(13+120(x 1'7)). (18.5)
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El primer cuartil es el valor de la abscisa que se corresponde con la ordenada y = 0'25
de la recta 71; el segundo cuartil (la mediana) y el tercer cuartil son, respectivamente,
las abscisas que se corresponden con las ordenadas y = 0’5 e y = 0’75 de la recta rs.
Despejando en (18.5), se obtienen los valores

447 409 169

— 220 ~ 1’5964 =M=—"~1"7042 = ~1'7604
@1 = 555 = 19964, Q2 o1 = 17042y Qs = 5 = 17760

(véase la Figura 18.8). Asi, el recorrido intercuartilico (véase su definicién en la Obser-
vacién 18.17) es
169 447 551

Q= 2 220297 11639,
@ =G = 565 ~ 330 ~ 3360 o

0750 1+

050 e

025G i

9‘,5 Q1 M Q3 1,9

Figura 18.8: Cuartiles de los datos agrupados en 4 clases del Ejemplo 18.1.

18.5. Problemas

18.1. [Media aritmética ponderada] Asociamos a los nimeros {x,z2,...,2,} € R
ciertos pesos {01, 02, . - -, 0n} dependientes de la relevancia asignada a cada uno de los
nimeros x;. De esta forma, se define la media aritmética ponderada de los nimeros
{z1,22,...,2,} como

0iL;
_ 01T1t+ 02+ OnTn =1
T = == .
> o
i=1

01+ 02+ "+ 0n
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Aplicacién: Si el tercer examen parcial cuenta tres veces mas que los otros dos y un es-
tudiante obtuvo unas calificaciones de 7,9 y 8’5, respectivamente, calcular su nota media
global.

18.2. [Media geométrica y arménica] La media geométrica de nimeros no negativos
{x1,x2,..., 2} es laraiz n—ésima del producto de los mismos

(MG = ymzs |

La media armédnica de niimeros no nulos {x1,xa, ..., x,} es el inverso de la media arit-
meética de los inversos de dichos numeros, es decir,

1
MA == T.
1 1
n- xX;
i=1
Aplicacioén: Si a, b > 0, demostrar que
MA<MG<L7ZT.

Ademas,

MA=MG=Z & a=0.

18.3. Los resultados obtenidos al lanzar un dado al aire 100 veces y anotar los resultados
fueron

2164141246 |3[4|3|4|5|3|3[4|6[3[3|4|4
5165|5314 |3[1|4|5]|5|6|6]1|3|4]2]|4]|1
314(5|11(6|6[|4|2[6|4|5[3|6|1]4[|2|6[3|5|1
116|555 |5(2(2|4(4|1|1(2|3|3[6|4|2|3]|4
5145|3124 |5|6[5|5|3[3|3|4]4|1|5]6|4]|1

a) Hacer una tabla de frecuencias.
b) Representar graficamente los datos anteriores mediante un diagrama de barras.
¢) Calcular la media, mediana, moda, varianza y desviacion tipica.
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18.4. Enun colegio se realiz6 una encuesta sobre el nimero de hermanos de 50 alumnos
y se obtuvieron los siguientes resultados:

011701253 |0]2]1]|1
02413 (2|7|1(2]|0]|3
21111(3}4(2|0(|1(0/0
6132|211 |3]|2(4|4
312{011}1{0|2(0(0]|2

a) Construir una tabla de frecuencias y una tabla de frecuencias acumuladas.
b) Representar dichas tablas mediante un diagrama de barras.

¢) Idear un método para transformar los anteriores diagramas en otros de frecuencias
relativas (simples y acumuladas) donde la altura correspondiente al 100% estd dada.

d) Hallar la media, mediana, moda, varianza y desviacion tipica.

e) Al clasificar exclusivamente como normales, menos normales y excepcionales, ;qué
nimero de hermanos aparecen como tales?

f) Hacer una critica sobre el aspecto representativo que pudiera tener una encuesta de
este tipo para el estudio del nimero de hijos de una familia del pais.

18.5. En una muestra de 40 bolas fabricadas por una maquina se han medido los didme-
tros (en cm) y se ha obtenido

0’853 | 0’859 | 0’851 | 0’840 | 0’859 | 0’841 | 0’846 | 0’857 | 0’862 | 0’845
0’851 | 0’846 | 0’855 | 0’861 | 0’868 | 0852 | 0’843 | 0840 | 0’841 | 0’854
0’854 | 0’847 | 0'853 | 0’855 | 0’843 | 0847 | 0’859 | 0’863 | 0'856 | 0'857
0’842 | 0'850 | 0’860 | 0’852 | 0’856 | 0’856 | 0’860 | 0’854 | 0’861 | 0'868

a) Hallar la media, mediana, moda, varianza y desviacién tipica.
b) (Se considera “normal” para esa mdquina una bola de 0’846 cm?
¢) Determinar el rango.

d) Agrupar los datos anteriores en 7 clases de igual longitud y construir una tabla de
frecuencias para esas clases.

e) Dibujar el histograma de frecuencias correspondiente a la tabla del apartado b).
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18.6. En un determinado lugar se recoge una precipitacion media de 542 mm de agua
durante un afio hidratlico (del 1 de octubre al 30 de septiembre), con una desviacion tipica
de 47 mm. Hallar los limites en la siguiente tabla que se correspondan con la clasificacién
exhaustiva, que se da en ese lugar, relativa a la pluviosidad:

Muy seco Menosde ................
Seco De ......... a ...,
Normal De ......... a.........
Lluvioso De ......... a.........
Muy lluvioso | Masde ..................

18.7. La siguiente tabla indica el dinero gastado en material escolar, en el mes de mar-
zo, por las familias de 1000 alumnos, donde z; es la marca de clase y f; representa la
frecuencia relativa:

€ [z ] fi ]
50-60 55 | 0’060
60-70 65 | 0'115
70-80 75 | 0’105
80-90 85 | 0075
90-100 | 95 | 0’085
100-110 | 105 | 0’100
110-120 | 115 | 0’110
120-130 | 125 | 0’095
130-140 | 135 | 0’070
140-150 | 145 | 0090
150-160 | 155 | 0’050
160-170 | 165 | 0030
170-180 | 175 | 0’015

a) Hallar la media y la desviacién tipica.

b) Representar los datos mediante un histograma.

c¢) Dibujar la poligonal de frecuencias relativas acumulativas.
d) Calcular la moda y la mediana.

e) Determinar el primer y tercer cuartiles.

f) Hallar el percentil 90.
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18.6. Soluciones

18.1. 8'3.

18.2. Utilizar la desigualdad 0 < (v/a — vb)? = a — 2v/ab + b.

18.3. c¢) Media 374, mediana 4, moda 4, varianza 2’3924 y desviacién tipica 1’5467.

18.4. d) Media 1’84, mediana 2, moda 2, varianza 2’6144 y desviacién tipica 1'6169.
e) Normales: 1,2, 3. Menos normales: 0,4, 5. Excepcionales: 6,7. f) No puede ser re-
presentativo.

18.5. a) Media 0’8529, mediana 0’854, modas 0’854, 0’856 y 0’859, varianza 0'000056
y desviacion tipica 0'007475. b) Si. c¢) 0°028.

18.6. Muy seco: menos de 448 mm. Seco: de 448 a 495 mm. Normal: de 495 a 589 mm.
Lluvioso: de 589 a 636 mm. Muy lluvioso: mds de 636 mm.

18.7. a) Media 105’950 y desviacién tipica 1028’5975. d) Moda 65 y mediana 106
(se obtiene como la interseccion de la recta que une los puntos (100,0'44) y (110,0'54)
cony = 0'5). ) Primer cuartil 77'1429 (se obtiene como la interseccién de la recta
que une los puntos (70,0'175) y (80,0'28) con y = 0'25) y tercer cuartil 130’7143 (se
obtiene como la interseccién de la recta que une los puntos (130, 0'745) y (140, 0'815)
cony = 0'75). f) Percentil 90: 149’4444 (se obtiene como la interseccién de la recta
que une los puntos (140, 0'815) y (150, 0'905) con y = 0’90).
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19 Probabilidad

19.1. Introduccion

En muchos aspectos de la vida cotidiana nos encontramos con fenémenos influidos por el
azar: el nimero de personas esperando en la parada del autobus cuando llegamos noso-
tros, el resultado de lanzar un dado al aire y ver el nimero que queda en la cara superior,
las veces que tendremos fiebre en un afio, la carta que sacamos de una baraja, el nimero
que sale premiado en la loterfa .. .

Este capitulo estd dedicado al estudio de las nociones bésicas de la teoria de la Proba-
bilidad. Dicha teoria intenta sacar conclusiones sobre lo que puede ocurrir en fendmenos
o experimentos aleatorios, que son aquellos en los que, al igual que sucede en los ejem-
plos anteriores, el azar hace que no se pueda prever con certeza el resultado que va tener
lugar al observar el fenémeno o al realizar el experimento.

Se comienza describiendo los sucesos y el espacio muestral asociados a un experi-
mento aleatorio, asi como las operaciones que se pueden realizar con estos sucesos y sus
propiedades.

A continuacién se da la definicién rigurosa de Kolmogorov de lo que es una probabi-
lidad, junto con sus principales propiedades. Para los casos de espacios muestrales finitos
se presenta el método de los puntos muestrales para asignar probabilidades a cada suceso
elemental y se muestra también la regla de Laplace para el cédlculo de sus probabilidades.

Se continda con el estudio de la probabilidad condicionada y la independencia de
sucesos, mostrando algunos resultados asociados y varios ejemplos ilustrativos.

Por ultimo se introduce el concepto de sistema completo de sucesos de un espacio
muestral, que permite obtener el teorema de la Probabilidad Total y el teorema de Bayes.
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19.2. Algebra de sucesos

Un modelo matemdtico para representar un fenémeno suele considerarse “aceptable”
cuando las predicciones que éste determina se corresponden con los resultados obteni-
dos cuando el fenémeno se repite un gran nimero de veces. Frente a los experimentos
deterministas (en los que, conocidas las condiciones iniciales en que se realiza el expe-
rimento, sabemos cudl es el resultado) se encuentran los experimentos aleatorios, que se
caracterizan por las siguientes propiedades:

1) Se conocen los posibles resultados del experimento con anterioridad a su realizacién.

2) No se conoce el resultado del experimento antes de su realizacién.

3) Pueden realizarse un numero indefinido de veces en las mismas condiciones.

Ejemplo 19.1 Un ejemplo de experimento determinista es soltar una piedra desde una
cierta altura y ver si cae al suelo. Ejemplos de fendmenos aleatorios son:

a) Lanzar un dado al aire y observar el resultado.

b) Sacar una bola de una caja en la que hay 10 bolas numeradas del 1 al 10.

¢) Tirar dos dados y observar la suma de puntos obtenida.

d) Coger una carta de una baraja y observar la carta extraida.

e) Anotar el nimero de vehiculos que entran cada hora en un determinado parking.

f) Comprobar, en el proceso de fabricaciéon de mdviles, si su sistema de encendido es
defectuoso encendiéndolo y apagandolo 200 veces; se acepta como bueno si al final
de la prueba el sistema de encendido sigue funcionando con normalidad.

g) Lanzar una moneda al aire hasta obtener cara por primera vez.

h) Anotar el tiempo de espera en la parada de un autobis. g

Definicién 19.1

a) Se denomina espacio muestral al conjunto de todos los posibles resultados de un ex-
perimento aleatorio. Suele designarse con la letra €.

b) El nimero de elementos de €2 se denomina cardinal de ) y se representa card(2). o

(© Ediciones Piramide



Algebra de sucesos 577

Ejemplo 19.2 Los espacios muestrales asociados a los experimentos aleatorios del Ejem-

plo 19.1 son:
Q) Q= {1,2,3,4,5,6} b)Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
c)Q={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} d) Q = {las 40 cartas de la baraja}
e)2=1{0,1,2,3...} ) Q = {bueno, defectuoso}

g)Q:{C,+C,++O,,...,+-n~)- +C...} hQ=][0,40). o

Observacion 19.1 Como se aprecia en el Ejemplo 19.2, existen tres tipos de espacio
muestral:

1) Espacio muestral finito: tiene un nimero finito de elementos (casos a), b), ¢), d) y 1)).

2) Espacio muestral discreto: tiene una cantidad a lo sumo numerable (es decir, contable)
de elementos (casos a), b), ¢), d), e), f) y g)).

3) Espacio muestral continuo: posee una cantidad no numerable de elementos (caso h)).

En todo lo que sigue, inicamente nos ocuparemos de espacios muestrales finitos. g

Definicion 19.2 Sea 2 un espacio muestral. Se denomina suceso a todo subconjunto
de ). El conjunto de todos los sucesos constituye el conjunto de las partes de €2, que
se denota P(2), y es el conjunto formado por todos los subconjuntos de €. Se distingue
entre:

a) Sucesos elementales: son los sucesos que constan de un tnico elemento (es decir, el
conjunto de los sucesos elementales son los posibles resultados del experimento).

b) Sucesos compuestos: son los sucesos formados por dos o mds sucesos elementales.
¢) Suceso seguro: es el espacio muestral {2 (se verifica siempre).

d) Suceso imposible: es el conjunto vacio () (no se verifica nunca). g

Ejemplo 19.3 Al lanzar una moneda al aire y observar el resultado, el espacio muestral
es el conjunto

Q={C,+}

y el conjunto partes de €2 es
P = {Ch{+}{C,+}{0}} o
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Ejemplo 19.4 Al lanzar un dado al aire y observar el resultado, los sucesos elementales
son

{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
Yy son sucesos compuestos

A=1{1,3}, B={3}={3,6}... o

Definicién 19.3 Sea S un suceso de un espacio muestral 2. Si al realizar el experimento
resulta un caso perteneciente a S, se dice que el suceso S ha ocurrido. o

Observaciéon 19.2 Es evidente que si S = €2, entonces .S ocurre siempre (de ahi que se
le llame ““suceso seguro”). g

Ejemplo 19.5 Si al coger una carta de una baraja hemos obtenido el as de oros, ha ocu-
rrido el suceso A = {salir oros} pero no ha ocurrido el suceso B = {salir sota}. g

Las operaciones conjuntistas permiten combinar sucesos para obtener otros:

Definicion 19.4 Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral 2.

a) El suceso A implica el suceso B, y se denota A C BoB D> A, si siempre que se
verifica A se verifica B. Ejemplo: A = {4}y B = {2} = {2,4,6}.

b) El suceso A es igual al suceso B si A implica B'y B implica A (es decir, si A C By
B C A).

c) AUB={weQ: weAowe B} eslaunidn de los sucesos Ay B. Este
suceso ocurre cuando al menos ocurre uno de ellos. Ejemplo: si al lanzar un dado al
aire consideramos los sucesos

A = {salir par} = {2,4,6} y B = {salir un valor inferior a4} = {1, 2, 3},
se verificaque AU B = {1,2,3,4,6}.

d) ANB={weQ: we Ay we B} eslainterseccion de los sucesos Ay B. Este
suceso ocurre cuando ocurren ambos. Ejemplo: en el caso del apartado c) se tiene que
AN B ={2}.

e) Los sucesos A y B son disjuntos, excluyentes o incompatibles si AN B = (). Este
suceso ocurre cuando no pueden verificarse ambos simultineamente. Ejemplo: si al
escoger una letra al azar consideramos los sucesos

A = {obtener vocal} y B = {obtener consonante}.
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f) A°={w € Q: w ¢ A} es el complementario o contrario del suceso A (en algunos
textos se emplea la notacion A para denotar al complementario del suceso A). Este
suceso ocurre cuando no ocurre A. Ejemplo: en el caso del apartado c) se tiene que
A°={1,3,5}.

g A—-B={weQ: we Ay w¢g B} = AN B es la diferencia entre los sucesos A
y B (en algunos textos se emplea la notacién A\ B para denotar la diferencia entre los
sucesos A y B). Este suceso ocurre cuando A y no ocurre B. Nétese que A¢ = 2 — A.
Ejemplo: en el caso del apartado c) se tiene que A — B = {4,6}. o

Observacion 19.3 Notese la relacion existente entre los sucesos y la teoria de conjuntos:
AUB)UC =AU (BUCQC)
ANB)NC=ANn(BNC).

a) Propiedad asociativa: {

b) Propiedad conmutativa:

(
(
{AUBBUA

ANB=BnNA.
AUA=A
c¢) Propiedad idempotente:
ANA=A
AUubh=A
d) Elemento neutro:
ANQ=A.
AUQ =0
e) Propiedad absorbente:
AND=0.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
f) Propiedad distributiva:
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

AUA®=Q, AN A° =
(A°)e = A, € = Q

g) Propiedad de los complementarios: {

(AUB)®=A°NB°

h) Leyes de Morgan:
- (ANB)*=A°UB°. ¢

Observacion 19.4 Las Leyes de Morgan son vélidas para una familia arbitraria de suce-

sos {A; }ier: . .
(U&):ﬂﬂy(ﬂ&):Uﬁ.g

el icl el iel
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19.3. Nociones y propiedades elementales
de Probabilidad

Al observar una muestra de una poblacién (recuérdese que estos términos fueron intro-
ducidos en la Seccién 18.3.), nos planteamos el problema de inferir propiedades de la
poblacién a partir de las propiedades de la muestra. De esta forma, los modelos estadisti-
cos van a actuar de puente entre lo observado (muestra) y lo desconocido (poblacion). Su
construccién y estudio son el objetivo del Cdlculo de Probabilidades.

Definicion 19.5 Supongamos que repetimos un experimento aleatorio n veces. Si un su-
ceso A del espacio muestral €2 ha ocurrido n 4 veces, se denomina:

a) Frecuencia absoluta del suceso A ala cantidad n 4.

b) Frecuencia relativa del suceso A al cociente fr(A) = %4, es decir,

ndmero de veces que ha ocurrido A en n pruebas
fr(A) = )

nimero total de pruebas

Observacion 19.5 Notese la similitud entre esta definicion de frecuencias y la introduci-
da en la Seccion 18.2. para conjuntos de datos. o

Observacion 19.6 (Propiedades de las frecuencias absolutas y relativas)
1) nog=nyfr(Q)=1.

2) 0 < fr(A) < 1 para todo suceso A de {2.

3) SSANB =0 = naug =na+npyfr(AUB)=1f(A)+x(B). o

Ejemplo 19.6 Al escoger al azar un dia de la semana se obtuvieron los siguientes resul-
tados al repetir el experimento 8 veces:

{lunes, miércoles, lunes, sabado, viernes, martes, domingo, jueves}.

Si consideremos los sucesos A = {lunes, martes} y B = {miércoles, jueves}, se tiene
que
AU B = {lunes, martes, miércoles, jueves}.

Por tanto,

2 1
naup =5,n4a =3,np =2,fr(AUB) = g,fr(A) :% y fr(B) = 3=1 °
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Observacion 19.7

a) El desarrollo inicial de la probabilidad se asocia con los juegos de azar; un hecho

b

~

constatable empiricamente es que las frecuencias relativas de aparicién de ciertos su-
cesos en experiencias similares se aproximan a un valor fijo constante al aumentar el
nimero de experiencias. Esto llevo, en el siglo XIX, a definir la probabilidad de un
suceso como el valor limite de su frecuencia relativa al repetir indefinidamente la ex-
perimentacion, es decir, lo que se conoce como ley de azar o ley de estabilidad de las
frecuencias estadisticas: si un experimento se repite n veces en las mismas condicio-
nes y n 4 de los resultados son favorables al suceso A, el limite de ”TA, conforme n se
vuelve grande, se define como la probabilidad del suceso A. Esta definicién presenta
problemas importantes:

i) Desde el punto de vista teérico, pues el “limite” anterior no puede interpretarse
en el sentido del Andlisis Matematico, ya que no puede fijarse a priori un nime-
ro de repeticiones a partir del cual la diferencia entre la frecuencia relativa y la
probabilidad sea menor que una cierta cantidad prefijada de antemano.

ii) Desde el punto de vista practico, pues esta definicién no permite, en muchos
casos, el conocimiento exacto de la probabilidad, ya que no es posible una expe-
rimentacion indefinida y el sistema observado puede variar a lo largo del tiempo.
Ejemplos: determinar la duracién de un terremoto; el tiempo que tarda una per-
sona en beber 3 vasos de vino; el nimero de dias que una persona puede estar sin
comer ...

La base para la interpretacion de frecuencia relativa de la probabilidad es la repeticion
de un experimento en las mismas condiciones. No obstante, existen muchos fenéme-
nos que no se prestan a su repeticion pero que, a pesar de ello, requieren de una nocién
de probabilidad. Por ejemplo, las compaiias de seguros tienen que determinar a priori
los riesgos. En estos casos, la interpretacion de probabilidad no puede tener su fun-
damento en la frecuencia de aparicién, sino que se interpreta como grado de creencia
0 conviccién con respecto a que se verifique una afirmacién. Esta interpretacion de la
probabilidad se conoce como subjetiva o personal.

Para evitar estos inconvenientes, Kolmogorov dio, en 1933, una definicién axiomatica de
la probabilidad en el marco general de la teoria de la Medida, de forma que la definicién
incluye las dos interpretaciones anteriores: la probabilidad es un nimero real que mide la
posibilidad de que ocurra un suceso del espacio muestral cuando el experimento se lleve
acabo. g

Desde el punto de vista coloquial, si un suceso en un experimento aleatorio tiene una

frecuencia relativa proxima a 1, se dice que es “muy probable” que ocurra ese suceso. Por
el contrario, si la frecuencia relativa es cercana a 0, se dice que es “poco probable” que
ocurra. Esto da pie a definir la probabilidad, a partir de las propiedades de las frecuencias
relativas, de la siguiente forma:
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Definicion 19.6 (Kolmogorov) Sea 2 un espacio muestral. Una probabilidad es una apli-
cacién P : P(€2) — R verificando los siguientes axiomas:

) P(A)>0,VACQ.
) P(Q) =1.
) P(AUB) = P(A)+ P(B), VA, B C Qtalesque AN B = ().
Se dice que P(A) es la probabilidad del suceso A C Q. ¢
Proposicion 19.1 (Propiedades de la probabilidad) Sea Q) un espacio muestral.
a) P(0)=0.

b) Si A,B C Q son tales que A C B = P(B — A) = P(B) — P(A). En particular,
P(A) < P(B).

¢) 0< P(A)<1,YACQ.

d) P(A)=1—-P(A),YVACQ.

e) P(AUB) = P(A) + P(B)— P(ANB),YA,B C Q.

DEMOSTRACION.

a) Puestoque @ = QU y PN O = 0, por el axioma IIT) de la Definicién 19.6 se tiene que

P(0) = P(0UD) = P(0) + P(0) = 2P(0) = P(0) = 0.

b) Dadoque B = AU (B - A)y An (B — A) = 0, por los axiomas III) y I) de la
Definicién 19.6 se tiene que

P(B)=P(AU(B—-A))=P(A)+P(B—-A) > P(A).
¢) A partir de los axiomas I) y II) de la Definicion 19.6 y del apartado b) se tiene que
0<PA) <SP =1

d) Puesto que Q = AU Ay AN A° = (), por los axiomas IIT) y II) de la Definicién 19.6
se tiene que

1 = P(Q) = P(AU A%) = P(A) + P(A°) = P(A%) =1— P(A).
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e) Dadoque AUB = AU(B—(ANB))con AN(B—(ANB)) = (), por el axioma III)
de la Definicién 19.6 se verifica que
P(AUB)=P(A)+ P(B—-(ANDB)).
Ahora bien, puesto que B — (AN B) C B, por el apartado b) se tiene que

P(AUB)=P(A)+ P(B-—(ANB))=P(A)+P(B)—P(ANB). g

Observacion 19.8

i) Los apartados a) y e) conducen al axioma III) de la Definicién 19.6 en el caso de que
los sucesos Ay B verifiquen que AN B = ).

ii) La propiedad e) puede extenderse a mas de dos sucesos. Asi, se verifica que

P(A; U Ay U Ag) = P(Ay) + P(Ay) + P(A3) — P(A; N Ay)
— P(A1 N A3) — P(As N A3) + P(A; N Ay N As3).

En efecto, denotando A = A; U Ay U Ag, se verifica que

P(A) = P((A, U A) U As) = P(A U As) + P(As) — P((A; U A2) N Ay)
— P(A1) + P(A3) — P(A1 N As) + P(As)
— P((A1NAs)U (A2 N A3))
= P(A1) + P(Az) + P(A3) — P(A1 N Ag)
— (P(A1 N As) + P(As N Ag) — P((Ay N Ag) N (A3 1 As)))
— P(A1) + P(As) + P(As) — P(A N Ag)
~ P(A1 N A3) — P(As N As) + P(A1 N AN A3). o

La idea del apartado ii) de la Observacién 19.8 puede extenderse a una unién finita de
sucesos. Enunciamos el resultado que se obtiene (sin demostracién):

Proposicion 19.2 Dado n € N, para toda familia de sucesos {A;}?"_, de un espacio
muestral §) se verifica que

p (0 Ai> :iP(Ai)fZP(AiﬂAj)Jr > P(AinA;N Ay

1<J i<j<k
+- 4 (=1)"P (ﬂ&) . o
=1
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Observacion 19.9 (Método de los puntos muestrales) Nétese que la definicién de pro-
babilidad s6lo expresa cudles son las propiedades que tiene que cumplir una probabilidad,
pero no expresa como asignar las probabilidades especificas a los sucesos. Para los espa-
cios muestrales finitos, basta con asignar las probabilidades a cada suceso elemental. Con
el método de los puntos muestrales deben seguirse los siguientes pasos para asignar la
probabilidad de un suceso:

1) Definir correctamente el experimento y establecer los sucesos elementales {4;}7 ;
asociados a él, obteniendo el espacio muestral 2.

2) Asignar a cada suceso elemental A; una probabilidad adecuada verificando
P(A4)>0y > P(A)=P (U Ai> =P(Q) =1.
i=1 i=1

3) Expresar el suceso compuesto A en estudio como una coleccién de puntos muestrales,
es decir,

A= U A; con J C{1,2,...,n}.
ieJ

4) Finalmente, se determina P(A) sumando las probabilidades de los puntos muestrales
que constituyen A, es decir,

P(A) =) P(4)).
=
De esta forma, si Q = {A4;, Ag, ..., A, } es un espacio muestral finito y denotamos por
Pi :P(Al), 1= 1,2,...,7’7,,
deben verificarse las siguientes propiedades:
0<p; <1, 2=12,....n
(19.1)
1=PQ)=PA1U...UA,)=PA1)+ -+ P(A,)=p1+ -+ pn.

Una opcién (de las infinitas posibles) es hacer una asignacién uniforme de probabilidad,
es decir, considerar que los sucesos elementales son equiprobables. De esta forma, a partir
de (19.1) se tiene que

1 .
pi=—,1t=12...,n.
n
Asf, la probabilidad de cualquier otro suceso

A= UAi con JC{1,2,...,n}
i€

(© Ediciones Piramide



Nociones y propiedades elementales de Probabilidad 585

serd la suma de las probabilidades de los sucesos elementales que lo componen. Es decir,
si card(J) = m, entonces
1 m) 1 m
P(A) = N T4 . =2
(A) =D P(A) = ot =
icJ
Se llega asi, para este caso particular de probabilidad uniforme, a la conocida regla de
Laplace:

casos favorables a A

babilidad d A= .
probabriidad de tn suceso casos posibles en 2

Observacion 19.10 Aunque los valores p1, pa, - - . , p, pueden elegirse de cualquier for-
ma, siempre y cuando sean valores no negativos que sumen 1, en la prictica se eligen de
manera que representen de forma adecuada las posibilidades de ocurrencia de los sucesos
elementales Aq, As, ..., A,. Asi, por ejemplo, si se considera el experimento de lanzar
una moneda al aire, se tiene que 2 = {C, +}, por lo que la aplicacién P que asigna

P(C)=py P(+)=1-p
es una funcién de probabilidad para cualquier valor 0 < p < 1.

No obstante, si la moneda estd equilibrada (es decir, no estd trucada), se consideran
los dos posibles resultados equiprobables y, por tanto, se toma

1
P(C)=P(+) = 5 0
Ejemplo 19.7 La probabilidad de obtener un nimero primo al lanzar un dado al aire es
31
P==2 °

Observacion 19.11 El mérodo de los puntos muestrales es simple y efectivo en la mayo-
ria de los casos, pero no es infalible:

a) Frecuentemente se cometen errores al interpretar equivocadamente la naturaleza de un
suceso elemental y al no incluir todos los puntos muestrales en 2.

b) Muchos espacios muestrales discretos contienen gran nimero de puntos muestrales, y
la especificacion detallada de cada uno es tediosa y lenta.

c) El método de los puntos muestrales slo es aplicable a espacios muestrales finitos. g

Observacion 19.12 Las técnicas del Andlisis Combinatorio estudiadas en el Capitulo 17
son particularmente utiles al aplicar el método de puntos muestrales para calcular la pro-
babilidad de un suceso, puesto que permiten contar el niimero de puntos muestrales de
un espacio muestral €2, y especialmente cuando el cardinal (nimero de elementos) del
espacio es “grande”.
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Ejemplo 19.8 Se considera una urna compuesta por 4 bolas blancas y 6 negras. Si se
extraen tres bolas al azar, ;cudl es la probabilidad de que sean dos blancas y una negra?

Una forma de resolver este problema es considerar que tenemos 10 bolas distintas (a
pesar de que dos bolas del mismo color puedan ser indistinguibles) y tomar como espacio
muestral los posibles conjuntos que se pueden formar al extraer 3 de estas 10 bolas. El
cardinal de dicho espacio es

= 120.

1 10! 1
n:card(Q):<O> 0/  10x9x8

3) 77317 T 3x2

Si consideramos el suceso A = {extraer 2 bolas blancas y 1 negra}, los casos favorables
a A se obtienen a partir del modelo hipergeométrico:

4\ /6 4! 6! 4x3
m_<2)<1)_2!2!5!1!_ g X0=46

De esta forma, a partir de la regla de Laplace, se tiene que

m 3

19.4. Probabilidad condicionada

Consideremos el siguiente ejemplo:

0'3. o

Ejemplo 19.9 Se saca una carta al azar de una baraja espaiiola de 40 cartas.

a) (Cudl es la probabilidad de obtener el caballo de oros? %.

1

b) Sila carta extraida es de oros, ¢cudl es la probabilidad de que sea el caballo? 15.

c¢) Sila carta extraida es un caballo, ;cudl es la probabilidad de que sea el de oros? i. o

Como se observa en el Ejemplo 19.9, la probabilidad de un suceso cambia al dar
informacidn segura acerca del resultado obtenido. Si A y B son dos sucesos cualesquiera
de un espacio muestral 2 tal que P(A) > 0, la probabilidad del suceso B condicionado
por el suceso A, que se denota P(B/A), es una medida de cémo estd B contenido en A
(0 c6mo B es implicado por A).

Justifiquemos esta nocién desde el punto de vista frecuentista. Supongamos que repe-
timos un experimento n veces y que na, np Yy nanp Son, respectivamente, los nimeros
de veces que han ocurrido los sucesos A, B'y AN B. En esta situacion, se tiene que

fri(ANB) = "AT“B = ”2723 %A = fr(B/A)fr(A),
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donde fr(B/A) representa la frecuencia relativa condicional de B sabiendo que ha ocu-

rrido A. Por tanto,

fr(ANB)
fr(A)

La relacién (19.2), junto con el hecho de que, interpretando la probabilidad desde el pun-

to de vista frecuentista, la frecuencia relativa de un suceso debe estar “proxima” a su
probabilidad, motiva la siguiente definicién:

fr(B/A) = si fr(A) > 0. (19.2)

Definicion 19.7 Sean A y B dos sucesos cualesquiera de un espacio muestral €2 tal que
P(A) > 0. Se denomina probabilidad del suceso B condicionado por el suceso A a la
cantidad

P(AN B)

P(B/A) = =55

Observacion 19.13

a) Paracada A C Q fijo con P(A) > 0, la funcién P(-/A) satisface los tres axiomas que
definen una probabilidad, pues:

D) 0<P(BJ/A)<1,¥BCQ.
) P(Q/A) = 1.
) P((BUC)/A) = P(B/A)+ P(C/A),VB,C C Qtales que BN C = .
b) Hay dos maneras de calcular la probabilidad condicional P(B/A):

i) Directamente, considerando la probabilidad de B con respecto al espacio muestral
reducido A.

ii) Usando la definici6n anterior, donde P(A N B)y P(A) se calculan con respecto
al espacio muestral original €.

¢) Veamos si podemos hacer una afirmacién general acerca de la magnitud relativa de
P(A/B)y P(A).Paraello, si A, B C €2, consideramos las siguientes situaciones:

iy ANB=0 = P(A/B)=0< P(A).

i) ACB = P(A/B) = P(I’;‘(;)B) - ]Ijgg > P(A)
i) BCA = P(A/B) = P(}f(;f) _ ]ng; — 1> P(A).

iv) Si AN B # () no puede hacerse ninguna afirmacién acerca de la magnitud relativa
de PLANB)y P(A). o
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Chicas | Chicos | TOTAL
Rubios 8 6 14
Morenos 12 4 16
TOTAL 20 10 30

Tabla 19.1: Clase con 30 estudiantes.

Ejemplo 19.10 En una clase hay 30 estudiantes, de los cuales 20 son chicas y 10 son chi-
cos. Ademds, 8 chicas y 6 chicos son rubios y el resto son morenos (véase la Tabla 19.1).

(Cudl es la probabilidad de que un estudiante (chico o chica) rubio, escogido al azar,
sea chica? Esta probabilidad viene dada por

. , P(ChicanRubio) = 4
P(Chica/Rubio) = =39 — 2 ~ 05714
(Chica/Rubio) P(Rubio) 4=y .

Ejemplo 19.11 Una urna contiene 3 bolas rojas y 5 negras. Si se escogen dos bolas al
azar sin reemplazamiento, /cudl es la probabilidad de que ambas sean rojas?

Si consideremos los sucesos
A = {la primera bola extraida es roja} y B = {la segunda bola extraida es roja},

hay que calcular P(A N B). Claramente,
P(ANnB)=P(A)P(B/A) =

En el Ejemplo 19.11 se ha utilizado la nocién de probabilidad condicional para deter-
minar la probabilidad de la interseccién de dos sucesos. Si se tuvieran tres, serfa:

P(A1 N Ay N As) = P((Ay N Ag) N As) = P(A; N A2)P(As /(A1 N As))
= P(A)P(Ay/A1)P(As /(A1 N A))

y, en general, se tiene:

Proposicion 19.3 (Regla de la multiplicacion) Sea ) un espacio muestral. Si el conjun-
to de sucesos { A1, Aay ..., Ap} CQcon P(AyNAsN...NA,) > 0, entonces

Al considerar la probabilidad de un suceso B condicionado por otro A se tiene que
las probabilidades de A y B son, en cierto sentido, “dependientes” entre si, es decir, la
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informacidon sobre A afectard a la probabilidad de B. Si A no tiene ninguna influencia
sobre B, entonces
P(B/A)=P(B) si P(A) >0,

aun en el caso en que haya ocurrido el suceso A. Se origina asi un concepto muy impor-
tante que se conoce como independencia estadistica.

Ejemplo 19.12 Consideremos el experimento de lanzar dos monedas al aire consecutiva-
mente y observar el resultado. El espacio muestral asociado a este experimento aleatorio
es

Q={CC,C+,+C,++}.

Si definimos los sucesos
A = {obtener cara en el primer lanzamiento} = {C'C,C+}
{ B = {obtener cara en el segundo lanzamiento} = {CC, +C'},
se verifica que
P(A)=P(B)==-=->0.

Intuitivamente sabemos que los sucesos A y B no estan relacionados: saber que ha ocurri-
do A no proporciona informacién acerca de la ocurrencia de B, como pone de manifiesto
el siguiente célculo:

P = PR = T = j=y-r®
y, andlogamente,
_P(AnB) _P(CC) § 1 _
P(A/B) = PB) ~ PB) g =5= P(A). o

Por tanto, podriamos estar inclinados a decir que dos sucesos A y B son “indepen-
dientes” si
P(B/A) = P(B) y P(A/B) = P(A).

No obstante, para poder hacerlo asi, hemos necesitado que P(A4) > 0y P(B) > 0. Hay
una forma de evitar estas restricciones; si A es “independiente” de B, entonces

P(ANB)=P(A/B)P(B) = P(A)P(B).
Ello nos conduce a la siguiente definicion:
Definicion 19.8 Dos sucesos A y B de un espacio muestral {2 son independientes si

P(ANB) = P(A)P(B). o
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Ejemplo 19.13 Se considera el experimento aleatorio de extraer una carta de una baraja
espafiola de 40 cartas. Los sucesos A = {sacar caballo} y B = {sacar oros} son inde-
pendientes, pues

4 1 10
-~ —_— PB)=— =
40 10’ (B) 40

Observacion 19.14 En la practica, si entre dos sucesos A y B no se observa ninguna
relacién de causa—efecto, se supondra que ambos sucesos son independientes. g

P(A) in(AﬂB):i 5

40°

Ejemplo 19.14 Consideremos el experimento de escoger una carta de una baraja espa-
fiola, devolverla al mazo y escoger otra carta. Para hallar la probabilidad del suceso

S = {las dos cartas extraidas son oros},
tenemos en cuenta que los sucesos

A; = {sacar oros en la primera extraccién}
As = {sacar oros en la segunda extraccién}

son independientes y, por tanto,

P(S) = P(A; N As) = P(A)P(As) = % % _ % — 00625, o
Observacién 19.15
a) No es necesario hacer restricciones sobre P(A) y P(B).
b) Si A C Qcon P(A) > 0,setiene que Ay () (y Ay ) son independientes, pues
P(ANQ)=P0)=0=P(A) x 0= P(A)P(0)
{ P(ANQ)=P(A)=P(A) x1=P(A)P(Q).

c) Si A C Qcon P(A) =0, entonces A y cualquier suceso B C {2 son independientes.
En efecto, como

ANBCA = 0<PANB)<P(A)=0

y, por tanto,
P(ANB)=0=0x P(B) = P(A)P(B). ¢

Obviamente, se tiene la siguiente equivalencia:

Proposicion 19.4 Sea Q2 un espacio muestral y A, B C Q. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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a) Ay B son independientes.

b) P(A/B) = P(A)si P(B) > 0.
c) P(B/A) = P(B) si P(A) > 0.
DEMOSTRACION.

a) = b)| Porser Ay B independientes, si P(B) > 0, se verifica que

pa/B) =L (If(;)B )_ P (12];53) — P(A).

b) = c¢)| Supongamos que P(A) > 0. Distinguimos dos casos:

i) Si P(B) = 0, se verifica que

0 < P(B/A) = < =0,

de donde se sigue que
P(B/A)=0= P(B).

ii) Si P(B) > 0, entonces
P(A)P(B/A) = P(ANB) = P(B)P(A/B) = P(B)P(A),

de donde se concluye que
P(B/A) = P(B).

¢) = a) |Distinguimos dos casos:

i) Si P(A) = 0, entonces, tal y como se ha visto en el apartado c¢) de la Observa-
cion 19.15, se tiene que A y B son sucesos independientes.

ii) Si P(A) > 0, se tiene que
P(AnB)=P(A)P(B/A) = P(A)P(B),

por lo que los sucesos A y B son independientes. o

Conviene destacar que no existe relacion entre los sucesos independientes e incompa-
tibles (véase el apartado e) de la Definicion 19.4):

Observacién 19.16 Sea 2 un espacio muestral y A, B C {2 con P(A) # 0 # P(B).
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a) | Ay B independientes & Ay B incompatibles ‘

En efecto, si A y B son independientes, se tiene que
P(ANnB)=P(A)P(B)#0 = ANB#

y, por tanto, A y B no son incompatibles.

b) | Ay B incompatibles & Ay B independientes ‘

En efecto, si A y B son incompatibles, entonces
ANB=0 = P(AnB)=P(0)=0+# P(A)P(B),

por lo que Ay B no son independientes. g

19.5. Teorema de la Probabilidad Total. Teorema
de Bayes

Definicion 19.9 Una familia de sucesos S = {A;, A, ..., A, } de un espacio muestral
Q) constituye un sistema completo de sucesos (o particion) de € si se verifica:

1) A;NA; =0sii# j(los sucesos son disjuntos dos a dos).

n

2) U A; = Q (la unién de todos los sucesos es el espacio muestral).
i=1

3) P(A;) > Oparatodoi=1,2,...,n (los sucesos son verosimiles).

De esta forma, cuando se efectiia el experimento, ocurre uno, y solamente uno, de los
sucesos A;. o

Ejemplo 19.15 Al elegir una carta de una baraja espaiiola, el conjunto de sucesos
S = {A; = {oros}, Ay = {copas}, A5 = {espadas}, A4 = {bastos}}

constituye un sistema completo de sucesos del espacio muestral, mientras que no lo es el
conjunto

S = {A; = {reyes}, Ay = {ases}}. o

Como aplicacién directa de la probabilidad condicional se deducen el teorema de la
Probabilidad Total y el teorema de Bayes.
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Teorema 19.1 (Probabilidad Total) Si S = {A;, Ay, ..., A} es un sistema completo
de sucesos de un espacio muestral ), entonces para todo B C ) se verifica que

iPAﬁB

i=1

y, por tanto,

XH:P P(B/A;).

i=1

DEMOSTRACION. Tal y como se muestra en la Figura 19.1, por ser S un sistema com-
pleto de sucesos, se tiene que (véase la propiedad distributiva en la Observacién 19.3)

B:BﬂQ:Bﬂ(O Ai> ZO(BﬂAi>

i=1 i=1

con
(BﬂAi)ﬁ(BﬁAj)ZBQ(AiﬁA]‘>=Bm@:® si i # j.

Figura 19.1: Sistema completo de sucesos.

Por tanto, por el axioma III) de la Definicién 19.6, se verifica que

(BmA,)):Z (BNA;) =) P(A;)P(B/A;)

(nétese que tiene sentido considerar probabilidades condicionadas al ser P(A4;) > 0). o

P(B):P(

TC-

Ejemplo 19.16 El 60% de los pasajeros de un tren son mujeres. Si el 35% de los hombres
y el 20% de las mujeres miden més de 1’80 cm y se elige un pasajero al azar, ;cudl es la
probabilidad de que mida mds de 1’80 cm?
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Q

A

Figura 19.2: Sistema completo de sucesos para el Ejemplo 19.16.

Si consideramos los sucesos
{ A; = {el pasajero es mujer}, A = {el pasajero es hombre}

B = {el pasajero mide mds de 1’80 cm},

puesto que S = {4, As} constituye un sistema completo de sucesos (véase la Figu-
ra 19.2), aplicando el feorema de la Probabilidad Total, se tiene que

2
60 20 40 35 13
P(B) =S P(A)P(BJA;) = — —— 4+ 22 _ 22 _ /96,
(B) ; (A)P(B/A:) = 156 700 T To0 100 ~ 50~ ° 20

Por tanto, la probabilidad buscada es el 26%. o

Teorema 19.2 (Bayes) Si S = {A;, Ao, ..., A,} es un sistema completo de sucesos de
un espacio muestral ), entonces, para todo B C ) con P(B) > 0, se verifica que

P(A;)P(B/A;)

> P(A)P(B/A;)

P(A;/B) =

para j = 1,2,...,n (P(A;) se denominan probabilidades “a priori”, P(B/A;) “vero-
similitudes” y P(A;/B) probabilidades “a posteriori”).

DEMOSTRACION. Por una parte, para todo j € {1,2,...,n} se tiene que
P(BNAj)
P(B)>0 P(A;/B) = ————2
(B)>0 = P(A,/B) = 210

P(A]) >0 = P(BQAJ) = P(AJ)P(B/AJ)7
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por lo que
_ P(Aj)P(B/4;)
P(A;/B) = T (19.3)
Por otro lado, por el teorema de la Probabilidad Total (véase el Teorema 19.1)
P(B) =Y P(A;)P(B/A). (19.4)

i=1
El resultado se concluye sustituyendo (19.4) en (19.3). ¢

Ejemplo 19.17 En las condiciones del Ejemplo 19.16, si el pasajero elegido al azar mide
mds de 1’80 cm, ;cudl es la probabilidad de que sea una mujer?

Por el teorema de Bayes (véase el Teorema 19.2) se tiene que

P(A1)P(B/A1)
P(A1)P(B/Ay) + P(A2)P(B/Az)
60 20

6
_ 100 100 _ ~
— 60 20 40 35 E - 0/4615’

100 100 T 100 100

P(A1/B) =

por lo que la probabilidad buscada es, aproximadamente, el 46'15%.

Obviamente, si el pasajero elegido al azar mide més de 1’80 cm y queremos hallar la
probabilidad de que sea un hombre, podemos calcular P(As/B) aplicando de nuevo el
teorema de Bayes, aunque no es necesario, pues, teniendo en cuenta que

P(A1/B) + P(A2/B) =1,
esta probabilidad se obtiene directamente como

6 7
P(A3/B) = 1= P(4/B) = 1 - T = = = 0/5385

(compruébese que se obtiene el mismo resultado aplicando el teorema de Bayes). 1

19.6. Problemas

19.1. Determinar el espacio muestral en cada uno de los siguientes experimentos:
a) Se tiran dos monedas iguales al aire simultineamente y se anota el resultado.

b) Se tiran dos monedas distintas simultineamente y se anota el resultado.
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¢) De unabolsa con tres bolas (roja, blanca y negra) se seleccionan dos de ellas con reem-
plazamiento (esto es, se saca una bola, se ve su color y antes de la segunda extraccién
se repone en la bolsa).

d) El mismo experimento que c), pero sin reemplazamiento.

e) Se lanza 6 veces un dado y se anotan los resultados.

19.2. Si se lanza un dado al aire 6 veces, hallar la probabilidad de que los 6 resultados
obtenidos sean diferentes.

19.3. De los 30 temas de un examen un alumno sabe 18. Se proponen 2 tipos de examen:
a) Los miembros del tribunal eligen 3 temas y el alumno debe contestar correctamente 2.
b) El tribunal elige 5 temas de los cuales debe contestar 3.

(Cudl es el tipo de examen mds favorable para el alumno?

19.4. Sabiendo que una funcién de probabilidad verifica que P(A) = 0’3, P(B) = 0'4
y P(AN B) = 0’2, hallar P(A/B), P(B/A%)y P(B°/A).

19.5. Se lanzan 3 monedas sucesivamente y se considera A el suceso “obtener cruz en
el primer lanzamiento”, B el suceso “obtener al menos una cara” y C el suceso “obtener
exactamente dos caras”. ;Son A y B incompatibles? ;Son independientes? (Y Ay C?
Hallar PLAUBUC)y P(ANBNC(C).

19.6. Calcular la probabilidad de que los 100 alumnos de una clase tengan todos sus
cumpleafios en dias diferentes, indicando la hipétesis implicita en el razonamiento. ;Cudl
es la probabilidad de que al menos dos alumnos cumplan los afios el mismo dia?

19.7. El 70% de los habitantes de una determinada ciudad tiene coche. Si se eligen 5
habitantes al azar, ;cudl es la probabilidad de que 3 de ellos tengan coche? ;Y lo de que
no lo tenga ninguno?

19.8. La probabilidad de que un tirador dé en el blanco es de % Si dispara al blanco
hasta que le da por primera vez, hallar la probabilidad de que necesite 5 disparos.

19.9. Un examen consta de 14 temas y se debe escoger 1 tema de 2 elegidos al azar.

a) Hallar la probabilidad de que a un alumno que ha preparado 5 temas le toque al me-
nos 1 que sabe.

b) (Cuadl es el nimero minimo de temas que debe preparar para tener una probabilidad
superior a 0’5 de superar el examen?
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19.10. Una marca de coches tiene tres fabricas en Espafia que reparten su produccion
en un 20%, 30% y 50%. Los porcentajes de coches defectuosos en la produccién de
cada fébrica son, respectivamente, el 5%, el 2% y el 6%. ;Cuél es el porcentaje a nivel
estatal? Si compramos un coche de esa marca y resulta ser defectuoso, ;cudles son las
probabilidades de que proceda de cada una de las tres fabricas?

19.11. En una poblacién de adultos, el 48% son hombres. Se sabe que el 55% de los
hombres y el 30% de las mujeres son fumadores. Determinar el porcentaje de adultos
fumadores y el porcentaje de fumadores que son hombres.

19.7. Soluciones

19.1. a)Q={CC,C+,++}. b)Q={C1Cs, Ci1+2,+1C2,+1+2}.

¢)Q = {RR,RB,RN,BR,BB,BN,NR,NB, NN}.

d)Q = {RB, RN, BR, BN, NR, NB}.

e)Q ={(1,1,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,2),...,(6,6,6,6,6,6) }. El nimero de elementos
de Q es card(2) = RVg 6 = 65 = 46656.

5
19.2. — ~0/0154.
9 321 0’015

1
19.3. a) % ~ 0'6532. b) % ~ 0'6957. Luego el segundo tipo de examen es mas

favorable al alumno.

2 1
194. P(A/B) =105, P(B/A°) = 7= 0’2857y P(B°/A) = 3= 0'3333.
19.5. Ay B son compatibles. Ay B son dependientes. A y C son dependientes.
P(AUBUC)=1yP(ANBNC)=0125.

19.6. a)p ~ 3’0725 x 10~". La hipétesis que estamos haciendo es que todos los cum-
pleafios son equiprobables (lo cual es falso). b) 1 — p ~ 0'9999996927.

19.7. a) 10 x 0'3430 x 0'09 ~ 0'3087. b) 03> ~ 0/0024.

2
19.8. — ~ 0/0082.
9.8 513 0008

19.9. a) El alumno tiene el 60'44% de aprobar el examen. b) Basta que el alumno pre-
pare n = 4 temas.

19.10. E14’ 65()% de los coches son defectugsos. 5
P(F\/D) = 3 = 02174, P(Fy/D) = 75 ~ 0'1304, P(F3/D) = 55 = 06522

19.11. EI 42’00% de los adultos son fumadores. El 62'86% de los fumadores son hom-
bres.

(© Ediciones Piramide






Bibliografia

[1] S.J. Alvarez: Estadistica Aplicada. Teoria y Problemas. CLAG, S.A. 2000.

[2] F. Bernis, A. Malet y C. Molinas: Curso de problemas de Matemdticas (COU). No-
guer Didéctica. 1983.

[3] G. C. Canavos: Probabilidad y Estadistica. Aplicaciones y Métodos. McGraw—Hill.
1987.

[4] F. Gonzalez y J. Villanova: Curso prdctico de Matemdticas (3° BUP). Edunsa. 1987.
[5] F. Gonzélez y J. Villanova: Curso prdctico de Matemdticas (COU). Edunsa. 1987.
[6] M. de Guzmadn y J. Colera: Matemdticas I (COU). Anaya. 1989.

[7] M. de Guzman y J. Colera: Matemdticas Il (COU). Anaya. 1989.

[8] A. Martinez, M. C. Davalillo, L. M. Garrido y L. Villacorta: Matemdticas. Docu-
mentos 48/1, 48/2 y 48/3 (3° BUP). INBAD. 1978.

[9]1 A. Martinez, J. Valdés, F. Hernandez, F. Lorenzo y S. Marsinyach: Matemadticas
(COU). Bruiio. 1986.

[10] W. Mendenhall, R. L. Scheaffer y D. D. Wackerly: Estadistica Matemdtica con apli-
caciones. Grupo editorial Iberoamérica. 1986.

[11] P. Meyer: Probabilidad y aplicaciones estadisticas. Addison—Wesley Iberoamerica-
na. 1992

[12] D. Peiia: Estadistica. Modelos y Métodos 1. Fundamentos. Alianza Universidad Tex-
tos. 1989.

[13] S. Segura: Matemadticas (1° BUP). Ecir. 1975.

(© Ediciones Piramide






indice alfabético

abscisa, 56
adjunto, 87
afijo, 398
dngulo
agudo, 178
1lano, 178
negativo, 177
obtuso, 178
orientado
negativamente, 177
positivamente, 177
positivo, 177
que forman
dos planos, 232
dos rectas, 231
dos vectores, 215, 219
una recta y un plano, 233, 234
recto, 178
anillo conmutativo, 60
aplicacion, 55
arco
capaz, 188
de circunferencia, 176
argumento de un ndmero complejo, 405
asintota(s)
de una hipérbola, 279
horizontal, 371, 474
oblicua, 474
vertical, 370, 474

Barrow, regla de, 513, 519

(© Ediciones Piramide

base
candnica, 133, 223
de un espacio vectorial, 126, 131
de una exponencial, 359
de una potencia, 45
ortogonal, 223
ortonormal, 223
Bayes, teorema de, 592, 594
Bézout
identidad de, 27
teorema de, 28
binomio, 58
bisectriz
de los cuadrantes 1° y 3°, 67
de los cuadrantes 2° y 4°, 67
Bolzano, teorema de, 384

cambio de variable, 507, 521, 522
integracién por, 495, 499, 500
cardinal, 576
cateto, 178
Cauchy—Schwarz, desigualdad de, 221
centro
de una circunferencia, 253
de una hipérbola, 279
Chasles, relacion de, 140
circunferencia, 251, 253
clases, 548
cociente, 22, 24, 63, 325
de nimeros complejos, 400, 411
de polinomios, 63



602 indice alfabético

incremental, 422
coeficiente(s), 57, 101
de variacion, 557
cofactor, 87
combinacién, 540
con repeticion, 542
lineal
de columnas, 88
de ecuaciones, 102
de filas, 88
de vectores, 128
complementario de un suceso, 579
completitud, axioma de, 39
componentes, 56
conicas, 251
conjugado del denominador, 376
conjunto denso, 37
contrario de un suceso, 579
coordenadas, 56, 133, 140
cosecante, 192
coseno(s), 190
directores, 247
cota
inferior, 330
superior, 39, 330
cotangente, 192
Cramer, regla de, 105
cuadrantes, 56
cuantil, 558
cuartiles, 558
cuasidesviacion tipica, 557
cuasivarianza, 556

datos agrupados, 548
deciles, 558
denominador, 23
dependencia lineal, véase linealmente de-
pendientes
derivacion bajo el signo integral, 520
derivada(s)
de orden superior, 429

de una funcién en un punto, 422,
423
laterales, 426
descomposicién
en factores primos, véase factoriza-
cién en nimeros primos
en fracciones simples, 502, 504, 505
factorial de un polinomio, 66
desigualdad triangular, 43, 217, 406
desviacién
estandar, 557
media, 553
tipica, 556
determinante, 86, 88
diagramas
de barras, 563
de Pareto, 562
de sectores, 562
diametro, 254
diferencia, 324
entre sucesos, 579
dimension
de un espacio afin, 140
de un espacio vectorial, 132
direccion de un vector, 138
directriz, 294
discontinuidad
de primera especie, véase disconti-
nuidad de salto
de salto, 380
de segunda especie, véase disconti-
nuidad esencial
esencial, 380
evitable, 380
discriminante, 72
discusion de un sistema lineal, 102
distancia
de un punto
a un plano, 229
a una recta, 226, 240
entre dos puntos, 225

(© Ediciones Piramide



entre dos rectas, 228, 243
focal, 264, 280, 296
divide, 22
dividendo, 63
dividir, 40
un polinomio, 63
divisible, 22
division
entera, 24, 25
sintética, 65
divisor, 22, 63
dominio de una funcién, 55

ecuacion(ones), 101
algebraica, 67, 397

bicuadrada, véase funcién bicuadra-

da

en forma continua, 145, 147

equivalentes, 102
exponencial, 366
general

de un plano, 150

de una elipse, 268

de una hipérbola, 283

de una pardbola, 299, 300

de una recta, 145
implicitas, 148
matricial, 96
paramétricas

de un plano, 150

de una circunferencia, 269

de una elipse, 269

de una recta, 145, 147
punto—pendiente, 145
reducida

de una circunferencia, 254

de una elipse, 263

de una hipérbola, 278, 280
de una pardbola, 296, 297

de una recta, 148
vectorial

(© Ediciones Piramide

indice alfabético

de un plano, 149
de una recta, 144, 146
eje(s)

de abscisas, 56
de coordenadas, 56
de ordenadas, 56
de revolucion, 251
de una parébola, 70, 296
imaginario, 398

de una hipérbola, 280
mayor

de una elipse, 264

de una hipérbola, 280
menor

de una elipse, 264

de una hipérbola, 280
real, 398

de una hipérbola, 280

elemento(s)

diagonales, 84
inverso, 39, 402

603

neutro, 39, 59, 60, 84, 85, 124, 352,

353, 400, 402, 579
opuesto, 59, 124, 400
unidad, 60
elipse, 252, 261
espacio
afin, 139, 140
euclideo, 216
euclideo estandar, 216
muestral, 576
continuo, 577
discreto, 577
finito, 577
normado, 217
vectorial, 123
euclideo, 216
Euclides
algoritmo de, 25, 32
generalizado, lema de, 29
lema de, 28



604 indice alfabético

teorema de, 30
Euler, férmula de, 416
excentricidad, 253

de una elipse, 266

de una hipérbola, 282

de una pardbola, 298
experimentos

aleatorios, 576

deterministas, 576
extremo(s)

absolutos, 443

calculo de los, 444

de un vector, 137

inferior, 42

relativos, 443

superior, 42

factores primos, 30
factorial, 61
factorizacién en nimeros primos, 29
foco(s)

de una elipse, 261

de una hipérbola, 277

de una parébola, 294
forma

bindémica, 396

exponencial, 416

modulo—argumento, 408

polar, 408

trigonométrica, 409
fraccién irreducible, 24
frecuencia

absoluta, 548, 580

acumulativa, 549
relativa, 548, 580
acumulativa, 549

funcién, 55

area, 518

acotada, 356

afin, 68

arcocoseno, 196, 355

arcoseno, 195, 355
arcotangente, 197, 198, 356
bicuadrada, 73
biyectiva, 56

concava, 469

cociente, 353
compuesta, 354
continua, 379-381
convexa, 469

coseno, 196

creciente, 357
cuadratica, 70

de clase 1, 429

de clase 2, 429

de clase n, 429
decreciente, 357
derivable, 423
derivada, 429

derivada segunda, 429
diferencia, 352
estrictamente creciente, 68, 357
estrictamente decreciente, 68, 357
exponencial, 359, 365
impar, 356

integrable, 515

inversa, 354

inyectiva, 56

lineal, 67

logaritmica, 360
mondtona, 357

nula, 68, 352

opuesta, 352

par, 356

periddica, 358
polinémica, 358
producto, 353

producto por un escalar, 353
racional, 358

real de variable real, 56
seno, 194

signo, 391

(© Ediciones Piramide



sobreyectiva, 56
suma, 352
suprayectiva, 56
tangente, 197
unidad, 353

valor absoluto, 428

Gauss
campana de, 567
método de, 114
Gauss—Jordan, método de, 93
generatriz, 251
giro, 410
grado
de un monomio, 57
de un polinomio, 58
de una raiz, 46
sexagesimal, 176
grupo
abeliano, véase grupo conmutativo
conmutativo, 59

Hero6n, formula de, 207
hipérbola, 252, 277
equilétera, 284
hipotenusa, 178
histogramas
de frecuencias absolutas, 563
acumuladas, 563
de frecuencias relativas, 563
acumuladas, 563
Horner, algoritmo de, 65

identidad del paralelogramo, 246
imagen, 55
incégnita(s), 101, 104

principales, 108
incremento, 422
independencia lineal, véase linealmente

independientes

indeterminacién(ones), 48, 339, 373, 465

(© Ediciones Piramide

indice alfabético 605

indice de una raiz, véase grado de una
raiz
individuo, 560
infimo, 330
infinitésimo(s), 378
comparables, 378
de orden
inferior, 378
superior, 378
del mismo orden, 378
equivalentes, 378
integracion
de funciones racionales, 501
por cambio de variable, 495, 499,
500
por descomposicién, 497
por partes, 498, 521
integral(es)
casi inmediatas, 493
definida, 515
indefinida, 491
inmediatas, 493
interseccion de sucesos, 578
intervalo(s), 42
abierto, 42
cerrado, 42
de agrupacion, 548
semiabiertos, 42
semicerrados, 42
inversa
de una funcion, 354
de una matriz, 85, 91

Kolmogorov, 582

Lagrange, féormula de, 455

Laplace, regla de, 585

L’Hopital, regla de, 463

limite(s)
de una funcién en un punto, 368
de una sucesion, 331
finito



606 indice alfabético

en el infinito, 371
en un punto, 368
indeterminados, 465
infinito
en el infinito, 372
en un punto, 370
laterales, 369
linealmente
dependientes, 126
independientes, 126
logaritmo
decimal, 363
en base a, 360
natural, véase logaritmo neperiano
neperiano, 363

MacLaurin, desarrollo de, 455
marca de clase, 548
matriz, 80
ampliada, 104
columna, 80
cuadrada, 84
de coeficientes, 104
de orden n, véase matriz cuadrada
de Vandermonde, 96
diagonal, 86
fila, 80
identidad, 85
inversa, 85
inversible, 85
no inversible, 85
no regular, véase matriz no inversi-
ble
no singular, véase matriz inversible
nula, 81
ortogonal, 86
producto, 82
regular, véase matriz inversible
simétrica, 86
singular, véase matriz no inversible
traspuesta, 82

triangular
inferior, 86
superior, 86
maximo, 385
absoluto, 385
comun divisor, 24
relativo, 442
media
aritmética, 37, 550
ponderada, 569
armonica, 570
geométrica, 570
mediana, 551
de un tridngulo, 185
mediatriz, 261, 277
menor
complementario, 87
de orden &, 90
principal, 90
método(s)
de igualacién, 103
de los puntos muestrales, 584
de reduccioén, 104
de remonte, 114
de sustitucién, 103
elementales de integracion, 493
minimo, 385
absoluto, 385
comun multiplo, 33
relativo, 443
minuto sexagesimal, 176
moda, 551
modulo
de un niimero complejo, 405
de un vector, 138, 218
momento
respecto a la media, 558
respecto al origen, 558
monomio, 57
Morgan, leyes de, 579
muestra, 560

(© Ediciones Piramide



indiice alfabético 607

multiplicacién anidada, 65 imaginaria, 396
miiltiplo, 22 literal, 57
real, 396
Newton, binomio de, 62 particién, véase sistema completo de su-
norma, 217, 218 cesos
asociada, 219 de un intervalo, 513
numerador, 23 Pascal, tridngulo de, 62
ntimero(s) pendiente de una recta, 67
combinatorio, 61 percentiles, 558
complejo(s), 396 periodo, 358
conjugado, 396 permutacién(ones), 537, 544
opuesto, 396 Pitagoras, teorema de, 183
compuestos, 27 plano(s), 149
coprimos, 28 coincidentes, 162

decimal
no periédico, 36
periédico mixto, 37
periddico puro, 36

paralelos, 161

que se cortan, 161
en un punto, 163, 165
en una recta, 166

e, 343, 3;2 poblacién, 559
?n;egrsos, poligonal de frecuencias, 566
2,

polinomio(s), 58
cuadadro de un, 60
cubo de un, 60
de Taylor, 450

irracionales, 38
naturales, 21
negativo, 41

Wc,)sliZiZ/o A1 de una variable real, 58
grimo 2’7 derivada de un, 435

irreducible, véase polinomio primo
primo, 66
trigonométricos, 383
potencia, 22, 43, 49, 359, 403
de exponente

primos entre si, 28
racionales, 23

reales, 39

relativamente primos, 28

orden total, 39 cero, 48
ordenada, 56 entero, 48
origen, 140 fraccionario, 48
de coordenadas, 56 negativo, 47
de un vector, 137 positivo, 47
racional, 48
pardbola, 70, 252, 294 de nimeros complejos, 403, 411
parte de un polinomio, 60
decimal, 327 de un punto respecto a una circun-
entera, 327 ferencia, 189

(© Ediciones Piramide



608 indice alfabético

primitiva, 489
probabilidad, 582
condicionada, 586
de un suceso, 582
condicionado por otro, 587
propiedades de la, 582
producto
cartesiano, 56
de filas por columnas, 82
de matrices, 82
de monomios, 59
de nimeros complejos, 400, 410
de polinomios, 59
de un escalar
por un polinomio, 59
por una matriz, 81
escalar, 215
euclideo, 216
mixto, 241
por escalares, 123
vectorial, 236
progresion
aritmética, 324
geométrica, 325
propiedad
absorbente, 579
antisimétrica, 237
arquimediana, 37, 39
asociativa, 39, 124, 400, 402, 579
conmutativa, 39, 124, 400, 402, 579
de los complementarios, 579
distributiva, 39, 124, 237, 402, 579
idempotente, 579
reflexiva, 39
simétrica, 39
transitiva, 39
punto(s), 139
anguloso, 427
critico, 443
de contacto, 471
de discontinuidad, 380

de inflexién, 469

de retroceso, 427

de tangencia, 257
diametralmente opuestos, 264
medio, 143

simétrico, 143

singular, 443

radian, 176
radicales, 43
radio
de una circunferencia, 253
focal, 296
raiz
cubica, 47
cuadrada, 44, 47
de multiplicidad m, 414
de un nimero complejo, 412
doble, 414
n—ésima, 46, 47, 412
simple, 414
triple, 414
rango, 552
de una matriz, 90
razon, 324, 325
razones trigonométricas, 190
inversas, 192
recorrido, véase rango
intercuarticlico, 559
recta(s), 144, 146
normal, 424
a una circunferencia, 254
a una elipse, 274, 276
a una hipérbola, 291, 293
a una parabola, 306, 308
paralelas, 152, 155
que se cortan, 153, 156
que se cruzan, 157
real ampliada, 42
tangente, 315, 424
a una cOnica, 257

(© Ediciones Piramide



a una circunferencia, 258, 260,

425
a una elipse, 270, 274, 276

a una hipérbola, 290, 292, 294

a una parabola, 302, 305, 308

regla

de la cadena, 383, 435
del sandwich, 374

representacion grafica de una funcién, 57
resolucion de triangulos, 208
resta de nimeros complejos, 399
restar, 40

resto, 24, 63

de Taylor, 450

Rolle, teorema de, 444
rotacion, 410
Ruffini, regla de, 64

Sarrus, regla de, 87
secante(s), 192, 424
segmento, 142

segundo sexagesimal, 176
seno, 190

sentido de un vector, 138
sistemag(s)

compatibles, 101
determinados, 102
indeterminados, 102

completo de sucesos, 592

de generadores, 129

de referencia, 140
canonico, 141

decimal, 49

incompatibles, 102

libre, 126

ligado, 126

lineal, 101
homogéneo, 110

solucion

de un sistema lineal, 101
general de un sistema lineal, 101

(© Ediciones Piramide

indice alfabético

subespacio vectorial, 125, 129
submatiz, 90
sucesion, 329

acotada, 331
inferiormente, 330
superiormente, 330
alternada, 330
constante, 330
convergente, 331
creciente, 329
decreciente, 329
divergente, 332
estrictamente creciente, 329
estrictamente decreciente, 329
limite de una, 331
mondtona, 330

609

oscilante, véase sucesion alternada

término general de una, 329

suceso(s), 577

compuestos, 577
disjuntos, 578
elementales, 577
excluyentes, 578
imposible, 577
incompatibles, 578
independientes, 589
seguro, 577

suma

de matrices, 81

de nimeros complejos, 399
de polinomios, 58

inferior, 514

superior, 514

superficie cénica, 251
supremo, 39, 330

axioma del, 39

Tales

primer teorema de, 180
segundo teorema de, 187

tangente, 190



610 indice alfabético

auna curva, 257
Tartaglia, tridngulo de, 62
Taylor
férmula de, 455
polinomio de, 450
resto de, 450
teorema de, 454
Tchebychev, desigualdad de, 556
teorema
de la base, 132
de la Probabilidad Total, 593
de los Valores Intermedios, 386
de Semejanza
AAA, 182
LAL, 185
LLL, 185
del coseno, 204
del seno, 205
del Valor Medio, 446
Integral, 517
Fundamental
de la Aritmética, 30
del Algebra, 414
del Calculo, 518
término
general, 324, 325
independiente, 101, 104
totalmente ordenado, 37
transformaciones elementales, 93
tridngulo(s)
equilatero, 175
escaleno, 176
isosceles, 176
rectangulo, 178
resolucion de, 208
semejantes, 179
trinomio, 58

tronco de cono, 528

unidad
estadistica, 560
imaginaria, 395

valor absoluto, 43
Vandermonde, matriz de, 96
variable
dependiente, 55
independiente, 55
variacion, 538
con repeticion, 539
varianza, 553
vector(es), 124, 138
columna, 82
director, 144, 146
equipolentes, 138
fijo, 137
fila, 82
libre, 138
opuesto, 138
ortogonales, 222
paralelos, 222
perpendiculares, 222
posicion, 140
proyeccidn, 223
unitario, 218
velocidad
instantanea, 426
media, 426
vértice(s)
de una hipérbola, 279
de una pardbola, 70, 296
de una superficie cénica, 251

Weierstrass, teorema de, 385

(© Ediciones Piramide


















TITULOS PUBLICADOS

ALGEBRA LINEAL (vol. 2), A. Gutiérrez Gémez y F. Garcia Castro.

ANALISIS DE DATOS EN LAS CIENCIAS DE LA ACTIVIDAD FiSICA Y DEL DEPORTE, M.2 .
Barriopedro y C. Muniesa.

CIENCIA DE MATERIALES, P. Coca Rebollero y J. Rosique Jiménez.

CURSO DE GENETICA MOLECULAR E INGENIERIA GENETICA, M. Izquierdo Rojo

ECOLOGIA, J. Rodriguez.

ECUACIONES DIFERENCIALES I, C. Fernandez Pérez y J. M. Vegas Montaner.

ENZIMOLOGIA, I. Nifiez de Castro.

FiSICA CUANTICA, C. Sdnchez del Rio (coord.).

FISIOLOGIA VEGETAL, J. Barcelé Coll, G. Nicolds Rodrigo, B. Sabater Garcia y R. Sdnchez Tamés.

INTEGRACION DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES, J. A. Facenda Aguirre, F. J. Freniche
Ibafez.

INTRODUCCION A LA ESTADISTICAY SUS APLICACIONES, R. Cao Abad, M. Francisco Ferndndez,
S. Naya Ferndndez, M. A. Presedo Quindimil, M. Vazquez Brage, J. A. Vilar Fernandez, J. M. Vilar
Ferndndez.

MATEMATICAS BASICAS PARA EL ACCESO A LA UNIVERSIDAD, A. M. Ramos del Olmo y J. M.
Rey Cabezas.

METODOS NUMERICOS. Teoria, problemas y practicas con MATLAB, J. A. Infante del Rio y J. M.?
Cabezas.

PROBLEMAS, CONCEPTOS Y METODOS DEL ANALISIS MATEMATICO. 1. Ntimeros reales, suce-
siones y series, M. de Guzman y B. Rubio.

PROBLEMAS, CONCEPTOS Y METODOS DEL ANALISIS MATEMATICO. 2. Funciones, integrales,
derivadas, M. de Guzman y B. Rubio.

SERIES DE FOURIER Y APLICACIONES. Un tratado elemental, con notas histéricas y ejercicios
resueltos, A. Cafada Villar.

TABLAS DE COMPOSICION DE ALIMENTOS, O. Moreiras, A. Carbajal, L. Cabrera y C. Cuadrado.

TECNOLOGIA MECANICA Y METROTECNIA, P. Coca Rebollero y J. Rosique Jiménez.

Si lo desea, en nuestra pdgina web puede consultar el catdlogo completo o descargarlo:



	Cubierta
	Copy
	Índice
	Prefacio
	Notación general
	Parte I. ÁLGEBRA Y GEOMETRÍA
	1 Introducción al número real
	1.1. Introducción
	1.2. Números naturales, enteros, racionales y primos
	1.3. Números irracionales. Números reales
	1.4. Radicales y potencias. Operaciones
	1.5. Problemas
	1.6. Soluciones

	2  Ecuaciones algebraicas
	2.1. Introducción
	2.2. Polinomios de una variable real. Álgebra de polinomios. Binomio de Newton
	2.3. Ecuaciones algebraicas de primer y segundo orden
	2.4. Problemas
	2.5. Soluciones

	3 Matrices y determinantes
	3.1. Introducción
	3.2. Matrices. Álgebra de matrices
	3.3. Determinantes. Propiedades
	3.4. Cálculo de la inversa de una matriz
	3.5. Problemas
	3.6. Soluciones

	4 Sistemas de ecuaciones lineales
	4.1. Introducción
	4.2. Motivación
	4.3. Expresión matricial de los sistemas de ecuaciones lineales
	4.4. Método de Gauss
	4.5. Problemas
	4.6. Soluciones

	5 El espacio vectorial
	5.1. Introducción
	5.2. El espacio vectorial. Subespacios vectoriales
	5.3. Dependencia e independencia lineal. Bases
	5.4. Problemas
	5.5. Soluciones

	6 Espacios afines en el plano (R2) y en el espacio (R3)
	6.1. Introducción
	6.2. Vectores. Espacio afín. Sistemas de referencia
	6.3. Ecuaciones de las rectas en el plano y de las rectas y los planos en el espacio
	6.3.1. Rectas en el plano
	6.3.2. Rectas en el espacio
	6.3.3. Planos en el espacio

	6.4. Problemas de incidencia y paralelismo
	6.4.1. Posiciones relativas de dos rectas en el plano
	6.4.2. Condición para que tres puntos de R2 estén alineados
	6.4.3. Condición para que tres puntos de R3 estén alineados
	6.4.4. Posiciones relativas de dos rectas en el espacio
	6.4.5. Condición para que cuatro puntos espaciales sean coplanarios
	6.4.6. Posiciones relativas de dos planos en el espacio
	6.4.7. Posiciones relativas de recta y plano en el espacio
	6.4.8. Posiciones relativas de tres planos en el espacio

	6.5. Problemas
	6.6. Soluciones

	7 Trigonometría
	7.1. Introducción
	7.2. Resultados básicos de Geometría
	7.3. Razones elementales
	7.4. Razones del ángulo suma, del ángulo doble y del ángulo mitad
	7.5. Resolución de triángulos
	7.6. Problemas
	7.7. Soluciones

	8 El espacio euclídeo
	8.1. Introducción
	8.2. Producto escalar. Módulo de un vector. Ángulo de dos vectores
	8.3. Aplicaciones del producto escalar
	8.3.1. Distancia entre dos puntos
	8.3.2. Vector perpendicular a una recta en R2
	8.3.3. Distancia de un punto a una recta en R2
	8.3.4. Distancia entre dos rectas en R2
	8.3.5. Vector perpendicular a un plano en R3
	8.3.6. Distancia de un punto a un plano en R3
	8.3.7. Ángulo que forman dos rectas
	8.3.8. Ángulo que forman dos planos
	8.3.9. Ángulo que forman una recta y un plano

	8.4. Producto vectorial
	8.5. Aplicaciones del producto vectorial
	8.5.1. Vector perpendicular a dos rectas
	8.5.2. Vector director de una recta dada por la intersección de dos planos
	8.5.3. Área de un paralelogramo y de un triángulo
	8.5.4. Distancia de un punto a una recta

	8.6. Producto mixto
	8.7. Aplicaciones del producto mixto
	8.7.1. Volumen de un paralelepípedo y de un tetraedro
	8.7.2. Distancia entre dos rectas paralelas y distintas
	8.7.3. Distancia entre dos rectas que se cruzan

	8.8. Problemas
	8.9. Soluciones

	9 Cónicas
	9.1. Introducción
	9.2. Descripción geométrica de las cónicas
	9.3. Ecuaciones de la circunferencia
	9.4. Ecuaciones de la elipse
	9.5. Ecuaciones de la hipérbola
	9.6. Ecuaciones de la parábola
	9.7. Notas finales sobre cónicas
	9.8. Problemas
	9.9. Soluciones


	Parte II. ANÁLISIS
	10 Sucesiones. Convergencia
	10.1. Introducción
	10.2. Progresiones. Sucesiones de números reales
	10.2.1. Progresiones aritméticas
	10.2.2. Progresiones geométricas
	10.2.3. Sucesiones de números reales

	10.3. Límites de sucesiones
	10.4. El número e
	10.5. Problemas
	10.6. Soluciones

	11 Funciones reales
	11.1. Introducción
	11.2. Funciones acotadas, simétricas, monótonas, periódicas, polinómicas y racionales
	11.3. Funciones exponenciales y logarítmicas
	11.4. Límite de una función en un punto
	11.5. Continuidad
	11.6. Problemas
	11.7. Soluciones

	12 Números complejos
	12.1. Introducción
	12.2. Definición, conceptos básicos y representación gráfica
	12.3. Operaciones con números complejos en forma binómica
	12.3.1. Suma y resta de números complejos
	12.3.2. Producto y cociente de números complejos
	12.3.3. Potencias de números complejos

	12.4. Forma polar de un número complejo
	12.4.1. Módulo y argumento de un número complejo
	12.4.2. Paso de la forma polar a la forma binómica

	12.5. Operaciones con números complejos en forma polar
	12.5.1. Producto de números complejos
	12.5.2. Cociente de números complejos
	12.5.3. Potencias de números complejos
	12.5.4. Raíces de números complejos

	12.6. Forma exponencial de un número complejo
	12.7. Problemas
	12.8. Soluciones

	13 Derivadas
	13.1. Introducción
	13.2. Derivada de una función en un punto
	13.3. Cálculo de derivadas. Regla de la cadena
	13.4. Teoremas de Rolle y del Valor Medio
	13.5. Fórmula de Taylor
	13.6. Problemas
	13.7. Soluciones

	14 Aplicaciones de las derivadas
	14.1. Introducción
	14.2. Cálculo de límites. Regla de L’Hôpital
	14.3. Crecimiento y decrecimiento de una función. Máximos y mínimos relativos
	14.4. Concavidad y convexidad de una función. Puntos de inflexión
	14.5. Representación gráfica de funciones
	14.6. Problemas de máximos y mínimos
	14.7. Problemas
	14.8. Soluciones

	15 Cálculo integral. Integrales indefinidas
	15.1. Introducción
	15.2. Primitivas e integrales indefinidas. Métodos elementales de integración
	15.2.1. Primitivas e integrales indefinidas
	15.2.2. Métodos elementales de integración

	15.3. Integración de funciones racionales
	15.4. Otros métodos de integración
	15.5. Problemas
	15.6. Soluciones

	16 Cálculo integral. Integrales definidas
	16.1. Introducción
	16.2. Integral definida. Propiedades elementales. Regla de Barrow
	16.3. Aplicaciones de la integral definida
	16.3.1. Cálculo de áreas de figuras planas
	16.3.2. Longitud de arco de una curva
	16.3.3. Volumen de un cuerpo de revolución
	16.3.4. Área de una superficie de revolución

	16.4. Problemas
	16.5. Soluciones


	Parte III. ESTADÍSTICA YPROBABILIDAD
	17 Análisis combinatorio
	17.1. Introducción
	17.2. Permutaciones. Variaciones
	17.3. Combinaciones
	17.4. Problemas
	17.5. Soluciones

	18 Estadística descriptiva unidimensional
	18.1. Introducción
	18.2. Medidas numéricas descriptivas
	18.2.1. Generalidades
	18.2.2. Medidas de tendencia central
	18.2.3. Medidas de dispersión
	18.2.4. Medidas de posición

	18.3. Introducción a la Estadística Inferencial
	18.4. Representaciones gráficas de datos
	18.5. Problemas
	18.6. Soluciones

	19 Probabilidad
	19.1. Introducción
	19.2. Álgebra de sucesos
	19.3. Nociones y propiedades elementales de Probabilidad
	19.4. Probabilidad condicionada
	19.5. Teorema de la Probabilidad Total. Teorema de Bayes
	19.6. Problemas
	19.7. Soluciones


	Bibliografía
	Índice alfabético
	a
	b
	c
	d
	e
	f
	g
	h
	i
	k
	l
	m
	n
	o
	p
	r
	s
	t
	u
	v
	w

	TÍTULOS PUBLICADOS



